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Curve k-gonali di 1.' e di 2." specie. 

(llIen~oricl 11 (9 )(**) (***) d i  EIEDERICO AMODRO, ~1 Napoli.) 

Ct oninia candide legantur e t  defeetus in materia tam 
difficili non tam reprehendatur, quam novis lectorum co- 
natibirs inrestigentur, et benigne siippleantnr, enive mgo. 

$ 1. Curve k-gonali di I . a  specie. 

1. Le  curre k-gonali tipiclie, di cui si i. trattato nella Memoria 1, e 
clie ora diremo pure cwve k-gonali di ln spcie, hanno l'ordine m r: k + 1, 

1 il genere p = (k- 1) m- ?(k- I)(k $2), un solo punto midtiplo (m - k)-uplo 

ed un sistema lirienre c ~ n z - ~ - i  di curve nggiiinte minime di oïdine nt-k-l 

(*) Dopo spiaccvolc interruzione, dovuta ad nna lunga e pciiosa malattia ed a un 
nvvenimento lieto della min, d a ,  Iio ripreso ora 10 studio di questo argomento siil quale 
pnbblicai in questi A m a t i  la Memoria 1 ((vol. 21,  serie 2.", pag. 221-236, 1893). Cib che 
qui pubblico, e ra  già nll'ingrosso preparato fi11 d'allora, oltre a molti altri teoremi chc 
spero poter aver il tempo di pubblicare prest,o. 

(**) Errata-Corrige della Mcnzoria 1. 

Pag. 233, lin. 1 d d  basso, 
( 2 k  - 2 ) !  (2k - 2)! 

si legga » 334, » 1 G  (k + 1) ! (k  + 2 )  ! (k  - 1) I k !  
e si noti che Ie applicazioni di detta formola sono esatte; 

pag. 326, lin. 2 da1 basso, proieaione di si legga riferita unicocame~zte ad 
» 329, lin. 13, 14,  7rnn caratteristica delle czrrve k-*qonali pians 2 In se- 

guente si logga una cnratieristz'm clelle rwrw k-gonnli pirrnc proz.vfsf~ 
di czcrve aggiunle mijzime 6 7a seguente, 

c fo notare che, richiamata l a  mia nttenzione da1 si;. FAXO sii qiiésto punto, io stesw 
gli comunicni la correzione a farsi. 

(H*) P e r  non mettere altro tempo in inczzo rispondo qui al prof. BERTIXI, d ie  i n  
questi Annali (tomo 22,  seric 2.", 1894) ncllo Memoria, L a  gcomtrin d d l ~  se?"+ Zinenri 

Annali di Maternatzka, tomo XXII'. 1 
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spezzate in nt- k - 1 rette. Possiamo rappresentare i caratteri di queste 
curve in funaione della gonalità k e della dimensione R del sistema di 
cnrve aggiunte minime; in ta1 cas0 l'ordine è nz - k + R + 1, il genere é 

1 p==a (k- 1) ( k f  2R), il punto singolare è di multiplicitb R +  1, le curve 

aggiunte minime sono di ordine R spezzate in R rette. 

sopro una curva piana secondo il metodo algebrico, fece u n s  acerba critica alla hlemoria 1 
t? a due mie Note puhblicate nei  Rend. dclla R. -4cc. dei Lincei del 1893 (Curve aggiuntc 
minime, e Serie residue nella serie canonica delle curve aggiunte di ordine m - 3 - a). 

H o  già sopra mostrato a che s i  riducono gli emendarnenti da  farsi alla Memoria 1 
[della quale il  prof. BERTINI (loc. cit., nota del n.' 44) segndava  d t r i  errori,  non esistenti, 
a pag. 222, 231, 2321. O r a  'esaminerb gli appunt,i fatti alle due pubblicazioni dei Lincei 
[loc. cit., nota ("*") a l  n.O 17). 

Non é il caso di scagionarmi dell'accusa di aver  ripoptate per  mie alcune dimostra- 
zioni che, fatte i n  collaborazione dai sip.' BERTINI e SEORE e da  essi esposte nei loro 
corsi, mi  valser0 a d  enunciare teoremi più generali di quelli pe r  i quali esse furon fat te ;  
perché quest'accusa snatura 10 scopo della mia Nota ,  che, come dichiarai nella prefa- 
zione delle Serie msidue, e r a  di f a r  conoscere la forma più generale (non data  da al t r i  
prima di me) di teoremi noti e d  importanti e non di dar  per  mie le  dimostrazioni, chc 
da  anni l e  scuole di Pavia e di Torino, e certamente anche quelle di altre Universita,  
conoscevano. Né dall'analoga accusa d i  avcrmi vnluto appropriare una dimostrazionc di 
BOBEK (che io ho la  coscienza di avere  espressamente citato); c di non aver  citato comc 
sppartenente a l  BERTIN stesso un  cas0 particolare di un rnio teorema enunciato alla fine 
del 5 1 delle Cwve agg. minime. E metterb da parte, come cosa di poco conto, l a  im- 
proprietà della parola proiezione usata  per corrispondenzn zcnivoca, se  lc  due curve di 
cui si t ra t t a  non sono del10 stesso ordine. 

Quindi restano due soli appunti. 
1.O « Delle dzce condiaioni n pripzcipio del $ 3 [Cztrce agg. rnh&ze] (sulla coesi- * stenza delle quali 2'Autore ritorna poco dopo) ta secoruZa deve includere la prima. » F o  

notare che ci0 non ha conseguenza alcnna sui risultati delle mie Note. 
3! 

2.O « Se p = - (m - 3 - u) si d@e porre insieme necessariamente a = O; e perci0 
Z 

i l  teorema del $ 4 (Serie residue) é illusorio, e pela la stessn vagione nell'ultimo teorelîza 
del $ 3 (delle Cuvve a.ggiunte) deve porsi a = 0. » 

Qui il prof. BERTINI h a  preso una tripla svista; poiché: 
a nz a 

a) k p = 7 (m - 3 - z) pet. a = O e pet- p = - + 1 ,  ed in prova di cib io qui 
L 2 

presento l'esistenza di infinite curve (quelle della prima colonna del quadro del § 2; 

rappresentate da1 s i m b ~ l o ~ C ~ k _ , ~ ,  per  l e  quali a = k - 2, m = 2 k , p = (k  - 1) ( k  -12) - 
2 , 

a 
cioé proprio p = (m - 3 -a) senza  esse^ t? = O, 

2 
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A m o d  e o :  C w v e  k-gonali  di 1." e d i  2." specie. 3 

Tutte le curve k-gonali di 1." specie sono date da1 simbolo 

ok+R+l 

(~-I)(&+ZR) 
con 1 punto (R + 1)-uplo. 

Qui è d a  notarsi che R pub prendere tutti i valori interi positivi compreso 
10 zero, e k tutti i valori interi positivi > 1: perb il valore di k = 1, che 
noi abbiamo eliminato anche per la precedente Mernoria, non forma ecce- 
zione, esso comprende tutte le curve razionali di ordine R + 2 ,  con un punto 
(R + 1)-uplo, per le quali regge quanto diciamo per le altre curve k-gonali 
di 1." specie. 

2. F r a  queste curve sono particolarrnente interessanti, per il seguito 
k+l 

delle nostre ricerche, quelle che si hanno per R = 0 ,  cioè le curve Cj it-l,r, 

che sono le curve di ordine k + 1 prive di punti doppi, e sono pure le curve 
Ic-gonali di minimo ordine. - 

Già sappiamo che queste curve hanno ool gk segate da fasci di raggi 
di 1." ordine che hanno per centri i diveïsi punti della curva. 

Qui noteremo altre loro proprietà che ci necessiteranno in segiiito. 
a) Ogni  curva d i  ordine k ,  che passa per k punti  per dir i t to  d i  etna 

C k t i  k-gonale,  segu u l t e ~ i o r m e n t e  l a  curoa ifi a h i  12 pzcnti, che sono p u n t i  
base d i  u n  fascio d i  C k ,  che segu sul la  C k ~ 1  lu s e ~ i e  gf, individzrata dul 
pr imo gr.,uppo. 

Infatti il gruppo dei k2 punti e il (k  +- l)esimo punto di Ck+' allineato 
col gruppo di Ic punti scelto ad arbitrio, sono corresiduali rispetto ad un 
gruppo della y;. 

P e r  k = 2 si ha come cas0 particolaïe il notissimo teorema sulle cubiche 
riguardante il quadïangolo inscritto ed il suo punto opposto. 

b) Il teorema del § 4 (Serie residzce), che il prof. B E R T ~ I  dichiara illusorio, prende 
questa forma non priva d'interesse : 

Per le serie residzco g; ,  gt, rispetto alla serie canonica segata dalle Cm-S aggiunte si 
ha semnpre 

2 ( r  - r') = n - n' (teor. di KBTHER); 

mentre pw tutle le serie resiclite g;;, g';: ~-ispetto alla scr-ie canonica segnla dalle Cm-=-" 
aggiunte, per x > O ,  si h a :  

2 (1- - 2.') > (12 - 12). 
/ 

c) Ne1 teorema ultimo del Ij 3 (Curve ngg. minime) non deve farsi a h n a  variazione. 
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k+l L) ~ i s s a t i  sopra zcna curva Cicj2-iin un punto O ed un gruppo uriri- 
k ( k  + 3) t rurio  G d i  a l t r i  

2 
- k pudi ,  -ogni.curva Çk cche passa per k p u d i  per 

(k-l)k d i ~ i t t o  colt O, e petb i l  gruppo G, passerà anche per a l t r i  -- punt i  
d 

$s@ d e l h  C U T V ~ .  

- Perché ciascuna di queste curve coincide con una curva del fascio di 
curre C q e l  pilecedente teorema. 
: Fra  i tanti corollarii cui possono dar luogo questi teoremi prescegliamo 
a titolo di esempio i seguenti: 

1." Se per k punti  per dir i t to  d i  u n a  Ckti k-gonale s i  co~zducono Ic 
rette, queste segano ulteriorrnente l a  Ckii  in k2 punt i  buse d i  un fascio d i  Ck. 

2." Se s i  congiutagono k p d i  per dirit to con un punto O d i  u n a  Ch++' 
k-gonate con z i n  s2îo punto A ,  o y n i  cztrva C k ,  condotta per A ,  pev lc punt i  

k(k -+ 1) per dirit to con O e per un nzcmero soddisfacente, a - 1,  dei  r imanent i  

k (k  - 1 )  p n t i  d'intersexione clelle rette condotte per -4 con l a  Ck+" h a  un 
contlr tto k-punto in A. 

3." In  particolare per k = 3, oyni  ret ta  cûndotta per 21% flesso di u n a  
Cj sega la  cuvva in tre  punt i  A ,  73, C ,  che sono punt i  base d i  24n fascio d i  
cubiciie aventi  con .  l a  C3 u n  co~.ztatto d i  2.0 ordine in ciasczwo d i  essi e cke 
sega suila (7: terne d i  pun t i  all ineati  col tangenaiale del flesso. 

4.' S e  da  u n  flesso Cj si t k .  uila taugente a l la  curva che tocchi in A 
e seghi in  B la c ~ w a  stessu, vi i. ulz fuscio d i  czcbiche che ha un contatto 
di 5.0 ordine in A ed zino d i  2.0 ovdine in B, e seyn l a  czrrva i n  ierne d i  
punti allineati  col punto tanyenxiale del flesso. 

c) Oggzi czwva yeneraIe sentplice d i  orditle k + l che passa per u9z 
k+-1 

gruppo d i  1; p m t i  d i  a n a  Ci,,-,,, per din'tto con zi11 suo p n t o  O sega zcl- 

t e r i o m e n t e  lu curoa ijt I c ( k  -b 1)  -+ 1 p a t i ,  che cos t i iu i sco~~o i pztm$i buse d i  
1;+1 

wza w t e  d i  cztrcc Cilk-,,,,., r i n s c u w  ~ l c l l e  qunli o seya fci du11e rivzltmttt i  i ~ i  

g?.tlppi d i  1; pzcnti n l l h e a t i  cou zm suo plitlto jisso. 
Infatti il punto O e il gruppo di 7c(k + 1) -t 1 piiiiti soiio corresiduali ri- 

spetto ad un gruppo della y,i segata da1 fascio di  centro O, e di più i k(lc -1- 1) + i 
punti non possono stare sopra unn curva di grado k ,  altrinienti In curra con 
la quale li abbiamo determinati si spezzerebbe ilella rcttn clie passa per O e 
ilella Cl:, Tiioltrc per ogiii griippo della 9);. pcsn  \in fitecio di C1z+i, qi i i i id i  i l  
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A r n o d e o :  Cztrve k-gonali di 1." e di 2," specie. 5 

sistema individuato dai punti base B una rete,  la oui serie caratteristica ': ap- 
punto la y;, e questa, per essere le ourve k-gonali di l.>pecie, d o w  avera 
i suoi gruppi collineari. 

S i  noti che se dei k(k + 1) Jr 1 punti d'intersezione lc(k + 1) stannu 
sopra una curva di ordine Ic, allora fra le curve del fascio individuato 
da  questi e da 2 dei punti presi per diritto ci sarebbe la curva Ck++' corn- 
posta della Ck e di una retta, e quindi il riinanente punto si troverebbe per 
diritto con gli altri k ;  e viceversa. 

(kf l ) ( l t - i - 4 )  ( k  - 1) ( h  - 2) d) Essendo k ( k  + 1) + 1 = a - 2 + ----- 
B 

ïisulta 

pure : 
k+l 

Se per  k punti  per diritto d i  unu CA(,-,,, si conduce wza cuwu dello 
O 

stesso ordine, p e s t a  determina szrlla curvn duta un gruppo d i  pub d i  cui 
( k - 1 )  (k- a )  

2 
sono dipende~zti da i  rimanenti: in  a l t r i  termini la rete pre- 

(k-l)(k-21 
cedente è di sovra bbondatzea 

2 
Viceversa, se zlna rete di curve generali neil'ordi~ze 1: + 1, ka pev punti 

base k(k + 1) + I yzmti dop ' ,  ed è completu, e pemib deve essere d i  sovrab- 
(li - 1) (1; - 

6otzdaîzxa 
2 
3 due c i m e  della rete si segheran~lo i t t  k p m t i  pers 

dirit to. 
e) Da1 noto teorema di CAYLEY, sulle cuïve di ordine tz che si fanno 

passare per i punti d'intersezione di due curve di ordine m e p, entrslmbi mi- 
nori di n ,  si deduce, pel caso di f î t  =p - /; ed ?z = k -t l, il teorerna seguente : 

(k-2)(k-3) 
Qiialunque curra di ordine II. -t 1 descritta per Icg - -- punti a 

base di uu fascio di curre di ordine Iù passa anche per gli altri punti cornuni 
n questc curve, se IL -1 1 r 2 L - 3, cioh se Ic 5 4. 

Na siccorne per i punti base di un fitscio di ïaggi, di coniche o di CU- 
Liclie pub seinpre rispettivaineiite passare una conica, uiin cubica, un8 quar- 
tica, il teoreina si pu6 estcnderc anche al caso di 1; = 1 ,  2 ,  3, c quindi 
possiamo dire iii gcncrale : 

(X: - 2 )  (lc - 3)  
Qualzcrzpzw cuvva di  or*tline 1; -+ 1 descvitta per Ic' - - . - -  . 

2 
puîzti 

Ouse d i  tub fuscio di cwve di ordi~je k passu atlclhe per g l i  a l t r i  pudC base. 

f) Tenenclo conto inoltre clle I c g -  
( k - - 2 ) ( k - 3 ) -  - (k+l)(k+4) - 5  

3 2 
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6 A m o d e o :  Cui've k-gonal i  d i  1." e d i  2.a specie. 

Par i punt i  base semplici  d i  an fascz'o d i  curve d i  ordine k ( p e r  Fc > 1)  
passa  u n  s is tema m5 d i  czlrve d i  ordine k + 1. 11 sisterna B d i  sovrabbon- 

(1c - 2) (lc - 3) d u n z a  
2 

g) Da1 teoïema e) risulta ancora: 
O g n i  czirvu d i  ordine E 4- 1 generale ne1 s ~ i o  ordine che passa per i ?cz 

p n t i  base semplici  d i  un fascio d i  c w v e  Ck è segata du1 fascio in g w p p i  
d i  k p u n t i  all ineati  con un punto  fisso del la  Ck++' stessa. 

Perchè la Ckti è segata da1 fascio in una y;, e per essere essa una 
curva k-gonale, la gf, deve avere i suoi gruppi collineari e l'inviluppo dei 
loro sostegni deve essere un punto della Ck+'. 

h) Da1 teorema di Jacosr, sulle curve di ordine n che passano per 
piinti appartenenti a curva di ordine p < n ,  si ricava che delle k(L-1) in- 
tersezioni di due curve Ch, Ch-', di ordine IL e TF - 1, sono indipendenti, per 

(k - 2 )  ( 1 ~  - 3) le curve Cls che passano per esse, soltanto k(k -1) - 
2 

Ed 

essendo questo numero = "' ' 3' - 3 per k > 1 risulta il teoreme: 
2 

Per  i p u n t i  d'zlzte).sexio~ze d i  una curva d i  ordine Ic con zina culvva d i  
ol-dine k - 1 pussu zut sistema trip10 d i  cz1rô.e Ck e questo è d i  sovj.abbon- 

(L - 2) (76 - 3)  d a m z  
2 

Ir) L e  cul-ve k-gonal i  d i  1.a syecie, C 'k t ' ,  so,2o gerzemte d a l l J i d e t . s e -  
zione d i  ztn fctscio d i  r a g g i  d i  1.0 ordine con u n  fascio ad  esso p o i e t t i v o  d i  
curve d i  ordilze k ,  a pzcnti base s e n q l i c i ,  nessuno de i  q m 2 i  deve coincidere 
col centro del firscio d i  ragg io  d i  1.0 ordine. 

3. 1 precedenti teorenii si possono facilmente estendere alle curve k-go- 
nali di 1." specie che si hanno per R 5 1 ;  noi per brevità ci liiuiterenîo ai  
seguenti : - 

a )  O p i  curvu d i  ordine k + R, che passa per Fc p u n t i  peî. d ir i t to  col 
k+R+i 

y u n t o  ( R  + 1)-uplo del la  cul-va Cl,-,il,,, e d i e  aObia un punto  R-up lo  ne1 

punto  nml t ip lo  della precedente cul-va, sega l a  curva stessa in a l t r i  k(1c + 2 R) 
p u n t i ,  che sono i n s i e x e  a l  pzrnto R-up lo  p m t i  base d i  2112 fuscio d i  curve d i  
ordine Ii + B ,  ciascunn delle qua l i  segu ka curva da ta  in  Iî pzlnti per dir i t to  
col pun to  multiple. 

b) Siccome dei punti base semplici del fascio suddetto soltanto 
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A modeo: Curve k-gonali di 1.a e di 2.a specie. 7 

sono arbitrarii ne risulta: 
B+R+1 

Dati sopra ana curua Ci,,,,l,+,,, con 1 punto ( R  + 1)-plo 

k + R che passa una volta per ciascuno d i  essi ed R volte pel punto multiplo 
della curva data, e passa inoltre per k punti della stessa cuwu per diritto 

. (k+R-l)(k+ R - 2 ) + k  col puntû multiple, passer& pwe per altrz - - - 
2 - 

punti fissi della curva stessa. 
x-+R+l 

c) Una czirvu k-gonale tipica C;,-,,I,+,, è generata duil'intersezione 

d i  zin fascio d i  raggi di  1.0 o~difze con utz fascio ad esso proiettivo di curae 
di ordine k + R,  che nbbia nez centro del pria0 ftrscio un punto base R-uplo 
e i rimnnenti pzlnti base tutti se~nplici. 

5 2. Curve Ic-gonali d i  2." specie. Caratteri generali. 

1. Chiameremo curve lc-gonali di 2." specie, quelle curve k-gonali 
nelle quali l'inviluppo delle rette che contengono i gruppi delle y;, O delle y:., 
che su di essa esistono, é di 2." classe. 

L'ordine rn di queste curve deve essere [M. 1, €J 5, c)] 2 2 k ,  il loro 
genere è dato da p = ( k  - 1) (nt - lc - 1), ed hanno un sistemn lineare 
oom-2k di curve aggiunte minime di ordine m - Tc - 1, e di sovrabbondanz;t 

Noi supporremo che l'inviluppo delle rette che segano ogni g; sia irre- 
duttibile, e quindi c,he la curva non abbia punti multipli di multiplicità mag- 
gioïe di 2:  poichè in contrario vi sarebbero pih di due tangenti dell'inviluppo 
che passerebbero peï uno stesso punto. 

Dalle curve che qui consideriamo è facile ricavare le altre che hanno 
punti multipli diversi dai punti doppi; n o i  ci asterremo di entrare in questa 
partioolarità. 

11 numero dei punti doppi delle curve k-gonali di 2.8 specie é 
(m - 1) (on - 2 k) d = 

2 
+ k(k - l), essi debbono essere necessariamente situati 

sopra curve di ordine m - k - 1 e non sopra una curva di ordine minore, 
( m  - k )  (az - k - 

e soltanto d - p = ') - ( h  - 1) fra wsi sono arlitrarii. 
2 
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I n  funzione della gonalith b ,  e della dilnemiorze R del sistema di curre 
nggiiinte minime i soprncitati caratteri sono esprimibili ne1 seguente modo: 

p=("i ' )  ord. clelle curve ngg. minime = X. + I: - 1, 

dove R pub prendeïe tut t i  i valori interi pmitivi compreso 10 zcro, e 1; tutti 
i valori interi positivi ) 1. 

Fatta ecceziorie yer le c i m e  che lianiio uiia soln curvu aggiunta minima, 
R = 0, tutte le altre hanno una serie canonica g,", segata dalIe curve agg. 
d i  ordine k + R -1, cornileta e composta mediante ln y:, e sono percib 
rappresentabili mediante ciirre razionali normali di  un SR considerate corne 
k-uple. 

Diamo qui appïesso, per comodità di chi voglia esaminare in particolare 
qunlche curva Ic-gonale di 2.a specie, il quadro di tutte p e s t e  curve. 
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1 O A m O de O : Curve Tc-gonali di 1." e di 2.a specie. 

5 3. Teoremi generali. 

4.  Nelle curve k-gonali di 2.a specie, ma per le > 2 ,  ogni gïuppo 
della y;, mentre presenta una sola coildizione ad ogni curva agg. di ord. nz - 3 
che passa per il suo resto rispetto alla serie canonica g$'& delle Cm-3 agg., 
vale invece k - 1 condizioni per una arbitraria curva Cm-3 sgg.; quindi per 
R +- 1 gruppi della y,' passano (pel teorema di RIEMANN e ROCII) O Û P - ~ - ( ~ - ~ ) ( ~ + ' )  

curve Cm-3 agg.; cioè per essi ne passa un sistema lineare di dimensione 
k(k: - 3) + 1. 

Assumiamo, ne1 piano della Cg k-gonale, IL - 3 rette s l ,  s, ,  s ,,..., sk-, 

non appartenenti all'inviluppo della gX, e su ciascuna di querite assumiamo 
Ic punti della C;; questi saranno tutti indipendenti per ogni Cm-3 agg. arbi- 
traria e quindi per Z'insieme dei k(k - 3) pulzti presi sulle rette s e per R + 1 
grvtppi G , ,  G, ,. . . , GB+r della gk passa solo un fascio d i  0)2-3 agg. 

Indichianio con t,, t ,,..., tR+i le rette che sostengono i gruppi G,, G ,,... , 
GR+,, e con la curva agg. di ordine minimo che passa per R dei 
gruppi suddetti ottenuti con 17escli1sione di Gi. Al fascio delle curve C912-3 
agg. che passano per i punti delle rette s e per i gruppi G ,  apparterrà la 
curva C G - ~  = si s,. . . skPs ti C G - - ~ - ~  e la curva = si s2.. . Sk-3 t2 Cg-k-i7 
quindi le rette si, s, ,... , s k +  si staccano da tutte le curve del fascio. Dunque : 

Xl fascio delle curve Cm-3 agg. clle passa per R f 1 gruppi della g i  e 
per i k(k - 3) punti presi sulEe rette s (O, che valeva 10 stesso, sopra u m  
Ch--5 arbitraria del piano) si compone della curva &sa formata dalle Ic - 3 
rette s, e di un fascio d i  cwve aggizc~ate d i  orcline nz - k. 

Essendo già dimostrato che per le curve iperellittiche, Ic = 2 ,  le curve 
C'n-O agg. che passano per R + 1 gruppi della g: formano pure un fascio, 
possiamo enunciare in generale per tutte le curve k-gondi di 2." specie il 
teorema sepuente. 

Tutte le cwve Cm-"gg. della C; Ic-gonale di specie, clze passauo 
per R t. 1 gruppi della gi ,  fomano un  fascio che sega sutln czcwa unn serie 
g:,,,, di  dinzensione una, e d i  ordziie ai - lz (= R + k).  

2. Al fascio di curve agg. 0 " - k  che passano peï i gruppi G , ,  G,, . . . , 
GE+, appartengono le curve C ; : ; - k  t ,  C(;;-k-i e (2) - = tg C(;-k-fi, le quali 
si segano ne1 purito t ,  t,= O, dunque il punto O è un punto base del fascio. 

Ogni altra curva C;;rk = ti C1;;;k-i, per i =:= 1, 2 ,  deve passare pel 
punto O, e sicconie nori ci passa la retta t i ,  dovrà passarci la curva Cl;rk-*, 
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A lnod eo:  Cztrzie k -goml i  d i  1.a e d i  2." specie. 11 

che è una c u v a  agg. di ordirie minimo che passa per i gruppi G,, G,. 
Dunque possiamo conchiudere il teorema : 

Tut te  le czcwe agg. Cm-"-' d i  ordine nzi~airtao clella C," k-gonale d i  
2.a specie, che passnno pei. 2 gruppi della g i ,  passano anche pel pzcnto d ' i l+  

te~.sexione dei sostegni rettilinei d i  questi g r q p i .  
3. Se è R > 2 ,  ogni curva C m  -LI a(. ,g. dovendo passare per R gruppi 

differenti delle gk, si ha il teorema: 
Ogni  curva agy.  minima Cm-k-1  delle c u w e  Ic-gonali d i  2.a specie passa - - 

R(R- 1) per g l i  a vertici deil' R-latero piano cotnpleto fo~wznto dagli R so- 

stegni dei g y p i  che solzo da essn segati. 
4. 1 punti comuni a due C m - f i - 9  gg. sono (m - k - 1)" se conside- 

riamo due curve C'm-k-i agg. che passano per R - 1 gruppi, esse hanno in 
cornune d punti nei punti doppi della CF k-gonale, k(R - 1 )  punti negli 

R - 1 gruppi, ed inoltre ( R - l ) ( R - 2 )  punti nei vertici dell' (R - 1)-latero 
2 

format0 dai sostegni dei detti gruppi; ma 

d $. k(R - 1 )  + (R-1)(R-2)= k ( k  + R - 1 )  + R ( R  - 1) 
2 2 

+ 
+ k(R-  1) + ( R - l ) ( R - 2 )  

= ( E  + R - l)Z = (m - k - 1)") 
2 

dunque : 
L e  curve aggiunte mifiij~ze che passano per R - 1 gruppi della gk costi- 

tuiscono u n  fuscio che sega lu gl, ed ha per punti base semplici soltanto i 

pulzti doppi della C,", i pzcnti dei gruppi comuni, e g l i  cn - 1 )  ( R  - 2) ver- 
2 

tici dell' ( R  - 1)-latero piano completo fornznto da i  sostegni d i  questi g v u ~ p i .  
5. Ogni curva Cm-k agg. sega la curva C; in k R  + nz punti variabili, 

sicchè il resto di un gruppo della serie g l  rispetto ad un gïuppo della serie 
segata da tutte le C m - k  agg. è di Ic R + (nt - k) punti, e la serio gf, pub 
essere segata dalle 0 " - k  agg. che passano per uno di questi resti. Siccome 
una C m - k  agg. che passa per u n  gruppo della g i  è formata dalla retta che 
Io sostiene e da una C m - k - i  agg. arbitraria, ne segue che: 

Per R griippi della g i  e per i l  resto d i  u n  (R  + l)e8im0 yrtlppo i.ispetfo 
alla retta d e  10 sostiene passa un fascia d i  agg. clie sega la serie y;. 

6. Na abbiamo pure visto che per R + 1 gruppi della 9~ phfisa un 
fascio di C m - k  che sega una y:,-,.; dunque: 
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(Suesta serie g:,,-,. è residua dellu serie g; t*1Sl)eito alla sevie 1iwaf.e com- 
pletcc d i  orcli~ze oz, segata da tzrtte le Cm-k ugy. che passuno per R ynippi 
della &, percih la seî-ie y;-, 8 zmica se è u?zz'ca la g:, ed ogni suo gmppo 
è per cli~itto con un deternzimto gruppo della y;. 

a) La serie gjc e lu serie g;;-& !iamo 10 stesso iwiluppo. 
b) ;)a particolare, per R = 0,  la serie  esi ide da della gX è pure una y;. 
7 .  Consideriamo ora il sistema formato dalle curve aggiunte minime, 

ed avverti~rno espressamente che ora, per comodità, rappresenteremo i ca- 
ratteri della curva k-gonale e del sistema di curve agg. minime in funzione 
di R e 16 ($ 2 ,  n.' 1). 

La, curva k-gonale è dell'ordine 2 k + 12, del geuere (k- l ) (k  + R- 1), il 
suo sistema di curve aggiunte minime e di ditizensione R, di ordirte k $- R- 1, 

( b - 1 1 ~ ~  - 2 1  n ( ~ - I )  di socrnb~onclccnxu 
2 

, ha l i(kf R-1)+ puriti base 

semplici, ed è formato di curve geuerali ne1 loro ordine. Il grado del sistema è 

( ~ + R - ~ ) ~ - [ ~ ( I ~ + R - ~ ) + ~ ' ~ ~ - ~ ) ] = I , ( R - I ) +  . - .  ( R - l ) ( R - 2 )  2 y 

e quindi: 
La se~ie  carwtteristica del sistetna di curve agyknte nzink~e di uîza czc~~va 

li-go~zccle d i  2 . a  specie B zcna gR-l (,-,,,,-,, Eifaeare completa. 
km-l)+ 

8. Qui dimostreremo che: 
Lu serie ca~.atterTstica del sistetîza mR di czirve agg. ?~linitîze Ck+R-l della 

mtma k-gonule C&!~$,+,-,, è pure segata s0pt.a oyrzi curzta del sisterna da 
zin sistema OOR-1 d i  awve CR-' di  ordine R -1 circoscrilte d l '  R-latero com- 
pleto fo~.mto dai sostegni degli R gruppi della 9;. che sono segnti da quella 
c u l m  nella curva k-gonale. 

Sia Ci?"-' una determinata curva del sistema, e siano G,, G , , .  . ., GIZ 
gli R gruppi da essa segatr sulla curva k-gonale, t , ,  t ,  ,. . . , tR i sostegni di 
questi gruppi. 

Un gruppo della serie caratteristica segnata su questa c u r r a  è formato dai 
(R - 1) ( R  - 2) gruppi G,,  G ,,.. ,, GR-i e dagli 

2 
vertici dell' (Il - 1)-latero 

completo costituito dai loro sostegni t , ,  t,, .. . , tn-i; quindi i rimanenti R - 1 
vertici dell' R-latero t, t,. . . tR-, tB sono punti di un gruppo corresiduale del 
gruppo dei punti base del sistema noR di curve Ck+R- i  per rispetto al gruppo 
suddetto della serie caratteristica. Ragionando analogamente per gli altri gruppi 
della serie caratterktica ottenuti sopprimeiido da@ R gruppi G,  , G,, . . . , GR-, , 
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Am o d e o :  C w v e  k-gonnli d i  1." e d i  2." specie. 4 3  

GR uno per volta i gruppi GR- , ,  .. si perviene alla coilseguema che 
tutti i vertici dell' R-latero sono punti del gruppo corresiduale del gruppo dei 
punti base del sistema. 

Inoltre essendo i precedenti gruppi della serie caratteristica gn-i segati 
da una curva composta di R -1 rette, tutta la serie deve essere segata da 
curve di ordine R-1 che passano per quel gruppo. 

2.a Dim. Più brevemente potrehbesi ragionare cosi: Della serie caratte- 
ristica esistente sulla curva C:;fR-', R grnppi sono segati dagli R (R - 1)-lateri 
completi contenuti nell' R-latero t ,  t,. .. tRbi tn, e questi costituiscono R curve 
composte, di ordine R-1 ed indipendenti fra loro; quindi il sistema ooR-i 
di ourve che sega la serie caratteristica è un sistema di curve CR-' di ordine 
22 - 1, c.he ha per punti base i vertici dell' R-latero. 

5 4. Curve k-gonali di 2." specie, per R = O, 

c;iLy 

1. Queste curve sono dell'ordine 21c, di genere ( k  - l)', ed hanno i 
loro k: (X: - 1) puiiti doppi distribuiti sopra una ciirva di ordine k - 1, che è 
l'unica cuïva aggiunta di ordiiie minimo che esse posseggono. I punti dopy!i 

(7,. - 1 )  tk + 2) (16 - 1) (k - 2) arbitrarii sono soltanto a i rimrinenti p = 
2 

sono 

dipendenti da essi. In particolare peï k = 2 sono tutti arbitrarii; per li = 3 
5 sono arbitrarii, il 6.' si pub scegliere cornunque sulla conice da essi indi- 

tk - l ) ( k + 2 )  viduata; per k > 3, 
2 

sono arbitrarii del tutto ne1 piano, k - 2 

sono arbitrarii sulla Ck-1  individuata dai primi, gli altri (k - 2) (k - 3) 
2 

rima- 

nenti sono assegnati sulla Ck-I, pel noto teorema di JACOBI, dalle ulteriori in- 
tersezioni della Ck-' con una qualunque C b h e  passa per essi, perchè per 
i k ( k  - 1) punti doppi della curva k-gonale passano, non solo la unica C k - i  

agg., ma pure tutte le curve C k  aggiunte alla curva Ctk-.,,,. 
2. Da1 teorema h) del $ 1 si deduce che: 

Il sistema lineare delle C I  agg. alla C&,,. k-gonale è d i  dimensione 3. 
E siccome ogni curva C k  aagg. sega -la curva k-gonale in 2 k  p n t i  va- 

riabili, ne risulta: 
La serie Zineare completa segata sulla C$-,,, k - g o d e  dalle Ck  agg. è 

una d i  dimensione 3 e d i  ordine 2 k. 
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14 A m O de O : Curve 6-gotzali di 1." e d i  2." specie. 

E quindi pure: 
L a  selqie lineare segata dalle rette del piano sulla cuwa k-gotzale Ctf-l)? 

2 completa. 
3. Già sappiamo (5  3) che la y:, che è sempre formata di gruppi col- 

lineari per la esistenza della Ck--' agg., deve essere segata da un fascio di Ch 
agg. che passa per un gruppo della serie residua della y; rispetto alla g;, 
segata da tutte le Ck agg., e che per queste curve la serie residua della gb 
è un altra y; che ha 10 stesso inviluppo della prima. 

Dunque : ogni grappo della serie g i  vale soltanto due condixioni per ogni 
qzlulunqwe curva C h  agg. cke passa per esso. Ne1 caso particolare di A: = 3, le 
curve agg. Ç k  sono piecisamente quelle di ordine wz - 3, e si ritrova che un 
gruppo della deve valere 3 - 1 condizioni per la che passa per esso. 

Se k = 2,  la curva iperellittica (k-gonale) è la C:, e di essa il sistema 
di C k  agg. è un sistema triplo di coniche. Ogni gruppo della g$ rappresenta due 
condizioni per le coniche agg. che ci passano, e quindi uua coppia qualunque 
di punti è sempre appartenente ad una gjc, percib la Ci ha infinite serie gé, 
a due a due residue, e di ciascuna coppia il comune inviluppo è una conica. 

Non è 10 stesso per k r 3;  due punti qualunque della C'h  individuano . 
un fascio di Ck ,  che avendo k ( k - 1 )  punti base sopra una curva avrà 
i rjmanenti punti base sopra la retta individuata dai primi due e clie in ge- 
nerale non apparterranno alla cuiva C 2 h ,  se non ne1 caso che i primi due 
punti faccian parte di un giuppo di uiia 9;; 

Le curve C k  che passano per uno di questi gruppi segano la g; residua 
di quella individuata da1 gruppo. 

Le curve k-gonali Cg,,, lzanno oo' gk, oppure dzte gk l'una residua del- 
l'ultra e che i~zviluppano la stessa conica secondo che è k  f 2. 

4. Per  costruire una Ctf-,,, k-gonale di 2." specie, si piendano ne1 
(7i - l ) ( k  + 3) piano 

2 
punti arbitrarii, indi sulla curva C k - 1  da essi indivi- 

duata si prendano altri k -  2 punti ad arbitrio, per questi e per i precedenti 
si faccia passare una curva C h  generale ne1 suo ordine e si determinino i 

loro rimanenti ( k  - 2, (' - 5 punti d'intersezione. Avrerno CO& deterrnioati 
2 

k ( k  - 1) punti base di un sistema triplo di curve C k ,  due delle quali si se- 
gano sempre in k  punti per diritto. 

Assunti ne1 sistema di curve C k  due fasci, (C( , ,  C(,>), (C(,) C(,,), senza alcuna 
curw comune, ch6 altrimenti sarebbero cotnpresi in una rete che avrebbe un 
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A rnod eo : Curve Ic-gonali d i  1." e d i  2.a specie. 15 

punto di base in più, e resi questi fasci proiettivi fra loro, si avrà dnll'in- 
tersezione delle curve corrispondenti una curva di ordine 2 k ,  che lia per punti 
doppi i k ( k  - 1) punti base del sistema trip10 comuni ai due fasci, e quindi 
del genere ( I c  - l)", e sarà percio la curva k-gonale cercata. 

Una delle due serie y; è data gruppo per gruppo dalle intersezioni delle 
curve corrispondenti dei due fasci, all'altra appartengono i due gruppi di lc 
punti per diritto che costituivano. i punti base non comuni ai due fasci. 

$ 5. Curve k-gonali di 2.a specie, per R =  1, 

1. Queste curve sono dell'ordine 2 k + 1 di genere (k - 1) X:, ed hanno 
i loro P p p u t i  doppi nei punti base di un fascia di curve Ck, che sono le ooi 
loro curve agg. minime: la sovrabbondanza del sistemn di curve a.gg. minime 

(k - l)!k - 2) 
è pcrcib soddisfatta, p = 

2 
La  serie canonica segata su queste curve dalle curve Ch agg. è preci- 

samente la y;, che è percib unica. 
Da1 teorema f )  del 5 1 si doduce ohe: i l  sistema delle cwue  uggiunfe 

di ovdine k + 1 delle curve Cf;?:), k-gonali è d i  dimensione 5, e guindi la 
serie c h  esso sega sulEn curva k-gonale è una serie litzeare completa g;,.+, 
d i  dimensione 5 e d i  ordz'ne 3 k + 1 [= (2 k + 1) (k + 1) - 2 k9]. 

2. L a  serie lineare gt, é anche segata sulla C2k+1 da un fascio di curve 
Ck++' agg., perchè, pel teorema g) del 8 1, ogni curva C h + *  del sistema oc5 

sega una qualunque curva del fascio di curve C k  in Iû punti per diritto; 

inoltre essendo dei punti base del fascio di Ck soltanto (k + l)(k + 4) 
2 

- 5 

indipendenti per le Ck++ ogni Ck+' che passi per altri due punti arbitrarii 

di Ck, avrà (k + ik + 4, - 3 intersezioni sue con esss indipendenti e quindi 2 
passeril, oltre che per tutti i punti base, per altri k - 2 punti di C k  dipen- 
denti dai primi. 

Dunque conchiudiamo che, se per due punti di un gruppo della serie y:. 
conduciamo le mS O++', queste passeranno pure per gli altri k - 2 rimanenti 
punti del gruppo. Cioè: 

Ogni g w y p o  della sevie gh presedn  due condkioni  soltanto ulle curce 
ChJ'  rrgg. clre passmo per esso. 
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1 G A m o d e o :  Curwe Ic-yonali di 1." e c i2  specir. 

E quindi si ha pure: 
L a  sevie residua della gX, vispetto alla y$,+, segatn dnlle Ch+-' cxgg. & 
~ $ 4 ~ .  

Siccome la  Ck+l che passa per un gruppo delle gf, pub pure spezzarsi 
in  unn Ck ed in una retta arbitraria del piano. 

h a  serie li~zeave g&+, segatn du  tutte le ret fe  del p i ~ a o  sdZa C$h.$\,. X p - g o -  

m l c  è incomnpleta. 
Da1 teorerna 1 del Ej 3 si ha:  
Per due gruppi della serie 1ineal.e yl, pcrssn z ~ t z  fkscio di czwce CL+' clle 

seya sulla C$k;,k k-gonale una serie Zinenre y;.+,, ~.esidua della y,' rispetto 
alla y:,+, segatu dalle rette clel p iam,  e c7le Ibn per i ~ z d u p p o  lo stesso in- 
vilzqîpo della g;. 

Per em gvuppo delle y: e per utz g i y y o  clella &+,, n o s  colliieeuve col 
pl*inzo, passa ulz fascio d i  Ckti c h  soya sulla curva C 2 k + i  1, serie &teare y);. 

3. Per  costruire una curra C@-+i,, X3-gonale, si stabilisca una corri- 
sponclenza proiettiva fra un fascio di curve C L  a punti base semplici, e u n  
fascio di raggi di 2." ordine, il luogo dei punti d7intersezione degli elernenti 
corrispondenti sarà una curva di ordine 21c + l ,  che avrà per punti doppi i 
punti base del fascio di C k  e per tangenti in ciascuno di essi i due raggi 
dell'inviluppo che ci passano, ed è percib la curva k-gonale richiesta. 

Si pub anche costruire la 1:-gonale ne1 seguente modo. Si stabi- 
lisca una proiettività fra un fascio qualunque di cnrve C k  a puriti base sem- 
plici e un fascio di curve C k t i  che abbia per punti base i punti base del 
primo fascio e altri 27c + 1 punti semplici del pinno, di cui perh 4 soltnnto 
sono indipendenti, il luogo delle intersezioni delle curve corrisponclenti è unn 
curva C'"+' che avrh per punti doppi i i%2 punti comuni ai due fasci e quindi 
sarh la  curva ccrcata. 

Tnnto nell'una clle nel17altra costruxione la serie g:; (=1 data gruppo per 
griippo dal17intersezione degli elementi corrjspondenti 

S 6. Curve k-gonale di  2." specie, per R= 2 ,  
~ 2 k + e  

(k-l)(T?+l) 

- Queste c lme sono dell' ordine 2 X: -b 2 ,  del genere ( k  - 1) (1,. -/- l), linnno 
0; - 1)U; - 

U ~ R  rete di Cktl aggiunte minime di sovrabbondanza 
2 

9 ehe h i  - 
pei punti biise scmplici i loso k(1c + 1) + 1 punti doppi. 
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A m o  d e o :  Cwue 7;-goiacali di 1." e di 2.a specie. 17 

L a  serie c~nonica  segata dalle Ck+l sulla curva C"t2 è una gik 1ineai.c 
completa e composta mediante la y;;, che é unica. 

L a  serie caratteristica della rete di Ck+i agg. è pure una serie Iinenre g:,, 
i cui gruppi sono collineari ed allineati con un punto fisso della curva, e ciii 
perchè la curva generale della rete, esscndo priva di punti doppi, è k-gonalc 
nnch'essn. Perb è da tener presente che la 91, delln curva C z k t z  arendo per 
inviluppo una conica, e quella. di ciascuna sua curva agg. minima avendo 
per inviluppo un punto, le due serie hanno soltanto due gruppi comuni e 
questi gruppi hanrio i sostegni che si segano in un punto della Ckt' agg. che 
li contiene; cib conferma un teorema precedente (§ 3, n." 3). 

L a  rete delle C k t '  agg. minime di sovrilbbondanza - 1 - 2  
2 

rpella jndicata da1 teor. d) del § 1. 
Per  costruire una curva C:f?:,(,+,, E-gonale, per F punti per diritto si 

facciano passare due arbitrarie Ch+*  semplici prive di punti doppi; queste si 

segheranno in nltri k(k  f 1) +- 1 punti semplici, di cui (5 3, 3) - 1) (1c - 21 
2 

sono dipendenti dai rimanenti, e questi certamente non appartengono ad una 
curva di grado inferiore, e individuano una ïete di curve Ck+{  geneiali ne1 
loro ordine. 

Di questa rete si considerino tre curve C(,,, C(,,, C(,, non appartenenti 
al10 stesso fascio, c? si riferiscano proiettivamente frn loro i fa& (C(,,, C(,,i, 
(C(n) ,  Cp)) ed in modo che C(,, non sin curva unitn. Due curve corrispondenti 
si segheranno in lz punti per diritto, il luogo di questi gruppi è una curva 
di ordine 2 L + 2 ,  che avrà per punti doppi i k(k + 1) + 1 punti base delia 
rete, e percib sarh del genere (k  - l ) ( k  + 1); essa è qiiindi la ciirva C ~ ~ ~ ~ , , , + i ,  
k-gonale cercata. 

5 7. Curve k-gonali di 2." specie, per R - 3, 

1. Queste curve sono dell' ordine 2 k -1- 3, di genere (k  - 1) (1- + 2) )  
hanno un sistema trip10 di curve agg. minime Ck+* dell'ordine 1; + 2 e di so- 

vrabbondanza (k - 1) (k - 2) 
2 2 che ha  per punti base semplici i loro k(k + 2) + 3 

piinti doppi. 
Amrrli di M d w z r r i i ~ a ,  toino X X  IV. 3 
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L,a serie canotzica s e p f a  dalle agg. s d l a  curoa C;!kU(k+ei k-yotzale 
è una serie y:, lineare cotnpleta e cornposta mediante la gk clte è unicu. 

La serie caratteristica del sistewza trtjdo d i  agg. alla curva k-go- 
nale Cfkf$,+,, è una serie g;,+, lineare e conqletn, che è pure segatu SU cia- 
scunu d i  esse da una rete d i  coniclre, clze ha per putl.ti base i vertici del 
trilatero t ,  t ,  t, che sostiene i g w p p i  G,,  G,, G, della y; segati da quella 
curva agg. sulla cuwa  Ic-gonale. 

2. Per  costruire una curva C;I,Ct:,,(,c+,, k-gonale, sopra un'arbitraria 
curva C'tif2 priva di punti doppi si prendano ad arbitrio tre puriti non per 
diritto L ,  M ,  N, per essi si faccia pnssare una conica, e per i 2 ic + 1 punti 
rimaiienti comuni alla conica ed alla Cky si faccia passare un'altra curva 
CE? di ordine k + 2 e generale ne1 suo ordine. Le  curve C(,, , C(,) si seghe- 
ranno ulteriormente in  un gruppo di 1c (li: + 2)  + 3 punti semplici , che, essendo 
corresiduali del triangolo L MN rispetto ai  2 k + 1 punti della conica, sono i 

(k - 1)uL - 2) punti base di un sistema trip10 di Ck+Z di sovrabbondanza 
2 

. Si 

potrebbe anche fare a meno di costruire una conica non degenere per i punti 
L M N ;  basterebbe la conica composta delle rette LM, LN, ed allorn il 
gruppo dei 2 k  + 1 punti è format0 del punto L e dei riinanenti 21; punti di 
intersezione di queste rette con la C(o)2. 

Indicando ora con G,, G, ,  G, i tre gruppi della C r ,  di Ic punti cia- 
scuno, esistent,j sui lati MAT= t , ,  NL = t , ,  L M E  t ,  del triangolo L MN, 
consideriamo che pei  un solo di questi gruppi, per es. G,, passa una retc 
di Ckt2, che avrà in tutto per punti base k i k  + 2) + 3 + k = ( ic + 1) ( k  -b 2) +- 1 

(7c - 1) k 
dei quali sono dipendenti dai rimanenti 

2 
) quindi [§ 1, d)] devc 

avere per serie caratteristica una gX+l di gruppi collineari allineati con un 
pnnto fisso. Sulla CI",? (che appartiene alla rete) la serie ha  per punto 
fisso il punto L = t ,  f , ,  poicli8 gih due gruppi sono sulle rette t ,  e t , .  Dei 
gruppi della solo quelli che stanno sulle rette t , ,  t, hanno un punto 
sulla t,, gli altri li hanno tutti fuori di questa retta, altrimenti la C$f2 si 
spezzerebbe in una Ci?' e una retta. 

Consideriamo del sistema d d i  C"t2 i fasci di curve individuati dalle 
coppie di gruppi G, G,, G2 G,, ed osserviamo che due curve di questi fasci 
si delhono segare in un gruppo di 1; + 1 punti collineari variabili, e che 
cjascun fascio determina sulla retta t, del gruppo G, ad essi comune una 
punteggiata di 1." ordine prospettiva al fascio. Se noi riferiamo proiettiva- 
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mente i due fasci fra loro in modo da essere corrispondenti quelle curve che 
si segano nello stesso punto della t,, otterremo che il Iuogo delle intersezioni 
è una curva CZk+' che si spezza nella retta t3 e in una curva C 2 k i 3  di or- 
dine 2 k  + 3, che ha per punti doppi i k ( k  + 2)  + 3 punti base del sistema 
m3 di C k f e  e quindi è la curva k-gonale cercata. 

Se di questa curva si considera il solo fascio (G, G,) di curve agg. C k + 2 ,  

si trova che il fascio sega i sostegni t , ,  t, dei gruppi base in due punteg- 
giate proiettive di 1." ordine, di cui la retta che congiunge una coppia di 
punti corrispondenti è il sostegno del gruppo di k punti della C?k+3 segato 
su essa dalla curva che determina quei punti della punteggiata, quindi si con- 
ferma che l'inriluppo della g,' della C 2 k + 3  costruita è una conica. 

5 8. Curve k-gonali di 2.a specie, per R = 4 ,  
c"i-4 

(&-l)(W-S) 

1. Queste curve sono dell' ordine 2 k + 4,  del genere (X: - 1) (1; + 3) ed 
hanno un sistema m4 di curve agg. mininle C k i  dell'ordine X;+ 3 e di sovrab- 

( k  - l ) ( k - 2 )  
bondanza , che lia per punti base semplici i loro k ( k  + 3) + 6 a 
punt,i doppi. 

L a  sevie cawnica  seyatcr dalle Clbi3 agg. sulla c u w a  C"_tf,,,+,, k-yotzale 
è ztna serie 94, lineare cornpleta e composta mediante la  gk, che è urzica. 

La serie caratteristica del sistema oo4 d i  C k t 3  agg. al la  curva C$'&,+,, 
è una serie g:k+, lifiem-e e completa, che è pure segata su ciasczcna d i  esse 
da un sistema triplo d i  cubiche che ha per punt i  base i vertici del quadri- 
latero t,t,t,t4 che sostiene i grtcppi G , ,  G,, G3,  G4 della gf, seguti da qzlella 
czc~un szdla ctrrva k-gonale. 

2. Per  costruire una C'tk&::,(,s+,, 16-gonale, per i vertici di un quadri- 
latero piano completo t ,  t,t,t4 si faccia passare una curva CV3 generale ne1 
suo ordine ed una cubica, e per gli ulteriori 3 1% + 3 punti d' intersezione di 
queste due curve si faccia passare un'altra curva Ckt3 di ordine k + 3 e ge- 
nerale ne1 suo ordine. L e  curre C(, , ,  C( , ,  si segheranno ulteriormciite in un 
gruppo di k ( k  + 3) + 6 punti semplici, che essendo sulla Ci,, corresiduali dei 
vertici del quadrilatero, rispetto ai 3 L + 3 punti della cubica, sono i punti 

(k - 1) (k - 2) 
base di un sistema 00' di C k t 3  di sovrabbondanza - 

2 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



2 O Atuod eo: Czwve k-gonuli d i  1." e di  2." specie. 

Si potrebbe anche fare a meno di costruire una cubica non degenere cir- 
coscritta al quadrilatero, basterebbe la cubica composta delle tre rette t ,  t,t,, 
cd in ta1 caso il gruppo dei 3 k + 3 punti è dato dai vertici del trilatero t, t, t, 
e dai rimanenti 3 k  punti d'intersezione dei suoi lati con la C2t3. 

3. Indicando ora con G,, G, ,  G,, G, i quattro gruppi della Ckf3 di 
IL punti ciascuno esistenti sulle rette t , ,  t,, t,, t4, consideriamo che, mentre 
per un punto qualunque della CzI3 passa 00, C k f s  che segano sulla C::"na 

per un punto del gruppo G, ne passano 003, che passano pure per i 
rimanenti punti del gruppo e che segano una gi,+,. 

Questo sistema trip10 di Ck+3  che passa pel gruppo G,  ha 
k ( k  $- 3) + 8 + k = ( k  $- 1) + 3) + 3 punti base ed è di sovrabbondanza 
(le - 1) (k - 2) k(k - 1) 

2 
+ k -1 = -- , quindi é una rete del tipo costruito ne1 

2 
paragrafo precedente, ottenuta cambiaildo Ic in k + 1, la cui serie caratteri- 
stica è pure segata dalle coniche circoscritte al trilatero t, t,t,. 

Sicchè delle curve di questa rete, quelle che passano per un punto del 
gruppo G , ,  passano per i rimanenti punti del gruppo e pel punto t ,  t ,  e sc- 
gûno sulla Ci;t3 una g:+, di punti collineari ed allineati col punto fisso t, t,. 

E quindi possiamo conchiudere che: del sistema m4 d i  curve sopm 
costruito, le curve clze passano per dzde gruppi G passano pure 2er i l  punto 
comune (ci 2oro sostegni e determiflan0 m a  rete di  cui due curve si segano 
irz k + 2 punti per di~itto.  

4. Consideriamo la rete determinata dai gruppi G, G2, e in essa due 
curve che si segario in un punto JI della retta t , ,  queste si segheranno in 
ültri k: + 1 puuti allineati con M su una retta ti, e appartenendo i punti co- 
muni alle due curve ad una cubica spezzata in tre rette, esse devono segarsi 
iuiche ne1 punto t ,  ti: ci06 uno dei 1; +1 punti sta su t,. 

Cosicchè: nella rete (G, G,) due curve che si segano sopra un punto va- 
viabile di t, si seguw p w e  Cn utt put2to variabile della retta t?. 

5. Finalmente consideriamo del sistema cro4 di C k f 3  i fasci di curve 
individuati dai gruppi G, G, G, , G, G, G, , e riferiamo fra loro univocamente 
i due fasci in modo che siano corrispondenti due curve che si segano in un 
stesso punto della retta t , ,  essi saranno proiettivi e il luogo delle intersezioni 
& una curra C""-+6, che si spezza nelle due rette t , ,  t ,  e in una C2k+4 che ha  
per punti doppi i lî(lc + 3) + 6 punti base del sistenia, e quindi è la curva 
k-gonale cercata. 

Anche qui è facile confermare che l'inviluppo delle rette t che sosten- 
gono i gruppi di 1; punti è una cunica. 
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$ 9. Curve k,gonali di 2." specie, per R qualunque > 1, 
C W R  

(k-l)(k+R-1) 

1. Chiudeïemo questa Memoria col dare uno sguardo alla curva ge- 
nerica fra le curve k-gonali di 2." specie, per R qualunque, ma superiore 
ad 1 , essendo che per R = O ,  R = 1 , corne abbiam visto, si hanrio a fare 
delle particolari considerazioni. 

Ogni curva C$?$+E-,, k-gonale, è dell'ordine 21; +- R,  di genere 
(1; - 1)(k + R - 1), ha un sistema mR di curve agg. minime Ck+R-1  di ordine 

I+ R -  1, ehe ha per punti base semplici i k (k  + R - 1) + R ( R  - l' punti 
2 

( E  - 1) (k - 2) doppi della curva 1:-gonale ed B di sovrabbondanza - 
2 

Lu s e ~ i e  canonica septa da questo sistema sulla c u r m  1;-gonale 2 zrtza y:, 
lirzeare conzpleta e composta niediante i grzrppi di una g;, cinica. 

La serie carntteristicn del s is tewz stesso 2 m a  gR-l L( R - l , + ( ~ - t ) m q )  segattt 
2 

pzwe da un sisteîna ooR-' d i  czirve d i  ordine R -1 ($ 3, 7 e 8). 
2. Per costruire una C'(2 /~fL+R-I ,  L-gonale si costruisca su1 piano, con 

R tangenti t ,  t2.. . tR-, tR di una arbitraria conica (se R > 5 )  un R-latero com- 
pleto e si facciano passare per i suoi vertici una C;Ota-' di ordine k+R- 1 
e generale ne1 suo ordine ed una CR-î di ordine R - 1 (questa pub essere 
anche spezzata in R-1 lati del R-latero); queste due curve si segheranno 

( R - l ) ( B  - 2 )  in un gruppo H di k(R - 1) + - a punti. Una seconda curva 

C ~ ~ " - l ,  generale ne1 suo ordine 1; + R - 1, fatta passare per questo gruppo H 

di  punti, segheri la C(,,  in k (L  + R - 1) + B (a-- 1) 
2 

punti semplici, che sa- 

ranno i punti base di un sistema mR di curve c"+-' di sovrabbondanza 
(k - 1) (k - 2) 

2 
3. Iiidicando con G , ,  G ,,..., GR-,, GR gli Z2 gruppi della C;O;tR-r di 

12 punti ciascuno esistenti sulle rette t ,  , t3, .  . . , I B  fuori dei vertici del- 
1' R-latero, consideriamo che per un puilto del gruppo GR passano C G - 4  ~ k t K - 1  

che passano per tutti i punti del gruppo e segano sulla Cij-3-1 uns 
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Questo sistema di C'C+~-~  che passa pel gruppo G, ha 
R(R - 1) ( R - l ) ( R - 2 )  

k @ + R - l ) +  'J +,$=(7;+1)(1~+ R-1)+ 2 pun ti 
k (k - 

base ed è di sovrabbondanza 
2 

'), quindi è un sistema di curve del tipo 

appartenente alla precedente colonna del quadro, e per Ic aumentato di una 
unità, la cui serie caratteristica è pure segata da un sistema mR-4 di curve 
CR-P circoscritte ad un (R - 1)-latero. Sicchè con ragionamento analogo a 
quel10 fatto ne1 paragrafo precedente ed esteso a due, t re , .  . . gruppi G, si 
perviene n questo: 

Ne1 sistema ooR di curve Ck++R-4 costruito fie2 numero precedente le curoe 
cke passano per R - 2 grzcppi C: passano per tutti i punti comuni ai sosteglzi 
di guesti gruppi e deterlîzi?zatzo uiaa rete d i  curce di cui due czlrve si segano 
in 12 + R - 2 punti per diritto. 

4. Se due curve d i  ognuna di peste ~Seti si segano in un attro punto 
di ecna delle rette che sostengono i 1oi.o gmppi comuuti, altri R - 3 dei ri-  
manenti loro punti comuni, per diritto con pello, appartersmtno ognuno ad 
una delle R- 3 rette che soste?zgono i rimanenti grzcypi comuni, e gli a1tl.i 
1; ppzcnti staranno nel piano fuori d i  peste rette. 

5. Nella rete individuata dai gruppi (I,, . . . , GR-i7 GR consideriamo i 
due fasci che hanno per gruppi comuni G, G,... GR+ GR e G, G,... GE-, G R ,  
e riferiamo fïa loro univocamente le loro curve in modo che siano corrispon- 
denti quelle che si  segano in un medesimo punto della retta tn ,  essi saranno 
proiettivi e i l  luogo delle loro intersezioni sarà una curva Czk+zR-z, che 
speaaa nelle R - 2 rette t , ,  .. ., t,-, , t, e in un& curva C 2 h R ,  che ha pcr 

R ( R  - l) punti base del sistema, e quindi è punti doppi i k(k + R - 1) + ----- a 
la cixrva k-gonale cercata. 

Napoli, agos to 1803. 
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Sopra due relazioni rimarchevoli 
fra i valori delle derivate delle funzioni 3 

ellittiche per argomento zero. 

(Di  ERNESTO PASCAI,, a Povia.) 

-- 

Uns delle relazioni notissime fra i valori delle 9 e delle loro derivate 
per argomento zero B quella che esprime la  derivata della funzione dispari 2 ' , ( O )  
per m e n o  del prodotto delle t re  funzioni 3 pari per argoinento zero, cioè: 

4', (O) = 3 (O) 9? (O) 3, (O). 

Scopo d i  questa Nota è di far conoscere due relazioni l a  cui forrnazione, 
d a  un certo punto di vista, pub ritenersi analoga alla formazione di quest'ul- 
t ima,  cioè, ne1 primo membro compariscono le derivate successive (aino alla 
settirna) della sola funzione clisjari 4,, e ne1 secondo membro compariscono 
le sole funzioni pari non affette da indici di derivazione. 

L a  forinazione poi del secondo membro non è affatto casuale, ma invece 
i due secondi membri, a meno di fattori dipendenti dai moduli di periodicità, 
corrispondoiio ai due noti invarianti g,, g,, ne110 stesso modo con cui il se- 
condo membro della citata relazione di sopra corrisponde al  cosiddetto discri- 
minante A. 

Le due re l~z ioni  che mi propongo di dimostrare sono propriamente lc 
seguenti : 

Nei primi membri gli indici superiori rappresentano ordini di derivazione. 
H o  detto che i secondi membri di queste formole hanno relazione cogli inva- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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-- 

rianti g,, y,; infatti basta ricorclare le formole che esprimono y,, 9, per mezzo 
delle 3 pari con argomento zero, cioè propriamente: 

P a s ~ i ~ m o  ora alla dimostrazionc delle due formole (A) ,  (B). 

1. Riassunto di alcune formole preliminari. 

Partendo dalla formola 3,' = 94,$,, prendendo i logaritmi dei due membri . - 
e poi le derivate rispetto al modulo logq, e poi servendosi dell'equazione dif- 
ferenziale cui soddisfanno tutte le 3 insieme a tutte le loro derivate, si ha 
subito la  nota formola: 

Su questa ripetendo la derivazione rispetto a log4 e serveildosi poi ancorn 
dell' equazione differenziale delle 3 ,  si ha : 

9tY 911"2 
21 '  4if2 (2) 

F1 ripetendo infine su quest'ultima le stesse operazioni si ottiene: 

4iy'T 3tV 3i"' 9,"'3 .VI -- + 3 3 7  4;i.-2-=-i' 
3i' 3 4 ' 3  Si 

+ 
I, IV 9;' 

+ . 3 ' F d L _ _ -  + 3". .3i (3) 
C "3 
d .  - 2 ' " > 9 gi3 

dove ne1 cecondo membro abbiamo per breviti introdotto il segno somma- 
torio, il quale si intende, preso per gli indici i = O ,  2 ,  3, cioh esteso alle 
tre 3 pari. 
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94x) Ss(x) Partiamo ors  dalle formole note per le derivate dei rapporti -- , - 
3 3  (z) 4 (2) ' 

'(') espresse mediante le 9 stesse, deriviamo primo e seconda mrmhro un' altra 31(.) . . 
volta rjspetto all'argomento z e poi poniamo x = 0. 

Si hanno allora le forrnole: 

Ci occorre finalmente trovare un'dtra c~tegor ia  di formole che si rica- 
vano da quelle relative alle derivate logaritmiche delle funzioni 3. Le derivate 
logaritmiche delle 3, a cominciare da1 secondo ordine in poi, si esprimono 
mediante le 3 stesse; le formole relative si possono facilmente trovare; noi ci 
serviremo delle tabelle contenute in un lavoro di un mio scolaro, il dott. BER- 
TOLAAI (Giorn. di Batt., vol. $3). Dalle formole per le derivate logaritmiche 
quarte e seste, ponendo l'argomento x eguale a zero, si hanno le altre (*): 

(*) Occorre notnre che nelie c ih te  for.mole del dott. BERTOLANI (vol. 33; Giorn. di 
Batt.) cornparisce u n  disgraziato e r rore  di stnmpa (nella tabella III) corretto da110 stesso 
Autore in  u n  lavoro posteriore ne1 medesirno periodico. 

Annali di Iliinlematica, tom0 XXIV. 4 
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3 2. Dimostrazione della formola ( A ) .  

Mediante le formole stabilite ne1 paragrafo precedente possiamo facilmente 
dimostrare le due formole fondamentali (A) ,  (B). 

Combinando (l), (2) possiamo avere: 

dom le 2 si intendono estese al solito in modo da comprendere le tre 4 pari, 
e il Y s'intende comprendente sei termini corrispondenti alle sei combinazioni 

?' 
degli indici i, j ,  = 0,  2, 3. 

Ma quadrando e sommando le (4), e inoltre soinmando le (5), e tenendo 
conto della relazione nota: 

onde combinando colla precedente si ha  subito la relazione ( A ) .  

5 3. Dimostrazione della formola (R). 

Tenendo presenti le (l), (2), (3) F! formando la  combinazione: 

9 (3) + 36 (1) (2) - 1 6  (1)3, 
e riducendo si ha: 
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Ora in primo luogo sommiamo le (6) e abbiamo: 

Moltiplichiamo inoltre la 2." delle (4) colla 1." delle (5) e cos1 la 3." e 1." 
delle (4) colla 2." e 3." delle (5) rispettivamente, e sommiamo; d ' ~ l t r a  parte 
moltiplichiamo rispett. la 3.", 1." 2." delle (4) colla l.", 2.a, 3." delle (5) e 
somrniamo; sottragghiamo poi fra loro membro a inembro le due relazioni 
ottenute, e si ha :  

Infine sottraendo a due a due le (4) e poi moltiplicando fra loro le tre dif- 
ferenze, si ha:  

Combinando opportunamente fra loro le quattro ultime relazioni ottenute si 
ha finalmente la formola (B). 

§ 4. Cenno su di una dimostrazione indiretta 
delle due formole (A),  (B). 

Le  dimostrazioni dei parsgrafi precedenti hanno il vantaggio di essere 
delle dimostrazioni dirette delle due formole (A) ,  (B); una dimostrazione in- 
diretta di esse è data ne1 seguente modo. 

Consideriamo quella cosiddetta operazione D che si iritroduce nella teoria 
delle funzioni ellittiche (vedi HALPHEN, Fonct. ellipt., vol. 1, cap. IX) e che 
è definita nella doppia maniera: 

ed eseguiatuo successivamente yuesta operazione sulla quantità 7 (primo semi- 
geriodo dell'integrale di 2.a specie). 
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Si sa per altre vie che il rieultato di una tale operazione è: 

1 
Dn = g 2 0  

Se ora esprimiamo tutto mediante le 2 tenendo eonto delle formole 
(sedi HALPHEN, cit.) : 

1 zz 3i'" 
i7=-=;7p- 

zz Dlogq = - I;; 
2,"' d 54" '  

D - = - -  D log ry 
4, d l o g q  4,' 

ecc. ecc. 

giiingiamo per questa via alle stesse formole sopra dimostrate. 

Pavia, ottobre del 1895. 
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Sulla rotazione di un corpo 
in cui esistono sistemi policiclici. 

(Del prof. VITO VOLTERRA, a Toko.) 

1. 1 n alcuni lavori precedentemente pubblioati (*) ho studiato la ro- 
tazione di un corpo ne1 cui interno esistono moti stazionarii e ne ho data la 
soluzione mediante funzioni ellittiche. Nei detti studi ho supposto, fin da prin- 
cipio, che i inoti ititerni venissero conservati stazionarii mediante l'azione di 
forxe interne. 

Vogliamo ora approfondire l'esame dell'effetto di queste forze interne, 
della loro necessità onde conservare stazionarii i moti interni e di cib che 
avviene (luando esse non siano tali da soddisfare a questa condizione. Queste 
coiisiderazioni formeranno il soggetto della presente Mernoria e ci condurranno 
ad allargare il campo delle nostre ricerche e delle loro applicazioni al pro- 
bleina della rotazione terrestre. 

2. Cominciamo dalla deterniinazione della forza viva di un sistema gi- 
revole attorno ad un piinto fisso. 

Sia t ,  v / ,  I; un sistema di assi mobili coll'oïigine in questo punto, e de- 
notiamo con u,  u ,  zo le componenti secondo queste direzioni della velocità 
relativa agli assi stessi del punto del sistema di coordinate 5 ,  q, 1;. Siano p, 
q ,  Y le coniponenti della velocità angolare di rotazione nelle direzioni 5, r i ,  

di questi assi, Le componenti della velocità assolutrt del punto (5, u ,  t) re- 

(*) Sulla koria dei ~~zovimswli del polo ûwreslrv. Astr. N;tclita., Bd. 135, n.' 3291-2. - 
Sulla leoria dei liloti clel polo kwestre. Atti della R. Acc. di Torino, 3 febbr., 1895. - 
Sul moto di  utz sislenaa 92el quale sussistono moti iiztenzi stuzionarii. Id., 3 marzo, 1895. - Sopra urz sistema di equnaioni dz'ferenziali. Id., 31 marzo, 1893. - Un leorema sulla 
rotazione dei CO,-i, ecc. Id., 5 maggio, 1893. - Sulle rotuaioni permmenti stabili di un 
sistema à?& mi sussistono moti interni stazionarii, Annali di Matematica, tomo 23. 
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su1 teranno : 
..  u+.qC-ril, v + r E - p t ,  w + p r l - q 5 .  

Quindi, chiamando p la densità del sistema S, la sua forza viva sarà: 

da cui segue, denotando con A,  R, C i momenti d'inerzia del sistema ri- 
spetto agli assi t ,  r ] ,  <; D, E l  F i momenti rnisti d'inerzia rispetto alle 
coppie di assi 3,  c; 4 ,  5 ;  5 ,  q ,  

1 T = -  
2 ( A p 2 + B q g + C r P - 2 D q r - 2 E r p - 2 F p q ) +  

+ ?njp + m,q + m3r + T,, 
in cui. si 15 posto: 

(1) 

tfii -jPj@n - V C ) ~ S ,  1% -(,o(u< - w i ) d 8 ,  m, - 

m,,  m,, m, sono cioè le compoiienti della coppia d i  quantith di  moto del moto 
relativo agli assi 5 ,  q ,  < e T,  è ln forza viva del moto relativo stesso. 

Chiamiamo i detti moti relativi moti interni del sistemu e supponiamo 
dapprima che essi non slterino 1s forma e ln distritiuzione di densità del si- 
stema. In tale ipotesi dovremo avere soddisfatta la condizione: 

e lungo una superficie di discontinuità: 

p(2~eosnx $- vcosny + W C O S ~ X )  = P ' ( u r ~ ~ s n ~  + vrcosiny + w'cosnx), 

denotando con n la normale alla superficie di discontinuità e p ,  u ,  u ,  w; 
d, v', w' i rispettivi valori della densità e delle componenti della velocità 

dalle due parti della superficie stessa. Nella detta ipotesi A ,  B, C, D, E, F 
saranno costanti, e scegliendo per assi 5 ,  q ,  < gli assi principali d'inerzia 
potremo supporre nulle le tre ultime di queste sei quantità. 

Le quantità tn,, nt,, m,, To saranno in generale funzioni del tempo, nia se 
oltre al non alterare la forma e la densità del sisterna i moti interni saranno 
staxiolilarii, ne seguirà che m,, m,, m,, T, dovranno considerarsi costanti. 
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3. Nella ipotesi che i moti interni siano stazionarii ed il sistema non 
sia sollec.itato da forze esterne, ahbia.mo trovato (*), scegliendo per assi quelli 
principali d'inerzia, che le equazioni differenziali del moto: 

ammettono i due integrali: 

1 - 2 ( A p P  $- Bqe + Cr4) = cost., 

( A  p 4- r n l ) Y  (Bq $ ln$ + ( C r  + m,)? = cost. (3') 

Se T fosse costante, a cagione del primo dei due precedenti integrali e 
della condizione T, = cost., seguirebbe: 

rnIp + m,q + m,r = g = cost. (3") 

Cerchiamo ora le condiziorii affinchè resulti soddisfatta la equazione pre- 
cedente, conlunque si scelgano le condizioni iniziali del inoto. 

Derivandola rispetto a t otteniamo : 

mi mp m:, onde moltiplicando respettivamente le (2) per - - - e sommando si avrà : 
A B C  

Affinchè questa equazione sia soddisfatta da un sistema qualunque di valori 
di p, q ,  r ,  dovrh essere O: 

A = B = C ,  

(*) Vedi: Sulla teoria dei m t i  del polo terreske. Atti della R. Accad. di Sorino, 
3 febbraio, 1895. 
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oppure : 
B = C ,  m , = m s = O ,  

ovvero : 
C = A ,  m 3 = r n i - 0 ,  

o finalmente: 
A = B, ml = rn, = 0. 

Reciprocamente se uno di questi sistemi di condizioni sarà soddisfatto, 
ne verrà come conseguenza che la  forza viva si manterrà costante comunque 
siano le condizioni iniziali del moto. Possiamo clunque enunciare il teorema: 

Afinchè la forxa viva del sistema s i  ?nantenya costante! comunque siuno le 
condz'xzoni inkicdz' del moto, è necessavio e suficiente clte Z'ellissoide d'ifzerxin 
sin unu sfera, oppure sia d i  ~ivoluxione attorno all 'asse dei m~oti intetani. 

Perb  si pub spingere la  ricerca più innanzi e si pub chiedere se specia- 
lizzando le  condizioni iniziali del moto possa la  forza viva mantenersi costante 
anche in casi diversi dai precedenti. Intanto si pub osservare che cib avverrk 
evidentemente quando la rotazione del sistema sarà permanente; le condizioni 
affinchè le  rotazioni del sistema siano tali furono d a  noi esposte gitt in due 
Memorie (*) ed in esse furon trovati dei casi che non rientrano nei prece- 
denti. Ma ci si pub doniandaie se essi sono i soli. L a  questione si riconduce 
a esaminare quando le equazioni (31, (3'), (3") hanno infinite radici comuni. 
Eliminando p si trovano le due equazioni: 

B(B - A)q" +C(C - d ) r 2  + 2(B - A)nz,g + 2(C - A ) u t , ~  = cost. 

Affinchè esistano infinite radici comuni, la  resultante di queste equazioni dovrk 
avere nulli tutti i coefficienti. E g u ~ g l i a n d o  a zero quel10 del termine di quarto 
grado si trova la  condizione: 

Im12BC(B-  C) + m,gCA(O- A )  + m , 2 A B t A -  B)12 $ 

+4ABClm:rn:A(B-A)(C- A)+ m,grn12B(C- B ) ( A - B ) +  

+ rn,+n,2 C ( A  - C!(B - C)) = 0, 

(") Vedi: Sulla teoria dei movimetzti del polo terreshe. Astr. Nachr., Bd. 138. - 
Sutle rotazioni permanenti stabili di un sistema in cui sussistono moti iliterni stctzioncrrii. 
Annali di Matem., toino 23. 
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la quale non pub verificarsi se non si ha  A = B - C, oppure non si- annulla 
qualcuna delle m,,  m,, m,, giacchè essa pub scriversi: 

/ m j 4 B C ( B -  C ) - m e L C A ( C - A ) - m , 2 A B ( A - B ) I Z +  

+ 4 A2 B Cm2%m,2(B - A )  (C  - A )  = 

Ne wrrebbe dunque ohe se T fosse costante p, q ,  r sarebbero pure costanti, 
a meno che non ~i avesse A = B - C, oppure non fosse nulla qualcheduna 
delle m , ,  m,, m,. 

Percib avremo il teorema: La condkione necessaria e sulCfZcietzte crfinchè 
sia cosiante la forxa viva d i  un sistema sottrutto a forxe estcrne e ne1 cui 
inferno sussistono moti  staxionarii quando A ,  B, C sono diversi fra loro e 
m, ,  m,,  m, sono diversi da zero, è che la rotazione del sistema sia permcrnente. 

Supponiamo ora m, = O; in tale ipotesi l'ultima condizione trovata diviene: 

ovvero : 

B dovrh dunque essere compreso fra A e C. Supposto A > B> C potremo 
porre : 

m, = E \ (A(A - B),  ms = + E ~ C ( B  - c), 
con E costante reale; onde le (3) e (3') diverranna: 

Ap" Bq2 p' CrS = cost. 

A2pg+ B2qe+ C2rL+ 2cA\IA(A- B)p f ~ E C ~ C ( B -  C')rl=cost. 

ed eliminando q fra queste equazioni avremo: 
-- 

A(A-B)p"+(C- B)r2 + ~ E A \ I A ( A - H ) ~  -+ ~ E C ~ C ( R -  C)t1=c0st., 

che pub anche scriversi: 

[JA(A - B)p JC(B-C)r + € ( A -  c)] [ J A ( A  - B)p 7 \Ic'(B- C ) r  + E ( A  ~)]=cost: (4)  
Annnli di M(ilernatica', t o u o  XXIV. 5 
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. . Supponiamo di prendere i valori iniziali di p ed r tali che il primo fat- 
tore delIa precedente equazione siii nullo; ne scguirà clie Io stesso fattore si 
conserverà sempre nuilo. Infatti, se i valori iniziali scelti per p ed non an- 
nullano anche il secondo fattore cib è evidente; se 10 annullassero dovrernmo 

- v - \  - P A  - - "  =- p =  3 1'= - - -- 
( A ( A - B )  B - A  Y c ( B -  C) R - c  B - c '  

quindi il moto sarebbe permanente (vedi Mem. citata negli Annali di Mat., 
5 8, II caso) e percib p ed r si conserverebbero costanti, onde il primo fat- 
tore si manterebbe nullo. Ora 1'~nnullarsi di questo fattore porta alla condi- - 
zione (3'9, possiamo dunque concludere che la foi#xa viva s i  conserverh co- 
stante puarado sia: 

m , = E \ I ~ ( ~ - B ) ,  7fiy=0, 1 n 3 = f ~ \ I C ( B - C ) ,  

t? le  condizio& iniziali  del moto sono tal i  chei 

q essendu qualzwque. 
Reciprocamente se la condizione (3") deve essere soddisfatta O essa deve 

coincidere coll'annullarsi del primo fattore della (4), O altrimenti dovrà essere 
costante anche l'altro fattore e quindi p, q ,  1. dovranno essere costanti ed il 
moto permanente. 

Osserviamo finalmente che se si suppnne ~ l t r e  nz,, anche rn, oppure m, 
costante deve aversi R = A , oppure B = C e si ricade nelle condizioni sta- 
bilite da principio. 

Riassumendo l'analisi fatta pub concludersi. 
Le  condixioni ?tecessurie e suficienti afinclrè la forxa viva de2 sistema 

s i  conservi costante s i  riducono ad uno dei gruppi seguenti: 
1." clze i l  moto d i  rotasione del sistema sia permalzente; 
2." che sia: 

rn, = E ~ A ( A  - B),  rn, = O, m3 = + E\Ic(B - C), A > B > C ,  
e le condizioni iniziali  del moto ta'li t he :  

3," che 1' ellissoide d'inerzia siu d i  ~ i v o l u x i o ~ e  ziztorno all'asse dei 
, moi2 interni; 

4." che l'ellissoide d'inerzia sia ana sferu. 
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Negli ultimi due casi le condizioni iniziali del moto possono essera qua. 
kunque. 

Esclusi questi casi ora discussi, la forza viva del sistema varierà col 
tempo; e per conseguenza onde mantenere stazionarii i rnoti interni occorre- 
ranno delle forze interne; O in altri termini se non esistessero queste forze i 
moti interni cesserebbero di essere stazionarii. Dunque, corne i moti interni 
alterano i l  moto d'insieme del sistema, cosi il moto d'insieme tende ad alte-. 
rare i moti interni. 

Ne1 caso in cui i moti interni sono stazionarii B facile calcolare la fore& 
viva T del sistema in funzione del tempo giovandosi delle formule che ab- 
biamo date nelle Nemorie precedenti. 

Abbiamo trovato (*): 

quindi : 

in cui per simmetria si è sostituito o, a a. Abbiamo ora:  

(*) Un teorema su2la rotazione dei corpi, ecc, Atti della R. Accad. di Torino, 
5 maggio, 1895, 
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giacchè le Ai sono le radici dell'equazione (*); 

qnindi (**) poichè: 
Ki + mlz + mm.,' + m,l =Hf,  

sarà : 

e per conseguenza : 

Dunque, poiché: 
1 
- ( A p 2  + Bq2 + Crt )=  h ,  2 

si avrà: 

4. Procediamo ora alla ricerca delle alterazioni prodotte nei moti in- 
terni da1 moto d'insieme del sistema quando manchino le forze interne capaci 
di conservarli stazionarii. 

Pe r  fissare le idee immaginiamo dapprima un caso particolare, e cioè che 
i moti interni cousistano ne1 moto di rotazione di un toro di rivoluzione omo- 
geneo attorno al proprio asse fisso nell'interno del corpo. Chiamiamo o la 
velocità angolare di rotazione; a,  0 ,  y i coseni degli angoli che l'asse del 
toro forma con gli assi 5 ,  q ,  <; ,u il momento d'inerzia del toro rispetto al 
proprio asse. Le  componenti nelle direzioni 5 ,  q ,  < della coppia di quantità 
di moto dovuta ai moti interni saranno: 

(*) Sul moto di  un sisteîna in cui sussistono moti interni stazionarii, Atti R. Acc. 
di Torino, 3 marzo, 1893 (vedi 5 2). 
y) Ibid, 5 2, . ,  
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mentre la forza viva dei moti interni sarà: 

Quindi la forza viva totale del sistenia, la cui forma e distribuzione di den- 
sità non si altererà, r e r r à  da ta  d a  [vedi (l)] : 

Se ammettiamo che nessuna forza esterna si eserciti sopra il sistema, le equa- 
zioni del moto resulteranno (*): 

Auimettiarno ora che il toro di rivoluzione nella rotazione attorno al pro- 
prio asse non sia sollecitato d a  alcuna forza. 

Avrerno allora pel principio delle forze vive: 

Abbiamo dunque ottenute quattro equazioni: le (2') e (l'), ove compari- 
scono corne funzioni incognite p, q ,  r ,  w. Di queste quantità le prime tre indivi- 
dueranno il moto d'insieme del sistema, e l'ultima individuerà il moto interno. 

Derivando l a  (1') rispetto a t otterremo: 

MoitipIicando le (2') per p ,  q ,  r  respettivamente, e sommando avremo: 

(y SuEla teoria clei moti del polo terrestî-e, Btti R. Bcc. di Torino, 3 ïebbraio, 189.5. 
Yedi le equazioni (8). 
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quindi : 

e integrando : 
a & ~ ~ + ~ r + w = c o s t .  

Esiste dunque una relazione lineare a coefficienti costanti fra p,  q ,  r ed m. 

Eliininando o nelle (2') mediante questa relazione, otterremo tre equazioni dif- 
ferenziali in p,  q ,  r dalle quali potremo determinare queste quantith; e quindi 
dalla ( 5 )  rioaverenio o. Ora è facile ~ e d e r e  che in questo caso i l  problema 
si riconduce nlle quadrature e pub risolversi mediante funzioni ellittiche. In- 
fatti, oltre l'integrale (l'), le (2') ammettono I'jntegrale delle aree dato da (*): 

Se in (1') e nella equazione precedente sostituiamo ad o il valore ricavato 
dalla (5) i psimi membri di questi due integrali diventano funzioni di 2.' grado 
in pl q,  r, e percib queste quantità potranno esprimersi come funzioni ellit- 
tiche di un parametro che si otterrà eRpresso mediante il tempo con una qua- 
dratura (**); e dalla (5) segue che anche C,J sar; suscettibile di una analoga 
espressione. Noi non staremo ad approfondire la soluzione di questo caso par- 
ticolare seguendo questa via, giacchè potremo ottenere la soluzione, anche 
più semplicemente, ne1 caso generale, per altro mezzo. 

5 .  11 caso che abbiamo esaminato di un toro di risoluzione girevole 
attorno al proprio asse non è altro che il caso tjpo di un sistema monociclico 
di -HELMHOLTZ (***) in cui w rappresenta I'intensith ciclica del sistema (****). 
Quindi l'analisi fatta ne1 paragrafo precedente è evidentemente estensibile sen- 
z'altro al caso della rotazione di un corpo ne1 cui interno esiste un sistema 
monociclico i cui parametri si suppongono costanti. 

Ma inmaginiamo in generale di avere un corpo girevole attorno al pro- 
prio baricentro ne1 cui interno esista un sisfernu policiclico qualunque. Siano 
p , ,  pP ,... p, le coordinate cicliche del sistema; a , ,  a,, a ,,... a, rie siano i 
parametri. La forza viva dei moti interni si potrà prendere allora sotto l a  

(*) Sulla teoria dei moti del polo terrestre. Atti R. Acc. di Toriiio, 3 febbraio, 1895. 
(*#) Cfr. la Nota: Su2 moto di un sistema ne1 quale sussistono moti interni stazionarii. 

~ t t i  R. Acc. di Torino, 3 marzo, 1895. 
(*a*) Crelle's Journal, Bd. 97. 

(*a**) Vedi HERTZ: Die prinzipien der Mechanik. Zweiter Buch. Abschnitt 5, 
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forma : 

dpi chiamando ai = -- le intensità cicliahe del sisteina. Nella precedente espres- d t  
sione dovremo ritenere che le ais siano funzioni dei soli parametri w h .  Le 
componenti della coppia di quantità di moto dei movimenti interni saranno 
della forma: 

in cui ai7 bi7 ci; eh,  fh, g h  sono funzioni dei soli parametri w, ,  dei quali pa- 
rametri potremo ammettere anche che siano funzioni i momenti d'inerzia A ,  
B, C ed i momenti niisti D, E, 3'. 

La forza viva del sistema resulterà dunque: 

Uno ~postamento virtuale sarà inviduato dalle componenti $a, d X ,  J p  di una 
rotazione infinitesima e dalle dpi e $ai. 

Poniarno il lavoro virtuale delle forze interne ed esterne agent; su1 si- 
stems sotto la forma: 

Chiameremo ME, M?, b& le componenti della coppia di rotazione; Pi le forze 
relative alle coordinatc cicliche pi7 e Q, le forze relative ai parametri w h .  

Note relazioni cinematiche ci dànno : 
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onde l'applicazione del principio di HAMILTON ci condurrà all'equazione: 

in cui dovremo supporre nulli $ m l  d ~ ,  bp, d'pi, $ah ai tempi estremi t ,  e t , .  
Mecliante integrazioni per parti avremo le equazioni: 

le quali ci individuano il moto del sistema. 
6. Supponiamo nulla la coppia di rotazione. In  tale ipotesi moltipli- 

ÔT a T  a T  cando le prime tre equazioni per - , - Y  - e sommando avremo: a p  a q  a r  

ed integrando: 

Se ora immaginiamo 
tiamo colla seguente 

una terna di assi a, y, z fissi nello spazio e rappresen- 
tabella i coseni di direzione che essi formano con gli 
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dalle prime ire equazioni (a) seguirà, applicando le formule del POISSON, 

onde integrando avremo: 

a T ô T a T 
Pl - + a* - + p, , = cost. a P a !l 

i qiiali sono gli integrali delle aree e da  ciii si deduce imniediatamente l'in- 
tegrale (8). 

Supponendo di sceg.lieie per piano invariabile il piano x, y nelle equa- 
zioni precedenti si annulleranno le due prime costanti e la terza si ridurrà 
eguale a K, onde: 

Dalle (a) segue: 

" d a h  d aT d a h  - f q h d i .  d i ( e h ~ - k f h ! ! + 9 h r ) - ~ h ~  jh- 

1 dWh   ME^+ M,q + M g r  +YiPioi+&I'h--i 
1 1 d t 

Annali cli Matemntica, tom0 XXIV. 
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Ora. si. ha: 
d T  -- - 
cl t 

quindi l'equazione precedente diverrà: 

Ammettiamo che le intensità cicliche o, , , , wu+, , . . . w, si conservino costan t i ,  
avrerno allora: 

Se esiste la funxione delle forze @ del sistema ciclico (*) sarà: 

quindi : 

Moltiplicando per d t e integrando, avremo : 

denotando con h una costante. Se i moti interni sono isociclici cioè tutte le 

(*) Vedi HERTZ, Op. cit., pag. 240. 
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intensità cicliche sono costanti, l'iritegrale precedente direrrà: 

mentre se nessuna delle è costante sar i :  

7. Il caso più importante da esaminarsi è quel10 in cui le forze rela- 
tive alle coordinate cicliche sono nulle. Supponendo infatti Pi=O, avremo: 

in cui Ki denotano delle costanti. 
Mediante gli integrali ora ottenuti potremo eliininare le intensità cicliche 

del sistema. Siano Ais i rapporti degli elementi aggiunti alle a;, = as; ne1 
determinante : 

1 U i i ,  I Uin ' 

 BI, azz, . - a  asn 

l . - - . - - - . . . -  

al deterininante stesso. 
Dalle eqwzioni precedenti seguirà : 

ai= Y S A i S K 8 - p ~ s A i S a g - ~ ~ S A i s b s -  r&Ai.y~g) (13) 
quindi : 

8 To 2 T o = l i a _  ai= 
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avremo allora: 

e finalmente: 

" dm1, " d a h  na dah 1 
+ p  &eh d t + q  Z h f h ,  + r 2 ; g h d l +  ZiSAisKiKs- 

1 1 1 

Noi scriviamo qui (T) invece di T per denotare la espressione della forza 
viva in cui furono eliminate le intensità cicliche del sistema. 

Cerchiaino ora corne si trasformano le equazioni (u) per la eliminazione 
delle stesse quantità. 

A ta1 fine osserviamo che si ha: 

supponendo nulle le d - . Ora a cagione delle (11) segue: 
d t  

aT 
- Ki, a; - 

e per le (13): 
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in  cui esis tono sistemi polic.iclici. 45 

Abbiamo ora: 

quindi confrontando le due precedenti espressioni differenziali troveremo : 

Le (a) durique divengono, mediante la eliminazione delle intensità cicliche 
dei sistema, 

Queste equnzioni possono mettersi ancorn sotto una forma più simmetrica. Si 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



46 Volterra: Sulla rotaxione di un corpo 

ponga percib : 

Q = (T) + l , p  + 124 + 1 3 1 .  - 2 i X s A i s K ; K s  = 

1 '  
2 

1 = - / ( A  - a ) p 2 + ( ~ - b ~ q 2 + ( C - c ) v 2 - 2 ( ~ + d ) q r - 2 ( E + e ) r p - 2 ( F + f ~ p q J +  

Le (14) potranno scriversi: 

quindi le (6) assumeranno la forma: 

8. Supponiamo ora che i parametri del sistema ciclico possano rite- 
nersi costanti, allora spariscono le ultime fra le equazioni precedenti e potrà 
prendersi : 

in cui j coefficienti dei termini di 1." e 2.' grado in p, p, saranno co- 
stmti. 1,'equazioni (c) corrispondono quindi in questo caso al moto di  un si- 
sterna in cui sussistono moti interni stazionarii, ammettendo che il sistema 
abbia per momenti d'inerzia rispetto agli assi 5 ,  q, 

. . A - a l  3 - 6 ,  C - C ,  
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ifi cui  esàstono sistemi policiclici. 4 7 

per momenti misti d'inerzia rispetto alle coppie di assi V ,  C; 5 ,  5 ;  5 ,  q 

e le componenti della. coppia di quantità di  moto dei movimenti interni siano: 

& ,  1, 7 1,. 

Avremo dunque il teorema: 
U n  corpo, di cui  è costunte l u  forma e l a  distrihuzione d i  densità, nel- 

i 'interno del quale esiste u n  sisterna policiclico i cui parametr i  possono r i f e -  
vtersi invariabili  e sulle cui  coordinate cicliche non agisce alcuna for,za, ruotu, 
sotto l'axione d i  u n a  coppia motrice, attorno ad un punto Jisso, conLe un 
a l t ro  corpo in cu i  esistonu moti  in tern i  stccxionarii e che è sollecitato da l lu  
stessa coppia motrice. L e  intensità cicliche dipendono if, ogni  istante da l la  
rotuxione del corpo. 

Da questo teorema segue che, se la  coppia .motrice è nul lu ,  potremo esprl- 
were le cornponenti della wtaxiorce e le iiztensilà cicliche del sistema corne 
fulzxio& ellittiche del tempo e potrewo esprimere i noue coseni degli  angol i  
che gli  a s s i  moOili formano con g l i  a s s i  fissi mediante fir~zxzioni uni formi  del  
tempo (*). 

Quando l a  coppia motrice è nulla la  soluzione del prohlema pub dunque 
ottenersi riconducendola a quella già eseguita del moto di un sistema in cui 
esistono moti stazionarii. Senoncliè, volendo operare in questo modo, dovremmo 
prima ricondurre le equazioni differenziali alla forma (a) della mia Nota: Szri 
rnoti del polo terrestre (**) e poi dovremmo eseguirne la  integrazione. È facile 
perb vedere che la  soluzione pub ottenersi direttamente con maggiore facilità. 

Le (c)  infatti prendono la  forma: 

(+) Vedi la Nota: Sin teo~vmn sdln rotaaione dei coi-pi, ecc. Atti R. Acc. di Torino, 
5 maggio, 1893. 

(**) Atti R. Acc. di Torino, 3 febbraio, 1895. 
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48 Vol t e r r a :  Sulla rotazione d i  un corpo 

d p  dq d r  Risolvendo le (17) rispetto a - - 
d t  d t  ' dt otteniamo : 
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in cui esistono sistenzi policiclici. 49 

le (17) si trasformeranno nelle equazioni seguenti: 

la cui i~itegrazione ha formato il soggetto di una precedente Mernoria nella 
qiiale essa f u  ricondotta a tiipendere dalla risoluzione di una equazione del 
quarto grado (*). 

Questa equazione ne1 nostro caso si costruisce immediatamente pnrtendo 
dalla (12) della Memoria ora citata. In  ta1 modo otterrerno le componenti della 
rotazione del sistema e tutte le intensità cicliche espresse mediante fiinzioni 
ellittiche dalle formule segucnti : 

in cui le hich), Mi(k), Ni(') sono quantità costanti. Introducendo le qunntità ajr('lJ 

usate nella Memorin ora citata, avremo: 

La u sarh legnta al tempo t dalla relazione lineare: 

essendo t, una costante arbiharia e A , ,  A,, i.,, À, le radici della equazione di 
quarto grado. 

(") Vedi: S o p m  wi sistema di equazioni cJiferenricz2i. Atti  R. -4ccaderu. di Torino, 
31 msrzo, 1895. 

Annali di Mdemntica, tomo XXIV. 7 
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50 Vol t e r r a :  Sulla rotasione di un corpo 

Per  ottenere i coseni di direzione che gli assi fissi formano con qiielli 
mobili, basterà cominciare da1 determinare y , ,  y ? ,  y3 mediante le (9) le quali 
rie1 nostro caso si riducono a 

- (E'+ f ) p  $ ( B -  b ) q - ( D  $ d)r + IL 

e quindi, applicando il metodo indicato nella mia Nota: U n  teoremu szrlla ro- 
tuxione ecc. (*), otterremo le espressioni dei rimanenti sei coseni. 

9. Il caso che abbiamo trattato nelle Memorie precedenti corrisponde 
a quello in cui i parametri del sistema ciclico e le intensità cicliche sono co- 
stanti. Infatti quando ambedue queste condizioni sono soddisfiitte i rnoti interni 
sono evidentemente stazionarii. Il detto caso corrisponde quindi a quello i n  
cui il moto interno é isociclico. 

Ne1 caso trattato ne1 pal-agrafo precedente le intensità cicliche sono va- 
riabili, ma sono nulle tutte le forze, tanto la coppia di rotazione, q u a n t ~  le 
forze relative aile coordinate cicliche. Questo moto possiamo chiamarlo iin 

moto adiafiatico dell'intero sistema; non perb un moto adiabatico pel sistemn 
ciclico. Infatti esaminando il moto ciclico relativo ngli assi 5 ,  q ,  < abbiamo 
che i momenti ciclici sono dati d a :  

e quindi non sono costanti ma sariano linearmente rispetto alle componenti 
della rotazione del sistema (**). 

I n  ambedue i casi in cui, essendo costanti i parametri, il moto dell'in- 
ter0 sistema è isoCiclico O adiabatico, abbiamo ottenuto la soluzione per mezzo 
di funzioni ellittiche. 

Noi vogliamo ora trattare un cas0 che li comprende arnbedue e in cui 
pure la soluzione pub ottenersi nella stessa maniera. 

Ritorniaino percib alle equazioni generali (a)  e supponiaino che non tuttc 
le forze relative alle coordinate cicliclie, ma solo le prime ;. siano nulle. 
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Allora avremo soltanto u integrali della forma (Il), cioè quelli che cor- 
risyondono agli indici i =  1, 2, ... v. Se poniamo: 

Denotiamo con Als gli elementi aggiunti a quelli del determiriante: 

1 a,,, G e , .  . ~ Y v  

avrerno : 

(i= 1 ,  2 ,  ... u), 
e mediante queste formule potremo eliminare dalle equazioni del moto le o,, 
w,,. .. w,. A ta1 fine basterb ripetere un calcolo analogo a quel10 fatto pre- 
cedentemente. 

Se ~on iamo:  

quindi eliminaiido le w,, w,,. . . w, otterremo: 
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5 2 Volt erra  : Stdla ~otaxione  di un corpo 
-- -- - 

Facciamo : 

Quindi dalla espressione (7) della forza viva, otterrenio questa quantità in  cui 
sono eliminate le mi (i = 1, 2 , .  . . Y) data dalla formula: 

Calcolando ora i l  $Tl  eliminandovi le $ai ricavate dalle espressioni prece- 
denti di  m i ,  e confrontando la espressione che si ottiene con $(T'), abbiamo: 

onde ponendu : 
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in cui esistono sisfenzi policiclici. 5 3 
-- - 

avremo : 

e le equazioni (a) del moto diverranrio; 

in cui si ha: 

91 

mi' = 3, a, K, v, = ir a,. m, 
Y S 1  Y+l 
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5 4 V o  1 t e r r a :  Szrlla rotazio~ze d i  un covpo 

Se i parametri del sistema sono costanti e le intensità cicliche W Y + - , ,  

w,+, , . . . w, sono pure costanti, allora spariscono le ultime equazioni (d) e in 12 
i coefficienti di p ,  q ,  r ,  pe, q; rr", p r ,  rp, pp divengono costanti, onde il 
teorema del $ 8 s i  estende imrnediatamente al caso in czbi sopra alcune coor- 
dinate cicliche non agisce aleuna forxa e le intensità cicliche corrispondenti 
alle rimanenti coordinate ckl iche sono costanti. 

Supponendo poi che la coppia di rotazione sia nulla la rotazione si ot- 
terrà per mezzo di funzioni ellittiche; infatt,i le prime tre equazioni ( d )  si 
ridurranno alla forma (19) : 

d p =  d(Fi', F2') d p =  d(Fi', F2') d l .  -- - d(Fi', Fz') 
d t d ( 9 ,  r )  d t  PI ' dt  ~ ( P Y  q )  

in cui: 

F,' = - [(A - a t ) p  - (F + f ') q - (E  + e')  r + Z,'] + 4 2 VA' 
+ [ - ( E ' + f ) ~ + ( B - b ' ) q - ( D + d ' ) r + ~ . ' ] ~ +  

- 2 ( ~  + d1)*r - 2 ( ~  + e l ) r p  - 2 ( ~  + f')pp] 9 

essendo : 
v v 

1,' = mi1 + ri 2, A'is ai(Ks - va) 
1 1  

quindi 11, 4 ,  r ;  w,,  m l , .  .. wY assumeranno la forma (20). Per  ottenere le 
forze P,+,, . . . Pn che eonservano costanti le intensità cicliche o,,, , . . . w,&, 
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in cui esistono sistemi policiclici. 5 3 
-- -- 

basterà ricorrere alla formula : 

Poniamo percib: 

e avremo: 

quindi anche le forze P, si esprimeranno mediante funzioni ellittiche del tempo. 

Lugano, 8 agosto 1895. 

N O T A .  

I>opo ultimato il precedente iavoro nell'iigosto scorso, c l ~ l ~ i  conosceiiza di iiiia Me- 
moria  del prof. BELTRAMI presentata nl Reale Istitiito Lombardo iiell' adunanza del 
26 Giugno, la quale contiene delle osservazioni altrettanto iinportanti e profonde quanto 
ne è elegante e limpida la, esposizione. Il prof. B E L T R A ~ ~ I  si propone in essa 10 scopo di 
porre  in luce la importanza clle h a  nells dinamica l'impiego diretto di quella espressionc 
del principio fondamentale di LAGRANGE che ordinariamente si cliiama la equnzione sim- 
bolica del moto. Qoesta equazione e suscettihile di trasformarsi in modo da potersi met- 
t e r e  in riscontro colle varie forme sotto cui vennero poste le equazioni della dinamica, 
qiiali la lagrangiana e ln Iiamiltoniana, ed anche con un tipo intermedio f ra  i due che 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



5 6 Po 1 t e r  r u :  Szclla rotazione d i  un c o ~ p o  

il prof. BELTRAMI pone in evidenza. Unri, applicazione di ci6 d i  l'illustre Autore otte- 
nendo quella che potrebbe cliiamarsi la  equazione simbolica corrispondente alle equn- 
zioni di THOMSON e TAIT. Mi permetto qni di ricavare dalla equazione simbolica (5), dcl 
BELTRAMI il tzorema che riconduce ad un moto isociclico il moto adiabatico di un sistemn 
in cui sussistono moti ciclici. Percib ammettero clie il lettore abbia presente le notazioni 
ed i simboli usati da1 prof. BELTRAMI. 

Si  supponga che il sistema sia girevole attorno ad un punto fisso e clle si scelgano 
come prime fra le coordinate che individuano la configurazione del sistema, t re  variabili 
gi ,  q 2 ,  q3 che determinino la posizione degli assi mobili rispetto ad assi fissi (per esempio 
i t re  angoli di EULERO), n~entre  le successive coordinate indipendenti del sistcma siano 
cicliche e tali da individuare il moto dcl sistema relativamente a i  detti assi mobili. Lc 
forze corrispondenti alle coordinate cicliclie siano nulle. Quindi ne1 nostro caso le trc. 
prime variabili indipendenti sarebbero lo  q del BELTRAMI, mentre le Y' sarebbero le 
nostre m i .  Nelle dette ipotesi l'equazione simbolica del BELTRAMI assume la forma: 

in cui si ha: 

In questa equazione per ïp deve prendersi la forza viva dovuta al moto di trascinamento 
degli assi mobili, cioè: 

le X debbono essere sostituite da: 

fliP + 6 i ~  + cl?, 

e T der? essere la forma reciproca della 

1 
T,. = . Y i I s  a i s w i w , ,  

2 

Qiiincli , sein pro adottando le notnzioiii del lirof. B E L T K . ~  , 

giacché le costanti Ki sostituiscono ne1 nostro caso le costmti p del BELTRAMI. 
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i n  cui esistono sistemi policiclici. 57 

Quanto n. V avremo: 

= LI 13 + 4 y + z3 Y, 

onde : 

hll'infuori dunqur del termine costante f 2, Ah li, &, l a  U ilel l l m ~ n i \ r i  coincide 
2 

colla O della precedente Memoria. Noi potremo dunque dire che: 

15 l a  equaaione sirnbolica del moto di un sistema ne1 ciii interno esistono moti ciclici, 
clnzndo son nulle le forze relative d l e  coordinate cicliclie e i parametr i  sono costanti. 

L a  precedente equazione ci conduce facilmente al teorema della Mernoria prece- 
dente  ch^ :ihbiamo sopra ricordato, osservando che essa puo interpretarsi come la eqiia- 
zioiie sirnbolicn, del moto di un sistema ne1 cui  interno esistono moti isociclici. I l  teorema 
resulta cosi dimostmto iii un altro modo: le operazioni fatte nelln precedente Memoria 
p e r  giungervi furono esepuite supra equnzioni aventi il tipo çhe pub chiamarsi di LA- 
GRANGE-LIOUVILLE , mentre invece le  trasformazioiii o ra  eseguite valendosi del metodo 
del prof. BELTRANI furono direttamente applicate sopra l a  equazione del moto nella cosi 
detta forma siinl~olica. 

Mostrinrno o r a  come dall'ultima equazione scrit,ts possano ricavarsi direttamente le  
equazioni del moto nventi il tipo di LAGRANGE-LIOITVILLE, anche senza r icorrere  all'irri- 
piego del principio di HAMILTON. Si osservi percib che: 

I I lenendo conto clle p,  y ,  1- debbono esscre 1inea1.i nelle y';, cioè deve nverai: 

in  ciii Pi, Qi,  Xi sono indipendenti dalle q'i,  e (vedi 5): 

Annali di i%4nlematica, tom0 XXIV. 
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5 8 Vo 1 t e  Y Y a : Sullu rotaxione d i  un corpo, ecc. 

e percio ln (1) diverrà 

ossitl, poichè: 
a @  a (3 a @  t O  = -- ô p  + - ôg + - S " ,  
a p  a u  a 

ae a @  ae + - (oaf - ô p )  + - (6kr  - 6q)  +. - ( Z r f -  5") .  a P a Y 81. 
Ma (vedi 5) : 

clle sono n p p ~ n t o  del t ip0 IJAGRANGE-LIOUVILI.E. 
Annlogamente potrebhe opernrsi iiel cnso trnttnto ne1 5 9. 
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Sul problema della temperatura 
nell'ellissoide. 

(Di  CARI,^ SOMIGLIANA, 14 Puviu.) 

N e l l a  introduzione alla classica Memorin: Srw 17ipi/i twe ~ P S  tempé- 
vatuns dans un ell+soïde à trois axes inégeaux (*) i l  LA&, a proposito del 
problerna da lui risolto, cos) scrive: tr . . . il s'agissait de traiter un corps 
tr pour lequel les procedés dl analyse, employés jiisqul ici, ktaient totalenient 
rr impuissants: car ni les coordonnées du prisme rectangle, ni celle de la 
4 sphère, les seules dont les géornètres aient encore fait usage en physique 
u mathématique, ne pouvaient aborder l'ellipsoïde n. 

Ma quest' asserzione dell' illustre analista non è completamente esatta; 
poichè, se è vero che mediante le coordinate e le trascendenti ellittiohe si 
arriva alla nota elegante rappresentazione delle soluzioni semplici del pro- 
blema corne prodotti di tre funzioni di una sola variabiie, d'altra parte non 
si pub dire che l'us0 di queste coordinate sia indispensabile peï risolvere i l  
problema dell' ellissoide. 

E difatti i prodotti d i   LAM^ esprimono in ultima analisi funzioni razionali 
jntere delle coordinate rettangolari (che noi chiameremo polinonzi di Lamd) 
ed è quindi lecito domandare se sia possibile definire e costruire qiiesti poli- 
iiomi per via puramente algebrica, corne ne1 caso della sfera è possibile de- 
finire e costruire le cosidette funzioni a~nzoniche sema ricorrere alle foimole 
trascendenti che s'incontrano facendo uso delle coordinate sferiche. 

Ora una via che pub effettivamente condurre ad un tale risultato si lia 
applicando un metodo d'integrazione, da me già esposto sommariamente in  
uria Nota (**) dei Rendiconti del R. Istituto Lombardo (serie 2.a, vol. 25, 188 1). 

(") Journal de AIatl~émati(lues, tviuo 4, 183'3. 
(*") Ifitorno alla i t~t~graaionc per mezzo di solu.zio/~i senzplici, 
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60 So  ??zig lia n a  : Sul probiema della temperatura nell'ellissoide. 

L'applicazione d i  questo metodo al problema della temperatura stazioiiaria 
nell'ellissoide forma l'oggetto di questo lavoro; m a  il principio su1 quale ta1 
metodo è fondato gode di una generalità che sorpassa assai il problema di 
LAME, e pub quindi condurre alla integrazione di equazioni peï  le quali gli 
artifici speciali, che lianno servito in questo caso, rion hanno più alcun valore. 
I n  particolare le formole, che io trovo, sono imniediatamente estendibili al 
caso di un ellissoide in uno spazio di un numerv qualunque di dimerisioni, 
problema pel quale noii basterebbero le trascendenti ellittiche, qualora si vo- 
lesse seguire la  via di LAMÉ. L'estensione poi è con semplice che io mi limito 
ad  accennarla qui ,  e rie1 seguito mi atterrb seinpre al cas0 del problenia fisico 
con ire vaiiabili indipendenti. 

Questo caso si presenta come il più interessante R studiarsi col nuovo 
metodo, poichè il confïonto coi risultat,i già noti pub portare a stabilire leggi 
generali applicabili anche in altri casi,  e servire quindi come utile esercizio 
per passare poi a problemi più cornplicati. D'altra parte i risultati particolari 
a cui si arr iva,  hanno anche in sè qualclie valore, in quanto presentano sotto 
un nuovo punto di vista la soluzione di LAM$. 

L'osservazione che ne1 pïoblema della temperatura dell'ellissoido si possa 
far a meno delle fiinzioni di LAM* si trova anche in una Nota di LIOUVILLE (*). 
Perb col proc:edimento, ivi indicato dall'iiutore, più c,lie altro si ottiene una 
trasformazione della serie di LAMIIE, atta a dimostrarne la convergenza, e ven- 
gono messe in luce le relazioni fra le funzioni di  LAM^ e le funzioni sferichc; 
invece non si vede molto chiaramente come egli intencla evitare I'uso delle- 
furizioni O dei polinomi di LAMÉ, anzi la via più naturale per giungere ai  
risultati, cui egli accenna, è appunto quella di servirsi di questi poliriomi. 

Nello studio che segue vengono stabilite e specialmente studiate queste 
due proprietà: 1." la determinazione dei polinomi di  LAM^^ si riduce a d  un 
problema heii noto, quel10 di ridurre a forma canonica il sistema. di due forme 
bilineari; 2." se si chiarna genere dei polinorni d i  LAM$, il grado dell'equa- 
zione algebrica, d a  cui essi dipendono, si trova che tutti quelli del10 stesso 
genere sono suscettibili di una rappresentazione uniforme. 

Del resto questo lavoro rion ha la. pretesa di essere una esposixione com- 
pleta della teoria algebrica dei polinomi di LAM$, m a  solo ha per scopo di met- 
tere in luce la  possibilità di questa teoria e segnarne alcune linee principali. 

(++) Siw diverses questions d'Analyse et de Pltysiqu- î~zatlié,nnliqtce. .Journal de lia- 
thématiques, tom0 10, 1845. 
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So m i g  1 i a  n a :  Sul problema della t e m p e m t w a  ~zell 'el l issoide.  61 
-- .- -- - 

1. Definizione algebrica delle funzioni armoniche ellissoidiche. 

L a  funzione u che rappresenta la temperatura nell'iiiterno di un curpo S 
omogeneo, isotropo, supposto che in esso si sia stahilita una distribuzione sta- 
zionaria, deve soddisfare alle seguenti condizioni: 

1." Nello spazio S deve essere regalare insieme alle sue derivate prime, 
ed avere le derivate seconde finite ed integrabili. 

2." Soddisfare in tutto Io spazio S all'equazioiie di LAPLACE. 
3." Sulla superficie s, che limita 10 spazio 8, assumere i valori di una 

funziorie arbitrariamente data sulla superficie stessa e che rappresenta la tem- 
peratura dell'amhiente nell'immediata vicinanza della superficie. 

Sono, corne si sa ,  le condizioni dei problema di DIRICHLET per 10 spazio S. 
Supporiiarno ora di aver costruito una serie di funzioni u,, u- ,  . .. le quali 

soddisfacciano alle condizioni e 2.", ed inoltre sulla superficie verifichino 
le seguenti relazioni : 

dove 11 rappresenta la normale, che supporremo diretta verso l'interuo, le h i  
sono costanti finite, non nulle ed inoltre tutte differenti fra loro, e R è una 
funzione dei punti della superficie, indipendente dalle u;.  

Applicando i l  lemma di GREEN ad una coppia qualunque u p ,  uq di queste 
funzioni si ha : 

da cui, mediante le ( l) ,  si ricavano subito le relazioni: 

le qiiali, conie ne1 metodo classico cos: detto delle soluzioni semp l i c i ,  possoiio 
servire ad isolare i coefficienti in uno sviluppo della forma:' 

U = zc ,u i ,  
i 

(3) 

oppure : 
a zc a ui - = 2 c i - .  
ôn i an (4) 
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62 S o  111 i g  l i a  N u : Szil proble~rlcl della t e m p e m  tura rrell' ell issoide.  

Difatti, se ammettiamo a priori per l a  u uno sviluppo della forma (3), 
e consideriamo lecita l'integrazione termine a termine, applicando la  prima 
delle (2), troviamo : 

8 
Ci = . 9 1 u2, H d s  

dove f rapyresenta i valori della zb sulla superficie. 
Analogamente la  seconda delle (2) pub servire a determinare i coeffi- 

cienti ci applicandola al10 sviluppo (4), quando sulla superficie siano dati i 
a tl iralori della derivata - invece di quelli della u. L a  stessa serie di funzioni 
3% 

zl,, 21, ,  . . . pub quindi servire a risolvere i due problemi. 
Yossiamo subito osservare che fra  le funzioni ui si pub sempre includere 

la  funzione u, = cost., senza ohe le (2) cessino di sussistere, quantunque per 
1 questa funzione, affinchè sia soddisfatta la (l), debbasi supporre - = O .  Di- 

ho 
a uo fatti , supponendo up = zc,, la seconda delle (2) è soddisfatta, poichè - = 0, a 

e perchè Io sia anche la  prima dovrà essere: 

pei. p =  1, 2 ,... . Ora essendo A,up = O  si ha :  

e le equazioni precedenti sono quindi soddisfatte, poichè, per ipotesi, le co- 
l stanti - sono finite e differenti da zero. 

hl) 
E assai facile verificare che, se Io spazio S è m a  sfera, le funzioni co- 

sidette arwojziclze sferirhe,  rientrano nella definizione delle funzioni u , ,  u,,  . . . 
da  noi stabilita. Questo fatto basta a giustificare la nostra ipotesi della esi- 
stenza di una serie di funzioni u, ,  u,, . .. , mostrando che in essa non vi è 
nulla di contraddjttorio. 

Supponiamo ora che 10 spazio S sia quel10 racchiuso d a  un'ellissoide a 
tre aasi. 
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L e  :irmoniche sferiche sono, corne k noto, funziorii razionali, intere, omo- 
genee delle coordinate rettangolari. Si pub quindi cercare se sia possibile co- 
struire delle funzioni più generali, razionali ed intere, le q u d i  nello spnzio 
interno ad un'ellissoide soddisfacciano alle condizioni imposte alle u,  , 21? , . . . . 
Qucste funzioni si potranno d o r a  chiaii-iare armoniche ellissoidiclie. 

L' equazione dell' ellissoide sia : 

c percib sulla superficie si avrà: 

dore : 

per cui se poriiamo: 

la. (1) in questo caso si pot& scrivere: 

ô 2 4 Z  a l c i y  a u i z  h i  1 -+- -+-- 
(8% oz ay  a a z  F) = u;. 

Noi siipporremo che v i  sia razionale, iiitera e di grado i; irioltre, se i è 
par i ,  non contenga che termini di grado pari ,  se è dispari, non conteriga 
che termini di grado dispari. P e r  cui indicando in generale con y, una fun- 
zione razionale, iritera, omogenea, di grado Y, si am%: 

. . . + y?  + y,, se i è pari 
u;= y;+ y;-% +. . . 

. - + y, + y ,  se i è dispari. 

È chiaro ora che l'operazione che ne1 primo membro della (5) si fa 
sulla zd;, non altera la  legge di formazione della ui; per cui indicando con 
questa operazione (all'infriori della moltiplicnziono per hi) si avrà: 

( - + $J, + $Jd se i è pari 
Drii = $Ji + qi... + , . . . a .  

+ ( . . . + 4, + $, se i é dispnri, 

ove le #,. sono ancoia funzioni omogenee, intere di grado 7.. Peroib noi yo- 
trerno rendere la  (5) omogenea , moltiplicando rispettivamente le espressioni 
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yi-k, + g - k ,  che compaiono in ui e Du;, per f ik;  ed inoltre potremo supporre 
che la (5), cos1 niodificata, debba essere soddisfatta in tutto il campo, cioè 
debbano nei due membri essere identici i coefficienti dei termini simili rispetto 
alle variabili z, y, x. Difatti, essendo sulla superficie il = 1, la (5) sarà in 
tale ipotesi certamente verificata. 

L e  ui inoltre debbono soddisfare 1' equazione di LAPLACE Az ui = O .  O:'% 
anche l'operazione A, non altera la legge di formazione delle e c i ;  quindi cia- 
scuna delle y ,  separatarnente dovrà soddisfare a questa equazione, cioè essere 
una funzione armonicn sferica. 

L'enumerazione delle equazioni, a cui tutte queste condizioni conducono, 
mostra che esse rion superano il numero dei coefficienti disponibili nelle u; .  
Pifntti per i pari, = 2 n ,  il numero N,, dei coefficienti di ui è: 

mentre l'equazione (5) dà luogo ad 

condizioni, e l'equazione di TAPLACE ad altre 

Dunque : 
Nm = M2, + M',,. 

Analogamente per i dispari, = 2n + 1, si trova: 

Quindi anche in questo caso: 

cioé il numero dei coefficienti indeterminati uguaglia quel10 cielle equazioni 
da soddisfare. Queste sono tutte lineari, omogenee rispetto ai coefficienti in- 
cogniti ; di più quelle che provenguno dalla (5 ) ,  contengono un' altra inco- 
gnita, la  h i .  Perchè il sistema sia possiluile, questa hi dovrk quindi scegliersi 
in modo da  annullare il determinante del sistema stesso; d o r a  i coefficienti 
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della ui risulteranno determinati linearmente all'infuori di un fattore arbitrario 
comune, che è implicito nella definizione. 

L a  possibilità di costruire le armonic.he ellissoidiche per la via indicata, 
resta cosi dimostrata, almeno in generale. Vedremo poi che queste furizioni 
coincidono con quelle che abhiamo chiariiato politzowzi di Larnè ( 5  6). 

Siano a , ,  u ? ,  ... u N  i cocfficienti di una ui; la forma generale delle equa- 
zioni, a ciii essi devono soddisfare è la  seguente : 

(S = 1, 2 , .  .. N ) ,  

ove le ak,,, bk,s sono costanti, di cui le prime, in una stessa equazione, pos- 
sono anche essere tutte nulle, poichè nelle equazioiii provenienti dalla A,ui = O 
non compare la h. L'equazione che determina Ii. si pub quindi scrivere: 

ed ha la forma dell'equazione fondamentale nella teoria dei sistemi di due 
forme bilineari : 

' p = z a k s ~ k f i s  $'=1)bksukB~, 

h a -  haN,-bN, 
. . . . . . . . . . 
h a ~ , - b ~ ~ . . .  ham-bNX 

la quale è  tata oggetto di tante ricerche per parte di Jacosr, BORCHARDT, 
WEIERSTRASS , ecc. 

Noi non discuteremo qui la questione della possibilità che l a  (7) abbia 
radici multiple; dalla ideritità delle nostre funzioni coi polinomi di LAMI? ri- 
sulterà che essa ha tutte le r ~ d i c i  distinte, almeno finchè l'ellissoide i: a tre 
assi. Ricorderemo invece lin r~gionrimento conosciuto, che mostra che le 
radici derono essere tutte reali. 

Difatti se esistesse una coppia di sadici cornplesse coniugate il', h" i 
coefficienti delle due funzioni u', 74" corrispondenti, che sono funzioni reali e 
razionali di h', idf rispettivamente, sarebbero parimenti cornplessi e coniugati; 
percib sarebbe impossibile l'equazione : 

= O ,  '(7) 

poichè il prodotto u 'u" risulterebbe la somma di due quadrati. 
Anr~nli di illutenzatica, tomo XXIV. 
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Ammessa la semplicità delle radici della (7) & noto che esistono in ge- 
nerale due sostituzioni lineari per le variabili a ,  B rispettivamente: 

che riducono le forme y ,  + a contenere solamente i 
5 ,  q di iridice uguale, cioè: 

(8) 

prodotti delle val-iabili 

dove inoltre h l ,  h , , . .  . hN sono le radici della (7). 
Ora osserviamo che le equazioni (6) si possono ottenere uguagliando a 

zero la variazione, rispetto alle variabili 0, della forma h p -  +; poichè in- 
fatti si ha  per tale variazione: 

Ora colle nuove variabili questa variazione diviene: 

e quindi le equazioni (6) divengono: 

( h - 1 ~ , ) 5 , = O ,  ( h - h 2 ) 5 , = 0 ,  ..., ( h - h ~ ) s * n ~ = O ,  

le cui N soluzioni si determinano immediatamente. Esse sono: 

h= h, < o = & = . . . = [  N - O  - <, = cost. 

h = h r  c i = t 3 = . . . -  - t N = 0  [ ,  =  COS^. 

. . . . . . . . . . . . . . . . . .  
h = hl?. 4 i = 5 n = .  . = : p i  = 0 S N =   COS^. 

1 valori corrispondenti per le a si ricavano dalle equazioni (8) e fiono 
i seguenti: 

per h = h ,  EI = C I , ,  aI = c ? , ,  ... a,\, = c X i  

... per h = k ,  a ,  =ci?, az = c,,, CNZ 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
... ger 11 = hN E ,  = c i x 7  a2 = C o ~ ,  Z N  = CNN, 

ove a ciascuna serie di valori pub aggiungersi un fattore di proporzionalit&. 
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Possiamo quindi concludere che in generale: 
L a  determinazione delle futzxioni armoniche ellissoidiche pu6 ricondztrsi 

a l l a  r iduxione d i  due f o r m e  bi l ineari  a forma canonica; i coeficiew% d i  p e s t e  
funxioni coiincido?zo coi coeficienti d i  utza delle due  sosti tuxioni l ineuri  che 
efe t tuano la  viduzione.  

Studieremo in seguito più particolarmente la forma dell'equazione (7). 

9 2. Classificazione. 

Abbianio già osservato clle le operaziorii D e A: lion alterano la legge 
di  formazione delle ui; ora possiamo aggiungere che se una thi si comporta in 
un deterininato modo rispetto al segno quando si mutano le variabili x ,  y, z 
nejle loro contrarie, cioè è pari O dispari rispetto a ciascuna di esse, questir 
yroprietà si conserva anche dopo eseguite sopra di essa le operazioni D e A, .  
Difatti considerando un termine qualunque A xr yS zt, si ha: 

c: quindi il grado delle z, y, x conserva la stessa pmità clle aveva fiel pro- 
dotto xr ys zt. 

Da cib seguc clie, se: nelle espressioni delle tri raccogliamo insieme tutti 
i termini che si comportano nello stesso modo rispetto alla parità delle varia- 
bili, e scriviamo le equazioni che determinano i coefficienti di questa funzione, 
i coeficienti di un gruppo non compariranno mai in una stessa equazione coi 
coeficienti di un altro e quindi ciascun gruppo potrà essere determinato iso- 
latamente. 

Ora un polinomio, corne le ui, composto con termini tutti di grado pari, 
O tutti di grado dispari, pub comportarsi in quattro modi differenti rispetto 
alla parità delle variabili. 

Se è d i  grado pav i  pub essere: 

1 . O  2.O .A -1." '> O 

rispetto ad x: pari pari dispari dispari 

r i spe t toady :  pari dispari pari dispari 

ri~petto a z :  pari dispari dispari pari. 
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Se è d i  g d o  dispari pub essere: 

1 t" 2." :i" 4." 

rispetto ad x: dispari dispari pari pari 

rispetto ad y :  dispari pari dispari pari 

rispetto a z :  dispari pari pari dispari. 

Dunque possiarno concludere che la determinazione delle funzioiii arnio- 
uiche ellissoidiche di qualunque grtldo si ridurrà sempre alla determinazione 
ir tdipzdente di quatfro funzioni distinte; diremo percib che u n a  funzione ar- 
monica è di 1.", 2.", 3." O 4." classe secondo quella cui aypartiene delle clami 
sopra indicate con questi numeri, in corrjspondenza colla parità del suo grado. 
Rappresenteremo inoltre, d'ora innanzi, con a,, y,, S m ,  Xm i polinomi omogenei 
di grado n z  e di classe l.", Z.", 3.", 4." rispettivamente, quando i loro coefficienti 
si considerano corne indeterminati. È facile assegnarne la forma generale. 

I polinomi a,,, dovendo essere pari rispetto a tutte tre le variabili, sa- 
ranno funzioni di x2, y" z2 ed avranno quindi la forma del polinornio omogeneo 

generale di grado pz di queste variabili; conterranno quindi ( 1 8  + 1) (n + 2) 
2 

t 1) ter- coefficienti. Inoltre A ~ Q N ,  per la legge sopraindicata, conterrà -- 
2 

mini; quiiidi se a,, soddisfa all'equazione di LAPLACE conteirh solo n+ 1 
coefficienti arbitrari. Potremo dire anche: esistono solamente n + 1 funzioni wl, 

indipendenti che soddisfanno all'equazione di LAPLACE. 
Indicheremo con Mi:) il numero dei coefticienti di una funzione di classe i 

e di grado n ;  con mg) il numero dei suoi coefficienti indipendenti quando è 
soggetta alla condizione di soddisfare all'equazione di LAPLACE, Avremo allora : 

Dalla forma generale delle w,, si passa facilmente a quella delle rima- 
nenti. Le  p,, q2,, Xzn dovendo essere pari rispetto ad una delle variabili e 
dispari rispetto alle rirnaneuti saranno composte del prodotto di una am-z per 
y 2 ,  xx, x y rispettivamente. Avremo quindi: 
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Passando alle forme di grado dispari si trova subito clie In forma ge- 
nerale delle w,,+, è la  seguente: 

%n+i = X Zj Z%n-e , 
e quindi si ha:  

M(,;+, = 
91 (a t 1 ) 1) - 

? 4 n + i  - 12. 2 
Finalmente si trova: 

A conferma di questi numeri osserviamo che indicando con r un intero 
qualunque pari O dispari, si ha:  

4) - 9" + 1) ( r  + 2 )  M!" + M p  + MI' + MC - ( a 

e questi numeri coincidono con quelli che danno rispettivamente il numero 
dei termini di una forma generale d i  grado r,  e quel10 coefficienti indipen- 
denti della stessa, quando deve soddisfare all'equazione di LAPLACE. 

Da cib che precede dunque risulta che le armoniche ellissoidiche, sia di 
grado pari che di grado dispari, possono essere divise in quattro classi; noi 
le indicheremo rispettivamente colle lettere T, U ,  V, TV e avremo: 

ove 1. pub essere pari O dispaïi. Inoltre approfittando delle relazioni trovate 
fra le forme generali delle o, y ,  +, x e ponendo: 
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e per r dispari, = 2 n  f- 1, 

Le yuattro forme trovate pei polinomi di grado pari e dispari cwrispori- 
dono agli otto modi differenti secondo cui pub comportarsi una funzione che 
sia pari O dispari secondo ciascuna delle variabili z, y, x. Come una funzione 
qualsiasi di una variabile pub sempre decomporsi nella somma di due fun- 
zioni , 1' una pari e l'altra dispari , colla formola: 

cos1 una funzione di tre variabili pub decomporsi nella somma di otto, le quali 
si comportano negli otto rnodi sopraindicati rispetto alla parità. Una funzioae 
che sia composta con una somma di armoniche ellissoidiche, corne noi ab- 
biamo supposto per la funzione che rappresenta la temperatura, risulta cos? 
già per sè decomposta nelle otto funzioni, ed il problema della temperatura 
viene diriso in otto problemi distinti, ciascuno dei quali corrisponde ad un  
caso di simmetria speciale, rjspetto ai  piani principali diamehali, pei valori 
della temperatura sulla superficie. Cib del r e s t ~  è già stato osservato anche 
da LAMIL 

Mediante le formole (9), (9') si pub seinplificare ilotevolmente il problema 
della determinazione dei polinomi u,. 

L e  equazioni che determinano i coeficienti di un si possoiio dividere in 
due gruppi ; quelle che provengono dall' equazione A, w, = 0,  che chiameremo 
sistema (1) e quelle che provengono dall'equazione (5), che chiamererno si- 
stema (II). 

Per  determiilare T,, dobbiamo (9) considerare i due sistemi di equazioni 
che risultano da: 

Osa per la funzione U*n+1 dalle (9') si ha:  
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c la forma generale di an è la seguente: 

dove r ,  s ,  t sono numeri interi O nulli. Di qui appare clie le equazioni che 
si deducono da A, T,, = O contengono gli stessi coeficienti che quelle risul- 
tanti dall'equazione A? U2,+, = O, soltanto moltiplicati per coefficienti numerici 
diversi ; ossia : 

L e  equaxioni d e i  sistenla. (T) per T,, ed U,,,+, coificiclono, al19i?zfuo~i d e i  
ro~@cie)iti wumerici delle incognite. 

Indicando con ?. la costante di proporzionalità Ir relativa. alla f[iiizioiie 
I .72 ,L ï , ,  I'eqiiazione (5) per questa funzione si pub scrivere: 

e quiridi se poniamo: 
A -- - - I l ,  

i% 
1-- 

aP 

quest'eqiiazione diventa identica a!l'equazione analoga per T,,. Dunque: 
II sistema (II) 11er U,,+, coimide col sisterna (II) peg. z,, quamlo f rn  le 

duc  vispettive costanti d i  p~oporzionaiitù A ed IL s i  potzga la velnzione lineare: 

Possiamo riassumere queste due proprietà dicendo che i due problemi 
della determinazione di T,, e U,,+, sono algehricamente equiralenti. 

Relazioni analoghe si trovano fra i sistemi d i  equaxiani che determi- 
nnno T,, e quelli clie determinano tutti gli altri polinomi parimenti formati 
 COI^ Q,. 

Difatti troviamo: 

Quindi il primo dei due teoremi precedenti sta ancora e l'equazione (5) 
si pub scrivere, chiamando A' l a  costante di proporzionalità, 
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Percib pub essere ridotta a coincidere colla corrispondente di T,, po- 
nendo fra le costanti A' ed h la relazione: 

Sussiste quindi anche il secondo teorema. 
Finalmente abbiamo: 

13 qui appare che il primo teorema suesiste aticora, e che la coincidenzn 
fra i due sistemi (II) per T,, e T,,+, si pub stabilire ponendo frri le corri- 
spondenti costanti h ed 11,' la relaziune lineare: 

1 casi rimanenti , cioè quelli i.iguardariti le funzioni V7, , , W:n+i7 VTn b 2 ,  

W,,+,, non lianno bisogno di essere considerati potendo essere dedotti dai 
precedenti con permutazioni circolari sopra x ,  y, x e a ,  6 ,  c. 

Concludendo dunque vediamo che, una volta determinata T?,, gli stessi 
procedimenti algebrici conducono a determinare altre sette funzioni, cioè U,,+,, 
V2n+I,  W412+g H Uert+2, Vzn+27 iV212+07 It :  quali, conle si è visto, sono 
formate mediante @,. Nol esprimeremo l'affinità che esiste f ra  queste otto fun- 
zioni dicendo che esse sono dei10 stesso genere. Vedremo ($ 4) clie la  deter- 
minazione di T,, dipende da  un'equazione algebrica di grado n + 1; percib 
diremo che quelle otto funzioni sono di  genere n + 1. 

Le armoniche ellissoidiche si possoiio cosi riunire in gruppi di ~ ( T Z  + 1), 
l a  cui legge di formazione è l a  stessa; di pih, introducendo un tale criterio 
di  classificazione, si viene a mettere in evidenza il grado di difficoltà che 
presenta la loro determinazioiie. 
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$ 3. Le funzioni armoniche ellissoidiche di genere 1 e 2. 

Come applicazione delle considerazioni precedenti studieremo le funzioni 
di genere più semplice. 

T,, è, come sappianio, una costante, e possiamo assumere: 

T, = 1. 

Conformemente alle (9), (9') avremo allora per le altre sette funzioni di 
genere 1: 

ui=x K = y  W 4 = X  

Queste, come si vede, sono indipendenti dagli assi dell'ellissoide e sono anche 
armoniche sferiche. Per  le corrispondenti costanti di proporzionalità abbianio: 

Passando ora alle armoniche di genere 2, abbiamo come forma gene- 
rale di  a, 

@ , = A x P + B y e + C z 2 + E ,  

ove A ,  B, C,  E sono i coefficienti da determinare. Di qui si ricava: 

Scriveremo la costante di proporzionalità relativa a T, sotio la forma. 

i l ,  e allora dall' equazione : 
2 

ridotta omogenea moltiplicando E. per 

dnnali di  Mabmatica', t o u g  X X I V .  
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si ricavano le seguenti equazioni per determinare A,  B, C, E:  

A(h - a') = B(h - b2) = C(h-  c2) = E. 

Quindi prendendo, corne B lecito, E =  1, possiamo scrivere: 

Ora per determinare h  basta osservare che, affinchè sia A,@, = O ,  deve 
essere A + B + C = O; quindi avremo : 

Quest'equazione è di 2." grado in h e si pub verificare che le sue radici 
sono reali e distinte, perchè jl suo discriminante A si pub porre sotto la forma: 

ed è quindi sempre positivo e solo si annulla quando a = b = c. Risolvendo 
poi si trova: 

1 1 - 
h=-(  

3 
a2 + b2 + c2) + - V A .  

3 

Noi possiamo cos1 assumere il sistema delle due equazioni ( I O ) ,  (10') per 
rappresentare in modo semplice i due polinomi T,. Del resto nell'espressione 
esplicita di T, i coefficienti hanno i seguenti valori: 

e sono quindi funzioni delle tre differenze Oz- c; cc'- ccP, ar - 6'. Percib i 
polinomi T2 sono invariabili per tutte le ellissoidi omofocali a quella che con- 
sideriamo. 

Le  osservazioni fatte circa le relazioni fra T, ed U3 ci portano subito 
ad assumere per qiiesta funzione 1' espressione : 
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e l'equazione a cui deve soddisfare b si avrà osservando Che, affinchè sia sod- 
disfatta 1' equazione As U, = O,  deve essere : 

Nui possiamo cosi assumere il sistema delle due equazioni (II),  (11') 
per rappresentare i due polinomi Us.  Il discriminante A ,  della (11') si pub 
scrivere : 

A ,  = A $- 3 ( h g  - c?), 

e si comporta quindi corne il discriminante A della (10'). Si ha poi: 

Similmente si trova : 

e per determinare 1': 

Le espressioni di V3,  W,, V,, W, si deducono dalle precedenti con per- 
mutazioni circolari; in quanto a quella di T, si trova subito che dipende d s  
un'equazione identica a quella di T,. Per  cui volendo riassumere i risultati 
cos: trovati per le armoniche ellissoidiche di genere 2 possiamo dire: 

L e  sedici funxioni arntoniche ellissoidiche d i  genere 2 si possono rup-  
presentare mediante an7 u n k a  espressione : 

nel modo scguente: si ha per le funxioni d i  1." classe: 

dove h deve soddisfare al17equaxione d i  2.0 grado: 
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per le ficnxioni d i  3." grado, d i  classe 2.a, 3.a) 4.a: 

dove A ,  p ,  u devono rispettivamente essere radici delle equaxioni d i  2.0 grado: 

w 

e fitzuimente per le funxioni d i  4.0 grado, d i  classe 2.") 3.") 4." si h a :  

dove A', ,ur, u' devono rispettiuamente soddisfare le epuazioni d i  2.0 grado: 

Se indichiamo con h,, h; le costanti di proporzionalità relative a T, e 
T,, per le quali cioè sono verificate sulla superficie dell'ellissoide le relazioni: 

esse risultano determinate linearmente, in funzione della quantità A dell'equa- 
zione quadratjca precedente, mediante le relazioni: 

Analogamente indicando con A,, p,, V ,  le costanti di proporzionalità relative 
ad U,, TT3, W 3  fra esse e le quantità A ,  p ,  u abbiamo le relazioni: 
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e finalmente per le costanti If,, Y', delle U,, V4, W, abbiamo : 

1 2 1 1  -- --+6.+2 
A', 1' 

La precedente rappresentazione delle armoniche ellissoidiche di genere 2 
permette di verificare immediatamente la  loro invariabilità rispetto a tutte le 
ellissoicli omofocali alla data. Difatti tutte le equazioni quadratiche che de- 
terininano i valori di h ,  A , .  . . sono della forma: 

dove a ,  p, y sono costanti positive; quindi se poniamo: 

ar=ara+$ b e = b r ~ + a  f - = ~ " - + $ ,  

ove d' è una costante qualsiasi, le nuove radici h' si dedurranno dalle pre- 
cedenti colla formola : 

hl = h - 8, 
e si avrà quindi: 

Percib l'esfiressioiie di  @(II) non muta. 
Dalla (12) poi risulta subito che, se b è il semi asse medio dell'ellissoide, 

le due radici di ognuna delle equazioni quadratiche precedenti sono rispetti- 
vamente compresi fra a" e fra tih e2. 

5 4. Caso generale. 

Per  quanto abbiamo visto al 3 2 volendo studiare in generale il sistema 
delle equazioni che determinano i coefficienti di un'armonica elljssoidica, ba- 
sterà occuparci dei polinomi T,,, cioè d i  quelli di l." classe e di ordine pari. 
1 procedimenti algehrici applicabili ad  uno di questi Io sono anche agli altri 
sette delle rimanenti classi e che abbiamo chiamato del10 stesso genere. 
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Indicheremo ora con x i ,  x,, x, le variabili indipendenti e quindi potremo 
rappresentare la forma upk coll'espressione: 

dove gli indici hi, h ,,... hk variano da 1 a 3 e le h, sono coefficienti 
indeterminati , il cui valore supporremo indipendente dall' ordine degli indici 
h i ,  I l 2 ; . .  . hk. 

Nella m2k il coefficiente di xi,, x ia ,  ... xilc sarà quindi rappresentato da 
ah,h,.,.h, moltiplicato per un coefficiente numerico che è 10 stesso che compare 
ne1 termine simile, quando si sviluppa la potenza (xi" xS2 + x3z)k. 

Siccome perb in seguito dovremo considerare espressioni non indipendenti 
dall'ordine degli indici, noi rappresenteremo, anche in questo caso, il coef- 
ficiente di x i ,  x i Z .  . . xi, colla notazione : 

intendendo che la somma, indicata con 19, debba essere estesa a tutte le per- 
mutazioni possibili, e fra loro distinte, degli indici h , ,  h,,. .. hk.  

Avremo ora dalla (13): 

Quindi, indicando con a , ,  a,, a, i semi assi dell'ellissoide, finora rap- 
presentati con a ,  b ,  c ,  sarà: 

A z w 2 k =  4 k ( k -  1) y... ~ . , a ~ ~ ' h ~ . . h ~ ~ ~ ~ . . .  x&+ 
h, Tlk 
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Di qui possiamo ricavare subito le equnzioni che d e v o n ~  essere verificate af- 
finchè sia soddisfatta 17equazione di LAPLACE dalla o ,k .  Noi indicheremo con 
. . 

z , ,  zo, . .  . ik un sistema di indici che, come gli indici h l ,  h ,,... lik possono 
assumere tutti i valori da 1 a 3, ma che nella formola nella quale compaiono 
hanno valori fissi, e possono variare solo da una formrila all 'altrn. Queste 
equazioni sarnnno al1oi.a : 

dove à,, i,, . . . ik è una combinazione qualunque dei numeri 1, 2 ,  3 presi 

a k a k. Queste equazioni sono quindi in numero di k(E + l) e, come è facile 
2 

vedere, sono relazioni che legano a tre a tre i coefficienti di y2k, ci06 sono 
della forma: 

xIaii2i àk+Nzaziai a.., à k + ~ ~ a ~ i 2 i 8 , . . à , c = 0 7  

ove NI, N, ,  N,  sono coefficienti numerici che dipendono dalla combinazione . . 
Z2,  ' 8 3 , . ~ .  ik. 

La espressione generale della T,, si avrh da quella delle w,k ponendo: 

e siccome, colle nuove notazioni, si lia: 

sulla superficie dell'ellissoide, potremo scrivere: 

Ora si ha: 

quindi per l'espressione omogenea di TPn sulla superficie dell'ellissoide avrenio: 

Analogamente avremo : 
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e per le (14)) (17): 

Stabilite coi4 le espressioni generali di T,,, D T,,, ridotte omogenee, 
potremo ottenere il sistema di equazioni che abbiamo chiamato (II) ne1 § 2 ,  
uguagliando i coefficienti dei termini simili nei due membri dell' equaeion~ : 

1 ove si è scritto - h,, invece di h,. . 
2 

Troviamo cos?: 

L e  equazioni del sistema (1) poi si avraiitio subito dalle (1.6) facendo 
L =  1, 2 ,  ... n.  

Le espressioni del primo e secondo membro della (II) sono formate se- 
corido una legge abbastanza semplice e importante per studiare l'equnzione 
clie determina h,,. Difatti si ha: 

per cui, se indichiamo con Ajl i  ,... in ,  B;,;,...il rispettivamente i due Prim; 
membri delle due equazioni precedenti, avremo, per costruirli, le seguenti 
formole ricorrenti : 
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cui conviene aggiungere : 

Potremo quindi, servendoci delle espressioni ora introdotte, scrivere le (II) 
nella forma più semplice: 

ove l'operazione S si eseguirà facendo la somma di tutte le espressioni diffe- 
renti che si ottengono dalle precedenti di Ai,i,...i=, Bi, i . . .g ,  quando si per- 
mutano in tutti i modi possibili gliundici i,, &,... 2,; quindi il segno S potrà 
essere soppresso quando si ha i, = & = . = in. 

11 numero totale dei coefficienti che compaiono in T,, è: 

e le equazioni del sistema (1) sono in numero di 

Altrettanti coe5cienti si potranno quindi eliminare dalle equazioni (II), le 

quali si ridurranno cos1 ad essere omogenee e lineari rispetto ad (fi + 1) ( n  + 2 )  
2 

coefficienti, mantenendo sempre la forma delle equazioni che compaiono nella 
teoria dei sistemi di due forme bilineari. I l  numero di queste equazioni è di 
' a  + ') (" + quindi 17eliminazione dei coefficienti condurra ad un'equazione 2 
della forma (7) per determinare h,,, corne si è visto al 5 1, la quale in ge- 

(fi + l) (fi + 2) nerale é di grado ---- . 
2 

Perb è facile vedere che la determinazione di A,, si pub far dipendere 
da  un'equazione di grado minore. Difatti il problenla della determinazione 
di T,,, come è stato posto da noi, ammette come soluzioni speciali le fun- 
zioni T,,-,, TZn-,, . . . T,, T,; poichè se si suppongono successivamente nulli 
i coefficienti di w,,, w,,-, , . . . le nostre equazioni si riducono a quelle che 
determinano i coefficienti di w ,,-,, o ,,-,,... . Da cib segue che l'equazione 
generale per h,, ammetterà per radici anche i valori di h ,,+, A,,-, ,... . Ora 
siccome queste quantità possono essere definite da epazioni  algebriche di 

Annala di Matematica, tom0 XXIV. 11 
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grado inferiore, dalla equazione generale di h.,, si dovranno poter separare 
i fattori che corrispondono a tali radici. Ora ho dipende da un'equazione di 
1." grado, h, da una di 2.'; quindi dall'equazione di 6." grado per h, si potrii 
separare un fattore di 3." grado che darà i valori speciali di h ,  che deter- 
minano T,. I n  generale si vede che i valori di h,, che determinano i coef- 
ficienti di T,, sono dati da un'equazione di grado n + 1. 

Quest'equazione, di grado n + 1, si pub effettivamente costruire col pro- 
cedimento seguente. 

A cagione delle relazioni (18) le equazioni (II') si possono scrivere: 

od anche: 

Queste + '+ equazioni contengono linearmente le 
2 

'" + quantith : 
2 

e potremo quindi in generale, eliminando queste quantità, ottenere un sistema 

- (n + l' + 2' ' 2 ossia n + 1, equezioni lineari nei coefficienti di - 
2 2 

di oz,, che non conterranno più alcuno dei coefficienti di  w,,-,, a,,-,,. .. o,, w, 

e che manterranno ancora la forma solita delle equazioni che servono per la 
riduzione a forma canonica di due forme bilineari. Se a questo sistema ag- 

n (n -t- i )  giungiamo il sistema delle 
2 

equazioni (1) a cui devono soddisfare i 

coefficienti di w,,, otterremo un sistema di '" ' 2' equazioni lineari 
2 

ed omogenee negli altrettaiiti coefficieuti di CA,,. Di queste, corne si è visto 
solo f i  +1 contengono linearrnente la h,,; per cui ugiiagliando a zero il de- 
terminante di un tale sistema otterremo l'equazione cercata di grado n + 1 
che determina h,, . Concludiamo quindi : 

L a  funzione armonica ellissoidica T,,, e le ~ imanen t i  del10 stesso ge- 
n m  Us,+,, L+,, W2,+, e Tm+,, U2,+, , V,,+,, W,,+,, possono essere CO- 

struite risolvendo un'equazioite di g ~ a d o  lz + 1 .  
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Vediamo ora, per concludere, come si possa procedere per determinare 
effettivamente tutti i coefficienti di T,,, O di una delle funzioni del10 stesso 
genere. 

Ne1 sistema primitivo, con opportune comloinazioni lineari, come si è visto, 

B possihile ottenere un sistema di ' "(@ + " equazioni Che contengono i 
2 

... . d i  coefficienti di w,, che chiameretno a,, a,, ap jPosto p = 
2 

Indichiamo poi con Pi ,  B,,... Bq i rimanenti coefficienti di T,, che entrano 
in w,,-,, w ,,-,,... a,, a,, i quali compariranno nelle rimanenti q= N - p  
equazioni che completano il sistema, e che potranno scegliersi in modo che, 
annullando tutti i coefficienti di w,,, esse costituiscono il sistema delle equa- 
zioni che determinano T,,-,. Con N indichiamo il numero totale dei coeffi- 
cienti di T2,. Il complesso di questi coefficienti puh allora considerarsi come 
definito da un sisterna di equazioni della forma seguente: 

(ha,, - b , , ) ~ ,  +. +(hajp  -blp)uP = O  \ 

Il determinante ~ ~ ( h )  di questo sistema risulta cosi il prodotto dei due de- 
terminanti : 

Dp (h )  = 

h a i i - b  i i . . .  h ~ , ~ - b , ~  
. . . . . . . . .  
hap1-bp ,... happ-bpp 
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L' equazione: 

DP(h) = O ,  

è, come si è visto, di grado n + 1 in 11; per ciascuna delle sue radici si po- 
tranno allora dalle prime p equazioni (19) ricavare delle espressioni propor- 
zionali ai coefficienti a,, a,, ... a,, che indicheremo con A , ,  A ,,.. . .dp. Per  
cui potremo porre: 

 SA,, a e = s A e ,  ... 9, = s 4 .  

Sostituendo questi valori nelle rimanenti equazioni (19) otterremo un sistema 
di q equazioni lineari, non omogenee, nei q rapporti: 

il cui determinante è Dq(h), e sarà quindi differente da zero, se h non è 
radice comune di Dp(A) = O e LIq(h) = O. Avremo quindi risohendo : 

Tutti i coefficienti di T,, risultano cos1 determinati all'infuori del fat- 
tore comune arbitrario s ,  che effettivamente devono contenere. 

Le  considerazioni precedenti mostrano anche come si possano separare 
nell'equazione generale di grado N per h i diversi fattori che corrispondono 
alle radici che determinano T,,, T,,+ ,. . . . Djfatti col10 stesso proceclimento 
che ci ha condotti alla formola: 

si potrebbe in Dq separare il fattore che dà le radici per T2,-,, e cosi di 
seguito. 

§ 5. Le funzioni armoniche ellissoidiche di genere 3. 

Le considerazio~ii del paragrafo precedente risulteranno assai chiarite da 
un esempio. Proponiamoci di determinare T, ; avremo : 
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e potrerno yorre: 

Le  equazioni del sistema (1) sono quattro: 

Quelle del sistema (II) sono sei, e si possono scrivere ne1 modo seguente: 

hB,=A, i, s = 1 ,  2 ,  3, 
dove si ha:  

1 Ai As 
As, = a,, + 7 As Ais = 2ais + - + - 

a s  .: .; 

(colle notazioni del paregrafo precedente, invece di Ai,,  Ris, avremmo dovuto 
scrivere S .  A,,  S B,). 

Avrerno cos) due terne di equnzioni delle seguenti due forme: 

L'eliminazione delle tre espressioni h B, - A, si ottiene immediatamente 
oss~rvando che dalle prime tre equazioni si ricava. 
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e quindi confrontando colle rimanenti tre, si ha:  

ossia : 

Queste tre equazioni insieme alle prime tre delle (20) costituiscono il 
sistema delle sei equazioni che determina i coe6cienti di w,. L'equazione di 
3." grado, cui soddisfa la h ,  si potrà avere sotto forma di un determinante 
di 6." ordine uguagliando a zero il determinante di tale sistema,; oppure anche 
sotto forma di determinante di 3." ordine, eliminando dalle (21) tre delle in- 
cognite mediante le (20), ed uguaglinndo a zero il determinante di questo 
nuovo sistema. Ad esempio, eliminando dalle (21) le a, , ,  u,, ,  a,,, si ottiene 
per h la seguente equazione : 

Quest'equazione coincide con quella che conviene risolvere per ridurre 
a forma canonica le due forme quadratiche, i cui determinanti si ottengono 
da1 precedente facendo k = O e h = oo; è facile verificare che queste due 
forme sono determinate di segno, quindi per un noto teorema di WEIERSTRASS, 
l'equazione precedcnte ha tutte le radici reali. 

Da1 sistema (20), (21) ora considerato possiamo dedurre in funzione di I I ,  
delle espressioni proporzionali ai coefficienti di w,, che possiamo scrivere: 
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ove s è il fattore di proporzionalità, i rimanenti ooefficienti di T, si potranno 
ora determinare, all' infuori del fattore s, mediante le quattro equaaioni: 

quand0 in esse per a,,,  a,,, a,, si sostituiscano le loro espressioni (23). Queste 
equazioni, quando si faccia a , ,  == a,, = a,, = 0, cojncjdono con quelle che 
determinano T,; il loro determinante coincide quindi, anche ne1 caso attuale, 
col determinante delle equazioni di TE, ed è: 

in esso perb al posto di h si deve intendere sostituita una delle radici della (22). 
Risolvendo troviamo cosi: 
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1 coeficienti di T, risultano cos) tutti determinati. Sarebbe facile poi 
rappresentare o, sotto forma di un unico determinante di 3." ordine, O tro- 
vare, sotto forma d i  determinante, un'unica relazione lineare che deteimini 
r ~ ,  + w,, ecc.; m a  non insisteremo su queste espressioni, essendo ben nota, IR 
via per arrivarvi. 

$ 6. R e l a z i o n i  f r a  l e  f u n z i o n i  d i  L a m é  
e le  funzioni armoniche ellissoidiche. 

Le  formole che legano le coordinate cartesiane x, y, z colle coordinate 
ellittiche, adottando le notazioni di WEIERSTRASS per le funzioni ellittiche, si 
possono porre sotto la forma seguente (*): 

e 5 ,  r i ,  < sono tre parametri, i cui intervalli di variabilità si possono fissare 
in modo che risiilti una corrispondenza univoca fra le terne di valori x, zj, z 

(x) HALPHEN, !l'mité des fonctio;~iu elliptiques, Z e  Partie, Chap. XII. 
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e E ,  ?,  g. L e  equazioni delle tre famiglie di quadriche omofocali E = cost., 
ïi = cost., c = cost. si ottengono immediatamente dalle formole precedenti me- 
diante l'identità: 

(e, - e,) ai2 u oie v + (e3 - O , )  5,' 24 O,% f (e, - e,) o , ~  u osP v = Ho2 u oz v ,  

che sussiste fra le due quaderne di funzioni o dipendenti rispettivamente dai 
due argomenti u e v. 

L'equazione di LAPLACE colle variabili 5, r ] ,  < assume la forma: 

corne è ben noto, risulta soddisfatta ogni qualvolta L, JI, N sono integrali 
dell' equazione di LAMI? : 

ove i è un numero intero, B una costante. Per  il prodotto L([ )M(r l )N(~)  si 
aggiunge poi la condizione che rappresenti una funzione razionale intera delle 
coordinate x ,  y, x. 

Le funzioni L,  M, N sono le funxioni di Lamé; noi dimostreremo ora 
che le funzioni ai, ora definite (che sono quelle che abbiamo chiamato: poli- 
nomi d i  L a n d )  coincidono colle funzioni armoniche ellissoidiche, da noi studiate. 

Difatti colle coordinate 5, q ,  C l'elemento lineare prende la forma: 

dove : 

per cui indicando con d n  l'elemento di normale ad uno qualunque degli ellis- 
soidi 5 = cost., avremo : 

Annali di Matmatica,  tomo XXIV. 
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Sulla superficie dell' ellissoide 5  = 5 ,  sarà percib : 

d L  dove L' ( t ; )  = 7 - 
d ;  

D' altra parte, se 1' equazione cartesiana dell' ellissoide t0 è : 

si ha:  

e inoltre per formole note: 

per cui sostituendo nellzl (24) troviamo: 

L'espressi'one del secondo membro é una costante sull'ellissoide 50 e rappre- 
1 sentandola con - ritroviamo la formola fondamentale: 
hi 

hi Dui = ~ i .  

Ricordando infine dalla teoria delle funzioni di LAM$, che i polinomi u; 
sono pari O dispari secondo ciascuna delle variabili x, y, x concludiamo che 
essi soddisfanno a tutte le condizioni che noi abbiamo posto per le funzioni 
armoniche ellissoidiohe. 

Reciprocamente possiamo far vedere che qualunque funzione razionale 
intera che sulla superficie dell' ellissoide soddisfa all' equazione (5)  e nell' in- 
terno all'equazione di LAPLACE, si pub ottenere col nostro procedimento. Di- 
fatti se la ( 5 )  è soddisfatta quando le x ,  y, x sono legate dalla condizione: 

cib significa che quelln relazione si riduce ad una identità, quando mediante 
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quest'ultima equazione si elimina una delle variabili; oioè sono nulli tutti i 
coefficienti dell'espressione, formata colle rimanenti due variabili, che in ta1 
modo si ottiene. Ora a queste identità si pub arrivare anche riducendo prima 
ui e Dui omogenee mediante la (25) e poi uguagliando a zero i coeEcienti 
di tutti i termini della funzione cos? costruita. Cib è appunto quanto noi ah- 
biamo fatto. 

Le considerazioni precedenti ci conducono anche a trovare un'espressione 
generale per le costanti hi di proporzionalità, cioè: 

Agosto 1895. 
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Sulle superficie a curvatura nulla 
in geometria ellittica. 

teoremi di cui gui do le dirnostrazioni trovansi gi i ,  per la massima 
parte, enunciati nella mia Nota inserita ne1 vol. 30 degli Atti della R. Ac- 
cademia di Torino (*). Credo per cib superfluo riassumere i risultati conte- 
nuti ne1 presente lavoro, a cui quella Nota serve per sè di prefazione. 

Soltanto richiamerb l'attenzione siille ulteriori proprietà qui descritte di 
quei sistemi tripli ortoçonali dello spazio ellittico, di cui fa parte una serie 
di superficie a curvatura nulla, in particolare su1 caso notevole in cui le su- 
perficie di questa serie sono rigate. 

Avverto inoltre che, per maggiore semplicità delle formole, suppongo in 
tutto il corso della Memoria la curvatura dello spazio eguale all'unith. 

5 1 .  Gli scorrimenti nello spazio ellittico. 

Mi sia lecito riprodurre dalla citata Nota la parte relativa agli' scorri- 
menti, essendo indispensabile l'aver presenti le proprietà di questi singolari 
movimenti dello spazio ellittico per studiare le proprietà delle superficie a 
curvatura nulla, che con quelle strettamente si collegano (**). 

u Gli scorrimenti, assimilabili sotto molti rapporti alle ordinarie trasla- 
CL zioni, possono definirsi per memo di una loro proprietà caratteristica con- 
u sistente in cib che tutti i punti, eseguito il moviinento, haiino la medesima 
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u distanza dalle loro rispettive posizioni iniziali. Nello spazio rappresenta- 
u tivo (*) essi sono le omografie hiassiali i cui assi coincidono con due ge- 
u. neratrici immaginarie coniugate dell'assoluto. Gli scorrimenti si dividono 
u in due classi distinte e cioè in scorrimenti destrorsi O sinistrorsi secondochè 
rr gli assi della corrispondente omografia nppartengono al primo ovvero al 
a secondo sistema di generatrici dell'assoluto. 

u In  uno scorrimento ogni punto si sposta di u n  tratto costante d sopra 
tr la, retta della congruenza lineare avente per assi le due generatrici fonda- 
I( inentali e dualmente ogni piano ruota attorno alla retta della congruenza 

d 
u in esso contenuta dell'angolo costante g, = - (**). Ad ogni scorrimento cor- 

R 
u risponde cosi una congruenza che si dirà una congruenza di CLIFFORD. 

u Analiticamente gli scorrimenti sono definiti dalle formole seguenti. Es- 
cr sendo x i ,  x , ,  %,, x, quattro variabili reali legate dalla relazione: 

u definisce appunto l'elemento lineare ds dello spazio ellittico di raggio B. 
u Ogni movimento in questo spazio è rappresentato da una sostituzione orto- 
LL gonale a determinante + 1: 

u sulle quattro variabili x. Per  gli scorrimenti valgono in particolare le formole: 

d i  = ,4xi - Bz ,  - Cr,-- D r ,  

x r 2 =  B r ,  f Aa2-  DG+ Cr,, / 
~ ' 3 ~  C X ~  + D x 2 + L 4 x 3 - B x 4  I 

(1) 

xrr  = nri - cx2 + BX; + A ~ ,  , 
- - 

(*) La rappresentazione di cui qui si  t r a t t ~  9 quclla geodeticn dello spazio ellittico 
sullo spazio euclideo, che si ottiene niediante In, determinazione n ~ e t r i c n  di CAYLEY a 
quadrica fondamentale (assoluto) iinmazinaria. 

1 (**) Con - é indicata l a  cilrvaturn dello spazio ellittico. 111 scgiiito, corne giii Iio 
R2 

detto nella prefazione, r i t e r rb  costantemente R = 1. 
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tt ovvero le altre: 
X ' , = A X ~ - B X ~ - C Z ~ - D X ,  ' 

I ' ~ = E x ~  + A % , +  DX~-CI( / 
XI., = C xi - D x2 + '-1 x3 + B .c4 \ (2) 

x', = Drl + C r ,  - Bx, + A x , ,  

(1 secondo clle Io scorrimento appartiene al17uria O all'altra specie, in ambedue 
.C i casi denotando A ,  B, C, D quattro costanti, legate dall' unica relazione : 

A"BRJ+ C 2 +  D L  1. 

u Ora supponiamo ohe, nelle (1) ad esempio, siano z , ,  2?, xB, x4 fun- 
u zioiii di uiia variabile 2 1 ,  sicchè le formole: 

I ~ = x ~ ( u )  ( i = 1 , 2 , 3 , 4 ) ,  (3) 

tt ci definiscano una curva; se jnoltre i quattro coefficienti A ,  B, C ,  D con- 
tr tengono un nuovo parametro variabile che indichiamo con v e poniamo: 

L sostituendo nelle (l), queste ci definiranno una superficie corne luogo della 
tr curva (3) d i e  si tnuove nello spazio col10 scorrimento continuo di prima 
,t specie definito dalle (4). Ma d'altra parte se ordiniamo le nostre formole 
$6 rapport0 a y , ,  y? ,  y,, y, scrivendo: 

"'2 = "2 y1 + 2, y' + x, y, - x, y., 1 

u vediamo che la medesirna superficie pub anche generarsi col10 scorrimento 
tr continuo della curva: 

t( lungo la curva (3). L a  superficie definita dalle ( 5 )  potrà dirsi opportuna- 
.t mente una supe~ficie di scorrimento. Per  definire una tale superficie basta 
tg evidentemente dare, uscenti da un punto, le due curve generatrici (3), (3*). n 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



9 6 B i u n  c h i  : S d e  superjcie a curvutura rzulla 

3 2. Le r igate  delle congruenze di Clifford. 

Da1 sistema ooS di raggi di una congrueiiza di CLIFFORD stacchiamone 
ad arbitrio una totalità sempliceniente infinita; avreino COSI una ~ i g a t u  delln 
congruenxa. Ora diciamo che sussiste il teorema: 

Qualunque rigatu di urza congruenxa di  Cl i f fod è znza superficie a eu?.- 
va tura assoluta nullu (*). 

E infatti l a  nostra superficie 8 ammette un movimento continuo in sè 
medesima e cjoè appunto Io scorrimento secondo la congruenza di CLIPFORD 
in cui S è immersa. N e  segue che prendendo a linee coordinate zi = cost. 
sulla S le rette e a linee v = cost. le loro traiettorie ortogonali, l'elemento 
lineare d s  della superficie avrà necessariamente la forma che appartiene ad 
un' ordinaria superficie di rotazione (**), cioè : 

essendo y(u) una funzione della sola u. Ma poichè qui le u = cost. sono geo- ' 

detiche, si ha: 

e perb, cangiando il paranietro v, risulta semplicemerite: 

cib che dimostra il teorema. 
I n  particolare se in una congruenza di CLIFFORD si considerano i raggi 

che si appoggittno ad una retta fissa, questi generano una particolare rigata 
a curvatura nulla, la superficie di Clifford, che possiede un doppio sistema 
di rette ed ammette quindi due distinti scorrirnenti fra loro perinutabili. Da 

(") P e r  una superficie dello spazio ellittico distinguiaino la  curvatura assoluta I< 
dalla relcrtivn k. L a  prima é la curvatura che compete alla f o r m  differeiiziale quadratica 
che iic fornisce il quadrato dell'elcmcnto lineare. La seconda, clie eguaglia il prodotto 
delle curvature principali ridotte, é legata alla prima dalla relazione: 

(**) Veggasi per es. il I I . "  101, p a g  158 delle mie Lezioni di geomelrin diftërenzinle. 
(Pisa, Sporri , 1891.) 
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questa ultima circostanza CLIFFORD traeva appunto la diinostrazione del teo- 
sema che alla sua superficie coiripete il valore zero per la curvatura (*). M a ,  
coirie sopra si è visto, cib discende già da1 fatto che la superficie ammette uri 
movimento continu0 in si: stessa, durante il quale le geodetiche di un sistema 
strisciano sopra sè stesse. 

Dimostreremo i n  seguito (vedi S 6) che le rigate delle coiigruenze d i  
CLIFFORD sono le uniche rigate a curva.tura nulla. 'lntanto possiamo già dare 
le formole più generali clle defiiiiscono una tale rjgata. Osserviamo per cib 
che due congruenze di CLIFFORD della medesima specie sono sovrapponibili, 
onde segue che le formole (l), relative nd uno scowimento di prima specie 
d'ampiezza v, popsono porsi, a mmo di moviriienti, sotto la forma: 

x r 2  = x1 scn v -f x, cos v / 
T', = xy sen lj + x, cos I;. 

Supponendo che in queste formole le , ,  z,, x3, x, designino quattro fun- 
zioni di una variabde u legate dalla relazioiie: 

e del resto arbitrarie, avremo definita la pih generale rigata di una coii- 
gruenza di prima specie di CLIFFORD. Analogamente dicslsi per le congruenze 
di seconda specie. Senza particolarizzare la rigata (6), possiamo assumerne 
a profilo generatore la sezione fatta col piano z, = 0 ,  con che le formole si 
presentano sotto la forma data ne1 II." 4 della mia Nota citata. Possiamo di 
più supporre che a parametro u si prenda l'arco del profilo generatore e 
allora le funzioni x,, xo, x,, x, verranno inoltre legate dalla relazione: 

L'elemento lineare della superficie assume in consegueiiza la forn-ia: 

ds' = dzc' + 2 Ududv $ dv?, 

(") Cfr. KLEIN 10c. cit., corne anche le litografie delle Vo~lesungen übe). fliclit-sukli- 
disehe Geometrie (188990). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



9 8 Bia li c h i :  Sulle superjcie a curvcctum wd la  

dove si è posto: 
xi X? x3 J '4  

Verifichiamo ora subito la proprieth già dimostrata che l a  curvatura è nullti. 
E infatti ne risulta: 

§ 3. Formole fondamentali per la teoria delle superficie (*). 

Come nella geometria euclidea, cosi nella ellittica (e nella iperbolica) 
ad ogni superficie S appartengono due forme differenziali quadratiche fonda- 
rrientali, dalle quali dipendono tutte le proprietà inerenti alla forma della su- 
perficie, astrazione fatta dalla sua posixione nello spazio. 

Se indichian10 con x,,  z?, x3, x, le coordinate di  un punto mobile della S 
espresse in funzione di due parametri z c ,  v e con 

si, 2 ,  x3, x4, 

le aoordinate del piano tangente, ovvero le coordinate del polo di questo piano 
rispetto all'assoluto, le X sono determinate dalle equazioni simultanee (**): 

L e  due forme fondanieiitali da considerarsi sono allora le seguenti: 

ds2 = x d x ?  - EdziP -t 2 Eldudv + Gdv? 

Fra. i loro sei coeflicienti sussistono, come in geometria euclidea, tre rela- 
zioni, le quali esprimono le condizioni necessarie e sufficienti, perchè quelle 
due forme appartengano come forme fondamentali ad una superficie. 

(") Il let tore  t r o v e r i  1s dimostrazioiie delle formole date ilel 11~esciite paragrafo ae i  
due capitoli aggiunti alla traduzione t e d ~ s c a  delle mie Lezioni di yeometria differenaiule. 

(**) Propriaments  l e  X risultano determinate a meno del segno, ma un cangiamento 
simulta,neo del segno nelle coordinate di un punto r ipor ta ,  nello spazio cllittico senzplice, 
al punto stesso. 
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Queste relazioni sono date in primo luogo dalle equazioni  di C o d a x x i ,  
che si conservano precisamente le stesse come in geometria eucliden, e noi 
scriveremo qui sotto l a  seconda forma (*): 

I n  secondo luogo abbianio la  equazione di Gauss che, a causa della curva- 
tura K,, = +- 1 dello spazio attuale, assume l a  forma modificata: 

dove I< indica la curvatura della prima forma fondamentale, cioè la curva- 
tura assoluta della superficie S. 

Viceversa, se le due forme: 

soddisfano le equazioni ( A )  e (B) ,  esiste una, superficie dello spazio ellittico, 
pevfettarnente detewninata di foîwzn a meno d i  ?izovimenti ?tel10 spaaio, che 
le ammette per forme fondamentali. 

P e r  determinare poi le 2, X i n  funzione di 2 1 ,  o abbiamo allora le se- 
guenti equazioni differenziali che valgono pei quattro vnlori: 

i = l ,  2 ,  3, 4, 
dell' indice i: 

(") Lezioni, ecc. ,  pag. 91. 
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Si o s s e r ~ e r à  che, formalmente, soltanto le formole del primo gruppo (G) 
clifferiscono dalle coi-rispondenti in geome t ik  euclidea pei termini additiri:  

- Exi ,  - PX;, - Gx;.  

L a  superficie S' deacritta da1 polo del piano tangente a S si dirà l a  stapejs- 
ficie polave di S. Essa pub anche definirsi come la superficie parallela a S 
alla distanza di un quadrante. 

S e  indichiamo con 

C Z S ' ~  = E'tJuct  2F 'dzc 'dv1  + G'dv?, 
l a  prima forma di Sr, siccome la  relazione fra S, S' è inanifestamente inver- 
tibile, varranno ancora le formole dedotte dalle ( A ) ,  (B), (C), (D), col sosti- 
tuire rispettivamente ad 

E ,  ' G, 
i coefficienti (*> 

E' ,  , G'. 

5 4. Formole di Frenet. 

Insieme alle formole sopra riportate dobbiamo utilizzare ne1 seguito le 
fo~mole  di E'retzet per l a  teoria delle curve in geometria ellittica. Da ta  una  
curva C ne110 spazio ellittico, abbiamo d a  considerare in ogni suo punto, come 
nell'ordinaria geometria,  le tre direzioni principali e cioè la  tangente, la nor- 
male principale e la. hinormale. Alla curva 6' compete poi in ogni suo punto 

1 uiia certa flessiouc ed una certa towione. La flessione - si misurerh sempre 
? 

3 in valore assoluto, cioè si assumerà p positivo, mentre alla torsione - si at- 
T 

(*) L e  formole del preseiite paragrafo, ilel caso specialc? di u n  sistema coordinnto 
( 1 6 ,  v) ortogonale, furono date l a  prima volta da1 FIBRI nella Uemoria:  1 s is terk  doppin- 
mente infiniti di  rayp' neyli spazi di clo-vatzrm rostantr (Aiinali della Sciiola Normale di 
L'isn, vol. 7." 1895). 
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tribuirà anche un segno che dipenderà dall'esserc? ne1 punto la curva destrorsa 
o sinistrorsa (*). 

Indicando con 
xi, X S )  X 3 )  xi, 

le coordinate di un punto mobile sopra C, espresse in  funzione dell'arco z r ,  
denotiamo con 

' 7 2  

Ç i ,  4 ;a7 44 ,  

i coseni d i  direxione della tangente, ossia le coordinate del piano norn~ale e 
similmente con 

i coseni di direzione della normale principale, infine con 

c l ,  c 2 )  CR) c d )  

quelli della binormale. 
Valgono allora le segiienti formole : 

Esse si stabiliscono in modo simile alle formole di  FRENET in geometria eucli- 
dea, delle quali qui fanno le veci (**j. 

Notiamo soltanto la importante conseguenza che da queste deriva col 
teoïema: 

Una cwva  C è piewmente dete~milzatu d i  forma dalle espressioni dei  
raygi p ,  T d i  priwm e seconda cu)wutztra in funxione dell'arco u. 

I l  lettore ricostruirà facilmente la dimostrazione affatto analoga alla cor- 
rispondente in geometria euclidea (***). 

(*) Cfr. Lezioni, ecc., pa;. 11. 
1 (**) S e  la curvatura A-,, dello spnzio fosse + - esse si scriverebbero: 
R2 

(*") Leuioni, ecc., pag. 12. 

Annali di ~Matemalir~ . torno XXIV. 
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§ 5. Curve a torsione costante. 

Consideriamo la  superficie rigata luogo delle binormali a una curva C. 
Indichiamo con v la  lunghezza della binormale contata a partire d a  C e le 
coordinate x ' ~  dell'estremo saranno date dalle formole: 

D a  qiieste, derivando e tenendo conto delle forniole (E) di FRENET, si trne 
per 1' elemento lineare d s' della superficie : 

Se si suppone T = cost. l'elemento lineare (8) appartiene a d  una superficie 
di rotazione di cui le v = cost. sono i meridiani, onde il teorema: 

L e  superjïcie delle b inormal i  delle c u m e  n torsione costante sofio a p l ~ i i -  
cnbili s o p m  superjicie d i  rotazio?ze, le genemtr ic i  distendendosi s u i  m e n J i a n i .  

Inversamente si pub diinostrare che p e s t e  rigate sono le uniche appli- 
cabili sopra superficie di rotazione in guisa che n i  mer id ian i  co?~s.i.spo~zdano 
le yenerrrtrici, risultato importante, perchè con esso viene a precisarsi i l  caso 
d'eccezione al teorema inverso di WEIXGARTEN in geometria ellittica (*). 

(") Accenniamo qui soltanto alla dimostrazione. Sin 

t l  sz = (1 r 2  + rf2 (v) d 162, 

l'elemento l i i i ~ a r e  di una rigata di cui le t r  = cost. siano le generntrici e pern assiiito- 
ticlie, onde : 

B" = 0. 
L e  formole di C o n ~ z z ~  dànno: 

Dalla prima integrando segue : 
D' C --- - (C cost.), 
'P y2 

e sostituendo nella seconda, coll'integrare di nuovo si o t t e r rà  per il ds2 precisamente 
1' espressione (8) del testo. 
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. 
Ma qui a noi interessa il cas0 particolare in cui: 

cioè la torsione della curva eguaglia in valore assoluto la cuïvatura del10 
spazio. Allora la (8) ci dà il teorema: 

La superficie Euogo delle binornaali ad oyni c w v a  d i  torsione costante 
1 - = +. 1 è una rigata n czcrvatzcra wulla. 
T 

È facile ora dimostrare il teorema inverso: 
I n  ogni superficie ~ i y a t a  a cuwatura nulln le tvaiettorie ortoyonali delle 

1 generatrici sono czrrve congruenti a to~sione costante - = f 1 .  
T 

L'eleniento lineare di una tale rigata riferita alle generatrici v e alle 
loro traiettorie ortogonali u sia infatti: 

Poichè le v sono assintotiche sarà: 

D = O ,  

e inoltre, a causa di K =  0, per l'equazione (B) di Gauss: 

0' = @. 

La prima equazione (A) di CODAZZI d i  quindi: 

onde deduciamo che anche le u - cost, sono geodetiche e perb ciascuna di  
esse ha per hinorrnali le generatrici. Ma allora basta ricorrere alla nostra 
formola (8) per accertarsi che, essendo ,K = O e le linee u ,  v geodetiche, 
deve aversi: 

T* =.'1. 

Che inoltre le dette traiettorie ortogonali siano tutte fra loro congruenti ri- 
sulta da cib che esse si corrispondono ad archi eguali e calcolando la loro 
flessione si trova che essa è la stessa in punti corrispondenti, menti'e anche 
la torsione ha 10 stesso valore & 1. Da1 teorema alla fine del 5 4 segue quindi 
la verità della nostra asserzione, 
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$ 6. Le rigate a curvatura  nulla. 

Dimostriamo ora che le superficie ultimamente coiisiderate sono rigatc 
di una congruenza di CLIFFORD, dopo di che, combinandovi il risultato otte- 
nuto al paragrafo precedente, avremo stabilito il teorema già annunciato al $ 2:  

Qualunque riguta a cumatzwa nulla è utza vigotu d i  una congrzienza d i  
Cliford. 

Se considerianio infatti una superficie (7) luogo delle biiiormali di una 
curva a torsione f 1, facilmente troviarno per le coordinate X,, X,, X,, X, 
del piano tangente le forinole: 

oude pei coefficienti D, D', D" della secouda forma fondamentale si calcolano 
i ralori: 

1 D = -  , D1=l, D''=O. 
L 

(10) 

Di qui segue che cangiando v in v + c ,  essendo c una costante arbitraria, 
tanto la prima che la seconda forma fondamentale della superficie restano 
inalterate e perb (3 3) esiste un movimento continuo di tutto Io spazio, pel 
quale la superficie scorre in sè stessa. Ma di più tutte le generatrici stri- 
sciando sopra sè stesse, il movimento è di necessità uno scorrimento, il che 
dimostra quanto sopra è asserito. 

Adottando la definizione di CLIFFORD pei' il pa?die2Êsmo di due rette in 
geometria ellittica, possiamo anche enunciare il nostro risultato cosi: 

1 Le binorm.ali d i  oyni curva a to~sione costante - = + 1 sono tutte rette 
T 

fra Eoro parallele ne1 senso di Clifford. 
Aggiungiamo che, a seconda del segno della torsione, il parallelismo sarh 

destrorso O sinistrorso. 
Consideriamo ora in una rjgata a curvatura nulla le assintotiche non 

rettilinee. Per le (10) avremo immediataniente l'equazione in termini finiti 
di queste assintotiche sotto la forma: 

2v + -- = cost. IP 
Osservando poi che per una tale curva i coseni di direzione della binormale 
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sono precisamente le Xi date dalle (9) e applicando le ultime formole (E) 
di  FRENET, stabiliremo subito il teorema: 

In ogni  r igu ta  a curva tura  n u l l a  le assintotiche non  vettilinee sono (co?ne 
le traiettorie ortogonali  delle generatrici) curve a tomione costante + 1. 

Qiiesto del resto non è che un caso particolare del teorema di ENNEPER 
iii geometria ellittica. 

È facile stabilire inversarnente che ogni curva C a torsione costante 
1 -- 
Y' 
- 31 1 appartiene, come curva assintotica, ad mi superficie rigate a cur- 

vatura nulla. Ritenendo per la curva C le notazioni del 5 4 e ponendo: 

le superficie richieste si troveranno date dalle formole: 

xri = xi COS v + (&COSG - ?;seno)sen v ,  (1  11 

il che dà per I'elemento lineare della superficie riferita alle assintotiche u ,  2;: 

d s ? = d u 2  + 2cosacludv +dvZ.  (12) 

3 7. La superficie di Clifford. 

Esaminiamo ora il caso particolare della superficie di CLIFFORD, quand0 
cioh anche le assintotiche del secondo sistema sono rettilinee. Possiilmo otte- 
nere le forniole relative dalle ( I l )  supponendo che la curva C sia una retta, 

1 
a cui attribuiamo la torsione costante - = 1. Basterà per cib prendere i T 

in guisa da soddisfare le formole (E) di PRENET iri cui si faccia: 

Prendiaino ad esempio : 

q i  = O  q3 = COS u q4 = sen u 
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e per definire la superficie di CLIFFORD riferita alle assintotiche zc, v nvremo 
dalle ( I l )  le formole: 

x2 = sen zc cosv + COS CT COS 21 sen 2)  

2, = sena coansenv 
i 
\ 

T ,  = senasen usenv, 1 

essendo qui o una costante arbitraria e per I'elemento lineare varrà la for- 
mol% (12): 

ds4 = d u 2 + 2 c o s n d ~ l d v  + d v 2 .  

1 coefficienti della seconda forma fondamentale della superficie di C I ~ F O R D  
hanno i valori: 

D = 0 ,  D 1 = s e n ~ ,  D" = O. 

La superficie di CLIFFORD ha quindi costanti ambedue i raggi principali di 
curvatura, circostanza che si rende anche manifesta dall'esistenza di due  di- 
stinti scorrimenti della superficie in sè stessa. Aggiungiarno che la proprietà 
di avere costanti i raggi principali di curvatura appartiene soltanto alla su- 
perficie di CLIPFORD e alla sfera. 

Le traiettorie ortogonali delle generatrici sono curve a torsione costante 
1 
- = + 1 ($ 5), m a  di più attualmente anche la loro flessione è costante. E 
T 
invero la formola: 

chi3 anche in geometria ellittica dà la flessione della geodetica, spiccata nelia 
du direzione fissata da1 rapporto - dimostra che per le dette traiettorie orto- 
dx 

gonali, le cui equazioni in termini finiti sono: 

v + ucoso = cost. 

'U + VCOSG = ~06 t . ,  
si avrà: 

Per cib le ,formole (13), dove si faccia: 
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dànno la curva coi raggi di curvatura costaiiti: 

Consideriamo ora le linee di curvatura della superficie di CLIFFORD, le 
cui eqiiazioni in termini finiti sono: 

Esse sono linee geodet,iche e perb in piani normali alla superficie; di più 
poicliè i raggi di curvatura sono costanti esse sono c,ircoli, tu t t i  quelli di uii 
medesirno sistema avendo egual raggio. I n  fine si osserverit che il luogo dei 
centri dei circoli di un sistema è una retta normale a tutti i loro piani (*), 
sicchè la superficie di CIJFFORD è suscettibile della seinplice generazione se- 
guente che non sembra osserrata: 

f i t  circolo di raggio costante (arbitrario) 21 cui centro percorsa m a  
rettn, wstanclo i l  piano del c i t ~ o l o  sempre n o ~ m a l e  alla rettn descrive uncr 
szcperficie di Cl i f fod .  

(*) T u t t e  le  proprietà o r a  descritte possono leggcrsi facilmente nelle (1:3), dalle qnnli  
facendo per  es. v = u risulta: 

s, = 1 - (1 + coso)  sen"^ 

r, = (1 + cos.) senu c o s u  1 
x3 = sen u sen u cos u 

x4 = sen a sen2u. 

T)i qui s i  traggono le due formole: 

x,sen.s - x,(1 + coso) = O 

a a IT 
$%sen-  + x4cos,  = sen-  9 

2 d 2 

la prima delle quali dirnostra che la linea di ciirvatura z. = z r  2 piana, 1s seconda clle 
tutti  i suoi piiiiti distano da1 piinto fisso: 

di questo piano della lungliezza costante 

, X ' J  c , = - - -  ecc. ecc. 
2 2 
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3 8. Le eliche in geometria ellittica. 

L e  proprietà delle rigate a curvatura niilla descritte nei paragrafi pre- 
cedenti ravvicinano queste superficie della geometria ellittica ai cilindri della 
geometria euclidea, in particolare la superficie di CLIFFORD a1 cilindro cir- 
colare retto. 

Proseguiremo ancora queste analogie col definire come eliche della geo- 
metria ellittica quelle curve tracciate sopra le rigate a curvatiira nulla, che 
ne tagliano sotto angolo costante le generatrici, che sono cioè geodeticlie della 
superficie. Per  studiare le nostre ciirve consideriamo ilna tale rigata come 

1 
luogo delle binormali ad ilna aurva C di torsione - = 1, per 1% quale rite- 

2' 
niamo le solite notazioiii ($ 4). Le coordinate di un punto variabile sull'c- 
lica C' saranno date dalle formole: 

X ' ~ = X ~ C O S V  f- < ; W ~ V ,  

dove si ponga: 
v = z ~ t g E  (cc cost.). 

Derivando coll' aver riguardo alle formole di PRENET e all'ipotesi T --- 1 e indi- 
cando cogli accenti tutti gli elementi relativi a C r ,  troviamo i n  primo luogo: 

d u  d u 1 = ,  
COS oc 

Con una nuova derivazione si trovano le formole: 

1 -- cose u 
-sen2%+- 

?' B 
3 \ 

Ne seguono le altre: 

che derivate dànuo: 
1 -- sen o: cos r. 
- cos2.- -- 

P 
(*lm ( b )  

(*) L e  formole (a), (O) si potrebbero anche scrivere subito corne conseguenze delle for- 
mole generali che dànno la curvatura e la torsione di una linea geodetica di un2 superficie. 
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Eliminando p fra le (a), (b) si ottiene: 

ovvero : 

corne relazione caratteristica fra i raggi di prima e seconda curvatura di 
un'elica in geometria ellittica. 

Osserviamo che dalle (a), (6) risulta corne per p costante siano costanti 
anche e T' e dipendéntemente dai valori di p e di a possono ricevere 
valori ad arbitrio. Se lie deduce il teorema corrispondente a quel10 di PUISEUX 
in geometria euclidea : 

L e  c u w e  che in geometnh  ell i t t ica h a n m  costanti  ambedue i v a g y i  d i  
czwvatzwa sono le e1ich.e (geodetiche) del la  superjîcie d i  Cliford. 

Per avere dunque la curva più generale a raggi di curvatura costanti 
basterà porre nelle (13) Sj 7 

v = lcu (k:  cost.). 

Si osserverà che se k è commensurabile la elica corrispondente è algebrica. 

3 9. Le superficie generali a curvatura nulla. 

Bndiamo osa a trattare delle superficie generali a curvatura nulla del10 
spazio ellittico, rigate O no. Dovremo percib applicare le formole fondamentali 
date al § 3. 

Per una superficie S a czcrvatzlra assolzctn K= O ,  la equazione (R) di 
GAUSS ( 5  3) ci dh: 

n nfr - ~ ' 2  - -- 
E G - 3 '  

1. 

Le linee assintotiche della superficie sono quindi reali e distinte e assumendole 
a linee coordinate u ,  v ,  avremo: 

D = O ,  D ~ = ~ E G - P ,  D ' = O .  

Sostituendo questi valosi nelle equazioni ( A )  di CODAZZI, otteniamo; 
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110 B i a n c  h i :  Sulle superjcie a cur.vaturu nulla 

ossia (cfr. Leeiolai, ecc., n." 67, 126): 

e cangiando i parametri u,  u potremo fare senz'altro: 

Cosi per 1' elemento linenre della superficie avremo : 

essendo e l'angolo racchiuso dalle linee assintotiche. Ma poichè deve essere 
K = O ne risulta : 

8 0  -- a. au - O ?  
quindi : 

o=u+v, 
indicando U iina funzione di u soltanto e V una funzione di v.  Abbiarno 
dunque il risultato : 

L'elemento lineare d i  una. super$& a curvatu?.a nulla de220 spaxio ellit- 
tico, riferita alle sue linee assintoticl~e u ,  v ,  assume la forma : 

Viceversa, prese ad urbitt'io le due funxioni Ti ,  V di zi, v j.ispeftiô.amente, 
esiste una corrispondente superjicie a curvaturu nulla coll'elemento Zinenre 
(14), le u ,  v essendo le assintotiche. 

L'ultima parte del teorema si dimostra subito osservando che col prendere: 

D = 0 ,  D r = s e n ( U + V ) ,  D1'=0,  

si soddisfano le equazioni di CODAZZI. 
Dalla forma (14) dell'elemento lineare segue poi il teorema (cfr. L e -  

xioni, ecc., loc. cit.): 
In ogni qundrilatero curvilineo ~acchitrso szcl2a sulperficie da due assin- 

totiche del primo e due del secondo sistenzu gli urchi opposti hanno eguale 
Zzmg hezza. 

Si aggiunga che: La somma degli angoli d i  un tule cyziaddatero è egunle 
a puattro retti. 
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im geometriu ellittica. 

E infatti se il quadrilatero è racchiuso dalle 

' 2 1 = 2 [ ,  

v = 2;,, 21 = V I ,  

due coppie di assintotiche: 

e con U,, U,; Vo, V ,  indichiamo i valori che rispettivameiite assumono su 
di esse U, V, la detta somma è data da :  

§ 10. Le superficie a curvatura  nulla corne superficie 
di scorrimento. 

Secondo il teorerna di ENNEPER, le assintotiche di un rnedesimo sistema 
di una nostra superficie S hanno tutte la torsione 

valendo 1' uno O l'altro segno a seconda che l'assintotica appartiene al primo 
O al secondo sistema. 

Di una di queste assintotiche, per es.: 

1 
consideriamo la flessione -, la quale, per essere la linea assintotica, coin- 

P% 
cide colla curvatura geodetica ed è data (salvo il segno) da:  

valore indipendente da u,. Ne segue che tutte le linee: 

avendo le medesime espressioni pei raggi di prima e seconda curvatura in 
funzione dell'arco v,  sono fra loro congruenti (§ 4). Lo stesso rale natural- 
mente per le assintotiche del secondo sistema. 

Ne1 movimento continu0 che porta una assintotica a coincidere succes- 
sivamente con tutte quelle del medesirno sistema i vari punti dell'assintotica 
descrivono, pel tj 9, archi di assintotica dell'altro sistema di eguale lun- 
ghezza, onde è fg-cile concludere che il movimento stesso è uno scorrimento. 
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112 B iarz c h i:  Sulle super$cie a curvatum w l l a  

Ma per stabilire questo risultato in tuttc, rigore basterà che ci nppoggiamo 
su1 teorema : 

Le tangenti condotte pel, i p n f i  d i  ulta assintoticu zc = u, d i  uwa su- 
perficie a curvatura nulla a2le assintotiche v dell'altro sistema sono rette f ic l  

loro parallele (ne1 sens0 d i  Clifford). 
La dimostrazione di questo teorema risulta facilmente dall'applicare le 

formole del €j 3 al cas0 nostro. E infatti considerando la rigata generata da 
quelle tangenti, basterà provare (pel $ 6) che essa è n curvatura nulla. Ora 
indicando con t la lunghezza del tratto di generatrice contata a partire da 
u = u, , per le coordinate xfi dell' estremo avremo : 

Ûxi 
x'i = X ~ C O S ~  + - sen t ,  a Z{ 

8 xi ove in xi e - si faccia u = u,. Derivando coll'aver riguardo alla media a u  
delle (C) $ 3, troviamo: . 

a xli -=- a xi 
a t xisen t + - cos t, a l4 

avendo al solito indicato con U,, jl valore di U per u = u,. 
Per I'elemento lineare della rigata ne segue subito: 

ds" = 5 d x i ' ' = d v e  +2cos(U0 + V ) d v d t  +d t2 ,  

formola che mette appunto in evidenza l'avere la rigata nulla la curvatura. 
Se ritorniamo ora alla considerazione del movimento infinitesimo che 

porta un'assintotica u nella posizione infinitamente vicina, vediamo che tutti 
i suoi punti si muovono di tratti eguali secondo direzioni parallele e perb il 
movimento s t e m  è uno scorrimento. Possiamo quindi enunciare il risultato 
finale : 

Le superjcie a cuvvatura ~zulla del20 spuzio ellittico sono superjcie di 
scorrimento che hanno per curve generatrici due curve u torsione costante 
1 
- = -i- 1 eguale ed opposta. 
T 

Aggiungiamo poi che, essendo le due funzioni U, V affatto arbitrarie, 
potremo scegliere le due curve generatrici C, C' ad arbitrio, purchè l'una 
sia a torsione + 1, l'altra a torsione - 1. Basterà allora collocare C ,  C' nello 
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spazio in guisa che escano da  un medesimo punto, avendovi a comune il piano 
osculatore, ma tangeiiti distinte. Di poi dando alla C ,  lungo la Cl, uno scor- 
riment0 destrorso O sinistrorso a seconda del segno della sua torsione, si ge- 
nererà una superficie a curvatura nulla. 

Si noti poi che i risultati dei §$ 1 e 5 ci pongoiio in grado di asse- 
gnare, con sole quadrature, tutte le curve a torsione -t- 1 e quindi anche tutte 
le superficie a curvatura nulla. 

In particolard si osservi che se delle due funzioni U ,  V una è costante 
la superficie è una rigata e ancor più in particolare una superficie di CLIFFORD, 
se sono costanti ainbedue. 

5 I l .  Evoluta ed evolventi delle superficie a curvatura  nulla. 

Se riferiamo una superficie S alle sue linee di curvatui'a t h ,  v e con 

d s 2  = Edu2 + Gdz;? 

ne indichiamo l'espressione dell'elemento lineare, con r i ,  Y, i raggi principali 
(ridotti) di curvatura, le formole ( A )  di CODAZZI diventano: 

Ora se poniamo: 
1 ' i=tgw,,  Y2=tgw*, 

le lunghezze w,, w, sono precisamente quelle che inte~cedono fra un punto @ 
di II' e i rispettivi centri principali di curvatura M , ,  M,.  Indicando con x i ( ! )  
(i = 1 ,  2, 3, 4) le coordinate di M I ,  si ha:  

xi(') = xi COS tu,  - Xi sen w, . 
Di qui derivando ed indicando con 

El, F I ,  G, 

D, , Dlr, Di1', 

i coeficienti della prima e seconda forma fondamentale per la prima falda 8, 
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dell'evoluta di S, troviamo : 

Costruendo 1' espressione ; 
Di Di'' - Di" ki = ~ ' r ~ i - F i r  ' 

della ciirvatura velativa di S,, ne deduciamo: 
a W* 

e con notazione aiialoga per la seconda falda: 
a w l  

Supponiamo ora che la evolvente S sia a curvatura assoluta nulla, cioè 
si abbia: 

Yi Ys = - 1, 
ossia : 

l i  wi - == - . 
a 

Le (17), (17*) dànno allora subito: 

l f i = = - l ,  k z = - 1 ,  

mentre le (16) dimostrano che: 

D, 7 

sono rispettivanlente proporzionali 

Abbianlo quindi i l  teorema: 
1. L e  due falde dell'evoiuta d i  una superficie a ewisvati<ro nidla s o m  

esse stesse a czwvaturr.a tzulltr: alle assijztofiche della evolrente cor~z'spondono 
sopra ambedue le falde dell'evoluta le assintotiche. 
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Osserviamo che, secondo le (15), l'elemento lineare d s ,  della prima 
falda Si è dato da: 

1 onde calcolaiido sopra Si la curvatura geodetica - delle linee geodeticamente 
pic, 

parallele w, = cost. troviamo: 

Applicando questa formola al caso attuale, abbiamo 1' ulteriore risultato : 
II. Le geodetiche inviluppate sopra ciascuna falda clell'evoluta d i  unlc 

supevJicie a curvutwa nulla dalle nortnuli della evolvente sono parallele m l  
senso euclideo. 

Inversamente prendiamo una superficie Si a curvatura nulla, nella quale 
tracciamo ad arbitrio un sistema di geodetiche ~ara l le le  e a queste condu- 
ciamo le tangenti. Sia S una qualunque superficie normale a queste tangenti, 

1 cioè una evolvente di Si. Poichè qui deve essere - = O la (18) ci dà:  
f l r ,  

cioè il teorema: 
III. Tvacciando sopra unn super$cie u curvntura nulln un sistemcc 

quulunque cii geodetiche pcrmllele, le rette tangenti a qzreste geodetiche hanno 
per szqwficie normali altrettante superficie a c u m a t u ~ a  nzdla. 

12. Verifica. 

Non sarà iriutile verificare direttamente le proprietà gix dimostrate a1 
paragrafo preaedente. 

Riferiamo per cib la superficie S a curvatura nulla alle sue linee nssin- 
toticlie u ,  v e sia (5 9): 

il suo elemento lineare. Yer le coordiiiate xi(l)  dell'uno dei centri di cui.va- 
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tura avremo allora: 
xi(') -. xi COS i2 - Xi sen (2. 

Derivando col tener conto delle formole [(D) 3 31: 

ei trae: 

da cui per l'elemento lineare ds ,  della corrispondente falda, dell'evoluta risulta: 

formola che, ponendo : 
cr=rc+v,  p=U+V, 

diventa : 
ds," da" d p 2 .  

Cib dimostra la prima parte del teorema 1, 5 11 ed il teorema II. La seconda 
parte del teorema 1, si verificherebbe agevolmente osservando che le coor- 
dinate Xi(') del piano tangente all'evoluta sono date da: 

e peïcib valgono le formole: 

Corne immediata conseguenza della nostra formola (19) troviamo poi che le 
assintotiche v = cost. sulla evoluta sono rette allorchè si abhia C" = 0, cioè 
U' = cost., ne1 qua1 caso le assintotiche della evolvente hanno, oltre la tor- 

1 sione - = + 1, costante la flessione. Prendendo adunque delle rigate a cur- 
T 

vatura nulla le evolventi rispetto ad un sistema di geodetiche parallele avremo 
quelle superficie a curvatura nulla di cui una delle curve assintotiche gene- 
ratrici ha costante la flessione. In particolare per le evolventi della superficie 
di CLIFPORD ambedue le assintotiche generatrici avranno flessione costante. 
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$ 13. Superficie complementari. 

Se combiniamo il teorema III col teorema 1 del Ej 11 ne deduciamo su- 
bito la costruzione seguente che rappresenta per le nostre superficie la tra- 
sforinazione complernentare (cfr. I,exiani, ecc., pag. 431):  

S d l e  rette tnngent i  ulle geodetiche d i  un sistenzu par.allelo s o p m  utta 

superficie S u czo.vntwa n u l l a  s i  stucclzi, a part ire  da2 pun to  d i  contutta, un 
7 

segmevzto eguale a un p a d r a n t e  - ("1: i l  luogo S' deg l i  e s t remi  s n r à  zrna 
2 

nuova superficie a c z w v a t w n  nzrlla. 
Possiamo facilmente dimostrare in modo più diretto questo teorema. Sulla 

superficie S prendansi infatti a linee coordina'te v le geodeticlie del sistema 
parrtllelo e le loro traiettorie ortogonali u ,  sicchè per l'elemento lineare avremo 
semplicemente : 

ds2 = du?  + du? ,  

ed essendo nulli tutti i siniboli di CHRISTOFFEL, le formole ( A )  di CODAZZI espri-8 
meranno semplicemente cho : 

B d u  + D'du 

sono differenziali esatti (**). Ora le coordinate xti del punto di  S' corrispoli- 
dente al punto xi di S sono date evidentemente da: 

(*) Il senso è indifferente, perche iiello spazio ellittico semplice l a  re t t a  s i  cliiiide 
dopa un giro di x .  

("1 In questo modo di t r a t t a r e  il prohlema D, Dr, D" risultano le dcrivnte secondo 
di unn luedesima funzione @ (u, v) : 

integrale dell' equazionr : 

Annali di Mnlematzca, tomo SXLV. 
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da oui peï le (C) 5 3 si ottiene: 

e quindi per l'elemento lineare di S': 

t l ~ ' ~  = (1 i- D2)clu? + 2 D D  d u d o  + D"c2v', 
cioè : 

d s  = du2 + ( D d u  + D'du)', 

il che, per essere, come si k detto, D d u  + D'dv un differenziale esatto, di- 
mostra il teorema. 

Osserviamo poi che dalle proprietà svolte alla fine del €j 12 risulta clie 
la  trasformazione complementare applicata ad una rigata a curvatura nulla 
dà sempre nuovamente una rigata, in particolare la complementare di una 
superficie di CLIFFORD è una nuova superficie di CLIFFORD. L a  stessa cosa ri- 
sulta anche dall'osservare che la rigata ammette uno scorrimento in SB stessa, 
durante il quale la complementare scorre pure sopra sè stessa; qiiesta super- 
ficie è dunque nuovamente rigata. 

In  luogo di un sistema di geodeticlie parallele sopra una superficie a 
curvatura niilla, prendiamo ora a considerare un fascio di geodetiche uscenti 
da uii punto a distanza finita e della S costruiamo la comnpleuzentare (*) S' ri- 
spetto a questo sisterna di geodetiche. 

Secondo il teoretna di WEINGARTEN (esteso alla geometria ellittica), tutte 
queste superficie S' costitoiscono una classe conipleta di superficie applicabili 
l 'una sull'altra. l'er superficie tipica di questa classe si potrà prendere ad 
esempio la complementare di una superficie di CLIFFORD. 

Cos1 adunque, nella geometria ellittica, tïoviamo con sole quadrature due 
classi complete di superficie applicabili, cioè le superficie a curvaturn nulla e 
le loro complementari testè considerate. A queste due classi è da aggiungersi, 
come completnmeiite nota, una terza, quella delle szcpeqïcie svilztppabili, ciok 
distendibili su1 ~ i a n o  della geornetria ellittica. Queste superficie, caratterizzate 
da1 valore K = 1 della curvatura assoluta, sono come le analoghe dello spazio 
euclideo, il luogo delle tangenti alle curve dello spazio ("*). 

(*) Lezioizi, ccc., psg. 237. 
(**j I l  lettorc climostreri faciluiente il teorernn, ricorrendo alle formole ( A ) ,  (D) dcl 

S 3 e supponeridovi, come 6 lecito; 

F = O , D = 0 ,  B r = &  
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14. Sistemi tripli ortogonali nello spazio ellittico. 

Affinchè 1' elemento lineare : 

apparteiiga al10 spazio di curvatura di RIENANN K, = 1 S necessario e sufi-  
ciente che le funzioni TI,, I f 2 ,  H, delle tre variabili z l , ,  u2,  u, soddisfino le 
sei equazioni : 

O "11 ----..-t3--- 1 aHk ôlZ 1 Ô l l l i a H ~  1 

0 t b i  Hic a ~i a 'Uk Hi 2 21k  f tLi / 

$ HiHk = 0 ,  \ i20' 

dove con ik 1 si indica una qualunque permutazione degli indici 1 2 3. 
Supposte le (20) soddisfatte, per determinare in funzione di u , ,  u- ,  u,, 

le coordinate : 

5 1  r2 2 3  x4, 

di un punto del10 fipazio, legate dalla solita relazione: 

tali dunque che si abbia: 

valgono le osservazioni seguenti. 
Poniamo: 

sono i coserii di direzione della tangente alla lines coordinata (?di). Allora se 
consideriamo le quattro funzioni : 
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per un valore fisso qualunque di u ,  esse soddisfano al sistema di equazioni: 

-- 1 a H i  a t k  - - [(i, 
ô u i  Hk auk 

le quali, appunto in virtù delle (20), formano un sistema illimitatamente in- 
tegrabile. 

5 15. Sistemi tripli ortogonali 
con una serie di superficie a curvatura nulla. 

Un semplice esempio dei sistemi indicati ne1 titolo di questo paragrafo 
si h a  considerando una superficie a curvatura nulla e le sue parallele che sono 
altrettante superficie a curvatura iiulla. Queste superficie parallele insienie 
colle sviluppabili luogo delle loro normali lungo le linee di curvatura d inno  
il sistema in discorso. 

Volendo studiare i sistemi generalj  che contengono una serie di super- 
ficie a curvatura nulla procederemo in modo affatto analogo a quello tenuto 
a1 n." 293, pag. 497 e ss. delle Lexioizi, ecc. e dalle attuali formole (20) de- 
durremo che pub porsi: 

clove la funziorie 0 deve soddisfare alla equazioiie del 2." ordirie: 

3 ' 0  3 2 0  
- A  

oui* 
e alle tre del 3." ordine: 
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all'ultima delle quali conviene anche dare le forme equivalenti: 

In  forza di queste equazioni si vede che l'espressione: 

è indipendente si d a  u, c.he d a  ul e perb, cangiando convenientemente il pa- 
rametro u,, si pub dare a questa somma il valore = l. 

Indicando quindi con w un  angolo ausiliario, potremo poïre: 

ae 4 
---- = COS 6 sen r~ , 8 2 0  

= sen B cos w , au,  atr3 a zc2 a 143 

dopo di che le (23) diventano semplicemente: 

e queste traggono seco evidenteniente la (22). Avremo dunque un sistema 
trip10 ortogonale della specie richiesta corrispondente alla forma: 

dell'elemento lineare, ogniqualvolta la funzione 6 sia legnta ad un'altra fun- 
zione ausiliare GI dalle equazioni : 

8 4  - = c 0 8 B s e n ~ ,  a 2 0  
---- = sen 6 cos W. az6, a 243 au? aus 

Ora  questo sistema ( 2 5 )  si riporta facilmente alla nota equazione: 

3 . 2  
-- - senx,  a x a y  

della teoria delle ordinarie superficie pseudosferiche, procedendo ne1 modo 
seguente. 
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Introduciamo in luogo di u, ,  u, le due nuove variabili a ,  6 :  

ci06 i parametri delle linee assintotiche e le (25) diventano: 

Ma dalle due prime equazioni segue che possiamo porre: 

dove A è una funzione delle sole variabili cc, u, e B delle due P, u3.  D O ~ O  
di cib le due ultime (25%) ci dànno: 

a2A -- - sen (2 A )  a x a  213 

a 9  B -- -- sen (2 B). a  g au, 
Abbiarno cos\ tanto per la funzione A clie per la B la equazione tipica 

da cui dipende la ricerca delle ordinarie superficie pseudosferiche. E poicbè 
inversamente se A ,  B sono rispettivnmente integrali dalla (27), (27*) le fun- 
zioni 8 ,  o date dalle (26) soddisfano le (25*), ossia le (%), possiamo enun- 
ciare il notevole risultato: 

Ad ogni coppia d i  super$& pseicclosferiche del10 s p x i o  o~dinario, ppese 
ad a h ' t ~ i o ,  corrisponde un sistema tripïo ortogonaie (24) del10 spaxio ellit- 
tico cota zcna serie di  superficie a cwuaturu nulla. 

1 nostri sistemi tripli ortogonali vengono quindi visibilmente a dipendere 
da quattro funzioni arbitrarie. 

S 16. Sistemi complementari. 

È chiaro che la funzione w definita dalla seconda delle (26) verifica le 
medesime condizioni della 0 e percib l' elemento lineare : 

d s2 = cosZ w ~ Z L , ~  + sen2 w d u2z + - d uZ2, (a")' cw 
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definisce alla sua volta un secondo sistema triplo ortogonale della medesima 
specie del s is ten~a (24). Due tali sistemi si disanno comnple?nentaii per 1% ra- 
gione che andiamo ora a d  espoïre. 

Ne1 sistema triplo ortogonale (24) consideriamo sulle superficie a cur- 
vatura nulla u,= cost. le linee d i  livello: 

a 9 
-- cost. a- 

e dimostriaiiio che esse formano un sistema di linee geodetiche parallele. 
A causa delle due ultime (25") l 'equazione differenziale delle linee di 

livello pub scriveisi : 
rosesenwdu,  + senecoswclu2 = O ,  

e quindi quella delle traiettoïie oitogonali: 

COS O COS o r l  u, - sen â cos o tl zr ,  = 0. 

Ma le due prime (25) ci dimostrano che i primi meinbri delle due equazioni 
precedenti sono, rapporta a u ,  v ,  i differenziali esatti d i  due funzioni che in-  
dichiamo con y ,  + (*), onda avïemo: 

d a  cui quadrando e sonimando si ottiene: 

COS? B du,? + sen2 8 du,? = d y' $ d t2, 
con che appunto è dimostrata l'asserzione superiore. 

Osa diciamo che: 
Se di ciascuna superficie a cuwatiwa w l l a  del sistelna (24) s i  assuvae 

la complementaw t-ispetto albe geodetiche parallele d i  liuello, le nuove s 7 ~ p e ~ -  
ficie a c u ~ v a t w a  nzdlu ottenzite dànno appunto lzmgo al sistelna (28). 

E infatti se adoperiam0 le notazioni del § 1 4  e indichiamo con 

q i >  q 2 7  0 3 7  017 

C 8 i coseni della direzione tangente in un punto ad iina linea di livello - = cost., a 
- - 

(*) Ln stessa cosa s i  vede subito trnsforiunnilo le  dette espressioiii in coordinnte a ,  
perche esse diventano rispettivamente : 

s e n ( 2 A ) d a  + s e n ' 2 B ) r l ~  

c o s ( 2 A ) d a  - cos(%B)cl$ 
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124 B i a  rrz c h i: Sulle superficie a curvatuva nulla 

avremo per le (23): 
qi = t i ( l )  COS w - [ J e )  sen W. (29) 

Ora le formole generali (21) applicate al nostro sistema ('24) dàiîno le formole: 

arili ee  ; z i f i  a z i f i )  
-- -- &(?) + sen bii(3)  - COS OX;, - - i 0 - - 2 )  - - - sen w 5i(3) azli  S Z G ?  ô U E  ô 21,  i3?c3 

ô<i  ô 8 a ii 2) a 6 - = - - i )  - = - - Ei(i) - cos0<i(3) - sen 8 % .  lil = cos <i(3) a NI au,  au? a IC, q a a23 

2 i i ( 3 '  a 3. 
-- -- sen b Ei('), - - -- ô ci 31 

- cos O Pi('), - - 
fi lli a a zl, 

Calcolando c m  queste formole le derivate delle ÏI dalle (29) troviaino: 

a .r, i - = cos w (sen 6 5i(3) - COS 6 xi) a I 

da cui risulta: 

Vdqi4 = C O S ~ O ~ U , ~  -t sen2 w dusZ + A 

formola che dimostra il teorema. 

S 17. Sistemi con superficie a curvatura nulla rigate. 

Abbiamo dimostrato alla fine del § 15 l'effettiva esistenza dei nostri si- 
stemi tripli ortogonali, riferendoci alla teoria delle superficie pseudosferiche 
ordinarie. Ora consideriamo una classe molto notevole di questi sistemi che si 
ottiene assumendo eguale a zero l 'una o l'altra delle funzioni A ,  B al $ 15. 
Prendiamo per es. B = 0,  cioè 8 = w e d o r a  basterà che la funzione 8 delle 
vari~bil i  u ,  + 2 b 2 ,  u, soddisfi l'eyuazione: 

a' 8 - = sen 0 cos 8. azic ail, 

Ma poichè sopra una superficie a curvatura nulla u, = cost., b è funzione 
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di u, +u,  soltanto, ne risulta che le linee assintotiche u ,  + u, = cost., sono 
rette e percib: 

Nei sistemi tripli ortogonali in discorso le superficie u, = cost. sono ri- 
gate a curvatura nulla. 

La stessa cosa risulta dall'osservare che le dette linee assintotiche coiiici- 
dono ne1 caso attuale colle linee di livello e perb sono geodetiche parallele ($ 16). 

Corne cas0 particolare del risultato ottenuto alla fine del €j 15 abbiamo 
qui il teorema: 

Ad ogni superficie pseudosferica dello spaaio eeuclicleo corrisponde un si- 
stema tr-lo ortogo?zale dello spaxio ellittico, nel quale le superficie di una 
serie sono rigate a curvatura nulla. 

Un'altra singolare proprietà degli attuali sistemi merita di essere osser- 
vata. Se cangiamo le variabili u, ,  u, ponendo nuovamente: 

1' elemento lineare (24) diventa : 

e poichè 6 é funzione solo di a, zl, (indipendente da ,O) le superficie a = cost. 
che hanno 1' elemento lineare : 

sono rigate a curvatura nulla. Ma in queste superficie le traiettorie ortogonali 
delle generatrici sono curve a torsione t 1 ($ 5); dunqiie siissiste il teorema: 

Nei sistemi tripli ortogonali che con,tenyono urta serie d i  superficie vi- 
gate a curvatura nulla le traiettorie ortogonali d i  queste superficie sono curve 

1 
n tovslone costante - = -t 1. 

T 
Ne segue che sulle superficie delle altre due serie le linee di curvatura 

1 di un sjstema sono curve a torsione costante -- = f 1. Le superficie ~ o i  che T 
sono luogo di assintotiche curvilinee corrispondenti sulle u, = cost. posseg- 

1 çono un doppio sisterna ortogonale di curve colla torsione - = * 1, quelle 
T 

dell' un sistema essendo inoltre geodetiche. 
I n  fine osserveremo che se del10 spazio ellittico si fa la nota rappresen- 

tazione conforme su110 spazio euclideo, i sistemi tripli ortogonali della specie 
Annali di Matematica, tom0 XXIV. 17 
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126 Binnc  h i :  Sulle superficie a curvatura nulla 

ora studiata lianno per immagini sistemi tripli ortogonali dello spazio ordi- 
nario e poichr! le rette del10 spazio ellittico hanno per iinmagini circoli che 
tagliano in punti diametralmente opposti una sfera fissa, ne concludiamo: 

Ad ogni superficie pseudosfe~icu (dello spazio euclideo) corrisponde uni- 
cocamente sistem.a trip10 ortoyonale ordinario, in cui le superficie d i  una 
srzrie sono CERCRIATE e precisamelzte luoghi di circoli, che tugliano in  punti 
diarnetralmente opposii una sfwa jîssa. 

Si aggiunga Che tutte queste superficie cerchiate sono integrali di una 
medesima equazione a derivate parxiali del secondo ordine, la quale esprime 
che le superficie obiettive dello spazio ellittico sono a curvatura nulla. Di più 
è evidente che i circoli non sotzo linee di curvatura, perchè corrispondono alle 
assintotiche della superficie obiettiva. Inoltre i circoli stessi insieme colle loro 
traiettorie ortogonali formano, sulle superficie in discorso, un sisterria isotermo. 

8 18. Trasformazione di Backlund. 

Ai sistemi tripli ortogonali finora studiati sono applicabili quei metodi 
di trasformazione che ho esposto pei sistemi pseudosferici ordinari al Cap. XX 
delle Lexioni, ecc. Qui mi limiterb a dare le formole effettive che servono 
per siffatte trasformazioni, sulle quali formole sarà poi facile verificare tutte 
le proprietà asserite. 

Consideriamu uno dei nostri sistemi definito dalla forma (24) dell'ele- 
mento lineare dello spazio, essendo 8 ,  w due funzioni legate dalle (25). In -  
dicando con rp un terzo angolo incognito e con O un angolo costante, si de- 
termini rp da1 sistenia simultaneo: 

7C (*) Se in particolare 0 = ritorniamo alla ti*asformazione complementare (§ 16), 
5 

giacchè allora ne segue: 
cp = - 01. 
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ossia dalla corrispondente equazione ai differenziali totali : 

Le condizioni d'illinzitata integrabilità per le (31) O (31") sono qui iden- 
ticamente soddisfatte a causa delle (25); percib la soluzione generale rp del 
sistema (31) contiene una costante arbitraria. Preso l'angolo y, eguale a una 
soluzione particolare qualsiasi delle (31), conduciamo a ciascuna superficie a 
curvatura nulla u, = cost. in ogni suo punto (xi) una tangente inclinata sdle 
linee di curvatura u, = cost. precisamerite dell'angolo y e sopra questa tan- 
gente stacchiamo, a partire da1 punto di contatto, un segrnento eguale alla 
costante o. Se con x'; indichiamo le coordinate dell'estremo, avremo manife- 
stamente : 

x'; = Xi COS O + ((i") COS rp + <$*)sen y )  sen O. (32) 

Calcolando le derivate delle x'i, osservando le (30) $ 16 e le (31), tro- 
viarno : 

8 x r i  - = cosu cosrpcos(rp + B)Fi(') +  COS^ COS y sen(cp + 8)ii(" + a U, + seno cosy ~ e n 8 5 & ~ )  - seno cos rp cos 6 Ti 
a ~ ' i  
-- - cososenrpsen(cp + O ) ( $ ' )  - cosu sen y cos(rp + 8)Ei(2) - a U, 

- sen a sen y cos B 5i(3) - sen u sen y sen 8 xi 

e per la somma dei quadrati dei differenziali d z f i  abbiamo quindi: 

Questa formola ci dimostra come, per mezzo della costruzione indicata, 
siamo pervenuti ad un nuovo sistema trip10 ortogonale. Di più le superficie 
u, = cost. sono nuovamente a curvatura nulla perché dalle (31) segue che p 
soddisfa alla equazione : 
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5 19. Continuazione. 

La interpretazione geometrica dei risultati precedenti è cos) simile a 
quella che ho stahilito al Cap. XX delle Lexioni, ecc., che sarà inutile in- 
sistervi. Osserviamo soltauto che la nostra trasformazione pub applicarsi non 
solo ai sistemi tripli ortogonali considerati ma anche alle superficie a curva- 
tura nulla isolate. In  ta1 caso si ottiene ogni volta una congruenza di raggi 
nella quale è costaiite la distanza dei fuochi e dei punti limiti mentse le due 
falde focali sono superficie a curvatura nulla. Su queste si corrispondono 
inoltre e linee di curvatura e assintotiche, queste ultime ad archi eguali. 

Esaminiamo ora il modo di integrare il sistema (31). Trasformiamo per 
cib nuovamente nelle variabili : 

ed otterremo: 
a c ~ + e )  -- - 

a a  

Ma al 5 15 formole (26) abbiamo posto: 

e=A+B,  w = A - B ,  

e risultando dalla prima delle (34): 

4 
dove B' indica, corne B ,  una funzione delle due variabili P ,  z4,, le ultime 
due (34) diventaao: 

ÔiB1- B )  
=- 

a F 
2 coto sen (Br  + B) 

a [ B r  -1 B )  - 
- - tgusen(B1- B). a ui 

Queste, con una piccola rnodificazione nelle notazioni, sono precisamente le 
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formole della trasformazione di BACKLUND per le superficie pseudosferiche or- 
dinarie (*). 

Se ci riferiamo dunque al risultato finale del 5 15, vediamo che basterà 
saper applicare ad una delle due superficie pseudosferiche generatrici la tra- 
sformazione di BQCKLGND, lasciando l'altra superficie invariata, per ottenere 
la trasformazione di BACKLUND del corrispondente sistema trip10 ortognnale 
del10 spazio ellittico. E cos1 tutte le conseguenze che si sono dedotte da1 
teovema di permutubilità per 10 spazio euclideo valgono pure per Io spazio 
ellittico, la qua1 cosa si pub del resto dimostrare direttamente stabilendo per 
i nostri sistemi il teorema dato a pag. 506 delle Lezioni, ecc., pei sistemi 
pseudouferici ordinari. 

In particolare si pub partire da un tale sistema triplo ortogonale del10 
spazio ellittico che l'applicazione illimitata della trasformazione di BACKLUND 
non richieda mai altro ohe calcoli algebrici e di derivazione. Tale è per es. il 
caso se si parte da1 sistema triplo corrispondente alla formola: 

(*) Lezioni, ecc., pag. 427. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Sur quelques propriétés des fonctions 
Besséliennes, tirées de la théorie des 
fractions continues. 

(De L. CRELIER, à St. Imiev.) 

Introduction. 

D a n s  un intéressant travail (*), M.' le prof. DF J. H. GRAF donne la . . 

relation élégante : 
x ' n t c  " ( - 1  f f i ( 2 ( C +  ix ' J ,  a) 2 x 

IC -- lim - - (4 - r ( ~ +  1-t-fi) 
9 

n=35 

où I:%, est la fonction Bessélienne de l.e espèce, et f n ( ! E ) ,  :\ le déoo- 
i x $2, 

minateur de la (n $1)" réduite d'une fraction continue, définie par 

2 c  . 1 

C'est la formule (10) à la page 8, dans le mémoire précité. La théorie des 

fonctions f ,  ' (' + l' , 2) ou plus généralement des fonctions f, (a, b), dont \ i x  2%.  

nous ferons aussi usage dans la suite, y est exposde dans les 5 1 et 5 2. 

(%) Relations entre Zn fonction Bessélienne de I.e espèce et une paction continue. An- 
nali di Matematica, serie 3.", tom0 23. Milano, 1895. 
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132 C r e l i e r :  Sur quelques propriétds des fonctions Bessdlienrles, 

Si nous réunissons en groupe la formule de BESSEL (*): 

avec la formule analogue en K tirée des fonctions K introduites par L. 
SCHLPFLI (**) : 

données par M.' GRAF dans les 3 4 et 3 5 de son travail, aux numéros (41) 
et (42), nous aurons 4 relations entre 3 fonctions 1, K ou P dont les indices 
diffèrent entre eux d'une unit&, et nous les appellerons 

Relations du 1.r groupe. 

Considérons ensuite les formules données par M.r le prof. D.' J. H. GRAF 
dans le travail déjà cité aux numéros (31) et (33): 

Ces formules constitueront poiir nous les 

ReEations du 2.e groupe. 

Elles établissent une parenté entre 3 fonctions I et K. Les indices des 
deux dernières, dans chaque équation, difèrent entre eux d'une unité, mais 
ils difèrent en revanche de m ou m + 1, c'est-à-dire d72w nombre entier, 
des indices des  premières fonctions IgTm au K g . .  On peut conclure que ces 
formules sont plus générales que celles données au premier groupe. 

(*) Untei-suchunget~ des T l ~ i l s  der planetarischen Stomngen, welcher aus del- Bewe- 
I / L C ~ I J  der Sonne eiztsteht, voir: Abhandlungen der  Berliner Akademie, 1824. Math. Classe, 
p g .  1 e t  Abhandlungen von F. W. BESSEL, tom. 1, pag. 96, n.O 11. 

(*") Voir: Ceber die Addition et Subtraktion der Argumente bei Bessel'schen FunJi- 
tionen nebst-einer Anwendung p a r  J .  H. GRAF. Matli. Annalen, Bd. 43, pag. 136 e t  hn-  
iinli di Maternatice, serie 2, tom. 4 par L. S C H L ~ F L I .  
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Notre but, dans ce travail, est de continuer l'œuvre de M.' le prof. GRAF. 
Pour cela, nous avons cherché à établir par une méthode différente, mais plus 
générale, les relations du 2." groupe, non seulement pour les fonctions I et 
les fonctions K, mais encore pour les fonctions P. 

En outre, nous avons réussi à obtenir des relations plus générales encore, 
liant des fonctions 1, K et P, cliffLrant d a m  1eui.s indices, d'un nowbre quel- 
conque d'entiers, et nous les avons appelées: 

Relations du 3.e groupe. 
Nous avons considéré comme point de départ, un Mémoire de E. CA- 

TALAN (*) sur les fractions continues, et nous y avons appliqué les considéra- 
tions de M.' J. H. GRAF. 

E n  déhors de cela, par la même méthode, nous avons essayé uue nouvelle 
démonstration de la formule de NEUMANN pour les fonctions de 2." espèce O;",,. 

1. Relations du I .e  groupe. 

a été donnée comme nous l'avons vu par BESSEL lui même, dans le travail 
précité. 

Les fonctions K ,  introduites par L. SCHLEFLI, présentent la même pro- 
priété : 

2 a KT;' + Ky;)' = - Kr,) .  
X (2) 

D'un autre côté, M.' GRAF, a établi par ses forrnuleç (41) et (42 , deus équa- 
tions analogues en P; ce sont: 

2 a  
PL-' (x) + Pm; (2) = .O PL-' (x), (3) 

et 

(a  + PZ-, (32). P",x) + P;&, (x) = -- x (4) 

Dans la  première, les indices supérieurs et les indices inférieurs différent entre 
eux d'une unité; dans la  seconde, les indices inférieurs seuls diffèrent. 

(") Notes sur- Za théorie des fractions continues e t  sur certaines séries, voir: Mémoires 
de l'Aicsdémie royale des sciences de Belgique, tom. 45, 1555. 

A nnali di Mata.matica, tomo XXIV. 18 
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La relation (3) peut encore s'obtenir directement. Posons, en p ~ r t a n t  

~ é v e l o ~ ~ o n s '  nos quotients en fractions continues: 

Divisons le tout par Z il reste: 

D'où: 
9 a P;;',(x) f l';yi = 5- PZ(%), 

n; 

équation qui n'est autre que (3) où m est devenu m + 1. 
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II. Relations du 2." groupe. 

a) Formules en P. Pour établir nos formules empruntons au Mémoire 
d6jà cité de E. CATALAN les quelques lignes qui suivent (*): 

(1 Soit une fraction continue de quotients incomplets: 

étant les réduites successives de cette fraction, s i  nous considérons la nou- 
velle fraction continue de termes : 

Y = (q7 y7 ~ 7 . 4 ,  
les dénominateurs de ses réduites seront: 

(P  Q' - Q P') (- 1)l, ( P R  -- R P )  (- 1 etc., 

A ,  indiquant le rang de p dans la suite x. n 

Au lieu de 
b 7  ? pl q7 ' 1  s ? " ' 7  

prenons : 

Nous aurons d'après les fonctions: 

f i a  (a 7 b)  

(y  Notes sur la théorie des fractions continues et sur certaines séries. voir: Mémoires 
de l'Académie royale des sciences de Belgique, tom. 45, 1885, 
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D' autre part, 
d i a + q  + 1) ( i 'Qr- -  Q Y )  (- 1,p-L = f o (  

in: 2 2 

comme dénominateur de la première réduite de y .  
Les quotients incomplets de y sont: 

e t  f, = 1 dans tous les cas. 
Ici,  s u  lieu de y ,  on peut prendre p + 1 .  Mettons ensuite pour I', P , 

Q ,  Q', leurs valeurs, on obtient: 

Nous savons que : 

E n  introduisant ce systkme de  notation dans l'équatioii prbcédente, nous 
obtenons : 

iPfr . jp = i2P t z  = (- 1 ) P t l .  

D'où nous avons: 

Pp;: (x) . Pp + <  (x) - Pi;; (x) * Pp (x) = 1. ( 5 )  

Cette relation est analogue à celle donnée a u  numéro (30) par  M.' GRAF; on 
y a fait r n = p + 2 .  
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Prenons maintenant la relation générale : 

(PSI- SP1) ( -  l ) W ,  

c'est le' dénominateur de la réduite s dans y; comme tel, on a: 

s-p, indique le rang de s clans la fraction y ,  et a + p + 2 = a + q  + 1 
est aussi le deuxième quotient incomplet de cette même fraction, et l'on 
'sait que pour le dénominateur d'une réduite, on commence avec le deuxième 
quotient, d'après la propriété d) des fractions continues; on prend comme 
indice, m- 1, si rn est l'ordre de la réduite considérée. 

Ici, s - p est l'ordre et s - p  - 1 1' indice. 
Les valeurs de P, P', S, S', données antérieurement sont introduites, 

et il vient: 

par les valeurs en P; nous aurons: 

Les i se simplifiant, il reste: 

Pi;: (s) P: (x) - Pt,: (2) - Pi (2) = p::;+: (2). 

C' est ici, notre relatiorb du 2.e grsoupe pour les fonctions P. 
REMARQUE. De cette formule, nous pouvons aisément déduire (3), la re- 

lation du 1.' groupe en P. 
E n  faisant: 

P = O ,  
nous aurons: 

P y (x) Pa (x )  - Pd;; (x) P,a (x) = P;+i (x) 
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Donc; 

C'est (3) avec s = m - 1. Pour déduire (4) d'une formule plus générale nous 
attendrons d'avoir les relations du 3.e groupe. 

b) Formules en 1. Revenons quelques pas en arrière et reprenons la 
formule : 

Multiplions chacun des membres par le produit: 

011 aura: 

Laissons s devenir CO et prenons la valeur la lin1 s = ml en tenant compte 
de la formule (10) de M.' GRAF: 

a ( c  + 1) 
ix zx , I&, = lim -- 

r ( ~ +  1 + f i )  
> 

11=œ 

nous obtiendrons: 

P (x) ) - Pp (x) ?si = IîZf+<. (7) 

REM-~RQUE. Si dans (31) de M.' J. H. GRAF, nous faisons In = p + 1 , 
nous obtenons cette formule; c'est la relation du  2.e groupe pour les fontions I. 
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- 

En y faisant 
P = O ,  

on a ,  avec 
2 cc p1-: (x) = - , 
2 

qui est une formule du 1.' groupe. 
c) Fo~rnules en K. Nous connaissons la formule: 

Si, par  exemple, a se change en  a + m, où m est un nombre entier, on au ra :  

KT,",'" = 
cos (a + m) z - (- l ) a + m  I g)nz 

sin (a + m) ÎT 

cos(a+rn)~rr=cosu.ir (- 1)* 

sin (a + m) sr == sin a TT . (- l)In. 
De ceci, nous tirons: 

cos(af ~ n ) i ; - ( - l ) a ( -  1 ) m  - cosan-(-1)a 
- 

sin (a + m) n sin n w 

Multiplions maintenant les deux membre de (7) par cette expression, 
nous aurons: 

cos a z  - (- l P  cos (a  - 1) r - (- l)a-i la-i = % A p i  s in (a  - 1)n ($1 

Pi;:  (x) K&, - Pi K&' = Ka+p+i. (d 

REMARQUE. Comme tout à l 'heure, p = O nous donne: 

ce qui n'est pas autre que la relation du groupe en K, déduite de (8). Cette 
formule (€9, est la relation de  2." groupe en K. 
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Nous avons donc obtenu, avec les formules (6), (7) et (S), en fonction 
des coefficients : 

Pp;:(x) et  P;(x). 

3 relations générales, en suivant une même inarche. LA l.e est entre les 
fonctions: 

P J (x ) ,  P:+;:(x) et P:+iI:(x). 

L a  2." est entre les fonctions: 

I ? Z )  7 la-i (4 et /;;;Pt'. 

L a  3.", entre les fonctions: 

K t ) ,  I<&' et Ka+P+i (5) . 
Dans tous les cas p est entier, arbitraire mais positif. 

III. Relations du 3,e groupe. 

Comme nous l'avons dit antérieurement, nous comprenons ici, des re- 
lations plus générales que les précédentes. Pour y arriver, revenons au  Mé- 
moire de CATALAN, déjà cité. 

Il y est encore dit: 
u Soit x, une fraction continue: 

et  soient 3 fractions auxiliaires: 
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sont les rtsduites de rang y, 11, et k ,  de la fraction z. 
11 Ces relations constituent le théorème de K ~ a t r p  n 

a) Furmzrles en P. Nous poserons dans les équations ci-dessus: 

. .  e . . . . .  

La suite x devient: 

et d'un façon gknérale, nous aurons: 

pour ln réduite de rang ?n 

Nous formerons de même, les réduites de rang: 

nous écrivons par simplification fm('2a) pour 

.-1 nnali di Matemcctica, tomo XXIV. 
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il vient donc: 
fk+, ( 2  a) - i k  PO-i &> = k+i  

D<k> fk (2 (a  + 1)) - ik+' Pu k  (X) 

Reportons nous, a u x  suites y ,  a ,  et u e t  formons d 'une  façon analogue les 
numérateurs et les dénominateurs considériis. Nous aurons: 

N(g+i,n) est le numerateur de la réduite de rang  h - g  daus lu fraction y, 
e t  celle-ci commence avec le quotient 

Son dénominateur sera 

On aura  de  même: 

Revenons à la 1." formule de KRAMP: 

En introduisant les valeurs que nous venons d'établir,  nous aurons: 
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C'est ici l a  1." formule du 3." groupe en P. Nous lui donnerons plus tard 
une autre forme. 

La deuxième relation de KRAMP donnait: 

Une  substitution analogue à la  précédente donnera: 

en simplifiant les i, il reste: 

P;;: (x) . p;i:gt: (2) - Ph,: (x) . P:';:: = 

=- 1 
Donc : 

C'est la 2." formule en P, d u  3." groupe. Elle peut s'obtenir de (9), lorsqu'on 
fait dans celle-ci: 

Ceci est évident. 
REMARQUES. 1. D'autre part ,  dans (9) faisons: 

g=O s = k - 1  h = p + l  e t  a = a + l .  - -- - 

(Les lettres soulignées sont celles prises dans (9).) 
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Nous aurons: 

c'est-A-dire notre relation du Le groupe en P, donnée au  numéro (6). 
II. Dans (9) faisons encore: 

a + l = a  g=O l i = m  h = I ,  
nous aurons. 

Pr - ' (Y ) .  Y,",-,(x)- I',E-'(2). PO (x)= P," '(2). P:L f (x), 
où 

2 n Pm?. (x) + P1",-' (x) = - . C PEZ ., (x) 

Nous retrouvons aussi, notre formule (3), du 1." groupe; elle est donnée comme 
nous l'avons dit  par  M.r GRAF dans son numéro (41). 

III. L'aiitre formule du 1 .' groupe: 

numéro (4) e t  déjà citée par  M.' GRAF au numéro (42), peut s'obtenir de  (9), 
en y faisant: 

On obtient alors: 

I',", (x) P;tm-' (x) - P;-i (x) P; t-m-i ( x )  = Pi;. -.L ( x )  (x). 

La fornlule (40) de  M.' J. H. GRAF nous donne: 
a+m+i Y-, (a)=(-i)Pi a-na-] - - - 1 ,  

puis 
Pt+m-i = 1 ,  

et 

En introduisant, il reste: 

Résultat qu i  v&itie nos propositions. 
b) Yornzu2es ejh I. Si, dans la  première formule du théorème de KRA~LIP, 

nous introduisons pour les formes D, leurs valeurs suivant les fonctions f,(:!a), 
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= (- l ) h - - g + i f g ( 2 ( a  + 1)). f k -h - ,  (2 (a  + h + 2)). 

Rappelons encore la v:deui. de IC;,, 'j;rtaf. ( ( 2  (os+ 9 , 2 j 
i .c I;",, = lim 

 IL=^ r (q + 1 +- n)  

Si nous multiplions toute notre équation transformhe en  f, par 

et si nous laissons k s'approcher de  l'infini, nous aurons avec liink = ao, 
pour le 1.' t e rme  du rnembve de  gauclre: 

= Phi;+: ix) 1 ;C,, 
Pour le 2.e terme dz6 membre de gauche,  nous aurons: 

lim - i h f r ,  
7i= m 2 .X' ,4 .Y' 

J' Disons ici, que les nombres ajout& ou retranchés dans l'exposant de - et dans 
2 

la  fonction r, ne changent pas le terme multiplicateur (a). Ils établissent seule- 
ment une harmonie analogue à celle de l'expression donnée plus haut  pour 1;) .  

L e  membre de droite donwera: 
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En prenant ensemble les 3 termes changés de signe, on aura :  

C'est la relation d u  3.e groupe pour les fonctions I; mais elle est appelée à 
subir encore une modification. 

E n  partant de la 2.e formule de KRAMP, on arrive évidemment à I'équa- 
tion en f :  

fk-Fi (2 a) - f h - p i  (2 (a  4 g 4- 2)) - fh4-i (2 a)  . fit-,-3 (2 (a  + g + 2)) = 

= (-- 1)h-gtl fg+i (2 a) fk-h- ,  (2 (a + 11 + 2 )). 

En multipliant le tout par 

et en faisant les mêmes considérations que tout à l'heure, nous aurons: 

Cornme la relation (IO), cette forme peut s'obtenir de celle qui la  précède 
soit de (1 l), en y. faisant : 

a = a - 1 ,  g = g + l  e t  h = h +  

REMARQUES. 1. Si dans la formule (11) nous faisons: 

g=O a + l = a  et h = p + l ,  

Nous retrouvons ainsi la relation que nous avons appelée relation du  2.e groupe. 
II. E n  outre, en faisant dans (11): 

u + l = a  g=O h - 1 ,  
i l  vient: 

IG, P:"-' (x) -- I:+' P y  (2) = 1;-' Pz (x ) ,  
d' où 

C'est comme on ie voit la relation du 1.' groupe eii 1. 
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C) Formules en K. Nous avons vu déjà que: 

cos(a+m)x-(-l)a+m - cosaz-(-l)a 
A 

sin (a + n a )  .i; sin a r 
> 

lorsque m est entier. En  outre, nous savons encore que: 

COS a z - (-- 1)n KG) = - 1 ; ) .  sin a n 

Si nous multiplions les termes de (11) par 

cosan - ( - 1)q ' 
sin a ic 

nous pourrons écrire, puisque g et h sont entiers: 

cos (a + g + 1) x - (- i).+s+i 
-. I ;y Ph (x) - COSUT - (- 1)a a+g+i 

sin (a + g + 1) u s inan I t X )  Ph- y -4 (x) -;; 

. - C O S  (a + h + 1) .ii - (- l)a+h+r 
sin (a + h + 1 ) ~  IF' Pi (x), 

d' où, 

K?$Y+~ PT; (x) - KG, P T L ~ Y , ~  (x) = Ka+h" (XI P ~ 7 ,  "x). (13) 

Ce sera notre formule du 3.' groupe en K. 
Nous pourrons faire subir à (12) une transformation analogue, et nous 

aurons directement: 
~ p + Y + l  m+g+i ai-h+i 

i., q;: (XI - qz)' PLpi ( 4  = K(.) pi;: (x). (14) 

Nous aurions pu obtenir directement cette 2.e relation du 3." groupe en I< 
en changeant dans (13): 

REMARQUES. 1. De la fonction du 3.e groupe, nous passons à celle du 
2." groupe en y faisant [dans (13)] : 

nous obtenons alors : 
u+p+1 

K ;",, . Pp;: (x) - Ky;' P," (x) = K (,) , 
formule que nous connaissons et dont nous avons déjà causé. 
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TI. Nous dériverons la formule du 1.' groupe en faisant dans celle 
du 3." (13): 

a + 1 = a ,  g = 0 ,  h = l ,  
et nous aurons: 

2 a Kgj' + Kyii = - TC YZ) . 
.r 

c'est-à-dire une relation bien connue. 

IV. Généralisation des formules. 

Si dans nos formules (9), (10), ( I l ) ,  (12), (13) et (14), nous posons 

a = ~ ~ a  n + g + I = n  n + h + I = E ,  

nous aurons: 
g = n - n z - 1  

En introduisant ces substitutions daris les équations (9) et  (IO), il viendra: 

La sutstitution de 912 par m - 1 et Ic par k + 1 dans la première de ces 
équations, donne aussi la deuxième. 

Les formules (11) et (12) traitées ainsi donnent: 

Les formules relatives aux  fonctions K, (13) et (14), deviennent à leur tour: 

Les formules (18) et (20) peuvent se dériver respectivement de (17) et  (19) 
comme (16) a été dérivé de (15). 
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D'aprEs ce que nous avons Qtabli, les équations de (9) à (14) sont liges 
à la condition de  

h ,  g et Ic entiers et positifs; 

ceci d'après la constitution des formules de KRAMP. Si iious nous bornons au 
cas ou a ,  sans être entier, est positif quand meme, nous pourrons dire que 
les formules de (15 )  it (20) sont valables pouv tous les nonatves na, n et I ,  
positifs, ? m i s  différents entre eux d' un nombre entier. 

D'autre part comme formules types, nous avons vu qu'il suffisait de 
considérer (15), (17) et (19). Voyons maintenant ce qu'elles deviennent quand 
m, 12 et  1 sont négatifs. 

[Dans (15), nous prendrons en plus k négatif.] 
Après le changement de ln, et 1 en - n t ,  - n ,  - 1 et de  k en - X . ,  

la relation en P [15,i, deviendra: 

En  empruntant à M.' J. H. G;RAF la formule (40): 

forinule qui peut être déduite directement de la formule de definition des 
fonctions P, nous aurons: 

Pik(x) = (- l)k--i Pg_o(z) 

., (x )  = (- 1 ) ~ + ~  PlL 1-n-i (',J 

p-ni 
m--l-, ( 2 )  = (- l)z-m f'y-m-c ( r )  

p-11 *,-k-m(xj = (- l ) k + m - n - i  Pur 
k+m-n.-7 ('1 

En  introduisant ces valeurs dans notre équation pr6c6dente, nous aurons, les 
(- 1) se simplifiant: 

ce qui n'est pas autre chose que la formule (15), ou k est devenu k - 2. 
AranaZi di Mnlematica, tom0 X X I V .  20 
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La formule à indices négatifs, se ramenant la formule à indices positifs, 
nous concluons: 

LGG formule (15)biS, donnant iu relation du 3." gvoupe pou), les fonctiolls 
P(,, , est une formtde gdnhde.  Elle est valable quels que soient l n ,  ) i ,  Z et 11.. 

Iles relations du 2.e groupe que nous avons établies plus haut,  n'en s o n t  
que des cas particuliers, et les formules du 1.' groupe données par M.' GRAF 
aux numéros (41j et, (42) en sont encore des cas plus particuliers. 

E n  tout cas, dans les 3 groupes, les formules sont valaliles pour des in- 
dices quelconques, entiers, fractionnaires, positifs ou négatifs. Ln seule con- 
dition, est que les différences entre les indices soient des nombres entiers. 

La relation ( 17 )  en 1, deviendra avec m ,  n et 1 négatif: 

Rappelons la formule connue: 

= (- lP1L,, 
elle donne: 

E n  introduisant, nous obtenons: 

I&) PT (4 - 1;) P L - ,  (4 = I f x )  -i (XI, (1 7)"js 

forniule identique à la formule (17). Donc: 
La relation du  3.e groupe en I(,, est yénémle. 
La formule du 2.e groupe (7) que nous avons établie et  que M.r GRAF 

a aussi donnée (31), tout en étant générale dans sa signification n'en est 
qu'un cas particulier. Analogue pour la forniule ( 1 )  du 1.' groupe, qui est 
encore un cas plus piirticuliw. 

De ln même facon ( 1  9) deviendsn: 

Nous savons aussi que: 
Kb? = (- 1)m K& 

KG? = (- qfi Kyz) 

KZ, = (- l ) l  Ef,) . 
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E n  introduisant ces noiivelles valeurs ainsi que celles déjh données pour les 
fonctions P, nous arrivons à l'équation : 

I (x) - K;",) PF._,-, (x) = Ki,, P; ,,-, (x), 

c'est-à-dire une formule identique h (19). 1)'où nous pouvons encore conclure: 
La velation du 3." groupe e u  K(,, est gth+ale. 
Les formules en K ( z )  di1 1.' et du 2." groupe en sont des cas particuliers. 

V. Sur quelques propriétés des équations précédentes. 

Si nous divisons l 'une par l 'autre, les deux formules (15) et (16), nous 
obtenons : 

E n  outre, 
 IL-m-I fn- 0,-1 

PL-,,, (x) --= 
P" (x) 

E n  prenant l'inverse, nous aurons: 

Ce qui est donc une fraction continue limitée avec n - rra quotients incomplets. 
E n  divisant les formules (17) et  (18) l 'une par l'autre, nous obtenons: 
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Nous avons ici le même résultat que pour l a  division précédente. Les 
formules K traitées de cette façon nous conduisent aussi au m ê r n ~  résultat, 
et nous pouvons écrire: 

Considérons les premiers membres de nos trois qiiotients; ils sont égaux 
entre eux,  et de plus ils peuvent se niettre sous la forme d'un quotient de 
deux déterminants du second ordre. 

Donc nous écrirons: 

Eu examinant ces 6 déterminants nous voyons qu'ils se présentent sous 
une forme trbs élégante. Dans les 4 derniers, les premières colonnes pro- 
viennent de la substitution des fonctions I et des fonctions K, aux fonctions P 
avec l'indice Ic ,  dans les premières colonnes des deux déterminants du premier 
quotient. Ensuite, les 3 numérateurs ont les secondes colonnes identiques; les 
dénominateurs ont aussi la même propriété, mais les termes ici, différent de 
ceux des secondes colonnes dans les numérateurs. 

L e  premier quotient qui était, avant la transformation en déterminant: 

( p  est une simplification d'écriture, nous lui rendrons plus taid ss valeur), 
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considérons respectivenient : 

c'est-à-dire les termes qui apparaissent dans les secondes colonnes de nos 
déterminants: comme : 

x, e t x .  
Nous pourroris écrire : 

Le deuxième quotient, 

nous donne, après une transformation analogue à 

= P7 

la précédente: 

L e  quotient des relations en K: 

traité de la même manière, donnera: 

Nous avons de cette fapon, trois équations en x ,  y et z :  

W;C -23prmt;') + ~ ~ G + m - . , - z P f , r n  , = O  

"(1" - p I m  3 )  + y p I " - z i n = O  
"(Km-pKm-') +ypKn- zKn=0 .  

Ce sont trois Gquations homoghee. Pour que x,  y et z ,  c'est-à-dire lerrrs 
valeurs: 

pl11 - 1 pi-n- i , ~.-pn et  P ï t m  1 , 
soient réelles, il faut que le déterminant des coefficients soit nul. 
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D'après nos suppositior~s, x ,  y et x sont i.éels, donc: 

Cette condition est évidemment satisfaite, puisque les deux dernières colonnes 
du déterminant sont proportionnelles. 

Mettons ensuite le facteur - p  en évidence e t  développons s u i v ~ n t  la 
dernière colonne; nous obtiendrons: 

I Pr - p p C 1  . Pk+,--, 
+'In Km-  pK"-' . Kn 1 - 

Pour  que cette équatioii soit satisfaite, il faut évidemment que chacun de 
nos déterminants du 2." ordre soit nul. 

Considérons le premier seulement, il donnera: 

développé ensuite suivant l a  theorie des ddterminants, il devient: 

Rappelons ici la valeur: 
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La deuxième forme des nouveaux quotients est obtenue par une per- 
iniitation des éléments de la première. Si nous comparons les deux nouveaux 
déterminants avec ceux des quotients égaux, (21), (22) et (23!, nous voyons 
que les premibres colonnes dans les déterminants (24) sont les mêmes que dans 
les déterminants (22), et les deuxièmes colonnes dans (24) sont les premières 
colonnes dans (23). 

L e  dernier résultat obteiiu, nous permet d'écrire: 

Poiiis déterminer cette constante, faisons m = v ,  nous aurons: 

Mais la formule de WEBER, nous donne: 

5Fx C = const. = - - 
2 

p m -  i 

Cette formule-ci étant analogue h la formule (35) de M? GRAF, nous 
en concluons donc que les équations desquelles nous sommes prirtis, étaient 
exactes, et que l a  méthode suivie était bonne. D autre part, si, n p r h  avoir 
établi les trois quotients (21), (22) et (23), égaux à p ,  rious avions introduit 
pour p sa valeur en fonction de la formule (35) prbcitée, nous aurions obtenu 
directement les deux déterminant's du quotient (24). Nous pouvons donc 
considérer ce qui vient d'être fait, comme une méthode de rérification de 
nos formules. 
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VI. Développement de la fonction O. 

Dans la théorie des fonctions Besséliennes, on arrive facilenient A l'ex- 
pression : 

Le développement de cette fonction O ,  qui est la fonction Hessdlienne de 
2." espèce, en une série, a été fait par NEUMANN. Il est l'objet de transfor- 
mations assez longues, et I1é,tude des fractions continues peut le simplifier 
en partie. 

Nous avons eu dans les fonctions O: 

la multiplicatioii de ces deux valeurs donne: 

1 2sg1n- - ( tn+  (- l j n t - n )  ( t -  k i )  
2 

Eii divisant par T V n ,  il vient: 

- 
Tn-i 

Mais on a aussi: 
2 s Tn-1 = Tn - Ta-,, 

soit en calculant cette forme comme (2), soit en changeant n en fi  - 1 dans (2). 
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La dernibre forme analogue à (2) que l'on a dG considérer sera: 

2sT1 = T, - T,. 

On peut en vérifier l'exactitude et écrire: 

En outre, 

Donc : 

ce qui  vdrifie l'exactitude de notre proposition. 
En revenant à la valeur du 1.' quotient, nous avons: 

va termes 
Annali di Mrdematicci , tom0 XXIV. 
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La  suite est donc une fraction continue; elle a (n + 1) quotients incomplets, 
et la (n + l)""@ réduite en sera la dernière. D'après c,e que nous savons de 
la théorie des fractions continues, on pourra écrire: 

Le  numérateur ayant (n + 1) termes, uz en 2 s  et 1 en s ;  le dénominateur 
ayant ra termes, (n - 1) en 2 s  et 1 en s; la propriété a) des fonctions con- 
tinues permet d'écrire : 

11 termes (n - 1) termes 
___V- 

- 
 as,, 2 s  ,..., 2 9 ,  2 ~ ]  4- [ 2 ~ ,  2 s  ,..., 391 -- 

s [ 2 s ,  9 s  ,..., 2 s ]  $ [ 2 s ,  2s, . .  ., 2 s ]  
1- A- 

(n - l) termes (PZ - 2) termes 
Nous avions: 

Faisons : 
a = 2 s  et b - 0 ,  

nous pourrons écrire : 

Ces considérations introduites dans la formule (Y) donnent: 

Nous pourrons dire que le dénominateur T, sera égal à l'mitre déno- 
minateur son voisin, multiplié par une constante C :  

Pour déterminer C 

Tn = clsf,-,(2s7 O) 4- fn-t(2s7 O)/. 

faisons PZ = 2 : 
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mais 

et 

Donc : 

et d'après la formule de définition des fonctions T: 

1 
T2 = 2 (t' + t-') 

En simplifiant et en égalisant les deux valeurs de T,, on a :  

I 2 p.+ t-.j = C. ;It'+ 

Donc : 
c= 1, 

et finalement: 
T w =  s fn- , (as ,  O )  + f ; . - , (2~ ,  O). 

Revenons à notre formule (1) du présent chapitre: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



160 Cr e 1 i e  r : Sur. quelques propriétés des fonctions Besséliennes, 
- 

L a  première intégrale donne, en remplaqant f,-, par  sa valeur:  

après avoir fait:  
1 r s = u  d s = - d ~ ;  
X 

mais 

Donc : 

La seconde intégrale donne de la même faqon: 

mais 

J 
O 

Donc: 
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En  mettant ensemble, les formes (8) et (9) nous aurons: 

Cette forinule (10) qui constitue un double développement par sommation, 
peut se ramener aussi à une seule sommation. 

Développons les 2 2  en une  série suivant les puissances décroissantes 
2 

de - nous aurons: 
x 

n+i 
le 1.' terme de la série avec (5) 9 provenant du 1.'. terme de la 1.' 2, 

le 'Le terme avec (:)n.-' donne par le 2.$ de la 1.' I, et le 1.'. de la 2.' 3, 

Formons maintenant ce A" terme: 

puisque les deux dernières parties se détruisent. 
Prenons maintenant le dernier terme et considérons 2 cas: 

1. n pair = 2 p ,  II. n impair = 213 + 1. 

I I  
1. Le dernier terme de la l.e 2 est, avec À = - - 1 :  2 
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- - pp 

12 
i l  s'ajoute au terme avec A = - - 2 de la 2." 2 ,  lequel est 

2 

L' addition donne : 

$2 ce qui n'est pas autre chose que le terme en 1 = - - 1, de la serie géné- 
2 

rale unique dont nous avons établi le terme 1. général. 
Cette série aura donc pour dernier terme le dernier de la 2." 2,  celui 

12 en A = - - 1, soit On peut aussi le considérer comme fourni par 
2 

I.1 la série unique avec 1. = - .  
2 

D'où nous concluons que la nouvelle série pour 9% pair, a.yaiit encore le 
12 12 + 1 terme I = - va de O jusqu'à A <- . 
2 2 

11 - 1 II. Dans ce cas, le dernier terme de la 1." L, a A = - 
2 

et il est: 

n - 3  il s'ajoute avec celui en 1 = - 
2 

de. la 2." Y; celui-ci est le dernier dans 

cette sommation : 

Leur somme donnera forcément le dernier terme de la nouvelle série, soit 

Celui-ci peut aussi être obtenu du t e m e  général de la série unique, ou 
.. a - 1  
A = -  la  .+ 1 

2 
; donc ici encore h est limité supérieurement par - 

2 
soit: 
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Ceci nous permet de dire que dans les 2 cas la série de terme général: 

qui est la somme des deux autres, va. de 

f i +  1 A=0 it A<-. 
2 

Donc : 

Nous retrouvons ainsi, une formule donnée en déduction d'une méthode 
de calcul différente, par NEUMANN. 

Herne, j u i n  1895. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Sulle intersezioni 

di tre superficie algebriche. 

(Di LUIGI BERZOLARI, C( Torino.) 

S c o p o  principale di  questo lavoro è la dirnostrazione (algebrica) rigoross 
del seguente teorenia fondamentale: 

D a t e  t r e  qaalzcnyue superficie algebrirhe d i  ord in i  1, m ,  n ,  sernplici o 
comutzqzre composte (anche dota fa d i  itlfiniti pzln fi multipll;), ma non  passant i  
per  m a  medesima c u r v a ,  la  condizione necessaria e suficiente petdzè  in  zoz 
loro p2111to C O I H U ~ E ~  0 ,  dooe esse h a n m  ~ispettiuarrtentti le nzultiplicità A ,  p, v ,  

s k n o  i.accoZte precisamente i.pv, e nan  pi&, delle loro l m n  it l tersezioni,  2 
che .i t r e  coni t a n g e d i  alle superficie ne1 punto O non  abbiano ziz cornzme 
nessuna generatricc, qzmlunque siatzo del  resto le si'azgolarità presefztate da 
que i  coni. 

L a  dimostrazione che ne darb sussiste, senza modificazioni sostanziali, 
pel caso di n (> 2) varietà algebric.he (ad n - 1 dirnensioni) del10 spazio ad 
n dirnensioni, e soltanto per evitare complicazioni di pura forma viene qui 
esposta per r z =  3. Essa è un'estensione (che non si presenta perb del tutto 
ovvia) di quella che fu data per l a  prima volta da1 sig. Voss (*) per due curve 

y) Voss, L'der eiileri Futrdume~llalsnk nus der Tizeoric! cler algebraisclte~z finctioiie,b 
(Math. Annalen, Bd. 27, pag. 533 e se=.'). - V. altresi l'osservazione del çig. NOETHER 
in iina nota a pié della pag. 144 del vol. 40 dei Mat,h. Ann. 

Nelle sue lezioni del 1891-93 il prof. SEGRE h a  approfondit0 ulteriorrnente la que- 
stione, estendendo il calcolo stesso del si:. Voss a l  caso in cui  l e  due curve abbiano ncl 
punto che si considera u n s  tangente comune, e cercando sllorri, quante iïhersezioni delle 
due ciirve vengano a cadere in quel punto. Corne applicazioni immediate di questi ri- 
sultati  alle intersezioni di una curva  con le prime polari di punti generici o di punti 
della curva  O di una tangente singolare, corne pure alle intersezioni d ~ l l a  curva con la 

--lnrrtdi di ~Uutematica', toruo XSIV. 22 
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piane, e che fu poi riportata da1 sig. BERTINI n e h  Nota che ha per t i -  
tolo Rappesentaxione di  una j 'oma temaria per cov&naxione h e u r e  
di due dtre (Rendii. del R. M t u t o  Lombardo, serie 2a, vol: 24, 5 novem- 
bre 1891). 

In  seguito, supponendo che i tre coni sopra nomintiti contengnno una 
stessa generatrice, la quale abbia inoltre riunite in O quante si vogliano in- 
tersezioni con ciascuna delle date superficie, deterinino i l  nurnero delle inter- 
sezioni di queste ultime che vengono ulteriormente a cadere in generale ne1 
punto O ,  assegnando tutti i casi in cui questo numero diventa anccr più 
elevato. Pe r  ultimo , come applicazione dei risultati ottenuti, dimostro al- 
cune proposizioni relative nll'abbassamento che un punto multiplo di una 
superficie produce nella classe di questa, considerando in modo particolare 
il caso in cui il con0 tangente ne1 punto rnultiplo possiede una generatrice 

. . doppin.' 
Una dimostrazione rigorosa del teorema enuiiciato in principio, per quanto 

mi  consta, non è stata data finora, neanche per Io spazio ordinario, dove di 
solito la proprietà viene ammessa come intuitiva; i risultati riinanenti (n.' 7, 
8, 9 e 10) sono del tutto nuovi. 

Sembrami anche degno di nota, per la sua e l e g m m ,  il niodo col quale 
si prova ne1 n." 2 che l e  tre superficie hanrio 2wzlz punti comuni, benchè d i  
questo, come di altri nnaloghi teoremi, si conoscano gih (anche per un iper- 
spazio) parecchie dimostrazioni. 

1. In c o o r d i n ~ t ~  omogenee siano 

le equazioni delle tre superficie A ,  B, C, dove per es. le üa, ai,, . . . , ai i  sono 
forme binarie di grado 1-i nelle z,, x,. Volerido eliminare dalle (1) le x , ,  
<r2, non si conosce finora (a meno che 1, m ,  n non siano fra loro uguali) 
iin'espressione della risultante, che, essendo priva di fattori estranei, abhia 

TIessiana, egli ha poi stabilite le proposizioni fondamentali sulle curve piane algebricho 
.o sulle loro singolarità più comuni, con precisione e rigore inaggiori di quanto non si 
4covi nei noti trattati classici. Ad es. egli dimostrb per questa via le proposizioni ana- 
logha a quelle che per le superficie io tratterb' alla fine del presente lavoro (n.O 10). 
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la forma di determinante. È perb dovuto al CATLEY (*) un metodo per otte- 
nere quella risultante cortle qzioziente di due deterrnimmti; ed ecco, Lreve- 
mente, in che consiste. Moltiplichiamo le (1) risp. per 

che sono in numero di 

Tali equaz;ioni non .sono perb fra loro indipendenti: jnvero, se si moltipli- 
Cano le identith 

risp. per 
1 ;  x , ,  5 2 ;  ...; xiE-z, X , Z - S X  ?,..., X p l - 2  7 . 
1; xi, xs; .*ai x~*'-~, x ~ ' ~ - ~ x  2 ,  . . . , x2"-' ; 

1 r i ,  ; x i n - =  x 2, . . . ) 22n-0, 

si ottengono 
1 1 1 - - Z ( E -  1)-+-   in- l ) + a n ( t t -  1) 
2 2 (4) 

relazioni lineari fra le precedenti equazioni: il numero (4) è la differenza fra 

(*) CAYLEY, On the Theory of Eliminalion (Cambridge and Dublin Math. Journal ,  
vol. III, pag. 116; oppure The Collected Mathem. Papers, vol. 1, pag. 370,. - La teoria 
di CAYLEY è riprodotta succintamente iiell'Algehrn superiore di S a ~ v o v  (pag. 125 c scg. 
della 2." edir. franeese). 
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i numeri (2) e (3). Ad. es., la prima di tali relazioni è :  

- (bm, .  x,"C+ b,, . xim--'x,C + .  . . -+ bmm - xZ9"C) = 0. 

Si formino ora due matrici H ed Hi ,  le quali abbiario risp. per elementi 
i coefficienti delle equazioni sopra costruite, e quelli delle relazioni ultima- 
mente trovate. Entrambe conterranno un numero di linee dato dall'esprcs- 
sione (2), mentre il numero delle.loro colonne sarà dato risp. dalle (3) e (4). 
Allora il CAYLEY ha trovato che la risultante R delle (1) si pub ottenere di- 
videndo uno qualunque dei determinanti tratti dalla matrice H (il quale non 
sia nul10 identicamente) per il determinante szlpp1ernentaî.e tratto dalla ma- 
trice H', cioè per quel10 format0 con le linee di H' aventi '10 stesso posto di 
quelle che si sono dianzi trascurate in H. Di guisa che, indicando con x e 

due tali d e t e r m i n a d ,  si avrà: 

Il-modo di composizione delle matrici H ed H' risulta del tutto chiaro dalle 
osservazioni seguenti , nelle quali introduciamo altresi alcune notazioni , che 
si manteranno in tutto il lavoro. L a  H è costituita da tre matrici parziali, 
che direrno 1, 2 ,  3, di cui tutti gli elementi appartengono corne coefficienti 
soltanto alla prima, od alla seconda, od alla terza delle (1). La 1 cbntiëne 
712 4- 12 - 1 gruppi di linee, formati risp. di 1, 2 , .  .., nz + n - 1 linee; la 2 
ne contiene n $- 1 - 1, formati risp. di 1, 2 ,  .. . , n + 1 - 1 linee; la Y ne 
contiene l + m - 1, formati risp. di 1 ,  2 ,  .. . , Z + m - l lince. L e  colonne 
di  H si dividono invece in 1 + n2 + n - 1 griippi, contenenti ordinatamente 
1, 2 ,. .. , 1 + m + n - 1 colonne. Mediante siffatti gruppi di linee e' colonne 
la matrice 1 risulta divisa in (Z  + m + n - 1) (m + n - 1) matrici parziali; 
e chiamando ni j  quella che é comune all' imo gruppo di linee ed al]' jmo gruppo 
di colonne, si ha:  

1 0. c l j - i a ;  .. 'aj-i'j-i-1 j -  j o..  . 0 
" g = /  , . . . . . . . . . . . . . . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



di i re  superficie algebriche. 169 

dove la matrice del secondo membro contiene i linee e j colonne: ogni suo 
elemento che non sia nul10 è una forma binaria di grado 1 - j + i in x,, x,. 
Denotando analogamente con f i i j ,  yi j  le matrici comuni all' imo gruppo di 
linee ed all'jmo gruppo di colonne di 2 e 3, e scrivendo O per significare 
una matrice, di cui tutti gli elementi sono nulli, la matrice H si pub scrivere 
corne segue: 

P i i  P i 2  0 1 3  .- Fi,m+c O... O 
H = l  I . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

I . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

L a  matrice H' è formata di tre matrici parziali l', 2', 3', di cui cia- 
scuna, per cib che riguarda il nurnero e la disposizione dei gruppi di lince, 
nonchS delle l ime di ciascun gruppo, è formata nell'identico modo delle ma- 
trici l, 2,  3 di II. Quanto alle colonne, la  H' si scinde in tre matrici I', 
II', III': la  I' contime 12- 1 gruppi, cui appartengono ordinatamente 1, 

. 2 ,..., n - 1 colonne; la  II' ne contiene 2 - 1 con 1, 2 ,..., 2 - 1 colonne 
risp., e la III '  ne cwntiene na - 1 con risp. 1, 2 ,  ..., m .- 1 colonne. Me- 
diante siffatte inatrici di linee e di colonne, la  H' rjsulta scomposta (oltre. 
che in tre di elementi tutti nulli) in sei nuove matrici, ciascuria delle quali 
è formata coi coefficienti di una sola delle (1). Ognuna alla sua volta ri- 
sulta poi composta di matrici hinori ,  tali che tutti gli elementi di una qua- 
lunque di esse sono di uno stesso grado in x,, x,: se una di tali matrici 
minori è quella comune d l '  imO gruppo di linee ed all'jmo gruppo di colonne, 
per es., della matrice 2' I', ogni suo elernento è una forma di grado Z - i + j 
in r3, s,. Sono nulli tutti gli elementi delle tre matrici 1' II', 2' III', 3' 1'; 
mentre gli elementi .delle matrici 1' I', 2' IT', 3' III' si trovano tutti, rispetto 

3 I 
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alle (l), cambiati di segno. Possiamo dunque scrivese : 

I f  II' III' 

- 0  0 o... O  O... O 1 / C o  o... O o... O 

- - b  O... O O ... O  1 c ~ . .  O O... O 

- O - b . .  O  O... O 1 I C  ,i... O O... O 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  I . . . . . . . . . . . .  I 1 

O l 1' 
O  O o . . . - o . . .  0 1  1 O... en, O... O  

O O O... - - b 0  O 1 1 O... c,, cnO. . .  O : 
. . . . . . . . . . . . . . . . . .  

. S I  

O O O... O O... -b f l t o l  

a,, O O... O 0. .. 0 1 - c  o o . . . O O . . . O I  H' = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  I . . . . . . . . . . . .  1 
O  O O.  .. alo O... @ 1 O... - C O . .  O 1 O 2' 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . I . . . . . . . . . . . .  I 

l O  O O... O  O... a 1 O... O O . . . - c n o l  
- - - - -  1 - - - - - - -  1 - - - - - - -  

... 1 b 0  O O... O \ - a  ,... O 'O O 
1 . . . . . . . . . . . .  1 . . . . . . . . . . . . . .  
/ O... O , ,O  ... O 1 O... a . . .  C )  3' 
I . . . . . . . . . . . :  I . . . . . . . . . . . . .  

... ... . - 1  O... O 0  b , , I 0  0 . 0  . . . -  nl,  

. 2. Cib posto, poiché per ipotesi i l  numero delle intersezioni delie tre 
date superficie è finito, possiamo supporre di aver scelto il tetraedro d i  rife- 
riment0 in modo che il suo spigolo x, = x, = O non sia tagliato da nessuna 
delle congiungenti due di quelle intersezioni, L'equazione 

R =  O ,  
. -  . , . 

ohe rappresenta l'insieme dei piani projettanti da1 detto rpigolo quelle inter-  
2% - sezioni, avrà quindi tante radici - quarite sono le i'ntersezioni ste&e, siçchè ..- 2 4  

il.numero'di queste ultime' si avrà ceroindo il .grado di.R, eioè la differenm 
dei gradi di x e x'. 
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. Fer.:trarre da  H il determinante X ,  prendiarno in generale pi linee del 
gruppo Po delia matriie 1 (i = 1, 2 , .  . . , rn + n - l),  ci linee del gruppo imQ 
de lh  matrice 2 (i - 1, 2 , .  . . , f 1 - l), e r; linee del gruppo i m o  della 
matrice 3 (i = 1, 2 , . .  ., 1 $. nz - 1). Analogamente, per trarre da  H' il de- 
terminante prendiamo linee del gruppo imO della matrice l' (i= l ,  
2 ,... , m + n - 1), e cos) via. 

Poichè gli ordini di x e X' sono dati . risp. dalle espressioni (3) e (4), 
~i avrà: 

. - 
nt+va-l nSZ-1 Z+m -1 .- (13 m i -  n ) ( l + w + n - 1 )  . - 3 p i  -t-' 2 O i  + d "== 2 

? 

1 1 
( 5 )  

Inoltre sarà 
p i  + p'; = i, oi 4 a'; = i, ri + r f i  == i (6) 

per tutti i valori di i che vanno dn 1 risp. fino ad m + n - 1, n + I? - 1, 
l + m - 1 .  

Un elemento qudsiasi di x si otterrà scegliendo ordinatamente in cia- 
scuna delle p, linee del primo .giuppo- della matrice 1 un elehento, la cui 
colonna corrispondente apparterrà ad un. gruppo di posto ri , ,  2- ,,,..., r,,,; 
indi in  ciascuna delle p, linee del secondo gruppo di  1 u n  elernento situatg 
in una colonna appartenente ad un gruppo di posto r,, , r , , , ; . . ,  r,,;; ...; in 
ciascuna delle p,+,-, linee dell'ultimo gruppo di 1 un elemento situato in 
una colonna di un gruppo di posto Yrn+n.-r,, , . . . , rmcn-l,p,tn-i, e facendo l'o- 
perazione analoga per le diverse linee fissate nei vari gruppi delle matrici 
2 e 3, col che si verranno ad introdurre, con significato analogo a quello dei 
numeri r ,  nuclvi numeri che chiamererno si,, a,,, . . ., Si,,; s,,, . .. , s,,,;. . .; 
sntz-r,r 9 . .  ., Sn+l-i,.n+-,; - tii, t t o , .  tsi,;  PI,.'., t ~ + , ; . * . ;  t ~ + m - * , r  y . . .  , 
t + , n , , r + , , , , .  Iii ta1 guisa vengono a considerarsi, prescindendo dall'ordine, 
tutte le colonne della matrice H, onde : - 

21. + i s  +zt = 1 2 +  2' + . . .  + ( 1  -+ m $ n - l)', 
ossia : 

Un elemento qualunque del determinante - .. si formerà in modo analogo al 
1 ,  precedente, e s' lntrodurranno cos1 dei numeri r', , , . . . , vr , ,~ , ;  . . .: 1. rnsn-! ,  ,, . . - , 
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Pertanto i l  grado di x in  x3, x, è 

ossia 

Quanto al grado di si osservi clie i numeri r l ,  S I ?  t1 denotano il posto delle 
colonne scelte, quando si considerino separatamente le tre matrici I', II', III', 
sicchè ad es. u n  1.' pub riferirsi d l '  r'mo gruppo tanto di 1' quanto di III'. 
Se qiiindi diciamo s; un numero che pu6 coincidere tnnto con nt quanto con iv, 

y un numero che pub coincidere tanto con tz quanto con /, e a un numero 
che pub essere tant0 1 quanto vz, il grado di sarà 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



di tre siipe$cie algebricko. . 113 

m+n-1 
Ora, per quanto concerne z x ,  ne1 considerare le 1 p'i colonne avremo preso 

un certo numero b' di volte un elernento b ed u n  certo numero c' di volte 
un elemento c ,  onde sarà: 

1t-H -1 I+m-1 
Cos? pure, ne1 considerare le 2 ~ ' i  e poi le Y rri  colonne, avremo preso cf '  

1 I 
volte u n  elemento c ed a" volte u n  elemento a ,  e risp. a'" volte un ele- 
mento a e bu' volte un elenlento b. Quindi: 

2 y  = nc" + l a " ;  (IO') 

?] = 1 a'" + m b'". 
È pi' evidente che: 

Dalle (9'), (IO'), (11') s i  deduce: 

z z  + >y + ZP = E(arl + a"') + m(bl" + b')  + 9z(c1 + c"); 

m a  sommnndo le (91, (IO), (11) a due a due, e tenerido conto delle (12), si ha: 

epperb: 

dntiali di ~Mutematica, tomo I S I V .  23 
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Il grado di X' è quindi 

Sottraendo qiiest'espressioiie dalla (S), si ottiene corne grado della risultante R :  
Z ~ p $ - ~ r z ~ a + ~ ~ t - ( n z + n ) ~ p ' - ( t t + l ) ~ o ' - ( E + a z ) t ; t '  

If ( E  - 1) + me (nz - 1) f t tz  (n - 1) - ( Z r + z s + J t  + ~ v 1 + ~ s ' + ' , t ' ) +  
2 

Il primo sestinomio pub anche scrirersi nella forma: 

Z ( 2 p  +zp') + m ( Z 5  +yo') + n ( y r  + x r ' )  

- ( I +  m + n ) ( y p ' + l o ' + 3 t f ) ,  

ed equivale quindi, per le (6) e (57, a 

Sostituenrlo quest'espressione, e facendo uso delle (6), (7) e (7'), si trova fa- 
cilmerite die  i l  g ~ a t l o  di R è lnzn. 

3. Ora supponianio clie le date superficie abbiano in un punto co- 
mune O le multiplicità A, p ,  v risp.: per vedere quante intersezioni cadono 
in ta1 puiito, collocliiamo in O jl vertice (O, 0,  0 ,  1) del tetraedro di rife- 
riirierito assumendo corne piano x, = O un piano afîatto arbitrario per 0, e 
cerchiarno con quale esponente si stacclii da R il fxttore r,. 

A ta1 fine osserviamo clle, per l'ipotesi ffittn, le forme A ,  B, C non 
possono contenere in nessun termine le coordinate 2,, x,, r, ad un grado 
minore di A ,  p, v risp., sicchè possiatno porre: 
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dove le costariti o.;,, pj,, p,o possono anche essere nulle. Ora consideriamo 
la matrice H, e nella sua matrice pnrziale 1 moltiplichiamo le linee del primo 
gruppo per ~ , p + * - ~ ,  quelle del secondo per ~ , p + * - ~ ,  . . . , quelle del ( p  + u - 1)"' 
per r,; analogamente riella 2 nioltiplicliiaino le liriee del primo, del secondo, ..., 
del (v + 1,- 1)"' gruppo ordinatamente per x,'+'.-~, x,'+~-', ..., r,, e ne lh  3 
le linee del primo, del secondo,. . . , del (1 + p - l)m' griippo per r2++i, 
x>+b-z,.  , . , x3. Eseguendo tali opernzioni anche sulle linee di II che si -sono 
scelte per formare il determinante X ,  questo risulta cos1 moltiplicato per x, 
coll' esponente 

Ma, per effetto di quelle operazioni, nella matrice Hl e quindi anche in X ,  
ogni colonnn del primo, del secnndo, ..., del (1 + p + v - 1)"" gruppo riesce 
divisibile riap. per x:+PtW--' , z$+r+*-? , . . ., x,; e percib x riesce divisibile per x, 
coli' esponente 

Risulta quindi posto in eridenza in x il fattore x, coll'esponente 

Per  la matrice H', moltiplichinmo invece in Ir le colonne del primo, del se- 
c o n d ~ ,  . . . , del (u - I)m' gïuppo per x,Y-*, x , ~ - ~ , ,  . . , rs risp.; in 1 t' le colonne 
del primo, del secondo,. .., de1 (7. - I)m" gruppo per sS1-', x ~ ' - ~  ,... , xq; e in 
III' le colonrie del primo, secondo,.. ., ( p  - l)m" gruppo per x p i ,  x,+-~,. , ., x3. 
Esqyendo  queste stesse operazioni sopra le colorine di x', questo risulta mol- 
tiplicato per x3 coll'esponente 
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~ i o è  coll' esponente 
1.3 + (1.3 $ v 3  - (a -+ p. + y )  ---. 

6 

Ma, in seguito a quelle opei~~zioni ,  riescono divisibili, in l', le linee del 
primo, secondo,., ., (? + Y - 1)'"' gruppo risp. per r,P+'-j, x$+'-~ , . .., x3; in  Y ,  
le linee del priino ,..., ( v  + 1. - 1 ~ ~ "  gruppo per x,'+'.-', ..., x,; in 3', le li- 
nee del primo, ..., ( A  $- p - l)m' gruppo per s ? + ~ - ~  , . . . , x3. Quindi x' riesce 
divisibile per r3 c.olllesponente 

Epperb vien posto in evidenza in il fattore x3 coll'esponente 

Ne s e p e  che la Fisultante R è divisibile per x3 coll'esponente 

la, qunl quantith, per le (ô), si riduce facilmente a A p Y. Si conclude che il 
pzlrclo O ussorbe s r m s o  i p Y itaterseaioni delle date szcperfirie. 

4 .  Ne1 punto O s;ii.8 raccolto un riuinero cl'i1iterstv5oni delle tre su- 
perficie mnggiorc di ), ;,. v ,  nllora ed allora, soltanto che snrh niillo in 12 il 
coefficierite di x.,)pJ; dobbiamo dunque cercare questo coefficiente, e stabilirnc 
il sigriificato geometrico. A ta1 fine occorre premettere la seguente osserva- 
zione. S k n o  
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le equazioni di tre curve piane U ,  V ,  W degli ordini Z ,  ln,  n ,  aventi net 
punto fondamentale (O, 0, 1) risp. le moltiplicità A ,  p, u :  la  condizione ne- 
cessaria c sufficiente perché esse abbiano in cornune un punto diçerso da1 
precedente (ma che potrebbe perb anche coincidere con questo, ne1 senso che 
esso conti fra i punti cornuiii alle tre curve più di quello chc conta in  ge- 
nernle pel solo fritto che esse vi prisGano l., p, v volte) si pub otteiiere corne 
qiioziente di due deterniinaiiti, andognniente a cib che si è fatto ne1 n.' 1, 
ne1 modo seguente. Molliplichiamo le (14) ordinatamente per 

x , P ~ v - ~ ,  z l r fv -2  5 ?,... , ~ p t v - i .  EImtn-e X , m f n - s x  X2mtn-n. ,'", 9 2 ) . ' * ,  1 

~ ~ ~ + ~ - i  1 ~ ~ ~ f ~ - ~  x 2 , .  . . , x I V t A - l ;  ...; x1n+Z-z,  X 2 , . . . ,  X * ~ + Z - ~ ;  

 XI^+^-^, x ~ ~ ~ ~ - ~ x ~ ,  .. ., ~ ~ A t - p - i .  7 ' " )  . X l l f m - z  1 I fm-s x * , .  . ., ~ , ~ t ~ - ~ .  

il cui numero è 

Le equazioni ottenute non sono perb fra loro indipendenti, giacchè se mol- 
tiplichiamo le identità 

V W = W V ,  W U = U W ,  U V = V U  

risp. per 

x , ~ + ,  x i X +  xl,. . . , x > - l ;  . . .; x l l - ) ,  2 iz -3  x2,. . . , x , l - l .  

x , I . L - ~ ,  x,P-* x , ,  . . . , X ~ P - ~ ; .  . . ; x , ~ - ~ ,  xim S ~ p , .  . . , x , ~ - ~ ;  

xiY-', x , , .  . . , z ~ ~ - ' ; .  ..; 5,'- > x r a-= X 2 > . . - ,  xtn 2 7  

otteniarno 
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relazioni linenri fra le equazioni stesse, c il niimero (17) B l a  differenza fra 
i nuineri (15) e (16). Se dlora  si formnno due iriatrici, l'una coi coeficieriti 
delle equaziorii, l 'altra coi coefiîcienti delle reliiziorii da cui esse sono vinco- 
late, la richiestn oondisioiie si ottiena uquagliaiido a zero i l  rwpporto fra 
uno qualunque (non ideriticamente nullo) dei determirinnti tratti dalla prima 
e i l  determinante suppleineritai~e tratto dalla seconda. Gli ordini dei due de- 
terminanti sono dati risp. diille espressioni (16) e (17). 

5 .  Per riconoscere ormai qunle sia in R il cc~eficiente di z,'~', siip- 

poniamo di aver eseguito sulle mritrici H, H', e perb anvhe su. yr, Xr, le 
olierazioni indicate a1 n.' 3. 11 risu1t;ito che iicaveremo dall 'R primitive sarà 

R 
x3jP ' - sicchè il cercato coefficiente sarà cib che diventa questo quoziente po- 

nendovi x, = 0. 
In H scornpongasi ciascuna delle matrici parziali 1 ,  2 ,  3 in altre due, 

che diren~o risp. l , ,  1,; 2 , ,  2,; 3 , ,  3,,  poneiido nelle l , ,  2 , ,  3,  risp. i 
primi p + Y ,  v + ?,, 1, + p  gruppi di linee di 1 ,  2, 3 ,  e nttlle 19, 2, ,  3, i 
gruppi rimanenti. Scoingongasi inoltre la H in due matrici 1 e II, ponendo 
nella prima i primi h + p + Y - 1 gruppi di colonne, e riella seconda i gruppi 
rirnanenti. Un elemento qualunque, i l  quale appartenga ad unn colonna del 
gruppo jm0 di H e ad uns  linen del gruppo Po di 1, O di 2,  O di 3,  pub 
rappresentarsi risp. con Uj--i,,, O con bpi , r ,  O con r j - , , , :  vediamo cib che 
esso tliventa, a seconda delle inatrici 1 ,  1, 1 , 1 , .  . . a cui appartiene, quando, 
eseguite le operazioni su accennnte, vi si pone x, =O.  

1 , I )  Nell'elemento ~j-,,, si ha i L + Y, j 6 À + p + Y - 1. ESSO è stato 
moltiplicnto per x:,'+*-~ e diviso per X , ~ + P + ' - ~ ,  e perb in sostanza B stato 
moltipl~cato per ~ : , j -~-"  Ora se J' - 1, in a i  e~ ie te  il fattort: 2,1-j+i, 

siechè, fatte ln precederiti operazioni e posto x, = 0 ,  si ottiene aj.-i,r [v. le 
(1311. Se invece j - i > I ,  si ottiene zero. 

1 , I )  Si ha i > p + ~ ,  j ~ ? . + p + v - 1 ,  da eui segue j-ici, quindi 
l'elemento uj-i,, contiene il fattore ~ : ~ ' - j + ' .  ESSO b stato soltanto divis" Der 
+ -  dunque risultn ancora corne fattore - -  dove lyespunente è 
> O .  Fe r  x, = 0 esso si rinriulla. . . 

2,I) Lyelemento O bj-&,:  per j - i L r si ottlene e per j - i > 
si ottiene zero. 

2,1) Tutti gli elementi si annullano. 
3,I)  L' elemento è r j - i , ~ :  per j - i L_ si ha Yj-$, ,, , per j - i > ri- - .  

sultsl zero. 
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3,I) Tutti gli elementi si annullano. 
Quanto agli elementi della matrice I I ,  essi assumono il raiore che acqui- 

stano per x, = O ,  :4'infuori di quclli che appartengono alle lineé dei primi 
p+v-1, v + A - 1 ,  A+p-1 griippi di 1, 2, 3 risp., i quali si annul- 

- - 
lano tutti. .. ,.-- . , 

Nelln, H' scindasi ciascuna delle matrici l', 2', 3' in altre due, che di- 
remo risp. Ir , ,  l',; 2',, 2'.; 3',, 3Ip1 ponendo nelle l ' ,, 2',, 3', risp. le linee 
dei primi ,U + v - i , Y + 1- 1 ,  h + p - 1 gruppi di lf, 2', 3', e nella 
i f9 ,  2' , ,  3', le liiiee dei gruppi rimitnenti. Inoltre dividasi anche ciascuna 
delle niatrici Ir, II', III' in altre due,  che risp. diremo Ir,, I r , ;  II',, lI',; 
III',, III',, ponendo nelle 1',, I I f , ,  I I I ' ,  i primi v - 1, A -  1, ,u - 1 gruppi 
di colonrie di 1', II', III', e nelle Il,, IIr,, III ' ,  i gi-iippi rimanenti. Un ele- 
mento qualunrlue, il quale apparteriga all'i"20 grilppo di liiiee di l', O di 2', 
O di 3', ed all'j"0 gruppo di colonne di 1', O di II' O di III', viene rappre- 
sentato, prescindendo di11 segrio, con una delle lettere a, b,  c,  affetta da due 
indici, d i  cui il primo è i - j :  eseguite le operazioni di cui sopra si è par- 
Iato, e posto x , = 0 ,  con ragionarneriti del tutto analoghi ai precedenti si 
giunge a1 segueiite risultato: 

gli elementi di ( 1  1 diventano - - , se i - j ., 
-- 

n u n (Y I  Ift)  n a - ,  n i - j e  )., 

n n n (211 II',) n - n i - j ~ u ,  

n .  n n ( S I ,  IIt,) n f i i - - j , r  n i-J' ~ p ,  
n 91 n (3', III',) n - j  n i - j f A ,  

n n n (Ir, I I I f j )  n Yi-j ,* n i-j s V ,  

mentre si annullano in caso contrario; 
tutti gli elementi dl Ir2) e ('JI, 1'2)1 di c2', II'?) e (3', W9), di (3', III'2) 

o (l',III1,) si annullano, salvo se si ha ordinatamente j = v ,  j = ?,, j = p l  
aei quali casi essi diventano -Pi,,,, e -,,,, - ~ i - 1 , ~  e , - ~ i - ~ , ~  

e Y i - , & , , . ;  

tutti gli elementi di (Ir2 Ir2), (Y2 If2), II'?), (312 II'& (3'2 111'9)1 ( I re  III 'J  
acquistano il valore che essi assumono per r, = O ;  

, infine tutti gli elementi delle dieciotto matrici rimanenti si annullano. 
6. Per brevitii, chiamiamo D e A i due termini della differenza ( l j ) ,  

T e O quelli della (16). Cib posto, consideriamo di nuovo la P. abtiarno 
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veduto che nella sua matrice II, in seguito alle fatte operazioni, si sono an- 
nullati tutti gli elementi di A linee; ma il numero totale delle linee di H 
è D, quindi D - A esprime il nurnero delle linee 
b risultata composta, in generale, di elementi non 
colonne di II è invece T- O. Siccome B 

di II, ciascuna delle quali 
tutti nulli. Il numero delle 

per formare i l  determinante x potremo scegliere T linee di H, delle q u ~ l i  
T- O non siano risultate composte, nella loro parte contenuta in II, di cl* 

menti tutti nulli, e le rirnanenti 0 siano fia. quelle (il cui numero totale è A) 
che in IL sono diventate di tutti elernenti nulli. Se allora si pensa x scom- 
posto in due matrici, di cui l'una forrilata colle colonne dei primi 1. + p + Y - 1 
gruppi (cioè colle prime O colonne), e 1' altra formata colle T- O colonne 
rimarienti (cioè con quelle che appartengono a II), è chiaro çhe, esegiiite le 
solite operazioni, colle linee della seconda matrice non si pub formare che 
un solo determinante non nullo. Laonde X per tali operazioni diventa il pro- 
h t t o  di due determinanti X, e x?: il primo, d i  ordine @, hn le sue linee 
tratte dai primi p + v - 1 ,  v+?,-1,  h + p - I  gruppi di 11, 21,  31, ed 
ha  per elementi le a, B, y risp.; il secondo, di ordine T- O, ha le sue liriee 
tratte dagli (nt + n -  1 ) - ( ? +  Y - l ) = m + n - p - Y ,  gz+l-Y-I ,  
1 + nz - ), - p gruppi che in II non sono risulti~ti di tutti elementi iiulli, ed 
ha per elementi i valori clie si ottengono ponendo x, = O nei corrispondenti 
elementi di II, i cui primi indici non sono miriori di L, p, v risp. , 

Con cib che precede, la coinposizione del determiriante è già del 
tutto fissata; ed eseguite le solite operazioni, A - 0 fra le sue linee sono 
formate cogli elementi a, B, 7, e le altra, in nuinero di .(D - A) - (T - O), 
sono formate coi risiiltati che s'ottengono ponendo x, = 0 negli clementi 
a, b, c i cui primi indici non siano risp. minori di À,  p ,  Y. Se quindi pen- 
siamo x' scomposto in due matrici, di cui l'una formata colle linee della 
prima specie e l ' a h  colle rimanenti, eseguite lc solite ~perazior~i ,  dalla se- 
coridn non si pub trarre che un solo detcrrriinante non nullo; sicch& per tnli 
operazioni si scinde ne1 prodotto di due determinanti e di Ordini 
A-@ e (D-A)-(T-0). 

X' X I  .Il coefficiente di r, 'pv in R è dunque il prodotto - , . - e la  ricerca 
- .- 

del significnto geometrico dell'annull~rsi de' S U O ~  due fattoisi non offre ormai 
nrssuna difficolth. Irivero si osservi che i coni d'urdini ?., p, tnilgenti 
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tre superficie A,  R, C ne1 punto singolare O hanno per equazioni: 

mentre le sezioni delle superficie stesse col piano z, = 0 sono rappresen- 
tate da :  

dove le a', b', c' denotano i coefficienti dei termini indipendenti da r ,  nelle 
corrispondenti forme a, b, c (onde le n'Ai, b f P i ,  coincidono risp. colle aj.;, 

bpi, Allora il primo fattore 2 è costituito, colle ., 4, 7 delle (18)) nel- 
;CI* 

l'identico inodo col quale si disse ne1 n." 1 doversi formare, colle a ,  b ,  c 
x delle (l),  il quoziente 7 :  uguagliato a zero, esso rappresenta dunque la ri- 
il 

sultante del17eliminazione dei rapporti 5 2 dalle (18)) aioè la condiiione ne- 
x3 x3 

cessaria e sufficiente perchè i coni tangenti in O alle tre date superficie ab- 

biano une generatrice comune. L'snnullarsi del secondo fattore - B ioveee 
x ' s  

(n." 4) la condizione perchè le sezioni fatte nelle date superficie da1 piano 
x, = O abbiano in comune un punto distinto da O. Pe r  l'ipotesi fatta che le 
tre superficie non passino per una medesima curva, e per il modo del tutto 
arbitrario con cui abbiamo scelto la faccia z, = O del tetraedro fondamen- 
tale, quest'ultimo fatto certamente non ha  luogo, sicchè il secondo fattore è 
essenzialmente diverso da zero. Ci6 dimostra la proposizione enunciata in 
principio. 

7. Possiamo spingere la ricerca più oltre. 1 coni tangenti in O alle trc 
superficie abbiano una generatrice comune g ,  e per maggior genernlità po- 
nismo che questa abbia raccolte in O risp. À + t;, p $ Q, v +< delle sue in- 
tersezioni colle superficie A, B, C: sarà 

t a ,  e d ,  t s l ,  
Annoli di Mutenzaticu, tom0 XXIV. 
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e possiamo supporre che sia, per es., 

Assumiamo y come retta x, = x, = O ,  di guistt che nelle (18) si avrh 

Inoltre, se nelle (1) si pone x, - x2 = O ,  si devon0 risp. staccare dai p i in i  
membri i fattori x*+5, xp-, x,'+~, onde potremo scrivere: 

a,, = p ug"5 x,l-'.-' + potenze superiori di XJ , 

Volendo cercare quante intersezioni delle A, B, C sono assorbite da1 punto O, 
per semplicità, ponianio ne1 determinante x la prima linea di ciascuna delle 
matrici 1, 2, 3 di H: cib che, per i nurneri precedenti, è sempre lecito. Al- 
lora, rjfacendo il ragionamento del n.' 3, si trova che la prima colorina di H, 
e perb anche di X ,  riesce divisibile non soltanto per ~ , ~ + p + ' - i ,  ma per 
~, ' .+p+*-~+f, sicchè da  x si stacca i l  fattore x, con un esponente superiore di 
almeno 5 unità a quello che avevasi ne1 n." 3, mentre l'esgoiiente della po- 
tenza di x,, che entra come fattore di non è ora diverso da  quello d i  
prima. Dunque il punto O assorbe ALMENO h p v  + 5 intersezioni delle date 
superficie. 

I n  O cadrà un maggior numero di tnli intersezioni quahdo sarà niilln 
in R il coefficiente di x,'lĉ '+C. Per  trovare questo coefficiente, rifacciamo esd-  
tamerite tutte le operazioni descritte ne1 n." 3 :  soltanto, poichè abbiamo già 
notato che la prima colonna di x riesce ora divisibile, anzichè per r ~ 3 ) ' - + ~ + ~ - ,  7 

per x3'l+~+'-'+5, converrà dividerla appunto per quest,a potenza. Poscia por- 
remo x, = O.  I l  risultato sarà allora, corne ne1 numero precedente, il prodotto 

di due quozienti di deterininanti, dei quali il secondo è 10 stesso A,:, e, per 
X. r . - 

le ragioni già addotte, è essenzialmente diverso da zero. Il primo quoziente 

invece si deduce da eseguendo su esso alcune modificazioni, che variano 
X 1 

a seconda dei casi; e precisamente: secondo che è 5 < q (e del resto q L: {), 
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oppure 6 = q < 6 ,  oppure ( = = <, nella prima colonna del numeratore, in 
luogo di a,,, Poo,  y,, vengono risp. i valori p ,  O ,  O ,  oppure p ,  q ,  O ,  oppure 
p ,  y ,  Y ,  mentre in ogni caso iri tutte le colonne rimanenti del numeratore, 
come pure dappertutto ne1 denominatore, in luogo di a,,, Bo,, y,, compare 
lo zero. 

Scomponendo quindi il numeratore in due mahici, costituite l'una delle 
prime tre colonne e l'altra delle r i~nanenti ,  colle linee della prima non si 
pub forrnare che un determinante 
accennati, 

' p a 1 0  a,'  l P 

0 Bi, P l i  , 4 

0 0 y , ,  O 

non nullo, ciob, risp. nei tre casi dianzi 

Il determinante supplementare tratto dall'altra matrice è cià che rimane 
di  X, sopprimendovi le prime tre colonne e la prima linea di ciascuna delle 
sue matrici parziali 1, 2 ,  3 ,  e ponendo poi dappertutto a,, = B o ,  = y,, = 0. 
Un ta1 determinante verrà significato con x,,; e analogamente si chiamerà 
cib che si ottiene come denominatore, cioè il risultato che si ha  da colle 
sostituzioni a,, = Bo, = y,, = 0. 

a10 a11 

Fia Bi t  
0 y11 

Per cib che si è trovnto ne1 n." 4, l'aniiullarsi del fattore 2 è la con- 
f i 0  . - 

dizione necessaria e sufficiente perchè i coni tmgenti  in O alle date super- 
ficie abbiano in comune una seconda generatrice diversa da g (ma che po- 
trebbe anche coincidere con la y,  ne1 senso già, dichiarato ne1 n.' 4 ,  cioè 
ne1 senso che ~illora la g assorba alnzeno due delle generatrici di ciascuno 
dei tre coni). 

8. Prima di venire all'interpretazione geometrica dell'annullarsi dei 
tre determinanti (tg), facciamo le seguenti osservazioni, nelle quali, per sem- 
plificare il linguaggio , toglieremo 1' omogeneità alle coordinate , ponendo 

, 

.rd . r ~  .r3 
- y, - = x ,  cos1 che la retta g sarà l'asse delle x. Conside- 

.î'4 --=X' z- CX 4 

p a10 a,, , 
n O P l i  1 .  (19) 

rando una sola delle date superficie, ad es. la A, la sua equazione pub scri- 
versi cosi: 

1 r y10 y11 

A ~ p x ~ t E  + termini di grado superiore nella sola x 
) (20) + (aio x + ai, y) x'-' $. termini di grado superiore in x e y = 0. ) 
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Ora diciamo A' In superfielie che ha per equazione 

e che è percib uila superficie particolare del fascio ixppresentato, al variarc 
di k ,  da 

X: zEi-' + aio x + a l  2/ = 0. (22) 

Se chinn-iianîo r*, il cono tangente ad d nell'origine, e x il piano tangente 
a, T A  lungo l'asse delle x, cioè quello clle ha  per eqiiazione 

iina superficie qualunque del fascio (22) è un cilindro di grado i + 1, le cui 
generatrici sono parallele all'intersezione del piano n col piano x y ,  e di cui 
la retta all'infinito del piano x y  è una generatrice multipla secondo E ,  colla 
particolarità, che i 5 piani tangeiît'i Iiingo essa al cilindro coincidoiio tutti col 
piano all'infinito delio spazio. Oltre a cib, tutti i cilindri del fascio sono se- 
cati clal piano .ir in 5 + l generatrici coincidenti colla traccia di quel piano 
s d  piano x y. Al fascia appartengono, corne cilindri degeneri, il piano x y  
contato E + 1 volte, ed il piano x insieme col piano all'infinito contato ;' 
volte, siccliè, fissato il piano coordinat0 x y  (nonchè il piano x, = O), il fascio 
pub ritenersi perîettamente noto: la sua hase si compone della ïetta all'infi- 
nit0 del piano xy contata Z ( r  + 1) volte, e dell'intersezione dei piani ~ r y  
e n, contata 5 + 1 volte. 

Per  definire, entro il fascio, i l  cilindro particolare A', si consideri un 
piano qualunque parallelo all'asse delle x (cioè alla g )  e infinitamente vicino 
all'origine (cioè alla g): piano la cui equazione sark quindi della forma 

dove c i ,  E ?  sono costanti arbitrarie, ed E B un infinitesimo. Volendo deter- 
minare i punti che, essendo comuni a questo piano ed alle superficie il e A', 
cadono in prossimità dell'origine, basta iicavare dalle (22) e (23) le x, y e 
sostituirle nell'equazione (20) di A. Si giunge cos: alla segueiite equazione in x :  

dove i termini che non si sono scritti O contengono potenze di x superiori 
alla (1 + [)ma, O dipendono da E .  Se dunque si vuole che per E infinitesimo 
cada in O il massimo numero di quelle intersezioni, bisogna porre k = p ,  il 
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che fornisce, ne1 fascio (221, appunto la superficie A'. Per  la proprietà che. 
ora le abbiamo riconosciiita, e che la caratterizza fra gli elementi del fascio, 
chianiererno A' l n  super.Jicie c i l i n d ~ i c a  osculat?.ice ad '4 e cowisponderzte alla 
geuercitvice g del colza r, (*). 

9. Siamo ora in grado di assegnare il significato geometrico dell'an- 
nullnrsi dei determinanti (19). 

1.0 CUSO. Qu;~ndo sia < q  (cd q r <), si deve considerare il primo 
di quei deterrninanti, i l  quale equivale a 

e poichè (11." 7) p non è iiullo, resta soltanto da  interpretclre la condizioiie 

Ora, se lion si ha fi,, = f i , ,  = O ,  né y,,  = y , ,  = O ,  18 generatrice g 2: sem- 
plice per ciascuiio dei coni rB e r, tangeiiti in O aile superficie B e C 
risp., e la condizione precedente esprime che i piani taiigenti a tali coni 
lungo g (piani le cui equazioni sono 

Pioxi + P i i  xe = 0 ,  7 1 n X i  + 711x2 = O) 
coincidono. 

2.0 cnso. Se = q < g, il secondo dei determiiiaiiti (19) si aiinulla sin 
quando si ha y,,  = y , !  = O ,  sia quando è ad un tempo 

Ne1 primo caso i l  coiio rc lia in g una generatrice almeno doppin; ne1 
secondo caso le superficie cilindriche A' e B' osculatrici alle A e B e corri- 
spondenti alla g coincidono. Esclusi questi casi, i due piani 

riescono ben determinati, e l'annullarsi del determinante considerato è la 
condizione perché essi coincidano. Il primo è quel10 che tocca rc lungo g. 
Pcr  riconoscere che piano sia il secondo, si osservi clie le -4' e B' hanno 
per equazioni 

( k )  Non si diment,icl~i pei'o die la il' non C unica, sihbeiie e tale ogiiiiliialvolta siasi 
iissat,o il sistemn dei piani coorcliiiati (cosi clic O sia l'origiiie e la geim*ntricc l'asse 
dclle 2). In tutto il segiiito si  sottintenderi seinpre clle ci0 sia stato Ltto. 
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eppei.6 l'intersezione di A '  e B' si compone della retta all'infiriito del piano xy  
contata E ( ; S  + 1) volte e di una curva piana [razionale, ecc. (*)] di ordine 
6 $- 1, situata ne1 piano rappresentato appunto dalla seconda delle (24). La 
condizione cercata è dunque che i l  piano di questa curva coincida col piano 
tangente al coiio r, lungo la retta g. 

3.0 caso. Se C; = Ï] = C, 1' annullsrsi del terzo fra i determinanti (19) 
dà la condizione perché i cilindri A', B', C' appartengano ad un medesimo 
fascio [la cui curva base è composta della retta all'infinito del piano xy 
contata t(E + 1) volte e di una curva piana razionale d'ordine E $ 1, come 
si è: detto ne1 caso precedente]. 

Riassumendo, possiamo enunciare il teorema : 
Se tre strper$cie punlzrnpue A ,  B ,  C d i  o r c h i  1 ,  m ,  n (non pussatzti 

pet. una rnedesiwm curvct) h a m o  i~z zcn pzinto c o m m e  O le auiltiplicitic 1, p, v ,  

e se i tre cojzi rd, T B ,  rC ad esse tangenti in O hanno itt comu,îe unn  ge- 
?lerutrice g , l a  qtiule abbiu ~acco l t e  in O rispettivnmetzte h + 5 ,  p + v ,  v + i: 
delle s w  itztersexioni colle date superficie (esse~îclo, ucl esempio, :' r v 5 <), 
pucllztnque sinno le zc1tet.ioi.i si~zgolurità d i  p e s t e  ultime, esse s i  taglimzo i t j ,  

punti,  d i  ctti aZmeno Apr + 5 cadouo '112 0. - Questo punto usso~.be ufz 
amygior ntcmero d i  fali intersexioni sd tnn to  quando i tre colzi rA) rU, ïC 
abbiano irz c o m m e  ztna secortda generatrice (che pud anche coitzcidere con l a  g ,  
la quale nssurbe i l 2  ta1 cnso due generatrici d i  ciascuno d i  quei coni); oppiwe: 

1 )  essendo 2 < q (ed q r c), q u a d o  y sia nlnze~lo duppiu per rB O 

per r,, O qunndo, essendo essa semplice per enbalnbi  i coni, questi abbiano 
lunyo g 10 stesso piano tangente; 

(%) Si trovn, facili~icntc clic, sc  si p n n  

le coorlliiixte del puiitu correiitc sopra qiiestn, curva, si l~ossoiio rnpprcsentare, coilie fuii- 
zioni di un  parametro t ,  collr~ formole: 

x = Mt2-1, y = Stf+l, z = t. 

Se poi si assain.: coine piano xz rliiello della curvti, l 'equaiionc di qiiestn ne1 proprio 
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2) essando 5 = < c l  quundo, mettendo in evidenxa i tertnini d i  grado 
pi& basso nelle equaxio~zi delle tre superficie 

cioè qlratzdo i l  colza rc nbbia i n  g w a  yenemtrics  ccl?ne~lo doppia, o puando 
le supevficie cilzizdriche oscdatr ic i  alle A e R e cor t* i spo~zded  al la  getze- 
1.atrice g (coincidano, ovvero) si tcrglino (oltre che nella genern t~ ice  &plu co- 
mune) in una  linen (neressnrianzente piann) sitztatn nel  pinno tnngeute a Tc 
lungo y ;  

3) essenclo 5 = Y] = c ,  p m z d o  s i  abbia 

cioè qua)zclo le superficie cilittdriche osculutrici alle A ,  B ,  C e coim'syon- 
denti  alla gerceratrice y appa?.te?zyatzo ad ut2 ?nedesinio fascio. 

Per  dare un esempio, una delle tre superficie abbia in O un punto 
h-planare cogli h piani tangenti coincidenti in un solo a ;  le altre due su- 
perficie abbiano in O le multiplicità k e t ,  ed i rispettivi coni tangenti r 

' e  r, abbiano in  comune una (sols) geiieratriae y situnta in a ed avente 
risp. h + h', k + k',  t + t' delle sire intersezioni colle tre superficie rac- 
colte in O. Supposto, per fissar le idee, k' r t ' ,  non potranno accadere che 
due casi: 

1) Se  h' -z k' (5 t'), in O cadranno almefzo h k t $- 12' intersezioni delle 
tre superficie, e ne cadrà precisa~nente questo numero,  salvo quando y sia 
almeno doppia per I'uno O per l'altro dei coni r e I',, oppure quando, .es- 

sendo g semplice per entrambi, questi si tocchino lungo g; 
2) se invece h'> t ' ( 2  k'), oppure se t' r: hr> k', cadranno in O al- 

meno h k t + k' + 1 di quelle intersezioni. 
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10. Dei risultati a cui siamo giunti si potrehbero fare molteplici ap- 
plicazioni: qui mi limiterb a qualcuna relativa alla classe di una superficie 
algebrica (priva di linee multiple). Se questa, che dirb P, è di ordine n e 
priva di punti multipli, la sua classe è n(n - 1)2, ciok per una retta qualun- 
que si possono c.ondurre ad F ? z ( n -  1)2 piani tangenti: i loro punti di con- 
tatto sono quelli che F ha in comune colle prime polnri FI ed F2 di due 
punti arbitrari P, e P, di quelln retta. Se invece F è dotata di un punto 
s-plo ( s  > 1)0, quelle prime polari haniio in O la multiplicità s - 1, onde 
la classe vien diminuita di s ( s  - 1.y unità almerzo: proposizicme notissima. 
Ora possiamo vedere in qua1 casa la diminuzione dovnta al punto s-plo sarh 
maggiore. I n  virtù del teorema dimostrato nei n.i 5 E 6 ,  perché cib avvenga 
occorre e basta che i coni r, r,, r, tangcriti in O alle F, FI, P, abbiano 
una generatrice comune g. Ma I', e r, sono le prime po1ai.i delle rette O P ,  
ed OP2 rispetto al con0 r, sicchè la polare di prim'ordine di y rispetto a I' 
i: allora indaterminata, epperb y è multipla per r. Risulta dunque dimostrato 
rigorosamente e per via puramente algebrica jl teorema (*): 

Af inchè  4112 putzto s-plo d i  wzn superficie d'orditze n ( p r i v a  d i  liraee ? m l -  
t iple) d iminuisca la  classe fa(?t - 1)' della superficie d i  pi& che s ( s  - 1)% 
wzi tà ,  è necessario e suflciente che il cono tangente alla sziperficie ne1 pzintc, 
s-plo abbia una gene?utt.ice mui t ip ln .  

Consideriamo più da vicino il caso, in cui i l  con0 r ha una generatrice y 
doppia, e per maggior generalitlt poniamo clle questa abbia s + 1 + t ( t  2 0 )  
delle sue intersexioni con F raccolte ne1 punto O. Assumendo O come origine 
delle coordinate e y come asse delle z, l'equazione di F pub scriversi nella 
forma : 

E' G p xwtt i  + poterize suyeriori di x t \ 

+ z ( a  n++h + potenze superiori di z)  + y (6 nwk + potenze superiori di x )  

+ (a20 xZ + X-2 1 X y + & 2  

+ termini che in x e y sono di 2." grado e in x di grado superiore 

all' (s - 2)*" 

+ termini di grado superiore al 2." in x e y = 0. / 

(") Cîk. ROHX , Ueber die Et=lltstelwyl cilles Oeliebiyet~ x-fiicl~etz P ~ t ~ t e s  eitcer R'lticl~e 
nus deln ye~ciiloiliclie~z x-fi~chetz Ptiitct (Bcric1it.a der K.  Siclis. Gesell. d. \Visçeiiscli., 18Y-i), 
pag. 2. 
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Qui è p =:= O,  h 2 O ,  k % O,  ma i termini lineari in x ed y possono anche 
mancare (onde tc e O possono anche essere nulli); invece, poichè l'equazione 

rappresenta i due piani tangenti a r lungo y ,  possiamo supporre che nes- 
suna delle a,,, a,,, a,, sia nulla. 

Per  riconoscere la diminuzione prodotta da1 punto O nella classe di P, 
considerinmo le intersezioni di F colle prime polari di due punti generici P 
e Q aventi le coordinate Pi, Pz, P, e Q , ,  Q,, Q,. Scrivendo soltanto i ter- 
nîini di grado più basso, tali polari hanno per equazioni 

e quella che di qui si deduce cambiando le P nelle Q. Ora dobbiamo di- 
stinguere due casi. 

1) Se t non è maggiore di  nessuno dei numeri Ti e k, oppure se 
mancano nella (25) i termini lineari in x e y (onde a = b =O), ciascuna 
delle polari consideiate ha raccolte in O (in generale ed almeno) s + t delle 
sue intersezioni con y ,  epperb, colle notazioni del n. prec., abbiamo: 

Il punto O assorbe quindi s(s - 1)2 + t + 1 intersezioni delle tre superficie, 
e non ne assorbe un numero maggiore se non quando sia 

Il primo fattore p non è nullo; il secondo fattore si annulla soltanto al- 
lorchè la retta I'Q taglia 17 asse delle z ,  il che è da escludersi avendo scelto 
P e Q in posizione generica ; infine 17annullarsi dell' ultimo fattore significa 
che y è per r una generatrice cuspidale. 

2) Se t supera quel10 dei due numeri h e Ic che non è maggiore del- 
l'altro, e che supporremo, ad  es., sia h (cioè se, supposto h 5 k, è h < t), op- 
pure se, mancando uno dei numeri h e k (per es. k), l'altro è minore di t, 
il più piccolo dei nunieri che ne1 numero precedente abbiamo indicato con 
E ,  q, I; è h + 1, epperb, tenendo presente che il con0 r ha in g una genera- 

Annali di Matemntica, tomo XXIV. 25 
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trice doppiti, si conclude che O assorbe almeno 

s ( s - 1 ) 2 + ( h + 1 ) + 1 ,  cioè s ( s - 1 ) ' + h + 2  

intersezioni delle tre superfic.ie. 
Ora ne1 caso 1 )  il numero s + t esprime quiinte fra le intersezioni della 

retta g colla prima polare di un punto generico dello spazio rispetto ad  E' 
cadono in O ;  ne1 cas0 2)  invece, O rappresenta s + 11 di tali interseziorii. 
Abbiamo dunque il teorerna : 

Se trna superficie algebrica ha i t t  un pzrnto O la nzzdtiplicità s ! ed il 
cono r ivi ad essa ta>zgente possiede urza yeneratrice doppia g, la quale abbia 
in O raccolte s + 1 + t ( t  5 O) delle sue i~itersexioni colla superficie, pub nc- 
cadere che g incontri in O la p~ ivzu  polare di u n  punto generico ?+petto 
ad F s  + t volte, opptrre un numero minore, s + h (0  L- h < t ) ,  di  volte. 
Ne1 primo cuso i l  pzmto O diminuisce la classe della superficie alnteno d i  
s ( s  - 1)" t + 1 zznità, e la ditninuisce maggio~mente soltanto allorchè y è 
pel cono r zlna ge~zeratrice cuspidale; ne1 secondo cas0 i l  punto O diminuisce 
lu classe d i  almeno s (s  - 1)" h +- 2 zzcnità (*). 

Ha un interesse particolare il caso in cui O è doppio per F(s  = 2): la 
classe di F vien da esso diminuita di più che due unità soltanto quando il 
con0 ivi tangente si spezza in due piani (distinti O no). Se O è hiplanare, il 
teorema precedente diviene : 

Avendosi una superficie dotata d i  u n  punto biplanare 0 ,  siffatto che la 
retta g comune ai  due piani i t j i  tangenti abbia 3 + t (t 1- O )  delle sue inter- 
sexioni colla superficie vaccolte Zn O ,  questo punto ubbassa la classe della su- 
perficie precisamente di  t + 3 unità, oppure d i  almeno h + 4 trraità, secondo 
che esso ussorbe t + 2, oppure u n  numero minore, h + 2 (O 5 h < t), delle in- 
tet*sexioni d i  y colla prima polare d i  un punto generico rispetto alla superficie. 

Di questo teorema sono immediate conseguenze alcune proprietà che sono 
state stabilite da1 sig. ROHN (**) ricorrendo a sviluppi in eerie: un punto bi- 

(*) Di questo teorema non sono noti che alcuni casi molto particolari (e del resto 
anclie con minor precisione di  quella che è ne1 testo) : per t = O ,  1, cfr. ROHN, Dus Ver- 
halten der H ~ s s ~ ' s c h e n  F l k h e  ecc. (Math. Ann. Bd. XXIII, nota a pag. 89); e per una 
superficie del 4.' ordine con un punto triplo, v. ROHN, Ueber die FlZchen vierter Ordnung 
mit dreifachem Punkle (Xath. Am., Bd. XXIV), n.' 52, 53 e 59, dove l'A. ricorre a svi- 
luppi in serie. 

("*) ROHN, Ein Beilrag zur. Theorie der b@lanaren und zcnt$lanal-en Knolenpunhte 
(Math. Ann., Bd. XXII, pag. 133-134). 
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planare pub abbassare la classe della superficie (compatibilmente coll'ordine 
di questa) di quante si vogliano unità, senza che le sezioni fatte nella super- 
ficie dai piani in esso tangenti abbiano in quel punto m a  multiplicità supe- 
riore a tre;  se la classe vien diminuita di più che tre unità, le sezioni della 
superficie con ciascuno di quei due piani hanno in generale in quel punto un 
punto triplo, di cui una delle tangenti è l'intersezione dei due piani tangenti, 
e non è necessario che interrengano altre particolarità; ecc. 

Si deduce altresi: 
Perchè un punto biylanare d i  una supevjicie algebricn dimin~risca la 

classe di qztesfa precisamente di tre unità,  è necessario e suflciente che la 
retta comune ai due piani ivi tangercti abbiu tre, e non pi&, delle sue inter- 
sexioni colln superficie riunite in quel punto. 
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Sulla ricerca del secondo termine dello 
sviluppo in serie delle funzioni s i g m a  
abeliane pari di genere tre. 

(Di ERNESTO PASCAL, a Pavia.) 

N e 1  1890 mi sono oecupato della quistione che k oggetto di questa 
Mernoria, in un lavoro, pubblicato negli Anmli di Matematica (vol. XVIII) ,  
col titolo: Sul la  ieoria delle fmzioni u abeliane pari a tî.e al-gomenti. L o  
scopo di questo nuovo lavoro è di completare i risultati ottenuti in quello di 
sei anni fa. Dalla teoria generale si sa che il campo di razionalità delle o 

aheliane pari a tre argomenti, è quello dei coefficienti di una certa rete d i  q u ~ -  
driche, mediante i quali si esprimono poi anche razionalmente i coefficienti 
della quartica piana che si assume per forma fondamentale dell'irrazionalità 
abeliana. 1 termini dello sviluppo in serie delle O pari, sono formazioni invn- 
riantive della rete di quadriche, e il secondo termine è un combinante di 
8." grado nei coefficienti della rete. Ma sotto questa forma la  ricerca mi  
presentb sin dall'epoca di quel mio lavoro, difficoltà grandi ,  e quindi vidi 
opportuno di mutar forma al  problema, e di introdurre, mediante un certo 
artifizio, in luogo della rete di quadriche, un certo connesso (1, 2) ne1 piano, 
e potetti cos] condurre a termine la ricerca esprimendo il secondo termine 
dello sviluppo, non più mediante i coefficienti della rete, m a  mediante quelli 
del connesso. 

Ora, a proposito di un lavoro sulle funzioni ellittiche che ho pbb l i ca to  
ultiinamente in  questo. stesso Periodico, ho -avuto occa-sione d i  tornare sulla 

- 
. medesima quistione, e avendo' trovato certi artifizii coi quali ho potuto. con- 

durri più speditaniente i calcoli, e essendomi valso dei risultati già ottenuti 
nella citata Memoria, ho potuto definitivamente risolvere il problema sotto l a  

. priniitiva sua forma. 
L'esposizione dei miei iiuovi risultwti e d e i  miei procedimenti è Io scopo 

appunto di questa Memoria. 
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194 I'a s ca  1: Sulla ricewa del secondo termitze del10 svituppo 

fj  1. Riassunto dei risultati ottenuti nella Memoria del 1890. 

Per  potere piii facilmente intendere i procedimenti che avrb occasione 
di seguire nei paragrafi seguenti, è necessario riassumere in questo para- 
grafo i risultati ottenuti nella Memoria di cui questa pub considerarsi come 
una continuazione. 

Introducendo una rete di quadriche : 

in cui le x sono i parametri della rete, si pub definire una curva generale 
di 4." ordine piana, coll'eqiiazione : 

dove 

Se la equazionc della rete di quadriche la poniamo sotto la forma simbolica: 

F = a ~ a , 2 = b ~ ~ z r = ~ m y z g = d x : 8 z S = ~  - . = O ,  
b 

allora la espressione simbolica dell'equazione della curva ïi = O 6 

Data una quartica piana, la  sua equazione si pub in Y6 modi dirersi 
porre sotto la forma precedente; ad ognuno di questi 36 modi corrisponde 
iina delle 36 funzioni abeliane pari c. I l  secondo termine del10 sviluppo in 
serio di queste r, è un combinante della rete, di 8.0 grado nei coefficienti, e 
di 2.0 grado nei parametri x, che vengono allora a rappresentare i tre irt- 
tegrali  abeliani d i  1 . a  specie. Ne1 5 9 della Mernoria citata facemmo una 
ricerca sulla quale tnrneremo ne1 paragrafo seguente, e che allora restb come 
iina cosa isolata senza influenza alcuna sui risultati della Nemoria. 

Seriza togliere generalità alla equazione della rete di  quadriche, la si 
pub immaginare sotto la forma simbolica speciale: 
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in serie delle funzioni sigma ubetiane pari d i  genere tre. 1 9 5  

e allora eguagliando a zero il secondo termine di questa espressione, e in- 
tendendo poi che le x rappresentino coordinate di rette ne1 piano, e le x 
coordinate di punti, si h a  I'equazione di un connesso (1, 2) ne1 piano. 

d l lora  sia il primo membro dell'equazione della quartica piana, s ia  i 
termini dello sviluppo delle G ,  diventano invarianti della cosiddetta coinci- 
denxa pzizcipale del connesso. Esprimendo il connesso sotto l a  forma sim- 
bolica : 

O = a5uZ2= bmbZz =- - 
dove le z adesso non sono più quaternarie, m a  ternarie, la equazione di ïi 
diventa 

n = a, b, (a p x ) ~ ,  

e d a  una lunga ricerca fatta poi nei paragrafi seguenti della citata Mernoria, 
risulta che il secondo termine della a deve essere una combinazione lineare 
dei tre invarianti:  

dove per semplicità si è posto: 

(1) = (X 8 f i )  (X 8 y )  aa ab P c  r d  
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Si trovb poi infine che propriamente il termine richiesto dello svililppo di a, è: 

Pei. giungere a questo risultato finale, abbiamo dovuto passare per dei ri- 
siiltati parziali che ci occorre di fissare qui,  perchS haniio uiia grande im- 
portanza per quel10 che dovremo calcolare in segiiito. 

Abbiamo trovato che 
1." ponendo il primo mernbro dell' equaziorie del connesso sotto la  

foi-ma speoiale : 
22 i&& f 2 x 2 ~ 3 ~ 1  + 2 x 3 ~ 1 2 2 ~  (Il 

~j ha: 
(a) = - 6 4  (x i2  + x22 + x,') 
( b )  = O 

2." ponendo il primo membro dell'equazione del connesso sotto I'altra 
forma speciale : 

x i  z i e  + xi zze + $2 ~ 3 ~ )  (11) 
si h a :  

25 
( a )  = - ~ , 2  - 3 2 

3 - 3 r, s2 

1 1 
( b )  = - 6 + 3 xj $2 
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$ 2. Combinanti di 8." grado della rete di quadriche. 

Ne1 €j 9 della Memoria del 1890 fu fatta la  Iiinga ricerca di tutti i pos- 
sibili coinbinanti di 8." grado nei coefficienti, e di 2." grado nelle z. h prima 
vista di tali combinanti espressi sotto forma simbolica se ne presentarono 
rnoltissimi; ma in seguito, con opportuni artifhii, si ridussero tutti a tre che 
indicammo con ( A )  (B) (C). P e r  qiiella ricerca questi combinanti non aveano 
alcuna irnportanza, e la loro ricerca restava come un fqtto isolat0 senza 
conseguenze. 

Per  la ricerca odierna invece questi combinanti hanno la maggiore im- 
portanza, perche è intorno ad essi che la ricerca si svolge. Quindi ho ri- 
preso in esame i l  procedimento tenuto ne1 citato $ 9 ,  e mi  sono assicurato 
che esso è esatto, ma che perb il risultato cui si arriva h a  bisogno d i  es- 
sere ulteriormente semplificato coll'osservazione che in fondo basta limitarsi 
a considerare solo i due combinanti ( A )  (B). 

Il combinante (C) era simbolicamente : 

a, a', ( b  c b') (d  C' d')  ( a  p y d) (a  0 y' 8') (a' p' y 8') (a' 0' y' 8). 

Osserviamo che la parte colle lettere greche resta inalterata cogli scambi di 

y con y' e cE con 8' 

y con 8 e y' con 8' 

y con 8' e y' con CI, 

e poichè lo scambio dei simholi rappresentati dalle lettere greche, porta Cori 
sè quel10 delle lettere latine onionime, cos1 il combinante (C) Io possiamo 
anche scrivere nelle tre altre maniere: 

a, a', ( b  c' b') (dl c d )  (a  p 7 8 )  (a  f i  Y' 8' )  (a' p' y 8 ' )  (a' ,6' Y' 8) 

a ,  a', (b d b') (cd '  ci) (a  /3 y 8) (a y' d') (a' 6' y 8 ' )  (a' ,6' y' 8) 

a ,  a', (b  d' b') (c' d C )  (a ,û i, 8) (a  p y' d') (a' 8' y d')  (a' 6' Y' 8)  , 
ovvero anche, come la quarta parte della somma delle quattro espressioni. 
Ma una ta1 somma è identicamente zero perché per una delle note identità 
siniboliche si ha : 

( b  c b' )  (d  c' d ' )  - (b  d 6') (c' d' c )  + ( b  c' b ' )  (d' c d )  - ( b  d' b') (c  d c') = 0. 
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In  base ai  risultati del citato €j 9 possiamo allora conchiudere che il 
secondo termine del10 sviluppo della a deve esserc una cornbinazione liiieare 
dei soli due combinanti: 

( A )  = a, a', (b c d )  (b' cf d' )  (a p y' 8) (a p y' 8 ' )  (a' p' y 8) (a' Br -/ 6') 

(B)  = a, a', (b c d)  (b' c' d') (a /3 y 8) (a  p y' 8 ' )  (a' p' y 8') (a' p' y' d) . 

$ 3. Formazione dei combinanti (A) (B) 
mediante certe espressiorii piii facilmente calcolabili, 

Consideriamo la  espressione (v. $5 4, 6 della Mem. cit.): 

la quale espïessa mediante i coefficienti simbolici della rete di quadriche è 
(dove 8, d' per ora non haiino significato di coefficienti simbolici della rete): 

1 
= - (af 0' y 8) (af B' y 8') a', b', c,. 

12 

Ora indichiamo con D,, l'operazione di polare fra le variabili x e y ,  cioè 
precisamente : 

a a 
0, = Yi a,; + Y2 a,+ . . .  

Possiamo allora scrivere : 

2 Dzy D,, @as = (a P 7' 8) (a P 7' 8') Um by crz 

O anche, mutando i sirnboli, 

= (a' 0' y 8 )  (a' p' y 8') a', b', cy . 
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Indichiamo con Pyz questa espressione, e allora possiamo scrivere: 

-- "'yz - ( aPYf  $ ) ( a ~ ~ ~ ~ ~ ) a , l > ~ e ' ,  
ayi 3x2 

donde moltiplicando : 

(a P Y' 8) (CI B Y' 8') (a' fi' y d') (a' p' y 8') am a', O ,  c? d3 bf , c', d', = 

- aePy, a2Pyz --.- a 3  d'S. a yi ax2 a ye a2, 
Ora s e  ne1 covariante (-4) si sviluppa il prodotto dei due determinanti sim- 
holici ternarii ,  (bcd) ,  (b'c'd'), uno dei termini del10 sviluppo è proprio il 
primo membro dell'ultinia espressione scritta; i 36 termini dello sviluppo 
possono tutti rappresentarsi in questa maniera mediante le derivate seconde 
di Py, moltiplicate per i simboli d. 

Il covariante ( A )  k alloca eguale a :  

dove i j 12, i' j' h' sono due permutazioni dei nunieri 1, 2 ,  3 ,  e il segno 
del termine è + ovvero - secondoché le  due perrnutazioni sono ambedue 
pari o ambedue dispari, ovvero di parità contraria. Messo ( A )  sotto qiiesta 
forma ci sarà più facile calcolarlo in funzione dei coefficienti del connesso, 
giacchè basterà calco!are mediante tali coefficienti la espressione Py, e poi 
eseguire l e  operazioni jndicate. È di questo principio che noi ci servirerno 
i n  seguito. Sulla formols precedente vogliamo osservare che essa propriamente 
viene a contenere 36 termini ; perb è facile vedere che questi a due a due 
sono fsa loro eguali, e quindi si riducono a soli 18 diversi. 

Cerchiarno ora di fare una  ricerca analoga per la determinazione del 
covariante (B). 

Considerinmo : 
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che espresso mediante i coefficienti simbolici della rete di quadriche è (dove 
y dY1$' per ora non hanno ancora significato di coefficienti simbolici della rete): 

Dmy @ y ~ ,  = (a1 p' y 8 )  (a' 0' y 8) a', b',  , 
Y 8 

che chiameremo per brevità rispettivamente : 

Formando ora p. es.: 
PY, P ' Y '  

si lia evidentemente una parte del covariante (B), e tutte le siltre parti si 
possono ottenere in  una maniera analoga. 

Propriamente il covariante (B)  k eguale a :  

dove i, j, h ;  i ' ,  j ' ,  h' rappresentano due permutazioni p a r i  degli indici 1, 2, 3. 

5 4. Calcolo di ( A )  per il caso in cui il connesso 
abbia la forma speciale (1). 

Dalle considerazioni f:+tte avanti risultn che per cseguire il calcolo in- 
dicato bisognerà prima esaminare che cosa diventn P,, quando il connssso 
acquista l a  forma (1) del § 1,  ovvero, cib che è Io stesso, quando il primo 
rnembro dell'equazione della rete di quadriche diventa 

~ ~ ( ~ ~ 2 9  + ~ ? 2 9  $ ~ ~ 2 ' 3 )  f -t x 2 X 3 X 1  $ ~ 3 2 ~ ~ 9 ) .  

1 coefficienti dell'equazione della rete sono allorn: 

a;ajuh = 1 ( i ,  j, h = permut. di 1,  2, 3), 

e tutti gli altri sono zero. 
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Possiamo fare una 
Dai risultati citati al 3 
allora (6 )  = O e (a) (c) 

semplificazione al probleula nella seguente maniera. 
1 si vede che quando il connesso ha la forma (1) 

diventano, salvo coefricienti nunierici, della forma 

Ora siccome iiaturalmente ( A )  corne anche (B) non possono riuscire che com- 
binazioni lineari di (a) (b) (c), cos1 è evidente che essi devono risultare eguali, 
salvo coefficienti numerici, a questa medesima espressione. Tutta l a  qui- 
stione sarà di trovare qilal'è questo coefficiente numerico; ora esao potrà 
trovarsi ricercando il coefficiente del termine in x i2  nel17espressione cui si ri- 
duce (A). 

L a  ricerca allora resta semplificata ne1 senso che invece di far entïare 
nei calcoli il Py, intero, si tien conto solo del termine in xi in  esso conte- 
niito, tralasciando gli altri termini. 

La espressione è ne1 nostro caso: 

Facendo ora le polari Dq D,, e tenendo conto, pet- quel che abbiamo detto 
sopra, solo della parte in  x , ,  si ha: 
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dove : 
A : ,  = 8 ,  J4 + d 4 J 1 ,  + d,df, + d,d", 

A,, = 6,dt,  + 3, 8, + ô, 4", + 8, Jr3 

A,, = 8, d', + 8, d f ,  + 8,  $', + $, a ' ,  
A , ,  = d, df l  + 8, J ' ,  + 8, J ' ,  + 6, a ' ,  . 

Ora dobbiamo passare a calcolare i diversi termini della formola trovata 
per (A) al $ 3. 

P e r  esempio il primo termine: 

= 1  se i, , j ,  h B una permut. dei num. 1, 2 ,  3 ,  

si ottiene per risultato il numero + 8. 
Inseriremo qui la  tabella di tutti i dieciotto valori in ta1 maniera. otte- 

nuti che dobbiamo poi sommare e raddoppiare per le cose dette al  5 3. Nella 
prima colonna sono segiiati i valori degli indici i j h ,  i' j' h f  riferentisi ai 
termini della citata formola, nella seconda colonna. ci sono i segni che com- 
petono a quei termini, nella terza i valori simbolici di quei termini e nella 
quarta. i valori numerici effettivi : 

1 2 3 1 2 3  

1 2 3 1 3 2  

1 2 3 2  3 1 

+ 
- 
+ 

+ 4 A e , ,  d, di, 1 + 8 

- 4 A24 d3 di2 - 9 

1 2 3 2 1 3  - 
1 2  3 3 1 2  / + 
1 2 3 3 2  1 , -  

+ 4 A,, A,, dg d ' ,  + 9 

$ 12 APir 
- 1 2  A,, A,,  d ,  dl 1; i: 
- 4 A , , A 4 , & d ' ,  I - 9 
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L a  somma di tutti i numeri dell'ultima colonna dà per risultato - 8 
che raddoppiato dà - 16. 

Possiamo dunque conchiudere che quaiido il prinio meinbro dell'equa- 
ziorie del connesso si pone sotto la forma (1), allora il covariante ( A )  diventa: 

(A)  = - 16 (x,' + x , ~  + xS2).  

$ 5. Calcolo di ( A )  quando il coanesso assume la forma speciale (II). 

Per la forma speciale (II> ci&: 

tutti i coefflcienti della rete sono zero, meno quelli che in simboli hanno la 
forma : 

1 di &;A, che sono eguali a - 
2 

d ,  4% che sono eguali ad 1. 
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+ (48'1 + 828'2) xi x,' - (b3'3 + 8 3  8'2) Xi x2 $3 . 
Ponendo ora: 

A t I 1  = 8, 

Ora per semplificare il calcolo facciamo un'osservazione simile a quella 
già fatta ne1 paragrafo precedente. Osserviamo che (v. $ 1) quando il con- 
nesso riceve la forma speciale (II), allora (a)  (b) (c) risultano formati di soli 
due termini, cioè del termine in x," e del termine in  x, x,; onde possiaino 
affermare che anche ( A )  risulterà formato di due terrnini di tale sGcie. 

Il calcolo di tali due terrnini si potrà fare similrnente a quel10 già fatto 
ne1 paragrafo precedente. 

Pe r  es.: 
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che è zero, come si riconosce se si tien presente I'espressione soprascritta 
di A,?,, e i valori dei coefficienti simbolici diajah indicati al princjpio di 
questo paragrafo. 

Similmente si pub riconoscere che sono zero tutti gli altri 18 tertnini analoghi 
a questo considerato. Possiamo dunque conchiudere che in ( A )  il termine in  
k a  per coeffzciente zero, yuando la forma fondamentale è del tipo speciale ( I I ) .  

Passiamo ora al .  termine in 2, x, . 
Qui dobbiamo procedere come ne1 paragrafo precedente, e inseriamo 

quindi senz'altro la tabella dei aoliti 18 termini. La formazione della tabella 
è.simile a quella del pnragrafo precedente, quindi ci dispensiamo da ulteriori 
schiarimenti. 

1  2 3 1  2 3 

1 2 3 1 3 2  

+ 
- 

( 4 A,,! Ain+ 4 ~4iw Ali,) d.3 $3 

(- 4 A i s  Aiw - 2 Ait3 Ail,) d3 d'2 

+ 2 
5 - - 
2 
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Somrnando tutti i numeri dell'ultima colonna e raddoppiando si ha per 
risultato - 40. Possiamo quindi conchiudere che quando la  forma fondamen- 
tale è del tipo specide (II) allora il covariante ( A )  diventa semplicemente: 

( A )  = - 40 X, X, . 

9 6. Espressione di  (A )  mediante (a) (b)  (c) .  

Coi risultati dei due paragraii precedenti, e con quelli citati ne] $ 1 
possiamo subito ottenere l'espressione di ( A )  mediante (a) (b) (c). 

In effetti ponendo: 

si hanno subito fra i coefficienti numerici p le equazioni: 

le quali risolute danno: 
2 ¶ ' 7  

p.=+, 

Passiamo ora a fare un'analoga ricerca per il covariante (B). 
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fj 7. Calcolo di (B)  ne1 cas0 della forma speciale (1). 

Sviluppando e ordinando rispetto alle potenze e prodotti delle x, si ha: 

'Dy,= A , , x , ~  + A22xpP + A 3 3 ~ 3 ~  -j- A ~ ~ X ~ Y S  + A ~ ~ X ~ X X  + A 3 1 ~ j ~ , ,  

Y 8 
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L e  espressioni Py P t y  risultano: 

+ ( 4 4 ' 3 ,  y ,  + A',? Y 2  + 2 A',, Y,' y,, 
clove con ,4', s i  i n t endono  le  Aij )JI-ecedenti scambilrndovi  pef 6 8 con S. 

P e r  calcolare ora (B) rnediante In fnrmoln trovata ne1 $ 3, per I R  stesca 
osservazione fatta ne1 $, 4 a proposito del calcolo di ( A ) ,  rioi calcoleremo 
solo il coefficiente del termine in xi2, il quale risulterà da1 termine in x ,  
di P, insieme col termine in xi  di P'y. 

Giusta la formola citnta del § 3, si hanno d a  calcolare nove termini, 
corrispondenti a tutte le combinnzioni degli indici i, f. II primo di tali ter- 
mini è: 

ap, a P', -.- 
a y ,  ayi  CC, d33) (clP a',) = 4 AL (cl d3) (clZ ais) . 

Eseguèndo il calcolo effettivo e tenendo conto che :  

c i y j y h =  d i8 j8R= 1 (il j7 h =  l 7  2? 3) ,  
e che tutti gli altri c.oefficienti sono zero, si trova per risultato + 32. 

Nella seguente tabella ci sono i risultati che si ottengono per ciascuno 
dei nove termini. 

Indici i ,  i' 1 

1,  1 1 4 A ,, A',, (c,  d,) (cl, dl,) = + 32 
2 A , ,  A',,  (c, d,) (c l ,  d',) = +- 18 

2 Ai, A', ,  ((-2 4) ( c ' ,  d',) = + 18 
2 A,, A',  , (c, d,) (c f2  = + 18 

1 A,, A',, (c3 (1,) (ce3 dl,) = + 18 
1 5 A,, A',, (c, di) (c', d',) = - - 
8 
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3 8. Calcolo di (B) ne1 caso della forma speciale (II). 

Indici i, if 

3, 1 

3, 2 

3,  3 

In ta1 caso si ha: 

= 
7 d" 

2 A,, A',, (c, d,) (cl, d',) = + 18 
15 A13 Ari2. (ci d,) (cf3 d',) = - - 
8 

A,,  4 3  (ci 4) (cri dl,) = + 18 

545 La somma di numeri è + - 9 dunque possiamo conchiudere che 
4 

q u a d o  la forma fondamentale ha la forma specz'ale (1) allora (B)  diventa: 

545 (B) = - (xi" xx,' + ~30). 
4 
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+ ecc. ecc., 
dove le B' sono le B quando i u  esse si effettua 10 scambio dei due simboli 6 e 8'. 

Si pub osservare, il che è utile per i calcoli seguenti, che le B, B' re- 
stitno inalterate quando in esse si scambia 7 con 6 e, con 8'. 

Collo stesso metodo tenuto ne1 paragrafo precedente passando a calco- 
lare il termine in x~~ e i l  termine in x,x, dell'espressioiie di ( B ) ,  si t?.ova 
clte quel10 in x,, è zero. 

Per  quello in x,x, si trùva la seguente tabella composta in modo ana- 
logo a. quello del paragrafo precedente. 

Indici i ,  i' I 

1, 3 / (2 B i ,  -t Ri, B',,) (c, d3) ( c f I  d',) = -t 1 

7 
3, 2 1 ( 2  Bi3 Br,, + B, B P I , )  ( c l  d , )  (cl3 dl,) = - - 2 

3, 3 1 ( Bi3 B',, + B,, BIi3) (c i  dJ (c'i d' ,)  = - 4 
3 1 

Sommando questi nove ïisultati si ha - - ; dunque possiamo conchiudere 
2 

che per la formola speciale (II), il covariante (B)  diventa: 
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§ 9. Espressione di (B) mediante (a) (b) (cl. 

Coi risultati ottenuti possiamo dire che : 

dove i P sono coefficienti numerici determinati dalle equazioni: 

donde : 

5 10. Espressione definitiva 
del secondo termine dello sviluppo della cr abeliana pari, 

mediante i covarianti ( A )  (B) ,  e osservazioni. 

Coi risultati ottenuti e con quelli citati al 5 1 troviaino subito che, po- 
nendo il secondo termine dello sviluppo della o abeliana pari sotto la forma 

[ o ] ~ = ~ A  ( A ) $ - n ~ ( B > ,  

fra i coefficienti numerici n, n, devono sus~istere le relazioni : 
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Non vogliamo tralasciare d i  fare un'osservazione sui risultati ottenut,i. 
Noi abbiamo dimostrato che oltre i combinanti ( A )  (B) non ne esistono altri 
della stessa natura e da essi linearmente indipendenti. Ora dai risultati nu- 
merici possiamo dedurre che in ogni caao, se anche esiste un altro cornbi- 
nante (C) linearmente indipendente da ( A )  (B), esso non pub entrare nella 
formazione del termine di o. Giacchè noi abbiamo visto che, quando si as- 
sume la forma speciale (II), allora ( A )  ( B )  [DI mancano del termine in x ,~ ,  
mentre (a) (b) (c) non rnancano di ta1 termine. 0 r a  se esistesse un altro com- 
binante (C) della specie di ( A )  (LI) e linearmente indipendente da essi, allora 
O (C) per 10 stesso caso manca del termine in zSP, e allora dovendosi in ogni 
caso ( A )  (B)  (C) esprimere linearmente mediante (a) (b) (c), e quindi queste 
mediante quelle, anche (a) (6 )  (c) per il caso speciale dovrebbero mancare 
del termine in x , ~ .  Ovvero (C) non manca del termine in x , ~ ,  e allora esso 
certamente non pub entrare nella formazione del secorido termine dello svi- 
luppo della r. L'obbiezione che vi possa essere, oltre (C), ancora un quarto 
cornbinante resta esclusa da1 fatto che dovendo poi tutti esprimersi linearmente 
mediante ( 0 )  (b) (c), esisterebbe fra essi una relazione Iineare. 

Pavia, gennaio del 1896. 
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Suîle varieti a tre dimensioni 

con una curvatura nulla e due eguali. 

(Di R E M I ~ I O  BANAI,, a M u ~ t o v a . )  

h gih mnlto loiitztnn l'epocn in oui 1 '~ t tenz ione  dei geornetri coniincib 
a rivolgersi ztllo studio delle varietà a più di due dimensioni giacenti nello 
spazio piano con una. dimensione di pih; tuttavia le ricerche nelle quali tale 
studio sia fatto analiticamerite, prendendo per base la considerazione delle 
due forme differenziali yuztdraticlie per mezzo di cui,  corne nelle ordinarie 
superficie, le varietà stesse risultano determinate, appartengono ad un pc- 
riodo assai più receiite. Tale periodo si apre, per quanto è a mia cognizionc, 
con un memorahile lavoro del prof. GREQORIO RICCI: Principii di una teoria 
delle forme differelaziali qundratiche, comparso ne1 tom0 XII, serie II di 
questi Annali, per giungere fino alle recenti jndagini del prof. C~shno,  inse- 
rite negli Atti della Società Reale di N a p d i ,  1894, e alle recentissime del 
RICCI medesirno, stampate nei Rendiconti della R .  Accademia dei Lincei, 1895. 

Nè l'elenco delle pubblicazioni in cui la ricerca sia condotta da1 punto 
d i  vista accennato, formerebbe una lunga lista. 

Egli è chc i lavori della maggior parte dei geometri, i quali, e prima 
della Memoria del RICCI, e dopo, si occuparono dell'argomento, furono con- 
dotti sulla guida delle analogie che offre la, teoria delle ordinarie superficie 
nello spazio euclideo; e questn via non poteva aprire largo campo alle in- 
dagini, poichè è noto clle nella teoria generale delle wtrieth a più dimen- 
sioni quel10 delle superficie a due dimensioni è, per molti aspetti, un caso 
di eccezione, nè d'altronde sfugge ad  alcuno la natura essenzialmente ana-  
litica delle ricerche di tale specie. 

Senmchè vennero in luce in questi ultimi anni nuovi metodi di analisi, 
i quali sono particolarmente atti a traclurre in formole, nells maniera più 
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naturale e più semplice, tutte le considerazioni che possono instituirsi ne1 
campo di una varietà qualsiasi e che sono, come in gran parte queste cui 
accenniamo, indipendenti per natura loro dalla scelta delle coordinate nella 
~ a r i e t à  stessa. Sono quelli cui l'autore, il RICCI, diede il nome di Calcoto 
differenziale assoluto e dei quali pub leggersi un riassunto ne1 fascicolo d i  
giugno 1892 del Bulletin des Sciences Mathématiques dei sigg. DARBOCX e 
SANNERY. Di essi si conoscono già notevoli applicazioni ne1 campo delle nr- 
dinarie superficie (*), ma,  per quanto mi consta, non esistono che due pub- 
blicazioni in cui siano impiegati sistematicamente nello studio delle varietà 
superiori (**), mentre, ne1 concetto dell'autore essi u corzducono ne2 modo pi& 
u legittimo alla estensione delle ricerche relative al10 spcrxio ezuAüeo a tre 
u dimension.i, a varieth ad n dirnensioni d i  natuva qualsiasi n. 

Oggetto del presente lavoro è di iniziare con questi metodi una serie di 
indagini ne1 campo delle varietà a tre dimensioni immerse nello spazio piano 
a quattro dimensioni, e in particolare su una classe di tali varietà, inessa 
implicitamente in rilievo nella Memoria del RICCI: Principii  d i  zcna teoria, ecc., 
già citata. 

Sono le varietà per cui è nulla I'espressione del prodotto delle tre cur- 
vature principali. T l  loro interesse analitico proviene da cib che nella teoria 
gerierale esse costituiscono un caso di eccezione; ne1 mentre le equazioni 
fondanzentuli di una varietà a tre dimensioni (equazioni che tengono il posto 
delle celebri formole di Gauss e CODAZZI nelle ordinarie superficie) determi- 
nano in  generale gli elementi della seconda forma fondamentale in funzione 
dei coefficienti dell'elemento lineare della varietà stessa, in quelle che for- 
mano oggetto di questo e degli studi che seguiranno, cib ha luogo soltanto 
in alcuni casi. Geometricamente , laddove ogni varietà per cui l'accennata 
espressione non è zero, è indeforniabile, fra le altre devono ricercarsi quelle 
per cui sussiste un teorema del KILLING (***), che contiene le condizioni ne- 

y) G. RIGGI, Di nlcune applicazioni de2 calcolo differelzziale nssoluto, Atti del 
R. Istituto Veneto, S. 7.", tom. I V ;  Sulla teoria clelle linee geodetiche e dei sistemi iso- 
tdrilzi di LIOUVILLE, id., S. y.", tom. V; Sulla teoria intrinseca delle supe$cie, id., S. 7.", 
tom. VI. 

(BO) G. RICGI, Di un punto della teoria delle forme differenziali quadmtiche tel-na+, 
Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, S. 4.", vol. 5.'; Sulla teorin degli @empazii, 
id., S. 5.", vol. 4.' 

(%*Y) W. KILLINO, Die Nicht-EuRliclischen Raumfomen,  Lipsia, Teubner ed. 1885, 
pag. 235-39. 
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cessarie e sufficienti per la deformabilità di una varietà a più d i  due di- 
inensioni. 

Divido il laroro in due capitoli: ne1 prinio svolgo alcune considerazioni 
generali sulle varietà a tre dimensioni a curvatura totale nulla. Separando 
le equazioni fondamentali di una di tali varietà in due classi, una di equa- 
zioni algebriche, l'altra di equazioni differenziali, queste considerazioni con- 
ducono a determinare una fornia delle prime, che è caratteristica delle va- 
rietà con una curvaturx nulla, e preparano una trasformazione delle seconde 
che troverà posto in altro lavoro. Ne1 secondo capitolo considero i l  caso, 
assai notevole, in cui le due curvature non nulle della varietà siano fra loro 
uguali. In ta1 caso le equazioni fondamentali assumono forme particolari 
assai semplici. L a  loro integrazione conduce a forme dell'elemento linenre ca- 
ratteristiche di queste sottoclassi di varietà; esse contengono solo una co- 
stmte,  arbitraria entro certi limiti, particolarizzando la quale si trovano tutte 
le varietà clle ad essa appartengono. Lo spazio euclideo pub riguardarsi ap- 
partenere alla classe soltanto conie varietà limite, ottenuta col oonvergere 
della costante al valore 1. 

Db poi un teorema fondamentale per 10 studio delle proprietà geome- 
triche delle varietà coiisiderate, da1 quale risulta la possibilità della rappre- 
sentazione conforme di esse ne110 spazio euclideo. Queste proprietà del resto 
appaiono intimamente collegate con quelle di una classe di superficie a due 
dimensioni che occupano qui il ruolo dei circoli paralleli nelle superficie di 
rotazione. In particolare sono interessanti le relazioni fra le curvature prin- 
c,ipali non nulle delle varietà a tre dimensioni e quelle di tali superficie; una 
di queste relazioni si traduce in una formola che è una generalizzazione 
assai evidente della celebre formola di Gauss. - Nell 'ultim paragrafo con- 
sidero infine il caso di una varietà avente costanti, oltre che eguali, le due 
curvature diverse d a  zero. 

Conservo tutte le notazioni e i simbdi del Calcolo differenziale assoluto, 
quali si possono vedere ne1 riassunto già citato (*). 

(*) Occorrcndomi di ricordare di frequente questo riassunto, corne pure l'altra hfe- 
nrioritt del R I C ~ I :  Priizcipii cli îtun teoria, ecc., indiclier0 il primo con la letter3, IZ e que- 
sfultiina con ln lettern. 31. 
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CAPITOLO 1. 

Considerazioni genera l i  sulle va r i e t à  a t r e  dimensioni 
a curvatura totale nulla (*). 

1. Prinze eqzcuxioni d i  condixione pet, i r o e f j c k n t i  dell'ele~~ze?z to li- 
neare d i  zma varie tà  a t r e  d i m m s i o n i  cc c u r v a t u ~ a  totale nu l la .  

È noto che le condizioni necessarie e sufficienti affinchè una forma dif- 
ferenziale quadratica irriducibile e positiva 

( ~ ~ = Z , . ~ a ~ , d x , d x ,  ( u = Z  f a , , u  ,,... unn>O),  

sia di prima classe, O, in linguaggio geometrico, affinchè rappresenti il qua- 
drato dell'elemento lineare di una superficie ad n dimensioni immersa in uno 
spazio piano ad n $. 1 dimensioni, coincidono con quelle necessarie e suffi- 
cicnti per I'esistenza di un sistema doppio simmetrico, che si riguardx conie 
covariante, i cui elementi b,., soddisfacciano alle equazioni (M. $ 3.", p. IGI) 

Chiamererno le prime equazioni  fondamentidi  a lgebrir l~e ,  le seconde equn- 
x ioni  foîzdunie)ztuli d i f f e r e m i a l i  della furma o della superficie considerata. 

L e  funzioni che compaiono nelle prime non sono altro che gli 
n2 (ny - 1 ) 

12 
elementi dcl noto sistema quadruplo covariante, introdotto da1 

CHRISTOFFEL [R. $ 2.' form. (3)] ; ed è noto [R. $ 2.', form. (4)], che un ta1 
sistema, per il caso di t re  variabili, si riduce al sistema doppio controva- 
riante definito dalle formole: 

(*) P e r  unn superficie a t r e  dimensioni attribuiro alle due denominazioni czwvatura 
totale e curuattwa di GAUSS due s ip i f ica t i  distinti, indicando con l a  prima il prodotto 
ddiie inverse d r i  t r e  rq ; i  di curvatura principnli della superficie clie si considera, e con 
la seconda la somma dei prodotti due a due delle inverse stesse. 

(**j In questa, cnme in tut te  le  formole relative a t r e  variabili, che seguiranno, si 
converrà di riguarilnre c . m e  identici gli indici congrui per  rapport0 a tre. 
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Limitandoci a questo caso, notiamo che le 

definiscono completamente, in generale, le b,,, e soddisfatte le 

la superficie a tre dimensioni è pienamente determinata a meno di trasporti 
rigidi ne110 spazio. Quest'osservazione non sussiste più se il determinante 
format0 con le a'('", e quindi quel10 delle b,, (clle indicheremo rispettivnmente 
con 1 CL' 1 e 1 b 1 siano nulli; tale ipotesi corrisponde geometsicamente a quella 
in cui sia zero la curvatura totale della superficie, curvatura che ha  per 

evpressione invariantiva appunto - - l a '  (M. 1 3 . O ,  pag. 165). 
a 

Se ci si propone allora di riconoscere se e sotto quali condizioni sia 
possibile di detesminare le 6,, in modo da soddisfare assieme alle (1) e 
alle (II), e quale forma particolare esse assumano, conviene notaro anzitutto 
che, corne si riconosce facilmentc dalle (1), insienle col determinante la ' \  deb- 
bon0 annullarsi i suoi minori di 2.' ordine, e che quindi i suoi elementi sono 
riducibili alla forma 

a'(rs) = f ?(r) ?(a). 

Al sistema semplice controvariante r(r)  pub sostituirsi un altro della stessa 
natura, per inezzo delle posizioni: 

e l'indeterminata p pub fissarsi in guisa che si abbia: 

~ , a ( ~ ) a , . =  1 ,  
bastando d l '  uopo assumere: 

p2 = 2,. dr) rr  = f Ers ars  

L'invariante Er,a,,a'(r" ha una importanza capitale in questa teoria. Essa 
rappresenta, in generale, la  somma dei prodotti due a due delle curvature 
principali della varietà, di cui le a,, rappresentano i coefficienti dell'elemento 
lineare (M. 5 3.", pag. 165), e nell'ipotesi nostra quindi il prodotto delle due 
curvature non nulle della varietà stessa. Pe r  le molteplici analogie che lo 
collegano con l'iiivariante di Gauss delle ordinarie superficie, 10 chiameremo 
la ctcrvatura di GAUSS della varietà a tre dimensioni considerata, e 10 indi- 

Annnli di ~Mnleuzatica, tomo XXIV. 29 
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cheremo con G. Avremo quindi: 

-C G ,  

valendo il segno + o il segno - secondo che G è positivo O negativo. No- 
teremo ancora che G è funzione delle a,, e delle loro deriaate prime e se- 
conde soltanto, e amrnetteremo sempre in quel che segue, che tale funzione 
non sia nulla, salvo in punti speciali isolati della varietà; l'ipotesi contraria 
(e ne1 caso che forma l'oggetto del Cap. II cib è evidente) equivarrebbe a 
supporre che l a  forma y-ia di classe zero. 

Siamo quindi condotti alle formole 

le quali costituiscono una prima categoria di condizioni cui devono soddisfare 
i coefficienti della forma rpe, affinchè essa rappresenti l'elemento lineare di una 
varietà a tre dimensioni, a curvatura totale nulla. 

2. Forme partz'coluri per le funxioni b,,. - Soddisfatte le (A), da 
esse, dalle (1) e dall'equazione: 

I b l  = O ,  

si deduce che le b,, debbono considerarsi corne soluzioni dell' equazione 
algebrica 

2, a('-) 2,. = 0. 

Indicando con P, e y, (r = 1, 2 ,  3) due soluzioni indipendenti di essa, è 
facile riconoscere che le b,., possono assumere la forma 

c ,  f e g essendo tre indeterminate. È evidcnte clie le Br e 7, possono sce- 
gliersi in guisa che siano verificate le relazioni: 

8,  fi(" Br = 1 , zv y(r) = 1 , 
e rimarrà ancora arbitrarietà su5ciente perchè sussista anche l'altra: 

2 ,  P"' 7,. = 2,. y'" Pr = o. 
Se di più si sostituiscoiio alle 0,. e y,. cosi  celte, le P',, y',. definite per 
niezzo delle posizioni : 

Br,  = y,sen 9 + B, cos 8, y', == y,cos9 - Pr sen 9, 

e essendo un angolo arbitrario, si verifica subito che le relazioni precedenti 
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sussistono ancora, ed è chiaro che si potrà disporre dell'angolo 6 in modo 
che nelle (1) rnanchi il termine medio. S e  ne  conclude che le b,, sono sem- 
pre riducibili alla forma: 

brs=cPrBs + g y r y s ,  (2) 

gli elementi dei t re  sistemi seniplici covarianti a,, fi,, y, esseiido legati fra 
di loro dalle equazioni: 

3. Relaziorzi fra i coeficienti dell'elenze~zto lifienre e g l i  elment i  dei 
sistemi a,, fi,, y,. - Dalle (3) discende immediatamente clie i determinanti 

sono recipïoci (*). Indicando adurique con D il primo e con 
si avrà: 

D' il secondo, 

e si potranno scrivere le forrnole: 

e altre analoglie. 
Orn D pub mettersi anche sotto la forma 

(*) L a  reciprocita di due determinanti è qui intesa in questo sigiiificato: Si clirà 
reciproco di un determinante non nullo A un determinante A' di cu; ciascun eleînento sin 
il complemento alyebrico dell'elernento corrispondente di A, diviso per -4 slesso. - Ne segue 
che il prodotto A A' è eguale all'unita, e che ogni minore di A'. nioltiplicato per  A, é 
eguale a l  complemento Jgebr ico  del minore corrispondente di ,4: t e o r e n i  che trovano 
applicazione in questo parayafo .  - Questo concetto di reciprocità di due determinanti 
fu introdotto da1 RICCI ne1 Corso di lezioni di algebra complementare, che egli professa 
all'Università di Padova, 
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e di qui si riconosce che esso equivale al  prodotto di D' per il discrimi- 
nante a della forma y'. Si h a  dunque: 

Dalla reciprocità dei due determinanti D e D' discendono ancora le identità: 

1 per r = s 
a r ~ ( s ) + ~ r ~ ( " + y r y ( s ) = ( O  pcr 5 S >  

poichè, indicandone provvisoriamente con a',, i secondi membri, se ne de- 
durrebbero le 

1 per s = t 
B~ <L(~ ' )  = ut + pis) a, + y(<) yt = j O per 

le quali significano che le arrt sono gli elementi del determinante reciproco 
al reciproco di a ,  cioB gli elen~enti di u stesso. 

4. Siyni$cato geometrico delle indeterminate c ,  g. - L e  funzioni c, g 
c.he compaiono nelle (2) non sono del tutto indeterminate; esse devono ~ o d -  
disfare ad  una condizione semplice che ci viene fornita dalle (1), qiialora in 
esse alle quantith a'irs) e b,, si sostituiscano rispettivamente i secondi membri 
dclle (A) e delle (2). Otteniamo allora: 

ovvero, per due formole del paragrafo precedente: 

G = cg .  ('3 
È chinro percib che le funziorii i n n o p i t e ,  che compaiono nei secondi 

membri delle (2) e da cui dipende 1s determinazione delle b,,, si riducono, 
in generale, sostanzialmente a due ,  per le quali si possono assumere una 
delle c ,  y e I'angolo 6 di cui è parola ne1 fj 2." 

D d  fin qu i  detto possiamo concludere: u AfJinchè una forma diffeven- 
u xiale quadratica ternaria sia d i  prima classe e tale, che la corrispondente 
u superficie u t r e  dimensioni nbbia m a  curvatura n f i h ,  e unu sola, s i  richiede: 

u 1. Che siano veriJicate le ( A ) ,  cioè che le funzioni a ' ( rs )  deJinite 
u rlulle formole 
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u siano proporzionali a i  prodotti due a due degli elewenti d i  u n  sistetna 
u semplice controvariante a('), i l  quale soddisji alla condizione 

u I I .  Che esistuno due sistemi semplici covarimzti 0, e y,, i cui ele- 
u nzelzti siano legati fra d i  loro e con quelli del sisterna a(?) dalle ~ e l a -  
u xioni (3), e due funxioni c ,  g ,  legate fra d i  loro dalla ( B ) ,  tal i  che g l i  
u elelnenti del sistevza doppio covariante sirnmetrico 

u soddisfacciano alle ( I I ) .  7) 

Queste condizioni sono anche sufficienti. Data infatti una forma diffe- 
renziale quadratica ternaria, che soddisfaccia ad esse, calcolando per mezzo 
delle (2) i minori 

bv+,s+tbr+ns+e - b r + i s c z b r + l s + i ,  

tenendo conto di fortriole trovate ne1 paragrafo precedente, e delle (A), si 
ricostruiscono facilmente le (1), mentre le (II) sussistono per ipotesi. Dunque 
la forma data è di prima classe. - Si riconosce poi immediataniente che 
per la forma stessa è 

I b I = O .  

Percib la varietà corrispondente ha una curvatura nulla, e poichè si suppone 
che l'invariante Z , , ~ , , U ' ( ~ ~ )  ad essa relativo sia diverso da  zero, ne ha una sola. 

Si moltiplichino ora ambo i memhri delle (2) per a ( r ~ ) ,  sommando e te- 
nendo conto delle (3). Si otterrà: 

Se si nota che l'invariante Z,,a(~s)b,, non è altro che l'espressione, presa 
con segno cambiato, della somma delle curvature principali della varietà rap- 
presentata da f(%.f. 8 3 . O ,  pag. 165), da  questa e dalla (B) si concluderà che 
u le funxioni c, g ,  prese con segno cambiato, rappresentuno le  due curvature 
u principali non nulle della superficie d i  elenzento litleare y P  n. 
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CAPITOLO II. 

Considerazioni sulle varietà a tre dimensioni 
aventi una curvatura nulla ed eguali le aitre due. 

5. Formu ca~atteris t ica degli  e l e t n e d  della seconda fo7wm fondamen- 
tcile, e delle equaxioni fondawtetztnli di jere~zxial i .  - Si è notato che le (2) 
d h n o ,  in generale, soltanto la forma delle funzioni b,,, dipendendo l a  loro 
(leterminazione da  quella di due funzioni incognite. Tuttavia nelle ricerche 
relative a tale determinazione, che è 170ggetto principale di queste indagjni, 
si incontra dapprima un caso ne1 quale le relazioni fra gli elementi dei si- 
stemi a,, p,, y,, a,, e la (B) sono sufficienti a fissare le h,, completamente. 
h il caso che si presenta quando ci si proponga. di riconoscere se e sotto 
q u d i  condizioni una forma differenziale quadratica sia suscettibile di rappre- 
scntare l'elemento lineare di una varieth a tre dimensioni, avente in ogni 
punto due curvature eguali e la terza nulla. Si osservi che in ta1 caso abbiamo: 

e percib la (B) e, per le (A), le (2) assumono rispettivamente le forme 

G z==z ct  (B '1 

L e  condizioni cercate possono dividersi in tre gruppi: 
1. Che siano soddisfatte le ( A ) ;  

I I .  Che sia soddisfatta l a  (B ' ) ,  cioè si abbiu G> O ;  
I I I .  Clle i valori delle b,, dnti  dalle (2') soddisfacciano alle ( I I ) .  

Escluso nelle considerazioni che seguiranno il caso in cui c sia costante 
(caso che sarà considerato a parte ne1 $j 12.") otterremo le condizioni del III 
gruppo espresse per i coefficienti del17elemento lineare, per le a, e le loro 
derivate, formarido col processo di derivazione covariante IR. $ 2.", form. ( P ) ] ,  
le bvst dai secondi membri delle (2') e sostituendo nelle ( I I ) .  Avremo: 

(ars - a ,  a,) Ct - c (z, a,t + a,  a,t) = ( ~ , t  - ar at) C S  - c (a ,  at ,  f- a.t a,,). (5) 
Di qui, moltiplicando per air), sommando e tenendo conto delle B,.dr) aVs = O,  
che si deducono dalla derivazione covariante della 2 ,a ( r )a r=  1 ,  si hallnO 
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dapprima le 
ars  = as,, 

le qunli equivalgono alle condizioni necessarie e sufficisnti affinchè le a ,  rap- 
~wesentino le dcrivnte di una funzione a. 

Por  essu le precedenti acquistano la forma: 

[la cui moltiplicnndo ancora. per a ( s  e sommandn, discendono le 

((lys - cr, crS) 2i a( i )  + c a,, = O . (C) 

Se i vnlori delle Ca,.,, derlotte da, queste, si sostituiscono nelle (6) e si pone 

le ( i ; )  stesse diveiitereh1)ero : 

(a,, - a,  a,) pt = (art - a ,  a,) ps , 
e pei- esse, se le p,  non fossero nulle, le a,., sarehbero suscettibili della forma 

Ic quali avrebbero per conseguenza a = O e sono quindi aasurde. Sussiste- 
ranno adunque le ps = O ,  cioè le 

C, = a,. zi J i )  C i .  (Dl 
Con procediniento inverso, dalle (C) moltiplicate per ut valendosi delle ( D )  , 
si ottiene: 

(ars  - a r a s ) ~ t  + ~ u t a , ,  = O 

donde discendono, per identità, le (6). Nelle (C) sono implicite le a,t = a,,; 

si tolga percib ca,.aSt da1 primo membro, c a r a t ,  da1 secondo delle (6): con 
qualche trasposizione si sono ricostituite le (5). Percib le (C) e (D) equival- 
gono alle (5) e cornprendono quindi tutte e solc le equazioni d i  condizione 
del 3." gruppo. 

6. ATuova f o r m .  delle epuaxioni fondamentclli del  3.0 gvuppo. - L a  
forma pih semplice delle equazioni fondnmentali del 3." gruppo si otticne con 
le s ~ g u e n t i  considerazioni. Posto : 

( A ,  c)e = 2, c(')  c, 
dalle (D) si ricavn: 

A ,  c = 2, a(r) cv 
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per cui esse assumono la  forma 

dalle qunli e dalle a,, = a,, si deduce anzitutto che a è funzione soltanto di c. 
F r a  le (C) è cornpresa quelln che se ne  trae moltiplicando per a(~s)  e Som- 

mando rapport0 ai due indici r. ed S .  Ricordando che L,.,u(rfi)u,., è una espres- 
sione del noto parametro differenziale di 2." ordirie della funzione a ,  tale 
equazione pub scrisersi : 

2 Z t a ( t ) ~ t + ~ ~ 2 a  = 0 ,  
e, se si pone 

A ? a = - 2 w  

essa assiimerà ln forma: 
A l  c = C U .  

F e r  inezzo di queste le (DfI),  e quiiidi le (D), si trasfornistrio nelle equazioni 

C,. = Cwa, i D '1 
e le (C), con l'aiuto m c h e  delle (2'), nelle 

L e  (Tl'), (C') contengono i seguenti teoremi: 
1. u Es i s t e  m a  fitnxz'otze a d i  cu i  g l i  elementi  del  s is tema senlplice a,, 

u reciproco a quel10 d e j ~ z i t o  dal le  ( A ) ,  sono le  d e ~ i v n t e  prinze. Essa è f i w -  

u xiotîe soltunto della c definita dal la  (Bi). n 

Ir. u G l i  elementi  del sistema doppio b,.,, d ~ j î n i t o  dal le  (2'),  soxo 
u proporxionali  alle derivate seconde couariarzti della f u m i o n e  a. n 

7. Propvietà delle superficie a = cost. - Siynif icato geornetrico della 
funzione w. - S e  si esteridono agli spazi curvi i significati e le interpreta- 
zioni geometriche che soglionsi dare dei parametri e degli invarianti dige- 
renziali nello spazio euclideo, è evidente anzitutto che le superficie di para- 
nletro a, per la  L,a(l-)a,. = (A,a)' = 1 ,  nella varieth yZ sono parallele. - 
Dalle (8) e (9) combinate insieme, ai ricava facilmente che A,a è funzione 
soltanto di c e quindi di a ,  e si conclude che nella varietà stessa le a = cost. 
formano eziandio un sistema isotermo. 

Inoltre si consideri l'equazione algebrica l a  quale rappresentx, per la 
varietà yz, la  generalizzazione di quella, che nello spazio euclideo ha  per ra- 
dici le curvature principali delle superficie a = cost. 
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Essa é! la :  

Indicando con z ( ~ ) ( w )  i minori della prima orizzontale diversi da1 minore 
principale, e facendone Io sviluppo, otteniamo : 

dove é posto: 

Ora risolvendo rispetto alle a(r )  le 

Z,fl(J-)arg = 0 ,  

e tenendo conto anche delle = E ( W )  si hanno le: 

. J.4 = @). 

Il coefficiente di proporzionalitii q si ott,iene moltiplicando queste per u,, e 
sommando. Risulta : 

L'espressione scritta ne1 secondo rnembro è quella del parametro differenziale 
d i  2." ordiiie e di 2." grado della funzione a (**), che si mole indicare con 

(*) V. R r c c ~ ,  Sui sistetni di Uitey,.nli i~idipe?~blzti di un'eyunzione lineare, ouzoyenen, ecc. 
- (Annali di Mateiilatica, serie II, tom. XV.) Confrontisi aiiche la Memoria del compianto 
prof. PADOVA « Sulla teorin delle coordi~tate curvilinee » (Rendiconti della R. Accadeinia dei 
Lincei, vol. IV, 2 . O  sem., fasc. II, 1885.) Sono notevoli in questa Memoria due formole, 
clle danno l a  curvatura medis  e l a  curvatura totale di una siiperficie immersa in uno 
spazio curvo, espresse p e r  i parametri differenziali di quella funzione, clic eguagliata ad  
rina costante fornisce l'equazione della superficie. - Col loro impiego si giunge ai mede- 
sirni risultati otten:iti per mezzo dell'equazione (il). 

("*) V. RICCI, Sui parnmetri e gli inocrrianti delle forme rlifferenzinli yun~lrnticlre. - 
Annali di Maternatica, serie II, tom. XIV. 

A nnali di Nnlematica, tomo XXIV. 30 
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Sostituendo queste espressioni negli sviluppi delle z(p)(w), indi rnoltiplicandone 
i due memhri per a, e sommando, otteniamo Io sviluppo del primo membro 
della (12) sotto l a  forma: 

Scrivendo il parametro A2,,a ne1 modo seguente: 

si ha facilmente l'identità: 

2 A2, a = ( A p  a)' - Zr5 a r 3 ,  

e d'altronde, inoltiplicando le (C) per a ( r s ) ,  sommando e tenendo conto di 
una formola del paragrafo precedente, si ottiene la equazione 

dalla quale, e dalla precedente, discende l'altra: 

4&,2 a - (A2 a)' = 0. 
Percib : 

u L'equaxione (Q')  ha le due vadici reali ed eguali. - It loro uniore 
c i  comune w è deJinit0 dalle fomole ( 8 )  e (9).  n 

Al10 stesso risultato si giunge notando che, tenuto conto delle (C) e (D), 
risultano identicamente soddisfatte le equazioni (trovate da1 RICCI nella Me- 
moria u Sui sisterni d i  integrali indipendenti, ecc., già citata) le quali espri- 
mono le condizioni necessarie e sufficienti per 1' eguaglianza delle radici 
della (il), cioè le 

Ne1 corso di questo calcolo si ritrova l'equazione (9). 
P e r  altri teorerni dalla Memoria stessa possiamo conclixdere ancora: 
u Nella varzétà d'elemento l inea~e y 5 Z  sistenza d i  supe; ficie a due di- 

u nzensioni d i  pavametro cc fa parte d i  i?z&iti sistemi tripli ortoyonali, .In 
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u yuatato, scelto ad  arbi tr io  un sis tema + ortogonale ad a, n e  esiste sempre 
u u n  terxo ortogonale ad  u e a $. 

u O g n i  superficie del s is tema h a  le curvature  eyidali fi.a d i  loro ed a 

8. L 'e lemento l ineare rf2 ~ i f e r i t o  ad zln s is tema trip10 ortogortale d i  
coordinate. - F o r m e  particolari  delle epuaxioni fondamental i .  - Riferiamo 
i punti della varietà y2 ad un sistenia coordinat0 format0 del sistema di su- 
perficie oc = cost. e di due degli infiniti sistemi che sono ortogonali a questo 
e fra di loro. L'elemento lineare rfS assumerà la forma: 

la quale potrà subito ridursi all'altra 

d a 2  + H?dx,+ HzZdx,z I - 
1 essendo M = - = 1. Abbiamo adunque : 

Ai  cc 

Se ci proponiamo di riconoscere quali forme particolari assumono, con 
le nuove coordinate, le condizioni che siamo andati mano mano determi- 
nando, troviaino anzitutto che quelle del primo gruppo esprimono: 

u T u t t i  g l i  e l e~nen t i  del  sisterna doppio controvariante a'('" s i  atznz112a~z0, 
u saluo yuello che c o r r i s p o d e  a g l i  ind ic i  r = B = 3, i l  qucrle ha per va-  
u lore G. 

TJe espressioni analitiche di tale fatto si otterigono partendo dalle 
formole : 

Osserviamo che fra le espressioni 
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sono nulle tutte quelle pe r  clii gli indici v ,  s ,  t sono tutti differenti, e quelle 
per cui almeno due indici sono eguali a 3. Per le altre abbiamo: 

nelle quali gli indici k ed i sono diverai ilno dall'altro, e fra  essi quel10 che 
è ripetuto pub asauinerc, soltanto i valori 1 e 2, nientre l 'altro pub  assuinere 
anche il valore 3. 

Da queste formole con  fitcili calcoli e qunlche trasforniazione otteniamo 
per le ~ ' ( V S )  delle espressioni di c,ui una, la  a'(")  è nulla; la eguagliata 
n G dà: 

e le altre, eguagliate a zero, forniscono: 

La prima di queste è particolarmente notevole, poichè se si osserva che 
l'ultimo termine del secondo membro non è altro che la  nota espressione 
della c u r v a t u r ~  di GAUSS delle superficie di elemento lineare 

C ~ S ?  = Hi2dx i2  + Hf2dxze  

cioè delle a = cost. nello spaxio euclideo, che iridicheremo con cr2, ci dà: 

oe = mn + c 2  
la quale contiene il teorema:  

(A") 

u Lu cuî.vatura d i  GAUSS delle s u p e ~ $ r i ~  d i  pn~wwetro a ,  nello spaxio 
u eticlideo, è egtinle alla sonzrîza della cur.vatura d i  GAUSS delle superjcie 
u nredesinze 12~110 spazio y2 e d i  qzrellu del10 spaxio y2 stesso. n (*) 

(") 11 prof. LUIGI BISSCIII nelia l femoria:  « &ri sislei?~i t h  TVei~iyclrki~ mgli  s p z i  di 
curvaturn costnnte » (Rlmor ie  della R. Accademin dei Liiicei, scrie 4.a, tom. IV), dimostr.~ 
questn formoln per  siiprrscie a due dimensioni irnmerse in uiio spazio a curvatura d i  
GAUSS k costnnte, positivn, O negntiva. Giova perb notare che gli spazi di Rrm~am e di 
LOBAT~CHEWSKY, a cui egli si  riferisce e i cui eleinenti lineari sono rispettivamente 

hanno la  curvatura totale diversa da zero. 
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Questo teorema sussiste in casi molto pih generali di quel10 da  noi con- 
siderato, corne sarà dimostrato in altro mio lavoro. 

Dalle (2') abbiamo ancora: 

Scompaiono quindi i prodotti dei diflerenziali delle variabili anche nell'espres- 
sione della seconda forma fondamentale della varietà y 2 ;  cioè due qualunque 
dei sistemi di ~uperficie che compongono ogni sistema triplo ortogonale che 
dà all'elemento lineare la forma (E) si tagliano secondo linee di curvatura 
della varietà stessa. 

Per avere le forme particolari che assumono le condizioni del 3." gruppo, 
possiamo partirci dalle loro forme (Dr) e (Cr).  - Se si nota che dalla for- 
mola (R. $ 2."): 

si hanno, con le riuove coordinate: 

otteniamo facilmente 

d Ho. 
d a  , a 3 3 = a ~ 2 = a i ~ = a t l = 0  ; a,, = H, - 

a1 posta delle (Dr) 

e al posta delle (Cf): 

Le (Dr') esprjinono, corne era stato già dimostrato, che c ed w sono fun- 
zioni soltanto di a. Le (C") contengono anche la (8). 

Importa determinare quali fra le equazioni (A'), (C"), (D") sono indipen- 
denti, e ridurle alla forma pih opportuna per la loro integrazione. - Percib 
da una delle (Cu) ,  derivando rispetto ad a  e tenendo conto della corrispon- 
dente fra le seconde delle (A'), abbiamo: 

e per la (Cu)  medesima: 
do - 
d . ~  
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ne1 mentre da  questa e dalle (Cf ' )  discendono inversamente le seconde delle (A'). 
Le due ultime fra le formole (A') sono pure facili conseguenze delle (C"), (D"). 

Concludendo : 
ii A ffinchè una f o m a  differenziale quadmt icn  y2 r a p p m e n t i l '  elemento 

u Zineare d i  una  superficie a tre dinzensioni avente una  czwvatu~-n nul la ed 
u eguali le al tre  due, s i  ~ i c h i e d e  che essa sia vidztcibile al la  forma ( E ) ,  e 
u che i coefficienti d i  p e s t a  forma soddisfacciano aile equaxioni: 

u c e o essendo funxiorzi da  determinami in base alle equaxioni stesse, che 
u rappresenfano l a  prima i l  valore comwne delle due cuwatuve ?ton nulle 
u della superficie consicle).atcx, canzbiato d i  seyno, la  seconda quel10 delle cur- 
I( vature delle superficie a due dinzellsioni u = cost. in essa contenute. n 

Egli è chiaro che queste coridizioni sono anche sufficienti, poichè esse non 
sono clie forme particolari delle equazioni (1) e (II), e delle ipotesi che siamo 
venuti man rnano introducendo. Di cib daremo tuttavin più avanti una ve- 
rificazione diretta. 

9. lntegraxione delle equuxioni fondarnentali. - Le equazioni prece- 
denti si integrano facilmente. - L a  (3') infatti ci dà arizitutto: 

essendosi nella variabile a incorporata una costante arbitraria additiva. - 
Ricordando il significato geometrico di w abbiamo di qui: 

u Ogni superficie u = cost. nella varietà 'q2 ha costanti ed eguali i raggi  
u principali d i  curvatura;  i l  paralnetro u rappresenta uno d i  essi ,  lnutato 
u d i  segno. n 

Sostituendo il valore di o ora determinato nella terza delle (Du) e in- . . 
tegrando otteniamo : 

10gc =-loga +log k 
donde 

k 
4 c=-  

a 
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dove k indica una costante arbitraria Che, per la G > O  deve essere reale. 
Di qui : 

u I l  valore cowztne dei  &te m g g i  d i  cu~.vatura egzcali alla varietà y' 
u è costante h n y o  ogni superficie a .  D a  p n t o  a p ~ m t o  (non posti S U  una 
u stesse super$cia a) della varietà stessa tale valore cambia proy,o~xional- 
u mente a quello dei due ?.aggi d i  curvatura della corrispondente super- 
u ficie a .  7 

Di qui risulta altred evidente 1' importante significato geometrico della 
costan te k. 

Dalla (A") abbianio ancora: 

la quale esprime che: 
u Ogni super$cie a = cost. ne110 spuzio euclide0 è a c u r v a t u ? . ~  d i  GAUSS 

(L costante e positiuu, ed è percib npplicahile sapa tcna s f e m  d i  raggio 

Ne viene che l' eleniento lineare H , ' d x , ?  + HS2 d x S 2  delle superficie 
cc = cost. potrà con u n  opportuno cambiamento di variabili ridursi alla fornia: 

k,O a,2 (d 6" +en2 Q dxz) 
e quindi: 

u L'elenzento Iheave d i  urca varieth II .  ttve diwensioni avente una czavn- 
u tzit-Q nulla ed eguali le alh-e due, è sempre riducibile alla forma 

u dove k, è una costmte retrle e i n  calore assolzcto minore d i  1 ,  legata alla 
u costante k che compare nell'espressiorze d i  c dalla formola: 

k 
6 L e  due curvature non nulle della uarietà huma per valore comune - - - n 

a 

Co11 cib si sono determin~t i  i coefficienti H,,  H, a meno di una costante 
arbitraria, essendo 

H , = I c , a ;  H z = k , a s e n B ,  

e con le (C") risultano soddisfatte tutte le equazioni di condizione del yro- 
blema. 
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Dimostriamo reciprocamente come ogni forma differenziale quadratica del 
tipo (L) pub rappresentare l'eleniento lineare di una varietà a tre dimen- 

k sioni avente una curvatura nulla e le altre due eguali ed eguali a - - . 
a 

Basterà a ta1 uopo provare la esistenza di un sistema doppio covariante b,.,, 
il quale soddisfi alle (1) e (II), O a quelle che ne tengono il posto, e per cui 

161 1 gli invarianti - , C; = - z,, a,,(h,+, ,ti  b,. tg s+2 - b,+, S+Z br+2 s+,), ErSa(ra) b,, 
CC a 

k2 2k abbiano rispettivamente per valore O ,  -, -, posto in tutte queste formole 
ug tC 

per le a,, i coefficienti dell'eleniento lineare (L). Per  cih si noti dapprima 
che le funzioni di CHRISTOFFEL, se gli indici 1, 2, 3 si fanno corrispon- 
dere rispettivamente alle variabili LX,  6,  X ,  e i coefficienti a , , ,  a,,, a,rc a11e 
quantità 1,  k,'a2, X.,2dsen20, assumono per talc elenlento la forma: 

Ora determinando con I'niuto di queste e in base all'indicata sostituzione le 
funzioni a'('", troviamo che esse sono tutte nulle tranne la a'(l1), che equi- 

kg vale a - Avremo adunque, qualunque possano essere le b,s: 
O! 

rimanendo contemporaneameiite soddisfatte le (A), che tengono il posto 
delle (1), e identificati gli elemeriti del sistenia reciproco a. quel10 che com- 
pare nei secondi membri di esse con le derivate prime della variabile a. 

Cib posto, se assumiamo: 

posto mente che 
aps = - avs, i 

si riscontrano con facili calcoli soddisfatte anche le (II), e di più si ha:  

11 sistema cercato esiste adunque, ed è definito dnlle (ln). 
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Troverà posto i n  altro lnvoro la discussione del protlema di 'detertni- 
nare tutti i sistemi b,, della forma (2) del €j Z.", per i quali sian6 a0ddirrfatfe 
le (II) relative alla forma differeiiziale quadratica (L), O, i n  linguaggio geo- 
rnetrico, lo studio della deformabilità delle superficie a tre dimensioni che 
hanno la (L) per espressione dell'elernento linrare. Ci limiteremo qui -a n ~ -  
tare,  corne risulta evidente da1 precedente ragionarnento, che se una di tali 
superficie è deformabile, tutte le sue deformate dovranno pur essere a cur- 
vatura totale nulla, e possedere la stessa curvatura di Gmss della superficie 
da cui proveiigono. 

Dalie considerazioni fin qui sotto svolte deduciamo infine: 
ii Esiste m a  semplice infihilà di superficie u tre dikensiolzi 'Con due 

(1 curvatu~e eguali e non nzdle e la twza nulla. Esse si ottenyono tutts dul- 
11 l'elernento lineave ( L )  assegm~zdo alla costante k ,  particolari valori reali e 
u nu~nericamente minori di 1. n 

Se si assepnasse alla k, i l  valore * 1 si avrebbe: 

quindi, da una formola di questo paragrafo: 

c = o ,  

e la varieth corrispondente sarebbe Io spazio euclideo. Soltanto in questo 
caso l'elemento lineare (L) pub appartenere alIo spazio euclideo; e infatti se 
si calcolano le note forniole di  LAM^, che danno le coridixioni necessarie e 
sufficienti per l'euclideità di uno spazio rappresentato dall'elemento lineare. 

dsZ = Hle dxi2 + HZSd x2' + Ha0 dx3')  

esse non sono tutte verificate, poichè una fornisce la condizione k," 1. 
1 Se si pone le,' = - risulta kg = 1, e ai  h a  uno spazio cui appartiene 
2 

l a  proprietà che le superficie a = cost. in esso irnmerse hanno la curvatura 
di Gauss eguale a quella dello spazio stesso, rnentre tale curvatura si rad- 
doppia se esse vengono trasportate nello spazio euclideo. 

10. Consideraxioni geometriche sulle varieth y2.  Nuove forme del lora 
elamento lineare. - Le proprietà geometriche delle superficie della classe (LI 
sono contenute ne1 seguente teorema: 

u D'ogni superJicie d i  elelîzento lineare (L )  è possibile fare nello spuzio 
u euclideo una rappresentazione che conservi la similitudine delle parti infi- 
u nitesime. r 

Anraali di ~Udernatica , tom0 XXIV. 31 
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A dimostrarlo si sostituisca alla variabile a una nuova variahile p, fun- 
zione solo di a, per mezzo dell'equazione differenziale 

1 dp 1 -- - --. 
p d z  kiO! 

Avendosi 

l'elemento lineare (L) assumerà la forma 

L'espressione fra pareiltesi non è che quella del quadrato dell'elemento 
lineare del10 spazio euclideo in coordinate polari; percib questo, e l'elemento 
lineare delle varietà della classe g2 sono proporzionali, il che dimostra il 
teorema. 

Le  formole di passaggio fra la variabile u e la nuovn variabile p si 
yossono avere in termini finiti con la integrazione della (Il). 

S i  otterrà: 

L a  costante arbitraria k, pub sempre porsi eguale ad 1; risulterk qnindi: 

che sono le formole cercate. 
Una forma notevole dell'elemento lineare (L) si ottiene con le seguenti 

considerazioni. Alle variabili a ,  8, x si sostituiscano delle altre con le formole: 

Differenziando si hanno le :  

z ( x d x  + y d y ) - ( z g  + ye)da ,  d x  == x d y  - y d x  d e = -  1 9 
x g - t  y* 

($8 + yt + $2) ($8 + p)e 
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e si trova facilmente d'altronde: 

Sostituendo in (L) dopo qualche riduzione si ottiene: 

clie 6 la forma accennata (*). 
1 1 .  Ruggi di  curvatura delle superjicie coordinate. - Consideriamo 

dapprima l'elemento lineare sotto la forma (L). S'è già accennato nei parn- 
grafi precedenti alla natura delle superficie a = cost. tanto nelle varietà pz 
come nello spazio euclideo. L a  natura delle superficie x = cost. e 6 - cos£. e 
quindi di elementi lineari 

nello spazio euclideo è evidente. La natura loro nelle varietà rft si pub de- 
durre dall' equazione 

trovata da1 Voss (**) le cui radici sono i raggi di curvatura di una super- 
ficie U =  cost. esistente in uno spazio curvo. In quest'equaxione le O,,, b , , ,  b,, 
rappresentano i coefficienti dell'elemento lineare della superficie U e le Q,,, 
indicando con xh, ( k  = 1, 2, 3) le coordinate dello spazio curvo, con y,, (r = 1, 2) 
quelle della superficie, hanno le seguenti espressioni: 

dxh dxk 
Qps = 2 h k  Uhk - - 

d y r  dys 

(*) S i  noti che l'elemento lineare o r a  t rovato si riduce a quel10 dello spazio euclideo 
non solo p e r  k,  = 1, come è evidente, ma  anche per  k, = - 1, poichk e facile riconoscere 
che la forma differenziale quadratica 

e di cIasse zero. 
(**) Zur Theorie der Traizsff~iwationen quad~atischer Dierentialausdrüclze, ecc., Math, 

Annalen, Bd. XVI, 
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Nelle varietà da noi considerate si trova facilmente, con I'aiuto di alcune 
formole del $ 9.", che ,  ne1 caso delle superficie x = cost. queste funzioni 
diventano : 

mentre in q;ello delle superficie 0 = cost. prendono i valori: 

~ l i i n d i  n e i  due  caei l'equazione di  Voss -assumo rispettivatnente le forme: 

Percib: u Nelle vnrietà f le superficie x = cost. hanno le due curvature 
u w l l e ;  le  superficie 0 = cost. hanno una curvatura nidla, e l ' a l t r a  eguale 

1 - cotg 9. . 
ki a 

Considerjarno ora l'elemento lirieare degli spazi ye sotto la forma: 

y2 = klo (zt ~ ~ 2 , k i - i  X t  d x?. 

Calcoliamo le forme particolari che a.ssumono le fimzioni Avendosi: 
O per i 5 y 

) x ip=--  aVs = O per r ; S; a,.,. = k,"& x,')"-' * 1 per i = y '  
si ottiene per Y 2 s 2 t : 

a r s , t = U ;  a,, , = k ,' (kt - 1) (2 ,  x~') '~- '  X S  
Ora : 
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Cib premesso si CO-nsiderino negli spazi r f q e  superficie xi = cost.; si 
riconosce immediatamente che le corrispondenti funzioni che compaiono nel- 
1' equazione di Voss, hanno i valori: 

e che llequazione medesimn p e n d e  la forma : 

Ne concludiamo che u le superjcie d i  parametri xi nelle varietà cp2 hanno 
u le curvature eguali fra d i  loro ed eguali a 

Calcolando invece, per mezzo di una nota formola le curvature di Gama ai2 

delle superficie xi = cost. nello spazio euclideo, si trova: 

F r a  questa e la curvatura di GAUSS delle superficie stesse nelle varieta pz, 
v'è adunque la relazione: 

12.  D i  un caso particolare. - ~onsider iamo da ultimo il caso, fin qui 
escluso, i n  cui i eoefficienti della forma pg siano assoggettati alla nuova con: 
dizione : 

G = cost., 

pur restando ferme tutte quelle che formano oggetto dei paragrafi precedeati; 
O, geometrioamente, ricerchiamo le condizioni affinchb essa possa rappresen- 
tare I'elemento lineare di una varietà avente unn curvatura nulla, ed eguali 
e costanti le altre due. 

Le considerazioni che conducono alle condizioni del 1." e 2." gruppo 
valgono anche in questa ipotesi, e tali con&&oni quindi sussistono sempre. - 
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Le oondiziorii del 3." gruppo si riducono, come si riconosce facilmente, alle 

Di qui, per mezzo dell'equazione (0) si trova: 
u Le superficie ~1 =CO&. vzella varietà considerata, oltre alle proprieth 

u riferite ne1 § 7.0, godono d i  qu,ella di  avet. nulle le curvature p r h -  
cipali  9 

Esse, in questa varietà, tengono adunque il posto di un sistema di piani 
paralleli nello spazio euclideo. 

Data, come ne1 5 8.' all'elemento lineare la forma (El trovasi che le 
equazioni del 3." giuppo, con le nuove coordina.te, si riducono alle seguenti 

e per mezzo di queste quelle del 1." gruppo alla 

Quindi u L a  cu18uatura d i  GAUSS delle a = cost. ne110 spazio euclideo è 'co- 
u stnnte ed egzcale u quetla del10 spazio y'. n 

Per cib l'elemento lineare di tali superficie sarà suscettibile della forma 

e quindi quel10 della varietà considerata sarà riducibile all' altra: 

e la varietà stessa potrebbe forse ritenersi un  cilindro retto a tre dimmsioni 

aveiite per sezione una sfera di raggio 9 se le formole di La&, oalcolate 
C 

per l'elemento lineare (L') non esprimessero che tale elemento lineare non 
pub appartenere alIo spazio euclideo. 

Se sostituianio alla variabile a la variabile p con la posizione 
logp = ca, 

abbiamo : 
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e l'elemento lineare precedente si pub porre sotto la forma: 

di cui è evidente l'interpretazione geometrica. 
Se ci riferiamo a delle variabili x, y, x legate alle cc, 8 ,  x dalle formoie: 

l'elemento considerato si trasforma nell'altro: 

Sarebbe facile inversaniente riconoscere come ogni elemento lineare (LI) 
O (L"), qualunque sia c, purchè diverso da zero, appartenga ad urio spazio a 
tre dimensioni a curvatura totale nulla e a cmvatura di GAUSS costante e 
positiva c 2 ;  ma è d'uopo osservare che tale spazio differisce tuttavia sostan- 
zialmente dallo spazio di RIEMANN d'elemento lineare 

(a  curvatura d i  GAUSS oostante e positiva in quanto quest'ultimo è a eur- 

vatura totale costante ma diversa da  zero. Neppure è possibile, per una os- 
servazione del $ 9.", che uno dei due spazi possa ottenersi dall'altro per 
rnezzo di deformazioni, senza uscire dallo spazio piano a quattro dimensioni 
in cui si ccinsiderano immersi entrambi. 

Notiamo ancora che , coi procedimenti impiegati ne1 paragrafo prece- 
dente trovasi clie le curvature principali delle superficie x = cost., in una va- 
rietà d'elemento lineare (L') sono entrambe nulle, inentre quelle delle 6'= cost. 
sono l'una nulla, I'altra costante ed eguale a c cotg 0;  e quelle delle xi = cost. 
[indicando con xi  le x, y, z dell'eleinento lineare (L")] sono eguali ed hanno 
per valore comune 
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Calcolando iiifine In curvatura di Gtsuss G O  delle xi - cost. medesime 
nello spazio euclideo, trovasi 

Essa è quindi doppia della curvatura di GAUM di tali superficie colisiderate 
corne iminerse nello spazio d'elemento lineare (Lu) (*). 

(y Devo qui  tributare un omaggio reverente d'affetto e di gratitudine alla mernoria 
del mio compianto maestro, il prof. ERNESTO PADOVA, che nèlle ultime settimane della sua 
vita, fra i dolori della malattia che 10 trasse anzitempo alla tomba, chiese e volle rive- 
dere e annotare questo lavoro. - Al prof. GREGORIO RICCI, che mi fu  prodigo d i  inco- 
raggiamenti e di consigli esprimo pure tutta la mis riconoscenza. 
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Sulle varie f o h e  che possono darsi alle 
relazioni fra i determinanti di  una ma- 
trice rettàngolare. 

( B i  ERNESTO PASCAL, a Puvia.) 

L e  relazioni fsa i determinanti di una matrice sono state presentate da  
vari Autori sotto varie forme diverse. Cosi il VAHLEN ne ha fatto l'argomento 
di un recente lavoro (Ueber die Relutioîzen xwischetz den Determinanten e iuw 
J fa t r ix .  Crelle, v. 112 ,  pag. 306 [1893]); il NETTO lia presentato ul t in~a- 
mente uiia formola noteyole ( Z w e i  Dete~nzinantensntxe, Acta Math., v. 17, 
pag. 199 [1893]), e ~'HUXYADY h a  costruito per scopo geometrico una lunga 
serie di identità relative a qiiesto soggetto (UeCer einige Determit~arttetz-Glei- 
chage?z. Crelle, v. 94, pag. 171 [1882]). 

Ora tali relazioni possono riassumersi tutte in una formola unica di tipo 
semplice, e che non è altro che una delle notissime ideiitità che occorrono 
nella teoria del calcolo simbolico delle forme algebriclie di  specie .In.; è for- 
mata  con una somma algebrica d i  prodotti di due determinanti di ordine m. 
Qualunque altra relazione fra determinanti del10 stesso ordine, O fra deteï- 
minanti anche di ordine diverso (particolarizzando alcune delle colonne della 
matrice, col porre eguali a zero tutti gli elementi, meiio uno, che si pone in- 
vece eguale ad 1, si lianno relazioni fra  determinanti di ordine diverso), non 
pub che essere una conseguenza di identità del tipo indicato. Cib non è che 
un cas0 particolare di un teorema più generale che pub dimostrarsi per le 
combinazioni di tipo invarinntiro. (V. per es. l a  mia Mernoria: Sopra le vela- 
xioni che possono szlssiste~.e identicauzelzte fix fo~'nmzio1~i  simboliche d i  tipo 
i)zvariantivo nella teoria ge?zerale delle forme a lgeh - ide .  Memorie dei Lincei, 
serie 4.a, v. V, pag. 374 [1888].) 

Sebberie perb tutte le altre identith non siario che trasforrnazioni di 
quelle indicate, ci6 non toglie che queste possono raggrupparsi in maniera 
d a  dar  luogo a delle formole e dei teoremi notevoli d a  pe i  sè stessi. 

Annctli di TWatemnticn, tom0 XSIV. 32 
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Cosi tutte le note e molteplici formole sui determinanti ad elementi de- 
terminanti, sebbene si possano far subito rientrare nslla categoria di formole 
cui si accenna, pure possono poi ancora meglio considernrsi e ~tudiarsi  se- 
paratamente da quelle. Volendo generalizzare le indicate formole sui deter- 
minanti ad elementi determinanti, in modo da farle subito rientrare in quella 
categoria di formole, occorre studiare dei determinanti formnti colle colonne - 
di due determinanti d ~ t i ,  i l  che comincib a fnre il sig. PICQUET alla fine di 
lin lavoro che lia notevoli pregi di fattura. (Altalyse combinatoire des de'tev- 
mina~ts. Journal de 1'Ecole Polyt. V. XXVIII p. 201 [1878].) 

Lo scopo di questo lavoro è di presentare alcune altre formole e teoremi 
nuovi che son venuto trovando, rifacendo peï conto mio, questi studi, e che 

' possono stare allato a qiielli trovati dagli autori sunnominati e da altri. 

$ 1. Cenno sui  risultati di VAHLEN. Identita fondamentale. 

Il VATILEN nella citata Note trova che le relazioni esistenti fra i deter- 
minanti di una matrice di n colonne e ?fi linee sono in numero di: 

È facile vedere che se due soli degli indici i ,  sono dieiei-si dagli indici . 
1,  2 ,... na allora al secondo membio si ha per fattore (1, 2 ,... ~ n ) ~ - ~ ,  e 
quindi, sopprimendo questo fattore si ha una relazioiie di 2." grado; di tali 

fra loro jndipendenti. Sali  relazioni sono espresse nella seguente maniera. In- 
dichiamo in generale con (i,, i?, . . . im) il determinante fvrmato colle colonne . . 
a, , z 2 , .  . . i,%. Allora si h a :  

n - m  se ne henno ( ) (a).  Similmente se ire soli degli indici i sono diversi 

(i i , , , .  i l r a ) ( l , 2  ,.,, m)m-a= 

da 1 , 2 , .  . . m ,  allora si hanno (n 3 "1 (3) reiazioni di 5." grado, e cos1 di 

seguito. 
Formiamo un determinante nella seguente maniera. 

(&, 2 ,  .. . m).. . (1, 2 , .  . . jn - 1, i, ) 
. . . . - . . - 

(&n, 2 , . .  . m). . . (1, 2,. . . tn - 1,  im) 

. 
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Costruiarno la matrice clie ha 1î2 + 1 colonne della matrice data, e pro- 
psiamente quelle di ordini: 

. . . . 
Z1 Z 2 .  Z m  ntm+l .  

Poiiiarno poi come ultima linea di questa matrice parziale una linea 
formata cogli elementi : 

(il j t  j2.. -.Li) 
(i2 j&...jm-J 

dove j , j  z...j,,,-, rappresentano gli indici di altre colonne della matrice data 
(in particolare alcune delle j potrebbeso essere eguali alle i). S i  viene cos1 a 
formare un determinante di ordine 9n + 1 il quale è identicamente zero, 
perchè gli elementi dell' ultima linea sono le medesime combinazioni lineari 
degli elementi delle linee parallele. Sviliippando questo determinante secondo 
gli eletnenti dell'ultima linea si ha: 

dove il sonlmatorio si estende a tutte le permutazioni circolaïi degli indici i, 
e i segni dei termini sono alternati se rn è dispari, e sono tutti positivi 
se m è pari. È p e s t a  la relaaione fondamentale dalla quale tutte le altre 
possono ricavarsi. 

Comincirtmo col mostrare come le relazioni di VAHLEN avanti citate si 
possono ricavare dalle relazioni (A) le quali hanno il vautaggio di essere 
tectte di 2.0 g ~ a d o  ?lei  determinanti: 

F e r  intenderci più facilmente chiameremo nella relazioiie (A) elementi 
circolanti gli indici i ,  i2. .. i ,.-,, e elementi fissi gli indici j ,  j,. .. j ,,-,. Se 
tutti gli elementi fissi sono diveïsi dai circolanti, allora la (A) conterrh 111 + 1 
termini; se 1. elementi fissi sono eguali ad altrettanti circolanti, allora r ter- 
mini si annullano, e restano solo m - r + 1 termini. Nella (A) poniamo in 
particolare : 
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Allora si ha una relazione a tre termini solo, cioè: 

(1, 2 ,... m - 2 ,  ? I L - 1 ,  ? n ) ( i , j ,  1  ,... u t - 2 ) +  

+ ( 1 ,  2 ,... m - 2 ,  nz, i ) ( w - l ,  j ,  1 ,... ? ~ 8 - 2 ) +  

+(l ,  2 , . . .  ?n-2 ,  i ,  n a - 1 ) ( m 7 j 7  l , . . .  v 2 - 2 ) = 0 .  

Questa non è altro che una delle relazioni di 2.' grado della formola gene- 
rale di VAHLEN ; quella che si ottiene poneiido in essa i, = 1 , .  . . i,,l--2 = - Z2, . . 
z m . - ,  = 2 ,  l?n =J.  

Passiamo alle relazioni di 3." grado di VAHLEN. Una  di esse è per es.: 

(1, 2 , . . .  jn-3, ;m-27 m- 1 ,  m.), (1, 2 7 . . .  711-2, im-* ,  m), (17 2 , . . .  m-1, i??%-?), 

(1, 2 , . . .  nt-3,  iflt-17 vz-1, m), (1, 2 ,  ... m - 2 ,  im-,, m), (1,  2, ... n t - 1 ,  im-,), 

(1 , 2 . .  3  i m -  1 ,  m )  (1 , 2 . .  z - 2  i n  nz), (1 ,  2  ,... ln-1, in%). 

Sviluppiamo questo determinante secondo gli elementi dell'ultima colonnn, 
e teniamo conto delle relazioni simili all'ultima scritta. 1 minori d i  2." or- 
dine compresi nelle due prime colonne di questo determinante sono rispetti- 
vamente eguali a :  

e quindi, sopprimendo il fattore cornune (1, 2 ,.. . nzj, resta la  relazione: 

che si ricava da (A) ponendo: 
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Cod si potrebbe diinostrare che Io stesso accade per le relazioni di quarto 
grado, e di grado superiore, e, in g e u e ~ d e  tut te le  possibili Y-elaxiorzi fi-a i 
cleternzinanti d i  una: matrice  noîz sono che ti.asfornzazioni olsportzrlle della 
forwaola A. 

9 2. Su di una formols di NETTO e SU di un'âltra ad essa affine (*). 

dove 2-12,, n., ecc., suno indici scelti frn yuelli che coinpongoiio la  matrice 
parziale di nt + 2 colonne. Questa è m a  forrnola clle il sig. NETTO ha fattu 
conoscere in un recente lavoro negli A c t a  Ilfuthernatica (v. X V I I ,  p:ig. 199). 

Orn qucsta forrnola discende subito dalla relazione fondamentale ( A ) ,  e 
ne discende poi anche uii'altra fùrmola che lia perfetta analogia con questa, 
m a  che riella sostanza è affatto divcrsa. 

P e r  fissare le idee supponiamo che le - 4 colonne che si ottengono quando 
. . 

dalle lit + 2 sceltc si tolgono quelle di indici 912, ? I I ,  1.1, ??? n, sien0 2 ,  2 , .  . . i,,,-, . 
Corne caso particolare della (A) si costruisca la relazione a tre t emin i :  

Consideriaino 118 + 2 colonne della matrice data. Indicliiaino con A,@ il 
determinante che si ottiene soppriinendo le colonne a, f i ;  allora si h a  la re- 
lazioiie identica : 

+ ( i l . .  . i,,L-, ?H, m3 ni  n,) (il.. . i ,,,-, ln, m, nz, 12,) = O ,  

1 4 i i l l i 1  4 / i , / i 2  -k, , ,7Ia 

Amgt, A m 2 , t S  a:n, f ia  

A//,,l JI>Sa1,8 ~ / H 8 , t S  I 

cioè colla notazione ora introdotta: 

= O ,  

e mutando ml, in M, e in u13, e osservando che i secondi fattori di ciascun 
termine restano inalterati, si riconosce subito che il determinante dei primi 
fattori deve essere zero. 

(*) Da ilon üoiifoiidersi con quella elle forma l'argoueiito di iina mia Nots iiltiin~iueilte 
stainpatz ai Lincei (1896), la, quale porta 10 stesso titolo di cluesto paragrnfo. 
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Irivece in questa stessa formola si cambi rn, in m', e poi ancorn in mlf,, 
dove mr, m", sono indici nuovi scelti fra quelli che appartengono alle altre 
colonne non ancora. considerate. Si consideri una matrice con m + 4 colonne: 

. . Poniamo n2, = i ,,,.., rn, - z ,,-,; i determinanti che entrano allora nelle 
tre formole Iianno tutti per parte cornune le nz - 2 colonne i, . . . i,,,-., . Indi- 
chiamo con A ' , ~  un determinante format0 uggiungedo a queste m - 2 co- 
lonne fisse, le due colonne a ,  p. La prima delle relazioni di sopra prende 
la forma: 

e le altre due si ottengono rnutando mi in ml,, mui. 
Si ha quindi: 

A1llllll, Afntl l la  Aftn,,lg 

clie fo~malmente costituisce una relazione analoga a quella di NETTO, ma che 
nella sostanza ne è diversa, peichè nzentre dia relaxione d i  NETTO gli ele- 
menti sono determinunti ottenuti soppimendo due colome il2 zma  nat tri ce di 
m + 2 colome, in questa relaxione yli elementi sono detemitzanti otten,uti 
aggiungenclo due colonne ad una matrice d i  m - 2 colonne. 

$ 3. Relazioni fra i determinanti formati colle colonne di due determi- 
nanti dati. Continuazione delle ricerche di PICQUET. Estensione di un 
teorema di SYLVESTER. 

Sieno dati due determinanti di ordine m :  

S i  pub formare una matrice di 2 m colonne e rn linee ponendo le due ma- 
trici dei due determinanti l'una accanto all'altia. 
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Scegliamo in tutti i modi possibili k colonne d i  A. e al loro posto so- 
stituiamo k colonne di R scelte in tutti i modi possibili; abbiamo in tutto 

(k)l determinanti formati con m - 1, colonne di A e 1c di B; questi porsono 

disporsi in una matrice quadrata e formare a loro volta un determinante ohe 
chiameremo Dm-k; analogamente poi pub formarsi il determinante LIh i cui 
elernenti sono determinanti contenenti Ic colonne di A e m - k di B; questi 
due determinanti sono evidentemente degli stessi ordini. S e  B diventa: 

1 1  O O . . . [  

allora in particolare e Dk diventano i determinanti formati coi minori 

O 1 o . . .  
O O l . . .  

di ordine rn - k: e di ordine k del determinante A. 

' 

Su questi deterininanti D, il PICQUET dimostra i due teoremi: 
1. Sia Dk che D,,r-h sono ciascuno eguali al prodotto di una potenzn 

di A per un& potenza di B: 
t;:;) l) 

D k = A  

2. Ogni minore di ordine r di Dk è eguale al prodotto del comple- 
mento del silo omologo in Dn:-k per una potenza di A e unn potenza di R ;  
propriamente per : 

+y) B,.-(r~l) 

A 

(Si suppongono naturalmente ordinati convenientemente gli elementi di Dk e D,,,+) 
,4 questi teoremi di PICQUET noi ne aggiungiarno alcuni altri. 
Consideriamo D,fl-l che è di ordine nt. Noi dimostreremo che: 

3. Ognt mino~e d i  ordine X, d i  D,,,-, è eyztnle a Ak-1 ?~zoZttp2icato pel. . 
un elemento del determinante Dltl-k. 

Questo teorema non è altro che 1% estensione di quel10 sugli ordinari 
determinanti reciproci. 

In  effetti un minore di 2." ordine di D,,-., è (salvo i nomi degli ele- 
mmt i )  riducibile sempre al tipo: 
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che per effetto della identith fondamentale pub trasformarsi in: 

di cui i l  primo fattore è A e l'altro é un elemento di Dl,,+. Consideriamo 
ora un minore di 3." ordine di Dl,,- , .  Salve i nomi degli elementi, esso è 
sempre del tipo: 

Sviluppandolo secondo gli elementi dell' iiltima lines, e osservando che 
ai  minori di 2." ordine compresi nelle due prime linee, si pub applicare il 
~bisultato della dimostrazione già fatta, si ha :  

che, per effetto della solita identità fondamentale, è uguale a :  

L4e (a , . .  . cr , , , - 3  hl b, b,), 

cioè A2 moltiplicato per un elemento di D,,,..,. Si vede ohe questo procedi- 
mento pub continuarsi e darà sempre l'analogo risultato. Il teorerna proposto 
resta cosi dimostrato in generale. 

Nella teoria dei determinanti formati coi minori di un nltro è noto il 
seguente teorerna di SYLVESTER. (TT. per es. D'OVIDIO, ACC. Toril10 1876-77-90; 
PICQUET, op. cit.) 

Indichiamo con Al,,-k i l  determinante formato coi minori d i  ordine nz- 7 
di un determinante dato iî di ordine nz. Formiarno quel minore A j k  di A,,-k, 
i ciii elementi sieno minori contenenti sempre ni - 1. linee e colonne fisse 
di  A ,  e A -  k linee e colonne vnriabili (7. > k ) .  Il minore h ,k  è di ordine (:) ed esso è rguale ad una potensa di A moltiplicwtn per una potenza di quel 

minore di h racchiuso dalle m-  i, linee e colonne fisse. 
Ora vedianio in che modo potrà estendersi questo teorema. 
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Consideriamo Dm-k e un suo minore formato ne1 seguente modo: i moi 
elementi contengano tutti m - h colonne fisse di A e 1 - k colonne variabili 
( h  > k), e poi k colonne di B scelte fra h assegnate. 

Un ta1 minore 10 chiameremo DAk ed è di ordine (3 
Moltiplichiamo ogni suo elemento per Ah-'; tutto il minore resterà mol- 

tiplicato per : 

I n  forza del teorema ora dimostrato, ogni elemento suo diventa un certo 
minore di ordine k di Dm-, ,  e propriamente un minore i cui elementi sono 
determinanti contenenti tutte le m -  A colonne fisse di A ,  e non contenenti 
mai le nz - 1 colonne escluse di B. 

Ora in Dm-, tutti gli elementi cos1 formati, costituiscono un minore di 
ordine h che chiameremo D('.); abbiamo dunque che, dopo la moltiplicazione 
indicata, gli elementi di Dlk diventano minori di ordine k di D('.), e si ha 
quindi il deterniinante formato coi minori di ordine k di D(l), il quale, corne 
si sa, è eguale ad una. potenza di D(x). 

Abbiamo dunque la forrnola: 

Intanto a D(Q, come minore di Da-,, pub applicarsi ancora il teorema sopra 
dimostrato, e si ha  che D(l) è eguale a AX-1 moltiplicato per quell'elemento 
di Dm-,, che contiene tutte le fit- 1 colonne fisse di A e le h scelte di B. 
Supposto che le rn- h colonne fisse di A sieno indicate con a, a,. .. a,,-*, e 
sieno indicate con' b,- l+, .  .. b,  le colonne scelte di B, tale elemento resta 
rappresentato con: 

Raccogliendo si h a  dunque iiifine la formola: 

che è una formola analoga a quella del citato teorema di SYLVESTER, il 
quale se ne ricava come caso particolare se il determinante B si suppone 

Annali di Naiematica, tom0 XXIV. 33 
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eguale a: 

Possiamo dunque conchiudere : 
4. Sepu~iurno le colonne di A e B in due cutegorie, m -1 nell'una 

e A nell'allra. Formiamo tutti i determinanti colle rn - 1. colonne di A,  
altre h - k di A ,  e le teirnanenti Ic di B scelte fra le 1, dellu seconda cate- 
goria ; presi come elementi y uesti detenninanti e oppor tunamente ordinati si 

costruisca con essi i l  determinunte di ordine . Questo sarà eguale ulla (3 
1- 1 m a  

potenza ( ) di  A per la potenia del determinante formato 

(*olEe n - h coiome di A e colle A di B. 
A1 minore DAk di DmAk si pub far corrispondere in Dk il complemento 

del suo omologo che è di ordine: 

e, per il teorema citato di PICQUET (teor. 2), questo è eguale a :  

che, in forza del teorema dimostrato, è: 

( T )  - (;)+(y) - #) - ( i)  -(Ki) (L- ;) 
A (a,. . . a,-x bm-i+l.. bm) 

che è eguale a: 

Abbiamo dunque : 
5. Formialno i l  minore di Dk clte abbia per elementi, determinanti 

contenenti Te colonne di  A N O N  SCBLTE TUTTE fra le A della seconda categoria, 
e m - k colontze di B fra le quali non sono mai comprese TUTTE le nz - h 
della prima cutegoria; fra le colonne compaia sempre ALNENO ENA colonnu 
d i  A scelta fra quelle della prima categoria, e inon compaia ALMENO UNA 
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delle colonne di  B fra q~lelle della primu categoria. Tal minore cosi formato 

8 di ordins (F) - (k) e si esprime colla forrnola ~oprascritta. 

Questa formola è l'estensione di un teorema del D'OVIDIO (lac. cit.). 

3 4. Estensione di un teorema dato da1 sig. NETTO 
come estensione della cosiddetta formola di scomposizione di LAPLACE. 

Il sig. NETTO in un lavoro intitolato Erweiterung des Laplaceschen De- 
terminunten-ZerEegungssutxes (Crelle, v. 114, pag. 345), dirnostra il seguente 
teorema : 

In iin determinante dato di ordine na sopprimistmo m- h linee e co- 
lonne, e facciamo la  scomposizione del determinante restante secondo la co- 
siddetta regola di LAPLACE, cioè facciamo la somma dei prodotti con segni 
opportuni di tutti i minori compresi in k ,  linee, per tutti quelli compresi 
in k, linee, e cosi di seguito, per tutti quelli compresi in Ici linee, dove 
k, + + ki = A ,  e due fattori di un prodotto non contengono mai in co- 
m m e  una colonna del determinante primitivo. 11 risultato di questa somma 
s a r i  il determinante delle A colonne e linee non soppresse. Se osa i vari fat- 
tori dei vari termini di questa somma si intendono orlati delle m - h linee 
e colonne soppresse, allora la somma. rappresenterh invece il prodotto di tutto 
il determinante primitivo per la potenza (à - l)rna del minore formato dalle 
m - h linee e colonne fisse. 

Di questo teorenia io ho dato in un altro lavoro (*) una dimostrazione 
semplice, e ho trovato poi anche un altro teorema che è ad esso affine, e che 
consiste in questo: si faccia la somma di prodotti come nella regola di LA- 
PLACE; poi ad ogni fattore si sostituisca il suo minore complementare; indi si 
orlino tutti i fattori colle solite m - A linee e colonne fisse; il rjsultato della 
somma sarà allora, viceversa, la potenza (i- l)ma del determinante dato per 
ln prima potenza del minore formato colle n - A linee e colonne fisse. 

Estendiamo ora questi teoremi secondo il puntv di vieta indicato nei pa- 
ragrafi precedenti. 

Separiamo, come avanti, le colonne di due determinanti dati A ,  B di 
ordine m, in due categorie, m - h nella prima e ir nella seconda; per fissare 

(*) V. Nota nei Rend. dei Lincei. Ylarzo, 1896. 
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le idee supponiamo che si separino le prime rn - A dalle ultime A. L e  A di B 
dividiamole in k, + k, + . . . + ki = A. L a  geueralizzazione del teorema è la  
seguente : 

6. Formiunzo un determinante colle ns. - ii colonne Jisse d i  A ,  e poi 
a l tm k ,  d i  A i n  tutti i rnodi possibili, e le 1. - A, colonîze di B già Jissate; 
poi un al tro determinante colle m - 1 colonne fisse d i  A ,  con a l t re  k, co- 
lonne d i  A (diverse tzctte dalle k ,  già  considerate), e colle al tre A -  k ,  co- 
lonne di B, fissate, e cosi proseguiamo per i volte d i  seguito; poi fucciamo 
la somma algebriccr. dei prodotti d i  questi i determinanti tal i  che in c i a s c u ~  
termine due futtori rzon abbiano 911ai in  cornune altre colonne d i  A che le m- A. 
Se supponiamo che B diventi cogli elementi zero, meno quelli della cliagona2e 
principale che siano eguali ud 1, allora si vede che quesfa somma d i  pro- 
dotti diventa precisamente quella che occorre ne2 teorema succitato di  NETTO; 
noi durerno appunto a ciascrin termine i l  segno + O - secondochi + O - 
sarebbe il segno de2 corrispondente termine della forrnola di NETTO. 0 r a  io 
dico che questu somma è eguale a: 

se a,. . . a,-A sono le m - A colonne Jisse d i  A,  e b , ~ + ,  . . . b,  sono le A co- 
lonne di B della seconda categorz'cc. 

L a  dimostrazione del teorema la facciamo dipendere da1 teorema dato 
ne1 paragrafo precedente. 

Moltiplichiarno ogni termine della somma (che è sempre un elemento di 
moltiplicato per uno di Dm-~+k, ,  ecc.) per: 

AA-ki-i . Ai-k2-i, A)i-k;-i. 

Mantenendo le stesse notazioni del paragrafo precedente, ogni termine 
della somma diventa il prodotto di un minore di ordine h - k ,  di D(" mol- 
tiplicato per un minore di ordine A- k,, e cosi di seguito. Se  in luogo di 
questi minori si sostituiscono i loro complementi i n  Dr'.), si ha una somma 
di prodotti che non é altro che 10 sviluppo secondo la regola di LAPLACE 
del determinante DA). L a  somma considerata avanti, moltiplicata per quella 
potenza di A ,  non è altro quiridi che cib che si ottiene facendo 10 sviluppo 
di D(" secondo la regola di LAPLACE, e poi sostituendo ad ogni minore il 
suo complemento. Si pub ritenere corne teorema noto, e del resto poti'ebbe 
facilmente dimostrarsi (v. mia Nota citata) che cos) facendo si ha la potenza 
i- l m @  di DA); dunque possiamo infine conchiudere che la nostra somma 
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moltiplicata per : 
A(A-i)i-(k,+ ... f hi) 

9 

è eguale a :  
[DP)] i - 4 ,  

dunque si ha infine che la somma da noi formata è eguale a :  

A - (a,. .  . a,-A b , , - ~ + ~ .  . . b,)'-', 

giusta il teorema enunciato. 
Possiamo similmente enunciare un teorema che è analogo a questo e che 

è a sua volta I'estensione di quell'altro cui ho accennato, analogo al teo- 
rema di NETTO: 

7. E'orzniamo la. stessa somma precedente, ma sostituendo ad ogni fat- 
tore d i  zrn termine (fattore che è un determinante con rn - A colonne Jisse 
d i  A,  con k ,  altre colonne di 8, e con A-k, d i  B), l'altro determinante, 
che potrebbe dirsi complementare, cioè format0 colle stesse m - A colonne di A, 
poi colle restanti A -  k ,  colonne d i  A ,  e colle restant; k ,  colonne d i  B. Si 
ha alloru una somrna di prodotti d i  i fattori, che è eguale a: 

Ai-' (a,.  . . a,- b,,x+i . . . b,) . 
La dimostrazione si fa corne quella di avanti, moltiplioando ogni termine Pei.: 

Ah-i A k r i ,  , Aki-i , 
e osservando che allora si ha esattamente 10 sviluppo per rninori secondo la 
regola di LAPLACE del determinante D("), e quindi si ha: 

Ai-' (a,. . . am-i b , ~ + ~  . . . b'"), 

e sopprimendo al primo e secondo membro una opportuna potenza di A,  resta 
la formola annunciata. 

Pavia, febbraio del 1896. 
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Sulle trasformazioni 
delle equazioni dinamiche. 

(Di TULLIO LEVI-CIVITA, a Padova.) 

INTRODUZIONE. 

A c c a n t o  al problema classico della trasforniabilith di due forme diffe- 
renziali qiiadratiche è stato posto in questi ultimi anni da1 sig. APPELL (*) il 
problema analogo più generale della traeformabilith di due sistemi di  equa- 
zioni dinamiche fra uno stesso numero di variabili. 

Varii autori hanno dopo di allora jstituito ricerche su questo soggetto, 
segnatamente i sigg. P A I N L ~ ~  e R. LIOUVILLE, cui spetta il merito di aver 
scoperto alcune interessanti proprietà generali. Per  aver modo di farne un 
breve cenno, conviene fin d'ora precisar la questione, indicando altresi l'a- 
spetto definitivo, sotto cui essa pub venire fcrmulata. 

Ecco in primo luogo l'enunciato del Sig. APPELL. 
Dati due sistemi materiali S ed Si a legarni indipendenti da1 tempo e 

col10 stesso grado di libertà, e dette rispettivamcnte xi e y i  (i = 1, 2 , .  . . , n)  
le coordinate lagrangiane, che fissano la posizione dei due sistemi, Xi ,  Yi 
le forze, che li sollecitano secondo queste coordinate, saranno: 

a~ ?/i ôT 
---- 

dti ûo/i 
- Yi, 

(*) Sur des transformations de mouvements. Crelle, Bd. 109, 1892. Si trovano in que- 
sta Nota molte indicazioni di lavori aventi attinenza col10 stesso argomeiito O relativi ad 
alcuni casi particolari. 
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le forze vive e le equazioni del moto dei due sistemi; essendosi designata al 
solito con xri la derivata di xi rispetto a t,  e, per evitare ambiguità, con .y'; 
ln derivata di rispetto a t , :  

Si domanda sotto quali condizioni esista e come si possa assegnare una 
trasformazione del tipo : 

atta a far coincidere il sistema di equazioni (B) col sistema (A), supponendo: 
1." Che sieno date tanto le forze X i ,  quanto le Yi .  
2." Che sieno date le sole forze Xi e si possano assegnare a piaci- 

mento le Yi.  
La seconda parte della questione, come ha osservato 10 stesso sig. AP- 

PELL, è sempre risoluhile, se le forze si r i~guardano dipendenti anche dalle 
velocitb; si pub cioè, e in infiniti tnodi, con opportuna scelta delle Yi ,  far 
corrispondere a ogni movimento del sistema S, dovuto a forze dipendenti 
dalle coordinate e dalle velocità, u n  movimento analogo del sistema S,,  le 
cui equazioni differenziali (B) sieno, mediante trasformazione del tipo (C), ri- 
conducibili alle (A). 

In vista di cib e del minor interesse, che pub essere annesso al caso di 
forze, dipendenti eziandio dalle velocità, giova addirittura, anche per la prima 
parte della questione, limitarsi all'ipotesi cbe le forze sjeno indipendenti dalle 
velocità stesse. 

TI problema, ristretto sotto questo punto di vista, venne ripreso da1 si- 
gnor PAINLÉVÉ, che lo presenta (*) tuttavia con una felice modificazione; Egli 
richiede snltanto che le trttiettorie del sistema (B) si possano rioondurre a 
quelle di (A), O, in altri termini, che gli rl- 1 integrali di (R) indipendenti 
da  t ,  si possano, mediante trasformazioni del tipo: 

far coincidere cogli n - 1 integrali di (A) indipendenti da t ;  di più egli h a  
fatto notare come convenga scindere la ricerca in due parti, di cui la prima 
soltanto è essenziale, riducendosi la seconda ad una trasformazione di forme 

(*) Sur la transformation des équations de la dynamique. Journal de Liouville, 
tom. 10, 1894. 
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differenziali quadratiche. Per stabilire questo punto, si immagini di sostituire 
in (B) le yi  coi loro valori pi(xIj x,, ..., x,) e si ponga: 

le equazioni : 
a Ti 

d- 
a z:. a T, 

---=Yi, d ti ax i  ( i =  1, 2 , . . . ,  n), (4 

che sono, come è noto, le trasformate delle (B), dovranno ammettere le stesse 
traiettorie di (A), il che mostra i n  primo luogo che da ogni coppia di si- 
stemi (A), (B), le cui traiettorie si possono far coincidere per mezzo di una 
trasformazione (D), si deduce una coppia di sistemi (A), (A,), pure d'equa-- 
zioni diqamiche, e aventi le stesse traiettorie. D'altra parte poil se si cono- 
scono, per ogni sistema (A), tutti gli (A , )  aventi le stesse traiettorie, cioè 
secondo la denominazione del sig. P A I N L É V ~ ,  tutti i sisten~i corrispondenti, la 
questione originariamente proposta, di decidere se e come si possa assegnare 
una trasformazione (D) atta a ricondurre le traiettorie di (B) in quelle di (A), 
si pub risguardare risoluta; poichè una tale trasformazione esisterà allora e 
solo allora che sia possibile stabilire una identith del tipo: 

le b,, essendo i coefficienti della forza viva di (B) e le a,, essendo i coeffi- 
cienti della forza viva in un sistema (Al) corrispondente ad (A). 

Se si suppone adunque che tutti i sistemi (A,) sieno conosciuti, non ci 
resta che da esaminare, per ciascuno di essi, se le forme differenziali qua- 

12 n 
dratiche &, b,, d y, d y,, &,a,, d z, d x, sono equivalenti ne1 senso ordinario 

1 1 

e da determinare in caso affermativo le formule di trasformazione. Affinchè 
codesto criterio sia in fatto applicabile, si esige manifestamente che le espres- 
sioni possibili per le a,., si riducano ad un numero finito di tipi, e questo 
precisamente ha luogo ne1 caso nostro, poichè, come vedremo e come del 
resto ha già osseroato il sig. P A I N L ~ V É ,  il problema della determinazione di 
tutti i corrispondenti ad un dato (A) é di quelli, il cui integrale generale 
dipende soltanto da un numero finito di costanti arbitrarie. 

Annali di Matematica, tom0 XXIV. 34 
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Concludiamo pertanto che, senza ledere la generalità della ricerca, basta 
limitarla alla questione di determinare, per un dato sistem.a (A), tutti i coî.- 
rispondenti (A,). 

1 risultati più notevoli . raggiunti finora si possono riassumere come 
segue (*) : 

1." Ogni qua1 volta un sistema. (A) ammette un corrispondente (A,) 
non ordinario (cioè non di un certo tipo assai facjlmente assegnabile, che 
compete ad ogni (A) fissato ad arbitrio), esiste per entrambi un integrale 
primo quadratioo. 

2.' Se ne1 sistema (A) si suppone che le forze sieno nulle, 10 stesso 
deve accadere per ogni suo corrispondente (A,), quindi, posto d s e  = 2 Td t2, 
d ~ , ~  = 2 T,d tie, la ricerca dei sistemi corrispondenti ad (A) equivale in que- 
sto caso alla determinazione di tutte le varietà ds , ,  che hanno le medesime 
geodetiche di ds. (Per ?z = 2, il problema, come è ben noto, é stato riso- 
lut0 da1 prof. DINI.) 

3." Teorema d i  R. LIOUVILLE (**). Due sistemi (A) ed (A,) privi di 
forze, i quali definiscano le medesime geodetiche, ammettono entrambi n in- 
tegrali quadratici, che possono perb coincidere ed anche ridursi al solo in- 
tegrale delle forze vive. 

4." La trasformazinne, che permette di ricondurre un sistema (A,) al 

suo corrispondente (A), B del tipo di, = 
d t  quando non agi- 

~ ( X I ,  x2, ..., xn) 
dtz  n 

scono forze, e più generelmente del tipo d t." - 1 1 - &, e ,  x', xf./ (la p 
PZ 1 

e le c,, essendo funzioni delle x). in tutti gli altri casi. Apparisce da cib come 
in generale la condizione di ammettere le medesime traiettorie sia per due 
sistemi di equazioni dinaniiche alquanto meno restrittiva che non la  loro tra- 
sformabilità secondo il sig. APPELL (veggasi la seconda delle equazioni (C)); 
le due condizioni si equivalgono, solo quando mancano le forze. 

Malgrado queste notevoli proposizioni, il problema generale della deter- 
minazione di tutti i corrispondenti ad un dato (A), non venne ancora trat- 

(*) Io ho esposto questi risultati ne1 modo, che mi parve più semplice, perb il loro 
ordine, come avremo occasione di constatare pih innanzi, non rispecchia l a  successionc 
iiaturale, secondo cui s i  presentano. 

(**) Sur  les équations cle la dpznmique. Acta Math., tom. 19, 1895; è notevole l'e- 
stensione ivi indicata di alcuni risultati ad  una classe di equazioni più generali delle di- 
namiche. 
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tato: II sig. LIOUVILLE ne ha stabilite le equazioni differenziali (di cui si vale 
per stabilire in modo diverso da  quel10 del sig. P A I N L ~ V ~  le proprietà accen- 
nate), senza tuttavia proporsene la effettiva integrazione, cib, che per verità, 
prendendo direttamente le sue formule, non sarebbe punto agevole. 

Lo studio di tale questione costituisce all'incontro l'oggetto principale 
delle mie ricerche. 

Io prendo le mosse ab initio dalla definizione di sistemi corrispondenti 
e mostro in primo luogo come l'integraxione di un sistema equivale a meno 
d i  quadrature a quella d'ogni suo corrispondente; discuto quindi le relazioni 
che debbono passare tra le variabili t e t ,  e ritrovo per via diretta le forme 

d t  
già note: d t ,  = quando non agiscono forze e più general- 

E / . ( x ~ ,  $ 3 ,  ..., Xn) 
- ~,,cv,zr,s',l negli altri ossi (seoondo e quarto dei ri- 

1 / 

siiltati sopra riferiti). H; doruto limitarmi nella presente Mernoria a consi- 
derare il caso, in cui non agiscono forze, cioè, con linguaggio geometrico, il 
problema della conservazione delle geodetiche. 

Si pub attribuire ad esso il seguente aspetto generale: 
Data una vulieth y ,  il cui elemento lineare sia d s = d t \j2, determi- 

nare tutte le varietà rappresentabili (almeno in una certa regione) univo- 
camente su y ,  in modo che ad ogni geodetica di corrisponda una geode- 
tica di y. 

h rnanifesto infatti che, se si rispardano equivalcnti le varietà appli- 
cabili (e si suppone quindi sostituibile ciascuna categoria di varietà appli- 
cabili con un solo individuo), la  determinazione delle @ si riduce a quella di 
tutte le varietà, che hanno le stesse geodetiche di (p, cioè effettivamente alla 

n 

determinazione di tutti i ds, '= ~ , , a , , d z , d ~ , ,  che rendono, supposte nulle 
1 

le forze, il sistema (A,) corrispondente al sistema (A). 
Questo problema trovasi qui risoluto completamente (*). 
Fissate ne1 $ 4 le equazioni, che legano le a,, alle a,,, mi oacupo ne1 

6 di trasformarle, introducendo le derivate covarianti del prof. RICCI, che 
sono prezioso quanto elegante stromento in tutte le ricerche, che hanno ca- 

(") Conviene aggiungere ne1 campo reale ,  poicliè non solo noi ci riferiremo sempre 
(come é naturale, trattandosi di equazioni dinamiche) a forme ds2 ,  ds l s  essenzialrnente po- 
sitive, ma non sarebbe nemmeno possibile col nostro procedimento prescindere dall'ipo- 
tesi (cfr. 5 7) che una almeno di esse conservi sempre il  medesimo segno. 
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rattere invariantivo: Dalle equazioni differenziali, in ta1 guisa trasformate , 
deduco immediatamente l'esistenza di un integrale primo quadratico (primo 
dei risultati sopra riferiti). 

Estesi quindi (5s 7 ed 8) (colla scorta di una Nota recente (*) del10 
stesso prof. RICOI) al  cas0 di n. variabili taluni procedimenti di calcolo, im- 
maginati da1 medesimo autore nelle sue ricerche sulla teoria delle super- 
ficie (**), me ne valgo ($ 9) per attribuire alle mie equazioni un aspetto molto 
più semplice e sotto cui l'interpretazione geometrica si  presenta spontaaea. 
11 successo del metodo da  me adottato si deve a questa interpretazione; essa 
rivela infatti l'esistenza nelle coppie di varietà corrispondenti (chiamando per 
brevità varietà corrispondenti quelle, le cui geodetiche coincidono) di speciali 
famiglie di superfici, che, assunte a sistema coordinato, attribuiscono forme 
particolari ai quadrati degli elementi lineari. Cib permette la riduzione di 
una coppia qualsivoglia di sistemi corrispondenti a rn tipi perfettamente de- 
terminati t,), t,) , . . . , t,), ciascun tipo essendo ~aratterizza~to dalla trasforma- 
bilità dei d s  e ds,  a certe fornie canoniche, rese esplicite a €j 12. 

Di più, dato ad arbitrio un sistema (A) privo di forze, O cib, che è 10 
stesso, un d s  e fissato un tipo t,), si possono formare, se esistono tiitti i ds,  
corrispondenti (cioè spettanti a sistemi corrispondenti di quel tipo): L a  loro 
espressione generale dipende da due costanti arbitrarie per t,), t,) , . . . , t,-,), 
da una costante sola pel tipo t,). 

Due sjstemi corrispondenti di tipo t,) ammettono ciascuno n - m + 1 
integrali primi puadmtici distinti, con che riesce completato in un punto im- 
portante il teorema 'di LIOUVILLE. 

Pongo ormai termine a questa introduzione, esprimendo la speranza di 
poter presentare in un prossimo articolo alcuni risultati relativi ai sistemi 
sollecitati da forze. 

(*) Sulla teoria &gli il~erspazü. Rendiconti dei Lincei, 1895. 
(**) Si veggano gli Atti dell'Ist. Veneto, 1893, 1894 e 1895. 
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8 1. Sistemi corrispondenti, 
Loro eyuivalenza a meno di quadrature. 

Sieno : 
-87' 

le equazioni differenziali spettanti a due problemi dinamici collo stesso grado 
di libertà, ma in generale distinti, s'i per la natura del sistema in movimento, 
che per le forze. Se ,  ogni qualvolta si attribuiscono alle coordinate e alle 
velocità gli stessi valori iniziali, i due movimenti hanno ne110 spazio rappre- 
sentativo (z,, x,, .. . , x,) la stessa traiettoria (potendo perb differire per il 
modo, con cui, al variare del tempo, tale comune traiettoria viene percorsa), 
i sistemi (A) ed (A,), secondo una denominazione proposta da1 sig. P A I N L ~ ~ I ~ ,  
si dicono corr.ispolzdenti. 

Giova mostrare prima di tutto che: L'integvaxione delle equazioni dif- 
ferenziali d i  due problemi, corrispondenti, presenta, a meno di quudratwe, 
lu stesqu clificoltà. Infatti, integrato uno dei due sistemi, poniamo il primo, 
si hanno, eliminando il tempo, n - 1 relazioni tra le coordinate e le costanti 
arbitrarie, le quali, per ipotesi, debbono essere altresi integrali del secondo 
sistema. Da esse si potranno ricavare x,, x ,,.. , x, in funzione di x, ,  e, de- 

- - - - 
rivando rapport0 a t , ,  x',, x f  ,,..., x', in funzione di x ,  e di x' , :  Si imma- 
gini ora di risolvere il sistema (A,) rispetto ad 2", e di sostituire ne1 se- 

- - - 
condo membro per x,, x ,,..., x,; x',, x',, ..., x', le loro espressioni, otter- 
remo, corne è agevole riconoscere una equazione della forma: 

- 
d t i  = Pz': + Q ,  

P e &'essendo funzioni della sola x , ;  ed è manifesto che basterà integrare 
tale equazione, per determinare completamente il moto del sistema ( A , ) .  Con- 

- 
sideriamo x, corne variabile indipendente, y = x f i z  corne funzione incognita; - 

- d ~ i  -,, dx'i . - - dx'i 1 d y  avendosi x', = - , x , = - , risulterà 2'1, = x f i  -- = - - 
d ti d t i  e per con- 

dxi 2 d z c  
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1 d y  seguenza - - = P y  + &: Tale equazione, lineare in y, si integra per qua- 
2 clxi 

d z i  dxi drature, el nota y, si ha con una nuova quadratura da dt ,  = = y ,  la 
x i  V Y  

richiesta relazione fra x, e t , .  
La proposizione enunciata si potrebbe del resto ovviamente dedurre dalla. 

nota teoria dell'ultimo moltiplicatore (*). 

8 2. Modo di passare dall'uno all'altro di due sistemi corrispondenti 

II precedente teorema mette in evidenza l'interesse, che si riattacca alla. 
considerazione dei sistemi corrispondenti, poichè un problema dinamico potrà 
riguardarsi risoluto, le quante volte si giunga a stabilire che esso è il cor- 
rispondente di un caso noto. Sorge quindi spontanea la questione di deter- 
minare per un sistema (A) tutti i corrispondenti. 

Affine di poter anche soltanto abbordare una questione siffatta, occorre 
manifestamerite conoscere quali condizioni leghino t ra  loro le forze e i coef- 
ficienti della forza viva di due sistemi corrispondenti: Noi dovremo pertanto 
in primo luogo avviarci a stabilire codeste condizioni. 

Sia: 
X, = y ,  ( t ,  27, xi,. ... x:~; xr;, xr;, ..., XI:) 

.... ... X I  = y ,  (t , xi, xi,. x i ;  xf& xl:, XI:) 
. . . . . . . . . . . . . . .  1 (11 
. . . . . . . . . . . . . . .  
X, = y& x;, x; ,..., x i ;  x'& XI: )..., x ' i ) ,  

il sistema integrale delle (A), dove si suppone, corne è sempre possibile, che 
le 2% costanti di integrazione sieno i valori delle coordinate e della velocità 
per un generico valore del tempo to. 

Il sistema integrale delle (A4) sarà: . 
. 

.... ... x, = +, (t,, x:, xi,. xi;  xl;, x':, x'r,) 
..... .... XZ = +, ( t , ,  x;, x:, x;; x';, xr; x':) 

(") JACOBI, Vorlesungen über Dynamik, Lez. 18. 
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nelle quali pure x;, xp, ..., x:; x';, x';, ..., x'n rappresentano i valori delle 
coordinate e delle velocith relativi ad un generico valrire t: di t , .  Se si ini- 
magina che tali valori iniziali, pur restando affatto arbitrarii, coincidano con 
quelli, che compaiono nelle (l), si esprimerà immediatamente la condizione 
di corrispondenza pei sistemi (A) ed (A,), dicendo che l'elirninazione di t 
dalle (l), e di &'dalle (2) deve portare alle stesse re2azioni fra le coordinate. 

Cib equivale ad esigere che, sostituendo nelle (2), t, in funzione di t ,  
per mezzo, poniamo, della relazione: 

?i( t ,  x; ,..., z:; x'!,.. ., x'X) = #i (ti, x!, .. ., xi; xr;,. .., xi,",), (3) 

le (2) stesse si riducano idefiticamente alle (1). I n  ta1 caso avviene altresl 
che le equazioni: 

dpn ' x',, = - 
d t '  , 

derivate delle (1) rapporto a t e le: 

- d $1 xri = - 
dt' l 

derivate delle (2) rapporto a t , ,  si riconducono le une alle altre, inediaiite 
la (3) e la conseguente relazione differenziale: 

Valendo codesta proprieth per ogni sistema di valori delle costanti arbitrsrie 
x;, X; ,..., xlL; x':, x'; ,..., x'n, & manifesto che, se nelle (3) e (4), a mezzo 
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delle (l), (l'), si sostituiscono le xl, xi ,..,, $0,; x' l ,  x':,. .., x'i colle x,, x,, .. . , 
Zn; xJi, x',, . .., XI,, e poi tali espressioni di t ,  e d t ,  si portano nelle (2) (Y), 
il risultato deve sostanzialmente esser sempre quello di ricondurre le (2) (2') . 
alle (1) (1'). In conseguenza, esprimendo le (3), (4), dopo eseguita l'accen- 
sata sostituzione, nella forma : 

possiamo concludere che, per la corrispondenza tra (A) e (A,) è necessario 
e basta che un cambiamento di variabile indipendente del tipo ( 3 9 ,  (4') ri- 
conduca il sistema integrale delle (A,) a quello delle (A): Messa sotto questo 
aspetto, la condizione di corrispondenza si traduce assai facilmente in rela- 
zione fra gli stessi sistemi differenziali (A), (A,); poichè, se esiste un cain- 
biamento di variabile indipendente, che ne fa coincidere i sisterni integrdi, 
il cambiamento stesso deve evidentemente trasforrnarli l'uno nell'altro. 

La variabile t ,  non entrando esplicitamente nelle (A,), deduciamo il se- 
guente risultato fondamentale : 

Condizione necessaria e suficiente afinchè due sisterni (A) ed (A,) d i  
equaxiorri dinamiche ahmet tano  le medesime traiettorie, si è che i2 sistema (A,) 
possa identicamente trasformarsi  i n  (A), mediante u n  cambiamento d i  varia- 
bile indipendente de2 tipo: 

d t d t ,  = 
f ( t ,  xi, xs,..., X n ;  x'i, x 1 z , . . * ,  

$ 3. Caratteri della funzione f i  

N e i  r iguardi  della funxione f è bene notare che cssa, in un certo in- 
torno d i  x', = O ,  xte = O,. . . , xrn = O ,  almeno per qunlche valore delle coor- 
dinate e del tempo, è regolare (*) e diversa da zero. 

(*) Noi supponiaruo implicitamente in questo paragrafo e nei due successivi che i 
coefficienti arS e zys, nelle espressioni di T e di T,, sieno funzioni analitiche delle si. Non 
s a r à  per  al t ro difficile riconoscere che i risultati  finali dei paragrafi 4 e 5 sono indipen- 
denti da questa ipotesi restritt iva, quantunque 10 stabilirli con rigore riuscirebbe inutil- 
mente penoso. 
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Per stabilire questa proprietà, giova dapprima risolvere i sistemi (A) 
ed (A,), rispetto alle derivate seconde, cib, che, se si pone: 

u = x  f a , , a  ,,... a,,, u = i , - t a , , u  ,,... a,, 
a loga Jij) = - 
8 xij 

conduce, corne è noto, alle equazioni: 
n 

x t f j  = X j  - zrS ajrS x', x', 
1 

(A') 

( j=1,  2 ,  ..., n)  
- 98 - - 
xllj = sj - XCS dCS x', xtS. 

1 
(A' 1) 

Immaginando di sostituire col solito metodo alle (A') il sistema di equa- 
zioni di prirn' ordine : 

' O  apparisce che i valori x', = xfl ,  x', = x ,,.. . , r', = XI:,, presi comunque, 
purchè finiti, almeno in un certo canipo C delle variabjli xi e t (in cui siip- 
porremo preai i valori iniziali xt, xl,. .. , x:,, tO),  non sono singolari pei se- 
condi membri. Si pub quindi asserire (*) che le funzioni integrali g, sono re- 
golari in C per ogni sistema di valori delle x':, z':, . . ., x': e in particolare 
pel valor zero di queste quaritità. 

Analogri, proprietà compete naturalmente alle funzioni +, nonchè alle 
derivate delle g, e delle #. Se si prende ora ad esaminare il sistema (1) (1') 

(9 NICCOLETTI, Sugli inteyrali delle equnzioni diferenzinli orclirznvie, comz'tke~.nti cojne 
fuizzioni &i loro valori iniziali. Rend. dei Lincei, 1895. 

Annali di Malemataka, tom0 X X I V .  35 
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e 10 si immagina risoluto rispetto ai valori iniziali, questi ci si presentano, 
ne1 campo C sopra detto corne funzioni analitiche delle x', regolari per tutti 
i valori finiti delle x' stesse: Sostituendo cosi i valori iniziali, la relazione (3) 
<pl = Si  definisce t corne una funzione r1 di t,, x ,,..., x,, x ' , ,  ... , x',, la 

d P  quale si mantiene certamente regolare, dovunquc non sia -- = O. Conside- 
d t 

rando infine la (4), se vi si sostituisce t per mezzo di 7, e i valori iniziali 
d - I  d#i mediante le loro espressioni desunte dalle (1 )  (1') - diviene x', e - una ' d t  d t i  

certa funzione X, ( t , ,  xi,.. ., x,; x',, ..., x',), la quale ne1 campo C è rego- 
lare per valori finiti delle x', escluso al più il valore x', = O (*). 

Ne vienc che il rapporto X I  (t1, XI ,,.. , ah; x', a . .  , x'n) , considerato come 
2 ' 1  

funzione dei suoi argomenti, pub avere ne1 campo C e per valori finiti 
delle x', il solo punto singolare x', = 0. 

Le osservazioiii precedenti permettono di togliere quest,a restrizione e 
di stabjlire che il detto rapporto è, anche ne1 punto x', = O, regolare e non 
identicamente ~iullo. 

Infatti si noti che, assumendo a punto di partenza un'altra (**) rela- 
zione del tipo rpi = $i  ( i )  l), per es. la T, = $, e operando, come si è fatto 

d+s - 
dt, sulla y, = S i ,  si trova che il rapporto- sostituitivi r, (***) per t e i va- 
d cpn - 
d t  

lori iniziali mediante le loro espressioni ricavate dalle (1) (Ir) ,  si riduce a :  
x.2 ( 1 1 ,  xi ,. .., 3%; x',,.. . , x'n) -, che è u n 3  funzione intera rispetto alla varia- 

XI* 

(*) Tale  eccezione proviene dalla circostanza che l a  funzione t di 4 ,  a:, si,. . . , rrlq ; 

d% - x ' ! ,  ,XI:, . . ,, 3': definita dalla (3) y ,  = ,+, non pub asserirsi regolore, quando - - O e 
d t 

quindi, fatte le  debite sostituzioni, i l  medesirno duhbio s i  presenta per  l a  funzione T,, 

quand0 x ' ~  = 0. 
(**) Siccome le  relazioni cpi = 4; sono in numero di n. e n )  l ' (poicliè,  p e r  n = 1 ,  

tut t i  i sistemi s i  possono r iguardare come corrispondenti), cosi e sempre lecito conside- 
ra re ,  oltre alla relazione cp, = +, , almeno l a  y, = +,. 

(*"") L a  funzione T, s i  comporta di fronte alla relazione y, = +, come C~ di front? 
alla y, = +, e s a r i  dunque l'espressione di t ,  desunta dalla y,  = +, , quando si sieno eli- 
minati i valori iniziali a mezzo delle (1) (1'). 
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bile x', . D' altra parte le relazioni 9, = +, , y ,  = +, definiscono, in virtù della 
proprietà caratterjstica dei sistemi corrispondenti, la medesima funzione t, 

di t ,  talchè i due rayporti e 2 , i quali esprimono, per mezzo delle 
Z , xt* 

stesst? quantith, la derivata di t, rapporto a t, debbono coincidere e, siccome 
il secondo 6,  almeno in un certo campo, funzione intera di z', , lo sarà del 

pari 41 corne avevarno asserito. Si rieonosce che esso non si annulla iden- 
x i  

ticamente per x', = 0 ,  x' ,  = 0 , .  . , x', = 0 colla semplice considerazione se- 
d  +i guente. La  funzione --3 per t ,  = t t ,  si riduce per ipotesi a 2':; tale sarà 
d t l  

adunque anche i l  valore di x , ,  quando si faccia t, = ty, x, = x i ,  x, - x; ,... , 
O .T, = x,,; x', = XI:, d, = xr;,. . ., XI, =-= XI:: Siccome questa circostanza si 

presenta cornunque si immaginiiio scelti i valori iniziali delle coordinate e 
delle velocità (purchè soltanto le x0 sieno in C e le z'O finite e diverse 
da zero), cosi la funzione X,  deve per 1 t, = t: ridursi identicamente (quindi 

anche se tutte le 2' sono nulle) all'unità. Cib esclude manifestamente che $ 
5 1 

sia sompre zero per x', = O, x', = O,. . ., xtn = O. Assodato questo punto, 
facilmente si conclude che la funzione f della (4') è, nell'intorno di x ' ,  = 0, 
x', = O ,  ... , x', = O ,  almeno per qualc,he valore delle coordinate- e del tempo, 
regolare e diversa da zero. E per verità tale funzione f non differisce dalla 
x.1 se non perchè (oltre allv x e alle x'), nell'una compare corne variabile t ,  
x i  
nell'altra t,: Ove quindi t, si possa (anche per valori tutti nulli delle velo- 
cità) esprimere in funzione regolare delle x ,  x' e t ,  le proprietà già dimo- 

strate per la (1 si riportano senz'altro alla f. 
2'1 

Ora dalla relazione y ,  = +,, t, risulta funzione regolare di t ,  peï tutti 
quei valori di t e delle x:, . . . , xn; x':, . . ., di, che appartengono a C, e per 

d v  - - d b  
cui resta finito il rapporto cioè non nul10 1' sltro rapporto d- : Sosti- 

d h  dsi  - - 
d t i  d t 

tuendo al solito per i valori iniziali le loro espressioni, ricavate dalle (1) (l'j, 
potremo anche dire che t, è funzione regolare di t e delle x, ,  ..., r,; 
x t i ,  ..., x', per tutti i valori di queste quantità, che appartengono a C e non 

Xi annullano : Ma tale rapporto non è sempre zero per z', = x', =. . = x', - 0, 
x i  
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dunque t, si pub esprimere, almeno in qualche porzione di C, come funzione 
delle ;cl x' e t ,  regolare nell'intorno di x', = 0 ,  x', = 0 , .  . . , x', = 0. 

Il teorema è cos1 dimostrato. 

5 4. Diniostrazione che in due sistemi corrispondenti le forze devono 
esse re  contemporaneamente nulle. Forma della relazione f ra  t e t , ,  
quando non agiscono forze. Equazioni, che legano in questo caso ,  
l e  a,, alle a,, . 

Si è visto al § 2 che, sostituendo ne1 sisterna (A,), " al posto 
f ( l  ; x ; x') 

di  d t , ,  si deve ritiovare il sistema (A): Lo  stesso pub evidentemente affer- 
rnarsi relaiivamente ai due sisteini (A',) e (A'), e sarà appunto, nell'espri- 
rnere questa circostanza, che ci verrà fatta di precisare la forma della fun- 
zione f e di stabilirc le relazioni fondarnentali tra le a,, e le a,,. 

Scrivendo le equazioni (A',) sotto la forma: 

= yJ - '' . d x r  dxs  d o x j d t i  -- d z t i c l x j  - 
A r s  - - 3 d t i 3  1 dti d t i  

d t d t e, notando che da d t, = - segue - d2 t ,  = i;- d f ,  se ne trae agevolmente 
t 

(qualora si indichino al solito mediante apici le derivazivni rispetto a t ) :  

le qunli potranno coincidere colle (A') allora e solo allora che le n relazioni: 

sieno soddisfatte identicarnente, cioè per ogni sistema di valori delle Z n  + 1 
quantità t :  x , ,  ..., x,, d l , .  . . , XI,. 

Supposto (5 3) di sostituire ad f il suo sviluppo in serie di potenze di 
t - t,, el detto f, il primo termine di questo sviluppo (che, come sappiamo, 
nemmeno per valori tutti nulli delle velocità è identicarnente nullo) le ( 5 )  
dovranno in particolare rimanere identità, quando vi si faccia t = t,, cioè 
f = 6 .  Esse esprimono allora le condizioni necessarie e sufficienti affinc,hè 
si possa passare da1 sistema (A,) al  suo corrispondente (A), mediante la tra- 
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sformaaione d t ,  = - 9 di guisa che si vede che,  ogniqualvolta esiste una 
f~ 

d t trasformazione d t ,  = -- dove f, non contiene il tempo esplicitamente. Bastn 
f 0 

per conseguenza riferirsi a quest' ultiino caso. Senza trascrivere le (5) col 
porre f = f,, come equazione di condizione per la corrispondenza fra (A) e 
(Ai) terremo sempre le (5); solo f sarà a vitenersi indipelzdenti! da  t .  

Ne1 paragrafo precedente abkiiamo mostrato corne f sia sviluppabile in 
serie di potenze delle velocità nell'intorno di xfi  = O ,  x', = O,.. ., zr, = O e 
come il primo termine di questo sviluppo, che chiameremo p ,  non sia iden-  
ticamente nnllo. Potremo porre pertanto : 

(love le c sono funzioni delle x e si designa pes brevità con k un insieme 
di termini, almeno d'ordine Ic (nelle velocità). 

Avremo per conseguenza : 

Derivando rispetto a t l'espressione di f e inlmaginando di sostituirvi le de- 
rivate seconde, mediante i loro valori (A'), si ottiene: 

la quale, moltiplicata per la preeedente f-i = ,u-* 11 - 2, c, xr, + C 1, ci dà: 
1 

d l og f  Portando nelle (5), per f -e e - 
d t 

le loro espressioni offerte dalle (6), (7 ) ,  

i termini indipendenti dalle velocità si ridurranno in ciasciina di esse a: 
Xj - 3p-8, talchè, per il carattere identico delle (5) stesse, dovrà essere : 

E j = $ X j  ( j=l?  2 , . . . ,  n),  (8) 

da cui apparisce, per essere p diverso da  zero, che le X j  e le 3 possono 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



270 L e v i -  C i v i  t a :  SuEle trasformazioni 

finnullarsi solo contemporaneamente; 10 stesso pub dirsi quindi delle forze 
I I  18 

X .  1 - - Y'J v..a,Xj,  = +ag Bj, relative a una coppia di sistemi corrispondenti. 
1 

Assodato questo punto, cominciamo da1 supporre che tutte le forze sieno 
eguali a zero. 

L e  (5 )  danno in questo caso: 

con che la (5') pub essere scritta: 

Vediamo subito che si deve avere separatamente: 
+t W p x ~ , + r  - 

X> 2. - ~ r s  cdps - a3,, x . xt8 = 0, 1 ' 1 '  (5 If) a x r  1 

è ~ ' ~ 2  =O, cioè '2 =O. 
Da1 confronto delle (5') colle (5") apparisce che le seconde si deducono 

dalle prime col10 scambio di f in p ; esse mostrano quindi come dall'esistenza 

di una trasformazione d t ,  = 2 atta a far coinoidere il sistema (A,) col si- 
f 

d t  stema (A) segue necessariamente l'esistenza di una trasformazione d t ,  =- 
r. 

dotata della medesima proprietà. Ne viene che le condizioni (5"), le quali a 
priori ci si presentano soltanto come necessarie (poichè, appena insieme alle 
9 = 0, equivalgono alle (5')) sono effettivamente, nell'ipotesi ammessa che 
manchino le forze, necessarie e suficienti per la corrispondenza fra i due 
sistemi (A) ed (A,) .  

Le identità (5") equivalgono alle relazioni seguenti: 

u j r s  = (per j r , s )  

le pa l i ,  tenuto conto delle 
i 

espressioni effettive spettanti aile aj,, , aj,,, sono 
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p~ecisanzerzte le epuaxioni diffevenxiabi,  ch^ legano i coefJicienti della fowa 
vivu d i  due sistemi corvispondenti, quando non agiscono fowe: Si passa in 

d t 
qziesto casa da1 E'uno al17altro d i  essi mediante l a  tras  formaxione d t ,  = - 9 la  

P 
funzione p essemlo qîiella stessa, che cowpare nelle (8 ) .  

5 5. Sistemi cor r i spondent i ,  in cui  non t u t t e  le forze sono nulle. 

Riprendiamo le equazioni ( 5 ) ,  il cui identico sussistere porge ne1 caso 
generale l a  condizione di corrispondenza fra i due sistemi (A) ed (A,): Po- 

d f nendo in esse per f-e e - i loro valori (6) e (7) ed esprimeiido che si an- 
d t  

nullano i termini indipendenti dalle velocità, ne abbiamo già ricavato le (8): 
Ora ci gioverà, tenuto conto delle (a), esprimere clie si debbono annullare i 
terrnini lineari nelle velocità. Solo quaiido, a mezzo di queste equazioni, 
avremo un po' semplificate le (6) e (7), riescirà ~ a n t a g g i o s a  la effettiva so- 

d f stituzione dei valori di f - 2  e - per dedurre le relazioni definitive. 
d t 

1 terrnini linenri di une generica (5) sono : 2 Zj  ii-2 5$. c, Zrr + x> i, cr Xr, 
1 1 

e, s e  usando corne s 'è .  detto delle (S), si esprimerà che sono identicameiite 
nulli, avremo : 

n. 11 

2 X ~ & ~ , x ' . + x ~ ~ ~ c , X ~ - O ,  ( j =  1, 2 ,  ..., n ) ,  

Siccome non tutte le forze sono nulle, una almeno delle Xj,  poniamo X i  
dovrà essere differente da zero; ma allora d a  Xic, = O ( i  Y), segue che 
tutte le c,, ad  eccezibne forse di ci ,  si annullano; dopo cib le equazioni del 
secondo gruppo si riducono unicamente a ciXi=O,  donde c i = O  e quindi 
effettivamente le singole r, sono nulle. Tenendo conto di questa semplifica- 
zione, la (6) e l a  (7) divengono: 
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le (51, portandovi ormai questi valori di f-' e - 3  e intendendo sostituite le 
d t 

s j  ,011 $Xj, si scindono nelle: 

e quest'ultirne (si constata agevolmente), equivalgono alla lor volta a :  

2 ~ 0 ,  3 G 0 ,  

di guisa che le condizioni necessarie e sufficienti per la corrispondenza fra 
i sistemi (A) ed (A,) si trovano ora espresse dalle (9), Z 5 0 ,  3 = 0. 

Vogliamo proporci di attribuire ad esse una forma più utile. Cominciamo 
peï cib dall'osservare che le (6'), (7'), in causa delle 2 = 0 ,  3 = 0,  di- 
vengono : 

e che la funzione f delle 2 n variabili r , ,  x ,,..., xn, x',, X ,  . , x defi- 
nita dalla (IO), non soddisfa (come si vedïebbe derivando e rimpiazzando le 
derivate seconde coi loro valori (A!)) identicamente alla ( I l ) ,  per modo che, 
esprirnendo appunto che la (11) i: conseguenza della (IO), si troverebbero 
alcune relazioni tra le funzioni c,.,, Xs e p. 

D'altra parte, szcpposte queste relaxioni,  le ( Q I )  esprimono precisamente 
1 

the, per la funzione f definita dalla (101, il cambiamento di variabile d t - dt  

'-7 
riconduce il sistema (A,) al sistema (A). Dunque: l 'insieme delle r e l a x i o ~ ~ i  
r isul tant i  dal  confronta delle (IO), (11) e l'identico sussistere delle (9) sono 
condizioni non solo necessavie, ma altvesi suficienti  per ln corrispondenxa 
f i a  i sisterni (A)  ed (A , ) :  Di pi& s i  passa da (A,)  ad (A) ?nediante il cam- 

biamento d i  rariubile: d t,2 = 

Io non posso ora intrattenermi a stabilire la forma effettiva delle accen- 
nate condizioni, volendo dedicare il presente lavoro al10 studio dei' sistemi 
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corrispondenti privi di forze: Ho voluto perb dedurre questo primo r isd-  
tato, perchè, se, corne ebbi ad esprimere il desiderio, mi sarà dato di ter- 
nare sull'argomento, potrb addirittura prendere le mosse dalle equazioni 
w, (W1 (11)- 

§ 6 .  Forma invariantiva delle equazioni (8). 
Integrale quadratico. 

Considereremo d'ora innnnzi esclusivamente il caso, in cui nori agiscono 
forze. 

Una prima conseguenza utile a ricavarsi dalle equazioni (8) è l'espres- 
sione della funzione p ,  per mezzo dei discriminanti n e a relativi alle forze 
vive dei due sistemi. 

Ricordando le posizioni del €j 3 ,  si ha: 

quindi, somrnando rispettn ad r :  

e, siccome il secondo e il terzo termine si elidono, cos: resterà: 

11 1 aloga 
in modo analogo: ~,(II;, = - - 9 e per conseguenxa: 

1 2 as, 

Ora il primo membro, tenendo conto dei due ultimi gruppi delle equa- 

zioni '(€9, si riduce R - " + ' - per oui si ottiene: 
2 a%, 

n + l  alogp. 1 3  
- = - -  log(:) (s=I, s ,..., n), 

2 a . ~ ,  ~ Û X ~  

e da queste: 
1 

dove C designa una costante arbitraria. 
Anuali di Matematica, tom0 XXIV. 
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I l  valore (12) di p ,  quantunque notevole per la sua semplicità, non pre- 
senta da1 nostro punto di vista un particolare interesse, poichè noi intendiamo 
di riprendere le (€9, corne stanno, senza sostituirvi per p il suo valore; la (12) 
vi si trova del reeto implicitamente compresa. 

Prima di passare alla effettiva trasformazione delle equazioni (B), sarà 
opportuno che io ricordi come, data una forma differenziale quadratica fon- 

n 

domentale (p = xr,ar,d x,d z, e un sistema qualsiasi 
1 

(che si dice d'ordine m)  di nm funzioni (distinte O no) dalle variabili 
x , ,  x,,. .., x,, il sistema d'ordine m + 1: 

renne ohiamato $al prof. Rrcoi (*) derivato cocariante del primo, secondo la 
forma fondamenta2e y: L'operazione, per cui da  un sistema d'ordine m A,,,,..,, 
si passa al sistema A rIrI...,,,, +, d'ordine na $- 1, definito da (il), dicesi deriva- 
xione covariante secondo y (rispetto alla generica variabile x,,,,,,); essa possiede 
le caru t teristiclae esteriori della. derivaxione ordinaria (in quanto ciascuna 
funzione d i  qualunque sistelna dà luogo a n derivute) e, come ha mostrato i l  
prof. RICCI anche t d t e  le proprietà algoritmiche, tranne la  permutabilitil 
degli indici, cioè delle deriuazioni. . 

Segue in particolare dalle (il) che, se il sistema si riduce ad un'unica 
funzione p ,  le sue derivate covarianti p, coincidono colle derivate ordinarie - 
-. o r  , di più, derivando covariantemente il sistema p,, non si trovano in ge- 
a s,. 
nerale le derivate seconde ordinarie della funzione p ,  ma valgono perb le 
relazioni p,, = p,, . 

Si ha, per le derivate covarianti a,,t (da non confondersi colle ar,,t) di 
un sistema doppio a,,: 

(*) Veggasi in particolare il suo. Résumé de quelques tmvaux sur les systèmes varia- 
bles de fonctions associés à une forme difiërmtielle yuad~atipue. Bulletin des Sciences Ma- 
thdmatiques, 1892. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



delle equaziuni dinamiche. 275 

le quali, applicate al caso speciale dei coefficienti di y, permetterebbero dopo 
facile calcolo di concludere che le loro derivate covarianti sono identica- 
mente nulle. 

Questo breve richinmo ci pone in grado di adoperare con maggior di- 
sinvoltura talune denominazioni e taluni procedimenti, che non sono forse 
finora, corne sarebbe desiderabile, divenuti abbastanza d'uso comune. 

Intenderemo assunta conie forma fondamentale g, la 

e designeremo talvolta ancora con g, una qualunque varietà, di cui 

rappresenti il quadrato dell'elemento lineare. 
Ritenuto cib, notiamo che dalle posizioni del 3 si ricava sema difficoltà: 

e quindi : . . 

Se in queste identitb si sostituiscono per ajrt e i loro valori offerti dalle (B), 
si trae (*) : 

ossia, in virtù delle (il') e di osservazioni fatte testè: 

(3.) Nell'esegiiire l a  sostituzione, conviene coiisiderare separatamente i vari casi: 
i. ed s entrambi diversi da t ;  i. = t, ma s $ t ,  O viceversa; r = s = t .  Il risultato si pub 
pero sempre rappresentare mediante la formula sopra riportata, 
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Queste equazioni di forma invariantiva eyuivalgono completamente alle (8), 
yerchè seguono d a  esse, sono in egual numero e certamente indipendenti, in 
quanto porgono tutte le d e r i d e  prime delle a,, defiriite per mezzo delle cc,,$ 

stesse, della funzione ausiliaria p e ,  si intende, dei coefficienti della forma 
fondamentale. Del resto dalle (13) si pu6 immediatamente risalire alle (8). 

Le (13), rnoltiplicate per p ,  ricordando quanto si è detto circa i calcoli 
con derivate covarianti, possono essere scritte: 

ovvero, col porre p%a>.s = Ars : 

eseguendo sugli indici r , s, t le due. perrnutszioni circolari (' r ) ,  (' ') e 
r s t  r s t  

somrnando le equazioni relative, si ottiene : 

Arst + Astr + Atrs = 0 7 (14) 

le quali ci dicono che il sistema Ars t ,  derivato covariante di Ars secondo y, 
è emisimnzet~ico, e quindi (*) che: 

è un integrale primo per il sistema (A). 
Di qua il teorema (**) : 
Se 21?2 sistema (A)  privo d i  fome ammette un cowisponde?zte (A,) ,  la 

1 " - - 11 

' C U Ê  fwxa  viva sia : T, = - b;,, a,, x', , 1' eyuaxione Zr,  A,, x', x', = cost. , 
2 1 1 

ci02 per la (12)  : 
2 - 

porye un integrale p ~ k o  per il sistema (A). 

È manifesto che, assumendo a forma fondamentale d si" &,ar, d x ,  d x., 
1 

( 3 )  Cfr. la iuia Nota: Sugli in tqral i  cilgt.brici dd l s  eyunaioni dinnmiclze. 
(**) PAINL~VE, Mem. cit., pag. 43. 
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si troverebbe in modo analogo l'integrale primo: 

Hf1 9, - - 

( )  xrs a,, xt, XI. = cost., 
1 

per il sistenia (A,). 
Possiamo aggiungere col sjg. PA~NLÉV~ che, se (Al) non è 2uz corrispon- 

dente ordinario d i  (A), se cioè le a,., non haiiiio la forma a,, = Ca,,, (con C 

n+' ,, 
costante), 1' integrale r 1 

( )  ~,.a,..x ,x . = cost., B certamente distinto dal- 
. . 

1 L  

1' integrale delle forze vive &.,a,., x', x', = cost. Basta osservare percib che, 
1 

qualora questi due integrali coincidessero, dovrebbe essere a,, = 

2 11 

(con C, costante), da ciii: u F Cln CC; ossia sarebbe costante - e quindi 
X 

costanti altresi i singoli rapporti 2 
C l l X  

Non sarà inopportuno avvertire che i risultati di questo paragrafo e alcune 
altre osservazioni (*), ommesse per brevità, si potranno a suo tempo ricavare corne 
ovvie conseguenze della riduzione a tipi delle coppie di sistemi corrispondenti. 

7. Considerazioni algebriche su1 sistema di due forme quadratiche. 

Associamo ai coefficienti cc,, della nostra forma fondamentale cp un altro 
sistema di funzioni a,, parimenti doppio e simmetrico, corne ad esempio (sarà, 
si prevede, il caso, cui dovremo pih innanzi riferirci) i coefficienti della forza 
viva T i .  

L' equazione : 

(*) PAIN+J~-E, Mem. cit., pag. 43. 
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n 

ammette, come si sa, per essere positiva la forma quadratica ~ , , a r S d x , d x , ,  
1 

12 radici essenzialmente reali p,,  p,, . . . , pn, che possono perb non essere 
tutte distinte: Coniunque, corrispondentemente ad ogni radice semplice ph 

della (15), esiste uno ed un solo sistema l h ( s )  ( S  = 1 ,  2 , .  . . , n ) ,  che soddisfa 
alle equazioni lineari ed omogenee : 

e di più alla condizione: 
n 
~,&.,Xzs = 1 . 
1 

Se invece alcune p, poniamo p4,, pPi,.. . , pqm, in numero di m ,  coinci- 
dono tra loro ed hanno il valore comune u, considerando ancora il sistema 

di equazioni lineari i , ( a , ,  - p a,,) ss = O, sempre per essere positiva la forma y ,  
1 

si pub stabilire (*) che esso, quando vi si faccia p = c, ammette m sistemi 
ais(i= 1 ,  2 ,..., m ;  s = 1, 2 ,..., 
anche le:  

m 
lh(') = zi dh i  gis , 

1 

n) di soluzioni indipendentj. Ne viene che 

( h = ¶ i ,  ¶ z , * * * ,  qm), 

(dove le B sono qiiantità arbitrarie a dete~minante non nullo) porgono m si- 
m(m - 1) 

stemi di soluzioni indipendenti ed è chiaro che le B si possono (e in m 2 

modi) prendere in maniera che le Ah(S) soddisfacciano alle "(>" + condizioni : a 

dove il simbolo ~ h k  rappresenta 10 zero O l'unità, secondochè gli indici h e k 
sono distinti, O coincidono. 

Supponendo di fissare effettivamente per le 6 un sistema qualunque (ma 
deterhinato una volta per sempre) di valori, che verifichino le accennate 
condizioni, e intendendo di ripetere la stessa cosa per ogni radice multipla 

(") WEIERSTRASS, Ueber ein Theorem die honzogenen finctionetz der 2 ten  G).ncles be- 
trefiénd, ecc, Monatsberichte der Ak. zu Berlin, 1858, pag. 207, 
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della (15), ci troveremo infine a possedere $2 sistemi semplici di funzioni 
1,h(s)(h=:19 2 ,..., a ;  s = 1 ,  2 ,..., n)  tali che: 

1 .O Ciascun sistema l,h(~) (S = '1 , 2 , .  . . , n) , Fer p = ph, soddisfa alle 
equazioni (16). 

2.' Si hanno le relazioni simultanee: 

5 . ~  Ga,, 4(a~ak1r)  = =ha 7 (h h = 1 , 2, . . HI. 
1 

(17) 

Quest' ultima asserzione è giustificata da condizioni imposte esplicita- 
mente alle 1, quando h = k e quando h e k sono indici di radici coinci- 
denti; se poi h e k corrispondono a due radici distinte della (15), allora si 

(1 

nlostra, corne di solito, che Z,, ur,Ah(~) hk(+") = O ,  partendo dalle : 
1 

e sottraendole l'una dall'altra, dopo averle moltiplicate rispettivamente per 
1k(r), Ahr) e sommate rispetto all'indice Y. 

Pongasi ora: 

i ;h , , r=~sars ih(8) ;  ( h 7 y = l , 2 ,  ..., n), 
1 

(18) 

potremo scrivere le (17) sotto l a  forma: 

~ r ~ ~ h h ! y = i , ~ i ~  ( h ,  k =  1, 2, ..., Y&), 
1 

(17') 

da cui si  deduce in primo luogo che il determinante: 

non è zero e quindi che le Ah,,., testè definite, sono gli elementi reciproci (*) 
delle ; ih(l)  in A. 

(*) Ciob i minori cornpleinentari divisi pel valore del determinante. 
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Ne consegue che, insienie alle (17'), sussistono pure le relazioni: 

le quali, confrontate colle (18), danno: 

e permettono di ricavare dalle (16) le: 

Quest'ultimo gruppo di equazioni costituirà il nostro punto di partenza 
per l'ulteriore trasformazione del sistema (13). Occorre tuttavia qualche svi- 
luppo preliminare, inteso ad introdurre quegli elementi geometrici, che ci 
saranno precipuo mezzo di indagine. 

tj 8. Cenno di una  interpretazione geometrica 
ne1 campo differenziale (**). 

Gli rn sistemi di equazioni differenziali ordinarie : 
d ~ r  d x t  -- d x n  

- . S . = -  --- 
a h '  a h L )  l h ( n )  ' ( h =  1, 2 ,.*., f i ) ,  

definjscono nella varietà rf altrettante congruenze di linee, ciascuna delle quali 
si pub percib risguardare individuata da1 sistema di funzioni lh(v)(r = 1, 2, ..., n) 
O ,  cib, che è poi 10 stesso, in causa delle (18), da1 sistema Ah!,(?- = 1, 2, ..., n), 
che chiameremo sistemu coordinuto covariante della cony-uenxa stessa. L e  (1 7) 
csprimono che le 18 congruenze, cosi introdotte,  sono o ~ t o g o n a l i  fra loro ne l la  
varietà y. 

(*) Avremmo potuto dedurre immediatamente le  formule (16') e (18') da  note pro- 
posizioni di WEIERSTRASS sull'equivalenza dei sistemi di forme quadratiche; ahhiamo tut- 
tavia  preferita una concisione minore, per  mettere  in evidenza il leg-ame tra l e  h e l'e- 
qiiazione (15). 

(**) Le nozioni sommarie di questo paragrafo (limitate a quanto ci parve indispen- 
sabile p e r  l'intelligenza dei successivi) sono tolte per  intero dalla Nota del prof. RICCI 
Sulla teoria degli ipwspazii, accenriata già  nell'introduzione. 
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P e r  poterne rilevare i caratteri geometrici più salienti (currnture, tor- 
sioni, ecc.), conviene perb prendere in esame anche i differenziali di  secondo 
ordine, e quindi le dcrivate delle funzioni 1.. Cib si farS ne1 modo migliore, 
derivando covariantemente ciascun sistema II,,, e ponendo: 

la qua1 cosa è ceïtamente possibile, 
valgono a :  

11 

2hij = A h l y s  A$) 1.fS), 
1 

L e  n3 funzioni 7 si riducono a 

perchè (in causa delle (17')) le (19) equi- 

n (12 - 1) 
12 

2 
algebricamente distin te, poi- 

12 (12 -+ l )  
cliè, derivando le (17) (O se si vuole le (17')), che sono in  numero di y 

2 

scaturiscano 12 n(" + I )  relazioni, che legano 1c hl,.<, e guiiidi le irir a 

Queste relazioni t r a  le 7 si pimono stabilire irnmediatamente, applicando, 
secondo i ckiioni del calcolo differenziale assoluto (*), l a  derivazione cova- 
riante alle (17'1, e confrontando colle (19). Si trova (appunto per i l  modo 
felice, con cui le y vennero s c e l t ~ )  l a  forma seniplicissinia: 

7hhj + Y k h j  = 0 
da  cui in particolare: 

YnlG = 0. 

L e  7 hanno ciascuna un significato cinematico molto notevole, che io 
lascierb tuttavia di rilevare, non dovendone fnr uso. P e r  Io scopn nostro h a  
invece importanza capitale In proposizione seguente : 

Afii.zc?rè la co~zgrzterzza (1 .  = 1 , 2 ,  . . . , 1 2 )  sicl normale ,  a f in& ci04 
le &tee della congruenxn sieno le tmiettoî-ie o ~ t o g o n a l i  d i  u n a  fnwiglia d i  
s t t p e ~ j c i  (ad n - 1 dimensioiii dclln varietà p) è ~zecessario e Iiasta cTze sieno 

sodclisfa tte le (78- 1) ( 1 % -  2)  
2 

co~zdixioni : 

(*) Krccr, Rl.sunz6, etc., o, per rnxggior (1cttn:lio: Bi nlc~cize cq)piicn;ioizi clel calcoio 
tli//2rei~zinle nssolzcto. At ti del171stitu to Veneto, 1S!U 

A nnnli rli illnlenzatica, toino X S IV. 37 
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Ommetteremo anche la dimostrazione di questo teorema, per non dilun- 
garci soverchiamente in particolari, solo indirettamente collegati colla nostra 
ricerca; notiamo piuttosto il corollario: 

Se le condixioni Yhkj=  yhjk(j, L =  1,  2 ,..., I L -  1, h +  1 ,  ..., f i )  S O N O  

soddisfatte per qualzcnque valore d i  h, nella quale ipotesi, a causa delle (20), 
le y con tre indici distinti sono tutte nulle, le n congruewe lhir visultano 
dalle mctzie intersezioni d i  un sistemcz ennz~plo ortogoaale d i  sz4perjc.î". 

§ 9. Trasformazione delle equazioni (13). 
Classificazione delle coppie di  sistemi corrispondenti. 

Corne abhiamo già accennato, prenderemo le mosse dalle equazioni (16'): 
Derivandole covariantemente e designando con phIr ( t  = 1 , 2 , .  . . , fz) le deri- 
vate (covarianti O, se si vuole, ordinarie) della funzione ph ,  si trae:  

cioè, approfittando delle (19) : 

Se ora si portano nelle (13) questi valori delle a,,: e si sostituiscono 
parimenti a.lle a,., le loro espressioni (16'), si ottiene i l  sistema di equazioni: 

apparentemente molto com plicato, ma che, a mezzo delle (1 7'), si riconduce, 
con calcoli ovvii, alla comoda forma seguerite: 

(ph-pi)yhij = 0 (per ogni terna h,.  i, j di  iridici distinti) (21) \ 
1 

1 '' spi 
(p i  - p ) -  . - -  - - Z L  - I r  (per ogni coppia i, j di indici distinti) (22) 

( 1 2 ,  i l  j e  1 ,  2 ,,.., f i )  

2,. --- (E) 
i.(rpi'l.j") = 0 (per ogni coppia i ,  j di indici distinti) (23) / 

1 û x r  
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Le (21), tenuto conto delle (20), sono ~ ( n -  l ) ( n - 2 )  
2 

distinte, le (22) 

n(n - 1), altrettante le (23), infine le (24) sono n ,  onde complessivamente 
n(12 + 1) abbiamo -- - n equazioni, il cui numero coincide intanto con quello delle 

2 
equazioni (13); non solo, ma il sistema complessivo delle equazioni (E) egui- 
vale completamente alle equazioni (13), poichè, come queste, esprime le cdn- 
dizioni necessarie e sufficienti, per la corrispondenza dei due sistemi (A) 
ed (A,). E per verità, qualora le a,, e le cc,,, che sono gli elementi del 
problema primitivo, in numero di n (la + 1),  si risguardino, a tenore delle 

(16') e (la'), sostituite dalle ph, h,,,, che sono n + ne, ma legate dalle n ( n t  1 
2 

relazioni (17)), e ci si proponge di tradurre in equazioni differenziali t ra  le p 

e le A le condizioni di corrispondenza tra i sistemi (A) ed (A,), si è natu- 
ralmente condotti ad adottare il procedimento, testé seguito, e si perviene 
quindi al sistema (E). D'altra parte poi, ammesse le equazioni (E),  si pub 
risalire via via fino alle (13), onde effettivamente i due sistemi si equival- 
gono, ma si h a  per le (E) i l  duplice vantaggio di una semplicith notevol- 
mente maggiore e di una fornia, che meglio si presta all'interpretazione 
geometrica. 

Accingiamoci ormai a classificare le coppie di sistemi corrispondenti. 
Assumerenio come criterio di classificazione il numero di radici distinte, 

possedute dall'equazione (15); si vedrà a suo tempo che questo criterio riesce 
giustificato da  un carattere saliente, proprio di tutte le coppie, per ciii l'e- 
quazione in p ammette uno stesso numero di radici distinte. 

Più precisamente converremo di dire che due sistemi corrispondenti (Aj 
ed (A,) appartengono alla classe O tipo t,), se l'equazione (15) ad essi rela- 
tiva possiede n - m + 1 radici distinte. 

Uno sguardo alle equazioni (E) (e più particolarmente alle (21)) ci avverte 
di qiiesta circostanza notevole che il loro numero non è costante, ma varia 
da tipo a tipo, anzi più g-erieralmante nell'ambito di ciascun tipo, secondo il 
modo, con cui sono aggruppate le radici multiple dell'equazione (15). Di- 
fatti, quelle tra le (21), che si riferiscono a coppie di radici coincidenti rie- 
scono soddisfatte identicamente, quelle invece, che si riferiscono a coppie di 
radici distinte, portano l'annullarsi delle corrispondenti y. 

Sembrerebbe da cib che fosse necessario, per 10 studio del sistema (E), 
di considerare separatamente ogni singolo caso ; potremo limitarci tut- 
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tavia all'esame particolareggiato del tipo t,) (9 10) e di una  sottoclasse assai 
semplice del tipo geiierale t,) ($ I l ) ,  poichè, dopo questi esempi, anche 
senza sviluppi prolissi e poco istruttivi, si coglie nettamente il risultato de- 
finitivo. 

5 10. Sis temi  corr ispondenti  di t ipo t,). 
Forma  canonica. 

Deduzione degli n in tegra l i  quadra t ic i  

Sieno le n radici p , ,  p ,,... , pn dell'equazione 
esprimono allora che le singole -/ con tre indici 

d a  e s s i  posseduti.  

(15) tutte diseguali: L e  (21) 
distinti sono nulle e quindi 

(5 8)  che le congruenze ?,hl,. sono normali nella varietà y. L'esistenza di 
questa speciale erinupla di famiglie ortogonali di superficie fil sorgere spon- 
taneo il pensiero di servirsene corne sistema di riferimento, per indagare a 
quali sue caratteristiche conduca l'ipotesi della corrispondenza fra (A) ed (A,). 
Noi vedremo che ,  rispetto a quest'ennupla di  superficie, il d s e  di rp e cos: 
pure il = 2 T , d  t i P  posseggono una  forma molto particolare; inoltre che 
reciprocamente, ammessa la riducibilità di  d s  e di ds, a quella forma, i due 
sistemi (A) ed (A,) riescono corrispondenti. Ne  verra clle siffatte espressioiii 
degli elementi lineari si potranno risguardare conle canoniclie per le coppie 
d i  sistemi corrispondenti di tipo t , ) ,  ne1 senso che tutti e soli j d s ,  ds,,  ri- 
diicibili simultaneamente (mediante uria scelta conveniente del sistema coor- 
d i n a t ~ ,  cioè mediante un cambiamento di variabili) a quelle forme, saranno 
tra loro corrispondenti. 

Si immagini pertanto di  assumere come sistema di riferimento l'ennupla 
ortogonale sopra irienzionata ; in luogo dell' espressione generale 

per la. forma fondamentale y ,  avremo in questo caso più sempliceinente: 

di più, siccome le linee %h;,. coincidono colle intersezioni delle superficie coor- 
dinate x, = O ,  X? = 0 )  .. . , xh-, = O,  XRLI = O , .  . ., Zn = O ,  COSI, tenuto 
conto delle equazioni differenziali ($ 8), che definiscono la congruenza e 
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delle (1 7), troveremo irnmediatamente : 

Chv hh(r) = - 
HI, 

( h , r = = 1 , 2  ,..,, n ) ,  

e quindi, per le (18): 

l h , , . = ~ h , . H h ,  ( h ,  Y =  1, 2 , . . . ,  n). 

Derivando covariantemente queste espressioni delle Ibh,,  rispetto alla forma 
71 

fondamentale rf (che è ora 2; Hi"xio) e calcolando le y per mezzo delle (19'), 
1 

si pub intanto verificare che,  corne è necessario per le premesse, le 7 con 
tre indici distinti sono tutte nulle e si ottiene poi subito: 

Dopo cib, il primo gruppo delle (E) riesce identicamente soddisfatto e 
gli altsi divengono ordiliatamente: 

Se si nota che, in causa delle (16'), la espressiorie del ds,"el sistenia (A,), 
rispetto all'ennupla ortogonale, cui ora ci riferiamo, è: 

potsemo dire che le (22,), (23,), (24,) determinano quali relazioni (per una 
conveniente scelta delle superficie coordinate) debbono passare fra i coeffi- 
cienti delle forze vive di due sistemi (A) ed (A,), affi~ichè essi appartengono 
al tipo t,). 

Le equazioni, scritte or ora, si integrano senza difficoltà; in primo luogo 
le (23,) equivalgono a :  
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designandosi con +i una funzione della sola variabile xi (*); mediante le (23',), 
si ha poi dalle (24,): 

ossia : 

con C costante. 
Per  integrare le (22,), sostituiamovi al posto di p i ,  pj i loro valori 

C C 
$i(+ .+ 2...+4' +j& . + 2 .  . . $ a ) '  

esse diverranno : 

da  cui: 

e per conseguenza: 

Il 

dove Fi rappresenta uns  funzione della sola xi e ne1 fattoriale ntj si esclude 
1 

il valore i dell'jndice j. Non sarà male osservare che, essendo Hi"uantità 

essenzialmente positiva , 10 stesso deve accadere del prodotto E'inlj(+j - $i) 
1 

e che quindi si pub senz'altro attribuirgli l a  forma: 

1 
(") P e r  la natura del prohlema, che noi studiamo, é lecito scriverc - , senza la- 

+i 

sciarci sfuggire alcun caso particolare. Infatti il prodotto y p i  è essenzialmente ùiverso 
cl t 

da  zero,  poiché né y = - , né p i  possono annullarsi (qiiest'ultiina in qunnto il tcrmine 
dt ,  

noto della (15) è a > 0). 
("") Passando dalla formula precedente a questa: abbiarno potiito dividere senza ri- 

se ive  per  l$j - + i ,  poich0, ne1 caso, che o r a  consideriamo, tut te  l e  radici sono disequali e ,  
pe r  le  (23',), da p i  $ pj segue necessariamente +i $j  tiit 
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n 

essendo evidentemente Vi* = f f i ,  secondoch& il prodotto n'& - +;) B po- 

sitivo O negativo. 
Se  si jinmagina di eseguire nei paranietri xi delle superficie coordinate 

la trasformaziorie: 5i = Vidx i  e si ripone poi xi e d x i  per [i e d t i ,  si per- I 
viene agevolmente alla conclusione clie agli elementi lineari ds, d s ,  di due 
sistemi (A), (A,) corrispondenti di tipo t,) è possibile attrihuire simultanea- 
mente le espressioni : 

D'altra parte poi, se i coefficienti delle (25) (26) si sostituiscono nelle 
originarie equazioni di condizione (8) (cfr. Ej 4), si prova ne1 modo più spiccio 
che due sistemi (A) (A, ) ,  i c.ui elementi lineari sieno riducibili alle forme 
(25) (26), sono corrispondenti (e, si intende, di tipo t , ) ) .  Dunque le espres- 
sioni (25) (26) sono canoniche e si pub, ne1 caso considerato, riportare ad 
esse esclusivamente Io studio dei sistemi corrispondenti. 

Una prima circostanza degna di nota è che,  per ogni forza viva del 
l n  " 

tipo (25) T = 2; (n; 1 +j - +$ x le equazioni delle geodetiohe (A) (e 
1 1  

quindi analogamente le (A')) si sanno integrare per sole quadrature col me- 
todo classico della separazione delle variabili. 

Altro fatto, che vogliamo porre in rilievo si è che, dato un d s  della 
forma (25), le funzioni 9 si possono ritenere determinate solo a meno di tma 
costante additiva c ,  talchè, quando si vogliono invece considerare le + corne 
funzioni completamente individuate, l e  (23) (26) vanno interpretate corne 
s e p e :  P e r  lu cowz'sponde?zxa di  tipo t,) fra (A) ed (-4,) b ~zecessurio e tinsta 
che i vispettivi ds, d s ,  equivalgano (cioè sieno riconducibili merliante trasfor- 
mazione di  variabili) 11: 
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doue le I# sono fiozzioni dellu sola varinbile arcennata dnll',indice, C e c co- 
stanti arbitrarie ("). 

Questa osservazione che ogni d s  della forma (25)  ammette come corri- 
spondenti tutti i d s , ,  che rientrnno ne1 tipo (26 ' ) ,  qunlwtqzre sia i l  vnlol-e 
della costante c ,  reca immediatnmente una conseguenza importante per ogni 
coppia di sisterni corrispondenti t , ) ,  permettendo di stabilire per ciascuno di 
essi la esistenaa di  n integrali quadratici distinti. 

Si ricordi a tale proposito (5  6) d i e  in generale: 

- 
1 b - H  9% 

I t 

(t) ~ , a T S z .  z , = oost., 
1 

& un intcgrnle primo del sistema (A), onde, a.pplicando il teorema a l  caso 
presente, si pub senz'altro asserire clle, per ~ y n i  valoime d i  c, 17equazione: 

è integral primo del sistema (A). 
Ne viene clie i coefficienti delle singole potenze di c sono costanti cia- 

scuno separatainente e qiiindi dan luogo ad  altrettanti integrali: Entrando 
la c a l  grado l a  - 1 ,  nascono cos1 n jntegrali quadratici, i quali,  come si 
pub verificare, per essere lc + tutte distinte, sono effettivamente t r a  loro i n -  
dipendenti. 

Riassumendo adunque, le coppie di sistemi corrispondenti di tipo t,) sono 
caratterizmte dalla riducibilità dei loro elementi lineari alle forme cano- 
niche (25) (26'); ciascuno -dei due sisteini possiede n integrali quadratici in- 
dipendcriti: Inoltre, per ogni dato sistemn (A), se ne possono trovare tut.ti i 
corrispondenti ( A , )  di tipo t,), poichè, determinate, quando esistono, tutte le . . 
forme (23) (che si possono chiarnare forme generalizzcrte di L r o u v ~ r , ~ ~ ) ,  rii 

(*) Le forme (25) (26') di dite sistemi corrisponderiti sono gia  s ta te  corlsidernte a titolo 
di esempio da1 signor R. LIOUVII,LE nella Meinoria citata e dai signori G. DI PIRRO e 
G. PICCI~TI  nelle Note: Szdle trnsfornanzioni delle eyunuioni della dinamica, Rtwd. tlcl 
Circolo Mat. di Palerino, 1895; e Sul la  trnsformnzio~ze cblle equazioni della clinan~icn 
in nlczm; casi particolari, Atti dell'Ist. Veneto, 1800: Tut t i  è t r e  qiicsti autori  arrivano 
allc forme (25) ( 'JG') ,  studiando il cnso particolare della corrispondciiza fra  duc sistemi 
ortogonali (chiamando cosi due ( A ) ,  (A,), le cui f o r ~ e  vive contengono soltanto i q u ~ d r n t i  
delle velociti). 11 punto di vis ta ,  sotto cui noi le  nbbinino r i t rovate ,  é rrinnifcstnincntc 
molto piii geiiernle. 
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cui è suscettibile l'elemento lineare ds  del sistema proposto (A), per ciascuna 
di esse, la  (26') porge in modo esplicito tutti i d s ,  corrispondenti e mostra 
che essi dipendono da due costanti arbitrarie. 

Resterebbe a studiare quante e quali forme di LIOUVILLE competono effet- 
tivamente ad una data varietà secondo la natura del suo elemento lineare, 
problema, che, per n = 2, è stato risoluto completamente da1 prof. RICCI (*), 
e per la  cui trattazione si hanno oramai ne1 sistema (E) i necessari elementi. 

Non è perb nostro proposito di imprendere ricerche di ta1 natura, per- 
ciocchè, malgrado il loro grande interesse e la natura, quasi direi,, più in- 
trinseca, rimangono estranee all'intento, che noi abbiamo di mira. E infatti 
ben naturale, corne ho avvertito fin d a  principio, che si debba ritenere riso- 
luto un problema concernente la trasformazione di equazioni dinamiche, ogni- 
qualvolta 10 si sia ricondotto a questioni concrete dell'ordinaria teoria delle 
forme differenziali quadratiche. 

5 11. Sistemi corrispondenti di  tipo t,) in un caso particolare. 

Nell'ipotesi ohe le radici dell'equazione (15) si riducano a n - nz + 1 
fra loro distinte, vi è a.ncora un carattere da prendere in considerazione, il 
modo cioè, con cui sono distribuite le molteplicità delle radici stesse. Noi 
vogliamo ora riferirci con qualche dettaglio a l  caso pih semplice, quel10 cioè, 
in cu.i n - m tra le radici, poniamo p, ,  ,O,, . .., p,-, sono semplici e quindi 

(") Non s a r i  forse superflu0 di rilevare in qual modo i risnltati di questo autore 
esauriscano, p e r  n = 2, il problema della conservalrione delle geodetiche. 

I l  prof. RIWI ha infatti stabilito i criteri pe r  riconoscere s e  un dato elemento li- 
neare binario B riducibile alla forma di LIOUVILLE e più in particolare p e r  riconoscere s e  
esso ammette m4, m2, col od anche un solo sistema di LIOUVILLE, avendo dimostrato clle 
questi  sono i soli casi possibili. P e r  ciascuno di essi, supposte soddisfatte l e  volute con- 
dizioni, é inoltre indicato in qual modo si possano effettivamente determinare i relativi 
sistemi di LIOUVILLE. L a  ricerca esige l'integrazione di un sistema completo, qunndo i si- 
stemi di LIOUVILLE sono cm4, m 2  od ool, appena quadrature ne1 caso di un solo sistema. 

Non p a r r à  strano che io  non abbia fatto cenno dell'irnportante e fondaineritale Me- 
moria del signor KOEXIGS s d l e  linee geodetiche, qunndo si pensi che in tut te  l e  sue in- 
vestigazioni, egli suppone in sostanza l'elemento lineare già ridotto alla forma di LIOU- 
VILLE e solo aliora ne sc ru ta  i carat ter i  piÙ riposti e ne determina proprieta, p e r  quant0 
notevoli, es tranee p u r  sempre a l  prol~lema, clle qui c i  intrattiene. 

Annali di Matemntica, tomo XXIV. 35 
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la rimanente rz è multipla d'ordine m. P e r  brevità designeremo con t',) una 
tale sottoclasse del tipo t,). 

Dalle (21) non si potrà, come precedentemente, dedurre che tutte le 7 
con tre indici distinti sono zero, ma si avrà soltanto: 

(per h, i, j distinti e h, i non contemporaneamente maggiori di n - ln). 

Le (Ti) esprimono intanto immediatamente (§ 8) che le n - m con- 
gruenze hhp(h = 1, 2 ,  .. . , tz - wz) sono normali. IO dico di piil che le fa- 
miglie di superfici f ,  = cost, f, - cost , . .. , fa.-, = cost (di cui le linee A sono 
ordinatamente le traiettorie ortogonali) ne ammettono mm, che le tagliano 
ortogonalmente. 

Cominciamo ad osservare che la condizione di ortogonalith (entro la va- 
rietà y )  fra due famiglie di superficie fh = cost, u = cost, ove se ne desi- 

9s 

gnino col1 fh,tr, ~ , ( r  = 1,  2, .  . . , in) le derivate, e si ponga = xQ drs) filS, 
1 

è espressa da: 

la quale è manifestamente una equazione a derivate parziali del prim'ordine 
lineare ed ornogenea rispetto al parametro u :  Per  essere le linee il,:, tra- 
iettorie ortogonali delle superficie fh = cost. e quindi le Al,(r) proporzionali 
nlle fh(r), si pub anche attribiiirle la forma: 

Ne segue clio il sist.ema simultaneo delle n - m equazioni: 

xminette come integrali tutti e soli i parametri di superficie, &e tagliano le 
fi,(h = 1 ,  2 ,... , n - -ln) ortogonalmente. 

Per  provare il nostro asserto, basterà quindi far vedere che le eqiln- 
zioni (28) costituiscono un sisterna completo. 

Prendiamo a tale scopo due generiche (28): 
n n 

Zr )L\L(r) UT = 0,  Z r  I k ( ~ )  U r  Z== 0 , 
1 1 
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e formiamone la risultante jacobiana , usando perb, cib , che sostanzialrnente 
non reca differenza, la derivazione covariante invece che l'ordinaria. Verrà, 
secondo le regolel del calcolu differenziala assoliito: 

nioltiplicanda la prima equazione per I k ( s ) ,  la seconda per e sommando 
rispetto ad s: 

$rS [ A ~ ~ ~ ~  I . ~ ( s )  ~ ( r )  + Urs ~ h ( r )  lbk(8) 1 = O 

da cui, per sottrazione, ove si tenga conto (3 6) che u,, =us,-: 

Sostituendo per le hl,,,,, hklrs i loro valori (19), si passa, dopo facili ridu- 
zioni, alla: 

el siccome le y ,  che appariscono nella sommatoria interna, hanno il primo 
indice.(h O k )  non niaggiore di rt - nz, cosi, in causa delle (271, la risul- 

el riescendo una couibinazione lineare delle equaeioni primitive, movtra clie 
il sistema (28) è completo. 

9% 

Esiste dunque nella varietà cq [ogniqualvolta ds" &a,, &x,dx, è ele- 
1 

mento lineare di un sistema (A), che ammette un corrispondente di tipo t',)] 
un sistema ennuplo di superfici 

cos1 fatto che le prime 1% - m sono ortogonali fra loro e a ciascuna delle m 
rimanenti, 
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Assumendolo a sistema coordinato, avremo per d s  una espressione della 
forma: 

Elz - di più ?.I,(v) - -(1t= 1 ,  2 ,..., î2 - m), mentre delle Al,,(r)(hl=n- na+ 1 ,..., îz) 
Hl& 

potrh dirsi soltanto the hl t ( r )  = O ( r  6 12 - va); in ogni modo le (1 6') (18') 
danno : 

dove le a',, coincidono con quelle, che appariscono nell'espressione di d S. 

Cerchiamo che cosa divengono le (E) rispetto a questo particolare si- 
stema di riferimerito. 

Le (23) ci danno in primo luogo, per i >n - nt:  

donde, moltiplicando per l<,, e sommando rispetto ad j :  

a (u G) -=O, (s  = 1 ,  2 ,..., n) ,  a xs 

ossia p.0 = cost.; per ragioni di simmetria, designeremo il valore di PT, che 
1 

è essenzialmente diverso da zero, con - 
411 

Usufruendo d i  questo primo risultato e tenendo presente clie l i ( r )  = O 
per 1. r n - nz, le (24) si riducono, quando i > n - HZ, a: 

moltiplicandole per ?,i,, e sommando rispetto ad i fra ~t - m + 1 ed n, otte- 
niamo : 

Ma lbi(î') = 0, per i r  ll - m, dunque potremo scrivere, al posto della sorn- 
I t  

matoria interna, x iAi ( r )  hi,, = e,, e cod finalmente deduciamo : 
1 

aP- -=O, ( s=n  - m + l ,  n - m + 2  ,.,., n). 
a xs 
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Consideriamo ora le rimanenti equazioni (23) e (24), quelle cioè, in cui 
l'indice Z non supera n - m. Esse si possono scrivere compendiosarnente: 

od anche, moltiplicando per ?,j,, e sommando rispetto a j :  

Eir . Corne abbiamo già notato, per i r n - nz,  Ai(r) = - Hi ' si vede subito che 

li,, = ais Hi, talchè le precedenti equazioni si riducono a : 

e :  

11 primo gruppo 

essendo al d i t o  

porge : 

ogni +; funzione della sola variabile xi. 
1 

Il secondo gruppo, usufruendo delle relazioni çipi = %. equivale a :  

e queste, insieme alle: 

a r- -- -O, ( s=n-m+1,  t a - m + 2  ,..., n ) ,  
ô xs 

ci conducono all'e~pressione definitiva del sistema delle (23) (%), cioh: 
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Passanda ormai alle equazioni (22), ~ a r à  bene winderle in quattro grappi, 
seconda i valori degli indici i e j. Ber i e j entrambi non superiori ad n - m, 

n Xilji 
s i  ha: yiji = Zr,  A i ( g )  = - e, siccorne, per definizioae: 

1 1 -  Hj 

ricordando che la forma fondamentale, è: 
n - m  

a s a =  xi 1 m d x : +  2,. ~ ~ , , a s , a ~ , ,  
n-m+l 

si trova subito per i = j :  
1 d H i  

- - HiHj - i3xj , (t', j = l ,  2, . . . ,  f i - m ) .  

Le (22) corrispondenti si riducono agevolmente alla forma: 

a log Hi2 - ûlog ( $ j  - $i) - , (i= 1, 2 , . . . ,  n - m ;  j s t z - m ) .  a ~j a xj 
Supponendo ancora i 5 tz - n2, ma j > tz - m , i secondi membri delle (22) 
si annullano e si ottiene : 

y . . ,  = 0 
VZ 7 

oçsia, per esserc! 
n 

" / j i  = S,., l.i,rs Aj(Y)  A p ,  
1 

Coll'artificio già adoperato di moltiplicare per hj, ,  e sommare rispetto 
ad j fra .ta - In + 1 ed 1 2 ,  osservando poi che la sornmatoria si pub ritenere 
eçtesa fra 1 ed n ,  deduciamo : 

in definitiva le equazioni (22) ci daniio per i 6 n - m: 
a log Hi' a log ( $ j  - $i) -= , ( j  5 n-m e diverso da i), a xj a xj 
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e quindi, ricordando le ossercazioni del precedente 'paragrafok 

P e r  i e j entrambi maggiori di f i  - na, si hanrio dalle equazioni (22) altret- 
tante identità; per i > 1% - na e j r n - rn, si trova subito: 

" ~ j h  + yhji = 0 ( i ) n - 9 n ;  j r n - m ;  h > n - r n  e diverso d a i ) ,  

che sono uria conseguenza delle (21). . - 
Questi ' due sistemi di equazioni ' si posmno raccogliere, scrivendo : 

e, siccome Ailj ,- Lhlj  (per i, h > 9t - m e j 6 n - m) sono nulli, rimarrà: 
1 ' I  

y;jh $ yhj;  = - -. Zsp PifpP) (ajqP $- a j p , s )  = Hj n - m t  I 

le alsp essendo i coefficienti tuttora incogniti dell'attuale 
n -nt 11 

d S ~  v i  Higdz: + 2;,, a' , ,d~,dz,~.  Y 
1 n-nrf 1 
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e da queste col solito artificio: 

integrando (e riscrivendo s per q) abbiamo le espressioiii cercate dei coeffi- 
cienti a', cioè: 

n-m 

= j - 1 ,  (Y, s=n-m+-1,  n - m + 2  ,..., n.), 
1 

le K,, designando funzioni delle m variabili y,-,+,, x ~ - , ~ , ,  . . ., s,: Tali 

funzioni oltre alla ovvia restrizione di rendere essenzialmente positiva la ( 
n 

forma XTS I ! r s d ~ r d x s  non sono ulteriormente vincolate. Possiamo infatti 
n-m+l 1 

ritenere di aver esaurite le condizioni (E), in quanto quelle tra le (21), che 
non abbiamo rtncora considerate, si riducono oramai, corne è facile convin- 
cersi, ad altrettante identità. 

Col solito cambiamento di parametro per le superficie coordinate X ,  = cost., 
x2 = cost. , . . . , - cost., si possono ridurre le funzioni Vi (i 5 n - m), 
che appariscono nell'espressione di Hi, all'unità, oppure (cib, che apparirà 
giustificato da1 c,onfronto colle formule generali (32) e (33)) si pub porre 
Vig = 1 $%- +i 1; si perviene cos?, tenendo conto dell'opportunità di mettere 

C in evidenza una costante nell'espressione di ds ,  e scrivendo - invece 4% +- c 

di C alle forme canoniche: 1 
n-m rc-m n-m 11 

d s 2 - ~ i I l + n - $ i I  1 11; 1 I + j - h ~ / d ~ i ' +  nj 1 I+j-hl n-m+t l T r s d ~ r d ~ s  (29) 

(7 1 sigg. DI PIRRO e PICCIATI (Ioc. cit.), proponendosi la ricerca di lutte le coppie d i  
cowispondenti ortogoizali, lianno trovato soltanto le forme (25,) e (26'1), mentre p e r  es. le  

n  
(29) e (30) (quand0 x,- Kmdxr dx, sia riducibile alla forma ortogonale), sono coppie 

a-mfl  
di corrispondenti, clle non rientrano ne1 tipo da essi assegnato. Questa divergenza va  at- 
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II sistema (A) possiede evidentemente ($, essendo una costante, ma de- 
terminata) n-nz + l integrali quadratici distiriti, oompresj tutti nella formula: 

da  cui potrebbero direttamente essere calcolati i relativi primi membri, come 
coefficienti delle diverse potenze di c. 

Come già pel tipo t,), la questione di deterrninare tutti i corrispondenti 
di un dato sistema (A), spettanti alla sottoclasse t',), è risoluta, per ogni 
forma canonica (23)) dall'espressione (30) di d s , ,  la quale dipende sempre 
dalle due costanti arbitrarie C e c. 

Giova avvertire che la forma canonica. (29) per un ds2 è meno restrit- 
tiva che non la (25,), cib, che del resto, come si constaterà, vale anche per 
la forma canonica generale del tipo t i ) ,  talchè sa& molto più ampia la ca- 
tegoria dei d s ,  che ammettono corrispondenti di tipo t,), che non di tipo t,); 
anzi le condizioni per l'esistenza di un corrispondente (corne in fondo si po- 
teva prevedere da1 comportamento ($ 9) delle equazioni (E)) vanno gradata- 
mente decresoendo da tipo a tipo, finchè si giunge al tipo t,), che non ne 
esige alcuna e determina quei sistemi, che si son detti (9 6) col sig. PAIN- 
LÉVÉ cowispondenti ordinarii e dipendono da una sola costante arbitraria. 

Riuscirà agevole trovar conferma a qiieste asserziani. 

$ 1'2. Tipo generale t,). Considerazioni riassuntive. 

Sieno (A) ed (A,j due sistemi corrispondenti di tipo generale t,) e si 
chiamino pp,, pP2, .. . , pP +i (pn-rnti = n)  le 91 - m + 1 radici distinte dal- 
1' equazione (15) ,  supponendo che gli indici pi, p,, . . . , p,- ,+, sieno disposti 
in ordine crescente e che la differenza pl - p l - , ( p ,  = O) designi l'orrline di 
multeplicità della radice p p I .  Questo modo di rappresentare l'aggruppamento 

tribuita qd  una seinplice svista, del resto ben naturale, colilmessa da eiitrainbi; all'oui- 
missione cioé dei vari casi, che si possono presentare, quando ce,rte equazioni riescano 
soddisfatte identicamente, cib che rende inattendibili i calcoli successivi, riferentisi all'ipo- 
tesi generale. 

AnnaU di Matematica, tom0 XXIV. 39 
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delle radici si presenta spontaneo, quando si parta dalla successione p, ,  
p,, . . . , pn e si immagini che coincidano tra loro le prime pi radici, e poi 
quelle (distinte dalle prime), i cui indici sono compresi fra p, e p, (incluso) ecc., 
e cosi in generale quelle, i cui indici sono compresi fra pl-, e pl (incluso). 

Una prima ispezione alle equazioni (E) ci assicura che in questo caso 
debbono anriullarsi tutte le yhij con tre indici distinti e tali che 16 ed i non 
sieno compresi nello stesso intervallo (determinato da due p consecutive). Con 
metodo analogo a quel10 seguito, ne1 cas0 svolto testè, si potrebbe poi sta- 
bilire che i singoli n - m + 1 sistemi di equazioni 

sono completi e che quindi ciascuno di essi ammette pz - pl-, (2 --= 1, 2 , . . . , 
n - rn + 1) integrali indipendenti fpl-l+l, fpl-l+t,. . . , hl. Inoltre due quali- 
sivogliono di questi integrali fa e fp appartenenti a due distinti sistemi (31) 
(e quindi cogli indici a e situati in intervalli differenti) sono frn loro 
ortogonali. 

Infatti, considerando per un moment0 un sistema (31) come un insienie 
di n -pl +pl-, equazioni algebriche lineari e,d omogenee nelle la quantità u,, 

A si hanno le pz - pl-, soluzioni indipendenti Ap.p,-,+I,r, î31-1+91r,. . . , ).plIr, talchè, 
supposto a compreso fra pz-, e pz, le derivate fa,,. saranno linearmente espri- 

A mibili mediante k-l+,,, p,l+,,, , . . ., lpL1,; analoga proprietà valelper fp, sol- 
tanto, per essere a e p compresi in intervalli differenti, le A ad evso relative 
saranno essenzialmente diverse dalle precedenti. Dopo cib, l'ortogonalità fra 
fa e fs riesce manifesta. 

Segue da questa osservazione che, assumendo a sistema coordinat0 le n 
fmigl ie  di superfici fi = cost. (i = 1, 2,.. . , n) ,  si possono attrihuire a d s  
e ds ,  le forme rispettive: 

,i-m+l Pt 

d s , ~  = 21 ppl L(Cb a',.0 dx,. d x s  . 
1 P C - ~ + ~  

Una volta ridotti a questa forma, le (E) si integrano subito, basta sol- 
tanto aver cura di scinderle in varii gruppi, corrispondenti ai posti, occupati 
dagli indici negli intervalli pz-1, pz (come si è fatto nell'ipotesi particolare t1J7 
pei due i~terval l i  1, n - m ;  n - m, n), 
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delle equazioni dinamiche. 299 

Il lettore avrà già intuito il risultato finale, talchè, senza riportare il 
calcolo, yembrami sufficiente, a complemento della ricerca , di trascrivere le 
forme cauoniche : 

in cui +pl è funzione della sola x,,, se ppl E radice semplice, una pura co- 
stante ne1 caso opposto; Ki (pl-, + l s i r pl) è funzione delle sole varia- 
bili x ~ , _ ~ + , ,  x~, -~ .+ , ,  . . . , xpl e si pub sempre supporre eguale ad 1, se ,op, 

è radice semplice. 
Dalle (32), (33) si ritrovano, come è naturale le (25) (26'), supponendo 

' tutte le radici seniplici, cioè m = 1, p ,  = 1, p, = 2 , .  . . , p,  = n ;  si otterigono 
invece le (29), (30), facendo pi = 1, p, = 2 , .  . . , p,-, = ~z - m, p,-,,+, = n ; 
considerando infine come caso particolare il tipo t,), vengono a niancare le 
funzioni $ e si ha  semplicemente: 

I l  tipo t,) non esige dunque alcun vincolo per la forza viva del si- 
stenia (A), ma comprende perb soltanto dei corrispondenti manifesti a priori, 
cioè i corrispondenti ordinarii. 

Apparisce dalle forme canoniche (32) e (33) che il caso dei corrispondenti 
ordinarii è 17unico (cfr. Cj 6), in cui esiste per la coppin (A) (A,) il solo inte- 
grale delle forze vive; in tutti gli altri casi abbiamo infatti n - m + 1 (> 1) 
iritegrali quadratici, che si possono raccogliere nell'equazione : 

vfilida, durante il moto determinato da1 sistema (A), per tutti i valori di  c. 
Per  concludere, vogliamo mostrare in qua1 modo coi risultati ottenzcti 

si risolve la questione d i  determinare t d t i  i sistemi co~rispondenti ad un 
dato (A). 
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300 1. e v i -  C Sv i t  a : Sulle trasforma~z'oni delle equuxioni dinamiche. 

L a  ricerca va eseguita separatamente per ciascnn tipo t,) e per cia- 
scuna sott~classe di esso, individuata da1 modo, con cui possono essere di- 
stribuite le molteplicità fra n - ln + 1 radici distinte di una equazione di 
grado n. Ognuna di queste sottoclassi B caratterizzata da una certa forma 
canonica (32) di elemento lineare: Se ds  non è riducibile a quella forma, 
esso non ammette corrispondenti di quel tipo e sottoclasse; per ogni forma (32), 
da esso posçeduta, i d s ,  corrispondenti, sono tutti compresi nella espressione (33), 
che dipende da due costanti arbitrarie. F a  eccezione il tipo t,), che dà luogo, 
pes ogni ds, ai sistemi corrispondenti Cds, con C costante arbitraria. 
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Sulla equazione A, U + k2 U = O 

in uno spazio di n dimensioni. 

(Di R. MARCOLONGO, n Messifia.) 

N e l l a  presente ~ o t a  considero una tunzione u ad  n variabili, so~uzione 
della equazione : 

A , U + k V = O ,  

e generalizzo alcune formole date da  HELMHOLTZ (*) e da1 WEBER (**), V a -  

lendomi di risultati ottenuti da1 prof. BELTRAMI (***) e da1 prof. TONELIJ (****). 
Richiamo brevemente dappriuia alcune proprietà delle funzioni cilindriche di 

ordine n + !- e di ordine n ;  poichè, corne ne110 studio delle ordinarie fun- 
2 

1 
zioni potenziali la funzione - p - ~  (in cui p è la distanza tra  due punti) ha un 

ufficio importantissimo, cos1 ne1 caso dell'equazione più generale che qui si 
considera pari ufficio è rappresentnto dalle funzioni cilindriche. 

Richiami su alcune proprietà delle funzioni cilindriche. 

L a  funzione cilindrica di prima specie e di indice qualunque 1. è defi- 
nita dalla serie : 

(*) UeOer Luftschwingungen in Rohren mit ofenen Enclen. Crelle's Joiirii., 

Bd. 57, 1860. 
(**) Ueieber die Integration der partiellen-ûiff: A, u + k2u = O. Matli. Ann., Bd. 1. 

(**Y;) Sulla teorica generale dei pmwnek-i direrenciali. Mein. Acc. Sc. di Bologim, 
tom. VIII, 1869. 

(*+**) Sopra la funaiune potenzinle in uno spnzio rlz' n dimensioni. Ann. Mntem., se- 

rie 2.", tom. X. 
-,jnrrnli di Matematica, tom0 X X I V .  40 
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302 M a r c o l o n g o :  Sulla equatione AI U+ k Z U =  O 

Indicando quindi costantemente con r, un numero intero e positivo, de- 
durremo : 

kn - lim x - n I n  (kx) = - - k R 
X=O 2 n r ( n )  2 . 4 .  6 ... 2 n  (2) 

1 1 
1 -n- - kl+' ;+ 

lim x  V i (kx) = , - -- 
z=o n+ - 

2 
(3) 

1 . 3 . 5  . . . (  2.11-1)  x 

Si ha pure: 

lim x n I n ( k x )  = O ,  lim xn+' T n  (k X )  = 0. 
X d  x=O 

(4) 

1  Le stesse proprietà hanno luogo mutando n in .n + -; esse si deducono an- 
2 

che facilmente dalla relazione ricorrente : 

2 r 
= - I,. - IV-, . 

x 
Raminentiamo ancora che: 

p ( p - 1 . 2 )  p ( p - 1 . 2 ) ( p - - 2 . 3 1 ( ~ . - 3 . 4 )  1 sen (x - 7) 
1 . 2 .  (2 xjq 4- 1 . 2 . 3 . 4 . ( 2 x i '  -" 7 d ;  

(5) 

p ( p - 1 . 2 ) ( ~ - 2 . 3 ) + . , .  
1 . 2 .  3 .  (2x13 1 

in cui si è posto: 
p = n ( n  + 1). 

Di guisa che risulta : 

Teoremi analoghi valgono per le funzioni cilindriche di 2." specie. 
Si hanno le due relazioni : 

Sarà quindi: 
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ed osservando che Y, per x = 0 diventa infinita corne logx e che precisa- 
niente si ha: 

Y, = I,(x)logx + . - 
risulta : 

l i m z Y , = - 1 .  
x=o 

Quindi si trae: 

Lo  stesso pub ripetersi per la Y ,. Infatti le relazioni (6) valgono qualunque 
pi+- 

O 

sia n e poichè: 
2 cosz 

y1 - w=/; 
2 

si trae: 

3 - 
74- - 

lim x ' Y' 1 . 3 . 5  ...( 2 % - 1 )  
(kx) = - 3 (fi+ ;),p.. . 

x-O "+ , 7G 
i 

Possiamo stabilire la  (8) direttamente. Infatti è : 

Supposto n pari, l'ultimo termine della prima parte del secondo membro è:  

2 p ( , u - 1  . 2 ) . . . ( p -  n - 1  . n )  cosx i; - 
1 . 2 . 3 . . . t ~ . 2 ~  '+ a 1 ' 

X 

e 'l'ultirno termine della seconda parte B :  
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304 M a r c o  l o n y o :  Sulla equaxione A, O-/- k2 U =  O 

1 1 
tutti gli nltri termiiii contengono potenze di - inferiori ad n +-, onde: 

X a 
1 

X+ - pip-1.2) . . . (p . -n-  
l i m x  2 Y  1 ( ~ ) =  
X=O n+ ,t 1 . 2 . 3  . . .  n . 2 "  

Lo stesso vale per n dispari. Ma abbiamo: 

91-1  ' 

1 . 2 )  ...(,p - 1 , - l . n ) =  ri i f i ( n + l ) - l ~ ( k + l ) i = 1 . 2 . 3  . . .  2 a .  
k=3 

Posto quindi : 

risulta : 

onde : 

e quindi si trae la (8). 
Le due funzioni 1,. e Y, sono due soluzioni particolari della equazione 

differenziale del secondo ordine : 

Si ha quindi: 

in cui C è una costante arbitraria. 
Se r = n ,  scrivendo la equazione precedente nella fortria: 

e passando al limite per x =. O ,  tenendo presenti le (2) e (7) risulta: C =  1, 
onde : 

In (x) Y (x )  - I', ( x )  Yn (x )  = ' . 
X (10) 

1 
Se r = n + - 9  valendoci delle (3) e (8) troveremo: 

2 
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in uno spaxio d i  n dimensioni. 305 

onde : 

Le (10) e (11) sono casi particolari di una formola più generale stabi- 
lita da LOMMEL (*). 

Ricerca di una soluzione particolare dell'equazione: 

A, U+ k2 U =  O. 
Consideriamo l'equazione : 

L e ricordiamo che se k = O essa ammette la soluzione particolare - 3 in cui: 
P'"~ 

pe = (xi - ai)2 + (22 - a$ + . + (xn - an)2 . (13) 

Cerchiamo quindi se la (12) ammette una soluzione della forma: 

in cui R è funzione della sola p. 
Abbiamo successivamente : 

Quindi : 
B" R' ~ î , U = - + ( 3 - n ) ~ ;  

P - ~  

(*) Zur Theorie del- Bessel' schen FumAionen. Math. Ann., tom. IV; formola A ,  
pag. 105. La formola più generale di LOMMEL é: 

1 e per r = n +  - si ha 
2 
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Y 06 M a r c o l o n g o :  Sulla equaxioae A , U +  k P U =  O 

onde R dovrà soddisfare al]' equazione : 

1- 

la quale, posto: 
v2 

R=p a ,  
si trasforma nella seguente : 

n - 2  che definisce le funzioni cilindriche di ordine - 
2 

dell'argomento k p. 

Se adunque n = 2 1 + 2, avremo per R le due soluzioni : 

&=p11z(kp),  Rz=pzYz(kp); 
invew se rv = 2 1 + 3 avrerno: 

Queste soluzioni potrebbero essere anche nioltiplicate per una costante. 
Porremo : 

e considereremo le soluzioni particolari seguenti : 

Col tendere di p verso zero il numeratore di U, tende ad 1 e quindi U, REI 
1 punto (u,  a,. . . a,) diventa infinita corne - menire U, resta finita. 

PT" -" 

1 e parimenti, ne1 punto (a ,a , .  . . a.) la prima diventa infinita come F ,  e la 

seconda si conserva finita. 
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in %un spazio di ra dimensioni. 307 

Teoremi sulla funzione U. 

Se, in tutto uno spazio S,, Ir e V sono nionodrome finite e continue e 
le loro derivate sono atte alla integrazione, si ha: 

in cui Sn-, è Io spazio contorno di Sn e p la normale interna. 
Se jnoltre U e V soddisfano la (12), sark: 

UA, 'V- VA, U = O, 
e auindi: 

Supponiamo 10 spazio piano e assumiamo un sistema di coordinate po- 
lari col polo in (a, a.. . . a,); sia ancora n dispari = 2 1 $ 3 e nella (20) 
facciamo: 

che soddisfa !a (12), ma ne1 punto (a, a,. . . a,) 

(21) 

diventa infinita; perb dob, 
biamo escludere da S, uno spazio sferico sufficientemente di raggjo P 
avente il centro in (ut a * .  . . a,); detto S',-, il suo contorno e p' la normal, 
volta verso l'jnterno di questo spazio sferico, applicando la (20) abbiamo: 

d V 
V - I ) ~ S ~ - , = J ( U & T -  d p  v <) d~ dgw., . ( 22 )  

Ora rammentiamo che : 
lim ( W ~ S ' ~ _ , = N L ,  
e=O . 

in cui: 
$1 - 

N =  (2 R } ~  se n è pari, 
2 . 4 . . ,  ( n - 2 )  

x, 2 ( 2 4  se n B dispari, 
3 . 5 . . , ( % - 2 )  
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308 M a r c o l o n g o :  Sulla equazkne A,U+ k 2 U =  O 

e 

Perb avremo: 

L = lim pn-l W (*). 
?=O 

dove : 

accennando con U, il valore di ,U ne1 punto (a, .  . . a,). 
d V derivando la (21), rnoltiplicando per pn-i e pas- Poichè =- - 
d~ ds ' 

sando al limite per p = O ,  tenenda presenti le (8) e il valore di a , , risulta: 
I f ,  

d V lim p - 1  -- = 2 l + 1 ? 
$,=O dp' 

e in conseguenxa: 

Annlogamente, riflettendo c,he : 

e la (22) si trasforma nella seguente: 
. . 

Ne1 cas0 di n pari procederemo in modo analogo; porremo nella (22): 

(") Cf!?. TONELLI. Mem. cit. 
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Finalmente, osservando che la funzione : 

soddisfa la (12) tanto per rz pari che per n dispari e si mantiene finita anche 
per p = O  avremo, applicando la (20): 

Yer n = 3 ,  lit (23) e (25) ci danno: 

d coskp ~ o s k p d U ) ~ ~  u=~-(udp--- - P - dl' 

in  cui .a è la superficie contorno di S; e si ottengono due formole di 
HELMHOLTZ. 

Le stesse formole per rz = 2 ci danno: 

date da  WEBER. 
L a  (23) O la (24) ci dà il valore in un punto di S,, di una funzione U 

d U  
nionodroma ecc. e che soddisfa la (12), mediante i valori di U e - 

dt' 
sopra Sm,, contorno di Sn. 

Consideriamo un campo sferico interno ad S,, tale che: 
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31 O Marco Eongo: Sulla epuaxione A, U+ kp U = O 

limitato da1 campo sferico Sn-, pel quale si ha :  

(xi - a,)? $- (xO - a$ + . + (u, - an)P = p 2 ,  

e ,  supponendo n dispari, applichiamo la (23) e (25) a questo spazio; ot- 
terremo : 

Eliminiarno tra queste due equazioni: -dSn - ,  e notiamo che: S y 

e quindi 2 per la (11) il secondo membro si riduce a: ; ond 
-- 

'ie ,O 2 

I )  - 

Per n, = 3 si ha ancora una formola di HELMHOLTZ. 
Procedendo in modo del tutto analogo per n pari si giungerà alla stessa 

formola, la  quale per qz -- 2 ci dà un'altra formola del WEBER. 
L a  (26) offre uiia generalizzazione del principio della media. 
Se quindi il raggio p è scelto tra le infinite radici reali della equazione 

trascendente : 
Ic2(kp)=0, 

2 

e nell'interno della sfera di  raggio p la ET 2. monodroma finita e continua 
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in uno spazio di n dintensioni. 311 

si ha:  

pas,-, = O ,  

Osserviamo da ultimo ancora che dalla (9) risulta: 

e perb la (23) per k = O si trasforma nella: 

essendo : 
A, u= O (*). 

Generalizzazione dei teoremi di WEBER. 

Le formole stabilite permettono di generalizzare alcuni teoremi di WEBER. 
Notiamo anzitutto conle conseguenza immediata delle (23), (24) che se 

una funzione U è monodroma finita e continua insieme colle sue derivate 
du prime in tutto Sn in cui soddisfa la (12) e se in Sn-, U e -- sono nulle 

sarà, in tutto Sa, U = O .  
dlî 

Si voglia determinare una funzione U che soddisfi in 8, alle solite con- 
dizioni di continuità e alla equazione (12) e inoltre sul contorno s,-, sia: 

in cui u è una costante negativa. Si pub mostrare che k deve essere reale. 
Supponiamo invece : 

k = a + i b ,  (a,b=;=O),  
e quindi anche: 

U =  V+iW.  
L'equazione (12) diveiita : 

as v a 8  w - + (ae z z + i z  3,s -bL+2iab)(V+ i W)=O, 

(*) BELTRAMI. Mem. cit. 
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312 M a r c o l o n g o :  Sulla equazione A, U+ k0 U= O 

e quindi: 
A,U'+k"U1=O, 

in cui: 
.U1='T/'-iW; k f = a - i b .  

Applichiamo ora la (19) alle due funzioni U e U'; si avrh: 

d U d u  Ora se in Sn-, è U = O oppure - = O ,  oppure U + cc - = 0 ,  sarà ancora : 
d p  13 

d U' U' = O ,  oppure -- d U' - 0 .  - O ,  oppure Ur + a - - 
d p  P 

I n  ogni caso adunque: 

(k2 - k'') I'(v2 + Wz)àSn  = O 

E cià B impossibile; dunque k non pub ecisere un numero 
Vediamo se k pub essere immaginario p r o ;  essendo 

cornplesso. 

la parte reale V e la immaginaria a' lV di U soddisfano alla stessa equazione; 
basta dunque considerare i l  cas0 in cui U è reale. Ma qualunque sia 10 spazio 
si ha: 

Fatto U =  V abbiamo: 

Per  ipotesi k2 è negativo; la forma quadratica: 2 A,, !-!! è definita po- 
r, ax, a;c, 

sitiva, e perà l'elemento dell'integrale di S, e quindi l'integrale stesso è es- 
senzialinente positivo, mentre che il secondo integrale é nullo nelle ipotesi 

che al contorno U =  O oppure -=O; si ha dunque un assurdo. Ne1 cas0 
d p  

poi che al contorno fosse: 

(*) BELTRAMI. Mem. cit. 
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in trno spaxio di n dimetasioni. 313 

l'equazione precedente diventa : 

che è pure impossibile. 

a% u Sull'equazione 2 a2, - = h aze,  

La temperatura U in un corpo cristallizzato 
DUHAMEL (*) : 

soddisfa all' equazione di 

qualora gli assi x, y ,  a sieno scelti in modo opportuno. 
Nello stato di equilibrio avremo: 

che 

La 

è stata studiata in particolar modo da MATHIEU (**). 
Nella (27) facciamo : 

U = V~3-~'t. 

V ( x ,  y ,  x )  soddisfa alla equazione: 

essendo : 

Posto : 

si trova subito che due soluzioni particolari della (28) sono: 

cos kp -- sen k p  
9 - 

P P 

(*) Journ. Écol. Polyt. Cah. XXI, 1832. 
(**) Théorie du potentiel, pag. 116. 
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314 Mar C O  1 ongo: Sutla equaxione A? U + k2 U =  O in uno spaxio, ecc. 

1 la prima delle quali diventa infinita corne - ne1 punto (x, y, 2,); la seconda 
P 

è finita anche per p = 0. 
Pongasi : 

e si determini una direzione ra' tale che: 

Kcos (n'x) = a2 cos(nx), Kcos(nl y) = b2 cos (n y), Kcos(lzlx) = c2 COS (n2) ; 

d'onde : 
- --- 

R = \( aZ cosz(n x) + b2 cos2 (n y) + cVos2(nxj. 

Se U e P sono due soluzioni della (28) 
si ha:  

Di qui coi soliti metodi trarremo: 

monodrome finite e continue in tutto 8, 

Sarebbe ora assai semplice estendere questi risultati all'equazione nna- 
loga alla (28) ad n variabili. 

Messina, Maggio 18'36. 
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Sugli integrali primi quadratici 
d e l l e  equazioni  de l l a  meccanica.  

(Di G. DI PIRRO, a Romn.) 

F r a  i problemi di meccanica, le cui equazioni si sanno integrare col 
metodo Hamilton-Jacobi, meritano m a  speciale menzione quelli, che il si- 
gnor STACKEL (*) ha indicati in una Nota, pubblicata nei Comptes Reizdus, e 
che comprendono i casi di moto considerati da LIOUVILLE (**) nelle classiche 
Mernorie, aventi per soggetto: Sur quelques cas purticuliers oh les équations 
du mouvement d'un point matériel peuvent s'intégrer. 

Cosiffatti problemi, pei quali la espressione della forza viva si supporie 
ridotta a forma quadratica ortogonale, sono notevoli anche per cib: che essi 
posseggono oltre l'integrale delle forze vive, altri (n-  1) integrali quadratici 
ortogonali nelle componenti di velocità, essendo n il numero dei gradi di li- 
bertà del sistema. 

Poichè questa proprietà è solo incidentalmente notata da LIOUVILLE e d~ 
STACKEL, e si ignora se essa appartiene unicamente ai casi da essi studiati, 
o se è comune ad altri; cosi mi è parso utile intraprendere la ricerca diretta 
dei problemi, che ammettono, oltre l'integrale delle forze vive, altri integrali 
quadratici ortogonali, nella jpotesi in cui la espressione della forza viva è 
riducibile a forma ortogonale. 

Ho risoluta cornpiutamente la questione per fz = 3. 
Per  n qualunque, ho dimostrato un teoreina, che permette di associare 

al caso di moto considerato da STACKEL, altri (n - 2) casi, pei quali esistono: 

n - 2 ,  uz-3 ,... 3 ,  2 ,  1, 

integrali quadratici ortogonali, oltre quel10 delle forze vive. 

(*) Comptes Rendus, 6 marzo 1893. 
(**) Journal de Liouville, 1." serie, tomi XI e X I I ;  e Additions à Eu Connaissance des 

Temps pour 1850. 
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316 Di I'ir r O : Sugli integruli primi puadratici 

Si lia cosi una speciale classificazione dei problemi delln meccanica, se- 
condo il numcro degli integrali quadratici ortogonnli, clle essi ammettono. 

Abbiasi un problema di meccanica, definito dalla semiforza viva: 

e dalla funzione delle forze: 

a- U(Y, 9, . . . q,), 

dove le a,, si suppongono funzioni dei soli parametri 9 ,  ci,. . . q,, che indi- 
viduano la posizione del sistema. 

Mi propongo di determinare le espressioni delle a,, e della U in guisn 
che il problema, oltre l'integrale delle forze vive: 

H= T - U = h (costante), 

ammetta un secondo integrale quadratico: 

H I  = Ti - Ui = ai (costante), 
dove : 

essendo le a,., funzioni delle sole q ,  q,  . . . q,. 
Perchè cib sia, è necessario e suficiente che, espresse le T e TI a 

mezzo delle 

risulti identicamente soddisfattn I'equaziorie : 

Questa equazione, quando si osservi che: 
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delle e p a x i o n i  della meccanica. 317 

Occupiamoci per ora della (l'), nella quale trovansi contenute le condi- 
zioni che sj richieggono, perchè le eyuazioni delle geodetiche ammettano 
I'integrale quadratico : 

T, = a,. 

" (n '- '1 equazioni : Essa dà luogo alle 

1 a as, ~ r i  8 1 -- - --- 
ara a qr (a.$)  a 2 ~ o  (G) = O 

Separiamo le (2) in due gruppi: 
quello che si ottiene per r = s 

quello che si ottiene per r =:= s 

Dalla equazione (2') si ha: 

( r ,  s  = 1 ,  2 )..., 72). (2) 

donde : 
@ri - = O,(') (non y,), (r  = 1 , 2 , .  . . , n ) ,  
Ur0 

dove O,(1) è una funzione arbitraria non contenente la 4.. 
Dalla (2") si trae : $ (O,'<) - Rv") 

aso )=O, 
da cui: 

o ( e - e ~ s ,  (Y, S - 1 ,  2 ,..., n, r=I=s), 

essendo FVJ una funzione arbitraria non contenente la 49. 
Annali di Mnlewzatica, tom0 XXIV. 42 
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L e  equazioni (2) sono cos1 completamente integrate, e la  risoluzione dcl 
problema è ricondotta al10 studio delle equazioni funzionali (3) e (4). 

II. 

1. Studiamo innanzi tutto il 

Caso di n = 3. 

L e  equazioni (3) e (4) danno: 

a 1 1  
- = Bi(i) (non q,) 
ai O 

a21 - 
- - 8,") (non q,) 
Ueo 

as1 
- = e3(l) (non q,) , 
a30 

Da1 sistema (4') si deduce l'equazione: 

L e  prime due equazioni dello stesso sistema si possono scrivere cosi: 

Sommando si h a :  

Evidentemente le (5) e (5') possono sostituire due equazioni del sistema (4'). 
Esaminiamo l'equazione (5). Essa è della forma: 
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Con derivazioni si ottiene : 

dove f , ,  f , ,  f3 sono furizioni arbitrarie dei rispettivi argomenti. 
Integrando, si hanno per le (Cl,, q,, +, le seguenti espressioni: 

essendo y , ,  yJ3 funzioni arbitrarie del solo argomento indicato. 
Dalla forma delle + si deduce quella delle F, che ccompajono nella (5): 

e si h a :  
BI3 = y 3 3  w1 ( q z  231, FI2 = (923 .Wl ( q z  q 3 )  

F21 = y 1 3  w 2  ( p l  ~ 3 )  , F23 = y 3 3  w2 ( p i  93) ( F I  

dove le w, ~ 2 ~ ~ 3  sono funzioni arbitrarie degli argomenti posti in evidenza. 
Tenendo conto delle ( 6 ) ,  la (5 ' )  diventa: 

Se ora si indicano con y,,, ( p , 2 ,  lf32 tre funzioni arbitrarie, la 1." della 
sola y , ,  la 2." della sola q 2 ,  la 3." della sola y , ,  dalla equazione (7 )  si trae: 

w3 = y 2 2  ( q 2 )  - ( p l 2  (q t ) .  
Dopo cib, consideriamo la 1." delle equazioni (4') : 

ai0 = ( O , ( ' )  - F2! = ( e , ( i )  - e 3 ( i ) )  F3,  . 
Da questa si ha :  
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ossia, in virth delle (6) e (7): 

ed infine, poichè Y l 3  deve supporsi differente da zero, si perviene alla: 

Questa equazione è analoga alla (7), e dà:  

d ~ v e  le rp,,, y , , ,  sono altre funzioni arbitrarie di  g , ,  g,, q ,  rispetti- 
vamente. 

Le espressioni trovate per le F e per le 0 ci permettono di assegnare 
le espressioni di a,,, a,,, a30.  

Si ha infatti: 

Al10 stexso modo si ottiene: 

Per dare miglior forma a queste espressioni, moltiplichiamo numeratore 
denominatore di a,, per y,, . r p 3 ~ ,  e portjarno il fattore esterno y,, a moltipli- 
catore della l.a linea del determinante numeratore. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



delle equnxioni della meccanica. 32 1 

Con cib a,, assume la forma: 

Operiamo analogamente sulle espressioni di a,,, a,, e denotiamo ancorn 
con y , ,  , (Pi*, - - i prodotti y,, yu, (919 (91, , . . 

Se poniamo allora: 

e diciamo @ks il complemento algebrico dell'elemento y k s ,  si ha: 

e quindi, in virtù delle (3'): 

È importante notare che, scambiando ne1 determinante @ la 3." colonna 
con la 2.", le a,,, a,,, a,, non cangiano nè di ralore nè di segno: mentre le 
O , ( 1 ) ,  O,( ' )  si cangiano ride: 

Se ne deduce la esistenza di un altro integrale quadratico, definito dalle 
formole : 

@ks @ @ks aks = - ah, = - ( k = 1 ,  2 ,  3). 
@ki G2ki 

E si conchiude che: 
Se la forxa viva d i  un sisterna materiale è riducibile alla forma: 
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allora, oltre Pintegrale delle forxe vive : 

T = h ,  

le equaxioni delle geodetiche ammettono due integruli  quudratici or togonali 
della forma: 

Si ricade cosi ne1 teorema di STACKEL. 
2. Passianio ora a studiare un 

Caso di eccezione. 

1 ragionamenti svolti debbono ritenersi validi solo ne1 caso in cui le 
O,( ' ) ,  O p ,  siano differenti fra loro. 

Se infatti si supponesse: 

e , ( l )  = e,(l) = 0 ( 12 ~ 3 )  9 

allora per -a,, si avrebbe: 
O a,, = ( O , ( , )  - O , ( ' ) )  F,, = - . 
1 
ff, 

E se si vuole che a , ,  sia differente da zero, è necessario che a, ,  assuma 
O la forma - e che quindi si abbia: 
O 

L'equnzione (5) perde in ta1 cas0 ogni significato, ed occorre percib ri- 
prendere in esame il sistema (4'). 

I n  virtù della ipotesi: 

dove 8,. è una funzione arbitraria della sola p.,, le eqiiazioni del sistema (4') 
diventano : 

a j o  = (O,* - O P )  F 3 l  

aeo = (OI2 - e 3 9  G2 
= ( e p  - oie) Fi3 = (e3(*) - 4 , )  F,, 
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Dalla 3." delle precedenti equazioni si trae: 

Fi3 = y 2 3  = Fi, (y,), 

dove F,,(q,) è una funzione arbitraria della sola q3.  
Deriva da cib che: Se la forxa viva del s i s t e m  è riducibile alTu formu: 

2 T = (Qi, - &(") ( F 3 t  q' iZ  + F3z q'2' + F,, ( g 3 )  q ' Z e ) ,  (BI 

le equaxiorzi delle geode&he, oltre l'isltegrnle delle forxe vive: 

2 T = costante, 

ammettotio u n  secondo integrale quadratico: 

1 risultati precedenti si potranno intanto compendiare ne1 seguente 

Teorema. 

Perchè u n  sistema con tre gradi  d i  libertà, la cui forxa viva s i  sup- 
pojze ridotta a forma ortogonale, sia tale che le epuaxioni delle geodeticke 
asninettano, oltre l'integrale delle fome vive, a l i s i  integrali quadratici ( 

gonal?; è lzecessario e suficiente che Ea espressz'o?ze della forxa viva sia 
riormente riducibile od al2a forma: 

od alla forma: 

Ne1 1.0 caso esistono due integrali qztadsatici ortogonali, ne1 2.0 
ne esiste uno solo. 

Se si suppone che le tre variabili si riducano a due, le espressioni (A) 
e (Bj coincidono entrambe con la nota forma di LIOUVILLE. 
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III. 

Deduciamo ora alcune soluzioni importanti ne1 

Caso di n qualunque. 

Le equazioni che vogliono esser soddisfatte sono compendiate nella: 

Da queste equazioni si possono per a,,; a,, ,..., an, trovase direttamente 
le espressioni assegnate da STACKEL, le quali perb in qiiesto caso generale 
non si presentano corne uniche. 

Per intanto quando si ponga: 

dove 'p,~ B una funzione arbitraria della sola q , ;  ed inoltre si chiami con (Dr, 
il complemento algebrico dell'eleniento y,,, si ha : 

Si sa poi che in ta1 caso, oltre l'integrale definito dalle (9 ) ,  esistono 
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altri (n - 2) integrali quadratici definiti dalle formole: 

Questi rjsultati sono validi solo quando si supponga: 

il determinante avrebbe due colonne eguali, e aarebbe percib identicamente 
uguale a zero: con che le u,, perderebbero ogni significato. 

Studiamo questo 

Caso di eccezione, 

e, per porci nelle condizioni più genernli, supponiamo che si abbia: 
,9,(') = ,9,(') = . . . = = Q ( 1 )  (non q ,  q, . . . q,), 

dove 6(') è una funzione arbitraria delle sole q, t I ,  q ,+2 , .  . . q,. 
Le equazioni del sistema (4) in ta1 cas0 diventano: 

a h ,  = ( ~ ( 1 )  - 6(l' ,+,) E1,+,,It = ( O ( ' )  - W,+,) = . . - =(eti)  - en(')) Fn, 

( h =  1 ,  2 , . . .  Y )  
\ 

ako = (ek(L)  - @))Fik  =(ok(') - O(')) Fsn = . . . = (w) 
= S . . =  (Bk(') - g(')r+i) Fr+,,k = . . = (Ok(') - en(') ) F%k 

( k = r + l ,  ~ $ 2 ,  ... n). 1 

Consideriamo le equazioni corrispondenti ai coefficienti ah,. Da esse 
si trae: 

( h  = 1 ,  2,... r - 1), 

dove +h deve di neoessità supporsi funzione delle sole q ,  q p . .  . y,. 
Si ha quindi: 

ah0 = +h aro - 
Annali di Matematica, tomo XXIV. 
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La forrnola (Il) ,  cod' dëdotta, ci #bette' di cdiibs'c&r& le ekpress'i'oni di  
a,,, a .,,... a ,.... quando sia oonosciuta la espressidne di a,,. 

Esaminiamo ora le equmioni corrispondenti ai coefficienti ab,, e di esse 
consideriamo le seguenti : 

ah,, = (Bk(') - @)) Fik = (Bk(') - @i)) Fzk = . a . = (ek(l) - 6(i)) FTk 

Da queste equazioni si cava':' 

dove Fk è una fuazione arbitraria dèlle q,qi1, q,+*, ... qh. 
In virtù delle precedenti deduzioni, il sisterna (10) si riduaeal sistema' (11): 

aho = t,hh. a,,, (h  = 1 ,  2 ,..., - 1), 
ed al sistema: 

a,, = ( ~ ( i )  - e(i),.+,)F,+,,, = (00) - B ( î ) r + o )  - . . = - enci)) Fm 
i ,  I 1 *' aho = (ek(i) - 81')) FA = ( ~ ~ ( 1 )  - eii),.+,) F , + , , ~  = . . = (O#) - en(1)) %'Ri ( l2 )  

... ( k = r +  1, r + 9; n). 

Cib posto, si pensi ad un sistema materialb con ((n - r + 1) gradi di li- 
... berth, si supponga che a,,, a,+1lo, lino sieno i coe&cientï della sspressione 

della fotzaJ vïvd e bhb sieno q,, p,,., ,..; kfl le variabili iiidipendenti. 
Se si cercano le condizioni, che devono esser verificate, accib, per un tale 

sistema, le equazioni delle geodetiche amrnettano un integrale quadratico ortogo- 
nale, oltre quo110 deiie forze ~ i k e ;  t'ai Coidizioii saranno èspresse àa equazioni 
analoghe alle (12); ê i e  (161 da esse differiranno' d o  in  quanto Id p, nelle 
funzioni, in cui deve esser contenuta, entra accompagnata dalle q ,  q, ... y,-, . 

Poniamo allora : 
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, dqse, c ~ g ~  è qna funzio~e qrbitraRa delle,q, q e . .  . q,, ppr k = r ,  ed è una 
funzione arbi,tr+ria, della sola q k  per ,fi=+ r. 

Indichiamo con iPk, il complemento algebrico dell'elemento y k s .  

Fatte queste posizioni, è evidente, in viith degli esposti ragionamenti, 
che le formole: 

definiscoiio una soluzione del sicjtema (12). 
Tenendo conto dei rjsultati ottenuti, e delle equaziozii 

cludere che il sistema (10) è soddisfatto, quando si abbia: 
j l l) ,  si pub con- 

L e  form?le (C) dànno i coc$icienti che, figurano nella espressione della 
forza viva: 

n 

2 T = 3 a,, ql;. 
r-1 

1 coefficienti che compajono nella espressione : 

del secondo integrale quadratico son dati dalle forniole: 

Se ne1 detertriinante y si tien ferma la lea colonna, e si scambia la  2.a 
r,on la 3.a, con la 4.",  . . . , con la (f i  - r + l)esima successivamente, le for- 
mole (C) rimangono inalterate: ma le 8(1) assumono mi divm&i, casi espres- 
sioni differenti. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



328 D i  P i r r  O : Sugli inteyrali primi quadratici 

Si hanno per esse (n - r  - 1) sisterni di valori, ed in corrispondenza 
si avranno altrettanti integrali quadratici ortogouali della fortna: 

1 T, = - avs = a, (costante) , 
2 

dove : 
@9-,s+i ahs = O(s) aho = &) #ha,, = th - 
@2,* l  

(h  = 1 ,  2,..., r - 1) 
( s = 2 ,  3 , . . . ,  (?z - Y ) )  

@ @ k ,  s+i ahs = e k ( s )  aka = - 
aeki 

1 sisultati precedenti si potranno intanto cod siassumere: 
Se Zn espressione della forza vivu di un sistema ~mtwia le  i , ~  inovinzento 

é &hcibile allu forma: 

allora le equaxioni de lle geodetiche, o l t ~ e  l'integrale delle forxe vive : 

T= h ,  

lcmmettono a l t ~ i  (n - r )  integruli quadvatici ortogonali della forma: 

(s= 1 ,  2 ,  3 ,..., n-r) .  

IV. 

1 risultati sopra esposti si possono estendere al caso, in cui esieta una 
funzione U delle forze. 

Per  ta1 cas0 è necessario sia soddisfatta l'equazione (1"). 

la quale esprime che, oltre l'integrale delle forze vive: 

H = T - U = h ,  
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esiste anche l'integrale : 
Hl = Ti - U 1 = u l .  

dove T e TI iianno la forma innclnzi assegnata. 
L'equazione (l"), sviluppata, dà luogo al sistema: 

au, a ~ i  a u -- --- 3 ( r = 1 , 2  ,..., fi), 
aqr ara 3p.T 

ossia : 

da cui si deduce ancora: 

a= ( ~ ~ ( 1 1 -  es 

II sistema (13) definisce la funzione U. 
Se introduciamo la ipotesi ammessa: 

le equazioni (13) corrispondenti agli indici: 

sono identicamente soddisfatte. 
Pertanto, quando si osservi che: 

dove è il complemento algebrico . dell' elemento y,, ne1 minore (us, ; il 
sistema (13) assume la forma: 

E poichè non contiene nè la q, nè la q s ,  e dippiù è differente da 
zero, si avrà ancora: 
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Del sistema (14) .consideriamo le equazioni : 

@ u 

ed osserviamo che, per i valori considerati di A :  

e 1' ultimo sistema di equazioni' é qquivalenbe all' altro : 

Dalle (15) s i  ha, integiando: 

dove +hck), $k(h) sono simboli di funzioni arbitrarie. 
Moltiplicando per Qk, primo e secondo nieinbro ddll'ultima equazione, ed 

immaginando inclus0 nella funzione $k(h) il fattore @ k , ,  si potrà scrivere: 

Teniamo ora fisso l'indice h, e facciamo variare k 'da r + 1 ad n. 
Dall'esame della (16) si deduce che U ai  pub esprirnerea mediante la 

somma di due funzioni: 
a) la prima contiene arbitrariamente tutte le variabili, ad eccezione 

della q h ,  la quale vi entra soltanto ne1 fattore @ k t ;  

6) la seconda contiene arbitrariamente le q ,  q ,  . . . q, ed B tale funzione 
di q,+,, p,+ ,,..., qn che, divisa per Q,, non contieiie né la q,+, ,  nè la 
q , + 2 1 . . - ,  nè la qn- 

Ne consegue che @ U dey'esser della forma: 

dove la F, contiene arbitrariamente tutte le variabili ad eccezione della ph, 
e dove f, i: una funzione arbitraria delle qi  pz. .  .y,. 

1 ragionamenti fatti valgono per: 
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Si h a  qtiindi per cP U l'espressione : 

in cui F, pur dipendendo da tutte le variabili, contiene perb in modo arbi- 
tr~lrio soltanto le qr+, , q r t 2 , .  . ., q n .  

Consideriamo ora le equaeionil ohe si, attengono d ~ 1  sistenia: 

quando si dia a Ic uno dei valori della serie: 

e ad h si dieno i valori: 
1 , 2 , 3  ,..., fi, 

subordinatamente allai eondi~ione : 
h =+IV. 

Integrando queste equazioni, si1 a d  : 

h = 1,  2, ..., n (6 += k)) 
k = r  + 1, r + 2 ,  ..., n 

Con considerazioni analoghe a quelle esposte innanzi si trova per U 
l'espressione : 

(1 6") 

dove fkCqk) è una funzione arbitraria del sala argoxnarito ph, ed f ,  pur es- 
sendo funzione di tutte le variabili, contiene in modo arbitrario soltanto le 
qi 2 2  - . . 4.- 

Le (16') e (16") ci permettono di assegnare per U l'unica e più gene- 
rale espressione : 

@ri '"ki 
U = - f r ( q l ~ ~ * * - q r ) +  a' k=v+l 3 - # k ( q k ) ,  @ 

ossia : 

essendo a,,, ako  i coefficienti ehe figurano nella espressione della forza viva. 
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Per  I R  funzione U, si trarrebbe dalle equazioni precedenti l'espressione: 

L a  funzione U, definita dalle (17) soddisfa anche alle equnzioni analoglie 
alla (lu), che si ottengono quando, in luogo dell'integrale: 

Hl= Ti- Ui=al ,  
si consideri 1' integrale : 

H s = T s - U s = a s ,  ( s=2 ,  3 , * . . ,  ( n - Y ) ) ,  
e si trova: 

@r s+i 4k, s+i + - f k h )  us=*A(q12..--2,)+k=~+1 ,$, 

(s=l, 2 ,..., n - r ) .  

L e  espressioni delle U,  Us corrispondenti al  caso: 
,g,.P) ='= ,gs(l), 

si deducono dalle (17) e (I?'), facendo in esse Y = 1. 
Allora le U ,  Us coincidono con quelle, che, al10 scopo di generalizzare 

i l  teorema di STACKEL, furono dapprima assegnate da1 dott. RURGATTI (*), e 
poscia da1 GOURFAT e dallo stesso STACKEL. 

Pertanto i risultati ottenuti ci permettono di enunciare i l  seguente 

Teorema. 

Sieiio q,  q, . . . y, le variabili indipendenti che definiscono la posizione 
di un sistema materiale in movimento, soggetto a forze che derivano da una 
funzione: 

24 . . . 2 J ,  

e sia la forza viva espressa da: 

con a,, funzione delle sole variabili indipendenti. 

(+) R e d  del Circolo Mntem. di Palermo, tom. I X ,  fasc. III. 
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Si consideri il determinante: 

dove le: 
 PI 2 ?PZ 9%3 - *  j ?r,(n-r t I )  

della 1." linea sono fiinzioni delle: 

q i  q z .  * * q r )  

e le cpks delle altre linee sono funzioni arbitrarie della sola: 

q k  - 
Si rappresenti con @ k ,  i l  complemento algebrico dell'elemento y k , .  

Sieno inoltre : 
$ 4  $ 0  +r- i  

fr ! 

. . .  funzioni arbitrarie di q ,  q ,  y,, ed: 

f r t i  (qrt .1))  fr+* ( q r + J  . ., f n  ( q n )  

funzioni arbitrarie del solo argomento indicato. 
Cib posto, 
Se 2 T 2 ridwibile alla fo rma  : 

e se 217. f u w i o n e  U è definita dalla espressione : 

allora, oltre L' integra le delle forxe vive, esistono altri : 

T t  - !r7 

Annali di l\.iatenzntica, tom0 S X I V .  
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inteyruli omoyenei gzrad~wtici o~.togonali della f o m n :  

Ts - Us = as (costante), 

Se Y = 1 le formole prececlenti coi~zcidono colz quelle assegnate (?a S T ~ -  
CKEL, ed i l  problema nmmette ( 12  - 3 )  i~ztegrwli pztndtwtici ortogonn7i. 

Se s i  fcc sz~ccessivnnzen te: 

p~obielni  cliffe~enti, pei ptiali esistono rispettil;irmenfe: 

in  tey ra  l i  qzradvatici ortogonnll, oltre qziello clekle f u m e  vire, conl une n tutti. 

Romn, Aprile 1896. 
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La moltiplicazione complessa per \1- 23 
delle funzioni ellittiche. 

(Del prof.  F. BRIOSCHI, Miluno.) 

1. E noto corne HALPHEN nella sua Memoria sopra questo argomento 
pubblicata dapprirna ne1 Journal de Mathdnzatiques & - e s  -et appli&ées, e 
riprodotta ne1 volume 3." del suo Traite' des fonctions elliptiques, pag. 151, 
faccia dipendere la soluzione del problema da una equazione: 

essendo F una forma ternaria di terzo ordine. 
È noto ancora corne la moltiplicazione complessa per la quale il molti- 

plicatore p è dato dalla: 

sia conriessa alla trasformazione del sesto ordine delle funzioni ellittiche. 
Ne deriva che questa trasformazione dovrà presentare una equazione la 

quale ne1 caso particolare riducasi alla (1). L a  ricerca di essa ed alcune sue 
conseguenxe, formano lo scopo di questo breve scritto. 

2. Richiamo alcuni risultati contenuti nella mia Memoria: u L a  trasfor- 
mazione d'ordine pari delle funzioni ellittiche r pubblicata in questi Bnnali 
(tomo XXII, 1894) mantenendo le stesse denominazioni. 

La equazione modulare per n = 6, B dimostrato in quel lavoro, è la se- 
guente : 

nella quale: 
Gq=60e'-4gZj G,==14y,e.+22g3. 
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Inoltre gli invarianti y,, p tsasformati hanno i valori : 

indicando con e una delle radici e , ,  e , ,  e , .  
Posto: 

S, = y  - e ,  

la equazione (3) prende la forma: 

I y4 - 8 e y3 + 2 (g, - 3 et)  y2 ->(y, - 3 e?)< = 0, (4) 
O ponendo: 

ed i valori di y , ,  7, conducono alla: 

e supponiaino rielle forrnole superiori e = e, .  Si denominino con E ,  , E , ,  6, i 
valori trwsformati e quindi : 

1 
62 Cg + i 3  i l  + E ?  = - - 1 

4'/2, i l E ~ i 3 ~  473. 

Le fosmole di trasforrnazione sopra indicate danno: 

E P  = - 2(e1 + Y) + 323 i- 2~ (P - 9 )  
Y - P  

ed osservando che per la equazione (4) si ha: 
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si otterranrio le tre relazioni seguenti: 
1 3 p q s -  6y3- 4 8 e , p z +  10g2y-30e:y-3y ,e ,+ny,  

13 
13 + 4 e , g  = 16 ( f -  6e,?/ +Sn - 4 a:)  

1 7  
e i - 1 2 e : i , = 1 6  4 y 3 - 4 ' L e , y P + 1 2 y z y - - g s e i  + 

4 

dalle quali, nioltiplicando la prima per 24, la seconda per - 5 . 6  . e , ,  la terza 
per - 1, e sommando si 'giunge alla : 

2 . 34.. 5 - ~ ~ - 5 . 6 . e , ~ ~ + 2 4 y , a - 3 ~ . 4 . 5 . e : e - 2 . 3 ~ . g , e , - - y , =  
7 

la qiiale posta a confronto colla (6) dà: 

cioè l'equaxione cercatu. 
Per  la rnoltiplicazione sono : 

& 3 = ( ' @ 3 ,  j/2=p4g2, */3=p693) 

e quando p abbia il valore (2), ponendo con HALPHEN: 

la equazione (7) diventa la:  
3 

7 ( 1 7 p ' + 4 . 3 2 ) [ 4 . 1 9 . t 3 - 3 L . 7 . t ] + a ( 5 y i + 4 . 3 2 ) ( 4 .  3 1 7 . t ' - 3 ' ) = 0 ,  

che moltiplicata per 5 p 2  + 19 conduce alla equazione di HALPHEN (pag. 174): 
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336 Br i o s c  h i :  La rnoltiplicaziuzc cornplessa per d - 23, ecc. 

la equazione (4) si trasforma nella: 

v3 (v  + 8) = 4'. ( p  - y P  
(1 -4, 

Y 2 
e quindi se: 

J=g2-27&, D = G , " - 2 7 G ; ,  A = y ; - 2 7 $ ,  

si deducono le:  

ed indicando il moltiplicatore con z,  si ha: 

ed analogamefite si ottengoiio altra' formole note della trasforniazione. 

Agosto, 1806. 
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Le equazioni differenziali lineari equiva- 
lenti alle rispettive equazioni differen- 
ziali aggiunte d i  Lagrange. 

(Del prof. F. RRIOSCRI, Milnno.) 

1 . . 

1." l e  proprietb di quelln equazione differenziale lineare la quale con- 
siderata yer l a  prima volta d a  LAGRANGE f u  poi denominata equazione ~diffe-) 
renziale aggiunta di LAGRAEGE, furono stabilite (1% Jacosr, da HESSE, da 
BERTRAND, da DARBOUX. Questi autori hanno dimostrato che allorquando la 
equazione differenziale aggiunta .ammetta gli stessi integrali che 1' equnzione 
differenziale primitiva, cioè si8 ad essa epuirulente, sussiste fra "quegli inte- 
grali e le l o r ~  derivate un determinato numero di relazioni quadratiche (*). 

" .  
In modo particolare se n è lin numero .dispiiri, ed y,, y L 7  ', . . ; yn rappre- 

sentano u n  sistemn fondamentale di integrali della equazione differenziale 
. . 

lineare : , . .. , 

se l'equazione differenzide aggiunta di I;AGRANC~E S equivdente alln siiperiore, 
si hanno le: 

f iy i7 yt,.:., yn).= 

essendo f una forma quadratica a coefficienti costanti. 

(*) DARBOUX. Lecom szw ln théorie g4nAaale des suqfuces. Deuxième partie. Chapitre TT. 
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340 B r i o s  c h i :  Le epuaxio~ti di f lèremial i  lircenri eqz&valenti 

2." 'Ne1 volume 13." di questi Annali (finno 1885) e ne1 14.' degli Acta 
Nrthematica .(anno 1890) ho dato una formola generkle di derivazione suc- 
cessiva per una forma f (y,, y,, . , . , yn) d'ordine m qiialsivoglilt, a i  coeficienti 
costanti. 

Supponendo che le  n - 1 quaiitità r,,  r , ,  . . . , v ,.-, possano assumere i 
valori O ,  1, 2 , .  . . , m ;  posto : 

e cos1 di segiiito. 
Cib posto la formola di derivazione successiva é la s e p e n t e :  

Il numero delle espressioni (Y,, r,, . . . , r,,,) B evidentemente e g u d e  a : 

3.' Il caso che intendiamo qui considerare B quel10 in cui : 

. m = 2  e (O, O, .* . ,  O)=O, 
ed in conseguenza: 

(1, O, O ,... , O)=O. 
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119 + ~t - 4 . . I n  esso le altre 
2 

quantith (Y,, Y,, . . . , Y,-,) si possono espri- 

11 -1 mere in  funzione dello - 
2 

seguen ti : 
. L 

(2 ,  O ,  O ,... , O) ,  (0, 2 ,  O O), (O, O, 2 >..., O) ... 
cioè dei primi mernbri delle equazioiii (2). Queste perb non sono frn loro ~ I I -  

12 + 1 dipendenti, ma bensi legate da - 
2 

relnzioni fra esse e le loro derirate, ad 

eccezione del caso di n = 3. 
Consicleriamo dappriina questo caso. Ln formoin di derirnzione tliveiitn: 

tl(0, 2) -- 
d x  - - 2  [ 3 p i ( l  , l ) + p s ( o ,  l)]. 

s1ippoSto : 
( O , O ) = O ;  ( 2 , 0 ) = ) . ,  

si deducono le: 
1 

(1, O)=O, ( O ,  l)=-?., ( 1 ,  I l = = - .  A', 
3 

e per ln quart%: 
(1,  1) =o., ?. = C'ost. 

da ciii per l'ultima: 
2 p ,  - 3 p 1 ,  = O, 

eiob nul10 l > i n v a r i h t e  delln equnzione differenairrle' (l), corne é noto. 
Annnli di Mde~nntkn ,  toino XXIY. 43 
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4." Sia in secondo luogo $2 = 5.' I,a f i rmola di derivazione b in  qiiesto 
cas0 : 

e le d t r e  undici espressioni sono fiinzioni di 1, c di p; mn dalin fvrmola di 
derivazione, escrusa la prima, si hnnno quattordici relazioni, rimasranno quindi 
t re  relazioni f ra  ?., y e loro derivate. 

Si a r ranno cosi: 
1.1 3 ., 

(O, 1 ,  0 ,  (J)=-À, ( 1  1 O O ) ,  ( O ,  0 ,  1 ,  O ) = - n / .  

quindi si nrrh In prima relazione fra 1,) p: 

1.'" + Sp&' $ 4p3;., 
e per essa: 

(3) 

1 (O, 1 ,  1, o ) = L h ' 1 1 + ~ p 2 À r + 2 1 ) 3 ~ .  
2 

( 1 ,  0 ,  0 ,  1 ) = - À r 1 1 - 9 p 2 i . ' - 6 ~ ) 3 i ~ .  
) 

Ln formoln di derivazione applicattt a queste funzioni dlt: 

( O ,  1 ,  O ,  1 ) = - ~ ? V - 4 p , i , 1 1 - ( 9 p ' ,  +p,)?,"-(6p1,- 5p4)1.--10p,u 
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ma: 
d t O ,  0, 2 ,  0) 

d z  
= 2(0, O ,  1, 1) 

in copseguenza dalla elinlinaziono di (O, 0 ,  1,  1) si avrh la seconda. rela- 
zione fra A ,  p :  ossia: 

Questa relazione introducendo i valori a, t ,  c dei tre invarianti fonda- 
mentali della equazione diffei-enziale del quinto ordine, cioè: - 

prende la forma: 

La terza relazione si deduce dai valori d i :  

ma prima di calcolarla distinguiaino il caso in cui: 

A = (2, 0, O, O) =O, 

da1 caso contrario. Se 1. = O  si ottiene dalla (3) p=  cost. sussistono cioh le 
relazioni (2) per a = 5 e 1' equazione diffeïenziale è equivalente alla sua 
aggiunta, . L W  
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Per  la (4) sarà quindi: 
n = 0 ,  

e risultando in questo caso: 

c z i o ,  O, O, 2) 
% -  . 

d x  ==-2 [1Opz(O1 0 ,  1 ,  I)f lOpa(0, 1 ,  0 ,  1)$- 

- t -5~4(1 ,  0, O ,  1) + 2 3 d O 7  O, O ,  111, 
si o t t i p e  che: 

ossia : 
c = o .  

Se quindi la equazione differenziale (1) peï n = 5 h equivalerite alla ri- 
spettiva aggiunta di LAGRANGE gli invarianti di essa di grado dispari a ,  c 
sono nulli. Qiiesta proprietà vale per n qualunque (dispaii, O pari) corne si è 
osservato rlella seconda delle citate Mernorie. 

Ma aggiungiamo ora, ed è 10 scopo di questo scritto, tu r e c i p o c u  nola 
szlssiste. Supponiamo infatti sieno a = c = O ma non 2 .  L e  equazioni (3), (4) 
danno : 

' - A'" + 6 p 2 i r  + 6 p r 2  h P - ( 5 )  

ossia : 

ed infine la terza relazioiie riducesi alla: 

3 . 4 , 5 . b 1,"' + 3" 5 . b' A;" + 3 . 5 (G" + 4? . p2 6) 1,' $ ) 
+ 2 ( b " ' + 2 . 4 2 . ~ e b ' + 7 . 8 . p ' e b ) A = 0 .  ) (8) 

Eliminando 1 dalle (7) (9) si giunge ad  una equazione di condizione fra 
l'invariante b ,  il coefficiente p, e le loro derivate. La (5) dà: 

p = A" + 6p, A + cost., 

e quindi si avranno i valori di A ,  p in funzione di 6 ,  p, e loro derivate. , 
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Ma in questo caso (1 non = O) la equazione differenziale (1) pub oppor- 
tuliainente trasformarsi ne1 modo seguente. Pongasi: 

y = h ,  

essendo u uua funzioiie di 2 ,  e questa Cunzione di x. Supponendo: 

e denominando con U ,  0, y i t re  invlirianti fondaiiientdi della equazione dif- 
ferenziale trasforniata, saranno : 

a = o ,  " / = O ,  

e l'equazione stessa avrh la forma: 

Ma corne è noto: 
p i 4  = 1, 

e trovasi facilmente essere : 

la equazioiie ( 6 )  condurrà cosi alla prima condizione: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



346 Brio sqh  i : Le eqzratiolii dif ' t .rwxiai i  l imari equivalenti, ecc. 

1 djpe 1 d 3 p  ~ 1 9 s  d e  pe -- cl [Te 
+,ut ,+=;i~r  "P'+ = O. 5 dz5 + 6 p i Z  d z (10) 

Si h a  cosi il teorema: u Se gli invarianti di  grado dispari di unn q u a -  
zioue del  quinto ordine sono riulli, 1s p.quxzione pub tr~sforirinisi nçlln (9) cd 
in questa sono: 

ed il ooaficielita p, deve soddisfare l l e q u ~ z i o n e  (10). a 

L e  stesse pïoprietà, deducesi tosto dalle relazioni ( G ) ,  (81, sus ais toi;^ pcr 
la equazione differenziale prirnitiva, nella ipotesi di 1, = cost. 

hgosto, 1SO& 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Nuove ricerche 
suIl-e superficie pseuddsferiohe. 

' N e i i a  presente ~cnioi : in  studio Iinn classe di  superficie col~egatr. nlie 
superficie pseudosferictie e cnrattesizzate dalla seguen'te Proprieta geometricn : 
le sfcre clescritte sop7.a oyni segtr.tetlto di ~ t o r j ~ z a l e  'conipes8 f r ~ t  i 7cllie cerztri 
d i  czrnzturcc, corne dt'arizatro, tugliurio serondo rircoli  irzassittzi, orvero orto- 
gonahnente; m a -  s f e m  j s s a ,  O infilze pussam per' 2112 phnt0 fisso d d l o  spaxio. 

- Atia1iticamente;'~ogni tnle superficie x =.z'(x; y) B uii integrale ~Iell'ejunzionc 
a' derivate pr2ia l i .  del secundo ordi-ne;, dellit* f o ~ m a  di A M P ~ R E :  

essendo c unn cosfantc positiva ne1 primo caso, nekativn ne1 secondo e nulln 
" ne1 'te~zo. 

Per LireritA, ne1 c'&o della Memnria, \indicherb le superficie di quests 
' specic' col mmc! di sztpe@cz& e suddistiiiguirb i tr@ chsi soprn ilescritti, 

dicendo che ne1 primo caso la superficie 2 corrispondente é ellitlica, ne1 se- 
condo iperbolica e ne1 terzo p a ~ a 6 o l i c a .  . Queste denominazioni risulteranno 
giufiiifienie da cib che, ottenendosi le nostre superficie T' dalle complementari 
delle superficie pseudosferiche coll'applicare il metodo dato "da WEIWGARTEX 
'nei'skoi uftlmi hvori ,  (*) ogni B ellittica deriva precisdrneih2 da tiha 'super- 
fieie compleh%ntnrd 'di h a  -@eudosfeiicii $ ~ r i $ ~ é t t d  âd6'un iistèrnn di *&bde- 
I 

ticlie; u s ~ e h t i  d i  Ùn 'purito' réale e al aistarizn finit; d i  ,!( 'mentre le 2 pirn- 

.(") Cf. speciaiinehte le due Note dril'illustre geomctra idsarite nei n.' 23 rharzo 1891 
e 13 marzo 1893 dei Conzptes Rendus, ecc. 
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boliche ed iperboliche corrispondono ordiriatamente al caso che le geodetiche 
escano da un punto a l l ' i h f i ~ ~ i t o ~ d i a n o  paràllele), ovwero da un punto idenle 
(siano ortogonali ad  unn medesima geodetica). 

Conviene dire subito che le 2 iperholiche si ottengono altresi, col me- 
todo di WEIBGARTEN, dalle complementrzri delle superficie n ctwvatura costanfe 
positiva, con questa differenza perb che nelle regioni di uria 2 iperbolicn 
provenienti dalle superficie a ciirvatura costante negativa la proiezione del 
centro della sfera fissa sulla norniale cade fra i due centri di curvatura, 
rnentre per quelle regioni che proverigono jnvece da siiperficie a curvaturn 
costante positivn la proiezione stessa cade esternamente al segmento fra i 
due centri di curvatura. L a  distinzione fra le due specie di regioni pub anche 
farsi dicendo che ne1 primo caso la proiezione del centro della sfera fissa 
sullrt nosinale 'cide esterriamente, ne1 secondo internamente alla sfera stessa. 

L a  proprieth fondnmentale delle 2 delle tre specie consiste in cib che, 
rappresentate al modo di GAUSS sulla sfera, esse hnnno a comune l'iminagine 
delle linee di curvatura colle superficie pseudosferiche. Per una 2 iperbolicn 
cib vale perb soltanto delle regioni nppartenenti alla prima specie indicata; 
le regioni della seconda specie hanno invece a, comune I'immaginc? sferica 
delle linee di curvatura con una superficie a curvatura' costante positiva. Ora 
siccome una superficie 2 iperbolica possederà, in generale, regioni di anibedue 
le spe'cie (*), cos1 sembra che la teoria di queste superficie, ulteriorinente 
sviluppata, pot14 servire di anello di congiunzione fra In tcoria delle super- 
ficie pseudosferiche e quella delle superficie a curvatura costantc positiva. Ma 
su cib dehbo, per ora, limitnrmi a questo accerino. 

Dalle proprietà descritte delle 2 segue che le normnli d i  una superficie 2 
costituiscono una coizgrzienxn ciclictr, cioè sono gli nssi di un sistema oo? 
~ z o ~ w z a l e  di circoli. Questi circoli ne1 caso cllittico ed iperbolico 'tagliano in  

. . 

(*) P e r  con~ii icersene basta  considerare che ,  secondo il tcorema fondamentale di 
CAUCHY, per  iina superficie 2 integrale dell'equazione del secondo ordine (A), s i  pub as- 
segnare ad  arbitrio una striscia p e r  cui  debha passare, ci06 una curvq C che debha ap- 
partenere a Z e lungo di essa i piani tangenti della Z stessa. Dopo di cib è cliiaro che 
possiamo sempre scegliere l a  striscia iniziale in puisa che lungo di essa l a  proiezione 
del centro della sfera fissa sulla normale cada p e r  un t ra t to  internamente, per  un.  altro 
esternamente alla sfera  s tessa e l a  Z iperbolica cosi deterininata conterrà  quindi regioni 
dell'una e dell'altra specie. P e r  levare ogni difficoltà relativa a1 campo di convergenza 
delle serie, che definiscono la superficie integrale, conver r i  prendere corne punto lniziale 
un punto della striscia, ove confinano diw trntti di specie diveran. 
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sulle superjicie pseudos feriche. 349 

punti diametralmente opposti, ovvero ortogonalmente, la sfera fissa e ne1 caso 
parabolico passano tutti pel punto fisso 0 ;  inoltre, e questa è la proprietà 
più notevole, le superficie ortogonali ai circoli sono in tutti tre i casi 2 pa- 
raboliclie. Inversamente, presa. ad aïbitrio una 2 parabolica, si descrivano i 
circoli norrnali a 2 e clle tagliano in punti diametralmente opposti, ovvero 
ortogonalmente, una sfera fissa qiialsiasi di centro O: le superficie ortogonali 
ai circoli sono tutte 2 paraboliche, e la oongruenza degli assi dei circoli è 
una congruenza normale le cui superficie ortogonali sono 2 ellittiche ne1 
primo caso, iperboiiche ne1 secondo ed infine si riducono a 2 paraboliclie, 
se la sfcra si riduce al suo centro. 

Per  ta1 modo, potendosi dedurre le 2 ellittic.he ed iperboliche dalle 2 
paraboliche, il maggiore interesse si concentra ne110 studio di queste ultime 
superficie. Ancora più semplice della costruzione indicata è quella data al 3 12, 
m e d i ~ n t e  la quale da  due paraboliclie, colla niedesima irnrnagine sferica 
delle linee di curvatura, si dedwono le superficie ellittiohe ed iperboliche. 

Una proprietà molto noteyole delle 2 paraboliche è 1% seguente: se della. 
congruenzn delle normali ad una tale superficie 2 si prende la congruenza 
polare rispetto ad una sfera di centro 0, quest'ultima congruenza è ancora 
una congruenza normale. Poichè inoltre la descritta proprietà è caratteristica 
delle Z paraboliche, le superficie ortogonali alla congruenza polare sono nuo- 
vamente 2 paraboliche. Le dur, serie (parallele) di 2 paiaboliche cos] otte- 
nute derivano, col metodo di WEINOARTEN, da due superficie pseudosferic:lie 
complementari. 

P e r  le 2 paraboliche sussiste poi 1' importante proprietà , osservata da 
WEINGARTEN: ogni inversione per raggi vettoïi ïeciproci rispetto ad  una sfera, 
col centro ne1 punto fisso O, cangia una 2 parabolica in uii'altra 8 pa- 
rabolica. 

Corne sopra si è detto, esistono infiniti sistemi tripli ortogonali, di cui 
fa parte una serie di superficie 2 paraboliche e nei quali le traiettorie orto- 
gonali delle Z sono circoli. Ma questi non danno che la più semplice classe 
di sisteini tripli ortogonali contenenti una serie di 2 paralioliclie; tali sistemi 
esistono infatti ne1 medesimo grado di generalità dei sistemi tripli ortogonali 
con una serie di superficie pseudosferiche di egual raggio (sistemi di WEIN- 
OARTEN), dai quali deduconsi per mezzo della trasformazione di COMBESCURE. 

F r a  di essi notevoli sono quei sistemi, studiati nei §§ 13, 14 ,  15 pei 
quali le traiettorie ortogonali delle 2 paraboliche sono curve tracciate in 

dnnrdi di ~liinlesnnticn, tomo XXLV. 46 
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piani passanti pel punto fisso O. P e r  definire lin tale sistema si pub dare  a d  
arbitrio una 2 parabolicn e ,  in un piano passante pel punto fisso O, ilna 
curva di forma arbitraria normale in un punto a 8. 

Mi resta d a  avvertire che delle 2 paraboliche il primo accenno si ritrova 
ne1 IV0 volume (png. 322) delle Lepzs ,  ecc. d i  DARBOUX. Nei Rendiconti della 
R. Accadcmia dei Liiicei (1." marzo 1896) io ho poi pubblicato gli eniinciati 
di nlcuiîi dei risiil t r i t i  coiitenuti ne1 presente Iavoro. (*) 

5 1. Richiamo del metodo di WEIAGARTEN. 

- - -  
Considerjrimo ma .  superficie S' e siano rc, y, z le coordinate cartesiane 

- - - 
ortogonnli di un suo punto P ;  X, Y, Z i coseni di direzione positiva della 
sua normale e per parainetri p ,  q delle coordinate curvilinee, cui riferiarno 
i puriti di $?, r>rcndianio la  distnnza dell'origine da1 piano tangente e la  meth 
del quadrato della distanzn dell'origine s t e m  (la1 punto d i  contntto, pnnianio 
cioè : 

p=xz+ip+;Z, 2 q = Z + p f  2. 

Sussistorio allora le formole fondamentali : 

- - - -  
colle analoghe per y, Y; x, 2, d o m  con r , ,  Y, si indicano i raggi  principali 

di curvatura di 8, contati da1 rispettivo centro di curvatura verso il piede 
della normale. 

Essendo ora y = y ( p ,  q )  iina d e f e m i m t n  funzione di p ,  y ,  sopponiamo 
chc la superficie soddisfi alla equaxione a derivate p a r d i  del secondo 
ordine : 

(*) Occorrendoini diverse volte rirnandnre al inio libro: Lczioni di yeometr.in cliffi- 
re~wiale e alla, 3lemoris: Sopm i sistemi tri'li ortogoizali di ~VEIXGARTEA, contenuta ne1 
tom. SIII, serie II di qiiesti Annali, citer0 il libro con (L) e la Itlemoriri, con (11). 
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sulle superficie pseudos f e ~ i c h e .  35 1 

Allora le t re  espressioni : 

sono i differenziali essitti di tre funzioni x ,  y ,  x, che riguardereino corne 
coordinatc di un punto 1' mobile sopra una  superficie S. L'elenîerito li- 
neare ds di una tale superficie S è dato quindi dalla formola: 

ed ha  la  riotevole proprieth di dipendere unicamente dalla fiinzione (p e nulla 

;tffatto dalla speciale superficie S integrale della (2)) talchè t,utte le super- 
ficie S dedotte, mediaiite le (3), dalle singole superficie integrdi  della (21, 
sono applicabili l'una sull'altra. Vicerersa tutte le superficie S coll'eleniento 
lincare ( 4 )  deduconsi, ne1 clodo deacritto, da  corrispondenti superficie iiitc- 
g r d i  della (2). 

5 2. Applicazione alle superficie distendibili 
s o p r a  le superf icie  d i  rot.azione. 

Supponiamo ora la funzione y del paragrafo preeedente funzione del- 
l'argomento r = 2 q - pz, sia : 

'P = f ('1- 
S e  poniamo: 

i ( T ) = 2 d f  cz i = 2 f f ,  

l a  (4) ci dà  subito: 
d s 2  = r d  +2 + $2dp2, 

elemento lineiire cl-ie appartieiie evidentemente ad uiia superficie di rot:~zione. 
E siccorne la funzione $ ( r )  resta arbitraria, questn superficie di rotazione 
pub essere evidentemente qualunque. Se  scriviamo l'elemento lineare della S, 
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352 Bianc hi: Nuove r i c e ~ c h e  

applicahile sopra una superficie di rotazione, sotto la forma ordinaria: 

- - -  
per le cooïdinate r, y, x di un punto della superficie S, dedotta da  'S col 
metodo di WEIN~ARTEN, froviamo subito dalle formole precedenti : 

e pei coseni di direzione della sua normale: 

Si noti che il parametro v (longitudine) essendo determinato solo n. meno 
di una costante additiva, le formole (6) fannci propriamente derivare dalla 
superficie S di elemento lineare (5) non una sola ~luperficie 8, ma una intera 
serie di tali superficie parallele. 

Le  formole : 
- - - 1 p = L : x X = - v ,  2 9  = B x 2 =  ;,+v2, (7) 

- 
dimostrano poi che alle deformate dei nieridiani sulla S corrispn~idono sopra S 
le linee lungo le quali è costante la distanza dell'origine da1 piano tangente 
di ed alle deformate dei paral!eli quelle linee di 3 lungo le quali k co- 
stante la proiezione del raggio vettore su1 piano tangente. 

8 3. Le linee di curvatura di 3 

Cerchiamo ora le linee ed i raggi principali di curvatura della super- 
ficie s, definita dalle formole (6). Indicando per cib con: 

la seconda forma quadratioa fondamentale della 8, ed osservando che i sim- 
boli di CHRISTOFFEL per l'elemento lineare (5) hanno i valori seguenti: 
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le formole fondamentali della teoria delle superficie (TJ. pag. 88) daranno: 

colle analoghe per y ,  x.  
Ora se si derirano le (6), si ottengono subito le formole: 

dalle quali risulta confermato che i coseni di direzione della normale a 3 
sono dati dalle (6'). Derivando poi queste ultime, si ottiene: 

Se conçideriamo una linea di curvatura della 3 e indichiamo con p il 
corrispondente raggio principale di curvatura, per uno spostamento lungo una 
tale l ima  avremo : 

- - - -  
colle analoghe per y, Y; x, 2. A causa delle (81, (8*), queste si decompon- 
gono nelle due equazioni: 

Eliminando fra queste p + v ,  otteniamo l 'epaxione diffe~enxiale  delle liltee 
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di curvatura di S sotto la forma: 

1 D d u  + D f d v  D'du  + D"dv  1 

d u  Se fra le (Y) eliminiairio invece il rapport0 - - 2  otteniarno per p $- v I'equa- 
d u  

zione di secondo grado: 

onde risulta che i raggi principali di curvatura p, ,  p, di S soddisfano la re- 
lazione 

la quale, osservando le (7), facilinente si traduce in un' equazione della 
f'orma (2). 

Ora consideriamo la superficie S' c o ~ ? - l e ? ~ l e ~ i t u ~ e  di S rispetto alle geo- 
detiche o = cost., cioè la seconda falda focale della congruenza forinat:~ dalle 
tangeriti a queste geodetiche. Indicando cogli accenti le quantità relative 
alla Sr, per lc coordinate d, y ' ,  x ' ,  del punto corrispondente al punto (x, y ,  x) 
di 8 avremo in particolare le formole: 

onde derivando coll'osservare di nuovo le (7") otteniamo: 

Di qui pei coseni di direzione della normale a S' si trae: 

dopo d i  che forinando, come per la l'equazione differenziale. delle linee d i  
curvatura di  ,Sf si ritrova. precisamente la (10). Ne deduciamo quiiidi il teo- 
rema generale : 
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Le supel.ficie S dedotte col metodo d i  WEINOARTEN da u n a  si/per$cie S, 
npylicabile sopra trna superficie d i  votaxione, cowispo~zdono per p a r a l l e l i s m  
delle n o m a i i  a l la  s u p e ~ j î c i e  S' cornplen~erature d i  S ed hanno con S a C O -  

nzune l'imnzrrgit~e sferica delle lilzee d i  cu~.vcrtzi~.rr. 

5 4. Le superficie 2 delle tre specie. 

Applichiamo il metodo di WEIN~ARTEN (5 1) alle superficie S che soddi- 
sfano alla equazione (2), dove si assume: 

rp = d 2 q - p2 - c (c  costante). 

L'equnzione (2) diventa allora : 

ed ha un signifimto geometrico molto semplice. Per stabilirlo consideriamo 
la sfera descritta su1 segment0 fra i due centri di curvatura corne diametro; 
le coordinate x,, y,,, zo del suo centro sono date d a :  

mentre pel suo raggio R si ha :  

Indicando con d la distanza del centro di quefita sfera dall' origine, 
la  (11) pub scriversi quindi : 

d 2 = R Z + c .  (il*> 

Questa, se la costante c è positiva, espriine che la detta sfera taglia or- 
tngo~ialmente In sfera fissa : 

x?+y"zX2= C ,  

rnentre, se c è neg~t iva ,  la  medesinia sfern taglierh secondo un circolo mas- 
simo l ' a h  : 

x e + y 2 + z o = - C ,  

e infine se c =  O la sfera considerata pnsserà per 1' origine. È chinro che, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



356 B i a n c h i :  Nuove rz'cerche 

cmgiando il valore della costante c senza tniitarne il segno, si passa d a  unn 
superficie 3 ad  una  sua oinotetica. 

Stnbilito co& il significato geometrico della (Il), vediamo ora su quale 
superficie di rotazione snrà npplicabile la corrispondente superficie S. BasteiA 
per cib ricorrere alla (4*), che ne1 nostro caso dà: 

S e  c = O ,  posto + = eu, ne risultn la forma pa~ubolica:  

dell'elemento lineare delle superficie pseudesferiche. 
Se c è negativa, passando dalla superficie 8 ad una sua omotetica, si 

pub fare : 
C = -  1, 

e ponendo allora: 

Se in fine c è positiva, ponendo 
1 

C = l ,  +=- senil zc ' 
ne risulta: 

Ora  le forme (a), (b), (c) dell'elemento lineare appartengono alle super- 
ficie complementari delle pseudosferiche e precisamente ne1 cnso (a) le geo- 
detiche della superficie pseudosferica, rispetto alle quali la  superficie comple- 
mentare è costruita, partono d a  un punto reale all'infinito della superficie, 
ne1 caso (b) d a  lin punto reale a distanzn finit,a, ne1 cas0 (c) d a  un punto 
ideale ovvero, in questo caso, le geodetiche sono tutti ortogonali ad una me- 
desimzl geodetica (L. pag. 242). 
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Per cib le superficie 2, dotate della proprietà geometrica espressa dalla (Il), 
si diranno ellittiche quando le sfere, descritte sopra i segmenti fra i centri 
di curvatura come diametri, tagliano secondo circoli massimi la sfera fissa, 
iperboliche quando tagliano la sfera fissa ortogonalmente e in fine paraboliche 
se, riducendosi la detta sfera al syo centro O, tutte le sfere descritte ven- 
gono a passare per 0. 

$ 5. lmmagini sferiche delle linee di curvatura delle superficie 8. 

Da1 teorema alla fine del 8 3 risultn che le superficie 2 delle tre specie 
hanno le medesime immagini sferiche delle linee di curvatura delle superficie 
pseudosferiche. Ma per le 2 iperboliche, affinchè la funzione: 

abbia un valore reale, bisogna aggiungere la condizione: 

la quale, come subito si vede, esprime che la proiezione del centro O della 
sfera fissa sulla normale a 2 cade fra i due centri di curvatura. 

Se si vuole, senza introdurre immaginarii, applicare ancora il metodo 
di WEINQARTEN ad una regione di unn 2 iperbolica, per la quale la detta 
proiezione di O sulla normale cade esternamente al segment0 fra i due centri 
di curvatura, converrà fare invece: 

Con cib l'equazione (11) resta naturalmente la stessa, m:i l'elemento li- 
nenre della superficie S derivata, essendo: 

(2) Q u i  si prende nuovamente per unitil il roggio della sfera fissn. 

AnnaZi di Matematica, tom0 XXIV. 
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assume la forma : 

Questa appartiene alle superficie complementari di quelle a curvatura 
costnnte positiva =f 1, rispetto ad un si'stewa di geodetiche uscenti da un 
punto fisso, e perb la regione considerata della 2 lia jn tal caso, pel teorema 
al S 3, le stesse immagini sferiche delle linee di curvatura di una superficie 
a curvatura costante positiva. 

Riassumiamo i risultati ottenuti col teorema: 
L e  superficie 2 delle t re  specie, mppreserztate a l  nwdo d i  Gacss su l ln  

s f e ra ,  h a m o  le  ned de si me i m m a g i n i  delle linee d i  c u ~ u a t u r a  delle superJicie 
psezcdosfe~*ich~. Per le 2 iperboliche perb cib lm ltiogo soltanto in quella l o ~ o  
regioae, ove l a  proiexione del  c e ~ z f ~ * o  della s f e m  $ssa szc72a ~ z o r ~ n a l e  cade frn  
i due  centr i  d i  czrrvatura; le regioni  delle 2 iperboliche, ove l a  det ta  p o i e -  
zione cade invece e s t e ~ n a m e n t e  a2 segmento fra i clue centr i  d i  curuatu,ra, 
lrnnno a c o m m e  le i rnmagini  sferiche delle linee d i  cz~?.uatum colle super~ îc ic  
a czrrvatura costafite positiuu. 

3 6. Una classe speciale di congruenze cicliche. 

Da1 risultato ultimamente conseguito e da1 teorema R pag. 333 delle 
mie Lexioni  segue che la congruenza delle normali ad una superficie 2, di 
unil qualunque delle tre specie, è sempre una congruenza ciclica. Per  meglio 
conoscere la natura dei sistemi cjclici corrispondenti conviene generalizzare 
il problema a congruenze qualsinsi (non normali) e proporsi adunque la que- 
stione seguente : 

C o s t r u i ~ e  tu t te  le  congrueme  per le q u a l i  le sfere desct.itte s u i  s e g ~ ~ z e ~ t  ti 
focnli corne diu~tze tr i  tngi iano secondo c i w o l i  nzassimi, ovvero ortogonal~tzenfe,  
wza s fera Jissn. 

Farb u90 per cib delle notazioni e dei risultati contenuti ne1 Cap. XII1 
del mio 1ibro ed osservando che il raggio della sfera mobile è precisamente 
la semi-distanza focale p ,  la proprietà geometrica supposta si tradurrà nella 
relazione : 

xe f y" z2 = pz + c (C costante), (4 
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ovuero, derivando, nelle due : 

Se ponianio: 
a - r x + y Y $ z Z = = z x X ,  

derivando col170sservare le formole (27) a pag. 262 delle Lexioni, otteniamo : 

e quindi dalle (p), facendo uso delle equazioni ora citate, deduciitmo: 

Ponendo : 
12 -=- COS c7, 
P 

le precedenti si mutano nelie altre: 

le quali esprimono che la congruenza è ciclicn (L. pag. 330). 
Si osservi perb che il valore di o sarà reale se la costante c del se- 

condo membro della (a)  è negativa o nulla, Iaddove se c > O l'angolo a sari% 
reale soltanto quando la proiezione del centro della sfere fissa (origine) su1 
raggio della congruenza cade fra i due fuochi. (*) Inoltre I'equazione: 

Q (") Ne1 caso opyosto pongasi invece - = cosh a e ne dedurremo: 
P 

a 
- ~~~g seiili 2 =/y/ , a a -/y/. a 2~ 

- log cos11 - - 
a v  2 2 
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esprimendo che tutti i piani dei circoli passano per l'origine, ne segue che 
i circoli stessi tagliano in punti diametralmente opposti, ovvero ortogonal- 
mente, la sfera fissa secondo che c < O  O c > O e per c = O passano per 
l'origine. 

Abbiamo duiique il risultato: 
Ogni congruenxa, dotata della proprzétà volufa è ciclica ed i suoi cir- 

Coli tagliano il, punti diametralmente opposti, ovveyo ot.togonalmente, la  sfera 
fissu. 

Inversamente se prendiamo una superficie qualunque S ed una sfera S, 
e costruiamo i circoli normali ad S e che tagliano in punti diametralmente 
opposti, ovvero ortogonalmente, S,, questo sistema di circoli è sempre un 
sistema normale e nella congruenza dei loro assi le sfere descritte sopra i 
segmenti focali corne diametri tagliano secondo circoli massimi, ovvero orto- 
gonalmente 8,. Cosi adunque possono costruirsi tutte le congruenze della 
specie richiesta. 

È bene osservare che il calcolo superiormente eseguito dimostra anche 
che se in una congruenza ciclica tutti i piani dei circoli passano per un 
punto fisso, la congruenza apparlerrà necessariamente alla classe ora consi- 
derata, cioè i circoli del sistema taglieranno in punti diametralmente opposti, 
ovvero ortogonalmente, una sfera col centro ne1 punto fisso. 

Se supponiamo ora che la congruenza considerata sia ne110 stesso tempo 
normale, da1 teorema testè dimostrato e dall'altro a pag. 333 delle Lexioni, 
segue che le superficie 2 ortogonali alla congruenza hanno le medesime jm- 
magini sferiche delle linee di curvatura delle superficie pseudosferiche; si 
ottiene cosi nuovamente il teorema al $ 5. (*) Di più vediamo ora che i cir- 
coli del sistema ciclico, aventi per assi le normali ad una superficie 2, ta- 
gliano la sfera fissa in punti diametralmente opposti ne1 caso ellittico, la in- 
contrano ortogonalmente ne1 caso iperbolico e in fine passano pel punto fisso 
ne1 caso parabolico. 

S e  la congruenza è normale cangiando i paramctri $ 4 ,  v si pub fare:  

- - 
JE = cosl-i , ,/Ci = senh , 

2 2 

onde vediamo direttamente che le  X iperboliche, nelle regioiii ove la  proiezione del centro 
della sfera fissa sulla normzle cade entro la  sfcra stessn,  Iianno a comune le  imliiagini 
sferiche delle linee di curvatura colle superficie a curvatura costante positiva. 

(*) Cf. anche la nota precedente. 
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5 7. Le superficie 2 paraboliche riferite alle loro linee di curvatura.  

Occupiamoci ora di stabilise le formole relative alle superficie 2 parabo- 
liche, quando si riferiscono alle loro linee di curvatura; quelle relative alle 
superficie 2 ellittiche ed iperboliche potranno poi, come vedremo al 8 11, 
dedursi da queste. 

Secondo i $8 4, 5, le superficie 2 paraboliche derivano da una coppia 
di superficie pseudosferiche complementari ed hanno a comme con una delle 
due superficie I'immagine sferica delle linee di curvatura. 

Sinno S, S' due tali superficie pseudosferiche coinplementari e prendiamo, 
per sempliciti, il loro raggio eguale all'unità. Riferendo S, S' alle loro linee 
(corrispondenti) di  curvatura u,  v ,  siano : 

le espressioni dei loro elementi lineari, gli angoli 8, rp essendo legati dalle 
relazioni di DARBOUX : 

a e ?!+ cos y sen Q.  av az l  \ 
1 raggi principali di curvatura della S essendo dati da:  

r i = t a n g 8 ,  r ,=-cote ,  

se si denotano con (Xi, Yi,  Z,) ,  (X,, Y,, Z?), (X., , Y 3 ,  Z,) i rispettivi co- 
seni di direzione delle tangenti alle lime v = cost., z6 -= cost. e della normale 
alla S, sussistono le formole: 

8 = c o s e x , ,  a x  -- 
5 i  - sen e X, a v 

-- ax i  - - x , + s e n ~ ~ , ,  -a-- a X, 2 O 
xi , a x3 -- -- a u  a u  a u  i3 v a ieiiBX. (II) 

colle analoghe in Y, 2, formole a cui conviene ricorrere nei calcoli seguenti. 
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Ora poiiiamo : 
do:= cosycosOdz~ + senrpseiiBdv 

dB - ea(sen(pcos9du - cosysen8dv) 

d y  = e-" (cosrpsenBdt~-senycosBdv) ,  

i 
\ 

dove appunto le espressioni dei secondi membri, a causa delle (13), sono tre 
differenziali esatti, i cui integrali chiamiamo a, P ,  7; le (12) possono allora 
anche scriversi cosi : 

Se col metodo di  WE~N~ARTEN deriviamo dalla superficie S la corrispon- 
dente S, che sarà qui una 2 parabolica, le formole (6)  5 2 ci danno: (*) 

Osservando che, ove si esprimano u ,  v per a ,  P ,  si ha per le (15) : 

le formole superiori si cangiano nell'altra: 

- - 
colle analoghe per y, x, e ci definiscono la superficie 2 parabolica, che dovrà 
trovarsi riferita alle sue linee di curvatura u ,  v,  cib che risulta confermato 
dai calcoli seguenti. Derivando la (15") ed osservando le (13), (14), (15), ot- 
teniamo: 

a; 
- = (ea cos rp + p sen cp) [cos rq cos B X ,  + sen y cos B X,  + sen e X,] a u  
al; -= 

1 (16) 

a v (easen y - @cosp) [cospsenB X, f sencpsen BX, - cosBX,], \ 
1 

- - - 
(") Abbiaino q u i  caiigiati i segrii di s, y, 8, ci8 clie evideiitemente non ha impor- 

tanza alcuna. 
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- - -  
indi per i coseni di direzione X, Y, Z della normale alla 8 :  

le quali confermano che le norrnali a 2 ed alla superficie S' complementare 
sono, in punti corrispondenti, parallele. Derivando le (17) abbiamo poi: 

- 
-- - sen p [cos p cos BX, + sen < p c o s ~ X ,  + sen 6~ X,] a 
a u  

(lÏ*) 
a 2  -=- cosp[cosg,senQX, +senysenBX, -cosOX,]. a v  

Queste, confrontate colle (16), ci dicono appunto che sulla superficie 2 
le I i n ~ e  d i  ciirvatura sono le u ,  v. Per  i raggi princjpali di curvatura p , ,  p, 
di 2 abbinrno in conseguenza: 

pl =P-eatgcp, pz = p  f eucotp, 

formole colle quali si verificherebbe subito la proprieth fondamentale della 
nostra 8, di soddisfare cioè l'equazione : 

9 8. Le superficie I: paraboliche complernentari. 

L a  superficie 8 parabolica definita dalle formole (15*) ha  a comune colln 
superficie pseudosferica Sr, coniplementare~di 8, l'imniagine sferica delle linee 
d i  curvatura. Possiamo considerrire similmente la superficie 8' parabolica, 11 c- 
dotta col metodo di WEINQARTEN dalla Sr, e che pub del resto variare in uiin 
serie di superficie parallele. Essa avrà a comune colla superficie pseudosfe- 
rica- primitiva l'immagine sferica delle linee di curvatura. Due tnli supei-ficie 
Z, 8' paraboliclie si diranno complementn~i  e dimostreremo il notevole teorema: 

L e  congruenxe delle izo~rnali a due superficie 2 paraboliche cowpleme+ 
t w i  S O H O  polari ~eciproche Z'una dell'a7tm geispetto ad una s f e m  col cen2r.o 
?tel pui~to vfisso. 

Indicando con x', y', x' le coordinate di un punto di S', il cui elemento 
- - - 

lineare è dato dalla seconda delle ( 1 2 9  e con x', y', x' quelle del corrispon- 
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dente punto di r', avremo: 

- - 
colle analoghe per y', XI. Osservando le formole: 

e quelle che se ne otterigono per derivazione, le formole precedenti diventano: 

X' = e-a (COS gi X ,  + sen gi X,) - y X,  , (1s) 

e pei coseni di direzione della normale alla 2' si ha sernplicemente: 

Ora se indichiamo con r,, y,, x, le coordinate del piede Po della perpen- 
dicolare abbassata dall'origine O sulla normale a Z e similmente con x',, y',, z',  
qiielle del piede Pd della perpendicolare calatn da O sulla normale d i  Z', 
troviamo : 

x, =eu (cosy X, + sen rp X,) 

XI, = e-. (COS rp X,  + sen rp X2), 

colle analoghe per y,, y',; xo, x',. Ne risulta che Po P', sono in linea retta 
con O e il prodotto dei segmenti O Po, O Po è eguale 'all'unith. S h o m e  poi 
due normali corrispondenti di 2, 2' sono fra loro ortogonali, vediamo che esse 
sono rette polari reciproche rispetto alla sfera col centro iii O e di raggio 
unitario, ci6 che dimostra il teorema enunciato. 

Ora è ben notevole che la proprietà contenuta in questo teorema è ca- 
mtter is t ica per le superficie 2 paraboliclle cioè: 

Se due congruenxe normali  sono po1at.i ~ec iproche  rispetto ad u9za sfercr, 
le superJi& ortogonali a i  vaggi delle due congruenxe SO"R.O superficie 2 pa-  
raboliche conzplemeutari. 

E infatti siano (n ) ,  (n') due congruenze normali e polari reciproche ri- 
spetto ad una sfera di raggio = R. Invertendo per raggi vettori reciprocj, 
rispetto ad una sfera concentrica di raggio = R \IS, le rette della congruenzn 
( 1 1 ' ) ~  si ottiene un sistema m2 nor?~znle di circoli uscenti da1 centro della sfera 
ed aventi per assi precisamente i raggi di (n); dunque, pei risultati al 3 6, 
le superficie ortogonali ai raggi di (B) sono 2 parabolicho rispetto a l  centro O 
della sfera, ecc. 
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8 9. Teorema di WEINGARTEN. 

Come ho  detto nella prefazione, WEINGARTEN ha osservato che sussiste il 
teorema : 

Ogni  inversione per 7-aggi v e t t w i  reciproci, cor! centro ne1 punto fisso O, 
cattgia ogtzi superficie 2 parabolica itz ulz'altru 2 paraholica. 

Per  dimostrarlo basta rioorrere alle seguenti formole generali relative 
alla inversione per raggi vettori reciproci. Essendo S una superficie qualunque 
ed avendo x, y ,  x ;  X ,  Y ,  2; r , ,  r ,  il solito significato, poniamo ancora: 

Sia S' la superficie dedotta 
mole (*): 

2 
X I  = 

3'' + Y z  + 2'' ' 

Indicando cogli accenti 

I'+xz, 2q=x2+y"+z? .  

da S colla inversione rappresentata dalle for- 

le qiiantità relative a S ,  avïemo: 

Con queste formole si vede subito che se S soddisfa l'equazione: 

cioè è una B parabolica, la superfici i n ~ e r s a  S snddisferà l'equazione omologa: 

e sarà quindi essa stessa una 2 parabolica c . a .  a. 

(*) Prendiauio = 1 il raggio della sfera d'inversione. 

Annali 13 Mutemnticn, tomo XXIV. 
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3 10. Sistemi ciclici con una  ser ie  di 2 paraboliche. 

Da1 teorema di WEINGARTEN e dalle proprietà già dimostrate per le 2 
paraboliche seguo ora l'importante teoremn : 

Se si conside~a urza superficie B eilittica, @erbolica o puvabolica ed i l  
sistema cicl iw,  che ha per assi le nownaii d i  8, le sz~pecficie nom.al i  a i  
circoli sono 2 paruboliche. 

Supponiamo dapprima che la superficie 2 considerata sia parabolica e 
indichiamo con 8' la sua complementare. Invertendo per raggi vettori reci- 
proci rispctto ad una sfera col centro in O e di raggio = V'2 i l  sistema (2') 
delle superficie parallele a Y, otterremo un sistema di superficie (Y'), che 
saranno paraboliche pel teorema di WEINGARTEN, ed avranno per traiettorie 
ortogonali dei circoli uscenti da O,  i cui açsi saranno appunto Ir! normali 
di 2 ,  cib che per una superficie 2 parabolica dimostra il teorema. 

Ora consideriamo il cas0 di una 2 ellittica od iperbolica e sia S una 
delle superficie ortogonali ai  circoli C che lianno per assi le normali di  S e 
i cui piani passano tutti pel centro O della sfera fissa. Ad ogni tale circolo C 
sostituiamo il circolo C' uscente da  O e tangente a C ne1 punto, ove questo 
circolv incontra normalmente S. Il sistema ooZ di circoli C' è cvidentemente 
un sistema normale e nella congruenza degli assi dei cjrcoli C' le sviluppa- 
bili della congruenza corrispondono, come quelle della congruenza parallela 
degli assi dei circoli C, alle linee di curvatura di S. Le due congruenze 
hanno dunque a comune l'immagine sferica delle loro sviluppabili e per cib 
la prima è una congruenza normale, come la seconda. Dunque le superficie 
ortogonali ai raggi della prima congruenza sono Z paraboliche e quindi, per 
quanto sopra si è visto, tutte le superficie ortogonali ai circoli Cr, in parti- 
colare la S, sono 2 paraboliche c. d. d. 

Inversamente prendasi ad  arbitrio una z parabolica e descrith una 
sfera S,, col centro in O ,  si costruiscano i circoli C normali a 2 e che ta- 
gliano s,, in punti diametralmente opposti , ovvero ortogonalmente. L a  con- 
gruenza degli assi dei circoli C è una congruenza normale, come la cungruenza 
parallela degli assi dei circoli Cr calati da1 punto fisso O normalmente a 2. 
E dai risdtati del 9 6 segue che le superficie ortogonali ai raggi della detta 
congruenza sono Z ellittiche od iperboliche. 

Abbiamo quindi il teorema: 
Se si prende ad wbi t r io  una superficie 8 parabolica ed una sfera. S, 
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Siccome la  normale al piano del circolo ha i coseni di  direzione X,,  
Y 3 ,  Z,, le coordinate E ,  7 ,  c di uii punto mobile sopra una delle superficie 
normali agli assi dei circoli saranno date dalle formole (L. pag. 255): 

5 = 5 0 - t x 3 ,  q = q 0 - t Y 3 ,  c = c , - t Z , ,  

dove t è da calcolarsi con una quadratura dalla formola: 

Questa, per le (20") e per le (14), d'  iventa : 

e facilmente si verifica, tenendo conto delle (13), (15), che il suo secondo 
mernbro è effettivamente un differenziale esatto. 

Cosi adunque la formola: 

e anal oghe per q ,  <, ove t si calcoli con una quadratura dalla (21), da- 
ranno una superficie 8 ellittica, iperbolica o parabolica secondo che k è po- 
sitiva, negativa O nulla. Questa superficie 2 ha a comune l'immagine sferica 
delle linee di curvatura colla superficie pseudosferica S primitiva, corne risulta 
confermato da1 calcolare le derivate di 5, ul,  6 ,  per le quali troviamo le formole: 

1 raggi principali di curvaturn y , ,  po di 2 hanno per conseguenza i va- 
lori seguenti : 

1 P , = s ( e u +  (pf k)e-"jtang8-t 
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onde osservando che per la superficie 2 le quantità: 

2 q  = t 5 + ~ ' + r ' ,  p = t X 3 + ~ 1 Y 3 + r Z ,  
sono date da: 

p = -  t , 
si potrà diïettamente verificare che le superficie (22) soddisfano l'equazione 
a derivate parziali : 

2 q + k - (pl + p*)p + pi pz = 0, 
cioè sono 8 ellittiche, iperboliche O paraboliche secondo che L > O ,  k < 0 
O L=O. 

Questi calcoli danno altresi, corne si vede, la dimostrazione analitica 
della seconda parte del teorema in fine al $ 10. 

5 12. Costruzione delle 2 ellittiche ed iperboliche 
dalle 2 paraboliche. 

Le formole (22), colle quali abbiamo costruito le superficie B ellittiche 
ed iperboliche, sono suscettibili di una semplice interpretazione geometrica 
che ritroviamo scindendo in queste formole il secondo membro in due parti, 
I'una indipendente dalla costante k, l'altra che moltiplica k. E in primo luogo 
scindendo in ta1 modo la funzione t, possiamo porre per la. (21): 

1 t+--  &, 
la funzione y avendo il signjficato dato dalla terza (15) $ 7 e la y' essendo 
definita dalle altre formole: 

1 3 = la (ea - Pz a-") cos p + p sen p sen e a zc 

a y l  1 

1 
-=- â v ~a(ea-pre-a)sen<p-~oosl  COSO.  1 

Allora se chiamiamo to, q,, Co i valori che assumono 5 ,  q ,  < per k = O, 
(22) ci danno: 

1 - 1 -, 1 - 
t = S o - a k x ' ,  * = n o - -  k g ,  < = G o  - - k ~ ' ,  

2 2 (BI 
- - 
xf, 3, 2 easeiido date dalla (18) 5 8 e dalle analoghe per y', t'. 
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La superficie descritta da1 punto ( E , ,  q o ,  <,), ottenendosi dalle (22) per 
k = O, è una 3 parabolica che ha  n cornune colla superficie pseudosfericn 
primitiva S I'irnmagine sferica delle linee d i  curvatura e 10 stesso, pel $ 7, 
accade della superficie descritta da1 punto (2, $, 2). 

Ora è facile accertarsi clie queste due ?; paraboliche sono due yulclu~tque 
di quelle che corrispondono per parallelismo delle normali e per linee di cur- 
d u r a  alla S. Per  vederlo non si h a  che a porre le formole che definiscorio 
5,)  Y,, CO, cioè : 

(eE - 0% e-&) COS (P -/- B sen q, X, + 1 
(1 + 1- eE - Pz e-@) sen y - ,6 COS y] Xn - y' X,  , a 

sotto la forma (18) $ 8; 

= e-"' (COS y' X1 + sen y' X,) - y' X 3 ,  

cib che si ottiene ponendo: 

, (eu - FZe-") cos ? + 2 p sen cp cosy = ea .+ p z  e-6 
- i 

(eu-FPe-")sencp-2pcosrp (Cl 
sen y' = 3 

ea $ e-u 

ed osservando che ne seguono le altre: 

a?' a e  - +-=- sen y' cos e ,  - a?' + - 8 0  == COS y{  sen 8 au a v  a u  
a - = - sen y' sen 9 a v 

-- a Y' - e-ar cos y' sen e ,  'y' -- - - e - ~ '  sen q,' cos 9. a u  a v 

Fissato l'angolo y, cioè il sistema di linee geodetiche parallele sulla su- 
perficie pseudosferica S, rispetto al quale la seconda Z parabolica è costruita, 
I'angolo y' definito dalle (C) contiene una costante arbitraria effettira, cioè 
quella additiva in /3, e perb il sistema di geodetiche parallele corrispondente 
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pub essere uno qualunque dei sistemi di questa specie sopra S oltre (y ) ,  quindi 
la. prima 2 parabolica pub coincidere, come si era asserito, con uria qualunque 
di quelle che hanno le immagini delle linee di curvatura a comune con S. 
Dopo di cib è chiaro che le forniole .(B) possono interpretarsi mediante la 
costruzione geometrica seguente : 

Prese due superficie 2 pa~.aboliche, siano L,, 2,) che crbbinno n comunc 
l ' immagine sferica delle l i w e  d i  curvutusa e del resto qualzcnqzie (purchè 
fzon parallele nè omotetiche (*)) e fissata la cowispondenxa dei p n t i  d i  Z,, 2, 

per pamllelismo delle normali, sopra ogni segnzento $1, Al,, rhe z~nisce  du^ 
pzi~zti corrispondenti, s i  p ~ e n d a  ?cn punto M che lo dieida i n  u n  rapport0 
costatzte; i l  luogo del pzcnto J! sarà una  2 ellittica od iperbolica, avente ln 
medesisna i'mlnagil~e s f e ~ i c a  delle linee d i  curvatura d i  2 , ,  2 , .  

L'essere la superficie Z derivata ellittica piuttosto che iperbolica dipende 
da1 segno della costante k, cangiando il quale il punto M passa dall'interno 
all'esterno del segment0 M ,  M,, O ~ic~eversa.  Per  ben fissare quando ha luogo 
l'un caso e quando 1' altro, consideriamo una i. parabolica e sulla superficie 
pseudosferica S, che corrisponde a 2 per parallelismo delle normali e ljnee di 
curvatura, quel sistema (y) di geodetiche parallele rispetto al quale la 2 é 
costruita, intendendo che il senso positivo delle geodetiche g sia quel10 se- 
condo cui concorrono ne1 punto comune all'infinito. L a  perpendicolare calata 
dall'origine O alla normale in un punto P di 2 è parallela alla tangente ne1 
corrispondente punto di S di quella geodetica g che vi passa. Ora il senso 
da O verso il piede di ciascuna di queste perpendicolari pub coincidere col 
senso positivo di quella tangente O c.oll'opposto, ma possiamo sempre supporre 
che abbia luogo il prirno caso, bastando ne1 secondo sostituire alla 5 la sua 
simmetrica rispetto all' origine per ritornare al primo. Cib posto ed ammesso 
che per ambedue le superficie 2',, Z, del teorema valga il primo caso, un 
attento esame delle iiostre formole dimostra che: lu super$cie luogo de lpunto  
M sarà una 2 ellittica od iperbolica secondo che $1 divide i l  seg~rzen~to M, JI2 
internamente od esternamente. 

(") Quando X, L2 siano parallele od omotetiche la superficie 1 ottenuta colla cost~w- 
zione del testo è evidentemente essa stesss una 2: parabolica. 
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$ 13. Considerazioni infinitesimali 
su i  sistemi ciclici con 2 paraboliche. 

Secondo quanto abbiamo visto al § 10, esistono infiniti sistemi ciclici 
cui appartiene una data 2 parabolica; un tale sistema risulta perfettamente 
clefinito quando, oltre la 2 ,  si dia i l  raggio del circolo del sistema, che in 
un determinato punto P della 2 la incontra ortogonalmente. Ora consideriamo 
una Z parabolica el rie1 piano condotto per la normale in un punto E' di 2 
e pel punto fisso O, tracciamo una curva arbitraria I' normale alla X ne] 
punto P. La superficie 2 e il circolo C osculatore della curva r ne1 punto P 
individuano, secondo quanto abbiamo detto sopra, un sistema ciclico in cui 
le ~uperficie ortogonali ai circoli sono 2 paraboliche e i piani dei circoli 
passano tutti per 0. In  questo sisterna ciclico consideriamo la superficie 2' 
infinitamente vicina a 2 ,  che incontreri la curva r norrrialmente ne1 punto P' 
successivo a P. Partendo ora dalla superficie 2' parabolica e dalla inedwima 
curva r ,  si costruisca similmente il circolo C' osculatore di r in Pt e ,  ne1 
sistema ciclico individuato da 2' e da C', la superficie L" parabolica succes- 
siva a 2' e cosi via di segiiiio. L e  superficie della serie infinita: 

in ta1 modo costruite, apparterranno ad un sisterna trip10 ortogonale e le loro 
traiettorie ortogonali saranno, corne r, curve piane, i cui piani passano pel 
punto fisso O. 

L e  considerazioni infinitesimali ora esposte ci conducono cos1 a ritenere 
che sussista probabilmente il teorema : 

Data ad arbitvio una super.jcie 2 parabolica ed una curva r no~male  
in un punto a Z e situata 222 un piano per 0, esiste un sistema trip10 of'-  
togotzale, al quale appartiene una serie di  superficie 2 pavaboliche contenente 
la ': data, mentre le traiettorie ortogonali di queste 2, fra le quali $guru 
la curva data r ,  sono curve piane in piani pet- O. Irzoltre i sistertzi ciclici 
osculatori (*) di u n  tale sistemu (2) lungo utza qzculunque superficie x para- 
bolica appartengono ulla classe del § 10. 

Nei seguenti paragrafi dimostriamo analiticamente, in tutto rigore, che 
il teorema enunciato effettivamente sussiste. 

(*) Lezioni, ecc., pag. 471. 
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Consideriamo, come al 5 7, una coppia S, S' di superficie pseudosfe- 
riche complementari e la  superficie B parabolica, data dalle formole (15*) ibid., 
che ha a comune l ' inmagine sferica delle linee di curvatura colla S'. Ora 
teniamo fissa la superficie S e facciamo variare la complementare 6"; questa 
descriverà allora, come sappiamo, una serie ooL appartenente ad un sistema 
triplo ortogonale e precisamente ad un sistema ciclico di RIBAUCOUR, che dà 
all'elemento lineare del10 spazio la forma: 

dove w figura come parametro, O costante arbitraria, nella soluzione piii ge- 
nerale p, delle equazioni simultanee (13), ove la 8 si rnantenga fissa, 

Per  ciascuna complementare S' consideriaino una corrispondente Z pa- 
rabolica data dalle (15*), e cerchiamo se è possibile scegliere queste 8 in 
guisa che facciano parte di un sistema triplo ortogonale. Basterà per cib che 
le curve (w), definite dalle (15") stesse quando ad u ,  u si diano valori fissi 
u,, u,, taglino ortogonalmente tutte le superficie s, che cioè le derivate: 

calcolate dalle (15*) siano proporzionali rispettivarnente a: 

senrpX, -cosyXo,  senrpY,-cosy, ,  senp,Z,-cosp,Z,,  

che rappresentaiio i coseni di direzione della normale ad una (formole 
(17) § 7). 

Posto dunque per abbreviare : 

le condizioni imposte si traducono nell'unica equazione : 

ossia : 

formola colla quale sarB nota B in termini finiti, appena conosciuta a. 
Annuli di Mulematicu, torno XXIV. 49 
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D'altronde basta che a soddisfi le due equazioni: 

clie seguono dalla prima delle (15), perchè la p ,  tratta dalla (25) ,  soddisfi 
le altre due: 

3 = eu sen p cos 8 ,  - = - e z o o s p s e n ~ ,  a th a v P6*) 

cioè la seconda delle (15). E invero se si deriva la (25) una volta rapporto 
ad U ,  una seconda rapporto a v ,  tenendo conto delle (13) $j 7 e delle supe- 
riori (26), si tïovano appunto le (26*). 

D'altra parte le (26) possono anche scriversi: 

e integrate danno la formola: 
a'p 

e'=Wa17 (27) 

che ci definiscono a, restando W una funzione arbitraria di W .  Dopo di cib 
la (25) ci dà per il 

indicando W' la derivata di W. Con questi valori (27), (27") per a, 0 le con- 
dizioni imposte sono soddisfatte e sostituendoli in Bi, Hz,  le formole corri- 
spondenti : - 

~i: =Hi Xi + H2X2 
- - 

colle analoghe per y, x, definiranno un sistema trip10 ortogonale ( u ,  v ,  tu), 
in cui le superficie lu sono s paraboliche. 

3 15. Verlfica delle proprieta dei sistemi tripli ortogonali costruiti.  

Dalle c28) si h a :  - 
xx,+y~,+~z ,=o ,  

onde, essendo X,,  Y,, 2, indipendenti da w ,  segue che le curve (w )  del 
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sistema triplo ortogonale (28) sono piane e i loro piani passano per 1' O- 
. . 

rigine. 
Derivando le (SB), coll'aver riguardo alle varie formole precedenti, si 

trova : - 
-- a$ - Hi [ C O S ~ C O S ~ X ,  + senycos8X2 + senBX,] 
au 

alll -- a 
- (ez - g) (COB 9 X,  - sen p. x,). 

P e i  l'elemento lineare d s  del10 spazio, riferito al sistema triplo ortogo- 
nale (28), si ha dunque : 

d sP = Hi2 d u2 + HI2 d V' + H32 d w2 

H, = eacosy + pseny,  H, = easenrp -@cosy, H3 = eu - - - azu aw 
Questo sistema è dedotto evidentemente da1 sistenia ciclico di RIBAU- 

COUR (23) per trasformazione di COMBESCURE, l'orientazione del triedro princi- 
pale nei due sistemi essendo la stessa in punti corrispondenti (u, v ,  zo) del10 
spazio. La presenza della funzione arbitraria W nelle nostre formole permette 
p i  di dare, come subito si vede, ad m a  delle curve piane (w) la forma che 
più ci piace. Cosi il teorema enunciato al 5 13 è perfettamente stahilito. 
Resta in fine clle dimostriamo come ogni sisteina ciclico osculatore del nostro 
sisterna (28) lungo una 2 parabolica appartenga alla classe del 8 10. Ora cib 
si vede subito osservando: 1.' che i piani dei circoli di un tale sistema pas- 
sano tutti per 0 ;  2." che i loro assi sono rispettivamente paralleli alle normali 
della superficie pseudosferica S e le sviluppabili della congruenza di questi 
assi corrispondono alle linee zl, v, cioè alle linee di curvatura di S. (Cfr. 5 6.) 

§ 3.6. Ricerca  di nuovi sistemi tripli ortogonali con z paraboliche. 

1 sistemi tripli ortogonali, con iina serie di i paraholiche, considerati 
nei €j$ precedeiiti sono dedotti per trasformazione di COMBESCURE da  quei par- 
ticolari sistemi tripli ortogoriali con una serie di superficie pseudosferiche di 
egual raggio (sistemi di WEINQARTEN), nei quali le traiettorie ortogonali di 
queste superficie sono circoli. 
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Ora prendiamo più in generale un sistema (ZL, v ,  w) di WEIBQARTEN, che 
dia all'elemento lineare del10 spazio la nota forma (M. 11.' 4): 

dove la funzione e di u, v ,  w soddisfa le equazioni simultanee alle derivate 
parziali : 

Supponiaino subito, essendo poi tale condizione necessaria per il seguito, 
che la flessione di questo sistema di WEINGARTEN (M. n.' 12) sia > 1,  che 
cioè l'espressione : 

la quale in ogni caso è una funzione della sola w, sia positiva (*). 
Per  ciascuna superficie pseudosferica 8 del sistema (29) consideriamo una 

superficie S' complementare definita da una funzione y (u, v,  w) che soddisfi 
le solite equazioni : 

a e 2 +- = s e n p c o s ~  
au av 
-- a 4 a?+-=-  au  a u  COS (p sen 0 , 

e deduciamo colle formole (15*) €j 7: 

una corrispondente superficie X paraholica, la cui immagine sferica delle linee 
di curvatura coincide con quella della superficie pseudosferica S. 

(") Cangiando il parametro si puo fare senz'altro l'espressione stessa = 1. 
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Trascriviamo ancora le equazioni cui debbono soddisfare rispettivamente 
U, f i ,  cioè; 

a a 
- = c o s y  cose, a a 

- = sen y sen 0 
ci w a v (33) 

e in fine le formole che danno le derivate parziali dei nove coseni di dire- 
zione : 

' i Y Z l ) 7  (x27 y2,z2)7 (x3) y 3 , 2 3 ) ,  

delle normali alle rispettive superficie u, v ,  w del sistema di WEINGARTEN (29): 

Procedendo ora come al $ 14, vediamo che il sistema trip10 (u, v ,  w) ,  
definito dalle (32), sarà ortogonale se le derivate: 

risulteranno rispettivamente proporzionali a: 

Queste condizioni si traducono nelle due equazioni: 

aHi i?Hz cosy- +senrp-= O 
a m  a tu 

ovvero, per le (32*), nelle altre: 
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$ 17. Discussione delle equazioni di condizione. 

Se deriviamo la (35) prima rispetto ad u, poi a v ,  ponendo mente 
alle (33), (33") troviamo le due equazioni: 

dalle quali, supponendo come è naturale: 

segue evidentemente la (36), che pub dunque omettersi. 
D'altronde, eliminando B fra le (37), troviamo: 

cioè precisamente quell'equazione in termini finiti per determinaie rf che porta. 
da1 sistema (8 )  di WEINGARTEN ad un cornpleinentare (y) (M. n.' 20). Essendo, 
per ipotesi, il sisterna (6) a flessione > 1, la (38) dà due valori essenzialmente 
distinti per y, i quali soddisfano le equazioni (31) (M. ibid.). 

Ora se fra la (35) e l 'una e l 'altra delle (37) elimiriianio P,  otteniamo 
le due: 

che sono naturalmente concordanti, a causa della (38). Si noti poi che i coef- 
a ficienti di nelle (37), ossia quelli di nelle (39), non possono essere nulli, aw 

perché se uno di essi fosse nul10 10 sarebbe, Fer la (SB), anche l'altro e si 
avrebbe allora : 

cioè il sistema ( 8 )  sarebbe a flessione (costante) = 1 oontro l'ipotesi. 
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Cib posto, le (33) associate all'una O all'altra delle (39) danno il diffe- 
renziale totale di cc e fanno quindi conoscere, a meno di una costante ad- 
ditiva, la funzione cc con una quadratura, le condizioni d'integrabilità trovan- 
dosi d'altronde identicamente soddisfatte a causa delle (30") e (31). Calco- 
lata a, si otterrà esplicitamente P dalla (35) e il valore cosi ottenuto soddisferh 
alle (33*), come si verifica derivando. 

Le  formole (32), ove per a, ,3 in H,, Hz si pongano i valori trovati, 
dan110 adunque un sistema triplo ortogonale (u, v, w), ne1 qunle le superficie z c  

sono X paraboliche. Questo sistema (32) ha il triedro principale orientato 
come quel10 del sistema (y) di WEINGARTEN, complementare del primitivo (8),  
cui corrisponde la forma : 

dell'elemento lineare dello spazio; l'un sisterna cioè deriva dall'altro per tras- 
formazione di COMEESCURE. 

$ 18. 1 sistemi tripli ortogonali (2) complementari. 

Corne il sistema (1) dato dalle (32) è dedotto per trasformazione di 
COMEESCURE da1 sistema (y) di WEINGARTEN, CO$ possiamo trovarne un secondo 
ne1 quale l'orientazione del triedro principale sia identica a quella del si- 
stema ( 8 )  primitivo. 

Ricorriamo per cib attualmente alle formole (18) 3 7: 

2 = e-  a ( ~ ~ ~ r p X ,  + senq, X,) - y X?,  (41) 

dove cp deve soddisfare le (31) ed cc le (33), mentre y soddisfa le altre: 

= e-acosysen8, a S. -- -- a O e-a sen y cos 8, a u  
equivalenti alla terza delle (15) § 7. 

Le (41). ci definiranno un sistema triplo ortogonale se le derivate: 

calcolate da queste formole, riuscirarino proporzionali rispettivamente a :  
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Queste condizioni danno le due equazioni : 

a - y  a20 
- (e-a cos = - - 
aw  COS^ auaw 

a - y  8'0 - (e-k sen = - - , 
aw sene avaw 

dalle qiiali, con un calcolo del tutto simile a quel10 del $ precedente, si trae 
che le funzioni (p ed a restano determinate dalle medesime equazioni; per 
determinare y troviaino poi : 

e riesce ben facile verificare che l a  y tratta di qui soddisfa effettivamente 
le (42) .  Sostituendo nelle ( 4 1 )  si avrà dunque un sistema trip10 ortogonale 
(u, v, w) ne1 quale ciascuna superficie w è una Y parabolica complementare 
della corrispondente : ne1 sistema (32); per cib questi due sistemi si diranno 
complemefz tari. 

Derivando le (41), si trova subito: 

a2 -- -- a? (e-acosB-ysenB)X,, -=- a u  (e-'sen O 4-  y cos$) X,  , a u  

onde risulta nuovamente che il sisterna (42) è dedotto per trasformazione di 
COMBESCURE da1 sistema (O) di WEINGARTEN. Siccorne qui rp è suscettibile di 
due valori diatinti, eorrispondenti ai due diversi sistemi di WEINGARTEN corn- 
plementari di ($), ne concludiarno: 

Da ogni sistema d i  WEINQARTER a $essione > 1 si deducono, per t ~ a s -  
fo~maxione di COMBESCURE COPZ q u a d ~ a t u ~ e ,  due diversi sisterni tripli ortogo- 
nali, nei quali le superjcie di wta serie sono 2 parabolicke. 

Si aggiunge che questi due sistemi (2) derivati sono perfettamente de- 
terminati a meno di un'omotetia, dipendente dalla costante arbitraria addi- 
tiva in a. 
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sulle superficie pseudosfericlae. 38 1 

3 19. L'inversione p e r  raggi vettori  reciproci applicata a i  sistemi x. 

Da1 teorema di WEINGARTEN (€j 9) risulta che se si inverte per raggi 
vettori reciproci, rispetto ad una sfera col centro ne1 punto fisso 0, uno dei 
sistemi (1) con una serie di : paraboliche, si ottiene di nuovo un sistema 
della medesima specie. Questi nuovi sistemi (1) provengono alla loro volta, 
corne si vedrà, per trasformazione di COMBESCURE da altri sistemi di WEIN- 
GARTEN, onde sembrerebbe a prima vista che la  considerazione dei sistemi ( x )  

desse un nuovo modo di dedurre da un sistema noto di WEINUARTEN nuovi 
tali sistemi. Perb si vedrà che i nuovi sistemi di WEINGARTEN sono già. com- 
presi nella serie, infinita nei due sensi, dei sistemi di WEINUARTEN comple- 
mentari del primitivo (O). 

Consideriamo il sistema (8) definito dalle formole (32) tj 15; assurnen- 
do10 a sistema coordinato, esso dà all'elemento lineare del10 spazio la forma: 

d s 2  = HI2du2 + Hz2dv2+ H3edw2, (44) 

avendo H,, H,, H, i valori seguenti: 

Costruendo per questo sistema le quaritità (L. pag. 467): 

1 aHi 
Pki =, a, (p i=@4,  p z = v ,  P Z = @ ,  

troviamo : 

1 ûH9 1 aecp - -5-- 
1 8 H s  1 ae(p 1 a H e  

9 - -=-- , --- - COSY,  II, au  COSY a z c a w  HZ a u  sencp a v a w  H3 

cioè i valori stessi che le Pki hanno pel sistema (y) di WEINCI-ARTEN, cib che 
. era prevedibile a priori, i due sistemi corrispondendosi per trasformazione di 

COMBESCURE. 
Ora invertiamo il nostro sistema ( 5 )  per raggi vettori reciproci rispetto 

alla sfera col centro nell'origine e di raggio unitario. Ponendo: 

Annali di iMalematica, tomo XXIV. 
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i nuovi valori delle H pel sistema inverso (1') saranno: 

Derivando la (47), otteniamo : 

formole di cui occorrerà tener conto. 
Costruendo pel sistema (1') trasformato le quantità analogbe delle (46), 

troviamo : 

- _--A 

Hi 
a? 2easeno-9 

1 aH'1 --- PPHi - - sen?+  - a v Cr H13 Û W  G 

1 aH'3 --- H3 1 aH1a --= 
(50) 

--- l a'? -2eacosti- a u  coslg a u a w  fi H'r a u  
l 

1 aZcp =--- H3 i ~ H ' z  2easen9-9 --- 2FHz -cosy+ -. 
sen? a v a w  fi H ' ~  aw 

Supponendo quindi che questo sistema (x') derivi per trasformazione di 
C~MBESCURE da un sistema di WEINGARTEN: 

ed eguagliando conseguentemente le quantità f ik i  corrispondenti , dovranno 
sussistere le formole: 

Ora si riscontra subito che le prime due (52) sono compatibili e succes- 
sivamente derivate traggono seco le rinianenti equazioni (52); cib basta gih 
per concludere che la (51) definisce un sistema (y') di WEINGIARTEN, prove- 
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niente per trasformazione di COMBESCURE da1 nuovo sistema (8 ' ) .  D'altronde si 
vcrifica subito la formola: 

cos y'  Û2F) sen y' a20 a 0  -- +--= 
coso auaw sen6 a d w  aw' 

la quale ci dimostra che il sistema (y') è complemeritare di (8) e cioè adunque 
il secondo sistema complementare dopo (y)- 

§ 20. Le due serie di sistemi (2) dedotte da una serie 
di sistemi complementari di WEINGARTEN. 

Riprendiamo a considerare il sistema (y') del § precedente dedotto per 
inversione da1 sistema (1). Ponendo : 

si vericherà che sussistono le formole omologhe delle (45): 
a v l  a p t  H , = ea' cos + fi' sen y', H',  = eu' sen rp', - B' cos y', H', = e"' - - -- . 
aw a t u  

Di più sussistendo anche le altre : 

a X I  
-=- COS y' cos 8 ,  a 24 

a a' - -- - au sen y' sen O 

8 P' - = - e" sen cpr cos 8,  -- "' -eE'cosyf w n ~ ,  au a u  
che corrispondono aypunto alle (31), (33), (33*), dalle quali si deducono mu- 
tando gi in ?' e 8 in n + 8, vediamo che le .Z paraboliche del sistema (Z') 
derivano col metodo di WEINGARTEN dalle superficie ~seudosferiche del si- 
stema ( 0 )  e corrispondono per parallelismo delle normali e per linee di  cur- 
vatura alle superficie del sistema complementare (y'). 

Ora se per indicare questo sistenia (2') introduciamo la notazione (Q,!), 
l'altro sistema (2) del 5 1 6  dovrà essere indicato col simbolo (O,) e ,  per 
quanto si è visto, i due sistemi: 

(%) 7 (894, 
~i deducono l'uno dall'altro con un'inversione per raggi vettori reciproci. 
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384 B i a n c h i :  Nuove ricerche 

Cib premesso, se consideriamo la serie, infinita nei due sensi, dei sistenii 
di  WEINGARTEN dedotti da1 sistema (6 )  per successive trasformazioni comple- 
rnentari, sia : 

* -  * (4, (yf), (01, (y), (@). - 7  

ne dedurremo due serie infinite di sistemi (i) da indicarsi coi simboli: 

Ma l'una serie nasce dall'altra con un'inversione per raggi vettori re- 
ciproci. 

AGGIUNTA AL $ 3. 

Non sarà privo di interesse il far conoscere le formole e la costruzione 
geometrica che, data una superficie S applicabile sopra unn superficie di ro- 
tazione, determinano direttamente la superficie S' dedotta col metodû di 
WEINGARTEN dalla complementare Sr di S e che h a  quindi a comune con S - - 
l'iminagine sferica delle linee di curvatura. Ifidicando con 2, y', z' le coor- 
dinate di un punto di ,??' corrispondente al punto (x, y, z)  di S e ritenendo 
le notazioni del § 3, le formole accennate si scrivono: 

la funzione t di fi, v essendo determinata, a meno di una costante additivu, 
da1 suo differenziale totale : 

d t  = r ( D d u  + D ' d u ) ,  (11) 

il cui secondo membro, a causa delle formole di CODAZZI (L. pag. 91), è ap- 
punto un differenziale esatto. 
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Per  verificare che le (1) danno effettivamente la superficie richiesta, os- 
serviarno che derivandole si ottengono le formole: 

- - 
colle analoghe per y', z', le quali dimostrano intanto che le norrnali alla S' e 
alla S in punti corrispondenti sono parallele. Osservando poi le formole: 

e procedendo come al 5 3 ,  si vede che lungo una linea di curvatura di d' 
debbono sussistere le equazioni : 

( r t + r D ) d u + r D ' d v  + p ( D d u +  D1du)=O 

r D ' d u  + ( r ' r P  + rDr ' )dv  $ p ( D r d u  + D''du) = 0 ,  

indicando con p il corrispondente raggio (principale) di curvatura. Elimi- 
nando p fra le (III) si ottiene l'equazione differenziale delle linee di curva- 

tura di 5", che coincide appunto con quella rclativa alla S, onde si vede 
che S, 3 hanno a comme l'immagine sferica delle linee di curvatura. Se 

du si elimina invece fra le (III) il rapporto - si trova l'equazione di secondo 
du  

grado in p, le cui radici p i ,  pz sono i due raggi principali di curvatura di S': 
(r + P > ' K - ( r + P ) r ' H + r ' * = O ,  (IV) 

indicando con K ,  H rispettivamente la curvatura totale e la  curvatura media 
di S. I n  particolare si avrà: 

(r  + pi) (r + pr) + 9 = 0 F) 

alla quale equazione, osservando che le quantità 2 2 ,  p calcolate per la S' sono: 

si pub dare facilmente la forma dell' equazione (2) 5 1 con rp funzione 
di 2q-pz. 
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Y86 Bi a vi c h i: Nuove ricerche sulle superficie pseudosferiche. 

Dalle formole (1) si vede che le coordinate x,, y,, x, del piede della 
perpendicolare abbassata dall'origine sulla normale di 3 sono date da :  

Di qui r i sdta  per determinare la superficie 3, nota la superficie S, la 
costruzione geometrica seguente : 

Data unn superficie S qualunque applicabile sopra ecna superficie d i  ro- 
tazione, s i  conducano per u n  punto fisso O dello spazio le parallele alle 
tanyenti delle deformate dei meridiani e sopra cictsczlna di p e s t e  tangenti 
s i  stacchi, a partire da 0 ,  un segrnefido O M ,  eguale (O proporxionale) a l  
raggio del parallelo, iîzdi per l'estremo M s i  conduca la  retta lz parallela 
alla norma.le di S. L a  congruenxa delle rette la è zrna congruenxu normale 
e le superficie ortogonali a i  suoi raggi  hanno a comune con S Z'imnaagine 
sferica delle Zinee d i  curvatura e sono dedotte, col metodo d i  WEIN~ARTEN, 
dalla complem,entclre S' d i  S. 

Terminiamo coll'osservare che applicando la formola (V) alle tre forme 
ellittica, parabolica ed iperbolica dell'elemento lineare di una superficie pseu- 
dosferica : 

d s 2  - dwZ + senh8zcdvt 

d s Z  = d u P  + eZudv2 

d s 2  = du2  + cosh2advZ7 
non che alla forma: 

d s 2  = du2 + senZud v 2 ,  

dell'elemento lineare della sfera, si ottengono direttamente i risultati del 5 4. 

FINE DEL TOMO XXIV.' (SERIE II.') 
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