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INTRODUCTION

Ampere a donné le nom de Cinématique a la Géomdétrie
du mouvement, considérée dans ses rapports avec
le temps. »

On évalue le ftemps en adoptant comme égaux les
intervalles qui - correspondent & l'accomplissement de
phénoménes identiques. De cette définition on passe 4
la, mesure du temps de la méme maniere dont on passe,
par un exemple connu, de la définition des longueurs
égales & la mesure de la longueur en géncral.

L'instant n’a pas de durce.

Le mourement est un phénoméne d’ordre relatif.

Soit S, un ensemble de poin.ts liés entre eux de
maniére a former un sysliéme géométrique invariable,
c’est-a-dire toujours superposable & lui-méme. TUn
point ou mobile est en mouvement ou en repos dans ce
systéine suivaut que ses distances aux points du
systéme varient avec le temps ou restent les mémes.
Mais le systéme S,, emportant avec lui le mobile, péut
se mouvoir, en bloc, dans un systéme plus vaste S,
celui-ci dans un autre, .....11 est clair que par rapport au
dernier systéme considéré, ousysféme fixe, le mouvement

du mobile dépend des mouvements intermédiaires.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Y11 INTRODUCTION.

L’essai A’Ampeére sur la philosophie des sciences parut
en 1834. Quatre ans apres, la Cinématique était
professée a la Sorbonne par le général Poncelet ; mais ce
n’est qu'a dater de 1862, époque de la publication du
Traité spécial de Résal que la Cinématique se trouva,
suivant la remarque de M. Appell (1) « définitivement
constituée a I'état de science distincte. »

(1) Appell, Traité de Mccanique rationnelle, t. 1, p. 43.
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TRAITE

DE

CINEMATIQUE THEORIQUE

NOTIONS PRELIMINAIRES

SUR

LES VECTEURS

1. Veeteur. — On appelle vecteur un segment de droite
pourvu d'un sens. Si, par exemple, le sens adopté
s est le sens de A vers B, A est dit oriyine, B extré-
‘ mité du vecteur et celui-ci s'énonce vecteur ADB.
Le vecteur B A est, d’aprés cela, de sens contraire

A aAB.

2. Mesure algébrigue d’un veeteur, — Sur la droite
qui porte le vecteur, choisissons arbitrairement un sens posilif.
Au vecteur correspond alors un nombre algébrique ayant
pour valeur absolué la longucur du vecteur, pour signe le
signe <+ si le vecteura le sens positif, le signe — dans le cas
contraire. Nous appellerons ce nombre mesure algébrique du
vecteur. Dans ce qui suivra, nous entendrons par gxe une droite
sur laquelle on a pris un sens positif.

1
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3. Somme géométrigue de plusieurs veeteurs., —

A,
B! L3N
B, 2 A
ﬁ K
A, B's
BZ
AZ AN

B;

Soit n vecteurs A, By, A, B,,...
A, B,;on appelle somme géomé-
trique de ces vecteurs pris dans
Vordre indiqué par les indices, le
vecteur obtenu comme il suit : ala
suite de A, B, on transporte A, B,
sans changer sa direction et son
sens; A, B, vient alors en A';B',;
de méme on transporte A, B, en
A’, B, a la suite de A', B/,,
etc...; aprés ces opérations, le
dernier vecteur esten A’, B’, Le

vecteur A, B', est par définition la somme gdométrique ou
encore la résullante des vecteurs considérés. Elle reste évidem-
ment invariable en grandeur, direction et sens, si on déplace les
vecteurs parallélement a eux-mémes.

PROJECTIONS

4. Projection d'un vecteur sur une droite. — Rap-

V,, A ®

pelonsqu’on appelle projectiond’un
point A sur une droite D, faite
parallélement & un plan P, le point
A’ ou D est coupé par le plan
mené par A parallélement a P.
La projection est dite orthogonale
si P est perpendiculaire a D. On
appelle projection du vecteur A B
sur la droile D le vecteur A’B’
ayant pour origine et extrémité
respectivement les projections de

I'origine et de I'extrémité du premier vecteur.

5. Théoreme des projections. — Nous nousbornerons
a énoncer le théoréme suivant presque évideat :

TutoriMe 1. — La projection sur une droile de Ia résultante
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NOTIONS PRELIMINAIRES SUR LES VECTEURS. 3

de plusieurs vecteurs est la résultante des projections des
vecleurs sur la méme droite.

Dans les applications de ce thdoréme, on prend sur la droite
un sens positifet on se sert des deux théorémes suivants démon-
trés dans les traités de trigonomdtrie.

Tuforkve 1. — Sia,b,c... . sont des poinls sur un axc et sion
désigne par ab la mesure algébrique du vecteur ab on a

l=7ab+Dbe—+.... + kI

c'est-d-dire que Ia mesure de la résultante de plusieurs vecteurs
portés sur un méme axe est la somme des mesures algébriques
de ces vecteurs.

Tutoriue m. — La mesure algébrique de la projection ortho-
gonale d’'un vecteur sur un axe s’obtient en mullipliant la mesure
algébrique du vecteur par le cosinus de I'angle que fait la direction
positive de I'axe de projection, avec celle de I'axe qui porte le
vecteur,

6. Détermination analyiigue de Ia résulianie, —

Soit nveeteurs V,,V, ... V,. Désignons par X,, Y;, Z; les mesures
algc¢briques des projections du vecteur V; sur frois axes de
coordonnées et par X, Y, Z les projections de la résultante V de
tous ces vecteurs. En appliquant aux trois axes les théorémes 1,
et 1, on a

X=X, +Xg+ ... + X,
Y=Y, +Y,+ ... +Y,
Z=2+72,+ ...+ Z,

Les seconds nombres ne changent pas. quand on change
I'ordre des parties. Par suite :

La somme géométrique de plusieurs vecteurs esé indépendante
de I'ordre des vecteurs composants.,

7. Longueur de Ia résultante. — Les axes élant
supposés rectangulaires, désignons par «; £ y; les cosinus direc-
teurs du vecteur V;, par o  y ceux de la résultante V; soit, en
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4 TRAITE DE CINEMATIQUE THEORIQUE.

outre L la longueur du vecteur V;, I celle de la résultante. On
aura, en appliquant les théorémes, 1, 11, m,

I!X =2 ].-a,-
]p = X ]ipi
Iy =321y

D’ou, en élevant un carré et ajoutant membre & membre,

P=321 423k (o + B + 1)
P=2XI?+ 232k} cos. (V;Vy)

Cette formule fait connailre la longueur de la résultante en
fonction des longueurs des vecteurs composants et des angles de
ces vecteurs deux a deux.

MOMENTS

' 8. Sems direet. — Ondit qu'unmobilese déplace dansle sens
direct pour un observateur, si celui-ci le voit se mouvoir de la
gauche vers la droite. Le sens d'un mobile est direct par rapport
aun vecteur AB, §'il est direct pour un observateur ayantles.
pieds en A et la téte en B. On a une définition analogue quand
on remplace le vecteur par un axe; I'observateur est dirigé sur
I'axe de telle sorte que le sens des pieds vers la téte soit le sens
positif de I'axe.

9. Moment d'un veeteur par rapport & un point.
— Le momentd’un vecteur AB par rapport

< a4 un point O, est un deuxiéme vecteur
OG, ayant pour origine le point O, dont

. la longueur a méme mesure que le double

A  del'aire du friangle AOB; ce vecteur est

0 en outre perpendiculaire au plan OAB et a

H un sens tel que le sens de A vers B soit
direct par rapport & OG. Observons que
le moment ne varie pas si AB se déplace

sur la droite qui le porte, qu'il devient nul sile vecteur AB est

nul ou passe par O et dans ces deux cas seulement.

B
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NOTIONS PRELIMINAIRES SUR LES VECTEURS. 54

10. Détermination analytique du moment d’un
vecteur. — Soit un triédre de coor-
données, frirectangle et direct -Oxyz.
Cherchons les projections L,M,N sur les
axes du moment d’'un vecteur AB par
x rapport a l'origine. Nous définissons le
vecteur par les coordonnées x,y,z de son
origine, et ses projeclions X,Y,Z sur les
5 axes.

En exprimant que OG est perpendicu-
laire 4 OA et AB, on a lesdeux relations.

A {xyz
(]

Lz +My +Nz=0
LX+MY4+NZ=0O
d'ou on tire :

L ._ M N VIegpM N
yZ — zY zX—.zZ_—xY——-yX_—‘/'m

Si on désigne par S l'aire du triangle OAB on a

V'Lt + M+ N* = 0G = 2
. D’aprés I'identité de Lagrange

L(YZ— 22X =(2® +y* + 28) (X2 Y2 4 Z2) — (X + yY + 2Z)?
= 0A2.AB® —0A2.0B2c0520 = OA2.0Be. sin?6 = 492

" 6 désignant I'angle de OA avec AB.

Les troisrapports précédents ont donc pour valeur commune 2=1.
Pour déterminer lesigne & prendre, déplacons la figure invariable
OABG de maniére que OA vienne sur Oz, le point B dans le
plan des oy du coté de oy par rapportd z'z,0G viendraalors sur

Oz. Le rapport ————— ne pouvant varier que d’'une maniére
pp Y — X P q

continue et ayant une valeur absolue constante restera constant;
pour la position particuliére que nous avons indiqué il se réduit
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6 TRAITE DE CINEMATIQUE THEORIQUE,

. N . - .
a5 N, 2,Y, étant tous positifs. La valeur des trois rapports est
?
donc + {1 etl'ona
L=yZ—2zY
¢ty M= zX — zZ
N=azY—yX

Les six quantités XYZ LMN ont recu lenom de coordonnées du
vecteur AB ; elles sont liées par la relation

2 LX4+MY+4+NZ=0

Si on multiplie par un nombre algébrique m le vecteur AB, ses
coordonnées sont visiblement multipliées par m. Comme X,Y,Z,
L,M,N ne varient pas quand on fait glisser AB sur la droite qui le
porte, on voit que cette droite est représentée par deux quelcon-
ques des équalions (1) ob xyz sont les coordonnées courantes.
Inversement & six quantités X,Y,Z,L,M,N liées par la relation (2}
correspondent une infinité de vecteurs égaux portés par une
meéme droite ; en effet, les trois équations (1) en z,¥,z sont alors
compatibles et représentent trois plans passant par une méme
droite A. Soit A (x,7,2) un point quelconque de A, lc point B de
coordonnées x+ X, ¥y+Y, z-+Z est aussi sur A et lo vecteur AB a
pour coordennées X,Y,Z L M,N.

11. Supposcns maintenant qu’on prenne le moment du vecteur
o A AB part rapport a4 un point guelconque I
\. ()oza). Si on transporte l'origine des axes

! / en I les coordonnées de A devicnnent x — z,,
Y —Yo Z—2,; X,Y,Z ne changent pas; le
% moment par rapport 4 I a done pour projections:

4 L =F—y)Z—(z2—2) Y=L+ 2zY—pl

M=—2z)X—@—a)Z =M+ 2,2 — z,X

N' = (@ — @) Y— (y— o) X = N+ poX — &Y
(L,M,N,X,Y,Z) étant les coordonnées de AB

12. Théoreme de Varignon géméralisé. — Le mo-
ment par rapport a un point de la résultante de plusieurs
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NOTIONS PRELIMINAIRES SUR LES VECTEURS, 7

vecteurs concourants est larésultanie des moments des vecteurs
composants par rapport a ce point.

Prenons pour origine de coordon-
nées rectangulaires le point par rap-
port auquel on prend les moments ;
soit x,y,z les coordonnées du point
de concours, X,,Y;,Z;,L;,M;,N; les coor-
données du vecteur AB;, et L,M,N
les projections du moment de la
résultante. On a

LZyEZi—ZEX,iZZ(J’Zi—-ZXQ):ZL,;
M:ZZX,;—LL'EZ,;:.... =ZBL
Nixz\’i—yixi=.... =ZN,_

Ces égalités montrent que OG, moment de la résultante, est la
somme géométrique des momeats OG; des composantes.
Si tous les vecteurs sont dans le plan zy, les égalités précé-
dentes se réduisent a
N=z:N

qui exprime le théoréme de Varignon proprement dit.

13. Moment par rapport & une droite. — Soit une
droite D et un vecteur AB; A'B’
8 la projection orthogonale de AB
o A/ sur un plan P perpendiculaire &
la droite en un point O. Le
moment de A’B’, par rapport
/ 0 A 1 au point O, est un vecteur OG’
B situé sur D. Ce vecteur, évidem-
ment indépendant de la position
1] 8 du point O, est le moment du
t vecteur AB par rapport a la
' droite D. Il est nul quand AB
est nul ou paralléle 4 D. Obser-
vons en outre que par rapport &
) OG',AB a le sens direct.
La mesure de OG’ est susceptible d'une interpritation

2
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8 TRAITE DE CINEMATIQUE THEORIQUE.

géométrique simple. Faisons passer le plan P par le point A.'

Si nous prenons sur D le vecteur OI delongueur 1, le tétraédre
I0AB’ a pour volume I de OAB’ et, par suite, 7 de OG’.
Mais les deux tétraédres B'10A, BIOA ont méme base IOA et
leurs sommets B’ et B sur une paralléle 4 cette base; d’ailleurs,
si on fait glisser OI sur D, le volume ABOI ne change pas.
On voit donc que : La mesure du moment du vecteur AB, par
rapport & une droite, est six fois le volume du tétraédre déterminé
par e vecteur AB et un vecteur de longueur égale a I'unité
porté par la droite, ;

Le théoréme suivant nous sera souvent utile :

14. TutonimMe. — Le moment d’un vecteur, par rapport a une
droite, est la projection sur celte droite du moment du vecleur
par rapport a un point gueleonque de la droile.

Soit OG le moment de AB par rapport au point O; OG’ son

moment par rapport 4 la droite
D; si on désigne par S et S’

219 A les aires des triangles OAB et
\</\ OA’B’, ona OG’ = 2S', OG
' B = 238 et sia est langle de
/ e 0G avec OG’
P S’ cosa =S
dot OG' = 0G cos =
> .

En outre, AB ayant le sens

direct par rapport & OG et

OG'’ ces deux vecteurs sont d'un méme cé6té du plan OAB.

11 suit de 1a que le point G'est la projection de G sur D et le

théoréme est établi.

Ce théoréme, combiné avee celuide Varignon, donnele suivant :

Le moment par rapport a une droite de la résullante de plu-

sieurs vecleurs concourants est la résultante des moments des
vecteurs composants par rapport & la méme droite.

15. Moment par rapport & un axe. — Si de la droite

D nous faisons un axe A en choisissant un sens positif, le moment
du vecleur AB par rapport 4 la droite aura une mesure algébri-
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NOTIONS PRELIMINAIRES SUR LES VECTEURS. 9

que. C’est ce nombre que nous appellerons moment du vecteur
par rapport 4 I'axe et nous le représenterons par M* (AB. A). II
a pour valeur absolue 6 fois le volume du tétraédre défini par AB
et un vecteur unité porté par 'axe et est positif si AB est de
sens direct par rapport a A.

16. Expression analyfique du moment par rap-
port & un axe. — Considérons
d’abord un axe issu de Iorigine des
coordonnées rectangulaires, défini par
ses cosinus directeurs, «,B,y; soit
X,Y,Z,L,M,N les coordonnées du
vecteur AB, on aura Mt (AB. A, en
projetant sur A le moment OG de AB
par rapport a O (14). On a ainsi

Mt (AB,A) = Lo 4 M + Ny

En particulier par rapport a
S ‘ Oz,0y,0z les moments sont L,M,N,
Soit maintenant un axe quelconque défini par un point T (@,yez,)
el trois cosinus directeurs «By, .
Projetons sur A ]Je moment de AB par rapport 4 I, nous
obtenons

M (ABA) =S a[(y—yo) Z —(z—2,) Y]
=2 O([L -+ ZOY—'J’OZ]

Mt (AB,A) = ol + BM + YN + a (.Y — y,Z) + B (2.2 — 2,X)
4 ¥ (X — 2,Y; = ali + BM ++ YN + 23X 4 Y + V2

en posant . .
A= Yoy — ZoB
= Zy% — oY
V= 2B — Jo

On voit que les six quantités «,B,v,},u,v sont les coordonnées du
vecteur de mesure + 1 porté par I'axe.
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10 TRAITE DE CINEMATIQUE THEORIQUE.

17. Moment d’un vecteur par rapport & un autre
veeteur, — Soit deux vecteurs AB, A'B’
de coordonnées X,Y,Z, L, M,N, X’ ,Y’,Z’
L’ ,M’,N’ respectivement; désignons par
A Paxe quiporte A’'B’ et a m&me sens que
lui ; si m est la longueur de A’B’, on
appelle moment de AB parrapporta A’B’
B’ le produit m. M* (AB.a). Soit «,B,y,u,v
\ les coordonnées du segment + 1 porté
8 par A. On adonc:

Mt (AB. A’'B)
=m {La +MB + Ny + X0 + Yp + Zv)
= LX'+ MY’ 4+ NZ' + XL’ + YM' + ZN’

On voit que la valeur absolue de ce moment
est six fois le volume du tétraédre défini par les deux segments
AB et A’B’; ce moment est positif si AB a, par rapport 4 A’B’
le sens direct, négalif dans le cas contraive. Eafin, I'expression
analytique du moment montre tout de suite que l'on a

M*' (AB.A'B') = M! (A'B’.AB)

Ce moment est nul. quand les deux droites qui portent les
vecteurs se rencontrent 4 distance finie ou infinie,
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LIVRE PREMIER

DU MOUVEMENT SIMPLE D'UN POINT.

CHAPITRE PREMIER

DE LA VITESSE.

1. Trajectoire. — C'est la ligne décrite par le point mo-
bile dans le systéme ol il se mcut.

2. Mouvement rectiligne uniforme. — On appelle
mouvement uniforme, un mouvement dans lequel le mobile
parcourt des longueurs égales en des temps égaux. Au point de
vue de la trajectoire et de la loi du mouvement, le mouvement
le plus simple ¢st le mouvement rectiligne uniforme. Dans ce cas,
on appelle vitesse la longueur parcourue par le mobile dans
I'unité de temps ; cette longueur est portée par la trajectoire et a
un sens déterminé, celui du mouvement; c’est un véritable
vecteur qu'on appelle le vecleur vitesse.

3. Mouvement reetiligne varié. — Un mouvement
non uniforme est dit varié. Soit sur la
trajectoire rectiligne M, M, les positionsdu

1' mobile aux époques respectivesfet t4-Af;
si le mobile allait de M en M’ d'un

MM’

mouvement uniforme, sa vitesse serait unvecteur de longueur vE
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12 TRAITE DE CINEMATIQUE THLORIQUE,

ayant lesens du mouvement,Faisons tendre Af, vers zérole rapport
MM’ - . . - .
VR limite en général et le vecteur précédent une limite qui
est par définition la vitesse du mobile & I'époque £. Sion prend
sur la droiteun sens positif et une origine et si x est I'abscisse du
point M, la mesure algébrique du vecteur vitesse sera la limite
Az, s o dx S .
de 57 C est-d-dire d Nous ne considéreroas jamais que des
mouvements ayant une vitesse, c'est-a-lire que les fonctions du
temps que nous ferons intervenir pour définir un mouvement
seront supposées admettant des dérivées.

4. Mouvement curviligne. — La trajectoire étant une
courbe quelconque, soit M et M’ les posi-
tions du mobile aux époques ¢ et £ + Af. Si
le mouvement du mobile s’effectuait de M en
M’ suivant la corde MM’ et d’une maniére
uniforme, pendant le temps Af, la vitesse

serait un vecteur MB ayant pour longueur
MM’ -
Ve et appelé vitesse moyenne pendant le

temps Af; quand A/ tend vers zéro, MB a
pour limite un vecteur MA tangent & la
trajectoire en M ; ce vecteur est par défini-
tion la vitesse a I'époque £ Si on prend sur
la courbe un sens posilif et une origine O, on pourra définir le
point M dela courbe par une abscisse curviligne s et s sera une

fonction du temps; le rapport de I'arc a la corde ayant pour limite
’

o . MM -
'unité quand I'arc tend vers zéro, 5, & pour limite Ja valeur

ds . - -
absolue de j; Si sur la tangente en M on choisit pour sens positif

celui qui eorrespond aux s croissants, le vecteur vilesse aura

our mesure —.
P i

5. Projection du mouvement sur un axe. — Soit
sur- I'axe X'X, M, et M’, les projections des positions M ct
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LIVRE.I, CHAPITRE 1. —- DE LA VITESSE. 13

M' du mobile aux époques f et £ + Af, et M;B,, la projection
de la vitesse moyenne MB. En vertu
du parallélisme des plans projetants,
ona: ¢

X

§ MB, MB 1
; MM, T MM~ a¢

f
M [ = —_—
P
’ ] H )
5 b D'ou MM
X Ml M1 Al B1 x - MIBI = jAti

c’est-d—dire que la projection de la vitesse moyenne du mobile
pendant le temps Af est la vitesse moyenne de la projection du
mobile pendant le méme intervalle. Si on fait tendre Af vers
zéro, on en conclut.

La vitesse de la projection du mobile sur un axe est a chague
instant la projection de la vitesse du mobile.

6. Projection du mouvement sur un plan. — Si
on projette le mouvement sur un plan,
on a, en raison du parallélisme des pro-
jetantes

=
AN E
>

Ainsi, la vitesse moyenne dans le mouvement projeté est la
projection de la vitesse moyenne du mouvement dans I'espace.
Si on fait tendre Af vers zéro, M,B, a pour limite M,A, vitesse
de la projection et MB a pour limite MA vitesse de M. Donea :

La vitesse de la projection du mobile sur un plan est achaque
instant la projection de la vitesse du mobile.

7. Délermination analytigque de la vitesse. — Soit
%,¥,%, les coordonnées du mobile, qui sont des fonctions de t.
Si on désigne par V.V, V., les mesures algébriques des
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14 TRAITE DE CINEMATIQUE THEORIQUE.

projections de la vitesse sur les axes, on a, d’aprés les paragra-
phes 5 et 3.
dx dy, _dz

Ve=gr V=% V=37

La longueur v de la vitesse sera si les coordonnées sont ree-

tangulaires
\/ -+ ( az )
) dt

8. Appliecation au mouvement cireulaire., — Soit
un point M décrivant un cercle de
rayon R. Les coordonnées rectangu-
laires du mobile sont

y
M
4 z = Rcosua
!JA x ¥y = Rsin «

o étant une fonction du temps.

Prenons pour origine des arcs le
point du cercle situé sur Ox et pour
sens positif le sens choisi en trigonométrie. On aura alors

ds de do
s = Ra. i RE- = Rw. en posantw = i

w a recu le nom de vilesse angulaire du point M
Les projections de la vitesse sur les axes sont

dx ) de
ng—E_—Rsma.EZ——my
dy da
(Vy_m_ Rcos«.d—t— or
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CHAPITRE II

PROJECTIONS ORTHOGONALES DE LA VITESSE.

1. Coordonnées polaires planes. — Soii p el 0 les
coordonnées polaires du mobile M. Projetons
la vitesse du point M sur le rayon vecteur et
la perpendiculaire MB au rayon vecteur.
Cherchons les mesures algébriques de ces
projections. Nous prenons pour sens positif
sur le rayon vecteur le sens de O vers M, et
sur MB le sens dela demi-droite qui faitavec

Ox 'angle 6 + :2: On a entre les coordonnées

rectilignes rectangulaires et les coordonnées polaires les relations

z=1pcosd y=psin0

d’ou ' dp o
Vs =2 cose—psmom—
de . do
V, = -~ 7] puid
¥ dt sin & + pcosb T

Par suite
project surMA = V_cos 8 -+ V,sin6 = _Z_ft’

project sur MB = —V,sin 8 + V, cosd = p g

g—;— s'appelle 1a vifesse de glissement ou d'élongation

do . . .
° i la vitesse de ecirculation
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18 . TRAITE DE CINEMATIQUE THEORIQUE.

2. Vitesse aréolaire, — Au systéme de coordonnées polai-
res se rattache une nouvelle vitesse
que nous allons définir,
Soit M,M’ les positions du mobile
a 'époque ¢ et ¢+ A, M, une
origine sur la courbe.
Posons # = aire M,OM, Aua pour

: . Au
valeur absolue aire MOM' ; i est

appelé vitesse aréolaire moyenne

- N
pendant 'intervalle Af; sa limite El-;

est la vitesse aréolaire a I'époque £.
Cherchons 'expression de la vitesse aréolaire en coordonnées
polaires. On a

A0 < Au <L (p-+ Ap)tAD
d’out

=

du , a8
i L7

- En coordonnées reclangulaires on a

dy dz
ne s e L _Ta T
=g M este @ x?
du dy dz
ot | 7—5(%— m)

a vitesse aréolaire est liée d’une maniére trés sim ala
L t 1 t liée d’une t le 1

. MM'><0
vitesse du point M; on a, en effet, Au = L—>2<—H, OH étant la

hauteur du triangle infinitésimal OMM‘. D’ou on tire - -

P - du S ds
@~ ra?
p désignant la distance du péle a la tangente.
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LIV, 1, CHAP, 11, — PHOJECTIONS ORTHOGONALES DE LA VITESSE. 17

La relation précédente peut s'énoncer ainsi :
La vitesse aréolaire a I'époque t est le moment par rapport a
Lorigine de la vitesse du mobile & Ia méme époque.

3. Applieation au mouvement des planeéties., —
D’aprés la premiére loi de Képler, ou loi des aires, le rayon qui
va du centre du soleil au centre dela planéte, décrit des aires
proportionnelles au temps; avec la définition précédente, la loi
peut s'énoncer ainsi : La vitesse arédolaire de la planéte est

(o G
constanle. On désigne cette constante par 9 et I'on a

1 ds
2 a?

d’on1

La vitesse de la planéte est inversem:nt proportionnelle & Ia
perpendiculaire menée du soleil sur la tangente & lIa trajectoire.
Cette proposition est due & Newton (Principia, page 33, édition
de 1723). '

4. Coordonnées semi-polaires ou cylindriques, —
Un point M de l'espace est défini par
sa cote z, et les coordonnées polaires
¢,0 de sa projection sur Ozy, Oz
étant l'axe polaire. Les surfaces p
= const. sont les cylindres de ré-
volution d'axe Oz; les surfaces 6
= const. sont les plans passant par Oz,
et les surfaces z = const, les plans
normaux a Oz; les trois surfaces
passant par M se coupent orthogona-
lement. Nous nous proposons de
trouver les projections de la vitesse, sur les tangentes aux trois
lignes d'interseclion de ces surfaces prises deux a deux, les seus
) 2
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18 TRAITE DE CINEMATIQUE THEORIQUE.

positifs étant ceux qui correspondent aux coordonnées croissan-
les. D’apreés ce qui précéde, ces projections sont (n°® 5, 6, chap.1;

n° 1, chap. n).

de
dt’

de dz
L T

La longueur V de la vitesse du point M est donnée par

de\® (IB)’ (dz)‘*’
2 | L 2| — —
V“(dt\)"”(dt T\T

5. Coordonmnées polaires ou sphérigues. — On défi-

nit un point M de I’espace par sa
distance p a 'origine, I'angle b de
la demi-droite OM avec Oz, et
I'angle ¢ de Ox avec Om, m étant
la projectionde M sur le plan aoy.
Les surfaces p = const. sont les
sphéres de centre 0, 3 = const.sont
les plans passant par Oz, et —
const. les cénes de révolution
d’'axe Oz. Les trois surfaces pas-
sant par M se coupent orthogona-
lement. Nous allons ¢hercher les
projections de la vitesse sur les
tangentes aux courbes d'intersec-
tion de ces surfaces deux a4 deux,

les sens posilifs pris sur ces tangentes correspondant aux
coordonnées p, 0, ¢, croissantes.

Considérons d’abord la vitesse comme la résultante de sa
projection sur Oz et sur le plan 2oy .

I.a premiére de ces projections a pour expression

dz

—d ( cos 8§
at = ar \F b)

Quant a la seconde, on peut la remplacer par ses deux projec-
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LIV. I, CHAP. II. — PROJECTIONS ORTHOGONALES DE LA VITESSE. 19

tions sur le prolongement de Om, et la perpendiculaire ml & Om,
respectivement égales a (n°1, chap. u).

d . . . de
m(psme) etapsmed—t

En définitive, la vitesse peut étre regardéc comme résultante
de trois vecteurs de mesures.

d d . . do
m (p cos&), =i (p sin 9), psind T
On aura done:

project. sur MP = d (p cos 0) cos 6+ [% (p sin 0) sin § = %i-

B

project. sur MQ = d (p cos O) cos g— (p cos 0) cos g

L

tcosO=psin0£{f

6
-+ ¢ sin 7

d

d ™ d0
roject. M =—( *'6)005 <— e) < n())cose— —
project.sur MR Filpcos 5+ Zi\esi T

6. Coordonnées eurvilignes.— Soilz,y,zdes coordonnées
rectilignes rectangulaires; q,,¢,.¢; 3 paramétres variables et consi-
dérons les trois familles de surfaces.

n=F(zn2 ¢=F@yr2 ¢=F@y2z JdA)

Parun point M de I'espace, il passe trois de ces surfaces S,,S,,S;;
nous appellerons les paramétres de ces trois surfaces coordonnées
curvilignes du point M.Les relations (1) expriment les coordonnées
curvilignes 3 'aide des coordonnées rectangulaires; inversement
en résolvant les éyuations (1) par rapport & xyz. On a :

=L ¥V =15G199%) =fs (q0:9695) (2)
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20 TRAITE DE CINEMATIQUE THEORIQUE.

Les courbes d'interseclion deux a deux des trois surfaces qui

passent par M sont les trois courbes
obtenues en faisant dans les équa-
tions (2) varier successivement
91,9s:¢s. La courbe ¢, variable par
exemple esta 'intersection de S, et
8,. Ces courbes C, C, C, sontdites
courbes de coordonnées. Nous
nous proposons de chercher les
composantes de la vitesse suivant
les tangentes A, A, A, & ces
trois courbes, le sens posilif sur
chagque tangente étant celui qui

correspond au sens des ¢ croissants. On a
do_ 0z dgy 0z di | Iz I7, _ N 9% dgi
di ~ dq, di = dq, at = Og, di L, 0q: di

Soit «;,Bi,v: les cosinus directeurs du sens positif de la tangente A;

ox
dq,
= etc
m oz \? oy 0z \?
T T 3
dqi dqt d({‘l
par suite
d.l . d(h d‘ls %
‘E Apu+ A g nt & gpe
d d dq, dg
[ =8, T AT+ A By
dz _, dq, dq dy,
(E—Ai ar 1+ A, t“(:"“Asm‘Ys
en posant
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LIV. I, CHAP, I1I. — PROJECTIONS ORTHOGONALES DE LA VITESSE. 214

Ces relalions montrent que les composants de la vitesse suivant
A, A, A; sont respectivement

dq, dq, dg,
Al E y As E[; 3 _d—t'
ou Ay, Ads, Ayl
en posant g = %
T

7. — Si au lieu des composantes suivant A, A, A, on prend
les projections orthogonales de la vitesse, les expressions obte-
nues sont moins simples ; on a, par exemple :

v, = project. sur A, = o, ' + B, y' -+ v, 2’

- en posant , dx
= — te.
x o ote

Le second membre peut étre transformé. Ona
: N/ Ox dx or 2
oT = z* + ”+z’*=z<—— sy — g >
y 0q1‘11 dq,q’ 0q3q"
= A, + Ao, + Ay + 2By 750y + 28,4'5¢° + 28B4 7,

2T. est ainsi une forme quadratique par rapport aux ¢’ dont
les coelficients sont fonctions des g. On a

ox ay 0z dr ox'
Ayvvy=a —+ Yy -+ 2 — Lyo— = —
t dq, v 97, 9q, "oq, 07,
puisque
¥ ==4q,+ ..—l—-o—"lwq’a
9q,
d’on 5
' a2z aT
AV—x’-——,-ﬂ— cane +Z’——I=-—T-
s 9q', dq'y 9,

Les projections orthogonales de la vitesse sont donc :

1 0T 1 T 1 oT
Ao’y 7 A0, 7 A9y,
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CHAPITRE 1T

COMPOSITION DES VITESSES— CONSTRUCTION DES TANGENTES.

1. — Un mobile se meut dans un systéme S, lui-méme em-
porté dans un systéme plus vaste S,. On dit que le systéme S,
appelé systéme mobile ou de comparaison, a un mouvement
dentrainement dans le systéme S, appelé systéme fixe. Par
rapport au systéeme S, le mouvement du point est qualifié de
mouvement relatif ou apparent; son mouvement, par rapport au
systéme S,, qui dépend a la fois du mouvement relatif et du
mouvement d'entrainement s’appelle mouvement absolu.

2. — Soit AB la position de la trajectoire relative a I'époque ¢,
M la position du mobile sur ceite
trajectoire a I'époque . — Aun
B bout du temps Af la trajectoire
est en A'B’ et le mobile en M, —
Le peint du systéme de comparai-
son, qui coincide avec le mobhile
a I'époque ¢ et qui est dit point
coincidant est en M’ aprésle temps
M " Al
La corde MM, du déplace-
ment absolu est la résultante

g

A de la corde MM’ du déplacement
A d’entrainement, et de la corde

MM, du déplacement relatif, Il
en est de méme pour les quotients de ces vecteurs infiniment petits
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par At. En passant & la limite, on voit que :

La vitesse absolue du mobile est & chagque instant la résultante
de la vitesse relative et de la vitesse d'entrainement. Nous
entendons par vitesse d’entrainement la vitesse 4 1'époque ¢ du
point coincidant. Connaissant deux quelconques de ces trois
vitesses, on saura done, par une rogle simple, en déduire la troi~
siéme.

3. Généralisation. — Soil n systémes invariables S, S,..
S.., tels que chacun d’eux se meut dans le suivant; P un point en
monvement dans le systéme S, et P, P,, ... Po_y, les n—1 points
des n — 1 premiers systémes qui, a I'époque ¢, coincident avee P...
Désignons par V, la vitesse de P, par rapport & S,, par V, celle
de P, par rapport a4 S, et ainsi de suite jusqu'a V,_, vitesse de
P, —, par rapport au systéme S,. La vitesse de P dans S, estla
résultante de la vitesse relative V, et de la vitesse d’entraine-
ment V,. La vitesse de P dans S, est la résultante de la vitesse
de P dans S, et de V, et par suite la résultante des trois vitesses .
V,, V,, V,. Et ainsi de suite. Donec :

La vitesse du mobile, par rapport au dernier systéme S, est la
resultante de V,, Vy, Vy, Vo y.

4. Construcrtion des tangemtes. — Roberval, le pre-
mier a déduif de la considération des
mouvements simultanés une solation
du proh!éme des tangentes aux lignes
courbes (communication a Fermat
1640, mémoire lu a 1'Académie des
sciences 1668). Si on considére, en
effet, avee Roberval, la tangente & une
courbe comme portant la vitesse d'un
mobile assujetti & décrire cetie courbe,
¢ il suffira, pour étre en mesure de
tracer la tangente, de connaitre deux

composantes de celte vitesse, ou simplement deux vecteurs
proportionnels & ces composantes. Ea particulier, supposons la
courbe définie en coordonnées bipolaires r,r' Fet F/étant les deux
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pdles. La projection orthogonale de la vitesse sur le rayon vecteur

FM est % le sens positif étant celui de FM ; de méme sur F'M,

elle est % Si MA et MA’ sont des vecteurs de mesures pro-
dr dr’
a
diculaires aux rayons vecteurs. Leur intersection sera un point
de la tangente. La construction s’applique immédiatement a
I'éllipse, ’hyperbole, aux ovales de Descartes.

portionnelles & il suffira de mener en A et A’ des per-

5. Tangenie & In Conchoide, ~ Comme nouvelle
application de la méthode de
Roberval, indiquons la construc-
tion de la tangente a la conchoide
de Nicoméde (150 ans avant J.-C.) -
ou conchoide de droite. Rappe-
lons la définition de la courbe ;
pour un point fixe O, on méne
une sécante qui coupe une droite
fixe D en M; sur cette sécante, on
0 prend & parlir du point M une
longueur constante MM’/ = a; la
conchoide est le lieu de M’ quand
la sécante varie.
On peut représenter la vitesse
de M par un vecteur MC de lon-
D gueur arbitraire. Ses projections
sur le prolongement du rayon
vecteur et la perpendiculaire 4 ce rayon sont :

dp do
MA = <L, =5 —
dt’ MB =+ dt
Pour le point M’ on a de méme
@6 +1) i

My == MB =(p+4)
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On a donc
MB' _ OM

WA'=MA, 35 = ou

¢’est-a-dire que B’ se trouve sur OB.

Ces relations entrainent une construction {reés simple de la
tangente en M’ indiquée sur la figure.

— Pour une conchoide de courbe, la construction delatangente
reste la méme ; on remplacera la droite D par la tangente a la
courbe en M.

Tangenties aux eourbes en coordonnées multi-
’ polaires. — Considérons dans le
plan une courbe définie par la relation
f(ry, r,, r;) = o0 entre les distances
d’'un point de la courbe & n pdles
F,F,... F,. On a pour une tellecourbe
une construction trés simple de la
tangente due & Poinsot.

Sur le rayon vecteur, F; M, portons

af
un vecteur MA; de mesure o le sens

ry
positif étant celui de F;M.

La résultaute de tous les vecteurs MA; est normale & la courbe
en M. — Nous allons montrer, en effet, que la somme des pro-
Jjections de ces vecteurs sur la vitesse v du point M est nulle.
Soil «; 'angle de F; M avec la vitesse.

Il faut élablir que 2 501—[ cose«; = 0. Or, on a -d—"- = V COS w;,

di
cos «; est proportionnel a dr: et on est ramené a 9t (-E":O
de dr; dt
relation qui résulte de I'équation de la courbe par différen-

tiation.

Cette construction s’applique en particulier aux courbes défi-
nies en coordonnées bi-polaires, & l'ellipse, I'hyperbole, aux
ovales de Descartes, de Cassini, etc. On retrouve les propriéiés
bien connues des tangentes a I'ellipse et a I'hyperbole,
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LIVRE II

MOUVEMENT SIMPLE D’UN POINT. — DE L’ACCELERATION

CHAPITRE PREMIER

DEFINITION DE L’ACCELERATION.

1. Mouvement rectiligne uniformément varié. —
Un mouvement rectiligne est dit
uniformément varié, sila vitesse

0 ™ ] A varie de quantités égales en des
temps égaux. La variation de la
vitesse, pendant l'unité de temps,

s'appelle I'accélération. Si dans un intervalle de temps Af la va~

. . Av
riation de la mesure v du vecteur vilesse est av, 5 est cons-

tant et mesure le vecteur accélération. Le vecteur vitesse MA du
mobile a I'époque ¢ étant transporté en Om de maniére que son
origine soit fixe en O, on peut encore dire que I'accélération du
point M est la vitesse du point m.

2. Mouvement reectiligne quelecongue. — Pendant le
temps Af, la vitesse MA du point M
subit une variation géométrique MB di-

o m M 8 A irde sul : cont 1B
rigée suivant la droite ; le guotient "

M

1
MM est un vecteur qu'on appelle accélération

moyenne, relative & lintervalle a¢. La
limite de ce vecteur pour Af tendant vers
zéro est I'accélération a 'époque £. On voit que si on suppose la
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vitesse MA constamment iransportée en Om de maniére que son
origine soit fixe en O, I'accélération du point M est la vitesse du
point m. Le point m, O étant pris pour origine et & étant I'abscisse

. dz. - .
de M, a pour abscisse —ggL’accélératlon du point M aura donc

pour mesure y = —

On peut donner une autre définition de I'accéléralion ; smt M
la position du mobile a I'époque ¢ + AfL. On aura

MM = vl 4+ {1y (A2 + & (At)"‘
« ayant une limite finie quand At tend vers zéro
d’ou

MM’ — VM)

= lim 2
¥ i ( o

Si, & partir du point M, le mouvement devenait uniforme, a
I'époque ¢ -+ Af le mobile serait en My, tel que

MM, = val
on a enfin
=lim 21 _ M, W
(A[\z
' , : MM
et, par suite, I'accélération est la limite du vecleur %2—
3. Mouvement carviligne. — Soit M, M’ les positions du
A mobile aux époques ¢, ¢ + af,
et MA, M'A’ les vitesses cor-
M respondantes. Menons le vec—
" S, A teur MB égal & M'A, paralléle

et de méme sens. Ce vecteur
MB est la somme géométrique
J, de MA et AB, en sorte qu’on
peut considérer AB comme la
variation géométrique de la
vitesse pendant le temps af,
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. 3 < A . AB
Le vecteur MJ, égal, paralléle et de méme sens a A est
I’'accélération moyenne pendant lintervalle Af; sa limite MJ
quand Af s’annule est par définition l'accélération a I'époque ¢.
Le plan AMB ayant comme on sait pour limite le plan osculateur
en M, on voit que I'accéléralion est dans ce plan osculateur ; elle
est en outre, par rapport au plan de la tangente et-de la binor-
male du méme cdté que le centre de courbure.

4. Hodographe. — Par un point fixe O, menons le vecteur
Om oblenu en fransportant la vilesse de
maniére que son origine vienne en 0. On
voit que l'accélération du point M, & une
translation prés, n'est autre que la vitesse
du point m. Le point m décrit une courbe
appelée hodographe. Si O est I'origine des
coordonnées, (x, y, z) étant les coordonnées
de M, celles de m seront

de  dy dz
di’ dt’ o’

et par suite les projections de 'accélération sur les axes ont pour

expression :
dz dy dz
diz’  dir’ dir
5. Auire définition de l'aceélération. — M et M’

étant les positions du mobile aux épo-
ques ¢ et £+ AL, et v, sa vitesse a

I’époque ¢, prenons sur la tangente en
M a la trajectoire MM, = vaf, le point
v M, est la position que prendrait le mo-
A bile au bout du temps Af, si a partir

de M le mouvement s’effectuait unifor-
mément suivant la tangente. Le vecteur M,M' a été nommé

M M,
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par Duhamel, déviation. Nous allons voir que I'accélération est
2M A

la limite du vecteur
Af)?

On a en effet

S RN
i MM, = A -—( —At)—:—,— ALR
project M,M", (x -+ w) z + T g T L
« ayant une limite finie pour A¢{ = o.
d’on
lim. project (2———M‘M,> _ Lz
- prod @an? /= de
If
De méme pour les deux autres axes. Le vecteur (A;)2 a donc

une limite qui est I'accélération.

6. Projections de 1’aceélération. — Soit MA et MB des
vecteurs égaux et paralléles aux vitesses aux époques et £ 4 Af;
les projections de MA et MB, sur une droite ou sur un
plan, seront les vitesses de la projection du mobile aux mémes
époques. 1l en résulte que le vecteur AB, variation géométrique
de la vitesse du mobile de V'espace pendant le temps Af, se pro-
jettera suivant un vecteur A’B’ qui représente la variation géomé-
trique de la vitesse du mobile projection pendant le méme temps

e AB .
et 'accélération moyenne n du mobile de I'espace, aura pour
R’
projection-A—t, c'est-d-dire 1'accélération moyenne du mobile

projection. D’oll, en faisant tendre Af vers zéro ce théoréme :

L’accélération du mobile projection est a chaque instant la
projection de I'accélération du mokile de I'espace.

7. Acedlération d'ordre supérieur. —En opérant sur
les vecteurs qui représentent 'accélération au temps £ et £ + Af,
comme on l'a fait avec ceux qui représentent la vitesse, on
obtiendrait un nouveau vecteur représentant I'accélération du
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deuxiéme ordre ou suraccélération, ayant pour projections sur
les axes

B d*y &’z

ds’ apt de

En continuant de la sorte, on définirait I'accélération d’ordre n
qui a pour projections :

71 n1

"y d"Yy, 4"
dir+i’ dpri gt
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CHAPITRE II

PROJECTIONS DE L'ACCELERATION.

Nous avons, dans le chapitre précédent, décomposé 'accéléra-
ration suivant des axes fixes. Maclaurin, en 1742, en a donné le
premier exemple {Trailé des fluxions,vol. 1,art. 465 el suivants).
Nous chercherons & présent 'expression des projections orthogo-
nales de 'accélération sur certaines droites liées a la trajectoire
du mobile, de méme que nous 'avons fait pour la vitesse,

1. Projections sur la tangente et la mormale
prinecipale. — Soient en coordonnées rectangulaires, z, ¥, z,
les coordonnées du mobile M, v sa vitesse au tempst, «,8,y les
cosinus directeurs de la tangente menéde dans le sens des arcs
croissants, «'8’y’ ceux de la normale principale, ds I'angle de
contingence, R le rayon de courbure au point M. On a

d%__cl(d;c Cdyy_dv do
T E)—tﬂ<m)_dt.a+vdt

I’aprés les formules de Frenet

de o'ds ,ds ds o' v

@ @ YddsT R
et par suile
d’.z:__ad‘{_i_a, ve
die ™ " dt N
d*y dv ,V
CZ AT
d*z dv v?
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LIV. I, CHAP. II. — DES PROJECTIONS DE L'ACCELERATION, 33

Ces relations montrent que 1"accélération est la résultante de
deux vecteurs; I'un porté par la tangente a pour mesure

dv  d%

h=g=u

On l'appelle accélération tangentielle; I'autre, porté par la

normale principale a le sens de cette normale et pour longueur
LG . e s
J. = —; il est dit accélération normale.

R
Ce mode de décomposition de 'accélération a été employé par
Newton (Principia 1687) et par
Euler dans sa mécanique publiée en
1736, le premier ouvrage ou la
science du mouvement soit ramenée
ades questions d’analyse. J’indiquerai

G

p

un moyen a peu prés intuitif pour

retrouver le résultat précédent; il

s suffit de prendre pour origine d'un

systéme de coordonnées polaires dans

I'espace le sommet du cone directeur des tangentes a la trajectoire

et de considérer laccélération mG comme la vitesse du point
décrivant I'hodographe. Alors

p=0m=1v etJtzmA:—dd—fzg

D’autre part :
do  ds ds v

=mB=p.—=v—.—=—
I B ut ds'dt— R
2. Application au moeuvement eireulaire. — On a
dans ce cas v = Re.
par suite do
4, =R —
‘ dt
J, = w?R
. . dw
Si le mouvement est uniforme, w est constant et T 0.
L’accélération Jd se réduit & l'accélération normale et a pour
v
valeur J = —
R
3
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34 TRAITE DE CINEMATIQUE THEORIQUE.

3. Rayon de courbure de I’hélice. — La relation
v? .

Ip = " permet, dans certains cas,

z de déterminer le rayon de courbure

d’une courbe. Soit, par exemple, une

hélice, c'est-a-dire une courbetracée

C1B A sur un cylindre coupant toutes les
5 ;‘ génératrices sous un angle constanl 0.

; Supposons-la décrite par un mo-

M A’B bile M d'un mouvement uniforme

avec une vitesse v. Projetons le

0 mouvement sur un axe Oz paralléle

aux génératrices et sur le plan P de

la section droite passant par M. Le

mouvement projeié sur Oz est uniforme ; par conséquent, l'accé-

lération J du point M est dans le plan de la section droite et coin-

cide avec 'accélération J’ dans le mouvement de la projection de

M sur le plan P; soit v’ la vitesse constante de cette projection,

R’ le rayon de courbure de la section droite en M, R celui de
I'hélice, on aura puisque ' =4J :

V’! V’
R~ R’
or vV =vsinb
N R’
d’ou ==
3 sin”9
A 4. Projeetions en coordonnéesn
B polaires planes.— La projection de
. MdJ sur le rayon vecteur a pour expression,
y| o/ M en posant
b r_ _d‘__z' 2 — dz* £
0 x YT = %
» i i
z"cosb+y cos0=-9 zx” —i—yy dt xz' —|—y,y) (x”—l—,)"’)

1 .
[dt 99 Pr: 4 paele)] — 6_ [99” —_ Pz e’z] —_ 9” — Perg
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L1V, II, CHAP, II. — DES PROJEGTIONS DE L’ACCELERATION. 35

La projection sur la perpenliculaire au rayon vecleur, faisant

avec Oz l'angle 8 +- g est

wl:l

a” cos (
(o =)=
- ~ X
o —7F

5. Coordonnées semi-polaires. — De ce qui précéde,
il résulte immédiatement que les projections ont les expressions
suivantes :

) +y"sin (e+£-> = —2"sind + y" cos 6

'D||-=-

ey o)LL) =200

d*z
sur Oz : T

sur Oz et Oy : p" — 00 et

()

6. Coordonnées polaires dans l'espaece. — Nous
considérerons 'accélération dv point
M comme la résultante de la projec-
tion de M sur Oz, et de I'accélération
de la projection m de M sur xy, cette
deruiére étant 4 son tour remplacée
par ses composantes sur le rayon
vecteur Om et la perpendiculaire a
ce rayon.

O |

Ces trois composantes sont :

o M 0”___ : i .
(p cos 6)", (p sin6) p sin 0 ¢'2, Psmedt(psmeq,)

{

Nous aurons :

prOJect sur MP = (p cos 0)" cos 0 + sin § [(p sin 6" — p sin 6 ¢']
= p" — p0'? — p sin® 0¢™
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36 TRAITE DE CINEMATIQUE THEORIQUE.

project sur MQ = — (p cos 6)" sin 0 - cos 6 [(p sin 8)" — p sin 0 ']

1d
= 200" 4 ¢6" — o sin 0 cos 9¢'> = - — (p?¢) — psin 0.cos65"

p dt

1 4
ject sur MR = — (p? sin?0¢/
project sur MR s b at (o? sin?0q")

7. Coordonmnées curvilignes.— Reprenonsles coordonnées
curvilignes q,4,¢, et la forme quadratique 2 T = 2’ + y'* 4+ 22,
Nous allons voir qu’en introduisant 2T, les projections ortho-
gonales de l'accélération J sur les tangentes A, A; 4; aux couxl)es
coordonnées, ont des expressions simples. On a :

oz . .9y . 92

— ”B ", A, = a”
JA, = a"ay + F78 + 2 AN z0q+y0qi qu‘

or , 0y dz
on T Vot 0q)

~ s dt(gq‘)”dt («?i) + g (5]

a g - \ J
D’aprés un calcul déja fait la premicre parenthése est o

d
Ady = 7 (.’I;/

71

On a
d {0z ar i’z or o
d‘t(%):@”‘”roqmqﬂ”m“:%

La deuxiéme parenthése est donc

ar' ay' 0z" T
a' == 12 a2
o0 TV oy, T 590 " on
Par suite
1[d/{aT aT
J = — —_—— | — 23
8N [ ("I ) d(li] i=t
S. Projections de la suraeeélération. — Nous allons

chercher les projections de la suraccélération sur la tangente a la
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L1V, 11, CHAP. II. — DES PROJECTIONS DE L'ACCELERATION.
trajectoire, la normale principale, et la bi-normale. Nous avons

obtenu :

dr d v
Wt TR

d'ou

ﬂ;__dd’_v (ﬁda ,d (v v? [da’
aw d12+dt'm+ad7(ﬁ ﬁ(?.'?

N

Or si on désigne par o«'B’y” les cosinus directeurs de la
binormale, ds, dr l'angle de contingence et de torsion :

doe = o' do

do' = — ade —a"dx

da ds ds va!
- YaddsT R

da' i v .7
d R T

d*z . dv 1’3) , v dv d
@ Rt |ra T F

dr R

d’y v dv v? , Vv
de (dﬁ_} )+p [H 7+ (R)]_pH_T
diz . (d’ % Jrdv d V’) , VP
@ Y \aE P\)+ Rtll+dl(§]_7RT

Ces irois égalités montrent que la suraccéléralion est la
résultante de trois vecteurs portés par la tangente, la normale
jrincipale et la binormale ayant respectivement pour mesure :

@y _vtoovdv d o
ds " RY Rd ("ﬁ”'RT
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38 TRAITE DE CINEMATIQUE THEORIQUE.

CHAPITRE Il

ACCELERATIONS CENTRALES.

1. Nous dirons que I'accélération d’'un mouvement est centrale
lorsqu’elle passe constamment par un point fixe. Prenons ce
point fixe pour origine de coordonnées rectangulaires, soit x,y,z
les coordonnées du mobile 2',2" les dérivées premiére et seconde
de x par rapport au temps. Si I'accélération passe constamment

par O, ona:
xll . 'y” - Z”
z y z
D’ol par exemple :
yzll —_ Zy” f— 0
d ol n ___
ou B't(.fz’—z}’)—o-
On a donc par intégration
yz —zyl = A
) zx' — 2z’ =B
zy —yx'= G

A, B, G, désignant trois constantes. Des relations (1), on tire
Az + By + Gz =0. Donc :
Silaccélération est centrale, la trajectoire est contenue dans

un plan passant par le centre.
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LIV. II, CHAP. III, — ACCELERATIONS CENTRALES. 39

Si on prend ce plan pour plan des zy, les relations (1) se
réduisent a:

ou en passant aux coordonnées polaires r,0

I) r?—=
@ r—==0C

Par suite. La vilesse aréolaire est constante, le centre étant
pris comme péle.

Rappelons que la relation (I) revient &

1) pr==C

p désignant la distance du centre O a la vitesse.

Réciproquement : Si la trajectoire est dans un plan passant
par O et si O étant pris pour péle la vilesse aréolaire est cons-
tante, laccélération passe constamment par O.

Prenons en effet, le plan pour plan xOy on a

z=o0 zy' — ya' = C
d’ol ,

Z”=0 Z

~< |

z
et par suite I'accélération passe par O.

Cette double proposition est due 4 Newton (Principra, pages
34 et 35, édit. 1723).

2. Diverses expressions de Ila vitesse, — On a

o o i 1

de
do
ou en tenant compte de r?® J =G
Ce (dl”—l—l"dﬁ’)_ ) 1 di\?*
p= ST . [rz"' ( I ](II)
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40 TRAITE DE CINEMATIQUE THEORIQUE.

La vitesse est ainsi connue étant donné la trajectoire et la
constante des aires.

. e s . drl® C?

Si on élimine 6, on obtient v*= | — —;

dat re

la vitesse est ainsi connue si on se doane la

" constante des aires et le rayon vecteur en fone-
tion du temps.
Nous indiquerons enfin une relation simple
entre la vitesse et I'accélération. Soit y la mesure
0 de celle-ci quand on prend pour sens positif non
plus celuide O vers M, mais le sens opposé.
On a alors :
z' = —“Yf e
d'ou
' .y Y, , dv* vy drt dr
= ) oet = — s = — 2y —
verry P @ X ek rdt U
par suite -

(um vﬂ—voz_—__zf"ydp
1

»
o

proposition due encore & Newton (Principia page 144).

3. Expressions diverses de I'acecélération. — Dési-
gnons par w 'angle de la vitesse avec
le rayon vecteur. Projetons I'accé-
lération sur la normale et soit R le
rayon de courbure en M. Nousaurons:

M
J
. V2
® Y sin ®= E
0 x€xX
d'out
v: Cr

"= Rsing” Bp av)

en tenant compte de p == rsin u et de {I')
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LIV. I, CHAP, IIl. — ACCELERATIONS CENTRALER, 41

Cette formule est due a Moivre qui la communiqua & Jean
Bernouilli, en 1705, mais sans démonstration. Celui-ci répliqua par
T'envoi de la démonstration (letire datée de Bale, 16 {évrier 1706).

La formule (IV) peut se mettre sous la forme

. G dp
IVY = —,
(IV) p¥dre
Montrons en effet qu’on a
dp 1
dr R
or
p__ . . dy.
T SIn & -}~ ' COS W o
dr = ds cos g
rd0 = ds sin .
d’ont
dp r r
=@ M =g

car I'angle de contingence en M est do 4 dju.

Indiquons d'autres expressions de l'accélération; nous avons
trouvé pour projection de l'accélération sur le rayon vecteur

r' — ro'?, le sens positif étant celui de OM. Done :

de\ 2 d?lv .
v=r(g) —F W

C'est d'ailleurs sous cette forme que Clairault (Thdorie de la
lune, page 2, 1’752) et Euler (Novi. comment. Petrop. 1753)
avaient fait connaitre presque en méme temps l'expression de
I'accélération. ’

. . do
Eliminons 6 entre la relation (V) et r? T C. Nous avons :

_ Ct
1= 3 dar
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42 TRAITE DE CINEMATIQUE THEORIQUE.

I'aceélération est ainsi connue si on donne la constante des aires
et la variation du rayon vecteur avec le temps.

do
Eliminons ¢ entre larelation (V) et r!d—t:: C; nous obtenons :

(a2

di rs
ensuite
dr Cdr d}
a=ra S
d*r ari do C2 a2~
dr dor @ ¢ do
d’ou , o
2 (T
v=%E+7%LW

Cette formule, due a Binet, fait connaitre l’accélération étant
donné la constante des aires et la trajectoire. Telles sont, présen-
tées dans I'ordre historique, les diverses formules relatives aux

accélérations centrales.

4. Application au mouvemeni d'un point sur une
eonique, I'accélération étant econstamment diri=

g¢e vers un foyer. — Nous prenons
le foyer considéré pour péle et pour axe
polaire la droite qui va du foyer au som-
met voisin ; la conique a pour équation

1'2‘—17
1 4+ecosh

1 4 ecosb
p

1
ou - p—
r

En portant cette valeur de + dans la formule de Binet, on trouve :
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LIV, I, CHAP. 111, -— ACCELERATIONS CENTRALES. 43

Ainsi I'accélération est inversement proportionnelle au carré
du rayon vecleur.

La formule (IV) de Moivre, olt pour éviter une confusion nous
désignons par p' la distance du foyer 4 la vitesse, donne :

02 r r3 p
R =t —G' -==Dpn. —,3 == ry
Py p sin®
puisque
p=rsinp

Si on désigne par ¢ I'angle de la normale avec le rayon vecteur
ona:
Re= L
cos®y

D’autre part, la longueur de la normale, comprise entre le
point d’incidence et 'axe est

=

N=
cos

On a enfin

2

T cosg

formule qui fournit une construction trés simple du rayon de
courbure de la conique. (Voir Serret, Cours de calcul différentiel
et inlégral, tome I, page 336).

5. Mouvement d’un peint sur une spirale loga-
rithmique, I'accélération étant constamment diri-
gée vers le pdle, — Soit: r = (97‘Bi I'équation de la courbe.
Appliquons la formule :

C* dp
Y=F.E
on a
tgu.:lﬂ):a. et p=rsinp= =
' r Vit a
dp a
dr Vi+a
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44 TRAITE DE CINEMATIQUE THEORIQUE.
par suite

_Ctl4a) 1

1= a? ‘1

L’accélération est inversement proportionnelle au cube du
rayoa vecteur. (Newton. Principia : proposition 1V, probl. 1V,
page 45.) :
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LIVRE 1I

ETUDE GEOMETRIQUE DU MOUVEMENT D'UN SOLIDE.

CHAPITRE PREMIER

DES MOUVEMENTS DE TRANSLATION ET DE ROTATION

D'UN SOLIDE.

1. Translation. — On dit qu'un systéme invariable ou
solide a un mouvement de translation, quand tous les points du
systéme éprouvent, dans un intervalle de temps quelconque, des
déplacements égaux, paralléles et de méme sens.

Si on considére un intervalle A £, on voit que les vitesses
moyennes des points du solide sont des vecteurs égaux et, pas-
sant 4 la limite, on a ce théoréme : '

Si unsolide a un mouvement de lranslation, & un instant quel-
conque les vitesses de tous les points sont égales.

Réciproquement, si deux points quelconques A, (x,,7y,,27,)
A, (x,y,2,) dusystéme ont, a chaque instant, la méme vitesse, le
systéme est animé d’un mouvement de translation. En effet, des
équations

on déduit par intégration que x, — x,, 7, — Vs, 2, — 25, sont
des constantes. Le segment A,A, se déplace donc parallélement
& lui-méme, d’ot il résulte que les points A, A, éprouvent dans
le méme temps des déplacements égaux, paralléles et de méme
sens.
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46 TRAITE DE CINEMATIQUE THEORIQUER.

2, Rotation. — On dit qu'un solide a un mouvement de
rotation si deux points A,B de ce solide sont
fixes ; tous les points de la droite AB sent
alors fixes ; cette droite est 'axe de rotation.
Tout point M du systéme décrit un cercle
ayant son plan perpendiculaire a l'axe et son
centre sur I'axe ; sa vitesse est un vecteur MV
M normal an plan MA B dont le sens résulte de
:‘; celui du mouvement ; sa valeur numérique est
v MP.w, w étant la vitesse angulaire. Cette vitesse
angulaire est la méme pour tous les points du
corps ; si on considére, en effet, un autre point
A M, et qu'on désigne par 0 et 8, les angles des
plans meéridiens ABM, ABM,; avec un plan

méridien fixe, on a

6 — 0, = const

d’ou
de, db
—_——e— =W
dt dt
3. Représentation des rotations. — Les vitesses des

points d’'un solide en rotation sont

connues & l'époque ¢, si on connait

I’axe, le sens du mouvement etlavitesse

R angulaire. On donnera & la fois toutes
ces conditions en représentant la rota-
tion par un vecteur OR porté par I'axe,
de longueur mesurée par o, et ayant un
0 v sens tel que par rapport a cevecteur le
mouvement de rotation ait le sens direct,

c’est-a-dire s’effectue de gauche a droite

pour un observateur ayant les pieds a I'origine et la téte & Pextré-
mité du vecteur. Remarquons, d’ailleurs, que notre sens direct
est le sens rétrograde en astronomie. Le mode de représentation
précédent est dii & Poinsot (Théorie nouvelle de la rotation des
corps, page 6, 1852). On voit sans peine que la vilesse MV d'un
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point M sera le moment du vecteur représentant la rotalion par
rapport a ce point.

4. Métermination analytique de la vitesse d'un
point du corps. — Les projections de la vitesse du point
M!z,y,z) ne sont autre chose que celles du moment du vecteur OR
par rapport au point M, Soit (x,, y,, z,) les coordonnées del'origine
de la rotation, p, q, r ses projections sur les axes de coordonnées
rectangulaires ; on aura :

Ve=n—pr—(n—2q=1+qz—1y

Vy= (s — z)p— (&1 — x) r = m~+ rx — pz

Vi=(@—z)q—(yi—y)p=n+py—gqz
{(I,m,n,p,q,r) élant les coordonnées du vecteur OR,

et si le point O est origine des coordonnées :

V.=qgz—ry
Vy, =rx — pz
Ve=py—qz
Remarque. — ('est a ces deux mouvements simples : trans-

lation et rotation, qu’on raméne le mouvement d'un corps solide.
Nous commencerons par étudier un cas particulier, celui ot un
plan du solide glisse sur un plan fixe; ce mouvement revient
évidemment a I'étude du mouvement d'une figure plane dans son
plan.
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48 TRAITE DE GINEMATIQUE THEORIQUE.

CHAPITRE II

ETUDE GEOMETRIQUE DU MOUVEMENT D'UNE FIGURE PLANE
DANS SON PLAN.

Tutorkme 1. — Tout déplacement d'une figure plane dans
son plan peut étre produit par une rotation autour d'un poixt.

' Deux points A et B, invariablement

liés a la figure, suffisent pour en

déterminer la position. Soit A'B’ les

A Bﬁ\ " positions de ces deux points dans

/ 7 une deuxiéme position de la figure.
A // Le point A a éprouvé le déplacement
\\V," AA’, le point B le déplacement BB'.

0 Les perpendiculaires a ces deux

droites en leurs milieux se coupent
A enun point O et l'on voit aisément
que les deuxangles AOA’ et BOB' sont égaux et de méme sens.
Si I'on congoit que le plan lié & la figure mobile tourne autour du -
point O d’'un angle égal & AOA’, le point A décrira un arc de
cercle et viendra en A’, B décrira un autre arc de cercle et
viendra en B'. La figure aura alors passé de sa premiére 4 sa
seconde position. Si AA’ et BB’ étaient paralléles, O serait rejeté
a l'infini; la rotation deviendrait une translaiion.

Tatorime II. — Lorsqu'une figure plane se deplace dans,
son plan, les vitesses des différents points de la figure, 8 un
instant déterminé, sont les mémes que si la figure fournait aufour
d'un certain point avec une vilesse angulaire délerminée.

Soit M et M’ les positions d’'un méme point de la figure aux
époques ¢ et £ + Al On peut amener la figure de sa premiére
position a la seconde en la faisant tourner autour d’un certain
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peint I, d'un angle déterminé «, et la perpendiculaire & MM/
en son milieu passe par I,. Si A/ tend
vers zéro, le point I, tend, en général,
vers un point limite I.

La perpendiculaire en M & la vitesse
MA du point M passera donc par I. En
outre, soit v, la vitesse moyenne de M.

On a
. MM’
1=
_ MM/ arcMM’_ MM’ o IM'
Tare MM'© At T arc MM/ a¢’ !

Si on désigne w la limite de Ait et par v la vitesse du point M,

on aura en passant & la limite :

v =w, IM.

La vitesse du point M est donc la méme que si la figure tournait
autour du point I avec la vitesse de rotation » indépendante du
point M.

Le point 1 est appelé cenire instantané de rotation relatif &
Iinstant £.

Il résulte de ce qui précéde, que les normales aux trajectoires
des différents points de la figure mobile menées pour chaque
position de la figure concourent au centre instantané. De cette
remarque, on déduit un procédé trés simple pour le tracé des
tangentes a certaines courbes.

Tueoreéme m. — Si on considére I'enveloppe d'une Iligne
tracée dans le plan de la figure mobile, la normale commune a
Fenveloppe et a I'enveloppée menée en chagque point ou ces deux
courbes se fouchent passe & chague instant par le cenire instan-
tané correspondant.

En effet, le point de contact M, quand le temps varie, se
déplace sur la courbe mobile C; celle-ci peut donc étre considérée
comme la trajectoire relative du point M, I'enveloppe E étant la

4
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50 TRAITE DE CINSMATIQUE THEORIQUE.

trajectoire absolue. La vitesse absolue et la vitesse relative du
point M se trouvent dés lors portées & chaque instant sur la
tangente commune en M aux deux courbes; il en est, par suite,
de méme de la vitesse d’entrainement du point M ; or, la normale
en M a la vitesse d'entrainement va passer par le cenire instan-
1ané I et le théoréme est établi.

La vitesse d'entrainement du point M n’est pas constamment
nulle, car elle est égale 4 o IM ; D’autre part, si s et s’ sont les
arcs de C et E compris entre le point M et une origine fixe prise
sur chaque courbe, la vitesse absolue et la vitesse relative, sont :

_dﬁl et ﬁ
dt dt

On a donc en choisissant convenablement les sens positifs sur
les deux courbes :

ds' ds .
E— - d—t == (OIM

La différence s’ — s sera variable avec { et ily a, en général,
glissement de 'enveloppée sur 'enveloppe.

Tutorime IV. — Le mouvement dune figure plane dans son
plan peut étre oblenu en faisan! rouler
sans glissement une courbe de la figure

(1)  sur une courbe fixe.
Le centre instantané de rotation I, relatif
. a l'époque £, décrit, quant ¢ varie, une
! A courbe (I,) dans le plan de la figure
mobile ; il décrit aussi une courbe (I dans
le plan fixe. On peut regarder (I,) comme
sa trajectoire relative, (I) étani alors sa
{If) trajectoire absolue. La vitesse d’entraine-
ment du point I est nulle & chaque instant.
Donc, la vitesse relative et la vitesse absolue du point I sont
représentées par un ipéme vecteur IA. Il en résulte d'abord que
les deux courbes (I.) et (Ir) sont tangentes au point I'; en outre, si s

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



LIV. 1II, CHAP. II. — ETUDE DU MOUVEMENT D'UNE FIGURE PLANE, 51

et s' sont les arcs compris sur ces courbes entre le point I et des
origines fixes. On aura :

d’ou
s’ — 5 = const.

Le point de contact décrit sur les deux courbes des arcs égaux,
c’est-a-dire que (I,) roule sur (I, sans glissement.

Les deux courbes (I,,) et (Iy) sont appelées les roufantes.

La courbe (I,) est d’ailleurs la seule courbe du plan mobile qui
roule sur son enveloppe, car, d'aprés I'égalité obtenue plus haut:
ds' ds

T I IM, si la courbe G roule sur son enveloppe, on

doit avoir & chaque instant w IM = 0, c’est-a dire IM= 0 car o
n'est pas constamment nul ; le point M de la courbe C se confond
donc avec le centre instantané I et celui-ci décrit dans le plan
mobile 1a courbe C qui est par suite identigue & (f,,,).
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CHAPITRE III

LTUDE GEOMETRIQUE DU MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE.

1. Avant d’aborder l’étude du mouvement général d’un
solide, nous traiterons le cas ol un point du corps reste fixe.
La position d'un solide est déterminée par celle de trois de ses
points non situés en ligne droite ; si 'un de ces points est fixe, il
sulfit de connaitre la position des deux autres. On peut supposer
ceux-ci équidistants du point fixe, de telle sorte qu’ils restent
pendant le mouvement sur une méme sphére. Nous sommes ainsi
ramenés & étudier le mouvement d'une figure sphérique sur sa
sphére.

2. Tutorime I. — Tout déplacement d’un corps solide autour
d'un point fixe peut élre produit par une rotation autour dun
axe passant par le point fixe.
~ Sur une sphére de rayon arbitraire
ayant pour centre le point fixe O, consi-
dérons deux points AB du solide dans sa
premiére position. Soit A'B’ les posi-
tions de ces points quand le solide a la
deuxiéme position. L’arc de grand cer-
cle AB s'est transporté en A'B'. Or, si
I'on méne des arcs de grand cercle per-
pendiculaires en leurs milieux aux arcs
de grand cercle AA’, BB', ces arcs se
coupent en un point P. Les deux triangles sphériques PAB, PA'B’
ayant leurs trois co6tés égaux, chacun & chacun sont égaux. Les
angles APA/, BPB' sont égaux et de méme sens. Par suite, si on
fait tourner le solide autour de OP, d'un angle égal & APA’, A
viendra en A’, Ben B/, et le solide passera de la premiére a la
seconde position.
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En considérant un déplacement infiniment petit, nous allons
obtenir le théoréme suivant :

3. Tukorkme u. — Ladistribution des vitesses dans un solide
quf se meuf, en ayant un point fixe, est
la méme & chaque instant que si le
corps tournait autour d'un axe avec
une vitesse angulaire déterminée.

On peut amener le solide de sa posi-
tion au temps £, & sa position au temps
t + At enle faisant tourner d’un angle
« autour d’'un axe OL,. St M’ est a I’épo-
que ¢ —+ Af la position du point du
solide qui est en M a I'époque ¢,1e plan
perpendiculaire a MM’, en son milieu,
passera par OL,. Si ¢ tend vers zéro.
OL,; a une position limite OL, MM’ a
pour direction limite la vitesse MA du point M a I'époque ¢.
Donc, la vitesse du point M est normale an plan MOL ; en second
lieu, soit vy la vitesse moyenne du point M. On a

MM/ o
Vo= g ar M

En passant a la limite ct désignant par v la vitesse du point M,

w la limite de Ait' et MC la distance de M a OL, on aura :
vy=uw CM

Les vitesses sont donc les mémes que si le solide tournait
autour de OL dans ua certain sens avec la vitesse angulaire w.

4. L'axe OL est dit axe insfantané de rotation. Sa découverte
appartient & d’Alembert (Recherches sur la précession des
équinoxes, p. 83. Paris 1749). Euler le découvrit aussi pea de
temps aprés (Mémoires de I'Académie de Berlin, p. 185 1750).
Si on considére le lien de ’axe instantané d'une part dans I'espace
fixe, de I'autre dans le systéme mobile, on obtient deux cdnes de
méme sommet (Cp) et (C»). On voit, comme dans le cas d’une
figure plane qu'oa peut se représenler le mouvement du solide en

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



b4 TRA(TE DE CINEMATIQUE THEORIQUE.

faisant rouler sans glissement le cone mobile sur le céne fixe en
entendant par 14 que toute courbe tracée sur (C,) roule sans
glisser sur la courbe correspondante de (Cy. (Poinsot, Théorie
nouvelle de la rotation des corps, p. 16, 1852).

5. — Nous allons maintenant nous occuper du mouvement
quelconque d’un solide.

Tukoreme III. — Tout déplacement d'un corps solide peut étre
produit par une translation et une rotation. .

Soit, dans deux positions successives S,8' d’'un corps solide,
O et O’ les positions d'un méme point O. Imprimons au solide un
déplacement égal et parallele & OO’ qui aménera O en O’ et S en
Z; Z et 3 ayant un point commun O’ une rolation autour d'un
certain axe O'Li aménera Z en coincidence avec S'.

6. — On voit ainsi qu'on peut amener S en S’ par une infinité
L de déplacements formés par
A une translation rectiligne T
suivie d'une rotation R. A
chaque point O dusolide S cor-
respond un tel déplacement
etun seul que nous représen-
terons par le symbole (TR).

/P

1l existe au moins un dé-
/ 1 0 /
P

placement dans lequel lIa

translation est paralléle a
Taxe de rotation.

Menons les plans P et P’

1 passant respectiverment par O

et O’ et perpendiculaires a

_ O'L, et soit F une figure

/ L / invariablement liée & S et

HT & P située dans le plan P ; quand

S vient en 8/, I vient en F/;

tout déplacement amenant F
/ H m ‘/P

1]

sur F' aménera évidemment
S sur &', Tout d’abord, F’ est
dans le plan P’ car la trans-
lation OO’ améne F dans P’
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et la rotation autour de O'L laisse F dans P’. Cela posé, impri-
mons 4 S’ la translation T’ normale au plan P, F prendra dans P’
la position @ ; une rotation R’ d’amnplitude § effeciuée autour d’'un
axe 1I' normal 4 P’ aménera ® en F’. On obtient ainsi un déplace-
ment (T'R’) dans lequel la translation est bien paralléle a ’'axe de
rotation.

Si on désigne par A la droite de S, qui coincide avec i, 1e
déplacement (T'R’) correspond a tous les points de A.

Les rotations correspondant & tous les points du corps ont
leurs axes paralléles et out méme amplitude et méme sens.

Soit maintenant un point quelconque m de S; cherchons la
rotation qui lui correspond ; soit p’ le plan mené par m perpendi-
culairement & A et £ une fignre liée & S et située dans p. La trans-
lation T'améne pen p/, Hen H',men u et fdansle plan p'; larotation
R’ laissera f dans p’ et, par suite, ' position de £'dans S’ est dans
le plan p'. Cela posé, employons maintenant le déplacement mm’;
il améne H en H, et f en {,. La rotation qui aménera f, sur f' est
la rotation cherchée, Cette rotation a son axe m'l normal a p’ et,
par suite, paralléle a A. En outre, elle doit amener H; en H'. Les
deux angles H,m'H’ et pH'm' étant égaux et de méme sens, la
rotation autour de m'/ aura donc méme sens et méme amplitude
que la rotation R’.

De ce qui précéde, il résulte immédiatement que : les fransla-
tions T ont méme projection sur la direction de A.On voit de
plus que si le point m est en dehors de A la translation et 'axe
de rotation correspondants ne sont pas paralleles. Le déplace~
ment (T'R’) est donc le seul pour lequel il y a parallélismeentre la
translation et 'axe de rotation, et la droite A est unique dans le
solide 8. On I'appelle axe de rotation et de glissement.

7. En considérant deux positions infiniment voisines d’un
solide, nous allons déduire de ce qui précéde des théorémes
relatifs a la distribution des vitesses dans un solide aun instant
donné.

Tutortme 1V, — La vitesse d’'un point quelconque dun corps
solide en mouvement, est & chaque instant la ménie que si le
corps avail simultanément une translation de vilcsse égale a celle
d'un point arbilrairement choisi dans le corps el une rotation de
vitesse angulaire déterminée aulour d'un axe passanl par ce point.
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Soit M et M’ les deux positions d'un point M du solide aux

MM’
At

du'point O, transporiée

un raisonnement déja fait

époques ¢ et t ++ Af, O un point arbi-
trairement choisi dans le solide, O’
sa position a'époque £ + Af. On peut
amener Men M'en imprimant au solide
une translation 0O0’qui améne M en M,
et ensuite unerotation danglc eantour
d'un certain axe O’L,. Le vecteur
MM’ est ]a résultante de MM, et MM,
Il en sera de méme pour les quotients
de ces vecteurs par At Faisons tendre
at vers zéro, O'Ly tendra vers OL,

o o .
le rapport v} aura une limite w,

1

. . MM . .
deviendra la vitesse de M, —a; 2urapour limite la vitesse

M/
en M, et enfin M;t— deviendra, d’aprés

la vitesse du point M dans un mouvement

de rotation s’effectuant autour de OL avec la vitesse angulaire w. La
vitesse du point M sera doncla résultante de la vitesse qu’aurait ce

point dans une translation du solide de vitesse égale a celle du

point O, et de sa vitesse
» autour de OL.

dans une rotation de vitesse angulaire

8. — D'aprés ce que nous savons sur le déplacement fini d’'un

A
R

solide, on voit que la valeur de w est
indépendante du point O et que la direc-
tion de OL est invariable. Il en résulte
aussi que la vitesse d'un point quelcon-
que M peut s’obtenir en composant une
rotation d’axe A et de vitessew, avecune
translation dont la vitesse est paralléle a
a. L’axe A est dit axe instanlané de rota-
tion et de glissement ou eucore axe hélr
coidal, Tous ses points ont une méme
vitesse dirigée suivant A et plus petite
que celle de tout autre point du corps.

D’apres Chasles, cet axe est mentionné dans un ouvrage d'un
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géométre florentin Giulio Mozzi (1763).

Soit OR le vecteur qui représente la rotation s’effectuant autour
de 4, OG celui qui représente la vitesse de translation parallele a
A, on obtiendra la vitesse MV d'un point quelconque M du solide en
prenant le moment MA" de OR par rapport au point M, et le
composant avec le vecteur MB égal et paralléle & OG. On se fait
ainsi une idée trés simple de 'état des vitesses de tous les points
du solide dun instant donné. Grice a4 ce mode de représentation,
nous allons pouvoir pousser plus avant I'étude de ces vitesses.

9. TnroriME. — Le lieu des pointsdont la vitesse aune direction
donnée est une droite paralléle a I'axe
instantand de rotation et de glissement.

Y Soit O¢ la paralléle 4 la direction

donnée menée par un point de 'axe

instantané XY et G’ le point de O8

$ qui se projette sur l'extrémité G

de la vitesse de translation OG.

G’ r M Les points cherchés M seront ceux

/ . dont la vitesse MA, due 4 la rotation,

ol A est un vecteur égal, paralléle a GG’

et de méme sens. MA étant perpen-

D diculaire au plan XYM, les points du

lieu seront dans le plan () mené par

XY perpendiculairement au plan de

XY et de 08; en oulre, si r est leur

distance a XY, on aura r v = GG’

et, par suite, cette distance est constante ; si on tient compte que
la composante MA doit aussi avoir le sens GG', on voit que les
points cherchés sont sur une seule paralléle D a XY.

CoroLratrz. — Il y a dans fout plan 1ié au solide un point et un

seul dont Ia vitesse soit normale au plan.
Les points dont la vitesse est paralléle 8 la normale au plan

P sont situés sur une droite D qui, par son intersection avec P,
donne le point unique I de P dont la vitesse soit normale & ce
plan, Nous supposons, bien entendu, le plan P non paralléle &
XY. Si P était paralléle & l'axe instantané, la droite D serait
rejetée a I'infini et le point F irait & I'infini.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



58 TRAITE DE CINEMATIQUE THEORIQUE.

Le point F s’appelle le foyer ou encore le pdle du plan P ; le
plan P se nomme le plan focal ou le plan polaire du point F. A
tout point du solide correspond un seul plan polaire qui est le
plan mené par ce point perpendiculairement a sa vitesse. En
particulier le plan polaire d’'un point de l'axe instantané est
normal a cet axe.

10. TutoriME. — Siune droile est normale & Ia vitesse d'un de
ses points elle est normale aux vites-

ses de tous les autres.

Soitune droite A normale a la vitesse
OV d’un de ses points O et M un point
quelconque de cette droite.

La vitesse du point M s’obtient en
composant le vecteur MA égal et pa-
ralléle & OV avec la vitesse MB qu’au-
rait le point M dans une rotation d'axe
OL. Les deux vecleurs MA et MB
étant normaux a A, la vitesse de M
sera aussi normale a A,

En vue d’abréviation, nous dési-
gnerons souvent, dans la suite, sous
le nom de droites A les droites du

solide qui sont normales aux vitesses de tous leurs points. Le
théoréme suivant est évident :

Pouar tout point du solide, il passe une infinité de droiles nor-
males aux vitesses de tous leurs points ; elles sont siluées dans
le plan polaire du point.

Nous allons établir son corrélatif : Dans tout plan du solide, il
¥ a une infinité de droites normales
aux vilesses de leurs points ; clles
passent par le péle du plan. Soit le
plan P de foyer I ; la-vitesse FV de

7 F étant, normale 4 P toutes les
M droites de P passant par F seront

p des droites A; il n’y en a pas d’au-
tres; soit, en effet, D une droite ne

passant pas par F'; elle ne peut étre normale aux vitesses de tous ses
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points ; sans cela, M étant un point quelconque pris sur D sa
vitesse normale 4 la fois & FM et 4 D le serait au plan P. Celui-
ci aurait alors une infinité de foyers, ce qui est impossible.

TukorimE., — Les plans polaires des points d'un plan passent
par le péle de ce plan.

Soit un plan P de péle F, et F' un point quelconque de P; la
droite FF’ située dans P et passant par son foyer F sera une
droite A ; elle est, par suite, contenue dans le plan polaire P’ du
point F' et P’ passe bien par F.

On peut donner a ce théoréme cet autre €noncé : Les plans
normaux aux trajectoires de tous les points d'un plan passent
par un méme point du plan.

TuioREME CORRELATIF. — Les péles des plans passant par un
point sont situés dans le plan polaire de ce point.

Soit un point F de plan polaire P et P’ un plan quelconque
passant par F. Désignons par I le foyer de P’.La trace de P’ sur
P est une droite A puisqu’elle est dans P et passe par F ; étant
dans P’ elle passera par F' et, par suite, I est bien dans P.

11. — Le théoréme précédent et son corrélatif sont identiques
aux théoremes relatifs aux poles et plans polairesdes quadriques.
De méme que dans la théorie des quadriques, nous allons, en
nous servant de ces théorémes, arriver 4 la notion de droites
conjuguées.

Tutorime. — Les plans polaires des points d'une droite D
passent par une droite D' qui est aussi le licu des pGles des plans
passant par D.

Désignons par P, et P, deux plans arbitraires déterminés pas-
sant par D ayant pour podles Fy et F,. Soit F un point quelconque
de la droite D ; F étant a la fois dans P, et P, son plan polaire P
passera par I, et F',. Ainsi, les plans polaires de tous les points
de D passent par la droite D’ qui joint F, et F',. On voit, de plus,
que D' contiendra les foyers de tous les plans passant par D, ce
qui montre que D correspond 4 D’ comme D’ a D.

Les deux droites D et D', entre lesquelles il y a réciprocité,
sont dites droites conjuguées.

Enrevenant au langage de la cinématique, le théoréme précé-
dent peut s’énoncer en partie sous la forme suivante :
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Les plans normaux aux vitesses de lous les points d'une
droite passeal par une méme droite. .

Remarque. — Si D et D' sont conjuguées, le plan polaire d’un
point F de D sera le plan FD’ et le péle d'un plan P, passant par
D, sera le point ol D’ rencontre P. Il suit de la que si D et D’
sont distinctes, elles ne se coupent pas; sans cela, en effet, tous
les points de D, par exemple, auraient méme plan polaire le plan
DU’ et ce plan, admettrait une infinité de poles.

Nous nous bornerons & énoncer les deux théorémes suivants
faciles & établir :

1° Toute droite normale aux vitesses desespointsest sa propre
conjuguée et réciproquement;

2° Toule droite portant la vitesse d'ua point du solide e¢st perpen-
diculaire 8 sa conjuyuée et réciproquement si une droite est per-
pendiculaire a sa conjuguée, elle porte la vitesse d'un seul point
du solide.

12. Tugorime. — Toule droite rencontrant deux droites con-
Juguées est normale aux vilesses de ses poinls et réciprogue-
ment toute droite normale aux vitesses de ses poinis rencon-
trant une droite donnée rencontre Iz conjuguée,

Soit une droite rencontrant en F et F/ deux droites conjuguées
DetD’, Le plan F a pour plan polaire FD’; FF' étant dans ce
plan et passant par son péle F est donc une droite A.

Réciproquement soit une droite A rencontrant D en F'; elle est
dans le plan polaire de F, c’est-a-dire dans le plan FL' et, par
suile, rencontre D’

CoroLLAIRE. — Deux couples quelconques de droiles conju -
gudes sont des génératrices de méme systéme d'une gquadrique
réglée.

Soit, en effet, DD’ et D,D’, les deux couples; d'aprés le
théoréme précédent et sa réciproque, toutes les droites s'ap-
puyant sur D, D', D, rencontreront D',

13. Tutorkme. — Deux droiles conjugquées et I'axe instantané
sont trois généralrices de méme systéme dune paraboloide
hyperbolique ayant son plan direcleur normal a axe.

11 suffit d’établir que tout plan P, normal a I'axe instantané XY
en un point F coupe deux droites conjuguées D, D’ en deux
points M et M’ tels que la droite MM' passe par le point F. Or,
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celte droite MM’, s’appuyant sur deux droites conjuguées, est
une droite 4; elle passe donc par le foyer de P, c'est-a-dire par
F. Il résulte de 14 que les trois droites XY, D, D’ sont paralléles
a un méme plan; done, quand FM deviendra perpendiculaire 3
D, étant perpendiculaire & D et XY, elle le seraa D', Ainsi:

La perpendiculaire commune a deux droiles conjuguées ren-
contre normalement l'axe instaniané.

Partant de 1&, Chasles a indiqué le moyen de construire l'axe
instantané connaissant a I'instant considéré les vitesses de trois
points du corps. Soit &, &, ¢ les trois points, les plans menés en a
et b perpendiculairement aux vitesses de ces points se couperont
suivant une droite y conjuguée de a b, On menera la perpendicu-
laire commune y' & y et ab. De méme, on déterminera la droite
analogue B’ relative, par exemple, aux deux points a et ¢. La
perpendiculaire commune a y' et B’ sera I'axe instantané.

14. Relation entre les distances de deux droites
conjugudées a I'axe instantané ¢t leurs angles
avee cet axe, — Soit AA' la perpen-
diculaire commune aux deux droites
conjuguées D,D’, laquelle rencontre
en O l'axe instantané XY. Désignons
par r la distance OA de la droite D et
de I’axe, par ¢ leur angle aigu ; soit r'
et ¢' les quantités analogues pourD’.
Le plan polaire du point A est AD’, il
fait avec I'axe l'angle ¢'; mais il est
normal ala vitesse A Vdu point A; ¢’
est donc complémentaire de 'angle «
que fait celte vitesse avec l'axe. Or,
en désignant parw la rotation, par g la vitesse de translation, on a

Y

e o, g
tgu_?i d'ou {gg =

On a de méme

t.q<9=i

r'e
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et par suite
!

lge _lg¢

T

15. La caractéristique d’une surface liée au corps solide est Ie
lieu des points de la surface dont Ia vitesse d'enfrainement est
tangente a la surface.

Soit X, I'enveloppe d'une surface X liée au solide, et ¢ la
caractéristique de X, c’est-a-dire la courbe suivant, laquelle les
surfaces £ et Z, se raccordent & un instant donvé. Prenons un
point M sur la courbe ¢ et tragons sur X une courbe y passant
par M et différente de la caractéristique. Le point commun a y et
a la caractéristique, a pour trajectoire relative y quand le temps
varie; il a pour trajectoire absolue une courbe y, de =; passant
par M. Quand ce point est en M, sa vitesse absolue et sa vitesse
relative sont dans le plan tangent a £ en M. Donc, la vitesse
d’entrainement du point M sera tangente & T et la courbe ¢ est le
lien des points de cette surface dont la vitesse résultant du mou-
vement du solide touche X.

La normale en M & X sera visiblement une droite perpendicu-
laire aux vitesses de tous ses points.

Considérons en parliculier un plan P de pdle F; soit M un
point de sa caractéristique ; la vitesse de M étant située dans le
plan P, le plan polaire du point M sera normal au point P et, par
suite, passera par la vitesse F V du point F. Done :

La caractéristique d’un plan est la droite conjuguée de Ia nor-
male, au plan menée par son foyer.

A 16. Considérons maintenant le mouvement

continu d’un solide S et cherchons a généra-

A liser la notion des roulantes et des cdnes rou-
lants.

> Soit A I’axe instantané de rotation et de glis-

M sement relatif a l'instant £, Il engendre dans
I'espace fixe une surface réglée que nous dési-
gnerons par (A) et dans le solide une deuxiéme
- surface réglée (A,).

Nous allons démontrer que : Les surfaces (An et (A se rac-
cordent & chaque instant le long de I'axe insiantané A,

=

A
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En effet, soit M un point quelconque de l'axe instantané A
relatif & I’époque ¢ et MR une courbe arbitraire tracée sur (An).
Le point commun a MR et & I'axe instantané a pour trajectoire
relative M R et pour trajectoire absolue une certaine courbe M A
tracée sur {&p). Soit V, et V, les vitesses absolues et relatives
de ce point & I'instant ¢. Le plan tangent en M & (A7) est le plan
AV,, et le plan tangent, & (A,) est AV, Ces deux plans coinci-
dent, car la vitesse d’entrainement du point M est dirigée suivant
A et, de plus, les trois vitesses sont dans un méme plan. (a,) et
(a¢) ont done méme plan tangent en tous les points deA.

On dit de la surface (4,.) qu'elle vire sur (&y).

Cherchons & quelles conditions une courbe C', tracée sur (An),
aura une enveloppe G tracée sur (7). Le point de contact M de
ces courbes a l'instant ¢ étant commun aux deux surfaces viran-
tes est sur A et on peut regarder G’ et C comme les trajectoires
relative et absolue de ce point. Les vitesses absolue et relative
de M ont méme direction, celle de la tangente commune aux
deux courbes, ce qui exige que la vitesse d’entrainement du
point M soit nulle ou dirigée suivant cetle tangente.

1°Si la vitesse d’entrainement du point M n’est pas constam-
ment nulle, cette vitesse, et par suite A est tangente aux deux
courbes. Par suite : Les surfaces viranfes sont des surfaces
développables ayant pour aréles de rebroussement C et ¢’. On
voit, en outre, que C’ est la seule courbe de (A.) qui enveloppe
une courbe située sur (ap). D'ailleurs, il y aura glissement de G’
sur son enveloppe G, car si s et s’ sont les arcs de ces courbes
compris entre le point M et des origines fixes la différence
ds ds'
dt dr

2° Si la vitesse d’entrainement du point M est constamment
nulle, il en est de méme pour tous les points de A et, & chaque
instant, le mouvement se réduit 4 une rotation. Soit alors une
courbe quelconque y’ tracée sur (4,). Son point d'intersection g
avec A décrit sur (&) une certaine courbe y. La vitesse d’entrai-
nement du point p étant nulle, ses vitesses absolue et relative
sont égales ; il en résulte d’abord que y' enveloppe y et ensuite

. . ] ds ds’ ..
que y' roule sur y sans glissement puisque pri R et ¢’ étant

n’est pas constamment nulle,
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des arcs de ces deux courbes compris entre des origines fixes et
le point 1. Donc : Si, & chaque instant, le mouvement du solide
se réduit & une rotation, une courbe quelconque de () roule
sans glisser sur une certaine courbe de ().

Nous venons, par ce qui précédde, d'indiquer un moyen de
faire correspondre & toute courbe y' de (4,) une courbe y de Ar
de telle maniére que deux arcs correspondanis aient méme
longueur. En d'autres termes : Les surfaces virantes sont
applicables I'une sur I'autre quand, & chaque instant,le mouvement
se réduit & une rotation.
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CHAPITRE IV

COMPOSITION DES ACCELERATIONS.

1. Considérons un point M en mouvement dans un solide S,

celui-ci se déplacant a

son tour dans un systéme

fixe. Nous nous propo-

sons de trouver l'accélé-

ration absolue du point
M. Soit y et y' les positions
de la trajectoire relative
aux instants f eb ¢ -}- Af.

Le point mobile est en M et
M’ auxinstants £ et £+ Af;”
enfin, soit M, la position &
I'instant £ + A¢ du point g
de S qui coincide avec M
al'époque ¢,

On peut amener le solide
4 sa deuxiéme position, par une translation MM, qui transporte y
en y, suivie d’'une rotation (R) d’angle 0 autour d'un axe M, L,
qui améne y, en ¥ et le point N, dey, en M’.

Désignant par V,, V,, V, les vitesses relatives, d’entrainement et
absolue du point M, prenons sur la tangente en M d y MB =V, A¢
et sur la tangente en M & la trajectoire du point u MA =V, A¢,

La résultante MC de ces deux vecteurs sera tangente a la
trajectoire absolue et égale & V, AL,

La déviation absolue dans l'intervalle Af est donc GCM’; nous

!
aurons l'accélération absolue en cherchant la limite de 2 %.

Or, M, B, étant mené égal & MB, parallele et de méme sens, le
vecteur G M’ est la résultante de GB,,B; Ny, et N, M, Par suite,

5
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038 CB, _ BiIN, A NM*

2 Yl est 1a résultante des vecteurs 2 N 2 —T, 2 _Kt—'"
. N - AM, s e N s

Le premier a méme limite que 2 IVl c'est-a-dire I'accéléra-
tiondu point @ ou accélération d’entrainement ; A M, est, en effet,
la déviation dans le mouvement d’entrainement.

Le deuxiéme a pour limite I'accélération relative, car B, N, est
la déviation relative.

. L. M/
Cherchons, maintenant, la limite du vecteur %,
. L’Ii N‘ s
Soit M,P, = Ve de sorte que P, est lextrémité de la

vitesse relative moyenne; la rotation (R) améne P; en P/, et I'on a

N,M' P, P .
1 et—— auront donc, a la

Af® Af
limite, méme grandeur, direction
et sens.

Quand A¢ tend vers zéro, M,L,
devient l'axe instantané ML issu
du point M; P, a pour limite
Textrémité P de la vitesse relative;

PP
—;—t— deviendra un vecteur perpendiculaire au plan MLP

au point P et du coté vers lequel s'effectue la rotation; il nous

s . _— P,P’
reste & obtenir la limite de la longueur de —;—t—. Ona

PP = 24, sin%

d, désignant la distance du point P, & I'axe M, L,

PP 2sin! o
=4, , —
At Y
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) PP’ . -
La limite de _;_i_ est donc dw, d étant la distance de P & I'axe

ML et » la vitesse angulaire & l'instant ¢.

La troisiéme composante deI'accélération absolue sera donc le
double de la vitesse du point P dans la rotation de vitesse wau
tour de ML ou encore ledouble du moment par rapport au point
P du vecteur issu de M et représentant la rotation instantanée.

Donec : L'accélération absolue est la somme géométrique de
laccélération relative, de laccélération d’enlrainement, et d'un
troisiéme vecteur qui est le double du moment de la rotalion
instantanée issue du poimt considéré par rapport a lextrémité de
la vitesse relative.

2. Cette accélération complémentaire a été appelée par
Coriolis, accélération centrifuge composée et est désignée sou-
vent par le nom méme de Coriolis.

L’accélération de Coriolis est nulle.

1e Pour w = O. Le mouvement d’entrainement se réduit a
I'instant ¢ a une translation.

2° Pour V, = O. A l'instant considéré, le point est au repos par
rapport au solide entrainé.

3e pour P situé sur ML ; la vitesse relative est alors paralléle
4 l'axe instantané du mouvement d’entrainement.
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LIVRE 1V

ETUDE ANALYTIQUE DU MOUVEMENT D'UN SOLIDE.

CHAPITRE PREMIER

ETUDE ANALYTIQUE DU MOUVEMEMENT D’UNE FIGURE PLANE

DANS SON PLAN.

1. Centre instantané. — Soit M un point quelconque du
plan mobile (z,y) ses coordonnées rectangulaires absolues, (X,Y)
ses coordonnées rectangulaires relatives, (a,)) les coordonnées
absolues de l'origine des axes mobiles, « 'angle de¢ l'axe des &
avec I'axe des X.

Ona:

r=4a -+ Xcosae—Ysin a
1) y=b+Xsina+ Ycosa

. . dox
d’oui on tire en posant m = T

dz  da . .y __0a

(2) W—E‘M(Xsma—}—Yco;a)—ﬂ—w(y—b)
dy db . db
E—TIZ_'—‘”[XCOS“—YSIHG)—EZ_'_O’(x_a)

Le point I, dont les coordonnées absolues (z,y,), satisfont aux
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relations :
da
) < db
(—%+m(x1—8)=0

sera donc immobile & Pinstant ¢£. En introduisant (z1,y1) les équa-
tions (2) s’écrivent :

dz

" SE=-—w(y—y1)
d
(7= »e—=)

Sous cette forme, on voit que. La vitesse de toul point M du
plan mobile est Ia méme que si ce plan tournail autour du point 1
avec la vitesse angulaire w. Nous retrouvons ainsi le centre ins-
tantané de rotation relatif 4 Uinstant £.

Les coordonnées absolues du centre instantané sont :

gL b
4 t w dt
() — bt 1 da
Y= o d@
et ses coordonnées relatives :
1 {db da . 7
5 SX,_—;(m.cosa—EEsma)_——;
{ 1 [ da ah . A
(Y1= ;(at.c(}s«—l—-d—tsma)z ;;

On veit que (x) sont les projections sur les axes mobiles OX,
OY de la vitesse de I'origine O de ces axes.
Ou obtient la courbe (I,,) en éliminant le paramétre ¢ entre les

équations (5) et la courbe (I) en éliminant ce paramétre entre les
équations (4),
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2. Aceélération d'un point du plan mobile. —
Des formules (2'), on déduit par différentiation et en remplacant

dx , dy . or
% a2 AT leurs expressions (2')
dzr  do RUENL A dy,)
amr - @\ ! ‘) BT
_ dw dy,

LB I

dy do . dz_dx,)
ar at(m © (E dt

- Bfen)elpr)-
= SlF—% w(y Y v

Portons au centre instantané 'origine des coordonnées et pre-
nons pour axe des x la tangente commune aux roulantes dans le
sens du mouvement du point de contact, l'axe des y étant la
normale commune a4 ces courbes faisant avec Ir un angle
T
2
aveclaquelle le centre instantané se déplace sur les demx cour-

bes, on aura :

dans le sens positif de rotation. En désignant par V la vitesse

dx d
=r=0 By g

et les précédentes formules deviennent :

d*x do .
it Gt
(6) .
%t'—j = = t;_w — o'y — oV

En particulier on a pour le centre ‘instantané :

d*x dy
EF—O EZ;——mV
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3. Centre des accélérations, —D'aprés les formules (6),
le point commun aux deux droites :

u)’x-q-'y‘;_(::o

do>
— — 0wy =
7 & — wly = oV
une accélération nulle. On obtiendra ce point G en prenant sur
M I. et I, les deux points S et Jtels
que
! S =Y p=_Y
do> )
. ¢ di
j dt

et projetant le centre instantané I sur la droite J S.
Si on transporte les axes de coordonnées er: ce point, il vient :

d*z do .
P A
d?y dv
’ma': T

Ce qui montre que : Au point de vue des accélérations, tout se
passe comme sI le plan mobile tournait aufour du point d'accélé-
ration nulle avec la vilesse angulaire variable w. Le point G est
dit centre des accélérations.

Si » est constant, le centre des accélérations est le point J. Le
point J est appelé cenire géoméirique des accélérations.

En voici la raison : quand on ne considére le mouvementqu'au
point de vue géométirique, en faisant abstraclion de la loi du
temps, on peut choisir la loila plus simple, c’est-a-dire supposer
« constant.

IJ étant égal a --%/;- le point J ne dépend pas de la loi du

temps ; mais le point G en dépend. L’angle ICJ étant droit, on

voit que : Quand la loi du temps varie, le centre des accéléra-
tions décrit le cercle ayant 1 d pour diamétre.

Nous verrons plus loin une autre signification de ce cercle.
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4. Composante mormale de 1’aeceélération. —

Soit (r,6) les coordonnées polaires d'un point quelconque M du
plan mobile, I étant le pole et Iz I'axe polaire. La composante
normale de I'accélération du point M a pour expression

[;—:g cos 6 —|—‘%:');,sine = —‘uﬁr — oV sin §
d’apreés les formules (6).
L'accélération normale est nulle si on a
wr+ Vsing =0
ou o@ 4+ 7))+ Vy =20

Cetle équation représente le cercle de diamétre Id. Maisd’autre
part R étant le rayon de courbure en M de la trajectoire de ce

. N . VE et
point, P'accélération normale a pour expression : "= &8

si cette accélération est nulle R est infini et le point M est
d’inflexion pour sa trajectoire.

Ainsi : Le lieu des points du plan mobile qui sont & I'instant
considéré des points d'inflexion de leur trajectoire est le cercle
décrit sur 14 comme diamétre. Ce cercle est appelé cercle des
inflexions. .

Les calculs précédents supposent essentiellement r == 0. On
se rend compte facilement que le point du plan mobile qui, a
I'instant ¢, coincide avec le centre instantané, bien que situé sur
Ies cercles des inflexions, n’est pas pour sa trajectoire un point
d’inflexion. C’est un point de rebroussement olt la tangente est

Iy.

5. Composante tangentielle de 1'aceélération. —

En appliquant les formules (6) on voit que l'accélération du
point M a pour projection sur la tangente & la trajectoire du
point M.

&x . dxy . - dm
- cos (0 + %) + — sin (0 + 3) =r— — wVcosd
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Cette composante est nulle si

1‘%—‘?—«»Vcosﬁ=0

ou (x’-i—y’)%—wv.’t:o

Le lieu des points du plan mobile dont I'accélération langen-
tielle est nulle & Iinstantt est
done le cercle de diamétre 1S.

b Nous avons implicitement sup-

posé r &= 0. Le point de la figure

i T qui coincide avee I & l'instant Za

son accélération dirigée suivant

Iy et mesurée par — wV. Sa

J trajectoire a un rebroussement
en I ou la tangente est 1y.
Pour ce point particulier, c'est 'accélération normale et non

I'accélération tangentielle qui est nulle.

Remarquons que le cercle précédent et le cercle des inflexions
ont pour points communs le centre instantané et le centre des
accélérations.

6. Formule de Savary. — Soit un point M du plan mobile
de coordonnées polaires (r,0)1 étant
pdle et Iz axe polaire; le centre de

4 ¢ courbure p dela trajectoire du point
M Mest sur IM ; désignons par (p,0) ses
coordonnées polaires. Il existe entre

I v *  r,p,0 une relation remarquable que

nous allons établir.
La projection de l'accélération du point M sur la normale IM,
le sensde I en M étant le sens positif a pour mesure.

— w?r— oV sin b

comme nous 'avons vu au numéro 4.
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D’autre part, R désignant la mesure algébrique du rayon de cour-

’ ’ . . . r‘n?
bure My, 'accélération normale a aussi pour expression "
L[4
On a done :
wir? .
.%.:—w’l‘—mVSlnﬂ

ou en remplagant R parp — r

rt Vsinoou pr _ Vsinb
P-——[‘=—l— (D] l'hp— ©
et enfin
1 1_ ®
¢ r Vsind

Cette formule célébre, due & Euler, est connue sous le nom de
formule de Savary.
jad
v
plement & I'aide des rayons de courbure des roulantes.

Considérons I comme ayant (I,.) et (I pour trajectoires relative
et absolue, appliquons & ce point la régle de composition des
accélérations et projetons sur Iy.

Soit Ry et R,, les coordonnées des centres de courbure des
ronlantes au point I, de telle sorte que Ry et R, sont des rayons
de courbure affectés d’'un signe.

La projection de l'accélération absolue du point I sur Iy est
'V’

Ry e

Celle de I'accélération relative est de mémeﬁ-

L’accélération d’entrainement du point I est dirigée suivant Iy
et a pour mesure — w V.

Enfin, I'accélération de Coriolis est le double de la vitesse du
point V dans la rotation instantanée autour du pointI; elle est
paralléle a Iy et a pour mesure 2Ve.

Le rapport - qui figure dans cette formule s’exprime sim-

On a donc :
VY oV 420V
R-R
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d’ol on tire

7. Centre de courbure d’une enveloppe.— Soient ¢ la
position d’une courbe du plan mobile au temps £, M un point ot elle
touche son enveloppe E et C et y les centres de courbure respectifs
de e et de E. Considérons un
point A infiniment voisin de
C pris sur la normale MC
il passe par A une deuxiéme
normale AN infiniment voi-
E sine de AM ; & une certaine

époque ¢ +Af enveloppée
est en ¢, de maniére que le
point de contact M’ soit la
position de N a cette époque
t+ At

Désignons par « le centre de courbure en A de la trajectoire
du point A ; soit enfin ¢le point de rencontre des deux normales
Meset M'cen A el A’ ala trajectoire du point A.

Si CA tend vers zéro, il en est de méme de MM’ et par
suite, de €y ; en outre, 'angle Me M’ tendant vers zéro extend
aussi vers zéro. Done, 4=, qui est, selon les cas, la somme ou la
différence de ey et zx, tend vers zéro en méme temps que CA.
En d'autres termes :

Le centre de courbure de Ia trajecloire d'un point A, infini-
ment voisin de C, sur la normale en M, est infiniment voisin du
centre de courbure y de l'enveloppe E.

Si on fait venir le point A au point C, on voit que le centre de
courbure de la trajectoire du point G est y, centre de courbure
de 'enveloppe E. D’ou cet important théoréme :

Le centre de courbure de I'enveloppe d'une courbe du plan
mobile est le méme que celui de la trajectoire du centre de cour—
bure de I'enveloppée.

On raméne ainsi & la recherche du centre de courbure d’une
trajectoire, celle du centre de courbure d’'une enveloppe.
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8. Cerecle des rebroussements. — Cherchons d'aprés
cela le centre de courbure p de 'enveloppe d’une droite D du
plan mobile. 1l est situé sur la perpendiculaire IH a D. Le centre
de courbure de D étant & linfini sur IH, il faut faire dans la for-
mule de Savary r = . D'ou

A%
D p=c sin 0
K y ou encore (xy) étant les coordon-
o nées rectangulaires de p
v
) S
’—l 2y 4 0

Le point p. est done sur le cercle de diamétre IK, K étant par
rapport & I le symétrique du centre géométrique J des accéléra—
tions. Par suite :

Le lieu des centres de courbure des enveloppes de droiles
relatif & un instant t est le cercle symétrigue du cercle des
inflexions par repport a la tangente aux roulanies.

Ce nouveau cerclea été appelé cercle des rebroussements.
En voici la raison : en tout point de rebroussement de premiére
espéce le centre de courbure est confondu avec ce point et réci-
proquement, La droite D, qui touche en H son enveloppe sera
tangente de rebroussement en H si w coincide avee H. On voit
ainsi que le cercle précédent est le lieu des points de rebrousse-
ment des enveloppes de droites qui correspondent a linstant
considéré. En outre, les tangentes de rehroussement passent
toutes par le point K.

9. Remarque. — Il 'y a donc a un instant donné une infinité de
points situés sur un cercle qui sont d’inflexion pour leurs trajec~
toires, et une infinité de droites passant par un point qui sont de
rebroussement pour leurs enveloppes.

Mais il n’y a, en général, qu’un seul point qui soit de rebrous-
sement pour sa trajectoire ; c’est celui qui, & I'instant considéré,
coincide avec le centre instantané. Pour qu'il y ait plusieurs
points de cetie nature, il faut que w = 6; & cet instant, toutes les

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



8 TRAITE DE CINEMATIQUE THEORIQUE.

vitesses sont nulles, et tous les points du plan sont de rebrousse-
sement pour leurs trajectoires.
N | 1 o .
La relation — — — = — montre qu’alors R,, = R/ et les rou-
R, R, v omred m =

lantes ont un contact du second ordre.

10. Construction du eentre de eourbure de Ia
trajectoire d’un point. — Soit M un point quelconque du plan
mobile, 1 le centre de courbure correspondant de sa trajectoire.

Euler a démontré que les
droites MO, w Of On et O
désignant les centres de
courbure respectifs des rou-
lantes (I.) et (Iy), se coupent
sur la perpendiculaire en I a
IM (Nouv. comm. de Saint-
Pétershourg, 1766, t. XI,
p. 209).

En effet, prenons de nouveaux axes de coordonnées rectan-
gulaires, I x"y’ I'axe des z/ étant dirigé suivant IM.

Les droites MO, et & Of ont pour équations :

~

LIk
+
Il
[

ST o
Il

|8
+

h et i étant les ordonnées des points ol elles rencontrent
Iy'. La premiére droite passant par le point {O, de coordonnées
(R sind, Ry cosb), ona ¢

sin 9 + cosd 1
r h _Rm
de méme
sin @ + cosd 1
P 11, —Rr
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On en déduit :
sin 8 11 —+ cos 0 1 ! ! !
p I R V'

et en tenant compte de la formule Savary 2’ = A.

Les deux droites MO, v O coupent donc 1y’ au méme point H.

Par suite, M étant donné pour déterminer i, on tire la droite
MO,, qui coupe en H la perpendiculaire a IM.

La droite HOfdonne ensuite le point p par son intersection
avec IM.

11. La construction que nous venoas d'indiquer tombe en
défaut silepoint M setrouve

Om sur la normale Iy aux rou-
" lantes.
Prenons alors 10s = I0r.
u o I0'n. = 10,
S ) Les droites MO'retp Oy
se coupent sur labissectrice
1 or X Om de langle x1y.

Effectivement MO/ et . O, ont pour équations :

z ¥

— 4+ —1{1=0
Rf+l' t

x Y _
Rm+P—--i_0

Mais
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et comme dans le cas actuel § = g, la relation entre z et y devient :

1 1
ﬁ;‘m)(”‘y)—”

o = yetlepoint A est bien sur Ia hissectrice de zIy.
* On en déduit sans peine une construction qui donnera
connaissant M.

12. Cercle de roulement, — Le centre de courbure de
la trajectoire du point M dépend
uniquement de I, de la tangente

M Iz aux roulantes et de2=—1-——1—

V Hf Rm

i On pourradonc, pour construire

les centres de courbure, substituer

aux deux roulantes deux autres
roulantes simplement assujetties

J a étre tangentes en I 4 Iz et

avoir des rayons de courbure

vérifiant A1 = 2
: Ry R. V

En particulier, on peut faire jouera I'axe Iz le role de roulante
fixe, et prendre pour roulante mobile un eercle.

On aura alors R’y = o ¢t par suite R’ = — ;% Le cercle
sera donc le cercle ayant pour centre le point J et tangent aIx. Il a
été nommé par Abel Transon cercle de roulement (Méthode géo-
métrique pour les rayons de courbure, journal de mathémati-
ques, t. X. p. 154, 1845). Dans ce cas, Oyest & I'infini sur Iy et
O, est en J. En menant JM et prenant son point de rencontre H
avec la perpendiculaire a IM, il suflfira de mener par H une
paralléle 3 Iy pour obtenir le centre de courbure .

On aurait une deuxiéme construction analogue a la précédente
en prenant Iz pour roulante mobhile, la roulante fixe serait alors
le cercle de centre K.
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13, Coordonnées du centre de courbure de la
trajectoire d'unm peoint. — Exprimons les coordonnées
(« B) du point . en fonction des coordonnées (zy) du point M.

On a:

—_—— - =

On en tire
Ksing Ky
r+Ksind  z*4y2+Ky

4
e

D’ou les formules :
Kzy
@ = —
z*+ y*+ Ky
1) d
_ ad
B= z* + y* + Ky

Inversement, 2 et y s'expriment a 1'aide de = et § par des for-
mules analogues ; il suffit, dans les formules (1), de changerx et
yenaet et Ken—K; on obtient :

— Kap
. 4+ f2— K
ey

x =

“ On voit que la transformation ponctuelle de M en . est biration-
nelle. Les formules (1) ou (2) montrent que quand l'un des
points M ou g décrit une droite, I'antre point décrit une conique.
En particulier, si M décrit la droite de l'infini, » décrit le cercle
des rebroussements ; si w décrit la droite de I'infini, M décrit le

cercle des inflexions,
‘ 6
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14. Nous allons appliquer les formules précédentes a la
démonstration d'un théoréeme utile dans certains cas pour la
construction du point J.

Le point J est sur I'axe radical du cercle de diamétre M p. et du
cercle de centre M passant par 1.

En désignant par X, Y les coordonnées courantes, ces deux
cercles ont pour équations :

X+ Y —@@+2) X—@+ ) Y+oez+8y=0
X24+Y2—22X—2yY=0

L’équation de l'axe radical

(—a)X+(y—B8Y+ax+By=0

est vérifiée par les coordonnées (0, — K) du point J.

On est ramené en effet a

az + By =K (y—§

qui résulte des formules (1).
En particulier, on voit que si un point de la figure décrit une
droite, le point J est sur cette droite.

15. Mouvement inverse. — Soit un plan P’ mobile sur
le plaa P; nous pouvons représenter ce mouvement de P’ par
rapport a P par le symbole (P'P). Réciproquement, P est en
mouvement par rapport & P’. Ce mouvement (PP’) est dit I'in-
verse du premier.

Un point quelconque M du plan P coincide a I'instant ¢ avec
un certain point M’ du plan P’.

La vitesse V' de M dans le mouvement (P'P) est égale et oppo-~
sée d la vitesse V de M dans le mouvement inverse (PP’). En
effet, regardons le mouvement de M par rapport 4 P comme
résultant du mouvement de M dans P’ et du mouvemeni d’en-
trainement (P'P). La vitesse relative de M est V, sa vitesse
d’entrainement est V/ el comme la vitesse absolue de M, par
rapport A P est nulle, V et V' sont bien égalés et opposées.
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En particulier, soit I le centre instantané correspondant au
mouvement (P'P) a un instant donné.

Le point de P’, qui coincide aves I, a I'instant considéré & sa
vitesse V' nulle. Donc, le point de P, qui coincide avec I, a
aussi sa vitesse nulle dans le mouvement (PP’) et I est aussi le
centre instantané relatif au mouvement inverse. Il suit de la que
si(Iy) et (I..) sont les roulantes fixe et mobile dans le mouvement
(P'P), dans le mouvement inverse, la roulante fixe est (In) et la
roulante mobile (I,).

La formule % = B BL,,. monfre que quand on passe d’un
mouvement a son inverse, il y a simplement échange entre les
points J et K. Le cercle des inflexions de chacun des mouve-
ments et le cercle des rebroussements relatif 4 Vautre.
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CHAPITRE II

APPLICATIONS.

1. Nous allons appliquer les généralités du chapitre précé-
dent & I'étude de quelques mouvements simples d'une figure
plane ; nous ferons abstraction de la loi du temps en nous
occupant uniquement des positions successives de la figure. Un
mouvement géométrique sera défini par deux conditions géomé-
triques telles que la donnée de la trajectoire d’un point, ou de
I'enveloppe d’une ligne appartenant a la figure. Nous cherche-
rons 3 déterminer les courbes roulantes, et pour chaque position
du plan mobile nous essaierons d’obtenir le centre géométrique
dJ des accélérations dont la connaissance entraine celle des rayons
de courbure.

Traitons d’abord quelques cas ol on définit le mouvement en
donnant les deux roulantes elles-mémes.

2. La roulante fixe est une droite et Ia roulante
mobile un eercle.
o Tout point de la circonférence
mobile décrit alors une courbe appe-
lée cycloide; tout point du plan
mobile non situé sur la circonférence
décrit une courbe dite eyeloide allon-
gée, ou cycloide raccourcie selon
qu’il est extérieur ou intérieur a la
circonférence.
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On obtient aisément les équations de ces courbes. Soit M’ un
point de la figure ; ¢ le centre du centre roulant ; CM' rencontre
en M la circonférence. Prenons pour origine le point O sur
lequel M peut venir s’appliquer et posons :

ll

. N
Cil=R, CM=h MiI=¢

En projetant sur Ox et Oy le contour OICM’ et sa résultante
OM',ona:

.( xz=Ro — hsing
| y=R —hcosg

Ces équations représentent une cycloide pour i = R, une
cycloide allongée pour b > R, raccourcie pour b << R.

Les trois courbes se déroulent a l'infini entre deux droites
paralléles en se reproduisant périodiquement.

Le point de contact I du cercle (¢) avec Ox est le centre ins-
tantané et par suite IM’ est la normale en M’ 4 la cycloide décrite
par M, En particulier, la tangente 4 la cycloide, décrite par M,
s'obtient en joignant M au point I’ diamétralement opposé au
point I. Cette construction, que Chasles regardait « comme mer-
veilleuse de simplicité » a été indiquée par Descartes (Lettres de
Descartes, t. 11, éd. 1724, p. 39). Le premier aussi, Descartes
s'est occupé des cycloides raccourcies et allongées et en a
déterminé les tangentes.

Cherchons le point d d’ordonnée — K. On a

1_1_1
K™ Ry R.
avec
R,-—oo Rm=
d’ol K=—-R

Le centre géométrique des accélérations est done le centre G
du cercle mobile et le cercle des inflexions est le cercle de dia-
métre IC.
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Pour qu’une cycloide ait un point d’inflexion, il faut et il suffit
que dans une eertaine position de la figure mobile le point
décrivant vienne sur le cercle des inflexions, sauf au point I, On
voit ainsi que, seules, les cycloides raccourcies ont des points
d’inflexion.

De méme pour qu’une trajectoire ait un rebroussement, il faut
et sulfit que le point décrivant devienne le centre instantané
dans une certaine position de la figure. Il ne peut en étre ainsi
que pour les points de la circonférence mobile, et en général
pour les points de la roulante mobile (I,). Donc, seule, la
cycloide a des points de rebroussement.

Le point J déterminé, on obtient le centre de courbure d’'une
trajectoire par la construction du
numéro (12).

Appliquons & la cycloide :

M étant le point décrivant la per-
M pendiculaire & IM en I rencontre MC
au point H diamétralement opposé

! \L a M. La paralléle Hu & CI rencontre
B MI au centre de courbure g de la
cycloide en M.

Le point H est lié & la circonfé-
rence et décrit une cycloide gui résulte de la cycloide décrite par
M par une translation paralléle a la base et égale a =R ; en second
lieu, on a Hu. = 2 Cl = 2 R.

La développée d'une cycloide est donc une deuxiéme cycloide
qu'on déduit de la premiére par une translation xR paralléle a la
base suivie d’une translation 2 R normale a la base.

La développée de la cycloide se trouve par 13, comme celle de
la spirale logarithmique une courbe superposable & la courbe
originelle, ce que parlant de la spirale logarithmique Jacques
Bernouilli exprimait par cette image : « eadem mutata resurgit. »

3. La roulante fixe est un cercle et 1a roulante
mobile une droite.

Ce mouvement est inverse du précédent. Tout point M de la
droite roulante D décrit une courbe normale & IM et par suite
orthogonale a toutes les tangentes du cercle fixe (O0). Le centre de
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courbure de cette courbe, au point M, est le centre instantané I, car
il est le point de rencontre de deux normales infiniment voisines.

Les trajectoires de tous les
points de la droite D ont donc
pour développée le cercle fixe.
En d'autres lermes, elles sont les
développantes de ce cercle. Ce
résultat est général; quand la
roulante mobile est une droite,
tous ses points décrivent les déve-
loppantes de la roulante fixe.

Cherchons I’équation de la courbe décrite par un point M’ du
plan mobile ; soit M sa projection sur D el & la mesure du vec-
teur MM’ le sens positif étant le sens de O vers I. Si I'axe de z
passe par le point du cercle avec lequel M a coincidé, on a, en
désignant par ¢ I'angle 2Ol et projetant sur Oz et Oy le contour
OIMM’ et sa résultante OM’

=R+ Ah)cosg + Rypsing
y= (R + h)sin ¢ — Rocos g

Le lieu de M’ s’obtient en prenant sur les tangentes a une

développante de cercle, une longueur fixe b & partir du point de
contact.

Cherchons le point 4. On a

1 11
K R, Ra
avec ‘
R,,,:OO, Bf:R
d’ou K=R

Le point J est donc le symétrique du point O par rapport a i.On

. voit que si on méne D’ & la distance

D’ J R de D et du c6té opposé au cercle
D i fixe, seuls les points compris dans la
bande DD’ pourront décrire des tra-

jectoires ayant des points d'inflexion.
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4. Les deux roulantes sont des eercles. — Tout
point de la circonférence mobile décrit une courbe appelée
épicycloide ou hypocycloide sui-
vant que les cercles ont un
contact extérieur ou intérieur.
La courbe décrite par un point
intérieur au cercle est dite
épicycloide ou hypocycloide
‘raccourcie, et par un point
extérieur épicycloide ou hypo-
cycloide allongée.

Cherchons les équations de ces courbes, Désignons par R le
rayon du cercle fixe, par R’ le rayon du cercle mobile affecté
du signe + ou — selon que le contact est extérieur ou intérieur.
Soit M un point quelconque 1lié au cercle mobile, Le vec-
teur O'M rencontre en A’ la circonférence O'. Nous prenons
pour axe Oz I'axe passant par le ﬁoi\nt A du cercle O avec lequel

A’ a coincidé. Posons zol = 6 10'M = o. L’angle de Oz avec O'M
sera® + ¢ + =. Posons enfin O'M = A En projetant sur Ox
et Oy le contour OO'M et sa résultante OM. On a :

&= (R + R') cos 9 — b cos (1 +P%) ]
(1) R
7= (R +R)sin6 — hsin (1-;-17) b

en tenant compte de la relation R6 = R’s. Pour les hypocy-
cloides, il suffit de changer h en — h.

Les courbes représentées par ces équalions sont en général
périodiques, non fermées et transcendantes. Elles deviennent
algébriques et fermées quand Je rapportl% est commensurable,

. .. R
Soit en particulier : = 2; les équations (1) deviennent :

z = (2-»—11) cos §

y= (g—]z) sin §
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équations qui représentent une ellipse dont la somme ou la diffé-
rence des axes est égale 4 2R, suivant que le point M est inté-
R

rieur ou extérieur au cercle roulant. Pour le point A’ b = 3

et y=0; le point A décrit donc un diamétre du cercle fixe.

Un autre cas particulier intéressant est celui ol une cir-
conférence roule & I'intérieur d’une circonférence fixe de
rayon quatre fois plus grand. La courbe engendrée par un
point de la circonférence mobile présente quatre rebrous-
sements; on l'appelle hypocycloide a quatre rebroussements ou
astroide. Pour obtenir son équation, faisons dans les formules (1)

R R
. o :
R' = T h=— T il vient

.z;=-l;(3<:ose+cos30)=Rcos’0

=§(?§sin 6 —sin 36) = R sin® 0

d’ou on tire en éliminant &

wip

2 Kl
z'4+y'=R

Mentionnons aussi 1'épicycloide correspondant & R’ = R; elle
est représentée par

z — R=2Rsin 6 (1 — cos 6)

1y = 2R ¢cos6 (1 — cos 6)
En posant
{x—R=rcose
i y=rsing¢
on a
tgo = tg6. r = 2R (1 — cos 6)
ou r=2R (1 —cos ¢

On voit ainsi que cette courbe appelée cardioide estun limagon
de Pascal ayant pour pdle le point A et obtenu en prolongeant
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le rayon vecteur du cercle fixe d'une longueur égale & son
diamétre. Cette courbe est aussi la caustique d’un cercle quand
v Ie point lumineux est sur la circonférence.
M Appliquons la construction de Savary
' 4 la construction du centre de courbure
4” d’une épicycloide.
S La droite joignant M au centre O’ de
' la roulante mobile rencontre la perpen-
diculaire en I & IM au point H diamétra-
lement opposé & M. La droite OH coupe
MI au centre de courbure cherché p.
La développée d’une épicycloide est
une courbe de méme nature que la courbe
originelle. On a, en effet :

Ox Ol R

0 o =~ R+ 2R’

Le point (» décrit done une courbe homothétique de la trajec-
toire du point H. O étant le centre d’homothétie.
Or, la trajectoire du point H est une épicycloide résultant de
1
I'épicycloide décrite par M & l'aide d’une rotation d’angle %
autour de O. Des remarques analogues s’appliquent aux hypocy-
cioides.

5. Les deux roulantes sont des eourhbes symétri-
ques. — Supposons que pour une
position particuliére du plan mobile,
la roulante mobile (c¢’) soit symé-
trique de la roulante fixe (c) par
rapport aleur tangente commune Iz.
(c) Il en sera de méme pendant tout
le mouvenient. Soit, en effet M/, N’
deux points queleonques de (c).
Leurs symétriques M,N, par rap-
0 port a Lz, sont sur (c) et la distance
NH du point N a la tangente & (c)
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enM est égalea la distance analogue N'H’.On a aussi arc IM =arc I'M’
et MH = M'H’. On voit donc que lorsque M’ sera venu
en M, N et N seront syméiriques par rapport a la tangente
commune aux roulantes.

11 suit de 1a qu'une figure F’' du plan mobile reste constam-
ment symétrique par rapport aux tangentes d~{c) d’une figure F
du plan fixe. En particulier, un point P’ de la figure mobile reste
symétrique d'un point fixe P par rapport aux tangentes a la
roulante fixe et décrit, par suite, une courbe homothétique de la
podaire de (c) par rapport au point P, P étant le centre et 2 le
rapport d’homothétie.

Actuellement, on a

R, = — Ry
et par suite

. Ry

O désignant le centre de courbure de (c) le point K est au milieu de

OL On déduirait de 1a une construction du centre de courbure
de la podaire d’une courbe quand le centre de courbure de celle=-
ci est connu,

6. Mouvement d’ume figure dont deux points
décrivent des droites. — Si

les deux droites sont paralléles,
le mouvement est une translation
rectiligne et tous les points décri-
vent des droites paralléles.
Supposons que les deux droites
0X, OY, trajectoires des points A
et B de la figure se rencontrent en
un point O et soit ¢ leur angle.
Les perpendiculaires en A et B &
OX et OY se coupent au centre instantané I. Le point I est sur le
cercle circonscrit au triangle OAB; or, ce cercle est lié a la fi-
AB

gure mobile, car il passe par A et B et son diamétre 2 R = m

est déterminé.
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Le lieu point I dans le plan mobile est donc ce cercle (O’).
D’autre part, OI est un diamétre du cercle (O').

Le lieu du point I dans le plan fixe est par suite le cercle de
centre (O) et de rayon 2 R.

Le mouvement de la figure s'obtient donc en faisant rouler
sans glissement un cercle a Iintérieur d’un cercle de rayon
double.

Le cercle (O') passant constamment par O. Si M est un point 1ié
a ce cercle, 'angle AOM est constant etle point M décrit un
diamélre du cercle (O). Ainst : :

Il y a une Iinfinité de points qui décrivent des droites, ce sont
les points du cercle O'; leurs trgjectoires sont les diamétres du
cercle fixe (O).

Cherchons maintenant la trajectoired’un
point quelconque M ; soit « et B les extré-

; i mités du diamétre de {O') passant par M ;
aet § décriront deux droites reclangulai-
. M s— res Oz et Oy. Désignons par a et b
respectivement les segments M@, M« en

supposant 'par exemple M enlre « et §,
c’est-a-dire a l'intérieur du cercle (Q). On
aura 9 élant I'angle de «B avec I'axe des .

x=acosb
y=bsino
el
w'l y!
zTE—1=0
avec

a+b=aﬁ=2R

Donc : Tous les points de la figure décrivent des ellipses. Pour
les ellipses relatives aux points intérieurs au cercle {O') la
somme des axes est égale 4 4 R. Si les points sont extérieurs au
cercle (0') la différence des axes des ellipses correspondantes est
égale 8 4R. Toules ces ellipses ont pour cercle Ie point O et celles
qui correspondent aux points d'un diamétre de (O') ont mémes
directions d'axes,
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Proposons-nous de trouver les enveloppes des droites de la
figure. Soit d’abord une droite A passant par le centre de (0')
elle coupe (O') en deux points « et B

qui décrivent deux droites rectan-

Y gulaires Oz, Oy. Le point H ol A

! touche son enveloppe est la projec-

< Y i tion del sur A. Si » est le milieu

8 9 de O'I, on voit aisément que
langle IwH est le quadruple de
) I~~~ = l'angle IOH'. Le cercle de diamétre
Ol est tangent au cercle (O) et son

rayon est le quarl du rayon de ce

dernier. 1l en résulte que les arcs IH

et IH' de ces deux cercles sont égaux; et le lieu du point H est I'hy-
pocycloide & 4 rebroussements (H) inscrite dans le cercle (O)
ayant Oz et Oy pour axes de syméirie. )

Remarquons que la normale A, en H a I’hypocycloide est homo-
thétique de la perpendiculaire A’a A menée par O’, O étant le centre,
2 le rapport; A’ passant par O’ enveloppera une hypocycloide (H')
résultant de (H) par une rotation de 45% autour du point O. Par suite A,
enveloppe aussi une hypocycloide a 4 rebroussements (H,) homo~
thétique de (H') dans le rapport 2, O étant le centre d’Homothétie.

Si la droite de la figure & ne passe pas par

a I O’ considérons la paralléle A & & mende par

$ O’. SoitH et hles points o A et & touchent

leur enveloppe. La longueur HA est cons-

tante et égale a la distance de A et 8 ; H décrit
une hypocycloide. Donc :

L’enveloppe de 3 est donc une courbe paralléle d hypocycloide
a8 4 rebroussements.

Si nous remarquons que I'hypocycloide (H) est une dévelop-
pante de sa.développée (Hy), on trouve une autre signification
pour les enveloppes de droites.

Les enveloppes d'une famille de droites paralléles dans le plan
mobile sont les développantes d’une hypocycloide a 4 rebrousse-
ments. Il devient alors aisé de se rendre compte de la forme de
ces enveloppes en considérant I'extrémité d’un ﬁl qui s’enroule
sir une hypocycloide.
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Observons que ¢ étant une droite du plan mobile les deux points As
et B’ ol elle coupe le cercle (Q') décrivent
deux droites issues de O faisant entre elles
un angle différent de 900; il est alors
démontré que :

Une droite de longueur constante dont
les extrémités déerivent deux droites non rectangulaires, enve-
loppe une développante d’hypocycloide & 4 rebroussements.

" Pour terminer, cherchons le centre géo-
métrique des accélérations ; nous avons :

1 1
i R =R. Ry=2R p=—z0

Done le point J est en O et le cercle (O') est
0 le cercle des inflexions. Ce résultat était & pré-
voir puisque tous les points de (O') décrivent

des droites.
On déduirait facilement de 1 une construction du centre de cour-
bure d'uue ellipse ou d'une hypocycloide & 4 rebroussements.

7. Mouvement d’'une figure dont deux points
déorivent deux eerecles égaux, Ia ligne des eentres
étant égale & Ia distance des deux peoints, — Soif
A,A’" les deux points de la
figure décrivant deux cercles
égaux (O) (0’) la distance 00’ des
centres étant égale & AA’, Le
centre instantané I est &la ren-
conire des normales en A et A’
aux trajectoires de ces points,
c’est-d-dire est I'intersection des
rayons OA et O’A’. Les ftrian- -
gles OAA’ et O0’A’ sont égaux ;
on en conclut sans peine que les
quatre points OO'A’A sont sur
une méme circonférence et que
B étant le point commun a 00’
et AA',IB est un axe de symétrie
du quadrilatére concave OAA'Q'.
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Sion pose OA=0A’ =Ret00'=24d.0On a:

I0—10=10—1JA=R

La courbe (I} est donc ’hyperbole (H) de foyers O et O’ ayant
R pour axe transverse.
On a de méme

INV—=IA=IA—I0'=R

La roulante (I,,) est une deuxiéme hyperbole (H') des foyers A
et A’ ayant R pour axe transverse.

Les deux roulantes sont donc égales; elles sont en outre
symétriques par rapport a leur tangente commune IB ef nous

- sommes dans le cas étudié au numéro 5. Par conséquent :

Les trajecloires des points de la figure mobile sont des
podaires d'hyperbole.

En particulier, la trajectoire du milien « de AA" est la podaire
par rapport au milieu » de OO’ de I'hyperbole homothélique de
(H), o étant le centre, 2 le rapport d’homothétie.

On obtient aisément I’équation en coordonnées bipolaires du
lieu de a.

Posons :

r=e0 r'=a0 p=0A" ¢ =A0

Dans les triangles AOA’ et AO’A’, ona:

R? + P: = 92d® 4+ 21
R* +p't=2d* + 21"

En outre, AC étant paralléle & O'A’ on a pp’ =A’0, A'C; pp’
est done la puissance du point A’ par rapport au cercle decentre
A et de rayon R et pp’ = 4 d? — R*. L’élimination de p et p‘
entre ces trois relations donne I'équation du lieu de « en coor-
données r et r’,

Une simplification se produit si 2 d*=R?; (H) et (H') devien-
pent alors des Hyperboles équilatéres, et on a :

2rt=p* Ar2p? = 4d¢ rr’ = ¢
2rt=p"
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Donc : La trajectoire du milieu de AA' est une lemniscate de
foyers O et O'. Nous voyons en méme temps que la podaire d’une
Hyperbole équilatére par rapport a son centre est une lemnis-
cate.

Le centre géométrique des accélérations J s’obtiendra simple-
ment en appliquant le théoréme indiqué au numére 14 du précé-
dent chapitre ; on construira I'axe radical du cercle de diamétre
AO et du cercle de centre A passant par 1.

Comme on sait, d’autre part, que J est le milieu du rayon de
courbure de (H') on déduirait de 1a une certaine construction du
cenire de courbure d'une Hyperbole.

8. Mouvement d'une figure dont deux droites
enveloppent des ecereles. — Si une droite du plan mo-
bile enveloppe un cercle,
toute droite paralléle enve~
loppe un cercle concentrique
au premier et pour que le
mouvement soit déterminé,
nous devens supposer que
les deux droites, considérées
8 et &', ne sont pas paralléles,
Soit plerayondu cercley enve-
loppé par &; une droite de la
figure menée parallélement
4 3 3 une distance p et, d'un
cdté convenable, passera par le centre de y. De méme une
certaine paralléle & 3’ passera constamment par un point
fixe. Nous sommes donc ramenés & considérer deux droites
de la figure, se coupant en un point O, faisant entre elles un
angle 0 et pivotant autour de deux points A et B.

Les normales en A et B 4 OA et OB se coupent au centre ins—
tantané I. Le cercle AIB est déterminé, car il passe par A et B

AB

a un diamétreconstant 2R = ——.
sin 9

Le lieu du centre instantané dans le plan fixe est un cercle
(O') passant par A et B de rayon R, et de centre O’
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- OI est un diamétre de (O'}, par suite est constant, et le lieu de I
dans le plan mobile est un cercle (O) de centre Oet de rayon 2R.
Le mouvement s'obtiendra en faisant rouler le cercle (O) sur le
cercle fixe de rayon moitié (O’) ; il est donc l'inverse du mouve-
ment étudié aw numéro 6,

Occupons-nous des enveloppes des droites de la figure. Soit
une droite passant par O, elle rencontre O’ enunsecond point .

L’angle AO p étant constant, I'arc Ap. est aussi constant et le
point g est fixe. '

1l y a done une infinité de droites qui passent par des poinis
fives ; ces droites sont issues d'un méme point O du plan mobile,
et le lieu de leurs pivols est le cercle (O').

Considérons maintenant une droite quelconque A du plan mo-
bile. La paralléle a A, menée par O, passe par un point fixe y, et
par suite A enveloppe un cercle de centre . Ainsi :

Toules les droites de la fijnire enveloppent des cercles dont
les centres sont sur le cercle (0)

' On peut encore énoucer celte propriété sous la forme sui-
vante : quand deux cdiés d’'un triangle enveloppent des cercles, il
en est de méme du lroisiéme ¢ote.

Cherchons la trajectoire d’'un point quelconque M. La droite
OM passe par un poiat fixe C du cercle (O') et on a le lieu du
point M en prolongeant de la longueur constante OM le rayon
vecteur CO du point O. Done :

Les trajecloires de tous les points sont des Iimagons de Pascal
ayant tous le cercle (O') pour cercle directeur.,

Il n’y a qu'un seul point de la figure, le point O, qui décrive
un cercle.

Oun pourrait de bien des maniéres définirpar deux conditions le
mouvement qui nous occupe. Voici une forme assez simple : Le
mouvement précédent est celui d'une fiqure dont un point décrit
un cercle, une droite de la fijure enveloppant un deuxiéme ter-
cle ayant son centre sur le premier.

Pour obtenir le point J ou, ce qui revient au méme, le point K,
remarquons que le cercle (O’), lieu des centres de courbure des
enveloppes de droite, est le cercle des rebroussements. Le point
K est done en O. La construction de Savary fait alors connaitre
le centre de courbure d'une conchoide de cercle.

7
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9, Mouvement d’'une figure dont un point déerit

une droite et dont une droite enveloppe un eercle.
Une certaine droite OA’

de la figure passe alors par
un point fixe O pendant
que le point O’ décrit une
droite O'A.

Le centre instantané I
est l'intersection de la per-
pendiculaire en O’ a O’A,
et de la perpendiculaire en
Y 0a oA
<3 Soit OA et Q'A’ les dis-
tances des points O et O
aux droites O'A, OA’.

J

\A" Rapportons le plan fixe et

\ le plan mobile respective-
I W 1ol
A% ment aux axes Oxy, O'z'y’

indiqués dans la figure ci.
contre, et posons OA = a
O'A’ = a’.

Entre les coordonnées
absolues et relatives d'un point, on a les relations :

z=a -+ z' cos « — ¥y sin «
Y=Y+ 2'sin « + y' cos

Fo désignant I'ordonnée du point O'. Pour déterminer y, en
fonction de «, exprimons que pourzx =y =0 z' =a’ et y'
arbitraire les équations précédentes sont compatibles ; nous aurons

a4+ acosa
sin a«

Jo =7 —

Les coordonnées d'un point (z'y’) du plan mobile sont ainsi
exprimées & I'aide de sin « et cosa; si on exprime ceux-ci en

fonction du paramétre ¢ = {g %, on voit que :

Les trajectoires sont des courbes unicursales du quatriéme
ordre. '
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Cherchons le lieu du centre instantané dans le plan mobile. On
peut représenter le temps par «; on aura -‘E:Q: 0 pour

de de
le point vérifiant les équations :

z'sin 2 4= y' cos =0

a4+ a cosa

2’ cose — y' sin &0 4+ ———— =0
sin? «
On en tire
2= —rcosa
Y = rsinua

avec

= a4 a cosa
sin? «
et en éliminant r et a

(.,.12 + a'x)z = % (xla +},12)

Telle est 1'équation de la courbe (I,). Remarquons que la
définition géométriqne du point I est la méme par rapport aux
deux systémes d’axes; il suffit d’échanger aet a'; il en résulte
que la courbe (1) & pour équation :

(? + ax)® = a” @ + )

Donc : Les deux roulantes sont des courbes du quatriéme ordre
ayan! pour point double I'une O, l'autre O'.

Si a ou & = 0 'une des roulantes devient une parabole.

La tangente commune en I aux deux roulantes et les rayons de
courbure des trajectoires et des enveloppes peuvent s’obtenir
géométriquement; il suffit pour cela de trouver le point J. Or le
point Oy symétrique de O par rapport a I est sur le cercle des
inflexions puisque O est sur celui des rebroussements. Le point J
est donc sur Ia perpendiculaire & O,I menée en 0,; il est aussi
sur la droite O’A’ trajectoire du point O’.
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Dans le cas particulier a = &' une notable simplification se

{F)

produit. On a alors
OA' =0A

1B est un axe de symaétrie du quadri-
latére OA'O’A et 10" = 10.

La roulante fixe (I;) est donc la
parabole (P) ayant O pour foyer
et O’A pour directrice et la roulants
(I.) est la parabole (P') de foyer O'
de directrice OA'; ces deux para-
boles sont égales et symétriques par
rapport a la tangente commune en I.

Par suite, daus cecas : Les{rajec-
toires sont des podaires de parabole.

En se reportuut sux expressions
-]
_ 3
et le degré des trajectoires s'abaisse
du quatriéme degré au lroisiéme,

analytiques on voit que j,=—a cot

Le point J est le point de rencoulre de la normale commune
avec la droite O'A. Le point K symnétrique de d par rapport a I
est comme on sait le milieu du rayon de courbure de la
parabole {P). Nous obtenons celte propriéts :

Le rayon de courbure d' une parabole est le double du segment
compris sur la normale eutre le point d' incidence et la directrice.

On voit facilement que le point A’ décrit une strophoide
droile de point double A, et le milieu de O’A’ une cissoide droite
ayant pour point de rebroussement le sommet de (P). D’'aprés
ce qui précede on saura donc construire la tangente et le centre
de courbure d'une cissoide ou d'une strophoide droite.
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i01

ETUDE ANALYTIQUE DU MOUVEMENT D'UN SOLIDE.

CHAPITRE III

1. Projections de la vitesse d'un peoint. — Soient
OXYZ, un systéms d'axes rectangulaires liés au corps mobile,
et oxyz, un systéeme d'axes fixes rectangnlaires les deux triédres
de coorlonnées étunt dire:ts. DPar rapport au triédre fixe, le
motivem31t du trié lre mobile szra délivi par les expressions des
coordonnées ab-olues xoyoéo de son origine O et des cosinus
directeurs de ses axes en fonction du temps. Les cosinus directeurs
étant indiqués par le tableau suivant :

XY 7Z

! "

1
£

! n

x4
=

! n

N OH
- ™ R
-2
-2

on a entre les coordonnées absolues (zyz) et relatives (XYZ)
d’un point M du solide, les relations :

(1)

N % §

I

Lo+ aX + 'Y 4 &"Z
Yo+ BX + 8Y 4+ §Z
=2z, +1X + 7Y +y'Z

les neuf cosinus vérifiiant :

2)
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0!1"—*—33"-{-‘{, /I_O
3) au 4+ BB 4+ 1y =0
ad' + BF 4y =0

d’ot1 on tire par différentiation :
do de’ E , do’
fu T 2“ o rr
dall
2 == Q¢ g="
doc" E dot
= o =gq
( YAG=—2 G "“
o — = — =r

Soit V,,V,,V:, les projeclions de la vitesse du point M sur les
axes fixes, Vx, Vy, Vz, les projections sur les axes mobiles.

On aura :
dz, , do do’ da”
Ve=g+rXagt¥g*+lig
dv, dg dp’ dg”
= = X—— -
V, dt+ + Y- +Zdt
dz, ,d*{ d{ dy’
=Xt v ay
Ve=g gt Y¥gtiy
V= av, + B, +~{V-=a%+pd'}° 'j;;-}-XZai;—a
Y dl "
-+ ua—d?-!—Z-aTt ete.

Les composantes de la vitesse suivant les axes mobiles sont
donc de la forme :

Vx=a +qgZ —rY

(4) Vy=b 4+ rX— pZ
Vz =¢ 4+ pY—¢X
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abe désignant les projections sur les axes mobiles de la vitesse
de leur origine O. Celte origine est d’ailleurs arbitraire dans le
solide. En interprétant les formules (4), nous retrouvons ce
théoréme : .

La vitesse de tout point du solide est la méme que si celui-ci
était animé d’une translation ayant pour vitesse celle d'un point
arbitraire O du corps et d'une rotation autour d'un axe issu du
point O.

Remarquons que pgr dépendent seulement des neuf cosinus,
¢’est-a-dire de l'orientation du solide. Le vecteur (ui représente
la rotation est denc indépendant du point O.

En traduisant la propriété géométrique qui précéde, dans le
systéme d'axes fixes, on a :

dz,

V.= — T + g1 {2 ~—2)) — r (¥ — o)

dy,
Vo=t r o — ) — p (2 — 2)

d
V.= +P1(J’ Yo — @y (@ — )

piq,ry désignant les composantes de la rotation instantanée
suivaunl les axes fixes, ou encore :

svz =8 + Q1 z—nry
b+ rix — p1z
( Vi=oa+py—aqz

l

#)

a,bie, étant les projections sur les axes fixes de la vitesse du
point du solide qui, & l'instant ¢, coincide avec leur origine.

2. Equations de I'axe hélieofdal., — Le licu des

points du solide dont la vitesse est paralléle & la rotation instan-
tanée est la droite

a+qZ—rY b+ rX—pZ c+pY—q)\
p q r

Nous retrouvons ainsi 'axe instantané de rotation et de glisse-
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ment et obtenons en méme temps ses équations dans le systéme
mobile. I’élimination de ¢ entre ces équations donne la surface
virante (A,).
Dans le systéme fixe, I’axe hélicoidal a pour équations :
2

&+ gz — Iy b,+r1x-—p,z__. ¢y + Py — i
by q1 ry

d’ol1 on tire par élimination de £ I'équation de la surface (Ap).
Nous avons vu géométriquement que tous les points de 1'axe

hélicoidal ont méme vitesse ; on peut le retrouver par la voie

analytique. On a, en général, pour la vitesse V du point M

Vi=(a+qZ—2zY?+ (b+rX—pZy+ (c+pY — ¢gX)?
£i le point est sur I'axe hélicoidal :

at+ql—rY=2>p
b+rX—pZ=iq
¢+ pY—gX=Ar

et V=2 wenposant w® =p? + ¢® + r?. D’autre part, si on ajoute
les équations précédentes apres les avoir respectivement multi-
pliées par p,q,r. Ona:

pa—+ qb + rc = Aw?
et par suite :
_ pa+ qgh+re
(O]

\7

La vitesse ne dépend pas de la position du point sur 'axe. Le
mouvement se réduira & chaque instant & une rotation si la fonc-
tionde ¢ pa + qb -+ rece:lidentiquement nulle.

3. Aceélération d’un point, — Cherchons les projec-
tions sur les axes fixes de 'accélération d’'un point M (zyz) du
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solide. En différentiant les formules (4') on a 38 égalités telles

que :
Fx _ da . dz , dy zd([‘ + dr,
w-atTtgTha Tt
d
En remplagant %, a’—;’, par leurs expressions (4) il vieni :
d’x  da,
2T T e — by + p, (Pix + iy + Iyz) — 0%
dg, dry
—+ Z —E i 4 Tt
o désignant la rotalion instantanse.
On a donc :
/ d’a&‘ d([l dl"
TE=AFnpT Sy rE) —els -z —p —y op
d’y dr d,
,(5) ar %,B + qi(pr + qy + rz)—wy+ax 7; —z ?I:!
d’z ap, aq
5= C+r(px+ qy+ P‘Z)—w’z+yﬁ—x_¢ﬁ'

A,B,C désignant les projections sur les axes fixes du poi:it
du solide qui, a I'instant ¢, coincide avec leur origine.

(P.z'_ @'=di7_0 on voit qu'en général, il

= G an = q général, il y
a dans le solide un point et un seul d’accélération nulle; on l'ap-
pelle centre des accélérations. Si on suppose I'origine des axes
fixes transportés en ce point,dans les formules (5)A=B=C=0
et on a ce théoréme :

Les accélérations de tous les points d’un solide sont Ies mémes
que dans le mouvement d’vn solide qui aurait un point fie au
centre des accélérations et suivrait la méme loi d'orientation que

- le premier.

4. — Nous allons maintenant nous occuper du cas ou le solide

a un point fixe. On peut alors prendre ce point pour origine des
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axes fixes et mobiles. Les formules générales (4) et (4) devien

nent :
Vx = qZ —_ I‘Y
(6) Vy=rX — pZ
sz == pY —_ qX
Vx =z — 1Yy
(67) Vy=raz—pz

Vi=py—qx

Les expressions (6) montrent que les vitesses des points du
solide sont les mémes que dans la rotation définie par le vecteur
dont les projections dans le systéme mobile sont p, q, r.

Cet axe instantané de rotation décrit dans I'espace fixe un
cone (I') dont I'équation s’obtient en éliminant ¢ entre les équa-

tions e G Z . Dans le solide, il décrit un deuxiéme
P g1 Iy
cone (T,,) dont I'équation résulte de 1'élimination de ¢ entre les
R . X Y 2
equations — = — = —.
p q r

Si un point M se déplace sur I'axe instantané, il décrit sur les
deux cénes des courbes (Cj) et (Cn) qui sont ses trajectoires
absolue et relative. L.a vitesse absolue est égale a la vitesse
relative, car la vitesse d’entrainement du point M est nulle ; ilen
résulte que les deux cones (1',) et (T) se touchent suivant l'axe
de rotatiod et que la courbe (C,) ronle sans glissement sur (Cy).
Le mouvement du solide revient, comme on sait, au glissement
d'une sphére sur une sphére fixe S ayant O pour centre. Soit I
un des points ol ’'axe rencontre les deux sphéres. I décrit sur Ja
sphére fixe une courbe (I) tracée sur (1) et sur la sphére mobile
uie courbe (I,) tracée sur T',,). Les deux courbes sont tangentes
en I et (I,) roule sans glisser sur (Ip. On voit, comme pour le
plan, que la courbe (I,.) de la sphére mobile est la seule quiroule
sans glissement sur son enveloppe, ex~eption étant faile bien
entendu pour la courbe symétrique de (1) par rapport & O. Les axes
de grand cercle normaux aux trajecloires des points de la sphére
mobile, ou aux enveloppes en leur point de contact avec les enve-
loppées vont passer par le centre instantané I. La plus grande

.
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analogie se présenie donc entre le mouvement d'une figure plane
dans son plan et celui d’une figure sphérique sur sa sphére.

9. Expression des composantes de la rotation &

1’aide des angles d’'Euler,

Nous avons exprimé p, q, r en fonc-
tion des cosinus et de leurs dérivées.
On sait que ces neuf cosinus sont liés
par six relations et qu’il est commode
pour les applications de les exprimer
au moyen de trois paramétres indé-
pendants.

Rappelons les paramétres angulai-
res choisis par Euler. On désigne par
0 'angle zOZ, par ¢ langle compris

entre 0 et = forme par Oz avec la trace OA du plan des XY sur
celui des zy et enfin par ¢ I'angle AOX, ‘ A
On aalors (Voir Briot et Bouquet, G. analylique, p. 519,

1897).

]

I

4

€os ¢ cos $ — sin ¢ sin ¢ cos 6
== — sin ¢ cos ¥ — cos¢ sin ¢ cos §
sin ¢ sin 6

B == cos¢sing + sin ¢ cos cosd
p' = — sin ¢ sin § + cos¢ cos¢ cos 0
B'= — cos ¢ sin 0

y =sin ¢ sin 6

Y =cos ¢ sin 6

y"=—cos 0

Si on substitue ces expressions des cosinus et de leurs déri-
vées dans les composantes p,q,r, on trouve :

p=singsin 8 L"-{-cos:p 1:

= ¢0 ed‘b sin db

g == C0S ¢ Sin Tt cpd
do dy

r—-—+cose—d—t
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On peut ensuite, en projetant sur les axes ﬁxes, calculer
Pir 915 1, 3 ON obtient :

\/

{ al . . do

p,=cosqa-17t+smasmq;m

. do . de

gy = sin upﬂ—smo cosqagt-
do

_ 9y
dl -} COSOF‘-

r

6. Composantes de I’'aceélération d’un point., —
Le solide ayant un point fixe, les composantes de I'accélération
sont fournies par les formules générales (5) ou il faut faire
ay= b, =¢c, =0 0Onaainsi :

a? dq dr
dm PPz 4 4 1z) — o' 4z — h -7 7;;
Sy _ dl‘ dp
(7) Zﬁ=qi(p1x+q1y+lxz)—w'y+x7f——z}7'
d’z 7
\W= (p,.z:+q,,y—l—1,z)—m’4+.y-———.2:’dzI

On appelle accélération angulaire le vecteur d’origine O ayant

pour extrémité le point ( p‘, 4q, dl—‘) Les deux derniers ter-
ac’ dt dt

mes des seconds membres des équations précédentes représen-

tenl les projeclions du moment de ce vecteur par rapport au

point M.

Les autres termes sont les projections de l'accélération du
point M dans le cas ol I'accélération angulaire est nulle, c’est-a-
dire quand l'axe instantané est constant en grandeur et direc-
tion. On a donc ce théoréme du a Rivals :

Laccélération d'un point quelconque d’ un solideen nmouvement
autour d'un point fixe est lIa somme géométrique de la vilesse
qu'aurait ce point dans une rotation représentée par Iaccéléra-
tion angulaire et de I'accélération centripéle de ce point dans
une rotalion uniforme continue représeniée par le méme vecteur
que la rotation instantsnée.
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7. Courbure sphérique des trajectoires, — Un
point M du solide décrit une courbe sphérique (M) tracée sur

une sphére S de centre O. Soit
wle centre de courbure sphérique
de la trajectoire du point M,
c'est-3-dire le point d'intersec—
tion de deux grands cercles infi-
niments voisins normaux a la
courbe. Nous allons indiquer
une formule simple qui fait con-
naitre . quand M est donné,
Soient I Ic centre instaniané sur
la sphére S relatif a I'instant
considéré, IA la vitesse de ce
point tangenieaux deux roulantes
(In et (I.). Sur le grand cercle
1M, fixous & partir du point I un

sens positil, menons la demi-droite 1Btangente a ce grand cercle

dans le sens positif.

Désignons par (z,y,2) («.8 y) les coordonnées respectives des
points M el w, par 6 'angle AIB et par r et p respecltivement les
angles IOM, low avec le signe qui résulte de celui des arcs IM,
I; R étant le rayon de la sphére S, nous aurons »

(8

#=Rsinrcosb
Yy =TRsin rsin 8
z=Rcosr

o« = Rsinp cosb
B =R sinp sin 6
y =Rcosp

La droite O estl'intersection de deux plans infiniment voisins
normaux & la courbe (M) ; c’est la droite polaire relative au point
M, normale comme on sait au plan osculateur en M. On aura

donc :

)

o

B Y
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En vue de simplifier les calculs, prenons les axes fixes de fagon

. que I soit sur Oz, IA paralléle a Ov.
Alors py,=¢; =0 r;= w et comme la vitesse de Iextré-

milé P du vecteur rotation est dans le plan langent aux cénes
roulants, on a

d

T 0

dt

Les formules (6') et (7} deviennent :

dr
T e
(8") Yo wo
dz
a= 0
d%z dr
= — i — y —*
dr* v da
d2'y__ 2 dl'i {I[’i
(7') Ez;——-wy+w-gz-—27t—
d*z dp,
de dt

En portant dans les relations (9) on obtient :

Y

« _E.-—
xy yz w? . .

— @2+ YY) + yz
dp,( 7 4

dt

Si on remplace #By, xyz par leurs expressions (8) ces deux
égalités se réduisent 4 une seule :

_L i _ 1
(10) \ tge  tgr Ksino
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en posant K 1_ %
T et dt

formule analogue & celle de Savary.

8. Expression de la constante l&. — Laconstante Kde
la formule (10) est susceptible d'une expression analogue a celle

) - dp, d,
obtenue dans le cas du plan. Exprimons d'abor -%; {%est la
projection sur Ox de la vitesse du point P extrémité de la rotation
insiantanée OP. Or, considérons le mouvement de P comme
résuliant du mouvement d’entrainement de la droite OP et d'un
glissement de P sur cette droite. La vitesse relative est dirigée
. d, . . .
suivant Oz; donc d—’;‘ est la vitesse d’entrainement V' du point

P. Si Vestla vitesse du pointI.

Vi _OP _w
V-0l R
On a done:
dp, __ wV
dt T R
et K= }%
Nous allons exprimer K autrement en introduisant les angles affec-
z tés de signes R, = 1004,
R/= IOO{. On et Of dési-
(1) gnant les centres de

courbure sphérique des
roulantes. Appliquons au
pointI la régle de compo-
sition des accélérations et
projetons sur Oy. Soit wsla
projection du point I sur
00y, wr est le centrs de
courbure ordinaire de la
roulante (I). L’accéléra-
tion absolue du point I,
projetée sur Iw; a pour
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A\ A
valeur T sa projection sur Oy sera :
Wf

V2cos o
I(J)f

ou 'm'zf

O'r étant la perspective du point O sur le plan normal enIT 402z.
2
De méme l'accélération relative a pour projection sur Oy o

L'accélération d’entrainement du point I a pour projection :

—R % = =0V
dt .
d’aprés les formules (7') ou on faitx=y=0z= R.
Enfin, I'accélération de Coriolis est "paralléle & Oy, et a pour
valeur 2w V.
On a done
V'! V2

10,f= iU——wV + ng

etcomme 10’ = RyR,, 10, = R{R,
1 1 1

tgRy - tgh, K

Remarquons que d’aprés le théoréme de Meusnier 10/, est le
rayon de courbure R’y de la courbe (I'p) section du céne roulant
(I'p par le plan normal enI4 Oz; de méme 10, est le rayon de
courbure de la section (I's) du e¢dne (I'y) par le méme plan.

Si M’, i/ désignant les perspeclives sur ce plan des points M
et u, on pose p' = Iy, r' =IM’, on aura, d’aprés ce qui précede

1 1 (1 1 1 .
e r  \R} R/ sino
Done : Le point p’ est le centre de courbure de la trajectoire

du point M' dans le mouvement plan obtenu en faisant rouler
sans glissement Ia courhe (') sur (I,
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11 en résulte que lesdroites M’O'n, ' O't concourent sur la per-
pendiculairc en I & IM’, Par suile en revenant a la sphére, on voit
que : Les arcs de grand cercle MO, pO; concourent sur le
grand cercle normal en1 au grand cercle IM. Ainsi se trouve
généralisée la construction de Savary.

9. Un autre cas particulier simple du mouvement d'un solide
S est celui dans lequel un plan P du solide glisse sur un plan
fixe =. Tous les points situés sur une méme droite perpendicu~
laire & P ont des trajectoires égales et paralléles et onest ramené
a considérer le mouvement du plan P sur le plan =. Soit dans
ce dernier mouvement I le centre instantané.

A l'instant ¢ le mouvement du solide se réduit 4 une rotation
s'effectuant autour de 'axe A mené par I perpendiculairement au
plan P. Le mouvement continu s’oblient en faisant rouler le
cylindre (An)ayant pour section droite la roulante (I.) sur le
cylindre (47) ayant (I pour section droite.

10, Indiquons quelques applications des formules donnant les
projections de la vitesse d’un point.

L Trouver les équations de Iadroile D' conjuguée d'une droile
donnée D.

Prenons pour axe des z 'axe hélicoidal, I'axe des # étant la
perpendiculaire commune 4 Oz, et a la droite D.

Celle-ci a des équations de la forme

(®) %

Le plan P perpendiculaire & la vitesse d’un point M (z,y,2) a
pour équation en désignant par XYZ les coordonnées courantes

XK= Vo + Y =) Vy+(Z—2) Va=10
ou —owyX—a)+ Y —por+g(Z-—2z=0
g désignant la vitesse de tous les points de I'axe hélicoidal.

Si le point M est sur la droile D, I'équalion du plan P devient :

9 __ 9) _
ay + 2z Z(th9+w)_o
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On voit ainsi que quand le point M décrit la droite D, le plan P
passe par la droite D’ ayant pour équations :

daY +272—=0—
v)

) g
Xlg? -+ ;; =0
X=d
ou Y = ztgy'
en posant
A g [ _9'_
¢ = wige’ tgy = od

Nous retrouvons la relation :

II, Trouver les équations de la caracléristique d'un plan.

Prenons I'axe hélicoidal pour axe des z et pour origine le
point ot il rencontre le plan considéré.

Celui-ci a pour équation :

Az + By + Cz=0.

La vitesse des points de la caractéristique est contenue dans
le plan. On a donc pour ces points :

Av,+Bvy +Cv:=0
ou oBy —Az)+Cy=0

équation d’un plan paralléle a l'axe hélicoidal et qui coupe le
premier suivant la caractéristique correspondante.

III. Trouver le licu des points du solide dont Ia vitesse passe
par un point fixe.

Nous prenons toujours a l'instant considéré l'axe hélicoidal

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



LIV, IV, CHAP. Ill. — ETUDE DU MOUVEMENT D'UN SOLIDE. 115

pour axe des z. Si la vitesse d'un point M (z,y,2), du solide
passe par un point fixe (x, y, 2z°). On a :

Z—% _ y—Yo  ZI—2
—wy ez g

=2

En résolvant par rapport & z,y,z, on trouve des fonctions
rationnelles en A du troisiéme ordre.

Le lieu est donc une cubique gauche.

IV. — Un corps solide étant mobile aulour dun point fixe si
I'axe instantané est fixe dans Ie corps, il est fixe dans Iespace
el réciprogquement.

Soient (4, v, w) (uy, vy, W), les cosinus du‘ecteurs del’axe ins-
tantané par rapport aux axes mobiles et aux axesfixes; u v wétant
constants par hypothése, il faut établir que u,, v,, wy, le sont aussi.
Ona:

y =au—+aov+a'w
vy =Bu—+ fv+§'w
wy,=yu+yv+y'w

et comme uv w sont constants :

dui__ dot+ da’+ do’ 1 du+ dcc’+1' da”)
Frr A AN T L7 R BT

Or, considérons le point M de l'axe Ox d’abscisse 4- 1 ; ses
coordonnées par rapport au systéme mobile sont « o' a”;
de dd da'
de’de’ de
vitesse relative V, de ce point par rapport au solide; cette
vitesse relative est égale et opposée a la vitesse d’entrainement
du point du solide qui coincide avec M, puisque la vitesse abso-
lue de M doit étre nulle. La vitesse V, est donc perpendiculaire
a laxe instantané et on a :

sont donc les projections sur les axes mobiles de la

do d;u’_i_rda"_o
P tiq i
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.d . \ d dw.
Par suite, 7&% = 0. On voit de méme que % = —d‘t—’ =0et

u; vy w, sont constants.

La considération du mouvement inverse montre que la réci-
progue est vraie. Au surplus, on peut l'établir directement
comme il suit : On a, en général

du, du du , dw du d’ du”

—_ i et il haies —_— e
P R TR I TR AT
et comme
"da+vdm’ Vdu”_o
di TV aT

ona:
%_adu ,dv+a,,dw
a " @t a dt

dv, du _ dv _ dw
w tfatfa Ty

dw, di  ,dv ,dw
o Sty Y

\

Le déterminant des neul cosinus étant différent de zéro

—_— = —==— =

dt dt dt
entrainent

da__dv__dw__ 0

dt— de T et

11. Démonstiration analytique du théoreme de
Coriolis . — Soit un point M mobile dans un solide en mou-
vement. (XYZ) et (xyz) désignant les coordonnées relatives et
absolues de ce point, on a les relations :

:xo-l-ax—{-—u'Y—l-a”Z

F= o+ BX +§Y 452
z =12, + X +vY +y'Z
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. A . . '
On en tire en différentiant deux fois :

&r __ dx, X d« . d2e Z d2a” d2X , &Y

e de Tttt vttt G
., a2z 2 da dX de’ dY da" dZ.
+“w+(mm+mw %m)

et dcux équations analogues pour y et z.

Les premiers membres sont les composantes suivant les axes
fixes de l'accélération absolue J, du point M.

Les termes qui figurent dans les seconds membres se grou-
pent trés naturellement comme il suit : -

1° Ceux qui ne contiennent pas les dérivées de XYZ: ils repré-
sentent les composantes suivant les axes fixes de l'accéléra-
tion du point du solide qui, & I'instant £, coincide avec M; cette
accélération est par définition I'accélération d’entrainement J, du
point M.

2° Les termes conlenant les dérivées secondes; on voit aisé-
ment qu'ils représentent les projeclions sur les axes fixes de
I’'accélération relative J, du point M.

3* Les termes qui dépendent seulement des dérivées premiéres
de X,Y,Z; ils représentent les projections sur les axes fixes
d’un troisiéme vecteur J. que nous appellerons accélération com-
plémentaire, ou accélération de Coriolis.

L’accélération absolue J, est la somme géométrique des
8 accélérations Jd,, J,, J. etil nous reste a définir simplement par
une propriélé géométrique I'accélération complémentaire .

Ona:

dedX do' dY | do'"dZ
=239+ % TS5
dt dt de  de dt dt
Or, si on exprime le repos du point d’abscisse -} 1 situé sur

I'axe Oz, on obtient :

dut . . do' ) . » ) _
-J-l-qu—ra_o d—t—i—la—pa =0 —Et——l-pa——qa—-o
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en portant dans I'expression de J., et faisant de méme pour J.y et
J.z, on trouve :

4 = aA }+ B + «'C
J, =BA + §'B 4+ 8'C
Je=yA + 4B 4 y'C

en posant
dz dY
A_.Q(qm—z E)
dX dZ

a_of,dY_ dX
I L

A,B, C sont donc les projections du vecteur J, sur les axes
mobiles.

Or, par l'origine O du systéme mobile, me-

R nons les vecteurs OR et OV dont les extrémités

aient pour coordonnées relatives (p,q,r) et

V. (dX dY dZ

(%@ @

tation instantanée et le second la vitesse Trela-

tive du point M & un parallélisme prés. On voit

que le vecteur J, sera le double de la vitesse

du point V dans la rotation figurée par OR, ou encore le double
du moment de OR par rapporta V.

Ainsi : L’accélération de Coriolis est le double du moment de

la rotation instantanée issue du point considéré par rapport a

TIextrémité de la vitesse relative.

). Le premier représente la ro-
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LIVRE V

COMPOSITION DES MOUVEMENTS D'UN SOLIDE

1. Définitions. — Soit un solide S en mouvement par rap-
port & un autre solide S,, S, étant mobile par rapport a S,, etc,
et ainsi de suite jusqu'a S;—, mobile par rapporta £,. Nous
devons d'ailleurs imaginer tous ces solides comme indéfinis. Le
solide S aura, par rapport & S;, un mouvement qu’on peut repré-
senter par (SS;) et que nous appellerons mouvement résultant.
Les mouvements (S;S,), (S, Ss} (Sx—1 Si) seront dits mouvements
composants ou encore mouvements simullanés du solide S.

Rappelons que le mouvement d’un solide a un instant ¢ peut étre
considéré comme résultant d'une rotation et d’une translation,
I'axe de rotation étant issu d’un point arbitraire M du solide et la
translation ayant la vitesse de c¢ point. Nous supposons les
mouvements composants définis de la sorte par une rotation et
une translation et nous nous proposons d'en déduire une rotation
et une translation définissant le mouvement résultant au mméme
instant.

Observons que la vitesse d'un poiat du solide dans le mouve-
ment résultant est la somme géométrique des vitesses de ce
point dans les divers mouvements composants; cela résulte de
la régle de composition des vitesses. Il suit de 12 que dans la
composition des mouvements simultanés on peut suivre n’imporis
quel ordre, et remplacer plusieurs d'entre eux par leur mouve-

ment résultant. -
Traitons d'abord des cas particuliers :

2. Composition des translations. — Supposons qu'a

P'instant £ tous les mouvements soient des translations de vitesses
Vi V... Vi. La vitesse d'un point quelconque M du solide S est la
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somme géométrique V de vy, v,, vx; V ne dépend pas de M et,
dans lec mouvement résultant, tous les peints ont ia méme vitesse.
Donc :

Si les mouvements composants sont des translations, le
mouvement résultant est une translation ayant pour vitesse la
somme géomeétrique des vilesses des (ranslations composantes.

Inversement, tout mouvement de translation peut étre décom-
posé en plusieurs translations en nombre quelconque.

Les vitesses des translations simultandes sont simplement
assujetties a avoir pour somme géométrique la vitesse de la
translation donnée,

3. Composition des rotations eoneourantes. —
Tous les mouvements simultanés étant a 'instant ¢ des rotations

dont les axes OR,;, OR,, OR; sont issus d’'un méme point O,
prenons celui-ci pour origine de coordonnées reclangulaires et

désignons par (p;, qi, ) les projections de OR;. La vitesse d'un
point quelconque M dans le mouvement composant a pour pro-
jections,

V, =3 (qz — r,y) =Qz — Ry
V, =2 (rix — p;z) =Re — Pz
Vi=2X(py — qiz) =Py — Q=
en posant
P=23p;
Q==zg
R=3r;

Cetle vitesse est laméme que dans la rotation issue de O et des
projections P,Q, R. Par suite :

St les mouvements composants sont des rotations concouran-
tes, le mouvement résultant est aussi une rotalion représentée
par la somme géométrique des rotations composanltes.

Ce théoréme n’est autre que le théoréme de Varignon, car la
viiesse du point M, dans une rotation OR, est le moment du
vecteur OR par rapport 4 M. -

Inversement toule rotation peut étre remplacée par plusieurs
rotations composantes dont elle est la somme géométrique.
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4. Composition des rotations guelcongques. —
Supposons que les mouvements composants soient des rotations
quelconques, représentécs par les vecteurs O, R,, O, R,, O R; et
prenons des axes rectangulaires. Si on désigne par (hmin,p;q;r;)
les coordonnées du vecteur rotation O;R;, la vitesse d’'un point
M (x, y, z) dans le mouvement résultant a pour projections.

gV,,:X(I: + ¢z —r;y)=L + Qz — Ry
Vy = 2 {m; + riz — piz) =M + Re — Pz
sz——:Z(He+p;,y—q.~:v)=N+Py—Qx
en posant '
P=2p‘ Q:Zq. R=ZI"
L=k M=Xm N=3Iun

(PQRLMN) sont appelés coordonnées du systéme de rotations.

On voit que le mouvement résultant revient & une rotation
{P,Q,R), issue de I'origine O des coordonnées et & une translation
dont la vitesse a pour projections (LMN). Appelons moment d’'un
systdme de vecteur par rapport  un point la somme géométrique
des moments de ces vecteurs par rapport au méme point; LMN
sont alors les projections du moment du systeme de rotations par
rapport au point O. Le point O étant arbitraire, nous voyons
qu'en un point arbitraire O de S la rotation et la translalion
correspondantes s’obtiennent comme il suit :

La rotation est égale & la somme géométrigque des rotations
composanles.

La vitesse de translation est le moment du systéme de rota-
tions par rapport au point considéré. ’

Cherchons les équations de l'axe hélicoidal du mouvement
résultant. Pour les points de cet axe, la vitesse est paralléle a la
somme géométrique des rolations et on a

IL+Qz—Ry M+Rr—Pz N4+ Py—Qz
P T Q - R

Par un calcul déja fait, on trouve que la vitesse commune aux
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points de I'axe hélicoidal est

PL + QM + RN
VP +Q + R

5. Systemes de rotations équivalents. — On dit que
deux systémes de rotations sont équivalents lorsqu'ils ont méme
mouvement résultant.

Pour que deux systémes de coordonnées (PQRLMN)
(P’ Q'R'L/ M'N') soient équivalents, il faut et il suffit qu'on ait les
égalités.

L+Q—Ry=L+Qz—Ry
M+ Rr—Pz=M + Rz—P'z
N+Py—Qr=N +Pyr—Qu

quels que soient zyz. Les conditions nécessaires et suffisantes
sont L'=L, M= M, N=N, PP=P, Q'= Q, R'=R. i

Ainsi: Pour que deux systémes de rotalions soient équivalents,
il faut et 1l suffit que leurs coordonnées soient égales.

En introduisant la signification de (PQR) (LMN), on a une
forme géométrique de la condition d’équivalence :

Il faut et il suffit que pour les deux systémes la somme
géomélrique des vecieurs rolalions soit la méme et que, par
rapport a un point détermiué, les deux systémes aient méme
moment.

6. Systemes de rotations particuliers. — Examinons
quelques cas particuliers.

1° Pour que le mouvement résultant se réduise a une rotation,
il faut et suffit que PL 4+ QM 4- RN = 0.

En interprétant géométriquement cette condition, on voit que :
1 faut que le moment du systéme de rotations, par rapport a un
point quelconque, soit perpendiculaire a la somme géomélrique
des rotations et il suffit que cette condition soit remplie pour un
point déterminé.

2° Pour que le mouvement résultantse réduise a une translation
il faut et suffit que P=Q=R = 0.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



LIV, V. — COMPOSITION DES MOUVEMENTS D UN SOLIDE. 123

La condition nécessaire et suffisante pour que le mouvement
résultant soit une translation est que la
gw  somme géomélrique des rotations §oit
o nulle.

En particulier, considérons deux rota-
o tions OR. O'R’ égalesparalléles, de sens
R contraire, mais non directement oppossé.
On dit qu'elles forment un couple de

rotations. Leur somme géométrique est nulle. Donc :

Un couple de rotations équivaut a une translation.

La vitesse de translation V est celle du point O par exemple;
elle est donc perpendiculaire au plan du courple et a pour valeur
wd, d désignant la distance des deux rotations, o leur valeur
commune, Celte vitesse V s’appelle axe du couple ou encore
moment du couple. On déduit alors cette conséquence de la
composition des translations : Plusieurs couples de rotations ont
pour mouvement résultant une translation dont la vitesse est la
somme géomélrique des axes des couples composants.

3 Supposons les rotations paralléles entre elles ; on peut tou-
jours leur supposer la direclionde Oz. On a alors :

pi=(Ii=Hl‘=0, P=Q=N=0

et
Vo=L —-Ry=—R{y—n)
Vi=M+Rr= Riz—uax)
V.=0
en posant
L
¢ M
[

et en supposant R 3= 0. Le mouvement résultant est une rotation
paralléle aux rotations données. R

Si R =0 le mouvement résultant est une translation perpendi-
culaire a la direction des rotations.

7. Décomposition du mouvement d’'un solide en
deux rotations. — Inversement, le mouvement d'un solide a
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Pinstant £ peut é&tre décomposé en plusieurs rotations d'une
infinité de maniéres. Les projections de la vitesse d’un point
quelconque (xyz) du solide sont de la forme

V;=IJ+QZ—B'Y
V, =M + Rz —Pz
V,=N +Py—Qz

et tout systéme de rotations de coordon-
nées (P,(Q,R,L, M, N) pourra &tre pris
pour systéme de rotations composantes.
Arrétons-nous seulement sur la décompo-
sition en deux rotations. :
0 Soient (pgrimn) (p' ¢’ r' F m' i) les coor-
données des deux vecteurs rotations OR
O'R'.
On doit avoir :

P — p + pl -
) Q=q+¢

R=r+r

L=1 4171
M=m+ m
N=n 410
avec
pl -qm 4-rn =0
PV qgm 41’ =0 (2)

Soit (apyhuv) les coordonnées de I'axe D qui porte OR et w la
mesure de OR.

Si dans la deuxiéme des relalions (2), on porte p’q'r’ I'm' 1’
tirés des équations (1), on a :

P—p) L—D+Q—¢ M—m+B—r) N—n)=0

ou PL+4+QM+4 RN =pL ¢M 4N+ IP + mQ 4 nR
= («L 4 M 4 yN + 3P 4 pQ 4 vR) = wK )
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et
PL 4+ QM + RN
W = K

(3)

En résumé, on se donnera la droite D qui doit porter une
rotation; la grandcur de cette rotation sera déterminée par la
formule (3); la deuxiéme rotation sera déterminé2 par les équa-
tions (1).

Il faut toutefois que I'on ait K 4= 0. Pour interpréter géométri-
quement ceile condition, cherchons la projection sur D de la
vitesse d’un point M (zyz) de cetie droite. C'est :

avy+ Bry+1v:=a(L+ Qz—Ry) + (M + Re—Pz) + y(N + Py—Qx)
=ali - M - YN + P {yy — 2B) + Q (ze — 2y) + R (28 — y»)

Les coefficients de P,Q, R sont les moments A wv par rapport
aux axes du vecteur unité porté par D ayant son origine en M.
On a done :

avy + Bv, +yv.=K.

et nous voyons en passant que la projection sur une droite D de

la vitesse d’un quelcongue de ses points est constante. Si K=0,

la droite est normale aux trajectoires de ses points. Ainsi :

- On peut décomposer d'une infinité de

manieres le mouvement d'un solide en deux

rotations; la droite qui porte I'une des

M 0" rofations peut étre prise arbiirairement
pourvu qu'elle ne soit pas normale aux
trajectoires de ses points.

R’ Soit OR, O'R’ un systéme de deux rota-
tions composantes; la vitesse d’un point
quelconque M de OR est normale au plan

M O’ R’ et ce plan est, par suite, le plan polaire du point M. Les

plans polaires de tous les points de OR passent donc par O'R’.

=

Par suite :
Les droites qui portent les deux rotations sont deux droiles

conjuguées.
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Des relations (1) et (2), on tire :
PL 4+ QM 4 RN = p! + qgm' 4 ro’ 4 Ip’ -+ mq' +4- nr'

Le second membre représente le moment de chacun des
vecteurs OR, O’ R’ par rapport a I'autre, le premier membre est
vw, v désignant la vitesse des points de I'axe hélicoidal et w
Ia rotation. Donc:

Le moment de chaque vecleur rotation par rapport a I'aulre
est constant, ou encore :

Le volume du téiraédre construit sur les deux rotations est
constant.

8. Revenons maintenant au cas général ot chaque mouvement
composant est défini par une rotation et une translation. Les
rotations se composent en une rotation OR issue d'un point
arbitraire O du solide et une translation de vitesse V. Cette
derniére et les translations des mouvements composants donnent
une translation unique de vitesse V'. On saura donc définir le
mouvemeut résultant par une rotation OR et une translation de
vitesse V',

On pourrait d'ailleurs se ramener au cas ol tous les mouve-
ments sont des rotations en remplagant la translation de chaque
mouvement composant par un couple de rotations.
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NOTE 1

FORMULES D'OLINDE RODRIGUES.

APPLICATIONS.

1. Soient deux triédres tirectangles T (Ozxyz), T' (Ox'y'z)
ayant méme origine et méme sens. Les neuf cosinus directeurs,
par rapport & T des arétes de T', peuvent s'exprimer rationnel-
lement & {'aide de trois paramétres indépendants; ons’enrend
compte bien aisément en se reportant aux expressions de ces
neul cosinus a l'aide des trois angles d'Eulerg,¢,0; il suffit d'y
remplacer les sinus et cosinus de chacun de ces angles en
fonction rationnelle de la tangente de I'angle moitié.

Mais le résultat de ce calcul n’est pas simple. Nous allons
indiquer un procédé qui permet d’obtenir des formules ration-
nelles assez simples dues & Olinde Rodrigues.

Le probléme revient & exprimer les coordonnées (z,y,z) d'un
point M dans le systéme Oxpz en fonction de ses coordonnées
(x',y',2') dans le systtme Owx'y'z’. Nous savons qu'on peut
amener T en coincidence avec T' par une rotation d’amplitude 6
s'effectuant autour d'un certain axe OR, de cosinus directeurs
(«By) par rapport au premier triédre.

Le point M’ lié a T et que la rotation précédente fait coincider
avec M a pour coordonnées (x',y’,z') par rapport au triédre T.
Nous sommes donc ramenés a résoudre la question suivante :

FE'tant donné un triédre de coordonnées rectangulaires T, on
fait tourner d'un angle 0 autour d’un axe OR issu de I'origine le

9
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130 NOTE I. — FORMULES D'OLINDE RODRIGUES.
point M’ de coordonnées(x',y'.2"). Trouver les coordonnées (x,¥,z)
de Ia position nouvelle M de ce point.

Nous traiterons d’abord des cas particuliers.

R
1° Supposons 0= % et OM’ perpendi-
culaire 4 OR ; OM sera normal 4 OM’ et 4 OR ;
M par suite on a :

Sax + By +yz=20
n | e+ y'y+ 2/2=0
d’ol on tire :

z Yy z _+l/x2+y’+z’
P rT o r T ! - = —_—————
pz 24 Tz «z ay fx Vs Bz’ — vy')?

car d'aprés l'identité de Lagrange

L@ == (B +y) @ p 2 (ar’ - By )
=z -+ '}"2 -+ z't,
On verra, en amenant le triédre direct OM’'MR sur le triédre

direct Ozyz que la valeur commune des rapports précédents est
4 4. 0On a donc:

@ =pz — vy
(1) (¥ =1z’ — oz’
z=uay — B2

2¢ Soit maintenant § quelconque et OM’ perpendiculaire a OR.
R Une rotation d’amplitude - % aménerait

M’ en M,. Décomposons le vecteur OM en
deux composantes OP et OQ dirigées sui-
vant OM' et OM;.

Ona engrandeur et en signe OP= OM'cos$.
0Q = OM, sin 0. En projetant sur les axes
et remarquant que les coordonnées de M,
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sont données par les formules (1) on oblient :

z=2a'cos0 4 (z' — yp')sin0
@) y=ycosb 4 (yr' —az’) sin 9
z =2 cos 0 4 («y’ — Bx') sin 0

il

3° Arrivons au cas général. Désignons par M’y (2'y.5';,2',)
et My (x..y1,z1) les projections de M’ et M sur le plan normal
en O & l'axe de rotation, et par p la mesure du vecteur OH,

H étant la projection de M’ sur OR.
Les coordonnées de M, et M', sontliées par

R les formules (2) et on a de plus :
. M M'

T =&y + p*
{Yy=r +pB
Z =1z + py

™M ° M! =2z, +
1 1 - 1 P
Y=y + 3
7= +py

On en tire :

z =pa + x'yc0s0 4 B2’y — yy',) sin @
=px (1 —cos0)+xcosd + (Bz’ — yy')sinh

En projetant OV’ sur OR, ona:
p=oax' + By +v7
Portons dans I'expression de x ; il vient :

z=(1—cos8) (ax' + By’ + y2') ¢ -+ 2’ c0s6 4+ (Bz' —y}’)sin 0

Par permulation circulaire de «fy et 2'y'z’ on aurait y et z.

Posons maintenant :

- =
tg‘2 ;
r= al
w= Bt
v:::Yt
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On aura :
. 2¢ 1 —¢ 201
siNf=-——; cos0=.—; 11— = .
sin yr cos gt cos 0 s
et Al v =2

Les formules précédentes deviennent alors :

I+ =2 — ) +20u—v) ' +200v+w 2/
TN
_Q@y.—i—v)a:'—{—(l+y.2—v’—)\’)'y'+2(p.v—7\)z'
(3) V= 1_|_)\2_|,_y_2+v2
, = 2w 2+ Ny (IR —ph) 2
14024 p? 2

Telles sont les formules d’Olinde Rodrigues ; on voit que les 3
paramétresipy qui y figurent sont les projections du vecteur

. 0 .
porté par OR et ayant pour mesure {7 o Ce vecteur devient

infini si 6 = = eot, dans ce cas, les formules (3) deviennent illusoi-
res. On aura des formules convenant a tous les cas en rempla-

A
cant A,p,v par —, E, Z; les expressions (3) deviennent alors homo-
pee

génes de degré zéro par rapporl aux 4 parameétres Apvp;sion y
fait p = Oon obtient des formules qui représentent toutes les
syméiries par rapport aux droites issues de Yorigine.

2. Pour définir la position d’un solide S par rapport & untriédre
trirectangle Oxyz, nous prendrons ltrois axes rectangulaires
O'x'y'z' liés au corps solide, les deux trigdres ayant le méne
sens. Soient {«,B,y) les coordonnées de O'; (z',y',2’) les coordon-
nées par rapport aux axes mobiles d'un point queleconque du
solide et X,Y,Z, T ses coordonnées homogénes par rapport au
systéme fixe. On peut prendre :

X=ol + (p" +3—p? —v) 2" + 20 —vp) y' + 20w + pp) 2/
Y =BT + 2(uh—4-vp) @' + (p% + u? — 22 —32) y' + 2 (v — i) 2
Z=AT+20 —p) @ + 20+ X)) p' 4 (2 -+ — R —p?) 7'
T =X 4 p2+ i g

(4)
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La position du solide sera déterminée par les 7 paramétres
o,8,v,A u,v,p; les quatre derniers peuvent d’ailleurs varier propor-
tionnellement sans que le solide se déplace.

Les formules précédentes se prétent trés facilement a la
définition et & 'étude des mouvements d'un solide.

On aura tous lecs mouvements possibles en prenant pour
a.8,7.2,1,v,p des fonctions arbitraires d’'une méme variable &.

Si ces fonctions sont algébriques, tous les points décrivent des
courbes algéhriques et le mouvement est dit un mouvement
algebrique.

Un mouvement algébrique est appelé unicursal si tous les
points du solide décrivent des courbes unicursales. Il en sera
ainsi si on prend pour les paramétres «,f,y,h1,v,p des fonctions
rationnelles de ¢. En particulier, si «,8,y,A,1,v,p sont du premier
degré en £ le mouvement est unicursal et les trajectoires sont en
général des cubiques gauches.

On peut supposer «,8,v,A.x,v,p fonctions de k& paramétres indé—
pendants (X <C 5); on a alors un mouvement a k paramétres et
dit que te solide posséde un deyré de Iiberté égal a k. De méme
qu'un mouvement a un paramétre, un mouvement a plusieurs
paramétres pourra étre algébrique, unicursal.

Si on assujettit 3 points du solide & décrire trois plans
quelconques, on obtiendra pour oT, §T,yT des fonctions homo-
génes du second degré, en hp,v.p et X,Y,Z,T seront des fonctions
homogénes de second degré en A,p.,v,p; on aura alors un mouve-
ment & 3 paramétres unicursal. En exprimant qu'un nouveau
point du solide décrit un plan on établira entre ), u,v,p une relation
homogéne £ (A,u,v,p) = 0 du second degré; le mouvement sera a
deux paramétres et a tout point de la quadrique f (A,u,v,p) = 0
correspondra une position du solide.

On se rend compte ainsi que le mouvement est unicursal et
qu’il comprend une infinité de mouvements a un parameétre dans
lesquels toutes les trajectoires sont des cobiques; ces méuve-
ments correspondent aux génératrices rectilignes de la quadrique.

Enfin, en écrivant qu'un cinquiéme point déerit un cinquiéme
plan, on établit une nouvelle relation homogeéne f; A,p,v,¢) =0 du
second degré. Le mouvement est alors 4 un paramétre et, a
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134 NOTE I1."— FORMULES D'OLINDE RODRIGUES,
chaque position du solide correspond un point d'unebiquadratique
gauche ; on voit ainsi que ce mouvement pourra étre défini a
I'aide des fonctions elliptiques.

Nous n'insisterons pas davantage sur ces généralités qu'on
trouvera développées dans les Lecons de Cinématique de
M. Keenigs (Note III de M. Darboux), nous bornant a faire I'étude
d’'un mouvement particulier & deux paraméires.

3. A, B, C étant & points pris sur les axes O'z’ O'y’ O’z" Ilids
au solide, a la distance a de Tlorigine O', on suppose que les
points A, B, C et le cenire D de la sphére circonscrile an
tétraédre O’ AB G décrivent respectivement les plans

y+z=0 z4+x=0 z+y=0 .z'+,}’+z+§=0

Etudier le mouvement du solide.
Nous conservons les notations précédentes. Les coordonnées
des points A,B,C,D dans le systéme mobile sont respectivement

(a,0,0) (0,a,0) {0,0,8) (g, g, g)
En exprimant & I'aide des formules (4) que ces poinis décrivent :
Y4+Z2=0,2+X=0 X+Y=0, X + Y+z+g'r=o
on obtient les relations :

Y-{-a)T—|—9a()\u.—|—vy.+}\p—vp)_—O

B+ T+2a(h+vp +dv—pp)=0
b) 5 (u+f)T+9&()\v+up+uv—Ap)=0

[( +T+5)T+5(4P — T 4 4 = 4y F 4W)) =

Si on ajoute ces équations aprés avoir multiplié la derniére
par — 2, on trouve p? = 0; on peut dire que la quadrique dont les
points correspondent aux positions du solide est un plan double
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rejeté a l'infini ; on tire ensuite des relations (5)

o (3 o 2+ V) =—2apv
B 4 p?+ v)=—2aw
Y2 4 2 V) =—2ads

et les formules qui définissent notre mouvement a deux paramé-
tres sont :

'

= — 2apv 4 W —p2—v) 2 + py + vz
= — 2avh =4 2uhg’ + (£ —2* — )y + 2uv 2z’
= — 2adu 4+ 2 & + vy + (V21— A —p?) 2
PLEER 2 4 v2

(©)

HON

\

Les seconds membres sont homogénes du second degré en
i,u,v. Donc : Tous les points décrivent des surfaces de Steiner.

Nous supposons connues les principales propriétés de ces
surfaces. Il y a, comme on sait, une infinité de coniques tracées
sur une surface de Steiner : on les oblient en la coupant par ses
plans tangents. Si un point du solide décrit une conique sur sa
surface de Steiner, on aura un mouvement & un paramétre défini
par une relation linéaire et homogéne en A,u,v e, par suite, tous
les autres points décrivent des coniques sur leur surface de
Steiner. '

Avrrétons-nous particuliérement sur la surface S’ décrite par
O'. Elle est représentée par les équations.

X = — 2guv
Y = — 2av
Z = — 2a\
T = e

Par élimination de A,u,v, on obtient :
Y272 + Z2X2% + X2Y? - 2aXYZ T =0

Cette équation montre que les axes des coordonnées Ox Oy Oz
sont les trois droites doubles de la surface. Celle-ci admet
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Ox Oy Oz pour axes de symétrie binaire et les gualre droites
rz=¢sy=¢z {(e==x1 ¢ =-1) pour axes de symétrie
ternaire.

Cherchons les coniques de contact.

Un plan Az + By + Cz — aT = 0 coupe la surface suivant une
courbe unicursale du quatriéme ordre définie par la relation.

34w v 2Apy + 2BV - 2Ch =G

Cette courbe est formée de deux coniques confondues si le
premier membre est carré parfait; ce carré parfait sera nécessai-
rement de la forme (A +esu +ev)®; (=41 &= +1)

et on aura :
A==’ B=¢ C=c¢

Il y a done quatre coniques de contact situées dans les qualre
plans ez + &'y + ez — a = 0; elles correspondent aux quatre
rclations linéaires A + e + ¢'v = 0. :

On se rend compte facilement que les 4 plans qui précédent
forment un tétraédre régulier (T) ayant pour centre le point O.
Les axes Ox, Oy, Oz, sont les droites joignant les milieux des
arétes. Les hauteurs de ce téiraédre sont les axes de syméirie
ternaire de la surface. Les coniques de contact seront les
cercles inserits dans les qualre faces, car elles doivent se repro-
duire par une rotation de 120° dans leur plan.

On peut donner une autre définition du mouvement qui nous
occupe, en partant de la surface S’ lieu de O'.

Puisque p = 0 le triddre O'z’y'z’ a méme orientation que le
syméliique de Oxyz par rapport & une certaine droite OR de
coefficients dirécteurs duv. Or («,8, y) désignant les coordonnées
deQO’'ona:

ok = B = yv

L’axe OR pourra, par suite, se déduire du rayon vecteur 0O’
en prenant les symétriques des 8 plans Ox0’, Oy0Q’, 0z0' par
rapport aux plans bissecteurs du triedre Oxyz; ces trois
nouveaux plans passent par une méme droite qui est OR.

Le point O étant donné, on saura donc trouver la position
correspondante du triédre Oz’y’z’ par une translation et une
symétrie par rapport a une droite facile & construire.
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Dans le mouvement précédent, il y a quatre points, les points
A,B,G,D qui décrivent des plans. Cherchons s'il n'y en a pas
d'autres. Pour que le point M (z',y",2'; du solide décrive le plan
AX 4 BY « CZ 4 DT =0, il faut et il suffit qu'en remplacant
dans le premier membre de I'équation du plan X,Y,Z,T par
lours expressions (6) on obtienne une fonction homogéne en
),u,v identiquement nulle. Les conditions sont :

Az'— By' — Cz + D=0
(7) By —Cz — Ax'+D=¢
Cz— Ax’— By +D =0

Cy'+Bz —aA =0
(8) Az +-Cz'— aB =0
Bz'+ Ay'—aC =0

Des relations (7) on tire

A =By =Cz =D

Supposons d’abord 2’ y'z’ 5= 0; alors on ne peut avoir D = 0
sans cela A,B,C,D seraient tous nuls, En remplagant dans les

équations(8) A, B, C par -]2, D, 1—), et divisant par D on a :
'y z

xlz (y!g + zlﬁ) —_ J}l,(zlz 4 wl2) — z"(x” +y12) —_ le_v'yrzl

ce qui exige d'abord z'? = y"* = z'%. On satis{era & ces égalités
en prenant )

N w8
[
IS
o
H

On aura ensuite
Qut = aee’ U°

et u

Il

[ )
w
™
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Nous trouvons ainsi quatre points qui décrivent des plans, les
points :

Ces points sont le point D et ses symétriques par rapport aux
axes du triédre O's'y’z’. Les plans correspondants sont les

plans:
X Y Z
—,+—,+—,+T=0
z ¥ z
1 ! d

ou eglx + ey +ez+4+-=10

2
Ces plans forment un tétraédre régulier (T,) de centre O
: 1

homothétique dans le rapport -3 du tétraédre (T) ayant pour

faces les plans des cercles de contact de la surface 8,
Examinons maintenant le cas olt 'y’ z’= 0; on ne peut avoir

2=y =2 =0
car les relations {7) et (8) donneraient
A=B=C=D=0
cela était & prévoir puisque le point O’ ne décrit pas un plan ;
on n’a pas non plus une seule coordonnée nulle; si on avait,
par exemple, z'y’ 3= 0 et 2’ = 0, les relations (7) donneraient
D=A=B=0
et les relations (8)
C=0
Soit done par exemple @’ = y' =0 2z’ = 0; d’aprés (7) on aura:

D=0 C=0
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et les relations (8) deviennent
B —aA =0 Az —aB=0
‘On aura, en éliminant A et B
z'* = g

On retrouve ainsi que le point C décrit le plan z + y =0; on
voit en outre que le symétrique de C, par rapport a O’ déerit le
plan z — y = 0. De méme on élablit que les symétriques de A et
B, par rapport & O’ décrivent les plans y—2z=0 x—z=0.

Il y adonc en tout 10 points du solide qui décrivent des plaus.
Si (T est le tétraédre avec lequel (T) vient coincider quand on
améne Oxyz sur 0’2’ y'Z', les dix points enquestion sont les mi-
lieux des arétes de (T’) et les pieds des hauteurs de ce tétraé-
dre. Les pieds des hauteurs décrivent les faces du tétraédre (T,)
et les milieux des arétes décrivent les six plans passant par chaque
aréte de (T,) et le milieu de I'aréte opposée.
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NOTE II

LE DEPLACEMENT CONSIDERE COMME HOMOGRAPHIE

ET TRANSFORMATION PONCTUELLE,

1. Soit une homographie plane transformant le point M de
coordonnées homogénes (xz,¥, z) en un point M’ (z',y'.2"). On a:

hxy' == ax + by -+ cz
(n by =dz+ By 402
hza =ad'c 3+ My o'z

h désignant un facteur de proportionnalité,

Le point M coincidera avec son homologue, si ses coordonnées
vérifient :

ax + by +cz adrx+ly+cz  adr+by+c'z
x y - z

ou
\(a—p)a:—l—by+cz=0
@) dz+ (b —e)y+cz=10
?a".z:-f—b"y—i—(c”—p)z:O

p étant la valeur commune des trois rapports précédents.

Comme «z, y, z ne sont pas tous nuls, I'inconnue auxiliaire p
doit étre racine de I'équation :

a—p b ¢
a8 bYV—p ¢ =0
P

&II bll cll__

@
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Dansle cas général, I'équation (3) a irois racines distinctes
auxquelles correspondent trois points doubles distincts formant
un triangle. On concoit que si les coefficients a,b,¢, etc , ont des
valeurs particuliéres, il pourra ne plus en étre ainsi ; nousdirons
alors que I’'Homographie est singuliére. Par exemple, la symétrie
par rapport a une droite est une homographie singuliére, car
tous les points de I'axe de symétrie sont des points doubles.

2. Cela posé, remarquons qu'un déplacement dans le plan
amenant le point M en M’ est une homographie particuliére
définie en coordonnées rectangulaires par des formules telles

que ]
hxr' = az + x cos 0 — y sin §

n hy' = bz + x sin 6 + ycos 0
i hz' =

Cherchons les points doubles de cette homographie. Les
équations (2) sont actuellement :

(cos & — p)z — y sin 6 + az =0

¢
) sin® z + y(cos0 —p) + bz=20
(1—p)z=0

et 'équation (3) devient :
(p—1) [(coso —p)? +sin20] =0

A la racine p = 1 correspond un point réel a distancefinie inter-
section des deux droites :

(cos6 — 1) — ysin6 +az=20
sinfx + y(cosd — 1)+ bz=10

On retrouve ainsi que le déplacement revient 4 une rotation
autour d'un point.

Aux deux racines imaginaires conjuguées cos 8 = 1 sin 8 cor-
respondent les deux points

z=20
y+ir=20

c’est-a-dire les points cycliques du plan. Ainsi :
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Un déplacement dans le plan est nune homographie non singu-
liére ayant pour points doubles le centre de rotation et les deux
points cyeliques.

Nous supposons bien entendu 6 4= 0, c'est-d-dire que le
mouvement ne soit pas une translation. Dans ce dernier cas,
tous les points de la droite de I'infini sont des points doubles et
I’homographie est singuliére.

3. Inversement cherchons les homographies & coeflicients
réels conservant les points cycliques. Elles n'altérent pas la
droite de U'infini et par suite pour z=0 on aura :

zZ =20

Les formules de transformation peuveat done élre prises sous
la forme :

g:c’= az +ox + 8y
(4) Zy bz + o'z + [y

zZ = Z

Pour z = 0 y = = iz on doit avoir
22 =0 y'==4ir

Ces deux conditions se raménent a

j ¥ B
T a4 B
oua
a’=—p ﬁ’:d
En posant : ’
a=rcosd B=—rsin® a=rad h=rb
on obtient :

z'=r (adz4 x cos8 — ysin 6)
r(b'z+ zsin 6§ + ycos)
z =1z

~
il

D’aprés ces formules, on voit que : Toute Homographie & coef-
ficients réels, conservant les points cycliques du plan revient &
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un déplacement suivi d'une Homothétie par rapport & I'origine.

On se rend compte d’ailleurs facilement que toute Homothétie
est une homographie singuliére ayant pour points doubles le
centre d’Homothétie et tous les points de la droite de l'infini ;

4. Passons maintenant au déplacement dans I'espace. On sait
qu’il peut s’obtenir par une rotation autour d’un axe suivie d'une
translation paralléle a cet axe. Si celui-ci est pris pour axe des
z dans un systéme de coordonnées rectangulaires, les coordon-
nées homogénes (z,¥,2,t) et (2’,y’,2',') des points M et M’ qui se
correspondent en vertu du déplacement sont lies par les for-
mules.

hzr' = x cos§ — ysin b

hy' =« sin 6 + y cos 8
( h =z + at

hi =1t

h désignant un facteur de proportionnalité. ILa correspon-
dance entre M et M’ est donc Homographique.

Si on considére une homographie dans 'espace, on voil,
comme pour le plan qu’'elle admet en général, 4 points doubles
distincts formant un tétraédre. Pour certaines Homographies
particuliéres, il peut ne plus en étre ainsi; nous dirons qu'elles
sont singuliéres. Par exemple, la symétrie, par rapport 4 un
plan, est une Homographie singulidre.

Revenons 4 I’homographie définie par les formules (5) et
cherchons ses points doubles. Ils vérifient

zcosb—ysind -xsind4ycost  z4 al
x - % Tz

—-t—

z (cosb —p) — ysinb =0
‘:c sin § + y(cos® —p)= 0
) z{l—p)+at=0
( 1—p)t=0

ou

I'inconnue auxiliaire p étant racine de I'équation

(p —1)* [(cos® — p)? 4- sin26] =0
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A p=1 correspond le point { =z =y =0, c’est-a-dire le point
a l'infini sur Oz et aux deux autres racines cos 6 = 7 sin 6 corres-
pondent les points cycliques du plan des zy. Done: Le deplacement
dans I'espace est une homoyraphie singuliére admettant trois points
doubles : les points cycliques d'un plan et le point & I'infini dans
la direction normale d ce plan.

Il o'y a donc pas de point double a distance finie en supposant
bien entendu le déplacement quelconque; s’il se réduisait a une
rotation, tous les points de P'axe de rotation seraient des poinis
doubles; si le déplacement est une translation, tous les points du
plan de l'infini sont des points doubles.

La propriété précédente n’est pas d’ailleurs caractéristique du
déplacement. Si on cherche les Homographies qui conservent les
points cycliqnes du plan des zy et le point & 'infini sur Oz (Ocyz
étant trirectangle) on trouve sans difficulté :

Z'=r(a+ xcosb— ysinb)
=r (b4 x sin 6 4 y cos9)
Z =r'(c+ 2)

' =1t

Tant que r'est différent de 1, on a une homographie non
singuliére ayant un point double & distance finie ; quand r' tend
vers 1, ce point double vient se confondre avec le point &
I'infini sur Oz,

5. Le déplacement dans I'espace est une homographie n'alté-

rant pas le cercle imaginaire de l'infini; en effet, un déplacement
conserve le plan de 'infini et change une sphére en une autre

sphére. Inversement, cherchons les Homographies laissant
invariant le cercle imaginaire de I'infini; le plan de I'infini devant
se correspondre 4 lui-méme, elles seront de la forme :

2 =Al+axr + dy + a'z
y =Bt 4 bx + by +Db'z
2 =Ct4cx 4 cy+cz
=1t
10

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



f16 NOTEII.— LE DEPLACEMENT CONSIDERE COMME HOMOGRATHIE
En outre pour £ = 0 a* 4- y? + 22 = 0, on doil avoir
=0 2%+ y*+22=90
c’est-a-dire que sous la condition z* 4 y* 4 2* = 0 on doit avoir
(ar + 'y + a"z) + (b + L'y + Uz 4+ (ex + 'y + "2 =0
ce qui enlraine les relations :
6) @+l ct=a4+ D24 cP=a+ b -c"=r
() ad" + VU 4 " =daax bbb+ ¢'c=aa + bl + ce' =0

Posons
a=ra, b=rp, e=ry,etc; A=rz,, B=ry, C=rz

Les formules précédentes deviennent en revenant aux coordon-
nées absolues
z' = r (xo + oz + «'y 4 a'2)
=r(yo + Bz + By + §'2)
2 =1 (241 +1y+1'7)

lﬂ

(8)

Les ufy, ete,, vérifient les relations
(6!) d! + ﬁg + Y2 — ulg + 1312 + _Y/z — G,”! + prlg + T”2 — 1
(") ' II+B[ill+YIYII._“a+BI/§+Y/r1_ua +ﬁ?’ +w ~0

et, en outre, on peut choisir le signe de r de fagon que le déter-
minant

R R R
> ™
-<\-<

=
-2
=

soit égal & + 1.

«,B,7,etc.,sont donc les cosinus directeurs des axes d’un triddre tri-
rectangle superposable au triédre de coordonnées et les formules (8)
montrent que : Toute transformation homographique conservant
le cercle imaginaire de I'infini revient a un déplacement suivi
d'une Homothétie par rapport a I'origine.
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G. Un déplacement dans le plan amcnant un point M (r,y) en
un point M’ (z',y’) pcut étre regardé comme une transformation
ponctuelle qui laisse invariable la fonction (x;, — 2)* + (y,— })?
des coordonnées de deux points quelconques; cela résulte de
I'égalité M’M’,,2 =ﬁ:’; celte propriété appartient aussi & la
symstrie par rapport a une droite. Pareillement un déplacement
dans l'espace et une syméirie par rapport a2 un plan sont des
transformations ponctuelics laissant invariable la fonction
(1 — x)* + (j1 — §)* + (2 — 2)® des coordonnées de deux points
guelconques M et M,.

Nous allons voir que cette propriété caractérise le déplacement
et la symétrie parmi les transformations ponctuelles. Nous
traiterons uniquement du probléme relatif a I'espace le cas du
plan ne présentant aucune difficulté.

Tout d’abord, si une transformation ponctuelle du point M (z,, 2)
en M' (z',y', z') laisse invariante la lonction précédente z',}', 2z’
seront des fonctions linéaires de x,7,z. En effet, en prenant M,
infiniment voisin de M, on aura :

da'* + dy'® 4 dz'*=dx* + dy? + dz*
ce qui entraine les conditions :
'\ 2
3 ()
AR
9 -1
0 S (%)
Y (ox'\?
2 (E) =1

\IQ_/I
s N8

-~
~
C e
~

N
oy 0z
dx' o'
{ oeIr
(10) dz Odx 0
oz dx' —0

\ Lidz Oy

En différentiant les identités (10) par rapport & z, ¥, z respec-
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tivement et posant

A= dz' 0%’ ax' »d'lx’ R Nk
2 dx dydz Oy 020z~ Lu 0z oxdy
on obtient :

et par suite :

A=B=C=0

Montrons par exemple que les trois dérivées partielles
oy’ ()Y'y Jis ) .
= ——()ydz V= dy()z W= 0 97 sont identiquewnent nulles.

En différentiant par rapport & z et y les deux dernitres iden-
tités (9) et tenant compte de A= 0, on a :

SE— =0

u=210

’Z_ 1=0

Le déterminant de ces 3 équalions homogénes en u, v, w est
différent de zéro, car son carré, en verlu des relations (9) et (10)
estégala 4-1.0Onadoncu=v = w=0.

Reste & démontrer que les dérivées partielles telles que
Pz’ 0y’ 92 ..

_— sont aussi idenliquement nulles.
oz dx* OJx* 1q

En différentiant par rapport & & la premiére des identités (9) et
les deux derniéres identités (10), on a:

dx' oz’
dx oz
ox' 0%x'
0y dz*
a9z’ o'
0z 02°
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Ces équations homogénes, par rapport aux 3 dérivees par-
tielles, ont un déterminant différent de zéro et par suite :

En résumé, toutes les dérivées partielles du second ordre des
fonctions o', y', z’ de z, ¥, z sont identiquement nulles.
et on aura :

' =z, or 4+ ay+az
(1) Y =Jo+Br + 'y +pz

'

z' =z, -yx +{'y + 'z

ToVosZo %.Bsy... etc., désignant des constantes. Les relations (9
et (10) deviennent :

(9!‘) a‘.‘. + B‘z B Yﬂ — ali 4 1312 + Y!2 — ang ~+ png —+ Y", — 1
(]0!) oo 4 prﬁr/_*_Yerr:a"a_F .Sl’ﬁ 4 YnY ——y 4+ ﬁpl + ‘.’Y' =0

Sile déterminant

e B v
ul ﬁl - (l
" ﬁ” Y"

est égal & 4- 1 les formules (11) définissent un déplacement.

Si le déterminant est égal 3 — 1 on voit que le point M’ trans
formé de M pourra s’obtenir en faisant subir un déplacement au
symétrique de M par rapport a 'un quelconque des 3 plans de
coordonnées rectangulaires.

9. En considérant une rotation autour d’'un axe issu de
I'origine, amenant M(x,y,2) en M'('z,y’,2’), comme une substitution
lindaire homogéne laissant invariante la fonction 2® 4 y? 4- z*
on retrouve assez simplement les formules d'@linde Rodrigues.
On doit avoir :

2P = Y= ==

ou (12) XX 4 YY' 4 22/ = 0

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



150 NOTE 11, — LE DEPLACEMENT CONSIDERE COMME HOMOGRAPHIE.
en posant

X a'l—“.T,X’———-t,—-.E

Y=}y 4y, V=3 —vy

Z— 7 4z, =2 —z

X, Y',Z' seront des fonclions lindaires et homogénes de X,Y,Z
s0ib :

(X'~ AX - BY -+ CZ
DY = AX + BY + CZ
Z' = A'X + B'Y + C'Z

La relation (12) étant satisfaite quels que soient X,Y,Z, on
doit avoir :

A=B=0=0 C4+B" =A"+C=B+A =0
En posant
B = —(C' =2 =—A"=p Al=—B=yv

on aura done :

z —r=uyp(z
.V’_nV (

v
!
Z —z =2

v —pd =4 — vy
ou  (i3) Varz —w' =y 4w —hz
2 +ur' =N =z N —pr

Il sullit de résoudre, par rapport & =’ y' z’, pour retrouver les
formules d’Olinde Rodrigues. On fera rapidement le calcul en
adjoignant aux équations (13) la relation :

1%y A+ oy vz =i + uy + vz
qui enest une ccns¢quence.On aura 2’ par exemple enmultipliant

les équations (13) par 1, — v.x respectivement, I'éqnation (14) par
) et ajoutant.
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Sion cherche les points doubles de la transformation & l'aide
des relations (13), on trouve tout de suite qu'il y en a une infinité
situés sur la droite 1= {- = vf Ce sont la les équations de I'axe de
rotation. {

En prenant X = ' — x, X' =z’ +x, etc.; la transformation
ne serait plus une simple rotation. On vérifie sans peine que, dans
ce cas, l'origine est le scul point double. Comme on passe
d'ailleurs du premier cas au second en changeant z,y,z en
—x, — J, — z,0n voit que cette deuxiéme transformation est
une symétrie par rapport a 'origine accompagnée d'une rotation
ou, ce qui revient au méme, une symétrie par rapport 4 un plan
passant par l'origine accompagnée d'une rotation autour d'un
axe normal au plan.
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NOTE III

LE COMPLEXE LINEAIRE.

APPLICATION A LA CINEMATIQUE.

1. Coordonnées de droite. — On sait qu'une droite A
peut étre représentée dans I'espace par les équations.

X—.a:_Y—y Z—1z

o B Y

z, y, z désignant les coordonnées d’un point quelconque de la
droite et «,8,y des coefficients directeurs. Les plans projectant la
droite sur les plans de coordonnées ont pour équations :

7Y — B2 =qy — fz =1}
1) el — X =az —yr=np
X —aY =fr —ay=1yv

Les six quantités «,8,y,;,u,v, introduites par Pliicker s’appellent
les coordonnées de la droite A. On voit qu’elles ne sont détermi-
nées qu'a un facteur de proportionnalité pres et vérifient la
relation
(2) ok + B + v =0

Réciproquement, six quantités «,,v,A,u,v satisfaisant a I'égalité
(2) définissent une droite. En effet, les 3 plans représentés par
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les ¢équations (1) passent par une méme droite A en vertu de la
relation (2) et A a pour coordonnées «,8,y,A,u&,v.

Les coordonnées étant rectangulaires, on voit quelle est la
signification des six coordonnées de droite: «,8,ysont les projec-
tions d’un vecteur AB porté par A et ayant pour origine le point
(z,¥,2); \u,» sont les moments de ce vecteur par rapport aux
axes; en d'autres termes, «,B,v,\u,v sont les coordonnées du
vecteur AB.

Si la droite A est définie par deux points M (z,y,z), M’ (x',}',2")
on peut prendre :

o=z —a
3) p=y—J

(y=2z — 2

et par suite

\)\ = zy' — yz’
(4) ‘=gz — zx'
'v = yz' — &y’

Les coordonnées étant homogénes, on remplacera les formules
(8) par les suivantes :

=gl — x't
=yt — 't
v= zl! — z't

Si la droite A est Jéfinie comme intersection de deux plans
P (u,v,w), P"(u',v',w') en éliminant X, Y, Z enlre les équations
des deux plans

511X+ vY +-wZ +1=0
JuX+vY4+ wZ4+1=0

on oblient les équations des plans projetant & sur les plans de
coordonnées. Par comparaison avec les équations (1), on voit

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ATPLICATION A L\ CINEMATIQUE, 15

VA4

qu'on peut prendre
A=u —u
) p=v—v
vV=1W—W
5 = wv' — vw
g =uw — wu
y=vi' —uv

et si les plans sont définis par des coordonnées homogénes
(u, v, w, i), on substituera aux formules (3') les suivantes :

AN=ull —uh
uw=vh —vh
vy = wh' — w'l

2 Complexes. — En assujettissant une droite a une condi-
tion géométrique, on obtient, puisque les équations (1) sont
homogénes en «,8,y,\,v une relation homogéne

(5) £, 8,7, ¢4,v) = 0

entre les coordonnées de cette droite. On dit que toutes les
droites A, satisfaisant a cette condition, forment un complexe
ayant pour équation I'égalité (3).

Les droites du complexe passant par un point quelconque
M’ (z',¥',z') de 'espace forment un céne dont I'équation ponctuelle
s'obtient en remplacant dans)'équation du complexe «,8,y,\ u,v par
leurs expressions (3), (4) et regardant z,y,z comme les coordon-
nées courantes. Ce céne est le cdne du complexe relatif au
point M’.

Corrélativement les droites du complexe situées dans un plan
quelconque P’ (¢',v',w’) enveloppent une courbe dont 'équation
tangentielle s’obtient en remplacant dans (5) A,u,v,«,8,y par leurs
expressions (3) et (4) et traitant u,v,w comme les coordonnées
tangentielles courantes. La courbe précédente est appelée
courbe du complexe relative au plan P/,

Si on eftectue un changement de coordonnées, on peut se
rendre compte aisément que les anciennes coordonnées d'une
droite sont linéaires et homogénes par rapport aux nouvelles.
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Cette remarque permet de classer les complexes en complexes
algébriques, et complexes transcendants, et de définir I'ordre
d’un complexe algébrique. Cet ordre est le degré invariant de
I'équation (5) du complexe, supposée mise sous forme rationnelle
et entiére. Ce que nous avons dit sur la maniére d’obtenir les
équations ponctuelle et tangentielle du cdéne et de la courbe du
complexe montre immédiatement que :

Le degré du céne du complexe, et la classe de Ia courle du
complexe sont égavx & I'ordre du complexe.

3. complexe linéaire. — Le plus simple parmi les
complexes algébriques est le complexe ayant une équation de la
forme :

(6) AV +Bp +C+ La+Mg+ Ny =0

A,B,C.... N désignant des coefficients quelconques.On l'ap-
pelle complexe Iinéaire.

Si AB,C, etc., vérifient AL 4~ BM 4- CN=0 A,B,C,L,M,N
sont les coordonnées d'une droite D. Si on se reporte a I'expres-
sion du moment d'un vecteur porté par D par rapport & un
vecteur situé sur A, on voit que la relation (6) est la condition
nécessaire et suffisanie pour que A renconfre D. Le complexe
linéaire est alors formé par toutes les droites qui rencontrent D
et on dit gqu'il est spécial. Dans tout ce qui suit, nous supposons
le complexe non spécial, c'est-a-dire AL 4- BM 4- CN 3=0.

Une conséquence immédiate de la relation (6) est la suivante :

Cing droites quelconques délerminent un complexe linéaire et
un seul.

Cette relation étant du premier degré, il en résulte que le cone
du complexe est du premier degré et la courbe du complexe de la
premiére classe. IEn d'autres termes :

Les droites d’'un complexe lindaire qui passent par un méme
point M sont situdes dans un plan P et corrélalivement.

Les droites d’un complexe linéaire, situées dans un plan P
passent par un méme point M,
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Le plan P est dit le plan polaire ou le plan focal du point M et
M le pdle oule foper du plan P.

La propriété précédente et sa corrélative suffisent pour faire
toute la théorie du complexe linéaire. En reprenant les raisonne-
ments des numéros 11, 12, 43 (Cuapitre IIL. Liveg III), on établit
les théorémes sunivants que nous ne faisons qu’énoncer :

1. Les plans polaires de tous les points d'un plan passent par
le pdle de ce plan et corrélativement : Les péles de tous les plans,
passant par un point sont dans le plan polaire de ce point.

II. Les plans polaires de tous les points d’une drorte D passenut
par une droite D' gui est aussi le lieu des péles des planspassant
par D. Les droites D et D' entre lesquelles il y a réciprocité sont
dites conjuguées par rapport au complexe.

1. Toule droite du complexe est sa propre conjuguée et réci-

proquement si une droite coincide avec sa conjuguée, elle
appartient au complexe linéaire. '

1V. Si une droite rencontre deux droites conjuguées, elle
{ail partie du complexe el réciproquement toute droite du
complexe qui rencontre une droile rencontre aussi sa conjuguée.

On appelle dwrection principale la direction du péle I du plan
de linfini. Les plans polaires des points a Pinfini passent par I,
c'est-a-dire sont paralléles a la direction principale ; on les nomme
plans diamétraux du complexe.

Les plans paralléles 4 un plan donné pouvant étre considérés
comme passant par une droite D’ du plan de l'infini, le lieu de
leurs poles est une droite D conjuguée de D'. Le plan de I'infini
passant par D', D sera parallele & la direction principale. On
appelle D un draméére du complexe. Parmi les diamétres, celui
-qui est le lieu des poles des plans normaux a la direction princi-
pale joue un réle fondamental; on le désigne sous le nom d’axe
central du complexe.

Tout point de l'axe central D, a pour plan polaire le plan
normal a cet axe. Il en résulte que toute droite qui rencontre
normalement 'axe central fait partie du complexe. En appliquant
ensuite la réciproque de la propriété (IV), on voit que D et D,
désignant deux droites conjuguées, tout plan normal a I'axe
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central D, le coupe ainsi que D et D’ en 3 points en ligne droite.
En d’autres termes, la quadrique réglée passant par D,, D, D’
est une paraboloide hyperboligue ayant un plan directeur
normal 4 l'axe central. En conséquence, D,, D, D’ sont pa-
ralléles & un méme plan d'ol on tire que : La perpendi-
culaire commune & deux droiles conjuguées renconire Iaxe
eentral normalement. Le fait que D,, D, D' sont paralléles a un
méme plan peut encore s’établir ainsi :

Cousidérons le plan P mené par D paraliélement a D', son pdle
est le point o1 il rencontre D’ ; ce pdle est donc a linfini; dés
lors, P est un plan diamétral et, par suite, est paraliéle a D,.

Cherchons les équations de 'axe central ; auparavant, déter-
minons la direction principale. L’équation du pdle du plan
(u'yv',w' B est

SA(ul — s+~ XL wv' —vw') =0

Pouru' = v' = w' = 0, cetle équation devient :

K (Au+Br+Cw)=0
Le pole du plan de l'infini a donc pour équation :

Au+ By 4+ Cw=20

et la direction principale a pour coefficients directeurs A, B,C,
D’autre part, la normale au plan polaire du point (z,},2) a pour
coelficients directeurs :

L+Bz— Cy, M+Cx—Az, N+ Ay— Bz
Les équations de I'axe central sont done :

L+Bz—-Cy M+Cz—Az N+ Ay—Bg
A - B - C (7

2

Si on choisit I'axe central pour axe des z, les équations précé-
dentes doivent se réduire a x =y = 0.

Ce qui exige A = B =L == M == 0 el I'équation du complexe
prend la forme réduite :

CV—I—NT:O
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4. Réle du complexe linéaire em Cindmatique. —
Le théoréme suivant montre comment le complexe linéaire se
rattache & la cinématique.

Dans un solide en mouvement, les droites qui sontd un instant
donné normales aux trajectoires de fous leurs points forment un
complexe lindaire. En effet, soit A une droite du solide de coor-
données A,u,v,a,8,y. Si elle est normale & la vitesse d'un de ses
points M (x, y, 2), ona :

avy + By, +yv.=0

Or, les projections de la vitesse d’un point du solide sont de la
forme :
Ve=:a + gz —~ry
(8) ¥y =D+ re—pz
Vi =¢ + py— qx

La condition précédente s’écrit alors :

ax 4+ bp 4oy +p (ry — B2) + ¢ (wz —yz) + 1 Br —2y) =0
ou encore :
(9 ax 4+ BB+ cy +ph+gu+rv=10
équation d’'un complexe linéaire.

Le plan polaire d'un point dans ce complexe est le plan normal
a la vitesse du point considéré. L’axe central a pour équations
d’apres
a+qz—ry b-+rr—pz c+py—qr

a - b - ¢

(B

C’est done l'axe du mouvement hélicoidal instantané. Le
complexe est spécial si on a :

ap + bq 4 cr =

c'est-a-dire si le mouvement instantané se réduit 4 une rotation.
Puisque dans les formules (8) a,b,¢,p,q,r ne sont assujetties a
aucune relation, on voit que : Réciproquement tout complexe
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linéaire peut étre regardé comme formé par les droites qui, dans
un solide en mouvement, sont, a un instant donné, normales aux
vilesses de tous leurs points.

Cette interprétation cinématique du complexe linéaire, en
facilite souvent I'é¢tude. Comme applica-
tion, indiquons une relation trés simple
a laquelle satisfont les droites A d’un
complexe linéaire (A). Soient d la longueur
de la perpendiculaire commune MH a A et
a I'axe central D,, ¢ I'angle aigu de Aavec
D,. Les deux droites M H et A appartenant
au complexe, le point M est le pole du
plan HM A et, par suile, la normale en M
a ce plan est la vitesse MV du point M. 5i
on désigne par 6 I'angle de cette vitesse
avec l'axe central, par w et g la rotation et la translation portées
par cet axe. On a :

wd
igh = —
g g
et d=1kitgo
en posant
k =7

[3Y
et comme ¢ et 0 sont complémentaires.
dige=+k (10)

On peuf considérer la relation (10) comme une sorte d’équation
intrinséque du complexe (a). Celui-ci sera complétement défini si
on donne son axe central D,, son paramétre & et en outre son
sens. Voici ce qu'il faut entendre par sens d'un complexelinéaire :
Imaginons un observateur couché suivant D,; si un mobile dé-
crivant la droite A de maniére 4 monter par rapport a I'observa-
teur se déplace de la gauche vers la droite, il en est de méme si
on place l'observateur sur D, dans 'autre sens.

On dit alors que A a le sens dextrorsum par rapport a D,. Si le
mobile décrivant A de maniére & monter se déplace de droile a
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gauche, on dira que A a le sens sinistrorsum. Cela posé, il est
visible que toutes les droites d’'un complexe linéaire ont méme
sens par rapport i l'axe central. Par exemple, si les vecteurs
rotation et translation ont le méme sens, la droite D, qui porte la
vitesse MV a le sens dextrorsum, et A le sens sinisirorsum par
rapport & Do ; on dit, dans ce cas, que le complexe est sinisiror-
sum.

Si la rotation et la translation sont de sens contraires, le
complexe sera dexirorsum. Observons que si on soumet un
complexe linéaire & une symétrie par rapport & un plan normal a
I'axe central, on obtient un nonveau complexelinéaire ayant méme
axe central et mdme paramélre que le premier, mais de sens
contraire,

On peut donner le sens d’'un complexe Iindaire en affectantd un
signe le paramétre k; on conviendra, par exemple, que si k est
positif, le complexe est dexérorsum.

5. Complexe des droites rectangulaires avee
Jeurs eonjuguées. — On a vu que les droites D rectangu-
laires avec leurs conjuguées par rapport au complexe linéaire
{(4), sont les droites portant les vitesses de tous les points
de I'espace. D’aprés ce qui précéde, elles vérifient 1a condition
d = k t go. Elles forment par suite un complexe (D) qui est
comme un complexe linéaire susceptible de deux sens diffé-
rents. Ce que nous avons dit plus haut montre que les complexes
(a) et (D) sont de sens contraires.

D, Cherchons le lieu des droites D

passant par un point quelconque O de
I'espace. Soit M M’ la plus courte
distance d'une droite D passant par
O et de I'axe central D,. Par le point
0O, menons le paralléle QA a laxe
central ; elle perce en I le plan normal
en M’ a D,.

Soit H le point ot M'M perce le point
mené par OA perpendiculairement au
plan OD,; nous allons voir que la

11
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162 NOTE 11I. — LE DEPLACEMENT LINEAIRE,

droite OH est fixe. En effet, soit 0, 8’ les angles de OM et OII
avec l'axe central. On a :

M =IOtge
MM’ = k{gb
H =10V

et les triangles rectangles semblables IMH, IMM’ donnent :

IH
M~ MM

D’ol on tire :
00" = IM' = ktge’

Celte égalité montre que OH est la droite OB qui porte la
vitesse du point O et la droite I) est & Dintersection de deux
plans rectangulaires passant par deux droites fixes OA et OB.
On sait que l'intersection de ces deux plans décrit un cdne du
second degré. Rappelons-en la démonstration élémentaire. Cou-
pons OA,-OB, D par un plan fixe normal & OA et soit A’,B’,D’
les points obtenus. La droite B'D’, intersection des deux plans
B'D’A’, B'D'O tous deux perpendiculaires au plan A'D'O est
normale a ce dernier plan et en particulier a D'A’. L'angle
A'DYB’ est donc droit et D’ décrit dans le plan sécant Ia circonfé-
rence de diamétre A'B’. Ainsi :

Le cone du complexe (D) est un cone du second degré admet-
tant pour plans cycliques les plans normaux a I'axe central.

La deuxiéme direction de plans cycliques est celle des plans.
perpendiculaires a la droite OB qui porte la vitesse du point O.
Proposons-nous maintenant de

v
D , trouver I’enveloppe des droites D
D ! contenues dans un plan douné P, Soit
/‘1>PF / F le pole du plan P;la droite qui porte
P la vitesse FV du point F est normale

a P; sa conjuguée D, est une droite
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du complexe (D). Une droite quelconque D, située dans le plan Pporte
la vitesse d’un certain point M de cette droite; le plan polaire de M
estnormal & D et par suite 4 P; il passe, en outre, parle pole F de
P donc, il passe par FV et il résulte que le point M est sur D,.
Comme, d'autre part, FMD est un angle droit, nous obtenons ce
résultat :

La courbe du complexe, situde dans un plan P, est Ia parabole

ayant pour foyer le pole du plan et pour directrice la caractéris-
tique de ce plan.
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NOTE IV

THEOREME DE SCHONEMANN ET MANNHEIM,

1. Quand un solide est assujetti a quatre conditions, son
mouvement dépend de deux paramétres £ et ¢’ et chaque point M
du solide décrit une surface =. De méme que les normales aux
trajectoires des points d'une figure plane, les normales aux
surfaces trajectoires des points du solide, relatives & une position
donnée de ce solide, obéissent a une loi simple trouvée par
Schonemann en 1853, retrouvée en 1866 par M. Mannheim.

Désignons par A la normale en M & la surface X décrite par ce
point et soient «,f,y,\ p,v les coordonnées de cette droite.
Inprimons au solide le mouvement & un paramétre dans lequel
¢ seul varie; M décrit alors une courbe tracée sur £ et par suite
normale en M & A, A ce mouvement correspond un consplexe
linéaire défini par les constantes a,b,e,p,q,r et tormé par les
droites normales aux trajectoires de tous leurs points; A fait partie
de ce complexe et on a :

(1) f=aa+bB+cy+pA+qu+1rv=0

De méme en considérant le mouvement ou ¢ seul varie, on voiy
que A appartient a un deuxiéme complexe (a'h'c’p’q’t’) et on a :

(2) =g+ 0B+cy+prh4+-gutrv=0
m étant quelconque, les coordonnés de A vérifieront :

@) f+mf'=As+Bg+Cy+Pr+Qu+Rv =0
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en posant
A=a+ma, P=p+m
4 B=»b+ml, Q=g+ my
C=¢ 4+ me¢’, R=r—+ '

Les normales A appartiennent donc & une infinilé de complexes
linéaires d’¢quation £+ mf’ = 0. Cherchons parmi ces comnplexes
ceux ui sont spéciaux; m devra vérifier

(5) AP +BQ+CR =0

C’est la une équation du second degré en n1; d ses deux racines
m, et m, correspondent par les formules (4) les coordonnées de
deux droites D, et D,.

Toutes les normales A rencontrent D,D,.

Ainsi : Pour une posilion déterminée du solide, les normales aux
surfaces trajecloires de lous res points renconirent deux droiles.

C'est dans cetle propriété que consiste le théoréme de
Schonemann ¢t Mannleim. Drailleurs les droites 1),, D, ne sont
pas nécessairement réelles; si I'équation (5) a ses racines
imaginaires, D, et ), sont des droites imaginaires conjuguées.

Supposons par exemple que l'on connaisse les surfaces
frajectoires £,,%,.5,, Z,, de 4 points M, M, MyM, du solide et qu'on
veuille obtenir la normale a la surface décrile par un point
quelconque M; on ménera les normales A, A,,3,, A, aux surfaces
% Z,..., etc; on sait quil y a deux droites et, deux seulement,
rencontrant A, A,A,4,; on les construira et on aura ainsi D, et D,;
il ne reste plus qu'a mener la droite passant par M et s’appayant
sur D, et D,. On est donc ramené a une construction du second
degré snivie d'une construction du premier.

2. Voici une conséquence importante du théoréme précédent.
Soit une droite quelconque D liée au solide; les normales aux
surfaces trajcctoires des points de D renconfrent les trois droites
D,D,,D,.

Donc : Dans le mouvement & deux paramétires d'un solide, les
normales aux surfaces trajectoires des poinls d'une droile
forment des génératrices de méme systéme d'nne gquadrique

réglée {Q).
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Indiquons une applications de cette propriété. Supposons que
trois points a,b,ec de la droite D liée au solide décrivent des
sphéres dont les centres a'l'c’ soient en ligne droite. La
quadrique (QQ) est déterminée par les normales aa’,hb’,cc’ aux
spheéces trajectoires des points a,b,c. Les droites abe et a'5'c” sont
des généralrices du deuxiéme systéme; par suite la normale 4 la
surface décrite par un point quelconque d de la droile ale,
rencontre a'bh’¢’ en un certain point d’. D’autre part on sait que les
génératrices de méme systéme d'une quadrique rencontrent
quatre génératrices fixes de l'autre systéme en quatre points dout
le rapport anharmonique est constant; on a donc :

(@,0',¢,d’) = (a,b,e,d)

et par suite le point d’ est fixe. La normale a la surface trajectoire
de d passe constamment par le point fixe d'; il en résulte que d
décrit une sphére de centre d. Nous avons donc ce théoréme :

Sitrois poinls d'une droite décrivent des sphéres ayant leurs
cenlres en ligne droite, un point quelconque de la droite décrit
aussi une sphére ayant son cenlre sur Ja droite qui passe par les
prenuers.

En particulier si on prend sur D le point d tel que

(a,b,e,d) = (a',b',¢' o0)

on voit qu'il y a un point de D qui décrit un plan normal a la ligne
des centres &a'b'c¢’.
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NOTE V

SUR LES SYSTEMES ARTICULES.

1. On appelle systéme articulé plan un ensemble déformable
de tiges rigides situées dans un méme plan et reliées entre elles
par des pivots normaux au plan, On considére souvent non seule-
ment le mouvement des points d’une tige, mais encore celui des
points du plan invariablement lié a cette lige ; il conviendraalors
de remplacer la tige par une plaque,

2. Quadrilatere articulé. — Nous étudierons surtout le
systéme articulé le plus simple
e qui est le quadrilatére articulé.

o Soit ABCD un quadrilatére
o articulé; sa configuration ne
i dépend que d'un paramétre,
par exemple la valcur de l'an-
gle BAD.

Nous dirons gu’un pivot est a
révolution compléle si l'angle
des deux tiges issues de ce
pivot peut prendre toutes les
valeurs de 0 a4 2 =.

Cherchons a quelles condi-
tions un pivotA sera a révolution
compléte. Désignons par a et b les longueurs des tiges articulées
en A ; nous pouvons toujours supposer a < b; soit ¢ et d les
" longueurs des deux autres tiges, ¢ étunt la plus petite. Si on
déforme le quadrilatére en laissant fixe la tige AD par exemple,

e point B reste sur la circonférence (y) de centre A de et rayon a.
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170 NOTE V. — SUR LES SYSTEMES ARTICULES.

En outre, comme d — ¢ < BD < d + ¢, ce point B est inté-
rieur & la couronne comprise entre les deux circonférences v, v,
de centre D et de rayons respectifs d—e¢, d + c. Pour que A
soit & révolution compléte, il faut que le cercle y soit intérieur a
cetle couronne, ce qui exige

A =)b—a>d—c¢

AB'=)h+a<d+e

Nous laissons de ¢6té les cas particuliers ot les inégalilés se
transformeraient en égalités. Les conditions précédentes peuvent

s'écrire :
1) at+d<h+ec
(2) a+b<d+ec

On entire en ajoulant a << ¢ et comme on a

a<b e<d
a est le plus petit coté.

Si b est le plus grarnd coté, I'égalité (2) montre que la somme
du plus grand et du plus petit coté est inférieure a cclle des cotés
moyens. Si ¢’est d qui est le plus grand la méme propriété a lieu
en vertu de l'inégalité (1). Ainsi :

Si un pivot est a révolution compléte, il appartient au plus
petit coté et la somme du plas grand et du plus pelit coté est
Inférieure a celle des cotés moyens.

Réciproguement, on voit sans peine que : Si Ja somme du plus
grandet du plus pelit cilé est inférieure a celle des cotés moyens
les deux extrémites du petit coté sont des pivols & révolution
compléle.

Indiquons quelques applications du quadrilatére articulé.
Supposons qu’on fixe la tige AD, ou ce
gui revient au méme qu'on fixe les
deux points A et D en supprimant la
tige AD devenue inutile; on obtient

£ alors un systeme de trois tiges, queles

|
B/ _,-': Anglais appellent un ¢rois barres et
/ dont l'emploi est fréquent dans les
D

A machines; AB et CD recoivent le nom
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biclles, BC celui de manivelle. Quand la bielle AB tourne
autour de A, son mouvement est transmis par la manivelle
a la hielle CD et on transforme ainsi un mouvement de
rotation en un auire. D'ailleurs si la premiére rotation est
uniforme, la seconde ne I'est pas en général; en effet, soit I
le cenire instantané relatilf au mouvement de BC; il est a la
renconlre de AB, et CD si w et w'sont les vitesses angulaires de
AB et DC, on-a, en exprimant de deux facons le rapport des
vitesses des points B et C.

w. AB 1B DE

w.CD ™~ IC ™ CD
DE étant paralléle & AB.
DE étant variable, il en est de méme du rapport i’,
t

Si les pivots A et D sont a révolution compléte, 1'appareil
permet de transformer un mouvement circulaire continu en un
mouvement circulaire continu; si un seul des pivots est & révolu-
tion compléte, il transformera un mouvement circulaire continu
en un mouvement circulaire alternalif et viee versa; enfin, si
aucun des pivots A et D n'est a révolution compléte, l'appareil
ne pourra que transformer un circulaire alternatif en un circulaire
alternatif. Observons que cette derniére Lransformation est
possible dans tous les cas; il sulfit de ne faire décrire a unebielle
qu’une partie de I'angle qu'elle peut parcourir.

3. Quadrilateres partieuliers. — Mcntionnons deux
(uadrilatéres parliculiers intéressants : le parallélogramme et le
contre-parallélogramme.

Dans le parallélogramme articulé, tous les pivots sont a révo-
lution complete ; dans ce cas, et seulement dans ce cas, les deux
bielles ont méme vitesse angulaire; tout point li¢ 4 la manivelle
décrit une circonférence égale a celle que décrit le point B.

Le conlre-parallélogramme est un quadrilatére biconcave,
ayant, comme le parallélogramme, ses colés opposés égaux.

On voit facilement que BD et AC sont constamment parallcles
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et que la figure admet un axe de symétrie IX, passant par le
point commun I a4 BC et AD et le point

B c commun I’ sux deux autres cétés

/] AB et CD.
A D Fixons AB et déformons le quadri-
L . latére. Le cenire instantané relatif au

mouvement de la manivelle CD est le
point I. Comme on a :

IB+I1A=ID+IC=AD

on voit que le point I décrit dans
le plan fixe une ellipse (E) de foyers
A et B et dont le grand axe a pour longueur AD et dans le
plan mobile une ellipse (E’) de foyers C et D et de grand axe
AD. Ces deux ellipses sont constamment symétriques par rapport
a leur tangente commune IX.

Nous sommes dans le cas ou les roulantes sont symétriques;
par suite, tout point lié & DC décrira une podaire d'cllipse.

Si au lieu de AB on fixe un des ¢otés AD, BC, qui se coupent
le cenlre instantané est en I', les roulantes sont des Hyperboles
et lout point lié a la manivelle décrit une podaire d’Hyperbole.

4. Systemes articulés employés commme iransfor-
mateurs. — Si on fixe une lige d'un systéme articulé dont la
forme dépend de deux paramétres ou un point d’une tige d'un
systéme & un paramétre, il y aura une infinité de points liés aux
tiges et dont la position dépendra de deux parameétres. Soient
M et M’ deux de ces points; M peut prendre une position arbi-
traire dans le plan, ou plus exactement & cause des dimensions finies
de I'appareil, une position arbitraire a l'intérieur d'une portion du
plan, La position de M entrainera celle de M’ et inversements

Le systéme permet donc de définir une correspondance ponc-
tuelle univorque dans le plan; cette correspondance est d’ailleurs
de nature algébrique. Il y a lieu de se demander si les transfor-

mations ponctuelles algébriques ainsi obtenues a l'aide de
systemes articulés ne sont pas particuliéres parmi toutes les
transformations algébriques.

Il n’en est rien. On a montré, en effet, que : Toule transfor-
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mation poncinelle alyébrique peut étre réalisée au moyen d’un
systéme articulé.

Nous nous bornerons & faire voir comment on peut, a 'aide de
systemes articulés, réaliser les transformations simples de la
géométrie élémenlaire & savoir ; la translation, 'homothétie, la
rotation, I'inversion et la symétrie par rapport a une droite.

Translation. L’appareil propre a réaliser la translation (trans-

lateurs de Kempe) est formé de deux parallé-

A M’ logrammes articulés AA’BB, BB'M'M ayant
8 une tige commune BB’. Si on fixe AA’, la

la position de M dépend de deux paramétres.

y Comme on a constamment MM’ égal et pa-

ralléle & AA’, on voit que le point M’ est le

8 tranformé de M dans la translation définie par
le segment AA’.

Homothétie. Soit un parallélogramme articulé ABCD dont les

cotés AD et CD sont prolongés. Choi-

8 sissons sur AD un point O et sur AB
M m- et CD deux points M et M’ tels que
° A /D bw _ob _
AM T 0A

ILes points O, M, M’ seront constamment en ligne droite et on aura :

oM’ _

OM k

Si on fixe le point O,M dépendra de deux parametres et M’ sera
son transformé dans une homothétie de centre O et de rapport k.
En choisissant convenablement le point O, on pourra obtenir n’'im-
porte quel rapport d’homothétie; pour un rapport négatif, il
{audra prendre O entre A et D.

Cet appareil, utilisé dans le dessin pour réduire une figure
dans un rapport donné, est le pantographe du P. Scheiner.

Rotation. Sylvester a indiqué un pantographe réalisant en
méme temps que I’homothétie une rotation d'angle donné.

Reprenons un parallélogramme articulé OABC; soit une plaque
rigide triangulaire ABM liée a la tige AB et une deuxiéme plague
CBM' liée & CB. Les triangles ABM, CBM* sont construits de
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\

maniére & &tre semblables, les angles BAM et BMA étant
respeclivement égaux aux angles
BCM' et CBM/, on a :

cw _ cB
BA T AM
CW _ A0
ou TO ~ AM

et comme les angles OCM’ et OAM sont égaux, les deux triangles
OCM' et OAM sont semblables. Il en résulte :

ow_co_an_,
OM AM AM

En outre, 'angle M'OM est la différence entre M’OA ou M'DB
et MOA ou CM'D; il est donc égal a M'CD et par suite constant.

Si on fixe le point O, M dépendra de deux paraméires et M’
sera son transformé dans une homothétie-rotation de centre O
définie par le rapport k et I'angle 8 = BAM. On aura la simple
rolation si :

k=1

c’est-a-dire si le triangle BAM esl isocéle de sommet A.
Ianversion. En 1864, Peaucellier fit connaitre le premier
A inverseur. L'inverseur de Peaucellier
consiste en deux tigeségales OA, OB
articulées entre celles au point O et
M’ réunies en A et B aux sommets d’'un
losange articulé AMBM',
B La perpendiculaire, au milieu de
AB, passe par O,M,M’'; donc ces
trois points seront toujours en ligne droite.
Le produit OM >< OM’ est la puissance dit point O par rapoort -
au cercle de centre A et de rayon AM. On a done :

OM < OM' = OA* — AM® = const.
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Si done on fixe le point O, M dépendra de deux paramétres et
M’ sera son transformé dans une inversion de péle O et de
puissance 0A® — AM®

Hart a moniré que le contre-parallélogramme peut étre
utilisé comme inverseur. Soit ABCD un
contre-parallélogramme dont les tiges
sont prolongées. Sur AB, AD, BC, pre-
noas 3 points O,M,M’ tels que :

OA MA MG
OB MD MB

Ces 3 points resteront constamment en ligne droite. Evaluons
le produit OM >< OM'. Les triangles semblables donnent :

o OA , . OB
OM——BD.E OM —AC'E
d’on
0OA >< OB
OM. OM’' = BD >< AC. —
AB

Menons BH paralléle a DC, on aura :

BH = BA, CH = BD
et BD < AC = CH>< CA

Ce dernier produit est Ia puissance du point G par rapport au
cercle de ?entre B et de rayon BA ; il a donc pour valeur

BC® — AB’
et

-y —, OA>OB
OM >< OM’ = (BG — ABQ) ﬁ— = const.

Par suite, sion fixe le point O, M dépend de deux paramétres
et M’ est son transformé dans une inversion de péle O.
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Avec le méme contre-parallélogramme, par un choix convena-
ble du point O, on pourra réaliser une inversion de puissance '
quelconque; remarquons qu’il n’en est plus de méme pour
linverseur de Peaucellier; celui-ci ne donne qu'une inversion de
puissance déterminée.

Symétrie. Indiquons d’abord un systéme articulé (réverseur
de Kempe) qui permet d’obtenir
c A’ trois tiges issues d’'un méme
A point, de telle facon que deux
) d'entre elles restent constam-
ment symétriques par rapport a
0 g la troisiéme.
Considérons un systéme de
, deux contre-parallélogrammes
OABC, OA’'B'C ayant une tige commune 0OGC, la tige CB’ du

second étant le prolongement de la tige CB du premier. Si on a
!

B
pris g—o- = [A\_O- les deux quadrilatéres sont semblables et, par

suite,. I'angle AOC égale constamment l'angle A’ OC. Ce
systéme & un paramétre réalise donc la symétrie de deux tiges
OA, OA’ par rapport a OC.
Cela posé sur un axe fixe X, prenons un point O; en appliquant
suivant OX, la tige d'un premier
M réverseur, nous aurons un systéme de
< deux droites AA" issus de O constam-
ment symétriques par rapport a 0X;
un deuxieme réverseur nous fournira
deux droites A4’y indépendantes des
premiéres et symétriques par rapport
a OX.
M’ Sur’ AA, construisons un parallélo-
) gramme articulé O«Me,, et sur A'A’,
un deuxiéme parallélogramme O«'M'e’,, ayant mémes cotés que
le premier. Les points M et M’ seront constamment symétriques
par rapport a X.

~ Ils dépendent d’ailleurs de 2 paramétres et nous avons bien la
un appareil réalisant la symétrie par rapport & X.
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5. Transformation d’'un mouvement ecireulaire
en un mouvement reetiligne.

M A T'aide d’'un inverseur, il est possible de
transformer en un mouvement rectiligne un
mouvement circulaire ; on assujettira par

o exemple le point M A rester sur une circon(é-
rence passant par le pdle d'inversion O; il
suffit pour cela de relier le point M par une
tige & un pivot fixe w tel que

M

oM = 00

Le point M’, inverse de M, décrira- alors une droite ou plus
exactement un segment de droite. Remarquons que le pivot o
sera nécessairement a révolution limitée, car si M pouvait décrire
toute sa circonférence, M’ décrirait une droite indéfinie. )

La réalisation du mouvement rectiligne n'est qu'un cas particu-
lier de ce théoréme général du a Kempe : Tout arc de courbe
algébrique peut étre décrit au moyen d'un systéme articulé.

Cependant jusqu'en 1864, époque a laquelle Peaucellier fit
connaitre son inverseur, on doutait méme que le guidage exact du
mouvement rectiligne fut possible.

On ne connaissait qu'une solution approchée du probléme, due
a Wait.

Le systéme indiqué par Watt (parallélogramme articulé) consiste
essentiellement en un trois
barres OAA’ O’ tel que les
deux bielles puissent en
méme temps prendre les
positions horizontales OB
M- et oB’.

La bielle supérieure OA
est le balancier, O'A’ le
conire balancier, Consi-
B 0dérons la courbe décrite

par le milieu M de la ma-
nivelle AA’. Son équation s'obtiendrait aisément comme il

12
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suit; soit 2 71a longueur AA’, (z,¥) les coordonnées de M, 0 'angle
de A’A avec l'axe des z; les coordonnées des points A,A’ soni
respectivement :

(x +1cos9, y-+1sinb)
et (¢ — lcos®d, y— Isin6);

en les portant dans les équations des deux cercles décrits par
A et A’ on obtient deux équations linéaires en sin 0 et en cos 0;
en éliminant 6 on trouve une équation du sixiéme degré. On vérifie
sans peine sur l'équation que le point O milieu de la manivelle
quand celle-ci est en BB’ est un point d’inflexion & tangente
verticale. Ce dernier résultat peut se voir directement; en effet,
le centre instantané I relatif au mouvement de AA’ est rejeté a
P'infini dans la direction horizontale quand AA’ vient en BB';
done la tangente cn O est verticale; en second lieu a toute position
du trois barres correspond une deuxiéme position symétrique de
la premiére par rapport & O; O est donc un centre de la courbe
et par suite un point d’inflexion.

La courbe rencontre sa tangente en O en deux M,, M, qui on le
voit aisément correspondent aux deux positions pour lesquelles
A vient surla verticale du point B’. On congoit dés lors que I'arc
qui s'étend entre M, et M, doit étre trés voisin de la tangente
verticale. Il est facile de calculer une limite supérieure de I'écart
maximum du point M avec cette verticale (Voir : Legons de Ciné-
matique, Keenigs, p. 277).

On trouve, par exemple, que si les deux bielles ont pour lon-
gueur commune {85, Ja manivelle 120 et la distance horizon-
tale des deux pivots OO’ 360 environ, I'écart maximum est de
Pordre du millimétre.

St on tient compte que le jeu qui se produit aux pivots d’un
systéme articulé doit entrainer des variations de cet ordre, on
voit qu'au point de vue pratique le systéme de Watt, qui exige
seulement trois barres, est préférable aux inverseurs.

On adjoint toujours aux frois barres un parallélogramme
articulé A'ACM' dont le c6té AC prolonge OA et lui est égal; le
point M', qui est homothétique de M dans le rapport 2, aura aussi
un mouvement sensiblement rectiligne.
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6. Résultats généraux relatifs aux systemes
articulés. — Nous venons d'étudier quelques systémes
articulés plans.

On peut aussi considérer des systémes articulés dans Pespace
ou systemes gauches. Deux tiges consécutives sont alors reliées
de maniére que l'une d’elles puisse prendre, par rapport a
I'autre, toutes les orientations; on a imaginé de nombreux
dispositifs ou joints (joint de Cardan, joint Goubet, joint Clé-
mens) permettant d’obtenir ce mode de liaison.

Relativement & ces systémes articulés, d’importants résultats
généraux ont été établis par M. Keenigs {Comptes-rendus avril
1895. Legons de Cinématique, p. 298). Nous ne faisons que les
énoncer :

Toute relation de nalure algébrique entre un ou plusieurs
points de Tespace peut étre oblenue au noyen de systémes
arliculés.

Si on considére un seul point, on voit que toute portion de
surface algébrique peut étre décrite a I'aide d'unsystéme articulé;
en associant deux systémes articulés relatifs a deux surfaces
algébriques, on voit que tout arc de courbe gauche algébrique
peut étre décrit au moyen d'un systéme articulé.

Une autre conséquence du théoreme général qui précede
est que toutes les transformations ponctuelles algébriques de
I'espace peuvent étre réalisées par I'emploi des systémes articu-
lés; il en est ainsi notamment pour I'homographie et I'inversion.

Enfin, le mouvement algébrique d’un solide peut étre guidé au
moyen d'un systéme articulé ; il suffit d’associer les systémes qui
font décrire & trois points du corps leurs trajectoires algébriques.

FIN.
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