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Qe livre, complété 'par les Notes 

d'un ami, contient tout ce qu'il y a 

d'essentiel en Cinématique. 

Je le dédie à la mémoire do 

mon jils, 
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I N T R O D U C T I O N 

A m p è r e a d o n n é l e n o m d e Cinématique à l a Géométrie 

du mouvement, c o n s i d é r é e d a n s s e s r a p p o r t s a v e c 
l e temps. 

O n é v a l u e l e temps e n a d o p t a n t c o m m e é g a u x l e s 
i n t e r v a l l e s q u i c o r r e s p o n d e n t à l ' a c c o m p l i s s e m e n t d e 
p h é n o m è n e s i d e n t i q u e s . D e c e t t e d é f i n i t i o n o n p a s s e à 
l a m e s u r e d u t e m p s d e l a m ê m e m a n i è r e d o n t o n p a s s e , 
p a r u n e x e m p l e c o n n u , d e l a d é f i n i t i o n d e s l o n g u e u r s 
é g a l e s à l a m e s u r e d e l a l o n g u e u r e n g é n é r a l . 

Uinsiant n ' a p a s d e d u r é e . 
L e mouvement e s t u n p h é n o m è n e d ' o r d r e r e l a t i f . 
S o i t S 4 u n e n s e m b l e d e p o i n t s l i é s e n t r e e u x d e 

m a n i è r e à f o r m e r u n système géométrique invariable, 

c ' e s t - à - d i r e t o u j o u r s s u p e r p o s a b l e à l u i - m ô m e . U n 
p o i n t o u mobile e s t e n mouvement o u e n repos d a n s c e 
s y s t è m e s u i v a n t q u e s e s d i s t a n c e s a u x p o i n t s d u 
s y s t è m e v a r i e n t a v e c l e t e m p s o u r e s t e n t l e s m ê m e s . 
M a i s l e s y s t è m e S 1 } e m p o r t a n t a v e c l u i l e m o b i l e , p e u t 
s e m o u v o i r , e n b l o c , d a n s u n s y s t è m e p l u s v a s t e S . , 
c e l u i - c i d a n s u n a u t r e , I l e s t c l a i r q u e p a r r a p p o r t a u 
d e r n i e r s y s t è m e c o n s i d é r é , on système fixe, le m o u v e m e n t 
d u mobile d é p e n d d e s m o u v e m e n t s i n t e r m é d i a i r e s . 
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L ' e s s a i d ' A m p è r e s u r l a p h i l o s o p h i e d e s s c i e n c e s p a r u t 
e n 1 8 3 A . Q u a t r e a n s a p r è s , l a C i n é m a t i q u e é t a i t 
p r o f e s s é e à l a S o r b o n n e p a r l e g é n é r a l P o n c e l e t ; m a i s c e 
n ' e s t q u ' à d a t e r d e 1 8 6 2 , é p o q u e d e l a p u b l i c a t i o n d u 
T r a i t é s p é c i a l d e R ë s a l q u e l a C i n é m a t i q u e s e t r o u v a , 
s u i v a n t l a r e m a r q u e d e M . A p p e l l ( 1 ) « d é f i n i t i v e m e n t 
c o n s t i t u é e à l ' é t a t d e s c i e n c e d i s t i n c t e . » 

(t) A p p e l l , Traité de Mécanique rationnelle, t . I , p . 4 3 . 
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T R A I T É 
DE 

C I N É M A T I Q U E T H É O R I Q U E 

N O T I O N S P R É L I M I N A I R E S 
SUR 

L E S V E C T E U R S 

1. Vecteur. — On appelle vecteur un segment de droite 
pourvu d'un sens. Si, par exemple, le sens adopté 

/

g est le sens de A vers B, A est dit origine, B extré­
mité du vecteur et celui-ci s'énonce vecteur AB. 
Le vecteur B A est, d'après cela, de sens contraire 

ft à A B . 

2 . M e s u r e a l g é b r i q u e d ' u n v e c t e u r . — Sur la droite 
qui porte le vecteur, choisissons arbitrairement un sens positif. 
Au vecteur correspond alors un nombre algébrique ayant 
pour valeur absolue la longueur du vecteur, pour signe le 
signe -+- si le vecteur a le sens positif, le signe — dans le cas 
contraire. Nous appellerons ce nombre mesure algébrique du 
vecteur. Dans ce qui suivra, nous entendrons par axe une droite 
sur laquelle on a pris un sens positif. 
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P R O J E C T I O N S 

Project ion d'un vecteur sur une droite. — Rap­
pelons qu'on appelle projection d'un 
point A sur une droite D, faite 
parallèlement à un plan P, le point 
A ' où D est coupé par le plan 
mené par A parallèlement à P. 
La projection est dite orthogonale 
si P est perpendiculaire à D. On 
appelle projection du vecteur À B 
sur la droite D le vecteur A ' B ' 
ayant pour origine et extrémité 
respectivement les projections de 

l'origine et de l'extrémité du premier vecteur. 

5. Théorème des projections. —Nous nousbornerons 
à énoncer le théorème suivant presque évident : 

T H É O R È M E I . — La projection sur une droite de la résultante 

3. Somme géométrique de plusieurs vecteurs. — 
Soit n vecteurs A t Bu Ai B%,... 
A B B n ; on appelle somme géomé­
trique de ces vecteurs pris dans 
l'ordre indiqué par les indices, le 
vecteur obtenu comme il suit : à la 
suite de A t B 4 on transporte A 2 B s 

sans changer sa direction et son 
sens; A 2 B 2 vient alors en A ' s B ' j ; 
de même on transporte A 3 B 3 en 
A ' 3 B ' 3 à la suite de A ' a B ' 2 , 
e t c . ; après ces opérations, le 
dernier vecteur est en A ' „ B ' m Le 

vecteur A 4 B ' „ est par définition la somme géométrique ou 
encore la résultante des vecteurs considérés. Elle reste évidem­
ment invariable en grandeur, direction et sens, si on déplace les 
vecteurs parallèlement à eux-mêmes. 
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de plusieurs vecteurs est la résultante des projections des 
recteurs sur la même droite. 

Dans les applications de ce théorème, on prend sur la droite 
un sens positif et on se sert des deux théorèmes suivants démon­
trés dans les traités de trigonométrie. 

T H É O R È M E I I . — Si a,b,c... 1. sont des points sur un axe et si on 
désigne par ab la mesure algébrique du vesteur ab on a 

c'est-à-dire que la mesure de la résultante de plusieurs vecteurs 
portés sur un môme axe est la somme des mesures algébriques 
de ces vecteurs. 

T H É O R È M E ni. — La mesure algébrique de la projection ortho­
gonale d'un vecteur sur un axe s'obtient en multipliant la mesure 
algébrique du vecteur par le cosinus de l'angle que fait la direction 
positive de l'axe de projection, avec celle de Taxe qui porte le 
vecteur. 

6. Détermination analytique de lu résultante .— 
Soit 72 vecteurs V^V,, . . . V„. Désignons par X,-, Y;, Z i les mesures 

algébriques des projections du vecteur V; sur trois axes de 
coordonnées et par X, Y, Z les projections de la résultante V de 
tous ces vecteurs. En appliquant aux trois axes les théorèmes i, 
et H , on a 

Les seconds nombres ne changent pas, quanti on change 
l'ordre des parties. Par suite : 

La somme géométrique de plusieurs vecteurs est indépendante 
de l'ordre des vecteurs composants. 

7. L o n g u e u r de la résultante. — Les axes étant 
supposés rectangulaires, désignons par a ; p( y ; les cosinus direc­
teurs du vecteur V<, par a ¡1 y ceux de la résultante V ; soit, en 

al = ab + bc - f - 4- kl 
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la. = S li ai 
1? = S A Pi 

D'où, en élevant un carré et ajoutant membre à membre, 

Cette formule fait connaître la longueur de la résultante en 
fonction des longueurs des vecteurs composants et des angles de 
ces vecteurs deux à deux. 

8. Sens direct. — On dit qu'un mobile se déplace dans le sens 
direct pour un observateur, si celui-ci le voit se mouvoir de la 
gauche vers la droite. Le sens d'un mobile est direct par rapport 
à un vecteur AB, s'il est direct pour un observateur ayant les 
pieds en A et la tête en B. On a une définition analogue quand 
on remplace le vecteur par un axe ; l'observateur est dirigé sur 
l'axe de telle sorte que le sens des pieds vers la tête soit le sens 
positif de l'axe. 

9. Moment d'un vecteur par rapport à u n point. 
— Le moment d'un vecteur AB par rapport 
à un point 0, est un deuxième vecteur 
OG, ayant pour origine le point O, dont 

. la longueur a même mesure que le double 
A de l'aire du triangle AOB; ce vecteur est 

N y direct par rapport à OG. Observons que 
B le moment ne varie pas si AB se déplace 

sur la droile qui le porte, qu'il devient nul si le vecteur AB est 
nul ou passe par 0 et dans ces deux cas seulement. 

P = S 1* + 2 2 IJj (a,«i H- ß& -+ TO) 
fi = 2 It* + 2 S /,·/} cos. (ViVj) 

M O M E N T S 

en outre perpendiculaire au plan OAB et a 
un sens tel que le sens de A vers B soit 

outre k la longueur du vecteur V*, 1 celle de la résultante^ On 
aura, en appliquant les théorèmes, i, n, m. 
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. ( x y z 

I Lx + M 7 + N J Î 

j LX-f-MY + NZ 
d'où on tire : 

L _ M _ N 
yZ — zY ~ zX — xZ ~ xY — yX 

Si on désigne par S l'aire du triangle OAB on a 

l / ~ L 2 + M ! + N2 = OG = 2 S 

. D'après l'identité de Lagrange 

S (yZ — zY) 2 = (as2 -+- 7 * + z2) (X 2 + Y 2 -+- Z2) — (xX + yY -+- zZ)* 
= ÔÂ 2.ÂB 2 — ÔÂ 2.ÔB 2 cos20 = Ô T 2 . Ô B 2 . sin2 8 = 4 S 2 

6 désignant l'angle de OA avec AB. 
Les trois rapports précédents ont donc pour valeur commune ± 1. 

Pour déterminer le signe à prendre, déplaçons la figure invariable 
OABG de manière que OA vienne sur Ox, le point B dans le 
plan des xy du côté de oy par rapport kx'x, OG viendra alors sur 

N 
Oz. Le rapport —= — ne pouvant varier que d'une manière 

x\ y a . 

continue et ayant une valeur absolue constante restera constant; 
pour la position particulière que nous avons indiqué il se réduit 

: 0 
0 

V L 2 M2 N 2 

Vl. (yZ - zY) 2 

Détermination analytique da m o m e n t d'un 
veetenr. — Soit un trièdre de coor­
données, trirectangle et direet Oxyz. 
Cherchons les projections L,M,N sur les 
axes du moment d'un vecteur AB par 
rapport à l'origine. Nous définissons le 
vecteur par les coordonnées x,y,z de son 
origine, et ses projections X,Y,Z sur les 
axes. 

En exprimant que OG est perpendicu­
laire àOA et AB, on a les deux relations. 
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N 
à — N, x,Y, étant tous positifs. La valeur des trois rapports est 

donc - f - 1 et l'on a 
( L = yZ — zY 

(1) I M = zX — x'L 
( N = ^ Y — yX 

Les six quantités XYZ LMN ont reçu le nom de coordonnées du 
vecteur AB ; elles sont liées par la relation 

(2) LX - f - MY + NZ = 0 

Si on multiplie par un nombre algébrique m le vecteur AB, ses 
coordonnées sont visiblement multipliées par m. Comme X,Y,Z, 
L,M,N ne varient pas quand on fait glisser AB sur la droite qui le 
porto, on voit que cette droite est représentée par deux quelcon­
ques des équations (1) où xyz sont les coordonnées courantes. 
Inversement à six quantités X,Y,Z,L,M,N liées par la relation (2) 
correspondent une infinité de vecteurs égaux portés par une 
même droite ; eu effet, les trois équations (1) en x,y,z sont alors 
compatibles et représentent trois plans passant par une même 
droite A. Soit A (x,y,z) un point quelconque de A, le point B de 
coordonnées # + X, y + Y , z-t-Z est aussi sur A et lo vecteur AB a 
pour coordonnéesX,Y,Z,L.M,N. 

11. Supposons maintenant qu'on prenne le moment du vecteur 
AB part rapport à un point quelconque I 
(x0y0Zo) • Si on transporte l'origine des axes 
en I les coordonnées de A deviennent x — x0, 
y — y 0 , z — z0; X,Y,Z ne changent pas; le 

moment par rapport à i a donc pour projections : 

^ = vy — y») Z — 0 — z0) Y = L -t- z„Y — y„Z 
M' = (z — z0) X — (x — Xo) Z —M.-+- x0Z — z0X 
N ' =[x- x0) Y—(y- y0) X - N + y„X - x0Y 

(LjM,N,X,Y,Z) étant les coordonnées de AB 

12. Théorème de Variçnon généralisé. — Le mo­
ment par rapport à un point de h résultante de plusieurs 
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c 

La 

vecteurs concourants est la résultante des moments des vecteurs 
composants par rapport à ce point. 

Prenons pour origine de coordon­
nées rectangulaires le point par rap­
port auquel on prend les moments ; 
soit x,y,z les coordonnées du point 
de concours, Xi,Yj,Z;,Li,Mi,Ni les coor­
données du vecteur AB ; , et L,M,N 
les projections du moment de la 
résultante. On a 

L = y S Zi — z S \\ = S (yZi - zYt) = XU 
M = ï S X 4 — x S Z{ = = 2 Mt 

N = x S Y i - y S X i = . . . . = £ N t 

Ces égalités montrent que OG, moment de la résultante, est la 
somme géométrique des moments OGj des composantes. 

Si tous les vecteurs sont dans le plan xy, les égalités précé­
dentes se réduisent à 

N = 51 N { 

qui exprime le théorème de Varignon proprement dit. 

13. Moment par rapport à une droite. — Soit une 
droiteDet un vecteur AB; A 'B ' 

g la projection orthogonale de AB 
sur un plan P perpendiculaire à 
la droite en un point O. Le 
moment de A ' B ' , par rapport 
au point O, est un vecteur OG' 
situé sur D. Ce vecteur, évidem­
ment indépendant de la position 
du point O, est le moment du 
vecteur AB par rapport à la 
droite D. Il est nul quand AB 
est nul ou parallèle à D. Obser­
vons en outre que par rapport à 

o 1 OG', AB a le sens direct, 
mesure de OG' est susceptible d'une interprétation 
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G' 

1 · 
P 

n 

15. Moment par rapport à un axe. — Si de la droite 
U nous faisons un axe A en choisissant un sens positif, le moment 
du vecleur AB par rapport à la droite aura une mesure algébri-

géométrique simple. Faisons passer le plan P par le point A. ' 
Si nous prenons sur D le vecteur 01 de longueur 1, le tétraèdre 

IOAB' a pour volume i de OAB' et, par suite, !
6 de OG'. 

Mais les deux tétraèdres B'IOA, BIOA ont même base IOA et 
leurs sommets B' et B sur une parallèle à cette base; d'ailleurs, 
si on fait glisser 01 sur D, le volume ABOI ne change pas. 
On voit donc que : La mesure du moment du vecteur AB, par 
rapport à une droite, est six fois le volume du tétraèdre déterminé 
par Je vecteur AB et un vecteur de longueur égale à l'unité 
porté par la droite. 

Le théorème suivant nous sera souvent utile : 

1 4 . T H É O R È M E . — Le moment d'un vecteur, par rapport à une 
droite, estja projection sur celte droite du moment du vecteur 
par rapport à un point quelconque delà droite. 

Soit OG le moment de AB par rapport au point 0 ; OG' son 
moment par rapport à la droite 
D; si on désigne par S et S' 
les aires des triangles OA.B et 
O.VB' , o n a O G ' = 2 S ' , 0 G 
= 2S et si a est l'angle de 
OG avec OG' 

S' cos a = S 
d'où OG' = OG cos * 

En outre, AB ayant le sens 
direct par rapport à OG et 

OG' ces deux vecteurs sont d'un même côté du plan OAB. 
Il suit de là que le point G'est la projection de G sur D et le 

théorème est établi. 
Ce théorème, combiné avec celui de Varignon, donne le suivant : 
Le moment pur rapport à une droite de la résultante de plu­

sieurs recteurs concourants est la résultante des moments des 
vecteurs composants par rapport à la môme droite. 
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que. C'est ce nombre que nous appellerons moment du vecteur 
par rapport à l'axe et nous le représenterons par M' (AB. A). II 
a pour valeur absolue 6 fois le volume du tétraèdre défini par AB 
et un vecteur unité porté par l'axe et est positif si AB est de 
sens direct par rapport à A. 

16. Expression analytique du m o m e n t par rap-

/ En particulier par rapport à 
^ Ox,Oy,Oz les moments sont L,M,N. 
Soit maintenant un axe quelconque défini par un point I (x0yoZ<>) 

et trois cosinus directeurs a8f. 
Projetons sur A le moment de AB par rapport à I, nous 

obtenons 

M' (AB. A) = S « [ (y-y0) Z - (z - z0) Y ] 
= ï « [ L + z „ Y - 7 , Z ] 

M' (AB,A) = aL -t- pM 4- yN + a [z0Y — y0Z) + p {x.Z — z0X) 

+ 1 (r„X - x0Y) = aL + pU -h YN + XX + (/Y + vZ 

A port à u n axe. — Considérons 
d'abord un axe issu de l'origine des 
coordonnées rectangulaires, défini par 
ses cosinus directeurs, «,P,y; soit 
X,Y,Z,L,M,N les coordonnées du 
vecteur AB, on aura M* (AB. A ) , en 
projetant sur A le moment O G de AB 
par rapport à 0 (14). On a ainsi 

en posant 

jJL = Z 0 a — Xof 
v = x0$ — y0a. 

On voit que les six quantités «,p,y,\p,v sont les coordonnées du 
vecteur de mesure + 1 porté par l'axe. 
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17. Moment d'un vecteur par rapport à un autre 
vecteur.— Soit deux vecteurs ÀB, A'B' 
de coordonnéesX,Y,Z, L,M,N, X ' , Y ' , Z ' 
L ' ,M ' ,N ' respectivement; désignons par 
A l'axe qui porte A ' B ' et a même sens que 
lui ; si m est la longueur de A ' B ' , on 
appelle moment de AB par rapport à A ' B ' 
le produit m. M* (AB .A) . Soit «,P,y,a,[A,V 
les coordonnées du segment -+- 1 porté 
par A . On a donc : 

A' 
M' (AB. A 'B ' ) 

= m (La + Mp - r - ^ + X A + Ypi-r- Zv) 
- LX' -t- MY' + NZ' -+- XL' -+- YM' + ZN' 

On voit que la valeur absolue de ce moment 
est six fois le volume du tétraèdre défini par les deux segments 
AB et A ' B ' ; ce moment est positif si AB a, par rapport à A ' B ' 
le sens direct, négatif dans le cas contraire. Enfin, l'expression 
analytique du moment montre tout de suite que l'on a 

M' (AB.A'B') = M' (A'B'.AB) 

Ce moment est nul quand les deux droites qui portent les 
vecteurs se rencontrent à distance finie ou infinie. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



L I V R E P R E M I E R 
DU MOUVEMENT SIMPLE D'UN POINT. 

CHAPITRE P R E M I E R 
D E L A V I T E S S E . 

1. Trajectoire. — C'est la ligne décrite par le point mo­
bile dans le système où il se meut. 

2. Mouvement rectiligne uniforme. — On appelle 
mouvement uniforme, un mouvement dans lequel le mobile 
parcourt des longueurs égales en des temps égaux. Au point de 
vue de la trajectoire et de la loi du mouvement, le mouvement 
le plus simple est le mouvement rectiligne uniforme. Dans ce cas, 
on appelle vitesse la longueur parcourue par le mobile dans 
l'unité de temps ; cette longueur est portée par la trajectoire et a 
un sens déterminé, celui du mouvement; c'est un véritable 
vecteur qu'on appelle le vecteur vitesse. 

3. mouvement rectiligne varié . — Un mouvement 
non uniforme est dit varié. Soit sur la 
trajectoire rectiligne M,M, les positionsdu 

jj>— mobile aux époques respectives teit + M; 
si le mobile allait de M en M' d'un 

MM' 
mouvement uniforme, sa vitesse serait un vecteur de longueur - — -
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4. Mouvement curviligne. — La trajectoire étant une 
courbe quelconque, soit M et M' les posi­
tions du mobile aux époques t et t -+- M. Si 
le mouvement du mobile s'effectuait de M en 
M' suivant la corde MM' et d'une manière 
uniforme, pendant le temps M, la vitesse 
serait un vecteur MB ayant pour longueur 
MM' 

et appelé vitesse mo renne pendant le 
M 

temps M ; quand A / tend vers zéro, MB a 
pour limite un vecteur MA. tangent à la 
trajectoire en M ; ce vecteur est par défini­
tion la vitesse à l'époque t. Si on prend sur 

la courbe un sens positif et une origine 0, on pourra définir le 
point M de la courbe par une abscisse curviligne s et s sera une 
fonction du temps ; le rapport de l'arc à la corde ayant pour limite 

MM' 
l'unité quand l'arc tend vers zéro, ^ a pour limite la valeur 

ds 

absolue de — . Si sur la tangente en M on choisit pour sens positif 
celui qui correspond aux s croissants, le vecteur vitesse aura 

ds 

pour mesure —. 
dt 5. Projection du mouvement sur un axe. — Soit 

sur - l'axe X'X, Mt et M' t les projections des positions M et 

ayant lesens du mouvement. Faisons tendre Anvers zéro le rapport 
MM' 
•——a une limite en général et le vecteur précédent une limite qui 
est par définition la vitesse du mobile à l'époque t. Si on prend 
sur la droite un sens positif et une origine et si x est l'abscisse du 
point M, la mesure algébrique du vecteur vitesse sera la limite 

de ~ c'est-à-dire Nous ne considérerons jamais que des 
àt dt j i 

mouvements ayant une vitesse, c'est-à-dire que les fonctions du 
temps que nous ferons intervenir pour définir un mouvement 
seront supposées admettant des dérivées. 
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Ainsi, la vitesse moyenne dans le mouvement projeté est la 
projection de la vitesse moyenne du mouvement dans l'espace. 
Si on fait tendre At vers zéro, M lB 1 a pour limite M4Aj vitesse 
de la projection et MB a pour limite MA vitesse de M. Donc : 

La vitesse de la projection du mobile sur un plan est à chaque 
instant la projection de la vitesse du mobile. 

7. Détermination analytique de la vitesse. — Soit 
x,y,z, les coordonnées du mobile, qui sont des fonctions de t. 
Si on désigne par Vj, V „ les mesures algébriques des 

M' du mobile aux époques t et t + At, et MTBI, la projection 
de la vitesse moyenne MB. En vertu 
du parallélisme des plans projetants, 
on a : f 

M tB t _ MB 1 
M1M1' ~~ MM' ~~ Tt 

D'où 
M M ' 

M tB. = 
1 1 At 

c'est à-dire que la projection de la vitesse moyenne du mobile 
pendant le temps At est la vitesse moyenne de la projection du 
mobile pendant le même intervalle. Si on fait tendre At vers 
zéro, on en conclut. 

La vitesse de la projection du mobile s u r un axe est à chaque 
instant la projection de la vitesse du mobile. 

6. Projection du mouvement sur un plan. — Si 
on projette le mouvement sur un plan, 
on a, en raison du parallélisme des pro­
jetantes 

M1B1 _ MB _ J _ 
M^V - MM' — Ai 
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V - - . 
V* _ dt y - dt dt 

La longueur v de la vitesse sera si les coordonnées sont rec­
tangulaires 

8. Application a u mouvement circulaire. — Soit 
un point M décrivant un cercle de 
rayon R . Les coordonnées rectangu­
laires du mobile sont 

x = R cos a 
y = R sin a 

a étant une fonction du temps. 
Prenons pour origine des arcs le 

point du cercle situé sur Ox et pour 
sens positif le sens choisi en trigonométrie. On aura alors 

ds du. du. 
s = R « . — = R — • = R o i . en posant w = 

dt dt 

ta a reçu le nom de vitesse angulaire du point. M 
Les projections de la vitesse sur les axes sont 

/ V » = % = R COS a . ~ \ dt dt 

i r dx . du. 

projections de la vitesse sur les axes, on a, d'après les paragra­
phes o et 3. 
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CHAPITRE II 
P R O J E C T I O N S O R T H O G O N A L E S D E L A V I T B S S E . 

1. Coordonnées polaires planes . — Soit p et 0 les 
coordonnées polaires du mobile M. Projetons 
la vitesse du point M sur le rayon vecteur et 
la perpendiculaire MB au rayon vecteur. 
Cherchons les mesures algébriques de ces 
projections. Nous prenons pour sens positif 
sur le rayon vecteur le sens de 0 vers M, et 
sur MB le sens delà demi-droite qui faitavec 

Ox l'angle 9 

rectilignes rectangulaires et les coordonnées polaires les relations 

— On a entre les coordonnées 

x = p cos 9 p sin G 

Yx = ~ cos 0 — p sin dl ' dt 
d'où 

V„ = -;- sin 6 + p cos 0 — 
y dt r dt 

Par suite 

project sur MA = V x cos 9 + V s sin 0 = ^ 

dQ 
project sur MB = — Yx sin 8 + V , cos 9 — p ^ 

~ s'appelle la vitesse de glissement ou d'élongation 
dt 

dQ 
p - 7 - la vitesse de circulation r dt 
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d'où 
fp'AO < Au < \ (p + A P ) S AO 

du , , 
dt ~ 1 P 

de 

dt 

En coordonnées rectangulaires on a 

dy dx 
y 1 ¿ 6 

tgt = i.\ d'où — — 
x cos ! 9 dt 

X dt 7 dt 

et 
d t ~ l \ x d t 7 d t ) 

La vitesse aréolaire est liée d'une manière très simple à la 

vitesse du point M ; on a, en effet, Au = ^ ~ ~ > OH étant la 

hauteur du triangle infinitésimal OMM f. D'où on tire * 

du ds 
d t ~ * d t P 

p désignant la distance du pôle à la tangente. 

2 . Vitesse aréolaire,— Au système de coordonnées polai­
res se rattache une nouvelle vitesse 
que nous allons définir. 

Soit M,M' les positions du mobile 
à l'époque t et t + At, M0 une 
origine sur la courbe. 

Posons u — aire M0OM, Au a pour 
Au 

valeur absolue aire MOM' ; —- est 
Ai 

appelé vitesse aréolaire moyenne 
. . pendant l'intervalle Al; sa limite ^~ 

est la vitesse aréolaire à l'époque t. 
Cherchons l'expression de la vitesse aréolaire en coordonnées 

polaires. On a 
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3. Application a u mouvement des planètes. — 
D'après la première loi de K e p l e r , ou loi des aires, le rayon qui 

va du centre du soleil au centre delà planète, décrit des aires 
proportionnelles au temps ; avec la définition précédente, la loi 
peut s'énoncer ainsi : La vitesse aréolaire de la planète est 

G 
constante. On désigne cette constante par — et l'on a 

G G 1 ds 
0 = = â ' ' 2 = 2 7tP 

d'où 
ds G 
dt~~p 

La vitesse de la planète est inversemsnt proportionnelle à la 
perpendiculaire menée du soleil sur la tangente à la trajectoire. 
Cette proposition est due à Newton (Principia, page 35, édition 
de 1723). 

4. Coordonnées semi-polaires ou cylindriques. — 
Un point M de l'espace est défini par 
sa cote z, et les coordonnées polaires 
p,û de sa projection sur Oxy, Ox 
étant l'axe polaire. Les surfaces p 
= const. sont les cylindres de ré­
volution d'axe Oz; les surfaces 6 
= const. sont les plans passant par Oz, 
et les surfaces z = const, les plans 
normaux à Oz; les trois surfaces 
passant par M se coupent orlhogona-
lement. Nous nous proposons de 

trouver les projections de la vitesse, sur les tangentes aux trois 
lignes d'intersection de ces surfaces prises deux à deux, les sens 

2 

R 

1 y 
Ç 2 

^ » X 

La relation précédente peut s'énoncer ainsi : 
La vitesse aréolaire à l'époque t est le moment par rapport à 

Torigine de la vitesse du mobile à la même époque. 
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18 TRAITÉ DE CINÉMATIQUE THEORIQUE. 

positifs étant ceux qui correspondent aux coordonnées croissan­
tes. D'après ce qui précède, ces projections sont (n°s 5, 6, chap, i ; 
n° 1, chap. u). 

</p c?8 CH 
DT ' P DT' 11 

La longueur Y de la vitesse du point M est donnée par 

5. Coordonnées notaires ou suhériques. — On défi­
nit un point XI de l'espace par sa 

P distance p à l'origine, l'angle 8 de 
la demi-droite OM avec Oz, et 
l'angle <j> de Ox avec Om, m étant 
la projection de M sur le plan xoy. 
Les surfaces p == const. sont les 

R sphères de centre 0 , ? = const. sont 
les plans passant par Oz, et 8 = 

— s const. les cônes de révolution 
d'axe Oz. Les trois surfaces pas­
sant par M se coupent orthogona-
lement. Nous allons chercher les 
projections de la vitesse sur les 
tangentes aux courbes d'intersec­
tion de ces surfaces deux à deux, 

les sens positifs pris sur ces tangentes correspondant aux 
coordonnées p, 8, <p, croissantes. 

Considérons d'abord la vitesse comme la résultante de sa 
projection sur Oz et sur le planxo/. 

La première de ces projections a pour expression 

dz c l I „\ — = — p cos 8 ) 

DT DT V I 

Quant à la seconde, on peut la remplacer par ses deux projec-
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li ( P s i n ô ) e t à P s i n 9 Tt 

En définitive, la vitesse peut être regardée comme résultante 
de trois vecteurs de mesures. 

3 (p°ose), ± (pein»). p sin 6 g 
On aura done : 

project, sur MP = ^ c o s 6 ) . C 0 3 6 + ^ (p s i n e ) s ' n 9 = ^ 

project, sur MQ = ~ p̂ cos 9̂  cos 3 + P̂ c o s 9 ) c o s f 

. „ il 9 n . d a » 
+ p sin 9 - 7 cos 0 = p sin 0 ~ 

T dt 1 di 

project, sur MR =Ĵ(V cos 9̂  cos 0 + 6̂ + (̂̂ psinO ĉos9 = p 
dt 

6. Coordonnées curvilignes.— Soit;r,7,zdes coordonnées 
rectilignes rectangulaires; q^q^q» 3 paramètres variables et consi­
dérons les trois familles de surfaces. 

qt = F, (x,y,z) qt = F a {x,y,z) qt = F 3 (x,y,z) (1) 

Par unpointMde l'espace, il passe trois de ces surfaces Sj.S^S,; 
nous appellerons les paramètres de ces trois surfaces coordonnées 
curvilignes du point M.Les relations(l) expriment les coordonnées 
curvilignes à l'aide des coordonnées rectangulaires ; inversement 
en résolvant les équations (1) par rapport à xyz. On a ; 

x = fx \<h. qt, <ïa) 7=4 {9t> 9», 9Î) Z~U {9x19» 9») (2) 

tious sur le prolongement de Om, et la perpendiculaire ml à Om, 
respectivement égales à (n° 1, chap. n). 
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dx _ dx dqt dx dfo dx dq3 _ yri 0x dqi . _ ^ 
dt ~ dqt dt àqs at dq3 dt ~ ^dqi dt ~ ' ' 

dx dqi 
dì 

Soit p„ Y ; les cosinus directeurs du sens positif de la tangente A; 

dx 
dqi 

v/(l),+(l),+(ir 
etc. 

par suite 

dx 
dt 

Él 
dt 

— 
dt 

A 4 ~ a t -h A 2 — a3 + A a — a. 
u t 

dq. 

en posant 

Les courbes d'interseclion deux à deux des trois surfaces qui 
passent par M sont les trois courbes 
obtenues en faisant dans les équa­
tions (2) varier successivement 
q^q^q-,. La courbe $rt variable par 
exemple est à l'intersection de S s et 
S 3 . Ces courbes Ct C 2 C 3 sontdites 
courbes de coordonnées. Nous 
nous proposons de chercher les 
composantes de la vitesse suivant 
les tangentes A 4 , A 2 , A 3 à ces 
trois courbes, le sens positif sur 
chaque tangente étant celui qui 

correspond au sens des q croissants. On a 
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L1V. I, CHAP. II. — PROJECTIONS ORTHOGONALES DE LA VITESSE. 21 

Ces relations montrent que les composants de la vitesse suivant 
A k A 2 A 3 sont respectivement 

A a d-l* A ^ 
A ' dt ' A î dt' A s dt 

OU Aj? ' , , Aj^'j , Asq't 

en posant d q 

q i = Tt 

7. — Si au lieu des composantes suivant A x A , A 3 on prend 
les projections orthogonales de la vitesse, les expressions obte­
nues sont moins simples ; on a, par exemple : 

vt = project. sur A 4 = o^a;' -t- p t y' + y 4 z' 

en posant ¿ ¡ x 

x' = — etc. 

Le second membre peut être transformé. On a 

- Kl? + A 27 2 '* + A 3 y s ' 2 + â B ^ a H- SB.ç'.gr'i + 2B 3 g ' l ( 7 ' , 

2T. est ainsi une forme quadratique par rapport aux q' dont 
les coefficients sont fonctions des q. On a 

, , dx , dy , àz dx dx' 
A t v t = x' -r- + y' -+- z' - r — Or, — = — 

< t y i < t y i <tyi o r / ' , 

puisque 
, dx , dx , 

x = T~ 11 + · · · + T~ <7 s 

d'où 
A t v t = a;' - 5 - 7 - + + z' — = 

àq\ àq\ dq\ 

Les projections orthogonales de la vitesse sont donc : 

1 d'Y 1 dT 1 àT 
A, àq\ ' A, àq'i ' A 3 dq'3 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



CHAPITRE III 

COMPOSITION D E S V I T E S S E S — C O N S T R U C T I O N DES T A N G E N T E S . 

1. — Un mobile se meut dans un système S, lui-même em­
porté dans un système plus vaste S t . On dit que le système S, 
appelé système mobile ou de comparaison, a un mouvement 
dentraînement dans le système S t appelé système fixe. Par 
rapport au système S, le mouvement du point est qualifié de 
mouvement relatif ou apparent; son mouvement, par rapport au 
système Slt qui dépend à la fois du mouvement relatif et du 
mouvement d'entraînement s'appelle mouvement absolu. 

2 . — Soit AB la position de la trajectoire relative à l'époque t, 
M la position du mobile sur celte 
trajectoire à l'époque t. — Au 
bout du temps àt la trajectoire 
est en A'B' et le mobile en M4 — 
Le point du système de comparai­
son, qui coïncide avec le mobile 
à l'époque t et qui est dit point 
coïncidant est en M'après le temps 

M. 
La corde MMt du déplace­

ment absolu est la résultante 
de la corde MM' du déplacement 
d'entraînement, et de la corde 
M'Mt du déplacement relatif. Il 

en est de même pour les quotients de ces vecteurs infiniment petits 
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LIV. I, CHAP. HI. — COMP. DES VITESSES, CONST. DES TANGENTES. 23 

par M. En passant à la limite, on voit que : 
La vitesse absolue du mobile est à chaque instant la résultante 

de la vitesse relative et de la vitesse d'entraînement. Nous 
entendons par vitesse d'entraînement la vitesse à l'époque t du 
point coïncidant. Connaissant deux quelconques de ces trois 
vitesses, on saura donc, par une règle simple, en déduire la troi­
sième. 

3. Ciénéralisation. — Soit n systèmes invariables S t S 2 . . 
S n, tels que chacun d'eux se meut dans le suivant ; P un point en 
mouvement dans le système S t et P 1 ( P 2, ... P„-j, les n — 1 points 
des n— 1 premiers systèmes qui, à l'époque ^coïncident avecP... 
Désignons par Yt la vitesse de P 4 par rapport à S 2 , par V 2 celle 
de P 2 par rapport à S, et ainsi de suite jusqu'à V K _ t vitesse de 
P» — ! par rapport au système S„. La vitesse de P dans S 2 est la 
résultante de la vitesse relative V r et de la vitesse d'entraîne­
ment V t . La vitesse de P dans S 3 est la résultante de la vitesse 
de P dans S, et de V 2 et par suite la résultante des trois vitesses 
V r , V I } V a . Et ainsi de suite. Donc : 

La vitesse du mobile, par rapport au dernier système S„ est la 
résultante de Vr, Vv Vt, Vn.-V 

4. Construction des tangentes. — Roberval, le pre­
mier a déduit de la considération des 
mouvements simultanés une solution 
du problème des tangentes aux lignes 
courbes (communication à Fermât 
1640, mémoire lu à l'Académie des 
sciences 1668). Si on considère, en 
effet, avec Roberval, la tangente à une 
courbe comme portant la vitesse d'un 
mobile assujetti à décrire cette courbe, 
il suffira, pour être en mesure de 
tracer la tangente, de connaître deux 

composantes de celte vitesse, ou simplement deux vecteurs 
proportionnels à ces composantes. En particulier, supposons la 
courbe définie en coordonnées bipolaires ;y 'FetF 'étant les deux 
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pôles. La projection orthogonale de la vitesse sur le rayon vecteur 
dr 

FM est — le sens positif étant celui de FM ; de même sur F'M, 
dt 
dr' 

elle est — . Si MA et MA'' sont des vecteurs de mesures pro-
dt 

dr dr ' 
portionnelles à— et il suffira de mener en A et A' des per-
diculaires aux rayons vecteurs. Leur intersection sera un point 
de la tangente. La construction s'applique immédiatement à 
l'ellipse, l'hyperbole, aux ovales de Descartes. 

5. Tangente à la Conehoïde. — Gomme nouvelle 
application de la méthode de 
Roberval, indiquons la construc­
tion de la tangente à la conehoïde 
de Nicomède (150 ans avant J.-C.) 
ou conehoïde de droite. Rappe­
lons la définition de la courbe ; 
pour un point fixe 0, on mène 
une sécante qui coupe une droite 
fixe D en M ; sur cette sécante, on 
prend à partir du point M une 
longueur constante MM' = a ; la 
conehoïde est le lieu de M' quand 
la sécante varie. 

On peut représenter la vitesse 
de M par un vecteur MG de lon­
gueur arbitraire. Ses projections 
sur le prolongement du rayon 

vecteur et la perpendiculaire à ce rayon sont : 

MA = £ ; MB = p ? 
dt.' • * dt 

Pour le point M' on a de même 

M'A' = ^ + !> M'B' = (P + .) S dt dt 
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Tangentes aux courbes en coordonnées mult i ­
polaires. — Considérons dans le 
plan une courbe définie par la relation 
/ ( r 1 ( r%, r„) = o entre les distances 
tf'un point de la courbe à n pôles 
F,F2... F n . On a pour une telle courbe 
une construction très simple de la 
tangente due à Poinsot. 

Sur le rayon vecteur, F; M, portons 

un vecteur MA; de mesure le sens 
dr, 

positif étant celui de FiM. 
La résultante de tous les vecteurs MA; est normale à la courbe 

en M. — Nous allons montrer, en effet, que la somme des pro­
jections de ces vecteurs sur la vitesse v du point M est nulle. 
Soit a; l'angle de FiM avec la vitesse. 

^
df di\ 

-— cos a; = 0. Or, on a —r- = r cos a;, 
or dt 

df dr< Σ dt drt 

7F(-dt=° 
. dri 

cos a, est proportionnel a — et on est ramené 
relation qui résulte de l'équation de la courbe par d i f feren­

tiation. 
Cette construction s'applique en particulier aux courbes défi­

nies en coordonnées bi-polaires, à l'ellipse, l'hyperbole, aux 
ovales de Descartes, de Cassini, etc. On retrouve les propriétés 
bien connues des tangentes à l'ellipse et à l'hyperbole. 

On a donc 
h t , . , ™, M'B' OM' M'A = MA., m = m 

c'est-à-dire que B' se trouve sur OB. 

Ces relations entraînent une construction très simple de la 
tangente en M'indiquée sur la figure. 

— Pour une conchoïde de courbe, la construction de la tangente 
reste la même ; on remplacera la droite D par la tangente à la 
courbe en M. 
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LIVRE II 
MOUVEMENT SIMPLE D'UN POINT. — DE L'ACCÉLÉRATION 

CHAPITRE PREMIER 
D É F I N I T I O N D E L ' A C C É L É R A T I O N . 

1. Mouvement reetiligne uniformément varié. — 
Un mouvement rectiligne est dit 
uniformément varié, si la vitesse 

~~o S fi ^ varie de quantités égales en des 
temps égaux. La variation de la 
vitesse, pendant l'unité de temps, 

s'appelle l'accélération. Si dans un intervalle de temps At la va" 
Av 

riation de la mesure v du vecteur vitesse est \v, — est cons-
' Al 

tant et mesure le vecteur accélération. Le vecteur vitesse MA du 
mobile à l'époque t étant transporté en Om de manière que son 
origine soit fixe en 0, on peut encore dire que l'accélération du 
point M est la vitesse du point m. 

2. Mouvement reetiligne quelconque. — Pendant le 
temps At, la vitesse MA du point M 
subit une variation géométrique MB di-

0 " . m b a rigée suivant la droite ; le quotient —— 

M ' M 7 est un vecteur qu'on appelle accélération 
moyenne, relative à l'intervalle At. La 
limite de ce vecteur pour At tendant vers 

zéro est l'accélération à l'époque t. On voit que si on suppose la 
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28 TRAITÉ DE CINÉMATIQUE THÉORIQUE. 

vilesse MA constamment transportée en Om de manière que son 
origine soit fixe enO, l'accélération du point M est la vitesse du 
point m. Le point m, 0 étant pris pour origine et x étant l'abscisse 

dx* 
de M, a pour abscisse — L'accélération du point M aura donc 

à-x 
pour mesure y = -j^ 

On peut donner une autre définition de l'accélération ; soit M r 

la position du mobile à l'époque t -+- M. On aura 

MM' = rU -+- { T (M)2 + « (M)s 

a ayant une limite finie quand M tend vers zéro 

d'où 

T = l i i n 2 ( M M ' - ^ ) 

Si, à partir du point M, le mouvement devenait uniforme, à 
l'époque t •+• M le mobile serait en M t, tel que 

on a enfin 
= l i m 2 ^ 

et, par suite, l'accélération est la limite du vecteur 2MtM' 

3. Mouvement curviligne. — Soit M, M'les positions du 
mobile aux époques t, t + M, 
et MA, M'A' les vitesses cor­
respondantes. Menons le v e c ­
teur MB égal à M'A', parallèle 
et de même sens. Ce vecteur 
MB est la somme géométrique 
de MA et AB, en sorte qu'on 
peut considérer AB comme la 
variation géométrique de la 
vitesse pendant le temps A£, 
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A B 
' Le vecteur MJj égal, parallèle et de même sens à —— est 
l'accélération moyenne pendant l'intervalle M ; sa limite MJ 
quand s'annule est par définition l'accélération à l'époque t. 
Le plan AMB ayant comme on sait pour limite le plan osculateur 
en M, on voit que l'accélération est dans ce plan osculateur ; elle 
est en outre, par rapport au plan de la tangente et de la binor-
male du même côté que le centre de courbure. 

4. Hodographe. — Par un point fixe 0, menons le vecteur 
Om obtenu en transportant la vitesse de 
manière que son origine vienne en O. On 
voit que l'accélération du point M, à une 
translation près, n'est autre que la vitesse 
du point m. Le point m décrit une courbe 
appelée hodographe. Si 0 est l'origine des 
coordonnées, (x, y, z) étant les coordonnées 
de M, celles de m seront 

dx dy dz 

dt' dt' 7l' 

et par suite les projections de l'accélération sur les axes ont pour 
expression : 

d*x dy diz 

IF' IF' dF 

5. Autre définition de l'accélération. — M et M' 
étant les positions du mobile aux épo­
ques t et t •+• M, et v, sa vitesse à 

A,, l'époque prenons sur la tangente en 
A M à la trajectoire MM, = vA/, le point 

# I Mj est la position que prendrait le ino-
- A bile au bout du temps M, si à partir 

1 de M le mouvement s'effectuait unifor­
mément suivant la tangente. Le vecteur MtM' a été nommé 
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par Duhamel, déviation. Nous allons voir que Vaccélération est 
2M M' 

la limite du vecteur • ' V 
(AQ» 

On a en effet 

( \ / dx \ d*x A£ s 

X + Ax) — [X + — A H = — . — + «A/» 

« ayant une limite finie pour At = o. 

d'où 

lim. project ( ^ J » ^ 
2 M M' 

De même pour les deux autres axes. Le vecteur — î — a donc 
(M2 

une limite qui est l'accélération. 
6. Projections» de l 'accélération. — Soit MA et MB des 

vecteurs égaux et parallèles aux vitesses aux époques t et t -f- At; 
les projections de MA et MB, sur une droite ou sur un 
plan, seront les vitesses de la projection du mobile aux mêmes 
époques. 11 en résulte que le vecteur AB, variation géométrique 
de la vitesse du mobile de l'espace pendant le temps At, se pro­
jettera suivant un vecteur A'B' qui représente la variation géomé­
trique de la vitesse du mobile projection pendant le même temps 

AB 
et l'accélération moyenne — du mobile de l'espace , aura pour 

A'B' 
projection , c'est-à-dire l'accélération moyenne du mobile 
projection. D'où, en faisant tendre Al vers zéro ce théorème : 

L'accélération du mobile projection est à chaque instant la 
projection de l'accélération du mobile de l'espace. 

1. Accélération d'ordre supérieur. —En opérant sur 
les vecteurs qui représentent l'accélération au temps t et t H- At, 
comme on l'a fait avec ceux qui représentent la vitesse, on 
obtiendrait un nouveau vecteur représentant F accélération du 
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deuxième ordre ou suraccélération, ayant pour projections sur 
les axes 

<Px (Py <Pz 
~dë' d ï 7 ' ~d¥ 

En continuant de la sorte, on définirait l'accélération d'ordre n 
qui a pour projections : 

V U - 1 , n + ! , » 4 - 1 
x a y d z 
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CHAPITRE II 
r-ROJECTIONS DE l ' A C C É L É R A T I O N . 

Nous avons, dans le chapitre précédent, décomposé l'accéléra-
ration suivant des axes fixes. Maclaurin, en 1742, en a donné le 
premier exemple (Traité des fluxions, vol. l,art. 465 et suivants). 
Nous chercherons à présent l'expression des projections orthogo­
nales de l'accélération sur certaines droites liées à la trajectoire 
du mobile, de môme que nous l'avons fait pour la vitesse. 

1. Projections sur la tangente et la n o r m a l e 
principale. — Soient en coordonnées rectangulaires, x, y, z, 
les coordonnées du mobile M, v sa vitesse au temps t, a,p,y les 
cosinus directeurs de la tangente menée dans le sens des arcs 
croissants, a'ßY ceux de la normale principale, cfe l'angle de 
contingence, R le rayon de courbure au point M. On a 

d-x _ d ldx\ _ d I \ _ dv da 
~dF ~Tt \7t) ~~ It V°7 ~ ~dt' " + V ~dt 

D'après les formules de Frenet 

rfa a'dn , ds d<s _ a! v 
~di ~~ ~aT ~ " di' Us ~ TT 

et par suite 
/ d'-x dv , v» 
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Ces relations montrent que l'accélération est la résultante de 
deux vecteurs; l'un porté par la tangente a pour mesure 

DV D*S 
ZT = TT=DÏ 

On l'appelle accélération tangentielle ; l'autre, porté par la 
normale principale a le sens de cette normale et pour longueur 

J„ = — ; il est dit accélération normale, 
ix 

Ce mode de décomposition de l'accélération a été employé par 
Newton (Principia 1687) et par 
Euler dans sa mécanique publiée en 
1736, le premier ouvrage où la 
science du mouvement soit ramenée 
à des questions d'analyse. J'indiquerai 
un moyen à peu près intuitif pour 
retrouver le résultat précédent ; il 
suffit de prendre pour origine d'un 
système de coordonnées polaires dans 

l'espace le sommet du cône directeur des tangentes à la trajectoire 
et de considérer l'accélération m G comme la vitesse du point 
décrivant l'hodographe. Alors 

p = Om 

D'autre part : 

et J ( = mk = -~ = -r di dt 

_. tfcr DZ DS 
- - M B = p. — = V —. — 

1 AT DS DT II 
R 

2. Application au mouvement eireulaire. — On a 
dans ce cas v = Ru. 
par suite 

R-dt 

Si le mouvement est uniforme, w est constant et — = 0. 
dt 

L'accélération J se réduit à l'accélération normale et a pour 
v* 

valeur J = — 
JK. 
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3. Rayon de courbure de l'hélice. — La relation 
v* 

J„ = — permet, dans certains cas, 
de déterminer le rayon de courbure 
d'une courbe. Soit, par exemple, une 
hélice, c'est-à-dire une courbe tracée 
sur un cylindre coupant toutes les 
génératrices sous un angle constant 0. 

Supposons-la décrite par un m o ­
bile M d'un mouvement uniforme 
avec une vitesse v. Projetons le 
mouvement sur un axe Oz parallèle 
aux génératrices et sur le plan P de 
la section droite passant par M. Le 

mouvement projeté sur Oz est uniforme ; par conséquent, l'accé­
lération J du point M est dans le plan de la section droite et coïn­
cide avec l'accélération J'dans le mouvement delà projection de 
M sur le plan P; soit y' la vitesse constante de cette projection, 
R' le rayon de courbure de la section droite en M, R celui de 
l'hélice, on aura puisque J' = J : 

or 

d'où 

R' R ' 

v = v sin i 

R' 
sin * i 

R 

4. Projections en coordonnées 
polaires planes .— La projection de 
MJ sur le rayon vecteur a pour expression, 
en posant 

x = 
dx 

Tt 

dx9-

dl* 
etc. 

' cos 6 -+- y" cos 6 = ^ (xx" -t- yy") = ^ |j| {xx' -4- yy'^ — (x'* -+- y" 
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La projection sur la perpenJieuiaire au rayon vecteur, faisant 

avec Ox l'angle 9 -f- - est 

— x" sin 0 -(- y" cos 9 

5. Coordonnées gemi-polaires . — De ce qui précède, 
il résulte immédiatement que les projections ont les expressions 
suivantes : 

sur Oz : —. 
dt* 

s u r C t e e t O / : p" — p 8 ' ! et ~-J( 

6. Coordonnées polaires dans l 'espaee. — Nous 
considérerons l'accélération du point 
M comme la résultante de la projec­
tion de M sur Oz, et de l'accélération 
de la projection m de M sur xy, cette 
dernière étant à son tour remplacée 
par ses composantes sur le rayon 
vecteur Om et la perpendiculaire à 
ce rayon. 

Ces trois composantes sont : 

(p cos 6 ) % (p sin 0 ) " 

\ 
Nous aurons : 

x" cos (e + | ) + f »in (Q -+- \) = 

= p" ( ^ " - = I It {œy> - = 

1 d p sin 8 o '* , — — — (p* sin* 8<p') 
r T ' p sin 8 dtvr T 

project sur MP — (p cos 9 / ' cos 8 + sin 9 [(p sin 8 / — p sin 8 ? " ] 
= p" — P 8 ' * — p sin 8 6 ? ' * 
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project sur MQ = — (p cos 6)" sin 0 + cos 6 [(p sin 8)" — p sin 0 9 ' * ] 
1 d 

= 2p'0' + p8" — p sin 0 cos 8<p'J = - -r (ps6'j — p sin 8. c os89 ' * 

7. Coordonnées curvilignes.—Reprenons les coordonnées 
curvilignes q^q»et la forme quadratique 2 T = Ï " + y'1 -+- z'1. 
Nous allons voir qu'en introduisant 2T, les projections ortho­
gonales de l'accélération J sur les tangentes A 4 A 8 A 3 aux courbes 
coordonnées, ont des expressions simples. On a : 

project sur MR - — :—- — (p2 s i n * 6 9 ' ) 
r J p sin 8 dt>l T ' 

J A , = x"*t + y'&i + z'fi A , J A T = x' dx 
àqi 

V'it (^) + ydi (4i) + ''dt (^)] 

D'après un calcul déjà fait la première parenthèse est 

On a 

dt [dqij 
d'x dx' 

dqidqs àqt q3 àqi 

La deuxième parenthèse est donc 

.dx' , ,dy' ,àz' àT 
<tyi dqt dqt dqi 

Par suite 

2 = 1.2.3. 

8. Projections de la suraeeélération. — Nous allons 
chercher les projections de la suraccélération sur la tangente à la 
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trajectoire, la normale principale, et la bi-normale. Nous avons 
obtenu : 

d-x dv , Y1 

= a 1- a — 
dl* d t ^ R 

d'où 

rPx __ d*v dv dx ' d l F ' \ If (da'\ 
ill* ~ " rf/2 + dt' dt " dt \r) + R [dlj 

Or si on désigne par a"p"-f" les cosinus directeurs de la 
binormale, da, dz l'angle de contingence et de torsion : 

du. = a'cfe 

cTa' = — ar/a — *" d? 

da ,ds da v a ' 

~Jt ' ~ a dl' dis ~ R" 

da' txv nr 
~dt ~ ~ R ~ ' T 

Ces trois égalités montrent que la suraccélération est la 
résultante de trois vecteurs portés par la tangente, la normale 
principale et la binormale ayant respectivement pour mesure : 
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CHAPITRE III 

A C C É L É R A T I O N S C E N T R A L E S . 

1 . Nous dirons que l'accélération d'un mouvement est centrale 
lorsqu'elle passe constamment par un point fixe. Prenons ce 
point fixe pour origine de coordonnées rectangulaires, soit x,y,z 
les coordonnées du mobile x',x" les dérivées première et seconde 
de x par rapport au temps. Si l'accélération passe constamment 
par 0, on a : 

x" _ f 
x ~~ y ~ z" 

D'où par exemple : 

yz" — zy" = 0 

ou ^(yz'-zy') = 0. 

On a donc par intégration 
Í rz' — z/ = A 

(1) ] zx' — xz' = B 
( x/ — yx' = G 

A, B, G, désignant trois constantes. Des relations (1), on tire 
Ax + By + Gz = 0. Donc : 

Si l'accélération est centrale, la trajectoire est contenue dans 
un plan passant par le centre. 
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Si on prend ce plan pour plan des xy, les relations ( 1 ) se 
réduisent à : 

dy dx 

ou en passant aux coordonnées polaires i",8 

Par suite. La vitesse aréolaire est constante, le centre étant 
pris comme pôle. 

Rappelons que la relation (I) revient à 

(I') pv = C 

p désignant la distance du centre 0 à la vitesse. 
Réciproquement : Si la trajectoire est dans un plan passant 

par 0 et si 0 étant pris pour pôle la vitesse aréolaire est cons­
tante, 1 accélération passe constamment par 0 . 

Prenons en effet, le plan pour plan a;07 on a 

z = 0 xy' — yx' = G 
d'où 

x" v" 
x y 

et par suite l'accélération passe par 0 . 
Cette double proposition est due à Newton (Principia, pages 

34 et 35, édit. 1723). 

2. Diverses expressions de la vitesse. — On a 

dr* + r s d 8 ' 
v 2 = - -

do 
ou en tenant compte de r* — = G 

. G8 (dr2 4- /-'de') 
r'dQ8 
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d'où 

x'x" + y'y" •• 

par suite 

T -

-l(xx> +yy>) 
dv* _ Y dr'- _ Q 

6 di ~ r dt ~~ "T 

dr 
dt 

(III) — r„ 2 = — 2 jf** Y dr 

proposition due encore à Newton (Priacipia page 114). 

3. Expressions diverses de l'accélération. — Dési­
gnons par |x l'angle de la vitesse avec 
le rayon vecteur. Projetons l'accé­
lération sur la normale et soit R le 
rayon de courbure en M. Nous aurons : 

Y sin u. = -

F S CJr — = — - (IV) R sin u. tip3 v ' 

en tenant compte de p = r sin i* et de {!') 

La vitesse est ainsi connue étant donné la trajectoire et la 
constante des aires. 

Si on élimines, on obtient v*= — - 4 — - ; 
\clt I rs 

la vitesse est ainsi connue si on se donne la 
constante des aires et le rayon vecteur en fonc­
tion du temps. 

Nous indiquerons enfin une relation simple 
entre la vitesse et l'accélération. Soit y la mesure 
de celle-ci quand on prend pour sens positif non 
plus celui de 0 vers M, mais le sens opposé. 

On a alors : 
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Cette formule est due à Moivre qui la communiqua à Jean 
Bernouilli, en 1705, mais sans démonstration. Celui-ci répliqua par 
l'envoi de la démonstration (lettre datée de Bâle, 16 février 1706). 

La formule (IV) peut se mettre sous la forme 

V 1 ' p* dr 

Montrons en effet qu'on a 
dp _ r 
a7? R 

or 

d'où 

dp . du. — = sin u. -f. r cos m. — 
de dr 

dr = ds cos u. 

rdO = ds sin u. 

car l'angle de contingence en M est d6 + d u . . 

Indiquons d'autres expressions de l'accélération ; nous avons 
trouvé pour projection de l'accélération sur le rayon vecteur 
r" — rQ", le sens positif étant celui de OM. Donc : 

tfO\2 d*r /c/0\2 d*r 

C'est d'ailleurs sous cette forme que Clairault (Théorie de la 
lune, page 2, 1752) et Euler (Novi, comment. Petrop. 1753) 
avaient fait connaître presque en môme temps l'expression de 
l'accélération. 

Eliminons 0 entre la relation (V) et r 2 ^ = C. Nous avons : 
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Eliminons t entre la relation (V) et r 2 — = C; nous obtenons 
K ' dt 

ensuite 

d'où 

dt r 2 de de 
ds£__ «P_* d 6 _ _ C _ ' ^j-
df- ~ de8' rf* ~ r 2 d62 

Cette formule, due à Binet, fait connaître l'accélération étant 
donné la constante des aires et la trajectoire. Telles sont, présen­
tées dans l'ordre historique, les diverses formules relatives aux 
accélérations centrales. 

4. Application au mouvement d'un point sur une 
conique, l 'accélération étant constamment diri­

gée vers u n foyer. — Nous prenons 
le foyer considéré pour pôle et pour axe 
polaire la droite qui va du foyer au som­
met voisin ; la conique a pour équation 

1 -t- e cos e 
1 1 + e cos 6 ou · - = 
r p 

En portant cette valeur de 7 dans la formule de Binet, on trouve : 

= 5* I 
Y ~ p ' r* 

l'accélération est ainsi connue si on donne la constante des aires 
et la variation du rayon vecteur avec le temps. 
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Ainsi l'accélération est inversement proportionnelle au carré 
du rayon vecteur. 

La formule (IV) de Moivre, où pour éviter une confusion nous 
désignons par p' la distance du foyer à la vitesse, donne : 

R = ± C ? r r* _ p 

puisque 
p' = r sin (A 

Si on désigne par <p l'angle de la normale avec le rayon vecteur 
on a : 

P R 
cos' cp 

D'autre part, la longueur de la normale, comprise entre le 
point d'incidence et l'axe est 

COS cp 

On a enfin 

COS2 <p 

formule qui fournit une construction très simple du rayon de 
courbure de la conique. (Voir Serret, Cours de calcul différentiel 
et intégral, tome I, page 336). 

5. mouvement d'un point sur une spirale loga­
rithmique, l 'accélération étant constamment diri-
gee vers le pâle. — Soit : r = e" l'équation de la courbe. 
Appliquons la formule : 

^ p3' dr 
on a 

rdQ ra 
tgy. = — = a. et p = r sin \J. = 

Ct. C L fJ I O U I M. - ' s 
dr ' + 
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par suite 
_ C s (1 + a2) 1_ 

L'accélération est inversement proportionnelle au cube du 
rayon vecteur. (Newton. Principia : proposition IV, probi. IV, 
page 45.; 
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LIVRE III 
ÉTUDE GÉOMÉTRIQUE DU MOUVEMENT D'UN SOLIDE. 

CHAPITRE PREMIER 
D E S M O U V E M E N T S D E T R A N S L A T I O N E T D E R O T A T I O N 

D ' U N S O L I D E . 

1. Translation. — On dit qu'un système invariable ou 
solide a un mouvement de translation, quand tous les points du 
système éprouvent, dans un intervalle de temps quelconque, des 
déplacements égaux, parallèles et de même sens. 

Si on considère un intervalle A t, on voit que les vitesses 
moyennes des points du solide sont des vecteurs égaux et, pas­
sant à la limite, on a ce théorème : 

Si un solide a un mouvement de translation, à un instant quel­
conque les vitesses de tous les points sont égales. 

Réciproquement, si deux points quelconques A t (x1,y1,zl) 
A s (j' s7 2z 2) du système ont, à chaque instant, la même vitesse, le 
système est animé d'un mouvement de translation. En effet, des 
équations 

dxi dx% d)\ dyt dzi dzt 

~dt ~ ~dt' ~dl ~ ~dl' ~dt ~dt 

on déduit par intégration que xt — xit y± — y3, zt — zit sont 
des constantes. Le segment A,A 2 se déplace donc parallèlement 
à lui-même, d'où il résulte que les points A t ,A 2 éprouvent dans 
le même temps des déplacements égaux, parallèles et de même 
sens. 
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8 — 8, = const 
d'où 

de, _ d_8 _ 
dt ~ dt ~~ W 

3. Représentation des rotations. — Les vitesses des 
points d'un solide en rotation sont 
connues à l'époque t, si on connaît 
l'axe, le sens du mouvement etlavitesse 

|R angulaire. On donnera à la fois toutes 
ces conditions en représentant la rota­
tion par un vecteur OR porté par l'axe, 
de longueur mesurée par «o, et ayant un 

v V sens tel que par rapport à ce vecteur le 
mouvement de rotation ait le sens direct, 
c'est-à-dire s'effectue de gauche à droite 

pour un observateur ayant les pieds à l'origine et la tête à l'extré­
mité du vecteur. Remarquons, d'ailleurs, que notre sens direct 
est le sens rétrograde en astronomie. Le mode de représentation 
précédent est dû à Poinsot (Théorie nouvelle de la rotation des 
corps, page 6, 1852). On voit sans peine que la vitesse MV d'un 

/ 

2. Rotation. — On dit qu'un solide a un mouvement de 
rotation si deux points A,B de ce solide sont 
fixes ; tous les points de la droite AB sont 
alors fixes ; cette droite est l'axe de rotation. 
Tout point M du système décrit un cercle 
ayant son plan perpendiculaire à l'axe et son 
centre sur l'axe ; sa vitesse est un vecteur MV 
normal an plan MAB dont le sens résulte de 
celui du mouvement ; sa valeur numérique est 
MP. us, u étant la vitesse angulaire. Cette vitesse 
angulaire est la même pour tous les points du 
corps ; si on considère, en effet, un autre point 
M, et qu'on désigne par 0 et 8, les angles des 
plans méridiens ABM, ABM4 avec un plan 
méridien fixe, on a 
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point M sera le moment du vecteur représentant la rotation par 
rapport à ce point. 

4. Détermination analytique de la vitesse d'un 
point du corps . — Les projections de la vitesse du point 
M[x,y,z) ne sont autre chose que celles du moment du vecteur OR 
par rapport au point M. Soit (xt, y^z^ les coordonnées de l'origine 
de la rotation, p, q, r ses projections sur les axes de coordonnées 
rectangulaires ; on aura : 

i V , = (yi — y) r — {zl — z) q = 1 •+- qz — ry 
< V„ = (Zi — z) p — (Xi — x) r = m + rx — pz 
[Yx = [xl — x)q— (yi— y) p = n + py — qx 

(l,m,n,p,q,r) étant les coordonnées du vecteur OR, 

et si le point 0 est origine des coordonnées : 

f V, = qz — i-y 
) V„ = rx — pz 
! V, = py — qx 

Remarque. — C'est à ces deux mouvements simples : trans­
lation et rotation, qu'on ramène le mouvement d'un corps solide. 
Nous commencerons par étudier un cas particulier, celui où un 
plan du solide glisse sur un plan fixe ; ce mouvement revient 
évidemment à l'étude du mouvement d'une figure plane dans son 
plan. 
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CHAPITRE II 
É T U D E G É O M É T R I Q U E D U M O U V E M E N T D ' U N E F I G U R E P L A N E 

D A N S SON P L A N . 

T H É O R È M E I. — Tout déplacement d'une Ogure plane dans 
son plan peut être produit par une rotation autour d'un point. 

que les deux angles AOA' et BOB' sont égaux et de même sens. 
Si l'on conçoit que le plan lié à la figure mobile tourne autour du 
point 0 d'un angle égal à AOA', le point A décrira un arc de 
cercle et viendra en A', B décrira un autre arc de cercle et 
viendra en B'. La figure aura alors passé de sa première à sa 
seconde position. Si AA' et BB' étaient parallèles, 0 serait rejeté 
à l'infini ; la rotation deviendrait une translation. 

T H É O R È M E IL — Lorsqu'une ligure plane se déplace dans, 
son plan, les vitesses des différents points de la ligure, à un 
instant déterminé, sont les mêmes que si la ligure tournait autour 
d'un certain point avec une vitesse angulaire déterminée. 

Soit M et M' les positions d'un même point de la figure aux 
époques t et t + A t. On peut amener la figure de sa première 
position à la seconde en la faisant tourner autour d'un certain 

0 

Deux points A et B, invariablement 
liés à la figure, suffisent pour en 
déterminer la position. Soit A'B' les 
positions de ces deux points dans 
une deuxième position de la figure. 
Le point A a éprouvé le déplacement 
AA', le point B le déplacement BB'. 
Les perpendiculaires à ces deux 
droites en leurs milieux se coupent 
en un point 0 et l'on voit aisément 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



MM' 
U 

MM' arc M M' 
arc MM' A.t 

MM' a T „ 
T M 

arc MM'' M' 1 

Si on désigne u> la limite de — et par v la vitesse du point M, 

on aura en passant à la limite : 

v = w. ÏM. 

La vitesse du point M est donc la même que si la figure tournait 
autour du point I avec la vitesse de rotation ta indépendante du 
point M. 

Le point I est appelé centre instantané de rotation relatif à 
l'instant t. 

Il résulte de ce qui précède, que les normales aux trajectoires 
des différents points de la figure mobile menées pour chaque 
position de la ligure concourent au centre instantané. De cette 
remarque, on déduit un procédé très simple pour le tracé des 
tangentes à certaines courbes. 

T H É O R È M E m. — Si on considère l'enveloppe d'une ligne 
tracée dans le plan de la ligure mobile, la normale commune à 
l'enveloppe et à l'enveloppée menée en chaque point où ces deux 
courbes se touchent passe à chaque instant par le centre instan­
tané correspondant. 

En effet, le point de contact M, quand le temps varie, se 
déplace sur la courbe mobile G ; celle-ci peut donc être considérée 
comme la trajectoire relative du point M, l'enveloppe E étant la 

4 

point I f d'un angle déterminé a, et la perpendiculaire à MM' 
en son milieu passe par L_. Si kt tend 
vers zéro, le point I, tend, en général, 
vers un point limite I. 

La perpendiculaire en M à la vitesse 
MA du point M passera donc par I. En 
outre, soit r t la vitesse moyenne de M. 

On a 
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trajectoire absolue. La vitesse absolue et la vitesse relative du 
point M se trouvent dès lors portées à chaque instant sur la 
tangente commune en M aux deux courbes ; il en est, par suite, 
de même de la vitesse d'entraînement du point M ; or, la normale 
en M à la vitesse d'entraînement va passer par le centre instan­
tané I et le théorème est établi. 

La vitesse d'entraînement du point M n'est pas constamment 
nulle, car elle est égale à « IM ; D'autre part, si s et s' sont les 
arcs de G et E compris entre le point M et une origine fixe prise 
sur chaque courbe, la vitesse absolue et la vitesse relative, sont : 

ds' ds — et -p 
dt dt 

On a donc en choisissant convenablement les sens positifs sur 
les deux courbes : 

ds' ds · 
-7? ~ -77 = "IM 
dl dt 

La différence s' — s sera variable avec l et il y a, en général, 
glissement de l'enveloppée sur l'enveloppe. 

T H É O R È M E IV. — Le mouvement dune figure plane dans son 
plan peut être obtenu en faisant rouler 
sans glissement une courbe de la ligure 

( l m ) sur une courbe fixe. 
I Le centre instantané de rotation I, relatif 

y à l'époque t, décrit, quant t varie, une 
• A courbe (Im) dans le plan de la figure 

mobile ; il décrit aussi une courbe (If) dans 
\ le plan fixe. On peut regarder (Im) comme 

\ sa trajectoire relative, (If) étant alors sa 
( If ) trajectoire absolue. La vitesse d'entraîne­

ment du point I est nulle à chaque instant. 
Donc, la vitesse relative et la vitesse absolue du point I sont 
représentées par un même vecteur IA.. Il en résulte d'abord que 
les deux courbes (Im) et (If) sont tangentes au point I ; en outre, si s 
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uV __ ds _ · 

Tt ~ ~dl ~ 

d'où 
s' — s = const. 

Le point de contact décrit sur les deux courbes des arcs égaux, 
c'est-à-dire que (Im) roule sur (Iy) sans glissement. 

Les deux courbes (Iw) et (If) sont appelées les roulantes. 
La courbe (Im) est d'ailleurs la seule courbe du plan mobile qui 

roule sur son enveloppe, car, d'après l'égalité obtenue plus haut: 
dsr ds 
— = w IM, si la courbe G roule sur son enveloppe, on 
dt dt 
doit avoir à chaque instant to IM = 0, c'est-à dire IM = 0 car m 
n'est pas constamment nul ; le point M de la courbe G se confond 
donc avec le centre instantané I et celui-ci décrit dans le plan 
mobile la courbe G qui est par suite identique à 

et s' sont les arcs compris sur ces courbes entre le point I et des 
origines fixes. On aura : 
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CHAPITRE III 
É T U D E G É O M É T R I Q U E D U M O U V E M E N T D ' U N CORPS S O L I D E . 

1. Avant d'aborder l'étude du mouvement général d'un 
solide, nous traiterons le cas où un point du corps reste fixe. 
La position d'un solide est déterminée par celle de trois de ses 
points non situés en ligne droite ; si l'un de ces points est fixe, il 
sulfit de connaître la position des deux autres. On peut supposer 
ceux-ci équidistants du point fixe, de telle sorte qu'ils restent 
pendant le mouvement sur une même sphère. Nous sommes ainsi 
ramenés à étudier le mouvement d'une figure sphérique sur sa 
sphère. 

2. T H É O R È M E I . — Tout déplacement d'un corps solide autour 
d'un point fixe peut être produit par une rotation autour dun 
axe passant par le point fixe. 

Sur une sphère de rayon arbitraire 
ayant pour centre le point fixe 0 , consi­
dérons deux points AB du solide dans sa 

8 première position. Soit A'B' les posi-
/'.··'' tions de ces points quand le solide a la 

A'/'ŷ C '·;'/ deuxième position. L'arc de grand cer-
/ : : v U p eie AB s'est transporté en A'B'. Or, si 

A l'on mène des arcs de grand cercle per­
pendiculaires en leurs milieux aux arcs 
de grand cercle AA', BB', ces arcs se 

coupent en un point P. Les deux triangles sphériques PAB, PA'B' 
ayant leurs trois côtés égaux, chacun à chacun sont égaux. Les 
angles APA', BPB' sont égaux et de même sens. Par suite, si on 
fait tourner le solide autour de OP, d'un angle égal à APA', A 
viendra en A', B en B', et le solide passera de la première à la 
seconde position. 
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En considérant un déplacement infiniment petit, nous allons 
obtenir le théorème suivant : 

3. T H É O R È M E I I . — La distribution des vitesses dans un solide 
qui se meut, en ayant un point fixe, est 
la même à chaque instant que si le 
corps tournait autour d'un axe avec 
une vitesse angulaire déterminée. 

On peut amener le solide de sa posi­
tion au temps t, à sa position au temps 
t -+- At en le faisant tourner d'un angle 
a autour d'un axe OLt. Si M' est à l'épo­
que t -|-iMa position du point du 
solide qui est en M à l'époque t, le plan 
perpendiculaire à MM', en son milieu, 

passera par OLi- Si At tend vers zéro. 
OL t a une position limite OL, MM' a 

pour direction limite .la vitesse MA du point M à l'époque / . 
Donc, la vitesse du point M est normale au plan MOL ; en second 
lieu, soit vt la vitesse moyenne du point M. On a 

MM' 
arc MM' At 

GjM 
' A i 1 

En passant à la limite et désignant par v la vitesse du point M, 

o) la limite de —, et MC la distance de M à OL, on aura : 
Al 

v = w. CM 

Les vitesses sont donc les mêmes que si le solide tournait 
autour de OL dans un certain sens avec la vitesse angulaire w. 

4. L'axe OL est dit axe instantané de rotation. Sa découverte 
appartient à d'Alembert (Recherches sur la précession des 
équinoxes, p. 83. Paris 1749). Euler le découvrit aussi peu de 
temps après (Mémoires de l'Académie de Berlin, p. 185 1750). 
Si on considère le lieu de l'axe instantané d'une part dans l'espace 
fixe, de l'autre dans le système mobile, on obtient deux cônes de 
môme sommet (Cf) et (Cm). On voit, comme dans le cas d'une 
figure plane qu'on peut se représenter le mouvement du solide en 
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H' 

*7 

L 7 

faisant rouler sans glissement le cône mobile sur le cône fixe en 
entendant par là que toute courbe tracée sur (Cm) roule sans 
glisser sur la courbe correspondante de (C/-). (Poinsot, Théorie 
nouvelle de la rotation des corps, p. 16, 1852). 

5. — Nous allons maintenant nous occuper du mouvement 
quelconque d'un solide. 

T H É O R È M E I I I . — Tout déplacement d'un corps solide peut être 
produit par une translation et une rotation. 

Soit, dans deux positions successives S,S' d'un corps solide, 
0 et 0 ' les positions d'un même point 0 . Imprimons au solide un 
déplacement égal et parallèle à 0 0 ' qui amènera 0 en 0 ' et S en 
2 ; S et S' ayant un point commun 0' une rotation autour d'un 
certain axe O'L amènera S en coïncidence avec S'. 

6. — On voit ainsi qu'on peut amener S en S' par une infinité 
L de déplacements formés par 

une translation rectiligne T 
suivie d'une rotation R. A 
chaque point 0 du solide S cor­
respond un tel déplacement 
et un seul que nous représen­
terons par le symbole (TR). 

Il existe au moins un dé­
placement dans lequel la 
translation est parallèle à 
l'axe de rotation. 

Menons les plans P et P' 
passant respectivement parO 
et 0 ' et perpendiculaires à 
O'L, et soit F une figure 
invariablement liée à S et 
située dans le plan P ; quand 
S vient en S', F vient en F' ; 
tout déplacement amenant F 
sur F' amènera évidemment 
S sur S'. Tout d'abord, F' est 
dans le plan P', car la trans­
lation 0 0 ' amène F dans P' 
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et la rotation autour de O'L laisse F dans P'. Gela posé, impri­
mons à S'la translation T ' normale au plan P, F prendra dans P' 
la position <L> ; une rotation R ' d'amplitude 8 effectuée autour d'un 
axe II'normal à P' amènera u> en F'. On obtient ainsi un déplace­
ment (T'R'J dans lequel la translation est bien parallèle à l'axe de 
rotation. 

Si on désigne par A la droite de S, qui coïncide avec II', le 
déplacement CT'R') correspond à tous les points de A . 

Les rotations correspondant à tous les points du corps ont 
leurs axes parallèles et ont même amplitude et même sens. 

Soit maintenant un point quelconque m de S; cherchons la 
rotation qui lui correspond ; soit p' le plan mené par m perpendi­
culairement à A et / une figure liée à S et située dans p. La trans­
lation T'amène pen p', H en H', menuet /dans le plan p'; la rotation 
R ' laissera 1 dans p' et, par suite, f position de fdans S' est dans 
le plan p1. Cela posé, employons maintenant le déplacement mm'; 
il amène H en H 4 et f en ft. La rotation qui amènera ft sur / ' est 
la rotation cherchée. Cette rotation a son axe m'1 normal à p' et, 
par suite, parallèle à A . En outre, elle doit amener H4 en H'. Les 
deux angles Hjm'H' et [M'm' étant égaux et de même sens, la 
rotation autour de m'1 aura donc même sens et même amplitude 
que la rotation R ' . 

De ce qui précède, il résulte immédiatement que : les transla­
tions T ont même projection sur la direction de A . On voit de 
plus que si le point m est en dehors de A la translation et l'axe 
de rotation correspondants ne sont pas parallèles. Le déplace­
ment (T 'R' ) est donc le seul pour lequel il y a parallélisme entre la 
translation et l'axe de rotation, et la droite A est unique dans le 
solide S. On l'appelle axe de rotation et de glissement. 

7. En considérant deux positions infiniment voisines d'un 
solide, nous allons déduire de ce qui précède des théorèmes 
relatifs à la distribution des vitesses dans un solide à un instant 
donné. 

T H É O R È M E I V . — La vitesse d'un point quelconque dun corps 
solide en mouvement, est à chaque instant la même que si Je 
corps avait simultanément une translation de vitesse égale à celle 
dun point arbitrairement choisi dans le corps et une rotation de 
vitesse angulaire déterminée autour d'un axe passant par ce point. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



le rapport — aura une limite ta, Ai 
MM' deviendra la vitesse de M, MM, 

At 
aura pour limite la vitesse 

du'point 0, transportée en M, et enfin M j M ' deviendra, d'après 

un raisonnement déjà fait la vitesse du point M dans un mouvement 
de rotation s'effectuant autour de OL avec la vitesse angulaire w. La 
vitesse du point M sera donc la résultante de la vitesse qu'aurait ce 
point dans une translation du solide de vitesse égale à celle du 
point 0 , et de sa vitesse dans une rotation de vitesse angulaire 
w autour de OL. 

8. — D'après ce que nous savons sur le déplacement fini d'un 
solide, on voit que la valeur de ta est 
indépendante du point 0 et que la direc­
tion de OL est invariable. 11 en résulte 
aussi que la vitesse d'un point quelcon­
que M peut s'obtenir en composant une 
rotation d'axe A et de vitesse u, avec une 
translation dont la vitesse est parallèle à 
A. L'axe A est dit axe instantané de rota­
tion et de glissement ou encore axe héli­
coïdal. Tous ses points ont une même 
vitesse dirigée suivant A et plus petite 
que celle de tout autre point du corps. 

D'après Chasles, cet axe est mentionné dans un ouvrage d'un 

R 

G 

0 • 

Soif M et M' les deux positions d'un point M du solide aux 
époques t et t 4- M, 0 un point arbi­
trairement choisi dans le solide, 0 ' 
sa position à l'époque t M. On peut 
amener M en M'en imprimant au solide 
une translation OO'qui amène M en Mt 

et ensuite une rotation dangleaautour 
d'un certain axe O'Li. Le vecteur 
MM' est la résultante de MMj et M^l'. 
Il en sera de même pour les quotients 
de ces vecteurs par M. Faisons tendre 
àt vers zéro, O'Li tendra vers OL, 
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géomètre florentin Giulio Mozzi (1763). 
Soit OR le vecteur qui représente la rotation s'effectuant autour 

de A , OG celui qui représente la vitesse de translation parallèle à 
A, on obtiendra la vitesse MV d'un point quelconque M du solide en 
prenant le moment MA' de OR par rapport au point M, et le 
composant avec le vecteur MB égal et parallèle à OG. On se fait 
ainsi une idée très simple de l'état des vitesses de tous les points 
du solide à un instant donné. Grâce à ce mode de représentation, 
nous allons pouvoir pousser plus avant l'étude de ces vitesses. 

9. T H É O R È M E . — Le lieu des points dont la vitesse a une direction 
donnée est une dimoile parallèle à Taxe 
instantané de rotation et de glissement. 

Soit 05 la parallèle à la direction 
donnée menée par un point de l'axe 
instantané X Y et G' le point de 08 
qui se projette sur l'extrémité G 
de la vitesse de translation OG. 
Les points cherchés M seront ceux 
dont la vitesse MA, due à la rotation, 
est un vecteur égal, parallèle à GG' 
et de même sens. MA étant perpen­
diculaire au plan X Y M , les points du 
lieu seront dans le plan Q mené par 

x x X Y perpendiculairement au plan de 
X Y et de oS ; en outre, si r est leur 
distance à X Y , on aura 7' to = GG' 

et, par suite, cette distance est constante ; si on tient compte que 
la composante MA doit aussi avoir le sens GG', on voit que les 
points cherchés sont sur une seule parallèle D à X Y . 

G O R O L L A I R S . — Il y a dans tout plan lié au solide un point et un 
seul dont la vitesse soit normale au plan. 

Les points dont la vitesse est parallèle à la normale au plan 
P sont situés sur une droite D qui, par son intersection avec P, 
donne le point unique F de P dont la vitesse soit normale à ce 
plan. Nous supposons, bien entendu, le plan P non parallèle à 
X Y . Si P était parallèle à l'axe instantané, la droite D serait 
rejetée à l'infini et le point F irait à l'infini. 
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Le point F s'appelle le foyer ou encore le pôle du plan P ; le 
plan P se nomme le plan focal ou le plan polaire du point F. A 
tout point du solide correspond un seul plan polaire qui est le 
plan mené par ce point perpendiculairement à sa vitesse. En 
particulier le plan polaire d'un point de l'axe instantané est 
normal à cet axe. 

10. T H É O R È M E . — Si une droite est normale à la vitesse d'un de 
ses points elle est normale aux vites­
ses de tous les autres. 
Soit une droite A normale à la vitesse 

OV d'un de ses points 0 et M un point 
quelconque de cette droite. 

La vitesse du point M s'obtient en 
composant le vecteur MA égal et pa­
rallèle à OV avec la vitesse MB qu'au­
rait le point M dans une rotation d'axe 
OL. Les deux vecleurs MA et MB 
étant normaux à A, la vitesse de M 
sera aussi normale à A. 

En vue d'abréviation, nous dési­
gnerons souvent, dans la suite, sous 
le nom de droites A les droites du 

solide qui sont normales aux vitesses de tous leurs points. Le 
théorème suivant est évident : 

Pour tout point du solide, il passe une infinité de droites nor­
males aux vitesses de tous leurs points ; elles sont situées dans 
le plan polaire du point. 

Nous allons établir son corrélatif : Dans tout plan du solide, il 
y a une infinité de droites normales 
aux vitesses de leurs points ; elles 
passent par le pôle du plan. Soit le 
plan P de foyer F ; la vitesse FV de 

D 7 F étant, normale à P toutes les 
/ droites de P passant par F seront 

P des droites A ; il n'y en a pas d'au­
tres ; soit, en effet, D une droite ne 

passant pas par F ; elle ne peut êlre normale aux vi tesses de tous ses 
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points ; sans cela, M étant un point quelconque pris sur D sa 
vitesse normale à la fois à FAI et à D le serait au plan P . Celui-
ci aurait alors une infinité de foyers, ce qui est impossible. 

T H É O R È M E . — Les plans polaires des points d'un plan passent 
par le pôle de ce plan. 

Soit un plan P de pôle F , et F ' un point quelconque de P ; la 
droite F F ' située dans P et passant par son foyer F sera une 
droite A ; elle est, par suite, contenue dans le plan polaire P ' du 
point F ' et P'passe bien par F . 

On peut donner à ce théorème cet autre énoncé : Les plans 
normaux aux trajectoires de tous les points d'un plan passent 
par un même point du plan. 

T H É O R È M E C O R R É L A T I F . — Les pôles des plans passant par un 
point sont situés dans le plan polaire de ce point. 

Soit un point F de plan polaire P et P ' un plan quelconque 
passant par F . Désignons par F ' le foyer de P'.La trace de P ' sur 
P est une droite A puisqu'elle est dans P et passe par F ; étant 
dans P ' elle passera par F'et , par suite, F ' est bien dans P. 

11. — Le théorème précédent et son corrélatif sont identiques 
aux théorèmes relatifs aux pôles et plans polaires des quadriques. 
De même que dans la théorie des quadriques, nous allons, en 
nous servant de ces théorèmes, arriver à la notion de droites 
conjuguées. 

T H É O R È M E . — Les plans polaires des points d'une droite D 
passent par une droite D' qui est aussi le lieu des pôles des plans 
passant par D. 

Désignons par P i et P s deux plans arbitraires déterminés pas­
sant par D ayant pour pôles F ( et F 2 . Soit F un point quelconque 
de la droite D ; F étant à la fois dans P1 et P s son plan polaire P 
passera par F t et F 2 . Ainsi, les plans polaires de tous les points 
de D passent par la droite D' qui joint F, et F 2 . On voit, de plus, 
que D' contiendra les foyers de tous les plans passant par D, ce 
qui montre que D correspond à D' comme D' à D. 

Les deux droites D et D', entre lesquelles il y a réciprocité, 
sont dites droites conjuguées. 

En revenant au langage de la cinématique, le théorème précé­
dent peut s'énoncer en partie sous la forme suivante : 
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Les plans normaux aux vitesses de tous les points, d'une 
droite passent par une même droite.. 

Remarque. — Si D et D' sont conjuguées, Je plan polaire d'un 
point F de D sera le plan FD' et le pôle d'un plan P, passant par 
D, sera le point où D'rencontre P. Il suit de laque si D et D' 
sont distinctes, elles ne se coupent pas ; sans cela, en effet, tous 
les points de D, par exemple, auraient même plan polaire le plan 
DU' et ce plan, admettrait une infinité de pôles. 

Nous nous bornerons à énoncer les deux théorèmes suivants 
faciles à établir : 

1° Toute droite normale aux vitesses de ses points est sa propre 
conjuguée et réciproquement-, 

2° Toute droite portant la vitesse d'un point du solide est perpen­
diculaire à sa conjuguée et réciproquement si une droite est per­
pendiculaire a sa conjuguée, elle porte la vitesse d'un seul point 
du solide. 

12. T H É O R È M E . — Toute droite rencontrant deux droites con­
juguées est normale aux vitesses de ses points et réciproque­
ment toute droite normale aux vitesses de ses points rencon­
trant une droite donnée rencontre la conjuguée. 

Soit une droite rencontrant en F et F' deux droites conjuguées 
D et D ' . Le plan F a pour plan polaire FD ' ; F F ' étant dans ce 
plan et passant par son pôle F est donc une droite A. 

Réciproquement soit une droite A rencontrant D en F ; elle est 
dans le plan polaire de F, c'est-à-dire dans le plan FD' et, par 
suite, rencontre D' 

C O R O L L A I R E . —Deux couples quelconques de droites conju­
guées sont des génératrices de même système d'une quadrique 
réglée. 

Soit, en effet, DD 'e t D 1 D' 1 les deux couples; d'après le 
théorème précédent et sa réciproque, toutes les droites s'ap-
puyant sur D, D ' , D 4 rencontreront D' 4 

13. T H É O R È M E . — Deux droites conjuguées et l'axe instantané 
sont trois génératrices de même système d1 une paraboloïde 
hyperbolique ayant son plan directeur normal à taxe. 

11 suffît d'établir que tout plan P, normal à l'axe instantané XY 
en un point F coupe deux droites conjuguées D, D' en deux 
points M et M'tels que la droite MM' passe par le point F. Or, 
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celte droite MM', s'appuyant sur deux droites conjuguées, est 
une droite A ; elle passe donc par le foyer de P, c'est-à-dire par 
F. Il résulte de là que les trois droites XY, D, D' sont parallèles 
à un même plan ; donc, quand FM deviendra perpendiculaire à 
D, étant perpendiculaire à D etXY, elle le sera à D'. Ainsi : 

La perpendiculaire commune à deux droites conjuguées ren­
contre normalement Taxe instantané. 

Partant de là, Chasles a indiqué le moyen de construire l'axe 
instantané connaissant à l'instant considéré les vitesses de trois 
points du corps. Soit a, k, c les trois points, les plans menés en a 
et b perpendiculairement aux vitesses de ces points se couperont 
suivant une droite y conjuguée de a b. On mènera la perpendicu­
laire commune Y ' à y et ab. De même, on déterminera la droite 
analogue ¡5' relative, par exemple, aux deux points a et c. La 
perpendiculaire commune à Y' et p' sera l'axe instantané. 

14. Relat ion entre les distances de deux droites 
conjuguées à l 'axe instantané et leurs angles 

avec cet axe. — Soit AA' la perpen-
x diculaire commune aux deux droites 

en désignant par <o la rotation, par g la vitesse de translation, on a 

I 
conjuguées D, D', laquelle rencontre 
en 0 l'axe instantané XY. Désignons 
par r la distance OA de la droite D et 
de l'axe, par <p leur angle aigu ; soit r' 
et cp'les quantités analogues pour D'. 
Le plan polaire du point A est A D', il 
fait avec l'axe l'angle cp'; mais il est 
normal à la vitesse A Y du point A; <?' 
est donc complémentaire de l'angle a 
que fait celte vitesse avec l'axe. Or, 

Y 

tg a 

On a de même 

= ™ d ' 0 ù ^ ' = - ^ 
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et par suite 
tg tp _ tg cp' 

— - — 

15. La caractéristique d'une surface liée au corps solide est le 
lieu des points de la surface dont la vitesse d'entraînement est 
tangente à la surface. 

Soit 2 t l'enveloppe d'une surface 2 liée au solide, et c la 
caractéristique de 2, c'est-à-dire la courbe suivant, laquelle les 
surfaces 2 et 2 t se raccordent à un instant donné. Prenons un 
point M sur la courbe c et traçons sur 2 une courbe Y passant 
par M et différente de la caractéristique. Le point commun à Y et 
à la caractéristique, a pour trajectoire relative Y quand le temps 
varie; il a pour trajectoire absolue une courbe Y T de 2 4 passant 
par M. Quand ce point est en M, sa vitesse absolue et sa vitesse 
relative sont dans le plan tangent à 2 en M. Donc, la vitesse 
d'entraînement du point M sera tangente à 2 et la courbe c est le 
lien des points de cette surface dont la vitesse résultant du mou­
vement du solide touche 2. 

La normale en M à 2 sera visiblement une droite perpendicu­
laire aux vitesses de tous ses points. 

Considérons en particulier un plan P de pôle F ; soit M un 
point de sa caractéristique ; la vitesse de M étant située dans le 
plan P, le plan polaire du point M sera normal au point P et, par 
suite, passera par la vitesse F V du point F. Donc : 

La caractéristique d'un plan est la droite conjuguée de la nor­
male, au plan menée par son foyer. 

A 16. Considérons maintenant le mouvement 
continu d'un solide S et cherchons à généra-

A liser la notion des roulantes et des cônes rou­
lants. 

— - v > . Soit A l'axe instantané de rotation et de glis-
M R sèment relatif à l'instant t. Il engendre dans 

\ l'espace fixe une surface réglée que nous dési-
\ gnerons par (Af) et dans le solide une deuxième 

A surface réglée ( A m ) . 
Nous allons démontrer que : Les surfaces ( A m et (A f) se rac­

cordent à chaque instant le long de l'axe instantané A . 
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En effet, soit M un point quelconque de l'axe instantané A 
relatif à l'époque iet MR une courbe arbitraire tracée sur ( A m ) . 
Le point commun à MR et à l'axe instantané a pour trajectoire 
relative M R et pour trajectoire absolue une certaine courbe M A 
tracée sur (A/-). Soit V „ et V r les vitesses absolues et relatives 
de ce point à l'instant t. Le plan tangent en M à (A^) est le plan 
A V „ , et le plan tangent, à [A.m) est A V r Ces deux plans coïnci­
dent, car la vitesse d'entraînement du point M est dirigée suivant 
A et, de plus, les trois vitesses sont dans un même plan. ( A M ) et 
(Af) ont donc même plan tangent en tous les points de A. 

On dit de la surface ( A „ ) qu'elle vire sur (Af). 
Cherchons à quelles conditions une courbe C , tracée sur(A m ) , 

aura une enveloppe C tracée sur ( A f ) . Le point de contact M de 
ces courbes à l'instant t étant commun aux deux surfaces viran­
tes est sur A et on peut regarder G' et G comme les trajectoires 
relative et absolue de ce point. Les vitesses absolue et relative 
de M ont même direction, celle de la tangente commune aux 
deux courbes, ce qui exige que la vitesse d'entraînement du 
point M soit nulle ou dirigée suivant cette tangente. 

1° Si la vitesse d'entraînement du point M n'est pas constam­
ment nulle, cette vitesse, et par suite A est tangente aux deux 
courbes. Par suite : Les surlaces virantes sont des surfaces 
développantes ayant pour arêtes de rebroussement C et C'. On 
voit, en outre, que C est la seule courbe de ( A m ) qui enveloppe 
une courbe située sur (Af). D'ailleurs, il y aura glissement de G' 
sur son enveloppe C, car si s et s' sont les arcs de ces courbes 
compris entre le point M et des origines fixes la différence 
ds dsf 

—, — n'est pas constamment nulle. 
dt dt 

2° Si la vitesse d'entraînement du point M est constamment 
nulle, il en est de même pour tous les points de A et, à chaque 
instant, le mouvement se réduit à une rotation. Soit alors une 
courbe quelconque y' tracée sur ( A m ) . Son point d'intersection (x 
avec A décrit sur (Af) une certaine courbe Y . La vitesse d'entraî­
nement du point [j. étant nulle, ses vitesses absolue et relative 
sont égales ; il en résulte d'abord que y' enveloppe y et ensuite 
que Y' roule sur y sans glissement puisque ~ — , <r et <r' étant 
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des arcs de ces deux courbes compris entre des origines fixes et 
le point [A. Donc : Si, à chaque instant, le mouvement du solide 
se réduit à une rotation, une courbe quelconque de (A m ) roule 
sans glisser sur une certaine courbe de (A^). 

Nous venons, par ce qui précède, d'indiquer un moyen de 
faire correspondre à toute courbe f' de (A m ) une courbe Y de A f 

de telle manière que deux arcs correspondants aient même 
longueur. En d'autres termes : Les surfaces virantes sont 
applicables l'une sur l'autre quand, à chaque instant, le mouvement 
se réduit à une rotation. 
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CHAPITRE IV 
C O M P O S I T I O N D E S A C C É L É R A T I O N S . 

1. Considérons un point M en mouvement dans un solide S, 

On peut amener le solide 
à sa deuxième position, par une translation MMj qui transporte Y 
en Y T suivie d'une rotation (R) d'angle 6 autour d'un axe M t L t 

qui amène y£ en / et le point N 4 de Y l en M ' . 
Désignant parV r , V e, V„ les vitesses relatives, d'entraînement et 

absolue du point M, prenons sur la tangente en M à Y M B = V r At 
et sur la tangente en M à la trajectoire du point y. M A = Ye At. 

La résultante M C de ces deux vecteurs sera tangente à la 
trajectoire absolue et égale à V„ Al. 

La déviation absolue dans l'intervalle At est donc C M ' ; nous 
C M ' 

aurons l'accélération absolue en cherchant la limite de 2 ——. 
Or, M 4 B , étant mené égal à M B , parallèle et de même sens, le 

vecteur C M 1 1 est la résultante de C B 1 , B 1 N i , et Nt M ' . Par suite, 
5 

celui-ci se déplaçant à 
son tour dans un système 
fixe. Nous nous propo­
sons de trouver l'accélé­
ration absolue du point 
M. Soit Y et Y' les positions 
de la trajectoire relative 
aux instants t et t -+- At. 
Le point mobile est en M et 
M'aux instants t et t -+- àt ; 
enfin, soit M, la position à 
l'instant t -+- Al du point [/. 
de S qui coïncide avec M 
à l'époque /. 

At8 * 
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C M ' C B . B i N N M" 
2 - ^ j - est la résultante des vecteurs 2 , 2 - ^ p » 2 - ~ . 

M2 

A M 
Le premier a même limite que 2 - ~ c'est-à-dire l'accéléra­

tion du point [A ou accélération d'entraînement ; A Mt est, on effet, 
la déviation dans le mouvement d'entraînement. 

Le deuxième a pour limite l'accélération relative, car B t N i est 
la déviation relative. 

NjM' 
Cherchons, maintenant, la limite du vecteur 
Soit M 1 P 1 = M t N t de sorte que P, est l'extrémité de la 

vitesse relative moyenne; la rotation ( R ) amène P i en P ' , et l'on a 

P t P ' 
Ai 

P,P' = 
N tM f 

Ai 

N M' P P' — — et—-— auront donc, à la Ai* Af ' 
limite, même grandeur, direction 
et sens. 

Quand Af tend vers zéro, M t L t 

devient l'axe instantané ML issu 
du point M ; P t a pour limite 
l'extrémité P de la vitesse relative; 

deviendra un vecteur perpendiculaire au plan MLP 

au point P et du côté vers lequel s'effectue la rotation ; il nous 
P P' reste à obtenir la limite de la longueur de ——. 

Ai 
On a 

P 1 P' = 2 d 1 B i n 1 

dt désignant la distance du point P t à l'axe M 4 L t 
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P P' 
La limite de — ~ est donc dia, d étant la distance de P à l'axe 

Af 

ML et u la vitesse angulaire à l'instant t. 
La troisième composante de l'accélération absolue sera donc le 

double de la vitesse du point P dans la rotation de vitesse <o au 
tour de ML ou encore le double du moment par rapport au point 
P du vecteur issu de M et représentant la rotation instantanée. 

Donc : L'accélération absolue est la somme géométrique de 
Taccélération relative, de l'accélération d'entraînement, et d'un 
troisième vecteur qui est le double du moment de la rotation 
instantanée issue du point considéré par rapport à r extrémité de 
la vitesse relative. 

2. Cette accélération complémentaire a été appelée par 
Goriolis, accélération centrifuge composée et est désignée sou­
vent par le nom même de Coriolis. 

L'accélération de Coriolis est nulle. 
1° Pour « o = 0 . Le mouvement d'entraînement se réduit à 

l'instant t à une translation. 
2° Pour V r = 0. A l'instant considéré, le point est au repos par 

rapport au solide entraîné. 
3° pour P situé sur M L ; la vitesse relative est alors parallèle 

à l'axe instantané du mouvement d'entraînement. 
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LIVRE IV 
ÉTUDE ANALYTIQUE DU MOUVEMENT D'UN SOLIDE. 

CHAPITRE PREMIER 
ÉTUDE ANALYTIQUE DU MOUVEMEMENT D'UNE FIGURE PLANE 

DANS SON PLAN. 

1. Centre instantané. — Soit M un point quelconque du 
plan mobile (x,y) ses coordonnées rectangulaires absolues, (X,Y) 
ses coordonnées rectangulaires relatives, (a,b) les coordonnées 
absolues de l'origine des axes mobiles, a l'angle de l'axo des x 
avec l'axe des X. 

On a : 

S x = a+X cos a — Y sin a 
y = b -+- X sin a -+- Y cos a 

da. 
d'où on tire en posant to = — 

( 2 ) 

dx da ,x, . . da 
- = - - W ( X S 1 n a + Y c o s « ) = - - t o C / - A ) 
dy db lx_ „ . . db , . 
- T = — -+- <•> IX cos a — Y sin a) = — -+- w (x — a) 
at dt dt ' 

Le point I, dont les coordonnées absolues (xiyi), satisfont aux 
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relations : 

(3) 

(2') 

, dx 
i li 
( dt ' 

1 db 
(4 ) 1 da 

7 t = b -+• - — 
to dt 

et ses coordonnées relatives : 

(5) 
cos 

da . \ 
<x s in a dt I 

in a j 

db dt' da 
. COS a - + - - j r s in 

10 

(0 

On voit que (Çr,) sont les projections sur les axes mobiles OX, 
OY de la vitesse de l'origine 0 de ces axes. 

On obtient la courbe (Im) en éliminant le paramètre t entre les 
équations (5) et la courbe (If) en éliminant ce paramètre entre les 
équations (-4), 

\Tt + M ̂  ~ a) = 

sera donc immobile à l'instant t. En introduisant (xi,yî) les équa­
tions (2) s'écrivent : 

w ( 7 — 7 i ) 

w (a; — a;i) 

Sous cette forme, on voit que. La vitesse de tout point M du pian mobile est la même que si ce plan tournait autour du point I avec la vitesse angulaire M . Nous retrouvons ainsi le centre ins­
tantané de rotation relatif à l'instant t. 

Les coordonnées absolues du centre instantané sont : 
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2. Accélération d'un point du plan mobile . — 
Des formules (2') , on déduit par differentiation et en remplaçant 
dx -, dy . 

~r -~ par leurs expressions (2') 

<Py 
dt2 

db) 

Ht 
= — \x — x. \dl dt) 

Portons au centre instantané l'origine des coordonnées et pre­
nons pour axe des x la tangente commune aux roulantes dans le 
sens du mouvement du point de contact, l'axe des y étant la 
normale commune à ces courbes faisant avec Ix un angle 

- dans le sens positif de rotation. En désignant par V la vitesse 
u 

avec laquelle le centre instantané se déplace sur les deâx cour­
bes, on aura : 

et les précédentes formules deviennent : 

(6) 

d*x 

dt* 
d'-y 
dt'-

- y - ^ ^ X 

x — (I) S J — wV 
dt J 

En particulier on a pour le centre instantané : 
d*x n d*y 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



S x 
IS = 

coV 
~dZ' 

Ht 

U = - l 
co 

et projetant le centre instantané I sur la droite J S. 
Si on transporte les axes de coordonnées en ce point, il vient .· 

d*x 
dP 

t l 
dP 

dui 

Tt 

dut 

Ce qui montre que : Au point de vue des accélérations, tout se 
passe comme si le plan mobile tournait autour du point d'accélé­
ration nulle avec la vitesse angulaire variable co. Le point C est 
dit centre des accélérations. 

Si co est constant, le centre des accélérations est le point J. Le 
point J est appelé centre géométrique des accélérations. 

En voici la raison : quand on ne considère le mouvement qu'au 
point de vue géométrique, en faisant abstraction de la loi du 
temps, on peut choisir la loi la plus simple, c'est-à-dire supposer 
<o constant. 

V IJ étant égal à le point J ne dépend pas de la loi du 
co 

temps ; mais le point C en dépend. L'angle ICJ étant droit, on 
voit que : Quand la loi du temps varie, le centre des accéléra­
tions décrit le cercle ayant I J pour diamètre. 

Nous verrons plus loin une autre signification de ce cercle. 

3. Centre des accélérations. —D'après les formules (6), 
le point commun aux deux droites : 

dm 

d<>> „ „ — x — cos y = to V 
ut 

une accélération nulle. On obtiendra ce point G en prenant sur 
y\ lx et I, les deux points S et Jtels 

que 
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4. Composante normale de l 'accélération. — 
Soit (r,6) les coordonnées polaires d'un point quelconque M du 
plan mobile, I étant le pôle et la? l'axe polaire. La composante 
normale de l'accélération du point M a pour expression 

d*x diy -—- cos 6 -t- - T T sin 6 = — w2r — wV sin 6 d£s cri* 
d'après les formules (6). 

L'accélération normale est nulle si on a 

tor -h V sin 8 = 0 

ou to (xi -t- f) •+• Vy = 0 

Cette équation représente le cercle de diamètre IJ. Maisd'autre 
part R étant le rayon de courbure en M de la trajectoire de ce 

V s to 8/-* 
point, l'accélération normale a pour expression : -— = —p.— ; 

R R 
si cette accélération est nulle R est infini et le point M est 
d'inflexion pour sa trajectoire. 

Ainsi : Le lieu des points du plan mobile qui sont à l'instant 
considéré des points d'inflexion de leur trajectoire est le cercle 
décrit sur IJ comme diamètre. Ce cercle est appelé cercle des 
inflexions. 

Les calculs préce'dents supposent essentiellement r =(= 0. On 
se rend compte facilement que le point du plan mobile qui, à 
l'instant t, coïncide avec le centre instantané, bien que situé sur 
les cercles des inflexions, n'est pas pour sa trajectoire un point 
d'inflexion. C'est un point de rebroussement où la tangente est 
I / -

5. Composante tangentielle de l 'accélération. — 
En appliquant les formules (6) on voit que l'accélération du 

point M a pour projection sur la tangente à la trajectoire du 
point M. 
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Cette composante est nulle si 

r wV cos e = 0 
at 

ou 

Le lieu des points du plan mobile dont Taccélération tangen-
tielle est nulle à Iinstant t est 
donc le cercle de diamètre I S. 

Nous avons implicitement sup­
posé r =̂ 0. Le point de la figure 
qui coïncide avec I à l'instant t a 
son accélération dirigée suivant 
ly et mesurée par — wV. Sa 
trajectoire a un rebroussement 
en I où la tangente est \y. 

Pour ce point particulier, c'est l'accélération normale et non 
l'accélération tangentielle qui est nulle. 

Remarquons que le cercle précédent et le cercle des inflexions 
ont pour points communs le centre instantané et le centre des 
accélérations. 

6. Formule de S a v a r j . — Soit un point M du plan mobile 
de coordonnées polaires (r,9) I étant 
pôle et lx axe polaire ; le centre de 
courbure [/. de la trajectoire du point 
M est sur IM ; désignons par(p,6) ses 
coordonnées polaires. Il existe entre 

1 v 0 0 r, p,8 une relation remarquable que 
nous allons établir. 

La projection de l'accélération du point M sur la normale IM, 
le sens de I en M étant le sens positif a pour mesure. 

y 

— w V — toV sin 0 

comme nous l'avons vu au numéro 4. 
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D'autre part, R désignant la mesure algébrique du rayon de cour-

bure M|x, l'accélération normale a aussi pour expression ——. 

On a donc : 
= — wV — toV sin 8 

R 

ou en remplaçant 

r* 
? — r 

et enfin 

Cette formule célèbre, due à Euler, est connue sous le nom de 
formule de Savary. 

Le rapport qui figure dans cette formule s'exprime sim­

plement à l'aide des rayons de courbure des roulantes. 
Considérons I comme ayant (Im) et (If) pour trajectoires relative 

et absolue, appliquons à ce point la règle de composition des 
accélérations et projetons sur ly. 

Soit Rf et R m les coordonnées des centres de courbure des 
roulantes au point I, de telle sorte que Rf et R m sont des rayons 
de courbure affectés d'un signe. 

La projection de l'accélération absolue du point I sur 1/ est 

Celle de l'accélération relative est de même — 
Rm 

L'accélération d'entraînement du point I est dirigée suivant ly 
et a pour mesure — mV. 

Enfin, l'accélération de Coriolis est le double de la vitesse du 
point V dans la rotation instantanée autour du point I ; elle est 
parallèle à I/et a pour mesure 2V<o. 

On a donc : 

R par p — r 

V sin 0 

1 _ 
P 

ou 
_ p r _ 
— p 

V sin 9 

1 
r V sin8 
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76 
d'où on tire 

co 

V 
I_ (7) 

7. Centre de courbure d'une enveloppe. — Soient e la 
position d'une courbe du plan mobile au temps t, M un point où elle 
touche son enveloppe E et G et Y les centres de courbure respectifs 

de e et de E. Considérons un 
point A infiniment voisin de 
G pris sur la normale MG 
il passe par A une deuxième 
normale AN infiniment voi­
sine de AM ; à une certaine 
époque t+At l'enveloppée 
est en e', de manière que le 
point de contact M' soit la 
position de N à cette époque 
t H- A t. 

Désignons par a le centre de courbure en A de la trajectoire 
du point A ; soit enfin s le point de rencontre des deux normales 
M e et M ' e en A el A ' à la trajectoire du point A. 

Si CA tend vers zéro, il en est de même de MM' et par 
suite, de e"Y ; en outre, l'angle M e M' tendant vers zéro eatend 
aussi vers zéro. Donc, FA, qui est, selon les cas, la somme ou la 
différence de et sa, tend vers zéro en même temps que CA. 
En d'autres termes : 

Le centre de courbure de la trajectoire d'un point A, infini­
ment voisin de G, sur la normale en M, est infiniment voisin du 
centre de courbure y de l'enveloppe E. 

Si on fait venir le point A au point C, on voit que le centre de 
courbure de la trajectoire du point G est y, centre de courbure 
de l'enveloppe E. D'où cet important théorème : 

Le centre de courbure de l'enveloppe d'une courbe du plan 
mobile est le même que celui de la trajectoire du centre de cour­
bure de l'enveloppée. 

On ramène ainsi à la recherche du centre de courbure d'une 
trajectoire, celle du centre de courbure d'une enveloppe. 
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x * + yi y = 0 

Le point (/. est donc sur le cercle de diamètre IK, K étant par 
rapport à I le symétrique du centre géométrique J des accéléra­
tions. Par suite : 

Le lieu des centres de courbure des enveloppes de droites 
relatif à un instant t est le cercle symétrique du cercle des 
inflexions par rapport à la tangente aux roulantes. 

Ce nouveau cercle a été appelé cercle des rehaussements. 
En voici la raison : en tout point de rebroussement de première 
espèce le centre de courbure est confondu avec ce point et réci­
proquement. La droite D, qui touche en H son enveloppe sera 
tangente de rebroussement en H si i * coïncide, avec H. On voit 
ainsi que le cercle précédent est le lieu des points de rebrousse­
ment des enveloppes de droites qui correspondent à l'instant 
considéré. En outre, les tangentes de rebroussement passent 
toutes par le point K. 

9 . Remarque. — II y a donc à un instant donné une infinité de 
points situés sur un cercle qui sont d'inflexion pour leurs trajec­
toires, et une infinité de droites passant par un point qui sont de 
rebroussement pour leurs enveloppes. 

Mais il n'y a, en général, qu'un seul point qui soit de rebrous­
sement pour sa trajectoire ; c'est celui qui, à l'instant considéré, 
coïncide avec le centre instantané. Pour qu'il y ait plusieurs 
points de cette nature, il faut que u = 9; à cet instant, toutes les 

8. Cercle des rebroussemenis . — Cherchons d'après 
cela le centre de courbure (/. de l'enveloppe d'une droite D du 
plan mobile. Il est situé sur la perpendiculaire IH à D. Le centre 
de courbure de D étant à l'infini sur 1H, il faut faire dans la for­
mule de Savary r = oo . D'où 

V . 
p = — sin 9 

ou encore (xy) étant les coordon­
nées rectangulaires de (* 
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10. Construction du centre de courbure de la 
trajectoire d'un point. — Soit M un point quelconque du plan 
mobile, [/. le centre de courbure correspondant de sa trajectoire. 

Euler a démontré que les 
droites MOm, y. G7, Om et 0/ 
désignant les centres de 
courbure respectifs des rou­
lantes (Im) et (If), se coupent 
sur la perpendiculaire en I à 
IM (Nouv. comm. de Saint-
Pétersbourg, 1766, t. XI, 
p. 209). 

En effet, prenons de nouveaux axes de coordonnées rectan­
gulaires, \x'y' l'axe des x' étant dirigé suivant IM. 

Les droites MO r a et y. C7 ont pour équations : 

X' Y , 
R H 

X' Y , 
h — = 1 

H et H' étant les ordonnées des points où elles rencontrent 
IY. La première droite passant par le point [0« de coordonnées 
(R„ sin9, R„ cosô), on a : 

sin 9 cos 9 1 

de même 
sinô cos 9 _ 1 
— + ~F--P7R 

vitesses sont nulles, et tous les points du plan sont de rebrousse-
sement pour leurs trajectoires. 

La relation ~ ^ - = ^ montre qu'alors R m = R/- et les rou-
R/- Rm V 

lantes ont un contact du second ordre. 
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LIV. IV, CHAP. I. — 

On en déduit : 

sin 
(l i\ Il i\ i i o> 

ô ( . _ _ ) + c o s 0 ( _ _ _ j = _ _ _ : = _ 

et en tenant compte de la formule Sa vary h' = h. 
Les deux droites MOm, u. Of coupent donc 1/ au même point H. 
Par suite, M étant donné pour déterminer on tire la droite 

MOro qui coupe en H la perpendiculaire à LVT. 
La droite HOf donne ensuite le point y. par son intersection 

avec IM. 

H . La construction que nous venons d'indiquer tombe en 
défaut si lepoint M se trouve 
sur la normale ïy aux rou­
lantes. 

Prenons alors 10 ' } = lOf. 
I 0 ' m . = IOm 

Les droites M.O'fety.Q'm 

se coupent sur la bissectrice 

Y 
Om 

M 

I 
O'f x <Y, 

Effectivement MO/ et p 0'm ont pour équations 

X 

Le point commun A à ces deux droites vérifie donc 

1 1 . / I i \ 
Mais 
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et comme dans le cas actuel 0 = ^, la relation entre x et y devient : 

x = y et le point A est bien sur la bissectrice de xly. 
' On en déduit sans peine une construction qui donnera [x 
connaissant M. 

12. Cercle de roulement. — Le centre de courbure de 
la trajectoire du point M dépend 
uniquement de I, de la tangente 

\x aux roulantes et de — = - — — V tif bim 

On pourra donc, pour construire 
les centres de courbure, substituer 
aux deux roulantes deux autres 
roulantes simplement assujetties 
à être tangentes en I à Is et 
avoir des rayons de courbure 

vendant 

En particulier, on peut faire jouer à l'axe lx le rôle de roulante 
fixe, et prendre pour roulante mobile un cercle. 

V 
On aura alors RV = oo et par suite R'm = . Le cercle 

10 

sera donc le cercle ayant pour centre le point J et tangent à Ix. II a 
été nommé par Abel Transon cercle de roulement (Méthode géo­
métrique pour les rayons de courbure, journal de mathémati­
ques, t. X . p. 154, 1845). Dans ce cas, Of est à l'infini sur 1/ et 
O m est en J. En menant JM et prenant son point de rencontre H 
avec la perpendiculaire à IM, il suffira de mener par H une 
parallèle à ly pour obtenir le centre de courbure (/.. 

On aurait une deuxième construction analogue à la précédente 
en prenant Ix pour roulante mobile, la roulante fixe serait alors 
le cercle de centre K. 

i Y , 
y 

f j 
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LIV. IV, CHAP. I. — ÉTUDE DU MOUVEMENT D'UNE FIGURE PLANE. 81 

13. Coordonnées du centre de courbure de la 
trajectoire d'un point. — Exprimons les coordonnées 
(afi) du point en fonction des coordonnées (xy) du point M. 

On a : 

x y r 
V 

et en posant pour abréger K = — 

1 1 1 

p r K sin 8 
On en tire 

p K sin 6 Ky 
r r + K sin 8 x s + / 8 -+- Ky 

D'où les formules : 

(1) 
xi -+- y* -+- Ky 

x* -+- 7* + Ky 

Inversement, x et y s'expriment à l'aide de a et p par des for­
mules analogues ; il suffit, dans les formules (1), de changera; et 
y en a et p et K en — K ; on obtient : 

_ — Kap 
~ a2 + p 2 — 
_ — Kp' 
~ a* •+- p« — Kp 

On voit que la transformation ponctuelle de M en f* est biration-
nelle. Les formules (1) ou (2) montrent que quand l'un des 
points M ou f* décrit une droite, l'autre point décrit une conique. 
En particulier, si M décrit la droite de l'infini, [* décrit le cercle 
des rebroussements ; si {*. décrit la droite de l'infini, M décrit le 
cercle des inflexions. 
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82 TRAITÉ DE CINÉMATIQUE THÉORIQUE. 

14. Nous allons appliquer les formules précédentes à la 
démonstration d'un théorème utile dans certains cas pour la 
construction du point J . 

Le point J est sur l'axe radical du cercle de diamètre M p et du 
cercle de centre M passant par I. 

En désignant par X, Y les coordonnées courantes, ces deux 
cercles ont pour équations : 

X* + Y2 _ ( a + x) X _ (p + y) Y + a x + p 7 = 0 

X* + Y 1 — 2 ;̂ X — 2^ Y — 0 

L'équation de l'axe radical 

[x — a) X 4- [y — p) Y + ax + py = 0 

est vérifiée par les coordonnées (0, — K) du point J. 

On est ramené en effet à 

+ p7 = K (y - f) 

qui résulte des formules (1). 
En particulier, on voit que si un point de la figure décrit une 

droite, le point J est sur cette droite. 

15. mouvement inverse. — Soit un plan P' mobile sur 
le plan P; nous pouvons représenter ce mouvement de P' par 
rapport à P par le symbole (P'P). Réciproquement, P est en 
mouvement par rapport à P'. Ce mouvement (PP') est dit J'in­
verse du premier. 

Un point quelconque M du plan P coïncide à l'instant t avec 
un certain point M' du plan P'. 

La vitesse V de M' dans le mouvement (P'P) est égale et oppo­
sée à la vitesse Y de M dans le mouvement inverse (PP'). En 
effet, regardons le mouvement de M par rapport à P comme 
résultant du mouvement de M dans P' et du mouvement d'en­
traînement (P'P). La vitesse relative de M est V, sa vitesse 
d'entraînement est V et comme la vitesse absolue de M, par 
rapport à P est nulle, V et V sont bien égalés et opposées. 
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En particulier, soit I le centre instantané correspondant au 
mouvement (P'P) a un instant donné. 

Le point de P ' , qui coïncide aves I, a l'instant considéré à sa 
vitesse V nulle. Donc, le point de P, qui coïncide avec I, a 
aussi sa vitesse nulle dans le mouvement (PP') et I est aussi le 
centre instantané relatif au mouvement inverse. Il suit de là que 
si (I/) et (Im) sont les roulantes fixe et mobile dans le mouvement 
(P'P), dans le mouvement inverse, la roulante fixe est (Im) et la 
roulante mobile (L). 

l i t 
La formule — = — — montre que quand on passe d'un 

K ty Hm 

mouvement à son inverse, il y a simplement échange entre les 
points J et K. Le cercle des inflexions de chacun des mouve­
ments et le cercle des rebroussements relatif à l'autre. 
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CHAPITRE II 

APPLICATIONS. 

1. Nous allons appliquer les généralités du chapitre précé­
dent à l'étude de quelques mouvements simples d'une figure 
plane ; nous ferons abstraction do la loi du temps en nous 
occupant uniquement des positions successives de la figure. Un 
mouvement géométrique sera défini par deux conditions géomé­
triques telles que la donnée de la trajectoire d'un point, ou de 
l'enveloppe d'une ligne appartenant à la figure. Nous cherche­
rons à déterminer les courbes roulantes, et pour chaque position 
du plan mobile nous essaierons d'obtenir le centre géométrique 
J des accélérations dont la connaissance entraine celle des rayons 
de courbure. 

Traitons d'abord quelques cas où on définit le mouvement en 
donnant les deux roulantes elles-mêmes. 

2. lia roulante fixe est une droite et la roulante 
mobi le un cercle. 

Tout point de la circonférence 
mobile décrit alors une courbe appe­
lée cycloïde ; tout point du plan 
mobile non situé sur la circonférence 
décrit une courbe dite cycloïde sllon-

— gée, ou cycloïde raccourcie selon 
qu'il est extérieur ou intérieur à la 
circonférence. 
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On obtient aisément les équations de ces courbes. Soit M' un 
point de la figure ; c le centre du centre roulant ; CM' rencontre 
en M la circonférence. Prenons pour origine le point O sur 
lequel M peut venir s'appliquer et posons : 

CI = R, CM' = h, MCI = ? 

En projetant sur Ox et Oy le contour OIGM' et sa résultante 
OM', on a : 

( x = Rœ — h sin ç 
( y = R — h cos <p 

Ces équations représentent une cycloïde pour h = R, une 
cycloïde allongée pour h > R, raccourcie pour h < R. 

Les trois courbes se déroulent à l'infini entre deux droites 
parallèles en se reproduisant périodiquement. 

Le point de contact I du cercle (c) avec Ox est le centre ins­
tantané et par suite IM' est la normale en M' à la cycloïde décrite 
par M'. En particulier, la tangente à la cycloïde, décrite par M, 
s'obtient en joignant M au point I' diamétralement opposé au 
point I. Cette construction, que Chasles regardait « comme mer­
veilleuse de simplicité » a été indiquée par Descartes (Lettres de 
Descartes, t. II, éd. 172i, p . 39). Le premier aussi, Descartes 
s'est occupé des cycloïdes raccourcies et allongées et en a 
déterminé les tangentes. 

Cherchons le point j d'ordonnée — K. On a 

1 - ! _ J_ 
K Rf R m 

avec 
R, = oo R m = R 

d'où K = - R 

Le centre géométrique des accélérations est donc le centre C 
du cercle mobile et le cercle des inflexions est le cercle de dia­
mètre IG. 
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Pour qu'une cycloïde ait un point d'inflexion, il faut et il suffit 
que dans une certaine position de la figure mobile le point 
décrivant vienne sur le cercle des inflexions, sauf au point I. On 
voit ainsi que, seules, les cycloïdes raccourcies ont des points 
d'inflexion. 

De môme pour qu'une trajectoire ait un rebroussement, il faut 
et suffit que le point décrivant devienne le centre instantané 
dans une certaine position de la figure. Il ne peut en être ainsi 
que pour les points de la circonférence mobile, et en général 
pour les points de la roulante mobile (Im). Donc, seule, la 
cycloïde a des points de rebroussement. 

Le point J déterminé, on obtient le centre de courbure d'une 
trajectoire par la construction du 
numéro (12). 

Appliquons à la cycloïde : 
M étant le point décrivant la per­

pendiculaire à IM en I rencontre MG 
au point H diamétralement opposé 
à M. La parallèle a CI rencontre 
MI au centre de courbure de la 
cycloïde en M. 

Le point H est lié à la circonfé­
rence et décrit une cycloïde qui résulte de la cycloïde décrite par 
M par une translation parallèle à la base et égale à i r R ; en second 
lieu, on a H [A = 2 CI = 2 R . 

La développée d'une cycloïde est donc une deuxième cycloïde 
qu'on déduit de la première par une translation otR parallèle à la 
base suivie d'une translation 2 R normale à la base. 

La développée de la cycloïde se trouve par là, comme celle de 
la spirale logarithmique une courbe superposable à la courbe 
originelle, ce que parlant de la spirale logarithmique Jacques 
Bernouilli exprimait par cette image : « eadem mutata resurgit, » 

3. Tt» roulante fixe est u n eercle et la roulante 
mobile une droite. 

Ce mouvement est inverse du précédent. Tout point M de la 
droite roulante D décrit une courbe normale à IM et par suite 
orthogonale à toutes les tangentes du cercle fixe ( 0 ) . Le centre de 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



x = (R -+- h) cos 9 -+- Rf sin 9 
y ~ (R + h) sin 9 — R9 cos 9 

Le lieu de M' s'obtient en prenant sur les tangentes à une 
développante de cercle, une longueur fixe h à partir du point de 
contact. 

Cherchons le point J. On a 

K R, Rm 
avec 

d'où 

Rm = 0 0 , R , = R 

K = R 

Le point J est donc le symétrique du point 0 par rapport à ï. On 
• . voit que si on mène D' à la distance 

— R de D et du côté opposé au cercle 
_ fixe, seuls les points compris dans la 

bande DD' pourront décrire des tra­
jectoires ayant des points d'inflexion. 

0 " 
D - I 

courbure de cette courbe, au point M, est le centre instantané I, car 
il est le point de rencontre de deux normales infiniment voisines. 

Les trajectoires de tous les 
points de la droite D ont donc 
pour développée le cercle fixe. 
En d'autres termes, elles sont les 
développantes de ce cercle. Ce 
résultat est général ; quand la 
roulante mobile est une droite, 
tous ses points décrivent les déve­
loppantes de la roulante fixe. 

Cherchons l'équation de la courbe décrite par un point M' du 
plan mobile ; soit M sa projection sur D et h la mesure du vec­
teur MM' le sens positif étant le sens de O vers I. Si l'axe de x 
passe par le point du cercle avec lequel M a coïncidé, on a, en 
désignant par 9 l'angle # 0 1 et projetant sur Ox et Oyle contour 
OIMM' et sa résultante OM' 
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(1) 

x = (R R ' ) cos 9 — h cos 11 -f-. j 
R ' ) sin 9 - h sin |l + 

9 

8 

en tenant compte de la relation R9 = R 'cp. Pour les hypocy-
cloïdes, il suffit de changer A en — h. 

Les courbes représentées par ces équations sont en général 
périodiques, non fermées et transcendantes. Elles deviennent 

algébriques et fermées quand le rapport ^ est commensurable. 
R 

Soit en particulier : —; = — 2 ; les équations (1) deviennent : 

x 

/ R . \ 

cos 6 

4. IJes deux roulantes sont des cercles. — Tout 
point de la circonférence mobile décrit une courbe appelée 

épicycloïde ou hypocycloïde sui­
vant que les cercles ont un 
contact extérieur ou intérieur. 
La courbe décrite par un point 
intérieur au cercle est dite 
épicyclo'ide ou hypocycloïde 
raccourcie, et par un point 
extérieur épicycloïde ou hypo­
cycloïde allongée. 

Cherchons les équations de ces courbes. Désignons par R le 
rayon du cercle fixe, psr R' le rayon du cercle mobile affecté 
du signe -f- ou — selon que le contact est extérieur ou intérieur. 
Soit M un point quelconque lié au cercle mobile, Le vec­
teur O'M rencontre en A' la circonférence 0 ' . Nous prenons 
pour axe Ox l'axe passant par le point A du cercle 0 avec lequel 
A ' a coïncidé. Posons xoî = 6 IO'M = œ. L'angle de Ox avec O'M 
sera 6 -+- <p -i- ic. Posons enfin O'M = h. En projetant sur Ox 
et 0 / le contour OO'M et sa résultante OM. On a : 
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équations qui représentent une ellipse dont la somme ou la diffé­
rence des axes est égale à 2 R, suivant que le point M est inté-

R 
rieur ou extérieur au cercle roulant. Pour le point A ' h = — 
et y = o ; le point A décrit donc un diamètçe du cercle fixe. 

Un autre cas particulier intéressant est celui où une cir­
conférence roule à l'intérieur d'une circonférence fixe de 
rayon quatre fois plus grand. La courbe engendrée par un 
point de la circonférence mobile présente quatre rebrous-
sements; on l'appelle bypocycloïde à qualité rebroussements ou 
astroïde. Pour obtenir son équation, faisons dans les formules (1) 

R' = ^ , h — — 5:, il vient : 

x = — (3 cos fl -f- cos 3 6) = R cos 3 ô 

y = ? (3 sin 6 — sin 3 8) = R sin3 6 

d'où on tire en éliminant 9 

x^ -hy1 = R~> 

Mentionnons aussi l'épicycloïde correspondant à R' = R ; elle 
est représentée par 

En posant 

j x — R = 2R sin 6 (1 — cos 0) 
/ y = 2R cose (1 — cos 6) 

^ x — R = r cos <f 
\ y = r sin <f 

on a 
tgo = tgft. r = 2R (1 — cos 6) 

ou r = 2R (1 — cos <f) 

On voit ainsi que cette courbe appelée cardioide est un limaçon 
de Pascal ayant pour pôle le point A et obtenu en prolongeant 
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Ojx 
OH 01 

or 
R 

R -+- 2R' 

Le point [A décrit donc une courbe homothétique de la trajec­
toire du point H. 0 étant le centre d'homothétie. 

Or, la trajectoire du point H est une épicycloïde résultant de 
irR' 

l'épicycloïde décrite par M à l'aide d'une rotation d'angle — 
autour de 0 . Des remarques analogues s'appliquent aux hypocy-
cioïdes. 

5. lies deux, roulantes sont des eourbes symétri ­
ques. — Supposons que pour une 
position particulière du plan mobile, 
la roulante mobile (c') soit symé­
trique de la roulante fixe (c) par 
rapport à leur tangente commune lx. 

Il en sera de même pendant tout 
le mouvement. Soit, en effet M', N' 
deux points quelconques de (c). 

Leurs symétriques M,N, par rap­
port à lx, sont sur (c) et la distance 
NH du point N à la tangente à (ç) 

le rayon vecteur du cercle fixe d'une longueur égale à son 
diamètre. Cette courbe est aussi la caustique d'un cercle quand 

le point lumineux est sur la circonférence. 
Appliquons la construction de Savary 

à la construction du centre de courbure 
d'une épicycloïde. 

La droite joignant M au centre 0 ' de 
la roulante mobile rencontre la perpen­
diculaire en I à IM au point H diamétra­
lement opposé à M. La droite OH coupe 
MI au centre de courbure cherché [/.. 

La développée d'une épicycloïde est 
une courbe de même nature que la courbe 
originelle. On a, en effet : 
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en M est égale à la distance analogue N'H'.On a aussi arc IM=arc I'M' 
et MH = M 'H ' . On voit donc que lorsque M' sera venu 
en M, N' et N seront symétriques par rapport à la tangente 
commune aux roulantes. 

Il suit de là qu'une figure F' du plan mobile reste constam­
ment symétrique par rapport aux tangentes &-{c) d'une figure F 
du plan fixe. En particulier, un point P' de la figure mobile reste 
symétrique d'un point fixe P par rapport aux tangentes à la 
roulante fixe et décrit, par suite, une courbe homothétique de la 
podaire de (c) par rapport au point P, P étant le centre et 2 le 
rapport d'homothétie. 

Actuellement, on a 

R«i = — R/ 
et par suite 

K - Sf. 

0 désignant le centre de courbure de (c) le point K esl au milieu de 
01. On déduirait de là une construction du centre de courbure 
de la podaire d'une courbe quand le centre de courbure de celle-
ci est connu. 

6. Mouvement d'une figure dont deux points 
décrivent des droites. — Si 
les deux droites sont parallèles, 

Y le mouvement est une translation 
rectiligne et tous les points décri­
vent des droites parallèles. 

Supposons que les deux droites 
OX, OY, trajectoires des points A 
et B de la figure se rencontrent en 
un point 0 et soit ç leur angle. 

Les perpendiculaires en A et B à 
OX et OY se coupent au centre instantané I. Le point I est sur le 
cercle circonscrit au triangle OAB ; or, ce cercle est lié à la fi-

AB 
gure mobile, car il passe par A et B et son diamètre 2 R = —— 

sin<p 
est déterminé. 
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Le lieu point I dans le plan mobile est donc ce cercle (0 ' ) . 
D'autre part, 01 est un diamètre du cercle (0') . 

Le lieu du point I dans le plan fixe est par suite le cercle de 
centre (0) et de rayon 2 R. 

Le mouvement de h figure s'obtient donc en faisant rouler 
sans glissement un cercle à l'intérieur d'un cercle de rayon 
double. 

Le cercle (0') passant constamment par 0. Si M est un point lié 
à ce cercle, l'angle AOM est constant et le point M décrit un 
diamèlre du cercle (0) . Ainsi : 

Il y a une infinité de points qui décrivent des droites, ce sont 
les points du cercle 0 ' ; leurs trajectoires sont les diamètres du 
cercle ûxe (0). 

Cherchons maintenant la trajectoired'un 
point quelconque M ; soit a et p les extré­
mités du diamètre de {0') passant par M ; 
oc et p décriront deux droites rectangulai­
res Ox et Oy. Désignons par a et b 
respectivement les segments Mp, Ma en 
supposant par exemple M entre « et ¡3, 
c'est-à-dire à l'intérieur du cercle (0'). On 

aura 0 étant l'angle de aj$ avec l'axe des x. 

x = a cos 8 
y = b sin 8 

et 

avec 
a -+- b = <xp = 2R 

Donc : Tous les points de la figure décrivent des ellipses. Pour 
les ellipses relatives aux points intérieurs au cercle (0') la 
somme des axes est égale à 4 R. Si les points sont extérieurs au 
cercle (0') la différence des axes des ellipses correspondantes est 
égale à 4R. Toutes ces ellipses ont pour cercle le point 0 et celles 
qui correspondent aux points d'un diamètre de (0') ont mêmes 
directions d'axes. 
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Xi F IH' 
0 » t\ x 

Proposons-nous de trouver les enveloppes des droites de la 
figure. Soit d'abord une droite A passant par le centre de ( 0 ' ) 

elle coupe (0') en deux points a et p 
qui décrivent deux droites rectan­
gulaires Ox, Oy. Le point H où A 
touche son enveloppe est la projec­
tion de I sur A. Si w est le milieu 
de O'I , on voit aisément que 
l'angle IwH est le quadruple de 
l'angle IOH'. Le cercle de diamètre 
OT est tangent au cercle (0) et son 
rayon est le quart du rayon de ce 
dernier. Il en résulte que les arcs IH 

et IH'de ces deux cercles sont égaux; et le lieu, du point H est l'hy­
pocycloïde à 4 rebroussements (H) inscrite dans le cercle (0) 
ayant Ox et 0 / pour axes de symétrie. 

Remarquons que la normale A, en H à l'hypocycloïde est homo-
thétique de la perpendiculaire A'à A menée par 0' , 0 étant le centre, 
2 le rapport ; A' passant par 0 ' enveloppera une hypocycloïde (H') 
résultant de (H) par une rotation de 45° autour du point 0. Par suite A4 

enveloppe aussi une hypocycloïde à 4 rebroussements (H4) homo-
thétique de (HO dans le rapport 2 ,0 étant le centre d'Homothétie. 

Si la droite de la figure 8 ne passe pas par 
0 ' considérons la parallèle A à S menée par 
0'. Soit H et A les points où A et S touchent 
leur enveloppe. La longueur HA est cons­
tante et égale à la distance de A et S ; H décrit 
une hypocycloïde. Donc : 

L'enveloppe de 3 est donc une courbe parallèle dhypocycloïde 
à 4 rebroussements. 

Si nous remarquons que l'hypocycloïde (H) est une dévelop­
pante de sadéveloppée (H\), on trouve une autre signification 
pour les enveloppes de droites. 

Les enveloppes d'une famille de droites parallèles dans le plan 
mobile sont les développantes d'une hypocycloïde à 4 rebrousse­
ments. Il devient alors aisé de se rendre compte de la forme de 
ces enveloppes en considérant l'extrémité d'un fil qui s'enroule 
s£r une hypocycloïde. 
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i 
R „ = R . R , = 2R - = - ^ r K 2R 

Donc le point J est en O et le cercle (O') est 
le cercle des inflexions. Ce résultat était à pré­
voir puisque tous les points de ( 0 ' ) décrivent 
des droites. 

On déduirait facilement de là une construction du centre de cour­
bure d'une ellipse ou d'une hypocycloïde à 4 rebroussements. 

7. Mouvement d'une figure dont deux points 
décrivent deux cercles égaux, la l igne des centres 
étant égale à la distance des deux points. — Soit 

A,A' les deux points de la 
figure décrivant deux cercles 
égaux ( 0 ) ( 0 ' ) la distance 0 0 ' d e s 
centres étant égale à AA'. Le 
centre instantané I est à la ren­
contre des normales en A et A' 
aux trajectoires de ces points, 
c'est-à-dire est l'intersection des 
rayons OA et O'A'. Les trian­
gles OAA' et OO'A' sont égaux ; 
on en conclut sans peine que les 
quatre points OO'A'A sont sur 
une même circonférence et que 
B étant le point commun à 0 0 ' 
et AA', IB est un axe de symétrie 
du quadrilatère concave OAA'O'. 

Observons que S étant une droite du plan mobile les deux points A' 
et B' où elle coupe le cercle ( 0 ' ) décrivent 
deux droites issues de 0 faisant entre elles 
un angle différent de 90° ; il est alors 
démontré que : 

Une droite de longueur constante dont 
les extrémités décrivent deux droites non rectangulaires, enve­
loppe une développante d'hypocycloïde à 4 rebroussements. 

Pour terminer, cherchons le centre géo­
métrique des accélérations ; nous avons : 
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LIV. IV, CHAP. II. — APPLICATIONS. 

Si on pose OA = O'A' = R et 0 0 ' = 2 d. On a : 

10 — 10' = 10 — IA = R 

La courbe (L-) est donc l'hyperbole (H) de foyers 0 et 0 ' ayant 
R pour axe transverse. 

On a de même 
IA' - IA = IA' — 10' = R 

La roulante (Im) est une deuxième hyperbole (H') des foyers A 
et A' ayant R pour axe transverse. 

Les deux roulantes sont donc égales; elles sont en outre 
symétriques par rapport à leur tangente commune IB et nous 
sommes dans le cas étudié au numéro 5. Par conséquent : 

Les trajectoires des points de la Ggure mobile sont des 
podaires d'hyperbole. 

En particulier, la trajectoire du milieu a de A A' est la podaire 
par rapport au milieu w de 0 0 ' de l'hyperbole homothétique de 
(H), 0 ) étant le centre, 2 le rapport d'homothétie. 

On obtient aisément l'équation en coordonnées bipolaires du 
lieu de OT. 

Posons : 
r = « 0 r ' = « 0 ' P = 0 A ' p ' = AO' 

Dans les triangles AOA' et AO'A', on a : 

R* ps = 2a11 -+- 2/·« 
R* + p ' * = 2cfs •+- 2/·" 

En outre, AG étant parallèle à O'A' on a pp' = A'O. A 'C ; pp' 
est donc la puissance du point A ' par rapport au cercle décentre 
A et de rayon R et pp' = 4 d2 — R s . L'élimination de p et p f 

entre ces trois relations donne l'équation du lieu de a en coor­
données r et r ' . 

Une simplification se produit si 2 cP= R 2 ; (H) et (H') devien­
nent alors des Hyperboles équilatères, et on a : 

2r« = p* 4 r V 2 = 4d* rr' = d» 
2 r ' 8 = p ' 2 
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Donc : La trajectoire du milieu de AA' est une lemniscate de 
foyers 0 et 0'. Nous voyons en même temps que la podaire d'une 
Hyperbole equilatere par rapport à son centre est une lemnis­
cate. 

Le centre géométrique des accélérations J s'obtiendra simple­
ment en appliquant le théorème indiqué au numéro 14 du précé­
dent chapitre ; on construira l'axe radical du cercle de diamètre 
AO et du cercle de centre A passant par I. 

Gomme on sait, d'autre part, que J est le milieu du rayon de 
courbure de (H') on déduirait de là une certaine construction du 
centre de courbure d'une Hyperbole. 

8. Mouvement d'une figure dont deux droites 
enveloppent des eereles. — Si une droite du plan mo­

bile enveloppe un cercle, 
toute droite parallèle enve-

côté convenable, passera par le centre de Y . De même une 
certaine parallèle à 3' passera constamment par un point 
fixe. Nous sommes donc ramenés à considérer deux droites 
de la figure, se coupant en un point 0 , faisant entre elles un 
angle 0 et pivotant autour de deux points A et B. 

Les normales en A et B à OA et OB se coupent au centre ins­
tantané I. Le cercle AIB est déterminé, car il passe par A et B 

A B 
a un diamètre constant 2 R = ——-. 

Le lieu du centre instantané dans le plan fixe est un cercle 
(0') passant par A et B de rayon H, et de centre O ' . 

loppe un cercle concentrique 
au premier et pour que le 
mouvement soit déterminé, 
nous devons supposer que 
les deux droites, considérées 
S et S', ne sont pas parallèles. 
Soit p le rayon du cercle Y enve­
loppé par 8; une droite de la 
figure menée parallèlement 
à 8 à une distance p et, d'un 

sin 9" 
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01 est un diamètre de (0'}, par suite est constant, et le lieu de I 
dans le plan mobile est un cercle (0) de centre Oet de rayon 2 R. 
Le mouvement s'obtiendra en faisant rouler le cercle (0) sur le 
cercle fixe de rayon moitié (0') ; il est donc l'inverse du mouve­
ment étudié au numéro 6. 

Occupons-nous des enveloppes des droites de la figure. Soit 
une droite passant par 0, elle rencontre 0 ' enunsecond point [/.. 

L'angle AOjx étant constant, l'arc Ait est aussi constant et le 
point (A est fixe. 

Il y a donc une infinité de droites qui passent par des points 
fixes ; ces droites sont issues d'un môme point 0 du plan mobile, 
et le lieu de leurs pivots est Je cercle (O'j. 

Considérons maintenant une droite quelconque A du plan mo­
bile. La parallèle à A, menée par 0, passe par un point fixe JA, et 
par suite A enveloppe un cercle de centre f*. Ainsi : 

Toutes les droites de la fi/nre enveloppent des cercles dont 
les centres sont sur le cercle (0') 

On peut encore énoucer celte propriété sous la forme sui­
vante : quand deux côtés d'un triangle enveloppent des cercles, il 
en est de même du troisième côté. 

Cherchons la trajectoire d'un point quelconque M. La droite 
OM passe par un point fixe G du cercle ( 0 ' ) et on a le lieu du 
point M en prolongeant de la longueur constante OM le rayon 
vecteur CO du point 0. Donc : 

Les trajectoires de tous les points sont des limaçons de Pascal 
ayant tous le cercle (0 ' ) pour cercle directeur. 

Il n'y a qu'un seul point de la figure, le point 0, qui décrive 
un cercle. 

On pourrait de bien des manières définirpar deux conditions le 
mouvement qui nous occupe. Voici une forme assez simple : Le 
mouvement précédent est celui dYune figure dont un point décrit 
un cercle, une droite delà fijure enveloppant un deuxième cer­
cle ayant son centre sur le premier. 

Pour obtenir le point J où, ce qui revient au même, le point K, 
remarquons que le cercle ( 0 ' ) , lieu des centres de courbure des 
enveloppes de droite, est le cercle des rebroussements. Le point 
K est donc on 0 . La construction de Sa vary fait alors connaître 
le centre de courbure d'une conchoïde de cercle. 
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J'o = — 
a cos a 

sin a 

Les coordonnées d'un point {x'y') du plan mobile sont ainsi 
exprimées à l'aide de sin a et cos a ; si on exprime ceux-ci en 
fonction du paramètre t = tg ^, on voit que : 

Les trajectoires sont des courbes unicursales du quatrième 
ordre. 

9 . mouvement d'une figure dont un point décrit 
une droite et dont une droite enveloppe un cercle. 

Une certaine droite OA' 
de la figure passe alors par 
un point fixe 0 pendant 
que le point 0 ' décrit une 
droite O'A. 

Le centre instantané I 
est l'intersection de la per­
pendiculaire en 0 ' à O'A, 
et de la perpendiculaire en 
0 à OA'. 

Soit OA et O'A' les dis­
tances des points O et 0 ' 
aux droites O'A, OA' . 
Rapportons le plan fixe et 
le plan mobile respective­
ment aux axes Oxy, O'x'y 
indiqués dans la figure ci . 
contre, et posons OA = a 
O'A' = a ' . 

Entre les coordonnées 
absolues et relatives d'un point, on a les relations : 

!
x = a -+- x' cos a — y sin a 
y = y0 -h x' sin a -t- y' cos a 

y0 désignant l'ordonnée du point 0 ' . Pour déterminer y0 en 
fonction de a, exprimons que pour x = y= o x' = a' et y' 
arbitraire les équations précédentes sont compatibles ; nous aurons 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



x' sin * 4· y' cos a = 0 
, , , . a -+- a' cos a . 
1 x cos a — y' sm a-\ : = 0 sins a 

On en tire 

avec 

x = — r cos a 
y = r sin a 

a 
sin2 a 

et en éliminant r et a 

(r ' 2 + a'xf — a2 (a;'2 -f- / * ) 

Telle est l'équation de la courbe (Im). Remarquons que la 
définition géométrique du point I est la même par rapport aux 
deux systèmes d'axes; il suffit d'échanger a et a'; il en résulte 
que la courbe (If) a pour équation : 

(f + ax)2 = a'2 (x1 + y2) 

Donc : Les deux roulantes sont des courbes du quatrième ordre 
ayant pour point double l'une O, F autre O'. 

Si a ou a' = 0 l'une des roulantes devient une parabole. 
La tangente commune en I aux deux roulantes et les rayons de 

courbure des trajectoires et des enveloppes peuvent s'obtenir 
géométriquement; il suffit pour cela de trouver le point J. Or le 
point Oi symétrique de O par rapport à I est sur le cercle des 
inflexions puisque O est sur celui des rebroussements. Le point J 
est donc sur la perpendiculaire à 0 , 1 menée en 0 4 ; il est aussi 
sur la droite O'À' trajectoire du point 0 ' . 

Cherchons le lieu du centre instantané dans le plan mobile. On 
dx dy peut représenter le temps par a; on aura — =-f = 0 pour 
flfa aa 

le point vérifiant les équations : 
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OA' = O'A 

IB est un axe de symétrie du quadri­
latère OA'O'A et 10' = 10. 

La roulante fixe (I/-) est donc la 
parabole (P) ayant 0 pour foyer 
et O'A pour directrice et la roulante 
(Im) est la parabole (P') de foyer 0 ' 
de directrice OA'; ces deux para­
boles sont égales et symétriques par 
rapport à la tangente commune en I. 

Par suite, dans cecas : Les trajec­
toires sont des podaires de parabole. 

En se reportant aux expressions 
. . . a 

analytiquesonvoitquejo = — a cot^ 
et le degré des trajectoires s'abaisse 
du quaLrième di'gré au troisième. 

Le point, J est le point de rencoiilre de la normale commune 
avec la droite O'A. Le point K symétrique de J par rapport à I 
est comme on sait le milieu du rayon de courbure de la 
parabole (P). Nous obtenons cette propriété : 

Le rayon de courbure d'une parabole est le double du segment 
compris sur la normale entre le point d'incidence et la directrice. 

On voit facilement que le point A' décrit une strophoïde 
droite de point double A, et le milieu de O'A' une cissoïde droite 
ayant pour point de rebroussement le sommet de (P). D'après 
ce qui précède on saura donc construire la tangente et le centre 
de courbure d'une cissoïde ou d'une strophoïde droite. 

Dans le cas particulier a = a' une notable simplification se 
produit. On a alors 
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CHAPITRE III 
ÉTUDE ANALYTIQUE DU MOUVEMENT D'UN SOLIDE. 

1. Projection» de la vitesse d'un point. — Soient 
OXYZ, un systèms d'axes rectangulaires liés au corps mobile, 
et oxyz, un système d'axes lises rectangulaires les deux trièdres 
de coordonnées étant directs. Par rapport au Irièdre fixe, le 
motivema ît du trié Ire mobile S 3 R A délini par les expressions des 
coordonnées absolues x0yaz0 de son origine 0 et des cosinus 
directeurs de ses axes en fonction du temps. Les cosinus directeurs 
étant indiqués par le tableau suivant : 

X Y z 
X a a' a" 
y P P' P' 
z ï i 

on a entre les coordonnées absolues (zyz) et relatives (XYZ) 
d'un point M du solide, les relations : 

lx = X0+<xX + a'Y -+- a"Z 
(1) ]y = yo -+- px -+- P'Y -+- p"z 

(z = z0 -t-yX + Y ' Y -f-v'Z 

les neuf cosinus vérifiiant : 

! a2 + p2 + f = 1 
(2) ] «'2 + P'2 •+• y'2 = 1 

( « " 2 + p»2 + V » 2 = 1 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



d'où on tire par differentiation : 

da" 
„, 0 

S , dix _ da' _ 

Soit V»,V y ,V S , les projections de la vitesse du point M sur les 
axes fixes, V x , Vy, Vz, les projections sur les axes mobiles. 

On aura : 

dx0 da da' da" 

~dT + xTt + Y ~dï +
 zir 

dt dt T A< T 

v * d* + dt + y d/ + dt 

dxo „ dy0 dz0 d a 

+ Y l a — + Z S t t — etc. 
d£ d£ 

Les composantes de la vitesse suivant les axes mobiles sont 
donc de la forme : 

( V ï = a + ? Z - rY 
(4 ) ! V T = h + r X — pZ 

( V z = c + pY — (/X 

et 
[ <xV 4- e's" + Y Y = 0 

(3) «"« + P",s +• T'Y = 0 

( oca' + pp' + YY' = 0 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



ptqii\ désignant les composantes de la rotation instantanée 
suivant les axes fixes, ou encore : 

l yx = a t 4- qtz — i\y 
(4') j V, =bt -h r l X — P i z 

( v, = C + PIY— Q& 

a1Z*1c1 étant les projections sur les axes fixes de la vitesse du 
point du solide qui, à l'instant /, coïncide aven leur origine. 

2. Equations de l 'axe hélicoïdal. — Le lieu des 
points du solide dont la vitesse est parallèle à la rotation instan­
tanée est la droite 

A -+- qZ — rY _ b -+- rX — pZ __ c + pY — qX 
P 1 ~ ' 

Nous retrouvons ainsi l'axe instantané de rotation et de glisse-

abc désignant les projections sur les axes mobiles de la vitesse 
de leur origine 0. Cette origine est d'ailleurs arbitraire dans le 
solide. En interprétant les formules (4), nous retrouvons ce 
théorème : 

La vitesse de tout point du solide est la même que si celui-ci 
était animé d'une translation ayant pour vitesse celle d'un point 
arbitraire 0 du corps et d'une rotation autour d'un axe issu du 
point 0 . 

Remarquons quepqr dépendent seulement des neuf cosinus, 
c'est-à-dire de l'orientation du solide. Le vecteur qui représente 
la rotation est donc indépendant du point O. 

En traduisant la propriété géométrique qui précède, dans le 
système d'axes fixes, on a : 

dx 

V* = + qt [z — z„) — r, {y — y0) 

' y y = + RI [x — Xo) — PI [z — Zo) 
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104 TRAITÉ D E CINÉMATIQUE T H E O R I Q U E . 

ment et obtenons en même temps ses équations dans le système 
mobile. L'élimination de t entre ces équations donne la surface 
virante ( A J . 

Dans le système fixe, l.'axe hélicoïdal a pour équations : 

a, - \ - çfjZ — rty _ bj + r^x — p t z _ ct + p,y — q,x 

Pi ~ 9i ~ ri 

d'où on tire par élimination de t l'équation de la surface (A )̂. 
Nous avons vu géométriquement que tous les points de l'axe 

hélicoïdal ont même vitesse ; on peut le retrouver par la voie 
analytique. On a, en général, pour la vitesse V du point M 

V* = (a + qZ — z Y ) s -+- {b + rX — pZ)' -h (e + pY — yX) ' 

Si le point est sur l'axe hélicoïdal : 

( a + qZ — rY =lp 
) b + rX — pZ = \q 
( c + pY — qX= \r 

et V = X wenposant co2 =p2 -t- q2 •+- r2. D'autre part, si on ajoute 
les équations précédentes après les avoir respectivement multi­
pliées çavp,q,r. On a : 

pa -+- qb + rc — W 

et par suite : 
y _ pa -t- qb + rc 

co 

La vitesse ne dépend pas de la position du point sur l'axe. Le 
mouvement se réduira à chaque instant à une rotation si la fonc­
tion de t pa -(- qb -f- rc ett identiquement nulle. 

3. Accélération d'un point. — Cherchons les projec­
tions sur les axes fixes de l'accélération d'uu point M (xyz) du 
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L I V . I V , C H A P . I I I . — ÉTUDE DU MOUVEMENT D'UN SOLIDE. 105 

solide. En différentiant les formules (4') on a 3 égalités telles 
que : 

dlx da, du dv dcr. di\ 

dz dv 
En remplaçant — , ~ , par leurs expressions (4') il vienl : 

d^ûc do 
— ~Jj + q& — l'A + Pi (PiX + (JiY •+- 1\Z) — 0>>X 

dql di\ 
dt r dt 

w désignant la rotation instantanée. 

On a donc : 

•{5) \a¥ = B~hqt ij3lX + qiY + ''lZ) ~ +xTi~~z %l 

\ % = G + r* fox + w + r ^ - ^ + ^ - ^ - f t 

A,B>G désignant les projections sur les axes fixes du point 
du solide qui, à l'instant t, coïncide avec leur origine. 

d2x d2y d2z En posant — = = ~ — 0, on voit qu'en général, il y 

a dans le solide un point et un seul d'accélération nulle; on l'ap­
pelle centre des accélérations. Si on suppose l'origine des axes 
fixes transportés en ce point, dans les formules (5) A = B = C — 0 
et on a ce théorème : 

Les accélérations de tous les points d'un solide sont les mêmes 
que dans le mouvement d'un solide qui aurait un point û*e au 
centre des accélérations et suivrait la même loi d'orientation que 
le premier. 

4. — Nous allons maintenant nous occuper du cas où le solide 
a un point fixe. On peut alors prendre ce point pour origine des 
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= qZ — i'Y 
V T = rX -pZ 
V z = />Y -qX 

V, qiz — l'xY 

v, — ptz 
= Piy — <7i« 

106 TRAITÉ DE CINÉMATIQUE THÉORIQUE. 

axes fixes et mobiles. Les formules générales (4) et (4') devien 
nent : 

(6) 

(6') 

Les expressions (6) montrent que les vitesses des points du 
solide sont les mêmes que dans la rotation définie par le vecteur 
dont les projections dans le système mobile sont p, q, r. 

Cet axe instantané de rotation décrit dans l'espace fixe un 
cône (IV) dont l'équation s'obtient en éliminant t entre les équa-

ce V z 
tions — = — = —. Dans le solide, il décrit un deuxième 

Pi <7i A 
cône (T») dont l'équation résulte de l'élimination de t entre les 

X Y Z équations — = — = — . 
P I 1 ' 

Si un point M se déplace sur l'axe instantané, il décrit sur les 
deux cônes des courbes (C/) et (Cm) qui sont ses trajectoires 
absolue et relative. La vitesse absolue est égale à la vitesse 
relative, car la vitesse d'entraînement du point M est nulle ; il en 
résulte que les deux cônes (Ym) et (T,-) se touchent suivant l'axe 
de rotatiori et que la courbe (C„) roule sans glissement sur (C/). 
Le mouvement du solide revient, comme on sait, au glissement 
d'une sphère sur une sphère fixe S ayant 0 pour centre. Soit I 
un des points où l'axe rencontre les deux sphères. I décrit sur la 
sphère fixe une courbe (lf) tracée sur (l'y) et sur la sphère mobile 
une courbe (lm) tracée sur r,„). Les deux courbes sont tangentes 
en I et (IM) roule sans glisser sur (lf). On voit, comme pour le 
plan, que la courbe (I„) de la sphère mobile est la seule qui roule 
sans glissement sur son enveloppe, ex"eption étant faite bien 
entendu pour la courbe symétrique de (Im) par rapport à 0 . Les axes 
de grand cercle normaux aux trajectoires des points de la sphère 
mobile, ou aux enveloppes en leur point de contact avec les enve­
loppées vont passer par le centre instantané I. La plus grande 
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analogie se présente donc entre le mouvement d'une figure plane 
dans son plan et celui d'une figure sphérique sur sa sphère. 

5. Expression des composantes de la rotation à 
l 'aide des angles d'EuIer. 

Nous avons exprimé p,q, r en fonc­
tion des cosinus et de leurs dérivées. 
On sait que ces neuf cosinus sont liés 
par six relations et qu'il est commode 
pour les applications de les exprimer 
au moyen de trois paramètres indé­
pendants. 

Rappelons les paramètres angulai­
res choisis par Euler. On désigne par 
6 l'angle zOZ, par «J, l'angle compris 

entre 0 et it formé par Ox avec la trace OA du plan des XY sur 
celui des xy et enfin par cp l'angle AOX. 

On a alors (Voir Briot et Bouquet, G. analytique, p. 519, 
1897). 

( a = cos cp cos ^ — sin cp sin <|/ cos 8 
) a' = — sin <p cos <]> — cos <p sin <j/ cos 0 
/ a " = sin <j* sin 9 

f p = cos <p sin -+- sin <p cos cos 8 
< P' = — sin <p sin + cos cp cos cos 8 
( p" = — cos <]> sin 8 

Î
y = sin cp sin 6 
y' = cos cp sin 8 
y" - cos 8 

Si on substitue ces expressions des cosinus et de leurs déri­
vées dans les composantes p,q,r, on trouve : 

n = sin cp sin 8 —'- -f- cos cp -— 
1 dt dt 

d<i> . rfe 
q = cos CP sin 8 —~ — sin cp — 
* T dt T dt 
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On peut ensuite, en projetant sur les axes fixes, calculer 
Pu lu r i > î on obtient : 

/ , û'O , . fl . , do c, = cos <1 — + sin 8 sin il» -r 
' dt dt 

• . d 0 · « , 

Çi = sin A sin 8 cos ii ~ 
' dt 1 dt 

dii do 

' ' i = i + c o s 9 i 

6. Composantes de l 'accélération d'un point. — 
Le solide ayant un point fixe, les composantes de l'accélération 
sont fournies par les formules générales (5) où il faut faire 
a4 = ht = c, = 0. On a ainsi : 

<Px , . » dq. di\ 
•jIi=Px [Pi* + + * V ) ~ + * â - * - d i 

: d'y , dr, dp. 
(7) { ^ = 9i (P.* + W + m) - o>7 + X — -Z — 

Î d2 2 , dp. dqt 

^ = r , (piX + qiY + rtz) - »'* + y — - x — 

On appelle accélération angulaire le vecteur d'origine 0 ayant 

pour extrémité le point (—, Les deux derniers ter-
\ ai dt dt J 

mes des seconds membres des équations précédentes représen­
tent les projections du moment de ce vecteur par rapport au 
point M. 

Les autres termes sont les projections de l'accélération du 
point M dans le cas où l'accélération angulaire est nulle, c'est-à-
dire quand l'axe instantané est constant en grandeur et direc­
tion. On a donc ce théorème dû à Rivais ; 

L'accélération d'un point quelconque d'un solideen mouvement 
autour d'un point fixe est la somme géométrique de la vitesse 
qu'aurait ce point dans une rotation représentée par {accéléra­
tion angulaire et de l'accélération centripète de ce point dans 
une rotation uniforme continue représentée par le même vecteur 
que la rotation instantanée. 
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(8) 
x = R sin r cos 6 

'y = R sin r sin G 
z = R cosr 

a = R sin p cos 8 
j p = R sin p sin 8 
' Y = R cos p 

La droite OJA est l'intersection de deux plans infiniment voisins 
normaux à la courbe (M) ; c'est la droite polaire relative au point 
M, normale comme on sait au plan osculateur en M. On aura 
donc : 

a p • Y 

dya"*z — dzd*y dzd*x — dxd*z dxd-y — dydix 

7. Courbure sphérique des trajectoires. — Un 
point M du solide décrit une courbe sphérique (M) tracée sur 

une sphère S de centre 0 . Soit 
[ile centre de courbure sphérique 
de la trajectoire du point M , 
c'est-à-dire le point d'intersec­
tion de deux grands cercles infi-
niments voisins normaux à la 
courbe. Nous allons indiquer 
une iormule simple qui fait con­
naître (A quand M est donné. 
Soient I le centre instantané sur 
la sphère S relatif à l'instant 
considéré, IA la vitesse de ce 
point tangenleaux deux roulantes 
(I F) et ( I M ) . Sur le grand cercle 
LVI, fixons à partir du point I un 

sens positif, menons la demi-droite IBtangente à ce grand cercle 
dans le sens positif. 

Désignons par (x,y,z) (a,S Y) les coordonnées respectives des 
points M et JA, par 6 l'angle A I B et par r et p respectivement les 
angles IOM, 1O|A avec le signe qui résulte de celui des arcs 1M, 
I[A; R étant le rayon de la sphère S, nous aurons r 
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En vue de simplifier les calculs, prenons les axes fixes de façon 
t que I soit sur Oz, IA parallèle à C\r. 

Alors pi = c/i = 0 rt = w et comme la vitesse de l'extré­
mité P du vecteur rotation est dans le plan langent aux côues 
roulants, on a 

** = 0 
dt 

Les formules (6') et (7) deviennent : 

dx 
• = (O Y 
dt J 

d_l 
dt 
dz 
dt 

= OiX 

= 0 

(7') 

<Px 
dt2 

d*y 
dt* 
d*£ 
dt2 

= — w*x — 

= yÎEl 
* dt 

drt 

drt dp, 
~"r + x - d ï - z — dt 

En portant dans les relations (9) on obtient 

T 

xy y* 

dt 

Si on remplace <*PY, xyz par leurs expressions (8) ces deux 
égalités se réduisent à une seule : 
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en posant . , 

cd4 DT 
formule analogue à celle de Savary. 

8. Expression delà, constante K.. —La constante K de 
la formule (10) est susceptible d'une expression analogue à celle 

obtenue dans le cas du plan. Exprimons d'abord -v-est la 
oc at 

projection sur OX de la vitesse du point P extrémité de la rotation 
instantanée OP. Or, considérons le mouvement de P comme 
résultant du mouvement d'entraînement de la droite OP et d'un 
glissement de P sur cette droite. La vitesse relative est dirigée 
suivant OZ; donc est la vitesse d'entraînement V du point 

P. Si Vestía vitesse du pointI. 

On a donc 

IL v 
OP 
Oi R 

DJH 
DT 

wV 
R 

et K M 

Nous allons exprimer K autrement en introduisant les angles affec­
tés de signes R m = IOOm, 
BF = IOOr. Om et Of dési­
gnant les centres de 
courbure sphérique des 
roulantes. Appliquons au 
point I la règle de compo­
sition des accélérations et 
projetons sur OY. Soit oyla 
projection du point I sur 
0 0 / , <»F est le centre de 
courbure ordinaire de la 
roulante (IF). L'accéléra­
tion absolue du point I, 
projetée sur Ioy a pour 
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07étant la perspective du point 0/· sur le plan normal en I à Oz. 
V» 

De môme l'accélération relative a pour projection sur Oy -—— 
L'accélération d'entraînement du point I a pour projection : 

d'après les formules (7') où on fait x — y—o z = R. 
Enfin, l'accélération de Coriolis est -parallèle à 0 / , et a pour 

valeur 2 i o V . 
On a donc : 

etcomme 10' = RtgR,, I0 ' m = RtgBm 

Remarquons que d'après le théorème de Meusnier 10'/· est le 
rayon de courbure R'/-de la courbe (17) section du cône roulant 
(17) par le plan normal en I à Oz ; de même I0 ' m est le rayon de 
courbure de la section (l'm) du cône (l'm) par le même plan. 

Si M', |A' désignant les perspectives sur ce plan des points M 
et (A, on pose p' = ![/.', r' = LU', on aura, d'après ce qui précède 

m 

1 1 
K tgHf tgH, 

1 _ l_ _ M i_\ 

^~v'-[R't R'J 
1 

sin 8 

Donc : Le point [/.' est le centre de courbure de la trajectoire 
du point W dans le mouvement plan obtenu en faisant rouler 
sans glissement la courbe (l'm) sur (!'/). 
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Il en résulte que lesdroites M.'0'm, (/.' O'r concourent sur la per­
pendiculaire en I à IM'. Par suite en revenant à la sphère, on voit 
que : Les ai'cs de grand cercle MOOT u.Of concourent sur le 
grand cercle normal en I au grand cercle IM. Ainsi se trouve 
généralisée la construction de Savary. 

9. Un autre cas particulier simple du mouvement d'un solide 
S est celui dans lequel un plan P du solide glisse sur un plan 
fixe ic. Tous les points situés sur une même droite perpendicu­
laire à P ont des trajectoires égales et parallèles et on est ramené 
à considérer le mouvement du plan P sur le plan ir. Soit dans 
ce dernier mouvement I le centre instantané. 

A l'instant t le mouvement du solide se réduit à une rotation 
s'effectuant autour de l'axe A mené par I perpendiculairement au 
plan P. Le mouvement continu s'obtient en faisant rouler le 
cylindre ( A m ) ayant pour section droite la roulante (IJ sur le 
cylindre (Af) ayant (lf) pour section droite. 

10. Indiquons quelques applications des formules donnant les 
projections de la vitesse d'un point. 

I. Trouver les équations de la droite D' conjuguée d'une droite 
donnéeD. 

Prenons pour axe des z l'axe hélicoïdal, l'axe des x étant la 
perpendiculaire commune à Oz, et à la droite D. 

Celle-ci a des équations de la forme 

Le plan P perpendiculaire à la vitesse d'un point M (x,y,z) a 
pour équation en désignant par XYZ les coordonnées courantes 

( X - a O V . - t - iY —jr) V s + (Z-z) Vx = 0 

ou — to/ (X — x) -t- (Y — y) <ÙX + g (Z — z) = 0 

IJ désignant la vitesse de tous les points de l'axe hélicoïdal. 

Si le point M est sur la droile D, l'équation du plan P devient : 

(D) 
(x = d 
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On voit ainsi que quand le point M décrit la droite D, le plan P 
passe par la droite D' ayant pour équations : 

dY + i Z = 0 -
(O 

Xtyr<p + £ = 0 
CD 

J X = d' 
j Y = ztgf 

iatg<t' tfr « d 

Nous retrouvons la relation : 

d _ d' 

tff* ~ tgt' 

II. Trouver les équations de la caractéristique d'un plan. 
Prenons l'axe hélicoïdal pour axe des z et pour origine le 

point où il rencontre le plan considéré. 
Celui-ci a pour équation : 

kx -f- By •+• Cz — 0. 

La vitesse des points de la caractéristique est contenue dans 
le plan. On a donc pour ces points : 

Av-.H- BK„ + Gvz = 0 

ou co (By — Kx) -4- Gy = 0 

équation d'un plan parallèle à l'axe hélicoïdal et qui coupe le 
premier suivant la caractéristique correspondante. 

III. Trouver le lieu des points du solide dont la ritesse passe 
par un point fixe. 

Nous prenons toujours à l'instant considéré l'axe hélicoïdal 

ou 

en posant 
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3C ~~ OCq y — y ° _ z — z„ = X 
— m y g 

En résolvant par rapport à x,y,z, on trouve des fonctions 
rationnelles en A du troisième ordre. 

Le lieu est donc une cubique gauche. 
IV. — Un corps solide étant mobile autour dun point lixe si 

Taxe instantané est line dans le corps, il est fixe dans Y espace 
et réciproquement. 

Soient (u, v, w) (uL, rt, iv t), les. cosinus directeurs del'axe ins­
tantané par rapport aux axesmobiles et auxaxesflxes; u v wétant 
constants par hypothèse, il faut établir que ut, rt, iv,, le sont aussi. 
On a : 

et comme u v w sont constants : 

dut dm du' oV 1 / dot d*' d»"\ 
dt dt dt dt ta \ dt dt dt ] 

Or, considérons le point M de l'axe Ox d'abscisso + 1 ; ses 
coordonnées par rapport au système mobile sont a a ' a " ; 
du d*' d*" 
—, — , - j — sont donc les projections sur les axes mobiles de la 
dt ctc ctc 
vitesse relative V r de ce point par rapport au solide ; cette 
vitesse relative est égale et opposée à la vitesse d'entraînement 
du point du solide qui coïncide avec M , puisque la vitesse abso­
lue de M doit être nulle. La vitesse Yr est donc perpendiculaire 
à l'axe instantané et on a : 

Ui — au + a'v - 1 - a"w 
vt = pu + p'v -+- p'V 
w, = Y « -+- f'v - + - Y " W 

du." 

pour axe des z. Si la vitesse d'un point M (x,y,z), du solide 
passe par un point fixe (jo y0 z"). On a : 
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du. du .du „ dw da dot' da" 
7 / 7 = a "77 0 ' " 7 7 + 0 1 7 / 7 + U T . + K 7T7 + w ' 7 3 7 dt dt dt dt dt dt dt 

et commo 

on a 

da. da' da" 
" T, + v ~n + w 7 7 7 = 0 dt dt dt 

dui du dv „ dw 
~dï - * M + * - d t + * ~d~t 

cfwi «7« , dv , , dw 
= 1 TTT + Y 177 "r" 7 "777 

Le déterminant des neuf cosinus étant différent de zéro 

diii _ dvi dwi _ 
~di ~ ~dt dt ~ 

entraînent 
du dv dw 
d<" ~ t ~ ~ â l 

11. Démonstration analytique du théorème de 
Coriol is . — Soit un point M mobile dans un solide en mou­
vement. (XYZ) et (xyz) désignant les coordonnées relatives et 
absolues de ce point, on a les relations : 

I x = Xo + « X + a'Y + c/Z 

Par suite, ^ = 0. On voit de même que ^ = = 0 et 
dt dt dt 

Ui Vi Wi sont constants. 
La considération du mouvement inverse montre que la réci­

proque est vraie. Au surplus, on peut l'établir directement 
comme il suit : On a, en général 
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On en tire en diflërentiant deux fois : ' 

d>x _ d*x0 dsa d'à' d V d^X , d'Y 

et doux équations analogues pour y et z. 
Les premiers membres sont les composantes suivant les axes 

fixes de l'accélération absolue Ja du point M. 
Les termes qui figurent dans les seconds membres se grou­

pent très naturellement comme il suit : 
1° Ceux qui ne contiennent pas les dérivées de XYZ: ils repré­

sentent les composantes suivant les axes fixes de l'accéléra­
tion du point du solide qui, à l'instant t, coïncide avec M; cette 
accélération est par définition l'accélération d'entraînement J e du 
point M. 

2° Les termes conlenant les dérivées secondes; on voit aisé­
ment qu'ils représentent les projections sur les axes fixes de 
l'accélération relative J r du point M. 

3° Les termes qui dépendent seulement des dérivées premières 
de X , Y , Z ; ils représentent les projections sur les axes fixes 
d'un troisième vecteur J e que nous appellerons accélération com­
plémentaire, ou accélération de Coriolis. 

L'accélération absolue J„ est la somme géométrique des 
3 accélérations Je, J r, J c et il nous reste à définir simplement par 
une propriété géométrique l'accélération complémentaire. 

Or, si on exprime le repos du point d'abscisse -f- 1 situé sur 
l'axe Oa;, on obtient : 

- i — + * 
dP dP 

On a : 

dt -f- joa' — i/a = 0 
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en posant 

i o x = aA + a'B + <*"C 
icy = pA + P'B 4- B"G 
J« = ï A + y'B -fr"G 

A = 
dZ 

' dt 
dY\ 

J 

0 dX dZ\ 

cl d Y àx\ 
= * [ p d f - i â ) 

( dZ\ _ . . . , 
-, — I. Le premier représente la ro-

A,B,G sont donc les projections du vecteur J„ sur les axes 
mobiles. 

Or, par l'origine 0 du système mobile, me­
nons les vecteurs OR et 0V dont les extrémités 
aient pour coordonnées relatives (p,q,r) et 
tdX dY dZ\ 
\~di' dt' 

tation instantanée et le second la vitesse rela­
tive du point M à un parallélisme près. On voit 
que le vecteur J0 sera le double de la vitesse 

du point V dans la rotation figurée par OR, ou encore le double 
du moment de OR par rapport à V. 

Ainsi : L'accélération de Coriolis est le double du moment de 
la rotation instantanée issue du point considéré par rapport à 
l'extrémité de la vitesse relative. 

en portant dans l'expression de J c t et faisant de même pour icy et 
J«, on trouve : 
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LIVRE V 
COMPOSITION DES MOUVEMENTS D'UN SOLIDE 

1. Définitions. — Soit un solide S en mouvement par rap­
port à un autre solide S l t S i étant mobile par rapport à S s , etc, 
et ainsi de suite jusqu'à S ^ - j mobile par rapporta S*. Nous 
devons d'ailleurs imaginer tous ces solides comme indéfinis. Le 
solide S aura, par rapport à S t , un mouvement qu'on peut repré­
senter par (SS*) et que nous appellerons mouvement résultant. 
Les mouvements ( S i S 2 ) , (S 2 S 3 ) ( S 4 _ , S*) seront dits mouvements 
composants ou encore mouvements simultanés du solide S. 

Rappelons que le mouvement d'un solide à un instant t peut être 
considéré comme résultant d'une rotation et d'une translation, 
l'axe de rotation étant issu d'un point arbitraire M du solide et la 
translation ayant la vitesse de ce point. Nous supposons les 
mouvements composants définis de la sorte par une rotation et 
une translation et nous nous proposons d'en déduire une rotation 
et une translation définissant le mouvement résultant au même 
instant. 

Observons que la vitesse d'un point du solide dans le mouve­
ment résultant est la somme géométrique des vitesses de ce 
point dans les divers mouvements composants ; cela résulte de 
la règle de'composition des vitesses. Il suit de là que dans la 
composition des mouvements simultanés on peut suivre n'importe 
quel ordre, et remplacer plusieurs d'entre eux par leur mouve­
ment résultant. 

Traitons d'abord des cas particuliers : 

2 . Composition des translations. — Supposons qu'à 
l'instant t tous les mouvements soient des translations de vitesses 
v t r , . . . Vjc. La vitesse d'un point quelconque M du solide S est la 
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— R / 
— Pz 

somme géométrique V de vlt v s , Vk', V ne dépend pas de M et, 
dans le mouvement résultant, tous les points ont la môme vitesse. 
Donc : 

Si les mouvements composants sont ries translations, le 
mouvement résultant est une translation ayant pour vitesse la 
somme géométrique des vitesses des translations composantes. 

Inversement, tout mouvement de translation peut être décom­
posé en plusieurs translations en nombre quelconque. 

Les vitesses des translations simultanées sont simplement 
assujetties à avoir pour somme géométrique la vitesse de la 
translation donnée. 

3. Composition des rotations concourantes. — 
Tous les mouvements simultanés étant à l'instant / des rotations 
dont les axes O R ^ O R 2 , OR& sont issus d'un même point 0, 
prenons celui-ci pour origine de coordonnées rectangulaires et 
désignons par (/?;, qit i\) les projections de O R i . La vitesse d'un 
point quelconque M dans le mouvement composant a pour pro­
jections. 

I V , ='l{qiZ - r,y)=Qz 
j V y = 2 {i\x — piz) = \\x 
{ Yz = S (p{y — q{x) = l'y 

en posant 
i P = S p.-
) Q = S qt 

l R = s n 

Cette vitesse est la même que clans la rotation issue de 0 et des 
projections P,Q, R . Par suite : 

Si les mouvements composants sont des rotations concouran­
tes, le mouvement résultant est aussi une rotation représentée 
par la somme géométrique des rotations composantes. 

Ce théorème n'est autre que le théorème de Varignon, car la 
vitesse du point M, dans une rotation O R , est le moment du 
vecteur O R par rapport à M. 

Inversement toute rotation peut être remplacée par plusieurs 
rotations composantes dont elle est la somme géométrique. 
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en posant 

(h + qiZ — r{y) 
(/22,- 4 - F{X — fiZ) 

[n, -+- pi}' — q{x) 

= ~Lpi Q = S qi 
= 2 h M = 2 m. 

= h + Qz — Ry 
= M -t- Rx — Pz 
= N + Py - Qx 

R = S A 

(PQRLMN) sont appelés coordonnées du système de rotations. 
On voit que le mouvement résultant revient à une rotation 

(P,Q,R), issue de l'origine 0 des coordonnées etàuue translation 
dont la vitesse a pour projections (LMN). Appelons moment d'un 
système de vecteur par rapport à un point la somme géométrique 
des moments de ces vecteurs par rapport au même point ; LMN 
sont alors les projections du moment du système de rotations par 
rapport au point 0. Le point 0 étant arbitraire, nous voyons 
qu'en un point arbitraire 0 de S la rotation et la translation 
correspondantes s'obtiennent comme il suit : 

La rotation est égale à la somme géométrique des rotations 
composantes. 

La vitesse de translation est le moment du système de rota­
tions par rapport au point considéré. 

Cherchons les équations de l'axe hélicoïdal du mouvement 
résultant. Pour les points de cet axe, la vitesse est parallèle à la 
somme géométrique des rotations et on a 

L + Qz — Ry _ M + Rx — Pz _ N + P7 — Qx 
P ~ Q ~ R 

Par un calcul déjà fait, on trouve que la vitesse commune aux 

4. Composition, des rotations quelconques. — 
Supposons que les mouvements composants soient des rotations 
quelconques, représentées par les vecteurs 0 ,R 1 , OjR,, Ot Rt et 
prenons des axes rectangulaires. Si on désigne par (ItOii^piqii'i) 
les coordonnées du vecteur rotation OiRt, la vitesse d'un point 
M (x,y, z) dans le mouvement résultant a pour projections. 
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points de l'axe hélicoïdal est 

PL -t- QM -+- RN 

V^P2 + Q' + R« 

5. Systèmes de rotations équivalents. — On dit que 
deux systèmes de rotations sont équivalents lorsqu'ils ont même 
mouvement résultant. 

Pour que deux systèmes de coordonnées ( P Q R L M N ) 
(P' Q'R'L' M'N') soient équivalents, il faut et il suffit qu'on ait les 
égalités. 

quels que soient xyz. Les conditions nécessaires et suffisantes 
sontL f = L, M ' = M, N'=--N, P ' = P , Q ' = Q, R' = R. 

Ainsi : Pour que deux systèmes de rotations soient équivalents, 
il faut et il suffit que leurs coordonnées soient égales. 

En introduisant la signification de (PQR) (LMN), on a une 
forme géométrique de la condition d'équivalence : 

Il faut et il suffit que pour les deux systèmes la somme 
géométrique des vecteurs rotations soit la même et que, par 
rapport à un point déterminé, les deux systèmes aient même 
moment. 

6. Systèmes de rotations particuliers . — Examinons 
quelques cas particuliers. 

1° Pour que le mouvement résultant se réduise à une rotation, 
il faut et suffit que PL + QM + RN = 0. 

En interprétant géométriquement cette condition, on voit que : 
Il faut que le moment du système de rotations, par rapport à un 
point quelconque, soit perpendiculaire à la somme géométrique 
des rotations et il suffit que cette condition soit remplie pour un 
point déterminé. 

2° Pour que le mouvement résultant se réduise à une translation 
il faut et suffit que P = Q = R = 0. 
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L 
R 

< _ M 
R 

< 

et en supposant R dp 0. Le mouvement résultant est une rotation 
parallèle aux rotations données. 

Si R = 0 le mouvement résultant est une translation perpendi­
culaire à la direction des rotations. 

7. Décomposition du mouvement d'un solide en 
deux rotations. — Inversement, le mouvement d'un solide à 

La condition nécessaire et suffisante pour que le mouvement 
résultant soit une translation est que la 
somme géométrique des rotations soit 
nulle. 

En particulier, considérons deux rota-
lions OR. O'R' égales parallèles, de sens 
contraire, mais non directement opposé. 
On dit qu'elles forment un couple de 

rotations. Leur somme géométrique est nulle. Donc : 
Un couple de rotations équivaut à une translation. 
La vitesse de translation V est celle du point 0 par exemple ; 

elle est donc perpendiculaire au plan du couple et a pour valeur 
<ad, d désignant la distance des deux rotations, o> leur valeur 
commune. Celte vitesse V s'appelle axe du couple ou encore 
moment du couple. On déduit alors cette conséquence de la 
composition des translations : Plusieurs couples de rotations ont 
pour mouvement résultant une translation dont la vitesse est la 
somme géométrique des axes des couples composants. 

3" Supposons les rotations parallèles entre elles ; on peut tou­
jours leur supposer la direclion de Oz. On a alors : 

p,; = q i = m = 0, P = 0 = N = 0 
et 

r V* = L _ R 7 = _ R ( 7 _ 7 l ) I V„ = M -+- Kx = R (x — xt) 
( V, = ° 

en posant 
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i V, = L -+- Qz — Br 
) V„ = M 4- Rx — Pz 
( V, = N + Pr-Qx 

On doit avoir 

0) 

et tout système de rotations de coordon­
nées (P, Q,R, L, M, N) pourra être pris 
pour système de rotations composantes. 
Arrétons-nous seulement sur la décompo­
sition en deux rotations. 

Soient (pqrlmri) [p' q' r' l'm'n') les coor­
données des deux vecteurs rotations OR 
O'R'. 

( P = p + p' • 
j Q = q + q' 
I R = r + r' 

avec 

L = 1 + f 
M = m 4- m' 
N = n + a' 

pl + qm 4- rn -- 0 
p'Y 4- q'm' + r'n' — 0 (2) 

Soit (a|iv\u.v) les coordonnées de l'axe D qui porte OR et w la 
mesure de OR. 

Si dans la deuxième des relations (2), on porte p' q'r' l'm' n' 
tirés des équations (1), on a : 

(P-p) (L - I) 4- (Q - q) (M - m) 4- (R - r) (N — /;) = 0 

ou PL 4- QM4- RN —ph+ f/M + rN + 1P + mQ + H R 
= co («L 4- SM 4- yN 4- XP 4- (*Q 4- vR) = wK 

l'instant t peut être décomposé en plusieurs rotations d'une 
infinité de manières. Les projections de la vitesse d'un point 
quelconque (xyz) du solide sont de la forme 
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et 
PL + QM + RN 

K (3) 

En résumé, on se donnera la droite D qui doit porter une 
rotatiou; la grandeur de cette rotation sera déterminée par la 
formule (3); la deuxième rotation sera déterminés par les équa­
tions (1). 

Il faut toutefois que l'on ait K 4= 0. Pour interpréter géométri­
quement cette condition, cherchons la projection sur D de la 
vitesse d'un point M (xyz) de cette droite. C'est : 

{Lry+yrz=<x{L + Qz—Ry) + p(M + Rz—Pz) + r ( N + Py— Qx) 

= ocL + pM -f "fN + P {yy — zft + Q (za — xy) + R (xp — va) 

Les coefficients de P,Q, R sont les moments X a v par rapport 
aux axes du vecteur unité porté par D ayant son origine en M. 
On a donc : 

et nous voyons en passant que la projection sur une droite D de 
la vitesse d'un quelconque de ses points est constante. S i K = 0 , 
la droite est normale aux trajectoires de ses points. Ainsi : 

M 0 ' R' et ce plan est, par suite, le plan polaire du point M. Les 
plans polaires de tous les points de OR passent donc par O'R'. 
Par suite : 

Les droites qui portent les deux rotations sont deux droites 
conjuguées* 

*vx + $vy + yvz=K. 

R 

0' 

On peut décomposer d'une infinité de 
manières le mouvement d'un solide en deux 
rotations; la droite qui porte l'une des 
rotations peut être prise arbitrairement 
pourvu qu'elle ne soit pas normale aux 
trajectoires de ses points. 

Soit OR, O'R' un système de deux rota­
tions composantes; la vitesse d'un point 
quelconque M de OR est normale au plan 
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126 TRAITÉ DE CINÉMATIQUE T H E O R I Q U E . 

Des relations (1) et (2), on tire : 

PL + QM + RN = pi + qm' + nï + lp' + mq' + nr' 

Le second membre représente le moment de chacun des 
vecteurs OR, 0 ' R' par rapport à l'autre, le premier membre est 
vo>, v désignant la vitesse des points de l'axe hélicoïdal et w 
la rotation. Donc : 

Le moment de chaque vecteur rotation par rapport à l'autre 
est constant, ou encore : 

Le volume du tétraèdre construit sur les deux rotations est 
constant. 

8. Revenons maintenant au cas général où chaque mouvement 
composant est défini par une rotation et une translation. Les 
rotations se composent en une rotation OR issue d'un point 
arbitraire 0 du solide et une translation de vitesse V . Cette 
dernière et les translations des mouvements composants donnent 
une translation unique de vitesse V . On saura donc définir le 
mouvemeut résultant par une rotation OR et une translation de 
vitesse V . 

On pourrait d'ailleurs se ramener au cas où tous les mouve­
ments sont des rotations en remplaçant la translation do chaque 
mouvement composant par un couple de rotations. 
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NOTE I 
FORMULES D'OLINDE RODRIGUES. 

A P P L I C A T I O N S . 

1. Soient deux trièdres tirectangles T (Oxyz), T' (O.r'/ 'z') 
ayant môme origine et même sens. Les neuf cosinus directeurs, 
par rapport à T des arêtes de T', peuvent s'exprimer rationnel­
lement à l'aide de trois paramètres indépendants ; on s'en rend 
compte bien aisément en se reportant aux expressions de ces 
neuf cosinus à l'aide des trois angles d'Euler »,<}/, 8 ; il suffit d'y 
remplacer les sinus et cosinus de chacun de ces angles en 
fonction rationnelle de la tangente de l'angle moitié. 

Mais le résultat de ce calcul n'est pas simple. Nous allons 
indiquer un procédé qui permet d'obtenir des formules ration­
nelles assez simples dues à Olinde Rodrigues. 

Le problème revient à exprimer les coordonnées (x,y,z) d'un 
point M dans le système Oxyz en fonction de ses coordonnées 
(x',y',z') dans le système Ox'y'z'. Nous savons qu'on peut 
amener T en coïncidence avec T' par une rotation d'amplitude 6 
s'effectuant autour d'un certain axe OR, de cosinus directeurs 
(aSy) par rapport au premier trièdre. 

Le point M'lié à T et que la rotation précédente fait coïncider 
avec M a pour coordonnées (x',y',z') par rapport au trièdre T. 
Nous sommes donc ramenés à résoudre la question suivante : 

Etant donné un trièdre de coordonnées rectangulaires T, on 
fait tourner d'un angle 8 autour d'un axe OR issu de l'origine Je 

9 
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130 N O T E I . — F O R M U L E S D ' O L I N D E R O D R I G U E S . 

point M'de coordonnées (x',y'.z'). Trouver les coordonnées (x,y,z) 
de la posilion nouvelle M de ce point. 

Nous traiterons d'abord des cas particuliers. 

I o Supposons ô = - f - ^ et OM' perpendi-

culaire à OR ; OM sera normal à OM' et à OR ; 
par suite on a : 

j 0.x + $y 4- = 0 
\x'oc + y'y + z'z= 0 

d'où on tire 
x y y* 

K - Y / Y * ' «/ — p*' 
OM _ 
OM' _ ± 

VS (pz' — Y / ) 2 

car d'après l'identité de Lagrange 

X (pz' — Y / ) « = (a* 4- p2 4· Y s ) (x' 2 4- v" 4- z'2)—(ar' 4- p / 4- 72'/ 
= #'2 4- j' , 24- z'*. 

On verra, en amenant le trièdre direct OM'MR sur le trièdre 
direct Oxyz que la valeur commune des rapports précédents est 
4- 1. On a donc : 

^ x = pz' — y/ ' 
< y = ^x' — ocz' 
j * = « / _ pa:' 

(1) 

2° Soit maintenant 6 quelconque et OM' perpendiculaire à OR. 

R Une rotation d'amplitude 4- ^ amènerait 

M' en M,. Décomposons le vecteur OM en 
deux composantes OP et OQ dirigées sui­
vant OM' et OM,. 

On a en grandeur et en signe OP= OM' cos ô. 
OQ = OM, sin 0. En projetant sur les axes 
et remarquant que les coordonnées de M, 
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APPLICATIONS. 

sont données par les formules (1) on obtient : 

(2) 
x = x' cos 0 4- (Sz' — yy') sin 0 

'y = y' cos 9 4- (y.r' — ocz') sin 9 
z = z' cos 0 -4- (ay' — p.r') sin 8 

3° Arrivons au cas général. Désignons par M'i (« ' , .v'^z',) 
et Mi ( X i . / i . z ' i ) les projections de M 'e t M sur le plan normal 
en 0 à l'axe de rotation, et par p la mesure du vecteur OH, 
H étant la projection de M ' sur OR. 

Les coordonnées de M , et M ' t sont liées par 
les formules (2) et on a de plus : 

M. M: 

X = Xi 4 - p* 
y = J'i + P? 
z = Zl + PI 

x' = x\ + pot 
y' + P? 
z' + pt 

On en tire : 

x = p* 4 - x\ COS 9 + (pz'j — yy\) sin 9 
= p% (1 — cos 9) + x cos 9 4 - (pz' — yy') sin 9 

En projetant OW sur OR, on a : 

p = <xx' 4 - p/ + Yz' 

Portons dans l'expression de x ; il vient : 

x = ( 1 — cos 8 ) (a.r' 4 - + Y '̂) * + x' cos 9 4 - (pz' — y y') sin 8 

Par permutation circulaire de apy et x'y'z' on aurait y et z. 

Posons maintenant : 
I 8 
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132 NOTE I . — F O R M U L E S D ' O L I N D E R O D R I G U E S . 

On aura : 

sin 0 = - ; oos 0 = : -: 1 — cos 8 = 1 + ¿ 1 + Í 2 ' 1 - + - Í 2 

et X 2 + y? + V 2 = i 2 

Les formules précédentes deviennent alors : 

(1 + X 2 TT2 — V 2 ) x' + ÂIXJX — V) Y ' - + - 2(XV + ¡A! / 

(3) 

1 + • X 2 + U 2 -- T - V 2 

2 ( X A + V ) . X ' - ¡A 2 — V 2 -- X » ) / - R - 2 ( ( * V — À ) Î ' 

1 - F - X 2 + [A» -+ V ! 

2(XV — y.)x'-\- 2 (V¡A · + + •(1 + V S - X 5 — |A ! ) Z ' 

1-T- - X 2 + ¡A 2 • + - V* 

Telles sont les formules d'Olinde Rodrigues ; on voit que les 3 
paramètres X(AV qui y figurent sont les projections du vecteur 

0 
porte par OR et ayant pour mesure tg - . Ce vecteur devient 
infini si 8 = r. et, dans ce cas, les formules (3) deviennent illusoi­
res. On aura des formules convenant à tous les cas en rempla-

X ÍA V 
çant X,[A,vpar - , - , - ; les expressions (3) deviennent alors homo-

P P P 

gènes de degré zéro par rapport aux 4 paramètres X ¡ A V p ; si on y 
fait p = Oon obtient des formules qui représentent toutes les 
symétries par rapport aux droites issues de l'origine. 

2. Pour définir la position d'un solide 3 par rapport à untrièdre 
trirectangle Oxyz, nous prendrons trois axes rectangulaires 
O'x'y'z' liés au corps solide, les deux trièdres ayant le même 
sens. Soient (a,p,v) les coordonnées de 0 ' ; (x',y',z') les coordon­
nées par rapport aux axes mobiles d'un point quelconque du 
solide et X , Y , Z , T ses coordonnées homogènes par rapport au 
système fixe. On peut prendre : 

X = «T -+- ( P 2 4 - X 2 — [A ' - V*) x' + 2 (X¡A — V F > ) / + 2 (XV -t- ¡A P ) Z' 

Y = pT + 2 ( U X + V P ) x' + (p* + «A* — X* _ V 2 ) y' + 2 (JAV — X P ) z' 
( * ) J Z = ï T + 2 ( X V - ( A P ) ; E ' + 2 ( V ! A + X P ) Y ' + ( P S + V 2 - X 2 — ¡ A 2 ) * ' 

T = X » - T - [A 2 - + - V* + P* 
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La position du solide sera déterminée par les 7 paramètres 
a,S,Y,À |x,v,p; les quatre derniers peuvent d'ailleurs varier propor­
tionnellement sans que le solide se déplace. 

Les formules précédentes se prêtent très facilement à la 
définition et à l'étude des mouvements d'un solide. 

On aura tous les mouvements possibles en prenant pour 
a.S, Y.X,jjL,v,p des fonctions arbitraires d'une même variable t. 

Si ces fonctions sont algébriques, tous les points décrivent des 
courbes algébriques et le mouvement est dit un mouvement 
algébrique. 

Un mouvement algébrique est appelé unicursal si tous les 
points du solide décrivent des courbes unicursales. Il en sera 
ainsi si on prend pour les paramètres a,p,Y,X,|x,v,p des fonctions 
rationnelles de t. En particulier, si a,p,Y,A.|j<.,v,p sont du premier 
degré en t le mouvement est unicursal et les trajectoires sont en 
général des cubiques gauches. 

On peut supposer a,p,Y,X,[x,v,p fonctions de k paramètres indé­
pendants (k < 5); on a alors un mouvement à k paramètres et 
dit que re solide possède un degré de liberté égal à k. De même 
qu'un mouvement a un paramètre, un mouvement à plusieurs 
paramètres pourra être algébrique, unicursal. 

Si on assujettit 3 points du solide à décrire trois plans 
quelconques, on obtiendra pour aT, pT, yï des fonctions homo­
gènes du second degré, en X,[/.,v,p et X,Y,Z,T seront des fonctions 
homogènes de second degré en /,[*.,v,p ; on aura alors un mouve­
ment à 3 paramètres unicursal. En exprimant qu'un nouveau 
point du solide décrit un plan on établira entre A,u.,v,p une relation 
homogène /' (A,u,v,p) = 0 du second degré ; le mouvement sera à 
deux paramètres et à tout point de la quadrique /' ( /„«·,v,p) = 0 
correspondra une position du solide. 

On se rend compte ainsi que le mouvement est unicursal et 
qu'il comprend une infinité de mouvements à un paramètre dans 
lesquels toutes les trajectoires sont des coniques ; ces mouve­
ments correspondent aux génératrices rectilignes de la quadrique. 

Enfin, en écrivant qu'un cinquième point décrit un cinquième 
plan, on établit une nouvelle relation homogène /, (A,|/,v,p) = 0 du 
second degré. Le mouvement est alors à un paramètre et, à 
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chaque position du solide correspond un point d'une biquadratique 
gauche ; on voit ainsi que ce mouvement pourra être défini à 
l'aide des fonctions elliptiques. 

Nous n'insisterons pas davantage sur ces généralités qu'on 
trouvera développées dans les Leçons de Cinématique de 
M. Kœnigs (Note III de M. Darboux), nous bornante laire l'étude 
d'un mouvement particulier à deux paramètres. 

3. A, B, G étant 3 points pris sur les axes O'x' O'y' O'z' liés 
au solide, à la distance a de F origine 0', on suppose que les 
points A, B, C et le centre D de la sphère circonscrite au 
tétraèdre O'ABG décrivent respectivement les plans 

y + z= 0 z-\-x = 0 x + y = 0 x-hy + z+^ = 0 

Etudier le mouvement du solide. 
Nous conservons les notations précédentes. Les coordonnées 

des points A,B,G,D dans le système mobile sont respectivement 

En exprimant à l'aide des formules (4) que ces points décrivent : 

Y + Z = 0, Z + X = 0, X - f - Y = 0, X + Y + Z - f - | T = 0 a 
2 

on obtient les relations : 

i 

(p 4 - Y) T -+- 2 a (UX -F- VP 4 - XV — fip) = 0 
(Y 4 - A) T 4 - 2a (XU. 4 - V¡X + XP — VP) = 0 
(A + p) T + 2a (XV H- FTP 4 - ¡*V — XP) = 0 

«-r -P+Y + l j T + j (V — T + 4Xu. + 4 ¡iv 4 - 4vX) = O 

Si on ajoute ces équations après avoir multiplié la dernière 
par — 2, on trouve PS = 0 ; on peut dire que la quadrique dont les 
points correspondent aux positions du solide est un "plan double 
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APPLICATIONS. 

rejeté à l'infini ; on tire ensuite des relations (5) 

í oc (X2 4- (/.' 4- v 2 ) = — 2a ¡ / . V 
\ p (X2 + + v2) = — 2 a vX 
( Y (X* 4- ¡x2 4- v2) = — 2a Xfi 

et les formules qui définissent notre mouvement à deux paramè­
tres sont : 

2a ¡xv 4- (X2 — n2 — v!J x' 4 - 2X¡¿y' 4 - 2Xv z' 
2avX 4- 2¡xXa;' 4 - (¡** — X5 — v5) y' 4 - 2¡JLV Z 
2aXu. + 2Xv x1 4 - 2v¡x/ 4 - (v* — X! — [/.') z' 
X ! + p i ! 4 - v s 

Les seconds membres sont homogènes du second degré en 
X,¡ji.v. Donc : Tous les points décrivent des surfaces de Steiner. 

Nous supposons connues les principales propriétés de ces 
surfaces. Il y a, comme on sait, une infinité de coniques tracées 
sur une surface de Steiner : on les obtient en la coupant par ses 
plans tangents. Si un point du solide décrit une conique sur sa 
surface de Steiner, on aura un mouvement à un paramètre défini 
par une relation linéaire et homogène en X,¡x,v et, par suite, tous 
les autres points décrivent des coniques sur leur surface de 
Steiner. 

Arrêtons-nous particulièrement sur la surface S' décrite par 
0 ' . Elle est représentée par les équations. 

2au.v 
2avX 
2aX;x 
X2 4 - [x* 4 - v1 

Par élimination deX,tx,v, on obtient : 

Y*Z S 4 - Z 2X* 4- XSY* 4- 2aXYZ T = 0 

Cette équation montre que les axes des coordonnées Ox Oy Oz 
sont les trois droites doubles de la surface. Celle-ci admet 

(6) 
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Ox Oy Oz pour axes de symétrie binaire et les quatre droites 
x = ey = ¿z (e = ± 1 s' = rt 1) pour axes de symétrie 
ternaire. 

Cherchons les coniques de contact. 
Un plan Ax -t- B K -h C Z — aT = 0 coupe la surface suivant une 

courbe unicursale du quatrième ordre définie par la relation. 

X 2 + u.* + v s + 2 A p + 2BvX + 2CÀ|x - = 0 

Cette courbe est formée de deux coniques confondues si le 
premier membre est carré parfait; ce carré parfait sera nécessai­
rement de la forme (X + Eu + t'v)8; (e = ± 1 s ' = ± l ) 

et on aura : 
A — E E ' B = t' C = e 

H y a donc quatre coniques de contact situées dans les quatre 
plans ÎZ'X -+- t'y + zz — a = 0 ; elles correspondent aux quatre 
relations linéaires \ - + - H¡J. -t- e'v = 0. 

On se rend compte facilement que les 4 plans qui précèdent 
forment un tétraèdre régulier (T) ayant pour centre le point 0 . 
Les axes Ox, Oy, Oz, sont les droites joignant les milieux des 
arêtes. Les hauteurs de ce tétraèdre sont les axes de symétrie 
ternaire de la surface. Les coniques de contact seront les 
cercles inscrits dans les quatre faces, car elles doivent se repro­
duire par une rotation de 120° dans leur plan. 

On peut donner une autre définition du mouvement qui nous 
occupe, en partant de la surface S'lieu de 0 ' . 

Puisque p = 0 le trièdre 0'a;''7'z' a môme orientation que le 
symétrique de Oxyz par rapport à une certaine droite OR de 
coefficients directeurs Xy.v. Or (a , y) désignant les coordonnées 
de 0 ' on a : 

aX = Pfi. = vv 
L'axe OR pourra, par suite, se déduire du rayon vecteur 0 0 ' 

en prenant les symétriques des 3 plans 0x0', 0 / 0 ' , OzO' par 
rapport aux plans bissecteurs du trièdre Oxyz; ces trois 
nouveaux plans passent par une même droite qui est OR. 

Le point 0 ' étant donné, on saura donc trouver la position 
correspondante du trièdre Ox'y'z' par une translation et une 
symétrie par rapport à une droite facile à consttuire. 
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l Cy' + Bz' — a A = 0 
(8) Az' 4- Cx'— aB = 0 

f Bx' + Ay' — aC = 0 

Des relations (7) on tire 

Ar ' = By' = Cz' = D 

Supposons d'abord x' f z' =^0; alors on ne peut avoir D = 0 
sans cela A,B,C,D seraient tous nuls. En remplaçant dans les 

équations(8) A,B, C par ~ —, —t et divisant par D on a ; 
x' y' z' 

a;' !(v' s + z'2) = y'*(z>* 4 - Xn) = zn{x'* 4 - / « ) = axy'z' 

ce qui exige d'abord x'- = y* = z' 2. On satisfera à ces égalités 
en prenant 

Î
x' = u £ = ± 1 
y' =m t' = ± 1 
z' = z'u 

On aura ensuite 

Dans le mouvement précédent, il y a quatre points, les points 
A,B,G,D qui décrivent dos plans. Cherchons s'il n'y «n a pas 
d'autres. Pour que le point M (x',y',z') du solide décrive le plan 
AX + BY + CZ 4 - DT = 0, il faut et il suffit qu'en remplaçant 
dans le premier membre de l'équation du plan X, Y,Z,T par 
leurs expressions ( 6 ) on obtienne une fonction homogène en 
A,[J.,V identiquement nulle. Les conditions sont : 

[ Ax' — By' — Cz' + D = 0 
(7) ] By' — Cz' — Ax' + D = 0 

( Cz' — Ax' — By' + D = 0 
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l x' 

f a , 
y = 5 s 

Ces points sont le point D et ses symétriques par rapport aux 
axes du trièdre O'x'y'z'. Les plans correspondants sont les 
plans ; 

- + - + - , + T = 0 
x y z 

ou zs!x + t'y 4 - sz -f- | = 0 

Ces plans forment un tétraèdre régulier (T t) de centre 0 
1 

homolhétique dans le rapport — - du tétraèdre (T) ayant pour 
faces les plans des cercles de contact de la surface S'. 

Examinons maintenant le cas où x'y' z' = 0 ; on ne peut avoir 

x> = / = z' = 0 

car les relations (7) et (8) donneraient 

A = B = C = D = 0 

cela était à prévoir puisque le point 0 ' ne décrit pas un plan ; 
ou n'a pas non plus une seule coordonnée nulle; si on avait, 
par exemple, x'y' 4̂  0 et z' = 0, les relations (7) donneraient 

D = A = B = 0 
et les relations (8) 

C = 0 

Soit donc par exemple x' = y' = 0 z' =̂ 0 ; d'après (7) on aura : 

Nous trouvons ainsi quatre points qui décrivent des plans, les 
points 

a 
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A P P I C A T I O N S . 

et les relations (8) deviennent 
139 

Bz' — aA = 0 Az' — aB = 0 

On aura, en éliminant A et B 

z'* = a2 

On retrouve ainsi que le point C décrit le plan x -+- y = 0; on 
voit en outre que le symétrique de G, par rapport à 0 ' décrit le 
plan x — / = 0. De même on établit que les symétriques de A et 
B, par rapport à 0 ' décrivent les plans y— z = 0 x — z — 0. 

Il y a donc en tout 10 points du solide qui décrivent des plans. 
Si (T') est le tétraèdre avec lequel (T) vient coïncider quand on 
amène Oxyz sur O'x' y' z', les dix points en question sont les mi­
lieux des arêtes de (T') et les pieds des hauteurs de ce tétraè­
dre. Les pieds des hauteurs décrivent les faces du tétraèdre (T,) 
et les milieux des arêtes décrivent les six plans passant par chaque 
arête de (Tt) et le milieu de l'arête opposée. 
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NOTE II 

LE DÉPLACEMENT CONSIDÉRÉ COMME HOMOGRAPHIE 

ET TRANSFORMATION PONCTUELLE. 

1. Soit une homographie plane transformant le point M de 
coordonnées homogènes (x,y, z) en un point M' {x',y',z'). On a : 

h désignant un facteur de proportionnalité. 
Le point M coïncidera avec son homologue, si ses coordonnées 

vérifient : 

ax -+- by -+- cz _ a'x -+- b'y~\- c'z _ a"x + b"y+ c"z 
x ~ .v ~~ z 

ou 

(2) 
b" y •+• (c - p) z = o 

p étant la valeur commune des trois rapports précédents. 
Comme x, y, z ne sont pas tous nuls, l'inconnue auxiliaire p 

doit être racine de l'équation : 
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= 0 
= 0 
= 0 

Dans le cas général, l'équation (3) a trois racines distinctes 
auxquelles correspondent trois points doubles distincts formant 
un triangle. On conçoit que si les coefficients a,b,c, etc , ont des 
valeurs particulières, il pourra ne plus en être ainsi ; nous dirons 
alors que l'Homographie est singulière. Par exemple, la symétrie 
par rapport à une droite est une homographie singulière, car 
tous les points de l'axe de symétrie sont des points doubles. 

2. Cela posé, remarquons qu'un déplacement dans le plan 
amenant le point M en M' est une homographie particulière 
définie en coordonnées rectangulaires par des formules telles 
que 

f hx' = az -+• x cos 0 — v sin 0 
) hf = bz -t- x sin 6 -+- y cos 8 
/ hz' — z 

Cherchons les points doubles de cette homographie. Les 
équations (2) sont actuellement : 

[ (cos 9 — p) x — y sin 6 -t- az 
(2') < sin 9 x -+- y (cos 8 — p) -f- Az 

f ( 1 - p ) * 

et l'équation (3) devient : 

(p — 1) [(cos 8 — p)2 - t - sin2 9] = 0 

A la racine p = 1 correspond un point réel à distancefinie inter­
section des deux droites : 

( (cos 9 — 1) x — y sin 9 -f- az = 0 
I sin 9 # -f- 7 (cos 6 — 1) -+- bz = 0 

On retrouve ainsi que le déplacement revient à une rotation 
autour d'un point. 

Aux deux racines imaginaires conjuguées cos 9 ± i sin 9 cor­
respondent les deux points 

i z = 0 
J y ± ix = 0 

c'est-à-dire les points cycliques du plan. Ainsi : 
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Un déplacement dans le plan est une homographie non singu­
lière ayant pour points doubles le centre de rotation et les deux 
points cycliques. 

Nous supposons bien entendu 8 ={= 0, c'est-à-dire que le 
mouvement ne soit pas une translation. Dans ce dernier cas, 
tous les points de la droite de l'infini sont des points doubles et 
l'homographie est singulière. 

3. Inversement cherchons les homographies à coefficients 
réels conservant les points cycliques. Elles n'altèrent pas la 
droite de l'infini et par suite pourz = 0 on aura : 

Les formules de transformation peuvent donc être prises sous 
la forme : 

Pour z = 0 y = ± ix on doit avoir 

z' = 0 y'= ± ix' 

Ces deux condition's se ramènent à 

o + pi 
ou à 

En posant : 
a' = — fi, p' = a 

a = r cos 8 p = — r sin 8 a = ra' b = rb' 

on obtient : 
x' = r (a'z 4- x cos 8 — y sin 8) 
y = r (b'z -+- x sin 8 4 - 7 cos 8) 
z' = z 

D'après ces formules, on voit que : Toute Homographie à coef­
ficients réels, conservant les points cycliques du plan revient à 
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h désignant un facteur de proportionnalité. La correspon­
dance entre M et M' est donc Homographique. 

Si on considère une homographie dans l'espace, on voit, 
comme pour le plan qu'elle admet en général, 4 points doubles 
distincts formant un tétraèdre. Pour certaines Homographies 
particulières, il peut ne plus en être ainsi; nous dirons qu'elles 
sont singulières. Par exemple, la symétrie, par rapport à un 
plan, est une Homographie singulière. 

Revenons à l'homographie définie par les formules (5) et 
cherchons ses points doubles. Ils vérifient 

x cos 9 — y sin 9 _ x sin 6 -i- y cos 9 z 4 - at _ t 

hx' = x cos 8 — y sin 9 
hy' = x sin 9 4 - y cos 9 

z 

t x (cos 9 — p) — y sin 9 
1 x sin 9 4 - y (cos 9 — p) 

0 
0 
0 
0 

ou z (1 — p) 4 - at 
(1 - p) t 

l'inconnue auxiliaire p étant racine de l'équation 

(p — l ) 2 [(cos 6 - p ) 2 4 - sins 8] = 0 

un déplacement suivi d'une Homolhétie par rapport à l'origine. 
On se rend compte d'ailleurs facilement que toute Homothétie 

est une homographie singulière ayant pour points doubles le 
centre d'Homothétie et tous les points de la droite de l'infini ; 

4. Passons maintenant au déplacement dans l'espace. On sait 
qu'il peut s'obtenir par une rotation autour d'un axe suivie d'une 
translation parallèle à cet axe. Si celui-ci est pris pour axe des 
z dans un système de coordonnées rectangulaires, les coordon­
nées homogènes (x,y,z,t) et (x',y',z',t!) des points M et M' qui se 
correspondent en vertu du déplacement sont liées par les for­
mules. 
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A p = 1 correspond le point l = x = y = 0, c'est-à-dire le point 
à l'infini sur Oz et aux deux autres racines cos 8 ± i sin 8 corres­
pondent les points cycliques du plan des xy. Donc : Le déplacement 
dans l'espace est une homographie singulière admettant trois points 
doubles : les points cycliques d'un plan et le point à l'infini dans 
la direction normale à ce plan. 

II n'y a donc pas de point double à distance finie en supposant 
bien entendu le déplacement quelconque; s'il se réduisait à une 
rotation, tous les points de l'axe de rotation seraient des points 
doubles; si le déplacement est une translation, tous les points du 
plan de l'infini sont des points doubles. 

La propriété précédente n'est pas d'ailleurs caractéristique du 
déplacement. Si on cherche les Homographies qui conservent les 
points cycliques du plan des xy et le point à l'infini sur Oz {Oxyz 
étant trirectangle) on trouve sans difficulté : 

Tant que r' est différent de 1, on a une homographie non 
singulière ayant un point double à distance finie ; quand r' tend 
vers 1, ce point double vient se confondre avec le point à 
l'infini sur Oz. 

5. Le déplacement dans l'espace est une homographie n'alté­
rant pas le cercle imaginaire de l'infini; en effet, un déplacement 
conserve le plan de l'infini et change une sphère en une autre 
sphère. Inversement, cherchons les Homographies laissant 
invariant le cercle imaginaire de l'infini; le plan de l'infini devant 
se correspondre à lui-même, elles seront de la forme : 

r (a -h x cos 8 — y sin 8 ) 

r (b -f- x sin 6 + y cos 6 ) 

r' (c + z) 
t 
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En outre pour t = o x* + v2 4- z"- = 0, on doit, avoir 

t' = o x'2 4- v'2 + z'2 = 0 

c'est-à-dire que sous la condition x- 4- y* 4- z2 = 0 on doit avoir 

{ax 4- al y 4- a"z)2 4- (bx 4- ¿'7 4- A"*)8 4- (ex 4- cV 4- c"zf = 0 

ce qui entraîne les relations : 

(G) a2 4- L» 4- e ! = a' 2 4- b'1 4- e'2 --- a"2 4- A"2 4- c"2 = r 2 

(7) a'a" 4- b'b" + c'e" = a"a + b"b 4- c"c = aa' 4- bb' 4- ce' = 0 

Posons 
a = 7a, A = rp, C = /"y, etc; A = r.ï'0) B = ry0, G = rz„ 

Les formules précédentes deviennent en revenant aux coordon­
nées absolues 

( x' = r (x0 4- ax 4- a ' / 4- a"z) 
(8) ] v' = r ( r „ - r -px 4-p'7+!*' '*) 

( z' = r (z. + yx- + y'7 4- y"*) 

Les a p y , etc., vérifient les relations 

(6') a ' 4- p 2 + Y2 = a ' 2 4- p'2 4- y ' 2 = a " 2 4- P"s 4- y"2 = 1 

(7') a 'a" 4- p'p" 4- y'y" = a "a 4- B"P 4- y"? = aa' 4- pp' 4- yy' = 0 

et, en outre, on peut choisir le signe de r de façon que le déter­
minant 

a p T 

a' p' y ' 

a" p" y " 

soit égal à 4- 1. 
a, p,Y, etc., sont donc les cosinus directeurs des axes d'un trièdre tri-

rectangle superposable au trièdre de coordonnées et les formules (8) 
montrent que : Toute transformation homographique conservant 
le cercle imaginaire de l'infini revient à un déplacement suivi 
dune Homothétie par rapport è l'origine. 
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6. Un déplacement dans le plan amenant un point M (x,y) en 
un point M' (x',y') peut être regardé comme une transformation 
ponctuelle qui laisse invariable la fonction [xt — a;)* + (j-'i— / ) * 

des coordonnées de deux points quelconques ; cela résulte de 
l'égalité M'iVl'j,2 = MM/; cette propriété appartient aussi à la 
symétrie par rapport à une droite. Pareillement un déplacement 
dans l'espace et une symétrie par rapport à un plan sont des 
transformations ponctuelles laissant invariable la fonction 
(xi — x)2 + (j'i — yf -t- (z, — z) 2 des coordonnées de deux points 
quelconques M et M,. 

Nous allons voir que cette propriété caractérise le déplacement 
et la symétrie parmi les transformations ponctuelles. Nous 
traiterons uniquement du problème relatif à l'espace le cas du 
plan ne présentant aucune difficulté. 

Tout d'abord, si une transformation ponctuelle du point M [x,y,z) 
en M' (x', y', z') laisse invariante la fonction précédente x',y',z' 
seront des fonctions linéaires de x,y,z. En effet, en prenant Mt 

infiniment voisin de M, on aura : 

dx'2 + d/* + dz"- = dx1 + dy* + dz* 

ce qui entraîne les conditions : 

(10) 

En différontiant les identités (10) par rapport à x, y, z respec-
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148 N O T E I I . — L E D É P L A C E M E N T C O N S I D É R É COMME H O M O G R A P H I E 

tivement et posant 

dx' d-x' n dx' d V 
dy dzdx dz dxôy 

on obtient : 
B + C = C + A = A + B = 0 

et par suite : 
A = B = G = 0 

En différentiant par rapport à z et y les deux dernières iden 
tités (9) et tenant compte de A = 0, on a : 

Le déterminant de ces 3 équations homogènes eu u, v, w est 
différent de zéro, car son carré, en vertu des relations (9) et (10) 
est égal à + 1. On a donc u = v = w = 0. 

Reste à démontrer que les dérivées partielles telles que 
J V d'-y' d"-z' . . .. . L „ 
T~2 J T "7T~2 s o aussi identiquement nulles. 
(J 00 " (7 £(. (J3C 

En différentiant par rapport à a; la première des identités (9) et 
les deux dernières identités (10), ou a : 
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Ces équations homogènes, par rapport aux 3 dérivées par­
tielles, ont un déterminant différent de zéro et par suite : 

En résumé, toutes les dérivées partielles du second ordre des 
fonctions x',y',z' de x,y,z sont identiquement nulles, 
et on aura : 

Xo,yo-z0
 a;P,Y--' etc., désignant des constantes. Les relations (9 

et (10) deviennent : 

(9') aT- + + f = a'2 + p'2 + y'2 = a"4 -+- p"2 + Y" 2 = 1 

( 10') a V - + - p'P"-+- Y'Y" = a " a + 3"p -H Y" Y = aa' -+- PP' H- YY' = 0 

Si le déterminant 

est égal à -t- 1 les formules (H) définissent un déplacement. 
Si le déterminant est égal à — 1 on voit que le point M' trans 

formé de M pourra s'obtenir en faisant subir un déplacement au 
symétrique de M par rapport à l'un quelconque des 3 plans de 
coordonnées rectangulaires. 

9. En considérant une rotation autour d'un axe issu de 
l'origine, amenant M(x,y,z) en W('x,y',z'), comme une substitution 
linéaire homogène laissant invariante la fonction x- + y9 -+- z ' 
ou retrouve assez simplement les formules d'(3linde Rodrigues. 
On doit avoir : 

(11) 

x1* - x"- + y — Z 2 = 0 

ou (12) XX' + YY' + ZZ' = o 
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150 NOTE I I . — LE DÉPLACEMENT CONSIDERÉ COMME HOMOGRAPHIE. 

en posant 

X',Y',Z' seront des fonctions linéaires et homogènes de X,Y,Z 
soit : 

La relation (12) étant satisfaite quels que soient X,Y,Z, on 
doit avoir : 

A = B' = C" =• 0 C + B" = A" + G = B + A' = 0 

En posant 

B" = — C' = X C = — A" = p. A' = — B = v 

on aura donc : 

Il suffit de résoudre, par rapport à x' y' z', pour retrouver les 
formules d'ülindü Rodrigues. On fera rapidement le calcul en 
adjoignant aux équations (13) la relation : 

X — y. (z' -h z) — v 'y' -+- y) 
y = v (x' 4 - x) — X (z' 4 - z) 
z = X ( v' 4 - y) — [t. (x' 4 - x) 

ou (13) 

[il) Xx-' 4 - py' 4 - vz' = Ix 4 - <jy 4 - vz 

qui en est une ccnscqucnce. On aura x' par exemple en multipliant 
les équations (13) par 1, — v.4a respectivement, l'équation (H) par 
X et ajoutant. 
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ET TRANSFORMATION PONCTUELLE. l o i 

Si on cherche les points doubles de la transformation à l'aide 
des relations (13), on trouve tout de suite qu'il y en a une infinité 

ce V z 
situés sur la droite - = — = - . Ce sont là les équations de l'axe de 

A [j. v 
rotation. 

En prenant X = x' — x, X' = x' -hx, etc.; la transformation 
ne serait plus une simple rotation. On vérifie sans peine que, dans 
ce cas, l'origine est le seul point double. Comme on passe 
d'ailleurs du premier cas au second en changeant x,y,z en 
— x, — y, — z, on voit que cette deuxième transformation est 
une symétrie par rapport à l'origine accompagnée d'une rotation 
ou, ce qui revient au même, une symétrie par rapport à un plan 
passant par l'origine accompagnée d'une rotation autour d'un 
axe normal au plan. 
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NOTE III 
LE COMPLEXE LINÉAIRE. 

A P P L I C A T I O N A L A C I N É M A T I Q U E . 

i. Coordonnées de droite. — On sait qu'une droite A 
peut être représentée dans l'espace par les équations. 

X— x _ Y — y Z — z 
a - p ~ y 

x, y, z désignant les coordonnées d'un point quelconque de la 
droite et <x,p,Y des coefficients directeurs. Les plans projetant la 
droite sur les plans de coordonnées ont pour équations : 

yY — pZ = y 7 — pz = à 
aZ — */X = az — yx = [JL 

pX — <xY = pr — «v = v 

Les six quantités a,p,Y,X,|A,v, introduites J3ar Pliicker s'appellent 
les coordonnées de la droite A. On voit qu'elles ne sont détermi­
nées qu'à un facteur de proportionnalité près et vérifient la 
relation 
(2) «X + p[i + yv = 0 

Réciproquement, six quantités <x,p,Y,X,it,v satisfaisant à l'égalité 
(2) définissent une droite. En effet, les 3 plans représentés par 
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(3) 

et par suite 

^ = zy' — yz' 
( 4 ) ' p = xz' — zx' 

I v = yx' — xy' 

Les coordonnées étant homogènes, on remplacera les formules 
(3) par les suivantes : 

!

t = xL' — x't 

Y = zl' — z't 

Si la droite A est définie comme intersection de deux plans 
P ( « , v . i v ) , P ' (u',v',w') en éliminant X , Y , Z entre les équations 
des deux plans 

j H X 4- vY + vvZ + 1 = 0 
| H ' X 4- F 'Y 4- iv'Z 4-1 = 0 

on obtient les équations des plans projetant A sur les plans de 
coordonnées. Par comparaison avec les équations (1), on voit 

les équations (1) passent par une même droite A en vertu de la 
relation (2) et A a pour coordonnées a,B,Y,A,u.,v. 

Les coordonnées étant rectangulaires, on voit quelle est la 
signification des six coordonnées de droite: a,¡3,Y sont les projec­
tions d'un vecteur AB porté par A et ayant pour origine le point 
(x,y,z) ; A,u.,v sont les moments de ce vecteur par rapport aux 
axes ; en d'autres termes, a,p,v,A.u.,v sont les coordonnées du 
vecteur AB. 

Si la droite A est définie par deux points M (x,y,z), M' (x'./,?') 
on peut prendre 
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qu'on peut prendre 
( l ^ u — u' 

] ( X = v — v' 

( V = IV w' 

a - \vv' — vw' 

P = uw' — wu' 

"1 = vu' uv' 

et si les plans sont définis par des coordonnées homogènes 
(u, v, \v, h), on substituera aux formules (3') les suivantes : 

f 1 = ulï — u'h 
) u. = vlï — v'h 
/ v = wh' — w'h 

"2 Complexes. — En assujettissant une droite à une condi­
tion géométrique, on obtient, puisque les équations (1) sont 
homogènes en a,p,Y,X,i«.,v une relation homogène 

(5) /(a,p,T,X,(x,v) = 0 

entre les coordonnées de cette droite. On dit que toutes les 
droites A, satisfaisant à cette condition, forment un complexe 
ayant pour équation l'égalité (5). 

Les droites du complexe passant par un point quelconque 
M' (x',y',z') de l'espace forment un cône dont l'équation ponctuelle 
s'obtient en remplaçant dans l'équation du complexe tx,$,y,\,p,v par 
leurs expressions (3), (4) et regardant x,y,z comme les coordon­
nées courantes. Ce cône eŝ t le cône du complexe relatif au 
point M'. 

Corrélativement les droites du complexe situées dans un plan 
quelconque P' (u',v',w') enveloppent une courbe dont l'équation 
tangentielle s'obtient en remplaçant dans (5) A,u.,v,a,B,Y par leurs 
expressions (3) et (4') et traitant u,v,w comme les coordonnées 
tangentielles courantes. La courbe précédente est appelée 
courbe du complexe relative au plan P'. 

Si on effectue un changement de coordonnées, on peut se 
rendre compte aisément que les anciennes coordonnées d'une 
droite sont linéaires et homogènes par rapport aux nouvelles. 
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Cette remarque permet de classer les complexes en complexes 
algébriques, et complexes transcendants, et de définir l'ordre 
d'un complexe algébrique. Cet ordre est le degré invariant de 
l'équation (5) du complexe, supposée mise sous forme rationnelle 
et entière. Ce que nous avons dit sur la manière d'obtenir les 
équations ponctuelle et tangentielle du cône et de la courbe du 
complexe montre immédiatement que : 

Le degré du cône du complexe, et la classe de la courbe du 
complexe sont égaux à Tordre du complexe. 

3. Complexe l inéaire . — Le plus simple parmi les 
complexes algébriques est le complexe ayant une équation de la 
forme : 

(6) Al -+- -h Cv H- La + Mp 4 - NY = 0 

A, B, C.... N désignant des coefficients quelconques.On l'ap­
pelle complexe linéaire. 

Si A.B.C, etc., vérifient A L + BM + C N = 0 A ;B,C,L,M,N 
sont les coordonnées d'une droite D. Si on se reporte à l'expres­
sion du moment d'un vecteur porté par D par rapport à un 
vecteur situé sur A, on voit que la relation (6) est la condition 
nécessaire et suffisante pour que A rencontre D. Le complexe 
linéaire est alors formé par foutes les droites qui rencontrent D 
et on dit qu'il est spécial. Dans tout, ce qui suit, nous supposons 
le complexe non spécial, c'est-à-direAL + BM + C N i r O . 

Une conséquence immédiate de la relation (6) est la suivante : 
Cinq droites quelconques déterminent un complexe linéaire et 
un seul. 

Cette relation étant du premier degré, il en résulte que le cône 
du complexe est du premier degré et la courbe du complexe de la 
première classe. En d'autres termes : 

Les droites d'un complexe linéaire qui passent par un même 
point M sont situées dans un plan P et corrélativement. 

Les droites d'un complexe linéaire, situées dans un plan P 
passent par un même point M. 
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Le plan P est dit le plan polaire ou le plan focal du point M et 
M le pôle ou le forer du plan P. 

La propriété précédente et sa corrélative suffisent pour faire 
toute la théorie du complexe linéaire. En reprenant les raisonne­
ments des numéros 11, 12, 13 ( C H A P I T R E III. L I V R E III), on établit 
les théorèmes suivants que nous ne faisons qu'énoncer : 

I. Les plans polaires de tous les points d'un plan passent par 
le pôle de ce plan et corrélativement : Les pôles de tous les plans, 
passant par un point sont dans le plan polaire de ce point. 

II. Les plans polaires de tous les points d'une droite D passent 
par une droite D' qui est aussi le lieu des pôles des planspassant 
par D. Les droites D et D' entre lesquelles il y a réciprocité sont 
dites conjuguées par rapport au complexe. 

III. Toute droite du complexe est sa propre conjuguée et réci­
proquement si une droite coïncide arec sa conjuguée, elle 
appartient au complexe linéaire. 

IV. 67 une droite rencontre deux droites conjuguées, elle 
lait partie du complexe et réciproquement toute droite du 
complexe qui rencontre une droite rencontre aussi sa conjuguée. 

On appelle direction principale la direction du pôle I du plan 
de l'infini. Les plans polaires des points à l'infini passent par I, 
c'est-à-dire sont parallèles à la direction principale ; on les nomme 
plans diamétraux du complexe. 

Les plans parallèles à un plan donné pouvant être considérés 
comme passant par une droite D' du plan de l'infini, le lieu de 
leurs pôles est une droite D conjuguée de D'. Le plan de l'infini 
passant par D', D sera parallèle à la direction principale. On 
appelle D un diamètre du complexe. Parmi les diamètres, celui 
qui est le lieu des pôles des plans normaux à la direction princi­
pale joue un rôle fondamental ; on le désigne sous le nom d'aA'e 
central du complexe. 

Tout point de l'axe central D 0 a pour plan polaire le plan 
normal à cet axe. Il en résulte que toute droite qui rencontre 
normalement l'axe central fait partie du complexe. En appliquant 
ensuite la réciproque de la propriété (IV), on voit que D et D', 
désignant deux droites conjuguées, tout plan normal à l'axe 
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central D 0 le coupe ainsi que D et D' en 3 points en ligne droite. 
En d'autres termes, la quadrique réglée passant par D 0 , D, D' 
est une paraboloïde hyperbolique ayant un plan directeur 
normal à l'axe central. En conséquence, D„, D, D' sont pa­
rallèles à un même plan d'où on tire que : La perpendi­
culaire commune à deux droites conjuguées rencontre l'axe 
central normalement. Le fait que D 0, D, D' sont parallèles à un 
même plan peut encore s'établir ainsi : 

Considérons le plan P mené par D parallèlement à D', son pôle 
est le point où il rencontre D' ; ce pôle est donc à l'infini ; dès 
lors, P est un plan diamétral et, par suite, est parallèle à D„. 

Cherchons les équations de J'axe central ; auparavant, déter­
minons la direction principale. L'équation du pôle du plan 
(u',v',w',h') est 

S A (ul/ — n'h) + XL {wv' — vw') = 0 

Pour u' = v' = w' = 0, cetto équation devient : 

h1 {Au + Bv + Gw) = 0 

Le pôle du plan de l'infini a donc pour équation : 

Au -+- Bv -+• Gw = 0 
et la direction principale a pour coefficients directeurs A , B , 0 , 

D'autre part, la normale au plan polaire du point (x,y,z) a pour 
coefficients directeurs : 

L + Bz - Gy, M + Gx — Az, N + Ay — Bx 

Les équations de l'axe central sont donc : 

L + Bz — GY U + GX — AZ N + Ay — Bx 
A '- = B̂  = Ĉ  (7) 

Si on choisit l'axe central pour axe des z, les équations précé­
dentes doivent se réduire à x = y — 0. 

Ce qui exige A = B = L = M = 0et l'équation du complexe 
prend la forme réduite : 

Cv 4- Ny = 0 
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APPLICATION A LA CINEMATIQUE. 159 

•i. K ô l e du complexe linéaire en Cinématique. — 
Le théorème suivant montre comment le complexe linéaire se 
rattache à la cinématique. 

Dans un solide en mouvement, les droites qui sont à un instant 
donné normales aux trajectoires de tous leurs points forment un 
complexe linéaire. En effet, soit A une droite du solide de coor­
données X,1u.,v,a,p,Y. Si elle est normale à la vitesse d'un de ses 
points M (x, y, z), on a : 

*vx + $vv -4- yrt = 0 

Or, les projections de la vitesse d'un point du solide sont de la 
forme : 

!

vx~ a + qz — ry 
y» = b + rx—pz 
v* = c -t-py^- qx 

La condition précédente s'écrit alors : 

aa -4- Ap -+- CY + p (yy — $z) + q (az — yx) -h r (Sx — *y) = 0 

ou encore : 
(9) ao. -f- Ap -f- cy + pi -h qv. -+- n — 0 

équation d'un complexe linéaire. 
Le plan polaire d'un point dans ce complexe est le plan normal 

à la vitesse du point considéré. L'axe central a pour équations 
d'après 

a -+- qz — ry _ b -+- rx — pz c -4- py — qx 
O a ~ b c 

C'est donc l'axe du mouvement hélicoïdal instantané. Le 
complexe est spécial si on a : 

ap -f- bq -4- cr = 0 

c'est-à-dire si le mouvement instantané se réduit à une rotation. 
Puisque dans les formules (8) a,b,c,p,q,rne sont assujetties à 

aucune relation, on voit que : Réciproquement tout complexe 
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et comme tp et 8 sont complémentaires. 

dtg<f = k (10) 

On peut considérer la relation (10) comme une sorte d'équation 
intrinsèque du complexe (A). Celui-ci sera complètement défini si 
on donne son axe central D 0, son paramètre k et en outre son 
sens. Voici ce qu'il faut entendre par sens d'un complexe linéaire : 
Imaginons un observateur couché suivant D„ ; si un mobile dé­
crivant la droite A de manière à monter par rapport à l'observa­
teur se déplace de la gauche vers la droite, il en est de même si 
on place l'observateur sur D 0 dans l'autre sens. 

On dit alors que A a le sens dextrorsum par rapport à D„. Si le 
mobile décrivant A de manière à monter se déplace de droite à 

linéaire peut être regardé comme formé par les droites qui, dans 
un solide en mouvement, sont, à un instant donné, normales aux 
vitesses de tous leurs points. 

Cette interprétation cinématique du complexe linéaire, en 
facilite souvent l'étude. Comme applica­
tion, indiquons une relation très simple 

A à laquelle satisfont les droites A d'un 
complexe linéaire ( A ) . Soient cMa longueur 
de la perpendiculaire commune MH à A et 
à l'axe central D 0 , <p l'angle aigu de A avec 
D„. Les deux droites M H et A appartenant 
au complexe, le point M est le pôle du 
plan H M A et, par suite, la normale en M 
à ce plan est la vitesse MV du point M. Si 
on désigne par ô l'angle de cette vitesse 

avec l'axe central, par w et g la rotation et la translation portées 
par cet axe. On a : 

, „ u>d 
y ~ g 

et d = k tg 8 
en posant 
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• APPLICATION A LA CINÉMATIQUE. l f i l 

gauche, on dira que A a le sens sinistrórsum. Cela posé, il est 
visible que toutes les droites d'un complexe linéaire ont même 
sens par rapport à l'axe central. Par exemple, si les vecteurs 
rotation et translation ont le même sens, la droite D, qui porte la 
vitesse MV a le sens dextrorsum, et A le sens sinistrórsum par 
rapport à Do ; on dit, dans ce cas, que le complexe est sinistrór­
sum. 

Si la rotation et la translation sont de sens contraires, le 
complexe sera dextrorsum. Observons que si on soumet un 
complexe linéaire à une symétrie par rapport à un plan normal à 
l'axe central, on obtient un nouveau complexe linéaire ayant même 
axe central et même paramètre que le premier, mais de sens 
contraire. 

On peut donner le sens d'un complexe linéaire en affectant d'un 
signe le paramètre k; on conviendra, par exemple, que si k est 
positif, le complexe est dextrorsum. 

5. Complexe des droites rectangulaires avee 
leurs conjuguées . — On a vu que les droites D rectangu­
laires avec leurs conjuguées par rapport au complexe linéaire 
(A)_ sont les droites portant les vitesses de tous les points 
de l'espace. D'après ce qui précède, elles vérifient la condition 
d = k t çfb. Elles forment par suite un complexe (D) qui est 
comme un complexe linéaire susceptible de deux sens diffé­
rents. Ce que nous avons dit plus haut montre que les complexes 
(A ) et (D) sont de sens contraires. 

Cherchons le lieu des droites D 
passant par un point quelconque 0 de 
l'espace. Soit M M' la plus courte 
distance d'une droite D passant par 
0 et de l'axe central D„. Par le point 
O, menons le parallèle OA à l'axe 
central ; elle perce en I le plan normal 
en M' à D„. 

Soit H le point où M'M perce le point 
mené par OA perpendiculairement au 
plan OD„; nous allons voir que la 

11 
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IM = 10^8 
MM' = kigZ 
IH =IOty6 ' 

et les triangles rectangles semblables IMH, ÏMM' donnent : 

Cette égalité montre que OH est la droite OB qui porte la 
vitesse du point 0 et la droite D est à l'intersection de deux 
plans rectangulaires passant par deux droites fixes OA. et OB. 
On sait que l'intersection de ces deux plans décrit un cône du 
second degré. Rappelons-en la démonstration élémentaire. Cou­
pons OA,-OB, D par un plan fixe normal à OA et soit A',B',D' 
les points obtenus. La droite B'D', intersection des deux plans 
B'D'A', B'D'O tous deux perpendiculaires au plan A'D'O est 
normale à ce dernier plan et en particulier à D'A'. L'angle 
A'D'B' est donc droit et D' décrit dans le plan sécant la circonfé­
rence de diamètre A'B'. Ainsi : 

Le cône du complexe (D) est un cône du second degré admet­
tant pour plans cycliques les plans normaux à l'axe central. 

La deuxième direction de plans cycliques est celle des plans» 
perpendiculaires à la droite OB qui porte la vitesse du point 0 . 

IH 
IM 

IM' 
MM' 

D'où on tire : 
0 0 ' = IM' - ktgb' 

V Proposons-nous maintenant de 
trouver l'enveloppe des droites D 
contenues dans un plan donné P, Soit 
F le pôle du plan P ; la droite qui porte 
la vitesse FV du point F est normale 
à P ; sa conjuguée D t est une droite 

droite OH est fixe. En effet, soit 0, 8' les angles de OM et OU 
avec l'axe central. On a : 
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APPLICATION A LA CINEMATIQUE. 4 6 3 

du complexe (D). Une droite quelconque D, située dans le plan P porte 
la vitesse d'un certain point M de celte droite; le plan polaire de M 
est normal à D et par suite à P; il passe, en outre, par le pôle F do 
P ; donc, il passe par FV et il résulte que le point M est sur . 
Gomme, d'autre part, FMD est un angle droit, nous obtenons ce 
résultat : 

La courbe du complexe, située dans un plan P, est la parabole 
ayant pour foyer Je pôle du plan et pour directrice la caractéris­
tique de ce plan. 
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NOTE IV 

THÉORÈME DE SCHÖNEMANN ET MANNHEIM. 

1. Quand un solide est assujetti à quatre conditions, son 
mouvement dépend de deux paramètres t et i' et chaque point M 
du solide décrit une surface S. De même que les normales aux 
trajectoires des points d'une figure plane, les normales aux 
surfaces trajectoires des points du solide, relatives à une position 
donnée de ce solide, obéissent à une loi simple trouvée par 
Schônemann en 1855, retrouvée en 1866 par M. 'Mannheim. 

Désignons par A la normale en M à la surface 2 décrite par ce 
point et soient « ,£ ,Y,X, [/.,V les coordonnées de cette droite. 
Imprimons au solide le mous'ement à un paramètre dans lequel 
t seul varie; M décrit alors une courbe tracée sur 2 et par suite 
normale en M à A. A ce mouvement correspond un complexe 
linéaire défini par les constantes a,b,c,p,q,r et formé par les 
droites normales aux trajectoires de tous leurs points; A fait partie 
de ce complexe et on a : 

( 1 ) / = aa + bp 4 - CY -f- p\ -+- <7<A - t - rv = 0 

De même en considérant le mouvement où V seul varie, on voit 
que A appartient à un deuxième complexe {a'b'c'p'q'r') et on a : 

(2) /' = a'a 4 - b'p 4 - C'Y 4 - pi 4 - ?V + = 0 

m étant quelconque, ler> coordonnés de A vérifieront : 

(3) f + mf = Aa 4 - Bß 4 - C Y 4 - PX 4 - Q[x 4 - Rv = 0 
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166 N O T E iv. — T H É O U È M E D E SCHÔNEMAN.N UT M A N N H E I M . 

en posant 

!

A = a ma', P = p -h ny/ 
B = h -+- mh', Q = q -+- mij' 

G — c -h nie', R = i ' + inr' 

Les normales A appartiennent donc à une infinité do complexes 
linéaires d'équation / -+- mf — 0. Cherchons parmi ces complexes 
ceux qui sont spéciaux; m devra vérifier 

(5) AP 4- BQ + CR = 0 

C'est là une équation du second degré en ni; à ses deux racines 
.Mj et n\ correspondent par les formules (4) les coordonnées de 
deux droites Di et D s . 

Toutes les normales A rencontrent D,D 2. 
Ainsi : Pour une position déterminée du solide, les normales aux 

surfaces trajectoires de tous ces points rencontrent deux droites. 
C'est dans celte propriété que consiste le théorème de 

Schônemann et Mannlieim. D'ailleurs les droites D ( ) D, ne sont 
pas nécessairement réelles ; si l'équation (5j a ses racines 
imaginaires, Di et D s sont des droites imaginaires conjuguées. 

Supposons par exemple que l'on connaisse les surfaces 
trajectoires S,,2j.2j,S 4, de 4 points M J M J M J M , dusolideet qu'on 
veuille obtenir la normale à la surface décrite par un point 
quelconque M; on mènera les normales A , , A ^ A ^ A , aux surfaces 
S, S 2..., etc; on sait qu'il y a deux droites et, deux seulement, 
rencontrant A , A 2 A 3 A 4 ; on les construira et on aura ainsi Di et D 3 ; 
il ne reste plus qu'à mener la droite passant par M et s'apptyant 
sur D j et D s. On est donc ramené à une construction du second 
degré suivie d'une construction du premier. 

2. Voici une conséquence importante du théorème précédent. 
Soit une droite quelconque D liée au solide; les normales aux 
surfaces trajectoires des points de D rencontrent les trois droites 
D,D n D 2 . 

Donc : Dans le mouvement à deux paramètres d'un solide, les 
normales aux surfaces trajectoires des points d'une droite 
forment des génératrices de même système d'une quadrique 
réglée (Q). 
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Indiquons une applications de cette propriété. Supposons que 
trois points a,b,c de la droite D liée au solide décrivent des 
sphères dont les centres a'b'c' soient en ligne droite. La 
quadrique (Q) est déterminée par les normales aa',bb',cc' aux 
sphères trajectoires des points a,6,e.Les droites abc et a'b'c' sont 
des génératrices du deuxième système; par suite la normale à la 
surface décrite par un point quelconque d de la droite abc, 
rencontre a'b'c' en un certain point d'. D'autre part on sait que les 
génératrices de même système d'une quadrique rencontrent 
quatre génératrices fixes de l'autre système en quatre points dont 
le rapport anharmonique est constant ; on a donc : 

(a',b',c',d') = (a,b,c,d) 

et par suite le point d'est fixe. La normale à la surface trajectoire 
de d passe constamment par le point fixe d'; il en résulte que d 
décrit une sphère de centre d'. Nous avons donc ce théorème : 

Si trois points d'une droite décrivent des sphères ayant leurs 
centres en ligne droite, un point quelconque de la droite décrit 
aussi une sphère ayant son centre sur la droite qui passe par les 
premiers. 

En particulier si on prend sur D le point d tel que 

(a,b,c,d) — [a',b',c' <x>) 

on voit qu'il y a un point de D qui décrit un plan normal à la ligne 
des centres a'b'c'. 
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NOTE V 
SUR LES SYSTÈMES ARTICULÉS. 

1. On appelle système articulé plan un ensemble déformable 
de tiges rigides situées dans un même plan et reliées entre elles 
par des pivots normaux au plan. On considère souvent non seule­
ment le mouvement des points d'une tige, mais encore celui des 
points du plan invariablement, lié à cette lige ; il conviendra alors 
de remplacer la tige par une plaque. 

2. Quadrilatère articulé. — Nous étudierons surtout le 
système articulé le plus simple 

Y qui est le quadrilatère articulé. 
Soit ABOD un quadrilatère 

articulé ; sa configuration ne 
B c c dépend que d'un paramètre, 

/ / / \ \~-.. gle BAD. 
-\ L '—(—^o)y Nous dirons qu'un pivot est à 

i A k B "" " 1 révolution complète si l'angle 
des deux tiges issues de ce 
pivot peut prendre toutes les 
valeurs de 0 à 2 -k. 

Cherchons à quelles condi­
tions un pivot A sera à révolution 

complète. Désignons par a et b les longueurs des tiges articulées 
en A ; nous pouvons toujours supposer a < b; soit c et d les 
longueurs des deux autres tiges, c étant la plus petite. Si on 
déforme le quadrilatère en laissant fixe la tige AD par exemple, 
e point B reste sur la circonférence (y) de centre A de et rayon a. 
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En outre, comme d— c < BD < d + c, ce point B est inté­
rieur à la couronne comprise entre les deux circonférences yt y, 
de centre D et de rayons respectifs d—c. d + c. Pour que A 
soit à révolution complète, il faut que le cercle Y soit intérieur à 
celte couronne, ce qui exige 

AB' = b — a ^> d — e 

AB" = b -t- a < d -t- c 

Nous laissons de côté les cas particuliers où les inégalités se 
transformeraient en égalités. Les conditions précédentes peuvent 
s'écrire : 
(1) l a -h d < b + e 
(2) \a + b<d-hc 

On en tire en ajoutant a < c et comme on a 

a < b, c < d 
a est le plus petit côté. 

Si b est le plus grand côté, l'égalité (2) montre que la somme 
du plus grand et du plus petit côté est inférieure à celle des côtés 
moyens. Si c'est d qui est le plus grand la même propriété a lieu 
en vertu de l'inégalité (1). Ainsi : 

Si un pivot est à révolution complète, il appartient au plus 
petit côté et la somme du plus grand et du plus petit côté est 
inférieure à celle des côtés moyens. 

Réciproquement, on voit sans peine que : Si la somme du plus 
grand et du plus petit côté est inférieure à celle des côtés moyens 
Jes deux extrémités du petit côté sont des pivots à révolution 
complète. 

Indiquons quelques applications du quadrilatère articulé. 
Supposons qu'on fixe la tige AD, ou ce 
qui revient au même qu'on fixe les 
deux points A et D en supprimant la 
tige AD devenue inutile ; on obtient 

yE alors un système de trois tiges, que les 
Anglais appellent un trois barres et 
dont l'emploi est fréquent dans les 
machines ; AB et CD reçoivent le nom 
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bielles, BC celui de manivelle. Quand la bielle AB tourne 
autour de A, son mouvement est transmis par la manivelle 
à la bielle CD et on transforme ainsi un mouvement de 
rotation en un autre. D'ailleurs si la première rotation est 
uniforme, la seconde ne l'est pas en général ; en effet, soit I 
le centre instantané relatif au mouvement de BC; il est à la 
rencontre do AB, et CD si w et «'sont les vitesses angulaires de 
AB et DC, on a, en exprimant de deux façons le rapport des 
vitesses des points B et G. 

DE étant parallèle à AB. 

DE étant variable, il en est de même du rapport —. 
10 

Si les pivots A et D sont à révolution complète, l'appareil 
permet de transformer un mouvement circulaire continu en un 
mouvement circulaire continu; si un seul des pivots est à révolu­
tion complète, il transformera un mouvement circulaire continu 
en un mouvement circulaire alternatif et vice versa ; enfin, si 
aucun des pivots A et D n'est à révolution complète, l'appareil 
ne pourra que transformer un circulaire alternatif en un circulaire 
alternatif. Observons que cette dernière transformation est 
possible dans tous les cas ; il sulfit de ne faire décrire à unebielle 
qu'une partie de l'angle qu'elle peut parcourir. 

3. Quadrilatères particuliers. — Mentionnons deux 
quadrilatères particuliers intéressants : le parallélogramme et le 
contre-parallélogramme. 

Dans le parallélogramme articulé, tous les pivots sont à révo­
lution complète ; dans ce cas, et seulement dans ce cas, les deux 
bielles ont même vitesse angulaire; tout point lié à la manivelle 
décrit une circonférence égale à celle que décrit le point B. 

Le contre-parallélogramme est un quadrilatère biconcave, 
ayant, comme le parallélogramme, ses côtés opposés égaux. 

On voit facilement que BD et AG sont constamment parallèles 

M . AB 
to'. CD 

IB 
IG 

DE 
CD 
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et que la figure admet un axe de symétrie IX, passant par le 
point commun I à BC et AD et le point 

è. , c commun I' aux deux autres côtés 
/ / AB et CD. 

Fixons A Bet déformons le quadri-
V, latere. Le centre instantané relatif au 

/ | \ mouvement de la manivelle CD est le 
p / x j \̂  point I. Comme on a : 

^ / ^ ^ IB + IA = ID + IC = AD 

A · c on voit que le point I décrit dans 
j le plan fixe une ellipse (E) de foyers 

A et B et dont le grand axe a pour longueur AD et dans le 
plan mobile une ellipse (E') de foyers C et D et de grand axe 
AD. Ces deux ellipses sont constamment symétriques par rapport 
à leur tangente commune IX. 

Nous sommes dans le cas où les roulantes sont symétriques ; 
par suite, tout point lié à DC décrira une podaire d'ellipse. 

Si au lieu de AB on fixe un des côtés AD, BC, qui se coupent 
le centre instantané est en F, les roulantes sont des Hyperboles 
et tout point lié à la manivelle décrit une podaire d'Hyperbole. 

4. Systèmes articulés employés comme transfor ­
mateurs. — Si on fixe une lige d'un système articulé dont la 
forme dépend de deux paramètres ou un point d'une tige d'un 
système à un paramètre, il y aura une infinité de points liés aux 
tiges et dont la position dépendra de deux paramètres. Soient 
M et M' deux de ces points; M peut prendre une position arbi­
traire dans le plan, ou plus exactement à cause des dimensions finies 
do l'appareil, une position arbitraire à l'intérieur d'une portion du 
plpn. La position de M entraînera celle de M' et inversement. 

Le système permet donc de définir une correspondance ponc­
tuelle univoque dans le plan ; cette correspondance est d'ailleurs 
de nature algébrique. Il y a lieu de se demander si les transfor­
mations ponctuelles algébriques ainsi obtenues à l'aide de 
systèmes articulés ne sont pas particulières parmi toutes les 
transformations algébriques. 

Il n'en est rien. On a montré, en effet, que : Toute transfor-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



DM' 
ÂM - 2 5 - A 

~ OA - k 

Les points 0, M, M'seront constamment en ligne droite et on aura : 

OM' 
OM = k 

Si on fixe le point 0, M dépendra de deux paramètres et M' sera 
son transformé dans une homothétie de centre 0 et de rapport k. 
En choisissant convenablement le point 0, on pourra obtenir n'im­
porte quel rapport d'homothétie ; pour un rapport négatif, il 
faudra prendre 0 entre A et D. 

Cet appareil, utilisé dans le dessin pour réduire une figure 
dans un rapport donné, est le pantographe du P. Scheiner. 

Rotation. Sylvester a indiqué un pantographe réalisant en 
môme temps que l'homothétie une rotation d'angle donné. 

Reprenons un parallélogramme articulé OABC ; soit une plaque 
rigide triangulaire ABM liée à la tige AB et une deuxième plaque 
CBM' liée à CB. Les triangles ABM, CBM' sont construits de 

mation ponctuelle algébrique peut être réalisée au moyen d'un 
système articulé. 

Nous nous bornerons à faire voir comment on peut, à l'aide de 
systèmes articulés, réaliser les transformations simples de la 
géométrie élémentaire à savoir : la translation, l'homothétie, la 
rotation, l'inversion et la symétrie par rapport à une droite. 

Translation. L'appareil propre à réaliser la translation (trans­
lateurs de Kempe) est formé de deux parallé-

(M' logrammes articulés AA/BB, BB'M'M ayant 
une tige commune BB'. Si on fixe AA', la 
la position de M dépend de deux paramètres. 
Gomme on a constamment MM' égal et pa­
rallèle à A A', on voit que le point M' est le 
traniormé de M dans la translation définie par 
le segment AA'. 

Homothélie. Soit un parallélogramme articulé ABCD dont les 
côtés AD et CD sont prolongés. Choi-

g q sissons sur AD un point 0 et sur AB 
et CD deux points M et M'tels que 
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ou 

CM' 
BA 

CM' 
cô 

CB 
AM 

AO 
AM 

et comme les angles OCM' et OAM sont égaux, les deux triangles 
OCM' et OAM sont semblables. Il en résulte : 

OM' 
OM 

CO 
AM 

AB 
AM 

En outre, l'angle M'OM est la différence entre M'OA ou M'DB 
et MOA ou CM'D; il est donc égal à M'CD et par suite constant. 

Si on fixe le point 0 , M dépendra de deux paramètres et M' 
sera son transformé dans une bomothétie-rotation de centre 0 
définie par le rapport k et l'angle 6 = BAM. On aura la simple 
rotation si : 

k = 1 

c'est-à-dire si le triangle BAM est isocèle de sommet A. 
Inversion. En 1864, Peaueellier fit connaître le premier 

inverseur. L'inverseur de Peaueellier 
consiste en deux tigeségales OA, OB 
articulées entre celles au point O et 
réunies en A et B aux sommets d'un 
losange articulé AMBM'. 

La perpendiculaire, au milieu de 
AB, passe par 0,M,M' ; donc ces 

trois points seront toujours en ligne droite. 
Le produit O M x OM' est la puissance du point 0 par rapport 

au cercle de centre A et de rayon AM. On a donc : 

OM X OM' = OA* — AM2 = const. 

manière à être semblables, les angles BAM et BMA étant 
respectivement égaux aux angles 
BCM' et CBM', on a : 
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Si donc on fixe le point 0 , M dépendra de deux paramètres et 
M' sera son transformé dans une inversion de pôle 0 et de 
puissance OA — AM 

Hart a montré que le contre-parallélogramme peut être 
utilisé comme inverseur. Soit ABGD un 
contre-parallélogramme dont les tiges 
sont prolongées. Sur AB, AD, BG, pre­
nons 3 points 0,M,M' tels que :. 

OA _ MA 
OB — MD 

M'C 
M'B 

Ces 3 points resteront constamment en ligne droite. Evaluons 
le produit OM X OM'. Les triangles semblables donnent : 

OM = BD. OA 
AB OM' = AG. OB 

d'où 

OM. OM' = BD X AC. 

A B 

O A x O B 

A B 2 

Menons BH parallèle à DG, on aura 

et 
B H = B A , C H = B D 

B D x A C = C H x C A 

Ce dernier produit est la puissance du point G par rapport au 
cercle de c e n t r e B et de rayon BA ; il a donc pour valeur 

e t 

BC* — AB2 

— t — 2 O A x O B 
O M X O M ' = ( B G — A B ) — = : — = const. 

A B 

Par suite, si on fixe le point 0 , M dépend de deux paramètres 
et M' est son transformé dans une inversion de pôle 0 . 
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Avec le même contre-parallélogramme, par un choix convena­
ble du point 0 , on pourra réaliser une inversion de puissance 
quelconque; remarquons qu'il n'en est plus de même pour 
l'inverseur de Peaucellier ; celui-ci ne donne qu'une inversion de 
puissance déterminée. 

Symétrie. Indiquons d'abord un système articulé (réverseur 
de Kempe) qui permet d'obtenir 
trois tiges issues d'un même 
point, de telle façon que deux 
d'entre elles restent constam­
ment symétriques par rapport à 
la troisième. 

Considérons un système de 
doux contre-parallélogrammes 

OABC, OA'B'C ayant une tige commune OC, la tige CB' du 
second étant le prolongement de la tige CB du premier. Si on a 

pris = les deux quadrilatères sont semblables et. par CO AO 
suite, i l'angle AOG égale constamment l'angle A' OC. Ce 
système à un paramètre réalise donc la symétrie de deux tiges 
OA, OA' par rapport à OC. 

Cela posé sur un axe fixe X, prenons un point 0 ; en appliquant 
suivant OX, la tige d'un premier 
réverseur, nous aurons un système de 
deux droites A A ' issus de 0 constam­
ment symétriques par rapport à OX ; 
un deuxième réverseur nous fournira 
deux droites A, A' , indépendantes des 
premières et symétriques par rapport 
à OX. 

Sur AAj construisons un parallélo­
gramme articulé OwMoe,, et sur A ' A ' t 

un deuxième parallélogramme Oa'M'a',, ayant mêmes côtés que 
le premier. Les points M et M' seront constamment symétriques 
par rapport à X. 

Ils dépendent d'ailleurs de 2 paramètres et nous avons bien là 
un appareil réalisant la symétrie par rapport à X. 
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(oM = (oO 

Le point M', inverse de M, décrira- alors une droite ou plus 
exactement un segment de droite. Remarquons que le pivot co 
sera nécessairement à révolution limitée, car si M pouvait décrire 
toute sa circonférence, M' décrirait une droite indéfinie. 

La réalisation du mouvement rectiligne n'est qu'un cas particu­
lier de ce théorème général dù à Kempe : Tout arc de courbe 
algébrique peut être décrit au moyen d'un système articulé. 

Cependant jusqu'en 1864, époque à laquelle Peaucellier fit 
connaître son inverseur, on doutait même que le guidage exact du 
mouvement rectiligne fut possible. 

On ne connaissait qu'une solution approchée du problème, due 
à Walt. 

Le système indiqué par Watt (parallélogramme articulé) consiste 
essentiellement en un trois 
barres O AA 'O ' te l que les 
deux bielles puissent en 
même temps prendre les 
positions horizontales OB 

, et OB' . 
La bielle supérieure OA 

est le balancier, O'A' le 
contre balancier. Consi-

Odérons la courbe décrite 
par le milieu M de la ma­

nivelle AA' . Son équation s'obtiendrait aisément comme il 
12 

5. Transformation d'un mouvement eireulaire 
en un mouvement reetiligne. 

A l'aide d'un inverseur, il est possible de 
J^--""""^ transformer en un mouvement rectiligne un 

0 \ mouvement circulaire ; on assujettira par 
' exemple le point M b rester sur une circonfé­

rence passant par le pôle d'inversion 0 ; il 
suffit pour cela de relier le point M par une 
tige à un pivot fixe to tel que 
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suit; soit 2 7 la longueur AA', (x,y) les coordonnées de M, 9 l'angle 
de A'A avec l'axe des x; les coordonnées des points A,A' sont 
respectivement : 

(x -f- 1 cos 9 , y 4- 1 sin 9) 

et (x — 1 cos 9 , 7 — 1 sin 9) ; 

en les portant dans les équations des deux cercles décrits par 
A et A ' on obtient deux équations linéaires en sin 8 et en cos 9; 
en éliminant 8 on trouve une équation du sixième degré. On vérifie 
sans peine sur l'équation que le point 0 milieu de la manivelle 
quand celle-ci est en BB' est un point d'inflexion à tangente 
verticale. Ce dernier résultat peut se voir directement; en effet, 
le centre instantané I relatif au mouvement de AA' est rejeté à 
l'infini dans la direction horizontale quand AA' vient en B B ' ; 
donc la tangente en 0 est verticale; en second lieu à toute position 
du trois barres correspond une deuxième position symétrique de 
la première par rapport à O; 0 est donc un centre de la courbe 
et par suite un point d'inflexion. 

La courbe rencontre sa tangente en 0 en deux M 1 ( M, qui on le 
voit aisément correspondent aux deux positions pour lesquelles 
A vient sur la verticale du point B'. On conçoit dès lors que l'arc 
qui s'étend entre M, et M 2 doit être très voisin de la tangente 
verticale. Il est facile de calculer une limite supérieure de l'écart 
maximum du point M avec cette verticale (Voir : Leçons de Ciné­
matique, Kœnigs, p. 277). 

On trouve, par exemple, que si les deux bielles ont pour lon­
gueur commune l r a85, la manivelle lm20 et la distance horizon­
tale des deux pivots 0 0 ' 3m60 environ, l'écart maximum est de 
l'ordre du millimètre. 

Si on tient compte que le jeu qui se produit aux pivots d'un 
système articulé doit entraîner des variations de cet ordre, on 
voit qu'au point de vue pratique le système de Watt, qui exige 
seulement trois barres, est préférable aux inverseurs. 

On adjoint toujours aux trois barres un parallélogramme 
articulé A'ACM' dont le côté AC prolonge OA et lui est égal ; le 
point M', qui est homothétique de M dans le rapport 2, aura aussi 
un mouvement sensiblement rectiligne. 
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NOTE V . — S U R L E S S Y S T E M E S A R T I C U L É S . 179 

6. Résultats généraux relatifs « m systèmes 
articulés. — Nous venons d'étudier quelques systèmes 
articulés plans. 

On peut aussi considérer des systèmes articulés dans l'espace 
ou systèmes gauches. Deux tiges consécutives sont alors reliées 
de manière que l'une d'elles puisse prendre, par rapport à 
l'autre, toutes les orientations ; on a imaginé de nombreux 
dispositifs ou joints (joint de Cardan, joint Goubet, joint Clé-
mens) permettant d'obtenir ce mode de liaison. 

Relativement à ces systèmes articulés, d'importants résultats 
généraux ont été établis par M. Kœnigs (Comptes-rendus avril 
1895. Leçons de Cinématique, p. 298). Nous ne faisons que les 
énoncer : 

Toute relation de nature algébrique entre un ou plusieurs 
points de Tespace peut être obtenue au moyen de systèmes 
articulés. 

Si on considère un seul point, on voit que toute portion de 
surface algébrique peut être décrite à l'aide d'un système articulé; 
en associant deux systèmes articulés relatifs à deux surfaces 
algébriques, on voit que tout arc de courbe gauche algébrique 
peut être décrit au moyen d'un système articulé. 

Une autre conséquence du théorème général qui précède 
est que toutes les transformations ponctuelles algébriques de 
l'espace peuvent être réalisées par l'emploi des systèmes articu­
lés ; il en est ainsi notamment pour l'homographie et l'inversion. 

Enfin, le mouvement algébrique d'un solide peut être guidé au 
moyen d'un système articulé ; il suffit d'associer les systèmes qui 
font décrire à trois points du corps leurs trajectoires algébriques. 

FIN. 
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