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Die sechzehn Wendeberührungspunkte der Raum- 
curve viertor Ordnung erster Species. 

Von 

ERNST L A ~ E  
in Leipzig. 

Hierzu Taf. 1 Fig. 1- 3. 

E in l e i tnng .  
Die vorliegende Arbeit hat  diejenigen R a u m  c u r v e n  v i e r  t e r  O r d  - 

nu  n g zum Gegenstand , welche den vollen Schnitt zweier Flachen zwciter 
Ordnung bilden, und welche man gewohnlich als Raumcurven vierter Ordnung 
e r s t e r  S p e c i e s  bezeichnet findet. Sie hnben das G e s c h l e c h t  1 und 
zeichnen sich unter alleu Raumcurven dieses Geschlechtes dadurch aus ,  dass 
sie die niedrigste Ordnung besitzen. Darum treten sie in Analogie mit den 
a l l g e m e i n e n  e b e n e n  C u r v e n  d r i t t e r  O r d n u n g ,  welche für  das zwei- 
dimensionale Gebiet bekanntlich dieselbe Stellung einnehmen. Diese Analogie 
laest siüh in  vielen Eigenschaften wiedererkennen , u,nd gerade: auf diese be- 
zieht sich die gegenwsrtige Arbeit. Den 3 V e r r d e p u n k t e n  der ebeuen 
Curven dritter Ordnung nsmlich entsprechen diejcnigen 4"unkte der ge- 
nannten Raumcurven vierter Ordnung, in denen sie vierpunktig berührende 
Osculationsehenen besitzen , und welche als W e n  d e  b e r ti h r  u n g s p II n k t e  
bezeichnet werden. Die interessant.en Gruppirungseigenschaften der Wenda- 
punkte der Curven dritter Ordnung sind durch Plii c k e r  und LIes s e klar- 
gelegt worden und haben seitdem Anregung und Grundlage ftir manche 
neuere Arbeit abgegeben. Ganz analoge Verhaltnisse finden sich bei den 
sechzehu Wendeberührungspunkten wieder, doüh sind sie bis jetzt noch 
nicht erschopfend untersucht worden; diese Aufgabe zu erledigeii ist  der 
Zweck des zwciten Capitcls der gegenwiirtigen Arbeit. Es empfiehlt sich 
nicht, für diese Untcrsuchungen die analytischo Gcometrie zu benutzcn, 
wcil die Anwendung dcr elliptischcn Functioncn, welche C 1 e b s ch die 
mathematische Welt  gelchrt h a t ,  wcit leichter zum Ziele führt. Resonders 
ist es immer die von C: l e  b s c h  aufgestellte geometrische Form des A b e  1' schen 
T h  e O r e m s , welche sic11 als fruchtbarstes Hilfsmittel erweist. Um Iiber 
die grossen Zahlen geometrischer Gebilde, welche dabei auftreten, Ueber- 
sicht zu behalten, habe ich mich der G r  u p p  e n t h e  o r i e  bedient; so ist es 
zu erklaren, dass das erste Capitel der Arbeit durchaus gruppentheoretischen 
Ueberlegungen gewidmet ist. 

Zeitachrift f. Mathematik n. Physik XXVLII, 1. 1 
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2 Die 1 6  Wendeberührungspunkte etc. 
\̂_I-- ^-^---^ ^M-.̂ ,-̂ C Î̂ Î I..̂ l_̂ ,. ^^^- 

Die Raumcurven vierter Ordnung lassen sich auf verschiedene Weisen 
durch elliptische Funciionen darstcllcn; ich hebe mich der von Hcrrn 
K i l1  i n  g gegebenrn Darstellung durch G - Funqtionen angeschlosscn. Wie 
anfangs die elliptischen Functionen zur Darstellung der Curve und also zur 
Aufstellung geornetrischer Satze dienen, so werfen in der Folge umgekehrt 
die geometrischen und gruppent,heoretischen Wahrheiten Licht auf die Theorie 
der a -  Functionen. Durch sie wird Uebersichtlichkeit und e i ~ e  neue Be- 
gründung für eine grosse Anzahl von G-Relationen gewonrien. Diesen Ent- 
wickelungen ist das dritte Capitel gewidmet. 

Erstes Capitel. 

a ruppen theore t , i sche  Hilfsmit tel .  

# 1.  Einleitenùes. 
Mit den in der Einleitung erwahnten Gruppirungsverhliltnissen, welche 

die Wendepunkte der ebenen Curven dritter Ordnung aufweisen, hat  sich 
wohl zuerst mit Erfolg M a c l a u r i n  beschiiftigt; ihm verdariken wir den 
grundlegenden Satz, d a s s  e i n e  G e r a d e ,  w e l c h e  z w e i  W e n d e p u n k t e  
v e r b i n d e t ,  n o t h w e n d i g  n o c h  d u r c h  d e n  d r i t t e n  g e h t  - den 
drittcn , denn M a c  1 a u  r i n kannte nur die reellen Wendepunkte (De lineariim 
geometricarnm proprietatibus generalibus tractatus, p. 231). P l ü c k e r ,  der 
überhanpt zuerst 9 als wahre Zahl der Wendepunkte aufstellte, zeigte d a m ,  
dass dieser Satz allgemein gi l t ,  und dass also jede Curve zwdf Wendelinien 
besitzt, d. h. Gerade, welche drei Wendepunkte verbinden (Systern der 
anal. Geom., S. 283 und 284). Hieran anknüpfend fand H e s s e ,  dass diese 
zwolf Geraden sich gerade zu vier Dreiecken anordnen lassen, welche alle 
neun Punkte auf sich tragen, und zeigte auf Grund dessen die Losbarkeit 
der Gleichung neunten Grades, auf welche die Berechnung der Wende- 
punkte führt ( C r e l l e ' s  Journal Bd. 2 8 ,  S. 68- 107). Den Wendelinicn 
entsprechen bei unseren Raumcurven Wendeebenen, d .  h. Ebenen , welche 
vier Wendeberiihrungspunkte enthalteni den Wendedreiecken entsprechen 
Wendetetraeder, d. h. Tetraeder , die aus vier Wendeebenen derart zusammen- 
gesetzt sind, dass sie alle 16  Wendeberührungspunkte auf sich tragen. 
Die Zahlen der Wendelinien und Wendedreiecke sind gering, und diese 
zweierlei Gebilde sind unter einander gleichberechtigt. Anderes haben wir 
tu r  die analogen Gebilde bei den Raumcurven zu erwarteu: sie sind sehr 
zahlreich und scheiden sich i n  rnehrere verschiedene Classen. Ueber dieae 
zahlreichen Gebilde nun i n  der Weise Uebersicht zu behalten, dass wir nur  
wenige ReprMsentanten ins Auge zu fassen haben und die tibrigen aus ihnen 
leicht ableiten konnen, wird una die Gruppcntheorio ermoglichen; darum 
führen wir sie jetzt ein. 
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Wir legen in dieser Arbeit die K i l  1 i n g  'sche" Darstellung unserer 
Curveri : 

2": x1 : x, : x,= 6 (2v) : 6, (2v) : 6, (2v) : 6, (2v) 
eu Grunde, bei welcher die vier Coordinatenebenen sich zum Polartetracder 
fiir da,s durch die Curvc bestimmtc E'lichenbiischcl zwciter Ordnung zii-  

sammensetzen. Wahrend dns Argnment 2: alle Werthe innerhalb des Perioden- 
parallelogramms mit den Seiten 2 w und 2 w' einmal durchwandert, be- 
schreibt der durch die definirende Proportion bestimmte Punkt gerade unsere 
Raumcurve einmal. A l l e  h o m o l o g e n  P u n k t e  d e r  v - E b e n e  i n  d e n  
v e r s c h i e d e n e n  P e r i o d e n p a r a l l e l o g r a m m e n ,  a l s o  a l l e  W e r t h e  v,  
w e l c h e  mua 2 w ,  2w' c o n g r u e n t  s i u d ,  l i e f e r n  d e n s e l b e n  C u r v e n -  
p u n k  t ,  dcnn dic Werihe der vicr G - Functionen für zwci solche Argumente 
unterscheiden sich um dieselben Factoren, die sich also wegen der Propor- 
tionalitiit wegheben; wir werden immer Argumente im eraten I'arallelogramrn 
mit den Ecken O ,  2 w, 20',  2 w + 2 w' schreiben. ' 

D i e  D a r s t e l l u n g  i s t  - u n d  d a s  i s t  v o n  b e s o n d e r e r  W i c h t i g -  
k e i t  -- s o  n o r m i r t ,  d a s s  d i e  S u m m e  d e r  A r g u m e n t e  v o n  v i e r  
P u n k t e n  d e r  C u r v e ,  d i e  i n  e i n e r  E b e n e  l i e g e n ,  e i n  P e r i o d e n -  
v i e l f a c h e s  i s t ,  also in Formel: 

v,+v,+v,+v,=O, mod 2 w ,  213' 

(Abel 'sches Tlieorem in besonderer Gestalt. Alle diese Thatsachen sind i n  
der Ki1  l i  n g 'sçhen Dissertation begründet, und wir haben darum nur 
nothig, sie hier eu citiren). 

D c r  l e t z t e r e  S a t e  l a s s t  u n s  s o f o r t  e r k e n n c n ,  d a s s  z u  d e n  
W e n d e b e r ü h r u n g s p u n k t e n  A r g u m e n t e  v g e h o r e n ,  f ü r  w e l c h e  
g i l t :  

4 ~ = 0  rnod 2 w ,  Zw', 
und solcher giebt es im Periodenparallelogramm eben 16. F ü r  diese 
Werthe von 2: verschwindet, wie bekannt, je  eine der ci-Functionen des 
doppelten Argumentes 2 v ,  und so bestitigt uns ein Blick auf die defini- 
rende Proportion den bekannten Satz, d a s s  d i e  C u r v e  d a s  P o l a r -  
t c t r a e d e r  d e s  z u g e h o r i g e n  F l ? i e h e n b ü s c h e l s  ( a l s o  h i e r  d a s  
C o o r d i n a t e n t e t r a c d e r )  g e r a d c  i n  d e n  16 W e n d e b e r t i h r u n g s -  
p u n k t e n  d u r c h s  t i c h t .  Wir zahlen einmal alle diese Punkte, nach 
den Tetraederebenen 1, II, I I I ,  I V  geordnet und innerhalb derselben 
durch arabisehe Ziffern unterschieden, mit ihren Coordinatenwerthen auf, 
um sie für das Folgende vor Augen eu haben: 

1,. v = o . o + o . w ' ,  x,:xi:x,:x,=o : 1 : 1 : 1; 
1,. v =  cd+ OJ', x,:xl:x,:x,=O: 1 :  : 1; 
13. v = W, x,:x,:x,:x,=0 :-1 : 1 : 1 ;  
1,. v = w', x,:x,:x2:x,=o : 1 : 1 :-1. 

* Kil l in  g ,  Der Flachenbiischel zweiter Ordnung , Dissertation, Berlin 1872. 
1' 
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4 Die 16 Wendeberührungspunkte etc. 
y__Y____Y^_^YY_., y MN-~_M^,.- XI-------- 

0) 

II,. v = - 
2 '  

x,:x,:x,:x,= I : o :+  Je,:++Jel-e3; 

W 
.II,. v = 3 - +  wl, xo:x,:x,:x3=-1:o:--,:+ Je1-e,; 

2 
W 

II,. v = 3 - ,  
2 

x , : z , : z 2 : x , = - l : ~ : +  Je,-e,:+ Je=; 

W 
II,. v =  -+ or, z o : x , : x , : z , = - 1 : 0 : +  J=:- Je1-es- 

2 

O w 

2 
, X ~ : X ~ : X , : X ~ =  1 :+ Je,-el:O:+ Je,-e,; III,. v =  -+ - 

IV,. v =  

3 w' -- 

IV,. v =  X ~ : X ~ : X , : X ~ = - ~ : + J ~ C ~ : + J ~ ~ - ~ ~ : I ) .  

Die Grossen el, e,, e3 s ind,  wie bekannt, durch die Xelation: 

e,+e,+e,=O 

verbunden und vertreten in houiogener Weise den gewohnlich mit k q c -  
zeichneten Modul des elliptischen Integrals. 

5 2. Transformationen. 
1. Einführung derselben u n d  Ablei tung ihrer  wesent l ichsten 

Eigenschaften. 

Wir kommen nun d a m ,  einc Gruppc von Transformntionen zu be- 
trachten, welche schon Herr H a r n  a c k  in einer Arheit tiber denselben 
Gegenstand , Mathem. Annalen, Bd. XII, S. 81, behandelt hat. Unterwerfen 
wir das Argumentensystem ftir die Piink'ùe unserer Curve den Trans- 
formationen 

in welchen a und b ganze Zahlen sind, ersetzen wir also jeden Parameter v 
durch dasjenige v', welches die obige Formel augiebt, so geht offenbar das 
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Von E. LANGE. 5 

ganze Parametersystem in sich über. Da nun alle mod 2 w , 2 w' congruen- 
ten Arguuierile deniselben Curvenpunkt zugehoren , so folgt, dass zwei 
Transformationen mit den Coefficienten e, b und a,, b,, für welche die 
Relationen beutehen: 

a E a , ,  b ~ b ,  nzod 4, 

dieselben Aenderungen herbeiführen. Statt  alle Transformationen haben 
a i r  also nur  nothig, diejenige endliche Anzahl derselben ins Auge zn fassen, 
für welche entsprechende Coefficienten mod 4 incongruente Zahlen sind. Nun 
giebt es 16 mod 4 verschiedene Zahlenpaare a und b ,  und da v mit 
dem doppelten Vorzeichen behaftet is t ,  so folgt, d a s  s d i e  Z a h l  d e r  i n  
i h r e n  W i r k u n g e n  v e r s c h i e d e n e n  S r a n s f o r m a t i o n e n  d e r  a n -  
g e g  e b e n e n  A r t  32 i s t. Wir schreiben dementçprechend unsere Formeln 
nicht mehr als Gleichungen, sondern als Congruenzen wie folgt: 

D i e  T r a n s f o r m a t i o n e n  h a b c n  d i c  a u s g e z e i c h n e t e  E i g e n -  
, s c h a f t ,  d a s s  s i e  d i e  A r g u m e n t e  d e r  W e n d e b e r ü h r u n g s p u n k t e  

01 0 
r - + s -  i n  e i n a n d e r  t i b e r f ü h r e n .  Neben dieser Thatsache ist es 

2 2 
noch eine zweite, die a i r  in der Folge immer benutzen werden: Die Argu- 
mente v l ,  v2, v3, v4 von vier Punkten der Curve, die einer Ebene an- 
gehoren, sind, wie wir gesehen haben, an die Relation gebunden: 

v,+ v , + v 3 + v 4 ~ 0  rnod 2  w, 2w'. 

Wenden wir auf sie eine der obigen Transformationen a n ,  so erkennen wir, 
dass die vier Argumente v', , v', , v', , v', , i n  welche sie tibergeführt werden, 
derselben Relation genügen : 

v', + v', + vP3 + vP4 F O mod 2 w , 2 a'. 
Es  mag uns gestattet sein, eine solche Summe v, + V, + v, + v, kurz 

als das A r g u m e n t  d e r  b e t r e f f e n d e n  E b e n e  zu bezeichnen. Dann 
konnen wir dl' das Bisherige zusammenfassen zu dem Satze: D i e  32 T r a n s -  
f o r m a t i o n e n  d e r  G e s t a l t  

cil 0 
v ' ~  f v + a - + b -  mod 2 w ,  2w' 

2  2 

f i i h r e n  d a s  g a n z e  A r g u m e n t e n s y s t e m  i n  s i c h  t i b e r ,  u n d  z w a r  
s o ,  d a s s  d i e  P a r a m e t e r  d e r  16 W e n d e b e r ü h r u n g s p u n k t e  s i c h  
u n t e r e i n a n d e r  v e r t a u s c h e n ,  u n d  d a s s  d a s  A r g u m e n t  e i n e r  
j e d e n  E b e n e  d u r c h  v i e r  C u r v e n p u n k t e  w i e d e r  i n  e i n  e b e n -  
s o l c h e s  ü b e r g e h t .  

Die Transformationen haben nicht nur  Bedeutung fIir das an sich be- 
stehende Argumentensystem, sondern auch für die Curve selbst. Wenn 
wir jedem Punkt  statt  seines ursprünglichen Argumentes v das hierdurch 
bestimmte Argument v' willkürlich beilegen, so erhalten wir eine Para- 
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metervertheilmg, wie sie sich bei einer anderen Definition derselben Curve 
einstellt. Legen wir der gewohnlichen a -  Function einmal den Index O bei, 
so beskehen bekanntlich bei dem angegebenen Zusammenhang von w und v' 
Relationen der folgenden Art  : 

Ga (2  W )  = C p  G,q ( 2  21') , 
wo cp eine Constante bedeutet, und IY und f l  die Zahlen O, 1, 2 ,  3 in ge- 
wissen Ordnungen durehlanfen. Wir  k6nnen also die Curve auch defi- 
niren durch: 

Zo : XI : Z2 : 93 = Ci Gi ( 2  v') : ck 6k ( 2 ~ ' )  : CL G l  ( 2 ~ ' )  : C, G, (221'). 
Cnsere Ausgangsdefinition erscheint hiernach als ein Beispiel von 32 

gleichberechtigten Definitionen; die den letzteren entsprechenden Parameter- 
vertheilungen gehen durch unsere TransfOrmationen in einander über. 
S c h r e i b e n  w i r  d e n  Z u s a m m e n h a n g  z w i s c h e n  <ia(2v) n n d  up(2vf)  
i n  d e n  p r o p o r t i o n a l e n  C o o r d i n a t e n ,  s o  e r h a l t e n  w i r ,  w i e  b e -  
k a n n t ,  d i e  F o r m e l n  f t i r  d i e  32 C o l l i n e o t i o n e n  d e s  R a u m e s ,  b e i  
d e n e n  u n s e r e  C u r v e  g e r a d e  i n  s i c h  i i b e r g e h t .  

2. Gruppentheoret ische Behandlung der  Transformationen. 

Wir  wollen uns im Folgenden immer gestatten, die Tranvformationen 

je  nach dern Vorzeichen, welches v besitzt, kurz als p o s i t i v e  oder n e g a -  
t i v e  T r a n s f o r m a t i o n c n  zu tezeichnen. 

Zwci Transformationen hintcr einander angewandt, ergeben dasselbe 
Resnltat, wie eine einzige dritte,  und alle zusammen bilden daher eine ge- 
schlossene G r  u p p e v O n O p e r a  t i o n e  n , der wir im Folgenden unsere 
Aufmerksamkeit zuzuwenden haben. W i r  beschranken uns dabei auf eine 
blosse Angabe der einfachen Resultate. 

- Waszunachst die e r z e u g e n d e n  O p e r a t i o n e u  betrifft, so ist leicht 
zu sehen,  dass als solche die folgenden drei benutzt werden konnen: 

denn die beiden letzteren erzeugen alle positiven Transformationen, und 
alle diese verbunden mit  der ersteren geben alle negativen. 

Periodieitat. Die identische Operatiun mit a = O ,  b = O hat die Pe- 
riode 1 ; die drei positiven Transformatiouen, ftir welche a und b g e  r a d e  
Zn h l e  n sind (0,2; 2,O ; 2,2) ,  sowie die 16 ncgativen TransFormationcn 
sind von der Periode 2 ,  und alle zw6lf tibrigen positiven Transformationen 
haben die Periode 4. 

Gleichberechtigung. Positive Transformationen sind gleichberechtigt 
unter der Bedingung 

a - a'. b r - b' mod 4. 
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Von E. LANGE. 7 ---- 
Es giebt also sechs Paaxe gleichberechtigter positiver Transformationen der 
Periode 4 (welche paarwcise von einttnder die dritten Potenzen bilden) und 
die vier übrigen positiven Transformationen der Perioden 2 und 1 sind nur  
sich selbst gleichberechtigt. - Die negativen Transformationen sind zu je 
vier gleichberechtigt, und für je zwei gleichberechtigte gilt: 

a ~ a ' ,  b b' mo$ 2. 

Au ausgezeichneten Owkrgruppen finden wir in der vorliegenden Gruppe 

1. s o l c h e ,  d i e  a u s  S c h a a r e n  g l e i c h b e r e c h t i g t e r  T r a n s -  
f o r m a t i o n e n  d u r c h  H i n z u n a h m e  a l l e r  C o m b i n a t i o n e n  u n d  
W i e d e r h o l u n g e n  e n t e t a n d e n  s i n d ,  n i i m l i c h :  

1. 

2. 

3. 

4. 

II. 

die Identitiit bildet eine ausgezeichnete Untergruppe für sich; 

jede der drei positiven Sransformationen der Periode 2 bildet zu- 
sammen mit der Identitst eine ausgezeichnete Untergruppc der 
Ordnung 2; 
je  zwei gloichbercchtigte positive Transformationen der Periode 4 
bilden xusammen mit einer positiven Transformation der Periode 2 
und der Identitiit eine cyklische ausgezeichnete Untergrlippe der 
Ordnung 4 ;  solcher giebt es a180 sechs; 

jede Schaar von vier gleichberechtigten negativen Transformationen 
bildet zusammen mit den drei positiven Transformationen der Pe- 
riode 2 und der Identitzt eine ausgezeichnete Untergruppe der Ord- 
nung 8 ;  solcher giebt es vier; 

s o l c h e ,  w e l c h e  d u r c h  Z u s a m m e n f a s s u n g  d e r  b i s h e r  g e -  
n a n n t e n  e n t s t e h e n :  

5. die drei positiven Sransformationen der Periode 2 zusammen mit 
der Identitët bilden eine ausgezcichncte Untergruppe der Ordnung 4 ; 

6. alle positiven Transformationen bilden eine ausgezeichnete Unter- 
gruppe der Ordnung 16; 

7. durch Zusarnmenfassung zweier solcher Untergruppen aus 3., welche 
dieselbe Transformation der Periode 2 besitzen, erhalten wir eine 
ausgezeichnete Untergruppe der Ordnung 8 ,  enthaltend je  vier 
positive Transforma,t.ionen der Periode 4 mit cierselben positiven 
Transformation der Periode 2 als zweiter Potenz und alle po s~t iven ' ' 

Transformationen der Perioden 1 und 2 ; solcher giebt es also drei ; 

8. durch Zusammenfassung zweier Untergruppen aus 4. erhalten wir 
sechs ausgezeichnete Uutergruppen der Ordnung 16, enthaltend acht 
positive Transformationen, welche eine ausgezeichnete Untergruppe 
aus 7. bilden, und acht negative Transformationen, welche zu- 
sammen mit den vier positiven Transformationen der Periode 2 
zwei ausgezeichnete Untergruppen aus 4. bilden. Zwei von diesen 
Untergruppen der Ordnung 16, welche dieselbe Untergruppe aus 
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8 Die 16 Wendeberührungspunkte etc. 

7. besitzen, enthalten aber nicht zwei gleiche Untergruppen aus 4., 
sondern theilen sich gerade i n  die vier dort genannten Untergruppen. 

Wir  haben in Fig. 1 durch ein Schema zu xeigen versucht, wie das 
ganze System der genannten ausgezeichneten Untergruppen verzweigt ist, 
d. h. wie die ausgezeichneten Untergiuppcn der hoheren Ordnungen die- 
jenigen niederer Ordnungen in sich enthalten. Jede Grnppe ist dabei dureh 
ihre Ordnungszahl und durch ihre Nummer in der obigen Tabelle vertreten. 

fj 3. Substitutionen. 
1. E i n f ü h r u n g  d e r s e l b e n .  

Bus der Theoria der elliptischen Punctionen ist bekannt, dass wir 
statt des anfànglichen Periodenpaares 2 w , 2 0' noch unendlich viele andere 
wahlen konnen , ohne dass die G - Functionen dadurch wesentlich geiindert 
werden. Wir  meinen Periodenpaare 2 0, 2 W', welche mit den ursprüng- 
lichen durch Relationen verbunden sind : 

w = a O +  PO' . a - p y =  f i ,  
o'= y & + 6 0 '  

fiir die wir in der gcgenwartigen Arbeit immer den Namen (o -) 6 u b - 
s t i t u t i O n e  n verwenden wollen. 

Die G -  Function behalt ihren Werth für  alle diese Periodenpaare bei, 
in  Formel 

C i ( ~ 1 2 ~ ,  ~ W ' ) = G ( V ~ G ,  2w'). 

Die Functionen 6,, ci,, B,, sowie die früher genannten Grossen e,, e,, e, 
dagegen vertauschen ihre Indices, wie bekannt, in  Formel 

wird sich dementsprechend bei Zugrundelegung dieser neuen Periodenpaare 
darstellen durch 

X,:X,:  X 2 : X , = U ( 2 ~ 1 2 6 ,  ~ & ) : O , : G ~ : G ~ ,  

wobei die Indices nach den Resten, welche die Coefficienten der w-Sub- 
stitutionen mod 2 besitzen, i n  hier als bekannt anzusehender Weise zu be- 
stimmen sind. 

Es bcdarf keiner ausführlichen Begriindung , sondern nur der Hervor- 
hebiing, d a s s  a l l e  i n  e i n e m n e u e n  P e r i o d e n p a r a l l e l o g r a r n r n  ( w e l -  
c h e s  e i n e m  f r ü h e r e n  i n h a l t s g l e i c h  i s t )  26, 2;' b e f i n d l i c h e n  
A r g u m e n t e  d e n  P u n k t e n  d e r  C u r v e  e i n d e n t i g  z u g e h o r e n ,  u n d  
w i e d e r  a l l e  mod P e r i o d e n  c o n g r u e n t e n  A r g u m e n t e  d e n s e l b e n  
C u r v e n p o n k t  l i e f e r n .  A u c h  b e s t e h t  d e r  S a t z ,  d a s s  d i e  S u m m e  
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d e r  A r g u m e n t e  v l ,  v,, v3, v4 v o n  v i e r  P u n k t e n  d e r  C u r v e  i n  
e i n e r  E b e n e  e i n  P e r i o d e n v i e l f a c h e s  i s t :  

v, + v, + v3 + v, = O nzod 2 W, 2 W', 
n a c h  w i e  v o r ;  u n d  u n s e r e  16 a u s g e z e i c h n e t e n  P u n k t e  e r -  
h a l t e n  w i e d e r  P e r i o d e n v i e r t e l  a l s  A r g u m e n t e .  

I 
O O 

Neben dem Argumente r - + s - eines Wendeberiihrungspunktes werden 
2 2 

wir in der Folge oft von seiner ,, Benennung6' zu sprechen haben; wir ver- 
stehen darunter das Paar  ganzer Zahlen (r, s), welches in seinem Argu- 
mente vorkommt, und welches wir immer aus der Zahlenfolge O ,  1, 2 ,  3 
wahlen konnen und wiihlen werden. Analog dem Argument einer Ebene 
durch vier Wendeberührungspunkte werden wir als Benennung derselben 
die Summe der Benennungen dieser vier Punkte 

' 

(7-1 9 SI) + b-2 , ~ 2 )  + b-3 , ~ 3 )  + (r4 1 ~ 4 )  
bezeichnen. 

Der letzte Theil der vorliegenden Arbeit wird uns mit gewissen 
G-Relationen bekannt machen, welche genau den Ebenen diirch je vier 
Wendeberührungspunkte entsprechen , indem in ihnen gerade die Argumente 
solcher Punktquadrupel auftreten. Die nun eingeführten Substitutionen 
wie die Transformationen führen die Benennungen der 16 Punkte in  
einander über und werden uns also ermoglichen, aus eiiier solchen a - R e -  
lation mit Leichtigkeit eine ganze Reihe abzuleiten. Jede der 6-Relationen 
gilt für ein beliebiges Periodenpaar 2 0 ,  2 w', so dass zwei derselben, die 
sich nur in dcn zu Grunde gelegten Perioden unterscheiden, als identisch 
zu betrachtcn sind. 

Zwei Substitutionen, kiirz durch ihre Determinanten geschrieben : 

' ' 1  und 1;: $ 1 ,  Çür welche 
Y 8 

bewirken , dass ein Punkt  ( r ,  s) die Benennungen [(r ol + s y ) ,  (r f l  + s d)], 
[(ra'+ s y ' ) ,  (r p' + s d')] erhiilt , welche mod 4 congruent sind; s i e  f ü h  r e n  
a l s o  d i e s e l b e n  U m a n d e r u n g e n  d e r  Benennunges u n s e r e r  P u n k t e  
(nicht der A r g u m e n t e  , da sie verschiedene neue Periodenpaare einführen) 
h e r b e i , sie werden daher aus einer der erwiihnten G - Relationen dieselbe 
andere ableiten. D a r u m  w e r d e n  w i r  v o n  u n s e r e n  S u b s t i t u t i o n e n  
n u r  d i e j e n i g e n  u n t e r s c h e i d e n ,  f ü r  w e l c h e  e n t s p r e c h e n d e  C o -  
e f f i c i e n t e n  fnod 4 i n c o n g r u c n t  s i n d .  

m i r  konnen sehliesslich auch die bisher festgehaltene Bedingnng 
a 6 - p y  = 1 ersetzen durch ct S - @ y  + 1 mod 4 ,  denn zwei Substitu- 
tionen, deren entsprechende Coefficienten mod 4 congruent sind, fiir deren 
eine aber gilt a cl - 7 = f_ 1 ,  wahrend die andere eine Determinante 
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10 Die 16 Wendeberührungspunkte etc. 

a d  - p y + 1 mod4 besitzt, liefern dieselben Umnennungen der Punkte, 

Durch diese Erweiterung der Bedingung gewinnen wir eine leichtere 
Uebersicht über die Gesammtheit unserer Siibstitutionen, denn wir erlangen 
sie jetzt alle, wenn wir nur alle Coefficienten aus einem Restsystem nzod 4, 
also e. B. ails der Zalilenfulge O ,  1 , 2 ,  3 wahlen. W i r  f i u  d e n ,  d a s  s 
e s  96 v e r s c h i e d e n e  S u b s t i t u t i o n e n  g i e b t ,  u n d  a w a r  48 m i t  
a6 - p y  - + 1 mod 4 ,  d i e  w i r  k u r z  positive Sub5litutiorzen, u n d  4 8  m i t  

a 6  -,!?y - 1 mod 4 ,  d i e  w i r  negatiao S~b5tit?~ti0nc?~ n e n n e n  w o l l e n .  

2. Gmppentheoret ische Behandlung d e r  Substitutionen. 

Da die Substitutionen nach einander auf einen 

Wendebertihrungspunkt a ~ g e w a n d t ,  dieselbe Urnnennung herbeiführen , wie 

die eimige Substitution / + ' Y '  + ' 1 mit (a 8 - (a, 8, - Pl y,) 
Y % + S Y ,  Y P , + J ~ ,  

als Determinarite, 80 haben wir zu merkeu den Satz: Zw e i  S u b  s t i  t u- 
t i o n e n ,  n a c h  e i n a n d e r  a n g e w a n d t ,  g e b e n  d a s s e l b e  R e s u l t a t ,  
w i e  e i n e  e i n z i g e  d r i t t e ,  d e r e n  D e t e r m i n a n t c  d e s  i n  b e s t i m m -  
t e r  Woive  g e b i l d c t e P r o d u c t  ( V c r b i n d u n g  d e r  Z c i l c n  d e r  c r s t e n  
D e t e r m i n a n t e  m i t  d e n  C o l o n n e n  d e r  z w e i t e n )  d e r  D e t e r m i n a n -  
t e n  d e r  E i n z e l s u b s t i t n t i o n e n  i s t .  W i r  e r k e n n e n  a l s o ,  d a s s  die 
96 Substitutioîzen eine geschlossene Grzqpe von Operationen bilden, u n d  
d i e s e  i s t  e s ,  d i e  w i r  i m  F o l g e n d e n  n a h e r  i n s  A u g e  z u  f a s s e n  
h a b e n .  Wir  beschranken uns dabei oft auf blosse Angabe der Resultate, 
weil ja  alle diese Ueberlegungen keine principiellen Schwierigkeiten bieten. 

Erzeugende SuOstitutionen. Es ist bekannt, dass sich alle Substitu- 
tionen der Determinante + 1 bilden lassen durch Wiederholnngen und Ver- 
bindungen von nur zweien: 

Alle negativen Substitutionen entstehen durch Combination einer ein- 
zigen unter ihnen mit allen positiven. Ein System dreier erzeugender Sub- 
stitutionen erhalten wir also, wenn wir zu den beiden oben genannten noch 
eine beliebige negstive Substitution hinzunehmen. Wir  werden dazu am 
besten eine solche akihlen, deren eine Potena, mit einer jener beiden posi- 

tiven combinirt, die andere ergiebt. Eine solche ist 1 1 ,  denn ihr Qua- 
1 1 2  

1 0 1  0 - 1 1 .  O - 1  
drat  - 1 3 1 m i t l l  O~ in der Reihenfolge 11 0 1 . 1 - 1 3 1  combinirt, 

O 1 

giebt 1 : 1. 
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Hiernach haben mir also das Resultat, d a s s  s i c h  a l l e  96 S u b  - 
s t i t u t i o n e n  a u s  S y s t e m e n  v o n  n u r  z w e i  e r z e u g e n d e n  a b l e i t e n  

Pcriodicitiit. Bezei~hnen a i r  durch (lu eine Igerade Zahl, so k6n- 
ungerade 

nen wir die Substitutionen nach ihrer Pcriodicitët in  dio folgende Tabclle 
ordnen; unter den 48 Substitutionen der Determinante + 1 befinden sich: 

1. eine Substitution der Gestalt 1 0 1 1 und der Periode 1 ,  

2. siebcn Substitutionen der Gestalt 2 I 

3. je vier j !  7 l  7 l  1 1 , 17 ., 3 und 6 ,  

4 I l  I l  I l  I I  79 lu:,l 31 I l  1 .  3 ,. 6 ,  

5. aüht 1 1  I ?  11 ' g i  1 !Y 7,  I I  4 ,  
Un 5'2 

6. Ml 91 
I I  I l  I l  I l  / U î u 3  7 7  17  4 9  

7. ,, 7 7 I l  17 1 1 7 Pl 7 4;  

unter den 48 Substitutionen negativer Determinante befinden sich: 

8. acht Substitutionen der Gestalt 1 i: U: 1 und der Periode 2 ,  

9. ,, l  , 1  l  I l  

Io. 1 ,  11 I l  I l  

11. je vier 9 I I I  I I  

12. , ,  , ,  3 I  I I  I  > 

13. ,, 7 ,  1 I  17  I I  

Gleichberechtigung. Die Schaaren gleichberechtigter Substitutionen 
lassen sich leicht aufstellen mit Hilfe der folgenden Satze, die leicht zu 
beweisen sind: 

1. G l e i c h b e r e c h t i g t e  O p e r a t i o n e n  h a b e n  d i e s e l b e  P e r i o d e .  
2. G l e i c h b e r e c h t i g t e  S u b s t i t u t i o n e n  u n v e r e r  G r u p p e  h a -  

b e n  mod4 c o n g r u e n t e  D e t e r m i n a n t e n .  
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3. 1 s t  S= u n d  a d - p y =  +' rnod4, s o  i s t  d i e  S u b -  
1-11 

s t i t u t i o n ,  w e l c h e  S z u r  I d e n t i t a t  e r g a n z t ,  

4. T r a n s f o r m i r e u  w i r  T= A B et'j 1 T Al 
d u r c h  S= 1 y ( z u  T I =  A 1, I C  D I  

b i l d e n  w i r  a l s o  
S Y'S-'= T', . 

s o  i s t :  
A = i - [ A a d -  B u y f r p 8 -  A p y ] ,  
B = k [ - A c r f l + B u s - r f i n + A u f l ] ,  
C=+  [ A y d -  B y 2 + r 8 2 - A y 6 ] ,  
D = f [ - A p y + B u y - r p S + A a 6 ] ,  

wobei vor den Klarnmern die + Zeichen alle zu einander und zum Falle 
CY 6  - /ly I + 1 ,  und ebenso die - Zeichen alle zu einander und zum Falle 
a 6  - ,6y r - 1 mod 4 gehoren. Daraus erkennen wir ohne Weiteres 

d. h.: I n  g l e i c h b e r e c h t i g t e n  S u b s t i t u t i o n e n  s i n d  d i e  S u m m e n  
d e s  e r s t e n  u n d  l e t z t e n  C o e f f i c i e n t e n  e i n a n d e r  c o n g r u e n t  m o d 4 .  

Wir  zahlen hiernach alle Substitutionen unserer Gruppe nach ihrer 
Gleichberechtigung geordnet auf ,  u m  in der Folge eine Uebersicht über sie 
immer vor Augen zu haben. 

Unter den 48 Substitutionen positiver Determinante giebt es: 
j e  e i n e  m i t  k e i n e r  a n d e r e n  g l e i ç h b e r e c h t i g t e  S u b s t i t u t i o n  d e r  
P e r i o d e  1 u n d  2:  

z w e i  S c h a a r e n  v o n  j e  d r e i  g l e i c h b e r e c h t i g t e n  S u b s t i t u t i o n e n  
d e r  P e r i o d e  2: 

z w e i  S c h a a r e n  v o n  je  z w 6 l f  g l e i c h b e r e c h t i g t e n  S u b s  
d e r  P e r i o d e  4: 

t i t u t i o n e n  
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e i n e  S c h a a r  
P e r i o d e  3 :  

v o n  a c h t  g l e i c h b e r e c h t i g t e n  S u b s t i t u t i o n e n  d e r  

e i n e  S c h a a r  v o n  a c h t  g 1 e i c h b e r e c h t ) i g t e n  S u b s t i t u t i o n e n  d e r  
P e r i o d e  6:  

Untcr dcn 48 Suhstifutioncn ncga,tivcr Uetcrmimnte giebt es : 
e i n  P a a r  g l e i c h b e r e c h t i g t e r  S u b s t i t u t i o n e n  d e r  P e r i o d e  2 :  

e i n e  S c h a a r  v o n  s e c h s  g l e i c h b c r c c h t i g t c n  S u b s t i t u t i o n e n  d e r  
P e r i o d e  2:  

e i n e  S c h a a r  v o n  z w 6 l f  g l e i c h b e r e c h t i g t e n  S u b s t i t u t i o n e n  d e r  
P e r i o d e  2:  

e i n e  S c h a o r  v o n  z w 6 l f  g l e i c h b e r e c h t i g t e n  S u b s t i t u t i o n e n  de:r 
P e r i o d e  4 :  

xwei  S c h a a r e n  v o n  j e  a c h t  g l e i c h b e r e c h t i g t e n  S u b s t i t u t i o n e n  
d e r  P e r i o d e  6 :  
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14 Die 16 Wendeberührungspunkte etc. 

A u s g e z e i c h n e t e  U n t e r g r u p p e n .  

Wir bilden die ausgezeichneten Untergruppen wieder in  der Weise, dass 
wir zu den Schaaren gleichberechtigter Substitutionen alle ihre Com- 
binationen und Wiederholungen hinzunehmen und erhalten so das in der 
folgenden Tabelle angegebene System. Darin sind die Schaaren gleich- 
bcrechtigter Substitutionen, au5 denen die einzelnen ausgezeichneten Unter- 
gruppen entspringeir, nur durch ihre Numiner in der obigen TJebersicht 
bezeichnet : 

Aus 1) entspringt nur die Identitiit als ausgezeichnete Unter- 

aus 2) entspringt eine ausgezeichnete Untergruppe der Ordnung 2, 
3'0 

enthaltend 1 O 1 und 1 : 1 ;  
aus 3) entspringt eine ausgezeichnete Cntergruppe der Ordnung 4, 
enthaltend die drei doi t  genannten positiven Sub~titutionen der 
Periode 2 und die Identitat;  

aus 4) entspringt eine ausgezeichnete Untergruppe der Ordnung 8, 
enthaltend alle positiven Substitntioncn der Perioden 2 und 1 ;  

aus 5) und 6) entspringt eine ausgezeichnete Untergruppe der Ord- 
nung 48, enthaltend alle positiven Substitutionen; 

aus 7) entspringt cine ausgezeiehnete Untergruppe der Ordnung 12, 
enthaltend alle positiven Substitutionen der Periode 3 und die 
unter c) genannte ausgezeichnete Untergruppe; 

aus 8) entspringt eine ausgezeichnete Untergruppe der Ordnung 24, 
enthaltend alle positiien Substitutionen der Perioden 6 ,  3 ,  2 ,  1 ; 

aus 9) entspringt eine ausgezeichnete Unter;ruppe der Ordnung 4, 
enthaltend die dort genannten beiden negativen Substitutionen der 
Periode 2 und die unter b) genannte ausgezeichnete Untergruppe; 

aus 10) entspringt eine ausgezeichnete Untergruppe der Ordnung 16, 
enthaltend alle positiven und negativen Substitutionen der Gestalt 

aus 11) und 12) entspringt eine ausgezeichnete Untergruppe der 
Ordnung 48, enthaltend auszer den 24 negativen Substitutionen 
dieser Nummern noch die unter g)  genannte ausgezeichnete Untcr 

gruppe ; 
aus 13) und 14) entspringt eine ausgezeichnete Untcrgruppe der 
Ordnung 48, enthaltend alle positiven und negativen Substitutionen 
der Perioden 3 und 6 und die unter i) genannte ausgezeichnete 
Untergruppe. 
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Die Gliederung des ganzen Sgstems der ausgezeiehneten Untergruppen 
wird durch das in Fig. 2 gegobone Schema deut,lich, in  welchem jede solche 
Untergruppe durch ihre Ordnungszahl und durch ihre Signatur in der obigen 
Tabclle bezeichnet ist. 

5 4. Ziisammengesetzte Operationen. 
1. Einführung derselben. 

Nach dern Bisherigen kommen wir naturgemiiss zu der Aufgabe, a l l e  
T r a n s f o r m a t i o n e n  m i t  a l l e u  S u b s t i t u t i o n e n  z u  v e r b i n d e n .  Wir  
werden, wenn wir dies thun,  e i n e  G r u p p e  z u s a m m e n g e s e t z t e r  O p e -  
r s t i O n e n erhalten , welche die verschicdcnsten Umncnnungen der Wcnde- 
beriihrungspunkte bewirken, aber immer unter der Besehrankung - welcher 
die zu combinirenden Operationen einzeln genügen -, dass vier Punkte in 
einer Ebene wieder die Benennungen von vier ebenso gelegenen Punkten 
erhalten , oder nach unserer früheren Terminologie : d a s  s a u c h d i e  E b e - 
n e n  d u r c h  v i e r  j e n e r  P u n k t e  i h r e  B e n e n n u n g e n  u n t e r  e i n a n d e r  
v e r t a u s c h e n .  

Die Combination jeder Transformation T mit jeder Substitution S kann 
in zwci Rcihcnfolgen gescbehen : 

ST und TS. 
Wir behaupten zunaehst, d a s s  d a s  R e s u l t a t  j e d e r  C o m b i n a t i o n  

TS, a l s o  d i e  U m n e n n u n g  d e r  16 P u n k t e ,  a u c h  e r r e i c h t  w e r d e n  
k a n n  d u r c h  e i n e  C o m b i n a t i o n  S T ' ,  so dass wir alle zusammengesetz- 
ten Operationen erhalten, wenn wir niir diese Combinationen in der Auf- 

einandorfolge S T machen. 1st namlich S = und T die Transforma- 

W W 
tion v'= -t v + a + b mod 2 W ,  2 w', so bewirkt TS,  dass ein Wende- 

berührungspunkt (r, s) darnach die Benennung 

[ ( + r + a ) a + ( +  s + b ) y l ,  [ ( + T + ~ ) P + ( + ~ + ~ ) S I  
odcr 

Nt . ~ ' s ~ ) + ( a f f - t b ~ ) l ,  [ ( + r B + s 6 ) + ( a P + b s ) l  
erhslt. Dasaelhe Resultat führt  aber auch ST' herhei, wenn T' die Trans- 

W 03 
formation ?;'G + v + (a a + b y )  - + (ap + b 6) - mod 2 w, 2 w' bedeutet. Es 

2 2 
IZsst sich natürlich ebenso das Umgekehrte beweisen, dass jedes ST' durch 
ein TS ersetzbar ist. Hierbei ist  T immer eine positive TransformaFion, 
wenn T' eine solche is t ,  und umgekehrt. 

m i r  s e b z e n  n u n  e i n  f i i r  a l l e m a l  f e s t ,  d a s s  w i r  d i e s e  C o m -  
b i n a t i o n e n ,  d e r e n  Z a h l  9 6 . 3 2  i s t ,  i m m e r  i n  d e r  A u f e i n a n d e r -  
f o l g e  ST a u s f ü h r e n  w o l l e n .  S i e  s i n d  z u  P a a r e n  i d e n t i s c h ,  wie 
wir im Folgenden sogleich zu erweisen haben. Das Resulht  der Combina- 
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16 Die 16 Wendebertihrungspunkte etc. 
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Co w tion S T, wo S= ' a ' und T die Transformation V'G + v + a - -l- b 
I Y  8 2 2 

mod2 w, 2 0' bedeutet, wird auch erreicht durch die Combination S' T', 

wenn S = und TT  die Transformation ist:  

Beide bewirken, dass ein Wenaeberührungspunkt seine ursprüngliche Be 
nennung (r, s) vertauscht mit 

( ~ . a + s y + a ) ,  ( r B + s J + b ) .  
Dies lehrt uns, d a s s  w i r  a l l c  C o m b i n a t i o n e n  e r l a n g e n ,  w e n n  w i r  
n u r  a l l e  16 p o s i t i v e n  T r a n s f o r m a t i o n e n  T m i t  a l l e n  S u b s t i t u -  
t i o n e n  S i n  dei.  R e i h e n f o l g e  ST v e r b i n d e n .  &ss d i ~ e  96.16 
zzrsanzmengesetztm Operationen. dan% cine geschlosscw Gruppe liilden, 
ist  erwiesen, sobald wir gezeigt haben: 

1. dass nie mehr zwei dieser zusammengesetzteu Operationen E T  und 
' identisch sind, und 

2. dass zwei dieser Combinationen hinter einander angewandt dasselbe , 

Resultat crgeben, wie einc einzige dritte. 
Beide Punkte erledigen sich durch ganz einfache Rechniingen. 

a' a' /3' ' 1. Seien S und S' resp. die  Substitutionen 1 y d  1 und 1 y' 6' Und 
W 0. W 

und T' resp. die Transformationen v ' r  + a + a - + b und v ' ~ +  v + a' - 
2 2 2 

+ 6' wod 2 ui, 2 w', so erhalt der Punkt  (r, s) durch ST  und S'T' resp. 

die neuen Benennungen 

( r < u + s y + a ,  r B + s B + b )  und (r<ul+sy'+a', r /3 '+sd'+bT).  

Damit beide für jedes beliebige (r,  s) identisch seien, ist xunBchsterfor- 
derlich a = a r ,  P - f ,  y=;, d ~ d '  l l~od4 ,  
und mit Hilfe davon auch 

a-a ' ,  b ~ b '  mod4,  

d. h. dazu ist erforderlieh, dass S und S' einerseits, T und T' andererseits 
identisch sind. 

2. Unterwerfen wir den Punkt (r, s) nach einander den Operationen 
ST und S'T', so erhiilt er die Benennung: 

1 [ r ( u  a'+ P y') + s(y n'+ 8  y') + a a'+ 2i y'+ a']', 
[ d u  P'+ B 6') + (Y B'+ 8 6 ' )  + a B'+ t) dr+ b'] I , 

welche er auch erhalt durch Anwendung von S"T", wo 

sw= / " ~ ' + P Y '  uP'+BS 1 
y a P + B Y '  y/3'+66' 

und T" die Transformation 
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W 
v r r  v + (a NI+ b y,+ a') w+ (a /Y+ b a'+ br) - - tnod 2 0 ,  2 W' 

2 2 
bedeutet. 

Wir bernerken dabei noch den wichtigen Umstand, d a s s  d i e  S u b -  
s t i t u t i o n  S", w e l c h e  iii d i e  r e s u l t i r e n d e  O p e r a t i o n  e i n g e h t ,  
d a s  P r o d u c t  S.S1 d e r  S u b s t i t u t i o n e n  i s t ,  w e l c h e  i n  d e n  b e i d e n  
n a c h  e i n a n d e r  a n g e w a n d t e n  O p c r a t i o n e n  e n t h a l t c n  s i n d .  

Man wird diese zusammengesetzten Operationen zweckm&ssig so bezeich- 
neu, wie es uns die obige Rechnung an die Hand giebt, niimlich als Upe- 
rationen zur Umwandlung der Benennung eines allgemeinen Wendebertihrungs- 
punktes, also in der Porm: 

r ' z r n  + s y +  a 
m o d 4 ,  

s ' = Y , ~ + s ~ +  b 

und sich dazu  ruerken: 
, , E i n e r n  P u n k t e  ( ~ , s )  d i e  B e n e n n u n g  (Y', s') b e i l e g e n ,  h e i s v t  

n a c h c  

u n d  d 

n a n d e r  d i e  w - S u b s t i t u t i o n :  

e p o s i t i v e  T r a n s f o r m a t i o n :  

2. Erzeugende Operationen. 

Es ist für die Folge wichtig, die geringste Anzahl von Operationen 
keunen zu lcrnen, aus welchen wir durch Wiederholung und Verbindung 
alle Operationen der Gesamintgruppe ableit,en konnen. Wir haben bereits 
gesehen, dass wir alle Substitutionen und alle 16 positiven Transformatio- 
nen aus je nur  zweien von ihnen zusammensetzen konnen, und zwar die 

W G J  
Transformationen aus v ' r  + v + a - + b - mod2 o , 2 0' , wo : 

2 2 

(a ,  b )  = (0, 1) und (1, 0). 
Wir erhalten also ohne Weiteres ein System von vier erzeugenden Opers- 
tionen ftir unsere Gesttmmtgruppe. 

Dass hierbei noch eine Ersparniss moglich is t ,  lehrt die im Folgenden 
zu erhsrtende Thatsache, dass man eine von jenen beiden Transformationen 
aus der andcrn mit Hilfe der Substitutionen erzeugcn kimn. 

Gegeben sei ein Wendeberühriingspunkt mit der Beneniiiing (r, s); wir 
wenden auf ihn an: 

S .  2'. S-', 

nobei S = y 1 und T die Transformation mit ( b = O ,  1 )  wkhrend, 

wenn wir z. B. or 6 - y r f 1 mod 4 voraussetzen , 8-1 = 

Zeitschrift f.  Mathematik n. Phyaik XXVIKI, 1 .  2 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



18 Die 16 Wendebertihrungspunkte etc. 
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bekannt. Wir  erhalten, wie wir sus Prüherem nun genugsam ~ i s s e n ,  das- 

W W' 
selbe Resultat, als hlitten wir nur die Transformation v'-v - y  5 i - a ~  

mod 2 w , 2 w' gcmacht. Wir werden jetzt für  S oine Substitution wahlen, 
ftir welche - y  r 1 ,  ol I O mod4 is t ,  und erhalten dann für ~ T 8 - l  das- 
selbe Resultat, wie fiir die Transformation mit ( a ,  b) = (1, 0). Hiernach 
erkennen wir die Richtigkeit des h'atzes: A l 1  e 96.16 = 2" 3 O p e  r a t i o  - 
n e n  d e r  G e s a m m t g r u p p e  l a s s e n  s i c h  a u s  n u r  d r e i  E r z e u g e n d e n  

a b l e i t e n ,  z. B. a u s  d e n  S u b s t i t u t i o n e n  1 ,  1 :  21 u n d  d c r  

O 
T r ' a : n s f o r m t b t i o n  v P ~ v + - -  mod2w, 2w'. 

2 

3. D a s  Sys tem d e r  ausgezeichneten Untergruppen.  

Das in der Ueberschrift genannte System ist zur Kenntniss unserer 
Gesammtgruppe der Ordnung 96.16 = 29. 3 vor allen Dingen nothig, und 
insbesondere gebrauchen wir es bei den spateren geometrischen Folgerungen. 
W i r  werden zur Aufstellung desselben nicht den bisher schon zweimal ein- 
geschlagenen Weg verfolgen, sondern wir werden Nutzen ziehen aus dem 
Umstande, dass wir für die beiden zu combinirenden Gruppen die Systeme 
der ausgezeichneten Untergruppen bereits kennen. 

Zunachst beweisen wir leicht, d a s s  s i c h  d u r c h  C o m b i n a t i o n  d e r  
a u s g e z e i c h n e t e n  U n t e r g r u p p e n  d e r  S u b s t i t u t i o n s g r u p p e  m i t  
a l l e n  16 p o s i t i v e n  T r a n s f o r m a t i o n e n  e b e n s o l c h e  U n t e r g r u p -  
p e n  d e r  G e s a m m t g r u p p e  e r g e b e n .  Seien namlich 

si Ti 
die Opcrationen einer so entstandcnen Gruppe, so werden sic: 1. mit allen 
Operatmionen dcr Gcsammtgruppe transformirt und 2. mit einander miiltipli- 
cirt  immer wieder auf ebensolche zuriickftihren. - Die Behauptung 1 be- 
weist sich dadurch, dass wir jedes solche Transformationsproduct 

ST.SiTi .  TA 'S - '  
umwandeln konuen zu 

SS,S- ' .  T* 
mit Hilfc des Satzcs, dass wir jedes Product T'S' auch schreiben konnen 
als S'T" und umgekehrt. An der Gestalt 

SSiS-1 .Tt 
erkenncn wir aber, dass CS zur Gruppe der Si Ti gehtirt. - Die Bchaup- 
tung  2 erweist sich als richtig, weil 

Si Ti. S'i T'i = Si S'i . T V ,  
nach demselben Satze. 

Darnach wird zu untersuchen sein, o b  d i e  a u s g e z e i c h n e t e n  U n t e r -  
g r u p p e n  i n n e r h a l b  d e r  16 p o s i t i v e n  T r a n s f o r m a t i o n e n ,  v e r -  
b u n d c n  m i t  e b e n s o l c h e n  U n t e r g r u p p e n  d e r  S u b s t i t u t i o n s -  
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g r u p p e ,  n e u e  a u s g e z e i c h n e t e  U n t e r g r u p p e n  d e r  G e s a m m t -  
g r u p p e  e r g e  ben.  Seien jetzt mit Si und I: resp. die Operationen der 
so verbundenen Untergruppen bezeichnet, so werden durch 

ST.S iTi .T- 'S- '  und SiTi .S f i  !i"'i 

nach dem Satze aus Nr. 1 dieses Paragraphen sicher nicbt solche Operationen 
der Gesammtgruppe erzeugt, welche n e u e  S u  b s  t i t u  t i o  n e  n enthalten ; 
mohl aber k6nnen solche mit n e u e n  T r a n s f o r m a t i o n e n  entstehen, und 
es wird sich ereignen, dass wir auf eine schon o b ~ n  genannte ausgezeichnete 
Untergruppe , die durch Combination a l  1 e r 16 positiven Transformationen 
mit der ausgezeichneten Substitntionsuntergruppe entstanden war, znrück- 
verfallen. Diese Fragen losen sich durch folgende Satze, die wir durch 
einfache Bechnungen bewiesen haben: 

1. Wenn in 
ST.S i  T i .  T - ' S - ' =  S&S-1 .T* 

ftir T, eine positive Transformation der Periode 4 eingesetzt wird und SI' 
durchlkft alle Operationen der Gesammtgrnppe, so treten als T* alle 16 
positiven Transformationen auf ,  aus welcher speciellen Untergruppe auch 
Si gewahlt sei. D a m i t  i s t  a b e r  b e w i e s e n ,  d a s s  d u r c h  C o m b i n a -  
t i o n  i r g e n d  e i n e r  a u s g e z e i c h n e t e n  U n t e r g r u p p e  d e r  16 p o s i -  
t i v e n  T r a n s f o r m a t i o n e n ,  w e l c h e  e i n e  s o l c h e  T r a n s f o r m a t i o n  
d e r  P c r i o d c - 4  b e s i t z t ,  m i t  a l l e n  a u s g e z e i c h n e t e n  S u b s t i t u -  
t i o n s u n t e r g r u p p e n  k e i n e  n e u e  U n t e r g r u p p e  u n s e r e r  G e s a m m t -  
g r u p p e  e n t s t e h t .  

2. Wenn in 
S1'.SiTi.  T- '8 - '=SSiS- ' .T*  

für Ti eine positive Transformation der Periode 2 eingesetzt wird, für  Sr 

aber irgend eine Substitution, welche nicht die Gestalt U1 91 / bat ,  ao 
g9 UP - - 

wird bei wechselndem ST  clas ï'* wieder alle 16 positiven Transformationen 
durchlaufcn; d a d u r c h  i s t  w i e d c r  b e w i e s e n ,  d a s s  d i e  C o m b i n a -  
t i o n e n  a l l e r  U n t e r g r u p p e n  d e r  16 T r a n s f o r m a t i o n e n  m i t  d e n -  
j e n i g e n  a u s g e z e i c h n e t e n  S u b s t i t u t i o n s u n t e i g r u p p e n ,  w e l c h e  
e i n e  S u b s t i t u t i o n  v o n  e i n e r  a n d e r n ,  a l s  d e r  o b e n g e n a n n t e n  G e -  
s t a l t  b e s i t z e n ,  n i c h t  z u  a u s g e z e i c h n e t e n  U n t e r g r a p e n  f i i h r e n ,  
d i e  n i c h t  s c h o n  g e n a n n t  w i i r e n .  

3. Wenn aber für IT; eine der drei positiven Transformationen v ' z  v 
W W  

+ a  - + b - mod 2 w, 2 0' der Periode 2 eingesetzt wird , für welche ( a ,  b )  
2 2 

= ( 0 ,  2), (2 ,  O ) ,  ( 2 ,  2) ,  und ftir Si nur Substitutionen der Gestalt U1 " 
lgs u*i. 

so wird T* zu allen jenen drei Transformationen und ziir Identitat, aber 
zu keiner andern. Nehmen wir hinzu, dass unter diesen Festsetzungen 
auch iu 

8 * 
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Si T( . Sri T', = Si S', . 
sich nur innerhalb der ausgezeichneten ~ r a n s f & n a t i o n s u n t e ~ r u ~ ~ e  mit 

( a ,  b) = (0, O), (0 ,2 ) ,  ( 2 , 0 ) ,  (2 ,  '4 
bewegt, so erkennen wir: 

A l l e  i i b e r h a u p t  n o c h  n i e h t  g e n a n n t e n  a u s g e z e i c h n e t e n  
U n t e r g r u p p e n  i n  u n s e r e r  G e s a m m t g r u p p e  d e r  O r d n u n g  S 9 . 3  
e n t s t e h e n  d u r c h  C o m b i n a t i o n e n  d e r  a u s g e z e i c h n e t e n  T r a n s f o r -  
m l a t i o n s u n t e r g r u p p c  (a, b ) =  (0, O), ( 0 , 2 ) ,  (2 ,  O ) ,  ( 2 ,  2) m i t  d e n j e n i -  
g e n  a u s g e z e i c h n e t e n  S u b s t i t u t i o n s u n t e r g r u p p e n ,  w e l c h e  n i i r  

S u b s t i t u t i o n e n  d e r  G e s t a l t  1 e n t h a l t e n .  

Das Schema ftir alle ausgezeichneten Untergruppen unserer Gesemnt- 
gruppe entsteht also aus demjenigen für die-Gruppe der Substitutionen, 
wenn wir die dort langeschriebenen Ordnuiigszahlen der Gruppen alle noch 
mit 16 multipliciren und ausserdcm von allen Gruppen, soweit sie nur 

Substitutionen der Gestalt 12 * 1 enthaiten (d. h. von der Gruppe der 

Ordnung 16 abwiirts), überall noçh eine Gruppe von der vierfachen Ord- 
nung abspalten; wir erhalten also das Schema Fig. 3, in welchem wir die neu 
abgespalteten Untergruppen durch Doppclstriche mdcuten. 

Xc~~lzcssOe~zerku~zy. Alle unsere Operationen vertauschen die Benen- 
niingen der Wcndcberülirungspunkte so , dess je vier derselhcn, die z11 
Punkten einer Ebene gehoren, immer wieder auf vier ebenso gelegene 
Punkte fallen. - Wir  sind auf diese Operationen durch die Theorie der 
elliptischen Functionen gefùhrt worden, und wir haben noch keine Antwort 
auf die sich von selbst aufdr~ngcndc Frage, o b  d e n n  d i e  b e h a n d e l t e n  
O p e r a t i o n e n  a l l e  M o g l i c h k e i t e n  s o l e h e r  U m n e n n u n g e n  e r -  
s e  h 6 p f  e n .  Den Bcweis, dass dies in  der Thet der Fa11 is t ,  der dann die 
ganze Ueberlegung zu einer abgeschlossenen machen soll, müssen wir bis 
5 2 des niichrten Capitels verschieben, weil wir d a m  mehrerer noeh aussen- 
stehender geometriseher Satze bedürfen. 

Zweites Capitel. 

Cieometrische Folgerungen. 
Einleitmg. Der nun folgende Theil erstrebt ann%chst rein geometrische 

Resultate: e r  soll die Zahl und Natur der Wendeebenen und Wendetetraeder 
klar legen. In zweiter Linie sol1 darin entwickelt werden, in  welche Grup- 

pen sich diese Ebenen und Tetraeder gegenüber den von uns betrachteten 
Operationen ordnen , und wir werden durch Beantwortung dieser an sich 
berechtigten Frage zugleich den letzten Theil vorbereiten, der sich gerade 
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darüuf stützt,  dass n i r  die Benennungen aller dieser Ebenen aus denen 
einiger wenigcr unter ihnen ablciten konncn. 

9 1. Die Ebeneii durch vier Punkte. 
W W  

Die 16  Wendeberühruugspunkte tragen Argumente r -- + s- , wo r 
2 2 

und s ganzc Zahlen sind, die wir mod4 immer auf Zahlen zwischen O.und 
3 incl. rednciren konnen. Das A bel 'sche Theorem sagte uns, dass die 
vier Argumente von Schnittpunkten der Curve mit einer Ebene die Relation 
befriedigen : v , + ~ ~ + v ~ + ? j ~ ~ O  rnod2r0,  2m'. 

Die Anwenrlung nun dieses allgemeinen Sat,zes auf die Wendeberiihrungs- 
pniikte lehrt Lins ohne Weiteres den für uns wichtigen Sab : E i n e E b e n e  , 
w e l c h e  d i e  C u r v e  i n  d r e i  W e n d e b e r ü h r u n g s p u n k t e n  s c h n e i d e t ,  
t r i f f t  s i e  n o t h w e n d i g  n o c h  i n  e i n e m  v i e r t e n ,  - cinen Satz, der 
mit dieser einfachen Hegründung enthalten ist in der genannten Abhand- 
lung des Herrn H a r n a c k  (Mathem. Annalen, Bd. XII  S. 64), der sich in 
cincr geometrischen Arbeit des Herrn R c y  e (Annali di Matematics, Ser. I I ,  
T. TI S. 222) angegoben findet, und der übrigens implicite in der C l  e b s c h - 
schen Arbeit in Bd. 63 des C r e l l e ' s c h e n  Journals liegt,  wenn er anch 
dort nicht ausgesprochen ist. 

Wir lassen die einfach und doppelt berührenden Wendeebenen aus der 
Betrachtung fort und richteri unsere Aufrrierksamkeit nur auf die, w e l c h e  
d i e  C u r v e  i n  v i e r  g e t r e n n t e n  P u n k t e n  s c h n e i d e n ;  d e r e n  g i e b t  
e s ,  w i e  H e r r  H a r n a c k  a. a. 0. a b l e i t e t ,  116. Sie zerfallen sofort in 
drei durch gcomctrisehe Eigenschaftcn vcrçchicdene Gruppcn. 

E i n e  e r s t e  G r n p p e  e n t h a , l t  d i e  v i e r  E b e n e n  d e s  g e m e i n -  
s a m e n  P o l a r t e t r a e d e r s  d e r  s i c h  i n  d e r  C u r v e  d u r c h d r i n g e n -  
d e n  F l i i c h e n  z w e i t e r o r d n u n g  (vergl. Cap . I§  1) .  Dieselbeu sind bei 
unserer Darstellung der Curve dadurch ausgezeichnet, dass die Argumente 
je zweier der darin gelegenen Wendeberüliru~igspunkte sich um halbe Pe- 
rioden unterscheiden (vergl. die frühere Tabelle). 

Ein bekannter Satz lehrt ,  d s s s  d i e  E c k e n  d e s  P o l a r t e t r a e d e r s  
d i e  S p i t z e n  d e r  v i e r  d u r c h  d i e  C u r v e  g e h e n d e n  K e g e l  z w e i t e r  
O r d n u n g  s i n  d;  es rnüssm darum in jeder Ebene dieses Tetraerlers je 
zwei Wendeberührungspunkte ihre Verbindungslinie durch eine Ecke schicken, 
s o  d a s s  d i e  d r e i  E c k e n j e d e r  T e t r a e d e r e b e n e  d i e  1 ) u r c h s c h n i t t s -  
p u n k t e  g e g e n i i b e r l i e g e n d e r  S e i t e n  d e s  d u r c h  d i e  W e n d e b e r ü h -  
r u n g s p u n k t ë  b e s t i m m t e n  v o l l s t a n d i g e n  V i e r e c k s  s i n d .  J e  zwei 
solcher Verbindungslinien, die durch dieselbe Ecke und in verschiedenen 
Ebenen des Polartetraeders verlaufen, bestimmen eiiie neue Ebene durch 
vier Wendeberührungspunkte; da durch jede Ecke sechs solcher Geraden 

6 . 4  
gehen, so ist die Zahl dieser Ebeneu durch jede Ecke - - = 12 und e s  

1.2 
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g i e b t  a l s o  48 E b c n e n ,  w e l c h e  m i t  j e  z w c i e n  d e r  P o l a r t e t r a e d e r -  
e b e n e n  j e  z w e i  d e r  d a r i n  l i e g e n d e n  W e i l d e h e r ü h r u n g s p u n k t o  
g e m e i n  h a b e n  u n d  d n r c h  d i e  P o l a r t e t r a e d e r e c k e n  v e r l a u f e n .  

W i r  sehen aus der charakteristischcn Lage der vier Punkte in einer Polar- 
tetraederebene zugleich, dass es keine Ebene geben kann,  welche mit einer 
dieser Tetraederebenen zwei und mit zwei anderen je einen der 16 Punkte 
gemein hat. Es kann also tiberhaupt nur  noch solche Ebenen der genann- 
ten A r t  geben, welche mit jeder Polartetracdercbene einen der 16 Punkte 
gemein haben. Die Zahl derselben bestimmt sich als 4 . 4 . 4  = 64 leicht 
dadurch, dass wir nach unserem obigen Satze zur Festlegiing einer solchen 
Ebene aus dreien der Tetraederebenen je einen der Punkte beliebig wahlen 
konnen. . 

Restcltat. E s  g i e b t  6 4  E b e n e n ,  w e l c h e  a u s  j e d e r  P o l a r t e t r a -  
e d e r e b e n e  e i n e n  W e n d e b e r ü h r u n g s p u n k t  b e s i t z e n .  

Cont~ole. 4 + 48 + 64 = 11 6. 

9 2. Nnchtrag des a m  Schlusse des ersten Capitels (S. 21) 
aufgeschobenen Beweises. 

E s  g i l t  n a c h t r a g l i c h  z u  b e w e i s e n ,  d a s s  e s ,  n a c h d e m  e i n -  
m a l  d i e  16 P u n k t e  m i t  d e n  A r g u m e n t e n  i n  d e r  i m  e r s t e n  C a -  
p i t e l  a n g e g e b e n e n  W e i s e  b e l e g t  s i n d ,  n i c h t  m e h r ,  a l s  d i e  b e -  
h a n d e l t c n  96 .16  V c r t a u s c h u n g e n  d e r  B e n e n n u n g e n  u n t c r  d i e -  
s e n  P u n k t e n  g i e b t ,  w e n n  d a r a n  f e s t z u h a l t e n  i s t ,  d a s s  v i e r  
B e n e n n u n g e n ,  d i e  z u  d e n  P u n k t e n  e i n e r  E b e n e  g e h t i r t e n ,  a i e -  
d e r  v i e r  e b e n s o  g e l e g e n e n  P u n k t e n  z u f a l l e n  s o l l e n .  

Vor d e n  Dingen ist zu beweisen: 
W i r  d ü r f e n  v i e r  P u n k t e n  i n  e i n e r  P o l a r t e t r a e d e r e b e n s  

i m m e r  n u r  d i e  B e n e n n u n g e n  v o n  v i e r  e b e n s o l c h e n  P u n k t e n  
g e b e n .  

Ails der genannten Tabelle erkennen wir, dass die doppelten Argumente 
der vier Punkte einer solchen Ebene alle derselben Periodenhiilfte gleich 
sind, d a ~ s  diese Grossen aber für die vier Ebenen verschieden sind. Daraus 
fol& doch mit Rücksicht auf das Abel ' sche  Theorem: D u r c h  j e  z w e i  
W o n d e b e r ü h r u n g s p u n k t e  d e r s e l b e n  P o l a r t e t r a e d e r e b e n e  l i i s s t  
s i e h  e i n e  D o p p e l t a n g e n t i a l e b e n e  a n  d i e  C u r v e  l c g e n ,  n i e  a b e r  
w i r d  e i n e  s o l c h e  E b e n e  d u r c h  z w e i  W e n d e b e r ü h r u n g s p u n k t e  
g e h e n ,  d i e  v e r s c h i e d e n e n  P o l a r t e t r a e d e r e b e n e n  a i i g e h o r e n .  
Je zwei solche Punkte müssen also wieder die Benennungen von zwei in 
derselben Beziehung stehenden Punkten erhalten, und damit ist eben gesagt, 
dass die Polartetraederebenen ihre Benennungen nur unter einander ver- 
tauschen diirfen. 

W i r  wollen für  den Rest dieses Beweises uns einer kürzeren, geo- 
metrischen Sprechweise bedienctn. Wir  wollcn von Translocationen der 
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Punkte sprechen statt  von Vertauschungen ihrer Benennungen. Statt  also 
zu sagen: ,,Wir legen das Argument eines Punktes P ferncrhin dem Punkte 
P' beiii, sagen mir kurz: ,,Wir bringen den Punkt  P nach P ' i L ;  dem ent- 
sprechend werden wir auch kurz ,, Ebene ' ' statt  ,, Benennung der Ebene '' 
benutzen. Hiernach beginnen wir die Vertauschnngen der Punkte, indem 
wir immer den bekannten Ueschrhkungen genügen. Einen ersten beliebig 
herausgegriffenen Punkt  Pl konnen wir nach 16 Orten bringen; ist eines 
davon geschehen, ist er nach P', gebracht, so konnen wir einem zweiten 
Punkte, P, , dersclben Polartctraedcrebene nur noch drei willkürlicho Lagen, 
o. B. P',, darnach einem dritten, Py, n i ~ r  noch zwei willktirliehe Lagen 
geben, z. B. Pr3. Die Stelle, welche der vierte Punkt  P4 derselben Polar- 
tetraederebene darnach einzunehmen h a t ,  ist bestimmt, ntimlich Pr4. Dies 
sind bis jetzt 16 .3  . 2  willkürliche Umnennungen. 

Nun ist auch schon bestimmt, in  welche neuen Polartetraederebenen 
die drei weiteren alten übergehen miissen, wie aus dem Folgenden hervor- 
geht : 

In  der einen Polartetraederebene, deren Punkt,e wir schon translocirt 
haben, k6nnen wir die letzteren zu Paaren zusammenfassen. J e  zwei solche 
Paare, die ihre Verbindungslinien durch eine bestimmte Ecke schicken. 
liegen mit Punktepaaren von zwei weiteren Tetraederebenen au€ Ebenen 
der Schaar 4 8 ,  mit Punktepaaren der letzten Tetraederebene aber nicht, 
Dies muss nach der Umnennung auch der Fa11 sein, und dai;um ist nicht 
mehr zweifelhaft, in welche Polartetraederebenen wir die drei noch nicht 
tra,nslocirten überzufiihren haben. 

Wir  kbnnen also einem ersten der zwolf noch übrigen Piinkte, Q,, 
nur noch vier verschiedene Lagen anweisen, z. B. Q',. Darnach sind aber 
die Lagen der drei weiteren Punkte Q,, Q,, Q, derselben Polartetraeder- 
ebene fest bestimmt; l sg  niimlich z. B. Q, mit Q, und P,, P, in einer der 
48 Ebenen, so wird ihm der Punkt  g2 entsprechen, welcher mit Qp1, Y'1 ,  
P', in einer der 48 Ebenen licgt. 

So bringen uns die Translocationen der Punkte einer zweiten und dritten 
Polartetraederebene wieder je vier Villkürlichkeiten. Darnach ist aber schon 
darüber verfügt, wohin die vier Punkte der letztcn Tetraederebene zu bringen 
sind, wie wir aus der Natur der 64 Ebenen erkennen. W i r  h a b e n  a l s o  
i m  G a n z e n  

1 6 . 3 . 2 . 4 . 4 = 9 6 . 1 6 = 2 9 . 3  
w i l l k ü r l i c h e  V e r t a u s c h u n g e n  d e r  P u n k t e ,  d. h. i h r e r  B e n e n -  
n u n g e n ,  g e f u n d e n ,  u n d  d a s  i s t  g e n a u  d i e  A n z a h l  d e r  i m  e r s t e n  
C a p i t e l  b e h a n d e l t e n  O p e r a t i o n e n .  
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II. 

Da8 Princip der virtuellen Geschwindigkeiten und damit 
verwandte Satze der analytischen Mechanik. 

Von 

Prof. A. F. SUNDELL 
in Helsingfors. 

Die mehr bekannten Beweise des Princips von den virtuellen Ge- 
scbwindigkeiten setzen voraus, dass die gegebenen Verbindungen zwisclien 
den Angritfspunkten der Krafte  d w c h  aridere Verbindungen ersetat wer- 
d e n ,  welche dieselben Versütiiebuugen erlauben, und  dass statt  der un- 
bekanuten Verbindungskrafte andere Squiralente Krafte eingeführt werden, 
wobei die elastischen Eigenschaften der  neuen Verbindungen zur An- 
wendung Bornrnen. E s  scheint doch mehr mit dem Wesen der analyti- 
schen Mechanik übereinzustimrnen, wenn man da8 betreffende Princip au8 

iiur gegebenen Umstanden, d. h. aus der Bedinguog,  dass die Angriffs- 
punkte der Kriifte gewisseu geometrischeu Relationen genügen müssen, 
herleitet. Dies kaun geschehen, wie wir hier zeigen werden,  wenn man 
direct von der Regel für das Kraftepolygon ausgeht. Das berühmte 
Princip stellt sich in  dieser Weise als eine rein analytisclie Folge der 
gegebenen Urnstande dar. 

1. W i r  nehnien a n ,  dass gewisse Krafte Pl P2 . . . Pn, deren Angriffs- 
punkte gegebenen geometrischen Relationen genügen sollen, bei einer 
gewissen Configuration dieser Angriffspnnkte sich das Gleichgewicht hal- 
t e ~ ,  d. h. dass diese Punkte  durch die Wirkung der Krafte nicht in 
Bewegung gerathen, wenn sie in Ruhe aind. Die geometrischen Iiela- 
tionen sollen darin bestehen, dass die Coordinaten der Angriffspunkte 
xiy,  z , ,  a,y,z,, . . . x ,y ,  z, gegebene Gleichuugeu 

1 > f I = = O ,  f 2 = 0 ,  , . .  f , = 0  
erfüllen, wo f,, f 2 ,  .. . f i  Functionen der  3 n  Coordinaten sind und i 

kleiner als 3n ist. 
Wenn wir 3 n - i - 1 neue Gleichungen 

2, fi+i=Oi f i + 2 = O I  - . .  f 3 n - 1 = 0  
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aufstellen, welche die Coordinaten enthalten und nur  der Bedingung 
unterworfen s ind ,  dass ilinen die Coordinaten der  Gleichgewichtsconfigu- 
ration genügen,  so ist dndurch ein System von Curven definirt, auf 
welclien sich die Angriffspunkte aus der Gleichgewichtslagc cntfernen 
konnen. Durch Differentiation der Gleichnngen 1 )  und 2) nach einer 
Veranderlichen Ir bekommen wir folgende Gleichungen: 

Die Richtungen, in  welchen eich die Angriffspunkte aus der Gleicli- 
gewichtslage entfernen, wenn k geandert wird, gehen aus dieven Gleiçli-' 
ungen hervor, wenn man darin die Coordinaten der Gleichgewichtscon- 

d z  d y  d z  
figuration einsetzt. Die Componenten - - der Geschwindigkeiten 

d k '  dlc' dlr 
einer solchen Bewegung werden durch dieselben Gleichungen vollkommen 
bestirnmt, wenn man eine von diesen Componenten nach Belielien nimmt. 
Die in solcher Weise bestimmten Geschwindigkeiten nennt  man v i r t u e l  l e  
G e s c l i w i n d i g k e i t e n . *  

Durch Umformung des Systems 1) und 2),  sowie durch Aufstellung 
eincr Gleichung zwischon x, y, z,  x, y, z, und der  Veranderlichen k be- 
kommen wir folgende Gleicliungen : 

Die letxte Gleichung sol1 bei einem bestimmten Werthe von k durch die 
Gleicligewichtslageu des ersten und  letzteu Punktes  erfüllt seiu. Zu jedem 
Punkte gehoren dann  vier Gleichungen, in welchen seine Coordinaten 
vorkommen. 

D m  Gleichgewicht erfordert n u n ,  dass durcli die gegebenen Beding- 
ringen der Beweglicl~keit der Angriffspunkte für jeden P u n k t  Eraf te  ent- 
stehen, deren Resultante P' der gegebenen Kraft P gerade entgegen 
gesetzt ist. W e n n  dalier X Y Z  die nach den Coordinatenaxen genom- 
menen Componenten der Kraft P und  X'Y'Z' die der Kraft  P' s ind ,  so 
Inuss für jeden Augriffspunkt sein 

* Vergl. Moi y II o, Levons de rn6çanique analytique, statique. S. 289. 
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Wir  setzen hier voraus, dass die Beweglichkeit der Angriffspunkte 
keiner weiteren Bedingung unterworfen içt, als den durch die Gleichung 
1) vorgeschriebenen; somit sol1 die Rewegung in den durch die Gleich- 
ungen 1) und 2) oder Glcichungen 5 )  definirten Curven ohne Hindernisse 
gescliehen. Beim Gleichgewicht ist daher die Resultante der  Kraft  P und 
der  durch die Verbindung ihres Angriffspunktes mit den übrigen AngriEs- 
punkten entstehenden Krtifte normal gegen die hetreffende Curve. Eine 
moglicherweise in  der Richtung der  Tangente dieser Cnrve vorhandenr: 
Kraft  (2. B. Friction) muss daher besonders gegeben sein,  weshalb wir 
eine solche Kraft  als in der  gegebenen Kraft P inbegriffen betrachten. 

Die Kraft  P' konnen wir nun  immer nach den Normalen der  vier 
Flachen zerlegen, welche von den  vier zum Angriffsyunkte gehorigan 
Gleichnngen 5) dargestellt s ind ,  wenn man i n  ihnen n u r  die Coordinaten 
dieses Punktes  als laufende ansieht. D e n n  diese Zwleguug ware schein- 
bar  nur  dann  unmtiglich, wcnn die vicr Normslen allc im Normalplane 
der  betreffenden Curve 5) liegen sollten. I n  diesern Fal le  aber  wurde, 
wie man aus den Gleichungen 5) leicht ersieht,  die virtuelle Geschwin- 
digkeit des betreffenden Punktes  durch d i e  der übrigen Punkte  nicht 
beeinflusst sein, d. h. Pr kann  i n  Bewegung sein,  obgleich die übrigen 
P u n k t e  ruhen,  u n d  umgekelirt. Das  Gleichgewiçht r rfordwt dann ,  dase 
auch die Kraft  P, sowie P' im Normalplane der Curve liegt. Die hetref- 
fende Zcrlcgung der Kraft P' ist daher für jeden Angriffspunkt moglich. 
Anstatt  der  Gleichnngen 6 )  hrkommen wir daher  folgende Gleichnngen: 

D a  man für jede Kraft  P' die Grosse von wenigstens einer der Com- - 
ponenten uach Belieben nehmcn k a n n ,  so sind n Factoren A oder p be- 
liebig. W i r  konnen daher n heliehige Relationen zwischen diesen 
Factoren aufstellen, z. B. diese: 

ds 
Multipliciren wir die G1. 7) mit den zugehorigen Derivirten - 

d k  ' 
9 9 nnd  sddiren dieselben, so bekommen a i r  nach 61. 5) und 8) 4k' t lk  

folgende für die Gleichgewichtsconfiguratkn geltende Gleichung: 
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/ Y  d Z) , ( a i i n )  y; a p  dz,  
9) ~ ( x ~ + I ' ~ + L ~  +A.) - 3 xl -+. . + _ - ) = O .  oz ,  d k  

Man kann die Furiction f ( " )  so bestimmen, dass das zweite Glied der 
linken Seite dieser Gleichung gleich Nul1 k t ,  wenn man gleichzeitig auch 
a 

zum Verschwinden bringt. F ü r  diesen Zweck hat man eine Func-  

tion cp durch die partielle Differentialgleichung 

zii bestimmen, wo die as, 6y, d z *  die Componenten der virtiiellen Ge. 
schwindigkeiten des e r ~ t e n  und nie" Pnnktes bedeuten. Man kaon  dano 
setzen : 

f'"' = (P - va + ( k  - k,)'f ( k )  

wo <p, den Wer th  von (P für die Gleicligewiclitsconfiguration bedeutet 
und r eiue ganze Zahl grosser als Eins ist. Wenn man k = ko macht, 
BO wird die Gleichung f ( " )  = O durch die Gleichgewichtslagrn des ersten 
und letzten Punktes  erfüllt und die Gleichung 9) bekommt die F o r m  

Die Gleichung des betreffenden Principes ist hiermit bewiesen für jedes 
d x  d y  d z  

System virtueller Gescliwindigkeiten , deren Componenten - 
d k '  a' rlk 

nur den G1. 3) genügen müssen. Man beweist leicht indirect** deu um- 
gekehrten Satz:  Wenn die Gl. 1 0 )  hei ainer gewissen Coufiguration der 
Angriffspunkte für jedes System virtueller Geschwindigkeiten gilt, ,so ist 
diese Configuration eine Gleichgewichtslage. 

Die G1. 10) wird in  bekannter Weise mit den G1. 3) znsammen- 
gestellt, um die neben den gegebenen G1. 1) zur Losung der Aufgabe 
nbtliigen Gleichungen zu erhalten. 

2. b a s  d ' h l  e m b  e r t 'sche Princip betrachtet man gewohnlich als eine 
Folge des Principes von den virtuellen Geschwindigkeiten, was doch nicht 
ncithweridig ist. Denn durch ein ganz aualoges Verfahren kann man das 
d'A 1 e m h e r  t ' sche Princip direct beweisen. Diesen Beweie wollen wir 
hier andeuten. 

Die Bedingungsgleichungen l) ,  sowie die GI. 2) k6nnen jetzt auch 
die Zeit t explicite enthalten. .Uetrachten wir den B e ~ e g u n ~ s z u s t a n d  
für einen bestimmten Werth von 1, so siud (bei unbestimmtem Anfangs- 
zustahde) in diesem Augenblicke 3 n - i Coordinaten, sowie 3 n - i Ge- 
schwindigkeitscomponenten ganz beliebig. Die  G1. 2) konnen wir daher  

* Vergl. L i n d e l o f ,  T,eçons de calcul des variations, S. 41. 
** S c h e l l ,  Theorie der Bewegiing und der Krafte, 2. Aufl., Bd. LI S. 173. 
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nach Belieben nehmeu, wie aucb dazu eine Coordinate und eine Ge- 
scliwindigkeitsco~nponente. Die Compouenten der virtuellen Geschwin- 
digkeiten für den betreffenden Werth von t bildet man dann  wie früher 
nach den G1. 3) und 4 ) ,  wobei die Veriinderliche /r als von t unabhangig 
zu betrachten ist. Wir haben somit für die materiellen Punkte  ganz 
bestimmte, für den betreffenden Augenblick geltende Lagen ,  Geschwin- 
digkeiten u n d  virtuelle Geschwindigkeiten. Fü r  denselben Werth von t 

gelten 3 11 Gleicliurigen wie 5). Die neben der  gegehenen Kraft  zur 
Bewegung eines jeden Punktes  nothige Kraft  P' kann in derselben M'eise, 
wie die Kraft  P' irn Vorigcn zcrlegt werden. Dcnn  diese Kraft  bewirkt 
in  Verbindnng mit der gegebenen Kraft ,  in  welcher eine vorhandene 
Friction als iiibegriffen betrachtet wird, im Allgemeinen eine Aenderung 
der Geschwindigkeiten , welche man durch Zerlegung der  Geschwiridig- 
keit des  Punktes  nach der Tangente  und  Normale der betreffenden Curve 
5 )  erhiilt. Nur wenn die vier in  Uetracht kommenden Normalen i ~ n  Nor- 
malplarie dieser Curve liegen, kann  die tangentiale Geschwindigkeits- 
componente durch die Kraft  P' nicht gcandert wcrden,  d. h. die Kraft 
P' liegt in diesem Normalplane. - M a n  brkommt fiomit Gleichungen 
von der  Form 7 )  mit dem Unterschiede, dass die reclite Seite nicht 

#x d 2 y  d 2 z  
Nul1 ist,  sondern gleich rcsp. rn -, m - rn - 

dl"t21 d P  
J c t z t  sind wieder 

wenigstens n von den 411 Factoren A und  p nach Beliebeu z ~ i  nehmen. 
Daher sind wir immer berechtigt, die n Relationen 8) gclten zu lassen. 
Durch zweckmafisige Bestimmung der letxten von den G1. 5), welche 
eine rein geometrische (nicht kinematische), n u r  für de.n betreffenden 
Augenblick geltende Bedeutung ha t ,  folgern wir dann  die Gleichung des 
d'A 1 e m  b e r  t'schen Princips : 

dx d y  d z  
I n  bekannter Weise werden die - - aus  dieser Gleichuog und 

d l { '  cih.' d k  
den G1. 3) eliminirt ; man erhalt dadurch 3 n - i Differentialgleicliungen 
zweiter Ordnung ,  auç welclien man i Coordinateu mit Hilfe der gegebe- 
nen B e d i n g ~ n ~ s g l e i c h u n g e n  eliminirt. Durch Integration entstehen 3 n - i 
Gleichungen mit 6 n - S i  arbitriiren Constanten, welche durch den  An- 
fangszustand der  Bewegung bestimrrit werden. Hiese Constanten kanu 
man als arbitrare Punctionen der Veranderlichen k ansehen, welche für 
einen bestimrnten Werth von k die dern Anfangszustande entsprechonden 
Werthe der Constanten geben. Die erhalteneri Iutegralgleichungen* 

* Das Dasein von Gleichungen dieser Form ist a priori eiuzusehen; nimmt 
man sie als bekannt an, so bestimmen sienebst den gegebenen Bedingungsgleich- 
urigen h6chstens 3n von den Factoren A und p. 
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dx dy d z  
k6nnen dann die obigeu G1. 2) fiir dio Bildung von - - ersetzen, 

d k '  Z' tlk 

deiin sie werden durch die Coordinaten der materielleu Piinkte fiir 
j e d e n  W e r t h  v o n  1 erfüllt. Auch für jeden Werth von k sind die 
erhaltenen Gleichungen eine Losung des Problems, wenn der Anfangs- 
zustand unbestiuimt ist. Es ist daher in diesern E'alle erlaubt, die Dif- 
ferentialluotienten in  der G1. 11)  ais partielle Differentialquotienten nacli 
d m  Verandcrliclien 1 und Ir zu betrachten. Diesc Bcmerkung ist wicli- 
t ig,  weil dadurch die Einführnng m u e r  Coordinaten erleichtert wird. 

3. Austatt der gewohnlichen Coordinaten s y: solleu die Coordina- 
ten pl p, . . . p ,  eingeführt werden; x y z sollen gegebene Functionen von 
pl pe . . . p,  und  von 1 sein. Die  neuen Coordinaten s ind ,  wie a: y z ,  als 
Functionen von 1 und k zu bctrachten. Wir habcn somit: 

Durch eine 'I'ransformation nimmt dia Gl. 11) folgende Form a n :  

Weun man jetzt die neueu Coordinaten in die Gl. 14) einfiilirt, so be- 
kommt man nach G1. 12) folgenùe Gleichuug: 

wo p den Differentialquotienten nach t bedeutet u n d  

Nacti G1. 13) iiudet man weiter 

Sornit ist 
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j = n  S E  d x j  a E  dyi a K  riz. ---+ - 2  + ' 1  [ = 2 [ a 6  d e  ay;  d,' c g  d k  
nacli Gl. 12)], 

J Z l  

Die reçhte Sri te  der GI. 16) ist souiit gleich Nul1 und die d ' A l e r n -  
ti e r  t 'sche Gleichnng 11) bekomuit für die neuen Coordinaten die Form 

d~ Die Bewegiingsgleichungen erhalt man durch Elirniuation der  - 
d k  

ewischrn dieser Gleichung und den aus den Bedingungsgleicliungen zu 
hildcnden Gleichuugen 

wozu nocli folgende Gleichi~ngen kommen : 

fslls die neuen Coordinaten mit eiuander durcli die Relationen 

verbunden sind. 
I n  dieser Wcise erbalt man die Bewegungsgleichungen 

M7enn alle Bedingungsgleichungen durch Einfiihrung der  Coordinaten 
p Identitaten werden, und die Coordinaten p unter sich unabhangig sind, 
nelimen die Bewegungsgleichungen die schon von L a  g r  a n  g c gegebene 
Form an : 

Die  mehr allgcmeine Form 20) der Bewrgungsgleicliuiigen ist oft 
brauchbar, z. B. bei der Behandlung der Bewegung eines fest,rn Korpers. 
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Ueber die Gesetze der Bewegung und Formverande- 
rung homogener, freier um ihre Axe rotirender 
cylindrischer Gleichgewichtsfiguren und die Ver- 
anderung derselben durch Expansion oder Conden- 

sation. 

Von 

Prof. Dr. LUDWIG MATTHIESSEN 
in nostock. 

Hierzu Taf. 1 Fig, 4. 

Wenn man die Dichtigkeit einer homogen flüssigen, frei rotirenden 
Gleichgewichtsfigur durch Temperaturveranderuog, Druck oder andere 
Ursacbeu allmalig sich verandernd denkt ,  so jedoch, dass der  K6rper  
in alleu ' iüeileu homogen, . auçh seine Masse und Energie  invariabel 
hleiben , so müssen sich auch Abplattung, Cmdrehungtigeliçhwindigkeit, 
folgeweise die Schwer- u n d  Schwungk~af te  i n  alleu Punkten  der freien 
OherflXche in einem bestimmten S inne  andern. Dabei wird in analoger 
Weise, wie bei den freien Ringen u n d  Ellipsoiden, so auch hei den Cy- 
lindern eine Condensation die Axenverhaltnisse i n  gleichem Sinne  a n -  
dern, wie eine Vermehrung der Energie  bei constanter Dichtigkeit; 
umgekehrt eine Expansion in gleichem Sinne ,  wie aine Verminderuug 
der Energie. 

I n  zwei früheron Publicationen* sind von mir eingehende mathe- 
mstische Betrachtungen angestellt worden über die Verandcrungen der 
Axenverhaltnisse , Schwerkrafte und  Rotationsgeschwindigkeiten , welche 
bei constanter Masse n n d  Energie  durch Condensation, beziehungsweise 
Expansion a n  den  beiden Ringkorpern (or) und ( P )  ohne Centralkorper, 
sowie den drei Ellipsoiden ( a ) ,  ( p )  und (y) verursacht werden. I m  Fol- 

* De aequilibrii figiins et  revolutione homogeneorum annuloruni sidereorum 
sine corpore centrali atque de mutatione earum per expansionem aut condensatio- 
nem. Ann. di mat. pura ed appliç. T. III p. 84-111. Milano 1869. - Ueber die 
Gesetze der Bewegung und Abplattung im Gleichgowicht befindlicher homogener 
Ellipsoide und die Variinderung derselbeii durch Expansion und Condensation. 
Zeitschr. f. Math. u. Phys. XVI S. 290-323, 1871. 
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genden sollen die drei mijglichen cy l indr i sch~n  Gleichgewichtsfiguren 
einer alinlichen Betrachtung unterxogen werden. 

Um zu einer moglichst klaren Einsicht i n  die Lebergiinge dieser 
Zustande zu gelangen, setzen wir zunachst noch voraus, es seien die 
Masse Ji' und  die Dichtigkeit g constant ,  die Energie E u n d  die Um- 
drohungsgeschwindigkeit w variabel. E s  mogen also zuerst betrachtct 
werden : 

A. Die Beziehungen der  Elemente F, A und T d e r  cglindrischen 
Gleichgewichtsfignren zu der  Energie ih re r  Bewegung. 

Nach den Früher adoptirten Bezeichnungen ist V = w2 : 27rfq; ferner 
wenn b und c die Halbaxen des elliptischen Querschnittes des Cylinders 

bezeichnen, j/1 +A" c :  b ,  und  wenn T ,  und  T beziehungsweise den 
innern und aussern Halbmesser des kreisformigcn Hohlcylinders bedeu- 
t a n ,  z = ( r  - r l )  : ( r + r l )  , d. h .  das Vorhiiltniss der halben Dicke zum 
mittleren Radius; endlich ist E die Energie des Gleichgewichtskorpers, 
d .  h. die halbe Summe der Momente der Bewegnngsquantitat oder die 
Summe der Winkelflachen aller Theile in der Zeiteinheit; mithin 

Die Energie  ist deshalb dem Tr%gheitsmomente proportional und lasst 
sich somit für jeden der Korper leicht bestimmen. Bei constanter Energie 
ist die Winkelgeschwindigkeit dam ~ r i i ~ h e i t i m o m c n t o  umgekchrt propor- 
tional. Wenn also bei Dichtigkeitsanderungen die Tragheitsmomente 
abnehmen,  muss die Winkelgeschwindigkeit der Masse wachsen. Wir 
bestimrnen zunachst die Energie für die  drci Cylinder; ist u der Radius 
des Kreiscylinders, L seine Lange ,  so ist' 

Die Masse des massiven Kreiscylinders is t  M = a 2 L  n g ,  also 

D a  nor  unendlich lange,  gerade Cylinder Gleichgewiclitsfigiiren bil- 
den  konnen ,  so würde offenbar bei endlichem Querschnitte E unendlich 
gross werden. W i r  setzen deshalb bei d e n  folgenden Betrachtungen 
voraus, dass lll und  Z constant bleiben fiir sammtliche Figuren und dass 

* 1 2 .  M a t t h i e s s  e n ,  Neue Untersuchiingeii über  frei rotirende Fliissigkeiten 
im Zustande des Gleichgewichts. Akad. Einladungsschrift zur  Feier des Geburts- 
tages Sr. Maj. des Kihigs Friedrich VII. Kiel 1859. S. 40-45. An dieeer Stelle 
sind die Trighcitsmomente der drei Cylinder unrichtig angegcben; es gelten die 

X M L W  
doppelten Werthe, alao resp. - ae, (b2 + c2) und - (r2 +r ,2) .  

2 2 
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bei Di~ht i~ke i t s i inderungen  eine Expansion oder Contraction in der Rich- 
tung der Drehungsaxe nicht stattfinde, sondern ausschliesslicli nur  in den 
Querschnitten. F ü r  den elliptischen Cylinder findet man 

F ü r  den Hohlcylinder findet man 
7 Z Q  

E -- J Z Z ~ ' ~ P . L ( T ~ - ~ ~ ~ ~ ) ,  
5 -  4 

und wegen M = (r2 - r," Z 7~ p 

D a  bei alleu Cylindern .der betracliteten Arten gleiclie Langeri und 
Volumina vorausgesetzt s ind ,  so wird bei constanter Dichte immer I~leiban 

6 c = r 2 - r 1 9 =  az. 

E s  sollen nnnmehr die Gleichgewichtsbedingungen aufgestellt werden. 
Die Componcnten der Anziehungen sind : * 
fiir den elliptificben Cylindcr 

also für den massiven Kreiscylinder 

Y=-27cfey ,  L = - 2 n f g z ,  

5 )  R = - 2 n f g  J y " z 2 = - 2 n f p a ;  

für den Holilcylinder ** a n  der innern Oberfliiche Nul l ,  auf der aussern 

Uie Gleichgewichtsbedingung für den ellipti~clien Cylinder ist 

7 )  ( B I +  w 2 b ) b =  (Cl+ m2c)c ,  

oder wenn wir fü r  die  Massenattractionen BI und Cl von den Polen des 
elliptischen Querschnittes ihre exacten Werthe substitniren, 

al v * Man vergl. L. M a t  t h i e s s e n ,  Ueber das Integral der üleichung - a X* 
af v + - -  = O. Zeitschr. f. Math. u. Phys. XVI, S. 235. a v2 
" Man vergl.: Neue Untersuchu~~en  etc., S. 46; ferner D a  h l a n d e r ,  Einige 

Theoreme der Mechanik, Zeitschr. f. Math. u Phgi. IV, 1869, S. 444. 
Zaitachrift t Matliematil n. Phydk XXViII,  1. 3 
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Dividirt man die Gleichung durch 2 . f ~  und satzt der Kiirze wegen 

/mhL, so wird 
2 P -- 2 

l+r, 

oder nach Potenzen von p geordnet 

Diese Gleichung liefert die sirnultanen W ~ r t l i r  von Y und  A .  E ine  Wur-  
zel  ist pl  = 1, derselbe ist von V ,  also von der Rotationsgeschwindigkeit 
unabhSngig; Fr hezeiçhnet den rnassivcw Kreiscylinder, welçher also zwi- 
sclien den Grenzcn Min V und rVo.-c V eine Gloichgewichtsfigur bilden 
k a n n ;  die beiden anderen Wurzeln siud 

- - 

1-v 
p, und p3 = -- '-Y' Y /(Y - ) ' -1 .  

Hieraus folgt V < 0,5, d. h. elliptische Cylinder konuen nur zwischen 
den Grenzen V =  O und  V = 0,5 existiren. Urn das Mn.r V fiir den mas- 
siven Kreiscylinder eu bestimmen, I6se man 8) uach V auf und setze 
a V = O ;  man findet 

1 O)  
2 V=P- 2 pG+T 

( 1  + p l 2 -  (1 +p'm,zo 

Daraus ergiebt sich M u x  V= 1 für f1  +A" 1, d. h. zwiscben den Gren- 
zen V =  O und V =  1 konnen massive Kreiacylinder Gleichgewiclitsfiguren 
bilden. Ob sie existiren, hangt noch weiter von der Energie  ihrer Masse 
a b ;  das  Gleiche gilt von den elliptischen Cylindern. Ehenfalls wird zu 
untersuchen sein,  ob es unter diesen beiden Arten von Gleicligewiclits. 
fignren solche geben kann ,  welche gleiche Energie bei gleicher Dichte 
haben ,  u n d  zwischen welchen Grenzen von Y. 

Stelleu wir noch die Gleichgewichtsbedingungen für den  ~ o h l c ~ l i n -  
der auf. Da wir gefunden haben 

9- r12 
R , = O ,  R = -  27Zfp7, 

so konnen nur  mit  RI vereinigte Schwungkrafte dem Drucke der ausse- 
ren Schichten das Gleichgewicht halten. Betrachten wir die hydrostati- 
schen Druckkrafte in einem radialen Canale, so muas ihre  Summe gleich 
Nul1 werden. Für einen innern P u n k t  ist  

also der gesammte Uruck auf das unterste Flhchenelement des Canals 
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Durch Integraticin gelangt man zu der Gleichung 

Diese Gleicliung bestimmt die Form des Quersçhnitteii, die Auehijhlung 
des Cylinders für eine gegebene Rotationsgeschwindigkeit. Auf deni ge- 
wohnlichen Wege  findct man Min V = O ,  iVax V = l .  Zwischen diesen 
beiden Grenzen konneu demnach Hohlcylinder Gleichgewicht~fig~~ren hil- 
den. Ob sie existirnn, hangt aber noch weiter von der Energie ihrer 
Masse ab. Ebenao wird zu untersuchen se in ,  ob es unter den Hohl- 
cylindern solche giebt,  welche bei constanter Diçhte mit dem Kreiscylin- 
der und dem elliptischen Cylinder gleiçhe Energie haben,  und zwischen 
welchen Grenzen von V. Von besonderem Interesse würde noch die 
Untersuchung sein,  ob unter alleu drei Gleichgewichtsformeii auch solche 
exietiren, welche eine gleiche Energie  und Rotationsgefichwindigkcit be- 
sitzen, was bekanntlich für die Ellipsoide und  die freien Ringe der Fa11 
ist. Bei den Hohlcylindern ist für sehr kleine s aahezu V =  2z. 

Nachdem die Beziehungen zwischen V, A ,  z und E im Vorangelien- 
den aufgestellt, wollen wir noch,  um d ie  Ideen besser z u  fixiren, eine 
grossere Anzahl conjugirter Werthe numerisch berechnen. Der Einfach- 
heit wegen setzen wir 

Dadurch reduciren sich die Ausdrücke in l ) ,  2) und 3) auf die ein- 
facheren : 

Gleiche Werthe von E und V für j e  zwei dur Figuren bestehen demiiach 
nur in folgenden Fal len:  

naçh 1 2 )  und 13)  für V = 0,5,  
, 12) ,, 4 , s =  1, d.  h. nach 10) für V =  1, 
,, 13) ?, 4 , z =  O ,  ,, ,, ,, 10) ,, V =  0. 

Da die zwei ersten Fiille nnr  den Zustanden des U e b e r g a ~ g e s  einer 
Figur in die andcre,  der dritte der  Eiicrgie E= CU cntspricht, so giebt 
es genau genommen keinen Fxll.  Unter den  Ellipsoidcn (8) nnd ( y ) ,  

den Ringen (a) und  ( p )  giebt ee dagegen v i e r  solcher Combinationen. 
3 * 
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Gleiche Werthe von E bei verschiedenem V konnen mehrfach he- 
stehen. E'ür ein xwischen O und  0 , s  scliwankendes Vvari i r t  E, zwischeii 

O und  i 0 2 ;  dagegen a2 zwischen ca und p'G, und Eg zwischen i ~ j  

und einerri Wcrt l ie ,  der > 1 ist; für ein -zwischen O,5 uud 1 bçhwan- 

keudes V variirt I2 zwischeri JC ,5  und 1 ,  xwisclien jenem Wertlie, 
der > 1 ist ,  und 1. Demnach konnen gleiche Werthe von E bei ver- 
scliiedenem V bestehen : 

u) f u r  massive Kreiscylinder und elliptische Cylinder zwischen 

E =  und 1 ;  
O) für alle Hohlcylindar und die iihrigen elliptischen Cylinder zwi- 

~ c l i e n  E =  1 und m. 

Dirse Scheidiing der Cylinder findet s ta t t  hei V = (3 - (5) und 

~ i + h " & ( ( i 5 + i ~ f 2 + à  J:). 

Wenn demnach einem ruhenden Kreiscyliuder eine Rotation mit 
stetig wachsender Energie ertheilt wird, so nimmt seine Rotationsgeschwin- 
digkeit z u ,  bis V = 0,5 wird. An dieser Stelle geht e r  entweder iu den 
elliptischen Cylinder mit abnehmendem V iiber, oder es bleibt ein Kreis- 
cylinder, bis V -  1 geworden ist;  an dieser Stelle geht e r  in  einen Hohl- 
cylinder mit abnehmendem V über. 

Schematisch Iasst sic11 dieser Process veranschaulichen, wie folgt: 

V=O,O, E = O ,  Kreiscylinder, 
---. 

V = 0,5, E = f i ,  Kreiscylinder elliptischer Cylinder, 
l I 

Die  Zwischenzustande des Rotationsrnomentes, der Abplattung, resp. 
Aushohlung rlnd der  Energie  ergehen sich ails nebenstehender tabella- 
rischer Uetiersicht çonjugirter Werthe von Y ,  A ,  z und h', welche in 
Fig.  4 graphisch dargestellt sind. 

Aus dieser Tabelle ergiebt sich, dass für sehr grosse Energien bei 
den elliptischen und  hohlen Cylindern zu gleichen Energien gleiche Ro- 
tatiorismomente, gleiche A und gleiche 1:  z gehoren. E s  folgt dieses auch 
unmittelbar ans den Gleichungen 13)  und 14), sowie rtus den Grenz- 
werthen Lim V = Lirn(2 : A) = Lim ( 2 ~ ) .  Combinirt man dieselben, so findet 
man leicht 

folglich auch 
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Lim [ E l  : Es2] = Lim [ V3 : V2] j 

und f ü r  glcichc E und somit gleiühe V 

15) L i m j l t )  = 1 .  

Kreiscylinder. , Elliptischer Cylinder. 1 Bohlcylinder. 

Von den Verandernngen der Axenlgngen, der Axenverhaltnisse, 
der Schwerkritfte und der Umdrehnngsgeschwindigkeit homogen 
flassiger Cylinder dnrch Condensation und Expansion bei constanter 

Masse und Energie. 

Wir  setzen nunmehr voraus, dass in dem massiven Kreiscylinder 
rine Condensation eintrete und zwar s o ,  dass derselbe immer noch homo- 

gen bleibt. E s  wurde gefunderl 

Eliminirt man a ,  so resultirt _--- 
/ 2 n f Q  I'.Mi! 

16) El = 4 Lng 
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D a  El .M und L constant bleiben sollen, so wird für zwei verschie- 
dene Dichtigkeitszustande sein 

oder 

17) 
D a  2 z f g  Y =  w2 i d ,  so erhiilt man suc11 noch das Gesetz der Abliangig- 
koit der Winkelgeschwiudigkeit von der Dichte, ntimlich 

18) w:Wi=$:@i. 
Aus 17) folgt, d a ~ s  von V = 0,5 bis 1,O sich die Dichte verdoppeln rnnss, 
iind weiter, dass für vorschiedeno Dichten gleiche V nicht existiren 
konnen. Es darf jedoch ans 17) nicht gefolgert werden, dass z. B.  fiir 
die drei- ,  vierfache Verdichtung sich auch V auf seinen drei-, vier- 
fachen Wer th  erhebe, d a  V den  Maximalwerth 1 hat. E i n  massiver 
Kreiscylinder nahert sich demnach bei Condensation nach u n d  nach den 
Grerizen Y= 0,5 und  endlich V =  1, wo e r  als Gleicbgewichtsfignr auf- 
h6rt zu existiren. E s  fragt sich: in welche Figur  geht e r  a n  letzter 
Stelle übor? und weiter: kann  e r  auch bei V = 0 , 5  in  eine andere 
Gleichgewichtsfigur übcrgehen '! W i r  gehen zunachst aus von der Enorgie 
des elliptiuchen Cylinders: 

Eliminiren wir Dc,  so rcsultirt 

19) 
V ~ V .  M V  + .L2 - . ---. '- 8 L n e  J1+1" 

Bei constanten E, '72 und L wird für zwei verschiedene ~ i e h t i g k e i t s -  
zustande 

20) 

oder 

Drücken wir 1 durch V aus ,  so wird gemass 10) 

und wenn V durch A ausgedrückt wird, 

23) 
( 2  + ~ 2 ) ~  (1  + J1+?)% J I  +alZ Q 

-4 

(2 + 1, ')y (1 + JZ+A' )~  Ji +F 61 

Nittels der Relationen 22) und  10) lassen sich zu gegebenen Con- 
derisatiorien die conjugirten Werthe V und A berechnen. Ans 22) fol& 
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daes für g > Q I  stets V <  V ,  werden muss; auch ist I>A,, denn in Be- 
rücksichtigung von 13) geschieht die Veranderung in gleichem Sinne,  
wie die Abplattung bei wachsendem E. E s  wird nun aber zu unter- 
suchen sein, o b ,  wiewohl bei bis ins Unendliche wachsender Energie 
Lim V= O, ZiinI =&J sind,  demnach L i m ( w :  ml) und L i m ( c : c , )  nicht e n d  - 
l i c h  seien. Dies gi!t n%mlich, wie früfier* gezeigt worden i s t ,  vom 
Ellipsoid ( P )  und vom Ringe ( P ) ,  moglicherweise also auch vom ellip- 
tisclien Cylinder. Gehen wir aus von der Relation 2 0 ) :  

Es  sei VI gleich dem singiilaren Grenzwerthe 0 , 5 ,  so ist A, = 0 ;  die  
zugehorigen Elemente seien Q, = 1 ,  w, = 1 ,  b ,  = c,  = 1 ;  dann wird zii- 

gleich 2 TC f = 2. Es ist also - 

Fiir grosse A wird A V = 2; eliminirt man V ,  so wird 

d. h. a n  den aussersten Grenzen der  Condensation andert  sich das Axen- 
verhaltniss proportional der  Diclite, und es ist A = c: b = Q. RTegen der  
Relation 

w2 
Lim ---- 

2 
= Lirn - 

wird nun 2 n f e  1 

25) L i m ( a : b ) = Z i m ( w 2 : 4 n f ) = : L i m ( w 2 : 4 ) = 1 ,  
d. h. es ist 

26) Lim (w : w,) = 2. 

Ein Maximum oder Minimum von w existirt zwischen den Gienzen w, = 1 
und CO= 2 nicht weiter. Man findet dies lcicht mit Hilfe der Relation 

Aus 26) folgt nnnmehr, dass die Rotationsgeschwindigkeit bei Q = w 
das endliche Maximum 2  erreicht, also die doppelte von derjenigeu wird, 
hei welcher der Kreiscylinder sich in  den elliptischcn verwandeln kann.  

Auch die grosse Axe 2 c  des elliptischen Querschnittes behalt einen 
e n d l i c h  e n  Werth. Um dies zu erweisen, beachten wir, dass wegen der  
constanten Grosse von M und L sein muss 

Kun ist weiter c" = c l 2  {Ï+T und in B e r ü ~ k s i c h t i ~ u n g  von 2 2 )  

* Man sehc Bd. XVI S. 314-315. 
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D a  L i m  V =  O i s t ,  so findet mau 

29) Lim (c : cl) = 1 

Weil nun aber c : c ,  zwischen V =  0,5 und O nicht constant ist ,  so wird 
man ans dern gefundenen Grcnzwerthe schliessen müssen, dass zwischen 
den Grenzen g = 1 und cx, die halbe grosse Axe c ein Maximum odar 
ein Minimum werden rnuss. Differenzirt man die Gleichung 28) nnd 

a c 
setzt - = O ,  so komrnt man auf die Bedingungsgleichung V Y  + 2 V" F' av 
= O. D e r  eine Wurzelwerth ist V, = O und entspricht einem hlinimum; 

die beiden anderen Wurzelwerthe sind - 1  fi 62, wovon nur  die; posi- 

tive V2 ',= J 2 -  1 in Betracht kommt. Zu diesem Werthe gchoren nacli 
IO) ,  22), 28) die folgenden: 

-- 
30) / ~ + A B =  J S + 1 ,  p = 4 (  JZ-11, m - 2  J S ( i Z - i ) ,  

c = J ( J Z + I ) ,  b =  2' 1 

Die langste Halbaxe drfi ~l l ipt ischen Querschnittes wacbet ale0 ungeachtet 
der  foitgesetzten Condensation zwischen C.':O,5 und  0,414 von 1 anf 
2,414, um sich dann wieder fiir g = oo dern Werthe 1 zu natiern; die 
kùrzeste Axe dagegen wird O .  

Wenn man nun weiter in 16) und  19) der Einfachheit wegen setzt 

i2f. wz 
=1, 

4Ln; 

so rrhRlt man für den Kreiscylinder uud den elliptischen Cylindeï die 

Bei V = 0,5 ist nun  nach dem Friiheren A = 0 ,  und  die heiden Energien 
uebmen dieselbe Form an;  an der Uebergangsstelle miisscn die rlrei 
Rlemente V, E und g gleich sein,  welcher Anforderung die beideri Cleich- 
ungen nffenbar genügen. Darans folgt, dass der Kreiscylinder bei V =  0,s 
dixch Condensation in den elliptisclien Cylinder übergehen kann.  

Zur Reantwortnng der andern Frage ,  in welche Figur  der  K r ~ i s -  
cylinder bei V = l  durch weitere Condensation iibergehe, bedarf es eiuer 
ahrilichen Uutersucliung über  das V ~ r h a l t e n  dcas Hohlcylinders. Wir  geheri 
au8 von der Energie desselben, namlich 

Eliminiren wir r2-r," so wird 
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31) 
J2nîe V. M V + z 2  b; - -. .-. 

3 -  4 L n g  2 r  

Bei constanten E l  M und L wird 

32) 

oder 

33) 

Wenn man fii 
Gleichung 

34) 

.r F' seinen Werth ma: 2 n f p  substituirt ,  so erhalt man die 

welche die Beziehung der W i ~ k e l ~ e s c h w i n d i g k e i t  zur  Dichte ausdrückt. 
Es lassen sich ausserdem durch Elimination Gleichungen anfstellen, 
welche die Beziehnngen zwischen z und  p l  r u n d  w enthalten. Aus 11) 
und 33) folgt namlicli 

35) P~ -- - 
QI 

Combinirt man diese mit 34) ,  so resultirt noch 

F ü r  gegebene Condensationen lasst sich mittels 35) z und  aus 11) 
die conjugirten Werthe von Y berechnen. D a  für wachsende z zugleich 
f ( r ) >  f ( tJ  i s t ,  so folgt daraus, dass bei fortgesetzter Condensation der  
Cylinder, welcher J7= 1 entspricht, sich immer mehr aushohlt,  also V 
stetig abnimmt. Die Formveriindernng geschieht in gleichem Sinne,.wie 
diejenige bei znnehmender Energie und constanter Dichtigkeit. E s  wird 
uoch zu untersuchen sein,  ab bei einer ins Unendliche fortgesetztcn 
Condensation, also einem bis O abnehmenden t ,  auch r und  w Nul1 znr  
Greuze haben. Wir  suchen demgemass noch Lirn(r : r,) und Lirn(w : w,) 
zu bestimmen. 

E s  sei Y,  gleich demjenigen Grenzwerthe, wobei die Gleichgewiclits- 
bedingung massiver Kreiscylinder bei weiterer Condensation aufhort , weil 
für jedes Massentheilchen Gravitation und Centrifugalkraft einander gleich 
w e r d m .  Wir setzen also voraus, es sei VI = 1, zugleich s, = 1, g, = 1, 
O , =1 , r,  = 1, r,  = O; dann  i ~ t  2n f = 1. Ans 33) folgt zunachst fiir 
den Hohlcylinder von der Dichte g) p, 
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42 Ueber die Gesetza der Bewegiing und 
-- - - ?  

r  - r ,  
F ü r  kleine t = -- wird nach 11) V = 2 7. 

r  + Tl Setzt niau dies i n  37) ein, 

so resultirt 
L i r n ( 2 t g )  = L i m ( V g )  = 1 ,  

d. h. an den aussersten Grenzen der Condensation andert  s idi  d m  Ver- 
haltniss 2 2  der Dichte umgekehrt proportional. Weil also 

al2 1 
Lim --- = Lim - 

2 x f e  B 
i s t ,  so wird 

Aus den Relationeu w, = 1 und Lim o = 1 darf man scliliessen, dam 
zwirichen diesen Grennen, welche den Uichtigkeiten = 1 u n d  Q = m 

entsprecheu, w einen Maximal- oder lfinimalwertli hahen wird. l n  der 
T h a t  findet das Letztero statt  und wir k6nnen da8 Minimum auf  folgonde 
Weise berechnen. Wir  gehen aus von 36) und fietzen 

Die Differenzirung ergiebt die Bedingungsgleichung 

Berücksichtigen wir unter  der bereclitigten Annahme, dass z verhaltniss- 
massig klein gegen die Einheit sei ,  nur  bis zu z7. W i r  erlialten alsdann 
dia Bedingung 

1 - Z Z -  $ 2 8 - i J z 3 - + z 4 - 1  fi$ Z" = O. 

Bei Anwendung der Regula falsorum ergiebt sich daraus der Wurzelwerth 
z = 0,357. Der  conjugirte Wcrth von V iet 0,575, der  von g  = 1,433; 
andlich 

m2 = g V = 1,433. 0,575 = 0,8243,  CO = 0191 , r = 0,6705,  r1 = 0,3175. 

Urn L i m ( r :  r,) e u  befitimmen, gehen wir aus von der Relation 

M = L r o 2 m g i = L ( r 2 - r , 2 ) m g .  

D a  M und L unveranderlich s ina ,  so folgt darauii 

Fiir e = m wird r  = r , ;  man hat demgemass 

r 2 - r  2 4 r2 t QI 
Lim -'_ = Zim = Lim -- 

r~ ro2 e 
Es  war aber Lirn 2  z = 1 ,  folglich ist Lim (r2 : r;) = 4 pi und 

40) Lim ( r  : ro) = iO>5 , 
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d. h. der massive Cylinder von den Elementen cl = r,, Y ,  = 1, Q, = 1 
verwandelt sich bei ins Unendliche fortgesetzter Condensation scbliesslich 
in einen Cylindermantel von den Elementen 

r =  J o , ~ ,  V = O ,  p = w ;  

der grosste Querschnitt erscheint bie auf  die IIalfte des ursprünglichen 
reducirt. 

Fassen wir siimmtliche Resultate unserer üntersuchungen zusammen, 
so treten bei der stctigen Condensation eines langsam rotirenden massiveu 
Cylindcrs bci glcichbleibender Energie ,  Masse und Lange folgende Ueber- 
gange der Gleichgewichtsfignren in einander auf:  

Wenn V = 0,5 wird und a n  dieser Stelle der Grad der  Dichte = 1 
gesetzt wird, so kann der Cylinder i n  den elliptischm übergehen oder 
ein Kreiscylinder hleiben. Geht er in den elliptischen über, so nahart 
sich V wieder dem Wertbe O ,  w wird allmalig verdoppelt,  A wird oo, 
h wird 0 ,  c erreicht ein Maximum und nahert sich wieder der Grosfie 
des Radius von dem verwandelten Kreiscylinder. 

Geht d i e ~ e r  bei V =  0,s nicht in  den  elliptischen iiher, so bleibt er 
bestehen, bis V = 1 geworden ist. Dahei  werden p und w verdoppelt, 

der Radius bis auf die / a - f a c h c  Langc verkürzt. E s  findet nun bei 
weiterer Condensation ein Uehergang in den Hohlcylinder ~ t a t t .  Dabei 
nahert sich V wieder dem Wer the  O ,  w sinkt zu einem Minimum herab 
und nahert sicb wieder dem anfanglichen Wer the ,  t wird m, r u n d  r,  
werden einander gleich und zwar genau halb so gross, wie der Radius 
des Kreiscylinders, welcher dern Werthe V = O,5 eritsprichb. Die fol- 
gende Tabelle giebt eine Uebersicht dieser singulZren Werthe,  welche 
natürlich auf gleiche Einheiten bezogen s ind:  

I n  vorstehender Tabelle 
sprechenden Wertli von Q n 

bezeichriet - Elemente,  die  für den ent-  
.icht existiren konnen,  . . . dagegen solche, 

welche existiren und  sich borcchnen lassen. Bei Dilatation der Materio 
finden diese Uabergange in nmgekehrter Ordnung statt. 

E s  erscheint noch von besonderer Wicbtigkeit, eine Untersuchung 
darüber anznstellen, ob bei den beschriebenen Processen eiue Abschleu- 
derung eintreten kann. F ü r  die  Ellipsoide und die freien Ringe haben 
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44 Ueber die Gesetze der Bewegung und Forrnveranderung etc. 

wir bereits in  früheren Abhandlungen den Beweis erbracht,  dass eine 
solche nicht eintreten kann.  Dasselbe gilt n u n  auch von den cylin- 
drischen Gleichgewichtsfiguren, wie noch gezeigt werden soll. Es geniigt 
offenbar, zu aeigen, dass die Massenanziehung stets die Centrifugalkraft 
i~berwiegt.  Retrachten wir zunachst die elliptisclien Cylinder. Sind H 

u n d  C die Schwerkrafte an den beiden Polan eines Aequators, R, und 
Cl die Masseuanziehungen, so ist 

H = B , + w ~ ~ ,  C = q + d c .  

Setxen wir aus 4) die Componenten e in ,  so  findeu wir 

und  in Verbindung mit 10) 

41) B = -  m2c, analog 6'= - wV. 
Führen  wir B, und Cl e in ,  so resultirt noch 

42) R I = -  w 2 ( b + c )  = B + C =  Cl. 

Aus 41) folgt noch, dass die gesarnrnte Schwere stets kleiner als 
Null und  von Null verschieden bleibt. Deno für den elliptischen Cylin- 
d e r  ist Lim w endlich und  Limc ebenfalls, d. h. Lint B hat  einen end- 
lichen negativen W e r t h ,  namlich - 4 ;  LinzO ist unendlich klein und 
demgemass Lim C = 0. 

Für den Holilcylinder ist die absolute Massenanziehung auf der 
Oberflache 

also die Schwere 

Um V zu eliminiren, beachten wir, dass uacli 11) 

unil für vcrscliwindend lileine V wird 
r - r  v = 2 1 .  
7- + '-1 

Daraus fol@ s o b r t  

43) Lim R = Linfi (- w"). 

Ua nun m und T sich den endlichcn Werthen 2 und  0,5 nahern,  so 
n d i e r t  sic11 R dem Werthe - 2 ,  folglich findet auch auf dem Hohlcylin- 
der eine Abschleuderung nicht statt. Dabei ist für p = a;: der Werth R 
absolut genommen glaich der aut' die innere Oberfliiclie wirke,nden Centri- 
fugalkraft,  wie dies aiich direct a m  dem Gleichgewiehtszustande einer 
unendlich dünnen ,  beiderseits freien Schicht geschlossen werden musfite. 
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Von Prof .  Dr. L. MATTHIESSEN. 45 
_-._^^^^^ -̂,. -',-- -, ̂_ ? _ ^  ____^X~"^Y^,.___ -̂> 

Endlich ist bei dem massiveri Kreiscylinder die gesammte Schwere 

und weil V <  1 ist ,  R stets negativ mit Ausnahme des Fallerr V -  1. 
In d i e ~ e m  wird il = 0. Auf der Oberflache dieser Gleichgewichtsfigur 
und ebenso in jeder ihrer inneren Schichten halten sich Massenanaiehiing 
und Centrifugalkraft überall das Gleichgewicht. Bei vermehrter Energie 

oder fortschreitender Condensation muss diese F igur  sich auflosen, weil 
die Gleichung 17) nicht mehr bestehen kann. D i e ~ e r  Umstand fiihrt 
jedoch nur  zu neuen Gleichgewichtsfiguren, entweder, wie gezeigt woï- 
den ist, zu dem einfachen Hohlcylinder oder zu diticontinuirlichen coaxia- 
len Hohlcylindern mit gleicher oder ungleicher Rotationsgeschwindigkeit. 
Diese Gleichgewichtsfiguren sind ebcnfalls einer mathematirrchen Behand- 
lung fahig; sie entsprechen d e n  concentrischen Ringsystemen." 

Systematische Uebersicht der  Gleichgewichtsflguren. 

Ell. (a) i . . 
Ch-- 

Ell. (4 EL (8) 
0,1&1 El1 (a) EU. ( y )  
0,1349 1 , - 

I 

0,0000 ' Kugel Cyl. Discue 

Ring (a) - .  

Ring (a) Ring (pl 
Ring Discus 

Massiver 
Kreiscylinder 

1 

Massiver Hohlcyl. 
Kreiscyl. 

Kreiscyl. ~ l l i ~ t ~ ~ l .  

* Man vergl.: Ueber Systeme kosmischer Ringe von gleiçher Umlaufszeit als 
discoutinuirliche Gleichgewiçhtsformen einer frei rotirenden F1ü~sigkeitsmasse. 
Zeitschr. f. Math. u. Phys. X S. 59. 1865. - Ueber den vorliegenden Gegenstand 

Cgl. Lamelle Ebene 

ist neuerdiugs auch eine Abhandlung publicirt von O t t o  ~ u $ z e  in Grun. Arch. 
LXVIII. 1882. 

mn mi# L 
1 1 : r i  
1 O : r  

mn 

rn 
m 
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Kleinere Mittheilung en. 

1. Die ffleichung des Kreises in trimetrischen Pnnktcoorciinaten. 

Die bis jetzt bekannten Ableitungen der  Bedingungsgleichung für 
den  E r e i s  i n  trimetrischen Coordinaten stützen sich nicht anf die eha- 
rakteristiciche u n d  fiir die analytische Geometrie wichtige Eigenschaft, 
wonach beim Kreise sammtliche Paare  conjugirter Durchmesser oder, 
allgemeiner gesprochen, die zu einander conjugirten Richtungen immer 
rechtwinklig sind. Der  Zweck gegenwartiger Zeilen ist die Durchfiihrung 
einer anf letzterem Princip basirenden Deduction, wodurch diebe in me- 
thodischer Hinsicht in  Einklang gebracht werden sol1 mit der  diesbezüg- 
lichen Ableitung i n  Cartesischen Coordinaten. 

W i r  nchmen die allgemeine Gleicbung zweiten Grades in  trimetrischen 
Punktcoordinaten : 

gehorigen Subdeterminanten mit ehtsprechenden grossen Anfangsbuch- 
staben: A,, , A,, etc.,  so sind die trimetrisclien Coordinaten der zu den 
Seiten des Fundamentaldreiecks xl = 0,  x 2  = O ,  x 3  = O als Polaren geh6- 

rifien Pole :  4 ,  A l z ,  A13; 4 1 2 ,  4 2 ,  ' 2 3 ;  AiSr -423, A33. 
Die Gleichung des durch den ersten P o l  gehenden Durchmessers ist: 

xi [A,, (AlJ  sin A + A,, sin B.+ As, sin C) 
- A,, (A,, sin A + A,, sin B + AZ3 sin C ) ]  

+ x, [A,, ( A , ,  sin A + AI2 sin B + A,, sin C )  
- A,, (A, ,  sin A $- A,, sin B + As, sin C)] 

$ a3 [A,,  (A l2  sin A + A,, sin B + A,, sin C) 
- A12 (A, ,  sin A + A,, sin B + A13 sin C)] = 0 ,  

wo A ,  B ,  C die Winkel  des Fundamentaldreieçks bedeuten. 

l )  a 1 1 2 1 ~ a 2 2 x 2 2 + a ~ 3 x 3 2 + 2 u 1 ~ x 1 x 2 + 2 a 1 3 x 1 x ~ + 2 u 2 3 x 2 x Q = 0 i  

wo x,, a,, x, die laufenden Coordinaten bedeuten. 
J e d e  Gerade in der Ebene  eines Kegelschnittes kann als Polare 

desselben anfgefasst werden;  wir betrachten daher das Fiiudamentaldreieck 
des trimetrischen Coordinatensystems als drei Polaren der Curve und 
suchen die entsprechenden Pole. 1st nun der in  Bede stehende Kegel- 
schnitt  ein Kreis ,  so muss jeder  durch die erwahnten Polo gehende 
Durchmesser rcchtwinklig zur  betrcffcnden Polare sein. Rezeichnen wir 
die  zur Determinante 

d = 
a l l  a13 
an % "23 

a13 a,, 
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Diese Gleichung übergeht infolge der  Relationen, welche zwischen 
den Eleinenten der  Determinante d und  denen des adjungirten Systems 
hestehen, i n  die nachstehende : 

2 
xl ( a l s  siîr B - ale sin C )  f x2 (ay3  sin B - a,, sin C )  

+ x, (a,, sin B - a,, sin C )  = O. 

Auf ahnliche Weise erhalten wir die Gleichungen der Durchmesser, 
welche durch den zweitcn, resp. dritten Pol  gche,n, in folgendcr Form:  

3) 
z, (a,, sin C - n13 sin .4) + x, (a l2  sin C - azs szn A)  

+ x ,  (O , ,  sin C - siu A) = O , 

4) 
x,(a,, sir1 A - r c , ,  sin B )  + x, (a,, sin A - CL,, si11 13) 

+ x, (O, ,  sin A - a,, sin  H )  0.  

n i e w  Durchmesser miissen zu den Polaren x, = O ,  x, = O ,  x, = 0 
rechtwinklig sein; wir erhalten dalier drei Orthogonalit#tshedingungen: 

(a,, sin B - a,, sin C )  - (az3 sin B - a,, sin C) cos C 
5) - (a,, sin B - a,S sin C )  cos B = 0 ,  

6) 
(a,, sVi C - a,, sin A)  - (a,, sin C - ag3 sin A)  cos A 

- (u, ,  sin C - a,, sin A )  cos C = O, 

7) 
(a,, sin A - a,, sin B )  - (a,, sin A - a,, sin B)  cos B 

- (a,, sin A - a,, sin B)  cos A.= O ,  

au0 welchen sich die Endresultate ergeben. Addirt man uamlich die 
Gleiçhurigen 5) und 6) ,  80 erhiilt man 

a,, [sin (C+ A )  - sin ( C  - A)]  - u,, [sin ( B  + C )  + SUI ( B  - C ) ]  
= + aS3 [sin 2 B - sin 2 A] + (a l l  - ci,,) sin C cos G; 

wenn man die in den eckigen Klamrnern cnthaltencn Ausdrücko in Pro- 
ducte verwandelt und dann mit cotgC multiplicirt, so nimmt die Gleich- 
ung folgcndc Form a n :  

a,, sin2 C + sin R .sin C cos A - 2 a,, sVi B .  sin C 
= aB3 sin A .  sin C cos R f a,, sin2 C - 2 a,, sin A sin C ;  

da aber im Dreieck 

sin C cos A = sin B - sin A cos C und sin C cos B = sin A - sin B COS C 

ist, so reducirt sich die letztere Gleichung auf die folgende: 

8) 
a,, sin2 C + sin2 El - 2 aZ9 sin 6 sin C 
= a,, sin" + a,, sin2 C - 2 a,, sin A sin C. 

Durch ahnliches Verfahren erhalt man aus den Gleichungen 6) und 
7) das folgende Resultat: 

9) 
a,, sinZ A + a,, sin" - 2 a,, sin A sin C 

= a,, sin2 B + n2, sin2 A - 2 a,, sin A sin B. 

Die Vereinigung der Gleichungen 8) und  9) bildet cine Doppel- 
bedingung, welche erfüllt werden musa, wenn die Gleichung 1) einen 
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48 Kleinere Mittheilungen. 
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Kreis darstellen eoll. Cm die Gleichung des Kreisetl selbst za erhalten, 
~chre iben  wir die Doppelbedingung i n  fnlgender F o r m :  

a,, sin2 C + sin2 B - 2 uyg sin R sin C = - k , 
n,, sin2 A + all sine C - 2 a,, sin A sin 6' = - k , 
a,, sin" + aC1%Z sin2A - 2 nI2  sin d sin R .= - k ,  

bestimmen aus den pinzelnen Gleichungen die Grossen 2 aZ9,  2 a I 3 ,  2a,,, 
und substituiren dieselben in die Gleichung 1). Diese Operationen liefern 
die Gleichung des Kreises in trimetrischen Punktcoordinaten: 

(xl sin 9 + x, sin H + xS sin C )  (x, a,, sin B s i n  C + x ,  a,, sin C sin A 

10) + x3 u39 sin A sin B )  
+ k ( ~ ~ ~ ~ ~ s i n A + x ~ x ~ s i n B + x , x ~ s i n C ) = O ,  

wo k eine beliebige Constante bedeiitet, daher auch die Gleichung einen 
brlicbigen Kreis reprascntirt. 

Bezeichnen wir die Coefficienten der 3: in der zweiten Klamrner 
kuizweg mit e ,  , c, ,  r , ,  so kaon die Gleichung eines-jeden Kreises in 
folgender. Form geschrieben werden : 

11) 
( c ,  x1 + c2x2  + c 3 x g )  (xl sin A + x2 sin B + x3 sin C )  

+ h (x,x, sin A + x , x ,  s i n B  + x2xI SET! C) = O ;  

die Gleichung enthalt also vier willkürliche Constanten,  gleich der Gleich- 
ung  in schiefwinkligen Cartesischen Coordinaten. 

Die Gleichung eines dem Fundamentaldreieck urngeschriebenen Kegel- 
schnittes ist a , , x 2 x ,  + al,  X, z3 + a12 5, x 2  = 0, a180 aI1 = 0, aZ2 = O, a33 = O 
in di esem Fal le ,  welchc Substitution i n  Gleichung 10) die Gleichung des 
dem Fundamentaldreieck umgeschriebenen Kreises in folgender Form 
giebt : 

x,E, sin A + s, 2, sin B $ 2, Zs sin C = 0. 

T e m e s v a r .  Prof. IGNAZ DOROGI.  

11. Ueber e in  Theorem von  Liouville, die  doppelt - periodischen 
Functionen betreffend. 

E i n  Theorem von L i o u v i l l e  lasst sicli auf folgende Weise aus- 
sprechen : 

,, J e d e  doppelt - periodische eindeutige Function der n'"' Ordnnng 
kann durch die doppelt-periodische Function zweiter Ordnung mit den- 
selbeu Perioden und deren Ableitung ansgerlrückt wei-den." 

Eiuen Beweis dieses Tlieorems findet man bei K G  n i g s  b e r g e r q  und 
B r i o t  & B o u q u e t * " .  Aber L a u r e n t * * *  bemerkt,  dass ,  wiewohl der 

* Vorlesungen über Elliptische Functionen 1, S. 354. 
** Théorie den fonctions  elliptique^, S. 260. 

**+ Théorie élémentaire des fonctions elliptiques, S. 115. 
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Beweis dieses Theorems tiekannt is t ,  doch d i ~  Formel, wodurch man jede 
willkürliche doppelt-periodische Function ausdrücken k a n n ,  noch nicht 
entwickelt war. Durch Anwendung der Theorie der Residus findet L a u -  
r e n  t die verlangte Formel. 

Einfacher und natürlicher wird diese Formel gefunden, wenn man 
bei de,r Entwickelung den Beweis, wie man ihn in den genannten Lehr- 
büchern findet, zu Grunde legt. 

P(z) sei die willkiirliçhe a.-p. Function f i t B r  Ordnung und  f ( z )  die 
d.-p. Function xweiter Ordnung ,  worin F(z)  autigedrückt werdeil soll. 

F(z) werde in  eiuem Elernentarparallelogramm unendlich in den 
Punkten ai1, or2,  . . . a, ; f ( z )  in den Punkten ai und P.  

Betrachtet man n u n  eine Function cp (2) = F(z)  + b'(a + /3 - z )  , so 

wird (P ( 2 )  unendlich für z = a l ,  z = u2 , . . . z  = ain ,  und z = a + P -  al , 
z = u f p -  a2, . . . c = a+!-an; &(z) ist demnacb eine Function 2nts' 
Ordnung. Diese Function hat auch 2 n  Wurzelpunkte, welche sein m6gen 
a l ,  a2, ... a,; a+!-a,, a + ? - a 2 ,  . . .  a+@-cl,,. 

Nacl, bekannten Satzen ist nun 
q 7 ( ; ) =  P(z) + B(or+/3-2) 

1) - - 
, (f (2) - f (a,)) ( f  (2) - f (a,)) . . - (f (2) - f ik)) 

(I'iz) - f (a,)) (f i z )  - /la211 . . - (f (2) - f ( 4 )  ' 
Denn der rationale Bruch rechter H a n d  ist eine d.-p. Function mit den- 
selben Pcriaden wio <p (z )  und wird obenso wie rp(z) Null in  den Punk-  
ten a l l a 2 ,  . . .  a,; O+!-a,, a+B-a, ,  ... a + p - a ,  und  unendlich i n  
den Punkten a l ,  a, ,  . . .  an; a+j3-a,, a + P - a , ,  . . .  a + P - a n .  

F (z )  - B ( a + p  -2) 
Weiter betrachten wir die Function ( 2 )  = f (z)' -. 

f ' ( 2 )  
7 

auch diese Function ist doppelt - periodisch, mit denselben Perioden wie 
f ( z ) .  F ü r  die Werthe z = a,, z = a,, . . . z = a n j  z=a+/3-a1 ,  z =  
ai +j3- uz, . . . z = a+!-a,, wird sie wioderum unendlich und  hat  darum 
auch 271 Wurzelpunkte. Diose 2 n  Werthe sind erstens vier Werthe, 
welche f ( z ) W u l l  machen, und  zwcitens 272 - 4 von den 2 n  Werthen, 

.+Pl  welche P ( z )  - F(ci +!- z) Null machen, denn die übrigen z = -- 2 

z =  
a + B + w  a+B+mP 

2 ' ==- 
-- 

2  
und z = a + B + ~ + *  sind auch Wnrzeln 

2  
von f l ( z ) .  Sei nun  f (z )=O fur z = c  u n d  a f p - c  und die 2 n - 4  
Werthe von z ,  die F ( z )  - F(a+! -z) Nul1 machen, b , ,  b , ,  . . . 6,-2; 
u+P-bl ,  a + P - b p ,  ... a+P-b,-Z. Wiederum ist 

* (2) = (f (4)' E ( 2 )  - F ( u  + B - 2) 
i ' (z)  

aber f ( c )  = O  und also 
Zaltsahrift f Mnthemntik u, Physik XXVIIL, 1. 
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50 Kieinere Mittheilungen. 

Je tz t  blcibt noch übrig, die Constanten C und 6' eu bostimmen. Wird 
z = c i ,  dann i ~ t  

und z = /3 g i e i ~ t  

2 P(P) 

Substituireu wir diese Werthe für C und  C' in Gleichung I I I ) ,  so be- 
kommen mir die verlangte Formel und  wir haben 

Aber die rationalen Brüche in den Gleichungen 1) und II)  k6nnen 
in eine Summe von Partialbrüchen zaïlegt werden. Nach hekanuten 
Regeln wird dann gefunden 

dabei ist (F(a + p  - z )  - C ) ( z -  u ~ ) ~ = ~ ~  = O ,  somit 

Wird  nach derselben R ~ g e l  auch der rat,ionale Bruch in Glcicliung 11) 
transformirt,  80 ist 
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Ails 4) und 5) bekomrnen wir die Gleichnng 

welche mit der von L a u r e n t  gefundenen Formel im Wesentlichen üher- 
einstimmt. E s  findet sich leicht,  wie diese Formeln modificirt werden, 
wenn nicht,  wie hier angenommen i s t ,  alle Werthe von z ,  welche die 
Function zu Nul1 oder Unendlich machen, von einander verschieden sind, 
werin also mehrere dieser Werthe znsammenfallen. Ebenso ist hier  an- 
genommen, dass keiner der  Werthe die  f ( z )  unendlich macbe, auch F(z)  
einen unendlichen Wer th  gebc. W e n n  dies dor Fa11 w k e ,  sa konnte 
man, nach einer Bemerkung von L a u r e n t ,  statt  F (z ) ,  F ( z )  dividirt 
dnrch eine Potenz vou f ( z )  entwickeln. 

G r o n i n g e n .  Prof. H. ,T. RINK. 

III. Nener einfacher Beweis des Satzes aue der Geometrie der Lage: 
E i n  K e g e l s c h n i t t b ü s c h e l  m i t  v i e r  r e e l l e n  G r u n d p u n k t e n  

s c h n e i d e t  a u f  e i l i e r  G e r a d e n  i n  d e r  E b e n e  d e s s e l b e n  
e i n e  P u n k t i n v o l n t i o u  a u s . *  

(Hierzu Taf. 1 Fig. 5 u. 6.) 

Hierzu bedarf es  zunachst des Deweises eines andern Satzes ,  der 
wohl anch bei anderen Aufgaben mit Vortheil zn verwenden is t :  

Wenn sich die projectivische Beziehung zweier conjectivisclien (inci- 
denten) Punktreihen i n  der Weise stetig ander t ,  dass, walirend zwei 
Punktepaare d A l ,  B El fest bleiben, der  dem festen Punkte  C zugeord- 
nete Cl den Tràger  der Punktreihen durchlauft, so bcschreiben die 
Doppclpnnktc der durch die jedesmalige Lage von Cl eindeutig auf 
einander bezogenen Punktreihen eine Punktinvolution. 

B e w e i s .  Anf einer Geraden L seien drei Punktepaare zweier pro- 
jectivischen Punktreihen 

* Vergl. Sch  r 6 t e r ,  J. Steiner's Vorlesungen über synthct. Geometrie. 1867. 
Uritter Abschnitt. S. 236 S 59. 

4 * 
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A A, ,  B BI , C Cl 
geg6ben. Nach der von S t e i n e r  in seinem Werke  ,, Systematiuche Eot-  
wickelung der Abhangigkeit etc.", S. 68 angegebenen Construction findet 
man die  Doppelpunkte dieser Punktieihen,  indem man die I'unkte A A , ,  
BB, ,  CC, mit einem Peripherigpunkte P einer beliebig in  der Ebene des 
Tragers  L vorgegebenen Curve zweiteï Ordnung durch die resp. Stralilen 

aa , ,  bbl, cc, 

verbindet; schneiden diese die Peripherie der Curve bexw. in den Piink- 
te" au, ,  f i  pl ,  yyll und verbinden wir die Schnittpiinkte 

- - - - 
(uP1, ff1m und (ff y11 u,y) . 

durch eine Gerade s, welcho die Ciirve in den beiden Punkten X und 
k 
3 schneidet; 6 0  bestimmen die Geraden 

- 
X? u n d -  z" l )  auf L 

die Doppelpunkte der beidon Punktreihen. Bowegen wir nun Cl auf L 
- - - 

liin, so bewegt eich (Fig. 5 u. 6) dor Sclinittpunkt (y,@, N,?) rruf q y  
hin ,  der Strahl x dreht fiich also um den P u u k t  

die  Strahlen XP und  BP bilden eine Strahleriinvolution, ihre Schuitt- 
punkte  mit L also eine Punktinvolution. 

Mit Hilfe dieses Satzes lasst sich nun  der an die Spitze gestellte 
Sata leicht orweisen. 

Es scion c i ,  /3, y, 6 die vier Grundpunkte eines Kegelschnittbüschel~ 
u n d  L eine Gerade in der Ebene dessclben. J e d e r  Kegelschnitt des 
Büschels ist vollkommen bestimmt diirch die Annahme einer Tangente a 
im P u n k t e  a z. B. Dann aber haben wir in  den Strahlenpaaren 

a und Ba,  a P u n d  a/?, u y  und dy 

drei Strahlenpaare zweier projectivischen Strahlenbüschel, welche den 
Kegelschnitt erzeugen; dieselben schneiden die Gerade L in Punkte- 
paaren zweier projectivischen Punktreihen 

A A , ,  B B , ,  CC,. 

Die Doppelpunkte derselben sind offenbar die S c h n i t t p u n k t ~  der Curve 
mit L. Drehen wir nun  a um den P u n k t  a ,  so erhalten wir successive 
sammtliche Kegelsclinitte des Büschels; es  bleiben jedoüh die Stralilen 

d a ,  a p  und S p ,  ~y und d y ,  

und  demgemass auch die Punkte  

A , ,  B und B I ,  C und Cl auf L 

unverandert,  nur  der P u n k t  A bewegt sich als Schnittpunkt des Tragers 
L mit der Tangente a auf L fort; nach dem oben bewiesenen Satze bil- 
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de,n mithin die Doppelpunkte, das sind die Schnittpunktpaare jeder Curve 
des Büschcls mit LI auf diescr Geradcn eine Punktinvolution, W. a. b. W. 

J e n a .  CARL HOSSFELD , Stud. math. 

IV. Notiz über Tripe1 einer  Curve dr i t t e r  Ordnung ,  welche 
denselben Hohenschnitt  haben. 

I n  jedem Kegelschnittnetz kommt ein Kreis vor. Das gemcinsame 
Polardreieck desselben und irgend eines andern Kcgelschnittes aus dem 
Netze hat den Mittelpunkt M des Kreises K zum Hohenschnitt und seine 
E;ckeu sind Tripe1 der I I e s s e ' s c h e n  Curve H3  des Netzes, d. h. Punkte,  
in welcheri sie von einem Kegelschriitte beriilirt wird. 

1st P ein beliebigcr l'unkt dieser Cnrve und p seine Polare bezüg- 
lich K, so ist klar, dass nur  zwei von den Schnitten F', P", P"' von p 
und H3 im Verein mit P ein Polardreieck bilden; denn haben P' und 
Pt' diese Eigenschaft, so genügen sie auch dcr Bedingung P M I  P P" 
und P " N J - P P ' ,  welcher folglich P"' nicht mehr entsprechen kann.  
Dieser Punkt  liegt mit den weiteren Schnittpunkten der ewei anderen 
Ilreiecksseiten auf einer Geraden g. 

Es giebt also einfach unendlich viele Tripe1 erwghnter Art ,  ihre 
Ecken constituiren auf H3 ein involutorischeri Punkttiytitem und ihre 
Sciton umhüllen die xu A ~ o l a r r e c i p r o k c  Curvo C3 bezüglich des Kreises 
als Hasisciirve. Rbenso ist auch infolge dessen die Enveloppe der Gr.- 
raden G eine Curve dritter Classe. 

Da H3 H e  sse'sche Curve für drei Kegelschnittnetze is t ,  so kann 
man das Resultat der Erorterung folgendermassen aussprechen: 

, , I n  j e d e m  d e r  d r e i  S y s t e m e  v o n  T r i p e l n  e i n e r  C u r v e  
d v i t t e r  O r d n u n g  k o m m e n  e i n f a c h  u n e n d l i c h  v i e l e  v o r ,  w e l c h e  
e i n e n  g e m e i n s c h a f t l i c h e n  H o h e n s c h n i t t  b e s i t z e n .  

S i e  s i n d  P o l a r d r e i e c k e  f ü r  d e n  K r e i s ,  w e l c h e r  i n  d e m  
d e m  T r i p e l s y s t e m  e r i t s p r e c h e n d e n  K e g e l s c h n i t t n e t z e  a u f -  
t r i t t ,  u n d  b i l d e n  a u f  d e r  C u r v e  e i n  i n v o l u t o r i s c h e s  P u n k t -  
s y s t e m .  D i e  S e i t e n  d e r  T r i p e 1  u m h ü l l e n  d i e  z u  d e r  s p r a c h -  
l i c h e n  C u r v e  p o l a r r e c i p r o k e  C u r v e  f ü r  d e n  K r e i s  a l s  G r u n d -  
curve."  

Lasst man den P u n k t  P auf H 3  weiter rücken, bis e r  auch K an- 
gehort, so gelangt man durch diese Grenzbetrachtung zur folgenden Be- 
ziehung : 

, , D e n  T a n g e n t e n  d e r  C u r v e  H 3  i n  i h r e n  S c h n i t t p n n k t e n  
m i t  d e m K r e i s e  k o m m e n  b e z i i g l i c l i  d o s  l e t z t e r e n  P o l e  a u ,  d i e  
a u f  d e r  C n r v e  l i e g e n . "  
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Dies ist eine Relation, welche unverandert für jeden Kegelschnitt 
des Netzes gilt. 

Wie  für einen solchen der ersto Satz lautet,  wenn an Stelle des 
Kreismittelpunktes ein beliebiger Punkt  nnd a n  Stelle der uneudlich fer- 
nen  Geraden die Polare des Punktes  t r i t t ,  ist  dem Gesagten leicht zn 
entnehmen. 

F ü r  die rationale Curve, die nur  ein Tripelsystem besitzt, enthalt 
der Kreis den Doppelpunkt. Die Kreistangente in  diesem Punkte ist 
xugleich die Doppeltangente der Enveloppe der Tripelseiten. 

W i e n .  ADOLF AMESEDER. 

Dieser J a c O b i'schen E'orm genügen particular drei durch den Co- 
ordinatenanfaug gehende Gerade, und d a  sie ein specieller Fa11 der 
Differentialgleichung k t ,  welche dem Connex erster Classe zweiter Ord- 
nung  entfipricht, 80 musa ihre lntegration auf die Differentialgleichung 
der hypergeometrischen Reihe fiihren." Die Allgemeinheit der ohigen 
Gleichung und der Umstand, dass aie in  der aufgeschriebenen Form 
bedingungelos integrirbar i s t ,  mag es rechtfertigen, weun wir auf die 
'i'ransformation derselben kurz eingehen. 

Die drei Geraden,  welche der Gleichung 1) genügen, sind gegeben 
durch 

y = p x i  

wobei für die Richtungscoefficienten die Wurzeln der cubischen Gleichung 

" ~ P ~ + ( B ~ + C ~ ) F L ~ + ( A ~ + ~ I ) P + A ~  = O  
genommen werden mügsen. Man bemerkt, dass die Glieder der vor- 
gelegten Differentialgleichung, welche mit den Coefficienten B3 und E, 
behaftet s ind,  in  die beiden ersten Klammergrossen eingehen,  so dass 
die Gleichung einfacher 

2, + ( % x 2  + h 3 y 2  + 4 21 + f J  (x d y  - y d l )  

geschriehen werden kann.  
Setzt man nnn hierin 

U 
X E -  

1 
9 Y = - ,  

so entsteht 

* Auf diese Eigenschaft habe ich in einer frühern Arbeit aufmerksam ge- 
macht (diese Zeitschrift, Jahrg. XXVII S. 31). 
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(a1u2 + bl + clu)(u du - v d u )  

+ ( a , u 2 +  b 2 +  c,u) d u +  (a3us+  b,+ c 3 ~ + f 3 v 2 )  d u  

und diese Gleichung steht unter  der  Form 

wobei sich die Coefficienten sofort angeben lassen, von einander un- 
abhangig sind und a, ~ e i n e  frühere Bedeutung beibehalten hat. Sie ist  
geometrisch dadurch ausgezeichuet, dass ihr drei der  v - Axe parallele 
Gerade partienliir genügen. 

Die letzte Gleichung kann  man,  wie aus der  bereits citirten Arbeit 
xu erselien k t ,  unter allen Umstandan integriren, falls das Schlussglied 
nicht vorkommt, also a, = O ist. 

Nun lasst sich aber  Gleichung 2) von vornherein in eine Gleichung 
deraelben Form transformiren, bei welcher diese Bedingung erfülllt ist. 
Substituirt man namlich 

y = À x + r ,  
so geht Gleichung 2) über in 

{ a l s 2 + b l ( ~ 2 s 2 + 2 ~ ; ç ~ + t 2 ) +  C ~ ( A X ' + X Z ) ~  d ~  
2%) + { n , x 2 +  ~ , ( L ~ X ~ + ~ A X Z + Z ~ )  f c , ( ~ * x ' + x z ) ~ ( A ~ s + ~ z )  

+ { u 3 x 2 +  b g ( A 2 x 2 + 2 ~ x z + ~ z )  + C , ( I C L L ' ~ +  J Z )  + f 3 1 ( x ( i z  - z d x )  

In dercielben ist der dem früheren a,  analoge Coefficient folgender Ans- 
druck : ( ~ ~ f b , A ~ + c ~ A )  + ( f12+h2A2+ c2A)JL, 

und derselbe kann m m  Verschwinden gehracht werden,  weiin für A i rgend 
eine von den Wnrzeln der  Gleichung 

6, A" (61 + cc,) A2 + (02 +CI) A + al = 0 
gewahlt wird. Nach diesen Bestimmungen b u s s  die  reducirte Gleichung 
2a)  für u 

x=' 1 , y=-  
u1 

zweifellos in die Gleichung 
d u  

3a)  (a'+ h'u, + c'u12) + .4'1iI2 + R'v12 + C1u,v1 + Lful + Z u l  + F I =  O 
du1 

übergehen. Der  sehr hekannte Fa l l ,  bei welchem in Gleichnng 2 )  f, = O 
ist, verlangt,  dass i n  Gleichung 3 a )  der Coefficient B' verschwindet, 
wodurch die Integration bedeutend einfacher ausfallt. 

Aus dem Verlauf der Rechnung folgt,  dass auch die  Gleichnng 3) 
unmittelbar in  die Gleichung 3 a )  übergeführt werden kann. 

Verschwinden in der  Bestimmungsgleichnng für  A die Coefficienten, 
ausgeuommen a,,  so vertausche man in Gleichung 2) x und  y unter ein- 
ander; dann liefert die cubische Gleichung wieder branchbare Wurzeln,  
narnlich 4 = Ad = A3 = 0. 
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5 6 Kleinere Mittlieilnngcn. 

fitellcri wir die einzelnen Substitutionen ausammen, sci l i ab~r i  wir 
folgendes Sclilussiesultat: die Gleichung 2) kann durcli die Ausdriicke 

und die Gleichung 3) lzann durch die Ausdrücke 

in die I)iffer~ntialgleicl~ung 3 a )  transforrnirt werden,  und nus dirsem 
Grunde it;t die Integration immer aiisfülirbar. 

D r e s d e n ,  im J u n i  1882. WOLDEMAR UEYMANN. 

VI, Vermischte LehrsOtze a b e r  die Regelschnitte und  die Curven 
dr i t t e r  Ordnnng m i t  einem Doppelpnnkt." 

1. E s  gieht sechs Regelschnitte, von denen cin jeder durch einen 
festen P u n k t  P, durcli die Eckpunkte einrr  Seite eines gegebenen voll- 
standigen Vierecks iind durch die heiden Diagonalpunkte geht ,  welche 
nicht auf der bez. Seite des Vierecks liegen. 

Diese sechs Kegelschnitte schneiden einander in demjenigan Pnnkte 
p l  welclier i n  Bezug auf das durch das Viereck bestimmte Kegelscbnitt. 
büschel au P coujugirt ist. (Die Pole der Seiteu des Vierecks in Bezug 
auf die entsprechenden Kegelscbnitte sind sechs Punkte  der Geraden PO.) 

II. Die vier Mittelpunkte der umbcschriebenen Kreise derjenigen 
vier Dreiecke, welche von vier Geraden gebildet werden,  liegen bekannt- 
lich*' mit dem Urennpunkte der durch die vier Gcraden hestimrnten 
Parabel  auf einem Kreise. 

Der  Durchmesser desselben ist die Halfte derjenigen constanten 
Strecke, welche von der die obigen vier Geraden berührenden dreispitzigen 
Hypocycloide auf ihren eigeneu Tangenten ausgeschuitten wird. 

Der  von S t e i n e r  herrührende Theil dieses Satzes gestattet übrigens 
einen raschen Beweis für den F e u e r b a c h ' s c l i e n  Satz ,  indem man nach 
einander j c  zwei S e i t ~ n  eiues Dreiecks sammt den zugeliorigen Hohen 
als Seiten eines Vierseits auffasst. 

TII. Es seien s und G zwei Sehnen eines Kreises, von denen die 
erste als fest betrachtet wird. Auf der Peripherie des Kreiscs werde ein 
P u n k t  O als fest angenommen. Durch den Punkt  Pl in  welchem die 
feste Sehne s von ci getroffen wird, ziehe mau die ParaIlelen p,  p' zu 
den Schenkeln des Peripheriewinkels, der seine Spitze in  O hat iind auf 

- 

Berlin, Friedlander $ S. 
** S t e i n e r ,  Geuaniuielte Werke, 'P. 1 S. 233, 20. 
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der Sebne G steht. Wenn die Sehne G parallel verschohen wird, so 
umhüllen die l'arallelen p, p' eine dreispitzige Hypocycloide. 1)ieselbe 
berührt die feste Sehne s in  einem Purikte S ,  der leiclit zu construiren 
ist. Trifft namlich die diirch O zu s geeogene Parallele den Kreis in O: 
fio schneidet die durch O' zu G pnrallel gelegte Gerade G' die Sehne s in  
ihrem Rerührungspiinkte S. Die Hypocycloide schneidet die Sehne s in 
den beiden Pnnkten SI, S2,  in  welchen diese von den zu G parallelm 
Tangentrn des Kreifies getroffen wird. Beachtet man noch, daas die 
durch O s u  G parallel laufende Gerade eine Tangente d r r  LIypocycloide 
ist, sa ist diese der Grosse und Lage nach hestimmt. 

IV. Es seien F, W ewei feste und O ein bewegliclier Punkt  eines 
Krgelschnittes 9. Die Balbgeraden O Y ,  O W seien positiv, ihre Verlgnge- 
rungen üher O hinaus also riegativ. Zielit man nun durch den festen 
Scbnittpunkt P der Tangenten der Punkte  V ,  M. Paral lelm zu O V ,  O W, 

so werden von den l'arallelen aiif OV, OR'  zwci Strecken abgeschnitten, 
derrn Produçt J sich euglcich mit der Lage von O andcrt.  Beachtet 
mrin aber da5 Vorzeichen von J ,  so bleibt, j e  nachdem 9 eine Ellipse, 
Parabel oder Hyperbel i s t ,  

< 0V.OW-4.l; O .  
2 

Hieraus folgt noch insbesondere fiir die Parabr l :  Der  Or t  drs  Polcs 
einer Scite .eines gegehencn D r e i e c k ~  in R m u g  auf alle demselben iim- 
fichriebenen Paraheln ist diejeniga Ryperbe l ,  welche din genannte S e i t ~  
znr Tangente und die bciden anderen zu Asymptoten hat.  

V. Ist einer dreispitzigen Hypocycloide ain Dreieck iimbefichriehen, 
fia bilden die dritten Tangenten ,  welche durch seine Ecken an die Curve 
gehen, mit der jedesmaligen Gegenrieite (stets in derselben" Weise) den- 
selben Winkel. Oder: W e n n  der  dreispitzigen fIypocycloide ein Dreieck 
Ab'C uinbeschriehen ist,  so ist das  diesem umbeschriebene Tangenten- 
dreieçk Al B l C ,  dem Dreieçk A B C  #linlich, und entspreçhende Seiten 
der beiden Dreiecke bilden (in derselben Weise) denselben W'inkel O 
mit einander. Die Inhalte der beiden Dreiecke A B C  und  Al B l C ,  ver- 
haltcn sich wie 1 : 4 cos". Nimmt man jetzt die Drciecke A R  Cl, A B,C, 
A, B C ,  so ist für ihre umhesçhriehenen Tangentendreiecke der constante 
Winkel wieder gleich O, also das Verhaltniss der  Tnhalte auch wieder 
1: 4 cos" nu. fi. W. in inf. Hieraus ergiebt sich, dass man durch fort- 
gesetztes Antragen eines constanten U'inkels ein graphisches Bild der  
Hypocycloide herstellen kann. 

D. h. wcnn man, ohne jedoch die Ebcnc der Figur von der Rückseite au 
betrachten, eine Ecke des Dreiecks nach oben richtet, so wird sich der stiunpfe 
von den beiden an der Basis entatandenen Nebenwinkeln eteta entweder rechts 
oder links befinden. 
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Oder: Die Seiten zweier nicht collinearer tihnlichcr Dreiecke, von 
denen das eine dem andern umbeschrieben ist, berühren eine drcispitzige 
Hypocycloidc. 

z 
Setzt man @=: so erhalt man lauter Paare  von einander um- 

3 '  
beschriebenen congruenteu Tangentendreieckeu der Curve. 

n: 
F ü r  @ =  folgt, dam der Tnhalt des Dreiecks A, B,  Ci gleich Nu11 

2 
i s t ,  d. h. die Holien eines Dreiecks schneiden sich i n  einem Punkte  und 
beriihrcn sammt den Seiten oine dreispitzige Hypocycloide." 

VI. Zieht man a n  jedes Individuum einer Parabelsçhaar eine Tan- 
gen te ,  welche mit der Axe desselben (stets in  derselben Weise**) cinrn 
constanten Winkel cp bilaet,  so umhullt dirse Tangente eine dreispitzige 
IIypocycloide, welche die  im Endlichen befindlichen drei Grundgeraden 

X 
berührt. Der  Fal l ,  in welchem cp =- is t ,  wurde zuerst von S t e i n e r  

2 
angegeben. (Nr. V.) 

VII. E s  sei ein Kegelschnittbüschel, eine feste Gerade g und ein 
f'ester P u n k t  P gegeben. Die Verbindungslinien von P mit den  beiden 
Schnittpunkten der Geradeu g und eines Individuuuis R des Büscbels 
treffen $ zum andern Rlale in zwei Punkten Pl P', deren Or t  eine Curve 
dritter Ordnung vierter Ciassi: C: ist. Dieselbe ha t  P zum Doppelpunkt 
und  geht durch die vier Grundpunkte des Büschels. Fal ls  diesc rerll 
s ind ,  kann man sofort noch sieben andere Punkte der Curve angeben. 
Seien namlich s,, s r l ;  s2, s',; s,, sr ,  die Gegenseitenpaare des Grundvier- 
ecks,  und treffe g dieselben bez. in den Puukten SI, S',; S,, S',; S3, Sr3, 
so gehoren die Punkte  G1, G'l; G p ,  EY2; G3,  6'9, i n  welchen sl, s',; 
s a ,  s ' ~ ;  ss, st3 bel;. von den Geraden P S P 1 ,  PSl, PS',, P S , ,  PS',, PS, 
getroffen werden, auch der Curve an. Ausserdem liegt noch nach einem 
bekannten Satze*** der Schnittpunkt X der Geraden Gi G', , G,Br,, 
G 3 G f 3  auf ihr. Das giebt einen elementaren Satz für das vollstandigc 
Viereck. D i e  Tangenten der Curve in P gehen durch die P u n k t e ,  in 
welchen g von dem durch P bestimmten Individuum Po des Büschels 
gesclinitten wird. Also ist P ein gewohnlicber Doppel- ,  Einsiedler- oder 

* S t e i n e r ,  Crelle's Journal, Bd. 53 S. 231: Ueber eine besondere Curve 
dritter Classe und vierten Grades. S c h r  o te r ,  Crelle's Journal, Bd. 54 S. 31: Er- 
zeugnisse krummer projectivischcr Gehilde. C rem O n a ,  Crelle's Journal, Bd. 64 
S. 101: Sur l'hypocycloïde à trois rebroussements. 

** Richtet man z. B. den Scheitel der Parabel (ohne die Ebene der E'igur 
von der Rückseite zn betrachten) nach oben, BO muvs der constante Winkel z. B. 
immer rechts von der Axe liegen mit dem Scheitel nach oben. 

*** C h a s l e s ,  Comptes rendus 1853. ' 
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Riickkohrpunkt, j e  nachdcm g den Kcgclschnitt R, tri&, nicht trifft oder 
berührt. 

Diejenigen Individuen des Büschels, welche g heriihren, berühren 
auch die Curve C,9 in  dern Punkte ,  in  welchem sie von der Verbindungs- 
linie ihres Berührpunktes auf g mit P getroffen werden. Hierin liegt die 
L6sung der Aufgabe : Diejenigen Individuen eines Kegelschnittbüschels 
zn finden, welche eine durch die Grundpunkte gehende Curve C: be- 
rühren. Man construire mit Hilfe der Punkte ,  in denen die Curve ein 
Linienpaar des Büschels trifft, die Gerade g. Die beiden Individuen dos 
Büschels, wolchc g berühren , sind die gesuchten , und  die Berührpunkte 
liegen auf den Geraden, welche vom Doppelpunkte nach ihren Rerühr- 
punkten anf g gezogen werden konnen. 

(Als besonderer Fa l l  des polar gegenüberstehenden Satzes m6ge der- 
jenige erwahnt werden,  wo dem Punkte  P die @, u n d  der Geraden g 
der Brennpunkt der  in einer Kegelscliuittschaar vorkommenden Parabel 
entspricht. Alsdann e rh i l t  mau eine dreispitzige Hypocycloide. Nam- 
lich: J e d e  durch den Brennpunkt  der  Parabel einar gegebenen Kegel- 
schnittschaar gehende Gerade y bestimmt als Tangente ein Individuum 
der Schaar, welches eine zu y parallele Tangente y' aufzuweissn hat. 
M'ahrend y sich um den Brennpunkt dreht u n d  9 die Schaar durchlaiift, 
wird y' diejenige dreispitzige Hypocycloide umliüllen, welche die vier 
Grundgcraden der Schaar  berührt. Man erhalt noch leicht sieben weitere 
Tangenten der Curve,  namlich die Parallelen, welche durch die sechs 
Ecken des Grundvierseits zu den Verbiiidungslinien der  jedesmaligen 
Gegeneckeu mit derri Brennpunkte der Parabel geIogen werden,  berüliren 
die Hypocycloide auch. Ferner  ergeben diejenigen Paare  der sechs 
neuen Tangenten,  welche j e  durch zwei Gegenecken des Grundvierseits 
geben, drei Schnittpunkte, welche auf einer siebenten Tangente der  
Cnrve liegen. E s  ist dies diejenige bekannte Gerade,  welche die iîfitten 
der Diagonalen des Vierseits i n  sich aufnimmt. Die durch den Brenn- 
punkt der Parabel gehenden Tangenteu der Hypocycloide sind seine drei 
Gemeingeraden mit der Enveloppe der  Asymptoten der Individuen der  
Schaar.) 

Geht die Gerade g durch einen Grundpunkt  des Büschels, so zer- 
fallt die Curve C z  i n  einen Kegelschnitt und  eine Gerade. 

1st P ein Diagonalpunkt des Viereeks der Grundpunkte,  so eerfallt 
die C: in drei Gerade ,  von welchcn die durch E' gehenden Seiten des 
Vierecks zwei eind. Die dritte gcht durch den Schnittpnnkt von g mit 
der nicht durch P laufenden Diagonale. 

VIII .  Die Tangente u n d  die  Normale eines Punktes  P eines Cen- 
tralkegelschnittes mogen die  Axen desselben i n  den Punkten  A ,  B und 
A l ,  B ,  treffen. Jedes  dieser Punktepaare bestimmt mit dem Mittelpunkte 
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M der Curve ein Rechteck, dessen freie Ecke  durch C und (4 bezeichnet 
werden moge. Die Verbindungslinie CC, treffe die Axen in den  Punkten 

A,,  B,. D e r  Schnittyunkt (A,  B2, A 2 R 1 )  heisse D. Dann trifft die Ge- 
rade MD die Kormale in dem Mittelpnnkte des zu J' gehorigen Krüm- 
mungskreises, wie leicht ersichtlich. 

Bewegt sich P auf dem Centralkegelschnitt, so durchlauft der Punkt 
Cl &en mit dem ursprünglichen concentrischen und gleiehartigen Cen- 
tralkegelschnitt, der dieselben Axenrichtungen hat. Ziiglricli wird der 
neue Centralkegelschnitt von dr,r Geraden CCl eingehüllt; diese ist also 
stets die Tangente des jedesmaligen Punktes  Cl. 

Die  Construction der Scheitel des neuen Centralkegelschnittes ist 
bekanntlich sehr einfach. Hiernach lassen sich jetzt die Evoluten der 
Centralkegelschnitte leicht construiren. Man construirt narnlich den neuen 
Centralkegelschnitt durch I'unkte. F ü r  jeden seiner Punkte  Cl erhalt 
man eine Tangente der  Evolute. Dicselbe ist die Verbindungslinie der 
Fusspiinkte der van Cl auf die Axen gefallten Senkrechten. 

Fü r  die Parahel Iasst siçh unter Modificationen etwas Aehnliches 
aufstellen. 

G r e i f s w a l d .  II. E. M. 0. ZIMMERMANN,  Stud, phil. 

VII. Znr Lehre von der Theilbarkeit der Zahlen. 

Durch Nebeneinanderstellen gleicher Zahlen erhiilt man m u e ,  welche, 
je  nach der Art der Zusammenstellung, durch bestimmte Primzahlen ohno 
Rest theilbar sind. I m  Folgenden sollen zunachst Beispiele hierxu ge. 

geben werden, von denen rneines Wiesens bisher nnr  einzelne bekannt 
gemacht worden s ind ;  ferner sol1 gezeigt werden,  wie man für irgend 
eine als Theiler gewahlte Zehl alle durch Nebeneinanderstellung gleicher 
Zahlen enthteheude Dividueu firiden kaun.  

Art der Zusammenstellung: 

Zwei gleiche 3 -  oder 15ziffrige Zahlen 

7 ,, 4-,  1 2 -  oder 20 ,, 7, 

,, 5 -, 7-, 1 3 -  oder 19,,  7 7  

, , ,, 6 - , I O - o d e r l 8  ,, Y , 
9 7 3 9  8 17 7 7  

, 9 73 9 7  

7 7  7 7 11 9 7 I I  

7 7 ,  14 3 3 7 

> 7 7 1 17  , 7 ,  

7 I 2 1 3, 1 ?  

1 7  
2 2 3 ,  > 7 

I I  7 23 7 9 7,  

Theiler 
für die entstehende Zahl: 

. . . 7 ,  11, 13.  

. . . 7 3 ,  137. 

. . . i l .  

. . . 101. 

. . . 17. 

. . . 7, 11, 1 3 ,  19. 

. . . 11, 23. 
: . . 29, 101. 
. . . 11, 103. 
. . . 7, 11, 1 3 ,  127. 
. . . 89, 101. 
. . . 11, 47, 139. 
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Art der Zusammensteiiung: 
Theiler 

für die entstehende Zahl: 

Drei gleiche 2 -, 4 -, 8 - oder 16 ziffrige Lahlen . . . 3 ,  7,  13 ,  37. 

17 7 )  
5 ,, ,, . . . 3 ,  31, 37. 

1 7  77 6 odcr 12 7 7 ,, . . . 3 ,  19. 
>, 7 I  

7 i 7 ,  . . . 3 ,  37, 43. 

1 1  >I  10 7 1  ,, . . . 3 ,  7, 13 ,  31, 37. 
3, 7, 11 ,, . . . 3 ,  37, 67. 

14 ,, . . . 3 ,  7,  1 3 ,  37, 43. 

>, 
> >  

> >  

7, 

F ü n f  

7 1  2 0 7 9  

,, 2 ~ , 6 - o d e r 1 0  ,, 
7 3 7 7  

, , 4 -  oder 12 > I  

9 ,  5 7 > 

7 7 

I 8 1 ,  

Y , 
I I  11 > >  

7 14 > y 

VI 15 > 

7, 2 1 
7 7  2 -  oder 4 1 ,  

I I  3 , 6 9 

1 7 ,, 14 7 i 

>i 12 7 

15 

,> 2 Y ,  

I I  a Y Y 

1, 4 3 1 

11 

Aclit 
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Um für irgend eine Primzahl z solche Dividuen, welche durch Neben- 
einanderstellung gleicher Zahlen . entstehen , anfznfinden , kann  man fol- 
gendermassen verfahren. Man bilde die verschiedenen, periodisch wie- 
derkehrenden Reste r,, r,, r, ,  . . ., welche sich bei der  Division von IO0, 
IO1, IO2 ,  . . . durch die Zahl z ergeben,  deren Anzahl N also entweder 
gleich z - 1 oder  ein Theiler von z - 1 ist. 

1st  diese Anzahl A' eine gerade Zahl 2 k ,  so erhalt man durch Zu- 
sammenstellung zweier k-ziErigen ZaIilen ein Vielfaches von z ;  denn i n  
diesem Fa l le  ist jada der Summen r , + r k ,  r ,  +rk+l,  r P + r k + z r  . .. 
rk-1 +rZk-l gleich 2. Die Voraussetzung, dass die  Anzahl der Reste 
eine gerade ist , wird erfüllt ,  falls z ein Factor eines Ausdruckes von 
der  F o r m  1 0 k + l  ist;  die Beziehung zwischen den Resten entspricht 
einem Satze von S c  h l o m i l  c h  über die periodischen Decimalbrüche, 
deren Periode eine gerade Anxahl von Stellen hat.* 

Es laiisen sich, falls R = 2 k ist , auch noch weitere Vielfache von 
z durch Nebeneinanderstellen zweier (2 n + 1) k -  ziffrigen Zahlen bilden; 
denn rp,,+l)k ist  alsdann gleich rk, also r,+ r , ~ , , + ~ ) k  = z u. B. W. 

1st  die Anzahl N der von einander verschiedenen Reste ein Viel- 
faches von 3, resp. 4 ,  5, 6 u. S. W., oder eine dieser Zahlen selbst, also 
gleich 3 k ,  resp. 4 k ,  5 k ,  6 k ,  ... (worin k aiich gleich 1 sein kann), so 
erhalt man durch Nebeneinanderstellnng von 3, resp. 4 ,  5, 6, . . . gleichen 
k-ziffrigen Zahlen ein Vielfaches der gegebenen Zahl 2. Denn unter der 
Aunahme N 0 3k  ist, wie leicht zu beweisen, jede der  Summen r,+rk 

+ rzk,  f l$ rk+l  + Q ~ + I ,  . .. r k - 1  + r z k - 1  f r 3 k - 1  gleich nz,  worin n eine 
ganze  Zahl bedeutet;  unter der Voraussetzung N =  41c ist jede der Sum- 
men r o + r k + r 2 k $ r 3 k ,  r l f  rk+i+r2k+l$r3k+i l  gleich nz u.8- WB,  

entsprechend einem Satze über periodische Decimalbrüche: 1st die An- 
zalil de r  Stellen der  Periode gleich v k ,  sa ist die Suuime ans den v 

Zalilen, welche durch j e  k aufeinanderfolgende Ziffern der Periode (von 
deren  Anfaug an gezahlt) gehildet werden,  gleich IOk-1 oder ein Viel- 
faches von IOk-1." Ergiabt sic11 hiernach, dass Vielfache -einer gc- 
gebenen Zahl z durch p-faches Nebeneinanderstellen gleicher k -  ziff- 
rigen Zahlen gebildet werden konnen ,  so erhalt man solche Vielfache 
natürlich auch durch np-faches Zusammenstellen gleicher k-ziffrigen 
Zahlen,  wenn n irgend eine ganze Zahl hedeutet. Ferner  erhiilt man 
a l sdann ,  wie aus der Uetrachtung der  oben arwalinten Eigenschaften und 
der periodischen Wiederkehr der Reste r,, r,, r,, . . . hervorgeht, auch 
noch weitere Uividuen von z durch p-faches Nebeneinanderstellen glei- 
cher  m k-zigr igen Zahlen, wobei m jede ganze Zahl sein k a n n ,  mit Aus- 

* Zeitschrift für Mathematik und Physik XXV, S. 416. 
** Vergl. zu diesem Satze und zu den Satzen über d ie -  Reste: B o h m e ,  Pe- 

rioden der Decimalbrüche. Berlin 1882. 
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nahme von p und aller Vielfachen de,r Zahl p, welche angiebt , wievielmal 
die mk-ziffrige Zahl nebeneinander gestellt werden soll. 

B e i s p i e l .  F ü r  z  = 7 3  und  137 ist die Anzahl der  von einander 
verschiedenen Reste gleich 8; also erhalt man Dividuen von 73 und  auch 
von 137: 

eretens durch Nehenein,anderstellen von 2 gleichen gziffrigen, ebenso 
1 2 -  oder 20 ziffrigen Zahlen ; desgleichen von 2 n solchen Zahlen; 

aweitens diirch Nebeneinanderstellen von 4 gleichen 2 ziffrigen, ebenso 
4- ,  6 -, IO-, 12 -, 14 -, 18 - . . . ziffrigen Zahlen , desgleichen von 
4 n  solchen Zahlen; 

drittens durch Nebeneinanderstellen von 8 glcichen l ziffrigen, ebenso 
2-, 3 -, 4 - ,  5 -, 6 -, 7-, 9- ,  10-  . . . ziffrigen Zahlen, desglcichen 
von 8 n  solchen Zahlen. 

1st die Anzahl der von einander verschiedenen Reste eine Primzahl 

y, so kijnnen also Vielfache der gegebenen Zahl z nur durch q-faches 
oder n y  - faches Nebeneinanderstellen gleicher m - ziffrigen Zalilen gebildet 
werden, und zwar muss m relative Primzahl zu g sein. E s  lassen sich 
jedoch Dividuen für jede Primaahl z ,  unter  Berücknichtigung der  Reste 
ro,  r l ,  r,, . . ., durch Zusarnrnenstellung von z w e i  Zahlen bilden, welche 
gewisse Vielfache einer beliebigen k-stelligon Zahl sind. Denn es seien 
r f  und rl zwei Reste ,  welche bei der  Division von l o f  und 101 dnrch 
die grgebenc Zahl z cntstanden s ind ,  und man wahle zwei ganze Zahlen 
or und s o ,  dass arf+Prl gleich z oder einem Vielfachen von z ist, 
so muss, wie leicht ersichtlich , aucli a r f+  1 + Pr l t l ,  ebenso c i r f f 2 + P r t + z  

n. s. W. durch z theilbar sein. 1st  also z. B. U r ,  + Br4 = z ,  so ist auch 
jede der Summen ar l  + P r 5 ,  U r 2  + Brs, arg + Br7 durch z  theilbar, mit- 
hin jede açht-  oder mehrziffrige Zahl ,  welche entsteht,  werin man das 
a- fache einer vierziffrigen Zahl und das ,6- fache derselben nebeneinander 
stellt (die zweite Zahl links von der ersten), ein Vielfaches von z. 1st 
hierbei daa u-fache eine fünfziffrige Zahl ,  so muss natürlich die fünfte 
Ziffer links zu der ersten rechts der P-fachen Zahl addirt werden; en t -  
sprechend ist zii verfahren, falls das ci - fache mehr als fünf Ziffern hat. 

Ri11 man Dividuen einer Primzahl z  dnrch derartige Z u ~ a m m e n -  
stellungen von zwei Vielfachen einer k-ziffrigen Zahl bilden, so hat man 
zunachst Paare ganzer Zahlen ol und  durch Auflijsung der Bedingongs- 
gleichung u r o  + Brk = m z E U  hestimmen. Bezeichnet man mit or ( a b c  . . . k) 
und P(a b c . . . k )  das or - resp. P - fache einer beliebigen k - ziffrigen Zahl  
und durch Neberiei~ianderstellen beider eine 2 k -  oder mehrziffrige Zahl, 
welche durüh die in oben angegebener Weise erfolgende Zusammenstel- 
lung derselben entsteht , so ist also alsdann ( a b  c . . . k )  a(a b  c . . . k) stets 
durch 2 ohne Rest theilbar. Es m6gen hier einige Beispirle solcher Zusarn- 
rnenstellungen fiir die Theiler 17 ,  1 9 ,  31 und 53 fulgen. 
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l ( a 6 ) 2 ( a b j  ... 9 ( a b ) l ( n b )  ... l ( a b c ) 3 ( u t i c )  
8 ( a O c )  i ' (0Oc)  . . .  3 ( u b c d )  5 ( u O c d )  sind durçh 17 
4 ( u b c d )  l ( u 6 c t l )  . . .  ï ( n 6 c d )  6 ( a b c d )  ohne Rest 
2 ( a b c d e ) 5 ( a b c d e )  . . .  5 j u b c d e )  4 i n b c d e )  theilbar. 
8 ( u b c d e )  3 ( a b c d e )  . . .  I ( u b c d e f )  8 ( u b c d e f )  

2 ( ~ 6 ) 9 ( u b )  ... 3 ( u h ) 4 ( u b )  ... 7 ( a 6 ) 3 ( a h )  
I ( a b c ) 7 ( a b c )  ... 3 ( n b c ) 2 ( a b c )  

2 ( a b c d )  7 ( u b c d )  . . .  3 ( c ~ h c d j  l ( u h c d )  sind durch 19 

j ( a 6 c d )  8 ( a b c d )  . . .  8 i n b c d )  9 ( a b c d )  ohne Rest 
4 ( a b c d e j  7 ( a D c d e )  . . .  5 ( u b c d e )  4 ( a b c d e )  theilbar. 
6 ( a b c d e )  l ( a 6 c d e )  ... l ( a 6 c d e f )  8 ( a b c d e f ' )  

I ( a b c d e f g )  4 ( a b c d e f g )  . . .  S ( u b c d e f g )  1 ( u b c d e f g )  

4 ( n 6 ) 3 ( a b )  . . .  3 ( u b c ) 7 ( a D c )  . . .  7 ( a b c ) â ( a b c )  s i n d d u r c h 3 1  
5 ( u b c d )  3 ( u O c d )  . . .  I ( a 6 c d c )  6 ( a B c d e )  1 oline Rest 
6 ( n b c d e )  5 ( a / 1 c d e )  ... 3 ( a 6 c d e f g )  2 ( u b c d c f y )  theilbar. 

l ( u b )  6 ( u b )  . . .  I ) ( a h )  l ( a 6 )  . . .  l ( u b c )  7 ( n b c )  I sind durch 53 

8 ( u b r ) 3 ( u ~ ~ c )  . . .  5 ( c ~ b c d e ) 2 ( c t b c d e )  ohne Rest 
I ( u I i c d r f )  4 ( u h c d e f )  . . .  4 ( u b c d e f g )  1 ( u b c d e f g )  theilbar. 

G o r l i t z .  
- - - - ~  

Dr. OSCAR KESSLER. 

VILI. Bemerkung über  den Ausdrnck , ,The i lmg einer Strecke in 
unendlich k le ine  Theileu. 

I n  den von mir irn 27. Jahrgange pnblicirten Arheiten habe ich an 
mehreren Stellen von Punktmengen gesprochen, welche eine Strecke in 
lauter unendlich kleine Theile zerlegen. Ich dachte nicht, dass irgcnd 
Jemand hierin etwas Anderes finden würde,  als eine der Kürze wegen 
gewahlte Ausdrucksweise. Nun ersehe ich aber au5 einer Mittheilung, 
welche ich hierüber erhalte, dass jene Ausdrucksweise a n  gewisse ab- 
sonderliche A n s c h a u u ~ g e u  über die  Natur des mathematischen Unendlicli- 
kleinen eriunert t iat,  dass es alse moglicherweise scheineu koriute, als 
wenn ich diese Anschauungen theilte. Ich beuierke deshalb, dass, wenn 
ich sage:  cine Strecke ist durch Punkte  P in unendlich kleine Theile 
getheilt ,  dies kiclits Andores bcdeuten sall ,  a ls :  Kein noch so kleiner 
'I'heil der Strecke ist ohne Piinkte P und  kein noch so kleiner Theil 
enthalt nur  Punkte  P. - Ferner  glaube ich Veranlassung zu haben, zu 
bemerken, dass rneine Abhandlung über die F o u r i  er'sche Reihe (Jahr- 

gang 2 7  S. 1 9 3 )  im J u n i  und der  Artikel S. 176  irn Apri l  1881  eiu- 
gesaudt worden is t ,  erstere aber tichou irn Herbste 1880 gesührieben war. 

F r a n k e r i t h a l ,  30. Oct. 1582 .  W. VELTMAPYN. 
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IV. 

Die sechzehn Wendeberührungspunkte der Raum- 
curve vierter Ordnung erster Species. 

Von 

E m s r  LANGI~C 
in Leipzig. 

Sj 3. Zusaminensetzung der Ebenen zu Tetraedern. 

B u s  d e m  V e r h a l t e n  a l l e r  g e f u n d e n e n  E b e n e n  g e g e n t i b e r  
d e n e n  d e s  P o l a r t e t r a e d e r s  e r k e n n e n  w i r ,  d a s s  T e t r a e d e r ,  
w e l c h e  a l l e  16 P u n k t e  a u f  s i c h  t r a g e n ,  s i c h  n u r  n a c h  f o l g e n -  
d e n  A n g e b e n  z u s e m m e n s o t z e n  k o n n e n :  

1. aus vier Ebenen der Schaar 48 3 
2. ails drei Ebenen der Schaar 48 und einer Polartetraederebene; 
3. aus zwei Ebenen der Schaar 48 und zwei Polartetraederebenen; 
4. aus vier Ebenen der Schaar 64 ;  
5. aus zwei Ebenen der Schaar 64 und zwei Ebenen der Schaar 48. 

1. Tetraeder aus vier E b e n e n  der Schaar 48. 

In jede Ecke des Polartetraeders laufen in jeder ihrer Ebenen zwei 
Verbindungslinien von je zwei Wendeberührungspunkten. Wiihlen wir als 
erste Ebene des neu zu construirenden Tetraeders z. B. diejenige, welche 
durch die Ecke 1 II III geht und durch die beiden Verbindungslinien 
und l I i , î  besti~nmt k t ,  so müssen wir nothwendig als eine weitere Ebene 
dieses Tetraeders die durch dieselbe Ecke gehende und durch 12,3, IIJ,4 
bestirnmte wiihlen. Darnach haben wir noch die acht Punkte der Ebenen 
III und IV auf ein Paar  Ebenen der Schaar 48 anzuordnen. Dies kann, 
wie wir aus den in die Ecken 1 III IV und II III IV hineinlaufenden Ver- 
bindungslinien je zweicr dieser Pnnkte schcn, auf vier Weisen geschehen. 
Nach Wahl der ersten Ebene ist also die zweite bestimmt, die dritte kann 
auf acht verschiedene Weisen gewahlt werden, darnach ist die vierte 
bestimmt. Da wir zur Wahl der ersten Ebene 48 Moglichkeiten haben und 
bei dieser Zusammensetzung dasselbe Tetraeder auf acht verschiedene Weisen 
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66 Die 16 Wendebertihrungspunkte etc. 

48.8  
erhalten, so haben wir das folgende Resultat: E s  g i e  b t -- - 

8 
- 48 Te- 

t r a e d e r ,  w e l c h e  a u s  j e  v i e r  E b e n e n  d e r  S c h a a r  48 s o  zusam-  
m e n g e s e t z t  s i n d ,  d a s s  s i e  a l l e  16 P u n k t e  a u f  s i c h  t r a g e n .  

2. Tetraeder  aus d r e i  E b e n e n  der  S c h a a r  48 und einer  Polar- 
te t reederebene.  

1st die Polartetraederebene f ü i  das zusammenzuseteende neue Tetraeder 
bestimmt, so konnen wir als tibrige Ebenen nur  solche aus der Schaar 48 
benutzen, welche durch die Gegenecke gehen. Die sechs dort zusammen- 
stossenden Verbindungslinien je zweier Wendcberiihrungspunkte lassen sich 
auf acht verschiedene Weisen zu Paaren zusammenfassen, die drei geeigneta 
Ebenen der Schaar 48 bestimmen. 

Resultat. E s  g i e b t  4.8=32 T e t r a e d e r  d e r  g e n a n n t e n  Zu- 
s e m m e n s e t z u n g ,  w e l c h e  a l l e  16 P u n k t e  a u f  s i c h  t r a g e n .  

S. Tet raeder  a u s  einer  E b e n e  d e r  S c h a a r  48 und ewei  Polar-  
tetraederebenen. 

Ein Paar  von Polartetraederebenen konnen wir auf sechs Weisen 
wiihlen. Die acht ihnen nicht angehtirigen Punkte liegen auf vier Ebenen- 
paaren aus der Schaar 48. 

Resultat. E s  g i e b t  a l s o  6 . 4 = 2 4  T e t r a e d e r  d e r  g e n a n n t e n  
Z u s a m m e n s e t z u n g ,  w e l c h e  a l l e  16 P u n k t e  a u f  s i c h  t r a g e n .  

4. Te t raeder  aus E b e n e n  d e r  S c h a a r  64. 

Die Abzahlung dieser Tetraeder sol1 in  der Weise geschehen, dass au 
successive tiberlegen , wieviele Ebenen wir als erste, zweite, dritte,  vierte 
für ein zu construirendes Tetraeder wahlen konnen, nachdem über die 
jeweils vorhergehende bereits verfiigt ist. 

Die erste Ebene konnen wir offenbar auf 6 4  verschiedene Weisen 
wahlen; als zweite sind daun nur alle diejenigen Ebenen brauchbar, die 
durch keinen der vier schon in der ereten Ebeue gelegenen Punkte gehen. 
Kun verlaufen durch einen beliebigen jener Punkte 16 vou den 6 1  Ebenen, 
durch zwei der Punkte,  die nicht dersclben Polartetraederebene mgchtiren, 
nur  4 ,  durch drei jener Punkte nnr eine Ebene aus der Schaar der 64. 
Um die Zahl der als zweite fur das zu construirende Tetraeder brauchbaren 
Ebenen zu finden, mtissen wir zunachst von der Gesammtzahl 6 4  subtra- 
hiren die Zahl aller der Ebenen, welche durch einen der vier schon ver- 
brauchten Punkte gehen , d. i. 4.16.  Dabei haben wir alle Ebenen, welche 
durch zwei dieser Punkte gehen, doppelt gerechnet; wir müssen ihre Zahl 
also wieder einmal addiren. Die vier Punkte bilden sechs Paare, durch 
jedes Paar  gehen vier Ebenen ; es ist also 4 . 6  = 24 die zu addirende Zahl. 
Die eine, als erste gewahlte Ebene ist nun viermal subtractiv und sechs 
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mal additiv gerechnet; sie muss also noch dreimal subtractiv gerechnet 
werden. Als zweite Ebenen sind also brauchbar: 

6 4 - 4 . 1 6 + 4 . 6 - 3 . 1 ~ 2 1  

Ebenen. In  derselben Weise zahlen wir a b ,  wieviele Ebenen nach Wahl 
der beiden ersten noch als dritte brauchbar s ind;  w i r  f i n  d e n  d a  b e i :  

6 4 -  8 . 1 6 + 2 4 . 4 - 3 . 2 - 2 4 . 1 + ~ = 2 + ~  

E b e n e n ,  u n d  e s  b e d e u t e t  h i e r i n  x d i e  Z a h l  d e r j e n i g e n  v o n  d e n  
64 E b e n e n ,  w e l c h e  d u r c h  j e  v i e r  v o n  d e n  a c h t  W e n d e b e r l i h -  
r n n g s p u n k t e n  g e h e n ,  d i e  i n  d e n  b e i d e n  e r s t e n  g e w a h l t e n  
E b e n e n  g e l e g e n  s i n d .  

Diese Zahl ist je nach Wahl der zweiten Ebene verschieden, und wir 
benutzen, um die moglichen F a l k  klar auseinanderzuhalten, wieder die 
Parametervertheilung an unserer Curve. E s  seien jetzt (g,, g,), (g,, u,), 
(ue,q4) ,  (us, u.,) die Benennungen von den vier Punkten der zuerst gewahl- 
ten Ebene. Vermehren wir dieselben nach einander um (0, 2),  (2, O ) ,  (2,  2), 
so eihalten wir die Renennungen von je vier neuen Punkten, die drei wei- 
teren von d e n 6 4 E b e n e n  angehoren. D i e s e  d r e i  E b e n e n  g e h o r e n  z u  
j e n e n  21 u n d  h a b e n  z u  d e r  e r s t e n  E b e n e  u n d  z u  e i n a n d e r  d i e  
B e z i e h u n g ,  d a s s  j e d e s  P u n k t e p a a r  a u s  e i n e r  v o n  i h n e n  m i t  
e i n e m  P u n k t e p a a r  a u s  e i n e r  a n d e r n  w i e d e r  i n  e i n e r  E b e n e  d e r  
S c h a a r  6 4  l i e g t ;  m a n  l i e s t  d i e s  o h n e  W e i t e r e s  a u s  d e n  B e n e n -  
n u n g e n  ab .  Wahlen wir also eine dieser drei Ebenen als zweite fur das 
zu construirende Tetraeder, so ist x = 6 ;  dann k6nnen als dritte also noch 
acht Ebenen benutzt werden. Durch mehrere an sich einfache zahlentheo- 
retische Ceberlegungen - die sich immer ouf dio Benennungen dcr 16 
Punkte beziehen - lasst sich zeigen, d a s s  x - 2  i s t ,  w e n n  w i r  e i n e  
d e r  18 n o c h  i i b r i g e n  v o n  d e n  21 E b e n e n  a l s  z w e i t e  f t i r  di ts  zu 
c o n s t r u i r e n d e  T e t r a e d e r  b e n u t z e n .  

Darnach kann also die dritte nur noch auf vier Weisen gewahlt werden. 
Sind drei Ebenen von den 64 bestimmt, welche zwolf der Punkte auf sich 
tragen , so zeigt das A b  e l '  sche Theorem , dass die vier noch tibrigen Punkte 
auch auf einer solchen Ebene gelegen sind, die dann die vierte ftir das 
neue Tetraeder bilden muss. 

Unsere Abzahlung zeigt also 

6 4 . l 8 . 4 +  6 4 . 3 . 8  

M6glichkeiten, Tetraeder zusammenzusetzen, und da wir hierbei jedes Te- 
traeder 24mal erhalten, s o  i s t  d i e  A n z a h l  d e r  a u 9  d e n  64 E b e n e n  
z u s a m m e n s e t z b a r e n  T e t r a e d e r ,  w e l c h e  a l l e  1 6  P u n k t e  t r a g e n ,  
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S. Tetraeder aus je  zwei Ebenen der Schaaren 48 u n d  64. 

Rei dieser Abzahlung machen wir Gebrauch von dem folgenden Satze, 
dessen Beweis - da er sich nur aus einfachen zahlentheoretischen Schlüssen 
bezüglich der Benennungen unserer 16 Punkte zusammensetzt - wir über- 
gehen wollen: A c h t  W e n d e b e r l i h r u n g s p u n k t e ,  d i e ,  z u  P a a r e n  den 
v i e r  P o l a a r t e t r a e d e r e b e n e n  a n g e h o r i g ,  a u f  z w e i  E b e n e n  der  
S c h a a r  48 g e l e g e n  s i n d ,  g r u p p i r e n  s i c h  n o c h  z w e i m a l  a u f  E b e -  
n e n p a a r e  d e r  S c h a a r  64. Greifen wir aus der Schaar 48 zwei solche 
Ebenen heraus , so bleiben noch acht Wendeberührungspunkte tibrig , dia 
aiif zwei ebensolchen E b e n ~ n  gelegen sind. Nach dern obigen Satze giebt 
es also immer zwei Ebenenpaare aus der Schaar 6 4 ,  die sich mit einem 
solchen aus der Schaar 48 zu einem richtigen Tetraeder erganzen. Da es 
nun in der Schaar 48 

4 8 . 8  - 
2 

solcher Ebenenpaare giebt, so erkennen wir des Resultat: D i e  Z e h l  der 
T e t r a e d e r ,  w e l c h e  a u s  j e  z w e i  E b e n e n  d e r  S c h a a r e n  48 und 

4 8 . 8 , 2  
6 4  b e s t e h e n  u n d  a l l e  16 P u n k t e  auf  s i c h  t r a g e n ,  i s t  - 

2 
-- 384. 

D i e  Z a h l  a l l e r  T e t r l t e d e r  d e r  v e r l a n g t e n  E i g e n s c h a f t  i s t  

d a h e r  1 + 4 8 + 3 2 + 2 4 + 2 5 6 + 3 8 4 =  745. 

$ 4. Gruppirnng der Ebenen und Tetraeder nach nnseren 
Operationen. 

~ d e i h d e s .  Jeder der 16 Pnnkte war bestimmt durch ein Argument 

oder durch die Benennung (r, s). Die Summe der Benennungen von vier 
Punktcn ciner Ebene [welche bekanntlich G (0, 0) mod (4, 4) ist] hatten s i r  
als R e n e n n u n g  d i e s e r  E b e n e  bezeichnet, und wir k6nnen analog for 
die Summe der Benennungen von vier Ebenen den Namen: B e n e n n u n g  
d e s  b e t r e f f e n d e n T e t r a e d e r s  ainführen. Wenn diesesprechweise ge- 
stattet is t ,  s o  w i r d  e s  i n  d i e s e m  P a r a g r a p h e n  u n s e r e  A u f g a b e  
s e i n ,  f e s t z u s t e l l e n ,  m i t  w i e v i e l e n  g l e i c h a r t i g e n  G e b i l d e n  (also 
P u n k t e n ,  E b e n e n ,  T e t r a e d e r n )  e i u  b e s t i m m t e s  d e r s e l b e n  bei 
A n w e n d u n g  u n s e r e r  O p e r a t i o n e n  s e i n e  B e n e n n u n g  a u s t a u s c h t .  
E i n e  s o l c h e  G e s a m m t h e i t  v o n  G e b i l d e n  b e z e i c h n e n  w i r  a l s  
e i n e Grume geyeniiber uwseren Operationen. 

Um die Gruppirung der Gebilde festzustellen, benutzen wir die Tabclle 
der ausgezeichneten Untergruppen (Schluss des 1. Cap.). Es geniigt bekannt- 
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Von E. LANGE. 
. ___^^_.^ ^_^ _^^^Y,.;^",.~ 

96.16 lich immer, eine einzige oder doch nur eine sehr besohrLnkteAnzah1 

/ von Opcrationen mit allcn denjenigen einer ausgezeichneten Untor- 
48.16 gruppe zu verbinden, um dadurch alle die Iibrigen Operationen 

,,! ,, zu erhalten , welche mit jener ausgezeichneten Untergruppe zu- 
\ sammen die nachst zahlreichere erfüllen. Das System der aus- 

\ 

8.16 gezeichneten Untergruppen ist flir unsere Operationen so ver- 

/ zweigt, dasy wir auf verschiedene Weise durch solche ttufein- 
anderfolgende Erweiterungen von der niedrigsten ausgezeichneten 

4.16 Untergruppe, der Identitkit, zur hochsten, d. h. zur Gesammt- 

\ gruppe selbst, gelangen konnen. Da es uns haupts%chlich dsrauf 
1-16 

1 ankommt , die Gruppirung der Gebilde gegenuber der G e s a  m m t - 
4 g r u p p e  kennen zu lernen, so wollen wir nur einen einzigen 

1 solchen Weg betrachten, und zwar den nebenstehenden, den wir 
aus dem frtiheren Schema herauszeichnen. 

Ftir ihn lehrt die folgende Tabelle, welche Operationen den Uebergang 
von jeder ausgezeichneten Untergruppe zu derjenigen der nachst hoheren 
Ordnung vcrmittcln. W i r  e r h a l t e n  a l l e  O p e r a t i o n e n  d c r  a u s -  
g a z e i c h n e t e n  U n t e r g r u p p e  d e r  O r d n u n g  q a u s  d e r j e n i g e n  d e r  
O r d n u n g  p d u r c h  V e r b i n d u n g  d e r  l e t z t e r e n  m i t  d e n  O p e r a t i o -  
n e  n Oi , wo fiir 

p = 1, q = 4 die Operationen O* sind die drei oftgenannten Trans- 
formationen der Periode 2;  

p - 4,  q = 1 . 1 6  die Operationen Oi sind die Transformationen v ' r  u 

(19 1); 
p = 1.16, q. = 4 . 1 6  die Operationen Oi Sind die Substitutionen 

3 0  3 2  
2 31' 10 3 /  ' 

p = 4.16,  q = 8 . 1 6  die Operationen Oi sind die einzige Substitution 

1; a i  
p = 8.16, q = 2 4 . 1 6  die Operationen Oi sind : eine beliobige positive 

Substitution der Periode 3 und ihre zweite Potenx; 
p = 24.16,  q = 4 8 . 1 6  die Operationen Oi sind eine beliebige positive 

Substitution der Periode 4 ;  
p = 48.16, q = 9 6 . 1 6  die Operationen Oi Sind eine beliebige negative 

Substitution. 

Es ist leieht zu erkennen, dass die 16 Punkte selbst nur  eine einzige 
Gruppe bilden; schon die Transformationen vermogen j e  ihre Benennungen 
ineinander tiberzufahren. - Dass ferner die Gruppen der 48 und 64 Ebenen 
durch unsere Transformationen nicht vermengt werden konnen , erkennen 
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wir a m  dem verschiedenen Verhalten derselben gegenüber den Polartetraeder- 
ebenen, wenn wir beachten, dass diese letzteren ibre Benennungen nur 
unteroinandcr austauschen konnen. 

1. Verhal ten d e r  48 Ebenen .  

Wir  wissen, dass i n  jede Ecke des Polartetraeders sechs Verbindungd- 
linien von je zwei Wondebertibrungspunkten laufcn. D i  e s  e P u n  k t e p  e a r  e 
h a b e n  a l l e  d i e s e l b e  S u m m e  d e r  A r g u m e n t e ,  a l s o  a u c h  d e r  
B e n e  n n u n g e  n. F ü r  die verschiedenen Tetraederecken sind diese Surnmen 
verschieden, so dass wir durch sie die Ecken charakterisiren k6nnen. Bei 
der ursprünglichen Darstellung der Curve geh6rt niimlich zur Ecke: 

1 II III die Argumentensumme w', also die Benennung ( 0 ,  2) ,  
1 I I I V  ,, 7 3 * + *', 9 ,  1 ,  1 ,  ( 2 , 2 ) ,  
I I I I I V  ?, I I  * 9 ,, , l  > , (2, O), 

II I I I  IV ,, 1 3  0 ,  11 ,1 1 9  (0 10). 
Wenden wir nun der Reihe nach die Transformationen der Periode 2 

a n ,  so andern sich die Benennungen (ri, s,) aller Punkte um (0, 2), (2,  O), 
( 2 ,  2 ) ,  jene Summen der Benennungen anderu sich aber nicht, und 80 

tauscht jede Ebene der Schaar 48 bei Anwendung dieser Transformationen 
mit drei anderen Ebenen durch dieselbe Polartetraederecke ihre Benennung 
aus ,  s o  d a s s  d e r  a u s g e z e i c h n e t e n  U n t e r g r u p p e  d e r  O r d n u n g  4 
g e g e n t i b e r  d i e  48 E b e n e n  i n  z w t i l f  G r u p p e n  v o n  j e  v i e r  z e r -  
f a l l e n .  

Nehmen wir die Transformationen mit ( c l ,  b)  = (O, 1 ) ,  (1, O),  (1, 1) 
hinzu, so erreichen wir, dass jene Summen sich vertauschen und d a s s  
i n f o l g e  d e s s e n  d i e  e b e n  b e s c h r i e b e n e n  G r u p p e n  v o n  j e  v i e r  
E b e n e n  s i c h  z u  j e  v i e r  i n  G r u p p e n  v o n  16 E b e n e n  v e r e i n i g e n .  
Beztiglich der Zusammensetzung der letzteren gi l t :  

die erste Gruppe besteht aus je acht Ebenen mit Punktepaaren aus 1 und 
II, I I I  und IV;  

die zweite Gruppe besteht aus je acht Ebenen mit Punktepaaren aus 1 
und III, II u n d I V ;  

die dritte Gruppe besteht aus je acht Ebenen mit Punktepamen aus 1 
und IV, II und III. 

Die acht positiven Substitutionen von der Periode 2 und 1, deren 
Verbindungen mit den 16 Transformationen die Untergruppe 8.16 bilden, 
lassen die Benennungen der Polartetraederebenen unverkder t ,  mtissen daher 
auch die obigen Gruppen unvareinigt lassen. - Eino beliebige positive Sub- 
stitution der Periode 3 und ihre zweite Potenz lassen nur die Benennung 
der Polartetraederebene 1 beskhen,  vertauschen dagegen diejenigen von II, 
I I I ,  I V  cyklisch und vereinigen also die drei obigen Ebenengruppen zu 
einer einzigen. D e n  24.16 O p e r a t i o n e n  u n d  a l l e a  z a h l r e i c h e r e n  
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Von E. LANGE. 7 1 

a u s g e z e i c h n e t e n  U n t e r g r u p p e n  g e g e n t i b e r  b i l d e n  d i e  4 8  E b o -  
n e n  a l s o  n u r  e i n e  o i n z i g e  G r u p p e .  

2. Verhal ten d e r  64 Ebenen.  

Zunachst ist leicht einzusehen, dass ausser der Identitat keine von den 
16 Transformationen die Benennung einer Ebene aus der Schaar 64 wieder 
in sich verwandeln kann,  d a s s  a l s o  d i e s e n  O p e r a t i o n e n  g e g e n i i b e r  
s ich  v i e r  G r u p p e n  v o n  j e  16 E b e n e n  b i l d e n  mt i ssen .  Durch jeden 
Wendeberührungspunkt gehen vier Ebenen jeder dieser Gruppen. Um die 
Gruppirung gegentiber den 4.16 Operationen zu erfahren, geniigt es ,  zu 

entscheiden, ob eine von den Substitutionen 
1 2  3 0  3 2  

12 1 1 ,  2 319 1 0  31 zwei, 
verschiedenen Gruppen angehorige, Cyklen von vier Ebenen durch denselben 
Punkt [z. B. den Punkt (0, O)] vermengen kanxi. Da dies nicht der Fa11 
ist, bleibt auch dieser Operationsgruppe gegenuber die Gruppirung zu je 
16 Ebenen bestehen. - Den 8 . 1 6  Operationen gegenüber entstehen Grup- 

pen von 32 Ebenen, da O je r n e i  friihere Gruppen von 16 Ebenen ver- 
I o  31 

einigt. Dieselbe Gruppirung bleibt gegenüber der ausgezeichneten Unter- 
gruppe derordnung  2 4 . 1 6 ,  a b e r  s c h o n  d i e  48.16 O p e r a t i o n e n  v e r -  
e i n i g e n  a l l e  64 E b e n e n  z u  e i n e r  e i n z i g e n  G r u p p e .  

3. Verhal ten d e r  Tetraeder. 

Da unsere Operationen die Gruppen der 4, 48, 6 4  Ebenen nicht zu ver- 
einigen vermogen, so k6nnen sie dies auch nicht thun mit den Gruppen 
der 1, 48, 3 2 ,  2 4 ,  256, 384  Tetraeder, wie wir aus deren Zusammensetz- 
ung ohne Weiteres erkennen. Es gilt also nur  noch zu entscheiden, ob 
diese Gruppen nicht selbst wieder in kleinere zerfallen. Da die Ar t  und 
Weise, wie dies festgestellt wird, im Wesentlichen dieselbe ist,  wie bei der 
analogcn Aufgabo für  die 116 Ebanen, so beschrhken wir uns darauf, die 
Resultate anzugeben. 

a) D a s  P o l a r t e t r a e d e r  
bildet eine Gruppe ftir sich. 

b) Die 48 T e t r a ' e d e r  

ordnen sich gegentiber der ausgezeichneten Untergruppe der Ordnung 4 in 
24 Gruppen mi6 je zwei Tetraedern, gegentiber der ausgezeichneten Unter- 
gnippe der 16 Transformationen in sechs Gruppen mit je  acht Tetraedern. 
Die letztere Gruppirung bleibt auch den Untergruppen der Ordnungen 4 . 1 6  
und 8.16 gegentiber, Beim Uebergang von der letzteren zu derjenigen der 
Ordnung 24.16 vereinigcn sich je drei der obigen Gruppen zu einer einzigon 
mit 5 4  Tetraedern, u n d  d i e  4 8 . 1 6  O p e r a t i o n e n  b e r e i t s  v e r m o g e n  
d i e  B e n e n n u n g e n  a l l e r  4 8  T e t r a e d e r  i n  e i n a n d e r  l i b e r z u f t i h r e n .  
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c) D i e  32 T e t r a e d e r  

zerfallen den Transformationsgruppen der Ordnungen 4  und 16 gegentiber 
in ebenso zahlreiche Gruppen und verlieren diese letztere Gruppirung erst 
beim Uebergang von den 4 8 . 1 6  zu allen 96 .16  Operationen, i n  d em s i e  
a l l e  i n  e i n e  G r u p p e  x u s a r n m e n f a l l e n .  

d) D i e  24 T e t r a e d e r  - 
ordnen sich den Traneformationen der Periode 2  gegentiber in Gruppen mit 
zwei Tetraedern ; gegenüber den ausgezeichneten Untergruppen der Ordnungen 
16, 4 . 1 6 ,  8 . 1 6  in Gruppen von acht Tetraedern, u n d  d e n  24 .16  Ope-  
r a t i o n e n  u n d  a l l e n  z a h l r e i c h e r e n  U n t e r g r u p p e n  g e g e n ü b e r  
f a l l e n  s i e  i n  e i n e  e i n z i g e  G r u p p e  z u s a m m e n .  

e) D i e  384 T e t r a e d e r  

bilden den Transformationsgruppen der Ordnungen 4 und 16 gegenllber 
ebenso zahlreiche Gruppen , 

den 4 . 1 6  Operationen gegentiber Gruppen von 32 Tutraedern , 
,1 f? . l6  ,, > >  7 1 7 1  64 9, 

1 ,  2 4 . 1 6  ,, . Y 1  1 1  11 192 ,, 
u n d  e n d l i c h  d e n  48 .16  u n d  a l s o  a u c h  d e r  G e s a m m t h e i t  a l l e r  
O p e r a t i o n e n  g e g e n t i b e r  f a l l e n  s i e  i n  e i n e  G r u p p e  z u s a m m e n .  

f )  D i e  256 T e t r a e d e r  

verlangen eine mehr ins Einzelne gehende geberlegung. Wir  k6nnen nach 
5 3 Nr. 4 innerhalb der 64 Ebenen 16 Cyklen zu je vier Ebenen unter- 
scheiden, welch' letztere in der gegenseitigen Beziehung stehen, dass jedes 
Punktepaar aus einer derselben mit je einem Punktepaar aus jeder der drei 
anderen wieder in einer neuen Ebene der Schaar 64 liegt. Die Ebenen 
eines solchen Cykluti enthalten zusammen gerade alle 16 Punkte, und BO 

bilden diese Cyklen also 16 von unseren Tetraedern. D a ,  wie leicht zu 
sehon , dio gcnannte .gcgonseitige Bcziehung dcr Ebenen eines solchen Te- 
traeders sich bei Anwendung unserer Operationen nicht verwischt, so bilden 
diese Tetraeder innerhalb der 256 eine Gruppe für  sich. Sie ordnen sich 
nach dem Obigen der ausgezeichneten Transformationsgruppe der Ordnung 
4 gegentiber in  Gruppen von je einem Tetraeder, den Untergruppen der 
Ordnungen 16 und 4 . 1 6  gegentiber in  Gruppen zu vier; den 8 .16  und 
24 16 Opurationen gegentiber in Gruppen zu acht Tetraedern, u n d  s chon 
d i e  4 8 . 1 6  O p e r a t i o n e n  v e r e i n i g e n  s i e  i n  a i n e  e i n z i g e  Gruppe .  

U n t e r  d e n  256 T e t r a e d e r n  f i n d e n  s i c h  f e r n e r  1 4 4 ,  welche 
auv  j e  z w e i  E b e n e n  z w e i e r  d e r  o b e n g e n a n n t e n  V i e r c y k l e n  
b e s t e h e n .  

Wiihlen wir n h l i c h  zur Construction eines Tetraeders zwei ~ b é n e n  
eine8 ersten solchen Cyklus a m ,  so bleiben noch acht Wendeberührungs- 
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punkte übrig, die sich ausser auf das tibrigbleibende Paar desselben Vier- 
cyklus noch auf drei Ebenenpaare anordnen (vergl. S. 67). Diese letzteren 
Paare müssen wieder solchen Viercyklen angehoren, wie wir aus dem Um- 
stande erkennen, dam je zwei derselben Polartetraederebene angehorige von 
den acht noch tibrigen Wendcberührungspunkten Argumente besitzcn, die 
sich um dieselben Periodenhalften iinterscheiden. Nun giebt es doch 1 6 . 6  
P a r e  von Ebenen desselben TTiercyklus, und jedes bildet mit drei anderen 
ein neues Tetraeder; also haben wir, da wir hierbei jedes Tetraeder dop- 
pelt dihlen, 

Tetraeder der angegebenen Art. Sie ordnen sich der ausgezeichneten Unter- 
gruppe pou 

4 Transformationen gegentiber in Gruppen 211 2 Tetraedern, 
16 n n n n n 8  n 

4 . 1 6  zusammengesetzt. Operationen j, n n 8  Il 

8 . 1 6  n n n n n n 1 6  n 

24 .16  n n n 9 n n 48 n 

D i e s e  l e t z t e  G r u p p i r u n g  b e h a l t e n  s i e  a l l e n  h o h e r e n  a u s -  
g e z e i c h n e t e n  U n t e r g r u p p e n  g e g e n t i b e r  b e i ,  s o  d a s s  w i r  i n  i h n e n  
d a s  e r v t e  u n d  e i n z i g e  B e i s p i e l  e i n e r  S c h a a r  g l e i c h a r t i g  z u -  
s a r n m e n g e s e t z t e r  T e t r a e d e r  e r k e n n e n ,  d i e  n i c h t  z u g l e i c h  e i n e  
G r u p p e  u n s e r e n  O p c r a t i o n e n  g e g e n ü b e r  i s t .  

Die noch übrigen 96  Tetraeder enthalten Ebenen von vier verschiede- 
nen Viercykeln, denn diese Zusamrnensetzung ist die einzige, welche inner- 
halb jener 256 Tetraeder überhaupt noch moglich ist. Sie ordnen sich der 
ausgezeichneten Untergruppe der 

4 gegenüber 

16 " 
4 . 1 6 , 8 . 1 6  

2 4 . 1 6  

Ordnung 
in Gruppen xu 4  Tetraedern, 

n n n 16 p 

n n n 32 n 

JI n n 96 n 

Drittes Capitel. 
Analyt ische  Folgerungen.  

$ 1. Einleitendes. 
Die bisher gewonnenen Resultate ermoglichen uns,  mit wenig Mifhe 

die Gleichungen aller der 112 Ebenen durch vier Wendebertihrungspunkte 
aufzustellen, die wir ausser den Polartetraederebenen noch kennen gelernt 
haben. Wir erfüllen dadurch nicht nur  eine naheliegende analytisch - geo- 
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7 4 Die 16 Wendebertihrungspunkte etc. 
-.A-.--.- 

metrische Forderung, sondern wir erledigen ztigleich eine functionentheore- 
tische Frage,  wie das Folgende lehren wird. 

Die Ki1  l i  n g  ' sche Darstellung der Raumcurven vierter Ordnung : 

xo : XI : x2 : x3= G (2v) : (il (2v) : Gu, (2v) : 0, ( 2 4  

ist ein besonderer Fa11 von der Darstellung der Normalcurven nt=* Ordnung 
vom Geschlechte 1 im Raum von n - 1 Dimensionen, welche Herr K l e i n  
im 17. Rd. der Mathem. Annal., S. 133 gegeben hat. Herr  K l e i n  de- 
finirt dort eine solche Curve durch Gleichiingen der folgenden Art: 

Q X , = G ( V - a , ) .  ~ ( u - a , )  ... a(v-a , , ) ,  
Q X ~ = U ( V -  b , ) .  U ( V  - bz) ... ci (v- b,), 

p x n = a ( v - l a l ) . o ( a - n 2 ) . . .  a ( v - n , ) ,  

wobei vorausgesetzt ist , dass die Summen der Grossen a ,  b , . . . ~c einander 
gleich, also z. B. alle - O sind, und stützt sich dabei auf zwei Satze, die 
Il e r m i t e  für 0 - Functionen aufgestellt ha t  , die aber ohne Weiteres auch 
ftir u -Punctionen gelten. Sie sagen aus,  dass 

1. a l l e  s o l c h e  l a - g l i e d r i g e n  G - P r o d u c t e  s i c h  d u r c h  n u n -  
a b h a n g i g e  v o n  i h n e n  l i n e a r  a u s d r t i c k e n ,  u n d  

2. d a s s  d i e  Q u o t i e n t e n  a u s  z w e i  s o l c h e n  P r o d u c t e n  e l l i p -  
t i s c h e  F u n c t i o n e n  s i n d .  

Dass die K i l 1  i n g ' sche Darstellung der Raumcurven vierter Ordnung 
hiervon ein besondcrer Fa11 ist, trit t  klar hervor, wenn. wir dieselbe in 
der folgenden Gestalt schreiben: 

Q x, = a (v) . a (v + o + of )  . o (v - a>) . a (v - o') , 

Die auf den rechten Seiten stehenden u-Producte unterscheiden sich 
von resp. a (2 v), a, (2 v) , o, (2 v) , a, (2v) nur  um constante Factoren, die 
wir in die Coordinaten aufnehmen konnen. Diese vier viergliedrigen a-Pro- 
ducte sind nun von einander unabhiingig, und wir konnen also alle Pro- 
ducte 

a(v-a,).a(v-a,).o(u -a,). a(v-a,), 
fiir welche 

a, +a,+a,+a,= 0 ,  
durch sie linear ausdrucken. Ein solchea Product verschwindet nur in den 
vier Punkten 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von E. LANGE. 75 
^^^ -,.-. - -̂ , TY^̂ M--_C_̂ -̂I-*Y  ̂ ^ - _  _ 

w=a, ,  a,, a,, a4 
nnserer Curve, und da es sich linear durch die vier obigen Producte oder 
durch u(2v), ~ , ( 2 v ) ,  ( r2 (2v ) ,  a3(2v)  ausdrtickt, s o  m n s s  e s ,  w e n n  w i r  
s t a t t  d e r  u - F u n c t i o n e n  d i e  i h n e n  p r o p o r t i o n a l e n  C o o r d i n a t e n  
e i n f t i h r e n  u n d  d e n  A u s d r u c k  = O  s e t z e n ,  d i e  G l e i c h u n g  d e r  
E b e n e  e r g e b e n ,  w e l c h e  d u r c h  d i e  v i e r  P u n k t e  

v - a , ,  a,, a,, a4 

u n  se r e r Cu  r v e g e h t. Uns interessiren hier insbesondere die Ebenen, 
welche durch je v i e r  v o n  d e n  W e n d e b e r i i h r u n g s p u n k t e n  gehen, 
oder die viergliedrigen q-  Producte der angegebenen Ar t ,  welche als Grossen a 
Periodenviertel besitzen. Es  kommt nach dem Obigen im Wesentlichen au£ 
dasselbe hinaus, ob wir die Gleichungen jener Ebenen analytisch bestimmen 
oder ob wir die entsprechenden ci - Relationen aufstellen. Wir  werden Ueides 
thun und in der Uebereinstimmung der Resultate eine Controle erhalten. 

In  Wirklichkeit brauchen wir abcr gar  nicht alle jeno 112 a-Relatio- 
nen odcr Ebenengleichungen aufzustellen. Wir  haben gesehen, dass sie in 
zwei getrennte Gruppen zu 48 und 64 zerfallen, und dass durch unsere 
Operationen die Benennungen aller Ebenen einer und derselben Gruppe in 
einander tibergeftihrt werden k h n e n .  W i r w e r  d e n  a l  s O (in 5 2) a u  .a 
J e d e r  G r u p p e  e i n  E l e m e n t  a u f s t e l l e n  u n d  e s  i m  U e b r i g e n  d e n  
O p e r a t i o n e n  i i b e r l a s s e n ,  d a r a u s  a l l e  a n d e r e n  a b z u l e i t e n .  So 
ist eine erste Vereinfachung für diese letzte Aufgabe geschaffen. 

In unsere a -Relationen gehen ausser den a -Functionen nur  die Grossen 

(Gk- ein. W i r  w e r d e n  u n s  a l s o  (in 5 3) e i n e  T a b e l l e  a u f s t e l -  
l e n  fItr d i e  U m w a n d l u n g e n ,  d i e  d i e  e i n z e l n e n  O p e r a t i o n e n  an 
d e n  z e h n  G r o s s e n  ( v i e r  a - F u n c t i o n e n  u n d  s e c h s  W u r z e l n  

c k )  h e r b e i f i i h r e n ,  und haben nach dieser Tabelle immer nur  un- 
sere 6 -  Relationen umzugestalten, u m  die neuen Relationen zu erlangen , die 
durch die betreffenden Operationen aus den alten hervorgehen. 

H i e r f t i r  g i e b t  u n s  a b e r  e i n e  z w e i t e  E r l e i c h t e r u n g  d i e  
G r u p p e n t h e o r i e  a n  d i e  H a n d .  Sie hat uns doch gelehrt,  dass wir 
alle Operationen der Gesammtgruppe aus nur zwei Substitutionen und ejner 
Transformation zusammensetzen konnen, und elso werden wir Nichts weiter 
zn thun habcn, als die Wirkungen dieser drei Operationen auf jene zehn 
Grossen festzustellen. Darnach is t  es eine ganz elementare Arbeit, diese 
Cmwandliingen zusammenzusetzen und in die o-Relationen einzutragen. 

8 2. Aufstellung zweier 6-Relationen (resp. Ebenen- 
gleichnngen). 

Wir kommen nach diesen einleitenden Ueberlegungen zur Erledigung 
des ersten Theiles der am Anfang dieses Capitels genannten Aufgabe: z u r  
A u f s t e l l u n g  d e r  b e i d e n  a - R e l a t i o n e n .  
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81s vier Wendeberiihrungspunkte, welche einer Ebene der Schaar 48 
angehoren, k6nnen wir z. B. wiihlen: 

Das in ihnen verschwindende ri-Product hat nach richtiger Normirung der 
~ r ~ u m e n t e  (welche so geschehen muss, dass die Summe der Subtrahendan 
O ist) die Gestalt: 

und ist nach 
6- Functionen 

Um die 

dem H e  r m i t e ' schen Satze gleich einer linearen Function der 
vom Argumcnto 2v, also 

= Ari(2v) + Bo,(2v) + Ca2(2v) + Du,(2v). 

unbekannten Constanten A bis D zu bestimmen, geben nir 
dam v besondere Wertlie. Setzen wir für v zunachst die Argumente ein, 
ftir welche je ein Factor der linken Seite der Gleichung verechwindet, so 
erreichen wir dadurch die Bestimmung jener Coefficienten bis auf eine mul- 
tiplicative Constante. Fur v = O geht die Gleichung tiber in :  

1) O = B + C + D ;  
fur v =  w + W' in: 

2, O = B - C + D ;  

welche Gleichung wir unter Benutzung der aus der Theorie der a -  Fiinc- 
tionen bekannten Formeln : 

auch schreiben konnen : 

3) 
(u 

Setzen wir endlich u = o + - ein , so erhalten wir : 
2 

O = A a ( 2 m + w ' ) +  Bu1(2w+w' )+  Co,(2w+ w'), 
oder 

O = - A a ( ~ ' ) - B o ~ ( w 3 +  Caa(w'), 

oder unter Anwendung der obigen Formeln: 

4) o = - A - B / = + c / ~ , - ~ , .  
Wir srkennen aus den Gleiehungen 1) bis 4) zunllchst: 

C=O, B = - D ,  
uiid unsere a-Relation nimmt nun die Gestalt an :  

(I(v).o(v-W-W1).ri 

a,(2v) -u,(~w)]. 
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Um endlich den Werth B zu bestimmen, gentigt es, in die Formel 
noch einen besondern Werth ftir v einzusetzen, für welchen die linke Seite 
keinen verschwindenden Factor erhalt, z. B. v = w. Wir finden d a m :  

und darnit ist die erste der erstrebten o-Relationen gewonnen. 
Ebenso wahlen wir nun die Argumente von vier Wendeberiihrungs- 

punkten, welche einer Ebene der Schaar 64 angehoren, so aus, dass ihre 
Summe den Werth O hat, und erhalten durch den ersten der genannten 
Hermite 'schen Satze für aie die Relation: 

= A . a ( 2 v )  + B.ol(2v)  + C.a2(2v)+  D.a3[2v). 

Setzen wir in diese fiir v der Roihe nach die Werthe e h :  
w O w' 

, 
w 

v = o ,  - 2 ,  2 + 2 ,  -- 2 ' 
so erhalten wir die folgenden Gleichungen: 

O =  B + c +  0, 
O = - A o ( m )  + Ca2 (m) + D 8s (01, 
O =  A a ( ~ + w ' ) + B a , ( m + w ' )  . +Do,(w+w') ,  
O = -Aa(w') + Bcr, (w') + CaB (m') 

denen wir unter Benutzung der bekannten Formeln: 

die Formen geben konnen : 

1) O =  . B + C + D ,  
'4 O = - A  . + + D De1-e3, - 
3)  O =  A+BJC=, 

-- 
. + ~ t e , - e , ,  

4) O = - A + B v e , - e , + C ' / F 2  
Aus diesen Gleichnngen bestimmen sich die Coefficienten A  bis D bis auf 
einen constnnten Factor, und wir gewinnen so die Relation: 
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78 Die 16 Wendebertihrungspnnkte etc. 

die wir nur  durch Berechnung von Coast. noch zu vervollstiindigen haben. 
W 

W i r  setzen zu dem Ende in die urspriingliche Relation noch - fur c ein 
2 

und erhalten dadurch : 

Die Gleichungen fiir die Ebenen durch die gewiihlten beiden Punkt- 
quadrupel ergeben sich, wie wir gesehen haben, wenn wir in  die gewon- 
nenen Relationen statt  der a - Functionen die ihnen proportionalen Coordi- 
naten einftihren und die rechten Seiten darnach = O setzen. Die Ebene 
durch die vier Punkte: 

O M 
v = O ,  v = w + m ' ,  v = 2 ,  u = w + -  

2 
erhalt so die Gleichung: 

O = - xo Jes - e, + x, - zs , 

wkhrend die Gloichung der Ebcne durch die vier Punkte: 

- -  - - . xO [- Je,-es. JeS-e,- JG.ye, -e ,+Je, -eJm Je,-el ]  
+ x ,  [ J= + J G  - J G  1 
+xi? [- J K  - Je,  - e, - I 
+z3 [ -  Je, + + fG ] = O .  

Die Controle, ob wir auf analytisch-geometrischem Wege zu denselben 
Ebenengleichungen gelangen , macht sich ausserst einfach. Wir  haben früher 
die Tabelle Für die Coordinaten jener 16 Punkte aufgestellt und ihr ent- 
nehmen wir jotzt, dass die vier Punkte der erstcn Ebene die Coordinaten 
besitzen : 

und ebenso die vier Punkte der zweiten Ebeue: 
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Nun stimmen die Determinanten aus den Coordinaten dieuer beiden 
Punktquadrupel genau tiberein mit resp. den Determinanten der beiden 
Gleichungssysteme l ) ,  2), 3 ) )  4), aus denen sich die Vcrhëltnisse der Co- 
efficienten A bis D berechneten, und dies lehrt ohne Weiteres, dass wir 
dieselben Resultate erhalten würden, wollten wir i n  bekannter Weise jene 
Ebenengleichungen aufstellen. 

9 3. Aufstellung der Tabelle von Umwandlungen, welche die 
drei erzeugenden Operationen an den 6-Functionen und den 

Grossen i c i  - f?k hervorùringen. 
Die nun folgende Tabelle bedarf kaum einer Erlauterung. Die darin 

enthaltenen Formeln sind der Theorie der o-Functionen entnommen und 
mtissen hier rals bekannt gelten; es kommt ebon nur darauf a n ,  dieselben 
hier zusammenzustellen. 

Die eine T r a n s f o r m a t i o n :  

welche wir als erzeugende benutzt haben, verwandelt 

o(2v) in  a ( 2 v + w J ) =  a3(2v).a(<u').e2fn, 

6 , ( 2 ~ )  ,, u1(2v+m')= ci2(2v).a(w').e2v". JG, 
a,(2v) . G , ( ~ v +  w') = cr l (2v) .u (o ' ) . e2~ '~ .  Je3-ce, - P. 

a3(Zv) ,, a3(2v+m')=-<j(2v).u(w').e2>i'u.JeS-el. JeS-e, .  

Die Grossen Jei- ek dagegen werden, da sie nur  von den Periodon ab- 
hangen, nicht von i h r  betroffen. 

Als ein Paar erzeugender S u b s t i t u t  i O n e n haben wir kennen gdern t  
O -1 1-1 

11 01, 11 -21 
oder in ausfiihrlicher Schreibweise : 

1) 
-, r - 

a > =  - 0 ,  o = w ,  

2) 
- . I 

w = w - 0 ,  w = 6- 26'. 
Sie bewirken Urnwandlungen, welche die folgende Tabelle wiedergiebt. 
Dieselbe besitzt drei Colonnen, a n  deren Kopf wir die Formeln geschrieben 
haben, durch welche die i n  der betreffenden Colonne auftretenden neuen 
Perioden 2 0, 26'  mit den alten zusarnmenhtingen. Am Eopfe der orsten 
Colonne stchcn Identitaten; sie wollen weiter nichts aussagen, als dess 2 m 1  
2 0' das ursprüngliche Periodenpaar bilden. Perner enthalt die Tabelle zehn 
Zeilen; alle Gros~en  derselben Zeile sind einander gleich: sie sind die ver- 
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8 0 Die 16 Wendeberührungspunkte etc. 
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schiedenen Gestalten der einen zu Anfang der Zeile stehenden Function, 
welche dieselbe je nach Wahl des Periodenpaares annimmt. Bei allen 
u-Functionen sind die Perioden, welche fiir sie zu Grunde gelegt sind, in 

der Klarnmer mit angegeben, bei den Grossen Jei-  ek sind sie als Indices 
angefügt. 

D ~ R  mittlere Colonne giebt die Umwandlungen fb eine Substitution 
von der Detcrminante + 1, wie sie in Vorlesungen iiber ci-Functionen der 
Regel nach behandelt werden. Wir wollen nur noch eine erganzende Be- 
merkung hinzufiigen tiber die letzte Colonne, weil diese eine Substitution 
der Determinante -1  enthtilt, und wir solche Substitutionen in der uns 
zugbnglichen Literatur über ci-Functionen (Abschrift eines nach Vorlesungen 
des Herrn W e i  e r s t r a s s geftihrten Collegheftes und ein Theil von : ,,For- 
meln und Lehrsbtze zum Gebrauche der elliptischen Functionen" vou 
S c h w à r  z) nicht behandclt gcfundcn habcn. Die am Kopfc der dritten 
Colonne stehende Substitution setzt sich multiplicativ aus einer Substitution 
der Determinante + 1 und einer solchen der ~ e t e r m i k a n t e  - 1 - deren 
Umwandlungen wir sofort übersehen k6nnen - wie folgt zusammen, nenn 
wir die schon mehrfach angewendete kurze Schreibweise benutzen: 

Die erste dieser beiden Substitutionen ergiebt die folgende Uiuwandlungs- 
tabelle : 
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L i e , l m .  ,, [ i e , l e , ,  6. 

Auf die in der zweiten Colonne stehenden Grossen haben wir dann niir 
noch anzuwenden : 

1 _ I  J 
O = - O ,  0 = 0 ,  

und die Umwandlungeu , welche dicse Substitution herbeiführt, wollen wir 
wirklich ausrechnen. 

Zunachst erkennen wir aus der Ausgengsdefinition fur ~ ( v ) ,  welche 
diese Fnnetion als uiiendliches Product darstellt, dass: 

u ( 2 v / W ,  w') = ~ ( 2 ~ 1  O ,  W'). 

Fernei finden wi? eus den bekannten Formeln: 

unter Beachtung des Umslandes, dass G eine ungerade Punction ist: 

Dies benutzen wir in der folgenden Berechnung: 

- 2 7jv 2 rj-v 
e . ~ ( w +  2v) e.a(W- 2v) 

~ ~ ( 2 ~ 1 0 ,  of)=- - 
O (O) 0 (6) 

In  derselben Weise finden wir: 

c2(2z;lG, wt)=a2(2vIW, W'),  [i3(2vjo, W' )=u3(2u10 ,  0'). - 
Es genügt, wenn wir eine der Wurzelgroçsen Jei - ek uniformen und 

fiir die anderen nur die Resultate angeben: 
Zeitschrift f .  Msthematik II Physik XXVIU,  2. G 
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G~(- 6 6 ,  6') 
ci(- WIw, 0')- 

- -- a2 (- W 1 W, 6') 
G (- O ,  O, Cs') 
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Ueber verschiedene Warfnecapacitaten und andere 
in der Warmelehre vorkommende Grossen. 

Von 

Prof. L h .  C. ROHN 
in Ascliaffrnburg. 

Unter der W a r m e c a p a e i t a t  eines K t i r p e r s  versteht man den 
Theil der ihm mitzutheilenden Warmemenge,  welcher daeu verwendet 
und verbraucht wird, unter naher  bestimmten Bedingungen eine Ver- 
anderung an ihm zu bewirken, deren Maass die Einheit i s t ,  z. B. eine 
Temperatnrerhohung um 1 O. Die Warmecapacitat eines S t O f fe  s ist jene 
eines Korpers, der aus der Mengcneiiiheit dieseli Stoffes bestelit; - rneist 
wird die Gewichtseinheit, zuweilen die Volumeinheit gewahlt. Die s p e -  
c i  f i s  c h e  W a r  rn e cines Stoffes ist seine WBrmecnpacitat, gernrssen 
durch jene eines Verglsichstoffes, gewtihnlich des reinen W a s s e r ~ .  Die 
Veranderlichkeit der Grossen wird beriicksichtigt und die Definition 
scliarfer, wenn man die Wiirmecapacitat auffasst als dae Verhaltniss 
unendliçh kleiner, der Mengeneinlieit des Stoffes zugefuhrter oder rnitzu- 
theilender, fur Hervorbringung unendlich kleiner Aenderung verwendeter 
und verbrauchter Warmemenge zn jener Aenderurig, das Iieisst a ls  Dif- 

a0  a Q  a Q  
ferentialqi~otient, wie - - - wenn,  wie üblich, Q eine Warme- 

a l '  a u  i l p  

menge, 1 Sernperatur, a Volum der Mengeneinheit,  normalen Ober- 
flachendruck je  auf die Fliiclieneinheit (adcr Spiinnung) bezeichnen. 

Der  Ausdruck ,,specifische Warme" i ~ t  xiemlich nicht~sagend und 
der Ausdruck , ,WarmecapacitatiL entspricht Iangst (und mit Recht) ver- 
lassenen Vorstellungen, weshalh es an der Zeit sein dürfte, bessere Aus- 
drücke zn wahlen. ,,TV a r m e b  e d  a r  f "  f ü i  nalier bezeiclineten Zweck 
nnter bestimmten Bedingungen, ware empfehlenswerth, allein die Angabe 
des Zweckes und der Bedingungen wird imrner schleppend. Nun haheu 
sich einige I<onstw6rterl wie S c h r n e l z w a r m e ,  V e r d a r n p f u n g s w i i r m e ,  
A u s d  e h n  u n  g s w  Lrrn e *  bereits e i i ~ g e l i ü r g ~ r t ,  nach deren Vorbilde noch 

* Das früher allgeruein und auch jetzt noch hanfig gebrauchte Beiwort 
,,latentu hat nach den gegenwartigen Vorstellnngen keinen Sinn mehr und ist 
daher fortzulassen. 

6 * 
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andere geformt werden k o n n e n ,  welche die in Rede stehenden Grossm 
moglichst kurz und deutlich benennen. Tm ahsolutcn Sinne ist dic Aus- 
dehnungswarme eines Korpers jene Warmemenge, die verbraiicht wird, 
um die für eine hestimmte (aber beliebige) Ausdehnung des Korpers 
erforderliche innere und aussere Arbeit zu leisten. Relativ genomrnen 
vertlteht man uuter  Ausdeliuungswaruie die Grenze des Verhaltnisses des 
für die Mengmeinhei t  des Stoff'es zur Leistuug der Ausdehnungsarheiten 
erforderlichen Warmemenge zu der  erfolgenden Ausdehnung, also einen 
Differcntialquotienten. In  diesrm relativcn Sinnc sollen die  Ansdrücke 
hier imniar verstanden werden , also Differentialqiiot,ient,en hedeiiten. Stete 
bleiben die  naberen Bedingungen, unt,er welc l i~n  die Aenderung erfolgen 
soll, anzugeben, ob z. B. die A u d e h n u n g  bei unverandert bleibender 
Temperatur, oder bei constantem Drucke,  oder sonstwie erfolgen soll. 

E s  fehlt eiu allgemein angenomruener kurzer Autldruck für die auri- 
schliesslich zur  Xehrung des Uruckes oder der Spannung eines Korpers 
benothigte Warmemenge. Nach Analogie vori ,,AiisdehnungswarmcL' 
hildet man S p a n  n u  n g s w a r m e jbesser n1s L)ruckwarmc?). Folgerichtig 
schlage ich vor, die ausschliesslich fiir die Temperaturerliiihung oder Er- 
warmung dienende Warmernenge E r  w a r m u n  g s w a r  m e zu nennen, so 

sonderbar, weil ungewohnt, sich dieses Wort  ausnimmt. Gestattet man 
die Beiworter g l e i c h w a r r n ,  g l e i ~ b d r u c k i ~ ,  g l e i c h r a u m i g ,  uui 
auszusagen, dass bei der  Zu~tandsanderung  die Temperatur, beziehungs- 
weise der Druck (Spannung) , bezietiungsweise da8 Volum u n v e r  a n d  e r t  
blciben soll, so lassen sich die sechs haupts#clilich i n  Betracht kommen 
den Warmebedarfe, Warmecapacitaten oder specifische Warmen kurz und 
deutlich bezaichneu. Stat t  gleichwarm sagt man allgemein i s  o t h e  r m i s c h ,  
wie auch ahnliche Wor te ,  isobarisch, iseutropisch, isodynamisch u. a. W. 

sehr üblich sind. D a  einige der in der  Warmelehre nothigen Beiworter 
sich rein deutsch nicht wolil geben lassen, ohne in das gaur  Uugewohn- 
liche zu verfallen und gcgen berechtigtes'Herkornmen r u  verstossen, aucli 
die aus dem Griechischen genommenen Kunstausdriickc in  mebrfacher 
Hinsicht empfehlcnswertti s ind,  sol1 statt  gleichwarm immer i s o t h e r -  
m i s c h  angewendet wcrdcn, s ta t t  d w  bisher nicht übliclien gleichdruckig 
aber i s  O p i e s t i s c h .  Dieses Wort (sprachlich richtiger ware isopiesmisch) 
kommt bei englischen Schriftstellern vor, welche gleichraumig durch iso- 
metrisch geben. Alleiu isometrisch lasst nicht erkennen,  IV e l c  h e s  Maass 
ungeandert blciben soll, ist also nicht empfelilenswerth. Içh echlage vor, 
für gleichriiuxnig zn sagen i s o c l i o r i s c  h (von 4 ~ w g a  oder 8 p ~ o g ,  der 
Kaum, und ~ w ~ s o ,  ich nelime einen Raum ein). 

W a s  man gcmolinlich s p e c i f i s c h c  W a r m e  b e i  c o n s t a n t e m  
V o l n m  nennt ,  ist nach meinem Vorschlage zu nenncn i s o c  h o r i s c h e  
E r w i i r m n n g s v i a r m e .  Sie ist 

a~ a u  - = A -  
a r ;  al, l 
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wo (=&) das Wiirme%quivaleut der Arbeit,  U wie üblich die Energie 
des Eorpers bedeuten , walitend nach bekanntern Vorgange die einfaclie 
Hinsetzung einerr Zeichaus rechts unten (als Anbangsel) ausdriicken 8011, 
die durch den angehangten Buchstahm be~e ichne te  Grosse habe constant 
zu bleiben. (Volls thdiger ,  aber weitlaufiger ware anzuhangen v = Const.) 

Es ist di = d T und es sagt t - const. dasselbe, wie T= co?ist., d. h. 
wenn die Teniperatiir nach Celsiusgraden ( 1 )  ungeandert bleiht, dann 
auch die sogenannte absolute Temperatur (T). D a  nun 1 in  den For -  
rneln besser zu v ,  p passt,  sol1 stets t angewendet werden, wann und  wo 
es T ersetzen kann.  

a u 
Die Grosse - ist die isochorische Erwarmuogswarme, in mecha- 

a l ,  

nischem Arbeitsmaass aiisgedrückt, und man kann sie füglich die  i s  o- 
a u 

c l i o r i s c h e  E r w a r r n u n g s e n e r g i e  nennen. Aehnlich ist - die i s o -  
al, 
au au 

p i e s t i s c h e  E r w a r m u n g s e n e r g i e  zn nennen,  ferner - und - 
a u t  a v ,  

a ü 
i s o t h e r m i s c h e  und i e o p i e s t i s c h e  A u s d e h n u n g s e n e r g i e ,  - 

a p  t 
au 

und - i s o t h e r m i s c h e  und i s o c h o r i s c h e  S p a n n n n g s e n e r g i e .  
apv 

In der mechanischen Wiirmelehre kommen vor die Differentialquotienten 
a E a E: a E aE 
- und - dann - - und -, worin E die Entropie* bedentet. a U ,  a v p 1  a p  t apU 
Diesc Grossen sind zu benennen:  i s o t h e r m i s c h e  und i s o p i e s t i s c h e  
A n s d e h n u n g ~ e n t r o p i e ,  dann i s o t h e r m i s c h e  und i s o c h o r i s c h e  
S p  a n  n u n  g s e n  t r  o p  i a. Das Zeichen ZC soll dia ganze Entropie bezeich- 
nen, e den Unterschied der  Entropie eines Korpera in  dem betrachteten 
Zustande gegen die Entropie dieses Korpers bei gewissen Normalverhalt- 
nissen, eo dam also E= e + const., ahnlich, wie ist  T =  t + consi. D e m  
nach ist d e  gleiclibedeutend mit d E  und  e sagt als Index  genau dasselbe 
wie E. Der bessern Uebereinstimmung iu  den Zeichen halber soll immer 
e, niclit E verweudet werden, um i s e  n t r o p  i s c h  e** Grijsscn anzudeuten. 
Endlich Sind noch einige, theilweise schon eiernlich allgemoin g e b r ~ n c h t e  
Benennungcn aufiustellen. 

a v a u  
,- und - sind der i s o p i e s t i s c h e  und der i s e n t r o p i s c h e  
d l p  a t ,  

a P a P A u s d e h n u n g s c o e f f i c i e n t ;  - und - sind der i s o c h o r i s c h e  und 
a l u  a l ,  

* C l a u s i u s  verwendet fiir Entropie da8 Zeichen S, aus spiter zu erwahnen- 
den Gründen wcicho ich hiervon ab. 

*' Wohl auch a d i a b a t i s c h e  genannt. 
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der i s e n t r o p i s c h e  

i s o t h e r m i s c h e  und 

v~rschiedene Wkrrnrcapaci tat~n etc. 
- 

ô p 
S p a n n u n g s c o e f f i c i e n t ;  - P und - sind der 

a u ,  a u ,  
der i s e n t r o p i s c h e  E i a s t i c i t l l t s c o e f f i c i e n t ;  

a v a v 
- und - sind der i s o t h e r m i s c h e  und  der  i s e n t r o p i s c h e  C o m -  a~ t ~ P G  

p r e s s i o n s c o e f f i c i e n t .  
Noch nützlicher, ale die systematische B e n e  n n u n  g der so vielfach 

in der Warmelehre vorkommenden Grossen ist es ,  eine systematische 
R e z c i c h  n u n g  dnrselben an Stclle der schw~inkenden,  durch allerlei Zn. 
falligkeiten entstandenen zu setzen. Die Satze der Warmelehre kommen 
dadurch in eine vie1 übersiehtlichere Gest'alt und sind dem Gedachtnisse 
leichter einzupragen. 

Ich schlage vor, ziir H a u  p t b e a e i c h u u n g der verschiedenen Waruie- 
bedarfe den Anfangsluçhstaben des latcinischen M'ortes für die Grosse, 
welche durch die Warmezufuhr v e r  a n  d e r  t werden 8011, zu wahlen. Da 
die 1 a t e i n i s  c h e n  Buchstaben die Grosse (Temperatur, Volum, Druck) 
selbet bedeuten,  so muss ein anderes Schriftxeichen genommen werden; 
zunachst mag das kleine g o  t h i s c h e Schrift sein. Demgemass wird Er- 
warmungswarme durch t, Ausdehnuugswarme durch und  Spannungs- 
warme durch p bezeichnet werden. Die n a h  e r  e U n  t e r  ~ c h  e i d u  ng 
bescirgt der Index in kleiner 1 a t e i  n i  s c h  e r Schrift , und wird dnrch den- 
~ e l b e n ,  wie an den partiellen Differentialqiiotienten , angedeutet,  welche 
Grosse unverandert bleibcn soll. 

Somit sind die i s o p i e s t i s c h e  und die i s o c h o r i s c h e  E r w a r -  
m u  n g s  w a r m  e ,  d a  die T e m p e  r a t u r  zn anderu ist,  darzustellen durch 
f p  und t,. Man hat  diese Grossen bisher genannt: s p  e c i f i s c h e  W a r m e  
b e i  c o n s t a n t e m  D r u c k e  und s p e . c i f i s c h e  W a r m e  b e i  c o n s t a n -  
t ern V o l u m ,  was weder kurz,  noch erschopfend ist. Die haufigste Be- 
zeichnung ist c p  und  c ,  oder c' und c ,  oder C und c. 

Die i s o t h e r m i s c h e  und dia i s o p i e s t i s c h e  A u s d e h n u n g s -  
w iir m e  s ind ,  da das Volum v zu andern ist,  darzustelllen durch ut nnd 
P I , .  Man hat  die erste gewohnlich l a t e n t e  A u s d e h n u n g s w a r m e  
genaunt  und mit 2 bezeichnet; sie war durch die Benennung nicht unter. 
schieden von der zweiten, für die bisher kein Nauie vorgeschlagen war 
u u d  die mit A beeeichnet zu werden pflegte. 

Die i s o t h e r m i s c h e  und die i s o c h o r i s c h e  S p a n n u n g s w i i r m e  
s ind ,  d a  die Spannung (pressio) p s u  andcrn is t ,  darnustellcn durcli 
pl und pu. Namen für dicse beiden Gr6men sind meines Wissens bis- 
her  nicht gehraiicht worden. Die erste ha t  man gewohnlich mit li be- 
zeichnet (dieses Zeichen aher auch noch anderweit in  der mechanischen 
Xrarmelehre verwendet) und  die zweite wohl mit Ir (obgleich man fast 
allgernein das Verhaltniss der  isopiestisclien zur isocliorischen Erwaruiungs- 
warme durch h darstellt). In  meinen ,,Ergebniesen physikalischer For- 
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schung" (Leipzig 1878) habe ich die isochorische Spannungswarmo mit x 
be~eichnet ,  weil  clieser Ruchstabe dem h etwa go entspricht,  wie 1 ùem 1. 

Folgende Zusammenstellung der wich t igs t~n ,  fiir alle homogenen, 
eintm gleichmassigen, normal zur Obrrtlaclie a irkenden Drucke unter- 
worfanen Korper geltenden Forrneln der nieçhanitçheu Wiirmelehre u n d  
deren Uebersetzung in Worte  werden die Vortheile srkennen laseen, 
welche die vorgeschlagenc Bezeichnimgs - uod Bcnennungsweise bieten. 
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Die Symmctrie der Formelu und SRtze fallt sofort R U ~  und es ergieht 
sich eine Mnemonik von selhst. Die Formeln Sind grosstentheils alt- 
hekannte in neuern Gewande, theils Sind sie (wie ich wenigstens glauhe) 
noch nicht aufgestellt gewesen, aber unschwer rein algebraisch ableithar 
aus den b e k a n n t m ,  welche iu meioen , ,Ergebnissen physikalischer For- 
schnng" i n  §§ 448 - 452" mitgetheilt s ind,  und aus den von C l a u s i u s  
in ,, Mechanische Wiirmethcorie" 1. S. 196 gegebenen : 

welche nach calorischen Maassen umgerechnet und in der vorgeschlage- 
nen Bezeichnungsweise s ind:  

Die von mir für neu gchdtencn  Formeln habe ich zunachfit mit  
Hilfe der  gewahlten Beze.ichnungen rein nacb Symmetrie- und Analogie- 
gesetzen aiifgestellt und dann erst ihre Richtigkeit diirch Rückführung 
auf bekannte Formeln geprüft. Diese einfachen Ableitungen hier mit- 
zutheilen scheint überfiüssig. 

Die  zusammangestellten Formelu lauten (in Worten):  

1. Die i s o c h o r i s c h e  E r w a r m u n g s w a r m e  ist gleich 

A mal der isochorischen Erwarmungsenergie;** 
oder 

minus .4 mal dem isochorischen Spannungscoefficienten 
mal dem isentropischen Ausdehnungscoefficicnten; 

oder 
minus A T mal der isothermischeli Ausdehnungsentropie 

mal dem isentropiscben Ansdehnungtxoefficienten; 
od or 

A T mal dor isothermischcn Ansdchnungsentropie 
mal der isnchnrischen Spannungsentropie. 

* Sei es gestattet, hier die in S 450, S. 275 leider stehen gebliebenen Irrthümer 
zu berichtigen: Den dritten Theilen der Doppelgleichungen für 1 - Â und h - l; 

fehlt das Minuszeichen und ststt  (cp)  sollte x (a) in der Gleichung für 1-i ar . v T 

stehen. Entsprechend sind die Wortübertragungen zu iindern. 

** Der Kiirze halber wird gesagt ,,A mal" statt ,,multiplicirt mit dem Warme- 
&quivalent der Arbeit", ebeneo , ,T mal" statt ,,multiplicirt mit der abeoluten 
Temperatur". Lasst man deu Coefficienten A fort, so ist alles in Arbeits- statt 
in  Wirmemaaas ausgedriickt. 
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2. Die i s o p i t . t ; t i s c l i e  E r w a r r u u n g s w a r n i e  ist gleich 

A mal der Snrnme aus isopiestischer Erwarrnungsenergie 
und der mit dem isopiestischen Ausdt=h~ungscneffi- 

cienten multiplicirten Drucke;  
odrr 

A 1' mal dern isopiestischen Ai~sdehnungscosfficienteii 
mal dem isentropischen Spannungscoefficienten; 

oder 
niinus /i T mal der isnthermischen Spanriungsentropie 

mal dern isentrnpischon Spannu~igscoefficienten; 
oder 

minus A T mal der isottiermischen Sparinungsentropie 
mal der  iaopiestischen Ausdehnungsentropie. 

3. Die i s o c h o r i s c h e  S p a n n u n g s w Z r m e  ist gleich 

A mal der isochorischen Spannungsenergie; 
oder 

minus A T mal dern isentropischen Ausdehniingscoefficientcn; 
oder 

A T mal der isochorischen Spannungsentropie. 

4. Die i s o p i e s t i s c h e  ~ u s d e h n u n g e w t i r m e  ist gleich 

oder 

oder 

A mal der Surnme ails isnpiestificher A ~ s d e h n n n g s e n e r ~ i e  
n. Druck;  

A T mal dem isentropisclien Spannnngscoeffic.; 

A 7 mal der isopieçtischen Ausdehnungsentrop. 

5. Din i s o t h e r m i s c h e  A u s d e h u u n g s w a r m e  ist gleich 

A mal der Summe aus isothermisclier Ausdchnungsenergie 
u. Llruck; 

oder 
A T mal d. Differenz au8 isentropischem Spannungscoefficient 

u. demProducte des isentropischen Ausdehnixngscoeffic. 
mit dem isothermischen Elasticitatscoeffic.; 

oder 
A T mal der Snmme sus isopiestischer Ausdehnungaentropie 

u. dem Producte der  isochorischen Spannungsentrnpie 
mit dem isothermischen Elasticitatacoeffic. ; 

A T mal der Summe aus isopiestisclier 
Auedehnungsentrop. 

und isothermischer 
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6. Die i s o t h e r m i s c h e  S p a n n u n g ~ w L r m e  ist gleich 

A mal der Summe aufi isothermi~cher S ~ a n n u n g s e n e r ~ i e  
und dem mit dern isothermischen Compressionscoeffic, 
multiplicirten Uruçke; 

oder 
minus A T mal dem isopiestischen Ansdehnuiigscoeffic.; 

oder 
minus d T mal der Llifferenz aus isentropischem Ausdehnungscoefflc. 

u. dern Producte des isentropischen Spannungscoeffic. 
mit dem isothermischen Compres~ionscoeff.; 

AT nia1 der Summe ans isochorischer Spannungsentropie 

u. dern Producte der isopiestischen -4usdehnungsentrop. 
mit dem isotherrnischen Compressionscaeffic.; 

oder 

oder 
A T mal der Summe sus  isochorischer Spannungsentropie, 

und ieothermischer 

7. Der  U u t e r s c h i e d  d e r  i s o p i e s t i s c b e n  E r w a r m n n g s w a r m e  
u n d  d e r  i s o c h o r i s c h e n  

ist 
gleich der isothermisclien ~ u s d e h n u n g s w a r m e  mal 

dem isopiestischen Ausdehnungscoefficienten; 
oder 

entgegengesetzt gleich der isothermischen Spannnngswarme mai 
dern isochorischen Spannungscoefficienten. 

8. Der U n t e r s c h i e d  d e r  i s o t h e r m i s c h e n  
A u s d e h n u n g s -  

u n d  d e r  i s o p i e s t i s c h e n  
w a r m e  ist 

gleich der  isochorischen 
dcm isothermischen 

oder 
entgegengesetxt gleich der isochorischen 

durch den isopiestischen 

Spannungswarme mal 
Elasticitatscoefficienten ; 

Erwiirmungswarme, divid. 
Ausdehnungscoefficienten. 

9. D e r  U n t e r s c h i e d  d e r  i s o t h e r m i s c h e n  
S p a n  n u n g s w a r m e  

u n d  d e r  i s o c h o r i s c h e n  
ist 

gleich der isopiestischen Ausdehniingswarme mal 
dem isothermischen Compressionscoefficienten; 

oder 
entgegengesetzt gleich der isopiestischen Erwarmungswarme, divid. 

durch den isochorischen Spannungscoefficienten. 

10. Das V e r h a l t n i s s  d e r  A u s d e h n u n g s -  
i s o t h e r m i s c h e n  w a r m e  n. 

S p a n n u n g s w a r m e  
ist 

gleich dem isothermischen Elasticitatscoefficienten. 
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Das V e r h a l t n i s s  d e r  E r w a r m  n n g s w a r m e  
i s o c h o r i s c h e n  

u . S p a n  n u n g s w a r m e  
iet 

gleich dem isochorischen Spannungscoefficienten. 

Das V e r h i i l t n i s s  d e r  E r w a r m u n g s w a r m e  
i s o p i e e t i s c h e n  

u .  A u s d e h ~ i u u g s -  
w a r m e  ist 

g lekh  dem isopiestischen Aiisdehnungscoefficicnt. 

D e r  U n t e r s c h i e d  d e r  G e s c h w i n d i g k e i t e n  d e r  A e n d e -  
r u n g c n  d e r  i s o t h e r m i s c h c n  A u s d e h n u n g s w a r m e  m i t  
d e r  T e m p e r a t n r  u n d  d e r  i s o c h o r i s c h e n  E r w a r m u n g s -  
w a r m e  m i t  dern V o l u m  ist gleich 

A mal dem isochorischen Spannungscoefficienten. 

D e r  U n t e r s c h i e d  d e r  G e s c h w i n d i g k a i t e n  d e r  A e n d e -  
r u n g e n  d e r  i s o p i e s t i s c h e n  E r w a r m n n g s w a r m e  m i t  d e r n  
D r u c k e  u n d  d e r  i s o t h e r m i s c h e n  S p a n n n n g s w a r m e  m i t  
d e r  T e m p e r a t u r  ist  gleich 

A mal dem isopiestischeil Au~dehnungscoefficienten. 

D e r  U n t e r s c h i e d  d e r  G e s c h w i n d i g k e i t e n  d e r  A e n d e -  
r u n g e n  d e r  i s o p i e s t i s c h e n  A u s d e h n u n g s w a r m e  m i t  d e r n  
U r u c k e  u n d  d e r  i s o c h o r i s c h e n .  S p a n n u n g s w h e  m i t  
d e m  V o l n m  int gleich 

A ,  dern Warmeaquivalent der Arbeit. 

Aus den sechs ersten melirfachen Gleichungen der  oben gegebenen - - - 

Zusarnrnenstellnng lassen siçh leiçht eiuige interessaute Bexiehungen ab- 
leiten. 

D i e  i s o t h e r m i s c h e  A u s d e h n u ~ ~ s e n t r o p i e  i s t  g l e i c h  d e m  i s o -  
c h o r i s c h e n  S p a n n u n g s c o e f f i c i e n t e n .  

Aus 2. folgt: 
a E -- a v 

17. --- a~ c a t P 1  

D i e  i s o t h e r m i s c h e  S p a n n u n g s e n t r o p i e  i s t  e n t g e g e n g e s e t z t  
g l e i c h  d e m  i s o p i e s t i s c h e n  A u s d e h n n n g s c o e f f i c i e n t e n .  

Ans 3. wie aus 1. folgt: 
a E - a ---- d. h.: 
a p ,  a t , '  

Die  i s o c h o r i s c h e  S p a n n n n g s e n t r o p i e  i s t  e n t g e g e n g e s e t z t  
g le ich  d e r n  i s e n t r o p i s c h e u  A n s d e h n u n g s c o e f f i c i e n t e n .  
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Ans 4. wie aus 2. fo lg t :  

D i e  i s o p i e s t i s c h e  A u s d e l ~ n u n ~ s e n t r o p i e  i s t  g l e i c h  dern iseu- 
t r o p i s c h e n  S p a n n u n g s c o e f ' f i c i e n t . e n .  

Ans 17. uud 18. folgt 4 

ah' a E  a l ,  a z l  _.__ - d. h.: 
a p t m a p ,  a ~ , , . a f ~ *  

D a s  V c r h a l t n i s s  d e r  i s o t h e r m i s c h e n  z u r  i s o c h o r i s c h e n  S p a n -  
n u n g s e n t r o p i e  i s t  g l e i c h  d e m  V e r h a l t n i s s e  d e s  i s o p i e s t i o c h e n  
z u m  i s e n t r o p i s c h e n  A u s d e h n n n g s c o e f f i c i e n t e n .  

-4ns 16. und 19. folgt: 

aFI a E  ô p  ô p  -.-=-.- d. h.:  
a v ; a v ,  a f v m a t c 9  

D a s  V e r h a l t n i s s  d e r  i s o t h e r m i s c h e n  z n r  i s o p i e s t i s c h e n  A u s -  
d e l i n u n g s e n t r o p i e  i s t  g l e i c h  dern V e r h a l t n i s s e  d e s  i socho-  
r i s c h e n  z u m  i s e n t r o p i s c h e n  S p a n n u n g s c o e f f i c i e n t e n .  

' Ans  5. folgt: 

22. 

und aus 6. folgt: 

23. a n  - -- 
a u ,  

welche zmei Formeln in Worten lauten: 
Der isothermische Elasticitiitscoefficient i s  t  g  1 e  i  c  h 

22. d e r n  V e r h a l t n i s s e  d e r  i s o t l i e r m i s c h e n  A u s d e h n u n g s e n t r o p .  
Z U T  i s o c h o r i s c h e n  S p a u n n n g s e n t r o p i e  

odcr gleich 
23. d e r n  V e r h a l t n i s s e  d e r  i s o p i e s t i s c h e n  A u s d e h n u n g s e n t r o p .  

Z U T  i s o t t i e r m i s c h e n  S p a n n u n g s e n t r a p i e .  

Aus 22. und 23. folgt: 

D a s  V e r h a l t n i s s  d e r  i s o c h o r i s c h e n  z u r  i s o t b e r m i s c h e n  
S p a n n ~ n g s e n t r o ~ i e  i s t  g l e i c h  d c m  V e r h a l t n i s s e  d e r  

i s o t h e r m i s c h e u  z u r  i s o p i e s t i s c h e ~ i  
A n s d e h n u n g s e n t r o p i e .  

Aus 5. und aus 6. folgt: 

a E  a E  -.- - a p  au  ___. -  d. h.: 
?vp'ap, a l , ' a t , '  

rias V e r h a l t n i s s  d e s  i s e n t r o p i u c h e n  S p a n n u n g s -  u n d  A n s -  
d e h n i i u g s c o e f f i c i e n t e n  i s t  e n t g e g e n g e s e t z t  g l e i c h  dern Ver- 
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h a l t n i s s e  d e r  i s o p i e s t i s c h e n  A n s d e h n u n g s e n t r o p i e  z u r  i s o -  
c h o r i s c h e n  S p a n n ~ n g s e n t r o ~ i e .  

In der mechanischen Warmelchre sind bei v e r d i e d e n e n  Gelegen- 
heiten aimer den vorstehend benannten und  bezeichneten sechs migrme- 
hedarfan noch einigc andere spccifisclie WBrmen oder Warmecapacitatciti 
betrachtet worden. 

So die s p e c i f i s c h e  ~ 5 r m . e  d e s  g e s a t t i g t e n  D a m p f e s ,  wo- 
rnnter verstanden wird die Warmemenge, ,,welche gesattigter Dampf zur 
Erwiirmung bedarf,  wenn e r  zugleich so stark zusammengedrückt wird, 
dass er sich bei der erhohten 'I'emperatur wieder in gesattigtem Lustande 
befindet" ( C l a u s i u s ,  Mech. Warmetheorie, S. 131). 

Es sol1 sich wieder um die Mengeneinheit Ilampf und um das Ver- 
haltniss der unendlich kleinen Warmemenge zur  entsprechenden unend- 
lich kleinen Temperaturerhtihung handeln. Auch dieser Warmebedarf 
lasst gich nach dem vorgeschlagenen Syst,em bezeichoen Da eine Tem- 
peraturerhohung die Wirkung ist,  lie@ eine E r w  a r m u n  g s  w a r m  e vor 
und die Iiauptbezeichnung ist folglicli ein f .  Die im Anbangsel anzu- 
gebende besoridere Bediugung der Erwarmung lautet entweder : der Ilruck 
soll stets gleiçh dem S i i t t i g ~ u ~ s d r u c k e  sein,  uud wenn man dieseu, wie 
zuweilen goschieht, durch E (Expansion) bezeichnet, so  ist  jeria G r B s ~ e ,  
die C l  a n s  i u s  durch H. A = h darstellt, * nach mcinem Vorschlage I r - ,  
und kann E r w a r m u n g s w a r m o  b c i  S a t t i g u n g s d r ? i c k  genannt  wer- 
den. Oder die gleichwerthige Hedingung laiitct: das Volum soll stcts 
gleich dem specifischen Volum des gnsatt,igt,en Dampfes sein,  u n d  wenn 
man dieses durch s bezeichnet, so wird das Symbol tu=,  und ale Name 
kannman wahlen E r w a r m u n g s w a r m e  b e i  S a t t i g u n g s d i c h t c .  Selbst- 
verstandlich ist tp=f = f v = s .  

Hierzu ist zu hemerken, dafis der Druck und  das Volum nicht die Maxi- 
malspannkraft und das Minirnalvolum des Dampfes bei der 'l'emparatur t ,  
~ondern bei der erhohten Temperatur t +  d t  s i n d ,  und wenn für die 
Temperatur 1 jene Grossen durch E und  s bezeichnet werden, so müssten 
die Anhaugsel in  der Bezeichnung der betreffenden Erwarmungswiirme 
eigentlich lieissen : d E d s 

p = = r + - d l  und v = s + d l .  
d l  d l  

E s  kommt ferner vor die specifische Wiirme eines Stoffes in  tropfbar- 
fliissigem (oder in festem) und in dampffürmigem Aggregatzustaride, 
welche ,,sich bezieht auf den Fa l l ,  wo mit der 'i'emperatur der Drnck 
in der Weitie wacbst, wie dau Maximum der SpannkraR des gesiittigtan 
Dampfeui' ( C l a u s i u s  a .  a. O. S. 131 oben). Der hier gemeinte Warme- 

* h'icht zu verwechseln mit dem h Anderer, welches die isothermische Span- 
nungswlrnie pr bedeutet. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



94 Ueber verschiedene Warmec~pacitLten etc. 
-- -- >Y- -.------O--- -,-, - 

bedarf ist  fijr den Dampf die bereits be~prochene  Grosfie u n d  mit f r = <  
zu bezeichnen. 1st tropfbare Flüasigkeit oder ein fester Stoff prneint, 
so bleibt das Anhangsel p = E dasselbe und die I I a ~ ~ t b e z e i c h n u n g  sol1 dem 
Anfangsbuchstahen von ,,l 'emperatur '' entsprecben; sie darf aber, wenn 
angezeigt werden 6011, dass eine andere Aggregatform, als die gasige 
gemeint ist, nicht I sein. Ich schlagc vor, für tropfbare Flüssigkeit z zu 

nehmen und für fcfiten Stoff E, so dass die E i w a r m i i n g s w a r m o  der 
F l i i s s i g k e i t  h e i  I i a m p f s a t t i g u n g s d r u c k  durch z p Z e  und die E r  
w a r m u n g s w a r m e  d e s  f e s t e n  S t o f f e s  b e i  S a t t i g u n g s d r i i c k  diircli 
&,=t darge~te l l t  wird. C l  a u ~ i u s  hat  das Volum der  Qewichtssinhcit 
des gesattigten Uampi'es mit s bezeichriet, das Volum der Gewichtseinheit 
der tropfbaren Flüssigkeit mit ci (S. 130); diesem eritriprechend wLhle icli 
I für Dampf (und Gas), z für tropfbare Flüfisigkeit. Ich bezeichne con- 
scquenterweiso da8 Volum der Gewichtscinlieit des festcn Stoffe8 mit S 
und wahle a fiir die ErwarmungswZrme fcstcn f i toff'es.  C I ~ u s i u s  hat 

S verwendet,  um die Entropie. zu bezeichnen, und mues deshalb einen 
anderu Buchstaben (t) fiir das specifische Volum des festen Stoffes walilen 
(S. 170). Um dieser Unbequemlicbkeit vorzubeugeu, habe ich, abweicbend 
von C l  a u  s i u s ,  dia Entropie mit E bezeichnet , beziehungsweise mit e, 
und glaube diese Abweichung iim so nirhr  gereçhtfertigi, als S keine mir 
erkennbare Beziehung zur Entropie bat. Der Buchstabe E wird von 

C l  a n s i u s  fiir das 'meclianische Acqiiivalcnt dcr Warmc (4251, das die 
Englander  als ein Compliment fiir J O  u l  e gern mit J bezeichnen, ver- 
wendet. Allein ein Zeichen für diese Grosse i g t  ganz entbehrlich, wenn 
man die umgekehrte, das calorische Arqiiivalent der  Arbeit (&), durcli 
einen Buclistaben - in  diesem Aufsatze, wie auch sonst gebriiuchlich, 
durçh A - bezeichnet. 

Gelegentlich der Untersuchungen iiber Verdampfung und Schmelzung 
kommen Mengen des Stoffes im dampf (gas -)formigen, im tropf barflüssigen 
iind im fcstcn Zustande vor. Nachdem vorstehend die kleincn Boch- 
staben für die Gase,  die grossen für feste Korper und  griechiscbe für 

tropfbare Flüesigkeiten verwendet wurden, k t  es  folgerichtig, die Menge 
(oder das Gewicht) Dampf mit nz, die Menge der  tropfbaren Flüssigkeit 
mit p ,  die des festen Stoffes mit M zu bezeichnen, C l a u  s i u s  hat das 
Gewiçht de8 Uarnpfes ewar auch mit m ,  aus anderen Erwagungen aber 
dari der tropfbaren FlGssigkeit mit Ai-m bezeichnet (S. 125). Gelegent- 
lich der Untersuchung des Schmelzens dient hingegen bei Cl  a u s i u s  ni 

zur Bezeichnung des Gewichts des tropfbarcn und  M-m znr  Bozeicli- 
n u n g  des Gewichts des festen Theiles (S. 169). Ersinnt  man eiu Zaicheii 
fiir die V e r d a m p f u n g s w a r m e  (bei C l a u s i u s  r)  und giebt diesem als 
Anhangsel 1 (bedeutend t =  cons t . ) ,  so lassen sich die auf die Dampf- 
bildung bezuglichen Hauptgleichungen sehr bequem in der vorgeschlage- 
n e n  systematischen Art  darstellen. 
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Nicht minder gut geht das für die auf den Schmelzvorgang bezüg- 
lichen Gleichungrn. 13ei dessen Untersuchung kommen Warmebedarfe 
in Betracht ,, für den Fa l l ,  w o  mit der Temperatur der Druck sich in 
der Weise andert,  wie es gesçtieheu uiuss, wenu die Teuiperatur immer 
die  zu dem Drucke geliorige Sehmelzternperotur sein sol1 " (C 1 a u  s i u s 
a. a. O. S. 170). Nach meine,m Vorschlage sind diese Erwtirmungswtirrnen 
durch z oder @i zu liezeichnen, j c  naclidem tropfbare Flüssigkeit oder 

t = y i  
fester StuE genieint irit, und  C~PJ Doppelindex zn gebrauchen, p=.i 
menn y die Schmelztemperatur und z den zugahorigen Druck (diese 
Buchstalien ~ o l l e n  nicht gerade besonders ernpfohlen werden) bedeuten. 

Gelegentlich der Uutersuchung der Temperaturveranderung bei dem 
Verlangern eines Stabes durcli einseitigen Zug komrneu Warmebedarfe 
oder specifische Warmen vor b e i  c o n s t a n t e r  S p a n n u n g  P u n d  b e i  
c o n s t a n t e r  L a n g e  2 ,  welche C l a u s i u s  (a. a. 0. S. 200,  201) durcli 
c p  und cl  bezcichnct und die nach der hier vorgeschlagenen Art durch 
a, und Er dargestellt sind. 

Der Zustand einas Iicirnogenen Knrpers von durchg3ingig gleicber 
Ternperatur, der i n t e r  einem gleichmiiseig normal gerichteten Oberflachen- 
drucke eteht, ist durch zwei unabhangige Veianderliche bestimmt. Trag t  
man deren zusammeiigeh6rige Werthe als Coordinaten auf ,  so erliiilt man 
in der xuervt von C l a p e y r o n  ausgeführteu- Art die Curve der Zuutands- 
Ruderungeri. J e d e r  gegebenen solctieu Curve eutspriçht im Allgerneinen 
eiu besonderer Warmebedarf. 1st die eine der den jeweiligeu Ktirper- 
zustand bezeichnendcn Grossen Z, so gelangt man mit Hilfe der Formel 

d l ) = A ( d U $ p  d u )  

( p  d u  ist bei dem vorausgesetzten Oberflachendrucke die ausscre Arbcit) 
zu den Ausdrücken 

26. 
au  a~ 

t x = ~ ( ~ ; + P ~ ) ,  IZ 

und es lassen sich noch Ausdrücke ableiten, die den übrigen in l . ,  2., 
3. oben angegrbenen entsprecben. Wahlt  man für x die Entropie E 
oder e +  const . ,  so erhalt man 
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Dit: drei hier dargestellten Warmebedarfe sind aber N u l l ;  denn f ,  D, p 
Z Q  a Q  a Q  bedeuten - , - - und e = cons!. oder E = c o t ~ s l ,  heisst d E =  O ;  aber 
a l  a u 1  ap 

(1 Q d E = -  
T ' 

also folgt anch d Q  = O und somit sind die 
m u n g s w a r m e ,  A u s d e h n u n g s w i i r m e  und 
gleiçh N u  I l .  Und daraus folgt schliess!içli : 

au - -- a v 
32. 

31,  - - P b j e l  

33. 
au 
.- - - - P7 a 0, 
au --- - 

a s  
34. P -' 

ÛP, d p  e 

In Worten:  

i s e n t r o p i s c h e  E i w a r  
S p a n n u n g s w a r m e  jede 

32. Die  i s e n t r o p i s c h e  E r w i i r m u n g s e n e r g i e  ist  entgegengesetzt 
gleich dem mit dem isentropischen Ausdehnungscoefficienten mul- 
tiplicirten Drucke. 

33. Die i s e n t r o p i ~ c h e  A i i s d e h n u n g s e n e r g i e  is t  entgegengesetzt 
gleich dern Drucke. 

34. i l ie  i s e n t r o p i s c h e  S p a n n u n g s e n e r g i e  ist entgegeugesetzt 
gleich dem mit dem isentropischen Compressionscoefficienten mul- 
tiplicirten Drucke. 

Das Grundsatzliche der in diesem Aufsatze empfohlenen Uezeich- 
nungs-  und Benennungsweise liabe ich schon 1877 in meinen ,,Ergeb- 
nissen ghysikalisclier Forschung" 5 450 vorgesçhlagen, 
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VI. 

Zur Integration der partiellen Differentialgleichung 

Von 

Dr. ? Y T I E M ~ L L E R ,  
Lehrer an der IIandelssohule in Leipzie. 

IIierzu Taf. II Pig. 1 u. 2. 

Obige Differentialgleichung stellt bekanntlich das Yotential einer elek- 
trischcn Stroniung i n  ciner Flaclie dar, deren Leitungsfiihigkeit irn Punkte 
P dam Ahstande dieses Punktes  von der y - A x e  proportional ist. Ilie 
Integration obiger Gleichiing diirfte sclion deshaib nicht ohne I n t m ~ s s e ,  
spin, weil sich eine experimentelle Prüfung der in  einer solchen Flaclie 
stattfindenden elektrischen Stromung Ieicht ausführen lasst. Die Leitungs- 
fahigkeit einer dünnen Flüssigkeitsschicht ist bekanntlich in  jedem Punkte 
P der Dicke der Scliicht in  diesern Pnnkte  proportional; sol1 die Leitungs- 
fahigkeit dern Ahstande des Pnnktes  P von der y -  Axe proportional 
wachsen, so muss die  Flüssigkeitsschicht einen sehr echarfen Keil bilden, 
mit dessen scharfer Kante  die y - A x c  zusammenf5llt. I l ie  nnhere Aus- 
fülirung des Versuches werde ich weiter unten angrben. 

Gm das sllgemeine Integral von d u  = O zu finden, suclien wir zu- 
nachst ein partielles von der Form XY, wo X eine Fiinction von x ,  Y 
eine Function von y ist. Es muss dann sein: 

Setzen wir 

1) Y"= - C ~ Y ,  so ist X I I +  1 X ' - C ~ X = O ,  
x 

wo C eine beliebige Constante ist. 
Zeitschrift f. Mathematik o. Pliysik XXFTII, 2. 
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W i r  erhalten hi i raus Y =  e C i y ,  und für X d a ~  Beese l ' sche  Integrsl 

ein sehr allgemeines Integral von d u =  O ,  wenn f'ür il, und C, der 
Bciho nach brliehige Coristantcn gcsetzt wcrden. Die Summe nnter dem - 
Intcgralzeichen ist aber eine Function von z ,  deslialb ist 

ein allgemeines Integral unserer Diffcrentialgleicliilng. Man kann sich 
leicht a posteriori überzeugen, dass die Formel 2) der Gleichung dit = O  
genügt. 

1st u - C=- O die Gleichung einer Schaar von isoelektrischen Corven, 
so bilden die rechtwinkligen Trajectorien dieser Schaar die Strijmungs- 
curven der Elektricitat. Die Gleichung dieser Strijrnungscurven lasst sich 
leicht aufstellen. Ifit niimlich D = O die Gleicliung einer solchcn, so rnnss 
a der Differentialgleichung genügen: 

Genügt nun 11 der Gleichung du = O ,  so giebt es eine Function a derart,, 
dass a v  a u  a v  - - -2- - - - a u  

-5- a z  a l / '  a l /  a x  
st. Es is t  dann 

4) v =& d x  - - 8 x dy). 

Da namlich 

is t ,  so ist  das Integral untcr 4) ausfiihrbar. o gleich einer Coristanten 
gesetzt,  liefert aber  eine Str6mungscurve, d a  die Gleichung 3) befriedigt 
ist. Walilt man für z l  den imaginiiren Tbci l  des bwtimmten Intcgrals in 
2), so i ~ t  u der reelle Thei l  des Intcgrals 
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wie man leicht aus 2) und  4) findet. Man sieht ,  
tialgleichung 

a i a v  a l a v  -(- a x  ax -)+-(- a y  ; ) = O  
genügt. 

dass v der Uifferen- 

II. 
Es sol1 nun der specielle Fal l  beliaudelt werden,  dass die Elcktri- 

citat im Piinkte c eintritt nnd in ri die Flache, verliisst. u muss dann 
in r und d logarithmisch unendlich werden,  und zwar mues die Summe 

a 1L 
der Rcsiducn i n  beiden Punkten  verschwinden. Ferner  müssen - und 

a x  
a u  o? i r  - in allen übrigen Pnnkten e n d l h  und eindeutig bleiben, und  - 
ay ô x 
muss auf der y - A x e  verschwinden. Es liabe nun c die rcchtwinkligen 

A 
Coordinaten - und y,, so dass A den dnypelten Abstand des Punktes  c 

2 
A 

von der y - A x e  bedentet,  so sei r i = - +  y, i .  
2 

In 2) setzen wir: 

u n d  wahlen für u den imaginaren Thei l  des elliptischen Integrals 

a u  
Es varschwindet dann der Uifferentialquotient - auf der  y -  Axe. I n  a ~T 
5) setzen wir x + i y  = :, ferner - x + i y  r= z', so dass z' e i n ~ n  P u n k t  
b ~ z e i c h n ~ t ,  der symmetrisch zu z lipgt in  Beeug auf die y -Axe .  Setzeri 
wir dann uoch cos g, = 2 sin2S,  - 1, so findet sich leiclit 

-- c .  
wo a2=& 1st. Wird  die Integration über die reelle Axe von + er- 

2-C 

streekt, ao wird das Integral nur  logaritlimiscli unendlich fiir a = O Oder 
z = c. l u  d e n  iihrigen Punkten auf d ~ r  pnsitiven Seite d e r  y - A x e  ist 
J,  endlich, es kann auch leiclit eindeutig definirt werden. F ü r  d i e  nurne- 
rische Rerechnung von J ,  ist der Urnstand vortbeilhaft, dass der absolute 
Betrag vou a auf der positiven Seite der y - A x e  kleiner als Eins i ~ t  und 
uur auf der y -  Axe selbst gleich Eins wird. 

7 * 
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Wir  konnen deshalb xur Berechnung des Integrals in 5) die Rrihe an- 
wenden,  die sich in S c h l  o m i l c h ' s  Compendium S. 316 findet. Um diese 
Reihe auf eineForm zu bringeu, die in  nnserem Falle eine leichte Berechnung 
zulasst,  bezeichnen wir mit 2, die Summe der ersten I I  Glieder der Reihe 

6 o - log4-1-$-+~-$+$-  .... 
D a n n  ist 

1 3 2  
S'=Zog$+ - l a + -- Z4n4 f . . . ,  

so ist 
(i)' ' ' (214) 

8) 
1 

J,  Jz'-c = S Zog - + S'. 
(1 

1 
W i r  müssen nun untersuclien, wie log- zu definiren i s t ,  damit das In-  

a 

tegral J,  überall aiif der positiven Seite der  y -  Axe encilich hleibt, ausser 
in  a = O .  Wir  setzen z -c  = req i ,  2'-c = r'e~'', wo <p und tp' beide 

absolut genomrnen gleich dem Winkel ,  d m  die von c nacli z und z' ge- 
zogerien Strecken r und r' mit einander bilden. Dieser Winkel  wird O, 
wenn z auf die y -  Axe riickt, da dann z und z' zusammenfallen. Ans 
diesem Umstande folgt, dass 

1 r cp'-cp 
log - - +log -7 $ - 

u r 2 

zu setzen is t ,  dass aber  keiu  Viclfaclies von 2 n i  hinzug~fi igt  werd~n  
darf: Liegt riamlicli z anf' der y - A x e ,  so ist (1 =1, S wird logaritl~miscli 

1 1 
unendlich, log - wird Null nach 9 ) ,  also is t  in 8) S Zog- - O auf der 

u 

y -Axe. Sr hleiht endlich für a =  1 ,  die C o n v ~ r g e n z  von S' lAsst sich 
fü r  n = 1 a118 den gewohnlichen Kriterien herleiten, wenn man bedenkt, 

2 2 2 2 
dass lin=----- 

211 + 1 2n+ 3 + ~ +  5 -  . . ., also 12,, < - ist. 
2 n + i  

d i  -- 7 - 

.l, ist also nacli 8), wenn i z ' - c =  f?eT gesetzt wird,  = 

Biickt nun  z nach c ,  eo riiekt z' nacli einem Punkte  c', de r  symmetriscli 
zu c in Hezug auf die y - A x e  gelegen ist. Es ist dann r'= A ,  q~'=z,  

i 
S =  1 ,  also wird uach 10) J, in  c unendlich wie - l og ( ' - c ) -  
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Es strome nun die Elektricitat in  einem Punkte  d aus, der die 
n R 

Coordinaten - und y, habe, so dass d =  + y , i  sei. E s  sei ferner 
2 

z - d = g eV', z'- d = ?'eV'i , und J d  sei aucli durch 10) definirt, wo aber  

statt c l  rp, qj', r ,  r' die Grossen d l  @, q', p, Q' zu setzen sind. D a n n  
ist endlich der reelle Theil u von 

11) m = 2 i J , / A -  z ~ J ~ ] / >  
das geàuchte Integral,  welches, gleich einer Constanten gesetzt, eine 
Curvc glcichen Potentials definirt. 

III. 
Die numerische Berechiiung des raellen Theiles von ni in 11) würde 

im allçenieiuen Fal le  selir weitlaufig werden. Eiuigermassen einfach 
A B 

gestaltet sie sich, wenn man annirnmt, dass die Abstande - und - der 
2 2 

Punkto c und d gross s ind,  wahrend die Punkte,  fiir welche w berechnet 
werden soll, nahe bei c und d liegen. Es  ist dann der ahsolute Betrag 

von ae, nauilich T, klein, und  in 10) karin Inau hohere Potenzen als 
r 

a2 vernacblassigen. Nach 10) ist dann 

worin e die Basis des natürlichen Logarithmensystems k t .  I n  dieser 
1 r ' 

Gleichung ist aZ = & eiy-q')'  und nach 9 )  Zog, = log - + (q~'- Y )  i. 

Benutzt man noch die Abkürzuug p = -r wo p klein gegen 1 i s t ,  so 
A ' 

kann man in erster Auriaherung , wie aus Fig. 1 ersiclitlich, für r' setzen 
A + r cos cp = A' (1 + p  cuscp), für cp' aber n - p sin 9. Setzt man diese 
Werthe in 12) ein und vernachlassigt alle hoheren Potenzen von p ausser 
der ersten, so findet man nach leichtcr I technuog,  dass der  reelle Theil 

von 2 i  Ji J, gieich 

13) 
M 

l o g M - f p s i n c p ( n - r p ) - Z p c o s q  Zogi 
eL 

1 6 A  
ist, wa M = -  ist. 

r 
16 R P 

1st ferner N = --, q = - ,  wa q klein gegen 1 
e B 

ist, so ist der reelle Tlieil von 2 i  J B J ~  gleiçh 
N 

1 o g h 7 - a q s i n . ~ > ( r r - ~ )  - i q c o s ~  log,. 
e A 

Snbtrahirt man 14) von 13) ,  so liefert die rechte Seite, gleich einer 
Constanten gesetzt, nach Gleichung 11) eiue Curve gleiclien Potentials, 
wenn dieselhe in der Nahe von c und d verlauft. 
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Es  sollen nun die Punkte c und  d gleichen Abstand von der y-Ax0 
A 

haben ,  so dass d = R ist. Wir setzen ferner x =-+ &, dann ist p coscp 
2 

4 = q c o s q  = -, und die gesuclite Function wird = 
A 

wo 
r sin rn ( n  - Q', g sin v ((n - 10) 

15) A n ' -- C=i------l A 

ist. C und  2 sind kleioe G ~ ~ s s c ~ .  Setrcn wir u glcich einer .Cm- 

stanten,  gleiüh log m ,  so ist 

(1-2) i o g 5 = t o g m -  c 

3 t eine Curve gleict~en Potentials. .Dividiren wir durch 1 - - , voruach- 
4 A  

lassigen Grossen zweiter Ordnung ,  so findet siçh 

so ist i n  erster Annaherung 

17) r" m2$+ $8.  
Aus 1 7 )  erkennt  man,  dass die Curve nicht vie1 von einem Kreise 

ahweicht. Wenn die kleine Grosse 13 in 17) fehlte, so würde die Curve 

ein Kreis sein,  der die durch c und  d gelegte Gerade i n  zwei Punktrn 
schneidet,  die harrnonisch zu c und d liegen. Ein solclier Kreis,  der in 

s m  
Fig. 2 durch K bezeichnet ist ,  ha t  den Radius R,= --- wo s den 

1-m2' 
s m2 

Abstand von c und  d bezeichnet, und sein Centrum O liegt um -- 1 -ni" 

von c entfernt ,  wo das - Zeichen angiebt, dass O nicht zwischen c und 
d liegt , wenn nl < 1 ist. Die Curve 17) soll' nnn durcb I'olnrcoordinaten 
R und N aiisgedrückt werden,  deren P o l  in  O liegt. Daun wird 

s 2 m 4  2 R c m 2  
-- 

s2 
r a = B 2 f  

2 Rs 
sina und  R2+ --- ~- - sin a. 

(1 - ln" )  l- m" (1  - nr2)2 1 - m2 

D i e  Gleichung 17) getit ,dann über i n  
2 6 

R Z = R , 2 + -  
1 - m 2 '  

oder angenahert 
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I n  diefier Gleichung ha t  S den Werth:  

Es ist schon bernerkt, dass die Curve 17a)  nicht vie1 von dem der 
Coristantcn m entsprecheriden Kreise Ir' abweiçlit. Zieht uian also von 
irgend einem Puukte 1 der gesuchten Curve einen Radins 1 0  liach 0, 
so wird dieser den Kreiv K in einem P u n k t e . 2  schneiden, dessen E n t -  

rî 
fernung von 1 klein ist in  Vergleich zu R O I  und durch 2 1 = E = 

R, (1 - me) 

dargestellt wird. Deshalb ist es erlaubt,  statt  der Wer the ,  welche die 
Grosseu r ,  p ,  5 ,  cp, im Punkte 1 annetirnen, diejenigen in d (Gleich- 
urig 18) einzusetzen, die  dem zu 1 gehorigen Punkte  2 auf Y ent- 
sprectien. 

Die Berechnung einer C u r v ~  glcichen Potentials geschieht also fol- 
gendermassen: Nach Annahrnc einer Grosse rn zeichnc man den Kreis ti, 

berechue für irgend eineu Purikt 2 auf K die Grosse E = 
d 

R o ( l -  m"' 

verlangere den naeh 2 gezogenen Radius R, um e ,  eo ist der neue End-  
punkt ein Punkt  der gesuchten Curve 17a) .  

IV. 
Um die Richtigkeit der  Formel 17a)  experirnentell zu priifen, wurde 

eine Curve berechnet, indem rn -- 0,5, der Abstand s von c und d 
A 

= 50mrn, und - , der Abstand von c oder d von der y -  Axe ,  gleich 
2 

200 mm gesetzt wurde. E s  ist dann A, = 33,33 mm. Die Grosse e wurde 
fü r  12 Punkte der Peripherie des Kreises K I  welche den Winkeln a- 0°, 
30°, 6ù0, . .  . 330' entsprechen, berechnrt ,  i n d e n  v, g ,  5 ,  v ,  .J/ direct 
gpmessen wurden. E war für alle P u n k t e  positiv und hat te  folgende 
Werthe in Millimetern : 

or = 00 3 0 °  60° 90' 120°  150°  180° ,  
E = 0,s 0,9 0,4 0,3  0,9 2,5 4,8, 

<y=210°  240°  270' 300°  330°, 
6 ,5 6,7 4 9  2,7 1,O. 

Nach Eintragung der  1 2  Curvenpiinkte wurde die Curve mit freier 
Hand ausgezogeu. Sie  findet sich i n  F ig .  2 gezeichnet; aie weicht auf 
der  Seite am meisten vom Kreise ab ,  auf welcher die Leitungsfahigkeit 
der Flache abnimmt. 

Um eine Flacho herzustellen, d e r ~ n  IAeitungsfaliigkeit dem Ahstanda 
von der y -  Axe proportional zunimmt, wurde eine ungefahr 700 mm breite 
und 1300 mm lange Glasplatte etwa 1 Grad gegen den Horizont geneigt 
auf einen Tisch gelegt, so dass die eine Kante genau horizontal lag. 
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Eine  Verbiegung der l'latte wurde verhiudert durch untergeschobene Keile. 
Die P la t te  wurde rings herum mit einem etwa 5 mm hohen Elande von Fen- 
sterkitt  verselien, mit Natronlange gereinigt und dann mit Wasser bedeckt, 
welches den grossten Theil der Platt,e benetzte. Nach ciniger Zcit war 
die Grenzlinie zwischen Glas und Wasser ziernlich scharf aufigebildet. 
Unter die Glasplatte wurde dann die gezeichnete Curve geschoben, B O  

dass die Verbindungsgerade der Einstromungspunkte c und  d parallel 
der scharferi Karite des gebildeten Flüssigkeitskeiles war und v m  dieser 
den Abstand 200 mm hatte. 

Durch die Fliissigkeit wurde nun der Strom einer Inductionsmaschine 
geleitct, welcher genau über c ein-  und über d austrat. Eiue Parallaxe 
war unmnglich, weil man das in  dem Glase gespiegelte Auge ziemlich 
scharf wahrnehmen konnte. Mit Hilfe eineli Telephons licss sich nun 
genau prüfen,  ob zwei Punkte  der gezeichneten Curve gleiches I'otential 
hatten. E s  verschwand das Gerausch irn Telephon vallstandig, wenn die 
voui 'llelepbon kommendeu ~ i a h t e n d e n  genau oberhalb irgend zweier 
Punkte  der gezeichneten Curve in die Flüssigkeit tauühten; bei einer 
kleiuen Abwcichung des einen Endes von der Curve stellte sich das 
Gerliisch sofort ein. 

Da die henutzte Glasplatte grosfi war gegen die Dimensioneii der 
Curve, so kann  das angastellte Experiment hls Bestatigung der Forinel 
17 a) gelten. 

Die Berechnung der Stromungscurven au8 4a)  will ich nicht an. 
fübren;  es firidet siçh, dass der Ausdriick 

gleich einer Constanten gesetzt cine Stromcurve definirt. Die Gleichung 
zeigt z. B., dass die Verbindungsgerade c d  keine Stromcurve ist; die 
Elektricitat , welche ails c in der Richtung nacb ri ausstromt , wahlt eineu 
Weg nach d l  auf welchem der Widerstand kleiner ist. 1)ie Stromcurve 
weictit von c d  ab nach der Seite der Flache h in ,  anf welcher die Leitungs- 
fahigkeit zunimrnt. 
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Ueber die Auflosung des Doppelpunktes einer ebenen 
Curve im drcidimcnsionalcn Raume, und ein mit dieser 
Curve zusammenhangendes Problem der Mechanik. 

Von 

Dr. V. SCHLEGEL 
in Wnren. 

LIierzu Taf. II  Fig. 3 - 8. 

Herr H o p p e  hat te  var  einiger Zeit durch Rechnung gezeigt, dass 
eine, einen unaufl6slichen Knoten enthaltende, geschlos~cne Ranmcurve 
dnrch stetige Aenderung ihrer Gestalt in eine Kreislinie transformirt, 
also von diesem Knoten befreit werden konnte,  wenu es moglich ware, 
sie zu diesem Zwecke in das vierdimensionale Gebiet hinaustreten zu 
lassen. I Ierr  D u r è g e  hat  nnn neuerdings dieses Verfahren genauer 
iintersucht (Sitzungsber. d. k. Akad. d. Wissensch. in W i e n ,  Bd. 82,  J u n i  
1880) und i~isofern verbessert, als er eine Gestalt der Curve arigab, 
welche beim Durchgang durch dan vierdimensionalen Raum geschlossen 
bleibt, was bei dem von Herrn H o p  p e gegehenen Beispiel niclit der 
Fa11 war. 

Sa überzeugend nun aucli dieses Veri'aliren in  analytificher Hinsicbt 
ist, Y O  durfte doch das selbst in  den Kreisen der Mathemat,iker noch 
weit verbreitete Rlisstrauen gegen Untersuchungen, welche uns aus dem 
Gebiete des Erfahrungsraumes hinausführen, auch dieriem Resnltate sich 
entgegenstellen. E s  scheint mir allerdings als unzweifelhaft, dass der  der 
letzten Halfte des gegenwiirtigen Jahrhunderts  vorbehalte~ie Ausban der  
vierdimensionalen Geometrie, zu welchem in jahrlich wachsender Zahl 
die Bansteine znsammengetragen werden, in nicht f e r n ~ r  Zeit alle Vor- 
nrtbeile überwinden wird, und dass alsdann der Schritt ,  mit welchcm 
die Mathematik die Jahrtausonde hindurch ais unübersteiglich angeseho- 
nen Schranken des Weltraumes dnrchbrochen ha t ,  als eine der kiihnsten 
Thaten  de^ menschlichen Geistes wird angesehen werden. Gegenwartig 
aher, wo das Material noch hochst zerstreut und  lückenhaft i s t ,  scheint 
es mir von grossar Wichtigkait zu se in ,  dem wesentliclien Mangel abxu- 
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helfen, dass die Resultate solcher vierdimensionalen Untersuchungen sich 
nicht durçh Anschauung çontroliren lassen. Hierzii bietet sicb aber fol- 
gendes Mittel. J e d e  analytisch-geometrische Untersuchung Iasst siçh in 
analoger Weise i n  Gebieten von verschiedener Dimensionenzabl durch- 
führcn. Wird also das Analogon einer vierdimensionalen Untersuchiing 
im dreidirnensionalen ~ a u h e  diirchgefiihrt , so karin der die letztere Reçh- 
nung begleitcnde geometrisctie Vorgang als Bild des unserer Anschauung 
entzogenen entsprechenden Vorganges im vierdimensionalrn Gebiete he-  
trachtet werden; und ganz ebenso, wie die  ebenen Zeichnuugen ranrn- 
licher Gehilde uus als Abbildungen eiuen Ersatz fur die Anschauuug der 
Gebilde selbst gewahren k o n i i ~ n ,  so k6nnen aiich Baurnconstructionen, 
als Projection vicrdimensionaler Gebilde und VorgRngc betrachtet, unse- 
rem Auge als Ersatz für jcne dienen. Dierbei findet nur  der Unterschied 
s tat t ,  dass irn ersten Falle iinscre Phantasie dem Auge ,  welches that- 
sachlich, niir ein ebenes Bild erfasst, zu Hilfe kommt, indern sie in da0 

vorn Auge geschaute ebene Bild die Vorstelluug des Raumliçhen hinein- 
tragt,  wahrend im zweiten Falle diese Erganzung fehlt. Dieser Mangel 
ist aber kein wesentlicher, da das Urtheil uris ja  sagt ,  als was wir jene 
raumliche Construction anzusehen haben. 

Ich wiIl dcmnach im Folgenden cine mit der  von den Herren H o p p e  
und D n r  b g e  behandelten analoge Untersuchung im nachstniederen 
Gebiete anstellen, um von dern Verlaufa einer solchen Fadentransforma- 
tion an der Hand  der Rechnung ein (projicirtes) Bild zu geben. 

1. 
Ein im Gebiete der Ebene befindlicher Linicnzug von der Gestalt 

einer 8 k a n n ,  ohne das Gebiet der Ebone zo  verlassen, durch Aendcrung 
seinrr  Gefitalt (etwa mittelst e i n e ~  Parameters) den varhandenen Doppel- 
punkt  nicht verlieren. Ein den Linienzug durchlaufender variabler flunkt 
passirt den Doppelpunkt bei jedem Urnlauf stets zweimal. Das Zeitinter- 
val1 zwischen beide,n Vorgangen und der demselben entsprechende Bogen 
k6nnen allerdings verscliwindeu, wenn durch Transformation die eine 
Halbflaclie der 8 verschwindet; aber das geometrische Verschwiuden d m  
Doppelpuuktes involvirt für unsere Untersuchung ebenso des Zustande- 
k0mme.n eines ,, ebonen Knotens'', wie die Zusammenziehung der Schlinge 
i n  der ohenerwahnten Ranmeurve das Zustandekommen eines raumlichen 
Knotens. Dies wird besonders deutlich, wenn wir als genaues Analogon 
zu dem ktirperlichen Faden eincin Flachenstreifen hetrachten. (Fig. 3 
zeigt denselben in der nrsprünglich gedachten Gestalt ,  F ig  4 zum ,,ebe. 
nen K n o t e n L L  zusarnmengezogen.) Der  Doppelpunkt verschwindet nun 

ans dem Linienzuge offenbar sofort, wenn man letzteren i n  eine Raum- 
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curve transformirt. Dirse letztere kann dann  in eine gesçhlossene ebene 
Curve ohne Doppelpunkt transformirt und in die Ebene  zurückversetzt 
werden, wodurch die Aufgabe, den ebenen Rnoten  zu entfernen, gelost ist. 

Um nun diese TransFormatiouen und  die Curven selbst naher zu 
beetimmeu, specialisireu wir die Aufgabe, wie fulgt: Unter Voraussetzung 
einev dreiaxigen rechtwinkligen Coordinatensystems sol1 eine geschlossene 
Raumcurve gesucht merden, deren Projection nuf die X Y- Ebene ein 
Krcis ist ,  wahrend ihre Projection auf die Ebene  der XZ eine noch 
naher zii bestimmende Curve von der Gostalt einer 8 ist. Man sielit 
nun nnmittelhar, auf welchcm Wege die letztere Projectionscurve durch 
Ausdehnung in die Raumcurve, und dann durch Zusammenziehung iu 
den  Kreis transformirt werden kann. Dass der lctztere sich in  einer 
andern Ebene befindet, wie die gegebene Curve,  ist  offenbar unwesentlich. 

Die für diese Transformation geeignete Curve (deren Ursprung und 
Bedeutung, um den Zusammenhang nicht zu unterbrechen, erst iiachher 
auscinandergesetzt werden soll) ist durch die Gleichung bestimmt: 

1) e4z2 + 4 r 2 x a ( ~ 2 - e 3 )  = O (6. Fig.  5). 
1st fernor 

2) xz  + y" ee" 
die Glaichung des Kreises, in welchen dieselbe verwandelt werden 8011, 
BO bestimmen die Gleichungen -1) und 2) die Raumciirve als Durchschnitt 
zweier cylindrischer Fliichen. Durch Elimination von x2 zwischen 1) und  
2) erhalt man 

3) e4 Z" 4 rr" y2 (y2 - pz) = 0. 

Hiernach gielit die Raumcurve auf der YZ-Ebene dieselbe Projec- 
tion, wie auf der XZ-Ebene .  

Noch eiufacher wird die Beetimmung dieser Curve,  wenn man das 
X Y- System durch Drehung urn den Winkel  (Y transformirt, '  sa  deas 

x = x , c o s a - y l s i n o i ,  y = x , s i n u  j y , c o s u ,  

und dann cr = 45 annimmt, so dass 

Durch diese Suhstitutionen hleibt die Form der Gleichung 2) ungeandert,  
wahrend 3) übergeht in  

zSe4 + 4 r 8  
2 

oder, mit Benutzung von 2): 

z ~ Q ~ ~ ~ [ Q ~ $ ~ ~ ~ ~ ~ Y ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ - ~ Q ~ Q ~ ~  ~ X ~ ~ ~ ) ] = O ,  
zee4 + r 8 ( 4 x l z y l Z  - p4) = O 

oder, indem man yl' mitteist 2) eiirninirt: 
z Z e 4 =  r2 (4xI4+  p4 - 4x1pe2). 

Durch Quadratwureelausziehung erhalt man endlich 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



108 Uehrr  die Auflosung des Doppelpunktes etc. 
_ _^^___^_X_.^^^^?^ _-,-?- ^__"^^ ̂ _._^ ̂^_Y_-. - - .-.-. ^^^Y^ _.-_- -._ -..-.-.-̂ II.̂N 

4) z $= r ((2 xl" $) , 
die Gleichuiig einer Parahel ,  deren Axe der Z- Axe parallel ist. Elimi. 
nir t  man hieraus wieder rle mittelst 21, so folgt: 

5 )  - Z p 2 = r ( 2 y l e - , 2 ) ,  
dio Gleicliung einer mit der ersten cougruenteu Parahel,  deren Axe aber 
die entgegengesetzte Eichtung liat. 

Ans dem Zcrfallcn der grgobenen Gleichung vierten Grades in zwei 
idcntisühc Glcichungen folgt, dass die Projectionen unserer Raumcurve 
auf  die Ebenen der X I Z  und YIZ aus j e  zwe,i sich drckcnden Parabel- 
bogen bestehen. 

IIiernach ist unsere R a ~ i m c u r v ~  niclits Anderes, als die Schnittcurvc 
zweier paraluliticher Cylinder,* deren Sclieitelliriien der L;- und Y,-Axe 
parallel sind und die 2 - A x e  in den A b ~ t a n d e n  +r  u n d  -r vom An-  
fangspiinkte schneiden. [Aus den Gleichungen 4)  und 5) folgcn nlmlich 
fiir Z, = y l  = O die Werthe z = + r.] Die  Scheitcllinio jedes der beiden 
Cylinder schneidet die FlHche des andern in  denjenigen heiden Punkten 
der Raumcurve, welche von der X,Yl-Ebene am weitesten (naçh oben 
oder nach unten) entfernt sind. Wahrend also die Constante p als Radius 
des durch die Raumcurve getienden gerneinen Cylinders die Weite der- 
selben angiebt,  misst die Constante r  die Erhebung der Curve über die 
Ehene X ,  Y I .  

2. 
Um nun schliesslich die Entstehung und Bedeutung der  Curve 1) 

klarzulegen, betrachten wir die mechanische Aufgabe: Welche Curve 
beschreibt ein P u n k t  X in einer Ebcnr , ,  wenn seino Projectionen auf den 
Schenkeln eium rechten Winkels hin - und herschwingen , und die 
scliwingende Bewegung durch dafiselbe Gesetz, wie die des Mittelpunk- 
tes einer schwingenden Sai te ,  bestimmt i s t?  

Ee ist bekanntlich sehr leiclit, solche Curven aus  einzelnen ih r~r  
Punkte her~ustel len.  Sind 2 r  und 2 g  die auf  den Schenkeln des rech- 
ten Winkels vum Scheitel aus abgetragenen Streckon,  auf welchen die 
Projectionen des Punktes X sich hin und  her bewegen (Fig. 5 ) ,  so be- 
schreibt man über bciden Strecken als Durchmessern nach aussen Halb 
kreiue, tbeilt dieselben i n  ml resp. n gleiche 'I'heile, zieht diirch die 
Theilpunkte jedes Halbkreises Parallelen zu dem Durclimesser des an. 

de rn ,  und erhalt so zwischen den Schenkeln des rechten Winkcls ein 
Neta von Rechtecken. Die Cnrve geht d a n n ,  von einem beliebigen 
Schnittpunkte au€  einem der Dnrchmesser ausgehend, jedesmal nach der 
gegenüberliegenden Ecke eines Rechtecks, geht d a m  stets in das Sclieitel- 
rechteck, und nur  am Randc des Netzetl in das Nebenrechteck über. Die 

* S. Iqg. 6 ,  wo die Etiene des Pitpiercs d s  XZ-Ebene angcsehen werden 
kann und der verdeckt liegende Theil der Curve punktirt gezeichnet ist. 
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Curve bricht a b ,  wenn sie eine Ecke des Netxes orreicht odcr davon 
auçgeht; andernfalls ist sie geschlossen. Die  obengenannten Zahleri m 
und n gehen die Zeiten a n ,  i n  denen die beiden Projectionspunkte halbe 
Schwbgungen vollenden. 

Die analytische Behandlung der Aufgahe mag hier in  aller Kürze 
ausgefülirt werden. Wahl t  uiau die Hall~iruugslinie der mit Q u n d  r 

beschriebenen Halbkreise resp. als X -  und  Y-Axe ,  so Sind die Gleich- 
nngen der ganzen Kreise: 

( X - T ) ~ + ~ ~ = Q ~ ,  ( y - ~ ) ~ + x ~ = r ~ .  

Niin wcim m a n ,  dass, wrnn  ein Punkt mit glcichmassiger Geschwin- 
digkeit auf der Peripherie eines Halbkreises sich bewegt, die Qeschwin- 
digkeit seiner Projection auf dem Durchmesser in jedem Orte der Lange 
der Projectionslinie proportional ist. Demnach werden die Bewegungfi- 
compo~ienten des Punktes  X durcli folgende Gleichungen bestimmt: 

oder 
dx 

) / r 2 - z z  
d y  . c d t =  .-, c , d l -  __- Ji;! - Y" 

Hieraus erlialt man diirch Integration 

Durch Elimination von t zwisclien diesen Gleichuiigon erlialt man die 
allgemeine Gleichung der Curve : 

Um die Constanten e u  bestimmen, betrachten wir die componirenden 
Bewegu~igen der Projectionspunkte gesondert. In  derselben Zeit m, 

welche der eine P u n k t  gebrauclit, um den  Durchmcsser 2 r  au durch- 
laufrn, bcschreibt der Piinkt  auf der  Pcriphcrie den Hallikreis r z .  Dia 

r n; 
constante Geechwindigkeit des letztcren k t  also -. Dit., Geschwindig- 

nl 

keit des ersteren ha t  ihr Maximum im Mittelpunkte und  ist dort einer- 
seks gleich cr  (nach dem zu Grunde liagenden B e ~ e g u n ~ s g e ~ e t z ) ,  an-  
dererscits ebcnso gross, wie die in  diesem Augenblicke gleicligerichtete 

7'72 
Geschwindigkeit - des Periplieriepnnktes. Es  ist also 

m 
7c 

C r -  
771 ' 

und entsprechend 
7z 

c -- ,  
l -  72 

wenn r i  die Zeit ist, in  w e l c h ~ r  der zweitc Punkt  den Durclimesser 2 g  

durchlauft. Hieraus folgt: 
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C 71 - = -  
cl n i '  

und nun geht die Curvengleichung über in 
x n 

arc sin - - - Y . n  a r c s i n - = c - - c ' , .  
r  m Q m 

W e n n  wir ferner die Zeit von dem Augenblicke a n  zahlen, wo der 
zweite P u n k t  den Mittelpunkt des Kreises Q erreicht l ia t ,  so ist gleich. 

Y zeitig t = O und y = O ;  also folgt ails der Gleichiing c,i+c',  = arcsir1-: 

oder, da  die Bewegung erst bcginnt ,  und daher  x =  O z u  setzen ist: 

crl = O .  

1st ferner & der Wer th ,  den x fur t = O hat ,  so folgt ans der 
x 

Gleichuug c  t + c'= urcsin - : 
r  L. 

Durch Substitution dieser Werthe von c' und c', erlialt die Curven- 
gleichung die definitive F o r m  

.x n Y k 
arc sin - - - arc sin - = arc sin - 

r  m P r  
oder 

arc si71 - i r 2  C - Y arc  sin -. 
e 

Um nunmehr die Gleichung von den Arcusfunctiouen zii bafreien,. 
setzen wir zur Abkürzung 

wodurch die Gleichung übergeht i n  

m arcsin f = n arc sin m. 
Wird ferner gesetzt 

a r c s i n f = u ,  a rc s in<p=v ,*  
also 

* Die Bedeutung der Winkel u und v ergiebt sich durch folgende Betrach- 

h g :  Zunachst ist y = ~9 = Q siîzv, also s inu  = Y Setzt man ferner in dem Bua 

driicke fiir f die Grosse 6 = r  .cosL, so erhilt man 
x E a y y r q i - s i n L = s i l z z l  

r I' 
oder 

C O S L  J i - ( ~ ) - s i n i . ~ = s i n : ( u + ~ ) r l ,  

Mithiu ist 
2 - = cos (u + A). (Vergl. Fig. 7.) 
7 
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sin u s f, sin v = cp , 
B O  geht die Gleichung über i n  

m u = n v .  
Hierans folgt : 

cos (m U )  = C O S  (12 V )  , 
oder cntwickclt : 

cosmu - m . 2  C O S ~ ' - ~ U  sin2u + m a 4  cosm- 4 i 1  sin4u - . 

m 
Es sind jetet zwei Fal le  zu unterschciden. 1st das Verhaltniss - 

71 

irrational, so bleibt die Gleicbung offenbar transcendent, und dasselbe 
gilt von der durch sie dargrstellten Curve,  welclie in endlouen Win-  
diingen den rechteckigen Raum des Netzes ausfüllt. 1st das  Verhaltniss 
m 
- rational, so  kann man rn und  n als g a n z e ,  und  sogar als g e r a d e  
n 

m 
Zahlen ansehen, da man andernfalls dcn Bruch - nur mit 2 zu erwei- 

n 

tern hat. Setzen wir hiernach i n  der  letzten Gleicliung 2 m  für m ,  und 
2 n  für n, so folgt: 

cos2"u - ( 2  m) .%os2"- 2~ sin4u + ( 2m) .4  cos2m-414 sin4 u - . . . 
= cosZnv - ( 2 ~ 7 ) . ~  C O S ~ ~ - ~ V  sin2v + ( 2 n ) . 4  ~ o s ~ n - ~ v  sin4v - ... 

oder, wenn man 
sin2 u z f e, sin2 v = cp4, 
cusPu=1-f2, c0s2v= 1- 

benutzt : p2 

Da f und cp algebraische Functionen von x und y, m u n d  n ganze posi- 
tive Zahlen s ind ,  so ist hierdurch der algebraische Charakter der letzten 
Gleichung uud der durçh sie dargestellten Curven festgestellt. 

Der Grad der i n  n: und y ausgedrückten Gleichung iat abbangig von 
der Zahl der Potenzirungen,  welclie zur  Entfernung der in f auftreten- 

den Irrationalitat Jr"x2 erforderlich sind. 

Was nun die speciellen Fal le  betrifft, so k a n n  man in erster Linie 
m 

über da6 Verhaltniss - in  zweiter über den  Werth & verfügen. Die 
n '  

einfacheten Fal le  sind folgende: 

E r s t e r  F a l l :  =l .  
m 

Form der Gleichung: 
-- - 

T"Z + 2Q Jr2- t 2  zy + e2.x2 = 92.&2. 

Die Curve ist also eine E I l  i p s e ,  ileren Mittelpuukt in den  Coordinaten- 
anfang fgllt. F ü r  t = r  fallen die Axen der  Ellipse mit denen des 
Systems zusammen. F ü r  6 = r - p erhalt man die Gleichung eines 
K r c i s e s ,  und für i = O  die einer d o p p e l t e n  G e r a d e n .  
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Z w e i t e r  F a l l :  ? = 2 .  
ll i 

Die  Gleichung der Curve wird 
- 

$ 6  ~ î ~ - ~ ~ - g Z x / r ~ - & e = 2 r ~ ~ Q ~ - y 2 ,  

und  ist daher in Bezug auf y vom achten Grade. 
F ü r  & = r erhalt man 

@4,2 - Q4,2, 4 9  e 2 Y 2 - 4 r 2 y 4  
oder 

daher  durch Radicirune " 
2 Q2 e 2 x  y - -=+ -  

2 - Z r '  

Die Gleichung stellt also i n  diesem Fal le  eine d o p p e l  t e  P a r a b e l  dar. 
Für  6 = O  endlich erhiilt man 

g4xa= 4 r 2 y 2 $  - 4?y4 
oder ' 

p4x2  + 4r2y2(y2-p2)  = O ,  

welches die Gleichung unserer oben betrachteten, die Form einer 8 zeigen. 
den P r O j e c t i « ri s c  u r v e  ist. Diese ~ u r v c ?  wird also von eiuern Jhikte  
beschrieben, dessen Projection auf der Strecke Z r  doppelt so ~iclinell 
schwingt, als dirjcnige auf 2 6 ,  unter  der Voraussctzung, dass die eiste 
Bewegiing erst begiunt,  wenn von dcr zweiton bereits cinc Achtelschwing- 
u n g  vorüber k t . *  

Beachtenswerth ist  noch ein specicller Fal l  dieser Curve (Fig. 5). 
Setzen mir 

p =  Zr = 2 u  

und vertausclieu die beiden Axrvi, so gelit die letzte Gleiüliung über i u  

4 u 2 x 4 -  1 6 a 4 x 2  + 1Gy2n4= O 

oder wenn man mittelst der Formeln 

x = r cos O ,  y = r sin 0 

zu Polarcoordinaten übergelit : 

r4 î 0 . s 4 0 -  4 a 2 r 2  cos28 + 4 a 2 î 2 s i n 2 8 =  0 ,  
oder 

v2ros4if.= 4 u 2 c o s 2 9 ,  
oder 

* Elieiiso, wie die für = O erhaltene Gleichung mit der Gleichung 1) des 
ersten Abschnittrs, oo btimmt, a.1ii.h die fiir 6 = T  erlia.ltme F'arahelgleichiing mit 
der dort unter 4) stehenden ühereiii. Der Gruncl liegt ddrin, dass durch die Tram 
formation, welche 1) iri 4; verwandelte, die mit 6 identische Ahecisse des Doppel- 
punktes von O in r übergelit. 
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1st nun  (F ig .  8) O d e r  P o l ,  OX d i e  A x e  des  Sys t ems ,  P ein P u n k t  
der Cnrve ,  Q d i e  Mi t t e  d e s  Rad ius  vector O P ,  u n d  s ind  Pl u n d  Q, d ie  
Projectionen d e r  P u n k t e  /' u n d  0 auf  d i e  A x e ,  u n d  P, u n d  Q, die  P r o -  
jectionen d r r  P u n k t e  P, u n d  Q ,  auf  den  R a d i u s  vector, so ist 

O Q , = O Q , c n s 9 ,  O Q , = O Q c o s 8 ,  
11~11?1~ 

H O  gelit dio Gleicliung unse re r  Curva  über  i n  

r ,  = + a (crisi. 
Dies k t  aber  d i e  I'olargleichung e ine r  Lemniscate  mi t  d e r  A x e  a ,  u n d  
0, ist ein P u n k t  d ieser  Curve .  D a  f e rne r  P2 ans  P durcli dieselbe Cou-  
struction Iiervorgeht,  wie Q2 nus Q I  s o  i s t  auch P2 ein P u n k t  e ine r  L r m -  
niscate mit d e r  A x e  Z n .  N e n n t  m a n  zu r  Abki i rzung Il, d ie  zweite 
Projection von Pl so k a n n  man  d a s  letzte R e s u l t ~ t  i n  d r m  Sa tze  RUS- 
sprechen : 

H e w e g t  sic11 e i n  P u n k t  a u f  d e r  i n  R e d n  s t e l i e n d e n  P r o -  
j e c t i o n s c u r v e ,  s o  b e s c h r e i b t  s e i n e  z w e i t e  P r o j e c t i o n  ( a u f '  
d e m  R a d i u s  v e c t o r )  e i n e  L e r n n i s c a t c  m i t  g l e i c l i e r  A x e .  

Einige  a n d e r e  verliiiituissrnassig einfache Sprc iu l fa i le  d e r  a i lgemeinen 
Gleichung sind fo lgende:  

G l e i c h u n g .  

RTir wolleu schlicsslicli noch untersucl ien ,  u n t e r  wrlclien Urding-  
uiigen die allgemeine Gle ichung 

cine offene, u n d  wann  e ina  geschlossene Curve  reprssent i r t .  D R  ein die 
Curve beschreihender P u n k t  n u r  d a n n  zu r  Umkel i r  gezwungeu wird,  
wenn er in e iue  E c k e  des  Netzes  kommt ,  s a  mnss  d i e  Gleicliung e i n e i  
o f f e n e n  C n r v e  jedenfa l l s  du rch  d i e  W e r t h e  

%altichrift f .  Mathsmatik n. Physik XXYILI. 2. 8 
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x = + r ,  y= . i -g  

erfullt werden. Durch Substitution diener Werthe in obige Gleicliiing 
erhaltrn wir die B o d i n g n n g n g l e i c h u n g  

oder 

oder 

worin p cine beliebige. g a n w  Zahl ist. 
Diese Bedingung ist in b e s o n d ~ r s  pinfacher Weise daun erfiillt, 

wenn nz uiigerade iind ansserdem e n t w  e d e r  11 garade und 6 = r, oder 
11 ungerade und 6 = O ist. Man kann nanilich alsdann ~ t e t s  p so wahlen, 
dnss 2 p  + 1 grgen den ungeraden Nenner  m sicli heb t ,  worauf cosnn 

bei geradem n gleich 1, bei ungeraderu gleicb O ist. Hierher gehoit. aucli 
71 

der Fa l l ,  ~ R S R  - eine g a n z e  Z a t ~ l ,  d a o  ni = 1 ist 
ni 
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Kleinere Mittheilungen. 

IX. Znr Theorie der Kriimmung ebener Cnrven. 

1)ie gebriiuchliche Formel für den Krüuimungshdbmesser Q einer 
ebenen, anf ein Systern vori Parallelcoordinaten (x, y) bezogenen Curve 
geht durch eine einfaclie Uinformung* in die hemerkenswerthe Formel 

1) 
1 d sin s 

-- - d cosr 
- 

Q d x  d?I 
iiber, in welcher r den Winkel  zwischen Tangente  und  x - A x e  bedeutrt.  

Es laset sich nun leicht zeigen, dass man auch bei Vorausfietzong 
1 

von Polarcoordinaten r, O die Krürrirnung - in arialoger Wcise als Dif- 
B 

fer~ntialqnotient darstellen kann .  
Zu diesem Zwecke ersetzt man iu der gebrauchlicheri Formel 

d r 
r'= - durch die rechte Seite der bekannten Gleichung 

d O  

in welcher den Winkel zmischen Radius vector u n d  Normale bedentet.  
Man erhalt dann zun#chst 

und setzt man hierin nach Gleichnng 2) 

ader, wenn man mit y die Grosse rS bezeichnet, 

Es ist mithin die Krümmung dargcstellt alfi doppelter Differentialqugtient 
der  Projection  de^ Radius vector aiif die Richtiing des Kriimrnungsradius. 

* O. Sch l6ii1 i lcli ,  Ccbungsbuch zum Studium d. hoh. An. 3. Aufl. S. 76 
8% 
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-. -- - r * < ,  - - A - -  - -  

Forme l  3) knnn  man wie Formel  1) mit  Vortlieil z u r  L o s n n g  vider ,  die 
i ir i immiing ebene r  Curven brtreffcnder Aufgahen nus d c r  'I'heorie d ~ r  
Differentialgleicliungen ve rwenden ,  von d e n e n  hier  n u r  zwei hisher noch 

n i ch t  al lgemein gelos te  k u r z  betiandelt  werden sollen.  

1. Bezeichnet  m a n  d i e  P ro j r c t i nn  d e s  Rad ius  vector auf die Nor- 
male  mi t  p, fio dasv 

>.2 

4) = ,,/'1+'i7 
no erhal t  m a n ,  wenri es sic11 u m  d ie  BebZiinmung d e r  Curveii liaud~lt, 

d i e  Polargle ic l iungrn  d e r  gesuchten Curven  nacli 3) utid 4) in folgeuder 
Ges t a l t :  

I I .  W e n n  efi sic11 f e rne r  um die  Rest immung der jenigen t:heiieii 
Curven  h a n d e l t ,  Lei welclien d e r  Kr i immungshalbmesser  p eine vor- 

geschr iehene Funct ion  d e r  Polarnormale  ri i s t ,  so liat man die Gleicliuug 
3) zun8clist ~ , t w n s  uuizuforrneri. 

E H  i ~ t  n#rnlicli 
7- 

5 )  p = r c « s t p = - - ,  
I I  

nlso nacli 3) 

1st  demnecli  = f (n) d i e  vorgeschriebene Bexielinng zwisclieu q nnd II ,  

sn l a s ~ e n  ~ i c h  mit  Hi l fe  d e r  G l r i chungen  41, .5), 6) d ie  erforderlich~n 
I i e idm In t eg ra t ionen  leiclit a l l p m e i n  durclifüliren u n d  e r g e b ~ n  als dir 
I'olargleichungen d e r  gesuchten  Curven  

mo mit  Zr dei. iiatürliclic 1,ogaritlimus von r bezeiclinet  k t .  

A j a c c i o .  
- - -  

X. Ueber Rouletten und Polbahnen ebener k inema t i eche r  Systeme 

8 1. D e n  nachfitelienden Uetrncli tungen sirid fo lgende elerneutai~ 
Yatze d e r  kinematisclien Geometr ie  zu G r u n d e  gelegt.  - - 

1. I u  jedem Aiigenblicke d e r  Rewrgung  eines ebenen  g~omctrischeri 
Gehfldes in 8einer E h e n e  6' findet eiiie Drel iung d e s s e l h n  uni einw 
varandrr l ic l ien  P u n k t  d e r  E h c n e  - den  P o l  d e r  R c w r g n n  y ot icr  cias 

Momrn tancan t rum - statt (Satz von R e r n  O 111 l i ) .  
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Kleinere hlittheiluiigen. 

2. Jeder  P u n k t  des geometrischen Gebildes beschreibt eine Curve 
- Il o nl  e t t  e - ; die Verbindungslinie des heschreihenden P u c k t e s  mit 
ilrm 1'01 steht dabpi senkrecht aiif der Bewegungsrichtung des Punktes  
o d ~ r  der 'l'angeute an  die Roulette. J e d e  Curve ( rwp.  Gerade) des geo- 
metriscliru (;ebildeti urntiiillt eine andere Curve;  die Verbiriduugslinie 
des Bcrühruugàpunktes der beiden Hüllcurven mit dem Pol stelit dabei 
srnkrecht a u f  der gcmeinsamen Tangrn te  der br iden Hiillcurven. 

3. L)er augenl>licklich~ B e r ü b r ~ n ~ ~ p u u k t  zweier Hüllcurven hat  eine 
veranderliclie Lage somobl i n  der festen Kbene O', als auch in eirier 
Ehene &,  die mit dem geometrischen Gebilde fest verbundeu k t  und 
sich mit demsclben auf der ersteren E b r n e  bewegt. Die  Geschwiudig- 
keit, welche er in der Ehane Q b a t ,  ncnnt  rnan mine r e l a t i v e  G e -  
nc h w i n d i  g k e i t ,  diejenige, welche er mit dem zusammenfallenden be-  
sclireibrnden Punkte  von Q gemein ha t ,  seine F ü b  r u n g s g e s c h  y i  n -  
d i g k e i t ,  und diejijenige, welche er in der Ebene 6' ha t ,  seine a b s o l u t e  
G e s c h w i n d i g k e i t .  I l i e  a b s o l u t e  U e s c h w i u d i g k e i t  e i n e s  s a l -  
c b e n  P u u k t e s  i s t  g l e i c h  d e r  a l g e b r a i s c h e n  S u m m e  a u s  s e i n e r  
r r l a t i v e n  u n d  s e i n e r  P ü h r u r i g ~ i g e s c 1 i w i n d i g k e i t .  Ein  besçhrei- 
bender Punkt  d der  bewegliüheri LCberie Q bat  keine relative Gesübwin- 
digkeit, seine Führilngsgeschwindigkeit ist gleich seinpr absoluten Ge- 
schwindigkeit. D e r  P o l  d e r  B e w e g n n g  I i a t  k e i n e  F ü h r u n g s -  
g c t e c h w i n d i g k e i t ,  s e i n e  r e l a t i v o  G e s c h w i n d i g k e i t  i s t  g l e i c h  
s e i n e r  a b s o l u t e n .  

4. Uie Curve,  welche der l'ci1 in  der  festeu Ebene Q' beschreibt, 
nennt man die P o l b a h n ,  diejenige, welche e r  in der beweglicben E b e n ~  
8 beschreibt, die P o  1 c u r v e. D a  dic relative Geschwindigkeit des 

PuIrfi gleich seiuer al~soluten - )  - - - is t ,  roll+, d i e  ~ o l c u r v e  

auf  d e r  P o l b a h n  (yie iibertragt jedes ihrer Bogenelemente rinf ein 
gleich grosses Bogenelernent der  Polbahn). 

5. P r i n c i p  d e r  U m k e h r u n g .  Denkt  man sich dern Systam der 
ursprünglich ale fest angenommenen Ebene  Q' und dei- auf ihr in Bo- 
wegung befindlichen Ebeue Q eine Bewegung derart r r thei l t ,  dam 6 zum 
Stillstand gebraclit wird, so fiihrt 6' eine Bewegung gegen 6 ans. J e d e  
Cnrve in e', die bei der  friiheren I3ewegung als Roulette heschrieben 
worden ist ,  gleitet jetzt durch einen festen P u n k t  von Cf. J e d e  Curve 
in @', die varher von r iner  Curve in Q umhüllt worden is t ,  umbüllt jetzt 
umgekelirt diese Curve. Polbahn und Polcurve vertauschen ebenfalls 
ilire Rolleu, siud also i n  ihrer kinematiecbijen Bedeutung iiicht von ein- 
ander uuterschieden uud werden daller auch mit dem gemeinsamen Nnmen 
der P o l b a  h u  e n  bezeich~iet.  
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5 2. D i e  Aronho ld ' s chen  Gle ichungen  d e r  ~ o l b a h n e n . *  Ein Pniikt 

A der  E h e n e  04, tlie sich auf der  festen E b e n e  &' bewegt ,  beschreibe in 
d e r  le tz teren e ine  gewisse Roule t te ,  walireiid Q sich um A mit verander- 

l icher Winkelgescliwiridigkeit dratie. 1s t  für j e d e  L a g e  von  -4 der Wiukel 
19 gegeben ,  d e n  e ine  durch A g e z o g ~ n e  Gerade  L der  E b e n e  CS; mit der 
X - A x e  eines rechtwinkligan Coordinatensystems i n  a' bi ldet ,  B O  ist dia 
Bewegung von  (3 (ladurch vollstandig bestimmt. D i e  Roule t tc  von A sei 
durch die  Gleichungen 

.- = f l  !a), y = L2 (O) 
definirt. Nach e iner  gewissen Zeit f 11al)e A die  C o o r d i n a t ~ n  x und y, 
d ie  Tang~ntialgeacliwindigkt~it i l ,  deren Kicliturig mit  de r  X -  Axe dm 
Winke l  r bilde u n d  die Winkelgeschwindigkeit  w urn den Pol 'P. Dann ist 

(1 s - 
11 d l /l s 

'*../LI-=--.-- A - - - 
w d:f d 6 '  

wenn mit d s  das  Bogenelernent 
e s  s ind die  Coordinaten vou  r) 

ode r  

der  Roiilette von A bezeichnot wird,  und 

Diircli Elimination von 4 aus  diesen beideu Gle ichn i igm erhal t  man die 
Gle ichung der  P o  1 b a h  n. E s  sei  n u n  ferner  d i e  Polcurve  auf  das rrcht- 
winkl ige  Coordinatensystem i n  Q bezogen ,  dessen Anfangspunkt  A u n d  
dessen 2'- Axe d ie  Gerade  L k t .  F ü r  d e n  Winke l  r p ,  den A =  r mit 
do r  Y-  Axe dieses Coordinatensyetems bi ldot ,  folgt a l sdann  

und  für d i e  Coordinaten von Q i n  Bezug au f  dieves System 

X - r  sin q = r c o s z  sir! 8 - r sin z  cos 9, 

Y = r c o s r p = r  c o s z c o s 4 f r s i n r s i n 4  
Oder 

dx d u  
X = ' - s i n + + - -  c o s 8  = f ' , ( 8 )  s i n 4  - f g ( 8 )  C O S @ ,  

d 6  d 9  
da d~ 

Y = - c o s 8  +-- sin4 = f1 (8) c o s 4  $ f ' ,  (9.) sin 4. 
d a  d a  

Durch  Elimination von 8 ans  diesen heiden Gleichungen ergiebt sich die 
Gleichung de r  P o l c n r v e .  

* Veroffentlicht in der Abhandlung des Unterzeichneten: ,, Ueber Rouletten 
und Polbahnen ebener kinematischer SystemelL im Programm der kgl. Gewerlie 
schule zu Elberfeld, Ostern 1883. Zahlreichere Anwendungen resp. Bewegungs- 
aufgaben siehe ebendaselbdt. 
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Die Roulette eiries beliebigen Punktes  P, der in Beaug aiif da8 Co- 
ordinatonsystem in  Q die. Coordinaten + oi und  + 11 liat , lasst fiicli durch 
diejenige des Punktes A aus den Gleichungen 

betitimmen. ü i e  Curven, welche von den zu L paralleleu resp. s ~ ~ i k -  
recliton Geraden der Ebene (I: umliüllt werden, lassen sich ebonfalls d u r c h  
die Roulette des Punktee '4 bestimmen. Der  auganblickliclio Berülirungs 
puukt eineï Geraden L I ,  die in  der Entfernung + n zu parallel i ~ t ,  
mit ihrer Enveloppe ist nach Satz 2) der Fusspunkt des von <p auf L I  
gefallteu Lothes. Hat  dieser Fusspunkt  in Bezug rtuf das Coordinaten- 
system in Q' die Coordinaten rc", y", dann ergiebt ~ i c h ,  da sein8 Co- 
ordiriaten in 6 bez. X und n aind, 

d x 
i~"= y + X sin 3 + r i  ros 3 = y -i- - siiz2 8 - '" -- si, ,  f i  c o s 6  + I I  cos 8, 

di3 d i ? .  

woraus durcti Eliuiination von x ,  y und 9 diu Gleichung der Enveloppe 
folgt.  Entsprecliend ergeben sich für die Enveloppe einer ü r r a d e n  L,, 
die  i n  der Entfernung + m  von A zu L senkrecht s teht ,  die Gleicliungen 

d . c  r i  11 
x'"= x- Y s i n 4  + nicosi?=x-- sin i? cos 4 - - siri" + nni cos 8, 

d6 d 6  

d x  dl4 
y"' = y + Y cos 6 + m sin 4 = y + - cos2 8 + - szn 3 c o s 8  + m sin 0. 

f i  8 d 8 

Die Gleichungen fiir dia Euveloppen der Coordinatcnaxen i n  6 
erhalt niari aus den obigrn Gleichungen, inde,m man 71 reep. nt g l ~ i c h  
O fietzt. 

5 3. Die Polbahn  sei eine Gerade  (X- Axe des Coordinatcnsystems in 
@'); die Polcurve sei durch die Gleichung P ( X ,  Y) = O (auf das Coordinaten- 
system in B bezogen) gegeben. F ü r  d i e ~ r n  Fall lasst sich aus den Gleicli- 
ungrn a) und b)  eine einfaclie lineare Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung ableiten. 1st narnlich die Gleichung der Polbahn -Y'= O ,  so erhalt 
man aus a) für die Roulette de8 Pnuktes  A . 
und ans b) 

fiy A'= - y s i n 6 - -  c o s 9 ,  Y = -  ,Y . y c o s a f  - s r n 9 ,  
d 9  d 3 

also durch Differentiation 
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(1 Y 
Nuil ist - = - 196 der Richtungscoeffici~nt der Tangento an die 

d X  

Polcurve, welclirr sich mit Hilfe der Gleichung F ( X ,  Y )  = O als Function 
d X 

von X resp. Y ausdrückeii-, Iasst. Umgekehrt Iasst sich also aucb - 
li CI 

rl T' 
resp. - als Function von 9 ausdrücken,  so dass man erhRlt 

d 6  

eine Gleichuog, dio in Vereinigung mit der Gleichung 

die Gleichnngen der Roulette x = f l  (a), y = f2  (9) liefert. 
Beispiel. D i e  E v o l u t e  e i n e r  E l l i p s e  r o l l e  a u f  e i o e r  G e .  

r a r l e n .  
t l  x 

Gleichung der I'nlbalin : Y'= y + - = 0 ,  
d 3 

Gleichung der Polcurve: (:)"+ (:- )"= (g)? 
Aus der lotztoren folgt 

d Y 
( f )" 

1z -=- -  
- 

- - - 198, 
d x  O /(a"- (f)" 

~ 1 8 0  

und 

Die Intcgration mi t  Elilfe der Variatiou der  Constanten ergiebt hieraus 
die Gleichung 

c%si 713. r n s  8 + C sin 9 + C, cos 9.. y = - -  
/ r i s  cos% + +?sin2@ 

I h r c l i  nochmrilig~ Integration in Berücksichtigiing der Gleicliung für d i?  
Polbahn folgt 

s = - p"rr"cos28 +  psi>^% + +! c.os 8 - Cl sin 8 + C2 :,. 

Ihirch Differentiation erhalt man endlich noch 

Diese Gleichungen definiren die Rouletten beliehisger Pnnkte.  
cl) R n u l e t t e  d e s  M i t t e l p u n k t e s .  Fiir sei x = O  nod 

y = O ,  also ist ,  da alsdaun der auf der positiven .Y-Axe liegende Rück- 
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c' d 9  
kelirponkt der Evolute Pol der Bewegung ir t ,  9 = - - - oder - il Y 

tl t (1 < i l  (1 9 
r2 

- - - a  - folglich C= O! C, = O ,  C2 = u.  Fiir die Roulette des Mittelpunktes 
Cl ' 

~rgeben sich daher die Gleichiingen 

Verschiebt man die Y-Axe im Sinne der positiven x urn CI und 
rliminirt 8 ,  so erhalt man für die Koulette des RIittelpunktes die Gleicli- 
ung vierten Grades 

.Y"2 + (x2 - 2) (xP - / ,a )  = O. 

b) R o u l e t t e  e i n e s  a n d e r n l ' u n k t e s .  S i n d d i e c o o r d i n a t e n d e s -  
selben in der bewegliclien Eberie der Evalute + ?n und + r z ,  so sind die 
Gl~ichnngen seiner Kou1ett.e (siehe 5 2) 

Für die Bewegung eines R r e n n 11 u n  k t eR (tn = c ,  I I  = O)  folgen also 
die Gleichungen 

c?.~in 9. cos 8 
y = C ~ 2 1 1  8 - - -Y:- - 

Jn2 cos2 9 + h2 ,+Pif ' 
- -  

r = u  + ~ ~ o s a -  J a 2 c o s 2 ~ + b b n s i t & t + ,  

aus denen sich durch die unter a) eingeführte Transformation und Elimi- 
nation von 6 die Gleichung sechsten Grades 

(x2 + I J ~ )  (xz + b2)' + 4 n e  x4 

für die Roulette des Brennpunktes irbleiten 1Hsst. F ü r  die Bewegung 
eines S ch e i t e l  s (z. B. = a ,  r i  = O) folgen rntsprechende Gleichungen, 
aus denen sic11 dur& Elirnination von 8 eine Gleiçliuug achten Grades 
ergiebt. 

c) E n v e l o p p e  d e r  X - A x e .  Fiir ditwelbe erhalt man ans den 
Gleichiingen der Roulette des Mittelpunktes und den bez. i n  tj 2 ent- 
wickelten allgemeinen Gleichungen eine Gleichur~g zehnten Grados in x 
and y. Entsprechend ergeben sich die Gleichungen für die Curven, 
welche von den Paral le lm znr A'- rmp.  P-Axe nrnhiillt werden. 

A n m e r k n n g .  I m  11. Rd. ( I I .  Sm.) der N o u v e l l ~ s  Annalee d e  
I'Ecole Polyt . ,  p. 133 und 500, leitct M o i e t - B l a n c  die Gleichnngcn 
gewisser Roulotten und Enveloppen bai der Hewegung einer Parabel resp. 
E l l ip~e  a b ,  wenii letztere dnrch einen festeu P u n k t  geht nnd  fortwührend 
dieselbe durch d i e ~ e n  festen Punkt  gezogene Gerade herühr t  Die Pol- 
hahnen einer solchen Bewegung ergeben sich durch folgende Ueberlegong: 
Gleitet eine Curve derart dnrch einen festen P u n k t  A einer Geraden L,  
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dass diese letztere fortwahrend Tangente der Curve i s t ,  so drelit sich 
die Curve um iliren Krümrnungsmittelpunkt. 1)ieser ist dalier der Pol 
dor Bewcgung. Da er stets auf demselben Lothe zu L liagt, so kt dis 
Poltiahn eine Gerade (senkreclit zu L). Die Polcurve wird durch Umm 
kehrung der Bewegung erhalten. Alsdann gleitet der  Punkt  A auf der 

gcgebenen Curve s o l  dass die durch ihn gezogene Gerade J, fortwahrend 
Tangente  ari diese Curve ist. D a  sic11 bierbei L fortwahrend um den 
Krürnrnungsrriittelpu~~kt der gagebenen Curve drelit, so ist letzterer de r  

Pol  und  die Evoliite der Curve die Polbahn d i ~ s e r  inversen, also d ie  
Polcurve der ursprünglicllru Bewagung. Daraus folgt der Sate: 

Itollt die Evoliite einer Curve aiif einer Geraden,  so gleitet die 
Curve selbst derart durcli einen festen Punkt  dieser Geraden, dass 

sie stets von derselban durch diesen P u n k t  gezogenen (und zur erste- 
ren Geraden senkrecbten) Geraden berührt wird. - Oder mit andereu 
Worten:  Rollt eine Curve auf  eiuer Geraden,  so gleitet jede ihrer 
Evolventen darart durch einen f e ~ t e n  P u n k t  dieser Geraden, dass aie  
stets von derselben durch diesen P u n k t  gczogenen (und sur  ersteron 
Geraden senkrechten) Geraden berührt wird. 

$ 4. Die Rouiette eines Punktes A sei eine Gerade L (X-Axe des 
Coordinaten~~stems in Er); die Polbahn sei durch .die Gleichung F ( X r ,  Y')  = O 

gegeben. D a  9 A senkreclit auf L s teh t ,  sa iet 

Nun ist Y 1 = r  gleicbzeitig der Radius vector der Polcurve und 9 gleiüh 
dcm Winkel  dicscs Radins vector mit der Y- Axe des Coordinatensystems 
in Q. Eliminirt man daller X' aus der Gleichung für Y'= r und der- 
jenigen für die Polbahn, so erhalt man die  Gleichung der Po lcurv~  in  
I'olarcoordiuaten. 

Beispiel. I ) i e  P o l b a h n  s e i  e i n e  C y k l o i d e  (und ein Punkt A 

bewege s idi  auf der B a ~ i s  derselben). 
A'' = (1 (q, - s i ! !  (p) , 

Gleicliungen der Pol l~abn : Y'= u (1 - c o s y ) ;  
daher ist 

d X ' =  a ( 1 -  ~ o s c p ) d ~  
und 

wenn cp = O ist für 8 = O .  Somit ist 

die  Gleichung der Polcurve. Letztere ist  also eine Kardioide, deren 

Grundkreis deri Radius liat. 
2 
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5 5 .  Die Roulet te  eines Punktes  A sei eine Gerade L (X-Axe des 
Coordinatensystems> ; die Polcurve sei durch die Polargleichung 1- - f (6) 

gegeben (r werde von A aus gerechnet). Au8 der letzterrn und der Be 

fo lg t ,  dnss 

XI= f ( : t ) < l 9 . + ( ' o n s f .  J ' 
ist. Durch Elimiriation von 6 aus dieser Gloichung und derjenigen fiir 
Y'- r erhalt man die Gleichung der Polbahn. 

Beispiel. D i e  P o l c u r v e  s e i  e i n e  H y p e r b e l  (der eine Brenn- 
punkt beschreib~ die X -  Axe). 

t? 
Gleichung der Polcurve : r = Y ' -  (worin E.> 1)  ; 

a ( 1  + E  COS^) 
denn fol@ nach Ausführung der Integration 

1st  für 8 =,O auch A"= O ,  so orgiebt. sich nach Elimination von 4. die 

flir die Polbalin. Die Ietatere ist somit eine der Kettenlinie verwandte 
Curve (Gewolhlinie). 

E l b e r f e l d .  Ur. RICHARD SELLENTIN. 

XI. Ueber den Fnndamentalsatz der algebraischen Gleichnngen. 

(Hierzu Taf. 11 Fig. 9 u. 10.) 

Die allgemeine Form einer ganzen algebraischen Function von z vom 
Grade m ist 

f (2) = A,, + Al z + . . . + A, 2'" 

cider, wenn man allgemein setzt 

z = p ( c o s  o + i s i n  a ) ,  Ar = ap ( c o s  lup + i sin ap) : 

f (2 )  - a ,  [ c o s  luo + i sin a o ]  + a, p [ c o s  ( a l  + w) + i s i n  (al + w)] + . . . 
. . . + am em [COS (lu, + RI W )  + i s i n  ( u ,  + m w)]. 

[ ( z )  besteht also aus (ni + 1) complexen Summanden mit den Moduln 

[lO1 a i e ,  . . .  amem 

und den bezüglichen Argumenten 
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Kleiuere  Mittheilungen. 

a", ( u l + w ) ,  . . .  ( ~ ~ , , ~ + n l w ) .  

Jede r i  Zustand der  Funct ion k a n n  man  sich nach d e r  Suminations- 
metliodn complexer Grossen versinnlichen durch e inen P u n k t  in eiiirm 
rechtwinkligen Coordinatenfelde.  W e n n  o von O a n  wachst ,  so kanu 
y fiir jedes  einzelna w nocli a l le  mogliclien W e r t h e  von O bis CC habm. 

Man rlenke sich n u n  z n n a c h s t ,  y hnbe für jedes  einzelne w einm 
u n d  denselben bestimmten Wert l i  p'; dauu  besçhreibt / '(z) bei waclisen- 
d ~ u l  O e ine  bestimmte Curve.  

1 s t  w = O ,  so  ist f ( z )  gleictt d e r  Sumine von ,ri + 1 compleven 
Grossrn  mit den Morluln 

( t o i  (ri a ' ,  . . . urtl e"'' 
und den  bexügliclien Argumenten 

q, i D I ,  . . . <Y,,, . 

Die Bunimation dieser Groslieri gebe den P u r i k t ' ~ ' .  
Wachst  u u n  w  von O bis a', so blaibt das  Argument  uo unveriudert. 

al wachst um w', CY, u m  2 ru', . . . , C Y ,  u m  7n w'. D i e  einzelnen Moduln 
bieiben dieselben (F ig .  9). Dies  heisst geometrisch betrachtet  : 

1)er Modul o, bleibt constant  in se iner  Li igr ;  u m  seinen Endpnnkt 
d rah t  sich d e r  Modul r r l P '  um L w'; um den  sich bewegenden Endpnnkt 
 de^ Moduls ale' drelit siçh z u  gleiclier Zeit  d e r  Modul  r ~ , ~ ' % m  L 2; 
u. s.  f .  ; endliçh urn den  ~ i c l i  bewagenden E n d p u n k t  des  Rlnduls ri,,, - 1 p'"- ' 
dre.ht sich Modul a,,, ,pln1 u m  L m w'. 

2n , 2 2  
W a ~ h t  o von O tjib: - oder  ist w = , 80 macht de r  Modul 

TlL 171 

n,l,e"l' eine  ganze  Urndrehung ode r  der  Endp i ink t  des  Modul-Polygon- 
zuges  wird e ine  von A' ausgehende u n d  in A" endende  Schleife beschrei. 

2 n 
b e n ,  wenn A" den Zustand de r  Funct ion fiir o = - bnzeiclinet. 

ni 

Die  Grosse der  Sclileife ist abhang ig  von  der  Grosec von Q' 

M a n  denke  sicb je tz t  p' einen so  grosgen W e r t h  heigelegt,  dass i n  

de r  Re ihe  d e r  XIoduln 
no,  rii e', . . . a,,, etrlAr 

"'ri @lm , a. + al ,, + . . . + O",-, p ' r r l - ' .  

I n  diesem Falle wird die  von ((2) bescliricbene Sclileife,  vom Q,uadrttrii 
1 (F ig .  10) aus  bet rachte t ,  jenscits u m  O h'erumgoheu miislian. 

Man  lasse nunmehr  u m  dp'  abnehrnen,  a lsdann wird jeder  ein. 
ze lue  de r  J loduln  u , ~ ' ,  . . nmpr"'  um e ine  unendl ich  kle ine  Grijsse ab. 

nehmeri. Folglich wird man  z. B. ans t a t t  des P u n k t e s  A' = s + i y  einen 
nnendlicb nahel ieganden P u n k t  A'"= ( r  - d x )  + i(!, - d y )  er l i s l tm i ind  

fin fiir j e d r n  ande rn  P i i n k t ,  woraus man e r k e n n t ,  dass  bei  stetig ab. 
nel i rnend~rn Q' d i e  gebildettxn Schlrifen s te t ig  in  e inander  iibeigehen nnd 

1 
sich in den Quadrant  1 h in r in  xurückziehen , bis sie für  g = l in i  - (w = 3) 

w 
iri d e n  E u d p u u k t  des  constariten Modula rio zuéiarnrnenfallen. 
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Nimmt nun q von p' a n  stetig a b ,  Rn wird es einen so kleinen 
Wrrth erreichen miisseu, dass in der  Railie der Moduln 

u,, , p", . . . nm e"m 

der constnnte Motlul 
U,, > 0 ,  . . . + flmB''m. 

In die8r.m Falle kann die Schleife, vom Quadranten 1 aus betrachtet, 
nicht mehr jenseits iim O Lierumgchen. Sh mus8 also bereits in den 
Qiiadranten 1 iibargegarigen sein,  welcher Uehergang hei der Stetigkeit 
der Bewegiing nur mittelst 1)iirchgangs diircli O gpscliehen konnte. 

2 7c 
Es giebt also zwischen w = O  und w = - nothwendig einen und 

f l l  

z w ~ r  Iiur einen Winkel w ,  und ebenso awischen p =. p' und p = p" einen 
Wertli p,, so dass 

pl (COS w1 + i sin w,) 

rine Wurzel der Gleichung f ( z )  = O ist. 
I h r  analoge Vorgang wiederholt sich inuerhnlh  de^ I n t ~ r v a l l s  ro = O 

2n: 
bis w = 2 n ,  so oft w sicli um - dreht und zuglricli Q von w his cri 

m 

variirt; im Ganzen also n - mal. 
RBçlist w iiber 2a Iiinaus, so wiederholen sicli die ni vorli~rgelien- 

drn Vorgiinge identisch. Hieraus folgt: 
dass eine algebraische Gleichung f ( z )  = O vom Grade 1 n  nothwen- 

dig m ,  aber auch nur  rn verschiedene Wiirzeln besitze, q. e. d. 

Z i i r i ch .  B. H o c ~ s ,  ~ t u d .  p h 1  

XII. Ueber die Vertheilung der  Druckkrtlfte in  einem elastischen 
Kreiscylinder. 

Eiri liornogener elastischer Kreiscylinder sei durcli ewei feste zii 
winer Axe sankreclite M'aride begrenzt. Auf seine Mantelfliiche mogpn 
unter belichiger Neigung gegen dieselbe Driickkriifte wirken, welche 
senkrcclit zur Cylinderaxe und von der dieser Axe parallelen Coordinate 
iinabhangig sind. Alsdann Iasst sich die Vertheilung der Krafte im 
lnnern in gesclilossener Form von so bemerkenswertlier Einfachheit dar- 
stellen, dasfi dieselhe trotz der Reechranktlieit des Problems von Inter-  
rsse ist. 

Es sei F der Druck ,  welcher auf dem Element d s  der MantelflRcIie 
Iastet; f die Richtung dieses Druckes;  es sei ferner dorch fil, bezeichnet 
die Co~nporieute in Richturig der rn des Druckes, welclier auf einern der 
Clylinderaxe parallelen Fliiclieuelenieiit Instot, rlesscn Normale die Kicli- 
tiing n hat; nnter rn, n sai verstanden der Winkel ,  welclien die Iticliturig 
I I I  mit d1.r Riclitung 1 ,  bildet; unter r der Radius vector, welcher das in 
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Betracht gezogene Flachenelement mit dem Element du des Nantels ver- 
bindet; unter @ die Senkrechte, wclclie van dem Element ds  auf die 
Cylinderaxe gefallt i s t ;  endlich unter R der Radius des Cylinders. Untnr 
dieser B ezeichnung ist 

C O S  f;r cosn,  r cos rn, r 
Mn = - p  c o s n ,  m + - F 

n 'J' > 
1 \ 

r 

p = --- F c o s f ,  r ds.  
2 H x  S 

Die Integrationen sind um den ganzen Umfang des Mantels zii erstrecken. 

B e  w e i s .  Wir zeigcu zuerst,  dass der Ausdruck 1) ein moglichrs 
System von Ilruckkraften darstellt. Sind 3: und y rechtwinklige Coordi- 
naten in  einer Ebene ,  welche zur Axe dos Cylinders senkrecht ist ,  en 

bilden die Drucke X z ,  Y y  , Y,, da  sie von der  dritten Coordinate un- 
abtiangig sind , dann ein  m6gliclies System, wenn sie den Ilifferential- 
gleichungen genügen : 

Es seien nun g und w I'r~larcoordinaten, namlich Q c o s w  = s, p s inw 

= y  und es bexeicbne gleichzeitig in den Druckcomponenten P,, Pm, 2, 
a, die Kichtung, welche fienkrecht zur Kichtung von Q ist;  es ist dann 
das Drucksystern 

COS w 
I I - - -  Q - / '( , ,=O, J L , = O  

e l 

ein solches, welches den Gleichungen 2) geriügt. Man weiet dies nach, 
indem man die ails 3) folgendcn Werthc der  A',, Y,, Y, herechaet und 
dieselben in 1) einsetzt. Die drei Gleichnngen 3) konnen ersetzt wer- 
den  durch die eine:  

ras w cos n g cos m, g cos x, Q cos 12, g cos m .  p 
n -  

- M L- - -- - 

Q P 
Auch eine Summe solcher Mn mit verschiedenen Polen und mit beliebi- 
gen Constanten multiplicirt wird ein den Uifferentialgleicbungen 2) ge- 
nügendes System darstellen. Nun int das in Gleichung l )  vorkommeode 
Integral eioe solche Summe und da der  vor dom Integralzeichen stehende 
Ausdruck nur  einen gleichmassig durch den  Cylinder verbreiteten con. 
.ntanten Druck p darstellt, so ist das durch Gleichung 1) angedeutete 
Systern ein mogliches. 

W i r  beweisen zweitens, dass, wenn w i r  uns der Mantelflactie un 
endlicli nahern und die Richtung der Normale ti mit der Bichtung de6 

Cyliuderradius Q zusammenfallen latisen, datis dann Mn zusammerifallt 
mit der Componente von F iu der Richt,ung von m, dass also dann wird 
il/, = I;' cos m, 1 1 .  Wir zerlegen zu dcm J3ndc da8 Integral in zwei Thpile, 
deren einer sich bezieht anf  die dem hetrachteten Element unendlicli 
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Kleinere Mittheilungeu. 
.- 

naben Theile der Grenze,  der  andere auf  die entfernteren. F ü r  diesen 

letztgenannten, und zwar nur  für diesen,. ist 

cosg ,  r cosn,  r L 
r = 2 R c o s e , r ,  -- A - -- - 

1' r -2H' 
alno wird dieser Theil des Integrals 

1 '  
= - J F c o s l ,  cos  r .S 

HX 
1 

= 2 H n  - ~ { F c i i s f r r n  + F c o s ( F p  - m p ) ~  d s ,  

da f , ~ + r n , r = f , m ;  f , r - n i , , . = - f , p - m . p  
Nuii isb, da die Kraf' te F weder eine Verschiebiing des Cylinders 

in der Richtung m ,  noch eine Drehung um die Axe hervorhringen sollen, 
, 3  I I  

J F cos f , m  d s  - 0 ,  g  d s  = O .  Es  wird daher der untersuchte 
P 

Theil des Integral* =I c o r m , g /  F e o s  f. p </,Y, er h rb t  sich dahsr  gegen 
Y i ln  

das erste Glied in M,, for t ,  und M ,  reduçirt siçh datier auf den Theil 
des Integrals, welcher von der henachbartan Mantelflaçhe lierrührt. Hier  

C O S  12, r C O S  8, f 
Iiaben wir r d p ,  r = d s  c o s g ,  r ,  also -- d s  = - d s = d p , r ,  und also, 

r r 

da wir F und f in dern nnendlich kleinen Theile als Constante anseheu 
konnen : 

n +-  
2 

= F c o s  f , m ,  was zu beweieen war. 

Bei B e r ~ c h n u n g  des ersten der Thei le ,  in welche wir da8 Integral 
zerlegten, hatten wir streng genommrn dic dem Elcment naheliegenden 
Theile der Mantelfiache von der Integration ausschlirssen müssen; eine 
einfacha Betrachtung lehrt,  dass der begangene Fehler verschwindend 
klein ist. 
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Ii e i s p  i e 1. Die Anwendung unserer Formel ist besondart? lirqueiu 

i n  dem Fal le ,  dass nur  an eineelnen Stellen de8 Cylinderrnantals Dru& 
krafte angraifen. Denken wir uns beispielsweise einen Cglinder zwischen 
ewei ebene parallele l'latten gebraclil und letztere mit dain Drucke P 

gegen eiriander gepresst. Ir1 solclier Lage befinden sicli angennliert dia 
Walzen,  welche haufig die Unterlagen eiseruer Brücken bilden. Wir 
legen die a -  Axe durch die Herühriingspunkte der  Cylinder und der 
Plat ten,  maclien iliren Schnitipunkt mit d ~ r  Cylinderaxe xum Nullpunkt, 
nennen die xn den .x senkrcchten Coordinaten y und br!xeichiien mit r, 

den Abstand des bctrachteten Elementes von dem e inen ,  mit r2 den 
Abstand von dem andarri Berülirungepunkte. Alsdann erhslten wir die 

1)ruckcorriponente N,, welclie in Ricliturig der Normalen des betrachteten 
Elcinents entfallt : 

w s r l  x c n . ~ 2 r ~  ~1 cos r2.z c o ~ 2 > . ~ n  N , = - -  + - -- ---- 
2 p [  ,,1 R z  n 

+ 
ry 1. 

Uestimnien wir die Kiclituug T I  s o ,  dxss bai feutgohaltcnen r ,  u n d  r2 
ni, ein Maximum odcr Minimum wird ,  so erhaltrn wir (lie Werthe und  
Hichtimgen der Hauptdruckit f'iir dan Purikt r ,  r 2 .  Lliese Eeclinung l h t  
sic11 ausfüliren. Für die r - und y - Axe f'allen die Iliclitungen der Haupt. 
drucke mit den I<ichtung.cn der Axrii  zumminen, Iiierduicli erlialt men 
leiclit f ü r  diese Axen:  

P 3 R 4 - 2 R e g e -  y i  
fiir die y -Axe X, = - - ---- - 

R-t H 4 + 2 R R " y " y y " '  

Die Elemente der Axen ~ i n d  slinrntlicli gedrückt in  Richtung der 2, 
geepannt in der d a m  senkr~c l i t rn  Richtung. I m  Mittelpunkt ist der 

6 
1)ruck in Eichtung der a - - ma1 B O  gross, als wcnn sic11 der Druck P 

76 

glaiclimassig über den ganzen Querf;çliuitt 211 vertlieilte. Uebrig~ns 
erhellt, d a s ~  sclion iti diesein einf'nclisten V d l e  die Vertlieilung dar 
Urucke eine h e s e r s t  complicirte kt. 

B v r l i n .  Dr.  H. HERTZ. 
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Ueber den Einstellungsspielraum 
die Parallaxe. 

Von 

Prof. Dr. C. BOHN 
in Aschaffenhurg. 

am Fernrohr und 

Hierzu Taf. III Fig. 1. 

Erfahrnngsgemass wird heim Beobachten durch Fernrohr  oder Mi- 
kroskop das Auge fast immer einer kurzeu,  haufig nahezii der  kleinst- 
rnoglichen Sehweite accomodirt. Diese,  vielfach Kurzsiçhtigkeit erzeu- 
gende Gewohnheit ist aber keine N ~ t h w e n d i ~ k e i t ;  dem bewaffneten A u g e .  
ist die Fahigkeit,  sich verschiedenen Eutferuungen anxupassen, nicht 
genomrnen. 

1st  + f die Biennweite des Aagenglases am Instrumente und e', 
beziehungsweifie e die Entferiiung des Augcs von dem Augenglase, so 
muss nach bekannter Theoric  der  Lupc  die Linsc um 

f ( (1  - e') --- f ( i  - C) , oder --- 
/ + a - e  / ' + i - 2  

hinter dem vom Ohjectiv entworfcncn rccllen Bilde (odcr dem Fadcn-  
kreuze) stehen, je  nachdem das virtucllo Rild in der g r i i s s  t e n ,  fiir das 
heohachtende Ange zulassigen Entfernnng a oder in der k l  e i n s  t e n  i 
entstehon 8011. Derselhe Beobachter k a n n  daher  bei derselhen Gegen- 
standsweite das Ocular eines Fernrohrs  (Mikroskopes) verschieden weit 
ausziehen. Der Unterechied der ehen angegebenen Abetande der Lupe 
vom reellen Bilde ist der E i r l s t e l l u n g s s p i e l r a u m .  Als Variation der 
Fernrohrlk~ge werde er mit d l  bexeichnet und ein Index deute die Art  
des a ~ g e w ~ r i d e t e n  Oculars an. Hier ist xun%chiit eiue e iuhche  Liuse als 
Ocular oder ein sogenanntes K e p l  e r'sches Fernrohr angenommen. Die 
Differenz der vorstehenden Entfernungen berechnet sich: 

Rückt die aussere Accomodationsgrenze unendlich hinaus, so wird der 
Ausdruck 

Zoilschriit f. Mathematik n. Phyeik XXVIII, 3. 9 
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130 Ueber den Einstellungsspielraum am Fernrnhr  etc. 

1 
S Z K = / z -  (fiir u = CD). 

/ + 1 - e  

D e r  E i n s t e l l u n g s s p i e l r a u m  b e i  e i n f a c h e m  o d e r  K e p l e r -  
O c u l a r  w i r d  k l e i n e r :  

w e n n  d i e  B r e n n w e i t e  f k l e i n e r  w i r d  
und 

w e n n  d e r  A u g e n a b s t a n d  e k l e i n e r  w i r d .  
13eispielsweise sind die Zahlenwerthe - Alles in Centimeter - fiir 

e i~ i ige  Sehweitegrenzen einmal für das sctiwaclie Ocular f = 2 cm, dano 

für das bei Vermessungsfernrohren vielfach vorkommenrie Ocular f = 1 cm 
berechnet worden. 

Einstellungsspielraiim bei Kepler-Ocular. 

a - e'. 

./ 

8ZK für f= 1. 

0,038 
0,048 
0,062 
0,091 
0,111 
O, 143 
0,167 1 

7 

d l x  für f = 2 .  

Ans dieser Zusammenstellnng ersieht man sehr leicht,  dass die Ac- 
comodationstiefe (a-i) des A u g ~ s  den geringeren Einflnsa auf den Ein- 
stellungsspielraum übt ,  daas d i r s ~ r  hingegen rasch wachst , wenn die 

i n n e r e  Grenze der Sehweite (i) abnimmt. ( F ü r  den besondern Fall 
e = f umgekehrt proportional mit ie.) I n  den angeführten Beispielen 
betragt der Einstellungsspielraiim am K e p l e r -  Fernrohr  für Normalsich. 
tige weniger als 2 mm, beziehnngsweise etwa 4 mm, für stark Kurzsich. 
tige erreicht e r  5 mm, beziehungsweise 14 mm. 

Die aussere Grenze der deutlichen Sehweito lasfit sich mittelst einer 
concaven Brille leicht auf u n e  n d l i  c h bringen, wodurch zngleich d ie  
innere Grenxe etwas hinausgescboben wird. 

Benutzt man eine Brille von der Zerstreuungsweite a ,  so werden die 
grosste und  die kleinste Eutfernung,  anf die noch deutlich gesehen wer- 

den k a n n ,  
a i  

a'=m und  i ' = r  
u - i  

und der Einstellungsspielraum am K e p 1 e r - Fernrohre wird, wann z ~ r  
Vereinfachung e'= L. gesetzt wird, 
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a - i  
d l K  = f 2  

( f - e ) ( n - i )  + a i  

Die Untersnchung dieses Ausdruckes lehrt ,  dass, so lange e < f - u n d  
dies ist der praktisch wichtige Fa11 - der Einetellungsspielraum des 
Fernrohrs etwas g r  6 s s e r  ist , wenn das Auge mit der schwflchsten, zum 
Seheii in unendliche Entfernung ai~sreichenden Brille bewaffnet ist, ais 
wenn keine Brille beuutzt wird. Umgekehrt ist das für e >  f. 

W a d t  man die Zerstreuungsweite der Brille gleich der innern Seh- 
weitegrerize (i), so geht dem Auge jede Accomodationstiefe verloren, da  
n u r  parallele Strahleri m i n  Bilde au€  der Netzhaut vereinigt werden, und 
der Ein~tellungsspielraum SI wird N u l l .  

Eine so starke Brille ist unbaquem (und schadlich), bei ihrer 
Anwendung das Auge bestandig dern Zwange unterworfen k t ,  auf  die 
k l e i  n s  t m o  g l i  c h e  Entfernung angepasst zu sein. 

Zur Vermeidiing dieser schadlichen Anstrengung des Auges wahle 
man i f c  zur Zerstreuungsweite der Brille. Die Grenzen der  Sehweite 
werden dann 

a"= w und i"= i 

folglich der ICinstellungsspielraum 

SI,' - f 2  
E 

( f-  e ) ~ + i ( i + ~ ) '  

Die Untersuchung diesee Ausdruckes zeigt,  daes 

(a -. i) i 2  
E < ( f + i - e ) z  

sein muss, wenn die Anwendung der Brille den  Einstellungsspielraum 
verringcrn soll. Zu griisserer Schonung des Auges braucht man E nicht 
sehr klein 1.11 nelimen, der Einst,ellungsspielraum wird doch gering, wie 
die nachfolgenden ausgereclineten Beispiele zeigen : 

Von dem E e p l e r ' s c h e n  Fernrohr  mit e i n f a c h e m  O c n l a r ,  das  
bisher betrachtet wurde,  macht sich der Uebergang leiclit zu einem Fern-  
rohr mit C o l l e c t i v g l a s ,  wenn dieses, wie bei dem sogenannten p o s i -  
t i v e n  Oculare, wirklich ein The i l  des Oculars i s t ,  nicht wie bei der  
n e g a t i v e n  Ocularen eig~ntl ic l i  einen Bestandtheil des Objectivs bildet. 

Unter dern IZ a m s d e n - Ocular wird hier * eines verstanden, das aus  
zwei Linsen irn Abotande von # f, d .  h. # der  Brennweite des Augenglases, 

* In franzosischen Werken wird zuweilen eine andere Combination als R a m s -  
d e n  - Ocular bezeichnet. 

9 * 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



132 Ueber den Einstellnngsspielranm am Fernrohr  etc. 

besteht,  das Collectiv von der Brennweite #f. (Es  s ind,  worauf es 

hier nicht ankommt, planconvexe Linsen,  welche ihre gewolbten Seiten 
einander zukehren.) 

E ine  einzige Linse von QTf Brennweite, um #f nalier am Objectiv 
stehend ah das Angenglas des K, a m u  d e n  - Oculars, ist - abgesehen von 
den hier nicht in  Rede stehenden Vcrminderungen der Aberrationen - 
viillkommen aqnivalent dem zusammengesetzten Ocular. Wird also in 
den vorigen Ausdrücken +$ f an Stelle von f nnd e  ++f an Stelle von e 

gesetzt,  so erhalt man den Einstellungsspielraum des Fernrohrs mit 
R a m s d e n -  Ocnlar: 

( a  - e') - (i- e) 
S I f i :  3,24f2 (i + 2 (a - e' ) )  (f + 2  (i - 8)) ' 

Wachst die anssere Grenze der Sehweite ins Unendliche, so wird 
1 

S Z R = 1 , 6 2 f a -  (für a = a). 
f + 2 ! i - e )  

Das Verhaltniss des Einstellungsspielraums bei R a m s d e n -  und bei ein- 
fachem Ocular ergiebt sich unter Vorausaetzung gleicher Augabstiinde (e): 

- "R _ 3,24 
( f + n - e ' ) [ f + i - e )  

(allgemein) 
6 1~ ( t '+2( f l -e ' ) ) ( f+2( i -e ) )  

und 
f + i - e  3 =.i 62 - - (für o = m). 

d l K  - f + 2 ( i - e )  

J e  nachdem f kleincr, glcich oder grosser ist als H ( i - e ) ,  wird das 
lotztangcführto Verhaltniss kleinor, gleich oder griisser als Eins. Aehn- 
l iche, aber  nur  schwerfallig ausdriickbare Bedingung gilt hinsichtlich der 
Werthe des ersten Verhdtnisses. N n n  muss bei einem R a m  s d e n  - Ocnlar 
die Brennweite ( f )  des Augenglases kleiner sein als der vierte Theil der 

um .den Augenabstand verminderten Sehweite, wenn dav Ocular als eiu 
positives wirken, d. h. wenn das vom Objectiv entworfene reelle Rild 

(und das E'aderikreuz)  or dom Collectiv liegen soll. Das kann aus der  
i - e  

Theorie  der Lupe  leicht gcfolgert werden. F ü r  f ( -- werden <,bige 
4 

n-e  
Verhaltnisse kleiner als E ins  wahrend für f = -- das erste Vcrhkltniss 

4 
\ 

grosser als E ins  wird . 
D e r  Einstellungsspielraum eines R a m  s d e n  - Ociilars ist also immer 

k l e i n e r  als der eines einfachen Oculars, dessen Brennweite gleich jener 
des Augenglases am R a  m s  d e n - Ocular ist. 

D e r  E i n ~ t e l l u n ~ s s p i e l r a u m  a m  R a m e d e n  - O c u l a r  wird 
k l e i n e r :  

w e n n  d i e  B r e n n w e i t e  (f) d e s  A u g e n g l a s e s  k l e i n a r  
w i r d  

und  
w e n n  d e r  A u g e n a b s t a n d  e  k l e i n e r  w i r d .  
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Von Prof. Dr. C. BOHN. 133 

Nachstehend die für a = 07 und f = 2 cm, dann für f = 1 cm für ver- 
schiedene Sehweitegrerizen berechneten Werthe des Einstellnngsspielraum 
des R a m  s d e n  - Oculars, denen zur bessern Vergleichung in Klammern 
die bereits angrgebenen fiir einfaches Ocular zugefügt sind. 

E i n s t e l l n n g s s p i e l r a u m  b e i  R a m s d e n - O c u l a r .  

1 
i - e = 2 5 c m  20  15 1 O 8 - 6 5 

f = 2 c m  6 l ~ =  0,124 0,154 0,203 0,295 0,360 0,463 0,540 
81, = (0,148) (0,182) (0,235) (0,333) (0,400) (0,500) (0,5711, 

I i - e = 2 5 c m  20 1.5 1 0 8 6 5 
f = l e m  8ZR = 0,032 0,040 0,052 0,077 0,095 0,125 0,147 

d I K  = (0,038) (0,048) (0,062) (0,091) (0,111) (0,143) (0,167). 

Die Verschiehung eines p o s i t i v e n Oculars andert nicht den Ort  
des reellen Bildes, da dieses durch das Ohjectiv a l l e i n  entworfen wird. 
Hingegen wird durch Verschiabung eines n e g  a t  i v e  n Oculars dieser Uild- 
ort geandert, da  da6 Collectiv zur  Entwerfung des reellen Bildes mit- 
wirkt. Die Uerechnung des Einstellungsspielraurnes wird daher für nega- 
tire Oculare, weniger einfach als für positive. Sie sol1 fur das C a m p a n i -  
Ocular (auch Hu y g h e n s - Ocular genannt) gemacht werden, dessen 
Augenglas die Rrennweite f hahc,  dofisen Collcctiv dio Rrennweite 3 f  
u n d  den Ahstand 2 f  vom Augenglas hat. E s  ist  am gebrauchlichsten, 
zwei planconvexe Linsen anzuwenden, welc,he beide die gewolhte Seite 
gegen das Objectiv kehren. F ü r  die Ricbtigkeit der  Bilder ist es zweck- 
mkiger ,  das Collectiv biconvex gleichneitig und nur  das Augenglas plan- 
convex zu wahlen. Um die Verzerrungen am Rande  des Gesiçhtsf'eldes 
rnoglichst gering zii machen, empfiehlt es sich, das  Collectiv concavcon- 
vcx (+r, : - rz = 4 : 11) u n d  das Augenglas biconvex (rl  : r, = 1 : 6 )  zu 
nchmon, immer die starker gewolhten Seiten vom Auge ahgewendet. 
( A i r y ,  Phil. Mag. [4] 25 ,  S. 155). Bei gegenwartiger Untersuchnng 
kommen nur die Brennweiten und der Abstand in Retracht. Das Ver- 
haltniss dieser Grossen ist immer 1 : 3 : 2. 

Das zwischen den beiden Ocularlinsen gelegene reelle Bild mnss nach 
- - 

f ( d - r )  
der Tbeorie der Lnpe  von dem Augenglase im Abstande - - - liegen, - /'+ 11-e 

wenn d diejenige deutliche Sehweite i s t ,  auf die gerade angepasst wnrde. 
Mit Hilfe der Linsenformel und der angegebenen Abmessnngen des 
Campani -Ocula rs  findet man d a n n ,  dass dio aus dom Objectiv trete.n- 
den Strahlonbüschcl, ehe sio durch das Collectiv nochmals gebrochen 
werden, convergiren nach Pnnkten  in einer Ebene ,  die n m  

hinter dem C o l l e ~ t i v ~ l a s e  liegt. Das  Collectiv musa also var  dieser Oh- 
jectivbildebene um 
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stehen,  j e  nachdem das Auge hei genauer Einstellung des Oculars auf 
die  kleinste dentliche Sehweite i oder aiif die gr6sstm6gliche a  angepasst 
ist. Der  Unterschied dieser Ahstande von Collectiv und  Ohjectivbild- 
ebene ist der Einstellungsspielraum bei C a m p  a n  i -Ocular  : 

(a-e') - ( i - e )  
S I C  = 9 f 2  

( f +  2 ( a - e l ) ) ( f +  2 ( i - e ) )  : 
Rückt die ausserc Grenze der Schweito ins Unendlichc, so ist 

Auch b e i  C a m p a n i - O c u l a r  (wie bei R a m s d e n -  und einfachem) 
w i r d  d e r  E i n ~ t e l l u n g s s p i e l r a u m  k l e i n e r :  

w e n n  d i e  B r e n n w e i t e  ( f )  d e s  A u g e n g l a s e s  k l e i n e r  wird 
und 

w e n n  d e r  A n g o n a b s t a n d  e k l e i n e r  w i r d .  

Dae Verhaltniss des Einstellungsspielraums bei Ca m p a n  i - Ocular 

uud einfachcm, dcssra Brennweite f jencr  des Augcnglases des ersten 
gleich ist , findet sich, gleichen Augenabstand e vorausgesetzt : 

a l c -  - - f + i - e  - (für a= oc). ar, t f + 2 [ i - e j  

Somit ist der F:instellungsspielraum eines C a m p  a n  i -  Oculars immer 
e r h  e b l i  c h  g r o  s s  e r als der eines einfachen, dessen Brennweite mit 
jener des C a  m p a n i - Augenglases übereinstimmt. 

Das Verhaltniss der Einstellungsspielrai~me eines C a m p  a n  i -  nnd 
einen R a m  s d e n - Oculars mit Augenglasern gleicher Brennweite ist b p i  

gleichem Augenabstand constant,  gleich B. 

Bcispielsweise ist dic Grtifi~e d m  Ein~tollungsspiclraums (in Centi- 
metern) für ein C a m p  a n i  -0ci i lar ,  definen Augenglas die Rrennweite 
f = 2 c m ,  beziehungsweiee 1 cm ha t  und fiir die Sehweitegrerrzen und 
Augenabatande, die schon in dem Beispiele für das einfache Ocular 
gewahlt waren , h e r ~ c h n e t  und folgendermassen gefunden worden: 
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i-e. 

-- 

'15 
20 
15 
10 
8 
6 

6 

Einstellungsspielrauin bei Crtinpnni - Ocular. 
-~ - -  - -- 

- a - e .  . 
m. 10UUU. 1000. 

Für Normalsichtigc betragt in diescm Beispiele der Einstellungsfipiel- 
raum über 4 mm, heziehungsweise 1 m m ,  für stark Kurzsichtige erreicht 
er fast 15 mm, beziehnngsweise 4 mm. 

Was gelegentlicb der  Untersuchung des einfachen Oculars über den 
Eiufluss einer das Auge fur nnendliche Entfernung anpassenden Brille 
auf  den Einstellungsspielraum im Allgemeinen gesagt wurde ,  gilt auch 
für des R a m s d e n -  nnd für das  C a m p a n i - O c u l a r .  

Bei Anwondnng einor Brille von der Zerstrennngsweite i+ E berech- 
net sich der Einstellnngsspielraum des C a m p  a n  i- O c u l a r ~  zu 

So lange 

- 

0,257 
0,339 
0,473 
0,729 
0,911 

wird durch den Gehranch der  Brille der  Einstellungsspielraum kleiner, 
ale wcnn keine Brille verwcudet wird. Beispiolewcisc berechnet eich 

f=Zcm i = 2 O c m ,  ~ = l c m ,  d l c = 0 , 2 1 4 m m ;  € = + c m ,  61c=0,109mm, 
e = l  ,, 1 i = 1 0 , ,  ~ = l , ,  d l c = 0 , 8 1 7  , , ;  E = + , ,  dZc=0.429 , ,  

f = l c m  I i = 2 0 c m ,  E =  I c m ,  61c=0,054mm; € = + c m ,  6lc=0,027rnm, 
e = 0 , 7 m ( i = l 0  ,, E =  1 ,, 8Ic=0 ,205  ,, ; e = &  ,, Blc=0,107 ,, 
Diese verhleibenden Einstellungsspielranme sind etwa doppelt BO gross, 
als unter ahnlichen Verhaltnissen bei dem einfachen Ocnlar. Durch 
Anwmdnng einer Brille, deren Zerstreunngsweite weniger von der  innern 
Greuze der Sehweite verschieden ist (kleineres E ) ,  k a n n  man den Ein-  
siellnngespielraum kleiner machen. 

Bisher wnrden verglichen Fernrohre mit gleicher Brennweite f des 
Bugenglases. Bei gleicher Brennweite des Objectivs und gleicher Gegen- 
standsweite sind aber die  VergrGsserungen dieser Fernrohre,  j e  nschdem 

0,318 
0,411 
0,545 
0,800 

d 1, für f = 1. 

0,086 
0,107 
0,143 
0,212 

0,088 
0,109 
0,145 
0,214 

-- - - - - - - 
l 

0 . 3 6  0,345 1 0,137 
1 

( 25 
/ 20 

15 

1 10 

0,088 
0,109 
0,145 
0,214 

0,085 
0,105 

' 0,141 
0,209 

0,429 
0,562 
0,818 

1,286 
1,bOO 

0,066 
0,089 
0,123 
0,194 

0,428 ' 0,420 
0,562 ( 0,551 
0,817 ' 0,809 

1,283 1,277 1,268 1,197 
1,498 1 1,191 1,481 1 1,411 

1,000 

V 

61, für f = 2 .  

0,999 0,991 0,982 
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sie mit e i n f a c h e m  ( K e p l e r - )  oder mit R a m s d e n -  oder mit Cam- 
p a n i -  Ocular versehen s ind ,  unglaich. Begnügt man sich mit den ge 
wohnlichen Anntiherungen , so stehen die Vergro-erungen der drei Fern. 
rohre, wenn d  die benutzte deutliclie Sehweite des Beobachters ist, in 
dem Verhaltnisse 

f +  d-e : Q - ( f + 2 ( d - e ) )  : $(fi- 2 ( d - e ) )  
(Kepler) (Ramsden) (Campani). 

F u r  künetlich nneridlich weitsichtig gcmacbtos Auge und unendlich fer- 
nen Gegenstand sind dieso Vergrosseriingsverhaltnisse genau 

1 : '-0 : +. 
9 .  

Sollen die  Vergr6sserungen gleich ausfallen, so müssen sich die Brenn- 
weiten der  Aiigenglaser verhalten : 

1 :!A!:+, 
9 

Genügend annahernd ist das ,  welches strenge richtig n u r  für iinendliche 
Weitsichtigkeit und Gegenstandsweite is t ,  auch giltig hei beliebiger Seh- 
w ~ i t e  und G~genstandsweite ,  - beide nicht gar zu klein Rngenomrneo. 
Bei der Wa!il eines Beobachtungsfernrohrs wird (ausser Scharfe und IIeL 
l i g k ~ i t  des Bildes) vorwiegend die V e r  g r 6 s s e r u n g berüçksichtigt uud 
es  i ~ t  daher niitzlich, die Vergleichung der Einstelluugsspielraurne der 
droi Fcrnrohre g l  c i  c h e r  V e r  g r o s a  e r u  n g (bei gleichem Objectiv und 
Gcgcnstandsweite) zu machen, d. h. (annahernd) jener  mit den Augen. 
glaobrennweiten f ,  of und $f. 

9 

Dcr  Einstellungsspielraum des R a m s d e n  - Ociilars, dassen A~igen~las  
die Rrennweite f hat ,  ist (für a = cn) 

9 
1 

alR' = 9 f r " 5 / +  i ( i - e )  -- 

also - 50 .- - + - (i- ') - mal so gross als der des R a  m s d e n  - Oculars , dessen 
9 5 f i - 9 ( i - e )  

Augenglas dic Brennweite f ha t ,  d. h. etwas g r o s s e r .  
Der  Einlitallungsspielraum des C a m p  a n  i - Oculars, dessen Angenglas 

die Brennweite T f  ha t ,  ist (für a = m) 

62ct= 3 f 2  
1 

f + 3 ( i - F )  
2 f + 2 ( i - e ' i  

also - - mai so gr068 ale der des C a m p  a n  i - Oculars, dessen 
3 f + 3 \ i - e )  

Angenglas die Rrennwaite f hat ,  d. h. kl e i n  e r ,  wenn ,  wie hei dem 
C a m p  a n  i -0cu la r  erfnrderlich, /< (i- e )  ist. 

Für g l e i c h  s t a r k  v e r g r o s s e r n d e  Fernrohre,  mit d e r s e l b e n  
O b j e c t i v b r e n n w e i t e ,  der  g l e i c h e n  G e g e n s t a n d s w e i t e  und un-  
e n  d l  i c h  w e i t B i c h t i g gemachtern Auge ist (imrner gleichen Augen- 
abstand e vorausgesetzt) daher  der Einstellungsspielraum bei Anwendung 

f + i - e  
des R a m s d e n - O c u l a r s  9 - mal so gross (d. h. g r  6 s s e r )  als 

5 f + 9 ( i - e )  
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bei .4nweiidung des einfachen Ociilars und 3 f - k 3 ( i - e )  -mal  so gross 
5 f +  9 ( i - e )  

(d. h. k l e i  n e r )  als bei Anwendung des Carn a n  i - ~ c u l a r s .  

Und der E i n s t e l l ~ n g s s p i ~ l r a u m  ist bei Anwendung dcs C a m p  a n  i - 
f + i - e  

Oculrrs 3 - mal so gross (algo g r t i s s e r )  als bei Anweridung 
/ + 3 ( i - e )  

des einfachen Oculars. 

Für gegehene Objectivbrennweite, Gegenstaudsmeite und Vergrosse- 
rung ist also der Einstellungsspielraum am a l 1  e r  k l e i u  s t  e n ,  wenn man 
eiu e i n f a c h e s  Ocular anwendet ,  u n d  am g r o s s t e n  füi  das C a m p a n i -  
Ocular. 

Bei den neueren hlikroskopen ist allgemein der  Abstand zwischen 
Ohjrctiv und Augenglas ein unveranderlicher. J e  nach der ve,rschicde- 
nen Anpasfiungsweite des beohachtenden Auges mnss daller hchufs deiit- 
licher Wahrnehmung die Entfernung von Gegenstand und Ohjectiv ge- 
wahlt werdcn. Der Unterschied der für die Sehweitegrenzen a und i zu 
wahlenden Gegenstandsweiten G ,  und Ci ist der  E i n  s t e l l u  n g s  s p i e l -  
r aum des Mikrotikopes. 

1st 1 die Lange des Mikroskopes (Abstand zwischen Objectiv und 
Augenglas), F und f die Brennweiten des Objectiva und des (einfachen 
oder Kcple r 'uchen)  Oculars, so berechnen sich 

wenn e = O gesetzt wird, wozu Anlasu darin l iegt ,  daus ans verschiade- 
neu Gründen das Auge moglichst dicht an das Augenglas des Mikrosko- 
pes gebracht zn werden pflegt. 

Ails vorstehenden Werthen folgt nach einiger Zusammeuzi~hung der  
Einstellungsspielraum 

a - i  
B G =  F 2 .  f 2  

i ( 1 - f - P j 2 +  ( a + i ) ( I - F )  f ( 1 - / - f i ' ) +  ( 1 - F ! ? f 2 '  

Dakist eine ziernlich sprode Formel ,  die fü r  zueammengesetzte Oculare 
noch unhandlicher wird. E s  mag genügen, hier hervorzuheben, dass der  
Eiustellungsspielraum der Mikroskope stets s e h r  klein ist;  für dieselben 
Breunweiten, Mikroskoplange und innere Sehweitegrenze i erreicht er 
den M a x i m a l w e  r t h  durch Hinausrückung dor ausseren Sehweitegrenze 
ins Unendliche. namlich 

(für a = w). 

Z a h l e n b e i s p i e l e .  P= l c m ,  f=  3 c m ,  2 - 2 0 c m ,  i =  15cm. 

a = 5 5 c m ,  6 6  = 0,0129mm1 
a = 115 ,, 6 6  = 0,0160 ,, 
a = w .  66 =0,0189 ,, 
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Das Fadenkreuz eines Beobachtungsfernrohrs erhalt eine bestimmte 
Stellung gegen das Ocular, die wenigstens derselbe Beobachter in allen 
Fallen ungeandert lasst. Sie entspricht einer bestimrnten, dem Beobach- 
t e r  gerade berluemeri Sehweite, in welcher dann das virtuelle Bild des 
Fadenkreuzes durch das Augenglas entworfen wird. Zu aoderer Zeit ist 
das beobachtcnde Auge aiif eine andere Entfernung angepasst als jene, 
welche bei der  Feststelliing des Fadenkreiizes in Anwendnug kam, oder 
anch i n  etwas audere Entfernung hinter das  Augenglas gestellt. Trotz- 

dem sieht der Beobachter das Fadenkreiiz im F e r n r o h ~ e  genügend dent- 
lich, ja  sogar a n d  e r e  Beobachter, deneu die gewahlte Sehweite - nach 
ilirern Grade von K u r z -  oder Weitsichtigkeit - durchaus nicht bequem 
is t ,  vermogen das Fadenkreuz noch gut zu erkennen. Dies rührt daher, 
dass einmal das Ange, um das Fadenkrenz deutlichst en sehen, sich 
jener Entfernung,  in welcher dessen virtuelles Bild entsteht,  anpasst und  
zum andern ,  dass, wenn diese Anpassnng nicht moglich ist oder nicht 
vollkommen vollzogen ist, zwar den Punkten der F a d e n  anf der Netz- 
haut des Auges Abweichungt;kreise entsprechen, eine storende Undeut- 
lichkeit jedoch hierdurch nicht hervorgerufen wird, wenn der  Halbmesser 
dcr Zcrstreunngs- odrr  Abweichungskreiso oine gewisse Grosse (gewohn- 
lich gieht man an 1 Winkelsecuridej nicht überschreitet. 

Mathematisch genau g l e i c h  deutlich wie das Fadenkreuz kann ein 
entferuter Gegenstand durch das Fernrohr nur  dann gesehen werden, 
wenn sein reelles Bild mit dem Fadeukreuxe xusammenfallt, also die vir- 
t u e l l e ~  Bilder des Gegeustandes und des Fadenkreiizes in  derselben, der 
Anpassung des Auges entsprechenden Entfernung entstehen. 1 s t  das 
Fadonkreuz vom reellen Bildo des angchlickten Gegenstandes durch einen 
Zwisehenraum z getrennt ,  so werden Fadenkrenz und Gegenstand mit 
u n  g l  e i c h  grossen Abweichungskreisen auf der Netzhant des Anges auf- 
t re ten,  jedenfalls wenigstens das eine nicht v o l 1  k O m m  e n  deutlich sein 
konnen. D a  aber die eintretende Undeutlichkeit, wie angeführt, niclit 
sehr ~nerklich is t ,  so lange die Abweiçhurigskreise klein genug sind, ist 
es fast nnmoglich, durch die Beurtheilnng gleich grosser (hochster) Deut- 
lichkeit ein Fernrohr so oinaustcllen, dass Fadenkrenz und  reelles Bild 
eines Zielpunktes wirklich g e n  a n  znsammentreffen. D a  es  ein g l ~ i c h  zn 
erwahnendes Mittel giebt, das Znsammenfallen recht scharf zu prüfen, 
so kann man leicht die Erfahrung machen, dass die Versuche, ans- 
scliliesslich nach der B e n r t h d u n g  gleicher Deutlichkeit einzustellen, mei- 
stens misriglücken und nicht selten einen ziernlich grossen Zwischenranm 
z bestehen lassen. 

Wird die Mitte des Angcs genau auf die Absehlinio des Fernrohres, 
d. i. die Gerade durch den optischen Mittelpunkt des Objectivs und dan 
Schnittpunkt der Faden  gehalten," so liegt der vorn Fadenkrenzschnitt- 
- -- - 

* Ea wird immer ein gut centrirtes Fernrohr vorausgesetzt. 
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punkte gedeckte P u n k t  des fernen Gegenstandes genau auf der Abseh- 
h i e ,  eincrlei oli das reelle Bild des Zielpiinktes mit dem Faclenkreiize 
zusammenfallt, oder ob AH vor oder h i r i  t ,er  diesem liegt. liringt man 
aber das Auge a u s  der Absehlinie heraus, so deckt der Fxdenkreuz- 
schnittpunkt, wenn das Auge excentrisch bew(,gt wird, nur  dann iniuier 
d e n s e l  b e n  Punkt  des angezielten Gegenstandes, wenn Fadenkreuz und 
Bild de8 Gegenstandes g e n  a u  zuaammenfallen, wiihreud aridernfalls eine 
P a r a l l a x e  eintritt ,  das Fadenkreuz naçh und nach a n  d e r  e Punkte  
dcs Grgenstandes deckt. Man hat die Rrge l :  sclieint das  Fadenkreuz 
am Gegenstande oich im s o 1 b c n Sinne zu verschicben, in welchem das 
Auge verrückt wird, so liegt das  reelle Bild xwischen Ange und Faden-  
krenz; geht aber die scheinbare Bewegung des F a d e n k r e u z ~ s  jener des 
Auges e n  t g e g e n ,  so liegt das  reelle Bild weiter vom Auge a b ,  als das 
Fadenkreuz. I m  ersten Fal le  muss zur Verbesserung der Fernrohrein- 
stellung das Ocular ausgezogen werden, im zweiteu Fal le  ist  es einzu- 
fichieben. Erst wenn das ,,'i'anzeri des E'adenkreuzes" beim Bewegen d m  
Kopfes ganz aufhort ,  ist  die Ocularstellnng genau richtig und bestelit 
kcine Gofahr mehr, bei der Beobachtung Parallaxenfeliler zu machen. 

Trntz diefies bekannten Mittels der Prüfung auf die Riclitigkeit wird 
doch, wie die Erfahrung lehrt,  die Ocnlarstellung bei Messungen liaiifig 
nicht genau genug ausgeführt. Um sie vollkommeu zu machen, bedarf 
es vieler Geduld und einer geschickten Hand. Am scharfsten lasst sie 
sich aus freier i Iand bewirken; die gewohnlich am Ocularrohre angebrach- 
ten Triebwerke liaben einen zu groben Gang u n d  unterliegen einer Ab- 
nutzung, die Sçhlotterigkeit herheiführt. . 

Der Einfluss, den eine Verschiebung des Oculars ausübt auf die 
Entfernung, in welchcr das virtucllo Bild entsteht,  hangt von der Art 
und der Brennweite defi Oculars a b ;  er ist am geringstcn, wenn der Ein-  
~tellungsspielraum am grossten ist. J e  grosser dieser i s t ,  desto wahr- 
scheinlicher wird eine Einstellungsungenauigkeit und desto grosser die 
mogliche Entfernung zwischen Bild und  Fadenkreuz. 

Damit Parallaxenfehler eintreten, muss zu der ungenauen Faden-  
kreuzstellung rioch eine Lage des Auges a u  a s  e r h  a l  b der Absehliuie 
kommeu. Diese ist immer zu bef'ürchten, weil nur  in  Ausnahmefallen 
die centrale Stellung fiir das  Auge genau und siçher zu fiuden ist: bei 
selir engen Blenden nimmt der aufmerksame Beobaçhter Beugungserschei- 
nungen wabr, welche das Centriren des Auges leicht machen. 

1)ass bei den Nivellirarbeiten und dem optischen Distanzmessen 
erheblicho I r r t l i ~ m e r  vorkommen, weil eine Parallaxe beim Beobachten 
der Theilungen durch das Fernrohr eintreten k a n n ,  ist sehr bekannt und 
es wird in  den Werken über Vermessung moglichst sorgfaltiges Einstellen 
des Oculars bei den genannten Geschaften empfohlen. Auch eine Win- 
kelparallaxe kommt vor, doch ist sie meist von geringerem Belange und 
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yflegt nicht erwahnt zu werden. So weit dom Verfasser bekannt, feblt 
es an einer zah~engemassen Auswerthung der moglichen Parallaxenfehler. 
Zu einer ~ o i c h e n  sol1 das Nachfolgende die Grundlrige liefern und es 
sollen die Fernrohre mit verschiedenen Ocularen in Hinsicht auf ParaIl. 
axe  verglichen werden. 

Fernrohr mit ainfachem Ocnlar. D i e  vom Schnittpunkte der Fiden 
ausgegangenen Strahlen divergiren nach der Rrechung im Ocular ans 
einem Punkte ,  der um die deutliche Sehweite d ,  fiir welche das Ange 
angepasst ist ,  vor diesern, also um d - e  vor  der Linse liagt, wenn 
e die Entfernung zwischen Auge und  Angenglas ist. Es genügt, den 
m i  t t l e r e n  Strahl des in  das Auge gelangenden, z u  einem Punkte ge- 
horenden Biindels zu betrachten. Uerselbe schueidet,  wenn die Mitte 

der  Pupille u m  s seitlich der Absehlinio des Fernrohres stebt,  das reelle 
Bild des angezielten Gegenstandes in einer  Entfernung cr von der Abseh- 
l inie, welche sich zum Abstande z zwischen Fadenkreuz und, reellem 
Bilde verhalt (Fig. l ) ,  wie dia seitliche Entfernung s , ,  in  welcher der 

betreffende Mittelstrahl das Ocular schueidet,  si1 dem Abstande des Fa- 
denkreuzes vom Ocular. Letzterer ergiebt sich sus der Theorie der 

L u p e  zn  ---- f ' d - r )  Die Seitlicbkeit .Y, aber verbklt sich eur Excentrioiiit 
/ + d - e '  

s dor Pupille,  wie die nm den Augenabstand verminderte Sebwcite (d-e) 

znr Sehweite (d). Und der Strecke G des reellcn Bildofi entspricht ainn 
G 
--mal so grosse (Linear - )  Parallaxe am Gegenutande, wenn G dessen 
H 

Entfernung vom Objectiv und Li die ihr conjugirtc nildweite ist. 1 s t  F 
G G - F  

die Brennweite des Objectivs, so ist bekanntlich -: --, und das in 
5 b' 

Verbindung mit den Gleichungen 

ergiebt die Grosse AR der linearen Paral laxe 

sz f + d - e  G - F  
dK = - 

d f  P 

F ü r  unendlich weitsichtiges Auge wird der Ausdruck 

I z 
d x = - ( G - F )  (fiir d=m). 

f 
D e r  Werth der  Winkolparallaxe S berechnet sich nach 

" " G", ( f i e )  t gaK  - -= - - 
G F f  

if-- .  
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Man folgert: 
D i e  l i n e a r e  P a r a l l a x e  w a c h s t  m i t  d e r  Z i e l w e i t e ,  s i e  i s t  

dem A b s t a n d e  d e s  G e g e n s t a n d e s  v o n  d e m  v o r d e r e n  B r e n n -  
p n n k t e  d e s  O b j e c t i v a  p r o p o r t i o n a l .  Bei der  gewohnlichen Art 
des optischen Distanzmessens ist dann die ermittelte Entfernung mit 
einem Fehler behaftet, der sehr nahezu der gemessenen Entfernung selbst 
proportional ist;  genau dem Abstande der  Distanzlatte vom vordern 
Brennpunkte des Objectiva. 

D i e  W i n k e l p a r a l l a x e  n i m m t  a b  m i t  z u n e h m e n d e r  Z i e l -  
weite. 

Beide (lineare u n d  angulare) P a r a l l a x c n  S i n d  
1. p r o p o r t i o n a l  d e r  S e i t l i c h k e i t  s d e s  A u g e s ,  
2. p r o p o r t i o n a l  d e r  U n g e n a u i g k e i t  z d e r  O c u l a r e i n s t e l -  

l u n g .  
3. S i e  w e r d e n  k l e i n e r ,  w e n n  d i e  O b j e c t i v b r e n n w e i t e  P 

g r t i s s e r  w i r d .  
4. S i e  w e r d e n  k l e i n e r ,  w e n n  d i e  O c u l a r b r e n n w e i t e  f 

g r b s s e r  w i r d .  
5. S i e  w e r d e n  k l e i n e r ,  w o n n  d i e  E n t f e r n u n g  e d e s  A u g e s  

h i n t e r  d e m  ~ i i g e n g l a s é  g r t i s s e r  w i r d .  
6. 1 s t  d e r  A u g e n a b s t a n d  e g l e i c h  d e r  O c u l a r b r e n n w e i t e  

f ,  s o  h a t  d i e  S e h w e i t e  d e s  B e o b a c h t e r s  g a r  keinen E i n -  
f l u s s  a n f  d i e  P a r a l l a x e n ;  h i n g e g e n  

f i i r  e < f  w e r d e n  d i e  P a r a l l a x e n  k l e i n e r  b e i  grosser, 

,, e > f  ,, ,, ,, , y  ,, kleiner 
S e h  w e i t e .  

Für die Wahl  dcs Augcnabstandes e ktinnen verschiedene Rücksich- 
ten massgebend sein. 

Das g r o s s t e  G e s i c h t s f e l d *  erhalt m a n ,  wenn das Auge in den 
Punkt der Fernrohraxe gestellt wird,  in welchen die  durch den nutz- 
baren Rand des Oculars gegangenen Strahlen (welche fiir das Objectiv 
centrale waren) sich schneiden. Fü r  den besondern Fa11 unendliclier 
Gegenstaridaweite und  unendlicher Weitsichtigkeit ist der Augenabritand 
für maximales Gesichtsfeld sehr leicht zu berechnen und  in manchen 

1 F .  
Lehrbiicliern angegeben. E r  ist" (1 + ;) , wo u = - die Vergrtisse- 

f 
rung des Fernrohres unter  den  angegebenen Vor~ussetzungen bedeutet. 

Allgemeiner ist die Formel+** -- " die aber  nur  scheinbar cinfach ist, 
-- z - f 7  

* Wie üblich, werden nur solche Punkte als im Oesichtvfeld stehend gerech- 
net, von denen der central durch das Objectiv gegangene Strahl ins Auge gelangt, 
und die Oeffnung der Pupille als verschwindend kiein angenommen. 

** Radicke ,  Handbuch der Optik, I I ,  331. 

*** Bohn,  Ergebriisse physikalischer Forschung, 430. 
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die gesuchte Grlsse e selbst weil in  der Fernrohrl%nge Z =  B+- 
f f d - e  

enthalten ist. Durch eine nicht schwierige, aber etwas weitlaufige Rech- 
nung  finde ich für die Sehweite d  und die von der Gegenlitandsweite G 

und Ohjectivbrennweite P i n  bekaunter Weise abhangende Bildweite B 

den Ausdruck 
e =  f + ~ ( ~ - / ~ - ~ ) .  2 

.Jedenfalls ist also der für maximales Gesichtsfeld zu walilende Augen- 
abstand g r o s s e r  als die Brennweite f des Oculars, und wenn dieser 
Augenahstand gewalilt wird , k t ,  wie oben bemerkt,  die Parallaxe ge- 
ringer bei kleiner Sehweite ais bei grosser. 

Der  Augenahstand fiir maximales Gesichtsfeld iibertrifft die Ocular- 
brennweite um so weniger, je  kleiner Bildweite und  Sehweite und je 
grbsser die Ocularbrennweite ist. Man verliert a n  Gesiclitsfeld nrir sehr 
wenig, wenn mau den Augenahstaud gleich der Oci~larbre~inweite  wacht, 
und  dann wird die mogliche Parallaxe unabhzngig von der  Sehaeite. 

1st das Auge (durch Brille) uneudlich weitsichtig, so ist der Augen- 
abstand ohne Einfluss auf die H e  I l i  g k  a i t  der Wat rnehmung durch des 
Fernrohr, d a  die  aus dem Oculiir trétenden Strahlengruppen cylindrisch 
s ind;  ist aber das Auge nicht iinendlich weitsichtig, so wird durch An- 
naherung des Anges zum Ocular a n  IIelligkeit gewonnen, weil die zu- 
sarrimengeli~rigen Strahlen divergent aus dem Ocular treten und bei 
grosserer Entfernung des Auges ein T h e i l  ungenützt neben die Augen- 
offnung trifft. Steigernng der Helligkeit is t ,  namentlich bei dem Be- 
obachtungsfernrohr, entschieden wichtiger als Vergrosserung des Gesichts- 
feldes. Daraus ist zii erklaren, warum der Augenort iirn weniger ale 
die Brennweite des Oculars hinter diesem entfernt gewalilt wird. Ra- 
d i e  k e *  giebt a n :  man pflege den Deckel niit der runden Oeffnung (dicht 
a n  welche das Auge gehalten wird) a n  d e i  Ocularrohre halb so weit von 
der  letzten Linse (dem Augenglase) auzubringen, als die Entfernung 
betragen muss, wenn das g a  n z e Gesichtsfeld übersehen werden 9011. 

Bei all' den vielen Bcobachtungsfernr6hren, die zu prüfen ich Gclcgen- 
heit hatte, finde ich den durch das Seliloch angegehenen Augenahstand 
aber vie1 kleiner, also i m m e r  e <  f ,  und das ist demnach der praktisch 
wichtigere F a l l ,  in welchem, wie a n g ~ g e h e n  , die mogliche Parallaxe 
kleiner ist für g r o s s e ,  am kleinsten für u n e n  d l i c h e  Sehweite. 

D e r  Halbrnesser der Oeffnung im Oculardeçkel begrenzt die mog- 
liche Seitlichkeit des Auges. Verengerung dieser Sehoffnung ist also 
ein wirksames Mittel, den moglichen Parallaxenfehler zu vcrkleincro, 
mgleich wird dadurch die Auffindupg der centralen Stellung des Augee 
erleichtert, für welche gar keine Parallaxe mehr stattfindet. 

-~ 

* Handbuch der Optik,  II,  333. 
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Zn der Schlussfolgerung, dass der mogliche Parallaxenfehler durch 
Vorgrossernng der Brennweite des Objectivs, wie jener  des Oculars ver- 
mindert werden k a n n ,  ifit eu hemorken: Vermehriing der Brennweitc 
nothigt zn einer Verlangerung des Fernrohrs ,  die  durch Verringernng 
der Standsicherheit des Instruments und  wegen sonstiger Nachtheile und 
Unbequemlichkeiten unerwünscht ist. 

Die Vergrosserung der Ocularbrennweite ist insofern für die Genauig- 
keib des Zielens niitzlich, als die Vergrtisseriing der  F a d e n  geringer wird, 
diese also eine geringere Flache des angezieltcn Gcgenstandes verdecken. 
Sie ist aber in Riicksicht auf mogliche Parallaxenfehler dadurch schad- 
lich, dass der Einstellungsspielraum grosser und damit ein grtisserer 
Werth von z wahrscheinlich wird. 

Fernrohr mit Ramsden-Ocular. Die Parallaxe kann  gefunden wer- 
den dnrch Verfolgung des Weges des vom Fadenkreuze a u ~ g ~ h e n d e n ,  
schliesslich in das um s seitlich gehaltene Auge gelangenden Mittelstrahls. 
Er schneidet das reelle Bild i n  der Entfernung ci von der Absehlinie, 
da8 Collectivglas im Abstande s,, das Augenglas im Abstande s, und 
man hat 

l i : s Z = z : g l ,  sZ:s1=bl :b l+#f ,  s l : s e = d - e : d .  

Hier bedentet g, die Entfernung des vom Ohjectiv entworfenen reellen 

Bildes von dern Collectiv, 6 ,  die zugehorige (virtuelle) Bildweite (- ; 
1 1  + - = -) , endlich musa nach der Lupentheorie bl + = -- 
!h +f - - 

Einfacher findot man die Parallaxe, die beim R a m  s d e n  - Ocular 
miglich ist, aus jener bei einfachem Ocular, desscn Brennweite mit jener 
des Augenglases a m  B a r n s  d e n -  Ocular ühereinstimmt, wenn man für f 
einführt E f (die Brennweite der dem R a m s d e n  - Ocular aquivalenten 

9 

Linse) und für e selhst e +Qf,  hiermit heachtend, dass die aquivalente 
Linse nm gf naher dem Objectiv stehen musa als das  Augenglas. 

Man findet (das Anbangdel R kennzeichnet das  R a m s d e n  - Ocular) 
die Parallaxe 

5 s z  f + 2 ( d - e )  G - F  AR=-.-' .- 
9 d f F 

demnach für unendlich fernsichtig gemachtes Ange 

10 s z  
d ~ = - - -  ( G - F )  (für d = w ) .  

9 F f  
In diesem besondern F a l h  ist bei gleichgrosse,r Einstellungsungenauigkeit 
Z, gleicher Seitlichkeit s und  Entfernung e des Auges und gleicher Ge- 
genstandsweite G die Parallaxe bei R a  m s  d e n - Ocular !+ -mal HO gross 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



144 Ueber den Einstellungsspielraum am Fernrohr  etc. 
_______X_______X__-p,-_ 

als die bei einfachem; allgemein aber ist unter den genannten Beding 
ungen das Verhaltniss 

AR -- - 5 f + 2 ( d - e )  --. 
dK Y f + d - e  ' , 

welches auch sehr nahezu das Verhaltnim der erzielten Vergrbssernngen 
ist (ganz genan bei G =  w). 

F ü r  das Fernrohr mit R a m s d e n -  Ocular gelten die für das mit ein. 
fachem Ocular aufgestellten Schlüsse bis 5. unverandert,  i n  6. aber ist 

< < die Bedingnng e - f Zn ersetzen durch 2 e - =  f .  > > 
Fernrohr mit Campani-Ocnlar. Bei alleu negativen Ocularen muss 

d m  Fadenkreuz zwischen Collectiv und Augenglas u n d ,  damit es scharf 
gesehen werde, in jener bestimmten Entfernung vor dem Augenglaso 
l iegen,  welche das virtuelle Rild in  dem Abstande vom Ange eutstehen 
Iasst, für welchen dieses gerade angepasst ist. J e  nach der Entfernnng 
( e )  desselhen Auges hinter dem Augenglase und je nach der Anpassnugs- 
weite (d) muss also die Lage des Fadenkreuzes gegen das Augenglas 
sich andero. Ans technischen Gründen verschiebt man nicht geru das 
Fadenkreuz selbst, sondern es ist üblich, das Augenglas im Ocularrohr 
so lange durch Schrauben zu verschieben, hie dio dem betreffenden Auge 
dienliche Entfernung erreicht ist;  es wird also der Abstand zwischen 
Augenglas und Collectiv und damit die Construction des eusammen. 
gesetzten Oculars geandert. Waren  alle Beohachter durch passende Bril. 
leu unendlich weitsichtig gemacht, so ware dem Fadenkreuze ein- fü r  
allemal die Stellung in der Brennebene des Augeuglases anzuweisen; 
jeder  Grund ,  die relative Stellung von Augenglas u n d  Colléctiv eu an. 
d e r n ,  entfiele und  damit ware die Gefahr beseitigt, das Ocular hinsicht. 
lich seiner Wirkung auf Minderung d e r  zwci Aberrationen zu verschlech- 
tern. Schon aus diesem Grunde empfieblt sich der Gebrauch einer ge. 
nügend starken Brille,  der, wie gefunden,  auch für Verminderung de8 
Einstellungsspielraums niitzlich ist u n d ,  wie. sich zeigeu wird,  ebenso 
empfehlenswerth ist in  Hinsicht auf mtigliche Parallaxe. 

Die Untersuchung  de^ Parallaxerifehlers bei dein nacli dem indi~i-  
duellen Bedürfniss des Beobachters durch Verstellung des Augenglases 
a b  g e a n  d e r t  e n  (gewohnlich in optischer Hinsicht verechlechterten) C a m -  
p a n  i - Ocular würde sehr weitlaufig und doch von geringem Intercssc 
sein. Es wird daher  nachfolgend angenommen, der  Ahstand zwisclien 
Colle,ctiv u n d  Augenglas sei unverandert  der  doppelten Brennweite des 
letztern gleich und  das Fadenkreuz habe  solche L a g e ,  dass sein virtuel- 
les Bild i n  der Entferiiung (d) vom Auge ents tehe,  auf welche dieses 
angcpasst ist. 

Die  Untersuchung ist weniger einfach als f ü r  das R a m s d e n  Ocular, 
weil das  Collectiv einen She i l  des Objectiva hildet,  j e  nach d m  Einstel- 
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lung (Gegenstandsweite u. a .  f.), aber seine Lage gegen das vorderste 
Glas (da8 eigentliche Objectiv) andert. E s  ist  also uicht empfehlens- 
werth, eine dem System von Objectiv und  Collectiv aquivalente Linse 
einzufuhren, deun dieser müsste veranderliche Brennweite und verander- 
liche Stellnng gegeben werden,  weil der Abstand der Linsen des Systems 
iindert. 

Bus dem Abstande ---- f(d-e) des Fadenkreuzea vor dem Augenglase 
r t d - e  

2 f + d - e  
ergiabt sich .jener hinter dem Collectiv bl = f .  . Bci g e n a u e r  

f + d - e  

Einstellung muss ebendort das reelle Bild l iegen,  welches Ohjectiv und 
Collectiv z u s a m  m e n  entwerfen. 

Bei u n g e n a u e r  Einstellung liegt das reelle Bild niüht i n  der E n t .  
fernung hl hinter dem Collectiv, sondern in der Entfernung 6'= bl + z. 
Und der Abstand g' der E b e n e ,  nach welcher hin die au8 dern Objectiv- 
tretcuden Strahlenbündel convergiren, hinter dern Collectiv berechnct 
sich nach der Fcirmel 

1 - - 1 1  , 3 f h' 31--;+g zu g =.. 
3 f -  b 

Der vom Schnitt,punkt der Faden  ausgegangene und nach dem u m  
s seitlich von der Absehlinie befindlichen Auge gelangende Mittelstrahl 
schneidet das Augeriglas in der Entfernung s l ,  das reelle Bild des G'egen- 
stands in der Entfernnng G und die Convergenzebene der aus dem Ob- 
jectiv getretenen Stralilenbündel im Abstande ci' von der Absehlinie. Der  
Anblick einer leicht anzufertigenden Zeiçhnurig liefert 

u : <il= g': b', 

und die Linearparallaxe bei C a m p  a n i - Ocular 

G G - P  
do= 6.-= 6. -- 

B P .  

Nit Benützung der Werthe von g': b', b' und b1 ergiebt sich hieraus 

and also f ü r  unendlich weitsiclitigcs Auge 

Wie bei einfachern und bei R a m s d e n -  Ocular ist auch bei C a m -  
p e n i - O c n l a r  d i e  P a r a l l a x e  

1. p r o p o r t i n a l  d e r  S e i t l i c h k e i t  (s) d e s  A u g e s ,  
Zdtsohrift f ,  Mathematik n. Physik XXVIII .  3. 1 0 
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2. a b e r  n i c h t  m e h r ,  w i e  b e i  j e n e m  O c n l a r e ,  a n c h  genan 
p r o p o r t i o n a l  d e r  E i n s t e l l u n g s u n g e n a n i g k e i t  z ,  

inderin diese in  der Formel nochmals auftritt nnd sogar je  nach ihrem 
Vorzeicheu die Grosse der  Parallaxe (ein wenig) beeinflusst; - sie wird 
etwas grosser, wenn das Ocular zn weit e i n g e s c h o b e n  int, als wenn - 

es gleich vie1 zu weit h e r  a u s g  e z  O g e n  ist. 
D i e  b e i  d e m  C a m p a n i - O c u l a r  z u  b e f ü r c h t e n d e  P a r a l l a x e  

w i r d kleiner : 
3. w e n n  d i e  O b j e c t i v h r e n n w e i t e  ( F )  g r o s s e r  w i r d ;  
4. w e n n  d i e  O c u l a r b r e n n w e i t e  ( f )  g r o s s e r  w i r d  (die al1 

gemeine Untersuchung hierauf ist recht urnstandlich); 
5. w e n n  d e r  A u g e n a b s t a n d  e g r o s s e r  w i r d ;  
6. w e n n  d i e  S e h w e i t e  (d) g r t i s s e r  w i r d .  Die Parallaxe wird 

bei unendlich grosser Sehweite am al lerkl~insten.  
Das Verlialtniss der Parallaxe hei Anwendung von O a m  1) a n  i - Oeu- 

lar  und von eiufachern, detisen Brennweite gleich der des Augenglases 
von jenem i s t ,  berechnet fiich unter den friiher geuannten H e d i n g u ~ ~ ~ n  

und für unendlich weitsichtiges Auge: 

also sehr naliezu a n d e r t h a l b .  
Das Verhaltniss der Parallaxe von C a m p a n i  - und R a m s d e n .  

Ocular mit gleiclier Brennweite f des Augenglases ist ,  unter den ofter 

genannten Bedingungen, n a  h e z  u ,  namlich wenn T 2. vernachlassigt wird 
f 

f + 2  (r i -el  gegen -- 
f + d - e  ' 

(annahernd) ,  

und für unendlich weitsichtiges Auge ist es 

+-;5 (annaiiernd) (für d = oc). 

E s  sol1 nun dari Verhaltniss der Parallaxen g l e i c h  s t a r k  ver- 
g r  6 S B  e r n d e r  Fernrohre mit den verschicdenen Ocularen unter Vorauç- 
setzung gleicher Ohj cctive, glaichcr Gegenstandsweite , ferner gleich~r 
Einstellungfiungenauigkeit z ,  gleicher Augenseitlichkeit s und gleichen 
Augenabstands e berechnet werden. Darnit die Vergrosserungen gleich 
s ind ,  miiesen die Brennweiten der Augenglaser sich s e h r  n a h e z u  ver- 
halten : 
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l O f ( d - e )  . 2 f ( d - e )  
: 4[+9(d-e )  ' 2 f + 3 ( d - e )  

(Kepler) (Ram~den) (Campani) 

und für unendlich weitsichtiges Auge (d  = cr;) : 

Die Einsetzung d e r  genauen Brennweiteverhaltnisse ist Busserst un-  
bequem und es geniige dahcr, auch fü r  endliche Sehweite dae letzt- 
genannta, noch geniigend angenaherte Verhaltniss 1 : - : +. Wird durch 

9 

einen Accent am Index angedelitet,  dass gleichr. Vergr6sseriingcn gcmc.int 
sind, Rn erlialt man durch Einsatzen nacli eiiiigen Zusammenzieliiingen: 

nnd fiir uncndliche Sehweite 

S î: 
dK' = - ' ( G  - F )  

Ff 
S z 

AR, = - - ( G  - F )  (für t l  = CE). 
P f 
S z 9 f Ac = . ( G  -- p )  
E' f 4 f T 3 z  

Für unendlich weiteichtiges Ange ist also die Parallaxe v o n  gleich- 
stark vergrtisserudem K e p l  e r -  und R a m  s d e n - F e r n r o h r ,  unter deri an-  
gegehenen Bediugungen , g l  e i  c h ,  hiugegen die des C a m p  a n  i -Fernrolirs 
vie1 g r o s s e r ,  nahezu i m a l  so gross, genauer: 

Für e n d  1 i cl] grosse Sehweite werden die Verlialtnisse der Parall- 
axen nur scbwerfallig ausdrückbar: 
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+ 3 ' d - e )  vernech- Selbst wenn man die kleine Grosse 7 25 gegen - 
f 2 f + 3 j d - e )  

lassigt , werden die das C a m p  a n  i - Fernrohr  angehenden Ausdrücke noch 
wenig übersichtlich : 

zn befürchtende Paral laxe,  unter sonst gleichen Verhaltnissen, nament- 
lich Voraussetzung glcichcr Einstellungsungenauigkeit z, echr viol grosser 
ist als bei R a m s d e n -  oder K e p l e r - F e r n r o h r .  D a  nuu  aber, wie ge- 
funden ,  der Einstellungsspielraum bei C a m p a n i -  Ocular g r o s  s e r  ist als 
bei den anderen,  also auch der wahrscheinliche Einstellungsfehler z grosser 
ausfallt ,  so wird u m  s o  m e h r  noch der bei C a m p a n i - F e r n r o h r  zn 
befürchtende Parallaxenfeliler a m  g r  5 s s t e n .  

Gleichwohl fiiidet man das C a m p  a n  i - Ocular bei Beobachtungsfern- 
rohren (wenigstens bei solchen, die eu irdischen Messungm dienen) und 
auüh bei Mikroskopcn am haufigsten angebracht. Dass diese Vorliebe 
eino ganzlich ungerechtfertigte ist ,  auch die gewohnlich dafiir angegebe- 
nen Gründe nicht stichhaltig s ind,  sol1 des Weiteren in  einer besondern 
Abhandlnng nachgewiesen werden. 

So weit mir bekannt ,  haben die Beobachter (ausgenommen vielleicht 
solche mit hohem Grade von Kurzsichtigkeit) die Gewohnheit,  die Brille 
abzunehmeii,  wenn sie durch das Fernrohr selien, wahrend ans var- 
stehenden Untersuchungen entschiedene Vorttieile des Gebranchs einer 
starken Zerstreuungsbrille für a l  1 e Beobachter hervorgehen. Der  storen- 
den Reflcxion von Licht ,  welches von rückwarts, a n  den Schlafen und 
der  Stirn des Ueohachters vorüber, auf die Brille fallt ,  kann man leicht 
ahhelfen. Gerade bei dem so haufig vorkommenden C a m p  a n  i -  Ocular 
ist der  Gebrauch der da8 Auge auf unendliche Entfernung anpassenden 
Brille am allernützlichsten, wie aus den allgemeinen Formeln ge~chlossen, 
bequemer aber noch au8 nachfolgenden ausgerechneten Ueispielen ersehen 
werden kaun.  

E s  sind die Psrallaxen für ein schwacheres und für ein starker v w  
grosserndcs Fernrohr  gcrcchnct worden, in  allen E'allen die Scitlichkeit 
des Auges von der massigen Grosse s = 1 mm angenommen. Die Ein- 
stellungsungenauigkeiten sind bei den schwacheren FernroLren etwes 
grosser als bei den starker vergrossernden angenommen, und zwar un- 
gleich für K e p l e r - ,  R a m s d e n -  und C a m p a n i - O c u l a r ,  unter Berück- 
sichtigung der verschiedenen Grosse des Einstellnngsspielraumes. Für 
die schwacheren Fernrohre (ungefahre Vergrijsseriiug 1.5) is t ,  wie bei 
dem Nivelliren noch vorkommt, die  Gegenstandsweite zu 60 m ,  für die 
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starkeren Fernrohre hingcgen eine Gegenstandaweite von 250 ml  dio bei 
1)istanxmessen mit solchen jetwa 35mal ~ e r ~ r o s s e r n d e n )  Fernrohren oft 
vorkommt. 

Zahlenbeispiele für die linearen Parallaxen. 

1. F = 3 0 ,  f = 2 ,  e = l ,  s = 0 , 1 ,  G=6000cm. 
K e p l e r :  z=0,05cm; 

d = 2 0 c m I  d ~ = 5 , 2 3 m m ,  d ~ , = 5 , 2 3 m m ;  
d=ml  .dK = 4,98 ,, Arc = 4,98 ,, 

R a m s d e n :  z = O,O6 cm; 
d=20çrn,  d R = 6 , 4 1 m m ,  AB~=6,00mm;  
d = c o ,  AR = 6,41 ,, AR*= 5,98 ,, 

C a m p a n i :  2 = 0,07 cm; 
d =  20 cm,  Ac-  11,31 oder 11,74 mrn, Ac= 16,03 oder 17,03 mm; 
d = m 1  Ac= 10,27 ,, 10,63 ,, Ac,= 15,27 ,, 16,lO ,, 

II. F = 3 5 ,  f = l ,  ~ = 0 , 5 ,  s = 0 , 0 1 ,  G=25000cm. 

K e p l e r :  z=0,033 . . .  cm;  
d = 20 cm, da = 24,37 mm, Ar = 24,37 mm; 
d = m ,  de= 23,78 ,, d p  = 23,78 ,, 

R a m s d e n :  z = 0,04 cm; 
d=2Ocm,  dR=31,70mm, d i r=29 ,55mrn l  
d = m ,  AR= 3L70 ,, = 28,53 ,, 

C a m p a n i :  z = O,O5 cm; 
d = 20 cm, Ac = 54,21 oder 57,68 mm, Ac. = 79,25 oder 85,53 mm; 
d = w ,  Ac= 52,19 ,, 54-87 ,, AC= 77,61 ,, 83,37 ,, 
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IX. 

Das Problem der kürzesten Dammerung. 

Von 

Dr. STOLI, 
in Bensheiin a. d. Rergstr. 

Diese zuerst von N u f i e z  in seinem Werke  D e  crepusculis gestellte 
Aufgabe wurde ziim ersteu Male nach jahrelangem Suchen von Joh. 
B e r n o u l l i  (Opera 1 ,  64)  gelost (vergl. W o l f ,  Handb. d. Math. I I ,  175). 
Sowohl er,  als auch andere hervorrageride Mathematiker erhielteu dis 

Lasung nur  durch Vermittelung einer schwer discutirbaren Gleichung des 
vierten Grades, deren Wurzeln eigentlich zwei von einander verscbieds- 
nen Anfgaben a n p h a r t e n ,  die i n  der Beziehnng von rclativon Maximis 
niid Minimis s tanden,  ohne dass diese B ~ z i e h u n g  von ihuen erkannt 
worden ware. D e r  Erste ,  welcher von den beiden correspondirenden 
Bufgaben wenigstens die eine i n  befrisdigender W e i ~ e  loste, war nach 
W o l f  a. a. 0. der verstorhene Kopenhagener Astronom d ' A r  r e s t  (Astron. 
Nachr. 1085 von 1857); derselbe hat  übrigens das bei seiner Losung anf- 
tretende Maximum nicht berücksichtigt. Die folgende Darstellung scheint 
mir den Vorzug zu besitzen, eine in den angedeuteten Beziehungen er- 
schopfende und allgemeine zu sein;  ausserdem betichrankt sie sich auf 

elementare Hilfsmittel, insofern sie blos die Kenntniss der  spbarischen 
Trignnometrie, nicht aber die der Diffcrentialrechnung voraussetzt, nud 
bietet deshalb einen geeigneteu Uebuogsstoff für Schüler hoherer Lchr- 
anstalten. Wir  stellen uns demgemass folgende zwei Aufgahen, von 
deren zweiter das sogenannte Problem der kürzesten Dammerung ein 

specieller Fal l  ist: 
1. U n t e r  w e l c h e r  P o l h o h e  k o m m t  e i n  S t e r n ,  d ~ s s e n  

U e c l i n a t i o n  d g e g e b e n  i s t ,  a m  s c h n e l l s t e n  v o n  einem 
g e g e b e n e n  A l m u c a n t a r a t  hl z u  e i n e m  z w e i t e n  ge- 
g e b e n e n  A l m u c a n t a r a t  h,? 

II, W i e  g r o s s  m u s s  d i e  D e c l i n a t i o n  e i n e s  S t e r n e s  sein,  
d a m i t  d e r s e l b e  a n  e i n e m  O r t e  v o n  g e g e b e n e r  Pol-  
h o h e  rp a m  . s c h n e l I s t e n  v o n  e i n e m  g e g e b e n e n  A l m u -  
c a n t a r a t  hl e i n e m  a w e i t e n  g e g e b e n e n  A l m n c a n .  
t a r a t  h2 g e l a n g e ?  
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Wir nennen die Azimute des Sternes,  wenn er die Iiohen 11, und h, 

hat, bezüglich al und ai2, ferner die zu hl u n d  h, gehorigen Stunden- 
winkel bezüglich 1, und t , ;  ausserdem setzen wir voraus, der Stern sei 
im Sinken brgriffen, also h l >  h, und l , > t l .  D a n n  grlten für des 
Droieck Zcnith, P o l ,  Siern folgende drei Gloichungspaarc : ' 

1 )  
cos hl sin ai, c cos d sin t, , 
cos h, sin a ,  = cos d sin t,; 

2 
sin hl - sin cp sin d = cos cp COS d COS 11, 

sin h, - sin 9 sin d = coscp cos d cos 1, ; 

3) ) cos hl COS al C O S Y  = sin hl  sin <p - sin d ,  
cos h,  cos u, cos cp = sin h, sin cp - sin d. 

Durch Multiplication der Gleichungen eines jeden Paares miteinander 
erhalt man: 

cos h, cos h, sin al sin cr, = cos2 d sin 1, sin t, , 
(sin ?il - sin cp sin d) (sin hp - sin cp sin dl = cos2 cp cos2d COS Il COS 1, , 

cos hl rosh2 cos2cp cos a,  cos u, = (sin hl sin cp - sin d) (sin h, sin cp - sin d ) .  

Nachdem man die erste dieser drei Gleichungen mit cos2cp multiplicirt hat, 
addire man sie zu der Snmme der  beiden letzten u n d  ziehe aie davon 
a b ;  dadurch bekommt man zwei neue Gleichungen, die wir der Kürze 
halber in eine einzige zusammengezogen haben : 

cose ip coshl cos h2 cos ( a l  7 a,) + (sin hl - sin cp sin d) (sin h, - sin cp sin d )  
= roseip cos2 d cos(t2 + t , )  + (sin hl sin cp - sin d) ( s i n  h, sin cp - sin d). 

Dadurch, dass man die Klammergiossen ausmultiplicirt , reducirt und  
da6 Resultat durch cos2rp dividirt ,  kommt folgende Doppelgleichung m m  
Vorscheiu: 

cosGd cos (1, + t , )  = cos hl cos h, cos (a ,  + u,) + sin hl sin h, - sin2d 

oder, wenn man die Functionen der Winkeldifferenzen und Winkelsum- 
men durch Functionen der halben  iff fer en zen und Summen ersetet und 
dann die Doppelgleichung wieder getrennt schreibt: 

4) cos8 d sin2+ ( 4  - 1,) = cos h, cos h, sin" (ai, - a2) + sin2+ (hl - h l )  , 
5) cos2d sin2 4 ( t ,  + 1,) = cos hl cos h2 sin" ( a i ,  + a, )  + sin" (hl - h,). 

Nun gie,bt die Suhtraction der Gleichungen 2): 
cos cp cos d (cos l ,  - cos t,) = sin hl - sin h, 

oder 
cos9 cosd sina(t,-t,) sin&(t,+t,) =sin+(hl-h,) c o s ~ ( h , + h , ) ;  

au0 der Zusammenstellnng des Quadrats dieser Gloichnng mit Gleichung 
5) Iasst sich sofort erkennen,  dase 

sinB + (hl - h g )  cos" (hl + h,) 
6) cosz9 sinB 4 ( t2  - 1 ) - 

l - cos hl cosh, sin" (al + oc2) + sin" ( h l  - h, )  ' 

Die Gleichungen 4) und 6) enthalten die Ltisungen der beiden oben 
gestellten Aufgaben. I n  der  T h a t  ersieht man aus Gleichung 4) ,  die 
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wir ziierst betrachten wollen, dass fiir ein c o nv t a n  t e s  d ein M i n  imnm 
von ( 1 , - 1 , )  stattfindet,  weuu al = ci2; der Minimalwerth von i l e -  t,) itit 
dann gegeben durcli die Gleichnng : 

si71 4 ( h l  - h2) 
sin 3 (t,  - 1,) = 1 

cos d 

welche uns noch eine weitere Bedingung für die Moglichkeit eines Mini- 
mums kennen lehrt,  dass namlich 4 (hl - h,) < 90' - cl seiu miiss. Um 
die Polhohe zu finden, hei walcher das Minimum eintritt ,  setac man in 
dem Gleichungspaare 3 )  cos al = cos a2 und  dividire dann die eine Glrich- 
u n g  durch die  andere; so e r h d t  man:  

cos h ,  sin hl sin - si71 d 
.- -. - ~- p. - 
cos hz sin h, sin cp - sin d 

oder, wenn man entwickelt und ordnet: 

sin d (cos  h, - cos h l )  = szn q sin (hl  - h,). 

Dies giebt uacli einer leichten Umformung: 

sin 4 (hl + h,) 
stn 9 = - sitc ri. 

C O S  & (h l  - h,) 

Das Azimut, welches der  Stern h a t ,  wenn er in  jedes der beiden 
Almucantarate eiutritt ,  findet mari durch Subtraçtion der Gleichuugen 3) 
vou aiuander, nachdem man in ihnen cos al = c o s  tr2 gesetzt hat ;  denn 
dieses Verfahren liefert zuuachst: 

(cos  hl - cos h,) cos g, cos or = (sin hl - sin h,) sin 9, 
WOiaU6 

9)  casa=-cotg S , [ h , + h , )  tgp 
folgt, wobai voraiisgesetzt wird, dass man d r n  aus Gl. 8) sich ergeben- 
den Werth von <p substituire. Führ t  man diese Substitution nun, so 

hat  man:  
cos t (hl  + h2)  sin d 

9 a )  c o s l Y = -  - - 
J w w d -  

I)ie Gleichung 4) zeigt ferner, daas ein M a x i m u m  von ( t2-1,)  ein. 
tritt , wenu a, = 180°+ a, ,  eine Bedingung, die nur  erfullt gedacht wer- 
den k a n n ,  w e n n  w i r  n n t e r  (1 , - t , )  d i e  Z e i t  v e r s t e h e n ,  w e l c h e  
d e r  S t e r n  b r a n e h t ,  u m  v o m  e r s t e n  A l m n c a n t a r a t  b i s  z u  s e i n e m  
z w e i t e n  D u r c h g a n g e  d u r c h  d a s  z w e i t e  A l m i i c a n t a r a t  z u  ge-  
l a o g e n. D r n  Maximalwerth selber findet man durch die Gleichung: 

cos2 ri sin2& ( te  - 1 , )  = cos h, cos h p  f sin2 (hl - h2).  

Die rechte Seite lasst sich nmformen, indem man s i n 2 + ( h l - h 2 ) = = k  
- f cos(h , -h , )  setzt und c o s ( h , - h , )  entwickelt; aie erhalt dann die 
Form + a cos (h l  + h,) oder cose+ (hl + h,) , so dass 

cos S (h ,  + h,) 
sin 3 ( la  - t l )  = 

cos d 
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wird. Sol1 das Maximum wirklich moglich sein, so muss noch die N e b ~ n -  
bedingung +(h l  + h , )  > d erfüllt sein,  wenigetens dem ahsoluten Werthe 
nach. Ilie Polhohe, unter  welcher dieses Maximum eintritt ,  ergiebt sich 
durçh Division der Gleichungen 3) ,  naclidem man in ilinen cosal  = 

- cusu, gesetzt hat ;  es kommt namlich vorerst: 

sin d (cos  hl + cos h2)  = sin tp sin (hl + I I , )  

und dann nach leichter Umformung 

- COS g (hl - h,) sin 
S i > l  cp = - 

sin a (hl + h , )  
nie Subtraction der  Gleicbungen 3) liefcrt in  diosern Fa l le ,  wenn man 
in ihnen cosul = - cosn2 setzt und d a m  wie oben verfshrt : 

c o s f f l  - 
C O S  (Y$ / = + c 4 ( i l  - 4) 4 m 

oder, wenn man deri Werth von cp aus  I I )  substituirt: 

12 a) 
s in;  (hl  - h Y )  sin d _ 
- _ 

4 (hi + h,) - cos" (h l  - / t , ~  sin" 

Wir w ~ n d e n  uns jetzt xur Beliandlung der zweiten oberi gestellten 
Aufgabe, wozu die Gleichuug 6) die uothigeu Llieriste leistet. Aus ihr 
findet man für ein c o n e t a n t e s  tp als Bedingung des M i n i m u m s :  
n , + u 2 = 1 8 0 0 ,  d .  h.: d i e  H o h e n k r e i s e ,  i n  d e n e n  s i c h  d e r  S t e r n  
bei s e i n e m  D u r c h g r n g e  d n r c h  d a 6  e r s t e  n n d  z w e i t e  A l m u -  
c a n t a r a t  b e f i n d e t ,  m ü s s e n  g l e i c h w e i t  s ü d l i c h  i i n d  n o r d l i c h  - 

v o m  e r s t e n  V e r t i k a l  e n t f e r n t  s e i n .  
Bei Erfüllung der  gestellten Bedingung geht die Gleichung 6) über in:  

sine f (h l  - h,) cos" ( h ,  + h , ) .  
cos2 rp s i n s )  (1 ,  - I ) - - - 

- cos hl cosh,  + sm" (hl - h2) ' 
der Nenner der rechten Seite verwandelt sich, wenn man statt  sin"(hl-h,) 
den Werth f - + c o s  (hl - h,) setzt ,  in  $ + + c o s  (hl + h,) oder cos2$ (hl + h p )  
und man erhalt daher für die Minimalzeit die Gleichnng: 

sin & (hl - h,) , 
sin & (t2 - t l )  = 

cos cp 

ans welcher ersicbtlich is t ,  daes für die Moglichkeit einee Minimums noch 
die Nebmhedingung +(h l  - h,)  < 90' - g, hestehen mues. Setzt man i n  
den Gleichnngen 3) coscr, = - cosal  u n d  dividirt ,  so ergiebt sich in der  
namlichen Weise, wie oben bei dem Maximum in der ersten Aufgabe, 
für die Declination, bei welcher das Minimum stattfindet, die .Gleichung: 

sin d = 
C O S  3 (hi - h,) 

Um die Azimnte des Sternes im ersten nnd zweiten Almncantarat 
zn finden, subtrahire man die  Gleichungen 3) ,  nachdem man i n  ihnen 
cosa2 = - cosal  gesetzt hat  , wodnrch znnachet 
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( G U S  hl + C O S  h2) C O S  (P C O S  a = ( s in  hl - sin h2)  sin <p 

und nach leichter Transformation 

F ü r  das M a x i m u m  endliçli giebt nnter  der Voraussetzung, dam die 
Breite grgebrn is t ,  die Gleicliung 6) die Bedingung a l+  a ,  = 0 ,  die, wie 

bei der  ersten Aufgabe, nur  erfiillt gedacht werden k a n n ,  w e n n  m a n  
u n t e r  ( t 2 - t , )  d i e  Z e i t  v e r s t e h t ,  w e l c h e  d e r  S t e r n  b r a u c h t ,  nm 
v o m  e r s t e n  A l m n c a n t a r a t  b i s  z u m  z w e i t e n  D u r c h g a n g  durch  
d a s  z w e i t e  A l m n c a n t a r a t  z u  g e l a n g e n .  Dann erhiilt man sofort 
fiir die Maximalzeit : + (-hl + h2) sin 4 (t2 - ti) = - -- 

cos 9 

mit der h'ebenbediugung +(hl  + h2) > 9 ,  weriigstens dern absoluten Werthe 
narh. Zur  Bestimmurig der Declination für das Maximum bekommt man 
durch Division der Gleichungr~n 3 ) ,  nachdem man in ilinen c o s a l  = cosup 
gesetzt ha t ,  in der n i d i c h e n  ~ e k ,  wie oben bci dcm Minimum in der 
ersten Aufgabe, die Gleichung: 

Die Subtraction der  Gleichnngen 3) endlich, nachdem man in ihnen 
cos a, = cos orp gesetzt ha1 , giebt in  iihnlicher Weise,  wie hei dern Nini- 
mum in der ersten Aufgabe für die Azimute beim Eintritt  in das erste 
u n d  zweite Almuçautarat: 

18) cos CYl - C O S  ap = - cotg 4 ('1, + 4 19 9. 

Ais Anwendung der erhaltenen Formeln wollen wir hl = 0 und 
h, =- 18' setzen, wie es bei der Untersuchung der kürzesten Damme- 
rungszeit nothwendig ist. Man h a t  dann zur  B ~ a n t w o r t u n g  der Frage, 
u n t e r  w e l c h e r  P o l h o l i e  b e i  g e g e b e n e r  D e c l i n a t i o n  d e r  S o n n e  
d i e  k ü r z e s t e  l l a m m e r n n g  s t a t t f ' i n d e ,  aus  Gleichnng 8: 

Dabei rnuss a, = a, sein;  die Nebenbedingung d < 81° fallt weg,  weil sie 
sich von selbst erfüllt, indem die Declination der  Sonne 234 nicht über- 
s t e i ~ e n  kann.  Ferner  ist  " 

r o s g O  sin d 
cos ci, = C O S  a2 = cotg 9 O tg <P , bezüglich = ---- - 

/ c o s 9  y - _sin" sin2 d 

und die kürzeste Darnmernngszeit selbst wird durch die Gleichung 
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sin 9' 
sin 4 (tz - I,) = -- 

cos d 

Ein M a x i m u m  der  D a m m e r u n g s z e i t  giebt es nicht,  weil das 
oben für den dlgemeinen Fa11 gefundenc Maximum die ganze eigentlictie 
Naçht in sich begreifen würde; wenn man aber  nach dam Maximum der 
Zeit fragt,  welche die Sonne braucht,  um vorn Horizunt bis s u  ihrem 
zweiten Durchgange durch das Almucantarat - 18' zu gelangen, so giebt 
die Gleichung 

sin = - cotg 9 sin d 

darauf die Antwort. Die dahei zu erfüllenden Bedinguogcn sind <y, = 

180°+(r, und d < go,  nnd die Azimiite, welche die Sonne beirn Unter- 
gang und beirn zweiten Durchgang durch das Almucantarat - 18' besitst, 
sind gegeben durch die Gleichnng 

C O S  <y1 sin 9 O s in  d 
= + tgSOtg<p, bezüglich - + - - -  

J.Z 9 O - cos" sin2 d 

Sol1 die Frage beantwortet werden , b e  i w e l  c h e r  L) e c 1 i n  a t i O n 
der  S o n n e  a u  e i n e m  O r t e  v o n  g e g e b e n e r  P o l h a h e  d i e  k ü r -  
Z H Y ~ R  D a m m e r u n g  s t a t t f i n d e ,  so thut  dies die nus Gleichurig 14) 
folgeode Gleichung: 

s i n d =  - lgSOsincp. 

Die zu erfiillenden Bedingnngen sind erstens <yl + uz = 180 O, was aben 
erklart ist, und zweitens (p < 81'. Die Minirnalzeit selbst findet man 
durch die Gleichung 

sin 9 
sin 3 (t2 - 5 )  = -- , 

cos cp 

und die Azimnte, in denen die Sonne den Horizont und  das Almucan-- 
tarat - 18' zum ersten Male schneidet,  durch die Gleicliung 

Ein eigentliche~ M a x i m n m  der D a m m o r u n g  kann aus dom oben an-  
gefiihrten Grunde auch hier nicht stattfinden; wohl aber giebt es ein 
Maximum der Zeit,  welche die Sonna von ihrern Untergange an bis zu 
ihrem zweiten Durchgange durch das Almucantarat - 1 8 O  braocht; dies 
findet statt bei der durch die Gleichung 

sin d = - cotg 9 O sin <p 

bestimmten Declination, wobei die Redingnngen gelten al + e2 = O und  
(p < g o ,  wenigstens dem absolut,en Werthe nach. Die Maximalzeit Iernt 
man kennen durch die Gleichung 

c o s g o  
sin ) (t2 - t , )  = - , 

cos  cp 

und die Aziuiute, in welchen die Sonne den Ilorizont erreicht und zum 
zweiten Male das Almncantarat - 18O schneidet, durch die Gleichung 
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COS al =. C O S  ng - colg 9 O lg v. 
Nine weitere Anwenrlung lassen unsere Formeln z u ,  w e n n  m a n  

n a c h  d e r j e n i g e n  S t e l l u n g  e i n e s  S t e r n e s  f r a g t ,  wo e r  a m  
s c h n e l l s t e n  s e i n e  H o h e  a n d e r t .  Setzt man namlich in  Gleichnng 
14) h, = h , ,  so erhalt man fiir die neclination des Sternes bei gegebener 
Hohe und Polhohe sind = sinh, sinq, u n d ,  wenn man diesen Werth in 
die  erste der Gleichungen 3) substituirt ,  cosal = O oder al = 90°, d. b . :  
d e r  S t e r n  m n s s  i m  e r s t e n  V e r t i k a l  s t e h e n .  Die Gleichung 13) 
kann man auch schreiben 

sin + (hl - h,) 
= COS p , 

sin 4 ( t ,  - t,) 
und da  für h, = h,  auch t, = t, wird, so driickt die linke Seite die Ge- 
schwindigkeit des  Sinkens aus ,  wenu der  Stern im ersten Vertikal steht; 
dieselbe i s t ,  wie man sieht,  d e m  C o s i n u s  d e r  P o l h o h e  p r o p o r t i o .  
n a l .  B u s  der Formel sind = sinh, sinq gelit zugleich uoch hervor, drss 

die Decliuation des Sternes den Werth rp riicht überschreiteu und auch 
nicht negativ sein darf ,  weil im ersten Falle sinh,  grosser ale die Einheit 
sein müsste und im zweiten Fal le  der Stern e r ~ t  unter dem Horizont den 
ersten Vertikal erreichte. 
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Ueber Curven auf Rotationsflachen. 

Von 

Dr. BIEHRINGER, 
Prof. a.  d. k. Industrieschiile in Ntirnbarg. 

Nr. 28. Als letzte allgemeine Aufgabe sol1 noch die  vorgenommen 
werden, bei welcher eine Curve zu bestimrnen i s t ,  nach der ein vom 
Ursprung ausgehender Radius vector, welcher sich auf eine gegebene Art 
Iangs einer beotimmten Curve fortbewegt, die mit einer gegebenen Win- 
kelgeschwindigkeit nm ihre Rotationsaxe sich drehende Rotationsfl~çhe 
schncidct. Es sei durch x"= x",, y"= y", , r"= z"t die gegebene Curve 
und zugleich die Bewegung des Radius vectors, durch - w die Winkel- 
geechwindigkeit der Rotationsflache bestimmt. 

Um die Gleichungen der geeuchten Carve zu finden, kann man zu- 
nachst die Rotationsflache feststeheu lassen und nachsehen, nach welcher 
Curve aie von dern a n  der gegebenen Curve fortgleitenden Radius vector 
geschnitten wird. Bezeichnet man mit x', Y', z' die Coordinaten dieser 
Curve, so sind die Gleichungen derselben: 

I ' ,  I P I ,  I I ,  
~ ' ~ + y ' ~ = f ~ ,  Z Z ~ - Z X " ~ = O ,  y z t - z y t = O .  

Wird nun auf dieser fevtstehenden Curve entspreühend dem ursprüng- 
lichen Radius vector ein P u n k t  fortbewegt , wahrend sich die Rotations- 
flache mit -der gegebenen Winkelgeschwindigkeit dreht ,  so beschrcibt 
dieser Punkt  a u €  der Rotationsflache die verlangte Linie.. Die Aufgahe 
fallt demnach von da an mit der  Aufgabe der Nr. 15 zusammen und man 
erhalt die Gleichungen der  verlangten Linie ,  wenn man s u s  den obigen 
Gleicbungen x', y', z' bestimmt und die gefundenen Wer the  i n  die cnt- 
sprechendeu Gleichungen der Nr. 15 einsetzt. 

Ohne übrigens das x', y', z' der erwahuten Curve bestimmen zu 
müssen, ktinnen die Gleichungen der  gesuchten Linie unmittelbar an- 
gmhrieben werden , sobald berücksichtigt wird , dass die P u n k t e  der 
g~gebenen und der oben bezeichneten Linie ,  welche au gleicheu 1-mer- 
then gehoren, auf einem gemeintlchaftlichen Radius vector liegen und  
dass also 
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Y' Y" ,'e ztl~ 

arctang = arctang - und f r 2  - - - ;ç"a+ y"8 ist. x a" 

ist. Dic Gleichungcn der gesuchten Curve wcrden sonach: 

Wird die letzte Gleichung nach z aufgelost und noch berücksichtigt, dass 

Y" q = f m  d l  + arclong und  p = fa is t ,  so knnnen siimmtliche Retracii. 
1 .Y 

tungen von Ne. 3 a n ,  welche sich auf diese Bestimmungsart der Curven 
auf Rotationsflachen stützen, hier in Anwendung gebracht werden. Glei- 
ches gilt von den ~ e m e r k n n g e n  i n  Nr. 16,  wenn statt  der  Meridiancbene 
odar s tat t  der erzeugten windschiafen Flache die  Kegelflache gasetgt wird, 
welche hier der Radius vector beschreibt. 

Sollte in der obigen Anfgabe die gegebene Curve sich noch mit 
einer gewissen W i n k e l g e s ~ h w i n d i ~ k e i t  n m  die z - Axe drehen, so konnte 
dieser Fa11 dadurch auf den vorliegenden zurückgefiihrt werden, dasti 
man die gegebeiie Curve feetstehen Iiisst nud der tlotationsfliiclie uicht 
nur  ihre Winkclgeschwindigkeit, sondern auch die im entgegengesetzten 
Sinnc genommonc Winkelgeschwindigkeit der  Curvc bcilcgt oder dieae 
Itollen zwischen der Curve und  der Rotationsfliiche vertauscht. 

Ebenso ist der den Nrn. 1 3 ,  1 8 ,  20 entsprechende Fal l ,  dsss die 
Winkelgeschwindigkeit der jetzigen Leitcnrve von der  Geschwindigkeit p 
eines Punktes  der Curve herrührt ,  welche der  Puukt  stets in der Rich- 
tung  von Kreisen beizubehalten sucht,  die senkrecht eur  z -  Axe sind und 
ihren Mittelpunkt in dieser Axe haben,  sofort erledigt,  wenn man 

P 
-ai statt  m setzt. 

J ,p + 

Am einfachsten gestalten sich die s h m t l i c h e n  obigen Resultate, 
wenn die  Curve des den Radius vector führenden Punktes  durch Polar- 
coordinaten r", ip" und Br', dia Functionen von t vorstcllen, gegeben itit. 
r" und tp" haben die beksnnte Redeutung, Pr'sei der  Winkel des Radins 
vectors mit der  x y - E b e n e .  Hier  wird 

/ 3 c P " t ,  g = r c o s / Y = f r s i a p ' .  

Wollte man die Bestimmungsart der Nr. 3 anwenden ,  sa  hatte man statt 
der  leteten beiden Gleiçhnngen z = f .  tringpVt und p = f z  einzuführen und 
die v o r l e t z t ~  Gleichung nach z aufzultisen. 

Bleibt der eich bewegende Radius vector in einer Ebene und ist 
diese Bewegung und die Ebene auf dieselbe Ar t  bestimmt, wie in Nr. 17, 
so gehen die letzten Gleichungen über i n  
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21 sin f l  = sin @ . sin 6,  
I 

3) r  COS^ = f r  oder r JI  - stn" ssrii" = f,-,i,q.si. 0 ,  
sin I/J . sin 8 

4 Z = fz  . r 

1 - sin2 7p . s inz  0 
5 )  e =f=. . 

Wollte man das aus d m  Gleichungen fortbringen und durch /3 ersetzen, 
so konnte man aus 2) + bestimmcn und  die erhaltencn Wertho i n  die 
anderen Gleichnngen einsetsen. Aehnliçh kijnnen die Kesultate in  Nr.  19 
und 20 hierher übertragen werden. 

Endlich ist noch zu erwahnen, dass die zuletzt erhaltenen Gleich- 
nngen noch richtig bleiben, wenn p und  8 ebenfalls Functionen von i sind. 

Projectianscurven des Sonnen- u n d  dea Mondmittelpunktes anf die 
Erdoberflilche. 

Nr. 29. A18 hierher gehoriges Beispiel sol1 xuerst die Bestimmung 
der Centralprojectionsçurve des Sonnenmittelpunktes auf die E r d e  oder die 
der Curve des mittleren Punktes  von dem Fluthberge vorgenommen werden, 
den dio Sonno hervorzubringen sucht. Wir  konnen zu dem E n d e  vor- 
aussetzen, dass die E r d e  eina feste Lage habe ,  und  kannen die  vorhan- 
denen Bewegungen theils der  Sonne ,  theils der  Ekliptik übertragen. 
Unsere z -Axe  falle mit der  E r d a x e  zusammen u n d  die + z - A x e  gehe 
durch den Nordpol, die x y - E b e n e  enthalte den Aequator und die +X-  
Axe den Punkt ,  nach welchem der  Meridian von Ferro den Aequator 
schneidet; die pueiitive Drehrichtung oder die von OX nach OY gehe end- 
lich nach Osten hin. 

Der Sonne ist zunachst die entgegengesetete Umdrehungsgeschwin- 
2 z  

digkeit der Erde ,  oder - w = - 
24.60.60 

beizulegen. Zu dieaer Ge- 

schwindigkeit tritt  noch die hinzu, welche durch das scheinbare Fort-  
schreiten in der Ekliptik verursacht wird. Um diese Bewegung zu fixiren, 
sei p der Winkel des  Radius vectors des Frühlingspunktes mit der  + X- 
Axe, 0 die Schief'e der  Ekliptik oder der Winke l ,  welchen bei der  
Culmination des Frühlingspunktes der  nordlicfie Thei l  der Ekliptik mit 
dem naçh Osten liegenden Theil des Aeqnators oder der x y - E b e n e  
bildet, - v  der Winkel  der  Apsidenlinie oder genauer der  Winkel  des 
Radius vectors der Sonnennahe und v der  Winkel  des Radius vectore 
des Sonnenmittelpunktes überhaupt mit dem Radius vector des Frühlings- 
pnnktes. Die positive Winkelzahlung von v und v gehe in der Eklip- 
tik bai der Culmination des Frtihlingspunktes nach links oder nach 
Osten hin. 
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E s  handelt sich nun  zunachst um die Bestimmung des als Func- 
tion von t. Zn dem E n d e  berücksichtigen wir, dass ,  wenn bei Polar- 
coordinaten der  Po l  in einem Brennpunkte der  Ellipse liegt und die 
Polaraxe durch den Scheitel geh t ,  der dem Pol  am nachsten liegt, für 
den Flacheninhalt eines Sectors der  Ellipse erhalten wird 

wo a  u n d  b die grosse und kleine Halbaxe,  e die halbe lineare Excen- 
tricitat vorstellen. Die Grenzen des Integrals s ind ,  wenn der eine 
Schenkel des Sectors mit der Polaraxe zusammenfallt, Nul1 und v .  Durch 
diese Ellipse kann nun auch unsere Sonnenbahn vorgestellt werden, nnr 
ist bei unseren getroffenen Bestimmungen 11 = v + $J zu setzen. Nach 
dem zweiten K e p l e r ' s c h e n  Gesetz ist weiter F =  c . l  oder, wenn t die 

a b z  
vollstandige Umlaufszeit bezeichnet, u b z =  C.T, daher c = -  und 

t 

a h z  
P r -  . Es  folgt dsmnach unter der  Voraussetzung, dass die Zeit 1 

7 

von dem Moment zu zaklen angefangen wird,  in  welchem die Sonne 
ihre E r d n a h e  hat  : 

a R - e b  s i n ( v + ~ )  n  - b s i n ( v + i p )  1) - .i= -. - + arclang 
z 2 a + e c o s ( v + q )  e + < u c o s ( ~ + ~  

oder die vorgclegte Gleichnng zwischen und t .  Diese Gleichung ist 
nicht wohl nach anfloshar. Die übrigen G l e i c h i i ~ i ~ e n ,  welche zur 

Bestimmung der Curve nothwendig s ind,  werden nach Nr. 28 

Die  vierte und  fünfte Gleichnng dienen nur  d a m ,  um aus der geogre 
phischen Breite der Punkte  zunachst das z u n d  zu diesem z den Radius 
p des Parallelkreises zu bestimmen. Wird der Werth von f au5 1) in  

2) eingesetzt und dann mit Hilfe der  dritteo Gleichung da8 fbrt- 

geschaEt, sa erhalt man die Gleichung zwischen und <p, d. Li. zwisch~n 
der geographischen Breite und Lange der Punkte  der Curve. Mit Be- 
rücksichtigung dessen, dass 

-- 
sinY Jsin (0 + P )  sin (6 - p )  

 cos.^, = i l -  sin" = 
sin 0 

wird, ergiebt sich hierfür nach einigen Umformungen die Gleichung 
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sin p .  cos t) + + ardang -. 
Jsin (8 + p )  sin jd . 

Aue dieser Gleichung liisst sich zu den 8-Werthcn unmittelbar das rp 
hestimmen. Es  i ~ t  die Gleichiing der Kegelflache, deren Gchnitt mit der  
Rotationsflache die verlangte Curve giebt. 

Sollte die Zeit 1 h e r ü ~ k s i c b t i ~ t  werden, so würde man wieder am 
besten von der geographischen Breite ausgehen, aus  der Gleichung 3) 
das zugehorige s in+  und  cosy, wie oben bestimmen, hierzu aus  1) die 
i-Werthe finden ( j e  nach dem ersten,  zweiten etc. Umlauf ware arctang 
um Zn, 4 %  etc. grosser anzunehmen) und diesen t -Wer th  zur Aufsuchung 
des p verwenden. 

Unsere Entwickelung behalt für die Curve des S ~ n n e n f l u t h b e r ~ e s  
ihre Giltigkeit auch dann noch, wenn die  E r d e  nicht als Kugel  aiif- 
gefasst wird, weil die Annahme gestattet ist ,  dass ihre Axe durch den 
Mittelpunkt der Anzieliung gelit, welche die  Sonne auf die Erde  ausübt. 
Weiter ist ans de,r Entwickelung ersicbtlicli, dass die  Gleichungen 1) bis 
5) richtig bleiben, wenn y ,  0, v ,  e etc. sich andern ,  oder wenn die St& 
rnngen, a180 der Rückgang der Aequinoctien, die Nutation der Erdaxe,  
die Aenderung der Sehiefe der Eklipt ik ,  der Lage der Apsidenlinie iind 
der Excentricitat berücksichtigt werden sollen. Die Gleichuug 6) bestimmt 
hier nicbt mehr die Kegelflache, weil si8 nicht von 1 frei ist ,  indem p, 

6 und v iiocb t enthalten. Man müçste hier, urn die entsprechenden 
Gleichnngen zu erhalten, statt p l  9, v ,  e und  6 die entsprechenden Func-  
tionen von 1 einsetzen und  wieder aus l ) ,  2) und 3) das t iind @ eli- 
miniren. ?I, korinte wieder mit Hilfe der  dritten Gleicliung aus 1) und 2) 
fortgeschiifft werdeu; liierauf ware etwa aus 2) das t xu bestimmen und 
in 1) einzusetzen. Sehr einfach gestaltet sich die Sache,  wenn nur  der 
Riickgang des Frühlingspunktes berücksichtigt und für den betrachteten 
Zeitahtxhnitt der mittlere Werth gesetzt wird; hier kann man namlich - 

p =  m-pl annelimen, wo ni und p constante Grossen sind und t den 
Riickgang in der Zeiteinlieit heeeichnet, und  eu gilt sofort die Gleichung 
6 ) ,  we,nn dort m für p und  w + p fïir v snbstituirt wird. 

In Bezug auf die Form der Curve lassen sich unter  der Voraussetz- 
ung, dass p ,  v und 0 constaut s ind,  folgende Schlüsse ziehen: Niclit 
bloe aus der Natur der Verhaltnisse, sondern auch aus der ersten Gleich- 
nng an und fu r  sich folgt, dass @ uud 1 gleichmassig wachseu und zwar 
von = - v an , wo 1 = 0 ist. Aus Gleichung 3) ist  ersichtlich, dass @ 
positiv wird und  anf der Nordseite liegt, so lange T/I zwischen O und  z 
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bleibt, und  negativ ist ,  also auf der  Südseite liegt,  wenn + in  den dritten 
und  vierten Quadranten rückt; ferner folgt aus ihr, dass der absolnte 
Wer th  des j3 hochstens = 8  wird,  und  zwar bei yi=90°  und 270°, 
dass e r  = O  ist bei = 0 und = n. Die Gleichung 3) ergiebt, weil 
m > a (nrctang(tang tp. cos , d: h. die Winkelgeschwindigkeit der Um- 
drehung der E r d e  grtisser ist ,  als die auf den Aequator projicirte Win- 
kelgeschwindigkeit der Sonne,  dam der Werth von rp abnimrnt, wenn 1 

und T$ wachsen. Nach Verfluss je  eines Sonnentages wird stets ua  
Zn grtisser. Dio Curve lcgt sich domnach spiralformig in der Richtnng 
von Ost nach Wes t  um dic %de, so dass auf j e  eineii Sonnentag ein 
Umlauf kommt; sie geht bei = O durch den Aequator - die Gleich- 
nng 1) giebt hier und in der Folge die zugehorigen t -Werth -, erreicht 
bei q= 90° den  grossten P-Werth oder 8 und berührt dort den Wende. 
kreis des Krebses;  ihr -Werth nimint nun a b  und- wird bei V=16O0 
Null; von da  a n  kommt die Curve mit /3 auf dio Südseite zu liegen, 
berührt endlich bci ?C> = 270' den Wendekreis des Steinbocks und nihert 
sich endlich bis = 360° wieder dem Aequatar, iim alsdaon wiader den 

alten Lauf zu beginnen. W a r e  die Umlaufszeit der  Sonne eine ganre 
Anzahl von Sonnentagen, so würde d ie  Curve nun in sich selbst zurück. 
laufen; ware sie ausser der ganzen Zahl noch ein rationaler Bruch, so 
würde dies Zurückkehren erst nach soviel Umlaufen der Sonne stattfinden, 
als der Nenner  des Bruches angiebt. Bei dem wirklich vorhandeneu 
irrationalen Verhiltnisse der Umlaufszeit der  Sonne und  der Umdrehungs. 
m i t  der E r d e  wird die Curve nie  eine geschlossene. 

Setzt man in die obigen Gleichungen 1) -bis 6) yi + n statt  ~p oder 
- ,!3 statt  B I  u n d  <p + rr statt  rp, so erhalt man die Gleichung des Flntb- 
berges der Antipoden. 

p (a+ecos[~il i+v))  
Wird  in die Gleichung 3) P'= p t a r c t a n g  = B A arctnng 

r 6 
statt  ,B eingesetzt, so gchen i n  Verbindung mit den anderen Gleichnngen 
zwei naue Curven hervor, welche zu beiden Seiten der ersten Curve 
liegen und  unter  der Voraussetzung, dass g den Radius der Sonne vor. 
stellt und die E r d e  eine Kugel is t ,  die Theile der  Erdoberflache begren. 
z e n ,  welche überhaupt noch einzelne Thei le  der  Sonnenoberflache ira 
Zenith haben ktinnen. 

Nr. 30. Ein  weiteres Beispiel dieser Gattung sei die Bestimmung 
der Curve des Fluthberges des Mondes, oder der Projcctionscurve seineé 
Mittelpunktes auf die Erdoberflache, nnd zwar zunachst unter der Vor- 
aussetznng, dass die Storungen dor Mondbahn wegfallen. Die Lage des 
Ooordinatensystems sei die der  Nr. 29. Die  Bewegnng des Mondes be- 
stimmen wir gagen die Ekliptik i n  alinlicher Weisa,  wie es mit der 
Ekliptik gegen den A ~ q u a t o r  g e e c h ~ h e n  ist. Demzufolge seien die Win- 
kel der aufsteigenden Knotenlinie der  Mondbahn 1. mit dem Radius vector 
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des Frühlingspnnktes = p', 2. mit der Apsidenlinie der Mondbahn, resp. 
mit dem Radius vector der Erdniilie = v', 3. mit dern Badius vector des 
Mondmittelpnnktes = v'. Ilas p' werde von dem Radius vector des 
Frühlingspunktes an nach Osten genommen, desgleichen y' und . i~ i '  von 
dern anfsteigenden Knoten der Mondbahn an. Endlich sei der Winkel 
der Ehene der Mondbnhn und der Ekliptik - 6' und werùe + oder - 
genommen, je nachdem bei der Culmination des aufsteigenden Knoten 
der folgende Theil der Mondbalin nordlicher oder südliclier als die Eklip- 
tik liegt. 

Wir erhalten nun zunachst wieder für die Bewcgung des Mondes in  - - 

s e i n ~ r  Bahn auf dieselbe Weise wie in Nr. 29 die Glaichung 
n'n' I - er h' sin (VI-  y') n - h' sin (*'- v') 1) ---. $ urclong -- . 
7' 2 a'+ e' cos (v'- e'+ a' cos IV'- v') 

Dio Bedentung der übrigcn Buchstaben ist nach dem Früheren für sich 
klar. - Denken wir daran ,  die jetzigen Resiiltata mit den vorigen in 
eine gewisse E ~ x i e h u n g  xi1 setzen, so ist es nothwendig, 1 i n  den beiden 
Fallen von demselben Moment a n  zu nebmen. 1st t irgend ein Zeitwertli 
vom Anfang der Nr. 29 gerechnet und  t" der Werth von demselben Zeit 
anfang a n ,  bei welchem der Moud zuerst seine Erdnahe ha t ,  oder ?CI'= v' 

wird, sa ist in die letzte Gleicliung t'= t -  l" zu eetzen. 
Es  wird ferner die Lange  des Mondes Z = ?'+ arclnng(lnng .Ji'. case ' )  

und seine Breite b = nrcsin (sin v'. sin 0'). Hieraus finden sich Rcctascen- 
sion r und Declination durch 

cosO.sinl- tnngb.sinO 
fang r = u n d  sin /j = cos 8. sin b + sin 0 .  ros b . siri 2 

cos 1 

oder, wenn man die vorausbestimmten Werthe von Z und 1) einsetzt und 
berücksichtigt, dam sin cos p'. fang Y 

sin (y'+ Y )  = -- 
J I  + tung2 v 

cos sin p'. iang v 
cos v) = 

JI + tang% ' 
1 cos *' 

= etc. : 
/1+ fang"'. ccu O' JI- siny v'. sin2 0 

\ cos@. sin tnng q' (cos 8. cos El'. C O S  0'- sin 0 .  sir, 6') 
langr = -- -- 

cos II.'- sin IL.'. tang q'. cos O' 
und 

sin p = C O S  0 .  sin v'. sin d'+ sin O (sin C O S  va+ COS k;. sin v'. C O S  O ) .  
Die weiteren Gleichungen der gesnchten C u v e  sind demnach: 

cos0.sin EL'+ tnngq'(cos0. cos p'. ~ 0 ~ 0 ' -  sin 0. s i d ' )  
2 )  q = - w f + p + o r c l a n g  

cos p'- sin tang v'. cos 0' 1 

3) sin fi = cos O .sin q'. sin Of+ sin f 3  (sin p'. COS v'+ cos IL.'. sin 7p'. C O S  O f ) ,  
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Hier  sind die  Bemerknngen wieder statthaft,  welche i n  Nr. 29 an die 
Gleichungen von 1) bis 5) geknüpft wurden. E s  würde sich hier nur, 
weil die Gleichnng 3) cumplicirter als in  jener  Nummer ist,  das +' und 
daher auch die Gleichung der Kegelflache nicht so  leicht wie dort finden 
lasscn; jedoch bote die Rechnung weiter keine bcsonderen Schwierigkeitcn 
dar. F ü r  8'= 0 ,  p'= O und  v'= - v ,  fiir welche Werthe auch 
und  t'= t werden, geheu die jetzigen Gleichungen i n  die der Nr. 29 über. 

Sollten dia hier in  Wirklichkeit vorhandenen Stornngen berücksich- 
tigt werden, so hatte man p und  8 den Aenderungen der Ekliptik eut- 
sprechend zu wahlen, p' und 8' den Aendernngen der Lage der Ebene 
der  Mondbahn, v' der Aenderung der  Lage der  Apsiden und e' der 
Aenderung der ExcentricitXt der Mundhahri anzupassen. Weil diese Ben- 
derungen sehr betrachtlich ~ i n d ,  so k6nnen sie bei eingehenderen Unter- 
suchungen nicht vernachlassigt werden. Die erste Annaherung würde 
durch die Einführnng der mittleren Bewegungswerthe, für welche p'=m' 
- p r t ,  v'= n'f Y't etc. zu setzen s ind ,  erzielt werden konnen. Umgek~hrt 
konnen die Gleichungen der Nrn. 29 und  30,  welche unter  den ursprüng- 
lichen Voraussetzungen n u r  die Wirkung von zmei IIimmelsk6rp~rn~ 
namlich von E r d e  und  Sonne ,  oder E r d e  u n d  Mond reprasentiren, benutzt 
werden,  um bei Uutersuchuugen über den Einfluss oder die Storungen 
des dritten Korpers durch ihre Substitution die Rolle der von diesen 
Storungeu abhangigen Functiorien p ,  8, e' etc. mehr hervortreten zu 
Inssen. E in  weiteres Eingehen auf diese Verhaltniese liegt ausser dm 
Rereich d i e s ~ r  Arheit; es ~ o l l e n  hier nur  noch einige Bemerknngen fol- 
g e n ,  die sich entsprechend der NT. 28 unter  den  ursprünglicben Vorans- 
setzungen unmittelbar ergeben. 

Zunachst ergieht sich in Bezng auf die Form der Curve,  dass fur 
jede Stelle auf je zwei aufeinanderfolgende Culminationen des Mon6es 
ein Urnlauf der Curve um die Erde  komrnt, dass diese Schliogen einen 
nordlichen und  südlichen Wendepunkt  erhalten, der  dem jeweiligen 
Winke l  der Ebene der Mondbahn mit dem Aequatur, odcr dem W e r t h ~  
von y RUS C O S Y  = COS 8.  C O S  0'- sin 0 .  sin &.sinp' entspricht , und dass end- 

lich ein vollstandiger Urnlauf oder ein sideriscbes Monat eo viele Schl ingen 
enthal t ,  als dieses Monat für einen der Wendepunkte Cnlminationsperio- 
den des Mondes hat. 

Die Substitution des +'+n für v', oder die von rp+n für n und 
-/3 fiir f l  führt wieder auf die Gleichnng des Fliithherges der Antipodeo. 

I 

Auch kanu  hier wieder ,û + a r c h n g e  für ,LI gesetzt und konnen dadurch zn 

beiden Seiten der ursprünglichen Curve Streifen erhalten werden, welcli? 
unter  der  Voraussetzung der  Kugelgeetalt der E r d e  noch Punkte der 

Mondobertliiche im Zenith haben. - 
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Vergleicht man die Rcsultate der Nrn. 29 und 30, so sieht man, 
dass, wenn für dasselbe t das cp in beiden Gleichungen 2) den gleichcn 
Werth annimmt, oder, wenn sich diese Werthe urn eine ganze Anzahl n 
nnterscheiden, Neiimond oder Vollmond h ~ r r s c h t ,  und zv7ar ersterer, 
wenu der Unterschied eine gerade, letzterer, wenn er eine ungerade 
Anzahl von a betragt. Das rp und P bestimmen die Orte  der Erdober- 
flache, wo dies stattfiudet, und t die dazu gehtirige Zeit. Hier und in 
der Folge ist bei diesen Eechnungen stets zu berücksichtigen, dass a r c l m g  

in den Glcichungen 1) und  2) f ü r  je  einen halben weiteren Umlauf dee 
bezüglichen Kiirpers um n grtisser eu nehmen k t .  F ü r  entsprechende 
rp -  und ,ô-Werthe oder für $'= O, n, 2 z ,  3n etc. und I) = y'+hn, wo 
h Nul1 oder eine ganze Zahl ist ,  gehen heide Ktirper durch die Knot,en 
des Mondes, vermehren sich also die beiden Fluthherge oder finden die 
Sonnen- oder Mundfinsternisse statt. Betragt bei Nichtbeachtung des 
Werthes p' der Uuterschied von +' und + Nul1 oder eine gerade Anzahl 
s, BO tritt die Sounerifiusterniss, betragt e r  eine ungerade ilrizah1 T G ,  die 
Mondfinsterniss ein. Das  Einsetzen dieser m -  Werthe i n  die Gleichungen 
l ) ,  und die Berücksichtigung dessen, dass auch t das  Gleiche is t ,  giebt 
einc Glaichung fiir diesen Moment, in welche durch arctang die znsam- 
rnengehtirigen Umlaufszahlen eintreten. Wird weiter beachtet, dass diese 
Werihe ganze Zalilrn sein müssen, so lassen sich die zusammengehtirigen 
Umlaufe bestimmen , welche Verfinsterungen im Gefolge haben. Die Cleich- 
ungen 1) geben dazu die entsprechende Zeit, 2) und  3) bestimmen die  
Pnukte auf der Erdoberflache, über welchen die Vorgange stattfinden. 
Sowie in diesen Fallen , werden überhaupt durch unsere Gleichungen die 
Vorgiinge am Himmelsgewtilbe auf die Erdoberflache verlegt und Zeit und 
Ort dieser Vorgange auf letzterer unmittelbar bestimmt. 

Elliptischer Wurf.  

Nr. 31. Am Schlusse der Nr. 23 wurde bereits eine Andeutung ge- 
geheu, dass die dnrtigen Resultate über die Ablenknng der Geschosse 
einer Modification bedürfen, wenn die Bahn derselben nicht rnelir als 
eine parabolische betrachtet werden darf. Die Voraussetzung der stets 
paralleleu Einwirkung der Schwere auf den geworfenen Korper, welche 
beim Wegfallen des Luftwiderstandes die paraboliscbe Bahn zur Folge 
hat, ist bei unseren weittragenden und genau treffenden Geschützen kaurn 
mohr statthaft. Es sollcn deohalb zum Sühlusse zunacbst noch die For -  
m~ln  cntwickelt werden, wolcho die Bahn eines gcworfenen Korpcrs he- 
stimmen, wenn diese Voranssetzung nicbt gemacht wird,  und  hieranf die 
Bestimmnng dieser Bahn mit Rücksicht auf die Umdrehung der E r d e  
vorgenommen werden. Vom Luftwiderstand sehen wir a b ;  dann be- 
trechten wir noch die E r d e  als Kugel ,  welche den  Radius r hat. Dio 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



166 Ueber Ciirven auf Rotationsflilchen. 

letatere Voraussetzung darf in  Hinsicht auf die den Dimeneionen der 
Erde  gegenüber nicht sehr grosse Wnrfweite der Geechosse wohl gemacht 
werden. Im Uebrigen gelten die Resnltate m m  Theil auch ohne disse 
Beschrankung. 

Um zunachst die Bahn des Korpers ohne Rücksicht auf die Erd- 
drehung zu hestimmen , werde dieser Horper  mit einer Geschwindigkeit D 
hinausgeworfen, welche mit der Vertikallinie den Winkel y bildet oder 

den Elevationswinkel 90-  y bat. Die Bewegnug des Korpers wird eine 

Centralhewegung mit dem Centrnm im Nittelpnnkte der  Erde  und lindet 
in  der  Ebene  s tat t ,  welche durch diesen Purikt und dnrch B geht. Zur 
Bestimmung der Bahn bedienen wir uns  eines Polarsystems, dessen Pol 
im Mittelpunkte der  E r d e  lie@, dessen Polaraxe diirch den Adsgsngs- 

punkt  geht uud dessen Drelirichtuug des Stellungswinkels nach der Rich- 
t u n g  von y hingeht. Mit Berücksicbtigung des Anfangrizustandes, fur 

0 sin y 
welchen bei t = O ,  r = r ,  d + = - d f ,  i 3 r t a + r a a v ? = n % n d  dieBe. 

r 
P schleunignng der Erde  - =g, slso p = r2g ist ,  wo g die Beschlennignng 
r2 

der  Schwere am Ansgangspunkte vorstellt, erhalten wir für unsere Cen- 
tralbeweguiig, welcher da8 Gravitationsgesetz zu Grnnde liegt, die Gleich. 

Aus diesen Gleichungen beseitigen wir 3 1 1 ~  und e rhd ten  dadurch eine 
Gleichung zwischon r und ly. E s  ergiebt sich nacheinander 

daraus durch Substitution von r =  
1 

und Integration 
9 

u+ - $ s i n 2  y 

r (g r - n%in2y) + = arcsin -- 
r i- (2 r g - b" n g  sin" + rr" g2 

+ c  
oder auch 

Nun ist weiter bei 9 = O r = r, folglich 

Werden diese Werthe in  die Gleichung für s i n ( q 4 - C )  eingesetzt und 
nach r aofgelost, so erhalt man 
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.x Y 
Das Einsetzen von sin * = - 9 cos v = - und r = /xZ+ y 2  i n  diese 

r 

Gleichung, das 0 r d n e n  derselben nach z und y und die Untersuchung 
des Vorzeichens von c2 - 4ab,  wo c ,  a, b die Coefficienten von xy, x", 
y2 in der geordneten Gleichung vorstellen, zeigt, dass diese Bahn unseres 
Knrpers, wie bei der Planetenbewegnng, eine Ellipse, Parabel odcr 
Hyperbel ist, je  nachdem 2rg>b%der  
Fallen, welche wir weiter verfolgen, ist 
Ellipse. 

Wollten wir die Luftlinie für irgend 
haben, so dürfte nur  r = r + h gesetzt , 

'4' f Zr sin2% (27 + h )  gesetzt werden. 

= bB oder < b2 ist. In den  
2 r g >  b2, also die Bahn eine 

eine Erhebung oder Senkung h 
nach + aanfgelotit und  lZ=1i2 

Soll nntersucht werden, wie weit der Korper  gelangt,  bis e r  wieder 
znr Erdoberflache zuriickkehrt, so ha t  man r = r  zu setzen und  nach I/J 

uufzul6sen. AIS aolche +-Wer the  finden sich = O oder das Si des  
,, - (q r  - b2 sin2 y j 2  - b4 sin" cos2 Y 

Ausgangspunktes und cos* - -- -. Lassen wir 
(g r  - $ s i n 2  y)2 + b4 sin2 cosP y 

hier alle Fiille 'zu,  in denen die Bahn eine elliptische is t ,  und setzen 
wir voreus, dass die E r d e  der  Bahn des K o r p e r ~  kein Hinderniss ist, 
so ist aus dcr letztcn Gleichung für q" allein nicht zu entnehmen, wol- 
cher von den stets moglichen zwei Werthen in den vier Quadranten zn 
nehmen ist. Wir suchen zn diesem E n d e  noch aus der Gleichung für  

. ,, 2 b2 sin y cos y ( g  r - basin") r = r ,  stn.il, = --. Es sei nun y spitz, oder (gr - b2 sin2 y ) 2  + b4 sinB Y cosZY 
der Wnrf gehe in die Hühe. Hier  wird sin? positiv, wenn gr - b2 sinZy 
> 0 ,  folglich liegt v" im ersten oder zweiten Quadranten,  und  zwar 
nach dem Werthe fiir cos+" im ersten, wenn (gr - b2 ~ i n l y ) ~  > b4 sin'y C V ~ ~ ,  

und im zweiten, wcnn der entgegcngesctzto Fa11 stattfindet. Hei gr - oBsin2y 
< O  liegt v" im dritten "der vierten Quadranten - Ersteres, wenn 
(gr - ~ Y ~ i n ~ y ) ~ <  b4 .sin2y cosey, Letzteres im andern Falle. W e n n  gr = bPsin2u 
ist, wird sin y"= 0 ,   cos^"= - 1, also I)"y 1 80°, und Anfangs-  und  E n d -  
stelle liegen auf einem Durchmesser der Erde.  Wird y  stumpf genom- 
men oder geht die Wurfweite i n  die Tiefe ,  so tritt  bei gleichen Beding- 
ungen der vierte Quadrant  a n  die Stelle des ersten, der zweite a n  die  
Stelle des dritten, der dritte a n  die des zweiten u n d  der  erste a n  die des 
vierten. y  = O liefert sinver= 0, cos+"= +l oder v"= O ;  y" = 9 0  eben- 
falls T/J"=O oder 360'. Die Wurfweite ist  i n  jedem Fal le  = rv", die  
Hbhe oder Tiefe des geworfenen Korpere für jedes h = r - T .  

Um die Elemente der elliptischen Bahn nahcr zu bestimmen, nehmen 

q'' wir ein nenes System a n ,  indem wir die Polaraxe um - i n  der Rich- 
2 
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'4 ' tung  des .Ji drehen;  xlsdann ist ?Ci =vJ'+ - zu tietzen. Wir  erhalten zu 2 
dern Ende weiter 

@" v" 
sifi v'. ras - f cos '4'. sin - etc., 

2 2 

Q" J i + ; s $ '  - g r - n S s i n 2 y  
cos'- = - 

2 i(9r- n\ in2y)q  b4 sin"  COS^^' 

I n  Bezug auf die lctztcren Werthe ist zu bemerkcn, dass, so lange y 

v" v" spitz is t ,  nach dem Obigen cos- und  sila- von selbst das richtige Vur- 
2 2 

zeichen erhalten, wenn die Wurzel im Nenner  positiv angenommen wird; 
dass aber dann,  wenn y stumpf ist,  die Wurzel das negative Vorzeicheu 
erhalten muss. Diese Werthe in die Gleichung 1) eingesetzt,  geben riach 
gehoriger Reduotion 

r a2 sine y 
r = -- -- - .- 

g r  - cos ~p' / (gr  - b2 ~ i n " ) ~  + b4 sinZY C O S ~ ~  

oder die Polargleichung der Ellipse, wenn der Pol  im Brennpunkte o d ~ r  
hier irn Mittalpunkte der E r d e  lie@. F ü r  den positiven Wurzelwerth 
oder fiir den Wurf in  die H6he geht die positive Polaraxe,  für den nega- 
tiven Wurzelwerth oder für  den Wurf in die Tiefe  die negative Polaraxe 
durch den zwaiten Brennpunkt. Die  grosse Halbaxe der Ellipse wird 

rt+ r" 
durch u = --- 

2 
gefunden, wenn r' und  r" die Radian vectoren für +'=O 

und @"= 180' bestimmen. I n  Uebereinstimrnung mit dern Obigen ist bei 
positivem Wurzelwerth r' die grossere, r" die kleinere Axe ,  oder liept 
der  Mittelpnnkt der Erde  in  dern vorn Scheitel entfernteren Brennpunkte; 
bei negativem Wurzelwertlie findet das Umgekehrte statt. Tri t t  der be- 
sondere Fa11 y = 9 0 °  ein oder ist der Wnrf  anfanglich horizontal, sa 

r a2 
wird r = - - -  und das Centrum liegt in  dem entfernte- 

gr - ( g r  - b e )  rosV' 
ren Brennpunkte,  wenn g r  >O" und im nachstliegcndon, wenn gr<aa.  

n 
Wird noch in dern letxten Fulle g r  = be, g = - 3 so wird r = r oder die 

r 
Bewegiing kreisformig 

î'+ r" - Dem Gesagten zufolge wird a = --- - Es ist demnach 
2 2 g r -  0" 

die grosse Axe der Ellipsenbahn vollstandig von dem Winkel y odrr 
auçh von drui Elevationswinkel unabha~igig,  nutar  dern der Korper binaun- 
geworfen wird, und wird nur  durch die Grosse des II beéitirnuit. - Die - 
anderen Elemente der Bshn erhalten wir, wenn wir 
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setzen und dies8 Gleichung mit 

1' = 
h2 

a - e  cosyi 

in Uehereinstimmung bringen. Es  ergieht sich dann 

Der Werth von b sagt uns,  dass die kleine Axe ein Maximum wird, 
wenn y =90° ist oder der Korper horizontal liinausgeworfen wird, dass 
der Werth der kleinen Axe in den FaIlen y 900 erhalten wird, wenn 
man den Maximalwmth mit siny multiplicirt oder auf eine zur  Schuss- 
richtung senkrechte Linie projicirt, und dass endlich h fiir y und 180"- y 
gleich wird. Irn Gegensatz hiervon wird e ein Minimum für y = 90", 
jedoch auch wieder gleich für y und 180 -y.  Lias y = O oder 180° 
macht n =  e oder führt die Ellipse in  eine Gerade über. Ueberhaupt 
erhalt die Curve für y = 0 und 180  - y  nicht 11108 gleiühe Bestimmungs- 
stucke, sonderu auüir gleiche oder symrnetrische Lage,  aie ist eino und 
die niimliche, wenn die Anfangsgeschwindigkeiten auf verschiedenen 
Seiten des Lothes liegan, oder hcide Bahnen gehtiren den  zum Lothe 
symmetrischen Curven a n ,  wenii das  Gegentheil stattfindet. 

Wie die H6he oder Tiefe des geworfenen Korpers und die Wurf- 
weite bestimmt werden konnen ,  ist  schon oben angegeben. Umgekehrt 
lasst sich für eine gegebene Wnrfweite x ~ "  der  Winkel y finden. Man 

TV 
~ e t z t  zn dem E n d e  diese Wurfweite m = r v", bestimmt driraus 7p"= - 

r 
setzt den Werth in die Gleiühung für  cos^" oder sinq" ein und lost 
nach y anf. Man erhalt hier eine Gleichung vom vierten Grade, in der 
nur noch das Quadrat der U n b ~ k a n n t e n  vorkommt und die sich dahar 
leicht anfl6sen lasst. I n  den gewohnlichen Fallen ist der  spitze Werth 
des Winkels y xu nehmen. E s  ware auch der stumpfe Winkel  am Platze, 
wenn das Ziel tiefer lage als der  Ausgangspunkt, niir müsste streng 
genommen r dem hohern Ansgangspunkte entsprecheo. 

Zur weiteren Bestimmung unserer Wurfbewegung wollen wir nocli 
die Zeit berücksichtigen. E i n e  entsprechende l ~ o r m e l  wird zu diesem 
Zwecke erhalten, wenn wir s u s  den Grundgleichungen der  Centralbewe- 
gnng das ûqt  fortschaffen. Man erhalt dann  
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und  daraus 

al, = --. 
f - 3 ~ ~  sinZy f 2 r " r  -((2gr-n"r2 

Setat man r = il+ gr2  und integi i r t ,  ro bekornmt man 
2 g r  - 0" 

Ferner  ist  bei t = O  r  = l: und daher 

so dass ,  wenn die letzten Gleichungen subtrahirt und die Bogen durch 
den cos znsammengefasst werden, die Gleichnng zum Vorschein kommt: 

Mit Hilfe dieser Gleichung lasst sich zu dem r das zugehorige 1 finden. 

, r u  c o s y  
r"rccos 

gr-a '  
t = - 1  

~ ~ r - ~ " $ . g r - ~ ~ j ' / .  Jgh2 - (2 g ï - u Z )  p2 sine y 

d. h. die Zeit,  welche der  K6rper  steigt,  wenn e r  unter  einem spitxen 
Winke l ,  odcr dio e r  fallt, wenn er unter einem stumpfen Winkel  gewor- 
fen wird. Selhstverstjindlich wird im letzten Fal le  wieder vorausgesetzt, 
dass sich der Korper  ungehindert durch die E r d e  bewegen konne. Ueber 
die Grenze r' hinaus giebt die ohige Formel nicht das richtige 1 ,  weil 

r ' 
a n  der Stelle r'at,  seine Stetigkeit unterbricht u n d  gleich - wird. Es ist 

O 
dies auch daraus ersichtlich, dam, wenn r das zweite Mal gleich r wird, 

t =  gr$ arcros1= rn 2 n sein müsste - ein Resuliit, 
( 2 g r  - n y  (2gr- ~ 7 %  

das der Natur der  Sache nicht angemesscn ist. Um dio ricbtigen 1-Werthe 
für den zweiten Abschnitt der  Rewegung, also z. B. für das Herabkommen 
des Korpers auf die  Erdoberflache zn  erhalten , hat  m a n ,  weil der zweite 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Prof. Dr. BIEHRINGEE. 171 

Theil der Bewegnng dem ersten Theile symmetrisch ist,  diese Zeit 
T =  2i'- t s u  setzen, wo t' die oben bestimmte Zeit des Aufsteigens und 
t der Werth für den Radius vector r im ersten Abschuitt ist. Wird für 
Werthe von r ,  die kleiner als r Sind und his zii r" abnehmen, t nega- 
tiv, so giebt die letzte Fcrmel zugleich auch die T-Werthe in der Folge; 
ausserdern ist im dritten Ahschnitt T =  P t ' + t  zn setzen. Wir wollen 
übrigeris diese Falle nicht rnehr verfolgen, weil nur  die Formeln für 1 

und T =  21'-t diejenigen s ind,  die in Wirklichkeit vorkornmen konnen. 

Zu spateren Resultaten ist es noch nothweudig, die Zeit zu wissen, 
welche der Korper zn einem Umlanf in  seiner Rahn braucheu würde, 
weon seiner Bewegung kein Hinderniss entgegenstande. Oben wurde 
bereits t', d.  h. die Zeit gefnnden, die er vom Ausgangspunkt bis m m  
einen Scheitel braucht. Setzen wir weiter 

iind y = 180- y, so erhalten wir die Zeit i", welche der Korper braucht, 
um bei entgegengesetzt gerichtetem und  sonst gleichen Verhaltnissen 
zu dem andern Scheitel zu gelangen. Endlich mus8 t'+t"= der halben 

Dmlanfszeit sein. Die f- re!Je sinSy + 2gr2r  - (2 gr -O2) 2, welche hier 
negativ zu nehmen ware, weil d l  stets positiv sein mnss, d r  aber für 
diesen Abschuitt einen negativen Werth erhielt , kommt weiter nicht in  
Betraclit, da aie wieder Null wird. Man erhalt n n n  

Beide B6gen sind von Null a n  zn rechnen,  folglich is t ,  wenn der  eine 
=j gesetzt wird ,  der andere =z-/ l  u n d  demnach 

Die ganze Umlaufszeit wird demnach = 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



172 Ueber Curven auf Rotationsflachen. 

also wieder nnahhangig von dem Winkel  y, unter dem der Korper ge- 
worfen wird, nnd mittelbar nur  eine Functinn von D. I n  Berücksichti- 
gung des Umstandes, dasà bei den elliptischen Bewegiingen unter dam 
Einflusse der Gravitation die Umlaiifszeit nur  dnrch ein Element der 

Bahn ,  namlich durch die grosse Axe bedingt wird, hat te  man das letzte 
Resultat u n d  die daran geknüpften Folgerungen auch unmittelbar erhal- 
ten konnen. 

Eine Gleichung zwischen @ und  1 ergiebt sich, wenn man in  die 
obige Gleichung II) zwischen t und r den Wertli r aue 1) einsetzt. Auch 
mit Hilfe des zweiten K e p l e r ' s c h e o  Gesetzes kann  eine solche Gleich- 
ung gofiinden werden. Man erhalt zu dem Ende wieder 

Zur Restimmiing der C o n ~ t a n t e n  r h ~ r i i c k s i c h t i ~ e n  wir, dafifi für einen 

, r2 r  o sin y Umlaufszeit t. =. -- . a/., dano a = und h = 1 folg- 
r  16 2 g r  - o2 i 2 g r  - D' 

lich wird 

Um J r' d iy zu bestimmen, erhiilt man nacheinsnder 

r"4 sin4 y 
r - a%iu y .  cus y .  si11 1 ~ ,  - (y  r  - D%ill2 y) cos v ) ~  11 

O O 

wo in Uebereinstimmung mit dem Vorausgegangenen 

9" 2 oz sin y cos y (gr - b2 s i n Z y )  
T) = *'+ - = v'$ 3 nrcsin - 

2 (gr - b2 ~ i n ' y ) ~  + o4 sin2y C O S ~ Y  

gesetzt wnrde. I n  Bezug auf den letaten Integralausdruck folgt nun, 
r% 

wenn man Zahler und Neiiner mit -? , multiplicirt und die schon 
( 2 g r L -  t + l L  

früher betjtimmten Wertbe von a ,  6 und e einführt: 

b4 sin Q' h sin q~' 
d ~ ' =  h P e  + n h clrclnng 

n - e cos yi')" n - e  c o s v '  a COS q,'- e 

so dass man die Gleichung erhalt 
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III) b 2 e  

b sin -- 
- + nrc tnng  - 

a c o s -  - e  
2 

Das Zusammenfassen der Klammcrnausdrückc führt au keinen einfache- 
ren Ausdrücken. F ü r  das i p  = v'' erhiiit man wieder einen Aiisdruck 
für das schon oben bestimmte 2f', der sich dem früheren durch p a ~ s e n d e  
Substitution als gleich nachweisen lasst. 

Die eben erhaltene Gleichung für t / ~  in Verbindung mit r = r und  
mit Festhaltung der Ebene durch b und  den Mittelpunkt der  Erde  be- 
stimmen zugleich die Centralprojection des geworfenen Korpers auf die 
Erdoberfl5che, also die Bewegung dieser Projection auf dem grvssten 
Kreise, nach dem die zuletzt genannte Ebene die Erdoherflache schneidet. 
Eine Anflosung der letztcn Gleichung nach ist nicht ausführbar; an-  
nahernd liesse sich dieselbe erzielen, wenn man die linko Scite in  eine 
Reibe entwickelte, die nach Potenzen von + fortschritte und niir die 
Anfangsglieder berücksichtigte, wozn man i n  den gewohnlichen Fal len 
wegen der Kleinheit des Wnberechtigt ist. Ausserdem ist noch ersichtlich, 
dam die obigen Ilesultate im Allgemeinen ihre Giltigkeit behalten, wenn 
die Erde irgend eine Form ha t te ,  sobald sich nur  voranssetzeu l i e s e ,  
dass die Anziehiing, welche sie anf den bewegten Korper  ausiibt, von 
einem bestimmtcn Punkte  ausgeht. 

I n  B ~ z u g  auf die Bewegung selbst lasst sich aus der Symmetrie des 
ganzen Vorgangci in Bezng auf die Scheitel oder Axenlage unmittelbar 
echliessen, dass bei gleichen Winkeln der Radien vectoren mit dieser 
Axe die Geschwindigkeiten des Punktes  anf seiner Bahn u n d  die seiner 
Centralprojection auf die Oberflache der  Kngel einander gleich s ind,  dass 
die ersteren noch gleiche Winkel  mit den Radieu vectoren bilden und  
nur die eine aiifwarts, die  andere abwarts gerichtet ist. Der  P u n k t  
kommt daher mit seiner Aufangsgeschwindigkeit wieder unten an u n d  
bildet in uuigekelirter Eichtung wieder den gleichen Elevationswinkel. 

Dieselben Resultate ergiebt die Formel für die G e s c t i ~ i n d i ~ k e i t  

aie zeigt zugleich noch, dass d i ~ ~ e  Geschwindigkeit beim Aufsteigen ab- 

nimrnt, bei r = r'= a = CI 1" ein Minimum, nkrnlich = (w 
2gr - o" 

wird und dann wiedar znnimmt. 
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Bei der Kukel is t  die Geschwindigkeit der Centralprojection =rapt  
r2 sin y --. - Aue der  Gleicbung f'olgt, dass auch diese Geschwindigkeit 

bei r = r am grossten nnd gleich B s iny  is t ,  dass sie von da  an abnimmt, 
bei r =  r' ihren kleinsten Werth erreicht und daun wieder bis D siny 

zuriirnrnt, dass sie endlich hei demselben r immer die riiirnliche int. 

Kr. 32. Als letzte Anweiidung sol1 die in Nr. 31 bestimmte Wurf- 
bewegung unter  dem Eiriflusse der Umdrehung der  E r d e ,  jedoch mit 

Weglassung des Lnf'widerstandes ins Auge gefasst werderi. Wir  w d e n  
hierbei auch die Resnltate der Nr. 17-24 beniitzan. Die Erde werde 
zunachst kugelformig angenommen und das Coordinatensystem wieder so 
gewahlt,  d a s s  die Aequatorehene die x y - E b e n e  und die Erdaxe die 
z -  Axe sei; anch die anderen Bestimmungsstücke werden dern Voraus- 

gegangenen gemass angenommen. Zunacbst sol1 das Verhalten der Cen- 
tralprojection des bewegtan Punktes auf der  Erdoberflache verfolgt wer- 

- 

den ,  wenn auf diese im Verlaufe ihres oben bestimrnten Fortschreitens 
selbststiindig die Umdrehung der E r d e  wirkt. 

F ü r  den Winkel 0 der Ebene unserer Ellipsenbahn mit dem Aequator 
crhalten wir, wie in Nr. 19, cos0  = cosp'.  c o s a ,  wo p' die geograpbische 
Rreite des Anfigangspunktes und rr den W i n k ~ l  der Projection der An- 
faugsgeschwindigkeit i~ auf die Erdoherflache mit dem nach Osten ge- 
richteten Parallelkreis des Ausgangspunkter vorstellt. - Die geogra- 
phische Breite ,8 unserer Centralprojection ist von der  Umdrehnrig der 
E r d e  unabhiingig und wird narnentlich durch das Verhalten des in 
Nr. 31 hestimmt. Es findet sich auf  Grurid der  Nr. 19 bei Einführung 

sin /3 = sin ( e h  + v') . sin 6 .  

Hierhei wird durch v' der Winkel bezeichnet, den der  Radius vector der 
Anfangslage unseres Punktes  mit der  aufsteigenden Enutenliuie unserer 
Bahnebene in der  Aequatorebene bildet. Q' selbst kann au5 sin!' 
=. s inv ' . s ine  geflinden werden. Sol1 bestimmt werden, so ergiebt sich 
aus der vorleteten Gleichung 

1) z = r s i n ( + + + ' ) . s i n 6 .  

Als zweite Gleichung der Curve tritt  hirizu 

2) = rZ - z*. 

Um die dritte Gleichung oder die fiir <p zu erhalten, beachten wir, dass 
gemaes der Nr. 20 

m = rrn d t + nrclafig [ k n g  <Y. cos 81 , 

is t ,  u n d  daher  mit Beiziehung der letzten Resnl tate  wird 
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O + arctang [tang yi .cos p'. cos cr]. 
Wird die Grenze des Integrals bis zu t =  2t' der Nr. 31 ausgedehnt 

und derne~tsprechend ~cliliesslich li, = yi" derselben Nummer gesetzt, so 
ertalt man die Gleichungen bis zur Wiederkunft des in  die Hohe ge- 
worfenen Korpers auf die Erdoberflache und zugleich Werthe von rp, 

welche nicht blos für die Projection, sondern auch für den  Korper selbst 
gelteri. Durçh das erste Glied der rechteu Seite der  letzten Gleichnng 
wird der Einfluss der Umdrehung der  Erde  bestimmt. Welche Elimina- 
tionen auszuführen sind, um und i fortzuschaffen, ist leicht zu ersehen. 

Einer nnmittelbaren Entwickelung des Integrals steht der  Umstand 
entgegen, dass Gleichnng I I I )  der Nr. 31 nicht nach v aufgelost ist. 
Man konnte n u n ,  wie an jener Stelle schon angedeutet wurde,  die linke 
Seite in eine iixch Potenzen von 'iI' fortschreitende Reihe entwickeln und 
für die Falle der Anwendung,  i n  welchen q klein i s t ,  blos einzelne 
Anfangeglieder berücksichtigen, die so erhaltene Gleichung nach T/I auf- 
losen und den Werth i n  die Gleichung für cp einsetzen. Würde  nur  die 
erste Potenz von @ genommeu und diese Substitution ausgeführt, so 
erhielte man ein ln tegra l ,  für welches die Reihenentwickelung der Nr. 20 
mit den entsprechenden Atnderungen der  Coefficienten Giltigkeit hatte. 
Ein anderer Ausweg bietet sich dadnrch dar, dass man das Integral nach 
t in ein anderes nach verwandolt. Man erhalt dann 

t 711 

1 a % d l .  
i l  - s i n y q  + q') sin2 6 1 - sinZ jq + q') sin2 6 

O O 
Der Werth von k a n n  entweder aus III) hergeholt werden oder ein- 
facher ans r2 a qt = T b  sin y und  der  Glcichung 1). Demzufolgc geht das 
letzte Integral üher i n  

dV 
sin3yJr ---- 1 

rg-!J%in y cosy s in@-  (gr- !J2sin")  cos^)^ -szn2(+++') sin26 

d. h. in  ein Integral ,  das  wieder n u r  dnrch eine Reihenentwickelung 
weiter verfolgt werden kann. 

Die angedeuteten Entwickelungen als  gegeben vorausgesetzt, würde 
man bei Verfolgung des Vorganges am hesten von den v - W e r t h e n  ans- 
gehen, hierzu leicht z ,  e ,  ans Gleichung I I I )  1 und  endlich auch 9 be- 
stimmen konnen. F ü r  v'' und 21' erhalt man die Werthe,  welche sich, 
wie schon erwxhnt wurde,  auch auf den ursprünglichen P n n k t  beziehen. 
Weitere Bestimmungen werden analog den friiher betrachteten Fallen in  
Nr. 23 getroffen; die dort erhaltenen Resnltate konnen zum Theil  unmit- 
telbar h i e r h ~ r  übertragen werden. 
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Von den  besonderen Fallen in Nr. 21 und 22, wo cr = O  oder 90° 
k t ,  d. h. die anfangliche Bewegung in der Richtung des Parallelkreises 
oder Meridians stattfindet, sol1 nur  in Bezug anf den zweiten Fa11 Einiges 
angegeben werden. n i e r  wird 

z O = - ,  ,3'=,p1 
2 

z = r sin (71 + P r )  
n n d  das Integral 

d .iC, 

Letzteres kann  wahrscheinlich in geschlo~sener  Forrn angegeben werden. 
Endlich konnen auch noch die Verallgerneirierungen der  Nr. 24 vor- 
genommen werden und kann man unter den schon angedcutct.cn Bescbrh. 
kungen die' Kiigelgestalt der Erde  verlassen; es ist xu dem Ende nnr 
statt  der  dortigen Gleichung für  i, die der Nr. 31 zu setzen. 

Wollte man nicht das Verhalten der ursprünglicheu Centralprojection 
des Punktes  verfolgen, sondern das des letzteren selbst, so konnte man, 

weil die durch die Erddrehung bewirkte Ablenkung in der Richtung der 
Parallelkreise fiir den P u n k t  im Raurne und für seine urspriingliche Cen- 
tralprojection in der Anwendung fast gleich bleibt, wie folgt verfahren. 
Zunachst bestimme man 1. die Wurflinie der Nr.  31, 2. ihre Central- 
projection und 3. die Ablenkungscurve, welche selbststandig zn letzterer 
gehort,  kura die obige Curve; nehme dann irgend einen d-Wer th  an, 
bestimme den zugehorigen P u n k t  der ersteu Curve, sein r iind seine 
Centralprojection auf der zweiten Curve, gehe hierauf von dieser Pro- 
jection aus auF dem zugeliorigen Parallelkreise bis zur  dritten Curve fort 
und  ziehe endlich durch den zuletzt erhaltenen P u u k t  eine Parallele zu 
r und mache sie = r-r. Der  so erhaltene P u n k t  ist der verlangte. 
Die Gleichung III) in NT. 31 giebt dazu auch da8 t. Ohwohl dieat! HP-  
stimmungsart der Rahn irn R.aume nur  eine annahernde is t ,  H O  dürfte 
sich der geringen Abwcichung, der Anschaulichkeit und der vollen 

Strenge für den Mornent des Aufschlagens halber keine andere für d ie  
Anweudung besser eignen, als die gegebene. 

Eine Formel für die Curve - i m  Raume würde sich ergehen, wenn 
wir uns  durch die ursprüngliche elliptische Bahn nm die Erdaxe e i n ~  
Rotationeflache brschriebcn denken und auf dieser den Vorgang verfolgen. 
D i e ~ e  Vorauesetziing scheint aus dem Grunde innerhalh enger Grenzen 
statthaft zn  sein,  weil die Gravitat,ion die Entfernung r des fliehenden 
Korpers von Moment zu Moment festzuhalten sucht und dadurch allmalig 
eiue parallele Verschiehung der  ursprünglichen Rotationsgeschwindigkeit 
stattfindet. Auf diese Weise ergiebt sich uach den früheren Entwicke- 
lungen und  wenn wir mit den 2-Werth der  gesuehten Curve bezeichnen: 

1) k = r sin (Q + +') . sin 6. 
Das  r ist hierhei der Werth aus  1) der Nr. 31. Die Gleichung der Ro- 
tationsflache wird nnter derselben V o r a u s s e t ~ u n ~  
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Endlich wird für die drittc Gleichung w = 
'" ( l), also 24.60.60 f - 

t 

+ arciang [tang T$. cos rz . c o s p ' ] .  

Dass die Bemerkungen, welche a n  die Gleichungen der  ersten Ablen- 
kung~cnrve diesor Niimmer geknüpft wurden , mit geringen Aenderungen 
anch auf die jetzigen Gleichungen angewendet werden k o n u e n ,  bedarf 
keiner weiteren Voranssetzungen. Wird  in don erhalteneu Rrsultaten, 
und zwar nach der Integration, r = r gesetzt,  sa erhalt man die Pro-  
jection der Curve auf die Erdoberflache. 

A n  m e r  k u  n g. Zu den sçhon in Betracht gezogenen Einflüssen 
konnte sowohl in  dieser Nummer, als i n  Nr. 20- 22 noch die scheinbare 
Drehung der ursprünglichen Bewegungsebene hinzugenomuien werden. 

t 

Hier ware ru nicht constant,  sondern = 
2 n  

( J i n B d , u f ) ,  wu of 
24 .60 .60  

O 
den Werth für die Ausgangsstelle P' vorstellt. Die  anderen Gleichiirigen 
c o s 6  = C O S / ' ~ . ~ O S ~  und s i n f i  = sin (q+ q') .sin 9, sowie die Gleichung für rp 
werden bleiben konnen. Da übrigens f i  in  der Gleichung für <y niclit 
bekannt ist ,  so ist mit der  angedeuteten Integration wenig gedient. E s  
erübrigt deeihalb, ans den drei angedi r iebenen  Gleichungen für p l  0 
und cy zunachst eine Gleichung zur Bestimmung einer dieser Grossen 
herzuleiten. Mag man jedoch irgend eine dieser Griissen zu der Ope- 
ration ausersehen , so wird man 'stets e u  Difforontialglcichungen gcführt, 
die eine Integration nicht wohl zulassen, indem aie ausser der Ableitung 
nach t nicht blos das 1 selbst, sondern auch noch trigonometrische F u n c -  
tinnen der gesuchten Grosse enthalten. Abgesehen davon,  dass das Vor- 
bandensein dieses Einflusses bei iinserer freien Bewegung nicht zweifellos 
ist, Iasst sich noch mit Hilfe der in Nr. 23 erhaltenen Nalierungsresultate 
leicht darthun, dass in den Fallen der Anwendung für constaute Werthe 

t 

von sinp, für welche s inp.f  > sinp d t  is t ,  der  mogliche Einfluss dieser J - 
O 

Erscheinnng zn sehr zurücktritt ,  nm dia frührer bestimmta Ablenkung in 
beachtenswerther Weise andern zn konnen. Hierdurch ist dann auch 
dargethan, dass diese Aenderung bei den der Wirklichkeit entsprechen- 
den Fallen der Nr. 32 ebenfalls ausser Acht gelassen werden kann. 

- 

ZeibcMft f .  Methematik n. Physik XXYLII. 3. 
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Kleinere Mittheilungen. 

XIII .  Bemerknng zn Art. XXIV und  X X V  der  ,,Kleineren Mit- 
thei lnngenu in dieser Zeitschrift, 27. Jahrg .  S. 380. 

Her r  S c  h l  O m i l  c h  theilt a.  a. O. ,, zwei projectivische Satze" mit, 
die, wie e r  hinzufiigt, neu sein dürften und s ine weitere Untersuchnng 
verdienen. Der  Beweis, dieser Satze,  welchen i n  dem darauf folgenden 
Artikel Herr  A. S a c h s  e giebt , beruht auf metrischen Relationen zwischen 
Strecken u n d  kann leicht ersetzt werden dnrch eine allein der nnmittel- 
baren Anschauung entnommcne Betrachtung, di<: mgleich dio ganze 
raumliche Figur  in ihrer Vallstandigkeit erkennen lasst u n d  dieselbe als 
ideritisch nachweiiit mit der  bekannten raumlichen F ignr  von drei ,,in 
desmischer Lage 'L  befindlichen Tetraëderu,  von denen j e  zwei auf vier- 
fache W e i ~ e  gleichzaitig perspectiv liegen und  zu den vier Perspectivi- 
tatsceritren die Ecken des dritten Tetraëders liaben. Auf diese inter- 
essante r h m l i c h e  Figur, welche sich bei mehreren ganz versctiedenen 
geometrischen Untersuchungen darbietet,  hat  zuerst Her r  C y p ar issos 
S t e p h a n  o s aufnierksam gernacht (Sur leu systèmes desrniques de trois 
tetraédres par  M. Cyparissos Stephanos, Bullet i~l  des Sciences mathkma- 
t iques,  2me sCrie t. III, 1879). Ich will zuerst die  Identitat dieser Figur 
mit den  von Herrn S c  h 16 m i l  c h  aufigesprochenen Siitzen nachweisen 
und  sodann auf einige geometrische Untersuchungen hinweisen, bei wel- 
chen die Figur  auftritt. 

Man nehma in einer Ebene  E ein vollstandiges Viereck 8 23 &Dl von 
welchom zwci Diagonalpunkte : 

(MB,&D) = a ,  (%&,5%3)='6 
seien,  und lege durch die Gerade 1 ab1 eine beliebige Ebene E'. Von 
irgend einem P u n k t e  O des Raumes projicire man das Viereck SIB&3 
auf die Ebene e', so dass man in derselben die vier Punkte erhalt: 

(D g, e') = a', (0 23, E ' )  = B', (0 &, E') = Q', (9 9, E') = JI', 
dann  werden, weil O % D r  in  einer Geraden,  02323' in einer Geraden 
u n d  %Ba in einer Geraden liegen, die Punkte :  

DM'U'B n'a 
i n  einer Ebene  liegen, und  die drei Ehenen:  

[ ' B a ]  [%Bab]=~ ,  [%'B'ab]=~' 
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Kleinere Mittheilungen. 179 
. - ? ~*.--,.-----,.-..--" ,.*. , ~. . , --- --  

werden eich in einern P u n k t e  schneiden, durch welchen offenbar die drei 
Schnittlinien j e  zweier derselben hindurchgehen müssen; diese sind aber, 
wie wir sehen, l % B I l  ~ % ' ~ ' ~ ,  ] a b / ,  

und da der Schnittpunkt (9IB;a'b) = a ist,  so muss 1'21'23'1 durch a gehen. 
In  gleicher Weise erkennen wir, weil die drei Ebenen:  

[ D 6 B 6 ' D 3 ) ' a ] ,  [ 6 r 3 ) a b ] = ~ ,  [6'D'a.U]={ 
sicb in einern Punkte  schueiden, durch welchen die Schnittlinien je 
zweier derselben hindurchgehen müssen, dass 

I Q D I ,  IQ'lb'l, / a b /  
durch ciiien Punkt  laufen müssen; und diescr wird obc~ifulls a sein, weil 
( Q Q  ab) = a ist;  rnithin geht auch 1 6'D'l durch den Punkt  a ,  und wir 
haben also vier Gerade: 

IZBI, 16Sll 1%'23'1, 16'D'I 
dnrcb den P u n k t  a. 

In  gleicher Weise sehen wir ferner, dass die  vier Geraden:  

I%QI, 1 %  1%'&'1, (Br53)'1 
durch den P u n k t  b laufen. 

Da nun /%BI und (B'.;DfI durch a gehen,  also die vier Punkte  8, 
B, a', a' in  cinor Ebcno licgen, da  zweitens I%&I und  )B'Df( durch 
b gehen, also die vier Pi inkte  diirch %, Q, Br, D' in einer Ebene  liegen 
und endlich auch 0 ,  23, &, 8, Q' in  einer Ebene liegen, weil sich 0, B, 8' 
auf einer Geraden und D, 8, 0' auf einer Geraden befinden, so werden 

d ie  drei Ebenen [aBfJ'D'], [5&(JB'Dr], [BEB'Q'] 

sich in einem Punkte schneiden, durch welchen die drei Schnittlinien je  
zweier von ihnen gehen,  d. h. die  drei Geraden:  

I f ,  , (623'1 
rnüssen durch einen P u n k t  laufen. 

In  gleicher Weise erkennen wir, dass die drei Ebenen:  
[jzr'UO.b], [%'Q'BD], [B'Q'BCS] 

yich in einem Punkte  schneiden, durch welchen die drei Schnittlinien je  
zaeier derselben hindurchgehen , d. h. die drei Geraden : 

a ) ,  IBf(Jll 16'B/, 
folglich gehen alle vier Geraden: 

D g ,  , 1BQ'I, (B'QI 
diirch denselbcn P u n k t  '$3. (Dies ist der S c  h l o  m i lch 'sche Satz.) 

Es ergiebt sich aber zugleich, weil die beiden Ebenen 
[OXjzr'DD'] und [ O B B ' & Q r ]  

sicli in einer Geraden sclineidan, und  einerseits die P u n k t e  !II868 in 
einer Ebene e liegen, dass auch der Schnittpunkt (SIS, B Q )  und ,  weil 
andererseits %'523'Q1a)' in einer Ebene  E' liegen, dass auch der Schnittpnnkt 
(%'El', Br&')  in der Schnittlinie der vorigen bsiden Ebenen liegen mnss. 
Diese Sclinittliuie ist iiiçhts Anderes, als die Linie 1~ '$3 1, denn S O W O ~ ~  

12* 
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L) liegt in  beiden Ebenen gleichzeitig, als auch der  Punkt  q, in wel- 
chem sich 

U t l  ' D l  6 ,  123'61 
begegnen; folglich liegen die vier Punkta:  

O, !$, ( Z D , B 6 ) ,  (%'Dr1B'6') 
auf einer und derselben Ceraden. 

Der Punkt  (an, BE) ist der dritte Diagonalpunkt des vollstiindigen 
Gerecks  5)lBGD; hieraus folgt die Richtigkeit der Bemerkung von H e m  
S c h l o m i l c h ,  dass ,  wenn wir die Ebene  E mit dem Viereck 2IB6S) 
fcsthaltcn iind auch den Projectionspunkt C ungeandert  lassen, die Ebene 
É aber um ( a b  1 drehen,  der P u n k t  eine Gcrade durchlauft, die Vcr- 
bindungslinie von O mit dem Schnittpunkte (PIS), BQ), wozo noch hinzu- 
kornrnt, dass auch der verkinderliche Schnittpunkt (%'a', 8'6 ' )  auf der- 
selhen Geraden sich bewegt. 

Die ganze Figur  tritt  in ihrer Vollstandigkeit besser hervor, wenn 
wir das Kesiiltat der vorigen Betrachtung so 

E s  treffen s ich ,  wie wir gesehen haben,  

( Y I @ ( ,  G D !  ' B  10'D11 
6 1 ,  ~ B X I ~ ,  IU'CX'I, IB'B'I 
IXD'I,  I B 6 ' 1 ,  l%'Bl, I B ' G I  
' B r ,  6 6 ,  IBDa'I 

Dies lafifit sich an aussprechen: 
D i e  b e i d e n  T e t r a ë d e r :  

%BP&'iS) und  SI'% 6 D' 
l i e g e n  g l e i c h z e i t i g  a u f  v i e r  v e r s c h i e d e n e  A r t e n  p e r s p e c t i v ,  
u n d  d i e  v i e r  P e r s p e c t i v i t a t s c e n t r a  s i n d  d i e  P n n k t e  

indem sich 

treffen. D i e  v i e r  P e r s p e c t i v i t a t s c e n t r a  b i l d e n  s e l b s t  e i n  d r i t t ee  
T e t r a ë d e r ,  w e l c h e s  m i t  j e d e m  d e r  b e i d e n  e r s t e n  T e t r s ë d e r  
d i e s e l b e  E i g e n s c h a f t  g e m e i n  L a t ,  a u f  v i e r f a c h e  W e i s e  p e r  
s p e ü t i v  z u  l i e g e n ,  s o  d a s s  d i e  v i e r  P e r s p e c t i v i t a t s c o n t r a  d i e  
E c k s n  d e s  j e d e s m a l i g e n  d r i t t e n  T c t r a ë d e r s  s i n d .  

Denn der unmittclbare Anblick des v o r i g ~ n  Resultates ergiebt, dsss sich 

1 '  I B a  l ,  IGb 1 ,  IFS)'FPJ i n  %, 
1 ' a  1 ,  I%S>/,  16731, 1D'b  1 in  B., 
' 1 ,  ( B Q / ,  ICXDI, /D'a  1 in  a ' ,  
' 1 ,  l B 6  1 ,  I Q a  1 ,  \D'Dl i n  iS) 

treffen, und endlich auch,  dass sich 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



\ % D l l  1 B'al ,  IE'b 1, in  X', 
1 % a  1 ,  IB'DI, 16'91, l in  B I  
I U b  1 ,  I B ' V I ,  16 '01,  I D a  1 in 6, 
1 SrV 1 ,  1 B ' b l ,  I6 ' a  1, IDDI in D' 

treffcn. 
Die drci Tetraëder haben also i n  der Thüt  die angcgcbcne Lage, 

welche man als ,, desmische" bezeichnet. Her r  C. S t e p  h ct-n o s bernerkt 
a. a. O . ,  dam ein solches System von drei Tetraëdern drei Flachen vier- 
ter Ordnung bildet , welche einem Büschel angehoren, und  dass dieselben 
in der Geometrie des Raumes dieselbe Rolle spielen, wie die vier Drei- 
ecke, welche einem Büschel von Curven dritter Ordnung angehocen, in 
der Geornetrie der Ebene. Auf die vierfach-perspective Lage von zwei 
Tetraëdern hat schon C r  e m  o n a  in der Abhandlung: Teoremi stereo- 
metrici, dai quali si  doducono le  proprieta dell'esagramrno di Pascal no. 33 
(R. Acad. dei Lincei,  Mem. della c l a ~ s e  di Scienze  fi^. , math. e natur., 
1877) hingewiesen. E ine  Reschreibung zweier solcher T e t r a d e r  habe 
ich bei Gelegenheit der Naturforscher-Versammlung in Baden-Baden 
(September 1879) gegeben (Tageblatt  der  52. Versammlung deutscher 
Naturforscher und Aerzte in  Baden-Baden 1879, S. 177: , ,Einige Satze 
über das l ' e t raëde~ . '~ )  

I n  meiner Arbeit: , ,Ueber eine Raumcurve vierter Ordnung und 
erster SpeciesdL (Journal  für reine und  angewandte Mathematik von 
L. K r o n e c k e r  und K. W e i e r s t r a s s ,  Bd .  93 S. 169) komme ich eben- 
falls auf das Systcm von drei Tetraëdern in desmischer Lage und habe 
dort einige weitere Eigcnschaften dessolben nachgewiesen, deren unmittel- 
bar ersichtliche Herleitung ich hier nicht wiederholen will, namlich: 

N i m m t  m a n  v o n  d e n  d r e i  ~ e t r a ë d e r n  e i n e s  d e s m i s c h e n  
S y s t e m e  e i n  b e l i e b i g e s  h e r a u s  u n d  v o n  e i n e m  z w e i t e n  i r g e n d  
e in  P a a r  G e g e n k a n t e n ,  s o  h e g e g n e t  d a s s e l b e  a l l e m a l  n n r  
e i n e m  P a a r  G e g e n k a n t e n  d e s  e r s t e n  T e t r a ë d e r s ,  l i e g t  d a -  
g e g e n  m i t  j e d e m  d e r  b e i d e n  a n d e r e n  P a a r e  G e g e n k a n t e n  
h y p e r b o l o i d i s c h - h a r m o n i s c h .  V o n  s o l c h e n  d r e i  P a a r e n  v o n  
G e g e n k a n t e n  d e r  d r e i  v o r s c h i e d e n e n  T e t r a ë d e r ,  w e l c h e  s i c h  
b e g e g n e n ,  l i e g e n  a l l e m a l  d r o i  K a n t e n  i n  e i n o r  E b o n e  u n d  d r c i  
t r e f f e n  s i c h  i n  e i n e m  P u n k t e ,  w e l c h e r  i n  d e r  E b e n e  s e l b s t  l i e g t .  

Ferner : 
N i m m t  m a n  v o n  d r e i  T e t r a ë d e r n  e i n e s  d e s m i s c h e n  S y -  

s t e m s  i r g e n d  z w e i  h e r a u s ,  s o  l i e g e n  s i e  a u f  v i e r f a c h e  A r t  
g l e i c h z e i t i g  s o  i m  R a u m e ,  d a s s  d i e  v i e r  S c h n i t t l i n i e n  i h r e r  
S e i t e n f l a c h e n  s i c h  i n  j e  e i n e r  E b e n e  b e f i n d e n ;  d i e s e  v i e r  
E b e n e n  s i n d  d i e  v i e r  S e i t e n f l i i c h e n  d e s  d r i t t e n  T e t r a ë d e r s .  

D i e  z w o l f  T r e f f p u n k t e ,  i n  w e l c h e n  s i c h  d i e  K a n t e n  d e r  
d r e i  T e t r a e d e r  e i n e s  d e s m i s c h e n  S y s t e x n s  b e g e g u e n ,  g r u p -  
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p i r e n  s i c h  z u  j e  d r e i e n  a n f  g e r a d e n  L i n i e n  u n d  s u  s e c h s o n  ale 
d i e  d r e i  P a a r  G e g e n e c k e n  v o l l s t a n d i g e r  V i e r s e i t e  i n  E h e n e n ,  
u n d  z w a r  g i e b t  e s  16 s o l c h e r  G e r a d e n  u n d  J2 s o l c h e r  v o l l -  
s t a n d i g e n  V i e r s e i t e ,  d e r e n  D i a g o n a l e n  d i e  18 K a n t e n  d e r  
d r e i  d e s m i s c h e n  T e t r a ë d e r  s i n d ,  i n d e m  j e d e D i ~ g o n a I e  d o p -  
p e l t  a u f t r i t t .  U. S. W .  

Das  System von drei Tetraëdern in dettmiscber Lage tritt auch bei 
der  Grnppe die 27 Geraden auf der allgemeinen Oberflache drittrr Ord- 
nung  auf ,  was ich einer mündlictien hIittheilung nieines Fre i inde~  und 
früheren Schülers, Herrn F. S c  h u  r  in  Leipzig, verdanke,  namlich: 

D i e  27 G e r a d e n  e i n e r  a l l g e m e i n e n  O b e r f l a c h e  d r i t t e r  
O r d n u n g  l i e g e n  z u  j e  d r e i e u  i n  45 E b e u e n ;  n i m m t  m a n  eine 
d e r s e l b e n ,  6 ,  h e r a u s ,  Y O  e n t h i i l t  s i e  d r e i  G e r a d e ,  d u r ç t i  deren 
j e d e  a u s s e r  d e r  K b e n e  6 s e l b s t  n o c l i  v i e r  a n d e r e  E b e n e n  hin-  
d n r e h g e h e n ,  w e l c h e  G e r a d e n p a a r e  d e r  F l a c h c t  r n t h a l t e n ,  
d e r e n  D n r c h s c h n i t t s p u n k t e  e i n  T e t , r a , ë d e r  b i l d e n .  D i e  a u s  
d e n  d r e i  G e r a d e n  i n  6 d a d u r c h  h e r v o r g e h e n d e n  d r e i  T e t r a ë d e r  
b e f i n d e n  s i c h  i n  d e s m i s c h e r  L a g e .  

Die Richtigkeit dieser Remerkung ist unmittelbar abxulesen aus dem 
,,Nachweis der 27 Geraden auf einer Flaclie dritter O r d ~ i u n g ~ ' ,  welcher 
ich in  C r e l l e - B o r c h a r d t ' s  Journal  Bd. 62 R. 273 gegeben habe. Es 
ergiebt sich hioraus eine Eigenschaft der allgemeinen Flache drittcr Ord- 
n u n g ,  auf die vielleicht noch nicht hingewiesen ist, namlich: 

D i e  27 G e r a d e n  e i n e r  a l l g e m e i n e n  F l a c h e  d r i t t e r  O r d -  
n n n g  b e g e g n e n  s i c h  z u  j e  z w e i e n  i n  135 P u n k t e n  p ;  diasa 
l i e g e n  b e k a n n t l i c h  e u  j e  f ü n f e n  a u f  d e n  27 G e r a d e n ,  b i l d e n  
a b e r  a u s s e r d e m  e i n e  d e r a r t i g e  C o n f i g u r a t i o n  in1 R a u m e ,  dass  
a i e  z n  j e  d r e i e n  a u f  720 n e u e n  G e r a d e n  I l i e g e u  u n d  z n  j e  
s e c h s e n  i n  540 E b e n e n  E s i c h  b e f i n d e n ,  i n  d e r e n  j e d e r  die 
s e c h s  P n n k t e  a u  j e  d r o i e n  a u f  e i n e r  G e r a d e n  1 l i e g e n ,  a l s o  
d i e  v i e r  S e i t e n  e i n e s  v o l l s t a n d i g e n  V i e r s e i t e  b i l d e n .  D u r c h  
j e d e  G e r a d e  1 g e h e n  d r e i  E b e n e n  E ,  d u r c h  j e d e n  P u n k t  p 
g e h e n  24 E b e n e n  E u n d  16 G e r a d e  1. 

Man Lat also: 
in jeder der  540 Ebenen é :  4 Gerade 1,  6 Punkte  p ;  
durch jede der 720 Geraden 2 :  3 Ebenen 6 

und anf jeder  1 :  3 Punkte 4 ;  
durch jeden der 135 Punkte p :  16 Gerade 1, 24 $:benen E .  

B r e s l a u ,  17. J a n u a r  18S3. .  il. S C ~ I R O E T E R ,  
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 XI_---- 

--------/ ". 

XIV. Construction der Tangenten aqnidistanter Cnrven u n d  der  
Tangentialebenen aqnidistanter Flachen. 

(Hierzu Taf. III Fig. 2-9.) 

Die Curven, welche dcfinirt sind als Ort  der Punkte gleicher Ab- 
stande von zwei ehenen Curven (iipuidistarzte Cun:m) und die alfi Ort  
der Punkte gleiclier Abstande von zwei gagehenen Flachen definirten 
Flachen (üquidistante Fliicl~en) wurden unseres Wissens bisher noch nicht 
allgemein untersucht. Im Folgenden bandeln wir von der Construction 
ihrer Tangenten, 'I'angentialeherien und den evmtuel len Consequenzen. 

A. A e q u i d i s t a n t e  C u r v e n .  

1. I n  eiucm Piinkte der aquidistantcn Curvo C zweicr gegebenen 
Curven Cl, C, ist die Tangente zu construiren. 

Ml M2 fieien (Fig. 2) zwei unendlich nahe Pnnkte von Cl Mlml, M 2 m 2  

und i l l1n1,  M2 n, die durch sie gehenden Normalen der Curven C l ,  C, in  
ihren gleichfalls unendlich nahen Punkten ml, m, und n l ,  n 2 ,  wobei also 
Mlml = iV1, n1 und AT2 mm, = M2 11,  ist. ml und n, nenneu wir spater immer 
die entsprechenden Punkte  des Punktee M l .  Ihre Schnittpunkte p und  
v stellen dann die Krümmungsmittelpuukte für ml und nl vor, weshalb 
p ml = Pmy, v n l  = un, .  na, m g ,  n, n ,  sind die Tangenten in denselben 
Punkten und M l M 2  ist die Tangente  der Curve C im Pnnkte  M l .  

Von der Geraden m,m, lasst sich nnr  nachweisen, dafis sie dnrch 
den Schnittpunkt. a der Geraden M1M2 und n l n ,  geht. Wenn wir die 
Fusspunkte der aus Ml, M, anf mlm,,  n l n ,  gefallten Perpendikel mit r l ,  
r ,  und sl , s, bezeichnen und L p m z m l  = a ,  L v n,  n1 = p setzen, so finden 

wir Ml r l  - Ml ml. sin a, Ml s ,  = Ml 7 1 , .  sin p l  woraus fol@, weil Ml ml = nl 
ist, .IM,rl : M l s l  = s i n a  : s i n p  = t und  ebenso M,r2 : llJ2s2 = f ,  daher 
Mlrl  : Mlsl = M,r ,  : N , s 2 .  Bezüglich der Geraden m l m 2  setzen wir voraus, 
dase sie M,M, in einem von a verschiedenen Punkte  u1 schneide. B u s  
den zwei Paaren iihnlicher Dreieüke N , r l  G , ,  M2r2ci1 und  M i s l  a und 
M2 sz ci folgen die Proportionen Ml r, : M,r2  = M ,  G, : M, cr, und Ml sl : M,s, 
= M 1 o :  M 2 c ,  welche im Verein mit der vorbin gefundenen die folgende 
liefern : Ml G ,  : M ,  G ,  = .Ml a : M , u  oder, da JI, G ,  = Ml I.l, + M, ci, n n d  N I  a 

= Ml iFl2 + Mg ci, [(fill fi./, + IV, a,)  - M2 G , ]  : Mka, = [(IV, in, + M, G )  - M ,  G ]  : 
M2ui d. h.: flf261 = MZ(i. Al80 fallen die Punkte  a und <il zusammen 
oder die Tangenten m l m z ,  M I N 2 ,  n,n, schneiden sich i n  einem Punkte. 

Um demnach die Tangente T (Fig. 3) im Pnnkte  M der  aequidifitan- 
ten Curve C von Cl, C, zu bestimmen, haben wir die Tangenten t,, zs 
der letztern in den M entsprechenden Punkten m und  n zu construiren 
und ihreu Schnittpunkt IS mit M zu verbinden. T halbirt den f (r i ,  z,) 

uud O gehort jenem geometrischen Orte  a n ,  aus dessen Punkten sich an 
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die Cnrven Cl, C2 Tangenten von gleicher Lange ziehen lassen. Aus 

dem letzteren Umstande erhalt man eine einfache Construction der aqui- 
distanten Curve zweier Kreise mittelst ihrer Chordale. 

Von der Richtigkeit der obigen Tangentenconstruction überzeugt 
Inan sich auch durcb eine einfache Uaherleguug, wie folgt: Indem nam- 
lich die Curve C a h  durch die Hewegung eines Punktes  entstanden zu  
denken is t ,  der vou Cl und C2 imrner gleich weit entfernt bleibt, bildet 
sie gleichsam eine Mittellinie diefier Curven; es wird dshcr auch die 
Richtung des beweglichen Punktes in irgand einem Moment der Rewegung, 
d. i. die Tangente seines Ortes i n  demselben, eine Mittellinie der Rich- 
tnngen der Curven C,, C, in  den ihm entoprechenden Punkten derselhen, 
d. i. eine Mittellinie der Tangenten in denselben sein rnüssen - mit 
anderen Worten - die Tangente im Punkte  M von C ist die Halbirungs- 
linie des Winkels der Tangenteu der ihm entsprechenden Punkte von 
Cl,  C, und aie geht dahcr durch ihren Schnittpunkt. 

I n  den Schnittpunkten von C; und C2 besitzt die Curve C Doppel- 
punkte ,  iu deneu sic sich orthogonal durchschneidat. 

2. 1st inshesondere C2 eino Gerade (Fig. 4 ) ,  so bat man behnfs Con- 
struction dor Tangente T im Punkte  M der iiquidistanten Curve G von 
C, und  der Geraden L die Tangente  r in  dem Punkte  m der Cl, w d .  

cher hl entspricht,  zu zieben und den Schnittpunkt G derselben mit Li 
mit dem I'unkte in zu verbinden, so ist letztere Verbindungslinie die 
verlangte Tangente;  sie halbirt den L (z, L). Anch die irn Punkte IS zn 
ilir seukrecht stelieride Gerade ist eine Tangente von C und ihr Sclinitt- 
punkt  mit der Normale M m  der  Beriihrnngspunkt. Sonach wird durch 
jede die L in einem Punkte G schneidende Tangente Anlass eu zwei 
durch G gehenden Tangenten von C geboten und wir gelangnn zu dem 
Satza: 

, ,Die aquidistante Ciirve C einer Geraden L und einer Curve C, 
m'Br Classe ist von der Classe Sm."  

1st C, beispielsweise ein Kreis,  also von der  Classe 2 ,  so ist Ç von 
der Classe 4 ,  und in der 'i'hat ist in diesem Fal le  C eine ans zwei Pa. 
rabeln mit gemeinsamer Axe sich zu~ammensetzende Curve vierter Clasrie. 

Bei naherer Betrachtung der Dcppeltangenten, Asymptoten und der 
mit L pamllelen Tangenten von Cl erkennt man bald die Richtigkeit des 
folgenden Satzes: 

, ,Die Zahl der üoppeltangenten und Asymptoten der vorlicgenden 
aquidistantcn Curvo C ist gleich dcr doppeltrn Anzahl dcr Doppcltangen- 
ten und Asymptoten der Curve Cl. I n  der unendlich fernen Geraden 
der  Ebene von Cl und L besitzt C m vereinigte Tangenten ,  deren sammt. 
liche Berührungspunkte in jenem coincidiren, der i n  der Richtung einer 
zu 15 Senkrechteri l iegt; iri  letzterem berühren sich rn Zweige der Curve C." 
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3. Schrumpft C, auf einen P u n k t  P zusammen (Fig. 5 ) ,  so hat  man 
wieder, um die Tangente des Punktes  M zu finden, die Tangente i n  dem 
ihm entsprechenden Punkte  nr von C, zu construiren, sodaun in P auf 
M P  eine Senkrechte z u  errichten und  dcn Schnittpunkt ri dieser beiden 
Geraden mit LW zn  verhinden. 

4. An die in 2 angegebene Constriiction der Tangenten der aqui- 
distanten Curve C einer Geradeu L und einer Curve Cl lassen sich einige 
netrachtungen über die Convexitat nnd Concavitat von C anschliessen. 

1st die Curve y (Fig. 6) gegen die Gerade x concav und schreitet 
der Punkt m auf derselben gegen die rechte Seite von .r fort,  so werden 
die Winkel seiner jeweiligen Tangente  uiit dielier Seite immer kleiner; 
kehrt hingegen yl der x die convexe Seite z u ,  sa werden die Winkel  
der Tangenten des ebenso fortschreitenden Pnnktes  immer grosser. 

Erscheint nun der Theil mlmz von Cl (Fig. 7)  von L aus durchaiis 
convex, sa werden die Winkel  ci der aufeinander folgenden Tangenteu 

mit der rechten Seite der L immer grosser, also f grosser; nachdem aber 
2 

die von L verfichiedenen Schenkel der L E  die Curve C einhüllen, so 
2 

wird diese convex, von L s u s  gesehen, erscheinen. Die Winkel  l S O O - a  
und ihre Halften mit der  linken Seite von L werderi immer kleiner, 
daher die Winkel  ihrer Halbirungslinien mit der  rechten Seite immer 
grosser und der von ihnen nmhüllte zweite Theil von C ist gegen L eben- 
falls convex. 

Wenn der Theil m,m, von Cl (Fig. 8 )  gegen die Gerade L concav 
ist, sa findet man durch ahnliche Sclilussweisen, dass dicjenigen Tangen- 
ten, welche die kleineren Winkel  zwischen L und den Tangenten von 
C, halbiren, einen concaven Thei l  von G einhüllen, wahrend durch die 
Halbirungslinien der grosseren Winkel ein convexer Thei l  von C ein- 
gehüllt wird. 

Die letztgewonnenen Ergebnisse liefern das folgende Criterium: 

, ,Ist  Cl i n  dem, dem P u n k t e  IM entsprechenden Punkte  m von Cl 
gegeu L convex, so ist C im P u n k t e  M gegen L stets convex; menu aber  
C, im Punkte m der Geraden L ihre concave Seite zukehrt,  so ist  C im 
Punkte M nur  dann  concav, wenn seine Tangente T den kleineren 
Winkel, welchen die Gerade L mit der Tangente z des Punktes m bildot, 
halbirt; im entgegongosetzten Fal le  crscheint aie von L aus convex." 

Schwieriger ist die Untersnchnng der Concavitat und Couvexitat in  
dem allgemeinen Fal le  der aquidistanten Curve C von Cl, (=, (Fig. 3) in  
eincm Punkte M,  i n  Bczng auf .c2 a. B.; doch liegt die Vermnthung nahe, 
dam dieselbe von der Concavitat, resp. Convexitat der Curven Cl und  C, 
in den Pnnkten m nnd n in Bezug aiif t, einerseits und  von don Krüm- 
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mnngsradien derselben Punkte andererseits abhangig sein wird, da andere 
Umstënde, welche hierauf Einflnss aussern konnten,  nicht denkbar sind. 

B. A e q u i d i s t a n t e  F l a c h e n .  

1. F ü r  die aquidistante Flache F zweier Flachen F I ,  F, iat eine 
Construction der Tangentialebene in eiuem ihrer Punkte  aufzufiuden. 

Nachdem wir uns die aquidistante Flache P als den Ort  eince Punktes 
zu denken habcn, dcr von F, immer gleiehe normale Ahstaude helialt 
oder st,ets in  der Mitte zwiaclien beiden bleibt, so ist  dieselhe gleichaam 
die Mittel- oder Halbirnngsflache des zwischen den Flachen F I ,  F, ent- 
haltenen Raumes. Das Element der Flache B im P u n k t e  M halbirt also 
den Raum zwischen den Elementeu der Flachen FI und E:, in  den ihm 
auf denselben entsprechenden Punkten  m und n. N u n  iat aber das nach 
alien Richtungen erweiterte Element einer Flache ihre  Tangentialcbene, 
folglich halbirt die Tangentialebene von F im Punkte  M den Raum zwi- 
schen den Taiigentialebenen von FI und F, in  m u n d  n ,  d. h. den von 

ihnen gebildeten Flachenwinkel,  und geht daher durch ihre Schnittgerade. 

Zur Bestimmung der Tangentialebene T e  von F i n  einem Punkte dl 
sind daher die Tangentialebenen zIC und  rze von F I ,  P2 in den demselben 
entsprechenden Punkten  m ,  n z u  suchen und  ihre Schnittlinie Z mit M 
durch eine Ebene  zu verbinden, 

E i n  Beweis für dieae Construction, ahnlich dem für  das in A ,  1 
behandelte analoge Problem, kann  hier nicht gegeben werden, aus dem 
einfxchen Grunde,  weil. die Normalen einer Flache in zwci benachharten 
Pnnkten  sich nur  i n  ganz besonderen FaIlen schnaiden, namlich wenn 
sie auf einer Krümmungslinie liegen, und  um sa  weniger werden sich 
daher die Normalen in drei Nachbarpunkten begegnen konnen. Wohl 
Iaast sich aber  für den speciellen Fa l l ,  al8 F I ,  PS Kugelflachen aind, ein 
solcher Beweis herstellen. 

I n  der  Durchschnittscurve von FI und Fz besitzt die Flache Pjedes- 
mal einen orthogonalen Selbstdurclischnitt. 

2. Setzen wir F, als eine Ebene E voraus, so is t ,  wenn die Tan- 
gentialebene eines Pnnktes  IV von F construirt werden soll,  zuvor die 
Tangentialebene des ihm entsprechenden Punktes  m der Flache FI an 
suchen und ihre Schnittlinie C mit E l  mit M durch eine Ebene s n  ver- 
binden. Dio znr  lçtzteren senkreehte Ebene ,  welche die Gerade B ent- 
ha l t ,  ist gleichfalls eine Tangentialebene von I;: ihr Schuittpunkt mit der 
Normale des Pnnktes m der Berührungspunkt. Durch jede Tangential- 
ebene der 4 werden zwei sich i n  ihrer Schnittlinie B mit E schneidende 
Tangentialebenen der Flache F veranlasst. Letztere Flache ist die En- 
veloppe der Ehenen ,  welche die Winkel  aller Tangentialehenen von F, 
mit der Ebene E halbiren. 
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4. Kun moge FI wieder eine beliebige Flache vorstellen, wahrend 
sich P2 auf einen P u n k t  P reducirt hatte. M sei eiii P u n k t  ihrer aqui- 
distanten Flache P. 

I n  diesem Falle wird sich die Tangentialebene des Punktes  ill ergeben, 
wenn wir zunachst die Tangentialebene des ihm entsprechenden Punktes 
m auf FI suchen, im Punkte  P auf M P  eine senkrechte Ebene  errichten 
und die Schnittgerade 2 beider Ehenen  bestimmen. Die Verbinduogs- 
ebene (L, M )  ist die gesuchte Tangentialebene. 

B r ü n n .  CAKL SCHIREK, ~i tnd .  prof. 

XV. Ueber d e n  Reye'echen Axencomplex. * 
Diejenigen Geraden,  deren conjugirte Polareu mit Bezug auf eaei 

Flacben zweiten Grades sich schneiden, bilden im allgemeinen Falle 
einen tetraedralen Complex. Wenn dio eine dietier Flachen in den nn- 
endlich fernen imaginaren Kugelkreis degenerirt, so ist der Camplex die 
Gesammtheit der Geraden,  die a u €  ihren Polaren bezüglich der andern 
Flache senkrecht stehen. F ü r  eine Flache mit Mittelpunkt bleibt der 
Complex ein tetraedraler, bei parabolischen Flachen tritt  ein anderer 
Complex auf. 

1. Zwei Flachen zweiten Grades FI, F,, bezogen auf ihr gemein- 
sametl P o l ~ r q u a d r u p e i  als Fundamentaltetraeder, m6gen in Punktcoordi- 
naten dargestellt sein durch 

1) 2fli xi2 = O ,  I; hi xi2 = O .  
Eine  Raumgerade p mit d e n  Coordinaten p i k  = xiyk - xkyi hat mit BB- 
zug aiif FI, F, zwei Po la ren  p', mit den Coordinateu p'ik = qa ,p lmr  
p'ik = bl b , p l ,  ( i l  k ,  1 ,  m = 1, 2 ,  3, 4). Diese Polaren schneiden sicb, 
wenn zp'ik pl',rn = O , d. h. wenn 

2) ( a , f l 2 ~ 3 b 4 + ~ 3 a 4 b 1 b , ~ ~ l , ~ , , + ( ~ , ~ , b , b , + f l 4 a , ~ ~ b y ) ~ , 3 ~ 4 2 + ' = O l  

welche Gleichung die d e s  genannten tetraedralen Complexes ist. Be- 
kanntlich treffen alle Cornplexstrahlen die Ebenen xi= 0 des Fundameu- 
taltetraeders in  j e  vier P u n k t e n  Si von constantem Doppelverhaltnisse. 
D e r  Werth desselbon ist 

dieses Doppelverhaltniss is t  zugleich dasjenige der  vier Ebenen ails P 
nach den  Ecken des Fundamentaltetraeders. 

Zwei Flacheu Z ( a i  + A bi)x? = O ,  Z(ai  + y bi)x: = 0 des Büschels 

FI, Pp ergeben denselben Cornplex, wie sich ans 3) sofort ergiebt. Ebeuso 

* Vergl. Herrn Reye ' s  G e o m e t r i e  d e r  L a g e ,  II, 1. Auflage 1868 und 
2. Auflage 1882. 
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darf man FI, Fg ersetzen durch irgend zwei Flachan,  w ~ l c h e  mit den 
gcgebenen die gemeinsame umschriebene Developpable haben. 

Mit der bestimmten Flache F, hilden ma andere Flachen denselben 
Camplex. 1st derselba namlich zuniichst bestimmt durch FI, F2, so er- 
setze man F p  durch FI+ AF2. Und ebenso kann man letztere Flache ersetzen 
durch jede der m' Fltichen der  durch F, iind F, + 1 F2 bestimmten Schaar. 
Somit gehoren zu FI im Ganzen me Flachen,  welche man auch auf dualem 
Wege findet. Sie bilden ebensowohl oo' Büschel, deren Gruudcurven 
auf Pl liegen, als ajl Schaaren, deren genieiusarne Developpabeln Pl um- 
schriaben sind. 

Uas Coordin~tentetraeder ist Polarquadrupcl für ao3 Flachen zweiten 
Grades und zngleich Fundamentaltetraeder für aol tetraedrale Complexe. 
Diese m3 Flachen gruppiren sich auf  cd Arten i n  j e  ao5 Paare ,  welche 
je denselben Complex ergeben. 

Bezeichnet man irgend eines der  c o s  Paare  mit FI, F,, GO gehoren 
oline Zweifel a l l e  T a n g e n t e n  d e r  S c h n i t t c n r v e  und  a l l e  E r z e u -  
g e n d e n  d e r  g e m e i n s a m e n  D e v e l o p p a h e l n  von E',, F, dern Com- 
p l ~ x e  a n ,  weil ihre Polaren bezüglich beider Flacheu sich stets schneiden. 

2. Die eine der  gegebenen Fliichen sei nunmahr ausgeartet i n  den 
imaginaren Kugelkreis,  die anderc,  F, sei aine Flache mit Mittelpnnkt 

Eine Gerade p sei die Verbindnngslinie der Punkte  x ,  y, z; x', y', z', so 
hat man für die lCichtungscosinus derselben 

plz : pIs : p , ,  =; (2'- 2) : (y'- y) : (2'- Z )  = COS a : c o s @  : cos y;  

für die conjngirte von p mit Bezug auf die Flache 4) ha t  man 
I I 

pTl2 : p 13 : p = a2pS4 : h2pd2 : cPpZ3 = COS ri': COS Br: COS y'. 

Hierans ergiebt sich a h  Bedingong der normalen Lage der beiden Con- 
jq i r ten ,  bezüglich als Complexgleichnng 

5, a 2 ~ 1 2  P S ,  + b2 P I ,  ~ 4 2  '"14 ~ 2 3  = 
Dafi Fundarnentaltetraeder besteht jetzt aus den drei Symmetrieebeoen 

von F (x = O ,  y = O ,  z = O )  zusammen mit der unendlicli fernen Ebene. 
Sind X,  Y, Z die Scliriittpunkte einer Complexgeraden p mit den Sym- 
metrieebeuen, so sind die dnrch diese drei P u n k t e  bedingten Theilver- 
haltnisse constant und awar ist 

XZ a"c2 6) d = - = -  oder X Y : X Z :  Y Z - ( a e - b 2 ) : ( a e - c 2 ) : ( b s - c e ) ;  
Y ne-b" 

fiir jeden Strahl des Axencomplexes verbalten ~ i c h  somit die Abschnitte 
XY,  XZ, Y Z ,  zwischen den Symmetrieebenen, zn einander wie die Qna- 
drate der Excentricitaten der Hanptschnitte (in z = O ,  y = O ,  x = 0) der 
gegebenen Flache. 
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D i e  Punkte  X, J', Z sind acquidistant,  wcnn d =  - 1 ,  b, 2 (z. B. 
wenn b Z + c 2  = 2 2 ) .  F ü r  eine Rotationsflache zerfallt der Complex in 
zwei specielle lineare, deren Directricen die Rotationsaxe und deren 
Conjugirte für den imaginaren Kugelkreis sind. F ü r  die Kugel wird der 
Complex unbestimmt. 

Nach den Erlauterungen in 1) müsseu die Comylexgeraden ihre 
Polaren mit Bezug auf oc2 Flachen zweiten Grades rechtwinklig kreuzen. 
Tlierunter hefindet sich vor Allem die Schaar der  F l a c h ~ n ,  die mit der 
gegehenen und dern imaginaren Kugelkrei~i i  dieseltie Dev~loppable  haben, 
d. i. die Schaar der zu der  gcgebenen Flacbe confocalen Flachen. Jede 
derselben bestinimt mit der degenerirten Flache einen Büschel, dessen 
Flachen ebenfalls den Complex als Axencomplex bestimmen : Die Geraden 
in 5 )  kreuzen ihre Polaren mit Bezug auf die Schaar der confocalen 
Flachen und deren ahnlichen , concentrisch u n d  ahnlich liegenden , mi- 

gleich nn te r  rechtem Winkcl.* Die Gleichungen aller dicscr Flachen sind 

Unter  ihnen befinden sich in x = O, y = 0, z = O je cd Kegelschnitte und 
der Complex erfüllt auch mit Bezug auf diese jene metrische Eigenschaft. 

Wahlt  man von einer jener 1-l2cLen 7) zwei Focalkegelschnitte, 
bestimmt man alsdann für die Piinkte der Schnittlinie ihrer Ebenen die 
Polaren nach heiden Kegelschnitten, so erhiilt man die Llirectricenpaare 
von crol linearen Congruenzen des Complexes. (Denn der  Complex be- 
steht ancli ans denjenigen Geraden,  deren Polaren nach je zwei Flachen 
einer confocalen Scliaar sich schneidan.) 

Den Axencomplex für einen Kegelsctinitt c (z. B. in  z = O) construirt 
man einfach wie folgt. Ein P u n k t  P in  der Ebene  von c ergebe die 
Polare p ;  aus P falle man auf p die Senkreclite S. Die h g s  s auf die 
E b e n e  von c errichtete seukreçlite Ebene sei S,  so besteht der Büschel ' 
P S  aus Complexgeraden und bestimmt unmittelbar drei linoare Congruen- 
zen des Complcxcs etc. 

Die  vorhin genannte Gerade s ist Complaxstrahl.** S ie  trifft z=O, 

y = O, z =  0 in den Axen von c  und ( z = 0 )  in einem Punkte ,  der in 
/' liegend gedacht werden mues. Die  Theilverhaltnisse der Strecken 
zwischen diesen drei Punkten  haben constanten Wer th ,  woraus fol@: 

Wenn rnan von einem P u n k t e  1)  in  der  Ebene  eines Kegelsclinittes 
c auf seine Polare nach c eine Senkrechte fallt und  damit die Axen vou 
c schneidet,  so verlialten sich die Abschnitte von P bis nach den Axen 
u n d  das Stiick zwischen den Axen xu einander umgekehrt wie die 

* Der Complex wird offenbar auch gebildet durch die Tangenten der Erüm. 
mungdinien dicser Flachen. 

** Jede Gerade in der Ebene von c ist eine Linie S. 
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Quadrate der Axen und des Quadrat  der Excentricitat von c. - Diesen 
Satz kann man aber auf Flachen zweiten Grades mit Mittelpnnkt aus- 
dehnen. Alsdann fallt man von einem Punkte  P im Ranme eine Senk- 
rechte s auf die Polarebene 17 von Y mit Bezug auf eine Flaclie F. Diese 
s gchort dem Complex 5) stets a n ,  weshalb ~ u f  ihr die Abschnitte zmi- 
schen den Symmetrieehenen jene bekaiinten constantcn Theilverhaltnisse 
bilden. A b e r  a u c h  d i e  , 4 h s c h n i t t e  v o m  P o l  P g e m e s s e n  b i s  z u  
d e n  S y m m e t r i e e b e n e i i  v o n  F v e r h a l t e n  s i c h  s t e t s  z u  e i n a n d e r  
a i e  d i e  Q u a d r a t e  d e r  H a u p t a x e n  v o n  F, d i e  z u  j e n e n  E b e n e n  
s e n k r e c l i t  s t e h e n .  

3. I h  sol1 nunrnehr der Axencomplex für ein Paraboloid betrachtet 
werden. Das Paraboloid habe die Gleichung 

8) 6 y 2 + ~ z 2 = 4 h c x .  
Für die Polare einer Geraden p hat man jetzt 

p f i e  : : pal,, =1 pS4 : 2 cplq : - 2 b p I 3  (= COS a': CDS pl: COS y') 

und der Complex ist 

9, pl2 ' P34 + (C - P I S  pl4 = O 7 

also [(11) (22)],  Nr. 29. D e r  unendlich ferne P u n k t  in  y = z = O ist 
der doppelte Ausnahmepunkt, die unendlich ferne Ebene ist die dop- 
pelte Ausnahmeebeue. Die einfachen Ausnahmeelemente sind die Rich- 
tungen von x = z = O ,  x = y = O ,  ferner d i e E b e n e n y = O ,  z = O .  Der  
Coxnplex bestetit insbesondere aus einer Sctiaar von lirieqren Congruen- 
zen, * deren Directricen in ; = O  parallel mit :c = z = O und in y = O 
parallol mit x = y  = O Iicgen und deren senkrechter Abstand (in y = z  = 0) 
gleich ist 2(c- b ) .  E s  sind das die Paare  von Polaren der  Punkte in 
y = z  = O mit Bezug auf die Focalkegelsclinitte in  y = O ,  : = O .  - 

Hieraus folgt: Die Projectionen der Strecken auf allen Complexgeraden, 
zwischen den Symmetrieebenen des Paraboloids, auf dessen Hauptaxe 
sind stets gleich dern doppelten Abstande der Brennpunkte der Parabeln 
in den Symruetrieebenen. 

Der Complex bleibt derselbe fiir alle Paraboloide mit derselhen Axe, 
für  welche die Distanz der Brennpunkte in  den Symmetrieebenen den-  
selben Wcrth b - c  hat. Dicsc Paraboloide bcstehcn aus den confocalen 
des gcgehcnen , 

(h+A)y2+ (c+A)z" 44(1>+A)(c+A)(x+A), 
und ihren ahnlichen , concentrisch und  ahnlich liegenden, die jetzt durch 
Parallelverschiebung langs y = z = O aus den confocalen hervorgehen. 
Diese ooVaraboloide sind dargestellt durch 

10) ( ~ + A ) Y "  fc+A)z" 44(b+A)(c+A)(.î:+y). 
Der Complex geht durch Parallelverschiehung langs y = z = O in sich 
selbst über und Iasst sich in  vierfacher Weise durch lineare Congruenzen 
erzeugen. 
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Dasa man für die Parabel wie für das Paraboloid im Wesantlichen 
denselben Complex erhalt,  ist einleuchtend. Es mogan hier überhaiipt 
nur  noch folgende Satze hervorgehohen werden. Fal l t  man bei einer 
Parabel eine Senkrechte vorn Pol  auf die Polare und projicirt man die 
Strecke auf dieser Senkrechten vom Pol  bis zu der Axe auf die Axe, 
80 ist diese Projection stets gleich der  Entfernung des Brennpunktes von 
der Directrix. Fal l t  m a n  b c i  e i n e m  P a r a b o l o i d  e i n e  S e n k r e c h t e  
s v o m  P o l  P a n f  s e i n e  P o l a r e b e n e ,  s o  s i n d  d i e  P r o j e c t i o n e n  
d e r  S t r e c k e n  a n f  s ,  g e m e s s e n  v n n  P b i s  x u  d e n  S y m m e t r i e -  
e b e n e n  d e r  F l a e h e ,  a u f  d i e  H a u p t a x e ,  g l e i c h  d e n  P a r a m e -  
t e r n  d,er I I a u p t s c h n i t t e  i n  u m g e k e h r t e r  R e i h e n f o l g e .  

4. F ü h r t  man oben, a n  Stelle der conjugirten Polaren mit Bezug 
auf Flachen zweiten Grades,  die Polargeraden bei allgemeinen raumlichen 
Reciprocitaten e i n ,  so treten wieder die namlichen Complexe auf. 

H o t t i n g e n  b. Z ü r i c h .  Dr. A. WEILER. 

XVI. Beweis des projectivischen Satzes von Schliimilch 
(Jahrg. XXVII S. 380). 

Der auf F G  liegende Dnrchschnittspnnkt von AC mit A'C' sei X, 
der  von AC' mit A'C sei P. Dann  sind die Strahlcn O M und OP xn O A  
und O C  harmonisch, folglich auch die Ebenen  OFM und  OF'P zu OFA 
und O F G ,  sowie O G M  und O G P  zu O G A  und  O G C .  Ferner  sind die 
Strahlen MO,  M P  harmonisch zu MA und MA', also auch die Ebenen 
OFG, P F G  zu A F G  u n d  AFG. Wendet  man dieselbe Betrachtung auf 

den Durchacbnittspunkt Q von BD' mit B'D a n ,  so ergiebt sich, dass Q 
der gemeinschaftliche 

E r f u r t .  

P u n k t  derselben drei Ebenen ist wie P. 

Prof. QUIDDE. 

U e r i c h t i g n n g .  
In der Abhandlung 

schen Gesetze", Bd. 2 6 ,  
s =  1.529 zu setzen und 

,,Ueber eine Erweiterung der Mariotte- und Gay-Lusfiac- 
ist in dem Bahlenbeispiel auf S. 380 Z. 9 s = 22.17 datt 
wird dadurch das Resultat = c.104 gr = c.& Atmosph.; 

durch die entsprechende Aenderung rtuf S. 381 Z. 26 wird p = 116,4gr = c.$Atmosph. 
Dr. BIRHRINGER. 
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XI. 

Geometrische Untersuchmgen über den Verlauf der 
elliptischen Transcendenten im complexen Gebiete. 

Von 

OSKAR IIERRMANN. 

Hierzu Taf. IV Fig. 1 - 13. 

1. Die Fragestellung. Allgemeines über stationare Str6mung 
und conforme Abbildung. 

Durch die Deutung der complexen Grossen in einer Ebene wird die 
T h e o r i e  d e r  F u n c t i o n e n  e i n e s  c o m p l e x e n  A r g u m e n t e s  mit zwei 
anderen mathematischen Disciplinen i n  Verbindiing gebracht; einerseits mit 
der mathematischen Physik durch das Problem der s t a  t i o n  a r e  n S t r Ci - 
m u n g  oder, was dasselbe is t ,  des l o g a r i t h m i s c h e n  P o t e n t i a l s ,  und 
andererseits mit der Geometrie durch das Problem der c o n  f o r  m e n  A b -  
bil d u ng: Bus diesem Zusammenhange erwachsen für die Functionen- 
theorie z w e i e r l  e i  A u  f g a  b e n  : 1. die ~tat ionaren Str6mungen1) und con- 
formen Abbildungen , wclchc durch schon b e k a n n t e F u n  c t i O n e  n bewirkt 
werden , su untersuchen, und 2. n e  u e F u n  c t i o n  e n zu construiren , indem 
m m  umgekehrt von gewissen Problemen der stationgren Strhmung oder 
conformen Abbilduug auugeht. Die Aufgabe, welche in vorliegender Arbeit2) 
behandelt wird, geh6rt zu denen der ersten Art. Es  handelt sich darum, 
jene Probleme für die h a u p t s % c h l i c h s t e n  i n  d e r  T h e o r i e  d e r  e l l i p -  
t i schen  T r a n s c e n d e n t e n  a u f t r e t e n d e n  F u n c t i o n e n  zu losen. Durch 
eine derartige Untersuchung der Funotioncn werden nicht nur  interessante 
Beispiele ftir conforme Abbildungen und stationiire Stromungen geliefert, 
sondern auch umgekehrt - und das ist  der Hauptzweck - einerseits ge- 
wisse Eigenschaften der behandelten Functionen deutlicher erkannt und 
gleichsam der Anschauung naher gebracht, und andererseits allgemeine 
schon bekannte functionentheoretische Satze illustrirt und vielleicht neue 
vorbereitet s). I n  iihnlicher Weise kann man alle 0 i n  d e  u t  i g e n Functionen 

1) Der bequemeren und lebendigeren Vorstellung halber werden wir im Fol- 
genden lirnmer nur von stationaren Strümungen und nicht von Fernewirkungen 
sprechen, den Bcgriff des l o g a r i t h m i s c h e n  P o t e n t i a l s  also ganzlich ver- 
meiden. 

2) Dieselbe ist eine Umarbeitung einer der philosophischen FucultLt der Uni- 
versitit Leipzig 1882 eingereichten Preisarbeit. 

3) Vergl. Abschnitt VI. 
Zdtichrift f .  Ysthematik n. Phpnik XXVIII, 4. 13 
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der Analysis behandeln, was bis jetzt nur für einen kleinen Theil derselben 

geschehen istl). Ehe wir unsere eigeiitliche Aufgabe in Angriff nehmen, 
sci es gestattet,  die Principien, wie sic im Folgenden zur Anwendung 
kommen , knrz auseinanderzusetzen 7). 

W i r  beginnen mit der c o n f o r m e n  A b b i l d u n g .  Setzen wir zur 
Abkiirzung w für u + i v ,  z für x + i y  , so wird durch eine Function 
w - f (z) , welche der Einfachheit halber e i n d e u t i g  sein m6ge , die w,- Ebene 
conform, d. h. so auf die a -Ebene  abgebildet, dass e n t s p r e c h e n d e  Ge- 
b i e t e  i n  d e n  k l e i n s t e n  T h e i l e n  e i n a n d e r  i i h n l i c h  sind. Aus- 
geschlossen von dieser Conformitët sind die sogennnnten K r e u z u n g s -  
p u n k  t es). Unter den Kreuzungspunkten verstehen wir solche Punktc der 

d w  
z'-Ebene, für welche - -  = O ist. Um gleich den allgemeiuen Fa11 zu be- 

d~ 
trachten, wollen wir annehmen, duss fur einen bestimmten Punkt 2, 

sei. Dann entvpricht einem Winkel von der Grosse cp in dem zugehorigen 

Punkte w, ein solcher von der Grosse - ' im Punkte z,. Einem Cur- 
f f+l  

venstiicke, welches einfach durch den Punkt  w, hindnrchgeht, entsprechen 

demnach cr + 1 Linienstticke , welche sich im Punkte z, unter gleiehen Win- 
180" 

kaln ( ) ü b  s r  k r e u z o n .  Einen solohen Punkt nennen wir eioen + 1 
K r e u z u n g s p u n k t  v o n  d e r  M u l t i p l i c i t a t  <y4). 

1) Elne Zusammenstellung der einfachsten schon behandelten Functionen 
findet man in dem in der nachsten Anmerkung citirten Buche des Herrn H o l z -  
m ü l l e r .  Von den hohcren Functioncn sind vor Allem die elliptischen Modul- 
functionen zu erwahnen (Kle in ,  Math. Annal. 14, S. 119 flgg.) 

2) Ich stütze mich hauptsachlich auf die von Herrn Prof. K l e i n  im Winter 
1880/81 und im Sommer 1881 an der Universitat eu Leipzig gehaltene Vorlesong 
über F u n c t i o n e n t h e o r i e  i n  g e o m e t r i s c h e r  Behandlungsweise .  Dieselbe 
ist zum Theil in dessen Echrift: , ,Ueber  R i e m a n n ' s  T h e o r i e  d e r  alge. 
b r a i s c h e n  F u n ü t i o n e n  u n d  i h r e r  I n t e g r a l e ,  Leipzig 1882", reproducirt. 
Ferner vergleiche man z. B. das Buch des Herrn H o l z m ü l l e r :  , ,Einführung 
i n  d i e  T h e o r i e  der  i s o g o n a l e n  V e r w a n d t s c h a f t e n  u n d  der  confor. 
men  A b b i l d u n g e n ,  v e r b u n d e n  m i t  A n w e n d u n g e n  auf  mathematische 
P h  y s i  k ", Leipzig 188ZL1, welches sich durch eiue grosse Auzahl interessauter 
Figuren und reiche Angaben der alteren Literatur auszeichnet. 

3 )  Diefier Xame rührt von Herrn K l e i n  her (a. a. O. S. 3); ferner vergl. 
Ho 1 z m ü l l e r  a. a. O. S. 77. Wir berücksichtigen im Text zuniichst nur solche 
Kreueungspunkte, in welchen die Function endlich bleibt, indem wir die Unend. 
l i c h  k e i t  e p u n k  t e besonders besprechen. 

4) n ie  den Kreuxungspunkten der 8-Ebene entsprechenden Punkte in der 
w -Ebene sind die ~ogenannten V e r z w e i g u n g ~ ~ i i n k t e  (Windiingspunkte). Einem 
gnnzen TJmlauf um einen Kreuzungtlpunkt von der Multiplicitiit ar entsprechen a + l  
Umlaufe um den zugchorigen Vereweigungspunkt. So kommt es, dam, um die 
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Das Problem der conformen Abbildung sol1 nun im Folgenden immer 
in dem Sinne erledigt werden, dass wir fragen, w e l c h e  C u r v e n  d e r  
s - E b e n e  d e n  G e r a d e n  u=O u n d  v = O  d e r w - E b e n e  e n t s p r e ü h e n .  
Hem Holz  m t i l l e r  übcrtrggt im genannten Buehe immer ein ganzes System 
von Curven mit dem zugehorigcn Orthogonalsystcm. Doch kommt es uns 
nur auf den allgemeinen Charakter der Abbildung an. W i r  haben nieht 
das Studium einzelner Curvensysteme , sondern die W e r  t h e v e r  t h e i l  u n  g 
einer Function in der complexen Ebene im Auge, um dann mit der Ab- 
hildung die gauze Function gleichsam anschaulich vor uns zu habenl). 

Was oweiteiis den Zusammenhang der Theorie der Punctionen eines 
complexen Argumentes mit der Theorie der s t a t i o n  % r e  n S t r  Gm u n g e n  
hetrift, so ist dersclbo in dcm Satze cnthalten, dass die Curvcn v = const. 
der s-Ehene als S t , r o m u n g s l i n i e n ,  die Curven u=const. 81s N i v e a u -  
l inien (oder auch gerade umgekehrt) einer stationaren Stromung in der 
a-Ebene betrachtet werden konnen. Das Curvensystem v = c o ~ s t .  der 
w-Ebene repr%entirt natürlich selbst die Stromungslinien einer stationZren 
Strijmung, und zwar wollen wir für's Folgende festsetzen, dass das Flui- 
dum im Sinne der positiven u -Axe  (von links nach rechts) stromt. Das 
Problem nun , das wir im Folgenden zu losen haben, besteht darin, die 
Stromungslinien der s Ebene anzugeben, d. h. d i e  w - E b e n e  m i t  d e n  
Curven v = c o ~ s t .  m i t  H i l f e  d e r  xu u n t e r s u c h e n d e n  F u n c t i o n  
conform a u f  d i e  z - B b e n e  z u  i i b e r t r a g e n .  

In der w-Ebene lauft durch jeden Punkt (mit  Ausnahme des Punktes 
w = m) eine einzige Stromungslinie. Ebenso wird dureh jeden Punkt der 
zi-Ebene, mit Ausnahme der Kreuzungs- und Unendlichkeitspunkte, eine 
einzige Strijmungscurve hindurchlaufen. I n  e i n e m K r e u  z u n g s  p u n k  t e 
von d e r  M u l t i p l i c i t i i t  LY ü b e r k r e u z e r i  s i c h  a + 1  S t r o m u n g s c u r -  

360 O 
r e n ,  i n d e m  a u f  o + l  s i c h  u n t c r  g l e i e h e n  W i n k e l n  (-) t r e f -  

f f + l  
fenden L i n i e n  d i e  F l ü s s i g k e i t  xu- u n d  a u f  d e n  u + l  L i n i e n ,  
welche j e n e  W i n k e l  h a l b i r e n ,  w i e d e r  w e g s t r 6 m t e ) .  Durch den 
Punkt w = CC dagegen laufen unendlichs viele Stromungslinien, die sieh 

Beziehung beider Ebenen e i n d e u  t i g  zu machen, man sich nach R i e m a n n  im 
Verzveigungspunktc a + l  B l a t t e r  i m  Cyelus  zusammcnhi ingend  denkt. 
Wenn man sich dies für j e d e n  Verzweigiingspiinkt der w-Rbene vorstellt, so bil- 
den diese Blatter in ihrer Ciesammtheit die zugehorige Riemann ' sche  F l i c  he,  
auf welcher dann z e i n d e u t i g  ist. 

1) Es leisten diese Abbildungen ger,dc das Umgekehrte, wio die Rie-  
mann'schen Flachen. Diese verwandeln eine vieldeutige Fnnction in eine ein- 
deutige, jene zeigen, wie z vieldeutig in w ist, indem sie die verschiedenen Punkte 
a leicht auffinden lassen, welche eiuem bestimmteu Purikte w entsprechen. Wenn 
eine Function durch die zugehtirige Riemann'sche Fllrche eindeutig gemacht 
worden ist, finden dann auf dieser die Betrschtungen des Textes ihre Stelle. 

2) Klein a a. O. S. 8. 
13* 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



196 Geometrische Untersuchungen über den Verlauf etc. - ---?.PM-- 

siimmtlich in  diesem Punktc berühren. Wir  sehen daraus, dass die Punkk, 
in  denen w unendlich gross wird, einer besonderen Berlicksichtigung bedür- 
fen. Man findetl): W i r d  d i e  F u n c t i o n  f ü r  e i n e n  P u n k t  n - f a c h  
a l g e b r a i s c h  u n e n d l i c h ,  s o  s t r 6 m t  v o n  d i e s e m  P u n k t e  a u s  nach 
n R i c h t u n g e n ,  d i e  u n t e r  s i c h  g l e i c h e  W i n k e l  b i l d e n ,  j e  auf 
u n e n d l i c h  v i e l e n  s i c h  i n  a, b e r ü h r e n d e n  S t r o m u n g s l i n i e n  die 
F l i i s s i g k e i t  f o r t ,  u n d  s t r o m t  i n  d e n j e n i g e n  lz R i c h t u n g e n ,  
w e l c h e  d i e  g e n a n n t e n  W i n k e l  h a l b i r e n ,  i n  d e r s e l b e n  Weise  auf 
d e n  P u n k t  zu8). 

Die obige Festsetzung , dass die zu betrachtende Function e i  n d  e u t ig  
sei,  wollen wir nun dahin erweitern, dass dieselbe u m  c o n s t a n t e P e r i o -  
d i c i t % t s m o d u l n  v i e l d e u t i g  sein kann. Z. B. gestatten mir der Func- 
tion, an einzelnen S t e l h  sich wie C.2ogz für a = O zu verhallen. Wlr 
fragcn nach dem Vcrlauf der Stromung in einem solchen Punkte. Wir 
haben den Satz3): V e r h a l t  s i c h  d i e  F u n c t i o n  a n  e i n e r  S t e l l e  $, 

w i e  log(z-a,), s o  l a u f t  d e s  P l u i d u m  v o m  P u n k t e  q, a u s  nach 
a l l e u  S e i t e n  h i n w e g .  Wir  nennen einen solchen Punkt ,  uni uns der 
physikalischen Anschauungsweise moglichst genau anzuschliessen, eiuen 
Q u e 1 l p  u n k t (von positiver Ergiebigkeit , Ausstromungspunkt). 

Um nun sagen zu konnen, wie die Stromung sich in  einem Punkle 
verhalt , in welchem die Function wie log (a - a,) , multiplicirt mit einer 
Constanten, unendlich wird , erwahnen wir gleich ein allgcmeines Princip. 
Fügen wir der Function eine a d  d i t  i v e  C o n  s t a n  t e zu, so wird die St rb  
mung , da dann das Curvensystem v (x, y) = const. dasselbe bleibt , keine 
'Aenderung erleiden. Ebenso wird eine m u l t i p l i c a t i v e  C o n s t a n t e ,  
wenn sie reell und positiv is t ,  auf das Stromungssystem ohne Einfluss sein, 
da  wir nur auf die Curven und nicht auf die Intenuitit der Strümung 
achten. Dagegen wird eine negative und allgemein eine complexe multi- 
plicative Constante die Str6mungsc~rveii andern. 1st z. B. die Function 
w = eiq . f (z) zu betrachten , so führen wir zuniichst die Hilfsfunction W= f (a )  
sin. Dann is t  w = eiv. W, also entsprechen den Curven v = cmst. die Cur- 
ven U sifi cp + Vcos cp = const., d. h. gerade Linien , welche mit den Str8- 
mungslinien 7= const. den Winkel - <p bilden (d. h. einen Winkel g, recbts 
herum gemessen). Uas Entsprechende wird i n  der a -Ebene  shtthaben, 

1) K l e i n  a. a. O. S. 8. 
2) Ein solcher Punkt ist weiter nichts, al8 ein Kreuzungspunkt von der Mul- 

tiplicitit n-1, d. h. ein Punkt, in welchem ein Winkel nur den nten Theil des enL 
sprechenden Winkels in der w -Ebene betragt , wobei nur zu berücksichtigen ist, 
daas er dem unendlich femen Punkte der w-Ebene entspricht. Dass gerade die 
Punkte w = m so bevorzugt sind, liegt natürlich in der Wahl der Curven v = c m d .  
ale Strômungscurven der w-Ebene begründet; wir konnten ebenso put eine andere 
Stromung su Grunde Iegen. 

3) K l e i n  a. a. O. S. 6 ;  K i r c h h o f f ,  Poggend. Annnlen 64 (1846), S. 6Oi. 
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und so sehen wir, d a s s  d i e  d e r  F u n c t i o n  w=eiT. f ( ,z )  e n t s p r e c h e n -  
den S t r t i m u n g s l i n i e n  m i t  d e n  S t r t i m u n g s l i n i e n ,  w e l c h e  d e r  
P u n c t i o n  w = f ( z )  e n t s p r e c h e n ,  d e n  W i n k e l  - q  b i l d e n ,  a l s o  d i e  
( i s o g o n a l e n )  T r a j e c t o r i e n  d e r  l e t z t e r e n  i n  H e z u g  a u f  d e n  W i n -  
k c 1 - QI s i n  d. Eine negative multiplicative Constante insbesondere wird 
den Sinn der Strtimung umkehren. 

Nun konnen wir unmittelbar angehen, welchen Verlauf die Slrtimungs- 
linien in der Nahe eines Punktes a,, nehmen, in welchem sich die Furiction 
wie A. e i 9 ,  log (z - 2,) (A reell und > 0) verhalt. Liegt <p zwischen O und 
n 
- so werden dieselben diirch Ansltze von logarithmischen Spiralen dasr- 
2 ' 
gestellt werden, welche bei einem Umlauf rechts herum sich von dem be- 
treffenden Punkte entfernen (S t r u d e l  p u n k t von positivcr Ergiebigkeit). 

n 
Ytir QI=- e 

2 rhalten wir i n  erster Annaherung kleine Kreise um den be- 

treffenden Punkt , auf welchen das Fluidum h e r u r k u f t  (W i r b e l  p u n k t). 
Für q = n haben wir einen Quellpunkt von negativer Ergiebigkeit u. S. W. 

Es sei schliesslich noch der G e s c h w i n d i g k e i t ,  mit welcher die 
E'lüssigkeit in den einzelnen Punkten s t r i h t ,  Erwahnung gethan. Dievelbe 

ist durch den Ausdruck /(g)'+ ($1' gegeben '). Daraus ergeben 

sich für im E n  d l i  c h e n  gelegene Punktc - und andere kommen im Fol- 
genden nicht in  Betracht - folgende Satzt: (welche man ableitet,, indem 
m m  die einfachsten geeigneten Fiinctionen ftir die betreffenden Punkte in 

Bezug auf den obigen Ausdruck untersucht): 
1. I n  e i n e m  K r e u z u n g s p u n k t e  v o n  d e r  M u l t i p l i c i t a t  cr w i r d  

d i e  G e s c h w i n d i g k e i t  u n e n d l i c h  k l e i n  v o n  d e r  O r d n u n g  cr. 
2. I n  e i n e m  Q u e l l p u n k t e  i s t  d i e  G e s c h w i n d i g k e i t  u n e n d -  

l i c h  g r o s s  v o n  d e r  e r s t e n  O r d n u n g .  
3. I n  e i n c m  n - f a c h e n  a l g c b r a i s c h e n  U n e n d l i c h k e i t s p u n k t c  

i s t  d i e  G e s c h w i n d i g k e i t  u n e n d l i c h  g r o s s  v o n  d e r  O r d -  
n u n g  n + l .  

II. Die elliptischen Integrale. 

1. Die Riemann'sche Fl'iche und das Rechteck. Das Integral 
erster Gattung. 

Unter einem e l l i p t i s c h e n  I n t e g r a l e  versteht man allgemein ein 

Integral von der Form R(w,a) d z ,  wo R eine rationale Function bedeutet S 
und w und z durch eine algebraische Gleichnng vom Geschlechte 1 ver- 

1) Vergl.EKirchhoff, Vorles. über mathem. Physik,  S. 170 
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bunden sind. Man kann ein solches Integral bekanntlich, abgesehen von 
einem algebraisch -1ogarithmischen Sheile , in eine Sumrne von gewisven ein- 
fachen clliptischen Intcgralen zcrlcgcn (erstcr, zwciter und dritter Gettung), 
und für diese einfachen Integrale sollen im Folgenden die zugehorigen 
s t a t i O n a r e n  S t r O m u n  g e n  aufgestellt werden. Von den verschiedenen 
Normalformen, welche jene Integrale im Laufe der Zeit erhalten haben. 
bedienen ,wir uns der sogenannten R i e m a n n ' s  c h e n  N o r m t t l f o r m ,  d. i. 
derjenigen, in welcher die auftretende Irrationalitat die Form 

besitzt, u n d  z w a r  b e t r a c h t e n  w i r  n u r  d e n  F a l l ,  f ü r  w e l c h e n  n" 
r e e l l  i s t .  

Um don Verlauf der Intcgralo vollstDndig Iibersehen zu konnen, con- 
struiren wir uns zi~nachst die R i e m a n n '  sche F 1 % c h  e tiber der z - Ebene, 

auf welcher die Function /% e i n d e u t i g  istl). Dieselbe wird, da zu 
jedem Werthe von a zwei Functionswerthe gehoren, aus z w e i  B l a t  tern 
bestehen. Nur in den V e r z w e i g u n g s p u n k t e n ,  d. i. in den Punkten 

2 = 0 ,  1 ,  > , CKJ, weist die Fonction blos e i n e n  Werth auf. Durch Um- 

kreisung eines Verzweigungspunktes werden wir aus dem einen ins andere 
Blatt gelangen. Daher müssen dic Blattcr langs gcwisser Linien (Vcr- 
z w e i g u  n g s s c h n i t t e) , die von den Verzweigungspunkten ansgehen , über's 
Kreuz zusammenh5ngen, und zwar wollen wir annehmen, dass die Verzwei- 

' 1 
gungsschnitte von a = - CO bis O und von = 1 bis , gelegt sind. Tim 

X 

einen bestimmten Pal1 Tor Augen zu haben, oetzen wir fest ,  dasv x2 z w i -  
s c h  e n  O u n d  1 l i  e g e .  Die beidon Blatter seien dadurch auseinander- 

gehalten, dasv wir dasjenige als das O b e r e  betrachten, i n  w e l  c hem 12 
f u r  r e e l l e  W e r t h e  z w i s c h e n  z = 0  u n d  1 p o s i t i v  i s t .  

Auf der so construirten R i e m a n n ' s c h e n  Flache ist /.% eindeutig. In 
ihr konnten wir uun die Stromungen, welche den Integralen entspreohen, 
bctrachten. Denn die Integrale sind auf dieser FlBche zwar nicht eindeutig, 
aber doch nur um constante Pcriodicit~tsmoduln vicldeutig, und auf additive 
Constanten kommt es ,  wie wir wissen, bei der Striirnung nicht an. Doch 
gehen wir im Polgenden noch einen Schritt weiter, indem wjr die Stro- 
mungen auf einer P l a c h e  i m  R a u m e  studiren, auf welche die Flache 
tîber der s -Ebene eindeutig conform bezogen i s t ,  namlich auf der e i u f a c  hen 
R i  u g f la  c h e. Den Durchgangspuilkt hierzu bildet das Rechteck , indem 

wir die Rie rn  ann 'sche Flache mit Hilfe der Function w = [g (des In- 

1) Für die L e g en d r e'scho Irrationalitat S. z. R K o n i g  s b e r g e  r , Ellipt. 
Functionen 4 S. 300. 
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tegrels erster Gattung) auf die w-Ebeue abbildenl). Wir werden sehen, 
dass dann diese Flache eindeutig umkehrbar und conform auf ein Rechteck 
bezogen ist. 

W i r  g e h e n  a l s o  j e t z t  d a e u  ü b e r ,  d i e  Flkiche t i b e r  d e r  8 -  

Ebene  m i t  R i l f e  d e r  F u n c t i o n  
2 

in d i e  w - E b e n e  z u  i i b e r t r a g e n  (vergl. Fig. 1)2). 

Wir lassen a auf der Axe der reellcn Zahlen wandern und ricliten 
iinser Augenmerk auf die Zuwüchsc, welche w in jcdem Augenblicke crh!ilt,. 
Irn Punkte z = 0 hat w den Werth NuIl. Wir gehen nun a u f  d e  m O b e -  
r e n  B l a t t e ,  indem wir immer auf der Axe der reellen Zahlen bleiban, 
zunichst von z = 0 bis z = 1. Auf diesern Wege wachst w und erhglt ftir 

1 

e = 1 den positiven Werth w = - .  Lassen wir nun z noch weiter zu- 

1 
nehmen, so wird der Zuwachs von w rein imaginar bis zum Punkte z = ~--. 

x 2  

Setzen n i r  daher die rein imagini;e Grosse J$= CO', so entspricht dem 

1 
1 

Wege von a = 1 bis z = - der Weg von w = w aiif der Geraden u = o 
n ' 

1 
bis w = w + w'. Wenn wir ferner bedenken, dass von z = - bis z = ao 

x2  

die Zuwüchse von w wieder reell, und von z = - m bis z= O rein imaginar sind, 
und d a ~ s  wir bei diesem UTege in der a - Ebene keinen Verzweigungspunkt iim- 

kreist, also keinen Periodicitiitsmodul zu beachten haben, so bemerken mir un- 
mittelbar, dass die Axe der reelleri Zahlen sich auf die Contour eiues Rechtecks 

I 
W 

mit den Seiten w, - die positive Halbebene des oberen Blattes (positiv nen- 
i '  

nen wir diejenige Halbcbene, in  weleher y positiv ist) auf das Rechteck 
eindeutig umkehrbar ahbildet. Kan kann sich den Weg in der a-Ebene 
auch so denken, dass sich der hewegliche P u n k t  immer sehr wenig n b e r  
der Axe der reellen Zahlen (also in der positiven Halbebene) befindet; danri 

1) Vergl Schwarz im Journal f. Math. Bd. 70 S. 113. 
2) Das Entapreçhende für die L e g e n  d r  e'sche Irrationalitit beiindet sich in 

der Kle in'schen Schrift S. 62. 
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wird sein BiIdpunkt w immer innerhalb des Rechtecks unmittelbar an der 
Greuze hinlaufen '). 

Ein Gleiches gilt nun von den drei anderen Halbbliittern der Plache 
aber  der e-Ebene,  und zwar setzen sich die entsprechenden vier congruen- 
ten Rechtecke a u  einem grfisseren Rechtecke zusammen. Die Ecken dieses 
Rechteckes sind , wie aus dem Vorhergehenden folgt , durch B = cc gekenn- 
zeiohnet , der Mittelpunkt durch z = 1 , die Mitten der horizontalen Seiten 

1 
durch a = - und die der verticalen durçh a = O. Wie nun jedem Werthe 

2 
von a auf der R i e m  ann'schen FlBche z w e i  Punkte entsprechen, so auch 
in  dem Rechteck. Die Untcrschcidung zwischen oberem und unterem 
Blatte der Flache wird irn Rechteck die Unterscheidung zwischen linker 
und rechter Hiilfte, und ein Punkt ,  deseen z gegeben ist,  ist nur dann im 
Rechteck eindeutig bestimmt, wenn zugleich die Ilalfte angegeben ist, in 
welcher er lie& Nur ftir vier Werthe von z fallen die beiden entsprechen- 

1 
den Punkte zusammen, niimlich für  z = 0 ,  1, z, m, gerade wie auf der 

R i e m a n  n'schen Plache. Um das Entsprechen noch deutlicher hervortreten 
zu lassen, haben wir diejenigen Partien des Rechtecks, welche den positi- 
ven IIalbebenen entsprechen , schraffirt. 

Das Integral erster Gattung hat nun zwei Periodicitatsmoduln, von 
denen in unserem Falle der eine reell, der andere rein imaginiir ist. In- 
folge dessen wird die w - Ebene in u n e  n d l  i c h v i  e l  e congruente Rechtecke 
eingetheilt , und zwar entspricht jedes derselben der R i e  m a  n n  'schen FlBche 
eindeutig umkehrbar, eins genau so wie das andere. I n  dieser so in Recht- 
ecke eingetheilten w - Ebene sind nun die elliptischen Integrale (bis nuf Viel- 
deutigkeiten, welche durch logarithmische Dnendlichkeitspunkte verursacht 
werden) eindeutig , und zwar nnterscheiden sie sich von Rechteck zu Rechteck 
immer nur um constante Periodicitiitsmoduln. Daher wird die S t r t i m u n g  
in jedem Rechtecke dieselbe sein, und demnach brauchen wir dieselbe nur 
in e i n e m  Kechtecke zu betrachten. Da nun das Rechteck coriform zu 

1) Auffallend konnte zunachst Folgendes erscheinen. Die reellen Zuwüchse 

von = O bi8 f l =  1 sind positiv, wahrend die von z = l- bis z = m negativ sind, 
x2  

txotzdeui wir immer iin oberen Blatte geblieben sind. Dies hat jedoch seine Rich- 
tigkeit, indem der reelle Theil von y nicht nur beim Uebergang der- Verzwei- 
gungsschnitte, sondern auch beim Uebergang über eincn gewissen Hyperbelast sein 

1 Vorzcichcn audert, welcher zwischen s =  1 und z =  dic Axe der recllen Zahlen 
x2 

senkrecht überschreitet. Auf diesen Curvenstücken ist namlich der reelle Theil 
von Z negativ, wahrend der irnaginkre verschwindet. (Hiernach ist die Bemerkung 
in der K l  ein'schen Schrift S. 53, dass auf dem oberen Blatte w d u r  chweg einen 
positiven reellen Theil besitzt, zn corrigiren.) 
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einem Ringe zusammengebogen werden kannl),  so konnen wir diese Str6- 
mungen auch . als S t r 6 m  u n g e n  a u f  d e m  R i n g e  ansehen, aobe i  noch 
der bekannte Satz zu berücksichtigen is t ,  dass durch conforme Abbildung 
eine stationare Str6mung ihren Charakter als solche nicht verliert. Es  wer- 
den dann die gegenüberstehenden Seiten des Rechtecks als identisch zu 
betrachten sein, und eine Stromungslinie, welche eine Seite des Rechtecks 
passirt, wird an dorsclben Stelle der gegenüberliegenden Seite wieder zum 
Vorschein kommen. Wir  werden uns damit begnügen, die Zeichnung immer 
in einem Rechtecke anzugeben, und auf die Identitat von Rechteck und 
Ring nur gelegentlich recurriren. 

Die Beziehung zwischen der Flache über der s-Ebene und dem Rechteck, 
die wir oben hergestellt haben, ist eine eindeutig umkehrbke conforme 
Abbildung, so daes es vom functionentheoretischen Standpunkte aus gleich- 
giltig ist ,  ob wir auf jener oder auf diesem operircn. Wir  wcrdon im Fol- 
genden die elliptischen Integrale, zu deren Betrachtung wir uns jetzt wen- 
den, als Functionen von z schreiben, jedoch als Funetionen von w ,  d. h. 
im Rechtecke deuten, wonach es freisteht, das Curvensystem, das wir im 
Rechteck leicht angeben konnen, rückwarts auf die z - Ebene zu übertragen2). 
Die Function selbst wollen wir, da wir unter w das Integral ereter Gattung 
verstehen , W= U + i V nennen. Stromungslinien sind also diejenigen Cur- 
ven , welcho den Geraden V = w&. entsprechen. 

Das Stromungssystem, welches dem I n t e g r  a l  e r s  t e r  G a t  t u n g  

entspricht, kann nun ohne Weiteres ins Rechteck eingetragen werden. Es  
ist ja W= w, und daher laufen die zugehorigen Strtkuungslinien als gerade 
Linien einfach parallel der Axe v = 0. 

Die Str6mungslinien des Integrals erster Gattung 

sind, wenn wir unter A eine positive reelle Constante verstehen, gerade 
Linien, welche den Winkel - <p mit der Geraden u= O bilden. 

2. Die I n t e g r a l e  d r i t t e r  G a t t u n g .  

Wir verstehen allgemein unter einem elliptischen I n  t e g r  a l  e d r i t  t e r  
G a t t u n g  ein solchcs, welches nur logarithmischc Unendlichkcitspunkte auf- 

1) Ki rchhof f  in den Berliner Monatsbcr. 1875; K l e i n  a. a. O. S. 60. 
2) Herr Holzmül le r  betrachtet (a. a. O. Cap. 15 oder auch Zeitschrift f ü r  

Mathem. u. Physik, Jahrg. 18) das Integral erster Gattung in der z-Ebene. Verg!. 
anch Sie b e c k im Journal für Mathematik, Bd. 57. Die Deutung in der w -Ebene 
ist übrigens nur der geornetrieche Ausdruck für die Einführung des Integralcs 
erster Gattung als Argument der iibrigen elliptischen Integrale und (wie wir spater 
noch ausführlich seh& werden) der elliptiachen Functionen (Jacob i ,  unda ai enta, 
$5 47 und 61). 
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weist , und nennen die zugehtirige Stromung eine S t r C m u n g  dr  i t i  er 
G a  t t u n g. Wir  beschrtinken uns jedoch im Folgenden auf die Bctrachtung 
von Integralen dritter Gettung mit z w e i  Unendlichkeitspunkten und werden 
von dem einfachsten Falle ausgehen , um schliesslich das allgemeinste solche 
Integral zu beherrschen. 

Das Integral driBter Gattung 

wird in den beiden Punkten a = a  logarithmisch unendlich. Die beiden 
Kreuzungspunkte, welche die zugehorige Strtimung haben mussl),  sind zu 
einem doppelten Kreuzungspunkte in die Stelle z -cc zusammengerückt. 

E s  sei a r e e l l  und liege e t a a  zwischen O und 1. Wenn wir beden- 
1 .  

ken,  dass dann das Differential von B = 0 bis z = 1 und von z = - bis 
nB 

bis + w,  resp. von s = 1 bis s = und von x = - cx, bis = O reell, 
x2 

resp. rein imaginar i s t ,  so k6nnen wir unmittelbar die Strtimungscurven 
ihrem ungefsliren Verlaufe nach angeben (Fig. 2). 

Cnser Princip, nach welchcm wir nun zu complicirteren Stromungen 
dritter Gattung übergehen, besteht darin, dass wir zum betrachteten I n t e -  
gral dritter Gattung das Integral erster Gattnng hinzufügen. Wir setzen a180 

Die Unendlichkeitspunkte dieses Integrals sind wieder dio beiden Punkte 
1 

8 = a ,  die Kreuzungspunkte desselben sind aber z = a - -. Bci Abande- 
C 

rung dos Werthes der Constanten C, welche wir zuriachst r e e l l  voraus- 
setzen, nehmen die Kreuzungspunkte alle moglichen reellen Werthe an,  und 
man kann mit Leichtiglreit die zugchorigcn S t rhungs l in ien  für jeden ein- 
zelnen Fa11 angeben. Es ist dann interessant, an der Hand der Figuren 
zn verfolgen, wie die Strtirnung dritter Gattung allnib,lig in eine Stromung 
erster Gattung übergeht. Wir  wollen von diesen successiven Stromungen 
nur  die eine herausgreifen, welche durch F i g u r  3 dargestellt k t .  Es ist 

dann C bereita so gross angenommen und zwar negativ, namlich <- -- 
dass das Integral orstcr Gattung vorherrscht. Nur so zu sagen cinc Insel 
ist  auf dcm Ringe durch Stromungslinien abgegrenzt, in welcher die beiden 
Unendlichkeitspnnkte liegen. Man kann diese Figiir auch so auffassen (wenn 
man sich die unendlich vielen Prtrallelogramme neben einander denkt), als 
ob die stationare Bewegung einer incompressibeln Fltissigkeit parallel der 

1) K l e i n  a. a. O. S. 39. 
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w - Ebene stattfindet, aber so , dms gewisse feste cylindrische Korper (in 
rechteckiger Anordnung) senkrecht zur w -  Ebene angebracht seien. 

Complicirtcr wird die Construction dcr Str6mungslinicn, wenn die Con- 
stante C n i c h t  r e e l l  kt. Sie sei z. R. rein imaginar, also v o n  d e r  
F orrn i C. Dann wird z. B. das Differential von z = O bis z = 1 mcht 
mehr reell sein und wir müssen uns daher nach anderen Hilfsmitteln um- 
sehen, um die Stromungslinien angeben zu konnen. Wir  gehen zu dem 
Ende, wie im Folgenden oft bei solchen Fragen, einen Schritt zurück, in- 
dcm wir gewisse Verhaltnisse gleichzeitig auf der R i e  m a n  n 'schen FlBche 

i 
(8-Ebene) betrachten. Die Kreuzungspunkte a = a + - werden , wenn C 

G 
alle reellen Werthe durchlanft, sich in der a -Ebene  auf einer Geraden be- 
wegen, welche durch den Punkt  a und iibrigens senkrecht zur s - d x e  ver- 
lauft. Diese Gerade wird i n  unserm Rechtecke eine Curve bilden, welche 
den rechten Winkel bei a = m halbirt und die Gerade v = O in e = a 
orthogonal schneidet. EJ i s t ,  nach einiger Uebung, diese Uebertragung 
von Curven (ihrem ungefahren Verlaufo nach) von der R i e  m a n  n'schen 
Flache auf's Rechteck oder auch umgekehrt nicht schwer, wenn man sich 
niir die Abbildung von Fliiche und Rechteck, d. i. die Zusammenbiegung 
eines Halbblattes zu einern Viertelrechteck, recht anschaulich vorstellt. 

Einen weiteren Anhaltspunkt zur Construction der Stromungen gewin- 
nen wir, wenn wir auf die physikalische Bedeutung unserer Figuren etwas 
ntiher eingehen. Dem obigen Integral erster Gattung, mit iC multiplicirt, 
entspricht eine StrGmung, deren StrGmungscurven gerade Linien sind und 
zur Geraden v =  O orthogonal verlaufen, und ein Hinzufügen desselben 
bedeutet ein Combiniren beider StrGmungen. Denken wir uns nun beide 
Strdmungen über einander gclcgt, so laufen durch jedcn Punkt  z w e i  Stro- 
mungsrichtungen, und diese werden sich nach dem P a r a l l e l o g r a m m  d e r  
B e w e g u  n g  e n zusammensetzen. E s  wird also anfangs (d. h. bci kleinem C) 
in der Nahe der Unendlichkeitspunkte keine grosse Umanderung der Stro- 
mung entstehen, weil dort die Geschwindigkeit sehr gross is t ;  wohl aber 
in der Nahe der Kreuzungspunkte, in  denen ja  die Geschwindigkeit unend- 
lich klein ist. In diesen Yunkten wird sich sofort die Richtung der Str6- 
mung erster Gattung einstellen. 

Auf Grund dieser Bemerkungen kann man nun die Stromungen, welche 
entstehen, wenn C' von Null a n  ins Positive oder Negative wachst, succes- 
sive zeichnenl). Dabei ist immer noch Folgendes im Auge n i  behalten. 
Wenn wii. eine von den successiven StrGmungen vor uns haben, so wird 
die Geschwindigkeit in den Kreuzungspunkten unendlich klein sein. Fligen 
wir daher die StrGmung erster Gattung von einer bestimmten Intensitiit 

1) Wir wollen hier die Figuren nicht mittheilen; doch sou betont werden, 
dass die Aufstellung derselben keinerlei Schwierigkeiten bietet. 
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hinzu, BO wird in der neuen Figur  die Richtung der Stromungslinien in den 
früheren Kreuzungspnnkten die der Stromung erster Gattung sein. Durch 
nochmalige Hinzufügung derselben wird jene Richtung in den friiheren 
Kreuzungspunkten unvsrandert bleiben und die Intensitat daselbst nur ver- 
starkt werden; nie aber ist eine andere Richtung in denselben moglich. 
Daraus gehf hervor, dass jene Curve des Rechtecks, welche der Geradeu 

i 
z = a + -  - der z-Ebene entspricht, die Rolle einer A e q u i d i r e c t r i x ' )  fiir 

C 
sknmtliche aufeinander folgende Stromungen spielt ,  und zwar haben die Stro- 
mungslinien aller Punkte derselben dieselbe oder die entgegengesetzte Rich- 
tung wie die in  Betracht kommende Strb'mung erster Gattung. 

Durch diese Beivpiele werden wir uns Ueberblick genug verschafft 
haben, um sogleich zu dem a l l g  e m e i n  e r  e n  F a l  1 e tiberzugehen. Die 
Kreuzungspunkte des Integrals dritter Gattung 

wo C eine reelle Constante bedeiitet, bewegen sich, für  wechselnde C, auf 
1 

der Curve z = a - - C'<P. Die beidcn Punktc B = a sind logarithmische 
C 

Unendlichkeitspunkte ; jedoch werden wir, damit dieselben reine Quellpunkte 
(d. h. keine Wirbel- oder Strudelpunkte) werden, wenn a c i  n e  c o m p l e x e  

schreiben müssen, mo zur Abkürzung a (1 - a) (1 - x2a) = A gesetzt ist. 
Wenn wir nun C ver%iidern, so werden die successiven Stromungen dadurch 
entstehen, dass wir die vorhergehende immer mit der Stromung erster Gat- 
tung combiniren. Dabei werden die Kreuzungspunkte eine Aequidirectrix 
durchlaufen, und xwar wird dieselbe irn Punkte a die Richtung der Stro- 
mung erster Gattung haben, wie mir aus folgender Ueberlegung sehen. 
Gehen wir namlich von der Strornung erster Gattung selbst aus,  und den- 
ken wir uns dann einen Quellpunkt von zunachst noch geringer Ergiebig- 
keit entstehen, so wird ein Kreuzungspunkt sich da einstellen, wo die 
beiden Stromungen sich gegenseitig aufheben, und das wird eben, von a 
aus gesehen, i n  einer Richtung geschehen, welche der betreffenden Strb'mung 
ersBr Gattung gerade entgegengesetzt ist. 

Schliesslich wollen wir noch darauf aufmerksam machen, dass die bei- 
den U n e n d l i c h k e i t s p u n k t e  und die beiden K r e u z u n g s p u n k t e  nicht 
vollig unabhiingig von einander liegen. Da niimlich bei unserer Normal- 
form die ersteren auf der - R i  e m a n  n 'schen Flache über einander liegen, 

1) Darunter verstehe ich eine solche Curve, welche gleichgerichtete Elemente 
eiues gegebenen Curvensystems miteinander verbindet. 
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und ebenso die letzteren, so wird sich im Rechteck ein P a r  a l  l e  l o g r  a m m  
angeben lassen, für  welches die beiden Unendlichkeitspunkte einerseits und 
die beiden Kreuzungspunkte andererseits gegeniiberliegende Ecken bilden. 
Der Mittclpunkt dicses Parallelogramms ist der Mittclpunkt dcs Rechtecks. 
Diese gegenseitige ausgezeichnete Lage der vier Punkte hat aber auch bei 
einer beliebigen Form des Integrales statt. Denn es k s s t  sich jedes ellip- 
tische Integral dritter Gattung in die Form eines Integrals einer .elliptischen 
Function mit dem Integral erster Gattung als Argument, also in die Porrn 

W= ip(w) d w  bringen. Nun sind die Nullpunkte a von cp zugleich die S 
Iireuzungspunkte von W, denn fiir dieselben ist dW= 0 ,  und die einfach 
algebraischen Unendlichkeitspunkte b von cp Sind die logarithmischen TJn- 
endlichkeitspunkte von W. Zwischen a und b besteht aber die Relation 
Za c= 2 b , und daraus folgt unmittelbar die obige Behauptung. 

Das Integral ist  nun, wenn die beiden Unendlichkeitspunkte und, in  
Uebereinstimmung mit dem genanntcn Satze, die beiden Kreuxungspunkto 
gegeben sind, bis auf eine multiplicative Constante vollstandig bestimmt. 
mir  konnen uns daher die Aufgabe stellen, b e i  g r a p h i s c h  g e g e b e n e r  
L a g e  j e n e r  v i e r  P u n k t e  i m  R e c h t e c k  d i e  z u g e h o r i g e n  S t r 6 -  
m u n g s l i n i e n  z u  c o n s t r u i r e n .  Der Weg,  den wir hierbei einzuschla- 
gen haben, ist  durch das Vorhergehende klar vorgezeichnet, so dass wir 
die Lüsung gleich in  die folgende Regel zusammenfassen konnen. 

Regel. S i n d  i m  R e c h t e c k  v o n  e i n e m  S t r 6 m u n g s s y s t e m  d r i t -  
t e r  G a t t u n g  d i o  b e i d e n  Q u e l l p u n k t e  u n d  d i e  b e i d e n  K r e u z u n g s -  
p u n k t e  g e g e b e n ,  s o  v e r s c h i e b e  m a n  z u n a c h s t  d a s  d u r c h  s i e  
b e s t i m m t e  P a r a l l e l o g r a m r n  s o  p a r a l l e l  m i t  s i c h  s e l b s t ,  d a s s  
s e i n  M i t t e l p u n k t  m i t  d e m  d e s  R e c h t e c k s  z u s a m m e n f a l l t .  D a n n  
f a l l e n  v o n  s e l b s t  d i e  z u g e h o r i g e n  P u n k t e  d e r  R i e m a n n ' s c h e n  
BlLche b e z i e h u n g s w e i s e  I i b e r  e i n a n d e r ,  u n d  z w a r  m 6 g e n  d i e s e  
b e i d e n  S t e l l e n  z = u  u n d  z = b  s e i n .  D a r a u f  z i e h e  m a n  d i e  G e -  
r a d e  8 ' u n d  t î b e r t r a g e  s i e  a u f ' s  R e c h t e c k .  D i e  s o  e n t s t e h e n d e  
C u r v e  i s t  c i n e  A e q u i d i r e c t r i x  d e r  g e s u c h t e n  S t r o m u n g .  D i e  
R i c h t u n g  d e r  S t r 6 m u n g  i n  d e n  P u n k t e n  d e r  A e q u i d i r o c t r i x  i s t  
d u r c h  d i e  R i c h t u n g ,  w e l c h e  d i e s e  i n  d e n  P u n k t e n  a d e s  R e c h t -  
ecks  b e s i t z t ,  g e g e b e n .  S o d a n n  z e i c h n e  m a n  e i n e  d e r  b e i d e n  
S t r o m u n g e n  e r s t e r  G a t t u n g  v o n  d e r  e b e n  g e n a n n t e n  R i c h t u n g  
und l a s s e  i n  d e n  P u n k t e n  a Q u e l l p u n k t e  v o n  g l e i c h e r ,  a b e r  
e n t g e g e n g e s e t z t e r  u n d  z u n a c h s t  n o c h  g e ï i n g e r  E r g i e b i g k e i t  
e n t s t e h e n .  D i e  d a b e i  s i c h  b i l d e n d e n  K r e u z u n g s p u n k t e  l i e g e n  
auf  d e r  A e q u i d i r e c t r i x .  N u n  l a v s e  m a n  d i e  Q u e l l e n  i n t e n s i v e r  
w e r d e n  u n d  v a r i i r c  d a s  S t r t i m u n g s s y s t e m  d e m  e n t s p r e c h e n d ;  
o d e r ,  w a s  g r a p h i s c h  d e s s e l b e  i s t ,  m a n  f ü g e  e i n e  S t r o m u n g  
e r s t e r  G a t t u n g  h i n z u ,  w e l c h e  d e r  a n f ë n g l i c h e n  g e r a d e  e n t -  
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g e g e n g e s e t z t  i s t .  D a b e i  w e r d e n  s i c h  d i e  K r e u z u n g s p u n k t e  
i m m e r  m e h r  v o n  d e n  P u n k t e n  a e n t f e r n e n  u n d  i n  e i n e m  ge-  
w i s s e n  M o m e n t e  m i t  d e n  P u n k t e n  b z u s a m m e n f a l l e n .  Die  B O  

e r h a l t e n e  S t r o m o n g  i s t ,  s o f e r n  m a n  n o c h  d i e  o b i g e  P a r a l l e l -  
v e r s c h i e b n n g  r i i c k w a r t s  v o r n i m m t ,  d i e  g e s u c h t e ,  w e n n  die 
U n e n d l i c h k e i t s p u n k t e  r e i n e  Q u e l l p u n k t e  s e i n  s o l l e n .  1 s t  d i e s  
n i c h t  v e r l a n g t ,  s o  i s t  d a s  C u r v e n s y s t e m  n o c h  i n s o f e r n  wi l l -  
k ü r l i c h ,  a l s  a n  e i n e r  b e l i e b i g e n  S t e l l e  d i e  S t r o m u n g  e i n e  be-  
l i e b i g  v o r g e s c h r i e b e n e  R i e h t u n g  h a b e n  k a n n ,  d a  j e d e  S c h a a r  
v o n  T r a j e c t o r i e n  d e s  g o f u n d o n e n  S t r 6 m u n g s s y s t c m s  d e n  g e -  
g e h e n e n  B e d i n g u n g e n  g e n i i g t .  - B e i  b e s o n d e r s  g i i n s t i g e r  Lage 
d e r  v i e r  k r i t i s c h e n p u n k t e  w i r d  m a n ,  n a c h d e m  d i e  S t r o m u n g s -  
r i c h t u n g  i n  d e n  P u n k t e n  d e r  A e q u i d i r e c t r i x  m a r k i r t  i s t ,  die 
F i g u r  g l e i c h  n a c h  d e m  G e f t i h l  v e r v o l l s t C i n d i g e n  k o n n e n .  

Analytische Erhiirtung der  vorhergehenden aiischaulich gewonnenen 
Sitze (Fig. 4). 

I m  F o l g e n d e n  so l1  n n a l y t i s c h  b e w i e s e n  w e r d e n ,  d a s s  jene 
C u r v e  w i r k l i c h  e i n e  A e y  u i d i r e c t r i x  d e r  S t r o m u n g s l i n i e n  is t  
u n d  z w a r  d i e  V e r b i n d u n g s l i n i e  a l l e r  d e r  P u n k t e ,  i n  d e n e n  die  
S t r o m u n g  d i e  R i c h t u n g  d e r  S t r 6 m u n g  d e s  in B c t r a c h t  kom-  
m e n d e n  I n t e g r a l e s  e r s t e r  G a t t u n g  b e s i t z t .  Der Bequemlichkeit 
halber wollen wir sie schon jetzt eine Aequidirectrix nennen. 

Wir  hatten die Rie rnann ' sche  Fiache abgebildet auf ein Rechteck mit 
Hilfe von 

Die Curven y = colzst. der R i c m a n n ' s c h c n  FlBche verwandeln sich hierbei 
in Curven, welchc vom Eckpunkte # = ac, dcs Rechtecks aus- und wiedcr 
in denselben hineirilaiifen, die Seiten des Rechtecks in diesem Punkte be- 
-rnhren und immer in demselben Quadranten des Rechtecks bleiben. I n  
Fig. 4 sind einige derselben angegeben. Wir  wollen auch im Rechteck von 
denselben als von den Curven y = const. reden. 

Die erste Frage,  welche wir uns vorlegen wollen, sei nun: welchen 
Winkel a bildet die Tangente einer Curve y = coast. im Punkte z = a des 
Rechtecks mit der Geraden v =  O ?  Fiir diese Curven gilt  offenbar dy = 0, 
also haben wir 

Nun is t  aber der geeuchte Winkel gleich der Amplitude der cornplexen 
Grosse dzc + i du, a190 auch, da d x  reell is t ,  gleich der rlmplitude der 
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Grosse '9 wobei es uns hier und im Folgenden auf das Vorzeichen nicht 
l'3 

~nkomrnt. Es bcstimrnt sich daher a aus der Gleichung 

s o  R den abroiuten Betrag von 2 bedeutet. 
V A  

Es sei ferner a Unendlichkeitspunkt, also ein Punkt der Aequidirec- 
trix. Diese bilde mit der Curve y = comt.  des Punktes a den Winkel <p. 

Dann mtissen wir unser Integral dritter Gattung schreiben 

wo C eino reelle Constante kt,  denn dann liegen ja  in der That die Kreu- 
1 

anngspunkte auf der Geraden a = a + - - eiV. 
C 

Weiter sei w der Winkel,  welchen die Tangente der Aequidirectrix im 
Punkte a mit der Geraden v = CO&. bildet. Dann ist w = 9 f a .  Anderer- 
seits ist die Richtung der Stromung erster Gattung gleich der negativen 

Amplitude der Grosse ( A .  e-'9, also auch a + p oder w ,  d. h. d i e  A e q u i  - 
d i r e c t r i x  h a t  i m  P u n k t e  a d e s  H e c h t e c k s  d i e s e l b e  R i c h t u n g ,  
wie d i e  S t r t i m u n g  e r s t e r  G a t t u n g .  

Schliesslich sei z ein beliebiger Punkt  der Aequidirectrix, und q, 9. 
und 1 seien die Winkel,  welche die StrGmung in B mit der zugehorigen 
Curve y = colzst., resp. mit der Geraden v = const. und endlich die Curve 
y=const. mit v=const. t i lden. D a n n  i s t  n a c h z u w e i s e n ,  d a s s  8 =  w. 

~ n s e r e '  S t r o m u n g s f u n c t i o n  W ist definirt durch 

Die Strtirnungecurven sind nun die Curven V= colzst. , folglich muss, wenn 
da3 Fortschreiten auf einer Strb'mungslinie geschehen soll, die ganze rechte 
Seite einer reellen Grosse d U gleich sein. Daraus folgt, wie wir gleich 
sehen werden , die obige Behauptung. Wir brauchen nur  die Amplituden 
der in Betracht kommeriden cornplexen Grossen xu beriickuichtigen. Dann 
liefert der erste Ausdruck , da ausser den erwLhnten Relationen auch + 
= 8 ist , 

Der zweite Ausdruck liefert 

Die ganze rechte Seite k t  daher gleich 
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e i ( 3 - w )  7 ( , + ri?) 7 

wo r, und r, reello Grossen sind. Dieser Ausdruck sol1 nun reell sein, 
d. h. 8 und o Sind (bis aiif Vielfache von n) einander gleich, und das 
wollten mir eben beweisen. 

Unser Schluss erleidet eine Ausnahme für  d U = O, d. h. für die Kreu- 
zungspunkte, in denen ja in der That die Richtung der StrGmung ganz 
unbestimmt ist. 

9. Die Integrale eweiter Gattung. 

Nachdem die StrGrnung des allgemeinen Integrals dritter Gattung mit 
zwei l ~ ~ a r i t h m i s c h e n  Unendlichkeitspunkten eine ausführliche Besprechung 
erfahren ha t ,  wird es leicht sein, die gewonnenen Resultate auf die StrG- 
mungen des Integrals zweiter Gattung zu iibertragen. Dieses kann ja 
dadureh aus jenem entstanden gedacht werden, dass man die beiden loga- 
rithmischen Unendlichkeitspunkte zu einem einfach algebraischen zusammen- 
riicken lXsstl), indem wir unter einem I n t e g r a l  z w e i t e r  G a t t u n g  ein 
solches verstehen, welches nur  algebraieche Unendlichkeitspunkte von end- 
licher Ordnung und in endlicher Anzahl aufwcist. Gemiiss jener Eigenschaft 
der vier ausgezeichneten Punkte, die Ecken eines Parallelogramms zu bil- 
den,  wird jetzt d e r  U n  e n d l i c  h k e i  t s p u n  k t (wir betrachten nur Integrale 
mit e i n  e m Unendlichkeitspunkte) allemal genau i n  d e r  M i t  t e z w i s c h en 
d e n  b e i d e n  K r e u z u n g s p u n k t e n  seine Stelle haben. Die Behandlung 
wird aber einfacher, wenn wir nicht den Grenzübergang machen, uondern 
direct vorgehen. Dabei wird, da  wir genau denselben Ideengang wie im 
vorigen Paragraphen vcrfolgen, eine gewisse Ktirze gestattet sein. 

Das Integral 

wird in dem Punkte z = cn einfach algebraisch unendlich. Die Kreuzunge- 
punkte liegen -vereinigt an der Stelle z = 0. Da nun das Integral von 

1 .  
a = O bis 1 und von bis CC einen reellen Zuwachs erhiilt , dagegen von 

x2 
1 

a = l  bis - und von -.a bis O einen rein imaginiiren, so konnen die 
x8 

StrGmungslinien ohne Weiteres angegeben werden (Fig. 5). 
Betrachten wir niin gleich dae allgemeinere Integral zweiter Gattung 

fiir verschiedene positive Werthe von C. Die Kreuxungspunkte werden 
wieder auf einer Aequidirectrix der StrGmung ( 5 ) ,  von der wir hierbei aus- 
gehen wollen, wandern, und zwar wird dieselbe mit der Geraden v = O 

1) Vergl. Kle in  a. a. O. S. 11. 
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'P den Winkel 2 bilden (da sie diese Gerade im Punkte f i =  0 trifft), wah- 

rend die Stromung des hinzugefügten Integrals erster Gattung den Winkel 
- cp bildct. 

Die Str6mung des a l l g e m e i n s t e n  I n t e g r a l s  endlich, welches ftir 
z L cri einfach algebraisch unendlich wird , 

wo r eine complexe Constante bedeutet, entsteht aus der vorhergehendcn 
Stromung, wenn wir die Trajectorien in Bezug auf denjenigen Winkel, 
negativ genommen, ziehen, der die Amplitude von T ist. 

Damit sind aber die Integrale zweiter Gattung mit einem algebraischen 
Unendlichkeitspunkte tiberhaupt erschopft , denn, geometrisch ausgedrückt : 
denken wir uns einen beliebigen Punkt  auf dem Ringe markirt,  so k6nnen 
wir den Ring immer so zerschneiden, dass der markirte Punkf Eckpunkt 
des entstehenden Rechtecks wird. 

Die so gcwonnenen Resultate konnen wir wieder in eine Regel zusam- 
menfassen. Wir geben zwei Punkte,  welche Kreuzungspunkte werden sol- 
leu, und in ihrer Mitte einen Punkt ,  welcher einfach algebraischer Unend- 
lichkeitspunkt werden soll, und fragen nach der zugehorigen Stromung. 
Hierbei brauchen wir aber nicht die Stromung erster Gattung a h  Ausgangs- 
punkt zu nehmen, sondern konnen von der Stromung ( 5 )  ausgehen. 

Regel. S i n d  i m  R e c h t e c k  v o n  e i n e m  S t r 6 m u n g s s y s t e m  z w e i -  
ter  G a t t u n g  m i t  e i n e m  e i n f a c h  a l g e b r a i s c h e n  U n e n d l i c h k e i t u -  
p n n k t e  d i e s e r  U n e n d l i c h k e i t s p u n k t  u n d  d i e  b e i d e n  K r e u z u n g s -  
p u n k t e  g e g e b e n ,  s o  v e r s c h i e b c  m a n  z u n a c h s t  d i e  d u r c h  d i e s e  
d r e i  P u n k t e  b e s t i m m t e  g e r a d e  L i n i e  s o  p a r a l l e l  m i t  e i c h  
s e l b s t ,  d a s s  d e r  U n e n d l i c h k e i t s p u n k t  i n  d e n  P u n k t  z=m d e s  
Rech t e c k s  h i n e i n f i i l l t  (wir dagen d e n  Eckpunkt, da die vier Eckpunkte 
ftir uns identisch sind; nach demselben Princip befinden sich auch nach 
dieser Verschiebung beide Kreuzungspunkte innerhalb des Rechtecks). N u n  
bez iehe  m a n  d a s  R e c h t e c k  a u f  d i e  o b e n  b e t r a c h t e t e  F l a c h e  
tiber d e r  z - E b e n e .  D a b e i  w e r d e n  i n  d i e s e r  v o n  s e l b s t  d i e  
K r e u z u n g s p u n k t e  a n  e i n e r  S t e l l e  s = O  l i b e r  e i n o n d e r  zu l i e g e n  
kommen. D i e s c n  P u n k t  b v e r b i n d e  m a n  m i t  d e m  P u n k t e  a = O  
durch  e i n e  g e r a d e  L i n i e  u n d  ü b e r t r a g e  d i e s e  i n s  R e c h t e c k ,  w o  
sie e i n e  A e q u i d i r e c t r i x  d e r  g e s u c h t e n  S t r t i m u n g  s e i n  w i r d .  
I h r e n  W i n k e l  m i t  d e r  G e r a d e n  v = O  v e r d o p p e l e  m a n  u n d  s p i e -  
g e l e  i h n  a n  d i e s e r  G e r a d e n .  D a n n  h a t  m a n  d i e j e n i g e  R i c h -  
t u n g ,  w e l c h e  d i e  S t r o m u u g  i n  d e n  P u n k t e n  d e r  A e q u i d i r e c t r i x ,  
oder ,  w a s  d a s s e l b e  i s t ,  d i e  n a c h  d e n  o b i g e n  E n t w i c k e l u n g e n  
der  g e f o r d e r t e n  S t r o m u n g  a d j u n g i r t e  S t r o m u n g  e r s t e r  G a t t u n g  
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b e s i t z t .  D i e s e  S t r t i m u n g  e r s t e r  G a t t u n g  (in d e m  e i n e n  oder 
a n d e r n  S i n n e  g e n o m m e n ,  j e  n a c h d e m  d i e  K r e u z u r i g s p u n k t e  
l i e g e n )  c o m b i n i r e  m e n  n u n  m i t  d e r  S t r t i i n u n g  (5) ,  indern  man 
i h r e  I n t o n s i t s t  a n f a n g s  g c r i n g  n i m m t  u n d  n a c h  u n d  nach  s o  
g r o s s  w e r d e n  l b s s t ,  d a s s  d i e  K r e u z u n g s p u n k t e ,  w e l c h e  bei 
d i e s e n  s u c c e s s i v e n  S t r o m u n g e n  i m m e r  a u f  d e r  A e q u i d i r e c t r i x  
f o r t r ü c k e n ,  m i t  d e n  P u n k t e n  2 = b  d e s  R e c h t e c k s  zusammeri-  
f a l l e n ,  w a s  n a c h  d e n  v o r h e r g e h e n d e n  E n t w i c k e l u n g e n  eir i t re-  
t e n  m u s s .  D i e  o b i g e  P a r a l l e l v e r s c h i e b u n g ,  r ü c k w a r t s  v o r -  
g e n o m m e n ,  w i r d  e n d l i c h  d i e  g e f o r d e r t e  S t r o m u n g  l i e f e r n ,  
w e l c h e  n o c h  i n s o f e r n  w i l l k ü r l i c h  i s t ,  a l s  i n  e i n e m  b e l i e b i g e n  
P u n k t e  e i n e  b e l i e b i g  v o r g e g e b e n e  S t r o m u n g s r i c h t u n g  ange-  
n o m m e n  w e r d e n  k a n n .  D i e s e  g e g e b e n e  R i c h t u n g  e r r e i c h t  man 
d u d u r c h ,  d a s s  m a n  z u m  g e f u n d e n e n  S t r o m u n g s s y s t e r n  d i e  pas -  
s e n d e n  T r a j e c t o r i e n  z i e h t .  
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XII. 

Die Differentialgleichungen in der Dioptrik der con- 
tinuirlich geschichteten kugelformigen Krystalllinse 

der Fische. 

Von 

Prof. Dr. LUDWIG MATTRIESSEN 
in Rostock. 

( F o r t s e t z u n g . )  

I n  zwei früheren Aufsatzcn (5. Heft  des XXIV.  Jahrg .  u n d  3. Heft 
des XXVI. Jahrg. dieser Zeitschrift) sind die  Differentialgleichungen für 
die Brennweiten der Axenstrahlen in centrirten Systemen mit stetig varia- 
belem Brechungsindex, sowie für die Trajectorie schief i n  concentrisch 
geschichtete kngelformige Linsen einfallender Strablen von mir aufgestellt 
worden. Zngleich wurden für  ein specielles Dichtigkeitsgesetz sowohl 
die Gleichnng der T r g e c t o r i e ,  aln auch die Brennweite berechnet und 
ansserdem mit Hilfe dieser Formeln die aplanatische WirkuDg einer sol- 
chen Krystalllinse i n  den Augen der  Fische dargethan. 

Neuerdings sind n u n  von H e r m  a n  n* auch die  Differentialgleich- 
nngen der beiden Brennweiten schiefer Incidenz für concentrisch ge- 
schichtete kugelformige Linsen ahgeleitet worden. D a  die von H e r m a n n  
eingeführten Bezeichnungen von den von  mir in meinen früheren Auf- 
satzen gebranchten in manchen Stücken abweichen, so werde ich im Fol- 
genden jene Gleichungen anf Grund der  früher gegebenen Formeln her- 
leiten und zwar, wie ich glaube,  auf kürzerem Wege. 

Es ist bekannt ,  dnss bei schiefer Incidenz auf sph!irische Fliichen 
Astigmatismus unendlich dünner Strahlenbündel erfolgt. Von einem lench- 
tenden Punkte werden in den durchgehenden , gebrochenen Strahlen 
zwei nnendlich kle.ine Brennlinien entworfen. Die  sogenannte e r s  t e  
Brennlinie, entworfen von dem i n  einem Moridianschnitt (1. Hanptnor-  
malschnitt) einfallendon Strahlenfacher, steht a i ~ f  diesem Schnitte serik- 

* Pflüger's  Arch. f. d. ges. Physiol. XXVU, 1882, S. 309 - 311. 
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recht; die z w e i t e  Brennlinie, entworfen von dern in den Normalschnitt 
(2. Hauptnormalschnitt) einfallenden Strahlenfacher, liegt in dern Meri- 
dionalschnitte. Der  Abstand beider Brennlinien ist die B r e n  na t recke .  
D i e ~ e  Bczoichnungen , welche von H e r m a n n  herrühren , sind von ihm 
friiher gekennzeichnet mit den Indices 1 u n d  2.*  

1st  e die Objectweite und sind fi und  f 2  die heiden Bildweiten, so 
ist für eine einzige brechende Flache vom Krümmungsradius r, dern Ein- 
fallswinkel cp und dern Brecliungswinkel q :  

n  r cos v2 n  r 
fi = - 1  f 2 = -  

n cos .s, - cos q - T C O S  q2 
T 

n c o s Q  - c o s 9  -- 
e 

I n  seinem dritten Aufsatze führt H e r  rn a n  n folgende Bezeichnungen ein: 

n r  cos cr2 n v 
f t  = 3 /*= 

n cosa - c o s v  - ~ c o s q ~  
r 

n c o s a -  c o s p - -  
e t  e* 

Daneben wird von H e  r 111 a n  n auch seine früliere Nouienclatur der beiden 
Normalschnitte der brechenden Flache geandert u n d ,  wie es scheint, 
für den  Meridionalschnitt die Bezeichnung , , K r  e u z  s c  h n i t t ", für den 
Normalschnitt die Rezeichniing ,, H a n p  ta  c h  n i t  t l L  gewahlt, aus dern 
Grunde,  weil die  Deduc t ionec  für den letzteren sarnmtlich einfachere 
Formen annehmen. Um die Verwirrung, die schon jetzt theilweise zu 
herrschen beginnt,  nicht noch melir zn vergrossern, werde ich im Folgen- 
den die früheren Bezeichnungen hloridionalschnitt ( Index 1) und Normal- 
schnitt  ( Index 2) beibehalten. Ich gebe derselben auch besonders des- 
halb den Vorzug, weil auf dem in eincr convexen FlLche gebrochencn 
Strshl  auch der Ordnung nach zuerst die Brennlinie d m  meridionalen 
Facher  auftritt (erste Brennlinie). Auch die letztere Bezeichnung ist 
von H e r m a n n  scheinbar aufgegeben, iudem er  sie Kreuzschnitt - Brenn- 
linie n e n n t ,  wogegen er die zweite Brennlinie als Iiauptschnitt-Brenn- 
linie bezeichnet. 

H e r m a n n  leitet nun  die Differentialgleichungen der  Brennweiten 
in  folgender Rcihenfolge ab : 

a) Differentialgleichung für den Hauptschnitt  (Normalschnitt); 
b) Differentialgleichung für den Kreuzschnitt (Meridionalschnitt); 
c )  Differentialgleichung für den  normalen Durchgang (Axenstrahlen). 

L Differentialgleichnng Air den Normalschnitt. 
Wir  setsen voraus, ee sei (Fig.  14) 

F, der leuchtende P n n k t  in  unendlicher Entfernung,  
O der Einfallspunkt des Strahlenfachers vor der  Linso, 
ON P die Trajectorie des Leitstrahles , 

* Ebendaselbat XVIII, S. 443 - 456; XX, S. 370 -387. 
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NP = as  das Bogendifferential der  Trajectorie, 
SIG die dem Strahle F,O parallele Centrale der Kugellinse, 
C N P  = e, der Rrechungswinkel hinter der Flache CN = y,  

IV P R  = e, + a e, der Einfallswinkel vor der Flache C P = y + a  y ,  
C P @  = el + Se ,  der Brechungswinkel hinter der Flache CP, 
n der Brechungsindex zwischen N und P, 
t~ + 8 n der Index  hinter P, 
SIS, = q =. r -y die Dicke der  durchbrochenen Schichten , 
S,S,  = ô q = - 3 y die n i c k e  der liinzutretenden hrechenden Schicht, 
F zweiter Bildpnnkt hinter N, also Objectpunkt vor F, 
N P  zweite Uildweite der  Schicht O N ,  
F die Objectweite des Punktes  P, 
CD zweiter Bildpunkt hinter P, 
P @ = rp, die zweite Bildweite der  Schicht OP. 

Alsdann ist für P 
11 Y -- - n !/ 

< P x  = y sin (e., - e,  ) y ' 
n cos el - cos e,  - - - 

f sin el f 
sin el sin e, s in  ( e ,  - el) 

-- î + c p =  y 

Nun ist 
s i n e , :  s ine ,  = ( n f a n )  : n ,  

folglicli 
sin (pz - e, j a n  

;=i - --- 
si11 e ,  n cos el 

und dernzufolge 
1 a R 

1 )  . f '  n pp n y cosel 

Weiter ist die negative Objectweite des Punktes Pl niirnlich - f, vermehrt 
um das Hogendiff'erential 3 s  der Trajectorie, die Bi ldwei t~  der Schicht 
ON, also 

- f + a s = ' ~ ~ - a ~ , .  

Ferner ergieht sich aus der Figur  unmittelbar 

Wenn man alsdann den  Werth 

in die Gleichung 1) eintletzt, so erhalt man 

und endlich, mit Vernachlassigung uriendlich kleiner Groseen zweiter 
Ordnung, sowie e, = e :  
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2) 
odor 

3) 

Nun ist i n  Formel 38) meines früheren Aufsatzes (3. Heft des 
XXVI. Jahrg.) folgende Differentialgleichung der Trajectorie aufgestellt: 

oder 

ferner (S. 88) ihr Subintegral 

5) y n sin e L r N sin zo =.; r sin rl , 
und die hieraus sich ergebende Differentialgleichung der  Trajectorie in 
Kreiscoordinaten 

Die Gleichungen 39) und 41) von H e r m a n n  sind mit 4) und 5) 
identisch. 1st n als E'unction von y gegeben, so ist  cp, mit Hilfe der 
Gleichungen 2) und 5) bestimmbar; von mir ist dies in  dem früheren 

Anfsatze für n = N 1 + 5 ,- anf indirectem Wega ausgeführt. Will ( '3 
man die Formel 2) benutzen, so muas man e eliminiren, woraus resnltirt 

Diese Gleichung lasst sich leicht integriren bei der von H e r m a n n  ge- 
machten Annabme q n  = consl. Eine  solche Linse würde dia Dichtigkeit 
n = tm ix, C~antrum habcn,  und  folgeweise den Eiauptbrennpunkt. Bei 
der  von mir gemachten Voraussetzung, welche den natürlichen Verhalt- 
nissen entspricht,  mnsste ich es vorziehen, zuvor das Integral der Gleich- 
nng  6 )  s u  suchen. 

II. Differentialgleichung ftir den Meridionalschnitt. 

I n  diesem Fa l le  gilt die der Gleichung 1) entsprechende 

Wenn man die zweite Gleichung nach cose, auflost und s ine , :  s i t i ~ ~  

a I I  
= 1 + ll substituirt, so erhalt man 
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u n d  wenn man quadrir t ,  
a n  . 

cose,2 2 C O S  e l Z  - 2 -- szn e,2. 

Die Gleichnng 8) verwandelt sich demzufolge in 

rus  el2 - 2 
- -- 

Nun ist 
/' 

u n d  man erhalt 

a 
- sin el2 
n 

n y cos el 

ivorin man ehenfalls e a n  die Stelle von el setzen kann. 
Fühit man das Bogendifferential 8 s  e in ,  so erhalt man die der  

Glciçhung 3) entsprechende Uifferentialgleichung der ersten Bildweite 

Dxs DiiTerential a s  findet man danu sus  6),  namlich 

ZII. Differentialgleiohnng für die Axenstrahlen. 

M a n  gclangt offenbar zu derselben, indem man in 2)  oder 9) e =  O 
sctzt; ~ i e  lantet demnach 

11) 

Diese Gleictiung ist mit der von H e r m a n n  in 45) aufgehtellten iden- 
tiuch; letztere ist 

'  al^ Zf , a l c m  
re+P( fG- rae)= f  

Sie i s t  auch ein specieller Fal l  von der i n  meinem friiberen Aufsatze 
abgeleiteten Formel 9), namlich 

welche für jedes beliebige centrfrte System gilt, und  in der etwas ab- 
weiclienden Form 

an a n  3 x 

bereits im Jahre  1877 von L i  p p i c h  pnblicirt ist. 
Die Gleichung 12), giltig für die Axenstrahlen beliebiger centrirter 

Systeme, Iasst sich leicht direct ableiten. Bedentet r den  Krümmungs- 
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radius ciner bcliebigen Fliiche S,, r, den der vordcrston Flache SI des - - - 
ganzen Systems, q die Dicke der endlichen Schicht SIS,, so ist 

n r 
u n d  

IV, Differentialgleichnng der zweiten Hauptpnnktsdistanz a, 
flir den Bormalschnitt. 

Zur Construction der Bildor bedarf es der  Kenntniss der Haupt- 
punktsdistanzen. Die zweiten Hauptpunkte sammtlicher Strahlen, welche 
parallel zur  optischen Axe einfallen, liegen nicht mehr in  einer Ebene 
(Hauptebene), sondern in einer Rotationsflache h2 H2 ((Fig. l5) ,  welche 
die optische Axe in Hz senkrecht schneidet. 

E s  sei wiederum für den einfallcnden Strahl FoO dor Punkt E Hanpt- 
brennpunkt der  Schicht ON, b, Hauptbrennpunkt  der Schicht OP, h zweiter 
Hauptpunkt  der Schicht O N ,  h, zweiter Hauptpunkt  der Schicht OP; 
ferner h, P = a2, h P - n2 - ô a,. Dann folgt aus der  Aehnlichkeit der 
Dreiecke Phh, und  PF@: 

a ( ~ -  a2) - - a iw,+ua)  - 

iind 

131 
<Pz 

F ü r  Axonstrahlen wird 3 s  = 87, also 

14) -- a (m, + v)  a ( q - % i - -  , . 5% 
Diese Gleichung ist identiscb mit der in meinem früheren Aufsatze unter 
22) aufgestellten Formel. Die Gleiqhung 13) führt zur Kenntniss der Lage 
des Hauptpunktes h ,  , bezicliungsweise zur Gleichung der Hauptpunktsflache 
H,h, bei einem conceritrisclien System breche~ider  Flacheu mit variabelern 

- - 

r z -  y2 
Index n. Unter Zugrundelngung des Gesetzes n = N (1 + 6 7 ) ,  vel- 

ches für die Krystalllinse in  den Augen dor Fischc gilt ,  sind in  mcinsm 
früheren Aufsatze beide Haiiptpunktsdistanzen a, iind a2 als dgehraischa 
Fnnctionen von q bereits dargestellt. Mit Hilfe der Formel  13)  lassen 
sicli dieselben nunmehr f ü ~  die schiefe Incidenz verallgemeinern. Ebenso 
lassen sich sammtlichn Differentialgleichungen für die Brennweiten durch 
die Substitution cp, = cp - u, so transformiren, dass die Brennweiten auf 
die Hauptflaçhen bazogen werden,  wie dies in  der Uioptrik der Linsen- 
systeme in der Regel geschieht. Die i n  meinem früheren Aufsatae snb 1) 
bis 4)  aufgestellten Diif'erentialgleichungen hahen für diesen FaIl  Giltigkeit. 

R o s t o c k ,  1. Juni 1882. 
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XIII. 

Grundzüge der  mathematischen Chemie. 

Von 

Prof. Dr. W. C. WITTWER 
in Regonsburg. 

IV. 
Nbhere Bestimmung der Constanten. 

In  meiner ersten Abhandlung über mathematische Chemie habe ich 
des Princip angegeben, riach dem die chemischen Processe sich ent-  
wickeln, und dabei hin ich auch zu der Bestimmung zweier Constanten 

b CL gekommen, von denen die erste, der  Quotient - 3  angiebt,  wieviel 
n m  

Atome von der Grosse aines Wasserstoffatomee nothig s ind ,  urn ein 
Aethertheilchen au  neutralisiren, wahre.nd die andere r das Verhaltniss 
ausdrückt, in welctiem die Summe der  Radien einer Massenbugel u n d  
aines Aethertheilchens zu der eogenannten Aetherdistanz s teht ,  als welche 
wieder diejenige Entfernung zu nehmen i s t ,  iu welcher zwei Aethertheil- 
chenmittelpunkte von einander sich befinden, wenn das eiue Aethertheil- 
chen im Nittelpunkte eines sonst ganz leeren kugelformigen Baumes, das 
andere au der Peripherie sich befindet. Das eine Aethertheilchen wird 
vou dern innern mit einer Kraft abgestossen, welche dem Qnadrate des 
Kugelradius umgckchrt proportionel ist , wahrond der dern Kugelradius 
direct proportionale Aetlierdruck das peripherische Aethertheilchen gegen 
den Kugelmittelpunkt hinzuführen streht. Die  Entfernung der Mittel- 
punkte beider Aethertheilchen giebt alsdann die Aetherdistanz. Ich habe 

b P in der erwahnten Abhandlui-ig - = 18,6 und 1. = 0,37296 bestimmt. 
a ni 

Waren die chemischen Elemente so gegeben, dass ihre Atomgewichte 
eine in gleichen moglichst kleinen ~nter&dlen wachsende Reihe bilden 
wiirden, so ware es  wohl niclit schwer, diese Constanten mit genügender 
Genauigkeit zu bestimmen; allein dies ist nicht der Fa l l ,  denn die l u t e r -  
valle Sind verschieden gross und  bieten oft d a ,  wo Zwischenglieder am 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



218 Grundsrige der mathemiltischen Chemie. 

allernothwendigsten w l r e n ,  recht betrachtliche Lücken. Dsrurn kann 
eine genaue Feststellung der Constanten nur a n  der Hand  der Erfahrung 
u n d  nach und  nach bcwerkstelligt wordon. 

I n  meiner ersten Abhandlung hahe ich unter den chemiselien Ele. 
menten Kohlenstoff und Aluminium ausgewahlt und  aus den dort an- 
gefübrten Gründen die gegenseitige Entfernung B. eines Atomes und des 
nachstliegenden Aethertheilchens der  Aetlierdistanz gleich gesetzt. Bei 

dieser Annahme ergaben sich die vorstehenden Werthe von 9 und r ,  
u m 

Als Controle verwendete ich noch ein zweites Mittel, namlich das Auf. 
suchen der Grenzen, hei denen die Aufnahme eines neuen Aethertheil- 
chens durch das Massentheilcheu erfolgt, bei denen also der Uebergang 
von den elektronegativen zu den elektropositiven Elementen stattfiridet,. 
Als Ergcbniss dieser Controle führte ich dann a n ,  dass aller Wahrschcio- 
lichkeit nach bp  > 18,6 a m  und r < 0,37296; weil ich aber kein besseres 
Mittel wusste, die Constanten eu bestimmen, habe ich mich der letzteren 
bis jetzt bedient,  und ich glaube nicht,  dass rneine bisher damit erzielten 
Resultate Veranlassung seien , diesen provisorischen Constantenwerthen 
grosses Mistitraueu entgegenzubringen. Nichtsdestoweniger hahe ich mich 
genothigt geseheri, mich nm ein Mittel zur  bessern Annaherung umzu- 
sehen,  da  die bisherigen Werthe in  einzelnen Fiillen zu Inconsequenzen 
führen,  welche vermieden werden miissen. So ist die Grenze des Atom- 
gewichtes, bei welcher die Aufnahme des vierten Aethertheilchens statt- 
findet, nach S. 369 der genannten Abhandlung bei 32,2, ist also kleiuer 
als das Atomgewicht des Chlors, wlhrend sie, wie die Eigenschaften 
dieses Stoffes zeigen, über 35,5, dagegen nnter 39, dem Atomgewichte 
des Kaliums sein muss. Dieser Umstand hat  mich veranlaost, die Con-  
stantenbostimmung nouerdingti vorzunchmen, und  ich hahc dabei vor- 
gezagen, den Atomgewichtswerth, bei dem der Uobergang von den elektro- 
negativen zu den positiven Elementen stattfindet, bei dem also das Atom 
noch ein weiteres Aethertheilchen aufnimmt, also das,  was ich in meiner 
ersten Arheit nur  zur  Controle benützte, a h  Ausgangspunkt zu nehmen, 
den früheren Ausgangspunkt dagegen fallen zu lassen. Ich glaube, dass 
die  so erbaltenen Resultate sich den  Beobaclitungen besser anschliessen 
als die früheren, ohne dass ich sie jedoch als mehr, wie als Naherungs- 
werthe betrachtet wissen will. 

Besitzt cin Massenatom bereits n Aethertheilchen, so wird sich in 
einiger Entfernung von ihm in derjenigen Richtang,  wo die Abstossung 
der  bereits gehundenen Aethertheilchen einen kleinsten Werth ha t ,  ein 
weiteres Aethertheilchen befinden. Denken wir uns n u n ,  die Grosse des 
Mpssentheilchens nehme allmalig z n ,  so wird das noch freie Aethertheil- 
chen sich demselben mehr und mehr nkhern und endlich, wenn die 
Grosse des Massentheilchens eine gewisse Greuze überschritten ha t ,  geht 
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das Aethertheilchen plotzlich vollends s u  dem Atom über, um fortan in- 
corporirt zu sein, weil eine geriugere Grosse des Atomes nothig iut, ein 
Aethertheilchen incorporirt zu erhalten, als es bis zur Incorporation aus 
der Ferue anzuziehen. 
' 

Wie ich bereits in  meiner ersten Arbeit (S. 362) bemerkte, besitzt 
das Wasserstoffatom ausser seinem Rfassentheilchen noch ein Aether- 
theilchen, wahrend das Lithium deren zwei hat.  Es  muse also die Auf- 
nahme dieses zweiten stattfinden, wiihrend das Atomgewicht von 1 bis 7 
steigt, d. h. wenn man sich das Atomgewicht allmalig wachsend denkt, 
mnss zwischen 1 und  7 eine Grenze kommen, bei welcher die Anfnahme 
stattfindet. Die Einverleibung eines dritten Aethertheilchens findet irgendwo 
zwischen Fluor  und Natrium, also zwischen 19 und 23 ~ t a t t ,  wiihrend 
das vierte zwischen Chlor und Kalium (35,s und 39) aufgenommen wird. 
Wahrend hier die Grenze,  welche durch die Aufnahmsgrosse nicht über- 
schritten werden dar f ,  sich genau angeben lasst, geht diese8 woniger 
leicht im nachsten Fal le  bei der Aufnalime des fünften Aethertheilchens. 
Nach der in meiner ersten Ahbandlung reproducirten Tafel von L .  M e  y e r  
fallt der kritische P u n k t  aller Wahrscheinlichkeit nach in die Nahe des 
Eisens (56) .  Daç sechste Aethertheilchen wird aufgenommen zwischen Brom 
(90) nud Rubidium (85,5). Hier  Sind die Grenzen wieder sicher, Bei dem 
siebenten ist die Grenze neuerdings sweifelhaft, sie fallt nach der  Tafel 
zwischen Molybdan (96) und Ruthen (104). Uas achte Aethertheilchen 
findet seine Aufnahme zwischen J o d  (127) und Casiiim (133). 

Die Stellen, a n  denen die Anfnahme j e  einei  weiteren Aethertheil 

ohena stattfindet, müssen siïli nuu  zur Bestimmung des Quotienten 3, 
am 

den ich in der Folge mit SI bezeichnen will, und  der Constanten r be- 
nützen lassen, doch ist die Verwendbarkeit de r  einzelnen sowohl bezüg- 
licli der Sicherheit ihrer Angaben,  als auch bezüglich der Weitlaufigkeit 
der mathernatischen Formelu eine sehr verschiedene. Am einfacheten 
bezüglich der letzteren ist diejenige Stelle, bei welcher die Aufnahme 
des zweiten Aethertheilchens vor sich geht. Eines derselben befindet sich 
an dem einen Punkte  der Oberfliiche der Masscnkugel, das zweite kommt 
von derjenigen Seite herein,  a n  welcher das erste den goringsten Wider- 
stand leistet, und  lagert sich dorthin,  wo die  gegenseitige Abstossnng 
eine kleinste is t ,  also dem ersten Theilchen gegenüber. Trotz  aller 
Einfachheit Iasst eich dieser Fa11 nicht verwenden, weil der Zwischen- 
raum zwischen den Atomgewichteu des Wasserstoffs und  des Lithiums zu 
grons is6. Gabe es noch Elemente,  dereu Atomgewicht zwischen beiden, 
etwa bei 4 oder 5 lage, so wiirde das ausserord~ntl ich forderlich sein;  
allein solche Elemente giebt es nicht. Die Anfnahmsstelle k a n n ,  wenn 
nnr ganze Zahlen berücksichtigt werden,  zwischen den Atomgewicbten 2 
und 6 schwanken, und d a  letztere Zahl dreimal so gross ist alti dio 
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erstere, kamen Differenzen in den Werthen der  Constanten zum Vor- 
schein, die das Resultat vollstandig illnsorisch machen würden. 

Die  Anfnahme des dritten Aethertheilchens findet zwischep 19 und 
2 3  statt. I i i e r  is t  die Differenz eine kleinere u n d  der  Werth von SI und 
r schwankt a n  und  für sich weniger, also lasst sich diese Gruppirung ver- 
wenden. Noch besser gestaltet sich die Sache bei dem vierten Aether- 
theilchon, weil der  Zwischenranm zwi~chen  den Grenzelementen 35,5 und 
39 noch etwas kleiner u n d  infolge der grosseren Atomgewichtszahlen der 
Einfluss auf  die Schwankungen von 2I wieder geringer geworden ist. 

Die Stellen, a n  denen das fiinfte und das siebente Aethertheilchen 
aufgenommen werden, sind zu zweifelhaft , als dass die  darauf gestützten 
Formeln weiter, wie als Correctiv der  aus den beiden vorhergehenden 
Stationen erzielten Grossen der Constanten benutzt werden künnten. 

Bei deri Aethertheilchen 6) und  8) waren wohl die Grenzen der 
Anfnahme wieder sicher; allein die  Sache ha t  e ine andere Schwierigkeit, 
und  diese i ~ t  die Bestimmnng der  Lage der bereits vorhandenen gebnn- 
denen Aethertheilchen. Im ersten der  beiden Fal le  sind fünf Aether- 
kugeln so über eine Massenkngel vertheilt , dass ihre gegenseitige Ab- 
stossung ein Minimum wird. Die Aufgabe, die Lage  der  einzelnen Aetber- 
theilchen zu bestimmen, ist  zwar Iosbar, allein von einer derartigen 
Weitlaufigkeit, dass ich glaubte, die Losung unterlassen zu dürfen, weil 
doch die Grenzen,  innerhalb deren die Aufnahme des sechsten Aether- 
theilchens erfolgt, wieder zu weit auseinander liegen, um ein der auf- 
gewendeten Arbeit entsprechendes Resultat erwarten zn  lassen. Uas 
Niimliche ist der  Fa l l ,  wenn es sich bei bereits sieben incorporirten 
Aethertheilchen um die Aufnahme des achten haridelt. 

E s  bleiben daher zunachst die beiden Fal le  übrig, in  denen zwei 
(ilrei) Aethertheilchen bereits aufgenommen sind und  ein drittes (viertes) 
incorporirt werden 8011. 

Sind zwei Aethertheilchen a u €  einer Massenkiigel bereits vorbanden 
und  sol1 ein drittes anfgenommen werden, so geschieht dieses am leich- 
testen dann ,  wenn das neu aufzunehmende Theilchen sich in einer Ge- 
raden befindet, welche dnrch d e n  Mittelpunkt des Massentheilchens geht 
u n d  normal auf der  V e r b i n ' d ~ n ~ s l i n i e  der beidcn bercits aufgenommcnen 
Aetherkngeln steht. 1st R die Entfernnng der  noch freien Aetherkngel 
von dem Mittelpunkte des Massentheilchens, r die Snmme der Halhmesmer 
des letzteren und eines Aethertheilchens, bedeutet ferner m das Atom- 
gewicht , SI die Zahl von ~ a s s e r s t o f f a t o m e n ,  welche sur  fiTeutralisation 
einee Aethertheilchens genügen, so  ergiebt sich nach dem, was ich in 
meinen früheren Abhandlangm [epeciell: erste Abhandlung,  Gleichg. 14)] 
hierüber angefübrt babe, die Gleichung: 
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Denken wir uns n u n ,  das  Atomgewicht m wachse von einer gewissen 
Grosse, allenfalls von 1 0  a n ,  fortw%hrend, sa wird R continuirlich kleiner, 
endlich bei cincm gewissen Werthe von R ist ein Maximum von rn nothig, 
um das freie Aethertheilchen dort zn erhaltcn, und  sowio diese Grcnze 
überschritten k t ,  nahert sich das Aethertheilchen dem Atom vollstandig. 
Dieser Fa11 tritt e in,  wahrend das Atomgewicht von 1 9  auf 2 3  steigt, 
denn dafi Fluoratom hat  noch zwei Aethertheilchen, wahrend das Natrium 
deren drei besitzt. F ü r  die kritische Stelle ist m ein Maximum u n d  für  
aie gilt neben 1) auch die  Gleichung: 

Wird auta 1) nnd  2) M eliminirt, sa ergiebt sich: 

Bei dem Uebergange von drei Aethertheilchen auf vier ergieht sich i n  
glcicher Weise : 

1 *) 
ml -- 3 4  
R,' (RI' + +)'* + Hl = 0 = VI 

und 

Warcn nun  die Atomgcwichtc rn und  nt, gcnau bekanut ,  so wilre 
nichts einfacher, als aus 3) u n d  3') und r zn  bestimmen; alleiu die 
Sache ist nicht so leicht,  denn m kaon alle m6glichan Werthe zwischen 
19 und 2 3  haben,  wahrend m, zwischen 35,5 und  39  zweifelhaft ist. Da 
nun unmbglich alle die unendlich vielen Combinationen der Reihe nach 
benutzt werden ktinnen, habe ich für m der Reihe nach die Grossen 20, 
21 und 22 ,  und für ml 36,375, 37,250 und 38,125 gesetzt,  ulle mit alleu 
mit eiuander verbunden u n d  sus  den einzelnen Combiuationen SI und r 

berechnet. Es ergeben sich dabei als erste Niiherungswerthe: 

rn ml SI T 

1. 20 36,375 28,212 0,5022 
2. 21  36,375 23,989 0,4359 
3. 22 36,375 19,767 0,3413 
4. 20 37,250 30,923 0,5269 
5. 21 37,250 26,700 0,4713 
6. 22 37,250 22,478 0,3948 
7. 20 38,125 33,633 0,5477 
8. 21 38,125 29,410 0,5001 
9. 22  38,125 25,188 0,4367. 

Wir haben so  für X und  R je nenn verschiedene Werthe und  es handelt 
aich nun darnm, sue denselben diejenigen susznsnchen, welche den 
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Beobachtungen am besten entsprechen. Hier  müssen die Uebergangs- 
punkte von vier auf fünf' Aethertheilchen und  von sechs auf sieben zu 
I ta the gesogen werden. Die Aufnahme des früheren Aethertheilchens . - 

findet nach dem, was oben hieriiher erwiihnt wurdo, in  der Gegend des 
Eisens (56)  s tat t ,  die Anfnahme des siebenten in der Gegend des Ruthens 
(104) (doch wohl etwas unterhalb desselben), und  e8 müssen daher in 
den Gleichungen : 

und  
m 

5 ) *  R 3 + - 3 2 = 3  
'U R, -+--- 

( RS2 + 2 fi3 r Ji + rZj3/9 (fi3% - 2 fi3 r Ji + r2)'A 

die Maximalwerthe von mz und m3 moglichst nahe a n  66 und 104 fallen, 
Versuchen wir zunachst die Comhination 3 ,  welche die kleinsten 

Wcrthe von 2 und  r verlangt,  so ist zunachst zu bemorken, dam dnrch 
Annaherung sich die genaueren Werthe 19,803 bezw. 0,3426 ergeben, 
u n d  bei Einsetzung derselben erhalten wir m2 = 59,594 bei R, = 0,6738 
und m, = 102,29 bei R,= 0,7675. E s  ist  also m, um etwa drei Einheiten 
z u  gross, wiihrend nt3 als richtig angenommen werden kann. Die Com- 
bination 6 giebt als genane Werthe % =  22,522 und r = 0,3959, welche 
ihrorseits s u  m, = 63,024 bei R, = 0,8085 und  m3=111,39 boi R, = 0,8267 
führcn. Reide Werthe sind erheblich e u  gross. Die Comhination 2 giebt 
Tl = 24,165 und r = 0,4407, welche ihrerseits m, = 63,255 bei R,= 0,8411 
und  m, = 114,77 bei R8 = 0,8725 entziffern lassen. Nimmt man die Com- 
bination 4, so resultiren SI = 32,633 und  r = 0,5589, und  daraus wieder 
erhalt man m2 = 69,712 bei R, = 0,9114 und  ms = 136,45 bei R, = 0,9799, 

Man sieht ans diesen einzelnen Beispielen, dass mit % und r auch 
die Maxima wachsen; dieso sind aber  beide schon bei der zweiten der  
vorausgeseteten Combinationen zu gross, und  ich werde mich daher auf 
die Combination 3 beschranken, da  ich die Berechnung der'~esamrntheit 
der  übrigen für überflüssig halte. 

Die  Combination 3 giebt also m, etwas zu gross, wahrend m, zwi- 

schen Molybdkin u n d  Ruthen fiillt, wohin es nach der  Meyer'schen 
Tafel gehort ,  wenn man Eisen und Ruthen als diejenigen E l e m e n t ~  an- 
nimmt, bei welchen die Aufnahme eines neuen Aethertheilchens statt- 
findet. Durch kleine Abanderung der  Comhination ware es am E n d e  
schon moglich gewesen, dem Eisen wenigstens njiher zu kommen; eA 

darf aber  nicht ausser Augen gelassen werden,  dass es  doch nicht so 

ganz sicher is t ,  dass die Aufnahme gerade dann stattfinde, wenn das 
Atomgewicht 56 betragt. Ee giebt übrigens noch einen weiteren Um- 

* Diese Zeitschrift XXV, 369. 
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stand, welcher es moglich macht, dass die  Aufnahme eines weiteren 
Aethertheilchens etwas früher stattfinden k a n n ,  als das  Atomgewicht es 
verlangt, und dieser Umstand ist erhohte Temperatur, welche bei der 
Bildung unserer Elemente jedenfalls vou Einfluss gewesen ist. Denken 
wir uns, es gebe ein Element ,  welches ein Atomgewicht etwas unterhalb 
22 besitzt, so wird dasselbe von vornherein zwei Aethertheilchen auf- 
nehmen und bei (Io absoluter Temperatur  wird sich ein drittes in einer 
Entfernung von dem Atom aufstellen, welche etwas g r o s ~ e r  ist ais 0,7638. 
Wenn nun infolge erhohter Temperatur Schwingungen eintreten, so ist 
es nicht zu vermeiden, dass das Aethertheilchen dem Atom bald etwas 
ferner, bald etwas naher ist. I m  ersten Fal le  kehrt  es  von selbst wieder 
um, weil die Abstofisung abnimmt, der  aussere Aetherdruck wiichst; nahert 
es sich d a g ~ g e n  dem Atom auf eine geringere Distanz t ~ l s  0,7638, so 
kehrt es nicht mehr um, denn es kommt in eiuen Bereich, in welchem 
es von dem Atom weniger abgestossen wird, als bei 0,7638, und es 
nahert sich also demselben bis znm Contact,  es wird also früher auf- 
genommen, als dieses bei 0' stattfinden würde. Dadurch konnte es 
kommen, dass das fiùnfte Aethertheilchen schon früher aufgenommen 
würde, als bei dem Atomgewichte 59,6, wie obige Voraussetzung es er- 
heisclit. Vielleicht ist auch die Aufnahrnsstelle des vierten Aethertlieil- 
chens bei O 0  etwas grosser a h  36,375,  weil letztere Grosse so nahe a n  
35,5 l iegt,  dass erhtihtc Tcmperatur dem Chlor schon das vierte Aether- 
thcilchen einbringen konnte. D a  n u n  das Chlor dieses vierte Aether- 
theilchen nicht besitzt, würde daraus folgen, dass die Aufnahmsstelle für 
0 "  etwas hoher liege als 36,375; dann würde aber auch die n5chstuntere 
kritisclie S t e l b  für O 0  etwas hoher liegen als 22, und  die Constanten SI 
und r würden daher keine wesentliche Aenderung erfahren. 

Eine wenn auch geringe Erniedrigung der  kritischen Stelle kann 
auch durch die Einwirkung des aufzunehmenden Aethertheilchens auf die  
bereits incorporirten hervorgebracht werden. Haben wir z. B. zwei der  
letzteren einander diametral entgegengesetzt bereits auf einem Atom, und  
kommt ein drittes in  der Aequatorialebene daher, so werden sich die 
be,iden incorporirten Theilchen ans  ibrer Axeustellung weg u n d  gegen 
die abgewendete Seite hin bewegen, wodurch bewirkt wird,  dass ihre  
Abstossung auf  das neu aufzunehmende Aethertheilchen sich verringert 
und dieses schon bei einem geringeren Atomgcwictite aufgenommen wer- 
den kann. Diese Einwirkung ist Null,  wenn nur  ein einziges Aether- 
theilchen incorporirt ist; -sic wachst aber mit der Zahl der bereits auf 
einem Atom versammelten Theilchen. 

E s  kann noch eingewandet werden,  dass die Grosso r echwerlich für 
alle Elemente die namliche sei. Aller Wahrscheinlichkeit nach besitzt r 

die Form a + 6 vm, wenn a und  b Constante, rn das Atomgewicht vor- 
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stellen ; ich halte es jedoch nicht für zeitgemass, noch eine weitere Un- 
bekannte einzuführen. 

Nach al]' diesem halte ich es  für das Zweckmassigste, bei den beiden 
Constanten SI = 19,803 und  r = 0,3426 für so  lange stehen zu bleiben, bis 
sich weitere Anhaltspunkte ergeben, welche eine genauere Bestimmung 
gestatten. 

Nach Bestimmung der Constanten erübrigt noch die  Umarbeitung der 
bivherigen Rechnungen aiif Grund der  neuen Werthe von A und r. Für 
den Wasserstoff ist noch ausserdem die Einreihung in die Art der Be- 
handliing der  übrigen bereita bearbeiteten Elemente nothig. Ich habe 
niimlich bei dem Sauerstoff s u s  den dort angegebenen Gründen das Zu- 
sammenwirken von drei i n  einer Geraden befindlichen Theilchen unter- 
sucht und  dieses Verfahren auch hei den übrigen Elementen beobachtet; 
da  jedoch die Besprechung des Wasserstoffes derjenigen des Saueratoffes 
vorausging und  bei ersterem das erwahnte Verfahren noch nicht in An- 
wendnng gebracht ist ,  will ich dasselhe bai dieser Gelegenheit nachholen. 

Refindet sich in  einam mit Aether erfüllten Raume ein Wasserstoff- 
a tom, d. h. die Massenkugel und das mit ihr vereinigte Aethertheilchen, 
so wird es sich gegen eines der umgebenden Aethertheilchen Al so stellen, 
dass es  diesem gegenüber seine Massenkugel H hat ,  wahrend auf der 
abgewendeten Seite das gebundene Aethertheilchen A tiich befindet, d. h. 
es ergiebt sich die Gtellnng Ai9 A,. Nach unserer Voraussetzung ist 
dann anf der dem freien Aethertheilchen Al abgewendeten Seite des Atomes 
ein weiteres Aethertheilchen A,, so dass also die s tel lùng Ap AR A, znm 
Vorschein kommt. 

Die Behandlung des Wasserstoffes bietet gegen diejenige der übrigen 
Elemente die Schwierigkeit, dass dae Atom nicht einen Mittelpunkt hat, 
wie dieses bei d e n  übrigen Atomen der Fal l  ist. Bei letzteren ist der 
Mittelpunkt der Massenkugel offenbar auch derjenige des ganzen Atomes, 
d. h. der  Massenkugcl u n d  der von ihr incorporirten Aethertheilchen. 
Bei dem Wasserstoffe, der  aus einer Massenkugel und einem einzigen 
Aothertheilchen zusammengesetzt is t ,  lasst sich d m  nicht anwenden. 
Waren  beide das Wasserstoffatom zusarnmensetzenden Kugeln gleicher 
Art  u n d  nur  durch ihre Grosse von einander verschieden, so ware die 
Sache wieder einfach, denn man hat te  n u r  analog den Schwerpunkts- 
bestimmungen vorzugehen und i n  unserem Fal le  also die Grorise r = 0,3426 
in 19,803 + 1 = 20,803 Theile z u  theilen, worauf der den  Schwerpunkt 
ersetzende P u n k t  sich in der Entfernung 19,803 von dem Maasenkugel- 
mittelpunkte u n d  i n  der Entferniing 1 von dem Aethertheilchen befande. 
I n  unserem Fal le  wirken jedoch die  beiden Bestandtheile im entgcgcn- 
gesetzten Sinne. Unter diesen Umstanden habe ich es  in  meiner letzten 
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Abhandlung vorgezogen, hei der Bestirnmung des Atornmittelpunktes des 
Wasserstoffes, der znr  Festsetzung des Abstandes des Atoms von den 
übrigen Theilen der  Combination dient,  trotz der vorhandenen Vcrschie- 
denhcit analog der Schwerpunktsbestimmung vorzngehen, wobei ich jcdoch 
bernerken m u s ,  dass es sich hier nicht um die Grosfie des R des Wasser- 
stoffes an und für eich, sondern nur  urn die Vergleiche mit anderen R 
handelt. Haben wir z. B. die Combination XO fi, so  ist der Mittelpunkt 
des Kaliurn- und des Sauerstoffatomes aiich der Mittelpunkt der jeweiligen 
Massenkugel, und die Entfernung der Bestandtheile des Wasserstoffs von 
dern SauerstoE einer-, derjenigen das Kaliurns andererseits lassen sich 
leicht bestimmen. E s  kommt nnr  dann  e i n ~  Schwierigkeit zum Vorschein, 
wenn die Entfernung KO mit derjenigen OH verglichcn werden sol], 
denn da ist es nicht gleichgiltig, oh man von dern Smerstoff zu dcr 
Massenkugel oder bis xn dern Aethertheilchen des F17asserstoffs miest. In 
Errnangelung eines besseren Anhaltspunktes muss ich bis auf Weiteres 
dem erwahnten Verfahren treu bleiben und  ich setze daher als Mittel- 

pnnkt des Wasserstoffatoms denjenigen P u n k t ,  der  2- =0,0165 von 
20,803 

dern Aethertheilchen entferut zwischen diesem und der Massenkugel ge- 
legen kt .  Vielleicht gelingt e s ,  bei naherem Eingehen anf die therrni- 
echen Verhtiltnisse über diese Schwiarigkeit wegzukommen; allein einst- 
weilen bin ich noch nicht so  weit,  d a  dem Gange jcder derartigin Un- 
tersuchung zufolge zuerst die einfacheren Verhaltnisse diirchgenommen 
werden müssen, um für die verwickelteren Fal le  mit Orientirungspunktan 
susgerüstet zu sein. 

1st die Stellung A, AB A, gegeben und bezeichnet man mit R und 
R, die Entfernungen A,B und BA,, so ist nach dern Vorstehenden der  
Mittelpunkt des Wasserstoffs zwischen 19 und  A und  um 0,0165 von letz- 
terem entfernt. D e r  auf A, ausgoübte Aetherdruck wird durcli R- 0,0165 
gemessen, der auf A, ausgeübte durch R, + 0,0165. Nach dern Früheren 
ergeben sich nun  die Gleichnngen: 

1 1 1 1 + R - 0,0165 = O 
19,803 (R- r), Re (R+ RI)" 

6) und  
1 1 1 - . - - - + R, + 0,0165 = 0. 1 19,803 (R1+r)' RI2  (A+ RI)' 

Diesen Gleichungen entsprechen die Werthe R =  1,0485 und RI= 1,0645. 
Es kann nun  eines der Aethertheilchen - wir wollen zunachst 

setzen A, - dnrch ein zweites WasserstoEatom ersetzt werden, wenn 
letzteres H A  sich mehr nahert als A, .  D i e  Stellung der einzelnon Glieder 
ist alsdann gegeben dnrch A, Al AH A s ,  dio Wasserstoffatome Sind al80 
abweichend von der früheren Annahme gegen einander so gerichtet, wie 
ewei Magnetnadeln thon würden. Daraus folgen die Gleichnngen: 

Zeltwhrifl f. Matliematik n. Phplk XXVIII,  4. 1 b 
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und 

Hier  ist R ( A ,  A )  = 1,0376 und I I I  ( A A , )  = 1,0466, es ist also R in 7) 
< R in 6), und es bildet sich darum durch Abdrangen von A, in  6) da6 
Wasserstoffmolecul 7). 

Man kann nun auch noch das letzte Aethortheilchen A, in 7)  dnrch 
ein Wasserstoffatom ersetzen und  seine Entfernung von HA berechnen, 
wodurch dann die Stellung A I H ,  A H  A2H,  zum Vorechein kommt, welche 
zu folgenden Gleichungen führt:  

J e t z t  ist  R ( A , A ) =  1,0317 und  R , ( A A , ) =  1,0595. Da nun R1 in 8) 
grosser ist als in 7 ) ,  kann  das zweite Aethertbeilchen in 7) niüht durch 
ein weiteres Wasserstoffatom abgedrangt werden, und es hat  daher bei 
der Bildurig des Wasserstoffmoleculs 4 sein Vcrbleiben. Ich muss hier 
darauf aufmerksam machen, dass sich die vorstehenden Formeln anf O0 
absoluter Temperatur beziehen, und es ist demnaçh eine Condensation 
des Wasserstoffes dnrch blosse Abkühlung, selbst wenn diese bis O 0  gehen 
würde, unmoglich. Sol1 eine Condensation vor sich gehen,  so müssen 
zur Herstellung der Molecularwirkung die Aetherhüllen der  Molecule mog- 
lichst abgestreift werden und  dieses kann hier nur  durch nngeheure Com- 
pression genchehen. 

--- - - - 

Infolge der  Aendernng der  Constanten haben sich auch die Ent- 
fernungen etwas geandert ,  welche die übrigen bisher besprochenen Ele- 
mente gegeri einander beobachten, und ich gabe daher im Nachstehenden 
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die neuen Ziffern. Die Veranderungen sind nicht bedentend und ich habe 
es daher für iiberfliissig gehalten, alle die Combinationen durchzurechnen, 
von denen weiter nichts zu sagen is t ,  als dass sie in  der Natur nicht 
vorkommen kbnnen. 

F ü r  den Sauerstoff und seine Verbindungen mit Waseerstoff ergeben 
sich nachstehende Resultate, wobei bernerkt wird, dass bei dem Wesscr- 

atoffe die constante Grosse L- 
20,803 

7 d. i. 0,0165, bereits abgezogen iet. 

A O 
1,0510 1,0510 

A Sauerstoffatom ; 

B) O O 
0,9568 1,0716 Sauerstoffmolecul; 

Y) 
O O 
0,9820 0,9820 

* o z o u ;  

Man sieht hieraus, dase das Sauerstoffmolecul O, eine fsstere Verbindung 
sein müsse als Lias Ozon O,, und die Uifferenz der Distanzen der Atome 
in den beiden Verbindungen 0,9820 - 0,9568 ist sogar s ine  ziemlich he- 
deutende. Nichtsdestoweniger ist ein grosser Untorschicd zwiscben dcm 
Verhaltcn dos Sauorstoffes und  dcm obcn erwahntcn dos Wasscrstoffes 
insofern zu bemerken, als ersterer durch blosse Temperaturerniedrigung 
condensirbar sein muss, was bei letzterem nicht der Fa11 ist. F ü r  O0 der 
absoluten Temperatur zeigt sich eine Analogie in dern Verhalten des 
Rauerstoffes und dem des in  meiner vorigen Arbeit besprochenen Lithiurns, 
und die dortige Gleichung 42) entspricht derjenigen des 0x011s. 

Meine hisherigen Rechnungen beziehen sich auf U 0  abs. und es fehlt 
demnach in dcn Gleichungen noch ein Glied, welches den Einfluss der 
Schwingungen angiebt. 

In einer früheren Abhandlung* habe ich gezcigt,  dass, wenn infolge 
von Temperaturerhohnng eine Volumvergrosserung eines Korpers erfolgt, 
endlich einmal eine Stelle kommt,  bei welcher die  Rechnung für die 
Volumzunahme einen imaginaren Wertli ergiebt,  was darauf hinweist, 
dass der Korper bei der entsprechenden Temperatur  in der bisherigen 
Weise nicht mehr fortbestelien kann  und eine Aenderung des Aggregat- 
zustandes erfolgen rnuss. E i n  derartiger Vorgang mag auch bei den 
chemischen Verbindungen stattfinden und  dnrch Imaginarwerden des 
Werthes von R eine Zersetzung erfolgen. E s  ist  übrigens auch mbglich, 
dass, wenn infolge der  Schwingungen dio Atome weiter und  weiter aus- 

* Ueber die Bedingungen der Aggregatzustandsvcriinderung , diese Zeitschrift 
XXIII, 6. 

16' 
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einanderrücken, sie nach und  nach mehr und mehr von den umgebenden 
Aethertheilchen abgedrangt werden, so dass also eine allmàlige Zersetz- 
iing eintritt. Das  allmalige Verschwindan des Ozons bei Temperatur- 
erhohung scheint euf letzteren Vargang hinzudeuten. Mag nun in der 
Natur  die eine oder andere dieser Moglichkeiten ihre  Anwendung finden, 
so müssen, wenn i n  die Sauerstoffgleichung ein von der Temperatur 
abhangiges Glied eingeführt wird, die Sauerstoffatome bei hoheren Tem- 
peraturen i n  den Fa11 kommen, in  dem die Atome des Wasserstoffs sich 
schon bei O U  abs. befinden, niimlich, dass nur Verbindungen j e  zweier 
Atomc stattfindcn konnen ,  und es k a n n  dann nicht,  wenigstens nicht 
ohne Anwendung von Compression, zur Bildnng von Ozon oder gar zu 
derjenigen eines tropfbarflüssigen oder eines festen Korpers kommen. 
Thatsache is t ,  dass das Ozon gegen erhohte Temperatur  sehr ernpfindlich 
ist und bei dem Erhitzen sich sehr leicht zersetzt. Künstliche Kalte muss 
wohl e,in Nit te l  se in ,  eine ozonreichere Luf t  herzustellen, als dieses bei 
gewohnlicher Temperatur der  Fa11 ist. 

D i e  Verbindungen der Alkalimetalle geben hei Anwendung der nenen 
Constanten nachstehende Resultate: 

Vergleicht man diese Zahlen mit denjenigen, welche ich i n  meiner vori- 
gen Abhandlung gegebeo, so findet man ausser d e m ,  dass sie allgemein 
etwas grotiser geworden s ind ,  noch den Unterschied, dass die'llistanzen 
Na O in Na O A  u n d  Na O in K u 0  O und Na OH etwas kleiner sind, als 
die entsprechenden Entfernungen bei den Kaliumverbindungen, und es 
gilt also, abweichend von den früheren Schlüsson, für  die Verwandt- 
schaftsverhaltnisse des Natriums dasselbe, was ich iiber diejenigen de5 
Lithiums angegeben habe. 
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XIV. 

Ueber die Bewegung eines starren raumlichen 
Systems. 

Von 

Dr. A. SCHOENFLIES , 
Oberlehrsr am Lyceum in Colmar i. E. 

Bereits vor Iangeren Jahren  ist von C h a s l e s *  eine Reihe von 
Satzen über die unendlich kloine Bcwegung eines starren unveriinderlichen 
Systems anfgestellt worden. I n  nenerer Zeit hat  besonders M a n n h e i m *  
in seiner grundlegenden Arbeit:  , ,Étude snr  le  déplacement d'une figure 
de forme invariable. Nouvelle méthode des normales." die C h  a s  1 es'schen 
Untersuchungen nach neuen Methoden um ein Bedeutendes weiter geführt. 
Es hat sich herausgestellt, dass mit der unendlich kleinen Bewegung 
eines starren Systerns zwei Complexe eng  verknüpft s ind,  narnlich e r s t e u ~  
ein Complex ersten Grades, gebildet von den Normalen der Bahnen aller 
Systempunkte, u n d  zweitens ein Complex zweiten Grades,  den die T a n -  
genten dieser Bahnen oder, was dasselbe iet, die Charakteristiken aller 
Ebenen des starren Systems reprasentiren. E s  bilden demnach, wie 
C h a s  l e s  zuerst gezeigt ha t ,  die Tangenten der  Bahnen aller Pnnkte  
einer Geraden ein hyperbolisches Paraboloid, die Charakteristiken aller 
Ebenen, die durch eine Gerade gehen,  eiu Hyperboloid, die 'I'angeuten 
der Bahnen, die durch einen Punkt  gehen,  einen Kegel zweiteu Grades, 
din Punkte,  deren Tangenten diese Geraden s ind,  eine Raumcurve dritter 
Ordnung, die Normalebenen der Bahneu dieser Puukte  eine abwickelhare 
Fliiche vierter Ordnnng etc. etc. 

C h a s l e s  hat  die von ihm entdeckten Gesetze ohne Beweis mit- 
getheilt; es ist jedoch augenscheinlich, dass er sio aus den Lehren der 
synthetischcn Geometrie entnommen hat.  I n  der T h a t  bilden ja die beiden 
'nnendlich nahen Lagen des beweglichen Systems zwei collineare Raume; 
die Gesammtheit der Tangenten der Systempunkte oder die Gesammtheit 

* Propriétéa géométriques relatives au mouvement infiniment petit d'un corps 
solide libre dans l'espace. Compten rendus Bd. 16 S. 1420flgg. 

" Journal de l'ecole polytechnique Heft 43 S. 57 flgg. 
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der Charakteristiken aller Ebenen des Systems ist daher nichts Anderes, 
als das Erzeiignias dieser collinearen Baume,  die in  dem hier betrachteten 
Falle überdies congruent sind. Die C h  a s l  es'schen Satze sind spater 
von J O  n q u i  Bres*. und  B r i s s e  ** syntlietisch bewiesen worden; allein 
die  besonderen Lagen-  und  Gr6ssenverhaltnisse jener geornetrischen Ge- 
bilde, welche offenhar nur  von don Constanten der augenblicklichen 
S c h r a ~ b e n b e w e ~ u n g  abhangig sein konnen ,  sind bisher noch nicht untcr- 
sucht worden. Die  nachfolgende Arbeit ist der Bestimmung derselben 
gewidmet. 

8 1. 
Die Tangenten der Bahnen aller Punkte  einer Geraden g bilden 

bekanntlich ein bypcrbolisches Paraboloid***. D e n n  sie sind das Er- 
zeugniss von zwei gleichen Punktreihen auf g und g,, w o  gl die Lage 
der Geraden g nach der  unendlich kleinen Verschiebung des betrachteten 
Systems bedeutet. 

Sei  n u n  g' die zu g conjugirte Gerade, P ein P u n k t  von g, und t 

die Tangente  der Bahn von P, so ist die durch P u n d  g' gelegte ELene 
die Normalebene dcr Bahn von P. D a  dcmnach t senkrecbt sur  Geraden 
g' i s t ,  so folgt zunachst,  dass alle Tangenten t parallel mit ciner su g' 
senkrechten Ebene sind. 1st S derjenige P u n k t  von g, welchar von g' 
die kürzeste Entfernung h a t ,  und k die Gerade kürzesten Abstandes, sa 
iet eine solche Ebene  z z .  B. diejenige, welche durch k und die zum 
P u n k t e  S gehtirige Tangente i, geht. 

Die Ebene ,  welcher die andere Geradenschaar des Paraboloids pa- 
rallel Iauft,  ist offenbar parallel s u  g und  gl.  Nun  existirt sine Gerade 
d parallel eu g, welche cbenfalls auf k scnkrecht steht und  Tangente der 
Bahn eines ihrer Punkte  ist. Sie liegt mit ihrer unendlich nahen Geraden 
d, in einer Ebene y, namlich in  derjenigen, deren Charakteristik sie ist. 
Diese Ebene  geht durch k und d l  also auch durch g. D a  nun g parallel 
mit d ,  und ebenso g, parallel mit d, i s t ,  so folgt sofort, dass die zweite 
Geradenschaar des Paraboloids der  Ebene y parallel lauft. Demnach ist 
S der Scheitel des Paraboloids und k die im Endlichen liegende Axe 
desselben. 

Die beiden Hauptebenen des Paraboloids halbiren die von g und t,, 
gebildaten Winkel. J e d e  schneidet das Parabdoid  i n  einer Parabel; ihre 
Oeffnungen aind bekanntlich iiach entgegengesetzten Seiten der Haupt- 

* Mélangea de gkomttrie piire. Faris 1856. S. 1-64. 
** Mémoire sur le déplacement des figures. Joiirnal dc math. pures et ap- 

pliquées p. Liouvi l l e .  (2.) Bd. 15 S. 281. 
*** Chasles  a. a. O. Satz 25. 
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axe k hin gerichtet. Die Parameter dieser Parabeln lassen sich folgen- 
dermassen bestimmen. 

Sei q diejenige der beiden B a ~ ~ t s c h n i t t s e b e n e n ,  fiir welche die Oeff- 
nung der zugehorigen Parabel nach der zn g conjugirten Geraden g' hin- 
gewandt is t ,*  und h ihr Schnit,t mit der von g und to gebildeten Ebene,  
so ist h die Scheiteltangente dieser Parabel. Zieht man nocli durch S 
eins Gerade go parallel zu so liegen die vier Geraden go, g, h ,  t 
eammtlich in  einer Ebene cr, namlich i n  der Tangentialebene des Para -  
boloids für den Scheitelpunkt S. 1st nun r eine heliebige zu g' senk-  
rechte E b e n e ,  welche die Geraden g', go,  g, h resp. in  den Punkten G', 
G,, G, H treffen mbge, eo schneidet sie das Paraboloid in  einer Geraden 
t ,  und zwar in derjenigen,  welche durch G geht. Diese Gerado t trifft 
die Ebene vj in einem Punkte  Tl welcher der in diesor Ebene  liegenden 
Parabel angehort,  da er j a  ilir Schnitt mit 1 i~it.. Nennt  man noch den 

von g und t,, gehildetan Winkel rp, den von G- und G'c gebildeten v ,  
so erhalt man 

G, S G, S 
C H = G S z 7 ,  fis=-- , 

szn cp . <P srn 

Feruer ist 
G,G = G , s . c ~ ~ < P  = G ~ G ' .  t g ~ ,  

al60 ergiebt sich 
GS' coscp AT= 4 ---. 
Go G sin2rp 

Nun i s t ,  wie wir ohan sahen,  HS dic Scheiteltangente der Parabel. 
Verliinden wir ihren Halhirungspunkt L mit T und zieben L F I  T L ,  sa 
i ~ t  F' der Brennpunkt der Parahel ,  und es  ergiebt sich 

cos2 f 
P S =  G,G'--.  

cos cp 

GOG' ist gleich dem kürzesten A b ~ t a n d e  der  beiden conjugirteri Geraden 

g und g'. Rezeichnen wir denselben noch mit k, so erhalten wir 

* Fiir welche der beiden Hauptschnittsebenen dies der h l 1  ist, ldsst sich 
leicht bestimmen. In der That,  denkt man sich durch den Scheitel des Parabo- 
loids eine Gerade xo parallel der augenblicklichen Momentanaxe x der Schrauben- 
bewcgung gczogen, so bilden die Geraden x, und t ,  einen spitzen und eiuen 
stumpfen Winkel mit einander. Nennt man nun diejenige Drehung, bei welcher 
t, den spitzen Winkel dnrchlauft, um mit x0 zusammenzufallen, positiv, so über- 
zeugt man sich, dass, wenn g in dern von t ,  und x, gebildeten spitzen Winkel- 
raum liegt, t, im positivcn Sinne zu drehen ist, um in die Lage von h zu kom- 
men, dagegen , wenn g in dem andern Winkelraum liegt , im negativen. 
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P cos4 - 
- 2 F S =  km-- 

cos rp 

Wie die analoge Rechnung zcigen würde,  crgiobt sich für die Ent. 
fernung des Brennpunktes der andern Parahel  vom Scheitel der Werth 

Wie  h l a n n h  e i m  gezeigt bat , *  besitzt der  Punkt  S die besondere 
Eigenschaft ,  dass e r  Centralpiinkt der von g erzeugten geradlinigen 
Flische auf  g ist. Fernor  k t * *  die  Gerado k kiirzesten Abstandes von g 
und g' die Normale der von g erzeugten Flache im Centralpnnkte S von 

g. Mit Rücksicbt darauf Iasst sich nunmehr folgendes zusammenfassende 
Resultat aiissprechen : 

1. D i e  T a n g e n t e n  d e r  B a l i n e n  a l l e r  P u n k t e  e i n e r  b e l i e -  
b i g e n  G e r a d e n  g b i l d e n  i n  j e d e m  A u g e n b l i c k e  d e r  B e w e g u n g  
o i n c s  n n v e r a n d e r l i c h e n  s t a r r e n  S y s t e m s  e i n  h y p e r b o l i s c h e s  
P a r a b o l o i d .  D e r  S c h o i t c l  d e s  P a r a b o l o i d s  i s t  d e r  C e n t r a l !  
p u n k t  v o n  g a u f  d e r  g e r a d l i n i g e n  F l i i c b e ,  w e l c h e  d i e s e  G e -  
r a d e  e r z e u g t .  D i e  H a u p t a x e  d e s  P a r a h o l o i d s  i s t  d i e  N o r -  
m a l e  d e r  v o n  g e r z e u g t e n  F l a c h e  i m  C e n t r a l p u n k t e  v o n  $. 

D i e  b e i d e n  I l a u p t e b e n e n  h a l b i r e n  d i e  W i n k e l ,  w e l c h e  v o n  g 
s e l b s t  u n d  v o n  d e r  T a n g e n t e  d e r  B a h n  d e s  C e n t r a l p u n k t e e  
v o n  g g e b i l d e t  w e r d e n .  D i e  P a r a m e t e r  d e r  b e i d e n  H a n p t .  
s c h n i t t s p a r a b e l n  h a b e n  d i e  d n r c h  d i e  G l e i c h u n g e n  1 )  u n d  2)  
g e g e b e n e n  W e r t h e .  

Id 
1st L = - - 7  d. h .  steht g senkrecht anf  der Tangente to ,  so sind 

2 
hekanntlich die Tangenten der Bahnen aller Punkte  von g ~ e n k r e c h t  zu 
g,  und da8 Paraboloid ist ein gleichseitiges. Alsdann ist g sich selbvt 

conjugirt,  demnach ist k = O und die Gleichungen 1)  und 2) geben uu- 
bestimmte Werthe für  die Parameter der heideo Parabelu. Wir wollen 
deshalb die obigen Ausdrücke noch so umformen, dass sie in alleu Fal- 
len brauchbare Werthe liefern. 

Bezeichnen wir den Parameter der  momentanen Schraubenbewegung 
mit pl und dio Abstande der Gcradcn g und g' von der Momentanaxe der 
Schraiihenhewegung mit r und r', en hestehen die Gleichungenx** 

rfg(gJx) = h und r'tg(gx)== h ,  
also ist 

* Mannheim,  a. a. O. S. 73. 
** Vergl. X a n n h e i m ,  a. a. O. S. 65. 
*** Chas les ,  a a. O Sata 37, oder M a n n h e i m ,  a. a. O. S 74. 
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r + rn= II (ctg (gx) + d g  (g'x)) 

- h sin (g, g') 
- 

sin (g x) . sin ( g q  ' 
Nun ist aber s i n ( g g ' )  = c o s q  und r i -  r'= G O G  =i, also folgt 

cP p .  cos2 - 

3) PS = 
2 

sin (g z) . sin ( g ' x )  
und 

p .  sin2 - 
4) F I S =  . 

2 
stn (g 2) .sin (g'x) ' 

Sowohl diese Ausdrücke, als auch die in den Gleichungen 1) und  2) 
stehenden lassen sich, wie augenscheinlicli is t ,  ohne Weiteres geometrisch 
construiren, wenn der  Parameter der momentanen Schraubenbewegnng 
und die Lage der  Geraden g zur augenblicklicheu Momentanaxe be- 
kannt sind. 

1st im Besondern <p = O ,  d. h. ist y selbst Tangente der Bahn eines 
ihrer Pnnkte ,  so Iiegen, wie bekannt ,  die Tangenten der Bahnen aller 
ihrar Punkto in eincr Ebene ,  niimlich in derjcnigen, doron Charaktcristik 
g ist. Die Tangonten umhiillen eine Parabel ,  dcren Brennpunkt der P o l  
dieser Ebene ist. Auch dieses specielle Resultat ergiebt sich unmittelbrrr 
eus den obigen Gleichungen. 

9 2- 
Die Charakteristiken aller Ebenen 6 ,  welche dnrch eine beliebige 

Gerade g des starren Systems hindurchgehen, bilden die eine Regelschaar 
eines Hyperboloids; denn sie sind das Erzeiigniris zweier projectivischen 
Ebenenbüschel, deren Axen g und g,  s i n d ,  wo g, wieder die Lage von 
g nach der nnendlich kleinen Bewegung bedeutet. Da die beiden durch 

g und g, gohenden Ebenenbüschcl in  unscrem specicllen Falle überdiee 
congruent s ind,  so lRsst sich sofort schliessen, dam das Hyperboloid ein 
orthogonales ist. * - 

Der eben angezogene Satz ,  dass zwei congruente Ebenenbüschel 
eine orthogonale Geradenschaar erzeugen,  ist jedoch bisher unmittelbar 
nnr noter der Bedingung bewiesen worden, dass die Axen der Büschel 
sich actineiden, d. h. wenn die Büschel einen Kegel ergeben. Der  ent- 
sprechende S a t ~  fur das Hyperboloid ist - wie a. a. O. zn seben - nur  
durch Analogie mit dem eben genannten Kegel abgeleitet worden. Ich 
werde nnn zeigen, dass sich in  dem hier betrachteten Falle, d. h. wenn 

* Rii th ,  Ueber eiue besondere Erzeugungeweise des orthogonalen Eyper- 
boloids and über Büschel orthogonaler Kegel und Hyperboloide. Sitzungaber. d. 
Akad. d. Wisaeusch. in Wien, Bd. 80 S. 257. 
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die Axen der beiden Rüschel unendlich nahe liegan, die OrthogonalitXt 
des ~ ~ ~ e ; b o l o i d s  ganz unmittelbar aus den Gesetzen der Kinematik er- 
giebt,  ohne dass es nothig warc,  auf don Asymptotankegcl zurückzu- 
g ehen. 

Wie M a n  n b e i  m bewiesen hat , * ist die Charakteristik einer Ebene s 
die Projection irgend einer Geraden auf E ,  welche einer beliehigen zu e 

senkrechten Ebene E' adjungirt ist. Demnach lasst sich auch umgekehrt 
schliessen , dass, wenn man durch die Charakteristik von E eine zn dieser 
Ebene  E senkrechte Ehene  Iegt,  diese Ebene  aile dicjenigen Geraden 
entlialt, welche den zur urspriinglichen E b e n e  E senkrechten Ebenen E' 
adjungirt sind. Denken wir uns nun ein Büschel von Ebenen E ,  dessen 
Axe die Gerade g iet,  so giebt es aine E h ~ n e n s c h a a r  É, welche zu alleu 
diesen Ebenen E senkrecht ist ,  namlich die Schaar  der zu g senkrechten 
Ebenen. Construiren wir nun au jeder Ebene  E die Ebeno,  welche durch 
ihre Charakteristik geht und senkrecht zu E i s t ,  so entlialt sie die ad- 
jungirten a l l e r  zu E senkrechten Ebenen,  also auch eicher die adjungirte 
1 der Ebenenschaar E'. D a  dies fur jede Ebene E des lietrachteten Bü- 
schels g i l t , - so  folgt sofort,  dass alle E b e n e n ,  welche man senkrecht zu 
den  Ebenen  E in ihren Chsrakteristiken errichtet,  dnrcli eine und die- 
selbe Gerade 1 gehen, und zwar ist diese Gerade adjungirt zu der Ebe. 
nenschaar, die senkrecht zu g ist.** 

Demnacb ist das von den Charakteristiken gehildete Hyperboloid das 
Erzeugniss zweier zu einander rechtwinkligen Ebenenbüschel,  d. II.*** 
es ist  orthogonal. Also ergiebt sich folgender Satz:  

II.  D i e  C h a r a k t e r i s t i k e n  a l l e r  E b e n e n  e i n e s  s t a r r e n  
r a u m l i c h e n  S y s t e m s ,  w e l c h e  d u r c h  e i n e  G e r a d e  g g e h e n ,  b i l -  
d e n  i n  j e d e m  A u g e n b l i c k e  d e r  E e w e g u n g  e i n  o r t h o g o n a l e s  
E y p e r b o l o i d .  D a s s e l b e  e r s c h e i n t  a l s  d a s  E r z a u g n i s s  von 
z w o i  o r t h o g o n a l e n  E b c n e n b ü s e h e l n ,  d e r e n  e i n c s  d i e  G e r a d e  
g z n r  A x e  h a t ,  w a h r e n d  d i e  A x e  d e s  a n d e r n  d i e  z u  d e n  E b a -  
n e n  s e n k r e c h t  g a d j n n g i r t e  G e r a d e  E i s t .  

R s  verdient noch bemerkt zu werden, dass die Kinematik den Nach. 
weis der Identitat des durch zwei congruente Büschel erzeugten Hyper- 
boloids und des durch zwei orthogonale Büschel erzeugten für den hier 
in  Frage  kommenden Fa11 ganz besonders oinfach zu führen im Stande ist. 

Unter den Ebenen des durch g geheuden Ebenenbüschels sind zwei 
besonders ausgezeichnet, erstens die Ehane parallel zur Momentanaxa x, 
und zweitens die Ebene ,  welche die Gerade k kürzesten Abstandes von s 

* Mannheim,  a. a.  O. S. 69. 
** Vergl. auch M a n n h e i m ,  a. a. O. S. 70. 

*** B. S c h r 6 t e r :  Ueber ein einfachea Hyperboloid von besonderer Art. B o r -  
c h a r d t ' s  Journ. f. Math. Bd. 86 S. 26. 
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und g enthalt. Die Charakteristik 1" der erston Ebene  ist parallel ziir 
Momentanaxe x und ist die Projection dieser Momentanaxe auf s ie ,  die 
Charakteristik g" der zweitan Ehene ist parallel zu g nnd geht durch den 
Brennpunkt derjenigen durch k gelegten Ebene ,  welche senkrecht zu g 
ist. Folglich geht 1 durch denselbeu P u n k t  S" von k ,  wie g", deun die 
adjungirte einer Ebene  ist ja  die durch iliren Brennpunkt parallel zur  
Momentanaxe gezogene Gerade. Demnacli ergiebt s ich,  dass /c e i n  e 
H a u p t a x e  d e s  o r t h o g o n a l e n  ~ ~ ~ e r b o l o i d s  i s t  u n d  d a s s  d i e  
E b e n e n  ( g r )  u n d  ( g l )  d i e  T a n g e n t i a l e b e n e n  i n  d e n  E n d p u n k -  
t e n  S u n d  S" d i o s e r  H a n p t a x e  s i n d .  

Die Lange der Hanptaxe SS" ist gleich der Entfernung der beiden 
parallelen Geraden g und g". 1st g ,  die Momentanaxe x und der Para- 
meter der augenblicklichen Schrauhenbewegung dern Sinne und  der  Grosse 
nach gegeben, s o  Iasst sich die Gerade g" ohne Weiteres construiren; 
aie schneidet k in  einem Puukte ,  dessen Abstand r" von x siçh aus der 
Gleiçhnng p = r" r lg (gx )  ergiebt; die Yeite vou LE, auf welcher sie liegt, 
ist durch die Richtung der Schraubenbewegung unmittelbar bestirnmt. 
Bezeichnen wir noch den Abstand von g und x mit r und die Axe SS" 
mit 2 a ,  so gilt die Gleichnng 

2 a  1 , - + r " ,  

wo r" positiv oder negativ zu nelimen i s t ,  j e  nachdem g und g" auf ver- 
schiedenen oder auf derselben Seite von s liegen. Dieee Gleichung gilt 
uberdies auch dem Sinne nach. 

Die beiden anderen Hauptaxen des Hyperboloids sind durch den 
von g und x gebildeten Winkel bestimmt. Die beiden diireh S gehen- 
den Geraden g und 1" bilden namlich, d a  1 parallel eu x i s t ,  denselben 
Winkel mit einander, wie g und  S. Dieser Winkel ist der Auymptoten- 
winkel derjenigen Hyperbel ,  in  welcher die  zur Axe n sankrachte Haupt-  
ebane das Hyperholoid schneidat. Nennen wir ilin <p und  führen einen 
einen Winkel durch die Gleichung 

1 C i  m srn - - = tg - 
2 2 

ein, so bestehen* die beiden Relationen 

iI '4 b = u c o s -  b = c sin - 1  
2 2 

und zwar ist .i1i der Aeymptote,nwinkel derjenigen 
einer durüh die a- und c -  Axe gelegten Eberie 
herausgeschnitten wird. 

Damit haben wir auch für des Hyperboloid 

Hyperbel,  welche vou 
aus  dem Hyperboloid 

die Lage und Grosse 
der Hauptaxen durch die Constanten der  momentanen Schraubenbewe- 
gung vollstandig bestimmt. 
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236 Ueber die Bewegung eines starren rilumlichen Systems. 

Betrachten wir jetzt die Gesammtheit aller zu g parallelen Geraden, 
so gehort s u  jeder derselben ein orthogonales Hyperboloid. Jedee dieser 
Hyperboloide enthalt die Gerade 1 ,  denn  1 ist ja  adjungirt zu den aiif g 
senkrechten E b e n e n ,  kann  sich also für die  verschiedenen Geraden de8 
Parallelstrahlenbündele ni6ht andern. Denken  wir uns  nun  zwei belie- 
bige Gerade des Bündels und legen durch sie j e  eine Ebene,  die ein- 
ander  parallel sind , so sind auch ihre Charakteristiken einander parallel, 
denn die Charakteristikèn sind j a  die Prnjectionen von Z auf diese Ebenen. 
Daber  sind allo Charakteristiken, welche zn  parallelen Ebenen gehoren, 
einander parallel,  und es folgt sofort, dass die Geradenschaaren der 
sammtlichen Hyperboloide einander parallel sind. Hiermit aber ist be- 
wiesen, dass alle betrachteten Hyperboloide unter einander ahnlich sind, 
aleo ergiebt sich folgender Satz:  

III. D i e  s a m m t l i c h e n  o r t h o g o n a l e n  H y p e r b o l o i d e ,  welche  
z u  d o n  i i n t e r  e i n a n d e r  p a r a l l e l e n  G e r a d o n  g d e s  s t a r r e n  
S y ~ t e m s  g e h o r e n ,  f i ind  i i h n l i c h  u n d  e n t h a l t e n  d i e  G e r a d e  1, 

w e l c h e  d e n  z u  g s e n k r e c h t e n  E b e n e n  a d j u n g i r t  i s t .  
I n  Uebereinstirnmung hiermit zeigen auch die obigen Gleichungrin, 

dass die Axen der Hypcrboloide in  constantem Verhaltniss z11 einander 
stelien; deriu die Winkcl <p und  haben für alle Hyperboloide deuselben 
Werth. 

Endlich ergiebt sich noch,  dass diejenigen Hyperboloide, welche den 
Geradcn eines Biiscliels paralleler Strahlcn entsprechen, aiisser dcr Ge- 
raden l noch eine zweite Gerade gemeinsam haben ,  namlich die Charak- 
teristik der Ebene  dieses Büschels. 

9 3. 
Unter  der Schaar der ebengenanuten orthogonalen Hyperboloide 

gicht es auch eine Reilie orthogonaler Kegel. Ih re  Scheitel licgen sammt- 
lich auf I ;  aie gehoren zu dcnjenigen Geraden,  welche Tangenten der 
Bahn eiues ihrer Punkte  sind. 

1st namlich allgemein d eine solche Gerade,  so witd sie von der 
adjungirten 1 der zu ihr senkrechten Ebenen in ihrem Gleitung~punkte 
D pschni t t en  ; also erzeugen die beiden dnrch ri und 1 als Axen gelegten 
orthogorialen Eberieiibü~chel einen orthogoualen Kegel ,  dessen Scheitel D 
ist. Llieser Scheitel kann auch als das Erzeugniss der beiden durch d 
und dl gehenden gkichen Ebenenbüschel betrachtet werden, wo d, wiedor 
dio Lago von d nach der unendlich kleinen Bewegung bedeutet;  denn d 
und dl schneiden sich in  diesem Fal le  in  D. 

Die  dnrch d und 1 gelegte Ebene ist eine Hauptebene des Kegels, 
die andere halbirt den von beiden Geraden gebildeten Winkel. Zwischen 
den Wiukeln der beiden Hauptschnitte besteht die Relation 
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rp v ly - = sin - 9 

2 2 
wo wieder cp der von g und der Momentanaxe x gebildete Winkel  ist. 
Alle diese Resultate ergeben sich unmittelbar aus den entsprechenden 
des vorigeu Paragraphen. 

J e d e  Ebene ,  welche durch d geht ,  ha t  mit dem Kegel zwei Gerade 
gemein, namlich d und ihre Cliaiakterititik. Ilaraus folgt, dasx diejenige 
Ebene, deren Charakteristik d selbst i s t ,  den Kegel Iangs d berührt. 
Auch jede durch 1 gehende Ebene  schnpidet den Kegel rioch i n  einer 
zwoiten Gersden,  mit Ausnahmo derjeuigen,  welchc? auf der von d und 
1 gebildeten Hauptehene senkrecht steht n i e s e  letztere ist daber T a n -  
gentialehene des Kegels Iangs 1. Beide 'I'angeutialebenen schneiden sich 
in der Geraden kürzesten Abstandes Ir von d und x. Die  Iangs I be- 
rührende Ebene enthalt überdies die Momentanaxe x. Demnach ergiebt 
sich folgendes Resultat : 

IV. 1 s t  e i n e  G e r a d e  d T a n g e n t e  d e r  B a h n  e i n e s  i h r e r  
P u n k t e ,  s o  b i l d e n  d i e  C h a r a k t e r i s t i k e n  a l l e r  d n r c h  s i e  g e h e n -  
d e n  E b e n e n  e i n e n  o r t h o g o n a l e n  K e g e l . *  D e r s e l b e  i s t  d a s  
E r s e u g n i s s  z w e i e r  o r t h o g o n a l o n  E b e n e n b ü s c h e l ,  d e r e n  A x e n  
d u n d  d i e  z u  d e n  E b e n e n  s e n k r e c h t  d a d j u n g i r t e  G e r a d e  Z 
s i n d .  D e r  G l e i t u n g s p u n k t  v o n  d i s t  d e r  S c h e i t e l  d e s  K e g e l s ,  
d i e  v o n  d u n d  1 g e b i l d e t e  E b e n e  e i n e  H a n p t e b e n e  d e s s e l b e n .  
D i e  E h e n e ,  d e r e n  C h a r a k t e r i s t i k  d s e l b s t  i s t ,  b e r ü h r t  i h n  
l a n g s  d ,  u n d  d i e  i h n  l a n g s  2 b e r ü h r e n d e  T a n g e n t i a l e b e n e  e n t -  
h a l t  d i e  M o m e n t a n a x e  d e r  S c h r a u b e n b e w e g u n g .  

1st d die zu ri coujugirte Gerade,  so  ist sie ebenfalls Tangente der  
Balin eines ihrer Punkte ,  also bilden die Charakterititiken aller durch sie 
gehenden Ebenen ebenfalls einen Kegel. Derselbe enthàlt die Gerade l', 

welche den s u  d' senkrechten Ebenen adjungirt is t ,  und wird von der  
dnrch 1' und x golegten Ehene  Iangs 1 herührt. D a  nun die beiden 
Ebenen, welche durch f und x ,  resp. durch t und x gehen,  zusammen- 
failen, so folgt: 

V. 1 s t  d T a n g e n t e  d e r  B a h n  e i n e e  i h r e r  P u n k t e ,  u n d  d' 
i h r e  c o n j n g i r t e  G e r a d e ,  s o  b e s i t z e n  d i e  b e i d e n  K e g e l ,  w e l c h e  
v o n  d e n  C h a r a k t e r i s t i k e n  a l l e r  d n r c h  d,  r e e p .  d' g e h e n d e n  
E b e n e n  g e b i l d e t  w e r d e n ,  e i n e  g e m e i n s a m e  T a n g e n t i a l e b s n e .  
D i e s e l b e  g e h t  d u r c h  d i e  M o m e n t a n a x e  x d e r  S c h r a u b e n h e w e -  
g o n g  u n d  d i e  b e i d e n  G e r a d e n  1 u n d  l ' ,  w e l c h e  d e n  z n  d r e s p .  
d '  s e n k r e c h t e n  E b e n e n  a d j u n g i r t  s i n d .  U i e s e  G e r a d e n  I u n d  
1' S i n d  g l e i c h a e i t i g  d i e  B e r ü h r u n g s l i n i e n  d e r  T a n g e n t i a l -  
 bene u n d  d e r  K e g e l .  

* Vergl. C ha sleil, a. a. O. Sate 29. 
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238 Ueber die  Bewegung eines starren rhumlichen Systems. 

D a  d und d '  sich rcchtwinklig krouzcn,  so folgt noch, dasa die 
Winkcloffnungen cp und  cp' der beiden Kegel i n  denjenigen Hauptschnitts- 
ebenen, welche zur  Momentanaxe, also anch zu einander parallel sind, 
sich zu einem Rechten erganzen. 

Auch ergiebt sicti jetzt,  dass, wie im Anfang des Paragraphen be- 
hauptet wurde, die Scheitel aller i n  der Sctiaar der  Hyperboloide ent- 
haltenen Kegel auf 1 liegen. 

§ 4. 
E s  ist bekannt ,  dass bei der  Bewegung eines ebenen Systems in  

seiner Ebene die Gleitungspunkte aller Geraden,  die durch einen Punkt 
gehen,  d. h. diejenigen Punkte ,  in  denen die Geraden die von itnen 
umhüllten Envcloppen berühren, auf einem Kreiso liegen, dcssen 1)nrcli- 
messer der -4bstand des Punktes  P vom momentanen Drehungspol ist. 
Diesem Satze entspricht ein analoges Theorem für die  allgemeinste Be- 
wegung eines raumlichen Systems. 

Sei  namlich P ein beliebiger P u n k t  des Raumes, so beschreibt jede 
dilrcli ihn gehende Gerade g ein Element  einer geradlinigen Flache. Auf 
ihr giebt es stets einen ausgezeichneten P u n k t ,  njimlich den Central- 
puokt ;  e r  i s t ,  wie oben erwiihnt wurde,  derjenige P u n k t  dieser Geraden, 
welcher von der  Momentanaxe oder auch von der  zu g conjugirten Ge- 
radon g' die kürzeste Entfornnng hat. E s  entsteht demnach die Aufgabe, 
die  von den Centralpuokten aller durch P gchcnden Geradou gebildcte 
Flache zu bestimmen. 

Man lege durch den P u n k t  P eine zur Momentanaxe s parallele 
Gerade Z und  durch I irgend eine Ebene E ;  sie schneidet das von den 
Geraden g gebildete Strahlenhündel i n  einem Strahlenbüschel, dessen 
Mittelpunkt P ist. D a  nun  die Ebene E parallel zn x is t ,  so liegen die 
Punkte  kürzesten Abstandes für die Geraden dieses Büschels auf der 
Projection von x anf E ,  d. h. sie liegen anf  einer Geraden,  welche der 
Schnitt  zweier durch Z und x gehenden z u  einander senkrechten Ebenen 
ist. Die Gesammtheit der  betrachteten P u n k t e  ist daher  das Erzeugnies 
zweier orthogonalen Ebenonbüschel , deren Axen parallol s ind,  d. h. aie 
bilden einen Kreiscylinder, dessen Durchmesserebene die durch .z: und 1 
gehende Ebene ist. Also Iasst sich folgender Satz aussprechen: 

VI. B e i  d e r  B e w e g u n g  e i n e s  r a u m l i c h e n  u n v e r i i n d e r l i c h e n  
S y s t e m s  l i e g e n  d i e  C e n t r a l p u n k t e  d e r  F l a c h e n ,  w e l c h e  v o n  
a l l e n  d u r c h  e i n e n  P u n k t  P g e h e n d e n  G e r a d e n  b e s c h r i a b e n  
w e r d e n ,  i n  j e d e m  A n g e n b l i c k  a n f  e i n e m  K r e i s c y l i n d e r ,  d e s -  
s e n  D u r c h m e s s e r  d e r  A b s t a n d  d e s  P u u k t e s  P v o n  d e r  M o -  
m e n t a n a x e  u n d  d e s s e n  D u r c h m e s s e r e b e n e  d i e  d n r c h  P u n d  
d i e s e  A X ~  g e h e n d e  E b e n e  i s t .  
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Von Dr. A. SCHOENFLIES. ---- 239 --- 
Da die Gerade 1 paralle1 z u  x is t ,  so besclireibt aie in  dern betrach- 

teten Moment ein Element einer cylindrischen Flache. Daher  iL;t jeder 
ihrer Punkte als Centralpunkt zu betrachten, und  so ist es zn erklaren, 
dass sie ganz dem Kreiscylinder angehort. 

Aus dem vorstehenden Satze ergiebt aich nnmittolhar: 
VII. B e i  d a r B e w e g n n g  e i n e s  r a n m l i c h e n  u n v e r a n d e r l i c h e n  

S y s t e m s  l i e g e n  d i e  C e n t r a l p u n k t e  d o r  F l a c h e u ,  w e l c h e  v o n  
d e n  G e r a d a n  e i n e s  e b e n e n  S t r a h l e n b ü s c h e l s  b e s c h r i e b e n  
w e r d e n ,  i n  j e d e m  A u g e n b l i c k  i m  A l l g e m e i n e n  a u f  e i n e r  E l -  
l i p s e ;  a i e  l i e g e n  a u €  e i n e m  K r e i s e ,  w e n n  d i e  E b e n e  d e s  B ü -  
s c h e l s  s e u k r e c l i t  z u r  M o m e n t a n a x e  i s t ,  u n d  a u f  e i n e r  G e r a -  
d e n ,  w e n n  s i e  i h r  p a r a l l e l  i s t .  

Unter den Geradau,  welche durch den P u n k t  P gehen , verdienen 
diejenigen ein besonderes Interesse, welche Tangenten der Bahnen eines 
ihrer Pnnkte sind. Sie  siiid bekanntlich identisch mit den Geraden des 
im vctrigen Paragrnphen hetrachteten Kegels. Die  P u n k t e ,  deren Bahnen 
diese Geraden zu Tangenten haben,  sind die Centralpunkte der Geraden, 
sie liegen daher auf dem Durchschnitt des Kegels und des Cylindars. 
Beide Flachen enthalten die zur  Momentanaxe parallele Gerade 1 ;  ihre 
Tangentialebenen langs 1 schneiden einander rechtwinklig. Denn der 
Kegel wird von eiuer Ebene  berührt ,  welche durch x und Z geht ,  wiih- 
rend diese Ebene  für den Cylinder eine Durchuiesserebene ist. Demnach 
ergiebt sich : 

VIII. B e i  d e r  B e w e g u n g  e i n e s  s t a r r e n  r a u m l i c h e n  S y s t e m s  
l i e g e n  i n  j e d e m  A n g e n b l i c k  d i e  P u n k t e ,  d e r e n  B a h n e n  n a c h  
e inern  f e s t o n  P u n k t e  d e s  R a u m o s  g e r i c h t e t  s i n d ,  a u f  c i n o r  
s p e c i e l l e n  R a n m c n r v e  d r i t t e r  O r d n u n g . "  D i e s e l b e  i s t  d e r  
t ) u r c h s c h n i t t  e i n e s  K r e i s c y l i n d e r s  u n d  e i n e s  o r t h o g o n a l e n  
K e g e l s ,  w e l c h e  e i n e  z u r  M o m e n t a n a x e  p a r a l l e l e  G e r a d e  g e -  
m e i n  h a b e n ,  a l s o  e i n  k u b i s c h e r  K r e i s .  B e i d e  F l a c h e n  s c h n e i -  
d e n  e i n a u d e r  i n  d e r  g e m e i n s a m e n  E r z e u g e n d e n  r e c h t w i n k l i g .  

Die Raumcurve dritter Ordnung kann anch a h  das Erzeugniss zweier 
congruenten Strahlenbündel betrachtet werden, namlich des diirch P 
gelipnden uud  de8 durch Pl geheudeii, wo Pl wieder die Lage von P 
nacli der uneudlicli kleirien Bewegung bedeutet. E s  lasst sich übrigens 
synthetisch zeigen - woraiif ich jedoch an dieser Stelle uicht riaher eiu- 
gehen will --, dass P nicht der einzige Punkt  i s t ,  ans wlcbern  die Curve 
durcb einen orthogonalen Kegel projicirt wird; vielmehr Iasst sich be- 
weisen, dass d e r  k u b i s c h e  K r e i s  a n s  j e d e m  s e i n e r  P u n k t e  d u r c h  
e i n e n  o r t h o g o n a l e n  K e g e l  p r o j i c i r t  w i r d .  

* Vergl. Chas1 es ,  a, a. O. Sata 30. 
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D a  jcdo Secante einer Raumcurve dritter Ordnuog Schnittlioie 
zweier entsprechenden Ebenen der  beiden erzeugenden Büodel ist, so 
lasst sich dem Satz VI11 noch folgende Form geben: 

IX. R e i  d e r  B e w e g u n g  e i n e s  s t a r r e n  r a u m l i c h e n  S y s t e m s  
b i l d e n  i n  j e d e m  A u g e n b l i c k  d i e  C h a r a k t e r i s t i k e n  a l l e r  E b e -  
n e u ,  w e l c h e  d u r c h  e i n e n  P u n k t  d e s  S y s t e m s  g e h e n ,  d i e  
s % m m t l i c h e n  S e c a n t e n  e i n e s  k u b i s c h e n  K r e i s e s .  

Die vorstehenden Untersuchungen zcigen, dass dieser knbische Kreis 
vollstgndig bestimmt werdan kann ,  wenn der. P u n k t  Pl die Momentanaxe 
der Schraubenbewegung u n d  der Parameter derselben gegehen sind. Denn 
der Kreiscylinder ha t  den Abstand r des Punktes  P von der Momentan- 
axe m m  Durchmesser, u n d  die Gerade d, welche zur Con~itructiou des 
orthogonaleri Kegels nothig ist,  geht durch Pl ist senkrecht zu jenem 
Abstande r und bildet mit der Momentanaxe einen Winkel cp, dessen 
Grosse dnrch die charakteristische Gleichiing 

p = r  ctgp 

gegeben ist. Ueberdies bestimmt der Sinn des Parameters p die Seite, 
nach welcher die Gerade d gerichtet ist. 

E s  zeigt sich demnach, dass die geometrischen Gebilde, welche den 
von den Tangenten der Bahnen aller Punkte  gebildeten Complex zweiten 
Grades charakterisiren, von  ganm specieller Natur  sind. Rein geome- 
trische Betrachtungen haben zu dem Resultat geführt, in dem orthogo- 
nalen Hyperboloid u n d  dem orthogonalen Kegel  das  raumliche Analogon 
des Kreises zu erblicken. Es erscheint nicht überflüssig, darauf hinzu- 
weisen, dass auch die Kinematik zu demselben Ergebniss führt. 

C o l m a r  i. E. ,  Novernber 1882. 
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Kleinere Mittheilungen. 

XVIi. Bemerkungen znr Differentislgleichung 

Diese Gleichung ist insofern interessant, als sie eine grosse A~izah l  
von bislier integrirten linearen Difierentialgleichungen zweiter Ordnung 
als Specialfalle enthiilt , B O  inlibesondere gewisse von L i o u v i l l e ,  
S p i t z e r ,  W e i l e r  n. A. betrachtete Gleichangen. 

Wir wollen im Folgcnden auf eiue neue Diffcrentialgleichung auf- 
merksam machen, deron Integration auf die Gleichung 1) führt;  es ist 
folgende : 

*ll 
2) 

( f f + s s + y f " + S 2 @  + 
+ 

Substituirt man in diese* 
2 g r - -  

L X +  1 '  
mithin 

Setzt man znr Abkürzung 

a13+j3A2+YI ,+  6 = c p ( A )  und uoA"+.(301+yo=9(1), 

80 kann die letzte Gleichung auch folgendermassen geschrieben werden: 

Diese Substitutioneu habe ich bereits früher, bei der Integration der Diffe- 
rentialgleichung 

d v  d v  
(a+bu+eu2)- du + A u 2 + B v 2 +  ~ u v +  D U + B V + F + U , U ~ ( U ~ - Y ) = O ,  

benutzt. Es besteht auch thatsachlich zwischen der letzten Gleichung und der 
oben angegebenen Gleichung 2) ein gewisser Zuuammenhang. - Man vergl. diese 
Zeitschrift, Jahrg. XXVUI S. 56. 
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L 

+ [ q . x 2 + q , ' . x  + &viCil'1v 
wobei 

Bestimmt man jetzt A so ,  dass cp (A) = 0, 
eine der Wurzeln der kubischen Gleichung 

etc. 

d. h. wahlt man für  A irgend 

0 r L ~ + j 3 k ~ + ~ ~ + 6 = 0 ,  

so geht die letzte Differentialgleichung über in 

+ [(q - a, A rp') x2 + (2 q'- al A 9") z $ -k (3 v"- a ,  A p''')] v = O 

und  lasst sich wie Gleichung 1) integriren." 
Um dio F o r m  des Intograls der Gleichung 2) festzustellen, zerlege 

man den  Coefficionten 
+'. a2 $- rp". ~r: + 2- 

in lineare Factoren v (2 - E J  (Z - E J  und  transformire die Gleichung 1 a) 
mit Hilfe der Substitution 

Alsdann lassen sich die Grossen g und  h l  resp. p, und  p2 im Allgemei- 
nen so bostimmen, dass cino Gleichung von der  Gestalt 

entsteht. 1st das Integral der letzten Gleichung n, a f (x) , so genügt der 
vorgelegten Gleichung 2) folgender Ausdruck: 

( X  - ~ ~ ) p ~  (X - t2)Pz k f(x), wobei x= ---. 
1 - A <  

Abgesehen von den besonderen Fa l len ,  welche die Gleichung 1 a) 
in sich schliesst und  die wir frülier a. a. O. discutirt haben,  ist hier nur 
ein Ausnabmefall zu erwahnen. Verschwinden namlich die Coefficienten 
der kubischen Gleichung für A ,  ansgenommen 8 ,  so  ist eine Bestirnmuug 
von A nicht moglicli. Dann lie@ aber, wenn wir d in die übrigen Coeffi- 
cienten eingehen lassen, folgende einfache Differentialgleichung vor: 

* Ueber die Integration dieser Gleichung vergl. meinen Aufsatz: Transfor- 

mation der Diffmrntialgleiehuog 9 0  2 + 91 y' + + q. = O (diese Zeitsohrift, 

Jahrg. XXVH, 6). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Kleinere Mittheilnngen. 243 

d2 11 d ri k6 g + f f l  t3 - + (00 + P O  f + Y0 t e )  'I ' 0 1 
d g  d S 

und diese geht für 

was als Specialfall der  Gleichung l j  angesehen werden kann .  
Wir fügen schliesslich hinzu,  dass sich in derselben Weisa als 

Gleichnng 2) die allgemeinere 

3 a d2q d q  ( a + B E + y P +  aE ) 65, + ( ~ 1 + B 1 ~ ) ( ~ + 8 E + y k 2 +  85' )  di 
+ ( a o + P a 5 + ~ 0 4 2 + ~ 0 f 3 ) r i  0 

behandeln lasst; doch musa man,  falls eine Reduction auf  Gleichung 1) 
miiglich sein 8011, die  Bedingung 

P l f i +  

festsetzen. Diese letzte Differentialgleicbung ist insofern bemerkenswerth, 
als sie beide Gleichungen 1) und  2) im Speciellen i n  sich begreift, uiirn- 
lich fiir 8 =. 6, = O bezielientlich 8, = 8,  = 0. 

D r e s d e n ,  im Uecember 1882. WOLDEMAB HEYNANN. 

XVJII. Ueber die  geometrische Construction von FLchern zur  
Daretellung windachiefer Flachen. 

(Hiorzu Taf. V Fig. 3 - 5 . )  

Gleitet eine Gerade 1 zwischen zwei festen Leitlinien nach bestimm- 
tem Gesetze ent lang,  so wird 1 ale Erzeugende im Allgemeinen eine 
windschiefe Fliiche dnrclilaufen. Letztere gehoren zu denjenigen FIa- 
chen, welche nicht abwickelbar s ind ,  d. h. sich nicht in eine Ehene aus- 
hreiten lassen. Sie konnen daher umgekehrt auch nicht ,  wie die ab- 
wickelbaren Hegel - oder Cylinderflachen, durch Einrollen einer Pnpier- 
flache dargestellt werden. 

Nichtsdestoweniger kann man mittels des  Papieres als Verwendungs- 
material dnrch facherartiges Einfalten errnittelter Flachen eine beliebige 
Reihe aufeinander folgender Erzeugender zwischen den ehenfalls dar- 
gestellten Leitlinien zur  deutlichen Anschauung bringen. Aus dieeen 
cmpfangt der Beschauer das wesentliche Bild der Flache in ahnliclier 
Weise, wie die Vorderkanten der  Stufen einer geraden Treppe  dem geo- 
metrisch auffassenden Ange des Beobachtere dae Bild der  Ebene hervor- 
riifen, in welcliem die  Gesnmmtheit aller Kanten sich h ~ f i n d e t .  

16" 
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D a s  vuri mir angewendde  Princip,  auf diese Weise windschiefe Fla- 
chen zur  Darstellung zu br ingen,  besteht i n  der Zerlegung des wind- 
schiefen Vierecks durch eine Diagonale in  zwei cbeno Dreiecke. Man 
denke  sich nun die Erzeugende Z eine bestimmte Anzahl von Lagen zwi- 
schen ihren Leitlinien einnehmen; alsdann bildet sich eine Anzahl wind- 
ecliiefer Flachen,  gebildet durch zwei aufeinander folgende Lageu der 
Erzeugenden und  zwei gegenüberliegenden Stüçken der Leitlinien. 

Sind letztere gekrümmt, so nehme man die Erzeugenden dem Ver- 
hiiltnisse nach nahe genug,  um statt  der krummlinigen Curvcnt;tücke der 
Leitlinien die hetreffenden Sehnen zu setzen. 

Auf diese Weise ist die gegebene windschiefe FI#che eerlegt in eine 
Anzahl windschiefer Vierecke. N u n  zerlege man jedes derselben durch 
eine bestimxnte Diagonale in zwei ebene Ureiecke; alsdanri lassen tiich 
sammtliche Dreiecke in eine einzige Flache,  z. B. i n  die des ersten 
Dreiecks hineindrehen. 

Bei der Zerlegung der windschiefen Vierecke gehe man nnn so zu Werke, 
dass inBeziig auf den einen Standpunkt  des Beschauers die Erzeugenden als 
vorspringende Kantenlinien sich darstellen. Wir hezeichnen dieselben als 
,,Gratlinieni'. Alsdann bilden die Diagonallinien einspringende ,,Kehllinien".. 

Die descriptive Geometrie liefert 'die Mittel, um aus der Horizan- 
t a l -  und  Vdrtikalprojection einer Linie ilire Grosse zu findeii. So k h n e n  
also bei gegebener Flache die einzelnen Dreiecke construirt und an ein- 
ander  au  einer iiusammenhangenden Flache angetragen werden. Faltet 
man dieee nach den Linien der  Dreiecke, so erhalt man durch passende 
Bewegung als Modell die aufeinander folgende Lage von Erzeugenden 
der  betreffenden windschiefen Flache. D a  Gra t -  und Kehllinie abwech. 
selnd folgen, so mvss die ausgebreitete Flache ficherartig nach den 
Linien der ermittelten Dreiecke gefaltet werden;  die Gratlinien des 
Fachers gehen bei entsprechender Bewegung des gefalteten Fiichers in 
die Erzengenden der  windschiefen Flacho liber, gewisse Begrenznngslinien 
des ausgebreiteten Fachers gestalten sich zu den Leitlinien. 

Wir  nennon deshalb besagte Flache,  durch deren Zusammenfalten 
uns das Bild einor windschiefen Flache vor Angen geführt wird, den 
Facher  der  betreffenden windschiefen Flache. W i r  nennen ihn ans- 
gebreitet, wenn alle seine Flachen in einer Ebene  liegen; wir bezeich- 
nen ihn ale gefaltet,  wenn seine Dreiecksflachen sammtlich nach ihren 
Linien gefaltet sind. 

Um nun  a n  einern charakteristischen Beispiel das  Vorhergehende 
praktisch zu erlautern, stellen wir uns  die Aufgabe, die windschiefe 
Flache eines ~ o t a t i ~ n s h ~ ~ e r b o l o i d s  praktisch darzustellen. W i r  zeichnen 
zun#chst den ausgebreiteten Facher  desselben, dessen Gestalt sich aus 
folgender Betrachtung ergiebt. 
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Das liotationsbyperboloid k i h n e n  wir uns dadurch entstanden den- 
kcn,  dam eine Erzeugende l'an zwei übercinander befindliehen congruen- 
teu Kreiscn als Leitlinien derartig cntlang glcitct,  dass die Schnittpunkte 
der Erzeugenden mit den Kreisperipherien sich um gleiche Strecken nach 
derselben Richtung bewegcn. I n  Fig.  3 sind drei aufeinander folgende 
Lagen der Erzeugenden gezeichnet; die Axe des Hyperboloids ist senk- 
recht ange.nommen. Verschiedene Lagen der Erzeugenden erlialten wir, 
wenu wir, von der Anfangslage a c  ausgehend, dieselbe Strecke von u 

und c nach derselben Riclitung wiederholt antragen und die entéiprecheu- 
den Theilpunkte f und  e,  h und g miteinander verbiuden. Diese drei 
gleichen Linien a c ,  e f ,  g h  sind in Fig. 3 gezeichnet, und sind der 
IJebersicht wegen die übrigen Tlinien fortgelasfion. Wir  richten es sa ein, 
dass a s  ein h e ~ t i m ~ t e r  Thei l  des Kreisnmfanges, z. B. & desselben ist. 
Wir erhalten nun RIE erstes windschiefes Viereck uefc ,  wo n e ,  f c  die 
Sehnen der bctreffenden Bogen bezeichnen. Als zweites wiiidschiefes 
Viereck erhalten wir egh  f. 

Durch die Diagonalen c e ,  f y  werden beide windschiefe Vierecke in 
je zwei Dreiecke zerlegt,  und bilden die Dreiecke a e c  und c f e  die 
Theile, in  welche ci e  f c zerfiillt durch die punktirt gezeichneten Diago- 
n a l e ~ .  

Dieso Dreiccke eind aber, da  sie in allon Seiten übereinstimmen, 
congruent. Wird  c e  f  um die Kehllinie c c  in die Ehene von c u e  hinein- 
gedreht, so bildet die Umfassungsfigur heider Dreiecke cin Parallelogramm 
u e f c  Fig. 4 .  wo die Kehllinie des windschiefen Vierecks in die Diago- 
nallinie e c  übergegangen ist. 

Auf igleiche Weise werden die Dreiecksebenen, in  welche das fol- 
gende windschiefe Viereck e g h f  zerlegt i s t ,  in  ein Parallelogramrn eghf  
(Fig. 4) liineingedreht, welches dem ersteri a e  f c  congruent ist. D a  
beide die Linie f e  gemeinsam haben,  so fallen die Linien fh  und eg in  
die Verlangerung dor Linien cf und a e .  

Zerlcgt man auf dieso Weise jedes windschiefe Viereck der vollstàn- 
dig gedachten Fig. 3 in zwei Dreiecke, drcht dicselbcn alle in die Ebena 
des ersten, so erhalt man als ausgebreiteten Fac,her des Rotationshyper- 
boloids ein ParalleIogramru a b d c ,  welches in eine Anzalil - hier 20 - 
kleinere Parallelogramme zerfallt. Die Kelillinien von Fig.  3 sind in 
die Schaar paralleler punktirter Diagonalen der Fig. 4 ühergegangen. 

Da nun die Gestalt des ausgebreiteten Fachers ermittelt ist, so 
konnen wir denselben zeichnen und  zusammenfalten. Dann nimmt er 
die i n  Fig. 5 gezeichuete Gestalt an.  Diesen zusarnrnengefalteten Facher 
von Fig. 5 kann man dann  in das entsprechende Rotationsbyperboloid 
hineindrehen. 

In Betreff der praktischen Ausführung eind Folgencie Bemerknngen 
an berücksichtigen. 
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Man zeichne zuntichst auf Cartonpa ier als Umfassungsfigur da8 P 
Parsllelogramm a b d c ;  Fig.  17 stellt einen ausgeführten Facher in vier- 
facher Verkleinernng dar. Ilarauf theile man a b  u n d  d c  in 20 gleiche 
Theile und verbinde die Theilpunkte ef ,  g h  dnrch Linien. Dann ritze 
man die Schaar dieser Parallelen derartig mit einem Messer ein,  wie man 
es mit einem Modellircarton zu thun pflegt. Sodann kehre man die 
Flache uni u n d  ritze auf der auderu Seite der Schaar die punktirt ge- 
zeichneten Diagonalen ebenfalls e in ;  letztere sind parallel ec. Alsdann 
schneide man dnrch die Linicn mti  und  op, welche beida parallel ah  
s ind ,  schmale Langsstreifen ah. Hierdurch wird es vermieden, dass nflch 
zwei Risseii gefaltet wird,  welche unter spitzem Winkel  in  einem Pnnkt 
zusammentreffen. 

H a t  man nuri nach den  Seiten o c  und à d  den Facher  zugeschnitten, 
B O  falte man denselben so l  dass man zunachst die eine Schaar, z. B. die 
Gratlinien einhricht; sodann breite man ihn aus und  breche die Schaar 
der  Kehllinien. Jetzt  b r e i t ~  man ihn wieder ans und falte abwechselnd 
Gra t -  nnd Kehllinien, wodnrch der zusarnmengafaltete Facher Fig. 18 
hergestellt wird. Letztere F igur  ist  so gezeichnet,  als ob der Facher 
Fig. 17 nicht nach den Linien m t i ,  o p  abgeschnitten wtire. 

Man achte besonders darauf, dass man mit der H a n d ,  wenn Alles 
gefaltet is t ,  die mit b bezeichnete punktirte Ecke  so nnter  die in der 
Nachbarschaft von c befindlichen Fhchenthci le  schiebt, wie es Fig. 18 
darstellt. 

Alsdann führe man mit heiden Handen die Punkte  d und c nach der 
durch I'feile angedeuteten Richtung gegen einauder;  haben sich dieselben 
vereinigt,  so sind auch auf der Tischplatte die Punkte  a und ih zusam- 
mengekommen und ist biermit der gefaltete Facher in  das Rotations- 
hyperboloid hineingedreht. 

Um diese Flache als festes Mode11 zu fixiren, bestreiche man die 
aufeinander fallenden Endflachen mit Leim, lege sie zusammen und 
schlinge von aussen einen Faden nm die schmalste Stelle des Hyperbo- 
loids. I h r c h  festes Anziehen und Einknoten desselben erhalten die 'I'heile 
der  Flache die nothige Spannung.  1st alsdann der Leim getrocknet, so 

kann  man die Flache mit einem Leitkreise auf einen kreisformigen Unter- 
satz aufkleben lassen. Wenn sie auf dernselbeu unverschiebbar befestigt 
i s t ,  schneide uian den F a d e n  entzwei, und ist tiiermit das Mode11 her- 
gestellt. Wenn man es beabsichtigt, kann  man die sweite Schaar von 
Geraden diirch Faden markiren, welche man leicht in beliebiger Zahl 
vom oheren zum nntcren Leitkreiso ausspannen kann. 

Znm S c h l n s s ~  mage noch Folgendes bemerkt warden. Faltet man 
den Facher der Reihe nach zusammen, ohne Ecke fi unter Ecke c  ru 
s tecken,  so bildet bd in Fig. 18 die oberste Linie. I n  dieser Lage kann 
man den  Facher nun  nicht in  ein Rotationshyperboloid hineindrehen, 
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aber in eine windschie'fe Schraubenflache. R e b t  man namlich bd in  die 
Htihe, wiihrend a c  liegen bleibt, so gehen die  Linieri a b  und d c  i n  zwei 
congruente Schraubenlinien über, zwischen denen als Leitlinien sich die 
Schaar der Gra t -  resp. Kehllinien des Fachers derartig lagert,  dass die 
Neigung der einzelnen Grat  - und Kehllinie gegen die Ebcne  des Tisches, 
auf welchem a c  r u h t ,  constant ist. Auch hier bexchreibeii die baiden 
Durchschnittspunkte der Erzeugenden auf den Leitlinien gleiche Wege. 

Wir  haben somit hier ein interessantes Beispiel, wie ein und  der- 
selbe ausgebreitete Facher  durch verschiedenartiges Zusammenlegen in 
gefaltetem Zustande zur Darstellung zweier verschiedenen Flachen benutzt 
werden kann. E ide  Reihe interessanter Bemerkungen lassen sich an diese 
Darstellungsart aiiknüpfen, wenn man mit aufmerksamem Blick die Be- 
aegung des Fachers verfolgt. Ebenso wie das ausgeführte Mode11 lasst 
sich des entstehendc zu instructiven Bemerkungen verwenden. Dieselben 
ergeben sich dem aufmerksamen Beobachter von selbst; daher moge es 
genügen, a n  dieser Stelle auf das Princip dieser Darstellungsart hin- 
gewiesen z n  haben. 

S o e s t .  Dr. PAUL SCHONEMANN. 

XIX. ~ n w e n d u n ~ '  der  stereographischen Projection zur  Construction 
der  Isophoten auf  Rotationsflachen, 

Ein beliebiger Parallelkreis einer Rotationsflache werde mit p ,  seine 
orthogonaleprojection i n  irgend einer Ebene mit p' bereichnet. TJm die 
Projectionen der Isophotenpnnkte von p zu bestimmen, d. i. die Pnnkte,.  
in welchen eine gegebene Lichtstrahlenrichtnag mit den Fliichennormalen 
dieser Punkte Winkel bildet, deren Cosinus O ,  0.1, 0.2, . . .  s ind ,  kann  
eiue IIilfskugel5ache angewandt werden, welche die Rotationsfitiche langs 
p berührt und auf welcher deren rsnphoten aufgeschrieben sind. Die 
Sçhnittpunkte dieser Kugelisophoten mit p sind die geforderten Isopho- 
tenpunkte. Die orthogonalen Projectionen der Kugelisophoten erscheinen 
aber im Allgemeinen alti Ellipsen und dies ist der G r u n d ,  warum die 
Anwendung einer Hilfskugel für Isophotenconstructionen als nicht exact 
genug angesehen wird; denn man ist bestreht,  alle Constructionen, so 
weit es nur  immer moglich, durch Gerade und Kreise allein auszufiihren. 
Dieser Forderung k a n n  nun  unter Beibehaltung der Hilfskugel entspro- 
chen werden , wenn die Kugelisophoten nicht orthogonal, sondern stereo- 
graphisch bestimmt werden,  weil dann diese Isophoten, welche bekannt- 
lich Kreise s ind,  auch in der Projection als solche erscheinen. 

Es werde der bezüglich der Projectionsebene hochate Kugelpunkt  C 
als Centrum der stereographischen Projection angenommen und des stereo- 
graphische Bild sowohl der  Kugelisophoten, als auch des Parallelkreises 
p construirt. Die  den Projectionen der Isophoten u n d  der  Projection von 
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p gemeinsamen Punktc  sind dann die stereographischen Projectionen der 
Isophotenpunkte. 

E s  k t  evident,  dass auf der Zeichenflache die orthogonale Projection 
II' von C, welche mit der orthogonalen Projection 0' des Kugelmittel- 
punktes  O ziisammenfallt, die orthogonale Projection irgend eines Iso- 
photenpunktes 1' und  die stereographische F'rojection P, desselben Punktes 
in  einer Geraden liegen; denn sammtliche erwxhnten Punkte  liegen in  
derselben zur  Projectionsebene normalen Ebene.  Wenn also 0' und t>, 
hekannt  s ind ,  so findet man P' i n  Schnitte der Gersden O'P, mit p'. 

Beziiglich der thatsachlichen Construction der Isophotenpunkte auf 
dem hier bezeichneten Wege  sind die folgenden Bemerkungen zu machen. 
Aristatt für jeden Parallelkreis eine besondere Kugel zu construiren, be- 
stimme mau für die g ~ g e b e n e  Lichtrichtung aeitwarts der Botationsfl2che 
das stereographische Bild der hophoten  einer eineigen Hilfskugel aus 
ihrmn bezüglicb der  Projectionsebene hochsten Punkte  C als Centrum. 
Diese Kugel wird fiir d ie  Bestimmung sammtlicher Isophotenpunkte der 
Rotationsflache als ausreichend befunden , wenn man bedenkt, dass die 
IIilfsfigur ahnlich und ahnlich gelegeu ist mit der  stereographiscben Pro- 
jection jeder  Kugel ,  welche die Rotationsflache in  irgend einem Parallel- 
kreise berülirt. E s  ist aber nicht gu t  thunlich und  auch nicht nothig, 
das stereographische Bild der ganzen Hilfskngel e u  construiren; es genügt 
i n  der T h a t  die P r o j ~ c t i o n  der  bezüglich der  Projectionsebene nnteren 
Halfte der Hilfskugel. 

Um fiir einen Parallelkreis p in seiner Projection p' die Projectionen 
der Isophoteupunkte zu finden, bestimme man die orthogona?e Projection 
0' des Mittelpunktes O der langs p berührenden E u g e l ,  sodann in der 
Seiteufigur das sterographische Bild p, des auf der  Hilfskugel mit dern 
Parallel p auf der berührenden Kugel  ahnlich gelegenen Kreises. Sind 
in der  Seitenfigur C' die orthogonale Projection des Projectionscentrums 
und  Ps oincr dcr Schnittpunkto von p,  mit dom System der stcreographi- 
scben Projectionen der Kugelisophoten, so ist C'P, in  der Seitenfigur 
parallel und  gleichgerichtet mit O'P' in  der Hauptfigur. 

Bezüglich jener Parallelkreise, für welche die entsprechenden Kreise 
nicht oder nur  theilweise auf der  untern Halfte der Hilfskugel liegen, 
betrachte man die Seitenfigur als das nm 180' in  der  Zeichenebene ge- 
drehte, s u s  dem tiefsten Kugelpunkte projicirte stereographische Bild der 
ubaren Half te  der Kugelisophoten, zeichne jetzt die stéreographischen 
Bilder der früher nicht erhaltenen Parallelkreise oder der Theile von 
solchen, natürlich unter Borücksichtigung der Drehung, und bcachte, 
dass jotzt für irgend einen Isophotenpunkt die Geraden C'P, und O'P' 
parallel, aber entgegengesetzt gerichtet sind. 

Auch die i n  den gewahlten Parallelkreisen etwa liegenden Umriss- 
~ n n k t e  U und  V der  orthogonalen Projection konnen mittels der  seitlich 
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pwiihlten Hilfskiigel leicht bestimmt werden. Wird namlich das stereo- 
graphische Bild des von C um 90' abstelieuden grosuten Kugelkreises 
von p, in den Punkten U, und  V,  geschnitten, so sind die  Geraden 
C'U,  mit O'U' und C'V, mit O'V' parallcl und glcich gerichtet. 

Die im Vorhergehenden angegebenen Constructionen konnen auch 
fur die Auffindung der Isophoten- und Umrisspunkte auf Flachen a n -  
gewandt werden, welche cils Umhüllende einer bewegten constanten oder 
veranderlichen Kugelflache entstehen. An Stelle der Parallelkreise der 
Botationsflachen treteri hier die Charakteristiken der umhülleuden Flache. 

J o n .  XORAWETZ. 

XX. Znr geometrischen Bedentnng des Sinus eines Trieders. 

Gehen von einem Punkte  des Raumes drei Strecken n ,  b ,  c  aus, 
und bezeichnet c' die Normale der Ebene o b ,  so ist 

das Volum des P~ra l le lep ipeds  oder sechsfachen Tetraeders a 11 c. Der 
trigonometrifiche Factor hat  durc,h v. S t a u d  t ( C r  e l l e ' s  J. Bd. 24 S. 252) 
und B a l  t z e r  (Determ. 3 16,  Anal. Geom. § 46) den  Namen Sinus der 
Ecke resp. des Trieders a b c  erhalten und  wird bezeichnet: 

sin a  b c .  

Derselbe ist das  Volum eines Rhomboeders mit der Kantenlange 1 und 
den Kantenwinkeln n 6 ,  b c ,  c n .  Der  Wer th  schwankt zwischeu + 1 und 
-1, welche Extrerne bei orthogoualem u ,  b, c erreicht werden, und  ist, 
wenn man im Coordinatensystem den Raum oben rechts hinteu ala + + + 
auffasst , 

positiv i n  den Ecken und Gegenecken ,PP,, 
negativ ,, ,, 7 , ,  9, P"P. 

Die Flachen der Rhomboeder haben die Areale 

s i n a b ,  s i n b c ,  s i n c a ;  

die zugehorigen Hohen erhalt man durch Projection der dritten Kaute  
auf die X'ormale der Ebene  der beiden ers ten,  also 

COS c CI, COS n a', C O S  6 b', 
so dass 

s i n a b c  = s innb  c o s c c f =  s inbc  cosun'= s inca  cosbb'. 

Die Hohe kann aber auch,  wenn man zunachst innerhalb einer Flache 
und dann erst anf die Normale projicirt, als Product der entsprechenden 
Sinus erhalten werden, so dass, da  cosc  cl- sin c  a  sin b'cf= sin c b  sin arc': 

s i n a b c =  s inab s inbcs inc'n'=s i t ibcs inca s inalb '=s inca  sinnbsinb'c'. 

Projicirt man die Kanten  endlich auf  ein System orthogonaler Axen 
zyz, deren Anfangspunkt mit der Ausgangsecke des Rhomboedors za 
sammeufallt, so haben die Kanten die Coordinaten 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



250 Kleinere Mittheilungen. 
.m------M-- ----- -- 

c o s n a l c o s n y l c o s n z ,  c o s h x l c o s h y  l c o s b z ,  c o s c x ~ c o s c y c o s c z .  

Die Projectionen des Rhombus sin n  b  auf die Coordinatenebenen 
lassen sich ails den Coordinaten der  Strecken als Determinanten zusam- 
meusetzen : 

s inab  coszc'= 

sin a b  cos x cf= 

sin a b  cos y c'= 

cos a x  cosci y 
c o s b x  c o s h y  

c o s a y  c o s a z  
c o s b y  c o s b z  

c o s a z  c o s a x  
cos b z  cosbn: 

Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit c o s z c ,  cosxc,  
cos y c  und addir t ,  so is t ,  d a  die Projection einer Strecke gleich der Surnme 
dcr  Projectionen ihrer Coordinaten, d. h. 

C O S  C c'= C O S X  C C O S  x C I +  COSY C COS y cf+ COS Z C C O S  2 c': 

c o s a x  c o s b x  c o s c x  
si t~nl>.coscc'= s i n a b c =  c o s a y  c o s b y  c o s c y  . 

Multiplicirt man diesen Ausdruck mit dem entsprechenden für s i n f g h ,  so 

erhalt man 
s i n a b c . s i n f g h =  ( c o s a x ,  c o s b x ,  C O S C X ) ( C O S ~ X ,  c o s g x ,  c o s h x )  

= ( c o s a x  c o s f x  + c o s b x  c o s g x  + c o s c x c o s h x ,  ..., ...), 
und  da  wiedorum 

c o s a f =  c o s a x c o s f x +  c o s b x c o s g x +  c o s c x c o s h x :  

Hier kann fg h  auch als schiefwinkliges Coordinatansyatem aufgefasst 
werden und liefert so eine Gleichung für sin u b c  . s in z y  z.  

Lasst man f g h  mit a'b'c', d. h. mit dem Polartetraeder von a h c  zu- 
sammenfallen, so redncirt sich die üeterminaiite auf die Diagonale, da 
cosab'=cosbc'= ... = 0: 

sin a  b  c  . sin a' hfc'= cos a  a'. cos Ir b'. cos cc'. 

Fal l t  f g h  mit a b c  xusammen, so erhalt man:  

. s i n n h c . s i n f g h =  
c o s a f  c o s b f  cosc f  
cosag cosbg coscg  
c o s a h  c o s b h  c o s c h  

E s  sei nun x'y'z' die Polarecke der schiefwinkligcn Coordinatonaxen 
s y  z ,  und man berücksichtigc, dam 

, , , cos  2 2' cos y y' cos z z' 
si11 x y z = 

s i n x y r  1 

so geht 

. s in%bc= 
c o s a n  cos ba cosc  a  
cosab  cosbb c o s c b  
c o s a c  cosbc  coscc  
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sin a  b  c  . sin x'y'zn= ( cosax ' ,  cos h x', cos z  x') 
resp. 

sin a b c  = (cos a  x', cos h x', cos c x ' )  : sin x'~':', 

wenn man die Divisoren c o s x ~ ' ,  c o s y y ' ,  coszz '  auf die einzelnen Zeilen 
vertheilt, über i n :  

/ cos a x '  F U S  bx' C O S C X '  ' --- 
1 Ç O S C X '  C O S  x X' c o s x  X' 1 
l 

cos n y' cos b y' cos c  y' 
s i n a b c  = - - + s i r i x y z .  1 c o s y  y' cosy  y' cos yy 

Multiplicirt man jetzt beide Seiten mit a b c ,  und zwar rechts die einzel- 
a  cos a x' 

nen Colonnen, so erhalt m a n ,  da  - die Coordinate a, von a :  
cos zx' 

b, cl 

ct .b.c.sinnbc = a2 b, c, s i n x y z ,  1 1: b3 c3 1 
den bekannton Ausdrnck für das Volum des sechgfachen Tetraeders OA B C. 
Hioraus ergiebt sich durch Translation des Systems nach d ,  1 d, 1 d, oder 
durch Addition der vier Tetraeder  mit dem Eckpunkte O im neuen System: 

' 1 1  1 1  1 1  

l b3 % 13) 
Den umgekehrten Weg vom Volum des Parallelepipeds zum s i n x y z  

nimmt B a l  t z e r ,  Anal. Georn. 46,  10 n. 12,  woselbst sich ausser der 

6 A B C D =  

Literatur mannigfache Anwendungen des s i n x y z  finden. 

bl cl d ' 
l 1 s i n x y z .  

" 2  b2 r2 4 1 

Eine derselbrn sei birr  erwghnt, weil aie unmittelbar aus der Deter- 
minante 

--;) sin x y z  
C O S X S  C U S X X  c o s x x  

folgt , wenn man berücksichtigt , dass 

s i n a y z  - s i n y z  c o s a x '  cosnx'  
-- - - 

I -- , Y  
sin x y z sin y z cos x x cos x x  

so ist 
s i n a y z  s i n x n z  s i n x y n  

s i n a b c . s i n 2 x y z =  s i n b y z  s i n x b z  s i n x y b  
1 s i n r y z  s i n x c z  s i n x g c  

B e r  l i n ,  Fehruar  1883. 
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XXI. Ueber dao Doppelverh%ltniss von v ie r  Punktpaaren  einer involn- 
toriachen Pnnktreihe erster Ordnnng. 

1. Sind A A,, BB,  , C Cl, DD, vier Paare  einander zugeordneter Punkte 
eincr involutorischen Punktreihe erster Ordnung ,  A, B', C', D' vier Punkte, 
welche von eincm Punkte  P der  Geradcn durch dic vier Punktpaare 
harmonisch getrennt s ind ,  so ist der  Wer th  des Doppelverlialtnissas 
(A'B'C'D') von der Wahl des Punktes P unabh%ngig." Man nennt ihn 
daher auch das Doppelverhaltniss der vier Punktpaare der involutorisclien 
Reihe. Da er  mit den vier Punktpaaren gegeben ist,  so muss auch für 
ihn ein Ausdruck existiren, der ausschliesslich ans Entfernungen der 
P u n k t c  der vier Punktpaare von einander znsamrnengesetzt ist. 

D e r  Ausdruck kann auf folgende Weise hergestellt werden, wodurcb 
zugleich der angeführte Satz auf's Neae bewiesen wird: . 

Unter den  gemachten Voraussetzungen ist 

Daraus folgt 
2 2 - ~ ---- 2 A'C' --+- 1 1 -(-+-) 1 1 et.., 

PA' YC' PA' .Pc ' -  P A  PA, Y 6' P C l  
hieiaus 

( P A +  P B 1 )  PC.I'Cl - ( P C +  PCl )  P A .  PA1 
, , A'C' A'D' ( ~ ~ C + I U C , ) P H . ~ ~ B , - ~ ~ J B + P ~ ~ , ) P C . ~ ~ <  

1)  ( A  B CID') = -- . -, = 
C ' B " D ' H  ( P A + P A , ) P D . P » , - ( P D + P D , ) P A . P A ,  

( P U  + fJ1'L,,) P B .  PU, - (IJ L2 +PB,)  P U .  l'Dl 

Führ t  man hier diirch die Relation 

P O +  O X =  P X  für d'= A ,  A l ,  B, B,, C, Cl, D, Dl 

Der Ausdruck rechts wird vom Purikte P unabh%ngig, wenn man setzt 

3) O A . O A ,  = OB.OBl = O C . O C l  = OD.OD, = a .  

Denn die Glieder, welche P O  erithalten , verschwinden ; ausserdem tritt 
i n  jedeni Zahler nnd Nenner  des Doppelverhaltniuses der Factor P O Z - n  
anf und  hebt  sich fort. Man hat  daher unter  Voraussetzung der Gleich- 

ring 3) 

* Cremona ,  ,,Ebene Curven", S. 29. - Vergl. auch meine Schrift: ,,Theorie 
der trilinear-sgmmetrischen Elementargebilde", Marburg 1881, S. 9. 
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0 C +  0 Cl - (OA + O A , )  OU + (ID, - ((1-4 + ('Al) 
3a)  (A'R'c'D')= OB+OB, -  - 

( O C ~ O ~ , ) : ~ B + O B ,  - (OD+ oD,) 
oder 

4) ( A'R'c'D') = A C +  AlCl. AD+A,D,, 
C B +  C , B , ' D B + D , B ,  

welcher Auadruck auch bei beliebiger Vertauschung zweier einander zu- 
geordneter P u n k t e  giltig bleibt , d a  O X  + OX, - (O Y + O Y,) = X Y + X, Y ,  
= XY,+ X,Y ist. 

Die Gleichungen 3) sagen riun aua,  dass die Punktpaare AA,, 
B BI, CC,, D  D, einer involutorischen Reihe angehoren, deren Mittelpunkt 
der Punkt  O ist. Also folgt: 

Sind A Al, B B, , CC1, D U ,  vier Punktpaare einer involuto- 
rischen Punktreihe e r ~ t e r  Ordnung ,  so ist die Grosse 

gleich dem Doppelverhaltniase (A'B'C'D') von vier Punkten A', B', 
C', D', die von eioom beliebigen Punkte  P -der Geraden durch die 
vicr Punktpaaro harmonisch getrennt aind. 

Die Grosse ( A  A,, B BI,  CC,, DD1) heisst das Doppelverhaltniss der 
vier Pnnktpaare A A,, BE, ,  CCl, D D, der involutorischen Reihe. 

Nimmt man a n ,  daas B A , ,  & B I ,  CC,, DD, vier beliebige Punkt-  
paare einer Geraden sind u n d  dass A', B', Cf, U' vier Punkte  s ind ,  die 
von eineui beliebig, aber fest angenommenen Punkte P durch die vier 
Punktpaare harmonisch getrennt sind,' und setzt ausserdem die Gleich- 
ung 4) als beetehend voraua, ao gilt die Gleichung 2 )  und  die mit Gleich- 
ung 4) identische Gleichung 3a) .  Ans  der Vergleichung der  rechten 
Seiten der Gleichungen 3 a )  und 2) folgt aber .das Bestehen der Gleich- 
uugen 3). Somit gilt anch der  Satz: 

Sind AA,, RH,, CCl, D Dl vier Punktpaare einer Geraden, 
Sind A', B', C', d vier P u n k t e ,  die von einem Punkte  P dnrch 
die Punktpaare harmonisch getrennt s ind ,  und  besteht die  Relation 

(A'B'C'B') = (A A,, B BI, C Cl , D  Dl), 
so gehoren die  vier Pnnktpaare einer involutorischen Reihe an, 
und die obige Kelation besteht für jeden beliebigen Punkt  P der 
Geraden. 

2. Projicirt man die Punktpaare A d , ,  B B I ,  CC,, D D 1  der  involuto- 
rischen Punktreihe aua einem Punkte S dnrch die Strahlenpaare an, ,  b b,, 
CC,, dd,, so sind diese vie& Strahlenpaare einoa involutorischon Strahlen- 
büschels, und wenn p derjonige Strahl des Büschels ist ,  de r  anf seinem 
zugeordneten senkrecht s teht ,  so ist 

5 )  igpa . fgpu ,  = tgpb . tc~ph ,= typc .~gpe ,  = ~ g p d . t g p d , .  
Sind nun die Strahlen n'b'c'd von p durch die vier Strahlenpaare liar- 
monisch getrennt,  so  ha t  man 
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2 1 1 
-- etc., 

Q P a  t g p a  IgPal 
1 1 2 sin a'c' 1 1 1 1 + -- - ,-- ( - a) i n  i n  lgp a t y p  ul (igp + tgpq) etc. 

und  hieraus unter Berücksichtigung der Gleichungen 5) 
sin a'c' sina'd' sin a c + sin a, c, sin a d + sin a, dl 

(a' h'c'd) = -, : - - 
szn c b sin d'6' - sin c 6 + sin c x  ' siu d6  + S ~ I A  dl% 

= (aa, ,  bb,, cc1, ddl). 

Sind nnn P, A', B', C ,  D' die P u n k t c  der Punktreihe erster Ordnung, 
die  durch die Strahlen p', a', b', c', d' des Büschels S projicirt werden, 
so sind A'B'C'D' von P dnrch die Punktepaare A A, ,  B RI, CC,, D D, 
harmonisch getrennt.  Daher  ist  

(A'B'C'D') = (AAl, B B,, CCl, D Dl), 
ferner 

(a'b'c'd') = (a a, ,  b bl , c cl, d dl) ; 
aber  auch 

( A'B'C'D') = (a' h'c'd') , 
daher endlich 

(Adl ,  B B I ,  CCl,  U D J = ( a a , ,  bb,, cc,, ddl).  

Diese Relation gilt für jede Transversale des Büschels S und für jeden 
Büschel S, der die Punktreihe A A l ,  . . . projicirt, sobald die Punkte A A , ,  . . . 
in  den Strahlen au, ,  . . . liegen. Hieraus folgt: 

I n  zwei projectiven Grundgebilden ist das Doppelverhaltniss von 
irgend vier Elementenpaaren eiaer in  dem einen Gebilde e n t h a h n e n  
involutorischen Reihe gleich dem Doppelverhaltnisse der vier homologen 
Elementenpaare des zweiten Gebildes. 

3. Aus  der Gleichung 

(A1fi'C'D')= ( A  Al, BB, ,  CC,, DD,) ,  

worin die Buchstaben die bisherige Bedentung haben,  folgt unmittelbar, 
dass zwischen den Werthen der 24 Doppelverhaltnisse, die sich aus vier 
Punktepaaren einer involutorischen Reihe bilden lassen, dieselben Be- 
ziehungen bestehen, als zwischen den 24 Uuppelverh%ltnissen , die sich 
aus den  vier Punkten  A', B', 6, Ut  bilden lassen. So gilt n .  A. die Ke- 
lation 

( A 4 ,  BB1, CC,, D m +  (AAl, CCl, B B l ,  DD1)=1 
oder 

welche Relation sich auch in der  B'orrn schr<?tben I h t :  

( A ~ + " G q ( C n + c , J q +  (AC+A,C,)(f lB+DlR,)  
+ ( A ~ + A I D l ) ( B C + B I C l ) = O ,  

eine Identitat a lso,  die zwischen den zweimal sechs Abstanden besteht, 
welche man erhiilt, wenn man vier Punktepaare einer involutorischen 
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Reihe in zwei Gruppen 
paares vorkommt, und  
einander bildet. 

theilt, i n  deren jeder je ein P u n k t  eines Punkte-  
nun die. Ahstande der Punkte  jeder Gruppe uuter  

I n  der Tha t  kann man in der  obigen Gleichung wieder jo zwei zu- 
geordnete Punkte  eines Paares  vertauschen, ohne dass die Relation z u  
bestehen aufhort. 

Ebenso erhalt man fur die Sinus der  Winkel ,  die vier Strahlenpaare 
eines involutorischen Büschels bilden, die  Identitat:  

(sin a b  + sin a, b,) (sin a c + sin a, cl) + (sin a c + sin nl c,) (sin d b + sin dl 6,) 
+ (sin a d + sin a, dl) (sin O G + sin b, cl) = 0. 

Diese Identitaten s ina analog denjenigen; die zwischen deu Abstanden 
von vier Punkten einer Geraden und den Sinus der Winkel von vier 
Geraden eines Büschels bestehen. 

M a r b u r g ,  J u l i  1882. I B. KLEIN. 

XXII. Erzengnng der  abwickelbaren Flachen zweiter Ordnnng 
dnrch Punkte.  

1. Wenn n - 1 Ebenen k,, L , ,  . . . 6n-i eines n-Flachs sich um n - 1 
feste Gerade a,, a,, . . . a,-1 drehen,  die in  einer Ebene  <y mit einem 
festen Punkte a licgen, durch welchen die  letzte Ebene  6 des n-Flachs 
geht, und wenn die Kantcn  x,, z,, ... x,-1, i n  welchen die Ebene  6 
von 4, &, , . . . kn- ]  geschnittcn wird,  auf n -1 festen Geraden bl, b, ,  
. . . b,-1 gleiten , von denen keine zwei einander treffen , so beschreibt 

( -  - )  Ecken des n - Flachs eiu einschaliges I lyper-  jede der - -- 
1 . r  

boloid. 

II. Von den in der Ebene 6 befindlichen (n - 1) (n - 2) Ecken des 
1 . 2  

fi-Flachs wollen wir eine, z. B. die von den Ebenen k,, 6, gebildcte 
herausgreifen. Das  von derselben beschriebene Hyperboloid ha t  h l ,  b,  
zu Geraden einer und derselben Schaar. Bezeichnet m?n die Pnnkte, 
in welchen b , ,  b, die Ebene  o! diirchhohren, durch b,, b2, den Schnitt- 
punkt von a , ,  a, durch a,,, und die Punkte ,  in welchen a,, 0, von ab2,  
ab, getroffen werden,  durch a,, a2,  so sind die Schnittlinien der  Ebenen-  
paare, welche durch b , ,  b, und j e  durch eiuen der Punkte  a,, a,, a12 
gehen, drei Gerade der anderen Schaar  des Hyperboloids. 

III. Eine  der  nicht i n  der Ebene  6 befindlichen Ecken  des n-Flachs 
sei a. B. der Schnittpunkt (El 6 ,  &,). Das  von demselben beschriebene 
Hyperboloid geht durch die  Ecken a,,, a,,, a,, des Dreiseits a,a,a,. 
Bezeichnen wir die  P u n k t e ,  in welchen die  Ebene [ab,] von b, ,  b ,  durch- 
bohrt wird, durch te1, b,', so schneiden sich die Ebenen [a,bp'] u n d  [ ~ , b , ~ ]  
in einer Geraden des Hyperboloids, welche durch a,, geht. 
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Schneiden die Ebenen [ab2]  und ; [ab , ]  einander i n  einer Geraden 
g,,, welche b, und  6, in b2" u n d  'b3" trifft, so schneiden die Ebenen 
[anb:3] und  [a3 b,23] einander in der zweiten Geraden des Hyperboloids, 
welche durch a,, geht. 

Durch Vertauschung der Indices erhalt man die Geraden des Hyper- 
boloids, welche von a,, und a , ,  ausgehen. - 

Die besondcren Fal le ,  in  welchen s tat t  eines einschaligen Hyperbo- 
loids ein hyperbolisches Paraboloid oder ein Kegel entsteht,  sind leicht 
anzugeben. 

G r e i f s w a l d .  II. E. M. O. Z I M M E R M A N N ,  Stud.phi1. 

XXIII. Notiz itber Fnsspnnktourven. 

Fall t  m m  von einem Pnnkte  P suf siimmtliche Tangenten einer 
Curve die Lothe P F ,  B O  wird bekanntlich der Ort  des Punktes P eine 
Fusspunktcurve genannt. Legt  man nun  von P nach allen Tangenten 
gerade Linien P X  derar t ,  dass L P X B =  w ein und  dieselbe Grosee h ~ t ,  
so ist es nicht schwer, deu Ort des Punktes  X zu bestimmen. Wird 
namlich PP über F hinaus verlangert und anf ihr P X ' =  P X  abgetrageu, 
so ist wegen PB: P X f =  sin w der Ort  dcs Punktes  X' eine Curve , welche 
der Fnsspunktlinie des Punktes  F ahnlich ist und in Beziehung anf P 
als Aehnlichkeitspunkt ahnlich liegt. Durch eine Drehung dieser Curve 
um P iim L (90°- w) fallt dieselbe mit der gesuchten Ortscnrve des 
Punktes  X zusammen. Letztere ist daher der Fusspunktlinie für F abn- 
lich, und es ha t  P für sie dieselbe Bedeutung,  wie für die Curve dnrch 
F. Durch eine solche Verallgemeinerung ergielit sich z. B. der Satz: 
Bewegt sich ein beliebiger Winkel  von unveranderlicher Grosse su, daas 
sein Scheitel eincn Krois durchlauft,  wahrend sich der  oine. Schenkel 
um oinen festen P u n k t  dreht ,  B O  hüllt der  andere einen Kogelschnitt 
e i n ,  wolcher den festen P u n k t  zum Brennpunkt  hat. 

L e i p z i g ;  1882. WEINMEISTER 1. 

B e m  e r k u n g .  Seite 212 Z. 5 v. u. lies Fig. 1 statt 14, 
9, 216 ,, 1 1  v 0. ,, ,, 2 ,, 15, 
,, 546 lies statt Fig. 17 Fig. 4 und atatt Fig. 18 Fig. 6. 
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Geometrische Untersuchungen über den Verlauf der 
elliptischen Transcendenten im cornplexen Gebiete. 

Von 

OSKAR HERRMANN in Leipzig. 

(Schluss.) 

(Siehe 1. Iieft Tafel I V  Fig. 1-13.) 

III. Die elliptischen Functionen. 
Dass sich unsere R i e m a n n ' s c h e  FlBche Uber der 8-Ebene conform 

eindeutig auf ein Parallclogramm mit Hilfo des Integrals erster Gattung w 
abbilden liisst, rührt  von den P e r i o d i c i t ! i t s m o d u l n  2 0 ,  2w' dieses In- 
tegrals her. Ebenso besitzt bekanntlich das Integral zweiter Gattung Zll 
das wir ebenfalls in der w - Ebene betrachtet haben, zwei Periodicit&tsmoduln 
2rl,  2rl'. Die Function 

F= cw + clZ,, 
die a n  einer Stelle einfach algebraiseh unendlich wird,  besitzt also die Pe- 
riodicit%tsmoduln 

2or==c.2a,+cl .2r] ,  2 0 1 ' = 3 ~ . 2 ~ ' + ~ ~ . 2 ~ ' .  

Es liegt nun nahe, zu untersuchen, ob die Constanten c und c, vielleicht 
so bestimmt werden konnen, dass IY und a' vcrschwinden, dass also F g e -  
r a d e z u  e i n e  d o p p e l t p e r i o d i s c h e  F u n c t i o n  v o n  w mit denperioden 
2 m l  2 o '  wird. Man sieht nun,  dass noch ein zweites Integral zweiter 
Gattung hinzugefügt werden muss , da nach der L e g e  n dre 'schen Relation 
O "i 
- nieht gleich 7 sein kann. E s  k6nnen also die Constanten c ,  cl, c, so 
0' 9 
gewahlt werden, dass die Function 

F = c w + c , Z , + c , Z ,  

doppeltperiodisch in Bezug auf w kt. Dies stimmt liberein mit dem be- 
kannten L i  O uv i l l e ' schen  Satze , dass eine doppeltperiodische Function den 
Werth cx innerhalb eines Periodenparallelogramms mindestens z w e i  mal 
annimmt. 

~ i r . k 6 n n e n  dies auch rein ~hysikal isch ausdrücken. Dabei wollen wir 

unter einem reellen, resp. imaginzren (auf dem Ringe) geschlossenen Wege 
ZeitichrifL f. Matliematik o. Phgsik XXVIYr 5. 17 
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einen solchen Weg im Sinne der positiven u- beziehungsweise ~ - A x e  ver- 
stehen, welcher zwei entsprechende Punkte benachbarter Rechtecke mit ein- 
ander verbindet. Wir  verstehen nun nach dern Vorgange englischer Physiker 
unter der C i r  c u 1 a t i O n Iangs einer geschlossenen Curve die Besultante der 
Componenten der Strümung in den Elementen der betreffenden Curve, aleo 

die Grüsse j a g d s ,  das Integral iiber die geschlossene Curve genommen. 

Dieser Ausdruck bedeutet offenbar den Zuwachs, welchen die Function U 
wahrend eines Umlaufs auE der Curve erhalt. Der Zuwachs, welchen die 

.Function V bei einem geschlossenen Wege erhült, wird durch die Grosse 

jg:ds gemessen, ist  alro die Circulation in  Bezug auf die conjugirte, 

d. h. diejenige Stromung , welche entsteht , wenn wir die Curven U = toast. 
als Stromungslinien wahlen. Die Summe der beiden Circulationen, die 
zweite mit i multiplicirt, ist  folglich der ~ u w a c h s ,  welchen die Function 
W= U+iV wiihrend eines Umlaufs auf einer geschlossenen Curve erhiilt. 
Dieser Zuwachs ist identisch mit dem P e r  i o  d i c i  t a t s m o  d u l  , den die 
Function W infolge der Durchlaufung des betreffenden geschlossenen (Inte- 
grations -) Wegcs erfdhrt. 

Der Periodicitatsmodul in Rezug auf eine geschlossene Curve, die sich, 
ohne dass ein logarithmischer Unendlichkeitspunkt überschritten wird (Ver- 
zweigungspunkte lassen wir sus  dem Spiele), auf einen Punkt  zusammen- 
ziehen lasst,  ist gleich Null. Auf unserer Ringflache giebt es aber noch 
andere geschlossene Wege'), und zwar künnen dieselben s%mmtlich aus 
reellen und imaginaren geschlossenen Wegen (nach der oben festgesetzten 
Bezeichnungsweise) zusammengesetzt werden. Betrachten wir z. B. die 
Stromung zweiter Gattung (5 ) ,  so bemcrken wir, dass die Circulation Isngs 
eines imtlginaren geschlossenen Weges verschwindet, dass dagegen die Cir- 
culation langs eines reellen geschlossenen Weges einen bestimmten Wertli 
hat. (Man sieht diese Verhtiltnisse unmittelbar ein, wenn man b e s t i  m m t  e 
geschlossene imaginare resp. reelle Wege verfolgt, bei unserem Beispiele 
am besten diejenigen, welche das ltechteck genau halbiren.) Diese letztere 
Circulation wird nun ebenfalls gleich Null werden, wenn wir zur vorigen 
S t r h u n g  eine Strürnung erster Gattung hinzufügen, für welche die Circu- 
lation l b g s  eines imaginsren geschlossenen Weges gleich h'ull, langs eines 
reellen geschlossenen Weges aber dem Werthe der entsprcchenden Circula- 
tion von ( 5 ) ,  negativ genommen, gleich ist. F ü r  die so construirte Stro- 
mung ist U eine e i  n d e u  t i g e  Function auf der Ringflache. Nicht aber P. 
Diese Function wird, wie man sieht,  wenn man sich die eben postulirte 
Strtimung vorstellt, in Bezug auf einen reellen geschlossenen Weg die Cir- 
culation Null, in  Bezug auf einen imaginaren jedoch eine bestimmte end- 

1) VergL hierzu K i r c h h o f f ,  Vorlesungen über mathem. Physik, S. 170. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von O. HERRMANN. 259 

liche Circulation besitzen. Die Stromung wird sich nicht so abandern lassen, 
dass mit U zugleich V eindeutig auf der RingfXche ist. Es giebt eben 
keine eindeutige Function auf der Ringfliche, welche nur in  einem Punkte 
einfach algebraisch unendlich wird. 

Anders ist  es ,  wenn wir ein z w  e i t e s  Integral zweiter Gattung mit 

den Periodicit%tsmoduln 2 v2,  2 zu Hilfe nehmen. Durch die Gleichungen 
e C,I + c, 7 ,  + c, vz = O ,  c w'+ el rl'l + c , ~ ' ~  = O werden eben die c gerade bis 
auf eine gemeinsame multiplicativc Constante vollstihdig bestimmt. 

Wir haben uns im Vorhergehenden bemüht, Functionen zu construiren, 
welche in Bezug auf w doppeltperiodisch sind. Solche Functionen sind aber 
in der Analysis wohl bekannt, es sind die von J a c  obi1)  mit dem Namen 
der e l l i p  t i s  c h e  n F u n c t  i o n e n  bezeichneten Functionen. Diese müssen 
unter den soeben postulirten elliptischen Integralen zweiter Gattung, als 
Functionen des Integrals erster Gattung aufgcfasst, ihre Stelle findena). 
Eine systematische Untersuchung der Stromungen für  diese Functionen von 
dern eben entwickelten Standpunkte aus setzt, wie wir sehen, eine all- 
gemeine Discussion des Verlaufs der Integrale zweiter Gattung mit mehr 
als einem algebraischen Unendlichkeitspunkte voraus. D a  wir unsere Be- 
trachtungen im vorigen Abschnitte jedoch auf e i n e n  Unendlichkeitspunkf 
beschrankt habeu, so wenden wir uns gleich zu den üblichen Normalformen 
der elliptischen Functionen, und von diesen wollen wir beispielsweise be- 
trachten l. die in  der W e i e r s t r a s s  'schen Theorie der elliptischen Func- 
tionen fundamentale Function W= p (w)  , 2. die Function W = sifiamut. 
In  den xugehorigen Figuren haben wir, um zugleich anzudeuten, welche 
Partien des Periodenparallelogramms den einzelnen Quadranten der W-Ebene 
entsprechen, ausser den Stromungscurven noch die der Geraden U =  0 ent- 
sprechenden Curven und die Nullpunkte der Function besonders markirt. 

1. Die Function W = p ( w )  habe die Perioden 2 w ,  20.1'. Dabei setzen 
wir fest, damit das Periodenparallelogramm ein R e c  h t e c k  sci,  dass m 

r e e l l ,  w' r e i n  i m a g i n a r  sei. Es  ist nun 

p(w) r e e l l  fIir u = O ,  o,  2 0 ,  ... 
und für  i v = O ,  w', 2w', ... 

Ferner ist p(w) u n e n d l i c h  g r o s s  v o n  d e r  z w e i t e n  O r d n u n g  ftir 
w G O (mod 2 ai, 2 m') , sonst nirgends unendlich. Daraus geht unter Ande- 
rem hervor, dass p'(w) fu r  w - O unendlich gross von der dritten Ordnung 
ist, p'(w) = O also drei Wurzeln und p(w) folglich d r e i  K r e u z u n g s -  
p u n k  t e besitzt , und zwar sind diese, wie man au8 der ersten Bemerkung 
sieht, w = w ,  o', ru+ w'. Um schliesslich die N u l l p u n k t e  der Function 

1) Fundamenh, § 17. 
2) Dieser Ideengang allgemein für Abel'sche Functionen riihrt von Rie-  

mann her (Gesammelte mathem. Werke S 100; Klein a a. O. S. 44). 
17' 
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zu markiren , bedenken wir, dass p (w) = e, , p (o + o') = e, , p (ut) = e, k t ,  
und zwar besteht die Relation el + e, + e, = O. Wir  wollen nun annehmen 
e, > e, > O > e,, so dass der eine Nullpunkt zwischen w + wt und w', der 
andere zwischen w + w' und 2 w + w' zu suchen ist. 

Diese Angaben gentigen, um die zugehorige Stromung angeben zu 
konnen (Fig. 6). 

2. D i e  F u n c t i o n  W=sz'narnw habe dicPcrioden 4w,2w' .  Es ist 
d enn 

silzamw r e e l l  ftir i v =  O, a', 2w', . . 
und ftir U = W ,  3 0 ,  ..., 

r e i n  i m a g i n i i r  für u = 0 ,  2 0 ,  4 w ,  ... 
Ferner wird sinamw e i n f a c h  u n e n d l i c h  fur  w = w', w'+2 w, ..., 3w', 
3 a'+ 2 w , . . . Dabei haben sich die Kreuzungspunkte von selbst eingestellt 
(F ig.  7). 

IV. Die Weierstrass'schen E-Functionen. 
Die gewohnliche Theorie der doppeltperiodischen Fiinçtionen, wie sie 

von L i o u  v i l l e  und H e r m i t e  aufgestsllt worden ist'), betrachtet nur solche 
Functionen von w ,  die im Periodenparallelogramm keinerlei w e s e n t  1 i ch 
s i n g u l i i r e  P u n k t e  besitzen. Dabei verstehen wir mit W e i e r s t r a s s 2 )  
unter einem wesentlich singulLren Punkte einen solchen, in welchem die 
Function jedem beliebigen Werthe beliebig nahe gebracht werden kann. 
W e  i e r s t r a s s hot sich aber (in seinen Vo r 1 os  u n g e n über clliptische Func- 
tionen) veranlmst gesehen , gerade auch doppeltperiodische Functionen mit 
solchen Punkten in Betracht zu ziehen. Es  sind dies die E - F u n c t i o  n e n  
( P r i m  f u n c t i O n e n )  , welche im Periodenparallelogramm e i n e n  wesentlich 
singularen Punkt besitzen, und von denen zmei niemala, die dritte nur 
einmal Nul1 wird. Dieselben lauten in  der W e i  e r s t r a s s 'schen Bezeich- 
nungsweiae (2 w ,  2w', beüiehungsweise 27, 2 q' sind die Periodicittitsmoduln 
des Normalintcgrels erster reccp. zweitcr Gattung): 

2ar w - 2 t l ' u  
E ( z , J Z , ~ ) = ~  a ( w )  , 

Wir  wollen im Folgenden die c o n f o r m e n  A b b i l d u n g e n  für diese 
Functionen aufsuchen. Ru dern Ende wlihlen wir den einfachsten Fall, den 
der sogenannten l e m n i s c a t i s c h e n  F u n c t i o n e n ,  namlich 

1) Vergl. Bo r c h a r d t  im Journal für Mathernatik Bd. 88, S. 277; Briot- 
Bouque t ,  ThBorie des fonctions elliptiques. 

2)  Abhandlungen der Berliner Akademie, 1876. 
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so dass wir im Folgenden als Periodenparallelogramm ein Q u a d r a t be- 
trachten. Hierdurch ergeben sich, wenn wir überdies noch die G-Funetion 
durch dio 3,-Function ersetzcn; die drei Functionen 

wobei wir für die Function E,(w) den für  unsere Zwecke unwesentlichen 
"9; 

positiven Factor - uiiterdrüekt haben. Infolge der Relation 8, (i w, i) 
9" (3) 

= i. en'. -3, (w, i) (S. 267) kt nun,  wie man leicht ausrechnet , 
E, (i w) = E (w) , 

so dass wir im Folgenden nur  die beiden Functionen E ( w )  und &(w) zu 
betrachten haben. 

1. Die Function W= R(w) (Fig. O). 

Die schon in der Einlcitung crwiihnte Eintheilung der W-Ebene in 
die vier Quadranten ( F i g .  8) zu Grunde legend, fragen wir: w e l c h e  C u  r -  
v e n  i n  d e r  w - E b e n e  e n t s p r e c h e n  d e n  g e r a d e n  L i n i e n  U = O ,  
V= O d e r  W - E b e n e ?  Dabei wollen wir uns gestatten, jene Curven 
auch in der w-Ebene Curven U =  O resp. P= O zu nennen. 

Die Punction wird ausser an der Stelle w = O nirgends Nul1 oder un- 
eudlich. F ü r  ein reelles w erhalten wir auch ein reelles IV, daher Sind die 
Geraden v = O und,  da unsere Punction die Periodt: i hat , v = 1 Curven 
V= O. Dasselbe gilt von der Geraden v = 4. E s  ist namlich, wenn wir 

in n - - 
statt ,8 (w, i )  kurz 8 (w) schreiben , 3, = e 2 . e4 . e - ~ * '  (w), :&O 

und dieser Ausdruek ist reell für ein rcelles w. 
Aus dem Umstande, dass die Function auch um 1 ~er iod isch  id. und 

dass die Gerade v = 4 nur reelle Punctionswerthe aufzuweisen ha t ,  ersehen 
wir unmittelbar, dass auf dieser Geraden im Quadrat mindestens zwei K r e u -  
z u n g s p u n  k t e  liegen, denn sonst konnte man,  wenn man den jener Ge- 
radenentsprechenden Weg auf der Geraden V =  O zuiücklegt, nicht wieder 

1) Es sei hervorgehoben, dass wir hier und auch im folgenden Abschnitte 
eine noch groasere Ueschr%ukung einführen, ala wir dies für die Integrale gethan 
haben, wo xP nur reell zu sein brauchk. Wegen der benutzten Eigensühaften und 
Bezeichnungen der 8- und a-Functionen vergleiche man ülirigens Abschnitt V. 
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dieselbe Stelle in demselben Sinne passiren. Die Kreuzungspunkte haben 
ja die Eigenschaft, dass in  ihnen die Winkel der entsprechenden (Verzwei- 
gungs -) Punkte der W-Ebene halbirt erscheinen. Passiren wir also einen 
einfachen Kreuzungspunkt der w -Ebene unter einem Winkel von 18O0, so 
müssen wir, um den entsprechenden Weg in der W-Ebene zu machen, im 
Verzweigungspunkte vollstandig umkehren. Wir behaupten nun ,  dass auf 
jener Geraden genau z w e i  Kreuzungspunkte liegen und dass es im Quadrat 
iiberhaupt keinen weiteren Kreuzungspunkt giebt. Denn diese Punkte sind 

d W  a2 
definirt durch - = O ,  d. h. durch - log8,(w) = O oder, nach einer be- 

aw awZ 
kannten Formel, durch 

-- 

Die Linke Seite dieser Gleichung ist nun selbst eine doppeltperiodische 
Function mit den Perioden 1 und i, und zwar wird dieselbe nur an der 
Stello w = O unendlich und zwar doppelt, d. h. sic nimmt jcdcn Wcrth, 
insbesondere siich die Null, im Periodenquadrat nur zweimal an. 

Man sieht leicht, wo ungefahr diese Kreuzungspunkte liegen. Nirnmt 
man namlich nur  die ersten Glieder der sehr rasch convergirenden a-Reihen, 
so erhalt man 

E 21+- =- e4n.c-d.ain2un ( 3 
also liegen die Kreuzungspunkte ungefshr bei zc= und VL- 3. 

Uni die Gestalt, welche d i e  A b b i l d u n g  i n  d e r  N a h e  d e s  w e s e n t -  
i c h s i  n g u  1 l i re  n P u n k  t e s w = O besitzt , zu untersuchen, bemerken 

1 

wir zunachst, dass sich die Function dort wie eG verhalt. Die eben auf- 
geworfene Frage über das Verhalten der Yunction ftir w =  O ist daher niir 

1 - 
noch für die einfachere Function W= eN zu beantworten. Stat t  dieser xiehen 
wir zunachst einmal die ,Function W= ez in  Betracht. F ü r  diese Function 
ist aber die Abbildung wohl bekanntl). Die z-Ebene wird, wenn wir bei 
unserer Eintheilung der W-Ebene in die vier Quadranten bleiben, in un- 

X 
endlich viele der $-Axe parallele Streifen von der Breite - eingetheilt, 

2 
von denen jeder einem der vier Quadranten der W-Ebene entspricht, so 

iG 
dass abwechselnd, in  der Entfernung - von einander, Cumen U= O und 

2 
V= O parallel der x -Axe  verlaufen. Hieraus kann man nun leicht die 

1) H o l z m ü l l e r  a. a. O. S.237; ferner z. B. T h o m a e ,  ,,Elementare Theorie 
der analytischen Fnnctionen einer cornplexen Veranderlichen, IIalle 188OU, S. 59. 

1 

Die Abbildung für e" kennt man natürlich auch, doch wollen wir hier ausführ- 
lich sein. 
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1 1 
Abbildung für  eG ablciten, indem man dio Transformation B = -  macht, 

w 
welche, abgesehen von einer Umlegung der Winkel, mit der Transforma 
tion durch reciproke Radien iibereinstimmtl). Dann gehen die parallelen 
gcraden Linien sammtlich in Kreise über, welche dio Gerade ec= O im 
Punkte w = O berühren und immer kleiner und kleiner werden. So ent- 
steht in der Niihe des Punktes w = O ein Bild, iihnlich dem, wie wir es 
in Fig. 9 angedeutet haben (nur muss m m  sich alle vier a n  den Punkt 
w = O heranreichende Quadrate gezeichnet denken). 

Wir  sehen, dass i n  der Nahe des wesentlich singularen Punktes un- 
endlich viele Gebiete mit zwei Z i p f e l n  an diesen Punkt  hinanreichen. E s  
werden nun überhaupt a l l e  Gebiete, welche durch dau Ziehen der Curven 
U = 0 ,  V = 0 in der w -Ebene entstehen, an den Punkt w = O hinan- 
reichen, und zwar von beiden Seiten her :  von links mit demjenigen Zipfel, 
welcher deni Punkte W= O entspricht , von rechts mit demjenigen , welcher 
dem Punkte W=  XI entspricht. Niin kann es allerdings anch vorkom- 
men, dass ein Gebiet mit mehr als zwei solchen Zipfeln a n  den singularen 
Punkt hinanreicht, nzmlich d a m ,  wenn innerhalb desselben ein Kreu- 
eungspunkt existirt. I n  diesem Falle entsprechen j a ,  wenn der Kreuzungs- 
puukt von der hIultiplicit&t 1 ist, dem betreffenden Gebiete zwei überein- 
anderliegende (in dem zugehorigen Verzweigungspunkte zusammenhingende) 
Quadranten der w-Ebene. Dieses Gebiet würde also mit vier Zipfeln a n  
den wcsentlich singularen Punkt  hinanrciehen. Von solchen Gcbieten ist 
aber hier von vornherein nicht die Rede, weil die beiden überhaupt vor- 
handenin K r e ~ z u n g s ~ u n k t e  auf der B e g r  e n z u n g  von Gebieten der w-Ebene 
liegen. J e d e s  G e b i e t  d e r  w - E b e n e  e n t s p r i c h t  e i n e m  u n d  n u r  
e i n e m  Q u a d r a n t e n  d e r  W - E b e n e  e i n d e u t i g  u m k e h r b a r .  

i 
Wenn wir schliesslich noch xeigen , dass xwischen w = + und w = 4 + - 

2 
nur eine einzige Curve U =  O verlSuft, so ha t  es keine Schwierigkeit mehr, 
sich eine Vorstellung von dem Curvensystem U =  O ,  V= O im Perioden- 
quadrat zu machen. 

Um die eben gemachte Behauptung zu beweisen, schreiben wir 

3 ' , ( $ + i u >  

E ( f  + iv) = e$.&+iv) = e - i m q  
wo zur Abkürzung 

gesetzt ist. Dieser Ausdruük Y verschwindet und wkhut  stetig mit v, bis 
er für v = f gleich 1 wird,  d. h. für  v = O und v = & ist E(f + iv) reeii. 
Dazwischen aber nimmt Y einmal und nur einmal den Werth 3 a n ,  d. h. 

1) Z. B. Holz rnü l le r  a. a. O .  S. 25; T h o m a e  a. a. O. S. 84. 
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zwischen v = .$ und v = O erhalt E(4 + iv )  einmal und nur einmal einen 
rein imaginliren Werth. 

D a  ferner aus E(u  + i v )  = U + iV die Gleichung E(u - iv)  = U -  iV 
folgt, so gilt die eben gemachte Bemerkung auch für  die Strecke von w = 4 

i 
bis w = : - ~  und, was infolge der Periodicitat dssseJbe i s t ,  für die 

Z 
Strecke von w = g + i  bis w = J + ~ -  

Endlich kommt es noch derauf a n ,  anzugeben, welchen Quadranten 
der W- Ebcne die einzelnen Gebiete der w - Ebene entsprechen, und um dies 
thiin zu konnen, brauchen wir dieees Entsprechen nur  von einem einzigen 
Gebiete zu kennen, um d a m  continuirlich aus den Verhaltnissen der 
W-Ebene auf die der w-Ebene  zu schliessen. W i r  haben gesehen, dass 
fü r  zc = 4 und ein kleines positives v E = e - ' ~ ~  ist , wo a eine kleine po- 
sitive Grosse bedeutet; also entspricht das Gebiet, in  welchem diese Werthe- 
combinationen von zc und v vorkommcn, d. h. die unmittclbar über der 

Seite O1 liegcnde Partie des Quadrates, dem viertcn Quadranten der 
W- Ebene. 

2. Die Function W= Eo(2c) (Fig. 10). 

D a  diese Function von der vorhergehenden nur wenig verschieden ist, 
so k h n e n  wir uns im Polgenden ziemlich kiirz fassen. Der wesentliche 
Unterschied beider Functionen ist der, dass E,(w) für  w = + einen Kull- 
punkt besitzt, so dass es jetzt vier aufeinander folgende Gebiete geben wird, 
welche nur mit e i n  e m  Zipfel an den singularen Punkt  w = O hinanreichen, 
wenli nicht durch die Kreuzungspunkte Unregelmassigkeiten hineingebracht 
werden, was jedoch nicht der Fa11 ist, da auch für diese Function, wie 
wir sehen werden, dieselben sammtlich auf der Begrenzung der Gebiete 
liegen. 

I n  dem wesentlich singularen Punkte w = O verhalt sich die Function 
1 

C - 
wie -. eZm, c reell und ) O. Wir  verfahren nun genau wie bei der Func- 

W 

tion E(w),  indem wir zunachst W= z .  eZ betrachten und dann die Trans- 
1 

formation z =- anwenden. Wir  bekommen so eine Abbildung, welche in 
w 

grosser Nahe des Punktes w = O übrigens nicht wesentlich verschieden ist 
1 

von der für  die Function e". 

Ftir v = O  und v = e  ist  die Function reell. K r e u z u n g s p u n k t e  
d W  

giebt es d r e i .  denn die Gleichung - = O lautet 
dw 
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Die linke Seite dieser Gleichung ha t  die Perioden 1 und i und wird im 
Punktc w zi O und sonst nirgends unendlich und zwar dreifach, d. h. sie 
wird im Periodenqnadrate auch dreimal Null. Zwei dieser Kreuzungspunkte 
liegen wieder auf der Geraden v = 3 (ungefiihr bei u = 1 und u = i), der 
dritte liegt zwischen w = 3 und w= 1. Denn für ein kleines positives w 
ist E, sehr gross positiv, für  w = 3 ist  E, = O, wird daun negativ, niihert 
sich aber, wenn sich w dem Werthe 1 nahert,  wieder der Null,  niimlich 

dem Werthe [-% e-&] fiir w = + O ,  ohne vorher den Werth m an- 

genommen zu haben, und daraus folgt die obige Behauptung, 
Auf der Gcradcn .u= 4 wird die Function, ausser wenn sic gleich 

Nul1 wird, nirgends rein imaginiir, d. h. dicse Gerade kann von keiner Curve 
U = O durchkreuzt werden. n a s  brauchen wir niIr für's Intervall von v = 0 
bis v = 3 nachzuweisen, denn es ist  wieder, wenn wir setzen E, (u + iv) 
= 77 +iV, E,(u - iv) = U -  iV. Um diesen Kachweis zu fiihren, bemer- 

ist, wo Y die oben definirte Grosse bedeutet. Da nun der Factnr dieses 
Ausdrucks rein irnaginar is t ,  Y aber zwischen v = O und v = 4 nirgends 
den Werth einer ganzen geraden Zalil annimmt, sa wird EO(++iv) zwi- 
schen v =  O und v = $ ausser im Punkte w = & niigends rein imaginar. 

Diese Angaben geniigen, um nngefahr die Gebietseintheilung anzugeben. 
Um noch zu sagen, welchen Quadranten die einzelnen so erhaltenen Gebiete 
entsprechen, bedenken wir, dass von w = O bis w = 3 die Function positiv 
ist und abnimrut. Diesem Wege entspricht also in der W-Ebene ein Durch- 
laufen der Geraden V =  O von + w bis 0. Auf diesem Wege lasst man 
aber den vierten Quadranten der W-Ebene links liegen, und so muss es, 
nach einem bekannten Satze , wclcher aussagt , dass die Abbildung mittclst 
ciner Function W =  f(w) eine Abbildung O h n e  Umlegung der Winkel ist, 
auch in der w -  Bbene sein. 

Die im Vorhergehenden behandelten Functionen konnten wir sammtlich 
im Periodenparallelogramm bctrachten, da, die einen geradezu doppcltpcrio- 
disch sind, die andcren sich in  den verschiedenen Parailelogrammen doch 
nur um lonstante Periodicitatsmoduln unterscheiden. Anders ist  es dagcgen 
mit; den J a c  O b i'schen 9 - und den W e i e  r s t r a s s'schen ri -Functionen, die 
wir jetzt auch behufs ihrer conformen Abbildung untersuchen wollen. Da 
die ersteren einfach periodisch sind, so brauchen wir zu ihrer Betrachtung 
einen unendlich langen S t r  e i f e n  der w -Ebene; zur Betrachtung der letz- 
teren müssen wir die ganze w-Ebene in Anspruch nehmen. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



266 Geometrische Untersiichungen iiber den Verlauf etc. 

E s  werden , was die 4-Fnnctionen anlangt, infolge der Relationen 

4,(w-4) = @,(w), 43(w-A) =8,(w) 
iiur a w e i  dieser vier Functionen xu untersuchen sein. Dabei haben wir, uni 
mit den Beaeichnungen der u - Functionen in Uebereinstimmung zu bleihen, 
nach W e i  e r s  t r a s  s (Vorlesungen) ') folgende Bezeichnungsweise eingeführt: 

~ 0 ( w , t ) = 2 h ~ ~ ~ s i ~ w n - ~ h 9 ~ ~ ~ i ~ 3 ~ ~ + i . . ,  
al(wl z) =2h1/4 coswn+ 2h% cos3wn+ ..., 
8,(w,z)=1 + 2 h c o s 2 w n + . . . ,  
8,(w, r ) = 1 - 2 h c o s 2 w n +  ..., 

h - eins . Bei der niiheren Betrachtung werden wir uns auf die 3,-Punc- 
t.ion beschranken. Die Abbildung für  die 3,-Function ergiebt sich dann 
nach derselben Methode. U n d  z w a r  b e s c h ~ a n k e n  w i r  u n s  w i e d e r  auf  
d e n  e i n f a c h s t e n  F a l l ,  d e n  s o g e n a n n t e n  l e m n i s c a t i s c h e n ,  z = i .  

Was die G-Fnnctionen betrifft, so sind dieselben definirt durch dio 

A u c h  h i e r  w e r d e n  w i r  n u r  d e n  P a l 1  
0 .  2 ~ = 1 ,  2 w n = i ,  t = = z  
W 

b e h a n d e l n .  Urn zu erfahren, w e l c h e n  W e r t h  d a n n  b o s i t z t ,  gehen 
wir von der Definition der Function ~ ( w )  durch ein unendliches Prodiict 
aus,  namlich von der Gleichung 

I I 

G(W, W ,  w') = m .  1 - ) + ,  . = 2 v m + 2 v w .  

Daraus folgt 
w 1  1 i i . 6 (w ,  , , 2 2 ) =Zw * .n(l-~).er+i~+~(iZ~): 

v + z v  

i w w w - D a  aber ---- -- Y und v und v', also auch p ,  unab- 
v + i v '  - i v + v ' - i p + v  

hiingig von einander von - m bis + ao mit Ausschluss der Combination 
(0, O )  zu laufen haben, so ist 

1) Man erhalt daraus die Jacobi'sche Bezeichnungsweise (Ges. Werke, heraus- 
gegeben von B o r c h a r d t ,  Bd. i S. 501), indem man statt a,, a,, a,, a3 resp. a,, 
a*, a,, 4 setzt. Man vergleiche übrigens S c h w a r z :  ,Formeln und Lehmatze zum 
Gebrauche der elliptischen Functionen, nach Wei e r  s t r  a s 13, Gottingen 1882.'' 
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d. h . ,  wenn wir dies aiif die erste Definition übertragen, 

i esio'. .9.,(w1 i) = e-lm'. 9, (iw, i). 

Setzen wir hierin ( .w+l)  statt  W ,  so erhalten wir durch Vergleichung bei- 
Z 

der Relationen 7 = -. Zugleich haben wir dadurüh die für  uns wichtige 2 
Relation 

3,(iw,i)=i.~w'.2go(w1i)1) 

gewonnen. Aus derselben folgt 

oder infolge bekannter 3 - Relationen 

so dass uns zur Betrachtung nur noch die Punctionen G(w), G,(w) und a2(w) 
übrig bleiben, von denen wieder nur die Function G(W) ausführlich be- 
sprochen werden soll. 

1. Die Function W=$,(w, i )  (Fig. Il]. 

Die Function 
-- 9 n -- 

W=t? , (w, i )=2e  s i n w z -  2.5 4 s in3wn+ ... 
hat zunachst die Eigenschaften a0(w + 1 )  = - 9,(w), 9, (w + 2) = 3,(w). 
Es genügt also, diese Punction innerhalb des Intervalles von u = - 1 bis 
u = + 1 zu untersuchen, und zwar brauchen wir, da aus 4, (u + i v) = U + i V 
die Gleichurig a0 (u - iv) = U - i V folgt , den Streifen von der Breite 2 nur  
in der einen Halbebene zu betrachten. Die W-Ebene theilen wir wieder in 
die vier Quadranten ein (Fig. 8). E s  wird dann die w-Ebene i n  unendlich 
viele Gebiete eingetheilt werden, von denen jedes sich ins Unendliche er- 
strecken muss, weil 6,(w) fiir ein endliches w niemals den Werth cm er- 
reicht. 

Die Function ist reell auf den Geraden v = O und u = + 4, rein ima- 
ginZr auf den Geraden u = O und u = + 1. Die Nullpunkte der Function 
sind enthalten in der Form w = m + mi, wo m und n. ganze Zahlen be- 
deuten. Wenn wir daher vom Punkte w = O geradlinig nach dem Punkte 
w = i vorwarts gchen, so entspricht diesem Wege ein Weg in der W-Ebeno 

1) Formeln, welche diese Itelation als speciellen Fa11 enthalkn, 8. E i s e n -  
s t e i n ,  Nathem. Abhandl., Berlin 1847, S. 309; E n n e p e r ,  Ellipt. Funct., S. 94. 
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vom Punkte W= O aus und wieder in  diesclbe hinein, ohne dass dabei die 
Gerade U =  O verlassen und der Punkt  W= oo erreicht wird. Daraus geht 
hervor, dass zwischen w = O und w = i mindestens ein Kreuzungspunkt 
liegt. Weiter unten werden wir sehen, dass auch nur eiu Kreuzungspunkt 

i 
dazwischen liegen kann iind dass derselbe zwischen - und i liegt. Ebenso 

2 
liegt zwischen i nnd 2 i  ein Kreiizungspiinkt u. S. W. 

Dasselbe gilt auch in Bezug auf die Ceraden u = + 1. 
Für's Folgende bentitzen wir nun die Relationen1) 

oO(w+rz i ,  i) = ( - l ) n ~ n ' ~ . e - 2 n * i " . 8 , ( w ,  i ) ,  
O,(w+ [r,+i]i, i) = i . (-1)ne-(2"+')ni" , e@ + Hl'*. (w,  i) , 

wo wir unter r, eine beliebige ganze Bah1 verstehen. Diese Relationen 
wenden wir nacheinander für lz = 0 ,  1 ,  2 ,  . . . a n  und setzen v = O. Dam 
werden die rechts stchenden 8 - Functionen reell, und e s i s  t u n m i t t  c l  bar  
a n z u g e b e n ,  i n  w e l c h e n  P u n k t e n  d i e  g e r a d e n  L i n i e n  v=r ,  u n d  
v - . n + $  v o n  d e n  C u r v e n  U=O u n d  V=O g e t r o f f e n  w e r d e n .  
Durch diese Angaben ist aber das Curvensystem U = O ,  V =  O seinem un- 
gefahren Verlaufe nach vollstiindig bestimmt, wie wir sogleich noch niiher 
ausführen werden. Wir  wissen: wenn eine Curve U =  O durch einen Kreu- 
zungspunkt geht ,  so gcht auch noch cinc zweitc Curvc U =  0 ,  senkrccht 
d a m ,  durch denselben Punkt. Das ist aber fü r  die eben postulirten Kreu- 
znngspunkte der Fall. Ausserdem kreuzen sich in jedem Nullpunkte der 
Function zwei Curven U = O, V= O rechtwinklig. Setzen wir nun z. B. 
n = 1, so liefert die zweite Formel 

wo R eine r e e l l e  Grosse bedeutet. D. h. für v = 4 ist W r e e l l ,  wenn 
u=+$ i-2, 2 6 ,  ...; r e i n  i m a g i n a r ,  wenn u = O ,  + H ,  +%, ... 
Nun sieht man unmittelbar ein: dicjcnigc Curvc U= 0 ,  welche durch 
w = - 4 + i . # gchcn muss , ist dieselbe Curvc 77= 0 ,  die von dem Kreu- 
zungspunkte zwischen w = O und w = i auslaiift. Ferner : die Curve v = O ,  
welche durch w = - 6 + i . -% geht ,  ist  identisch mit derjenigen Curve P= O,  
welche vom Punkte w = i  auslauft. Mehr Curvenaste sind jedenfalls nicht 
zu gebrauchen, zwischen w = O und i wird es eben nur  e i n  e n  Kreuzungs- 
punkt geben. 

Die Fortsetzung einer solchen Betrachtung ergiebt endlich Fig. 11. 
Um auf die L a g e  d e r  ~ r e u z u n g s ~ u n k t e  noch etwes nzher cinzu- 

gehen, nehmen wir die oben abgeleitete Relation 

6, (i w)  = i . ew'* .a, (w) 
zu Hilfe. Dareus fol&, dass 8'o(iw) = O ist,  wenn 

1) Konignberger ,  Ellipt. Fuuctioueu 1, S. 371. 
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Da nun 4'o(w) für w = &  gleich Null und z w i s c h e n  w = +  und w = l  
ncgativ is t ,  und da ferner a0 (w) für w = O und w = 1 Null und z w i  s c h  e n 
w = O und w = 1 positiv i s t ,  so sehen wir, dass der Kreuzungspunkt suf 
der Geraden u = O zwischen 2; = 4 und v = 1 liegt. Aber noch mehr: die 
linke Seite der obigen Gleichung ist periodisch um 1. w ist aber im zweiten 
Intervall (d. h. von w = 1 bis w = 2) natürlich grasser als im ersten, daher 
wird die betreffende Wurzel der obigen Gleichung niiher a n  demjenigen 
Punkte liegen, für welchen 9,(w) = O ist;  d. h. der betreffende Kreuzungs- 
punkt liegt naher am Punkte w = 2 i ,  als der vorhergehende Kreuzungs- 
punkt am Punkte w=i.  Wir  schen überbaupt ein: jo wciter wir auf der 
Geraden IA = 0 uns fortbewegen, desto naher werden die Kreuzungspunktc 
an die ziigehorigen Nullpunkte heranriicken , bis sie schliesslich für v = m 

mit ihnen zusammenfallen. 
Es  bleibt noch tibrig, zu untersuchen, welchen Quadranten der W-Ebene 

die einzelnen Gebiete der w - Ebene entsprechen. Dem Wege w = O bis 
w =a  entspricht ein Weg von W= O aus auf der positiven U-Axe. Auf 
diesem Wege ISsst man den ersten ~ u a d r a n t e n  links liegen. So muss eu 
auch in der w-Ebene sein. Demit kennen wir das Entsprechen in Bezug 
auf e i n  Gebiet und ktjnnen durch Continuitit wcitcr schliesscn. 

Die für die Abbildung uiiwesentliche positive Constante 9.; unter- 
d r k k e n d ,  betrachten wir die Function 

m - wZ 
W=e2 . .@,(w,i). 

Wir werden die Function nur in e i n  e m  Q u a d  r a n  t e n  untersuchen, i n  den 
andern verhslt sie sich genz analog. 

Die N u l l p u n k  t e  sind, wie bei der Function Bo, enthalten in  der 
Form w = m + .lz i. I n  einem solchen Punkte treffen sich zwei Curven U= O, 
V =  O unter einem rechten Winkel. Wir  fragen zunachst : w e 1 c h  e R i  e h  - 
t u n g  b e s i t z e n  d i e  C u r v e n  U=O i n  d i e s e n  N u l l p u n k t e n ?  

Wir wissen, für die Function .Ct., laufen diese Curven i n  den Nullpunk- 
ten parallel der v -Axe;  wenn wir also 8, (w)  in einem Punkte w == m + n i  
betrachten und vermehren w um eine sehr kleine rein imaginiire Grosse i8, 
BO nimmt 8,(w) einen kleinen rein imaginaren Werth an. Wir wollen nun 

aehen, wie dies beim Factor e : ~ '  ist. I n  einem Nullpunkte ist derselbe 

(m=-nzl 
gleich + e' , a190 reell und verschieden von Null. Wenn nun w 
um einen sehr kleiuen rein imaginaren Theil wachst, so wird sich zwar 
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599 

e Z  etwas iindern, aber der imaginare Theil wird gegen den reellen un- 
endlich klein sein. Das heisst aber: der Zuwachs des reellen Theiles der 
Function W ist bei einem Wachsen von w urn i8 unendlich klein gegen 
den Zuwachs des rein imaginxren Theiles; d i e  C u r v e  U =  O l ë u f t  i n  
j e d e m  N u l l p n n k t e  p a r a l l e l  d e r  v - A x e .  

Fcrncr i s t ,  gerade wie bei 4,(w), die Function auf der Gcraden u =  O 
imaginar, auf der Geraden v = O recll, da die Exponentialfunction auf diesen 
Geraden immer reell ist. Daraus erkennen wir wieder die Existenz gewisser 
K r e u z u n g s p u n k t e :  zwischen w = O  und w = l ,  w = 1  und w = 2  u.s.w., 
und zwischen w = O und w = i l  w = i und w = 2 i u. B. W. nrerden wir je 
eineil Kreuzungspunkt zu verzeichnen habea. Und zwar gilt  über die Lage 
dcrselbcn etwas Analoges, wie bei 8, fü r  die Kreuzungspunkte t~uf der 
Geraden u = O .  Es  ist namlich ~ ' ( w )  = O ,  wenn 

Die Krcuzungspunkte 
liegen, und zwar: je 
punkte heranrücken. 

wcrden wiedcr zwischec w = 4 und w = 1 u. S. W. 

weiter wir gehen,  desto niiher werden sie an die Null- 
Doch werden, wenn wir beide Functionen vergleichen, 

die Kreuzungspunkte in  demselben ~nterval lé  bei der 8,-Punction naher am 
Nullpunkte liegen, als bei der ' G-Funct ion,  da wir im ersten Falle rioch 
den Factor 2 auf der rechten Seite haben. 

Endlich benutzen wir noch die Eigenschaft, dass für  u =  vz unsere 
Punction den Werth 

I 

e+ (i''+ "l' 
- (- u' + n9) 

9,(iv+m) = e 2  .eivn*(-1)"4,,(iv) 

annimmt. Nun ist 9, (iv) rein imaginar, und es wird nur  die Grosse ciun* 

zu untersuchen sein, wenn wir wissen wollen, in welchcn Punkten die Ge- 
rade zc = m von Curven r= 0 ,  und i n  welchen sie von Curven U = O ge- 

troffen wird. Die analoge Aufgabe is t  dann zugleich für die Geraden v = .n 
geltist , da aus der Gleichung i . ci (w) = G (i w) die Symmetrie unserer Pigur 
in Bezug auf die Gerade zc= v folgt. Und nun lassen sich, wenn wir in 
der obigen Gleichung successive lz= 1, 2 ,  . . . setzen und ahnliche Betrach- 
tungen, wie oben für, die 9.- Function, anstellen, die Curven U = O, V= O 
leicht eintragen. So entsteht Fig. 12. 

Schliesslich bemerken wir noch, dass W gleichzeitig mit w von Null 
an wachst, dass also das a n  den Punkt  w = O heranreichende Gebiet im 
ersten Quadranten der w -  Ebene das Bild des ersten Quadranten der W-Ebene 
ist. Damit ist  iiberhaiipt für jedes Gebiet der w-Ebene bestimmt, welchem 
Quadranten es entspricht. 
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VI. Bemerkungen über die behandelten Functionen auf 
Grund ihrer Abbildungen. 

Nachdem wir uns im Vorhergehenden von einer Reihe von Functionen 
die conformen Abbildungen verschafft haben, wird es leicht sein, verschie- 
dene Eigenschaften dieser Functionen , welche wir nun gewissermassen an- 
schaulich vor uns haben, anzugeben. 

Was die E - F u n c t i o n e n  betrifft, so sei zunachst bemerkt,  dass die- 
selben in der W e i  e r s  t r  a s s'schen Theorie der elliptischen Functionen so 
zur Verwendung kommen, dass mit Hilfe ihrer L o g a r i t  h m e n  die ellip- 
tischen Normalintegrale dargestellt werden. Rinem Wege von w = 4 bis 
w = $ + i entspricht nun ftir die Function W= E(w)  ein Umkreisen des 
Nullpunktes der W-Ebene,  wie wir aus unserer Figur ohne Weiteres sehen- 
Der Logarithmus von E erhalt also auf diesem Wege einen Zuwachs von 
- 2 n i .  Das Entsprechende ist von den anderen E-Punct ionen zu sagen, 
und so sehen wir unmittelbar aus der Figur, wie die Periodicitiitsmoduln 
der Integrale bei dieser Darstellung zu Stande kommen. 

Fcrncr eci es gestattct, noch einmal auf die K r e u z u n g s p u n k t e  d e r  
F u n  c t i O n 8, zurückzukommen. Bus unserer Figur ergiebt sich unmittel- 
bar, dass die m a r k  i r t e n Rreuzungspunkte (d. h. die i n  unserer Figur her- 
vol-tretenden, indem sich in ihnen zwei Curven 0 = O oder V= O tiber- 
kreuzen) zugleich s a m  m t 1 i c h e Kreuzungspunkte der Function sind. Wir  
behaupten also den Satz: D i e  W u r z e l n  d e r  G l e i c h u n g  ~ ' ~ ( w , i ) = O  
s i n d  e n t w e d e r  i n  d e r  P o r m  w = + n + +  o d e r  i n  d e r  F o r m  w =  
+ n a + i ( n + p )  e n t h a l t e n ,  w o  m u n d  lz g a n z e  p o s i t i v e  Z a h l e n  - 
s i n d  u n d  p e i n e n  e c h t e n  B r u c h  b e d e u t e t ,  d e r  g r o s s e r  a l s  f i s t  
und  s i c h  m i t  w a c h s e n d e m  lz d e r  1 n z h e r t ;  u n d  z w a r  g e h o r t  z u  
j e d e m  n r e s p .  ( m , n )  a u c h  w i r k l i c h  e i n e  u n d  n u r  e i n e  W u r z e l  
d e r  g e g e b o n e n  G l e i c h u n g .  Um dies nachzuweisen, nehmen wir an, 
es gebe ausser den genannten noch einen weiteren Kreuzungspunkt w,. 
Dann konnten wir von dem entsprechenden Verxweigungspunkte Wo der 
W-Ebene aus auf beiden in diesem Punkte zusammenhangenden Blattern 
nach dem Punkte W= O Curven ziehen, welche ganz in dem Quadranten 
verlaufen, in  welchem Wo liegt. Wir mtissten also, um dies auf die 
w -Ebene zu tibertragen, den Punkt  wo mit zwei v e r  S C  h i e  d e n e n  Null- 
punkten verbinden konnen, ohne dass diese Verbindungslinien aus dem 
Gebiete, auf welchem w, liegt,  heraustreten. Ein solches Cfebiet existirt 
aber in unserer Figur nichtl). 

I n  der Figur für die c i - F n n c t  i o n  tritt  uns in  den meisten Gebieten 
der Fa11 cntgegen, dass wir von einem Punkto innerhalb des Gobietes aus 

1) Einen analytischen Beweis 8. H e r m i t e ,  Annali di matem., sene II t. X 
S. 137. 
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nach v e r s  c h i e d  e n e  n Nullpunkten Curven ziehen konnen , ohne eine Curve 
U = O oder V= O zu tiberschreiten , ein Zeichen , dass in diesem Gebiete 
ein oder mehrere Kreuzungspunkte liegen. Wir  wollen das hier nicht weiter 
ausführen , sondern nur die Vermuthung aussprechen , dass immer dicht vor 
einem Nullpunkte, vom Punkte w = O aus gesehen, ein Krcuzungspunkt 
liegen wird. 

Sei zum Schlusse noch Einiges über die w e h e n t l i c h  s i n g u l a r e n  
P u n k  t e gesagt , auf welche wir bei unseren Functionen geftihrt, werden. 
Nach P i c a r  d l )  kanu man die wesentlich singularen Punkte eindeutiger 
Functionen in d r  e i  A r  t e n  eintheilen: 1. die Function nimmt in der Nahe 
des s ingul~ren  Punktes jeden Werth unendlich oft a n ,  2. jeden Werth iin- 
endlich oft mit Ausnahme eines einzigen Werthes, 3. mit Ausnahme von 
zwei Werthen. Wenn wir nun unsere Functionen in Bezug hierauf betrach- 
t en ,  so haben wir für die Kategorie 3 die Punkte w = O  flir die E - P u a  

tionen (O und m werden nur  i n  dem wesentlich s inp lgren  Punkte selbst 
angcnommen), für die Kategorie 2 haben wir den Punkt w = CO für die 
8 - Function (der Werth m wird erst im Punkte w = CO selbst angenornmeii), 
und für  die Kategorie 1 den Punkt  w = œ~ für  die doppeltperiodischen 
Functionen (für die E-Functionen noch singuliirer als für die elliptischen 
Functionen). 

Die Figur für die 9, -F  u n c  t i o n haben wir nur bis v = 3 ausgeflihrt. 
Man übersieht aber sofort, wie das Curvensystcm gesctzmLssig weiter vcr- 
lailft. Die Streifen, von denen jeder einem Quadranten der W-Ebene ent- 
spricht, werden, je weiter aie sich von der Geraden v = O entfernen, immer 
eiiger und enger, bis sie schliesslich für v = m unendlich schmal werden. 
Man kann dies auch in folgender Weise aussprechen: Wir  stellen uns die 
Aufgabe, die Curve zu xiehen, deren Abscisse ec ist und deren Ordinaten 
den reellen Theil von für v = c darstcllcn. Dies is t  eine Wellenlinic, 
und zwar schneidct dieselbe für  c = 3 z. B., mie wir a m  iinserer Figur 
sehen , die Abscisscnnxe zwischen u = 0 und zc = 1 sechsmal. Setzen wir 
aber x. R. C =  10, so schneidet die Curve die Abscissenaxe in jenem Inter- 
valle zwanzigmal. Aber es sind nicht nur  die Nullpunkte der Curve dichter 
aneinander geriickt, sondern - und deshalb construiren wir eben eine 
C u r v e  - die Ordinaten sind auch im Durchschnitt vie1 grosser geworden. 
F ü r  v = TL schwankt die Function ungefiihr zwischen cnza und -cmZz, also 
für  v = 10 ungefghr zwjschen eloon und -etDon. Daraus sieht man, dass 
man mit wachsendem c die Curve bald nicht mehr wird xeichnen k6nnen 
und dass dieselbe immer mehr den Charakter einer unstetigen Curve an- 
nimmt, den sie allerdings erst fur c =  a~ erreicht". 

- 

1) Comptes rendiis 89, S. 662 und 745. 
2) Eine noch lebendigere Qorstellung dieser Vorkommuivse würde dm Nodell 

über (und unter) der w-Ebene vermitteln, deren Ordinatcn den reellen (oder auch 
den rein irnaginiiren) Theil von 9,(u1) darstellen. 
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Schlussbemerkung. 
Durch die neuesten Arbeiten des Herrn Prof. K l  e in1) kennt man eine 

wichtige Verallgemeinerung des Integrals erster Gattung auf der Ringfiache. 
,Auf  j e d e r  R i e m a n n ' s c h e n  F l a c h e  e x i s t i r t  e i n e  P u n c t i o n  q ,  

w e l c h e  d i e s e  F l a c h e  d u r c h g a n g i g  c o n f o r m  a u f  e i n  e i n f a c h  b e -  
r a n d e t e s  S t ü c k  d e r  E b e n e  d e r a r t  a b b i l d e t ,  d a s s  d i e  G e s a m m t -  
h e i t  d e r  R e p r o d u c t i o n e n ,  w e l c h e  s i c h  d u r c h  a n a l y t i s c h e  F o r t -  
s e t z u n g  e r g e b e n ,  d a s  I n n e r e  e i n e s  K r e i s e s  e i n f a c h  u n d  l i i c k e n -  
10 s ii b e r  d e  c kt .u  Dieser Satz erhalt fiir p = 1 den Charakter eines Grenz- 
falles. Es  überdeckt ja  die Gesammtheit der Rechtecke, welche wir im 
zweiten Abschnitte ais die Bilder der zweiblattrigen R i e m a n n  'schen Flache 
fanden, die ganze w-Ebene einfach und lückenlos, indem sich jener Kreis 
in diesem Falle auf den unendlich fernen Punkt zusammenzieht. I n  einer 
solchen q -Ebene finden nun die analogen Betrachtungen fur  ein hoheres p 
statt ,  wie wir sic in vorlicgendcr Arbeit für  p = 1 angcstellt haben. I n  
diesem Sinne ist F i g .  13 zu verstehen, welche wir ohne weitere Regriin- 
dung mittheilen. Dieselbe stellt die S t r  o m u n g ,  w e l c h e  e i n e m  ii b e r a l l  
e n d l i c h e n  A b e l ' s c h e n  I n t e g r a l e  p = 2  e n t s p r i c h t ,  i n  d e r  z u g e -  
h o r i g e n  K l e i n ' s c h e n  F i g u r  der. IIierzu is t ,  da es bei der Stromung 
auf constante Periodicitatsmoduln nicht ankommt, nur  ein einziges Bild der 
R i e  m a n  n'schen Flache nothig. Wie bei dem als RingflXche gedachten 
Reühtecke die gegenüberstehenden Seiten als identisch zu betrachten sind, 
so sind auch bei dieser Figur, wenn man sie als R i e m a n n ' s c h e  Flache 
auffasst, je zwei Seiten des Polygons als vollstandig zusammenhhgend an- 
zusehen. Diese Zusammengehorigkeit der Rander ist durch die beigefügten 
Buchstaben angedeutet. 

1) Mathem. Annalen XX, S. 49; ausführlicher XXI, S. 141. 

Zeitnolirift f. Msthemetik u. Physik XXVlIL, 5. 
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Die Strictionslinien des einmantligen Hyperboloids 
und hyperbolischen Paraboloids. 

Von 

Dr. MORIZ BAUR, 
Profe:sor am Kealgymnasium in Stuttgart. 

- -. 

Hierzu Taf. V I  E'ig. 1-41i. 

1. E s  sei gcgeben das einmantlige Hyperboloid 

n a  die Erzeugenden der einen und der andern Scliaar symmetrifich 211 

einander in  Bcziehung auf die Hauptschnittebenen des Hyperboloids 
gruppirt s ind ,  so wird es  genügen,  nur  die Erzeugenden der einen 
Schaar in  Betrricht zii zieheu. Die Strictiouslinien der beiden Scliaaren 
werden eberifalls symmctrisch i n  Beziehurig ai i l  die Hauptschnittebenen 
liegen und  ihre Projectionen auf diese Ebenen zusaminenfallen. 

Die Gleichungen irgend eines Paares  von Erzeugendcn der einen 

und 

wo  m und  fn' ganz beliebige Zahlencoefficientcn zwischeu + oo und 
- m sind. 

Dann ist die Glcichung dcr  Eheno,  welche man durch die Cwte 
Erzcugcndo parallel der  zweit.cn kann : 

oder 
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Nimrnt man n u n  m' nnendlich wenig verschieden von m a n ,  so wird 
an der Grenze m'=m und hiermit der Ausdruck rechte i n  der vorigen 

Gleichnng = - -- '+ "' - - ' - Die Glcichung der Ebene ,  welchc man durch 
Sm Y 

die erste Erzengende parallel der itir benachbarten Erzeugeuden legen 
kann,  wird daher nach gehoriger Reduction : 

Iliese Ebene geht somit durch den Mittelpunkt des Hyperboloids und  
berülirt den asymptotischen Kegel,  weil die heiden Geraden, welche man 
durçh den Mittelpunkt paralle1 mit den zwei gegebenen Erzeugenden 
ziehen k a n n ,  benachbarte Erzeugende des aeyrnptotischen Kegels sind, 
welche in dieser Ehene  liegen. Diese Ebene ist somit eine asyrnptotische 
Ebcnc des Hyperboloids. - Kun stcht die Linie des kürzesten Abstan- 
des zweier Geraden senkrecht auf der  Ebene ,  welche man durch die eine 
Gerade parallel mit der andern legen k a n n ;  daher  ha t  die Gerade, 
welche man durch den Mittelpunkt des Hyperboloids parallel der  Linie des 
kürzesten Abstandes unserer zwei benachbarten Erzeugenden ziehen kann,  
die Gleichnngeu : 

Eliminirt man m  aus diesen zwei Gleichungen, so ha t  man den geo- 
metrischen Or t  aller fraglichen Parallelen; man findet: 

6) &2,2 + psy2 - 2 2- 0 y z -  l 

also einen elliptischen Kege l ,  dessen Spitze im Ursprung liegt. 
IXeser Kegel und der asymptotische Krgel  des Hyperboloids: 

stehen in der Beziehung zu einander, dass die Erzeugenden des einen 
Kegels senkrecht stehen auf den Berührungsebencn deri andern. 

Die Linic des kürzesten Abstands der  zwoi brnachbarten Erzeugen- 
den des Hyperboloids selbst,  welche parallel dem Durchmesser 5) ist, 
muss ale V e r h i n d i ~ n ~ s l i n i e  zweier nnendlich naben Punkte  des Hyper-  
boloids zugleicli Tangente des Ifypwboloids sein, und  zwar liegt der 
Beriilirungspunkt auf der dem Durchmesser 5) conjugirten Diametralebene, 
deren Gleichnng ist : 

7 )  
.7: 
-- - 2 n i n  y ( 1 - + m 2 ) a  z  --+ a ~ l - m ~ p  pz ( ~ - ~ z ) y . ~ = ' .  
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#--P./-, 

D e r  Schnittpunkt dieser Ehene mit der  Erzeugenden des Flyperboloids 2) 
1st daher ein P u n k t  der  gesuchten Strictionslinie. 

Dieser Schnittpunkt hat die Coordinaten: 

2 m ( l + m 2 ) a i S ( ( 3 a + Y 2 )  ' = - - --- .- - 
(1 - m2)4 ps y" + 4  nr%2y2 + ( 1  j- m2)2 2 ~ ~ '  

8) 
Cl - m4)  P3 ( o z +  y2)  

Y = ( l - m " z  " f +  4  mm"ai"y" + ( 1  +m")" 2 2 -  
a B  

2 m ( 1  - m2) y3 ( a 2  - f i 2 )  
z =  

( l - m " 2  P Z Y 2 +  4 m e a 2 y 2 +  ( 1 + ~ ~ ) ~  ai!p2' 

Eliminirt man aus  j e  zweien dieser drei Gleichungen das veranderliche 
m l  so erhalt man die  Projectionsgleichungen der  Strictiondinie. Nimmt 
man z. B. die  erste und  dritte der Gleichungen 8),  so erlialt man 

u n d  

Substituirt man diese Werthe i n  die erste der drei Glcicliungen und setzt 
der  Kürze wegen or2-p2 = f 2  (wobei a > vorausgesetzt ist) und /32+y2 
= g2, so erhiilt man .al8 Projection der Strictionslinie auf die  Ehene xz: 

A) y 8 f 4 x 2 ( x 2 - a i 4 )  + a 8 g 4 z 2 ( z 2 + y 2 )  - 2 a 4 y 4 f e g z x 2 z 2 =  0. 

Die  Discussion dieser Gleichung zeigt ,  dass die durch dieselbe dargestellte 
Curve syrnmetrisch gegen die Coordinatenaxen l iegt ,  den Ursprung mm 
Mittelpunkt hat  und durch den  Ursprung geht. Dio E - A x e  schneidet 
die Curvo zweimal im Ursprung und  i n  den Punkten  s = ai und x = - E ;  

die z - A x e  schneidet die Ciirve n u r  im Ursprung und zwar doppelt. Die 

f 2 ~ 3  Tangente  im Urriprung heisst: z = + -x. D e r  Ursprung ist Doppel- 
- g2 çç3 

punkt  und  Wendepunkt  zugleich. 
L W  man die  Gleichung naçh x auf ,  su erkennt  man ,  dass eine 

Gerade parallel der X -  Axe die Curve stets in vier Punkten schneidet, 
so lango ihr Abstand von der  $ - A x e  absolut genommen kleiner als 

f 2 y S  i s t ;  ha t  die Gerade diesen Abstand von der  X -  Axe, so 
2 g a B  Ja2+y"  
berührt sie die  Curve i n  zwei Punkten ;  i n  noch grossereu Abstanden 
schneidet sie dieselbe nicht mehr. 

Ebenso zeigt die Auflosung der Gleichung nach z ,  dass eine Gerado 
parallel der z - A x e  die Curve stets nur  in zwei Punkten  schneidet, so 
lange ihr Abstand von der  z -  Axe absolut genommen kleiner als ai ist. 
1st dieser Abstand = or, so berührt die Gerade die Curve in  s = + a 
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und schneidet dieselbe noch i n  zwei P u n k t e n ,  aber nur  d a n n ,  wenn 
az y2 

zwischen (Y, /3, y  die Relation stattfindet J 2 <  ---. Finde t  diese 
o r 2 + 2 y Z  

Relation s tat t ,  so schneidet eine Gerade parallel der z -Axe ,  deren Ab- 
stand von dieser Axe > (Y ist ,  die Curve i n  vier Pnnkten ,  bis der  Ab- 

g"s 
stand = - -  - geworden is t ;  i n  diesem Abstando berührt dio 

2 f  Pr Ici" yy" 
Gerade die Curve i n  zwei Punkten  und  in noch grtisseren Abstanden ha t  
sie keine Punkte  mehr mit der Curve gemein. 

Die Curve hat somit die i n  Pig.  1 oder Fig.  2  dargestellte Gestalt, 
ciz y" 2 ya 

je nachdem P 2  j- - F ü r  den Fa11 P2 = - 
ci2+ 2 y" 

findet zwischen 
(Y" 2 y" 

der Geradcn x =+ a! nnd  der  Curve eine Berührnng dritter Ordnung statt. 

Tm Fa11 eines Drchungshyperboloids is t  p =  or u n d  die Gleichnng A) 
giebt ze= O ,  d. h. die Strictionslinie fallt  mit dem Kehlkreis znsammen. 

Um die Projection der  Strictionslinie auf  die Ebene xy z u  erhalten, 
batte man m aus den  zwei ersten der drei Gleichurigen 8) zu eliminiren. 
Bequerner aber ist  eri, ritatt dessen sus  der Gleichung 1)  de^ Hyperbo- 
loids und aus dcr Gleichung A) des projicirenden Cylinders der Stric- 
tionslinie z zu climinircn. Man erhalt B O  als Projection der  Strictions- 
h i e  auf x y :  

Diese Cnrve vierten Grades ha t  den Coordinatenursprung als isolirten 
Puukt;  im Uebrigen liegt die Curve symmetrisch gegen die  Coordinaten- 
axen und wird von diesen resp. in x = + u u n d  in y - - + 6 geschnitten. 

Lost man die Gleichung nach x auf ,  so erkennt man,  dass eine 
Gerade parallel der x - A x e  die Cnrve stets i n  zwei u n d  n u r  i n  zwei 
Punkten schneidet,  so lange ihr  Abstand von der % - A x e  kleiner ale p 
ist; im Abstande j3 von der  s - A x e  berührt die Gerade die Curve auf 
der y-Axe und  in uoüh grossereu Abstiinden ha t  sie keine P u n k t e  mit der 
Curve mehr gemein. 

Ebenso zeigt die Aufltisung der  Gleichung nach y, dam eine Gerade 
parallel der y - A x e  die Curve n a r  in  zwei Pnnkten  schneidet,  so lange 
ihr Abstand von der y-Axe kleiner als cy ist. I m  Abstande cr berührt 
die Gerade die Curve auf der  x -  Axe  und schneidet sio noch in zwei 
Punkten, aber nur, wenn zwischen (Y, P ,  y wieder die  Relation besteht 

or2 gZ <y3 

flyY2- F u r  Abstande zwischen or u n d  ---_== schneidet 
a + 2 y  2 f P y  Ju" yy4 

die Gerade die Curve in  vier Punkten ,  welche sich für den  znletzt, ge- 
nannten Abstand auf zwei B e r ü h r u n g ~ ~ n n k t e  reduciren. Für  noch grossere 
Abstande finden keine gemeinsamen P u n k t e  mehr statt. I m  Fal le ,  d ~ s  
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a= y2  
1 beriihren die Geraden e= a die Curve in der drittsn 

Ordnnng. 
any2  

Im Falle f i2  <- 
n" 2  22 

hat die Curve die nus Fig. 3 ersichtiicho 

Gestalt ,  andernfalls ist sie ein die Kehlellipse in ihren vier Sçbeiteln 
berührendes Oval ohne Einbiegung. 

Endlich im Fa11 des Drchungshyperboloids, wo ,6 = a und g2 = fi2+ 
= ci2+ yZ, reducirt sich die Gleichung B) auf x2 +yZ = d .  h. dis Stiic- 
tionslinie fallt mit dem Kehlkreis zusammen. - 

Ganz anf dieselbe Weise findet man die  Projection der Strictious. 
linie auf die E b e n e  y z. Man erhalt : 

C )  p f4y"y%-pz)  + p8 (a2 + y2)2 z2 ( z 2 +  y2)  + 2 P 4 , l 4 f Z ( a 2 +  Y 2 )  y2z2  = 0. 

Die  Discussion dieser Gleiçhung zeigt,  dass die durch sir, dargestellte 
Cnrve stets die Gestalt der Fig. 2 bat ,  wubei der Ursyrung Iloppel- und 
Wendepunkt  zngleich ist. 

F ü r  das Drehungshyperboloid, wo ,6 = or, ist f" O, und  die-Gleicli- 
u n g  C) redncirt sich daher auf z2=  0 ,  d. h. die Strictionslinie fallt mit 
dem Kehlkreis zusammen. 

Es bleibt noch übrig, zu zeigen, wie die Strictionslinie selbst anf 
dern Hyperboloid liegt. 

Nach dern Obigen sind die  Gleichungen einer Erzeugenden der einen 

wo m ein beliebiger Zahleocoefficient zwischen +oo und  - oo kt .  Die 
Coefficienten von x in den vorstehenden Gleichungen sinJ nun die tri- 
gonometrischen Tangcnton der Winkol rp und v ,  welche die Projectionen 
der Erzeugenden auf x y  und x z  mit der  positiven Richtuug der x-Axe  
bilden. Nimmt man nun zunachst m zwischen O und +1, so sieht man,  

dass t an99  negativ und i n n g q  positiv i s t ,  daes also die Erzeugende M N  
in der Projection auf x y  die Kehlellipse im ersten Quadranten herührt. 
(Siehe Fig. 4.) Die Coordinaten des Punktes ,  in welchem MN von der 
Strictionslinie getroEen wird, sind aber  in diese~n Pa l le ,  wie die Gleich- 
ungen 8) zeigen, sarnmtlich positiv. Ganz auf dieselbe Weise erkennt 
man aber, dass ,  wenn rn zwischen + 1 und  +cm l iegt ,  die Projection 
der Geraden auf r y  die Kchlellipsc in  dem Quadranten +x ,  - y  berührt 
und  die z -  Caordinate des Schnittpunktes mit der Strictinnslinie negativ 
ist. Liegt m zwischen - cx, und  -1, so findet die Rerühroug der Kehl- 
ellipse in  dern Quadranten -x, - y statt  und die z - Coordinate des frag- 
lichen Pnnktes  ist positiv. Endlich für Werthe von m zwischen -1  und 
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O wird die Kehlellipse in dern Quadranten -s, + y  berührt und  dio 
Punkto der Strictionslinio haben ein negatives 2. Die Strictionslinie liegt 
also so auf dem Hyperboloid, wie in  den Figureu 1-3 durch verscbieden- 
artiges Ausziehen der  sichtbaren und verdeckten Theile angedeutet ist, 
und hat  mit der Kehlcllipse die vier Scbeitelpunkte gemein. 

II. Es sei gegeben das hyperbolische Paraboloid: 

Die Ebene y z  schneidet das Paraboloid nach den zwei Geraden: 

J e d e  Ebene ,  welche dcr durch die x -  Axe und cine der Geraden 2) 
gclcgten Ebene parallel ist ,  schncidet das Paraboloid nach eincr Gerriden, 
und so ergeben sich die  zwei Schaaren von Erzeugenden auf dem Para-  

Y boloid, die Geraden der  einen Schaar sind parallel der Ebene  z=-  - 
B Y' 

Y die der ande.rn Schaar parallel der Ebene z =---.y. Die  Linie des 
B 

kürzesten A b ~ t a n d e s  j e  zweier benachbarten Erzeugenden der  ersten 

Schaar steht somit senkrecht auf der Ebene z = X . t ~  und  die Gesarnmt- 
Y 

Iieit aller dieser Linien bildet somit &ne Cylinderflache, welche dem 
Paraholoid herührend umschrieben ist,  weil jede solche Linie  als Ver- 
bindungslinie zweier unendlich nahen P u n k t e  des Paraboloids zugleich 
eine Tangente desselben ist. . 

Y Irgend eine Gerade senkrecht zu der  Ebene z = - - y  hat  die Gleich- 
B 

ung: 

3) 

und berührt das Paraboloid, wenn die zwei Wurzelwerthe der  Gleichung: 

Y" 1yq-BY)"P ---. -- - -- 
P b Y "  Y" a 

einander gleich s ind ,  d. h. wenn: 

4) a pq" (y4-p4) p = O. 
EliminErt man aus den zwei Gleichungen 3) und der Gleichung 4) die 
Veranderlichen p und  q ,  so hat  man den geometrischen Ort  der Linien 
des kürzesten Abstandes der  benachbarten Erzeugenden des Paraboloids 
oder die Gleichung der  vorhin genanuten Cylinderflache. Man erhalt: 
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Eliminirt man z ans 5) und l ) ,  so erhalt man die Projection der Cnrve, 
nach welcher die Cylinderflache das Paraboloid berührt, anf die Ebene 
y Z ,  d. h. die Projection der Strictionslinie auf die Ebene yz. Man erhalt: 

oder: 

Die Strictionslinie der Erzengenden der ersten Schaar projicirt sich also 
auf die Ebene y z  als Gerade. 

Eliminirt man z aus 6) und l ) ,  so erhalt man die Projection der 
Strictionslinie auf xy : 

somit eine Parabel, deren Axe die positive oder negative Richtung der 
2 -Axe  hat ,  je  nachdem PZy. 

Ganz anf dieselbe Weise hatte man als Gleichnngen der Strictions- 
linie der Erzengenden der zweiten Schaar gefnuden: 

y3 z = - 1  /33 YJ' 

B" , 
Y" B 7 - 4 4 . ;  - Y  

Die Strictionslinion der bcidcn Schaaren von Erzougenden sind somit 
Parabeln, deren gemeinsame Axe mit der x -  Axe zusarnmenfallt und deren 
Ebenen gleiche Winkel mit der Ebene xy bilden. 

Fiir den besondern Fa11 des gleichseitigen Paraboloids, wo / ?=y ,  
werden die Gleichungen der Strictionslinien beider Schaaren: 

Die Strictionslinien fallen also hier zusammen mit den beiden iu y z  lie- 
genden Erzengenden des Paraboloids. 
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Der einem Dreieck umschriebene Kegelschnitt 
kieinsten Inhalts. 

Von 

MAX GREINER, 
Besllehrer in Regsnsburg. 

Eiierzu Taf. VI Fig. 5 u. 6. 

Sind die Seiten eines Dreiecks durch die  Gleichungen: 

A  G x cos E~ + y sin E~ - 4 = O ,  
B ~ x c o s ~ ~ +  y s i n ~ , - 6 , = 0 ,  
C ~ x c o s ~ ~ +  y s i n 8 , - 6 , = O  

p g e b e n ,  so wird durch die Gleichung: 

u R C + f i A C + y A B = O  

ein beliebiger dem Dreieck nmschriebener Kegelschnitt dargestellt. 
Denkt  man sich diese Gleichung durch Einführung der Ausdrücke 

für A ,  B und  C auf die Form gebracht: 

ao02" f l l ~ ~ 2 + 2 a o l ~ ~  + 2ao,x+ 2a,,y + a, ,=O 
und setet man: 

so hat man für die Langen S1 und 23 der  Halbaxeu des Kegelschnittes 
die Beeiehnngen : 

1) 
A" r s g 2 = - ,  ~ ~ + B P = _ ( ' W + ' I I ) ~ *  
rS3 d2 

Nuu sind aber: 

a ,  = f f  C O S  E2 C O S  E3 + f i  C O S  FI C O S  C3 + Y COS El C O S  E 2  , 
a,, = u sin E ,  sin F, + @ sin sl sin z3 + y sin F~ sin e2 

Dic Ableitungen dieser Formeln findeu sich in Gruner t ' s  Archiv f. Math. 
n. Physik 57. Theil, XXU, ,,Der Transformationsfactor". 
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.._ .M^n,~_,_,..Y ,.--,_-.,_YI_. ^ ,̂._N--Y17.---*.-"^M .̂-̂ ,C^~.-Y- -̂-\,.̂ ,IY\Y--IIC  ̂

2 a,, = a ( C O S E $  s1n r3 + ras E~ sin E,) + p (cos  r3 sin E ,  + cos E ,  sin E ~ )  

+ y (cos E ,  sin E~ + COS E~ sin E , )  , 
2 a,, = - oi (c& COS E~ + OZ C O S  EJ  - /3 (a3 C O S  E ,  + 81 C O S  t 3 )  - Y (JI C O S  z2 + <12   YI SE^), 

2 u, ,  = - a (a3 sin E~ + rJ2 sin E ~ )  - P (O:, si11 E ,  + 6 ,  sin sF,) - y (d l  sin E~ + O,  sin sl). 

S r t z t  man der  Kürze halber: 

dann hat man:  

Zo, = Z ~ ~ ~ O S E ~  + 1 1 ~  + uy CO SE:^= Z'U C O S E ,  2nOl = 2 u  si71 E = Z'o C O S E ,  

2 a,, = v1 sin E~ + v2 sin E~ + u3 sin =: Z V  sin E , 2 no2 = - Etc 6 = - Z;w cos E ,  

2rro2= m,d1 + m,6, + TV,&, - 8 ~ 8 ,  2 n , , = - Z v d = - Z ' m s i n ~ .  

D a h r  ist nnn:  

8 d =  

oder 

8 d =  

Weil aber dio  Deterruinante: 

so erhalt man ,  weun die letete Determinante mi t  B bezeiclinet wird: 

2, A L = + ~ ( ~ ~ D ~ .  
Ferner  i u t :  

4 ~ = 4 n , o u 1 1 - 4 a 0 1 2 - 4 ( a ~ o s ~ 2 ~ ~ ~ ~ 3 + ~ c ~ ~ ~ l ~ ~ ~ ~ 3 +  Y C O S E ~ C O S F ~ )  
X ( a  sin E:, sin E~ + p sin E ,  sin E~ + y sin E, sin E,) 
- ( a  sin ( E ~  + 4 + p sin ( E ,  + E J  + y sin (c l  + EJ)~,  

4 6 3 - <y2 sjsB(~,  - E ) - pz sin2(tZ - E,) - ya  sin"^, - F,)  2 3 

+ 2 p v  sin ( F ~ - E ~ )  s ~ ~ ( P ~ - E ~ )  + 2 a y  s i n ( ~ ~ - ~ J  s i f l ( ~ ~ - ~ J  
+ 2 a p  sin ( f 2  - E,) sin (r, - r,). 

Bexeichnet man mit ralr w2, w,  die den  Seitan A ,  B, C gegeniiber- 
l iegmden Winkel ,  mit sl, s 2 ,  S, d i e  LWngoii der Seiten u n d  mit  J den 

Inhal t  des Fundauientaldreieck6, so ist auch: 
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\. _,_̂ , ,., -- l_l~._,.__. ._ _ _ _  ,_-- _-Y__VY_,_ ,VI-. ^X- ----.---...A-- ^̂ -XI- 

6 sin E - 6, siri E~ 8 sin E? - BA sin f l  8, sin s1 - dl sin E~ . 
5 = 3 2  , 2 . - _ L _  1 x3 = 

sin (r, - F.)) ' - sin ( E ~  - f l )  sin ( E ~  - r2) ' 
8, case3 - cos F? S C O S E  - 8  cos% , y - L--- 

- 6, cos r,  - 6, cos r1 
y, =7- > Y3 = 

s 1 n  (E$ - P ~ )  " sin (s3- E ~ )  sin ( E ~  - E ~ )  
9 

Waren  xl, y l ;  a2, y2 und x3 , y3 die rechtwinkligen Coordinaten der 
Eckpunkte & f i  Fundamcntaldreiecks, fio hatte man für den Inhal t  J des- 
salben : 1 XI, Y l ,  1 

J =  lxÏ, .yql 1 
1x3, Ys, 1 

Die Elcmcnte dieeer Determinante sind aber gerade die ünterdeterminan- 

- 

und daher is t :  
2 J sin (s2 - s5) sin ( E ~  - E ~ )  sin ( E ~  - E ~ )  

ten der entsprechenden Elemente der Determinante L), weshalb: 

Aus den Gleichungen A = O ,  B = O ,  C = O srhalt man aber: 

2 J sin w, sin o2 siu w ,  = D2 
und hieraus : 

. = 

Ans 2) und 3) ergeben sich daher mi t  Rücksicht aiif 1) für die 
Halbaxen ?I und 8 einas beliebigen dem Ureicck urnschiiebenan Kegal- 
schnittcs die Beziehunaen: 

S ; s in~~-  cS,sin~,, 8, COSE, - â,cos~, ,  s in(e2-  E,) 
cîl sin F~ - 4 sin E ~ ,  d9 C O S  zl - dl COS e s ,  sin (q - 8 , )  

8, sin E,  - 8, sin E, , dl cos E, - 6, ros E ,  , sin ( t l  - E ~ )  

Der durch ausgedriickte lnha l t  des Kegelscbnittes wird aber  
ein Minimum,  wenri man  die als variabel zu betrachtenden Grossen u, 

und y so bcstimmt, dnss der Ausdruck für % 2 B V c n  kleinsten Werth 
erhalt. Bezcichnet man dicsen von den constanten Factorcn befreiten 
Ausdruck mit U, so ha t  man: 

2 ~ 3 y  s2s3 + 2 a y s , s ,  + 2 a @ s , ~ ~ ) ~ =  

oder der Kiirze hall-ier: 
= or2 P"2. 

Hieraus folgt : 
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au au au  
D a  nun  - = - = - BY 

a u  a g  a ,  = O  zu setzen s ind,  so folgt, wenn man für 
3 U N e  

dic Grosse A sctzt:  

Addirt man j e  zwei dieser Gleichungen u n d  setzt 2*- 
I 

- p ,  so erhalt 

Die Gleichung des gesuchten Kegelschnittes wird daher: , 

6) 1 ~ ~ B C s z s 3 +  ACs1s3+ .4Rs1s2=0.  
Die gefundenen Werthe für  or, u n d  y konnen den  Ausdruck U 

und somit auch d e n  Inhalt des Kegelsclinittes nur  zu einem Minimum 
machen, da  der Inhal t  des grossten Kegelschnittes, de r  dem Dreieck 
umschrieben werden k a n n ,  offenbar selbst unendlich gross ist. 

D e r  Schwerpunkt .Y des Fundamentaldreiecks hat  die Coordinaten 
1 1 1  
- 3 - I - und  die  ihm entsprecliende Dreieckspolare oder Harmonikale 
S1 S2 .?3 

des Dreiecks ist die  unendlich ferne Gerade und  ha t  d ie  Gleichung: 

As ,  + Bs, + Cs, = 0. 

D e r  P o l  dieser Geraden bezüglich des Kegelschnittes K ist der Mittel- 
p u n k t  desselben, für dessen Coordinaten Ao, Bo, Co man ans den Gleich- 
ungen : 

~ 1 ( B O ~ s + C O ~ 3 ) = ~ ~ l ~  s ~ ( A ~ s ~ + ~ s ~ ) = x s ~ ~  s3(A0s1+ B0s2)=xs3 

erhal t ,  worans m a n  erkennt ,  dass der Mittelpunkt von K mit dem Schwer- 
pnnkte S des Dreiecks zusarnmenfallt. D i e  irn Eckpunkte (B, C )  des 
Ureieçks an K gezogene Tangente hat  die Gleichung Bs,  + Cs, = O nnd 
ist daher  bezüglich der Seiteii B und C harmonisch conjugirt zu der Ver- 
bindungslinie der Ecke (R, C) mit dem Schwerpunkte SI deren Gleichung 
Bs, - Css = O ist , worans hervorgeht , , dass die genannte Tangente zur 
Seite A dee Dreiecks parallel ist. 
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Betrachtet man ferner das Dreieck als eine specielle Curve dritter 
Ordnung ( A . B . C =  O), so stellt K =  O die Gleichung der dern Schwer- 
punkt entsprechenden konischen Polare derselben vor; es ergiebt sich 
daher : 

7) D c r  o i n e m  D r c i e c k  u m s c h r i c b c n e  K e g e l s c h n i t t  K k l e i n -  
s t e n  T n h a l t s  i s t  d i o  d e m  D r e i e c k s c h w e r p u n k t e  e n t s p r e -  
c h e n d e  k o n i s c h e  P o l a r e  b e z ü g l i c h  d e s  D r e i e c k s ;  d i e  
T a n g e n t e n  d i e s e s  K e g e l s c h n i t t e s  i n  d e n  E c k p u n k t e n  
d e s  D r e i e c k s  s i n d  z u  d e n  g e g e n ü b e r l i e g e n d e n  S e i t e u  
p a r a l l e l  u n d  d e r  M i t t e l p u u k t  d i e s e s  D r e i e c k s  f a l i t  m i t  
d e m  S c h w e r p u n k t e  d e s  D r e i e c k s  z u s a m m e n .  

Durch Umkehrung dieses Satzes folgt: 
8) D a s  g r o s s t e  c i n c r  E l l i p s c  e i n b e s c h r i e b c n e  D r c i e c k  i s t  

so  b e s c h a f f e n ,  d a s s  d i e  T a n g e n t e n  d e r  E l l i p s e  i n  d e n  
E c k e n  d e s  I l r e i e c k s  p a r a l l e l  z u  d e n  G e g e n s e i t e n  S i n d  
u n d  d a s s  d e r  S c h w e r p u n k t  d e s  D r e i e c k s  m i t  d e m  M i t -  
t e l p u n k t e  d e r  E l l i p s e  z n s a m m e n f a l l t .  

Setzt man in den Gleichungen 5) a = s2s3,  /3 = s L s S ,  y = sIs2, so 
erhalt man für die Langen der Halbasen 81 und 23 des Kegelschnittes K 
die Beziehungen : 

9) a2 + B2 = $ (s2 S3 C O S  W1 + S I S S  COS W2 + S1 S2 COS w3) = + ( s I3  + sz2 + s ~ ~ ) .  

Denkt man sich das gegebene Dreieck in ein inhaltsgleiches glcichseitiges 
Dreieck verwandalt, dessen Umkreisradius p sei, so ist seiu Inlialt: 

~ = 9 ? 1 3  und daher der Inhalt des Kegelschnittes fi: 

d. h.: S[Brr.=p2n, 
10) D e r  I n h a l t  d e s  e i n e m  D r e i e c k  u m s c h r i e b e n e n  k l e i n s t e n  

K e g e l s c h n i t t e s  i s t  g l e i c h  d e r  F l a c h e  d e s  K r e i s e s ,  d e r  
d e m j e n i g e n  g l e i c h s e i t i g e n  D r e i e c k  u m s c h r i e h e n  w e r -  
d e n  k a n n ,  d a s  m i t  d e m  g e g e h e n e n  D r e i e c k  g l e i c h e n  
I n h a l t  h a t .  

Eine andere bcmerkenswerthe Eigenschaft des Kegelschnittes K, 
welche sich auf die Krümmungskreise desselben in den Eckpunkten des 
Dreiecks bczioht, crgicbt sich durch folgcndo Betrachtung. 

Da der Umkrcis des Dreiecks und dic uncndlich ferne Gerade die 
Gleichnngen : 

RCs, +ACs,+ABs,=O und A s , + B s 2 +  Cs,= O 

besitzen, so kann jednr beliebige Kreis dnrch dio Gleichnng: 

B C s , + A C s , + A B s 3 + ( A s , + B s , + C s , ) ( A l , + B A , + C 1 , ) = 0 ,  

in welcher noch die willkürlichen Grossen Al ,  Irz, 1, cnthalten sind, dar- 
gestellt werden. Sol1 dieser Kreis den Kegclschnitt il in dcr Eckc a des 
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Dreiecks, worin sich die Seiten B und C schneiden, berühren, 60 musa 
A , = O  sein u n d  die  Tangente von K im Punkte  a ,  dereu Gleichuq 
Tl G B s ,  + C s ,  = O is t ,  muss mit der durch die Gleichung R(s ,+  b,s,) 
+ C ( s ,  + l , s , )  = O dargestellten Kreistangcnte des Punktes  a zusammen- 
faIIen, weshalb man erhalt: 

S ~ + A ~ S ~ = X S ~ ,  s 2 + L 3 s 1  =: x s g .  

D e r  den Kegelschnitt K im P u n k t e  a beriihrende Kreis hat also die 
Gleichung : 

L I =  BC( - s12+s , e+s ,2 )  + ( B 2 + C P ) ~ 2 ~ ~ - ~ ( A ~ 1 + B ~ 2 + C ~ g ) ( B ~ Z + C ~ 3 ) = 0 .  

Dieser Kreis L1 und  der  Kagelschnitt K treffen sich also in dem doppelt 
zn zahlenden Berührungspunkte a und ausserdem in noch zwei Punkten, 
deren Verbilidungslinie etwa die  Gleichung @1 cr A + P B  + y  C =  O liabe, 

BO dass d a n n  die Gleichung Lesteht: 

L , - p K ~ @ , T l ~ ( c r A + ~ B + y C ) ( B s 2 +  C s 3 ) = 0  

und hieraus folgen die Beziehungen : 

S 3 - x s 2 = p ,  s z - x s 3 = y i  xs l  + p i 1 = - ' Y ,  
- s ~ ~ + s ~ ~ + ~ ~ ~ -  2 . S Z S 3 - p . ~ 2 S 3  - p s , +  Y S 2 ;  

daher  wird : 

~ l ~ s , 3 ~ + ~ 2 ~ 3 ( B ~ 3 + Ç ~ 2 ) - ~ ~ p ~ g ( ~ . ~ 1 +  R . v 2 + C s 3 ) = 0 .  

Die Gleichung des Kreises LI enthalt noch eine willkürliche G r o s ~ e  n, 
durch deren Abandernng man alle Kreise erhal t ,  die K in a berühren 
u n d  ihn ferner noch in zwei Punkten treffen, dereri Verbindungslinie a,, 
wie aue obiger Gleicbung hervorgeht,  stets dieselbe Richtung beibchalt. 
Bestimmt man nun die Grosse x  BO, dass 8, selbst durch den Punkt a 

s  2 
geht ,  was dann  der F a l l  ist ,  wenn s13 -  x s l s 2 s ,  = 0 ,  also x='- ist, 

S2 S3 

so fallen von den vier Schnittpnnkten von  K mit LI drei irn Punkte n 

zusamnieu und L, wird sodann der ~ r i i m m u u g s k r e i s  im Punkte n.  Die 
gemeinschaftliche Sehne der  Kegelschnitte K und LI Lat dann die Gleich. 

Ebcnso fiudet man für die gemein~chaft l ichen Sehnen @J2 und @Js des 
Krgelschnittes K und seiner Kriimmungskreise in den beiden anderen 
Ecken b und  c des Dreiecks die Gleichungen: 

@2 = C S ~ ( S ~ ~ - S ~ ~ )  - As ,  (s2"s3" = O ,  

a, A .vl ( sp2  - . T ~ ~ )  - B ss (sQ2 - slB) = O 

iind mari erkenrit somit, dass sich B l i  @, und in dern~eiben Punkte 

p schneiden , dessen Coordinaten sind : 
1 1 , ----, 

S I  ( s z Z -  s g P )  S 2  (s32 - s12) 
1 .  
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Die  Dreieckspolare dieses Punktes  p, welche die Gleichung: 
/ A ,  B ,  C I  

A . Y ~ ( ~ ~ ~ - s ~ ) ~ B ~ ~ ( ~ ~ - E ~ ~ ) + C S ~ ( S ~ ~ - S ~ ~ ) = O  Oder 

hxt,  ist, wie hierans ersichtlich, die V e r h i n d ~ i n ~ s l i n i e  des Schwerpunktes 
1 1 1  s= -  - I - i - mit dem G r  e b  e ' ~ c h e n  P u n k t e  @ E s,, s,, s3, weshalb 

S l  S2 S3 

der P u n k t  p der vierte Sctinittpnnkt der konischen Polaren beider Punkte  
S und @ bezüglich des Dreiecks, d. h. der vierte Schnittpunkt von K 
mit dem Umkreise des Dreiecks is t ;  daher ha t  man: 

11) D i e  d r e i  K r ü m m u n g s k r e i s e  d e s  K e g e l s c h n i t t e s  K i n  
d e n  E c k p u n k t e n  d e s  D r e i e c k s  s c h n e i d e n  s i c h  i n  e i n e m  
u n d  d e m s e l b e n  P u n k t e  p ,  w e l c h e r  d e r  v i e r t e  S c h n i t t -  
p u n k t  d e s  K e g e l s c h n i t t e s  K m i t  d e m  U m k r e i s e  d e s  D r e i -  
e c k s  i s t .  

Bestimmt man daher den vierten Schnittpunkt p von K mit dam 
Umkreise des Ureieçks und  çonstruirt dcnjenigen Kreis,  der durch p und 
die Ecke n geht und dessen Mittelpunkt auf der  durch u gehenùen Holie 
des Dreiecks l iagt ,  so ist dies der gesuchte Krümmungskreis im Pnnkte  a. 

Ucr Radius Q, dieses Kreises wird bekanntlich anf folgendo Weise 
erhalten. 

n i e  Polare q n  (Fig. 5) des Punktes  a bezüglich des dem Kegel- 
sclinitte Ji' zukommenden orthoptischen Kreises schueidet auf der Kegel- 
schnittsnormale des Punktes  a ,  die in diesem Fal le  mit der Hohe a fl = h l  
des Dreiecks znsammenfallt, eine Strecke a e =  p, aus;  nun  verhRlt sich: - - - 

n n : p i = u f l : a m l .  
Ilsr Radius-R des orthoptischen Kreises für den Kegelscliuitt K ist aber:  

R = /X" = 4 p'2 (SI2 + s; + SQP) 
und da aus dcm reçlitwinkligeu Ureieck S d ~ i  

- 
wcii aber 2 n ml" .Y," s,' - 4 sIe, 80 i ~ t  : 

Sind also II,, h,, h, die den Saiten s,, s,, S, entspreclirtnden Ilohen des 
Dreiecks, so  folgt : 

Die Radien d r r  K r ü m m ~ n ~ s k r e i s e  des Kegelschriittes K in den Ecken 
a ,  6, c des Dreiecks haben die L b g e n :  

s 
12) 

Bierans folgt noch: 
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13) D i e  K r ü m m n n g s r a d i e n  d e s  K e g e l s c h n i t t e s  K f ü r  die 

P u n k t e  a ,  b  u n d  c v e r h a l t e n  s i c h  w i e  d i e  K n b e n  de r  
e n t s p r e c h e n d e n  D r e i e c k s s e i t e n .  

Errichtet man über den Seiten b c ,  a c ,  a b  des Dreiecks nach Aussen 
gleichseitige Dreiecke und bezeichnet die blittelpunkte derselben mit a,, 

b,, c,, so schneiden sich die von diesen Punkten cl , ,  6, und C, an€ die 
Sciten b c ,  a c  und a b  erricbteten Lotbe im Mittelpunkte M des dem 
Dre.ieck umschriebeneu Ereises , welcher von den Seiten des Dreiecks ahc 
die Abstande : 

p l = r c o s w l i  p 2 = r c o s o 2 ,  p s = r c o s w 3  

besitzt, wobei r  den Radius des Umkreises bedeutet. 
Aus dem Dreieck b,c,M (Fig. 6) ergiebt sich sodann : 

- - - 
hoc:= b,~++-+ 2 6 f 2 b , . c o ~ c o s o , ,  

daher : 6 , ~ = = + s , f 3 +  p21 C , M = & S ~  J ~ + P ~ ,  

Derselbe Ausdruck ergiebt sich aiich für die Seiten aoco und aobOl und 
man erkennt daher, daas das Dreieck a,b,co gleichseitig ist. 

Bus dem Dreieck Sa,a' folgt: - - -  
S uO2 = S." + a Z 2  + 2  S a ' .  a, a'. cos ( s a ' ~ ) .  

Der Winkel Sa'M iat ali'er gleich dem Winkel zwischen au' und der H6he 
h 

h, des Dreiecks; daher ist cos (Sa 'M)  =L,i und ferner ist: 
a  a  

- 
S a f = + a n ' ,  aba '=&sI  J3 ,  a a ' 2 = 1 ( ~ s 2 2 + 2 s ~ - s 1 2 ) ,  

- 
somit f o ~ g t  fiir: sa: = 31F ( 2 ~ ~ 9  +sSe  - s12) + &sie + gs lh ,  i 3  = z 
+ $ J  (3: 

sa,=* J z z + ~ J v ~ .  
Auf ahnliche Weise würde man finden: 

s ~ , = s c , = ~  f 2 2 + 8  sVY3. 
Errichtet man über den Seiten b c ,  a c  und ab  die gleichscitigen Dreiccke 
nach innen und bezeichnet ihre Ilfittelpunkte mit u',, 6', und c',,, so 
erhalt man anf gleiche Weise: 
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- 

Sa', = Sb', = Sr ' ,  = + ( 2 2 - B J Y .  

Ans den Bexiehungen 9): 2I.B = + J  J3 und ?1" Be = +Z folgt aber:  

und daher: 
Sao =Sbo = S r ,  =+(x+B), 
saPo= sbPO= Sc',= a(ju-B), 

d.  h.: 
14) D i e  M i t t e l p u n k t e  d e r  g l e i c h s e i t i g e n  D r e i e c k e ,  w e l c h e  

ü b e r  d e n  S e i t e n  e i n e s  g e g e b e n e n  D r e i e c k s  e i n m a l  
n a c h  a u s s e n  u n d  d a s  a n d e r e  M a l  n a c h  i n n e n  e r r i c h t e t  
w e r d e n ,  b i l d e n  z w e i  g l e i c h s e i t i g e  D r e i e c k e ,  d i e  d e n  
S c h w e r p u n k t  d e s  g e g e b e n e u  D r e i e c k s  z n m  M i t t e l p n n k t  
h a b e n ;  i h r e  U m k r e i s r a d i e n  S i n d  e i n m a l  g l e i c h  d e r  ha1-  
b e n  S u r n m e ,  d a s  a n d e r e m a l  g l e i c h  d e r  h a l b e n  D i f f e -  
r e n z  d e r  H a l b a x e n  d e s  d e m  g e g e b e n e n  D r c i c c k  u m -  
s c h r i e b e n e n  k l e i n s t e n  K e g e l s c h n i t t e s  K. 

Die dnrch die Gleichung A a s ,  + B g s , +  C y s 3 =  O gegebene Gerade 
enthalt nnter  der  Bedingung , dass a + /3 + y = O ist,  den Schwerpunkt 
des Dreiecks und  ist somit ein Durchmesser des Kegelschnittes K. Sol1 
nun die Gleichung: 

A a'sl + B B'sg + C { s 3  = O 
einen zweiten Durchmesser desselben darstellen, der  mit dem ersten 
Durchmesser gleiche Lange hat,, R O  muss zunachst die Bedingung ar+/3' 
Sr'= O bestehen nnd  ferner müsste durch die Endpiinkt,e der beiden 
gleichlangen Durchmesser ein Kreis gelegt werden konneri,  welcher mit 
K concentrisch ist. Demnach müsste die Gleichung: 

( A a s ,  + D B s ,  + c r ~ ~ ) ( A a ' s ~  + nP's,  + Gy's3) 
+ n(B C s , s 3  + A C s , s 3  + d B s ,  E ~ )  = O  

mit der Gleichung des Ereises:  
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wozu noch die Beziehung a'+ P'f y'= O zn nelimen i s t ,  um hieraus die  
Unbekannten a', P', y' und x berechnen zu konneu. Man erhalt sodann: 

a'= - 111 [s12 (- 2 a + + y )  + sZ2 ( 0 1  + P - 2 Y) + sg2 (a - 2 B + Y!]. 
Mit 12ücksicht auf die Gleichung CL + + y = 0 fol@ nuu:  

CL'= 3 Q (sI2 a + sp2 y + ss2P) 
u n d  ebenso 

PP= 3@(s,2j3+~12y + ~ ~ ~ a ) ,  
Y'= 3 7 )  (s,2 y + s," + ss2 a). 

1 5 )  E s  w e r d e n  d a h e r  d u r c h  d i e  G l e i c h u n g e n :  

CLf=q. 

A s , ~ + R s s ~ + C s , y = O ,  
A s1 (sI2 CL + sp2 Y + sJï P )  + B s2 (sZ2 p + si2 Y + sJ2 U) 

+ Cs, (s32y + SI2@ + sB2a)  = O 

z w e i  g l e i c h l a n g e  D n r c h m e s s e r  d e s  l i e g e l s c h n i t t e s K d a r -  
g e s t e l l t ,  s o h a l d  d i e  B e d i n g u n g s g l e i c h u n g  a + P f y = O  
e r f ü l l t  i s t .  

Unter  den Paaren gleichlanger Durchmesser eines Kegelschnittes 
befinden sich aber  zwei, die miteinander zusammenfallen, und  dies sind 
die Hauptaxen des Krgelschnittes. Man findet daher  die Gleichung des 
IIauptaxenpaares für den Kegelechnitt h', wenn man aus den Gleichungen 
15)  die Grossen a ,  p ,  y eliminirt, wodurch man erhalt:  

si21 Y-@,  B-Y, 1 
sg21 0 ,  ff-y, 1 
S31 a-B1 O I  1 
O ,  1, 1, O 

2 B Cs, s3) + ( s , ~  - sI2) ( B 2 ~ 2 P  + 2 A Cs, s,) 
+ ( S ~ ~ - S ~ ~ ) ( C ~ . ~ ~ ~ + ~ A B S ~ . S ~ ) = O .  

"2, 2 y - 2 p ,  1 
-- - 

Um für das Haiiptaxenpaar ein einfachea Constructionsverfahren zu 
erhal ten,  kehren wir wirder zur Betrachtung der  über den  Seiten des 
gegebeuen Dreiecks nach aussen und innen errichteten gleichseitigen 
Dreiecke zurück. 

Der  Mittelpunkt a, des über bc nach aussen errichteten g l e i ~ h s e i t i ~ e n  
Dreiecks hat  von den Seiten des Dreiecks a b c  die Abstande: 

-&s ,  J 3 ,  QS, J ~ C O S W ~ + ~ S ~ S ~ ~ W ~ ,  $si J 3 c o s w 2 + ~ s , s i n w 2 ,  

und somit ha t  a,, die Coordinaten: 

a o = i ,  (sinw3J3+cosw,),  (sinw3J3-coswz). 

Berücksichtigt m a n ,  dass : 
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so erhalten die Verbindungslinien der Punkte  a, und a', mit dem Schwer- 
pnnkte S des Dreiecks die Gleichungen: 

S a O ~ A s l c r + B s 2 ~ + C s , y = O ,  S a ' , ~ ~ s ~ a ' + R s , ~ ' + C s , ~ ' = O ,  

wobei jedoch : 

Betrachtet man Asl a"+ Ps,/3"+ Cs, y"= O als die Gleichung desjeni- 
gen Durchmessers von K ,  der mit dern Durchrriesser Sno gleiche Lange 
liat, so folgt nach 15) : 

2cr"=x(2s12rr+ 2slay + 2 ~ ~ ~ p )  
= - x ( ~ s ~ ~ - ~ s ~ ~ ) ( z + ~ J  (3) = - x c r 1 ( ~ + 4 ~ / 3 ) ,  

2p"=%(2s;p+ 2 ~ ~ ~ ~ + 2 ~ ~ ~ c f )  
= - Y . ( ~ S ~ ~ - S , ~ + S ~ -  4 ~ / 3 ) ( 2 + 4 ~ / 3 ) = -  x ~ ' ( z + ~ J  (31, 

2y"=u(2s ,2y  
- - - X ( - ~ S ~ ~ - S ~ ~ + S ~ S - ~ J ~ ~ ) ( ~ + ~ J ~ ~ ) = -  x y ' ( ~ + 4 J f S ) .  

Es verhalt sich also: 
a'': p": y"= a': p.: y'- 

Daher stimmt die Gleichung des gesuchten Durchmessers, der  mit Sa, 

gleiche Lange hat ,  mit der Gleichung von Sa'o überein. Ebenso findet 
man, dass die Durchmesserpaare Sh,, und Sb'o, S c ,  und  Sc', des Kegel- 
schnittes K gleiche Langen haben; da  aber die Eiauptaxen eines Eegel-  
schnittes die Winkel  gleichlaoger Durchmesserpaare halbiren, so folgt: 

17) E r r i c h t e t  m a n  ü b e r  d e n  S e i t e u  e i n e s  D r e i e c k s  n a c h  
a u s s e n  u n d  i n n e u  g l e i c h s e i t i g e  D r e i e c k e ,  s o  w e r d e n  
d i e  W i n k e l  e i n e s  j e d e n  P a a r e s  v o n  S t r a h l e n ,  d i e  v o n  
d e m  S c h w e r p n n k t e  d e s  D r e i e c k s  n a c h  d e n  M i t t e l p u n k -  
t e n  j e  z w e i o r  ü b e r  d e r s e l b e n  S e i t e  e r r i c h t e t e n  g l e i c h -  
s c i t i g e n  D r c i e c k o  g e z o g e n  w e r d e n ,  d u r c h  e i n  u n d  d a s -  
s e l h e  G e r a d e n p n a r  h n l b i r t ,  w e l c h e s  d a s  H a u p t a x e n p a a r  
d e s  d e m  D r e i e c k  n m s c h r i e b e n e n  k l e i n s t e n  K e g e l s c h n i t -  
t e s  i s t .  

E ine  durch den  beliebigen P n n k t  p d o ,  Bo,  Co zur Seite A des 
Dreiecks gezogene Parallele, deren Gleichung: 

ist, wird von der  Schwerpuuktstransversale U S ,  welche die Gleichnng 
Bsz-Cs3= O h a t ,  i n  dem Punkta :  

19. 
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292 D e r  einem Dreieck umsehricbene Kcgclschnitt kleinsten Inhalts. 
- Y U _ Y Y M M _ _ _ Y M p - - -  

mlr2A,s,s3, s3(B0s2+COs,)1 sz(BOs,f 'os,) 

getroffen, welcher das zwischen den Seiten B u n d  C liegande Stück der 
Parallelen halbirt. Zieht man durch den P u n k t  p ebenfails die Parallelen 
zu den  Seiten B und  C dcs Dreiecks, so haben die Halbirungspunkte m, 
und m, der  zwischen den Seitenpaaren A, C nnd A ,  B liegenden Stücke 
dieser Parallelen die  Coordinaten: 

l n ~ ~ s ~ ( A O s ~ + C O s ~ ) l  2 R O s l s 3 1  sl(AOs,+COs3); 
m3=s2(Aosl+n,s,),  s,(f&s,+nos,), 2cosls, .  

D a  nun  der  Inbal t  F eines Dreiecks, dessen Eckpunkte durch die tri- 
metrischen Coordinaten al ,  p, ,  y, ; a,, p,, y,; us, &, ys gegeben sind, 
ausgedrückt werden kann  durch die Formel: 

%s,%J ff,, P,,  Y, 

F =  
ru3, 1931 Y3 I U 1 '  Il! 

+pls, + + 8 2 ~ 2  + Y ~ ~ J ) ( ~ J S ~  + B ~ s Z +  ~ 3 ~ 3 ) '  
wobei JI s,, s,, S, den Inhal t  und  die Seiten des .  Fundamentaldreiecks 
bedeuten, so  ergiebt sich für den Inhal t  des von den Punkten ml, m, 

und  m3 gebildeten Dreiecks, wenn man der Kürxe hallier: 

AOSI + Bos2+Cos3=u, 
B,C,s,s, + A,C,s,s, + A,B,s,s,=v 

s ~ t z t ,  die  Beziehung: 

Geb6rt  aber der  P u n k t  p - A,, Bo,  Co dem Kegelschnitte K a n ,  so ist 
V f O und  sodann 

P = - I J ;  
daher folgt: 

18) Z i e h t  m a n  d u r c h  e i n e n  b e l i e b i g e n  P u n k t  d e e  d e m  D r e i -  
e c k  n m s c h r i e b e n e n  k l e i n s t e n  K e g e l s c b n i t t e s  K p a r a l -  
l e l e  G e r a d e  z n  d e n  D r e i e c k s s e i t e n  u n d  h a l b i r t  d i e  s o  

e r b a l t e n e n j  z w i s c h e n  j e  z w e i  D r e i e c k s s e i t e n  l i e g e n d e n r  
A b s c h n i t t e  d i e s e r  P a r a l l e l e n ,  s o  b i l d e n  d i e  d r e i  H a l -  
b i r n n g s p u n k t e  e i n  D r e i e c k ,  d e s s e n  F l 5 c h e u i n h a l t  e o n -  
s t a n t  u n d  g l e i c h  d e m  v i e r t e n  T h e i l e  v o m  I n h a l t e  des  
g e g e b e n e n  D r a i e c k s  i s t .  

Verbindet man einen beliehigen P u n k t  p - Ao,  Bo, Co mit den Ecken 
n ,  b, c dos Dreiecks nnd bezeichnet die oberen Abschnitte op ,  hp,  cp 
dieser Ecktransversalen mit el, e, ,  e,, die unteren Abschnitte derselben 
mit f,, f 2 ,  f3, 60 fragt es sich: für  welche Pnnkte  ist  

e1e2e3 =f1 fSf*? 
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Da nun für jedcn beliebigcn P u n k t  p E AD, Bo, Co die Beziehungen be- 
stehen: 

so hat man die Bedingungsgleichung 

COs,) (A,s ,+  c O s , ) ( A O s l +  BOs2)=AoBC)C~sls~s~ 
oder 

(fi, C0s,s3 + d o ~ o ~ l ~ 3  + A, B o ~ i ~ s ) ( A o s l  + Bosz + cos3)  = 0. 
Diese Gleichung zerfallt aber in diejenige des Kegelschnittes K und i n  
die Gleichung der unendlich fernen Geraden;  daher folgt: 

19) D i e  s % r n m t l i c b e n  Y u n k t e  d e s  e i n e m  D r e i e c k  n m s c h r i e -  
b e n e n  k l e i n s t e n  K e g e l s c h n i t t e e  b e s i t z e n  d i e  E i g e n -  
e c h a f t ,  d a s s  d a s  F r o d u c t  d e r  o b e r ~ n  A b s c h n i t t e  i h r e r  
E c k t r a n s v e r s a l e n  g l e i c h  i s t  d e m  P r o d u c t e  d e r  u n t e r e n  
A h s c h n i t t e  d e r s c l b e n .  

Die Ecktransversalen eines Punktes  hcstimmen aber auf den Drei- 
ecksfieiten sechs Abschnitte derar t ,  dass das Product von drei nicht an-  
ein~nderi iegenden Ahsclinitten u ,  v ,  w gleich ist dem Producte der drei  
anderen Abschnitte u', v', m'; ferner besteht aber  uoch die bekarinte Be- 
ziehuug : , ,  I e le , e , :  f,f2f,=s,s,s,:uvni=s,s,s3: u v m .  

D a  aber für alle Punkte  des Kegelschnittes K 

ist,  so  folgt: e ,  e2 es = f~ fz f 3  

20) D i e  V e r h i n d u n g s l i n i e n  e i n e s  b e l i e b i g e n  P i i n k t e s  d e s  
K e g e l s c h n i t t e s  K m i t  d e n  E c k e n  d e s  D r e i e c k s  b e s t i m -  
m e n  a i i f  d e s s e n  S e i t e n  A b s c h n i t t e  d e r a r t ,  d a s s  d a s  P r o -  
d u c t  j e  d r e i e r  n i c h t  a n e i n a n d e r s t o s s l e n d e r  A b s c h n i t t e  
g l e i c h  d e r n  P r o d u c t  d e r  D r e i e c k s s e i t e n  i s t .  

Zieht man in d e n  Eekpnnkten u ,  b ,  c des Dreiecks die Tangenten 
a n a d e n  Kegelschnitt K, welche, wie gezeigt wurde, den Seiten dee Drei- 
ecks parallel sind,  s o  erkennt man ,  dass der  Kegelschnitt K zugleich 
R U C ~  die g r o s s  t e  Ellipse ist ,  welche dern Drcieck der  Tangenten e i n  - 
b e e c h r i e b e n  werden k a n n ,  und dass sich daher d i e  Eigenschaften des 
Kegelschnittes K linmittelbar auf  den einem Dreieck einbeschriebenen 
Kegelschnitt vom grossten Inhalt übertragen lassen. Dieser Kegelschnitt 
berührt namlich die Seiten des Dreiecks in ihrep Mitten, ist mit dem 
durch die Ecken des Dreiecks gelienden kleinsten Kegelschnitte B con- 
centrisch, 5hnlich und  Shnlich Iiegend, bat also ebenfalls den Scbwer- 
pnnkt des Dreiecks zurn hlittolpunkte; seine Axen Sind halb so lang, 
ale diejenigen des Kegelschnittes K u n d  sein Inhall; ist der vierte Thei l  
vom lnhal t  des Kegelschnittes K. 
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Kleinere Mi ttheilurigen. 

XXIV. Ueber confocale Kegelschnitte. 

Wabrend der Sa tz ,  d a ~ s  sich zwei confocale Kegelschnitte rechtwink- 
lig schneiden, in  vielcn synthetischen Darstellnngen der  Kcgelficbnitts- 
theorie sich findet," scheint der  Reweis der  Umkehrung dieses Satzes: 
2we.i s i c h  r e c h t w i n k l i g  s c h n e i d e n d e  K e g e l s c h n i t t e  h a h e n  
g e m e i n s a m e  B r e n n p u n k t e  - nirgends versucht worden zu sein. Es 
iéit dies der  Gruud für mich gewesen, die fulgende Kote xu veroffeut- 
l ichen,  welche einen synthetischen Beweis des fraglicheu Satzes in der 
Form cnthal t ,  wie ich ihn im mathematisühen Seminar zu J e n a  auf An- 
regung des Herrn Prof. T h o m a e  i m  Winter 1882,433 vorgetragen habe. 

E s  m6gen in einer Ebene  vier Strahlenpaare g, g'l, y2 gr2, q3gf3 , g4 g'l 

mit den resp. Scheiteln 1,  2 ,  3 und 4 gegeben sein:  es sol1 die Anzahl 
derjenigen Punkte der Ebene  bestimmt werden, welche in Bezug auf alle 
vier Stralileupaare einen conjugirten P u n k t  besitzen, d. h. es wird ge- 
fragt: wieviel Punkte giebt es in der Ehene  von der  Beschaflenheit, dam, 
wenn man von ,e inem P a n k t e  X derselben ans nach den vier Schde l -  
punkteri 1, 2 ,  3 und 4 die Strahlen x,, x 2 ,  x3, x3 zieht und die diesen 
in Bezug -auf die vier Strahlenpaare g,g', , g2g', etc. resp. harmoniechen 
Strahlen s f l ,  x S 2 ,  x ' ~ ,  x ' ~  construirt - dass letztere sich dann sammtlich 
wieder i n  einem Punkte  scheiden? 

Wir  wollen, um eihe kürzere Ausdrucksweise zu erhalten, die Strahlen 
x ' ~ ,  x r e ,  xt3, a4 die Polaren des Punktes  X in Bezug auf 1,  2 etc. 
nennen. 

I n  Bezug auf nur  z w e i  Strahlenprrare, z. R. 1 und 2,  hat jeder 
P u n k t  X e i n e n  und  im Allgemeinen n u r  e i n e n  c o n j u g i r t e n  Punkt 

X'; es ist  dies der  Schnittpunkt der Polaren rc', und x ' ~ ;  die einander 
conjugirten Punkte  bilden also e.ine doppelt -unendliche Mannichfaltigkeit. 
I n  Uezug auf d r e i  Strahlenpaare, z. B. 1, 2 und 3 ,  hat nicht jeder 
P u n k t  der Ebene  einen conjugirten P u n k t ,  weil sich die entsprechenden 
Polaren z ' ~ ,  xfz1 x ' ~  im Allgemeinen nicht i n  einem Pnnkte  treffcn wer- 
den;  die  Punkte  mit dieser Eigenschaft werden vielrnehr eine einFach- 

* Z. B. in Geise r ,  Theorie der Kegelschnitte in elementarer Darstelluug, 
S 22 S. 148; - S e h r o e  t e r ,  Theorie der Kegelschnitte, gestütxt au€ projectivische 
Eigenschaften, 111. Abschn. 52 S .  362, 
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onendliche Manniclifaltigkeit bildon, d. h. sie werden auf  einer Curve 
liegen. Um dies zu demonstriren und  nngleich die Ordnung dieser Cnrve 
festzustellen, lassen wir einen P u n k t  X eine beliebige Gerade g ,  welche 
nicht dnrch einen der vier Scheitelpunkte hiridurchgeht, durchlaufen; es 
beschreiben dann  die Strahlen x i ,  x,, x, in  perspcctivischer Lage befind- 
liche, also projectivisch vcrwandte Strahlhiischel. D a  aber  jeder Strahl 
x,, x,, x3 involutorisch liegt zu seiner Polaren s', , x ' ~ ,  x', , so beschrei- 
ben letztere ebenfalls drei prnjectivische Strahlbüschel mit den resp. Cen- 
tren 1,  2 ,  3 ,  erzeugen mithin zu zweien d r e i ,  irn Allgemeinen uicht 
zerfallende Kegelschnitte n,,, x , ~ ,  x ~ , ,  welche drei Punkte  x '~ ,  X',, x ' ~  
gemeineam Liabeu. I n  diesen drei Punkten  treffen sich j e  drei entspre- 
chende Polaren,  deren Pole XI ,  X,, X3 auf  der Geraden g liegeri. Wir  
ziehen hieraus den Scliluss, dass a l l e  P u n k t e  d e r  E b e n e ,  w e l c h e  
i n  B e z u g  a u f  d i e  d r e i  S t r a h l e n p a a r e  1, 2 ,  3 c o n j u g i r t e  
P n n k t e  h e s i t z e n ,  a u f  e i n e r  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  C,,, l i e -  
g e n ,  die  insbesondere durch die drei Scheitelpunkte 1, 2 und 3 hin- 
durchgelit, weil jeder  dieser drei P u n k t e  einen conjugirten hesitzt, nam- 
lich den S c h n i t t ~ u n k t  seiner Polaren in Bezug auf die übrigen beiden 
Strahlenpaare. 

Durch eine analoge Betrachtung finden wir, dass der O r t  aller Pnnkte,  
welche i n  Bezug auf die drei Strahlenpaare 1, 2 und  4 conjggirte P n n k t e  
besitzen, eine zweite Curve: dritter Ordnung CiZ4 is t ,  welche durch die 
Punkte 1, 2 und  4 hindurcligeht, D a  nun  der conjugirte Punkt  X' eines 
Punktes X schon durch zwei E>olaren, z. B. durch x', und  x ' ~  vollig be- 
stimmt ist, die Polare x ' ~  also durch X' hindurchgchen muss, wenn X 
auf C,23, die Polare x ' ~  aber  durch X' lauft,  wenn X auf Cl,, l iegt,  so 
werden die den beidcn Curven Ciz, und Clz4 gemeinschaftlichen P u n k t e  
die Eigenschaft haben,  dass ihre Polaren i n  Bezug auf sammtliche vier 
Strahlenpaare in j e  einem Pnnkte  sich schneiden, d. h. es sind dies die- 
jenigen Punkte  der  Ebene ,  w e l c h e  d i e  B e d i n g u n g  e r f ü l l e n ,  c o n -  
j u g i r t e  P i i n k t e  i n  B e z u g  a u f  d i e  v i e r  g e g e b e n e n  S t r a h l e n -  
p a a r e  zn b e s i t z e n .  

Von den n e u u  Schnittpunkten der beiden Curven dritter Ordnung 
C,,S und Cl,,, sind jedoch drei Punkte  auszunehrnen: die Punkte  1 und 2, 

und der  Schnittpunkt der  Polaren der  Verbindungslinie 12 in Bezug auf 
1 und auf 2. Die Schnittpunkte der Polareupaare dieser offenbar beiden 
Curven gemeinsamen drei Punkte in  Bezug auf 1 und  2 erweisen sich 
namlich als unbestimmt. 

E s  bleiben demnach nur  noch s e c h s  Punkte  in  der Ebene  übrig, 
welche der geforderten Bedingung Genüge leiaten. Dieselben erscheinen 
g e p a a r t ;  denn der einem Puiikte X conjugirte P u n k t  X' hat  seinerseits 
zum conjugirten Puukte  wiederurn den urspriinglichen X. 
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Schliesst im Besonderen jedes der vier gegebenen Strahlenpaare einen 
r e c h t  e n  W i n  k e l  e in ,  so modificirt sich iinser gefundenes Resultat 
dahin , dam eines der drei Paare conjugirter Punkte  mit den i m a g i n  g r e n  
K r e i s p u n k t e n  i m  U n e n d l i c h e n  zusammcnfallt. 

Bilden cndlich die vier Scheitelpunkte 1 ,  2 ,  3 und 4 dio gemein- 
samen Punkte  zweier sich rechtwinklig durchschneidenden Kegelschnitte 
r., und xpr  und die r~ch twinkl ig  aufeinander stehenden vier Strahlenpaare 
die Tangenten an n, und x2  in jenen vier Durchschnittspunkten, so sind 
es ausser den imaginaren Kreispunkten die B r  e n  n p u n k t e (und zwar 
die reellen und imaginaren) eines jeden der beiden Kegelschnitte,  welche 
in  Bezug auf die vier Tangentenpaare conjugirte Punkte  besitzen. Da 
es jedoeh ausser den Kreispunkten nur  noch vier solcher Punktc in der 
Ebene  gehen k a n n ,  die vier Brennpunkte von x ,  also allein schan die 
Zahl erfüllen, so müssen die vier Brennpiinkte von x2 mit denen von xl 
vollig coincidiren, a n d  zwar mnss dau reelle P a a r  mit dem reellen, das 
imaginare mit dem imaginaren Paare  zusammenfallen, oder: 

Z w e i  r e c h t w i u k l i g  s i c h  d n r c h s c h n e i d e n d e  K e g e l s c h n i t t e  
s i n d  c o n f o c a l .  

J e n a ,  den 20. Februar  1883. Dr. C A K L  H o s s v ~ ~ u .  

XXV. Ueber Unicursalcurven v ie r te r  Ordnung. 
(Hierzu Taf. VI Fig. 7.) 

S o  willkürlich eino Erzeugungsweise eincr Curve oder Flache vom 
Standpunkte allgemciner Theorie aus  oft erschcinen mag,  so frnchthar 
kann sie zur Auffindung neuer 'I'batsachen werden. 

I m  Folgenden solleu die Curven vierter Ordnung  mit drei Doppel- 
pnnkten,  oder von C a y l e y  sogenannte U n i c u r s a l  c u r v e n ,  auf eine 
neue Ar t  erzeugt und  die nachstliegenden Eigenschaften aus ihr her- 
geleitet werden. 

E i n ,  wie mir scheint,  noch nicht bemerkter interessanter Satz ergiebt 
sich nnmittelbar aus dieser Erzengungsart;  derselbe lautet: 

Z i e h t  m a n  a n s  e i n e m  d e r  d r e i  D o p p e l p n n k t e  S t r a h l a n ,  
v o n  d e n e n  j e d e r  d i e  V e r b i u d u u g s l i n i e  d e r  b e i d e n  ü b r i g e n  
D o p p e l p n n k t e  i n  e i n e m  P u n k t e  XI, d i e  C n r v e  v i e r t e r  O r d -  
n n n g  s e l h s t  n o c h  i n  z w e i  P u n k t e n  X, u n d  4 t r e f f e n  m o g e ,  
s o  l i e g t  d e r j e n i g e  P u n k t  T4,  m e l c h e r  d n r c h  X:, u n d  X3 h a r -  
m o n i s c h  v o n  XI g e t r e n n t  w i r d ,  a u f  e i n e m  d u r e h  d i e  d r e i  D o p -  
p e l p n n k t e  h i n d u r c h g e h e n d e n  K e g e l s c h n i t t e .  

W i r  wenden uns  zunachet znr  Erzeugnng der Curve vierter Ordnung 
und  definiren dieselbe alfi 
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O r t  d e r  S c h n i t t p u n k t e  e n t s p r e c h e n d e r  S t r a h l e n  e i n e s  
S t r a l i l b ü s c h e l s  e r s t e r  O r d n u n g  u n d  e i n e r  z u  d i e s e m  p r o j e c -  
t i v i s c h e n  S t r a h l e n i n v o l u t i o n  z w e i t e r  O r d n u n g .  

Hierbei ist unter S t r a h l e n i n v o l u t i o n  z w e i t e r  O r d n u n g  die 
Geu~rnmtheit der 'I'angentenpaare verstanden, welche von den Punkten  
einer geraden Linie aus an cine Curve zweiter Ordnung gelegt werden 
konnen; sie wird auf ein Gebilde von einfacher Unendlichkeit projecti- 
visch bezogen, indem die Schnittpunkte conjugirter Strahlen auf  die ein- 
zelnen .lemente dieses Gehildes projectivisch bezogen werden. 

Es  sei C (Fig. 7) der  Mittelpunkt eines Strahlbüschels erster Ord- 
nung,  g der Ort  der Schnittpunkte conjugirter Stralilen einer Strahlen- 
involution zweiter Orduung und x der Kegelscbnitt ,  welchen die Ge- 
sammtheit der Strahlenyaare der Involution umhüllt. Die Strahlen des 
Rüschels C seien projectivisch auf die Punkte der  Geraden g, also auch 
auf die Strahleninvolution bczogen. 

Auf einer heliebigen Geraden C in der Ebene  dieser Gebilde fixirt 
das Strahlbüschel C eine zu derjanigen auf g projectivische Punktreihe, 
welche mit jeiier eine Cnrve zweiter Classe x' erzeugt, die  mit x im 
Allgemeinen v i e r  T a n g e n t e n  g e m e i n s c h a f t l i c h  h a t ;  diese vier 
Tangenten hestimmen auf p die Schnittpunkte der  erzeugten Curve, 
welche also v o n  d e r  v i e r t e n  O r d n u n g  i s t .  

Diese Curve vierter Ordnung K(4)  hat  d r e i  D o p p e l p u n  k t e ,  und  
zwar sind dies die folgenden: 

D e r  M i t t e l p u n k t  C d e s  S t r a h l b ü s c h e l s  u n d  d i e j e n i g e n  
P u n k t e  C' u n d  C" a u f  g ,  w e l c h e  a u f  d e n  e n t s p r e c h e n d e n  
S t r a h l e n  d e s  B ü s c h e l s  C l i e g e n .  

Die beiden P u n k t e  C' und  6" brauchen nicht reell zu sein und 
konnen insbesondere i n  einem einzigen P u n k t e  zusammenfallen. 

Znnaehst wollen wir nachweisen, dass, wenn eine auf die oben an-  
gegebene Art erzeugte Curve vierter Ordnung vollstandig gezeichnet vor- 
liegt, dieselbe in  unendlich-vielfacher Weiee durch ein Strahlbüschel 
erster Ordnung und  eine z u  diesem projectivische Strahleninvolution 
zweiter Ordnung erzeugt gedacht werden kann.  Man kann das Strahl- 
büschel i n  C in g a n z  b e l i e b i g e r  Weise projectivisch auf die Pnnkt -  
reihe g beziehen, so jedoch,  dass 6' u n d  C" anf den cntsprechenden 
Strahlen des Biischels C liegcn; verbindet man dann  die Schnittpunkte 
El nnd 22 der Curve KI4) und  eines Strahles x in C mit dem dem Strehle 
z entsprechenden P u n k t e  X auf g ,  so umhüllen siimmtliche anf diese 
Weise construirten P a a r e  von Verbindungslinien eine Cnrve zweiter 
Classe, bilden also eine Strahleninvolution zweiter Ordnnng. E s  bestiw- 
men narnlich fiinf Gerade: 

.&-,il Xzz, X ' E ' ~ ,  X ' z '  8 1  x""" 4 4 1  
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eine Curve zweiter Ordnung und  somit eine Strahleninvolution zweiter 
Ordnung ,  welche in bestimmter Weise projectivisch auf das Strahlbüscbel 
in  C bezogen ist, mit diesem also eine Curve vierter Ordnung ~ ( ~ 1 '  er- 
zeiigt, welche mit K ( 4 )  die drei Doppelpunkte C ,  C' und C u ,  und weiter 
die fünf P u u k t e  Z1, E2, Z r l ,  ,Tez, 2 " , ,  im Ganzen also 17 Punkte  gemein- 
sam h a t ,  mithin vollstandig mit ihr  zusammenfallt. 

Ordnen wir einem festen Strahle y von C succesuive sammtliche 
P u n k t e  von g mit Ausnahme vnn C', C" und  (yg) zu ,  und treffen die 
Bestimmung, dass der  P u n k t  C' stet,s dem Strahle CC', der Punkt  C" 
dern Strahle CC" zugeordnet sei ,  so erhalten wir anf einfach-unendlicli 
viele Arteri dieurlbe Curve K(' ) .  

Es moge im Folgenden eine zur Erzeiigung von K ( 4 )  benützte Curve 
zweiter Ordnung x die L e i t c u r v e  v o n  K a )  heissen. 

Suchen wir den Pol TC der Geraden g in  Bezug nuf einc Leitcurve 
x ,  und  verhinden sammtliche P n n k t e  der Geraden g mit ihm durch ein 
Strahlbüschel,  so is t  dieses projectivisch auf das Strahlbüschel in  C be- 
zogen,  erzeugt also mit diesem einen Kegelschnitt a'?), welcher durch die 
drei Doppelpunkte C,  C' und  C" hindurchgeht und  die Eigenschaft hat, 
i m  V e r e i n  m i t  d e r  G e r a d e n  g j e  z w e i  P u n k t e  d e r  C u r v e  K ( 4 ) ,  
w e l c h e  m i t  C i n  e i n e r  g e r a d e n  L i n i e  l i e g e n ,  h a r m o n i s c h  z u  
t r e n n e n .  

I n  welcher Weise wir nun die Curve K ( 4 )  durch eiu Strahlbüschel 
und  eine entsprechende Strahleninvolution erzeugen mogen , die Cnrve 1") 
bleibt offenbar dieselbe. 

Dieselbe Schlussweise konnen wir aber auf den  Piinkt C' und end- 
lich auf C" anwendeo,  falls diese Puukte  reell sind. W i r  erhalten dem- 
entsprechend drei Kegelschnitte A(?), L(~) ' ,  À(~)", welche ~iimuitlich durch 
 di^ drei Doppelpunkte der Curve K( i )  hindurchgehen. 

Wir wollen hier noch kurz auf einige Folgerungen s u s  unseren all- 
gemeinen Darlegungcn hinweisen. 

Rückt die Verbindungslinie zweier (reellen oder imaginaren) Doppel- 
punkte  ins Uncndliche, sa h a 1  h i r t der Kegelschnitt welcher jetzt 
der einzige reelle im Endlichen ist,  sammtliche Strecken,  welche durch 
ewei ,  mit C i n  einer geraden Linie liagende Punkte  der Curve 'Ki4) be- 
grenzt werden. A(2) wird insbesoudere ein K r e i s ,  wenn die beiden un- 
endlich fernen Dopprlpunkte ideutivch sind mit den imaginaren Kreis- 
punkten ;  wird einc P a r a b e l ,  wenn j e n e  Doppelpunkte auf der unend- 
lich fernen Geraden zusammenfallen. 

Der Fa l l ,  in welchem zwei Doppelpunkte ins Unendliche fallen, die 
eonjugirten Paare  der  Strahleninvolution, d. h. die  Tangentenpaare der 
Curve x ,  p a r  a l 1  e l e  Strahlenpaare werden, fiihrt un# auf die Erzeiigung 
der F u s s p  u u  k t c u r v e n  der Kegelsçhnitte. Fal l t  man namlich ans dem 
P u n k t e  C auf sammtliçhe Paare paralleler Tangeuten der Leitcurve H. 
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L O t h e ,  so ist die Gesammtheit derselben projectivisch bezogen auf die 
Punkte der unendlich fernen Geraden,  E O  swar, dass jedem beliebigen 
Strahle aus C die ltichtung des zu ihm senkrechten Tangenteupaares von 
x entspricht. Die Fusspunktcurven der Kegelschnitte eind mithin als 
specielle Falle unter unserer allgemeineren Curve vierter Ordnung be- 
griffen. Zugleich erkenuen wir ohne Miihe, dass die sogenannte P a s -  
c a l ' s c h e  S c h n e c k e ,  die L e m n i s c a t e  etc. die i m a g i n a r e n  K r e i s -  
p u n k t e  i m  U n e n d l i c h e n  a l s  D o p p e l p i l n k t e  e n t h a l t e n  m ü s s e n .  

Wir  geheu dazu übei, die C l a s s e  unserer Curve,  die Z a h l  i h r e r  
U o p p e l t a n g e n t e n  und  \ Y e n d e p u n k t e  s u  bestimmen. 

Die Feststellung dieser Charaktere seigt eine auf den ersten Rlick 
überraschende Ucbereinstimmung mit Satzen aus der  Kcgclfichnittstheorie. 

Man fietse an Stelle der Curve vierter Ordnung einen Kegelschnitt, 
an Stelle der einfachen Unendlichkeit e i n ~ s  Strahlhüschels die eiiifache 
Unendlichkeit &ner Kegelschnittschaar, endlich an Stelle der zweifachen 
Unendlichkeit aller Strahlen der Ebene die zweifache Unendlichkeit einer 
Scbaarscliaar von Kegelschnitten, d. h. aller Kegelschnitte, welche drei 
Gerade berühren - und man wird gewisse Bexiehuugen, welche zwiscben 
einern festen Kegelschnitte einerseits, einer Kegelschnittschaar und  einer 
Kegelschnittschaarschaar andererseits bestehen, ohne Weiteres bezw. auf 
die Curve vierter Ordnung,  ein Strahlbüfichel und  das Strahlenfeld der 
Ebene ausdehnen konuen. 

Ich will mich naher erklaren. Man bestimmt die C l a s s e  einer 
Cnrse, indem man die Zahl der Strahlen eines Strahlbiischelb: erster Ord- 
nung ermittelt, welche die Curve in  zwei zusammenfallenden Punkten  
sehueiden. D i e s e  Z a h l  e r g i e b t  s i c h  i n  u n k e r e m  F a l l e  a l s  g l e i c h  
m i t  d e r  Z a h l  d e r  K e g e l s c h n i t t e  e i n e r  S c h a a r ,  w e l c h e  e i n e n  
f e s t e n  K e g e l s c h n i t t  e i n f a c h  u n d  i m  e r s t e n  G r a d e  b e r ü h r e u .  

E s  ergiebt sich fcrner: 
d i e  Z a h l  d e r  G e r a d e n  i n  d e r  E b e n e ,  w e l c h e  d i e  C u r v e  

v i e r t e r  O r d n u n g  d o p p e l t  b e r ü h r e n ,  a l s  g l e i c h  m i t  d e r  Z a h l  
d e r  K e g e l s c h n i t t e  e i n e r  S c h a a r s c h a a r ,  w e l c h e  e i n e n  f e s t e n  
K e g e l s c h n i t t  d o p p e l t  b e r i i h r e n ,  und endlich: 

d i e  Z a h l  d e r  G e r a d e n  i n  d e r  E b e n e ,  w e l c h e  d i e  C u r v e  
v i e r t e r  O r d n u n g  i n  d r e i  z u s a m m e n f a l l e n d e n  P u n k t e n  s c h n e i -  
d e n ,  a l s  g l e i c h  m i t  d e r  Z a h l  d e r  K e g e l s c h n i t t e  e i n e r  S c h a a r -  
s c h a a r ,  w e l c h e  e i n e n  f e s t e n  K e g e l s c h n i t t  i m  z w e i t e n  G r a d e  
b e r ü h r e n .  

Die Giltigkeit dieser interessanten Beziehungen ist leicht nachzu- 
weisen. 

Wir  fanden oben, dass die Schnittpnnkte der  Curve vierter Ordnung 
mit einer Geraden p identisch seien mit den Schnittpunkten der vier 
gemeinschaftlichen Tangenten der  Leitcurve x und einer dnrch die beiden 
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langernng die Pnnkte D und  D', so dass M D =  MD'= dem conjugirten 
Halbmesser von O i s t ;  dann liegen diese Punkte  auf den von O mit 
den Halbmessern a - 6 und  a + b beschriebenen Kreisen. 

-- -- 

Nun k t ,  wenn e die nnmerische Excentricitat,  M D =  v a 2 - e 2 x e ,  
b 

N C = - M D  und . W E = ~ M D ,  also M C :  M D : M E : M D S =  6 ~ a b : a Z : a 6 ,  
u 6 

mithiu bilden dieae fünf Pnnkte  auf der Normale, wenn oich M a u f  dem 
Umfange der Ellipse bewegt, ein affin'veranderliches System, und  da  
die Tangenten der von den einzelnen Punkteu einer Geraden des Systems 
beschriebenen Eahncurven in jedem Moment der  Bewegnng eine Parabel 
umhüllen, welche auçh div Syatemgerade berührt,  so Sind die  beiden 
Axen, die Tangente und  Normale der Ellipse in "If, die in  D und  D' 
auf den Halbmessern O D und  O D' errichteten Lothe sechs Tangenten 
einer Parabel,  deren Directrix O M ist. Wenn G der Dnrchschnittspnnkt 
dieser Lothe iat, fio sind die auf  G D  u n d  GU' in  den Schnittpunkten 
mit der Directrix errichteten Lotlie zwei weitere Parabeltangenten. Die 
Tangeiite von M achneidet die verlangerte grosse Axe in R ,  alao ist der 
Diirchschnittspuukt der beiden um die Dreiecke O C E  und. M C H  beschrie- 
benen Dreiecke, welchen wir mit P bezeichnen, der  Brennpunkt  der 
Parabel. M ist der Mittelpunkt u n d  D, D' sind die Brennpunkte einer 
zweiten Ellipse, welche die y- Axo in O berührt,  also ist die x- Axe ihre 
Normale nnd die Brennpunkte f und f '  d e r  ersten Ellipse entsprechen 
den Pnnkten D und D' der  zweiten, d .  h. O f =  Of '  ist  gleich dem con- 
jugirten Halbmesser von M O  in der zweiten Ellipse. Denkt  man sich 
letztere fest und  den P u n k t  O auf ihrem Umfang beweglich, ao bildet 
die Normale von O mit den fünf Punkten  f ', O, Cl f ,  III ein zweites affin- 
veranderlichea System; die Punkte  f '  und f bewegen aich auf zwei Krei- 
sen, deren Halbmesser M f '  gleich der  Sumnie, Mf gleich der Uifferenz 
der Halbaxen der  zweiten Ellipse s ind;  O bewegt sich auf dem Umfang 
derselben, C nnd H anf den Axen ,  also umhüllen die Tangenten dieser 
fünf Bahnen auch eine Parabe l ,  welche offenbar mit der ersten identisch 
ist. Zu den ob igm acht  Tangenten kommen noch vier weitere hinzu: 
die heide,n in  den  Rrennpunkten f und f '  auf den Brennstrahlen M f  
nnd M f '  der ersten Ellipse errichteten-Lothe G'f und G'f' und  die  beiden 
in den Schnittpunkteii dieser Lothe nnd  der  Directrix OM mit d e n  Brenn- 
strahlen gezogenen Parallelen. 

Fallt  man nun vom Brennpunkte P der  Parabel auf die genannten 
zwolf l 'angenten Lothe ,  so liegen ihre Fusspunkte auf einer Geraden, 
der Scheiteltangente; somit sind es  im Ganzen 13  Tangenten ,  welche 
mit einander 286 verschiedene Dreiecke bilden, nm welche sieh ebenao- 
viele Kreise heschreiben lassen, die sammtlich durch F gehen u n d  deren 
H6hendurchschnitte auf der Directrix, namlich auf dem Halbmesser O M 
liegen. Hieraua fol@ der  Satx: 
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Z u  j e d e m  P u n k t e  M a n f  d e m  U m f a n g o  e i n e r  E l l i p s e  l a s e t  
s i c h  e i n  e w e i t e r  P f i n d e n ,  i n  w e l c h e m  s i c h 2 8 6  K r e i s e s c h n e i -  
d e n ,  w e l c h e  e b e n s o  v i e l e n  D r e i e c k e n  u m b e s c b r i e h e n  s i n d ,  
d i e  v o n  13 G e r a d e n  g e b i l d e t  w e r d e n ;  d i e  H o h e n d u r c h s c h n i t t e  
v o n  d i e s e n  286 D r e i e c k e n  l i e g e n  a u f  d e m  H a l b m e s s e r  0M o d e r  
s e i n e r  V e r l a n g e r u n g .  Die 1 3  Geraden sind: die  beiden Axen ,  die 
Tangente  und  Normale von M ;  die in den Brennpnnkten auf den Brenn- 
strahlen von M errichteten Lothe und die durch ihro Schnittpunkte auf 
dem Halbmesser mit den Brennstrahlen gezogenen Parallelen; die Tan- 
genten der  zwei vom Mittelpunkte mit der Summe und  Differenz der 
Halhaxen beschriebenen Kreise in den zwei P u n k t e n ,  wo sie von der 
Normale getroffen werden,  und  die  i n  den Schnittpunkten dieser T a n -  
genten mit dem Halbmesser OM auf ibnen erricbteten Lottie; endlich die 
Vertiindungslinie der Fusspunkte von  den zwolf Lothen,  die von F auf 
diese ewolf Geraden gefallt werden. 

D a s  in  F auf FM. orrichtete Loth schneidct die Normale von J l  im 
Krümmungsmittelpunkte p der Ellipse und  die Tangente irn Krümmungs- 
mittelpunkte v der durch Mgehenden confocalen Hyperbel ;  das  in  P auf BO 
errichtete Loth schneidet die grosse Axe  (oder X -  Axe) im Krümmungsmit- 
te lpunkte der  zweiten Ellipse (welcher dem P u n k t e  O entspricht), und 
die y - A x e  im ~ r i i m m u n ~ s m i t t e l ~ u n k t e '  v' ihrer durch O gehenden con- 
focalen Hyperbel. Die vier Kreise, deren Durchmesser die vier Krüm- 
mungsradien M p l  M v ,  O p', O v' sind , schneiden sich daher ehenfalls in  P. 
Der  Eeweis heruht darauf ,  dass die vier Krümrnungsmittelpunkte Beriih- 
rungspunkte der Parabel  sind und  dass eine S e h n e ,  durch deren Eud- 
punkte zwei rectangulare Tangenten gezogen werden konnen ,  durch den 
Brennpunkt  geht. 

Bei einem affin-veranderlichen System nmhüllen die  Tangenten der 
Bahncurven von den  einzelrien Pnnkten  einer Systemgeraden in jedem 
Momente der  Bewegung eine Parabel ,  deren Tangente diese Gerade ist;  
die  Normalen der Bahncurven in den glcichen Pnnkten nmhüllen eine 
zweite Parahe l ,  welche denselben Brennpunkt  ha t  wie die erste; die Axen 
beider Paraheln und also auch ihre Ilirectricen stehen aufeinander senk- 
recht und die Systemgerade ist ihre gemeinschaftliche Tangente. 

Durch Anwendung dieses Satzes erhalt man vier weitere Parabeln 
P l ,  P z ,  P,, P,, die confocal sind i n  der gewohnliche,n Bedeutung,  d. h. 
ihr gemeinsamer Brennpunkt  ist P und ihre Axe eine durch P parallel 
mit dam Halbmesser O M  gezogene Linie; ihre  Directricen stehen also 
senkrecht auf OM und gehen durch die Krümmungsmittelpunkte p l  pl, 

" 1  "'1 - 
Die  neun Tangenten von Pl (oder Normalen von Bahnen) s ind,  wenn 

die  Normale X E  der ersten Ellipse als Systemgerada betrachtet wird, 
OD, OD', zwei in C und E auf den  Axen errichtete Lothe K C  und K E ,  
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die Normale M E  und das auf ihr in  y errichtete Loth ;  die auf OD und 
OD' in ihren Schnittpunkten mit der Directrix errichteten Lothe, endlich 
die Scheiteltangente von P, Oder die Verbindungslinio der Fusspunkto 
der von F auf diese acht Tangenten gezogenen Lothe. Die80 neon 
Linien bilden im Ganzen 8 4  weitere Dreiecke, deren umbeschriehene 
Kreise sich ebenfalls i n  P schneiden und  deren Hohendurchschnitte auf 
der Directrix, namlich anf dern von p anf den Halbmcsser 0.01 gefallten 
Lothe liegen. 

Die neun Tangenten von P, sirid, wenn die d or male'^^ der zwei- 
ten Ellipso als Systemgcrado bctrachtct wird, Mf, Mf', zwei in C und  H 
auf den Axen der  zweiten Ellipse errichtete Lothe K'C nnd K'H, die 
Normale O H  und das auf ihr in p' errichtete Loth ;  die auf M f  und  Mf' 
in ihren Schnittpunkten mit der Directrix errichteten Lothe ,  endlich die 
Scheiteltangente von Pz oder die Verb indungs l in i~  der  Fusspunkte der 
von P auf diese acht Tangenten gefallten Lotlie. Diese neun Linien 
bilden 84 Ureiecke, deren umbeschriebene Kreise sich auch in F schnei- 
den und deren Hohendurchschnitte auf dern von p' auf den Halbmesser 
O M gefallten Loth liegen. 

Die Tangente der  ersten Ellipse in M ist zugleich Normale der  con- 
focalen Hyperbel mit dern Krümmungsmittelpunkt v ;  betrachtet man sie 
als Systemgerada, so bildet sie mit den Bahnnormalen G J ,  CH, dern in 
v auf ihr errichteten Loth vier Tangenten von P3,  welche mit der Scheitel- 
tangente zehn Lheiecke bestimrnen, deren umbeschriebene Kreise sich in 
F schneiden. 

Ebenso kann  man die y-Axe oder die Tangente  der zweiten Ellipse 
in O als Normalo dcr confocalen Hypcrbcl mit dcm Krümmungsmittel- 
pnnkte v' als Systemgerade ansehen,  welche mit den Rahnnormalen G'J, 
G'E, dern i n  v' auf ihr errichteten Lothe u n d  der  Scheiteltangente von 
P., ebenfalls zehn Dreiecke und zehn sich i n  F schneidcnde Kreise be- 
stirnmen. 

Man hat also im Ganzen 286 + 4 + 8 4  + 8 4  + 10 + 10 = 178 Kreise. 
Jederu Punkte  M auf dern Umfarig der ersten Ellipse entspricht ein 

Pnnkt F, dessen Or t  die Fusspunktencurve einer Ellipse ist ,  deren Axen 
zugleich diejenigon der Evoluta der Ellipse sind. I l e n n ,  da  F der Schnitt- 
punkt der beidcn Kreiso OEC und MCA ist ,  so sind die Winkel  FOC 
und M O C  glaich. Ferner  ist  O F . O M = O G . O H = a e - l i s = O F . O M ' ,  
wenn M' der Durchfichnitt der Verlingerung von OF mit der Ellipse ist. 

Hieraus folgt,  dase die Curve, auf der P l iegt ,  durch Transforma- 
tion mittelst reciproker Radien vectoren au13 der  Ellipse abgeleitet wird, 
oder, was dasselbe i s t ,  die  Fnsspunktencnrve der  genannten Hilfsellipse 
ist. Man hat  also den Satz:  

Z u  j e d e m  P u n k t e  M a n f  d e m  U m f a n g e  e i u e r  E l l i p s e  l a s s t  
s i c h  e i n  P u n k t  F b e s t i m m e n ,  i n  w e l c h e m  s i c h  478 K r e i s e  
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s c h n o i d e n ,  d i e  474 n r e i e c k e n  n m s c h r i e b e n  e i n d ,  g e b i l d e t  
d n r c h  T a n g e n t e n  v o n  f ü n f  P a r a b e l n ,  d e r e n  g e m e i n s a m e r  
B r e n n p n n k t  F i s t .  D i e  H o h e n d n r c h s c h n i t t e  v o n  286 D r e i -  
e c k e n  l i e g e n  a n f  d e m  H a l b m e s s e r  O M ,  d i e  ü b r i g e n  a u f  v i e r  
z n  d e m  H a l b m e s s e r  s e n k r e c h t e n  G e r a d e n .  D i e  P u n k t e  F l i e -  
g e n  s u f  d e r  F u s s p n n k t e n c n r v e  e i n e r  E l l i p s e ,  w e l c h e  m i t  d e r  
E v o l u t e  d e r  g e g e b e n e n  E l l i p s e  d i e  A x e n  g e m e i n  h a t .  

R e u t l i n g e n ,  April 1883. Dr. O. BOKLEN. 

XXVIT. Ueber das phyeische Pendel. 
(Eierzu Taf. VI E'ig. 9 ù. 10.) 

D a s  K a t e r ' s c h e  Reversionspeiidel ist ein speciellcr Fal l  des all- 
gemeinen Satzes : 

Alle Aiifhangpnnkte für isochrone Schwingungen eines Korpers liegen 
auf oder zwischen den beiden &fanteln zweier Flachen (J) u n d  (J'), 
wovon die erste durch Verlangerung, die zweite durch Verkürziing der 
Halbmesser einer WellengeschwindigkeitsflZche VI iirn die balbe Lange des 
isochronen einfachen Pendels abgeleitet ist. 

Sind namlich a )  b > c  die Quadrate  der  drei durch den Schwer- 
punkt  O gehenden Haul~t traghei tsradien,  so ist 

xz yZ z2  - + - + - = l  
a b c  

das Gruudellipsoid. Bezeichnet man das von O auf die Tangentialebene 
von 1) gefallte Perpeudikel mit r., so ist v ein Radius der  Fusspunkt- 
fiache von l ) ,  deren Gleicliung 

2) v 4 = a x 8 + b y 4 +  c z Z  

ist. J e d e r  Halbmesser v von 2) ist zugleich ein Tragheitsradins des 
Korpers. Errichtet man anf einern Centralschnitt von 2) ein Perpendikel 
und  triigt darauf zwei Strecken ON und O n  gleich den Halbaxen des 
Centralschnittes a b ,  so liegen die Punkte  N und  n auf der Wellen- 

Nimmt man n n n  auf der Rictitung O ni einen P u n k t  J so a n ,  dass, wenn 
der Korper  a n  der  Geraden O J  in  J aufgeliangt wird und  um eine dnrch 
J senkrecht zn OJ nnd psrallel mit v gehende Axe ~ c h w i n g t ,  seine 
Scbwingungen mit dcnjenigen des einfachen Pendels  von der Lange 1 
isochron s ind ,  so i s t ,  wenn 0 3  e. dl 

4) 
v" +de 1 = al80 v 2  = l d  - d2, 

d 
somit nach 3) 
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die Gleichung der  Flache ( J )  oder (J') , wenn man d2 = xn+ y" z2 setzt. 

z 
Führt  man eine neue Veranderliche v, = d- - 2 ein,  so erhalt 5) 

die Form 

Dics ist die oben mit VI beeeichnete Wellengeschwindigkeitsfl%che, welche 
l8 

unter der Voraussetzung - > c c  von dem Ellipsoid 
4 

abgeleitet ist. ( Journa l  f. reine u.  angew. Mathematik 1882 ,  S. 177.) 

I n  Fig.  9, welche den Durchschnitt der hier i n  Betracht kommenden 
Flachen mit der  x z - E b e n e  angiebt ,  ist die  Curve A , P C o  der Uurch- 

schnitt der Flache 2), also sind OA,  = f a ,  O Bo =f i  (senkrecht xur 

Etiene der Figur)  u n d  OC, - JC die Haupttragheitsradien des Korpers. 
Als solcher ist ein rechtwinkliges Parallelepiped (von Messing) angenom- 
men, dessen Kanten 10,  60,  120 mm. lang sind (sammtliche Maasse sind 
in Millimetern angegehen). Demnnch ist OAo = l 7 $ ,  0 Bo = 34,7, O Co 
= 38,7. 

Die L l n g e  des isochronen einfachen Pendels  2 is t  = 100, es  macht 
in der Minute 189,12 Schwingungen, wenn die Lange des Secundenpen- 
dels = 994,O k t .  

A'0,M C' oder die Fusspunktcurve der  Ellipse, deren Halbaxen 
OA' und O C ' ,  und  der  Kreis ~ ' 0 , r n R '  sind die Dnrchschnitte der beiden 
Mante1 der Wellengeschwindigkeitsflache Vl oder 6 ) ,  somit ist 

Die aussere Flacha der  Aufhangpunkte (J) bestimmt man dadurch, 
1 

dass man 171 J= m i  = - i und  die innere Flache der Anfhangpunkte (J') 
2 

1 
dadnrch, dass man MJ'=mi'= - macht. E ine  durch O senkrecht znr 

2 
Aufhanglinie O J gelegte Ebene schneidet die Flache 2) in einer Curve, 
deren Axen O P  = v ,  u n d  O Pl (senkrecht zur  E b e n e  der Figur)  
beziehungsweise parallel den durch die Aufhangpunkte J u n d  J', i u n d  i 
gehenden Schwingungsaxen sind. Diese Curve,  welche wir mit v bezeich- 
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n e n ,  ist symmetrisch gegen ihre heiden Axen,  weil 2) die inverse Flaclie 
des  C a u c h y  - P a i n  s o t'schen Centralellipsoids 

ax2+ b y Z + c z 2 = 1  

ist. Denkt  man sich n u n  eine Kugel ,  deren Durchmesser = 1 ist ,  beweg- 
lich, so wird sie (v) in  den Endpunkten der kleinen Axe berühren, wenn 
aie durch J und J' geht ,  und  in den Endpunkten der  grossen Axe, 
wenn aie durch i und  i' geht. Dies sind die aussersten Lagen der Kngel; 
geht sie aber  zwischen J nnd i, J' und  i' hindurch, al60 z. B. durch JO 
und  J',, so schneidet sie ( v )  in  den Endpunkten von zwei gleichen 
Durchmessern, welche den beiden durch JO und  J' ,  gehenden Scliwing- 
ungsaxen parallel sind. Liegen also die Aufhangpunkte anf einem der 
zwei Mantel von (J)  oder (J ') ,  so geht durch dieselhen nur  E ine  Schwing- 
urigsaxe; liegen sie zwischen deri beiden Manteln, sa gehcn durch sie 
zwei Schwingungsaxen. Solche Aufhangpunkte endlicb , welche ausser- 
halb des von den Manteln (J) oder (J') hegrenzten Raumes liegen, haben 
keine Axe ,  nm welche d m  Korper  Schwingungen machen kann ,  welche 
mit denjenigen des einfachen Pendels von der  Lange Z ieochron sind. 

n i e  Flaclie VI h a t ,  wie jede Wellenges~hwindi~kei tsf lache,  vier aus- 
gezeichnete P u n k t e ,  in  welchen heide Mantel znsammenstossen ; sie liegen 
auf der  Geraden 

8 
z2 C - b  

y=O,  > + = = o .  
Also haben anch die Flachen ( J )  und  (J ' )  vier solcbe Pnnkte ,  wodurch 
zwei Durchmesser hestimmt sind , welchen ebenfalls die Gleichungen 8) 
entsprechen und wovon der eine in  Fig. 9 mit 0103 bezeichnet ist. Auf 
demselben liegen vier P u n k t e  O, o', O', 0, von der  Eigenschaft, dass durch 
jeden unendlich viele Schwingungsaxen gehen,  welche siimmtlich auf dem 
Durchmesser senkrecht s tehen ,  weil in diesem Fxlle die Curve ( a ) ,  deren 
Ebene nun  senkrecht auf 0 0, steht ,  cin Kreis ist. 

Hicrdurch ist also nachgewicsen, dass durch den Schwerpunkt vou 
jedem Korper  zwei Gerade gehen ,  die in der Ehane des grossten und 
kleinsten Tragheitsradins liegen , von der  Eigenschaft,  dass ,  wenn der 
Korper  in i r g ~ n d  einem ihrer Punkte  aufgehangt wird, e r  um jede durch 
diesen P u n k t  senkrecht zur Auf'hanglinie gehende Axe isochrone Schwing- 
ungen macht. E iner  bestimmteu Schwingungsdauer entsprecheii jedesmal 
vier Punkte ,  z. B. U 1 O ' l O ~  03, bei welchen nach den oben zu Grunde 
gelegten Maassen der K6rper  (das Parallelepiped) 189,12 Schwingungen 
in der  Secunde ausführt. 

Um diescn Sata  praktisch eu erproben, habe ich durch Mechanicus 
R i m m e l  in  Tübingen einen Apparat construiren lassen, der  in  Fig. 10 
dargestellt ist in  5 der wirklichen Grosse. E r  besteht aus Eisen,  die 
beiden Lager  e sind von Stahl ,  sowie anch der  Keil d ,  welcher durch 
d ie  Schraube bei f verschoben und  gedreht werde,n kann. Die cylin- 
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drische Stahlstange g h  ist  durch die Schraube g bcfestigt, so dass sich 
das Parallelepiped wahrend der Schwingnngen nicht drehan kann. Noth- 
wendig ist es ,  die Zapfenlager zu olen,  weil sonst die Schwingungszeit 
etwa um 4 Secunde pro Minute verlangert werden kann. Um den  Ein- 
fluss der mit dem Parallelepiped schwingenden Thei le  auf die Schwiug- 
nngszeit zn berechnen , wurden die Tragheits - und  statischen Momente 
des Parallelepipeda = A  und A', des Keils = B  und  B' und  dor Stange 
= C und Cf  für die Stellung des crstcrcn nach der crsten Figur  berech- 
net und gefunden, dass 

ist ,  welchen Werthen die  Schwingungszahlen 189,12,  189,2, 189,3 pro 
Ninnte entsprachen, so dass bei der hier vorausgesetzten Zahlmethode 
mit einer Secundenuhr die Versucbe i n  einer für Unterrichtszwecke voll- 
kommen liiureichenden Genauigkeit vorgenonimen werden konnen. Wenn 

man nun den Winkel  nach 8) bestimmt , namlich ig o = = 0,577, 

so findet man ,  dass das Pende1 bei jeder Stellung der Schwingungsaxe, 
vorausgcsetzt, dass ihro Entfernung vom Schwerpnnkt immer = 00, ist, 
in der  Minute 1 8 9  Schwingnngen macht. 

Bei einem zweiten Versuch wurde das Parallelepiped horizontal ge- 
stellt, wie in der ersten Figur, und die S c l w i n g ~ n ~ s a x e  nach der  Linie  
H K  gerichtet; auch hier ist die Zahl der Schwingungen 189. Dreht  man 
aber die Axe um 90°, so  dass aie ebenfalls durch H geht ,  so erhalt man 
181,5 Schwingungen , genau mit der Reclinung übereinstimmend. Geht  
die Axe durch h und  ist senkrecht znr  Ebene  der Figur, so ist  die 
Schwingungszahl 189  (189,12 nach der  Rechnung) ; liegt die Axe dagegen 
i n  der Ebeno der Figiir, so ist die  Schwingungszahl 200 (199,77). 

Man kann  nun  noch weitcre Versuche machen, indem man kürzrre  
Stahlstangen anwendet nnd  i n  die Mitten der achmalen Seiten de8 P a -  
rallelepipeds einbohrt,  oder wenn m m  auf der  breiten Seitsnflache einen 
Kreis zieht,  d e ~ s e n  Halbmesser = 1 8 ,  und  durch einen P u n k t  des Um- 
fangs ein Loch bohrt senkrecht s u  dieser Seitenflache und  einen dünnen 
Stahlkeil hindurchsteckt,  welcher als Schwingungsaxe dient ;  die Schwing- 
ungazahl wird ebenfalls = 189  sein. Es wird also dieser Apparat d a m  
dienen, den mit der  Theorie der  Triigheitsmomeute in  nnmittelbarer Ver- 
bindung stehenden Isochronismus in umfaasenderer und allgemeinerer 
Weise zur Anschauung zn bringen, als es mit dem K a t e r ' s c h e n  Rever- 
sionspendel moglich ist. 

Unter den Aufhangpunkten, welche zwischen den  beiden Miinteln 
der Flachcn (JO)  und  (J') liegen, sind diejenigcn hervorzuheben, deren 
Schwingnngsaxenpaare cinen Winkel  von 90" miteinander bilden. E s  seien 

20 * 
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JO und J ' ,  solclie Puukte. 1)ie Kugel ,  deren Durchrnefiser J ~ J ' ~  ist, 
schneidet die  Curve, welche wir ohen mit (a)  bezeichneten, in den End- 
pnukten von zwei Durchmessern, die mit den  Axen von (o) einen Wiukel 
von 45' bilden; das Qnadrat  eines solchen Durchmessers ist  also gleich 
der  halben Quadratsumme der A x e n ,  wie sich lcicht darans ablciten lasst, 
dass (v) die  inverse Cnrve einer Ellipse ist. Ans  4) in  Verbindung mit 

1 le 
v, = d - 5 folgt v 2  +v12 = - - Die  E b e n e  von ( v )  schneidet die Fuss- 4 
punktflache des Ellipsoids 7), deren Durchschnitt mit der  x z -  Ebene 
A Q C m  A i s t ,  i n  einer zweiten Curve ( o f ) ,  deren Radien a' sind und  deren 
Halbaxen a = 0 Q u n d  a, = 0 Q' (senkrecht znr Ebene der  Figur)  dem- 
nach die gleiche Richtung haben, wie diejenigen von (a). 

N u n  Sind b2 und  b,Qie beiden Wurzeln der i n  vIZ  quadratisclien 
Gleichung 6 ) ,  also ist 

Dies ist  d ie  Fusspunktflaclie des  Ellipsoids 

- - -- - - - - - - 
4 2 4 2 4 2  

wenn wir einen Radius von 9) oder p'- = /+(p,+pl" setzen. 

F 0 , G F  ist der Durchschnitt dieser Flachr, mit der  x z - E b c n e ,  sie 
ist dadurch von der Wellengeschwindigkeitsflache VI abgeleitet, dass 
O Ge = $ ( O J Z 2  + Om2) oder dass das  Quadrat  ihres Halbmessers gleich der 
halben Quadratsumme der  in  gleicher Richtung liegenden Halbmesser von 

I 
V, i ~ t .  Die  Punkte JO und J O  erhalt man ,  wenn G J o =  GJ' - - ge- 

'3-2 
macht wird. Hiermit ist der  Satz bewiesen: 

D i e j e n i g e n  A u f h j i n g p u n k t e  f ü r  i s o c h r o n e  S c h w i n g n n g e n  
e i n e s  K o r p e r s ,  d e r e n  S c h w i n g n n g s a x e n p e a r e  r e c t a n g n l a r  
s i n d ,  l i e g e n  a n f  e i n e r  F l a c h e ,  d i e  v o n  d e r  F u s s p u n k t f l a c h e  
e i n e s  E l l i p s o i d s  10) d u r c h  V e r l a n g e r u n g  o d e r  V e r k ü r z n n g  d e r  
R a d i e n  n m  d i e  h a l b e  L a n g e  d e s  i s o c h r o n e n  e i n f a c h e n  P e n d e l s  
a b g e l e i t e t  i s t .  

Schliesslich sol1 noch die F r a g e  untersucht werden: anf  welcher Cnrve 
liegen die  Endpunkte der verschiedenen Schwingungsaxen, welche durcb 
die  P u n k t e  der Strecke Ji gehen?  

Die Polargleichnng der Curve (v), deren Halbaxen O P  und O P '  wir 
oben mit u, und  uno bezeichneten, is t  

vP voe cos2 ci + voie sin". 

Dem Tragheitsradius v entspricht ein Aufhiingpunkt JO zwischen J  nnd il 
durch welchen eine Schwingungsaxe parallel mit V geht und deren halbe 
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Lange =1 sein soll. Sind 5 und 7 die Coordinaten ihres Endpunktes  i n  
Beziehung auf zwei durch JO parallel mit vo nnd  vp0 gehende Axen, so 
ist cosn = & und  sinn = q.  F e r n e r  ist v Z  = I d  - d" O JO = d l  also ist 

d. h. die Endpunkte der Schwingungsaxen, welche durch die zwischen J 
nud i liegenden Aufhangpunkte gehen ,  liegen auf dem Durclischnitt eines 
Rotationscylinders, dessen ilurchmesser gleich der Schwingungsaxe ist, 
mit dem Ellipsoid 11). 

Diese Dnrchuchnittscurve ist i n  der F igur  für  die  Strecke H h  ge- 
zeicbnet, aie projicirt sich i n  der x z - E b e n e  als d ie  Hyperbel  K K o h ;  
H B  ist die halbe Schwingungsaxe für den P u n k t  El und  H,K, die Pro- 
jection derselben für den Punkt  Ho, aie macht mit der x z - E b e n e  den 
Winkel a. 

Auch diese Resultate lassen sich mit dem Apparat  veranschaulichen; 
man erhalt stets die Schwingungszahl 189, wenn man die Schwingungs- 
axe nach der Figur  stellt. 

R e u t l i n g e n ,  November 1882. Dr. O. BOKLEN. 

XXVIII. Ueber das zweigliedrige Pendel. 

Nach L. E u l e r ' s  u n d  Il. B e r n o u l l i ' s  Bezeichnungsweise snll im 
Folgenden nnter einem zweigliedrigen (mathematischen) Pende1 ein Syetern 
zweier mathematischer Pende1 verstanden werden,  von denen des eine 
einen festen Aufhangepunkt besitzt,  wahrend das obere Fadenendo des  
zweiten Pendels a n  dern schweren Punkte  des ersten aufgehangt ist. D e r  
Fal l ,  in welchem die Schwingungen beider Pende1 eich in ein und  der- 
selben Ebene vollziehen, ist  von  E u l e r  i n  einer Abhandlnng ,,De 
oscillationibus minimis penduli quotcunque pondusculis onustic' in d e n  
Kov. Comm. Acad. Petropol. von 1774 untersucht worden, sowie von  
B e r n  o u l l i  in  einer Abhandlung desselben Bandes:  , ,De  motibus reci- 
procis compositis." I n  Li O u v i  l l e ' s  Journa l  von 1876 sind die Gesetze 
dieser Pendelbewegungen, jedoch ebenfalls nur  für den Fa11 ebener 
Schwingungen, von H. R é s a l  entwickelt , anschcinend ohne des Ver- 
fassers Kenntniss der oben angeführten Abhandlungen von E n 1  e r  u n d  
B e r n o u l l i .  D e r  allgemeine Fa11 raumlicher Schwingungen ist jedoch 
meines Wissens bisher nicht nntarsncht wnrden und  soll im Folgenden 
einer naheren Betrachtung unterzogen werden. 
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Bezeichnet man die Lange  des oberen Pendelfadens mit Il, die Masse 
des daran hangenden Punktes  mit m,, die entsprechenden Grossen des 
unteren Pendels  mit 1, und  m,, und legt man durch den festen Aufhiinge- 
pnnkt  des Systems ein rechtwinkliges Coordinatensystem (die positive 
2- Axe vertikal nach niiten), so lauten die Bewegungsgleichungen der 
beiden Punkto  : 

de z de  zr 
3) m  -! = Tl z l  - Tz ( z 2  - z l )  

dt" 6) m2$ = T 2 ( 3 - - 1 )  +mzg. 

+ m,g; 
D a  ferner zwischen den Coordinaten der  beiden Punkte  die beiden Re- 
ziehnngen bestehen: 
7 q2 + y12 + q2 = ll2, 
8 (x, - x1IP + (y2 - y J P  + ( z 2  - z J P  = z:, 

6 0  lassen sich die Grossen Tl und eiiminiren, indem man die Werthe 
dexl  d 2 x ,  @ y l  

von - p  3 r 5 n. s. W. aus den Gleichungen 1) bis 6) in die 

zweiten Ableitungen der Gleichnngen 7) und  8) einsetzt. 
Führt  man diese Operation wirklich ails, so werden die so erhaltcnen 

Bewegungsgleichungen ausserordentlich complicirt und  es zeigt sich, dass 
dieselben mittels der  gebrauchlichen Functionen nicht integrirbar sind. 

Nimmt man aber  kleine Amplituden a n ,  so kann man 

setzen,  u n d  führt man diese Werthe i n  die Gleichnngen 3) und 6) ein, 
eo ergiebt sich 

O =  T l l , - T 2 1 2 + m l g ,  O =  T21 ,+m,g  
u n d  hierans 

9  9 Tl=--(m,+m,), T --- 
4 8-  

1.2 

Dnrch Einsetzung dieser Wer the  von T, und  T, i n  l), 2), 4) und 5) 
erhalt man 

oder endlich, indem man 
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setzt , 

Diesc vier Bewegungsgleichnngen bilden zwei von einander unabhangige 
Systema von j e  zweien, namlich das System sus  den Gleichungen 9) und  
11) und dasjenige aus den Gleichungen 10) und 12). D a  beide Paara  
von Gleichnngen ganz gleich gebildet s ind,  nur  dass a n  Stelle der Variab- 
len xl und r, die Variablen y, und  y2 t re ten,  60 müssen auch ihre I n -  
tegralgleichungen (bis auf die auftretenden vier willkiirlichen Constanten) 
von gleicher Ar t  sein. E s  genügt daher, 'das eine P a a r  Gleichungen, 
z. B. 9) und I l ) ,  zn  integriren und die erhaltenen Resultate passend su 
übertragen. 

Man kann  die Gleichungen 9) und 11) anf  folgende Art  integriren: 
Nach cinem bckanntcu Satze über die linearen Differentialgleichungen 
mit constanten Coefficienten sind die Werthe 

a;,= A C O S (  J t + u ) ,  2,= A ' c o s ( J ~ ~ + E )  

partiknlare Integralc, der Gleichungen 9) u n d  11). Setzt man diese 
Werthc von x, und  X, in  9) u n d  11)  e in ,  so ergiebt sich 

g 9 e A - - ( l + p ) d + p ~ A ' = O ,  PA--(A'-A)=O 
4 

und  hisraus 
4 Ir 

Da A und  p ihrem Wesen nach stets positive Zahlen s ind,  so sind el 
und "ie leicht aus 15) u n d  16) zn zeigen ist,  stete reell und ~ o s i t i v ,  
und nie p, = g,. Setzt man n u n  

so sind 
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Xl  = Al cos (/QG + al), X1 = '42 Cos ( /G+ a2) ,  

"2 =RI al Cos $ q), c KZ A2 Co.s ( i G t  + 
zwei Paare  zusammengehoriger partikularer Integrale der  sirnultaneri UiF- 
f'erentialgleichungen 9) und I l ) ,  u n d  zwar bedeuten hierin 

el ,  ez l  Hl, K2 
vier Zahlen,  die in  angegebener Weise von IIA nud  p abhangen, also 
für  jedes einzelue zweigliedrige Pende1 bestimmte Werthe haben,  wahrond 

4, A, ,  a11 "2 

vier beliebige Constanten bodeuten. 
Nsch einem bekannten Satxe s u s  der Theorie  der Differentialgleich- 

nngen ist aber die Summe partikularer Integrale einer Differcntialglaich- 
n n g  ein Integral  derselben Gleichung. E s  ist also auch 

17) XI = A, cos ((2 + 4 + 4 cos ( 6 i  + "21, 

18) x2 = L~ A, cos ({Ki + a,) + K~ 4 COS (/Et+ 4. 
U n d  zwar stellen dinse Gleichungen die  vollstandigen Integrale von 9) 
u n d  11) dar, da  sie beide die  vier willkürlichen Constanten A l ,  Az, el, 
a, euthalten. 

Entsprechend erhalt man aus 10) u n d  12) 

19) y, = BI cos ((16 + Pl) + 4 c o s ( 6 i +  PZ) , 
20)  yz = KIBl cos + Pl) + R D z  cos ( f i t +  PZ)- 

Die  acht Constanten Al, A,, BI, B,,  a,, %, PI, & bestimmen sich in 
jedem einzelnen Fal le  eindeutig s u s  den Anfangscoordinaten der beiden 

u n d  den entsprechenden Anfangsgeschwindigkeiten 

Vor Allem zeigen die Gleichungen 17) bis 2 0 ) ,  dass die von den 
beiden Pendelkorpern beschriebenen Bahnen gleicher Natur  sind, nur 
mit dem Uuterschiede , dass die Constanten A,, A2, BI,  B, i n  der Gleich- 
u n g  der  zweiten Pendelbahn durch KI Al ,  K,A,, KIB,, R, B, vertreten 
werden. E i n  wesentlicher Unterschied zwischen beiden Bahnen konnte 
n n r  dadurch eiutreten, dass eine der  Grossen K gleich Null wiire, was 
aber nicht eintreten k a n n ,  so lange weder A noch p gleich Null ist. 

Ferner  zoigen die Gleichnngcn 17)  bis 20), dass die Pendelhahnen 
dieselben Cnrven s ind,  die man a n  M e l  d e ' s  Universalkaleidophon durch 
Einlei tung zweier elliptischen Bewegungen erhalten k a n n ,  oder dieselben 
Cnrven,  die man nach der Ar t  d e r  L i s s a j  ous 'schen Figuren erhalt, 
wenn mari einen Lichtstrahl nacheinander von vier scbwingenden Stimm- 
gabeln reflectiren lasst, von denen j e  zwei gleiche Schwingungsdauer haben. 
Diese Cnrven sind bekanntlich im Allgemeinen transcendent u n d  man kaun, 
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wie auch ans Gleich. 17) bis 20) zu ersehen, t ans den C ~ r v e n g l e i c h u n ~ a n  
nicht elirniniren, also dieselben nicht au€  die Form f (z, y) = O bringen. 

- 
Dies tritt nnr dann  e in ,  wenn das VerhËltniss Jei : Jez ein rationales 
ist. Setzt man 

Ji, - - > 

Je2 

wo m und n die kleinsten ganzen Zahlen bedenten mogen, i n  welchen 

sich das Verhtiltniss /&: J4 ansdrücken lasst und rn der Bedentnng von  
a, und pz entsprechend stets grosser als n ist ,  so Sind die Gleichungen 
der Curven algebraisch u n d  vorn Grade 2 m .  Damit  die Bahnen der 
Pendelkorper algebraische Cnrven werden,  ist also nothwendig und  hin- 
reichend, dass 

oder 

Diese Gleichnng ist i n  Bezng auf p vom ersten Grade,  liefert also stets 
einen und  nur  einen Wer th  für p ,  sobald A bestimmt ist. Da aber  p 
stets positiv sein 6011, so folgt 

oder 

Also nnr  wenn 13. zwischcn den  beiden angegebenen Grenzen liegt,  Iasst 

sicb da8 Verhiiltniss von f i :  )/qS= m : n herstellen. 

I n  Bezug auf A ist 21) qnadratisch; fiir ein bestimmteti p erhalte ich - 

(l' "' iindert sich also zwei Werthe A ,  welche stets reciprok sind; denn  --- 
A 

l 
nicht, wenn man A dnrch - ersetzt. Da aber A positiv sein 8011, BO ist 

A 
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also nach 21) 

oder 

23) 

Genügt  also p dieser Bedingung, so erhalt man aus 2 1 )  stets zwei reelle 
(me - ne)e 

positive reciproke Werthe für I ,  welche für den Grenzfall p = --- 
4 rnG2 

beide einander gleich und  = 1  werden. 
Ans  den  Ungleichnngen 22) u n d  23) geht anch hervor, dass sich 

jedes beliebige Verhaltniss m : n herstellen lasst , mit Ausnahme des Falles 
m =  n ,  in  welchem die Bewegungen der beiden Pendelkorper die zweier 
ainfacher Pende1 waren. 

W a s  die Umlaufszeit de r  beiden Pendel  betrifft, so zeigen die Gleich- 
nngen  1 7 )  bis 20) ,  dasa x,, yl ,  x 2 ,  y2 nnverandert bleihen, wenn man 

2 q z . m  2 q n . n  
t um - -= v vermehrt,  worin q eine beliebige ganze Zab1 be- 

JG i e 2  
deutet. E s  is t  also 2 n . m  2 n . n  

-- 
f i  -7z 

die Zeit,  die  jedes der beiden Pende1 gebrancht, nm einen vollen Um- 
lauf z n  machen. 

Wesentlich vereinfachte Curven beschreiben die beiden Pendelkorperr 
wenn eine der  vier Grossen A,, A,, Bi, B, verschwindet, was man stets 
durch passende Wahl  der  Anfangsbedingungen erreichen kann. Setxt man 

xqO - v O 
- - z = K , ,  so wird A,=O, 
x10 VI0 

1st n n r  eine der Gleichnngen 24) bis 27) erfüllt, so entstehen die- 
jenigen Curven, welche man am Kaleiduphon dnrch Combination einer 
elliptischen und einer gerad1inigt.n Bewegung erhalt oder  auch dadurch, 
dass man ginen Lichtstrahl nach einander von drei Stimmgabeln reflec- 
tiren lasst,  von denen zwei nnisono klingen. S ind '  dagegen gleichzeitig 
Gleiehungen 24) und  27) oder gleichzeitig 25) und  26) erfüllt, so ent- 
stehen die Cnrven,  welche man dnrch zwei geradlinige Bewegnngen sich 
znsammengesetzt denken k a n n ,  also die  eigentlichen L i s s a  j o n s 'schen 
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F i g u r e ~ ,  und zwar diejenigen, bei w e l c h e ~  die beiden Sc l~wingun~sr ich-  
tungen senkreçht aufeinander stehen. Da aber die Gleichungen 17) bis 20) 
bestehen bleiben, wenn auch die  X- und Y-Axe keinen rechten Winkel  
einschliesscn , so folgt,  dass man dnrch passende Wald  der Anfangslagen 
und Anfangsgesçbwindigkeiten auch ewei geradlinige Bewegungen unter  
beliebigen Winkeln combiniren k a n n ,  was sich natürlich auch direct 
nachweisen lasst. Wollte man endlich gleichzeitig den Gleichungen 24) 
und 26) oder gleichzeitig 25) und 27) genügen,  so fallen offenbar die 
beiden Pendelbahuen in ein und dieselbe Vertikalebene und werden ge- 

2 7d 
rade Linien. Die Dauer  einer ganzen Schwingung betragt alsdann - 

2 %  
te,' 

B r e s l a u .  M .  L U X E N R E R G ,  Stud. math. 

XXIX. Eine  geometrische Anffassung der  homogenen Coordinaten 
einer  Qeraden. 

Sind die Gleichungeii zweier Ebanen 

~ ~ t a ~ ~ + b , y + c , z + a , = O ,  u , ~ n , ~ + b , y + c , z + a , = O ,  

sa hat die beiden gemeinschaftliche Gerade bekanntlich die Richtung: 

( b c ) :  (ca) :(ab) .  

Dieee Determinanten seien die Coordinaten einer Strecka s nnserer Ge- 
raden ul = O 1 u, = O, so  dass im orthogonalen System: 

sZ = (h c)" (c a ) e  + (a b)B. 

Die Ebono des B ü s c h e l ~ ,  welche dnrch den Nullpnnkt geht ,  hat  dio 
Gleichnng 

( ~ a )  = O  

und ihre Stellnng, die wir Stellnng der  Geraden s nennen wollen, d. h. 
die Richtung ihrer Normalen ist: 

(aa) : (ha)  : (cal.  

Dies seien wiedernm Coordinaten einer Strecke t ,  die somit anf (ua)  = O 
normal steht,  u n d  es  k t :  

P= (a a" + +b a2) + (C alZ. 
Die bekarinte Identitat 

(aa)(bc)  + ( b a ) ( c a )  + (ca)(ab]  = O  
zeigt, dass die  Strecken s und l auf einander normal stehen. Die homo- 
genen Coordinaten * 

* P l ü c k e r ,  Gcometrie 5 1; - B a l t z e r ,  Anal. Geometrie 5 48. 
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der Geraden konnen also als die C o o r d i n a t e n  z w e i e r  S t r e c k e n  
aufgefasst werden,  von denen die erste anf der Geraden liegt,  die zweite 
[auf der Geraden und] auf der  Ebene  des Btischels durch den Nullpunkt 
seukrecht steht.  

Wir  führen nnn  die Ebenen mit d e n  Stellungen [dm h. normal eu] 
s und  1 ein:  

S ~ ( b c ) x + ( c a ) y +  ( a b ) z = O ,  T = ( a a ) x + ( b a ) y + ( ~ a ) z = o ,  

deren Normalgleicliungen* Sind : 

S : s = O ,  T : t = O .  

Die  gemeinschaftliche Gcrade beider Ebenen ifit dafi Loth vom Null- 
punkte auf u , =  O 1 u 2 = 0  und  dies ha t  demnach die  Richtung 

Dies seien wieder Coordinaten einer Strecke n.  Das Quadrat  derselben 
werde unter Benutzung der  obigen Identitat (a 3 )  (b  c )  + . . . = O berechnet, 
so findet man 

n = s . t .  

Bezeichnen wir jetzt das  L o t h  v o  m N u l l p n n  k t  auf die Gerade der 
Lange nach mit d l  so finden wir die Coordinaten 4 1d21 d:, aus den Gleich- 
ungen 

u 1 3 0 ,  u 2 = 0 ,  S Z O .  

Da die Determinante ( h  c)' +  CU)^ + ( a  b)2  = s2, so erhalten wir 

- s 2 d 1 = n l ,  - s 2 6  3 - - n  39  

wo n,ln,ln, die Coordinaten von n sind;  und es  ist  demnach 

Die  Ebene ,  welche auf d  normal s teht ,  ha t  die Gleichnng 

X (hc)  ( a a )  
N E  y ( c a )  ( 5 3 )  + - = O  1 r a b ]  1 (:Y 

und ihre Normalform ist N: n = O oder del : n- 6 = 0 .  
Die Ebenen  S= 0 ,  T =  O ,  N =  O stehen normal auf einsnder und 

sollen o r t h o g o n a l e s  E b e n e n s y s t e m  d e r  G e r a d e n  i n  Bezug auf 
den  Kullpunkt heissen. Letxterer beeinflnsst allerdings die  Lage nur 
bei T=O und  N = O .  

Gewohnlich** benutzt m m  zur  Bestimmung der  Geraden die drei 
Ebenen des Büschels, welche den Axen parallel sind [dies ist wenigstens 

* Hesse ,  Vorlesuiigen über Raumgeometrie S. 16. 
** B a l t z e r ,  Analytische Geometrie 60, 1. 
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die geometrische Bedeutung der Gleichungen]. D a  namlich ul + xu, = 0 
der x - Axe parallel, wenn a, + x a, = 0 ,  so sind diese Gleichungen 

( c a ) z - ( a b ) y = ( a a ) ,  ( a b ) z - ( b c ) z = ( b a ) ,  ( b c ) y - ( c a ) x = ( c a ) .  

Unser obiges Ebenensystem gestattet, die L6sung zweier Aufgaben 
unmittelbar niedcrzuschreihen: H a t  der P u n k t  P' die Coordinaten x'l y'\ z', 
so ist sein A b s t a n d  v o n  d e r  G e r a d e n *  

wobci T' und N' die Werthe von T und  N für den  P u n k t  P' bezeichnen. 
Denn da T =  O und A'= O zwei auf cinander normale Ebcnen der Ge- 
raden s ind ,  so  konnen die Abstande des Punktes P' aus der Nnrmalform 
abgelesen werden** und  sind gleich T':l, N':ri, wodurch die Quadrat- 
distanz gegeben. 

1st eine zweite Gerade zc' ,=O,  U ' ~ = O  gegeben, so ha t  d e r  k ü r -  
z e s t e  A b s t a n d * * *  d e r  G e r a d e n  die  gemeinschaftliche Richtung S=OI 

welche wieder als Coordinaten einer Strecke e betrachtet werden. D e r  
kürzeste Abstand selbst ist nun die Projection einer beliebigen die Ge- 
rade verbindenden Strecke PP' mit der Bichtung l a'nf die Bichtuug e: 

dist = PP'cosle  = (zf-x) cosxe  + (y'- y) cosys + (z'- z) cosze; 

Zerlegt man in 1 (6 c), ( b  c)', z'l+ l(b c)', ( b  c), x 1 u n d  berücksichtigt d s s  
Ebenensystem parallel den  Axen ,  wonach (cn)'z - ( a  b)'y = (aa)', so er-  
hait man die bekannte F o r m e l t  

nun is t  aber c o s s e  = e, : e ,  cosye = e, : e ,  cosze = e3:e und  demnach 

e. dist = (b c) ( a  a)'+ (c a) (b a)'+ (a b) (c a)'+ ( b  c)' (a a) + (c il)' (b a )  + (ab)' (c a) 

hier i n  der Form 
e . disl= sl'cos s t'+ s'f cos s't. 

Dics glcich Nnll gcsetzt ,  giebt auch die Bedingung für die E x i s t c n  z 
e i n e s  g e m e i n s c h a f t l i c h e n  P u n k t e s  baider Geraden. 

Zn s a t z. S ind  die  beiden Ebenen  ul = O und  u, = O i n  ihrer Nor- 
malform gegeben 

. e.disf= 

- - 

* Vergl. S a l m o n - F i e d l e r ,  Itaumgeometrie Cap. III Art. 44; - B r i o t -  
B o u q u e t  Nr. 456; - H e s s e ,  Vorlesungen VI. 

** H e s s e  a. a. O. S. 18. 
*** Vergl. auch C a  y 1 e y ,  Quart. Journ. XV, 164; - M o  11 a m  e , Rend. di  Napoli 

XVii, 106 und die obigen. 
4 B a l t z e r ,  5 61, i o  und 5 60, 6 (direct aus u , = o ,  %=O). 

2'-x (bc) (De)' 
y'-y (ca) (CU)' 
2'- z (ab) (ah)' 
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v l ~ x c o s n , x + y c o s n l y + z c o s i ~ l z - ~ ~ l = O ,  
v z = x e o s n , x +  ycosn ,y  + z c o s n , z -  n 2 = 0 ,  

80 ist  v, + xv, = 0 n i c  h t die Normalform einer beliebigen Ehene der 
Geraden ,  doch ist der  Factor  p ,  welcher sie dazu macht, leicht zu finden; 
denn es ist 

y " 1 + 2 x v  +xZ,  

wobei v  = cosn, n , .  E s  ist dann  ferner 

p c n s n , n , = l + x v ,  p c o s n 2 n S = v + x ;  
daraus folgt 

pZ sinZnl ns = n2 ( 1  - v9) , sin2 n, na = 1 - v2, 

wonach das S c h n i t  t v e r h i i l t n i s s ,  wie bekannt ,"  siüh ergiebt: 

sin nl nj : sin n2 ng = x ,  

nur  dass e r  hier für die Normalen bewiesen. D i e  s%mmtlichen Normalen 
der  Ebenen  der  Geradon sind Sohnen eines Kreises der  Ebene S= O 
mit dem Dnrchmesser 6 und  der Tangente  t im Gegenpunkt des Null- 
pnnktes. 

R e r l i n ,  Febrnar  1883. A. TRAER. 

XXX. E i n  Paradoxon d e r  Theorie d e r  Collineation. 

Die  Formeln 

etellen eine collineare Beziehung znischen den  (67 t) - Punkten und  den 
( x y  z )  -Pi inkten der  Ebene her. Dio Aufgabe: ,, dio sich selbst entspre- 
chenden P u n k t e  der  Ebene zn  finden'', fordert die Auflosung der Gleich- 
ungen : 

1) p x = a x + b y + c z ,  p y = d x + e y +  f z ,  p z = g x + h y  + i z  

für die vier Unbekannten p l  a ,  y, z. 
x Y Dass diese Auflosung drei Wertbsysteme - 1  - l iefert,  zn  welchen 
Z Z 

nach beliebiger Bestimmung eines z auüh der Werth von p sich leicht 
zugesellt, schliesst man am besten aus der  geometrisch sofort evidenten 
Thatsache,  dam eine Collineation mit vier doppelt cinandcr zugewiesenen 
Bestimmuugspnnkten nicbt mehr die  in obigen Formeln vorhandene All- 
gemeinheit anfweisen, sondern den speciellen FaIl eweier vollstandig sich 
deckender ehener Systeme ergeben würde. (Wegen der analytischen 
directen L6sung vergl. C l e b s  c h  - L i n  d e m a n  n ,  Geom., S. 261.) 

* H e s s e ,  Vorl. 111 u. V; - B a l t z e r ,  a. a. O. 1 61, 7. 
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Die Bestimmung jener drei Werthsysteme werde nnn  angebahnt 
durch Anfstellung zweier vollst!indig gleichgebauter Gleichungen zweiten 
Grades, welche jene Systeme 1) gleichfalls zn Wurzeln besitzen. 

Die Kegelschnitte 

5 Y Z 

a x + b y + c z  d x + e y + f z  g x + h y + i t  I l  * x B Y z C 11) 

u x + D y + c z  d x + e y + f z  g x + h y + i z  

\ l A* R' Cf 

- 0 ,  

= O  

gehen, bei ganz beliebiger Wahl  der Zahlen ABC, A'B'c', durch jeue 
Doppelpunkte, wie ein Blick auf  die Gleichungen 1) zeigt. 

Da jedoch die Bestimmung der  sechs Grossen A ,  B, C, A', B', C' 
cine ganz willkürliclie war, so werdeu im Allgemeinen dio Kegelschnitte 
II) vier Durchschnittspunkte aufweisen, von denen also e i  n e r  dadnrch 
aiisgezeichnat erscheint, dass er, obwohl den Gleichungen II) genügend, 
doch dem System 1) nicht angehort. 

Es sol1 im yolgenden unsere Aufgabe sein,  diesen ausgezeichneten 
Schnittpunkt, der offenbar von der W a h l  der Gro6isen A, 8, C, A', B', C' 
anf das directeste abhangt ,  zn fixiren. 

Setzen wir 

i .A=ax ,+by ,+cz , ,  l B = d n l + e y , + f z l ,  A C = g x l + h y l + i z l  

und denken uns  dieses Systern nach sl, y], zl, I anfgelbst, so erriieht 
man ails der  nenen Form der Kegelschnitte II) (es sei nur  der erste 
derselbon aufgeführt) : 

= O ,  II') 

dass derselbe nicht nur  durch den P u n k t  xl yl z,, sondern anch dnrch 
den conjugirten P u n k t  &qi cl hindurchgeht. 

Hiermit ist die geometrische Bedentnng der Zahlen A ,  B, C klar- 
galegt, und ein Fingerzeig gegcbcn, i n  weIcher Richtung auf jenen ,,vier- 
ten " P u n k t  x, y,zO hinznarbeiten ist. 

I n  der T h a t :  denken wir uns  für den zweiten Kegelschnitt II) eben- 
falls die Bestimmung von x 2 y 2  2, geleietet und betrachten folgende Ver- 

x Y Z 

a x + b y + c z  d x + e y + f z  g x + h y + i z  
a x , + b y , + c z ,  d x , + e y , + f = ,  g x , + h y , + i z ,  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



32 0 Kleinere Mittheilungen. 

D e r  S c h n i t t p u u k t  d i e s e r  b e i d e n  G e r a d e n  I I I )  u n d  IV) i s t  
d e r  g e s u c h t e  a u s g e z e i c h n e t e  S c h n i t t p u n k t :  er liegt zugleich auf 
b e i d e n  Kegelschnitten II), ohne doch im Allgemeinen das System 1) 
z u  erfüllen. 

Erfüllen nxmlich die  Coordinaten x,, yo,  z, die Gleichung I I I ) ,  was 
man auçh schreiben k a n n :  

~ X , + ~ Y , S . ~ %  d x o + e ~ o + f z o  g q , + h ~ o + i z o  q lo Y0 =O 

a x , + b y , + e z l  d x l + e ~ l + f z l  g ~ l + h ~ l + i z l  
(Man entwickle einfacli jene drei Determinanten nach Elementen der 
ersten Zeile.) Dies zeigt ,  dass jener Schnittpnnkt X, y, z, in  der That  
jenem Kegelschnitte II'), der X,Y, z, enthalt, angehort;  durch Vertauschung 
der Indices zeigt man,  dass er ebenso dem zweiten jener  Kegelschnitte 
sngehort.  

Dass jener  P u n k t  s o y o z O  zugleich im Allgemeinen dem System der 
Wurzelpunkte von 1) n i c  h t augehort,  folgt einfach aus der  Bemerkung, 
dass seine Lage von der Wahl der  - gauz beliebigen - A, B, C, A', 

B', C' abhangt. 

M i i n c h e n .  FRITZ HOFMANN. 
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XVIIT. 

Ueber symmetrische Riemann'sche Flachen und die 
Periodicitatsmoduln der zugehorigen Abel'schen 

Normalintegrale erster Gattung. 

Von 

GUIDO J~EICHOLD. 

Hierzu Tafel VI1 und VIII. 

E i n l e i t u n g .  

Zweck der folgenden Untersuchung is t ,  die Realitit der Periodicitats- 
moduln derjenigen A b e  l'schen Normalintegrale erster Gattung zu bestim- 
men, welche zu algebraisühen Gleiühungen mit reellen Coefficienten von be- 
liebigem Geschlechte p gehoren. Grtinden wird sich diese Bestirnmung auf 
die Bctrachtung dcr solchen Gleichungen mit reellen Coefficienten entspre- 
chenden R i  e m  ann'achen Fliichen. Die letzteren sind aber speciell symme- 
trische Flachen , wie Herr Professor K 1 e i n in  seiner 1882 erschienenen 
Schrift ,,Ueber Riemann's Theorie der algebraischen Functionen und ihrer 
Integrale" (S. 74)') gezeigt hat. Daher beschaftigt sich die Untersuchung 

1. mit den symmetrischen Flacheu im Sinne der analysis situs, 
2. mit den Periodicitatsmoduln der zu solchen symmetrischen FlEchen 

gehorigen A b e  l'schen Kormalintegrale ersBr Gattung. 
Der Gedanke, die Realitit jener Periodicitiitsmoduln zu untersuchen, 

ist durchaus kein neuer, vielmehr liegen schon verschiedene Arbeiten über 
dimen Gegenstand vor. Als alteste ist  zu nennen die Berliner Dissertation 
von H e n  O c h  vom Jahre 1865 mit dem Titel: ,,De Abelianarum functionum 
periodis", welche freilich nur  den Fa11 der hyperelliptischen F'unctionen und 
auch diesen nicht in  allgemeiner Weise behandelt. 

Die zweite Arbeit ist  denn die Abhandlung des Derrn Professor K l e i n  
in Band X dèr Nathem. Annalen (S. 365 flgg.), welche den Titel führt: 
,,Ueber den Verlauf der Abel 'schen Integrale bei den Curven vierten Gra- 
des". Dieselbe führt für  den speciellen Fall p = 3 jene Bevtimmung aus und 
schlicsst dabei noch'einen gewisscn Bussorsten Fall,  der auch i n  unserer 

1) Diese Schrift, welche im Folgenden noch mehrfach zu citiren sein wird, 
sol1 immer kurz mit R. Th. bezeichnet werden. 

ZeiiscMft f. Mathemrtik n. Pkiynik XXVIII, 6. 21 
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.---p.v-.-.------,-- -- 
Untersuchung eine Sondcrstcllung cinnchmen wird , nus ; im Ucbrigen stützt 
sie sich wesentlich auf die Gestalt,en jener Curven und geht von ihnen erst 
zu den R i e m a n  n 'schen Flachen über. Eine Verallgemeinerung dieser Me- 
thode war ,  weil die Lehre von den Gestalten der algebraischen Curven im 
Falle eines beliebigen p noch nicht genügend ausgebildet ist , nicht m!jglicli, 
und es ist vor allem die Erkenntniss des schon oben angegobenen Ausgaiigs- 
punktes voc den R i c m a n n ' s e h e n  Flgchen selbst, welche den leitenden Ge- 
danken der vorliegenden Untersuchung bildet. Um so mehr mtichte der 
Vcrfasser gleich an dieser Stelle erwiihnen, dass er jene Erkenntniss sowie 
überhaupt die ganze Anregung zu der vorliegenden Arbeit und mannigfache 
Porderung bei derselben seinem hochverehrten Lehrer , Herrn Professor 
K l e i n  verdankt. 

Endlich hat in neuester Zeit Herr Dr.  H u r w  i t z in Band LXXXXIV 
von C r  e l l e ' s  Journal (S. 1 flgg.) eine Arbeit unter dem Titel :  ,,Ucbcr 
die Perioden solchcr cindcutiger 2 n - fach periodischer Functionen, welche 
im Endlichen überall den Charakter rationalm Fiinctionen besitzen und fiir 
reelle Werthe ihrer lz Argumente reell sindL' veroffeiltlicht, welche ebenfalls 
derartige Realitiitsuntersuchungen anstellt , und zwar , wie der Titel zeigt, 
für einen noch allgemeineren Fa11 ais den der d b e l ' s c h e n  Integrale; dem 
entsprechend sind auch die Hesultate derselben nicht so speciell und eiufach 
wie diejenigen, welche iin Folgenden abgeleitet werden sollen.') 

Was ferner die s y m m  c t r i  s c h  c n R i  em a n  u'schcn Fliiohcn anbelengt, 
dercn Bctrnchtung die Grundlage der folgenden Untersuchung bildet,, so 

sind auch diese schon mehrfach behandelt worden, wenn auch zum Sheil 
unter ganx anderen Gesichtspunkten. E s  hat sich narrilich IIerr Professor 
K l e i n  in den I3iinden VI1 und X der Mathem. Annalen in den Aufs%tzen 
mit dem Titel: ,,Ueber eine neue Art von l i i e m  ann'schen Fltichen" mit 
diesen Plachen eingeheiider beschaftigt und daselbet auch schon die Haupt- 
unterscheidung derselben in orthosymmetrische und diasymmetrische Fl$ohen2) 

1 )  Den naheren Unterschied zwischen diever Arbeit des Eerrn Dr. H u r  w i t z und 
der vorlicgenden anzugeben, würde zu weit führen; es sci nur gesagt, dass den 

3 p  + 4  in jener Arbeit unterschiedenen n + 1 (resp. p + 1) Classen in dieser [ -- ] lirten 

(vergl. 5 2 des Textes) gegenüberstehen. 
2) Diese Bezeichnung findet sich allerdings noch in keioer Publication ange- 

wendet; sie wurde zuerst in einem im Wintersemester 1881/82 von IIcrrn Professor 
Kle in  abgehaltenen Seminar eirigeführt, in welcliem derselbe auch die weiler 
unten erwahnte weitergehende Classification mittheilte und bei welchem auch der 
Verfasser die unmittelbare Anrcgung für die vor1iegen.de tlrbeit empfing. 

Die der Classe der dksymmetrischen Flachen angehtirigen sogenannten Doppel- 
fiachen kennt man übrigeus schon langer, und zwar wohl seit M o b i u a ,  welcher 
euerst solche Flkchen betrachtete, aber freilich nicht als ~ymmetrische Riemann-  
sche Flachen a,nsah. 

Es scheint übrigens dieser Unterschied zwischen den ortho- und diasymme- 
trischen Flacheu und die ihm eutsprechende Eintheilung der algebraischen Curven 
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aufgcstellt. Dancbcn hat  Hcrr S c  h o t  t k y in seiner Dissertation vorn Jahre 
187.7 eine hestimmte Classe solcher Plachen hetrachtet, freilich ohne sie 

irgendwie als R i e m a n n  'sche Flachen anzusehen.') Alsdann hat Herr Pro- 
fessor K 1 e i n in seiner Eingangs genannten Schrift (R. Th. S. 72 flgg). 
scwie in einer Note in Band XIX der Mathem. Annalen (S. 565-5638) 
die symmetrischen Fliichen weiter classificirt nach der Anzahl der soge- 

nannten Uebergangscurven. 
Schliesslich mochten wir noch bczüglich der im Folgendcn angewancltcn 

Darstdlung der symmetrischen Flachen durch sog. Fundamentalbereiche 
d. h. durch berandete Fliichenstücke mit ,,bezogenen" Randern hervorhehen, 
dass dieselbe ebenfalls von Herrn Professor K 1 e i n angegeben wurde, und 
zwar zuerst in der bereits genannten Note in  Band XIX der Annalen, so- 

dsnn aber in  der jüngst erschienenen Abhandlung in Band XXI der Mathem. 
Annalen (S. 141 flgg.) , welche den Titel führt : , ,New Beitrage zur R i e  - 
m a n  n'schcn Theorie". 

1. Abschnitt. 
Die syrnmetrischen   la ch en. 

§ 1- 
Vorbemerkung. 

Enter  symmetrischen Flacheu aerden  solche Flfichen verstanden, welche 
eine Transformation in sich selbst zulassen, bei welcher die Winkel umge- 
lcgt werden2) und welche zweimal angewandt zur Identitat xurückführt. 
. --. - 

aurh noch in anderer Beziehung von principieller Bedeutiing werden z u  sollen. 
So ist Iierr Professor Kle in  durch die jüngst von dem franzosischen Geometer 
Laguer re  in den Compteu rendus de l'Acad6mie des sciences de Paris (tome 94 
[1883 11 pag. 778, 832, 933, 1033 u. 1166) erschienenen Auf~atze, in welchen sehr 
verschiedene Probleme der Geometrie dadurch rereinfacht, vor allem weniger viel- 
deutig gemacht werden, dass den Curven immer ein bestimmter Sinn beigelegt 
wird, darauf aufmerksam geworden, dass sich diese Methode immer nur auf die 
den orthosymmetrischen Fl3chen entsprechenden Curven ausdehnen lasst, dagegen 
nicht auf die den diasymmetrischen Fliichen entsprechenden. 

1) Diese Dissertation erschien in Rand LXXXIII von Cr  e 11 e 's Journal unter 
dem Titel: ,,Ueber die conforme dbbildung mehrfach zusammenh%ngender ebener 
E'lLchenLL. Die besoudere Art seiner symmetrischen Flachen besteht in schlichteu 
mit p + 1 Randcurven vetsehenen Ebenenstücken , welche doppelseitig zu denken 
sind. Dasselbc Problem hatte übrigcns schon R i e m a n n  in Angriff gcnommcn; 
man vergl. Fragment XXV seines Nachlasses. 

2) Wegen dieses Ausdrucks sowie überhaupt der ganzen Deiinition vergl. R. Th. 
pag. 70 u. 72. 

2 1  * 
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Diese Transformation soll im Folgenden immer nur kurz die s y m m e t r i -  
S C  h e  U m f  o r m u n g  der Flachen genannt werden.') Ferner werdcn im 
Folgenden solche Punkte, welche bei der symmet,rischen Umformiing in sich 
selbst Iibergehen , sich selbst symmetrische , je zwei Punkte,  welche dabei 
i n  einander iibergehen, ein Paar  zu einander symmetrisçhe Punkte, solche 
Curven, deren siimmtliche Punkte bei der symmetrischen Umformung in 
sich übergehen , U e b e r g  a n  g s C U  r v e n  9 ), solche Curven dagegen , welche 
bei jener Umformung durch gegenseitigo Vcrtauschung ihrer Punkte in sich 
übergehen, s i c h  s e l b s t  s y m m e t r i s c h e  C u r v e n  und endlich je zwei 
Curven, von denen die eine in  die andere übergeht, ein Paar  zu einander 
symmetrische Curven genannt werden. Bei den sich selbst symmetrischen 
Curven kann man zweierlei Arten unterscheiden , je  nachdem dieselben 
Uebergangscurven schneiden oder nicht. I m  ersteren Falle ist die Lagerung 
der zu einander symmctrischen Punktc auf einer solchen Curve diejeiligc, 
welche in  Fig. 1 für den Fa l l ,  dass die Ciirve sich nicht selbst schneidet, 
angegeben is t ;  es sind dabei a und d die beiden Uebergangscurvenpunkte, 
b und b' und ebenso c und 6 Paare von zu einander symmetrischen Punk- 
ten. I m  zweiten Falle dagegen sind die Punkte so gelagert, wie es Fig. 2 
zeigt, wean nimlich a und a', b und b', c uiid c' Yaare symmetrisüher 
Punkte sind. Es wird dcrnentsprechend auch im Folgenden von s i c h  
s e l b s t  s y m m e t r i s c h e n  C u r v e n  d e r  e r s t e n  o d e r  d e r  z w e i t e n  Art, 
gesprochen werden, je nachdem dieselben die Uebergangscurven schneiden 
oder nicht. 

Ueber die Natur der im Folgenden zu betrachtenden symmetrischen 
Plachen sollcn nun aber noch einige beschriinkende Vorausset~ungen ge- 
macht werden. Erstens sollen sie v o l l i g  g e s c h l o s s e n e  solche  lichen 
scin, die sich allcrdings unter Cmstandcn auch ins Unendliche erstreckcn 
kanuen. Zweitens sollen dieselhen f r e i  s e i n  v o n  s o l c h e n  S t e l l e n ,  i n  
d e n e n  s i c h  e i n e  u n e n d l i c h  g r o s s e  Z a h l  v o n  U n s t e t i g k e i t e n ,  
w i e  S p i t z e n  o d e r  K a n t e n  h a u f t ;  und endlich soll auch d a s  Ge- 
s c h l e c h t  d e r  P l a c h e n  k e i n  u n e n d l i c h  g r o s s e s  o d e r  g e w i s s e r -  
m a s s e n  i n s  U n e n d l i c h e  w a c h s e n d e s  s e i n ,  so dass man also immer 
im Stande ist, d u r c h  e i n e  e n d l i c h e  A n z a h l  v o n  g e e i g n e t e n  Z e r -  
s c h n e i d u n g e n  d i e  F l a c h e n  i n  l a u t e r  a u f  d i e  E b e n e  a u s b r e i t -  
b a r e  S t ü c k e  zu z e r l e g e n .  

1) Es kann natürlich der Pal1 vorkommen, dass bei einer und derselben Fliche 
verschiedene solche Transformationen moglich sind, also dieselbe mehrere Sym- 
mctrien zuglcich bcsitzt. Solchc Fallc sind aber hier von kcincrlci besondcrer Be- 
deutung, und es wird daher immer nur der Fa11 einer einzigen Symmetrie in Be- 
tracht gezogeu werden. 

2) Da für die hier anzustellenden Betrachtungen isolirte sich selbst syrnmetn- 
ache Punkte immer nur mit unendlich kleinen Uebergangscurven zu identificiren 
sind, so wird irn Folgenden überhaupt nur von Uebergangscurven gesprochen werden. 
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Die folgende Bctrachtung der symmetrischen Flachen wird sich nun 
im Wesentlichen auf nachstehende drei Piinkte erstrecken: 

1. die Classificirung derselben, 
2. die Zurückführung derselben auf Normalformen, 
3. die schematische Darstellung derselben durch Fundamentalbereiche. 

Der Ueliersichtlichkeit halber wird aber der blossen Angabm der Ein- 
theilung der symmetrischen Flachen zunachst eine Tabelle der spaterhin als 
Normalformen zu benutzenden .symmetrischen FlLchen für die Falle p = 1,2,,'5,4 
folgen. Dann erst wird jene Classification der symmetrischen Flachen be- 
gründet werden. 

A. Classificirung der symmetrischen Flachen. 

§ 2. 
Die Classen und Arten der symmetrischen Flichen. 

Bei den symmetrischen Flachen bieten sich nebcn dcm G c s c h  1 e c h  t c 
oder der Anzahl der die Flache nicht zerstückenden Rückkehrschnitte noch 
zwei weitere Eintheilungsgrunde dar. Der  erste ist derjenige, weloher zur 
Uuterscheidung der symmetrischen Fliichen in o r t  h o s  y rn m e t r i  s c h  e und 
d i  as  y m m e t r  i s c h e F l a c  h e n  f ü h r t .  E r  lasst sich folgendermassen charak- 
terisireu. Zerschneidet mari eiue symmetrischc Plache Iangs aller Ueber- 
gangscurven, welche sie besitzt, so zerfdlt dieaelbe entweder i n  zwei ge- 
trennte Theilc odcr nicht. I m  crsteren Falle hcisst sio cinc o r t h o s y  m -  
m e t  r i a c h  e ,  im letzteren eine d i  a s  y m m  e t r  i s c he.') F ü r  diese beiden 
Gattungen von symmetrischen Flachen soll im Polgenden immer der Aus- 
druck ,, C l  a s  s e" gebraucht werden. 

Einen weikren Eintheilungsgrund aber bildet die A n  z ah1 d e r  U e b e r  - 
g a n  g s c LA r v e n der symmetrischen Flachen. Es kann namlich bei einer 
orthosyrnrrietrischen Flache Tom Gesçhlechte p die Anzahl der Uebergangs- 
curven, welche fortan kurz mit A bezeichnet werden soll, die folgenden Werthe 
habcn : A = p + l ,  p - 1 ,  p - 3  ... (excl.O), 

dagegen bei einer diasymmetrischen Flache vom Geschlechte p die Werthe: 

L = p ,  p - 1 ,  p-2 ... 2, 1 ,  O,  
so dass bei einem und demselben Geschlechtep p + 1 diasymmetrische und 

pG2] orthosymmetrische Flachan existiren, wenn man uoter dem Zei- 

çhen [ 1 die gros& in dem eingeklammerten Ausdruck enthaltene ganze 
Zahl versteht. Man wird also hiernach im Ganzcn: 

1) Die Bedeutung dieser Namen wird spater (vergl. S. 336 hm.) klar werden. 
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326 Ueber symmetrische R,iemann'sche Plachen etc. 

verschiedene Gruppen von symmetrischen Flachen bei einem und demselben 
p unterscheiden konnen, und diese Gruppen sollen im Folgenden die , ,Ar t  en" 
der symmetrischen Flacheu genannt werden. 

F ü r  die hiermit aufgestellten Classen und Arten der symmetrischen 
Flschen liisst sich niin eine hGchst beqi~eme,  kurze Rszeichnungsweise ein- 

führen. Beutet man namlich die beiden Classen von symmetrischen Flachen 
nur noch durch die beiden Vorzeichen + und - an und versteht, wie schon 
vorher, unter p und A das Geschlecht und die Uebergangscurvenanzahl, so 
kann man diese dreierlei Zeichen zu Symbolen von der Porm:  

+ (P, 1) 
vereinigen, von dcnen offcnbar jcdcs die drci Bestimmungsstückc einer Art 
von symmetrisehen Flachen enthalt und dariim als der ,, C h a r  a k t e r  l L  einei. 
solchen Ar t  bezeichnet werden soll. Na.türlich werden in den Symbolen die 
Werthe von p und A so gewahlt sein müssen, dass sie mit einander ver- 
traglich sind d, h. dass i. einen der Werthe hat ,  welche bei dem bestimm- 
ten p und der betreffenden Classe zulassig sind. 

Ij 3. 
R e p r i i s e n t a n t e n  d e r  s y m m e t r i s c h e n  F l a c h e n  f ü r  die F a l l e  

p = 1, 2, 3, 4. 

Die auf Tafel II befindliche Tabelle der spaterhin als Normalfliichen 
zu betrachtenden und darum schon jetzt so bezeiühneten symmetrischen 
Flachen giebt zunachst für ülle Arten der symmetrischen Flachen mit Aus- 
nahme allein derjenigen vom Charakter - (p, O) in den Fallen p = 1, 2 ,  3 ,  4 
je einen Reprisentanten und dann für sich i n  den Fallcn p = 1 und p = 2 
je einen solchen der diasymmetrischen Flachen ohne Uebergangscurven an. 
Diese Trennung der Art  vom Charakter -(JI, 0) von den übrigen Arten 
rechtfertigt sich durch die Unmoglichkeit, sie in derselben einfachen Weise 
darzustellen wie diese übrigen. 

Zum Verstiindniss dieser NormalIiachen is t  Folgendes zu bemerken. 
Jede Flache vom Charakter + (p, 1) besteht aus einem doppelseitig zu 

denkenden I - fach 

paare, welche je 
Charakter - (pl 
falls doppelseitig 
ungen aufweist , 

berandeten Ebenenstlck, auf welches sich - ̂ + Henkel- 
2 

nur einseitig zu denken sind, aiifsetzen. Jede Plache vom 
A > 0) aber besteht aus einem A -  fach berandeten, eben- 
zu denkenden Flachenstück, welches p - I. + 1 Verdreh- 
vermtige deren je ein unmittelbarer Uebergang von der 

einen Flichenseite xur anderen stattfindet und um welche alle je eine und 
dieselbe Uebergangsüurve herumführt. Der einfachste Fa11 einer solchen 
Flache ist der der Flache Yom Charakter - (1, l), des sogenannten M 6 b i u  s - 
schen Blattes. Bei allen diesen Flachen der Tabelle vom Charaktcr + (pl A >  0) 
werden durch die Rander der doppelseitigen Flachenstücke die Uebergangs- 
curven derselben reprasentirt. 
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Was dann weiter die Flachen vom Charakter - ( p ,  0) anbelangt, welche 
in der ganzen Untersnchiing immer eine gewisse Sonderstelliing einnehmen 
werden, so ist als Reprasentant für den Fa11 p = 1 in der Tabelle die von 
Herrn Professor K l e i n  angegebene Flache (vergl. R. Th. S. 80) gewahlt. 
Uieselbe lisst sich am besten verstehen, wenn man sich die Entstehung 
der~elben vergegenwartigt. Man denke sich niirlilich etwa einen Gummi- 
schlauch, stülpe das eine Ende desselben nach inrlen u m ,  stecke ee durch 
eine in der Wandung des Schlauches angebrachte Oeffnung nach aiissen 
durch und setze es endlich mit dem anderen Ende des Schlaiiches langs des 
ganzen Qiierschnittes desselben in Verbindung. Aus dieser Flache, welche 
sich langs der Curve D selbst durchdringt, erhiilt man dann durch die An- 
setzung von 1, 2, 3 . . . IIenkelpaaren die Flachen vom Charakter - (p, O) 
für die Falle p = 3,5,7 . . . . Daneben sol1 dann der Reprasentant der Plachen 
v o m  Charakter - (2, 0) in der Tabelle die Ebene in projectivischer Auf- 
fassungl) m i t  einem Henkelpear sein, aus welcher sich die Flachen vom 
Charakter - ( p ,  O) ftir die Fallc p = 4 ,  6 ,  8 .  . . durch Hinzufügung von 
1, 2, 3 . . . Henkelpan,ren ergeben. 

E s  sei hier nur noeh bemerkt, dass neben den hier gerade angeführten 
Flachen für die einzelnen Arten natürlich noeh sehr verschieden gestaltete 
solche Flachen gedaeht werden konnen. Von der speciellen Betrachtung 
anderer FlLchen wird aber hier,  abgesehen von der zu erstreberiden Kürze, 
besonders deswegen abgestandeu, weil eine zu gestaltliche Auffassung dieser 
Flachen leicht von dem allgemeineren Begriffe einer R i e  m a nn'schen N i l n n i g  - 
fa  1 t i g k c i  6, für welche die angeführten Beispiele nur  Versinnlichnngen sein 
sollen, abziehcn konntc. Daruni mogc auch hier  darauf hingewiescn wer- 
tien, dass die Worte ,,CurveiL und ,,FlacheCL im Folgenden immer nur der 
Kürze halber gebraucht werden und sie stets in dem allgemeineren Sinne 
der , , l i n e a r e n 1 6  und der , , z w e i d i m e n s i o n a l e n  M a n n i g f a l t i g k e i t "  
verstanden werden sollen. 

g 4. 
B e g r ü n d u n g  d e r  E i n t h e i l u n g  der s y m m e t r i s c h e n  F l a c h e n .  

Es wird sich ~unachs t  darum handeln, zu zeigen, dass die Unter- 
scheidung von o r t h o -  und d i a s y m m e t r i s c h e n  Flachen wirklich eine 
berechtigte und auch eine umfassende ist. Das erstere folgt unmittelbar 
daraus , dass , wie die Beispiele des vorigen Paragraphen lehren , Flacheu 
der beiden verschiederieri Classen vorhanden sind. Dass es aber ausser diesen 
beiden Classen keine dritte giebt, erhellt daraus, d a s  s e i n e  s y m m  e t r i  - 
s c h e  F l a c h e  n i e  i n  m e h r  a l s  z w e i  T h e i l e  z e r f a l l e n  k a n n ,  w e n n  

1) Uass die Ebene in prqjectivischer Auffassung in der That a18 noppelflache 
vom Geschlechte O anzusehen ist, geht aus den AufsLtz~n des LIerrn Professnr 
Kle in  ,,Deber den Zusammenhang der FliçhenLL in Band VI1 (S. 550) und Band JX 
(S. 479) der Nathem. Annalcn hervor. 
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m s n  s i e  l a n g s  a l l e r  i h r e r  U e b e r g a n g s c u r v e n  z e r s c h n e i d e t .  Um 
dies letztere zu beweisen, ist zuvorderut zu zeigen, dass U e b e r  g a  n g s  - 
c u r v e n  s i c h  n i e  s c h n e i d e n  k o n n e n .  Ware dies namlich der Fall, so 
würde i i n  Zerfallen der Flachen in mchr a13 zwei Stücke ohne Weiteres 
denkbar sein. Allein dass dies nicht stattfindet, lasst sich folgendermassen 
erkennen. Zu beiden Seiten einer jeden Uebergangscurve einer eymme 
trischen Plache sind tiberall in unmittelbarer Naha derselben nur Punkte 
gelegen, welche bei der symdietrisehen Umformung der Flache in einander 
übergehen, also Punkte,  welche bei derselben nicht ungeandert bleiben. 
Dies letztere aber  würde man anzunehmen gentithigt sein, wenn eino TJeber- 
gangscurve eine andere oder sich selbst schneiden sollte. Also konnen sich 
Uebergangscurven nicht schneiden. 

Dass aber auch ohne eine solche Moglichkeit ein Zerfallen einer sym- 
metrischen Flache in mehr als zwei Theile beim Zerschneiden derselben 
langs der Uebergangscurven nicht eintreten kann,  liisst sich indirect so be- 
weisen. Man denke sich eine beliebige symmetrische Fliiche mit A Ueber- 
gangscurven und nehme an ,  es zerfalle dieselbe bei jener Zerschneidung in 
mehr als zwei Theile. Dann kann man sie offenbar zunachst-nur llings so 
vieler der i, Uebergangscurven zerschneiden, dass sie gerade in  zwei Stücke 
zerfxllt; die daim eben hjnreichende Anzahl sei A - m. Jedes der beiden 
Stücke wird also 1 -TG Randcurven aufweiscn, und zu jedem Punkto eincr 
beliebigen dieser Rmdcurven wird der zu ihm symmetrische auf der zuge- 
horigen Randcurve des anderen Stückes gelegen sein. Aber auch abgesehen 
von diesen einander entsprechenden Punktepaaxen auf den zusammengeho- 
rigen Randcnrven der beiden- Stücke, werden auf jedem von beiden je alle 
symmetrischen Punkte zu den auf delu anderen gelegenen Punkten vorhan- 
den sein müssen, weil ja die Flache nur  langs sich selbst symmetrischer 
Punktreihen zerschnitten worden i s t ,  auf dcrcn beiden Ufern immcr zu ein- 
ander symmetrische Punkte gelegen sind. Folglich muss durch die vorge- 
nommene Zerschneidung die Flache in zwei volikommen symmetrische Hlilften 
zerfallen sein. Auf keiner von beiden konnen mithin noch sich selbst sym- 
metrische Punkte,  also auch auf keiner noch Ueb~rgangscurven existiren. 
Daher konnen auch ausser den A - n Uebergangscurven, langs deren die 
Flache zerschnitten sein sollte, keine weiteren vorhanden sein; folglich muss 
n = O sein. D a  aber die Zahl A - n gerade blos hinreichte, um ein Zer- 
fallen der Flfiche i n  zwei Theile herbeizuftihren, so kann in der That eine 
symrnetrische Flache bei der Zerschneidung l h g s  der Uebergangscurven 
hochstens i n  zwei Theile zerfallen. 

E s  ist nun weiter zu zeigen, dass auch die in  5 2 aufgestellten 

[3G4] Arten von symmetrischen Fliicben berechtigt und umfassend sind. 

Das erstere geht wiederum aus den in 5 3 angegebenen Beispielen hervor, 
das letztere aber sol1 jetzt des Naheren bewiesen werden. 
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Zunachst ist leicht zu sehen, dass überhaupt n i e  m e  h r  a l s  p + 1 
U e b e r g a n g s c u r v e n  e x i s t i r e n  k o n n e n .  Denn es würde, wenn dies 
der Fa11 würe, daraus folgen, dass man eine Flüche vom Gescblechte p 

langs p  + 1 Oder mehr gesçhlossener, einander nicht schneidender Curven 
zerschnciden konnte, ohne dass dieselbe zcrficle, was offcnbar gogen dio 
Desnition des Geschlechtes p  ist. Speciell ergiebt sich hieraus, dass f ü r  
d i e  d i a s y m m e t r i s c h e n  F l a c h e n  d i e  M a x i m a l z a h l  d e r  C e b e r -  
g a n g s c u r v e n  n u r  p s e i n  k a n n .  

Dass ferner b e i  d e n  o r t h o s y m m e t r i s c h e n  P l a c h e n  s t e t s  
p - A + l  e i n e  g e r a d e  Z a h l  s e i n  m u s s ,  Ess t  sich leicht darthun mit 
Hilfe der Regel ftir die Bestimuiung der Grundzahl eines Flüchensystems 
ans den Grundzahlen der einzelnen Fl%ehen desselben, welche Herr  Pro- 
fessor C. N e  u m a n  n i n  seinem Werke : ,,Vorlesiingen über Riemmn's 
Theorie der Abcl'schen Integrale" (S. 305) abgeleitet ha t ;  man hat  d a m  nur 
noch die Definition und eine gewisse Eigenschaft der Grundzahl zu beachten. 
]lie Grundzahl N einer Flache isl nun bestimmt durch die Gleichuqg: 

N = 2 p  + R ,  

wo R die Anzahl der Randcurven der Plache ist,') und es besitzt diese 
Grundzahl N die Eigenschaft v o l l i g  u n g e a u d e r t  z u  b l e i b e n ,  w e n n  
m a n  a u f  d e r  b e t r a c h t e t e n  F l a c h e  b e l i e b i g e  R ü c k k e h r s o h n i t t e  
z i e h t .  Jcne Regel aber lautet sa :  D i e  G r u n d z a h l  o i n o s  b e l i e b i g e n  
S y s t e m s  v o n  n F l a c h e n  i s t  g l e i c h  d e r  S u m m e  d e r  G r u n d ~ a ~ h l e n  
d e r  e i n z e l n e n  F l a c h e n  v e r m i n d e r t  u m  2 % - 2 .  

Zerschneidet man nun eine beliebige orthosymmetrische Flache vom 
Geschlechte p langs aller I Uebergangscurven, sa erh5lt man nach dem Vor- 
hergehenden zwei Blachenstücke, deren jedes I Randcurven aufweist und 
welche auch, weil sie zwei vollkommen symmetrische Halften der Flache 
vorstellen, beide dasselbe Geschlecht, etwa p' besitzen werden. Dalier wird 
naeh jener Regel: 

2 p = 2 p r + A + 2 p ' + A 7 2 . 2 + 2  
oder : p-1+1=2p', 

also in der That p - 1  + 1 eine gerade Zahl sein müssen. 

Es bleiht noch übrig zu zeigen, dass eine orthosymmetrische Flache 
ohne Uebergangscurven bei ungeradem Geschlechte p ,  wo sie nach dem 
soeben Bewiesenen ja allein noch moglich mire ,  nicht existiren kann. E s  
folgt dies einfach aus der Definition der orthosymmetrischen Flachen. Denn 

1) Es ist dies allerdings nicht die von R i e  m a n u  und Herrn Professor 
C. N e u m a n n  gegebene Definition der Grundzahl oder des Zusammenhangs, sondern' 
vielmehr die den ,. ungewohulichen '< Zusamruenhangs, wie Herr Profeatior K l  ei n 
sich auszudrücken pflegt; vergl. Math. Annal. Band VI1 S. 550 Anm. und da- 
neben auch eine Remerkung von S c  h 1 i f l i  in Band LXXVl von C r  e lle 's Journal 
(S. 152, Anm.). 
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eine langs keiner Uebergangscurve zerschnitteue und doch in zwei Theile 
zerfallende Flache rnüsste offenbar an und fur sich aus m e i  getrennten 
Theilen bestehen, konnte also nicht eine cinzige geschlossene FlLche sein, 
wie solche hier allein i n  Betracht gezogen werden. 

23. Lteduction der symmetrischeri Fliichen auf Normalformen. 

5 5. 
U e b e r  die s t e t i g e  B e z i e h b a r k e i t  z w e i e r  s y m m e t r i s c h o r  

F l a c h e n  auf e i n a n d e r .  

Wie aus den Betrachtungen des zweiten Abschnittes mit volliger Klar- 
heit sich ergeben wird, lassen sich für die hier verfolgten Zwecke je zwei 
solche symmetrische Flachen als identisch ansehen, zwischen denen sich 
eine stetige Beziehung der Art herstellen Iiisst, dass symmetrischen Punkteu 
der einen auch solche der anderen und speciell auch einer jeden Ueber- 
gmgscurve der einen eine solche der anderen entspricht. Eine solche Be- 
ziehung wird immer durch gewisse Umformungen der einen Flache ver- 
niittelt werden konnen, bei denen die zu einander symmetrischen und die 
sich selbst symmetrischen Punkte als solclie, vor allem aber auch die An- 
zahl der TSebergmgscurven erhalten bleiht. Diese Umfarinungen wprdpn 
theils in Biegungen und Dehnungen, theils in Zerschneidungen und Wieder- 
zuçammensetzungen der getrennten Theile bestehen und diese Operationen 
werden also bei alleu Fliichen, welche a i r  hier einer Betrachtung unterziehen, 
vorgenommen werden korinen. Nun liegt die Fïage sehr nahe , ob es vermittelst 
solcher Umformungen nicht müglichist , eine stetige Beziehung zwischen samat -  
lichen Flschen ciner und derselben Art  hcrzustellen, und in der That wird 
im Folgenden der Reweiv geliefert werden, dass man dies kann. Dcrsclbe 
wird sich vor allcm auf einen Satz der a.nalysis situs stützen, welchen C a -  
m i l l e  J o r d a n  in L i o u v i l l e ' s  Journal serie tome X I  S. 105 etc.) 
bewiesen hat in einem Aufsatze, welcher den Tite1 führt:  , ,Sur la trans- 
formation des surfaces ". Derselbe lautet folganderrriassen : 

D a m i t  z w e i  F l a c h e n  o d e r  F l i i c h e n s t ü c k e  s t e t i g  a u f  e i n -  
a n d c r  b e z o g e n  w e r d e n  k o n n e n ,  i s t  n o t h w c n d i g  u n d  h i n -  
r e i c h c n d :  

1.  d a s s  d i e  A n z a h l  d e r  g e t r e n n t e n  R a n d c i i r v e n ,  w e l c h e  
j e d e s  d e r  b e i d e n  F l a c h e n s t ü c k e  b e g r e n z e n ,  d i e s e l b e  i s t ;  

2. d a s s  d i e  N a x i m a l z a h l  v o n  n i c h t  z e r s t ü c k e n d e n  R ü c k -  
k e h r s c h n i t t e n  b e i  b e i d e u  d i e s e l b e  i s t .  

D a b e i  i s t  e s  d a n n  i m m e r  n o c h  m o g l i c h ,  s o w o h l  d i e  v e r -  
s c h i e d e n c n  R a n d c u r v e n  a l s  a u c h  d i e  v e r s c h i e d e n e n  R ü c k -  
k e h r s c h n i t t e  i n  b e l i e b i g e r  W e i s e  e i n a n d e r  z u z u o r d n e n ' ) .  

1) Wcnn sich auch der Satz nicht in der hier angegebenen Weise bci C amil l 'e  
J o r d a n  ausgesprochen findet, eo geht doch aus dem von ihm gegebenen Beweise 
hervor, daüs er den obigen praciserea Wortlaut hatte habeu konnen. 
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8 6. 
Die E i n h e i t  d e r  A r t e n  d e r  s y m m e t r i s c h e n  F l a c h e n .  

Auf Grund des angeführten J O  r d a n'schen Satzes wird der im vorher- 
phenden Paragraphen angekündigte Beweiv erbracht sein, wenn gezeigt 
werden kann, dass einerseits jede bcliebige symmetrische Flache sich durch 
gewisse Rüükkehrschnitte in zwei symmetrische Hiilften zerlegen liisst, und 
dass man andererseits die in  5 3 angegebene Normalfliiche derselben Art  
immer durch eine gleiche Anzjhl von Rückkehrschnitten, die auch s h r n t -  
lich auf die der ersteren Flache im Sinne des vorigen Paragraphen stetig 
beziehbar sind , in zwei symmetrische Halften zerlegen kann. Danach ist 
nun sofort klar,  dass b e i  d e n  o r t h o s y m m e t r i s c h e n  F l i c h e n  die 
stetige Beziehbarkeit aller Flachen einer und derselben Art  oder also die 
E i n h e  i t  d e r  A r t  e n in  der That stattfindet ; denn eine jede solche FlLche 
zert'iillt ja imrner durüh die Zerschneidung langs s%inmtlicher Uebergangs- 
curven in zwei symmetrische Hslften. Es  wird also lediglich noch darauf 
ankommcn, zu zeigen, dass man auch bei dcn diasymmetrischcn Flachen 
immer eine derartige Zerlegung in symmetrische Halften bewirben kann. 

Zu dem Zwecke denke man sich eine beliebige Flache vom Charakter 
- (pl A )  Iangs aller I Uebergangscurven Ul ,  U2 . . . UL zersehnitten und 
bezeichne die diesen Schnitten entsprecbenden I, Randcurvenpaare der Flache 
resp. mit U, Ufl1, U2Ur, ,  . . . U A U ~ .  Ferner markire mau zwei beliebige 
zu einander symmetrische Punkte Y und P' auf der so zerschnittenen 
Flsche und vcrbinde P mit jeder Randcurve U durch I Linien &P, .  . .&, 
P' mit jeder Randcurve U'  durch die I zu jenen crstercn symmetrischen 
~erbindungslinien 2 ;  Q', , . . . 2"L, so jedoch, dass die beiderlei Verbin- 
dungslinien Q und e', a i e  es immer moglich is t ,  einander nirgends schnei- 
den. An diese beiden zu einander symmetrischen Liniensysteme, von denen 
das eine durch die Linien U und 2 und das andera durch die Linien 
U' und 2' gebildet wird,  denke man sich nun immer i n  symmetrischer 
Weise die benachbarten Flachentheile angefiigt, so dass jene symrnetrischen 
Liniensysteme in zwei zu einander symmetrische Bereiche B und B' über- 
gehen, von denen der eine die Randcurven U, der andere die Randcurven 
U r  umspannt, aber keiner über den .auderen irgendwo weggrcift. Diesc 
beiden symmetrischen Bereiche B und B' solltn dann weiter in  symme- 
trischer Weise so lange vergrossert werden, bis sie überall a n  einander 
stossen und zusammen die ganze Plache erfüllen; alsdann werden die beiden 
Bereiche offenbar zwei zu einander symmetrische IIiilften der Fliiche repra- 
sentiren müssen. E s  wird sich nun nur noch um die B e s c  h a f f e n h e i t  
und die A n  z a h l  derjenigen Curven Y;, T 2 ,  T3, . . . handeln , langs deren 
die beiden Bereich B und B' a n  einander treflen. 

Was zunaehst die Beschaffenheit der Curven T anbelangt, so ist  ohne 
Weiteres klar, d u s  dieselben entweder sich selbst symmetrische Curven 
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der zweiten A r t  sein müssen oder aber Paare von zu einander symme- 
trischen Curven. Dann aber l h t  sich zeigen, dass weder eine von den 
Curven T in eine andere einzumünden, noch mehrere Curven T einander 
n u  kreuzen brauchcn. Dcnn nimmt man a n ,  es mündete im Punkte M die 
Curve Ta i n  die Curve Tk ein (vergl. Fig. 3), so wiirden an der Stelle 
M drei Gebietstheile G,, G,, G, an einander stossen, von denen aber 
sicher zwei einem und demselben Bereiche angehoren müssten; also würde 
einer der drei Curvenmeige, welche in M sich vereinigen, nur zwei Ge- 
bietstheile desselben Bereiches trennen , mithin keine Linie sein, in wel- 
cher die beiden verschiedenen Bereiche B und B' zusammenstosscn. Dass 
aber auch eine gegenseitige Ueberkreuzung der Curven T nicht nothig 
ist und eventuell umgangen werden kann,  ergiebt sich folgendermassen. 
Nimmt man an ,  es kreuzten sich im Punkte K die beiden Curven Ti und Tk 
(vergl. Fig. 4) und es stiessen dabei in K die vier Gel-iieldheile G, , G,, G,, G, 
zusammen, so würde tiberhaupt nur der Fa11 in Uetracht kommen, wo die 
neben einander liegenden Gebiete nicht dcmselben Bereiche angehorten, wo 
also etwa G, und G, dem Bereiche B und G, und G, dem Bereiche B' 
angehorten, und natürlich würde auch, da der Kreuzungspunkt K ein sich 
selbst symmetrischer Punkt  der Flache nicht sein kann,  weil solche über- 
hltupt nicht mehr auf derselben existiren, ein zweiter zu K symmetrischer 
solcher Kreuziingspunkt Kt noch auftreten müssen. Dann aber würde man 
einfach bei K etwa G, und G3 in  der Weise zu verbinden haben, wie dies 
in Fig. 4 a  gcschehen ist, um den Kreuzungspunkt zu umgchcn und ohne 
dabei die beiden zu einander symmetrischen Rcreiche mit  einander zu ver- 
binden; an dem symmetrischen Kreuzungspunkt K '  aber wiirde man die 
beiden dem Bereiche B' angehorigen , zu G, und G, symmetrischen Gebiets- 
theile in  symmetrischer Weise zu verbinden haben, um wieder die vollige 
Symmetrie der beiden Bereiche B und B' herzustellen. Dass man ebenso bei 
jeder rnehrfachen Kreu~u~igsstel le  verfahren kann,  ist unmittelbar zu über- 
sehen. Albo brauchen sich in  der That die Begrenzungscurven T nirgends zu 
schneiden, und es sol1 daher angenommcn merden, dass sie CS nicht thun. 

Was nun weiter die Anzahl p der Curven T betrifft, so kann 
sie zuvorderst hochstens p - A + 1 sein, weil eine grossere Anzahl von 
einander getrennten Curven sicher -ein Zerfdlen der Flache i n  mehr als 
zwei Theile bewirken müsste, wahrend doch die zwei Rereiche B und B r  
die E'lache vollstandig umfassen. Die Anzahl der Paare von zu einander 

symmetrischen Curven T kann daher auch hochstens p - A . + l  [ ] sein. 

Ausserdcm kann die Zahl p nur der Art  sein, dass p - A + 1 - p cinc ge- 
rade Zahl is t ;  denn der Xusammenhang der beiden symmetrischen Bereiche 
R und B' muss offenbar genau derselbe sein und folglich immer, wenn 
p < p  - A+ 1 ist, noch eine gerade Ankahl von nicht zerstiickenden Rück- 
kehrschnitten auf beiden Bereichen zusammengezogen werden konnen. 
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Auf der andern Seite zeigt eine leichte Ueberlegung - und es wird 
dies zum Theil auch im Folgenden noch niiher zu erortern sein -, dass 
man die in  5 3 angegebenen Normalfachen vom Charakter - (p, A), nach- 
dem sie langs der Cebergangscurven zerschnitten worden sind, auch immer 
in zwei symmetrische Halften entweder durch sich selbst symmetrische 
Schnitte oder durch Pame von zu einander symmetrischen Schnitten zer- 
lcgen kann,  und zmnr auch wieder durch jede solche Anzahl p von Schnit- 
ten, dass O < p - (p - - I + 1 .und p - A + 1 - p eine gerade Zahl ist. Da- 
mit ist aber auch für  die diasymmetrischen Flachen jene stetige Ueziehbar- 
keit aller Flachen einer und derselben Art auf einander oder d i e  E i n -  
h e i t  d e r  d i a s y m m e t r i s c h e n  A r t e n  erwiesen. 

Nunmehr ist aber aueh k la r ,  dass die slmmtlichen symmetrischen 
Fliichen einer jeden Ar t  zurückgeführt werden k6rinen auf die betreffende 
in 5 3 angegebene Normalform dieser Art. Man wird also auch nur noch 
diese Normalformen in Retracht zu xiehen brauchen, ohne dabei irgendwie 
die Allgemeinheit der Untersiichungen zu beschranken. 

C. Schematische Darstellung dur symmetrischen Fliichen. 

§ 7. 
Die F u n d a m e n t a l b e r e i c h e  d e r  s y m m e t r i s c h e n  F l a c h e n  

mit U e b e r g a n g s c u r v e n .  

Um diese Fundamentalbereiche abzuleiten, wird xunachst zu aeigen sein, 
dass man ausser langs der A Uebergangscurven Ul , U2, . . . , Uz jede Normal- 

flzche vom Charakter + ( p l  1) noch langs ' -;+' Paareu von zu ein- 

ander symmetrischen Curven fil Hf1, Hz Hf,, . . . , fi,, A + , B', - l  +, , jede 
-- - 

2 2 

Normalfiache vom Charekter - ( p ,  A > O) noch langs p - I, + 1 sich solbst 

symmetrischen curven der zweiten Art VI, pz, . , . VpVp-l + zerschneiden kann, 
um eine jede solche Flache in zwei zu einander symmctrische, auf die Ehene 

ausbreitbare HiiIften mit je p + 1 Randcurven zii xerlegen. Dieser Nach- 
weis ist aber unmittelba,r durch die Angabe jcncr Schnitte geführt, und es 
wird ausserdem genügen, dicse Angabe je für einen speciellen Fa11 zu 
machen. Denn es ist z. B. im Falle + (3, 2) das eine Paar  von zu einan- 
der symmetrischen Curven H1Ht,  dargestellt durch die in  Fig. 5 punktir- 
ten, die beiden Henkel umspannenden Linien und man erkennt sofort, d a ~  

p - A + Henkelpaare in ana- man in jedem complicirteren Falle jedes der 

loger Weise zu je einem Paare von Curven HH' verwendcn kann. Anderer- 
seits lehren die zwei im Falie - (3, 2) i n  Fig. 6 angegebenen und wiederum 
punktirten sich sclbst symmetrischcn Curven der zweiten Art  Pl und 
(jede derselben geht an der Verdrehungsstelle, wenn man so sagen darf, 
von der einen Seite der Flliche zur nnderen über und eine jede J&lfte der- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



334 Ucber symmctrischo Riomann'sche Flaclien etc. 

selben verliiuft immer gerade unter resp. über der zugehorigen anderen), 
wie man in jedem hohercn Falle die p - 1, + 1 in der Normalflache ent- 
haltenen Verdrehuugen zu ebenso vie1 solchen Curven V benutzen kann. 

Nun zerschneide man eine beliebige Norrnalflache vorn Charakter 
+ ( p l  1 > 0) liirlgs A - 1 Uebergangscurven Ul , U2, . . . , LT2-1 und ausser- - 
dem Iangs der p - A + 1 Curven RH'  resp. P und bezcichnc die den 
Curvcn V I ,  Oz, . . . , 772-1 entaprechenden Randcurvenpaare der zerschnit- 
tenen Flache mit U, U 1, U p  U', , . . . , UA- 18'1 - 1 und daneben die den 

Curven H, H, , . . . , ilL -,, + 1 j HfL H'2, . . . , Hep -1 + 1 resp. den Curven Tl V2,. . . - - 
2 2 

. . . , Pp -1 + 1 entsprechenden Randcurvenpaare mit Q, & , Q,  Si,, ... 
- - - .- 

... , 0,-1+1 Q , - A - ~ I ,  Q',Q',, Q',Jà',, . .., Q'p-I+I Q ' ~ - A + J  resp. mit -- 
2 2 2 2 

, ' . . . - 2  + Dann k t  nach den vorausgehen- 
den Uetrachtuugen und speciell auf Grund des J O  r d a n'schen Satees (5  5) 
leicht cinzusehen, dass man die so zerschnittene Flache mit ihren 2 p  Rand- 
ciirven stctig wird beziehen k6nnen auf eine Kiigelfiiiche mit 2 p  kreis- 
f6rmigen Oeffniingen Dl Q, . . . , O p ,  0; . . . , D> , von denen D', Of,, . . . 
. .., D p  aus 0 , Q ,  . . . , Dp durch Spiegelung an einem gewissen gr6ssten 
Kreis, dem Aequator A ,  wie er genannt werden soll, hervorgehen, und 
zwar wird diese Beziehuug auch noch derart d g l i c h  sein, dass der nicht 
zerschnittenen Uebergangscurve UA gerade der Aequator A und je zwei zu 
einander synimetrischen Punkten der betrachteten Fliichc auf der Kugel- 
flache zwei Spicgelpunkte in  Rezug auf den Aequator entsprechen. Spacicll 
sol1 nun noch angenommen werden , dass den Randcurven U, UPl , U p  U', , . . . 
. . . , 112-1 U'L -1 die ~ e g r e n z u n ~ s k r e i s e  der Oeffuungeu s ) ~  D ' ~ ,  C ,  Op2,  . . . 
. . . , 0 2 - 1  0 ' 2 - 1 ,  den Randcurven QI QPl,  5l c l ,  Ja,Q1,, &@,, . . . 

- - 

..., S p - 2 + 1  - -  Q ' p - ~ + ~ i  QP-z+ I @ ' ~  resp. den Randcurven DL %l'Il 
2 1 L 2 

D,%',, . . . , Dp-1 + 2Ifp-l + 1 die Begrenzungakreise der Oeffnungen 0~0'1, 
C A + I  D f i + i  , . . . , 9, Q', entsprechen. Es  wird sich nur noch darum han- 
deln, nach Nassgabe der Zusammengeh6rigkeit der Randcurven UU', @ Q' 
und $6' resp. die Zusammengeh6rigkeit der Punkte der die Oeff- 
nungen 00' begrenzenden Kreise anzugeben, um damit den Fundamental- 
bereich einer Placbe vom Charakter ( p l  A > 0) vol1st:ndig bestimmt eu 
haben. Da ist riun einmal klar,  dass bei den Kreisen der OeU'nungen 0 , 0 ' , ,  
S), E)', , . . . , Di- 0'i- die zusammengeli6rigen Punkte einfach die durch 
Spiegelung aus einandcr hcrvorgchenden Punkte sind. Weiter aber werden 
im Falle einer Flache vom Charakter +- ( p ,  1) die Punkte der die Paare 
von Oeffnu&en O ~ D A + - ~ ,  O r i 0 ' 2 + ~ ;  Oz+zD1+3,  O ' i+20 '2+5 ,  ... 
. . . , Dp-1 C p ;  :Drp begrenzenden Kreise in  der Weise zusarnmengeh6- 
ren ,  wie es in Fig. 7 für den Fa11 $. ( 3 , 2 )  einerseits bei den mit 1 und 
andererseits bei den zu ihnen symmetrischen, mit 1' bezeichneten Oeffnung 
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gen angedeutet ist durch die am Umfange der Krcise .beigefügten je  drei 
gleichen Buchstaben. Endlich findet man leicht durch eine niihere Be- 
trachtung der Schnitte VI, TT,, , , . , Ppp2-,-l, dass im Falle einer Flache vom 
Charakter - ( p ,  1 > 0) bei den Paaren von Oeffnungen Di 0 '2 ,  Di+, 0; + 1 , .  . . 
. . . , g,, zusammengehorige Punkte ihrer Begrenzungskreise je zwei solche 
Punkte sein werden, von denen der eine von dem Spiegelpunkt zum anderen 
um 180° auf dern Kreise, auf aelchem er gelegen is t ,  entfernt ist. Ueu- 
tcn wir daher in diesem Falle die Zusammengehorigkeit der Punkte der 
fraglichen Oeffnungen durch Beifügung je dreier gleicher Ziffern an den 
Umfingen der zu einander symmetrischen Oeffnungen a n ,  so wird sich im 
Falle - (3, 2) der in Fig. 8 angegebene Fundamentalbereich ergeben. 

Diese Fundamentalbereiche auf der Kugelflache kann man sich nun auch 
auf die Ebene übertragen denken, indem man eine stereographische Pro- 
jection vornirnmt, bei welcher die Aeyuatorebene der Kugel auf der Pro- 
jectionsebene senkrecht steht und lctztere die Kugelfliiche berührt. Es geht 
dann der Aequator A ilber in eine gerade Linie, die Axe A ,  welche die 
beiden symmetrischen Halbebenen trennt. Für die F a l k  -t (3,2) und - (3,2) 
erhiilt man so die Darstellungen in Fig. 9 und 10. 

§ 8. 
Die  F u n d a m e n t a l b e r e i c h e  d e r  d i a s y m m e t r i e c h e n  F l i c h e n .  

Der Umstand, dass die' Flachen vom Charakter - (p,  A) nicht zerfallen, 
wenn man sie langs aller Uebergangscurven zerschneidet, ermoglicht die 
Darstellung derselben durch eine andere Art von Fundamentalbereichen als 
die im Vorhergehenden betrachtete, bei welcher j e  der Fa11 A = 0 ausge- 
schlossen war. Diese zweite A d  von Fundamentalbereichen , welche nun i'ur 
die diasymmetrischen Flachen allein bestehen, erhalt man auf folgende Weise. 

Man zerschneide cine solche Flache vorn Charakter - (p, A) langs aller 
A TJebergangscurven U,, ZJ2, .. ., LTa und ausserdem langs p - l der in 7 
angegehenen p - A + 1 sich selbst syrnmetrischen Curven V, etwa Iangs 
VI, V.., . . . , V,, - 2 ; die diesen p Schnitten entsprechenden Randcurvenpaare 
mogen resp. UIU', , U,U',, .. . , UIU; und B, %',, . . . , %p-A?'p-a 
heissen. Dann wird man die so zerschnittene Flache mit ihren Sp Rand- 
curven wieder auf eine Kugelflache mit 2 p  kreisformigen Oeffnungen O, 0'1, 
QD', , . . . , Clp O'p,  von denen nun aber O', , CC)'., . . . , O'p aus 0, Q, . . . , Op 
dadurçh hervorgehen, dass man zu sarnuitlichen Begrerizungspunkten der 
letzteren die diametralen Punkte bestirnmt, in  der Weise stetig beziehen 
konnen, dass symmetrischen Punkten der FlBche diametral gegenüberliegende 
Punkte der Kugelflache und speciell den Randcurven U,U;, . .. , U2Ur2 die 
Begrenzungskreise der Oeffnungen Dl D', , . . . , 0 2 0 ' 2  und den Randcurven 
2, B', , . . . , BIi -2 B'p-z die Begrenzungskreise der Oeffnungen 0;+ 1 ,  . . . 
. . ., D,Drp entsprechen. Um dies einzusehen, braucht man nur die be- 
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treffende Flache noeh langs der Curve Vp-i+l zu zerschneiden und dann 
die beiden symmetrischen Halften, in welche sie dadureh zerfillt, auf zwei 
symmetrische Halbkugeln mit je p Oeffnungen in symmetrischer Weise stetig 
zu beziehen, so jedoch, dass den der Curve P p - l + i  entsprechenden Rand- 
curven %,-1+ 1 und %'p-l+i dic beiden die Halbkugeln begrenzendcn gr6ss- 
ten Kreise entsprechen. Wenn man namlich dann nach Massgabe der Lage 
der zusammengehorigen Punkte auf den Randcurven %p-A+l und %'p-l+l 

die beiden IIalbkugeln an einander füg t ,  so findet man leicht, dass in der 
Tha t  die einander diametral gegenüberliegenden Punkte der so entstehenden 
ganzen Kugel symmetrischen Punkten der betrachteten Fiache entsprechen.') 
Es  geht daraus weiter hervor, dass bei den Begrenzungskreisen der Oeff- 
nungen Dl 0', , . . . , CID'a wieder die diametral gcgenübcrgclcgenen Punkte 
zusammengehoren, dass dagegen bei den Begrenzungskreisen der Oeffnungen 
Dl+ 1 D'a+ , . . . , BI> Dep je zwei zusarnmengehorige Punkte solche sind, von 
denen der eine von dem dem anderen diametral gegenüberliegenden Punkte 
um 180° auf dem betreffenden Kreise entfernt ist. F ü r  den Fa11 - (3, 2) 
wird daher ein solcher Fundamentalbereich die Gestalt haben, welche in 
Fig. 11 angegebcn is t ,  wobci wieder je drei zusarnmengehorige Punkte bei 
den zwei dem einen Schnitte VI entsprechenden Oeffnungen durch diesclben 
Zahlen be~eichnet sind. 

Diese Pundamentalbereiche der Plachen vom Charakter - (p ,  A), von 
deren Cebertragung auf die Ebene übrigens abgesehen wird,  weil dadurch 
die Anschauliçhkeit nicht gerade erhoht wird, werden immer nur im Falle 
I = 0 im Folgenden angewandt werden, in  welehem sie offenbar aueh auf- 
gestellt werden konncn; denn dass bei den Flachen vom Charakter - ( p l  O) 
immer p sich selbst sgrnmetrische Curven der zweiten Ar t  existiren, welche 
dieselben nicht zerstücken, zeigt eine niihere Betrachtung der in 5 3 an- 
gegebenen Normalflachen dieser Art sofort. 

1) Von der Eigenschaft der Flichen vom Charakter - (p, 1), sich auf ~olche 
Fundamentalbereiche beziehen zu lrtssen, rührt übrigcns die Bezeichnung ,,dia- 
symmetrisch '' her, welche nur eine Abkürzung für ,, diarnetralsymmetri~ch" kt. 
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II. Abschnitt. 
Die Periodicit~tsmoduln der Abel'schen Normalintegrale 

erster Gattung auf spmetirischen Flachen. 

Die bisher ganz absolut, d. h. ohne jede Beziehung zur Bunctionen- 
theorie betrachteten symmetrischen Flacheu sollen jetzt als i m  R a u m  g e -  
l e g c n e  R i e m a n n ' s c h e  F l t i c h e n  angesehen werden. E s  entsprechen 
ihnen daun, mie Herr  Profcssor K l e i n  gezcigt hat  (R. Th. S. 74) und 
wie schon in der Einleitung erwiihnt wurde, algebraische Gleichungen von 
der Form: f ( w ,  a )  = O mit reellen Coefficienten, ebenso wie umgekehrt zu 
solchen Gleichungen stets symmetrische R i e  m a n  n'sche Plachen gehoren. 
Insbesondere entsprechen je zwei zu einander symmetrischen Punkten immer 
~ w e i  conjugirt , complexe Werthepaare w , z ,  welche die betreffende Gleich- 
ung befriedigen, und den sich selbst symmetrischen Punkten die reellen 
Werthepaare w,  a. 

Die im Vorhergehenden gewonnene Eintheilung der symmetrischenFl%chen 
wird daher eine Classificat,ion der algebraischen Gleichungen mit reellen 
Coefficienten begründen , welche offenbar jener von Herrn Professor K l e i n  
in dem speciellen Falle p = 3 gemachten Unterscheidung der verschiedenen 
Curvengestalten parallel lauft. 

E s  wird sich nun wesentlich darum handeln, für diese verschiedenen 
Arten von algebraischen Gleichungen mit reellen Coefficienten resp. von 
symmetrischen Blgchen die Realitat der Periodicit~tsmoduln der zugehorigen 
überall endlichen A b e  l'schen Normalintegrale zu bestimmen. Ein Sydtem 
von p linear unabhfingigen überali cndlichen Normalintegralen kann man 
aber immer auf Grund eines gewissen canonischen Querschnittsystems der 
zugehorigen R i e  m e n n'schen Flache bestimrnen , und also wird auch dureh 
eine solche Zerschneiclung je das System der noch unbestimmten zweiten 
pe Periodicititsmoduln eines solchen Systems von Normalintegralen bestimmt 
sein. In dern Falle einer symmetrischen R i e  m a n  n'schen Flache, resp. einer 
algebraischen Gleichung mit reellen Coefficienten wird speciell die Reaiitat 
dieser zweiten p2 Periodicitatsmoduln um so grosser sein, je symmetrischer 
jenes zu Grunde gelegte Querschnittsystem entweder wirklich ist oder wenig- 
stem durch blosse Verzerrung gemacht werden kann. 

Demgemass sol1 im Folgenden: 
1. für jede der verschiedenen Arten von symmetrischen F l k h e n  ein 

moglichst symmetriscbes Querschnittsystom angegeben, 
Zeitschrift f, Msthematik n. Phgsik XXVIII, 6 22 
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338 Ueber symmetrische Riemann'sche Flachen etc. 

2. die Beschaffenheit der diesen Querschnittsystemen entsprechenden 
überall endlichen Normalintegrale und 

3. die Werthe der zwcitenpVcriodicitatsmoduln dieser Integrale unter- 
sucht werden. 

Aus den Resultaten der letzteren Untersiichiing wird dann unmittelbar 
die Richtigkeit der soeben ausgesprochenen Behauptung bezüglich der Rea- 
litat jener PeriodicitZtsmoduln folgen; andererseits aber wird sich bei der 
vorangehenden Betrachtung jener Normalintegrale ergeben, dass die solchen 
moglichst symmetrischen Querschnittsystemen entspreühenden Normalintegrale 
sogenannte reelle Integrale sind, wenigstens bei den Flachen vom Charakter 

+ ( p ,  A > O),  wahrend im Falle - ( p ,  O) dieselben nur  um den Factor 

i = /Tl von solchen reellen Integralen verschieden sein werden. 

Der  eigentlichen Angabe jener Querschnittsysteme m6ge aber noch eine 
kurze Betrachtung von sich selbst symmetrischen Curven auf den symme- 
trischen Flachen vorausgeschickt werden. 

A. Canonisches Qnerschnittsystom. 

g 10. 

Die symmetrischen Wege auf symmetrischen FlBchen. 

Wiihrend die sich selbst symmetrischen Curven der zweiten Art überhaupt 
nur bci den diasymmctrischen Flachen vorkommcn konnen, wcil bci den ortho- 
symmetrischen Flschen ein TJebergang von einem Punkte xu dem zu ihm 
symmetrischen Punkte immer nur  über eine der Uebergmgscurven hinweg 
moglich i s t ,  lasst sich zeigen, dass die sich selbst symmetrischen Curven 
der ersten Art  auf sammtlichen Flachen vom Charakter + ( p l  A > 0) vor- 
handen sind, und zwar immer p nicht auf einander zurückfiilirbare, so dass 
die Flachen nicht zerfallen, wenn man sie langs derselben zerschneidet. 
Um dies nachzuweisen, sollen einfach je p solche Curven odcr, wie sie 
fernerhin genannt werden sollen, Wege auf den Fundamentalbereichen der 
Fliichen vom Charakter + ( p l  A > O) angegeben werden. Es  mogen zu 

dem Zwecke diese p sich selbst symmetrischen Wege der ersten Art mit 
S I ,  S, , . . . , Sp bezeichnet werden. Dann sind entsprechend den A - 1 Ueber- 
gangscurven U 1 ,  U2, . . . , UL-l, langs deren die Flachen vom Charakter 
+ ( p  , A > 0) zerschnitten wurden, um die in 3 7 abgeleiteten Pundamen- - 
talbereiche derselben zu erhalten, A - 1 jener Wege , etwa S, , f i2,  . . . , SA-, 
dargestellt durch solche Linien, wie die eine für  den - Pal1 + (1, 2) in Fig. 12 
punktirt gozeiclinete Linie 8,. Was die p - A + 1 übrigen Wege SL, SA+,, ... 
. .'. , betrifft, so sind bei den Flachen vom Charakter + (pl A) je zwei 
derselben durch ein Paar  solcher Curven dargestellt, wie es für den Fa11 
+ (2, 1) die in  Fig. 13 punktirten Linien SI und S2 sind, bei den Flachen vom 
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Charakter - (pl A > 0) dagegen jede eineelne derselben von einer solchen 
Gestalt, wie die in  Fig. 14 für  den Fall - (1, 1) punktirt gezeichnete 
Linie SI. 

Es zeigt übrigens die nahere Betrachtung dieser je p sich selbst sym- 
metrischen Wege der ersten Art  sofort, dass bei der symmetrischen Um- 
formung der Flache ihre beiderlei Ufer sich nicht vertauschen. Dagegen 
tritt eine solche Vertauschung offenbar ein bei den p - A+ 1 sich selbst 
symmetrischen Wegen der zweiten Art ,  welche in  9 7 bei den Normal- 
flachcn vom Charakter - (p,  A) angegeben wurden; ein Gleiches gilt von 
den Uebergangscurven. 

5 11. 
Q u e r s c h n i t t s y s t e m  d e r  s y m m e t r i s c h e n  F l a c h e n  mit 

U e b e r g a n g s c u r v e n .  

Es  sollen jetzt für die Flachen vom Charakter + (pl A >  0) die i n  
5 9 in Aussicht gestellten moglichst symmetrischen canonischen Querschnitt- 
systeme angegeben werden. Dabei werden, wie dies auch anderwarts zu 
geschehen pflcgt, die einen p Querschriitte mit A, ,  A,,  . . . , Ap und die ande- 
ren p ihnen zugeordneten mit B, , B 2 ,  . . . , B, bezeichnet werden. Die Quer- 
schnitte A,, A,,  . . . , A, sollen dann bei allen Fliichen vom Charakter 
+ (p l  1, > 0) in den im vorigen Paragraphen angegehenen p symmetrischen 
Wegen der ersten Art S,, S,, . . . , Sp bestehen. Von den Qiierschnitten B I ,  R,, .. . 
..., B, aber sollen zunachst BI ,  B,, . .., Bnmi bei alien Flachen vom Charakter 
+ (pl  A > O) gebildet werden durch die A - 1 Uebergangscurven U, , U2, .. . - 
... , UL-i, welche von den A - 1 Wegen SI, S, , . . . , geschnitten werden, 
so clasu im Palle + (1, 2) die beiderlei Querschnitte A, und BI die i n  Fig. 15 
punktirten Linien sind. Weiter sollen dann bei den Flichen vom Charakter 

- ' + Paare von Querschnitten Bi ,  Bl+i, . . . , Bp so ver- + (P, A) die 2 

laufen, wie dies für ein solches Paar  irn Palle + (2, 1) in Fig. 16 veran- 
schaiilicht k t .  Bei den Flachen vom Charakter - (p, A >O)  aber sollen 
für die Queruchnitte B A ,  Bn+\, . . . , B?, diejenigen gewahlt werden , welche 
bei jedern der ebenso vie1 P m r o  von Oeffnungen des Fundamentalbereichs, 
in welche die Querschnitte AlAl + i l  . . . , Ap einmtinden , so angebracht wer- 
den konnen, wie dies im Falle - (1, 1) für ein solches Paar  Fig. 17 zeigt. 

Es  ist nun leicht zu sehen, dass, wahrend dio slimmtlichen Quer- 
schnitte A lauter sich selhst symmetrische Curven der ersten Ar t  sind, 
die Querschnitte R entweder blos ails Uebergangscurven bestehen oder aber 
ails Theilen einer Uebergangscurve und je einer Ralfte eines der Quer- 
schnitte A. Perner tiberzeugt man sich auch leicht, dass man in Ueber- 
einstimmung mit den ~i e m ann'schen Festsetzungen iiber den Durchlauf- 

22 
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ungssinn der Querschnitte A und B I ) ,  hier denselben so wkihlen kann, dass 
die in den Querschnitten B auftretenden Ralften der Querschnitte A in 
demselben Sinne durchlaufen werden wic diese selbst. Von dieser Beschaf- 
fenheit ist  auch der in  den Fig. 16 und 17 angenommene Durchlaufungs- 
sinn. Um nun aber die Zusammensetzung der Wege B noch deutlicher zu 
veranschaulichen, mage allgemein der in dem Querschnitt Bk enthaltene 
Uebergangscurventheil mit Uk bezeichnet werden, so dass also speciell UlU2, ... 
..., UR-I die schon im Vorherphenden 90 bezeichneten ganzen Debergangs- 

... curven , U2, UL+l, U,, aber Theile der allein noch tibrig bleibenden rlten 

Uebergangscurve bedeuten. Biir die F1Bchcn.vom Charskter + ( p ,  A) wer- 
den sich alsdann die Querzchnitte B folgendcrmasscn darstellen: 

5 12. 
Q u e r s c h n i t t s y s t e m  d e r  ~ l y m m e t r i e c h e n  F l à c h e n  ohne 

U e b e r g a n g s c u r v e n .  

Da auf den FlSchen vom Charakter - (p, O) sich selbst symmetrische 
Curven der ersten Ar t  nicht existiren, sollen auf einer solchen F l ~ c h e  als 
Querschnitte A,, 4, ..., A,, diejenigen p sich selbst symmetrischen Curven 
der zweiten Art  angenommen werden, wclchen i n  dem Fundamentalbereich 

1) Vergl. R i e m a n n ,  Theorie der Abei'schen Functionen, LI. Abth. 5 19. 
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derselben die 2 p  Oeffnungen entsprechen. Als zugeordnete Querschnitte 
B,, B,, . . ., BI, aber sollen hier p im Uebrigen beliebige, natürlich weder 
sich selbst noch einander schneidende geschlossene Linien gewahlt werden, 
von denen eine jcde einen der Querschnitte A in einem Punkte schneidet, 
so dass beispielsweise im Falle p = 1 die Wege A, und B, die i n  Fig. 18 
angegebenen sind. 

Es  wird nun aber noch zu zeigen sein, dass dieses anscheinend ziem- 
lich willklirliche System der Querschnitte B doch auch als moglichst sym- 
metrisch angesehen werden kann,  insofern jeder Querschnitt B mit gewissen 
Querschnitten A in Bexiehung steht. Zu dem Zwecke denke man sich allge- 
mein zu dern Querschnitte Bk die zu demselben symmetrische Curve BIk auf 
der Kugelfhhe des Fundamentalbereichs construirt und zu diesen beiden 
Wegcn Bk und X k  noch zweimal die eine Halfte des zugehorigen Quer- 
schnittes Ak gefügt. E s  is t  dann leicht xu sehen, dass man auf diese Weise 
je einen gewissen geschlossenen Weg erhal t ,  der sich i n  der Form dar- 
stellen lasst : 

Bk-k+Ak+Hk-$Ak, 

und der irn Fa11 p = 2 und für  k = 3. in  Fig. 19 veranschaulicht ist. Es  
ist ferner leicht zu erkennen, dass dieser geschlossene Weg von den 2 p  - 2 
übrigen Oeffnungen , ausser den beiden dem Querschnitte A k  entsprechenden, 
gerade die einen 23 - 1 Oeffnungen einschliesst, welche zu den anderen sym- 
metrisch sind, und dass man auch den Querschnitt Bk immer so legen kann, 
dass der Durchlaufungssinn siimmtlicher eingeschlossener Querschnitte A 
derselbe ist. Daraus folgt aber d a m ,  dass der Weg: 

der Summe von Wegen: 
iAi -Ak 

gleichwerthig is t ,  sofern es sich darum handelt , den Werth eines Integrales 
einer cindcutigen und stetigen Function zu bestimmen, welches Iiber den 
ersteren Weg erstreckt werden soll. Man kann diese Aequivalenz etwa so 

B. Die Realiîiit der überall undlichen Normalintegralo. 

5 13. 
Verhalten reeiisr Integrale suf sgmmetrischen Flichen. 

Unter einem reellen Abel 'schen Integrale soll hier ein Integral vw- 
standen werden von der Forrn: 
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I I ,  a, 

p ( w , z ) d e . ,  
"a Zo 

wo w und z durch eine algebraische Gleichung: 

f ( w ,  a ) = O  
mit reellen Coefficienten verbunden sind , die Punction R (w , z)  eine ratio- 
nale Function von w und z mit reellen Coefficienten ist und die Grenzen 
woa, und w,a, jencr algebraischen Clcichung genügende Werthepaare w , a sind. 

Ein solches Integral wird nun offenhar einen r e e l l e n  W e r t h  an- 
nehmen, wenn die beiden Werthepaare woz0 und w,z, reell und auch die 
übrigen Werthepaare, welche au€ dem Integrationswege durchlaufen werden 
sollen, oder auch statt  derselben diirchlauferi werden konnen; ohne dass 
dadurch der Werth des Integrales geiindert würde, reell sind. Ferner wer- 
den sich z w e i  c o n j u g i r t  c o m p l e x e  W e r t h e  des Integrales crgebcn, 
wenn wozo und w,z,  beliabige complexe Werthepaare sind und man dani -- 
die conjugirt cornplexen Werthepaare KG nnd tu,.~, nirnmt und niin d a , ~  
Integral das eine Mal tiber einen zwischen den ersteren beiden Werthe- 
paaren und das andcre Mal über einen solchen zwischen den letzteren bei- 

-- 
den Werthepaaren z< und wl z, gelegenen Integrationsweg erstreckt, wel- 
cher entweder direct alle die zu den auf dern ersteren Integrationsweg ge- 
legenen Werthepaaren conjugirten Werthepaare und sonst keine anderen 
enthglt, oder doch wenigstens ohne Aenderung des Intcgralwerthes durch den 
so beschaffenen Intcgretionsweg ersetzt werden kann. Diese beiden Remerk- 
ungen lassen sich mit Rücksicht auf die Beziehung der algebraischen Gleich- 
ungen zu den symmetrischen R i e  m ann'schen Plachen auch so aussprechen: 

1. E r s t r e c k t  m a n  e i n  r e e l l e s  I n t e g r a l  l a n g s  d e r  P u n k t e  
e i n e s  U e b e r g a n g s c u r v e n t h e i l e s  d e r  z u g e h l i r i g e n  R i e -  
m a n n ' s c h e n  F l a c h e ,  s o  w i r d  d a s s e l b e  e i n e n  r e e l l e n  
W e r t h  a n n e h m e n .  

2. E r s t r c c k t  m a n  e i n  r c e l l e s  I n t e g r a l  l a n g s  z w e i e r  z u  c i n -  
a n d e r  s y m m e t r i s c h e r  C u r v e n s t r e c k e n  a u f  j e n e r  F l a c h e  
i n  a n a l o g e m  S i n n e ,  s o  w i r d  m a n  z w e i  c o n j u g i r t  c o m p l e x e  
W e r t h e  d e s s e l b e n  e r h a l t e n .  

Bus dem zweiten Satze lassen sich nup  sofort die folgenden beiden 
wichtigen Siitze ableiten über die Werthe, nrelche ein reelles Integral an- 
nimmt, wenn man dasselbe über einen sich selbst symmetrischen Weg der 
ersten und über einen solchen der zweiten Art erstreckt. 

1. D e r  W e r t h  e i n e s  ü b e r  e i n e n  s y m m e t r i s c h e n  W e g  d e r  
e r s t e n  A r t  e r s t r e c k t e n  r e e l l e n  I n t e g r a l e s  i s t  r e i n  
i m a g i n a r .  

2. D e r  W e r t h  e i n e s  ü b e r  e i n e n  s y m m e t r i s c h e n  W e g  d e r  
z w e i t e n  A r t  e r s t r e c k t e n  r e e l l e n  I n t e g r a l e s  i s t  r e e l l .  
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Cm diese beiden Polgerungen zu ziehen, hat  man nur zu beriicksich- 
tigen, dass, wahrend bei einem sich selbst symmetrischen Wege der zwei- 
ten Art symmetrische Partien in analogem Sinne durchlaufen werden, solche 
Partien bei symmetrischen Wegen der ersten Art  in  entgegengesetztem 9' inne 
durchlaufen werden (vergl. Fig. 1 und 2). 

Es ergiebt sich endlich auch noch leicht der folgende Satz über den 
Werth eines reellen Integrales, welches tiber eine Halfte eines symmetrischen 
Weges der ersten Art  erstreükt wird. 

D e r  i m a g i n l i r e  T h e i l  e i n e s  r e e l l e n  I n t e g r a l e s ,  w e l c h e s  t i b e r  
e i n e  z w i s c h e n  d e n  b e i d e n  U e b c r g a n g s c u r v e n p u n k t e n  e i n e s  s y m -  
m e t r i s c h e n  W e g e s  d e r  e r s t e n  A r t  g e l e g e n e  H a l f t e  d i e s e s  W e g e s  
e r s t r e c k t  w i r d ,  i s t  g l e i c h  d e r  H a l f t e  d e s  i m a g i n i i r e n  W e r t h e s ,  
w e l c h e n  d a s  ü b e r  d e n  g a n z e n w e g  i n  d e m s e l b e n  S i n n e  e r s t r e c k t e  
I n t e g r a l  a n n i m m t .  

5 14. 
Ree i le  ü b e r a l l  e n d l i c h e  I n t e g r a l e  a u f  s y m m e t r i s c h e n  F l i c h e n .  

Wenn u + i v  eine beliebige complexe Function des Ortes auf einer 
R i e  mann'schen Flache kt, so sollen die reellen Bestandtheile u und v, 
aus denen sich jeder Werth derselben zusammensetzt, die zu der Function 
gehorenden P O t e  n t i a l  f l in c t i o n e  n genannt werdenl). Zwischen ihnen 
bestehen d a m  bekanntlich bei geeigneter Wahl des Coordinatensystems x ,  y 
die beiden Differentialgleichungen: 

vermtige deren zu jedem Werthe von 26 sich der zugehorige von v bis auf 
eine additive reelle Constante bestimmt , namlich : 

Nun denke man sich, wie dies nach einem bekannten Satze der R i e m a n n -  
schen Theorie der A b  el'schen Bunütionen (vergl. B. Th., S. 40) inlmer moglich 
ist , für jede der verschiedenen Arten von symmetrischen Flachen mit dem auf 
ihr im Vorhergehcnden angegebcnen Querschnittsystem p linear unabhgngige 
überall endliche Potentialfunctionen : u, , u, , . .. , a,, dadurch bestimmt , dass 
man allgemein u k  vorschreibt, am Querschnitt Ak die reelle Constante 7k,+ ais 
Periodicitatsmodul anzunehmen, wahrend es an allen übrigen Querschnitten A 
und an sammtlichen Querschnitten B den Periodicit~tsmodul 0 haben solLe) 

1) Vergl. R. Th., S. 1 flgg. 
2) Unter  dem Periodicitatsmodul an einem Querschnitte wird dabei, wie ge- 

wohnlich, der Zuwachs verstanden, welcher siüh für die in Rede stehende Function 
beim Ueberschrcitcn des Querschnitte~ einstellt. Derselbe ist aber bekanntlich 
gleich dem Werthe, welchen  da^ Integral annimmt, wenn es über den zugeord- 
neten Querschnitt erstreckt wird. 
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E s  wird sich dann für  die Periodicitatsmoduln der u k  an den Quer- 
schnitten A das folgende Schema aufstellen lassen: 

E s  ist ferner auch leicht xu sehen, dass die so bestimmten Potmtial- 
functionen wirklich 1 i n  e a r u n a b  h a n  g ig sind. Denn ware dies nicht der 
P a l l ,  bestande also eine Gleichung von der Form: 

worin e l ,  c,, . . ., cl, und C gewisse Constanten sein sollen, so würde einmal 
fü r  jeden Querschnitt A als Integrationuweg: 

c , .O+c , .O+ ...+ c , . O = C ,  

also C= O sein müssen, daneben aber für  den Querschnitt B,, als Inte- 
grationsweg : 

c i . O + c , . O +  ...+ c p - ~ . O + c p . r p p + c p + ~ . O +  ...+ c p . O = C ,  

also C= c p  . rFp sein müssen; also kGnnte C keine Constante sein, und 
folglich sind u, ,  u,, ..., up i n  der That linear unabhangig. - 

Weiter kann man nun aber  zeigen, d a s s  d i e  s o  b e s t i m m t e n  P o -  
t e n t i a l f u n c t i o n e n  u , , ~ , ,  ..., up ü b e r  s y m m e t r i s c h e  P u n k t r e i h e n  
i n  a n a l o g e m  S i n n e  e r s t r e c k t  g l e i c h e  o d e r  e n t g e g e n g e s e t z t  
g l e i c h e  W e r t h e  a n n e h m e n ,  j e  n a c h d e r u  b e i  d e r  b e t r e f f e n d e n  
F l a c  h e 1 > 0 O d e r  1 = 0 i s  t. Es ergiebt sich dies einfach ans der Sym- 
metrie der Querschnittc A;  m a n  hat  nur  noch zu beachten, dass ftir die 
Flichen vom Charakter + ( p ,  1 > 0) die Definition jener Potentialfunctio- 
nen nach der symmetriscben Umformung genau dieselbe bleibt, weil sich 
dabei die Ufer der Querschnitte A nicht vertauschen, dass dagegen für die 
Flichen vom Charakter - ( p  , O) wegen der Vertauschung der Ufer ihrer 
Querschnitte A bei der  symmetrischen Umformung die Definition der Po- 
tentialfunctionen u sieh so umgestaltet, als wenn die Werthe der Periodi- 
citiitsmoduln der Functionen a n  s%mmtlichen Querschnitten gerade in die 
entgegengesetzten übergcgangen waren. 

Bestimmt man endlich zu 'dcn aufgestellten Potentialfunctioncn 
u,, u2 ,  . . . , up vermoge der Formel (F) die zugehorigen Potentialfunc- 
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tionen v1 , v2, . . . , vp, so werden diese, wie aus jener Formel unmittelbar 
hervorgeht, immer genau die urngekehrte Eigensühaft besitzen wie die 
Functionen u,  d. h. e s  w e r d e n  d i e  D i f f e r e n t i a l e  d e r  v i n  s y m m e -  
t r i s c h e n  P u n k t e n  f ü r  I ,>O e n t g c g e n g e s e t z t  g l c i c h e ,  f ü r  L = O  
a b e r  g l e i c h e  W e r t h e  h a b e n ;  denn die Werthe von s werden in sym- 
metrischen Punkten gleieh, die von y aber entgegengesetzt gleich ange- 
nommen werden k5nnen. 

Daher werden nun die aus der Vereinigung der 2 p  Potent.ialfunctionen 
u l ,  u2,  . .. , up j v l ,  v2, . . . , vp hervorgehenden iiberall endlichen Iutegrale : 

i m  F a l l e  A > O solche Integrale sein, welche in symmetrischen Punkten 
conjugirte Wert,he annehmen, also r e e  1 l e  I n t  e g r  a l e ,  dagegen i m  F a l  l e  
1 = 0 solche Integrale sein, welche in  symmetnschen Punkten Werthe 
anuehruen , die von conjiigirten um den Factor i verschieden sind , also m i t 
dern F a c t o r  i m u l t i p l i c i r t e  r e e l l e  I n t e g r a l e .  

Die 2p2 Periodicitiitsmoduln dieser Integrale w,, w,, . . ., wp aber lasuen 
sich, wenn man allgemein den Periodicittitsmodul von vk am Querschnitt Ai 
mit q k i  und am Qnerschnitt Bi mit b k i  bezeichnet, wo pki und b k i  natür- 
lich reelle Grossen sind, in  die fnlgenden beiden Schemata zusammen- 
fassen : 

1 1  4 .. . 
- - 

AP 
- - i 

%+% 1 ~ I I + ~ % I  
- -p-p 

. . . 

I : 
I :---- 

à q p 2  , ... i r $ J , + i o p p  
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D i e  s i i m m t l i c h e n  P e r i o d i c i t a t s m o d u l n  d e r  w a n  d e n  Q u e r -  
s c h n i t t e n  B s i n d  a l s o  r e i n  i m a g i n a r .  

Es  lasst sich nun auch leicht zeigen, dass d i e  ü b e r a l l  e n d l i c h e n  
l n t e g r a l e  w,, w,, ..., w,, l i n e a r  u n a b h i i n g i g  s i n d .  Angenommeu 
ntimlich, es bestande eine Relation von der Form: 

worin c l ,  c,, . . ., cp und C irgendwelche Constanten sind, so würde diese 
Relation bei der symmetrischen Umformung der Flache im Palle b > O 
übergehen in die folgende: 

Aus 1) und 2) würde nun folgen: 

C 
ciui + czu2 +... + cpup = 2 

und aus 1 und 2'): 

Ciul+c,u,+ ... +c,,u,,=O. 

Beide Gleichungen sind aber wegen der linearen Unabhangigkeit der Po- 
tentialfunctionen u,, uz ,  . . . , u,, unmOglich; also sind in der That w,, w,, . .., w, 
linear unabhangig. 

Die reellen Normalintegrale erster Gattung. 

Man denke sich jetzt für alle symmetrischen Flachcn ein System solcher 
iiberall endlicher Integrale a), , ui, , . . . , w,, , wie es im vorhergehenden Para- 
g r a p h e ~  betrachtet wurde, aufgestellt. D a m  wird der Umstand, dass die 
sammtlichen Periodicitatsmoduln jener Integrale an den Querschnitten B 
rein imaginiir sind, erlauben, aus dem System der Integrale w, , w2, . . . , w p  
je ein System von p überall endlichen Normalintegralen ab~ule i ten ,  welche 
ebenso wie w, , w,, . .. , W, reelle Integrale resp. um den Factor i von solchen 
vorsehicdono Integrale sind. Denn man hat  nur p lincare Combinationeu 
von der Form: 

anzunehmen und darin die Constanten ckp so zu bestimmen, dass diese 
neuen Integrale J,, J2,. . . , J p  a n  Stelle der Periodicitiitsmoduln i b k i ,  welche die 
Jutegrale w, , wg , . . . , wp an den Querschnitten B aufwiesen , diejenigen an 
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diesen Querschnitten annehmen, welche durch das folgende bekannte Schema 
der einen pZ Perioden der Normalintegrale gegeben sind: 

Uazu ist allerdings nothig, dass die Determinante der bki von Nul1 ver- 
schieden ist ; dies ist aber ,  wie Herr Professor P r  y m in Band LXXI  von 
C r e l l e ' s  Journal (S. 231 flgg.) bewiesen ha t ,  wirklich immer der Fall. 
Dass uiimlich dann in der That die Integrale JI, J,, ..., Jp die crwahnto 
Eigcnschaft bezüglich ihrcr Rcalitat crlangcn, gcht daraus hervor, dass die 
Constanten C+ sich bei jener Bestimmung, wie man leicht sieht;, als reelle 
Constanten ergeben müssen. 

Was endlich die zweiten p2 Periodicitatsmoduln dieser Integrale J I ,  J , ,  . . . 
..., J,, an den Querschnitten A anbelangt, so pflegt man diese so zu be- 
zeichnen, wie es in dem folgenden Schema geschehen i s t :  

und man weiss von ihnen nach der Theorie der Abel 'schen Functionen 

P (P - 1) zunachst n u r ,  dass zwischen ihnen die - - Relationen: 
2 

aki = a i k  

bestchcn,') so dass also das obige Schema die Form eincr symmetrischen 
Determinante bcsitzt. Es  ist nun aber eben der Zielpunkt diescr Unter- 

1) Vergl. R i e m a n n ,  Theorie der Abel'schen Functionen, II. Abth. 5 20. 
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suchung , die nahere Beschaffenheit der Werthe dieser Periodicitatsrnoduln 
aki zu ermitteln, namlich anzugeben, welche derselben bei den verschie- 
denen Arten von symmetrischen Flaühen reell und welche complex sind, 
also noch einen irnaginiircn Theil besitzén. 

C. Die irnaginaren Theile der Periodicit%tsmoduln ak, der 

Normalintegrale. 

Schemata für die Flachen mit Uebergangsciirven. 

Es leuchtet ein, dass die Wertho der Periodicitatsmoduln ski der Nor- 
malintegrale J I ,  J,, . . . , Jp wesentlich abhangen von der Beschaffenheit der 
Querschnitte B. E s  sol1 nun gezeigt werden, dass bei der hier getroffenen 
Wahl der Querschnitte B d i e  W e r t h e  d e r  P e r i o d i c i t a t s m o d u l n  ski 

e n t w e d e r  v o l l i g  r e e l l  o d e r  n u r  s o  c o m p l e x  s i n d ,  d a s s  d e r e n  
i m a g i n a r e r  T h e i l  g l e i c h  n i  i s t .  

Um dies zunachst für  die Flachen vom Charakter + (p, À > O) ein- 
zusehen, hat man nur  einerseits die in 3 11 angegebene Zusmmensetzung 
der Querschnitte B bei diesen Flachen zu beriîcksichtigen und andererseits 
die in 3 13 ausgesprochenen Satze über die Werthe,  welche ein reelies 
Integral annimmt, meun man dasselbe über Uebergangscurventheile und 
wenn man es iiber Halften von symmetrischen Wegen der ersten Art er- 
streckt. Dann ergiebt sich sofort, dass die ski für  diese Flachen von der 
Form sind: 

ski= Q;+ E .ni, 

wo ski eine reelle Grosse und E = + 1 oder = O  ist. Urn aber die Eealitiit 
der ak i für diese Flachen vorn Charakter + (pl ri > O) genauer anzugeben, 
sind in den folgenden bciden Schematis einerseits fiir die Flachen vom 
Charakter + ( p ,  1) und andererseits für  die Plachcn vom Charakter -(pl A>0) 
die imaginaren Theile der ak; zusammengestellt. 
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Schema fur die FlSchen vom Charakter + (p, I ) .  

... 
- - 

a..  

..a 

- 

- 

S.. 

-- 

S.. 

- 

... 

Schema für die Fliichen vom Charakter - (p, A > O). 
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Beide Schemata zeigen , dass ftir alle Flacheu vom Charakter + ( p ,  A ) 0) 
immer nur  p - A + 1 der pz Periodicitltsmoduln aki den imaginaren Theil ni 
aufweisen, alle übrigen aber reell sind. 

Die hierbei gemonnenen Eesultate - stimmen nuri auch irn Falle p = 3 
mit denjenigen tiberein, welche Herr Professor K l e i n  in  der eingangs ge- 
nannten Abhandlung in Bd. X der Mathem. Annalcn' abgeleitct hat ,  sofern 
man dabei lineare Transformationen der Integrale sowohl, als der Querschnitte 
zu Hilfe nimmt. 

Schema für die FlBchen ohne Uebergangscurven. 

Um auch für die Blachen vom Charakter - (p, 0) die imaginiiren Theile 
der aki zu bestimmen, hat man sich zunZchst der in $ 12 für die Quer- 
schnitte B dieser Flachen erhaltenen Aequivalenz: 

zu erinnern, i n  welcher B ' k  der zu Bk symmetrische Weg war ,  weiter aber 
zu berücksichtigen , dass die Normalintegrale J I ,  J2, . . . , J,, für diese Flachen 
vom Charakter - ( p ,  0) von reellen Integralen um den Factor i verschie- 
den waren. Denn da  apk der Werth des über den Querschnitt Bk erstreck- 
ten Integrelcs J,  k t ,  so wird, wenn man:  

setot, der Werth des über den Weg B'k hinerstreckten Integrales Jp sein. 

und daher wird sich verrnoge der obigen Aequivalenz für  den Werth des 
über den Weg Bk + B ' k  hinerstreckten Integrales Jp die folgende Gleichung 

wenn namlich allgemein i y r k  den Werth des über den Querschuitt Ak hin- 
erstreckten Integrales Jp oder altio den Periodicititsruodul desselben am 
Querschnitt Bk bezeichnet. Diese Periodicitj;t;smoduln i y p k  sind aber durch 
das in 5 15 angcgebene Schema der Periodicitatsmoduln der Normalintc- 
grale J, , , . . . , J,, an den Querschnitten B bestimmt und es ist nach dem- 
selben allgemein : 

y p k = O  fiir (*<k 
und nur: 

y,, = 2n. 
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und 

Also geht die obige Glcichung ftir ppk ~ b c r  i n  die folgenden beiden: 

#?,,k=n für  p < k  

p -0. f'f' - 
Stellt man diese so bestimmten imaginaren Theile der a k t  nun auch noch 
in ein Schema zusammen, so ergiebt sich das folgende: 

Schema für die FlWchen vom Char~kter - ( p ,  O). 

Es  mag nur  noch auf das Verhaltniss dieses Schemas zu dem aus dem 
zweiten Schema des vorigen Pmagraphen fur den Fa11 A = 1 folgenden hin- 
gcwitiscn werden. E s  haben n b l i c h  bei dem letzteren gerade nur  diejenigen 
Periodicittitsmoduln ski imaginare Theilc, welche in  dem obigen Schema 
reell sind, was offenbar dem Umstande parallel ILuft, dass für den Fa11 
k = O erst die Functionen: 

reelle iiberall endliche Integrale reprksentiren. 
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Grundzüge der mathematischen Chemie. 

Von 

Prof. Dr. W. C. WITTWER 
i n  Regsuaburg 

v. 
6. C h l o r .  

Atomgewicht: Cl = 35,5. Moleculargewicht: Cl CI = 71. 

Betragt die Qunntitat der  tragen ~ u b s t a n z  eines Massenatoms das 
35,5fache eines Wasserstoffmassentheilchens, so erhalten wir das, was 
die Chemiker Chlor nennen und  mit Cl hazeichnen. 

1 s t  ein solches Atom inmitten des athererfüllten Raumes gegeben, 
eo werden sich drei Aethertheilchen auf seiner Oberflache niederlassen, 
und  ihre Mittelpimkte werden die Ecke  eines gleichseitigen Dreiecks bil- 
den,  deesen Ebene  durch den Mittelpunkt des Massenatomes geht. Uamit 
ist  die Zahl der unmittelbar aufzunehmenden Aethertheilchen abgeschlos- 
sen ;  es übt jedoch dio Gruppe ihrcn Einfluss auf dio Stcllungen der 
Aethertheilchen der Umgebung ans. Am nachsten kommen der Gruppe 
zwei Aethertheilchen, die ihren Platz  in  einer anf dem erwahnten Dreieck 
normal stehenden nnd durch den  Mittelpunkt des Atomes gehenden Ge- 
raden (der Axe des Atomes) finden, so dass die Reihe A C l A  dargestellt 
wird, Die Ruhelage dieser Aethertheilchen ist angegeben durch: 

welçher Gleichung der Werth von R(C1A) = 0,9987 Genüge leistet. 
Ersetzt man i n  der vorstahandcn Reiho eines der Aethertheilchen 

durch cin zweites Chloratom, ~o stellt sich dieses s o l  dass beide Axen 
in die  Verbindungslinie der  Atome fallen und  dass das Aetherdreieck 
des einen Atoms gegen das des andern um 6 0  Grade gedreht ist. E s  ergeben 
sich n u n  die Bedingungsgleichungen : 
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In bciden Gleichnngcn 2) sind die Glicder, welche R+ Rl enthalten, 
einander gleich, und da  dieses auch bei den nachfolgenden Gleichnngen 
mit zwei Unbekannten ohne Aiisnahme der Fa11 ist,  so werde ich der 
Einfachheit wegen stets in  der zweiten Gleichung statt  der  Gesammtheit 
der in der ersten Gleichung vorkommenden Glieder mit R + RI den Aus- 
druck q ( R +  R,) setzen. Der  Werth von p ( R +  R,) ist also von einem 
Gleichungspaare zum andern verschieden. 

Ausserdem will ich noch zwei andere Vereinfachnngen benützeu. 
1 

Die Grosse - 
19,803 

werde ich mit a bezeichnen. E i n e  sehr oft vor- 

sol1 im Nachstchenden stets mit f ( R )  bezeichnet werden. Die  entspio- 
chende Bezeiehnung findet anch s tat t ,  wenn R1 oder R + RI an die  S t d e  
von R  treten. 

Nach dem Vorangehenden andert  sich die zweite Gleichung in 2) 
um in :  

Den Gleichungen 2) entsprechen die Werthe R(CIC1) = 0,9762 u n d  
R, (CI A )  = 1,0119. E s  ergieht sich hieraus, dass, wenn zwei eirizalne 
Cliloratome einander nahe komnien, dieseltien siüh zu einem Molecul Cl Cl 
vereiuigen konnen ,  denn R in 2) ist kleiner als R in l ) ,  und es kann  
daher ein Aethert,heilchsn der Rcihe A C l A  dnrch ein weitcres Chloratom 
ersetzt werden. 

Es  dürfte nicht unintoressant sein,  einen Vcrgleich zwischen dem 
Verhalten des Sauerstoffs hei der  Moleculbildung u n d  demjenigen des 
Clilors anzust,ellen. 

Rei dem einfachen Sauerstoffatom ist die Entfernung der nacbsten 
zwei Aethertheilchen 1,Û510X, und wenn eines davon durch ein zweites 
Sauerstoffatom ersetzt wird,  so nahert sicli letzteres dern ereten bis auf 
0,9568. Bei dem Chlor ist die Aetherentfernung 0,9987 und  die des 
zweiteu Chloratoms 0,9762. Es ist also i m  Chlormolecul die Annaherung 

* Abhandluug IV S. 227. 
Zdtiohrilt f. Msthematik ri. Physik XXVIII, 6. 
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der Atome bedeutend kleiner als im Sauerstoffmolecul, was auf einen 
hoheren Grad von Zersetzbarkeit des ersteren, also ein leichteres Ein- 
gehen in andere Verbindungen h i n  d e u t  e t .  Dieses gilt zunachst fur 0' 
abs. Temperatur;  doch zeigt die Erfahrung die namliche Erscheinung 
auch fur unsere gewohnlichen Wiirmegrade. 

Wird auch das zweite Aethertheilchen in 1) durch ein Chloratom 
ersetzt,  sa lagert sich dieses so an das ursprünglicho, nunmehr mittlere, 
dass sein Aetherdreieck gegan das des letzteren um 6 0 °  gadroht, aber 
parallel is t ,  so dass es also die  namliche Stellung h a t ,  wie das Dreieck 
des andern ausseren Atomes. Dieses führt zn  der  Gleichung: 

R hat  den Werth 0,9884. E s  k a n n  also auch das zweite begleitende 
Aethertheilchen durch ein Chloratom ersetzt werden, und  wenu bei Fort- 
setzung des Vorgauges mehr und mehr der  umgebenden Aethertbeilchen 
ihre Platze a n  Chloratome verlieren, deutet dieses darauf hin,  dass das 
Chlor ebenso wio der  Sauorstoff durch alleinige Temperatnrerniedrigung 
condensirbar sein müsse. Dass erhohter Druck eine Beschleunigung der 
Condensation herbeiführen werde, ist  selbstverstiindlich, da  der Ilruck 
die Abscheidung der die  Chlortheilchen nmgebenden Aethertheilchen be- 
forderu muss. 

Durch Verbindung von drei Atomen Sauerstoff entsteht bekanntlich 
das Ozon, und  die analoge Verbindung ist auch bei dem Chlor, wenig- 
stens bei 0' abs. Temperatur  moglich. Bisher weiss man in der Chemie 
von einem solchen Analogon des Ozûns nichts. Moglich, dass diese Ver- 
bindung noch nicht gefunden wurde, wie j a  auch die Entdeckung des 
Ozons u m  manches J a h r  ripater dat i r t ,  als die des nicht activen Sauer- 
staffs. Iloch ist noeh ein Umstand e u  heriicksichtigen, der die Hildung 
von Cl3 jedenfalls erschwert. Bei der Combination O OA ist ( O A )  = 1,0715, 
und  wenn das Aethertheilchen durch ein Sauerstoffatom verdrangt wird, 
so nahert  sich letzteree dem alsdann mittleren Atom bis auf 0,9820; es 
ergiebt sich also hier eine gana bedeutende Differens und  es  wird dem 
dritten SauerstoEatom verhaltnissmiissig leicht,  das Aethertheilchen zu ent- 
fernen. Sol1 bei dem Chlor der namliche Vorgang eintreten, so ist bei 
CZCZA der Worth von ( C ~ A )  = 1,0119,  wabrend,  wenn da8 Aethertheilchen 
durch ein weiteres Chloratom verdrangt wird,  (Cl Cl) = 0,9884 wird. Der 
Unterschied ist hier vie1 kleiner und  darum muss auch die Wahrschein- 
lichkeit der  Aetherverdrangung hei dem Chlor vie1 kleiner sein als bei 
dem Sauerstoff. Dieses dürfte mit der  Grund sein,  warum die Verbin- 
dung  Cl3 noch nicht hergestellt wnrde. 
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Denken wir u n s ,  die Verbindung O3  ode^ CI, sei anf was immer für 
eine Weise gebildet u n d  eine grossere Anzahl solcher Molecnle i n  einem 
gegebenen Raume vorhanden, 60 mnss, wenn zwei derselben einander 
nahe kommen, eine Neigung der sich genaherten Randmolecule bestehen, 
ihre bisherigen Geflhr ten zu verlassen und  nnter einander eine Verbin- 
dnng einzugehen, so dass aus je  zwei Moleculen O3 oder Cl3 drei Mole- 
cule O, oder Cl2 sich bildcn. E s  ist  dieses moglich, denn bei dcm Sauer- 
stoff rüeken dia Atome aus der Entfernnng 0,9820 nach 0,9568 u n d  bei 
dem Chlor von 0,9884 nach 0,9762. Diese Erscheinnng wird nm,so 
leichter eintreten , j e  grosser die Wahrscheinlichkeit der Begegnnng wird, 
also j e  dichter die Molecule O, oder Cl3 bei einander s ind,  oder j e  mehr 
sie durch Schwingungen sich nahe kommen. Dieses findet auch i n  der 
That bei dem Ozon stat t ,  man kann den Sauerstoff nur  bis zu einer 
gewissen Grenze ozonitiiren, d. h. die Zahl der unter ein gegebenes 
Quantum von Moieculen nicht activen Sauerstoffs eingemengten Ozon- 
molecule ist eine beschriinkte, ist um H O  mehr beschrankt, jo  hoher dio 
Temperatur wird. 

Bei Besprechung der  Alkalimetalle habe iüh das Anlagern eiues 
Atomes a n  das andere in  der namliehen Weise abgeleitet, wie früher bei 
dem Sauerstoff und  oben bei dem Chlor, uud es kann zwischen ihnen 
und den letztercn bezüglich des Aggregatzustandes nicht wohl cin andemr 
Unterschied bestehen, ale die H6he des Siedepunktes. Die Alkalimctnllc 
nehmen den luftformigen Aggregatzuatand erst bei holierer Temperatur 
an als Sauerstoff und Chlor, und  es ist' wohl nicht uninteressant,  nach- 
zusehen, wie die Verbindungen sich bei O 0  abs. Temperatnr unterschei- 
den. Zn diesem Zwecke lasse ich die Combinationen: Aether, Atom, 
Aether, dann  Atom, Atom, Aether, und endlich Atom, Atom, Atom für 
Sauerstoff, Chlor, Lithium u n d  Natrium hier folgen. Die  nnterhalb und 
zwisühen den Bestandtheilen der Verbindungen stahenden Zahlen geben, 
wie früher, die  Distanzen. P ü r  Lithium und  Natrium habe ich letztere 
nach den n m e n  Constanten berechnet. Kalium konnte ich hier nicbt 
verwenden, weil bei diesem abweieliend von den anderen vier Elementen 
sich nicht drei Atome in einer Reihe hinter oinander stellen lassen, viie 
ieh dicses bereits in meiner dritten Abhnndlung bei der Besprechung de8 
Kaliums gezeigt habe. 

A O A  O O A  0 0 O  
1,0510 1,0510 0,9568 1,0715 0,9820 0,9820 

A ~ A  C I  cz A cl a n 
0,9987 0,9987 0,9762 1,0119 0,9884 0,9884 

A L i A  L i L i A  L i L i L i  
1,1865 1,1863 1,1256 1,2314 1,1740 1,1740 

A Na A  Na Na A  Na Na Na 
1,2073 1,2073 1,1498 1,2630 1,2065 1,2065 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



356 Grundztige der mathematischen Chemie. 

Man sieht aus  diesen Zahlen sofort, dass die vorgeführten Elemente 
sich i n  zwei Paare theilen, Sauerstoff u n d  Chlor einer-, Lithinm und 
Katr inm andererseits. Bei dcn bei gewobnlicher Temperatur gasformigen 
Substanzen ist die Atomentfernnng betriichtlich kleiner als bei den festen 
Korpern ,  und  es ergiebt sich daraus, dass der Einfluss der Warme auf 

die  Aenderung des Aggregatzustandes grtisser sein müsse, wenn die 
Atomdistanz bei 0' abs. Temperatur kleiner i s t ,  als wenn sie einen 
grosseren Wer th  hat. Die Verschiedenheit des  Atomgewichtes kann hier 
ni+ts ansmachen, denn wenn man von dem kleinstcn Atomgewichte der 
vier Elemente e n  dem grossten übergeht,  so wechselt allemal ein fester 
Korper  mit einem G a ~ e  ab. 

Chlor und Sauerstoff. 
Bleibt man ,  wie ich in  den früheren Abhandlungen gethan habe, bei 

der  Betrachtung von Grnppen von j e  drei Gliedern s tehen,  so ergeben 
sich die Zusammenstellungen: zwei Atome Chlor und  ein Atom Saner- 
stoff, ein Atom Chlor und zwei Atome Sauerstoff, u n d  endlich ein Atom 
Sauerstoff, ein Atom Cblor und ein Aethertheilchen. 

V e r h i n d u n g  v o n  z w e i  A t o m e n  C h l o r  m i t  e i n e m  Atom 
S a n e r s t o f f  ( U n t e r c h l o r i g s a n r e a n h y d r i d ,  CZ20). Bei dieser Ver- 
bindung ist zunachst die Frage  zu beantworten, i n  welcher gegenseitigen 
Stellung sich die drei Atome befinden. Sie stellen sich so gegen ein- 
einander, dass die gegenseitige Abstosnung einen kleinsten Werth erlangt. 

Was n u n  die Chloratome anbelangt, so  ist  sicher, dass sie so gegen 
einander gelagert s ind,  davs die Axe des einen Atoms in der Verlange- 
rnng  der  Axe  des andern liegt,  so dass also die Aetherebenen beider 
parallel u n d  die Aetherdreieekc gegen einander nm 60" gedreht sind. 
Weniger sicher ist a priori die Stellung, welche ein Saner~toffatom gegen 
ein Chloratom einnimmt. E s  k a n n  a) das Sauerstoffmassentheilchen in 
der Aetherebene des Chlors liegen, so dass die Verbindungslinie beider 
Nassentheilchen den Winkel  balbirt ,  den die Verbindungslinien zweier 
Chlorathertheilchen mit dem Chlormassentheilchan einscliliessen, wghrend 
die  beiden Atomaxen einander parallel sind. E s  kann  auch b) das Sauer- 
stoffrnasnentheilchen i n  der  Axe des Chloratorns liegen, wahrend seine 
Axe auf  dieser Verbindnngslinie normal i s t ,  u n d  gleichzeitig auch anf der 
Richtnng der  Verbindungslinie, die man von dem Cblormassentheilchen 
zn  einem seiner Aethertheilchon zieht. I m  ersten Fal le  ist die gegen- 
seitige Einwirkung beider Atome gegeben durcb: 

2 '16n  (R-;) 16a 2.35,5oR - 4 ( ~ - 3 )  
3 ? , + W ) + ( R ~ + ~ ~ %  

((R - ;)P + ? )  
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Im Falle b) hat man 

b) 
(2 .35 ,5+3 .16)aR  

- f R -  
1 6  .35,5aa 

(R2 + r2)% R ' 
Es ist nun sehr naheliegend, zur Beantwortung der erwahnten Frage 
die vorstehenden Ausdrücke in Reihen nach wachsenden Potenzen von 
r R '  zu entwickelu und ihre Werthe für verschiedene Grossen von R 
zu bestimmen. Man sieht jedoch bald, dass diese Reihen so wenig con- 
vergent sind, dasti ea vie1 einfacher ist,  die Ausdrücke direct zu berech- 
nen ,  wie ich es hei den bisher vorgeführten Gleichungen stets gethan 
habe. Setzt man nun den Werth von H=0,95 in den Formeln a) und 
b)  ein, so ergiebt sich bei a) 5,9645 - 8,5486, also die Abstossung 2,5841, 
wahrend man hei h) 5,5424- 8,1053, d. i. die Abstossung 2,5629 be- 
kommt. Es ist also die Abstossung bei der Stellung a) um 0,0212 
grtisser. Setzt man den Werth von R = l,O5, so giebt a) 4,9905 - 7,2080 
- - - 2,2175 und b) 4,6831 - 6,8226 = - 2,1395. Hier ist also die Diffe- 
rem beider Ahstossungen 0,0780. Die Stellung b) ist also um so mehr 
vortheilhaft, je &rosser R wird, und es ist schon moglich, dass bei sehr 
kleinen Werthen von R die Stellung a) eine geringere Abstossung zeigt; 
doch kommt eine so geringe Grosse von R im Nachstehenden nicht vor. 
Es ist also für die Verhindung Cl2 O vorauszusetzen, dass die drei Massen- 
theilchen sich in einer Geraden befinden. 

Nachdem die Stellung der Atome festgestellt ist, bleibt noch die 
Reihenfolge derselben zu untersuchen übrig. Dieselbe kann sein: a) CICIO, 
b) Cl O Cl. 

u) Bei der Reihenfolge CICIO, in der also die Atome die oben an- 
gegebene Stellung haben, ergeben sich die Gleichungen: 

6(35,5a- l )R (3 .16  +2-3535) a (R+ RI) 
+ (3 -35,5a)R 

( I l 2 +  r2)"1 + (IR + R,)' + r2)% 
3R 35,S2a2 16.35,5a2 --- 

4) (R+ 4 ~ 7 %  R Y R  $ RI)" 
- f (R+R, )  = O  

Uiesen Gleichungen entsprechen die Werthe: K (Cl Cl)  = 0,9889 und 
R,(C'10) = 1,0011. 

6) Bei der Zusammenstellung Cl O Cl entsteht bei unveranderter Dreh- 
ung der Atome dio Gleichung: 

( ( 3 . 1 6 + 2 . 3 5 , 5 ) ~ - 2 ) R  (35,5a--1)12H 
(R2 + r2)a/2 

+- (4 R" rr")''. 
+ (3  - 35,5a) R 

5) 35,5 a' 35 5 
-- R2 ( 1 6 + * ) - ~ ( R ) = o .  

Hier ist R(CI O) = 0,9933. 
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Soll sich Unterchlorigsaureanhydrid nach der  Combi~iatioii (1) direct 
bilden, so kann  dieses pur  dadurch geschehen, dass ein Sauerstoffatom 
sich a n  ein Chlormolecul anhangt ,  und s u  diesem Zmecke muss also cin 
Sauerstoffmolecul zerrissen werden. Soll dieses moglich sein,  so mus0 
die  Entfernung des a n  das Chlormolecul sich anschliessenden Sauerstoff- 
atoms von dern nachsten Chloratom, also RI oder (CIO) in  4 ) ,  kleiner 
se in ,  als die  Ilistanz der Sauerstcffatome in dern Sauerstoffmolecul, also 
< 0,9568. Dieses ist jedoch nicht der E'all, denn der  Werth von RI in 
4) ist 1,0011 und von einer Zerreissung des Sauerstoffmoleculs kann also 
keine Rede sein. Ausserdem muss dae sich anschlicsscnde Sauerstoffatom 
das nebcn dern Chlormolecul hefindliche Aethertheilchen von seinem 
Platze verdrangen konnen ,  es mnss also (Cl0) in 4) kleiner sein, als 
(CEA) i n  2). Ersterer Werth ist 1,0011, der  letztere 1,0119. Eine Ver- 
drangung des Aethertheilchens ware hier moglich, doch wegen der ge- 
ringen Grosse der Differenz nicht sehr  wahrscheinlich. Betrachtet man 
das zweite Kriterium auch als bejahend, so ergiebt sich aus dem ersteu, 
dass die Verbindung durch directes Zusammentreten der  geeigneten Quan- 
titaten von Sauerstoff und  Chlor sich au bilden nicht vermag. 

Zum Eintrcten der  Combination b) i ~ t  nicht nur  eine Zerrcissung 
eines Sauerstoffmoleculs nothig, sondern auch die Zerreismng eines Chlor- 
moleculs, weil das  Sauerstoffatom sich zwischen zwei Chloratome ein- 
schieben muss. E s  muss also A i n  5) kleiner sein als 0,9568, d. i. (00) 

im Sauerstoffrnolecul, und  kleiner als 0 ,9762,  d. i. (ClCl) in  2). Beides 
ist nicht der  FaIl  nnd  darum auch dan Eintreten dieser Combination 
durch directes Znsammentretcn von Sauerstoff und Chlor wenigstens für 
O 0  abs. Temp. unmoglich. Man erhalt übrigens die Verbindung auch tiei 
gcwohnlicher Tcmperatur  nicht auf directem Wege. Indirect hekommt 
mau das Unterchlorigsanreanhydrid dadnrch,  dass man Chlorgas auf 
Qnecksilberoxyd einwirken lasst,  und die Verbindung entsteht nach der 
Formel:  

Ego + 2 C 1 2 =  Cl,O+ RgCl , .  

Betrachtet man diese Formel ,  so sollte man meinen,  es  müsste sich das 
Unterchlorigsaureanhydrid am einfachsten in der Weise bilden, dam dor 
Sauerstoff des Quecksilberoxyds sich a n  ein Chlormolecul anschliesst und 
seinerseits durch ein zweites Chlormolecul emetzt wird,  das  sich mit dern 
freigewordenen Quecksilber verhindet. Dieser so einfaehe Vorgang, dem- 
zufolge die Combination a) m m  Vorschein kommen würde,  hat  das  gegen 
s ich,  dass er dem Satze von der  Einwerthigkeit des Chlors widerspricht; 
doch mnss ich daran er innern,  dass auch Stimmen dafür sind, welche 
dern Chlor dem Sauerstoff gegenüber eine hohere Werthigkeit vindiciren. 
S o  halt L. M e  y e r *  das Chlor i n  den Sauerstoffverbindungen für sieben- 
werthig. 

" Moderne Theorien der Chemie, S. Aufl., S. 275. 
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Hat  sich d m  Unterctilorigsaiireanhydrid, sei es  R U ~  was immer fur 
eine Weise, gebildet, so ist stets die Moglicbkeit einer Zersetzung durch 
Umgruppirung vorhanden. Nehmen wir die Combination a), so konnen, 
wenn zwei Molecule eiuander nalie kommen, die Sauerstoflatome sich 
abtrennen und  zu einem Sauerstoffmolecul xusammentreten. E s  muss zu 
diesern Zwecke (CIO) in  4) grosser sein als (00) im SauerstoEmolecul. 
Ersterc Distanz ha t  die Grosse i ,0011 ,  letztere ist = 0,9568, und die  
Abtrennung ist daher sehr gut mtiglich. Zur Zerlcgung dor Combination 
6 )  muss (O Cl)  in 5 )  grosser sein als (CICI) i n  2). Der  Werth von (O C I )  
ist 0,9933, derjenige von (Cl  Cl )  ist 0,9762. E s  ist also anch hier die 
Zersetzung von ClzO naheliegend; doch iet die Differenz nicht so gross 
wie im vorigen Fa l le ,  u n d  die Combination C l O C l  stellt also eine con- 
stantere Verbindung dar, als die Combination Cl Cl O. E s  entspricht dieses 
Resnltat dem Satxe von der Eiuwerthigkeit des Chlors. 

E s  dürfte nicht überflüssig sein, hier die in  den Lehrbüchern der 
Cbemie vorkommende und das Unterchlorigsaureanhydrid vorstellende 

Formel E:l O etwas n l h e r  zu besyreohen. Nach dieser Formel  wiire 

vorauszusetzen, dass zwei Chloratome sich übereinander befinden und  
seitwarts davon ein Sauerstoffatom sich anlagert. Zur Erzielung der 
geringsten Abstossung stehen die zwei Chloratome in einiger Entfernnng 
sol dass ihre Aetherebenen parallel Sind und  ihre Axen zusammenfallen. 
Die Aetherdreiecke sind um 60' gegen einander gedreht. I n  der  Mitte 
zwischen beiden Chlorebenen ist eine dritte denselben parallele, und die 
Projeçtionen der  Verbiudungslinien der Chlormassentheilchen mit ihren 
Aethertheilchen schliessen auf der Mittelebene sechs Winkel  von j e  60°  
cin. Halbirt  man n u n  einen solchen Winkel  u n d  zieht man d a n n  oine 
auf der Axo der  Chloratome normale Gerade,  so steht auf dieser in  
einiger Entfernung von der Axe das Massentheilchen des Sauerstoffs. 
Die Axe desselben mag nrsprünglich der Chloraxe parallel sein; doch 
wird infolge der  Aetherwirknng der Chloratome eine Abweichung von 
dieser Stellung eintreten, und  ebenso verandert sich die gegenseitige 
Drehung der  Chloratome in der Weise, dass der dem Sauerstoff gegen- 
überliegende Wiukel  der  Projectionen etwas grosser wird als 60°. Nach 
dem, was oben über die gegenseitige Stellung von Clilor- und  Sauerstoff- 
atom angeführt wnrde,  kann  diese Stellung nnmoglich eine Stellung der 
geringsten Abstossung sein, und es n i U 6 6  daher das Sauerstoffatom sich 
von derselben weg begeben und  sich so stellen, dass seine Lage die 
ohen durch dic Formel b) angegcbene wird. Dabei ist  es gleicbzeitig 
auch in dem Minimum der Abstossung gegen das zweite Chloratom. E s  
muss daher jedesmal eine der beiden Combinationen C l C l O  oder CIO67 

eintreten, und die cherniache Formel a1 0 wiire, wenn damit aine Stel- 
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lung  der Atome bezeichnet werden wollte, unmoglich. Bei den hoheren 
Oxydationsstufen des Chlors, der Chloroiiure und der Uebercblorsaure, 
mag es allerdings vorkommen , dass, nachdem die hesten Platze vergelien 
s ind ,  die noch weiter aufzunehmenden Sauerstoffatome sich seitwarts 
anlagern;  allein das  gehort nicht hierher. 

V e r b i n d n n g  e i n e s  A t o m s  C h l o r  m i t  z w e i  A t o m e n  S a u e r -  
s t o f f  ( U n t e r c h l o r i g s a u r e a n h y d r i d ,  ClO,) .  Auch hier sind wiedrr 
zwei Falle moglich; es kaun  die Reihenfolge der Atome sein: a) C//10 
und  b) OC1 0. 

a) I m  ersten dieser E'%lle ist das in der  Mitte befindliche Sauerstoff- 
atom gegeri des benachbarte Chlor i n  der gewohnlichen Stellung, das 
iiussere Sanerstoffatom ist s o  gelagert,  dass seine Axe gleichzeitig auf 
der  V e r b i n d ~ n ~ s l i n i e  der drei Atome und  der Axe des mittlereu Sauer- 
stoffs normal steht. Man ha t  n u n  die Gleichungen: 

2 ( R + R J  ( R + W  

6, 1 und  
- ((R + ~ , l ~  + 3 ry* ( I R  + R,y + 4 

- " 

Dicsen Formeln entsprechen die Werthe : R(CIO) - 0,9965 und R,(O O) 
= 0,9765. 

b) I m  zweiten Fal le  steht wieder jedes Sanerstoffatom gegen das in 
der Mitte befindliche Clilor wie gewohnlich; es is t  aber  die Axe eines 
derselben gegen die des andern um 60' gedreht. 

Gleichgewiclitsbedingung ist: 

( 2 . 3 5 , 5 + 3 . 1 6 ) a R  -+ 4 ( 2 . 1 6 n - l ) R  
(R2+ r3)% (4 fi" rr")'Il 

+ ( 2 - 1 6 a ) R - f ( R )  

7 )  
- 4 R  - 1 6  (35,s + 4) a2 

( 4  R' + 3  rz)79 R" 
= 0 .  

Dicser Gleichnng entspricht R (O Cl) = 1,0013.  
Dic Verglcichung der Resultate von 6 )  und 7 )  zeigt,  dass im erste- 

ren Fal le  sowohl R als R, kleiner s ind ,  als R i n  7), und eu besteht 
daher kein Zweifel, dass die Combination 6) derjenigen 7 )  vorziizielien 
sei,  welches Ergebniss auch mit der Forderung der  Einwerthigkeit des 
Chlors übereinstimmt. Man kann  siçh die Bildung der  Verbindung am 
leichtesten dadurch erklaren, dass man annimmt, a n  ein Molecul Gauer- 
stoff fichliesse sich ein Cliloretom an.  Es ibit iibrigens R(C1O) in  6)  
groseer als (61 CL) in 2 ) ,  und es muss daher eine Neigung bestehen, dass 
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die Chloratome von dem Sauerstoff weggehen und z u  j e  zweien ein Chlor- 
molecul bilden. E s  ist in  der  T h a t  auch das U n t e r c h l ~ r s a u r e a n h ~ d r i d  
leicht xersetzbar, is t ,  wie die  Beobachtung zeigt,  ein in  liohem Grade 
explosiver Kbrper. 

V e r b i n d u n g  e i n e s  A t o m s  C h l o r  m i t  e i n e m  A t o m  S a n e r -  
6 t O f f. Diese Verbindung, der mari ale drittes Glied ein Aethertheilcheu 
beigeben k a n n ,  Iasst zwei Combinationen zu ,  denn es  k a n n  a) die Beihen- 
f'olge CIOA, sie kann b) OClA sein. Jedesmal sind Chlor und Sauerstoff 
in der bereits wiederholt angegebenen Stellung der kleinsten Ahstossung. 

a) Bei der  Reihenfolge ClOA ergehen sich die Gleichungen: 

Diesen Gleicliunçen entsprechen die Werthe:  R(C1 O) = 0,9765 und  R, [ O A )  

= 1,0668. 
b) I n  diesem Fal le  is t  gegen a) nur  die  Reihenfolge d e r  Theilchen 

geandert. Die entsprechenden Gleichungen sind: 

l 6 . 3 5 , 5  us ( 2 . 3 5 , 5 + 3 . 1 6 ) a R  1 6 0  + ( 2 - I R n ) R  - - - +-- 
( f i ~  + r 2 ) J ;  ( R + q s  H2 

2 ( R + R , )  
9) - f ( A) - ((R + R,)" + y 2  

= O  

und  

-- - 
3 RI 

3 5 ' 5 0 + ~ , - -  - -- + p ( R + R , ) = O .  
RI2 (RIe + rS)'/2 

Es ist R(O CI) = 0,9883 u n d  R,(CIA) = 1,0138. 
Wir haben hier ohne Zweifel den schon wiederholt hesprochenen 

Fal l ,  dass sich durch Ausscheiden der Aethwtheilchen eine Doppelver- 
bindung Cl 0 O Cl oder O ClCl O bildet. Am naturgemassesten , wenigstens 
dem Satze von der  Einwerthigkcit dos Chlors entsprechend, ist  der erstere 
Fal l ,  in  dem sich au ein Sauerstoffmolecul beiderseits ein Chloratom an- 
hangt, und diese Annahme gcwinnt uoch dadurch, dass, wie bereita 
oben erwahnt, die  Zerlpgung eines Chlormoleculs leichter vor sich geht, 
als diejenige eines Sauerstoffmoleculs. Wir hatten also für die  Verhin- 
dung CI, O, die Beihenfolge CI O O CI. Durch directes Z ~ s a m m e n h r i n ~ e n  
von Chlor und Sauerstoff entsteht die ,Verbindnng C l O A  iiicht, weil 
R(C1O) in 8) nicht kleiner i s t ,  als ( C l C l )  in  S ) ,  und man schwer an-  
nehmen k a n n ,  dam ein Chloratom sich von dem arideru t rennt  und  sich 
an den Sauerstoff anhangt ,  dem es anch nicht naher  tritt ,  als vorher 
dem zweiten Chloratom. Derücksichtigt man die Verbindung ['IO O CI, 
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so ha t  man den  Fa11 6),  und da  ergiebt s ich,  dam (Cl 0) nicht nur  nicht 
kleiner, sondern erheblich grosser is t ,  als (Cl Cl)  in  2). Ware also die 
Verbindung wirklich vorhanden,  sa müsste eine Neigung zu zerfallen 
bestehen; sio ist übrigens meines Wissens üherhaupt noch nicht hergestellt 
worden. Bei Annahme der Z u ~ a m m ~ n s e t z u n g  OClClO kommt man nach 
4) z u  einer  noch weniger bestandigen Verbindung. 

B u s  dem Vorstehenden ergiebt sich, dass zwischen Chlor nnd Sauer- 
stoff eine riur untergeordnete Verwandtschaft besteht. Beide Elemente 
verbinden sich nicht direct mit einander, und ist eine Verbindung auf 
indirectem Wege eu Stande gebracht worden, so  ist  doch stets eine 
Neigung vorhanden, dass durch Lostrennung des Chlors eine Zersetzung 
vor sich geht. 

D e r  Satz  von der  Eïnwerthigkeit des Chlors ist  vollstandig gewahrt 
bei Cl, 0, u n d  bei Cl 0,. Bezüglich der  Verbindung Cl, O ist  zu beachten, 
dass die Bildung derselben sich leichter erklaren Iasst, wenn man ihre 
Constitution als ClCl O voraussetzt, als wenn man Cl O Cl annimmt. Auch 
die Formeln 4) geben der ersteren Annahme gegen die zweite einen 
wenn auch ganz kleinen Vorzug, weil (CICI) in  4) etwas, wenn auch 
nur  ganz wenig kleincr is t ,  als (CIO) in 5). Es ist jedoch dieser Unter- 
schied (0,9933 - 0,98SS) so klein,  dass e r  hei Annahme einer von O0 
verschiedenen Temperatur  ganz leicht in  das Gegentheil umschlagen kann. 
Ausserdem muss ich wiederholt darauf aufmerksam machen, dass die 
Formeln und  die Constanten nicht so genau s ind,  dass man auf Unter- 
schiede, die erst in  der  dritten Decimale auftreten, ein grosses Gewicht 
legen kann.  E s  ist übrigens, wie bereits oben bemerkt,  die Verbindung 
ClOCl, also diejenige, welche mit dem Satze von der  Einwerthigkeit des 
Chlors harmonirt , jedenfalls die  hestandigcre. 

Chlor und Wasserstofl. 
Untersucht man die Zab1 der dreigliedrigen Combinationen von 

Chlor, Wasserstoff und  (im Bedürfnissfalle) Aether, so ergiebt sich, dass, 
d a  der  Natur der  Sache nach Wasserstoff u n d  Aether  stets die ansseren 
Glieder sein müssen, n n r  drei verschiedene Zusammenstellungen moglich 
sind. E s  sind diese BClA,  H C l H  und  CZCIH. 

Bezüglich der gegenseitigen Stellung von Chlor und Wasserstoff sind 
mehrere Fal le  xn herücksichtigen. Es k a n n  a) da8 Wasserstoffatom in 
der  Aetherebene des Chloratoms liegen und befindet sich dann in einer 
Geraden , welche den  Winkel zwisclien den  Verbindungslinien zweier 
-4ethertheilchen nnd  des Massentheilchens des Chloratoms halbirt. E s  
k a n n  6) das Wasserstoffatom i n  der Axe des Chloratoms liegen. I n  bei- 
den Fal len kann  wieder das Massentheilchen des Wasserstoffs dem Chlor 
EL)  Zn-, es k a n n  ihm p )  abgewendet sein. Um n n n  die  Stellnng der 
geringsten Abstossnng zn ermitteln, habe ich das namliche Verfahren 
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heobachtet, wie oben bei dem Sauerstoff, ich habe die Abstossungen für 
die Entfernungen 0,9 und 1 , O  des Angriffspunktes oder Mittelpunktes 
des Wasserstofs fserechnet. Uieeer liegt zwischen dem Aethertheilchen 

r 
und dern Massentheilchen, um 

19,803+1 
= 0,0165 von ersterem ent- 

fernt. Die Abstossungen sind gegehen durch nachstehende Formeln : 

Als R gilt die Entfernung des Wasserstoffathertheilchens von dem Chlor- 
massentlieilchen. I n  der Formel b) gilt das obcre Zeichen für LY), das 
nntere fur p ) .  

Die Ergebnisse Sind nuu nachstehende. 
Entfernung : a u :  ag: b a: b a: 

039 - 1,2744 - 1,4283 - 0,7846 - 0,7883 
110 - 1,0530 - 1,1917 - 0,6987 - 0,7316. 

Es ergiebt sich hieraus, dass die Abstossung einen kleinsten Werth er- 
halt, wenn das Wasserstoffatom in der Axe des Chloratoms liegt und 
sein Massentheilchen dem Chlor zugewendet ist. 

Untersucht man nnn die Gleichgewichtsbedingungen fur die Combi- 
nation HClA ,  so ergiebt sich: 

35,5a2 1 -- ----- 3 R  

Io) j und . 
(R- ) (R + (R2+ r2)'i. = 

35,5a 
,,+4- (RI" 3R1 r2)'/, +p(R+K,)=O.  

Der Werth von R ,  welcher diesen Gleichnngen entspricht, ist 0,9898, 
wenn R die Entfernnng des Wasserstoffathertheilchm von dem Chlor- 
maseentheilchen bedeutet. Zieht man nach dem, was ich in meiner vori- 

gcn Abhandlung hierüber angegeben habe, - 

207803 
= 0,0165 hiorvon ab, 

um die Entfernung des Mittelpunktea des Chlors von demjenigen da 
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Wasserstoffs en erhalten, so ergiebt sich (HCZ) = 0,9733. Der  Werth 
von RI ( C I A )  ist 0,9903. 

Die Verbindung ET, CI setxt die Combinatiou H C l H  voraus und wird 
bedingt durch die nachstehende Formel:  

Hier ist R =  0,9820 und nach Abzug von 
= 0,9655. 

I3ei der Combination C121Z haben wir 
Ebenen der  beiden Chloratome eind parallel 
gedrebt,  es ist  also hier der nzmliche F a l l ,  
theilchen durch ein Wasserstoffatom ersetzt 

0,0165 bleibt noch (H CL) 

die Reihenfolge CZC1 El die 
und  gegen einander um 60° 
wie wenn i n  2) das Aether- 
wird,  das sein Massentheil- 

chen gogen das Chlor gcrichtct bat. E s  ergeben sich nun die Glcich- 
iingen : 

6(35,5u-1)R 3 a ( R + R , - r )  + --- --- - - 35,5 a 

1 (R2  + T~)" ((R + R1 - r2! + r2)". + (R + R ~ ) S  
+ (3-  3 5 , 5 a ) R  

Die  Entfernung R(CZCZ) ist  0 ,9706,  wahrend RI den Wer th  1,0017 hat. 
Nach Abzug von 0,0165 bleibt also für die  Eutfernnng ( C I B )  noch 0,9852. 

Ueberblickt man diese Zahlen, so ergiebt sich, dass allerdings zwi- 
schen dem Chlor und den Alkalimetallen, die ich in meiner dritten Ab- 
handlung besprochen habe,  bezüglich der  Verwandtschaft zum Wasser- 
staff ein groslier Unterschied besteht, insofern Chlor sich leicht mit 
WasserstoE verbindet,  was bei den Alkalimetallen nicht der  Fa11 ist; 
allein man beobachtet doch auch Verhaltnisse, die  sich-schwer erklareu 
lassen. Eigentlich sollte die Entfernung (CZH) bei der Combination HCIA, 
also dem Chlorwass~rstoff, am kleinsten sein, und  dann ware zn 'erwar- 
t e n ,  dass bei der Zusammeustellung C l C l I I  die Entfernung (CICL) grosser 
sei als bei C l C l A  in 2 ) .  Endlich sollte HCZ bei H C l H  grosser sein als 
i n  HC1A. Würde all' dieses eintreten, so ware der Chlorwafiserstoff IlCE 
die am leichtesten eintretende Verbindung von Chlor und  Wasserstoff. 
Diese konnte zunachst dadurch entstehen, dass xa beiden Seiten eines 
Chlormoleculs je ein Wasserstoffatom sicb anlegt,  durch deren Zutritt 
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dann die Trennung  der  Chloratome im Molecule bewerkstelligt würde. 
Das wiire ein Vorgang, der dem von mir früher geschilderten Ueber- 
gange des gelben Kaliumhyperoxyds in weisses analog w%e; allein es 
steht der Umstand entgegen,  dass i n  C1,H die Entfernung (CICI) etwas 
kleiner ist als im Chlormolecul, wiihrend sie grtisser sein sollte. E s  ist  
allerdings dieser Untersehied erst in  der dritten Deeimale, also d a ,  wo 
die Ergebnisse der Rechnung unaicher werden, und  es kann derselhe bei 
hoherer Temperatur  ganz leicht ins G ~ g e n t h e i l  umechlagen; allein vor- 
laufig ist er noch d a ,  und  ich bin fern d a r o n ,  zu glauben, dass nicht 
durch Aenderung der  Constanten oder Berücksichtigung eines von mir 
ühersehenen Nebenumstandes ein anderes Resultat erzicilt werden ki5nnte. 

Bei dem Wasserstoff siud noch zwei Umstiinde d a ,  welche der  Be- 
rechnung d m  Verhiiltnisse desselben Schwierigkeiten in  den Weg legen. 
Der eine .kt der, dass die Grosse r, d. i. die Summe der Radien von 
Massen- und  Aethertheilchen, die ich bis jetet noch als für alle Elcmente 
gleich vorauszusetzen genothigt bin,  bei dem Wasserstoff des kleinen Atom- 
gewiclits wegen weiter von dem durchschnittlichen Werthe abweichen muss, 
als bei den übrigen hisher besprochenen Elementen. D e r  xweite Um- 
stand iet die Schwierigkeit , der  unsymmetrischen Gestalt des Wasserstoff- 
atoms wegen seiuen Mittelpnnkt so genau anxugeben, als dieses bei den 
übrigen Elementen gescliehen kann. Ich habe mich daher auch schon 
früher genothigt gesehen , a n  meinen ursprünglichen Voraussetzungen 
Aenderungen vorzunehmen. 

Chlor, Sanerstoff und Wasserstoff. 
Von den verschiedenen Verbindungen,  die dnrch Abanderung der 

Zahl der eintretenden Sauerstoffatome gebildet werden, k a n n  ich hier 
nur diejenige berücksichtigen, welche aus j e  einem Atom Sauerstoff, 
Chlor und Wasserbtoff besteht,  die nnterchlorige Saure. F ü r  die Grup- 
piruug der drei Atome giebt es zwei vsrachiedene Moglichkeiten. Es 
kann sein a) Cl O H  oder b) OCIH. 

a) Wenn der  Sauerstoff in  der Mitte s teht ,  so sind die  Gleich- 
gewichtsbedingungen : 

13) ( 
und 
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n e r  Werth von R ( C l 0 )  ist 0,9717, der um 0,0165 verminderte Werth von 
R,, also (OH), ist  1,0301. 

6) Bei der Reihenfolge O C l B  musa sein:  

3 a  (R, - r )  3 4 35,5a2 
+ 1 8 , 8 0 3 a R , + « r -  - -p. 

( R I 2 +  r2)"z (RI - r)2 

+ v ( K + R , )  =o.  
D e n  Gleichungen entsprechen die Werthe:  R(OC1) = 0,9825 und R, = 
1,0034,  also (CZH) = 0,9869. 

Man k a n n  sich die  Bildung der unterchlorigen Saure  nach den 
Formeln 13)  dadurch erklaren,  dass in einem Wassertheilchen das eine 
Wasserstoffatom durch Chlor ersetxt wird,  welcher Vorgang mit Zer- 
reissung eines Chlormoleculs verbunden ist. I m  Wasser ist (HO) = 1,0091, 
im Chlormolecul ist (Cl C i )  = 0,9762, wahrend (CIO) in  13) den Werth 
0,9712 bat. Letzterer is t  am kleinsten, wenn auch die  DiEerenz gegen 
( C l C l )  sehr  klein is t ,  was eben nicht auf eiu festes Zusammenhalten der 
unterchlorigen Sauro schlicssen lasst. 

Nach den Formeln 14) ist nothwendig, dass a n  ein Chlorwasserstoff- 
theilcheu a n  der  Seite des Chlors unter  Abscheiden von Aether nnd Zer- 
reissung eines Sauerstoffmoleculs sich ein Sauerstoffatom anschliesst. Hierzu 
ist nothwendig, dass die Entfernung (OCZ) in 14) 'sich als kleiner heraus- 
stellt ,  a ls  ( 0 0 )  im Sauerstoffmolecul u n d  alu (GIA) i n  10). Nuu ist 
(O 0) = 0,9568, ( C l  A )  = 0,9903, und  da (O CI) i n  14) = 0,9825, so ware 
es wohl keine besondere Schwierigkeit, das Aethertheilchen des Chlor- 
wasserstoffs abzutrennen;  wohl aber findet sich eine solche bei der Zer- 
reissung des Sauerstoffmoleculs. Gesetzt,  die  Verbindung sei auf irgeiid 
eine Weise zum Vorschein gokommen, so muss stets d i a  Neigung be- 
s tehen,  dass die Sauerstoffatome eweier benachbarten Molecule der untar- 
chlorigen Saure sich zu ( 0 0 )  verbinden, so dass also die Saure in  Sauer- 
stoff und  Chlorwasserstoff eerfallen müsste. 

E s  muss also die Combination C I O a  für die Zusammensetzung der 
unterchlorigen Saure der  Combination O C i / J  vorgezogen werden. Bei 
ersterer ist  auch der Satz von der Einwerthigkeit des Chlors gewahrt. 

Chlor und Katriuni. 
Bei der Verbindung dieser beiden Substanzen konnen j e  nach der 

Zahl der  eintretenden Atome und ihrer Reihenfolge verschiedene, Falle 
eintreten, die ich zuerst vornehmen will, worauf ich einen ~ ü c k b l i c k  
über dieselben folgen lassen werde. 
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a) Zwei Atome Natrium verbinden sich mit einem Atom Chlor. D i e  
Rcihcnfolge kann  sein:  a) NaClfia oder p )  N a N a  Cl. 

h) Ein Atom Chlor verhindet sich mit einem Atom Natrium und ale 
Drittes im Bunde geht noch ein Aethertheilchen in die Combination ein. 
Die Reihenfolge k a n n  sein:  a) Na CZA und 8) C l N a  A. 

c) Zwei Atome Chlor stehen in Verbindung mit einem Atom Natrium. 
Die Reihenfolge ist:  a) C l N a C l  oder p )  C l C l N a .  

acr) Die drei Atome sind so gelagert,  dass die Ebenen der Aether- 
theilchen unter sich parallel s ind ,  dass dagegen von einem Atom zum 
andern eine Drehung des Aetherdreiecke um 6 0 °  stattfindet, so dass also 
die beiden auuseren Aetherdreiecke gleich gelagert sind. Man bekommt 
so die Gleichung: 

Dieser Gleichung entspricht R  (Na CI) = 1,0510.  
a p )  Hier  ist die gegenseitige Stelluiig der benachbarten Atome die- 

selbe wie im vorigen Fa l le ,  und  es muss sein:  

232 a 2  6 ( 2 3 o - l ) R  3 o ( 2 3 + 3 5 1 5 ) ( R + R t )  + ( 3 - 2 3 a ) R  
(R2  + r z p  + ((A + R J ~  + r2)ab R 

( 2 3 .  35 ,5a2  + 3) --  3  R 
- 6 ( R + R J  

( K  + R ~ ) ~  ( p + 4 r 2 ) s  ( ( ~ + ~ , ) ~ + r ~ ) j = '  

3  ( (23  + 3 5 , 5 )  a - 2)R1 -- + ( 3  - 35,5 u )  R I  - - 3 4  23 .35 ,5  n2 
(RI" rre)% R12 ( R I 2 +  4r719 

+ q ( R + R , )  = o .  
Die Gleichnngcn sind erfiillt, wenn R ( N a  Na) = 1,1637 und  R 1 ( N a  CI) 
= 1,1803. 

b a )  Natrium und  Chlor hahen wieder parallele Aetherdreiecke, die 
um 60' gegen einander gedreht sind. Gleichgewichtsbedingungen sind: 

3 ( 5 8 1 5 a - 2 ) R +  (if" rZ)'a 23" + ( 3 - 2 3 a ) R -  
3  R 

(R + Rd2 (Re  + 4 r2)'la 
3 5 , 5 . 2 3  a2 3 ( R + R )  

17) 
'- - 

R2 ( ( H +  RI) .  + 9)" - O 
und  

35 ,5a  3 R 

RI2 
- + R ~ -  ( 4  2 + ; i % + ~ ( R + 4 ) = 0 .  

R  ( N a  C l )  = 0,9749, R, (CEA) = 1,0880. 

b p )  Die  gegenaeitige Drehnng der Atome ist die bisherige und gegen 
den vorigan Fa11 nur  die Reihenfolge von CI nnd Na abpander t .  Die 
Gleichnngen heissen : 
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1 u n d  

E s  folgen darens : R (Cl Na) - 1,1194 und R, (No A)  = 1,2204. 

Rei CU) und  c p )  ist gegen au) nur  d ie  Reihenfolge, nicbt aher die 
gegenseitige Drehung der Atonie geandert. 

F ü r  cor) ha t  man:  

3 (5875a-2)R+ 12.35?5aR +(3-35,5a)R- 3 R 

19) 
(H" r2)'b ( 4  R2 + r2)% (Az + 4 r2)'12 

- 1 2  R - (4 .35 ,5 .23  a2 + 35,5'a2 + 3) 
- - -- 

4 R 2  - 
- o. 

(4 R2 + 3 r2)"* 

D e r  Wer th  von R(C1Nu) i ~ t  1,1350. 

D e r  Fa11 c 6 )  giebt : 

+ q ( R + R , ) =  O .  
R(C1 Cl) = 1,0479, RI (Cl Na) = 0,9892. 

Die Vergleicbung der vorstehenden Resultate ergiebt,  dasfi nur die 
Falle b a )  und  c p ) ,  also die Verhindungen A'a'aClA und C l C l N a  in Be- 
rücksichtigung zu zichen seicn,  wahrend die übrigen Cornhinationen wegen 
ihrer grossen Werthe von R und  R, ausser Acht gelassan werden konnen. 

W a s  nun diese zwei anbelangt, so zeigt die Verbiudung NaC1A eino 
hedcutendare Annaliarung von Na und  CI, als die Reihe Cl.ClNa, wah- 
rend andererfieits in  letzterer die Entfernung (CICI) kleiner is t ,  als (CZA) 
iii der ersteren. F r a g t  man sich n u n ,  wie die Verbindnng ClClfia a m  
einfachsten zu Stande kommen k a n n ,  so gelangt man zu dem Schlusse, 
dass dieses der  Fa11 is t ,  wenn sich ein Natriumatorn a n  ein Chlormolecul 
anhangt. E s  ist dieses rnoglich, wenn (C1Na) in  20) kleiner k t ,  als ( C Z A )  

in  2) und kleiner als (NaNn) in der Verbindung NaNuNa. Xun ist 
(CE Nu) = 0,9892, (C IA)  = 1,0119 und (NaRa) (be i  Anwendung der neuen 
Conetanten) = 1,2064. Die  Verhindung ist also moglich. Uenkt man 
sich, dieselbe sei zu Stande gekommen und eine grossere Anzahl von 
Moleculen derselben fiei bei einander, so k a n n  es nicht auiibleiben, dass 
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die ansseren Chloratome zweier benschharten Molecule auf einander wir- 
ken. I n  der Verbindung ist (CICI) nach 20) = 1,0479;  koniien sich 
jedoch zwei Chloratome zu einem Chlormolecul mit einander verbinden, 
so treten sie sich nach 2) bis auf 0,9762 niiher, nnd  es ergiebt sich, 
dass hier eine Neigung von ClClNu bestehen muss, dass sich zwei Mole- 
cule der Verbindung in zwei Molecule hTuC1 und ein Molecul C l C l  zer- 
legen. Die durch Warme verursachten Schwingungen müssen diese Zer- 
legung begünstigen und i n  der Tha t  tritt  die Verbindung N a C l  bei h6he- 
ren Temperaturen auf ,  aie ents teht ,  wenn Natrium iu Chlorgati erwarrnt 
wird. Ob die Verbindung auch in Temperaturen,  die sich dem absoluten 
Nullpnnkt nahern,  gehildet werden konne ,  darüber besteht keine E r -  
fahrnng. Dieses ist jedach zunachst von nntergeordneter Bedentung. 

Die Bildung von Nu Cl aus  iVa Cl,  kann übrigens noch auf  eine zweite 
Art vor sich gehen,  welche derjenigen analog is t ,  nach welcher ans  K O ,  
die nachst niedrige Oxydationsstufe K O  entsteht und  die  ich bereits bei 
dem Kalium erortert habe. Dei dem Chlormolecul ist  (Cl  C l )  = 0,9762. 
Kommt nun a h  Ersatz des Aethertheilchens ein Atom Natrium d a m ,  so 
rücken die beiden Chloratome bis 1,0479 auseinander. E s  kann  n u n  
auch auf der Seite dee zweiten Chloratoms ein Natriumatom sich an-  
hangon, und  dicscr Vorgang musa nochmals ein Auseinanderrücken der  
Chloratome nach sich ziehen. Wird  dabei die Grenze 1,0880 üher- 
schritten, so zerfallt die Verbindung Na2Cl,  u n d  es bilden sich zwei 
Molecule NaClA, indem auf der  dem Natrium abgewendeten Seite des 
Chlors ein Aethertheilchen sich anaiedelt. 

Man kommt so jedesmal auf die einzig mogliche Verbindung N a  CZA, 
das Chlornatrium, welche durch 17) reprasentirt ist und  die auch der  
Forderung der Einwerthigkeit des Cblors entspricht. 

Die Durchsichtigkeit der Kochsalzkrystalle weist anf die A n w e ~ e n -  
heit freien (nicht mit den Atomen fest verbundenen) Aethers hin. Von 
den drei Bestandtheilen sind zwei stets Massentheilchen ( C l  und Na) und  
einer ein Aethertheilchen. W a r e  nun  die Gruppirung der Geeammtheit 
nnd die gegenseitige Entfernung die namliche, wie die der Aethertheil- 
chen im allgemeinen Baume,  so würde die Aetherdichtigkeit im Koch- 
salze ein Drittel derjenigen des allgemeinen Raumes sein und  der Licht- 
brechnngsexponent ware gleich ( 3  = 1,7322. I m  allgemeinen Raume ist 
die Gruppirung des Aethers eine derartige, dass die Kraf t ,  welche bei 
gestortem Gleichgewicht ein Aethertheilchen in die Rulielage zurückzu- 
führen sucht ,  einen kleinsten Wer th  ha t ,  und da  die Anordnuug der 
Aethertheilchen im Kochsalz jedenfalls eine andere is t ,  als im allgemrai- 
nen Kaume, BO ergiebt sich nothwendig, drrss, wenn ein Aethertheilchen 
ans seiner Gleichgewichtslage kommt, die es i n  letztere zurückfiihrende 
Kraft grosser sein muss, als nie b e i  g l e i c h e r  D i c t i t i g k e i t  im all- 
gemeinen Ranme ware; es muss also der Brechungsexponent des Stein- 
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salzes kleiner sein als 1,7322, und e r  ha t  in der T h a t  den V e r t h  1,4985. 
Mehr tiierüber zu sagen is t  znr Zeit nicht mtiglich. 

Chlor, Natrinm und Sauerstoff. 
Die Combinationen d iewr  drei Stoffe konnen sich von eiuander duich 

die Reihenfolge uuterscheideu, je nachdem man a) C l N a O ,  6) A'uClO oder 
c) IVa O CI nimmt. 

a) 1st die Rcihenfolge C2iVu0,  so sind die Ebeneu  von Clilor und 
Natrinm einander wisder parallel,  die I>reieekc nm 60° gcgcn einander 
gedreht. Die Verbinciungalinie der Sauerstoffatlierthcilülien (Sauerstoffaxv) 
ist den Ebsnen  von Chlor urid Natrium parallal und gleicheeitig normal 
aiif der Richtung der  Gernden , welche das  Illnmentheilclien des Natriums 
(oder des Chlors) mit cinem seiner AetliertheiIchen verbindet. 

Man erhalt die Gleicliurigen : 

~ - - - - - .. - - 1 6 . 2 3 ~ ~  ( 2 ' 2 3 + 3 ' 1 6 i R R 1 +  ( 2 - I f i l i ) ~ ~ - ~ -  -/(RI)-Q(R+H,)=O. 
L ( ~ ~ 2 + ~ 2 ) %  El 

1,:s ist H(ClNa)  = 1,1337 u n d  1'2, ( N u  O) = 1,1672. 
b)  Bei der  Combination N a C l 0  ist gegcn a) w o h l  die Ileihenfolge, 

niclit aber dio gegenseitige Stellung der 'Cheilchen geandert. E s  ergaben 
sich die Olcichungcn : 

35,5. 1 6 n 2  35,5 . 2 3 a 2  ) - - - -  
(12+Rlj2 nP 

= O  

1 - q ( f l + R , )  = O .  

llier hat man R (N(L CE) = 0,9896 und RI (CIO) - 1,0638. 
c) Bai der  Zus~mmcnstel lung Nu O Cl bleibt die gegrnaeitigc Drehung 

dcr  Theilchen nnverancl~rt.  Die Gleichungen haissen : 

i 
( 2 . 2 3 + 3 . 1 6 ) n R  - 3 ( ( 3 5 , 5 + 2 3 ) u - 2 ) ( B + I L , )  

( 3 2  + T 7 3 h  + <(R + Ji,]2 +.y + ( 3 - 2 3 a ) R  
16.23 a2 23.35,s  o z  3 (R + R,) - 
Y.' (8 + )  ( ( I l +  II!,~'+ 4r2)v2 f ( R )  = O 

23) und 

( 2 . . 7 5 , 5 + 3 . 1 6 ) n R  +; 3,,,,,a, _ - . - - - -- - - 16.35.5,~' 
(R,z+rB)% El," - f ( q l  

+ qia+R,) = 0. 
Es ist R (Na O) = 1,0136 und RI (O cl) = 1,0497. 
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Ueberblicken wir die vorstehenden Ergebnisse, so zeigt eich, dass 
von der durch 2 1 )  dargestellten Combination C l N a O  wegen der grossen 
Werthc von R und R, ganz abgesehen wcrden muss. Bei der  Rciheu- 
folge N a C l O  ist  zwar die Entfernung (Na Cl) keine grosee, und  hier 
besteht also kein Hinderniss für das Zuetandekommen der Verbindung; 
wohl aber ist dieses bei der Grosse von (Cl O) der  Fa l l ,  weil him eine 
bereits wiederholt besprochene Erscheinung auftritt. E s  ist  namlich (CZO) 

= 1,0638, wahrend andererseits (00) im Sauerstoffmolecul den Werth 
0,9568 besitzt. Es muss hier für das am Rande  befindliche Sauerstoff- 
atom die Versuchung nahe l i ~ g e n ,  siüh mit dem in der n%rnliçhen Lage 
befindlichen Sauerstoffatom eines naheliegenden Molecnls NaCIO zu O9 
eu verhinden. 

Was bei 22) bezùglich des Sauerstoffes gilt ,  das  ist bei 2 3 )  für das 
Chloratom zu erwahnen; dabei ist jedoch zu bemerken, dass, da die  
Ilistanz ( C l C l )  im Chlormolecul nach 2) 0,9762 ist,  die Distanz ( O C / )  in  
23) dagegen 1,0497, von 0,9762 bis 1,0497 keine so grosse Differenz ist, 
als von 0,9568 bis 1 ,0638  in 2 2 )  bei der Combination hraCZO. E s  musa 
also für den SauerstvE eine grossere Neigung, wegzugelien, bestehen, 
als für das CLlvr, oder mit anderen Vlrorten, die Verbindung N a O C l  
muss sich leichter bilden u n d ,  wenn gebildet, constanter sein a h  Na C 1 0 .  
Es muss übrigens bemerkt werden, dass auch die Verbindung N a O C l ,  
da8 nnterchiorig~aure Natron,  E a u  de  Labarraque,  zur  Zeit wenigstens 
meines Wissens im trockenen Zustande nicht hergestellt ist ,  und  es 
scheint also die Anwesenheit von W a ~ s e r  (vielleicht auch NnCE) nüthig 
zu sein, um das Bestehen der Verbindung zu ermoglichen. Temperatur- 
erhohupg bringt die Verbindung m m  Zersetzen, es  entwickelt sich Chlor. 
Mithin tritt  der durch 23)  angezeigte Fal l  ein. Die Zusamrnenstellung 
Na O Ci, welche nach Obigem die grosste Wahrscheinlichkeit für sich hat, 
entspricht dem Satze von der Einwerthigkeit des Chlors. 

Chlor, Natrium und Wasserstoff. 
Die Zahl der moglichen Combinationen beschrankt sich, weil der  

Wasserstoff stets nur  als ausseres Glied zu verwenden i s t ,  auf zwei: 
CLNaH und N a C l H .  

Uie Combination Cl Na H bernbt uuf der  Erfüllung nachstehender 
Gleichungen : 

i + 9p2 + j(ll + - + r z ) 3 i  

- 3 R  - 3 (3 + R,, - 35 ,5 .23  aa 35,5 na - 
(lP+4r7'19 ((R+H,]+rr"j'l1 K e  ( & + R , - ~ ) ~ = ~  

24)  und 
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Es ist R(CIAra)  = 1,1155 nnd RI = 1,1979. Zieht man von letzterem 
Wertbe 0,0165 a b ,  so ergieht sich ( S a n ) =  1,1814. 

Bei der Zusammenstellung hrri Cl H muss sein: 

3 a  (K, - r) 35,5n 3 5 5  a2 

((R, - r)' + r2)" + 7i;. 
3 4  +18,803uR1+ar -  

(RI-rj2 (IC12+~P~z 
+w(R+RJ = O .  

R (Na Cl) = 0,9696 und R, = 1,0737 oder nach Abzug von 0,O 165 (CZH) 
= 1,0572. 

Beziiglich der  Moglichkeit der Verbindung kann nur  von der Com- 
bination N a C l H  die Rede sein,  und auch bei dieser tritt  wicdcr der Fall 
e in,  dafis d m  am Rando stchcnde Wasserstoff sich leichter mit  dem in 
gleicher Tlage befindlichen Wasserstoffatom eines audern Moleculs h'n C1B 
zu einem Molecul HH verbindet,  als dass e r  bleibt, denn zwei Wasser- 
stoffatome konnen  sich bis auf 1,0375 nahern ,  wahrend nach 25) der 
Werth ( C l I I )  = 1,0572 ist. Die MOglichkeit der  Verhindung hat  dahur 
nen ig  Wahrscheinlichkeit für sich und lctztere ist auch noch nicht her- 
gestellt worden. Ware nie moglich, so müsste jedenfalls eiu Confliçt mit 
dem Satze von der  Einwerthigkeit eines jeden der drei Bestandtheile zurn 
Vorschein kommcn. 

Chlor und Lithium. 
Wie bei dem Natrium, will ich auch bei dem Lithium die Gleich- 

ungen der  einzelnen Comhiuationen aufeiuander folgen lassen und dann 
in einem Rückblicke die betreffenden Schlüsse daraus ableiten. 

Bei der  Verbindung von zwei Atomen Lithium und  einem Atorn 
Chlor giebt es die  zwei Varianten ZiClLi  und LiLiC2. Die Verbindungfi- 
linien von Aether-  und  Massentheilchen eines Atoms stehen stets normal 
auf der Verbinduugslinie der drei Massentheilchen und ausaerdem ist ini 
ersten Fal le  die  Lithiumaxe normal auf der Richtung einer Geradcn, 
welche das Chlormassentheilchen mit einem seiner Aethertlieilchen ver- 
bindet. Die Axen der Lithiuniatome Sind ausserdem um 60' gegen ein- 
ander  gedreht. 

E s  entsteht die Gleichung : 
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Nimmt man die Zusammenstellung LiLiCl  a n ,  so ist  die Ijrehung 
des in der Mitte befindlichen Lithiums die namliche wie im vorigen 
Falle, die Axen der beiden Lithiuuiatome siud gekreunt. Die Gleiçh- 
uugeri heissen : 

2 8 ( 1 R  ( ( 3 . 7 + 2 . 3 5 , 5 ) a - 2 ) ( R +  RI) + ((R + Rljz+ rY)'/2 
- + ( 2 - 7 a ) R  

----- It+ RI 2(R+&I 49 r r 2  - 
(R2 + 2 r")'Jl ((R + RI)" 4 rr")'19- ( ( n q R 1 ) z  + 3 rz)'/a R2 

1':s bcrechnet sich: R ( L i Z i )  = 1,1409 und 3, (L iCI)  = 1,1366. 
Verbiudet sich nur  ein Atom Lithium mit einem Atom Chlor, worauf 

noch ein Aethertheilchen heitritt ,  so giebt cs die awei Varianten C l L i A  
und L i C l d .  Die gegenseitige Drahung von Lithium und Chlor ist die 
namliche wie in  den  früheren Fallen. 

Die Reiheofolge ClLi A ergiebt: 

Es ist R ( C i L i )  = 1,0857 und  R, ( L i - 4 )  = 1,2006. 
Bei der Variante LiClA i s t :  

Es ist R ( L i C 1 )  = 0 ,9852  und  R , ( C Z A )  = 1,0692. 
Verbinden sich zwei Atome Chlor mit einem Atom Lithium, so hat  

man wie.der zwei versçhiedene Reihenfolgen, niimlich C l C l L i  und CiLiCi. 
In beiden Fallen sirid die Chloratome gegen eiuander um 60' gedreht, 
die Axe des Lithiums steht normal auf der Verbindungslinie jedes der 
beiden Clilormasseriti~eilçheu und  eines der Aethertheilchen. 
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Bei Cl Ci Li  ist  : 

E s  ist R(C1 Cl) = 1,0316 und B, ( C l  Li) = 0,9990. 
Bei der Combination ClL iC l  ha t  man: 
( ( 3 . 7 + 2 . 3 5 , 5 ) a - + ) f i  -p. 12(35 ,5n-  

(R2 + rY)% 
+ (4 Rz + r ~ ) / I -  1)11+(3  - 3 5 , I n )  R- f(11) 

31) 35,5 n - 35,5 (7+  q) lir = O. 
R(CZ L i )  = 1,1022. 

Die Vergleicliung der vorstehend abgeleiteten Resiiltate mit den ent- 
sprechenden des Natriums zeigt ein ganz analoges Verhalten der beiden 
Alkalimetalle gegen Chlor, und aus  den namlichen Gründen wie bei dem 
Natrium ist ailch bei dem Lithium der Schluss zu ziehen, dass die Ver- 
bindung Li U A ,  das Lithiumchlorid, unter allen die wahrscheinlichste 
sei. Insoweit sich jetzt schon derartige Bestimmungen machen lassen, so 
ist es  d ie ,  daes das Natriumchlorid eine festere Verbindung sei,  als das 
Lithiumchlorid, weil der betreffende Werth von R bei ersterem kleiner 
is t ,  als bei l~,taterem. E s  würde daraus eine leichtere Zersetabarkeit des 
Lithiumchlorids folgen. 

Chlor, Lithium und Ssuerstoff. 
Diese drei Elemcnte konnen ,  wenn j e  ein Atom in die Verhindimg 

eintritt ,  drei verschiedene Reihcnfolgen geben. Diese sind: ClLiO, 
LiClO und LiOGZ. 

I m  ersten Fal le  ist die Stellung der  Lithirimaxe die namliclie wie 
bisher, wahrend die Sauerstoffaxe gegen die des Lithiums gekreuzt ist. 
I m  zweiten Fal le  sind Lithium und Sauerstoff neben der  gewohnlichen 
Stellnng gegen Chlor gegen einander um 6 0 °  gedreht. Im dritten Falle 
haben Lithium und  Sauerstoff neben ihrer Stellnng i n  der  Reihenfolge 
auch ihre Drehung gegen 1 ausgetauscht. 

Bei  U L i n  ergeben sich die Gleichungen: 

( 3 . 7 + 2 . 3 5 , 5 ) n R  ( ( 3 . 1 6 + 2 . 3 5 , 5 ) a - 2 ) ( R + R , )  
(E  + r X ) " z  + ((R + + rZ)"7 + (3 -35 ,5a)R 

2 (R+Rl )  - (R+Rl )  -- 7 .35 ,5a2  
32) - f ( R )  - ((11+R,)'+ 3r2)* ( (R+Rl )Y  + 4ryn* II' 

- (16.35,5n2+1) 
(a + -Q" 

= O  
und 
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2 ( 7 + 1 6 ) a  12, 4 R ~  7 .16a2  
(Al2+  r2)" 

+(2 -16a)  II, (ni2 + 2  r2)3/7 
nI2 + ( P ( R + I ~ , )  = O .  

Der MTerth von li(C1 Li) ist 1,1022, derjenige von Rl(LiO) ist 1,1172. 

Bei LiC10 k t :  

Nimml man die Reihenfolge LiOCE, so werden die Gleichungen: 

i 
2(16+71a22 ( ( 3 . 7 + 2 . 3 5 , R ) n - 2 ) ( Z C + K , )  
--- 
(AL + r4)P 9 

+ ( ( R  + 11,)2 + r":~ 
+ ( 2 - 7 a ) R  

- 
4R -- 2(R+&) ( R + R , )  

(11' + 2 r")"lz ( (R + a,)2 + 3 r')' 2 ((R+ + 4 ~ ' 9 ' 1 2  

1 
7 .16a2  (7 .35 ,5a2+1)  - 
n 2 + R - 

und  

(3 .16+2 .35 .5 )nI11  16 .35,5ua 
(It," rr2)"2 

+ ( 3 - 3 5 , 5 a ) R 1 - f t R J  - 
BIX 

+ v ( R + R , ) = O .  
Es ist E(Li0) = 1,0011 und  & ( O  CI) = 1,0380. 

Auch hier tritt  die Analogie zwischen Lithium iind Natrium ganz 
nnverkennbar hervor, Alle Schlüsw, die ohen für das Natrium gezogen 
wurden, gelten auch für das Lithium. D e r  Umstand,  dass ewischen 
Natrium und Chlor eine grossere Annaherung stattfindet, als ewischen 
Lithium u n d  Chlor, anf den ich schon oben aufmcrksam gemacht habe, 
zpigt  sich anch hipr; dagegen findet sich aiich wieder die grossere An- 
nah6rnng von 1,ithiiim nnd Sauer~ tof f ,  die ,  wie auch uchon früher (Li- 
thium) gezeigt, dann stattfindet, wenn Chlor nicht in die  Verbindnng 
eintritt. Ueber ein unterchlorigsaures Lithion, ob ein solches dargestellt 
wurde oder nicht,  ist mir nichts bekannt. Wahrscheinlich ist noch gar  
kein VersucL hierzu gemacht worden. 

Chlor, Lithium und Wasserstoff. 
Wie  bei dem Natr ium, giebt es  anch hier zwei verschiedene Zusam- 

menstellungen: LiClt7 und ClLiI l .  Im  ersten dieser Falle muss eein: 
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E s  ergiebt sich : R(C1Li) = 1,0817 und R, = 1,1774, also ( L i H )  = 1,1609. 
Auch hier lasst sich die Analogie des Verhaltons des Lithiums mit 

dem des Natriums nicht verkennen,  es sind nur die W e r t h ~  von R und 
RI etwas kleiner als bei letzterem. Bei der  Combination LiClH ist sogar 
( C I H )  etwas kleirier als (RH) im Wasserstoffmolecul (1,0376); allein 
die  Differenz ist sa unbedeutend, dass sich wegen der  Unsicherheit der 
beiden leteten Decimalen i n  den Werthen von R und RI durchaus nicht 
auf die  Moglichkeit der Verbindung L i C l H  selbst fü r  die absolute Null- 
temperatur sçhliessen lasst. 

Bereits in  meiner dritten Abhandlung über mathematische Chemie 
habe ich gezeigt,  dass das Lithium bezüglich seines Verhaltens gegen 
Sauerstoff und  Wasserstoff, sowie gegen beide zusarnmen ein vollstandi- 
ges Analogon zu dem Natrium bildet. I m  Vorstehenden glaube ich sach- 
gewiesen xu haben ,  dass dieses auch für seine Beziehungen zum Chlor, 
sowie die Comhinationen d e s ~ e l b e n  mit Sauerstoff und  Wasserstoff gilt. 
I n  alleu Zusammenstellungen, mogen sic nun moglich sein oder nicht, 
lasst sich diese Analogie nachweisen. E s  giebt nun  noch ein drittes 
Element ,  das Kalium, von dem ich ebenfalls schon früher gezeigt habe, 
dass sein chemisches Verhalten gegen Sauerstoff und Wasserstoff voll- 
standig dem von Natrium und Lithium entspricht,  u n d  es ware nnn hier 
der P l a t z ,  diesen Nachweis auch für  Chlor zu liefern. Ich thue dieses 
in Rücksicht auf  die riesigen Formeln und  auf  die infolge der  verschie.' 
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denen Drehungen des Kaliums weit grossere Mannichfaltigkeit von Com- 
binationen nicht, da  bei dem vorlaufig doch nnr  provisorischen Charakter 
der ganzen Rechnung kein Ergebniss zu erwarten is t ,  welches dem Auf- 
waud von Raum und Miihe uur  annahernd entspricht,  und es m6ge daher  
entschuldigt werderi, wenn ich die Behaudlung des Kaliums auf so lange 
aufschiehe, bis die zu erwartende Vereinfachung der Rechnung cher z u  
einem Ziele führt, oder bis die  nahere Bestimmung der  Constanten ein 
anderes als ein blos provisorische~ Resnltat erwarten lasst. 

Betrachtet man nnn  das Resul tat ,  z u  welchem die Rechnnng bei dem 
Chlor führt, naher, so lasst sich dasselbe in  Nachstehendes zusammen- 
fassen. 

Das  Chlor ist ein Gas ,  das znm Sauerstoff n u r  eine untergeordnete, 
zn Wasserstoff, Natrium und Lithium, so lange diotielbcn allein tlind, 
eine bedeutende Verwandtschaft besitzt, welche letztere sich jedoch sofort 
vermindert, sobald sich das Chlor mit zwei verschiedenen Elementen ver- 
binden soll. 

W a s  die Einwerthigkeit des Chlors anbelangt, so ist aie gewahrt, 
wenn letzteres sich mit Sauerstoff, Natrium und Lithium verbindet. Bei 
dem Wasserstoff ist  das  Ergebniss insofern zweifelhaft, als dasselbe inner- 
halb der Grenzen der  Unsicherheit der Rechnnngsergebnisse liegt. I n  
allen Verbindungen mit d e n  erstgenannten drei Elementen ist diejenige 
Combination die wahrscheinlichste oder constantesto, bei welcher das 
Chloratom nur  mit einem einzigen andern Atom verbunden ist. Diese 
Einwerthigkeit des Chlore gilt jedoch n u r  so lange,  als man ,  wie es die 
heutigen Chemiker thun ,  den Aether einfach ignorirt. T h u t  man dieses 
nicht, betrachtet man den Aether anch als ein chemisches Element, eo 
ist Chlor, wenn es  mit Wasserstoff, Natrium oder Lithium in Concurrenz 
tritt ,  zweiwerthig, wie letatere beide e s  bezügliçh des Wasserstoffs sind. 
Es  ist also, nm mich so auszudrücken, der  Wasserstoff einwerthiger als 
Natrium und  Lithium, denn e r  lasst sich überhaupt nur  als Randglied 
einer Combination verwenden, und letztere sind es wieder mehr als des 
Chlor. icli muss übrigens hier daran erinnern, daéis, wie oben erwahnt, 
das Chlor auch bei d e n  Chemikern nicht ale durchaus einwerthiges Ele- 
ment gilt, sondern unter  Umstanden sogar eine hohe Werthigkeit zeigen 
kann. 

Znm Schlusse moge es mir gestattet se in ,  der Uebersichtlichkeit 
halber die im Obigen abgeleiteten Besultate zueammenzustellen. Die  
zwischen den einzelnen Elementen stehenden Ziffern b ~ d e u t e n  die Distan- 
zen. Bei deujenigen Verbiridungen, welche hergestellt wurden, sind die 
Lahlan mit grosserer Schrift gedruckt. Xls berstellbar betrachte içh auch 
die Verbindung CI3, weil das  Chlor condensirbar iut. 
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XXXI. Permntat ionen mit  b e s c h r h k t e r  Stellenbesetzung. 

Bereits vor mehr als sechs J a h r e n  habe ich mich zur Beschaftigung 
mit l'ermutatiouen der im Tite1 erwahuten Art hingeleitet gesehen und 
die nachstehende Note abgefasst. D a  ich in der letzten Zeit bemerkte, 
dam dicse Permntationen auch für eine gewisse Auffassung des Configu- 
rationsproblems actuelle Bedeutung haben,  so untcrnehme ich es ,  die 
Note zu ver6ffentlichen. Zwar fand ich inzwischen, dass denselben 
Geg~netand  i n  einer andern Einkleidung (Deterrninantenform) auch H e r r  
W e y r a u c h  (Cr.-Borch. Journ. ,  74. Ba. S. 273) behandelt;  indessen ist 
die Ar t  der  Ableitung eine ganz andere als bei mir.* 

E s  ist die Anzahl jener Permutationen von n Elementen anzugeben, 
in denen kein einziges Element an seiner früheren Stelle steht. 

Die  gesuchte Zahl wird lediglich von n abhangen und  heisse f ( n ) .  
Die Elemente seien durch die ihre nrsprüngliche Aufeinanderfolge be- 
zeichnenden Indices l ,  2 ,  3 ,  . . . n -1, n vertreten. Werden sammtliche 
Permutationen ohne einschrankende Bedingung nach der gewohnlichen 
Ordnung entwickelt,  so ergeben sich n Gruppen mit j e  (n-l)! Com- 
plexionen, durch das Element charakterisirt, mit dem ihre erste Stelle 
besetzt k t .  Hiervon musa sofort die Gruppe 1 miusgeschaltet werden und 
von den übrigen n - 1  wahlen wir die Gruppe m zur Betrachtung aus. 

I n  derselben ist die erste Stelle mit m besetzt,  das Elernent 1 dalier 
auf die n-1 weiteren Platze angewiesen, aber jeden von diesen einzu- 
nehmen berechtigt, ohne dass hierdnrch unserer Bedingung widersprochen 
würde. Es würde daher die Zusammensetzung der nach Weglassung des 
m restirenden n - 1-stelligen Complexion aus den Elementen 

1, 2, 3 ,  ... rn-1, m + l ,  ... n - 1 ,  n  

nicht mehr nach dem Gesetze f  erfolgen. 
Wir  sondern deshalb die Gruppe m in zwei Classen. Dio erete 

erhalt das Element 1 a n  die Stelle m ,  die n - 2 übrigen Stcllen sind 

* Die Aufgabe ist auch schon angeregt von Iierrn M. C a n t o r ,  dieae Zeit- 
schrift îi. Bd. S. 410. S y l v e s t e r  bezeichnet die betreffenden Determinanteq a h  
wirbelloss. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



380 Kleinere Mittlieilungen. 
_^Y__M_-___---- ___Y_WWW_YMYYW__^I_ll~~I.,~~-~l~l ~- -  
nach der obigen Bedingnng su hesetzen. Die Anzahl in dicser Classe 
ist  f (n  - 2). 

I n  der zweiten Classe darf nnn 1 auch nicht mehr an der  mlen 

Stelle s tehen,  daher alle n -  1 Elemente nach dem Gesetze f zu ver- 
schieben sind. Die  Anzahl in  dieser Classe ist f  (n  - 1). I n  der Gruppe 
m sind also f  (n  - 1 )  + f ( I I  - 2 ) ,  u n d ,  da  dieselbe beliebig war, im Ganzen 

1) f ( ? l )  = (n-1)  V ( n -  1 )  + f ( n - 2 ) 1  
unsere Aufgabe losende Complexiouen vorhanden. 

1 )  ist eine Recursionsformel für die verlarigte Anzahl. 
ergioht sich unter  Voraussetzung von f ( 1 )  = 0 ,  f ( 2 )  = 1  : 

f ( 3 ) = 2 ,  f ( 6 ) =  2 6 5 ,  f ( 9 )  - 133496,  
f ( 4 ) =  9 ,  f(7) = 1854 ,  f ( 1 0 )  = 1334961,  
f ( 5 )  = 44, f (8) = 14833,  f (1 1) = 13684570. 

Aus 1 )  liesse sich direct einc indeyendente Formel für 

Hiernaçh 

f ( n )  her- 
leiten. Dies geochicht jedoch einfacher durch die Losung einer zweiten 
Anfgabe. 

2. 
E s  ist die Anzahl der Permiitationcn von n Elemcnten r u  Lrstim- 

m e n ,  in denen m bestimrnte Elemente nicht a n  ihrer Stolle stehen sollen. 
Diese Aufgabe ist dnrch Decomposition auf die frühere zurückzu- 

führen. 
Die verlançten Complexionen zerfallen namlich in solche, in denen 

kein einziges Elernent seine frühere Stelle einnimrrit, [ ( r i ) ;  ferner in 
solche, worin e i  n belitimmtes der n -m freizügigen Elemente seinen 
Platz  behalt und  deren Anzahl ist f ( n -  1); da  es aber  ( n - m )  solcher 

Elemente giebt ,  sind in dieser Katcgorie (";") f ( n - l )  der Anfgsbe 

genügende Complexionen enthalten. Ebenso,  wenn von den n - m zwei 

fest bleihen sollen : ( ( - 2  u. . W. bis zu der Auïabl  jener 

Cornplesionrn, a n  al10 7 i  - m fcat blcibrn,  (:::) [(rn). 1)ie vnrlatigto 

Anzahl ist daher dargetitellt durch folgende Summe von I I  - m. + l  
Gliedern : 

3. 
Uebertragt mari diese Formel auf den FaIl ,  wo m = O  ist, also das 

Permutiren ohne jede Beschrankung erfolgt und  d i e  Anzahl n !  i ~ t ,  so 

ergiebt sich : 
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woraue für n = 1 folgt, dass f ( 0 )  = 1 gesetzt werden muss. 
Setzt man in 2) für  n die  Werthe O ,  1, 2 ,  3 ,  ... s, . . .  n-1, n, 

so entstehen folgende Gleichungen: 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
... = (:) / ( O )  + (, i l) f (1)  + + (,r ,) I ( S )  

+(r-;-l) f ( s + l ~ + . . . + ( ; ) f ( r ) ~  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
< ? l - ~ ) ! = ( . - l ) f ( ~ )  n - 1  +(nxi ) f (1)+- .  + ( n ' y , ) t ( s >  

n-1 + ( , o y S ) f ( s + l )  + - . .  +(,-.-Jf(r) + - .  

. - ,  + ( " i l ) f ( n - l ) ,  

.!=(;) f ( ~ ) + ( ~ n ~ ) f ( l ) + . . . + ( ~ : , ) f ( ~ )  

.. + ( n s ) f + l + . . . + ( , f  , ) f ( r ) +  

a .  .+ ( 7 )  f (n -  11 + (;) f(n).  

Wir ~nultipliciren nun  diese Gleichungen nach der Reihe mit 

- ( )  - - ( n )  1 ( )  (O), 
al80 allgemein die Gleichung r !  mit (-1)"-' (A)9 und addiren sie 
sodann. 

In der Snmme liefert f(s) da6 Glied: 

{(:) (n!y:l)+(;) (n:y!2)-+.,- 

. . . + ( - l > n - ~ ( ~ n , ) ( ~ ~ , ) + - . .  

+ -  n - s  )(U)I. 
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Die  in  der  Klammer stehende Beilie kann auf folgende Art  summirt 
werden. S ie  ist  anch zu schreiben: 

Nnn ist  

... n ( n - 1 )  ( n - r + l )  ( n - r ) ( n - r - 1 )  . . . (  n - s + l )  
-- 

1 . 2  . . . (  s - r )  

Somit ist  auch 

3, ( ~ ) ( f z - ~ l ) - ( ~ ) (  n - s - r  n-r 

Setzen wir nun i n  3) r = 1, 2 ,  3 ,  ... ( n - s -  l) ,  (n-s )  u n d  nehmen 
gleichzeitig die dadurch entstehenden Gleichungen mit alternirenden Vor- 
zeichen, so erhalten wir 

n + s + l  ( )  n - r + ~  ) + ( - l > n - r (  n - r  " ) (s) = WY(: )  (ni:) 

Bei der Addition dieser sammtlichen Gleichungen verschwinden alle 

Glieder ausser der  zweiten Colonne und , daher ist  (3 

Die linke Seite dieser Gleichung ist der Factor vou f ( s ) ,  welches Glied 
also i n  der Summe verschwindet. U a  nun aber s  i n  4) alle Werthe von 
1, 2 ,  3 ,  ... n-1, n annehmen dar f ,  .O erhalten wir durch die Addition 
folgende Gleichung: 
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383 
-> 

1 - .  . + c- 
i2.n J. 

IXe independente L6sung von 2) hat  nun die Form 

Zwischen diesen letxteren Ausdrücken bei eirieui und  demselbeu I I  findet 
sich noch folgende Beziehung: 

Bildet man alle Cornplexioncn van n Elementen,  i n  dencn ni he- 
stimmte Elemente verschoben s ind,  u n d  d ie jmigen ,  wo dies mit den 
n-in übrigen der FaIl ist, so giebt es keine von den n! überhaupt mOg- 
lichen, die uicht in eine von diesen beiden Classen gehoren würde, da- 
gegen nur f ( n ) ,  die in beide gehoren. Somit ist 

f; + f l - " = n !  + f , " = n ! + f ( n ) .  

P r a g .  S. KANTOR. 

XXXII. Ueber Strahlenbiîschel zweiter Ordnung. 

Tn seinpr , ,Ceometrie der Lage" (2. Autl., T h l .  1 S. 74) erwahnt 
Herr Prof. T h .  R e y e  die Aufgabe: z u  b e s t i m m e n ,  o b  e i n  S t r a h -  
l e n b ü s c h e l  z w e i t e r  O r d n u n g ,  w e l c b e r  d u r c h  z w e i  p r o j e c t i -  
v i s c h e  P u n k t r e i h e n  g e g e b e n  i s t ,  e i n e  P a r a b e l ,  E l l i p s e  o d e r  
H y p e r b  e l  u r n l i ü l l t ;  jedoch giebt der Verfasser des genannten Werkes 
keine Losung dieses Problems. Die folgende Untersucbung dürfte daher 
zur AnofülIung der  gebliebeuen Lücke dienen. 

Ich gehc von dcm Satze ails, dass eine Curve (c) zweiter Ordnung 
immer in einem der  zwei vollstandigen Winkel liegt,  die von xweien 
ihrer Tangenten gebildet werden. Daraus folgt, dass dnrch zwei p a r a l -  
l e l e  Tangenten entweder alle t'unkte oder kein P n n k t  der Curve vou 
allen Punkten ausser einem der nnendlich ferneu Geraden (O) der Ehene 
getrennt s ind ;  namentlich tritt  der erste Fa11 ein,  wenn die Corve eine 
Ellipse, der letxte, wenn sie. eine Hyperbel  ist. E iue  Parabel wird vou 
der unendlicli fernen Geraden berührt. 

Wenn also zwei Punktreihen u und ul projectivisch auf einander 
bezogen s ind,  so braucht man nnr  die Punkte  P u n d  0 von ul zu be- 
stimrnen, welche den Punkten  u o  und uu,  von u boziehungsweise ent-  
spreclicn , um folge~ides Kriterium zu erhalteu : 
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W e n n  Q und  u,o durch P und  uul von einander getrennt s ind,  so 
ist  die  eingehüllte Corve eine Ellipse; aie ist  eine Parabel ,  wenn P mit 
u,o zusammenfallt, sowie anch,  wenn u oder ul mit O zueammenfallt; sie 
geht  natürlich in eine Gerade üher, wenn Q mit uul zusammenfallt; sonst 
ist sie eine Hyperbe l ,  da  Q ein P n n k t  der  Curve (Berührungspuukt von 
u,) u n d  P der  P n n k t  i s t ,  wo i r ,  von der  mit u paralleien Tangente 
geschnitten wird. 

Dieees Kriterium versagt,  wenn u u n d  u, ~ a r a l l e l  s ind ,  d. h. wenn 
ul o u n d  uu,, sowie auch P und Q znsammenfallen. Man mnss dann eine 
andere Tangente  s tat t  u, nehmen, was immer moglich is t ,  d a  niclit mehr 
als eine d e r  fünf Tangenten dem u parallel sein kann.  

U p s a l a .  AD. MEYER, Cand. phil. 
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IIi~t~orisch - literarisohe Ab theilung. 

Ueber eine Handschrift der Konigl. offentl. Bibliothek 
zu Dresden. 

Von 

I~A~IMILIAN CITRTZE , . 
Oborlelirer und l3ililiotliekar am Küuiyl. Gyrnnasium und Realgymuasiiim zu Thurii.  

LIierzu Taf. I Fig. 7 iind 8. 

In dem ehen erschienenen ,, Katalog der Handschrif l~vi  der kOniyl. 
iffeiltlichen Bibliothck zu Ikearlen. Benrbeitei von Dr. F r  a n  z S c h  n o r r  
v o ~  C a r o l s f e l d "  findet sich auf Seite 304 die Beschreiliung einer 
Bandschrift, welche augenblicklich die Signatur Db. 86 Iiat. Dieselbe 
ist von lioliem Interesse, jedocli ist S c h n  o r r ' s  Uescl-ireibung nicht in  
allen Theilen stichhaltig, und es lohnt sicb, eine eingeliendere und i n  
jedar Ueziehung exacte Beschreibung zu liefern. 

Die Handschrift, in klein Folio, geschrieben am Anfange des 14. Jal i r -  
Iiunderts, bestcht nus drci Vorsatzblattern (davon das erste und dritte 
Papier, das zweite Pergament) , aus 277 beschriebenen Pergamentblattern, 
welche 1 - 48, 50 - 278 bezeichnet sind (Blatt  49 ist i n  der Pagiriirung 
ausgelassen), und zwei Nachbltittern (das erste Pergament ,  das letzte 
Papier), so dass die Gesammtzalil aller Blatter 282 betriigt. Sie ist in 
Holedeckel mit rotliem Leder  überzogeu geburiden und wird durch zwei 
rueusingelie Schliesscn zusammengelialten. Beirri  ind den* sind von Hand- 
bemerkungen mehrcre verstümmelt, auch von den Figuren manche 
besctkidigt. Der  Schnitt ist  vergoldet. 

Der  Inhalt der Hnndschrift ist niin folgender: 
1. Auf dem dritten Vorblatt ist  eiu Zettel aufgeklebt, welcher die 

Worte enthiilt : ,, Emi de aidun M. Yulentini Thaits . 14 . die fbris  . h i n o  
NDLXXX."  Darunter steht von derselben Hand  ein Inhaltsverzeicliniss 
des I3andes: ,, Numerus ZiOrorum in hoc volumine conlenloiirm ", dessen 
letzter Tite1 vom Buchbinder weggeschnitten ist. 

2. Blatt 1-48: E u k l i  d ' s  Geometrie in  der Uehersetzung A t e l  h a r  d s  
v o n  B a t h .  Die Recension, von welcher zuerst H. W e i s s e n b  o r n  in der 
, ,Zrifschrift fiir Xathematik und Physik" gchandelt hat. Diese Recension 
ist bemerkenswerth, da sie von dem griechischen Texte  sich vie1 weiter 
entfcrnt, als die von C a m p a n o  cdirte Recension und speciell die Be- 
w eise v O r den dazugehorigen Lelirsatzen anthalt. Ueber dern Anfange 

Hist.-lit. Abthlg. d. Zeitschr. f.  M8th.n. Phys. XXVITI. 1. 1 
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steht v o n  T h  a w  's Hand  : ,, Alordj vel Adelhardj erpositio i n  Euclidem V.T.". 
Darüber v o n  andcrer Hand  : ,, merniiiii eius Regiomonkrnus iu prefatione in 

A2frngrtnumL'. Am E n d e  (Blatt 4 8 b )  steht Folgendes: , ,q h'zplirit liher 

euclidis philosophi de arle Geomelricu conlinens. CCCGLXY .proposila et pro- 

posiciories e l .  X I .  porismula preter anaiornr~ln singulis lihris premzssa proposila 

quidem infiniiiuus proposiciones indicaliuus ex~lacans." Eine  grosse Zahl von 

Raudglossen begleit,en den Text. Die Figuren sind gut  gexeiçlinet und 
liaben vielf'ach, im Gegeusatz zu dem von W e i s  s e n  b O r n  heschriebcnen 
Exemplare, Buchstaben a n  den Eckpunkten. 

Blatt  49 fchlt. 
3. Blatt 50B- 61 b, Zeile 28: ,, Geometrin iortlani vel iorduni de 

lrinngirlis", so steht von gleiçhzeitiger Hand auf dem linken Rande ,  da- 
gegen tragt der rechte Hand v o n  T h a  w 's Hand  die Worte:  ,, liher primus 
de i r i o n g u l i ~ ' ~ .  Das Stück beginnt : ,, Conlittuitns es1 indiscrerio lermini cum 

ferniinundi polencin." Auf Blatt 52a beginnt ,, 2 lzher Jorda~ l j  d e  irinngulis'' 

( T h  a w's Hand) mit dcn Worten : ,, Diiabus lineis propusilis yzmrum uncc si! 

minor quarl(r ollerius lie1 equctlis: rni7rori ltrlem linen?n adi~ingere itl yue adiecle 

n d  composiirrm: errdena sil c~omposile ad reliyuc~rn pr«posi[arum proporciu." 

Das zweite Buch schliesst anf Blatt  5 4 8  u n d  daselbst beginnt: ,,Inci@'f 

tertilts liber de irinngulis" (S h aw'fi I Iand)  mi t  den Wortan : ! , S i  tres linet: 

in circula eyuedistante.~ equnies inler se nrcus comprtzhendant; mnximc! nd 

medinm mnior erii distoncia e! mrtiorenz cum rrc circuli pnrtem ~omprehendet. '~ 

Dieses Buch reicht bis Seite 56" und dort beginnt dann:  ,! Liber quorlus 

de Iriungulis" ( T h  a w 's H a n d )  mit  den  Wortcn : ,, Superficierurn que inler 

arcus eqicriliter scse exceclentes et lineus conlinyenles conlinuanlur : sicul el 

ipsurum ronli~iyenciuni eril mriiorum differencin maior." In diesem Buche 
sind zwei Satze mit ewei Satzen ans dem liber t r i lm  frulrum identisch. 
Dor erste: ,, Queplibel a11gulum reclilineum i?l  trirr eyua diuirlerc", und der 
andere: ,, Znrer duas qunntiiales propositas duas alins invenirc uî continuenticr 

qunluor qrlanlitntes secrmrlum proporcionem unam." Uie' Losung des ersten 
Problems geschieht mit der Kreiskonchoide, die des zweiten nach Art 
des A r c h y t a s .  

4. Blatt 61 ", Zeile 29 bis I l O b :  ,,inczpif Jordanus",  so steht mit ganz 
verblasster T in te ,  aber von gleichzeitiger H s n d  auf dern liuken Ratide, 
darunter von der Hand 'i'h a w 's ,, drilhnielictr Iordi~?zj  Nomornrij". Sie ist 
bekanntlich zweimal edirt v o n  J e a n  l e  F é v r e  d l & t a p l e s  ( J o h a n n e s  
F a  b e r S t a  p u l e n s i s). Beide Ausgaben weichen erheblich von der 
Handschrift a b ,  was davon lierriihrt, dass F a  h or  m a n c h ~ r l e i  Aendarnngen 
und Zusatze sich erlaiibte. So hat  die Handachrif't 3 Petitiones, der 
Druck 6 ,  die Handschrift 8 Coinmimes nnimi cot~ceptioiies, der Druck 
dagegen 20 u. S. W. Die Anfange der 1 0  Bücher sind durch grossere 
reich verzierte Buchstaben ausgezeichnet. Bucli 2 beginrit Blatt 6 4 b ;  
Buch 3 Dlntt 6 7 & ;  Biicii 4 Blatt 6gb;  Buch 5 13latt 7Zb; Buch 6 Hlatt 74" ; 
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Ruch 7 Blatt 80 '; Ruch 8 Blatt 86b;  Buch 9 Blatt 92', in diesem 
ist am Schlusse eine Iangere Liicke; Buch 10 endlich beginnt auf 
Blatt 103b, der Beweis des letzten Satzes fchlt. 

5. R1at.t 1 1 1  8 -  122  a ,  Ze,ile 5 : ,, Euclides d e  uisu" steht von T h  a w ' s  
Uand über der  betreffeiiden PiEce. Dieses Exemplar der Optik des 
E u k l i d  ist in  mehrfacher Weise interessant. H e i b e r g  hat  in seinen 
,,Litterargeschichtlichen S tud i rn  über Euklid " (Leipzig, Teubner , 1882) 
eine Form der Optik edirt, welche e r  als die Xltere und authnntische 
betrachtet. Nuu fiiidet sich in der Haridschrift R. 4O.2 der kfinigl. 
Gymnasialbibliotbek zu Thorn eine direct aus dem Griechischen geflossene 
Uebersetzung dieser H e i  b e r g'schen Recension, u n d  ein Exemplar dieser 
 elb ben Uebersetzung liegt in  unserem Manuscripte vor. Der  Abschreiher 
ist sich aber hewiisst, dafis es noc,h eine andere Ausgahe der Optik 
gieht, n n d  in seinen hinzugefügten Randglossen gieht er diesar Ver- 
sctiiedenheit Auedruck. So steht neben den beiden letzten Petitionen : 
, , Q ~ r i d u ~ n  libri haben1 isln duo priiicipia el yuidnm non." So sagt er zu dem 
ersten Satze: ,, Nul lu~n uisorum sirniil riideri iofum ": ,: Alia franslacio nullirîn 

zrisorrrm sirnul totunr uirleri" und fügt nuri einen langeri Beweis liinzu, wie 
ihn die andere (aus dem Arabischen geflossene) Uebersetzung giebt. 

6. Blatt 122a, Zeilc 6 bis 128&, Z ~ i l e  15.  Auch dieses Stück dürfte 
der Aufrnerksamkeit wcrth sein. Es enthalt ein Werk ,  das nur  durch 
das Explicit het,itelt i s t :  , . E x p l i c i t  liber de speculis." 32s cnthzlt aber 
die Katoptrik des R u k  l i  (1 e s .  TXe beiden von H e i  h R r g  (a. a. O. S. 152  u. 
153) berichtigten Stelleu der Uebersetzungeu von l'en a und U ris y p o d i  u s 
sind in derselben ehenfalls riclitig überliefert. So heisst Satz 5: ,,In 

concnvis sperul is  s iue supra  centrunl siuc sicprtr periferiom siue ex t ru  p e r i f e r i a n ~  

o c d u m  ponis:  rrisus repercussi  coilciduiil", und die Figiir zu Satz 6 ist 
genau diejeuige , welche Herr  H e i  b e r g  reconstruirt ha t ,  und genaii mit 
denselbeu Bnchstaben. 

7. Blatt 128 Z e i l ~  Ci bis 158': E s  folgen die Sphaerica des 
T h  eo d o a i u s .  Am E n d e  heiest es: ,, Explicit liber theodosii d e  speris." 

Es  ist die aus dern Arabischen geflossene Uebersetzung, was ails dern 
Worte .meguur für Axe dcutlich hervorgeht. Das Werk besteht bekannt- 
licb aus drei Büchern. Davon beginnt  da^ zweite rinf Blatt 1 3 s s ,  das 
dritte auf Rlat,t 147'. Unter dem Explicit befindet sich van dam Schreiber 
der Handschrift noch ein anderer Beweis eines Satzes des T h  e o d o s i n  S. 

8. Blatt 159 a- 159 , Zeile 11 : ,, lihellus de l~roporc ion ibus  corporum 

pro uirtute ", so steht van einer spatern , aber nicht der Hand T h a  w's auf 
dern rechten Rande. Dieser Tite1 ist irreleitend, denn das fragliche Stück ist, 
nichts weiter als das  Fragment  , : de  gruui el leiri" des E u  k l i  d es .  Es beginnt : 
,, Corporn epuulia in magnitudine sunt yue replenl locrr equalirr " und schliesst: 
, ,pote1 proposi lum p e r  premissum", ist alfio nicht dern Wortlaut nach iden- 
tiscli mit dem von Z a rn 1) e r t i und G r  e g O r i  aufgenommenen Exemplare. 

1' 
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9. Blat t  1 5 g b ,  Zeile 1 2  bis 1 6 5 % :  E s  folgt eiu ,,liber minuciarum", 
welches S c  h n  o r r  als Bestandtheil des vorhergehenden Stückc,s aufgefasst 
hat. D e r  Tite1 steht mit ziemlich verblasster und  wenig jüngerer Schrift 
als die der  Handschrift anf dem linken Rande. Anfang: ,, Quodlibel inlellec~ztm 
rV pnrlis aut parcium nuncupaiur 10tum.'~ Schluss : das Einmaleins von 

1 bis 9 in der Form der  Pythagoreischen Tafel.  Nur arabische ZiKern. 
10. Blatt 1 6 S b  - 1 6 8 a :  Mit alter ~ a n d s c h r i f t  steht: ,,liber dc 

proporcionibus corportlm secundum molum in  tempore", darunter von T h a  w's 

H a n d :  , ,Proclus de motu Z E Q ~  xivrj6sws extalgraece V. T.'' Alle Arifangs- 
bnchstaben fehlen. Beginnt: ,,(C)unlinun sunt yuorum termini ununi. 
(C)ontingencio sunt quorum termini simul." Schluss : ,, Vtii  enim una rnocio 
erit con T . R . 8 . R . j . A .  

Hlatt 1 6 g b  ist lem. 
11. B1at.t 169 1 7 5  a :  ,: lncipit alyorismws demonstralus~' 6 0  halb 

ahgesclinitten von gleichzeitiger Hand  am obern Rande  des Blattes. ER 
ist der  hekannte,  früher dern Regiornontan zugcschriehene ,, Algorismus 
demonstrnlus de integris", der 1 5 3 4  edirt ist. Beginnt: ,, Figure wmcrorum 
suni nouem I . 7 . 3  . Q . r/ . 6 .  A. 8 .  q. Et est prima unitas.  sectinda Dinnrii. cl 
sic deinceps." Schluss: ,!In.n.Dis ef.D . in se.et.c.in.a.6is el in.6.6is el in 
se semez. qod erat pr~oposilum." 

B. Blatt 1 7 5  - l ï 6 h ,  178 8 ,  Zeile 1 - 3 : ,, liLer archinienidis de com- 
paracione figuiarum circultirium ad reciilinerrs", das hcisst die circuli mensrira 
dee Archimedes, wie schon die E'orm ,, Archimenides ", zeigt,  ans dem 
Arabischen übersetzt. Beginnt :  ,,Omnis circulus orlhogonio lrinngr~lo es! 
equalis cuius unum duorum laterum rec lu~n conlinencium nngulum medielnli 
diamelri circuli equatur.et allerurn ipsorurn linee circulum conlinenli." Schliesst: 
,, Linea ergo conlinens circulum addit super triplum diameIri eizcs minus seplinru 
i j ~ s i u s  et plus X pnrlibus de L X X I  el illud es1 quod deckirare voluimus." 

13. Blatt 1 7 7 "  und % 1st in der S c h o  rr 'schen Beschreibung ganz 
ausgelassen , obwohl durch einen Vogel , bei welchem die Worte stahen: 
,,verle folium anlecerlenlem ad  talc signum ", auf dasselbe hingewiesen wird, 
denn a n  der Spitze desselben ist derselbe Vogel, wie h ie r ,  gemalt. Dies 
Blatt  enthtilt, jedoch ohne zugehorige F iguren ,  die ,: T!emonslrntici Campani 
de figura sectore": welche anch in der Elandsclirift ~ . 4 ' . 2  der konigl. 
Gymnasia1bil)liothek zn Thorn sich findet. Anfang: :, Cum nliquis sernicirculus 
diuidalur i n  duos arcr~s.~'  Schluss: ,,et e z  proporcione corde dupli nrcus cf  
ad cordanz dupli arcus c e  Exp:plicil". Das  Blatt ist  von vollig anderem 
Pergament als die  ührigen Bkt te r .  

14. Dic in dcm nnter  1. erwiihnten Inhaltsverzeichniss angegebenen 
Theoremata Craliti konnen ,  meiner Meinnng nach,  nur  anf die beidcn 
folgenden 1,ehrsatze bezogen werden, dieselben umfassen Blatt 17ga,  
Zeile 4 bis Blatt  l y s " ,  Zeile 23. Die beiden Satze heisseil folgender- 
massen - ich drncke sie v o l l s t ~ n d i g  a b ,  d a  besonders der zweite eine 
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Ueber e,inr. Handachrift der Konigl. offcntl. Bibliothek zn Ilresden. 5 
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bis jetzt für daa Mittelalter nicht bekannte Reweisfiihrung fur den Drei- 
ecksinlialt aus den drei Seiten enthiilt -: 

1) Ornnis trinnguli i n  semicirculo cudentis unius duorum loterum in allerum 
multiplicncio es1 equalis multiplicacioni diomeiri i n  perpendiculurem, 
que cndit super hasinl triangidi. 

Racio patens es1 per VI l l .  et per primant parlem 1Se seali euclidis. sicul 
enim diameler ad alterum Znterum, ita reliquum ad perpendicularem (siehe 
Fig. 7 ) .  

Nelien dem folge.nden Theorem ateht von 'Y h a w 's Hand : cirpdlTgov 
8 ~ d p ~ ~ f f .  Vide huc de re Companum prop .  13 .  lib. 2 Euclidis aliter idem. 
An der bezeichneten Stelle stelit ,  wenigstens in den mir euganglichen 
Ausgaben E u  k l i  d ' s ,  nichts dergleiçhen. 

2 )  S i  tria friunguli lulern coacerventur, metlietalisyue composiii ad singula 
Zalera differencie sumantur, primoque in secunùam ciitcatur et in 
productum tercia; ilemque inde productum in prediciam medielatem, 
radia  producli eril urea trianguli. 

Sit datus trinngulus a b c  ~1 medietas coaceruuii e z  Iriteribus ipsius si1 linea 
k l m ,  diferenlieque ipsius sint ad a b  linea t 61 ad a c  a el ad b c  k.  Sed 
solidum quod continel t s  k (im Original ateht i d  e s t )  sit designafum nota 
z .  fnlelligrimus igilur in dulo frigono circulitm conlingenlem lulera nolis f ,  g , e, 
cuius cenirum d , a quo prodeunt ad puncla contaclits linee d f ,  d e ,  d g  singulis 
lineis perpendiculnres ulque inter se eyuules: sed al a d ad Ires angulos linee 
protrahantur, qile singulos angulos per equn parcientttr, quorum omnium me- 
dielutps yuoniom equnnlur uni recto, el quia a?iguZus d b f et anyulits b d  f 
epnnttrr reclo: erit anguius b d f tunguam angulus d a  f el angulus g c d .  Ducaiur 
erg0 linea p q d  h d a ,  ut angulus hd f eyualur angnlo d a  f ,  eriipue angirlus 
lid a reclus el simililer nngulus q d  a el ob id etiam unyulus g q d  equalis 
mgulo a il el reliquus scilicei q d c equalis nny d o  d h h quoniam tolus an- 
gulrrs q d  c es1 eyualis duobus scilicel g a d  et d b e .  Iilrigntur ilaque perpen- 

clicularis a c , donec concurrat cum linea h d q p  , yue sif c  p , el confinuelur 
p cum a. Deinde, yuoniam a f  est equalis a g ,  el b f eyualis h e ,  atyue c e  
equulis c g ,  linee mina ab eodem punclo eseuntes usyue ad contaclus circula 
sunt eyuales, tunc af et f b  el c e  sunt tumquam tres relique. Erunt erg0 me- 
dielas irium Interum. romponent erg0 lineum k l  m ,  sitque k equalis a  f ,  et 1 
equalis f b ,  et m equatitr ce. Manifestum est eciam quod k l m  addit super 
a b ,  quantum est m ,  quure m eyucilis est t ,  sed et similiter a c  addil 1 ,  
quare 1 equalur s ,  atque similitfr b c  addil k ,  ilaque k est equnlis r. Sint 
eciarn linee n et O equrrles perpendicularibus, quarurn zcnri d f ,  solidumque 
su6 lineis k l  m et n et O contenlum si1 y. Quia idem nnguli a d p et a c  p sund 
recti el equules, punclu a d  c y i n  eodem sen~icirculo consistent, puare anguli 
p a  c et p d c  strnt equales. Erunt ergo anguli p a c  et f b d eguales, itaque 
trianguli f b d et a c p  sunl similes, eritque b f ad f d  sicul a c  ad c p .  Sed 

ecinrn f d nd f h  sicul p O ad c q .  y uouiana lriunguli d f h et c p  q sunl similes. 
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6 Historisch - literarisclie Abtheilung. 
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Ituque b f ad f h  tanqunnz a c  nrl q c ,  ergo coniunctim b f et a c  ad f h  el cq 
sicul b f ad h f ,  set1 b f est tanqiram q g  propter lriilr~yirlos similes el quiil f d  
eyuolis est d g .  Iteniyue h f  el a c  sunt lnmquum k l m .  Est erg0 k l m  nt1 gc  
sicul b f ad f h. Sed proporcio b f (id f h uggregatur e x  pro/~orcionc b f ut1 d f 
et e x  proporcione d f  ad f h ,  sed a f  ad f d  tnngurtm f d ad f li propnrcio, 
ergo b f rcd f h constat e x  proporcionihvs b f ad d f et a f n d  d 1'. Sed proporcio 
b f nd d f  ta~iqunm linee s ad n ,  et a f  ad d f  sirul d i ferenr ie  r ad o 

proporcio. ilagite k l r n  ad t ngyregulur e x  proporcione s ad n et r nd o 

Quia igilur solidi y ad solidirrn z aggregcdur p r o p o r c i ~  e x  proporcionibus 
klrn ud t et n nd s el o ad r ,  el proporciones n ud s el o ad r fuciurit 
pruporcionem t [id k l m :  eril solidum y equale solido z. Producil uutem k l m  
in O superficiem eyualem lrinnyitlo rinto. Diuisus est enim triungulus a b c  in 
tres triungulos a d  b et . b d  c el a d  c, sed e x  tiirnidio a b  in d f fil eyuule 
triungtilo a d  b ,  el e x  dimidio a c  in d g  eyuum est triyono a d  c ,  el quod ex 
dimidio b c in d e  est epuale triangulo. b d c ,  et quia omnes perpcndiculurcs 
sunl epuoles linee O ,  ideo quod /il e x  dimidzo omnium Zaterum in O ,  et 
ipsum est k l m ,  es1 fat?tr(uurn uren trianguli a b  c. Cum ergo solidirrn y habel 
lntera O, n , k l m  el e x  O in k l m  fiai area triangitli! tunc n ducla in enndem 
areum perficil solidum y ,  cjuare cum O sil equccle n ,  erit aren trinnguli inier 
lineam k 1 m 21 solidum y proporcionule, yuare inter eundem el solidztm z .  Si 
eryo , ut proponilur , k l  m rlucntur in z , r u d i x  produçli erit urea trianguli. 
(Siehe F ig .  8.) 

Wer  war jener C r  a t i  1 u s ,  dessen Theoremata diese beiden gewegen 
sein sollen ? 

i5 .  Es folgt Blatt 178b,  Zeile 24 bis 1 7 g b  eine Abhandlung,  welche 
'I'haw auf Rlatt 179 betitelt: ,,proposiliones aliyzrot x ~ g i  zWv ÔpoxévzewvlL. 
Nicht uninteressarite Satze über homocentrischc Kreise. Bcginnt : ,, Geomelri 
eos urcus similes esse (dictrtit): qui angirlos rec@iiitit  pales'^ und schliesst: 
,,el eius proporcio erit proporcio corde arcus circuli anivs ud cordam arcus 
similis alterius circirli circirmducii eidern centro scilicet o existenle angulo o 

recto sicul corde urcus circula' trnius circumducti O centro ad cordnm arcirs 
sinzilis circuli nllerius eidem centro circumduclz. 

16. Blatt 180  a- 182b, Zeile 3 :  Enthal t  die Abhandlung, welche 
Director H u l t s c h  im dritten Bande tieiuer Pappusausgabe al8 anonyme 
Schrift über isoperimetrische Figuren veroffentlichte (Seite 1138-1165). 
Sie beginnt: ,, Prelibandum vero primum y w n i a m  ysoperimelrorum ysci- 

pleurororum reclilinearum el circulis conlenlorum quod plurium est ctngnlorum~ 
maius est. E s  sind sieben nummerirte Letirsatze. D e r  Schliiss lautet: 
,, Equnlis ergo pirumis poliedro minor existens cono cyuali spere. Quarc: el 
solidum poliedrum minus spera ". 

Das Stück findet sich auch in der Eiandschrift P. II. 33 der  offeut- 
lichen Bibliothek zu Basel. 
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17. Blatt 1 8 2 b ,  Zeilt? 4 bis 1 8 3 & ,  Zeile 2 3 :  Dieses Stiick ist mit 
der Nr. 8 bis anf kleine orthojiraphisçlio Abweichnngan identisch. Es  
liat von einer wenig spate.ren Handschrift den Titel :  ,,liber euclidis de  
y u u i  el  lerti et dc cornpnracione corporrtrn (id irtuicem ",  was bei S c h  n O r r 
lautel: ,, Eitclirles, de grromone. ileni de contposilione eorurn ud a11uicern.'~ 
Buch hier bcgiririt tias Stüçk : ,, Corporu surit eyualiri in mayu i l~~d ine  : que 
rqdenl ioca eyualia" und endigt :  ,,&rit iyilicr b (id a ul z ud poiencinm ipsiiis 

a yue csl g. Explicil liber eztclidis de ponderoso el leiti el comparacione 
corporum ad inuicem." 

18. Es folgt der Beveis des Satzes: ,, Z)ianie/er est assinieter cosle", 
d .  11. der Uewéis, dass die Hypotliennse eines gleiclisclienklig reclit- 
winkligen Ureiecks der Seite desselben incommensurabel ist (Blatt 183n,  
Zeile 24 - 41). 

19. Blatt l t i3b-  1 8 5 a ,  Zeilc 35:  ,Ilncipijit liber de cun»niul' steht 
von gleiclizoitigcr Hand auf dern linkcn Rande. Einc Ahliandlung, die 
mir Kiim erstcii Male rntgogcntritt. Sie beginnt: ,,Sir: fueril cunonium 
simmelmm mrllj~iill~rli~re cl sitbrtnncie eiusrlem". E s  sind nur  vier Lelir- 
satze. Das Werkchen schliesst: ,,cl hic erit numerus minoris porci017is 
quod »por!cbol ostendere. Explicil liber de canonio". 

20. E s  folgen Blxtt 1 8 j a ,  Zeile 36 bis Blatt 186b xwei Aufgahen, 
welche zu dern Vorherge,liendeu iri gewisser Beaiehung stehen: 1)  S i  fuerit 
uliquoti corpits de d u o t ~ i ~ s  m i x t z m  corpuribus nolis el zlolumzrs scire puuntum 
211 eu si1 de  itrroqtie ipsorum: 2 )  Queritur in longitzidine equali el tereli 
ei~tsdern mulerie per i nqua l ia  diuiso,  yuanlitrn sit npporiendum breuiori: ztl lofa 
equidislel orizonfi. 

21. Rlatt 186 " - 187 : ,, Incipit lil,er de ~~onder ib t i s  uel de slulera 
iortiuni", darunter von der IIand 'F h a w  's : ,, secundum quednm Euclidis ". 
Es ist ans Fragment der J O  r d a n u  s'schen Sclirift, 1533 A p i a n  u s  
zii Nürnberg unter dern 'ritel edirte: , ,De ponderihus Jorduni Nemoruri 
prupusiciones lretlecirn." Am Schlusse steht: ,, Erpliciunt elemenla iordani 

mper denionstracionem ponderzcm" und  daruntcr folgcndc Beincrkung Th a w  ' 8 :  

,,quidam putnnl httnc Eibrum de ponderibus esse Euclidis cl v id i  rnanuscripla 
t,xemplaria quedam in quibus erat inscriplio talis Euclides de ponderi6u.s. 
Vnlettfi~zus t lma Math. p r ~ f e s s . ~ '  Die Schrift ist mit vielerlei Randglossen 
versehen; eine lzngere steht noch iinter dem Explicit. 

22. Ulatt 188 a - 194" Ohne  Titel. E s  ist dieselbe Schrift , welche 
im Codex Basil. F. II. 33 betitelt ist Archimenides de curvis superficiebus 
und irn Codex Magliab. E'lorent. Conventi sopressi 1. V. 30 Arcimenidis de 
rotitndis pyrrtmidibus. Sie hesteht aus elf Satzen,  welche H e i b e r g  im 
dritten Thcilo seincr Archimedes-Ausgabe am E n d e  der Vorrede nach einer 
von mir gelieferten Vorlage abdruckcn liess. In  unserem Manuscript 
hat die Schrift folgande Suhscriptio : ,, Sicyue tipkis nosler porlitrn tenet in 
yuen2 iam dudum uela succingeret Jarnyue cztm bibulis hubel hurenis unchorti 
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nrchinienirles retnigii Joh/innes arruigacionis grales agit siimnio i-redori .  Bxplicit 

conimer~lrrrium Johannis de 121; in demonstraciones Archixetlidis. E s  ist n-irk- 
lich nur  eirie Bearbeitung einiger S#tze aus  dern Buche de sphoera ei 

cylindro. I n  der Florentiner IIandschrift heisst die Unterschrift ,,explir:il 

commenlarium johannis de Thiss in demonstraciones Arch i rne~~ id i s '~ .  Oh  also 
der Commentator Joliannes de  tliï oder do thiss hiess, ware noch zu 
erforschen. 

23. Blatt l<3Sa- lY6b,  Zeile 23 : l m  S c  h n  orr 'schsn Kataloge steht 
für diese -und  die folgende Abtlieilung zusarnrnen der T i te l :  Theodosius 

de diuersilale homocenlricoricm, cntnommen dem ohen erwahnten Inhaltsver- 
zcichniss. Das vorliegende Stück heisst sonst i m m ~ r  ,, Thc«do.siics de 

loci's hn/~it~tbili/~~i.s." Darüber stelit von S h a w 's Haud  : ,, hnec exlanl eliuni 

conitersti in operibus Georgij Vnllae Y.  T.". Beginnt: ,, Illis quorum hubilucionis 

loca sub polo siinl seplentriondi spere medietns nppnrens semper eis appurel", 

und schliesst: , , A b  dimidio lenipure y u »  sol prelerit siyntim dies erit." 

24. .Blat t  1 9 6 b ,  Zeilo 24  bis 19gb, Zeile 8: Eine  Schrift über das 
Astrolab. Ueginnt: ,, Tres  cil-culos in aslrolupstr rlescr-iptok : dilos uidclicel 

solsliciales et epinoclicclem coniinite proporcionriles esse necesse es&" und 
schliesst: ,, el secundicm hoc / i l  urlificiuin lamiirururn. Et tiec ccipiiula ne  p e l e r -  

niillnl qui  uoluit facere nstroluAir~m que compiluîiimus de figura s~clio7ris". 

Daraus m6chtc man fast schliessen, dass C a  m j  a n  u s  der  Verfatlser 
gewesen sei. 

25. Blatt 19gb ,  Zeile 9 his 2 0 0 a ,  Zeile 7 :  Anweisung, Lange und 
Breite eines Sternes, den Culminationspnnkt und d m  Aufgangspunkt zu 
hcstimmen. Reginnt: ,, Ad sciencium es.lrnhentli eievnciones signortcrn in 
orbe recto '' und scliliesst : ,, et puod prouenit est nadnir grudiis occmus 
i n l e l l i p s  ". 

26. Blatt  200 & ,  Zeile 8 bis 213 Zeile 2 :  ,,liber de drrlis Mugni- 

I t ~ d i n i h s "  steht neben diesem Stücke i n  ziemlich gleichzeitiger IIand. 
Es ist nichts weiter als die Data des E u  k l i  d es. Beginnt: ,, Uula 

magnitztdine dicunlur et spacia et linee et crnyuli yzcibus possumzcs eyualiu 

rissignare" und schliesst : ,, Uatum ergo yuod sub a d  el e c. Explicit liber de 
dalis Magwiludinibus." 

27. Blatt 213", Zeile 3 -28:  , ,quadratura circuli" mit Hilfe der 
Monde des Hi  p p O k r a t es. Beginnt : ,, Qicndralura per lunula,s hoc modo 
esi '' und schliesst : ,, hec igilur est quudrulzira pcr  li~nidas." 

28. Blatt 213a, Zeile 29 bis 2 1 3 b :  Drei Sat,ze über Kreise:  1. Si 

ab alipuo circzilo utiscirrdantur porcio~res inequnles, nlnior eril proporcio nrcus 

maioris ad arcum minoris,  ytrum .corde longioris ad cordam treviorem. 2. Si 
in circulis sese interius conlingenlibrcs plilrime linee u/rrrmque circulum secrrndo 

drlcantur, ille linee erunt proporcionales pnrtihiis , que ii11t.a minor-enr circuliim 

in mniorem pro duc un tu^. Die Linien sollen dahei vom Berüliruogspunkte 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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gezogsn sein. 3. Si cc circulis ineyi~aliOus corde equdes  urcus resecent, eril 
urcirs tninoris maior arcu muioris. 

29. Blatt 214&-- 219" Z d e  38. Nach der Untersclirift ï'heodosius 
de  plana sphuern. Reginnt: ,, Qucrnadmodum p/holoniezls el nnle aum nonnirlli 
i~eterurn cmctoritulis uiri" und schliesst: , , eum ipsis circzrlis lropicis ei ri1111 
circulis meridimis siynn distinguentibus. E.rplicit serundu edicio lheodosii de 

pluna speruiL.  Nach einer Kandglosse neben diesem Echlusse, welche 
beginnt ulia lertninucio, inusde die Unterfichrift lauten : ,, Explicit liber 
s~~perficiolc spere plholorrrei correpitts a meslen filio danlis gracias qiioti est 
ntliiteli." 

30. Blatt 21gb, Zeile 39 bis 2 2 2 ,  Zeile 9: incipit prima proposicio 
plnriisperii, so steht halb abgeschnitten und  dadurch fast unlescrlich 81s 
Fussrlote des Blattes. Reginnt : ,, Quotlibc~ duos circulos rqitedistanles 
recto in ,speru rorporrtr, circulumyue declinem cos e regione contingenlem in 
plnno rollocare " und  schliesst: ,, in quo hec nadir in plcrno dnlum ptrnclum 
il1 speru potencinliier ostendil". 

31. Blatt 2 2 2 ,  Zeile 10 bis 224"'  Zéile 1 9 :  .,liber yirem edidii thebit 
Jiliits chore de his que indigenl esposicione nnlequam legaltcr ulrnrrgestiLc, so 
die Fussnote auf Blatt 2 2 2 8 .  Beginnt: ,,Quiituor circuli diei est arciilus 
mrrior yiti iiescribilur super duos polos orhis super quos mouetlrr ub orienle i n  
occirienlem '' und sclilieast : ,, erzint retrogrndi Explicil ". 

32. Blatt 2 2 4 8 ,  Zeile 20 bis 2 2 5  : ,, incipit liber qui dicitur demonslracio 
jordrini de forma spere i n  plnno ", das latzte m o r t  durch den Biichbinder 
weggaschnitten. Ilariinter von T h  a w 's Hand  : ,, desideranlur hic protheoria ". 
Ueginnt: , ,Spera in quolihel polorum plunum contingente i n  cuius superfzcic 
descriptus sit cit-ctrlus per proposilum polum fransiens s i  quollibel linee ub eodcrn 
polo per circumferenciam illius circuli descenrlnnt in planum : puncla in quibus 
ylntiunt ccinhgu7rl: in linea recta sila erunt" und  schliesst: ,.ln communi 
iqilur seccione ipsi~rs el circuli p O y hoc est in O eril silus illiics puudproponebati~r. 
h'xplicil dernonslraeio Jordani de forma spere in plano." Darunter noch 
ein Satz, den der Schreiher der H a n d ~ c h r i f t  hinzugefügt zu haben 
scheint, denn e r  schlieest mit den Worten:  , ,et  hec est intencio actoris de 
norio apposilum ". 

33. Blatt 2 2 6 a - 2 2 B a ,  Zeile 8 :  , ,Incipit quedam nrismelica de mathe- 

lnntica" steht auf dem rechten Rande. Beginnt: ,, Proporcio est rei ad 
re111 determincita securidzrm quanlitalem habili~rlo.'~ Mitten irn Contexte steht : 
,, venicndum m n c  nobis es1 ad id puod intendimus occusione enim sumpla e x .  
lintrc lholornei i n  alnruyesta posilis sex  quanlitalibi4s ila ut proporcio duurum 
constirl e x  duabus proporcionihus reliyuarum 8 irolumus denlonsfrnre con- 
i~ iguc io~~es  utiles et modos omries e x  una eorumpruuenienles el sunl omnes 18 
quurum secundum e x  primo prouenienle po  sequens consepuenter poG. E s  

folgen nun die 18 Arten der Proportionen. Die Abhaudlung sçliliesst: 
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,,el ila e x  un0 posito procreabzrntzrr 18 alii a supradictis  modi u t  orniles 
pariter fiant 36 ". 

34. Blatt 2 2 8 ~ ~  Zeile 9 bis 242b: I las  folgenda Stück war der 
G r u n d ,  weshalb ich die kouigl. offentliche Bibliothek zu D r e s d ~ n  iiher- 
haupt  um Uebersendnng der  Ilaodschrift  ersuchte. Es  enthalt dasselbe 
namlich ein Nxernplar des Duches de nlcmeris dulis von J o r d a n us  
N e r n o r a r i u s .  I n  diesen Bliitterri (XXIV. Jal i rgang,  Supplement, S. 135 
bis 166) ha t  Professor 'l'r e u  t l e i n  in  Ky-lsrulie zuerst nacli der Hand- 
schrift F. II. 33 der offentlichen Bibliothek eu Basel diesen 'i'ractat lieraus- 
gegeben. Ich habo dann im Iaufenden .Jahrgangi? der Leopoldina einige 
Berichtigiingcn folgen lasson. Die vorliegende Hitndschrift, welche mit 
jener  aus der~e lben  Quelle starnuien muss, da sie genau ebenso rnitten 
im Beweise unvollstandig abhricht,  gestattet d i e r  - sie k t  übrigens 30 bis 
40 Jahre  alter -, wo die Baseler Handschrift fehlerhaft den Dienst ver- 
s a g t ,  den wahren Wortlaut wiederherzustellen. Auch liefert sie den 
Beweis, daas die Unterscheidung, welche ich a. a. 0. zwisclien den 
Zeiclien es1 und sed niachte, i n  der Walirheit begründet is t ,  da  in  unserer 
Handschrift fast a n  allen Stellen das betreff'ende sed vollstiindig aus- 
geschrieben i ~ t .  C h a s l e s  sagt i n  den Cornples r endus ,  dass darin der 
Vorzug T o r d  a n s  bestande, daçs ar die Zahlen ohne Substrat der Linicn 
betrachte. Ich kann  ihm nur  darin beipflichten, und dass also unserer 
Bandsçhrift Fignren beigegeben s ind ,  auf welche jedoch im Texte nie 
Bezug genommen wird,  halte ich für eine Zugabe des Ahschreihers, 
welcher dadurch die Sache zu erganzen bemüht war. Thatstichlicli 
stimmen dieselben auch nicht zu den betreffenden Lehrsatzen. Hier 
einige in dem 'i're u t l e i n'schen Abdrucke nnrerstiindliche Satze nach 
beiden Handschriften (F. II. 33 Basil., und B b. 86 llresd.) verbe.ssert und 
richtig ge~te l l t .  

4 )  Si numerus dalus fuerit in duo diuisus,  quorum qzcudraia pariter 
accepta sin1 d a l a ,  erit îilrumque datum modo premisso. 

Si enim g, scilicel quadrala coniunçla , fuerit nohcs, eril el e notus, 
qui es1 dirplum unius i n  nlterum: subtraclope  e de g remunebit h ,  qitadrcrtuin 
differencie, crtiirs radix  ex frac la  c sit nota:  e r u i ~ t  omnia data. 
. Opus idem. Diuisus yzcippe si1 X in duo,  quorum yuadraia sint L V l I t ,  

quo subiato de C remanebunt X L I Z ,  et ipse auferalur de LVlII et remanebirnl 
X V I ,  cuius radix es1 11x1, et ipse est différencia porcionum, que fient VI1 
el III, u t  prius. 

18)  Si uero quadrutu eorundem coniunctu per diflerencium diuicianlur el 

quod exieril fuerit dutum, el eorum quodlibet tlutum eril. , 

Si1 drcfzis numerus a b  diuiszts in a et i7 i  b ,  quorum quodraln sin1 c, 

et d i f f~rencia  eorum d ,  crcircs yuadralum e ,  el quadrutum tncius f. Dizriso 
prgo c per d exeut g, cuius duplum fit h l ,  qui erit datus, et puia qurrdrata e 

et f sutil duplum c eri l ,  ut d in h 1 frrciat e f. Sic uutem 1 equale d ,  el 
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yirru 1 in se facial e l  lunc 1 in h fflcint f ,  qui est nolus: et quia h l  est 
riotus, eril et 1 per terciam huius el h dulus, sicque d el omnis. 

Verbi gruciu diuisus si! X in dito, qitorum yuadrnla diuisu per diferenciunz 

reddunl X X  V I ,  cuius duplunt est LZ1, hitiiis qitudrnlum IÏDCC et 1111. u6 

hue tu l l~ lur  C qualer el remuneDun1 I ~ C C I I I I ,  cuius rudis  est X L  V I I I ;  hic 
de/rahatiir u L I I ,  el reliqui medielus, yzrz es1 d ~ r o ,  es1 diiferencia porcionum. 

39) Si a duobus numeris dulis duo numeri cielrufiunlur, fzcerilqzce detraclorum 
et residuorzcm proporcio dntu ,  non uzrlem si1 eudem, que tocius a d  

iotum , erit eliam qirodliliet dat~cm. 
Sinl numeri dati a ,  b , c ,  d ,  delracla a ,  c .  et quin a ud c non sicut 

loliim a d  tolzcm, non erit a ad c sicuf b (rd d.  Sil igilur a nd e sicirl 
b a d  d :  eril ergo a b  ud e d  sicut b on' d ,  et quiu a b  d d u m ,  sirnililer el 
e d ,  yirclre et differencia ç ud e,  que si! g ,  el sic zgilur a ud c et nd e 
proporcio datu e r i l ,  el ad g :  sirbirucir~ enini minor! proporcione o maiore 

remfrnebit proporcio a ad g ,  q u i  est di/Terençict. Ilayue g daium, qurtre et a, 
singztlu eryo dula. 

Verhi gruciu sint drrti numeri  X X  el X I I ,  el dctruclum X X  si1 duplum 
dclruclo X I I ,  et residuum X X  sexquullerum residuum X I I ;  si1 ni~tem X X  
ùup1ic.m n d  quiddnm,  et ipsum es1 X ,  cuius diirerencin ad X I I  est d u o ,  et 
quiri siyuidem est sel-qrrcdlerum ad toiurri, el duplttm ad delraclum est sescuplum 
(id reliyuurn, eril residuum X X  sezeuplum ad duo.eryu eril X I I ,  et detructum 
V11I: detrnclum vero X I I  erit 1111, et residuum ipsius erit VIZI. 

41) Si  duobus numeris dciti nurneri nlternutim addanlur el detrahantur 
el post muluam addicionern et rielracci»nem sint semper ad inuicem 
duli, uterque eril dulus. 

Si?? n imer i  a ,  b ,  d ,  e et dati sint a el d ,  ilemqice dati c et f. Si erg0 
a h c  fuerit dnlus ud e ,  el d ef  ad b ,  erur11 a b  el d e  du1i.pitiu enim a b c  
csi dalus ud e ,  delrucloque ab eo dato numcro a c  et alleri da10 addilo, qui  
es1 d f ,  f i l  d e  f ad b datus per  premisswn operacionern. 

Verbi gruciu minori deiruhatur I I l I ,  et ulii additis duobus sit iotum 
maioris duplum residuo allerius, ulyue minori additis tribus el maiori dernptis 
1111 sit lotum residuo sexquilercium . per operucionem erg0 premisse totum 
minoris eril X V I ,  et maioris residuum XII: maius erg0 X V I  et minus XI1 
non eyuales. 

Die von T r e u t l e i n  angegebenen Theilungen i n  4 Bücher finden 
durch unsere Handschrift Bestatigung. So reicht Buçh 1 bis Propos. 29, 
Buch 3 beginnt mit Propos. 58, endlich fangt Buch 4 mit der Propos. 81 
an. Sammtliche Anfange sind durch grtissere Anfangshnchtitaben aus- 
gezeichnet. Auf das ,,liber dulorurn Jordanj Nemorarij" (so steht von 
T h a w ' s  Hand  auf dcm erstnn Blatte) werde ich binnen kurzeiri a u d e r s w ~  
zurückkommen. 

35. Blatt 243 a-249 : ,,liber jorduni d e  ponderibus ", daau von 
T h  a w ' Y  Hand : , ,hic nritlto piitres . . . et proposiciories yuùm itl edilione 
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Appiunj V. T.", das durch Pnnkto  Angcdeutete ist durch den Buchbindar 
weggesclinitten. Enthal t  zunachst Alles ,  was Nr. 21 urnfasst, und darin 
nocli Dasjenige, was in der  T a r t  a g l  i rr'schen Ausgabe gedruckt ist. 
Reginut: ,,Omnis ponderosi molum esse ad med iumLL  und  hat nusser den 
Erklarungen 44 gezahlte Satze. E s  schliesst : , ,quia molum plus impedil 
loloque conolu impulsum habebil Irrrhere b explicit ". 

36. Blatt 250 a - 271 : die Perspectiva Cornuiunis des J oh a n  n es  
1' e c k h a m. Tl1 a w  betitelt das Stück su : ? >  vulyil perspecliucc communis 
lonnnis Pisrzrri ungli edita es1 el schemaiibus illusiraltr Lipsiae uiino 1 5 0 4  
C N .  A d r e n  Alexundro muth profess ". Man sehe darüber meine Abharid- 
lung  im Rand XII1 dioser Zeitschrift, wo ich weitlaufig über das Exemplar 
der  Gyrnnasialbibliothek zu T h o r n  gcliandelt habe. Das  Werk  zerfallt 
in drei Biicher, welche jedoch von unserer vorliegenden Handschrift 
nicLt unterschieden werden. D i e  sonst in  den Handschriften u n d  Aus- 
gabe,n beigefügten Figuren fehlen. 

37. Blatt 272a-274b ,  Zeile 9. Von l ' h a w ' s  Hand  betitelt: ,. U e  
Insidentibzcs tiqitue: scripsit el Archimedes de itzsidenlibus uqurie el reperilur 
L'olonine." Darnach muss also xur Zeit 'J? h a  w 's, d. 11. aru E n d e  des 
XVI. Jahrliunderts,  in  K6ln ein Exe~npla r  jenes jetzt verlorenen Tractats 
des  A r  c h i  m e d e s  existirt haben. Vielleiclit Iasst dieser Fingerzeig nocli 
einmal jenes wichtige Ruch zum Vorscliein kommen. Das hier vorliegendc 
Stiick ist nicht mit dem Archimodischeu identiseh. E s  beginnt: ,,Qironinrn 

pcr rurilalem (d. h. Dünnheit) quorundum corporum composiciomm non poluif 
eorundem per geomelriam hallcri certn proporciodl und schliesst: , ,pukt  
l~ ropc~s i i um  per premissum ". Die  Abhandlung ist sehr interessant und 
verdiente wohl der  Vergessenheit entrissen zu werden. Ohne Figuren. 

38. Blatt 274b, Zeile 10 bis 2 7 5 a ,  Zeile 27: Drei  SXtze über 
specielle Arten von Spiegelri, niimlich: 1 )  Yreparucio specwli in yuo  
uideus ulierius yntuyinern el non luclm. 2) Preparacio duorum sprculorum in 
quibus uideas formam zrnum uenientam el recedentenz. 3 )  Quonzodo Fat 

speculurn in quo cum uspiciens mouerit unum parcium sziurum mouebit forrnn 
ilium eandem parlem ut dexlrn c u m  dexlru.  Ohne Figuren. 

39. Blatt 275", Zeile 28 bis 278". Das letzte Stück der Hand- 
sclr i f t :  ,,liber de speculis comburentibus" in  Cod. Basil. -F. II. 3 3 ,  betitelt : 
,, de speculis contbirrentibus vel de seccione lllukesi", vou S c h  n o r r ,  ich weiss 
nicht weshalb , dem A r c h im e d e s  zugeschriebeu. Wahrsclieinlich geliort 
es dem Tideus filius Thcoduri ,  wie ich schon f'rüher in  dieser Zeitschrift 
auseinandersetzte (Band XIX, Seite 95 - 96). Beginnt : , ,De szcbliliori 
parte yzcod geomelre adinuenerurzt." Wie schon das Wort  Mukesi zeigt, 
aus dern Arabischen stammend. E s  endigt,  wie Codex nresd.  Dh. 85,  
welcher dasselbe Werk  enthal t ,  zeigt,  im vorliegenden Manuscripte un- 
vollstandig mit den Worten : ,, super qunm linee posite sunt protrucfe ad 

d~trnzelruni sectmtlum ordinem ". Figuren fehlen. Die SecLi" :lluhesi muss 
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dem Sinne nacli die Parahel sein. E s  Iiandelt sich also um parabolisclie 
Brennspiegel. 

Von den oben angagchenen 39 ,  resp. 38 verschiadenen Stiicken 
habe ich mir die wichtigsten a.bgescbriehen und heahsichtigc dieselheri 
gelegentlich puhlici iuris zu machen. Vor allen die vier Biicher de 

triangnlis des JO r d a n u s ,  welche von holieni Interesse siiid, mie alle S tückr ,  
welche diesem hervorragenden ~a therna t ' ike r  angeLoren. Die Passung 
des Fragments de grrcîii el l c u i  E u k l i d ' s  habe ich Herrn H e i b e r g  i n  
Kopenhagen s u r  Renutzung hei s e i n ~ r  Euklid - Ausgabe zugehen lassen. 

Wahrend das obenerwàhnte Inhaltsvarzeichriiss 24 Stücke auffülirt, 
bei S c h n o r  r 26 namentlich erwkhnt werden , e n t h d t  die Handschrift, 
wie wir gesehen liaben, 38 solcher Stücke. Inùem ich hier zixm Schliiss 
noch der Direction der offentlicben Bibliothek zu Dresden für die grosse 
Librralitat meinen ergehenstcn Dank  sage, mit welcher sie mir die 
Eandschrift, sowie einige andere,  von denen icli vielleicht spater handeln 
werde, fiir langere Zeit leihweise überlassen hat ,  nelime ich vorliiufig 
von dcm geneigteu Leser Abschied. 

T h o r n ,  5. October 1882. 

N a c l i s c h r i f t  v o m  2. D r , c e m h a r  -18h2. 

Einer frenndliclien Mittheilnng H e i b e r g ' s  entnelime ich, dass das 
British Tvriisenrn ebenfalls eine Handschrift des liber dr  uisu E u k l i d ' s  
mit beiden Ueliersetzungen neben einander besitzt. Die Handschrift von 
A r c h  i m  e d  e s  de insideniilius a p m e ,  welche T h  a w  erwiihnt, dürfte wohl 
lateinisch gewesen sein und  mit der des T a r t a g l i a  verwandt, da nach 
neuerliclien Untersucliungen H e i b  e r g ' s  Tartaglia sicherlich keinen grie- 
chischen Codex, sondrrn eine alte lateinische Uebersetzung beriutxte. Uie 
Ahhandlurig de imid~nl iDus q u u e  unserer Hauclsclirift scheint ein inte- 
grirender Theil des Buclies Je grnzii el leui E u k l i d ' s  zu sein,  d a  die drei 
letzten Siitzr. desselbcn mit den drei letztcn Satzen jencs Fragments 
genau iibereinetimmen. 

Die Randschrift  U b .  85 dcr Dresdner Bibliothek enthalt den léber de 
spewlis comhirrnlihrrs vollstiindig und  m i t  den betreff'enden Figiiren , wir. 
mir Harr  Hhfrath Dr. F o r s  t e  m a n  n so giitig war mitzutheilen. 
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Die Qeschichte der Physik in  ihren Grundzügen mit synchronistischen 
Tabellen der Mathematik, der  Cbemie und beschreibenden Natur- 
wissenschaften , sowie der allgemeinen Crcschichtc, von Dr. FERD. 
ROSENRERGER. Erster  Theil. Geschichte der Physik im Alter- 
thuin und im Mittelalter. Braunschweig, Druck u n d  Verlag von 
Friedrich Vieweg & Sohn. 1882. 175 S. 

Ein ,,tiefgefühltes Bedürfniss" brauchte durch das vorliegende Buch 
insofern nicht befriedigt zu werdeii, als wir P o g g e  n d o  r f f's ,, Gesçhichte 
der 13hysik", eiu bei manchen Mangeln doch litichst verdienstliclies Werk, 
seit einigen J a h r e n  besitzen. Irnmerhin war iui Interesse der Studireoderi, 
denen P o  g g e n d  O r f f viel zu viel bietet,  ein popiilares, die Entwickelung 
der Natuilehre i n  ihren Grundzügen schilderndes Lehrbuch gewise er- 
wünscht, und so Liringt uns denn das J a h r  1882 glcich zwei literarisclie 
Gaben dieser A r t ,  namlich aiisser dem R o s  e n  b e r g e r ' s c h e n  ein den- 
selben Tite1 fuhrendes Cnmpendium von Professor H e  I l  e r  in Budapest, 
welches demnachst im Verlage der  F. Enke'schen Buchhandlung zu 
Stuttgart erscheinen wird. Die allgemeine Anlage des Buches von IIerrn 
R o  s e n  b e r  g e  r ktirineu wir nur  billigen. Die Detailschilderung der den 
einzelnen geschichtlichen Perioden eigenthümlichen Leistungen wird eio- 
geleitet und ahgeschlossen durch kürzere zusammenfassende Abschnitte, 
in welchen ein Gesammtbild des Zeitraumes gcgehen wird;  die Orien- 
tirung in der Schrift wird durch d e n  gesperrten Druck bemerkenswerther 
Stellen nnd-  durch ein genaues Inhaltsverzeichniss wesentlich erleichtert, 
die synchronistisclieu Tafeln,  dereu Anfertigung dem Verfasser durcli 
C a n t o r ' s  grosses Gescbichtswerk verhaltnissmiissig bequem gemacht ward, 
gewzhren eine gute  Uebersicht iiber die Hauplmomeute. Auch der Styl 
ist im GanzenY klar und fliessend, die Darstellung eine leichtfassliche. 

Leider jedoch müssen wir eingestehen, dass unsere Anerkennung 
mit diesen mehr auf die aussere und  redactionclle Forrn sich besiehendeu 

- 

* Allerdings Iiuft auch hier manche Flüçhtigkeit mit unter; so sollte z. B. 
der folgende Satz (S. 50) nicht vorkommen dürfen: ,,Merkwürdig erscheint hier, 
daes iinserem philosophisch gebildeten D a m i  a n  u a der Widerspruch zwischen 
einer niornentauen und ein er 8 0  s c h n e l l  a l s  m e  g l ic  h en Fortpflanzung des 
Lichtes nicht auffillt." In dieuen Worten liegt unseres Erachtens ein entiichiedener 
Verstoes gegen iinsere Sprache. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Recensionen. 
. . .- . - -. 

Bemerkungm so ziernlich zu E n d e  i s t ,  dass wir über den eigentlichen 
Inhalt ilurcbaus kein gleich günstiges Urthcil ZII fallen vrrmogen. Eigcnt- 
liche Studien in den Q,uellen liat der Verfasser oEenbar nicht gemacht; das 
würde am E n d e  nicht vie1 zii sagen haben ,  wenn er sich dafiir bemiiht 
liatte, die vorhandene Literatur über Gescliichte der Physik um so gründ- 
licher durchsuarheiten, und dass dies wenigstens lange nicht genügend 
sorgfaltig grscheheri is t ,  rlaraiis machen wir d ~ m  Verfasser einen ent- 
scliiedeiieri Vurwurf. Iri der Vorrede zatilt derselbe die W r r k e  auf, 
denen er in der Haupteache gefolgt ist;  an manche .diese Vorlagen hat 
er sich nur  gar zu treu gelialtcn, namentlich an die füi. ihrc Zcit freilieh 
inmtergiltigc ,, Gescliiclite der inductivcn Wissenschaften '' von W h e w e l  1,  
die denn docli l i e i i t z ~ i t a g ~  namentlich in ihren anf das Alterthiirn sic11 
beziehenden Theilen sellist vollstiindig veraltet ist. Von Fachzeitschriften 
scheinen, wenigeteus d e c  Citaten zufulge, nur  das Journa l  der orien- 
talischen Cesellscliaft Amerikas und P o g g e  n d o r  f f's ,, Annalen '' beniitzt 
wordrn zu se in ,  wogegen diese Zeitschrift (von eirier Ausnalime ab- 
gesrlieri) und B o u  üo rn p a g n i ' s  Hullettino, diese unerschiipfliche Fund-  
gruhe für die Geschichte der exacten Wissenschaften , dem Verfasser 
geiadrzu unbekannt gehlieben zu sein scbeinen. Des Ferneien ist die 
of t  reclit uiivollstiindigc Citationsweiso zu tadeln; wenn z. B. auf Seite '72 
gesagt wird , C a n t o r  grbe in seinen ,, Vorl. z. Gesch. d. Math." a n ,  dass 
d e r  Cliemiker und Mathernatiker Cr e b e r  nicht die namliche Person seien, 
warum wird denn nicht auch dazii gesetzt,  dass diese Angabe auf 
Seite 619 zu finden i s t?  Lieber keine Citate, als solche, die nur den 
Scheiri einer t l i a t ~ ~ ~ h l i c l i  gar nicht vorliandenen Genauigkeit erwecken. 
Uies h%rigt jedoçti damit eusarrirrien , dass der Verfasser die Aiifgebe, 
welche einern Historiker der Wissenscbaft~gescl1ict1te heutzutage ohliegt, 
{vie wir glauben, zu leicht genommen hat. 

Dam dem in 'der T h a t  so sei,  haben wir nunniehr im Einzrlncn 
zii b ~ g r ü n d r n ,  wohei wir jedoc,h gleich bernerken, daes unserc Auf- 
zahliing durchans keinen Anspriich auf ahsoliite Vollstandigkeit erlieben 
will. Unsere erste Hemerknng gilt dem,  \ras über die meclianisclien 
Probleme des A r  i s t O t e l e s  gesagt ist. Dieselben sind dem Verfasser 
ntTenbar blns nus d r r  nichts weniger ais unparteiischen Darstellung 
V?hewel l ' s ,  nicht aber durch Autopsie bekannt;  hatte er P o s  e l g e r ' s  
deutsche Bearheitung derselben, die ja gegenwartig in R ü h l  rn a n  n'c; 
handlicher Ausgabe Jederrnariii zugPrigliç11 k t ,  211 Rathe gezogen, sa 
würde er die Ueberzeugnng gewonnpn haben,  (ass jene A r b ~ i t ,  in 
welclier bewusst von einem Specialfall des Kr~fteparallelogrammes Ge- 
lirauch gemacht wird, eine in  ihwr  Zeit treifliclie Leistung wnr. Die 
zwei Seiten fassrnde reflectirende Schlussbetrachtung dieses Abschnittrs, 
die ganz vergisst, dam cinc expcrimentelle Alethode doch nicht mit einrm 
Schlage und oline alle Vorstufcn ~ n t s t e h e n  koiintc, würde dann vielleiclit 
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weggebliebcn sein. S. 31 wird die Katoptrik des E u  k l i  d als ein eclites 
W e r k  desselben bebandelt,  wahrend docb schon lange ,  ehe kürzlicli 
H e i b e r g  den wirklichen Nachweis der  Unechtheit erbrachte, die letztere 
Ansicbt in Fachkreisen die allgemein verbreitttte war. Der  wirklich hei- 
vorragendste Experimentator des Alterthums, H e r o n A 1 e x  a n d r i n u s ,  
kommt (S. 40) ungleich schlechter weg,  als e r  es verdient; den ,,Herons- 
hall", der ihm hier zugeschrieben wird, liat e r  i n  Wirklichkeit gar niclit 
erfunden,  wohl aber einen Heliostaten, einen von der  Neuzeit wie- 
der hervorgesuchten Apparat zur Hervorbringung theatralischer Geister- 
ersclieinnngen, eine Lampe mit Selhstregulirung und dergl. mehr - lanter 
Dinge,  die uns  im Riiclie verechwiegen werden und die doch gewiss das 
iiberall geausserte Bedauern,  dass es den Alten so ganz und  gar an 
physikalischem Geschick gefehlt habe , erheblich ahzusch wachen geeignet 
sind. Wer den kurzen Abschnitt iiber S e n e c a  (S. 45) liest und den 
Dingen sonst fernar stelit, der muss wohl oder iibel glauben, dass die 
naturwiseenschaftlichen Betrachtungen dieses Pliilosophen , selbst unter 
dem Gesichtswinkel ihrer Zeit betracbtet , gar  keinen sonderlichen Wertli 
gehabt haben. Und nun vergleiche man damit die zwai schonen Ab- 
liandlungen von A. N e h r i n  g *  (Wolfenbüttel 1873, l S ï 6 ) ,  in wclchen 
die eminent tief eindringende Forschungsarheit des romischen Gelehrten 
aiif dem Felde der physikalischen oder dynamischen Geologie Jedermann 
vor Augen g e ~ t e l l t  wird! W e n n  (S. 57) mit Recht der mechanischen 
Abtheilung in des P a p  p u  s berühmtetn Werke  gedacht wird, so liatte 
docli aucb das letztere i n  der Ausgabe von H u 1  t s c h  nachgeschlagen 
werden sollen, und ein Blick auf das erste Blatt  würae gelehrt Iiaben, 
dsss der  Titel uiclit, wie hier angegeheii, , u u 8 ~ ~ ~ n t ~ x < r i  ~ v v u ~ w y l u i ,  sondern, 
im Singiilar,  civvuyruyvj war. Die  I'eriode der Kirchenvater ist durch den 
einzigen L a c t  a n  t i  u s  vertreten,  den schlecbtesten Ileprasentanten der 
patristischen Natnrwis~enschaft ,  den mau füglicb auftreiben konnte, wahrend 
doch in dam vom Verfasser gar nicht berücksichtigten Werke  Z o e c k 1 er 's "' 
eine Fülle verwerthbaren Materials zur H a n d  gewesen ware. Darf ein 
Historiker, der doch fionst mit ganz berechtigter Vorliebe den erstcn An- 
fangen experimenteller Metbodik nachzuspiiren bestrebt i s t ,  den Um~tand  
unerwahnt  lassen,  dass einer der Vater ,  G r e g o r  von Nazianz, die Ent- 
s tehung des Kosmos ails dem Chaos durch e . i u e ~  Versuch erkliiren zu 
konnen denkt?  

D a s  von den Arabern Iiandelnde Capitel ist zweifellos das heste im 
Buche,  da  für dasselbr. die Forschungcn von K h a n  i k o  f f und E i l l i  a r d  

Damals Obeïlehrer in NTolfenbiittel, jetzt Professor an der 1andwirtliscliaf:- 
lichen Hochsçhule z u  Berlin. 

8' Geschiclite der Beziehungen zmischen Theologie und Natunvissenscliaft, 
1. Abtheil. Giitersloh 1877. 
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Wied  e m a n  n benützt werden konnten und auch wirklich benützt worden 
sind. D a  jedoch der Verfasser sonst bei jeder Gelegenheit auch astro- 
nomische Entdeckungen namhaft macht ,  so ist Ignorirung der mancherlei 
Versuche zu rugen,  welche von arabischer Seite gemacht wurden,  um 
die Alleinhcrrschaft der ptolemacischen Weltanschauung z u  beseitigen. 
Unverhiiltnissmassig mindcrwcrthiger ist das Capitcl gerathen,  welches 
sich mit den Scholastikern beschaftigt. E s  untarliegt j a  gar  keiiiem 
Zweifel, dass diese Manner hervorragende Naturforscher in  iinserem 
Sinne weder waren,  noch auch sein wollten, allein wenn der Verfasser 
sich, statt über die verungluckte Naturphilosophie der Scholastiker zu 
philosophiren, in deren Werken ein wenig umgesehen hat te ,  so würde 
er gewiss zu günstigeren Mcsultaten gclangt sein;  m6ge er sich W e r n e r ' s  
ansgezeiclinete Monographie über W i l h e l m  v o n  C o n c h e s  (Wieu 1874) 
und F cl1 n e r 's ,, Albertus Magnus als Botanikcr '' ( W  ien 1881) zum 
Studium empfohlen sein lassen. Die Auslassungen des N i c O 1 a n s  C u s  a n u s  
über die Erdbewegung findet der Verfasser , ,recht dunkel";  der Bericht- 
erstatter hat  das niçht findan konnen ,  wenigstens nicht in dem Grade, 
dass nicht eine vollkommen zufriedenstellende Interpretation jener  Stelle 
moglieh w a x .  Auch davuu ist keine E e d e ,  dass dem Cusaner die E r -  
findung des ersten eelbstthatigen Seetiefenmessers zu d a n k e ~ i  ist. Ganz 
besonders bedauerlich und gar  niclit zu entschuldigen ist der  S. 110 
geleistete Satz : ,, K O p e r n i C U  s ** war noch eiu Zeitgcnosse und sogar 
noch ein directer Schüler des  P e u  r b a c h." Wer eine Gescliiçhte der 
Physik schreibt, miisste denn doch wissen, dass P e n r b s c h  irn J a h r e  
1461 gestorben, C o  p p e r  n i c dagegen 1473 gcboren i ~ t !  

Die Mittheilungen iiber das gegenseitige Verhaltniss der beiden 
Mathematiker C a r  d a n  u s u n d  T a r t a g l i a  (S. 122E.) entsprechen durch- 
aus nicht den für diesen Tlieil der Gescliiclite der Algebra uiassgcbenden 
Forsehungen von G h e r a r  d i. T y c h O B r a h e itit (S. 134) nstürlich noch 
mit dem in der Geschichte Danemarks unerbortcn Adelspradicate , , d e i '  
ausgeriistot. D a  dcm Verfasser viclfach die E i n ~ i c h t  in  dcn geschicht- 
lichen Zu~ammenhang  ahgeht , so fallt sein Urtheil haufig iingünstiger 

* Vgl. d. Ref. ,,Stuclien z. üeseh. d. math. u. phya. Geogr.", 2. Heft, Halle 1877. 
** Diese Schreibart des Namens unseres grossen Landsmannes ist  vollig anti- 

qiiirt durch die aufopferuden und leider vie1 zu wenig gewürdigten Sachf'orschiingen 
Maximilian Curtze 's  in Thorn, durch welche zur Kvidenz gebracht k t ,  dass 
,,CoppernicusU geschrieben werden muss Cur tze ' s  Arbeiten scheinen Herrn 
Roa enb er g e r  überhaupt, zum Nachthcile für scin Werk, durchaus unbekannt 
geblieben zu sein, sonst würde nicht wieder (S. 102) ,,Vitello, ein sorist unbe- 
kaunter M ~ n e h ' ~  auftreten. Mocbte doch endlich in weiteren K'reisen Das Eingang 
fiuden. wau Cur tze ' s  Pfadfindungstalent über W i l h e l m  von N 6 r b e  ke  und 
den T h u r i a g o p o l o n u s  W i t e l o  -- denn so und nicht Vitello schrieb er sich 
wirklich - z u  Tage gefoïdert hat (Bull. di  bibl. e di storia delle scienze mat. 
e fis., Tom0 IV., S. 4YE)!  

Hisblit. Abkhlg. d. Zeilsohr. 1. Math. u. Phys. XXVlLl.  1. 2 
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ans ,  als es den Umstanden angemessen erscheint. So hat  er a. B. (S. 138) 
den herbsten Tadel  für P o r t a ,  weil derselbe ein Verfahren angegeben 
habe,  mittelst des Magneten die eheliche Treue  einer F r a u  zu prüfen; 
hat te  e r  aber gewusst, dass dieses Verfahren bis i n  das früheste Mittel- 
alter zurückreicht, so würde er es dern neapolitanischen Physiker minder 
verargen, ein wenn auch unsinniges, so doch durch das Alter geheiligtes 
Experiment  von Neuom aufautischcn. Die gründlichen Specialschriften 
über den Magnetismus im Altertbum von H e n r i  M a r t i n  und  P a l m  
sind dem Verfasser eben auch ungliicklicherweise entgangen,  doch sind 
wir ihm wenigstens dafür dankhar , daes er nicht auch den alten P e t  r us  
A d  s i g e r i  u s  hat wieder aufleben Iassen, a n  dessen Existena P o g g e n -  
d O r f f (S. 270 seines Geschichtswerkes) unbegreiflicherweise nocli festhalt. 
Zum Schlusse sei noch die Behauptung befichtigt, durch sein ,, Mysterium 
co~rnographicum'~  sei K e p l e r  bei den Tlieologeu in Uugnade gefallen 
(S. 145). Das war er schon vie1 früher ,  und dass die  Württemberger 
den jungen Gelehrten ins Ausland ziehen liessen, batte eben wesentlich 
seine Ursache in dam bcgründoten Zwcifol a n  K c  p 1 e r ' s  Orthodoxie. 

Moge es - genug sein mit diesen Ausstellungen, welche, wie schon 
bemerkt,  noch wesentlich vermehrt werden konnten. H e r r  B o  s e n  b e r g e r  
stellt zwei Folgehande seines Werkes in  Aussicht, falls das Urtheil über 
den ersten Thei l  nicht allzu ungünstig ausfallen sollte. Wir  wünschten 
nicht,  dass diese unsere Kritik einen abschreckenden Einfluss auf den 
Verfasser ausübe, oder ,  besser gesagt, wir wünschten dies nur  dann, 
wenn derselbe seine Arbeit ganz im gleichen Geiste fortzufül-iren gedenkt, 
wic e r  sio begann. Dass er gute  Eigenschaften für seine Anfgabe mit- 
bringt,  haben wir oben bereits gerne anerkannt;  wenn er also dem 
zweiten Baude ein paar J a h r e  gründlicher Detailstudien vorausgehen 
lasst,  so glauben wir dem Gesammtwerke immer noch ein gutes Prognostikon 
stellen zu dürfen. Und eiuen solchen Erfolg wünschen wir dem Ver- 
fasser aufrichtig, d a  wir sein redliclies Streben wohl würdigen und nur 
den Nangel  an Schuluug zu beklagen hat ten,  der diesmal vielfach so 

storend hervorgetreten ist. Die  Ausstattung ist die bekannte treffliche, 
der  I h c k  correct; S. 78,  Z. 1 v. u. dürfte 680 statt  480 zu lesen sein. 

A n s b a c h .  Dr. S. C * ~ ? N T I I E R .  

@eschichte der Physik von Aristoteles bis anf die neneste Zeit von 
A u c u s ~  HELLER, Professor in  Budapest. 1. Band : Von Aristotclc~ 
bis Galilei. Stut tgar t ,  Verlag von Ferdinand Enke.  1882. XII. 
411 S. 

Dieses nene Werk über  Geschichte der Naturlehre,  von dessen Er- 
scheinen in der vorhergehenden Anzeige als nahe bevorstehend ge- 
sprochen wurde, ist dern R O s e u  h e r ge r 'schen so rasch nachgefolgt, 
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dass auch unsere Besprechung sich unmittelbar a n  die des letzteren an-  
schliess~n k a n n ,  woraus naturgernass der Vortheil sich ergiebt, der mit 
vergleichender Thatigkeit verbunden zu sein pflegt. Sollen wir gleich 
xu Anfang ein Urtbeil darüber abgeben, welcher von beiden Schrift- 
stellern dern Ideal ,  jwelches un6 bezüglich einer diesen Namen vol1 und 
ganz verdienenden Entwickelungsgesühicbte der l'hysik vorschwebt, am 
meisten sich genahert habe,  so k a n n  für uns kein Zweifel obwalten, 
dass dem H e l 1  er 'schen Buclic dies vie1 mcbr geglückt ist ,  als seinem 
Concurrent~n,  ohgleich a n  Leichtigkeit der Schrcibart und Uehersicht- 
lichkeit der Darstellung wieder R O s e u b  e r g e r  manche Vorzüge bietet. 
Herr H e l l e r  stelit eben,  dae ist nicht zu verkennen,  mit den That-  
saclien auf eincm weit besseren Fusse ,  und seiue Schrift ,  obwohl be. 
deutend umfaugliclier, ist wesenttich correcter gehalten. Freilich haben 
wir auch a n  ilir uiehfache nicht iinerhebliche Ausstellungen zu machen, 
die wir eingehend zu begründcn gedenken, sobald wir crst im Allge- 
mcinen den Gang des Verfasscrs skizzirt und durch einc Inhaltsübersicht 
dcn L e ~ e r  in den  Stand gesetzt haben werden, uns  auch bei der Eror- 
terung von Einzelfrrigen zu folgen. 

Einer Einleitung allgemeinen Charakters reihen sich zunachst Be- 
trachtungen a n  über die altrre Naturphilosophie , wobei P b  i l  O l a u  s ,  
D emo k r i t  und  die Eleaten besouderv lierücksichtigt werden. Sehr 
ausführlich wird die platonisclie Schule - insbesondere das kosmische 
Systein des Meisters -. abgehandelt. I h n n  kornmt A r  i s  t o t e l e s  a n  die 
Reihe, desfien Arheiten, dern 'rite1 des Buches entsprechend, ein be- 
trachtlicher Platz eingor%umt wird. Gleichfalls sehr umfanglich sind die  
den cinzclnen griachisclicn Mathernatikern und Astronomen cingeraiimten 
Abscbnitte. I n  einem ,,RiickhlickU wird gezeigt, wie sich allmalig syste- 
matische Ansicliten über den Bau der Welten ausbildeten, wie durch 
E u k l i d ,  K l e o m e d e s  u. a .  die Anfange der Optik,  durch P y t h a g o r a s  
und A r i s  t O t e l e s  die Anfange einer wissenschaftlichen Akustik ent- 
standen, wie sich auch einzelne empirische Kenntnisse vom magnetischen 
und elektrischen Verhalten der Korper ausbreiteten, wogegen die Lelire 
von der W i r m e  ricich vollstandig i n  den Windeln verblieb. Zum Mittel- 
alter sich wendend, geht der Verfasser über die Araber ziemlich rasch, 
wolilallzurasch hinweg, indem er n u r G e b e r ,  A l h a z e n u n d  A l b a t e g n i n s  
einer etwas genaueren Beachtung würdigt,  und beginnt die Rcihe der 
abendlandischen Naturforscher mit R h  a b  a n  u fi M 811 r us .  Von den Ver- 
tretern der Szhnlastik werden zwei, A l b e r t  der  Grosse und  R o g e r  
B a c o n ,  in besonderen Abschnitten vorgefiihrt, wahreiid der  Rest der  
mittelalterlichen Physikgeschichte - V i t e l l i o ,  P e c k h a m ,  T h e o d o r i c h ,  
Erfindung der Nagnetnadel und  der Brillen - ziemlich cursorisch ab- 
gemacht wird. Recht eingeliend ist dagegen wieder die Würdigung, 
welche N i c o l a u s  C u s a n u s  und  L i o n a r d o  d a  V i n c i  erfahren. So- 

2 * 
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dann  folgt noch ein knrzer Abschnitt über M a u r o l y c u s ,  mit welchem 
das zweite Buch abschliesst. Das dr i t te ,  von der  Neuzeit handelnd, 
ist fast noch mehr rein biographischen Charakters ; C o p  p e r n i c u s ,  
B r a h e ,  K e p l e r ,  P o r t a ,  A n t o n i o  d e  D o m i n i s ,  B a c o  v o n  V e r u l a m  
werden i n  grosseren, R a m u s ,  P a r a c e l s u s ,  C a r d a n ,  T a r t a g l i a ,  
T e l e s i u s ,  P a t r i z i u s ,  B r u n o ,  C a m p a n e l l a ,  B e n e d e t t i ,  der Mar- 
cliese d e l  M o n t e ,  S t e v i n ,  S c h e i n e r  und F r a c a s t o r  in kleineren 
Abschnitten bezüglich ihrer  Lebensverhaltnisse und Leistungen gekenn- 
zeichnet. Da8 lange Schlusscapitel k t ,  womit wir vollkommen einver- 
standeu sind , ausschliesslich durch G a l  i 1 e i u n d  seine Epoche ausgefiillt, 
dcnn diescm Manne verdankt ja doch schliesslich fast allein die Natur- 
wissenschaft dio Dire,ctiven, deren Befolgung ihr zu so ungcahnten Er- 
folgen verholfen hat. E i n e  ,, S c h l ~ s ~ b e h . a c h t u n g ~ ~  fiihit diesen Gedankeu, 
dem wir hier kurz Ausdruck zu verleilien suchten,  weiter aus. 

E s  wird wohl hier schon der richtige O r t  sein, die schriftstellerischen 
Frincipien, von welchen der Vcrfasser offenbar ausgegangen ist,  und die 
er auch ganz consequent zur Uurchführung gehracht ba t ,  kritisch zii 
heleuchten. Der  Bericliterstatter will mit seiner offenen Erklarung nieht, 
zuriickhalten, dass er mit diesen Principien nicht durchaus übereinstimmt, 
und  zwar sind es wesentlich zwei, wie ihm scheint,  gewichtige Einwürfe, 
welche man dagegen e r h e b ~ n  kann.  Erstlicli namlich ist das H e  I l  e r'sche 
Werk  keine Geschichte der P h y s i k ,  sondern lediglich eine Gescbichte 
der Physiker. Wir  mocbten in einem solchen Buche allerdings die bio- 
graphischen h-achweisungen keineswegs vermissen, wir wollen dieselhen 
auch niclit etwa unter den  Strich verwiesen -haben,  allein, wenn man 
dieselhen einmal in  den eigentlictien T e x t  aufnimmt, so wünschen w i r  
denselben doch keine so hervorragende Stellung eingeraumt, wie es hicr 
geschehen ist. R u  d O 1 f m o l  f in  sciner ,, Gcsclichte der Astronomie1' 
scheint uns  auch nach dieser Seit,e h in  das mustergiltige Beispiel ge- 
gehen z u  haben. Durch dergleichen a n  sich wohl interessante, aber 
mit dem eigentlichen Arheitseiel doch nur  i n  oberflachlicher Beziehung 
stehende Notizen wird aber  die  Gesammtühersicht erheblich erschwert, 
und  hanpts~clilicti  diesem Urnstande mochten wir es zusclireiben, dasa 
es  gewiss eine schwierige Sache bleibt,  lediglich aus der  Vorlage, wenn 
nicht die  F c d e r  des Lesers selbst tüchtig nachhilft, ein trcues Bild vm 
dem allmiiligen Fortgang der einzelncn physikalischen Disciplinen, wie 
auch von der Erstarkung des inductiven Forschungsgedankens an sicli, 
zu erhalten. E s  sol1 gewiss nicht behauptet  werden, dass P o g g e n  dorff ' s  
posthume Vorlesungen sich von dem hier  gerügten Fehler ,  die Person- 
lichkeiten gegen die Sache sclbst zu s e h r  i n  den Vordergrund treten zu 
lassen,  ganzlich frei gehalten hat ten,  allein dem Zwecke der Ancignung 
gcschichtlichen Wisscns scheinen sie uns  doch noch immer am besten 
zu dienen. Das zweite Bedenken,  d a s  wir gegen den Plan nnserps 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Recensionen. 2 1 
---*_ ^_____---^^*_ .I_-X  ̂---a - 

Recensionsobjeçtes geltend zu machen haben,  besteht darin : dass iinseres 
Eraclitens viel zu viel einer Gescliichte der Physik ganz fremdc Dingc 
mit beigezogen wurden, durch deren Ausscheidung das Volomen dicses 
ersten Bandes betrachtlich herabgedriickt werden konnte. Man konnte 
mit einigem Rechtr. von einer ,,Geschichte der Physik und AstronomiebL 
eprechen, denn diese letztere wiegt stellenweise in einer Weise vor, 
dass sie die eigentliche Experimentalphysik und Naturphilosophie ganzlich 
zurückdrangt. Würde es sich um die allerneueste Zeit handeln,  so 
konnte man sich mit einer solchen Vermischiing beider Wissenschaften 
eher einverstanden erklaren,  denn die moderne Sternkunde ist im Wesent- 
lichen nichts Anderes, als eine Mechanik des Himmels, allein für die  
Zeiten, welche uns im vorliegenden Falle befichaftigen, war doch das 
Verhaltniss ein ganz anderes. 80 behaupten wir geradezu, dass von den 
neun Seiten , die Hcrr  H e l l e r  auf P t o l e m a u s  wendete, sieben ohne 
Nachtheil hatten fortfallen konnen,  dass der Cusaner viel zu gu t  weg- 
gekommen is t ,  dass C o  p p e r ri i C U  s auf 1 - 2 Seiteu genügend gründlich 
abgehandelt worden ware, dass endlich T y c h  O B r a h e  in eiuer Ge- 
scliichte der Physik überhaupt ganz und  gar nichts zu thun bat. D e n n  
von seinen chemischen Untersuchungen ist uns  leider gar nichts iiber- 
liefert, und dafür, dass seine Verfeinernng der astronomischen Beobach- 
tungskunst auch auf die experimentelle Technik eine Rückwirkung aus- 
geübt habe, wird sich scbwerlich ein Beweis erbringen lassen. Vie1 mehr 
Gewicht als auf T y c h o ,  hiitte eine Geschichte der Physik auf die  
Regeneratoren antikeu mathematischep Wissens, auf P e u r  b a  c h und  
I t e g i o m o n t a n ,  zu legeu,  deneu doch pur  knapp zwei Seiten gegonnt 
sind. Mindestem eben so vie1 Anspruch wie die Astronomie, haben 
aher in  alter und mittlerer Zeit auf indirecte Berücksichtigung Geographie, 
Anatomie und beschreibende Naturwissenfichaft; die Motivirung dieses 
vielleicht etwas kühn erscheinenden Ausspruches hehalt sich, da  sie hier 
zu weit führen würde, der  Referent flir eine andere Gelegenheit vor. 

I laben wir so bis jetzt mehr die allgemeinen Fragen berücksichtigt, 
so wird nunmehr auch etwas in Specialitaten eingegangen werden müssen, 
und zwar sol1 in  erster Linie der angenehmen Pflicht genügt werden, 
diejenigen Punkte  zu bezeichnen, welche uns  als gut gelnngen erscheinen 
und dazu heitragen, dem Buche des Verfassers einen gewissen Vorsprung 
zu sichern. Man sicht,  dass sich der Letztere ,  ungleich mehr wie Herr  
R o s e n b  e r g e r ,  bemiiht hat  , auch die monographische Literatur auszu- 
nützen, und sein Bestrebe.n ha t  hanfig gute Früchte getragen. So ist 
erfreulich au sehen,  dass betreffs der platonischen Kosmologie die pole- 
mischen Schriften von H o c h e d  e r und S u s e m i h l  Verwendnng fanden. 
Die physikalischen Arbeiteu des A r  i s  t O t e 1 e s  kennt  Herr  H e l 1  R r nicht 
blos aus dritter H a n d ,  sondern aus eigener Anschauong, was a n  sich 
zwar riur natürlich genannt ,  gewissen anderen Vorkommnissen gegenüber 
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aber doch betont zu werden verdient. Anch mit dem, was K t e s i b i u s  
und ii e r  o n leisteten , zeigt er sich gut vertraut , und für die Geschichte 
der Imponderabilien im Alterthum verwerthet er wenigstens P a l m ' s  
gründliehe Compilation, wenn ihm auch die freilich noch werthvolleren 
Abhandlungen von H e n r y  M a r t i n  und W i l h e l m  W a l d m a n n *  ent- 
gingen. Die Bçtiolastiker und ihre Eigeriart des Denkens und Forschens 
werden unparteiiiich und  unter  den richtigen historischen Geeiclitsyunkten 
beurtheilt; ebenso weiss auch der Verfasser die V ~ r d i e n s t e  des Cusaners, 
sowohl die Erfindung deil Bathometers, als auch die merkwürdige Theorie 
der Erdrotation, richtig zu würdigcn. Wohlthurnd bcrührt die richtige 
Schraibart gewisser Eigennamen : T y c h o  B r a h e  (nicht d e  B r a h e )  nnd 
C o p p e r n i c u s .  Endlich ist d e r E i f e r  z u  lohcii, mit dem Herr  R e l l e r  
sich bemüht ha t ,  für die biographischa 1)srstellung einzelncr Capacitatan, 
fiir die er offenbar ein besonders lebhaftes Interesse empfindet, alle zugang- 
lichen Quellen zii erschopfeu. Wir  habeu hiermit vornehmlich L i o  n a r d  O ,  

K e p l e r  und G a l i l e i  im Auge, und die Schilderuug dieser drei her- 
vorragenden REiuner ist denn auüti recht giit gelungen.** 

Diesen Lichtseiten wird nnn freilich durch Schattenscitcn mancherlei 
Art die Waage gehalten. Von der PLiyaik der Araber a. B. hekommt 
man durchaus keine genügendc Vorstellung, und für dieee Periode bietet 
R o s e  nh e r g  e r ganz unverhaltnissmassig mehr Material. I)a ferner 
C a n  t O r ' s  ,, Vorlesungen über Geschichte der Mathematik" hiiufig citirt 
werden,  so sollte man meinen, dass der Verfasser anch deren reiclien Irihalt 
vollstZndig in  sich aufgenommen hiitte; alleiu damit stimnit nuf  schlecht Lias, 
was über G e m i n u s ,  P a p p u s  nnd über die Stndien G e r b e r t ' s  geliagt 
wird. Die alte Fabe l ,  dam derselbe sich in Cordovs aufgchalten habe 
(S. 161) ,  ist denn doch, sollten wir meinen,  durch C a n t o r  endgiltig 
RUS der  Welt  geschafft worden. Ueher A r c  h i m  e d e s ,  dessen 
(hier - vielleicht nur  durch einen Druckfehler - ., Lcmnata" genannt,) 
der Verfasser nicht richtig aufgefasst au haben scheirit, wird eine ganze 
Fül le  von Literatur angefuhrt,  allein es fehlt in  dem Verzeichniss die 
fïir die  nachsteu Jahrzehnte doch gewiss eiuxig massgebende General- 
ausgabe von H e i h  e r g .  Von einem Commentar des T h e o n  zum E u k l i d  
(S. 108) ist den Geschicbtschreibern der Mathematik nichts bekannt; nur 
eine alte Mythe, über deren Entstehung die  neiien ,, literargeschichtlichen 
Stndien" H e i b e r g ' s  nachzusehen s ind ,  wollte wissen, dass T h e  o n  die 

* Der Magnetismue in der Heilkunde, R o h l f s ' Archiv f. Gesch. d. Xed. u. medic. 
Geographie, 1. Band S. 320ff. 

** Nur ware es, was den berühmten Xaler und Polyhistor betrifft, besser 
gewesen, wenn der Verfasser neben der Schrift von G r o t h e ,  welcher er wohl 
etwas zu vie1 Gewicht beigelegt, auch auf einen Aufsata von M. Cantor  Rücksicht 
genommen hatte, der in W e a t erm an n ' ~  Monatsheften erschien nnd die Stelliing 
L i  on a r d  o'a in der Geschichte der exacten Wissenschaften scharf bestimmt. 
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von E n  k l i  d e  s beweislos hingestellten Satze nachtraglich erst mit Be- 
weisen verselien habe. Theoretische Mechanik hat , nach dern Zeugniss 
des P l u t a r c h  und Anderer ,  schon A r c h y t a s  vor A r i s t o t e l e s  be- 
trieben (S. 146). Dass A l h a z e n  und J b n  H a i t h a m ,  der dern Autor 
zufolge (S. 168) hundert  ,Jahre nach Ersterem lebte, in Wirklichkeit 
ein und dicselbe Person waren,  sollte heutzutage in Fachkreisen all- 
gemein bekannt sein. Die Ablcitung des Wortes ,,coelum" von gctriebencr 
Arbeit eignet nicht (S. 177) dam R h a b a n u s  M a u r u s ,  sondern dern 
zweifellos bcsten Kenner  der  latrinischen Sprache im Alterthum, dern 
T e r e n t i u s  V a r r o .  E ine  der besten Erklarungen R o g e r  B a c o n ' s  
für physikalische Dinge,  warum namlich der leuchtende Mond als Scheibe 
und nicht blos als Lichtpunkt erscheint, ist mit Gtillschweigen über- 
gangen worden. Uass der Optiker , , V i t e l I o "  eigentlich nicht so hiess 
(S. 208), ist früher bereits bemerkt. Richtig i s t ,  dass S c  b a r p  f f (S. 222) 
einige wichtige Schriften C u s a ' s  ins  Dcutsche ühertragen h a t ,  allein 
gerade dia rnathematischen iind physikalischen befinden sich nicht darunter. 
Geradezu unbegreiflich i s t ,  dass auch in diesem, nacli wissenschaftlichem 
Ernst strebenden Buche (S. 255) C o  p p e r n  i c  zum Schiiler des R e g i o  - 
mon t a n u  s gemacht wird,  der drei .Jahre nach J e n e s  Geburt verstarb 
und über dessen Todesjahr man durchaus nicht so sehr im Unklaren ist, 
als der Verfasser (S. 257) anzunehmen geneigt ist. Mit welcliern Rechte 
Iasst sich ferner tiagen (S. 2519)~ das ptolemaeische Weltsystem habe sich 
einer fast zw~,itausendjahrigen Herrschaft erfreut,  wahrend man im 
bcsten Falle 1400 ,Jahre rechnen kann ! Die ,,Variation " des Mondes 
hat nach S é d i l l o t  der Araber A b u 1  W a f â  lange vor B r a h e  (S. 278) 
aufgefunden. Die euklidische Optik (S. 290) ha t  doch nicht die Katoptrik, 
die ja aller Wahrscheinlichkeit nach den Alexandriner gar nicbt zum 
Verfasser hat  , als Bestandtheil i n  sich begriffen. Bei den von F r  a n  c i s  
Ba co n handeln den Sçbriften fehlt die vielleicht beste , die übertiaupt über 
ihn geschrieben wurde: E m i l  W O h l  w i 11's geistvolle Abhandlung i n  den 
,,Constitut. Jahrb.LL.  Ob T h e o p h r a s t u s  P a r a c e l s u s  (5 .322)  wirk- 
lich ganz und  gar ein Kind  sciner Zeit war ,  schoint uns  zweifolhaft; 
wcr K e  r s c h  e n  s t e i n  e r 's schonen Vortrag auf dcr Salzburger Natur- 
forsclierversammlung gehort oder im I l ruck kennen gelernt ha t ,  wird 
der Ansicht xuneigen, dass jener  merkwürdige Mann doch i n  recht vielen 
Dingen über dern geistigen Niveau seiner Zeitgenossen stand. Endlich 
müssen wir es tadeln, dass wiederum eine ,, Geschichte der Phys ik"  
nur Ein Mal, ganz im Vorbeigehen (S. 209), den Namen des Mannes 
nennt ,  in welchem wir ohne Scheu einer moglichen Zurechtweisung den 
scharfsinnigsten Naturforscher des XIV. Jahrliunderts erblicken. W i r  
meinen nstürlich D a n t e  A l i g h i e r i .  

Auch ein paar  kleine geographische Sünden haben wir dern Ver- 
fasser vorzuhalten. Die Stadt Franenburg liegt nicht,  wie hier (S. 257) 
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gesagt wird, a n  der Weichsel,  sondern ziemlich weit a b  von diesem 
F l i i s ~ e  am frischen IIaff. Die Frage ,  wo J O  h a n  n K e p l e r  das Licht 
der Welt erblickte, betrachtet der  Verfasser (S. 281) als noch riicht end- 
giltig gelost, alleiu wenn e r  auch deri - für uns  vollig überzeugenden 
- archivalischen Forschungen G r u  n e r 's nicht volle Beweiskraft zu- 
erkennt ,  so durfte er doch nicht schreiben: , , K e p l e r  wurde zu Weil 
der Stndt bei Magstntt geboren." Das ist j a  fast,  als wallte man sagen: 
Budapest bei Soroksar. Man wsnde nicht e in ,  diea scien ja  blos winzige 
Kleinigkeiten; gerade,  weil solche Duodezirrthümer unendlich leicht ver- 
mieden werden konnten,  muss man auf sie aufmerksam machen. 

Wichtiger freilich und bedenklicher ist ein Irr thum, der sich Seite 396 
findet. Man erinnert sich wohl, dafis wir e,s Herrn R o s  e n  b e r g e r  zum 
Verdienst anrechneten, nicht wieder den mystischen P e t  e r A d s i  g e r i u s  
heraufbeschworen zu haben. Cnser  Schreçk wird also erklarliüh sein, 
den wir empfanden, a ls  wir beirn Durchlesen des H e l l e r ' s c h e n  Buches 
diese8 Gespenstes, des Ahasver der Physikgeschichte, wieder ansichtig 
wcrden musstcn. Das Wiederauftauchen dieses alten Irrthums mage es 
antschuldigen, wenn nachstahend,  im Anschlusse an die treffliche Arbeit 
des Hahnbrecbers W e n c k e b a c h l  eine kurze  Richtigstellung erfolgt. 
Wahrend des Krieges zwischen M a n f r e d  u n d  K a  r 1 v o n A n j  o u  schrieb 
ein im Heere des Letzteren dienender franzosischer Rit tér ,  P i e r r e  de 
M a r i c o n r t ,  einen Brief a u  seinen Freund  S u g e r ,  in  welçhem er diesem 
seine magnet i~che Eu(deckung mittheilte, u n d  aus dieser ,, Epistola ad 
Sygerum" ward durch eine sonderbare Verketzerung der nnselige Ad- 
Sygerius. Mogc man doch endlich a n  cornpetenter Stelle von diesem so 
iiberaus eiufachen Tliatbestande Act nehmen! 

Unsere Resprechnng baschliessend, glriuben wir dem Varfafiser die 
Versicherung geben zu sol len,  dass nicht Tadelsucht  uns die Feder ge- 
führ ta ia t ,  soudern dass wir im Interesse seines Werkes und zumal des 
xu erwartenden zweiten Bandes eine eingehende Kritik ebenso sehr am 
Platen hielt,en, wie uns die volle Anerkennuug des nicht w-eiiigen (;uten 
als Pflicht erschien. Daris der  Verfasser nicht leichtf'ertig an seine 
schwere Aufgahe herantrat ,  geben wir bereitwillig zu ;  um so mehr würde 
es uns freuen,  wenn er d ie  Bemerkungen, die wir über da8 Buch E U  

machen hatten, auch wo aie blos mehr subjectiver Katur  waren, hei der 
Fortsetxung seiner Arbeit zu verwerthen Gelegenheit nehmen mochte. - 
Die Austattung ist vortrefflich, der Drnck sehr  correct; doch wünschten 
wir einem solchen Buclie auch Figuren beigegeben.. 

A n s b a c h .  Dr .  S. G ~ N T H E R .  

Carteggio Galileano inedito con note ed appendici per ciira di GIUSEPPE 
CAMPORI.  Modena 1881. Fol. 644 S. 
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Das W e r k ,  über welches wir hier verh.!iltnissmassig spat uns  Xussern, 
verdient nach alleu Seiten die grosste Beachtung und das  eingelirndste 
Verweilen. H a t  doch Prof. F a v a r o  im VIII. Bande der V. Serie der 
Verhandiungen des sogenannten Istituto veneto einen 20 Seiten starken 
Bericht über dasselbe vcroffcntlicht, ohne manche bedeutsame Punkte  
mehr als nur  zu streifen, und so sind wir unsererseits in der Lage, 
iim eine Entschuldigung einzukommen, niclit weil wir zu ausfiihrlich, 
sondern weil wir ,  dem angesammelten DruckstoEe Rechnung tragend, 
un kurz von den  Dingen redeu,  welche der fast mehr als stattliche 
Band in sich scliliesst. 

Es sind niçht weniger als 661 Briefe, welche Marchese C a m p o  r i  
tlicils ziim ersten Male vollstandig, theils ( u n d  zwar s u r  überwiegend 
grosseren Anznhl) iiherhaiipt m m  ersten Male der OeiTentliclike,it iiher- 
geben hat; 459 dieser Briefe sind nach den Originalien abgedruckt,  die 
übrigen nacli um da8 E n d e  des vorigen Jabrhunderts  angefertigten Ab- 
seilriften, deren Genauigkeit durch Vergleichurig mit den in Florenz 
b~findlichen Originalien nachgeprüft werden konnte. Die Briefe stellen 
allerdings nur die eine Halfte eines ,,Briefwechsels Galilei's" dar. E s  
sind Briefe a n  ihn gerichtet oder ,  in  sehr geringer Anzahl ,  auf ihu 
bezüglich. I)ie Antwortschreiben G a l i l e i ' s  fehlten in den sechs Banden, 
Briefe, die der Hinterlassenschaft des Ritters T o s i  - G a 1  i l  e i entstammend, 
durch Vermittelung des Florentiner Buchhandlers Dotti in  die Hande  
des Marchese C a m p  O r i  gelangten, welcher den 1879 erworbenen Besitz 
so rasch verarbeitete, dass kaum zwei J a h r e  spater e r  ihn zum Gemein- 
gut der wissenschaftlichen Welt  nmschuf. Was aber i n  dieser zwei- 
jalirigen Arbeit geleistet wurde,  wird auch ohne eigene Einsicht i n  den 
Band unser Leser leicht ermessen konnen,  wenn wir erwahnen, dass 
die wenigsten Briefe ohne Anmerkung geblieben s ind,  dass der Heraus- 
geher es verstauden ba t ,  fast alle Briefscbreit~er, worunter anch ziem- 
lich unbedeutende Namen vorkommen, in  ihrer Persiinlichkeit und ihren 
Lebensschicksalen festzustellen, wozu das mühsarnste Nachschlagen zahl- 
loser Bilfswerke aller Art sus  den drei letzten Jahrhunderten erforder- 
lich war. 

Mit 59 Briefen ist S a g r e d o  vertreten,  der langjkihrige Freund 
G a l i l e i ' s ,  dem dieser ebenso wie dem anderen Freunde S a l v i a t i  
ein Ehrendenkmal gesetzt hat gleicher Uauer mit dern Euhme tieiner 
Gesprache über die  beiden wichtigsten Weltsysteme, in  welchen eben 
jene Beiden einem Simplicius gegenülier die coppernicanische Hypothese 
zur Geltung bringen. Man wusste, dass von 1602 bis s u  S a g r e d o ' s  
Todesjahr 1620 der regelmassigste briefliche Vcrkehr zwischen ihm und  
Gal i  1 e i  stattgefunden, aber  Briefe G,al i l e i ' s  a n  S a g  r e d o waren 'gar 
nicht, Briefe S a g r e d  0'8 a n  G u l i l e i  26 hekannt. Die letztere Zuhl 
ist jetzt .mehr als verdreifaçht, wahrend die erstere Lücke nicht auufiillbar 
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Olivetaners V i n c e n z o  R e n i e r i .  Allenfalls konnte M i e a n z i o  i n  dem 
freien Venedig ungescheuter die Meinungen aussern und bethatigen, die 
für die Anderen ein mehr odor weniger gefahrliches Herzenegeheimniss 
hildeten. Nur  die Gefahr, welche etwa für G a l i l e i  in seiner halben 
Gefangenschaft in der  Villa von Arcetri aus dem Erhalten ketzerischer 
Briefe, aus der  Verbindurig mit auswartigen Gelehrten und Buchhandlern 
e.rwachsen konnte,  war für D l  i c a n  z i o  massgebend, und  man mus# die 
Geschicklichkeit in  der T h a t  bewundern,  mit welcher ee gelang, den 
umfangreichen Briefwechsel G a l i l e i ' s  nach und  von allon Orten dnrch 
Mittelpersonen bis in die hochtiten Hofkreise von Florenz den Spüraugen 
der Feinde zii entzielien. Mi  c a n  z i O ist insbesondere der Vermittler 
des bei Elzevir erfolgten Druckes jener  spateren G a l i l e i ' s c h e n  Ge- 
spraclie über die Mechanik gewesen. Auch in Venedig hatte eine solcbe 
Druckgebung nicht stattfinden konnen , wenn auch X i c a n  z i O sich am 
6. Jannar  1635 noch mit dieser Hoffnung schmeichelte (S. 427). W i r  
wissen aus einem durch A l b e r i  verotfentlichten Briefe ebendesselben vom 
10. Februar 1635, wie die vielleicht versnchshalber geausserte Absicht, 
die Abhandlung über die schwimmenden Korper neu drucken zu lassen, 
an dem dortigen lnquisitionsvertreter scheiterte. , , E r  sagte mir,  or habo 
einen ausdrücklichen Auftrag von Rom,  der  das nicht gestattete. Ich  
antwortete, der  Auftrag werde sich anf das Werk  iiber da8 copernicanische 
System beziehen. Nein, erwiderte e r ,  es ist  ein allgemeines Verbot de 
edilis omnibus el edendis. Ich sagte: Aber wenn er das Credo oder 
das Paternoster drucken lassen will?" Diese Briefstelle kennzeichnet 
M i c a n  zi  0's scheizhaften , oftmale beissend spottischen T o n ,  welcher 
auch die neuen Briefe zu einem ergijtzlichen Leeestoffe gestaltet. Wir  
konnen uns nicht versagen, ans einem Briefe vom 6. Uecember 1636 
eine Probe mitzutheilen (S. 495). , ,Einer  aus unserem Orden,  Bruder 
Vincentino, gab einem Schneider, rieinem F r e u n d e ,  den Auftrag , ihm 
zum Zwecke des Terminirens einen Esel zii kanfen. E r  kaufte ihn. 
Wie nun die Zeit des Gebrauches herankam, zeigte sich Herr  Esel stein- 
gallig und unfahig benutzt zu werden. Der Bruder belangte den Schneider 
vor den Bischof, oder besser gesagt vor den Weibbischhof, der der  
Bischof i n  der Fahel war, einen spassliebenden M a n n ,  und dieser fragte 
bei der Verhandlung der Sache den Angeklagten, wessen Standes e r  sei. 
Ein Schneider, sagte dieser,  und der Bruder bekrkiftigte es. Der  Richter 
verurtheilte den Bruder ,  den Esel zu behalten, und zwar aus dem Grunde, 
weil er wissen musste, dass Schneider siçh niclit auf Esel verstehen. 
Die Geschichte ist durchaus wahr; bei G o t t ,  die Nutzanwendung ist 
leicht." 

Wir  ncnnen noch B o n a v e n t u r a  C a v a l i e r i ,  won welchem 37 Briefe 
abgedruckt s ind,  sus  welchen sich manche für die Geschiclitc der An- 
fange der Infinitesimalrechnnng nicht unwichtige Einzelheiten ergeben. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



28 Historisch - literarische Abtheilung. ---- --,~ ~, -.-- 

So gebraucht C a v a l i e r i  am 22. MSrz 1622 die Ausdrucksweise: htle  
le l i n e e ,  tulle le superficie ( S .  191), welche auff'allerider U'eise in einem 
mehr als 12 J s h r e  spateren Briefe vorn 19. December 1634 (S.  422) nocli 
ngher erlautert wird: , , I ch  nenne alle Linien einer cbenen Figur die 
Durchschnitte mit der Ehcne ,  welche die F igur  schneidct und sich vori 
e i i i ~ m  E n d e  zum anderen hewegt, oder von einer Tangente bis ziir 
gegenüberliegenden Tangente." Wir  nennen d i e ~ e  spate Erlauternng 
auffallend mit Riicksicht auf den durch eine Briefstelle vorn 4 .  April 
1626 (S. 243) bezeugten Umstand,  dass G a l i l e i  selbst und zwar vot 
C a  v a 1 i e r i alinliche Infinitesimaluntersucliungen angestellt haben muss : 
, , Ich schreihe italienisch und  gebe Ihnen davon Nachricht,  darriit Sie, 
wenn es Ihnen gut dünkt ,  in Bezug auf Ilire Arbeit über Iudivisibilien 
rbenso verfahren mogeii." F ü r  C a v a l  i ci r i ' s  sonstige mathematische Er-  
findiingcn cutnehmen wir einem Brief'e von 8. April 1631 (S. 305), daes 
C a v a  l i  R r i  sich beim logarithmischen Rechnen des dekadischen Cam- 
plernpnts (yuale c h i a n o  campimento orilrietico) hediente, einem Briefc 
vorn 9. Septemher 1631 (S. 313) den Flacheninlialt des spharischen Drei- 
ecks, einem Briefe vorn 12. Febriiar 1636 (S.  464) den Satz ,  dass eine 
I'arabel einem Vierecke nur  dann umschrieben werden k e n n e ,  wenn 
dassclhe keineri einspringeriden Winkel  besitze und  kein l'arallelo- 
gramrn gei. 

Wir  unterlassen es ,  die Briefe von B e n e d e  t t o C a s  t e l l i ,  von 
Vi  n c e n  z o R e n i  c r i ,  den beiden oben erwahnten G a l i l  e i befreundeten 
Ordensgeistlichen, von den Brüdern R i n  u c c i n  i und  Anderen einer 
ahnlicben Durchmusterung zu unterhre.iten, wiewohl sich denselben Mannig- 
faclies entnehmen liesse. Wir  wollen nur  noch auf einige Punkte  auf- 
merksam machen, welche die personlichen Schicksale G a 1  i l e i ' s  betreffen. 
Man weius, daséi G a l i l e i  im J u n i  1616 aus 120111 abreista, nachdem am 
26. E'ebruar bereits s ine nach verschiedenen Ansichten verschieden ver- 
laufende Warnung ihm ertheilt worden war ,  zu deren E r k u t e r u n g  unter 
alleu C m ~ t a n d e n  das B e l l a r m i n  o'sclie Zeugniss vorn 26. Mai dient. 
S a g r e d o ,  welcher wohl mit die Veranlassnng g a h ,  dass G a l i l e i  sich 
eben letzteres Zeugniss e rha t ,  dadurch,  dass e r  am 23. April ihm nach 
Rom die Gerüchte mittheilte, welche in Venedig über gegen ihn ver- 
hangte Straf'en im Umlauf waran, S a g r  e d  O macht noch am 16. Juli 
des gleiclien Jahres  dem nach Florenz zurückgekehrten G a l i l e i  (S. 102) 
um 80 eigenthümlichere, weil ganz ohne Veranlassung eingeaischte An- 
spielungen auf eine Androhung der grossen Excommunication. Fas t  noch 
eigeuthümlicher sind Anspielnngen in cincm anderen Briefe S a g r e d o ' s  
vorn 28. J u l i  1618 (S. 134), man miisse Gott danken,  der doch zuletxt 
die Gerechtigkeit beschütze. Allerdings ist dabei von einem Freunde 
G a l  i l ei 's  die l tede,  dessen Angelegenheiten sich brieflich nicht be- 
sprechen lassen, aber die Vermuthung liegt nabe,  dieéier , ,Freund " sei 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



wohl G a l i l  e i  selbst , der vielleicht i n  einem Briefe a n  S a g r  e d  O ,  dessen 
Vcrlust nur  um so beklagenswerther erscheint, sich deutlich über dio 
Ereignisse von 1616 ausgesprochen haben mag. E ine  letzto Stelle,  welche 
wir namhaft machen mochten, ist oinem Rriefe C a s  t e l l i ' s ,  iiber die 
Schwierigkeiten, welche die Druckgebung der Gesprache über die Welt- 
systeme bedrohten, vom 16. Februar  1630 (S. 290) entnommen: , ,Es  
scheine ein hoherer, harterer Widerstand (più dura e piir alto intoppo) 
zu überwiuden." 1st damit etwa an eine abge~ieigte Stimrnung Urban'sVIII. 
zu denken'? W i r  halten es nicht für ganz unmoglich und  wollen die 
meist dem Anliang a n  dio uns vorlicgende Briefsarnmlung entstnmmenden 
Griindo vorhringen, welche dafür zeugen,  dass G s l i l o i ' s  Fe inde  in der  
That schon 1630,  gleichviel oh mit oder ohne Erfolg, anfingen Urban VIII.  
zu umgarnen, wenn gleich unsere Beweisstücke sich erst auf eine um 
ein Vierteljahr sptitere Periode heziehen. Am 3. Mai namlich karn 
G a l  i l  e i mit dem druckfertigen Manuscripte seiner Gesprache iiber die 
Weltsysteme naçh Rom,  um das Imprimatur zu erwirken. Im gleichen 
Monate melden die romischen Nachrichten (Avvisi) , eine Art von Zei- 
tungcn, dio in Abschriften verbreitet an bestimmten Orten gegen Be- 
zahlung von 7 Qiiadrini nder einer Gazzetta (daher das Wort  Gazette = 

Zeitung) m m  Lesen fiir Jedernlann auflagen: G a l i l  e o ,  der berülimte 
Florentiner Astrolog, sei i n  Rom eingetroffen; e r  betreibe den Druck eines 
Werkes, in  welcbem viele von den Jesui ten behauptete Lehren bekampft 
würdcn ; er hahe ausserdem neben anderen politischen und die papstliche 
Familie der Barberini berührenden Prophexeiungeu den nahe bevor- 
stehenden T o d  des Papstes selbst vorausgesagt (S. 594). Man sieht hier die 
Verleumdung ihre Faden ziehen , sioht zuglcieh, von welchem Schlupf- 
winkel aus diese sich ansetzen. D i e  Verleumdung war überdies nicht 
ungeschickt. Urhan VII I .  war Nichts weniger als beliebt; eein T o d  
wurde von Vielen gewüuscht und dernzufolge verkündet. Am 13. J u l i  
1630 wilrde O r a z i o  M o r a n d i ,  General des Vallombrosanerordens, weil 
er den Tod des Papstes aus den Sternen gelesen haben sollte, ins Ge- 
fanguias geworfen (S. 244, Anmerkung l )  und einem Processe unter- 
worfen, dern au1 G .  October der p l~ tz l ic l i e  T o d  des Augeklagten ein 
Ende maehte. M o r a n d i  stand aber  in Beziehungen zn G a l i l e i .  E r  
hat dessen Nativitiit gestellt, und  das nach allcn Regeln der  sogenannten 
judiciaren Astrologie gefertigto Horoscop bat eich bis auf den heutigen 
Tag erhalten (S. 585) ,  beilaufig bemerkt ein schlagendes Beweisstück 
dafür, dass von d m  drei Gehurtficiaten, welche fü r  G a l i l e i  angegeben 
werden, 15., IS.,  19. Februar  1564 ,  das erste das richtiga ist. J e n e  
Verleumdung also, wenn sie melir als nur  Verlenmdung war ,  musste bei 
Urban VIII .  wirken. Wirkte  sie nicht gleich, so bereitete sie doçh das 
Gemütli des reizbaren Mannes BO vor ,  dass spatere gleich unbegründete 
Einflüsterungen, der Paps t  sei der  i n  den Gespraçheu allgemeinem Ge- 
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lachter preisgegebene Simplicius, um sa leichter Glauben fanden. Dam 
übrigens G a l i l e i  so wenig wie K e p l e r  sich den Zeitforderungen nach 
astrologischen Weissagungen entziehen konnte, ist durch Professor F a v a r  o 
festgestellt. Haben ,  wiederholen wir je tzt ,  auch schon im Februar 1630 
die Feinde G a l i l e i ' s  i n  Erwartung des ihnen drohenden Werkes,  von 
dessen Vorbereitung man a n  so vielm Orten wusste, dass sie als offerit- 
liches Geheimnies bezcicbnet werden muss, hei Urban Schritte gethan, 
die in  C a s t e l  1 i 's Warnung nachklingen ? Unsorc Lescr  wcrdcn wohl 
mit uns  die Moglichkeit anerkennen. 

Wir  schliessen hiermit unsere Anzeige, welche nicht entfernt den 
Anspruch erhebt,  der  wahrhaft bedeutenden Veroffentlicbung des Marchese 
C a m p  o r  i gcrecht zu werden, sondern nur  die Aufmerksamkeit auf die- 
selbe zu lenken beabsichtigt. CANTOR. 

Einleitung in die Theorie der biniiren Formen von F. FA; DI BRUNO. 
Nit Unterstützung von Profeseor M. KOTBER deutsch bearbeitet 
von Dr. THEODOR WALTER. Leipzig, Verlag von B. G .  Teubner. 
1881. 

l)as Originalwerk de8 bekannten Verfassers mehrerer geschatzten 
Lehrbücher erschien 1876 fast gleichzeitig mit der zweiten Anflage des 
S a 1  m o n 'schcn Werkes über Algcbra der lincaren Transformationen. 
Wahrend das letztere auch ternare n. S. W. Formen i n  den Kreis seiner 
Hetrachtungen zieht u n d  einen grosseren Abschnitt den Gleichungs- 
systemen widmet, beschaftigt sich das B r u n o  'ache Ruch nur  mit den 
binlren Formeu,  die es allseitig und eingelend behandelt. Die vor- 
liegende deutsche Bearbeitung weicht in  Inhal t  und  Form vielfaçL 
von dem Original ab. E s  sind neue Partien hinzugekommeu, andere 
zum Theil oder gane verandert,  und überall lehnt  die Darstellung 
nur  leicht a n  die des Originals an. Doch ist de r  Hauptzweck des 
Verfassers, die  weiteren Kreise der Studirenden für die hochent- 
wickelte Disciplin der moderuen Algebra zn interessiren, auch in der 
deutschen Ausgabe nicht ausser Acht gelassen wordm.  Die Sprache ist 
5üssig und dem StoKe giit angepasst,  und.  wenn man etwas von der 
Frische' und  Lebhaftigkeit des Originals,  welche den enthusiastiuchen 
Mitarbeiter a n  der vsrgetragenun Disciplin kennzeichnet und den trockenen 
Stoff mit eincm gewisscn Reiz umklcidet,  in  der Bearbeitung vermisst, 
so bietet aie dafür alfi eutschiedenen Vorzug die  Zusatze und Neu- 
bearbeitungen vieler Part ien,  die ,  auf eine grossere Scharfe der Beweis- 
führung abzielend, zum Theil werthvolle neue Beitriige zu den be- 
treffenden Capiteln enthalten und allenthalben die kritische Schiirfe und 
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die concise Ausdrucksweise des auf dem Tite1 Mitgenarinten erkennen 
lassen. 

Daa Werk  zerfallt i n  sieben Abschnitte. Der e.rste sehr umfang- 
reiche handelt von den  symmetrischen Functionen. Zn der Literatnr 
über den betreEenden Gegcnstand ware etwa noch ein Schriftchen von 
M e t z l e r  über symmetrische Functionen (Darmstadt,  L. Schlapp, 1870) 
nachzutragen, welchee auf  eine Controle für Tafeln,  wie sie am 
Eude des Buches (S. 31 1 -314c)  angefügt s ind ,  aufrnerksam macht, die 
darin besteht,  dass die  algebraisçhe Summe aller Coeffiçienten in  einer 
jeden der Tabellen 2-11 Ku11 sein muss. - Das zweite Capitel des 
Originals über Resultanten und Discriminantcn ha t  eine vollstandige Um-  
arbeitung erfahren, indem i n  der  deutschen Ansgahe die wichtige Untar- 
suchnng über die verschiedenen Fal le  des Zusammenbestehens zweier 
algebraischen Gleichungen auf Grund der Methode des grossten gemein- 
samen Theilers vorgenommen wird, wodurch das Eingehen auf die Wur-  
zeln der Gleichungen vermieden wird. 

Der  dritte Abschnitt handelt von den canonischen Gleichungeformen, 
der vierte von den Invarianten und den partiellen Diffcrcntialgleichungon, 
walchen sie genügen müssen. Dass dieselben zur  Definition auch hin- 
reichen, wird abweichend vom Original und in strenger Form bewiesen. 
Es folgt ein Abriss von C a y l e y ' s  Untersucbung im zweiten Memoir on 
quantics über die  Anzahl der  Invarianten einer gegebenen Form von 
gegebenem Grade,  d a n n  eine Aufzahlung der  Invarianten der Formen 
füufter Ordnung. 

Der  vierto Abschnitt ist den  Covarianten gewidmet, ihren partiellen 
Differentialgleichungen und der Entscheidiing der Frage ,  inwieweit die 
letzteren eu ihrer Definition genügen, ferner den Polarenbildungen und  
verwandten Processen. Die Darstellung der  Covarianten in Function 
der Wurzeln einer gegebenen Form führt auf die  Bildung von Covarianten, 
welche die Rolle der S t u r m l s c h e n  Reste spielen. Der  Paragraph über 
die Anzahl der Grundformen ist ans Anlass der jüngsten Untersiichungen 
S y l v e s t e r ' s  i n  dessen American Journal  weiter ausgeführt, der über die 
sirnultanen Covarianten mehrerer Formen nach den Arbeiten von C 1 e b s c h 
und G o  r d a n  neu bearbeitet worden. Den  Schluss des fiinften Ab- 
schnittes bildet die Auflosnng der Gleichungen dritten und vierten Grades 
mittelst Invariantenbildungen ; letztore im Anschluse a n  C l e b s  c h's 
Darstellung in dessen , ,Theoric der binaren Formen". 

Es  folgt ein Abschnitt über associirte Formen und die ,,typische 
Darstellung '' insbesond'ere der Formen fünfter Ordnung nach H e  r m i t e  , 
woran eine Betrachtung über die Transformirbarkeit zweier Formen i n  
einander geknüpft wird; ferner ein Abschnitt über das Reciprocitats- 
gesetz von H e r m i t e  und T s c l i i r n h a u s e n ' s  Transformation. Neu hinzu- 
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gekommen ist der Paragraph über die partiellen Differentialglei~hun~en, 
denen liesultante und Discriminante geniigen. E s  wird gezeigt, dasa zur 
volligen Charakterisirung der Resultante ausser denjenigen partiellen 
L)iEerentialgleichungen, welche ihre Covarianten - und Combinanteneigen- 
schaft feststellen, nur  noch e i n e  der von B r i o s ç h i  für die. Resnltante 
angegebeneu Uifferentialgleichungen n6thig ist. Uen Scliluss des Werkes 
bildet ein kurzer Abriss der Symbolik, welche C l e b s c h  und G o r d a n  
in ihren Arbeiten ausgebildet und mit so grossem Erfolg verwendet 
haben. 

Dass in den Anwendungen die deutsche Ausgabc allenthalbcn die 
Formen sechster Ordnung ausser Betracht lasst,  wo sie das Original 
heranzieht,  ha t  wohl seinen Grund in deb grosseu Rechnungen,  die mit 
einer zuverlassigen Aufzahlung des Forrnensystems verbunden waren, 
dürfte jedoch von manchem Leser als Lücke empfunden werden. Sollten 
in einer spateren Auflage die Formen sechster Ordnung Berücksichtigung 
finden, so sei im Vorbeigehen bemerkt, dass die a u €  S. 249 des Origirials 
gegebene Covariante sechster Ordnung d ~ i t t e r  Grades einer genauen 
Durchsicht hinsichtlich der Zahlencoefficienten bedarf. - Zu empfelilen 
ware alsdann auch ein ausführlicheras Irihaltsverzcichniss des Werkes, 
oder besser ein alphabetisch geordnetes Sach-  uud Namenregister, durch 
welches die bei dem enggeschlossenen Druck schwierige Orientirung im 
Text  unterstützt wird. 

Referent kann bei diesem Anlass eine Bemerkung uicht unterdrücken, 
die ihm der Vergleich von Original und Çebersetzung liinsichtlich der 
Ausstattung aufgedrangt hat. 

Die Buchhandliing von Weltruf ,  welcbe die üebersetzung verlegt 
Iiat und  die durcli Uebernahmc von so manchcm Verlagswerk mit weit 
h(mhraiiktcrem Absatzkreis der  dnutschen Wissenschaft einen Dienst 
geleistet h a t ,  wird über den Geschrnack des Puhliciims hinreicbend 
unterrichtet sein,  um zu wissen, weshalb sie ihre Werke gerade in der 
hier vorliegenden Form ausstattet. Dies zugegehen, so gestaltet siçli 
der  Vergleich zwischen der Ausstattung des fremdlandisclien Werkes 
und  des deutschen nicht gerade z n  einem Compliment für den deutschen 
Geschmack. Allerdings betragt der Preis  der  Uebersetzung nur  etwa 
zwei Drittel von dein des Originals. Aber i n  Bezug auf Opulenz 
und Gebersichtliühkeit des Druckes - wobei die Abschnitte dentlicli 
hervortreten sollen und  die Formeln sich klar und wie ein Bild aus dem 
Satz hervorheben - sowie auch Qualitat des Pnpicrcs miiss Referent 
dem Original den entschiedenen Vorrang zugestehen. Sollte wirklich 
die Absatzfaliigkeit eines deutselien Verlagswerkes rlurch eine massige 
Erhohung des ohnedies nicht niederan Kaufpreises zu Gunsten einer 
eleganteren Ausstattung - sowolil hinaichtlicli des Druckes wie der etwa 
beizugebeuden Holzsçhnittfiguren - weseiitliçli beeinflusst werden'! Eine 
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Verlagshandlung wie die l'euhner'sche konnte den Versuch schou wagen, 
in diesem Sinne reformirend auf den Gesclimack des Publicums eiozu- 
wirkcn. 

M ü n c h e n ,  im J u n i  1882. A. BKJLL. 

Modelle von Flachen dritter Ordnnng von Dr .  CARL RODENBERG, P r o f e s ~ o r  
der Mathematik a n  der technischen Hoclischule zu Darmstadt. 
Serie VI1 der  in der Verlagshandlung von L. Brill i n  Darmstadt 
erschienenen math. Gyps  - Modelle. 

Durch Herausgabe dieser vollstandigen Reihe von Modellen der 
Fliichen dritter Ordnung ha t  sich H e r r  R o  d e n b e r g  alle Geometer zu 
grosfiem Danke.verpflichtet,  weil er ilinen einerseits dadurch ermtiglicht 
hat, sich leicht eine klare Anschuuung von allen mogliclien Formen einer 

' Flache dritter Ordnung zn  bilden, und weil er hierbei andrerseits die 
hei Flachen dritter Ordnung schon in alleu ihren Ausartungen anftretenden 
lloppelpunkte von Flaclien zum ersten Male vollstandig modellirt hat.  
Um das Erste  zu erreichen, musste natürlich xuerst festgesetzt werden, - 

welche Flacben a h  der Form nach verschieden angesehen werden sollen. 
Herr R. Iegt demgemass folgendes Eintheilungsprincip zu Grunde:  ,,Man 
fasse alle Flaclien zusammen, welche sich durch continuirliche Deformation 
in einander überfübren lassen, ohne dass hierbei das Ueberschreiten 
einm Singularitat oder die Aenderung etwa vorhandener Singularitaten 
durc,h hohere hindurch nothwendig werde." I n  dieser Weise sind die 
Flachen dritter Ordnung znerst von IIerrn F. K l e i n  und spater auch 
von Herrn IL selbst classificirt worden (Math. Annalen Bd. V I  p. 551 f. 
und Bd. XIV p. 46 f.). IIierbei konnen unter dieselbe Classe gehtirige 
Formen allerdings noch sehr verschiede.ne Beaiehungen zum Unendlichen 
haben und demgern%us i n  ilirem Aussetien noch sehr verscliieden sein. 
Uoch konnen diese Unterabtheilungen durch Collineation aus einander 
ahgeleitet werden. Aber aucli in diesem Sinne konnte nicht daran ge- 
dacht wcrden, alle Formcn zu modelliren. Herr  R. ist vielmehr folgcnder- 
massen vcrfahren. Von Flaclien ohne Knotenpunkte ist nnr  die so- 
genannte Diagonulflache mi t  27 reellen L i n i m  dargestellt worden, welche 
schon früher modellirt worden ist (hierbei macht der Referent darauf 
aufmerksam, dass der Formator bei Bezeichnung der geraden Linien 
nicht mit der nothigen Pracision verfahren i s t ,  die Striche über den  
Zahlen sind vielfach gar nicht zu sehen). Sodann sind in den Modellen 
2-6 Flachen mit vier conischen Knotenpunkten dargestellt, welche sich 
nur durch ilire Beziehung zur  unendlich feruen Ebene untersclieiden. 
Aus diesen fünf Formen,  welche der Vorstellungskraft gewissermassen 
als Handhabe dienen sollen, muss man sich nun alle Formen ohne 
Knoten dadurch hervorgehend denken,  dass man die i n  den Knoten- 

Est.- l i t .  Abthlg. d. Zeitschr. f. Nath. e Phys. XXVIII,  1. 3 
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punkten zussmmenstossenden conischen Thei le  der Flache entweder auf lost 
oder zusammenzieht, so dass die Flache in der Nahe des früheren Knoten- 
punktes entweder die Gestalt eines zweischaligen oder die eines ein- 
schaligen Hyperholoids erhalt. Llurch Beduction der  dadurch etwa 
entstehenden eiformigen Theile auf einen P u n k t  erhalt mau wieder 
Flachen mit isolirten Enotenpankten.  Ueberall, wo Knotenpunkte waren, 
entstehen in den  Formen ohne dieselben Oeffnungen, und durch Zn. 
sammenziehen solcher Oeffnungen erhalt man nmgekehrt wieder Knoten- 
punkte. I n  dieser Weise werden durch Zusammenzieheu von drei Oeff- 
nungen aus der Diagonalflache Flachen mit drei Knotenpunkten ab- 
geleitet, welche aus denen mit vieren niçht unmittelbar abgeleitet werden 
kbnnen;  sie sind in den  Modellen 7 und 8 dargestellt, welche sicli 
jedoeh nur  dadurch unterscheiden, dass in dem zweiten der Hriblraum 
des ersten ausgefüllt is t ,  und  umgekehrt. 

I n  den Modellen 9- 19 sind dann die Flachen mit biplanaren und 
iiniplanaren Knotenpunkten dargestellt. Hier haben wir ,  wie schon er- 
wahnt wurde,  znm eisten Male eine Veranschaulichnng aller moglichen 
Doppelpunkte ,von F lachen ,  die sich also für biplanare und uniplanare 
Knotenpunkte,  d. h. für solche, deren Osculationskegel i n  zwei Ebenen 
resp. eine Doppelebene ausarten, durch die Beziehungen dieser Ebenen 
eur Flache unterscheiden. D i e  Modelle 16 - 19 von Flachen mit nni- 
planaren Knotenpunkten dürften von besonderem Interesse sein. In den 
Modellen 20-23 sind die geradlinigen Flachen dritter Ordnung dar- 
gestellt, namlich in  Made11 20 eine Regelflache, deren  Dop'pelgerade 
ganz auf ihr liegt, in Modell 21 dagegen eine solche, von deren Doppel- 
graden nur  ein endliches Stück auf der Flache liegt,  dessen Endpunkte 
also sogenannte Pinch-points  s ind ;  in Modell 23 u n d  24 endlich zwei 
verschiedene E'ormen der  C a y  1 e y 'scheu Regelflache dritter Ordnung 
und dritter Classe. I n  den  Modellen 21 24 und 25 sind die H e s s e -  
echon Flachen vicrter Ordnung von Flachen drittcr Ordnung mit vier 
Knotenpunkten dargestellt u n d  zwar zwei verschiedenc, Typen  derselhen; 
Modell 24b stellt nur  einen in Modell 24a weniger deutlich sichtharen, 
würfelahnlichen Theil derselben noch einmal dar. Mode11 26 endlicli 
sol1 zur  Orientirung des in  der  beigegebenen Ahhandlung über das 
Peritaëder Gesagten dienen. I n  dieser Abliandlung ist aiisfübrlich die 
Entstehung der verschiedenen Modelle aus einander erlautert,  ausserdem 
angegeben, wio man tiich die nicht modellirten Flachen aus den Modellen 
entstehend zu denken hat. In § 4 ist ferner ein fiirldie Entstehung der 
verschiedenen Formen wichtiger Satz über den Zusammenhang der Knoten- 
punkte der Flachen dritter Ordnung mit denen ihrer Hesse ' schen  Flache 
bewiesen. Der Referent erlaubt sich zum Schlusse noch den Wunsch 
auszusprechen, dass neben dieser nur  für  Leser  der  oben citirten Ab- 
handlungen der Kierren K I  e i  n und R O d e n  b e r g verstandlichen und 
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fiir diese selir erwünschten Abhandlung eine kurze, nach den Nummern 
der Modelle geordnete E r k k r u n g  derselben beigegeben werden mtichte. 

L e i p z i g ,  im Mai 1882. F. SCHUR. 

Das mathematirrche Raumproblem und die  geometrischen Axiome, von 
A. D O N A D T .  Leipzig bei Barth. Preis :  1 Mk. 60 I'f. 

J e  htiher im Allgemeinen seit den bahnbrechenden Untersuchungen 
von R i e m a n n  und H e l m h o l t z  das Interesse a n  den Forschungen über 
die Xauiulehre in den Kreisen der Mathematiker geworden ist,  um so mehr 
darf jede i n  dieser Hinsicht neue Erscheinung auf Beachtung u n d ,  falls 
sie als Fortschritt erkannt  wird, auf Anerkennung rechnen. Die Refe- 
renten gestehen gcrn,  dam sie mit dicsen Godanken a n  die vorliegende 
Schrift h e r a n g e h t e n  sind. 

n i e ~ e l b e  hat  im Ganzen den Umfang von 68 Seiten und  zerfallt 
ungazwungen in vier Thei le ,  die allerdings wohl etwas scharfer hatten 
ausserlich markirt sein sollen. 

Der erste Thei l  reicht bis S. 21 und giebt eine historische Ueber- 
siclit über die betreffenden Untersuchungen, von 1, e g e  n d r  e u n d  L a -  
g r a n g e  ausgegangeu bis zu R i e m a n n  u n d  H e l m h o l t z .  Obgleich 
diese Einleitung selbstverstiindlich sachlich nicht Neues br ingt ,  ja nicht 
einmal unseres Erachtens nach neuen Gesichtspnnkten geordnet erscbeint, 
so sol1 es doch keineswegs getadelt werden ,  dass der Verfasser, der für 
einen mathematisch gehildeten Leser  schreibt, demsclben das historische 
Material übersichtliçh zusammenstellt. 

Der zweite Theil reicht bis S. 33 und ist ausschliesslich philosophi- 
 che en Inhalts. Wenn wir auf eine Besprechung desselben ausdrücklich 
verzichten, weil sie uns mit der Richtung dieser Zeitechrift niçht verein- 
bar scheint,  so wollen wir doch nicht mit dem Ausspruche zurückhalten, 
dsss wir überhaupt seiten der Philosophie wenig Forderung für die  Mathe- 
matik erwarten. Doch sollen dem Leser die folgenden Satze nicht vor- 
enthalten werden, welche den Schluss der  bezeichneten Auseinander- 
setzungen bilden. 

, ,mi r  sind durchaus nicht im Stande,  wie E r d m a n n  meint,  den 
Ranm 211 Korpern ,  Fliichen, Linicn zu verengen,  wir konnen htichstens 
Flachen und  Linien als Verengungen von Korpern auffassen, denn wir 
konnen uns  Flachen und  Linien nur  als Grenzen von Korpern ,  d. h. 
a n  Ranmgebilden vorstellan. - E s  leuchtet um so mehr e in ,  dass die 
so ausgernalte Geometrie die Geometrie unserer Anschauung kt,  wenn 
man sich bemiiht, durch Fiction von vierdimensionalen Wesen die  Eigen- 
schaften im vierdimensionalen Raume sich anscheuljcb vorzustellen. 
H e l  m h  01 t z sagt :  ,, Anschauungen , die man ha t ,  sich wegdnnken , ist 
leicht, aber  Anschauungen, für die man kein Analogon h ~ t ,  sich sinnlich 
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vorzustellen, ist sehr s ~ l i w e r . ~ '  Dass dies nicht nur  sehr schwer, sondcrn 
geradezu unm6glich i s t ,  boweist schon K a n t  mit den Worten: ,,Wir 
konnen von den Anschauungen anderer denkenden Wesen gar nicht 
urtheilen, ob sie au die namlichen Bedingiirigen gebunden seien, welche 
unsere Anechauungen einschranken und füi. uns allgemein giltig Sind." 
Vollig rathlos stehe ich daher einer Stelle E r  d m a n  n's gegenüber, in 
der e r  sagt ,  dass im vierdimeri~ionalen Raume in jedem Punkte vier auf 
einauder senkrechte Liuien çoristruirbar sein mü  sri e n . "  

Ohne auf diese eine sehr deutliche Sprache redeuden Zeilen wider- 
legend einzugehen, bemerken wir, dam H e l  m h o l  t z  an der angegebenen 
Stelle von den Anschauungen vierdimensionaler Wesen gar nicht redet, 
sondern von den Anschauungen, die intelligente Wesen wie wir im splia- 
rischen oder pseudnspharischen Kaume liahen wiirden. 

Der  dritte Theil der Abhandlung, S. 33 bis 61, briugt vorwiegend 
analytische Entwickelungen u n d  auf diese bezügliche Bemerkungen. E8 

mag anerkennend hervorgehoben werden, dass IIerr  1). nicht,  wie es 
sonst wohl üblich is t ,  der Rechnung vornehm aus  dem Wege geht. Er 
behandelt die Verallgemeinerung des G a u s s ' s c h e n  Krümmungsmaasses, 
wobei e r  sich auf den einfachsten Fall,  die n-fache Mannigfaltigkeit, welche 
aus der e b  e n e n  n + 1-fachen Manuigfaltigkeit ausgeschieden ist, beschrankt. 
D e r  Verfasser giebt die hetraffenden allbekannten Entwickelungen, denen 
er indees die subjective Prioritat vindicirt, da  e r  dieselben ohne Kennt- 
niss der Arbeiten von K r o n e c k e r  und  B e e z  ausgeführt habe. Wir 
wollen darüber mit ihm nicht rechten,  jedoch mag, um einem immerliin 
moglichen Missverstandnisse vorzubeugen, ausdrücklich bemerkt werden, 
daas auch d a ,  wo Her r  LI., wie S. 49 ,  Ausdrücke mit einem ,,fiude 
i c h L L  einführt, nur  bekannte Darstellungsformen gebracht werden. Neu 
ist lediglich ein Factor (- l)", durch welchen S. 43 B e  e z  ausdrücklich 
corrigirt wird. Doch ist dieser Factor  wohl nur  durch Uebcreilung liincin- 
gerathen,  d a  aus den Gleichungen: 

Ganz u n  r i  c h  t i g und irre fiihrend ist die Bemerknng S. 46,  ,, dass 
der Ausdruck für das Krürnmungsmaass im allgemeinen Sinne sich nicht 
durch die  Coefficienten des Linienelernentes ausdrücken lasse". Merk- 
würdiger Weise wird auch schan S. 48 das Resultat der Arbeit von 

L i p s c l i i t z ,  c i e l l e  B. 81 S. 230, durch welche jene Behauptung 8"s- 
drüüklicli widerlegt is t ,  richtig mitgcthcilt. Aber auch angenommen, diese 
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Bemerkung ware richtig, so wiirde daraus doch nicht folgen, , ,dass  
fur Mannigfaltigkeiten von mehr als zwei Dimensionen die Biegbarkeit 
ohne Dehnung nicht moglich sci"  (S. 46), sondern dass holiere Mannig- 
faltigkeiten, w e n  n ü b e r  b a u p  t ,  sich nur  unter  Verauderung des Krüm- 
mungsmaasses deformiren lassen. Die nach dieser verwirrenden Einleitung 
folgenden Bemerkungen über Deformationsfahigkeit sind im Ganzen 
richtig; es wird aber  jeden mit den einechlagigen Arbeiten vertrauten 
Leser eigenthiimlich berühren, dass S. 49 H e r r  11. die Entscheidung dieser 
Frage selbvt in die LTand nimmt u n d  erklart:  ,,Auf Grund dieser That-  
sachen muss , , i c h l ' ,  L i p s c h i t z  gegeuüber, B e e z  Recht  geben, wenn 
er die Deformationsfiiliigkeit der  Mannigfaltigkeiten hoherer Ordnung 
leugnet." Hatte e r  etwa die Bemerkungen von A. V o s s  geleseu, welche 
dersclbe über don fragliclicn Gcgenstand in den ,,Math. Annalcn" Bd. 16 
S. 147 macht, no würde er gesehen hahen,  dasri eine derartige Ent -  
scheidung nicht mehr erwartet wurde. E ine  genaue und  kurze Znsammen- 
stellung des vorhandenen Beweismaterials ware immerhin eine verdienst- 
liche Arbeit gewesen;  aber wem nützt  e s ,  wenn IIerr  D.  S .  55 versichert: 

,, Wie icli es auf der  eineu Seite für falsch halte, den Untersuchungen 
von R i e m a n n  und  I i e l  rn h o l t z  j ~ d e n  mathematischen Wer th  abzu- 
sprechen, wie dies n .  A. Dü h r i n g  und l ' o  b i a s  in schroffer Weise gethan 
Iiaben, so k s n n  ich ihnen docli auf der andern Seite nicht den  hohen 
Rang einraumen, den C a s p  a r i  ihnen vindicirt, wenn er sagt,  sie hatten 
die Geometrio E u  k l  i a ' s  als die allein scligmachende gestürzt." 

Im Schlusstheile der Arbeit giebt der Verfasser S. 65 eine Definition 
des Ra11me8 iu drei Satzen nnd  leitrt  dann fiechs Axiome ,,durch An- 
wendung der logischen Axiome'' daraiis ab, die aber ,, nur in  unwesentlichen 
Punkten von den von W u  n d t gegebenen" abweichen. Zum wirklichen 
Aufbau der Geometrie sind noch zwei weitere nothig, die auch aus- 
gesprochen werden. Diesen Aufbau hat  I l e r r  D. vorlaufig nicht aus- 
geführt, weshalb wir keine Veranlassung liaben, auf diesen Theil nahcr 
einzugehen. K. SCRWERING. H. HOVEBTADT. 

CIoniometrie und ebene Trigonometrie dargestellt von Dr. E. SUCHSLAND, 
ordentlichem Lehrer am Gymnafiium zu Stolp. Stolp i. P. 1881. 
Verlag von C. Schrader. 32 S. und eine Fignrentafel. 

In anspruchsloser Kürze tritt  uns  hier ein recht gutes Lehrbüchelchen 
gegeniiber, welches durch manche Eigenthümlichkeit sich von den land- 
laiifigen Trigonometrien unterscheidet. 'Zunachst definirt der Verfasser 
die sechs bei einem rechtwinkligen Iheiecke moglichen Seitenquotienten 
und verwandelt s ie ,  nachdem das Dreieck so in einen Kreis verlegt 
wnrde, dass die Spitze des einen spitzen mTinkels im Centrum, die des 
anderen auf der Peripherie sich befindet, in  solche Brüche, deren Nenner 
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der gleiche is t ,  namlich d e r  Halbmesscr des Kreises. I m  Kreise wachst 
der Centriwinkcl aiich über die Grosse eines Rechten hinaus und gieht 
Anlans, d ie  Definition der Winkelfunct,ionen zu erweitern, so dam die 
Functionen der Winkel  irgend eines Quadranten auf gleichnamige Fiinc- 
tionen, heziehungsweise auf Cofunctionen von spitzen Winkeln zurück- 
gefülirt werden. 1st  sodann eine Formel, etwa die für sin (cc + /3) nnd 
cos (a 4 @), fur Winke l ,  welche zusammen den ersten Quadranten nicht 
überschreiten , geometrisch bewiesen, sa  dient die erweiterte Definition 
zur  allrniiligen Erweiterung des Satzes. Die i n  dieser Weise streng be- 
handelte Goniometrie führt bis auf Seite 22. An sic schliesst sich die 
Trigonometrie a n ,  welche nach geometrischer, durch Ziehung der drei 
Hohen eines Dreiecks vermittelter Ableitung des S inus~a tzes  die weiteren 
Folgerungen, als T a n g e n t e n ~ a t z  u n d  dorgleichen, nur  durch analytische 
Ableitung vollziebt. D e r  sonst hanfig in  den Vordergrund gestellte Cosinus- 
satz tritt  nur  anhangsweise auf. CANTOR. 

Uebnngabuch zum Stndium der hoheren Analyeis von D r .  OSKAK SCBLO- 
MrLca, Geh. Schulrath im kgl. sachsischen Miuisterium des Cultus 
und offentlichen Onterrichts. Zweiter Thei l :  A u f g a b  e n  a u 8  der  
I n t e g r a l r e c h n u n g .  I I L A n f l .  Le ipz ig lS82 ,  beiB. G.'i'eubner. 
V I I ,  384 S. 

Die III. Auflage des ersten Bandes dieses Uebungfibuches, Aufgahen 
aus  der Differentialrechnung enthal tend,  ist 1878 erschienen und Band 
XXIV, hi&.-literar. Abthlg. S. 107 angezeigt. Nacli vierjahriger Zwischen- 
pause erhalten wir heute  die nene Auflage des zweiten Bandes. Auf- 
gaben aus  der Integralrechnung zusammenzustellen, ist insofern misslicli, 
a l s  hier die  Ausdehnung des Gebietes weit mehr personlicher Willkiir 
unterworfen is t ,  als dieses bei der  Diffetentialrechnung der FaIl ist. Dort 
wird man sclten zweifelhaft sein konnen,  ob dem Schüler der Diffcren- 
tialrechnung dicse oder jenc Anfgabe auch wirklich zuganglich i s t ;  ganz 
anders hei Aufgabon der  Integralrechnung, W i e  weit gehort die Lehre 
von den bestimmten Integralen, wie weit die von der Integration der Dif- 
f e r e ~ t i a l ~ l e i c h u n g e n  der sogenannten Integralrechnung im engeren Sinne, 
d. h . ,  deutlicher ausgesprochen , Vorlesungen über Integralrechnung an? 
Auf diese Frage  wird fast jeder Lehrer e ine andere Antwort ertheileo, 
u n d  seine Schüler werden dementsprechend bald Uebuugsbei'spiele ver- 
missen, bald welche für ihre Krafte zu schwer finden. Bei unserer Vor- 
lage mochte der  letztere Fa11 haufiger als der  erstere cintreten, indem 
der  Verfasser einen ziemlich weit ausgedehnten Lehrgang der Tntegral- 
rechnung voranssetzt. CANTOR. 
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Ein Beitrag zur Lebensgeschichte des Magister Joannes 
de Praga. 

Von 

JOSEF TEIQE 
in Prag. 

Anlnss zu dieser Arbeit ha t  H e r r  J o h .  M ü l l e r  durch Veroflent- 
lichen folgenden Schreihenrj irn ,,Anzeiger für Kunde  der deutschen Vor- 
xeit", Jahrg. 26 S. 1-2 gegcben, welches ich nach meiner eigonen 
Copie vervollstandige. Es Iautet : 

,, Aenens Sylvius Poela Joanni Scinde1 singulari Astronotno viroque pro- 
batissimo. 

Reversus nunc ad Caesarem insignis miles Procopius de Rabenstein, lui  
meique amanlissimus, retulil, quod mihi summae voluptali fu i l ,  me tibi dilec 
luni esse, meusque lileras, quus saepe ud crmicos scribo, /rio judicio admodum 
comrnendari. Uirumque apud me mirum es t ,  yrcid enim in me est quod a te 
Viro lcrudalissimo dilibi debeai? quid n issu~n epislolae mene in se hnbent, quod 
luude digi~urn videuiur? Nihil ego unquam erga te boni opernlus sum. Mores 
qei  communes sunt ,  vivo r i t  vulgus hominum, nulla singulariias in nre esl, 
nullu praeslanlio, nuila virlrcs, quae non d i s  cornmunis sil. Epistolae nierie 
planae sunl, aperlum slilum hnbent, currenli calamn pictae sunt. Nihil his 

comissum est ,  quod in sermone vulguri non cadat. Non est i n  illis ornalus, nori 
lepos, non gravilas. Nudae sunl el solum nnimi mei indices. Cur erg0 me 
colas vel i l lm  magnifacins! n o  se fo ,  nisi quod homines sunl quidam tuntn boni- 
lrrte praedicli, ul omnia commetade?il. Econira vero quoyue malilin lanla quo- 
rundam es t ,  ut omnia quae vident quneyue uudiurrl, viluperenl. T u  inter 
primas numeruri vis el  sapis certe, qui  laudando potius quam viluperando vis 
excedere. Verum iuu l aus ,  quam mihi adsrribis,  elsi nieriium excerlil meuni. 
mihi tamen jueunda est. Quis enim non polius indignnm laudsm quam indig- 
num tdiiperium ferat? Al quia laus en demum dulcis es l ,  quae a laudato vira 
procedii: magno me munere donntum arbilror, dum luis me ver l~is  exlolli aurlio : 
sumus enim omnes cupidi laudis el ut Cicero dicil: optimus qirisquc cupiditale 
gloriae tangilur. Leniculus ille Demoslhenes etium sustrrro mulierculae aquanr 

Eiat.-lit Abthlg. d. Zeitsohr. f.  Math. u. Phym. XXViiL 2. 4 
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ferenlis oblectari se dicebul, dum audiret. se transeunde: Hic es1 ille De-  
moslhenes gui el Senatrtm et Theab-um suae oraLionis v i  modernlur. Obleclor 

et ego, dum me luis verbis eommenriuri percipio, quamnis non srrm is yuem 111 

judicas. Pleriyue hoc viiupernnl orllentqur polius çenlemni quam Iriudrtri. 

verum ego has I«itdes luns non rrdjacfanticim, quiu mihi sum cor~sciirs. sed ad 

incitrimenta viriulum recipio . rlniuius operam , iri talis s im,  qualem me prac  

dicas,  ne fnmo,  yuvm d~ me i~ulgo prat tes ,  ornnino si1 irrilu. Plurn in hunr 

senleliu~n dicere possem, sed « h i 1  hoc loco dispulolio, f(zcessnnl argitmenia. 

Agamris invicem, ut nmicorrin~ est. Nunql~ilm ego te uidi neyiir 111 m e ,  titi 

rirbilror. ~ l i d i s f i ,  s e d  l u a  f a  m u  f rc c i l ,  trl t~ unice observent, n a m  s ti e c u  1 i 

n o  s l r  i p r r~ e c i p  i u m d e c  il s c O n s e r i s :  yui et siderum czcrstts el [zclitr«s 

lem~~estn les  el peslrs el sleriles cl ferliles rrri~ios rr n i c  u s  praerlicere noris. 

Hincie amo.  colo, observo, sumr/îre lirus, num ~:ii.lzls homini es[. ztl el yrlus 
riioiquom t i i d im~~s  omrire non facial. Hinc v?lrres illo F d ~ i o s ,  Scipiones, h- 

bricius cuelerosr/ue ~ ~ i r l r r l ~  pruesluntes, qui  mtdlis anle nos suecidis ritrrm 

~ x r l e r u n t ,  eliam niortiros diliqimus. Sicut [unddoris no.~lrae fi.lt2i zvl aposlol~is 

uel martyres si~tgrtlnri dei:olione el n f cc tu  veneranizw. Virlirs nurnque sui 

natirru nmahilis psi, r:iiiunt rero odilde. Tic e r g o ,  v i r  p r a e s i n n t i s s i n z c ,  

j u r e  a m e  a m u r i s ,  q u i  f u n  s i n q r r l a r i  n e  p r a e s l a n f i  v i r l i t l e  n o s  - 
l r u m  o 1.12 a s  s a e c u  I u m .  M e ,  cur lu diligns! non scio,  ut  inmen diligerc 

non cesses oro el observo, mag~iifacio nurnrjue tuum umorem el tirnari nie 111u 

dileciiune non rttnbigo. Yerseveru iyilur, nom eisi noiz sum yirem 13eri.s. i s  

inmen s u m ,  qui rliligenies me reciproce diliyo, iolisqi~r: viribus am». 

Vale M .  CCCCXLI." 
Au8 diasem Briefe geht wohl hervor, dass J o a n i i  e s  S c i n d e 1  

( S s i n d e l i u s ,  S y n d e l i n s ,  eigentlich aber  S c h i n d e l )  ein vornelirnrr 
Mathematiker seinar Zeit war, und haben wir dennoch nur  einige oft 
liickenhafte Biographien, wie Dr.  K a l i n a  v o n  J a t t  e n s t  e i n ' s  ,,Nach- 
richten über bohmische Schriftsteller und Gelehrte" (Prag  1845) in  riep 

,, Abhandlungrn der konigl. bohm. Gesellschaft der Wiesenschaften ", P a  - 
l a ç  k f ' s  in der  ,, Zeitsctirift des bijhrnischen Museum " 1829 (b~lirnir;cli), 
P r o  c h a s  k a ,  ,, De seculnribits urtium liberaliurn " u. éi. W. Darurn will icti 

in dicseii Zeileu die hochvprdiente Aufmerksamkeit auf' diesen G ~ l ~ l i r t e r i  
lenken und eiiiigc Bcitrage zu seincm Lebcn licfern. 

Wedrr  die Zeit der Geliurt, noch die Familie, aus  der uiiser Scl i  i i i -  

d e l  entstarnrntt?, sind bekannt. Nur das steht fest ,  dass er zu Knnig- 
gratz geboren wurde. Wir kennen mehrere Familien dieses Narnrns, 

z. B. Schindel von  Eberhartz ,  e ine mabrische patrizische Familie, w c l c l ~ ~  
in der zweiteii Halfte des XVI. Jahrhunderts  in P r a g  erschr.int, a b ~ r  iin 
XVIII. Jahr11undei.t erlosch; im  Bunzlauer Kreise wird zuin .Talire 1383 
ein Wscl ie~law Schiridel von Nudwogeuilz geriarint nrid irn ,, Librr dec~i 

noritm ioriversilnli.\ Prayensis" begegnrn wir e inrm Bacctllauriu~ J n ~ n n ~ s  
Sindel de Swydenicz jzuin .lalire 1386). Aueh in dem der Stadt Ii<joig 
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gratz  nahen Sciilesien kommeu Schindel vor, welche der Bchlaclit mit 
'rartaren im J a l ~ r r  1241 beigewohnt hahen,  und  irn J a h r e  1342 wird 
Hainz Scliindel A~sefisor bei der gehaltenen Ritterrecht zu Schweidnitz 
genannt. Als sein Geburtsjahr setzt man 1350 oder 1375. E r  studirte 
anf der Prager Universitat,  wo e r  sub decannlu Jl ia~inzs  d e  Monslerberg 
(1395)  I3accalaurius wurde und  sub decanulu Danieli d e  Pragn  mngisler itr 

nrtilius ( 1 3 9 9 )  und  schon in deinselben J a h r e  hielt er bereits Vcrlesungen 
ala Liçentiat. (3lonumeuta liist. uriivers. Pragentiis tom 1. a d  h. a.) Im 
Jahre 1406 erschpint er als Director der St.  Niclas - Schale,  aber sclion 
im nkichstfolgenden J a h r e  bis 1409 war er in W i e n ,  wo e r  Vorlesungeri 
iiher Matliernatik nnd Astronomie hielt,. (Vergl. A Y cl1 b a  C, h l  Geschichte 
der Wiener Universitat,.) Ueber sein segensreiches Wirken sagt  der 
Wiener Astronom und  Leiharzt des Kaisers Maxinlilian I., G e  O r g  T a n  - 
s t e t t  e r ,  iri dem eeiner Ausgabe , ,Tabulae ecclipsiuin Georgii P r u e r -  
Iiacliii" (1514) beigefiigten Katalog der Wiener  Matheinatiker zum J a h i e  
1406: ,, Mr~ihemc~l icz~m G'yn:uasii V iennens i s ,  yui vaniu j u c u v d a  yuidem in 

Aslrononiia ~Enboravii.  " [Vergl. auch A. K a s  t n  e r ,  Gescli. d .  Matliematik 
Bd. 1, und F. v. Z a c h ,  Monatliche Correspondenz zur  Heforderiing der 
Er& nnd Flirnmelçkunde, Gotha, Hd.  XVIII u. XIX.) Nach l'rag zu-  
rückgekelirt, wurde s r  1410 (von Georg bis Galli) zum Hector der Uni-  
versitat erw2hlt. Unter  seinem Rectorate wurde beschlosseri , die vom 
Erzbischof Zli  y u  èk verlangte Verbrennurig der W i k l e  f'~cc2ieii Hiiclier 
uicht zu bewilligen. Von dieser Zeit an wirkte er fortwahreud au der 
l'rager Eiochschule als leciur o r d i r i ~ r i u s ,  wie dies eine von K h i g  W e n -  
z R 1 IV. xusgeschriebcno allgemcine Steuer (berna r e g d i s )  beweist, gcrnAes 
welcher die Stadt  Cxaslan angewiesen wird,  jiihrlich 49 Schock an den 
Alag. J O  a n S c  h i n d a 1, ., dortor  el leclo7- ordinnrius flnir~ersilnfis s p d i i  Pra-  

ge~tsis", zu entiichten (Materialien zur Gesch. u. Statistik von Bohrneii, 
rd. I t i c g g e r ,  I V  p. 829; vergl. auch T h o m .  Mi t i s  i ~ i  fnrrog.  prini. 

11, 143.) Als B I n n  c h  i u s  , der gdehr te  Astronom Italieus , ,, lahrr/ae mu- 
tiiirm coeleslizcnt " an Kaiser F r i  e d r i cl1 III .  überoandte, sclirieb e r  unter 
Anderem : ,, Quu i ~ i  r e  doctorum hr~mi?rzm correclioni el prrrecil~ite Joannis 
Prngemis,  v ir i  accutissimi j u d i c i o ,  m e  ipsum si~bmit lo".  Es ist zweifellos, 
dass J o a n n e f i  P r a g e n s i s  mit unserem S c h i n d e l  identiscli is t ,  aber 
diefies Fehlen des Familiennamens bereitet uns grosse Schwieiigkriten 
im Erzalilen der weiteren Gescliicke. E s  ersclieinen n h l i c h  in den 
,Jaliren 1440 -1480 mehrere J o n i i n e s  P r a g e n s i s ,  J o a n n e s  d e P r a g a  
il. S. W. Nur das konnen wir bestimmt sagen,  dass unser Mathematiker 
mit einern Priester dieses Namens, welcher in den Jahren 1420-1436 
1)orulierr der Metropolitankirclie utid nacli dieaer Zeit der Wiscliegradei 
Collegialkirclie war ,  verschieden ist. ( H a i n  m e ré; c II ni i d t ,  Gloria et 
majestas ecclesiae. Wisaehradensis, p. 582 u. 583.) Der fieissige Sammler 
B. B a l b i n  sagt ,  dass er aiicli ein Arzt und GeechiçhtscLreiber war, was wir 

4 *  
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ein anderes Mal erzahlen wollen. Nach demselben Historiker hat  er dern 
grossen Collegium 200 Handschriften geschenkt. E r  starh um das Jahr 
1450 (Dr. S a  z i m a ,  Tentamen historiae medicinae. Vergl.  K a  1 i n a 
v. J a t t e  n s t e i n , Nachrichten , wo das J a h ï  1444 gesetzt wird.) 

Recensionen. 

Die Einhei t  der  Naturkrtlfte u n d  die  Dentnng ih re r  gemeinsamen Formel. 
Von O. S C I I M I T Z -  DUMOPIT.  Berlin, Duncker's Verlag (C. Hcy- 
mans). 1881. I V  u. 168  S. gr. 8". 

,, D e r  allgemeine V e r  n u n f t i n s t i n k t des Forschcrs verfolgt cin 
ideelles Ziel,  und das heisst: moglichst wenige letzte Ursachen,  wo mog 
lich nur  eine einzige " - so sagt der Verfasser gleich im ersten Absclinitte 
seines Buclies, und  indem er  seinerseits diesem , , ideel lm Ziele" nach 
Kraften zustrebt,  findet er es ,, naheliegend , nachzusehen, oh jene 
vielen Crsachen nicht Modificationen einer einzigen s ind ,  und diese ein- 
zige (Ursache) nicht etwa in einer neuen phantastischen C o n s t r u c t i o n  
ZU vermuthen, sondern iu der einfachsten und allgemeinsten W i r k u n  gs .  
w e i s  e ,  welche wir bis dahin beobachtetcn". 

Die  Zahl der Ursachen-Forscher ist heutzutagr: grosser als jemals; 
aber wenn man nntersuchen will, was dieselhen eigentlich r n e i n ~ n ,  wenn 
sie von ,, Ursachen " reden , so kommen manchmal sehr wiinderliche 
Dinge , unklare , schwankende , widerspruchsvolle Begriffe zum Vorschein. 
Schale der  Leser  ails obigem Text  sich einmal den einfacheu uackten 
Satz heraus, so hat e r  folgende Wortverbindung vor sich: I çh  vermutlie 
die einzige U r  s a c h e (aller Naturerwheiuungen) nicht etwa in einer 
C o n s t r u c t i o n ,  sondern in einer W i r k u n g s w e i s e  - und nun mag 
er seineu , ,Vernunftinstinkt" anstrengen, um lierauszufinden, was Herr 
S c  h m  i t z - l> u m  o n t  sieh Iiier wohl unter eiuer ,,Ursachell eigentlich ge- 
dacht haben mag. 

Beim Aufsuchen obiger ,, einfachsten und  allgemeinsten Wirkungs- 
weise" gelangt der Verf. zu derjenigen Wechselwirkung, welche dem 
umgekelirteu Quadrat  der Entfernniig proportional ist , und entsclieidet 
sich hezüglicli der , , W a h l ,  ob wir. diese Kraft  i n  anziehender oder ab- 
stossender Weise wirkend annehmen wollen, ganz entschieden für  die  
A b  s t O s s u n g. Denn  : ,, Hierzu fülirt schon die ninfache Betrachtung, 
dass bei Anziehung allein, wie gross aucli die urspriiiigliahe kinetisclie 
Energio der Materie sein moge, schliesslich alle Korper sich in einen 
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cinzigen Klumpen zusammenhallen müssten, womit nicht allein ein Ende  
der Welt prophezeit wiirde, was bai der g r e n z l o f i e n  Daner verflnsae- 
ncr Zeiten schon langst hatte erreicht werden miissen, sondern auch ein 
Widersprnch gegen das Princip von der Erhal tung der Kraft ge- 
setzt ist." 

Wir überlassen és  dern Leser, über die Wucht  und Tragweite dieser 
13rhaiiptiingen, drnori d ~ r  Verf. keinen besondern Beweis beigefügt hat, 
sich selbst ein Urthcil zu bilden, und  mochten n u r  im Vorübergehen auf  
die Ait und Weise aufmerksam machcn, wie hier die ,,grerizlosen" 
Grossen verwertliet werden. - Obschon nun ,,sich der  gewbhnlichen 
Vorst~llungsweise die Meinung aufdrarigt, es müssten (hei Aufstellung der 
llypothese einer allgemeinen abstossenden Kraft  als einzigcn Urkraft) 
sich die Korper im Raumc z e r s t r e u e n ,  die ganze Wclt  auseinander- 
flipgen ," so halt dies, wie gesagt,  den Verf. keineswegs a h ,  seine 
gaoze Theorie auf diese eine Hypothese aufzuhauen, und e r  formulirt 
dieselbe folgendermassen : ,, Es giebt nichts Anderes, als Kraftcentra von 
gleiclier Intensitat in  verschiedenen Zustanden der Rewegung, welche 
abstossend, umgekehrt proportional dem Quadrat der Entfernung auf 
einander wiiken." Hierbei erwahut der Verf. auch j e n ~ r  ,, bekannten und 
sel i r  b e r e c h t i g t e n  B e d e n k e n " ,  aus welchen gewisse Physiker , ,die 
Idee einer fernewirkenden Kraft als unhegreiflich und unzulassig über- 
liaupt abweisrn", und vertrostet die Leser auf einen spafcrn Abschnitt 
seines Buches, in welchem dargetbau werden soll, dass die von ihm 
benutzte f'ernwirkende Kraft eigentlich gar keine , ,Kraft  in  dem mit 
Recht angefochtenen Sinne" k t .  Dasselhe Verfaliren, eineii Begriff vor- 
laufig bei der Betrachtung zu Grunde zu legen, mit dem Vorbelialt, 
tienselben spiiter zu elimiuireu, weil er riauilich , ,ein Nest von Wider- 
spriichrn und zugleich ganz unnotliig' ' sei ,  brfolgt der  Verf. anch bezüg- 
lich des ,, korperlichen Domicils der Krafte". E r  meint,  , ,es  konne 
einstweilen keinen Schadon verursachen, wenn wir der  Kraf t  ainen 
materiellen Aufenthaltsort gonnen";  derselhe bestelit in , ,untheilbaren 
rnateriellen Knrperchen ", welche allesammt ,, K u  g e l  n von gleicher GrOs~e  
sind". Diese Kugeln nun stellen die ,,Aetherelemente" Tor, und  weil 
sie ,,nach den gegebenen einfachsten Bestimmungen ebenso wirken, 01s 
wenn ihre ganze Kraft im  Centrum des K ~ g e l e l ~ m e n t e s  concentrirt ware, 
so werden aie schlechtweg Kraf tp  u n  k t e genannt ". 

Non aber fahrt der Verf. fort: ,,Vorerst ist klar,  d a s ~  zwei s o l c h e  
(also kugelformige) Kraftpunkte nie  zur Berülirung gelangen konnen,  
weil dort ihre abstossende Kraft  cx> wird; ihre Constanz als Element ist 
also gesichert." Dies muas dem Leser nicht wenig auffallen; denn falls 
ç.s wirklich wahr is t ,  was man soeben von den Kugelm i t t  e l p  u n  k t e n ge- 

lesen ha t ,  so ist  gerade die Berührung ein Hinderniss des Unendlich- 
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werdens, weil sie , ,die  Kraft  von der Form - $ ", welche fur abnehmen- 
r 

1 
des r stetig zunimmt, augenscheinlich niithigt, bei dcm Wcrthc -, 

P e i  
(wolei Q den Radius janer Kugeln bedeutet) stehen zu bleiben, und sie 
clamnach verhindert,  ins Unendliche weiter zn waciisen. 

Im I I .  Capitel theilt der  Verf. den Raum in würfelformige Kast-  
chen e i n ,  setzt Kraftpnnkte auf alle Würfelecken, ferner noch je einen 
in das Centrum der Würfel und iintersncht n n n  die Wirkung des so 
arrangirten Aethers ,,anf je  eines seiner verschohenen Elemente". Zui. 
Vereinfachung der Rechnung construirt er sich zunachst ein Quadrat mit 
vier festen Kraftpunkten und stellt einen funften, beweglichen in die 
Mitte. Dann verschieht e r  letzteren senkrecht zu einer Quadratseite um 
die St,recke z und beliauptet: , , D i e  Wirkung der vier Punkte  auf den 
um x verscliobeneu ist 

Hiorauf rechnet er für cine Roihe von Wcrtbcn der Grosse x die 
Werthe dieser Function aus ,  stellt letztere zu einer Curve zuçammen, he- 
stimmt den Nnllpunkt derselben und glaubt damit ,, eine h i  n r e i c h  en de 
Uebersicht der Bewegung eines Pnnktes  zwi~chen  vier quadratisch gelege- 
n e n L '  gegebeq und dargethan zu haben,  dass derselbe ,, eine s e  h r stabile 
Loge" besitze, weil er namlich , ,s te ts  nach dem Centrum zurückgetriehen 
werde,  so lauge er nicht über die Kullliuie verschoben worden sei". 

Hiergegen ist Dreierlei zu eririnern. Ersteus kann  namliçh von 
einer , , h i  11 r e i ç h e n  d e n  Uebersicht" über die Bewegung des betreEenden 
Punktes  doch kaum die R e d e  sein,  wenn weiter nichts als der Verlauf 
derjenigeu Fnnct ion,  welche den Werth dcr beschlcunigenden Kraft 
angiebt,  und  zwar nur für einen ganz singularen Fa l l ,  nntersucht wor- 
den ist. 

Zweitens ruht  der Beweis der Stahilitat auf hochst bedenklichen 
Voraussetznngen, namlich einerseits auf der Annahme,  dam die vier 
Ecken in den Raum unverrückbar festgeheftet s ind ,  andererseits dam 
der verschobene P u n k t  die Nulllinie wirklich nicht iiberschreitet. Damit 
ist die Strbilitat ja  in die garize Betrachtung liineinliypostasirt. 

Drittens überzeugt jeder  Mathematiker sich leicht,  dass die ohige 
Gleichung überhaupt falsch ist. - Ucbcr diesen seltsamcn Fehlor, der 
mcincs Wissens schon zweimal, narnlich von L a s s w i t z  in  den ,,Go& 
tingischcn geiehrten Anzeigen " und von W e r  n i c k r. in der ,,Viertel- 
jahrsschrift für wissenschaftliche Philosophie " gerügt worden is t ,  sagt der 
Verf. selbst in einam nachtraglich durch die Verlagshandlung v~rsandteo 
Blatte: die eigentlicli an die h~t re f fende  Stelle des Buches hirigehorige 
Gleichnng sei irrthümlich a u ~ ~ e b l i e b e n ,  und die dort sich vorfindende sei 
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,, aus einem Mittel für verscbiedcne Schnitte annahernd gebildot wordenL'.  
-- Hiermit ist dieselbe der mathematisclien Controle natürlicli entzogen. 

Aber mag es sich nun auch mit der Fundirung jener Gleichung ver- 
lialten wie es will: eine R ~ c h n u n g ,  die auf der Annahme beruht ,  dass 
gewisse regelmaesig grnppirte Punkte  in den Raum unbeweglich fest 
gezanbert seien, h6rt jedenlalls uuf, eine genügende Dasis z u  bilden, 
sobald man auf jenen Zauber verzictitet, deri Atomen ibre Reweglicbkeit 
ziirückgiebt und ~ i e  blos ihrer eigenen abstossenden Eigenschaft überlasst. 

Der Verf. wendet sicli i n  einem weitern Abschnitte seines Buches 
(lem ,, K6rperatom6' zu und  stellt sich demselben folgenderinassen g e g c n ~  
über: ,, Da nacli unserer Hypothese nur Kraftpunkte in  verscliiederien 
i3ewegungszustiinden existiren, so steht uns nicht die bisher übliche be-  
qurme Metliode zu Gebote, aus harten,  untheilbaren Korperchen Materie 
za construiren ode! willkürlicb sogenannte Dynamidensysteme aufzuhauen, 
welc,he K6rperutome geuannt  werden und zii deren Constanz verschiedene 
m u e  Kraftesorten nothwendig w#ren. Wenn ails unseren Kraftpunkten 
ohne Zuhilfmahme neuer Krafte keine constanten Gebilde construirbar 
sind, so taugt unsere Hypothese Niclits; diese Construction ist aber 
moglich." - Und nun kommt ein Beweis hierfür, den ich als Prolie der 
Art, wie der Verf. , ,construirtii ,  mittheilen will. 

, ,Hat  ein P u n k t  des Aethers eine hinreichend grosse kinetische 
Energie A ,  um aus der Gleiçhgewicbtslage die Kulllinie seiner nachsten 
Nachbarn e u  überschreiten, so wird er auf seiner Uahn auch die Null- 
linie jeder andereu Nachbarn überschreiten, s O f e r  n d e r  e n  g e o m  e -  

t r i s c h e  L a g e r u n g  d i e s e l b e  b l e i b t .  Denn von der durchl~roçhenen 
Nulllinie bis zum Gleichgewichtspunkte der nachsten Zelle (!) erhalt er 
wicder die g a n z  e kinetische Energie ,  welche g r  von dem vorigen Gleich- 
gewichtsponkte bis sur  Nulllinie verloren hatte. (Ein Rewois liiorfiir 
,,iihne Znhilfenahme neuer Kraftesorten", d. h. unter Vorauoeetzung be- 
m eglicher ,, Ze1l"- Ecken , wird gar nicht versucht.) In einein hoinolog 
gebauteu (fest?) Aether kann ein P u n k t ,  dem ein solches Uewegungs- 
mornent ertheilt wird oder der es ursprünglich besitzt, nie zu einem 
Ruhezustande gelangen." 

Aiif  dieser Basifi wird Dun der Cebergang oder vielmehr -Spriing von 
e i n e m  bewegten Kraftpunkte zu einer ganzen Gruppe sslcher Punkte 
uud damit znrn Korperato~n vollzogrri. Dies gesehiebt, wie folgt : ,, Besitzt 
eine Gruppe solüher zunachst liegender Punkte  das A entsprccliende 
Bewegungsmoment, und wird diese Gruppe durch eine Kraft  in ein und 
derselben Lage  z u s a m  m e n  g e h a l  t e n ,  so dass eine Zerstreuung der 
Kraftpunkte im Ae,ther verhindert wird,  so wird diese Gruppc alleu ahn- 
lichen gegenüber die Erscheinungen der harten , stossenden, grcifbaren 
Materie zeigen, welche sich im Aether wio in eincm leeren Haume be- 
wegt." - Hier  weiss man nicht: denkt  der  Verf. sich die , ,Grl ippe" 
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etwa als eine einzelne R e i h  e von Punkten ,  die  nach-  und hintereinander 
dieeelben ,,Zellen"mitten durchschreiten? oder sind die Punkte  auch 
n e b  e n e i n  a n d e r  gruppirt und  dann so geordnet,  dass sie alle genau 
durch die Mitten benachbarter Zelleu hindurctipassiren? - Sollte debei 
eine Ze l l -Ecke ,  die von alleu vier Seiten zugleiçh durch die abstossende 
Kraf t  von vier benachbarten Punkten der  , ,Gruppe l '  in  einer und der- 
selben Richtung vorwiirts getrieben wird,  nicht doch etwa derartig in 
Motion kommen , dass das schone ,, tesserale " Gefüge erheblich in Gefahr 
geriethe, zumal d a  hinter den ersten vier Kraftelementen der , ,Gruppoi'  
leicht vier andere u n d  immer wieder vier andere heranrücken konnten, 
die das von jenen begonnene Zerstorungswerk fordern und znletzt die 
wundervolle Ordnung des ,,homolog gebildeten Aethers" in unheilbare 
Verwirrung bringen mochten? Und wie ers t ,  wenn die Gruppenpunkte 
nicht gerade die M i t  t e n  der ,> Zellen " passireri? oder wenn die Richtung 
ihrer B e w ~ g u n g  den tesseralen Axen niçht p a r a l l e l  i s t ?  - I n  solchen 
Fiillen lasst die vom Verf. vorausgeechickte Hechnung uns ganz und gar 
im Stich. 

Nun war vorhin für die Giltigkeit der Schlussfolgerung noch aus- 
driicklich die Bedingung angegnben, dass die betreffende ,, Gruppe durch 
eine Kraft in ein und derselben Lage zusammengehalteu werdeLL. Mit 
Bezug hieraaf fabrt der Verf. fort: , ,Es  sol1 nun gezeigt werden, dass 
gewisse Strnkturen und Bewegungen solcher Gruppen alle diese Eigen- 
schaften der widerstandsfahigen panderablen Materie aufweisen konnen, 
ohne dass ihren Elementen eine andere Kraft zugesprochen wird, als die 

1 
Kraft  - -. Infolge des Gesetzes - - kaon ein Kraftpunkt mit be- 

r4 r2 

liebig grosser kinetischer Energie eino Xeihe solcher nicht durchbrecben, 
wenn der Winkel seiner Bewegungsrichtung mit der  Riehtung jener Reihe 
hinreichend klein ist ,  sondern e r  wird von jener Reihe d a m  R e f l e x i o n s -  
g e s e t z  e n t s p r e c h e n d  z u r ü c k g e s t o s s e n .  (Ein Beweis steht nicht 
da. Verf. beruft sich auch nicht auf einen schon dagewesenen oder etwa 
noch zu erwartenden Beweis fiir diese Behauptuug.) E ine  im Aether 
r O t i r e  n d e Ir. r e  i s e b e n e (!) von Kraftpunkten wird deshalb einen sta- 
bilen Cornplex bilden , wenn ihr Durchmesser bei einer gegebeuen Winkel- 
geschwindigkeit hinreichend gross und  die Potentialenergie ihrer Kraft- 
punkte ,  vermehrt iim ihre Drehungsenergie (!), gleich ist der  Potential- 
energie einer gleichgrossen Flache des ausscrn Aethers; mit einem Worte, 
wenn die rotirende Kreisflache eine gewisse Anzahl weniger Kraftpunkte 
anfweist,  als eine gleich grosse Flache des umgebenden Aethers." 

In  dieser Entwickelung documentirt sich eine klaffende Gedanken- 
Iücke. Wie kommen wir von der ~infacl ien Gruppe zu e i u ~ r  , ,rotirenden" 
Groppe?  Wie gelangt ein Kraftpunkt überliaupt iu die Lage,  um irgend 
ein Centrum eu rotiien'? Bis dahin k t  doch n u r  von einer Vorwarts- 
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bewegung in gerader Linie  und von einer (problematischen) , ,Zurück- 
stossung nach dem Refl~xionsgesetz" die Rede gewesen: auf welche Basis 
hin sol1 denn der  Leser nnn die Bewegung eines Kraftpunktes i n  ge- 

1 
schlossener Curve als Conseqnenz der Kraft - - annehmen ? Und erst:  

r2 

Wie kommt eine G r n p  p e von Kraftpunkten dazu ,  um ein g e m e i  n -  
sc b a f t l  i c h e s  Centrum zu kreisen und auf diese Weise jenefi sonder- 
bare Gehilde darzustellen, was der Verf. , ,rotirende Kreisflache" nennt?  
Wie kommt ein Kraftpunkt  dazn,  ,,UrehungsenergielL zu haben, wenn 
er mit keinem andern Punkte ,  mit keiner Axe durch ein festes Band 
zusammenhangt? - -  J a ,  man ktinnte dio ganze Rotationsthese a n  der 
einzigen schwachen Wurzel ,  mit welcher der Verf. fiie durch ein , ,des- 
halb" verhnnden hat , antasten und  fragen: Warum m u s  fi  ein Punkt ,  
wenn er von einer gewissen , ,Re iheM wegen Kleinheit des Einfailswin- 
kels ,,refiectirt" worden und nacliher a n  eine,zweite Reihe kommt, dort 
jedesnial unter einem Winkel  aufprallen, der  zum Eindriugen auch wieder 
zu klein ist? Und die aufeinander folgenden Bahnstücke, müssen die - 
im Innern des tesseral zolligen oder sonstwie ,, bomolog gebauten Aetbers '' 
- auch stets in einer und  derselben Ebene  liegen, wie dafi die ,, rotirende 
Krei~flache" doch Beides yoraussetzt? Gründe! - Aber selbst wenn 
Alles das auch in schonster Ordnnng ware, so fehlt immer noch jede 
Basis für die ,,Drehungsenergie", und gerade diese bildet den Kern-  
und Angelpunkt, ohne welchen die ganze Atomtheorie des Verf. in ein 
reines Nichts zerflllt. 1)enn die ,, Stabilitiit des Atoms " beruht wesent- 
lich anf der Voraussetznng, dass die ,,verminderte Potentialenergie an 
jedem Orto e r s e t z t  w e r d e  d u r c h  D r e h u n g s e n e r g i e " .  

Von seiner , ,rotirenden Kreisflache" ab schreitet der Verf. nnn rssch 
vorwartfi. , ,Denken wir uns nun eine K u g e l  von Kraftpunkten und 
ertheilen derselben eine stets rascher werdende Rotation um einen ibrer 
Durchmesser . .  . Denken wir uns dagegen eine Gruppe von Kraftpunkten 
in R i n g f  o r m  mit kreisformigem Querschnitt und einer Rotation in dem 
Querschnitt . . . Ein  solches Ringatom konnte ausser seiner Rotation im 
eben besprochenen Qiierschnitt auch noch eine solühe in der dazu senk- 
rechten Ebene i n  der Axe A des Ringes habcn" etc. - Und so con- 
struirt der Verf. ruhig weiter und baut auf seine Atomtheorie noch sieben 
weitere phy~ikal ische Capital auf ,  welche folgende Ueherfichriften tragen : 
Bewegnng der Korper  irn Aether, Gravitation, Cohasion, Licht,  Warrne, 
Elektricitat, Magnetismus. Es  würde zn weit führen,  wollten wir den 
Inhalt derselben auch nur  flüchtig hier durchgehen; wir müssen die Leser, 
welche Interesse daran haben, die Schlüsse des Verf. kennen s u  lernen, 
auf das Original verweisen. Wesentlich kam e s  uns hier daranf a n ,  das 
F u n d a m e n  t der  ganzen Theorie zu prüfen, und in dieser Bezkhung  
geht unser Urtheil dahin, dass der Verf. sich die Grnndlage seiner phy- 
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sikaliecheri Entwickelungen , die Korperatome u#mlich, durchaus nicht 
auf rechtskraftige Art und Weise erworben h a t ,  dass es ihm nicht ge- 
lungen is t ,  dieselben ails seiner Fundamenta lhypothe~e  heraus zu dedii 
c i ren,  j a ,  wir verrnogen kaum den ernstlichen Versnch einer solcheu 
Deduction zn erblicken. Auf die  Stipulation eines Systems unbeweglich 
irn Kaurne festgehaltener Kraftpunkte fol@ eine Gleicliung von nricontru- 
lirbarer Herkunft ,  und darauf eine numerische und graphische Dartitellung 
von aufeinander folgenden Werthen der beschleunigenden Kraft fiir die 
Bewegung eines einzelnen mobilen Pnnktefi, der in  gerader Linie und 
in  einer ganz .specirllen Richtung fortschreitet. Wie  diese geringfügige 
mechnnische Entwickelung sclinn alo eine geiiügende Hasis angesehen 
werden konne für rutirende Bewegung, kreisende Punktgruppen,  Ring- 
atome etc.,  und dazu noch in einem Aether von lauter f r e i e n  Elemen- 
tarbestandtheilen, ist nicht abzusehen. - Vorhin haben wir schon des 
Verfassers Satz citirt: , ,Wenn aus unseren Kraftpunkten ohne Zuhilfu- 
nahme neuer Kriifte keine constanten Gebilde constrnirbar s ind,  so taugt 
iinsere Hypothese nichts; diese Construction ist aber moglicli." Ueber 
die  Mtiglichkcit ,9011 hier nicht gestritten werden; sofcrn der  Lescr aber 
den B e w  e i s  derselben durch eine vom Verf. wirklich geleistete Con-  
struction erwartet ha t ,  sieht er sich getauscht. 

Das ganze Interesse a n  einem solchen Beweise bernlit iibrigvns 
wesentlich auf der  Annahme,  dass der Verf. sein oben schon erwalintes 
Versprechen, irn zweiten Ahschnitte des Buclies den Leser über die Natur 
der von ihm benutzten Kraft  zu beruhigen, halten werde. Dieser zreite 
Abschnitt führt don Titel:  , , B u c h  B. E r k e n n t n i s s t h e o r e t i d e  

D e u t u n g  d e s  G e i e t z e s  -A.'' D a s  Buch B niin enthalt vier Capitel 
re 

und einen ,, Rückblick ". I n  dem vierten dieser Capitel, welches über. 
schriehen ist : , ,Die  arithmetische Form des physikalischen Causalhegriffs", 
findet sich folgende Deduction des fraglichen Wirkungsgesetzee: 

, ,Wie ausgefülirt ,  beobachten wir direct uur Veranderungen; alles 
Andere ist Folgerung aus solchen Veranderungen. Betrachten wir die' 
oinfachst mogliche V e r h d e r u n g ,  diejanige, welche stattfinden kann zwi- 
schen zwei Punktelementen. Alles, was bei solchen verandorlicli, ist 
ihre Entfernuug;  denn sie selbst sind unveranderlich der Constmzdefini- 
tion zufolga. E s  giebt in diesem Systeme w e i t ~ r  nichts, als die beidcn 
Punktelemente a und b und ihre Entfernuug r. Von Richtungen kann 
erst die Rede se in ,  wenn mehr als zwei Elemente d a  s ind;  so lange das 
System auf a ,  b beschrankt bleibt, ist nur Distanx, keine Richtung dieser 
Uistanz vorhanden. 

Wenn nun a ,  6 zu den Zeiteri t , ,  t,,, 1 ,,,, . . . die Entfernungon 

r , ,  r , , ,  T, , ,  , . . haben, so sind die Verhaltnisse 2, - e i  n M a ~ s s  
"11 '.,,, 
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d e r  V e r a n  d e r n  n g  (!), welche das System erlitten hat. Setzen wir 
daher r als veranderliche Grosse, d. h. als Symbol der veraiiderliclieu 

1 
Entfernung Überhaupt, und 1 a19 Distanzainheit, so ist der arith- 

T 

metisclie Allgemeinansdruck für alle Vsründerungrn des Systenis. 

Fragen wir jetzt:  Welches ist das Gesetz, nach welchem die gegrn- 
4 

fieitige Bewegung der Leiden I'unkte a ,  6 stattfinden muçs, damit der 
r 

allgemeingiltige Auedruck der Veranderiing, des Maa~sefi der Verande- 
rung, welche in dem System vorgegangen is t ,  sein konne?  

1 
So ist die Antwort :  Das durch die derivirte Function von - alvn 

r '  
1 

durcli - - dargestellte Gesetz. . . . 
rz 

. . .  Uas Bedür fn i~s  c a u s a l e r  Verbindung der Erscheiuungen fordert 
von uns, die wahrgenommenen V e r i i n d e r u n g e n  a l s  W i r k u n g e n  v o n  

1 
U r s a c  h e u  zu betrachten. Die  Ursache der obigsn R'irkiing - muas 

in die beiden Punkte a ,  b verlegt werden, weil es ja nichts anderes 
Confitantes in  jenem Systern giebt. Das Gesetx, naçh welchem jene 

1 
Ursach~ wirkt,  ist gegeben durcli -2. Wir sagen demnach, jene 

I'unkte wirken aufeinander mit einer Ursache (Kraft),  welche abnimmt 
umgekelirt wie das Quadrat  der  Entf'ernuug. U a s  C a u s a l g e  s e t z  
e r s c h e i n t  r i lso i n  d e r  B l a s k e  e i n e r  f e r n e w i r k e n d e n  K r a f t .  Ein 

1 
jedes andere hiervou verschiedene Gesetz + -+ ware aber nicht das 

C'ausalge~etz, sonde,rn die Hypothese einer u n e r k l a r l i c l i e r w e i f i e  i n  
d i e  F e r n e  w i r k e n d e n  todten Masse." . . .  

Mancher Leser denkt  bai den letzten Worten vielleicht, es sei be- 
züglich des Glaubens an ~ e r n e w i r k u n ~  der E x p o n e n t  der Grosse r 

doch eine g m z  gleichgiltige ZiEer; ob diese Wirkung dem Qnadrat  oder 
dem Cubus der Entfernung umgrkelirt proportional sei,  komme doch gar 
niclit in Betracht,  wrnn die F r a g e  allgemein dahin gehe:  ist sie eine 
Fernewirkung oder ist  aie keine? - Dieser Gedanke wird durch das 
Wort , ,MaskelL einigermassen nahe gelegt. Allein der Verf. hat  schon im 
zweiten Capitel des ,, Buches B '' mit den fernewirkenden Kraften in fol- 
gender Weiee Frieden geschlossen : 

,,Hiermit sind wir bei den verschmahten fernewirkenden Kraften als 
letzten Ursachen wieder angelan@. A18 Resultat ergiebt sich: Stoss und 
Fernewirkung haben gleichviel Unbegreifliches und durchaus nichts Selbst- 
verstandliches. Bei der mathematischen B ~ h a n d l u n g  der Phanomene ist 
es aber stets nothwendig, fernewirkende Krafte  anznnehmen, werde dies 
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nun  offen ziigestandeu, oder durch den Korperelementen beigelegte Eigen- 
schaften, oder durch nicht motivirte Combination von Forrneln, die in- 
haltliüh dasselbe apodiktisch erfordern, ausgefiihrt." 

Ueber die Behauptung , dass ,, Stoss und Fernewirkung gleichviel 
Unbvgreifliches haben", mit dem Verf. zu streiteri, ist hier der Ort nicht. 
Wir wollen daher  von dieser Frage  einrnal ganzliüh ahsehen prid ciaf'ür 

1 
die vorhin mitgetheilte Ableitung des Repulsionsgesetzes -- etwas 

ra 
naher  ins Auge fassen. 

Die ,,wahrgenommenen Veranderiingen '' sind zu betrachten als die 
,, W irkungen von Ursachen ". Wer letztere abschatzen will, muas also 
d i e V e r a r i d e r u n g e u m e s s e n .  Wenn n u n a b e r z w e i P u n k t e a u n d 6  
in zwei verschiedenen Zeitpunkten die Eutfernungen r ,  und r,, haben, 

so ist ,, das Verhtiltniss 5 ein M a a s s  d e r  ~ e r i i n d é r u n ~ ,  welche das 
'-,, 

System erlitten hat." 
Was  ist das denn eigentlich, was hier ,,Maas8 der VeranderungdL 

heisst l  - Nehmen wir ein Beispiel. Zwei Punkte  sind in diesem Augen- 
blicke 1 Meter, morgen 10 Meter von einander eutfernt. Das ,,Maass 
der VeranderungcL ist in. - Uebermorgen sind sie 20 Meter von eiu- 
ander  entfernt. Das ,,Maass der Veranderung" ist daher auf gesun- 
ken. Waren in diesen zwei Tagen die bciden Punkte ruhig a n  ihrem 
Anfangsorte geblieben, hattc sich keiner von der Stelle gerührt,  so ware 
das ,,Maass der Veranderung" zwanzigmal so g r o s s  wie vorhin, nam- 
lich gleich 1 gewesen! -- Wer verstrht dm'? 

Und wie sol1 man's erst verstehen, wenn man drei Seiten frülier 
vom Verf. aufgefordert worden is t ,  zu , ,bedenken,  dass die Bewegung, 
speciell die gleichformige Bewegung, g a r  k e i n  e U r  s a c h e n  zu haben 
brauche!" - Wie stimmt denn in diesem F a l k  mit der gleich NuIl 
gesetzteu C r s a c h e  das  vorhin statuirte veranderliche Maass der Wirkung 
überein ? 

So naheliegerid diese Fragen erscheinen, so vergeblich ist es, in 
dem vorliegenden Buche sich nach einer Antwort umzusehen. Herr 

S c h m i t z - D u m o n t  uchreiht seine Sàtze über den Bruch 5 und über 
' - 9 ,  

1 ,, den arithmetischen Allgemeinausdruck - fiir alle Veranderungen des 

SyfitemsiL gane ohne Erklarung,  ohne Angabe von Gründen* rnhig hin 

* Wohl beruft tiich der Verf. auf einen Abschnitt seines Buches: ; ,Mathe - 
m a t i s c h e  E l e m e n t e  d e r  E r k e n n t n i s s t h e o r i e " ,  aber gar nicht zur Auf- 

klarung der hier zunachtitliegenden Frage: wieso der Bruch 5 bereühtigt oder 
r.. 

auch nur befahigt kt, ala ,,Maas0 der Ver&nderungu hingestellt zu werden, son- 
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und baut darauf seine ganze Theorie  auf ,  gerade als ob nicht der 
Schatten einer Unklarheit oder eines Zweifels darüber schwebte. - 

Auf das , , B u c b B L '  folgt nui1 noch ein , , B u c h C .  D i e  z e i t l i c h  
r a u m l i c  h e  O r  d n u n  g", welches fünf Capitel enthalt mit den Ueber- 
schriften: 1. Die Zeit,  der Bildner des Raurnes. II. Definitionen. (Em- 
pfindung , Vorstellung , Denken ,  Wahrnehmung, Begriff.) III. Die Ord- 
nungsreihen der logischen Synthese. IV.  Unvollkommenheiten analytischer 
Symbolik. V. Das Congruenzen - Axiom. 

lJeber den philosophisch-mathematischen Inhal t  dieser Abtlieilung 
eine Uebersiclit s u  geben,  ist  nicht moglich, ohne die für gegeuwartiges 
Iteferat gesteckteu Grenzen allznweit zu übersclireiten. Wir  müssen 
dalier den sich dafür interessirenden Leser auf das Original verweisen 
und wollen hier nur  aus dem letzten Absclinitte des Buches, welchcr 
deri Tite1 : ,, Schlussresultate " Sührt , einige charakteristische Satze mit- 
theilen. 

, , . . . D i e  reine M a t e r i e  ist weiter nichts,  als die F o r d e r u n g  - 
und die logische Mtiglichkeit, diese Forderung zu eifüllen -, dass jene 
Eigeuschaften des K o r p e r ~ ,  nach bestimmtem Maass, einer bestimmten 
mathematischen E'uncticn entsprechend, zusammengrf'arjst werden sollen 
und konnen. 

Von dem Golde sagen wir, dass es gelb = a ,  von dicser specifischen 
Dichte = 6 ,  dehnbar = c l  schmelzbar bei dieser Temparatur  = d l  etc. sei. 

Das Gold ist d e s  h a l  b eine bestirnmte Vereinigung dieser Eigen- 
schaften, also Gold = f ( o ,  b ,  c ,  d ,  . . .), worin f eine bestimmte Art  und 
Weise bedeutet,  in  welcher diese a ,  b ,  c, . . . zu einem Ganzen vereinigt 
gedacht werden. W e n n  diese Eigeuschaften a ,  6, c, . . . zurückgeführt 
sind auf' Bewagungen von Punktatomen,  dann bedeutet f nicht mehr 
eine bestimmte Function von vielen moglichen, sondern Function über- 
haupt, A'ùhzngigkeit der einen Bewegung von jeder andern;  dann i s t  
die intellectuelle A r b e i t , symbolisch durch f (  ) bezeichnet, die rcine 

1 
mit der gemeinsarnen Urkraft - , wirkende a t e r i e .  (Alsn : die reine 

r 

Materie ist - Arbeit! Dieses gerius proximum ist bemerkeuswerth, nicht 
minder wie auch die beiden obigen: die reine Materie ist eine gewisse 
,, Fnrderung " und eine gewisse ,, logische Moglichkeit ''.) Ebenso wie 
dieses Symhvl n ich tssag~nd  iut, so lange seine Klammer kein a ,  6 ,  . . . 
entlialt, ebenso ist die reine Materie ein Beziehungsbegriif ohne jellen 
realen Inlialt;  der  aber eine Realitat bilden hilft, sobald S a c b e n  (!) da  
siurl, die aufeinander bezogen werden konnen. 

dern nur mit Rücksicht auf deiijcnigen wciteren Gedanken, der von dcr Function 
1 1 
- zu ihrer Dcnvirten - - ~hiniiberführt. 

v e  
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Diejenigen, welche Kraft  und Stoff unterscheiden, k6nnen dio logische 
Berechtigung hierzu gleichfalls an dern Symbol f (  ) finden. Di<: von der 
Materie losgeloste Kraft  ist des f, der  von der Kraft gcreinigte, al80 
jetzt n r r  e i n  e S t o  ff ist die Klammer ( )." - 

Sehr  merkwürdig ist auch noch der Scbluss des H ~ c h e s ,  in  welchem 
der Verf. sich anschickt,  Leine eigene Persan ,  die S u h s t a n z  seines 
eigcnen I r h  , vor unseren Augen anfzuloscn und s u  verfliichtigen, ihrc 
raiirnlich - zeitliche C o n  t i  n u i t a t in  Frage  zu stellrn und über die 
G r e n z e n  seines Daseins Zweifel zu verbreiten. Das gesctiieht folgen- 
dermassen : 

,, In dern vorhin gebrauchten Ausdrucke: Der  Geist schafft den Korper 
- bezeichneten wir die S u m m e  bcwusster Zustandc mit dern Worte 
,Geist'. I las  ist zu unterscheiden von dern ühlichen Begriffe ,(hifiter'. 
Ebenso wenig, wie beseelten Monaden im L e i  b u  i t z'echen S inne ,  ist 
hier empfindenden Atomen, welche zuweileu für ein System des Monis. 
mus ausgegehen warden,  das Wor t  geredet worden; ebenso wenig sta- 
hilen Personlichkeiten als Geistern oder Gespenstern im mittelalterlichen 
Sinne. Von solchen s t a h i l e n  P e r s o n l i c h k e i t e n  weiss unsere Ana- 
lyse nichts; i m  G e g e n  t h e i l ,  es würde derselben elier entupreclien, 
auch das lebendige lndividuum in eine Unzahl einander folgender Icli  
a u f z u l o s n n ,  von denen ein jcdes nur  cinem einzigen Momcnte in 
dern Leben eines Menschen entspricht. D a s  Ich ist vorab nnr  ein gco- 
metrischer Regriff, zum Zwecke, nm die verschiedenen Zustande de8 
Rewusstseins auf ein einheitliches Snbject zu beziehen; und d e s h a l b  
von derselben R e l a t i  v i  t a t als metaphysischer Begriff, wie die Indivi- 
dualitat der Dinge. Wollte m m  aus  diesem Ich ohne weitere Einschran- 
kuug  eine stabile S u  b s t a n  z rnachen, so ware dern zu widersprechen; 
denn jenes Ich ist eine e b m ~ o  flüchtige E2 r s  c h e i n u n  g, wie ein Einzel- 
gedanke , eine Einzelempfindnng. Wir  sind gewohiit, eine Reihe solcher 
Icli, Brennpunkte,  welche ein jeder für sich ein vollstandiges Grmalde 
enthtilten, wcnn wir sie in  uns sclbst als Erinneri ingen,  oder ausser uns 
als eine r a u m l i c h - z e i t l i c h e  C o n t i n u i t a t  verfolgen zu k o n n ~ n  
g l  a u  b e  n ,  Personlichkeiten zu nennen. Aber diese Continuitat ist haufig 
eine sehr anfechthare. Die in der Erinnerung uns  vorschwobende bat 
hkufig ganz anrlere Endpunkte ,  als die von dern S t a n d e s a m t  zunachst 
für den L e i b  trotz aller seirier physitichen Veranderungen registrirte; 
und wer kann wissen, mas andere Organismen - wenn es deren giebt(!) 
- für Meinungen über diese unserc Continuitat als Person haheu, ob 
sie nns nicht g a n z  a n d e r e  G r e n z e n  z i i s p r e c h e n .  . . .  Hiermit 8011 

keine weitere verborgene Weisheit angedeutet,  sondern nur  zu Gemüthe 
gefïihft werden, dass alle apodiktischen Behauptuugen auf diesern Gebiete 
liochsteua V e r s  t a u d e ~ b e s c l i r a n  k u n g e n  der Sprecher anzeigen. 
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Unsere Aufgabe schlicsst hier, denn wir stchen mit den lotzten 
Satzeii schon vor den Prohlemen der Iudividnstion nus dem allgemein 
Realen, und der  A u f l o s u n g  d e r  I n d i v i d i i e n  - Prcihlen~en, welche 
ausserhalb des Rahmeiis unserer Untersuchung liegen; ja ausserhalb des- 
selben liegt scliou die Vorfrage, ob diese Gegenstiinde überhaupt nebeu 
der y oe  t i s c l i  e n  aucli eine w i s s e n s c h  a f t l i c h e  Behandlung ziilassen." 

Auch des Kefercinten Auf'gube sçliliesst hier. Ueber  die pliilosophi- 
schen Ansichten des Verf. enthalten wir uns,  ein U r t h d  abzugeben, 
weil wir auf die Notivirung desselben hier nicht in  genügender Weise 
eingehen konnen. Moge der Idefier, wenn er sich durch vorstehenden 
Schluss der ,,Schlusaresultate" angelockt fühlt, irn Original selbst Be- 
lehrung suchen und dann seinerseits entscheiden, inwiefern es eine 
,, yoetische oder wissenschaftliclie Behandlung " nder vielleicht etwas 
Urittes ist ,  was der Verfasser den von ihm besproclieneu Fragen a n -  
gedeiben Iasst. Ueber den physikaliechen Inhal t  des Uuchrti aber haben 
wir ansere Meinnng oben schon in genügender Weiec ausgesprochen. Das 
Streberi dcs Verf. mag vom besten Willen beseelt sein;  aber wer eino 
pliysikalische Theorie aufhaut,  muss mit ausserstar Vorsicht zu Werke 
gehen, und wer dieselbe der wissenschaftlichen Welt  plausibel machen 
will, der muss, unter sorgfaltigcr Vermeidung aller Gedankensprünge, 
sich moglichster Schtirfe und Klarheit in der Darstellung befieissen. Vor- 
siclit im . Auf hau der Schlüsse und Klarheit der 1)arstellung; das sind 
aber gerade die Eigenschaften, welche dern vorlirgenden Buche am 
meisten felilen. Dr.  C. I B E N K K A H E .  

I ~ E L M E R T ,  Die mathematischen und physikalischen ~heorien der hoheren 
Cfeodasie. Einleitung und 1. Thei l :  Die mathematiscben Theorien. 
Leipzig 1880, Teubner .  XII und 631 S .  8'. 

Die Aufgabe, die Gestalt der E r d e  zu bestimmen, wjire einer ein- 
f'aclien Losurig fahig, wenn die E r d e  nicht mit Luft  umgeben ware, 
welche die Lichtstrahlen in einer nicht ganau rnzugebenden Weise von 
ihrer geradlinigen Bahn ablenken würde. Infolge dieser Itefractionswir- 
kung muss man zur Bestimmung der Erdgestalt  zu einer Combination von 
geodatischen, astronomi~clien und physikalischen Methnden seine Zufluclit 
nehmen, die in ilirer Gesammtlieit aber aucli nur  eine niihernngsweise 
Kenntniss der Form der Erde  liefern. D e r  Verfasser des vorliegeri- 
den Werkes hat die dankenswcrthe Anfgahe unternommen, diese 'I'heorien 
im Zusainmenhanpe vorsuführen, und giebt uns in dem ersten,  bis jetzt 
allein erschieneneii Band6 zunaclrst die geodatisclien Methoden mit ilirer 
rnatliemritischen Begrüiidung. Die Messnngsresultate, die der Anwendung 
dieser Metliode zu Gruntle l i rgen ,  ~ l ind :  geographische Ltingen und Brei- 
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t e n ,  die Langen einzelner - im Verhaltniss kurzer - Linien,  der 
Basen,  und  endlich die Horizontalwinkel zwischen den Beobachtungs- 
stationen. Dieses Material reicht offenbar nicht aus znr Restimmung der 
wahren,  physischen Erdoberflache mit iliren unregelmassigen Formen, 
und deswegen sucht man es zunachst anzuwenden,  urn die Gestalt des 
G e o i  d s  zu finden, d. h. dcrjenigen Niveauflache der Erdattraction, von 
welcher die Oberflache der  ruhenden Meere einen Thei l  bildet. Ob es 
überhaupt moglich ist , ails Messnngen, die den geodatischen ahnlich sind 
(falls sie in genügender Menge vorhanden waren) ,  die Gestalt des Geoids 
zu finden, nntersucht der Verf., nach dem Vorgange von C h r i s t  o f f e l ,  
und findet, dass die Frage  zu bejahen ist unter  den Voraussetzungen, 
die wir bei der Erde  machen dürfen. Vorerst - d. h. bis die Messungen 
viel dicliter a h  jetzt die Erde  uxrispannen - kann  man aber die ge .  
dachten Methoden nicht anwenden,  sondern muss eine Annaheriing 
suchen,  indem man von der  Annahmo ausgeht, dass das Geoid im 
Grassen u n d  Ganzen nicht viel von einer Kugel ,  und noch weniger vau 
einem Rotationsellipsoid sich unterscheidet. Man vergleicht die Messungen 
mit einer R e f e r e n z  f l a c h  e ,  als welche man bei kleineren Gebieten eine 
Kiigel, bei grosseren ein Rotationsellipsoid wablt,  dessen Dimensionen 
gegeben sind (aus praktischen Gründen wird man die B e s  s el'schen var 
ziehen) und dessen Axe der Erdaxe  parallel ist. N a n  denkt sich die 
Beferenzflitche so gelegt,  dass ihr geodatischer Bogen zwischen den Fuss- 
punkten derjenigen Normalen, welche durch die Endpunkte der Basis 
gehen,  die gemessme Lange der Basis hat. Auf dieee Refermzflache 
werden dann die Piinkt,e der Erdoberflaclie durch R-ormalen (der Refe- 
renzflarlie) projicirt; die Abweichungen dieser pr0jicirende.n Normalen 
von den Lothlinien der Erdorte bilden die L o t b  a b  w e i c h  u n  g e  n. Für 
jeden Erdort  sind dann ans den Messungen fünf Unbekaonte zu bestiin- 
meu,  narulicli: Lange uud Breite der projicirendeu Normale, Holie über 
dern Referenzellipsoid und zwei Bestimmungsstücke der Lothabweichung. 
Diese Grossen werden aus den Gleichungen ge,funden, welche die be- 
obachteten Daten durch die Unbekannten ausdrücken. Die Auflosung 
erfordert die Einführung von Naherungswerthen und  die Anwendung d e i  
Methodc der  kleiusten Quadrate, und is t  eine mühevolle Arbeit. Wie 
dieselbe anzuordnen k t ,  bei verscliiedenen Annahmen über den Umfaug 
urid die  Reichhaltigkeit des vorliegenden ~eobachtungsmater ials  und dessen 
Genauigkeit,  wird im 11. u. 12. Cap. des Biiches gelehrt, und zwar ohne 
und mit Rücksicht auf die Lothabweichungen. Wenn fü r  gehorig viele 
Puukte  die Lothabweichungen bestirnmt s ind ,  so kann  man empiriscli 
eine Flache finden, welche alle Lothlinien ~ e n k r e c h t  schneidet, und diese 
a h  eine Annaherung a n  eine Niveauflaclie der Schwere betrachten. 
H e l m e  r t  bezeichnet sie als Spharoid und giebt zwei Beispiele für seine 
Bestimmuug. 
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Wenn eine Iteihe von Messungsgebieten vorliegen, so kann  man 
endlich ein Referenzellipsoid bestimmen, wclches a 11 e n  Messungen sich 
mijglichst genau anschliesst und das dann an1 meisten den Namen E r d -  
e l l i p s o i d  verdient. Wie diese Be~t immi ing  zu machen Sei, ist irn 
13. Capitel gelehrt. 

Um nun die vorgenannten Aufgaben lijsen zu konnen ,  muss man 
im Stande se in ,  den Zusarrirnenhang zwischen den beobachteten Grossen 
und den in das Problem eingehenden Unbekanùten anzugeben; die  Her- 
stellung der Gleichungcn, welche die gesuchten Beziehungm ergeben, 
bildet den Inhal t  der Capitel 1-10, mahrend die voransgr.schickte, aus 
drèi Capiteln b e ~ t e h e n d e  Einleitung Begriff und Gegenstand der hoheren 
Geodasie, historische Entwickelung der Eenntnisse van der Erdoberflache 
uud mathematische Entwickelungen , die in den Anwendungen vie1 ge- 
braucht werden, behandelt. Die erwalinten Gleichungen zwischen den 
Coordinaten und den gemesseneii Grossen gestalten sich verscliieden, j e  
nachdem man eine Kngel oder ein E l l i p ~ o i d  als ReferenzflBche zu Grunde  
legt. F ü r  die Kugel werden irn 2. und 3. C a p i t e l  zuerst die Formeln 
der spharischen Trigonometrie entwickelt, welche die strenge Losnng dnr 
gestellten Aufgabe ergeben; da aber die vorkommenden Dreiecke kleine 
Seiten haben,  konnen die Losungen in Reihen entwickelt werden, oder 
man kann die Berecbnuug der sphiirischen Dreiecke auf die von ehenen 
reduciren. Auch kann es unter  Umstanden von Vortheil sein,  mit Sehnen 
und Horizontalwinkeln statt  mit dem L e g e n  d re 'schen Satze oder der 
Additamentenmethode zu reçhnen; danri wenn auch rein rriatliemati~ch 
betrachtet alle Methoden zu den gleicben Endwerthen fiiliren miissen, so 
unterscheiden sie sich doch praktisch, wegen der  mangelbaften Genauig- 
keit der zu Grunde gelegten Daten und wegen der beim Itechnen u n -  
vermeidlichen Vernachlassignngen, in  d e r Reziehung von einander, dass 
die eine eine grossere Mühe mir Erreichung einer gegebenen Genauigkeit 
verlangt, als die andere. Deshalb werden in den genannten beiden 
Capiteln die verschiedenen Methoden entwickelt und mit einander ver- 
glichen. 

Die Sehne uud der Vertikalsclinitt, d. h. Normalschnitt auf dem 
Ellipsoid bilden den Gegenstand des vierten Capitels,  i n  dcm die Auf- 
gaben der Geodasie mit einer ellipeoidischen Referenzflache, zunachst 
mit Benntzung der bezeichnetcn Elemente, durchgeführt werden. E s  
zeigt sich, das8 die auf Sehnen iind Horizontalwinkel gegründeten For- 
meln im Ganzen beqiiem und scharf sind iind, unter Umstanden, sich 
praktisch gut verwenden lassen. Ohgleich somit, vom rein mathemati- 
schen Standpunkte ans ,  kein Grund vorlage, die geodatische Linie in 
die Geodiisie einzuführen, mie dies G a u s s  und B e s s e l  gethan haben, 
so ergiebt doch die Untersuchung der  Formeln,  welche die Geodasie mit 
der geodatischen Linie liefert, dass aie in praktisclier Hinsicht vortheil- 
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haft ist und i n  dieaer Ueziehung auch von keinem andern der vor- 
geschlagenen Hilfsmittel übertroffen wird. Nachdem im 5. Capitel die 
Formeln , die sich auf die einzelne geodiitische Linie beziehen , streng 
und  mit Hilfe von Reihen abgeleitet s i n d ,  wird im 6 .  Capitel die von 
C h r i s t o  f f e l  znerst eiugeführte reducirte Liinge einer geodatischen Linie 
definirt und werden mit ihrer Hilfe die wichtigen Differentialformeln 
angegeben für die Aendernngen der  Lange und der Azimutlie einer geo- 
datischen Lin ie ,  deren Endpunkte sich verschieben. Auch der  Zusam- 
menbang zwischen Lange und den geodatischen Azimuthen einer solchen 
Linie einerseits und  den geographischen Coordinaten ihrer Endpunkte 
andererseits wird i n  diesem Capitel aufgestellt. Das 7. Capitel ist dem 
Lanfe der  geodatischen Linie und  ihrem Vcrhaltnisse zu den gegeoseiti- 
gen Vertikalschnitten der Endpunkte  gewidmet, und das 8. giebt dann 
die  Formeln für die Trigonometrie der  geodatischen Dreiecke. Die E n t ~  
wickclung fol$ hier dem von C h r i s t o f f c l  eingeschlagcnen Gangr, 
indem zuerst die Different.ialgleichungen zwischen Seiten - und Winkel- 
anderungen entwickelt und diese dann durch Reihen integrirt werden. 
Man findet dabei ,  wie sich ein solches Dreieck auf ein spharisches o d e r  

ein ehenes reduciren lasst, und dasa ein Dreieck von noch messbaren 
Uimensionen aiif der Erde  immer als auf einer Kiigel von passendem 
Radius liegend angesehen werden kanu.  Stat t  nun die  Puukte  des El- 
lipsoids durch geographische Coordinaten (Liinge und  Breite) zn hestim- 
men,  kaun man auch mit geodatischen Linien auf der Flache Coordina- 
tensystcmci bilden, und zwar Polarcoordinatensyfitr.me odcr rechtwinklige. 
Das e r s k r e  hat  friiher schon Verwendung gefunden,  die dem zweiten 
entsprechanden Formeln werden im 9. Capitel abgdcitet.  Dieselben lassen 
Éiiçh für Distanzen von ein paar hundert  Kilometer auf wenige Glieder 
reduciren und bei Gebieten, die sich hoclistens um hundert  Kilometer 
beiderwits von einern Meridian entfernen,  durch eine Rechnung in der 
Ebene ,  mit nachtraglichen kleinen Correctionen, ertietzen (Cap. 10). 

Das ganze Buch ist in der Beziehung elementar gehalten, dass nir- 
gcnd von Variationsrechnung und clliptischen Functione,n Gebrauch ge- 
macht ifit. Die vorkommenden Formeln sind stets diirch Rerechnung 
extremer Beispiele und eventuell Vergleichnng mit scharfen Rechnungeu 
aiif ihre Genauigkeit geprüft, so dasa man in alleu Fallen der Praxis 
sich darauf verlassen kann ,  hinreichend genane Resultate zu finden. Die 
Reichlialtigkeit des Inhalts liisst die obige kurze Uebersicht erkenneo. 
Diese Eigenschaften : Vollstandigkeit im Inbal t  bei Einfachlieit und Strenge 
i n  der  Form machen das Bucb zu einem unentbebrlichen Handbuch der 
Geodiisie fiir J e d e n ,  der ~ i c h  mit diaser Wissenschaft befassen will. 

Moge der E e r r  Verfasser den zweiten Band ,  der die mechanisch- 
physikalisclien 'I'heorien liringen wird,  deui ersten .folgen zu lassen bald 
die Musse finden. J. L ~ R O T E .  
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Die Terrain - Aufnahme mit der  tachymetrischen Kippregel von Tichy 
und Starke. Für  das Selbst-  Studium bearbeitet von A N T O N  SCHELI., 
k. k. Professor. Mit 20 in den T e v t  gedruckten Holzschnitten. 
Wien 1S81, L. W. Seidel & Sohn. Bo. 48 S. und 3 Zahlen- 
tabellen. 

In einer frütleren Schrift ,  über welche i n  dieser Zeitschrift, Bd. 27 
S. 15,  herichtet wurde,  ha t  der Verfasser ein Tachymeter mit theodolith- 
artigem Untergestelle besclirieben. Wesentlich dasselbe Instrument ,  mit 
Weglasfiung des Harizontalkreises, ist statt  aiif einen Dreifuss auf cine 
Saule gestellt worden iind so die in vorliegender Schrift beschriebene 
Kippregel entstanden. Der  Messtisc,h mit allem Zubehor ist  veraltet iind 
sollte ansser Gebrauch kommen; diese Meinnng theilt der Berichterstatter 
mit den berufensten Fachlenten. Derngemiiss erscheint ihm die Einführung 
einer neuen Kippregel,  namentlich wenn diese die Zugaben von Stecli- 
nadelri, Parallelschiebern, hfaassstab hat ,  Wenn die Befestiguug der Trag-  
saule am Lineale nicht einfach i s t ,  das Fernrohr  eine verwickelte Ein- 
richtung hat  uud umstandliche Theilungen vorkommcn, wie im vorlicgenden 
Falle, nicht als ein niitzlicher F o r t ~ c h r i t t ,  sondern als cin nicht wün- 
schenswerther und nicht lobenswerther Rückfall. Die A ~ i s s t e l l u n ~ e n ,  
welche an dern (tlieodolithartigen) Tachymeter v o n  T i c h  n n d  S t a r k e  
gemacht wurden,  gelteu auch für die Kippregel und neiie Bedenken 
kommen hinzn, d a  die Anpassung der  Vorrichtung zur Kippregel weitere 
Complicatiorien bedingt hat. W a s  hinsichtlich mangeluder Scharfe der 
Darstellung über die erste Sclirift gesagt wurde, ist für diese neuere nur 
zn wiederholen. Der Verfasser ha t  im 3.  Hefte des 27. Bandes diever 
Zeitschrift eine Antikritik verMentlicht,  durch welche meines Erachtens 
keineswegs eine Entkraf tung meines 'l'adels bewirkt wird,  sondern im 
G~gsnthei l  eine Bekraftigung meiner Ausstellungen, sowohl des in der 
Antikritik mit Stillschweigan Uebergangenen, a ls  des darin Besprochenen. , 

Was dort aus dem Rabmen sachlicher Besprecliung tritt ,  lasst mich g h z -  
lich kühl, ha t  fiir Andere also noch weniger Interesse und. bleibt un-  
beantwortet. Als ich Nachricbt von der Antikritik erhielt, zunachst ohne 
etwas über ihren Iuhalt zu erfahren, erwartete ich die Aufdeckung einea 
Versehenti, dessen ich mich scliuldig gemacht habe. Diese blieb aber 
aus und deshalb benütze ich di8 Gelegenheit,  mich selbst zu berich- 
tigen. 

Ich sagte, der anallatische P u n k t  einer Linsenzusammenstellung falle 
(wie hei a i n e r  Linse) in dan vordern Brennpunkt  der aquivalentcn 
Linse, dieso.an ihren wahren Or t  gedacht, d. h. so gestellt, d a ~ s  die 
mit ihr erhaltenen Bilder nach Crr ihe und Lage iiberainstimmen mit 
jenen, welche mit der Linsenzusammenstallung~ selbst erhalten werden. 
Der anallatische P u n k t  der Z ~ s a m m e n s t e l l u n ~ ~  zwcier Linscn von den 
Brennweiten f l  uud f, und dem Abstande d liegt aber in Wirkliclikeit 
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d2 
nm h i  n t e r  dem vordern Brennpunkte der a n  ihrem richtigen 

f,+ l;, - d  
Orte stehcnden aqnivalenten Linse. 

Einige der von mir an den T i c h i -  S t a r k e ' s c h e n  Apparaten ge- 
machten Ausstellungen macht R e r r  S c  h e l  l eigentlich selbst,  sucht sie 
aber rhetorisch abzuschwachen. S. 3 wird die Vermehrilng der kost- 
epieligen F e l  d arbeit zugegeben, dann aber geredet : ,, Der okonomische 
Nachtheil . . . wird jedocb zum g r  o s  s t e n T h e  i l dadurch compensirt , dass 
. . .  der  g r o s s t e  T h e i l  d e r n a u s a r b e i t  g a n z l i c h  entfallt" u . s . m .  Und 
gleicli darauf ,  S. 4 ,  heisst es :  , ,Die  nach T i c  h i ' s  Vorgang erforderliche 
zweite Ablesung am Vertikalkreise und  die damit im Zusammenhange 
stehende Ablesung der Hotie a n  der Lat te  ist allerdirigs mit einem 
k l e i n e n  Zeitverluste verbunaen,  der aber  kaum in Betracbt kammt, 
wenn die Operationen nur  einigermassen mit Geschick und Verstandniss 
ausgeführt werden." Folgt nocb einc Trostung für den okonomischen 
Nachtheil. Derlei erinnert an gewiese Badschriftcn, in  denen bewicsen 
werden m u s s ,  dass das betreffrnde Wasser für alle moglichen Schaden 
gut is t ,  Durchfall heilt und Hühneraugen,  Schwindsucht und Kurzsicti. 
t igkeit,  Hamorrhoiden , Lahmung, Steinleiden, Unfruchtbarkeit, Fett~uclit  
und Gehirnerweicbung. Wer  nicht p r a d e  Badearzt desselben Kurorts ist, 
denkt  anders über die Wirkungen jenes Wassers, gerade so wie ich über 
die T i c h i - S  t a r k e ' s c h e n  Tachymeter-  Instrumente eine andere Ansicht 
habe,  als Her r  S c  b e l l .  

Die eynthetische Geometrie der  Ebene. Ein  Lehrbuch für den Schul- 
gebraueh und Selbstunterricht von Dr.  JULIUS W E N C K ,  Director 
der herzogl. Baugewerb - und Gewerbschule'zu Gotha. - Leipzig 
und  Heidelberg, bei Winter.  4 Mk. 

I n  keiuem Buche,  welches ziigleicli fur den Schulgebrauch und den 
Selbstunterricht gesctirieheu i s t ,  wird die Darstel lur~g beideu Zwecken 
gleiçhmassig gerecht werden konnen;  walirend der Bchulgebraucli eine 
knappere Form verlangt,  erheischt der  Selbstunterricht umstandliche 
Breite. L)as vorliegendc Werk  scheint mehr dem letzten Zwecke xu dienen. 
F ü r  den Schulgebrauch dürfte es sich aber  nicht eignen, da es wolil 
kaum eine Schule geben wird,  welche Zeit ha t te ,  i n  der gebotenen 
Form die Schüler in die synthetisclie Geometrie rinznführen. Vor Allem 
ist die Heihenfnlge der e inzdnen  Abschnitte bedcnklich. Es  wkrden 
niimlich ziierst die allgemeinen Principien der  projectiven Geometrie aus- 
führlicli dargelegt,  ohiie irn E'olgeuden rechte . ~ e r w e r t l i u n g  zu finden. 
So behandeln die ersten Abschnitte anf 164 Seiten die Punktreihen, 
Stralilenbüsclic~l und die projectiven Verwandtschaften, und werden nur 
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auf iingefahr 30 Seiten durch die Theorie des vollstandigen Vierecks 
und Vierseits und die Transversalentheorie des Dreiecks unterbrochen. 
Die letztere iïihrt zu den Satzen des M e n  e l a u s  uud C e v a  und kqnn 
füglich in einer synthetischeu Darstellung der Planimetrie entbehrt wer- 
den, da dicse Satze sich der planimetrischen Anscliauuug entziehen und 
hei geometrisclien Untorsuchungen, die sich auf projective Eigonochaften 
stützen, wohl kaiim gebraucht werdcn. 

Ohne Beriutzung der vorher entwickelten projectiven Beziehnngen 
werden dann i n  bekannter F o r m  die harmonischen Eigenschaften des 
Kreises abgeleitet. Man findet den Satz:  Wenn zwei Kreise sich recht- 
winklig schneiden, so wird jeder  Durchmesser des eiuen von der Peri- 
plierie des andern harmonisch getlieilt, aber nicht seine Verallgemeine- 
rung für den FaIl ,  dastl der Durchmesser des einen Kreises von dem 
andern nicht geschnitteu a i r d ,  cinc Verallgemeinerung, wclcho für dio 
Tlieorie der Potonzliuio und der gemeinschaftlichen Secanten der Kreise 
von fundamentaler Bedeutung ist. Die Lehre von der Potenzlinie 
und den Aehnlicbkeitspunkten wird gegeben, doch feblen die schonen 
gegenseitigen Beziehungen, welche der Potenzkreis vermittelt , und die 
Anwendungen auf das Berühren und  Schneiden der Kreise unter gegebe- 
ueu Wiukelu. Die Kegelschuitte erscheinen als collineare Curven des 
Kreises nnd daher gelten die projective11 Eigenschafteu der  Kreise auch 
für  Kegelschnitte; die  Fundamentalconstructionen der letzteren sus  fünf 
Punkten und Tangenten sind durch projective Gebilde ausgeführt;  früher 
sclion war mit Hilfe von congruenton projnctivon Strahlenhüschcln eine 
Construction von beliebig vielen Punkten des durch drei  Punkte  bestimm- 
ten Kreises gegehen, eine Construction, deren Zweck bei der einfachen 
oiganischen Construction des Kreises nicht recht ersichtlich ist. 

Es fehlt der Nachweis, dass jede durcb projective Gebilde erzeugte Cnrve 
zweiter Ordnuug als collineare Curve des Kreises betraclitet werden kann. 

Die Brennpunkte erscheinen als Doppelpunkte der Involutionen, in 
welchen die Axen durch conjugirte Normalstrahlen geschuitten werden; 
RUR dieser Construction der Brennpunkte ergehen sich unmittelbar einige 
IIaupteigonschaften; die Leitlinie wird als Polare des Brennpunktcs defi- 
nirt, doch wird die Hauptbeziehung zwischen Rrennpiinkt und Leitlinie 
nicht angegeben, daas das Verhaltniss der Abstaride eines Kegelschnitt- 
pnnktes von einer Leitlinie u n d  ihrem Brennpunkte constant is t ,  wahrend 
der specielle Fal l  dieses Satzes für die  Parabel bewiesen wird. 

Die Darstellung der behandelten Abschnitte ist klar und  eingehend 
und deshalb kann  das Buch Demjenigen, der ohne Lebrer sich mit den 
Grundziigen der synthetischen Geometrie vertrsut machen will, von 
gntem Nutzen sein. F ü r  den Schulgebrauch kann es nicht empfohlen 
werden. M I L I N ~ W B K I .  
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Vorlesnngen über neuere Geometrie von D r .  Mopr~rz PASCH, Professor 
an der  Universitat zu Giessen. Leipzig bei Teubner .  

' Die ,,Vorlesungen über neuere Geometrie" fassen die Geometrie alri 
eine Wistienschaft auf ,  welche, durch gewisse Naturbeobaclitungen hervor 
gerufen, aus den unmittelbar beobachteten Gesetzen einfacher Erschei- 
nungen ohne jede Zuthat und auf rein deductivem Wege  die Gesetze 
complicirterer Erscheinungen zu gewinnen sucht ,  und  crhaltcn, indem si0 
siçh von vorn herein auf den empirischen Kern hesehranken, der Geo- 
metrie den Charakte,r der Naturwissenschaft. 

Auf die Euklidische ,, elementare" Geometrie, elementar ,,wegen der 
gleichformigen Einfachheit ihres Verfahrens", stützen sich die analytisclte 
und die neuere Geometrie. Die analytische Geometrie ist dem Stoffe 
nach eine Fortsetzung,  der Methode nach ein Gegensatz zu den Elernen- 
t en ;  die neuere Geometrie benutzt wie die  elementare im Wesentlichen 
dieselben Mittel der Forschung,  ist aber im Geprage wesentlicli von ihr 
unterschieden. Wahreud die elementare Geornetrie die Begriffe mogliclist 
eng begrenzt,  den vom Einfachen zum Zusammengesetzten fortschreiten- 
den Entwiekelungsgang einschlagt und desbalb nicht zu allgemeinen 
Principien gelangt,  geht die ncuerc Geometrie von weiten Begriffen aus 
und übertragt die allgemeinen und umfassenden Grundgeuetze auf die 
einzelnen Fal le .  Diese neuen Gesichtspunkte der neueren synthetiuchen 
Geometrie hat  die analytische Geometrie sich zu eigen gemacht; die ele- 
mentare Geometrie dagegen ist von ilinen noch wenig beeinflusst. Die 
erweiterten modern - geometrischen Begriffe auch in den Elementen zu 

verwenden, ist die Aufgabe des vorlie,gendrn M'erkes , das aus diesem 
Grunde sclion, vor Allem den L e h r ~ r n  der Mathematik, au ernpf'eblen 
ware,  wenn nicht auch die Neuheit der Darstellung d e n ~ s e l b ~ n  gr6ss~res 
wissenschaftlichee Interesse verleihen würde. E s  setzt keine Rcnntnisse 
voraus, welche erst in der Qeomctrie erworben zu wcrdcn pflegen, leitet 
nns bis a n  die ersten Anfange xnriick und strebt überall nach Klarheit 
der Begriffe und Reinheit der Entwickelung. 

D e r  , , P u n  k t l i  wird alfi Korper aufgefasst, dessen Theilung sich mit 
den Beobachtungsgrenzen nicht vertragt; auf der begrenzten , , L i n  ie iL  
ist es erfahrnngsmassig iinmoglich, verschiedene Wege zwischen densel- 
ben Punkten  zurückzulegen. 

Die BegriiTe der geraden Strecke und der Ebene sind durch Erfahrurig 
bekannt;  sie sind Gruridbegriffc und ktinnen nicbt definirt kerden. An 
den geraden Strecken und i h r ~ n  Purikten werden durch nnmittelbare 
Beobachtung einfache Eigenschaften wahrgenommen; diese unmittelbaren 
Wahrnehmungen,  aus denen auf deductivem Wege andere Eigenschaften 
abgeleitet werdeu, sind die Grundsatze. Sie sollen das von der Mathe- 
matik zn verarbeit,ende ernpirisclie Rlaterial vollstandig umfaasen, so dass 
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man nach ihrer Aufstellung auf die  Sinneswahrnehmungen nicht mehr 
zurückzugehen braucht.  

Sind A nnd B zwei Punkte  einer geraden Strecke,  so lasst sich 
zwischen ihnen ein dritter P u u k t  C wahlen; wird hierauf der Purikt Cl 
zwischrn A urid C, dcr F u n k t  C2 zwischen A' und Cl u .  B. f. eingeschaltet, 
so kann man immer mehr in die Nahe des Punktes  A gelangeil und miiss 
dann schliesslicli auf weitere Einschaltungen verzichten; es lasst sich 
vielinehr, wie unmittelbar aus der Definition des I'unktes folgt, eine 
Strecke angeben, auf welclier einzelne P u n k t e  nicht mehr von einander 
onterschieden werden kounen,  die also bei der Measung vernachlassigt 
werden kann. Dasselbe gilt uatürlich von jeder kleincren Strecke. Hier- 
durcli wird innerhalb der Beobachtungçgrenzen der Begriff der Irrationa- 
litat aiifgehohen und die Geornetrie in einfachster Weise zur erfolgrrichen 
Anwendung in den Naturwissenschaften und im praktischeu Leben be- 
fahigt, da diese Anwendung darauf berulit, dass die geometrischen Be- 
griffe den empiriscben Objecten genau entsprechen. 

Der BegriE Purikt "der eigcntlicher P u n k t ,  wie er bis dahin benutzt 
ist, erfiihrt eine Erweitrrung;  als uneigentliche Punkte  erscheinen die 
ideellen, nicht beobacbtungsfahigen Durchschnitte von Geraden,  wie z. B. 
in der Euklldischen Geometrie die uiiendlich fernen Puukte. In gleicher 
Art wird der ideelle Durchschnitt zweier Ebenen eine uneigeutliche Ge- 
rade genannt und  es  werden die bisher für eigentliche Punkte  und 
Gerade gewonnenen Resultate auch für die uneigentlichen als giltig nach- 
gewiesen, namentlich auch ,  dass drei uneigentliche Puukte  eine Ebene  
bestimmen, welche uneigentliche Ebene  genannt wird. Sind tilso A B C  
drei uneigentliche P u n k t e  u n d  lie@ ein vierter P u n k t  D in  der  Ebene  
A B C ,  so heiset dafi: die uneigentlichen Geraden A R und CD schneiden sich. 

Darauf werden die harmonischen und  projectiven Eigenschaften der  
Figuren untersucht, Perspectivitat, Collineation, Iteciprocitat in  Betracht 
gezogen. Die Lehre von der Congruenz wird bis zur Aufstellung der 
absoluten Polarsysteme fortgeführt, in  denen jeder Ceraden einer Ebene 
und jeder Ebene der l>urchschnittspunkt ihrer Senkrechten als absoluter 
Pol eutspricht. D e r  Ziisammenhang zwitxhen Congruenz und Projecti- 
vitat wird durch das harmonischo Gebilde vermittelt. 

1st B die Mitte der  Strecko -4 Cl so ist der ihm zugeordnete har- 
monische Punkt  BI ein uneigentlicher P u n k t ;  fi und B, heissen , , v e r -  
k n i i p f t e L 1  Punkte.  

Wenn zwei congruente Punktreihen auf einer Geraden l iegen,  so 
haben sie entweder einen eigentlichen Doppelpunkt B oder i i c h t ;  im 
ersten Falle heissen sie , , i n v e r s  c o n g r u e n t "  und haben noch den 
dem Punkte B verknüpften P u n k t  BI zum uneigentlichen Doppelpunkte; 
im andern Fal le  heissen aie ,, d i r e c t  c o n g r  KI e n t ". Sind die Strecken 
.4 B und R C  der Geraden g einander gleich und ist B,  der dem Punkte  
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B zugeordnete harmonische P u n k t  in der Reihe A C B R I ,  so bilden die 
Paare R B I  eine Involution, die , , a b s o l u t e  I n v o l u t i o n "  der Geraden 
g. Diese ist entweder parabolisch oder hyperbolisch oder elliptisch. Im  
ersten Fallo hat sie eineu uneigentlicben Doppelpunkt ,  deu , , a b s o l u  t e n  
P u n k  t " der Geraden,  und führt zur  Euklidischen Geometrie; im zweiten 
Fal ie  hat  sie zwei uneigentiiche 1)oppelpnnkte und  fiihrt zur G a u s s -  
schen,  im dritten Fal le  endiich z11r R i e m a n n ' s c h e n  Geometrie. 

Entsprechen sich in congriienten Systemen zwei Punkte A und R 
selbst,  so entsprechen sich alle Punkte  ihrer Verbindungçlioie f selbst ' 

und irgend zwei entsprechrnde Punkte  C und D konnen durch Drehung 
um / vertauscht werden. Wird f von C D  in E p s c h n i t t e n ,  so ist CE 
= D E ' ,  u n d  sind C D E P  haruiouisch, so ist F eiu uneigentlicher tiich 
selbst eritspreçheiider P u n k t  der beiden Systeme und  zwar der einzige 
noch mogliche; er heistit der absolute Pol  von f. 

Zu jeder Geraden gehort also ein absolutor Po l ;  liagen zwei Gerado 
s o ,  dass jede durch den absoluten Pol  der andern gcht ,  so sind sie 
, , ~ o n k r e c h t " .  

Alle einam Pnnkta S verknüpften P u n k t e  einer Ebene liegen in 
einer uneigent1iche.n Geraden , der ,, absoluten P o l a r  e " von S. 

Sind in dem so hergestellten absoluten Polarsysteme R urid S eigent- 
liche P u n k t e  einer Ebene  q ,  r und s ihre absoluten Polaren,  so ist rs 
der absolute P o l  von RS.  

Maclit man nun die Aunahme,  d a s ~  r und s zusammenfallen, so 
schneidet r die Gerade R S  in ihrem abiioluten Punkte  und man gelangt 
zur Eukl id i~chen  Geometrie; die Gerade r heisvt die ,, a b  s o 1 u t  e G e  - 
r a d e  " der Ebcne. Die Paare  conjugirter Strahlcn dcr  circularcn Invo- 
lution i n  R u n d  S schneiden die absolute Gerade r in derselben Invo- 
lution, der , , a b s o l u t e n  I n v ~ l u t i o n ' ~  der Ebene. 

In analoger Art gelangt man zum absoluten Polarsystem im Raume. 
J e t z t  Iasst sich nacliweisen, dass die Winkelsumme eines Dreiecks 

in der Euklidischen Geometrie gleich 180 O, in der G a u  ss'schen kleiner, 
in  der R i  e m a n n ' s c h e n  grosser al; 180° irit. Der Versuch entscheidet 
für die Euklidische Geometrie. 

Die Iotzten Paragraphon bcschaftigen sich mit der Verbindnng der 
geometrischen Zahlenbegriffe, also namentlich mit der Meseung, und ent- 
halten die Theorie der Doppelverhaltnisse und die Methode der Coordi- 
naten. Ers t  die analytische Untersuchung giebt dem Begriffe des Punktes 
diejenigen Merkmale, welche man sonst von vornherein mit dem so- 
genanuten ,, mathematischen " P u u k t e  zu verbinden pflegt. 

J e d e m ,  der sich mit den fundamentalen Principien der Geometrie 
beschiiftigt, bietct das vorliegende Werk  einc Fül le  von Anregungen, die 
Grundsatze und Methoden der neueren Goometrie auf die elementare zu über- 
t ragen,  und ist sein Studium auf's Warmste anzurathen. 
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Leitfaden für d e n  geometrischen Unterr icht ,  zum Gelirauche a n  lioheren 
Unterr ichtsan~tal ten bearbeitet von Dr. R. HEGEIZ. Erster Theil,  
Plmimetrie. Breslau 1882 ,  Eduard ï'rewendt. 

J e  grosser die Anzahl der  Mitstrciter und j e  trefflicher ihre Leist- 
ungen sind, um so  strenger pflegen die Zuschauer und  Praisrichter zu 
sein. E s  kann daher nicht befremden, dass dieser Grundsatz auch auf 
die Bearbeitung eines , ,LeitfadenslL, welcher durch die Elemente der  
Geometrie hindurchführt,  Anwendung findet und der Massstab der Be- 
urtheilung auch hier in den letzten Decennien sich sehr veriindert hat.  
Neben die Hauptfrage:  , , Is t  das Geleistete brauchbarPg' tritt  unauswcich- 
bar die Nebenfrage: , ,Wodurch iihertrifft diesar Verfasser seine Vor- niid 
Mitkampfer?" Zur Sache! 

Die Parallelentheorie wird auf das Axiom gebaut: , ,Durch einen 
Punkt giebt es zu einer Geraden eine nnd  nur eine nicht schneidenda 
Gerade." E s  fo lgm Satze über Lage eines Kreises zum Yunkte und zur  
Geraden, danu die Satzc über die gegenseitige Lage zweier Kreise. Die 
letzteren füllen mehr als drei Soiten; und  wenn Referont auch nicht 
glaubt, dass dieselben für Anfanger zu schwer seien, so halt er doch 
eine andere Behandlung für kürzer, interessanter und fruchtbarer. Auf 
S. 17 leitet der  Verfasser einen Satz zu zwei verschiedenen Figuren (31) 
ab, wobei A B  - Ah' in  der  einen einen positiven, in der andern einen 
negativen Werth hat. Ich würde diese Kleiuigkeit niüht erwahnen, 
wenn aie mir nicht mit einer gewissen Liebhaberei des Verfasseru im 
Zusarnmenhang z u  stchcn schicne. 

Auf S. 22-40 warden dia Congrnenzsiitxe, die Lehre rom Paral-  
lelogramm und Aufgaben hehandel t ,  welche sich um die Mittelsenkrechte 
(oder, wie der Verfasser sagt ,  die Normalhalbirende einer Strecke) g rup-  
piren. Die merkwürdigen Punkte  mit Ausnahme des Schwerpunktes 
schliessen sich an.  Uiese Partie ist nicht ~ch lech te r  als in anderen Lehr-  
büchern behandelt. 

Gleiches gilt im Garizcn von dcn folgenden Abschnitten, in denen 
bis S. 48 die Lehre von den Linien und Winkeln am Kreise, bis S. 56 
die Lchra von der Flachengleiçhheit, den P y t h a go  r a s  einschliesslich, 
hehandelt wird. Warum an dieser Stelle der Regriff Projection nicht 
eingeführt, sondern von Hypotenusenabschnitten G e  Rede is t ,  weiss 
ich nicht. 

Auf S .  59 begegnen wir ,, Flachenregeln", die  sonderbar genug aus- 
sebeu. Man ur the ih  selbst: 

Seite eines Quadrats = VE'lache. 
doppelte Plache 

Rohe  eines Dreiecks = ----p. 
Basis 

Ebenso wenig Sympathie 5ijsfit uns S. 61 die Gleichung pin: 
- --- 

Noruiale = i ( e i n  Hypotrnuscnabvchnitt) X (andr. Abschn.) 
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S. 62 wird die Heronische Dreieck~fl2chenformel algehraisch abgeleitet, 
- ich ziehe die geometrische Herleitung vor ;  wenigstens sollte tiie in 
einem Lehrhuche der Planimetrie angedeutet sein. 

Der folgende 5 8 führt die Ueberschrift: ,, Durchschnitt eines Win- 
kels mit Parallelen." W i r  finden in dernselben u. A. den ,,Transverfial- 
stah ", die harmonisclien Punkte  und Strahlen am Dreieck und Viereck, 
die Satze des M e n e l a u s  und  C e v a  nebst Umkehrnngen, dann in 5 9 
die Aehnlichkeit der Dreiecke und Vielecko. I n  anderen Lehrbüchern 
habe ich dieselben Materien in grosserer Einfachheit,  ohne heschwerlichen 
Rechnuugsballast und freilich auch i n  anderer  Ordnung dargestellt ge- 
funden. Als Fehler  mochte die Abwesenheit ausreichenden Ueliungs- 
materials fiir den Schüler hervorgehoben werden. Dasselbe stellt sich 
erst in  den mittleren Partien von § 9 ein;  doch ha t  es  mir scheinen 
wollen, als hahe der Verfasser mit einer gewissen Vorliebe , ,Rechnungs- 
aofgahen" behandelt. Selhst einigermassen echt constructive Anfgaben 
erscheinen in einem gewissen algebraischen Schimmer. So zahlte ich in 
der Aufgabe: , ,e inen Kreis zn construiren, der zwei gegebene Punkte 
enthalt und von einer Gel-aden eine Strecke JJ l  von gegebener Lange 
abschneidet ", mit Leichtigkeit 25 Gleichuugen ! 

I o  5 10 folgt die Lehre von dem Kreisbüschel. Auch hier zeigt sich 
die Vorliebe des Verfassers für rechnerische Behandlung. Die Ausbeute 
a n  dargebotenem Uebungsmaterial ist gering. Dagegen heht  sich 5 12, 
wo die Theorie der Kreifiverwandtschaft. nicht ohne Geschick auf das 
Tactionsproblem angewandt wird, vortheilhaft ab. 

Den  Schluss bildet die Berechnung von T C ,  die durch nicht un- 
geschickte Naherungsrnethoden geliefert wird. 

Das Uuch mag irn Ganzen brauchbar sein;  von auderen zahlreichen 
Schriften gleicher Art uutersclieidet es sich durch die Liebhaberei für 
rechnerieche Ausführnngen und Mangel a n  Uebungsmaterial nicht zu 
scinem Vortheil. 

C o c s f e l d ,  im J u l i  1882. K. Q C H W E R I N G .  

Sammlnng von stereometrischen Anfgaben i n  systematisciier Ordnnng. 
E in  Uebungsbuch für G y m n a ~ i e u  und Eealschulen von F. X. STECK. 
Kempten,  J. Kosel. 1881. 

Das Buch ist besonders zur  Repetition des vollen Umfanges der ele- 
mentaren Mathematik bestimmt; doch ist dies wohl, wie auch in der Vor- 
rede zugegeben wird, vorzngsweise von den rechnerischen Disciplinen 
zu verstehen. Die geometrische Anecbauung wenigstens kommt hei einer 
geringen Zahl von Anfgaben in ernstlichen Betracht. 

Wenn in einem Uebungsbuche recht viele Aufgaben vorkommen, 
welche im engen Anschluss an Verhaltnisse der  sinnlichen Anschauung 
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des Schülors stehen, so wirkt das anregend auf seine L ~ r n b e g i e r ;  er 
sieht, dass die  Mathematik doch ihren , ,Nutzen" hat. Wenn anderer- 
seits Aufgaben gestellt werden, welche ein wirkliches mathematisches 
Interesse darbieten, so pflegen dieselben bai richtigem Vortrag auch den 
Uurchschnittsschüler s u  fesseln, da die Bewaltigung s a  cl] 1 i c h e r, nicht g e - 
m a c h  t e r  Schwierigkeiten die Arbe i t~kraf t  steigert und die Arbeitsfreudig- 
keit erhoht. Man darf wohl aussprechen, dass die neueren Lehrbücher 
in diescr Rücksicht einen erfrculichen Fortschritt gegen friiher im All- 
gemeinen darbieten. 

Nun giebt es aber noch eine dritte Art Aufgahen, bei denen weder 
der eine, noch der andere G~s ich tspunkt  obwaltet;  der S c h ü l e  r erstens 
musa sofort den Eindruck haben ,  dass ihm so e t w a ~  n i e  praktisch vor- 
kommen werde, und die eigentliche zu üherwindende Scliwierigkeit ist zwei- 
tens für den M a t h  e m a t  i k e r eine lediglich urierfreuliche Sache. Leider 
mogen solçhe Aufgaben nicht immer zu vermeiden sein;  die in der Ste-  
reometrie vorkommenden Formeln müssen a n  Beispielen geübt werden, 
und da mogon diese Uebungen oft vom wissenschaftlichen Standpunkte 
wie ein ziel- und xweckloses Herumwühlen in dem rechnerischen Material 
erscheinen. 

I n  dem uns vorliegenden Buche haben wir nun in den Aufgaben, 
welche wir zur ersten oder zweiten Kategorie rechnen würden, die also 
praktisch oder theoretisçh interessant sein mochten, eine recht karge 
Ausbeute gefunden. 

Haufiger sind Aufgaben wie 37, S. 24:  Der aus dem Boden hervor- 
stehende Theil eines Kilometersteines ist ein Cylinder, der Theil im 
Boden  in Würfel,  dessen Kante  dem 1)urchmesser des Cplinders gleich 
ist, die Gesammtoherflache (!) und Hohe k t  gegeben, ferner das speci- 
fische Gewicht, gesucht wird das absolute. - Solche Aufgabe.n sind un- 
zweifelhaft n i c  h t in  die ersten der obigen beiden Kategorien einzureihen. 

S. 23 Aufg. 34 finden wir die Aufgabe: Die Snmme der Seiteu- 
flachen eines geraden dreiseitigen Prismas, dessen Grundkanten a ,  b ,  c 
sind, iet n -mal  so gross als die Grundilache. Wie  gross ist Oberflache 
und Inhalt des dem Prisma umschriebenen Cylinders? 

Diese Aufgabe hat einer naheliegeuden Bezietiung zum Radius des 
der Grnndflache eingescbriebenen Kreises wegen wohl eine geometrisch 
interessante Seite; doch wird darauf nicht ,  auch nicht in  der Anflosnng 
hingcwiesen. An lotzterer Stello ist es  sogar beim ersten Zusehen zwei- 
fclhaft, ob das Wnrzolxeichen blos dem Zahler oder auch dem Nonner 
gelten soll. 

Als grober Fehler fallt S. 13 dic Angabe des Inhalts cines regel- 

massigan Dreiecks mit der Kante a zu & o r  ( 3  auf;  doch scheint nach 
der richtigen Formel gerechnet zu sein. Freilich stimmt das Resultat 
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beim ersten Beispiel doch nicht ,  woran ein anderer 1)rnckfebler schnld 
sein wird. 

Falsch ist ferrier die Formel 20 S. 51, wonach sin a n  Stelle von 
2 

cos- gcsotzt ist. Hier wird nun  auch nach der falschen Formel munter 
2 

gerechnet u n d  der Verfasser wundert sich n ich t ,  dass e r  ein Dreieck mit 
den Seiten 25,  28, 17 ale stumpfwiukliges erhalt und  der stumpfe Win- 
kel  gar der nicht grossten Seite 25 recht behaglich ge.geriüberliegt. 

E s  pflcgt sich ebcn bitter zu rachen, wenn man die geometrische 
Anscbauung veruachlassigt nnd  sich in den gedankenlnsen Calcul stürzt. 

Die Anzahl der Aiifgahen betragt nach meiner Zahlung ungefahr 
500, die Seitenzabl 127. 

Es ist unangenehm, dass im Druck das Meter bezeichnende m nicht 
von dern sonstigen III  unterschieden ist. 

Uruck und Papier sind wenig erfreulich. K. SC~IWERING. 

Lehrbuch der Elementargeometrie von J. HENRICI,  Professor am Gym- 
nasium zu Heidelberg, und P. TBEUTLEIN, Professor am Gym- 
nasium zu Karlsruhe. Z w e i  t e r  T h e i l :  Perspectivische Abbildiing 
in der Ebene. Bereehnuug der planimetrischen Grossen. Pensum 
der Secunda (netist weiteren Ausf'ührungen fur Prima). Mit 
189 Figuren i n  Holzuchriitt und einem Kartchen. Leipzig, bei 
B. G. Teubner. 1882. V l I I ,  242 S. 

Wir haben S. 139 des vorigen Bandes über den ersten Theil dieses 
ncuen Schulbuches berichtct. Wir  konnen dcm hcute uns vorliegenden 
zweiten Theile in  gewiss nicht mindcrem Grade die Eigcnthümlichkeit 
des Ganges, die Streiige der Beweise, die mit dieser Strenge verbundene 
Eleganz nachrühmeu. Die sammtlichen Vorzüge entspringen einer ein- 
zigen Quelle. Die Verfasser haben fortwalirend das Eestreben im Auge, 
nicht vom Einzelnen zum Allgemeinen, sondern vom Allgemeinen zum 
Einzelnen überzugehen. Was der Refereut über P a s  c h ' s  Vorlesuugen 
über neuere Geometrie als für jenes Werk bezeichnend, als für jeden 
Leser beherzigenswerth hervorhob, das haben die Herren H e n r i  c i  und 
T r e.u t l e i  n aus sich heraus gleichfalls als wesentliche. Erneuernng des 
geometrischen Lehrganges erkannt ,  und ist gleichwohl ihr Gang von dem 
des ebengenannten Biiches verschieden, so zeigt uns diese Verschieden- 
heit nur, dass dem gleichen Endziele auf mehr als einem Wege zngestrebt 
werden kann. Ueber die Schulfahigkeit, wenn wir uns dieses Wortes 
bedienen dürfeu, muss wieder die Erfahrung das Urtheil sprechen. Nur 
eine Bemerknng dürfen wir uns erlauben: dass ein Urtheil gegen des 
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Bnch noch lange nicht begründet ist ,  wenn insbesondere iiltere und 
dadurch dem neuen Wacbsthum der gesammten Mathematik einigermassen - 
fremd gegenüherstehende Lchrer Nichts mit demselben zu leisten ver- 
mochten: Sind sie doch dem Buche gegenüber in  entschieden nngün- 
stigerer Lage,  als die Secundaner und Primaner, welche sie z u  unter- 
richten haben. Diese wissen norli nicht,  was sie erlernen sollen, und 
erlernen es ,  nach welcher Methode man auch verfahre, mit annaherud 
gleicher Mülie. Der  altere, neuen Lernens nacligerade entwohnte Lelirer 
wird sich genothigt finden, riicht blos rieue Begriffe in  sicli aufaunehmen, 
sondern aucb alte zu verabschieden, und R'ichts lernt sich sçhwerer, alri 
das Vergessen. C A N T O R .  

Ueber graphische Rectification von Kreisbbgen und veiwandte Aufgaben. 
Von CHR. N E H L ~ ,  Wasserbau - Director. IIamburg 1882, Verlag 
von Paul  Jenichen. 37 S. und 2 Figurentafeln. 

Die N!ilierungmerfahren zur Erlangung einer auf der Berührungs- 
linie an einen IGndpunkt eines Kreisbogens aufgetragenen, dern Kreis- 
bogen selbst an Lange gleichen Strecke, welche der Verfasser schildert, 
sind verschiedencr Art. Erstlich triigt er eine kleine Strecke mittels des 
Zirkels auf. dem Bogen herum und ebenso oft auf der genannten Be- 
rührungslinie. D e r  Rogen wird dahei als geradliniges Polygon aufgefasst, 
dessen Lange also zu Hein gefunden, und zwar, wenn 1 die wirkliclie Lange, 

s die Bogensc.hnc, r den Halbmesser hedentet,  etwa als 1 

9 r2 
vorausgesetzt, dass 1 nicht grosser als - - 

4 s" 
ist. 

Eine zweite Methode ist folgende. An den Kreisbogen A R  werde 
in A die Rerührungsliiiic gelegt und auf ihr A I ,  = 2 aufgetragen. Durch 
L und R gehen Kreisbogen, deren Mittelpunkte auf der Halhirungssenk- 
rechten der B L l iegen,  a .  B. in D, dem Durcbschnittspunkte dieser IIal- 
birungssenkrechten mit der AL.  K e n n t  man daher D, su ha t  man von 
hier aus nur  D L  = D il aufzutragen, um den P u u k t  L ,  also die Lange 

m A L  eu erhalten. Ein Nahernngswerth von AD ist aber r . t g -  , wo <p 
2 

den Winkel BAL bcdeutet,  den die Bogensehne s mit der oft erwahnten 
Berührnngslinie .4 L hildet. E in  andcrer Mittelpunkt eines durch L und 
R gehenden Kreifihogens, der also gleichfalls L leicht finden lasst,  ist  C, 
der Durchschnittspnnkt der Halhirungsfienkrechten der R L mit der  ver- 
langerten Sehne BA. F ü r  die Anffindiing dieses C sind zwei Niherungs-  
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Ein  drittes Verfahren endlich benutzt die  Spirale, deren Gleichung 
sin u 

in  Polarcnordinaten e = I . ---- lautet. Diese Bctrachtung ist iibrigens, 

wie der  Verfasser eelbst angiebt,  einer von Herrn S c h e f f ' l e r  bereits 
veroffentlichten nahe verwandt. E ine  gedrangte Beschreibung des Ver- 
fahrens dürfte sich nicht so leicht liefern lassen, wie in den bciden 
erorterten Fallen. Unsere knrze Notiz wird iihrigens schon genügen, 
auf die Abhaiidlung aufmerksam zu machen, welche vie1 Interessantes 
enthalt. Die Richtigkeit des Druckes lasst leider Manches zu wünschen 
übrig, insbesondere treten die Buchstaben u uud n wiederholt in bedenk- 
licher Weise für einander ein. CANTOR. 

Traneportenr und Massstab zurn Gebrauch beim Unterricht in Planimetrie 
und 'rrig@nnrnetrie, herausgegeben von Professor Dr. M A U R I ~ ~ I U S .  
4. Aufl. Coburg 1882, J. G. Riemann'sche Hofbuchhandlung. 

Zum Preise von 75 Pfenuigen bietet die Verlagshmdlnng dem Kaufer 
einen rechten Winke l ,  dessen Schenkel als Mauuetabe abgetheilt sind, 
einen ï ' rmsporteur ,  auf dessen Rückseite ein Transversalmassstah auf- 
gezeichnet is t ,  beide aus P a p p e  deutlich und verhëltnissmassig fest her- 
g ~ . s t ~ l l t .  Dazu kommt eine kleine kreisrnnde durchsichtige Transportcur- 
scheihe mit Gradtheilung, eine Gebrauchsanweisung auf 7 .Druckseiten, 
endliçh auf der  Innenseite des Umschlages eine betracbtliche Anzahl wich- 
tiger Constanten und Formeln für den Unterricht in Geometrie, I'hysik 
und Chemie. Wir  glauben diese ehenso wohlfeilen, als zweckmassigen 
kleiuen Apparate Lehrern und Schülern ernpfehleri zu dürfen. 

CANTOR. 

Dei principali metodi in geometria e in  ispecial modo del metodo anR- 
litico. Prrlczione al corso di geometria analitica letta il giorno 
10 Dicambre 1881 da1 Dr. GIUSEPPE VERONESE professore stra- 
ordinario nella R. Univereità di Padova. Verona e Padova 1882. 
32 S. 

Der  Verfasser, welcher noch in jungen Jahren  stehend den Lehr- 
stuhl bestiegen h a t ,  der  durch den Tod von B e l l a v i  t i s  verwaist war, 
begann seine Vorlesungen über analytische Geornetrie mit einer Ein- 
leitungsrede, welche durch den llruck verbffentlicht vor uns liegt. Es 
ist e ine übersichtliche Scliilderang der wesentlichsten geometrischen Me- 
thoden der alteren und noneren Zeit,  die auf die Studirenden wohl an-  
regend gewirkt haben mag. Wer  iiher die ersten Stodiensemcfit~r hinaus 
k t ,  wird kaum Nenes in dem Scliriftchen finden, weder neue Thatsachen, 
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noch neue Anschnuungen. Wunder  nehmen muss, dass bei dem Bestre- 
ben, den Erfindern der  verschiedenen Methoden gerecht zu werden, 
welches in erfreulicher Weise das Ganze durchzieht, der Name H e s s e ' s  
anch  nicht ein einziges Mal genannt  ist. CANTOR. 

Elemente der darstellenden Oeometrie fiir Realgymnasien und Ober- Real- 
schulen von A U G U S T  SC[IMIDT, ord. Lehrer am Realgymuasium zii 
Wiesbaden. Die orthogonale Projection. Nebst eingeheftetem 
Atlas von 8 Tafeln mit 108 Figuren. Wiesbaden 1882, bei J. F. 
Bergniann. X I I I ,  229 S. 

Uas ltealgymnasium zu Wiesbaden war die Stat te ,  von welcher aus 
oftmals namhafte Mathematiker ihre Wirlrsamkeit übten. An ibm lehrte 
J. H. T. M ü l l e r .  I n  scinen Programmen ver6ffontliclite I Ierr  U n  v e  r - 
s a g  t seine ersten Ahhandlungen. Dort brachte E. H i l  d e n  h r a n  d die 
darstellende Geometrie zum Range  eines regelmassig behandelten Unter-  
richtsstoffes. Herr  S c  h m i  d t ,  früber Schüler der gleichen Anstalt ,  als 
deren Lehrer  er jetzt thatig i s t ,  hat  der Aufgabe sich unterzogen, die 
Anfange der darstellenden Geometrie der Hauptsache nach in der durçh 
H i  l d e n  b r a n  d eingeführten Vortragsweise eirier grosseren Oeffentlichkeit 
zu übergeben. E r  liefert uns damit ein Bild von d r m ,  was wenigstens 
den Schülcrn e i n  e s  Realgymnasiums seit fast 20 .Jahren mit Erfolg ge- 
boten worden ist,  iind was, ohne die Streitfrage, o b ,  was a n  einem Orte  
moglich ist,  aller Orten geschehen k a n n ,  endgiltig beantworten zu wollen, 
jedem Lehrer von Interesse sein wird. Zu den Eigenthümlicbkeiten, 
welche das Buch auszeichuen, gehort neben einer s t reng durchgeführten 
eioheitlichen Bezeichnung, die das Lesen ,  also auch das Lernen un- 
gemein erleictitert, namentlicb auch die Ar t ,  wie die Lage eiuer begrenz- 
ten Strecke und aie eines ebenen Vielecks im Raume bestirnmt wird. I m  
erstercn Fal le  (S. 69) bedient sich Herr  S c h m i d t  mit Erfolg der Co- 
ordinatcn des Mittelpunktes der Strecke,  im zweiten Falle (S. 90 und 94) 
der sogenannten Hauptgeraden des Vielecks, woriint,er die Senkrechte 
ans einpm gegebenen Punkte  der Vielecksebene auf die Spur  dieser Ehene  
in einer der  Bildebenen verstanden ist. Wir  mochten ferner anf einen 
insbesondere für den künftigen Mineralogen sehr nützlichen Abschnitt 
iiber eine Anzahl von Krystallformen (S. 128 -1 47) hinweisen. Von deri 
Kegelschnitten ist an verschiedenen Orten die &de. I n  der Projections- 
lehre erscheint die Ellipse (S. 75) als Projection eines Kreises, u n d  der 
Sehüler lernt bei dieser Gelegeubeit die Haupteigenschaften der Ellipse 
aus denen des projicirten Kreises abltiiten. Wir  mochten dabei bemer- 
ken, dass hier die Entwickelungen auf S. 8 4  der Erganzung bedürfen, 
indem zu zeigen ist - was leicht gcschehen kann -, dass bei den vor- 
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genommenen Wnrzelausziebungen die Vorzeichen gerade so zu wahlen 
s ind,  wie es geschehen ist. Spater treten die Kegelschnitte a h  solclic 
bei der  Betraclitung des durch eine Ebene  geschnittenen Kreiskegels auf 
(S. 152-155). Die Ellipse entsteht,  wenn die Schnittebene kainer 
Seitenlinie des Kegels parallel is t ;  die Hyperbel ,  Parabel,  wenn di0 
Schnittehene zwei Seitrnlinien, einer Seitenlinic parallel ist. Auch hier 
sind wieder ~ o l ~ e r u n g e n  suf Eigenschaften der entstehenden Curven 
gezogen, 80 dass der Schüler, welcher das gleiche Lehrpensum spater 
mit den Hilf'smitteln 'der analytiçcheri Geornetrie behandelt findet, die 
Kenntniss vieler der zu beweisenden Satze und auch die der  drei eu 
einander senkrechteu Raumcoordinaten schon mithringt. Ueri Uurçhdring- 
ungsaufgaben ist (S. 202 flgg.) ein letzter A b ~ c h n i t t  des Buches gewidmet. 
Die beigegebenen Figuren sind in einer die Verlagshandlung ehrenden 
Waise hergestellt. CANTOK. 

Elementares Lehrbuch der algebraischen Analysis,  für den Unterricht 
an teclinimchen Anstalten bearbeitet von H A N S  STAUUACHER, Pro- 
feseor für Mathematlk und Physik am konigl. Realgymnasinm 
Speier. Munchcn 1882,  Schulbüeherverlag von R. Oldenbourg. 
VIII ,  169 S. mit 19 Figuren im Texte. 

Ilas Wor t  ,,Algebraischc Analysis" ist von bekannter Dehnsamkeit. 
Rücher wie Vorlesiingen, welche nnter  diesem Namen angekündigt wer. 
dau, unterscheiden sich von einander derar t ,  dass Keines dem Andern 
als Massstab dienen k a n n ,  Jedes  vielmehr für sich beurtheilt werden 
muss, ob es neben der elementaren Reihentheorie, urelche allerdings 
niemals fehlt und iiisofern als Hauptstoff bezeichnet werden darf,  noch 
anderweitige interessante Capitel behandelt,  und ob die Bebandlungs- 
weise unter  Festhaltung des elementaren Charakters darnach angethan 
ist,  den Schüler frühzeitig ail diejenigen Forderungen der Strenge zu 
gewohnen, welche des kennzeichnende Merkmal der heutigen Mathematik 
bilden. Herrn S t a n d a c  h e r ' s  neiles Buch,  entstanden aus Vortragen 
an de,n beiden obeien Classen des Realgymnssiurns zu Speier, kann als 
Beleg unserer Behauptung dienen,  zurnal wenn man es mit G o t t i n g ' s  
Einleitung i n  die Analysis (e. Bd. XXVI dieser Zeitschrift, liistor.-literar. 
Ahthlg. S. 71-73) vergleichen wollte. Kaum eine eutfernte Aehnlichkeit 
zeigen Beider Werke ,  und doch besitzt jedes von beiden Vorxüge, dia 
es empfehlen. Dem 'heute uns vorliegenden Bande ktinnen wir insbeson- 
dere nachrühmen, d a s ~  es der Fassungskraft von G ymnasialschiilern, 
wenn auch der obersten Jahresab th~i lungen  , namentlich am Anfange voll- 
auf Rechnung tragt und nur  gauz allmalig eine etwas schwerer verstand- 
liche Behandlungsweise eintreten Iasst. Diesem Umstande sind wohl die 
glücklichen Ergebnisse zuzuschreiben, welche der Vcrfasser, wie seine 
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Vorrede uns mittheilt, bisher mit diesem Lehrgange erzielt ha t ,  Ergeb-  
nisse, die wir mittels des Beispieles einzelner Schüler, welche aus Speier 
nach Heidelberg m m  Studium der Mathematik kamen,  mit Vergnügeii 
bestatigen konnen. Ferner  dürfen wir als unscre Vorlage vortheilhaft 
auszeichnend einige Untersiichungen erwiihnen , die sonst iibergangen zu 
werden pflegen. Sie  bilden einen Theil des 3. und das ganze 13. Ca- 
pitel. Dort ist wenigstens der Anfang einer Lehre von den endlichen 
Differenzen und Siimmen gegeben, hier am E n d e  des ganzen Bandes die 
Grundlage einer Lehre von den recurrenten Beilien. Der Tlieorie der 
Gleichungen , welche freilich meietens mit einigen ihrer Fundamentalsatee 
in die algebraisehc Analysifi cingezogan wird, fiind drci vollr Capitcl 
gewidmet: 7.  Allgerneine Satze über die holieren Gleichungen, 8. Auf- 
losungen numerischer Gleichiingen beliebigen Grades, 9. Allgemeine Auf- 
loçung der Gleichungen des dritten und vierten Grades mit einem An- 
bang über Zerleguug einer rationalen Bruehfuuctiou in l'artialbrüche. 
Utma die Lelire von den cornplexen Zalilen auf Grundlage ihrer geo- 
metrischen Versinnlichung genügend berückeichtigt ist ,  dass Reihen mit 
complexen Hauptgrossen auf ihro Convergenz gcprijft werdeu, ist gliick 
licherweise meistens salbstverstaadlicli in grgenwartig vernffentlicliten 
Biiehern. Erwalinenswerth ist ,  dass Her r  S t a u  d a c h e r  bei der Retracli- 
tung der complexen Reilien den Begriff des C'onvergenzkreiscs eiuführt, 
mit welchem der Gymnasi~lschüler  svnst wohl nur selteil bekannt wird. 
Sollen wir aueh auf einige Gegenstaude hinweisen, die in  diesem Buclle 
iihergangen s ind ,  wahrend sie in anderen Werken über algehraisclie Ana-  
lysis vorkommexi, so nennen wir neben den Kettenbrüchen, welche den] 
bayerischen Unterrichtsprogramme, das aie nicht enthalt,  zu Lieba au8- 
geschlossen wurdan,  auch die Lehre von den Productenfolgen und von 
den mit diesen nahe zusammenhangenden B e r  n o u  11 i'schen Zalilen. Von 
den einzelnen Entwickelungen heabsichtigen wir nicht zu reden. Wir 
begnügen uns mit der allgemeinen Bemerkung , dass der sachkundige 
Leser vielfach Gelegenheit ha t  , kleinere oder grossere Abweicliungen von 
der gewohulich betretenen Strasse zu liemerken, auf denen er meistens 
mit Vergnügen dem Verfasser folgen wird. CANTOR.  

Einleitnng in die  Differential- und integralrechnung von Dr. M O R I T Z  
P ~ s c n ,  Professor a n  der Universitat zn Giessen. Verlag von 
B. G. Teubner. Leipzig 1882. 188 S. 

Der Verfasser, dessen Bestreben dahin gerichtet is t ,  die eiuleitenden 
BegriEe der Infinitesimalrechnnng fester zu bestimmen, als die meisten 
Werke für Anfanger es z n  thun ptlegen, geht i n  Anschluss a n  D e d  e -  
ki n d ,  Stetigkeit und irrationale Zahlen ( B r a n n s ~ l i w e i ~  1872) ,  von dor 

Hiut.-lit. A b t l i l ~ .  d. Zeitiohr. f. Math. e Phyi. XXVLII, 2.  6 
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Z a  h l e n s t r e c k e  aus ,  d. h. von einer Anzahl positiver ganzer und 
gebrochener Zahlen , welche die wesentliche Eigenschaft besitzen , dass 
zu jeder Strecke A und zu jeder  gegebeueu Zahl r eine Zahl x gefunden 
werden k a n n ,  welche selbst uoch zu A gehort,  wahrend die Zahl x +  E 

nicht melir zur Strecke gehort,  sie auch nicht begrenzt.  E ine  Zahl heisst 
narnlicli Grenze einer Strecke,  welche alsdann selhst r a t i  O n a 1  genannt 
wird, wenn es unter den von dcr  Strecke ausgeschlossenen Zahlen eine 
kleinste giebt, welche eben die G r m z e  ist;  gieht es keirie solclie kleinste 
von der Strecke ausgeschlossene Zahl ,  so nennt  man die Strecke i r r a t i  o -  
n a ] .  Mit Zahlenstrecken kann unter Aufstellung genügeuder Definitionen 
auch gerechnet werden ,  und  insbesondere kann  jede Zahlenstrecke als 
nt" Potenz einer andern aufgefasst werden,  wo n eine ganze positive 
Zalil bedeutet. Die niicliste Erweiterung ist sodann die zur Potenz eiuer 
Zahlenstrwke für einen selbst ale Zahlenstrecke g ~ g e b e u e n  Exponenten. 
D a s  Rechnen mit rationalen Zahlen bleibt als besonderer Fa11 in d e a  
Streckenreclinen enthal ten,  da  j a  jede rationale Zahl als Grenze eincr 
r a t i ~ n a l e n  Strecke aufgefaset werden kanu.  Wird nun wieder statt  Strecke 
Zalil gesagt,  wahrend die Regriffsbestimmung dieses letzteren W o r t e ~  sich 
gegen früher wesentlich verandert h a t ,  so kann das U n  e n d  l i c h g r o s s e  
wie dau U n  e n d  1 i c h  k l e i n e ,  eine nach oben,  beziehungsweise nach 
unten unbegreuzte Gruppe von Zalilen, eingefülirt werden,  walirrind auch 
n e g a t i v e  Lahleu den positiven a n  die Seite treten. Complesc Zalilen 
hat  der Verfasser grundsatzlicli von seinen Betrachtungen ausgeschlossen. 
13ei jedcr  Aufgabe treten Zahlengrossen auf ,  die innerhalb der Anfgabe 
ihien Werth belialten , vcrandern. Das  bind die C o n  s t  a n  t e n odcr 
P a r a m e  t e r  und die V a r i a b  e l n  der Aufgabe. Le tz te re ,  in  gegenseitige 
Abhangigknit gebraclit, fuhren zur F u n  c t i O n einer oder mehrerer Va- 
r iabeln,  xur Auswerthung der Function bei verschiedenen Annahmcn für 
das A r g i x m  e n t (dabei tritt S. 31 der Druckfehler auf ,  dasa Z.  23 wieder- 
licilt f statt  g s teht) ,  zur geometrischen Darbteiiung von Furictiorien. Ea 
ist dabei gestattct,  derartige Abschiiitte der entstehenden l'lancnrve zu 

walilen, iunerlialh deren eu jeder Abscisse nur  eine einzige Ordinate 
geliort, d. 1i. eine t r i n d e u t i g e  F u n c t i o n  versinnlicht ist. Dio Plan- 
curve einer niclit geometrisch, sondern analytisch definirtcn Function har- 
zustellen, gelingt nur  aiinaherungsweise, wenn auch mit Einhaltung 
beliebiger Genauigkeit,  und diese Ueberlegung leitet von selbst zum 
Degriffe des G r e n z w e r t h e s  e i u e r  F u n c t i o n .  Auch die C o n t i -  
n u i t  a t  der k'unction nebbt ihren Unterbrechungen kommt jetzt zur 
Spraçhe und  liisst Satze ableiten, welche noch mehr alti das Bisherige 
von dem abweichen, wati Anfangern sonst geboten zu werden pflegt. Sa 
dor W e i c r s t r a s s ' s c h e  Satz:  1st die Function y stetig in  dem gnnaeu 
Iiitervall mit  Einschluss der Grenzen,  und  kalin sie der Zab1 y heliebig 
nalie komiiien, so erreicht sie deil Wertli y mindestens für einen Werth 
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von 3 ;  so auch der  Satz von der g l e i ~ h r n a s s i ~ e n  S t e t i g k e i t  nnter  
Anwendung dieses von H e i n  R eingeführten Wortes. Zu jeder Function 
einer Variabeln kann d ie  i n v e r s e  F u n c t i o  n gesucht werden. Nimrnt 
die Function in dem ganzen Intervalle, in welchem sie betrachtet wird, 
jeden Wertli einmal und  nur  einmal a n ,  so theilt die inverse Function 
mit ihr die Eigenschaften der  Stetigkeit,  der Eindeutigkeit,  des fort- 
wahrenden A h -  oder Zunehmens. Tri t t  aber  innerhalb der Function ein 
hestimmter XTerth mehr als einmal a u f ,  ohne dass die Fiinction constant 
ist, so zeigt sich die inverse Function m e h r d e u  t i g ,  und innerhalb der 
Function ersclleinen e x t r e m e  Wer the ,  M a x i m a  und  M i n i m a .  Die 
a l g e b  r a i  s ç l i e  F u n  c t i o n  wird sodaun besproclien und gezeigt, days 
dieselbe, nur wenn sie gebrochen is t ,  unendlich oder nnbestimmt werden 
kann. Vielleicht hatto der Verfasser bci dem (S. 65) angeführten Bei- 
spiele der bei r = 1,  s = 1 unbestimmt werdenden Fnnction zweier Varia: 

r - s  
beln - gut  gethan,  zu zeigen, wie die Werthe 1 und 3 erscheinen, 

7-2-  s 

je nachdem man zuerst r = 1, dann s = 1 ,  oder zuerst s = 1, d a m  r 3 1 
setzt. Nachdem ein starkes Drittel des Buches vollendet i s t ,  erscheint 
das D i f f e r e n t i a l  und der D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t ,  über dessen Exi- 
stenzfrago dor Verfasser sich allerdings etwas bequem mit den Worten 
hinweghilft: , ,Man hat bemerkt,  dass bei denjenigen Func t ianen ,  denen 
man weitaus am meisten begegnet nnd  von denen der Functionsbegriff 

nrsprünglich entnommen is t ,  der Differenzqnotient f (z + h! - f (9 einem 
h 

Grenzwertlie xustrebt, wenn h sich dem Grenzwerthe Null nahort. E i n  
solches Verhalteri setzeri wir 11ei der Function y =  f ( x )  a n  der festgehal- 
tenen Stelle x voraus u n d  bezeichnen den Grenewerth des Differenz- 
qnotienten mit y'." Die  Betrachtung von y' als A b l  e i  t n n g  fiilirt, nach- 
dem dio Differentiation algebraischer Functionen gelehrt worden i s t ,  zur 
S t a m m f u  n c t i  o n y mit ihrer Constanten, als Untersehied zweier Stamm- 
functionen, und  xnm Beweise des Satzes f (x +h)  - f ( x )  = h .  f ' ( ~ +  O h ) .  
Auch den Beziehungen zwischen Differentialquotient nnd  Berührnngs- 
linien a n  Plancurven,  vorwiirts und  rückwarts genommenen Uifferential- 
qnotienten, Spitzen und Wendepunkten ist ein Paragraph gewidmet. 
Das h e s t i m m  t e I n  t e g r a l  erscheint darauf als Wer th ,  den diejenige 
Stammfunction zur Ableitung y, welche bei x = a verechwindet, unter 
der Voraussetzung x = b annimmt; en entwickelt sich, unter Voraussetz- 
ung eines im ganzen Intervalle endlichen y, ale Grenzwerth einer Reilien- 
summe. Bei dieser Definition geht allmalig der Ursprung als Stamm- 
function ciner Ableitung fattt verloren, und die X2tegralfunction als ~ o l c h e  
kaon mit ihren Eigenschaften untersiicht werden. Der Rückweg zur  
Stammfunction führt zum u n  b e s  t i m  m t e n I n  t e g r a l ,  mir Kanntniss 
von E x p o n e n t i a l f n n c t i o n  und L o g a r i t h m u s ;  die Betraclitnng der  
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Integralfunction verbindet sich mit der Losung der  geometrischen Pro- 
bleme der  Q u a d r a t u r  und der R e c t i f i c a t i o n ,  die ,  auf den Kreis 
bezogen, t r i g o n o m e t r i s c h e  F u n c t i o n e n  und deren Inverse entstehen 
lassen. Von. S. 134 a n  tritt im letzten, kleinsten Drittel des Buches die 
Untersuchung a n  F u n c t i o n e n  m e h r c r e r  V a r i a b e l n  naher heran. 
Allerdings ist nur  in  einem einzigen Paragraphen von p a r t i e  11 e n  A h -  
l e i t u n g e n ,  sowie von D i f f e r e n t i a t i o n  e i n e s  b o s t i m m t e n  I n t a -  
g r a l s  n a c h  e i n e m  P a r a m e t e r  für den Fa l l ,  dass solche gestattet ist, 
die Rede,  in einem neiteren Paragraphen von u n e n  t w i c k e l t e n  F u n c -  
t i o  n e n .  Die noch übrigen Paragraphen (S. 150 -~ l88)  haben es mit 
u n  e n  d l i  c h e u  R e i  h e n u n d  deren Benutzbarkeit zu thun. 

Wir  haheu uns damit begnügt, eine kaum mehr als blosso Ueber- 
scliriften enthaltende Uebersicht des in  mehrfachen Beziehurigen beachtens- 
werthen Buches zu geben. Wir  vermuthen,  es werde gleieh uns der 
akademischo Lehrer, welcher Infinitesimalrechnung e u  lesen ha t ,  mit Intor- 
esse diese und  jene Entwickelung sich ~ n e i g n e n ,  soi es für Vorlesiingcn 
iiber Diffarential- und Integralrechnung, sei es ,  wie uns wahrscheinlichar 
deucht , fiir Vorlesungen über eine wissenschaftlich gehaltene Elementar- 
nrithmetik und über algebraische Analysis,  weil im eigentlichen College 
über Differential- u n d  Integralrechnung der massenweise vorhandene 
Lehrstoff es unmoglich macht, sa lange bei der Einleitung zn verweilen. 
Auch unameu Schtilern mochten wir das Buch nicht wahrend eines sol- 
ctien Collegs in die Hande  wünschen, um so lieber aber wahrend der 
daraaf folgenden Ferienzeit. CANTOR. 

Die Arithmetik und Algebra, für den Schul-  und Selbst- Unterricht be- 
arbeitet von KARL KOPPE, Profe~sor .  12. Auflage , bearheitet von 
Dr. W. UAEL,  Oberlehrer am Realgymnasium zu Braunschweig. 
Essen 1882 ,  bei G. D. Badeker. 254 S. 

Der Herausgeber sagt uns i n  seiner Vorrede, der Anfanger bringe 
fiir umstandliche theoretische Erorterungen weder Intereese, noch Ver- 
stiindniss mit; ihm genüge es ,  das allgemeine Gesetz auf dem Wege der 
Induction ans den seinem Anschauungskreise angehorenden Ziffernheispie- 
leu ahgeleitet zu haben,  und daher dür fe ,  müsse der Anfangsunterricbt 
in der Arithmetik auf allgemein geführte Beweise verzichten. Man kann 
die Frage,  011 d a s ,  was d e m  Anfanger genügt ,  auch f ü r  den Anfanger 
geniige, unterdriicken, man k a n n ,  der Erfahrung des Schulmannes sich 
unterordoend, fur den allerersten Unterricht eine Art  der Erwerbung 

L 

einer gewissen Summe von Kenntnissen dulden,  welche mit dem land- 
liiufig gewordenen Ausdrucke ,,billig und  schlecht" bezeichnet werden 
darf; aber kann man so weit gehen,  darein zu willigen, dass das in der 
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Hand des Schülers befindliche Lehrhiich (wie die Vorrede weiter sagt) ' 

~ich  einem solchen rasch vorwarts schreitenden Unterricht anpassen, dasa 
R U C ~  hier alLes Entbehrliche wegfallen müsse'? W e r  f l r  die Bejahung 
sich zu entscheiden im Stande is t ,  wird der neuen Auflage des K o p p e -  
schon Lehrbuches vielleicht noch befreundeter sich erweisen, als den 
früheren, denn der Rothstift ist von dem Bearbeitcr kraftig gehandhabt 
worden. Wer aber, glaich dem Referenten, nur  ein lautes Nein! auszu- 
sprechen vermag, wird vielrnehr vor dem Gebrauclie des Buches nament- 
lich zum Selbstunterricht warnen konnen. Einen rühmlichen Gegensatz 
gegen die sonstige Anlage bilden, wie wir unparteiischer Weise hervor- 
lieben wollen, die 5s 1 5 9 a ,  1 5 9 b ,  160a, 1 6 0 b ,  1 6 1 ,  in welchen von 
der Einführung fremder Gleichnngswurzeln gründlicher gehandelt wird, 
als ee sonst in Elementarwerken der F ~ l l  s u  sein pflegt. 

Die Anfangsgrlinde der Determinanten in Theorie und Anwendung. Zur 
Selbstbelehrung leichtfafislich bcarbeitet von Dr .  H. KAISER i n  
Diehnrg. Wiesbaden, Verlag von J. F. Bergmrinn. 1882. VII ,  41 S. 

Eine,  wie aus der Seitenzahl zu entnehmen iet,  kurz gefasste Zn- 
sammenstellung der nothwendigsten Determinanteneigenschaften bis znm 
Multiplicationstheoreme und der Entstehung der adjungirten Determinan- 
ten einschliesslich. Zwei weitere Abschnitte lehren die Auflosnng von 
11 Gleichnngen ersten Grades mit n Cnbekannten , sowie die Bildnng der  
Resultante homogener Gleichungen und einige wenige Anwendungen auf 
Geometrie, inlibesondere die  Darstellurig dar Gleichungen von Geraden, 
von Ebenen und  von Kegelschnitten, welche durch so vie1 Punkte  hin- 
darchgehen, als zur Bestimmung des betreffenden Raumgebildes erforder- 
lich sind. Anf bcsondero Strenge macht das kleine Büchelchen kcinen 
Anspruch , es setzt vielmehr mitunter als selbstvoretiindlich voraus, was 
in grosseren Werken besondeh bewiesen zu werden pflegt. Eigentlich 
Unrichtiges ist uns dagegen nicht aufgestossen. CANTOR. 

Pater und Philipp Apian, zwei deutsche Mathernatiker und Kartographen. 
Ein Beitrag znr Gelehrten - Geschichte des XVI. Jahrhuuderts  von 
Dr. SIEGMUND GUNTHER. Separatabdruck ans den Abhandlungen 
der konigl. bohm. Geliellsch. der Wissensch. VI. Folge 11. Band. 
(Mathem.-naturwiesensch. Classe Nr. 4.) P rag  1882. 136 S. 4O. 

P e t e r  B i e n ~ w i t z ,  genannt A p i a n n s  (1495-1552) und dessen 
Sohn P h  i l  i p p (1531-1589) sind zwei Personlichkeiten, deren wissen- 
schaftliche Lebensgeschichte wohl im Stande ist,  ein hoheres Interesse 
in Anspruch zu nehmen. Gehort doch der  Vater, dessen Leben in ein- 
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facher, rnhiger Weise verlief, zn den fruchtbarsten Schriftstellern seiner 
Zei t ,  dessen Werka noch heute den Leser menche wichtige Stelle erken- 
nen lassen; und sind doch die Schicksale des Solines, von dessen Ge- 
lehrtenthatigkeit fast ausschliesslich eine grosse Specialkarte von Bayern 
in  24 Blattern auf uns gekoxnmen is t ,  . so spanneud und mit der Ge- 
schichte der kirchlichen Unduldsamkeit von Katholiken und  Protestanten 
des XVI. Jahrhundcrts  so eng vcrquickt,  dass auch der  Nichtmathema- 
tiker die Zeit nicht fiir verloren achten mag,  welche e r  darauf verwen- 
d e t ,  sich mit P h i l i p p ' s  Erlebnissen zu befrennden. Her r  Giin t h e r  
h a t  beiden Msnnern eine genaue Wiirdigung zukommen lassen, indem er 
die uns vorliegende grossere Abhandlung der Oeffentlichkeit übergab. 
Personlich sympathisirt e r  offenbar weit mehr für P h i l i p  p ,  als für P e t  er 
A p i a n ,  eiue Vorliebe, welche e r  auch seine Leser theilen lasst. F ü r  den 
eigentlichen Pachmann,  den Mathematiker, wird gleichwohl P e t  e r  A p i a -  
n u s  die bedeutendere und wichtigere Personlicbkeit bleiben, von dessen 
Arbeiten er Kenntniss zu nehmen wünscht. E s  ist eu bedanern, dass Herr 
G iin t h  e r seine Referate in diesar Beziebung nicht durch Fignren unter- 
stütat ha t ,  deren Mangel z. B. S. 31-32 sehr storend wirkt,  wo (viel- 
leicht durch Ausfallen einzelner Worter beim Drucke?) die Dentlichkeit 
Einiges zn wünschen übrig lasst. CANTOR. 

Bemerbnng zn S. 6 dieses Jahrganges. 
* Herr l?rovinzialschulrath Dr. K r u s e  zu Danzig macht mich darauf auf- 

merksam, davs ich auf S. 5 meiner Abhandlung über eine Handschrift der konigl. 
6ffentl. Bibliothek zu Dresdeu in der 2. und 3. Zeile aes Beweises der Formel des 
H e r  O n dem Nanuscript folgend falfichlich k fita,tt r hahe setzen lassen. Der Fehler 
1st um so verzeihlicher, als k und r zwei gleiche Grossen bedeuten. Es muas 
heissen ,,et ad b c r" und ,,quod continet t sr", und bitte ich, so verbessern zu 
wollen. 

Thorn .  M. CIIETZE. 
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Hist'orisch - li terarische Ab th  eilung, 

Bemerkungen zu den Archimedischen Naherungs- 
werthen der irrationalen Quadratwurzeln. 

Von 

Prof. Dr. II. WEISSENEORN. 

Ueber denselben Gegenstand ist in  der Zeitschr. f. Math u. I'liys. von 
S c h l o m i l c h ,  C a n t o r  und K a h l ,  Jahrg .  XXVI,  1881, hi&-lit. Abtli. 
S. 121-1 26 eine lesenswertlie Abhandlung von H e i  1 e r  m a n  n erschicnen. 
Jedoch sind hier einige Gedanken nicbt so ausgeführt, wie sie es wohl 
verdienteri, und  Folgerungen, welche sich ergeben, nicht gezogen. Beides 
zu thun ist der  Zweck des vorliegenden Aufsatzes. 

Herr H. verallgemeinert in seiner genannten Schrift einen von T h e  O n 
S m y  r n a e u s  überlief'erten, in C a  n t O r ' s  Geectiichte der Matliernatik S. 369 
erwahnten Satz  über Sei ten-  und Durchmesserzahlen. Sind namlicli S, B 
und a beliobige positive Zahlen, S und D ganz oder unecht gebrochen, 
a Ranz, echt oder nneciit gehrochen , und hildet mari weitere Zablenpaara 
S,, O,; S2, D , ;  . . . Sn, n, nach folgendem Bildungsgesetzr: 

s , = s + D ,  n , = a ~ + ~ ,  
S z = S , + B , ,  U2=rcS ,+D, ,  
. . . , . . . . . . .  

allgemein 

1 )  Sr j=Sn-~+Dn- l i  D n = n S n - l + n m - 1 ,  
so ist 

n S n 2 -  as , - lZ  + 2 a S n _ ~ D , - ,  + a D , _ i 2 ,  
B , ~ = L ~ S ~ - ~ ~ + ~ U S , - ~ U , - ~ + ~ I , - ~ ~ ,  

folg-lich 
D , , 2 - ~ S n 2 = ( 1 - a ) ( D n - 1 2 - a S n - i 2 ) .  

Durch wiederholte Anwendnng dieser Oleichung findet man laicht 

Dn" a Sn2 = (1  - ci)". (O2 - a p) 

und durch Division mit Sn2 

Herr H. bemerkt hierau: , ,Wenn hier die Zahlen a ,  11, S kleine Werthe 
haben, so wird das zweite Glied rechts mit wachsendem Zeiger n wegen 

Hi6t:lit. Abtùlg. d. Zeitschr. f. Math. n. Phya. XXVIII. 3. 7 
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des zunelimenden Divisors Sn2 irnmer kleiner. Uaher  wird durch diese 

Dn" Dn Gleichung die  beliebige Zahl O in  das Quadrat  - verwandelt oder - 
Sn2 Sn 

RIS Niiherungswerth von J& gefunden. Wenn dazu a > 1 i s t ,  B O  haben 
diese Werthe auch noch die wichtige Eigenschaft,  dass aie abwecliselnd 
zu gross und zu klein s ind ,  also die gesuchte Grosse r i  in irnmer engere 
Grenzen einschliessen." Untersuchen wir zunachst die hier angeführten 
VerhSltoisse etwas genaner. 

Die Gleichung 2 )  lautet also: 

1st nun I. a> 1, D" asZ>  O ,  so ist  1- ri negativ, (1 - a ) "  also 
positiv oder negativ, je nachdem n eine gerade Zahl 2 m  oder eine un- 
gerade 2 m + l  ist;  D2- as2 ist constant und Sn waclist mit zunehmendem 

D2- u s 2  
n ,  der  Werth B des Bruches wird daher immer klcincr. EG 

S,," 
ist also 

1st 11. a > l ,  0 8 - u s 2 =  O ,  so ist oû'enbar für jedes n 

Is t  III. a 7 1, Be - n S2 < O ,  so ergiebt siçh anf dieselbe Weise, wie 
im Fal le  1. 

4) 
& m  + 1 

82 o r  + 1 

Tst IV. a == 1,  80 int fur jeden Werth von 71 

I~~ V. < 1, 0 2  - O Se > 0 ,  6 0  k t  1 - a positiv, also f ü r  jedes n 
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Ŝ -̂N_YV--Y.,.,-----<---4----- .,.,. -.,.,--_ ̂, .A,----- - -. 

D2- nS2 
1st VII. a < 1, D2 - aS2 < O, so ist (1 - a ) " .  - stets negativ, 

Sn2 
also für jedes n 

m i e  man sieht ,  bieten insbesandere die Regeln 3 ) ,  4 ) ,  5), 6) das 
ausgiebigste Mittal, s u s  einer Zab1 n%lierungsweise die Quadratwurzel zu 
ziehcn, nach Bedürfniss oder Wunsch. Wil l  man abwechselnd zu grosse 
und zii klcine Werthe,  sa dass der wahre in immer engere Grenzeu ein- 
geschlossen wird, sa wird man sich der Formeln 3) oder 4) bedienan, 
je nachdem man mit einem zu kleinen oder zu giossen Naherungswerthe 
zu beginnen b e a b s i c l ~ t i ~ t .  So erhalt man aus 3): 

für S =  1, D = 2 ,  n = 3 als Wer the  von J3 

8) 
1.4 ,  2 . ; ,  3 . 4 9 ,  4 . 3 ,  5 . 3 + ,  6 . 3 4 ,  7 . + 5 $ ,  B . # , ; ,  " J#$, 10. '-, '1, $9;; , 1"'"""" 

7 8 0  5 5 2 9  ' 
in  welchen sich die Werthe geradzahligor Ordnung von der oberen, die 

nngeradzahliger Ordnung von der  nnteren G r e n ~ e  her den Grossen JS 
und 1/3 nahern. 

Aus 4) ergehen sich: 

die geradzahliger Ordnung von der unteren Grenze her den Grossen p'3 
und J3 nxherri. 

Wünscht man Werthe zn haben,  welche von der obereu Grenze nach 

0 und f 3  couvergiren, so  setze man für a die r ~ c i p r o k e n  Zahlen 
U - 7  r ,  n = +, und man erhalt nach 6):  
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WY___^_^MY__y_X_y_N__W__U___ --- 

1 
für S = 2 ,  D = 1 ,  a = $  - grosfier als 

i 3  
g ,  +, 53, 29, $23, g h  

also nmgekehrt 

11) 1. 3, 2. y ,  3. -:;, 4. $ y l  5 .  -73, 6. 344, sZmmtlich > J S ;  
12) 1. #, 2. 2 ,  3. y ; ,  4 f g ,  5. 6. #i, sammtlicb 3 42. 

Wünscht man Mrerthe z u  haben,  welche von der  nnteren Greuze 

nach JS und  J3 convergiren, so setze man wieder für a die reciproken 
Zahlen a = 4, n = +, und man erhalt naüh 5) : 

fiir S = l ,  D = 1 ,  a = +  
1 J=2 kleiner als 

1, q ,  l a ,  4 1 ,  +%, @i, 
i 

für S = l ,  D = 1 ,  a = +  - kleiner als 

1 ,  * 1  7_;2, 44, a*, ++, 
also umgekehrt 

13) 1. 4,  2.  5, 3. ++, 4. 44, 5. +4$, 6. MQ, siimmtiicii < J S ,  
14 )  1. 3, 2.  9, 3. y, 4. #, 5 .  $+, f i .  ;+, sammtlich < Ji. 

D a ,  wie  LUS 2) hervorgeht,  der Fehler,  welchen man begeht, wonn 

Bn - 

man - = t u  setzt ,  um so geringer i s t ,  j e  weniger a von 1 verschieden 
S n  

k t ,  da  also clann die Wertlie am schnellsteu convergiren, so ist es an- 

gezeigt, die Rechnung demgemass einzurichten. Man setze al60 

b2 + C a=- 
d2 ' 

wo b8 und dd zwei Quadratzahle? ( d 2 =  1 nicht a ~ s ~ e s c h l o s s e n )  und c 

eine moglichst kleine Zahl k t .  Uenn daun is t  

also 

Man setze iinn 

b 
berechnri f i  und  multiplicire die erhaltenen Werthe mit -. 

(1 

Um z. B. rasch convergirende Zahlen fiir f S  zn  finden, setze man 

50 4 9 + 1  49 49 50 2 1+-- =-.- 
2 5  2 5  2 5  ( 9 XI 49 '  

also 
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Für S -  2, L) = 1 ,  a'=$# hat man nun den Fa11 1. und erhiilt für 

aIso fiir (2 = % 
15) 1. ++b 9 2 : 7 8 + ,  3. $#i;+, 4. +$+$$il 5. #$+$$+, 6. fi{+@#. 

Für S = 1, D = 1, ri'= $1 hat  man den Fall I II .  und erhalt für /a 
$$$, +;+, ;"Y;TDi, 49+&!;, ##l#!l " O"'"" 

YZi +!2A?ïkl 
also für J2 = + Js 

16) 1. qi ,  2. L m ,  3.  +#$#&, 4 +@#ig, 5 ,  g+pJ++#, 6. +gg;;g*. 9 8 5 

128 121+7 121 128 
Batte man g e ~ e t z t  2 -- - - -- 1 + - = - . - 

6 4 6 4 ( 1 64 121 
1 also 

JZ=y. 
so hatto man fiir S= 2 ,  D = 1, a'= nach Fa11 1. die beiden ersten 

Ki'ahernngswerthc von J2 : 
1. 4 P i I  2. 99;h 

und  für S = l ,  D = 1 ,  a'=  nach Fs l l  III. alfi die beiden ersten erhslten 

1. ?&+, 2. g.&. 
16'12 

Noch schneller convergirende Werthe hatte die Annahmc 2 =- 
841 

- 1651+1  1681 1 6 5 2  --=---.-- 9 also f S  = t h  /TH ergeben. 
864 841 1681 

Um rasch convergirende Werthe für (3 au finden, setze man 

also 
J3 = 3 Jg. 

Für S = 2 ,  D = 1 ,  a'= $4 hat  man den Fa11 1. und e r h d t  für ( 3  
17) 1. ;t, 2 . 4 ~ 1 ,  3. gig, 4. QP%++, 5 .  ;hag+, 6. w, 

fiir S = 1, D = 1, a'= $5 ha t  man den  Fa11 III. und findet rls Werthe 

von J3 
18) 1. jf&, 2. +kg, 3. w, 4. 1-115, 7 9 5 3  5. $]gt, 6. $#!j#. 

Setzt man  
147 144+3 -144( 3 ) lqy4( A) 144 49 3=-=--- 1 + -  =- l+ -  =-.-, 
49 49 49 144 49 48 

also 
J3=y.ig,  

so c r h d t  man fur S =  2 ,  D = 1, a'= nach Fa11 1. die ersten beiden 
Nahernngswerthe 

l9) 1. $31 2. #EI 
und für S = 1, D = 1, a'= +# nach III 
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Sollen Werthe berechnet werden ,  welche nnr  von der oberen Seite 

sich j /S nahern,  so setze man 

also 
JZ  = +;. Jg]. 

F ü r  S =  1, D = 1, u t =  *# hat  m a n  d a n n ,  d a  a'< 1 und D 2 -  a'sZ> O 
i s t ,  den Fal l  V., u n d  man erhal t  a l s  die beiden ersten Niiherungswerthe 

Sollen Werthe berechnet werden ,  welche nur  von der unteren Seite 
- 

sich J2 nahern, so ha t  man für S = 2 ,  D = 1, a'= :#il da  a'< 1 und 
D 8 -  a ' s B  < O is t ,  den  Fi11 VIL, und  man erhiilt 

9-1 
[ ~ i i t t e  man 2 =- 

- - 

4 
3 also /2 = q f #  gesetzt,  so würde man für S =  1, 

D = 1, a'= 8 nach 5) die zu grossen Wertbe 1. +$, 2. +il fur S =  2, 
- 

D = 1, a'= # nach 6) die z u  kleinen 1. 3 8 ,  2. gefunden haben. 1 
Sollen Werthe berechnet werden,  welche nur von der oheren Seite 

sich 1/3 nahern,  so setze man 

4 8  49-1  49 3 = - = - -  - 49 48 
16 16 16 

also - 
(3 = 3 .  J+#. 

Dann findet man für S= 1, D = 1 ,  r r l =  +: nach 5) 

Soll die  Anniiherung a n  J3 von der  unteren Seite stattfiriden, ço 

setze man S = 2 ,  D = 1 ,  a'= #, und  m m  hat  dann 

Hier erscheint als erster Niiherungswerth < J3, also um so mehr % 
=y < J3, melctier Bruch bei G e r  b e r  t vorkommt; vergl. 14j. In der ihm 
zugeschriebenen Geornetrie (Ausgabe von 0 1 1  e r i s ,  Cap. 49 S. 450) findet 

sich J? = 3f grsotzt ,  und  i n  seinem Briefe a n  A d  a l  b 01 d (ibid. S. 4 i5 )  

berichtet er, er habo früher J3 = pf angenommen, die Rechnung aber 
genauer wiederholt (,?Sed et illu g ~ o m e i r i c o l i s  . . . s~rbt i l ius  es1 n me discussn6<), 

- 

u n d  setze nuumehr J 3  = 7. Dabei  ist aufftillig, dass nicht,  wie G e r -  
b e r t  angiebt,  -, sondern +# der  genauere Wer th  i s t ,  denn  es ist 

7 
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. . 
uud 

147 1 4 4 + 3  
49 49 144 4 8 

26) 1 alm 
J3= -. 1 

l 2  7 Jl+qg- 

Es ist also 3% zu gross, E zu klein,  allein der Fehlar betragt im ersteren 
7 

Falle weniger als ixn letzteren, weil der Bruch &, se lcher  dort ver- 
nachlassigt wird, kleiner ist  als &, der im zweiten Fal le  nnberücksich- 
tigt bleibt. Wenn sich also derselbe G e r h e r t ,  der  in diesem Briefe an 
A d a l b o l d  den Untcrschied zwischen der geometrisclien Formel für  den 
Inhalt der lheieckoflache und der arithmetischen für die Berechnung der 
Trigonahahl so verstandig auseinandersetzt,  - -  wenn sich also derselbe 
G e r h e r t  hier irrt  und  für den genaueren Werth erklar t ,  so ist  dies 
ein Zeichen, dass er seine Zahlen nicht etwa auf dem in 25) und  26) 
angegebenen Wege gcfuuden habeu k a n n ,  obschon derselbe , sollte man 
meinen, nahe geniig liegt. [Nach 5) aber ergeben sich für S= 1, D =1, 
n = 1 - B$6 = -, alti die beiden ersten zu grossen Naherungswerthe 

von J3 und <#+$!.] 
Lastien wir indessen G e r b e r t  und  wenden wir uns zu A r c h i m e d .  

Dieser sucht in seiner ,,Kreisrnessung" den Umfang des Kreioes zu be- 
stimmen, und zwar auf  folgende Weise: 1st u n  der Umfang eines um- 
p c h r i e b e n e n  , en der Umfang eines eingeschriebenen regalmassigeo 
n-Ecks, und k der gesuchte Kreisumfang, so ist immer u n  > k nnd en < k, 

also , U n > k $ e n ,  

wobei u n  und  en Vielfache des Kreisdurchrnessers d sind. Lassen sich 
nnn zwei nahe a n  einander liegende Zahlen p und q finden, von der 
Beschaffenticit, dass u n  k l e i n e r  81s das p - fache ,  e, g r o s s e r  ale des 
q -fache von d ist,  dass also 

% < p . d ,  e n > r / . i l  
ist, so ist u m  s o  m e h r  

p.d  > k > q . d  

nnd der Kreisumfang k liegt also zwischen dem p-fachen und dem 
g-fachen von d .  A r c  h i m e d  nuu will zeigen, dass der Umfang ug6 des 
umgeschriebenen 96 - Ecks kleirier ist als 3-+! . d (= 33. d) , und der Umfang 
e,, des eingeschriebenen 96 - Ecks gr6ssp.r als 3+Q.d ,  so dass er also das 
Gesetz erhxlt 3 + # . d > k >  334.d,  
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so dass a180 der Kreisumfaug zwisçhen dem 3%- fachen und dem 3# - 
fachen des Durchmessers liegt. Man sieht,  A r c  h i m e  d e s  musa dern Ge- 
dankengange zufolge, den er innehalt,  bestrebt se in ,  den %fang dea 
umgeschriebenen 96 - E c k s  swar nahezu richtig, aber doch etwas k l e i n e r  
als den wirklichen W e r t h ,  den Umfang des eingeschriebenen 96-Ecks 
aber ebenfalls nahezu richtig, jedoch etwas g r o s s e r  als den wirkiichen 
Werth anzugeben. Dasselbe gilt bezüglich von einer Seite tg6 des um- 

geschriebenen, und einer Seite s,, des eingeschriebenen 96 - Ecks. Um 
nun  lyti zu  finden, suçht er erst l , , ,  dann il,, hierauf tZ4, bierauf t d 8 ,  

jedes etwas zn  k l e i n  nehmend, und  um s,, zu finden, sucht er erst s,, 
dann sI2, dann sZ4, hierauf s,,, jedes etwas au g r o s s  nehmend. 

Um nun aufi der Seite Zn eines umgeschriebonen regelmassigen Viel- 
ecks die Seite t2,, des umgeschriebenen regelmassigen Vielecks von dop- 
pelter Seitenzahl z u  finden, verfahrt A r  c h i  m e d folgenderrnassen : I n  
einem Breise mit dern Mittelpunkte E (diese und  die folgende Figur  wird 

1 
man sich leicht selbst seichnen) sei ein Centriwinkel =- .360° con- 

74 

struirt  u n d  seine Schenkel über den Kreis hinaus verlangert;  hierauf sei 
derselbe durch den Radius E C = r  halbirt und in C .auf E C  eine Seuk- 
rechte gesetzt, welche den einen Winkelschenkel in  M trifft, so ist offenhar 
C M  = 31,. Wird nun  der Winkel  M E C  halbirt und heisst der Durch- 
schnittspunkt der Halbirungslinie mit CM N ,  so ist ebenso C N = i t s n .  
Nun sei bekannt das Verhaltniss E C :  M C )  a :  b  (oder a d :  al, > a :  b oder 
d :  t ,  > a : b ) ,  es eei also das Verhaltniss a : b  etwas xi1 k 1 e i  n. Dann 
folgt ans 

a) EC:  R I C > a : b  

oder 

also 

B )  
Nach der Regel,  dass aus zwei Proportionen, welche das zweite und 

> das vierte Glied gleich habeu , wie z. B. sus  e :v Zd:  TU und e :  u = f: m < > < 
folgt c t e :  v - d +  f :  TV, ergiebt sich nun aus 

al 
< 

~ C : J l r > a : b  
und' M E : M C  > ~ m : b  

Y )  E C 1 + J 1 E :  ~ C > a + p ' a ~ + b ~ : b .  
Da aber N E  den Winkel M E C  halbirt ,  so verhalt sich bekanntlich 

E C : i V E = C N : M N  

und folglich E C + M E :  E C  = C N +  M N : C N  
rider E C +  M E :  EC = M C :  NI: 
oder 
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E C + M E : M C =  E C :  N C .  

&fan hat also auch,  d a  das erste Verhaltnise dasselbe ist wie in y) ,  
- 

E C : I Y C >  n + J a ~ b 2 : 6 ,  

d. h. man hat  auch das Verhaltniss $ d : ktln = d : t2,, und zwar in etwas 
zu k l e i n e n  Zahlen. 

Urn zweitens, wenn das Verhaltniss d :  s, bekannt ist ,  auch das Ver- 
haltniss d : s~~ eu finden, v ~ r f a h r t  A r c  h i m e d folgenderrnassen : I n  einem 
Kreise sei eiu Durchmesser A C =  d gezogen und der l'eripheriewinkel 

1 
C A M  = - . 360° gezeichnet, so ist dia Sehne M C  = s,. Nun werde dieser 

2 n 
Winkel halbirt, die Halbirungslinie treffe die M C  in P, die Kreisperi- 
pherie in N ,  so ist NC=s2, .  Nun ist L L Y A C = L N A : M ( = ~ - L M A C ) ,  
aber auch L N C M  (= L N C P )  = L NA.%', als Periphariewinkel auf demselhen 
Bogen MN, folglich L K A C =  L N C P .  I la  nun die Dreiecke A N C  und  
C N  P den Winkel  N = 90° gemeinschaftlich haben,  so ist 

A A N C W A C I V P .  

1st nnn bekannt da6 Verhaltniss A C :  M G < n : b (oder tl: s, < a: b) ,  

und also das Verhaltniss a  : b  etwas zu g r  o s s ,  so folgt aus 

al AC : M C  < a  : b :  

A c2 : ~n cB < ( 12  : h2, 
daher auch 

A C 2 - M C Z : M C 2  < u 2 - b 2 : b 2  
oder 

A ,nZ: ~ ~ i c ~  < ~ 2 -  12: b2, 
also 

8) ~ ~ : ~ C < f a " b ~ : b .  
Ans diesen beiden Proportionen 

a) A C :  M C  < o : b ,  

8) A M :  M C  < / a 2 - b " : h  

folgt nun , wie vorhiri, 

Y) A M +  A C :  M C <  a + J a Z 2 :  b. 

Da aber AIV den Winkel .W A C  halbirt ,  so verhalt sich 

A M : A G = M P : C P ,  
also 

AM+ .4C:  A C  = Ml'+ CP: C P  
oder 

A M + A C : A C  = i l l C : C P  
oder 

6) A M + A C : M C =  A C : C P .  

Da nun A -4 N  C  hr A C N  P i s t ,  BO ist weiter 

A C :  C P = A N :  CIV, 
folglich nach 6) 

A M + A C :  M C s A N : C N  
und nach y)  
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A N :  C N < r i + f a " - : b ,  
dahcr  anch 

AN" C N Z <  ( a  + J112is'i)': h2 
oder 

A W :  C N ~ <  2 a 2 -  h"2uj/J-h" h2,  
folglich 

A N ~ + C N ~ : : C N "  222+2ri J a ~ - 0 ' ! : 0 "  
oder 

also 

d. h. man ha t  auch das Verhlltniss d : sz,, und zwar in  etwas zu g r o s s  en 
Zahlen. 

Anf diese Weise also findct A r c  h i m e d , vom Verhaltniss d :  [, aus- 
gehend,  nach einandkr die Verhaltnisse c l :  t , : ,  d :  î,,, d :t,,, d :  l,, in zu 
k l  e i n  e n ,  und vom Verhaltniss d : s6 ausgehend , nach einander die Ver- 
hd tn i sse  d:s,,, d:s2,, d:s,,, d:s, ,  in z o  g r o s s e n  Zahlen. Die voll- 
standige Durçhführuug dieser Rechnungen giebt N i  z z e in seiner Uebar- 
setzung der Werke des Archimedes, in der A n r n ~ r k u n g  auf S. 11 1 - 113. 
E s  kommen, wie man sieht, dabei mehrfache Wurzelausziehungen vor, 
namlich: zur  Bestimmung von tS6 und rt9,  

27) JZEZ = 5918, iE7394334-  = 1172&, f5472132$= 2339b ; 
zur  Bestimmung von und es aber 

Dabei nimmt also A r c h i m e d  die ersteren drei Werthe etwas zu klein, 
die letzteren vier Werthe etwas xu gross. 

Fragen wir nun ,  wie derselbe die angefülirten Zalilen gefunden hat, 
so ist Folgendes s u  bernerken: Einmal , da A r  c l i i m e d  von den Werthen 
i, und s6 ausgeht, kommt sowohl bei der Bercchnung von ug, als von eg6 

gleich irn Anfange J3 vor, und er wahlt für diesen Wer th  in  der ersteren 
Untersuchung %$j;, als otwas zu klein,  in  der letzteren aber +i5J, als otwas 
zu gross. Die beiden angewandten Zahlcn sind aber in  der T h a t  zwei in der 

Reihe 18) unmittelbar aiifeinander folgende Naherungswerthe von /3, der 
erstere zn  klein,  der Ietztere zu gross, worauf bereits Herr  H e i l  e r m a n n  
aufmerksam gemacht hat. Zweitens enthalt das ganze obeii auseinander- 
gesetzte Verfahren durchans nicbts,  was es a18 unmtiglich erscheinen liesse, 
dam A r c h i m e  d e s  dasselhe gekannt und sich desselben bedient hatte. 
S e h ~ n  wir daher  zu, welche Besultate bei Anwendung desselben tiich für 
die Quadratwurzeln in 27)  und 28) ergeben und inwiaweit dieselben mit 
den Werthen des A r c  h i rn e d e s  ühcrcinstimmen. 

Zunachst ist zu bernerken : D a  A r c h i m e d hei der Berechnung von 
in und u,, die Werthe etwas kleiner, bei der nerechnung von s, und P,, 

etwas grosser als der wahre Werth haben will, so ha t  man bei ersteren 
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den FaIl VIL und die Regel 6 ) ,  bei letzteren den Fa11 V. und die Regel 
5) zu benutzen. 

Die erste Wurzel  i n  27) lautet nun J349450. Man setze 

4349450 = J350464-1014 = /5922--1014 = 592 i l  - .4,8k2, 
= 592 i l -  T7590273T = 592 /++#$. 

Dann erhalt man nach Fa11 VIL. für S =  2 ,  D = 1 ,  a'= &#$;3, wenn 
man hier, wie im Folgenden, stets zwei N a h e r ~ n ~ s w e r t h e  berechnet, als 
zweiten 

Statt dieses unbequemen Bruches aber sucht A r c  h i m  e d  einen in kleine- 
ren Zahlen ausgedrückten , au Werth nahezn gleichcn, aber, der Voreicht 
wegen uiid seiner Intention entsprechend, doch etwas kleineren eu setzen, 
u n d  wahlt als solchen den Brnch $, so dass er also setzt 

(349450 = 591 8 ,  
und in der T h a t  ist  

T < &%YF$. 
Die zweite Wurzel  in  27) lautet p"%%%@, Nun ist 

l373943#* < 1392400, 
a. h. < 1 18O2, 
also um so rnehr 

<1180+8 oder < , " ' 3 2 4 8 i ,  
6 4 

Man setze also 
-- J 1 3 7 3 9 4 q + = J R 7 ~ ~ 2 3  = / ! 3 9 i - 8 1 - Ï ~ 2 0 0 O t i f >  

8 4 G 4 
- 9 4  4 1 -- {l- 1 2 6 0 0 "  - 944i p / 8 7 9 3 2 0 1 5  

8 8 9 1 3 2 4 8 1  8 8 9 1 3 2 4 8 1 '  

Nach Pal1 VII. hat  man nun für S = 2 ,  D = 1 ,  a'= #g%-otft+ als 
zweiten Nahernngswerth 

8 2 8 1  4 4 0 6  
a ~ & ~ ; S a i  

also 

Auch hior setzt A r c h i m e d  statt  dcs grossen Brnclies einen in kleineren 
Zahlen ansgedrtickten, a n  Werth nahezu gleiclien, ~ h e r  dnch etwas klei- 
neren, namlich +, u n d  setzt 
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J1373943g = 1172+, 
und auch hier ist 

3 0 7 6 6 8 0 5 1  
B<zi2n 5 7 3 ~ ~ 6 -  
-- 

Die dritte Wurzel in 27) lautet (5472132A. Nun ist 

1>472132&< 5475600, 
d. h. < 23402, 
also um so mehr < 234062 < 8 7 6 2 & ? 2 1 .  l ti 

' Man setze also 
-- - - - - -- - 

J 5 4 7 2 1 3 2 ~ K - { ~ 7 ~ 5 4 1 1 3 - i 8 7 6 2 H 3 2 1 ~ 4 2 0 8  
1 6  

- 9 3 6 1  - - - -  
l 6  ___ 

4 ,,,yT,, = /*%+&M.. 
Nach Fa11 VI1 hat man nun für S= 2 ,  D = 1 ,  ci'= #J&4++1: als 

zweiten Naherungswertli 

J W ~ H  = (3 =) atatwtt, 
also 

j / m P 3 2 x  = 30. j$gtsk$ 
4 

- 9 3 6 1 .  2 6 1 6 9 0  -- X2810#% 
oder 

CL) ( 5 4 7 2 1 3 2 ~  = 2339?#*rf2&f2n. 
Statt des grosszahligen Bruches setzt nun A r c h i m  e d  einen an Wertb 
etwas kleinertin, aber dem wahren Werthe nnhe komrnenden, er setzt 
namlich 

p'54721322 = 2339% 
und es ist auch hier a &"T02642#2% 

Wir gehen nnnmehr über znr Berechnnng der Seiteu der eingeschrie- 
benen Vielecke, welche also A r  c h i m e d  zwar annahernd gleich dem 
wahren Werthe, aber doch etwas zu groPs angeben will. Die erste 

Quadratwurzel in der Reihe 28) derselben ist f9082321. Man setm 
-- 

J9082321 - J9120400- 38079 =i3020"338'79 = 3020 ,/l-&#i#, 

= 3020 f:$$W+. 
Nach Fa11 V. hat man nun fur S = 1, D = 1, a'= #j&++ 818 zweiten 
Naherniigswerth 

msw+ = (2 = j WW~,  
also 

oder - - 

4 y9082321 = 3013j$g$$$f. 
Statt des Bruches setzt A r c h i m e d  einen einfacheren, an Werth n~hezn  
gleichen, jedoch etwas grosseren, er setzt namlich 

und es ist in der That 
J9082321= 3013% 
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f > ;+*g. 
Die aweite Wurzel in  28) ist (3380929. Man setze, um sie ZII 

berechnen , 
-- - 

13380929 = (3385600 - 467i  = J18402 - 4671 = 1840 il-,+f2&j5 - -- 
= 1840 J#+##+. 

Dann erhalt man nach Fall V. fur  S = 1, D = 1, a'= 33#!6-$4 sls  zweiten 
Naherungswertli 

pz*;= (2  =) ;g;, 
also 

~ 3 8 0 9 2 9 =  1840- s+$#$;$ 
oder 

b2) J3380929 = 183823"533w& 

Auch hier sucht A r c  h i  m e  d den unbequemen grosszahl ig~n Bruch durch 
eiuen einfacheren, a n  Werth ihm nahe kommenden, jedoch etwas au  
grossen Bruch zu ersetzen, denn er setzt 

und es ist 

Uie dritte Wurzel in 28) ist i1016405. Man setze zu ihrer Be- 
rechnung 

~ 

f 1 ~ 1 8 4 0 5  = 1/1020100-%E$ = ~ 1 0 1 0 ~ 1 l t i 9 5  = 1010 Jlt.Tu'&#Ta 
-- 

= l o i 0  /1-2&3&U = 1010 J;-gg4+. 
Dann ergiebt sich nach Fa11 V. fur S = 1, B =  1, a1=$w$-; ais zweiter 
Naherungswerth 

~ / ) t ~ t t  = (2  =) #:hW. 
al60 

f i o i s 4 0 5  = 1010- #++!+i+ 
oder 

~ 2 )  l/lO18il05 = 1009#$#+. 

Der leichteren &chnung wegen setzt A r c h i m e d  statt  des Eruches einen 
einfacheren, um eiu Geringes grosfieren, denn e r  schreibt 

und es i s t  

-- 

Die letzte Wurzel  i n  28) endlich k t  f40ti!)2842K. N u n  ist 

4069284&<4080400, 
a. h. < 20202, 
also um so mehr < 2020&2 oder < '4H9' -4 1. 

3 6 

Man setze also 
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a ------'--------- 

,-- - - --- 
p ' 4 ( ) 6 ~ ~ 2 & 4 & = ~ ~ 6 4 ~ 4 2 2 2 =  1 4 s ! 1 i r 1 i 4 1  - 4 2 4 4 1 s  

3 6 l' -- 3 1; -- 
- - ~ Z I Z I  -- J 1 - 4 2 4 4 1 t i  - 1 2 1 2 1  p ' 1 4 t i 4 9  

ij 1 4 c i 9 1 8 6 . i  I n s s r t 3 %  
Nach Fa11 V. bat man nun  für  S = 1, D = 1, ci'= :$; $ als zweiten 
Ntiherungswerth 

-- 

also 
),/4()692847 - 1 2 1 2 1  5 R K 4 9 1 3 1 6  37 --,. 5872.iU148 

a,) i4069284,1, = 20 1 7&#2i12$7x. 
Statt des  Bruches setzt A r c  h i m e d einen in kleineren Zahlen ausgedrück- 
t e n ,  an Werth um ein Geringeres grtisseren, namlich 

denn es ist 

Ich hatte ohen darauf hingewiesen, dass kein Grund vorliege, die 
Mtiglichkeit zu bezweifeln , A r  c h i  m e d e s  habe das im Früheren erklarte 
Verfahren des Ausziehens der Quadratwurzel gekannt und angewandt, dass 

ferner die Wahl  der Werthe für J3 in  18) eher mit einiger Wahrschein- 
liçhkeit dafür sprictit. 1ch habe ferner die von A r  c h  i m e d  angeführten 
Werthe iu 27) und 28) nach dem genannten Verfahren berechnet. Denn 
dass s l le  nach einem bestimmten Modus gefunden worden s ind ,  ist angen- 
scheinlich. Fraglich dagegen muss es erscheinen, oh derselhe ein solcher 
war, dass sich die in  27) und  28) angegebenen einfaçhen Brüche un- 
mittelbar ergehen. W e n n  es sich darum handelte, ein b e s t i  m mt e s  
Resultat mit a h  s o l u  t e r  Genauigkeit zu herechnen, eo würde man dies 
allerdings annehmen müssen; im  vorliegenden Fal le  jedoch lie@ die Sache 
anders. A r c  h i m e d  will ja  n u r  ein a n n a  h e r n  d genaues Resultat er- 
zielen, er will nur eine ubere und  eine untere  Grenze feststellen, zwi- 
schen welchen heiden der wahre Werth liegen soll. Unter solchen Um-  
standen liegt,  meirie ich, der Gedanke nicht allzii fern, A r c h i r u e d e s  
wcrde,  wenn e r  sich anch vor keiner noch so  grossen Zahl zu fürcliten 
brauchte, doch so vernünftig und  einsichtig gcwesen sein, nicht mit un- 
nothig grossen Zahlen zu rechnen und so Zeit und  Mühe auf die Er-  
zielung einer Genaiiigkeit zu rerwenden,  an der weder ihm, noch sonst 
Jemandem etwas gelegen war;  er werde vielmehr vorkommende grosse 
Zahlen so abgekürzt haben, dass die Rechnung vereinfacht, der Feliler 
aber ein rn6gliclist geringer werde ,  wobei er stets iui Auge behielt , dass 
bei den umgeschriebenen Vielecken ein etwas zu kleiner, I ~ e i  den ein- 
geschriebencn ein etwas eu grosser Werth anzuwenden Sei. 

So hat  man ( H e i b e r g ,  Quaestiones Archimedeae, p. 62; H e i l e r -  
m a n e ,  Z. r .  p. 124) daran Anstoss genommen, dass A r c h i m e d e s  den 
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Bruch in al) in + und nicht in  + abgekürzt habe,  d a  doeh 5913 ein 
genauerer Werth und  immer noeh kleiner als der wahre sei. Dagegen 
ist zu bemcrken, einmal: Allerdings ist + genauer als +, und 5913 
kleiner ais der wahre Wer th ,  aber > 591k; allein mit demseiben Recht- 
konnte man auch crwarten, A r c h i m e d  werde statt  3 setzen T%, oder 
&, oder einen andern Bruch, denn es giebt unzahlige, welche > + Sind 
und doch noch unter dem genauen Werthe l i e p n .  Auch kann nicht 
geltend gemacht werden, A r  c h i  m e d habe sich uur eiues Stammbruches 
mit dem Zahler 1 bedienen wollen, denn das erste und  zweite seiuer 
Resultate in  28) zeigt,  dass er auch andere Brüche al8 sulkissig eraçhtete. 
Zweitens: Falls A r c  h i  m e  d e s  in der  T h a t  nacb dern oben angegebenen 
Verfahren rechnete, und darauf ausging, den einfachsten Bruch zn ver- 
wenden, der < sei ,  so konnte er keinen andern wahleri als $. 
Denn + ist ,  wenn auch n u r  um ein Garinges, grosser als ;:?*&, auch 
Iasst sich vermutlien, dass der nachste Naherungswerth zeigen werde, 
dass noch zulassig Sei, und die Rechnung hest?itigt dies. Denn  als 

- - 
dritter Naherungswerth von i 3 4 9 4 5 0  ergiebt sich 

J 3 4 9 4 5 O = 5 9 1 ,l~$&\n~,+&9r 

und 4 ist kleiner als der  hier vorkommende Bruch. Wenn aber A r c h i -  
m e d  sammtliche Wurzeln bis zu einem und  damselben Grade der  Ge- 
nauigkeit, namlich sammtlich bis zum xweiten Naberungswertlie angeben 
wollte, so m u s s t e  er vorsichtigerweise statt  &'$9,-& setzen + und niçht +. 

Etwas anders liegt die Sache bei der zweiten der  i n  27) angaführten 

Quadratwurzeln, namlich bei i l 3 7 3 9 4 3 8  (vergl. Il e i b e r g  und H e  i l  e r - 
m a n u  1. c.). E s  war in a,) gefunden 

J137394329 = 1152 " 7  7 " ~  
21 2g55YW5. 

A r c  h i m e d fietzt hier statt  des Rruches den an Wer th  ctwas kleineren 4. 
Es  wird nun darauf hingewiesen, dass er genauer hatte setzen fiollen 3, 
deun auch 3 sei kleiner als dieser Bruch. Dies ist allerdings der Fal l ;  
allein es giebt noch unzkihlig viele andere Erüche, welche > 4, aber 

m 
. < #4$p+$73;G sind. Denn setzt man in dem Bruche - für m die 7 m  - 1 

Zahlrn vori 13 bis oc, so erhalt man lauter Briiche, welche dieselbe 
Eigenechaft haben und  deren Werth um so niihcr an + l iegt,  j e  kleiner 

fiir m die m is t ,  z. B. 8, :+ e tc . ,  und setzt man in dern Bruche -- 
7 

Zahlen von 89 bis a, so erhalt man ebenfalls Brücbe, welche zwischen 
und &'i&&#&~& l iegpn, und zwar um so nalier a n  +, j e  grosser m ist, 

z B. $d$, $& etc Alle diese unzahlig vielen Briiche also hatte A r -  
c h i m e  d e s  wahlen, bei jedem aber  auch würde man frageii konnen, 
warum er gerade diesen und  nicht einen genaneren nehme. Warnm e r  
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aber  nicht + selbst wahlt, ergiebt sich aus dem Verlaufe der Rechnnng 
Ich  setne dieselbe (nach N i z z e ,  1. c 112)  her für  beide Palle, je nach- 
dcm bci der Bcrcchnnng von i,, stat t  des grossen Bruches { oder + ge- 
setzt wird, und bemerke nur ,  dass die dabei vorkommende Zahl 1162i  
eine nothwendige Folge davon i s t ,  dass früher s tat t  T$4jl)&$ gesetzt worden 
war ;$. Sie lautet 

fir 1. 
8 . für 3: 

H E : H C >  1172+. 1.53 H E : N C >  11723 : 153 
E C : A C >  1162;: 153 E'C:BI '> 1162+ : 153 - 

also H E + E C :  H C >  23344:  153  also H h ' + E C : H C > 2 3 3 4 ~ $ : 1 5 3 ,  

mithin EC: PC > 2334+ : 153, mithin EC : KC > 2334.; 6 : 153, 
EC" KC" 5444823& : 23409, EC2:k'C2> 5 4 4 8 8 0 6 B i g  :23409, 

ECe + KC2: BC2 > 54721321$ : 153,, EC" KG2: h-CB> 5472215&:4$ : 1532, 
-- 

RE: KC > ~'5452132,; : 153, KE:  KC > j/5472215#: 153. 

Man erkennt hieraus sofort,  um wievicl beschwerlicher die Rechnung 
wird,  wenn statt  des Brnches 27&'$$7$n$$T gesetzt wird 4, als wenn 
dafür genommen wird g. Der Grund davon liegt a ~ ~ e n s c h e i n l i c h  darin, 
dass + + = T i  also ein einfacherer, aber -++ A = 59, also ein zuçamrnen- 
gesetzterer Bruch ist. Um also die unnothige Erschwerung der Eectinung 
zu vermeiden, zog es A r c h i m e d e s  vor, etwas von der Genauigkeit zn 
opfern und  lieber statt  des : dau um nur  & kleinere + zu setzori, nacb- 
dem er einmal anstatt  #di;& nothwendigerweise gesetzt hatte 4. Seinen 
Zwecken genügte auch der etwas iingenauere W w t h  vollkommeu, und 
e r  wollte eben nicht mit grosseren Zahlen rechnen , wo kleinere denselben 
Dienst  leisteten, und ich glaube, Jeder  wird ihm hierin beistimmen. 

Auffalliger ist mir folgender, meines Wissens noçh nicht bemerkte, 
Umstand: A r ç h  i ru  e d e s  benutzt ,  wie schou aus dem Vorigen hervurgebt, 
jeden sich bietenden Rechnnngsvortheil. Sa setzt e r  bei der Ermittelung 
von es statt  des Verhiiltnisses 59243: 780  da^ durch Erweiterung mit 4 
und  Division mit 13 hcrvorgchcndc 1823 : 240, und  s tat t  3661-:=: 240 d m  
durch Erweiterung mit 11 und  Division mit 40 entstehende 1007: 66 (bei 
ersterem Beispiele s ind,  wie A r c  h i  m e d e s  sagt ,  die Zahlen 1823 und 
240 145 der ursprünglichen 59243 und 780 ,  bei le,tzterem sind 1007 und 
6 6  a+ von 3661,9, und 240). Nuu lasst sich das oben angefübrte, bei 
der Berechnung der Seite des urngesühriebenen 2 4 - E c k s  vorkommende 
Verhaltniss 1162+:153 auch auf andere m7eisc ausdrücken, denn man 
erhalt durch Erweiterung mit 8 und nachherige Kurzung mit 9 ' 

1 1 6 2 i :  153 = 1 0 3 3 :  136. 
E s  lasst sich also dieses Verhaltniss durch kleinere und  eugleich ganze 
Zahlen ausdrücken. 'I'hut man dieses, so gestaltet sich natürlich auch 
die  ganze folgende Rechuung etwas anders. S o  verlangt die Berechnong 

von tZ4 d a n n  die  Ermittelung von J ï08 j587.  Setzt  man nnn 
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Bemerkungen z n  den Archimedischen Nàherungswerthen etc. 97 
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l0855S7 = 1050'-16913, 
so erhalt man nach Fa11 VIL a h  zweiten Naherungswerth der gesuchten 
Wurzel 

b ' ~ )  fm = 1041zqG$@. 
Statt des Bruches kann man das um ein Geringes kleinere *%, also 

J1085587 = 1041,$ 

~etzen.  T h u t  man dies, so erfordert die Berechnung von i,, die Restim- 

mung von f 4 3 2 3 7 0 8 ~ & ~ .  N u n  ist 

4323708T~-o  = 2080,'u2 - 3108,  

also erhalt man nach Fa11 VIE. abermals als zweiten Naherungswerth 

C'I) f4323708,+, = 20794&$%;{ :&. 
Statt dieses Bruches kann  man den etwas kleineren 
den ebenfalls kleineren -R anwenden,  also 

t> J 4 3 2 3 7 0 8 , b  = 2079$ 
oder 

*) f 4 3 2 3 7 0 8 , b  = 2079aZ 
annehmen. AIS Verha i tn i~s  des Durchmessers zur  
henen Y6 - E c k s ,  für welches A r i c h i m e d  findet 

d: t,, > 46733 : 1 5 3 ,  

ergiebt sich dann  nach +) oder nach *) entweder 

oder 

Als Verhiiltniss des Durchmessers d zum Umfange 
nen 9 6 - E c k s  findet ferner A r c h i m e d  

d :  us, > 46734 : 146S8. 
Hier ergiebt sich nach t) 

% oder, noch genauer, 

Seite des umgeschrie- 

u,  des umgetichriebe- 

oder nach -M) 

Man bat s lso,  nach A r c h i m e d ,  nach i) und nach *) bezüglich 

14688 13056 und nach ++) hezüglich j e  nachdem für B genommen wird - 
13056 \ 4673+' 

4154q55 1 
Ki&-lit hùthlg. d. Zoitsclir. i Math. u. Phys. XXVIII,  3. 8 
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d l : d , = ~ : 9 ~ 7 e ,  d l : d , - - ~ ~ F : 8 ~ T $ g ~ r  d,:d2:;$$:8+&$f. 

N u n  ist 

3: 9&$ < 8 <+ai: 8&$5. 
E s  lie@ also bei der Rrchnung A r c l i i  m e d ' s  der sic11 ergebende Werth 
u, am nachsten an 3 + d  und am weitesten von 3&d entfernt,  im Falle 
j-) ergiebt sich ux weiter von 33d und weniger weit von 3#d entfernt 
als bei A r c h i m e d ,  u n 2  noch mehr findet diee im k'alle ï) statt. A r -  
c b i m e d  Latte also, wenn er das Verlialtuiss 1162$: 153 durch das in 
kleineren und ganzen Zahlen ausgedrückte 1033: 136 wiedergegeben hatte, 
seinen Zweck noch besser erreicht,  denn die Grenzen,  in welche uS6 ein- 
gcsühlossen worden warc, wiirdcn noch engero geworden sein,  als bei 
seiner Reclinung. Dass A r c  h i m e d e  s ,  der Reherrscher der Xahlcn und 
fertige Rechner, der jeden sich bietenden Vortheil geschickt benutate, 
u n d  bemerkte, dass sich die Verlialtnisse 59242: 780 und 3661.: : 240 
einfacher angeben Iaseen, nicht bemerkt haben sollte,  dass dies auch bei 
11628: 153 moglich sei ,  wird man echwerlich glauben konnen. E r  muss 
daher  wolil einen Grund gehabt haben, hier die Abkürzung zu unterlwlisen. 
Ich habe jedoch keinen andern finden konnen,  als etwa das Bestreben, 
eino Zahl zu crhalten, welclie mtiglichst n ~ h e  a n  34 gelegen ist. 

W e n n  ich micli nun im Obigeii, bei der Untersuchung der Wurzel- 
werthe in 27) und 28), oft,er des Ausdruckes bedient habe: ,,Archimed 
rechnet so und solL, an hat dies seinen Grund darin,  dass sich mir aller- 
dings die Ueberzeugung aufgedrangt ha t ,  derselbe 'habe wahrscheinlich 
das hier auseinandergesetzte Verfabren gekaunt  und angewsndt; aucli 
scheint es nicht unmoglicli, dass e r  sçlion wtihrend der Rechnung auf die 
eine ader  andere Weise Ahkürzungen anhraçhte, so dass e r  gar nicht 
nothig ha t te ,  mit so grossen Zahlen zu o p ~ r i r e n .  Ob Andcrc dieser meiner 
A n ~ i c h t  beipfiichten werden , k t  abzuwarten. Jedenfalls machm es, wie 
auch Her r  C a n  t O r ,  1. P .  S. 370, ausspricht, die Wor te  T h e o  n 's  wahr- 
scheiulich, dass man im Alterthum sich des Zusammenhangs des von 

jenem erwabnten Satzes mit der  Berechnung von J2 und also mit der 
Berechnnng der  Seite eines einem Kreise eingeschriebenefi regelmassigen 
Viereçks aus dem Durclimesser bewusst war. Positive Gewissheit freilich 
wird sich schwerlich erreicberi lassen, da  die Zahlen A r c  h i m e  d '8 eben 
nicht absolut, sondern nur  aunahernd richtige sind und sain sollen. Auf 
alle Fal le  aber dürfte ans dcm Bieherigen hervorgehen, dass dem Scharf- 
s inn des grossen Syraknsaners anch geringe nnd hochst einfache Mittel 
genügten, nm das immerhin schwierige Problem des Rectification des 
Rreisee zu losen. (Ueber H e r o n  S. Philol. Rundschau, Jahrg.  III NI. 11 
S. 341-345.) 
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E i n l a d u n g .  

V o m  30. Augutit bis 9. September (18.-20. August) 1883 wird in 

Odessa der 

VIL Congress russischer Naturforscher und Aerzte 

stattfindm. Zur  Theilnahme an demsellien werden i u  folgenden Gehietrn 

nrbeitendr. G e l ~ l i r t e  eingeladen : 

1. Anatomie und Physiologie; 

2. Zoologie und vergleicliende Anatomie; 

3. Botanik, Anatomie und Physiologie der Pflanzen; 

4. Mineralogie, Geologie, Palaontolagie; 

5. Chemie und Physik; 

6. Astronomie und Matliematik; 

7. Authropologie; 

8. Medicin. 
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Recensionen. 

Litterargeschichtliche Stndien tîber Euklid von J .  L. H i : i u ~ i c ~ ,  Dr. phil. 
Leipzig 1882 bei B. G. Teuhner. I V ,  224 S. 

W e n  immer seine Forschungen dahin fiihrten, dass er n ~ c h  einem 
gewissen Zeitraum auf Dinge zurückkam, welche e r  'früher ein fiir alle 
Mal ahgethan zu haben glaubte, pflegt erstaunt auf kleinere und grossere 
Einzelheiten zu stoseen, die ihm vordem entgangen waren. Geht es dem 
Einzelnen s o l  um wieviel mehr ist neue Ausbeute zu erwarten, wo Var- 
schiedene nach einander dem gleichen Gegenstande ihre Aufmerksarnkeit 
zuwenden. E s  giebt in der Wissenschaft keine erschopften Felder, kein 
Gebiet,  welches so  reinlich abgesucht is t ,  dasa nichts mehr darauf zu 
finden ware. Freilich schliesst diese zozngabende Moglichkeit keineswegs 
die Schwierigkeit ans ,  jene noch des Sammlers harrenden Ueberreste zu 

entdecken;  denn frei und  offen am Wege liegen die Fnndstücke gemei- 
niglich nicht ,  an welchen dieser und  jener vorüberging. IIerrn I I e i -  
b e r g ' s  neueate Schrift ist  ein beredtes Zeugnisa fü r  die ausgespruchenen 
Satne. Sie zeugt niit ihrem reiçhen Inhal t  dafür, dass es über E u k l i d  
nod  detitien Sütiriften noch immer Neues zu sagen giebt,  aie zeugt zu- 

gleich für die hcrvorragende Spiirkraft ihres Verfassers, der  taglicli mehr 
dan Beweis liefert , dasu er zu mathematisch - historischen Untersuchongen 
bestens veranlagt ist nnd dafia er, wir mochten sagen,  den natiirlichen 
Bernf ha t ,  seine philologische Schulung i n  den Dienst der Geschichte der 
Mathematik zn stellen. Herr  H e i b e r g  begann seine schriftstellerische 
Laufbalin 1879  mit deu Quaestiones Archimedeae. Er liess, abgesehen 
vun einigen selbst niemlich umfangreichen Abhandluiigen, seine Archimed- 
Ausgabe (1880-1881) f'olgen. Heute bericliten wir über ein Bandçhen, 
 welche^ en einer künftigen Euklid-Ausgabe etwa in dern gleichen Ver- 
haltuisse s tcht ,  das  zwischcn den Vcroffeiitlichnngen von 1879 und 1880 
ohwaltet. Es erhoht nocb merklich die Znversicht, welche wir hei An- 
zeige der  Archimed-Ausgabe aulisprechen durften, die Ausgahcu fernerer 
griechischen Geometer durch H ~ r r n  H e i b e r g  würden mehr und mehr 
klassischer Vollkommenheit sich nahern. 

Die literargeschichtlichen Studien üher Euklid zerfallen i n  folgeude 
sechs Abtheilnngen: 1. Die Nachrichten der Araber (S. 1-21); II. Leben 
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und Sçhriften Euklid's (S. 22- 55); 111. Die verlorenen Schriften (S. 56 
-89); IV. Die Optik und K a t o ~ t r i k  (S.  90-153); V. Die  alten Com- 
meutatoreu (S. 154 --173) ; VI. Zur Cfeachichte des Textes  (S. 174 - 224). 

Nicht c,iue dieser Abthe.ilungr11 IHsst den Leser ohne Belehrung über 
Dinge, welche er anderwarts vergebons suchen nürde,  tbeils Vermuthungen 
defi Vcrfassers über Dingc  von mehr odcr minder gesichartem Werthe, 
tbeils bestirnmte Rrgehnifise seiner Forschungen. Wir  wollen fast anf's 
Gerathewohl einige wenige Eiuzelheiten hcransheben. 

Bekanntlich ist bei arabischen Schriftstellern die Nachricht erhalten, 
E u k l i d  sei i n  T y r u s  geborcn. Herr  H e i b e r g  hat  (S. 4 )  die Quelle 
diever Ueber l ie f~rung  erkaririt und ha t  ihr darnit jede Bedeutuug entzogen. 
Offenbar starnmt sie narnlich aus der Vorrede jenes Buchee des H y  p s i -  
k l e s ,  wclches man für ein XIV. Hiich der Elemente des E n k l i d  hich, 
und auu R r r ( i ~ i l ~ i 6 ~ ~  6 T d Q t o ~  schmiedete arabische Halbkenntnius der 
griechiscben Sprache einen Konig von Alexandrien nebst einem Euklides 
sus 'I'yrus. 

S. 19 ist die sehr ansprecbende Vermiithung ausgesprochen, T â h i t  
ibn  K n r r a  sei der Ui .h~,brr  der brrübmten Betrachtungeu über Stern- 
vielecke in 1, 32 der Euklid - Bearbeitung des C a m p  r n us .  Wir  schliessen 
uns durchaus dem Wunschc a n ,  es  mogo doch j a  rin Orientalist in eine 
Handechrift von T a  b i  t'fi Eiiklid - Uebersetzung einen Blick werfen, iim 
Richtigkeit oder Unrictitigkeit von Herrn H e i b e r g ' s  Meinung zii erweisen. 

Dass bei F r o  k 1 n s der Satz von dem gemeinsamen Durchschnitts- 
p n k t e  der Dreieckshohen vorkommt, dürfte noch nicht hervorgehoben 
worden sein. Nicht ganz sictier scheirit uns die  Eehauptung (S. 31), der 
Satz müsse schon voreuklidisch sein. 

Auch der Schlass (S. 46), es rnüsse schon vor Euklid ein Lehrbuch 
der Spharik gcgeben haben,  bei dessen Verbreitung E n  k 1 i d  sich manche 
Beweise in den PhLnomenen  che en ken zu konnen glaubte,  wahrend 
T h e o  d o u i n s  eben aus jenrm Lehrhnche die Reweise zum Thei l  wortlich 
entnahm, scheint uns einigermassen gewagt ,  so interessant die aucb nach 
N o k k ' s  Arbeiten noch ziemlich neue Ilervorhebuug der Beziehuugen der 
Spkirik des T h e o d o s i u s  zu den Euklidischen Phanomenen uns im 
Uebrigen war. 

Die W iederherstellung der Euklidischen Porisinen durch C h  a s 1  e s  
ist nach Herrn H e i b e r g  (S. 57-79) noch nicht das letztc Wort  in dieser 
schwierigen Frage. Die Snhwierigkc~it des Gagenstandes hat  ruch nu€ 
die Darstellung unseres Verfas~erti einen etwas vordunkelndcn Schatten 
geworfen, vermoge desscn es uns nicbt vollstiindig geliingen ist, in  seine 
Neinuug einzudringen. 

Um so einverstandener sind wir mit Herrn H e i b e r g  (S. S I ) ,  dass die 
Oerter anf der Oberflache fiich kaum auf Anderw,  als auf Curven auf der 
Cylinderflache, vielleiçht auch auf der Kegelflache bezogen haben kounen. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



102 Historisch-literarische Abtheilung. 
--------- 

E i n  Text  der  Optik aus einer Wiener Handechrift liefert uns (S. 93 
bis 129) eine ganz neue Form dieser Schrift, deren Echtheit in allen 
wesentlichen Theilen mit starken Grüuden verfochten wird. 

D e r  Commentar des P r o k l u s  ist nach Herrn H e i b e r g  (S. 166) 
nicht verstiimmclt auf uns gekommen; vielmehr ~ e i  a119 p. 432,  9 eqg. der 
F r i  e d 1 e i n 'schen Ausgabe zu schliessen , dass P r  O k l u  s wenigstens zii- 
nachst nnr  die Theile seines Cornmentara herausgab, die wir kennen; in 
seiner Absicht lag es  aber, eine ahnliche. dem Texte  der Elemente von 
Satz  . zn Satz sich anschliessende Erkliirung für da8 Gesammtwerk zu 
verfasuen. 

Der  arabisch erhaltene Commentar zum X. Buche der Elemente, den 
W o p c k e  in Paris  entdeckt hat ,  sol1 (S. 170)  von P a p p u s  herrühren, 
s ta t t ,  wie man anzunehmen gewohnt war, von V e t t i u s  V a l e n s .  

Scbon diese geringfiigige Auswahl wird genügen, zu bestatigen, was 
wir von dem Reichthum des Inhalts der vorliagenden Studien gesagt 
haben. Kein Facligenosse wird es unterlassen dürfen,  sie bei Arbeiten 
über die verachiedensten Perioderi der Geschichte der  griechischen Mathe- 
matik zu Rathe  e u  zielien. CANTOR.  

Dae mathematische Harmonium. Ein Hilfsmittel zur  Veranschaulichung 
der reinen Tonverlialtnisse von G U ~ T A V  ENUEL,  konigl. Prof. und 
Gesanglehrer a .  d. konigl. Hoçhsçhule für Muoik. Berlin SW. 1881, 
Verlag von Car1 Habel  (C. G. Lüderitz'sclie Verlagshdl.). 7 3  S. 8'. 

Mit dem Namen m a t h e m a t i s c h e e  H a r m o n i u m  bezeichnet der 
Verf. ein mntiikalisches J n ~ t r u m e n t ,  au{ welchem man die T6ne  in mog- 
lichst vollkommener Ueberein~timmung mit der  matliematischen 'I'heorie 
der  Tonleiter angcbcn kann. E in  solches Instrument ist ,  mie aucli der 
Verf. selbst angieht,  nicht neu ,  denn Herr  Prof. v. H e  l m  h o l  t z hat hereits 
i n  seiner ,,Lelire von den Tonempf ind~ingen '~  (Abschnitt 16) ein der- 
artiges Harmonium beschrieben, aber unter den Musikern ist diee doch 
verhaltnissmassig noch nicht sehr bekannt. E s  ist daher gewiss ein dau- 
kenewerthes Unternehmen des Verf., seinen Fachgenossen diese Inetru- 
mente naher zu bringen und zu empfehlen. -. Der  Verf. hat  aber auch 
das  lnstrument  vervollstandigt und angegeben, wie es noch weiter au 
vervollkommnen Sei. Sein darauf bezüglichar Vorschlag , eine 53stnfige 
gleichschwebende Temperatur herzustellen, ist allerdings nicht neu, aber 
sehr zweckmiissig. (Vergl. die Abhandlungen des Ref'emnten: 1. im Snpple-  
mentheft 1865 dieser Zeitschrift, S. 105 - 1 40*, und 2. in der ,,Zeitschr. 

* Diese Ahhandlung ist leider im Generalregister au8 Versehen weggebliehen. 
Die Ked. 
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für die gesammten RaturwissenschafteniL, Bd. X X X l l  S. 65-96  u n d  
S. 415-500.) N e u  aber, oder w e n i g s t ~ ~ n s  s e l  t e n  ist es ,  dass Musiker 
auf die mathematischen Berechnungen von Tonverhiiltnissen , Tonleitern, 
Scbwingangszahlen u. S. W. mit solcher Saehkunde eingehen, wie es der  
Verf. hier gethan bat." Wir  müssen daher die Schrift freudig begrüssen, 
zumal da d ~ r  Verf. die ganze Angelegenheit, nm die es sich hier han-  
delt, so darzustellen gewusst ha t ,  dass sie selbst den nicht mathematisch 
gebildeten Musikern verstiindliçh wird. 'I'rotzdem werdrn auch Mathematiker 
iiud Physiker aus der  kleinen Schiift noch Manche8 Iernen konnen ,  na-  
mentlich werden alle Leser der , ,Lehre von den TonempfindungenL' darin 
eine hiichst interessante Ergiinzung der Abschnitte 16 und 18 dieses 
Werkes finden, - sogar einen nnl~edeutenden Rechenfehler des Herrn 
Prof. v. H e 1 m h o 1 t z hat  der Verf. ausfindig gernacht **. 

Die Hanptsache zum Verstiindniss der  Sache ist die von H a u p t -  
m a n n  in Leipzig a n g e b a b n t ~  und von Herrn Prof. v. H e l m h o l t z  genauer 
durchgeführte Unterscheidung mehrerer T 6 n e  gleichen Namens. Es giebt 
namlich z. B. ausser dem a = 3 ,  welches die richtige grosse Sexte von 
c = 1 ist, noch ein a = i-, welches durch die Quintenreihe c l  g, d ,  a 

(1, +, 3 ,  -8) u n d  durch Transposition in  die  tiefere Octave gefunden 
wird. Die S c h ~ i n g u n ~ s z a l i l e n  dieser beiden T n n e  a verhalten sicb wie 
80: 81, so dass das znei te  uui ein sogenanntes Komma h o  b e r  ist als das 
erste; ebenso giebt es noch ein a ,  welches um ein Komma t i e f e r  ist als 
die richtige Sexte. Dasselbe ist aber  auch bei allen anderen Tonen  der  
Fall,  auch bei c sellist. (Vergl. aucli W ü l l n  e r ,  Lelirbuch der Experi- 
mentalphyaik, 3. Auflage.) 

Der Verf. da8 vorliegenden Schriftchens hat nuri eiue Anzahl von 
klassischen 'I'onstücken mit kühnen , weitgehenden Modulationen genauer 
untersucht und  ha t  dabei gefunden, dass in  denselhen allerdings manch- 
mal e i n ~  Erhohung oder Vertiefung der Tonhiihe um pin Komma eintritt, 
indem durch die Modulation der Grundtou der Tonar t  sieb ander t ;  der- 
artige Veranderungen der Tonhohe kommen aher nur  bei besonders cha- 
rakteristischen Stimmungen vor (eine Erhohung z .  B. bei aufgeregten 
Stellen) uud Sind immer nur  vorübergehend; schliesslich enden die Musik- 
stücke, mit verschwindenden Ausnahrnen, immer wieder in  der  Tonhohe 
der ur~prüriglicben Tonart .  Die wenigen E'ehlgriffe, welche tiei den 
grossen Meistern vorkommen , waren, wie Herr  Prof. E n g e l  sagt ,  leiclit 
zu vermeiden gewesen, wenn der Sichwheit des Gefühls auch noch die 
bewusste Erkenntniss zur  Seite gestanden h i t t e .  E r  giebt daher den 

- -  

* Im Gegensatz dam führe ich x. B. an das Buch: D a s  T o n s y s t e m  un ,  
se re r  Musi  k vou Dr. O. B iihr,  welches seine wohlverdiente Beiirtheilung bereits 
irn Literdr. Centrslblatt (1881, Nr. 30, S. 1003) gefunden hat. 

** Es is t -  dies derselbe Fehler, den auch ich in meiner vorher erwiihnten 
ersten Abhandlurig S. 124  oben erwahnt habe. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



1 O4 Historisch - litemrische Ahtheilung. 

Componisten d r u  Rath,  dem Harmoniegewebe mehr ,, mathematische Auf- 
merksarnkeit" als bisher zu schenken,  e r  entwickelt auch einige Andeu- 
tungen über die Gesetze des Zusammenhanp  der Tonarten und über die 
Me.thode, aus einer entlegenen Tonart  wieder in die ursprüngliche, von der 
die Modulation susgrgangen ist, zurückzukehren. D e r  Vert'asser giobt dcm- 
nach den Physikern,  welche die r e i n e  S t i r n m u n g  (gegenüber der tem- 
perirtrn zwolfstufigen Scala) für die wahre Griindlage der Musik erklaren, 
vollkommen Recht ,  e r  halt es auch für zweckmassig, wenn man dieselbe 
der Aushildung unserer Kunstjünger mit zu Grunde legte. Da nun das 
53stufige Harmonium der  reinen Stimmung ganz nahe komrnt ( j ede  Stufe 
ist ungefkhr eiu Kornma, 9 Stufen hildeu einen richtigen grossen ganxen 
T o n ,  8 einen kleinen, 5 einen halben T o n ,  - 1 7  eine grosse Terz, 
31  eine richtige Quinte u. s. W.), so schliefist der Verfasser seine Abhand- 
lung  mit den Worten : ,, Sowohl für das  Verstandniss des theoretisclien 
Tbeils der  Musik, als für die Praxis, namentlich im Violinspiel und 
Gesang,  würde eiu 53stufiges Harmonium von nnermesslichem Nutzen 
sein u n d  desbalb glaubte ich,  die Anfmerksamkeit der Musiker auf das 
Vorhandensein eines solchen Instrumentes hinweisen zu müssen." 

Wir  konnen diesem Satze nur  beistimmen und wiirden ein derartiges 
ETarmouium, everituell im kleineren Urnf'ange (etwa 1; bis 2 Oçtaven 
nmfassend) auch als ein g e e i g n e t e ~  Instrnment iur die physikalischen 
Kabinete ansehen. 

E r f u r t ,  im August 1882. G. SCHUERING. 

Ueber die nach Kreis-, Kngel-  und Cylinderfnnctionen fortschreitenden 
Entwickelnngen, unter  durchgarigiger Anwendung des Du Bois- 
Keymond'schen ~ i t t e lwer thsa tzes .  Von Dr. C. N E U M A N N ,  Prof'esso~. 
a n  der  Universitat Leipzig. Leipzig, B. G. Teuhner .  1881. VLI 
u. 140 S. 4O. 7 Mk. 20 Pf. 

Die vorliegende Schrift hehandolt die Darfitellung von Functionen 
einer Veranderlichen durch die F o u  r i e  r'sche Reihe und  das F o u r i  er'schc 
Integral,  ferner die  von Funct ionen zweier Veranderlichen durch die 
L a p I a c e ' s c h e  nach Eugelfunctionen fortschreitende Reihe, sowie durch 
das nach B e s s e l ' s c h e n  Functionen fortsclireitende (von dem Verfasser 
früher gefundene) Integral. I n  einem einleitenden Capitel wird zunachst 
gexeigt, wie man zu all' diesen Eatwickelungen in eirifaclier und  natür- 
licher Weitie gefülirt wird mittelst gewisser den Kreis  und die Kugel 
betreffender Potentialaufgaben. Bestimmt man namlich mittelst der G r e e n -  
schen Function dicjcnige Fnnction V für das Innero dcr  Kngel ,  welche 
in  jenem Raume der Potentialgleichung genügt u n d  a n  dcr Oberflachc 
gegebene Werthe annimmt, entwickelt dann  die in  dem Ausdrucke von 
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I' vorkommende reciproke Entfernung zweier Punkte  in bekannter Weise 
und wendet endlich die so erhaltene Keihe für Y, die für  jeden P n n k t  
im Innern giltig is t ,  auf Punkte  der Obcrflache a n ,  so ha t  man die 
L a p l a c e ' s c h e  nach Kngelfnnctionen fortschreitcnde Entwickelung einer 
Fnnction zweier Variablen. I n  gleichar Weise fübrt die entsprechende 
Aufgabe für das  logarithmische Potential eines Kreises anf die Entwicke- 
lnng einer Functioil i n  eine F o n r i e r ' s c h e  Reihe. Geht man von einem 
Kreise mit endlichem Radius zu einem nnendlich grosseu Kreise, so geht 
die F O n r i  er ' sche Reihe in das F o u r i  er 'sche Integral über, und  ebenso 
ergiebt der Uebergang von einer endlichen EU einer nnendlich grossen 
Kugol die folgende Darstellung einer Function zweier Veranderlichen: 

ist , wahrend J die B e s s  cl 'sche Fnnction mit dem Index  Nul1 bezeichnet. 
Diese Darstellung c h e r  Function ist von Herrn C. N e u m a n n  1862 ge- 
funden. Bei dem Grenziibergange ergehen sich ans  den bekannten I n -  
tegraleigenschaften der Kreis- und  Kugelfunctionen neae  Integraleigen- 
schaften der Kreis- sowie der  Cylinderfnnctionen, von denen folgende 
hier Platz  finden mogen. E s  ist 

wo ci eine beliebige gegebene positive Constante vorstellt, wahrend Lg und 
.Vlq beliet~ige Functionen von q sein konnen. Ferner  ist 

An Stelle des Sinus i n  der  ersten Formel kaon anch der  Cosinus treten, 
ebenso a n  Stelle der B e s s e  l'schen Function J in der  zweiten Formel 
die B e s s e l ' s c h e  Function Jn mit d e n  ganzzahligen Index n. 

Die Methoden, durch welche bisher die einzelnen Entwickelungen 
sich ergeben haben,  werden von dem Verfasser n n r  als heuristische an- 
gesehen. Die folgendm Capitel sind daher der strengeren Begründung 
der obigen Reihenentwickelungen, Integraldarstellnngeo und  Integral- 
eigenschaften gewidmpt, und i n  dieser Beweisführung liegt das Hanpt-  
interesse des Bnclies. Handel t  es sich doch um eine d ~ r  Hauptaufgaben 
der modernen Functionentheorie, deren Erledigung seit  D i  r i  c h 1  e t  den 
Scharfsinn der  hervorragendsten Mathematiker heransgefordert hat. H e r r  
N e u m a n n  lehnt  sich a n  keinen der früheren Autoren, die denselben 
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Gegenstand behandelt hahen ,  direct a n ,  hat sich vielmehr (unter Ba 
nntzung aller vorhandenen Arbeiten) die ganze Materie in  eigenartiger 
Weise zurecht gelegt und  stellt dieselhe zwar etwas breit ,  aber  sehr klar 
und in durchweg praciser Fassung dar. Um seinen Auseinandersetzungen 
die m6glichst einfache Gelrtaltung zu geberi, sowie seine Darstellung ab- 
zurunden ,  hat  er sich von vornherein, was die in  eine Reihe, resp. in 
ein Integral zu entwickelnde willkürliche Function betrifft, anf die ge- 
w6hnlich vorkommenden Functionen b e ~ c b r a n k t ,  also z .  B. von Functio- 
nen einer Veranderlichen n n r  solche in Betracht gezogen, bei denen die 
Anzahl der Unstetigkeiten und etienso auch die  Anzahl der Maxima und 
Minima fiir jeden endlichen Spielraum der Variabeln eiue endliche ist. 
Infolge dieser Beschrankung sind allerdings manche Fragen ,  die von 
anderen Autoren eingehend behandelt s ind ,  nicht berülirt, z. B. die Frage 
über das Verhalten von Functionen mit unendlich vie1 Maximis und 
Minimis, die Frage  nach der Convergenz in gleichem Grade etc. In der 
genannten Beschrankung aber kann das Buch des Herrn N e u m a n n  d s  
eino musterhafte Darstellung bezeicbriet werden , die anch geeignet ist, 
die vorgetragenen Probleme einem weiteren Leserkreise niiher zu bringen. 

An die Spitze seiner Beweisfiihrung stellt Herr  N e u m a n n ,  urn eine 
schleppende Ausdrucksweise zu vermaiden, folgende neue Definitionen, 
die so zweckmassig gewahlt s ind,  dam sie allgemein adoptirt  zu werden 
verdienen: E i n e  Funct ion,  die i n  einem Intervall niemale wacbsen& oder 
niemals abnehmend i s t ,  wird m o n  o t o n  genannt ,  und zwar, je  nachdem 
das E i n e  oder das Andere stattfindet, mouoton wachsend Oder abnehmend. 
A b  t h e i l u n  g s  w e i s e  m o n o  t o n  heisst eine Function i n  einem bestimm- 
ten Intervall,  weun dieses Intervall i n  eine e n d l i c h e  Anzahl von 
Strecken zerleghar is t ,  derar t ,  dass dic Function langs jeder einzelnen 
Strecke monoton ist. Darnach erkennt  man unmittelbar die Redeutung 
des Ansdrucks a h t h e i l u n g s w e i s e  s t e t i g .  An diese 1)rfinitionen 
schliesst sich der Beweis des sogenannten U n  B o i s -  R e y m O n d'schen 
Mittelwerthsatzes i n  folgender Form:  Sind f (x) und @(N) im Intervall 
or.. . 8 a l r t h e i i ~ n ~ s w e i s e  stetig, und setzt man überdies voraue, dass f (x) 
i n  jenem Intervall mouoton sei,  so gilt die Formel 

Ilieser Satz bildet das Hauptinstrument der folgenden Untersuchung. Um 
von derselben ein Bild zu geben, sei es gestattet,  den Gang des Be- 
weises fiir die Entwickclb~rkei t  einer Function in eine trigononietrische 
Reihe kurz z11 reproduciren. 

Ans der  einfachen Aiifstellung 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Recensionen. 1 07 
-..-.,----- -.--___Y__- -_w____ __X____Y__Wm_W_____I_______--- 

werden unter Anwendung des Mittelwertbsatxes zwei Formeln abgeleitet, 
die, wenn man den darin enthaltenen beliebigen Constanten specielle 
Werthe beilegt (und riur für diese speciellen Werthe werden die Formeln 
im Folgenden angewandt) , lanten : 

6' 
sin ( n  + 9 )  cp 

d q ~ < 4 d ,  falls O <  - - -  y <  6 ( x ;  

2) 
sin ( n  + 4) 

nbs 
4 4 

d m <  - -  < , 
sin (3 m) (n + Q) sin (1 y )  n sin (4 y )  

Bei der F o u r i e r ' s c h e n  Reihe handelt es sich nnn  dariim, wenn m m  
,, 

s e t ~ t ,  den Werth von 

zu bestimmen. Diese Restimmung geschieht zunachst für !pl= 0 folgen- 
dermassen. Die Fnnction F(Y) sei im Intervall - rr bis + n  a b t h e i -  
l u n g s w e i s e  s t e t i g  u n d  a b t h e i l u n g s w e i s e  m o n o t o n .  Man kann  
dann das Intervall O bis n in  eine endliche Anzahl von Strecken zer- 
legcn, so dass B ( 9 )  l h g s  jeder solcben Strecke mouoton ist. 1st h die 
Anzahl der Streçken,  ru ein (zunachst brliebiger) Werth innerhalb der 
ersten (von Nnll ausgehenden) der genannten Strecken, so ergiebt sich 
durch Zerlegung des eu betrachtenden Integrals in Theilintegrale, dann 
durch Anwendiing des Mittclwerthsatzee und  der obigen mit 1) und  2) 
bezeichneten Formeln : 

Dabei ist  M der grosste Wer th  von F(cp) - F(O)  im Intervall O . . . z. 

L h t  man nun  zuerst ru der Nul1 sich immer mehr nahern,  so wird .zu- 
nachst das zwe,ite Glied der  rcchten Seite beliebig verkleinert. 1,asst 
man dann n waühsen, so kann  auch das erstc Glied verkleinert werden, 
wahrend das zweite (vorher verkleinerte) ungeandert bleibt. So ergiebt 
sich die gesuchte Greuze füï  9, = 0 ,  wahrend die G r e n z ~  des nllgemeinen 
Integrals liieraiis sofort folgt,  wenn man P(<p) als die Dichtigkeit einer 
auf einer Kreislinie ansgebreiteten Masemhelegiing auff'asst und die Lage 
des Anfaugspunktes q ~ =  O auf  der Peripherie audert.  Vereinf'acht man 
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das so erhaltene Theorem nachtraglich durch Ablosnng von der Kreis- 
peripherie , so hat  mau die F o n r i  e r'sche Entwickelnng der Fnnction 
E(cp).  Die  Ausdehnung aiif andere Intervalle, resp. fiir periodische 
Functionen auf alle Werthe des Arguments ergiebt sich leicht. Die ein- 
zige Voranssetzung liegt dar in,  dass F abthei lnngsweis~ stetig und ab- 
theilungsweise monoton ist. 

Die Untersuchung üher Kiigelfunctionen stiitzt riich anf die Arbeiten 
von D i  n i und H e i n  e ;  es wird hier jedoch der ,jenen Arbeiten zu Gronde 
liegende Satz über dit: Grenze von P, (cos o) fur n =CU vermieden, ein 
Sa tz ,  der narneutlich für den Fal l  etwas beschwerlich ist,  wo w selhst 
mit wachsendem n sich der Nul1 uahert. Hier werden nur  die beiden 
folgeuden Satze gehraucht, i n  denen F ( p )  eine Function bezeichnet, die 
im Intervall p = - 1 bis p = + 1 abtheilungsweise stetig und abttieilnugs- 
weise monoton ist,  wahrend der llifferentialquotieut der gewohn- 
lichen Kugelfunction ist: 

Es  handelt sich nun darum, die Grenze des Lioppelintegrals zu bestimmen 
2~ 

Diese Bestimmiing erfolgt durch eine ahnliche Zerlegung, wie bei den 
trigonometrischen Reihen,  zunachst wieder für y, = 1, und daraus fol@ 
das allgemeine Resultat durch Verlegung des Anfangspunktes der Polar- 
coordinaten auf der Kugel. Zn der  13estirnmung für pl= 1 kann man 
auf doppelte Weise gelangan, j e  naçhdem man zuerst die Integratioo 
nach y ,  dann die nach p ausführt,  oder umgekehrt. I n  beiden Fallen 
gelangt man zu dem bekannten Resultat,  dass die Grenze des ohigen 
Doppelintegrals gleich ist dem arithmetischen Mittel derjenigen Werthe, 
welche f ( v ,  rp) liings eines nm den  festen P u n k t  (",, gi,) beschriebenen 
nuendlich k l e i n ~ n  Kreises hesitzt. J e  nachdem man aber diee Resultat 
auf die eine oder andere Weise ableitet,  ist die zu entwickelnde Func- 
tion verschiedenen Bediugungen unterworfen. Uas eina Ma1 ist zur Gil. 
tigkeit der  Entwickelung nothig , dass F(&) im Intervall 6 = - 1 bis + 1 
ahtheilungsweise stetig und  abtheilungsweise monoton ist. Darin bedentet 
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P ( g )  das arithmetische Mittel derjenigeo Werthe,  welche /'(ES, 9; ailnimmt 
auf einem um den P u n k t  (P,,  Y , )  mit dern spharischen Radius Q = arccos& 
beschriebeoen Kreise. - Dati andere Mal dagegen ergiebt sich folgende 
ninfachere Bedingnng: Zur Giltigkeit der L a p  1 a c  e'schen Beihenentwicke- 
lung ist erforderlich, dam f ( p ,  rp) abtheilungsweise stetig und abtheilungs- 

weise monoton sei langs oines jeden der von dem Punkte rp,) nach 
dern entgegengesetzten Punkte  der Kugel laufenden Meridiane. Aus der 
L a p l a c e ' s c h e n  Entwickelung ergieht sich unmittelbar auch die von 

Functionen einer Variableu nach Kugelfunctionen, u n d  d ie  letxtere Ent-  
wickelung lasst sich leicht auf den Fa l l  ausdehnen,  wo die adjnngirten 
Functionen a n  Stelle der einfachen Kugelfunctionen treten. 

Auf die weiteren Einzelheiten dieser Untersuchung einzugchen, würde 
au weit führen; wir müssen in dieser Hinsicht aiif das  N e u m a n n ' s c h e  
Buch selbst verweisen, ebenso in Bezug auf die Abschnitte, welche die 
Integraldarstellungen einer Fuuction von einer und  zwei Variabeln er- 
ortern. 

Zum Schluss sei es noch gestattet,  einen Yunkt zu berübren, in  dem 
Referent mit Herrn N e u m a n n  nicht ganz einverstanden ist. Stat t  den 
Mittelwerthsatz den D u  B O i 8 - R e  y ni o n  d'schen zu ncnuen ,  würde Re- 
ferent den von H a i  n e (Handhuch der Kugelfunctionen , 2. Aufl., Thei l  1 
S. 61) lieuutzte Bezeiühniing: , ,zweitar Mittelwerthsatz (von den Herren 
D u  B o i s - R e y m o n d  und  W e i e r s t r a s s ) "  vorgeaogen haben. Fest  
steht, dasv I le r r  W e i e r s t r a s s  den Satz vor D u  B o i s '  Ver6ffentlichungen 
in seinen Vorlesungen vorgetragen nud  auch auf die Tragweite und Be- 
deutung dessalben aufrnerksam gemacht h a t ,  und dies muss doch auch 
als eino Art der  Publication angesehen werden. Dass Herr  D u  B o i s  
den Satz unabhangig gefunden, wird von Niemand bezweifelt; aber die 
Rilligkeit erfordert,  auch den Namen W e i  e r s  t r a s s  dabei zu erwahnen. 
Man miisste denn auf 0. B o n n e t  znriickgeben, der lange vorher einen 
Specialfall des in I tede steheuden Satzes gefunden,  und zwar einen sol- 
chen Specialfall, aus dern sich der  allgemeine Satz leicht ergiebt, so 
daas zwischen deni B o n  n e t'schen und dern allgemeinen S ~ t z e  ein ana- 
loges Verhiiltniss existiit , wie etwa zwischen dem M a c -  L a u  r in 'schen 
und dem T a y  lor ' schcn  Satze. Bei dieser Sachlage würde Referent das 
etwas demonstrative Hervorhebcn des Satzes als des 1) n B o i s -  R e  y - 
m o n  d'schen vermieden haben. WANQERIN. 

Darstellende und projective Geometrie nach dem gegenwartigen Stande 
der Wissenschaft, mit hesonderer Rücksicht auf die Bedürfriisse 
hoherer Lehranstalten und  das Selbststudium, von Dr. GUSTAV 
AD. v. PE;SCHKA, k. k. Regierungsrath, ordentl. GEentl. Hochsçhul- 
Professor, Mitglied der k.  k. Staatsprüfnngs-Commission und der  
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k. k. wissensçliaf'tlichen Eealscliul - Prüfungscommission a n  der k. k. 
technischen Hochschule zu Brünn etc. etc. Erster Band. Mit 
einem Atlas von 34 Tsfcln. gr. 8'. XVIII, 578 S. m i e n ,  Carl 
Gerold'e Sohn. 1883. 

Der  uns  vorliegende erste The i l ,  , ,MethodikU, des Werkes behan- 
delt die verschiedenen Pro jec t ion~ar ten ,  n n d  zwar ohne die eine oder 
die audere gerade zu bevorzugen. Hierdurch wird es moglich, den Leser 
mit den construçtiven Vortheilen , welche die verschiedenen Methoden für 

gewisse Gruppen von Darstellungen nnd Untersuchungen bieten, soweit 
vertraut zn machen, dass demselben in jedcm coucreten Fal le  die Ent- 
sclieidung iiher die zweckmassigste Darstellung keinerlei Schwierigkeit 
hieten kann.  

Als allgemeinste Projectionsmethode bildet die C e n  t r a l p  r o j  e c t i o n  
den A,usgangspunkt. n i e r  konnen wir sofort eine vortlieilliafte Aende- 
rung  gegenüber der alteren, in  Verbiuduug mit K O u t n y herausgegebenen 
,, Ei'reien Perspective " des Verfassers darin erkennen,  dass allein Bild- 
ebene und Centrum in fester gegenseitiger Lage zu einander gegeben 
sind und nicht noch weitcre Elcmentc wie Grundvbcnc und Vertikalebene 
hinxutreten, die es weniger klar erkennen lasl;en, welche Restimrnnngs- 
stücke für jede Construction absolut nothwendig sind. 

Nachdem die Elemente: Gerade, P u n k t ,  Ebene  im erfiteri Capitel 
ihre  Darstellung gefunden hahen ,  werden im zweiten projectivische, im 
dritten metrisclie Bezieburigen zwischen jeneri Gebilderi erortert. Es 
dürfte kaum eine Eiementaraufgabe genannt werden konneri,  welche nicht 
ihre umfassende Erledigung gefunden hatte. Bean5tande.n mochten wir 
den Begriff ,,Principiell projeetiviscle Aufgaben", wic cr im 5 45 auf- 
g e f a s ~ t  wird,  indem in denselben a l l e  Anfgahen eingeroiht werden, 
welche sich nhne Zuhilfenahme der Distanz Iosen lassen, wie z. I3. Con- 
strnctionen von Parallelen zu gegebenen Geraden oder Ehenen,  die ent- 
sçhieden metrischer Natur s ind ,  aber derinoch mit alleiniger Benutzung 
der Fluchtelemente ihre Losuug finden kounen ,  weil von vornherein das 
Unendliche durch die Alethode a u ~ g ~ z e i c h n e t  k t ,  eben durch Angabe der 
Fluchtelemente s ls  Bilder unendlich ferner Punkte  oder Geradeu. Es 
giebt nicht n priori auf jedem Projectionsstrahle zwei , ,bes»ndere" Ele- 
mente - Durchstosspiinkt und unendlich ferner Pnnkt  -, welche ,,sus- 
nahmsweise " durch ihre Bilder allein hestimmt sind , wie der Verfasser 
5 3 hemerkt,  man wahlt jene Elemente, als für die 1)arstellung heson- 
ders hequem, erst ans ,  hatte aber in irgendwelcher Weise zwei andere 
Punkte  durch den  Durçhstosspnnkt reyrasentiren konnen ,  etwa die Scbnitt- 
pnnkte mit zwei allgameinen festen Ebenen,  wie denn etwas Derartigee 
bei der Behandlung der  klinographischeu Projection wirklich gcschicht, 
wo stat t  der unendlich fernen Ehenen eine parallele zur Bildebene be- 
nutzt wird. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Im vierten Capitel werden durch Vergleichung des O r i g i n a l ~  mit 
seinem Bilde die Gesetze der  Collineation und  der  Projectivitat nnter  
Anwendung von Doppelverhdtnissen entwickelt. W i e  der Verfasser irn 
Vorwort sagt,  ist de r  leichteren Fasslichkeit wegen der S t e i n  er 'schen 
r a c h n e n d e n  Methode der Vorzng gegeben, obgleich er die v. S t a u d t -  
sche Hegriindung der projectivischen Fundamcntallehran fur die strengere 
und wissenschaftlichere halt. Wissenschaftlicher k a n n  man sie als rein 
geometrisch nennen ,  aber strenge ist aie erst in  neuester Zeit durch 
D a r b  o u x '  * Verbesseruug des Beweises vurn Fundamentalsatz geworden, 
desseu ursprünglicbe Mangel j a  von K l e i n  bereits var Jahren  erkannt  
worden waren. 

Am Schlusse von 5 136 ist iibrigens dem Verfasser ein kleiner Fehler  
unterlanfen in der Bebauptung,  dass drei Punkte  durch einen P u n k t  und 
eine Gerade, bez. durch zwei Gerade ersetzt werden konnten und daher 
auçh diese Elemente mit ihren entsprechenden, wie drei Punktepaare,  
zur Bestimmung eirie Colliiieation liinreichend seien ; aber  erst d r e i  Ge- 
radenpaare leisten das Gewünschte. 

Nachdem durch das Bislicrige die Fundamcnte fiir die Behandlung 
der Kegelschnitte gewonneu s ind,  werden diese Curvcn als Centralpro- 
jectionen eines Kreises betrachtet,  iudem nachgewicsen wird,  dass letz- 
terer aus je zwei seiner Punkte  durch zwei projectivisch gleiche Rüschel 
projicirt wird und je  zwei seiner Tangenten von alleu übrigen in pro- 
jectivischen Keihen getroffrn werden. H i e r b ~ i  wird irrthürnlich der Salz  
aufgestellt und bewiesen , dass auch umgekehrt zwei projectivisch gleiche 
Büschel i m  m e r  einen Kreis erzeugen, welches jedoch nur  ditnn der Fnll 
kt ,  wcnn Gleichstimmigkeit vorhanden. Ungleichstimmige derart,ige Hiischel 
erzeugen eiue gleichseitige Hyperbel.  

Nun folgen die wichtigen Satze von P a s c a l  und  B r i a n  c h a n  und 
die Eiutheilung der Kegelschnitte nach dem Unendlichfernen. Was  den 
Beweis des Fundauieiitalsatzes der Polareritlieorie: Die Polaren aller Punkte 
eiuer Geraden gehen durch den Pol  und umgekehrt etc. - anlangt ,  so 
sind wir der Ansieht, dass jcder der Fal le  aotiserhalb oder innerhalh des 
Kegelschnittes liegender Pole fiir sich behandelt werden muss, und sich 
hier für jeden Fa11 besonders anzustellende Ueberlegnngen, wie e. B. 
Herr R e y  e sie in  seiner Geometrie der Lage benutzt,  nicht umgelien 
lasse,n. So ist gegen den Beweis des Satzes 81 ( 5  194) :  , ,Der  Pol  P der 
Verhiiidnngslinie zweier Punkte Pl uud P, iet der  Sclinittpuukt der Po-  
laren dieser Punkte' '  so lauge nichts eirizuwendeu, als P innerlirtlb des 
Kegelschnittes f i l l t ,  d. h. jede durch ihn gehende Gerade den Kegel- 
schnitt schneidet. Aber wie, wenn P ansserhalb liegt und die benntzten 
Punkte A und  B, in  welchcn PP, den Kegelschnitt schneiden soll, nicht 
(rcoll) vorhanden sind! 

* Yathematische Annalen Bd. XVII ,  55. Siche auch Klein ibid. S. 52. 
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Mit der Betrachtung der Durchmesser- und Brennpi~nktseigenschaften 
u n d  der Cons t ruc t io~  des Krümmungskreises - immer nnter Benutzung 
der  Collinearverwandtschaft des Kegelschnittes mit einem Kreise - wird 
dann die Theorie dieser Curven beendigt. 

Die Aufstellung des Gesetzes der Reciprocitat, entspringend aus der 
Polarentheorie, bildot den Schluss des erston Abschnittes. 

Im zweiten Abschnitt (Capitel V-VII) wird die klinographische oder 
scliiefe Projection in der Weise behandelt, wie der  Verfasser es bereits 
i n  den Sitzungsber. d. kaiserl. Akademie d. Wissensch., W i e n ,  Bd. LXXV, 
1877, that. Neben der B i l d e  b e n e  wird noch eine zu ihr parallele 
im Abstande il, die D i s  t a n  z e b e u  e eingeführt. Die Bestimmungsstücke 
eiues Projectionsstrahles sind dann sein Durçhstosspunkt mit der Bild- 
ebene, die Orthogonalprojection seines Schnittpnnktes mit der Distanz- 
ebcne und B. 

Hierdurch ist , wie loicht ersichtlich , ein rechtwinkligcs Dreieck, des 
Distanzdreieck, mit dem Projectionsstrahl als Hypotenuse bestimmt, dessen 
Umlegung in die Bildebene den Constructionen zu  Grunde  liegt. 

I m  letzten Capitel werden die affinen Gebilde einer gegebenen Pigur 
und insbesondere des Kreises untersuçht,  auf welche die vorliegende 
Projectionsrnethode naturgemass fuhrt. 

Erst im dritten Abschnitte wird von z w e i  Bildebeuen Gebrauch ge- 
macht. Der  Inhal t  dürfte hinlanglich durch die. Capitolüberschriftcn cha- 
rakterisirt sein, welche wir hier folgen lasscn: Capitel VII I .  Monge's Or- 
thogoualprojection. A. Projectivische Beziehungen zwischen P u n k t ,  Ge- 
rade u n d  Ebene ;  B. Metrische Beziehungen bei orthogonaler I'rojection 
in Bezug auf zwei Projectionsebenen. - Capitel IX. Mcthode der schie- 
feu Projection ui t te ls  zweier aufeinander senkreçht steiiender Projections- 
ebenen. A. Projectivische, B. metrische Beziehungen. - Capitel X. Or- 
thogonale Parallclperspectivc. - Capitel XI. Axonomotrie. Vom Po  h l k e -  
schen Fundamentalsatz der Axonometrie werden zwei Beweise gcgeben. 
D e r  erste wurde vom Verfasser in  den Sitzungsber. d. kaiserl. Akademie 
d. Wissensch., W i e n ,  Bd. LXXXVIII, 1878, zuerst mitgetheilt; der zmeite 
ist  der  von P o h l k e  selbst herrührende. 

Der  vierte Abschnitt: ,,Allgemeines über die Lagenverznderungen 
ranmlicher Gebilde'' enthal tend,  behandelt i n  vier Capiteln die Trans- 
formationen, welche bei d e n  verschiedenen Metliodcn hinvichtlich des 
Centrums des Objecta und  der Bildebcne vorkommen konnen. Wic dcr 
Verfasser selbst s a g t ,  eind dieselben wesentlich als Mittel zur Verein- 
fachung graphiecher Operationen anzusehen. 

Der  fünfte Abschnitt: , ,Besondere L>arstel lungsmeth~den '~,  enthalt, 
mehrere unter sich heterogene Dinge:  Capitel XVI. Die  Pnrallelogramm- 
projection. - Capitel XVII. Collineation der Riiurne; Beliefperspective. 
- Capitel XVIII. Centrale Projection mit Zuhilfenahme einer Grundehene. 
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- Im XVl. Capitel wird parallel z n  zwei ifesten Ebenen,  welche gleich- 
zeitig als Rildehenen genommen warden,  projicirt. 

Die Theorie der raumlichen Colliueation hatte sich wohl wesentlich 
vereinfacht, wenn der Satz des 5 465: ,,.Jede beliebige durch daa Cal- 
lineationscentrum gehende Eberie b! schneidet von den raumlich collinearen 
Systemen Z1 und  .Z2 zwei ebene centrisch-collineare Systeme G, und G,  

sus", zum Ausgangspunkt gcwiihlt wordcn w8re. D e r  Beweis dcsselben 
ergieht sich namlich unmit,talbar: Ilrei entsprechende Punktpaare einer 
solchen Ebene bestirnmen in derselben eine Collineationsaxe. J e  zwei, 
verschiedenen Ebenen angehorige, Axen müssen sich treffen: auf der 
Schnittlinie dieser Ebenen. Die Axen gehen nicht alle dnrch einen 
Punkt; folglich liegen alle in  einer Kbene, der Collineationsebene etc. 
Es ware namentlich der i n  d i r e c t e Beweis dafür, dass das Collineatione 
centrum ein Doppelelement sei, dndurch vermieden worden. 

Ungern vermissen wir die Hcrstelliing der  perspectivischen I,age bei 
ehenen Systemen und die Darlegung der Grüude ,  welche es im All- 
gemeinan unmoglich machen, zwei raumliche Systeme in perspectivische 
Lage z u  bringen. 

Im letrtgenannteii  Capitel werden Beziehungen zwischen d e r  Cen- 
tralprojection des Objecta und  der  Centralprojection des Grundrimes nuf- 
gestellt u n d  verwerthet. 

Der sechste Abschnitt enthalt aine Reihe von Anwendungen auf 
,,Gebilde, welche aus einer endlichen Anzahl ebener E.achenstücke xu- 
sammengesetzt sind". EH werden betrachtet: Capitel XIX. Das kor- 
perliche Ureieçk oder das llreikant.  - Capitel XX. Polyedereherie und  
gegenseitige Schnitte derselben. Kegelrnassige l 'o l~eder .  - Capitel XXI. 
Ebene Schnittc der Polyoder. - Capitel XXII. Gegenseitiger Schnitt 
zweicr Polyeder. 

Bei der Losiing der  hier gestdlten Aufgaben kommeu die verschie- 
deusten Projectionsmathoden zur  Anwendung und die sorgfaltige Diirch- 
arbeitung von Seiten des Studirenden gewahrt zugleich demselben eine 
ansgezeichnete Repetition. 

Ein Anhang,  welcher die Verwendung der verscbiedenan Projectious- 
arten bei der Dartelluug technischer Objecte auseinandersetzt, bildet den 
Schluss diesos ersten Thcils. 

Daa Vorliegende bietet sich demgemass dar  als eine sehr ausführliche 
Behandlung der bekannten 1)arstellungsmethoden. T e x t  und Conutruction 
sind auanahmslos bis ins kleinste Iletail durchgefiihrt, vollig entsprechend 
der im Vorwort geausserten Ansicht des Verfassers, dass beziiglich der 
Deutlichkeit ein ,,zu viellL dem , , zu  wenig" vorznziehen sei. Wann wir 
nicht so ganz dieser Ansicht s ind ,  vielmehr glauben, dass eine kurze 
Andeutung unter Hinweis aiif die Figur  bisweileu, und namentlich dann, 
wenn der  Leser bereits sich in  die Elemente eingelebt h a t ,  ernpfehlens- 

Hist.-lit. Abthlg. d.  Zeitschr. f. Math. e Pliys. XXYIII, 3. 9 
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werthei, w e i l  anregender iind vnr Uehareattigung schiitzend, spi, so snll 
dadurch in keiner Weise ein 'I'adel ausgesproclien sein. Crewiss ist ee 

nicht Jedermsniis Sache, Lehren in so knapper F o r m ,  wie F i e d l e r ' s  
Buch sie enthal t ,  ahne grossere Anstrengung aufrunehnien, und sei somit 
da8 vorliegende Werk insbesondare a l l ~ n  Denen ,  die ohne Vorkenntnisse 
nnf denkhar  bequcmste Weise in die Wisseuschaft eingeführt sein wollen, 
auf 's  Warmste empfohlen. 

Dam Ersclieincn der weiteren Bande, welche die Theorie der alge- 
braischen Curven,  E'lachen und deren Systeme bringen werden, sehen 
wir 

wae 

mit Interesse entgegen. 
Schliesslich spi noch die vortreffliche A u s ~ t a t t u n g  des Werkes, sowohl 
Druck des Textes als der Tafeln anlangt ,  riilimend hervorgehoben. 

D a r m s t a d t .  Dr.  C A R L  RODESBERG. 

1. Untersnchnngen tiber die  Riemann'sche Thetaformel u n d  die Riemann- 
ache Charakteristikentheorie. Von Dr. F. P R Y M ,  Prof. a. d. Uni- 
versitat Würzburg. Leipzig, B. G. Teubner .  1882. VI11 u. 11 1 S. 

2. Theorie der  zweifach nnendlichen Thetareihen anf  Brnnd  der Rie- 
mann'schen Thetaformel. Von Ur. ADOLF KRAZER.  Leipzig, 
B. G. Teubner. 1882. VI  u.  66 S. 

Die Bchrift des Herrn P r y m  zerfallt in  fünf getrennte, aber in . 
innerem Znsammenhange stehende AufBatzc. Wio die ganze Scbrift dem 
Andenken R i e m a n n ' s  gewidinet ist ,  so verdanken auch der  erste der 
Aiifsatze seine Anregung dem miindlichen Verkehr des Verf. mit R i e -  
m a n n  im Frühjahr  1868 in Pisa,  der  dritte u n d  vierte solche einer 
R i  e m  a n n'schen Vorlesung ails dem Sommer 1862. 

D e r  erste Aufsatz enthalt die dem Verfasaer von R i e m a n n  mit- 
getheilte Tlietaformel. Es  ist das sllgemainlite Additionstheorem: 

2 7 ' 4 ( ( u  +v+n~+t)).8((~+~-1~-1~).4((~-v+m-t)).8((1r-v-m+t)) 

= E %I ((2 4). 41.1 ((2 V I ) .  %.I ( P m ) ) .  ((2 1 ) )  , 
I 

wo die Summe über alle 2 2 ~  8-Chnrakteristiken [ E ]  anszndehnen ist. 
Diese Formel, die Verallgemeinerung der J a c O b i 'schen für p = 1 und 
R o s e n h a i n ' s c h e n  für p = 2 ,  ist zwar auch von F r o b e n i u s  (Cr. J.89, 
S. 201) hergestellt wordeu; aber  der Verf. beweist sie ohne Anwendung 
der Methode der  unbevtimmten Coefficienten nach B i  e r n a n  n'schem func- 
tionentheoretischem Gedmkengange.  Geitdem liat der Verf. diesen Beweis 
durch zwei einfachcre ersetzt (Cr. J .  93, S. 124 u n d  in einer autographir- 
ten Mittheilung), der letztere rein combinatorisch. 

Um die Bedeutuwg des Theorems zu zeigen, giebt der Verfasser im 
eweiten Aufsatze eine Erweiterung desselben auf complicirtere Argumente, 
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im letzten die Ableitung der verschiedenen Thetarelationen aus  dem- 
selben. Als Mittel zu letzterem Zwecke dienen zunachst der  dritte und 
vierte Aufsatz, welche die hierzu n O t h w  e n  d i  g s  t e n  Untereuchungen ans 
der Charakteristikentheorie bringen. Der  Standpnnkt  des Her rn  Verf. 
hierbei, den er mit Borrn F r o b e n i u s  tlieilt, ist der, dass nur  solche 
Eigenscbaften von Systerneri von Charakteristiken als  wesentlich be- 
trachtet werden, von welchen die  zwischen den Thetafunctionen bestehen- 
den Relationen a b h h g e n .  Referent mochte hier seinen princiiiellen 
Einwand gegen diesen Standpunkt  wiederholen: F ü r  eine Charakteristi- 
kentheorie a l s  s o l c  h e  reiülit derselbe niüht aus,  weil diese auch anderen 
Zwecken, z. B. der Zuordnung eu den algebraischen Fnnct ionen,  zn  
genügen hat  , hierbei abor in demselhen Satze zwci verschiedeno Auffas- 
sungen einer und derselhen Charakteristik - das eine Mal als mit 22p-1 
Charakteristiken ohne [O] als gleichwerthig, das andere Mal nur  mit allen 
ungeraden, hez. nur  mit allen geraden incl. [O] - nicht znlassig werden; 
es wird dabei die vom Ref. vorgenommene Trennung  i n  ,,eigentlicheU 
und ,, Gruppen'l- Charakteristiken nothig. 

I n  dem fünften Aufsatze liegt die Bedentong der augezeigten Sührift. 
Vermehrt mau i n  der ohigen R i e m a n n ' s c h e n  Formel die Argumente um 
gewisse h d b e  Perioden, so kann man nus derselben !12p solcher Formeln 
nhleiten, in welchen auf den linken Seiten 227' verschiedene Prodncte, 
auf den rechten Seiten fur jede Gleichung dieselben 2 2 ~  Prodncte stehen, 

- wabrend die Coefficienten nur  die Zahlen + 1 oder -1 sind. Indem 
man diese Producte durch Variable ersetzt, erhalt man ein System von 
2 2 p  l inerren Gleichungen, mit Coefficienten + 1 und - 1, deren Anord- 
nnng mit den  Charakteristiken in einfachem, ührigens (wie der Verf. 
citirt) schon friiher bemerktem Zusammenhange steht. Ans  diesen linearen 
Gleichungen weiss nnn der Verf. cine Füllt: von Relationen a u  ziehen, 
die durch Einsetzen der  bezeichneten Thetaprodncte grosse Bedeutnng 
für die Theorie der  Thetafunctionen gewinnen. S o  ergiebt sich u. A. für 
i = -  ( u + u + ~ z ) )  d a s  von Herrn F r o h e n i u s  u n d  vorbar vom Ref. ab-  
geleitete Additionstheorem. Auf d i e ~ e m  Wege des Verf. ist  vor Allem 
auch Uebersichtlichkeit der Relationen erreicht; indess geht der  Verf. 
noch nicht so weit,  auch die  zwischen denselben bestetiendeu Beriehungen 
zn discntiren, eine Anfgabe, die in der T h a t  weitergehende Charakte- 
ristikenhetrachtnngen erfordern würde. - 

Die Schrift des Horrn Dr. K r  a z  e r  enthalt die Anwendung des be- 
sprochenen fünften Aufsatzes auf p = 2,  nnter Barücksichtigung sowohl 
der R o s  e n  h a i n ' s c h e n ,  als der G o  p e19schen Vierersysteme von Charak- 
teristiken. E s  ist ,  nach dem Vorgange der allgemeinen Darstellungen von 
Herrn F r o  b e n  i u e  u n d  dem Ref., n n r  selbstverstandlich, dase der Verf. 
hierbei die sechs ungeraden Charakteristiken im Allgemeinen nicht nnter- 
scheidet; aber  es ware consequent gewesen, diese Unterscheidung auch 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



116 Historisch -1iterarische Abtheilung. 
_^ ______. \-.-̂ -,."̂ -, ^^;MX.YYY 

in der Anordnnng S. 5, die noch anf vie1 allgemeinere Art moglich ist, 

nicht hervortreten zu lassen. ES würden sich dann die Tabellen am 
Schlusse der  Arbeit auch durch eine übersichtliche Formel ersetzen. 
Der von E o h n  behandelte Zusammenhang zwisçhen den Formeln 8 I I ,  
I V  und 8 16, IV'  ist nicht besprochen. 

E r l a n g e n .  M. NOETHEB. 

C. HILDEBRANDT: Ueber d ie  stationare S t r ~ m u n g  in einer unendlichen 
Ebene und  einer Kngeloberfllche. Inaugiirrildissert,rition. Gbttin- 
gen', 1882. 18 S. (Auch als Programm 1882 der Realschnle zu 

Gandersheim im Auszuge erschienen.] 

Bekanntlich genügt das logarithmische Potential der  Gleichung 

aZu a a u  
- + - = O ,  asz  ay2 

der anch der  reelle oder imaginare Tlieil einer Function complexen Ar- 
guments u + v i = f (X + y i )  geborcht. Daraus ergiebt sich, daas, weriu 
man in ein Flachenstück durch beliebig gastaltete und willkürlich liegende 
Elektrodeu Elektricitat a n s -  resp. einstromen lasst und für den entspre- 
chenden stationaren Zustand die Stromlinien und Niveaucurven bestimmt 
ha t ,  n u r  conforme Abhildnng mittela beliebiger Functionen nnthig ist, 
nm auf synthetischem Wcge zur  Liisung neuer  Problerne zu gelangen. 

Weiss man z. B., dass, wenn i n  unbegrenzter leitender Ebene in 
einem endlichen P u n k t e  Elektricitat ein-,  im unendlichen Bereiche ah. 
geleitet wird,  ein Strahlenbüschel und die concentrische Kreisschaar ale 
Stromlinien und Niveaucurveu auftreten, so kaun  man mittels der Ab- 

bildung Z = /; auf den Fa11 zweier Einstromungselektroden im End. 
lichen, einer im Unendlichen gelangen, wobei ein Büschel gleichseitiger 
Hyperbeln u n d  die Orthogonalschaar confocaler Lemniscaten an Stelle 

der  früheren Curven treten. Die Abbildung 2 ~ 7 ;  lLsst die Eintltrb- 
mungselektroden auf die EckpunkGe eines regularen Polygons übertreten, 
die Abbildung mittels ganzer rationaler Fonct ion auf n beliebig in der 
Ebene  hegende Puuktc.  Die  gobrocheno rationale Function hingegen 
vertheilt nicht nur  die 11 Einstromungspunkte, sondern auch m Ableitungs- 
pnnkte beliebig i n  der  Ebene. So gelangt man zu den  Stromlinien, die 
Referent im 83. Bande des C r e l l e ' s c h e n  Journa ls  und  im Programm 
1880 der  konigl. Gewerbeschule zn I iagen behandelte und  als irregulare 

ni 
Lemniscaten und Hyperbeln von der  Ordnung - bezeichnete. Anch 

n 

L u c a s  n n d  D a r b o n x  haban sich mit der  geometrischen Seite dieses 

* Durch Gottinger Buchhandlungen zu beziehen. 
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Problems heschaftigt. Im  Zusammeuhange ist das Ganze im 9.-11. Ca- 
pitel der , ,Einführung in die Theorie der isogonalen VerwandtscliafteniL, 
die Referent soeben bei B. G. Teubner  erscheinen liess, dargestallt. 

i l a s  vorliegende Schriftchen des Herrn E i l d  e b r a n d  t beschaftigt 
sich nun mit der elektrodynamischen Autlbeutung dieser Tlieorien, von 
denen man bekanntlich anch hydrodynamische und  warmetheoretische 
Deutungen gehen kann. Zunachst wird die Literatur ü b ~ r  don Gegen- 
stand besprochen. Sodann geht der  Verfasser von dem einfachsten Fal le  
zu den complicirteren über, die oben genannt  wurden. Im zweiten Theile 
werden mit ITilfe der Iuversion die Probleme auf die Kugeloberflache 
üt~ertragen, auch die Transformatiou nach der Kegelflache wird kurz 
angedeutet. 

Die Lectüre des kurz und  klar geschriebenen Schriftchens ist um so 
interessanter, als in neuerer i e i t  Her r  Dr. G u é  b h a r d zu Paris versiicht 
hat, den experimentellen Prtifungen der obigen Resultate von K i r c h h o f f  
und Anderen eine nene Methude anxureihen: die angenaherte Fixirung der 
Spannungscurven auf  elektrochemischem Wege mittels N o b i  1 i 'scher Far-  
benriuge. Die fraglichen Abhandluxigen befinden sich irn Electricien, im 
Journal de  Physique,  i n  den Bulletiue der Société d e  Physique und in 
den Comptes rendus der Académio des Sciences von 1881 und  1882. 
Kritische Beleuchtiingen dieser Methode gehen Prof. M a c h  und Dr .  H u  g O 

M e y e r ,  der Erstere  im Sitzungsberichte der Wiener Akademie vom J u n i  
18S2, der Letztere in  den Nachrichten der  konigl. Gesellschaft der Wis- 
senschaften zu Gottingen vom 6. Sept.  1882. Von einer endgiltigen Ent -  
scbeidung der F r a g e  kann aher wohl noch nicht die Rede sein.* 

Wer  sich sclinell über das beyprochene Gebiet orientiren will, dem 
sei die H i l d  e b  r a n d  t 'scbe Abhandlung zor  Lectüre empfohlen. . 

* Inzwischen siud noch mehrere Abhandlungen von Voig t ,  n i t s  c h e in  e r 
und Meyer  in Wied. Annaleu, den Gottinger Naçhrichten und den Wiener Be- 
richten erschienen, ohne jedoch die Fragc der G u é  b h  ard'schen Experimcnte zu 
einem wirklichen Abechlusse zil bringen. 

Dr. G. H O L Z M ~ L L E U .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Bibliographie 
vom 1. Februar  bis 30. April 

Periodieche Sohriften. 

Sitzungsberichte der  konigl. preuss. Akademie d. 
Nr. 1. Berlin, Dümmler. 

Wissensch. Jahrg.  1683. 
pro compl. 12 Mk. 

Mathamatische und  naturwissenschaftl. Mittheilungen aus den Sitzungs- 
herichten der  konigl. prcuee. Akademic d. Wissensch. Jahrg.  1883, 
1. Heft. Berlin, Dümmler. pro compl. 8 Mk. 

Annalen der Hydrographie und rnaritimen Meteorologie. 11. Jahrgang. 
Berlin, Mittler & S. pro compl. 3 Mk. 

Annalen des Petersburger physikal. Centralobservatoriums. Jahrg .  1881. 
Thl .  2 ,  Meteorolog. Beobachtungen. Herausgegehen von IT. WILD. 
Leipzig, Voss. 15 Mk. 40 Pf. 

Magnetische und  meteorologische Beobachtungen der  konigl. Sternwarte 
bei München. Jahrg .  1882. München, Franz.  1 Mk. 

Sitzungsl)ericbte der  kaiserl. Akademie d. Wissensch. in Wien. Iviathem.- 
naturw. Cl. TT. Abth. (Matham., Phys.,  Chemie, Mechanik, A~troii.  
u. Meteorol.) 86. Rd. 3. Heft.  Wien ,  Gerold. 3 Mk. 20 Pf. 

J o u r n a l  f. reine u. angewandte Mathematik (begr. v. Cralle), herausgeg. 
von L. KRONECKER u. W. WEIERSTRASS. 94. Bd.  1. Heft. Berlin, 
G. lteimer. pro compl. 12 Mk. 

Astronomische Nachrichten, hernusgeg. v. A. KBÜGEK.  105. Bd. (24 Nrn.), 
Nr. 2497. Hamburg,  Mauke & S. pro compl. 15 Mk. 

Zeitschrift f. mathemat. u. naturwissenschaftl. Unterricht; herausgegeben 
von J. C. V. HOFFMANN. 14. Jahrg. ( 8  Hefte). 1. Heft.  Leipzig, 
Tenbner. pro compl. 12 Mk. 

Zeitschrift fiir Instrumentenknnde, redig. Y. G. SCAWIRKUS n. A. WEGT- 
PBAL. 3. Jahrg. (12 Hefte). 1. Heft. Berlin, Springer. 

pro compl. 18  Mk. 
Jnhrbuch  über die Fortschritte der Mathematik. 12. Bd., J a h r  1880, 

herauegeg. v. C. OEBTMANN. 3. Heft.  Berl in ,  G. Reimer. 6 Mk. 
Fortschritte der Physik,  dargestellt v. d. physikal. Gesellsch. zn Berlin. 

34. Jahrg.,  das  J a h r  1878 betr., redig. v. NEESBEN. 1. Abth., enth. 
allgem. Physik u. Akustik. Berlin, G. Reimer. 7 Mk. 

Tageblat t  der 55. Versammlnng deutscher Naturforscher und Aerzte zu 
Eisenach im Sept. 1 8 8 2 ;  redig. v. G. KUEN. Eisenach, Barecke. 

6 Mk. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Recensionen. 119 

Geechichte der Mathematik. 

P K O W E ,  L.,  Nicolaus Coppernicus. 1. Hd.: Das Leben. 2 Thle. Berlin, 
Weidmann. 24 Mk. 

Reine Mathematik. 

D O O R M A N N ,  C . ,  Anwendung der  LamB'scben Functionen auf Probleme 
der Potentialtheorie, bez. d. dreiax. Ellips. und die Frcsnel'scbon 
Elasticitatsflachen. (Dissert.) Gottingen , Varidenhoeck & Ruprecht. 

2 Mk. 
SPITZER, S . ,  Neue Studien über die Integration linearer Differential- 

gleiçhurigen. 3. Heft (Sctilnss). W i e u ,  Gerold's S. 3 Mk. 6 0  Pf. 
ADAM, B., Ueber reciproke Gleichungep. Clausthal, Grosse. 1 Mk. 
H A U C K ,  A. u .  Fi . ,  Lehrhuch der Aritlimetik und Algebra für Gymnas. etc. 

3. Thl. 2. Ahth. Nürnberg, Korn. 2 Mk. 60 Pf. 
J O A C H T M S T H A L ,  F., Elemente der analytischen Geometrie der  Ebene. 

3. Aufl., berausgeg. v. O. HERMEB. Berlin, G. Reimer. 3 Mk. 6 0  Pf. 
N O R T H E R ,  M., Zur Grundlegung der  'i'beorie der algehraischen Ranm- 

curven. Berlin, Dümmler. 6 Mk. 
VOKETZSCH, M., Unteréiuchung einer speciellen Flache constanter mitt- 

lerw Krümmung mit einer Schaar ebener Krümrnungslinien. G6t- 
tingen , Vandenhoeck & Buprecht. 1 Mk. 80 Pf. 

S C R U H A N N ,  A. ,  Die Steiner'scheu Kreisreihen und ihre Beziehung zum 
Poncelet'schen Schliessungsproblem. (Dissert.) Berlin, Ggrtner. . 

1 Mk. 
BERING, A. G., Gruudxüge der ebenen Trigonometrie. Leipzig, Quandt  

& Haiidel. 1 Mk. 
LUXE, A., Sarnmliing trigonometriricher Aufgaben. 2. Heft. Halle, Schmidt. 

2 Mk. 40 Pf. 
B u s s ~ ~ o w ,  C. u. L. LEVY, Abriss der  Trigonometrie. Berlin, polytechn. 

Buchhdlg. 6 0  Pf. 
MENGEB, J., Lehrbuch der darstellenden Geometrie. Wien,  Helder. 

3 Mk. 6 0  Pf. 
F R E Y R R ,  Studien zur Metaphysik der Differentialrecbnung. I[lerlin, Weber's 

Ver].- Cto. 1 Mk. 

Angewandte Mathematik. 

IDELER, L., Handbnch der mathematischen und technischen Chronologie. 
2. Aufl. Lief. 1, 2 u. 3. Breslau, K6bner. 15  Mk. 

Astronomische Arbeiten für die europiiische Gradmessung irn Konigreich 
Sachsen; ausgeführt v. C. BHUHNB,  hearb. v. TH. ALBHECHT. 1. Heft.  
Berlin, Friedberg & Mode. 10  Mk. 

BHILL,  A., Zur Theotie  der  geodatischen- Linie und  des geodatischrn 
Dreiecks. Miinchen, Franz.  1 Mk. . 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



120 Hi~torisch-l i terar ische Abtheilung. -- 
OBERBELD , G., Grnndzüge der mathematischen Geographie. Wittenberg, 

Herrosd. 1 Mk. 50 Pf. 
KRÜGER. P., Kotations- und Pendelbewegiing eines Küpers i n  einer Flüs- 

sigkeit. (Dissert.) Berlin, Mayer & Müller. 1 Mk. 20 Pf. 
S C H ~ L E R ,  W. F., Die Falllinie und die Plnnetenbahnen als involutorifich~ 

Piinktreilien etc. Aiisbach, Rriigal & S. 1 Mk. 20 Pf. 
--, Das Imaginare in  der  analyt. Geometrie und das Problem der sta- 

tionaren Stromung in der  unendlichen Ebene. Ebendas. 1 Mk. 
KOTTER, F., Ueber das Gleichgewicht hiegsamer unaufidehnbarer Flachen. 

(Dissert.) Berlin, Mayer & Müller. 1 Mk. 50 Pf. 
HENTBCHEL,  O., Ueber stationiire elektrische Stromungen in einer km- 

niscatischen Plat te .  Salzwedel , Klingenstein. 60 Pf. 
L O L L I N Q ,  G.,  Ueher die Bewegung elektrischer Theilchen nach dem 

Weher'schen Griindgesetz der Elektrodynamik. TJeipzig, Engelmann. 
6 Mk. 

FOURIER, M., Théorie analytique de la  chaleur. Nouvelle Cd. 1. Lin .  
Breslau, Kobner. 8 h:k. 

Physik und Meteorologie. 

L A N G E ,  H., D e r  Aether als Trager  gewisser Natiirerscheinungen. (Dissert.) 
Berlin, Gartner. 1 Mk. 

K K E C A ,  G . ,  P h ~ t ~ m e t r i s c h e  Untewiiçhungen. (Dissert.) Berlin, Gartuer. 
1 Mk. 

VERDBT, E. , Vorlcsungen iiber die  Wellentheorie des Lichts; deutsch 
bearb. v. K. E x ~ e n .  1. Bd. 2. Ahth. Braunschweig, Vieweg. 4 Mk. 

KONKOLY,  N. v., Praktische Anleitung eur  Anstellung astronomischer Re-  
obachtungen, mit bes. Rücksicht auf Astrophysik. Ebendas. 24 Mk. 

K E M P E ,  II. R.,  Handbuch der Elektricitiitsmessungeu, Ans d. Englischen 
von J. B A U M A N N .  Ebendae. 8 Xk. 

M U N K E R ,  J. G., Die Grundgesetze der  Elektrodynamik, synthetisch her- 
gcleitet und experimentell geprüft. Nürnberg, Ebner. 1 Mk. 

Wandtafeln zur Erklarung der elektrodynnmischen Maschinen; 4 B1. 
Folio mit Text.  München, Riichhole & Werner. 5 Mk. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Zurn Fragmentum mathematicum Bobiense. 

Von 

JOH. LUDW. T T R T I I E I ~ G  
in Kopenhagen. 

1. Bekanntlich entlialt Cod. Ambrosianus L. 99 sup. ,  der  aus Bobbio 
stammt, unter  dem T e x t  von Igidori Etymologiae aus saec. VIII  einige 
Fragmente einos griechischen mathematisclien Werkes. E ine  Seite davon 
kt von M a i  in Flicsimile herausgegeben und durch W a t t  e n b a c h ' s  
Schrifttafeln (Taf .VI)  hinlanglich bekannt und auch ofters behandelt. Zwci 
andere Seiten, deren Inhal t  bei Weitem werthvoller i s t ,  ha t  jetzt C h r .  
U e l g  E T ,  Dermes XVI S. 261 flgg., in einer aus freier H a n d  gemachten 
N a c l ~ b i l d u n ~  mitgetheilt iiebst einer Lesung,  die ziemlich unbefriedigend 
kt. Dass weit mehr lierauszuhringen war, haben für S. 114 Z. 8 -28 
C. W a c l i s r n u t  h und  M. C a n t o r  gezeigt (Hermes XVI S. 637 flgg.). Hier 
sol1 für den erstnn Theil von S. 113 eine Restitution versucht wcrden, 
die keineswegs zweifelhaft oder schwierig is t ,  wenn man erst d e n  Sinn 
der Beweise erkannt  hat.  

Das Stück S. 113 2. 5-19 geht daraiif h in ius ,  e u  beweisen, dass 

L O E Z =  L A E R  (Fig. 7). 

Dam benutzt der Verfasser den soeben bewiesenen Satz ,  dass unter 
gewiesen Bedingungen E E =  B A .  Der  Schluss dieses Beweises ist S .  113 
Z. 1-4 enthalten. 

Man sieht n u n  leicht,  dass die Bedingung diese ist, dass der  Para-  
meter der Parabel das Vierfaclie von AB sei (Z. 10). Also hat  der Hilfs- 
satz ungefiihr so gelautet: 

W e n n  z u  e i n e r  P a r a b e l  e i n e  T a n g e n t e  g e z o g e n  w i r d ,  u n d  
vom S c h c i t e l p u n k t  a u f  d e m  D u r c h m c s s e r  d e r  v i e r t e  T h e i l  
d e s  P a r a m e t e r s  a b g e s e t z t  w i r d ,  s o  w i r d  d i e  v o m  E n d p n n k t e  
d i e s e r  L i n i e  z u m  B e r ü h r u n g s p u n k t e  g e z o g e n e  L i n i e  d e m  z u r  
T a n g e n t e  v e r l a n g e r t e n  D u r c h m e s s e r ,  v o n  j e n e m  E n d p u n k t e  
a n  g e r e c h n e t ,  g l e i c h  s e i n .  

iiist.-lit. Abthlg. à Zeitsohr. f. Math. n. Phya. XXVII I ,  4. 10 r 
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D e r  verlorene Tlieil des Ueweivea mag dieser gewesen sein - ich 
henutze die F igur  B e l g e r ' s  (Fig. 6 ) ,  obgleich sie sehr ungenau ist 

(wohl scbon in der IIandschrift), nur  haLe ich den ~ u c h s t a b c n  Z hinzu- 

gefügt ; auch vom I ' s i ~ i d  bei U e 1 g e r Our schwaclie Spuren zu erkennen - : 
E s  s e i  A E  e i n e  P a r a b e l  m i t  d e m  D u r c h m e s s e r  AB u n d  dem 

P a r a m e t e r  A ï ,  u n d  e s  s e i  A B = i A l ' .  d E  s e i  e i n e  T a n g e n t e  

i n  E. X a n  e r r i c h t e  A Z  s e n k r e c h t  a u f  AB,  u n d  i l i r  p a r a l l c l  

z i e h e  m a n  EH. M a n  v e r l a n g e r e  B A  b i s  A u n d  z i e h ~  ZB. 
D a n r i  w i r d  s e i n  E B -  B A .  

Je tz t  folge der Beweis S. 113 Z. 1 1 5  mit den nothwendigen E r -  
giinzungen u n d  deutscher Uebersetxung. 

[%'ml ydV l ~ o v  B G T ~  TÙ 6%; rWv Denn weil AI'XAH =ER2 [Apol- 

A r ,  A H  &à rljç] E H ,  z ~ t p -  lonius con. 1, 111, und TA = 4 A B  
dcrciiwv di  r f  r A  zy"ç A B ,  rd &p [hypoth.], ist 4 BA X A  H = H E 2 ;  
z ~ z ~ & i ~  v'nà raïu B A H ,  zovr-1 aber  4 BA X A H =  4 R A  X A d  [Apol- 

5 f ~ r r  r8 rerQ&xts 4x8 ri% B A A ,  lon. con. 1, 351, und  HE2= 4 A Z 2  
;ciou E ~ t l  z@ dxÙ rqç  II E rovri'cisc 1 [Euklid V I ,  41. Also ist BA X A d  

10 r+ Z ywvior. xui EGZLV L G ~ ]  tïj d Z  
4 Z E .  hr] xul r j  AR zfj BE. 

Z. 2. EH] Hiermit erst fingt das Fragment bei B e l g e r  an. tsreunlru~iwvl 
im Cod. ein d mit überschriebenem x und dem Compendium fiir - m v .  3. n p ]  
ein ctwas vcrzogenes, aber doch vollstandig erkennbares Compendium. 4. t i v ]  
iin Cod. eigentlich so'v, aber diese Jdigenth&1ichkeit ist schon mehrfach hervor- 
gehoben; ebenso Z. 8. B A H ]  B ist ganz verschwunden, rom A sind deutliche 
Reste vorhanden. Z O V ~ ~ ' G Z L ]  im Cod. r o v f  ./.; ebenso Z. 6. 6. HE] das E fast ver- 
schwunden; die Spuren führen ehcr auf A oder A ,  was aber falsch ist. 8. u'no'] 
der Cod. T, dan kleiue Zeicheu der Abbreviatur ' (vergl. Z. 4) iat vergessen, wie 
bei cino Z. 9. 9 .  z ~ j s ]  nur i ist sichtbar; das Compendium für -7s ist am Schluss 
der Zeile weggcfallen. 9. 8 ~ 3 4  Ggor r j  xeo'ç] absolut unleserlich. 10. ~ $ 1  nnr OJ 

sichtbar. r$] q U e l g e r ,  aticr mit Andeutiiiig der Unsicherheit. 11. $1 so 
B e l g e r ,  ganz klar. i'q] Hiermit endet 2.4 im Cod., und B e l g e r  hat keine 
Spuren von Buchstahen in1 Rrst der Zeile angedeutet; doch iot eben Raum genug 
fiir das nothwendige Supplement: n e u  xal I j  d B .  

Nun folgt S. 113 Z. 6-19 die Anwendung, die ich in Sbnlicher 

Weise hier k e d e r h o l e ,  da  B e l g e r  S. 266 an der  Entzifferung verzwei- 

fclt hat. 

A e & ~ ~ ~ É v o u  6É rov'row PGTGI x d -  Dies bewiesen, sei wiederiim einc 

vou t.olprj ~ A L V  nrren~oA~j', 1 Parabel gegeben, deren Diirchmrsser 

S ~ & ~ e t ~ o ~  & 4 A B  n c r p ' ~ v  ( di A B (Fig. 7) und  deren Parameter 

1. B E L ~ ~ L ~ ~ ~ V O V  Cod., aber das erste L ist durch einen feinen Queratrich ge- 
tilgt. Cezm] mit einem bekannteii Compendium y geselirieben, wovon nur rn übrig 
ist. 3. a t o i u a t g o ~ ]  geschr. mit dem Comp. für Gror- und einem p mit irgend einem 
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Ai', und ns sei A l3 = 1 A r, und von 
einem willkürlichen Punkte  der P a -  
rabel sei E Z der  Linie A R parallel 
gezogen; man ziehe endlich EB. 
Dann is t  zu beweisen, dass Z E  a n  

der Parabel  un te r  gleiehem Winke l  

znrückgeworfen wird. 
Man ziehe die Tangente  d E H .  

Danil ist wegen des vorher bewie- 
senen Satzes d B  = B E ;  also auch . 
L E A B = L A E B . "  Aber L ~ E A  
= 1 HE; O.** Also auch L B E A  
= O E 2. Und in  5Iinliclier Weise  

werden wir beweisen, dasr; alle mit 
A R parallelen Linien unter  gleichen 

Winkeln auf P u n k t  B zurückgewor- 
fen werden. 

(jetzt nicht erkennbnren) Zeichen der Kürzung. 2. z i r a ~ s o v ]  gcschr. A', mit dcm 
gewohnlichen Bruchzeichen. 3. ~Sqp~iol)] mit eincrn seltenen Compendium gcschrie- 
ben. 4. n a e d ~ l q A . o s ]  dm Couipendiuin 2 ist kaum mehr siclitbar. ix9 .w]  erkenn- 
bar nur H X ;  es &and aber gewiss q ~ 9 .  5. E Z E ~ E V ' ~ ~ ~ ]  sichtbar nur En ( E ? ) ;  es 
wnr aber uraprünglich eine der vorigen iihnliche Kiireung angewandt. 7. r?j t o p $ ]  
der Cod. hat zi/v r o p t v .  Man envartet r à  B q p r i o v .  7 j ~ 3 w ]  geschr. 172. 8. 7il scheint 
bei Uelger  eher N zu sein. ai]  d r j ?  10. 4 a r ~ ]  m mit einem geraden Striçh ist 
< ~ O L E ,  mit einem ITikcten E G ~ W .  al] iibergcschriehen. 11. xul] zu lesen: dlAJi'6ar 
xori. ai]  fehlt im Cod. raiv] über so'v st. rGv vgl. oben; ebenso Z. 14. 13. I'] kann 
w 
y ,  ù. h ymvfar sein und larp~avé68rnaav ywvfmr & ~ 9 0 Q o i  konnte bedeuten: man 
oehrne die (nach der Subtraction des Gleichen vom Gleichen) übrig bjeibenden 
Winkel. Denn B~cicpogov heisst: Rest (Her O ,  üeom 84, Stereom. II, 36 flgg.) ; rri 
konnte fehlen. Aber AorxcYi ist dann überfliissig und die Redensart nicht zu be- 
legen. 14. yroviar k u r  ~ l o l v ]  habe ich supplirt; im Cod. sind hier neun Buchstaben 
unleserlich. 15. àpoimç] schwaclie Spuren sichtbar. O n 1  ein Buülistabe unleserlich ; 
es war alfio mit dem bekannten Compendium geechrieben. 16. noluar] deutliche, 
aller in der Copie entstellte Spuren. 18. zà ]  zw Cod. u q p ~ i o v ]  aqp: - Cod. 

Der Verfasser hat  also den Fundamentalsatz der Theorie der  parn- 
bolischen Hohl~piege l  aufgestellt nnd bewiesen, dass die der Axe paral- 
lelen Strahlen von dem parabolischen Spiegel unter gleichem Winkel 
gebrochen und alle auf denselben P u n k t  zurückgeworfen werden.*** B ist 
-- 

Denn wegen der Parallelen ist L HE Z = L E d B. Auf der E'igiir bei B e 1 - 
g e r fehleii H und I'. 

** Uies wird auch von den entsprechenden Winkeln beim Kreiee vorauvgesetzt 
in der Euklidischen Katoptrik prop, 1 

*** Diescr Satz wird von V i t  c l l o ,  Opt. I X ,  43 vorgetragen nebst den nothi- 
gcn Hilfssiitzen über die Parabel ( IX,  39-42), aher sein B~weis ist wesentlich 
verschieden. IO* 
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also der  Brennpuukt  der Parabel. lliescr Beweis ist urn so merkwürdi- 
ger, als sonst koin griechischer Mathematiker, soviel mir bekannt, den 
Brennpiinkt der Parabel erwahnt. A p 011 o n  i O s wenigstens behandelt 
n u r  die  Brennpunkte der Hyperbel und  Ellipse. 

II. Im Folgeuden (S. 113 Z. 20-36) bemerkt der Verfasser, dass 
die Untersuchung über die parabolischen spiegel jetzt abgeschlossen sei 
und  dass er nun  s u  den circularen übergehe. Er erwahnt, dass Eiliige 
den Brennpunkt  der  circulhen Spiegel i n  das Centrnm setzten; diest! 
fchlerhafte Meinung aber hahe A p O 11 O n i o s in  seinem Buche über Brenn- 
spicgel hinlanglich widerlegt. Der  Verfmser findet aber seine Darstellung 
nngenügend und schwerfzllig uqd giebt daher seine eigene. Das Stück 
ist von B e l g e r  S. 279 gedeutet. Ich schlage folgende Erganzungen und 
Berichtignngen vor. 

Z. 2 2 :  muQ' liest B e l g e r  xvgicr; aber  diese Abbreviatur ist ohne alle 
Analogie. Vielleiüht darf man in dem Apostroph ein am Schlusse der 
Zeile wegen Mangels a n  h u m  übergeschriebenes L erblicken und das u 

im Anfang von Z. 2 3  zu nveicr ziehen; dann bleibt in Z. 23 noch Raurn 
genug für xZ, d. h. xrrtd, das eine richtige Wendung gieht,  wnhrend &vd 

rdv nQo6edeiypbvov t Q c h v ,  was B e l g e r  für sicher halt S. 270 und sehr 
unpassend mit dvài Adyov vergleicht, unerhort k t .  

Z. 26 ist 6qp~i$0 entbehrlich. 
Z. 27 liest B e l g e r :  m@ixq ze ~ E ~ L ~ $ ~ E M Y  xcrz;nzeou; es muss nach 

den Spuren des Cod. und  dem Sinuc gelesen werden: xqi.i'xy ze n ~ p i ~ $  
e e ~ i  x u i  n o 6  (,,wo der  Brcnnpunkt eineç jeden Bogens sei"). 

Z. 28 gieht B e l g e r  nach einer Lücke:  nuluroi d'F~cij3ov. Aber vor 
nrrAa~oi ist n. A. pév ganz deutlich, und  6' kann  unm5glich auf diesem 
Platze stehen. W e n n  xcrlcrcoi wirklich sicher ist ,  müssen wir lesen: oi 
p hv o z v  zcrhcr~oi dnfiLruPov. oi ist nicht sicher; die S p w e n  führen cher 
auf 6 ;  O& war mit dem bekannten Compendium geschrieben, und statt 
d wird gewiss 7"' stehen; der Buchstabe ist bei B e 1 g e . r  a h  unsiclier 
bezeichnet. Unter  don ~CYAULOI w l r e  dann z. B. E u k l i d  -zu verstclirn, 
i n  dessen Katoptrik Prop. 31 die hezeichnete Ansicht vorgetragen wird. 
Dass die uns  vorliegende Katoptrik wahrscheinlich unecht ist ,  ist hier 
ohne Bedeutung,  da  sie jedenfalls alte Bestandtheile enthalt. 

Z. 30 endet  mit aiou, was B e l g  e r  S. 271 wiedergiebt: ,,wahrend 
es  doch notliig gewesen w2recL. Aber so ist pdlrc ganz unpassend.' L)a 
im Anfang von Z. 31 uiehrere Buchstaben verloren s ind ,  ist  ohne Zweifcl 
z u  lesen d~dvlawç (vergl. E u t  O e i u  s in Archimed. III S. 14, 16). 
Aiif die Ansfiillung der  Lücke in Z. 31 verzichtc ich; aber  dio übrigen 
Rnchstahen müssen gelesen werden : nqàS t o Ù ç  xutonrq L xodç FIJELE E U .  

Nach te-  ist für zwei Buchstahen Raum und am Schlusse der Zeile für 
das  kaum entbehrliche v Z~p~lxv~z~xo 'v .  B e l g e r  liest: zljv ngOç todS xar- 

u'nseovs oGç &JE&. Von ziv sehe ich keine S p u r ;  was da  steht,  konnte 
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cher als 2v + gelesen werden. Also heisst die Stelle: ,,daas dies aber 
nnrichtig is t ,  hat  A p o l l o n i o s  sehr schon .. . in  seinem Buche gegen 
die Katoptriker gezeigt". 

Z. 32 lietit B e l g e r :  61 rfiu<ieri&cprpev, wobei für hxnv'gwri~ç das Verbum 
felilt. Stat t  a stand ohne Zweifel 4 ,  d. h. P G Z U L ;  , , u n d  e r  ha t  auch 
deutlich gemacht in  seinem Buche über Brennspiegel , wo der  Brennpnnkt  
liegt". Das Folgende (Z. 34) vermag ich nicht mit Sicherheit xu resti- 
tuiren. 

S. 114 giebt der Verfasser, nachdem er  diese Vorberrierkungen ge- 
sclilossen ha t ,  dcn  versprochenen originalen Beweis. 

Zu Z. 3 bemerke ich ,  dass natürlich d v ~ r x r u ~ u z ~ 8 é v z ~ ~  zu lesen i s t  
(,,rivalkirend "), nicht mit R e l g e r  O;v Z L  x<reat-i8évt~S; denn Zv hat hier 
nichts zu thun;  als Object ist rds IjP~sE'eorç o r > a o d ~ i & ~ i ~  zu  verstehen. 

Der Beweis selbst Z .8 -28  ist von W a c h s m u t h - C a n t o r  i n  eiuer 
de~n  Sinne nach unaweifelhafteu Weise wiederhergestellt; im Eiuzelnen 
bemerke içh Folgendes. 

Z. 8 fehlt nach A r  das Wor t  Potw, das B e l g e r  S. 274 richtig hat,  
aher S. 280 durch Versehen weglasst. Das Compendium der  Rds. fiihrt 
ehcr auf &<ire, aber diese Verwecliselung is t  haufig. 

Z. 9 lesen sowohl B e l g e r  als W a c h s r n i i t b :  4 A E B  d i p  zepvdra> 
CL 

r$v A r, indem Sie die R a n d g l o s ~ e  dix repu in  den T e x t  aufnebmen. Aber  
diese Glosse muss gelesen werden: d i ~ a  r i P v  E Z ~  L ,  und  gehort nicht i n  
den fortlaufenden Text .  E s  ist ein Scholium zu der Stelle,  und Subject 
ist AI'. I m  T e x t  stehen namlich nach A E B  einige nicht beachtete Buch- 
 tab ben, erst H X  d.  h: GXQw, dann 1, d. h. xdi3ssos, und  endlich eine 
rathselhafte Abbreviatur; Sinn und Sprachgebrauch fordern aber  h d .  

Also ist zu lcsen:  mi I j  d E B  <X60 x ; i ? ~ ~ o ç  Exi Z$V A I :  was ja dcm 
Sinna -nach vollstandig befriedigt. - Das SuppIement rezp4riî'fw ist nicht 
nothwendig, S. mein Index  Archimed. III, S. 406 n. B i p .  

Das Cotnpendium für p ~ ~ a t d ,  das W a  c h s m u t  h richtig Z. 11 n.  s. W. 

erkannt h a t ,  das  aber meines Wissens sonst nicbt nachgewiesen i s t ,  findet 
sich im alten Bodleianus des E u k l i d  dreimal in einigen byzantinischen 
Scholien fol. 118 figg. 

Z. 12 ist nach £ a e ~ ~ d ~ ~ . w o o r v  nicht Ee7, sonciern y&e z u  leeen; so fiingt 
ehen die Praparation an. Die  Handschrift hat  ein nrsprünglich miss- 
rathcncs, dann nachgebessertes r und  iiber uE steht CYQ. Dieselbe Gestalt 
des r treffen wir wieder in  Z. 1 3 ,  wo es übersehen murde.* Es steht 
h t l i c h  da :  v'x~xertur das parenthetisch zu fassen i ~ t .  

Z. 16 ha t  W a c h s m u t h  mit Recht Eyyrov für h y y d t ~ e o v  bei B e l g e r  
vermuthet. Die Hds. ha t  ~yyelov, einen i n  mathematischen Hdss. durch- 

* B c l g c r  S. 282 fa& diescs r an beiden Stellen als ,, das raumfüllendc 
Zeichen", das in diesem Fragment schon so vielfach hat herhalten müssen. 
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s u s  gewtilinliclien Pehler ;  da rr zuerst in IT verschrieben wurde, bat 
der Sclireiber, der überhaupt auf dieser Seite vie1 nachgebessert hat ,  yy  
übergeschrieben. 

Z. 17 stcht doch ganz dcutlich S ~ i & o p ~ v ,  wia B e l g c r  ha t ,  nicht Hbd- 
&~.LEv. D e r  Verfasfier hatte wohl am Schlusse des eigentlichen Beweises 
das Lemma bewiesen, um den Gang des Hauptbeweises nicht zu unter- 
brechen ; Aehnliches ist bei den spateren Mathematikern haufig. Ueber die 
Sache s. C a n t o r  S. 640 Anm. 1.  

Z. 21 ist die von W a c h s m u t h  Iieibehaltene Lesung B e l g e r ' s :  pz/- 
{wv s f ~  6nA 0 7 6  oJ6or ~ E G . ? ~ L Y L  dS ganz falsch. E s  ist zu l e ~ c u :  p~za&B* 
t 6 ~  E, @ Grjp~iwV Z E G E ~ ~ C Y L '  E~tw.** 

Z. 22 wird b n ~ i  dÉ gelesen; die Hds. hat  nur  ' d i ,  was cher ais FGZL 
6É au  deuten ist;  man vergleiche die missratliena Form des Compendiums 
-/. i n  Z. 20. 

Z. 23 flgg. führen Construction u n d  Spnren der  Ruchstaben auf fol- 
gende Lesart:  ?j AH BLO; ZOG X ; U T ~ O U  DVGLII 2 ; n O x ~ ~ t a ~  (?), uLC d; 
zoü $p~xvxAiov ywvicic LGUL & A A { A ~ L ~ .  Nur ~ ~ X E L E ~ L  ist  sehr unsicher; 
die Spureu bieten d A ;  wenn aber &GU richtig i s t ,  musa ein solches 
Verbum darin stecken. 

Z, 24 u. 25 hat es der  Schreiber do ih  nicht so a rg  gernacht, wie 
W a c h s m u t h  S .639  rneint. Man lese: h o '  z ~ Ç H Z  E ~ S E ~ ~ Ç  X & T < Ç  
H r  ~ C € Q L < P E Q E ~ C L S  YWVILY Lu7 ~ G T ~ V  tri ?;%O Z ~ S  H K  E V > ~ ' E ~ ( U ~  X U ~  z+ÇHR 
n t g  L cp E g e i n  S. E ~ S E L I L ~ ~  war offenbar E U @  geschrieben, wie oft i u  matlie- 
matischen Hdss.;  a n  der  ersten Stelle wurde hieraus E O ,  an der zweiten 
E T  (denn das T ist  noch ganz deutlich z u  seKen). D a s  Compendium Fur 
n ~ ~ r < p t ~ & L a ~ ,  das an der zweiten Stelle i n  der Hds. steht uiid nur über- 
selien wurde,  ist au der ersten ausgefallen. 

Schliesslich bemerke' man das sondertiare Compendium Z. 26; drs 
Siun f'ordert i'ci~v, das Compendium ist aber  von der  gewohnlichen ganz 
abweichend. 

I n  dem noch übrigen von W a c h s m u t h - C a n t o r  uicht behandelteu 
Stück S. 114 Z. 28 - 36 (B e l g e r  S. 281) ist zunachst das ungaheuerlichc 
Z P ~ L P V E ~ ~ ~ C V  Z. 29 ( jedoch kcin Druckfehler, S.  S. 278) durch n ~ ~ ~ ~ v e ~ 3 É v  
zu ersetzen, das in  dieser Verbindung stehend ist (a. Index Archim. III 
S. 450 u. x ~ ~ c ~ i ~ o p ~ ~ ,  n. S. W.); der obere rechte Arm des x scheint in 
der Hda. nicht erkennbar zu sein. Am Schlusse der Zeile steht a und 
danu ist noch fiir zwei bis drei Buchstaben Raum; zu lesen ist L m ,  das 
zum folgenden xrxtacrra9.rj gehort; d n o x o r t a ~ t a 8 ~  ist ebenso in dieser Ver- 
bindung stehend; s. Index  Archimed. III S. 393 u. oinoxa8iGzîlyb. 

* Mit dem obenerwiihnten Compendium geschrieben. 
** Dio Hds. hat eher WGZE, 8 .  obcn. 
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Zum Fragmentiim mathematicnm Bobiensc. 127 

Z. 30 steht ganz deutlich O)<, d. h. E'GZU' (nicht i g a ,  B e l g e r  S. 278, 
wobei keine Construction moglich ist;  wie sollte man den Conjnnctiv 
x a z a ~ t a 6 ~  erklaren?). Vielleicht ist npÙS q v  cri zpÙç z d  zu lesen,  d a  
naçh dem zweiten z p d g  noch etwas Baum d a  ist. 

Z. 31 ist niit W a c h s m u t h  S .  638 zu lesen: B d  y ~ r c r & v '  r ;Y E, O. 
Z. 32 ist nach xrurn~x~vua6;vzoç noch Raum für das unentbehrliche 

04v. 
Z. 34 liest B e l  g e r  xdxlov dS, was gar  keinen Sinn b a t ;  d i a  Hds. 

giebt O y, d. h. o & w ç  W Q Z E .  
Das von W a t t  e n h a  c h herausgegebene Fragment  hietet t-rotz der 

scheinbar besseren Ueberlieferung für das  Verstandnisa grosse Schwierig- 
keiten; da  diese zum Thei l  auf Lücken i n  der  Hds.  zu beruhen schei- 
nen, und da  nach R e l g e r V s  Versicherung M a i ' s  Facsimilo genau ist, 
werden sie wohl nie mit vollstandiger Sicherheit gelnst werden. Niir an 
einer Stelle wage ich e i n e n  Vorschlag. 

Z. 11 hat die IIds. C-YXCPC-CTBPAF-, das W a t t e n b a c h  und  
U i e l  s Hermes XII S. 421 flgg. als E ~ ~ E Q É G Z E ~ O V  & Y ~ ~ a ~  auflbsen , wohei 
in Z. 10 eiiie Aenderuiig n6thig wird (1) i e l s  schreiht: neWaov !oleos 
ncivzo'ç ~ ~ < ~ a i r o ~  aipPÉvov, wobei 'der  Artikel vor @cos vermisst wird, 
und die Emendation ist doch auch sehr gewaltsam). T/r ist hier, wie 
sorist überall, y i v ~ r r y ~ * .  Ich lese daher: np6rov $v n c r ~ t . 0 ~  G ~ E -  

etoù ~ ~ G y a t o ç  c ~ i ~ o ~ h v o u  ne& TL ~ T É W Q O U  E I ? ~ E ~ E G Z ~ ~ U  y i v ~ t a ~  B L ~  t7jç 
p , q x u v ~ ~ < s  I j  Ol%;$. Weil  der Schreiber die substantivische Anwendung 
von Y . I I X a v ~ ~ 4  verkannte,  wurde ri Oh4 i n  Casus d a m  assiruilirt, was j a  
eu den gew~tinlichsten Schreibfehlern gehort. 

III. Das Bruchstück ist ohne Verfassersnamen überliefert ; *wir sind 
also iu dicsem P u n k t e  auf Hypothesen angewiesen. Hier  ist  vor allen 
Dingen ins  Auge zu fassen, dam auch das altere Fragment demsclben 
Werke angehorte; es kann also nicht von Rrennspiegeln allein gehaudelt 
Iiahen, da in  jenem Fragment vom Schwerpunkte die Rede ist. W e n n  
Ue 1 g e r ,  der vom Verfasser etwas geringschatzig spricht , seiu W e r k  als 
ein ,,physikalisches Compendium" bexeichnet (S. 283), ist  die6 insofern 
irreleitend, als wir es hier niclit mit eineui stümpeihaften Compilator z u  
tliun haben,  sonderri vielmelir mit einem tüchtigeu Mechaniker und  bla- 
tlieuiatiker, der selbststandig seine Wissenschaft gefordert hat. Denn  es  
ist kaam zu bezweifeln, dass die  Bestimmung des Brennpunktes der  
Parabel sein Eigenthum ist; darauf führen sowohl der Ton  der  Darstel- 
Iung, d s  die Form des Eeweises mit der auoführlichen Angabe der Hilfs- 

* Ich wundere mich, dass auch der g ~ n d l i c h e  Palaograph Ch. Gr a u x ,  
wie es scheint, dieo verkannte; er schlagt vor (Revue critique 187fi, II S. 275): nav 
u s ~ ~ z à v  o ~ i j p u  aie6u~vov. 

** Lias Corupendiuui mag eigeritlich ynvv  bedeutet haben (Wnt tenbac l i ) ;  
unser SchreiLer verwendet es jedenfaiis für yoie (Z. 15, 23, 26) .  
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128 Historiscli - literarisclic Abtheiluug. 
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satze; auch über die circularen Brennspiegel hat er ja Neues gelr.istct, 
und im alteren Fragment hat  e r  den Beweis des Archimcdisclien Satzcs - 

von den statischen Momenten iibcrgangen, wcil er von den Friiheren 

gegehen sei. F ü r  einen Byzantiner aber muss ich, wie R e l g e r ,  sclion 

wegen der Farbung  der  Sprache den Verfasser halten.* Schon nacli 
dem hier Gesagtcn ist die Vcrmutliung 91s nicht unwahrscheinlich zu 

bezeichnen, dass wir hier ein Fragrricrit des A n  the111 i u s  vor uns haben. 
Diesej  Mechanilrer (VI .  Jahrh.) , desscn Talente (die e r  unter Anderem 
bei der Erbauung der  Sophiakirche glanzend bezengte) sehr gerülimt 
werdan, hat ein Buch n ~ ~ l  napû.ddkov p17~aivrip&swv gascbrieben, wovon 
hekanntlich ein Fragment  erhalten i s t ,  das eben von allerlei Brcnnspie- 
gcln handelt. Hierin konnten beide Fragmente sehr wohl Platz  finden, 

das Altere z. 13. als Einleitung zur Darstellung des Archimedischen Para- 
doxon: SOS POL noü ~ z 0  m i  zdv y a v  xrvci'~w oder, der  epigrammatisçlieu 
Form entkleidct: 16 8o*SBv Pdeog vjj SoSdriy dvvip&r. x l v ~ i v  (Quaest. Ar- 
chim. S. 8, 32). Die genaue Uebereinstimmung der Terminologie des neucii 
Fragments mit A n  t h e m i u s  hat  R e l g  e r  mnstatirt .  U n d  diese Hypo- 
tliese Iasst sich durch eine andere Betracht,ung stützcn. 

I m  drit,ten und  letzten Abschnitte' des uns überlieferten A n  t h e m i i i s -  
Fragments geht derverfasser  (S. 157, W e s  t e r m a n  n)  dazu über, von den ge- 

w6hnlichen, d. h. konischen, Brennspiegeln zi1 redan; d a  die Alten diesr 
zwar erwalint und  als koniscli erkarint liiitten, nicht aber  gcnügend unter- 
suclit, gebe er hier ilire geometrische Theorie und  d ie  Construction der 
Einfallsflachen (HpPoA~Lç). Ieh setze die Stelle vollstandig hierhcr mit 
Uebersetzung. 

én&rS+ dé xal zWv G U V ~ ~ ~ O V  nugiov D a  aber  die Alten auch die ge- 

È ~ V ~ ~ ~ V E U G U V  O &  n d a ~ o i ,  8 ~ i  wohnlichen Brennspiegel erwalint 
zAç +Ou lyj30Afwv iror~ici6a~ xasu- liaben, wie man die  EinfallsflXchen . . 

I > 
ygupcr~,  V ~ ~ ~ I J L ~ ~ Z E ~ O V  po'vov, 0 4 8 ~ -  construiren solle, nur  rein mecha- 
piav &no'ber& yewp~t~rny 'v  E I Ç  zoüto nisch, ohne geometrische Beweise 
éx8Épevo~ ~ V T E ~  siY* q ~ ~ a v t e ç  E?V(YL hierfür vorzubringcn, alla aber solcho 

üclegentlich bemerke ich, dass das Buch des D i o k l e s  über Brennspiegel, 
da8 sich im Cod. Scorial 955 arabisch befinden soll (Wachsm 11th S. 640 ) ,  gewiss 
nur die von Eutok ioa  aus dieseni Uuche bewahrten Bruchstücke iat. In dersel- 
ben Hds. soll auch ,, Sumides de lineiv spiraliliusL1 stehen, d h. die Fragmente von 
N i k o m e d e s ,  zap2 xoy~o~~61Gv bei E u t o k i o s ;  a. W e n r i c h ,  De version. Arab. 
S. 197. Schon C a s i r i ,  Bibl. Arab. 1 S. 382, riachte a n  Excerpte aus diesen Schrift- 
stelleru; er irrt nur dariu, dass er einen von dern Araber geriiachten Auszug ari- 
nimmt; eiimmtliche in der Hds. genannten Auctoren lassen sich mit den von 
E u t  O k i  o s excerpirten identificiren. 

** naussç 3% habe ich nach Cod. Thott. 215 fol. der hiesigen khigl .  Biblio- 
thek geschrieben, dessen Original gewiss in  irgend einer italienisçhen Bibliothek 
zu finden ist. Die Hdss. Dupuy's haben p$é, was weder sprachlich richtig ist 
(es müsate ov6Ê heissen), noch einen Sinn giebt (NB. das folgende ,uiuzor). 
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Zurn Fragmentum matliernaticurn Bobianse. 129 

4 ,  

r i ç  toictdtnç xwvrxo)ç zopcrç, ou ,IL&- als Kegelschnitte bezeiclinend, ohne 
rot ya zoinç xul zWç y ~ ~ o p ; ~ a ~ ,  81; aber anzugeben, welche, und wie 
n s i p d i @ ' a  T ~ , I L E L ~  X N L T L I J L Y ~  ~ X & G ~ U L  sie entstehen, so werden wir hier 
t i v  FOLO;ZWV iPPoAÉwv X C I Z C L ~ ~ ~ ~ I P O ; ~  versuchen, dieconstructionen einiger 
x d  tuv'zcrs ov'x & V O I ~ O ~ E I ~ O V ~ ,  solcher Einfallsfiiichen zu geben, und  
8 d  sou y ~ r n ~ e z ~ ~ x G v  Erpo'8wv x i ~ r o v -  zwar nicht ohne 13ewei8, sondern 
pévctS. durch die geometrischen Metboden 

begründet. 
Wenn A n t h e m i u s ,  wie docli wolil anzunehmen, darin Recht hat, 

dass die konischen Brenuspiegel vor ihm niçht rationell auf geornetrisçlie 
Weise behandelt wordcn seien,  so ist also unser Fragment  jedenfalls 
nicht alter als A n t h e m i u s .  I m  Folgenden giebt er eiiiige allgemeine 
Hernerkungen üher den Brennpunkt der mit der Axe des konischen Spic- 
gels parallel einfallenden Strahlen;  aber der Reweis ist in  der Mitte ab-  
gebrochen. Hieranf hat  e r  nach seinen eigenen Worten die Construction 
einiger konischen Einfallsflachen gegeben, u n d  dazu stimmt unser Frag-  
meut ganz vortrefflich. Ich glaube also, dam die Vermuthung niclit zu  

kühn ist, dass wir irn neuen Fragment  den Schluss der vuri  A n t h e -  
m i u s  S. 157 u. 158 angefangenen Untersucliung über konischc Brenn- 
spicgel habcn. Daran  rciht sich dann natürlich die Bshandlung der cir- 
cularen. 

Dass A n t  h e m i u s  im Stande war, solche Rereicherungan seiner 
Wissenschaft zuzuführen , ersehen wir aus den  Resten seines Buches, die 
sehr schone Resultate enthalten. * E r  gehorte dem Kreise von Mathema- 
tikern , der sich um den Iiauptbaumeister der Sophiakirche , 1 s i  d o r  u s 
v o n  M i l e t ,  sammelte, und dem wir manche gu te  Arbeit verdanken 
( E u t  O k i  o s ,  das  sogeuannte XV. Buch der Elementc). Die  uiechaniechen 
Probleme des grossartigen Bauwerkes lenkten die Aufmerksamkeit der  
Baumeister auf die Schriften der grossen .Alten ; 1 s i  d o r n s gab eine Aus- 
gabe von A r c h i m e d e s  u n d  cornmentirte H e r o n ' s  xcrycigrxd, und  sein 
Schiiler E u t  o k i o s  gab dia vier erstan Rücher von A p o l l o n i o s '  x o v ~ x d  
mit Noten heraus. Allem Anschein nach verdanken wir diesen Mansern, 
die überhanpt die Ueberreste der mathematischen Literatur eifrig sam- 
melten, dass wir noch jetzt wenigstens einen guten Thei l  von A r c h i -  
m e d e s  u n d  A p o l l o n i o s  lesen. 

* Apol lon ios  untersuchte die sy m m e t  r i s c h e n  Brennpunkte der Ellipee 
und Hyperbel; solche konnte er ja aber bei der Parabel niclit firiden. Der Brenn- 
punkt der Parabel konnte erst gefunden werden, als man auch die h a l b e  Ellipse 
darauf hin untersuchte, d. h. bei der Entwickclung der Theorie der konischen 
Brennspiegel. Diese Bemerkung verdanke ich einer Mittheilung Cantor ' s ;  der im 
Folgenden ausgesprochene Gedanke rührt von 1,. O p p e r m a n n  her. 
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Ueber den Vorschlag des Marino Ghetaldi, die 
Grosse der Erde zu bestimmen. 

Von 

EUGEN GEI~CICH, 
k. k. Uirsctor in Iiuasiiipiccolo." 

Hierzu Taf. V Fig. 8- 10. 

Das  I V .  Buch des Werkes ,, De resolutione et compositione mathe- 
matica" des M a r i n o  G h e t a l d i  (1630) enthalt am E u d e  eiuen Vor- 
sclilag, wie man den Durchmesser der Krde bestimmen konnte. Indern 
wir gleich zu Anfang unserer kurzen Abbandlung sofort bernerken, dass 
die gcgebenen Losungen keiner Richtigkeit fahig fiind, wollen wir diese 
Aufgabe ihres historischen Werthes wegen unseren Leseïn bekannt 

machen. 
G h e  t a l d i  stellt zuerst auf S. 262 obgenannten Werkes einige Be- 

trachtungen a n  über die verschiedenen Dimensionen, welche seit A r i s  to -  

t e l  e s  uriserem Planeten ~ u ~ e s c l i r i e b e u  woïden sind. ,, Muyna esl inter 
yruuissimos (so der Wortlaut seiner Einleitung) omnium aeiatum viros de 
circuilu lerrae discrepuntia. Aristoieles in secundo libro de cnelo asserit e x  
Muthematicorum illius temporis authorilale tcrrae circuitum esse stadiorum 
400000 hoc est milliariorum 50000. Archimedes oero i n  libro de arenne 
riztrnero videtur assensisse ijs, qui opinabrrntur ïpsum circuitum esse stadiorum 
300000, siue milliariorum 37500. Al  Ilyppurczrs referenle Plinio lib. 2 
cap. 108  tribuil circuitui terrae sladia 277000, quue sint milliaria 34625. 
Erathoslenes vero sludia 252000, vel mil. 31500. Diorrysiodorus uutem nobilis 
Geonrelra scribens e x  cenlro lerrae ad superus,  ut  Plinius referl eodem libro 
cap. uilimo affirmai se Ù sepulchro ad infimant terrum pervenisse, esseque id 
spatium, hoc est sernidiametrum terrae stnd. 42000, hoc est milliar. 52.50, e x  
quo secundum Archimedis computalionem fi l  circuilus eius mil. 33000. At 
I'lolonueus, p e m  recen[iores seyuunlur nf/irtnnl circuilum terme conlinere 

* Kurze Zeit nachde~u ich in dieher Zeitschrift uieine Studie über das Werk 
des Dalinatiners Na r ino Ghe t a l d i ,  ,,De Comp. et ltesol indthem." (Abhmdl. 
mir Gesch. d. Mathem. 1882, IV S. 193) veri~ffentlicht hatte, erhielt ich von vcr- 
schiedenen Seiten Anfragen, wie der Vorschlüg des G h e  t a l d  i wegen Bestimrnung 
der Grosse der Erde gelautet habe. Ich schliesoe daraus, dass sich weitere Kreise, 
beziehungsweive alle Freunde der Geschichte der Mathematik für diesen'üegen- 
stand iiiteressircn werdcn, ans welchem Grunde ich die nachfolgende Bbhandluug 
verfasot babe. 
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Ueber den Vorschlag des Marinci Glietalrli etc. 13 1 
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studio 180000, sive mil:  22500. Alphraganus,  ac  Tebrtius tribuunt circzciiui 
lcrrne stadia 563200 S ~ V B  mi l :  20400. 

Haec tanta opin io?~z~m diuersitas me i tnpdi t  u t  cogitarem quomodo rircui- 
tus terrae inueniri possit, & quidem duos inueni modos,  quibus id nssequi 
puteritnus, eosque Geometrica ralione demonstrubo , quorum alter ila se ha6eLLL 

Anf die Idee,  einen Vorschlag zur  Bestimmung der  Erdgr6sse zu 
machen, wurde G h e t a l  d i gelegentlich der L6sung des folgenden geo- 
metrischen Problems gebracht. 

E s  ist  gegeben: die  Basis eines Dreiecks u n d  der  Unterschied zwi- 
scheu den  beiden anderen Seiten u n d  der H6he;  man soll das  Dreieck 
bestimmen. Bei der  L6sung des Problems sind zwei Fal le  berücksich- 
tigt, welche beide zur  Bestimmung der  Erdgrosse durch verschiedenes 
Vorgehen benutzt werden , namlich : die H6he fallt innerhalb oder ausser- 
halb des Dreiecks. 

Die Ar t  und Weise, d e n  praktischen Theil der Bestimmung, be- 
ziehungsweise die Ar t ,  wie man die zur  Rechnung nothige Beobactitung 
ansführen soll, geben wir nach dem Wortlaut des Textes  wieder. 

,, Sumantur i n  crepidine lacus,  silentibus ventis, duo loco disiunlia inter se 
spnlio minimum trium milliariorum, in quorum altero erigatur ud perpendicu- 
lum supra aquam larriino habens foramen in lalitudinem ductum, à iergo 
aufem laminue iux ta  ipsurn foramen ponulur lumen,  & si1 inleruallu~n inler 
sumifalem foruminis, et superficiem aquae,  u t p t e  unius pedis; in altero uulem 
loco sil mensor attollens sese ,  vel deprimens donec wisu perveniat ad lumen 
per lineam langenicm superficiem ayuac,  ita ut  ai oculus,  vel modicum depri-  
meretur, lumen illud o b  rolunditatem aquae,  p u e  tunc inter oculum & lumen 
inlerponeretur videri non posset; superficies enim uquae consistenlis, utque 
manenlis sphaericn es l ,  cuius spherae centrum idem est puod centrum terrae, 
ut demonstruvit Archimedes, et noietur diligenter inlerunllum, quod est inter 
oculum rnensoris, & superficiern aquae,  quemadmodum nolalum es1 intervallum 
inter sumitalem foraminis laminae, & superficiem uquae; datis enim his  duobus 
inlerunllis, 4 distanlia duorü, IocorG in  crepidine lucus sumplorum: dabitur 
diameter terrae,  u t  postea dcmnnstrabimus, el conscquenter per culculum Archi- 
medaeum, dabitur & circuitus eius. Dixi huius~nodi uperationem debere fieri 
in aliquo lncu ,  non crulem in  mura; nom propter fluxum & refluxum maris 
fallux evaderel operatio, cum ad hoc negotiurn requiratur uqua consistens, & 
manens, quapropter fieri haec debere d i x i  silenlibus etium ventis, ne  super- 
ficies uquae lurbaretur; Quin eliam magis opportunus esset r ivus ,  veZ canalis 
in aliquu planitie in direcium extensus qualis in Germunia inferiori ,  8 prae- 
cipue in Battauia viti, cum in  i j s  tranquilla omnino, 4 immobilis maneai uqua. 
Aller autem modus inueniendi circuilutn lerrae,  et quidem facilior atyue exactior 
priore ita se habel. 

Eliganfur duo montes,  e x  quibus nturis prospectus paieui, itu ut ab uliyzto 
loco altiori montis per apicem moniis depressioris visus noster extendi pcmil 
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zrsyue ad circuluni orizonlnlem, marisque conlractunz: deinde ezquiraiur de- 
pressionis monlis nltitucio, nenlpe perpcndiczilum a6 eius z:erlice usque ad super- 
ficienz mtcris. Simililer e.quiralur alliludo loci ,  it quo per  npicem montis ad 
oriîonicm cisus cxlcndiiur, hoc est perpcndiczilum nb eo loco usque ad maris 
superficiem; denique inucniatur distnntia, quae es1 intcr dictum locum, & dic-  
lum al~icem monlis: quibus diligenier peraciis, dahilur diumeler terroc, ut per- 
spicicum fiel, atque adeo & circuilus. Oizico igilur ProBlcmale duos Cnsus 
hnbente urnnia quae d i x i  preslabo." 

Nach dieser Einleitung bewcist der Autor einige mathematisclic 
Satze,  welche zur  Ltisung der  Aufgabe nothig s ind ,  die jedoch hier an- 
suf'ühren überflüssig ersçheiut. So  konnen wir also glciçh zur Bestirn. 
mung des fraglichen Halbmessers gehen und stellen die Aufgabe genau 
sa auf ,  als wie es G h e t a l d i  tha t :  

,, Distuntia duorwn locorurn, quae i n  crcpidine laczis sumpsimîts, idcsl 

reclu linea tnngens superficiem nqune inlariectrc inter oculum mensoris, # 
foramen laminue. inielligatur liasis I r i~ngu l i  verticern habenlis in ceniro lerrac, 
nllilitdinem vero strnidir~melrum ierrne. nam ipsn nllitudo sinii perpendic~ilriris 
e vertice trianguli ducln ad bosim secut ipsam tu s im  in  punclo contnclits, in 
quo scilicet bnsis lriangirli. tringil superficicm ayuoe ,  qttum sphucricnm esse 

demonstrrtlum est interuullum cero,  quod csf  inler sumilalem forrrnrinis laniinrie, 
& sziperflciem ayuae inlelligulirr excessus pro crus zcnum iriunguli supernt eius 
nlliiuc~inem, znteruallum autem yuod es! inter oculum mensoris, 4 supcr/icietn 
nquae itiielligatur excessus ,  quo crus  alterum trintiyuli superal ~ i i c s  altiludinem. 
r1lqt1ecx duta base,  el illis czcessibzcs dabittir triangitlirm. quare & eius nlli 
1udo hoc est semidiameter terrae." 

Ilicser ist also der  erste F a l l ,  und  die Auflosung geschieht nach 
G l i e t a l d i ,  wic folgt: 

Sind E und F die Augpunkte,  H der Mittelpunkt der E r d e ,  sa ist 
gegeben (Fig. 8): E J = d ,  P S = L . I = g ,  E F = h . -  G m  das Dreieck 
z n  bestimmen, genügt, K M  zu konnen. Setze man E M = x ;  man hat: 

E O = + ( b + x ) ,  E L :  E . N =  E F :  EN, 

Se tz t  man - - - n ,  so k t :  
d -  g 

4 a ~ - 2 6 x - z ~ = 6 ~ + 4 t i s .  

woraus x leicht bcstimmt werden kann.  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Die Erkl#rurig des Regenbogens bei Aristoteles. 133 
_^___-._._--X__ _r_Y_^_________IX______XIIII__X__XIIIII__r_Y_^_________IX______XIIII__X__XIIIII__r_Y_^_________IX______XIIII__X__XIIIII__r_Y_^_________IX______XIIII__X__XIIIII_" 

Eine zweite Art, x zu bestimmen, giebt G h e  t a l d i  wie folgt a n :  
Es sei (Fig. 9) E J = d ,  Z F = b ,  E M - X ,  l i F = g ,  daher Ri, 

c d - g ,  M F =  h-x. Es ist: 

LE: E M =  EP:EN, 

Weil F Z = N J ,  hat man auch : 
x b 

J F =  -- d. 
d - - g  

oder 

aus welcher Gleicliung x oline Weiteres bestimmt werden kann. 
Der zweite FaIl ist  wio folgt gestellt: 
,, Distaniia inter locum in altiori monie sumpiitm, & szcrnmifufern montis 

depressionis, per guam ab  ipso loco visus mensoris exlenditur ad &cztltrni 
orizonialem. idest lineu recta tangens superficiem maris inlerjccin inter locttm 
in alliori monte sumptuin, et summitutem monlis depr~s.sionis, inlelligalur liasis 
Iriaiiguli verlicem habenlis i n  centro ierrae,  cîtius nllitudo est setnidiumeler 
ierroe. nom ipsu uliiludo hoc es1 perpendicularis e verlice irianyuli ducla oc- 
currit basi produclue ex tra  Iriangulun? in puncto conlruclzts, i n  guo scilicet 
bosis producla tangii sicperfîciem muris ;  allitzido vero loci ,  yuod in ultiori 
moule sumpsimus,  hoc es1 perperidiculum ab eo Zoco usque ad super/iciem maris, 
intelliyatur excessus,  quo crus maius trianguli szcperal eius ultitudirzem , altiludo 
azrlem monlis depressionis n e m p  perpendiculum ab eiurr apice,  usque ad 
srcperficiem maris intellignlur ezcessus ,  quo crus minus trianguli superal eius 
rtllilîtdinem, @ sic e x  data base,  & huiusmodi excessibus dahifur triangulunz : 
yuare 4 eius alliludo; hoc es1 semidinmetcr ierrae." 

A u  f 10 s u n  g. Sind E a n d  F die Angpuukte, so kennt  m a n :  E l =  d, 
h'P=g, E F = 6  und  man sucht E W = x .  Man hat (Fig.10): 

E O = & ( b f  z), L E :  E F =  E f i I : E N ,  
b x 6 cç 

E # = -  Y PE=-- 
d - g  d - g  91 d(*-g)=&(b+X): d - g  

welclie Gleicliung, wie früher aufgelost, x ergiebt. 
1)adurch ist  da^ I h i e c k  bestimmt und es kanu in beiden Fiillen O / /  

ermittdt werden. 
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Die Erklarung des Regenbogens bei Aristoteles. 

Von 

FR. POSKE. 

Hicrzu Taf. V Fig. 
-- -- 

A r  i s  t O t e 1 e s  gicbt in  den Meteorologica (lib. I I I )  eine Auseinander- 
setzung über den ltegenbogen , deren mathematischer Thci l  von jeher fiir 

schwer verstandlich und verworren gegolten hat. Die Commentatoren 
des Werkes haben sich meist damit begnügt, eine Paraphrase des Ori- 
ginaltextes zu liefern; wo ein Weiteres geschah, verwirrte man die ur- 
spriingliche 1)arstellung noch rnehr durch den Versuch, dieselbe mit spa- 
teren Anschnuurigen in Einklang zu setxen. I n  das  grosse optisclie 
Sammelwerk des Mittelalters, die Optik des V i t e l l o ,  ist der Ueweis 
i n  breiterer Ausführung, aber aug~nseheini ich unverstanden und mit 
fchlerhaften Zusatzen vcrsehcn übergegangen." Auch der gclehrte Heraus- 
geber des Werkes in unserem Jahrhunder t ,  J. 1,. I d  e l e r , * "  weiss nichts 
Besseres, als den Commentar des V i  c o m e r c a  t O (Venedig 1565) wieder 
abzudrucken und anhangsweise die Erlauterungen B i  a n  c a n i ' s  (Bologna 
1615) und F 1 e i s  c h e r ' s  (Wittenberg 1571) hinzuzufügen. Der  neueste 
franzoçische Uebersetzer *** verzichtet sogar darauf ,  der  in  Betraclit kom- 
rnenden Stelle eine Figur  beizugeben oder das sachliche Verstxndniss 
derselben zu vermitteln, da die Angaben des Textes  unzureichend seien 
und  in der ganzen Stelle eine grosse Unordnung herrsche. 

E s  iet daher nicht zu verwundern, dass die Aristotelische Daratel- 
lung des Regenbogens bei den Gesehichtsschreibern der  Physik theils 
gar  keine Beaclitiing, theils eine sehr entschiedene Vernrtheilung gefiin- 
den Lat.+ In der T h a t  ist  der physikalische Werth der  ganzen Ans- 
einandersetzung, wie sich zeigen wird,  nicht sehr erheblich; nm so hoher 
aber  ist  das Interesse, das dieselbe für e ine Geschichte der  wissenschaft. 
lichen Ideen in Anspruch nelimen darf. Von diesem Gesichtspunkte au8 
sol1 die Aristotclisçhe Demonstration einer naheren Betrachtung unter- 
zogen werden. 

'; Vitellonis opticac libri X ed. a F. Risnero, Basileac 1572; vgl. lib. X ,  74. 
** Ariatotelis meteorologicornm libri IV, Lipsiae 1836; vgl. 11 p. 306. 

*** J. B a r t h  6 l é m y  S a i n t  - H i l a i r e ,  M6te'orologie d'Aristote, Paris 1863; 
p. 257. 

-t Vergl. Mon t u c l a ,  Hist. des math 1 ,  188; - P r i e s t l e y ,  Geschiclite der 
Optik, deutsch von K l ü g e l ,  1 ,  4 ,  u. A. 
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Nachdeni A r  i s t o t e l c s  dio Gestalt und dic Farben  des Regenbogens 
besprochen, bexeichnet cr als Ursaohe der Erscheinung die Kcflexion, von 
ihm Brechnng, d v & x l c i c i ~ ~ ,  genannt  (Cap. II 5 7). E r  erinnert daran, 
dass von sehr kleinen Spiegeln nicht die Formen,  sondern niir die  F a r -  
ben der Gegenstande wiedergegeben werden ($ 11). E r  vergleicht damit 
di! Wirkung der kleiuen Tropfen,  aus denen die Wolke besteht,  und  
maeht darauf anfmerksam, dass alle sereinigt einen zusammenhiingenden 
Farbeneindruck hervoïbringen (IV, Cj 7). Nach eincm Versuclic endlich, . 

die Farben des Phanomcns zil erklaren,  folgt die erwahnte geometrisclie 
Demonstration (V, 2-13), durch welche dargethan werden soll, dasa 
der Regenbogen éin Tlieil cines Krcises, und  im hesondein Fa l le ,  wenn 
die Sonne im Eiorizont stelit, ein IIalbkreis ist. Die Darstellung ist 
nachstehend in mtiglichstem Anschlusse a n  das Original,  doch gekürzt 
und unter Befolgung der uns gelaufigen'Schreibweiso wiedergegel>en. 
Das zur Verdeutlichung Hinzugefügte ist in [ ]  gefietnt. 

Die Himmelslialbkugel über dem Horizont sei diirch den Halbkreis 
A dargestellt, der  Mittelpunkt dee Horizonts sei K ,  die Sonne bcfinde 
sich in  H. Die  von Jf ausgehenden Strahlen* bilden einen Kegel, 
dessen Axe die verlangerte iJiï ist (5  2). Einer  dieser Strahlen sei KM, 
der zugehorige reflectirte Strahl R H  ( 5  4). Die Liiiien Bh' und  MT1 
sind b e k a u ~ i t ,  daher  auch das Verliiiltniss [FI H : Mh' (5  5). 

Sei ferucr eine Strecke D F  in B so getlieilt, dass 
D R :  8 F = 1 i I H : M . K l  

u n d  cinc Strccke B G  so gcwiihlt,, dass 

R G : D R = D B : B F  (3 C i ) ,  

sei endlicli eine Strecke K B  dadurch bestimmt, dass 

F G :  K R =  R F :  K P ,  

so lasst sicli xeigen, naclidem l'fil gezogen is t ,  dass P , , P o l L '  des J<reises 
ist, in -  welchem die von K ausgelienden Strahlen die Hemisph#re treffon. 
Zn diesem Zwecke wird bcwiescn, dass 

P G :  K H =  U P :  K P =  D R :  P M .  

Angenommen namlich , nieht P Ml sondern etwa PR (2 P M )  geniigten 
diescr Proportion, so würdcn H K ,  K P ,  P R  in dcrnselben Vcrha l tn i s~  
stehen wie E C ,  BP, D R .  Nun bestetit zwisclien dan drei letxten Griissen 
die Beziehung 

D B : B P =  B C : D R  [odcr B R :  B P = ( b ' F + F G ) :  D B ] ,  

fnlglich müsetn aiich fiir die drei anderen Grossen die Proportion gelten 

PH:  P R =  P R :  P K ,  
folglich ware 
- --- 

* Man erinnere sich, dass nach der Anaicht der Alten das Schen durcli 
Stralilen, die vom Auge ausgelien, zii Stande konimt. 
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A H P R w A  R P K  
[daher P R :  PR* R H :  R K * ] ;  

d a  aber  auch 
[ P R : P X = ]  D B : B P = l V i f : M K ,  

no wiirdc sicli ergeben 
R B :  R K =  M H :  MK, 

was unmiiglicli ist ($9 8- 11). Daher musa sich verhalten 

P M :  P K = P I I : P M = M H :  M K  ( 5  12). 

[ D a  d m  Verhaltniss . V a :  M K  fiir alle Strahlen, die von K sus  nuf die 
Wolke fallen nnd riach H reflectirt werden,  als gleicli angenommen 
wird,  so ist auch P M :  P K c o n s t a n t ,  ferner P K  constant,  daher P M  selhst 
constant.] Wenn man nun P als Po l  wahlt und  mit dem Ahstande P M  
einen Kreis [eigentlich eine Kreiskegelfliiche um P K  ale Axe] beschreibt, 
so  geht derselhe durch die ?3pitzen aller der  Winkel ,  welche bei der 
Reflexion der  Strahlen M H  an der Wolke gebildet werden. Uenn  ware 
dies niclit der F a l l ,  so würde für zwei verschiedene Punkte  eines IIalb- 
kreises dasselbe Verhaltniss [PM:  MH] bestehen, was unmtiglich ist (9 13). 

Denkt  man niiii den Halbkreis A um seinen Dnrchme.wcr gedreht, 
so  sind dit? Linien M H  und MJi, welche die  a n  der Wolke reflectirten 
Strahlen bedeuten, in  allen Ebenen ,  die durch denselben Durchmesser 
gelegt werden konnen ,  gleich und bilden i n  d e n  den gleichen Winkel 
B M I ï ;  ehenso i ~ t  der Winkel zwischen P K  und  P M  in  allen diesen 
Ebenen gleicligross ( 5  14). Daher werden die Dreiecke über P H  und I'h' 
i n  alleu Ebenen den Dreiecken P M B  und P M K  congruent sein;  die vcn 
M auf den Durchmesser ge.fallten Senkrechten werden daher alle die Axe 
i n  demselben Punkte  O treffen und cinander gleich sein. Der  Punkt  O 
ist  mithin der Mittelpunkt des vorher beschriebenen Kreises, und der iiber 
dem Horieont tiefindliche Theil des lctzteren ist ein Halhkreis ( 5  15). 

Zum Schluss folgt noch eine einfache Demonstration dafür, dass der 
sichtbare Thei l  des Kreises um so kleiner i s t ,  j e  hoher die Sonne über 
dem Iiorizunt steht (55  17-19). 

Der  P l a n ,  welcher der ganzen Beweisführung zu Gruude liegt, wird 
ersiclitlich, wenn man die ahnliche Auseinandersetzung zur Erklarung 
des H o f w  (9;Aws) um Sonne oder Mond in Betracht zieht (Cap. III 55 8 
und 9). Dort  werden um dio Verbindungslinie zwischen dem Himmels- 
k6rper  und  dem Auge als ~ x e  xwei Kegelfliichen construirt, deren 
Spitxen im Himmelsktirper, bcz. im Auge liegen, und  deren Schnittcurve 
i n  die  Wolke fallt. Unter der (unbegründeten) Voraussetzung, dasa für 
alle Puukte  dieser Curve die Entfernungen von den beiden Endpunkten 
der  Axe constant s ind,  wird gezeigt, dass die Schnittcurve ein Kreis 
sein muas. Ebenso handelt es sic11 i n  der vorstelienden Uemonstraticp 

* l m  Original steht statt dessen: , , P B :  KI1 = I f P :  PBL'  (falschlich fiir ER). 
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lediglich urn den geometrischen Beweis dafür, dass alle P u n k t e  einer 
Kngeloberflache, welche von einern gegebenen Punkte  ( I I )  anf derselhen 
gleichen Sehnenahstand hahan ,  anf einer Kreislinie liegen, deren Mittal- 
punkt i n  den zu jenem Punkte gehorigen Durchmesser fallt. Statt  aber  
die ~ u u k t c ?  II und K selbst als Pole,  d. h .  als Spitnen der  beiden Kegel- 
flacben zu benutzen, deren Uurchschnitt den Hreis  ergiebt,  wendet 
A r i s t o  t e l  e s  eine sehr umstandliche Methode a n ,  indem er zwar H ale 
einen Pol annimrnt, 'dam aber  einen zweiteri, P, aufsiicht, dessert Ab- 
~t,and von eincm haliehigen Punkte  der gesuchten Curve nnr  von der  
Grosse jenes gegebencn Schnenabstandes (MH)  abhangig, also gleichfalls 
constant ist. Zn diesem Verfahren scheint Ar. durch die Voretellung 
veranlasst worden zu se in ,  als ob jene heiden Kagelfiachen ihre Oeff- 
nungen nothwendig einander zukehren müssten; dies ist um so wahr- 
scheinlicher, da in der überlieferten Figur* der Winkel KPM ein spitzer 
ist, wabrend sr  in Wirklichkeit,  nach Massgabe der  thatsjichlichen Grosse 
des Winkels M K P ,  etwa 117O betragt. Nachdern der  P o l  P gefunden, 
ergiebt sich die Kreisgestalt der  durch die Reflexionspunkte ( M )  gebilde- 
t~ ,n  Curve ebenso, wie bei der Betrachtung der Halo. Man sieht übri- 
gens sofort,** dass der Po l  P vie1 cinfacher, als durch die schwerfallige 
Aristotelischc Construction dadurcb zu finden is t ,  daab man an K M  den 
Winkel K M P =  KHM antragt. 

wenn der  Sinn des gcometrisehen .Theils der Dernonstration diirch 
die ehen gemachten Bemerku~igen als klargestellt gelten darf ,  so erhehen 
sich in pliysikalischer Hinsicht scheinbar unüberwindliche Schwierigkeiten. 
Weder ist die Gleichsetzung der Strecken K H  und MK zulassig, noch 
ist das VerlGltniss M I I :  MK bekannt, noch ist die Constanz von MI1 
begründet; aucti bat nian daran Anstoss genommen,*** dass die Winkel  
bei M der Forderimg des Reflexionsgesetzes, dass Einfalls- und Reflexions- 
winkcl gleieh sein müssen, nicht genügen. Dio geometrischo Construction 
deckt sich allenfalls mit dem rohesten sinnlichen Eindruck,  entspricht 
aber durchaus niclit der Wirklichkeit. Die Demonstration, als eine E r -  
klarung in unserem Sinne betrachtet, ist in fast allen Theilen so ver- 
fehlt, dass ee sich kaum der Muhe zu lohnen scheint,  von dersell~en 
Kenntniss zu nehmen. 

Dagegen wirft die Darstellung ein eigeuthümlichee Licht auf die 
Art, wie A r  i s  t O t e l  e s die Mathematik auf physikalische Fragen anzn- 
wenden gcsucht h a t ,  und tritt  dadurch auch selbst in  eine andere Be- 
leuchtnng. Die Epoche vor A r i s t o  t e l e s  war das Zeitalter der Analogie 
gewesen; nicht nur  die Philosophie jener  Zeit t rug diesen Charakter, 

" Dieselbe ist der obcn citirten Optik des Vi te l lo  entnommen. 
'* Wie auch B i a i i ç a n i  beuierkt ha t ,  vergl. 1 d e l e r  , 1. c. p. 342 

*** So O l y m p i o d o r ,  Vicornereato und I d e l e r  selbst, vergl. i. c. p. 304. 
Hict.-lit. Abthlg. d. Zeitnohr. f. Math. o. Phys. XXVIII, 4. 11 
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Recensionen. 

Elementar - synthetische Geometrie der  Kegelschnitte 
Oberlrlirrr am Gymnasium zu Weissenhurg 

von A .  MILINOWSKI, 
i .  Elsass. Leipzig, 

1)ruck und v e r l a i  von B. G. Teubner. 18i2. 
Wenn die Zalil der Bearheitungen der Curven zweiter Ordnung 

abermals durch das vorliegende Werk  gewachsen i s t ,  so kann dein Leser 
znniiclist versichcrt werden,  dass dasselbe eine eigenartige Schopfung ist 
nud niclit zu den bekannten Dut,zendbiiçliern gareclinet werdt:n darf. 
Wilirend andere syntlietische. Bearbeitungen der Kegclschnitta nur  den 
wissenschaftlichen Standpnnkt  einnehmen , w i  11 d i e s  e s  W e r k  z u g l  e i c h  
d e n  S c l i u l z w e c k e n  d i e n e n  u n d  u n t e r  V o r a u s s e t x u n g  v o n  m 6 g -  
l i ç l i s t  g e r i n g e n  V o r k e n n t n i s s e n  n a r n e n t l i c l i  d e n  L e l i r a r i i  a n  
h o h e r c n  U n t e r r i c h t s a n s t a l t e n ,  w e l c h e  d i e  K e g e l s c h n i t t e  x u  
b e r i i c k s i c h t i g c n  G e l e g e n l i e i t  h a b e n ,  d u r c h  D a r b i e t u n g  e i n e s  
w o h l g e o r d n c t e n  u n d  u m f a n g r e i c h e n  L e h r -  n n d  U e b n n g s s t o f -  
f e s  D i e u s t e  l e i s t e n .  

Das Buch umfasst auf 411 Seiten vier Abschnitte. D e r  erste gelit 
bis S .  80 und  enthalt die Iiierher gehorigen Salze,  welche die  Gerade 
und den Kreis betreffen. Die Uarstellung ist hier irn Ganzen klar, dia 
Sprache verstandlich u n d  mariclio Partien - ich moclite fast sagen die 
mcisten - Sind ebenso intercesant wie gnistreicli behandelt. Insbeson- 
deic darf dieses Lob den $8 7 und 8 ertheilt werden, wo der Verfasser 
den Cardinalpunkt seinar ganzen Regel~chnit tbehandlung,  die h a r m  O - 
n i s c h e  V e r w  a n  d t s c h a f t  vortragt. Unter derselben versteht man be- 
kanntlich diejenige Bezieliung unter den Punkten  und Geraden eiuer 
Ebene, welche durch die folgende Betrachtung vermittelt wird. 

Man wiihle einen festen P n n k t  O und  eine feste Gerade O als Cen- 
trum nud Axe der  Verwandtschaft. Zwei feste I'urikte A nnd Al, welche 
durcli Centrum und  Axe haryonisch getrennt werden,  hcisven verwandte 
Punkte; durchlauft A eino Gerade, so durchkuf t  Al dio verwandte Ge- 
rade. 

Hieraiis zicht der Verfasser acht einfaclie Folgerungen, auf denen 
sic11 dann das Weitere aufbaiit. Tm didaktiscben Interesse hatte icli a n  
dieser Stelle die Hinzufiigung zweier weiteren Satze gern geselien, d a  
diesaltien ebenso einfach wie die vorigen sind und  im Folgenden min- 
destens ebenso oft angewandt werden. Sie wiirden lauten:  

S c h n e i d e n  s i c h  z w e i  G e r a d e  a u f  d e r  M i t t e l l i n i e . d e r  V e r -  
w a n d t s c l i a f t ,  e o  s i n d  d i e  v e r w a u d t e n  G e r a d e n  e i n a n d e r  p a -  
r a l l e l .  

1 1 s  
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W e n n  z w e i  G e r a d e  d u r c h  z w e i  P u n k t e  d e r  M i t t e l l i n i e  
A ,  B d e r a r t  g e h e n ,  d a s s  O A I O B ,  s o  s t e h e n  d i e  v e r w a n d t e n  
G e r a d e n  a u f  e i n a n d e r  s e n k r e c h t .  

Um dam Leser ein Bild von dem so einfacheri wie eleganten Vrr- 
falircn des Verfassers zu geben,  thcile ich hier die im 5 86 behandelte 
Aufgabe mit : ,, Gegeben ein Viereck A B C  D;  die varwandte F igur  9l B (513) 

sol1 ein Rechteck sein." 

Die Gegenseiten A B  und  C D  schneiden sich in  G ,  B C und A D  in F. 

Ueber G F  beschreibe man einen Kre i s ,  nelime auf ihn einen Purikt O 
als Centrum und die Axe o so a n ,  dass GB von O und O die Mittel- 
senkrechte (Mittcllinic der Verwandtschaft) ist. 

A u s  mcinen Randbemerkungen zum ersten Abschnitt eriaube ich mir 
hier  mitzutheilen, dass 5 72 nicht apodiktisch, sondern hypothetisch hatte 
gefasst werden sollen. Kleinere Druckfehler stehen S. 47 Z. 5 v. o., wo 
, ,schneideni '  fehlt; S. 50 Z. 9 v. o . ,  wo , , imCC zu tilgen k t ;  S. 59 war- 
den die Buchstahen K und J c o n ~ e q u e n t  vertauscht, was wolil dadurcli 
zu erklaren is t ,  dass die Buchstabcn in der  Figiir uach Nicderschrift des 
Textes  a n  die falsche Gtelle geriethen (vergl. Z. 7 v. o. und  13 v. u.). 
S. 60 Z. 3 v. u. A J  für H J ;  S. 61 gteht L nicht in  Antiqua, ebenso S. 69; 
S. 63 fehlt in  der  Figur  bei A' der  Accent; S. 67 Z. 15 v. u. FhlD un- 
genau für D F l V ;  S. 70 Z .  15 v. n.  wird für e wohl 100 stehen müssen; 
S. 71  erscheint unten ein nicht erklgrtes Punktpaar  P, 9, wahreod 
vorhin Q ,  benutet is t ;  endlicti ist S. 76 in 5 11 1 nicht nur  in der 
F igur  ein Versehen, welches in der Fussnote corrigirt wird, vorgakom- 
m e n ,  sondern es Sind A B ,  und BA, conjugirte Punktpaare ,  niclit aber 
A A, und  B B I .  I n  einigen Figuren finden sich Rudimente von Kreis- 
bogen, die nicht Iiinein gehoren. S o  S. 20, 69. Uebrigens 8011 dio 
e,xa.cte Figurenzeichnung im Allgemeinen gern anerkannt  werden. 

Im zweiten Abschnitte wenden wir uns  nun  der Theorie der Kegel- 
schnitte zu. D e r  Kegelschnitt wird durch harmonische Verwandtscliaft 
ans dcm Krcise abgeleitet,  niid man überzeugt eich zunachst von den 
Eigenschaften in Bezug auf Brennpunkt  und  Directrix. Durch ein keines- 
wegs kiinstliches Verfahren werden d a n n  sofort die Satee von P a s c a l  
und  B r i a  n c h O n gewonnen und damit die  Einsicht , dass der Kegelschnitt 
durch füuf Pnnkte  oder fünf Tangenten vollkommen bestimmt ist. Die 
eingehende Behandlung der  Brennpuuktseigenschaften macht es nun 
zweckrniissig, die Kegelschnitte für einen Augenblick zu trennen. So 
wird S. 119 die Parabel in  sehr einfacher Weise behandelt,  die mit der 
Qiiadratnr S. 133 ahschliesst; und es  mag gern aiisgesprochen werden, 
dafls die Darstellung des Verfassers nach Form und Inhal t  gleiclies Lob 
verdient. Dasselbe IXsst sich auch von der bis S. 189 gehenden Unter- 
siichung der  Ellipse und IIyperbel sagen. D e r  I i e r r  Verfasser bedient 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Recensionen. 141 
. . ,-M--^^^^  ̂ ----- ̂__^_IYNUX^YY_Y_;_^Y_-X-^_--- ,, ----- 

sich mit Gescliick der  verschiedensten Betrachtungsweisen und  geht selbst 
der langeren Operation mit Rechnungsmethoden nicht aus dem Wege, 
mo dicsclbe durch zu Grunde liegende motriache Bezichungen sich als 
zmeckmassig aufdrangt. Den Schluss bilden bis S. 249 eine Rehandlung 
der Berührungskreise eines Kegelschnittes und  eine g r b s e r e  Zahl wich- 
tiger Constructionsaufgahen dieser Curven. 

Rücksichtlich dieses zweiten Abschnittes erlaube ich mir, die nach- 
stehenden Bemerkungen beizufiigen. S. 99 i n  5 176 macht sich das Fehlen 
des dort verwandten, aber an der  gehorigen Stelle 5 79 nicht aufgestell- 
ten Satzes, den ich oben aufschrieb, fiihlbar. Z. 9 v. u. steht 177 stat t  
176. S. 100 mag znnachst ein leichter Driickfehler Z. 12 v. u. erwahnt 
werden; dann  ware der P u n k t  P durch die einfache Bemerkung DE= M F  
xu erklaren und Z .  9 v. o. die Nummer (140) beizufügen, um dem Leser 
unnütze Nebeuarbeit zu spare.n. Z. 16 v. u. steht der  Ausdrosk ,,circu- 
lare" Involution. Sowohl die Erklarung die,ses Namens, als auüh den  
Beweis des a n  dicser Stello bcnutzten Kritoriums dcs Kreises habe ich 
irn vorliegenden Ruche nicht angetroffen, moglicherweisc durch eigene 
Schuld; aber dann hedanre ich um so mehr, und  mit mir gewiss man- 
cher Anfanger, das  Fehlen eines Sachregisters. Endlich sol1 es nicht im 
filiiidesten getadelt werdeu,  dass in  der  F igur  die  Ellipse benutzt is t ;  
aber das abweichende Resultat für die Hyperbel  hatte angegeben werden 
~ollen. Auf S. 111 kommt der  Ausdruçk Kreisnetz vor ;  aber den  , ,Nach-  
trag", anf den dort verwicsen wird,  habo ich vergebcns gesucht. Ich 
verweise den Lescr auf S. 410. Vielleicht ist Nachtrag durch ,,Schluss- 
paragraph zu ersetzen. Noch erwahne ich einen unhedeutenden Druck- 
fehler auf S. 140 2. 1 v. o. 

Im dritten Abschnitte behandelt der  Verfasser Kegelschnittbüschel 
und Kegelsctinittschaar. D e n  Anfang bildet das  Büschel mit vier reellen 
Grundpunkten, welches erschopfend behandelt wird. Sodann wird durch 
die harmonische Verwandtschaft das Büschel mit zwei und  vier imagina- 
ren Grundpunkten aus dem Kreisbüschel abgeleitet. D i e  b e i  d e n  f r ü h  c -  
r e n  A b s c h n i t t e n  h e r v o r g e h o b e n e n  l o b l i c h e n  E i g e n s c h a f t e n  
d e s  I n h a l t s  u n d  d e r  D a r s t e l l u n g  k a n n  m a n  i m  A l l g e m e i n e n  
a u c h  h i e r  a n  e r k e n n e n .  Das  Wortlein ,, offenbar" freilich ist j a  glück- 
licherweise i n  den  Lehrbüchern derart dem Fluche der  Liicherlichkeit ver- 
fallen, dass es den hesseren Autoren nicht metir aus dem Dintenfasse 
flicsst; a b e r  e s  g i e b t  e i n e  S o r t s  v o n  E e l e t i v s i i t z e n ,  d i e  n i c h t  
m i n d e r  g e e i g n e t  s c h e i n e n ,  d e n  L e s e r  i n  g e l i n d e  V e r z w e i f -  
l u n g  z n  v e r s e t z e n .  So im 5 384, wo die Gerade PQ von allen 
Kege1schnitti:n des Büschels in einer Involution getroffen wird, , ,deren 
Doppelpnnkte P und  () sind". Der  Verfasser hat  s ich,  wie seine Dar-  
stellung den Wissenden fühlen lasst, sehr wohl der nothigen Satze erin- 
nert; aber Gleiches vom Lernenden zn verlangen, ist  nnbillig. Uebrigens 
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liatte die hier gegcbeno Drirstellung wohl verdient,  mit der S. 348 stehen- 
den  - wenn auch nur  durch bloseen Hinweis - in  Verbindung zu treten. 
Hier sei bemerkt, dass S. 348 Z. 9 v. u. hinter dem Wortlein ,,frühercL 
der  betreffende Paragraph fehlt. Ich habe darnach gesucbt,  aber ver- 
geblich. Vielleicht wieder durch eigene Schuld! Oder  sollte § 356, wo 
der  betreffende Satz als 'i'heil des  allgemeineren, allerdings scharf ber- 
vorgehoben, vorkommt, gemeint sein ? 

S. 250 erschcint im Bcweise des Satzes 5 360 nnpraktisch der Buch- 
stahe K in verschiedener Redeutung. S. 270 Z. 5 v. o. stelit ein unbedeu- 
tender  Drnckfehler. S. 272 ha t  mir der  Beweis des Satzes 5 384 an 
diesem Platze nicht ganz gefallen wollen. Wohl  hat te  das hier benutzte 
hochst eigenthümliche Büschcl zu E n d e  von 5 404 Aogar eine kleine An- 
merkuug verdient.  

D e r  vierte Abschnitt behandclt die projectivischen Gebildc und den 
Schluss bildct ein Ucbungsmatcrial von 96 Satzcn und  Anfgaben. Wir 
hcbcn daraus den F e u e r  b a c  h'schen Sa tz ,  das Normalenproblem und 
das zweite K e p l  er ' sche Gesetz hervor. 

Referent halt das  Buch für eine ebenso flei~sige wie gediegene Ar- 
beit;  e r  glaubt,  dass der Verfasser im Allgemeinen die Absichten, die 
wir nus seiner Vorrede kennen le rnen ,  erreicht hat.  Insbesondere wird 
der erste u n d  zweite Abschnitt den Anfinger  i n  die synthetische Betiaud- 
l u n g  der Kegelschnitte mit Nutzen einführen, und der  Geübterc gern die 
ihm rnchr oder weniger bercits bckannten Dinge in dieser geistvollen 
Beleuchtnng einer wiederholenden Betrachtnng untareiehen. 

C o e s f e l d ,  den 16. October 1882. K. SCIIWERING. 

Einfuhrnng i n  die Theorie der  isogonalen Verwandtschaften und der 
conformen Abbildungen, verbunden mit Auwendringen auf mathe- 
matischo Physik, von Dr. G. H O L ~ M ~ L L E K .  Leipzig, Teubner .  1882. 

Auf Grund zahlreicher eigener Anfsatze, sowie einschlagender Ar- 
beitcn Anderer versuchte Horr Ho l z m ü l l  c r dnrch Zusammenfassung und 
weiterc Aiisbildung eine Einführung in die Theorio der isogonalcn Ver- 
wandtschaften. - Bekanntlich legt jede Gleichung Z = f ( z )  I ) ,  in der Z 
und z complexe Variabele s ind,  also z = x + yi, eine derartige Vcrwandt- 
schaft fest zwischen den  beideu Ebeneu Z und z als Interpretationsgebieten 
zusarnmengeh6riger Wertlisysteine. Wird ferner Z in seinen reelleu und 
imaginareu Theil zerfallt, so genügt jede derselben der Dift'erential- 
gl eichung 

uud  hierdurch t.ritt die erwalinte Theorie mit den Problemen der Warrne- 
ei tung und  stationareu elektrischen Strome i n  Beziehung, i d e m  a. B. 
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die beiden orthogonalen Curvcnsysteme u (x, y) = c ,  v (x, y) = cl als Iso- 
thermen resp. Str6inungscurven interpretirt werden konnen. I n  glciclicr 
Weise verknüpft oich, wegen der Gleichheit der  Winke l ,  die angegebene 
Theorie mit den Problemen der Cartographie, und  schon aus dem Ge- 
sagten erhellt die Bedeutung der isogonalen Verwandtschaften und  das 
Hinübergreifen derselben i n  die erwahnten Gebiete, und  sclieint I Ierr  
H o l z m ü l l e  r zuerst diesen Zusammenhang in aiisführlicher Weise hier 
dargclegt zn haben, um so eine zur  Zeit bestehende Lücke in der  mathe- 
matischrn Literatur auszufullen. 

H o l z m ü l l e r  sucht seinem Plane  in der Weise gerecht zu werden, 
dass er zunachst die elementaren Operationen und einfachsten Functionen 
in der bekannten Weisa interpretirt  u n d ,  ausgebend von der Gleichung 

cl z + /> 
Z=- r die Congruenz, Aehnlichkeit, reciproken Radien u n d  Kreis- 

c z - l - d  

vermandtschaft zweier Ebenen in fasslicher Weise entwickelt und durch 
xahlreichc gcometrische u n d  physikalische Anwendungen in interessrinter 
Weise verwerthat. E s  m6ge genügen, auf die isogonalen Trajectorien, 
L)oppelspiralen, den Uebergang von der  Geraden zum Kreise und  die 
stereometrische Vermittelung xwischen zwei kreisverwandten Ebenen hin- 
zuweisen, d a  eine detaillirte Angabe zu weit führen würde. Das  Bis- 
lierige sollte den Grund für die allgemeinere Theorie abgeben, indem 
H o l z m ü l l e r  im Anschluss a n  das bekannte Bnch des Prof. D u r é g e  
(,,Elernente der Theorie der  Functionen einer complexen veranderlichen 
Grosse") sich nun  über die Bedingung, dass f ( x ,  y)  eiiie Function von 
r = x -+ y i  sei ,  etc. verbreitet und  z. B. die Bedeutung der Norm des 
ersten Differentialquotienten als Vergrosserungsverh~ltniss, sowie des Argu- 
ments als Wirikel , am welchen entsprechende Curvenelemente gegen ein- 
ander verdreht erscheinen, die Analogie zwischen Symmetrie und Iteci- 
proritkit gewisser Curvensystemc ( 5  43) - dieser Abschnitt zahlt zu 
den wichtigstcn der  Schrift - etc. klar hervortreten lasst. Nach diesen 
allgemeinen Anseinandersetzi~ngen greift H o l z  m ü l  l e  r wieder spoeielle 
Functionen heraus,  immer von einfacheren zu complicirteren übergehend, 
und entwickelt ziinachst die durch Z =  z2 definirte isogonale Verwandt- 
schaft , sie giebt die als lemniskatische bezeichnete Geometrie, Kinematik 
und Reçiprocitat - jedem Kreise der 2 - E b e n e  entspricht namlich eine 
Lemniscate i n  der z - E b e n e  etc. - in  klarer und anscliaulicher Weise. 
Selbstverstandlich fülirt jede Gleichung 1) zu einer gewissen Geometrie 
in diesem Sinne,  und wie früher die Kreisverwandtschaft, hier die lem- 
niskatisclie Geometrie erhalten wurde,  ao ergiebt sich im weiteren Ver- 
laufe die cardioidisçhe Geometrie, die der Lemniskaten Iioherer Ordunng 
etc., und ist wahl mit Recht eioe fruchtbare Verwerthung dieser Par-  
thien z. B. in der  Geometrie zn  gewartigen. -- Nach den rationalen, 
gaozen und gebrochenen, Functionen werden jetat die irrationalen unter- 
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sucht, sammt den durch eie bestimmten isogonalen Verwandtochaften und 
zugehorigen R i e m a n n ' s c h e n  Flachen , und  schliessen sich hieran die 
einfachsten transcendenten, als Igz, eZ, die trigonometrischen, cyclometri- 
schen und  endlich die elliptischen 'unctionen und  ihre Umkehrungeu. 
Dabei werden die Probleme der Cartographie, die Ptolemaischc und die 
Mercator-Projection , sowie ihre Vermittelung mit grosser Deutlichkeit 
erortort, ebenso die logarithmischen Spiralen und  die mit ihncn irn Zu- 
uammenhang stehenden Curven, Loxiidromen etc. Ganz hesondere Er- 
wahnung verdient die klare Entwickelung der R i e m a n n ' s c h e n  E'lachen 
für die zuletzt erwahnten obigen Functionen , welche wahrscheinlich in 
dieser Ansführlichkeit und Klarheit das  erste Mal i n  der Literatiir be- 
liandelt wurden, nehst den sich hieran reihenden zahlreichen Satzen, von 
denen ich beispielsweise nur  einen hervorhebe, S. 267: , ,Die  sinam-Cur- 
ven sind die  stereographischen Projectionen zweier Schaaren spharischer 
Kegelschnitte." - Die ausführlichen literarischen Nachwcise zu jedem 
Capitel hieten Fingc.rz~igr. zn weiterem Eindringen in die hehandelte 
Materie. 

Nach dem bisher Gesagten ergiebt sich, dasu i n  dem Ei o 1 z m ü l l  e r -  
schen Buche die  einfacheren, namlich durch explicite Functionen von z ,  

defiuirten isogonalen Verwandtschaften in ausführliclier Weise beliandelt 
wurden. Damit ist jedoch noch lange nicht die allgenieinstc isogonale 
V~rwandtschaf t  erledigt, denn die impliciten Functionen werden nur ge- 
streift ,  ohnc Durchfübrung eines Beispieles, und  die durch Diffcrential- 
gleichungen bestimmtcn Verwandtschaften und Abbildnngen, sowie die 
betreffenden Aufsatze, z. B. von F u c h s ,  S c b  w a r z ,  K l e i n  etc. werden 
v d l i g  übergangen. Dies scheint absichtlich geschehen zii sein,  weno- 
gleich z. B. die Differentialgleichungen taglich immer wichtiger werden, 
und soll darum dem Autor nicht zum Vorwurfe gemacbt werden,  zunial 
ja n u r  eine Einführung und  nicht ein ausführliches Lehrbnch nach dem 
Tite1 geplant wnrdc. 

I n  Bezug auf einige minder wichtige Ungenaiiigkeiten will icli 
erwiihnen, dass z. B. S. 48 der  bekannte Satz hat te  sollen erwahnt wer- 
den ,  dass eine Function, die  gewisseii Grenzbedingungen genügt, sonst 

. endlich, eindeutig und stetig ist ,  eindeutig bestimmt is t ,  da  ohne diesen 
kein absolut zwingender Grund für die dort angegebene Temperaturver- 

- --- 

theilung vorliegt. Auf S. 77 wird der Kartenmodnl mit f f ' (s  + y). f r ( z  - yi) 
bezeichnet, was im Allgemeinen nur  richtig i s t ,  wenn f(z)  nur  reelle 
Coefficienten ha t ,  wahrend im Vorhergehenden complexe Coefficienten 

n -- 
sugelassen wurden. S. 17-1 soll es  in  der Gleichung 8) statt Ja+ bi, 

heissen <uxî/a+bi, wo a eine primitive nte Einheitswurzel ist. S. 193 
werden in Z. 12 v. o. die Coefficienten der  ganzen rationalen Function c o m -  
p l e x  angenommen, infolge dessen wird die ganze Deduction in 81 etc. 
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hinfiillig, denn sie beruht wesentlich darauf ,  dam die Coefficienten s%mrrit- 
lich reell s ind,  weil nur  dann i n  G1. 2) S. 202 rechts und links i gleich- 
zeitig das Vorzeichen wechselt. Derselbe Umstand wiederholt sic11 in 

'(') sarnmtliche Coefficienten reell sein 8 84 S. 212 etc., wo in Z =  --- v (2) . . 
miissen. Die zu S. 234 gehorige Fig.  57 ist ganz unrichtig. S. 247 Z. 8 
v. o. soll es eigeutliüh heissen x = + n + m n, da j a  nur  die Quadrate 

d arc tan l 
von cosn und sina auftreten. S. 255 ware in  Z. 1 v. o .  besser 

d z 
ô arc lnn Z 

statt a z 
Da die berührten Ungenauigkeiten von keinem wesentlichen Belange 

sind, ergiebt sich i n  Zusammenfassung des friiher Gesagtan,  dan^ das 
vorliegende Buch wegen der Uebersichtlichkeit der ganzcn  eth ho de, der 
grossen Fruclitberkeit i n  Rezug anf die mannichfaltige Anwendiing in 
verschiedenen Gcbieten , zumal dasselbe vieles Neue und  manches intcr- 
essante Resultat enthal t ,  allen Anfangern als Einführung i n  das Studium 
der Functionen einer complexen Variabelen warm empfohleri werden kann.  

Yerzeichniss nicht angegebener Druckfehler. 

4%) - 43 
S. 76 Z. 7 v. o. soll heissen --- - ---. 

ay a Y 
S. 79 Z. 5 v. o. sol1 heissen: ,,z. B. cine von dem Puuktc z durchlaufene 

Curve inLL etc. 
S. 81 Z. 1 v. u. ist in f(e, y) = O  das Kouiuia vergeasen, ebenso wiederholt auf 

S. 82, 83, 90 in  ?A(%, y) etc. 
S. 108 lies in Z. 7 v. u. Geradenbüschel statt Kreisbüschel. 

r - p  s - q  S. 115 Z. 5 v. u. sol1 es heissen -- . - = K. 
r - q  5 - p  

z+yi-(cri+8,2). S. 143 Z. 1 v. u. lies 4 Zg -- . 
x - y z - ( a i - @ i i )  

S. 149 Z. 3 P. o. lies -3 = c. 
P. 4i 

S. 150 Z. 15 v. o. soli iauten Z = +  

S. 189 Z. 3 v. u. lies 12 < 1 statt n. > 1. 
S. 196 Z. 12 v. u soll es statt ,,unbegrenzte GeradecL heissen ,,unbcgrcnï,te 

Curve ". 
S. 198 Z. 7 P. o. iiee P-Ebene statt  z-Ebene. 
S. 198 Z. 3 v. u. lies S statt  5. 
S. 227 Z. 15-16 lies a-Ebene ~ t a t t  2-Ebene. 
S. 258 flgg. soll statt x utehen k. 

O O 
S. 259 fehlt die leicht zu findende Bedeutung von Cy, Dy etc. 
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S. 2 6 t  Z. 8 v. u. sol1 es heissen A E  statt AU. 
S. 266 ist, wie auf S. 258, x zu lesen statt  k ,  ebenso S. 269, 272. 
S. 268 Z. 11 v. u. lie@ ,,%= cosamz u n d  Z= d a m z " .  

X ' R' 
S. 274 Z. 16 v. o. lies - dat t  ,,. 

2K LK 

P r a g ,  10. December 1862. Dr. ANTON PUCHTA, 
Prof. a. d. dcutschsn Uuiversitit. 

Ueber stationare elektr ische Stromnng in einer  lemniscatischen Platte. 
Von Dr. O. UEXTSCHEL. Festschrift des  Gyrnnasiums xu Salz- 
wedel. 1882. 

Nach kurzer historischer Einleitnng wird das K i r  cl1 h o f  f'sche Fro- 
blem, den stationaren Zustand einer Kreisplatto z n  findcn, wenn zwei 
P u n k t e  innerhalb derselhen entgegengesetzte Elektroden s ind,  durch einc 
Potentialhetrachtung gelost. E in  Specialfall symmetrischer Art  mird be- 
sonders in6 Auge gefasst und  mit Hilfe zweier Systema confocaler Lem- 
niscaten, resp. ihrer orthogonalen Hyperbelbüschel constructiv beliandelt. 
Man bat te  auch die elementare Construction benutxen konnen ,  die mit 

der Abbildung 2 = Z + /z" 1 zusammenli%ngt, wobei ein Kreisbiischel 
mit den Büsçhelpunkten + (z auf der  reellen Axe abzuhilden iut. llaraus 

erklaren sich die einfachen Gleichnngen '3 = c l  ((P + ql) - ( x + ~ , )  = y  
9 91 

fiir das Strfimiingsnetz. (Vergl. Math. Annalen,  Rd. 1 8  S. 298 und des 
Referenten Einführung in die Theorie der isogonalen VerwandtscLaften, 
Leipzig, bei B. G. Teubner, S. 149.) Nach Wissen des Referenten ist 
das System hier zum ersten Nale correct gezeichnet. Der Fa11 der 
Aussenplatte ist  mit in der Figur  entlialten. 

Wollte man die verschubene Figur  niittels der Abbildung Z = { i  in 
eine lemniscatische überführen, so würden im Allgemeinen innerhalb oder 
ausserhalb derselben vier Elektroden auftreten. Um auf den Fa11 zweier 
Elektroden zu kommen, verwendet der Verfasser in sinnreicher Weise 
die vom Referenten aufgestellte Spiegeliing gegen die Lemuiscate. (Vergl. 
Zeitschr. f. Math. u. Phys.,  Jahrg.  21 S. 347, und Einf. in die She.orie der 
isogonalen Vermandtschaften S. 120.) Als Brennpunkte der Lemniscate 
Sind die beiden ausseren Elektroden gewahlt, die n n u  bei der Abbilduug 
ius Uuendlichc fallen. Auch das Aussennetz konnte elektrodynamisch 
gedeutet werden. 

Um anch den  Fa11 zwoior ausecren Elektroden zu hchandcln, wcndet 
nach analytischer Herleitung der Verfasser zur  Construction die Spiege- 
lung  gegen die gleichseitige Hyperbel an. (Vergl. Zeitschr. f. Math. u. Pliys., 
Jahrg.  21 S .  347, Jahrg.  18 S. 236, u. S. 120 resp. 131 d. obigen Werkes. 
Auch in Bd. 94 des Crell. Journals  S. 179  liefindet sich eiue Notiz.) 
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Uurcli Reciprocitat gelit man leicht vom spcciellen K i r c  h h o  ff'sclien 
Problem e u  dam allgemeinen mit beliebiger Lage der Elektroden iiber. 
Auch dieser F a l l  wird gezeichnet und  durch lemniscatische Spiegelung 
transformirt. 

Endlich kommen noch die Specialfalle zur Sprache, bei denen die 
Elektroden beide auf der Peripherie des Kreises liegen oder wo eine auf 
der Periphcrie, die andcre im Innern oder Aeussern liegt. Auch dieso 
Falle werden nach entsprechenden Methoden in die lemniscatisclien iit~er- 
tragen. 

Das Schriftchen ist besonders geeignet,  die Vortheile, welche die 
,,isothermischc Spiegelung" namentlich in constructiver Ilinsicht zut  
Lusung gewisser Probleme gewalirt, ins Licht zu setzen. 

Ilr. G. H O L Z M ~ L L E R .  

Perioden der Decimalbrüche. Von A. B ~ M E ,  Seminarlehrer a. D. Berlin 
1882, Verlag von G. W. F. Müller. 45 S. 

Der Vcrfasser, ein verdienter Schnlmann, deseen Anleitung zum IJn- 
terricht i m  Reclinen bei Elementarlehrern in  wohlerworbenem Anselien 
stehen 8011, reicht in diesem anspruchslosen Büchelchen seinen bisherigen 
Collegen und Colleginnen eine Abschiedsgabe beim Austritte aus der 
Thatigkeit a n  dem mit der Augustascliule in  Berlin verbundenen Lehrerin- 
nenseminar. E s  ist eine Zusammenstellur~g mancher Eigenscbaften perio- 
discher Decimalbrüche, exemplificirt an den Perioden von 3, ?%, f7. 
Irgcnd zahlentheoretischo Kenntnisse s ind  nicht vorausgesetzt. 
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miisaeii. Ihe iii den Cornut. rend. oiithnlteneu Abhancllunuen kiinnteu wir iiamlicli spit [Id. X X I I I  
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uiase geliolieii, ond wlr werdcn di0 ~ ~ c k e ' s o  raacli nls tliuiili& auafilllen. D: ~~d~~ t i o  ,,. 
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1018. 
68. Intégration, sous forme finie, d'une quatrikme espEce d'équations diff6rentielles 

lineaires, à coeffiçients variables. 1) 6 S.  A n d  r 6 .  Journ. mathém. Sér. 3, 
VII, 283. 1Yerf.i. Ed.  XXVn, Nr. 53.1 

69. Sur les équations ifférent~elles lin6aires du deuxième ordre. L. Fuchs .  
Compt. rend. LXXXV, 947. 

70. Sur l'équation de Lamé. F. U r i o s  chi.  Compt. rend. LXXXV, 1160. 
71. Integrale von einigen linearen Differentialgleichungen G r a f e .  Crelle XCI, 

262. [Vergl. Hd. XXV, Nr. 328.1 
72. Sur l'équation de Riccati. G e u o c c  hi. Compt. rend. LXXXV, 391. 
73. Mémoire sur les courbes définies par  une équation différentielle. P o i n c a r é .  

Journ. matliém. Sér. 3. VII. 375. 
74. Zur Integration der ~ i f f c r é n t i a i ~ l c i c h u n ~ e n .  Wo ld .  H e  y m a n  n. Zeitschr. 

Math. Phys. XXVII, 1. Vergl. Bd. XXV, Nr. 35.1 
I a y 75. Ueber eine Transformation der Differentialgleichung cp . - + <pi y' + cp2y + <p3 an: 

= O .  W. H e g m a n n .  Zeitechr. Math. Phys. XXVIL, 374. 
76. Sur l'intégration de l'équation (x d y - y  dx) (a f bx + c y )  - d y (a'+ b'x + c'y) 

+ dz(a"+ box +c"y)  = O. A l l é g r e t .  Compt. rend. TXXXIII, 1171. 
77. Ini6grer i'équation (y3  + 2 ccye) d y  -2y3 dx + (x+ y)(x d y  - y dx) = O. H. B r o -  

ca rd .  Xathesis II, 163. 

78. Intégrer I.6guation différentielle du  premier ordre (9)' - 4 @)' = (y - x)), a x 
H. B r o c a r d .  Mathesia TI, 103. 

79. Ueber Integrale einiger L)ifferentialgleichungen. N o r b .  H e r z .  Grun. Archiv 
r , x v u .  312. --- - 

80. Intégration gko&étrique de l'équation aux dérivées partielles L(px + qy  - z) 
- N p  - N p  + R = O  dans laquelle L,  IM, N, R désignent des fonctionil 
linéaires de x, y, z. G.  F o u r  e t .  Compt. rend. LXXXIII, 794. 

Vergl. Analytische Geornetrie der Ebene. Bestimmte Integrale 37. 

Elasticitllt. 
81. Sur l a  th6orie des laques élastiques planes. M. Levy.  Compt. rend. LXXXIV, 

596, 942. - 8. K i r c h h o f f  ibid. 740. 
82. Sur les conditions aux limites dans le roblème des plaques élastiqnes. J. 

B o u s s i n e s q .  Compt. rend. LXXX%, 1157. - M. L e v y  ihid. 1277. 
83. Ueber die Berührung fester elastischer Korper. H. H e r t z .  Crelle XCII, 156. 

Elektrodynamik. 
84. Ueber die auf da8 Tnnere ma  iietisch oder dielektrisch polansirter Korper wir- 

kenden Kriifte. H. ~ e f m h o l t z .  Berl. Akad.-Ber. 1881. 191. 
85. Recherches sur 1'6lectrodynamique. 8. Resa l .  Journ. mathém: S6r. 3,  VII, 129. 

Vergl. Qeschichte der Mathematik 183. 
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Eiiipse. 
86. Ellipses engendrées par des lignes droites combinées avec un triangle donnd. 

B a r b a r i n .  Mathesis II, 42. - J e r a b e k  ibid.42. - J. Kenbe rg ib id .44 .  
87. Sur la développée de l'ellipse. L a g u e r r e .  Compt. rend. LXXXIV, 224. 

Vergl. Quadratur 355. Rectification. 

Elliptische Transcendenten. 
88. Bur Theorie der elliptischen Functionen. L. K r o n e c k e r .  Berl. Akad.-Ber. 

1881, 1165. 
89. Sur quelques a plications des fonctions elliptiques. Ch.  H e r m i t e .  Compt. 

rend. L X X ~ V ,  689, 728, 821, 870, 984, 1085, 1185. 
50. Ueber die Anwendung eiues integrirenden Factors in der Lehre von den ellip- 

tischen Transcendenten. &I uch. Zeitschr. Math. Phys. XXVII, 19.2. 
LVergl. Rd. XXVII, Nr. 72.1 

91. Beitrag zur liriearen Sransformation der elliptischen Functionen. O. R a u  s e n -  
b e r g e r .  Crelle XCI, 335. 

92. Zur Transf'ot-inationstheorie der elliptischen Functionen. H u r w i t z .  Mathem. 
Annal. XIX, 67. 

93. Sur une méthode génbrale de Transformation des intégrales dépendant des 
racines carrés; aqplication à un roblème fondamental de  géodésie. 0. 
C a l l a n d r e a u .  Lorn t rend. I,&XV, 664, 1062. 

9-1. Eine eeometrische ~ a r s t e l f k  der Landen'schen Substitution. K. H. S c  h e  11 - 
b-ach. Crelle XCI, 347. " 

95. Sur le développement des fonctioris elliptiques et de leurs puissances. Des .  
A n d r é .  Compt. rend. LXXXIII, 130. 

96. Ueber die Differentiation der elliptischen Functionen nach den Perioden und 
Invariitntcn. F r o b e n i u s  $ S t i c k e l b e r g e r .  Crelle XClI, 311. 

97. Ueber R ecielle elliptische Functionen. T h  o m a e. Zeitschr. Math. Phys. 
XXBII, 181. 

98. Ueber die Umkehrung des elliptiachen Tntegrals. M. P a s c h .  Mathem. Annal 
XlX, 155. 

99. Ueber elliptische Integrale zweiter Gattung. T h o m  ae .  Zeitschr Math. Phys. 
XXVII! 179. 

100. Einige Bezichungen zwischen den Integralen der elliptischen Functionen. 
N o r b .  H e r z .  Grun. Archiv LXVII, 343. 

101. Ueber gewisse elliptische Integrale. S c h l f i m i l c h .  Zeitschr. Math. Phya. 
 VIT fin 

- - 1  --. 
102. EeprBsentation des fonctions elliptiques de première espèce à l'aide des bi- 

quadratiques gauches L 6 a u  t B. Compt. rcnd. LXXXIII, 627. 
103. Ueber die A n w e n d u n ~  der elliatischen E'unctionen ituf Probleme der Geo- ~ - 

metrie. ~ u r w  it-z. Mathem. Annal. XIX, 56. 
Vergl. Differentialgleichungen 79. Gleichungen 189. Quadratur 364. Ultra- 

elliptische Transcendenten 389, 390. 

W. 
Factorenfolge. 

104. Sur une classe de fonctions analogues aux fonctions Eulériennes. A p p e  11. 
Mathem. Annal. XIX, 84. 

Fonrierlsche Reihe. 
105. Vere infachun~ der Beweise in der Theorie der E'ourier'schen Reihe. H a r n a c k .  

3lathem.-annal. XLX, 235, 524. 
106. Coup d'oeil sur l a  théorie des series trigonom6triques les plus usuelles, et  

sur une raison naturelle d e  leur convergence, applicable aux autres 
d6veloppements de fonctions arbitraires employés en Physique math6ma- 
tique. J. B o u s s i n e s q .  Joiirn. mathém. Sér. 3, VII, 147. 

107. Die Fourier'sche Heihe. Ve 1 t m  a n a  Zeitschr. Math. Phys. XXVII, 193. 
108. Ueber das Verhalten der Fourier'schen Reihe an Sprungstellen. F. L i n d e -  

m a n n .  Mathem. Annal. XIX, 617. 

Fnnctionen. 
109. Die Entstehung von Riemann's functionentheoretischen Ansichten. M. NO t h e  r. 

Zeitschr. Math. Phys. XXVII, hi&-lit. Abth. 201. 
110. Ueber die Discriminante algebraischer Functionen einer Variabeln. L. K r o n -  

e c k e r .  Crelle XCI, 301. 
12. 
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111. Theorie der  algebraischen Eunctionen einer Verlnderlichcn. R. D e d e k i n d  
& H. Mreb e r .  Crelle XCII, 181. 

112. Ueber ein neues und allgemeiues Condens:~tionspriucip der Singularitatcn von 
Puiictionen. Q. C a n t o r .  Mathem. Annal. XIX, 688. 

113. Ueber die Anordnune unendlich vieler Eineularitiiten einer Function. Velt-  
m a n n .  ~e i t s ch r .  Math. Phys. X X V I I , ~ ~ ~ ~ .  

114. Zur Theorie der Punktmengen. V e l t  m a  n n. Zeitschr. Math Phys. XXVII, 313. 
115. Elementare Behandliing der hp ergeometrischen Reihe. T h o  mae.  Zeitschr. 

Math. Phys. XXVIL, 41. [ te rg l .  Bd XXVII, Nr.  76.1 
116. Sur les fonctions uniformes qui se reproduiscnt par des substitutions lineaires. 

P o i n c a r é .  Mathem. Annal. XIY. 56.3 
117. Ueber eindeutige Functionen mit lineaien Tr:insformationen in eich. F. Kle in .  

Mathem. Annal. XIX, 565 
118. Ueber einen Satz aus der Theorie der algebraischen Functionen. M. N o t h e r .  

Creiie XCII, 301. 
- 

119. Ein Beweis für ein Theoreru von Liouville, die doppeltperiodkchen Bunctionen 
betreffend. Ad. S c h u m a n n .  Zeitschr. Math. Phys. XXVII, 125. 

120. Sur quelques points de la théorie des fonctions. H e r m i t e .  Crelle XCI, 54 
121. Sur uue application du théorème de M. Mittag-Leffler, dans la théorie  de^ 

fonctions. C h  H e r m i t e .  Crelle XCII, 14.5 
1.22. Les périodes cycliques ou logarithrriiques de  l a  quadratrice d'une courbe al- 

gébrique du degré m sont les produits par  272 v-1 des racines d'une 
Bquation algébrique de degré In, qu'on peut toujours obtenir et  dont les 
coefficients sont des fonctiono rationelles de ceux de l'équation de la 
courbe proposée Max.  AT a r i e .  Compt. rcnd. LXXXIV, 27. 

123. Sur les relations qui existent nécessairement entre les périodes de la quadra- 
triee de la courbe algébrique la plus générale d e  degr6 m, et, à plus 
forte raison, d'une courbe particulière dans son degré. Max.  Mar ie .  
Compt. rend LXXXlV, 120. 

124. Propositions d'algèbre e t  de géomdtrie deduites de l a  coneidération des racines 
cubiques de l'unité A p p e l l .  Com t. rend. LXXXIV, 540, 1378. 

125. Sur l a  ériode de I'exponentielle ca.  %von  V i l l o r  ceau.  Compt. rend. 
d m r .  5 9 4 ~  - - - -. - . 7 

126 Sur le développement des fonctions de M. Weierstrass mivant les 
croissantes de l a  variable. D 6 s .  A n d r é .  Compt  rend. LXZX~I%L"R 

127. Entwickelung der Fuuçtionen einer complexen Varialeln nach Lauié'schen 
Ponctionen und nach Zugeordneten der Kiigelhnctionen F. L i n d e m a n n .  
Mathem Annal. XIX, 323. 

Vergl. Analytische Geometrie der Ebene 3. Bestimmte Integrale. Differen- 
tialgleichungen. Elliptische Transcendentcn. E'actorenfolge Fourier'sche 
Reihe. Kettenbrüche. Quadratische Formen 349. Reihen. Substitutio- 
nen. Ultraelliptische Transcendeuten. Zahlentheorie 402. 

GeomeWie (deacriptive). 
128. Perspectivische Studien. G. H a u c k .  Zeitschr. Math. P h p .  XXVII, 236. 

[Vergl. Bd. XXVIi, Nr. 81.1 
129. Constructive Losung der Aufgabe: Eine Gerade zu bestimmen, die zwei durch 

ihre rechtwinkligen Projectionen gegebene windschiefe Gerade unter vor- 
geschriebenen Winkeln schneidet. M. P e t z o l d  Zeitschr. Math. Phys. 
XXVII, 252. 

130. Ueber den Schnitt zweier Kegel zweiter Ordnung nach Curven zweiter Ord- 
nung. Ig. D i c k l .  Grun. Archiv LXVJI, 219. 

Vergl. Cartographie. 
fieometrie Wihere). 

131. Ueber die reciproke und mit ihr zusammenhingende Verwandtschaften. R. 
S t u r m .  Mathem. Annal. XlX, 461. 

132. Erzeugung von Cornplexen ersten und zweiten Grades aus liuearen Congruen- 
zen. A. W e i l e r .  Zeitschr. Math. Phys. XXVII, 257. 

133. Théoremes relatifs à des couples de segments rectilignes, ayant un rapport 
constant. M. C h a s l e s .  Compt rend. LXXXIII, 97. 

134. Théorèmes relatifs à des syatèmes de trois segments ayant un produit con- 
stant. M. Chas l e s .  Compt. rend. LXXXIII, 589, 641. 
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135. Théorèmes relatifs à dru systemes de  trois fiegments formant une longueur 
constante. M. C h a s l e s .  Co~upt.  rend. LXXXLlI, 757, 867. 

136. Théorèmes relatifs à des couples de segments faisant unc longueur constantc, 
pris l'un sur une tangente d'une courbe, et  l'autre sur une normale d'une 
autre courbe, les deux courbes étant d'ordre e t  de classe quelconques. 
M. C h a s l e s .  Compt. rend. LXXXIII, 1123. 

137. ThBorémes concernant des couples de segments pria l'un sur une tangente 
d'une courbe et l'autre sur une oblique d'iine autre courbe, e t  faisant 
ensemble une longueur constante, les courbes étaut d'ordre e t  de classe 
quelconquea. JI. C h a s  1 e S. Compt. rcnd. LXXSIII, 1195. 

1:$3. Théorémes relatifs à des séries de  triangles de même périmètre, satisfaisant 
à qoatre autres conditions. hl. C h a s l e s  Compt. rend. LXSXIV, 55. 

139. Thhorémes relatifs à des séries de  triangles isopérimètres qui ont un côté de 
grandeur constante et sa t i~font  i. trois autres conditions direrses. M. 
C h a s l e s .  Compt. rend. LXXXIV, 171, 627. 

140. Triangles iaopérimètres agant lin côté de grandeur constante et  un sommet 
en un point fixe. M. C h a s l e s .  Coinpt rend. LXXXIV, 1051. 

1k1. Théorèmes relatifs à des courbes d'ordre et  de classe quelconque, dans les- 
quels on considkre des couples de segments rectilignes faisant une lon- 
gueur constante. - Exemples de l a  variété de  ~olut ions  difi'érentes que 
fournit, dans chaque question, le principe de correspondance M. Ch a s l e s .  
Compt. rend. LXXXIII, 467, 495, 619. 

142. Formule symbolique donnant le degré du lieu des points dont les distances 
à des courbes algébriques données verifient une relation donnée. G .  
F o u r e t .  Compt. rend. LXXXIII, 605. 

143. Deux lois générales des courbes géométriquea. M .  C h a s l e s .  Compt. rend. 
L X n i V ,  971. 

144. Démonstration d e  deux lois géométriques énoncées par M. Chasles. G .  F o  u r e  t. 
Compt. rend. LXXXV, 134. 

145. Sur l'extension à l'espace d e  deux lois relatives aux courbes planes données 
ar M. Chasles. G .  F o u r  e t .  Compt. rend. LXXXV, 216. 

146. Une ?oi générale des courbee g6ométriques, concernant l'intervention commune 
de chaque poiut d'une courbe et, de l a  tangente de ce point,  dans les 
questions de  lieux géométriques ou de courbes enveloppes. Chas l e s .  
Compt. rend. LXXXV, 369. 

147. Deux lois générales des courbes géométriques d'ordre e t  de classe m e t  n. 
M. Chas l ce .  Compt. rend. LXXXV, 460. 

148. Du nombre des branches de  courbes d'un système (p .  v ) ,  qui coupent une 
courbe algebrique donnée, sous un angle de grandeur donnée, ou dont 
les bissectrices aient une direction donnée. 6. F o u  r e t .  Compt. rend. 
LXXXllI, 633. 

149. Sur les ordres et  les classes de certains lieux g6ornétriques. H a l p h e n .  
Compt. rend. LXXXIII, 753. 

150. Sur l'ordre (ou la classe) d'une courbe plane algbbnquc, dont chaque point 
(ou chaque tangente) dépend d'un point correspondant d'une autre courbe 
glane e t  de la tangente en ce point; extension aux surfaces. G. F o u r  et .  

ompt. rend. LXXXV, 844, 944. 
151. Construction algehraischer Ausdrücke mit Hilfe von Involutionen auf Kegel- 

schnitten. L. K o  t i n  y i .  Zeitschr. Math. Phys. XXVII, 248. 
158. Ueweis eines Satzes über projective Punktreihen. M. P a s c h .  Crelle XCI, 349. 
153. Bemerkung über projective Punktreihen. M. P a s c h .  Zeitschr. Math. Phys. 

XXVII, 124. - 
151. Zwei projectivische Satze. S e  h l o m i  1 ch.  Zeitschr. Math. Phys. XXVII, 380. 

- A .  S a c h s e  ibid. 381. 
155. Sur les podaires successives d'une courbe. H. S c  h O e u t j  es. Mathesis II, 154. 
156. Sur le contact d'une courbe avec un faisceau de courbes doublement infini. 

mr S p o t t i s w o o d e .  Compt. rend. LXXXIII, 627. 
157. Transversale d'un quadrilatère. J e i a b e c k .  Mathesis 11. 228. - S u m  ibid. 228. 
158. Sur un problème de perspective. J e t a  b e  ck .  Mathesis II, 80. 
159. Ueber das voll~tandige Viereck. Ed .  M a h l e r .  Qrun. Arehiv LXVLI, 324. 
160. Sur la droite de Simson. B a r b a r i n .  Mathevis 11, 106, 122 - J .  N e u b e r g  

ibid. 108. 159. 
161. Sur le centre des médianes antiparallèles. W. T e s c h .  Mathesie II,  151. 
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162. Trouver sur une droite X Y  un segment qui soit vu d e  deux points A, R sou 
des angles cr, 8. M i n o l i t i .  Mathesis II, 69. 

163. Propriétés g6nérales de trois figures semblables. G. T a r r y .  Mathesis I I ,  73. 
- J. N e u b e r g  ibid. 76. 

164. Ueber besondere Lagen zweier Tetraeder. S c  h ur.  Mathem. Annal. XIX, 429. 
165. Zur Geometrie des Tetraeders. T h i e m e .  Zeitschr. Math. Phys. XXV!T, 56. 
166. Ueber den Mittel unkt der Raumcurve dritter Ordnung. G e i s e n h e i m e r .  

Zeitschr. hlatg. Phys. XXVII, 321. 
167. Ueber das Strahlensystem zweiter Ordnung und zweiter Classe. W. S t a h l .  

Crelle XCII, 17-2. 
168. Dtbs S&ahlensystem dritter Ordnung und zweiter Classe. W. S t a h l .  Crelle 

A U ,  1. 
169. Ueber das Geschlecht von Curven auf Kegeln. R. S t u r m .  Mathem. Annal. - 

XIX, 487. 
170. Ueber die Kugeln, welche eiu rauruliches Vierseit berühren. H. Vog t .  Crelle 

XClI, 328. 
. Vergl. Infinitesimalgeometrie. Eegelschnitte. Kreis. Mannichfaltigkeiten. 

O berflachen. 
Geometrie der Lage. 

171. Ueber eine ILeihe neuer Thatsachen auf dem Gebiete der Topologie. O. S i -  
m o n y .  Mathem. h n a l .  XIX, 110. 

Qeschichte der Mathematik. 
172. Die quadratischen Irrationalitaten der Alten iind deren Entwickeliingsmetho- 

den S. G ü n t h e r .  Zeitschr. Nath. Phys. XXVII, hist -lit. Abth. Su plem. 1. 
173. Die geornetrische Zahl in Platon's VIII. Buche rom Staate. Fr I!u l t s ch .  

Leitschr. Math. Phys. XXVII, hist.-lit. Abth. 41. 
174. Der Tractat  Franco's von Lüttich , ,De quadratura circuli" herausgegeben von 

Dr. W i n t e r b e r  g. Zeitschr. Math. Phys. XXVII, hist.-lit. Abth. Supplem. 
135 

175. ~ e i t r a i - i u r  Geschichte der Mathematik. E d. M a h l e r .  Zeitschr. Math. Phys. 
XXVII, hi&-lit. Abth. 207. 

176. Eine bis jetzt unbekannte Schrift des Nic. Oresme. H. S u t e r .  Zeitschr 
Wath. Phys. XXVII, h i&-l i t .  Abth. 111. 

177. Ueber das so~enaun te  Restoroblem in den chinesischen Werken Swan-king 
von  un--tsze und   ai en lei schu von Yih- hing. L. ~ a t  t h i e  sseÙ: 
Crelle XCT. 254. . . - . - -. . 

178. Descartes und das-&echungsgesetz des Lichtes. P. K r a m e r .  Zeitschr. Math. 
Phys. XXVII, hi&-lit. Abth. Supplem. 233 

179. Die Entdeckung der  analytischen Geometrie und Marino Ghetaldi. E. Gel - 
c i  ch. Zeitschr. Math. Phys. XXVII, hist .~ lit. Abth. Supplem. 191. 

180. Prouriété des aodaires connue au Marauis de 1'Hosoital. E H a b i c h .  Mathe- 
' eis II. 149: rverel. ~ d .  XXVII. Nr. 85.1 

181. Versuch h u e r  ~ a ' f e l n  d e r  1iyperbo1ikchen~;nctionen. Aug .  F O r t i .  Zeitschr. 
Math. Phys. XXVII, hist.-lit. Abth. 1. 

182. Die Heimath Araand's. H o  ü el .  Zeitschr. Math. Phys. XXVlI, hist-lit. Abth. - 
125. 

183. Geschichtliche Entwickelung der mathcmatischen Elektricititdehre und Bc- 
deutung des Potentials für die letztere. A u g .  K ie l .  Grun. Archiv LXVLT, 
113. 

184. Discours prononcés lors des obsèques de Le Verrier. Compt. rend. LXXXV, 
580. 

185. Adresse zum 50jahrigen Doctor.jubilaum von E. E. Kummer. Berl. Akad.-Ber. - - 
1881, 895. 

Vergl Astronomie 29. Functionen 109. Gleichungen 186, 190 Graphisches 
Rechnen Hydrodynamik 205. Maxima und Minima 256. Planimetrie 
330 Eectification. Reihen 359. ~'ahrsçheinlichkeitsrechnung 397. Zahlen- 
theorie 412, 414. 

(ileichungen. 
186. Expos6 des méthodes générales en Mathématiques; résolution et intégration 

des équations, applications diverses, d '~pr i . s  Hoené Wronski. Em. West. 
Journ. mathém. Sér. 3, V11, 6. 

187. Untersuchungen über algebraische Gleichungen. A. S i e  b el. Grun. Archiv 
LXVII, 375. [Vergl. Bd. XXVI, Nr. 376.1 
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188. Sur uue classe de fonctions symétriques. W. K a  p t e y  n Grun Archiv LXVLI, 
1 n3 ---. 

189. Sur la résolution de l'équation du ciiiquièuie degré. B r i  O s c hi. Compt. rend. 
LXXXV, lii00. 

190. Sur l a  r5duction due à M. Schlomilch d'une équation di1 4. degré à une équa- 
tion réciproque. H. B r o c a r d .  Mathesis II, 181. [Vergl. Bd. XXVLI, 
Rr .  112.1 

191. Bemerkungen zu einer Auf losung der Gleichungen vierten Grades. L i  g O w s k i. 
Grun. Archiv LXV11, 446. 

192. Sur le probkrne de Kepler. A. d e  G a s p a r i s .  Compt. rend LXXXIV, 335. 
193. Zur Theorie der Elimination einer Tari:~beln a m  zwei algebraischen Glcich- 

ungen. L. K r o r i  e c k e r .  Berl. Akad.-Ber. 1881, 535. 
104. Nouvello méthode pour l'élimination des fonctions arbitraires. R. M i n i c h .  

Compt. rend. LXXXIV, 1496. 
195. Sur un problème comprenant la théorie de l'élimination Ven t  é j  01 S. Compt. 

rend. LXXXlV. 546. 
196. Ueber Systeme v o n ' ~ l e i & u n ~ e n  mit gewiswu Be~onderheiten. K r  ey. Math 

Annal . XIX, 497. 
197. Solution d'un systamt! de 2 équations cubiques, V e r h e l s t  & P i s a n i .  Ma- 

thesis II, 155. - G e l i n  ibid. 156. - J. N e u b e r g  ibid. 156. 
198. Iiksolution d ' ~ i n  système de 3 équations quadratiques. Y.  B o r t  i e  r. Nathesis 

11, 138. 
Vergl. Zahlentheorie 402 

@raphischea Rechnen. 
199. Tables graphiques et  g6ométric anamorphique; réclamation de priorite. L. 

L a l a n n e .  Compt. rend. LXXXV, 1012. 
Vergl. Astronomie 28, 29. 

H. 
Hydrodpemik. 

200. Recherches sur l a  théorie mathématique d e  l a  capillarité. H. Re  s a l .  Journ. 
matham. Sér. 3,  VII, -1. 

201. Sur la vitesse de propagation des ondes. L a r  oche .  Compt. rend LXXXIII, 
741 . --. 

202. Ondes coiirantes sur un sphéroïde liquide. Em.  G u y  on. Compt. rend. LXXXV, .',". 
1Z14. 

203. De la propagation verticale des ondes dans les liquides. P. A. C o r n a g l i a .  
Journ. mathém. Sér. 3, VII, 280. 

204. Propriétés communes aux canaux, aux tuyaux de conduite e t  aux rivikres à 
régime uniforme. P. B o i l e a u .  Compt. reild. LXXXIV, 326; LXXXV, 
429. [Vergl. Bd. XXILI, Nr. 170.1 

205. Remarques historiques sur la thdorie du mouvement d'un ou de plusieurs 
corps, tie formes conatantes ou variables, dans un fluide incompressible. 
G. A. B j e r k n e s .  Compt. rend. LXXXIV, 1222, 1309, 1375, 1446, 1493. 

Hyperbel. 

Infdtesimalgeometrie. 
206. Sur le déplacement infiuiment peti t  d'un dièdre de grandeur invariable. 

A. M a n n h e i m .  Compt. rend. LXXXIV, 1373. 

Integration (anbestimmte). 
207. Ueber rnehrfache In tegrde ,  welche duroh eiue Transformation der Variabeln 

ihre Qeatalt nicht iindern. S. G u n d e l f i n g e r .  Crelie XCI, 215. 

ïnvanantentheorie. 
208. Bemerkungen zur Invariantentheorie. C h r i s t  O f f  el .  Mathem. Annal. XIX, 280. 
209. Sur les invariants fondamentaux dc l a  forme binaire du huitième degré. 

S y l v e s t e r .  Compt. rend. LXXXIV, 240, 532. 
210. Sur l a  théorie algébrique des formes. S y l v e s t e r .  Compt. rend. LXXXIV, 

975, 1113, 1211, 1286, 1359, 1427. 
211. Sur les invariants. S y l v e s t e r .  Compt. reud. LXXXV, 992, 1035, 1091. 

Vergl. Functionen 110. Zahlcntheorie 402. I 
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M. 
Kegelschnitte. 

212. Ueber ein Kriterium von Steiner in der  Theorie dcr Kegelschnitte. H u n y a d y .  
Crelle XCI, 248. 

213. Bemerkung zur Kegelschnitttheorie P a s  ch. Zeitschr. Math. Phys. XXVIT, 122. 
214. Die Wechselbeziehiing zwischen einem Sutze von Chasles und von Steiner 

nebst eiuigen daraus fliesseuden gcometrischen Relationen. Ad. Schu .  
m a n n .  Zeitschr. Math. Phys. XXVII, 363. 

216. Sur une proposition générale de  la théorie des coniques. H a l p h e n .  Compt. 
rend. LXXXIII, 791. 

216. Ueber Büschel von Kegelschnjtten. G o r d a n .  Mathem. Annal. XIX, h29. 
217. Kegelschnittbüschel- Constructionen. Fr. B e r g m a n n .  Grun. Archiv LXVII, 

177. 
218. Sur les caract6ristiques des systèmes des coniques. I I a l p  h en. Compt. rend. 

LXXXIII, 537. 
219. Sur les caractéristiques des systèmes de  coniques e t  de surfaces du second s 

ordre. H a l n  hen.  Comut. rend. LXXXIII. 886. ~r - 

220. Ueber ein Sgstem Ton vicr ' ~ c ~ c l e c h n i t t c n  in' der Ebenc. H. S c  h r  o c t e r. 
Zeitschr. Math. Phys. XXVII ,  61. 

221. U e b e y i n k e  Eigenschaften der Kegelschnitte. J. B l a s c h k e .  Grun. Archiv 
LXVii, 104. 

222. Ueber dreifach berührcnde Kegelschnitte mit vorgegebenem Brennpunkte. 
F r .  H o f m a n n .  Grun. Archiv LXVII, 332. 

223. Le lieu des centres des cercles qui touchent une circonférence donnée et divi- 
sent une autre circonférence donnée en deux parties égales est une 
conique. D e r o u s s e a u x .  Mathesis I l ,  222. - H a r b a r i n  ibid. 223. 

Vergl. Determinanten 68. Determinanten in geometrischer Anwendung 69. 
Ellipse. Geometrie (dcscriptive) 130. Geometrie (hohere). Kreitr. Mecha- 
nik 270. Optik 314. Parabel. 

Kettenbriiche. 
224. Die Entwickelung des Eulcr'schen Algorithmus. L. K l u g .  Grun. Archiv LXVII, 

337. 
Kreis. 

225. Grundziige der Geometrie des Zirkels. F r .  B e s s e l  1. Grun. Archiv LXVII, 44. 
226. Exemples de  la géométrie du compas. P o l i s .  Mathesis II, 220. - J. G i l l e t  

ibid. 221. - P. M a n s i o n  ibid. 221. 
227. Trac6 pratique du cercle qu'il convient d e  substituer à une courbe donnée 

dans une étendue finie. H. L e a u t é .  Compt. rend. LXXXV, 1049. 
228. Soient 7,  R l'apothème et le rayon d'un polygone régulier; si est le rayon 

, de l a  circonf4rence isopérimètre avec ce polygone, ou a j ( ~ + 2  R) 7 Q 

>-. E. ,  C a t a l a n .  Mathesis I I ,  85.  - J. N e u b e r g  ibid. 88. - 
H. B r o c a r d  ibid. 246. 

229. Die Potenz eines Punktes in Bezug auf den Umkreis eines Dreiecks. E. Bain.  
Grun Archiv LXVII, 106. 

230. Sécante tirée a r  le point d'intersection de  deux circonférences. L i é n a r d .  
Mathesis fi, 227. - E ' a u c h a m p s  ibid. -227. 

231. L'axe radical de deux cercles est a dpalc distance des nolaires du centre de 
cha ue cercle a r  rapport  à 17au&e cercle. ü e r v & s .  Mathesis II, 228. 
- .? G i l l e t  $id. 229. 

232. Sur l'axe radical de deux circonférences, dont on connait des segments ca- 
pables d'un même angle. P i s a n i .  Mathesis 11, 206. - J. N e u b e r g  
i b i d  207. 

- 

233. ThBorème sur  les cercles circonscrits e t  inscrits. L i é n a r  d. Mathesis Ii, 133. 
234. Le lieu du sommet d'un triangle dont on  connait la base et  l a  somme dre 

cotangentes des trois angles se compose de deux circonlërences. Po le t .  
Mathesis LI, 186. - J. N e u  b e r g  ibid. 186. - J. G i l1  e t ibid. 242. 

236. Sur 6 droites menées par  nn point d'une circonférence. L i é n a r d .  Mathesis 
Tl 4.n 
11, AIV. 

236. Ein Beitrag sur  Krcislehre F r .  S c h i f f n e r .  Gruq. Archiv LXVII, 111. 
237. Circonférence passant p a r  les sommets de 6 triangles semblables sur une même 

droite. L i é n a r d .  Mathesis 11, 167. 
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238. Point situé sur le cercle des 9 poinh d'un triangle. L i é n a r d .  Mathedis U, 
226. 

239. Soient P, P' les projections de deux points 31, M' d'une circonférence sur un 
rayon 08; le rapport des aires du triangle O M N '  et du trapèze 2CfPP'M' 
ne change pas quand l a  corde M M '  se déplace parallèlement à elle- 
même. B o r t i e r .  Mat,hefiis II, 13% 

Vergl Geschichte der Mathematik 174. Maxima und Minima 259, 260, 261. 

Kromm11ng. 
240. Donner une methode pour trouver les courbes daris lesquelles le rayon de  

courbure e est une fonction donnée f ( u )  de l'angle rr que l a  tangente à 
la courbe fait avec une direction fixe. Application aux cas où f (or) = a .  cos a, 

COS' u  
f [a) = -- . H. B r o c a r d .  Jlathesia LI, 104 

a 
241. Sur les rayons de  courbure des podaircu successivcd d'une -courbe planc. 

N i e w e n g l o w ~ k i .  Com t rend. LXXXIV. 765 
242. Trouver une coiirbe plane te16 si d'un point fixe pris dans son plan on 

mène des rayons vecteurs ii ses différents points, le lieu de  la, projection 
du centre de courbure sur l e  rayon vecteur correspondant soit une courbe 
symétrique de  l a  p ropo~6e  par rapport  a u  point fixe. R. B r o c a r d .  . . 
Mathesi; II, 102. - - 

243. Ueber die Krümmung der Flachen. 0. i3 O k l  en  Zeitschr. Math. Phys. XXVII, - 
369. 

214. Sur la courbure des eurfaces. P.  S e r r e t .  Compt. rend. LXXXIV, 543. 
245. Sur les surfaces dont les rayons de coiirbiire principaux sont fonction l'un de 

l'autre. A. M a n n h e i m .  Compt. rend. LXXXIV, 9:<2. 
246. Siir la géneration de la courhe méridienne d'une surface de  révolution dont 

la co~irbure moyenne varie suivant une loi donriée. B. R e s a l .  Compt. 
rend. LXXXV, 5. 

247. Ueber diejenigen Punkte auf positiv gekrümmten Flachen, welche die Eigen- 
schatt haben,  dass die von ihnen ausgehenden geodatischen Linien nie 
aufhoren, kürzeste Linien zu sein. H. v. M a n  g 01 d t .  Crelle XCI, 23. 

248. Construction pour un  point de l a  courbe d'intersection de deux surfaces du 
centre de  l a  sphbre osculatrice de cette courhe. M a n n h e i m .  Compt. 
rend. LXXXIII, 1040. 

m. 
Hagnetiamus. 

219. Sur i'aimantation des plaques circulaires où les lignes iaodgnamiques sont des 
circonfërences concentriques. E. D u t e r .  Compt. rend. LXXXV, 222. 

Msnnichfaltigkeiten. 
250. Behandlung der projectivischen Verhiiltoisse der Raume von verschiedeuen 

Dimensionen durch das Princip des Projicirens und Schneidens. Yc r O - 
nese .  Nathem. Annal. XIX, 161. 

251. Sur les propri6tés mdtriques dca courbes gauches dans un espace linéairo à 
n. dimensions. B r u u  e l .  Mathem. Annal. XIX, 37. 

252. Ueber Distanzrelationen. S t u  dy .  Zeitachr. Math. Phys. XXVlJ, 140. 
253. Regelmksige linear begrenzte Figuren von vier Dimensionen. R. H o  p p e. 

Grun. Archiv LXVLI, 29. 
254. Berechnung eiuiger vierdchnigen Winkel. W H o p  p e. Grun. Archiv LXVII, 

9fiQ 
--p. 

255. Zwei reciproke Relationeu einer Integralfunction nebst Anwendung. R. H o p p  e. 
Grun. Archiv LXVII, 412. 

Maxima und Minima 
256. Méthode, dite de Fermat, Our la recherche des maxima e t  des minima. P. 

M a n s i o  u. Mathesis Pf, 193. 
axP+ b z + c  

257. Maximum e t  minimum de la fonction y = -. C a t a l a n .  Mathesis 
a'xr + b'x + c' 

II, 5. 
258. Sur certaines questions de Maximum. J. N e u  b e r g .  Mathesis 11, 153. 
269. Trouver le minimum do xz+y'-se, x, y, Btant les distances d'un point va- 

riable aux côtds d'un triangle donué. il O neux .  Mathesis LI, 40. 
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Maximum d'une aire définie dans une circonférence dopnée. P i a a n i .  Na- 
thesis II, 21. - R u e x  ibid. 22. 

Maximum d'une aire définie entre deux circonférences données E. C 1 e v er S. 
Mathesis LI, 22. - R u e x  ibid. 23. 

Maximum dii volume d'un corps compris entre deux pyramides rtgiilières. 
A. L a m b e r t .  Mathesis II, 34. 

Queations de  maximum et de minimum. G e l i n  Mathesis II, 164. 

Mechanik. 
Sur les équations fondamentales de Itt dynamique. J a n  a u  d. G r u .  Archiv 

LXVrr, 160. 
Sur quelques thdorèmes de  mécanique. H. Hesa l .  Jonrn. mathém S6r. 3, 

VIT. 33 . - , 
Bewegung und Stabilitiit eines laufenclen Rades R. H a p p e .  Grun. Archiv 

LxvlI, 165. 
Sur l e  problème des lignes géodesiques conaidéré comme problème de méca- 

nique. M. L e v y  Compt. rend. LXXXV, 904, 938, 1009, 1065, 1150. 
Ddtermination des trois axes d'un corps, sur lesquels les forces centrifuges 

exercent, pendant la rotation, une action maximum. E. B r a s s i n n  e. 
Journ. mathbm. S6r. 3, VU, 215. 

Sur 
uelques questions concernant les forces centrales. E d. Co in b e scure .  
ouru. mathdru. Sér. 3, VU, 2.39. 

Recherche de l a  loi que doit suivro une force ceritrale pour que l a  trajectoire 
qu'elle détermine soit toujours une conique. G. U a r b  oiix. Compt. rend. 
LXXXIV, 760, 936. 

Des solutions singulières qui se présentent dans le problème di1 mouvement 
curviligne d'un oint sous l'action d'une furçe centrale. J .  Bousa inesq .  
Compt. rend. L ~ I V ,  944. 

Sur les mouvements quasi circulaires d'un point soumis à l'attraction d'un 
centre fixe. J. B o u s s i n e s q .  Compt. rend. LXXXV, 65. 

Mouvement d'un point sur une surface. Ph.  G i l b e r t  Compt. rend. LXXXV, 
1280. - - - -  

274. Théorie des petits mouvements d'un point pesant sur nne surface fixe décrite 
autour d'un axe de révolutiou vertical. J. B o u s s i n e s q .  Compt. rend. 
LXXXV, 539. 

276. Sur la transmission de moiivement. C. Rozé .  Campt. rend. LXXXIV, 1148. 
276. Sur la constriiction gCorn6trique des pres~ions  que supportent les divers 616- 

ments plaus menés par un même point d'un corps. J. Roiissinesq.  
Compt rend. LXXXLII, 1168. 

277. Uelier das Gyroskop. W. H e m .  Mathem. Annal. XIX, 121. 
278. Le d6vioscope, appareil donnant directement le rapport  qui existe entre la 

vitesse augulaire de l a  Terre et  celle d'un horizon qiielconque autour de 
l a  verticale du lieii. G.  S i r e .  Journ. mathém. Sér. S. VII, 161. 

279. Sur l a  stabilité des voutes. H. R c s a l .  Compt. rend. LXXXIV, 203. 
280. Sur l'isochronisme du spiral réglant cylindrique. E. C a s p a r i .  Compt. rend. 

LXXXUI, 47. 
281. Sur l a  thborie g6nérale des rbgulateurs. W i s c h n e g r  a d s  k i .  Compt. rend. 

T,XXXlIT. s i n  - -- -- -- - . 
7 

282. Sur la théorie dynamique des régulateurs. R O l lari  d. Compt. rend. LXXXLII, 
A l  R - - - .  

Vergl. Astronomie. Balistik. Brachistochrone. Elasticitiit. Elektrodynamik. 
Hydrodynamik. Magnetismus. Molecularphysik. Optik. Quaternionen 
357. Schwerpunkt. Warmelehre 

Molecolarphysik. 
283. Note coucemant le travail intermoléculaire. P. B o i l e a u .  Compt. rend. 

L x x x v ,  1135, 1199. 

m. 
Nantik. 

284. Examen des nouvelles méthodes proposées pour l a  recherche de l a  position 
d u  navire à l a  mer. A Le  d i e u .  Compt. rend. LXXXLII, 23, 120, 188. 
[Vergl. Bd. XXILI, Nr. 242.1 

286. Calcul de la lon 'tude, à la mer, par les occultations d'dtoiles. B a i l l s .  Compt. 
rend. LXXFV, 1153. 
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286. Sur la détermination du zénith du navire. H. B e r t  ot .  CornPt. rend. LXXXIV, 
1.789. 

287. Résumé des regles pratiques de l a  nouvelle navigation. F a s c i .  Conipt. rend. 
LXXXIII. 442. rVcrel. Rd. XXIII. Nr. 243 1 

288. Formes réduites rraGque; du d<<relop~ement  d e * ~ a ~ l o r .  I l o u y  a u x .  Compt. 
rend. LXXX V, 1014. 

289. Du roulis en eau calme. B o u r g o i s .  Compt. rend. LXXXIV, 7 6 8  

Normalen. 
290. Sur les normales qu'on peut mener d'un point donné ?I une conique. L a -  

g u e r r e .  Compt. rend. LXXXIV, 181. 
291. Trouver les courbes telles que, si par  le point N oii une normale quelconque 

rencontre l'axe O X ,  on mène une parallèle à la tangente en M ,  cette 
droite passe par un point A donrié sur l'axe O Y .  Trouver les trajectoires 
orthogonales de ces coiirbes. H. B r o  c a r  d. Mathesis II, 127 - P. M a n -  
s i o n  ibid. 1 2 8  

292. Déterminer une courbe telle que menant par un point quelconqiie l a  tangente 
MY' et la normale H N ,  les diagonales du  quadrilatère MNOT formé 
par ces deux droites e t  les deux axcs O X ,  O Y  fassent un angle donné 0. 
ri. B r o c a r d .  Mathesis 11, 163. 

293. Sur les courbes ayant les mêmes normales principales et  sur l a  surface formée 
par ces normales. A. M a n n h e i m .  Compt. rend. LXXXV, 212. 

294. Condition pour que les normales principales d'uue courbe soient normales 
principales d'une seconde courbe. J. A .  S e r r e t .  Compt. rend. LXXXV, 
807. - 

295. Note sur les courbes qui ont le8 inémer! normales principales. B. N i e w e n -  
g l o  w s k  i. Compt. rend. LXXXV, 392. 

Oberfltichen. 
296. Zur Theone der Fl%chentransformationen. B a c  k 1 u n d .  Mathem. Annal. XIX. 

387. 
297. Ueber allgemeine Flachentheorie. F, d. M a h l e r  Gruii, Archiv LXXVI, 96. 
298. Sur l'application des méthodes de  l a  physique mathti'matique à l'étude des 

corps termiri& par des cyclides. G .  D a r b o u x .  Compt. rend. LXXXIII, 
1037,  1099 .  

299. Sur une elasse.de systèmes orthogonitux, comprenant comme cas particulier 
les systèmes isothermes. G. D a r b o u x .  Compt. rend. LXXXIV, 298.  

300. Sur les systèmes orthogonaux comprenmt une famille dc surfaces du deuxibme 
degré. G Il a r b o  iix. Coinpt. rerid. LXXXIV, 336. 

301. Démonstration, par le iinçipe de correspondance, d'un théorème sur le con 
tact  des surtaecs $un implexe avec une surface algéhriqiie. G. F O u r e t .  
Compt. rend. LXXXIV, 435. 

302. Sur les transformations de contact des  système^ de surface. G. F o u r e t .  
Compt. rend. LXXXV, 1221 

303. Sur une propriété des surfaces gauches. F. C h o m é .  Mat,hesis II, 8 2 .  
304. Nouveau mode de représentation plane de classes de surfaces reglées. A. 

M a n n h e i m .  Compt. rend. LXXXV, 788, 8 4 7 ,  9 4 1 .  
305. Sur les surfaces osculatrices. P e p i n .  Journ math6m. Sér. 3, 111, 71 .  
306. Ueber die Welleuflache zweiaxiger Krystalle. 0. B 6 k 1 en. Zeitschr. Math. 

Phys XXVII, 160. 
307. Ueber die Flache 4 .  Ordnung mit Cuspidalkegelschnitt. B e la .  Mathem. Annal. 

XTX. 291. -----. 
308. Sur les lignes asymptotiques d'une surface du quatrième degr&. E. R o u c h é .  

Conipt. rend. LXXXIV, 434 .  
309. Ddteymination des lignes de courbure d'une classe des surfaces, et  en parti- 

culier des surfaces tetraédrales de Lamé. C;. D a r b o u x .  Compt. rend. 
LXxxlv, 382. 

310. Ueber den geonietrischon Ort des Durchschnittspunktes zweier von gegebenen 
Punkten ousgehendeu und zu einer gegebenen Ebene gleichgeneigteu 
Geradcn. L. K l u g .  Grun. Archiv LXVLI, 330. 

311. Trouver l'équation d'une surface en employant les tangentes tirkes de  chacun 
de  ses points à une sphère domde. H. B r o  üard. Mathesis H, 161. 
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Opfik. 
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rend. LXXXV, 326. 

321. Remerkiingen iiber den Lichtwechsel der Sterne vom Algoltypus. H. Rriins.  
Berl Akad.-Bcr 1881, 48. 

Vergl. Ueschiclite der Mathcmatik 178. Oberflachen 306. 

P. 
Parabel. 
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moyen de trois points et d'une tangente. J. N e u  b e r g .  Mathesis II, 58. 

323. Lieu des tbyers dea paraboles qui passent par deux points donnés et dont 
l'axe a une direction donnée. C e s a r o .  Mathesis II, 189. - L i é n a r d  
ibid 190. - G é r o n d a l  ibid 190. - J. N e u b e r g  ibid. 191. 

324. Tangeutes communes à iine parabole e t  aux podaires d'une courbe prises sous 
differentu angles. H. S c h o  e n t  ' e s  Mathesis LI, 155. 

325. Enveloppe de l a  corde commune à deux paraboles dont l'une rcstc fixe tandis 
que l'autre se d6 lace en restaut tangente à la première. P i s a n i .  Ma- 
thrsia iI, 20. - S e u l i e r g  ibid. 21. 

Paraboloid. 
326. Sur la paraboloïde des huit droites. A. M a n  n h e  im .  Compt. rend. LXXXIV, 

615. 
Philosophie der Mathematik. 

327. Philosophie et  enseignement des mathématiques; sur la réduction des démon. 
strations à leur forme la plus simple e t  la plus directe. D e  S a i n t -  
V e n a n t .  Compt. rend. LXXXLII, 102. 

328. Sur la conciliation de la liberte morale avec le det,erminisme scientifique. 
J. B o i ~ f i s i n e s q .  Compt. rend, T>XXXIV, 362. 

339. Accord des'lois de la mécauiqiie avec la liberté de l'homme dans sou action 
sur la matiare. D o  S a i n t - V e n a n t .  c'ompt. rend. LXXXIV, 419. 

Planimetrie. 
330. Der Beweis des Ptolem%us'schen Satzes. S c h n e l l .  Grun. Archiv LXVII, 225. 
331. Eine Billardaufgabe. Em. H a i n .  Grun. Archiv LXVlI, 110. 
332. Ein Beitrag zur Theorie der merkwürdigen Punkte im Dreieck. J. L a n g e .  

Grun. Archiv LXVLI, 191. 
333. Droites joignant les pieds des bissectricea extérieures et int'érieures d'un triangle. 

P i s a n i .  Matheais 11, 111. - J. N e u b e r g  ibid. 113. 
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334. Théoreme sur la hauteur et  la bissectrice d'un triangle partant du  même 
sommet et généralisation de ce théorème. l i o c c h e  t t i  & P i s a n i .  Ma- 
thesis II, 173. - A. C o m b i e r  ibid. 173. - E. C a t a l a n  ibid. 180. 

33.5. Théorème sur les perpendiciilaires aux trois côtés d'un triaugle menées par 
uu sommet du triangle. L i é n a r d .  Mathesis 11. 114. 

3%. Sur trois droites att,ena;t à un triaiigle qui concourent en un même point. 
L i é n a r d .  Mathesis LI, 89. 

937.  Dreierkssiitze. E. J a c k w i  t z .  Grun. Archiv LXVII, 335. 
338. Shdorème sur des tran~versales d'un triangle. C e a a r o  Mathesis II. 187. 
339. Triangle dont les trois côtés sons divises en  moyenne et extrème raison. 

L i é n a r d .  Mathesis II, 93. 
3.10. La somme des 4. puissances des médianes d'un triangle est égale aux f6 de 

celle des côtés. P r k v o s t .  Mathesis U,  115. - R o c c h e t t i  ibid. 116. 
- J. N e u b e r g  ibid. 116. - G i l l e t  ibid. 15'2. 

341. Propriétés de denx lignes brisées inscrites dans nn triangle. E. C l e v e r s .  
Mathesis 11, 60. - J. N e u b e r g  ibid. 61. 

312. Théorèmc sur cinq triangles éqiulatériiux. A. L a m b e r t .  Mathcsis II, 187. 
343. Triangles rectangles semblable8 construits sur deux côtés d'un triangle dom& 

J. N e u  b e r g .  Mathesis II, 91. 
344. Aire du triangle dont les sommets sont le centre et  les sommets des angles 

aigus d'un triangle rectangle. D e  G r  aeve .  Mathesis II, 229. - G i l l e t  
ibid. 230. 

345. Une dérrionstration du tht'orèrue de Pythagore par le Prksident Garfield. E. 
C a t a l a n .  Mathcsis Il, 1'21, 150. 

346. Einzeichnung eines Quadrates von gegebenem Flacheninhalt in ein Quadrat. 
S c h n e l l .  Grun. Archiv LXVLI, 333. 

Vergl. Kreis. 

a. 
Qnadratische Formen. 

347. Ueber die Transformation einer quadratischen Form in eine Summe von Qua- 
draten. S. G u n d e l f i n g e r .  Crelle XCI, 221. 

348. Sur la théorie des formes quadratiques à un nombre quelconque de variables. 
F r o b e n i u s .  Compt. rend. LXXXV, 131. 

D 1 
W .  Eiuige Eigeoachaften der Dirichletbchen Fnnctionen F(s) = a(-) . - . die 

n n s  
bei der Bestimmung der Classenzahlen biniirer quadratischer Formen auf- 
treten. Ad.  H u r w i t  z Zeitschr. Math. Phys. SXVLI, 86. 

350. Trouver une infinité de solutions entières des équations de l a  forme XE+ YP 
+ Z P = ( 2 h + l ) ( x 2 + y e + z P ) .  S. R e a l i s .  Mathesis II, 64. 

351. Ueber die Dar~tellbarkeit  von Primzahlen durch die Porm aL+ b'. Th. H a r -  
m u  th.  Grun. Archiv LXVII, 215. 

352. Relations entre certaines sommes de  carrés. G. D o s  t O r. Grun. Arch. LXVLI, 265. 
353. Si x, y, z, u n'ont aucun facteur commun e t  si xP+yZ+zg =d, I e t  un des 

nombres x,  y, z sont impairs, les deux autres pairs. F. H o f f m a n n .  
Mathesis 11, 163. Qnadratnr. 

354. Sur les deux théorèmes de  M. Clebsçh relatifs aux courbes quarrables a r  les 
fonctions eiliptiqucs ou par les fonctions circulaires. Max.  M a r i e .  8ompt.  
rend. LXXXLV, 227. 

355. L'aire de l'ellipse décrite par  un point d'une droite de  longueur constante 
qui glisse entre les jambes d'un angle est indépendante de  l a  grandeur 
de l'angle. J. N e u b  e r g .  Mathesis LI, 37. [Vergl. Bd. XXVli, Nr. 241 ] 

Vergl. Bestimmte lntcgrale 38, 39. Kreis 227. N w i m a  und Minima 260, 261. 

Qnatemionen. 
356. Définition d'un quaternion. hl a n s i  on .  Mathesis II, 31 
357. Applications mécaniques du calcul des quaternions G e n t y .  Journ. math6m. 

Skr. 3, VII, 49. 

Rectification. 
358. Sur le ~ é r i m è t r e  de l 'el l i~se.  H B r o c a r d .  Mathesis Ii, 180. - B a r b a r i n  

ibid. 209. - P.  ansi ion ibid. 211. 
Vergl. Kreis 227. 
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Reihen. 
359. Di ression sur les séries. E m .  W e s t .  Journ. mathém. Sér. 3, VU, 111. 
360. ~ e % e r  eine Reihe von dem Werthe + I  oder - 1,  j e  nachdem 1x1 < l  oder 

1x1 > 1. J. T a n n e r y .  Berl. Akad.-Ber. 1881, 228. 
361. Forme gbnérale des coefficients de certains développements. Des .  André .  

Compt. rend. LXXXV, 786. 
362. Développement d'une fonction à une seule variable, dans un intervalle donné, 

suivant les valeurs moyennes de cette fonction et  d e  ses dérivées succes. 
sives dans cet intervalle. H. L 6 a u t  é Journ. mathém. S6r. Y, VII, 185. 

363. Sur le développement des fonctions implicites en une série. G o m e s  T e i -  
x e i r a .  Journ. niathéru. S h .  3, VU, 277. 

364. Sur le développement de  arctgx en série convergente. V.  J a m c t .  Mathesie 
T T  .O 
1 1 ,  TL,. 

365. Série derivant d'une manière très simple de la série du biuome. E. Ca ta l an .  
Mathesis II, 101. 

366. Ueber neuere Formen von hoheren Reihen. Fr.  C. L u k a s .  Grun. Arçhiv 
LXVU, 327. 

367. Sommation des pile0 de boulets. E .  V e r h e l s  t. Mathesis II, 78. - B. Bro-  
c a r d  ibid. i 5 1 .  

Verg-l. Uernoulli'sche Zahlen. Convergenzbedingungen. Elliptische Transcen- 
denten 95. Fourier'sche Reihe Functionen 115. 126.  127. Geschichte 
der Matheniatik 185. Nantik 288. 'iYigonometrie 378. Ultraelliptische 
Sranscendenten 388 

S .  
Schwerpunkt. 

368. Théorème sur le centre de gravité. J. N e u b e r g .  Mathesis II, 59. 

Spharik. 
369. Die seitcnhalbirenden Transversalen des spharischen Dreiecks. P. v. S c h a e -  

wen. Zeitschr. Math Phys. XXVII, 126. 
370. Sur le quadrilatkre sphérique ayant deux angles opposés droits. P o l s t .  

Mathesis II, 188. - D e  M u n c k  ibid. 189. 

Snhstitntionen. 
371. Sur l a  détermination des groupes formés d'un nombre fini de substitutions 

linéaires C. J O  r ri an .  Compt. rend. LXXXII I, io:is 
372. Détermination de8 groupes forniés d'un nombre fini de substitutions linéaires. 

C. J o r d a n .  Compt. rend. LXXXIV, 1446. 

Trigonometrie. 
373. Trouver la relation entre les deux angles sous lesquels on voit, d'un point 

quelconque d'une circouféreuce, les deux diagonales d'un carré circonscrit. 
P i s a n i .  XathesisII. 141. - A. L a m b e r t  ibid. 141. 

374. fiquivalence de deux triaAgles. L i é n a r d .  Mathesis II, 132. - J. N e u b e r g  
ibid 133. 

375. Limite du rapport  de  l'aire d'un quadrilatkre à la somme des aires de pro- 
jections consécutives du  quadrilatère. P i s  a n i .  Mathesis 11, 142. 

376. Dans tout parallClipipède circonscrit a unc sphère, chacune des arëtes d'uu 
angle tribdre est  proportionelle au sinus de l'angle forme par les delu 
autres. A. L a m b e r t .  Mathesis LI, 142. 

cosx.cos('2x-a) 
377. Résoudre l'équation (1 + k) = l + k c o s 2 x .  D e  G r a e v e .  Ma- 

cos (x - a)  
thesis II, 249. 

2 ( n - l i n  n + ...+ cos2(z+ T ) = - .  2 Lam-  

b e r t .  Mathesis 11, 185. - J. G i l l e t  ibid. 244. 
379. Équation entre des fonctions trigonométriques de 3 angles quelconques. P i -  

s a n i .  Mathesis I I ,  136. -- P o l e t  ibid. 137. - J. N e u b e r g i b i d .  212. 
380. Déterminant de fonctions trigonométriques de trois angles. P i s a n i .  Mathe - 

sis II, 91. 
381. fiquation entre les fonctions trigonometriques de trois angles. P i s a n i .  Ma- 

the& II, 90. 
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382. Equation ent,re des fonctions trigonométriques d e  3 angles quelconques. 
P i s a n i  ti L i é n a r d  Mathesis II, 139. - P o l e t  ibid. 140. - G e l i n  
ibid. 110. 

383. R6solution d'un système de deux équations. G. Noé.  Matheeis II ,  202. - 
D e  B o c q u i g n y  ibid. 203. 

384. Résolution d'un système de trois équations. L a m b e r t .  Mathesis II, 203. - 
R a s t i n  ibid. 204. - P o l e t  ibid. 205. - G e l i n  ibid. 205. - J. N e u -  
b e r g  ibid. 205. 
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Ultraelliptische Transeendenten. 
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386. Ueber die Modulargleichungen der hgperelliptischen Functionen erster Ord- 
nung. M. K r a u s e .  Mathem. Annal. XIX, 423, 489. 
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388. Ueber ~eihenentwickelungen für gewisse hgperelliptische Integrale. S c  h 16- 
m i l c h .  Zeitsçhr. Math. Phys. XXVII, 317. 

389. Sur un exemple de réduction d'intégrales abeliennes aux fonctions elliptiques. 
A .  C a y l e y .  Compt. rend. LXXXV, 265, 373, 426, 472. 

390. Sur des cas de réduction des fonctions abéliennes aux tonetions elliptiques. 
B r i o s  c h i .  Compt. rend. LXXXV, 708. 

391. Sur un théorème relatif aux surfaces pour lesqueiles les coordonn6es d'un 
point quelconque s'expriment par  des fonctions abéliennes de deux para- 
mktres. Em.  P i c a r d .  Mathem. Annal. XIX, 669. 

W. 
Wtlrmelehre. 

392. Sur la théorie mécanique de  la chaleur. M. Levy .  Compt. rend. LXXXIV, 
442, 491. 

393. Sur un théorème relatif à l a  détente des vapeurs sans travail externe. G. A. 
H i  rn .  Compt. rend. LXXXIV, 592, 632, 680. 

394. Sur l a  mesure exacte de l a  chaleur de  dissolution de l'acide snlfurique dans 
l'eau. C r  ou11 c bo i s .  Compt. rend. LXXXV, 617. 

395. Sur le roblème du refroidissement des corps solides en  ayant égard à l a  
chayeur dégagée par  la contraction. M. Levg.  Compt. rend. LXXXIII, 136. 

396. Sur l a  théorie des machiues frigorifiques. A. T e rq i i em.  Compt. rend. LXXXIV, 
602, 648. 

Wahrscheinlichksitsrechnang. 
397. Das Petersburger Problem. E n .  C z u b e r .  Grun. Archiv LXVII, 1. 
398. Ein Zusatz zur Methode der kleinsten Quadrate. Th.  W i t t s t e i n .  Zeitschr. 

Math. Phys. XXVII, 315. 
399. Une question de probabilités. C e s a r  o. Mathesis 11, 177. 
400. W ahrscheinlicher Grad der Homogeneitat einer Mischung. R. H o  p p  e. Grun. 

Archiv IiXVII, 98. 
Wnrzelansziehung. 

401. Ueber das Kubiren und Kubikwurzelausziehen nach Horner's Methode. M. 
R u  sch.  Grun. Archiv LXVII, 291. 

m. 
Zahlentheorie. 

Grundzüge einer arithmetischen Theorie der algebraischeu Grossen. L. K r o n  - 
e c k e r .  Crelle XCII, 1. 

Sur leu lois de réciprocité dans l a  théorie des residus de  puissances. P e p i n .  
Compt rend. LXXXIV, 762. 

Untersuchungen über die fünften Potenzreste und die aus fünfkn Einheita- 
wurzeln gebildeten ganzen Zahlen. S c h  w e r i n g .  Zeitschr. Math. Phys. 
XXVII, 102. 
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405. Sur l'extension du th6orème de Fermat énéralisé et  du  Canon arithmeticus. 
Ed .  L ucau.  Compt. rend. L X X X I ~  439. 

406. Theorèmes d'arithmétique supérieure. E d  L u c a s .  Compt. rend. LXXXIII, 
1286. 

407. finoncé de  divers théorèmes sur les nombres. F. P r o  t h .  Compt. rend.LXXXII1, 
1288. 

408. Sur la division de la circonférence en parties égales. E d .  Lucas .  Compt. 
rend. LXXXV, 136 

409. Sur la formule P a +  1. P e p i u .  Compt. rend. LXXXV, 329. 
410. Sur la déconiposition en facteurs premiers des nombres Zn*1. G o h i e r r e  

d e  L o n g c h a m p s .  Compt. rend. LXXXV, 950. 
411. Ueber magische Parallelepipeda. T h .  H a r m u t h .  Grun. Archiv LXVIT, 238. 
412. Carré e t  cube magique de Fermat. E d .  L u c a s .  Mathesia 11, 243. 
413. Formule d'arithmétique. E. Cesa ro .  Mathesis II, 97, 148. 
414. Sur une question de  Jeau Bernoulli M a r  k o  tf. Mathem. Annal. XIX, 27. 
115. Peser un poid d'un nombre quelconque de grammes à l'aide de oids de 1, 3, 

9. .27, . . . grammes et généralisation de  ce problème. D e  l!oequignJ. 
Mathesis II, 183. - S. B. ibid. 184. 

1.2.  . . n  
416. &tant n = a + p +  ...+ 8, N =  est pair, si 

1 . 2  ... a x 1 . 2  . . . p  x . . . x 1 . 2 . . . 8  
deux au  moins des nombres or, B, . . . 8 sont impairs E. C leve r s .  Ma- 
thesis LI, 67. 

Vergl. Bernoulli'sche Zahlen 32. Combinatorik. Gewhichte der Mathematik 
172, 177, 186 Kettenbrüche. OberîXachen 306. Quadratische Formen. 
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Bistorisch - literarischo Abtheilung. 

Ueber die Nethode, nach der die alten Griechen 
(insbesondere Archimedes und Heron) Quadratwur- 

zeln berechnet haben. 

Von 

W. SCHOEKBORN 
in Krotoschln. 

Hierzu Taf. VI Fig. 11. 

AUE irrationale Grossen - es ist ja wohl gestattet,  den jetzt ge- 
brauchlichen Namen auch für die Zeit eines P y t h a g o  r a s  anzuwenden - 
stiessen die griechischcn Mathematiker zuerst bei Betrachtnng der recht- 
winkligen Dreiecke. (Crrn t o r ,  Geschichte d. Mathem., Bd. 1 S. 154.) 
Sie standen vor der  Aufgabe, Naherungswerthe für  Quadratwarzeln zu 

finden, da sie sich bald überzeugten, es liessen sich /Zl J3 etc. nicht 
genan durch Verhaltnisse ganzer Zahlen darstellen. Auf rein arithmeti- 
schem Wege  die Aufgabe zu losen, werden sic schwerlich versncht hahen;  
sie werden, wie sie es bei arithmetiscben Untersnchnngen gewohnlich 
thaten , die rechtwinkligen Dreiecke zii Hilfe genomrnen Iiaben. ( C a n t o r ,  
Gesch. d. Math.,  Bd. 1 S. 412.) Hier  bot sich ihnen nun  ein sehr  ein- 
facher Satz dar:" 

1st A B C  ein rechtwinkliges Dreieck, in  dem der  rechte Win-  
kel bei C l iegt,  und  man schneidet auf A B  von A ans ein Stück 
A D = A G ab a n d  errichtet in D srnf A R das  L o t h ,  welches di C 
in  E" schneidet,  so ist DF= PC, und B D F  ist ein dem gegebenen 
Dreiecke ahnliches, dessen Seiten mithin i n  denselhen Verhalt- 
nissen zn  einander 'stehen, wie die entsprechenden Seiten des 
gegebenen Dreiecks A B C. 

Bei E u k l i d  findet sich der Satz allerdings nicht; sollte er auch bei ande- 
ren griechischen Mathernatikern nicht erwahnt werden, oo k t  doch zu erwagen, 
dass über die A r t ,  wie die Alten Quadratwurzeln berechnet, keine Nachrichten 
auf uns gekommen sind, dass ea also nicht auffallcnd ist,  wenn ein von ihnen 
hierzu benutzter Satz in den uns erhaltenen Schriften nicht erwahnt wird. 

Hist.-lit. Abthlg. d. Zeitachr. f. Math. n. Phys. XXVIII. 6. 13 
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Beaeichnet man also die Seiteri des  A A B C ,  wie jetzt gewGhnlich, 
mit a ,  6, c ;  die entsprechenden Seiten des A BDP mit a,, b , ,  c l ;  verfahrt 
mit diesem Lheieck a u f  gleiche Weise durch Bildung eines Dreiecks mit 
den  Seiten a,, b , ,  c , ,  nud geht zu Dreieckeu mit  den Seiten aJ ,  b 3 ,  c3 etc. 
fort,  RO is t ,  wenn b = p . a  ( p )  1) war, auch b, = p .a,, bn = p.an.  Da 
c = b + a , = p . n + a l ,  a = b , + ~ , = 2 . ~ . n , + a ~  i s t ,  so folgt: 

Dasa die Seiten a ,  a,, a,, u 3 ,  . . . an Grosse rasch ahnehmen, folgt s u s  
der  Construütion. Somit kanu man folgende Gleichungen bilden: 

Verfasser ist natürlich nicht der ~ n s i c h t ,  es h#tten die griechischen 
Mathcmatiker diese Gleichungen gebildet und darnach in den einzelnen 
Fiillen gerecbnet. Sie werdcn wcnigstens in  der alteren Zeit in jedrm 
einzelnen Fal le  die i n  dem genannten Satze angegehenen Constructionen 
ausgeführt, die  Seiten c wie b  als Summen der Katheten der kleineren 

Dreiecke berechnet und dann das Verhaltniss 5 bestimmt haben. Meist 
b  

begnügten sie sich wolil mit Bildung der  ersten Dreiecke, deren Seiten 
vorlier mit a , ,  b l ,  c , ;  a , ,  I I , ,  c,  beaeichnet wurden, betrachteten aiich nur 
Fa l le ,  in denen p oine ganze Zahl k t .  Spatere ,  vielleicht schon A r c h i -  
m e  d e s ,  dürften die einf'aclisteu sich aus  1) ,  [II] ergebenden Formcln 
gekaunt  u n d  darnach gerechnet haben. 

W a s  d ie  Bildung der Gleichung i n  1) hetrifft, so ist  leicht einzu- 

als nacbste Gleichung folgt 

Dass die Alten, wenn selhst einer oder der  andere auf  solche Art 
a u s  eiuer der  Gleichungen die folgende entwickelt haben sollte, dabei 
nicht a n  Kettenbrüche und a n  Berechnung der Naherungswerthe derselben 
daühten, ist einleuchtend. 
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Ueber altgriechische Quadratwurzelberechnung. 171 

Aus jeder der Gleichungen in 1) entnahmcn die gricchischen Mathetuati- 

J ~ - r n . a n + s . a n + l  
ker ~ u e r s t  wohl n u r  einen Naherungswerth; war --- - 

6 ~ . a n + q . a n + i  
eine der Gleichungen, so  setzten sie a . + l =  O und erhielten, wenn man 

/b"+a" m 
das Zeichen hi Sur annahernd gleich benntzt,  - - Ers t  A r  - 

b P 
ch i  m e d  e s  - hei ilim laseen sich namlich entsprechende Naherungs- 
werthe aus G1. II), die  gana ahrilich w ie  1) erhalten werden, nachweisen - 
dürfte auch den zweiten in  der Gleichung liegenden NSheruiigswerth 

Jiq7 
beachtet hahen,  indem er a n =  a , + ~  setzte und nun  fand,  dass --- 

b 
m 

zwisclieu - und m + s  --- liegen misse. 
P  P + Y  

Der erste Naherungswerth ist grosser, der zweite kleiner als der  
m  s m 

volle Werth,  wenn - > -- is t ;  das Umgekehrte ist der F a l l ,  WAnn - 
P  P P 

m s  
Ans - > - folgt niimlich 

P Y 

B O  ist 
m . ( p . f l , + Y . a n + i )  > ~ . ( m . a n + s . n n + i ) ,  

d. h. 
m m . a , + s . a n + 1  -> 
P p . % a + g . a n + i  

De aber auch 
m . q . ( a n - a n + i ) >  s . p - ( a n - a n + i )  

und 

ist, Y O  erhiilt man 

1st ein erster Naherungswerth einer der Gleiçhungen grosser als der 
volle Werth der  Wurzel ,  so ist der  erste Naherungswerth der  folgenden 
Gleichung kleiner als der volle Werth. 

Ans 
m . 2 ) s . p  und 2 p . r n . p = 2 . p . m . p  

folgt namlich 
2 ( I . . m . p - m . q  < 2 . p . m . p  - s . p ,  

d. h. 
13 * 
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Hat te  man es erst versucht,  dio Lange  der  Hypotenuse aus den 
bekannten Langen der Katheten zu bestimmen, so war der Schritt zur 
Bestimmnng der Lange einer Kathete  aus den bekannten Langen der 
Hypotenuse und  der andern Ea the te  leicht gemacht. Betrachtete man 
wieder ein r e ~ h t w i n k l i ~ e s  Dreieck, in dem die Hypatenuse c = p.a ist, 

so ergeben sich auf demselben Wege wie vorher die Gleichungen: 

b =  c - a l ,  c l a  a  = bl + c, = 2 . p . a ,  - a 2  

u n d  allgemein . 

bn= cn--an+i c n = p . a n ,  a n z b n + i +  cn+1=2.p.a,+i-a+. 

Mithin erhalt man folgende Gleicliungen : 

J-c"--a" p .a -a ,  -- -- 
C 

8 

- - ( 2 . ~ ' - l ) . . a l  - p.a, 
2 pz. al - p .  a2 

- - (4 .cc3-3p) .up-(2ps- l ) .aJ  
( 4 p Y  - p ) . n e -  2 . ~ ~ . a ~  

- ( 8 . r ~ 4 - 4 . p s + 1 ) . a , - ( 4 p 3 - 3 y ) . a 4  etc. 
( 8 p 4 - 4 p 2 ) . a Y -  ( 4 P 3 - p ) . a 4  

J C 2 2  - ,.an-s.a,+, 
Entsprechend den Gleichungen i n  1) folgt aus ---- - 

C P - f l n7P-an+i  
als nachste Gleichnng 

Auch hier ergeben sich ans jeder Gleichung xwei Werthe,  zwischen denen 

p z 2  /C2_a2 m . a , - ~ . a , + ~  / P x n 2  - liegen mnss. 1st ---- i so  liegt - 
C C J) .=n-q.an+1 C - .  

m  m - s  nt s m rn- s  
zwischen - und  - ; ist ferner - < - Y  so  ist ->->--# 

P P-9 P 9 P C P-Q 
m  s  

Aus - <- folgt niimlich 
P 9 

m.q.a,+t <p.s.a,+i,  

a. h. 

F e r n e r  ist 
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. m . q . ( a , - a , + ~ ) < s . p . ( ~ ~ - a , + ~ ) ,  
folglich 

m-~-an+s.q.an+i-m.p.a~-s.p.a,+i>m.p.a,+s.p..a,+~ 

a. h. 
m.a, -s .a ,+ l  m - s  >-. 
P . a n - q - a n + i  P - 9  

rn 2 p . m - s  
D a  jetzt auch 2 . p . m . p  - m . q >  2 . p . m . p - s . p  oder -> 

P 2 p - P - P  
wird, so ergiebt sich der  Batz: 

1st  i n  einer der Gleichungen in I I )  der  erste Nahernngswerth 
grosser als der volle Wer th ,  so ist  auch jeder folgende erste Nahe- 
rungswerth grosser, der  zweite mithin kleiner als der volle Werth. 

Von den ans  den Gleichungen 1) und II) herzulejtenden Naherungs- 
werthen haben die griechischen Mathematiker vorzugsweise die sich ans 
den ersten Gleichungen ergebenden benutzt. 

- -- 1 vb"a' ( 2 ' ~ s +  
~ " 2  folgt f b 8 + a >  h' b .  (1 + Aus - - 

b 2 iuZ.a1+p.a ,  

a2 
= b + -  und  f b v a " b  1 oder f b Z  + a8 liegt 

2 b  

aP a4 
zwischen b+- und  b+- 

2 6  2 6 4 - a  
i womit ansgesprochen is t ,  dass m a  

J = - ( ~ p ~ - l ) . a ,  - p . a 2  -- 
~ b + z  Sei. - Aue -- 

2 6  
erhalt man (cz-as 

C 2 . p " a a , - C L . ~  

a -- . 
N C ( ~ - + ) = ~ - ~  und  Y c P - a Z w c  i oder 

- a  as 
/ c 2 - a 8  liegt awischen c -  - nnd C---- 9 worans folgt J/= 

2  c 2 c - a  

Sol1 nnn der Beweis dafür erbracht werden,  dass die Griechen nnter  
Benntzung des am Anfang dieser Mit thei lmg stehenden Satzes u n d  der 
daraus sich ergebenden Folgerungen Quadratwnrzeln herechnet haben, 
so würde zn  zeigen s e i n ,  dass die uns überlieferten Werthe sich leicht 
und ohne Zwang aus den entwickelten Gleichuqgen herleiten lassen. 
Dies sol1 im Folgenden geschehen; der Verfasser führt die dabei vor- 
kommenden Rcchnungen i n  der jetzt gebranchlichen Art  aus. - H e r r  
Dr. S. G i i n t h e r  ha t  in  seiner schatzenswerthen Abhandlung: , ,Die qna- 
dratischen Irrationalitaten der Alten u n d  deren Entwickelnngsmethoden 
im 4. Hefte  der Abhandlungen zur Geschichte der  Mathematik die  tiber- 
lieferten Qnadratwurzeln au€ das Sorgfaltigste zusammengestellt; das  Ver- 
zeichniss derselben, besonders das auf S. 11, 16 -18, hat der Verfasser 
durchweg benntzt. 
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Znnachst ist zu bemerken, dass der Wer th  von /M meist vqschie- 
den  ansfallen wird, j e  nachdem man IV= x 2 + y  oder = a2- y nimmt; 
die Alten sctieinen im Allgemeinen der Ansicht geweseu zu sein,  dass 
die eine oder die andere Annahme auf die Genauigkeit des Resultates 
wenig Einfluss habe. Hierfür zunachst cinige Beispicle ans den von 
A r  c h i m e d e s  bestimmten Wnrzeln,  die auch,  wjiren s e l b ~ t  seine Werthe 

-- 
für J3 nicht bekannt ,  seigen dürften, dass e r  die Formel /c2-a-c 

ae -- benntzt hat. 
2 c - a  

Wird  349450 = 591" l P  gesetzt, so liegt nach der Formel fv 
a2 02 

w b + -  und  b+--- 
2h 

J349450 zwischen 591#& und 591&&, 
ab+ a 

beide Werthe stim-men eber mit 591+ als mit 5914,  welchen Werth A r -  

c h i m e d e s  hat. Nimmt msn 349450=5922-1014,  so içt, da t= 
1014 

m 32 ist ,  J349450 592 = 591,!$11 - 591& 
1184 - 32 

Wird 13739438-  = 11732 - l 9 8 5 g  - 1173" 1985g genommen, so 
3971 

erhiilt man,  da 45 i s t ,  i1373943$9 h, 1173 - -,-y- 
2 (2346 - 45) 

== 11722&&; der  Bruch liegt zwischen + und k ,  den letztoren Werth 
ha t  A r c h i  m e d e s  ganommen. 

a 
Durch Anwendung der Gleichung Jb2+a iu b + - erhalt man 

26 

a2 . 
Die  Formel  fb2 + a% b + - 

2 b t a  scheint angewendet bei 

41 52  
/go82321 = J W + 4 1 5 2  w 3013+----  

6026 + 64' 
der  Brnch is t  nahe = a$, dafür ist 3 gesetat. 

Bei 0 ha t  A r c  h i m e d e s zwei Wcrthe angegeben , also auch dnrch 
seine Methode der Berechnung gefiinden, zwischen denen die W u r z ~ l  
liegt. Setet m m  in Gleichiingen II) c = p = 2 ,  a = 1 ,  und berechnet 
die  anfeinander folgenden Naherungswerthe, so erhalt man folgende Reihe 
von Ungleichnngen : 
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In dieser Reihe treten neben dem vielfach gebrauchten +$ auch die von 
A r c  h i m e  d e s angegebenen Werthe und zwar als aufeinanderfolgende 
Glieder einer Entwickelung a u f ,  so dass sich unmittelbar ergiebt , wes- 
wegen 92% neben lieuutzt ist. 

Was  die Wurzelwerthe des H e r O n betrifft , so rechnet der  Verfasser 

zu den nacli der Formel Jb2$-a<-u b +  5 gefundenen die folgenden, 
2 b 

-~ - a2 
zwisçhen bestirnmten Grenzen , also f b z +  a2 zwischen l '+% u n d  

a2 

b+26$-a liegend fand ,  diirfte sich aus folgenden Beispielen ergeben. 

J%= J'i"+5 Iiegt, da  J5 etwas grosser ist  als 2 ,  zwischen 7T$ 
und ï3\, H e r o n  ha t  74. J20Y= p"14~+12 iiegt, wenn ge- 
nommen wird, zwischen 14$ und 144; zwisühen beiden Werthen liegt 
14R = 14+ ++ &, welchen Werth H e r o n  angiebt. 

-- fl2 
Die Formel f6" + w 6 + --- dürfte benutzt sein i n  folgenden 

2 h C a  

+i+&$'Z (fiir den letaten Bruch setzt H e r o n  &+A= 
= 9&°C). 

Hierher geliort auch f246O ++$; da 2460 == 4 . 8 1 5 ,  so  hat H e r o  n 
den vorhergehenden Wurzelwerth nur  mit 2 miiltiplizirt und  erhalt 49 

+$+f7+2~l + +4. 
Nach der Formel { K a  CU c - 5 lasscn sich berechnen : 

2 c 
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h - - _ Y Y Y Y W Y Y W Y I - - -  

y356 = J K 5  ~ 1 0 - & = 1 8 + + - #  (statt des Briiche~ 
setzt B e r o n  &+a++=+ und ist 

Anch /167+&,  von Herrn G ü n t h e r  S. 111 erwahnt, dürfte hier- 

her gehoren. E s  ist = j f ~ ~ 1 3 - ~ & , ~ ~ = 1 2 + ~ ! j $ ;  der von 
H e r o n  benntzte Wer th ,  der  j a  genan ist,  lantet s ta t t  des Bruches 

++3-+&T+&J==:;=4#kl- 
I n  einigen Fa l len ,  die sich siimrntlich i n  der Form m .  Jm dar- 

- 4/L2-3 
stellen lassen, ist angewendet die Gleichnng (CL a' n, c . - 

4 ~ ' - 1  
4cs -  3 a s  - C .  4 c" 02 

(135 = Jmw 1 2 . t ;  = = I i + + + T $ + a l x ,  

J 1 5 7 5 = 5 . 7 / =  ~ 4 O . + # = z O z 4 =  5 1 39+3+$i ,  

J63oO= 2 .  ru 79+++&+&,  

(5% = ( 1 5 2 -  32 w % = 14+++&,  

Je + +& +A = 4. JE. Benutzt man den oben für J135 gefundc- 
nen  Wer th ,  so erhalt man j+=  2+-;Cg; H e r o n  setzt dafur 

2 + # + 4 = 2 + 7 % .  
Her r  G ü n t h e r  fiihrt noch folgende Wurzeln an. 

E s  liegt j/% nach Gleich. 1) zwischen 3Q und  3:) der letztere ist 

a. a. O. S. 55 angegeben. F ü r  f i= ) / 3 ~ + 2 ~  ergeben sich die Ungleich- 

nngen y > /s > ), 9 < <+ ; y ist S. 3 8  erwahnt. 

F ü r  J5 = Jm e r h d t  man >J6 > 151; ++ < J5<+). Anf 

S. 4 9 ,  99 wird # angeführt,  aber Herr  G ü n t h e r  haf S. 125  nach- 
gewiesen, dass H e r o n  anch LL gekannt  habe. 

5 

Um /S zn  finden, ha t  man in Gleich. 1) p = b = a = 1 zu setzen. 
Man erhalt die Ungleichnngen 

2 > J 2 > $ ,  g<p'z<y, g >  JZ>+#. 
E s  ist g der von den Alten vielfach benutzte Wer th ;  aher anch 

wird S. 59 nachgewiesen. B u s  /S liegt zwischen g und  +$ dürfte 

/%% ~u 7 0 i  z n  erkliiren sein. E s  ist /%%% = 50. J2 ,  die Wurzel 
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liegt mithin zwischen 70 und  70*, als swischenlicgend ist 702  genommen. 

- D a  bei JS das A A B C  wie A BD F gleichschenklig s ind,  so dürfte 
das vorn Verfasser angegebene Verfahren der Berechnung hier znerst 
angewendet worden sein,  und liegt in der Schwierigkeit der Rechnung 
wohl kein Grund vor, weswegen der Werth 5 nicht schon z n  P l a t o n ' s  
Zeiten sollte gefunden sein. 

Die i n  der Heronischen Trigonometrie vorkommenden Wurzeln an-  
langcnd, so hat  Herr  G ü n  t h e r  Recht mit der Annahme,  H e r o n  habe 

J 3  cu +!$ und N $, Ji w 2 und <u y ,  JZ w +% genomrnen, aber 

auch /%w$ dürfte sich beim reguliiren Elfeck nachweisen lassen. I m  

4 Uebrigen kann man (45 cu 64 erhalten ans  f-ru 7 ----- - 63. 
14-2 

Rei dem rogularen Siobenock erhlilt man il)/-m 
(7 -9) 14- 3 

= U ; dafür setzt H e r  o n  +$; es ist  % - #$ = & Beim Nenneck ist 
3 3 

& v 9 z - 3 2 ~ + ( 9 - 4 ) = - .  Beim Elfeck ist + b / l l " 3 ~ L L f i =  
8 3 

- 
zu berechnen ; wird /S N 4 gesetzt, so ist U J'i m fi. 3 - - 

3 3 

-- - 6 6 ,  welchen Wer th  H e r o n  hat. 
( 6 f f )  

7 
Von einzelnen Seiten ist die Ansiçht ausgesprochen worden, es 

hiitten die  Alten di; Berechnung der Qnadratwurzeln irgendwie au€  
Ltisung der  Gleichung x2 - a .y" 1 zurückgeführt. D e r  Verfasser 
mochte doeh das Umgekchrtc für das Wahrscheinlichere halten. Ueher- 
zengte sich der Rechner durch die Prcbe von  der Richtigkeit seiner 

Rechnnng, so rnusste e r  z. B. bei /2 finden, dass die  aufeinander fol- 
m 

genden Nahernngswerthe - [der G1. I)] abwechselnd genügten z u r  L6- 
P 

Sung der Gleichnng m2-2p" =+ 1, wahrend sie sich bei J3 als Wnr-  
zeln der Gleichung m" 3p"+ 1 zeigten. Werden nur  die ersten 

2 b 2 + a  rn 
Naherungswerthe beachtet, also J& = Jh"+n w --- - - 

2 6  
- und  JT 

v 
- 2 b e - a  m - = ~ / b 2 - . ~ -  -- BO ergab sich ohne Schwierigkeit, dase - 9  nt - P 

2 h  p n n 

rationale Wnrzeln der Gleichung x2- cg2 = + 1 w a r m ,  für  a = 1 also 
ganzzahlige. 

N a c h s c  h r i  f t .  D e r  Verfaeser der vorstehenden Mittheilung, die 
schon im Februar  d. J. der  Redaction eingesendet war, geht von der  
Ansicht ans ,  dass die alten Mathematiker Niihernngswertlie irrationaler 
Qnadratwurzeln anfangs durch Abmessnng der Seiten rechtwinkliger 
Dreiecke zn erhalten snchten. Wnrde der einmal eingesçhlagene W e g  
der Berechnnng weiter verfolgt und uach und naçh verbessert, so erhielt 
man eine Methode, nach welcher sich, wie die Mittheilung wohl ergiebt, 
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178 Historisch - literarische Abtheiliing. 

die überlieferten Wurzelwerthe des A r c  h i m e d e  s wie 18 e r O n herleiten 
laseen. Mau ha t  dabei nicht nothig, die Annahme z u  machen, es habe 
schon A r c  h i m e d e s  die Lehre der Kettenbrüche und  die Berechnung 
ihrer Naherungswerthe gckannt ,  oder derselbe habe den von T h e o n  
S rn y r n a e ufi erwahnten Satz über Seiten- und  Durchmesserzahlon ge- 
kannt ,  ans  dem uich allerdings, wie H e r r  H e i l e r m a n n  im 26. und Herr 
Dr. W e i s s  e n  b o r n  im 25. Bande dieser Zeitschrift gezeigt haben, die 
Wnrzdwer the  des A r  c h  i m  e d  e s  rasch und  leicht ergeben. 

H a t  G e r b e r t ,  dessen j a  H e r r  H e i l e r m a n n  wie H e m  W e i s s e n -  

b o  r n  a. a. 0. erwahnen, bei der Berechnnng von J3 ~ i c h  der i n  vor- 
stehender Mittheilung angegebeneu Methode bedient,  aber nnr  die Werthe 

berechnet , die gr6sser als J3 çlind, sa fand e r  a ,  $$, :;; jeder folgende 
Wer th  ist genauer als der vorhergehende; zog er vom letzten &- ab,  sa 
erhielt e r  ++= 12 und konnte niin allerdings schreiben, er habe früher, 

wo er nur  die beiden ersten Nahernngswerthe berechnet,  J3 = au- 

ganommen, uun aber, nachdem er die Hechnung genauer wiederholt, 
namlich auch den dritten Naherungswerth berechnet,  y gefunden, und 

irrte er nur  darin, dass e r  meinte, der  genauere ~ e r h  -8: bleibe auch 
noch der genauere, wenn e r  & (allerdings kleiner als die Halfte von 
&) davon abzog. 

K r o t o s c h i n ,  im Juli 1883. 
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Recensionen. 

P. Du Bora-REYMOND, Die allgerneine Fnnctionentheorie. Ergter Theil. 
Metaphysik und  Tlieorie der mathematischen Grundbegriffe: Grosse, 
Greuze,  Argument und Function. Tübingen 1882. X u. 292 S. 

Die feinereu Untersuchungen aus der  Theorie der Functionen einer 
reellen Variabeln, welche i n  der  neuesten Zeit ausgeführt wnrden , mach- 
ten es nothwendig, die Grundlagen der gesammten Analysis kritisch zu 
r~v id i ren  und  eventuell strenger zu legen. Die i r r a  t i  o n a l  e Zahl t ra t  
dabei in den Vordergrund des Intereuses. Diejenigen Mathematiker 
( D e d e k i n d ,  W e i e r s t r a s s ,  H e i n e ,  G. C a n t o r ,  M k r a y ) ,  die sich mit 
der hegrifflichen Festsetzung der  Trrationalzahlen beschaftigten, zogen es 
vor, diese Zahlen zn definiren als Gruppen  oder Reihen von unendlich 
vielen rationalen Zahlen, die gesetzmassigerweise von einem (oder mehre- 
ren) Stellenzeigern abbangen und einer gewissen Bedingung genügen. 
Damit war man irn S tande ,  eine vollstandig eiuwurfsfreie, in  sich con- 
seqnente Analysis anfzubauen, die  nirgends sich au€  geometcische Be- 
trachtnngen e u  stützen braucht. 

Will man dicse Analysis aber  anf Gegcnstando der  ausseren Erfahrnng 
anwenden, so k a n n  man zwar zeigen, dass zwei Strecken, deren eine 
man durch die andere misst, e ine Zahl bestimmen; dagegeq stosst der 
Beweis des nmgekehrten Satzes: d a s s  e i n e  i r r a t i o n a l e  Z a h l  z u -  
s a m m e n  m i t  e i n e r  E i n h e i t s s t r e c k e  e i n e  z w e i t e  S t r e c k e  b e -  
s t i m m e ,  auf Schwierigkeiten, die mit dem Wesen der S t e t i g  k e i t  der 
geraden Linie zusammenhiingen. Die  meisten Mathematiker waren und 
sind wohl geneigt,  diesen Sa tz  als ein Axiom oder geradezu al8 die 
Definition der Stetigkeit der  Geraden ansnsehen.  Einen andern Stand- 
pnnkt finden wir i n  dem vorliegenden Werke  vertreten, dessen Verfasser - 

nntersucht, ob der  fragliche Satz nicht eine nothwendige Folge nnserer 
Anschaunngen und  Begriffe von den  geometrischen Gebilden sei, oder 
mit anderen Worten,  ob e r  nicht durch p s y c h o 1  o g i s  c h  e Betrachtungen 
bewiesen werden konne. 

Die  Erorterung dieser Frage geschiebt , indem ein ,, 1 d e a l  i s t IL und  
ein ,, E m p i r i s t IL ihre  Ansichten wechselsweise vortragen und  gegenseitig 
kritisiren. D e r  Eretere operirt mit einer genauen Geraden und  mit voll- 
kommen exacten Maassen, und  der Angelpunkt seiner Erorterungen ist 
die Unterscheidung zwischen TJnbegrenzt und  Unendlich. Diese lauft 
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daranf hinaus, dam Etwas ,  was uns  Menschen als nnbegrenzt gross er- 
scheint,  objectiv, , ,an sich", unendlich gross ist ,  d. h .  einer Messung gar 
nicht untcrworfen werden kann.  Daraus ergieht sich daun ,  dafis die 
Anzahl der P n n k t e ,  die man anf einer Strecke annehmen kann ,  nnend- 
lich ist,  so dass die Distanz von j e  zwei benachbarten unendlich klein 
i s t ,  dass ferner zwei Langen gleich s ind,  wenn ihr Unterschied nnend- 
lich klein ist. 

Auf diese Ueberlegnng sich ~ t ü t z o n d ,  kann  der  Idealist nnn anch 
einen Beweis des oben angeführten umstrittenen Satzes geben. Dcr  Em- 
pirist freilich erkennt  die Bestimmung der Begriffe Unbegrenzt und Gn- 
endlich nicht a n  nnd bestreitet dem Idealisten das Recht ,  mit den nur 
i n  Gedanken existirenden genanen Geraden u n d  genauen Mesfiungen zu 
operiren. E r  betrachtet eine Gerade als einen sehr dünnen Cylinder, 
einen P n n k t  al8 einen nach jeder Richtnng sehr kleinen Korper, wohei 
noch die  Dimensionen dieser Gebilde nach Bedürfniss verkleinert werden 
konnen. Weiter zeigt dann der Empirist,  wie sich nach seiner Anschan- 
n n g  der Beweis führen lasse, dass jeder  Zahl ein P u n k t  entspricbt und 
wio man die ganzo Analysis,  insbesondere anch dio Rcchnung mit IXffe- 
rentialien der  empiristischen Theorie entsprechend entwickeln konne. 

E ine  Moglichkeit, zwischen beiden Theorien z u  entacheiden, zeigt 
sich nicht und  folglicj muss für die Darfitellurig eine Metliode gewiihlt 
werden,  die  den Idealisten wie den Empiristen befriedigt. Diese ergiebt 
sich, wenn man empirisiische Sprache mit idealistischen Beweisen ver- 
bindet. 

Dies sind i n  Kürze die  Grundgedanken der  beiden ersten Capitel 
des vorliegenden Werkes. Referent ist der A n s i c h  t (für die er aber 
natürlich keine Beweise beibringen kann) ,  dass es gestattet is t ,  mit dem 
Idealisten Operationen auf der ide,alen, absolut genauen Geraden vorzn- 
nehmen und von absolnt scharfen Maassen zn  sprechen; dagegen scheint 
ihm die von J e n e m  getroffene und  vom Empiristen bekampfte Unterschei- 
dung  von Unbegrenzt nnd Unkndlich nicht stichhaltig. Darin aber stimmt 
Ref. mit dem Verf. ganz übmein,  dass es nnmoglich i s t ,  den  ofter er- 
wahnten s a t z  vom psychologischen Standpunkte ans zn  erweisen, weil 
bei solchen Versucben stets die Stellung des Einzelnen den  Fragen der 
Erkenntnisstheorie gegenüber in Betracht kommt, die immer von den zn 
Grnnde gelegten Hypothesen abhangen wird - u n d  ohne solche wird 
wohl schwerlich jemals eine Theorie der  Erkenntniss entworfen werden 
konnen. 

F ü r  den M a t h e m a t i k e r  dürfte es hiernach a m  b e q n e m s t e n  sein, 
die Analysis rein arithmetisch zu gestalten u n d ,  bei den  Anwendungen 
auf die Geometrie, als Hypothese, die von der Erfahrnng bestatigt wird, 
anzunehmen, dass jeder Zahl auch ein P n n k t  entspricht. 
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_W_YY_________YYC-I-X_XII-- 

Von den drei weiteren Capiteln des Ruches ist das dritte dem B r -  
g n m e n t ,  das vierte der F n n c t i o n  und das fünfte dem E n d v e r l a n f  
de r  F u n c t i o n e n  gewidmet. 

I m  dritten Capitel werden besonders die Zahlenmengen nntersncht, 
die sich aus der Gesammtheit aller Zahlen herausheben lassen, wobei 
hauptsachlich die Eintheilung in pantachische (nach G. C a  n t O r überall 
dichte) und apantachische Mengen, sowie der Begriff der Abzahlharkeit 
hervortreten. Im Capitel über die Function wird znnachst der Unter- 
schied awischen directen und indirecten Functionswerthen erortert und 
dann daran die Lehre von der Stetigkeit geknüpft. Diese führt zu den 
Begriffen der oberen und unteren Greuze und dern Beweise der Existenz 
von Msximum und Minimum für eine stetige Function. I m  fünften Ca- 
pitel werden für eine Function f(z) die Unbestimmtheitsgrenzen O und U 
nnd die Unbestimmtheitsenveloppen O (x) und U (x) constrnirt. Diese 
letzteren sind zwei Functionen, die nur ahnehmen oder nur zunehmen 
und die nnzahlig oft f ( x )  gleich werden. Die Grenzen O und U dagegeu 
sind die Grenzen, bei welchen sich O ( x )  und U ( x )  bei wachsendem z 

nahern. Die Vergleicbung von zwei Functionen endlich liefert die Grund- 
züge des I n f i n i t i i r c a l c u l s .  

Dia aussere Ausstattnng des Buches nach Papier, Typen und cor- 
rectem Drucke macht der Verlagshandlung (Laupp in Tübingen) alle 
Ehre. 

Fü r  die folgenden Theile sind die Lehre von den Reihen, von der 
Differentiirharkeit und Integrirbarkeit der Functionen, vom bestirnmten 
Integral n. S. W. in Aussicht genommen. HoEentlich gelingt es dern Verf., 
diese Dinge rascher zu bewaltigen, a1s es mit dern ersten Theile der 
Fa11 war, dessen Bearboitung über vier Jahre  in Ansprnch nahm. 

Substitntionentheorie und ihre Anwendnng anf die Algebra. Von Dr. 
EUGEN NZITTO, a. O. Professor an der Kaiser Wilhelms- Universitat 
zn Strassburg i. E. ' Leipzig, B. G. Teubner. 1882. 

Die franziisiscbe Literatnr besitzt sait geranmer Zeit in S e  r r et 's  
,, Cours d'algébre supérieur" und insbesondere in JO r d an ' s  ,,Traité des 
substitutions et des Cquations algébriques" umfassende Werke, welche 
die Verbindung der ~nbstitutionentheorie mit der Gleichungstheorie be- 
handeln, wie aie durch die Untersnchungen von L a g r a n g e  und C a u c h y ,  
von G a u s s  und A b e l  begründet, von G a l o i s  in ihrem wesentlichsten 
Punkte fixirt worden ist. I n  Deutschland hat ein derartiges Werk bisher 
gefehlt und es ist mit Freude zu begrüssen, wenn in dem vorliegenden 
Werke eine erste Einführnng gegeben ist in jene gruppentheoretischen 
Untersuchungen , die sich gerade in der neneren Entwickolnng der Gleich- 
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. . 
ungstheorie als eines ihrer wichtigsten und wesentlichsten Instrumente 
erwiesen haben. 

Als ein Vorlaufer dicses Werkes darf ein Aufsatz über die Theorie 
der Substitutionen und  ihre Anwendungen betrachtet werden, den der 
gleiche Autor im 62. Bande von G r  o n e  r t ' s  Archiv für Mathematik und 
Physik veroffentlicht ha t  und in welchem eine kurze Zusammenstellung 
der hauptsachlichsten gruppentheoretischen Sa tze ,  goweit sie sich auf ihre 
nnmittelbare Anwendung in der Algettra beziehen, enthalten ist. 

Die Ausdehnung des Gebietes der  Gruppentheorie und Gleichungs- 
theorie, seine Verbindung mit zahlentheoretischen und functionenthcore- 
tischen Fragen ,  wie sio in  den  ncueren und  ncuosten Untersuchungen 
immer schilrfer zur  Geltung kommt,  fordert fiir ein i n  d e n  Gegenstand 
einführendes Lehrbuch eine Auswahl des Stoffes, deren Begrenznng sich 
nach dem individuellen Empfinden des Autors richtet. D e r  Verfasser des 
vorliegenden Werkes führt uns  die Theorie der  Substitutionen in der 
speciellen Form vor, wie sie unmittelbar dem Bedürfniss einer nach- 
herigen rein algebraischen Anwendung entspricht. B u s  gewissen Fragen 
der Gleichnngstheorie heraus ha t  sich auch historisch genommen die 
Gruppentheorie als ein selbststandiges Gebiet entwickelt und es führt 
uns  ohrie Frage  dieser historische W e g  leiclit u n d  natürlich zur Erkennt- 
nias von Ziel und  Zweck gruppentheoretischer Fragen ,  die ,  einer solchen 
speciellen Formulirung entkleidet,  bei einem ersten Eindringen in den 
Gegenstand vielleicht zu f a r b l o ~  erscheinen konnten. 

Das Buch zerfallt i n  zwei Abschnitte,  deren erster nn te r  steter Be- 
zugnahme auf die Theorie der  ganzen Fnnctionen von n Grossen die 
Grnndzüge der  Substitutionentheorie entwickelt, wahrend der  zweite der 
Anwendung der  Substitutionentheorie auf die algebraischen Gleichnngen 
gewidmct ist. 

Wir folgen der Darstellung i n s E i n z e l n e  und  wendcn uns  zunachst 
dern 1. Abscbnitte: ,,Theorie der Siibstitutionen und  der ganzen Fnnc- 
tionen " ZU. 

D i e  Capitel 1 und 2 zunachst sind der Entwickelnng des Begr%es 
einer S u b s  t i  t u  t i o n ,  i n  der  Form der  Operation der  Vertauschung ge- 
wisser Elemente, und der Definition eiuer G r  u p p e solcher Operationen 
gewidmet. Ansgangspunkt bilden dabei die eymmetrischen und alter- 
nirenden Functionen von rr Elementen. Von hier a b  gelangt man zur 
Einführung beliebiger rationaler ~ & t i o n e n  von n Elementen und einer 
zuçehorigen Grnppo von Vcr tau~chungcn  derselhcn, welche diese Func- 
tion ungeandert lassen. 

Die Capitel 3, 5 und  6 heschaftigen sich sodann mit den  Beziehungen 
der  Functionen von n Elementen und  ihren zugehorigeu Gruppen. I n  
Capitel 3 sind znnachst die  verschiedenen Werthe einer rationalen Func- 
tion von n Elementen, welche dieselbe bei allen Vertauschungen dieser 
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Elemente annimmt, in  ihrem g e g o n s  o i t i g e n  Zusammenhange untersucht. 
Vom Standpunkte der Gruppentheorie fliessen hicraus dia Satzc über 
ahnliche Substitntionen und  ahnliche Gruppen. B u s  ihnen folgt der  
Bemeis des C a u c h y  - S y I o  w 'schen Satzes, nach welchem ans der Theil- 
barkeit der Ordnung  einer  Grnppe G durch die Potenz pa einer Primzahl 
p das Vorhandensein einer Untergruppe der Ordnung pa fol@. I n  Ca- 
pitel 2 war schon vorher eine Gruppe der  Ordnung pf au8 n Elementen 
durch successiven Aufban  hergestellt, von der sich jetzt ergiebt, dass in 
ihren Untergruppen alle überhaupt moglichen Typen  p von Gruppen der  
Ordnung pu enthalten sind. Von algebraischer Seite entsteht hier die 
Fragc nach den verschicdenen Werthen einer rationalen Funct ion,  wobei 
insbesondere die  Discriminante solcher Funct ionen einer speciellen Unter-  
suchung unterworfen wird und  der  grosste gemeinsame Theiler aller Dis- 
criminanten der zu einer ,, Gattung '' gehorigen Functionen bestimmt wird. 

Hier schiebt sich Capitel 4 ein mit der Entwickelung der  für die 
Gleicliungstheorie fundamentalen Begriffe der  Primitivitat, Transitivitat 
und Zusarnmenâetzung einer Gruppe. Die Definition der  beiden ersten 
Eigenschaften schliesst sich a n  C a u c h y  (Exerc. d'Analyse III) unmittel- 
bar an. Fiir dia Zusammcnsetzung der Gruppe,  deren Definition auf 
G u l o i s  zurückführt,  Sind die ausführlichen Entwickelungen des J o r -  
danlschen Werkes (Ueber die Anzahl und  Anordnung der Factoren der  
Composition n. S. W.), sowie eigene Untersuchungen des Verfassers heran- 
gezogen. I l e n  Schluss des Capitels bilden die Untersuchungen über die 
Moglichkeit der isomorphen Beziehung zweier Gruppen aufeinander, wie 
sie auf J o r d a n  und C a p e l l i  zurückfüliren. 

Nun werden weiter in  Capitel 5 die C a u ç h  y'schen Satze über die 
gegenseitige Stellung der zu einer Gruppe gehorigen Functionen abgeleitet. 
Sic liefern sofort dic Eintheilung der  Functioncn in Gattungen u n d  Unter- 
gattungen (in der  von K r  o n  e c k e r  oingeführten Terminologie), deren 
algebraische Beziehungen, sus  den im Capitel 4 gegebenen Eigenschaften 
der jedesmal zugehorigen Gruppen sich ergeben. 

Das Capitel 6 bchandelt,  unter Heranziehung der  in  Capitel 4 ab-  
geleiteten Satze über Transitivitat,  Primitivitat und  Composition einer 
Gruppe, die  F r a g e  nach der Anzahl der Werthe ganzer Functionen von 
n Elementen. 

Capitel 7 beschaftigt sich mit der  Untersuchung einzelner specieller 
Gruppen. - Es sind dies zunachst die transitiven Gruppen,  für welche 
Grad und  Ordnung gleich i s t ,  von welchen insbesondero diejenigcn der  
Ordnung p .  p (p ,  q Primzahlcn) vollstandig aufgezalilt werdcn. Sodaiin 
dia sogenannten metacyklischen und  halbmetacyklischen Gruppen,  welche 
zu eincr ersten analytischen Formulirung der Substitutionen einer Gruppe 
fnhrt durch Angabe der  Indexanderung der  p Elemente x, . . . x, . . . x, 
in der bekannten Form 1 z az+ 1 m o d p .  An diese Formulirung knüpft  
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eine kurze Betrachtung der allgemeinen Grnppe der  tnodp gcnommen 
linearen gebrochenen Substitutionen der Determinante + 1 a n ,  welche 
z u  den  in der Theorie der Modulargleichnngen der  elliptischen Fnnctionen 
wohlt~ekannten Grnppen des .Grades p + 1 u n d  der  Ordnnng p.($ -1) 

bez. p . ( p 2 - 1 )  
2  

führt. Endlich sind hier die K r  o n  e c k e r  'schen Unter- 

suchungen über Gruppen mit vertauschbaren Operationen angeschlosaen. 
D i e  in  Capitel 7 a n  zwei Beispielen eingeführte analytische Darstel- 

lung  der Snbstitutionen einer Griippe wird i n  Cap. 8 in allgemeiner Form 
zu Grunde  gelegt, der H e r m i t e ' s c h e  Satz über die Bedingung einer 
solchen L)arstellung abgeleitet und nnn die von C a u c l i  y eingeführten 
arithmetischen und  geometrischen Snbstitutionen charakterisirt, deren 
letztere zu der sogenannten linearen Gruppe des Grades mX führen. 

D e r  z w e i  t e  A b s c  h n  i t t heschaftigt sich mit der Anwendung der 
Substitutionentheorie in  der  Theorie der algebraischen Gleichungen, be- 
ginnend (im Capitel 9) mit einer (kurzen) Behandlung der Gleichungen 
zweiten, dritten und  vierten Grades. IIiernach folgt (Capitel 9, 10) eine 
erste Fixirnng derjenigen Thei le  der Theorie der  algebraischen Gleich- 
ungen , welcher mit grnppentheoretischen Untersuchungan i n  Beziehung 
steht. Dahin geb6rt zunachst die  Pracisirung der  Forderung der ,,Auf 
Iosung einer algehraischcn Gleichung, der Reduction einer allgemeinen 
Gleichung d e n  Grades auf eine specielle, wie sie i n  algehraischem Sinne 
durch die Adjunction gewisser Gattungen von Functionen von n Ele- 
meiiten sich ergiebt. Ans den  als ,, bekanntLL gelteuden Functionen der 
Wnrxeln einer Gleichung folgt die ,, Gruppe '' derselben, deren T r a n ~ i .  
tivitat die Irreductibilitat der  Gleichung kennzeichnet. Unter den Gat- 
tnngen der  Functionen von n Elementen innerhalb eines gegebenen Ratio- 
nalitatsbereiches (in der  K r o n e c k e r  'schen Terminologie) nimmt die 
G a l o i s ' s c h e  Gattnng eine hesondare Stellung ein. Von ihr aus ent- 
wickelt sich das Princip der  Resolventenbildung i n  der allgemeinsten 
F o r m ,  a n  welches speciell die  Darlegung der L a g r  a n  g e'schen Uuter- 
suchungen geschlossen ist. 

Die  Capitel 10-12 bringen die Theorie specieller Classen von 
Gleichnngen. Voran stehen (im Cap. 10) die K r e i s t h e i l n n g s g l e i c h -  
n n g e n .  Cap. 11 behandelt die A b e l ' s c h e n  G l e i c h n n g e n ,  dabei 
zunachst ansgehend von der  Untersnchung i r r  e d u c  t i b 1 e r  Gleichungen, 
bei denen  eine Wnrzel rationale Function einer andern ist. Das Studium 
dieser Gleichnngen und insbesondere die  Anfstellung gewisser Resolven- 
t en  derselben fuhrt zur  Fixiriing einer speciellen Classe solcher Gleich- 
ungen ,  für  welche jene resolvirenden Gltichungen wieder Gleichnngen 
derselhen Classe sind *. Die  irreductiblen A b e  l 'schen Gleichungen er- 

* Untersuchungen, die Herr N e t t  O schon früher, Mathem. Annalen Bd. 20, 
vertiffentlicht hat. 
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weisen sieh als ein specieller Fa l l  dieser Gleichungen. Es echliesst sich 
die Discussion der  (reductiblen uud  irreduütiblen) A b  e l  'schen Gleieh- 
ungen im Sinne von A b e l ,  K r o n e c k e r  und G a l o i s ' a n .  

Capitel 12 bringt die Untcrsuchung der  sogenanntcn G a l o i s l s c h e n  
Gleichungen, d. h .  derjenigen irreductiblen Gleichungen, bei denen alle 
Wurzeln rationale Fnnctione.n von zweien unter  ihnen s ind ,  und  a h  ein- 
fachstes Beispiel hierzu die binomische Gleichung d ' - A  = O. Hieran 
schliesst Èich die Behandlung gewisser , , T r i p e I g l e i c h ~ n ~ e n ' ~  - in der 
von N 6 t h  e r  eingeführten Terminologie. E s  handelt sich dabei zunachst 
nm die Aufstellung von Tr ipe l~ys temen bei Gleichungen der Grade 
n = 6 m  + 1 und  n = 6 m + 3. Die Grnppe ~ i n e r  derartigrn Gleichung 
wird durch lineare Substitutionen zwischen den Indices p, y ,  r dreier 
zusammengeordneter Wurzeln charakterisirt und aus ihr gewisse Resol- 
venten abgeleitet. Zum Schlusse wird der  Fa11 eines Tripeloystems von 
neun Elementen behanbelt , welcher eine vollstandige algebraische Auf- 
lOsung ermüglicht und  welcher in  unmittelbarcr Beziehung zu der zuerst 
von H e  s s e behandelten Wendepunktsgleichung der Curven dritter Ord- 
nung steht. 

Die nun folgenden Capitel 13 - 1.5 kehren wieder zu den allgemei- 
nen Fragen über die  Auflosung algebraischer Gleichungen zurück. 

I n  Capitel 13 ist zunachst die Stellung rein grnppentheoretischer 
Fragen zu algebraischen Problemen gekennzeicbnet und dadurch die 
Grenze der Berechtigung gruppentheoretischer Schlüsse im Gebiete der 
algebraischen Untersuchungen markir t ,  ein P u n k t ,  der in anderen Lebr- 
büchern nicht hervorgehoben ist. Kaçh dieser Fixirung gliedert sich der 
Abel 'sclie Beweis der Unauflosbarkeit allgcmeiner algebraischer Gleich- 
ungen hoherer Grade - dessen Darstellung nun weeentlich i n  der  von 
K r o n e c k e r  gegebenen praciuen F a r m  folgt - in  einen ersten Theil, 
der die Bereehtigung grnppentheoretischer Schlüsse durch Einführung 
einer canonischen Form f ü r   di^ Losung einer ,, durch Wurzelzeicheu auf- 
16sbarenL' Gleichung ergiebt; und  in einen zweiten, gruppentheoretischen 
Thei l ,  der die  Herstellung einer gewissen Function der Wurzeln und  
damit die algebraische Auflosung der allgemeinen Gleichungen den Gra- 
des (n > 4) als nnmoglich erweist. Die specielle Form der  Wurzeln 
einer anflosbaren Gleichung lasst i n s b e s o n d ~ r e  irreductible auflosbarn 
Gleichungen vom Primzahlgrade als G a l o i s ' s c h e  Gleichnngen charakte- 
risiren. 

Das Capitel 14 ist noch einmal der Gruppe einer Gleichung gewid- 
met, und hier is t  es zunachst die Herleitung der  Beziehungen zweier 
Gleichungen derselben Gruppe und daun  die Gliederung der  Auflosung 
der Gleichnngen von zusammengesetzter Gruppe,  welche im Anschluss 
an die früheren, parallel laufenden gruppentheoretischen Untersuchungen 
formulirt wird. 

Hint-lit. Abth. d Zeitsahr. f. Math. n. Phyi XXVIïï ,  6. 14 
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Capitel 15 endlich hehandelt die  dnrch Wureeleeichen auflosharen 

Gleichungen, kennzeichnet die Eigenschaften ilirer Gruppen und zeigt, 
dass die Losnng-jeder  solchen Gleichnng auf die Auflosung von Gleich- 
ungeu der Grade pk  führt ( p  Primzahl),  welche nun naher, speciell für 
k = 1 und 2 (an Arbeiten von C. J o r d a n  ankniipfend) untersucht werden. 

Wir  haben geglaubt, im Vorstehenden auf den Inhal t  des Werkes 
mit einiger Ausfuhrlichkeit eingehen eu müssan, weil gerade die Anord- 
nung  und Answahl des Stoffes dem Buche ein charakteristisches Geprage 
verleiht. E s  bietet eine systematisch sich entwickelnde Einführung in 
die Beziehungen der Grnppentheorie zur Gleichungstheorie im engeren 
Sinne. Fnnctionentheoretische und  geometrische Prohleme, wie sie sich 
a n  grnppentheoretische Fragen anschliessen, rnussten bei der vorliegen- 
den Begrenzung des Stoffes ausser Betracht bleiben. Dagegen war der 
Verfasser bestrebt,  eine Reihe rein algebraischer Untersnchungen ein- 
gehend zu .verfolgen. Dass er hierbei insbesondere die  K r o n e c k e r -  
schen Untersuchungen herauzuziehen gewusst hLt und  i n  mancher Dar- 
stellung dem Ideengange K r  o n  e c k e r ' e ,  wie er in einem personlichen 
Verkehr mit ihm und in dessen Vorleeungen znr Geltung kommt, gefolgt 
is t ,  dafür wird man ihm besondern Dank  wissen. 

L e i p z i g .  WALTHER DYCK. 

Der Basisapparat  des Qeneral  Ibanez und die Aarberger  Basismessnng. 
Von Dr. C. KOPPE. Zürich, Druck von Orell,  Füssli & Comp. 
1881. 4O. 11 S. 

Nach einer Einleitung wird das Mess- Geriith u n d  Verfahren anschan- 
lich geschildert, nnterstiitzt von deutlichen Abbildungen. E s  kommt 
eine e i n z i g e  M ~ s s s t a n g e  von 4.m Lange znr  Verwendung. Sie ist stark 
ans  Eisen gefertigt und ha t  alle halben Meter einen feinen Strich auf 

eingelegtem Platin. Diese Stange wird genügend oft n e b e n  die Basis, 
dieser parallel gelegt. Ihre  Richtung wird mit IIilfe zweier Theodolithe 
und ihre Verschiebnngen parallel zur  Basis mit Hilfe xweier Mikruskope 
üherwacht, welche unverrückbar mit den Theodolithen verhunden sind. 
Diese Thedolithe sind so eingerichtet, dass mit ihrem Fernrohr  auch 
senkrecht abwarts g e ~ i c l t  werdcn und die Absehrichtung dann genau mit 
der  Vertikalaxe des Instrumentes xiisamnienfallend gemacht werden kann. 
Sei  der eine Theodolith so aufges t~ l l t ,  dass das eenkrecht abwarts ge- 
richtete Absehen genau anf Basisanfang trifft; dann erhebt nian das Fern- 
rohr zur nngefahr wagerechten Lage und dreht  u m  die unverrückbar 
über Bas i~anfang  verbleibende Vertikalaxe, bis das  Absehen in die Basis- 
richtnng (entferntes Zeichen) kommt. 4 m weiter nach voru wird ein 
ganz ahnlicher Theodolith anfg~s te l l t  nnd mikrometrisch so geschoben, 
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dass ein auf seiner Vertikalaxe befindliches Zeichen in die Absehrichtung 
des ersten Fernrohrs, also senkrecht über eiuen Purikt der Basis zn 
stehen kommt, dann wird auch dari zweite Fernrohr in die Basisrichtung 
gedrcht. Die Messstange ruht  auf bcsonderen Stat iven,  welche mit jenen 
der Theodolithe keiuerlei Berührung haben. An jsdem der beiden Theo- 
dolithe ist ein senkrecht abwarts gerichtetes Mikroskop befestigt, dessen 
optische Axe eine unveranderliche u n d  in allen Mikroskop-Theodolithen 
die gleiche Entfernung (20 cm) von der Vertikalaxe des Theodoliths, also 
von der Basis h a t ,  und  zwar auf einem Halbmesser, der rechtwinklig zur 
Absehrichtung des Theodolithf'ernrohrs, also auch ziir Basisrichtung ist. 
Ein Doppelfaden im Gesichtsfelde des Mikroskops bestirnmt durch seine 
hlitte eine rechtwinklig ziir Rasisrichtung diirch die Vertikalaxe des Theo- 
doliths gelegte Ebene. Die Messstange wird auf ihren Tragern sa ver- 
schohen, dass ihr Nullstrich genau zwischen die  Faden  des Mikroskops 
des ersten (über Basisanfang gestellten) Theodoliths trifft und dass die 
E'aden des vordern Mikroskops durch eine Verscbiebung des vordern 
Mikroskop - Theodolithen parallel zur  Basis optisch a n  den Endr;trich der 
Messstange gebracht werden konnen. Nun wird der am Anfangspunkt 
stchende Theodolith mit Stativ um die doppelte Stangenlange vorgerückt, 
mittele des unverrückt bleibenden vordern Mikroskoptheodoliths in die 
Basisrichtung gebracht,  wie beschrieben. Die  Messstange wird alsdann 
anfgehoben und auf vorbereitete Stative so gelegt,  dass ihr Nullstrich 
optisch zwischen die Faden  des stehen gebliebenen Mikroskoptheodolitlis 
falit, also dahiri, wo eben noch der Endstrich ( 4 m -  Strich) lag. So wird 
fortgefahren. Es  findet also ein o p  t i s c h  e s Ablothen s tat t ,  welches 
genauer ist ,  als da8 mit einem materiellen Senkel ;  es  wird vermieden 
das Aneinanderstossen von Mesklatten und die dabei eintreteoden Ver- 
schiebungen, welche selbst dann nicht gauz fehlen, wenn die Stangen 
nicht ziir Berührung gebracht werden und der  Zwischenraum mittelst 
eines Ieicliten R e i c h  e n b a c  h'schen Messkeiles gemessen wird. 

Es  ist erforderlich, die Mikroskoptheodolittie in  l\likror~ieterbeweguug 
reclrtwiuklig und parallel zur  Basis auf iliren Stativbn verschietien zii 
k b n e n ,  um ihre Vertikalaxen genau au€ die Basis u n d  den I l o p p l f a d e n  
des Mikroskops genau a n  den vordern Endstrich der liegonden Messlatte 
(auch das senkrecht nbwarts gerichtete Ahsehen des Fernrohrs über Basis- 
anfang, eventiiell Ruhepunkte,  bei denen d ie  Messurig unterbrochen 
worden war) einstellen zu konnen. Auch die Meesstange selbst muss 
dieselben zwei Bewegungen erfabren konnen,  um sie parallel zur Basis- 
richtung und ihren Nullstrich optiscb zwischen die Faden  des stelien 
gebliebenen Nikroskopes schieben zn konnen. Dafür sind a n  den Sta- 
tiven der Mikroskop -Theodolithe, wie a n  den Unterlagen der  Messstange 
zwei zu einander rechtwinklige Schlitten angebraçht,  der eine muss die 
B e w e p n g  parallel, der andere rechtwinklig zur Ba~isr icht i ing leiten. I n  

14 * 
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der  besprochenen Reschreibung (ebenso in einer andern ,  von W e s t p h a l  
in  Zeitschrift für  Instrumentenkunde 1 [1881], S. 173) vermisse ich die 
Angabe,  w i e  die Schlitten genau i n  diese Richtuugen gestellt werden; 
der  Leser muss sich das erganzen. 

E s  wird keine Zeit damit verloren (und Abkürzung der  Messungs- 
dauer  ist von wesentlichem Vortheil), die Messlatte genau wagerecht zu 
legen;  ihre zufallige Neignng J gegen den Horizont wird mittelst Libelle 
mit einer Genauigkeit von 1 0 "  gemessen. Zur Reduction der schiefcn 
auf wagerechte Lange  wird 4 Sin2 J mal Stablange abgezogen. Das ist 
die  übliche, wenn gleich nicht ganz genaue Art  der Verbesserung. CosJ 

J 
ist  gleich 1 - 2 Sin2 - r nicht 1 - Sin2J. Die bei der  Aarberger Messung 

2 
vorgekommene grosste Neigung J betrug nur  1,5'. D a  ist es wohl ~ t a t t -  
ha f t ,  die Niiherungsforrnel zu gebrauchen (E' i s  c h e r ,  Lehrhuçh der hGhe- 
ren Geodasie, laset [S. 891 die Vertauschung der zwei Ausdrücke zn, 
so lange die  Neigung J nicht weit über 2O geht). Nach dem Princip des 
Basisapparats von 1 b a f i e z  kann- die Ncigung aber auch g r  6 s s  c r  werden 
und deshalb empfiehlt es sich, die Verbesserung g e  n a u  zu machen, um 

J 
so mehr, d a  die Berechnung der  Tafel  für 2 Sin2-  nicht mühsamer ist, 

2 
als jene für + Sin2 J. E i n e  andere kleine Ungenauigkeit lie@ darin, dass 
für die Correctur wegen schiefer Lage  die Messstangenlange immer bei 
Normaltemperatur, niçht tiei der  zufiillig wahrend der Messung stattgehab- 
ten genommen wird. Das ist ganz entschieden für die Rechnung be- 
quemer, und da  der Fehler  ausserst klein, so ist d i  e s e  Ungenauigkeit 
nicht zu tadeln. 

Rei dem gegenwartigen Stande der Rasismessungeu i ~ t  die Frage, 
wie die Temperatur der Messstangen gemessen werden soll,  von hervor- 
ragender Wichtigkeit. I b a f i e z  fand es vortbeilhafter, die M e  t a l l -  
t h  e r m  o m e t e r ,  deren einer Bestandtheil von der Messstange selbst ge- 
bildet wird,  aufzugelen u n d  Queçksilberthermometer (4) ,  m6glichst gut 
in  die Stange gebettet,  anzuwenden. E s  ist sçhwer zu sagen, oh das 
ein Fortschritt  oder ein Rückschritt ist. Die nenesten Erfahrnngen ge- 
legentlich der Messurig der Gottinger Basis mit B e s  s el'schen Messstangen 
und  Mctallthormometer (6 c h  r e i  b e r  in Zeitschr. f. V e r m e s ~ u n g s ~ e s e n  XI 
[1882], 1) lassen die Metallthermomater als unganiigend erkennen; alter8 
Messungen und  Vergleichungen waren zu Ungunsten der Quecksilber- 
thermometer u n d  auch die Aarberger Mesliung giebt hinsichtlich ihrer zn 
Bedenken Arilass, wenn auch diesen i n  der vorliegenden Schrift eut. 
gegengetreten wird. Man wird bei der Unsicberheit, welche beide Arten 
von Thermometern belassen, sich wohl entschliessen müssen, die Mess- 
stange wahrcnd ihres Gcbrauchs bei der Basismessung, gcrade so,  wie 
man bei ihrer Vergleichung mit dem Muttermaass thn t ,  in  einem Bade 
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aus masser, Petrolenrn oder dergleichen en verwenden (vergl. H a u p  t in 
Zeitschrift f. Instrummtenkunde II [1882], 241). Zn hemerken ist noch, 
dass die Stange des 1 baf iez -Appara t s  nicht,  wie die B e s s e l ' s c h e ,  i n  
einem gegen schnelleren Temperatnrwechsel schützenden Holzkasten liegt, 
sondern f r e i  verwendet wird. Dafür wird irn Schatten von Zelten ge- 
messen, was freilich hedeutende Schwankungen i n  der  Temperatnr  nicht 
liindert (mindestens von 15 ,S0  auf 2S0 nach der Mittheilung). 

Die Schrift schildert noch einen Anlegemassstab, welcher den i n  der 
Basislange oder der Lange  der Sektionen verhleibenden Res t ,  Bruchtheil 
eines halben Meters, zu messen gestattet,  und eine Vorrichtung, den 
Ruhepunkt oder den Eudpunkt  einer Section festzulegen, namlich auf 
dem Boden einen P u n k t  senkreclit unter der Vertikalaxe des Mikroskop- 
Theodoliths, d ~ s s e n  Mikroskopfaden auf das E n d e  dcr lctztgelegten Mess- 
stange zeigt ,  zu bezeichnen. Von diescm Fixpunkte a n  ist andern T a g s  
die Messung, wie beim Beginn vom Basisanfang a n ,  fortzufiihren. 

I len Schluss der Schrift bilden Erorterungen über den Wahrschein- 
lichen Fehler i n  der  Aarberger Messung und Angaben über den Verlauf 
des Messgeschafts. Der  Leser wird dadurch in den Stand gesetzt,  rieben 
den Verbesserungen i n  den Einzelheiten , welchen der 1 b af i  e z -Apparat  
gegen den hundert  J a h r e  alteren von H a s s l e r  zeigt,  mit welchem er  
grundsatzlieh ühereinkommt, auch die vortreffliche Anordnung des ganzen 
Messgeschafts anzuerkennen. E i n e  ausgezeichnete Gliederung u n d  Ar- 
beitstheilung findet statt. Man kann nichts Beweisenderes zum Lobe 
beibringen , als dass das schweizer Personal,  welches keine vorgangige 
Uebung besafio, nachdem es die geschulten Spauier die Messung hiu u n d  
zurück hat te  machen sehen, nur  für einen kurzen Theil der Basis die 
Leitung der Spanier benutzte und den Haupttheil allein mass, mit einem 
Ergebnisse, das  so wenig von den spanisehen Messungen abwich, als 
diese untereinander. Die schweizer Messung auderte  nichts am mittlern 
Fehler, wie aus den zwei von den geübten Spaniern gefundenen Wer-  
then folgt. BOHN. 

Lehrbnch der  wichtigsten Kartenprojectionen mit besonderer Berücksich- 
tigung der s t e r e o g r a p h i s c h e n ,  B o n n e ' s c h e n  u n d  b l e r c a -  
t O r p  r o j  e c t i o n .  F ü r  h6here Lehranstalten, sowie zum Selbst- 
unterrichte herausgegeben von OSKAR MOLLINGER,  Ingenienr, früher 
Lehrer am mathematischen Institut i n  Fluntern-Zürich.  Mit 50 
i n  den  T e x t  gedruckteu Figureri. Zürich, Casar Schmidt. 1882. 
8'. VlII  u. 142 S. 

Durch das Buch sol1 der Leser moglichst rasch mit den Verfahren 
bekannt gemacht werden, nach welchen zweckm%sigst die Netze für  
Erd-  und Himmelskarten s u  entwerfen sind. D e r  Verfasser beschrankt 
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giebt im Maassstabe 1 : 40000000 das stereographische Kartennetz von 
Europa, wobei noch für den Vergleich das Netz nach B o n n e ' s c h e r  Pro- 
jection eingezeichnet ist. 

D e r  z w e i t e  Abschnitt beschiiftigt sich, kiirzer, mit den cylindrischen 
Projectioncn, hebt  dercn Bedeutung für  die Zwecke der  Schifffahrer bo- 
sonders hervor u n d  bringt zweckmtissig und genügend die zeichnende 
Losung der  auf den  Lauf eines Schiffes bezüglichen Aufgaben. Immerhin 
würden einige weitere Bemerkungen über Loxodrome recht erwünscht 
sein. Bei der Mercatorprojection findet die  Erdabplattung Berücksich- 
tiguug. 

I m  d r i t t e n  Abschnitte werden die Kegelprojectionen besprocheu, 
jene von I) e l i s l  e und  von F l a m  s t e  ed nur  kurz,  hingegen ausführlich 
die von B o n  n e , letztcre auch mit Bcrücksichtigung der Erdabplattnng. 
Dae B o n n  e'sche Nets von Kuropa (fiir Kugelgestalt) wird nm j e  I O 0  i n  
Meridianen und Parallelen fortschreitend berecbnet. 

Der  interessanéeste und  selbststandige Abschnitt ist  der v i  e r  t e. 
Er  bringt eine Vergleichnng der  stereographischen und  der B o n  n e'scben 
Projectioneu und  fübrt die Rechnungen durch für die Kartennetze von 
Europa, von Deutschland und  von der  Schweiz. F ü r  die  europaische 
Karte wird insbesondere da8 Viereck Lissabon - Constantinopel - Peters- 
burg, Reikiavik als Beispiel durcbgerechnet und die betreffenden sechs 
Entfernnngen auf der  Kugel ,  in  der B o n n e ' s c h e n  und  in der  stereo- 
grapbiscben Projection miteinander verglichen. Das  Viereck is t  so  ge- 
wahlt, dass zwei Orte (Constantinopel und  Petersburg) in  der N a h e  des 
Hauptmeridians, die zwei anderen a n  der  Grenze der Karte  liegen. PYur 
hinsichtlich der Entfernung Reikiavik- Lissabon zeigt sich ein wesent- 
licher Vortheil der B o n n  e'schen Methode; die anderen Entfernungen 
aeichen,  nach beiden Nethoden der Projection berechnet, von den spha- 
rischen Distanzen so ziemlich gleichviel ah. S o  wenig auffallend der  
Unterechied is t ,  glaubt der Ver fas~er ,  für eine Kar te  von ganz Europa 
der B o n  n e'schen Methode immerhin gegen die stereographische den ent-  
schiedenen Vorzug einraumen z u  sollen (S. 109). F ü r  die Kar te  des 
Kugelabschnittes, der mit einem Halbmesser von 8O um den  Or t  in  50' 
n6rdl. Breite und 30°  6stl. Lange (Ferro) heschrieben ist,  werden die 
Vergleichungen für Paris,  T u r i n ,  Triest ,  Berlin und  zwei P u n k t e  A und  
C, die i n  Bezug auf den  Hauptmeridian symmetriseh zu Paris u n d  Tur in  
liegen , durchgerechnet; für die  Schweizerkarte sind Genf ,  Zürich , Basel, 
Airolo gewahlt. Dae Eiauptergebniss der  Verglcichungen ist , ,, dass für 
Karten,  w ~ l c h e  kleinere Kugelabschnitte, wie Deutschland, Frankreich, 
die Schweiz u. S. W. darstellen sollen, die atereographische Projections- 
methodc a n  der Stelle der B o n n  e'schen Methode zur  Anwendung kom- 
men kanri,  indem die aus einer solchen Kar te  entnommenen Distanzen 
nicht mit wesentlich grosseren Fehlern behaftet siud, als dies bei der 
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B o n n e ' s c h e n  Methode der Fa11 ist,  d a  sich . . . nach der stereographi- 
schen Projectionsrnethode sowohl Parallelkreise, ale Meridiane wieder alti 
Kreise projiciren, die anfeinander senkrectit s t ehen ,  wahreud bei der 
B o n  n e'schen Methode nnr  die Parallelkreise als Kreise gezogen werden, 
d ie  Meridiane aber Curven eind" (schief die Parallelen schneidend), 
,, deren gonane Construction nmstandlich ist,  so wird man es nach meinem 
Dafürhalten in Znknnft vorziehen, hei der  Projection kleinerer Kugel- 
abschnitte die  stereographische Projection in Anwendung zn  bringen." 
( S .  117.) 

D i e  ü h r i  g e n Ahschnitte: 5. von den aquivalenten Abbildungen, 
6. von den conformen oder orthomorphen Abbildungen u n d  7. Construc- 
tion der  N.etze für E r d -  und  Himmelsglohen, sind mehr als Anhang he- 
handelt. Hinsichtlich des 5. und 6. Capitels wird der  Wunsch nach 
grosserer Ansführlichkeit recht lebhaft*, doch sind sie auch i n  ihrer 
Kürze  recht dankenswerth. 

Durchgehends ist für das ganze Buch Zweckmassigkeit der Auswahl 
u n d  gnte Darstellnng zn rühmen. Das  Werkchen kann nicht nur Sol- 
chen sehr empfohlen werden, welche eine e r s t e  Belehrung über den 
Gegenstand suchen,  sondern wird auch von J e n e n  willkommen geheissen 
werden,  die bereits Studien auf diesem ~ e b i e t e  gemacht haben. 

Gelegentlich einer ncnen Anflage, dio wohl zu erwartcn, jedcnfalls 
z n  wünschen k t ,  dürften einige Verbes~erungen schon gemacht werden. 
Die  Zeicbnungen stehen nicht auf der H o h e  des Textes ,  die Cnrven sind 
oft von schwankender Hand  gezogen, und .  mochte überhaupt die Dar- 
stellnng weisser Linien auf dunklem Grnnde  (die technisch sogar heque- 
mer ist) empfehlenswerther sein. Die erst in den ,,Berichtignngeu" am 
Schlusse gegebene Fignr, stereographiriche Horizontalprojection der Halb- 
kngel,  ist nngenau gezeichnet, wie hinsichtlich der Meridiane sofort auf- 
fallt. Anlangend die für mathematische Bücher hesonders wünschens- 
werthe Genauigkeit des Ausdruckes, so fordert die Zulassung von ,, K u g e l -  
h e m i s  p h i i r e  (S. 71 n. a. a. O.) vie1 Nachsicht und  selbst 'der nach- 
sichtigste Recensent wird ,, g a n z e E u g e l  h e m i sphare L L  (S. 16) nicht mehr 
forma1 unbeanstandet lassen konuen. BOHN. 

Kri t ik  der  drei  Kepler'schen Gesetze. Von A. HEIRDORF. 26 S. 

R'ach dem Verfasser hat  die Gravitation keinen Sinn und die Ah- 
leitung der K e p  1 e r 'tichen Gesetze aus ihr  gelingt nur  durçh Missbrauch 

* Solche findet man u. A. in dem kürzlich erschienenen sehr empfehlenswer- 
then Buche: ,, Einführung in die Theorie der isogonalen Verwaudtschaften und der 
conformen Ahbildiingen, verbunden mit Aiiwendiingen auf mathematische Physik", 
von Dr. Cf. Holzmül le r .  Le ip ig ,  Teubner. 1882. 
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der Differentialrechnurig, wie er a n  dem Lehrbuch von A n  t e n  h e i m e r  
naçhzuweisen sucht. Etwas Anderes ist  nicht an die Stelle gesetzt. E s  
ist nach ihm ,,mit grossen Schwierigkeiten verknüpft,  den Deductionen 
der Diffarentialrechnung mit dcm Verstande zu folgen ". D i e  Wissen- 
schaft hat  mit solcben Angriffen nichts zn thun. P. ZECH. 

Dari Zodiakallicht,  vori Dr. SUCHSLAND. Stolp , zum Programm des Gym- 
nasiums zn Stolp. 12 S. 

Das Zodiakallicht sol1 durch Lichtstrahlen entstehen, welche die 
Marsatmosphare treffen u n d  dort ,,total1' reflectirt werdcn. Wie  diese 
Reflexion zu Stande kommt, ist nicht gesagt. E s  wird nur  auf den Satz  
von den Rrennpunkten der  Ellipse hingewiesen, wornach die  reflectirten 
Strahlen durch den zweiten Brennpnnkt  der Marsbahn gehen sollen. Da 
ihm alle astronomischen Hilfsmittel fehlen, überlasst es der  Verfasser 
berufeneren Hauden ,  seine Vermnthungen zu bestatigeu. p. ZECB. 

Die Flachen kleinsten Widerstands und  grbssten Antriebs, von Freiherrn 
V O N  LAYEZAN. 56 S. 

Dae Werk  enthalt Stndien über die Cnrve des kleinsten Widerstands 
von N e w t o n ,  die zugleich als Curve grossten Antriebs erkannt  wird. 
Der Verfasser bedient sich dabei zum Thei l  einer seiner individuellen 
Anschanung entsprechenden Ausdruçksweiue, welche das Verstauduiss 
ziemlich erschwert. Auch die Satze der  Variationsrechnung werden mit 
Rücksicht auf das vorliegonde Problem i n  besonderer Weise vorgetragen. 
E s  wird dann  die N e w t o n ' s c h e  Curve für die Construction des Vorder- 
theils und Hintertheils der  Schiffe verwerthet,  ihre Anwendung bei der  
Begrenznng der Pulverkammer in  einem Geschütz als vortheilhaft nach- 
gewiesen und  dieselbe als besttragende Curve dargestellt. Endlich wird 
noch die Cycloide als  diejenige Curve nachgewiesen, welche für die  Zug- 
linie der  Fenerrohre am passendsten sei. P. ZECH. 

Ebbe nna Fln th ,  von C. SCHWARZ. 87 S. 

D e r  Verfasser glaubt ,  die Erklarnng der  Ebbe und  Flnth ans der  
Anziehung. vo? Sonne u n d  Moud stimme nicht mit den  beobachteten 
Erscheinungen; er will sie deswegen aus der dreifachen Bewegung 
der Erde: Axendrehung,  Bewegung um d i e  Sonne und  um den  mit 
dem Monde gemeinschaftlicheu Schwerpunkt, ableiten. Infolge der  Axen- 
drehung bewegen sich die %usfieren Theile der  E r d e ,  die .weiter von 
der Sonne abstohenden rascher als die  inneren. S o  entsteht auf  der  
einen Seite der  Erdo  eine Tendenz der Materie zur  Verdichtung, anf 
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der andern zur Verdünnung,  und dies zeigt sich zunachst i n  den Baro- 
meterschwankungcn. Der  Verfasser sucht die bekannten Schwankungen 
mit seiner Theorie  in  Einklang zu bringen: dass die Sonnenwarme von 
Einfliiss i s t ,  wird nicht beriicksichtigt. Tn ahnlicher Weise sol1 nun auch 
das Wasser sich verhalten wie die Luft: der wesentliclie Unterschied von 
Wasser  und Luft in Beziehung auf Ansdehnung und  Ziisamrnenziehung 
wird ignorirt. E s  wird dann die Reaction der  starren Masse der Erde 
gegen die Fluthbewegung betrachtet und daraus die Pracession abzuleiten 
gesuctit. Nur  bei der E'luth der Atmosphare werden Zahlen berechnet, 
sonst im Allgemeinen von der  Moglichkeit der neuen Erklarung gesprochen. 

P. ZECH. 

Einleitnng in die analytische Theorie der Wiirmeverbreitnng, von Dr. 
DRONKE. 96 S. 

Eine  Zusammenstellung eines Theils des Nachlasses des Prof. R e  e r  
in Bonn ,  wie früber die Rlektrostatik, Magnetismns und  Elektrodynamik 
von P 1 ü c k e r , Elasticitat und Capillaritat von G i e s e n besorgt wurde. 
D e r  Warrnestrahlung ist ein kleiner T h d  des Ganzen zugewiesen, die 
Warmeleitung wird ausführlicher behandelt. Die Ableitung der allgemei- 
nen Differentialgleichung der Warmebewegung sol1 sich durch ihre Au- 
schaulichkeit auszeichnen; es ist aber scbwer einzusehen, wie eine Um- 
formung mit verschiedenen partiellen Ableitungen mir Arischaulichkeit 
führen 6011. Die  einfache Ableitung L a m é ' s  is t ,  wie der Verfasser sagt, 
leichter u n d ,  wie wir hinzusetzen, gewiss auch dem Anfager verstand- 
licher, und es  handelt sich j a  iim eine , ,EinleitungL1. Das  Stndium der 
nachgclasscnen Werkc  von B e e r  ha t  übcrhaupt dem Unterzeichneten den 
Eindruck des Sprnngweisen gemacht, sehr hallfig wird eine Formel an- 
gefiihrt, die nicht abgeleitet i s t ,  die man ,,leiclit <' findet, wie unser Ver- 
fasser mit Vorliebe an verschiedenen Stellen sagt,  die aber dem Anfanger 
zum Thei l  unübersteigliche Schwierigkeit macht. Anszüge au8 grosseren 
Abhandlungen, wie sie B e e r  gemacht hat ,  müssen a n  der Hand  dieser 
Abhandlungen vervollstandigt werden,  wenn sie eine ,,wirklicheLL Eiu- 
leitung für Anfanger geben sollen. Sonst ist das Studinrn der Original- 
abhandlungen vorzuziehen. Nachdem allgemeine Bemerkungen über die 
Integration der Differentialgleichnngen gemacht s ind ,  kommt derjenige 
The i l ,  welcher für den Anfanger am nützlichsten sein wird, die Bctrach- 
tung  der Warmebewegung in E b e n e n ,  Kegeln, Cylindern. Zum Schlusse 
wird die Differentialgleichung der Warmeleitung i n  Krystallnn abgeleitet, 
d ie  sich von der  der homogenen Korper nur  dadurch unterscheidet, dass 
von den zweiten Ableitnngen der Temperatiir nach den Coordinaten jede 
ihren besondern Factor  bat ;  die Werthe dieser Factoren für einzelne Kry- 
stalle werden nach den Beobacbtungen von S é n  a r m o  nt u n d  J e  a n n e t t a z  
angeführt. P. ZECH. 
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Die Wellenflhche eweiaxiger Krgs ta l le ,  von Rector Dr.  BOKLIN. Zum 
Programm der  Realanstalt Reutlingen. 50 S. mit 4 Figurentafeln. 

E s  ist in  diesem Programm Alles aufgeführt,  was bisher über die 
Wellenflache publicirt worden ist. Inebesondere ist am Schlusse der 
Tite1 allet von F r e s n e l  a n  publicirten Abhandlungen nebst Hauptinhalt 
vollstandig gegeben. I n  knappem, fur Denjenigen, der  mit dem Gegen- 
stand nicht vertraut i s t ,  wohl allzu kurz zugemessenem Ansdruck werden 
die Formeln für die Wellenflache, die Entstehung dcrselben, der Begriff 
der optischen Axen gegeben , dann die Wellengeschwindigkeitsflache i n  
gleicher Art behandelt. Darauf folgt die Theorie der doppelten Brech- 
ung nach F r  e s  n e 1 u n d  die  sich anschliessenden Arbeiten von P l ü c k e r ,  
H a m i l t o n  und B i o t .  D e r  letxte Theil des Programms ist den  neuesten 
Forschungen von W a l  t o  n ,  N i v e  n und  Anderen gewidmet, und  ins- 
besondere den Abhandlungen über die Krümmnngslinien der Wellenflache. 
Dic? Wcllonflacho ist oine so interessante Flache nach allen Richtnngen 
hin, dass die hier gegebene Darstellung der gesammten Forschungen iiber 
sie von grossem Verdienste ist. Zu wünschen ware nur  eine erweiterte 
Form des Gegebenen zu behaglicherem Studium. P. ZECH. 

Lehrgang der  popnlaren Astronomie u n d  mathematischen ffeographie, 
von KASPAR SCHELLE. 2. Anfl. 112 S. 

Ein  Lehrbuch fiir Gymnaeien, welches den  gesammten Stoff kurz 
darstellt, in  einem Umfange, zu dem die sparlich zugemessene Zeit wohl 
kanm ausreichen wird. E s  werden die scheinbaren Bewegungen, die ver- 
schiedenen Arten spharischer Coordinaten, die Messinstrumente und  die  
Gesühiühte der  Astronomie im ersten Abschnitte behandelt. I m  eweiten 
Abschnitte wird die Axendrehnng der  E r d e ,  die Bestimmung der Zeit 
und die Cartbogrsphie besprochen, im dritten das Sonnensystem mit 
seinen wahren Bewegungen, im vierten die Zeitrechnung. I n  den hai- 
gegebenen Uebungsanfgaben werden die Formeln für das spharische 
Dreieck vorausgesetzt. D a s  Buch ist n u r  für die  Hand  des Lehrers ,  der  
Sate für Satz seine Erlauternngen z n  geben hahen wird. p. ZECH. 

Lehrbnch der Phgs ik ,  von Dr. P. M ü ~ c n .  7. Auti. 428 S. 

I m  24. Jahrgang  dieser Zeitschrift wurde die 5. Auflage kurz be- 
sprochen. Wau dort ausgesetzt wnrde,  steht auch noch i n  der  nenen 
Auflage. E s  scheint keine Aenderung vorgegangm z u  sein,  als ein 
besserer Druck;  der Erfinder des Typendrncktelegraphen wird immer 
noch H u  g k e s  geschrieben, der Morse-Telegraph wird immer noch mit 
falscher Leitungsverbindung dargestellt, das  Metersystem als nnr  ,,modi- 
ficirt" in Deutschland eingefühït erwahnt n. S. W. P. ZECU. 
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Cyklagraphie oder Construction d e r  Aufgaben über  Kreise und Kugeln 
u n d  elementare Geometrie der  Kreis - u n d  Kugelsysterne, von 
Dr. WILIIELM FIEDLER. Mit 16 lithographirten Tafeln. Leipzig, 
bei Teubner. 1882. 

I n  der Abhandlung ,, Einige geometrische RetrachtungenLL im 1. Bande 
des C r  e l 1  e'schen Journals  versprach S t e i n e r ,  in  einem Bande von 
etwa 25 - 30 Bogen seine Untersuchungen über das Schneiden (mit Ein- 
schluss der Berührung) der Kreise i n  der E b e n e ,  da8 Schneiden der 
Kugeln im Raume und das Schneiden der  Kreise auf  der Kugelflache eu 
veroffentlichen. Bekanntlich ist dies nicht geschehen. Als Endziel dieser 
Untersuchungen ist wohl die Auflosung der  Aufgabe zn betrachten: Eine 
Kngel  zu construiren, welcho vier gegcbene K u g d n  untcr gcgebenen recllen 
oder imaginaren Winkeln schneidet. Die  Aufltisung diesor Aufgabe findet 
sich in der ~ynthet ischen Geometrie der Kugeln von R e y  e ,  welche mit der 
vorliegenden Cyklographie, wenn anch auf verschiedenem Wege ,  dem- 
selben Ziele zustrebt , die Eigenschaften der  Potenzlinien, Potenzebenen, 
Aehnlichkeitspunkte der Kreise und Kugeln darzustellen. Neuerdings ist 
von Her rn  Professor B a d  o r  f f in einem Programm des Gymnasiums von 
Baden -Baden eine inhaltsvolle Abhandlung über denselben Gegenstand 
veroffentlicht worden. Das R e y e ' s c h e  Buch benutzt als Beweisprincip 
die Kreisverwandtfichaft oder das Princip der reciproken Radien; F i  ed - 
l e r ' s  Cyklographie sucht die  Kreis-  u n d  Kugeleigenschaften mittelst der 
Methoden der darstellenden Geometrie abzuleiten. J e d e r  P u n k t  P des 
Ilaumes wird in einer Ebene  7 als Kreis abgebildet; man findet seinen 
Mittelpunkt Q als Fusspunkt  des von P auf q gefallteu Perpendikels und 
seinen Radius gleich PQ. Dieser Kreis ~ ( ' 1  ist der B i l  d k r  e i s  von P. 
- Die Bildkreise aller P u n k t e  einer Geraden a bilden èine l i n e a r e  
K r  e i s r  e i  h e ,  deren sammtliche Kreise den Schnittpunkt A der Geraden 
n und der Ebene  q m m  Aehnlichkeitspunkte baben;  die Bildkreific aller 
P n n k t e  einer Ebene E bilden ein p l a n a r e s  S y s t e m ,  welches also die 
Eigenschaft ha t  , dass der Aehnlichkeitspunkt eines seiner Kreispaare 
stets auf der  Schnittlinie e der Ebenen Q und E l iegt ,  dessen sammtliche 
Kreise diese Gerade also un te r  demselben reel len-oder  imaginaren Win- 
kel  schneiden. Zwei planare Systeme durchdringen sich iu  einer linearen 
Kreisreihe; ein planares System und eine lineare Kreisreihe haben einen 
gemeinschaftlichcn Kreis.  Hierin liegt die Quelle zahlreicher Aufgaben, 
von denen die  wichtigeren basprochcn werden. Zwei lineare Kreisreihen 
gehoren einem planaren Systam a n ,  wenn sie einen Kreis gemein haben. 
Die  Geraden,  als deren Bilder die  Kreisreihen erscheiuen, müssen in 
diesem Fal le  einen Schnittpunkt haben,  dessen Bildkreis der gemein- 
schaftliçhe Kreis ist. Haben von drei linearen Kreisreihen keine zwei 
einen gemeinschaftlichen Kreis,  so sind die drei Geraden a b c ,  a h  deren 
Bildor sie s u  betrachten s ind,  windschief zu einander. Alle Trausver- 
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salen dersclhen erfiillen eine Regelschaar und  diese wird von einer zwei- 
ten Regelschaar geschnitten. Beide erfüllen eine Regelflache. Die  Ge- 
sammtheit der  Bildkreise ihrer Punkte  ordnet sich i n  zweifacher Art in  
lineare Kreisreihen; man fasst sie als ein S y s t e m  z w e i t e n  G r a d e s  
v o n  l i n e a r e n  K r e i s r e i h e n  zusamuien. 

Wcnn man von einem P u n k t e  P einer gleichseitigen Hyperbel  die 
Senkrechte PQ auf die Nebenaxo Yallt, so ist dieselbe so gross, wie die 
Entfernung zwischen Q und  den Scheiteln. Der  Kreis Q@), welcher 
nm Q mit Q P  beschrieben wird, geht also durch die heiden Scheitel 
und schneidet den  Scheitelkreis diametral. Denkt man die Ehene  einer 
gleichseitigen Hyperbel  senkrecht zur  Ehene  7 und i n  dieser die Neben- 
axe, so haben alle Bildkreise einer gleichseitigen Hyperbel zwei gemein- 
schaftliche P u n k t e  und bildcn ein B ü a c h e 1 mit reellen Grundpunkten. 

Fal l t  man au8 dem Punkte  P einer gleichseitigen Hyperbcl das Per- 
pendikel PQ auf die Hauptaxe und  beschreibt um Q mit demselben den 
Kreis, so schneidet e r  den Scheitelkreis orthogonal. Alle Bildkreise einer 
gleichseitigen Hyperbel ,  deren Hauptaxe in  der Ehene  q liegt u n d  deren 
Nebenaxe zu ihr normal is t ,  bildeii also ein B ü s c h e l  mit imaginaren 
Grundpnnkten. 

Dreht man die Hyperhel um die zur  Ehene q normale Axe ,  so 
erhalt man im ersten Fal le  ein zweifaches, im andern ein einfaches 
gleichseitiges Rotationfihyperboloid; die Bildkreise der  Punkte  eines sol- 
chen schneiden einen festen Kreis diametral oder orthogonal und  bilden 
ein K r e i s n e t z .  

Damit ist die Geometrie der Kreishüschel und Ereisnetze auf die- 
jenige der gleichseitigeu IIyperbel und  des gleichseitigen Rotationshyper- 
boloids zurückgeführt. 

Projicirt man aus einem Pnnkte  S irgend eine Figur  Sr einer Ebene a 
auf die feste Ehene q in  die Figur %, und dreht die Ebene ar um d ie  
Schnittlinie der Ebcnon ar und  y ,  bis sie mit q susammenfallt, so gelangt 
die Figur  SI i n  die  Lage M,. Dafi Bild rU1 und die Umlegung 9.12 liegen 
perspectivisch oder in  centrischer Collineation. 

Trgend zwei Kreise Sind stets auf doppelte Weise entsprecbende 
Figuren einer centrischen Collineation, deren Centrum einer der Aehn- 
lichkeitspunkte und  deren Axe die Potenzlinie ist. Hieraus folgen die 
Eigenschaften der  Potenzlinie, des Potenzkreises und das Princip der 
reciproken Radien. Letzteres oder die Kreisverwandtschaft erscheint also 
als specieller Fa11 der allgemeinen centrischen Collineation und lasst sich 
leicht anf don Raum ansdchnen. 

Die Probleme des Winkelschnittcs der Kreiso werdon auf  doppelte 
Art gelost, durch die Methoden der darstellenden Geometrio und durch 
die Kreisverwandtschaft. 
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Von der Anfgabe: ,, Einen Kreis s u  constrniren, welcher vier gegebcne 
Kreise nnter gleichen Winkeln schneidetLL,  wird der  specielle Fe11 naher 
behandelt,  in  welchem die vier gegebenen Kreise die Berührungskrei~e 
eines Dreiecks sind. D e r  Schnittwinkel wird O und der  Schnittkreis wird 
der F e n  e r b ach ' sche  Kreis.  Die nahere Theorie dieses Kreises findet 
sich am Schlusse des Werkee noch einmal ausfülirlicher entwickelt. 

Die Kreisbüschel und Netxe werden durch Kreisverwandtschaft wieder 
in  Büschel und  Netze nmgef'ormt; die Kreise einer liuearen Reihe foknen 
sich i n  solche n m ,  welche zwei gegebene Kreise unter bestiinmten Win- 
keln schneiden, deren Mittelpunkte also anf einem Kegelschnitte liegen. 
Der Znsammenhang zwiscben der Theorie der Kreissysteme und Kegel- 
schnitte erscheint dadurcb in einer nenon Beziehung und führt unmittel- 
bar zur  Theorie der  letzteren. 

Den Schluss des Werkes bildet die Geometrie der Kreise auf der 
Kugel. 

Der  Leser wird in  ihm eine Fül le  von Anregung finden; die sammt- 
lichen Resnltate sind aus einheitlichem Princip hergeleitet. Ob  die Grund- 
idee des Werkes eine S t e i n e r ' s c h e  iut uud  wir derselben die von d e y  
grossen Geometer mitgetheilten Besultate aus der Geometrie der ~ r e i s e  
und  Kugeln verdanken,  bleibe dahingestellt. Die  von R e y  e in  seiner 
Kugelgeometrie u n d  die von F i e d l e r  i n  der vorliegenden Cyklographie 
znr Herleitung dor Kreis-  u n d  Kngeleigenschaften benntzten Methoden 
habeu das Gemeinsame, dass sie dieselben theilweise a n  transformirten 
Figuren ausführen. Einen andern W e g  schlagt B a d  o r  f f  in  der  schon 
angeführten Abhandlung ein,  indem er  die Eigenschaften der Kreis-  und 
Kngelgebilde a n  ihnen selhst entwickelt, wobei e r  allerdings der  Rech- 
nung  mehr Einfluss einraumen mnss, als jene anderen Methoden ver- 
langen. 

Die vorliegende Cyklographie ist  mit derjenigen Klarheit geschrieben, 
die wir a n  den Werken F i e d l e r ' s  gewohnt sind. Zahlreiche Figuren 
nnterstütaen die Anschaunng und so wird dieselbe ihren Zweck erreichen, 
die Geometrie der Kreise und  Kugeln auch weiteren Kreisen zuganglich 
zu machen. 

W e i s s c n b n r g ,  den 8. J a n u a r  1883. MILINOWSKI. 

Logarithmisch-trigonometrisches Handbnch, auf fiinf Decimalen bearbeitet 
von E. BECKER, Dr. phil. und  Erstem Ohservator a n  der  konigl. 
Sternwarte i n  Berlin. Stereotypausgabe. V e r l ~ g  von Bernhard 
Tanchnitx. Leipzig 1882. XVI, 104 S. 

Diese dem Andenken von C a r 1  B r n h n s ,  welcher die Entstehnng 
der Tafeln beeinflusste, gewidmete Logarithmentabelle lasst an Elegauz 
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der Ausstattung, man darf wohl sagen,  Nichts zn  wünschen übrig. F ü r  
die Vermeidung von Fehlcrn wnrde mindestens durch ausserste Sorgfalt 
zn wachcn gesucht, und da8 Lesen von nicht waniger aln, sechs Correc- 
turen durch fiinf verschiederie Personlichkeiten bürgt ,  soweit dieses über- 
haupt moglich ist,  m m  Vorans für das Gelingen. D e r  Verfasser ha t  in  
der Anardnung seiner Tafeln sich vielfach a n  bewahrte Muster a n -  
geschlossen , namentlich hat  e r  die vorzügliche durch B r  e m i k  e r  ein- 
geführte Soriderung der Zeilen in Griippen von j e  drei,  und die Ein- 
schliessung der jeweils zehnten Zeile dnrch Doppellinien sieh angeeignet, 
wic in der Vorrr.de unter Nennung des Vorbildes angrgehen ist. E s  
fehlt indessen auch nicht a n  Eigenthümlichkeiten, welche dem Rrscheinen 
de.r neuen Tabellen zur  Berechtigung dienen. So ist insbesondere bei 
der zweiten Abtheilung, welche den Logarithmen der  trigonometrischen 
Functionen von Winkeln bis zu fünf Graden angehort ,  abweichend von 
sonstiger Uebung ein doppelter Eingang gewahlt, indexn die Tafel senk- 
recht ahwiirts nach von Ninute  zu Ninute wachsenden Winkelgr6ssen 
geordnet ist ,  walirend wageiocht das Fortschreiten um Zehntel einer 
Minute beriicksichtigt ist;  angegebene Secunden sind dementsprechend 
allerdings in Decimaltheile einer Minute nmznrechnen. CANTOR. 

Sammlnng von  arithmetischen und  algebraischen Fragen  u n d  Anfgaben, 
vcrbunden mit einem systernatischen Aufbau der  Begriffe, Formeln 
und Lehrsatze der  Arithmetik, fiir hiihcre Schulrn von Dr.  HER- 
M A N N  SCHUBERT, Oberlehrer a n  der Gelehrtenschiile des Johan-  
neums in Hamburg. 1. Heft :  F ü r  mittlere Classen. Potsdam 1883, 
Verlag von Aug. Stein. V I I I ,  222 S .  

Die Reform des mathematischen Schulunterrichts vollzieht sich gegen- 
wartig, weun auch nicht in  allseitiger Uebereinstimmung, wie das hei 
R e f o r m b e ~ r ~ u n g e n  auch billigerweise nicht verlangt werden kann,  doch 
bei zahlreiühster Betheiligung. I h r  verdanken Schriften, wie die  von 
H e i l e r m a n n  und D i e k m a n n ,  wio die von H e n r i c i  und  T r e n t l e i n ,  
ihr verdankt auch die uns vorliegende Aufgabensammlung das Dasein. 
Der Bearbeiter der Abzahlenden Geometrie ha t  die eigenen Untersnch- 
ungen , so beifallig aie aufgenommen wnrden,  nnterbrochen , um der Ans- 
arbeitung einer elementaren Aufgabensammlung sich zn nnterzieben. E r  
wollte zeigen, dass Strenge und  Fasslichkeit schon bei den  ersten auf  
Knaben berechneten Anfangen sich i n  Einklang bringen lassen, u n d  
wenn der Name des Verfassers die  Bürgscliaft gewahren kann .  dass der 
Strenge geuügt i s t ,  so zeigt ein Blick in  das Büchlein, wie weuig die 
Fasslichkeit dabei zu kurz gekommen ist. Als erziehlich wichtig erschei- 
neri uns insbesondere gewittse F r a g e n ,  welche gewissen jedem Lelirer aus 
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Erfahrung bekannten Fehlern steuern sollen. Greifen wir einige der- 
selben herans. 

Darf man wohl in a ( b + c + d ) + e ( b + c + d ) +  f ( b + c + d )  für b + c  
+ d  der Kürze wegen a setzen? (S. 20.) 

Warum darf dio O bei 40 nicht fortgelassen werdcn, wahrend doch 
bei 4 + 0  das Zeichen + O  fortgelassen werden darf?  (S. 57.) 

Um wieviel verrechnet man sich, wenn man 103 -3.4 berechnet, 
indem man es gleich (103 - 3).  4 = 100.4  = 400 setzt ? (S. 74.) 

1st der Satz richtig: Vou einem Producte wird snbtrahirt ,  indem 
man von beiden Factoren subtrahirt  und die erhaltenen Differenzen mul- 
t ipl ic ir t l  (S. 96.) 

Neben diesen den Scbüler warnenden Fragen (unter welchen wir 
e i n e  vermissen: Darf man Brüche so addiren,  dass Zahler zu Zabler 
und  Nenner zn Nenner addirt wird?) mochten wir zur  Empfehlung des 
Büchleins auf die u n g a i e i n  geschmackvolle Einkleidung vieler Aufgaben 
hinweisen, die sich mannigfach a n  die sprachlichen und geschichtlichen 
Unterrichtsgegenstande der  Mittelschule anschliesst. 

Nnr gegen einen .Ausspruch legen wir Verwahrung ein. Iierr 
S c h u b e r t  sagt,  im Einklang mit vielen Schriftstellern, bei Besprechung 
der Division (S. 95): , ,Man verfiihrt jedoch am xweckni~ssigsten, wenn 
man im Dividendus und im Divisor die Glieder so ordnet ,  dass die Ex- 
ponenten entweder eine aufsteigende oder eine absteigende Reihe bilden, 
und dann immer mit dem ersten Gliede des Divisors in  das ersto Glied 
des Dividendns dividirt." Das  ist und bleibt mangelhaft ausgedrückt. 
Nicht zweckmassig, vielmehr durchaus nothwendig ist das  beiderseitige 
Ordnen der Glieder, wenn im Quotienten nicht statt  eines geschlossenen 
Ansdrnckes eine regel- u n d  gesetzlose nuendliche Reihe erscheinen soll. 

Znr  Qeschichte des Problems der  Anziehnng der  Ellipsoide, von Dr. F. 
GRUBE, Oberlehrer. Beilage zum Oster -Programm 1883. Schles- 
wig 1883. . 

Unter  den  Aufgaben, welche der  Lehre von den  i n  ihrer Wirkung 
dem Quadrate  der Entfernnng umgekebrt proportionalen Kraften ent- 
stammen, spielt die der Anziehnng der  Ellipsoide eine hervorragende 
Rolle. Beginnend mit dem einfachsten Fal le  der Kugel ,  übergehend erst 
zum Umdrehungsellipsoid, dann zum dreiaxigen Ellipsoid, haben die 
hervorragendsten Mathematiker von N e w  t O n bis xn D i r i c h l e t  und 
C a y l e y  a n  der  Losnng des Problems gearbeitet,  a n  ihm die mannig- 
fachsten Methoden erprobt. Es konnte kein geeigneterer Geschichts- 
schreiber dieser Anfgabe anftreten als l l e r r  G r  n b  e , der  Herausgeber von 
D i r i c h l  e t's Vorlesungen über j e n e  Krafte. I n  einem Schulprogramm, 
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welches Verbreitung w ~ i t  über Scliulgrerizen hinaus verdient ,  schildert 
uns Herr  G r u b e  die Versuche von N e w t o n ,  von C o t e s ,  von S t i r -  
l i n g ,  von C l a i r a u t ,  von D a n i o l  B e r n o u l l i ,  von E u l e r ,  von M a c -  
l a u r i n ,  von S i m p ~ o n ,  von L a g r a n g e ,  von d ' A l e m b e r t .  Die Er -  
steren werden nur  kurz angedeutet;  bei d ' A l e  m b e r  t ' s  Arbeiten verweilt 
der Verfasser mit dankenswerther Ausführlichkeit und zeigt,  wie derselbe 
nicht weniger als sieben von einander verschiedene Methoden anwandte, 
deren letzte das heute als Endergebniss bekannte elliptische Integral  
ergehen haben würde,  wenn d ' A  1 e m  b e r t  nicbt,  einem schülerhaften 
Rechenfehler verfallend, beim Reduciren eines Aiisdruckes eine Klammor 
vergrssen hatte. Indem wir Rer rn  G r u b e  für dieses nngemein inter- 
essante Programm unsern Gffentlichen Dank aussprechen, hoffen wir, 01 

werde bei diesem Bruchstücke nicht stehen bleiben, uns  vielmehr im 
nachsten J a h r e  mit der Fortsetzung erfreuen, für welche die Untersnch- 
ungen von L a p l a c e ,  von I v o r y ,  von C h a s l e s ,  von D i r i c h l e t  u n d  
vielen Andaren hinlangliches Material ~ i c h e r  stellen. CANTOR. 

Lehrbuch der  Planimetrie. Zum Gebrauche a n  hoheren Lehranstalten 
und zum Selbstunterricht. Von Dr.  ROTTOK, Professor und  Reçtor 
am Gymnasium und Etealgymnasium zu Bendsburg. 2. Aufl. (Mit 
57 Figuren im Text . )  Leipzig, Verlag von Hermann Schultze. 
1883. X ,  74 S. 

Lehrbuch der Stereometrie etc. 2. Aufl. (Mit 27 Fignren im Text.) 
E b e n d a ,  1883. VI 59 S. 

Z w e i  kleine anspruchslosc, aber, wie nns scboint,  recht brauchbare 
Büchlein aus der Feder  eines tüchtigen Schulmannes, von dem wir 
bereits eine Einleitung in die neuere Geometrie besitzen, deren sich 
Referent bei seinem eigenen Unterrichte schon mit Vortheil bedient ha t  (in 
der Zeitachr. f. m. n.  n. Unt. von Prof. M a t  t h i  e s s e n  besprochen). Wie  
die niçht eben grosse Seitenzahl der in  kleinem Octavformat gedruckten 
Bücher schon vermuthen Iasst, beschrankt sich die getroffene Auswahl 
im Lehrstoffe nur  aiif das nnbedingt Erforderliche, aber dies ist auch 
schr gnt  gegeben. Bei den  Winkeln beginnend, erlcdigt der  Verf. die 
Parallelentheorie mittelst einer sehr kurzcn Retrachtnng, die selbstver- 
standlich keinen Anspruch auf Exactheit machen k a n n ,  für Schulzwecke 
aber gewiss mit ebendemselben Rechte benutzbar sein dürfte, wie so 
manche weitschweifigere Untersuchung. Dann  folgen gleich die Satze 
von der  Winkelsumme im Dreieck u n d  n - E c k .  Der  Beweis für die 
Gleichheit der Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck beruht doch 
streng genommen auf dem Nachweis der Cougruenz zweier Dreiecke und  
hatte deshalb besser seinen Platz hinter Abschnitt III angewiesen bekom- 
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men ,  in welchem die Le.hre von der Congruenz kurz u n d  bündig ab- 
gehandelt wird. Hieran reihen sich die besonderen Vierecke; auf den 
Sa tz ,  dass Dreiecke von gleicher Grundliuie und Hohe  flachengleich sind, 
folgt als unmittelbare Anwenduug der Pythagoraer. J e t z t  erst wird der 
Kreis eingeführt; a n  dem ihm gewidmeten Abschnitte V hiitten wir hoch- 
stens die F igur  25  zu tadeln,  welche nur  einem Specialfalle des zu 
beweisenden Theorems angepasst ist. Abschnitt V I ,  in  welchem von der 
gegenseitigeu Lage zweier Ereise  und ihren gemein~chaftiichen Tangen- 
ten die  Rede  ist,  beendet den ersten, rein constrnctiven Thei l ;  der 
zweite beginnt mit einem Abriss der  Proportionenlehre, der gewiss jedem 
Lehrer  willkommen is t ,  da  sehr viele Schiiler, wenn sie bis zur Aehn- 
lichkeit vorgedrungen s i n d ,  Iaugst Alles vergessen haben,  was sic früher 
von den  Verhaltnissen wussten. Die Proportionalitat gewisser Strecken 
und die Aehnlichkeit der Figuren lassen sich mit diesen Mitteln leicht 
abmachen. E i n  relativ ausführlicher Abschnitt (XI)  beschaftigt ~ i c h  mit 
den  Transversalen u n d  merkwürdigen Punkteu des Dreiecks. I n  Ab- 
schnitt XII werden verschiedenartige Gegenstande zusammengenommen: 
Chordale, Summen - und  Differenzlinie zweiar Kreise (letztere in einer 
dem Vert'. anscheinend eigenthümlichen Darstellung), Ptolemaeischer Satz, 
harmonische Theilung und goldener Schnitt;  dadurch wird man hinüber- 
geleitet zum Schlusscapitel, regelrnassige Vielecke und  Kreisrechnung 
enthaltend. Die letztere gründet  sich, wenn s, die Seite des n -Ecks  
n m  den Einhcitskreis bedeutet,  auf die bekannte Kcttenwurzelentwicke- 
lung 

-- 
2 J 2 - ~ 2 + ~ 2 + 1 2 +  

Erwahnt  sei beilaufig, dass die bekannte Naherungsformel n: = +;Ji nicht 
dem P e t  e r ,  sondern dem A d  r i  a a n  M e t i u s  ilire Entstehung verdankt. 

Die  Stereometrie giebt über die Lagebeziehungen zwischen Punkten, 
Geraden und  Ebenen irn Raume guten Aufschlusu; namentlich werden 
auch die wichtigsten Satza über Projectionen abgeleitet. Die Darstellung 
der Lahre Yom n - K a n t  ist  leicht fa~s l ich  u n d  erschopfend, doch hat  auch 
aie uns  nicht i n  unserer Ueberzcugung wankend machen konnen ,  dass 
diese Satze - man vergl. K o p p e ' s  Lehrgang i n  dessen bekanntem 
Lehrbuch der  Stereometrie - eigentlich i n  die Spharik gehoren. Nach- 
dem der E n l e r 7 s c h e  Lehrsatz bewiesen is t ,  wird die Ausmessung de,r 
üblichen elementaren Korperformen wesentlich in der  bekannten Weise 
gelehrt,  nnr  macht das Buch darin eine anerkenrienswerthe Ausnahme 
von zahlreiçhen Collegen, dass es auch dem Obelisken gerecht wird und 
die  nicht eben complicirte Formel für dessen Volnmcn bringt ,  aus wel- 
cher alle die übrigen Knbaturen als Corollarc flicssen. Ebenso ist die 
Zugiibe einer Aufgabensarnmlung zn billigen, welche nicht blos dem rech- 
nerischen, sondern auch dern constructiveu Elemente Rechnung triigt. 
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Die zwei kleinen Lehrbücher, die etwa in je einem Jahrescnrse 
bequem absolvirt werden konnen, sind frisch geschrieben und in a h -  
licher Weise en empfehlen, wie das kleine Lehrbnch der ebenen Geo- 
metrie des Danen P e t e r s e n  (deutsch von F i s c h e r - B e n z o n ) .  Nament- 
lich aber ist auch die feine und der Verlagshandlung Ehre  machende 
aussere Ausstattung zu loben. 

A n s b a c h .  Dr. S. G ~ N T H E B .  

Drei Mittheilnngen über neue Wtîrfelversnche. Von Dr. RUDOLF WOLF, 
Professor der Astronomie in  Zürich. Zürich, Druck -von Zürcher 
& Furrer. 1881-83. 59 S. 

Ueber das Wesen der Wrrhrscheinlichkeitsrechnung und des a h  ,,mathe- 
matische WahrscheinlichkeitL1 bezeichneten BegrifTes herrscht in manchen 
Kreisen noch eine merkwürdigc Unklarheit. Man macht sich keino be- 
~timmte Vorstellung davon, dass lediglich unter dem nivellirenden Ein- 
flnsse des Geuetxeu der grossen Zahlen der Unterschied zwischen der 
berechneten und der Erfahrungswahrscheinlichkeit sich verwischen kanu, 
dass aber natürlich Derjenige, der eine an sich sehr kleine, wenn anch 
fur seine Geduld ausreichend grosse Versuchsreihe anstellt, die erheblich- 
sien Differenzen wahrnehmen wird. Ganz ein Anderes wird es natürlich 
sein, wenn ein Mann von der ehernen Ausdauer, die Jedermann an  dem 
verdienten Director der Züricher Sternwarte kennt und bewnndert, eine 
Exporimentalnntersuchung über diescn Gegenstand in Angriff nimmt. 
Schon im Jahre 1851 hat Herr Wol f  in den Mittheilungen der Berner 
naturforscheuden Gesellschaft Würfelversuche bekannt gemacht; spater 
hat er den Grundgedanken etwas verandert und im Verein mit dem 
Baseler Mathematiker M e r i a n  die empirische Bestimmung der Zahl rr 

geliefert. Zieht man auC einer ebenen Tafel ein System aquidistanter 
Parallellinien und wirft ein Stlbchen von gleichbleibender Lange beliebig 
oft auf die Tafel, berechnet sodann die Wahrscheinlichkeit, die dafür 
bcsteht, dam der Stab eine dor Parallelen schneide oder nicht schneide, 
so geht in dio bezügliche Formel anch x ein, und wenn man also gc- 
nügendes Beobachtungsmaterial eur Verfügnng hat, kann die fragliche 
Constante mit einer von der Menge des letzteren abhangenden Genauig- 
keit ermittelt werden. Die bohmieche mathematische Zeitschrift CaBopis 
hat nnlangst einen in ahnlichem Sinne gehaltenen Artikel gebracht. Wolf  
jedoch scheint den einfachen Würfelversuch, das klassische Beispiel, auf 
welches sich alle neueren Bearbeiter des Wahrscheinlichkeitscalculs be- 
ziehen, immer noch für dan beste Mittel zur Controlirnng der Wahr- 
scheinlichkeit a priori zn halten, und so stellte er denn drei neue gigan- 
tische Versuchureihen an,  über welche die Züricher Vierteljahrsschrift 
resp. in den Jahren 1881,  1882,  1883 das Nahcre enthielt. Alle drei 
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Berichte sind e s ,  die jetzt a ls  vereinte Separatausgabe vor uns liegen 
u n d  hier einer kurzen Eesprechung unterzogen werden sollen. 

Numiner 1 giebt eine Uebersiçht über 100  Versuclie, welche mit zwei 
- roth und  weisv gefarbten - Würfeln in der Weise angestellt wurden, 
dass' jeder  einzelne Cyclus 100  Versuche umfasstc. Bus  den 10000 
Einzclwürfen, die man auf solche Ar t  erbielt ,  wurden nun die Wahr- 
scheinlichkeiten beider Gattnngen berechnet u n d  bei der Zusammenstel- 
lung  fand sich ein interessantes Ergebniss - die Zahlen stimmten nicht 
soweit überein, als nach früheren Proben wohl hat te  erwartet werden 
dürfen. W e r  blos die Moglichkeit jeuer  zufalligen Fehler  zuzulassen 
geneigt ware, die j a  der Theorie uach eiuaig und  alleiu eioer Ausgleich- 
n n g  durch die Wahrscheinlichkeitsrechnung unterworfen sind , der müsste 
in  Verlegenheit kommen; allein der Tieferblickende nimmt hier das Wal- 
ton einer gewissen, wonn auch vorerst noch unbekannten Gesetzlichkeit 
wahr u n d  sucht derselben auf dio Spur  zu kommcn. 

E s  liegt nahe,  hier einen Vergleich anzubringen. So lange die Geo- 
daten daran festhielten, dass jene Classe von I r rungen ,  welche bei einer 
grossen Vermessung nn te r  dem Namen der  Lothstorungen zusammen- 
gefasst .werden, durch die Methode der  kleinsten Quadrate  beseitigt wer- 
den konne ,  liess sich durchaus keiue Harmonie zwischen den au  ver- 
schiedenen Stellen unseres Erdballes vorgenornmenen Gradmessungeu 
erzielen; dies gelang vie.lmehr erst dann ,  als P r a t t  und P h i l i p p  
F i s c h e r  uns  belehrten, es  mien jene Ablenkungcn des Lothes von der 
Niveau-Normalen nichts Zufilliges , sie liessen sich vielmehr gesondert 
in  Rechnung ziehen und ihrer Wirkung nach eliminiren. Ganx ahnlich 
n u n  ha t  W o l f  aus den von ihm wahrgenommenen L)iscrepanzen den 
Schluss gezogen, es  müssten hier Fehlerquellen von ganz bestimmtem 
Charakter vorhanden sein,  und zwar erkanute er eine hervorragend wich- 
tige i n  der  nicht vollkommenen Homogeneitiit der Würfel. Unter der 
Annahme,  , ,es sei die Chance eines Wurfes  zum Abstande des Schwer- 
punktes  von der Gegenseite reciprokLL, gelang ihrn eine sehr befriedigende 
Aufklarung. Die  zwoitc Mittheilung e n t h d t  neben dem riesigen statisti- 
schen Stoffe nener  Versuche Andentungen iiber die Mittel, deren sich der 
Verf. und  sein Assistent,  H e r r  W o l f e r ,  zur  Abkürzung der  erforder- 
lichen Arbeiten bedienten, sowie auch über eiue gewisse andere Kategorie 
von Anornalien, mit welcher sich dann  d) dritte Stück im Einzeluen 
bescliaftigt. E s  wird dargethan,  dass die mathematische Wahrscheinlich- 
keit allerdings hiiufig mit unerfüllten und  unerfüllbaren Voraussetzungeu 
operirt ,  u n d  dass man d a ,  wo es angeht ,  jenen aprioristischen Zahlen 
die aus ihnen mit Berücksichtignng gewisser Erfahrungsdaten abgelsiteten 
empirischen Daten substituiren muss. Ganz originel1 ist die Idee ,  die 
eigenthümlichen Zusammendrangungen u n d  Stauungen i n  den Tabellen 
mit den Stauprocessen in Vergleich zn bringen, welche beim Abfliesaen 
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einer Sandmasse durch eine Trichteroffnung eintreten und  vom Verf. 
experimentell geprüft werden. I n  Summa darf die Wolf 'sche Arbeit 
d e n  Jenen  befitcn~ empfohlen werden , welche ciner tiefercn Erfassung 
des bislang nur  ziemliçh unbestimmt umschriebenen Begriffes der  Er -  
fahr~n~swahrsche in l ichke i t  ihr Interesse zuwenden. 

I n  einem Anhang wird die auf 200 Stellen (von D a s e )  berechnete 
Zahl n nach den in den vorstehenden Theilen erorterten Grundsatzen 
analysirt, und es ergiebt sich die merkwürdige Thatliache: , ,Die Deci- 
malen von n bilden eine Reihe ,  welche sich i n  allen uutersuchten Be- 
miehungen ganz wie eine sogenannte gesetxlose Reihe von gleiçher Aus- 
dehnung verhalt." Gewiss eine beachtenswerthe Bestatigung des von 
L i n d e  m a n  n u n d  H e r m i t e  auf streng theoretischem Wege gefundenen 
und das alte Problem der ~ r e i q o a d r a t u r  endgiltig losexiden Ergebnisses, 
dass z eine absolut transcendente, durch keine irgend gesetzmiissige Auf- 
einanderfolge rechnerischer Operationen darstellbare Zahl ist. 

A n s b a c h .  Dr. S. G ~ N T H E H .  

Beriohtigung zu meincr Recension über ,, Einführnng in die  Theoric der  
isogonalen Verwandtschaften und der conformen Ahbildungen etc. 
von Dr. G. Holzmüller". 

, ,Da H e r r  Holzmüller, wie ich jetzt weies, bei f (r, i) = X + Y i  in 
z = . x + y i  sawohl als bei dem i ,  das ausser demselben auftritt ,  g l e i c h -  
z e i t i g  d a s  V o r z e i c h e n  w e c h s e l t ,  was ich früher irrthümlicher Weise 
übersah, und meirie E'orderuug bei lieineu Operationen in der T h s t  erfiillt 
wird, so ha t  pag. 144 Zeile 3 von unten die Bemerkung: ,,S. 193 werden 
in Z. 12 v. o." bis ,,sammtliche Coefficienten reell sein müssen" zu eut- 
fallen, da  die Beweise auch bei complexen Coefficienten aus obigem 
Grnnde richtig sind." Dr. A. PUCUTA. 
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Ein Beitrag zur Geschichte der griechischen Geometrie. 

Von 

P. TBEUTLEIN, 
Profesnor am Gymnaninm zu Earliirohe. 

I m  vorliegcnden Anfsatze werde ich versiichen, das folgende schein- 
bar dreigliedrige, aber, wie sich heransstellen wird,  in sich doch einheit- 
liche T h e m a :  

, , D e r  b e s o n d e r e  P y t h a g o r e i s c h e  L e h r s a t z  - d i e  
z a h l e n r n i i s s i g e  B e ~ t i m r u u n g  v o n  r a t i o n a l e n  S e i t e n  d e s  
r e c h t w i n k l i g e n  D r e i e c k s  -- d a s  z w e i t e  B u c h  d e r  E l e -  
m e n t o  E u k l i d ' s l L  

rücksichtlich seiner geschichtlichen Entstehnng und-Entwickelung einer 
erneuten Beliandlung zu unterziehen. Zwar habeu in den latzten zwei 
Jahrzehnten Forscher wie C a n t o r ,  R o t h ,  B r e t s c h n e i d e r ,  I I a n k e l ,  
G ü u t h e r ,  zum Thei l  wiederholt, sich mit diesem Gegenstande beschaf- 
tigt, und es ist das Ergebniss ihrer Untersuchungeu in dem so ver- 
dienstlichen Werke  von C a n t o r ,  ,,Vorlesungen über Geschichte der 
Mat>hematik, 1. Theil",  niedergelegt, und ich will auch sofort beifügen, 
dass ich mit der hierin gegebenen Darstellung im Grossen und  Ganzen 
einver~tanden hin. Aber mir scheint es ,  als ob die jatzt geltende Auf- 
fassung über die geschichtliche Entwickelung des beregten Gegenstandes 
aine Stufe, namlich die anfangliche Induction bei der Genesis, ausser 
Acht lasse oder wenigstens nicht  genügend hervorhebe; ans diesem 
Grunde, und überhaupt die Art ,  wie ich mir die Entstehung der 
Sache denke, der nnuiittelbar sinnliçhen Auschauung mehr Spielraum 
gewahrt, aleo auch, wie ich wenigstens meine, der geschichtlichen Wahr- 
heit naher kommt, ferner weil ich zngleich, wenn anch nur  i n  unter- 
geordnoten Punktcn ,  thatsachliche Richtigstellungen zu bringen vermag, 
so wage i c h ,  den Gcgenstand hier ZUT Besprechung zii bringen. U n d  
wenn ich xuweilen speciell gagen C a n  t o r ' s  Ilarstellung mich wenden 
werde, so m6ge der  geehrt,e Mitheraiisgeber und  jeder andere Leser 

Hirit.-lit. Abthlg. d. Zeitschr. f. Math. ri. Phym. XXVIII, 6. 16 
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dieser Zeitschrift dies dadurch für begründet erachten, dass die betref- 
fenden Capitel bei C a  n t  o r  die ausfihrlichste zusammenhangende Dar- 
lcgnng enthalten und jedenfalls die ,  welche am meisten aufgesucht und 
gelesen wird und werden wird. 

1. Der besondere Pythagoreische Lehrsatz. - 1. Mancher mag beim 
Lesen dieser Uebersührift der Zeiten gedenken,  wo e r  in gespannter, 
vielleicht auch nicht gespannter Erwartiing der  Dinge, die da  komrnen 
sollten, var  der Schultafel sitzend auf dieser die typische Gestalt der 
E n  k 1 i d'schen Beweisfigur var seinen Augen auftauchen sah ,  uiid mag 
der  Stunden und T a g e  nachher gedenken,  wo der  zugehtirige Beweis' 
gelernt und eingeiibt wurde, nicht schwer gerade,  interessant sogar, anch 
Ueberzeugung gewahrend von der  Wahrheit der bezüglichen Behauptnng 
- und doch ein gewisses Gefuhl des Unbehaglichen hinterlassend, gleich 
als ob eine Ueberrumpelung, eine Gefangennahme stattgefunden habe. 
Wohl mag auch der  E ine  und Andere sich der  begleitenden Nebenumstande 
er inneru,  wie der Lehrer  die Wiclitigkeit des ,,Magister matheseoli" an- 
gepriesen , vielleicht auch des btisen Beinamens der , ,Eselsbrücke" Er- 
wahnung gethan,  weil namlich Esel im Geiste nicht übcr die so schwer 
passirbare Brücko des Beweises hiniiber xu gelangen vermochten. Gar 
ha t  anch einer von Denen ,  welchen diese Zeilen var Augen kommen, in 
seiner Schulzeit gehtirt, dass mit Hilfe eben jener  E u k l i d ' s c h e n  Beweis- 
figur eine telegraphische Verbindung mit etwaigen i n  geistiger Beziehung 
den Menschen ahnlichen Mondbewohnern rntiglich sei:  denn  hatten diese 
wirklich ein der Menschenseele verwandtes geistiges Princip i n  sich, so 
müssten gewiss anch sie den im irdischen Bereich so berühmten Satz 
des P y t h a g o r a s ,  nicht minder dessen vorhin erwahnten Beweis erfun- 
den  haben,  so dasa man nur  eine in genügend grossem Maassstabe und. 
in passenden Farbencontrasten gewahlte Anpflanzung der  Beweisfignr 
auf der Erde  ausznführen habe,  um bald in  der auf dem Monde ge- 
schehenden Reproduction derselben Fignr  die Antwort unserer Traban- 
tenbrüder und  d e n  Anfang einer Correspondenz mit denselben verwirk- 
licht zu sehen. 

N n n ,  der  letztere Voréichlag, falls e r  jemals ernstlich gemeint war, 
geht doch von der Annahme aus ,  dam der Pythagoreische Satz und gar 
anch dessen Reweis durch den alten alaxaridrinischen Mathematiker ein 
nothwendiges Product ,  j a  die Kenntniss davon ein Attribut des mensch- 
lichen Geistes sei. W a h l  mochte man beim Durchlesen von Werken über 
Geometrie oder beim Anhtiren von mathematischen Unterr ichtsstunde~ 
der Gegenwart auch zuweilen rneinen, dass die betreffenden Verfasser 
oder Lehrer  einer fast iihnlichen Ansicht huldigen,  da  sie den Inhalt 
u n d  den Beweis unseres mehrfach erwahnten Sptzes so unvermittelt den 
Lernenden überliefern. Es gioht ja mehrfache Versuche, don soeben 
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angedeuteten misslichen Znstand zum Guten z u  andern - doch von 
Didaktischem habe ich hier nicht unmittelbar zu reden. 

2. Jalirhunderte lang ha t  man sich jedenfalls auch um die Entdeck- 
nngsgeschichte dieses Satzes gar  nicht gekümmert,  die Frage  gar  nicht 
aufgeworfen, wie denn P y t h  a g  O r a s  überhaupt dazu kommen konnte, 
einen solchen Lehrsatz aufstellen zu wollen. Man bewies ihn nnd nabm 
ihn hin als eine interessante u n d  zu praktischen Folgerungen führende 
geometrische Thatsache, u n d  es sind nicht viele Jahrzehnte verflossen seit  
der Zeit, wo einzig seine Kenntniss noch als Beweis einer ziemlich soliden 
mathematischen Allgemeinbilduug galt. Dass freilich jene  F r a g ~ s t e l l n n g  
nicht erst unserm Jahrhnnder t ,  wie gewohnlich geglaubt wi rd l ) ,  im Be- 
sondern dem J a h r e  1833 angehort ,  wird sich weiterhin zeigen. 

Die wissenschaftliche Pythagorasfrage überhaupt i n  Fluss  gebracht 
zu haben, ist das Verdienst von R O t h (l862), aber  den  richtigen Stand- 
pnnkt gewahlt zu haben zur geschichtlichen Benrtheilung von des P y -  
t h a g o  r a s  und  der  Py thagoreer mathematischeu Leistnngen, ist das 
ebenso wenig belitreitbare Verdienst von C a n t o r  (1858). Gegen des 
Letzteren sogleich zu pracisirenden Standpunkt  war es ein Rückgang von 
Seiten B r  e t s  c h n  e i d e r ' s  (1870), wenn dieser sich dahin aussprichtz), 
dass , ,die Beantwortung der F r ~ g e ,  auf welchem Wege der Erfinder zn  
seinem Satze gelangt ist ,  k a n n  n u r  von e i n e m  bestimmten Punkte  aus 
unternommen werden , indem man namlich die S t e l  1 e b e r ü ~ k s i c h t i ~ t ,  
welche der Satz i n  des E u k l  i d e s  Elementen einuimmt ". F ü r  vie1 rich- 
tiger, wie gesagt,  halte ich den Standpunkt  C a n t o r ' s ,  de r  von sich 
selbst sagta),  dass er ,,wohl znerst die Entdeckung dieses Satzes i n  
Znsammenhang mit den übrigcn Pythagorischen Lehren gebracht" und  
der, wie G ii n t  h e r mit Recht bemerkt4), znerst nachdrücklich anf das 
Experimentiren, auf das s tete ,  vermuthlich &rch bestimmte hodegetische 
Grondsatze geregelte Probiren,  ale auf den  Grnndcharakter Pythago- 
reischer Mathematik hingewiesen hat5). 

I n  der  T h a t ,  hier liegt der  Kernpnnkt ,  von wo ans die Losnng 
nnserer geschichtlichen Frage  gelingt, und  i n  seiner Fixirnng stimme ich 
ganz mit C a n t o r  überein, n u r  dass ich das dam P y  t h a g o r a s  und  
seinen Schülern zuzuschreibende Vorgehen als e in ganz nnmittelbar durch 
Anschaunng vermitteltes auffasse, a h  ein für da8 geometrische, wie für  
das arithmetische Gebiet sinnlich fassbares, ja  das arithmetische Experi- 
mentiren sogar noch als das  dem geometrischen vorausgehende und  das 
letztere erst bedingende. 

3. Die Zahl ist des Wesen aller Dinge, Alles ist seinem Wesen nach 
Zahl - diese Grundbehauptung und  allgemeinste Unterscheidungslehre 
Pythagoreischer Philoeophie i n  Verbindnng mit der Neigung des gricchi- 
achen Geistes zur  Versinnlichung und anschaulichen Gestaltnng, d a m  
die auf die altpythagoreische Schnle d o n  zurückgehenden Namen der  

16' 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



212 Historisch - literarische Abtheilmg. 
- ---- 
Ureieckszahlen, der Flacfien- und Ktirperzahlen" müseteu alleiu schou 
zn der  Annahme führen, dass die Pythagoreer die ohnedem wohl für das 
praktische Rechnen gebrauchten Rcchensteine anch zu zahlcntheorctischcn 
Untersuchnngen halb wissenschaftlicher, halb mystischer Natur  verwendet 
haben. Allein es  wird auch für die altpytbagoreische Schule direct über- 
liefert7),  dass , , E u  r y t u s  die Bedentung der einzelnen Zahlen dadurch 
beweisen wollte,  dass e r  die Figuren der  Dinge, die sie bezeichnen soll- 
ten, aus  der ihnen entsprechenden Anzahl von Steinçhen zueauimenset~te '~,  
und  bei A r i s t o  t e l e s  findet tiich auçh mit Bezog auf die Pythagoreer 
die andere Stelle8), wo es heisst: die Einen führen die Zahlcn auf 
Figuren wie  das Dreieck und Viereck zurück. 

Es wird also der Wahrheit entsprechen, wenn ich annehme, dass 
P y t h  a g o  r a s  schon in solcher Weise vorging und sich würfelformige oder, 
da  , ,unter  den ebenen Gebilden der  Kreis am schonsten ", unsereu 
Damenbrettsteinen ahnliche S te in-  oder Holzplattchen bildete und diese 
aneinander reihte. Die  Unterscheidung in ,, gerade '' und  , ,ungeradetL 
und  die vielleicht unmittelbar sich anschliessende Eintheilung in ver- 
schiedene Unterarteng) ergab sich leicht. Die Aneinanderrcihung ferner 
nach Art  von Fig. 1 und 2 ergab hochst einfach nicht nur  die bildliche 

. . . . . . . . . . ... ... ... 
Fig. 1. .... .... :.:. ..... ..... ...... 

m .  . 
. . m . . .  . . . . . . 

o . . . . . . . .  0 . .  ... 
F1g. 2. . . . . . . . . . . . .  . o . .  ............... ............ ....... L 
Darstellung der natürlichen Zahlen,  sondern anch die einfaçhen Grund- 
formen des gleichseitigen und des gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecks, 
nicht minder aber anch die Bcgründung dafür, dio so znr  Darstellung ge- 
kommenen Zahlen 

n ( n - 1 )  
.... 1 , 3 , 6 , 1 0 , 1 5 ,  - 

2 

mit dem Namen der D r e i e c k s z a h l e n  zu belegen." 
Andersartige Anordnnng: . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . .  

Fig. 3. . . . . . . . . a  ..... 
* So findet auch der Bericht des L u c i  an (vergl. C a n t o r  Gesch., S. 143) 

seine einfachste Erkkmng. Derselbc berichtet niimlich, P y t h a g O r as  habe Einen 
zLhlen lassen. Dieser sagte also: ,, 1, 2, 3, 4", worauf P y  t h a g o r a s  dazwischen 
fuhr: Siehst du? Was du fur 4 haltst, das ist 10 und ein vollstandiges Lkeieck 
und unser Eidechwurl (Vergl. die vierte Gestaltung in Fig. 1.) 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Ein  Beitrag zur Geschichte der griechischen Geometrie. 213 
_--_Y-------- 

namlich allm5lige RCnderung der Viertelsumrahmung, d. h .  Zufügung von  
ungeraden Anzahlen von Rechensteinen i n  Gestalten j e  eines Winkel- 
hakens (Gnomons), fiihrte, wenn man von der  Einheit ausging, zu der  
Form des Quadrates nnd zu den i n  ihr sich darstellenden Q n a d r a t -  
z a h l e n  .... 1, 4 ,  9 ,  1 6 ,  2 5 ,  n2 

als Summe. von ungeraden Zahlen, wenn man aber  von der Zweiheit . . . . . . . . . . . . . .  
i . . . . . . . . . . . . .  a h :  . . . . . . . . . . . .  

Fig. 4. . a . . .  

ausgiug (Fig. 4),  zu der Form des Rechtecks und zu den i n  ihr sich 
darstellenden sogenannten h e  t e r o  m e  k e n  Z a h l  e n  

als Summen der j e  von 2 ab genommenen geradeii Zahlen. 
Dass sich hier auch die Ableitung gewisser mystischer Eigenschaften 

der Zahlen anschloss, bedarf nur  der  Erwahnung.  
4. Diose einfachsten Aneinanderfügnngen von Rechensteinen führten 

nnn zugleich auch zum gleichseitigen Dreieck, gleichschenklig rechtwink- 
ligen Dreieck und  Quadrat,  als den Grundfiguren von gewisser Regel- 
massigkeit, d. i. innerer H a ~ ~ m o n i e ,  und  es ist naheliegend, anzunehmen, 
dass diese Grundfiguren 

sowie ihre Hiilften 

Fig. 6. 

von Py  t h a g o r a s  ebenfalls i n  Holz oder sonstigem Stoffe geformt wur- 
den, um auch durch deren Aneinanderlegen die früheren n n d  neuere, 

Fig. 7. 

ziisammengesetztere Figuren ahzuleiten, wie etwa Fig. 7, deren E n t -  
stehung nnrnittelbar ersichtlich ist. 

5. Waren  j e  nach den verschiedenen Mengen von zusammengefügten 
Einheiten, entshrechend den  obigen Figuren 3 u n d  4 ,  auch verschieden 
grosse Platten gebildet, so gaben sich bei deren Aufeinanderlegen, sowie 
dann beim Nachzeiçbnen im Sande deutlich auch die Gnomonen kund.  
Dass gerade solches ,, Anlegen von Flachen,  ihr Ueberscliiessen , ihr  
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Ein Verglcichen der cntsprechenden drci Quadrattafeln führte zum An- 
einanderfügen derselben; a n  dieser Figur, welche slso schon die Grund- 

figur zu der des E u k l i d ' s c h e n  Beweises war, ergab sich die Rechtwink- 

ligkeit durch den  Augenschein. 
Nun will ich freilich uicht leugnen,  dass P y t h  a g o r a s  aus Aegypten 

her oder aus Babylon die Thatsache wissen konute,  dass sich durch 
Zusammenfügen von drci Stgben,  deren Maasszahlcn 3 ,  4, 5 sind,  ein 
rechter R i n k e l  construiren lasse; sus  meiner vorhin gegebeneli Darlegung 
geht aber hervor, dass ganz wohl auch P y t h a g o r a s  selbst zu dieser 
Entdeckung gelangen konnte. Dass sich jedenfalls in seinem Bewusst- 

sein, wie C a n t o r  sag t ,  die geometrische und  die arithmetisclie Walir- 
heit zu einem gemeinscl~aftlichen Satze vereinigten, ist  wohl gewiss. 

6. Der Gedankc lag nun nahe,  cinorseits zn versuchen, ob sieh bei 
weitergehender Randerung eines Quadrates wieder der  Fa11 ereignen 
konne, dass der zu verwendende Gnomon selbst ein Quadrat  ist  - nnd 
dass dies durch P y t  h a g o  r a s  durchgeführt wurde, wird der Abschnitt II 
meiues Aufsatzes zeigen - , andererseits zu probiren, ob solche nenen 
drei Quadrate zusammengefügt auch wieder einen rechten MTinkel ergaben. 

Die Probe zeigte die Bichtigkeit der  Vermuthung, u n d  nun  erst dürfte 

wohl der Gedanke in da8 Bewusstsein des P y t h a g o r a s  eingctreten sein, 
dase auch umgekchrt die Summe der Quadrate  der Katheten jedes recht- 

abermals die Quadiatxahlen zu erhalten; ferner habe er auch die Reihe der Qua- 
drataahlen zweimal unter einander geschrieben (das zweite Mal wieder mit Weg- 
lassung von 1 und nach deren Addition 

1 4 9 16 25 36 ... 
4 9 16 25 36 49 ... 
5 13 2s 41 61 85 ... 

des ,,hochst auffallende Ergcbniss" gefunden, dass die Summe der Quadratzahlen 
9 und 16 die uachstfolgende Quadratzahl 15 ergab, iind dass nur bei ihnen sich 
diese Er~çheiriung zeigte, fiir uns heute leicht begreiflich, weil die Gleichung 
(x - 1)2 + .x2 = (x+ 1)2 nur die Wurzeln 4 und 0 besitzt, von welchen die letztere 
natürlich für die Alten unzulassig war. 

Dass die hier reproducirtc Art der Gewinnung von arithmetisch interessanten 
Ergebnissen bei den neupythagoreischen Arithmetikern (etwa 120 n. Chr.) gebrauch- 
lich war, stcht fest, aber mehr als das beweisen alle die bei C a n t o r  a. a. O. 
citirt,en Stellen nicht, er selbst ,,wagt ja auch nur eine unmittelbar nicht auf 
Geberlieferung gich stützende Vermuthung" ; ich will auch noch zugeben, dass die 
spateren Altpythagoreer, j a  selbst die Schüler des P y t h a g  o r a  s derartige auf hin- 
ge~chnebene Zahlenreiheu sich gründcnde Zahlenbetrachtungen angestellt haben; 
was ich a b e r  als iinwahrscheinlich bestreite, i ~ t ,  dass die Genesis des Pythago- 
reischen S:itzes - und darauf allein kommt es hier an - derartig gewesen sei. 
Man konnte dies auch kurz eo aussprechen: Andere glauben, dasn die Erkenntnius 
von 9 + 16 = 25, ich meine, dass die Rrkenutniss von 16 + 9 e= 25 zur Auffindung 
des Pythagoreischen Satzee geführt habe. 
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wiukligen Dreieçks dern Quadrat über der Eiypotenuse desselben gleich- 
flachig sei. 

Dass fiir diese Wahrhei t  anch der Reweis erbracht wurde,  ist hochst 
wahrscheinlich; wie dieser Beweis aber gestaltet war, ist durcliaus un-  
bekannt  , obwohl gern zugegeben werden mag,  dass der bei B r  e t s c h n  e i -  
der13)  und  H a n k e l 1 4 )  sich findende der Wahrheit nahe kommt. 

7. Zum Sçhlusse dieses Abschuittes seien noch zwei Bemerkungen 
kritischer Ar t  beigefügt. E r s  t e n s  firidet tiiçh bei C a n t o r  die folgende 
Stelle15): ,, , Schwerlich leitete den P y  t h a g o r a s  das nach ihrn beriannto 
geometrische Thcorcm auf seine arithmetischen Sa tzc ,  sondern umgckchrt 
mogen ihn die Reispiele zweier Quadratzahlen, dnren Summe wieder 
eine Quadratzahl ist ,  auf die Relation zwischen den Quadraten der Seiten 
eines rechtwinkligen Dreieçks aufmerksam gemacht haben.' So drückte 
sich ein deutscher Gelehrter (J. F. W u r m )  bereits 1833 aus ,  welcher 
vermuthlich zuerst diese, wie wir glauben , richtige Anschauung vou dern 
Entwiçkelungsgange sich aneignete." F ü r  richtig halte anch ich, wie 
die obige Darlegung zeigt,  W u  rm'e Auffassung; aber  .sic ist  nicht von 
diesem znerst,  sondern ist ein Vierteljahrhundert f r i ~ h e r  schon von K l ü -  
g e l  (1808) ansgesprochen worden16): , ,Py  t h a g o r a s  oder einer seiner 
Nachfolger mag darauf durch eine arithmetisehe Frage  gekommen sein, 
über die Znsammensetznng einer rationalen Quadratzahl aus zwei ratio- 
naleu Quadraten. D e n n  . . .". 

Ja  tiçhon im 16. Jahrhundert  haben Einige denselben Oedanken 
gebabt. I n  der von C l a v  i n s  besorgten Ausgabe 17) deti Euklid namlich 
(1589) schreibt C l a v  i u s :  ,, Znventio porro admiruliilzs alque pulchewimi 
huius theoremulis ad t'yihagorum refertitr . . . Eorlusse aulem Pylhugorus, ut 
nonnulli volunt, e x  n u m e r i s  o c c a s i o n e m  s u m p s i t ,  ut theorema hoc in- 
aestlgarel. Cum endm hos tres numeros 3, 4 ,  5 diligenter esset contemplelus. ..". 

Meine z w e i t e  Uemerkung sol1 sich auf die Frage  beziehen, wer 
wohl z u  e r s t  den der Wahrheit am niicbsten kommendeu Versuch gemaclit 
h a t ,  den  Gedankengang des P y t h a g o  r a s  wieder herzustellen, soweit 
dieaer den geometrischen Beweie unseres Satzes hetrifft. Als solcher 
Wiederherstellcr gilt18) B r  e t s c h n e i  d e r ;  aber auch hierin war K l  ü g  e l  
Vorganger, d a  e r  sich'" folgendermassen ausspricht (1808): , ,Die Be- 
merkung, dass das Quadrat  der Hypotenuse eines gleichschenkeligen 
reçhtwinkeligen Dreyecks doppelt so gross ist als das Quadrat einer der 
gleichen Kathe ten ,  war leiçht gemacht, ohne Zweifel früher als der all- 
gemeine Satz gefunden ward. Man konnte also auçh die Seite ?es vier- 
fachen Quadrates u. s. f. in  verdoppelter Fortsclireitung finden . . . Oder 
man ist durch eine zufallige leichte Construction darauf geratheu, etwa 
indem man in eiu Quadrat  ein anderes einzeichnete und  die Theile ver- 
gliçh, vielleiçlit gar  folgendergestalt" - und uun giebt er geuau Figur 
u n d  Beweis wie B r  e t s c h n e i  d e r a. a. O., fügt aber  alsbald auch hinzu, 
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dass er diesen Beweiti aus einem englischen Lehrbuch der Geometrie v o n  
H a n  r y  B o  a d  (London 1733) entnehme2"). 

II. Des Pgthagoras  und  Platon Vorschrift  z u r  zahlenmassigen 
Bestimmung von rationalen Seiten des rechtwinkl igen Dreiecks. 

8. E u  k l i d ' s  Comnientator P r o  k l u s  (gest. 485 n .  Chr.) schreibt dem 
P y t h a g u r  a s  die folgeude Begel zu behufs bequemer Angabe von gan- 
zen Zahlen, welche Seiten eines rechtwinkligen Dreieçks sein k6nnen : 
,,Man nirnmt die gegebeno ungerade Zahl als die klcinere Ea the te  a n ;  
von dem Quadrate  derselben die Einheit subtrahirt und der Rest halbirt, 
giebt die grosse.re Kathete;  zu dieser die Einkei t  addirt giebt die  Hypo-  
tenuse." 

Woher staninit solche Mettiode? - ist die naheliegende, auch wohl 
schon oft aufgeworfene Frage. 

N e s s  e l m a n  u riennt2') sie zwar ,, eine Thenrie ,  welche in der  spa- 
teren Arithmetik von unberechenhkern Einfluçs geworden ist und  einen 
hohen Grad von Berühmtheit erlangt ha tLL,  kleidet auch die  Regel i n  
moderne Zeichen und zeigt, inwiefern sie nur  besondere Fal le  von Drei- 
ecken giebt,  er ~ a g t  aber kein Wor t  darüber, wie P y  t h a g o r a s  dazu 
gelangt sein moge. 

A r  n e t  h scheint e2)  diese Vorschrift ,, ganz das Aussehen zu haben, 
als ob auch aie aus dem Orient gekommen ware". 

R o t h  mag wohl zuerstZ3) den folgenden W e g  als den des Entdeckers 
skizzirt haben. Sol1 namlich b2  + c" a2 werden,  dann - so habe sich 
P y t h a g o r a s  gesagt - muss c 2 = a 2 - b 2 = ( a + b ) ( a - b )  sein,  d. h 
es müssen (a + b)  und (a - b) beide gerade oder beide ungerade sein und' 
mgleich derar t ,  dass ihr  Product cine Quadratzahl ist ,  d. h. (a + b) und  

aa +Be .a + +B2 
(a- b )  müssen bez. die Form - und - haben;  dadurch muss a =- 

Y Y 2 Y 
az- pz 

und b =- sein,  und es wird c=u- -  Die  besondere Regel des 
2 Y Y 

Py t h a g  o r a s  ergebe sich durch die besondere Annahme von = y = 1, 
B O  dass 

c = CI, 
a 2 + 1  a e - 1  

a=-- 9 b=-- 
2 

is t ,  worin denn auch liage, dass P y t h  a g o  r a s  von a als einer nngeraden 
Zab1 ausgehen müsse. 

C a n  t O r hat  diese Darstellung erst 24) selbst übernommen, spaterZ5) 
sie etwas abgeandert nnd  dadurch etwas annehmbarer gemacht. Namlich 
der erst ausgesprochenen Bedingung werden (a + b) und (u-  6) einfach- 
sten Falleo dadurch geniigen, dass sie P y  t h a g o r a s  bezw. gleich einer 
Quadrateahl c2 und gleich der Einheit setzte, so dass also, weil 1 a n -  

gerade, auch c2, somit auch c ungerade sein muss, ctwa = 2 6 + 1 .  ,, SQ 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



2 1 8  Historisch-literarische Abtheilung. 

kam die Formel des P y  t h  a g o  r a s  darauf hinaus,  (2  6 + l ) '=  (2 6 + lj2. 1  
zu setzen und darnach ans (26 + 1)2 = (a + b )  und  1  = (a- b) die Werthe 

h =  (2a+1)2-1  a= 
2 

( 2 J +  - u errnitteln, welche zuaarnmen 
2 

mit c = 2 6 +  1 die gcstellte Aufgahe losen. Die Formen,  i n  welcheu b 

u n d  a auftreten, entsprachen, wie man sofort erkennt ,  genan dem Wort- 
laute  der  Angabe des P r o  k l u s ,  was immer ein günetiges Vorurtheil für 
die Richtigkeit eines Wiederherstellungsversuches gewahrt ..." - C a n -  
t o r  selbst erhebt (B. S. 109) betreffs der ersteren Formulirung als m6g- 
lichen Einwand,  ,, oh wohl die Griecheu (- will sagen P y t h  a g  o r a s  -) 
iui Stande waren,  aus Summe und  Differenz zweier Zahlen die Zablen 
selbst zu finden''. Aber wenn man aueh mit ihm diesen Einwand als 
hinfallig betrachtet (selbst ohne dass es nothig ware,  auf Aegypten zn 
verweisen), so diirfte wohl, scheint mir, jeder Leser das vorgehrachte 
Raisonnement als zu modern, als zu kuiistreich fiir P y  t h a g o r a s '  Zeit 
ausehen. 

B r e  t s c  h n e i d  e r  zieht2" auch hier die Erklarung durch ein mehr 
experimentirendes Verfahren vor. Ibm scheint , ,die  Auffindung dieser 
Regel ausnehmend einfach, wenn P y t h a g o r a s  den arithmetischen Satz 
kannte ,  dass die Suuime der aufeinander fnlgenden ungeraden Zalilen 
die Reilie der Quadratzahlen liefert . .. Denn sctlrieh er sich die Reihe 
der natürlichen Zahlen und die ihrer Quadrate  nntereinander und  be- 
merkte unter jeder Quadratzahl ihro Differenz mit der nachfolgcnden, 
W ~ R  z. B. 

1 2  3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 ... 
1  4 9 16 25 36 49 64 81 100 121 144 369 ... 
3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 ..., 

so ergab uich seine Regel von selbst, wenn er i n  der  nntersten Reihe 
diejenigen Zahlen aussuchte, welche selbst Quadratzahlen sind. Die 
Grundzahlen der  letzteren gaben ihm stets die kleinere Kathete, walirend 
die  heiden über ihr stehenden und sie einschliessenden Zatilen die Qua- 
drate der beiden anderen Seiten und somit letztere selhst lieferten. Auch 
ist es bei dieser Annahme von selbst klar, weshalb P y t h a g o r a ~  seine 
Regel gerade so fasste, wie sie P r o k l o s  uns  angiebt. Denn  er hatte 
anch sagen konnen:  , m a n  addire nnd snhtrahire die Einheit zu und von 
dem Quadrate der gegebenen ungeradeu Zahl und  halbire die erhaltenen 
Resultate, so erhalt man die beiden anderen Zahlen'. Offenbar aber 
ware diese Fassung nicht so nnmittelhar a n  das vorstehende Schema an- 
schliessend, als die von P y t h a g o r  a s  gegebene". 

Auch H a n  k e l  scheint die  erwahnte Methode ,, ihren Ursprung noch 
dentlich a n  der Stirne zu tragen", und e r  erklart sich im Wesentlichen 
für  B r e t s ç h n e i d e r ' s  Auffa~sung '~) .  
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G ü n  ther")  lasst sich auf eine Erklarnng nicht ein; aber auch er 
scheint das an hingeschriebenen Zahlcnreihen experimentirende Verfabren 

- 

naturgemass anch die Lange der kleinsten Qnadratseite (der kleinsteu 
Kathete), 

für eine solche beiziehen zu wollen, nnr dass er, den oben (Anmerkung 
en S. 214) angedenteten Gedankengang weiterführend, die nachstehende 
Anordnung : 

1 4 9 1 6  25 36 49 64 8 1  100 121 144 169 196 225 256 . . 
... 1 4 9 1 6  25 36 49 64 81 100 121 144 169 196 

1 4 9 16 25 36 49 ... 
gebildet und so die beiden neuen Gleichungen 

2 5 + 1 4 4 = 1 6 9 ,  3 6 + 6 4 = 1 0 0  
gefunden denkt; entsprechend k6nne dann rein empirisch die Anzahl 
solcher Relationen vermehrt worden sein. 

9. Mir scheinen alle solche Wiederherstellungsversuche von P y t h a -  
g o  r a s  ' Gedankengang verfehlt, sofern sie den Boden des Experiments 
verlassen, zn abstract aber und erst einer zweiten, spateren Stufe der 
Entwickelung angehorig, sofern sie die unmittelhare Anschaulichkeit der 
Ableitnng ansser Acht lassen. Ich mochte mich deshalb i n  W e i t e r -  
f ü h r u n g  d e r  o b e n  ( i n  1) e n t w i c k e l t e n  g r n n d l e g e n d e n  A u f -  
f a s  s n n  g für folgende Entstebnngsart entscheiden. 

P y t h a g o r a s  - oder wer sonst diesen Weg des experimentalen 
Forschens zurn ersten Male ging - sah und zeigte, dass die Viertels- 
nmrahmung oder Riinderung eines mit Rechensteinen besetzten quadra- 
tischen Feldes wiederum zur Gestaltung eines Quaarates führe, und als 
er bei 1 6 + 9  = 2 5  den besondern Fa11 erknnnt, dass die Snmme zweier 
Quadrate wieder ein Quadrat sei ,  da lag die Frage nahe, ob sich dies 
nnch weiterhin ereignen konne, nnd aie spitzte sich nnn drtrauf zn, ob 
die Randerungezahl , d. i. der Gnomon, eine qnadratische mg. i l .  

Zahl sein konne. Dass dies nicht jedesmal der Fa11 (z. B. - 1 ....... 
Fig. I l ) ,  war leicl? zu sehen; ebenso leicht aber auch, 6 - = - 
dam dies mit Absicit hergesteilt werden i m i t e  z .  B. 1; l:]' ... . Fig. 10 oder 12),  indem man nur eiue nngerade Qua- 
dratzahl als Randernngszahl auswahlte; die irn Big 12 

1' : 
: 

: 
I 

Eck stehende Einheit weglaseend, hatte man . .m..  , , ..... 

........... .'I 
Quadratseite (der Hypotennse), und die Grnnd- - -  

zahl, deren Quadrat anfhgl ich  als Randerungszahl ausgewablt war, war 

zwei gleichviele Einheiten zahlende Aiisatz- 
reihen, und in der Anzahl der Einheiten einer 
derselben hatte man dann auch naturgemass i2< 

die Zahl, welche der Lange der einen Qnadrat- - 
seite (der einen Kathete) entsprach; diese Zahl 

: : : : : : : : : : : 
: : : : : : : : 
: : : : : : : : : : : 
: : : : : : : : : : : : - - = - 9 * = ............ 

um 1 vergrossert, gah die Lange der grossten m . .  . ... 
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So dürfte wohl am einfachsten das Ansdenken der berühmten Pytha- 
goreisçhen Regel sich entwiçkelt haben,  und mir scheint,  dass auf meinen 
Wiederherstellungsverçuch die oben (S. 217 u .  218) betreffs eines gün- 
stigcn Vorurtheils für einen solchcn citirten Worte  von B r  c t s c  h n  e i d e r  
und C a n t o r  mit F u g  und Recht ihre Anwendung finden konnen. 

10. Gleichwie dem P y t h a g o  r a s ,  so schreibt P r o  k l u s  auch dem 
P 1 a t O n eine Regel zu ,  um ganzzahlige Werthe fiir die Seitenlangen eines 
reclitwinkligen Dreiecks zu finden. E r  sagt namlich: , ,Man nimmt eine 
gerade Zahl a n  u n d  setzt sie gleich einer der beiden Katheten;  wird 
dieselbe halbirt, die Halfte quadrirt  und zu diesem Quadrate  die Einheit 
addir t ,  so ergieht sich die Hypotenuse; wird aber die  Einheit vom Qua- 
drat  subtrahir t ,  so erhalt man die andere Kathete." 

m i e  ist diese Fassung der Regel ents tanden? 
A r n e  t h  verzichtet auf einen E r k l a r ~ n ~ s v e r s u c h " ) ;  C a n t o r  aber 

findet i n  seiner ersten Darstellung3"), wenn wieder die S. 217 verwende- 
ten Zeichen gebraucht werdeu, dass man dort n u r  p=  y = 2  zu setzen 

wird; in  seiner zweiten DarstellungY1) aber sagt er ,  dass die Annahme 
von ( a - h )  = 2 zur  Folge hat te ,  (a + b )  gleich dem Iloppelten einer 
Quadratzahl (= 2 e2) oder gleich der Half te  einer geraden Quadratzahl 

(=y) set,zen zu m i i s ~ e n ,  60 dass a160 von selbst 

wurde. - B r e t s c h n e i d e r  endlich spricht sich dahin aus3", es sei 
,, leicht zu sehen,  dass P l a t o n  nur die Zahlen, welche bei dcr Rcgel 
des P y t h a g o r  a s  angewendet werden , zu verdoppeln braiichte, urn sofort 
die von ihm selbst aufgestellte Regel s u  erhalten". . 

Auch ich meine, dass in gewissem Sinne nur  a n  eiu Verdoppeln zu 
denken war; aber dem vorhin Dargelegten entsprechend scheint mir die 
einfiichste Erklarung d ie ,  dass der Erfinder des Verfahrens versuchte, ob 
nicht auch bei zweizeiligem Umrandern des Quadrates (Fig. 13) ,  was j a  

Fig. 13. jedenfalls zu einem nenen Quadrat  fiihren musste, der '  
Gnomon selbst auch einer neuen Quadratzahl identisch 

i ji sein konne. E r  nahm ihn demnach als solche a n ;  
: : diese Quadratzahl enthielt dann das aus vier Einheiten 

bestehende Eckquadrat  aammt den vier j e  gleichviele 

. . . . . . . .  

a 

. : il 
i . . . . . . . . .  Einheiteu zahleuden Aneatzreilien [d. i. = 4 + 2 a + 2 a . . . . . . . . . 
. '1 = 4 ( a + l ) ] ,  so dam die Seite des dem Gnomon iden- 

tischen Quadrats a h  eine gerade Zahl  sich darstellte und  dass der vierte 
'i'heil dieses Qiiadrats oder, W a 8  dasselbe, das Q,uadrat der I-Ialfte seiner 
Geite [d. i. (a + 1)] die  um 1 vergrosserte Anzahl von Einheit,en des 

I 
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ursprünglichen noch nicht umranderten Quadrats zur Seite hat ;  ~ i n e  Ver- 
minderung oder Vermehrung dieser Seite j e  um 1 giebt also die Seite 

des ur~priinglichen kleineren, bezw. die des m u  gebildeten grtisseren 

Quadrates [d. i. a und (a + 2)]. 
Man wird wohl auch dieser Wiederherstellung das Zeugniss der 

Natürlichkeit und  Ungezwungenheit nicht versagen konnen. 
E s  erledigt sich mit ihrer Annahme auch die von B r e  t s c h n e i  d e r  

(a. a. O. S. 140) aufgeworfene, aber unentschiedcn gelassene Frage ,  , ,ob 
P l a t o n  seine Regel streng bewiesen oder sich mit einer Induction be- 

gnügt hat":  die Regel wurde eben durch Induction gefunden,  aber diese 
Induction war hier ihier Natur uach gleichwerthig mit dem Beweiee. 

Und auch die andere von R 6  t h  ( I I ,  527) zur Discussion gebrachte 

Prage ,  ob nicht die beiden Verfahrungsweisen zur Auf'findung rationaler 

Seiten des rechtwinkligen Dreiecks zu gleicher Zeit entstanden sein 
mtichten, ist trotzdem, dass nach altüberlieferten Zeugnissen die eino 

dem P y t h a g o r a s ,  die andere dem P l a t o n  zugeschrieben wird, gar 
nicht so nnbedingt zu verneinen, wie dies C a n t o r  gegoniiber R o t h  
t h ~ t ~ ~ )  j denn nach meiner Auffassung wenigstens über die Entstehung ware 

man bereçhtigt, sich zu wundern ,  wenn nicht beide glcichzeitig aiifgefun- 
den worden wken." 

III. Das zweite Buch der Elemente Euklid's. - I l .  B r e t  s c h n  e i -  

d e r ' s  Untersuchungen über die Geometrie uud die Geometer vor Euklid 

* Es ware sogar auch denkbar, dass man noch andere 
Fis. 13. 

analoge Regeln zu finden vermuthet habe, freilich aus dem 
sofort eu erwiihnenden ürunde nicht gefunden hat. Ver~uchte 
man namlich das im Text zweimal angewendete Verfahren 1 1. ; . il . 
auüh BO weit auszudehnen, dam man durch dreimaligeli Um- . . .) 
randcrn wieder zu einem Quadrat gelangcn wollte (Fig. 14), . ' 
so müsste, in unaeren Zeichen ausgedrückt, 9 + Sa + Sn = 3 : : : : :: : : : 

~ - - - - - -- 

X (2 a + 3) eine Quadratzahl sein, also eine durch 3 theil- 
bare ungerade Zahl, d. h. die zu quadrireode Zahl müsste ein ungerades Vielfaches 

z2 
von 3 sein, etwa Z. Dieses z quadrirt, zP, dann durch 3 dividirt, -, dann 3 sub- 

3 
zP 

trahirt, - - 3, giebt eine gerade Zahl (= 2 a),  deren Halfte das gewünschte a ist; 
3 

zP (u+ 3) ist dann die dritte gesuchte Xahl. Z. B. a = 9, z1 = 81, - - 3 = 24, Hiilfte 
3 

zP = 12, somit: 9 ,  1 2 ,  15. Allgemein: z = 3(-2n+1), ze = 9(4w2+ 4 n +  l ) ,  Y- 3 

= i2n2 + 1212, Halfte =6n(n+1) ,  so daw als die drei die Aufgabe erfüllenden 
Zahlen sich herausstellen: 

3(2%+1), 6 n ( n + l ) ,  3 (2n2+2n+1) ,  
welche auf 

2 n + l ,  2 n ( n + 1 ) ,  2 n 2 + 2 n + 1 ,  

d. h .  auf die durch P y t h a g o r a s '  Regel zu bestimmende Zahlengruppe hinaus- 
kommen. 
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haben die , ,Elemente" des Letzteren,  so  sehr sie auch vom Gesichts- 
pnnkto der Logik ans wnnderbar einheitlich anfgebaut s ind,  gloichwobl, 
was geschichtlicbe Entwickelnng betrifft, als eine A n -  und Ineinander- 
fügnng von Satz - und Constrnctionsgrnppen recht verschiedenen Alters 
erkennen lassen. S o  ha t  B r e  t s c h n e i d e r  selbst die Ausdehnnng des 
Pythagoreischen Satzes auf Spitz- und stumpfwinklige Dreiecke (Eukl. II, 
12 n.  13) als vorenklidisch, j a  vorhippokratisch (also vor der  Zeit a m  
410 v. Chr.) nachgewiesen; er ha t  auch die richtige Empfindung gehabt, 
dass der  wesentlicha Gehalt des zweiten Buches überhanpt voreuklidisch, 
j a  fast pythagoreisch zn  nennen is t ,  indem er sich dahin a ~ s s p r a c h ~ ~ ) ,  dass 
die genannte , ,Erweiterung der Planimetrie, mit welcher der Natnr der 
Sache nach die Entwickelnng der meisten Satze des zweiten Bnches der 
Euklidischen Elemente zusammenbangt, ist demnach ein Verdienst, wel- 
ches, wenn nicht den  unmittelbaren Schülern des P y  t h a g o  r a s ,  so doch 
wenigstens der zweiten Generation derselben ~ n f a l l t . ~ ~  

I n  der T h a t ,  es wird dies nicht leicht bestritten werden konnen, 
und  wenn auch B r e t s c h n e i d e r  nnr  von den ,,meisten SatzenLL des 
zweiten Bnches im angeführten S inne  redet ,  so glanbe ich zeigen zn 
konnen ,  daas man rnhig die , ,meistenii durch ,, alle" ersetzen kann. 

Dies nachzuweisen, ist die Absicht dieses dritten Theiles meines 
Anfsatzes, und zwar mochte ich im Einzelnen,  Satz  um Sa tz ,  zeigen, 
dass jeder  derselben ein natürliches Ergebniss derjenigen Ar t  von Be- 
trachtnngen war, wie ich sie oben als für P y t h a g o  r a s  u n d  seine Schule 
giltig dargelegt habe. 

12. Ich machte die einfache Annahme, dass die ersten Untersnch- 
nngen zur Zeit des P y t h a g o  r a s  a n  die Aneinanderreihung von Rechen- 
steinen sich anknüpften u n d ,  wenn sie sonach auch eincn geome,trischen 
Hintergrnnd hat ten,  doch im Wesentlichen arithmetischer Natur  waren. 
Das  Bestreben nach rascherer Darstellung der Rechensteinstreifen in Ver- 
bindung mit der Freude  am Stndinm der Formen an sich führte gewiss 
bald d a m ,  blos Rechtecks - u n d  Quadrat  - F i g n r e n  als Snbstrate der 
bezüglichen Z a h l e n  zu zeichnen n u d  so  die Betrachtnng z u  einer rein 
geometrischen umzugestalten. 

N u n  war die  quadratische Zalil ein Quadrat ,  die  rechteckige Zab1 
ein Rechteck, die Kiindernngszahl ein eigentlicher Gnomon,  eine dem 
Winkelhaken vergleichbare Flache geworden, und  wafi man seither viel- 
fech geü6t, ohne bosondere Redewendungen dafür eu gebrauchen, ward 
nun  i n  hestimmten sçhulmassigen Ausdrücken, in  Lehrsatzen fixirt: 1. 
dass ein Rechteck i n  mehrere gleicbbreite zerlegbar sei;  2. dass ein Qua- 
drat i n  Rechtecke, und  3. dass auch ein Rechteck in zwei Thei le ,  in 
ein Quadrat  und  ein überschieseendes Rechteck zerlegt werden konne;  
4. dass der  Gnomon, welcher einem Qnadrat  zugefügt werden müsse, nm 

.dasselbe i n  ein grtisseres Quadrat  zu verandern,  aus zwei gleichgrossen 
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Rechtecken und einem Quadiat  bestehe (Fig. 15); 5. dass, wenn einem 
Quadrat da8 ganze durchgehende Rechteck eines Gnomons beiderseits 
angefügt werde (Fig. 16) ,  das Ergebniss der Snmme zweier Qnadrate 
gleichwerthig sei, und  endlich 6. war es auch nur 

Fis Fig. iB. 
ein Fcststellen dessen, was man bei wiederholtem 
Umraudcrn eines Quadrats so oft hutte auftretcn LNY' 

.seheu, dass namlich (Fig. 17) ein zweimaliges An- 
fügen desItechtecks a n  das Quadrat a ein tiber- 

ni \ !D& 
schüssiges Quadrat giebt,  dass aber, weun man dieses als y anfügt und 
darauf noch die Lücken durch die zwei mit gleichen Rechtecke d aus- 
füllt, dass dann wieder ein Qnadrat entstehe. ~ i g .  17. 

Dies ist der Gehalt der  vier ersten Satze und des sieben- 
ten und achten Satzes des zweiten Buches - dass diese 
aber in  einem dem meinigen abnlichen Wortlaut zuerst aus- 
gesprochen wurden und nicht in der starren s c h u l r n a s ~ i ~ e n  
l'orrn, wie sie sich hei E n  k l i d  finden, ist wohl zuzugeben. 

Der  Gnomon war in  der  interessanten Untersuchung, welche zu dern 
Pythagoreischen Satzc führte ,  als gcnau einem Quadrate  gleichwertliig 
erkannt worden. E s  schloss sich natnrgemass der  Wunsch,  hezw. die 
Frage a n ,  ob nicht jedes Rechteck i n  ein Quadrat  umgewandelt werden 
konne - dass dies entsprechend der bei Randerung eines Quadrates 
auf'tretenden Figur, freilich vorertit auch nur  unter gleichzeitiger Zufügung 
einetl Quadrats ,  moglich sei ,  behaupten die Satze 5 u n d  6 nnseres zwei- 
ten Buches. 

Fig. 18. Fig. 19. E r s t e n s  namlicb (Fig. 18): 
wenn das  Rechteck A H  vorlag, A c D B  A G D B  

so war der Gedanke naheliegend, 
einen Thei l  desselben als D P a n -  1 & 
xufügen, urn zur  quadratischen Ge- P d?! 
~ t a l t  C F  en gelangen; d a n n  musste 

G F 

A B  
U B  = U H  u n d  Fi3 = B C ,  also letztere Strecke = C A  = - gemacht wer- 2 
d e n ,  u n d  so  ents tand der  S a t z ,  dass 

Rechteck A H  + Quadra t  h'n = Quadrat  C F  
sei. 

Z w e i t e n s  (Fig. 19): wenn wieder das  Rechteck AH vorlag, so 
konntc (immer in dcr Absicht, die Gestalt der  Fig.  16 herzustellen) ein 
Theil des Rechtecks als HG angefügt werden, nm zur  quadratischen 
Gestalt C F  z n  gelangen; d a n n  musste D B = BH und HP  = D Cl also 

A D  
letztere Strecke = CA= - gemacht werden, n n d  so entstand der  Satz ,  2 
dass 

Rechteck d H + Quadrat  L G = Quadrat C F  
sei. 
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13. D e n  Gedankengang der awei zuletzterwabnten Satze aufnehmend 
und weiterführend, erscheint im zweiten Buche die dic Nummer 11 tragenda 
beriihmte Aufgabe: , ,Eine Strecke so zu thailen, dass das aus der gan- 
zen Strecke und  einem der  beiden Abschnitte gebildete Rechteck dem 
Quadrat des ührigen Abschnittes gleich Sei" - oder in dem andern Wort- 
l au t ,  wie sie in  V I ,  30 wieder erscheint: , , E i n e  Strecke sol1 nach ste- 
tiger Proportion getheilt w e r d e ~ . ' ~  So paradox diese Aufgabe auch iui, 
Gebiete der Proportionslehre klingen rnag (wo sie ja verlangt,  die mitt- 
lere Proportionale zu construiren zwischen einer gegehenen Strecke und - - 

einer andern ,  deren Grosse erst nach Losung der Aufgabe bekannt sein 
11g. 20. wird), so einfach ergab sir, sich fur cincn denkrn-  

den  Kopf im Gebiete der Flachenvergleichung. 
Waren seithrr Rechtecke i n  Gnomone, oder beide 
sammt Quadraten i n  Quadrate  umgewandelt wor- 
den ,  so  aollte nun auch (Fig. 20) das Rechteck cr 

aus der Strecke A B  und  einem ihrer Theile AX 
C 

in das iiber dem Reste  XB beschriebene Quadrat 
/3 umgewandelt werden. 

Wnrde cr durch y zu einem Quadrat erganzt ,  so musste das Rechteck 
( f i +  y) = dem Quadrate (a+?) sein,  wahrend der Satz 6 (Fig. 19) gelehrt 
hat te ,  dass ein Quadrat  erhalten werde als gleichwerthig mit einem 
Rechteck sammt einem Quadrat  von bestimmter Art  der Zeichnung. 
Wurde  also letzteres a h  6, namlich al8 das Quadrat  über MB, der Halfte 
von B C  zugefügt, so fand sich eben dem Satze 6 zufolge, dass 

Rechteck ( P  + y)  + Quadrat  6 = dem Quadrate über M F  

sei ;  andererseits aber  galt d e a  Pythagoreischen Satze zufolge die Gleichung 

Quadrat (a+y) + Quadrat  B = dem Quadrate über M A ;  

das Quadrat über M F  wurde also dem über M A  gleich und damit über- 
haupt  die Aufgabe gelost, wenn 

M E = N A  
gemacht wurde. 

Die Construction, um AB in X wie verlangt au theilen, besteht also 
darin,  dass über A B  dan Quadrat  A C  gezeiclinet, dann nach dessen 
einer Seitenmitte M die A R  gezogen und diese nach M F  abgetragen 
wird; die Construction des Quadrats über R F  giebt dann den gewünsch- 
ten Theilpunkt X. 

I m  E u k l i d ' s c h e n  Beweise zn  II,  11 ist die Ursprüngliçhkeit der 
Analysis ganz wohl noch z u  erkennen,  nicht minder auch in Beweis und 
Figur  zu V I ,  30. 

14. Anders freilieh mnss das Urtheil lauten über die für meine Be- 
traclitung noch übrig gebliebencn Satze 9 und 10 des zweiten Buches, 
bezw. über deren Reweise. Denn  dass die Satze selbst naturgemass in 
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diese ganze  Reille von Betrachtiingen g e h o r e n ,  habe ich schon z u  A n -  
fang d e r  vorigen Numiner angedeute t ;  dass ahc r  ihre  bei E u  k l i d  sich 
findenden Reweise  d e r  U r ~ ~ r i i n g l i c h k e i t  cn thehren ,  s c h ~ i n t  mir gewiss. 

Icli versuche diese herznste l len ,  indein ich die  zu  add i renden  Qua-  

drate über  PQ u n d  P R  eiufach neben  e inander  zeichne (Fig.  21 u. 22) 
und die in beideu Fa l l en  eu'tstehcritie tiecliseckige F i g u r  in Quadratges ta l t  
zu verwaudelu  suche zunachst  da- Fig. 21, Pig. 22. 

durch, dass  ich entweder  über  j ede r  2' Q M 
Halfte von  PR das  Quadra t  zcichnc 
(Fig. 21) oder  i i h ~ r  de r  ganzen 

Strecke P R  das Q,uadrat  ze ichne 

(Fig.  22). I m  ers teren Fal le  niüssen 
von den ents te l ienden TLieilflacheii 

8 = / I I ,  
y =y '  u n d  6 = B'+ y seiu,  

so dnss die Surnme der  z a e i  Quadra te  

= = , + P t -  y + y ' + ~ + r = n + P + y  
+ y ' + y ' + p ' + ~ = ( c t + P + Y + p ' ) + 2 y ' + ~ = ~ + 2 y ' + ~ = 2 . ( e + y ' ) ,  d. i. 

nach heutiger neze ichnung  = 2 .  [t" +M2] ist. - Tm zweiten Fa l l e  bleiht 
r in  zweites mi t  EL gleichcs Quadra t  a' ganz  innerhalh ,  ein zweites mi t  E 

gleiches Quadrat  (/?+y + 6) fallt theilweise ausserhalb des Quadra te s  über  
1'22 u n d  es  i s t  /3 = Pr, wcnn  die  Grenzl in ie  zwisclien ,!l u n d  y durch S gezo- 
gen wird, wo S Q = Q P g e r n a c h t  ist; dann  itit a + ~ = ~ [ o r + a ' + ~ + d + P + ~ ]  

-7 $[[a+ CY'+E $ d.+/?')+y], d.i. nacli l ieutiger Bezeictiriung =&(FR" + B2), 
w o r a u ~  sofort  d i e  Eukl id ische Behaup tung  folgt:  

m' = 2 (a2+ FR'). 
Hiermit  g l aube  ich gezeigt zu  h a b e n ,  dass auch de r  Gegenstand 

ilieses drit.t,en Tlieils  meines  Aufsatzcs mit dcm in  den beiden ers ten  
Thei len  Behande l t en  im  inneren Zusammenhang stelit, dass a lso  rnein 
Thema  i n  d e r  T h a t  e in  einheitl iches ist. 

1) So auch C a n t o r  auf S. 153 seiner ,,Vorlesungen über Geschichte der 
Mathematik. 1 Band. Leipzig 1880" (weiterhin kurz durch , , C a n t o r ,  ü." be- 
zeichnet). 

2) C. A. B r e t s c h n e j d e r ,  Die Geometrie und die Geometer vor Euklidea. 
Leipzig 1870, S. 81. 

3) M. C a n t  u r ,  Nilathematisühe Beitrage zum Culturleben der Volker. Halle 
18fi3, S. 103 (wciterhin kurz durch , , C a n t o r ,  LI." bezeichnet). 

4) S. G ü n t h e r ,  Ziele und Resiiltat,e der neiicren mathematisch-historiachen 
E'orschiing. Erlangen 1876. S. 39. 

5) C a n t o r ,  B., S. 92 und C a n t o r ,  G., S. 130. 
6) C a n t o r ,  G . ,  S. 136, 138, 142 und E. Z e l l e r ,  Die Philosophie der Griechen 

in ihrer geschichtlichen Entwickelung. 4. Aufl. 1. Bd. Leipzig 1876, S. 373 8. 
7) Z e l l e r  a. a. O. 1 ,  S. 365 nach Aristot., Metaph. XlV, 5. 1092, b ,  10 und 

T h e o p h r a s t ,  Metaph., S. 312 Br. 
L1i.t.-lit. Ali t l i l~ .  d. Zaltsohr. t. Math u. Piiy.. X X V l i i .  b. 1 I 
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226 Histor isch  - l i terarische Abthei lung.  

C a n t o r ,  G., S. 143 nach Aristot., Metaph. XIV, 4. 
Z e l l e r  a. a. O. S. 366. 
C a n t o r ,  G., S. 143 nach N i c o m a c h u s ,  Eisag. ar .  Ii, 12 ( e d  Hoche ) ,  

Ç a n  t o r ,  G., S. 143 nach Pllit. Platon. Quaest. V, 2. 4. 
G ü n t h e r  a. a. O. S .41  und C a n t o r ,  B. ,  S. 106f und G., S. 143f. 
B r e t s c h n e i d e r  a a .  0. S. 82. 
H. Hau  k e  1. Zur Geschichte der ErIathetuittik in Alterthum und Mittelalter. 

Leipzig 1874, S. 98. 
15) C a n t o r ,  G., S. 153. 
16) K l ü g e l ,  Mathematisches Worterbuch, 1. Abth. III. Theil. Leipzig 1808, 

S. 932. 
17) Die erste Ausgabe des Euklid durch C l a v i u s  ist - vgl. K s s t n e r ' n  Gesch. 

d. Math. 1, 324 - vom Jahre 1574 ohne Erlauteiungen, die zweitc mit solchen au8 
dem Jahre 1589, die dritte aus 'dem Jahre 1591. Ich benütze den Frankfurter 
Abdruck vom J. 1607, und in diesern findet sich die im Text citirte Stelle im Scho- 
hum zu Buch 1 ,  47, S. 151. 

18) B r e t s c h n e i d c r  a. a. O. S. 82. - Vergl. H a n k c l  a. a. O. S. 98; G i i n t h e r  
a. a. 0. S. 42; C a n t o r ,  Ci., S 337. 

19) K l ü g e l ,  Math. Worterb. Bd. LI1 S. 932. 
20) Aus diesem Buche von H e n r y  B o a d  (London 1733) hat  denselben Beweis 

auch J O  h. H o f f m a n n  in seiner Sammlung von Beweisen des Pyth.  Satzes (1821) 
entnommen und ha t  darnach noch sechs andere Ueweisanordnungen abgeleitet. 
Vergl. die neuere Schrift von J u r y  W i p p e r ,  46 Beweiae des Pylhagoriischen 
Lehrsatzes, übers v. F. G r a a p .  Leipzig 1880. S. 17. 

21) G. H. F. N e s s e l m a n n ,  Die Algebra der Griechen. Berlin 1842, S. 150. 
22) A r n e  t h ,  Geschichte der reiuen Mathematik. Stuttgart 1852, S 83. 
25) R d t h ,  Geschichte der abendlindischen Philosophie II ,  527 (nach C a n t o r ,  

G., S. 167). - A. a. O. sagt auch Car i t  o r ,  dass der im Text skizzirte W e g  von 
R o t h  ,, 211 e r s t  vermuthungsweise geschitdert worden istlL. 

24) C a n t o r ,  B , S. 108f. 
25) C a n t o r ,  G., S. 167f. 
26) B r e t s c h n e i d c r  a. a. O. S. 83. 
27) I I a n k e l  a .  a. O. S. 100 u. 132. 
28) G ü n t h e r  a. n. O. S. 41. 
29) A r n e  t h  a .  a. O. S. 95. 
30) C a n t o r ,  B., S. 109. 
31) C a n t o r ,  G.,  S. 192. 
32) B r e t s c h n e i d e r  a. a. O. S. 140. 
33) C a n t o r ,  B., S. 109. 
34) B r e t s c h n e i d e r  a. a.  O. S 134 
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Recensionen. 

Anfangsgründe der  Ari thmetik und Algebra. Für den Schul- und Selbst- 
unterriçbt in eritwiükelnder Lehrform bearbeitet von H. 'L'OUTER 
in Geesternünde. Ilritter Theil.  Ausgabe A 100 S. Ausgabe B 
48 S. Pr .  1 Mk. 50 Pf .  

Der  Unterzeichnete hat  bereitu (in der Allg. Schulzeitung, 1878) die 
beiden ersten Theile des vorsteliend genannten Werkcheus angezeigt und 
halt es deshalb fiir seine Pflicht, ein Gleiches auch mit der nunmehr vor- 
liegenden Fortsetzung desselben zu thuu. E r  kann im Wesentlichen nur  
Das wiederholen, was er damals gesagt h a t ,  dass niimlich das Buüh eine 
anspruchslose, aber recht anerkennenswerthe Leistuiig daratellt. E s  i ~ t  
natürlich niclit sowohl für die Zoglinge h6hercr Schulen,  als viclmehr für 
Lehrerseminare und besondrrs für den Selbstunterricht hestimmt und wird 
den didaktischen Grundsatzen L) i e s t e r w  e g 's ,  welche der  Verf. ausdrück- 
licli zur Richtsçhnur nehmen zu wallen erklart h a t ,  durchweg gerecbt. 
Ausgabe A ist wetjentlich der Theorie  gewidrnet, doch siud jedem A b -  
sclinitte auch die zur uurnittelbaren Einübung nothwendigen Beispiele 
beigegeben. An erster Stelle begegneu wir der Lehre von den Potenzen, 
und zwar werden zuerst diejenigen mit ganzen positiven Exponenten 
vollstandig abgchandelt,  wahrend erst nachher die Formen u0 und a-m 

der Retrachtung unterstcllt werden. Ueber das Weuen dieser Symbole 
iut siçh der Vorf. klar, denn er sagt ganz mit Recht (S. 15), dass a0 blos 
ein , ,Zeiclieni '  für die Zab1 1 se i ;  doch hatte die Thatsache,  dass man 
es in diesem Paragraplien mit Definitionen und nicht mit Lehrsatzen zu 
thun habe,  noch etwas scharfer hetont werdeii sollen. Es folgt die Wur-  
zellebre, die selir xusfiihrlich behaudelt is t ;  daran schliesst sich das Loga- 
ritbmiren, welçlies der Verf. in eineiri von der heute beliebten Weise 
abweichenden S inne  auf die Vergleichung einer aritlimetischen und geo- 
metrischen Progression mit interpolirten Zwiscliengliedcrn begrüudet. D e r  
Gebrauch der  'l'afeln ist einlasslich gezeigt,  die logarithmischen Gleich- 
ungen dagegen beschranken sich auf einige einfachere Falle. Systematisch 
nicht ganz zu billigen is t ,  dass sclion auf S. 45 von geometrischen Reihen 
Gebrauch gernacht wird, wahrend deren eigentliche Theorie  erst a u €  S. 64 
beginnt. I m  Uehrigen ist a n  deren Vortrag nichts auszusetzeu und  
ebeiiso wenig an dem der daiauffolgenden Zinseszins- und Kentenreçh- 

1 7 *  
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n n n g ,  bei welcher anch anhangsweise anf die Berechnung der Lehens- 
versicliernngspr%mien Bedaçht genommen wird. Ausgabe B ist eine recht 
vollstandige ~ a r n m l u n ~  von Uebnng~aufgaben , die auch von eiuem sonfit 
nach anderen Lehrbüchern unterrichtenden Lehr.er mitbeniitzt werdcn 
kann.  Angehjingt ist beiden Theilen eine Sterblichkeitstnbelle. 

A n s b a c h .  Prof. Dr. S. GÜNTIII.;~. 

Ueber die Principien der  neneren Bydrodynamik ,  von Dr. REIFF. Frei- 
hurg und Tübingen 1882. 43 S. 

Eine  Doctordissertation, welche sich mit den LZngen- und  Richtungs- 
veranderungen pines unendlich kleinen Linienelemrnts in einer Flüssig- 
keit beschaftigt. E s  wird die Dilatation, das  Verhaliniss der  Verlange- 
rung  des Elements zu seiner Lange und die Rotation oder die Drehung 
des Elements ausgedrückt. Aus der linearen Dilatation wird die des 
Volumelements abgeloitct, bei der Rotatio,. wird nachgewiesen, dass im 
Allgemeinen k ~ i n e  rnomentane Rcit,ationsaxe esis t i r t ,  wie bai festen Kiir- 

pern. 1st dips der Fa l l ,  so erhalt man die Wirbelbewegnng, mie sie von 
H e l  ml1 01 t z und T 11 orn s o  n aufgestellt wurde. 1'. ZECB. 

Einlei tung i n  die hohere Optik,  von REER. 2. Aufl. von VICTOR V. LANO.  
B r a u n s c h w ~ i g  1882.  423 S. 

Vnr 30 Jahren  ist die erste Anflage dieses Werkes erschieneu und 
hat  damals den S t u d i r e n d ~ n  als willkommene Einleitung fiir weitergeheiid~: 
Studien gedient. Es ist erfrenlich, dass eine n'eubearbeitung dessejben 
ersclieint und dass den grossen Fortschritten der  Optik insbesondere in 
der Spectralanalyse Rechnnng getragen wird. E ine  dnrchweg befriedi- 
gende Theorie der  Krystalloyitik fehlt nocli, von verschiederien Seiten 
lier wird daran grarbeitet. Was  für den Anranger von Interesse ist, 
wird hier mit den einfachsten mathem~tischen Hilfsmitteln abgelcitet. 
Diese zweite Ahthciliiiig ist am mcisteii abge$nd(:rt. Das Werk ist jedem 
angehenden Fhysikpr zu empfehlen, die Ausstattung vorzüglich. 

P. ZECB. 

Lehrbnch der  Experimentalphysik, vou W ~ ~ I . L N E K  Leipzig 1882. 848 S. 
Von dern grossien u n d  ausfülirlichsten Lehrbuclie der Physik erscheint 

hier in vierter Auf lage der erste Band,  die allgemeine Physik und Akustik 
nmfassend. Die Umarbcitiing Iiat als n ru  aufgenommen die elastische 
Nachwirkung ond die innere Iieibnng. Diffuuion und dynamiuche Ciafi- 

theorie sind nusführliclier behandelt. I n  den ersten zwei Abschriitten 
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wird das i n  der Mechanik gebrauchlicho Maasssystem beibehalten (das 
conventionelle Gystem nach H e r w i g ) .  Als Anhang wird daa absolute 
Maaussystem kurz auseinaudergesetzt und von da  an in den folgenden 
Abschnitten angewendet. Die zwei letzten Abschnitte, Wellenbewegung 
und Akustik, sind nicht wesentlich geiindert. Dass ich mit der Art der 
Uehandlung der Waage und der Feststellung des Begriffes der Schwere 
nicht einverstanden bin,  hwLe ich schon ofter ausgesprocben (2. B. 22. Bd. 
dicser Zeitschrift). E s  han@ eicherlich damit xusammen, dass den ver- 
schiedenen Theilen des Werkes verschiedene Maasssysteme zu Grund(. 
liegen. I n  ein Lehrbuch der Physik gehort heutzntage nicht rnehr da5 
conventionelle Maasssystem, sonst wird der mechanieche Theil der Physik 
einseitig behandelt und  das Verstiindniss der Bedeutung von Waage und 
Pendel erschwert. P. ZECH. 

Lehrbnch der  Physik, von WALLENTIN. F ü r  Gymnasieu. 3. Aufl. Wieu 
1882. 384 S. 

Die ers te ,  im Jal i re  1879 erschieuene Auflage wurde früber an- 
gezeigt. E i n e  weseutliche Aenderung ist nicht eingetreten ,  di^ Ausstat- 
tung ist etwas verbessert, dagegen gilt uoch Alles, was bei der Besprech- 
iing der erstcn Auflago gerügt wurde. P. ZECH. 

Girnndzüge der  Natnrlehre,  von WALLENTCN. Wien 1881. 229 S. 

E i u  Auszug aus dem vorigen für  untere  Classen. P. ZECH. 

Allgemeine Wit ternngsknnde,  von Dr. LI. J. KLEIN. Leipzig 1882. 260 S. 

E i n  Band aus dem ,,Wissen der üegenwar t ,  deutsche Universal- 
bibliothek f'ür GebildeteLL. Der durch seine Arbeiten auf natnrwissen- 
schaftlicham Gchiete wohlbekannte Viirfasser gicht hier eino Darstellung 
des heutigen Standes nnseres meteorologischen Wissens, mit besonderer 
Berücksichtigung der  g ~ g e n w a r t i g  von verschiedeuen Centralstellen ans- 
gehenden Wettervoraussagen. Wie  in dem vielverbreiteten Werke  von 
M u l i n ,  ist die Zusammeustelluug von Thatsacheu Hauptzweck. Die E r -  
kliirung der Erscheinuugen tritt  rnehr zurück. Gegenüber friiheren Dar- 
stellungen mit eirier Menge nnhaltbarer Hypothesen und  Theorien musa 
dies leider als Fort,schritt betrachtet werden, bis einmal einiges Licht in 
die Meteorologie kornmt. P. ZECH. 

Das Mikroskop u n d  seine Anwendnng, von DIPPEL. Brannschweig 1882. 
1. Theil ,  1. Abtheilung. 2. Aufl. 
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Das bekannte Werk ,  das als erstes auf diesem Gebiete gi l t ,  erscheirit 
hier in neuer Auflage, vielfach umgeandert und  verbessert mit Hilfe der 
Arbeiten von A b b e ,  desseu Unterstützung dern Verfasser rüçktialtlos zu 
Theil geworden ist. E ine  nahere Uesprechung behalt sich der Unter- 
zeichnete bis zum vollstandigen Erscheiuen dcs crstcii Theiles vor, d r r  
ein ,,Hanclbuch der allgemeinen Mikroskopie4' bildet, wahrend der zweite 
Theil die Anwendungen giebt. P. Z ~ c t i .  

Die Lehre von  der Elektr ic i ta t ,  von GUSTAV WIEDGMANN.  Braunschweig 
1582. 1 .  Barid. 795 S. 

Unter derri Nameu ,, Lehre vorri Galvariisrnus' und Elrktrornaguetis- 
mus" ertlühien 1861 in erster, 1874 iu zweiter Auflage ein Werk von 
G. W i e d e m  a n n , welches alles suf diesem Gobictc Geleistete vollstandig 
nmfasste und überall die QueIlen nambaft machtc. Dieses Werk  hat die 
Rewunderung des Aiislandes aiif uich geaogen, wie narnhaft,e aiislaudisçlie. 
besonders englische Gelehrte in letzter Zeit bezeugten; in Deutschland 
ist es Iangst als sicherer Führer  aiif dern Grhiete der  Elektricitat bekannt. 
E ine  Bearbeitung der Reibungselektricitat besitzen w i r  in dem aiisgezeich 
neten Werke von P. R i e s s ,  das jedoch seit dem J a h r c  1853 uiclit rnelir 
aufgelegt worden ist. Da heutzutage eine getrennte Rehandluug der sta- 

tischen und dyiiamischen Elcktricitat nicbt mehr baltbar ist ,  so hat sich 
der Verfasser entschlossen , das gcsarnmte Gebict der ElektricitRt zu bc- 
arbeiten. Davon liegt der erste Rand vor, welchar mit den allgemeiiien 
Eigenschaften der Elektricitat bpginnt,  dann die Elektricitatserregung bei 
Beriihrung heterogener Korper  behandelt. und im dritten Abschnitt das 
Verhalten der Leiter i n  Beziehung zum Ohm'schen Gesetz ,  Widerstand 
und  elektromotorischer Kraft liespricht. Die Arierkeriuung, die ,  wie oben 
erwahnt, das W e r k  überall gefunden h a t ,  überhebt uns eines Lobes; 
betonen mochten wir nur die erfreuliche Erschcinnng, dass eben jetzt iu 
der  Zeit der ungeheuren praktischen Fortschritte anf  dem Gebiete der 
Elektricitat ein zuverlassiger Führer  uns geboten wird. 

1 
P. ZEUH.  

Der ~ h e m i s m n s ,  Magnetismns u n d  Diamagnetismns irn Lichte mehrdimen- 
s ionaler  Raumanschanung , von RICHARD BUESCH.  Leipzig 1882. 
146 S. 

D e r  Verfasser spricht seine Entrüstung darüber aus,  dass die  Phy- 
siker und Pliysiulogen vom Spiritualismus nichts wissen wollen. , ,Er& 
ein danischer Kaufmann musste komrnen, um die Herren L)oçtores, sie 
bei den  Haaren herbeizichend, mit  ihrem bloden Schadel auf  die bio- 
magnetischen Thatsachen zu stossen." Weon man trotz dieser freund- 
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lichen Bewillkommniiug die Lecture fortsetzt, sa findet man das Bedauern, 
dass selbst Z 6 11 n e r  den Versuchen H a n s e  n'a nicht ganz getraut habe. 
Weun ein wirklicher Kriotrn iu  geschlossener Schnnr geschürzt wird, so  
liat ein , , I ) iakkaU, ein Sachverstandiger aus der  vierten oder fünftan 
Kaumdimonsion, diese T h a t  gethan.  indem er  für einen Moment einen hin- 
reichend hrriten Quersclinitt des Stoffcs so weich wio Wasser gemaclit. 
hat! E s  wird dann aufigeführt, daso die Atome rnchrdimcnsional sein 
miissen, das Atom liegt mit seinem Schwerpunkte und  einem dreidimen- 
sionalen Durchschuitte im dreidimensionalen Rauma,  geht aber im UeLri. 
gen nach dem melirdimensionalen Raume hinaus. Chemische Processe 
niüssten danu in verscliiedeuer H6he verschiederi verlaufen. , , E s  ware im 
Iiochsten Grade wünscheiiswerth , dass eine Nordpolexpedition mit solchen 
Uutersucliungen beauftragt würde.&' E s  erklàrt oich darnit die  Thatsache, 
dass ein und dasselbe Atom in verfichiedenen Verhindiingen mit v.er- 
schiedcner Valenzenanzalil auftreten kann , da  die mehrdimansionalen 
Atome gewisse specielle mehrdimensionale Drehungen annehmen konnen,  

ohne dass eine Aenderung im dreidimensionalen Kaume stattfindet. , , D e r  
C)iamagnetisn~us mit seine11 ratliselhaf'ten Ersclieiuungen erklart sich ein- 
facli dadurch,  das die durch Induction in den ans dem dreidimensionalen 
Kaume herausgerichteten Magnetaxen nrsprünglich entstandene Abstossung 
nicht in Anziehung veiwandelt werden kann ,  weil hierzn eine dreidimen- 
sionale Drehung erforderlich, der  fiich die cliamischen Krafte und  die  dia 
dreidimensionale Welt  als sol ch^ erhaltende Kraft widersetzen." Ob 
unser ,, bloder Schadel" mit diesen wenigen Satzen eine Andeutung von 
dem Iuhalt zu Stande p b r a c h t  hat,  müsseu wir dem Leser ziir Beurtheilung 
überlassen. P. ZECE. 

Technologisches Worterbuch i n  englischer u n d  dentscher Sprache. I n  
Verbindung mit P. R. B e d s o n  (Manchester), O. B r a n d  e s  (Brauu- 
schweig), M .  B r ü t t  (Hamburg), Ch .  H. B u r  g h a r  d t  (Manchester), 
T h .  C a r n e l l y  (Manchester), J. J .  H u m m e l  (Leeds), J. G. 
L u  n g e (Zürich), J. L ü  r O t h  iMiinchen), G. S c  h a f f e r (Ncwcastlo), 
W. H. M. W a r d  (Manchester), W. C. W i l l i a m s  (Manchester) 
bearheitet und  herausgegehen von GUSTAV EGER (Darmstadt). 
Braunschweig, Vieweg & Sohn. 1882. 

Wir stimmen den  Gründen ,  welche zur Herausgabe eines z w e i -  
sprachigen technischen Worterbuches gefiihrt baben,  vollkommen bei u n d  
empfehlen auch den vorliegendeu ersten Band (englisch- deutsch) Allen, 
welche die franz6siéichen Uebersetznngen - wie sie das bekaunte drei- 
sprachige technologische Wtirterbuch bietet - nicht benothigen u n d  dafür  
lieber eine eingehonderc Bolohrnng über die Bedeutnng der  englischen 
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W6rter suchen. E'reilich bedingt letzterer Ansprach des vorliegendeu Wer- 
kes eine w ~ i t ~ r g e h o n d e ,  rrcht fleissige Ansfcilung sacblicher Erkliirungen 
technischer Ausdrückc, stcllcnwcise auch eine Richtigstcllung. Es  ~ c h e i n t  
doch, dafis fiir das weit,e Gebie.t der m e c h a n i s c h  e n  Technologie iind 
des M ~ s c h i n e n w e s e n s  der d e u t f i c h e  Mitarbeiter (ein C h e m i k e r ! )  
eine über die  Krafte des Einzelnen rrichende Arbeit übernommen bat .  

Nur ein paar Belege fiir unser Urtheil: 
Arlressiny machFe dient niçht nur  zurn Adrefisiren von ,,Zeituiigfibl#tternLi. 
d d g e  ist T e x e l ,  Krumrnhaue, riicht Zimmérbeil. 
Agricullurd implements heschriinkt sich uicht allciii auf A c k c i  b a u  

geratha , der  Ausdruck umfasst ,, l andwir th~chaf t l i che '~  Gar#tIie 
überbaupt. 

Agricullural sleam engine, die Landwirtbscbafts-L)ampfmaschine, eiue 
kaum gebrXuchliche ~ e z e i c l i n u n ~ s w e i s e  im Deutschrn. 

Air cushion ist in diesem Sinne ein L u f t p u f f e r  zur Aufnahme von 
Stossen n. dgl., aloo niçht syrionym mit ., Air Ded ". 

Allriwnnce wird in der Münzsprache nicht ,, Nachlass I L  genannt. 
Auger, square hole .- sol1 der , ,v i  e r e c k i g e" Bohrer heisseii :> 
To cord,  carding engine heisfit im 1)oiitnchcn aiich ,, Kardircri lL, b ~ z .  

,, KardeLL.  
R a p  heisst deutsch ,, GebindeLa, von welchen sieben auf einen Schneller 

(number oder skein) gehen. Skein = Gebinde ist falscli. 
Rash, Rasch ,  Zeugrasch (vierschtiftig gekoperter Kammwollstoff, meist 

aue gruber Wolle leiclit goarbeitet; e b e u  a l s  verfertigte man auch 
Tuchrasch ans kurzer gekrempelter Wolle). . . . 

Die  Anordnung des Stoffes ist geschickt iind die Ausstattuug vor- 
züglich. ZLNAN.  

-- 

Lehrbnch der allgemeinen Ari thmetik,  nehst ciner A ~ f g a b e n s a m r n l u n ~ .  
3. Aufl. Preis  2 Alk. 50 Pf. 

Lehrbnch de* ebenen Trigonometrie. 3.  Aufl. 1 Mk. 

Lehrbnch der  Geometrie. 1. Thei l :  Planimetrie. 6. Aiifl. 1 Ivlk. 80 l'f. 

Lehrbuch der  ffeometrie. II. Thei l :  Stereornc+ie. 3. Aiifi. 1 Mk. 20 Pf'. 
Verfasst von Dr. FOCKE und  Dr. KRASS.  Miinster, Coppenratli. 

Die vorbenannten Bücher sind zum Unterricht an Gymnasien, Beal- 
scliulen und anderen Iiiiheren Lehranstalten bestimmt. Wie  die in ver- 
haltnissmassig kurzer Z ~ i t  wiederholteu rieuen Auflagen beweisen, lalien 
die Bücher yich einer beifalligen Aufnahme erfreut.  

Der  Umfang des dargebotenen StoBes ist durch die arntlicben Be- 
stimmungen bcgrcnzt; auch in der L)arstelliing weichen die Verfasser 
vom hergehrnchten Gange wenig ab. E s  scheint dem Referenten hierin 
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entscbieden die Bescheidenheit zu weit getrieben. Bei richtiger Behand- 
lung des Gegenstandrs ist es sehr wohl moglich, eachlicli viel weiter zu 
grhen,  ohiie den Durclischnittsfichiiler irgend mehr zu be1astr.n. l m  
G e g e n t h e i l !  Das Tnteresse, welches aufi der N a t i i r  d e 8  G e g e n s t a n .  
d e s  hervoigcht,  vermag den jiigeridlichen Geist iihcr S ~ h w i e r i ~ k e i t e n  
h i n ~ e ~ z i l h e b e n ;  die Elcviegung derselben gewahrt ihm das Gefiihl e r l a n g  
ter Kraft ,  und zwar in  uuvergleichlich hoherem Grade ,  als wenn die 
Sache so eiuf'ach ist,  dass kaum ein Beweis u6tliig scheint oder die 
in der Aufgatie geforderte Leistuiig eine künstlicti zurecht gemachte 
genannt werden muss. Sus diesen Gründen würde I te fe rmt  die Zahl 
der Satze um cine ganz erkleckliclio vermindern; er würde sich streng- 
s t e n ~  aiif diejeiiigen hefichranken, welche sich in den Aiifgahen als frucht- 
bar erweisen; aber dann würde er in den Aufgaben selhst unbedenklich 
weitergehen und z. B. das Taction8problem nicht uur  nach der alten 
Methode losen. 

Nachdem icli im Vorhergehenden meinen in Etwas abweichenden 
Standpunkt ausgesprochen habe,  ist es mir Bedürfniss, mich irn Uelwigen 
durchaus anerkennend zii iiussern. I n  t e r e  s s  a n  t u n d  z u m  g r o s s e  n 
T h e i l e  n e u  s i n d  d i e  a r i t h m e t i s c h e n  A u f g a b e n ;  zahlreich (600) 
die planimetrischen, wobei besonders anerkannt  we,rden soll,  dass, so 
weit ich bemerke,  nirgends d i e  g e h o r i g e  V e r w e i s i i n g  a u f  d e n  z u r  
L G S U  n g  f i i h r e n d e n  S a t z  fehlt. Gleiches gilt von den 228 stereo- 
metrisçlien Aufgaben. In  der Trigonometrie veruiisse ich den Lehrsatz 
des hl O i v r e  ungern,  d a  e r  zur  Einübiing der Rechniing mit Winkeln in 
bohcren Quadrantcn eine reicho Quelle trefflicher Aufgaben bildot. Die 
Aufgaben 85 und 120 sind idcntisch. 

Fassen wir nnser Urtheil zusarnmen, so konnen wir sagen,  dasa die 
Lehrbüchrr sich nach Inhalt und  Darstellung eine g r  o s s  e - dem Refe- 
renten scheint es in der Planimetrie eine z u  g r o s s e  - Enthaltsamkeit 
aut'erlegt haben. Dagegen muss anerkannt werden, dass innerhalb dieser 
Sütirankeu den I~ehrbüchern viel ~i i l i r r i l ic l~es nacligesagt werden kaon. 
Sammtliche E r k l a r u  n g e  n stehan an der Stelle,  wo sie im Lehrgebaude 
zuerst auftreten. Sie sind aammtlich hinreichcnd v o r b  e r e i  t e t und so 
forrnulirt, dass dcr zii crklareride Regriff am S c  h l u s s  der Definition aiif- 
tritt. Auch die F o r m  der Lehrs?itxe ist durch das ganze System bin- 
dnrch g l e i c h m a s s  i g  aufgestellt. So heisst es nicht: , , In  jedem Drei- 
ecke etc.", sondern:  , ,Die Summe der Winkel eines Dreiecks etc." 

Die Beweise der Lehrsatze sind tbeils vollstiindig gegeben, theils 
nur  angedeutet ;  d a s  L e t z t e r e  f i n d e t  ü b e r a l l  d a  s t a t t ,  w o  d e r  
S c h ü l e r  n a c h  d e r  h i s h e r i g e n  E n t w i c k e l n n g  i m  S t a n d e  i s t ,  
d e n  B e w e i s  s e l b s t  a u f z u f i n d e n .  F ü r  eine Grnppe a h n l i c h e r  
SRtze ist d ie  Form der Beweise moglichst übereinstimmend. Zweifel an 
der Anffassung sind durch Wahl  moglichst scharfer AnsdrIicke thunlichst 
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vermieden. Gilt das  Vorstehende insbesondere rücksichilich der beiden 
geometr iseh~n Lehrbüclier, so kann as  mutatis mulandis auch auf die Arith- 
metik und Trigonometrie ühertragen werdcn. 

Druck und Papier  sind dem Ange wohlthuend, die I?igiiren sorg- 
faltig gezeichnet. Die neilesten Auflagen zeichneii sich vor frülieren 
durch grossere Correctheit irn Druck sehr vortheilhaft aus. Sonstige 
Kleinigkeiten hat  Refrrent  sich wiederholt gestattet.  den  Herren Ver- 
fassern privatim mitzutlieilen. Diese Bemerkungen haheu stcts freund- 
liche, oft willfahrcnde Uerücksichtigung gef'underi: 

C o e s f e l d ,  irri Mai 1883. K. SCUWEKING. 

Die (feometrie ftir Gymnasien und Realschnlen. Ein Lelir- und Uebungs- 
huch, bearbeitet von A. M ~ L I N O W S K I .  Il.  Thei l :  Stereurrietrie. 
Heft 1:  Lehrbiich. Heft II: Uebungebuch. 

In  den ersten beiden l'aragraphen des Lehrbuclis werden die De 
finitionen und Grundanschauungen der einfachsten raiimlichen Gebilde 
dargelegt; der eigentliche Lelirgang beginnt mit dem 5 3,wwelcher unter 
der Bezeichnung , ,Gerade und Ebenen in normaler IJagetL die Funda-  
mentalsatze der Stereometrie behandelt. An die Spitze ist der  Satz 
gestellt: , ,Der  Or t  eines Punktes ,  der von zwei festen Punkten A und B 
gleiche Entfernnngen hat ,  ist aine Ebene." Der  Beweisgrund ist , dass 
der fragliche Or t  jede Gerade,  die zwei seiner Punkte verbindet,  voll- 
standig in  sich aufnimmt; daller wars  wohl eine anderc Fassung von 1, 1, 
woranf verwic,sen wird und wo es heisst: ,, Die Ebene nimmt jede Gerado, 
welche zwei ihrer Punkte  verbindet,  i n  sich auf", logisch erforderlich. 
E s  folgen irn 5 4 die r n n d e n  Korper, wo sogar die zwolf Aehnlichkeits- 
punkte von vier Kugelu Behandlung findon konnen. Nach kurzer Be- 
sprechung der r e g  e l  m a s s i g  e n  K6rper gelangen wir zum Kugelbüscbel, 
znr  Polarebene (5 7) und xu den Kegelschnitteu. (S. 15 Z. 15 steht 
Classe statt  Ordriung.) Die  ursprüuglic2ie, deru Narnen en t~prechende  
Definition dieser Curven führt bald zu einer der Planimetrie angehbrigen, 
S. 18, VI;  doch hlickt in den folgenden Ausführungen, j e  nach Bequem- 
lichkoit, dia ursprüngliche nicder  hervor. Znr Zehandliing des Satses: 
,, I>urch fünf P u n k t e  lasst sich st,ets ein einziger Kegelschnitt legeni '  ver- 
gleiche man dieselbe Darlegnng des Verfassers in seinen , ,KegelschnittenLL 
S. 59; der  vom Referenten dort gerügte Fehler  ist hier vermieden. Es 
folgt die Bestimmung der O b e r f ' l i i c h e n  und  V o l u m i n a ,  des S c h w e r -  
p u n k t e s  und in der Weise S c h e l l b a c h ' s  die Behandlung der M a x i m a  
und M i n i m a  nach , ,clementarenU l\lothoden. (S.  40 Z. 5 v. u. Druck- 
fehler, O st. Null.) 

I las  L e h r b n c h  ist nur  46 Seiten stark. 
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Tlas U P b u n gli b u c h ist Born L e h  r b u c h getrennt und k a n n  daher  
aucli von Lelirern gebraucht werden, welche das letztere nicht einführen 
wollen. Der Intialt ist  ein reicher und ausprechender; wir finden auf 
58 Seiten 754 Aufgabm zusarnmengedrangt. 1)er Weg zur Losnng wirti 
theils durch die Aufeinanderfolge, tlieils durcli Verweisungen auf Satze 
und Aufp11c.n gczeigt; doch konnte der Verfaeser in  dietier Bcziehung 
virl weiter gelren als geschehen ist. 

Sei es uns gestattet,  hier einige wenige Aufgaben herauszuhehen. 
Aufg. 102 Iasst die Berührungskugel von vier Eugeln construiren; Auf- 
gabe 138 fragt nach dei. LIohe des Mittelpunktes einer Kugel über  einer 
horieoutalen E b e ~ i e ,  welche auf drei gleiçheu auf der Ebene  liegenden 
und sich berührendeu Kngelu ruht ;  Aufg. 146 fragt nacb den Borrnsn 
und Grossen derjenigen Figuren,  welche man als senkrechte Projectiont!n 
eines Wiirfels e r h d t :  man sol1 (147) durcli einen Würfel ein Loch ~ c h n c i -  
den ,  so dass man einen zweiten ebenso grossen hindurchscliiehen kann. 
RTie muss (361) ein gerader Kreiskegel beschaffen sein,  damit jeder  zu 
ririeui Axensçtiuitt parallele Sçhuitt deeselben eine gleichseitige Hyperbel  
liefert? Ails einem holzernen Kegelstumpfe (642) ist der grosste qua- 
drntische Balken grschnitten; Volumen des Holzahfalls? Schwerpunkt 
(699) einer halben Eohlkugcl? I o  ein Rotationsellipsoid (764) d e n  Kreis- 
cylinder von grosstem Volumen zu construiren. 

Druckfehler Sind mir aufgefalleri: S. 1 Z. 13 v. o.; S. 7 Z. 9 u. 11 
v . u . ;  S . 8  Z . 1 6  V . O . ;  S . 1 2  Z . 1 4  v .u . ;  S . 1 3  Z . 1 3  V . O .  

Der  Vei-fasser maclit darauf aufmerksam, dass im  Lehrbuche S. 2 
IV6 an Stelle von IVa kommen muss, und  zwar in h nur der zweite 
Beweis. 

Moga drm Uuche die verdiente Anerkennung nicht feblen. 

C o e s f e l d ,  im April 1883. K. SCIIWERINO. 
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T . X V l T T  1 

A- , - . , -. 
423. Sur une courbe d u  troiuiiime degrd ,yant un point de rebroussemeut. E. 

D o r l c t .  N. ann. math. XLI, 256. 
424. Points d'inflexion de l a  cubique x 3 + y g - 3 k z y + l - 0 .  M o r e t - B l a n c .  N .  

ann. math. YLI, 283. 
445. Propriétés de l a  courbe 27ye:4x3. Mo r e t - B l a n c .  N. ann. niath. X T J ,  114 
426. On plane curves of the fourth çlass with quadruple foci. B. M. J e f f e r y .  

Quart. Journ. math. XVIII, 1. 
427. On the stapete points of' class-quartics with quadruple f'oci. H. M. J e f f e r y ,  

Quart  Journ math XVIII. 158. 
~ - 

428. Property of a qu&ic curve wikh three douhle points. N. M. F e r r e r s .  Quart. 
Journ. math. XVIII, 73. 

429. The evoliite of the syrnmetrical hicircular quartic. H. H a r t .  Quart. Journ. 
math. XVIII, 382. 

430. Geometrischer Ort der Puukte ,  von welchcu aus zwei feste Strccken iinter 
gleichen Winkeln erscheinen. S t a m m  e r .  Grun. Archiv LXVIII, 18. 

431. Ueber die Curve z4 +zey2 = y2. E d M a h l e r .  Grun. Archiv LXVIII, 440. 
Vergl. Absolute Geometrie. Hiangiilarcoordin~~ten. Hipolarcoordinaten Car- 

dioide. Cissoide. Ellipse. Hyperbel. Kegelschuitte. Singulnritaten 

Analydsche Geometzie des Raumes. 
433. Sur une noiivelle espsce de courbes et  de siirkices ar~allagiiiatir~ues. P i c q u e t .  

Cornut. rend. LXXXVLI. 460. 
433. De l a  c o h e  lieu des positions des centres de courbure d'une courbe gauche, 

après son développement sur une ligne droite. Aoust , .  Compt. rend. 
LXXXVIII, 768. 

434. Courbe engendrée a n  moyen d'une parabole. J. B. r o m  ey .  N. a n n  math.  
XLI, 111. 

Vcrgl. Elli soid Hyperboloid. Krümniung. Mmnichfaltigkeiten. ïVilecliariik 
647. ~P>erflichen. Oberflichen zweiter Ordniing. 
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Astronomie. 
Sur la tli6orie des perturbations des comètes. E. M a t h i e u .  Compt. rend. 

L x x I i v I I ,  1029. 
Sur le développement de l a  fonction perhrbatrice dans le cas où ,  les excen- 

tricités étant petites, l'inclinaison muti~ellc des orbites es t  considéral)le 
E'. T i s s e r a n d .  Cornd rend. LXXXC'III. 97. 137. 201. 1229. . > ~ r  , 

Formules relatives à 1; theorie des perturbations planétaires. D e  G a s p  a r i s .  
Coinpt. rend. LXXXVIII, 413, 637, 908. 

Sur le calcul des aerturbations. 0. C ü l l a n  d r e  au.  Comvt. rend. LXXXVIII, 
960. 

New views of Mr. G. H. Darwin's tbeory of the evulution of the earth-muon 
system, considered as to its bearing on the question of the durittion of 
geological time. S. H a u  g h  t o n .  Phil. Mag. LXIV, 427. 

Reniarqnes sur les sa.trllites de  M a r ~ .  R o c h e .  Compt. rend. LXXXVI, 443. 
Sur l'aplatisseuient de la planete Mars. H. H e n n  e dy. Compt. rend. LXXXVII, 

590. 
Vergl. üraphische Auflosungen. 

Bernonlli'sche Zahlen. 
Ueber die Darstellung der Bernoulli'schen und Euler'schen Zahlen durçh Deter 

minanten. A.  S a c h s e .  Grun.  Archiv LXVIII, 427. 
Sur la fonction de  Jacob Bernoulli e t  sur l'interuolation. L i u  s c h i  t z. Comvt. 

rend. LXXXVI. 119 

," Bestimmts Integrale. 
COS S x 

On~p;Tlz , , ,d ' .  J J. T h o m s o n .  Quar t . Journ  inath.XVII1, 377. 

0 
1 

Valeur de l'intégrale Sd-' (1 - z ) ~ + P - Y  E'(z) E;1 (z) dz .  A p  p ell .  Compt. 
1 

rend. LXXXVII, 874. 
On certain definite integrals inrolving the exponential-iritegral. J. W. L. 

G l a i s h e r .  Quart. Journ math. VI11, 970. 
Sur une intégrale double. Cr.  Onlow.  N.  am.  math. XLI, 311. 

Biangularcoordinaten. 
On biangular coordinates. R. W. G e n e s e .  Quart. Juurn niath. XVIII, 150. 

Bipolarcoordinaten. 
Sur les coordonnées bipolaires. P. B a r b a r  in.  N. ann. math. XLI, 15. 

C. 
Gardioide. 

Zur Cardioide. JO  B. Pl e y  1. Brun. Archiv LXVIII, 166. 

Cissoide. 
Trouver un cercle par rapport  auquel l a  cissoïde ue transforme en elle-inelne 

par  polaires réciproques. E.  E 'auq u e m  b e r g u  e. N. ann. math. XLI, 473. 

Combinatorik. 
S u r  le nombre des arrangements complets où les éléments consCcutifs satis- 

font à des conditions données. U .  A n d r é .  CornPt,. rend. LXXXVU, 838. 
Sur la partition des nombres. F a à  d e  B r u n o .  Conipt rend. LXXXVI, 1189. 

Vergl. Subatitutionen 737. 
Cubatnr. 

Volumes et siirfacee de deux corps de révolution. 6. D o s t o r .  Grun. Archiv 
LXVIII, 421. [Vergl. Kr. 55.1 

Volumes de deux corps de rdvolution. Ch o u d a d o  v.  N. ann. math. XLI, 374. 

Determinanten. 
Théorie analytique des déterminants. E. S c h e r i n g .  Compt. rend. LXXXVI, 

1387. 
1iiet.-lit. Abthlg. d.  Zeitschr. b Math. m. Phgs. XXVIII, li. 18 
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457: Sur le déterminant dont lea 4léments sont tous les mineurs ossiblcs d'ordre 
donné d'un déterminant donné. P i c  q u e  t. Carnpt. rend L&XVI, 310, 11 18. 

458. Die linearen Helationen zwischen den verschiedenen Subdetermitianten sym- 
metrischer Systeme. C. R u n g e .  Crelle XCTII. 319. 

459. Application des propriétés des polynomes homogènes à l a  discunsion de 
l'dquation en S. Ch. Brifise N. ann. math.  XLI, 193. 

460. i:quation en S' de degré m. et décomposition d'une forme quadratique en carrés. 
W a l e e k i .  N. ann. math. XLI, 401, 566. 

461 On Prof. Cayley's theorem regarding a bordered skew symmétric determinant. 
Th.  M u i r .  Qu:lrt. Journ math. XVIII. 46. 

462. On new and raxn'tly discoverid properties of certain sgnimetric determinants 
Mui r .  Quart. Journ. math. XVLII, 166. 

463. On circulants of odd order. T h .  Mu i r .  Quart. Journ. math.  XVIII, 261. 
Verpl. Uernoulli'sche Zahlen 442. Geschichte der Matheuiatik b55. Zahlen 

464. New transformations of ordinals. - J. ~ o i k l e .  Phil. Mag. LXUI, 4 4 ,  357. 
[Vergl. Bd. XXVII, Nr. 331.1 

465. Supplementary notes on a differential equation. R. H s r  l e  y. Quart. Journ. 
math. XVIII, 41. [Verel. Bd XXVI, Nr. 29.i.l 

466. Sur uelqueg invariants des équations dirérentielles lint'aires. L a g  u er re .  
8omDt. rend. LXXXVIII. 224. 

467. Sur les &équations différentidles du premier ordre e t  du premier degré. 
G U a r b o u x .  Compt. rend. LXXXVI, 533, 584 

468. Intégr;ttion, sous forme finie, de trois espèces d'équations différentielles linéaires 
à coefficients quelconques D. A n d r é .  Compt. rend. LXXXVIII, 280 

469 Sur l'équation différentielle linéaire qui relie au module la fonction complète 
de première espèce. J. T a n n e r y .  Compt. rend. LXXXVI, 811, 950. 

470. Sur la réduction de certaines équations diti'érentielles du premier ordre il la 
forme linéaire. Dar raooort  à la dérivée de l a  fonction inconnue. I l a l -  
p h  e n. ~ o m ~ t . ' r e n d .  EX XXVH, 741. 

471. Sur l'intégration de  l'équation A ' 2 +  Byy'+ C y 2 +  I) y'+ E y  + I<'= O. A l e -  
x é e f f .  Compt. rend. L X X X ~ I ,  641. 

472. Sur l'équation de Lamé. B r i o s c  hi .  Com t rend. IJXXXVI, 313 
473. Sur la forme des intéarales des équations $ifférentielles du second ordre dans 

le voisinage de -certains p o h t s  critiques. E. P i c a r d .  Compt. rend. 
Lxxxvu, 430, 743.  

474. Sur les équations difft'rentielles linéaires d u  troisième ordre. L a g u e r r  e. 
Compt. rend. LXXXVIII, 116. - E. C o m b  e s c u r e  ibid 275. 

475. Sur les points fondamentaux du faisceau de  courbes planes défiui par ilne 
équation différentielle du premier ordre algébrique. G. F o u r  e t. Compt. 
rend. LXXXVI, 586,  , 

478. Sur les points Sondauienteau du réseau de surfaces défini par  une équation 
aux dériv6cs partielles du premier ordre algébrique, linéaire par  rapport 
à ces dérivées. G .  B o u r e t .  Compt. rend. LXXXVI, M 4 .  

477. De l'emploi des solutions particulières algébriques dans l'intégration des 
systèmes d'équations diff'6rentielles algél)i.iques. G .  il a r  b O ux.  Compt. 
rend. LXXXVI. 1012. 

d Y 478. Intégrer les équations diff6renlielles simiiltandes :t = + b,y + b, z, 
d z 

= b 2 x + a , y + b , z ,  d z = ~ , s + b , y + a , z .  N o r e t - B l a u e .  N .ann .ma th .  
.. - 

XLT, 230. 
179. Zur Theorie der Integration eines S stems von n nicht linearen partiellen 

DiEcrentialglciïhungcn erster 0rKnung mit  zwei unabhiingigen und n a b  
hSogigen VerSnderlichen. Halm IJ u r g e  r. Crelle XCIii, 188 

Vergl. Kugelfunctionen 636. 

Differentialquotienten. 
480. Sur l'identité de Didon: 

[ l - 2 ( a + b + c + .  ..) x + ( a + b + c +  ...)( a A 2 + b B 2 + c C z + . .  .)]-% 
aabPcy ... , la+p+r  t-..  = ~ Z ~ . . .  -- 2 a + p + y + - -  a !  p !  ,,! . . . dsa+l< + v + . -  ' ( x '  ( x2 -B2)P  

X ( x 2 - P ) Y  ... t ,  
d m s  laquelle oii n a + $ +  y + .  . . z n .  E s  c a r y .  Compt. rend I,XXXVI, 1014. 

Vergl. Formen 625. Potential 7-2. 
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Differenzengleichnngen. 
481. Dans un triangle isoscèle OAB,  l'angle à l a  base A vaut n fois l 'angle a u  

sommet 0 ;  déterminer le rapport  de  l a  base A B  au côté 08. A. P i e a r t .  
N. ann. math. XLT, 33. 

E. 
Elasticitat. 

48.'. Sur la question des conditions sp6ciales au  contour des plaques Blautiques. 
J .  B o u s s i n e s q .  Compt. reud. LXXXVI, 108, 461 - M. L e v y  iliid. 304. 
[Vergl. Nr.  83.1 

483. iles aramètres d'élasticité des solides e t  dc leur ddtermination expérimentale. e e S a i n t - V e n a n t .  Compt. r end  LXXXVI, 781. 
684. De la détermination du coefficient d'élasticitd des différenta corps et de  leur 

limite d'élasticité. P hi11 i p  s Compt, rend. LXXXVIII, 315 
485. Calcul des dilatations éprouvées par les tiléments matériels rectilignes apparte- 

nant à une petite portion d'une membrane elastique courbe que l'on 
déforme. J. B o u s s i n e s q .  Corri~t .  rend. LXXXVI, 816. 

486. kqnilibrc d'élasticité d'un sol isotrope sans pesanteur. supportant différents 
poids. J. B o u s s i n e s q .  Compt. rend. LXXXVI, 1260. 

487. Sur l a  dcpression que produit. à la siirface d'un sol horizontal, élastique et  
isotrope, un poids qu'on y dépose, et sur la répartition de ce poids entre 
ses divers points d'appui. J. B o u s s i n e s q  Cornpt. rend. LXXXVII, 
402, 519, 687, 1077 

188. Des déplacements que produit ,  à l'intérieur d'un sol Blastique, une pression 
normale exercée en un point de s a  surface. J. B o u s s i n e s q .  Compt 
reud. LXXXVLII, 741. 

189. Sur l a  résistance des chaudières elliptiques. H. R e  s a l .  Compt.rend. LXXXVIII, 
997. 

Vergi. Potentiai 723, 729. 
Elektrodvnamik 

490. On the different systerns of rneaeuks for electric and magnetic quantities 
B. C l a u s i u s .  Phil. Mag. LXIII, 381; LXIV, 124 - J. D. E v e r e  t t  ibid. 
LXlII, 376, 431. - J. J. S h o m  s o n  ibid. 427; LXIV, 225. - J L a r m o r  
ibid. LXIII. 429. - C. K. W e a  d ibid. 530. - 0. J. L o  d e e  ibid. 1,XIV. 
367. - E. B. S a r g a n t  ibid. 395. - H. H e l m h o l t z  iliidY. 430. 

491. On a method of approximating to  the  solution of clcctrostaticproblems. W. 
D. N i v e n .  Quart. Journ. math. XVJII, 266. 

-192. Sur diverses propriétés dont jouit le mode de distribution d'une charge élec- 
triqiie à la surface d'un condiicteiir ellipsoïdal. J. B o  II s s i  n e s  q Compt. 
rend. LXXXVII, 978. 

4%. On the  distribution of electricity on a bowl. N. M. F e r r e r  s. Quart. Journ. 
math.  XVil1. 97. 

4'31. Sur l a  théorie de'lii propagation de l'électricité dans les conducteurs. M a s -  
c a r  t .  Compt. rend LXXXVI, 965. 

495. Sur i'exteiision à la propagation de l'électricité des formules de  Fourier rela- 
t i v e ~  à la diffusion de  l a  cha.leiir. A .  C o r n u .  Compt. rend. LXXXVI, 1120. 

496. The Thomsou efl'ect. J .  l ' r o  w b r i d  g e & C. B. P e  n r  O s e. Phil. Mag. LYIV, 440. 
497 On the electrical resistance of eases E E d l u n d .  Phil. Maz. LXIII. 200. 
13s. Action que  le soleil exerce &r le; fluides iiiagnétiques et  glectriqu& d e  la 

terre. Q u e t .  Conipt. rend. LXXXVI, 808, 1244. 
499. 1)e l a  force électromotrice d'induction q u i  provient de la rotation dii soleil; 

déteruiinatiou de sa grandeur et  de s~ direction, quelle que soit la 
distance di1 corps induit. Q u e t  Compt rend. LXXXVII, 860. 

500. On J. J. Thomson's investigation of the electromagnetic action of a moving 
electrified sphere. G. F. F i t z g e r a l d .  Phi1 Mag. LXLII, 302. [Vergl. 
Bd. XXVII. Nr. 346.1 

501. On Wheatstone's bridge. K. F. S l o t t e .  Phil. Mag. LXIII, 227. 
Vergl. Potential 724, 725, 726, 727. ~uaterniouen.  

Elimination. 
502. Sur l'élimination. P. M a n s i o n .  Compt. rend. LXXXVII, 976. 
503. Sur l'élimination. Ch.  E i e h l e r .  N. ann. math. XLT, 529. 
50 1 Nouvelle méthode nour l'élimination des fonctions a rh i t r a i r~s .  1%. Min ich .  

Compt. rend. ~ X X X V I I ,  161. [Vergl. Kr. 194.1 
18' 
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Ellipse. 
505. The radial of an  ellipse. L. T u c k e r .  Quart. Journ. math. XVIII, 311 
606. Couper un cône de  révolution donné selnn une ellipse donnee. II. Lez.  

N. ann. math. XLI, 410. 
507. Construction d'une ellipse et  d'une hyprrbole ayant les mêmes axes corinais- 

sant trois points de leur plan. N. G o f f a r t .  N. ann. math.  XLl ,  424. 
- G e r o n o  ibid. 4-G 

508. Lieux géométriques engendrés an moyen d'une ellipse e t  d'un cercle ayant 
pour centre le foyer de  l'ellipse. 8. C a r t i e r .  N. anil math. XLI, 118. 

Ellipsoid. 
509. Sur les propriétés des lignes géodésique0 e t  des lignes de  courbure de I'ellip- 

soïde. A. P i c a r t .  N. ann. math. XLI, 49. 
510. Propriété de trois plans rectangulaires qiielconques astiant par  le centie d'un 

ellipsoide. M o r e  t - B l  a n  c. N. anri. math.  X L ~  422. 
511. Section d'un ellipsoïde par un cône ayant pour hase une section principale 

de l'ellipsoïde. J. B o u d è n  e s  N. ann. math. XLI, 180. 
Vergl. OberKachen 688. Potcntial 726, 728. 

Elliptische Transcendenten. 
512. Beitriige zur Theorie der  elliptischen Functionen. O. R a u s  e n b  e r g e r .  Crelle 

XCLIJ. 328. 
513. Sur les développements, par rapport  au modnle, des fonctions elliptiqiies A(x),  

p(x)  et de leurs puissances. U. A n d r 6 .  Compt. rend. LXXXVI, 1323. 
614. Ueber die ellintisuhen Functionen zwciter Art. G. F r o  Li e n i u s  Crelle XCIII. 53. 

and /' z d z  
615. Reduction of the  elliptic to 

(z8 - 1) VZ=- os  
Jacobi's functions. JO&. math. XVIII. 66. 

p - l -d z  
616. Reduction of integrals of the form J G. H. S t u a r t .  Quart. 

(zn - cm) - D R  
Journ. math. XVIII. 246. 

617. Sur l a  multiplication des fonctions elliptiques. H a l  p h e n .  Compt. rend. 
L x x x v I l I ,  414, 562, 698. 

618. Sur uelques  application^ des fonctions elliptiques. H e r m i t e .  Compt. rend. TXXXVI, 271, 422, 622, 777, 850. [Vergl. Nr. 89.1 
619. De l'em loi des fonctions elliptiques dans l a  théorie dii quadrilatbre plan. 

G. E a r b o u x .  Conipt. rend. LXXXVIII, 1183, 1252. 
Vergl. Differentialgleichungen 469 Spharik 752, 753. 

Formen. 
540. Zur arithmetischen Theone der algebrltischen Formen. L. K r o n e c k e r .  Crelle 

XCIII, 365. 
521. Sur l a  théorie des formes associées de  RI. M. Clebsch et  Gordan. S y 1 v e s t e  r. 

CornPt. rend. LXXXVI, 448. 
622. Ein Algorithmus zur Behandlung quadratischer Formen. H e r  m e s. Grun. 

Archiv LXVLII, 432. 
523. Snr les conditions pour qu'une forme quadratique de  n. différentielles puisse 

être transformée de fayon que ses coefficients perdent une partie ou la 
totalit4 des variables qu ils renferment. M L e v  y. Compt. rend. LXXXVI, 
463. 

Vergl. Substitutionen 758. 
Fanctionen - -. . . . -. - 

524. Beweis eines Riemann'schen Satzes über algebraischc Functionen. N. Herx .  
Grun. Archiv LXVUI, 14. 

525. Sur une ~rowrié té  des fonctions entières. E P i c a r d .  Comot rend.LXXXVli1. 
10%: - 

526. Sur les développements des fonctions de M. Weierstras~ suivant les piiiesances 
croissanten du module. D. A n d r  6. Compt. rend. LXXXVI, 1493. [Vcrgl. 
Nr. 126.1 

627. Sur une classe de  fonctions non uniformes. E. P i c a r d .  Compt. rend. LXXXVIII, 
852. 

628. Sur une classe de fonctions transcendantes. E. P i c a r d .  Compt. rend. LXXXVI, 
657. 
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5% Formation d ' m e  fonction F ( x )  po~sédant  l a  propriété F[cp (x)] = F(x).  A p p  e l1  
Compt. rcnd. LXXXVIII, 807. 

l z  
530. Sur 1,s f'onçtions telles que F (sin z) = ~ ( x ) .  Ap p e 11. Compt. rend. 

LXXXVT11, 1022. 
531. Théorie des sinus des ordree supérieurs. Yvon  V i l l a r  ceau .  Compt. rend. 

LXXXvl,  1160, 1216, 1287. 
532. Sur les fonctioris qui naissent du développement de l'expression 

( 1 - ~ a x + a 2 a 2 )  . 
E s c a r y .  Compt. rend. LXXXVI, 114 

533. Siir les fonctions qui naissent du d6veloppement de l'expression 
21-1-1 - 

[ l - 2 a x + a 2 a 2 ]  ' . 
E s c a r y .  Compt. rend. LXXXVI, 1451. 

5.14. Remarque relative à deux intograles obtenues par Lam6 dans la thdorie ana- 
lytique de  la chaleur. E s c a r y .  Corn t rend. LXXXVLI, 646. 

Vergl. Bernoulli'sche Zahlen. Restimmte f ~ e g r a l e  Determinanten. DiEe- 
rentialgleichungen. Elliptischc Transcendenten. Gammafunctionen. Ket- 
tenbriiche. Kogelfunctionen. Keihen. Substitutionen Syrnmetrische Fuuc- 
tionrn. Thetaf'unctionen. Ultraelliptischc Sransçendenten. Unendlich. 

8. 
Gammaîunctionen. 

5%. Sur quclqiies applications de  la fonction r ( x )  e t  d'une autrc fonction trans- 
cendante. A p p  e l l .  Compt. rend. LXXXVI, 953. 

536. On variations i n  the vertical due to  elasticity of the earth's surface. G .  H. 
D a r  w i n .  Phil. Mag. LXIV, 409. 

Qeometrie (descriptive). 
537. Premiers éléments de la, géométrie descriptive. A. M a n n h e i m .  N. ann. 

math.  XLI, 385, 433. 
Qeometrie (hohere). 

538. Sur un principe unique contenant toute la théorie des courbes e t  des surfaces 
d'ordre ou de classe quelconque. P. S e r r e t .  Conipt. rend. LXXXVI, 39, . . ,. 
110. 

539. Sur les foyers des courbes de nieme classe. P. S e r r e t .  Compt. rend. LXXXVIII, 
385 

540. Sur l'involution dans les courbes de degré n, P. S e r r e t .  Compt. rend. 
LXXXVII, 643. 

541. Transformation par sémi- droites réciproques. L a g u  e r  r c. N. ann. math. 
XLI, 542 

542. Zur Construction reciproker Punkte des Dreiecks. E. H a i n .  Grun. Archiv 
LXVIII, 442. 

543. Sh6orème sur le quadrilatère gauche. N. ann. math. XLI, 523. 
544. Ueber eine Raumcurve vierter Ordnung und erster Species. H. S c  h r  O e t er .  

Crelle XCILI, 132. 
545. Ueber das Strahlensystem zweiter Classe sechster Ordnung von der ersten 

Art. T h .  R e y e .  Crelle XCIII, 81. 
546. Zur synthetischen Construction der  Complexe zweiten Grades. W. S t a h  1. 

Crelle XCI11, 215. 
Vergl. Differeritialgleichungen 475, 476. Kegelschnitte. 

Geometrie (kinematische). 
547. Rapport  sur un memoire de M. Haton de la Goupillière relatif aux lignes 

engendréee dans le mouvement d'une figure plane. D e  l a  G o u r n e r i e .  
Compt. rend. LXXXVI, 527. [Vergl. Nr. 5.1 

548. Sur un mode de  transformation. A. M a n n h e i m .  Compt. rend. LXXXVIII, 
1128, 1179. 

549. Sur la surface de l'onde et sur l a  transformation d'un pinceau. A. M a n n h e i m .  
Çompt. rend. LXXXVI11, 1248. 

550. Sur la theorie du  déplacement. H a l p h e n .  N. a m .  math. XLI, 296. 
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551. Sur la cinématique des figures continues sur l m  surfaces courbes et, en général, 
dans Ics variétés plancu ou courbes. M L e v  y. Compt. rend. LXXXVI, 812. 

Sur les conditions que doit remplir un espace pour qu'on y puisse déplacer 
un s y s t h e  invariable, à partir de  l'une quelconque de ses ositions, dans 
une ou plusieurs directions. M. L e v y .  Compt. rend. LXRXVI, Hi';. 

Sur quelques propriéte's géom6triques du mouvement d'un point. V. L i g u i n e .  
N. ann. makli. XLI. :%(Io. [Verel. -Nr. 41Y 1 , - - ~  

Théorème de cinématique. E. 'H ab  i c h. N. .&IU. math. XLI, 458. 
Geschichte der Mathematik. 

A list of writings on determinants. Th .  M i i i  r. Quart. Journ. math.  XVIII, 110. 
Sur  la solution de l'équation Az2 + i =yz. A r i s t i d e  M a r r e .  Compt. renrl. 

LXXXVIII, 77, 223. - C. H e n r i  ibid. 229. 
Lettre de BuIfon à Laplace sur la certitude morale. Compt. rend. LXXXVIII, 

1019. 
La Thermodmamique et les travaux de Sadi Carnot. H. C a r n o t .  Curnpt 

rend. I ~ X X V U ,  967. 
Sur l'invention des diverses diapositions de l'héliombtre. D e  l a  G o u r n e r i e .  

Compt. rend. LXXX VIII, 2 15 .  
Nécrologue de M. Bienaymé. D e  1a.i  o u r n e r i e  Compt. rend. IlXXXVII, 617. 

Vergl. Kugelfunctionen 634. Mechanik 660. Zahletitheorie 803. 
Qleichnngen. 

Sur l a  méthode géoin6triqiie pour l a  solution des équations nuin6riques de 
tous les degrés L. La l i t une .  Conipt rend. LXXXVIT, 157 

E'ormulae in the theory of equations. C h r .  H u d s o n .  Quart. Journ. math. 
V T T T T T  ni 
A V 111, i+. 

Sur les équations résolvantes. A. E. P e l l e t .  Conipt. rend. LXXXVIII, 638. 
On equal roots of equations. Ch. H u d s o n  Quart. Journ. math.  XVIII, 215, 

527. - C a y l e y  ibid. 226. 
Conditions pour que des équations de formes données n'aient pas de  racines 

téelles positives, aient, des racines imaginaires, aient au moins deux 
racines imaginaires M o r e  t - B I  a n c .  N. ann. math. XLT, 368. 

Ddtermination des racines imaginaires des équations algébriqurs. Y v o n  
Vi l1  a r c e a  u. Comat. rend. LXXXVI. 14.27. 

Sur l a  dét,ermination des racines imagin&cs des équations algébriques. J. 
F a r k a s .  Compt. rend. LXXXVIL, 791, 1027; LYXXVLII, 273, 565. 

Zur Theorie der Abel'schen Gleichungen. L. K r o n e c k e r .  Crelle XCILI, 338. 
[Vergl. Nr. 78'7.1 

Beitrag zur Losung von Gleiçhungen hohereu Grades. T h .  S i n r a u i .  Grun. 
Archiv LXVIII, 223. 

Zur Gleichung dritten Grades. Tb.  S i n  r a m .  Grun. Archiv LXVIII, 106. 
A solviblc case of the quintic equation. C a  y l e  y Quart Journ. math.XVII1, 154. 
On the Jacobian sextic equation. Ç a y l e  y. Quart; doiiin. math. XVITT. 5 2 .  
Geber einige Abel'sche Gleichnnçen vom sechsten Grade, die sich mit Hili'e 

einer Gleichung vom vierten Grade aiiflosen lassen. Ml. Weiss .  Grun. 
Archiv LXVIII, 304. 

On a theoreni of Jacobi's. A. R. F o r s y t h .  Quart. Journ. math.  XVIII, 313. 
Sur les équations algebriques de la forme (xP - aP) .iIi (x) = O .  B e r l o t y .  N .  ann. 

math. XLI, 175. 
Rationalmachen einer Summe von Wen Wurzeln. S t an.  R y c h  l i c  ki .  Grun. 

Archiv LXVILI, 180. 
Sur les conditions de l'existence d'un nombre d4feimin6 de racines communes 

à deux équations données. S i m o n n e t .  Compt. rend. LXXXVIII, 223. 
Solution d'un système d'4quations linéaires. J .  h' a r k a B. Corupt. rend. 

I>xxXvI I ,  523. 
Itésolution #un systkme d'bquationu quadratiques. Mo r e t  - B 1 anc .  N. anri. 

math. XLI, 266. 
Vergl. Determinanten 459, 460. Elimination. 

Qraphische Anfkosnngen. 
580. Sur la résolution, au moyen de tableaux graphiques, de cer ta ins  problèmes 

de  cosmographie. Ed .  C o l l i g n o n  N. ann. math.  XLT,  490. [Vergl. 
Bd. XXV, Nr 4~9.1  

581. Sur l'emploi des méthodes graphiques pour l a  prkdictiori des occultations ou 
kclipses. H a t t .  Compt. rend. LXYXVI, 303. [Vergl. Nr. 29.1 
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HomogeneitBt. 
582. Sur l'homogénéité dans les formules de  phpique .  J. B e r t r a n d .  Compt . 

rend. LXXXVI. 916. 
Eydrodynamik. 

583. Sur la théorie complète de l a  stabilité de  l'équilibre des corps flottants. 
G u y o u .  Compt. rend LXXXVI, 1246. 

684. On the equilibriiim of liquid conducting masses charged with electricity. 
R a y l e i g h .  Phil. Mag. LXIV, 184. 

585. I!eher die Verandermgen der Axenverbalt,nisse, Schwerkriifte und der  rota^ 
tio~isgeschwindigkeiten homogen flüssiger, urri ihre Axe I'rei rotireuder, 
cylindrischer Gleichgewichtsfiguren, durch Condensation oder Expansion 
bei constanter Masse und E n e r ~ i e .  0. K u n t z e .  Grun. Archiv LXVIII, 
ZIS. 

586. On the eft'ect u on the  ocean- tides of a liquid siibstratum beneath the earth's 
crust. O. g i s l i e r .  Phil. Mag. LXIV, 213. 

587. Recherches cle M. Ponod relatives à I'exoression des conditions du mouve 
ment des eaux 'dans les égouts f i e  S a i n t - V e n a n t .  Compt. rend. 
LXXXVII! 719. 

588. Théorie et formules concernant l'action retardatrice des parois des courants 
liquides. P. B o i l e a u .  Compt. rend. LXXXVII, 48, 134. 

,189. Die Bewegung eines Rotationskorpers in einer incompressibeln Flüssigkeit. 
A l  b. S c h ü l  ke. Grun. Arçhiv LXVLII, 113. 

580. Des pertes de charge qui se produiaent dane 1'Bcoulement d'un liquide, quand 
la section vive du fluide éprouve un accroissement brusque. J.  B o u s s i -  
n e s q  Cornpt. rend. LXXXVII, 491. 

59 1. 1Iydroélectricité et  hydromagnétisrne. R j e r k  n e s  Compt. rend. LXXXVIU, 
165, 280. [Vergl. Nr. 205.1 

Hyperbel. 
592. Propriété de  l'hyperbole équilatère passant a r  quatre points pris arbitraire- 

ment sur une circonférence. M O  r e  t- fan c. N. a m .  math. XLI, 380. 
693. Sur des hqp.erboles variables. H. Lez.  N. ann. math.  XLI, 122. 

Vergl. hllipse 507. 
Hyperboloid. 

594. Sur l'intersection do l.'hyperboloïde de révolution e t  d'une droite. E u g .  
R o u c h &  N. ann. math. XLI, 97. 

Vergl. Paraboloid 709. 

Irnaginares. 
5'35. Sur une nouvelle re résentatiou des quantités imaginaires. D u p  o r  t. Compt. 

rend. L X X X V I ~ ,  1070. 
596. Sur une interprétation desvaleurs imaginaires du temps en mécanique. A p p e l l .  

Çomat. r h d .  LXXXVII. 1074. 

Instrumentale Integration. 
5'37. On integrating and other apparatus for the measurement of mechanical and 

eleçtrical forces. C. V. 13 o y s. Phil. Mag. LXVIII, 77, 193. 
598. An integrating ancmometer. W. Ba i ly .  Phil. Mag. LXIV, 212. 

Integration (anbestimmte). 
699. Sur quelques intégrales indéfinies. S. R e a l i s .  N. ann. m a t h .  XLI, 343. 

. H. B. D. N. ann. math.  XLI, 626. 

601. Valeurs de deux intégrales. B. B o r l e t t i .  N. ann. math. XLI, 376. 

Invariantentheorie. 
602. Sur l a  loi de reci rocité des invariante et covariants des quantica binairea. 

S y l v e s t e r .  8ompt. rend. LXXXVI, 446. 
603. Détermination d'une limite supérieure a u  nombre total  des invariants e t  co- 

variants irréductibles des forrhes binaires. S y l v e  s t e r .  Compt. rend. 
L m V I ,  1437, 1491. 
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248 Uistoriscti - litcrarisclie Abthei lung.  

Sur les covariants des formes binaires. C. J o r d a n .  Compt. rend. LXXXVII, 
202. 

Sur les covarimits fondamentaux d'un système cubo-quadratique binaire. 
S y l v e s  t e r .  Compt rend. LXXXVii, 242, 287, 445, 177. 

Sur Ics covariants irr6ductiblcs du qiiantiu du septième ordre. S y 1 vcs ter .  
Comot rend. LXXXVII. 505. 8% z - - ~ 2  . 

Sur le s$téme complet des invariants et covariants irréductibles appartenant 
à In forme binaire dn huitième degré. S y l v e s t e r .  Compt. rend. 
LXXXVI, 1519: 

Vergl. Differentialgleichungen 4fi6. Gleichungen 572. 

W. 
Kegelschnitte. 

Sur un critérium relatif à la théorie des sections couiques. I I a l p  heu .  N. 
ann. math. XLI, 5. 

Déduction du théorème de Pascal de la propriété fondamentale des polaires. 
H. D u f a u .  N. ano. math. XLI, 99. 

Notiz über das Pascal'sche rem. Hrianchon'sche Sechseck. F r .  G r a f  e. Crelle 
XCIII, 184. 

Généralisation du théorème de Brianchon ot de l'hcxtigonc de Pascal. E. 
U r a s s i n n e .  N. ann. math. XLI, 318. 

Propriété d'une conique inscrite dans un triangle. M o r e  t - B 1 s u c .  N. a m .  
math. XLI, 382. 

Coniques tangentes aux quatre côt6s d'un carre. J. A u z e l l  e. N. ann. math. 
XLI, 171~. 

Propriétés relatives aux foyers et  aux cercles focaux dans les coniques. X. 
A n t o m a r i .  N. aun. math. XLI, 102. 

Lien des foyers des coniques passant par l'intersection d'une circonférence et 
de deux droites oarallèles données. M o r e  t B l a n c .  N. a m .  math. XLI, 
285. 

Sur l'involution de plusieurs points sur une cunique. W e i l l .  N. ann. math. 
X1.T. 62. 

1 

Construction der gemeinsamen Elemente zweier Kegelschnitte. J. S t r e i s s l e r .  
Grun. Archiv LXViiI, 389. 

Coniques passant par les poiuts d'intersection de deux circonférences et tan- 
gente tt toutes les deux. N. ann. math. XLI, 351. 

coniques passant par les points d'intersection d'une ellipse et d'une hyperbole. 
L K i e n .  N. ann. math. XLI, 278. 

Théorème relatif à un certain réseau de quatre sections coniques. F. Hot'- 
manr i .  N. anu. math. XLI, 321. 

On harmouically circumscribed conics. C. T a y  1 or. Quart. Journ. math. 
XVIII, 50. [Vergl. Bd. XXVI, Nr.  411.1 

Zur Theorie der Kegelschnitte. E d .  M a h l e r .  Griin. Arehiv LXVIII, 78. 
[Vergl. Bd. XXVII, Nr. 148.1 

Kegelschnittbüschel-Constructionen. F r .  B e r  g m a n  n. Grun, ArchivLXVIII, 404. 
Vergl. Ellipse. Hyperbcl. Kreis. 

Kettenbriiche. 
Sur l a  réduction en fractions continues de eF( r i ,  F ( x )  désignant un polynôme 

entier. E. L a g u e r r e .  Compt rend. LXXXVII, 820. 
Sur la rdduction en fractions continues d'une classe assez étendue de foneiions. 

E. L a g u e r r e .  Compt. rend. LXXXVII, 923. 
Ereis. 

Propriété d'un triangle rectangulaire dont le sommet de l'angle droit est 
donné tandis que i'hypoténuee est tangente à une circonférence donnée. 
Lez .  N. ann. math. XLI, 42a. 

On the circles which cut orthogonally the  inscribed and escribed circles of a 
triangle. H. H a r t .  Quart. Journ. math.  XVLII, 363. 

O e t  O' étant les centres des cercles inscrit et exinscrit d'un triangle A B C  
on a AB.AC=AO.AO' .  A. Causse .  N. ann. math. XLI, 415 

Si,  pa r  les points de contact d'une tangente commune à deux circonférences 
qui se coupent, e t  par  un de  leurs points d'intersection, on fait  passer 
une circonférence, son rayon sera moyen géométrique entre les rayons 
des deux premiera cercles. A. L e b l o n d .  N. ann. math. XL1, 379. 
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6:iu. Propriété de deux points situ& en dehors d'une circonférence par  rapport  à 
cette circonférence. II. C a r t i e r .  N. ann. math. XLI, 426. 

631. Relation entre les distances mutuelles: io de quatre points situés sur un niême 
cercle; 2O de sinq points sitiiéu sur une même sphère. X. Ar i tornar i .  
N. ann. math. XLI, 462. 

632. Aires d'un triangle rectangulaire inscrit dans un cercle et d'un trapèze dont 
un côté est tangent à ce cercle. H. L e z .  N. ann. math. XLT, 185. 

Vergl. Rectification 733. 
Kriimmung. 

633. Sur une application industrielle du t.héorème de Gauss relatif à la courbure 
des siirfacen. M. Levy .  Compt. rend. LXXXVI, 111 

Vergl. Analytische Geometrie der Ebene 420. Analgtische Geometrie deo 
Raumes 433. Ellipsoid 509. Oberflachcn 681. Optik 698. 

Kngelfnnctionen. 
634. Sur 1.t th6oiie des fonctions sphériques. H e r m i t e .  Compt. rend. LXXXVI, - - 

1515. 
635. Sur les développenients en séries dont les termes sont les fonctions Y. de 

Laplace. A. d e  S a i n t  G e r m a i n .  Compt. rend. LXSXVLI, 1186, 1513. 
d 2 u  du 

636. On the solution of the equation (1 - x)2 - - 2 2  - + n (n +1) u = O. A. E. 
d x e  dx 

S t e i n t h a l .  Quart. Journ. math. XYIIT, 530. 

Lemniacate. 
637. Sur les propriétés mécaniques de la lemniscate. H. I l e sa l .  N. ann. math. 

XLI, 481. 

638. Die regelm%s~igen linear hegrenzten fi-guren jcder Anzahl von Dimenaionen. 
R. H o p p e .  Grun. Archiv LXVIII, 151. 

639. Innere Winkel aller rcgclmassigen linear begrenztcn Figuren von vicr Dimen- 
sionen. R H o  p p e .  Grun. Archiv LXVIII, 110. [Vergl. Nr. 255 ] 

640. Ueber die Stellune der Ebene in der Vierdimensioneneeometrie. R. H o a ~ e .  - . L 

Grun. ~ r c h i v " ~ ~ V 1 1 1 ,  378. 
Yechanik. 

641. Rern!r&~m absolute eystems of physical units. A .  F. S u n d e l l .  Phil. Mag. 
L U V ,  81. 

642. Sur un théorème de  M. Villarceau. P h .  G i l b e r t .  Compt. rend. LXXXVI, 
42. - C e r r u t i  ibid. 300. - J. L e m o y n e  ibid. 301. [Vergl. Nr. 273.1 

643. Sur l a  composition des acçBlérations d'ordre quelconque et  sur un problème 
t l u s  général T e  celui de l a  corn osition des mouverncnts. M. L ev y. 

ompt. rend. XXXVI, 1068; LX%XVII, 259. - P h .  G i l b e r t  ibid. 
LXXXVI, 1390. - L a i s a n t  ibid. LXXXVII, 204, 377. - L i g u i n e  ibid. 
LXXXVII, 593. 

644. ThBorèmes sur les accélérations simultanées des points d'un ~ o l i d e  en mouve- 
ment. G r  ii e y. Compt. rend. T>XXXVI, 1211. 

645. CheiFher l a  fonction d'attraction qui exige uu mouvement demaud6 d'un 
r i n t  assujetti à rester sur une surface donnée. G a m b e y .  N. ann. math. 

T.1 hnR , 
646. Manière directe de ramener la composition des forces concourantes à la théorie 

du levier. E. B r a s s i n n e .  N. ann. ma th  XLI, 320. 
647. Sur uue nouvelle forme des coordonnées dans le problème des deux corps. 

H. Gy 1 d e n .  Compt. rend. LXXXVLII, 850, 963. 
648. Sur un thborème de  dynamique. F. S i a c c i .  Corn t. rend. LXXXVIII, 909. 
649. Sur le mouvement d'un corps qui se déplace e t  ee héforme eu restant homo- 

thetique à lui-même. G. F o u r e  t. Compt. rend. LXXXVIII, 227. 
650. Sur le parallélisme des axes de rotation. G. S i r e .  Corript, rend. LXXXVIII, 23. 
651. On Boltzmann's theorem on the average distribution of energy in a system 

of material points. C. M a x w e l l .  Phil. Mag. LXlV, 299. 
652. A theorem on the dissipation of energy. S. H. B u r b  u r  y. Phil. Mag. LXIII, 

417. 
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653. Trouver dans un système articulé à trois tiges le point d'intersection de l a  
dernihre t iee .  de  telle sorte aue l'on fasse décrire à un aoint une courbe 
donnée avec 'le maximum d'ipproxirnatioii. H. L é a u t 2. Compt. rend. 
LXXXVi!I, 151. 

654. Sur les systèmes articulés de Mrs. Peaucellier, Ha r t  & Kempe V. L i g u i n e .  
N. &ri niath. XLI, 153. 

- 

655. Sur l a  courbe svnchrone de la cycloïde. H. R e s a l .  N. snn. math. XLI, 289. 
656 Ueber die ~ u f h & g ~ u n k t e  und Axen für isochrone Schwirigungcn eines Kor- 

pers. H o k l e n .  Crelle XCiIl, 177. 
657. Lois de rota:ion d 'un tube dans lequel peut se mouvoir un point sons des con- 

ditions données par une érluatioii. ?il o r e  t - B 1 a ne. N. ann. nisth. XLT, 
231. 

653. On the  steady motion of a solid of revolution rolling on a surface of revo 
lution under gravity. A.  G. B r e e n h i l l .  Quart. Journ. math. XVUI, 229. 
[Vergl Bd. XXVI, Nr. 4-18,] 

650. Deux corps, unis par un fi1 flexible, étant placcs sur deux plans inclinés dont 
on connait lm angles d'inclinaison, ktiidier le mouvement en tenant 
compte du frottement. C. R o  u b a u d i .  N ann. niath. XLi, 274. 

660. Sur un théorème de Pappus. L a q u i é r  e. N. ann. math. XLT, i l o .  [Vergl. 
Ud. XXVLI, Nr. 179.1 

661. Sur les équations de L'équilibre astatique. A. d e  S a i n t - G e r m a i n .  N. ann. 
niath. XLI, 306. 

662. Stzliilite de l'équilibre d'un point inatériel at t iré ou repoussé par un riorritire 
quelconque de  points mat6ricla fixes proportionellement aux masses et à 
Urie puissance de la distance. A Lego i ix .  N. ann math. XLI, 145. 

663. Nouvelle ropriétd de la chainette. H. R e s a l .  N. ann. math,  XLI, 515. 
664 I'osition $éqiiilibre d'un demicercle soutenu par  un fil attaché aux extr6mitcs 

du diamktre. B a m b e y .  N. ann. m;rlli, XLI, 251. 
665 Théorie des moiivements quasi- circulaires d'un point pesant sur une siirhce 

de révolution creuse à axe vertical. J .  B o u o s i n e s q .  Cornpt. rend. , 
LXXXVI, 959. [Vergl. Nr. 272.1 

666. Engrenages à épicycloïdes et  à, développautes. Détermination du cercle E 
preudre pour le profil des deuts. L é a u t é  Compt. rend. LXXXVI, 1371. 

667. Sur un nouveau spiral réglant plat des chronomètres e t  des montres. P h i l -  
l i p s .  Compt. rend. LXXXVI, 26. 

668. Du spiral réglant sphkrique des chronomètres. P h i l l i p s .  Cornpt. rend. 
LXXxVIIl, 1147, 1134. 

669. Sur l a  direction  de^ cassures dans un milieu isotrope. P o t i e r .  Compt. rend. 
LXXXVI, 1539. 

670. Sur l a  plus grande des composarites tangentielles de tension intErieure en 
chaqiie point d'un uolide, et  sur l a  direction des faces de ses ruptiires. 
D e  S a i n t  V e n a n t .  Corupt. rend. LXXXVII, 89. 

671. Sur la torsion des prismes à base mixtiligne et sur une singiilsrit6 que peuvent 
offrir certains emplois de la coordounée logarithmique du système cylin- 
drique isotherme de  Lamé. D e  S s i n  t -Venant .  Couipt. rend. LXXXVIIC 
849, 893. 

672 Sur une formule donnant approximativement le moment de  torsion. De 
S a i n t - V e n a n t .  Cnmpt. rend. LXXXVIII, 142. 

673. Sur l'établissement des arches de porit, réalisant le maximum de stabilité. 
Y v o n  V i l l a r c e a u .  Compt. rend. LXXXVIII, 45. 

674. Enboutissage cylindrique d'un disque circulaire. T r  e s ea.  CornPt. rend. 
L X X x v n ,  369. 

Vergl. Absolute Geometrie Anal j t i~che  Geometne der Elierie 419. Astio- 
nomie. Elasticitat. Elektrodgnamik. Homogeneitiit. Hydrodynamik. Ima- 
ginares 596. Lemniecate. Molecularphysik. Optik Pendel. Warmelehre. 

Molecularphysik. 
675. Notions concernant le travail intermoléculaire. P. B o i l e a u .  Compt. rend. 

LXXXVI, 378. [Vergl. Nr. 283.1 

Nantik. 
676. Considérations nouvelles sur l'observation e t  la rédnction des distances lunaires 

en mer. B e u f  k P e r r i n .  Compt. rend. LXXXVI, 758. 
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677. Observatoires chronom6triques pour l a  marine marchande. F n y  e. Compt. 
rend. I,XXXVIII, 1143. 

678. Emploi de l'ascension droite de  l a  lune, corrigée des erreurs tabulaires, pour 
dkterminer la longitiide en mer P 'ay  e. Compt. rend LXXXVLI, 346. 

679. Détermination directe en mer de l'azimut de l a  route d'un navire. F a y e .  
Compt. rend. LXXYVI, 1357. 

0. 
OberflLchen. 

680. Zur Plilchentheorie. R. H o p p e .  Gruu. Archiv LXVIII, 439. 
681. Bestimmung einer Flache durch die eino ihrer zwei MittclpunktsflLehcn. B. 

H o p p e .  Grun. Archiv LXVLII, 256. - E'. A u g u s t  ibid. 315. 
682. Sur les conditions r i i r  qu'une surface soit applicable sur une surface d e  

révolution. M. e v y .  Compt. rend. LXXXVI, 947. 
683. Sur les surfaces orthogonales. D e  T i l l  y. Compt. rend. LXXXVIJ, 361. 
654. De l'emploi de la courbe représentative de la surface des normalesprincipaleu 

d'une courbe ganche pour la demonstration de ' ; 6s relatives à cette 
courbe. A. M a n n h e i m  Compt  rend. L I X X ~ { p ~ ~ ~ : .  

655. Sur le développe~nerit des surfaces dont l'élément linéaire est exprimable 
par  une fonction homogène. M. L e v y .  Compt. rcnd. LXXXVlI, 788. 

686. Die Blachen, deren simmtliche Normalen eine Kugelflache berühren. Ju l .  
Va ly i .  Grun. Archiv LXVLII, 217. 

687. Die Schraubenregelfliiche. F r .  S c h i  f f n e r .  Grnn. Archiv LXVIIr, 72. 
688. On the parallel surfwe to the  ellipsoid. Th. C r a i g .  Crelle XCIII, 251. 
689. On the 27 lincs, the 45 tripel tangent planes and the 36 doutile sircrs of a 

cubic surface, with a hint for the construction of ~riodels which give the  
position of the lines when they are  al1 real. P. F r o s t .  Quart. Journ. 
math.  XYLII, 89. 

690. Sur  l a  quartique de Steiner. E A m i g u e s .  Compt. rend. LXXXVI, 38. 
691. Disc~ission d'une surface dont les coordonnées rectangulaires x, y, z sont 

données en fonctions de deux variables a, fi. E. H e n r y .  N. ann. math.  
XLI, 2-20, 

692. DCtermination géométrique des ombilics de la surface de l'oiide. A. M a n n -  
he im.  Compt. rend. LXXXVLII, 902. 

633 Générali~ation d'une propilété de  la surface de l'onde. N. ann. math. XLI, 29. 
Vergl. Gcomctrie (kineniatische) 549. Kriimmung. 

Oberfillchen zweiter Ordnnng. 
694. Réduction de l'équation générale des siirfaces du second ordre en coordonnées 

obliques. Ch.  B r i s s c .  K. ann. math. XLI, 207. 
695. Erweiterung eiues Satzes von Hesse über Seclisecke im Raume. P r  G r a e f e .  

Crelle XCLII, 87. 
691;. Sur l'intersection d'une droite e t  d'nne surfare de révolution du second degré. 

J C a r o n .  N. ann. math. XLI ,  217. - E. L e b o n  ibid. 219. [Vergl. 
Nr. 594.1 

697. Sur un cône de second ordre, enveluppe decertains plaris E. L e b o n .  N.ann. 
math. XLI, 269. 

Vergl. Determinanten 459. Ellipsoid. EIyperboloid. Paraboloid. Sphirik.  

Optik. 
698. Measurement of curvature and reî'ractive index. C. W. B o y s .  Phil. Mag. 

T,XTV m -- ~ -- ., 
699. De l'im ossibilité de la propagation d'ondes longitudinales ersistantes dans 

l'étger liber ou engag6 daria un corps transparent. b e l l a t .  Compt. 
rend. LXXXVI, 1126. 

700. Sur l a  transformation que subissent les formules de Cauchy, relatives k l a  
réflexion de la lumière à la surface d'un corps transparent,  quand on 
suppose une épai~seur  sensible à l a  couche de transition. P e l l a t .  Compt. 
rend. LXXXV1, 1325. 

701. Sur la polarisation elliptique par réflexion à l a  surface des corps transparents. 
A. Cornu.  (lompt. rend. LXXXVI, 649. 

702. Sur la réfraction astronomique. M a k a r e v i t s  c h. Compt. rend. LXXXVI, 821. 
- R a d a u  ibid. 1011. 

705. Recherches sur l a  double réfraction accidentelle. M a c  6 .  Compt. rend. LXXXVI, 
326. 
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704. Interference phenomena in a new form of refractometer A. A. M i c h e l s o n .  
Phil. Mag. LXIII, 236. 

705. Nouveau spectroscope a vision directe. T h  o l  1 on.  Compt. reud. LXXXVI, 
329. 595. 

706. Sur unc'chambre claire. P c l l e r i n .  Compt. rend. IdXXXVI, 764. 
707. Du pouvoir émissi,, des flammes colorées. Goii y. Cornpt. rend. LXXXVIII, 

418. 

P. 
Parabel. 

Vergl. Analytische Geometrie des Raiimes 434. 

708. Sur les paraboloïdes du second ordre osculateurs aux surfaces. A. P i c a r  t. 
N. ann. math.  XLI, 163. 

709. Paralioloïde circoriscrit à un hyperlioloïde donné à une nappe soua la con- 
dition que le plan de  l a  courbe dc contact passe par un point donne. 
G a i n  bey. N.  ann. math. XLI, 246. 

Pendel. 
710. Remarques sur le pendulc M. d ' 0 c a g n e .  N. a m .  math. XLI, 32. 
711. Iufluence de la rotation de  l a  terre sur le mouvement du pendule. H. ILesal. 

N. ann. math. XLI, 337. 
Planimetrie. 

712. Die Seitenproportiorialen eines Dreiecks und die Proportionaldreiecke dessel- 
ben. J. A l  b e r  B. Grun. Archiv LXVIII, 53. 

713. Propriété des points symmétriques d'uu point donné par rapport  au  niilieux 
des trois côtés d'un trianglc. M o r c t - B l a n c .  N. ann. math. XLI, 480. 

714. Théorème sur le triangle dans lequel on mène une parallèle à l a  base, la 
médiane, l a  bissectrice et  la hauteur. N. ann. math. XLI, 522. 

715. Quelle valeur faut-il donner à l'angle A a u  sommet d'un triangle isoscèle 
A B  G, pour que le quadrilatère, ayant pour sommets les pieds A', B', C' 
dcs trois hautcurs du triangle, et le milieu dc l a  droite qui joint leur 
point de concours au  sommet A ,  soit un parallèlogramme? E. Uén6- 
' aech.  N. ann. math. XLI, 478. 

716. Trouver les côtés d'uu triangle au moyen de données arithmetiques. F. B o r -  
l e t t i .  N. ann. math  XLI, 377. 

717. Propriétés d'uu triangle dont les sommets sont symmétriques a u  point de 
concours des hauteurs d'un second triangle par  rapport  aux côt6.s de 
celuici. H. Lez. N. ann. math.  XLI, 186. 

718. Inscription d'un trapèze isoscèle, se reduisant à un triangle, dans un qiiadri- 
latère donn6. A L e i n e k u g c l .  N. ann. math. XLL, 184. 

719. Ueber eine EigenschaFt des vollstandigen Vierecks. -4. S achse .  Griin. Archiv 
LXVIII, 425. 

720. Produit des diagonales dans le quadrilatkre inscriptible e t  circonscriptible. 
P . V . S i h a e w e n .  N. ann. math.  XLI, 330. 

721. Theorème sur les perpendiculaires menees par  un point du plan d'un J ; o ~ Y W , ~ ~  
quelconque sur les côtés du polygone. 11. B a r r a n .  N. ann. math. LI, 330. 

Potential. 
722. Sur une manière simple de présenter l a  théorie du potentiel, et sur l a  diffé- 

rentiation des intégrales dans les cas où l a  fonction sous le signe 
devient infinie. J. B o u s s i n e s q .  Conipt. rend. LXXXVIII, 277. 

S 
723. Du potentiel cylindrique o:i logarithniique a trois variables, e t  de son emploi 

dans la théorie de l'équilibre d'élasticité. J. B o u s  s i n e  s q.  Çompt. rend. 
LXXXFLII, 701. 

724. On functional images of Cartesians. A. 6. G r e e n h i l l .  Quart. Journ. niath. 
XVLII, 231, 346. [Vergl. Bd. XXVI, Nr. 472.1 

785. On some consequences of Gauss's principle in electrostatics. C r o u l l e  bois. 
Phil. Mag. LXIII, 151. 

726. Ellipsoidische Flachenbelegiingen, ileren Wirkung auf innere Putikte der 
Richtung und Starke nach constant ist. S t .  G l a s e r .  Grun. Archiv 
LXVIII, 100. 

727. Sur un ph6noméne qui peut s'expli urr par des pressions électriques. D. J. 
B CI r t e w  e g. Conipt. rend. LX&VUI, 338. 
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738 Sur l'at,tract,ion qu'exerce un elli soïde homogène sur un point extérieur. L a -  
g u e r r e .  Compt. rend LX&VI, 1257. 

729. Application des potentiels directs de Lam6 au calcul de  l'équilibre d'elasticité 
d'un solide isotrope e t  horriogbne indéfini, sollicite! dans une étendue finie E&I. dm forces extCrieure~ que1conques. J. B o u s s i n c s  y. Compt. rcrid. 

XXXVIII, 331, 375. 
Prodnctenfolge. 

730. Sur l a  décomposition d'une fonct,ion eut,ière en facteiira irr6diictibles suivant 
un module premier p. A. E. P e l l e t .  Compt reud. LXXXVI, 1071. 

Quadratur. 
731. Surface conservant une valeur constante tandis qu'un cert,aiu point parcourt 

une circorifërerice. J. B. P o m e y .  Pi. arin. uiath. XLI, 331. 

Quatemionen. 
732. Application du calcul des quaternions iI l'électrodynamique. P i a r r .  Compt. 

rend. LXXXVI, 1454. 

Rectification. 
753. Sur la, méthode des isopérimètres. E. R o u c h é .  N. ann. mat,h. XLl, 325. - 

C a t a l a n  ibid. 519. 
734. Sur le rapprochement de deux arcs de courbes voisins considBré3 dans une 

étendue finie. Application au  cas d'un cercle et  d'un arc de courbe ayant 
deux sommets voisins. L B a u t é .  Compt. reud. LXXXVI, 1537. 

735. Sur la rectification des ovales de  Descartes. G. D a r b o u x .  Compt. rend. 
LxXXVuI,  595, 741. 

756. Sur l a  rectification d'une classe dc  courbes du quatrième ordre. G. D a r  b O u x. 
Compt, reud. LXXXVU, 692. 

Reihen. 
737. Sur l e  dheloppement d'une fonction suivant les puissances d'un polgname. 

L a g u e r r e. Compt. rend. LXXXVI, - 383. 
738. Sur un développement d'une fonction en série. J. Al a r c h a n  d. N. ann. math.  

XL1, 450. 
739. Sur un développement en srrie. E. P i c a r d .  Compt rend. LXXXVIII, 167. 
740. Sommation de  certaines séries. D. A n d r é .  Compt. rend. LXXXVI, 1017; 

LXXXVlI, 973. 
741. Sur la sommation d'une espèce particulière de serieo. D. André .  Compt. 

rend. LXXXVUI. 740. 
742. Sur certaines séries 'ordonnées g a r  rhpport aux puissances d'une variable. 

A p p e l l .  Compt. rend. LX XVII, 689. 
743. Sur l a  formule somrnatoire de Maclaurin e t  les fonctions interpolaires. A. 

G e n o c c h i .  Compt. rend. LXXXVI, 466. . 
744. Sur l a  formule ~omrriatoire de Maclaurin. O. C a l l a n d r e a u .  Cornpt. rend. 

LXXXVI. 589. 
745. Sommation d'une série remarquable. M. d l O c a g n e .  N. ann. math.  XLI, 171. 

rVerd .  Nr. 365.1 
O - -  - - -  

746 Sur ie développerne~t  des logarithmes e t  des exponentielles. M. d ' O  c a g n e .  
N. ann math. XLI, 2 i l .  - 

747. Développements de s c c z  e t  de tan x D Andr6 .  Compt. rend. LXXXVLIi, 965. 
748. Sur le déreioppemrnt de c o t z  %c l';ige. Compt. rend. LXXXVIII, 1075. 
749. DBmonstration de la convergence d'une serie double rencontrée Dar Lamé dans 

ses recherches de phy&que mathématique. E s c a r y. ' Compt. rend. 
LXXXVUI, 558. 

730. Rapport de deux séries numériqiics. H. J. K r a n t z .  N. ann. math. XL1, 419. 
Vergl. Kugelhnctionen 636. 

Singnlaritüten. 
731. Sur l a  détermination d u  nombre des points doubles d'un lieu défini par des 

conditioos algébriques. S a l t e l .  Compt. rend. LXXXVLII, 329. 
Vergl. Analytische Geometrie der mer ie  422, 433, 424, 4'26, 427. 
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Sphtlrik. 
752. On the spherical triangle proof of the addition equation in elliptic functions. 

W. W. J o h n s o n .  Quart. Journ math! XVlI1, 363. 
753. Ueber zwei Schaaren spharischer Curven, deren Coordinaten elliptische Func- 

tionen sind. R. v. L i l i e n t h a l .  Crelle XCIII. 237. 
75% On spherical ciirves of t he  foiirth class-with q&tdkple  foci. H. M. J e f f e r y .  

Quart. Journ. math. XVllI, 270. 
755. Théorème sur deux sphères. H. F a u r e .  N. ann. math.  XLI, 472. 

Vergl. Krcis 631. 
Stereometrie. 

756. Sur  les fizures isocèles. A. B a d  o u r e a  u. Comat. rend. LXXXVII. 823. 
Vergl. &batur. ~ l~ann ich fa l t i~ke i t en .  

Substitntioneu. 
757. Ueber die Anzahl der Substitutionen, welche in eine gcgebene Zahl von Cyk- 

len zerf'allen. E. S c h r o d e r  Grun. Archiv LXVLII, 353. 
758. Sur l'équivalence des formes algébriques. C. J o r d a n .  Compt. rend. LXXXVIII, 

906. - - 

759. Ueber diejenigen Fiinctioiien ron  sechs Variaheln, welche die Eigenschaft 
haben, bei Vertauscliung derselben nur sechs verschiedene Werthe anzu- 
nehmen, ohnc in Rczug aiif fünf derselben symmetrisch zu sein. 0. Dzio-  
b ek.  Grun. Archiv LXVIII, 298. 

Bymmetrische Fnnctionen. 
760. Ueber dcn Zusammcnhang zwischcn einigen Formtn von symmetrischen Func- 

tionen. C. K o s t k a .  Crelle XCIII, 89. 

T. 
. Thetafunctionen. 

761. Kurze Ableitung der Riemann'schen Thetaformel. F. P r y  m. Crelle XCIII. 124. 
762. Sur les caractéristiques des fonctione 8. C. J o r d a n  Compt.rend. I.XXXVIII, 

1020, 1068. 
Trigonomotrie. 

769. Propriété de quatre droites partant d'un point et coupant une circonférence 
dounée. M o r e t - B l a n c .  N. ann. math. XLI. 267. 

764. Théorèmee sur les projectioiis orthogonales siir u n  plan passant par  le point 
d'intersection de  trois axes rectangulaires de trois lon ueurs égales por- 
tées sur ces trois axes. F .  P i s a n i .  N. ann. math X L ~  371. - G e r o n o  
ibid. 371 

Vergl. 1)ifferenzengleichungen. Graphische Aufl6sung 680. 

Trisoction des Winkols. 
765. Ein Beitrag zur Trisection des Winkels. M. Ri isch .  Grun. Archiv LXViiI, 

412. 

U. 
Ultraelliptische Transcendeuten. 

766. Sur le choix des modules dans les intégrales hypereiliptiqoes. C. W. B o r -  
c h a r d t .  Compt rend. LXXXVIII, 834. 

767. Beziehungen zwischen den PeriodicitXtsmoduln der Abel'schen Integrale. N. 
H e r  z. Grun. Archiv LXVIII, 196 

768. Sur les transformations du second ordre des fonctions hyperelliptiques qui, 
appliquées deux fois de  suite, produisent la duplication. C. W. B o r -  
c h a r d t .  Compt rend LXXXVUI, 885, 955. 

769. Ueber Integrale zweiter Gattung. J. T h o m a e .  Crellc XCIII, 6% 

Unendlich. 
770. Infinitarer Hauptwerth und approximative Entwickelung. R. H o p p e .  Grun. 

Archiv IiXVIII, 37. [Vergl. Bd XXVI, Nr. 18.1 

W. 
Wllrmelehre. 

771. Uri t he  theoretic determination of vapour-pressure aiid the volumes of vapciiir 
of liquid. El. C la i i s iu s .  Phil. Msg. LXIII, 132. [Vergl. Bd. XXVII, 
Nr. 477.1 
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772. Mémoire sur une loi universelle relative à l a  dilatation des corps. M. L e v y .  
Compt. rend. LXXXVII, 449, 488, 554, 649, 676, 826. - H. F. W e b e r  
ibid. 617. - L. B o l t z m a n n  ibid. 693, 773: - C l a u s i u s  ibid. 718. - 
M a s s i c u  ibid 731. 

$73. Sur la dildbation des corps échauffés e t  sur les pressions qu'ils exercent. D e  
S a i n t - V e n a n t .  C o m ~ t .  rend. LXXXVII, 713. 

77-1. Définition de la températu& pour la longueu; de l'oscillation calorifique des 
molécules d'un corps. R. P i c t e t .  Compt. reud. LXXXYUI, 855. 

776. Détermination de la température d'un milieu insolé. A y m o n n e t .  Compt. 
rend. LXXXViI, 23. 

776. On the distribution of the  molccular vclocities in gases. C. C e l l é r i e r .  
Phil. Mag. LXLII, 47. 

777. De la détermination des chaleurs spécifiques, 5, pression constante et à volume 
constant, d'un corps quelconque e t  de celle de  sa fonction caractéristique. 
P h i l l i p s .  Compt. rend. LXXXVI, 1290, 1351. - M. L e v y  ibid. 1391. 

778. On the motion of a spherical &tom in an  ideal gas. G. L ü b e c k .  Phil. Mag. 
LXIV. 157. 

779. On a propert,y of the isentropic curve for a perfect gas as drawn npon tlie 
therruodynamic surface of pressure, volume arid temperature. F r .  E. 
N i p h c r .  Phil. Mag. LXlV, 233. 

780. On the conipressibility of gascs. E. S a r r a u .  Phil. Mag. LXLII, 306. 
781. Sur la définition de  la solution simple. Em. M a t h i e u .  Compt. rend. LXXXVI, 

962. 
782. On the infliience of the  quantity of gas di~solved in a liqoid upon its surface 

tension. S. W r o b l e w s k i ,  Phil. Mag. LXIV, 236. 
783. Sur les forces $lastiques des vapeurs émises par un ni6lange de deux liquides. 

E. D u c l a u x .  Comnt. rend LXXXVI. 592 
784. On the law of radiation: J .  V io l l e .  ~ h i i .  Mag. LXII, 225. 

Vergl. Gcschichtc der Mathematik 558. 

Wahrscheinlichkeit~rechnnng. 
783. De l'em loi de  l a  géométrie pour résoudre certaiues questions de  moyennes 

e t  f c  probabilit6. L. L u l a n n o .  Compt. rend. LXXXVII, 355. 
Vergl. Geschichte der Mathematik 557. 

5. 
Zahlentheorie. 

786. De nnitatibus complexis. 1). K r  o n e  c k e  r. Crelle XCIII, 1. 
787. Zur Theorie der arithmetischen Functionen, welche von Jacobi q(a )  genannt 

werden Sc11 w e r i n g .  Crelle XCLII, 334. [Vergl. Nr. 568 ] 
788. Démonstration de diverses pro ositions arithmétiques de Yr.  Lionnet. Mor  e t  - 

B l a n c  N. ann. math. X ~ I ,  357. - C a t a l a n  ibid. 620. 
789. Sur une propriété arithmétique d'une certaine série de nombres entiers. S y l -  

v e  s t e r .  Compt. rend. LXXXVJII, 1297. 
790. Théorèmes d'analyse indéterminée. P e p i n .  Cornpt. rend. LXXXVTII, 1255. 
791. TLiéorèmes sur les nombres premiers. F. P r o t h .  Compt. rend. LXXXVII, 

374, 926. 
792. Sur l a  formule 21-1. P e p i n .  Conipt. rend. LXXXVI, 307. 
793. Trouvcr les nombres pairs et  positifs qui soient d'autant de manières In sommc 

de  deux impairs premiers que celle de deux impaires compos6ee. L i o n n e  t. 
N. ann. math. XLI, 471. [Vergl. 13d. XXV, Nr. 645.1 

794. REsolutjon des systemes de congruences lin6airrs D. D ern e ce  k y  d e  G y  e r -  
g y o s z e n t m i k l o s  Compt. rend. LXXXVIII, 1311. 

795. Polygones arjthmc'tiques. J. I t o m e r o .  N. ann. math XLI, 46. 
796. Bildungsgesetz periodischer Brüche in bestimmten Zahlensystemen. K B r o d  a. 

Grun. Archiv LXVIII, 85. 
797. Nouvelle démonstration de la loi de  réciprocité dans la. théorie des résidus 

quadratiques. E. S c  h e r  i n g .  Compt. rend. LXXXVLII, 1073. 
798. Méthode nouvelle pour l a  décomposition des nombres en sommes quadratiques 

binaires; application à l'analyse indéterminée. E. d e  J O  n q u i  è r e s .  
Compt. rend LXXXVII, 399 

799. Sur la transformation des formes linéaires ries nombres premiers en formes 
quadratiques. G. O1 t r  a m  a r  e. Co~upt .  rend LXXXVII, 734. 
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600. Sur l'emploi des identitds algébriques dans l a  réeolution, en nombre8 entiers, 
des équations d'un degré eupérieur au second. Il e s b o  v es.  Compt. rend. 
LxxxvLI, 159, 321. 

801. Rendre AtS + Bu2 + C divisible par 7; A, B, C étant trois nombres entiers, 
&ositiI's ou négatifs, non divisibles par  7. M o r e  t - R l a n c  N. a m .  math. 

LI. 475. --  -- 
7 - - -  

fiquation d u  quatrième degré qui ne  peut avoir de raciiie eiitière. S. B e a l  is .  
N. anu. math. XLI, 426 .  

S u r  l a  résolution en nomi~res entiers de l 'iquation az4 + b y 4  = CZ'.  D e s -  
b oves .  Compt. rend. LXXXVLI, 522, 598, 925. 

Sur la résolution en nombres entiers de i'éqiiation as4 + b  y4 4- <ExP y2 4- fx3 y  
+ a x u k  =cz\ D e s  b o v  es. Comnt. rend. LXXXVIT. 638, 762. 

. . 7  d 

Sur l a  congruence A t m +  Bu. O ( m o d p ) ,  p étant premier é t  aiicuo des nombres 
A, B, C n'étant divisible par  p. A E. P e l l e t .  Compt rend. LXXXVIII, 
dl 7 

Vergl. Combinntorik 453. Formen. Geschichte der Matbematik 556. Pro- 
ductenfolge. 

B e r i c h t i g n n g .  

Im 28. J ahrg. 4. Heft S. 255 Z. 25 v. u. lies g e r  a d l i n  i g e n  Y s ta t t  abwickel- 
baren. 
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Ely 10. 

%eitschrift fûr Mathematik u. Physik XXVIII, 2 .  
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