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LES THÉORIES DE HELMHOLTZ ET LES EXPÉRIENCES DE HERTZ,

Leçons professées pendant le second semestre 1889-90 

Par H. POINCARÉ, membre de l’Institut

Rédigées par M. BRUNHES

1 vol. in-8 raisin de 2b0 pages, avec figures

Pr ix  : 8  francs i

G’esl une œuvra considérable qu’a entreprise M. Poincaré de publier le cours de physique 
mathématique qu’il professe; d’autant plus utile qu’elle assure la diffusion rapide en France 
des connaissances délicates et profondes nécessaires à l’intelligence de théories qui se sont 
développées au-delà de la Manche ou du Rhin depuis un quart de siècle, et au progrès des
quelles notre pays n’a que trop peu contribué, bien qu’il ait fourni, avec Coulombet Ampère, 
deux des principaux créateurs de la science éleclrique. N '

Le nom de l’auteur nous dispense d’insister sur la pénétration et la finesse de la discus
sion des théories électrodynamiques de Helraholtz et de leurs rapports avec celles de Weber 
et do Maxwell, ainsi que la simplicité et l’originalité des méthodes appliquées à la théorie 
des expériences de Hertz. Il u'est point un chapitre qui ne mérite une étude approfondie.

Les trois premiers chapitres sont relatifs à la formule d’Ampère, à la théorie de l’induction 
exposée avec toutes les précautions nécessaires et à la théorie de Weber. Le quatrième est 
consacré à la théorie électrodynamique de Helmhollz.

Vient ensuite un très important chapitre sur « l’Unité de la Force électrique », quelle 
qu’en soit l ’origine, d’après M. Hertz; et enfin six chapitres consacrés aux expériences de 
M. Hertz: Ch. VII ; Description des expériences, par M. Blondin. — Ch. VIII : Théorie de 
l ’excitateur. — Ch. IX : Étude du champ produit par l’excitaleur. Radiation de l’énergie. 
Propagation d’une perturbation éleclromagnétique dans un fil rectiligne. — Ch. X : Théorie 
du résonnateur.— Ch. X I: Réflexion des oudee électromagnétiques. — Ch. X II: Notes et 
compléments. r
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I

LES THÉORIES DE MAXWELL
ET LA THÉORIE ÉLECTROMAGNÉTIQUE DE LA LUMIÈRE

Leçons professées pendant le second semestre 1888-80

Par H. POINCARÉ, m em bre de l 'ïn s lilu t  ' 

Rédigées par J. BLONDIN, agrégé de l’Dniversilé 

1 volume in-8 de 340 pages, avec figures

Pr ix  : 11 i rancs
I

La première partie de l’ouvrage est entièrement consacrée à l’étude des théories de 
Maxwell en électricité et en optique, théories que le savant anglais a exposées dans son 
immortel : J r e a l i s e  on  electricity  a n d  m agn elism .

Dans une introduction pleine do profonds aperçus, M. Poincaré commence-par avertir le 
lecteur de ce qu’il doit chercher daus l’œuvre de Maxwell et de ce qu’il ne saurait y 
trouver : « Maxwell, dit-il, ne donne pas une explication mécanique de l’électricité et dû 
magnétisme, et se borne à démontrer que cette explication est possible. » Ensuite il fait voir 
comment l ’application des équations de Lagrange permet cette démonstration, tout en lais
sant arbitraire le choix de l’explication ; puis il énonce ce qu’il croit être l’idée fondamenr 
taie de Maxwell, idée si difficile à dégager que, dans la plupart des ouvrages où. sont expo
sées et commentées les théories de Maxwell, elle est le seul point qui soit complètement 
laissé de côté.

Les quatre premiers chapitres sont consacrés à l’électricité statique. L’étude des diélectriques 
qui jouent un si grand rôle dans les conceptions de Maxwell y occupe naturellement une 
large place. M. Poincaré a su éclaircir tout ce que présente d’obscur cette partie de l ’œuvre de 
Maxwell; en outre il expose la théorie des diélectriques de Poisson el Mosottl, et montre com
ment, en la modifiant légèrement, elle aboutit aux mêmes conséquences que celle de 
Maxwell; ce rapprochement fait mieux comprendre l’idée de l’auteur anglais.

Les quatre chapitres suivants traitent de l’électrokinétlque, du magnétisme, de l’électro- 
magnélisme et de l’électrodynamique; l’auteur ne s’est pas atlaché à suivre dans son exposi
tion la forme adoptée par Maxwell ; il s’est contenté d’obtenir par la voie la plus rapide les 
équations générales du champ électrique et du champ magnétique.

Dans le chapitre ix nous trouvons la théorie de Maxwell sur l’induction. Les équations qui 
s’en déduisent, ainsi que celles des chapitres précédents, sont résumées dans le chapitre x.

La théorie électromagnétique de la lumière vient ensuite ; de nombreuses additions résul
tant de recherches récentes sont faites à l’œuvre de Maxwell.
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AVERTISSEMENT

Ce livre contient le résumé des leçons que j'ai professées 

à la Sorbonne en 1888, en 1890 et en 1899. Mes cours de 

1888 et de 1890 ont déjà été publiés, mais l'édition étant 
épuisée, je ne crois pas inutile de les faire réimprimer arec 

quelques remaniements et modifications. J’en ai seulement 

supprimé ce qui se rapportait aux expériences de Hertz ; 

car j ’ai eu l ’occasion de revenir avec beaucoup de détails 

sur ces expériences dans une série de leçons reproduites 
dans mon ouvrage intitulé les O scillations É lectriqu es. Le 

reste de ces leçons remplit la première partie du volume 

où se trouvent exposées les théories de Maxwell et de Ilelm- 

holtz et j ’y rappelle en outre les principes essentiels de 
celles d’Ampère et de Weber. Cette première partie con
tient donc tout ce qui se rapporte à l’éleclrodynamiquc des 
corps en repos.

La seconde partie con Lient mes leçons de 1899 ffM n’avaient 
pas encore été publiées, et qui ont été rédigées par 
M. Néculcéa, à qui je suis très heureux d’adresser ici tous 

mes remerciements. J’y compare les différentes théories 

relatives à l ’élcctrodynamique des corps en mouvement et 

dont les principales sont celles de Hertz, de Lorenlz et de 
Larmor»

Bien qu’aucune de ces théories ne inc semble entièrement 

satisfaisante, chacune d’elles contient sans doute une part 

dé vérité et la comparaison peut être instructive.
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ft A V E R T IS S E M E N T

De toutes, celle de Lorentz me paraît celle qui rend le 
mieux comple des faits.

Depuis que l’impression est commencée, sont venues les 
expériences de M. Grémieu qui peut-être modifieront com

plètement nos idées sur l’électrodynamique des corps en 

mouvement. Mais elles sont encore trop récentes pour qu’une 

théorie nouvelle en ait pu sortir. Elles seront d'ailleurs pro

bablement très discutées et toute tentative pour en tirer 
une, conclusion quelconque serait prématurée.

i
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INTRODUCTION

La première fois qu’un lecteur français ouvre le livre de 
Maxwell, un sentiment de malaise, et souvent même de défiance 
se mêle d’abord à son admiration. Ce n’est qu’après un commercé 
prolongé et au prix de beaucoup d’efforts, que ce sentiment se 
dissipe. Quelques esprits éminents le conservent même toujours.

Pourquoi les idées du savant anglais ont-elles tant de peine à 
s’acclimater chez nous ? C’est sans doute que l’éducation reçue 
par la plupart des Français éclairés les dispose à goûter la pré
cision et la logique avant toute autre qualité.

Les anciennes théories de la physique mathématique nous 
donnaient à cet égard une satisfaction complète. Tous nos 
maîtres, depuis Laplace jusqu’à Cauchy ont procédé de la même 
manière. Partant d’hypothèses nettement énoncées, ils en ont 
déduit toutes les conséquences avec une rigueur mathématique, 
et les ont comparées ensuite avec l’expérience. Ils semblent 
vouloir donner à chacune des branches de la Physique la même 
précision qu’à la Mécanique Céleste.

Pour un esprit accoutumé à admirer de tels modèles, une 
théorie est difficilement satisfaisante. Non seulement il n’y 
tolérera pas la moindre apparence de contradiction, mais il 
exigera que les diverses parties en soient logiquement reliées 
les unes aux autres et que le nombre des hypothèses distinctes 
soit réduit au minimum. /

Ce n’est pas tout, il aura encore d’autres exigences qui me 
paraissent moins raisonnables. Derrière la matière qu’atteignent 
nos sens et que l’expérience nous fait connaître, il voudra voir
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IV IN T R O D U C T IO N

une autre matière, la seule véritable à ses yeux, qui n’aura plus 
que des qualités purement géométriques et dont les atomes ne 
seront plus que des points mathématiques soumis aux seules lois 
de la Dynamique. Et pourtant ces atomes indivisibles et sans 
couleur, il cherchera, par une inconsciente contradiction, à se 
les représenter et par conséquent à les rapprocher le plus pos
sible de la matière vulgaire.

C’est alors seulement qu’il sera pleinement satisfait et s’ima
ginera avoir pénétré le secret de l’Univers. Si cette satisfaction 
est trompeuse, il n’en est pas moins pénible d’y renoncer.

Ainsi, en ouvrant Maxwell,· un Français s’attend à y trouver 
un ensemble théorique aussi logique et aussi précis que l’Optique 
physique fondée sur l’hypothèse de l’éther ; il se prépare ainsi 
une déception que je  voudrais éviter au lecteur en l’avertissant 
tout de suite de ce qu’il doit chercher dans Maxwell et de ce 
qu’il n’y saurait trouver.

Maxwell ne donne p as  une explication mécanique de Vélectri
cité et du magnétisme ;  il se borne ci démontrer que celle expli
cation est possible.

Il montre également que les phénomènes optiques ne sont 
qu’un cas particulier des phénomènes électromagnétiques. De 
toute théorie de l’électricité, on pourra donc déduire immédia
tement üne théorie de la lumière. r

La réciproque n’est malheureusement pas vraie ; cl’une expli
cation complète de la lumière, il n’est pas toujours aisé de tirer 
une explication complète des phénomènes électriques. Cela n’est 
pas facile, en particulier, si l’on veut partir de la théorie de 
Fresnel ; cela ne serait sans doute pas impossible ; mais on n’en 
arrive pas moins à se demander si l ’on ne va pas être forcé de 
renoncer à d’admirables résultats que l’on croyait définitivement 
acquis. Cela semble un pas en arrière ; et beaucoup de bons 
esprits ne veulent pas s’y résigner.

Quand le lecteur aura consenti à borner ainsi ses espérances, 
il se heurtera encore à d’autres difficultés ; le savant anglais ne 
cherche pas à construire un édifice unique, définitif et bien 
ordonné, il semble plutôt qu’il élève un grand nombre de cons
tructions provisoires et indép'endantes, entre lesquelles les com
munications sont difficiles et quelquefois impossibles.
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IN T R O D U C T IO N

Prenons comme exemple le chapitre où l’on explique les 
attractions électrostatiques par des pressions et des tensions qui 
régneraient dans le milieu diélectrique. Ce chapitre pourrait 
être supprimé sans que le reste du volume en devînt moins clair 
et moins complet, et d’un aure côté il contient une théorie qui 
se suffit à elle-même et on pourrait le comprendre sans avoir lu 
une seule des lignes qui précèdent ou qui suivent. Mais il n’est 
pas seulement indépendant du reste de l’ouvrage ; il est difficile 
de le concilier avec les idées fondamentales du livre, ainsi que le 
montrera plus loin une discussion approfondie ; Maxwell ne tente 
môme pas cette conciliation, il se borne il dire ; I  hâve nol heen 
able to m ake llie next step, nam ely , to aceount by m echanical 
considérations fo r  these stresses in the dielectric (20 édition,
t. I, p. i54)·

Cet exemple suffira pour faire comprendre ma pensée ; je 
pourrais en citer beaucoup d’autres. Ainsi, qui se douterait, en 
lisant les pages consacrées à la polarisation rotatoire magné 
tique qu’il y a identité entre les phénomènes optiques et magné
tiques ?

On ne doit donc pas se flatter d’éviter toute contradiction ; 
mais il faut en prendre son parti. Deux théories contradictoires 
peuvent en effet, pourvu qu’on ne les mêle pas, et qu’on n’y 
cherche pas le fond des choses, être toutes deux d’utiles instru
ments de recherches, et peut-être la lecture de Maxwell serait- 
elle moins suggestive s’il ne nous avait pas ouvert tant de voies 
nouvelles divergentes.

Mais l’idée fondamentale se trouve de la sorte un peu masquée. 
Elle l’est si bien, que dans la plupart des ouvrages de vulgarisa
tion, elle est le seul point qui soit complètement laissé de côté.

Je crois' donc devoir, pour en mieux faire ressortir l ’impor
tance, expliquer dans cette introduction en quoi consiste cette 
idée fondamentale.

r Dans tout phénomène physique, il y a un certain nombre de 
paramètres que l’expérience atteint directement et qu’elle permet 
de mesurer.-

Je les appelle '

>fl*........ 7 n·
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VI IN T R O D U C T IO N

L’observation nous fait connaître ensuite les lois des variations 
de ces paramètres et ces lois peuvent généralement se mettre 
sous la forme d’équations différentielles qui lient entre eux 
les q et le temps.

Que faut-il faire pour donner une interprétation mécanique 
d’un pareil phénomène ?

On cherchera à l’expliquer soit par les mouvements de la 
matière ordinaire, soit par ceux d’un ou plusieurs fluides hypo
thétiques.

Ces fluides seront considérés comme formés d’un très grand 
nombre de molécules isolées ; soient/n,, /« les niasses de
ces molécules ; soient yit zt, les coordonnées de la molé
cule nij.

On devra de plus supposer qu’il y a conservation de l’énergie, 
et par conséquent qu’il existe une certaine fonction —  U des 3]> 
coordonnées yh z t, qui joue le rôle de fonction des forces. 
Les 3/i équations du mouvement s’écriront alors :

cP.r'i ¿/U

1 F ~~ d x t

d-iji d\J

lit1 ~  diji

d % ¿U

dCl d z ,

L’énergie cinétique du système est égale à :

T = ± ^ Wi( , ? + y ? + ^ ) .

L’énergie potentielle est égale à U et l ’équation qui exprime 
la conservation de l'énergie s’écrit :

T -|-U =  const.

On aura donc une explication mécanique complète du phéno
mène, quand on connaîtra d’une part la fonction des forces —  Ü 
et que d’autre part on saura exprimer les 3p  coordonnées 
x t, yu z-i à l ’aide de n paramètres q.

Si nous remplaçons ces· coordonnées par leurs expressions en
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IN T R O D U C T IO N VI I

fonctions des y, les équations (i) prendront une autre forme. 
L’énergie potentielle U deviendra une fonction des q ; quant à 
l’énergie cinétique T , elle dépendra non seulement des q , 
mais de leurs dérivées q' et elle sera homogène et du second 
degré par rapport à ces dérivées. Les lois du mouvement seront 
alors exprimées par les équations de Lagrange :

d <IT dT d\]
^  dt dq,[ dqk dqk

Si la théorie est bonne, ces équations (2) devront être iden
tiques aux lois expérimentales directement observées.

Ainsi pour qu’une explication mécanique d’un phénomène 
soit possible, il faut qu’on puisse trouver deux fonctions U et T, 
dépendant, la première des 'paramètres q seulement, la seconde 
de ces paramètres et de leurs dérivées ; que T soit homogène du 
deuxième ordre par rapport à ces dérivées et que les équations 
diHerentiell.es déduites de l’expérience puissent se mettre sous 
la forme (2).

La réciproque est vraie ; toutes les fois qu’on pourra trouver 
ces deux fonctions T et U, on sera certain que le phénomène 
est susceptible d'une explication mécanique.

Soient en effet U (</,, qv . . . ,  q j ,  T {q\, q\ ,..., q ' j . . . ,  q ^ q ,,. .. ,  qn) 
ou plus simplement U (<7 ), T (tq' , </J, ces deux fonctions.

Que reste-t-il à faire pour obtenir l ’explication complète ?
Il reste à trouver p constantes ?n2, int ; et 3p  fonctions

des q :

?i (?u î r - . î j , +*(?!» 7*···. 7»)»
OÙ

( 1  =  1 , 2 . . . p ),

ou plus brièvement

(?/..)’ +<(?,)» M ?,) ·

que l’on puisse considérer comme les masses et les coordon-: 
nées

y i = iiu "¡ =  9>

des p  molécules du système.
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VI I I IN T R O D U C T IO N

Pour, cela ces fonctions devront satisfaire à la condition sui
vante ; on devra avoir identiquement

T(îi, q (̂ +  y? +  ̂  = r 2 l" ^  (^2+ ̂ 2+9;2)
ou :

. d'$: , d'-O: _L_r/ - ’$L etc 
+  dqn ’ 6 ·

Comme le nombre p  peut ôtre pris aussi grand que l ’on veut, 
on peut toujours satisfaire a cette condition, et cela d’une infinité 
de manières.

Ainsi dès que les fonctions U (y,.), T (V/;,, qk) existent, on peut 
trouver une infinité d’explications mécaniques du phénomène.

Si donc un phénomène comporte une explication m écanique 
complète, il en comportera une infinité d ’autres qui rendront ég a
lement lien  compte de toutes les particularités révélées p a r  l’expé
rience.

Ce qui précède est confirmé par l’histoire de toutes les parties 
de la Physique ; en optique par exemple, Fresncl croit la vibra
tion perpendiculaire au plan de polarisation; Neumann la regarde 
comme parallèle à ce plan. On a cherché longtemps un « experi- 
mentum crucis » qui permit de décider entre ces deux théories 
et on n’a pu le trouver.

De même, sans sortir du domaine de l’électricité, nous pouvons 
constater que la théorie des deux fluides et celle du fluide unique 
rendent toutes deux compte d’une façon également satisfaisante 
de toutes les lois observées en électrostatique.

Tous ces faits s’expliquent aisément grâce aux propriétés des 
équations de Lagrange que je  viens de rappeler.

Il est facile de comprendre maintenant quelle est l ’idée fonda
mentale de Maxwell.

Pour démontrer la  possibilité d ’une explication m écanique de 
l ’électricité, nous n’avons p a s  à nous préoccuper de trouver cette 
explication elle-m êm e, il nous suffit de connaître l’expression des 
deux fondions T et U qui sont les deux partieè de l ’énergie, de 
form er avec ces deux fon dion s les équations de Lagrange et de 
com parer ensuite ces équations avec les lois expérimentales.
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IN T R O D U C T IO N I X

Entre toutes ces explications possibles, comment faire un 
choix pour lequel le secours de l’expérience nous fait défaut ? 
Un jour viendra peut-être où les physiciens se désintéresseront 
de ces questions, inaccessibles aux méthodes positives et les 
abandonneront aux métaphysiciens. Ce jour n’est pas venu ; 
l ’homme ne se résigne pas si aisément à ignorer éternellement 
le fond des choses.

Notre choix ne peut donc plus être guidé que par des considé
rations où la part de l’appréciation personnelle est très grande ; 
il y a cependant des solutions que tout le monde rejettera à cause 
de leur bizarrerie et d’autres que tout le monde préférera à cause 
de leur simplicité.

En ce qui concerne l’électricité et le magnétisme, Maxwell 
s’abstient de faire aucun choix. Ce n’est pas qu’il dédaigne sys
tématiquement tout ce que ne peuvent atteindre les méthodes 
positives ; le temps qu’il a consacré à la théorie cinétique des 
gaz en fait suffisamment foi. J ’ajouterai que si dans son grand 
ouvrage, i,l ne développe aucune explication complète, il avait 
antérieurement tenté d’en donner une dans un article du Philo- 
sophical M agazine. L’étrangeté et la complication des hypothèses 
qu’il avait été obligé de faire, l ’avaient amené ensuite à y renoncer.

Le même esprit se retrouve dans tout l ’ouvrage. Ce qu’il y a 
d’essentiel, c’est-à-dire ce qui doit rester commun à toutes les 
théories est mis en lumière ; tout ce qui ne conviendrait qu’à 
une théorie particulière est presque toujours passé sous silence. 
Le lecteur se trouve àinsi en présence d’une forme presque vide 
de matière qu’il est d’abord tenté de prendre pour une ombre 
fugitive et insaisissable. Mais les efforts auxquels il est ainsi 
condamné le forcent à penser et il finit par comprendre ce qu’il 
y avait souvent d’un peu artificiel dans les ensembles théoriques 
qu’il admirait autrefois.

C’est en électrostatique que ma tâche a été le plus difficile ; 
c’est là surtout en effet que la précision fait défaut. Un des 
savants français qui ont le plus approfondi l’œuvre de Maxwell 
me disait un jour : « Je comprends tout dans son livre, excepté 
ce que c’est qu’une boule électrisée. » Aussi ai-je cru devoir
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X IN T R O D U C T IO N

insister assez longuement sur cette partie de la science. Je ne 
voulais pas conserver à la définition du déplacement électrique 
cette sorte d’indétermination qui est la cause de toutes ses obscu
rités ; je  ne voulais pas non plus, en précisant la pensée de l’au
teur, la dépasser et par conséquent la trahir.

J ’ai pris le parti d’exposer successivement deux théories com
plètes, mais entièrement différentes. J ’espère que le lecteur dis
tinguera ainsi sans peine ce qu’il y a de commun à ces deux 
théories et par conséquent ce qu’elles contiennent d’essentiel. Il 
sera averti en outre qu’aucune des deux ne représente le fond des 
choses. Dans la première j ’admets l’existence de deux fluides, 
électricité et fluide inducteur, qui peuvent être aussi utiles que 
les deux fluides de Coulomb, mais qui n’ont pas plus de réalité 
objective. De même l’hypothèse de la constitution cellulaire des 
diélectriques, n’est destinée qu’à faire mieux comprendre l’idée 
de'Maxwell en la rapprochant des idées qui nous sont plus 
familières. En agissant ainsi, je  n’ajoute rien à la pensée de 
l’auteur anglais et je  n’en retranche rien non plus ; car il importe 
d’observer que Maxwell n’a jamais regardé « what we may call 
an elcctric displacement » comme un véritable mouvement d’une 
véritable matière.

Je suis très reconnaissant à M. Blondin qui a bien voulu 
recueillir et rédiger les leçons que j ’ai professées pendant le 
semestre d’été de 1888, ainsi qu’il l ’avait déjà fait pour celles 
que j ’avais consacrées à l’optique physique.
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PREMIÈRE PARTIE

LES THÉORIES DE MAXWELL

THÉORIE ÉLECTROMAGNÉTIQUE DE LA LUMIÈRE

P oincaré. Électricité* et Optique.
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CHAPITRE PREMIER

FORMULES DE L ’ ÉLECTROSTATIQUE

1. —1- Avant d’cntreprcnclre l’exposé des idées dé Clcrk Maxwell 
sur l ’élcctrieité, nous commencerons par résumer rapidement 
les hypothèses fondamentales des théories actuellement en usage 
et nous rappellerons les théorèmes généraux de l’électricité· 
statique, en introduisant dans les formules les notations de 
Maxwell.

2. T h éorie  d es  deu x  flu ides. —  Dans la théorie des deux 
fluides, les corps qui ne sont pas électrisés, en d’autres termes, 
qui sont à l’état neutre, sont supposés chargés de quantités 
égales d’électricité positive et d’électricité négative. On admet 
cil outre que ces quantités sont assez grandes pour qu’aucun pro
cédé d’électrisation ne permette d’enlever à un corps toute son 
électricité de l’une ou l’autre espèce.

3. — Des expériences de Coulomb et de la définition des 
quantités d’électricité, il résulte que deux corps placés dans l’air 
et chargés de quantités m et m' d’électricité, exercent entre eux 
une force donnée par l’expression

(0 F =  - f - >

où r désigne la distance des deux corps électrisés, supposée, 
très grande par rapport aux dimensions de ces corps. Une valeur 
négative de F indique une répulsion entre les corps ; à une va-
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4 FORMULES DE L’ÉLECTROSTATIQUE

leur positive correspond une force attractive, f e st un coefficient 
numérique dont la valeur dépend de l’unité adoptée pour la 
mesure des quantités d’électricité.

4. Théorie du fluide unique. —  Dans la théorie du fluide 
unique, à laquelle se rattache la théorie de Maxwell, un corps à 
l’état neutre est supposé contenir une certaine quantité d’élec
tricité positive. Quand un corps contient une quantité d'électricité 
positive plus grande que cette charge normale, il est dit chargé 
positivement ; dans le cas contraire, il est chargé négative
ment.
• Pour expliquer dans cette théorie les attractions et les répul
sions électriques, on admet que les molécules d’électricité se 
repoussent, que les molécules de matière se repoussent égale
ment, tandis qu’il y a au contraire attraction entre les molécules 
d’électricité et les molécules de matière. Ces attractions et ces 
répulsions sont d’ailleurs supposées s’exercer suivant la droite 
qui joint les molécules et en raison inverse du carré de la dis
tance.

Dans ces conditions, la quantité d’électricité positive contenue 
dans un corps à l’état neutre, doit être telle que la répulsion 
qu’elle exerce sur une molécule électrique extérieure au corps 
soit égale à l’attraction exercée sur cette molécule par la matière 
du corps.

5. Expression de la force électrique dans la théorie du 
fluide unique. —  Les forces qui agissent entre deux corps élec
trisés sont alors au nombre de quatre : celle qui s’exerce entre les 
charges électriques, la répulsion de la matière qui constitue les 
corps, enfin les deux attractions qui ont lieu entre l ’électricité 
qui charge l’un des corps et la matière qui forme l ’autre. Si 
nous désignons par r la distance qui sépare les corps, par tu 
et p/ leurs charges électriques respectives, et par v et '/ leurs 
masses matérielles, nous aurons :

Pour la force s’exerçant entre les masses matérielles,

. , ■ vv'-
a T3” ’
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pour les attractions entre l’électricité et la matière,

et B I L · .P ,.2 »

pour la répulsion entre les charges électriques,

La résultante de ces forces sera

F =  -~ r  [*/avv' +  ¡3 (vp' +  v'p) — Ypp'j,

ou

Telle est l ’expression générale de la force qui s’exerce entre 
deux corps électrisés. Cette force doit se réduire à l’attraction 
newtonienne, quand les corps considérés sont à l ’état neutre. 
C’est ce qui aura lieu si la charge normale d’un corps à l’état 

v3
neutre a pour valeur —  et si, puisque la force doit être attrac- 

tive, on a a ^ —  ·
V

6. ■— Si nous désignons par m l ’excès de charge d’un conduc
teur électrisé sur sa charge normale à l’état neutre, la formule (2) 
devient

02_  mm' , / 82 \ vv'
r = - r  — + ( T - » j 7 r·

Elle se réduit à la formule (1) quand on laisse de côté l’attrac
tion newtonienne. La théorie du fluide unique conduit donc 
pour les attractions et les répulsions électriques à la'même 
expression que la théorie des deux fluides. Toutes les consé- 
quences de la formule (1) subsistent par conséquent dans la théorie 
du fluide unique.
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1. Unité é lec tro sta tiq u e  d e quantité. —· Par le choix d’une 
unité convenable de quantité d’électricité, on peut faire en sorte 
que le coefficient numérique f  de la formule ( i)  devienne égal 
à i. L’unité de quantité ainsi choisie est Vunité électrostatique 
de quantité d ’électricité ; c’est la quantité d’électricité qui, agis
sant sur une quantité égale placée dans l ’a ir  à l ’unité de distance, 
exerce sur elle une force égale à l’unité de force.

Ôn a alors pour la valeur de la force qui s’exerce entre deux 
masses électriques m et m' placées dans l’air à une distance r,

( 3 ) F
mm'

8 . P oten tie l. C om posan tes de la  fo r c e  é lec tr iq u e . —  On 
appelle potentiel en un point, le travail de la  force électrique 
agissant sur l ’unité d ’électricité positive quand celle-ci va du point 
considéré à  l ’infini.

Dans le cas particulier où les masses électriques sont distri

buées dans l ’air, le potentiel a pour valeur "Sf J-L· - , /·,· étant la dis

tance du point considéré à la masse /«,· et la sommation s’étendant 
à toutes les masses électriques du champ.

Nous désignerons par  ̂ le potentiel en un point P, pour nous 
conformer aux notations de Maxwell.

Si en P se trouve une masse électrique égale à m', les compo
santes suivant trois axes de coordonnées de la résultante des 
actions électrostatiques qui s’exercent sur P, sont,

9. —  Si on suppose le point P à l ’intérieur d’un conducteur 
homogène et en équilibre électrique la résultante des actions 
électrostatiques qui s’exercent sur ce point doit être nulle, car 
autrement 1’équilibre serait détruit. Les dérivées partielles du

potentiel, sont donc nulles ; par suite le poten-
dix dy ciz

tiel est constant à l’intérieur du conducteur.
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FLUX DE FORCE. — THÉORÈME DE GAUSS'

10. F lu x  de force .  — Considérons un élément de surface 
cho et par un point G (fig. i) de cet élément menons la demi- 
normale GN dans un sens quelconque que nous prendrons comme 
sens positif. Une masse d’électricité égale à 
l’unité située en ce point sera soumise à une 
force GF dont la projection sur GN a pour 
expression

db r db db\
' ¡‘ ^ r + ï - s j ’dx dy

'i étant le potentiel en G, et a, p, y les cosinus directeurs de la 
demi-normale GN. Cette expression peut encore s’écrire

db 
dn ’

dn désignant une longueur infiniment petite GG' portée dans 
le sens positif de la normale et db  la variation du potentiel quand 
on passe du point G au point G'.

Le produit

db_J_
dn d(D

de cotte force par l’élément de surface cho est ce que nous 
appellerons le flux de force ci travers l'élément du>. Le flux de 
force à  travers une surface finie sera la valeur de l’intégrale

Bdn

étendue à tous les éléments de la surface.

11 .  T héorèm e de G au ss.—  Lorsque la surface est fermée la 
valeur absolue de cette intégrale est 4tîM, M désignant la quantité 
totale d’électricité libre contenue à l ’intérieur de la surface; 
quant au signe il dépend du choix de la direction positive de la 
normale. Si l ’on convient de prendre pour direction positive de 
la normale en un point de la surface celle qui est extérieure à la
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8 FORMULES DE L'ÉLECTROSTATIQUE

surface, le flux a pour valeur on dit alors que le flux sort de
la surface. On peut donc énoncer le théorème suivant :

L e flux de force qui sort d'une surface ferm ée à l'intérieur 
de laquelle se trouve une quantité d'électricité libre M est égal 
à  +  4~M.

12. Relation de P oisson.—  Il existe entre la densité élec
trique cubique p en un point d’un corps électrisé et les dérivées 
secondes du potentiel en ce point une relation importante duc 
à Poisson. Elle s’obtient très simplement en écrivant que, d’après 
le théorème précédent, le flux de force qui entre à travers un 
parallélipipède rectangle infiniment petit, de côtés dx, dy, dz, 
contenant le point considéré est égal à —  fap  dx dy dz. On a 
alors

d y  d y  d y
dx1 +  dy1 +  d-J ■fa?

Maxwell désigne le premier membre de cette relation par 
—  A2̂ , notation qui se rattache à la théorie des quaternions dont 
Maxwell fait d’ailleurs un usage constant. Nous continuerons à 
désigner cette somme de dérivées secondes par la notation habi
tuelle À'}.

Le potentiel étant constant à l’intérieur d’un conducteur, on 
a A i— o et par suite, d’après la relation de Poisson, p — o. A 
l’intérieur d’un conducteur, il n’y a donc pas d’électricité libre.

Une autre conséquence de la relation de Poisson est qu’en 
tout point du diélectrique où il n’y a pas d’électricité libre on 
a AA =  o. Par conséquent, le potentiel est une fonction cons
tante à l’intérieur d’un conducteur, tendant vers zéro à l’infini 
et telle que l’on a A<J/ =  o en tout point non électrisé d’un dié
lectrique.

13. F lu x  d ’induction. —  Lorsque le diélectrique qui sépare 
les conducteurs est un corps autre que l’air, les phénomènes 
électriques mesurables changent de valeur. Aussi a-t-on été 
conduit à introduire dans les formules un facteur que l’on appelle 
pouvoir inducteur spécifique du diélectrique. Maxwell le désigne 
par K.
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POTENTIEL DU A UNE SPHÈRE ÉLECTRISÉE 9

Le produit du flux de force élémentaire par ce facteur est 
nommé /lux d'induction.

Le flux d'induction ci travers une surface finie est la valeur de 
l ’intégrale .

rfy
dn ch»,

étendue à tous les éléments de la surface. Quand la surface est 
fermée nous admettrons (ce que l’expérience confirme) que la 
valeur de cette intégrale est la direction positive de la
normale étant extérieure à la surface. Dans le cas où le pouvoir 
inducteur spécifique est constant on a

K f-î  ̂  =
14. Potentiel d’une sphère électrisée en un point extérieur.— 

La considération du flux de force permet de trouver facilement la 
valeur en un point P (fig. 2) du poten
tiel résultant d’une sphère conductrice 
électrisée S placée dans l’air. On trouve 

Mpour cette valeur —  , M désignant la

charge de la sphère et r la distance 
du point au centre de la sphère. De 
même la considération du flux d’induc
tion donne la valeur du potentiel en P 
quand la sphère est placée dans un 
diélectrique homogène dont le pouvoir inducteur spécifique 
est K.

Du centre O de la sphère et avec un rayon égal à OP décrivons 
une sphère S'. Par raison de symétrie, le potentiel a la même va
leur en tout point de S' ; par suite,
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10 FORMULES DE L'ÉLECTROSTATIQUE

est constant sur cette surface. On a donc pour le llux d’induction 
à travers S'

d è j d¿-K —T1- (ho =  — K — - 
an dr

(¡(O : rr dh ,
K 7 7 4” ··

La surface étant fermée le llux d’induction
conséquent nous avons

r  /
- k 7 T 4

t:;·2 =  4ttM,

ou
dà i M
dr ~ ~ K ~  ’

et par suite
M 

K ~

la constante d’intégration étant nulle puisque le potentiel a pour 
valeur zéro quand /· est infini.

Le potentiel en un point d’un diélectrique de pouvoir induc
teur spécifique K est donc, dans le cas d’une sphcre, égal au 
quotient par K de la valeur qu’aurait eue le potentiel en ce point 
si le diélectrique eût été l’air. Il en est encore ainsi si, au lieu 
d’une sphère conductrice électrisée, le champ électrique est 
constitué par des masses électriques quelconques.

15. R e m a r q u e s . —  Cette conséquence nous permet de trouver 
l’expression de la force qui s’exerce entre deux molécules élec
triques A et A' de masses m et m1 situées dans un diélectrique 
homogène. En effet, soit i  la valeur du potentiel au point où se 
trouve placée la masse m1. La force électrique qui s’exerce sur

cette masse est — m1 - j - ,  r désignant la distance des deux molé

cules supposées seules dans le champ. Or si le diélectrique était 

l ’air, le potentiel au point A! serait ; sa valeur dans un diélec

trique de pouvoir inducteur spécifique K est donc, d’après ce qui
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EXTENSION DE LA RELATION DE POISSON II

précède, —  — et la dérivée de cette quantité est  ---- 1 ?----r . Parr k  /■ lv r ‘
suite, nous obtenons pour la force électrique

, d'L· i mm'
dr K /·'

elle est la K° partie de la force qui s’exercerait entre les mômes 
masses électriques situées dans l’air.

La relation qui existe entre les valeurs que prend le potentiel 
en un môme point suivant que le diélectrique est l ’air, ou tout 
autre, corps, permet de savoir comment doivent varier les charges 
avec le diélectrique pour que le potentiel en un point conserve 
la même valeur quel que soit le diélectrique. Il est en cfi'et 
évident que, puisque pour des charges identiques le potentiel se 
trouve divisé par K, il faut, pour avoir le même potentiel en un 
point, que les charges situées dans le diélectrique de pouvoir 
inducteur K soient K fois plus grandes que dans l’air.

Si donc nous considérons deux petites sphères électrisées et 
que nous maintenions constante la différence de potentiel entre 
ces deux sphères, l ’attraction qui s’exercera entre elles sera pro
portionnelle au pouvoir inducteur du diélectrique qui les sépare. 
En effet, les potentiels étant constants les charges m et m! des deux 
sphères seront en raison directe de K et l ’attraction doit être 

, mm'proportionnelle a ^ .

Ainsi Vattraction électrostatique varie en raison directe de Iv 
si ce sont les potentiels qu'on maintient constants, et en raison 
inverse de K si ce sont les charges qui demeurent constantes.

16. Extension de la relation de Poisson. — Comme nous 
l’avons dit, la .relation de Poisson s’obtient en écrivant que lellux 
de force qui entre à travers les faces d’un parallélipipède rectangle 
est égal à — 4~?dxdyd.z. Le flux d’induction il travers une surface 
fermée étant égal à -)- comme le flux cle force à travers
cette surface, nous trouverons une relation analogue à celle cle 
Poisson en écrivant que le flux d’induction qui entre à travers les 
faces d’un parallélipipède élémentaire est égal à — /ptpdxdydz.'

Nous pouvons d’ailleurs arriver très simplement à cette rela
tion en nous servant du lemme qui sert ordinairement à la

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



la  FORMULES DE L ’ÉLECTROSTATIQUE

démonstration du théorème de Green, lcmme exprimé analyti· 
quemcnt par l’égalité

dans laquelle la première intégrale est étendue à une surface 
fermée et la seconde au volume limité par cette surface, a dési
gnant le cosinus de l’angle formé par 1 axe des x  et la normale 
à l’élément du  de la surface et F une fonction quelconque, mais 
continue, des coordonnées.

Appliquons ce lemine à l’intégrale du flux d’induction à travers 
une surface fermée,

C  K d 1 C  v l  ^  ^  _! ,
I  ~ K d E d(ú= J  - IT ^ + ? ' ^ + Y  1E

du  —  4t:M.

Nous avons

Í aK du  =  Í ~ K  ^ L d t ,  J dx f  dx dx

f  ̂ - f i< L K
dy dy

et en ajoutant

d  . .  dij 
Z 7  7 7 dy dy dz

d 'd*/2 ) * - -4-M

Si nous désignons par p 
nous avons

la densité cubique en chaque point,
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et par suite,

dx
dà
dx

d „ d i j  d d'b
dij dy dz dz dz =  —  4“ j  ad~.

Celle égalité ayant lieu quel que soit le volume considéré, elle 
sera vraie pour un volume infiniment petit ; nous obtenons 
donc

lv dit
dx =  —  4 - ? ·

Dans le cas particulier où le diélectrique est homogène, c’est- 
à-dire dans le cas où Iv ne dépend pas des coordonnées, cette 
relation se réduit il
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CHAPITRE II

THÉORIE DU DÉPLACEMENT ÉLECTRIQUE DE MAXWELL

11. Fluide inducteur. —  Lu caractéristique de la théorie de 
Maxwell est le rôle prépondérant qu’y jouent les diélectriques. 
Maxwell suppose toute la matière des diélectriques occupée par 
un fluide élastique hypothétique, aualogue à l’éther qui, en 
Optique, est supposé remplir les corps transparents ; il l ’appelle 
électricité. Nous verrons par la suite la raison de cette dénomi
nation ; mais comme elle peut introduire dans l’esprit une 
confusion regrettable pour la clarté de l’exposition, nous donne
rons le nom de fluide inducteur à ce fluide hypothétique, con
servant au mot électricité sa signification habituelle.

Quand tous les conducteurs situés dans le diélectrique sont à 
l’état neutre le fluide inducteur est en équilibre normal. Quand, 
au contraire, ces conducteurs sont électrisés et que leur système 
est dans l’état que l’on définit dans la théorie ordinaire en disant 
que le système est en équilibre électrique, le fluide inducteur 
prend un nouvel état d’équilibre que Maxwell appelle équilibre 
contraint.

18. D éplacem ent électrique.—  Lorsqu’une molécule du fluide 
inducteur est dérangée de sa position d’équilibre normal, 
Maxwell dit qu’il y a déplacement électrique. Les composantes 
du déplacement sont les accroissements des coordonnées de la 
molécule ; il les désigne par les lettres f, g , h, et il admet qu’elles 
ont respectivement pour valeurs :

(0 / ' = -

K
dtj

4 -  '
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INCOM PRESSIBILITÉ D û'FLU ID E INDUCTEUR ' l5

Il résulte clc cette hypothèse, dont nous verrons l’origine, des 
relations entre les composantes du déplacement et la quantité 
d’électricité libre contenue à l’intérieur d’une surface fermée et, 
d’autre part, entre les dérivées de ces composantes et la densité 
électrique en un point.

En effet, si nous portons les valeurs des dérivées partielles 
de<{/, tirées des relations (i), dans l’expression du flux d’induction 
à travers une surface fermée,

-K -ÿ - (hù =  
an

nous obtenons

(2) J  (af +  fe' +  y/t) dm =  M,

a, ¡3, y désignant toujours les Cosinus directeurs de la normale 
extérieure.

En second lieu, si nous portons ces valeurs dans la relation 
de Poisson étendue au cas d’un diélectrique quelconque, nous 
avons

(3)
K
dx

<!s
dy

dh

19. In com p ress ib ilité  du flu ide inducteur et de l ’é lec tr ic ité . 
—  L’étude des conséquences de ces relations conduit à regarder 
le fluide inducteur et l ’électricité comme deux fluides incom
pressibles.

D’abord, de l’hypothèse de Maxwell sur la.valeur des compo
santes du déplacement en un point, il résulte immédiatement que 
si l’électricité est en mouvement le fluide inducteur y est aussi. 
En effet, si nous modifions les charges électriques des conduc
teurs placés à l’intérieur d’un diélectrique, nous faisons varier 
en même temps la valeur du potentiel A en un point quelconque 
du diélectrique, et, par conséquent les valeurs f ,  g, h des com
posantes du déplacement électrique qui sont données par les 
relations (1).
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16 THÉORIE DU DÉPLACEM ENT ÉLECTRIQ U E DE MAXWELL

20- —  Cela posé, considérons une surface fermée dont l’inté
rieur est occupé par un diélectrique homogène et par des con
ducteurs en équilibre électrique possédant une charge totale M. 
Donnons à cette charge un accroissement ¿M et supposons que 
le système des conducteurs soit encore en équilibre électrique. 
Le fluide inducteur passe d’un état d’équilibre contraint à un 
second état d’équilibre contraint et pendant ce passage il y a 
déplacement de chacune de ses molécules puisqu’il y a mouve
ment de l’électricité. Cherchons la quantité de ce fluide qui a 
traversé la surface fermée. Si dl est le temps infiniment petit 
pendant lequel s’est effectué le passage de l’état initial du sys
tème à l’état final, la quantité de fluide inducteur qui est sortie 
par un élément rfw de la surface est

d(j =  diodlYn,

Y,, étant la projection de la vitesse du déplacement sur la normale 
extérieure à la surface fermée. La quantité de fluide inducteur 
qui sort de la surface est donc, pendant le même temps,

dQ =  dt j'Vndo).

Mais puisque f  g , h désignent les composantes du déplace-
d f dg dh , , . 1 1 ·ment, sont les composantes de la vitesse, et par

suite la composante normale V„ a pour valeur

y = a ^ - 4 - 3 ^ - 4 - v
v,‘ d t ^ ? dl ^  >

dh
dt

Portons cette expression dans celle de ¿Q, nous obtenons

d  Q = d l
... il dh

clt du>.

L’intégrale du second membre de cette égalité n’est autre chose 
que la dérivée par rapport au temps du premier membre de la 
relation (2). Nous avons donc
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ÉLASTICITÉ DU FLUIDE INDUCTEUR '1,7

c’cst-à-dirc que la quantité de fluide inducteur qui soit de la 
surface est égale à la quantité d’électricité qui y entre. Tout se 
passe donc comme si l’électricité chassait le fluide inducteur', ou 
en d’autres termes, comme si le fluide inducteur et l ’électricité 
étaient deux fluides incompressibles.

21. — Remarquons d’ailleurs que l’incompressibilité du fluide 
inducteur pouvait se déduire immédiatement de la relation (3). 
Cette relation devient, quand on considère un point du fluide 
inducteur contenu dans un diélectrique à l’état neutre,

d f  . dg dh
dx ' dy dz ° ’

Son premier membre n’est autre que la quantité que nous avons 
désignée par 0 dans un autre ouvrage (*) et nous avons démontre 
que la condition 0 =  o exprimait l ’incompressibilité du fluide.

22. Im ag e  de l ’e ffet de l ’é la s tic ité  du flu ide inducteur. — 
Considérons d’une part deux conducteurs A etB (fig.3) réunis entre

eux par un fil métallique portant un commutateur C et par un 
second fil sur le trajet duquel se trouvent une pile P et un com
mutateur D. Prenons d’autre part deux récipients fermés À' et B' 
renfermant de l’eau et de l’air et réunis entre eux par un canal 
de communication portant un robinet C' et par un autre canal 
sur le trajet duquel se trouvent une pompe P' et un robinet D'.

Supposons maintenant que les conducteurs A et B étant à 
l’état neutre on ouvre le commutateur C et qu’on ferme le com
mutateur D ; il s’établit un courant de courte durée dans le

C) Voir Théorie m athém atique de la  Lum ière , p. 25 et 2 6 . 
P o i n c a r é . Electricité et Optique.
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1 8  THÉORIE DU DÉPLACEMENT ÉLECTRIQ U E DE MAXWELL

fil ADB et bientôt nous avons un état d'équilibre électrique 
dans lequel les conducteurs sont charges d’électricités de noms 
contraires, À positivement par exemple, et B négativement. Si 
alors nous ouvrons le commutateur D et fermons le commu
tateur C, les deux électricités des conducteurs se recombinent 
à travers le fil ACD et ces conducteurs reviennent à l’état 
neutre.

. . 23. —  Pour comprendre le rôle que joue le fluide inducteur dans 
cette expérience, examinons ce qui se passe dans le système des 
deux vases A! et B' quand on fait jouer la pompe et qu’on établit 
avec les robinets C' et D' les communications que nous établis
sions précédemment avec les commutateurs C et D. Supposons 
que les niveaux de l’eau dans les vases soient dans un môme 
plan horizontal, fermons le robinet C', ouvrons le robinet D' et 
faisons marcher la pompe ; l ’eau passe d’un vase à l’autre, du 
vase B' au vase A' par exemple. 11 en résulte une diminution de 
la force élastique de l’air de B' et une augmentation de celle de 
l’air de A'. Si nous fermons le robinet D', et si nous ouvrons en 
môme temps C', la différence des forces élastiques de l’air dans 
les deux récipients fait repasser l’eau de A' dans B' jusqu’à ce que 
les niveaux soient revenus dans le môme plan horizontal. Le 
système est donc revenu dans son état initial comme dans l’ex
périence électrique et nous pouvons regarder l’eau comme repré
sentant matériellement le fluide électrique ; l’accroissement du 
volume de l’eau dans A' et la diminution dans B' qui résultent de 
la première phase de l ’expérience hydrostatique représenteront 
les charges positive et négative des conducteurs A et B dans la 
phase correspondante de l’expérience électrique. Quant à l’air, 
le' rôle qu’il remplit par suite de sa force élastique peut être 
assimilé' au rôle que joue le fluide inducteur élastique dans 
l’expérience électrique. C’est donc l’élasticité du fluide inducteur 
contenu dans l’air qui sépare les conducteurs et déplacé par les 
charges‘de ces conducteurs qui est la cause de la combinaison de 
ces charges.

Ajoutons immédiatement que, bien que cette image hydrosta
tique nous fasse concevoir la manière dont se comporte le fluide 
inducteur dans la théorie de Maxwell, elle ne peut pas être
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poussée trop loin car le fluide inducteur est incompressible, 
propriété dont ne jouit pas l’air auquel nous l’avons comparé. 
Cette image n’est donc utile que pour faire comprendre l’effet de 
l’une des propriétés de ce fluide : son élasticité.

24. Tout courant est un courant fe rm é .— Le rôle prépondé
rant attribué par Maxwell aux diélectriques, qui dans la théorie 
ordinaire jouent un rôle passif, n’est pas la seule différence qui 
existe entre cette dernière théorie et celle de Maxwell. Une 
autre différence provient do la nature des courants.

Dans la théorie ordinaire on admet l ’existence de deux sortes 
de courants : les courants fermés, en général permanents, et les 
courants ouverts, en général instantanés, qui cessent quand par 
l’effet de la charge il se produit une différence de potentiel égale 
à la force électromotrice de la source électrique. Ces courants 
ouverts se produisent lorsque, par exemple, on met les pôles 
d’une pile en communication avec deux conducteurs ou avec les 
deux armatures d’un condensateur.

Dans la nouvelle théorie il ne peut y avoir que des courants 
fermés. En effet, considérons le courant ouvert qui prend nais
sance quand nous mettons les pôles d’une pile en communi
cation avec deux conducteurs isolés A et B. Le conducteur qui, 
en adoptant le langage de la théorie ordinaire, se charge positi
vement, doit prendre, d’après la théorie de Maxwell, une quan
tité de fluide électrique plus grande que celle qu’il possède il 
l ’état neutre. Dans l’autre conducteur, au contraire, la quantité 
de fluide électrique doit diminuer. Mais le fluide électrique étant 
incompressible, sa densité demeure constante et on ne peut con
cevoir qu’il y ait condensation de ce fluide en un point et raré
faction en un autre. Pour concilier cette conséquence de l’incom
pressibilité du fluide électrique avec le fait expérimental de 
l ’existence du courant, Maxwell fait intervenir le fluide inducteur 
qui remplit le diélectrique isolant les deux conducteurs : le fluide 
électrique sort de l’un des conducteurs, déplace le fluide induc
teur du diélectrique et fait rentrer dans l ’autre conducteur une 
quantité de fluide inducteur égale il la quantité de fluide élec
trique sortie du premier. Il y a donc fermeture du courant à 
travers le diélectrique et comme les molécules du fluide induc-
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tcur se déplacent suivant les lignes de force, ainsi qu’il résulte 
immédiatement des équations (i) qui définissent les compo
santes du déplacement, nous pouvons dire que les courants 
ouverts de la théorie ordinaire se ferment, dans la théorie de 
Maxwell, suivant les lignes de force du diélectrique.

Les courants instantanés qui prennent naissance dans la 
charge ou la décharge d’un condensateur peuvent être également 
considérés connue se fermant à travers le diélectrique qui sépare 
les armatures. Dans la théorie de Maxwell nous n’avons donc que 
des courants fermés.

25. —  Ces déplacements du fluide électrique et du fluide 
inducteur dans le cas d’un courant instantané peuvent être maté
rialisés par une image hydrostatique. Il suffit de remplacer l’air 
et l ’eau que nous avons pris précédemment par de l’eau et du 
mercure. Dans ces conditions si après avoir fermé le robinet C' 
(fig. 3) et ouvert le robinet D', nous faisons jouer la pompe, nous 
ne pouvons faire passer le mercure d’un vase dans l’autre, ces 
vases étant remplis par deux fluides incompressibles. Le passage 
du mercure ne peut avoir lieu que si nous supposons les parties 
supérieures des deux vases reliées par un canal permettant à 
l’eau de passer en sens contraire. Le mercure est alors l’image 
du fluide électrique, l ’eau celle du fluide inducteur et le canal de 
communication peut être assimilé à un tube de force du diélec 
trique.

26. C ourants de conduction  et cou ran ts de d ép la cem en t .— 
Les courants fermés qui ont lieu à travers un circuit conducteur 
sont appelés courants de conduction ;  les courants résultant du 
déplacement du fluide inducteur, sont nommés courants de dépla
cement. Lorsque dans un même circuit fermé nous aurons à la 
fois des courants de conduction et des courants de déplacement, 
ce circuit ne sera autre qu’un circuit ouvert de la théorie ordi
naire. Mais outre ces circuits et ceux qui ne comprennent que 
des courants de conduction, les seuls que l’on considère dans la 
théorie ordinaire, nous rencontrerons dans la théorie de Maxwell 
des circuits fermés comprenant uniquement des courants de 
déplacement ; ces derniers circuits joueront un rôle considérable 
dans l’explication des phénomènes lumineux.
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Les courants de conduction étant ceux qui se produisent dans 
les circuits bons conducteurs, ils doivent nécessairement obéir, 
pour être d'accord avec l’expérience, aux lois de Ohm, de Joule, 
à celle d’Ampère sur les actions mutuelles de deux éléments de N 
courants et aux lois de l’induction. Quant aux courants de dépla
cement nous ne savons rien sur les lois auxquelles ils obéissent; 
le champ est donc ouvert aux hypothèses. Maxwell admet qu’ils 
obéissent à la loi d’Ampère et aux lois de l’induction mais que 
les lois de Ohm et de Joule ne leur sont pas applicables, ces 
courants ne rencontrant à leur établissement d’autre résistance 
que celle qui résulte de l’élasticité du fluide inducteur, résis
tance de nature tout à fait différente de celle de la résistance des 
conducteurs.

27. É n erg ie  p o ten tie lle  d ’un sy stèm e é lec tr isé . — Considé
rons un système de conducteurs chargés d’électricité positive et 
d’électricité négative. Ces charges représentent une certaine éner
gie potentielle. Dans la théorie ordinaire cette énergie potentielle 
est due aux travaux des attractions et des répulsions qui s’exercent 
entre les différentes masses électriques du système ; dans la 
théorie de Maxwell, elle est due à l’élasticité du fluide inducteur 
qui est dérangé de sa position d’équilibre normal. Cette énergie, 
qui est susceptible d’être mesurée, doit avoir dans les deux 
théories la même valeur, et par conséquent les expressions qui 
permettent d’en-calculer la valeur doivent être identiques. C’est 
en faisant cette identification que nous trouverons de nouvelles 
propriétés du fluide inducteur.

28. — Cherchons d’abord l’expression de l’énergie potentielle 
considérée comme résultant des travaux des forces attractives et 
des forcés répulsives.

Soient cl·; un élément quelconque de volume de l’espace x, y 
et z ses coordonnées et p la densité de l’électricité libre dans cet 
élément ; la quantité d’électricité contenue dans cet élément 
sera pdr; et les composantes de la force électrique qui s’exerce 
sur cette quantité d’électricité seront :

rfi , dé  <A{/
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Supposons que la masse électrique contenue clans l’élément dx 
se. déplace de façon que ses trois coordonnées subissent des 
accroissements %x,(jy,ù.z.

Le travail de la lorce électrique appliquée à cette masse élec
trique sera donc

Le travail total des forces appliquées aux différentes masses 
électriques répandues dans tout l’espace sera représenté par 
l’intégrale

étendue à l’espace tout entier.
Si donc nous appelons W  l ’énergie potentielle cherchée, 

l ’accroissement de cette énergie sera donnée par la formule :

29. —  Mettons cette expression sous une autre forme et pour 
cela évaluons l’accroissement Sp de la densité électrique p » 
l’intérieur de l'élément dx dans ce déplacement.

Considérons cet élément comme un parallélipipède rectangle 
dont les trois arêtes de longueur a, [3, y soient respectivement 
parallèles aux trois axes de coordonnées de sorte que dx —  a3y.

La quantité d’électricité qui entrera dans ce parallélipipède en 
passant à travers l’une des faces perpendiculaires à l’axe des x  
sera égale à p, densité du lluidc, multiplié par Sx, déplacement 
du fluide projeté sur l’axe des x , et par ¡By aire de la face du 
parallélipipède.

Nous aurons donc pour l’expression de cette quantité d’élec
tricité :

pûXjiy.

La quantité d’électricité qui entrera dans le parallélipipède en 
passant par la face opposée aura une expression analogue. Seu-
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lomcnt po.r n’aura plus la même valeur, en effet p et ù.v sont des 
fonctions de x, y e t £ ;  or quand on passe d’une face à la lace oppo
sée, x  a augmenté d’une quantité très petite a et pS.r est devenu :

p8J  +  a .
' dx

La quantité d’électricité qui passe à travers cette seconde face 
aura donc pour expression

Nous prenons le signe — parce que la normale intérieure à 
cette seconde face est dirigée vers les x  négatifs.

Ainsi la somme algébrique des masses électriques qui entre
ront dans le parallélipipède en passant à travers les deux faces 
perpendiculaires à l’axe des x  sera

d ^ x ) aßY _  _  ¿(PS*) ch_
dx dx

De môme les masses électriques qui entreront en traversant 
d’une part les deux faces'perpendiculaires à l’axe des y, d’autre 
part les deux faces perpendiculaires à l’axe des z seront respecti
vement :

d(pSy) 
dy ' dx et (̂PS~)

dz
dx.

Or dxùp n’est autre chose que la somme des masses électriques 
qui entrent dans le parallélipipède en passant à travers ses 
six faces, on a donc :

/rn d (?°x ) d{? h )  d (?^)
' 1 dx dy dz

Cette équation n’est autre que celle qui est connue en hydro
dynamique sous le nom d’équation de continuité.

30. — Rappelons que d’après un lemme dont nous avons déjà 
fait usage, on a

rfF
dx dx,
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F- étant une fonction de x, y , z et les intégrales étant étendues, 
la· première à tous les éléments dm d’une surface fermée, la 
seconde à tous les éléments du volume limité par cette surface.

Lorsque la fonction F est nulle à l ’infini, la première intégrale 
étendue à la surface d’une sphère de rayon infini est nulle, chacun 
de ses éléments étant égal à zéro.

' On a donc pour une telle fonction

=  o.

Dans le cas ou h est un produit de deux fonctions u et n, l ’égalité 
précédente devient

et nous en tirons

nouvelle égalité qui va nous servir à transformer d\\.

31. —  Il vient en appliquant cette règle à la fonction Apû.r qui 
s annule a 1 infini puisque le potentiel A s’annule lui-môme à 
l ’infini :
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ou en additionnant et tenant compte des équations (4) et (a) :

' 3 W =  j

' ou, en vertu de l’équation de Poisson généralisée :

En appliquant le même lemme que tout à l’heure, il vient :

ou encore, en remarquant que le pouvoir inducteur K n’est pas . 
altéré par les déplacements des masses électriques et par consé
quent que SK =  o :

On obtiendrait par symétrie deux autres équations, analogues, et 
en les additionnant et divisant par —  /\t., on trouverait :

SW =  8 J L Y
8-  ¿ J

d i
d.x

2

d~.

L’énergie potentielle du système a donc pour valeur

(6) W =
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la constante d’intégration étant nulle, puisque l’énergie poten
tielle doit être nulle quand tout l’espace est a l’état neutre, et 
que dans ce cas le potentiel en chaque point a la môme valeur, 
zéro.

32. —  L’intégrale du second membre de l’expression (6) doit 
être étendue à tout l’espace, mais il revient au môme de ne 
l’étendre qu’à l ’espace occupé par le diélectrique, car les élé
ments de l’intégrale qui correspondent à des points situés à 
l’intérieur de sconducteurs sont nuis. En eilét, en tout point d'un 
conducteur le potentiel a môme valeur et par suite, ses dérivées, . d'h d'h d'h , , „
partielles —x -,  sont egalement milles.

dx dy dz °
Cette remarque permet de transformer l’expression (6). En 

tout point d’un diélectrique, nous avons d’après les hypothèses 
de Maxwell,

4~ ~dx ’ 4 1 * ~ d ÿ ’ k ~  4« d z ’

et en portant les valeurs des dérivées partielles du potentiel 
déduites de ces relations dans le second membre de (6), il vient

(7) W  = K ■(/*+$* + A ') * ·

Telle est l ’énergie potentielle d’un système électrisé exprimée 
à l’aide des notations de Maxwell.

y

33. —  Cherchons maintenant l’expression de cette énergie 
considérée comme résultant de la déformation du lluide induc
teur.

Soient Xdz, Y dz, rLdt les trois composantes de la force qui 
agit sur un élément dz du fluide inducteur lorsque ce lluide se 
trouve en équilibre contraint par suite de la charge des conduc
teurs placés dans le diélectrique. Si les molécules électriques 
qui composent le système subissent un déplacement infiniment 
petit, les composantes f ,  g , h , du déplacement de l’élément dz 
du fluide inducteur prennent des accroissements S/1, ùg, 0A. Le
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travail élémentaire de la force qui s’exerce sur cet élément a 
pour valeur

( X o / ,+  Y 3 àr + Z 8 / i ) r f T >

et le travail total sur tous les éléments du lluide inducteur est

J(X8/,+  Y8.' +  Z3/0 rf·:,

l ’intégrale étant étendue à tout l’espace occupe par le diélec
trique. La variation de l ’énergie potentielle du système, qui ne 
diffère que par le signe de la variation du travail, est donc

8W =  — J ‘(X8/’+  Y8é'+Zo/t) ch.

34. É la s t ic it é  du flu ide inducteur. —- L’identification de 
cette expression avec la suivante

gW  =  / ^  { f o f + S$g +  hoh)dT,

déduite de l’égalité (7), nous donne pour les valeurs des compo-, 
santés X, Y, X,

x = - ¥ ^ ’ Y = - I T » ’ Z

Ces relations nous montrent que les composantes de la force 
qui s’exerce sur un élément ch du fluide inducteur sont propor
tionnelles aux composantes du déplacement électrique. La force 
élastique du fluide inducteur est donc dirigée suivant le déplace
ment et le rapport de sa grandeur à celle du déplacement est égal

à . Nous verrons plus tard que dans le cas où le diélectrique

est un milieu cristallisé la force élastique n’est plus dirigée sui
vant le déplacement ; les conclusions précédentes ne s’appli
quent qu’aux milieux diélectriques isotropes.

35. — Il est à peine besoin de faire remarquer combien l’élas
ticité du fluide inducteur est différente de l’élasticité des gaz ou
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de l’éther lumineux. Dans les gaz et dans l’éther, l ’énergie poten
tielle dépend seulement des positions relatives des molécules et 
non de leur position absolue dans l’espace ; par suite il n’y a 
pas réaction élastique quand un de ces fluides se déplace sans 
se déformer. Il en est tout "autrement pour le fluide inducteur. 
Tout se passe comme si chacune des molécules de ce fluide était 
attirée proportionnellement à la distance par sa position d’équi
libre normal. Il résulterait de là que si l ’on donnait à toutes ces 
molécules un même mouvement de translation sans que leur 
situation relative variât, l ’élasticité n’en devrait pas moins entrer 
en jeu. Cette élasticité toute particulière que doit posséder le 
fluide inducteur paraît difficile à admettre. On ne conçoit pas 
comment le point mathématique où se trouve une molécule de 
fluide inducteur en équilibre normal, pourra agir sur cette 
molécule pour la ramener à sa position d’équilibre quand une 
cause électrique l’en aura déplacée. On concevrait plus facile
ment que ce sont les molécules matérielles du diélectrique qui 
agissent sur les molécules du fluide inducteur pénétrant le milieu 
pondérable. Mais cette hypothèse ne lèverait pas toutes les 
difficultés, car elle n’expliquerait pas l ’élasticité du fluide induc
teur répandu dans le vide. En outre, l ’action delà matière sur le 
fluide inducteur entraînerait l’existence d’une réaction de ce fluide 
sur la matière ; or, on n’a constaté aucune manifestation de cette 
réaction..

36. —  On pourrait encore supposer l’existence de deux fluides 
inducteurs se pénétrant et dont les molécules de l’un agiraient 
sur les molécules de l’autre dès qu’elles seraient dérangées de 
leurs positions d’équilibre normal. Mais si cette hypothèse a 
l’avantage de ramener l’élasticité spéciale au fluide inducteur à 
l ’élasticité telle qu’on la conçoit ordinairement, elle a l’inconvé
nient d’être plus compliquée que celle de l’existence d’un seul 
fluide. Aussi croyons-nous que l’hypothèse du fluide inducteur de 
Maxwell n’est que transitoire et qu’elle sera remplacée par une 
autre plus logique dès que les progrès de la Science le permet
tront. On peut nous objecter que Maxwell n’a pas introduit cette 
hypothèse du fluide inducteur ; mais, comme nous l’avons dit 
au commencement de ce chapitre, si le mot n’est pas dans l’ou-
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vrage de ce physicien, la chose s’y trouve ; seulement ce que 
nous avons appelé fluide inducteur est désigné par le mot électri
cité ; dans le langage de Maxwell l ’électricité des diélectriques 
est supposée élastique, tandis que l’électricité des conducteurs est 
supposée inerte. Ces propriétés différentes attribuées à deux 
fluides désignés par le même nom sont la cause du manque de 
clarté que présentent certains passages de l’ouvrage de Maxwell. 
C’est uniquement pour éyiter cette obscurité que nous avons 
introduit le mot de fluide inducteur dans l’exposé des idées de 
Maxwell.

37. D istribution  électriqu e. — Pour achever de justifier les 
hypothèses de Maxwell, il nous faut maintenant montrer que les 
lois expérimentales de la distribution électrique en sont une con
séquence nécessaire.

Commençons par rappeler ces lois. On sait que cette distribu
tion ne dépend que d’une certaine, fonction ^, le potentiel, assu
jettie à diverses conditions. Dans toute l’étendue du diélectrique 
cette fonction <b est continue ainsi que ses dérivées et satisfait il 
la relation

d Ir dh d .. dii d dit
~ T  k - ^  +  - ^ - K T u -l— 7— K =  o ;dx dx dy dy dz dz

en tout point d’un conducteur elle a une valeur constante, mais 
en un point de la surface ses dérivées ne sont pas continues. 
Enfin cette fonction s’annule pour les points situés il l’infini.

L’étude de la distribution électrique sur un conducteur conduit 
il introduire une nouvelle quantité, la densité électrique superfi
cielle. Si nous désignons par q la quantité d’électricité répandue 
sur un élément de surface du>, la relation de Poisson, étendue au 
cas où le diélectrique est autre que l’air, donne

JJr d<b .
K -d k d tí^ - ^ ·

La densité superficielle —j— a donc pour expression
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Mais on peut supposer cjue la couche de üuide électrique répan
due à la surface a une densité constante et que. son épaisseur est 
proportionnelle à <r ; c'est à cette dernière interprétation que 
nous nous attacherons.

38. —  Revenons à la théorie de Maxwell. Dans cette théorie 
nous avons deux lluides incompressibles, le fluide inducteur 
et le fluide électrique auxquels nous admettrons que l’on puisse 
appliquer les lois de l ’hydrostatique. On sait que si p  est la 
pression en un point x, y, z, d’un tel fluide, les trois compo
santes X, , Z, de la force élastique résultant du déplacement 
de ce point, ont pour valeurs

X =
dx Z =

dp_
dz '

Si nous désignons par <L la pression en un point du fluide in
ducteur, nous avons

X =
d'L
7.1 Y d6 

du'
Z ñ . .

dz

Mais nous avons vu dans le paragraphe 34 que les composantes 
de la force élastique sont égales aux produits des composantes

du déplacement p a r ---- . Nous avons donc

* (8)
d<l 4~ j. d'b   4~
7 7  ^  R 7 ’ 7 7 i ~ dz

De ces relations on déduit

___ K_rfA_ „ — / _ ___ K A''j
‘ 4~ dx  ’ b 4~ dy ’ 4~ dz

Ces nouvelles relations sont précisément celles qui définissent 
les composantes du déplacement, (J* désignant alors le potentiel. 
Pour justifier la manière dont nous avons défini, d’après Maxwell, 
les composantes du déplacement électrique, il nous faut montrer 
que la pression i|i en un point du fluide inducteur n’est autre 
chose que le potentiel.
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39. — Le fluide inducteur étant incompressible, nous avons la 
relation

. !ÜL
dx dy dz =  o,

qui devient, en tenant compte des relations (8),

A k Ü + _îL k Ü
dx dx ^  dy dy

d Tr db
d ï K d ï o;

la fonction A satisfait donc il l ’une des conditions imposées au 
potentiel. Elle est aussi, comme le potentiel, constante à l'inté
rieur d’un conducteur, car l'électricité qui remplit les conduc
teurs n’est pas élastique, par conséquent X, Y, Z sont nuis et il 
doit en être de môme des dérivées de A.

Quand on passe d’un point du diélectrique à un point intérieur 
d’un conducteur les dérivées de la fonction A, ne sont pas continues 
puisqu’elles passent d’une valeur finie à zéro. Mais la fonction 
elle-môme reste continue. En effet, si la pression n’était pas la 
môme des deux côtes de la surface qui limite le conducteur 
l’équilibre n’existerait pas, puisque le fluide électrique étant 
inerte, toute différence de pression aurait pour effet de faire 
mouvoir ce fluide.

La fonction jouit donc de toutes les propriétés du potentiel ; 
par suite la pression du fluide inducteur en un point est précisé
ment le potentiel en ce point.

40. — Montrons enfin que la théorie de Maxwell conduit à la 
même expression que la théorie ordinaire pour l’épaisseur de la 
couche électrique située à la surface 
d’un conducteur.

Soient S (fig. 4) la surface qui 
sépare l’électricité du fluide induc
teur dans l’état d’équilibre normal, 
et S' la surface de séparation dans 
l’état d’équilibre contraint. L’élec
tricité libre étant l ’excès de la 
quantité de fluide électrique contenue dans le conducteur dans 
l’état d’équilibre contraint sur la quantité qui s’y trouve
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normalement, la charge du conducteur est la quantité de fluide 
comprise entre les deux surfaces S et S'. Ce fluide étant incom
pressible, la charge en chaque point est donc proportion
nelle à la distance normale qui sépare les deux surfaces. Consi
dérons une molécule du fluide inducteur située, dans l’état d’équi
libre normal, en un point m de la surface S ; dans l’état d’équi
libre contraint cette molécule viendra en m' sur la surface S'. 
Le triangle mnm! , dont le côté mn est la distance normale qui 
sépare les deux surfaces, peut être considéré comme un triangle 
rectangle en n. L’épaisseur de la couche clcctKque est donc égale 
à la projection du déplacement sur la normale à la surface (en 
réalité le déplacement est normal à la surface, mais nous n’avons 
pas besoin de faire intervenir ici cette propriété du fluide induc
teur). Cette projection a pour valeur

3¿>' +  yA =  —
4~ dn

C’est bien la valeur que donne la théorie ordinaire pour l’épais
seur de la couche électrique.

41. —  Dans ce qui précède, nous avons été amenés à sup
poser que la pression dans le fluide inducteur est égale à i{/. Nous 
nous trouvons donc en contradiction avec une autre théorie de 
Maxwell, où l’on trouve que la pression en un point du diélec
trique, au lieu d’être égale au potentiel, est proportionnelle

Σ  (  d é  V
f ■ 1 1 . Nous reviendrons plus loin sur cette contradiction.

42. —  La méthode précédente n’est pas la seule que l’on 
puisse employer pour déduire de la théorie de Maxwell les lois 
de la distribution électrique. Elle a d’ailleurs l’inconvénient de 
ne plus subsister si le fluide inducteur n’existe pas ou si dans 
ce fluide il 11’y a pas de pression. Ayant fait remarquer que 
l’hypothèse du fluide inducteur ne devait être considérée que 
comme une hypothèse transitoire, il n’est pas inutile d’indi
quer une autre méthode donnant les lois de la distribution élec
trique sans supposer l ’existence de ce fluide. Exposons cette 
méthode.
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Pour qu’un système soit en équilibre, il faut et il suffit que son 
énergie potentielle soit minimum. Nous obtiendrons donc les 
conditions de l’équilibre électrique, en exprimant que l’éner
gie potentielle W est minimum, ou, ce qui revient au même, 
que la variation de W est nulle quand on donne à f ,  g , h, des 
accroissements quelconques compatibles avec les liaisons. Or, 
quelle que soit la théorie adoptée, f , g, h , doivent satisfaire à la 
relation

d f  dg dh
d x ^  dy dz ° ’

qui exprime l’incompressibilité du milieu.
D’autre part, considérons un quelconque des conducteurs du 

système. La charge M de ce conducteur sera une des données de 
la question. On devra donc avoir

f  Po +  YA) =  M

l’intégrale étant étendue à tous les éléments du  de la surface du 
conducteur ; a, ¡3, y désignant les cosinus directeurs de la normale 
à cet élément et M une constante donnée.

Ecrivons que la variation de l’énergie potentielle est nulle ; 
nous avons

SW ~  j  (/S/H- gog  +  /¿S h) dz -■ : O.

Mais a cause des liaisons nous avons aussi

- Í V ·
d d S/t =  o,

dx  1 dy b dz 
J '  (a S/*—j— [jü«·-)- y SA) d<±> —  o,

l ’intégrale étant étendue à tous les éléments de volume dz du 
diélectrique.

Le calcul des variations nous apprend qu’il existe une fonction 
A telle que l’on ait identiquement

f i i c ' l  ' w -  v ] * =»·
P o i n c a r é .  Electricité et Optique. 3
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En intégrant par parties l ’intégrale correspondant au second 
terme de la parenthèse, nous obtenons

J  [ t t  v ] *  - /  « 8/·+ m + r H  «8» = o-

Cette équation devant être satisfaite identiquement, tous les 
éléments de la première intégrale doivent être nuis ; on a donc

4  ̂ f ,  d i i ___
K 'dx ~  ’

ce qui est précisément la relation donnée par Maxwell.
Il reste

J 'ij/ (a8/‘+  p8¿>· +  yBh) d o — o.

L ’intégrale étant étendue à tous les éléments de surface de tous 
les conducteurs.

Cette équation devra être satisfaite pour toutes les valeurs 
de of ,  og, oh satisfaisant aux équations de liaison, c'est-à-dire 
telles que l ’on ait pour chacun  des conducteurs

j'(a.of~j- [35¿>- +  y o /¿) d o  =  o.

Les règles du calcul des variations nous apprennent que cela 
ne peut avoir lieu que si | est constant à la surface de chacun des 
conducteurs.

Ainsi le potentiel <j> a une valeur constante en tous les points 
de la surface de chacun des conducteurs, cette valeur pouvant 
varier d’ailleurs d’un conducteur à l ’autre.
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CHAPITRE III

T H É O R I E  D E S  D I É L E C T R I Q U E S  D E  P O I S S O N

COMMENT ELLE PEUT SE RATTACHER A CELLE DE MAXWELL

43. H y p oth èses  de P o is so n  su r  la  constitution d es  d ié lec 
triques. —  Dans la théorie de Poisson le rôle des diélectriques 
est bien moins important que dans celle de Maxwell. Pour 
Poisson, le diélectrique n’a d’autre but que d’empêcher le mou
vement de l’électricité. Mais pour expliquer l’augmentation de 
capacité d’un condensateur quand on y remplace la lame d’air 
par une autre substance non conductrice, une hypothèse est 
nécessaire. Une difficulté analogue rencontrée dans la théorie du 
magnétisme avait été résolue de la manière suivante par Poisson.

Il s’agissait d’expliquer le magnétisme induit. Poisson regarde 
un morceau de fer doux aimanté par influence comme un assem
blage d’éléments magnétiques séparés les uns des autres par des 
intervalles inaccessibles au magnétisme et de dimensions très 
petites. Dans chacun de ces éléments, auxquels Poisson attribue 
pour plus de simplicité la forme sphérique, les deux fluides 
magnétiques peuvent se séparer et circuler librement.

Mossotti n’a eu qu’à transporter cette théorie en électrosta
tique pour expliquer les phénomènes observés dans les diélec
triques. Dans cette hypothèse, l’air est le seul diélectrique homo
gène ; quant aux autres diélectriques, il se les représente comme 
constitués par de petites sphères conductrices disséminées dans 
une substance non conductrice jouissant des mêmes propriétés 
que l’air. Les phénomènes attribués au pouvoir inducteur spéci
fique s’expliquent alors par les effets répulsifs et attractifs de 
l’électricité induite par influence dans les sphères conductrices.
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44. —  Dans cette théorie comme dans celle de Maxwell il existe 
des courants de déplacement. En effet, supposons un diélectrique 
autre que l’air en présence de conducteurs électrisés ; l ’électri
cité neutre des sphères conductrices du diélectrique est décom
posée : un hémisphère se trouve chargé positivement, l ’autre 
négativement. Si alors on met les conducteurs en communica
tion avec le sol, l ’influence sur les sphères du diélectrique cesse 
et ces sphères reviennent à l’état neutre ; l ’électricité se déplace 
donc d’un hémisphère à l’autre, par suite, il y a des courants de 
déplacement.

Il est probable que c’est la conception de Poisson et Mossotti 
sur la nature des diélectriques qui a conduit Maxwell à sa théorie. 
Il dit l ’avoir déduite des travaux de Faraday et n’avoir fait que 
traduire sous une forme mathématique les vues de ce célèbre 
physicien ; or, Faraday avait adopté les idées de Mossotti (Cf. 
Experimental Researches, Faraday, série XIV, § 1679)· Ajoutons 
que, ainsi que nous le verrons bientôt, l ’intensité des courants 
de déplacement n’a pas la même valeur dans la théorie de Pois
son et dans celle de Maxwell. Nous montrerons cependant com
ment on peut faire concorder les deux théories.

45 . —> On a fait malheureusement à la théorie du magnétisme 
de Poisson de graves objections et il est certain que les calculs 
du savant géomètre ne sont nullement rigoureux. Ces objections 
s’appliquent naturellement à la théorie de Mossotti qui n’en dif
fère pas au point de vue mathématique.
- C’est ce qui me décide h ne pas reproduire ici ces calculs, je  

me bornerai à renvoyer le lecteur qui désirerait en faire une 
étude approfondie, aux sources suivantes. Le mémoire original 
de Poisson, sur la théorie du magnétisme a paru dans le tome V 
des Mémoires de l’Académie des Sciences (1821- 1822). Une théo
rie plus élémentaire, mais passible des mêmes objections, est 
exposée dans le tome Ier'des Leçons sur l ’Electricité et le Magné
tisme de MM. Mascart et Joubert (p. 162 à 177)· C’est celle 
que j ’avais développée dans mes leçons.
• Je renverrai également à l ’article 3 i4  de la seconde édition de 

Maxwell, où le savant anglais présente d’une façon très originale 
une théorie identique au point de vue mathématique à celle de
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Poisson et de Mossotti, mais s’appliquant à un problème phyr 
sique très different, celui d’un courant électrique à travers un 
conducteur hétérogène.

Mais je recommanderai surtout la lecture du mémoire de 
M. Duhem sur l’aimantation par influence (Paris, Gauthier-Vil- 
lars, 1888; et Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse), 
où les calculs de Poisson et les objections qu’on y peut faire sont 
exposés avec la plus grande clarté.

Je vais maintenant développer la théorie en cherchant à me 
mettre à l’abri de ces objections ; pour cela, j ’ai besoin de con-' 
naître la distribution de l’électricité induite par une sphère pla
cée dans un champ uniforme.

46. S p h ère  p la c é e  dan s un cham p uniform e. —  Prenons une 
sphère conductrice placée dans un champ électrique uniforme 
et désignons par  ̂ la valeur du potentiel dû aux masses élec
triques extérieures en un point de ce champ. La force électrique 
s’exerçant sur l’unité de masse électrique située en un point 
quelconque a pour composantes

(Al· (16
dx ’ dy ’ dz

Si l ’on prend l’axe des x  parallèle aux lignes de force du 
champ, cette force électrostatique, que nous désignerons par ep, 
a pour valeur

dk
* = —

La sphère conductrice placée dans le champ s’électrise par 
influence et l ’équilibre électrique est atteint quand la force élec
trostatique due à la distribution sur la surface de cette, sphère 
est égale et directement opposée à ç en tout point intérieur. 
Cherchons l’expression de cette force.

47. —  Lorsque la sphère conductrice est à l’état neutre, nous 
pouvons la considérer comme formée de deux sphères égales, 
ayant même centre, chargées, l ’une d’électricité positive, l ’autre 
d’une quantité égale d’électricité négative ; chacune de ces deux
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charges, au lieu d être seulement superficielle, étant uniformé
ment répandue dans tout le volume de la sphère ; la résultante 
des actions exercées par ces sphères sur. un point extérieur est

sées en sens contraire et dont

évidemment nulle, comme cela 
doit être. Si nous déplaçons la 
sphère négative de manière que 
son centre vienne en O' (fig. 5) 
le centre de la sphère positive 
restant en O, les actions de ces 
sphères ne se neutralisent plus. 
Nous pouvons donc regarder la 
sphère conductrice soumise h 
l’influence comme formée de 
deux sphères égales, électri- 

les centres ne coïncident plus.

48. —  On sait que l ’action d’une sphère homogène sur un point 
intérieur situé à une distance r  de son centre est la même que si 
la masse électrique contenue dans la sphère de rayon·;· était con
centrée au centre de la sphère. En appelant p la densité élec
trique en chaque point de la sphère, on a pour la force électro
statique s’exerçant sur le point considéré

F =  3P = 4 wp.

Si donc on appelle x of y0, z0 les coordonnées du centre de la 
sphère, x , y , .s les coordonnées du point considéré, les compo
santes de l ’action exercée par la sphère sur l ’unité de masse élec
trique placée en un point intérieur ont pour valeurs

-|-iî (a?— *,) p, y  « ( y —  ÿ,)p ,

49. — Appliquons ces formules aux deux sphères qui rempla
cent la sphère conductrice électrisée par influence. Prenons pour 
origine des axes de coordonnées le centre O de la sphère posi
tive et pour axe des x  la droite qui joint les centre O et O' des 
deux sphères. Nous aurons pour la composante suivant Ox de la
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résultante des actions qu’exercent les deux sphères sur l ’unité 
de masse électrique située en un point intérieur x, y , z,

4  4  >TCrp----- n [x — x̂ _  4  „  
P ^

x 0 désignant l’abscisse de 0 '. Quant aux composantes suivant les 
axes des y et des z, on voit facilement qu’elles sont nulles. Il faut 
donc, pour qu’une molécule électrique intérieure à la sphère soit 
en équilibre sous l’action du champ uniforme ç et de l’électricité 
développée sur la sphère par influence, que la ligne des centres 
des sphères positive et négative soit parallèle au champ et que la 
distance de ces centres satisfasse à l’égalité

D’ailleurs, comme les densités des sphères ne sont assujetties 
qu’à la condition d’être égales en valeurs absolues, nous pouvons 
supposer que ces densités sont +  i et — i . Il vient alors

/ » 4
l 1) ? =  —

égalité qui nous donne· la distance des centres des deux sphères.

50. —  Nous pouvons trouver facilement la valeur du potentiel 
résultant de la sphère influencée en un point M extérieur à cette 
sphère. L’action d’une sphère homogène sur un point extérieur 
étant la même que si toute la masse électrique était concentrée 
au centre de cette sphère, le potentiel en M a pour expression

R désignant le rayon de chacune des sphères, r et /·' les distances 
du point M aux centres O et O'. Nous appellerons w l’angle de 
la direction OM avec l’axe des x  et nous négligerons les quantités
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infiniment petites du deuxième ordre, en regardant a;0 comme 
du premier ordre. Alors l'expression précédente peut s’écrire

4 .«„cosw—  -j- tîR3 - 2—5—  
o l'

on en tenant compte de la relation (i)

w
cosw 

?R3 ~ 7 â -

La distribution électrique sur la sphère induite s’obtient tout 
aussi simplement. L’épaisseur de la couche négative en un 
point P quelconque est

PP' =  PP" COS lü =  COS CO i=
3 »COS w 

4tî

par suite, l ’épaisseur de la couche électrique superficielle est 
, . . „ 3» cos w

donnée, en valeur et en signe, par 1 expression — -----·

On dit qu’une sphère conductrice sur laquelle la distribution 
électrique est la même que si elle était placée dans un champ 
uniforme, est polarisée.

51· P o la r is a t io n  d e s  d ié lec tr iq u es . —  Considérons mainte
nant un diélectrique, constitué comme se l’imagine Mossotti et 
soumis à l’action de corps électrisés extérieurs. Chacune des 
sphères qu’il contient va se polariser. En effet les dimensions 
de ces sphères étant très petites, dans le voisinage de chacune 
d’elles le champ électrique peut être regardé comme uniforme.

Il est vrai que la distribution électrique à la surface d’une de 
ces sphères pourra être troublée par l’influence des sphères voi
sines ; mais nous n’aurons pas à tenir compte de ces perturba
tions :

i° Parce que les sphères étant irrégulièrement distribuées, leur 
influence tend à se neutraliser mutuellement ;

2° Parce que si l ’on admet que la distribution à la surface d’une 
sphère n’est pas la même qu’elle serait dans un champ uniforme, 
ces irrégularités de la distribution sont exprimées par des fonc
tions sphériques d’ordre supérieur ; si donc on considère le
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potentiel en un point situé à une distance ;· du centre de la sphère, 
les tefmes qui dépendent de ces irrégularités contiendront une

puissance supérieure d e — et seront négligeables, si r est très

grand par rapport au rayon de la sphère.
Nous dirons alors qu’un diélectrique dont toutes les sphères 

sont polarisées est lui-même polarisé.

52. —  Nous avons maintenant à définir les composantes de la 
polarisation électrique qui correspondent à ce qu’on appelle dans 
la théorie du magnétisme, composantes de la magnétisation.

Nous avons vu plus haut que le potentiel de notre sphère par 
rapport à un point extérieur était égal à :

ou à

coR3
cos io

/·
dx

en appelant u le volume de la sphère.
Si l ’on avait pris des axes de coordonnées quelconques, nous 

aurions trouvé pour le potentiel de la sphère polarisée, en appe
lant x , y, z les coordonnées de son centre,

_ 7i d —  j. d —  d —3 u /d ii  ;■ d'b r  ^  d-\ r
4 “  \dx dx dy dy dz dz

Imaginons maintenant un élément de volume d i du diélec
trique, contenant un nombre très grand n de sphères, et cepen
dant assez petit pour que le champ puisse y être regardé comme 
uniforme. Le potentiel des n sphères contenues dans cet élément 
sera :

7-L j  1 j  1
3nu / d<b r  ̂ d'b r . r \
471 \ dx dx dy dy ' dz dz )  '
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Posons
nu =  hdz,

de sorte que h soit le rapport du volume des sphères au volume 
total du diélectrique.

Posons en outre

A 3 h di/ n   3 h d i r   3 h d<J/
■ A —  _  ~^ T~dI ’ 4  ̂ d y *  4  ̂ d z '

il viendra pour le potentiel dû à l’élément polarisé dz

d —  . d - i  d —

Les trois quantités A, B et C sont les composantes de la  p o la 
risation , et le potentiel dû au diélectrique entier s’écrira

d-i- d —  d-L

( A d ^ "+ B "d^r +  c 1 z r ) ·

l’intégrale étant étendue au diélectrique entier ; ou, en intégrant 
par parties,

(3) v = / + ^ · ) ·

La première intégrale est étendue à tous les éléments dw de 
la surface qui limite le diélectrique, l, m, et n désignant les 
cosinus directeurs de la normale à cette surface ; la seconde 
intégrale est étendue au volume entier du diélectrique.

53. — Soit maintenant V, le potentiel dû aux corps électrisés 
extérieurs. Soit s une quelconque des petites sphères conduc
trices ayant pour centre un certain point O et exprimons les 
conditions de l ’équilibre électrique sur cette sphère.

Décomposons le volume du diélectrique en deux volumes par-
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tiels v' et v" ;  le second de ces volumes sera très petit et con
tiendra la sphère s.

Considérons une molécule électrique située en O ; cette molé
cule devra être en équilibre sous l'action : 

i° Des corps électrisés extérieurs ;
2° Du volume v' du diélectrique ;
3° Des sphères autres que s situées h l’intérieur de v" ;
4“ De la sphère s.
Nous supposerons que le volume v", quoique contenant un 

très grand nombre de sphères, est assez petit pour que les com
posantes A, B, C, puissent y être regardées comme constantes 
et nous choisirons les axes de façon que B et C et par consé-

quent —r—, — soient nuis. dy dz

54. —  Ecrivons que les composantes de toutes ces actions 
suivant l’axe des x  se détruisent.

Pour éviter toute confusion nous appellerons pour un instant 
x, y, z les coordonnées du point attirant, Ç, v), Ç celles du point 
attiré, de sorte que :

,-* =  ( * - ? ) *  + ( y - :o )2 +  ( s - 9 2·

Nous rappelons en outre que <]/ désigne le potentiel du champ 
uniforme qui produirait sur chaque sphère conductrice leur 
polarisation actuelle, et que le potentiel actuel est égal à 
Y -j- V, =  U. Nous continuerons à désigner les composantes du

. .n d<\i ¿<1/ ¿il·champ unilorme p a r --------y - ,  — -y 5- ,  —  - j - .
CICC i/î/ it/2

La composante due aux corps extérieurs sera
dVi

La composante due à i l '  ·la sphere s sera -j---- j -  puisque, par

hypothèse, la sphère est polarisée comme elle le serait sous 

l ’action d’un champ uniforme d’intensité —  ~~·

55. — Je dis que si la surface <r qui sépare les deux volumes 
partiels C et C  est convenablement choisie, l ’action des sphères 
autres que s et intérieures à C sera nulle.
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En effet soient a , b, c les coordonnées du centre d’une de ces 
sphères, le point O étant pris pour l ’origine. La force électrosta
tique exercée par cette sphère au point O aura pour composante 
suivant l’axe des x  :

3 u dty
4~ dx

d > ~r
dx1

3 u d^ a2-f-^2+ c 2—-3as
dx

(a* +  ft* +  0

Il résulte de là que les actions des trois sphères qui ont res
pectivement pour centres les points

(a, b, c), (b, c, a), (c, a , b)

se détruisent.
Si donc la surface <y possède la symétrie cubique et ne 

change pas quand on permute les trois axes de coordonnées, les 
actions des différentes sphères contenues à l’intérieur de cette 
surface se neutraliseront. C’est fau te d ’avoir fa it  celte hypothèse 
que Poisson n’a  p as  été rigoureux .

Nous supposerons, pour fixer les idées, que la surface er est 
une sphère ayant son centre en O.

56- —  Il reste à évaluer l’action du volume v'. 
Cette action est égale à

dV'

en appelant Y' l ’intégrale

étendue au volume v' ; et on aura

V' =  V —  V"

V'' désignant la même intégrale étendue au volume v", d’où 

dN' dV dV"
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Nous avons d’ailleurs, comme on l’a vu plus haut

45

V" = -----(Ik  +  nzB nC) dz t d k  dB ¿C \
r \ dx dy dz )

la première intégrale étant étendue à la surface <r et la seconde 
au volume vn.

On en déduit :

dN"
d%'

dz { d k  áB ¿C \
r3 X \ dx dy dz )  '

Si le rayon de la sphère cr est infiniment petit, il en sera de 
même de la seconde des intégrales du second membre de l’égalité 
précédente, mais non de la première.

D’ailleurs si ce rayon est très petit, A, B et C sont des 
constantes et nous avons supposé que B et C sont nuis. Il vient 
donc :

dN"
~drq A

Or l est le cosinus directeur de la normale à la sphère ; c’est
cc

donc — et l ’on a : r

dN" A

57. — L’équation d’équilibre s’écrit donc ;

¿V, . d'\ dN
d% dx d ’i

4
3

TtA =  o,

ou

¿(V 4-Y ,)
d\ d\

A.
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Si au lieu de prendre pour axe la direction de la polarisation 
au point considéré, nous avions pris des axes quelconques, nous 
aurions trouvé, au lieu de l ’cquation unique que nous venons de 
démontrer, les équations suivantes :

(— K ) " = , „ A, 

( , _ K ) ^ - = 4 = b , 

( i - K ) ^ -  =  4«C;

en posant pour abréger :

K— i 3 h
i — h '

d’où

h
K— i
K +  2

Nous écrivons d’ailleurs —— au lieu de —r=- en revenant auxdx dq
notations habituelles, ce qui n’a plus d’inconvénient puisque 
aucune confusion n’est plus à craindre.

58. —  On déduit de là en différentiant la première de ces 
équations par rapport à x , la seconde par rapport à y, la troi
sième par rapport à z et ajoutant :

Or V, est le potentiel des corps extérieurs, on a donc

AV, =  o.
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D’autre part l ’équation (3) montre que V peut être regardé 
comme le potentiel du à une couche de densité

IA. —f— /nB —(— nCt

répandue à la surface du diélectrique, moins le potentiel d’une
quantité d’électricité répandue dans tout ce volume et ayant pour 
densité

dA | c/B | dC
dy dy ' dz

Il en résulte que :

AU =  AY =  4tt
/d A  : ( —■ _-
\ dx

, ¿B , dC \
1 dy +  d z ) '

et par conséquent

• ¿ (K‘Sr)+"̂ r(k  4 " ', d y ,

Or, U =  V -f- Y, désignant le potentiel, la comparaison de 
l’équation à laquelle nous venons de parvenir avec les équations 
fondamentales de l’électrostatique' montre que K n’est autre 
chose que le pouvoir inducteur.

59. — Ainsi, dans un diélectrique constitué comme se l’ima
gine Mossotti, et de pouvoir inducteur K, le rapport du volume 
occupé par les sphères au volume total est égal à :

K —
K +

On trouve d’ailleurs

• K )^ -= = 4 ^ A = : — 3/Æ ·dx dx

Le déplacement électrique de la théorie de Maxwell s’écrit 
alors :

K ¿U 3/i K oty 3 K
4u dx 4tï K— i ~dx K +  2 I x "
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Les deux autres composantes du déplacement électrique sont 
nulles si, comme nous le supposons, nous prenons pour axe 
des x  la direction de la polarisation au point considéré. Si en 
même temps, revenant à nos notations du n° 46, nous appelons 
cp l’intensité du champ uniforme .qui polariserait nos petites 
sphères comme elles le sont réellement, nous aurons :

d'Î

et
3 K

4 7t K +  2 ^'

60. —  Nous avons vu que dans la théorie de Poisson et Mos- 
sotti la polarisation des petites sphères conductrices varie quand 
on fait varier le champ électrique dans lequel elles se trouvent 
placées, et que les courants qui se produisent dans ces petites 
sphères et résultant de cette variation peuvent être comparés 
aux courants de déplacement de Maxwell. Il importe de com
parer l’intensité de ces courants de déplacement dans les deux 
théories.

Pour cela je  vais calculer la valeur de f  du déplacement élec
trique dans la théorie de Mossotti et la comparer à la valeur de f  
que nous venons de trouver.

Chacune de nos sphères est polarisée comme si elle était sou
mise à l’action d’un champ uniforme d’intensité ç.

Donc -d’après ce que nous avons vu au n° 49 tout se passe 
comme s’il existait deux sphères de même rayon que la sphère 
conductrice, l ’une remplie de fluide positif de densité i ,  l ’autre 
de fluide négatif de densité i ,  et si la sphère négative, coïncidant 
dans l’état d’équilibre normal avec la sphère positive, subissait 
sous l ’influence d’un champ uniforme d’intensité o un déplace
ment x 0 donné par la formule

Tout se passera donc comme s’il y avait déplacement en bloc 
des fluides électriques de chacune des petites sphères. Mais, les
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sphères conductrices n’occupent pas le volume entier du diélec
trique ; elles sont séparées entre elles par un milieu isolant 
jouissant des mêmes propriétés que l’air, et la somme de leurs 
volumes est au volume total du diélectrique dans le rapport de h 
à i. La somme des charges positives qui se trouvent sur ces 
sphères est donc h fois plus petite que la somme de ces mêmes 
charges dans l’hypothèse où tout le volume de diélectrique serait 
occupé par des sphères conductrices. Comme il en est de même 
des charges négatives, il revient au même d’admettre que chacun 
des fluides est répandu dans tout le diélectrique avec une den
sité h, ou que chacun d’eux n’occupe qu’une fraction h du volume 
du diélectrique avec une densité 1. La valeur du déplacement 
moyen sera évidemment la même dans les deux cas. Si nous 
adoptons la première hypothèse nous pourrons appliquer à la 
sphère diélectrique les formules du n° 49 en y remplaçant x 0 
par hx0, puisque dans ces formules la densité est supposée égale 
à 1 et que maintenant elle est h. Cette quantité hx0 est donc le 
déplacement moyen que subit le fluide négatif dans le diélec
trique soumis à l ’influence du champ, Si nous remplaçons x 0 par 
sa valeur tirée de l’équation (1) nous avons pour ce déplace-

ment — h et par suite pour le déplacement du fluide positif

par rapport au fluide négatif, qui ne diffère que par le signe du 
précédent,

r = h 1 1 .
4n

Or on a

(5) h
K — 1
K - f  2 '

Mais si par suite de cette relation les actions extérieures des 
diélectriques sont les mêmes dans les deux théories, les intensités 
des courants de déplacement n’ont pas la même valeur dans l’une 
et dans l’autre. En effet, si nous portons cette valeur de h dans 
l’expression de f  nous obtenons pour la valeur du déplacement 
dans la théorie de Poisson

(6)
3y K — i
4tï K +  2 ’

Poincaré. Electricité et Optique. 4
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qui diffère de celle du déplacement dans la théorie de Maxwell, 
donnée par la formule (4). Le rapport de ces quantités est

f  K —  i 
/■ -  K 5

c’est aussi le rapport des intensités des courants de déplace
ment dans les deux théories. Dans l’air l ’intensité du courant de 
déplacement est nulle quand on adopte les idées de Poisson 
puisque la formule (6) donne f  =  o pour K =  1 et que le pou
voir inducteur spécifique de l ’air est l ’unité. Dans la théorie de 
Maxwell, le déplacement dans l’air a, d’après la formule (4), la

valeur f =  - j—, et par suite, contrairement à ce qui a lieu dans
471

la théorie de Poisson, l ’intensité du courant de. déplacement ■ 
n’est pas nulle dans ce milieu. C’est là la différence la plus 
importante qui existe entre les deux théories dont nous venons 
de comparer les conséquences.

•
64. M od ifica tion  d e l à  th éo r ie  d e P o is so n . C ellu les . —  Mais, 

ainsi que nous l’avons annoncé au commencement de ce chapitre, 
il est possible en introduisant dans la théorie de Poisson quelques 
modifications secondaires de faire concorder ses résultats avec 
ceux de la théorie de Maxwell. C’est ce que nous allons montrer.

Remarquons que si les formules (5) et (7), qui donnent h et 
le rapport des déplacements, ne sont pas homogènes, cela tient 
à ce que nous avons pris l ’unité pour le pouvoir inducteur spé
cifique de la substance isolante qui sépare les sphères conduc
trices dans celle de Poisson.

Il serait facile de vérifier que si nous désignons par K, le pou
voir inducteur de cette substance, les formules (5) et (7) devien
nent

,..... K - K ,  f  _ K - K ,
K H- aKj ’ /' K ■

Cette dernière formule montre que si K4 est très petit le rap
port des déplacements est voisin de l’unité. Les intensités des 
courants de déplacement auraient donc sensiblement la même 
valeur dans les deux théories si K, était infiniment petit, ce qui
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exige que h diffère infiniment peu de l’unité, c’est-à-dire que 
l’espace non conducteur qui sépare les sphères conductrices soit 
infiniment petit. Or, nous n’avons introduit l ’hypothèse de la 
forme sphérique des conducteurs disséminés dans le diélectrique 
que pour avoir plus de simplicité dans les calculs ; les consé
quences restant vraies pour une forme quelconque des conduc
teurs nous pouvons nous représenter un diélectrique comme 
formé de cellules conductrices séparées par des cloisons non con
ductrices. Il suffit alors pour faire concorder la théorie de Pois
son avec celle de Maxwell de supposer que ces cloisons ont une 
épaisseur infiniment petite, puisqu’alors h diffère infiniment peu 
de l’unité et qu’elles sont formées d’une substance isolante de 
pouvoir inducteur spécifique K, infiniment petit. Montrons que 
cette concordance se retrouve dans toutes les conséquences de la 
théorie de Maxwell et qu’au point de vue mathématique cette 
dernière théorie est identique avec celle de Poisson ainsi 
modifiée.

62. P rop ag ation  de la  ch a leu r  dan s un m ilieu  hom ogène. 
— La suite des calculs nécessaires nous conduira à des relations 
tout à fait pareilles à celles qu’a établies Fourier dans l’étude 
de la conductibilité de la chaleur. Dans le but de faire ressortir 
l’analogie mathématique qui existe entre les phénomènes élec
triques et les phénomènes calorifiques, nous commencerons par 
rappeler brièvement la théorie de Fourier.

Cette théorie repose sur les hypothèses suivantes : quand deux 
molécules d’un corps sont à des températures différentes, il y a 
passage de chaleur de la plus chaude à la plus froide ; la quantité 
de chaleur qui passe pendant un temps donné est une fonction 
de la distance, qui tend rapidement vers zéro quand la distance 
croît, et qui ne dépend pas de la température ; enfin cette quan
tité de chaleur est proportionnelle à la différence Vt — V2 des 
températures des deux molécules. Il résulte de ces hypothèses 
que la quantité de chaleur qui passe pendant un temps dt d’une 
molécule à une autre est

(i) dq =  —  CdthY, m
AV représentant la variation de la température quand on se dé-
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place dans le sens du flux calorifique et C étant une quantité indé
pendante de la température.

63. —  Considérons un parallélipipède rectangle infiniment 
petit ABCD A'B'C'D' (fig. 6) situé dans le corps et prenons trois 
axes de coordonnées respectivement parallèles à trois arêtes du 
parallélipipède. Soient ih  son volume, cAo la surface de sa section 
par un plan perpendiculaire à l’axe des x , a  et b les coordonnées 
des deux extrémités A et A! d’une arête parallèle à cet axe ; on

a la relation

<h ■ <Ai) (b — a).

Cherchons la quantité de cha
leur QîAjîA qui traverse la sec
tion (Ao pendant l’intervalle de 
temps dt. Pour cela calculons de 
deux manières différentes l’inté
grale

( )̂ f  (QiAotA) d x ,
V(t

qui donne la somme des quan
tités de chaleur qui traversent 

toutes les sections du parallélipipède perpendiculaires à Ox pen
dant le temps dt.

L’intégration donne immédiatement, si l ’on regarde comme 
constante la quantité de chaleur qui traverse chaque section <Ai> 
du parallélipipède infiniment petit,

Qdtùdt (b —  d) =  Qdidt.

64. —  Pour trouver une autre expression de cette quantité, 
coupons le parallélipipède par une section quelconque EFGH 
perpendiculaire à Ox■ et prenons de part et d’autre deux molé
cules M et M'. D’après les hypothèses de Fourier la quan
tité de chaleur qui passe de l’une à l’autre pendant le temps 
dt est

(3 ) qdt - -  —  CiAAV,
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et la somme des quantités de chaleur qui passent par toutes les 
sections du parallélipipède est

dx.

Mais pour les sections qui ne sont pas comprises entre les 
molécules il n’y a pas passage de chaleur et les éléments de 
l’intégrale qui correspondent à ces sections sont nuis. Il suffit 
donc de prendre pour limites de l’intégrale les valeurs x  et 
x  Ax des coordonnées des points M et M' ; on obtient

/»£ -+- àX '
I (qdt) dx =  qAxdt.

Les autres couples de molécules du parallélipipède donnent 
des quantités analogues. Leur somme est précisément la valeur 
de l ’intégrale (2) et nous avons

(4) Qdxdt — HqAxdt.

Mais la relation (3) nous donne pour q ,

d v
dy % -

dN
dz

À*
)■

en négligeant dans le développement les puissances de Ax, A y, 
Az, égales et supérieures à 2 , ce qui est permis, les échanges 
de chaleur étant supposés n’avoir lieu qu’entre molécules très 
voisines et les termes négligés étant alors très petits par rapport 
aux premiers termes du développement. Portant alors cette 
valeur de q dans la relation (4), nous obtenons

(5) ^

C étant par hypothèse indépendant de la température. Les 
coefficients des dérivées partielles de Y n’en dépendent pas non
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plus. Par conséquent Q est une fonction linéaire et homogène de 
ces dérivées.

65. —  Si le corps considéré est isotrope cette fonction se 
réduit à un seul terme. En effet, dans ce cas l’expression de Q 
ne doit pas changer quand on y remplace x  par —  x  et il faut, 
pour qu’il en soit ainsi, que les dérivées partielles de V par rap
port à y et à z disparaissent du second membre. Nous avons donc 
simplement

Qdz — -----SCA*2,

et si nous posons

il vient

A =
SCA.*2

d~

Q = — A dV
dx

La constante A est le coefficient de conductibilité thermique du 
milieu.

Le milieu étant supposé isotrope la valeur de ce coefficient est 
la même pour toutes les directions ; nous aurons donc pour 
la quantité de chaleur par unité de surface à travers un élé
ment de surface perpendiculaire à l’un des autres axes de coor
données

Q  =

Q  = A
dV 
dz '

D’une manière générale, nous aurons pour un élément orienté 
d’une manière quelconque

(6) Q =

dn étant une longueur infiniment petite prise sur la normale à 
l’élément.
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66. A n alog ie  a v ec  le  d ép lacem en t de l ’é le c tr ic ité  dan s le s  
cellu les . —  À l’intérieur de chacune des cellules conductrices le 
potentiel  ̂ est constant, mais ce potentiel varie brusquement 
quand on traverse les parois isolantes qui limitent les cellules ; 

 ̂ est donc une fonction discontinue des coordonnées. Nous ne 
pourrions introduire cette fonction dans nos calculs sans faire 
d’hypothèses sur sa forme, il est plus simple de considérer à sa 
place une fonction continue dont la valeur en chaque point dif
fère peu de celle do Nous supposerons que ces deux fonctions 
prennent les mêmes valeurs aux centres de gravité G(, G2T GS.—  
des diverses cellules ; l ’erreur commise en substituant a i]i une 
fonction continue sera alors du même ordre de grandeur que 
les dimensions des cellules, dimensions que 
nous pouvons toujours supposer très petites.

Considérons une de ces cellules (fig. q).
Lorsque le diélectrique n’est pas soumis à 
l’action d’un champ cette cellule est à l ’état 
neutre ; dans le cas contraire elle présentera 
sur ses faces S,, S2, S3, S3, des quantités 
d’électricité q{, qv qv qv mais comme la 
cellule conductrice ne cesse pas d’être isolée la somme de ces 
quantités est nulle :

i7i +  <724-</3 + <74 =  0 .

Si la valeur du champ vient à changer, les charges de chacune 
des faces de la cellule varient, mais leur somme restant nulle,
on a, en appelant dqiy dq2......  les variations produites pendant
un intervalle de temps dt,

dqt -+- dq3 +  dq3 -\-dqs =  °.

Il ne peut donc y avoir augmentation de la charge de l’une des 
faces que s’il ÿ a diminution sur quelque autre. Supposons, pour 
fixer les idées que. la charge de S3 augmente et que celle de S, 
diminue. Une certaine quantité d’électricité passera de S, à 
S3 en suivant un chemin que nous représenterons par APB. 
Mais il revient évidemment au même de supposer que l’électri
cité suit le chemin APGPB puisque la portion PG qui joint un 
point quelconque P du chemin réel au centre de gravité de la
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cellule est parcourue successivement dans les deux sens. On 
peut donc considérer le passage d’une certaine quantité d’élec
tricité de S, à Ss comme résultant du passage de cette même 
quantité de G à S3 et du passage d’une quantité égale mais de 
signe contraire de G à S,. Tout se passe donc comme si, par suite
de la variation du champ, des quantités dqv dqs......  d’électricité
allaient du centre de gravité G aux diverses surfaces de la cel
lule.

67. —  Prenons maintenant deux cellules contiguës de centres 
de gravité G, et G2 (fig. 8). Soient S, et S2 les faces de chacune 
de ces cellules qui se trouvent en regard. Ces deux faces peuvent 
être considérées comme les armatures d’un condensateur à faces 
parallèles et infiniment voisines et si nous supposons que la 

charge de S, augmente de dq, il en résulte 
nécessairement une diminution de charge 
—  dq, sur la surface en regard de S a. D’après 
ce que nous avons dit précédemment, l ’aug
mentation dq de la charge de S, peut être 
considérée comme résultant du passage de 
dq de G, à S r  De même, la diminution de la 
charge de S2 peut être regardée comme pro
venant du passage d’une quantité —  dq de Gs 

à S2, ou ce qui revient au même, du passage de dq de S2 à G2. 
Mais alors c’est comme si la quantité dq allait de G, à G2. On 
peut donc dire qu’il y a échange d’électricité entre les molécules 
G, et G2 et nous commençons à voir apparaître l’analogie avec 
les phénomènes calorifiques.

68. —  Appelons G la capacité du condensateur formé par les 
surfaces S, et S2, <jq et ^  les valeurs du potentiel dans chacune 
des cellules ; nous aurons pour la valeur absolue de la quantité 
d’électricité située sur S, et S2

<7 =  C ( ^ - | 2).

Comme c’est la face de la cellule dont le potentiel est le plus 
élevé qui se charge d’électricité positive, l ’électricité positive, 
dans le déplacement fictif que nous avons supposé s’effectuer
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entre les centres de gravité, passe d’un centre de gravité à un 
autre de potentiel moins élevé. Par conséquent, en appelant la 
variation du potentiel dans le sens du déplacement, nous avons 
pour la quantité d’électricité qui passe d’un centre de gravité à 
un autre

<7 =  — CA'}.

Pendant un intervalle de temps dt, la variation de la différence 

de potentiel Atp entre les points considérés sera dt Â  ou 

dt A— par suite, la quantité d’électricité qui passe d’un de ces 

points à l ’autre pendant ce même intervalle est

d q =  — C dt A

Cette formule est identique à la formule (i) du n° 62 qui donne 
la quantité de chaleur qui passe d’une molécule à une autre, C 
étant d’ailleurs dans l’une et l’autre formule indépendant de la 
quantité dont la variation est indiquée par A.

69. —  La loi des échanges d’électricité étant la même que celle 
des échanges de chaleur dans la théorie de Fourier, nous obtien
drons la quantité d’électricité rapportée à l’unité de surface à 
travers un élément quelconque en remplaçant dans la formule (6)

(65), la température Y par la quantité - ^ - - E n  appelant, comme 

le fait Maxwell,
u dodt, çdiùdt, w d o  dt

les quantités d’électricité qui traversent pendant le temps dt des 
éléments d o  respectivement perpendiculaires aux axes de coor
données, nous aurons
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Or, u, v, w sont dans la théorie de Maxwell les composantes 
de la vitesse du déplacement électrique, et par suite, puisque f ,g ,  h, 
représentent les composantes de ce déplacement,

d f  d" dhn  ----  ---L_ n ---- ---- S__  r*.— _____

Si donc on adopte pour n ,  v , w , les valeurs que nous venons de 
trouver, on obtient pour f

(8)

Comme dans la théorie de Maxwell,

JL Ü
4~ dx

on voit que la théorie des cellules concordera avec celle de Max
well si nous posons

A =
K
4n

70. —  Cherchons à trouver la relation qui, dans la théorie de 
Maxwell, exprime l ’incompressibilité du lluide inducteur.

La quantité totale d’électricité contenue dans chaque cellule 
étant nulle à chaque instant, la quantité d’électricité qui pénètre 
pendant un intervalle de temps quelconque à travers une surface 
fermée qui limite un volume est également nulle. Or, u, v, m, étant 
les composantes suivant les trois axes de la vitesse avec laquelle 
s’effectue le mouvement de l’électricité, la composante de cette 
vitesse suivant la normale à un élément du  de la surface est

cm -f- ¡3*> -|- yw,

a, ¡3, y, désignant les cosinus directeurs de la normale. Par suite, 
la quantité d’électricité qui traverse dtD pendant l’unité de temps 
est

(a K +  ¡3p +  y w)
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et. la quantité qui traverse la surface fermée pendant le même 
temps est égale à l ’intégrale

J  (au -+- ¡Sf> +  y «<) du

étendue à tous les éléments de cette surface. Pendant un inter
valle de temps dt, la quantité d’électricité traversant la surface 
fermée est le produit de l’intégrale précédente par dt. En inté
grant par rapport au temps, on aura la quantité d’électricité tra
versant la surface pendant un temps quelconque, et, comme cette 
quantité est nulle, l’intégrale obtenue doit être égale à o. Si nous 
remarquons que u, v, w sont les dérivées par rapport au temps 
des composantes f ,  g, h du déplacement, nous avons pour cette 
intégrale

(9) /  ( = '/ +  +  ï /i) i/t)J =  0 ·

Or, on sait que

la première intégrale étant étendue à une surface fermée, la 
seconde, au volume limité par cette surface. En transformant de 
la même manière les deux autres termes de l’intégrale (9), nous 
obtenons

df_
dx

dg_
dy

dh
dz d'z— o,

Cette égalité devant être satisfaite quel que soit le volume con
sidéré, nous en concluons

d f dg dh
- j — -\— -r — I---- 7— = 0 .. dx dy dz

1
C’est bien la relation qui, dans la théorie de Maxwell, lie entre 

elles les dérivées des composantes du déplacement du fluide induc
teur d’un milieu diélectrique.
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71. Id e n t ité  d e s  e x p r e s s io n s  d e  l ’én erg ie  p o ten tie lle .  —  
Montrons enfin que la théorie des cellules conduit à la même 
expression de l ’énergie potentielle que la théorie de Maxwell.

On sait que l ’énergie potentielle d’un système de conducteurs 
électrisés est égale à la demi-somme des produits de la charge de 
chaque conducteur par son potentiel. Les charges des surfaces 
en regard de deux cellules contiguës sont égales et de signes 
contraires; par suite, si ijq et <]/, sont les potentiels de ces cel
lules, le terme fourni à l’énergie potentielle par ces charges est

^ - ( ^  —  « 7 ^ )= —  ~  fW -

D’ailleurs si C est la capacité du condensateur formé par les 
surfaces considérées, on a

fI  =  —  CAtj/,

et le terme précédent devient

7 C W .

En développant par rapport aux puissances croissantes de 
Ay, Az, et en négligeant les puissances de ces quantités supé

rieures à la première, nous obtenons

A 'j '= -^ -A  Aÿ_|_iÎÎ- A z.
d x  dy J  dz

Considérons donc un élément de volume dz assez petit pour que 
nous puissions admettre que les dérivées partielles de  ̂ ont la 
même valeur en tout point de cet élément, mais assez grand tou
tefois pour contenir un très grand nombre de cellules, et par 
conséquent, un très grand nombre de condensateurs.

L’énergie potentielle c?W de cet élément, sera la somme des 
énergies potentielles des divers petits condensateurs qui y sont 
contenus, on aura donc :
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Mais nous avons fait remarquer à propos des phénomènes calo
rifiques que dans le cas d’un milieu isotrope, les sommes

^CA.rA//, ^CAyAs, ^CA-Ax

sont nulles. Nous avons posé

SCA/r2 SCA//2 SCA:2
A = -  ,I dx dx dx

Par conséquent, nous aurons pour l’énergie potentielle de l’élé
ment dx,

Si nous remplaçons dans cette expression les dérivées par
tielles par leurs valeurs tirées de la relation (8) du n° 69,

et des relations analogues qui contiennent g  et h, et si nous don

nons à A la valeur —— que nous avons été conduits à lui attribuer

pour faire concorder la théorie des cellules et de celle de Max
well, nous obtenons

fZW =  i r ( / '2+ é ’2 +  /i2) d -

L’énergie potentielle du volume fini sera donnée par l’inté
grale

Cette expression est identique à celle que nous avons déduite 
(§ 32) de la théorie de Maxwell et, comme dans cette dernière 
théorie, l’énergie potentielle d’un système électrisé se trouve 
dans le milieu diélectrique qui sépare les conducteurs.
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• T2. R emarque. —  Dans les calculs précédents, nous avons admis 
qu’en chaque point du diélectrique, la force électrique ne dépend 
que de l’état électrostatique du système électrisé. S ’il en était 
autrement, si, par exemple, outre la force électromotrice due aux 
actions électrostatiques, s’exercait une force électromotrice d’in
duction, les formules auxquelles nous sommes parvenus devraient 
être modifiées.

En particulier, la composante f  du déplacement ne serait plus 
donnée par la formule

' 4-  dx '

mais par la formule

K / d'b
4t: \ dx -x .

où X désigne la composante suivant l’axe des x  de la force élec- 
trofnotrice d’induction.

Pour le montrer, cherchons la variation Ad< du potentiel quand 
on passe du centre de gravité G, d’une cellule au centre de gra
vité G2 d’une cellule contiguë. Elle est égale à la variation brus
que II qui se produit quand on traverse la paroi isolante, augmen
tée du travail qu’il faut effectuer à l’encontre des forces d’induc
tion pour faire passer l’unité d’électricité positive de G, à G2. Si 
donc —  X, — Y, —  Z sont les composantes de la force électro
motrice d’induction quand on passe de G, à Gs, on a pour A<Jq

A|< =  11 H- XAx-f-YA?/-f- ZA:.

La charge électrique q d’un de nos petits condensateurs sera 
égale au produit de la capacité de ce condensateur, par la diffé
rence de potentiel II de ses deux armatures ; il viendra donc :

q =  —  Cil =  — CA* +  C (XA,r +  YAy +  ZAc) 

et, au lieu d’avoir simplement

,  — CA* — ·
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on aura

v=-cH S - x)+4» {-%  - 4 4-* (f - 4

Dans toutes nos formules, il faudra donc remplacer

4  4  r t  4
dx ’ dy dz

par

La formule

dty y  d^ __y  d̂ j __ rj
~1------ ”7 jdx dy dz

n _ 4 ^  4
' K «¿a;

devient donc

/■='
_k_/ _ 4  
4  ̂ V rf# X .

ou
4  _ V  4 ~
céi: K /··

73. C as d es  corp s an isotrop es. —  Il importe, pour pouvoir 
établir la théorie électromagnétique de la double réfraction, de 
voir ce que deviennent ces formules dans les corps anisotropes. 

Reprenons la formule (io) du n° 7 1 . Si dans cette formule on

regardait -^y-, et y -co m m e les coordonnées d’un point dans

l ’espace et ¿W  comme une constante, on aurait l ’équation d’un 
ellipsoïde.

Si l ’on fait un changement d’axes de coordonnées, cet ellip
soïde fictif conservera la même forme, mais sa position par rap
port aux axes variera.

Prenons donc pour axes de coordonnées les axes de cet ellip
soïde, son équation deviendra :
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et on aura :

. SCA.r2 . .  ECAw2 ... SCAs2 A = ---- ;---- , A '= -----J-2—, A1'— -

( " )
dx dz dx

^JZ A xày  =^C A .rA .j = ^ C A y A c =  o.

Reprenons la formule (5) de la théorie de Fourier (§ 64). 
En vertu des équations (n )  elle se réduira à

Q = — A dV
dx

Or nous avons vu au n° 69 que pour passer de la théorie de 
Fourier à celle des échanges d’électricité qui ont lieu entre nos

cellules, il suffit de changer V en . Il vient donc encore,'

A ^U — ---A ------—dldx

et de même

ç =  —  A
dldy

1 0  =  — A!'
dSj> 

dldz

La seule différence avec les équations (7), c’est que les coetfi-
. d d 2<L d lii . ,

cients de , , - ne sont plus égaux
dtdx  ’ dldy dldz 1 b

On en déduit :

entre eux.

__A di/ K
dx 4 ^ dx ’

___  A /
dij K' dif

X L
dy ~ 4tz W

A" di/ K" di/
dz 4tt dz ’

en posant

K 4*A, K' =  4-A', K" -  4uA".
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S ’il existe des forces electromotrices d’induction dont les com
posantes soient X, Y, Z, ces formules deviennent :

(12) K /d i f  
4 TC \ i l  JC 

K'

K"
4tï V d.

d;j
4

—  X 

- Y

—  Z

On trouve d’ailleurs

d f  dg ' dit 
dx  ‘ dy , cl z ’

et

W = J V W =  / 27-d’>m( f L
K2 K"

/¿2
K"2

74. D iscussion . — La théorie des cellules ne peut pas plus être 
adoptée définitivement que celle du fluide inducteur. Cette cons
titution hétérogène paraît difficile à admettre pour les diélec
triques liquides ou gazeux et surtout pour le vide interplanétaire. 
J ’ai tenu néanmoins à exposer ces deux théories : elles seraient 
incompatibles si on les regardait comme exprimant la réalité 
objective, elles seront toutes deux utiles si on les considère 
comme provisoires. Si je m’étais bornea développer l’une d’elles, 
j ’aurais laissé croire (ce que croient bien des personnes, mais ce 
qui me semble faux) que Maxwell regardait le déplacement élec
trique comme le véritable déplacement d’une véritable matière.

Le fond de sa pensée est bien différent comme nous le ver
rons plus loin.

Poincaré. Electricité et Optique. 5
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D É P L A C E M E N T  D E S  C O N D U C T E U R S  S O U S  L ’A C T I O N  

D E S  F O R C E S  É L E C T R I Q U E S  

T H É O R I E  P A R T I C U L I È R E  A M A X W E L L

75. F o r c e s  s ’ex e r ça n t en tre  con du cteu rs é le c tr is é s .  —  Jus
qu’ici, nous avons supposé dans notre étude que les conducteurs 
électrisés restaient immobiles. Or, nous savons, par exemple, que 
deux conducteurs électrisés se repoussent ou s’attirent suivant 
qu’ils sont chargés d’électricité de môme nom ou d’électricité de 
noms contraires. L’électricité agit donc sur la matière. Quelle est 
la nature de cette action ? C’est ce que nous ne pouvons dire avec 
précision, ignorant la nature de la cause de l’action, la nature de 
l’électricité. Toutefois nous n’avons nullement besoin de la con
naître pour avoir la valeur de la force qui s’exerce entre deux 
conducteurs ; il nous suffit d’appliquer le principe de la conser
vation de l’énergie.

En effet, considérons deux conducteurs C et C' possédant des 
charges électriques M et M'. Supposons que le conducteur C 
puisse se déplacer, mais sans tourner autour de son centre de 
gravité. La connaissance des coordonnées ç, Y), Ç de ce point suf
fira alors pour définir la position de C dans l ’espace. L’énergie 
potentielle du système des deux conducteurs dépend évidemment 
de la position du conducteur C par rapport au conducteur C' et 
aussi des charges de ces conducteurs. La position de G se trouvant 
définie, d’après notre hypothèse, par les coordonnées de son centre 
de gravité, l ’énergie potentielle W  du système est donc une

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



FO RCES EN TR E CONDUCTEURS ÉLEC TR ISÉS  6 7

fonction de ces coordonnées et des charges M et M' ; nous pou
vons poser

W  =  F(Ç ,T | ,Ç ,M ,M ') .

Pour que le système soit en équilibre, il faut appliquer au 
conducteur mobile C une force égale et contraire à la force 
qu’exerce sur lui le conducteur C'; soient — X, — Y, — Z les 
composantes de la force’qu’il faut appliquer à C. Puisqu’il y a 

‘ équilibre, la somme des travaux virtuels de toutes les forces 
agissant sur le système, tant intérieures qu’extérieures, doit être 
nulle. Pour un déplacement §5 du centre de gravité de C le travail 
de la force extérieure est —  X85, celui des forces intérieures est
dW ,~~Sr~ ; nous avons donc

-X S S  + dW s!· = o .

Nous tirons de cette équation pour la valeur de la composante X 
de la force exercée par C? sur C,

• y _  dW  
X i\ ‘

76. —  L’hypothèse la plus simple et la plus naturelle que l ’on 
puisse faire pour expliquer les attractions et répulsions entre 
conducteurs électrisés est d’attribuer ces actions à l’élasticité du 
fluide répandu entre les conducteurs et de chercher à appliquer à 
ce fluide les principes ordinaires de lathéorie de l’élasticité. Malheu
reusement les conséquences de cette hypothèse ne sont pas con
formes aux faits expérimentaux. En eifet, dans un fluide élastique 
les forces élastiques résultant de déplacements très petits[sont des 
fonctions linéaires de ces déplacements. Par conséquent l’hypo
thèse dans laquelle nous nous sommes placés conduirait à admet
tre que la force qui s’exerce entre deux conducteurs électrisés est 
une fonction linéaire des charges électriques des conducteurs. 
Il en résulterait qu’en doublant les charges de chaque conducteur 
on devrait avoir une force double ; or, on sait que si les charges 
de deux conducteurs viennent h être doublées la foreequi s’exerce 
entre eux est quadruplée.

Bien d’autres hypothèses ont été proposées pour expliquer cette
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action des conducteurs électrisés. Si quelques-unes ont le mérite 
de conduire à des conséquences conformes à l’expérience elles 
présentent l ’inconvénient d’être compliquées et aucune raison ne 
peut être invoquée pour faire préférer l’une de ces théories h 
l ’autre. Aussi, ne nous étendrons-nous pas sur ce sujet et nous 
bornerons-nous à exposer la théorie que Maxwell a proposée.

11. T h éor ie  d e M ax w ell.  — Prenons un élément de volume dz 
d’un conducteur électrisé et soit p la densité de l’électricité libre 
au centre de gravité de cet élément. Par électricité libre nous 
entendons dans la théorie des deux fluides, l ’excès de l’électricité 
positive sur l’électricité négative ; et dans la théorie du fluide 
unique l’excès de l’électricité contenue dans l’élément sur la 
quantité que ce même élément contiendrait à l ’état neutre. Les 
deux théories sont d’ailleurs absolument équivalentes.

La masse électrique de l’élément est donc pcfo, et si  ̂ est la 
valeur du potentiel au centre de gravité la force qui s’exerce sur 
cette masse électrique a pour composantes

--- 0 d’y
di,
dz

L’expérience nous apprend que la force qui agit sur l’élément 
matériel lui-même est égale à celle qui agit sur l’électricité qui 
y est contenue et par conséquent que cet élément ne pourra se 
maintenir en équilibre que si on lui applique une force destinée à 
contrebalancer l’attraction électrostatique.

Si on appelle Xdz, "ïdz, Ldz les composantes de cette force, on 
devra avoir :

(0 X  =  i
dty
dx Y - pW

x=f d<b
dz

Dans l ’idée de Maxwell, qui dans toutes ses théories cherche à 
éviter l’hypothèse des actions électriques s’exerçant à distance, 
les répulsions et les attractions des conducteurs sont dues a des 
pressions sur la matière pondérable se transmettant à travers la 
matière diélectrique. —  Cherchons la résultante de ces pres
sions.
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78. — La pression qui s’exerce sur un élément de surface n’est 
pas nécessairement normale à cet élément. Désignons par

les composantes suivant les trois axes de la pression qui s’exerce 
sur un élément perpendiculaire à l’axe des x  ;  par

PyJA ), P yydbi, P y,du,

les composantes de la pression sur un élément perpendiculaire 
à O y ; enfin par

Pjj.dw, P.j/Zw, P2.î?m,

les composantes sur un élément perpendiculaire à Oz. Ces neuf 
quantités suffisent pour déterminer la pression surun élément de 
surface orienté d’une manière quelconque. D’ailleurs, ces neuf 
quantités se réduisent à six. En effet la théorie de l’élasticité 
nous apprend qu’on doit avoir :

( 1 ) p — p P — P P '— p\‘* J  1 sry A yx ± ys   A zy)  A x z  1 s z ·

79. — Considérons maintenant un parallèlipipède rectangle 
(fig. 9) dont les ar'êtes, que nous supposerons parallèles aux axes de 
coordonnées, ont pour longueurs 
dx, dy, dz, et écrivons que ce 
parallèlipipède est en équilibre 
sous l’action des pressions qui 
s’exercent sur ses faces et sous 
l ’action de la force extérieure dont 
les composantes sont X.dx, Y dx,
Idx .

Les équations qui expriment 
que la somme des moments des 
forces par rapport à chacun des 
trois axes de coordonnées est nulle 
conduisent précisément aux rela
tions (2). Exprimons donc seulement que la somme des compo
santes suivant un des axes des forces qui agissent sur le parallé- 
lipipède est nulle.

La pression qui s’exerce sur la face ÀBCD a pour compo
sante parallèle à Ox, PM dy dz \ la pression qui s’exerce sur la  face
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opposée EFG1I a pour composante suivant la même direction

dx'j dy (¿s.Nous adopterons la notation de Maxwell

qui regarde les tensions comme.positives et les pressions comme 
négatives ; la résultante de ces deux forces se réduit alors à 
leur somme algébrique.

dP dP
^ d x d y d s  =  - ^ d x .dx dx

Nous trouverions de la même manière pour la somme algé
brique des composantes parallèles à O.r des pressions qui 
s ’exercent sur les autres faces du parallélipipède.

dx.

La somme de ces quantités doit être égale à —  Xdx ; nous 
avons donc

d'P^
dx

■ dx -
dP„
dy

dx +  ^ 2 -  dx =  —  X dx =  —  p dx .
dz > dx

En écrivant que les sommes des composantes des pressions 
suivant les axes des y  et des z sont égales aux composantes de la 
force extérieure suivant les mômes axes, nous obtiendrons deux 
équations analogues. En divisant les deux membres de chacune 
de ces équations par dx, nous aurons, en tenant compte des rela
tions (2) :

(3)

dP*x
dx

¿Py.
dx

d)\x
dx

dPyx
dy

dPm
dy

d P ^
dy

dP „
dz

dP„.
dz

dP „
dz

dis
Z 9 d x ’ 

d i

dù
—  ? lT z ·

80. Ce système de trois équations contient six inconnues ;
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il admet donc une infinité de solutions. Maxwell prend la sui
vante :

p„ =
(4)

Montrons que ce 
tions (3). On a

rfP«. — K /d'b d2<\i d<\i d}'\i d'h e?2A \
dx  471 \dx dx2 dy dxdy dz d x d z ) ’

dV„x __ K / 4  d^b dii d ^  \
dy <$k \ dx dy2 dy dxdy / ’

¿P :,  __ K / 4  < 4  cZA < 4  \
¿s 4~ \ dx dz2 dz dxdz J

et le premier membre de la première équation devient, après 
réduction,

K 4  td2ty . ¿ 4  d2A \ __  K 4  . .
4it dx \dx2 *" dy2 dz2 / 4TC ¿4? ’ *

Or on a vu (12) que dans un milieu diélectrique homogène, 
on a

K A ^ =  —  4wp.

Par conséquent le premier membre de l’équation considérée 
peut s’écrire

4

 ̂ dx ’

K r7_4N\2 / 4  V / 4 \ 2
8ti L. \ dx  /1 \ dy) \ d z )

k r7 4 7 , 2 / 4 V _ m8 k  LA dy)1 U 2 /
k  ry 4  N

r - © ' - /4 V '
8 k  L.U*/ \ d y )

P — p  — AA clA .yx —  ^  d x  d i j

p  _ p  _  J £  Ê ï A i  
»  ~  v‘ ~  4tt dy dz

p  — p  —  K  4  4
“  4tt ¿ r  dz ■.

système de solutions satisfait bien aux équa-
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ce qui montre que cette équation est satisfaite. On s’assurerait de 
la mèmç manière que les deux dernières des équations (3) sont 
vérifiées par la solution adoptée par Maxwell.

81. — Prenons pour axe des x  la direction de la force élec
tromotrice en un point et pour axes des y  et des z  deux droites 
rectangulaires perpendiculaires à cette direction. S i nous dési
gnons par F la valeur absolue de la force électromotrice, nous 
avons dans ce nouveau système d’axes

di/ __ dô
d 7 ~ ~ ~  S  dp

d£
dz o.

En portant ces valeurs dans les relations (4), nous obtenons

11 résulte de ces égalités que la pression sur un élément de 
surface perpendiculaire à la direction de la force électromotrice 
ou parallèle à cette direction est normale à cet élément. Sur un 
élément oblique par rapport à cette direction, la pression est 
oblique ; la composante suivant la direction de la force électro- 
motrice étant positive, il y a tension suivant cette direction ; 
pour une direction normale la pression est négative, il y a donc 
d’après la notation adoptée par Maxwell, pression  au sens propre 
de ce mot suivant cette direction. En outre la tension qui 
s’exerce sur un élément perpendiculaire à la force électromotrice 
et la pression qui s’exerce sur un élément parallèle cette force 
sont égales en valeur absolue.

8 2 .  D is c u ssio n . —  La théorie précédente, considérée eh 
elle-même, rend bien compte des lois connues des attractions 
électrostatiques. Si on l’adopte, il faudra admettre que ces attrac
tions sont dues à des pressions et J i  des tensions qui se déve
loppent dans un fluide élastique particulier qui remplirait les 
diélectriques.
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Mais il faudra supposer en même temps que les lois de l’élas
ticité de ce fluide diffèrent absolument des lois de l’élasticité 
des corps matériels que nous connaissons, des lois de l’élasticité 
admises pour l ’éther luminifère, qu’elles diffèrent enfin des lois 
que nous avons été conduits à admettre pour l’élasticité du fluide 
inducteur.

Pour ces deux fluides hypothétiques, en effet, comme pour les 
fluides pondérables eux-mêmes, les forces élastiques sont pro
portionnelles aux déplacements qui les produisent, et il en serait 
de même des variations de pression dues à l’action de ces forces. 
La pression, quelles que soient d’ailleurs les hypothèses complé
mentaires que l’on fasse, devrait donc s’exprimer linéairement 
il l’aide du potentiel et de ses dérivées. Au contraire nous venons 
d’être conduits à des valeurs de la pression qui sont du 2° degré 
par rapport aux dérivées du potentiel.

Une fois que, rompant avec des habitudes d’esprit invétérées, 
nous aurons consenti à attribuer ces propriétés paradoxales au 
fluide hypothétique qui remplit les diélectriques, nous n’aurons 
plus d’objection à faire à la théorie précédente considérée en 
elle-même. Mais cependant, si elle n’implique pas de contradic
tion interne, on peut se demander si elle est compatible avec 
les autres théories de Maxwell, par exemple avec la théorie du 
déplacement électrique que nous avons exposée plus haut sous 
le nom de théorie du fluide inducteur.

Il est évident que la conciliation entre ces deux théories est 
impossible ; car nous avons été conduits à attribuer au fluide 
inducteur une pression égale à  ̂; au contraire dans la théorie 
nouvelle la pression du fluide qui remplit les diélectriques a une 
valeur toute différente.

Il ne faut pas attribuer à cette contradiction trop d’impor
tance. J ’ai exposé plus haut en effet les raisons qui me font pen
ser que Maxwell ne regardait la théorie du déplacement élec
trique ou du fluide inducteur que comme provisoire, et que ce 
fluide inducteur auquel il conservait le nom d’électricité, n’avait 
pas à ses yeux plus de réalité objective que les deux fluides de 
Coulomb.

83. —  Malheureusement il y a une difficulté plus grave. Pour
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Maxwell, et c’est un point auquel il tenait évidemment beaucoup, 
l’énergie potentielle,

W =
2Tt
T (/ ■ *+ **+ / **) dx

est localisée dans les divers éléments de volume du diélectrique, 
de telle façon que l’énergie contenue dans l’élément dx a pour 
valeur

21t
X ( r  +  ff' +  A*) dx

ou, en supposant K =  i ,pour simplifier, et appelant F la force 
électromotrice ;

F * *
' 8n *

Si donc F subit un accroissement très petit ¿F , cette énergie 
devra subir un accroissement égal à :

rfW = 2FdF
“ 8X dx.

Nous prendrons comme élément de volume d-  un parallélipi
pède rectangle infiniment petit dont une arête sera parallèle à la 
force électromotrice F et dont les trois arêtes auront pour lon
gueurs a, P et y, de telle sorte que

aj3y =  dx.

Cherchons une autre expression de cette énergie.
Il est naturel de supposer que cet accroissement ¿W  de l’éner

gie localisée dans cet élément dx est dû au travail des pressions 
qui agissent sur les faces de ce parallélipipède. Les arêtes du 
parallélipipède qui, lorsque les pressions sont milles, ont pour 
longueurs a, ¡3, y, prennent sous l’influence de ces pressions des 
longueurs

a ( i + £ i ) ,  P O + e J ,  y ( i + e 3).

Si nous supposons que ces quantités s,, e2, e3, prennent des
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accroissements de^ de2, dev  les travaux des pressions PM, Pw, 
PI2, sur les diverses faces du parallélipipède seront

F* F 2
-g - Py dx det,

F F 2
— g^Y

F 2 F 2
— 8Ï  — § £ * * . ·

La somme de ces travaux est

F*
-g — dx (dsi —  dei —  de3) .

Si nous attribuons l’énergie potentielle aux travaux des pres
sions, nous devons avoir égalité entre ces travaux et la varia
tion d W de l’énergie, c’est-à-dire

F 2
-g^T dx (dsi —  de3 —  de3) -

2 F ¿F
8ît dx,

ou,

del —  dei —  de. n dF
F

En intégrant nous obtenons

e, — s2 —  £3 =  2 log F -f- const.

Ce résultat est inadmissible, car dans l’état d’équilibre, nous 
avons F =  o et l ’égalité précédente ne pourrait alors avoir lieu 
que si e2 ou e3 devenait infini, conséquence évidemment absurde.

84. —* La théorie du § 77 est donc incompatible avec l’hypo
thèse fondamentale de la localisation de l’énergie dans le diélec
trique, si l ’on regarde cette énergie comme potentielle. Il n’en 
serait plus de môme si l ’on regardait cette énergie comme ciné
tique, c’est-à-dire si l ’on supposait que le diélectrique est le 
siège de mouvements tourbillonnaires et que W représente la 
force vive due à ces mouvements. Mais on ne peut encore adopter 
cette interprétation de la pensée de Maxwell sans se heurter à 
de grandes difficultés.
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Lorsque le savant anglais applique les équations de Lagrange 
à la théorie des phénomènes électrodynamiques, il suppose 
expressément, comme nous le verrons plus loin, que l’énergie 
électrostatique

est au contraire cinétique.
Aussi réserve-t-il l ’explication par les mouvements tourbil

lonnaires pour les attractions magnétiques et électrodynamiques 
et ne cherche-t-il pas à l ’appliquer aux phénomènes électrosta
tiques.

J ’arrête ici cette longue discussion qui me semble avoir 
prouvé que la théorie précédente, parfaitement acceptable en 
elle-même, ne rentre pas dans le cadre général des idées de 
Maxwell.

On pourrait, il est vrai supposer que l’énergie électrostatique 
W représente de la force vive, comme l’énergie électrodyna
mique, mais qu’elle en diffère parce qu’elle est la force vive due 
à des mouvements beaucoup plus subtils encore que ceux qui 
donnent naissance à l’énergie électrodynamique. Je ne crois pas 
qu’il y ait grand avantage à développer une interprétation aussi 
compliquée ; en tout cas on n’en voit pas de trace dans le Traité 
de Maxwell sous sa forme définitive.

est de l’énergie potentielle et que l’énergie électrodynamique
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È L E C T R O K I NÈ T I Q U E

85. Conducteurs linéaires. — La propagation de l’électricité, 
en régime permanent dans les conducteurs linéaires est réglée 
par deux lois : la loi de Ohm et celle de Kirchhoff.

D’après la première, la force électromotrice qui agit entre les 
extrémités d’un conducteur est proportionnelle à la quantité 
d’électricité qui traverse l’unité de section de ce conducteur 
pendant l’unité de temps. Dans le cas où la section du conduc
teur est partout la même, comme dans un fil cylindrique, la 
force électromotrice est proportionnelle à la quantité d’élec
tricité qui passe à travers cette section pendant l’unité de temps. 
Cette quantité est appelée Vintensité du courant qui parcourt le 
conducteur ; nous la désignerons par i. Si le conducteur est 
homogène et si aucun de ses points n’est le siège de forces 
électromotrices, la force électromotrice entre ses extrémités est 
égale à la différence iji, — <];a des valeurs du potentiel en ces 
points et la loi de Ohm conduit à la relation

Mais dans le cas le plus général il existe en différents points 
du conducteur des forces électromotrices qui sont dues soit à 
un défaut d’homogénéité, soit à des phénomènes calorifiques 
ou chimiques, soit enfin à des effets d’induction. En désignant 
par SE la somme des forces électromotrices de cette nature 
qui existent en divers points du conducteur linéaire, nous avons 
alors

(0 Rl‘ =  th _ "  <k +  SE·
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Dans ces deux formules R est ce qu’on appelle la résistance 
du conducteur. Cette résistance est liée à la longueur Z et à la 
section dio du conducteur par la relation

(2) R =
l ■

Cdtù ’

où C est un facteur 11e dépendant que de la nature du conduc
teur et qu’on nomme coefficient de conductivité.

La loi de Kirchhoif n’est autre que l’application du principe de 
continuité. D’après cette loi, si plusieurs conducteurs linéaires 
aboutissent en un même point de l’espace, la somme des inten
sités des courants qui les traversent est nulle. ·

86. N ou velle  ex p ression  an aly tiqu e de la  lo i de Ohm. —  Si 
nousportons dans la formule (1) la valeur delà résistance donnée 
par la relation (a) nous obtenons

é i ; = <'‘ - + ' + ï E ·

Considérons un élément infiniment petit de longueur dx  du 
conducteur. Appelons —  d<{1 la différence des potentiels entre 
deux extrémités quand on sc déplace dans le sens du flux d’élec
tricité, et Xdx  la variation des forces électromolrices de toute 
autre nature. L’équation précédente devient alors

ou

idx 
C die

déj -)- Xdx

i . 4  , y
Crfw dx  ’

Mais puisque i est la quantité d’électricité qui traverse pendant 

l'unité de temps la section du conducteur, le quotient est la

vitesse du déplacement de l ’électricité ; en appelant u cette 
vitesse nous avons

(3)
u 4  , y
C — dx  + X ’

équation équivalente à la loi de Ohm dans le cas d’un conducteur 
linéaire.
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87. C onducteurs d é fo r m é  quelconque. —L’analogie de la con
ductibilité électrique et de la conductibilité calorifique conduit à 
étendre la loi de Ohm aux conducteurs à trois dimensions. D’ail
leurs cette extension se trouve justifiée par la concordance des 
conséquences théoriques et des faits expérimentaux observés 
dans quelques cas particuliers.

Admettons donc cette généralisation de la loi de Ohm. Si 
nous appelons <j* le potentiel en un point quelconque d’un 
élément d i  du conducteur, X, Y, Z les composantes de la force 
électromotrice d’origine quelconque qui s’exerce en ce point, et 
enfin, u, v, w les composantes de la vitesse de l ’électricité en ce 
point, nous aurons pour chacune des directions parallèles aux 
axes de coordonnées une relation analogue h la relation (3). Ces 
trois relations sont

(4)

u

( T ^ - d x

V £Ù|/
C = ~ ~dy

w

C “ ~ d z

x,

Y,

z.

Remarquons que «, v , w  désignent les mêmes quantités qu’en 
électricité statique : les composantes de la vitesse de déplace
ment électrique. Ce sont donc encore les dérivées par rapport au 
temps des composantes f .\ g ,  h  du déplacement de Maxwell.

Quant à la loi de Kirclihoff, il est évident qu’elle peut être 
étendue aux conducteurs à trois dimensions puisqu’elle n’est 
qu’une conséquence du principe de la continuité. Les intensités 
étant proportionnelles à u , v , w , cette loi conduit à la relation

d u

d x

d w

m

Dans la théorie de Maxwell où l’électricité est supposée incom
pressible, cette relation, qui exprime la condition d’incompres- 
'sibilité du fluide, est toujours satisfaite, que le régime perma
nent soit atteint ou ne le soit pas.
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88. Différences entre les courants de conduction et les cou
rants de déplacement.—  Suivant Maxwell, le fluide inducteur 
qui remplit un milieu diélectrique tend à se déplacer sous l ’in
fluence des forces électromotrices comme l’électricité qui remplit 
un milieu conducteur. Mais tandis que dans le premier cas ce 
déplacement s’arrête bientôt grâce à la réaction élastique du fluide 
inducteur, il n’en est plus ainsi dans le second, le fluide répandu 
à l’intérieur des milieux conducteurs ne jouissant pas de pro
priétés élastiques. Il en résulte que les courants de déplacement 
ne peuvent durer que pendant le temps très court nécessaire à 
l’établissement de l’équilibre. Au contraire les courants de 
conduction peuvent se maintenir tant qu’un agent extérieur 
maintient une force électromotrice entre deux points d’un con
ducteur. C’est là une première différence entre les courants de 
conduction et les courants de déplacement.

Une seconde différence résulte des équations qui expriment 
les lois auxquelles obéissent ces courants. Les équations (4) éta
blies pour les courants de conduction, peuvent s’écrire

(5)

d'\ __y  u_
d x ~  C ’

Ü  _  V 
dy ~  C ’
dty __„ ___ w_
d z ~  C ’

D’autre part, nous avons montré (72) que s’il existe à l’inté
rieur d’un diélectrique des forces électromotrices (que nous 
avons supposées dues à l’induction, mais que nous pourrions 
supposer d’une autre'nature s’il était possible d’en concevoir), 
les équations des courants de déplacement doivent s’écrire

d§
dx
d'bt
dy

dz

X- iü . f
K ' ’

__y __ 4^
— K ér>

=  1 — 4rç
K

h.

(6)
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Le rapprochement des équations (5) et (6) fait voir immédiate

ment que tandis que les courants de déplacement dépendent de 
la grandeur du déplacement, les courants de conduction dépendent 
de la vitesse de ce déplacement.

89. — Pour bien comprendre la différence qui en résulte pour 
les deux courants prenons les deux exemples suivants comme 
termes de comparaison. En premier lieu supposons qu’on élève 
un corps pesant le long d’un plan incliné où le frottement est 
nul ; on accomplit un travail qui se retrouve sous la forme 
d’énergie potentielle sensible. Supposons maintenant que le 
mouvement s’effectue sur un plan horizontal où le frottement est 
considérable ; quand la puissance cessera d’agir le corps restera 
en repos ; le travail accompli ne se retrouve plus sous forme 
d’énergie potentielle sensible, il se retrouve sous forme de cha
leur. Dans le premier cas le travail dépend du déplacement du 
corps, dans le second de sa vitesse. Nous trouvons quelque chose 
d’analogue dans les deux espèces de courants : la production de 
courants de déplacement produit une variation de l’énergie 
potentielle du système qui dépend du carre du déplacement ; les 
courants de conduction donnent lieu à un dégagement de 
chaleur.

Une autre comparaison empruntée à l’hydrodynamique permet 
également de se rendre compte de la différence cpii existe entre

d___________________________ ç

M

e  f a  B

ï i g.  IO.

les deux espèces de courants. Prenons une pompe P (fig. io) 
portant deux tubes latéraux AB et FE communiquant entre eux 
par deux tubes verticaux BG et ED et par un tube horizontal CD. 
Supposons cette pompe remplie de mercure, ainsi qu’une partie 

Poincaré* Electricité et Optique. 6
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■des tubes, et soient M et N les niveaux du mercure, situés à 
l’origine dans un même plan horizontal, dans les tubes verticaux. 
Admettons enfin, que le tube CD et les parties des tubes verti
caux, non occupées par le mercure, sont remplies d’eau. Si nous 
faisons fonctionner la pompe, un courant liquide se produit dans 
l’appareil et dans un certain sens, le sens A B CD E F  par 
exemple, et le niveau du mercure s’élève en M et s’abaisse en N, 
jusqu’à ce que la différence de niveau donne lieu à une pression 
suffisante pour empêcher le jeu de la pompe. Le travail dépensé 
est alors employé à produire une différence de niveau ; il se 
retrouve sous forme d’augmentation de l ’énergie potentielle du 
système et cette énergie dépend de la position des niveaux du 
mercure. Nous avons là une image fidèle d’un courant de dépla
cement. »

* Modifions légèrement l’appareil précédent. Donnons aux tubes 
une très faible section et supposons que ces tubes et la pompe 
soient complètement remplis de mercure. Quand on fait mou
voir la pompe, le mercure se déplace, et par suite de sa viscosité 
il oppose une résistance au mouvement du piston. Lorsque cette 
résistance est égale à la puissance qui agit sur la pompe, le mer
cure se meut avec une vitesse constante et ce mouvement a lieu 
tant que dure le fonctionnement de la pompe. Le travail de la 
puissance se retrouve sous forme de chaleur développée par le 
frottement des molécules liquides et la quantité de chaleur 
dégagée dépend de la vitesse. Nous retrouvons dans cet exemple 
l’image complète d’un courant de conduction : régime variable 
pendant la période d’établissement, régime permanent se pro
duisant ensuite, transformation du travail en chaleur.

90. L o i de Joule. — La quantité de chaleur dégagée dans un 
conducteur traversé par un courant est, d’après la loi de Joule, 
proportionnelle au carré de l’intensité de ce courant. Dans la 
théorie de Maxwell le travail nécessaire pour vaincre la résis
tance opposée par un élément de volume dx à la propagation de 
l’électricité a pour expression

( ü  ^  "(J (J d"* dt,
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df, dg, dh étant les composantes du déplacement qui a lieu 
pendant un intervalle de temps dt. Cette expression peut 
s’écrire :

(  df  , dg dh'I u —(— v — |— w —,—\ dt dt dt
dx
"C dt

ou,

u2 -)- \>2 +  w2
c

dx dt.

Pour le conducteur tout entier, ce travail est

—  dt I (u2 +  v2 +  w2) dx.

Il est proportionnel au carré de l’intensité’; la quantité de 
chaleur qui résulte de sa transformation l’est donc aussi, comme 
le veut la loi de Joule.

Maxwell, dans son ouvrage, consacre plusieurs chapitres inté
ressants à l’étude de la conduction. Nous ne le suivrons pas 
dans tous les développements qu’il donne sur ce· sujet et nous 
bornerons à ce que nous venons de dire l’exposé de l’électroki- 
nétique.
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M A G N É T I S M E

91. F lu id es  m agn étiqu es. L o is  d es  action s m agn étiqu es. 
—· Rappelons les points principaux de l’étude du magnétisme.

Nous savons que dans les phénomènes magnétiques tout se 
passe comme s’il existait deux fluides magnétiques jouissant, 
comme les fluides électriques, de propriétés opposées dans 
leurs actions réciproques : les fluides de même espèce se repous
sent, les fluides d’espèces contraires s’attirent.

Les lois de ces attractions et répulsions sont identiques à celles 
des actions des fluides électriques : la force qui s’exerce entre 
deux masses magnétiques varie en raison inverse du carré de la 
distance et proportionnellement aux masses agissantes. En pre
nant pour unité de masse magnétique celle qui, agissant sur une 
masse égale placée à l’unité de distance, exerce une force égale 
à l’unité, et convenant de donner des signes contraires aux 
masses magnétiques de nature différente, nous' avons pour la 
valeur de la force s’exerçant entre deux masses m et m' placées 
à une distance r,

mm'
"H - -

; Dans ces conditions une force répulsive est négative ; une 
/orce attractive est positive. La formule précédente a été établie 
expérimentalement par Coulomb et son exactitude est confirmée 
par la concordance de ses conséquences avec les résultats de 
l ’expérience.

92. M asse m ag n étiqu e d ’un aim ant. — La seconde loi fonda
mentale du magnétisme est que dans un aimant quelconque la
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somme algébrique des masses magnétiques, définies comme on 
vient de le voir, est nulle. Cette loi découle du fait expérimen
tal qu’un aimant placé dans un champ magnétique uniforme, 
comme celui produit par la Terre, ne prend pas de mouvement 
de translation. En effet, si la masse magnétique totale de l’ai
mant n’était pas nulle, l ’aimant serait soumis à une force et non 
à un couple et cet aimant se déplacerait sous l’action du champ.

93. Constitution d es  aim an ts. — La rupture d’un aimant en un 
grand nombre de petits morceaux donne naissance h autant de 
petits aimants et chacun d’eux présente deux pôles de même 
intensité et de signes contraires. En rassemblant ensemble ces 
petits aimants on reproduit l ’aimant primitif avec toutes ses 
propriétés. On peut donc admettre qu’un aimant est constitué 
par des petites particules contenant deux masses magnétiques 
égales et de signes contraires. La somme algébrique des masses 
de chaque particule est nulle et, par suite, la masse totale de 
l’aimant tout entier est aussi nulle, comme l’exige la loi précé
dente. Cette hypothèse sur la constitution des aimants n’est, donc 
pas en contradiction avec l’expérience.

94. P o ten t ie l d ’un élém en t d ’aim ant. C om posan tes de 
l ’aim antation . — Prenons une des particules élémentaires, de 
volume cIn, qui composent un aimant 
et cherchons la valeur du potentiel 
en un point P (fig. n ) .  Soient m A 
et — m les masses magnétiques pla- 
cées aux points infiniment voisins A 
et B de cet élément ; rv r2 les B 
distances de ces points au point P. Le potentiel en P est

Abaissons de A la perpendiculaire AC sur la droite BP · 
/·„ —■ 7’4 est, à des infiniment petits du second ordre près, égal 
à BC. Avec la même approximation nous avons, en appelant da  
la distance AB, et e l ’angle de OP avec la direction BA,

ri —  r2= d a  cos e,

Fîo·.
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et aussi

r  étant la distance du point P au point O. 
Par suite, la valeur du potentiel en P est

CO dû =
mda cos s

Transformons cette expression en y introduisant les compo
santes A, B, G de Vaimantation ou magnétisation L Ces compo
santes sont définies par les relations suivantes

m d x =  A dx, mdy —  B dx, mdz =  C dx,

où dx, dy , dz, désignent les projections de la droite BA suivant 
trois axes rectangulaires.

Nous avons, si Ç, 7), Ç sont les coordonnées du point P et x, 
y, z celles du point 0 ,

cos ! dx £ —  x  ^  dy t{ —  y . dz Ç —  z
' da . rda r da r

et par conséquent pour la valeur de d£l,

dQ — m
da cos £ -in

Mais le carré de la distance du point 0  au point P est,

y )·+  ( £ - * ) * ;

nous en tirons
_ dr

t e '
et

\— x  i dr
=  1  1 c

d —  r
dx

Nous aurons de la môme manière
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Nous pouvons donc écrire :
d — cl j  d ~

da =  mdx _ I1  +  ,ndy — L· + m d s  - J - ,

ou en tenant compte des relations qui définissent les compo
santes de la magnétisation,

d —  rf —  d —

d a  = ( A “ ï r + B  t t +  c  ~ s r ) * ·

95. P oten tie l d ’un aim ant. —  Le potentiel d’an aimant s’ob
tiendra en additionnant les potentiels dus à chacun de ses clé
ments ; il aura pour valeur

Un aimant étant limite par une surface fermée, nous pouvons 
modifier cette expression. En désignant par l, m, n les cosinus 
directeurs de la normale à un élément clco de la surface de l’aimant 
avec les axes de coordonnées nous avons en cifet.

IA. — d w :r
d_
dx r

ou

.¿JL
A - X -  d-, ■

dx

di\. 1
—--------d'z.dx j'

Si nous transformons de la meme manière les deux autres
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termes de l’intégrale qui donne il nous obtiendrons pour cette 
quantité,

Q = ¿A+/«B +  /iC 7
---------------------  rtU)

r

dA </B dC
dx dit dz
------------- d------------ dz.

On peut donc considérer le potentiel en un point comme résul
tant d’une couche de magnétisme répandue à la surface de l’ai
mant et de densité

a- =  IA -f-mB -f- «C,

et d’une masse magnétique occupant tout le volume de l ’aimant 
et de densité

0 =  — ( Ë L  d c \
1 \ dx dy dz )

96. — Remarquons que la relation de Poisson donne pour un 
point extérieur à l’aimant :

Aii - ■ o,

et pour un point intérieur :

97. P o ten t ie l d ’un feu ille t  m agn étique. —  Supposons un 
aimant limité par deux surfaces infiniment voisines chargées

de couches magnétiques 
égales et de signes con
traires. Si en chaque point 
de la surface la magnéti
sation est normale à cette 
surface, et si le produit le 
de l’intensité de magné
tisation I par l’épaisseur e 
de l’aimant est constant, 
l ’aimant prend le nom de 
feuillet , m agnétique. Le

produit constant le s’appelle la puissance $  du feuillet.
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Prenons un élément A d’aire du> sur la surface du feuillet ; la 
charge de cet élément est miu>, <r étant la densité de la couche 
magnétique S au point A. La portion AB du feuillet qui corres
pond à cet élément de surface peut être considérée comme un 
aimant infiniment petit possédant des charges <rdw et —  o-îAo aux 
points A et B distants de e. La formule (1) du § 94 donne pour 
le potentiel en P de cet élément,

dii =  udtA e cos s

Cette expression peut être transformée. En effet, la magnéti
sation étant dirigée suivant B A, on a

et par suite

adue =  I di =  Ichoe =  «[’(¿to,

_  cos edu  = ------- t--------.

. du> cos £
Mais-------------  est 1 angle solide acp sous lequel 1 élément de

feuillet est vu du point P ; on peut donc écrire

dû =  <bdo.

Pour un feuillet de dimensions finies, on aura

Q =  <fis,
c’est-à-dire :

Le potentiel d’un feuillet magnétique en un point extérieur 
est égal au produit de sa puissance par l’angle solide sous lequel 
le feuillet est vu du point considéré ; ce produit est pris avec le 
signe -)- ou le signe — suivant que la face vue est positive ou 
négative.

98. Force magnétique en un point extérieur. —  Les compo
santes de la force qui s’exerce sur l’unité de masse magnétique 
positive placée en un point extérieur sont les dérivées partielles 
du potentiel en ce point prises en signe contraire. En les dési
gnant par a, ¡3, y, nous avons

dû 0 dû dû
dx  ’ —  ~djf> t — d z '
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99· Force magnétique dans l ’intérieur d’un aimant. —  Nous 
ne pouvons connaître la force qui s’exerce sur l’unité de masse 
magnétique placée à l’intérieur de l’aimant sans y creuser une 
petite cavité permettant d’y placer un petit aimant d’épreuve ; 
mais l’existenoe de cette cavité modifie l’action de l’aimant et 
cette modification dépend de la forme donnée à la cavité. Pour 
faire le calcul de la force en un point de la cavité, il faut donc_en 
connaître la forme.

Maxwell ne considère que deux cas particuliers dans lesquels 
la cavité est un cylindre très petit dont les génératrices sont 
parallèles à la direction de la magnétisation. Dans le premier cas 
la hauteur du cylindre est infiniment grande par rapport à sa 
section ; dans le second elle est infiniment petite.

Appelons Q le potentiel de l’aimant tout entier en un point 
intérieur et Üj le potentiel de la masse cylindrique enlevée pour 
former la cavité en ce môme point. La différence Í2— Q, est la 
valeur du potentiel de l’aimant en P quand la cavité y est creusée. 
La force sur l’unité de masse magnétique a alors pour .compo
santes

dû dilt dû dû t dû dL\
dx dx  ’ dy dy ’ dz dz

100· —  Cherchons la valeur de Q, quand la hauteur du cylindre 
est grande par rapport à la section. O, est la somme de deux 
intégrales, l ’une étendue à la surface, l ’autre au volume. Celte 
dèrnière est infiniment petite du troisième ordre et peut être 
négligée vis-à-vis de la première. Mais dans celle-ci les éléments 
correspondant aux bases du cylindre peuvent aussi être négligés, 
ces bases étant infiniment petites par rapport à la hauteur ; il n’y 
a donc à tenir compte que de la surface latérale. Or, en tout 
point de cette surface la normale est perpendiculaire à la direc
tion de magnétisation; par suite, la projection ZÀ-f-»zB +  rcC de 
la magnétisation sur cette normale est nulle et les éléments de 
l ’intégrale correspondante à la surface latérale sont encore nuis. 
Il en résulte donc que l’on peut alors négliger la quantité £2,. On 
a pour les composantes de la force magnétique

dü  „ dû dû
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expressions identicpie's à celles qui donnent les composantes en 
un point extérieur.

101. Induction magnétique. —  Passons maintenant au cas où 
la hauteur de la cavité cylindrique est très petite par rapport à la 
base. Comme précédemment, nous pouvons dans la valeur de Ω, 
négliger l ’intégrale étendue au volume. Dans l’intégrale double 
les cléments fournis par la surface latérale sont nuis puisque la 
normale à chaque clément de surface est perpendiculaire à la 
direction de magnétisation ; il suffit donc d’étendre l’intégrale 
double à la surface des bases du cylindre.

Pour trouver la valeur de cette intégrale prenons pour axe 
des x  une parallèle à la direction de magnétisation ; cet axe sera 
alors perpendiculaire à chacune des bases du cylindre. Pour 
chaque élément de l’une d’elles nous aurons l == x,m =  o, n — o, 
et pour chaque élément de l’autre l —  — i ,  m =  o, n —  o. Dans 
ce système d’axes particulier nous avons donc pour la valeur 
de Ω„

r r

chacune des deux intégrales étant étendue à la surface des bases. 
Cette valeur est la même que si l ’on supposait que chaque base 
du cylindre est recouverte d’une couche de magnétisme ayant 
respectivement pour densités -f- A et — A. L’étendue de ces 
couches étant très grande par rapport à leur distance, qui est 
égale à la hauteur du cylindre, l ’action qu’elles exercent sur 
l’unité de masse magnétique placée entre elles a pour valeur 4t. A. 
Cette force est dirigée du côté de la couche négative, c’est-à-dire 
en sens inverse de la magnétisation.

La cavité, qui a un effet contraire à celui du cylindre aimanté 
de môme volume, produira donc une augmentation de la force 
dans la direction de la magnétisation et cette augmentation sera 
4tt:A. Par suite la composante suivant Ox de la force exercée par 
l ’aimant sur l’unité de masse placée à l’intérieur de la cavité est

di2
dx 4— 4 = oc — 4πΑ.
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Il est évident que si au lieu de prendre le système particulier 
d’axes dont nous avons fait usage, nous prenons des axes quel
conques nous obtiendrons pour les composantes de la force des 
expressions analogues à la précédente.

Ces composantes sont donc

Î a  et — 4nA,
b =  ? +

c =  y +  4^C.

Maxwell les appelle les composantes de l ’induction magnétique 
à  l ’intérieur de l’aimant.

102. — Remarquons que la quantité

adx-\- ftdy - f  - ydz

est une différentielle totale, puisqu’elle est égale à —  dû, tandis 
que la quantité

adx  bdy -\- cdz

ne l’est pas.
Une autre différence entre la force magnétique et l’induction 

magnétique consiste dans la valeur de la somme des dérivées 
partielles de leurs composantes : cette somme est nulle pour 
l’induction magnétique ; elle ne l’est pas pour la force magné
tique.

Montrons en effet que

da db de
dx dy dz

On a

da  ̂ db t d e   da | dp , dy , ,_ (  d k  , dB , dC \
dx dy +  ^ \ d x  l" d ÿ ~ '+~ d s /

ou
da db 
dx dy

Or,

de
dz — ~  Aii+ 4 '

/ dA
\ dx

dB +  dCN 
dy dz )

d k  , dB , dC 
dx dy +  dz
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et la relation de Poisson donne, pour un point intérieur,

A£2 =  —  4«p.

La somme considérée est donc nulle.

403. Magnétisme induit. —  Certains corps placés dans un 
champ magnétique s’aimantent par influence. Poisson admet que 
les composantes de-la magnétisation induite en un point d’un tel 
corps sont proportionnelles aux composantes de la force magné
tique en ce point. Posons donc

À — xa, B — Xj3, C — xy.

D’après les formules précédentes, les composantes de l’induc
tion seront, au même point,

( Cl =: Gt —f- == (l H— 4^x) Ci,)  ̂=  P ~f~ 4~B =  ( 1 +  4rM) Pj
V C =  y  +  4-C =  ( i  +  4™) y·

En posant
E = ( i  +  4“*)»

ces formules deviennent :

V c =  ¡.y.

Maxwell appelle p. la capacité magnétique inductive. Cette 
quantité est analogue au pouvoir inducteur spécifique K de l'élec
trostatique ; elle est plus grande que l’unité pour les corps magné
tiques, égale à l’unité dans le vide, plus petite que l’unité pour 
les corps diamagnétiques.

104. —  La simplicité des formules précédentes peut faire illu
sion sur la difficulté de la détermination de l’induction en un 
point d’un corps. C’est que nous n’avons pas tenu compte de cè- 
que x et p. ne sont pas des constantes ; en second lieu nous avons 
supposé n’avoir en présence que des aimants permanents où la
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force coercitive est infinie et des aimants produits par influence 
dans lesquels la force coercitive est nulle.

Les corps naturels ne satisfont pas à ces conditions. La force 
coercitive ne peut jamais être ni rigoureusement nulle, ni rigou
reusement infinie. De plus le coefficient x n’est pas une 
constante. C’est une fonction de l’intensité du magnétisme 
pA2-f -B 2 +  C2 à laquelle on a donné le nom de fonction magné
tisante. On n’a le droit de regarder x et p comme des constantes 
que si la magnétisation est très faible.

C’est ce que nous supposerons toujours dans ce qui va suivre, 
et cela sera d’autant plus légitime que pour la plupart des corps p 
diffère très peu de i .
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105. L o is  fon dam en tales . —· Plusieurs modes d’exposition 
peuvent être adoptés pour trouver l’action exercée par un courant 
fermé sur un pôle magnétique et montrer que cette action peut 
être assimilée à celle d’un feuillet magnétique de même contour. 
Nous ne suivrons pas celui de Maxwell qui prend comme point 
de départ l ’équivalence d’un courant infiniment petit et d’un 
aimant ; nous nous appuierons, pour arriver aux formules de 
Maxwell, sur trois lois démontrées par l’expérience et sur une 
hypothèse.

Les trois lois expérimentales sont les suivantes :
i° Deux courants parallèles de même intensité et de sens 

inverses exercent sur un pôle magnétique des actions égales et de 
signes contraires ;

2° Un courant sinueux exerce une action égale à celle d’un 
courant rectiligne qui aurait les mêmes extrémités ;

3° La force exercée par un courant sur un pôle magnétique est 
proportionnelle à l'intensité du courant, c’est-à-dire à la quantité 
d’électricité qui traverse une section du conducteur pendant 
l’unité de temps.

Les deux premières de ces lois ont été démontrées par Ampère ; 
la troisième a été vérifiée par de nombreuses expériences : les 
unes effectuées en déchargeant des batteries chargées de quan
tités d’électricité connues, comme dans les expériences de 
Colladon et de Faraday; les autres plus précises, faites avec le 
voltamètre. 1

106. H ypothèse. —  L’hypothèse que nous joindrons aux lois 
précédentes, est que les composantes de la force agissant sur
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un pôle magnétique sont les dérivées partielles d’une même 
fonction qui ne dépend que de la position du pôle par rapport 
au circuit.

Cette hypothèse paraîtra la plus naturelle si l ’on songe qu’il 
doit y avoir conservation de l’énergie dans le système. Mais fai
sons observer que ce n’est pas la seule qui soit compatible avec 
le principe de la conservation de l’énergie ; l ’hypothèse adoptée 
pourrait donc se trouver en défaut sans que le principe de la 
conservation de l’énergie cesse d’être vérifié.
• D’après cette hypothèse nous pouvons poser pour les valeurs 
a, |3, y des composantes de la force agissant sur l’unité du pôle

dû  „ dü dQ
d x ’ d y ’  ̂ dz'

La fonction O est appelée le potentiel du circuit parcouru par 
le courant. Pour en trouver l’expression nous aurons recours à 
quelques théorèmes que nous allons établir tout d’abord. Nous 
négligerons d’ailleurs, pour plus de commodité, la constante 
d’intégration de la fonction Q.

1 0 7 .  T h éo r èm e  I .  —  Le potentiel dû à un circuit est égal à  la  
/somme des potentiels dus aux divers circuits suivant lesquels on 
peut le décomposer.

Cette propriété découle immédiatement de la loi fondamentale 
des actions exercées par deux cou
rants parallèles et de sens inverses.

En effet, soit ÀBCD (fig. i3) un 
courant fermé ; nous pouvons le décom
poser en deux circuits ABCAet ACDA 
parcourus dans le sens des flèches. Le 
circuit AC étant parcouru par deux cou
rants de môme intensité mais de sens 
inverse n’exerce aucune action sur un 

pôle magnétique ; par conséquent le potentiel du circuit total 
doit être égal à la somme des potentiels des deux circuits par
tiels ABCA et ACDA.

La généralisation de ce théorème à un nombre quelconque de 
circuits partiels est évidente.
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108. T héorème II. — Le potentiel d'un circuit ferm é plan en 
un point extérieur situé dans'son plan  est nul.

a . Supposons d’abord que le circuit possède un axe de symé
trie OA (fig. 14)i et plaçons un pôle 
magnétique en un point quelconque O 
de cct axe. Si nous faisons tourner le 
circuit autour de son axe de symétrie, 
le pôle magnétique conserve toujours 
la même position par rapport au circuit 
et, par conséquent, le potentiel en O 
ne varie pas. Mais quand le circuit a 
tourné d’un angle de i 8o°, il revient 
dans son plan primitif et le sens du 
courant représenté dans la position 
initiale par les flèches de la figure 14, 
est, après cette rotation, représenté par 
les flèches de la figure i5. Le courant a donc changé de sens 
par rapport au point O, et d’après la loi des courants de sens 
inverses, la force qui s’exerce sur le pôle a changé de sens. De 
ce changement dans le sens de la force résulte un changement 
dans le signe du potentiel Q ; comme d’autre part ce potentiel 
doit conserver la même valeur il doit être nul.

b. Si le circuit a la forme d’un rectangle curviligne BCDE 
(fig. 16), formé par les arcs de cercle BC et DE et par les por
tions BD et CE des rayons BO et CO le potentiel en O est nul 
puisque ce point appartient à l’axe de symétrie OA de la figure.

c. Quand le circuit fermé se compose d’une série d’arcs de 
cercles concentriques AB, CD,... (fig. 17), réunis par des portions 
rectilignes CD,DE,... passant par le centre commun O, le poten
tiel en ce point est évidemment nul, d’après ce qui précède et 
d’après le théorème I.

d. Passons enfin au cas général d’un circuit plan de forme 
quelconque (fig. 18). Prenons sur le circuit des points très voi
sins A, B, C ,... et par ces points faisons passer des arcs de 
cercle ayant pour centre un point quelconque O du plan du cir
cuit. En menant par O un nombre égal de rayons convenable
ment choisis, nous pourrons former un circuit fermé abb'cc1..; 
dont les divers éléments sont très rapprochés des éléments du

Poincaré. Electricité et Optique. 7
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circuit donné. D’après le principe des courants sinueux, l ’action 
de ces deux circuits sur un pôle magnétique est la même. Or, 
nous venons de voir que le potentiel en O dû au courant sinueux

composé d’arcs' de cercles concentriques et déportions rectilignes 
dirigées vers le centre est nul. Par suite il en est de même pour 
un circuit de forme quelconque.

109. T h éorèm e  I I I .—  Quand un circuit ferm é est tracé sur la  
surface latérale d'un cône, de telle m anière que chacune des géné
ratrices du cône rencontre le circuit un nombre p a ir  de fois, zéro  
pouvant être un de ces nombres, le potentiel au  sommet dit cônef 
supposé non enveloppé p a r  le circuit, est nul.

En effet, en traçant sur la surface du cône (fig. 19) des généra
trices infiniment voisines, nous pouvons décomposer le. circuit en 
éléments plans tels que ACDBA. Le point O étant situé dans les
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plans de chacun de ces circuits partiels le potentiel en ce point 
dû à l’un quelconque d’entre eux est nul; la somme de cespotcn- 
tiels, c’est-à-dire le potentiel dû au circuit total, est. donc 
nulle.

110. T iiéoubme IV. — Quand deux circuits fermés, tracés sur 
la surface latérale d'un cône et coupant toutes les génératrices 
au moins une fois, sont parcourus p a r  des courants de même 
intensité et de même sens p a r  rapport à un observateur placé au 
sommet du cône le potentiel en ce point a la même valeur pour 
chacun des circuits.

Soient ACE et BDF (fig. 20) les deux circuits parcourus par

des courants dont le sens est indique par les flèches placées exté
rieurement. Si nous supposons ces circuits parcourus en môme 
temps par des courants égaux en intensité mais dont le sens, in
diqué par les flèches intérieures, est contraire à celui du courant 
réel qui les traverse, le potentiel en O dû à l’ensemble de ces 
quatre courants est évidemment nul. 11 sera encore nul si nous 
ajoutons à ces courants des courants de même intensité mais de 
sens différents parcourant deux génératrices quelconques du cône, 
AB et CD. Mais l’intensité étant la même pour tous les cqurants, 
nous pouvons considérer le système comme formé :

i° Du circuit fermé ACDB parcouru dans le sens indiqué par 
l’ordre des lettres; 20 du circuit fermé ABFDCEA; 3° du circuit 
BDF ; 4° du circuit AEC; Le potentiel en O dû à chacun des 
deux premiers circuits est nul, car chacun d’eux satisfait aux 
conditions du théorème précédent. Le potentiel dû à l’ensemble 
du troisième et du quatrième circuit est donc nul et par consé-
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quent le potentiel résultant du circuit BDF parcouru par le cou
rant réel est égal et de signe contraire au potentiel résultant du 
circuit AEC parcouru par le courant fictif de sens contraire au 
courant réel qui traverse ce circuit. Le potentiel du courant réel 
traversant le circuit ACE est égal et de signe contraire au poten
tiel du courant fictif qui parcourt ce même circuit en sens inverse ; 
il est donc égal au potentiel du courant réel qui traverse BDF..,

Faisons d’ailleurs observer que les deux circuits considérés, 
au lieu d’être placés sur la surface d’un même cône, comme nous 
l’avons, supposé,, pourraient appartenir à deux cônes distincts 
mais superposableso^vtvfc

111. P oten tie l d ’un courant ferm é. —  Prenons un circuit 
fermé quelconque parcouru par un courant, et cherchons le 
potentiel en un point 0 extérieur au circuit.

Du point O comme sommet traçons un cône s’appuyant sur le 
contour du circuit. Ce cône découpera sur la surface de la sphère 
de rayon unité une surface dont la valeur » mesure l’angle solide 
sous lequel le circuit est vu du point O. Nous pouvons décompo
ser ce cône en une infinité de cônes infiniment déliés de même 
angle solide et supposer le circuit donné décomposé en une infi
nité de petits circuits fermés tracés sur la surface de ces cônes. 
Ces cônes de même angle solide, étant infiniment petits, peuvent 
être choisis superposables et. le potentiel en O est le même pour 
chacun des circuits tracés sur la surface de l’un d’eux. Le poten
tiel du circuit total est la somme de ces potentiels; il est donc 
proportionnel au nombre des cônes élémentaires et, par suite, à 
l ’angle solide cp.

Mais, d'après la troisième loi fondamentale que nous avons 
énoncée, l ’action exercée par un courant fermé sur un pôle 
d’aimant est proportionnelle il l’intensité de ce courant; par con
séquent, en négligeant la constante d’intégration dans l’expres
sion de la fonction potentielle, cette fonction doit également 
être proportionnelle à l’intensité du courant. Nous pouvons donc 
écrire

£2 == oî,

l’intensité étant mesurée au moyen d’une unité telle que le coef-
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ficient de proportionnalité soit égal à i, unité que l’on appelle 
unité électro-magnétique d ’intensité.

L’action d’un circuit sur un pôle magnétique changeant de signe 
quand on change le sens du courant qui le traverse, le signe de 
isi doit dépendre du sens du courant. Appelant fa ce  positive du 
circuit celle qui se trouve à gauche d’un observateur placé sur le 
circuit dans le sens du courant et tourné vers l’intérieur du cir
cuit, on convient de donner à la valeur de l’angle solide le 
signe -+- ou le signe — suivant que c’est la face positive ou.la face 
opposée qui est vue du point considéré. En adoptant cette con
vention et celle qui consiste à regarder comme positive une force 
attractive et comme négative une force répulsive, les compo
santes de la force exercée par un courant ferme sur l’unité de 
pôle sont données par les relations déjà écrites :

__ dü R_  da  _  du
dx ’  ̂ d y ’ dz

112 . C as d ’un circu it infinim ent petit. — Soient AA'(fig. 21) 
la projection d’un circuit infiniment petit et AOA' le cône élémcn-

A
Fig. 21.

taire d’angle solide dv passant par ce circuit. Le potentiel au 
point O a pour valeur

du =  id'o.

Or, dv étant l’aire de la section BB' découpée par le cône sur la 
sphère de rayon 1 , l’aire de la section AA" découpée par ce 
même cône sur la sphère de rayon OA =  r, est 1 Ad'o. D’ailleurs 
en négligeant les infiniment petits d’ordre supérieur, on peut 
considérer cette aire AA" comme la projection de l’aire dio du 
circuit AA' sur un plan perpendiculaire à OA.
Nous avons donc

r2d f  =  dix» cos s
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et par suite

(0 dû =
idio cos £

Cette expression est analogue à la formule

, dv/w cos £) ail ==-------5-----

que nous avons trouvée (97) pour le potentiel* d’un élément de 
feuillet magnétique de puissance <I>. Par suite un élément de 
courant fermé a le même potentiel qu’un élément de feuillet de 
même surface et de puissance égale à l’intensité du courant.

113. É q u iv a len ce  d ’un courant fe rm é  et d ’un feu ille t  m ag n é
tique. — Les intégrales des formules ( i ) et (2) étendues à une même 
surface donneront, la première le potentiel d’un courant fermé 
de forme quelconque, la seconde, le potentiel d’un feuillet de 
mèriie contour. Si on suppose <I> =  i, ces intégrales ont la même 
valeur-, à une constante près. Par conséquent les composantes 

a, (3,y de la force exercée par un courant fermé sur l’unité de 
masse magnétique sont égales à celles de la force qu’exercerait 
une feuillet magnétique de môme contour et dont la puissance <1> 
serait égale à l’intensité électromagnétique i du courant. 11 y a 
donc équivalence dans les effets d’un courant fermé et d’un feuillet 
magnétique.

Il y a cependant lieu de faire remarquer que les fonctions po
tentielles ne jouissent pas de propriétés identiques dans les deux 
cas. Montrons qu’en effet le potentiel d’un aimant est une fonc
tion uniforme, tandis que le potentiel d’un courant fermé peut 
prendre en chaque point de l’espace une infinité de valeurs.

' La variation du potentiel d’un courant ou d’un feuillet quand 
on passe d’un point à un autre par un chemin quelconque est égale 
et de signe contraire à l ’intégrale

J  o.dx ¡3dy -)- ydz

prise le long du chemin parcouru puisque a, ¡3, y sont les dérivées 
partielles du potentiel changées de signe.
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Les conditions d’intégrabilité

da. d[i (la dy e?!3 dy
dy dx ’ dz dx ’ dz dy

/
étant remplies, l ’intégrale prise le long d’une courbe fermée C 
quelconque sera nulle; il y a toutefois à cela une condition.

Par cette courbe C faisons passer une surface quelconque et 
soit A la portion de cette surface qui est limitée par la courbe 
fermée C. Pour que l’intcgrale soit nulle, il faut que les forces 
a, ¡3, y et leurs dérivées premières soient finies en tous les points 
de l’aire A.

Mais si la courbe fermée enlace le courant, ce courant viendra 
certainement couper l’aire A au moins en un point, et au point de 
rencontre les forces magnétiques a, [3, y seront infinies. L’inté
grale prise le long d’une courbe fermée enlaçant le courant n’est 
donc pas nulle et la fonction iî peut prendre en un même point 
deux valeurs différentes.

114. T rav a il d es  fo r c e s  é lectrom ag n étiqu es  su ivant une 
courbe ferm ée  en laçan t le  circu it. — La différence entre ces 
deux valeurs, qui est égale à l’intégrale.

j 'a dx -f- ¡3 dy -+- y dz

prise le long de la courbe décrite C, représente le travail de la 
force électromagnétique dans le 
déplacement. Pour avoir ce tra
vail, considérons le feuillet F (fig. 22) 
équivalent au courant. Le potentiel 
de ce feuillet étant une fonction 
uniforme devra reprendre la même 
valeur quand on reviendra au point 
P' après avoir parcouru la courbe 
fermée C. Or la variation subie par le potentiel est égale ii 
l ’intégrale.

a dx -f- fidy +  y dz 

prise le long de la courbe C, plus la variation brusque que subit

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



104 ' ÉLECTROMAGNÉTISME

le potentiel quand on traverse le feuillet en allant de P' au point 
infiniment voisin P. Soit II cette variation; on aura donc :

H-f- J ( a .d x  -J- pcly -|- ~{dz) =  o.

Il nous reste donc à calculer cette variation brusque II.
No-us avons facilement celte variation dans le cas particulier 

où le feuillet forme une surface fermée. En un point extérieur le 
potentiel est nul puisque l’angle sous lequel le feuillet est vu de 
ce point est nul. En un point intérieur il est ±  47T(I>> suivant que 
c’est la face positive du feuillet ou sa face négative qui est tour
née vers l’intérieur de la surface fermée. La variation du poten
tiel quand on passe de la face négative à un point de la face posi
tive est donc 4~(f)·

Dans le cas où le feuillet ne forme pas une surface fermée la 
variation du potentiel est encore la môme. Soit en effet ABC 

(fig. 23) un feuillet dont nous supposerons

0
1a face positive, située du côté convexe.
Au moyen d’un second feuillet ADC do 
même contour et de môme puissance que 
le premier et dont la face positive est éga
lement tournée du côté convexe, nous 
pouvons former un feuillet fermé ABCD. 
Quand on passe du point P en un point 
P' infiniment voisin et situé de l’autre 

yjg. î3 côté du feuillet l ’angle sous lequel on voit
ce feuillet fermé augmente de 4^· Comme 

l’angle sous lequel est vu le feuillet ADC reste le même, l’auglc 
solide correspondant à l’autre feuillet ABC doit augmenter de 4^· 
Par suite la variation du potentiel est encore 4^<I)·

Si dans la figure 22 nous supposons que la face négative du 
feuillet équivalent au courant est du côté du point P, le potentiel 
augmentera de 4TO quand on passera de P en P' et, d’après ce 
que nous avons dit, le travail de la force électromagnétique 
sera — 4~i quand un pôle unité décrira la courbe fermée PCP'P 
dans le sens indiqué par l’ordre des lettres c’est-à-dire en péné
trant dans le feuillet par sa face positive. Nous pouvons donc
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écrire quand l’intcgrale est prise le long d’une courbe fermée. 

, j ‘a.dx -+- ,3 dy - f -  y dz =  ±

le second membre étant pris avec le signe -{- quand le contour 
d’intégration enlace le circuit en pénétrant par sa face négative 
et avec le signe — dans le cas contraire.

Faisons observer que le contour d’intégration peut enlacer 
plusieurs fois le circuit; alors le travail électromagnétique est 
égal à autant de fois ±  qu’il y a d’enlacements.

115. Cas de plusieurs courants. — S ’il y a plusieurs courants 
la force exercée sur l’unité de pôle placée en un point de l’espace 
est égale a la résultante des forces exercées par chacun d’eux, et 
le travail électromagnétique, quand le pôle décrit une courbe 
fermée, est égal il la somme des travaux des composantes, c’est- 
à-dire à S i  4 Tih  sommation s’étendant à tous les courants 
enlacés par la courbe. On a donc

(i) J  — .

Cette relation peut d’ailleurs être interprétée autrement. En 
effet si nous considérons une surface S passant par la courbe C, 
tous les courants pour lesquels l’intensité est prise dans la for
mule (i) avec le même signe, le signe +  par exemple, traversent 
cette surface dans le même sens ; les courants pour lesquels 
l’intensité est prise avec le signe — traversent au contraire la 
surface en sens inverse. L’intensité d’un courant étant la quantité 
d’électricité qui traverse une section du circuit pendant l’unité 
de temps, nous pouvons considérer S ±  i comme égale à la 
quantité d’électricité qui traverse dans un certain sens la sur
face S pendant l’unité de temps. Par conséquent, le travail 
électromagnétique, quand on se déplace sur une courbe fermée C 
enlaçant plusieurs circuits, est égal au produit par 4n de la 
quantité d’électricité qui traverse pendant l’unité de temps une 
surface S limitée à la courbe C.
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116. Nouvelle expression du travail électromagnétique 
suivant une courbe fermée. — SI nous désignons par u, v, w, les 
composantes de la vitesse de l’électricité dans un des circuits, par 
d o  la section de ce circuit par la surface S et enfin par l, m, n les 
cosinus directeurs de la normale à cet élément prise dans une 
direction convenable, nous aurons pour la quantité d’électricité 
qui traverse la surface S :

S i —  S {lu - f -  niv nw) dn>.

Mais nous pouvons remplacer le signe 2 du second membre par 

le signe j  et étendre l’intégration à toute la surface S, les élé

ments de cette surface non traversés par un courant donnant 
dans l’intégrale des éléments nuis. Par conséquent, la formule (i) 
peut s’écrire

(2 ) Çci.dx - f -  fidy - j -  vds =  4~ j {lu-\-inv-\-mv) dix),

la première intégrale étant prise le long de la courbe C, la 
seconde étant étendue à la surface S.

117. Transformation de l ’intégrale curviligne. — Nous pou
vons transformer l’intégrale curviligne du premier membre. Dans 
le cas où la courbe C est plane cette transformation est très facile. 
En effet, si nous prenons le plan de cette courbe pour plan des 
xi/, l’intégrale considérée se réduit à

j'J.dx  +  'ixdij, .

où a et P sont des fonctions continues et uniformes des coordon
nées x  et y. Or, on sait que dans ces conditions la valeur de 
l’intégrale précédente, quand le contour d'intégration est décrit 
de telle sorte que l’espace illimité se trouve à gauche, est égale 
à celle de l’intégrale

dy.
l T ~ 7 f )  'L t i 'J

étendue à l’aire plane limitée par la courbe C.
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Effectuons une transformation du même genre dans le cas où 
l’intégrale curviligne est prise le 
long d’un contour triangulaire 
ABC dont les sommets sont 
situés sur les axes de coordon
nées (fig.' 24)· Nous pouvons 
obtenir la valeur de l’intégrale 
en prenant successivement pour 
contours d’intégration OAB,
OBC, OCA et additionnant les 
trois résultats obtenus, puis- 
qu’en opérant ainsi chacune des 
droites OA, OB, OC est prise 
deux lois en sens inverses et que 
les côtés du triangle sont parcourus dans le sens ABC. Nous 
avons donc

jabc. ^ obc *A>ca

ou, en transformant les intégrales curvilignes du second membre 
pour lesquelles le contour d’intégration est dans un des plans 
de coordonnées,

Supposons le tétraèdre OABC infiniment petit et désignons 
par r/oj l’aire du triangle ABC et par Z, m, n les cosinus ^direc
teurs- de la normale au plan de ce triangle. Nous avons pour les 
projections du triangle sur les plans de coordonnées,

OBC = Z îZio, OCA =  md(x> OAB — ndio.
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Les intégrales du second membre de l’égalité précédente devant 
être étendues à l’une de ces surfaces infiniment petites, les quan
tités placées sous le signe d’intégration conservent très sensible
ment la même valeur et peuvent être placées en dehors du signe 
d’intégration ; nous avons donc pour la valeur de l’intégrale 
curviligne prise le long cl’un contour triangulaire infiniment 
petit,

Si l ’intégrale curviligne doit être prise le long d’une courbe 
quelconque C limitant une surface finie, nous pouvons toujours 
décomposer cette surface en éléments triangulaires infiniment 
petits et obtenir l ’intcgrale curviligne en faisant la somme des 
intégrales prises le long des contours triangulaires limitant ccs 
éléments ; par conséquent, puisque chaque intégrale triangulaire 
est donnée par l’égalité précédente, nous avons pour l’intégrale 
curviligne prise le long du contour C,

f  {o-dx +  fjily +  y dz) —  
J c

l’intégrale du second membre étant étendue à l’aire limitée par 
la courbe C.

118. R e la t io n s  d e M ax w ell.  — Remplaçons dans l’équation (2) 
l ’intégrale curviligne par la valeur que nous venons de trouver, 
nous obtenons

f m
d  3

=  4izj'(lu -\-mv +  nw) du).
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Cette égalité devant avoir lieii quelle que soit la surface d’inté
gration et par conséquent quels que soient l, m, n , il vient

_ J _ (  t i  __
4 tc \ dy dz }  ’
1 / do. , dy \

* 1 \ dz dx )  ’
1 / d{i de/. \

(< \ dx dy )

Ces formules, établies par Maxwell, lient les composantes u, c, 
w de l’intensité du courant aux composantes a, ¡3, y de la force 
électromagnétique. Faisons observer qu’elles s’appliquent aux 
courants de déplacement aussi bien qu’aux courants de conduc
tion, les courants de déplacement étant supposés obéir aux lois 
d’Amp ère.

119. A ction  d ’un p ô le  su r un élém en t de courant. — Puisque 
dans la théorie ,de Maxwel tout courant est un courant fermé, 
l’assimilation d’un courant fermé à un feuillet magnétique per
met de déterminer l’action exercée par un système quelconque 
de courants sur un système d’aimants. Par l’application du prin
cipe de l’égalité de l’action et de la réaction on en déduit immé
diatement l’action qu’exerce un système d’aimants sur un système 
de courants. Le problème de la détermination des actions réci
proques qui ont lieu entre les courants et les aimants se trouve 
donc complètement résolu. Mais nous pouvons envisager l’action 
exercée par un pôle d’aimant sur un courant fermé comme la 
résultante des actions exercées par le pôle sur les différents élé
ments du circuit parcouru par le courant. Nous sommes donc 
conduits à chercher l’expression de ces actions élémentaires.

120. — Considérons le système formé par un pôle d’aimant 
égal à l’unité et un circuit parcouru par un courant d’intensité i. 
Si cp est l ’angle solide sous lequel le circuit est vu du point P où 
se trouve placé le pôle, les composantes de la force qu’exerce le 
courant sur ce pôle sont
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Les composantes de la force exercée par le pôle sur le courant 
étant égales et de signes contraires à ces quantités, le travail de 
cette force pour un déplacement infiniment petit du circuit sera 

. „ do, c’est-à-dire la variation de l’angle solide
A B  ‘ _ o

sous lequel le circuit est vu du point P.
Cela posé prenons un circuit AMB dont un 

élément AB (fig. 25) peut se mouvoir suivant sa 
propre direction. Si nous donnons à AB un 
déplacement suivant cette direction l’angle 
solide sous lequel le circuit est vu du point P 
ne varie pas. Le travail de la force électroma
gnétique dans ce déplacement est donc nul et 

par suite cette force n’a pas de composante suivant AB : l ’aclion  
élémentaire est normale à  Vélément.

121. -— Pour avoir l ’expression de cette force et déterminer 
complètement sa direction, évaluons de deux manières diffé
rentes le travail qu’elle accomplit quand l’élément AB du circuit 
AMB (fig. 26) passe de la position AB à 
la position AB'. Il faut supposer qu’il y a 
un fil métallique, dirigé suivant BB' et 
son prolongement, et sur lequel la partie 
mobile AB du circuit glisse en s’appuyant 
constamment.

Ce travail est égal à l’angle solide do 
sous lequel le triangle ABB' est vu du 
pôle P. Les dimensions de ce triangle 
étant infiniment petites par rapport aux 
longueurs'des droites PA, PB, PB', nous 
pouvons regarder ces droites comme égales 
entre ellës ; autrement dit nous pouvons confondre la surface du 
triangle avec la surface découpée dans la sphère de rayon P A =  r 
par l’angle trièdre P. La surface du triangle ABB' est donc r~do 
et le volume du tétraèdre PABB' est

r3do
3*

Mais on peut évaluer le volume de ce tétraèdre d une autre

B ’
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manière en prenant pour base le triangle PAB. Si nous dési
gnons par P l’angle BPA sous lequel l ’élément de courant est 
vu du point P et par h la projection de BB' sur une normale au 
plan PAB nous avons pour le volume du tétraèdre

' et en égalant les deux expressions trouvées pour ce volume,

(O'
h
2

Tel est le travail de la force /qui s’exerce sur l’élément AB.
' Nous en aurons une autre expression en écrivant qu’il est égal 
au produit de la force par la projection, sur la direction de la 
force, du chemin parcouru par le point d’application. Si nous 
admettons que la force est appliquée au milieu C de l’élément, le 
chemin décrit par le point d’application est C C ', qui est la moitié 
de BB'. En appelant h' la projection de BB' sur la direction de 
la force /, le travail de cette force est

, h' ..

et, puisqu’il est déjà donné par la relation (i), nous avons

f h ' = - h .

. . .  pCette égalité est satisfaite si h =  h' et si / =  — ; mais

h =  h' exprime que la force est normale au plan PAB. P ar  
conséquent la force exercée p ar  un pôle d ’aimant sur un élément 
de courant est normale au plan  passant p a r  le pôle  et p a r  l’élé
ment. Sa valeur pour un pôle magnétique de masse m et pour 
une intensité i du courant traversant l’élément est

„ - miŸ

Comme l’angle P dépend de r et varie en raison inverse de 
cette quantité, l’action élémentaire /'varie en raison inverse du 
carré de la distance du pôle à l’élément.
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E L E CT R O DYNAMIQUE

122. T rav a il ê lectrodyn am iqu e.  — Nous admettrons que deux 
circuits parcourus par des courants d’intensité i et i' étant en pré
sence, le travail des forces agissant ‘sur l’un d’eux, lorsqu’il se 
déplace par rapport à l’autre, est donné par un certain potentiel 
T proportionnel aux intensités i et i' et ne dépendant," quand i 
et i' restent constants, que de la forme et de la position relative des 
deux circuits. Cette hypothèse se trouve vérifiée expérimentale
ment par les conséquences qui s’en déduisent.

123. S olèn o ïd es .  — Partageons une courbe AB (fig. 27) en une 
infinité d’arcs égaux cib de longueur infiniment petite 0 et par

les milieux de ces arcs menons les plans C nor
maux à la courbe. Dans chacun de ces plans traçons 
des courbes fermées égales, d’aire rfw, et conte
nant le point d’intersection de leur plan avec la 
courbe AB. Si nous supposons chacune de ces cour
bes parcourues dans le même sens par des courants 
de même intensité i, ce système de courants porte 

B le nom de solénoïde.
Chacun des courants qui composent le solénoïde 

est équivalent, au point de vue de l’action exercée sur un pôle d’ai
mant, à un feuillet magnétique de même contour et de puissance i. 
Si nous prenons pour épaisseur de ces feuillets la longueur S des 
arcs élémentaires, les quantités de magnétisme que possède cha

cune de leurs faces seront -J- 4 - î/w e t -----A ¿ho ; les faces eno ô ,
contact de deux feuillets consécutifs possèdent donc des masses 
magnétiques égales et de signes contraires et leur ensemble n’a
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aucune action sur un point extérieur. Par conséquent l’action 
du solénoïde se réduit à celles de deux masses magnétiques

- 1— — diù et — — ¿a) situés aux extrémités de AB. Ce sont les
i · i

pôles du solénoïde.
Si la courbe AB est limitée, le solénoïde a deux pôles égaux 

et de noms contraires ; si la courbe AB a une de ses extrémités 
à l’infini le pôle correspondant du solénoïde est rejeté il l ’infini 
et l ’action du solénoïde se réduit à celle de l’autre pôle ; enfin 
si la courbe AB est fermée le solénoïde n’a plus de pôles.

124. Solènoïdes et courants.— L’expérience montre que l’ac
tion d’un solénoïde fermé sur un courant est nulle. De ce fait 
expérimental il est facile de déduire que 
l’action d’un solénoïde ouvert ne dépend 
que de la position de scs pôles. ,

Soient T le potentiel relatif à l ’action 
exercée par un solénoïde ACB (fig. 28) 
sur un courant se déplaçant dans son 
voisinage et T' le potentiel relatif à 
l ’action d’un second solénoïde BDA choisi 
de manière à former avec le premier un solénoïde fermé; nous 
aurons pour le potentiel de l’ensemble de ces deux solènoïdes

T +  T' =  o.

Cette égalité est satisfaite tant que le solénoïde ACBDA reste 
fermé, quelles que soient les déformations que nous fassions 
subir aux portions qui le composent. Si en particulier nous ne 
déformons que le solénoïde ACB le potentiel de BDA conserve 
la même valeur T' et, à cause de l’égalité précédente, T ne varie 
pas. Le potentiel d’un solénoïde ACB conserve donc la môme 
valeur quand ses pôles A et B restent dans les mêmes positions ; 
en d’autres termes le potentiel ne dépend que de la position des 
pôles du solénoïde.

425. —  Le raisonnement précédent subsiste encore lorsque 
l’un des pôles, B par exemple, du solénoïde ACB est rejeté à 
l ’infini, car il suffit pour obtenir un solénoïde fermé d’y adjoindre 

P o i n c a r é .  Electricité et Optique.

Fig. 28.

8
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un second solénoïde dont le pôle de nom contraire à B est égale
ment rejeté à l ’infini. Mais dans ces conditions l’action du solé
noïde ACB se réduit à celle du pôle A ; le potentiel d’un pôle 
de solénoïde dépend donc uniquement de sa position par 'rapport 
aux courants qui agissent sur lui.

126. — Faisons observer qu’au début de l’électromagnétisme 
nous avons admis que le potentiel d’un pôle magnétique soumis 
à l’action de courants fermés ne dépendait que de la position du 
pôle par rapports aux courants ; et c’est sur cette seule hypo
thèse qu’ont reposé tous nos raisonnements. Puisqu’il en est de 
même pour le potentiel d’un pôle de solénoïde soumis à l’action 
de courants fermés, nous démontrerions de la même manière que 
dans ce nouveau cas le potentiel est encore de la môme forme. 
Le potentiel électrodynamique d’un pôle de solénoïde sera donc 
proportionnel à l’angle solide ® sous lequel on voit de ce pôle 
les faces positives des courants qui agissent sur lui, et à la

masse magnétique ±  —g— équivalente au pôle du solénoïde

dans les actions électromagnétiques. Comme d’autre part nous 
avons admis (121) que le potentiel d’un courant qui se déplace 
en présence d’un autre courant d’intensité i' est proportionnel 
à i' nous aurons pour le potentiel d’un pôle de solénoïde soumis 
h l’action d’un seul courant

Des expériences précises ont montré que le coefficient a  est 
égal à l’unité quand les intensités sont exprimées en unités 

- électromagnétiques ; nous avons donc

T =  ± idio 
~ 1 ? ,

c’est-à-dire que l’action électrodynamique qui s’exerce entre 
un pôle de solénoïde et un courant est égale à l’action'électro
magnétique qui a lieu entre ce courant et une masse magné

tique ±  ·—g— dont le signe est déterminé par le sens du courant 

dans le pôle solénoïdal. . . .
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127.— Lorsque le solénoïde a deuxpôles AetB (fig. 29) on peut, 
sans changer son action, lui ajouter un solénoïde BC va 
s’étendant à l’infini dans une direction C et par
couru par deux courants de sens inverses d’inten
sité égale à celle du courant qui parcourt AB.
L’ensemble de ces trois solénoïdes peut être con
sidéré comme deux solénoïdes infinis dont l’un a 
son pôle en A, l’autre son pôle en B et dans lesquels 
circulent des courants de même intensité et de sens 
contraires. Ces deuxpôles équivalent à deux masses 
magnétiques égales et de signes contraires de sorte 
que le solénoïde fini AB est assimilable à un aimant uniforme de 
même longueur. , .

F ig . 29.

128. 1Potentiel électrodyn am iqu e d ’un courant inûnim ent 
petit. —  Un courant infiniment petit peut être considéré 
comme un élément de solénoïde de longueur 8. Si donc sa surface 
est du et son intensité i, il peut être assimilé à deux masses

, . . idtù id(j> . T.. ,.magnétiques -]---- g— e t ------- g— placées en A et B a une dis

tance 8 l ’une de l ’autre.
Appelons Q le potentiel de l’action 

qu’exerce le système des courants fixes sur 
l’unité de magnétisme positif placée au 
point A (fig. 3o). Au point B, infiniment 
voisin de A, le potentiel sera Q -j- rfiî. Par 
conséquent le potentiel des deux masses 

magnétiques qui remplacent le courant infiniment petit a pour 
expression

a (ü-m ü ) “ p .= — ¡0.1*1.

En désignant par x , y, z les coordonnées du point A, il 
vient

dù =  - ^ d x  +  ̂ - d y +  ~  dz, dy J  . dz ’dx

' dÇt — - —  ( gcdx  —|— fldy ^-j— y dẑ  j
ou encore

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



I l6  É L E C T R O D Y N A M IQ U E

a; p, y étant les composantes de la force qu’exerce le système 
de courants fixes sur l’unité de pôle magnétique situé en A.

Si nous appelons l, m, n les cosinus directeurs de la direc
tion AB de la normale au plan du courant infiniment petit, les 
quantités dx, dy , dz ont pour valeurs

dx — lù, dy =  mo, dz — no,

et l ’expression de dû peut se mettre sous la forme

dû =  — (a l-\- |lin -f- y n) S.

On a alors pour le potentiel du courant infiniment petit,

— dû -l g =  i (a/-f- ¡3?» -J-yra) dto,

c’est-à-dire que le potentiel d ’un courant élémentaire est égal au  
produit de son intensité p a r  le flux de force qui pénètre p a r  sa  
face  positive.

129. Potentiel électrodynamique d’un courant fermé. — . 
Dans le cas où l’on a un système de courants fixes agissant sur un 
courant fini mobile on peut décomposer le courant mobile en une 
infinité de courants élémentaires de même intensité et circulant 
dans le même sens. La potentiel du courant ainsi décomposé est 
égal à la somme des potentiels des courants élémentaires ; il est 
donc

(i) T — i f  (°d· -+■ fjm -f- y n) du>,

l’intégrale étant étendue à toute la surface d’une aire courbe ou 
plane quelconque limitée par le courant mobile.

130. A utre  expression du potentiel d’un courant. —  L’inté
grale précédente étendue à une surface peut être remplacée par une 
intégrale curviligne prise le long du circuit traversé par le cou
rant. C’est la transformation inverse à celle que nous avons 
employée au paragraphe 117 . En se reportant à ce que nous 
avons dit à cet endroit il est facile de voir que l’intégrale

(a) T =  i  f  {l’ dx  +  G dy +  IL·/'),
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prise le long du circuit mobile, est égale à

étendue à une surface limitée par le même circuit. Si donc on 
veut que l’intégrale (2) représente le potentiel, donné par l’inté
grale (1), d’un courant fermé, il faut qu’on ait

rfH dG
dy I L · '
dF ' dll

1 ~  dz dx ’
dG dF

1 dx dy

Les quantités F, G, H ainsi introduites sont appelées par 
Maxwell les composantes du moment électromagnétique (le mot 
moment est pris dans le sens de quantité de mouvement).

131. C as d ’un courant s e  d ép laçan t dan s un m ilieu  m ag n é
tique. — Jusqu’ici nous avons implicitement supposé que s’il 
existe des aimants en présence du courant mobile, celui-ci ne 
les traverse pas. Examinons le cas où le courant mobile se déplace 
dans un'milieu magnétique.

Il peut y avoir indécision sur le choix des quantités à prendre 
pour les composantes a, (3, y de la force qui s’exerce sur l’unité 
de pôle. Nous avons vu, en effet, à propos des aimants, que la 
force qui agit sur un pôle placé à l ’intérieur d’une cavité creusée 
dans un milieu magnétique dépendait de la forme de la cavité, 
et parmi les valeurs qu’elle peut prendre nous en avons consi
déré deux : l ’une (la force magnétique) ayant pour composantes

__ dil __ dü
a = = _  IL ·' ■ p I f '

^__ dü
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l’autre (l'induction magnétique) de composantes

a  =  a +  4 «A,  ¿ —  [3 +  4 ^B ,  c =  Y + 4 ’reC,

Q désignant le potentiel de l’aimant et A, B, C les composantes 
de la magnétisation au point considéré.

Mais la forme des équations (3) permet de lever facilement 
l’indétermination et montre qu’il faut y introduire les compo
santes de l’induction magnétique. En effet, en prenant les déri
vées des deux membres de chacune d’elles respectivement par 
rapport à x , y, z, on obtient

dv.
dx o.

Or nous avons vu que cettè condition n’est pas satisfaite par 
les composantes de la force magnétique dans le cas d’un point 
intérieur aux masses magnétiques tandis qu’elle l’est toujours 
pour les composantes de l’induction. C’est donc ces dernières 
qu’il faut introduire dans les formules ; celles-ci deviennent

_  ¿II dG
ü dy dz ’

dF d ll
dz dx  ’

_  dG__ dF_
dx dy

132. — Une indétermination du même genre a eu lieu pour 
les formules du paragraphe 118 qui donnent les composantes u, 
(>, w, de la vitesse d’un courant en fonction de a, ¡3, y, mais il est 
facile de la lever en montrant que dans ce cas on ne doit pas 
prendre les composantes de l’induction.

En effet, plaçons-nous dans le cas particulier où le circuit 
mobile n’est traversé par aucun courant ; nous aurons alors 
u =  v =  w = o .  Si donc on prenait les composantes de l’induc
tion il viendrait

'de db da de __ db da
~dÿ dz ° ’ dz , dx ’ dx dy
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conditions qui ne sont pas satisfaites ën général. Nous ne pouvons 
donc prendre les composantes'de l ’induction et nous devons con
server les composantes oc, ¡3, y de la force magnétique. Nous nous 
contenterons de ce double aperçu, en l’absence d’une théorie 
plus satisfaisante.

133. Déterminations des composantes du moment électro
magnétique. —  Abandonnons le cas où le courant mobile se 
meut dans un milieu magnétique et cherchons les composantes 
F, G, II du moment magnétique.

Les trois équations différentielles (3) ne suffisent pas pour 
déterminer ces quantités, car il est facile de voir que si F, G, II 
est une solution de ces équations, le groupe de valeurs

F +
dx  ’

dX
dy

H

où y  est une fonction quelconque des coordonnées, est également 
une solution du système. En effet, le second membre de la pre
mière des équations devient quand on substitue à F , G, H les 
valeurs précédentes,

d (u  I dY‘ \ d ( c  1 __dl1 1 dG '
dy \ dz )  dz \ dy J  dy dydz dz

d2y  _  d\l çZG
dydz dy dz ’

et le dernier membre de cette suite d’égalités est égal à a puis
que, par hypothèse, F , G, II forment une solution du système. 
On verrait par un calcul semblable que les deux autres équations 
sont également satisfaites.

134. —  Pour déterminer les composantes F , G, II nous devons 
donc leur imposer la condition de satisfaire à une nouvelle 
équation. Maxwell prend pour cette équation de condition,

dF dG t d  H
dx dy dz

En tenant compte de cette relation il est possible de trouver

(5)
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entre les composantes u, p, w de la vitesse du courant et les 
composantes F, G, II du moment magnétique trois relations qui 
nous permettront d’obtenir les valeurs de ces dernières quan
tités. Nous avons, d’après les formules du paragraphe 118 et les 
formules (3) du paragraphe i3o :

4 tm —
dy d  ¡3 di G ¿ 2F d'F
dij dz dxdy dy2 dz1

d1 II
dxdz ’

ou, en ajoutant et retranchant au second membre la quantité 
dsF

et groupant les termes d’une manière convenable

4 7TM :

ou enfin

( 6)

(PF d2 G (PH «p f  æ  f
dx2 dxdy dxdz d if

æ  F
dz2

, d i
4tïh =  —,—  

dx AF.

Si on suppose que l’équation (5) est toujours satisfaite, c’est-à- 
dire qu’elle est une identité, les dérivées partielles de J  sont 
nulles et la relation (6) se réduit à

AF +  47IM —

Cette équation étant analogue à l’équation de Poisson, F peut 
être considéré comme le potentiel d’une matière attirante de 
densité u. D’après ce que nous savons sur la forme du potentiel 
qui satisfait à une telle équation nous pouvons poser immédia
tement

l’intégrale étant étendue à tous les éléments dx de l’espace tout 
entier ; u est la valeur de la première composante du courant au 
centre de gravité de l’élément dx et r est la distance de cet élé
ment au point#, y, z.

Nous obtiendrons par des calculs analogues
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Ces valeurs de F , G, II satisfont nécessairement aux équa
tions différentielles (3) ; montrons que l’équation de condition
(5) est également satisfaite et pour cela cherchons les dérivées 
partielles de F, G, H qui y entrent.

135. —  Donnons à un point de coordonnées x, y ,z  un déplace
ment parallèle à l’axe des x  et de grandeur dx ; la distance de 
ce point aux différents éléments de la matière attirante fictive de 
densité u croît de dr et le potentiel F  au point considéré aug- 

¿F
mente de dx. Mais supposons qu’au lieu de déplacer le

point attiré x , y , z, comme nous venons de le faire en laissant 
fixe la matière attirante, nous donnions aux divers points de la 
matière attirante, un déplacement égal à — dx, en laissant fixe 
le point x, y, z ;  cela reviendra absolument au même. L’accrois
sement dr de la distance du point attiré au point attirant sera 
évidemment le même, si l ’on donne au point attiré un déplace
ment quelconque, ou si c’est le point attiré qui subit un déplace
ment parallèle égal et de sens contraire. Cela revient à supposer 
que la densité u au centre de gravité de l’élément devient après

le déplacement, u -J- dx. Nous avons donc

dF
dx dx  =

la première intégrale étant étendue à tout le volume occupé par 
la matière attiranté après le déplacement. Or qes deux champs 
d’intégration sont les mêmes puisque tous deux comprennent 
l’espace tout entier; par conséquent, nous avons simplement

d’où
/»

__  i i du .
dx J r dx
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Nous obtiendrons des expressions analogues pour les diffé
rentielles partielles de G par rapport à y  et de H par rapport 
k z ; leur addition donne

¿F  | dG | dll 
dx dy dz

i
r

du , dv , dw\ j
Tî+li + n rr

Tous les éléments de cette dernière intégrale sont nuis puisque, 
pour Maxwell, l’électricité est incompressible et que l’équation 
qui exprime cette incompressibilité est

du dv dw
dx dy dz

L’équation de condition (5) est donc satisfaite.

136. — Revenons au cas où le milieu étant magnétique, les 
composantes F , G, II du moment électromagnétique sont liées 
k celles de l’induction par les équations (4). Il est facile de 
s’assurer que ces équations et l ’équation de condition (5) seront 
satisfaites si l ’on prend pour F, G, II le produit des valeurs trou
vées par le coefficient de perméabilité magnétique p du milieu ; 
nous avons donc

G = p 11 =  p

137. V aleu rs  de F , G, H p ou r  un courant lin éa ir e .  —  Plaçons- 
nous dans le cas particulier où en présence du courant mobile il 
n’y a qu’un seul courant dont le circuit est formé par un fil de 
faible section de. L’intensité de ce dernier courant étant désignée

par i, la vitesse de l ’électricité est — et la direction de cettedrt
vitesse est celle de la tangente au circuit menée dans le sens du

r . , dx du
courant. Les cosinus directeurs de cette tangente sont

en appelant ds l ’élément d’arc du circuit), de sorte que l’ondz , 
ds '
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a pour les composantes u, v, W de la vitesse de l’électricité
i dx i dy i dz

ds ’ d’y ds ’ II fl ds

OU, puisque dads =  dx, ( ··

(7)
idx idii idzU = = "rfT’ T5 II

W~ ~ d k"

Par conséquent la composante F du moment électromagné
tique en un point de l’espace peut s’écrire

et nous avons pour les trois composantes

(8) F
dx
v

G = i H =  t dz

138 .F o rm u le  de N eum ann. —  Soit C (fig. 3i) un circuit fixe 
parcouru par un courant d’intensité i, et C' un circuit mobile 
parcouru par un courant d’intensité i'. Le potentiel électrodyna
mique T du courant G' par rapport au 
courant C a pour valeur,

T =  if f  (Fdx' +  Gdy' + 1idz'). 
Je, I

Fig. 3 i.

Dans cette expression F , G, II sont 
relatives au circuit C puisque ce circuit 
est seul en présence du circuit mo
bile ; si donc nous supposons que ce circuit est formé d’un fil 
de faible section, F, G, II sont données par les expressions (8) 
trouvées précédemment et dans lesquelles r est la distance du 
milieu de l’élément ds au milieu de l ’élément ds'. En portant 
ces valeurs dans l’expression de T nous obtenons

dxdx' -f- dydy' dzdz'
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et, en appelant e l’angle des deux éléments ds et ds',

Telle est la forme donnée par Neumann au potentiel électro
dynamique d’un courant par rapport à un autre.

La symétrie de cette formule par rapport à i et i', à ds et ds' 
montre que le potentiel électrodynamique de C' par rapport à C 
est égal au potentiel électrodynamique de C par rapport à C'.

139. N ou velle  ex p ression  du p o ten tie l é lectrod y n am iqu e  
d ’un courant. — La formule

T =  ¿J' (F dx -f- G dy -f- H dz)

peut facilement se mettre sous une autre forme qui nous sera 
utile dans ce qui va suivre.

Des valeurs (y) établies au n° 137 on tire immédiatement

idx =  ad·r, idy =  vdz, idz — wdz,

et en portant ces valeurs dans l’expression de T, il vient

( i o )  T —j ( F n  - ) -  —|— H<r) dz,

l ’intégrale étant étendue à l’espace occupé par la matière con
ductrice qui constitue le circuit mobile.

140. P o ten t ie l é lectrodyn am iqu e d ’un courant p a r  rap p ort  
à  lui-m êm e. —  On peut par la pensée décomposer un circuit tra
versé par un courant en une infinité de circuits de section infini
ment petite. Chacun des courants ainsi obtenus possède par

g rapport aux autres un potentiel électrodynamique ; la somme de 
ces potentiels est ce qu’on appelle le potentiel du courant par 
rapport à lui-même. Cherchons l’expression de ce potentiel.

Soient u, c, w les composantes de la vitesse de l’électricité 
en un point du circuit, F , G, II les composantes du moment 
électromagnétique en ce môme point, et T le potentiel du courant
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par rapport à lui-même. Si nous donnons h ri, c, iv, les accroisse
ments du, dv, dw, ces quantités F , G, II, et T prendront respec
tivement les accroissements dF, dG, dlï et dT. Le courant qui 
circule alors dans le circuit peut être considéré comme résultant 
de la superposition du courant primitif et du courant provenant 
de l’accroissement donné à la vitesse de l’électricité ; nous 
appellerons ce dernier, courant supplémentaire. L’accroisse
ment dT du potentiel peut donc être regardé comme égal à la 
somme du potentiel du courant ancien par rapport au courant 
supplémentaire et du potentiel du courant supplémentaire par 
rapport à lui-même. Le potentiel du courant primitif par rapport 
au courant supplémentaire est, d’après l’expression (io) du 
potentiel d’un courant

f  («¿F  +  MiG +  w d lI)* .

Quant au potentiel du courant supplémentaire par rapport à 
lui-même, ce sera une quantité infiniment petite du second ordre 
et on pourra le négliger ; on a donc

dT = J  («dF -f- cdG-f- w'dll) dx.

Mais on peut considérer dT comme étant égal au potentiel du 
courant supplémentaire par rapport au courant primitif aug
menté du potentiel du courant supplémentaire par rapport à 
lui-même. En négligeant ce dernier, il vient

dT —f  (F du +  G dv -h  IldW) dx,

et en additionnant les deux valeurs-de dT puis divisant par 2,

dT == ~  j (F du -f- udF +  G dp +  cdG - f -  II dw +  wd[\) dx,

dT =
1
2 d Ç (Fh -f- Gf* +  Hiv) dx.

ou
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L’intégration donne pour la valeur du potentiel du courant 
par rapport à lui-même

(» ) (F?<-f-G f'+  \lw) dx.

141. — Remarquons que le raisonnement qui noué a conduit 
à cette expression s’applique tout aussi bien au cas d’un système 
de plusieurs courants qu’à celui d’un courant unique. Cette 
expression représente donc d’une manière générale le potentiel 
électrodynamique d’un système de courants par rapport à lui- 
même. Il faut alors étendre l ’intégration à tout.le volume occupé 
par les conducteurs matériels du système, ou bien encore à 
l’espace tout entier, ce qui revient au même puisque le système 
est supposé n’ètre en présence d’aucun autre système de courants.

142. E x p ress ion s  d iv erses  dn p o ten tie l d'un sy stèm e de  
courants p a r  rapport a  lu i-m êm e. —  Nous avons établi au para
graphe 134 que la composante F du moment électromagnétique 
en un point de l’espace est donnée par la formule

F = u'dx

r  étant la distance du point considéré à l’élément de volume dx' 
pour lequel la composante de la vitesse est u[. Au point de l’es
pace occupé par un élément de volume dx d’un système de cou
rants les composantes du moment électromagnétique relatif au 
système lui-même seront donc

En portant ces valeui’s dans l’expression (io) du potentiel 
électrodynamique du système par rapport à lui-même il vient
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Chacune des intégrales doubles du second membre de cette 
égalité doit être étendue à toutes les combinaisons possibles de 
deux éléments dz et dx1. Ces éléments appartenant au même 
système de courants, un même élément de volume joue le rôle 
de dx et de dx' et chaque intégrale contient deux fois le même 
élément différentiel. Si l ’on ne prend qu’une seule fois chaque 
élément différentiel il faut, dans l’égalité précédente, porter le 
double du résultat obtenu par l’intégration ainsi conduite. Le

facteur disparaît donc et on a la formule

(12) T = lia' -)-
r dx dx'.

143. — Dans l’expression (11) du travail électrodynamique, 
nous pouvons remplacer a, v, w par leurs valeurs :

4tz \ d y  d z  /
. i / du d j  \

V 4 71 \ dz dx  / ’
1 /  dfi dm \ _

4tc V. dy J  ’
nous obtenons

Considérons l’intégrale

en intégrant par parties, il vient
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m étant le cosinus de l’axe des y  avec la normale à l ’élément 
dw de la surface qui limite le volume d’intégration. Si, comme 
nous en avons le droit, nous étendons les intégrales triples 
à l’espace tout entier, les composantes a, [3, y, de la force qui 
s’exerce sur un point de la surface limitant le volume sont nulles, 
puisque le point est rejeté à l’infini. Les éléments de l’intégrale 
'double sont donc nuis et l ’intégrale elle-même est égale à zéro.t 
Nous avons donc simplement

En effectuant une transformation analogue pour les autres 
intégrales de l’expression précédente de T et portant les valeurs 
obtenues dans cette expression, on obtient

144. —  Cette nouvelle forme du potentiel peut être simplifiée en 
tenant compte des groupes d’équations (3) et (4) qui donnent les 
valeurs des différences des dérivées partielles de F, G, II, dans le 
cas où le système de courants est dans un milieu non magné
tique et dans le cas où il ést au contraire dans un milieu magné
tique. Nous avons dans le premier cas

t  =  - ^ / V  +  P2+ y2) ^

et dans le second 1

T =  g— y*(aa -j- ¡3i +  yi;) dx.

145. C as d ’un sy stèm e d e  conducteurs l in éa ir e s .  —■ Quand 
les circuits qui composent le système sont linéaires, le potentiel 
électrodynamique du système par rapport à lui-même peut se 
mettre sous la forme qu’a donnée Neumann au potentiel de deux 
systèmes de courants linéaires l’un par rapport à l’autre. En
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effet, d’après les formules (7) .et (8) établies aun°137 les compo
santes de la vitesse de l’électricité en un point sont

u
idx
~d7’

et les composantes du moment électromagnétique au même point 
sont

F — i' G — i'
dz'
r

En portant ces diverses valeurs dans l’expression (9) elle devient

T =
2

dx dx' —J— dy dy' -f- dz dz' 
r

ou, en appelant s l’angle formé par deux éléments quelconques 
du système de courants.

T =
ds ds' cos s 

r

146. C as d ’un sy stèm e de deu x  courants lin éa irès . — 
Appelons C, et C2 ces deux courants et affectons les quantités qui 
entrent dans nos formules des indices 1 et 2 suivant qu’elles se 
rapportent au courant C, ou au courant C2. Nous avons pour les 
composantes du moment électromagnétique en un point

ce sont des fonctions linéaires et homogènes des intensités ï, et ia.
Poincaré. Electricité et Optique. 9
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Le potentiel électrodynamique de ce système de courants par 
rapport à lui-même est donné par la formule (i i)

T =  —  y*(Fîi +  Gu-f- lïiv) dx.

Or, en un point du premier circuit on a

udx —  z’j dxi , (>dx = II JfS [wdx =  z’, dz.

et en un point du second 

udx — ¿¡¡dxj, vdx == h dUv wdx =  ¿t dzt.

Par conséquent l’intégrale (9) donne

(™ V (F d x ,^  G «?z/2-j-I I d.z 2)

T est donc une fonction linéaire et homogène par rapport 
à z‘j et z2 et par rapport à F ,G ,II. Mais nous venons de voir que 
ces dernières quantités sont homogènes et du premier degré 
en ii et z2 ; par conséquent T est une fonction homogène et du 
second degré en z, et z'2, et nous pouvons écrire

T =  ~  (Li\ +  aMz^ +  Nz’).

Les quantités L, M, N ne dépendent évidemment que de la 
forme et de la position relative des deux courants C, et C,. 11 est 
d’ailleurs facile de voir leur signification. En effet M étant le 
coefficient de z', z2 dans la valeur de T, M est égal à l ’intégrale

dx^dx  ̂+  +  d~i dz%
v

prise le long d’un des circuits ; c’est donc le potentiel électro
dynamique de l’un des courants par rapport h l’autre. On cons
taterait aussi simplement que L est le potentiel du courant C, 
supposé seul par rapport à lui-même et que N est le potentiel 
de C2 supposé seul par rapport à lui-même.
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INDUCTION

147. F o r c e s  é lec trom otr ices  d ’induction . — Dans l’étude de 
rélectromagnétisme et de l ’électrodynamique nous avons impli
citement supposé que les intensités ,des courants restaient cons
tantes. Or on sait que, lorsqu’il y a déplacement relatif de cou
rants ou de courants et d’aimants, il se produit des phénomènes 
particuliers connus sous le nom de phénomènes (Tinduction et 
dont la découverte est due à Faraday. Ces phénomènes se mani
festent dans les circuits par la production de courants tempo
raires dont les intensités s’ajoutent à l’intensité du courant pri
mitif et qui peuvent être attribués à des forces électromotrices 
que l’on nomme forces electromotrices d ’induction.

Des expériences faites sur l’induction, il résulte que si les 
intensités ii et i3 de deux courants fixes C, et C2 subissent dans 
l’intervalle de temps dt des accroissements dii et div  les forces 
électromotrices d’induction développées dans les circuits sont, 
pour le circuit C„

A d Í i , P d h

dt ^  dt y

et pour le circuit Câ,

B
dii
dt

+  G dh
dt ‘

148. Cherchons l’expression de la force électromotrice résul
tant du déplacement de circuits traversés par des courants 
d’intensités constantes.

Prenons d’abord le cas où un seul des circuits se déplace de 
C en Ch L’expérience prouve que tout se passe comme si le cou-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



INDUCTIONi 3a

rant C était supprimé et qu’en C' soit créé un nouveau courant 
de même intensité. Or, d’après ce que nous avons dit dans le 
paragraphe précédent, à une variation di de l’intensité i du cou

rant C correspond une force électromotrice d’induction A —

dans le circuit C. Par conséquent, la suppression du courant C, 
qui équivaut à une diminution i de. l ’intensité de ce courant,

produit une force électrom otricc----- ; et la création du cou

rant C' une force électromotrice (A dA) , d k  étant la varia

tion du coefficient A quand le courant passe de C en C'. Nous 
avons donc pour la force électromotrice résultant du déplace
ment

(A+¿A) ¿ r - Ai

Il serait facile de voir que si deux courants C, et C, sont en 
présence les forces électromotrices résultant de leur déplace-
ment relatif sont, pour le circuit C,P

. d k dB
* h ~dT+ h dt ’

et pour le circuit C2

. ¿B , . dC
l' ~ d t + t * dt

Dans le cas où les deux courants varient d’intensité en même 
temps qu’ils se déplacent, les forces électromotrices d’induction 
sont, pour chacun des deux circuits, égales à la somme des 
forces électromotrices qui résultent de chaque genre de variation 
pris séparément; on a donc pour le circuit C„

dit
dt

di. d k ¿B
+  B ~dt +  ¿i I T  +  ~ÂT =  17 (Ah + B4)idt dt dt

et pour l’autre circuit C2,
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149. D éterm ination  d es  coefficien ts A , B , C. -— Les coeffi
cients qui entrent dans l’expression des forces electromotrices 
d’induction peuvent être déterminés par l’application du prin
cipe de la conservation de l’énergie.

Prenons deux circuits dans lesquels les courants d’intensités ii 
et sont fournis par des piles de forces électromotrices E, et E 2. 
La quantité d’énergie chimique détruite dans la pile se trans
forme en partie en chaleur dans la pile elle-même tandis qiie 
l’autre partie se retrouve sous forme d’énergie voltaïque. L’expé
rience apprend que la quantité d’énergie voltaïque produite 
dans le temps dt est

dt -)- E ,4¿í.

Cette énergie voltaïque se retrouve sous forme de chaleur pro
duite dans les conducteurs par le phénomène-de Joule et sous 
forme de travail mécanique résultant du déplacement des conduc
teurs. Si R, et R2 sont les résistances des deux circuits les quan
tités de chaleur dégagées sont R,if dt RJ\dt. Quant au travail 
mécanique fourni par le système, il est égal à la variation dT  du 
potentiel électrodynamique du système par rapport à lui-même, 
ou plus exactement à la partie de cette variation qui est due au 
déplacement des circuits, sans tenir compte de la partie de cette 
variation due à l’augmentation des intensités. Ce potentiel a pour 
expression dans le cas de deux circuits

= [L i\ -\- 2 M 4 4 + N z !] .

\i\dh -)- +  í|áN ].

L’excès de l’énergie voltaïque fournie au système pendant le 
temps dl sur l’énergie recueillie sous forme de chaleur et de 
travail mécanique pendant le même temps est donc

( 1) Ey’jc/t +  E ¿¡dt —  Ry',^ — \ij\dl — ¿T.

D’après le principe de la conservation de l’énergie, cette 
expression doit être nulle dans le cas où le système décrit un

* T =

On en tire,
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cycle ferm é. Si le cycle n’est pas fermé, elle doit être une diffé
rentielle exacte. En exprimant que c’est une différentielle exacte 
nous obtiendrons les valeurs de A, B, C.

. 150. — Pour transformer l’expression (1) , écrivons les lois 
d’Ohm pour chacun des circuits en observant que, puisqu’il y a 
déplacement des circuits il y a production de forces électromo
trices d’induction ; nous avons

' E‘ +  - | - ( A,‘ +  B '0 =  V ,»
et

E2 + ^ - ( Bb + c g = RÂ·

Eli multipliant les deux membres de ces relations respective
ment par itdt et itdt, nous obtenons

E f d i  —  Wfldi = — i1d(k.ii Bq) ,
et

E —  R4i'|î& =  — i>d (Bq -)- C if).

Si nous remplaçons les quatre premiers termes de l’expression (1) 
par la somme des seconds membres des relations précédentes, 
nous avons

(2) — qr/(Aq-|-Bq)— q^(Bq -J- Cq)-------[i\dL -j- 2 Îli3dM -}- ].
2 *

Dans le cas où il n’y aurait ni déplacement ni déformation des 
circuits cette expression se réduirait à

— A ildil — BqcZq— TSiidil —  C i/lii 
ou

----- l— d{ki\ —J— 2Bqq +  Cif) ;

elle serait donc la différentielle exacte de la quantité

(3) ' - ^ ( A i ? + 2Bqq +  Cq).
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Quand il y a déplacement des circuits la différentielle de cette 
quantité est

—A ildii — B itdit —  B iidii — Ci2di2 ---- l— i\dA — i f^ lB -----— i\dC

et pour que l’expression (2) reste la différentielle de la même 
quantité (3) il faut qu’il y ait identité entre cette différentielle et 
le développement de l’expression (2) qui est

— A iidil — Bildii — B i2dit — C iî dii — i\dA — lif^ d B  — i\dC

-----— «iî/L — i i d M    .
2 2

L’identification donne les relations

J -  dA =  dk. -\— -  d L ,
2 2

- dC =  dC + — ¿N,
2 2

qui se réduisent à

dA —  — dL dB =  — dm dC — — ¿N ;

d’où l’on tire en intégrant et en supposant nulle la constante d’in
tégration

A =  — L, B =  — M, C =  — N.

Ainsi les coefficients qui entrent dans l’expression des forces élec 
tromotrices d’induction sont, au signe près, les coefficients L, M, 
N de l’expression du potentiel électrodynamique du système de 
courants. Aussi appelle-t-on généralement coefficients d’induction 
ces derniers ; L et N sont des coefficients de self-induction et M 
le coefficient d'induction mutuelle des deux courants.

151. T héorie  de M axw ell. —  La théorie de l ’induction sous 
la forme que nous venons de lui donner, a été développée pour 
la première fois par Helmholtz dans son mémoire sur la Conser
vation de la  force  et peu de temps après par lord Kelvin ; celle 
de Maxwell est différente et plus complète à bien des égards.
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On peut en effet, par l’application des équations de Lagrange à 
l’étude du mouvement des molécules du fluide impondérable que 
Maxwell suppose présider à la manifestation des phénomènes 
électriques, retrouver les lois de l’Induction et celle de l’Electro- 
dynamique.

152. Dans les chapitres qui précèdent, nous avons été ame
nés à conclure que les hypothèses faites par le savant anglais 
n’étaient que provisoires, et que, tout en nous satisfaisant mieux 
que l’hypothèse des deux fluides, elles n’avaient pas, môme aux 
yeux de leur auteur, plus de réalité objective. Au contraire nous 
touchons ici, à  ce que j e  crois, à  la  vraie pensée (fe Maxwell.

Au début de sa théorie, Maxwell fait les deux hypothèses sui
vantes :
• i° Les coordonnées des molécules du fluide impondérable 

dépendent des coordonnées des molécules matérielles des corps 
soumis aux phénomènes électriques et aussi des coordonnées des 
molécules matérielles des fluides hypothétiques (électricité posi
tive et électricité négative) de la théorie ordinaire de l ’Electri
cité ; mais nous ignorons complètement la loi de cette dépen
dance ;

2° Le potentiel électrodynamique d’un système de courants 
n’est autre que la demi-force vive du fluide de Maxwell ; c’est donc 
de l’énergie kinétique.

153. Pour introduire dans les équations de Lagrange les
paramètres qui définissent la position d’une molécule du fluide de 
Maxwell il faut, par suite de la première hypothèse, connaître les 
paramètres qui définissent la position d’une molécule de nos 
fluides hypothétiques. Or la position d’une molécule d’électricité 
À qui parcourt un circuit linéaire C est parfaitement déterminée 
si on connaît d’une part, la position du circuit dans l ’espace, et 
d’autre part, la longueur s de l’arc OA compté à partir d’une 
origine déterminée O. Par conséquent si x,, x v x s,. . .  sont les 
paramètres qui définissent la position des molécules matérielles 
qui constituent le circuit, la position d’une molécule du fluide 
impondérable de Maxwell dépend des paramètres s, x „ x 3.

Mais, au lieu de s on peut prendre une fonction de cet arc car
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la connaissance de cette fonction permettrait de déterminer s et 
par suite la position d’une molécule d’électricité sur le circuit C ; 
Maxwell prend la quantité

1

y =  / idt,o

qui est, ainsi que nous allons le démontrer, une fonction de s.
En effet la section du conducteur, qui peut être variable d’un 

point à un autre, est une fonction cp (s) de l’arc s ; la vitesse de 
l ’électricité, quotient de l’intensité par la section du conducteur,

est alors —¿-r et comme cette vitesse a aussi pour valeur ~  nous 
cp (s) r  dt

devons avoir
ds i
dt ©(s)

d’où nous tirons,

J  idt — J' f(s )d s  =  ̂ (s), 

et

j f  w*=<K«)—

,90 étant la position de la molécule d’électricité à l’origine des 
temps. Par conséquent, y est une fonction de s seulement et nous 
pouvons prendre pour les paramètres dont dépend la position 
d’une molécule du fluide impondérable de Maxwell les quan
tités y, x t, x v ... xn.

154- A p p lica tion  au c a s  de deu x  circu its . — Si nous dési
gnons par ii et is les intensités des courants qui traversent ces 
circuits et si nous posons

la position d’une molécule du fluide impondérable de Maxwell 
dépendra des paramètres yl et y2 et des n paramètres x v ... ,  xn qui 
définissent la position des molécules matérielles des conducteurs.
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Par conséquent le mouvement du système formé par les deux 
courants sera donné par un système de n +  2 équations de 
Lagrange

d dT dû  _
dt dq'i dyi ”

où q( est un quelconque des paramètres et Q,le coefficient de Sqt 
dans l’expression

Qjty<+ Qityi “H ··· ■+■ QiS'/i H- ··· +  Q.n0(Jn 

du travail correspondant à un déplacement virtuel du système.

155. L’énergie kinétique T qui entre dans ces équations est la 
somme de la demi-force vive T, des molécules matérielles du 
système et de l’énergie kinétique des molécules du fluide impon
dérable de Maxwell. Cette dernière étant, d’après la seconde 
hypothèse, le potentiel électrodynamique du système par rapport 
à lui-même, nous avons dans le cas considéré où deux courants 
seulement sont'en présence,

T =  T, +  -i- (Li\ +  aM +  Nil). '

Le premier terme T, de cette somme ne dépend que des déri
vées x l ,  x 2..., x ,/ des paramètres x t, x 2... des molécules
matérielles.

La position des molécules du fluide impondérable dépendant 
des paramètres yt, x t, x r .. x n l ’ensemble des trois derniers 
termes de la somme précédente pourrait dépendre de ces n +  2 
paramètres et de leurs dérivées. Mais L, M, N, ne dépendant que de 
la forme et de la position relative des circuits, sont des fonctions 
de x t, x 2... xn seulement; de plus it et i, sont, d’après les inté
grales qui définissent y, et y8, les dérivées?// et y/ de ces quantités 
par rapport au temps. Par conséquent l’énergie kinétique des 
molécules du fluide impondérable dépend uniquement de.rn .r2... 
xn et de y/ et y/.

156. Occupons-nous maintenant du second membre des 
équations. Si nous supposons le courant qui parcourt le circuit
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•Ci entretenu par une pile de force électromotrice E1, 'la quantité 
d’énergie voltaïque qu’elle fournit pendant le temps dt est Ep’jdt 
ou E jSj/j . Oi\ dans les idées de Maxwell la force électromotrice 
est une force qui agit sur les molécules du fluide impondérable ; 
par suite E iZyi est un travail résultant du déplacement des molé
cules de ce fluide.

Mais la force élect'romotrice de la pile n’est pas la seule force 
qui agit sur les molécules du fluide impondérable ; il faut encore 
tenir compte de la résistance qu’oppose le milieu au mouvement 
de ces molécules èt dont le travail se retrouve sous forme de 
chaleur dans le conducteur. La quantité de chaleur ainsi produite 
étant, d’après là loi de Joule, Rp'icfr, le 'travail accompli par le 
fluide impondérable est — Rp'îrfi, ou —  RjqSy,. % ¿

Nous avons donc pour le travail du fluide impondérable dans le 
circuit C,

(E| Rib)°Z/i,

et pour l’ensemble des deux circuits

(E, R,q) o//j +  (Es — Ràq) oy,.·

Quant au travail des molécules matérielles, il ne dépend que 
des paramètres x.v ....r ',; nous le représentons par

.+  Xa°^2... + X „ 8.r„,

de sorte que nous aurons pour le travail accompli dans un dépla
cement virtuel tant par les molécules du fluide impondérable que 
par les molécules matérielles

(E, — Rib)°^i'"d-  (E2— R2b)0f/ ¿+ X i^ 1+ X io-r2-t-...-t-X„Sa:,¡,

et il nous faudra, dans chacune des équations de Lagrange, 
prendre pour second membre le coefficient de l’expression pré
cédente qui se rapporte au paramètre considéré,

157. Valeui's d es  fo r c e s  E lectrom otrices  d ’induction . — 
L’équation de Lagrange relative au paramètre y, est

d Í d'ï t i d\ L q +  2 M i, ï, Ni 2 ] \ ¿T
dt [ dy\ a dy\ J  dyt El — R*!·
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Mais T ne dépend pas de ¡ji puisque aucun de ses termes n’en
1 - 1  - ¿T . dT.dépend; par conséquent-;— =  o. On a aussi 7 o car T.

, d !h  . d ll\  .
étant 1 énergie kinétique des molécules matérielles il ne dépend
pas de y{. L’équation précédente se réduit donc à

-i-(L « 1+M ,-i) = E 1- R 1i1.

OU

K1 ~ ~ ï f  (Lt’l +  ML) =  R1 h-

La force électromotrice d’induction est donc la dérivée par 
rapport au temps, changée de signe, de Lq-j-Mî.,. C’est l ’expres
sion à laquelle nous étions parvenus par la méthode de lord Kelvin.

En écrivant l’équation de Lagrange relative au second para
mètre yi, nous trouverons pour la force électromotrice déve
loppée dans le second circuit

158. T rav a il d es  fo r c e s  électrodyn am iqu es. — Si nous pre
nons une des équations de Lagrange relatives aux paramètres 
x lt x ^ .., xn, nous obtiendrons le travail des forcés électrodynami
ques pour un déplacement correspondant à l’accroissement du 
paramètre considéré.

En effet, en observant que Li'i-f- 2  Mqq-|-Ni! ne dépend pas 
de la dérivée x'{, que T, ne dépend pas de x { et que ii et i% ne dé
pendent ni de x't ni de x i} nous avons

d  ¿T, i / d L  . . d N  N__^
d i  dx'i 2 \ ‘ d x t 21 d l  l i  (lx. J  1

SL nous supposons en outre qu’à l’instant considéré le système 
soit au repos, T, sera nul, et nous aurons pour le travail résul
tant d’un déplacement virtuel,

XjSxj = -----(¿foL — 2{,î,8M-(- i|8N).

Mais ce travail est celui des forces extérieures qui agissent sur
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les molécules matérielles du système; celui des forces électrody
namiques est de signe contraire. Il est donc égal à la variation 
de la fonction

/ (L?'f -+- aMijfj-l-Nfl),

qui est, comme cela devait être, le potentiel électrodynamique 
du système par rapport à lui-même.

159. Cherchons maintënant le travail des forces électrodyna
miques exercées par le courant C2, supposé fixe, sur le circuit C,.

Le circuit C2 ne se déformant pas, 8N est nul et le travail des 
forces électrodynamiques se réduit à

~  (i'*SL —J—

Mais le premier terme de cette somme se rapporte à l’action 
que le courant C, exerce sur lui-même. Par conséquent le travail 
des forces électrodynamiques dues à l’action du courant C2 sur le 
circuit Ct a pour expression D’ailleurs potentiel
électrodynamique du courant Ct par rapport au courant C2 a pour 
valeur (129)

— {la -+- m ¡3 +  «y) du

quand Cl se déplace dans un milieu non magnétique, ou plus 
généralement

Mi'ii'j =  ¿¡J'{la -\-mb-\- ne) du

quand C, se déplace dans un milieu magnétique en un point 
duquel les composantes de l’induction magnétique sont a, b, c ; 
nous aurons donc pour le travail des forces électrodynamiques 
qui s’exercent entre C, et C2

il§ / {la mb -f- ne) d u .
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160. E x p ression  d es  fo r c e s  è lectrodyn am iqu es. —  Si nous 
désignons par Xdz, Ydx, Ldt les composantes de la force électro- 
dynamique due à l’action du courant Cj sur un élément x , y, z 
du circuit C,, le travail de ces forces quand l’élément se déplace 
de 8#, 8y, S.j sera

(X8.r +  YSy -f- Z8.s) th  ;

par suite le travail des forces électrodynamiques qui agissent sur 
C, sera, quand le circuit tout entier se déplace ou se déforme,

Jifx(X 8^ 4-Y %  +  Z8s),

l’intégration étant prise le long du circuit Cr  En égalant cette 
expression du travail à celle que nous avons trouvée précédem
ment nous obtenons la relation

(i) J d z  (X8a’+ Y o ÿ 4 -  Z8.s) =  z',8 j  { la ■ -mb ■ ne d<.ù,

dont nous allons évaluer le second membre,
Soient C, (fi" . 32) la position du circuit C, et C', sa position 

finale. Nous pouvons par ces deux posi
tions faire passer une surface À et prendre 
pour champ d’intégration de

j (la mb -f- ne) dio,

F ig . 3a .

l’aire limitée sur cette surface par la 
courbe C,. La variation de cette intégrale 
quand le circuit passe de C, en C', est alors 

la valeur de cette môme intégrale étendue à l’aire comprise entre 
les deux courbes. Pour trouver cette valeur considérons un élément 
mn du courant C, dont la position après le déplacement est m'nl. 
La figure mn m'n' peut être considérée comme un parallélogramme 
dont le côté mn a pour projections dx, dy, dz et le côté mn', 
égal au déplacement, o.r, 8y, 8.s; nous avons donc pour les aires 
des projections de ce parallélogramme sur les plans de coordon-
nees

ldu> =■§ ydz — 8 zdy, 
mdto =  hzdx — 3xdz, 
ndu> =  8 xdy  —  S ydx,'
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çt, par conséquent,

§ J  (la  -f- mb +  ne) <ùo —J ' a (p’jdz  — S zdy) b (ozdx —  S xdz)

-j-c  (oxdy— Sydx.)

En portant cette valeur dans l’cgalité (i) il vient,

J d z  (Xox -f- Y3y -f- Zô.z) =  itj  (cdij —  bdz) ex  -f- (adz — cdx) oy

(bdz —  adz) S.z ;
ce qui nous donne en identifiant

Xdz =  ii (cdy — bds),
Ydz =  q (adz — cdx) ,
'Ldz — ii (bdx— adjj).

Mais on sait que

ndz =  i/Jx , i’dz —  ¿¡d/j. wdz — iidz,

par conséquent, les trois équations précédentes peuvent s’écrire

( X =  cv —  Inv 
(2) ! Y =  aw  — eu

Z  =  bu — av.

161. C as d ’un nom bre qu elconque de courants. — F o r c e s  
électrodynam iqu es. —  Les formules précédentes s’appliquent au 
cas où un nombre quelconque de courants Ci? C3..., Cn, agissent 
sur l ’élément considéré du circuit Cr  E11 effet, appelons n2, b.v c2, 
«3, b3..., cn les composantes de l’induction magnétique due aux 
divers courants au point où se trouve l’élément de C,. La force 
électrodynamique produite par l’ensemble des courants est la 
résultante des forces produites par chacun d’eux; sa composante 
suivant l’axe des x  est donc

Z =  cj> — b3w +  c3v — bzw -f- ... +  cnv —  bnw,
OU

X —  (c2 +  c3 +  ' · · +  Cn) V-- (¿î +  +  ■ · · +  bn) W

ou, enfin, en désignant par a, b , c les composantes suivant les
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trois axes de la résultante des inductions magnétiques dues aux 
courants C3, C3... C„

X =  cv — bw.

On peut également tenir compte de la force électrodynamique 
due au courant C, lui-même. Pour cela décomposons ce courant 
en deux portions, l ’une ne comprenant que l’élément considéré, 
l ’autre, le reste du circuit. On peut négliger l’action de la pre
mière portion sur elle-même et on est alors ramené à la 
recherche de la force électrodynamique due à l’ensemble de n 
courants c,,c,, c3... cn. S i donc on appelle a, b, c les composantes 
de l’induction magnétique due à tous ces courants on a encore 
pour la composante suivant l ’axe des x

X =  cv — bw.

Les formules (2) sont donc générales.

162. F o r c e s  è lec trom otr ices  d ’induction . —  Nous avons 
trouvé que, lorsqu’il n’y a qu’un seul courant C2 placé en présence 
du courant C,, la force électromotrice totale d’induction déve
loppée dans le circuit C, est

E = ~ l t  (Lîi +  Mis)·

Le terme ne dépendant que de l ’action du courant Cj sur 

lui-même, la force électromotrice d’induction due seulement au 

courant C2 est donnée par % dérivée que nous allons mettre 

sous une autre forme.
La variation 8M/S de la quantité Mfa, quand le circuit C, se 

déplace et que les intensités des courants varient, peut être con
sidérée comme la somme de la variation résultant du déplace
ment, les intensités restant constantes, et de la variation due au 
changement des intensités dans les circuits supposés fixes. Or 
nous avons démontré (157) que la variation de Mqî2 due au dépla
cement relatif des deux circuits dans lesquels les intensités con
servent les mêmes valeurs, est 1

SMíjí2= í1 ( a(pydz— $zdy)-\-b(?>zdx— Sxdz)-\- c (Zxdy— 8ydx) ;
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par conséquent, nous aurons pour la variation correspondante 
de Mij, l ’intégrale du second membre.

Pour avoir la variation de Mf2 résultant du changement des 
intensités prenons Mp2 sous la forme

Mqq — il f  Fdx -f- Gdy -f- IIdz.
J  Cl

Puisque les circuits ne se déforment ni se déplacent, le contour 
d’intégration reste le même et la variation de Mf2 se réduit à

f  -f- 8G dy -f- VLldz.
JCi

Nous aurons donc pour la variation totale de Mï2 

J  a  (3 ydz — Izdy) +  b (3 zdx — Bxdz) +  e $xdy  — hjdz)

+ J 3Fdx +  SG dy SlMz 

et par suite, pour la force électromotrice d’induction

rfMi’ — / a  {y’dz— z’dy)+ b (z’d x — x'dz)-^ c (x'dy— y'dx)
dt

dF , , dG . , ¿II
—z— dx —|— —-— dy —f— ■—:— dz 
dt dt J  dt

ou encore

dM.i,
dt

- \cy' — b z ------~^j dx -f- (az' ex
dG
dt

¿H

dy

~(bx' — ay' — dz.

163. Si nous désignons par P, Q, R les composantes sui
vant les trois axes de la force électromotrice d’induction par 
unité de longueur, la force électromotrice dans le circuit C, est 
donnée par l’intégrale

Pdx -f- Q dy Rf/z.

Poincabj·:. Electricité et Optique. 10
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En identifiant avec l ’expression précédente de la force électro- 
motrice nous obtiendrons trois relations dont la première est

cy' d x .

Nous en tirons par différentiation 

(i) P — cy' —  bz'

mais il est évident que nous pouvons ajouter au second membre 

de cette dernière relation la dérivée partielle — ~  d’une fonc

tion uniforme —  car, en intégrant, l ’intégrale relative à ce 
terme sera nulle et la relation (t) sera encore satisfaite. Nous 
avons donc pour les composantes de la force électromotrice d’in
duction par unité de longueur

(*)

V —  cy' — bz' 1
a. ~ 

>Tj
 

1 d^
dx

Q =  az' — ex' dG
dt dy

R =  bx' — du d i
t

dz
ay'

dt

164. Montrons maintenant que ces équations sont encore 
applicables au cas où un nombre quelconque de courants C2, 
C3,... Cn sont en présence du courant C,.

La force électromotricc d’induction développée dans C, par l’en
semble des n — i autres courants est égale à la somme des forces 
électromotrices développées par chacun d’eux; on a donc pour 
la composante P,

dF2 ty*P =  c2y' — b-iZ1 — dt dx

+  cdj' — bnz' —
dF, 4 s
dt dx

- + - · · ·
dVn d’bn

+  c»y' dt dx
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OU

“ » ' S 0 - ' ! '

«?SF dlii__________ _ _ _ _  >

dt dx

Or et b sont les composantes suivant deux des axes de 

l’induction magnétique au point considéré sur C4; ^ ^ F  est la 

composante du moment électromagnétique au môme point ; quant 

à c’est une fonction uniforme des coordonnées. Par consé

quent la première des équations du groupe (2) s’applique au cas 
d’un nombre quelconque de courants pourvu que l’on prenne 
pour ¿1, c, et F les valeurs de ces quantités dues à l’ensemble 
des courants agissants. On verrait de la même manière que les 
deux autres équations sont également applicables.

165. On peut aussi tenir compte de l’action du courant C, 
sur lui-même. En effet nous pouvons considérer [le circuit C, 
comme formé de deux portions, l ’une se réduisant à l’élément de 
circuit pour lequel on cherche les composantes de la force élec
tromotrice, l ’autre comprenant le reste du circuit. Cette dernière 
portion peut être confondue avec le circuit C, lui-même, de sorte 
que si l ’on néglige l’induction de l’élément sur lui-même l’induc
tion provient des n circuits C,, C2,... C„. Les composantes de la 
force électromotrice seront donc données par les formules (2) où 
«, b, c, F, G, H seront les valeurs dues à tous les courants.

166. Signification de tj/. — La fonction A est une fonction 
quelconque des coordonnées assujettie à la seule condition d’être 
uniforme. Maxwel admet que c’est le potentiel électrostatique 
résultant des masses électriques qui peuvent exister dans le champ.

Cette hypothèse aurait besoin d’être vérifiée expérimentale
ment par la concordance entre les valeurs mesurées des forces 
électromotrices d’induction dans un circuit ouvert et les valeurs 
fournies par les équations (2) où  ̂ serait donnée par l’expérience 
et les quantités a, b, c, F, G, II par les formules

a  == a +  4tiA,
b =  P -+- 4"B,
c — T +  4^G,
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et

INDUCTION

F = G =
vdx

II =
wdx

r

Toutefois il est toujours permis de prendre pour A le potentiel 
électrostatique car les quantités F , G, II n’ont pu être détermi
nées qu’en les supposant liées par l'équation différentielle

dF dG dll
dx dy dz °

et nous sommes libres d’abandonner cette hypothèse. Si nous 
n’avions pas introduit cette hypothèse, nous aurions trouvé pour 
F, G, II des valeurs de la forme

d'I
dx  ’

7- étant une fonction arbitraire des coordonnées, et pour les com
posantes P, Q, R de la force électromotrice par unité de lon
gueur

P =  cy' — bz' — du dx d1'/. d'h—— _ _ _ _  _____ 1
dt r dxdt dx  ’

Q =  az! —  ex’ — dv dx drL dh
dt r dydt dy ’

R =  bx' —  ay' — d w _ d j_ _  drf , ___«ty
dt v dzdt dz

Il est donc toujours possible, en choisissant convenablement la 
fonction arbitraire 7, de faire en sorte que la fonction tj1 qui entre 
dans ces équations et les équations (2) représente le potentiel 
électrostatique.
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CHAPITRE X ‘

ÉQUATIONS DU CHAMP MAGNÉTIQUE

167. É qu ation s du cham p m agn étique. — Récapitulons les 
équations qui lient entre elles les composantes en un point de 
l’induction magnétique, de la force et du moment électromagné-

l’électricité.
Dans le § 103 nous avons vu, que si a, [3, y sont les compo

santes de la force magnétique en un point d’un milieu magnétique 
dont le coefficient de perméabilité est p, les composantes de 
l’induction magnétique au mémo point sont données par les 
équations.

Si au point considéré passe un flux d’élcctricité, les com
posantes u, p, w de la vitesse de ce flux peuvent être déduites 
des composantes de la force magnétique au moyen des relations 
établies au §118 :

tiques, de la force électromotrice d’induction et de la vitesse de

(0

Quant aux composantes F, G, II du moment électromagné
tique elles sont liées (§ 131) à celles de l’induction magnétique
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par les équations différentielles

dll dG
dy dz ’
dF  ¿II
dz dx  ’

dG dF
dx dy

Mais puisque «, b , c sont les produits de ot, ¡3, y par un facteur 
constant |a et que a, P, y dépendent de u, v, w les composantes 
F, G, H du moment électromagnétique sont elles-mêmes des 
fonctions de u, v, w. D’après ce que nous avons dit aux § 137 
et 166 ces fonctions ont pour expressions :

(IV)

IL  (IL

G==r /

Enfin la force électromotrice résultant de l’induction électro
magnétique et des masses électriques à l ’état statique a pour 
composantes, ainsi que nous l ’avons montré au § 163,

/ P =  cy' — ls ' dF
dt

4
dx  ’

(V) j Q =  as' —  ex' dG
dt

4
dy 5

\ R =  hx' — ay'
' d\l 4

dt dz '

168. É qu ation s  d es  cou ran ts d e conduction . —  Dans les for
mules (III), u, v, w désignent les composantes de la vitesse de 
l’électricité sans distinction du mode de mouvement : conduction
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ou déplacement. Dans le cas où l’on a un courant de conduction 
ces composantes doivent en outre satisfaire aux équations qui 
expriment la loi de Ohm. Au § 87 nous avons vu que si C désigne 
la conductibilité électrique du milieu etX  la variation par unité de 
longueur de la projection suivant l’axe des x  des forces électro- 
motrices résultant de toute autre cause qu’une différence de 
potentiel statique, nous avons pour la première de ces équations,

u
IT X.

Lorsqu’on suppose que ces forces électromotrices sont dues 
uniquement à l’induction exercée par les masses magnétiques et 
les courants qui varient ou qui se déplacent dans le champ, le 
second membre de cette dernière équation est égal à P. Par 
conséquent, nous avons alors pour les trois composantes de la 
vitesse de l’électricité dans un courant de conduction

/ n =  CP,

(VI) ? =  CQ,
( w =  CR.

169. É qu ation s des courants de d ép lacem en t. — Les équa
tions précédentes ne sont pas applicables aux courants de dépla
cement, ces courants étant supposés ne pas suivre la loi d’Ohm. 
Quant aux équations (III), elles doivent être satisfaites puisque, 
comme nous l’avons déjà dit (118), Maxwell admet que les 
courants de déplacement obéissent aux lois électromagnétiques 
et électrodynamiques d’Ampère. Mais outre ces dernières équa
tions, il en existe trois autres qui lient les composantes de la 
vitesse de l’électricité, dans un courant de ce genre, aux com
posantes de la force électromotricc.

Nous avons vu, en effet (72), que les composantes du déplace
ment électrique sont données par trois équations dont la pre
mière est J

f = ‘ ( i - i
4 n \dx ,

X ayant dans cette formule la même signification que dans le
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paragraphe précédent. Si donc, nous admettons que les forces 
électromotriccs soient dues uniquement à une différence de 
potentiel statique et à l’induction des aimants et des courants 
placés dans le champ, le facteur entre parenthèses dans l’expres
sion de/’ est égal à —  P ; par suite, nous avons alors,

(VII)

En dérivant ces équations par rapport au temps, il vient pour 
les composantes h, v , w  de la vitesse du déplacement électrique

(VIII)

_K dP 
dt ' 

K d.Q 
4« dl ' 
K_ dR 
4n dt

. 110 . É qu ation s  d es  courants dan s un m ilieu  im p a r fa item en t  
isolan t. — Le groupe d’équations (VI) s’applique aux milieux 
conducteurs comme les métaux ; le groupe d’équations (VIII) 
s’applique, au contraire, aux milieux parfaitement isolants. Lors
que le corps est imparfaitement isolant, Maxwell admet que le 
courant électrique vrai, duquel dépendent les phénomènes élec
tromagnétiques, a pour composantes la somme des composantes 
du courant de conduction et du courant de déplacement ; nous 
avons donc dans ce cas

u —  CP - 

e = C Q

\
w == CR H— t ~

K_ dP 
4^ dt ’ 
K dQ  
4u dt ’ 
K dR 
4  ̂ dt

(IX)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



153ÉQUATIONS DES COURANTS DANS UN MILIEU ISOLANT

Remarquons que l’hypothèse de Maxwell soulève une difficulté. 
En effet, le milieu possédant des propriétés intermédiaires entre 
celles des conducteurs et celles des isolants, la force électromo
trice qui produit le courant doit vaincre deux espèces de résis-

1
tance : l ’une analogue à la résistance —  des métaux, l’autre

Vj

du genre de celle qu’oppose un isolant. Il semble donc que, con
trairement aux vues de Maxwell, l ’intensité du courant et, par 
suite, les quantités u, e, w dussent alors être plus petites que 
dans un milieu conducteur ou un milieu parfaitement isolant.

n i .  M. Potier a substitué à l’hypothèse de Maxwell une 
hypothèse plus rationnelle. Il admet que la force électromotrice 
en un point est la somme de celle qui donne lieu au courant de 
conduction et de celle qui produit le déplacement. Nous avons 
alors, en tirant des équations (VI) et (VII) les valeurs des com
posantes de la force électromotrice et additionnant :

(X)

p =

Q:

R :

K
u

=_ TT
, 4~

Q “T If 6>K
m 4 tc
c -  +  T r ' ‘' ;

172. Les formules (IX) et les formules (X) se réduisent à celles 
des courants de conduction, les premières pour K — o, les secondes 
pour K =  oo . Un conducteur doit être considéré, d’après Maxwell, 
comme un diélectrique de pouvoir inducteur nul, et, d’après 
M. Potier, comme un diélectrique de pouvoir inducteur infini.

La conséquence de l’hypothèse de M. Potier s’interprète facile
ment dans la théorie des cellules.

Dans cette théorie, en effet, on se représente un diélectrique 
parfait comme formé par des cellules parfaitement conductrices 
séparées les unes des autres par des intervalles parfaitement 
isolants.

Qu’arrivera-t-il alors pour un corps tenant le milieu entre 
les diélectriques et les conducteurs, c’est-à-dire pour un diélec
trique imparfait?
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Les formules de Maxwell et celle de M. Potier donnent à 
cette question deux réponses différentes.

Adoptons-nous les formules de Maxwell ? C’est supposer que 
les intervalles qui séparent les cellules ne sont plus parfaitement 
isolants mais que leur conductibilité spécifique C n’est plus 
nulle.

173. Adoptons-nous au contraire les formules de M. Potier; 
cela revient a supposer que les cellules conductrices ne sont plus 
parfaitement conductrices et que leur conductibilité C n’est plus 
infinie. ■ . „

Il est peu probable que la réalité soit aussi simple que le sup
posent Maxwell et M. Potier. Peut-être devrait-011 adopter une 
combinaison des deux hypothèses : des cellules imparfaitement 
conductrices, séparées par des intervalles imparfaitement iso
lants.

Tout cela a d’ailleurs peu d’importance ; toutes ces hypothèses 
ne peuvent être regardées que comme une première approxima
tion, appropriée à l’état actuel de la science; et dans cet état 
actuel, on n’a intérêt à considérer que des conducteurs ordi
naires ou des diélectriques regardés comme parfaits.
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T H É O R IE  É L E C T R O M A G N É T IQ U E  DE L A  L U M IÈ R E

174. C onséquen ces d es  th éo ries  de M axw ell. —  Des 
diverses théories que nous avons exposées dans les Chapitres 
précédents, il résulte nettement que la préoccupation constante 
de Maxwell est de trouver une explication des phénomènes élec
triques et électromagnétiques, généralement attribués à des 
actions s’exerçant à distance, par le mouvement d’un fluide 
hypothétique remplissant l’espace. Nous avons pu constater que 
Maxwell n’avait qu’imparfaitement atteint son but; en particulier 
nous avons vu dans le Chapitre vi que, s’il est possible de rendre 
compte des attractions et des répulsions électrostatiques au 
moyen des pressions et des tensions d’un fluide remplissant les 
diélectriques, les propriétés qu’il faut alors attribuer à ce fluide 
sont incompatibles avec celles que Maxwell lui suppose dans 
d’autres parties de son ouvrage. Ainsi, malgré les efforts de 
Maxwell, nous ne possédons pas encore une explication méca
nique complète de ces. phénomènes ; néanmoins les travaux de 
ce physicien ont une importance capitale : ils démontrent la pos
sibilité d!une telle explication.

175. · Mais laissons de côté les quelques contradictions que 
nous avons relevées dans l’œuvre de Maxwell et attachons-nous 
plus spécialement à la théorie qu’il a proposée pour expliquer 
l’Electromagnétisme et l ’Induction et que nous avons exposée 
clans le Chapitre îx. Une des conséquences les plus importantes 
de cette théorie, et cette conséquence mérite à elle seule toute 
notre admiration, est l ’identité des propriétés essentielles de 
l’éther qui, d’après Fresnel, transmet les radiations lumineuses 
et du fluide que Maxwell suppose présider aux actions électro-
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magnétiques. Ainsi que le fait observer ce dernier, cette iden
tité de propriétés est une confirmation de l’existence d’un fluide 
servant de véhicule à l’cnergie.

« Remplir l ’espace d’un nouveau milieu toutes les fois que 
l’on doit expliquer un nouveau phénomène ne serait point un 
procédé bien philosophique ; au contraire, si, étant arrivés indé
pendamment, par l’étude de deux branches différentes de la 
science, à l’hypothèse d’un milieu, les propriétés qu’il faut 
attribuer à ce milieu pour rendre compte des phénomènes élec
tromagnétiques se trouvent être de la même nature que celles 
que nous devons attribuer à l’éther luminifere pour expliquer 
les phénomènes de la lumière, nos raisons de croire à l’exis
tence physique d’un pareil milieu se trouveront sérieusement 
confirmées. » Maxwell. Traité <TElectricité, t. II, § 781 .

176. L’éther et le fluide de Maxwell jouissant des mêmes 
propriétés, la lumière doit être considérée comme un phénomène 
électromagnétique et le mouvement vibratoire qui produit, sur 
notre rétine, l ’impression d’une intensité lumineuse doit résulter 
de perturbations périodiques du champ magnétique. S ’il en est 
ainsi, des équations générales de ce champ doit pouvoir se déduire 
l’explication des phénomènes lumineux. C’est à cette explication 
qu’on a donné le 110m de Théorie électromagnétique de la  lumière.

Cette théorie conduit nécessairement à des relations entre les 
valeurs des constantes optiques et des constantes électriques 
d’un même corps. Si ces relations se trouvent satisfaites numéri
quement par les données de l’expérience,· elles constitueront autant 
de vérifications, indirectes mais néanmoins tics probantes, de la 
théorie. L’une des meilleures vérifications de ce genre est l ’ac
cord satisfaisant que l’on constate entre les valeurs trouvées par 
Foucault, Fizeau et M. Cornu pour la vitesse de propagation de 
la lumière et celle qu’011 déduit de la théorie électromagnétique. 
Cherchons donc la formule qui exprime cette vitesse en fonction 
des constantes électriques mesurables du milieu où s’effectue la 
propagation.

177. É qu ation s  de la  p rop ag ation  d ’une pertu rbation  
m agn étique dan s un d ié lec tr iqu e. —  Tous les corps transpa
rents étant des isolants plus ou moins parfaits, si toutefois on
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excepte les solutions électrolytiques, bornons cl’abord notre étude 
à la considération des diélectriques. De plus admettons que les 
molécules matérielles du milieu qui propage les perturbations 
magnétiques sont en repos.

Par suite de cette dernière hypothèse les composantes x’, y’, z', 
de la vitesse d’un point matériel sont milles et les équations (V) 
du § 167 se réduisent aux suivantes :

P  _  _ d F  _  dfy
dt dx ’

p .__ d G d'b
dt dy ’

p __ d\\ d’b
dt dz

Le potentiel électrostatique  ̂étant dû à des masses électriques 
ne variant ni en grandeur ni en position, cette quantité et ses 
dérivées partielles par rapport à x, y , z, sont indépendantes du 
temps ; par conséquent en dérivant les équations précédentes par 
rapport à t, nous obtenons

/ ¿P _  d*F
1 dt dt1 ’
J <iQ_ _  d*G
j  dt ~  ~dF'

I ^  d q i
dt dt2

La perturbation magnétique étant supposée s’effectuer dans un 
milieu diélectrique, les composantes n, e, iv de la vitesse de 
l’électricité sont liées aux composantes de la force électromo
trice par les équations (VIII) d’où n,ous pouvons tirer les déri
vées de P, Q, R par rapport à t. En portant les valeurs de ces 
dérivées dans les équations précédentes nous avons
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Pour avoir les équations différentielles qui donnent F , G, II en 
fonction du temps, il nous faut exprimer «, c, iv en fonction de 
F , G, II et des dérivées de ces quantités. Pour cela adressons- 
nous aux groupes d’équations (I), (II) et (III).

Les équations (I) et (III) nous donnent

¿11 dG
[xa =

dy dz ’
dF dll
dz dx  ’
dG dF

f*ï = dy ‘

Au moyen de ces équations calculons les dérivées de a, [3, y, par 
rapport à x, y , z et portons les valeurs ainsi trouvées dans les 
équations (II) ; nous obtenons

4?t[XK

4*epe

cü
dx
dl_
dy
dJ_
dz

-AF,

■AG,

AU,

J désignant la somme des dérivées partielles :

— * !L  , ^  i Æ
dx dy ‘ dz

L’élimination de u, c, ip entre ces dernières équations et les 
équations (2) nous conduit aux équations différentielles cher
chées.

(A)

K d2II __ , ti
KfX di- ~ AH

dJ
dx ’ 
dJ 
dy ’
dJ
dz

Sous cette forme, ces équations sont semblables à celles du
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mouvement d’une molécule d’un milieu élastique (l) et par con
séquent à celles du mouvement d’une molécule d’éther ; c’est une 
première confirmation de l ’hypothèse sur la nature électroma
gnétique des vibrations lumineuses.

178. Ces équations étant linéaires et à coefficients constants, 
les dérivées par rapport à une variable quelconque des fonc
tions F, G, II qui y satisfont, sont aussi des solutions de ces équa
tions ; en outre, il en est encore de même de toute combinaison 
linéaire de ces dérivées. Par conséquent les composantes «, b, c 
de l’induction magnétique, liées aux composantes du moment 
électromagnétique par les relations (III), satisfont aux' équa
tions (A). D’ailleurs'dans ce cas ces dernières se simplifient caria 
quantité J est alors

da db de
dx dy dz

et nous savons que cette somme de dérivées partielles est 
nulle (102). Nous avons donc

K p 

Kp.

d2a  
dl2 
d2b 
dtl

Kp d2c
ü ë

A«,

A b,

Ac.

Quant aux composantes a, [3, y de la force magnétique elles 
doivent également satisfaire aux équations (A) puisqu’elles ne 
diffèrent de a, b, c que par un facteur constant ; la somme J des 
dérivées partielles subsiste alors dans les équations.

Enfin les composantes u, v, w de la vitesse du déplacement 
étant des fonctions linéaires et homogènes des dérivées de a, p, y 
sont aussi des solutions des équations (A). L’hypothèse de l’in
compressibilité de l’électricité étant exprimée par la condition

du , d(> dw
------ 1----- 7-----1-------"7--= =  °>dx dy dz

J disparaît des équations.

(‘) Voir Théorie m athém atique de la  lumière, p. 4 ·̂
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179. D’ailleurs si comme le suppose Maxwell (133), les com
posantes F , G, II du moment électromagnétique satisfont à 
l’identité

¿F  dG dll _
dx dy dz 0>

les équations (A) et celles qui donnent les composantes de la force 
magnétique ne contiennent pas J. Mais l’abandon de cette hypo
thèse ne modifie en rien les résultats auxquels conduit la théorie 
électromagnétique de la lumière car J disparaît lorsqu’on suppose 
périodiques les perturbations du champ magnétique.

En effet dérivons les équations (A) par rapport à x , y, z, et 
additionnons ; nous obtenons après simplification

d*3

J doit donc être une fonction linéaire du temps, ou une cons
tante, ou zéro ; il en est de même pour les dérivées de J par 
rapport à x, y , z. Or, si F , G, II sont des fonctions périodiques 
du temps, J et ses dérivées sont également des fonctions pério
diques ; par suite ces quantités ne peuvent être ni des fonctions 
du premier degré en I, ni des constantes ; elles sont donc nulles.

180. C as d es  on des p lan es . — Supposons que les phénomènes 
électromagnétiques qui ont. lieu dans le diélectrique ne dépen

dent que du temps et de la coordonnée z du point considéré. 
Dans ce cas ces phénomènes sont, au même instant, identiques 
pour tous les points d’un plan parallèle au plan des xy  ; on dit 
alors que les perturbations magnétiques forment des ondes planes.

Les composantes F, G, II du moment électromagnétique ne 
dépendant pas de x  ni de y, les dérivéès de ces quantités par 
rapport à# et à y sont nulles et les équations (A) se réduisent à

(B)

K F 

K p 

Kp

d2F rf»F
dû dz2
d1 G æ  G
dû dzï

æ  II
dû

o.
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Cette dernière équation montre que dans le cas où les perturba
tions sont périodiques la composante II est nulle. Par conséquent 
le moment électromagnétique est situé dans le plan de l’onde. II 
en est de même des autres quantités, vitesse de l’électricité, force 
électromagnétique, etc., dont les composantes satisfont à des 
équations semblables aux équations (B), On peut donc dire que, 
comme les vibrations de l’éther dans la théorie ordinaire de la 
lumière, les perturbations électromagnétiques périodiques sont 
transversales.

181. V itesse de propagation  d ’une onde p ériod iqu e p lan e. 
— Si nous posons

les deux premières des équations (B) deviennent

d2 F V2 æ F
- i r = Y h t ·
d2 G dr G

~ J F ~ ~  v” I l F '

Sous cette forme, ces équations sont identiques à celles qui 
donnent les composantes du déplacement d’une molécule d’un 
milieu élastique dans le cas d’un mouvement par ondes planes 
transversales. Nous pouvons donc considérer les perturbations 
électromagnétiques comme se propageant avec une vitesse égale à

i

182. V aleu r de cette  v itesse  dan s le  vide. — Le coefficient 
de perméabilité p du vide étant égal à i dans le système de 
mesures électromagnétique, la vitesse de propagation des ondes

planes dans ce milieu est égale à ,K  étant exprimé dans le

même système. Cherchons la valeur de cette quantité.
L’une des composantes du déplacement électrique est donnée 

par la formule
K dif

' 4-  dx *
P o i n c a r é . Électricité et Optique. 11
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Le pouvoir inducteur spécifique n’ayant pas de dimensions 
dans le système électrostatique, les dimensions du déplacement 
dans ce système sont celles du quotient d’un potentiel par une 
longueur et, par suite, celle du quotient d’une quantité d’électri
cité par le carré d’une longueur. Il s’ensuit que si on passe d’un 
système de mesures à un autre dans lequel l ’unitc de longueur a 
conservé la même valeur que dans le premier, les nombres qui 
mesurent le déplacement dans l’un et l ’autre système sont dans 
le même rapport que ceux qui expriment une même quantité 
d’électricité. Si donc nous appelons pie rapport del’unité électro
magnétique de quantité d’électricité à l’unité électrostatique, le 
nombre qui exprime, soit une quantité d’électricité, soit un 
déplacement dans le premier système est égal au produit de

—  par le nombre qui mesure la même grandeur dans le système

électrostatique. D’autre part on sait que le rapport des unités de 
force électromotrice dans les deux systèmes de mesure électrique 
est inverse de celui des unités de quantité ; donc le nombre qui

exprime ■ ' ■ dans le système électromagnétique est le produit

de p par la mesure de cette quantité au moyen de l’unité élec
trostatique. Il en résulte que la valeur du quotient de f  par

d'I
(l.t

• et, par suite, la valeur de K se trouvent multipliées par

-r*quand on passe du système électrostatique au système élec

tromagnétique. Le pouvoir inducteur spécifique du vide étant 

I dans le système électrostatique, sa valeur est - 2 dans le 

système électromagnétique.
Si nous portous cette valeur de K dans l’expression de la 

vitesse, nous avons

v ~  \/K :1 V*
la vitesse de propagation d’une perturbation électromagnétique 
est donc égale au rapport p des unités de quantité d’électricité 
dans les deux systèmes de mcsures élëctriques.
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183. — Cette dernière quantité a été déterminée par de nom
breux expérimentateurs au moyen de méthodes que l’on peut 
classer en trois groupes suivant que v est. donné par le rapport 
des unités de quantité d’électricité, ou par celui des forces élec
tromotrices, ou enfin par la comparaison des capacités. Voici les 
résultats de quelques-unes de ces déterminations pour le quotient 
par io 10 de la valeur de v exprimée en unités C. G. S.

I er  groupe. W eber et Kohlrausch

2me groupe.

Maxwell, 1868 .............................
W . Thomson et King, x86g . .
Mac Kichan, 1872.........................
Shida 1880......................................
Exncr, 18 8 2...................................
Lord Kelvin, 1889.........................

Pellat, 1891 ..................................
Hurmuzescu, 1 8 9 6 .....................

v
lcd»
3,1074
2,8410
2,8080
2,8960
2,g55o
2,9200

3,004
3,0092

3,oooi

31110 groupe. /

Ayrton et Perry, (879.............................  2,96

Stoletow, 1 8 8 1 .......................................... 2,99

J.-J. Thomson, x883. . .......................... 2,9630

; 18 8 1.......................................... I 3,019

Klcmcncic < 1884.......................................... ) 3,0180
( 1886.......................................... ( 3,0142

( 1886......................................   i  3,oo33
Himstedt. < 1887.......................................... j 3,0049

( 1888 3,0092

E.-B. Rosa, 1 8 8 9 ......................................  3,ooo4
J.-J. Thomson et Searle, 1890 . . . .  2,9965
Abraham, 18 9 2 ..........................................  2,9912

Pour la vitesse de la lumière dans le vide, M. Cornu a trouvé , 
3 ,o o 4 X  io 10 centimètres : seconde avec une erreur probablement 
inférieure à 1/,00o· vo*t i 116 ce nombre ne diffère que d’une 
quantité très petite, de l’ordre des erreurs expérimentales, des 
valeurs de v données par MM. Klemencic, Himstedt, Rosa, 
d’après des méthodes paraissant présenter la plus grande préci
sion. La théorie de Maxwell reçoit donc une confirmation aussi 
satisfaisante qu’il est permis de la souhaiter.

D’autre part, M. Hertz, en mesurant la vitesse de propagation 
des ondes électromagnétiques, a trouvé un nombre du même
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-ordre de grandeur que la vitesse do la lumière. C’est encore une 
Vérification très satisfaisante de la théorie électromagnétique de 
la lumière.

184. R ela tion  en tre l ’in d ice  de ré fract io n  et le  p ou v o ir  
inducteur d ’une su bstan ce iso lan te. — La perméabilité magné
tique des milieux transparents étant très sensiblement égale à 
celui du vide, le rapport de la vitesse'de propagation V, des 
ondes électromagnétiques dans le vide et de la vitesse Y de ces 
ondes dans un milieu transparent est

K étant le pouvoir inducteur spécifique de ce dernier milieu 
exprimé dans le système électrostatique.

D’après la théorie ordinaire de la lumière ce rapport est égal 
à l’indice de réfraction absolu n. Il en résulte que l ’on doit avoir

K == n\

Mais, puisque n varie avec la longueur d’onde, cette relation 
ne peut évidemment être satisfaite que si les quantités K et n se 
rapportent à des phénomènes de même période. Nous devons 
donc prendre l’indice de réfraction qui correspond à des ondes 
de très longue période, ces ondes étant les seules dont le mouve
ment puisse se comparer aux opérations lentes à l’aide desquelles 
on détermine le pouvoir inducteur spécifique. La valeur de cet 
indice peut être obtenue approximativement en faisant ). =  oo 
dans la formule de Cauchy,

« =  A -f- -\—

nous avons ainsi n =  A.
Des expéi’iences faites sur le spectre calorifique, il résulte que 

la formule de Cauchy ne suffit pas pour représenter les indices 
des radiations de longue période ; la formule qui les représente 
le mieux est de la forme :

■ n —  A).2 B A*

; On trouverait ainsi, pour X' —  oo , n —  oo ce qui est inadmis*
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sible :mais ce qui montre combien il faut peu se fier à des extra
polations de ce genre. C’est sans doute là la principale cause 
des divergences que nous signalons plus' loin.

185. — Au moment où Maxwell écrivait son Traité, la paraffine 
était le seul diélectrique dont le pouvoir inducteur ait été déter
miné avec une exactitude suffisante. Une seule vérification de la 
relation K =  ;i2 était donc possible ; encore était-elle peu satis
faisante. MM. Gibson et Barclay avaient trouvé pour le pouvoir 
inducteur de la paraffine solide 1 ,975, dont la racine carrée est 
i,4o5. Or ce nombre diffère sensiblement de la valeur 1,422 de 
l’indice de réfraction, pour une longueur d’onde infinie, déduite 
des expériences du Dr Gladstone sur la paraffine fondue. Toute
fois, les nombres comparés se rapportant à deux états différents 
de la paraffine, leur divergence ne peut infirmer la théorie ; aussi 
Maxwell en conclut-il seulement que si la racine carrée de K n’est 
pas l’expression complète de l’indice de réfraction, elle en forme 
le terme, le plus important.

486. — Depuis, on a fait de nombreuses déterminations des 
pouvoirs inducteurs spécifiques des corps transparents ; en 
voici les résultats, au point de vue qui nous occupe.

Pour les solides la racine carrée de K diffère de l’indice de 
réfraction d’une quantité quelquefois considérable. D’après 
M. Ilopkinson les indices de réfraction des différentes espèces 
de verre sont toujours plus petits que la racine carrée de leur 
pouvoir inducteur ; pour certains verres ils ne sont que la moitié 
de cette racine.

La relation K =  «2 se trouve un peu mieux vérifiée dans le 
cas des liquides. Pour certains hydrocarbures liquides, les expé
riences de MM. Hopkinson, Négréano, Palaz montrent que la 
vérification est assez satisfaisante. Les deux tableaux suivants 
résument, le premier les résultats de M. Négréano, le second 
ceux de M. Palaz ; dans ces tableaux l’indice de réfraction se rap
porte à la raie D du sodium.

K
2,2921

2 , 2 4 2 0

\/K n„
1 , 5 i 3q i ,5o62

i ,4949 M 9 12

Benzine pure. 
Toluène . . .

I
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K y/K n„
Xylène (mélange de plusieurs isomères) 2,2679 i , 5 o5 9 1/1897
Métaxylène......................................... 2,3781 1,5421 1,4977
Pseudocumènc .................................... 2 , 4 3 io i,55gi 1,4837
Cymène. . . . . .  ......................... 2,4706 1,5716 1,4837
Essence de térébenthine..................... 2,2618 i,5o3g 1,4726

Il

Benzine.............................................. 2,3377 i ,5x7 1,4997
Toluène n° 1 ....................................... 2,3646 1,537 i ,4949

» n° 2 ....................................... 2,3649 1,537 1,4848
Pétrole ordinaire n° i ......................... 2,1234 1,457 1,4487

» » n° 2 ......................... 2,0897 1,445 x ,4477
» rectifié ................................ 2,1950 1,481 1,4766

La vérification est beaucoup moins bonne si l ’on prend des
huiles végétales ou animales. Pour celles sur lesquelles il a 
opéré, M. Hopkinson a toujours trouvé n >  vAs.. M. Palaz arrive 
à une conclusion inverse pour l’huile de navet et l ’huile de ricin :

Huile de navet............................  \/K =  1,737 «0 =  1/1706
Huile de ricin............................  2,147 1,4772.

En 1888, M. Gouy (*) a mesuré le pouvoir inducteur spéci
fique de l’eau par l’attraction qu’éprouvent deux plateaux élec
trisés entre lesquels se trouve une couche de ce liquide; il a 
trouvé K =  80. Il en résulterait, d’après la relation de Maxwell, 
n — 9 environ, nombre à peu près sept fois plus grand que l’in
dice de réfraction réel ; cette relation est donc dans ce cas, tout 
à fait en défaut. Il est vrai qu’elle n’a été établie que pour les 
corps isolants, condition qui est loin d’être satisfaite par l’eau, 
toujours plus ou moins conductrice par suite des sels qu’elle 
contient. Mais au moins on devrait trouver pour K des valeurs 
de plus en plus petites lorsqu’on prend de l ’eau de plus en plus 
pure ; or c’est précisément l’inverse qui paraît avoir lieu.

Enfin, si nous passons aux gaz, nous trouvons un accord très 
satisfaisant entre les valeurs de y/K et celles de n.  Le tableau 
suivant donne les valeurs de ces quantités pour quelques gaz ;

(') Comptes rendus, t. GVI, p. 548; 188 8 .
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les valeurs du pouvoir inducteur spécifique résultent des expé
riences de M. Boltzmann.

, K /K n
A i r .................................................. i.oooÜgo 1,000:295 1,00029.4
Acide carbonique......................... 1,000946 1,000473 1,000454
Hydrogène..................................... 1,000264 i , o o o i 3 2 i ,oooi38
Oxyde de c a r b o n e ..................... 1,000690 i , o o o 3 4 5 i,ooo335
Protoxyde d'azote ..................... 1,000984 1,000492 i,ooo5i 6
Bicarbure d’hydrogène . . . . I,00 l 3 l 2 i,ooo656 i ,000720
Protocarburc d’hydrogène. . . 1,0009.44 1,000472 I  ,000.443

187. — En résumé, la relation K == «2 est vérifiée pour
gaz et quelques liquides ; elle est en défaut pour la plupart des 
liquides, des solides, et surtout pour l’eau. Malgré la multipli
cité des recherches, nous ne sommes donc pas mieux renseignés 
que Maxwell sur le degré d’exactitude qu’on doit accorder à cette 
relation.

Mais si l’on excepte l’eau, qui s’écarte complètement des dié
lectriques par sa nature électrolytique des qu’elle renferme une 
trace d’un sel en dissolution, les divergences constatées entre n 
et la racine carrée de K ne sont pas de nature à faire abandon
ner celte relation, surtout si l ’on tient compte des conditions 
défectueuses dans lesquelles on l’applique. En premier lieu les 
substances étudiées en vue de sa vérification sont souvent loin 
d’être des isolants parfaits comme le suppose sa démonstration. 
Comme isolants, la plupart des solides sont beaucoup moins bons 
que les gaz et quelques liquides tels que le pétrole et la benzine 
bien pure.; or ce sout précisément ces derniers corps qui véri
fient le mieux la relation de Maxwell. En second lieu, le pouvoir 
inducteur et l ’indice de réfraction varient avec la température,, 
et généralement les mesures des deux quantités à comparer sont 
faites à des températures différentes. Enfin, 011 sait que, quelle 
que soit la méthode employée pour la mesure de K, les. résultats 
dépendent de la rapidité des variations du champ dans lequel se 
trouve placée la substance ; peut-être donc, la relation dont il 
s’agit se trouverait-elle mieux satisfaite si les variations du champ 
étaient aussi rapides que les vibrations lumineuses. Pour ces 
diverses raisons il 11e faut pas s’étonner si la vérification de cette 
relation n’est pas aussi satisfaisante que la comparaison du rap
port v et de la vitesse de la lumière dans le vide..
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188. D irection  du d ép lacem en t é lectriqu e. —  Considérons 
une onde plane électromagnétique. Prenons pour plan des xy  un 
plan parallèle à l’onde et choisissons pour axe des x  une direc
tion parallèle à celle du moment électromagnétique ; nous avons 
alors G =  o, II =  o. Quant à F , son expression dépend de la 
nature de la perturbation ; admettons qu’on ait

F =  A c o s ^ - ( 2  —  Xt).

D’après les équations (III) du chapitre précédent, les compo
santes de l’induction magnétique, sont alors

b =

ÜL
du
dF
dz
dG
dx

d  G 
dz 
dU 
dx 
dV 
dy

A· sin - y - ( z —  Vf),

: O.

L’induction magnétique est donc parallèle a l ’axe des y , c’est- 
à-dire perpendiculaire à la direction du moment électromagné
tique. Il en est de même de la force magnétique qui a même 
direction que l’induction puisque les composantes de ces deux 
quantités ne diffèrent, que par un facteur constant u.

Les composantes de l’induction étant connues, les équations (II) 
permettent de calculer celles de la vitesse du déplacement ; nous 
trouvons

4n/e 

4"«’=

dy 
dy 
dy. 
dz

dx

dp
dz
dy
7 x
da
dy

A F  ( " Y " )  ° COS -V / ) ,

équations qui nous montrent que la vitesse du déplacement est, 
comme le mornent électromagnétique, parallèle à l’axe des x . 
C’est évidemment aussi la direction du déplacement lui-même, 
et d’après les équations (VII), celle de là force éleclromotrice 
qui le produit..
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Ainsi en un point d’une onde plane, le déplacement électrique 
et le moment électromagnétique ont même direction ; la force 
électromotrice et l’induction leur sont perpendiculaires ; ces 
directions sont d’ailleurs situées dans le plan de l’onde.

189. — Mais, lorsque les perturbations électromagnétiques 
sont assez rapides pour donner naissance aux phénomènes lumi
neux, quelle est la direction du déplacement électrique par 
rapport au plan de polarisation de la lumière ? L’hypothèse de 
Maxwell sur l’expression de l’énergie kinétique du milieu qui 
transmet les ondes et l’étude des diverses théories proposées 
pour l’explication de la réflexion vitreuse nous permettent de 
répondre facilement à cette question.

Nous savons que dans les théories ordinaires de la lumière, les 
phénomènes observes dans les milieux isotropes s’interprètent 
tout aussi bien, soit en admettant, avec Fresnel, que les vibra
tions de l’éther sont perpendiculaires au plan de polarisation, 
soit en admettant, comme le font Neumann et Mac-Cullagh, que 
ces vibrations s’effectuent dans le plan de polarisation. Nous 
avons montré, en outre, à propos de la réflexion vitreuse (*), que 
ces deux hypothèses conduisent à des résultats opposés pour la 
densité de l’éther ; si l’on adopte celle de Fresnel, la densité doit 
être considérée comme variable ; si l ’on prend celle de Neumann 
et Mac-Cullagh, cette densité est constante.

Mais dans l’une et l ’autre théorie l’énergie kinétique a pour 
valeur

j y ^ + v * + ? * ) * ,

p désignant la densité, y¡', "Q les composantes de la vitesse de 
la molécule d’éther. Suivant Maxwell, l’énergie kinétique n’est 
autre que le potentiel électrodynamique du système de courants 
qui existent dans le milieu; l’expression de cette énergie est donc, 
dans le cas où le milieu est supposé magnétique (143),

~  J " (aa  +  $ b  +  yc )  c h ,

(l) Théorie m athém atique de la  Lum ière, p. 3*¿o et suiv.
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ou, en exprimant les composantes de l’induction au moyen des 
composantes de la force électromagnétique,

- Pour faire cadrer la théorie de Maxwell avec la théorie ordinaire 
de la lumière qui, jusqu’ici, s’est trouvée d’accord avec l’expérience, 
nous devons admettre que dans ces deux théories les exprès-' 
sions de l ’énergie kinétiquc sont identiques. Nous devons donc 
avoir

=  a, V = . ¡3, Ç' =  y.

Or, u. étant constant pour un milieu isotrope, la première de 
ces égalités nous indique que la densité p de l’éther doit être 
constante; nous devons donc adopter l’hypothèse de Neumann 
et Mac-Cullagh. Mais alors la force électromagnétique, qui, 
d’après les trois dernières égalités, a môme direction que la 
vibration de la molécule d’éther, est située dans le plan de pola
risation. Par conséquent, en nous reportant à ce qui a été dé
montré dans le paragraphe précédent nous arrivons à cette 
conclusion : le déplacement électrique est perpendiculaire au 
plan de polarisation, si toutefois l ’on adopte les hypothèses de 
Maxwell.

190. P rop ag ation  dan s un m ilieu  an isotrope. — D ouble  
réfraction . — Jusqu’ici nous avons implicitement supposé que le 
milieu isolant qui propage les perturbations électromagnétiques 
est isotrope; cherchons maintenant ce cpie deviennent les équa
tions du champ lorsque le diélectrique est anisotrope.

Nous avons vu (73) que l’analogie de la loi des échanges d’élec
tricité entré les cellules cl’un diélectrique avec la loi des échan
ges de chaleur dans la théorie de Fourier,' conduit, si l ’on choisit 
convenablement les axes de coordonnées, aux valeurs suivantes 
pour les composantes du déplacement électrique dans un milieu
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anisotrope,

41 désigne le potentiel électrostatique, X, Y et Z, les composantes 
de la force électromotrice due à toute autre cause qu’une diffé
rence de potentiel. En supposant cette force électromotrice due 
uniquement à l’induction produite par les courants et lés aimants 
du champ, ces égalités deviennent

(0

[/ ■ =
K
4^ P,

471

\ h: K R.

191. — .Mais il n’est pas nécessaire pour établir ces formules 
de s’appuyer sur l’hypothèse de la constitution cellulaire des 
diélectriques.

D'aprcs les formules (VII) du Chapitre précédent, les compo
santes du déplacement électrique dans un milieu isotrope sont 
proportionnelles à celles de la force électromotrice; par suite, 
l’hypothèse la plus simple qui se présente, est d’admettre que, 
pour un milieu anisotrope, f ,  g, h sont des fonctions linéaires et 
homogènes de P, Q, R,

f  —  AP + B Q  + C R ,
£ =  AT + B 'Q  +  C'R,
/t =  A"P +  B"Q +  C"R.

D’ailleurs les neuf coefficients A, B, C ,... ne sont pas absolu
ment arbitraires. Montrons en effet qu’ils forment un déterminant 
symétrique.

Si nous donnons aux composantes du déplacement des accrois-
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scments df, dg, dh, le travail correspondant de la force électro- 
motrice est

■ I ^ / + Q i ^ 4 -R i / i ,  . 

ou, d’après les relations précédentes,

B (AdP +  BrfQ +  CrfR) +  Q (AWP +  B'rfQ +  CWR)
-f- R (A"rfP +  B"rfQ +  C"dR), ·

ou encore

(AP +  A'Q +  A"R) dP +  (BP +  B'Q +  B"R) dQ
+  (CP +  C'Q 4* C"R) dR.

Pour qu’il y ait conservation de l’énergie cette expression doit 
être une différentielle exacte. Cette dernière condition s’exprime 

1 par trois égalités dont la première est

d(AP +  A'Q +  A"R) ¿(CP +  C'Q +  C"R) 
dR — d P ’

nous en tirons
A" =  C. ’

Les deux autres égalités nous donneraient

B =  A', C' =  B",

ce qui montre bien que le déterminant des coefficients est symé
trique

Le nombre de ces coefficients se trouve donc réduit à 6. Par le 
choix des axes de coordonnées nous disposons des valeurs de trois 
d’entre eux; nous pouvons donc faire ce choix de telle sorte que 
les coefficients qui ne sont pas sur la diagonale du déterminant se 
réduisent à zéro; les valeurs de f ,  g, h se réduisent alors aux 
expressions (i).

192. —  Nous devrions faire, pour les équations qui donnent les 
composantes «, b, c de l’induction magnétique en fonction des 
composantes a, [3, y de la force électromagnétique, la même hypo-' 
thèse que celle que nous venons d’adopter pour exprimer f ,  g , h 
en fonction de P, Q, R. Nous serions ainsi amenés à remplacer
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les équations (I) du Chapitre precedent par trois équations de 
même forme n’en différant qu’en ce que le coefficient p aurait 
dans chacune d’elles une valeur différente p, p', p". Mais la per
méabilité magnétique des corps transparents étant toujours très 
voisine de l’unité, ce coefficient n’a guère d’influence sur le 
résultat des calculs. Pour ne pas compliquer inutilement la 
question nous admettrons que p est constant et égal à i .

193. — En dérivant les équations (i) par rapporta t, et rem
plaçant dans les seconds membres des équations ainsi trouvées,
¿P dQ . ¿R
~dt ' ~dt Ct Ht ĈS Vrt· eurs obtenues au § 177, nous avons les 

relations

qui peuvent s’écrire

( C )

4™  =  — K

fav  == — K' 

4 rav =  — K"

«PF 
d e  ’ 

<z* g  
d e  · 

«z* 11 
H F ’

«PF I
477« ,dïl =  K

iPn I
4 txv,d e = : ~ w

«PTT I
4~IV.

d e ~  — K77

Nous avons d’ailleurs (167)

dy dfj
dij dz ’
da dv

________________| t

dz dx ’
¿¡3 da
dx dy ’

Enfin, puisque nous avons supposé p =  1, les équations (III) du

< D )

4ttri :

4t: v ■

4tï(V :
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S 167 deviennent
/ ¿H dG
I dy dz ’
) 0 _ dF  ¿II

7 7  dx  ’
f rfG ¿F
l dx dy

Tels sont les trois groupes d'équations qui permettent de déter
miner les valeurs, à un moment quelconque, des éléments d’une 
perturbation magnétique en un point d’un diélectrique anisotrope, 
lorsqu’on connaît leurs valeurs initiales.

194. — S ’il est vrai que la lumière est due à une perturbation 
de ce genre, ces équations doivent nous conduire à l’explication 
de la double réfraction que présente la lumière lorsqu’elle tra
verse un milieu anisotrope. L’étude que nous avons faite de ce 
phénomène (*), nous permet de montrer qu’il en est bien ainsi, 
sans entrer dans de longs développements.

Nous savons que si on désigne les composantes du déplacement 
de la molécule d’éther par ■/], Ç dans la théorie de M. Sarrau, 
par X, Y, Z dans la théorie de Neumann, par u, r, w dans celle 
de Fresnel, on a les neuf relations (2).

d\

3̂ 
S*

1 
1 US i -

dll
dZ dX
dy dz ’
dX dZI1II 

: . dx ’
dX dX
Jdx dy ’

{*) Théorie m athém atique de la  Lum ière, p. 2 1 7  à 3i8. 
{*) Loc. c it., p; 2 7 9 . - \
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dy ■ d z ’

d l  ' dX,
dz d.r ’

__ ' dZ
d x  dy

Ces équations deyicunont identiques aux groupes (C), (D) et 
(E) du paragraphe précédent si nous y faisons

_  1 , _  i »
a  K. ’ lv" 6 — K" ’

X = a , . . . ,  ? == F , __

Or les trois théories optiques de Fresnel, de Neumann, et de 
M. Sarrau expliquent également bien tous les faits observés 
puisque, jusqu’ici, aucune expérience n’a pu faire préférer l’une 
à l’autre; nous pouvons donc être assurés que les groupes d’équa
tions (C), (D), (E), déduits de la théorie de Maxwell, permet
tront d’expliquer tous les phénomènes connus et ne seront en 
contradiction avec aucun d’eux.

195. — En particulier, l ’équation des vitesses de propagation 
des deux ondes planes provenant d’une même onde incidente 
doit être identique dans la théorie électromagnétique et dans les 
théories optiques. Dans ces dernières elle est

P t m2 i n2
V2 — a  +  V2 — b +  Y2 —  c =  ° ’

l , m , n étant les cosinus directeurs de la normale au plan de 
Fonde ; par conséquent elle devient avec les notations de la théorie 
électromagnétique

P m2 ir
ky* —  i +  K/v2 — 1T +  K"v2 —  7 ~  °’

■ Il en résulte que les vitesses de propagation suivant les axes 
de coordonnées sont inversement proportionnelles aux racines 
carrées des pouvoirs inducteurs suivant ces mêmes axes ou, ce 
qui revient au même, que ces racines carrées sont proportion-

X =  

Y =  

Z =
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nclles aux valeurs des Indices de réfraction suivant les axes d’élas
ticité du milieu.

196. — Cette relation so trouve assez bien vérifiée pour le 
soufre cristallisé. Les pouvoirs inducteurs suivant les trois axes 
d’élasticité d’un cristal de cette substance sont respectivement, 
d’après M. Boltzmann (l) : 4,773, — 3,970, — 3 ,8 11 . Les racines 
carrées de ces nombres : 2, 185, —  1 ,91, —  1,95 diffèrent peu 
des indices de réfraction correspondant aux mêmes directions 1 
2, i 43, — 1,96 — 1,89.

Les autres substances anisotropes étudiées donnent des résultats 
bien moins satisfaisants. D’après les expériences faites par M. J. 
Curie (2) sur le quartz, le spath, la tourmaline, béryl, etc., la racine 
carrée de K est toujours beaucoup plus grande que l’indice de 
réfraction; toutefois, conformément à la théorie, les cristaux 
positifs, comme le quartz, possèdent un pouvoir inducteur plus 
grand suivant la direction de l’axe optique que suivant une direc
tion perpendiculaire, tandis que pour les cristaux négatifs, 
comme le spath d’Islande, c’est suivant cette dernière direction 
que le pouvoir inducteur est le plus grand.

La relation K =  n2 n’est donc que très imparfaitement vérifiée. 
Mais, comme dans le cas des corps isotropes, nous devons faire 
observer que les conditions que suppose l’établissement de cette 
relation ne sont pas remplies par les substances étudiées. Plu
sieurs d’entre elles sont hygrométriques et acquièrent, par la 
couche d’eau qui les recouvre, une conductibilité qui peut expli
quer jusqu’à un certain point les divergences observées. Cette 
manière de voir se trouve d’ailleurs confirmée par les résultats 
obtenus pour le soufre, substance remarquable par ses propriétés 
isolantes et par la difficulté avec laquelle la vapeur d’eau se 
condense sur sa surface.

197- — L’identification des équations des § 193 et 194 nous 
permet de déterminer les directions relatives des diverses quan
tités qui définissent le courant de déplacement en un point, et

(*) W ien er S itzu n g sber ich te)  t. LXX, part. II, p. 2 4 2> 1874· 
*, (s) L u m ière  E lec tr iq u e , t. XIX, p.[ 127, 1888.
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leurs directions par rapport au rayon lumineux et par rapport au 
plan de polarisation.

Nous savons que les directions ON et OF (fig. 33) des vibra
tions de Neumann et Fresnel sont rectangulaires entre elles et 
situées dans le plan de l’onde, et que 

les directions OS et ON des vibrations 
de M. Sarrau et de Neumann, égale
ment perpendiculaires entre elles, sont 
dans un plan normal au rayon lumineux 
OR. Or, de l’identité des équations que 
nous venons de rappeler, il résulte que 
la vitesse du déplacement électrique est 
parallèle à la vibration de Fresnel, la N 33
force électromagnétique parallèle à celle
de Neumann, enfin le moment électromagnétique et, par 
suite, la force électromotricc parallèles à la vibration de 
M. Sarrau. Nous en concluons que le déplacement électrique 
s’effectue dans le plan de l’onde perpendiculairement à la force 
électromagnétique, et que cette dernière quantité, située dans le 
plan de l ’onde, est perpendiculaire à la direction du rayon lumi
neux et à la force électromotrice, elle-môme normale au rayon. 
Dans le cas d’un corps isotrope, la direction de ce rayon se con
fond avec celle de la normale On au plan de l’onde et par con
séquent la force électromotrice prend la direction du déplace
ment comme nous le savions déjà.

Quant aux directions par rapport.au plan de polarisalion il 
résulte de ce que nous savons sur la position de ce plan relative
ment aux vibrations de l’éther que la force électromotrice et le 
déplacement sont presque normaux au plan de polarisation tandis 
que la force électromagnétique lui est sensiblement parallèle. Si 
l ’on passe au cas d’un milieu isotrope ces quantités deviennent 
rigoureusement perpendiculaires ou parallèles au plan de polari
sation.

198. P rop ag ation  dans un m ilieu  im parfa item en t isolan t. 
—A bsorption  de la  lum ière.  —  Nous avons dans ce cas le choix 
entre les formules (IX) de Maxwell et les formules (X) de M. Potier 
(170 et 171). Ces deux groupes de formules conduisant aux

P o i n c a r é . É l e c t r i c i t é  e t  O p t i q u e .  12
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mêmes résultats, prenons celles de Maxwell et cherchons quel 
est alors le mode de propagation d’une onde plane électroma
gnétique.

Si nous prenons le plan des xy  parallèle au plan de l’onde et 
l’axe des x, parallèle à la direction du moment électromagnétique, 
nous avons G =  II =  o, et les équations (i) du paragraphe 177 
se réduisent à la première

d P ¿¿2F
dt dll ’

d’où nous tirons :

P ¿F  
dt ’

en négligeant la constante d’intégration qui doit être nulle lors
que les perturbations sont périodiques. En portant ces valeurs 
dans la première des équations (IX) de Maxwell

nous obtenons :

(O

U CP + K dP_
4^ dt ’

dF___ K d2 F
dt 4u dt1

Mais les groupes d’équations (I), (II), (III) du paragraphe 167 
nous donnent :

dy d$ i / ¿ 2F d2F
4" H :

dy dz dy1 dzl

ou, puisque, par suite du choix des axes de coordonnées, F ne 
dépend pas de y

4 nu — -------
i à*F

,2 ’¡o. dz

nous avons donc en éliminant u entre l’équation (i) et cette der
nière

,  r  dF4^p.cw
d2F „  æ F

j-2 ~d. dil dt

Cette équation est satisfaite par une fonction périodique du 
temps de la forme

F =  e i ( n t - n a )
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pourvu que les coefficients n et m satisfassent à la relation

/K2 —  pK/ï3 —  4 ~|u-Cnf.

tion, cette quantité est réelle; par suite m- est une quantité 
essentiellement imaginaire. Il en est de même de m et nous pou
vons poser

En portant cette valeur de m dans, l’égalité précédente et en 
écrivant qu’il y a égalité entre les parties réelles et les parties 
imaginaires nous obtenons les deux conditions

dont la partie réelle, la seule qui nous intéresse au point de vue 
des conséquences expérimentales, est :

199. — Si l ’on fait abstraction des variations de F résultant 
du facteur cos (lit —  qz), cette expression nous montre que la 
Valeur du moment électromagnétique varie comme l’exponen
tielle e~1>z. Or, d’après la'seconde des équations de condition (3), 
j) et q sont de même signe; par suite, si la direction de propaga
tion de Fonde plane considérée est celle des z positifs, p  et q sont 
positifs et e~pz décroît quand z augmente. La valeur du moment 
électromagnétique diminue donc à mesure que l’onde pénètre plus 
profondément dans le milieu considéré.

Il en est de même pour le déplacement électrique et la force 
électromagnétique puisque les valeurs de ces quantités se dédui
sent de celles du moment électromagnétique par une suite d’équa
tions différentielles linéaires et du premier ordre qui laissent sub
sister dans leurs expressions le facteur e~liz.

m =  q — p i.

F — e 1>z cos [ni — qz).
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Il en est encore ainsi pour la vitesse de déplacement d’une 
molécule d’éther luminifère puisque nous avons vu (189) que 
cette vitesse est proportionnelle à la force électromagnétique.

Par conséquent, lorsque les perturbations magnétiques seront 
assez rapides pour donner lieu aux phénomènes lumineux, l ’in
tensité de la lumière, proportionnelle au carré de la vitesse 
moyenne d’une molécule d’éther, devra varier comme e~llz.

200. — Dans le cas où la substance considérée possède un pou
voir inducteur spécifique très faible et une perméabilité magné
tique voisine de i, la valeur dep  déduite des équations (3) montre 
que cette quantité est sensiblement proportionnelle à la racine 
carrée de C. 11 résulte donc de ce qui précède que l ’intensité de 
la lumière transmise par un tel milieu est d’autant plus faible 
que C est plus grand; en d’autres termes, plus un corps est con
ducteur pour l’électricité, plus il est opaque pour la lumière.

Il y a un grand nombre d’exceptions à cette règle. Toutefois, 
d’une manière générale, les corps solides transparents sont de bons 
isolants tandis que les corps solides conducteurs sont très opa
ques. En outre, il résulte des recherches de M. J. Curie (*) sur les 
diélectriques que la liste de ces corps rangés par ordre de con
ductibilité croissante est presque identique à celle de ces mêmes 
corps rangés par ordre de diathermanéité décroissante. Voici 
ces deux listes ; celle des pouvoirs diathermes est déduite des 
travaux de Melloni.

Conductibilité électrique 
croissant du premier au dernier.

Soufre.
Sel gemme.
Fluorine.
Spath d’Islande. 
Quartz.
Barytine.
Alun.
Verre.
Tourmaline foncée.

Pouvoir dialhermanc 
décroissant du premier au dernier.

Sel gemme.
Soufre.
Fluorine.
Spath d’Islande.
Quartz
Verre.
Barytine.
Tournaline foncée. 
Alun.

(') Lumière É lectriqu e, t . XXIX, p. 322, 188 8 .
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On pourrait encore citer l ’ébonite qui a été signalée comme 
se laissant facilement traverser par les radiations obscures.

201. — Contrairement à la loi précédente les électrolytes sont 
bons conducteurs de l’électricité et généralement transparents. 
Maxwell explique ce fait en faisant observer que la conductibi
lité des électrolytes n’est pas de même nature que la conductibi
lité des métaux. Dans ceux-ci les molécules matérielles sont en 
repos ; et l’électricité seule est en mouvement ; dans les électro
lytes, au contraire, les ions se meuvent d’une électrode à l’autre 
et le transport de l’électricité s’effectue par les ions qui devien
nent ainsi les connecteurs de l’électricité.

On peut trouver une autre explication qui a été également 
donnée par Maxwell. L’énergie absorbée par le passage de 
l’onde à travers la substance doit se retrouver nécessairement sous 
une forme quelconque. Dans les métaux, elle se transforme en 
chaleur. Dans les électrolytes, elle sert à effectuer la séparation 
des ions. Mais le sens du mouvement des ions dépend de celui 
du mouvement électrique ; par suite, l ’effet produit par le passage 
d’une certaine quantité d’électricité dans un sens se trouve 
détruit par le passage d’une même quantité en sens inverse et 
une succession de courants alternatifs comme ceux qui résultent 
des perturbations capables de produire la lumière ne peut donner 
lieu à une décomposition. Il n’y a donc pas d’énergie absorbée 
et l ’intensité lumineuse à la»sortie d’un électrolyte doit être sen
siblement égale à l’intensité de la lumière incidente.

202. — Maxwell a fait quelques expériences pour vérifier 
quantitativement si l’intensité lumineuse décroît bien comme 
l’exponentielle e~ tvz. Il a opéré sur le platine, l’or, l ’argent, qui 
réduits en lames très minces, laissent passer la lumière. Il 
semble résulter que la transparence de ces corps est beaucoup 
plus grande que ne le voudrait la théorie. Mais ce résultat s’ex
plique facilement; l ’épaisseur des lames n’est pas uniforme et 
une forte propprtion de la lumière transmise traverse une épais
seur beaucoup^plus'ifaible que la valeur de s prise dans le calcul 
de l’exponentielle.

203. JRéflexion d es  ondes. — Les lois de la réflexion de la
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lainière peuvent se déduire des équations du champ magnétique. 
Dans une note publiée dans la traduction française du traité de 
Maxwell (t. II, p. 5oy) M. Potier a montré qu’on retrouve ainsi 
les formules données par Fresnel pour la réflexion vitreuse et 
celles de Cauchy et Lamé pour la réflexion métallique. Ces for
mules ayant été vérifiées par l’expérience, leur déduction de la 
théorie de Maxwell est une nouvelle confirmation de cette théorie. 
Cependant, les valeurs numériques des constantes, déterminées 
par les méthodes optique et électrique ne concordent pas ; le 
désaccord, notable pour les diélectriques transparents, est encore 
plus marqué pour les métaux. En particulier la réflexion de la 
lumière sur le fer devrait différer, d’après la théorie de Maxwell, 
de la réflexion sur les autres métaux puisque le coefficient de 
perméabilité magnétique du fer est environ 3o fois plus grand 
que celui de la plupart des métaux ; or l’expérience n’a jusqu’ici, 
révélé .aucune particularité dans les lois de la réflexion sur le fer.

Cette divergence peut s’expliquer si l ’on suppose que l’induc
tion magnétique est un phénomène qui n’est pas instantané. Avec 
des vibrations extrêmement rapides, le phénomène n’aurait pas 
le temps de se produire.

On pourrait invoquer un argument à l’appui de cette manière 
de voir. Les expériences de M. Fizcau sur la vitesse de propaga
tion de l’électricité à travers un fil ont prouvé que cette vitesse 
est plus faible dans le fer que dans le cuivre. Cela s’explique 
aisément car grâce au phénomène de l ’aimantation transversale 
qui se produit dans un fil de fer parcouru par un courant, la self- 
induction du fer est plus grande que celle du cuivre.

Au contraire, les expériences de Ilertz donnent pour la vitesse 
dans le fer la même valeur que pour la vitesse dans le cuivre, 
comme si, dans ces alternances extrêmement rapides réalisées 
par l’illustre physicien de Carlsruhe, le fer n’avait pas le temps 
de se magnétiser par induction. « Auch Eisendrahte machen 
keine Ausnahme von der allgemeincn Regel, die Magnetisirbar- 
keit des Eisens kommt also bei so schnellen Bewqgpp^en nichtin 
Betracht » (Hertz, Wied. Ann., t. XXXIV, p., fi58),

*
204. E n erg ie  de la  rad ia tion . — Dans les théories ordinaires 

des phénomènes lumineux, le milieu qui transmet la lumière
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renferme de l’énergie sous forme d’énergie potentielle et sous 
forme d’énergie kinétique ; l’énergie potentielle est due à la 
déformation du milieu, supposé élastique ; l’énergie kinétique 
résulte de son mouvement vibratoire. L’énergie totale d’un élé
ment de volume reste constante et par suite, quand l’énergie 
potentielle varie, l’énergie kinétique varie en sens inverse d’une 
quantité égale.

Dans la théorie électromagnétique, on suppose également que 
l’énergie du milieu est en partie potentielle, en partie kinétique. 
L’énergie potentielle, due aux actions électrostatiques, a pour 
expression (32)

, W = / - f - ( / "  +  é’'2+ /i2) ^ ,

l’énergie kinétique est le potentiel électrodynamique du système 
de courants développés dans le milieu, c’est-à-dire (144)

T (a Æ + + T 6') dx-

Cherchons les valeurs de ces deux quantités dans le cas d’une 
onde plane parallèle au plan xy  et dans laquelle le moment élec
tromagnétique est dirigé parallèlement à l’axe des x.

Nous avons alors, d’après le paragraphe 181,

G =  II =  o, Q =  R =  o, g = h = o ,  
a = ¿ Y = o ,  a  =  c =  o,

et les expressions des deux formes de l’énergie deviennent

Mais les équations (VII) et (III) du champ électromagnétique 
nous donnent

K K d¥
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de sorte que nous avons pour les valeurs de l’énergie potentielle 
et de l’énergie kinétique rapportées à l’unité de volume

(0

w

(180)

est de la forme

ou

nous avons donc

_ K [' dF  ]
8tî L. dt J

I T dF
Stcjj.L dz

t satisfaire à

¿ 2F d2 F
* dl1 dz2

-vo,

V — I
V/lifA

- ^ - v n , - y * ) ,

¿F  _
dz

et par conséquent

Les valeurs (i) et (2) des deux formes de l’énergie sont donc 
égales entre elles ; quand l’une d’elles varie, l’autre varie dans le 
même sens de la même quantité. Nécessairement, puisqu’il y a 
conservation de l’énergie dans le système tout entier, l ’énergie 
perdue dans un élément de volume doit se retrouver dans un autre 
élément. Ces conséquences diffèrent de celles des théories ordi
naires de la lumière que nous avons rappelées en commençant.

205. Tensions et pressions dans le m ilieu qui transmet la  
lumière. — Nous avons vu (81) que dans un milieu diélectrique 
en équilibre contraint, un élément de surface perpendiculaire 
aux lignes de force, subit une tension normale dont la valeur par
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unité cle surface est égale au produit de -Jb- par le carré de la force

électromotrice, tandis que sur les éléments parallèles aux lignes 
s’exercent des pressions qui, rapportées à l’unité de surface, ont 
la même valeur que cette tension. Si donc nous prenons l ’axe 
des x  parallèle aux lignes de force et si avec Maxwell, nous con
venons de représenter les pressions par des quantités négatives, 
nous aurons pour les valeurs des tensions et des pressions, par 
unité de surface, qui s’exercent sur des éléments perpendicu
laires aux axes de coordonnées,

p  __  _ 5 _ p 2  p  __ ___  ^  p2 p  __ ___  ^  p 2
8« ’ "  ~  8tu ’ 33 “  8*

Mais, avec ce système d’axes, l ’énergie électrostatique rappor
tée à l’unité de volume a pour valeur

w   271 n   ^  p2 .
'V K ' ~  X«· 1 ’

par conséquent les tensions et pressions par unité de surface sur 
les éléments considérés sont égales à l’énergie électrostatique 
par unité de volume.

206. — La loi des attractions et des répulsions étant la même 
pour les masses électriques et les masses magnétiques nous 
devons nous attendre à trouver des tensions et des pressions ana
logues aux précédentes dans le champ magnétique. Maxwell 
traite le cas général où il existe dans le champ des aimants et des 
courants. La méthode qu’il emploie est sujette à des objections. 
Mais il est inutile d’envisager le cas général puisque, d’après 
l’hypothèse d’Ampère, le magnétisme permanent s’explique par 
des courants particulaires. Nous pouvons donc supposer qu’il n’y 
a que des courants circulant dans un milieu dont la perméabilité 
est égale à i ; nous y gagnerons en rigueur et en concision.

Considérons un élément de volume d-z, et soient u, p, w les 
composantes de la vitesse de l’électricité au point qu’il occupe. 
D’après notre hypothèse, l ’induction magnétique en ce point se 
confond avec la force électromagnétique et les formules (2) du 
paragraphe 160 qui donnent les composantes de la force électro-
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dynamique rapportées à l’unité de volume deviennent

X =  ye — ¡3h->,
Y  =  aiv —  y  u,

Z =  [3 u — av.

Les composantes u, v, w de la vitesse de l’électricité étant liées 
à celles de la force électromagnétique par les équations (II) (167), 
la première des équations précédentes peut s’écrire

ou, en ajoutant et retranchant au second membre le produit

47iX =  a
da
dx

da. 
dx  ’

da.
dz

da d$
dx dx

dy
dx

Mais, puisque la force électromagnétique est égale à l’induc
tion magnétique, la relation qui lie les composantes de cette der-
nière quantité (102)

da db de
dx dy dz ° ’

devient
da , d [3 , dy 
dx  ̂ dy  ̂ dz °  ’

i · i i · / da d'à , dv \nous pouvons donc ajouter le produit a +  au

second membre de lii relation qui donne 4^X sans en changer la 
valeur et nous avons

da fl (h  | da. da
1 dy + dx

da.
' + «  ~ r ~ +  dy

- a -

_ b I _ v A
dx dx-

En rangeant convenablement les termes du second membre on
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voit que l’on peut écrire

(«ï)>

et de même

207. — Supposons maintenant que les forces électrodynamiques 
soient dues h des pressions ou tensions résultant de l’élasticité du 
milieu et désignons les composantes des tensions par

P „dit), P „/lit), Pxzd't>, pour un élément normal à l’axe des x, 
Pyjit), Py.jdit), P y. dit), — — tj,
P„dit), Plydit), P..dit), — — z.

Un parallélipipède élémentaire de volume dr et dont les faces 
sont parallèles aux plans de coordonnées doit être en équilibre 
sous l’action de ces neuf forces et des trois composantes Xdz, Yd~ 
Zdv de la force électrodynamique. En écrivant que ce paralléli
pipède ne peut prendre aucun mouvement de rotation autour 
d’un quelconque des axes de coordonnées, nous obtenons les 
relations

et, en écrivant qu’il ne peut y avoir translation suivant ces mêmes 
axes, nous avons

Y dP„ , rfP»
dx dij 1 ds ’

Y , dPw , dPzv
dx dy 1 dz ’

7 dP„ , dPvz dP„ '
dx ■ i-j Hh dz

L’identification de ces valeurs de X , Y, Z avec celles que l’on 
déduit des équations obtenues dans le paragraphe précédent
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nous donne :

pyy =  -¿r  (P2 — T2 — «2)»

P== =  - ^ ( Y 2- a2- P 2)>

P  = P  :A sy k yx

P — P : x y 5 x su

4 * ’

4 " ’

P =  P = ^ L -x zx 1 xz *

Lorsqu’on prend les axes de coordonnées de telle sorte que 
l’axe des x  soit parallèle à la force magnétique, on a ¡3 —  y =  o 
et par conséquent les six dernières composantes des tensions que 
nous venons de calculer sont nulles. Les trois premières devien
nent

Un élément perpendiculaire aux lignes de force magnétique 
éprouve donc une tension normale et les éléments parallèles à 
ces lignes de force, des pressions normales. Les valeurs de cette 
tension et de ces pressions rapportées à l’unité de surface, sont 
égales entre elles. Elles sont aussi égales à l’énergie électrody
namique par unité de volume puisque cette énergie, par suite du 
choix des axes de coordonnées, devient

T
9a

8ts

208. — Appliquons ces résultats au cas d’un milieu transmet
tant des ondes planes, en prenant le plan des xy  parallèle à 
l’onde et l ’axe des x  parallèle au moment électromagnétique.

La force électromotrice ayant même direction que le moment 
électromagnétique, les lignes de force électrique sont parallèles 
à l’axe des x  ; un élément perpendiculairè à cet axe subit donc
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une tension normale dont la valeur par unité de surface est égale 
à l’énergie électrostatique W rapportée à l’unité de volume. Mais 
les lignes de force magnétique sont perpendiculaires aux lignes 
de force électrique puisque la force électromagnétique et la 
force électromotrice sont rectangulaires entre elles ; par suite, 
l’élément considéré est parallèle aux lignes de force magnétique 
et de ce fait, il éprouve une pression normale dont la valeur par 
unité de surface est égale à l’énergie électrodynamique T rap
portée à l’unité de volume. Ces deux quantités W et T étant 
toujours égales entre elles (204) la pression et la tension qui 
s’exercent sur l’élément se compensent.

On verrait qu’il en est de même pour un élément perpendi
culaire à l’axe des y.

Pour un élément perpendiculaire à l’axe des z, c’est-à-dire 
parallèle au plan de l’onde, la pression électrostatique s’ajoute 
à la pression électromagnétique, de sorte que la pression totale 
par unité de surface est égale à l’énergie totale par unité de 
volume.

209. — Maxwell a calculé la pression qui s’exerce sur une sur
face éclairée par le soleil. En admettant que l’énergie de la 
lumière qu’un fort rayon de soleil envoie sur un espace d’un 
mètre carré est de 124,1 kilogrammètres par seconde, l’énergie 
moyenne contenue dans un mètre cube de l’espace traversé par 
le rayon est d’environ 4 i ,36 x  10-8 kilogrammètre ; par suite la 
pression moyenne par mètre carré est 4 i ,3 6 X  io~s kilogramme 
ou o,ooo4i36 gramme.

La moitié de cette pression étant égale à l’énergie électrosta
tique et à l’énergie électrodynamique, il est facile d’obtenir les 
valeurs de la force éleclromotrice par unité de longueur et de la 
force électromagnétique. Maxwell a trouvé que la force électro
motrice est d’environ 600 volts par mètre et que la force électro
magnétique est de 0,1 c)3 en mesure électromagnétique, soit un 
peu plus du dixième de la composante horizontale du champ 
magnétique terrestre en Angleterre.

210. In terprétation  d es  p ress ion s  électrodyn am iqu es. — 
Nous avons fait remarquer (84) que l’existence des pressions
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électrostatiques s’accordait mal avec l’hypothèse fondamentale de 
la localisation de l’énergie dans le milieu diélectrique. Les pres
sions électrodynamiques s’interprètent plus facilement et dans un 
mémoire publié dans le Philosophical M agazine^), Maxwell en a 
donné une explication qui présente un certain intérêt.

L’énergie élcctrodynamiquej------- -̂---- — dx étant supposée de

l ’énergie kinétique nous pouvons regarder le milieu dans lequel 
s'effectuent les phénomènes électrodynamiques comme constitué 
par des molécules animées de mouvements de rotation. Si a', fi', y1 
sont les composantes du mouvement de rotation d’une des molé
cules supposée libre, l ’énergie kinétique résultant de ce mouve-

ment est proportionnelle à ---------------- !— . Il est donc possible

d’identifier l’expression de l’énergie électrodynamique avec celle 
de l’énergie du milieu tourbillonnant en prenant les composantes 
de la rotation proportionnelles à celles de la force électromagné
tique. La direction de cette force devient alors celle de l’axe de 
rotation de la molécule.

Si nous supposons cette molécule sphérique,. elle tendra à 
s’aplatir aux pôles et à se renfler h l’équateur. Un élément de 
surface perpendiculaire à l’axe de rotation se trouvera sollicité 
par une force normale dirigée vers le centre de la molécule; au 
contraire, un élément situé sur l’équateur parallèlement à l’axe 
subira une force normale dirigée vers l’extérieur de la molécule 
tournante. Comme Taxe de rotation a même direction que la 
force magnétique, un élément perpendiculaire à cette force est 
donc soumis à une tension, tandis qu’un élément parallèle est 
soumis aune pression. La différence algébrique entre les valeurs 
de cette pression et de cette tension est due à la force centrifuge ; 
elle est proportionnelle à a'2 -)- fi'2 y,2> c’est-à-dire au double de 
l’énergie kinétique. Nous retrouvons donc bien les résultats du 
paragraphe 307.

Dans son mémoire, Maxwell suppose que la rotation des molé
cules magnétiques'se transmet de l’une à l’autre au moyen d’un 
mécanisme de connexion formé de petites molécules sphériques

(i) Phil. M ag ., années 18G1 et i 8Ga.
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dont le rôle peut être assimilé à celui d’engrenages. L’induction 
magnétique est alors due à l’inertie des sphères tournantes, la 
force électromotrice est l’effort exercé sur le mécanisme de con
nexion, enfin le déplacement de l’électricité est le déplacement 
résultant des déformations de ce mécanisme.

/
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CHAPITRE XII

P O L A R I S A T I O N  R O T A T O I R E  M A G N É T I Q U E

211. L o is  du phén om èn e. — La rotation du plan de polarisa
tion de la lumière sous l’influence d’un champ magnétique créé 
par des aimants ou des courants est le phénomène le plus remar
quable de ceux qui mettent en évidence les actions réciproques 
de la lumière et de l’électricité.

Découverte par Faraday en 1845, la polarisation rotatoire ma
gnétique a été ensuite étudiée par Verdet qui a établi les lois 
suivantes :

i° La rotation du plan de polarisation d’une lumière simple est 
proportionnelle à l’épaisseur du milieu traversé par le rayon ; 
elle varie à peu près en raison inverse du carré de la longueur 
d’onde de la lumière employée;

2° Elle est proportionnelle à la composante de l ’intensité du 
champ magnétique suivant la direction du rayon ; la rotation est 
donc maximum quand la direction du rayon coïncide avec celle 
du champ; elle varie comme le cosinus de l’angle formé par ces 
deux directions lorsqu’elles ne coïncident pas ;

3° Sa grandeur et son sens dépendent de la nature du milieu. 
Les corps diamagnétiques dévient le plan de polarisation dans 
le sens du courant qui, tournant autour du rayon, donnerait au 
champ sa direction actuelle; les corps magnétiques, comme les 
dissolutions de perchlorure de fer dans l’alcool ou l’éther don
nent une rotation inverse. Toutefois celte deniière loi présente 
quelques exceptions; ainsi le chromate neutre de potasse, quoique 
diamagnétique, produit comme le perchlorure de fer une rota
tion de sens inverse à celui du courant.

212. — Une différence importante distingue la polarisation
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rotatoire magnétique de la polarisation rotatoire que présentent 
naturellement certaines substances cristallisées comme le quartz, 
et plusieurs liquides comme l’essence de térébenthine.

Dans ce dernier phénomène la rotation du plan de polarisation 
est encore proportionnelle à l ’épaisseur de la substance traver
sée, mais le sens de cette rotation change en même temps que la 
direction de propagation du rayon; en d’autres termes le sens 
de rotation reste toujours le'même pour un observateur qui se 
place de manière à recevoir le rayon de lumière. Par suite, les 
plans de polarisation de deux rayons traversant, suivant des 
directions opposées, une même épaisseur d’une substance active, 
subissent des déviations égales mais de sens inverse. Il en 
résulte que si un rayon polarisé rectilignement, après avoir 
traversé une substance, est. réfléchi sur lui-même de manière à 
la traverser une seconde fois en sens inverse, le plan de pola
risation de la lumière émergente se confond avec celui de la 
lumière incidente.

Dans la polarisation rotatoire magnétique le sens de la rotation 
est indépendant de la direction du rayon ; il ne dépend, pour une 
substance déterminée, que de la direction du champ magnétique. 
Un rayon lumineux que l’on fait passer deux fois en sens in
verses à travers cette substance au moyen d’une réflexion subit 
donc une rotation double de celle qui résulterait d’un seul pas
sage.

Cette propriété a été mise à profit pour augmenter considéra
blement la rotation observée en faisant traverser plusieurs fois la 
substance par le même rayonS, a 1 aide de deux miroirs plans M 
et M' (fig. 34) disposés presque normalement à la direction du

Fig. 34.

rayon. Cet artifice et l ’emploi d’un champ magnétique très puis-, 
sant ont permis à M. H. Becquerel et à M. Bichat de découvrir 
presque simultanément le pouvoir rotatoire des gaz qui avait 
échappé aux observations de Faraday et de Yerdet.

Poincaré, Electricité et Optique. i j
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213. E s s a is  d ’ex p lication  de la  p o la r isa t io n  ro ta to ire  m a
gnétique. — Avant Maxwell plusieurs tentatives avaient été faites 
clans le but d’expliquer la rotation du plan de polarisation sous 
l ’influence d’un champ magnétique.

Dès l’année qui suivit la découverte de Faraday, Airy (‘) proposa 
plusieurs formules exprimant cette rotation en fonction de la 
longueur cl’onde dans le vide de la lumière employée et de l’inclice 
de réfraction de la substance pour cette lumière. Airy avait été 
conduit à ces formules par les travaux antérieurs de Mac-Cullagh 
sur la polarisation rotatoire du quartz. Comme nous l’avons vu 
dans un autre ouvrage (2) la rotation du plan de polarisation 
d’un rayon se propageant suivant l’axe du cristal s’explique 
par l’addition de certaines dérivées du troisième ordre des 
composantes du déplacement cl’unc molécule d’éther aux seconds 
membres des équations du mouvement de cette molécule ; ces 
équations deviennent alors, si l ’on prend pour axe des £ la 
direction du rayon lumineux.

d *  d *  d \
? - d F = ~ d ¥ ^ a ~ d ^ ’

d-r, d \  cûz.
? d e  ~  dz1 "  d.zs '

En substituant aux dérivées du troisième ordre, par rapport 
à z, les dérivées du même ordre prises par rapport à s et

à t,-\— r^-r e t ----- -, , Airy obtint la formule
J- 2J‘ dz dt Jdz2dt

( I )

r
U

di
dt

où 1 n est un coefficient dépendant de l ’intensité du champ magné
tique, \ la longueur d’onde dans le vide, i l’indice de réfraction. 
La substitution de dérivées du troisième ordre prises uniquement

d\par rapport au temps -|----et æ i  
dû ’

le conduisit à une autre

formule

(H)

(') P hilosoph iea i M agazine, juin 184G.
(2) Théorie m athém atique de ¡a Lum ière, p. 18 2 .
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Enfin, en prenant les dérivées du premier ordre par rapport

214. — Quoique très différentes, ces formules rendaient compte 
des faits observés par Faraday qui n’avait fait aucune mesure 
quantitative. Ce physicien avait seulement démontré que la rota
tion dépend de la nature de la radiation en constatant qu’avec 
la lumière blanche, l ’image donnée par l’analyseur présente 
des colorations rapidement variables avec la position de la sec
tion principale de celui-ci ; toute formule contenant la longueur 
d’onde était donc acceptable. En 1847, M. Ed. Becquerel (*) 
compara le phénomène de Faraday à la polarisation rotatoire 
présentée par l’eau sucrée ; il trouva que ces deux phénomènes 
étaient absolument analogues ; par suite la loi de Biot semblait 
applicable à la polarisation rotatoire magnétique, c’est-à-dire ' 
que la rotation devait être en raison inverse du carré de la 
lpngeur d’onde. La formule (III) qui est loin de remplir cette 
condition devait donc être rejetée.

Des expériences directes, faites avec le plus grand soin, 
furent entreprises par Verdet, en i863, pour mesurer la rotation 
du plan de polarisation de radiations simples, de longueurs, 
d’onde connues, sous l’influence d’un champ magnétique; leurs 
résultats furent comparés aux valeurs fournies par chacune des 
formules précédentes dans lesquelles le coefficient m était 
déterminé au moyen des données d’une expérience. Comme on 
devait s’y attendre d’après les résultats de M. Becquerel, la for
mule (III) donne des nombres s’écartant beaucoup de ceux four
nis par l’expérience ; la formule (II) convient mieux, mais la 
formule (I) est celle qui est préférable ; en particulier, pour 
le sulfure de carbone, les nombres donnés par cette dernière 
formule ne diffèrent des résultats de l’expérience que d’une 
quantité de l’ordre de l’erreur expérimentale. Des trois formules 
proposées par Airy la première est donc la seule à conserver.

(*) Comptes rendus de VAcadémie des Sciences, t. XXI, p. 9 ^2 .

(III)
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215. — Mais, si la concordance de la formule (I) avec l ’expé-

dans les seconds membres des équations du mouvement d’une

tique. 11 est vrai que Airy n’avait pas proposé ses formules 
comme donnant une explication mécanique de la rotation du 
plan de polarisation mais seulement, dit-il, « pour faire voir 
qu’elle peut être expliquée par des équations qui semblent de 
nature à pouvoir se déduire de quelque hypothèse mécanique 
plausible, quoique l’on n’ait pas encore formulé cette hypo
thèse. »

Quelques années avant les expériences de Verdet, M. Ch. Neu
mann (*) avait tenté de combler cette lacune. Neumann suppose 
que les molécules du fluide électrique des courants particulaires 
qui, d’après Ampère, prennent naissance à l’intérieur d’un corps 
aimanté agissent sur les molécules d’éther ; en outre il admet 
que ces actions réciproques, comme celles qui s’exercent entre 
deux molécules électriques dans la théorie de Weber, sont modi
fiées par le mouvement relatif de ces molécules, Il résulte de ces 
hypothèses qu’une molécule d’éther est soumise non seulement 
aux forces résultant de l’élasticité de l’éther,mais encore à des 
forces, variables avec le temps, provenant des actions des molé
cules électriques voisines. Neumann démontre que la résultante 
de ces dernières forces est à chaque instant proportionnelle à 
la vitesse de la molécule d’éther et à la force magnétique et 
perpendiculaire au plan de ces deux directions. Par conséquent, 
si nous considérons une onde plane se propageant suivant la 
direction du champ magnétique, et si nous prenons le plan 
des xy  parallèle à l ’onde, les composantes suivant les axes 
des x  et des y, de cette résultante auront respectivement pour 
valeurs

molécule d’éther, aucune considération théorique ne préside au 
choix de ces dérivées, à l’exclusion des autres ; on ne possédait 
donc pas encore de théorie de la polarisation rotatoire magné-

+ a - j r  "

(4) D ie m ag n etisch e  D rehu ng d e r  P o la r isa t io J is eb en c  d es  L ich tes . Halle, i863.
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«.étant un coefficient proportionnel à l’intensité du champ. 
Nous aurons donc pour les équations du mouvement'd’une molé
cule d’éther

d% d/\ d r t

p d e  ~ d z * H  d t  '

d17) d 2v] d\

p d e dz> a  d t

Ces équations ne diffèrent des équations de Mac-Cullagh (213) 
que par la substitution des dérivées de i\ et Ç par rapport à t 
aux dérivées du troisième ordre de ces mêmes quantités par rap
port à z ;  par suite elles doivent conduire pour la valeur de la 
rotation du plan de polarisation à la formule (III), formule en 
complet désaccord avec l’expérience. La théorie de Neumann, 
bien que remarquable par la simplicité des hypothèses, doit 
donc être rejetée.

216. T héorie de M axw ell. — Ainsi, au moment où Maxwell 
écrivait son Traité, il était reconnu que la théorie de Neumann 
conduisait à une formule en complète contradiction avec les 
résultats expérimentaux, et que, des formules proposées par 
Airy, la formule (I) était celle qui s’accordait le mieux avec ces 
résultats. Il suffisait donc, pour obtenir une théorie acceptable 
de la polarisation rotatoire magnétique, d’expliquer par des 
hypothèses plausibles, l ’addition des deux dérivées du troisième

ordre H----r -̂ -=— et — ■ , „ aux équations du mouvement d’unedz dt dzldt 1
molécule d’éther dans un milieu isotrope.

Faisons observer que l’introduction de ces dérivées dans les 
équations du mouvement peut, indépendamment de toute idée 
théorique, s’effectuer de deux manières différentes.
. Pour le montrer rappelons en quelques mots comment on 
arrive aux équations du mouvement d’une molécule d’éther dans 
un milieu isotrope (‘). Si nous appelons U la fonction des forces 
qui résultent de l’élasticité de l ’éther lorsqu’un ébranlement se 
propage dans ce milieu, le mouvement d’une molécule de

(‘) Théorie m athém atique de la Lum ière, pp. i à 48 et 1 7 6  à 1 8 2 .
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masse m subissant un déplacement ? suivant l’axe des x, 
donné par l’équation

< n _ _ d u _  _
dt2 dû ’

est

'où Ç n’est qu’une des composantes du déplacement; et Ç étant les 
deux autres composantes, nous aurions en outre deux équations 
analogues. Lorsqu’on admet que les forces qui s’exercent entre 
les molécules n’agissent qu’à des distances excessivement 
petites, la fonction U peut s’écrire

u = J w  dx,

W étant la valeur de la fonction des forces, rapportée à l’unité 
de volume, au point occupé par l’élément d i, et l ’intégrale 
étant étendue à tout l’espace occupé par l’éther. L’étude de W  
montre que c’est une fonction des dérivées partielles des divers 
ordres de £,■»), Ç par rapport aux coordonnées x, y, z, et, par 
diverses transformations, on arrive à mettre les équations du 
mouvement (i) sous la forme

d% y  d  ¿W  V  ^  ¿W
? dl2 ~  2 a dx dt' ~^~2idx2 dt" ~  ’

% étant l’une quelconque des dérivées de \ par rapport à x , y, z ;
une quelconque des dérivées secondes de \ par rapport à ces 

mêmes variables. Ces équations nous montrent que les termes 
de W qui ne contiennent ces dérivées qu’à la première puis
sance doivent disparaître lorsqu’on suppose les déplacements 
périodiques. Par conséquent, si nous négligeons les termes du 
troisième degré par rapport à ces dérivées et si nous désignons 
par W 2 l’ensemble des termes du second degré, l ’équation pré
cédente devient

dît ____^  d  ¿W 2 . d2 dW i
‘ · dt1, 2 j  dx dt' ' 2mi dt1'

En général, le second membre de cette équation contient des 
dérivées de ij, rn £, par rapport à x , y , z, de tout ordre à partir 
du second, mais pour les milieux isotropes les dérivées d’ordre
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impair disparaissent. Cette équation se simplifie encore dans ce 
cas, lorsqu’on considère une onde plane perpendiculaire à l’axe 
des z ;  il ne reste plus que les dérivées d’ordre pair de Ç par 
rapport à z. L’équation précédente peut alors s’écrire

(3 )
d% s . d% 
~ d F ~  a~d^ +  A,

d>l
dz*

Les deux autres équations du mouvement s’obtiendraient en 
remplaçant dans celle-ci, \ par -ç, puis par Ç.

Mais les équations générales telles que (2) peuvent se mettre 
sous la forme indiquée par Lagrange,

d dT dT f/U
^  de d.V dl ~  d\ ’

où U a la même signification que précédemment et où T désigne 
l’énergie kinétique,

2
Y! 2)dx,

v/, Ç' représentant maintenant les dérivées par rappor-t au 
temps. Cette dernière équation n’étant qu’une transformation 
de l ’équation (2), ii est évident qu’elle ne peut contenir, comme 
cclle-ci, que des dérivées d’ordre pair dans le cas d’un milieu 
isotrope. Par conséquent, pour que les équations du mouvement 
contiennent des dérivées d’ordre impair il faut introduire des 
termes complémentaires, soit dans l’expression de la fonction U 
relative aux corps isotropes, soit au contraire dans l’expression T 
de l’énergie kinétique. On a donc deux moyens differents pour 
arriver aux formules d’Airy.

217. — Dans les théories ordinaires de la lumière c’est la fonc
tion U qui, changée de signe, réprésente l ’énergie potentielle du 
milieu, que l’on modifie toutes les fois qu’il s’agit d’expliquer 
les phénomènes présentés par les milieux anisotropes. Dans la 
théorie de la polarisation rotatoire de Maxwell, c’est, au con
traire, l ’énergie kinétique T qui est modifiée, U conservant la 
même expression que dans un milieu isotrope. Quant aux

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



200 POLARISATION ROTATOIRE MAGNÉTIQUE

raisons invoquées par ce physicien pour justifier cette modifica
tion et surtout pour arriver aux termes complémentaires qu’il 
convient d’introduire dans T pour retrouver la formule (I), elles 
laissent beaucoup à désirer comme précision et comme clarté. 
Nous y reviendrons plus tard ; pour le moment acceptons sans 
explications le résultat des spéculations de Maxwell et montrons 
comment l’équation (4), et les deux qiii s’en déduisent par la 
substitution de Y) et Ç à ç, conduisent dans le cas d’une onde 
plane, à la formule (I).

Si nous posons

d'o
Ih

a  i

s étant une fonction quelconque et a, ¡3, y les composantes de la 
force magnétique, le terme complémentaire introduit par Maxwell 
dans l’énergie kinétique a pour expression :

(5) C w J _  t 
d i  \ d y

È n  __ *L \
d z  J  d't I d z  d x  /

Dans le cas d’une onde plane parallèle au plan des X y , les 
composantes ij, ïj, Ç ne dépendent ni de x ,  ni de y ;  par suite, 
on a :

d f  d z

d'>  ̂ d z

et le terme complémentaire se réduit à

L’énergie kinétique est donc égale à

(Ü'2+ V 2+C 2)^ + C
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218. — Cherchons ce que devient l’équation (4) lorsqu’on y 
porte cette valeur de T.

Si nous supposons y constant, nous avons

Le terme principal de T ne donne rien dans-^- ; quant au terme

complémentaire, il faut le transformer pour pouvoir calculer 
sa dérivée par rapport à £. Or, on peut écrire

, d% ,
'I -7TT «~ = ' S d * -  f  i fdz J  dz

Æl.
dz dz,

la première intégrale du second membre étant étendue à la 
surface du volume considéré, et ), désignant le cosinus de l’angle 
formé par l’axe des x  avec la normale à l’élément dw de cette 
surface. Si nous supposons les intégrales de volume étendues à 
l’espace tout entier les éléments de l’intégrale double se rap
portent à des points situés il l’infini. Comme on peut supposer 
que S, vj, Ç sont nuis à l’infini, les éléments de cette intégrale 
sont également nuis, et nous pouvons écrire

En effectuant une transformation analogue pour l'intégrale du 
second membre de l’égalité précédente, nous obtenons

¿V rfÇ
d ? =  / ï d y dz.

I dz dz J  dz*
l/ 1/

La dérivée par rapport à \ de cette dernière intégrale est
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pai· suite le terme complémentaire de T donne

- C y
d\

dz'dl
dt :

dans l ’équation (4) et celle-ci peut s’écrire :

æ i  _ d \  <m
■° de 2 C y  dedt d\ ‘

d  w
D’après Cauchy ■ ^  ■ a pour expression dans un milieu isotrope

d%
K  ~J~T +  1̂

d%
dz'"

C’est d’ailleurs ce qui résulte de la forme du second membre 
de l’équation (3). L’équation (4) et celle qui.s’en déduit en rem
plaçant ij par -ç deviennent donc

( 6 )

d%
d e
d \

d\

d e

2Cy

.* CÏ

clz*dl
d%

A . 4 I  +  A, d "X

A

0 dz 
d27|
U +  A,

dz'
d \
~dzT

219. — Cherchons à satisfaire à ces équations en posant

( £ — r cos (ni — qz) 
l y) — /- sin (ni — qz)

égalités qui expriment que la molécule considérée décrit une 
circonférence de rayon /·. En substituant ces valeurs de $ et vj, 
nous obtenons, après suppression des facteurs communs, l’équa
tion de condition.

(8) p«2 — 2Cy<72« =  A // +  A// +  ...

En divisant les deux membres par q2 nous avons une équation 

du second degré en — .Cerapport exprimant la vitesse de pro

pagation du mouvement, nous avons donc deux valeurs pour cette 
vitesse. Mais le cofficient A0 étant positif et les coefficients A ,...,
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étant très petits, l ’une de ces valeurs est négative et il n’y a pas 
lieu de la considérer, si l ’on ne s’occupe que des phénomènes qui 
se passent au-dessus du plan des xy.

Si nous donnons à n deux valeurs ne différant que parle signe, 
ce qui correspond à deux molécules décrivant la circonférence de

rayon /· en sens inverses, les valeurs positives de —— sont diffé

rentes, pourvu toutefois que y ne soit pas nul. Un rayon circulaire 
droit ne se propage donc pas avec la même vitesse qu’un rayon 
circulaire gauche, par conséquent l’un d’eux prend une avance 
sur l’autre et si ces rayons proviennent d’un même rayon pola
risé rectilignement ils se composent à la sortie du milieu pour 
donner un rayon polarisé rectilignement mais dont le plan de 
polarisation n’a pas le même azimut que la lumière incidente; il 
y a donc rotation du plan de polarisation.

220. — Evaluons cette rotation. On sait qu elle est égale à la 
moitié de la différence de phase que les rayons droit et gauche 
contractent, l ’un par rapport à l’autre, en traversant le milieu et 
qu’elle s’effectue dans le sens du mouvement des molécules du 
rayon qui va le plus vite. Si donc nous désignons par q' et par q" 
les valeurs de q pour le rayon droit et pour le rayon gauche et 
par c l ’épaisseur du milieu traversé, le plan de polarisation tour
nera dans le sens des aiguilles d’une montre d’un angle égal à

8 =

Mais d’après l’équation de condition (8), q dépend de y. Comme 
d’ailleurs la variation de q due à l’action magnétique n’est tou
jours qu’une très faible fraction de la valeur même de q, nous 
pouvons écrire

q0 étant la valeur de q pour une force magnétique nulle. -Cette 
quantité q0 doit donc satisfaire à l’équation (8) dans laquelle 
prend y =  o ; par suite on a

p /i 2=  A 0<yo —l·- ......

on
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Les quantités q' et q" doivent satisfaire à cette même équation 
(8) dans laquelle on donne à n des valeurs ne différant que par le 
signe; à la valeur positive de n correspondra la valeur q" puis
que d’après les équations (y) on a un rayon circulaire gauche se 
propageant suivant la direction positive de l’axe des z quand 
n est positif; à la valeur négative de n correspondra au contraire 
la valeur q'; par conséquent nous aurons

p/i2 +  2 Cyql2n —  A0q'2 +  A//4 ......
pn2 -f- 2Cyy"2/i =  A//,2-+- A//,4+ ......

La comparaison des trois dernières relations montre immé
diatement que l’on a q'>q0 et q" < q0 ; nous devons donc écrire

/ , H  n H '! /=?o +  - ^ Y ,  V = !7o-  ¿¡-Y·

Si nous portons ces valeurs de q' et q" dans l’expression de la 
rotation, nous obtenons

6T / dq' dq” \
2 \dy dv )  ’

ou, en confondant les valeurs des dérivées de q et de q" par rap
port à y,

(9)

221. — En dérivant par rapport à y les deux membres de l’équa
tion (8) oh nous considérons n comme constant, nous avons

- 2 C q * n - 4 C W i - ^ = ( ^ + 4 ^ + ...... ) -^ L  =  ^  ^¡L.

Mais, admettre, comme nous l’avons fait, que la quantité q ne 
varie que très peu sous l’influence d’un champ magnétique, c’est 
supposer que le coefficient C est très petit. Nous pouvons donc

négliger le terme 4Cyqn par rapport aux termes du second

membre, et il vient alors

( i o )

dq_
dy

==— 2 Cq2n dQ_
dq
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Si maintenant, dans l’équation (8) nous regardons y comme 
constant nous avons en dérivant par rapporta n

2p n - 2CT, / / z - 4 C v ^ - g - = ( 2A/ / + 4 A 1, / + ......

Pour la même raison que précédemment le terme 2Cyq2n peut 

être négligé par rapport à 2pn et le terme 4Cyqn ^  ■ par rapport 

à ceux du second membre ; par suite nous obtenons

2 p n
dQ dq 
dq du

Si nous portons dans la relation (10) la valeur de tirée de
dq

cette dernière égalité, nous avons pour la valeur de la dérivée 

partielle — -,

dq Ce/2 dq
d v  p d n

Pour exprimer cette dérivée en fonction de la longueur d’onde 
dans le vide X, de la lumière considérée et de l’indice de réfrac
tion i du milieu, remarquons que l’on a

qX =  : et nX — ü t z Y ,

Y étant la vitesse de propagation dans le vide. De ces deux rela
tions nous tirons

in
!/ =  V“’

et par conséquent 

(12)
dq
dn V Y ' ’ dn )

En outre, en différentiant la seconde, nous obtenons

Xdn -f- ndX =  o,

d’où

dn dX
di . di

et n —=— —= — À —p-
dn , dh
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L’égalitc ( 12) peut donc s’écrire

dq i l .   ̂ di™L —  _!_(,· _ i _ £ L V  
du V \  d l  )  ’

si nous portons cette valeur dans la relation ( n )  et si dans cette
21u

relation nous remplaçons q par sa valeur nous obtenons

Pv ^ ( · '
dq 4-n:2G i'2 /. , flh'
c/v pV a* V d l

Par conséquent en posant

4tt2C
PV

m.

la valeur de la rotation donnée par la formule (9) deviendra

• = « r Y ( i -> 4
Nous retrouvons donc bien la formule (I) d’Airy.

222. In terpréta tion  du term e com p lém en ta ire  de l ’én erg ie  
k in étique. — Il s’agit maintenant d’expliquer l’introduction du 
terme complémentaire (5) dans l’expression de l’énergie kiné
tique du milieu. Comme nous l’avons dit, les explications de 
Maxwell n’ont pas toute la rigueur qu’on désirerait y rencontrer. 
Essayons cependant de les reproduire.

Maxwell pose ainsi la question : L ’expérience apprend qu’un 
milieu isotrope soumis à l’action d’un champ magnétique fait 
tourner le plan de ]3olarisation de la lumière; par conséquent un 
rayon polarisé circulairement ne se propage pas avec la même 
vitesse suivant qu’il est droit ou gauche. Or si les composantes du 
déplacement d’une molécule d’éther sont exprimées par les équa
tions (y), nous aurons un rayon circulaire droit ou gauche sui
vant que n est négatif ou positif. La vitesse de propagation des

Z est---- ¡comme elle doit avoir une valeur différente pour le
<]

rayon droit et pour le rayon gauche, à deux valeurs de n ne 
différant que par le signe doivent correspondre deux valeurs de
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q différentes et de signes contraires; ou bien, ce qui revient au 
même, à une valeur de q doivent correspondre deux valeurs de 
n différant par la valeur absolue et par le signe. Mais le milieu 
considéré constitue un système dynamique dont l’état est déter
miné, à chaque instant, par un certain nombre d’équations. Nous 
avons donc à rendre compte de ce fait que, pour une valeur 
déterminée donnée à l’une et à l'autre des quantités q et /·, il y 
a deux valeurs distinctes de n qui satisfont à ces équations.

Ecrivons l’équation de Lagrange relative au paramètre /·,

d (¿T d l  ¿U
dt dr‘ dr dr

Ce paramètre ayaut une valeur déterminée ne changeant pas 
avec le temps, 7·' est nul; par conséquent le premier terme dispa
raît de l’équation précédente, qui devient

d l  . ¿U
1 F + - Ï T 3 0 ;

Mais T , énergie kinétique du système, est une fonction homo
gène du second degré des vitesses de ce système; T contient 
donc n2, puisque n est la vitesse angulaire d’une molécule 
d’éther. Il peut également contenir des termes où se trouvent les 
produits de n par d’autres vitesses et aussi des termes dans les
quels ces vitesses entrent au second degré mais où ne figure pas 
n. Quant à U, Maxwell suppose qu’il conserve la valeur qu’il pos
sède dans un milieu isotrope non soumis à l’action du magné
tisme; par suite, U ne renferme que des dérivées de Ç et r, par 
rapport à z; il ne contient donc pas n. Par conséquent l’expres
sion la plus générale de l ’équation de Lagrange que nous venons 
de considérer est

A  n2 -+- B/i -|- C —  o .

Puisque, d’après ce qui précède, cette équation doit être satis
faite pour deux valeurs de n inégales en valeur absolue, il faut 
nécessairement que B soit différent de zéro. Comme les termes 
D/i proviennent uniquement de l ’énergie kinétique, celle-ci con
tient donc au moins deux séries de termes. L’une, An2, est homo
gène et du second degré par rapporta n; c’est l ’expression de
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l’énergie kinétique d’un milieu non soumis à l’action du magné
tisme. L’autre contient la première puissance de n ; elle est due 
au champ magnétique et, par suite, elle représente le terme 
complémentaire qu’il s’agit d’expliquer ou au moins une partie 
de ce terme.

223. — Voici maintenant les conclusions que Maxwell déduit de 
ce qui précède :

« Tous les termes de T sont du second degré par rapport aux 
vitesses. Donc les termes qui renferment n doivent renfermer 
quelque autre vitesse. Or cette autre vitesse ne peut être ni r' 
ni <]', puisque, dans le cas que nous considérons, /■ et q sont 
constants. C’est donc une vitesse existant dans le milieu, indé
pendamment du mouvement qui constitue la lumière. De plus, 
ce doit être une quantité ayant avec n une relation telle qu’en la 
multipliant par n le résultat soit une quantité scalaire; car, T 
étant une quantité scalaire, ses termes ne peuvent être que des 
quantités scalaires. Donc cette vitesse doit être dans la même 
direction que n ou dans la direction contraire, c’est-à-dire que ce 
doit être une vitesse angulaire relative à l’axe des z.

« Or cette vitesse ne peut être indépendante de la force ma
gnétique; car, si elle se rapportait à une direction fixe dans le 
milieu, les phénomènes seraient différents quand on retourne le 
milieu bout pour bout, ce qui n’est pas le cas.

« Nous sommes donc amenés à cette conclusion, que cette 
vitesse est obligatoirement liée à la force magnétique, dans le 
milieu où se manifeste la rotation magnétique du plan de polari
sation (Traité d'électricité, t. II, § 820). »

Un peu plus loin (§ 822), Maxwell ajoute :
« Lorsqu’on étudie l'action du magnétisme sur la lumière po

larisée, on est donc conduit à conclure que, dans un milieu soumis 
à l’action d’une force magnétique, une partie du phénomène est 
due à quelque chose qui, par sa nature mathématique, se rap
proche d’une vitesse angulaire agissant autour d’un axe dirigé 
suivant la force magnétique.

« Cette vitesse angulaire ne peut être, celle d’aucune partie de 
dimensions finies du milieu, tournant d’un mouvement d’ensem
ble. Nous devons donc penser que cette rotation est celle de
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parties très petites du milieu tournant chacune autour de son axe. 
Telle est l ’hypothèse des tourbillons moléculaires. »

224. “— Ainsi, d’après Maxwell, l’explication de la polarisation 
rotatoire magnétique doit résulter de l’existence de tourbillons 
dans le milieu soumis à l’action d’un champ magnétique, tour
billons que nous avons déjà vu intervenir dans l’interprétation 
des pressions électrodynamiques (210). Mais quelles sont les lois 
qui régissentles mouvements de ces tourbillons ? Maxwell avoue 
notre ignorance absolue sur ce sujet et, faute de mieux, il admet 
que les tourbillons d’un milieu magnétique sont soumis aux 
mêmes conditions que ceux que Ilelmholtz (*) a introduits dans 
l’Hydrodynamique, et que les composantes d’un tourbillon 
en un point sont égales à celles de la force magnétique en ce 
point.

Une des propriétés des tourbillons de Ilelmholtz peut s’énon
cer comme il suit : soient P et Q deux molécules voisines sur 
l’axe d’un tourbillon ; si le mouvement du milieu a pour effet 
d’amener les molécules en P' et en Q', la droite P'Q' représente 
la direction de l’axe du tourbillon, et la grandeur de celui-ci est 
modifiée dans le rapport de PQ à P'Q'.

Si nous appliquons cette propriété aux tourbillons d’un milieu 
soumis au magnétisme, nous aurons, en appelant a, ¡3, y, les 
composantes de la force magnétique au point P, a', ¡3', y', les 
composantes de cette même force quand le point P est venu en 
P', et £, 7¡, Ç, les composantes du déplacement du point P,

( I2)

a' = = a + a - S - + p ^ " 4lY i '

T :Y  +  a 7 7 +  P d y

225. —  Les composantes de la vitesse angulaire d’un élément

(’) Sur le mouvement tourbillonnaire ;  Jou rn al de Crellc, v-ol. LV, 1858. 

Poixcaré. Électricité et Optique.
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du milieu ont pour valeur

:*3)

I d !/ dt dr,
1 2 dt '\ dy dz

I d /' d\ d t
dt \v dz dx

I d :' d-r\ dl
~dt\K dx dy

Or, puisque d’après les conclusions du § 223 l’énergie kiné- 
tique doit contenir cette vitesse, le ternie correspondant, dans le 
cas où les axes de coordonnées sont quelconques par rapport à 
la direction de la force magnétique, doit être de la forme

aC (uqa iosy'),

et le terme complémentaire de l’énergie kinétique d’un certain 
volume du milieu a pour expression

2C J ((!),«'+ +  w8y') dz.

Si dans cette expression nous remplaçons a', ¡3', y' par les 
valeurs ( 12) et o>J5 co2, w3, par les valeurs (i3) nous obtenons

'd? du'y fd V  d fT /“■» “V
LKU  dz, dz dx

dr' dx!
^̂  dx dy ) ] *

1 c  fJ  L dx\ dy d z )  1 dy \dy dz ) dz\ dy  dz ) J

L dx \dz dx )  ̂ dy \dz dx J dz \ dz dx )  J

ßi W _ i L \ + y
dy \dx dy )  dz \ dx dy J  J

-C . , ^ ( d r /  d ï
dx \dx dy

Montrons que si l ’on étend l’intégration à l’espace tout entier
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la première intégrale de cette somme est nulle dans le cas qui 
nous occupe. En effet, en intégrant par parties, le premier terme 
de cette intégrale donne

L’intégrale de surface se rapportant à la surface limite, qui est 
à l’infini d’après notre hypothèse, 'Q et a sont nuis ; par suite 
l’intégrale elle-même est égale à zéro. Dans l’intégrale triple du

second membre entre la dérivée ^  ; si donc le champ magné

tique est uniforme, comme c’est généralement le cas lorsqu’on 
étudie la polarisation rotatoire magnétique, cette dérivée est 
nulle et l’intégrale triple l’est aussi. En prenant ainsi successive
ment tous les termes de la première intégrale de l’expression du 
terme complémentaire, on verrait qu’ils sont tous égaux à zéro. 
Il n’y a donc à considérer que les trois autres intégrales de cette 
expression.

Celles-ci peuvent se mettre sous une autre forme. Considérons 
en effet le premier ternie de la première d’entre elles ; nous obte
nons, en intégrant par parties

ou, puisque l’intégrale de surface est nulle pour les mômes rai
sons que précédemment

C  #  W  , C  y  J
J  *  dx dy d ' ~  J  ■ dxdy d "

Le second terme de l’avant-dernière intégrale du terme com-

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



2 i s  POLARISATION ROTATOIRE MAGNÉTIQUE

plémentaire nous donne, en opérant de la même manière,

(h  dV ,
dx dx

,n  (̂ ’r‘ ({-J „2 “dx'1

et nous avons pour la somme des deux, termes considérés

«?- dx
d-r\
dx

dx.

Une transformation analogue effectuée sur tous les termes et 
un groupement convenable de ceux-ci montreraient que l’expres
sion (i 4) se réduit bien à l’expression (5) qne nous avons intro
duite (217) comme terme complémentaire dans l’énergie kinétique 
du milieu soumis à l’action du magnétisme.

226. Difficultés soulevées p a r la  théorie de M a xw e ll. —  
Dans la théorie que nous venons d’analyser, Maxwell semble 
avoir complètement abandonné la théorie électromagnétique de 
la lumière. Nous avons, en effet, implicitement admis avec ce 
physicien, que lorsqu’une onde se propage dans un milieu placé 
dans un champ magnétique, les composantes £, r\ etÇ du déplace
ment d’une molécule d’éther ne dépendent pas directement de la 
force magnétique. Or, nous avons vu (189) que la concordance 
de la théorie électromagnétique de la lumière avec les théories 
actuellement adoptées pour l’explication des phénomènes lumi
neux exigeait que les dérivées par rapport au temps de £, vj, Ç 
soient respectivement égales aux composantes a, ¡3, y de la force 
magnétique. Pour que la théorie de Maxwell sur la polarisation 
rotatoire magnétique s’accorde avec la théorie électromagnétique 
il faudrait qu’il en fût encore ainsi ; c’est ce qui ne semble pas 
avoir lieu.

D’autre part les formules de Helmholtz semblent assez diffi
cilement applicables au cas qui nous occupe. Elles s’appuient 
sur les principes de l’Hydrodynamique qu’il serait sans doute 
malaisé d’étendre à l’éther, puisqu’il faudrait y supposer une 
pression uniforme dans tous les sens.
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Elles supposent en outre qu’il y a entre les composantes du 
déplacement et celles du tourbillon, certaines relations qui pour
raient s’écrire :

a = d%
dydt

d \
dzdt ’

P =
dll d%

dzdt dxdt ’

d \ dX
Y dxdt dydt ’

et dont Maxwell ne tient pas compte.

227. — Admettons pour un instant que les dérivées ç', C 
sont respectivement égales à a, fi,y et cherchons les conséquences 

de cette hypothèse .
Le terme principal de l’énergie kinétique devient

-& / < « · + P + ï · ) * .

Les binômes alternés qui entrent dans l’expression (î 4) du 
terme complémentaire ou les dérivées par rapport au temps de 
ceux qui se trouvent dans l’expression (5) de ce même ternie ont 
alors pour valeurs

(TQ . ch{ _  ¿ y ___ d$_
dy da dy dz ’
d.1' dQ _  do. d'(
dz dx dz dx ’
d'f\ de, d \3 du.
dx dy dx dy ■

\

Mais d’après les équations (II) du paragraphe 167 les seconds 
membres de ces égalités sont respectivement égaux à fait, 4w , 4itw. 
Comme u, ç, w, sont les dérivées par rapport au temps des com
posantes f , g, h du déplacement électrique nous obtenons donc
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en intégrant,

( i5)

d'Ç dr\ _  _
dy dz
dX dÇ
dz dx — 4 *8 ’
di\ dX . 
dx dy ^ l-

Par conséquent l’expression (5) du terme complémentaire peut 
s’écrire

( * 6) 4* C I +  + dv

Les quantités désignées par les symboles renfermant les

produits des composantes de la force magnétique par les dérivées 
du déplacement électrique prises par rapport à x , y, z, ce terme 
complémentaire est du troisième degré par rapport à ces quan
tités. Dans le terme principal de T, a, ¡3, y entrent au second 
degré, mais les dérivées du déplacement électrique n’y figurent 
pas. Par conséquent, en général les équations du mouvement 
seront linéaires, comme cela a lieu dans les théories ordinaires 
de la lumière; dans la polarisation rotatoire, elles cesseront d’être 
linéaires par suite de l’introduction du terme complémentaire. Il 
en résulte que dans ce dernier cas la vitesse de propagation des 
perturbations constituant la lumière dépendra de a, [3, y et par 
conséquent de l’intensité lumineuse qui est fonction de ces quan
tités. Cette conséquence est tout à fait contraire aux faits obser
vés dans tous les autres phénomènes lumineux; toutes ces diffi
cultés n’ont été définitivement levées que par la théorie de 
Lorentz dont nous parlerons à la fin de cet ouvrage.

228. —  Toutefois, dans les conditions où se font les expé
riences, on se trouve dans un des cas particuliers, où quoique 
le terme complémentaire soit du troisième degré, les équations 
du mouvement sont linéaires.

Pour le montrer, considérons une onde plane polarisée, et pre-
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nons pour plan des xy  un plan parallèle à l’onde. Le déplace
ment électrique s’effectuant dans le plan de l’onde (180) la com
posante h est nulle. En outre /’et g  ne dépendent ni de x  ni de y. 
Par conséquent le ternie complémentaire (16) se réduit à

Les composantes a, ¡3, y de la force magnétique peuvent être 
considérées comme la somme des composantes de la force magné
tique du champ constant dans lequel se trouve le milieu traversé 
par l’onde et des composantes de la force magnétique du champ 
dont les perturbations périodiques donnent lieu aux phénomènes 
lumineux. Ces dernières composantes sont variables avec le 
temps. Mais nous savons que la force magnétique du champ pé
riodique est dirigée dans le plan de l’onde ; sa composante sui
vant l’axe des z est donc nulle dans le cas qui nous occupe. Par 
suite la quantité y qui entre dans l’expression précédente du 
terme complémentaire a pour valeur la composante suivant l’axe 
des z du champ constant produit par les aimants ou les courants. 
Cette quantité étant constante le terme complémentaire n’est

plus que du second degré par rapport à a, ¡3, ^ e t  et les
CtZ Ct Z

équations du mouvement redeviennent linéaires.
On peut d’ailleurs faire voir autrement que y est une cons

tante. En effet, écrivons l’équation de Lagrange relative h cette 
quantité; nous aurons

Or d’après Cauchy, U ne dépend pas de Ç ; par suite il est indé
pendant de y et le second membre de cette équation est nul. Le 
premier terme est aussi nul puisque T, qui a ici pour valeur

d  rfT rfT rfU
dt rfy' rfy rfy

T = jV +  P2+f) dt+4*C
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ne contient pas y'. Par conséquent l’équation précédente se réduit
a

<IT

ou, en remplaçant T par la valeur précédente et effectuant la dé
rivation,

=  o.

Pour que y soit constant il suffit donc que le second terme le 
soit également. Or, si nous tenons compte des relations (i5) qui 
donnent les composantes du déplacement, nous avons pour ce 
terme

C
[·

d \
ds*

ou, puisque l’onde est perpendiculaire à l’axe des z,

• ou enfin

c(Væ i d\
dzl “ dz*

C(V cT-l ,, d\ \

Mais Ç et Y] étant les composantes du déplacement d’une molé
cule d’éther, ces quantités satisfont aux équations

% =  i’ cos (ini — qz),
7) =  r sin (ni —  qz).

Si nous calculons les dérivées de Ç et Y) par rapport à l et leurs 
dérivées secondes par rapport à 2 et si nous portons les valeurs 
ainsi trouvées dans le terme précédent, nous obtenons

Crsnq2 [—  cos (nt— qz) cos (lit —  qz)
—  sin (nt — qz) sin (nt— y s)] =  —  Cr'nq.

C’est donc une quantité indépendante de i ; par suite y est
constant.
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229. — Une autre difficulté de la théorie découle de l’appli
cation des propriétés des tourbillons d’IIelmholtz aux tourbillons 
moléculaires d’un milieu soumis au magnétisme. En effet il faut 
nécessairement que l ’énergie de ce milieu ait pour valeur

- U V + ^ + y* ) '* ·

Or, si a, ¡3, y sont, comme l’admet Maxwell, les compo
santes d’un tourbillon d’Helmholtz l’énergie kinétique du milieu a 
une valeur toute différente.

Il paraît assez difficile d’aplanir cette difficulté. On ne pourrait 
guère y parvenir qu’en modifiant profondément la théorie de 
Maxwell et ces modifications la rapprocheraient de la théorie 
proposée par M. Potier.

230. T héorie  de M. P o tier .  —  Cette théorie est fondée sur les 
deux hypothèses suivantes :

i°L a matière pondérable participe dans une certaine mesure, 
variable avec la longueur d’onde, au mouvement de l ’éther;

20 Les molécules d’un corps pondérable deviennent de vérita
bles aimants sous l’action d’un champ magnétique.

La première hypothèse, déjà admise par Fresnel, semble con
firmée par les expériences de M. Fizeau sur l’entraînement de 
l’éther; la seconde est conforme au mode ordinaire d’interpréta
tion des propriétés magnétiques ou diamagnétiques des milieux 
pondérables.

De ces deux hypothèses il résulte que chaque molécule aiman
tée du milieu éprouve un déplacement périodique lorsqu’un 
rayon traverse ce milieu. En général ce déplacement n'est pas 
une translation, les deux pôles de l’aimant se déplaçant de quan
tités inégales; la direction de l ’axe magnétique d’une molécule 
change donc périodiquement ainsi, que les composantes de son 
moment magnétique et, par suite, des forces électromotrices 
d’induction prennent: naissance dans le milieu. Ces forces s’ajou
tant à celles qui résultent de la perturbation magnétique consti
tuant la lumière, la loi qui lie cette perturbation au temps se 
trouve modifiée et on conçoit que le plan de polarisation change 
d’azimut
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231. —  Montrons, en effet, que les hypothèses de M. Potier 
conduisent à introduire dans l ’expression de l’énergie kinétique 
le terme complémentaire de Maxwell et, par conséquent, permet
tent de retrouver la formule (I) d’Airy.

Soient x, y, z et x  —|- 5x ,y - { -  oy, .c-f-o.c les coordonnées des 
pôles d’une molécule aimantée dans sa position normale, et 
-)- m et — m les masses magnétiques respectives de ces pôles ; 
nous avons pour les composantes du moment magnétique de la. 
molécule,

mZx, mS y ,  m 8 s .

Pour avoir les valeurs nouvelles de ces composantes lorsque la 
molécule est dérangée de sa position d’équilibre par l'effet de la 
perturbation lumineuse, il nous faut connaître la direction sui
vant laquelle la matière pondérable est entraînée par cette per
turbation. Nous admettrons, ce qui est le plus naturel, que cette 
direction est celle du déplacement électrique. Comme d’ailleurs, 
dans la théorie électromagnétique, le déplacement électrique est 
perpendiculaire au plan de polarisation (189), cette hypothèse 
revi ent à admettre que la matière pondérable se déplace suivant 
la direction de la vibration de Fresnel. Si donc f ,  g, h sont les 
composantes du déplacement électrique au point x, y, c, et s un 
coefficient de proportionnalité, nous aurons pour les coordon
nées de l’un des pôles de la molécule déplacée,

* + s f ,  y+'~g\ z-+-zh,

et pour les coordonnées de l’autre pôle,

x-\-ùx-\-tf-\r<&f, ÿ +  Sy +  ££· +  % ,  z +  Ŝ  +  s/t +  sSA.

La variation à f  de la composante /’ du déplacement pour les 
variations Sx, S y, Ss des coordonnées peut se développer suivant 
les puissances croissantes de ces dernières quantités; en négli
geant les termes du second degré et des degrés plus élevés, nous 
aurons

l f = JL
dx

(iX ■
d f  ,
- -  - ° rdy

d f - s ,
a z

Par conséquent les composantes du moment magnétique de la
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molécule déplacée sont données par

i fm (o.z -f- sSf) =  m Sx +  e mox -f- s moy -|- £dx dy
d f
dz moz,

et deux autres expressions analogues.

232. —  Introduisons les composantes de la magnétisation. 
Soient A, B, C ces composantes au point x, y z ; A', B', C' leurs 
nouvelles valeurs quand ce point s’est déplacé de t f  sg, e/i;nous 
avons

Adz =  mSx, BSt =  m S y , Cidi — mSz,
A'cfc =  m (Sx +  eS^), B VA =  m (oy eS " ) , C'di =  m ( S z s S h ) ,

d-z étant le volume de la molécule aimantée. Par suite la dernière 
égalité du paragraphe précédent peut s’écrire

A! = ,A  +  s ( a 4 ^·

Mais les composantes de la magnétisation sont liées à celles de 
la force magnétique (103) par les relations

A — xa, B = x (3 ,  C==xy

x étant la fonction magnétisante. Par conséquent l’égalité 
précédente devient, lorsqu’on y remplace A, B, C par ces va
leurs.

233. —  D’autre part l ’induction magnétique a pour compo
santes

ci =  cc —(— 4~A, b -  ̂—f— 4*B , c =  y — 4^C)

et ces composantes deviennent après le déplacement de la molé
cule

a' =  a' +  4r:A', V == +  4*B', c' =  Y' +  4tîC'.
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Montrons que les composantes a', ¡3' y' de la force magnétique 
qui entrent dans ces dernières égalités sont respectivement égales 
à a, P, y. N

Nous avons en dérivant par rapport à x  les deux membres de 
l’équation (i).

cLV da d d f
. ----  V -----------L_ £ V ------------ -— ,
dx dx d') dx

Eu dérivant B' par rapport à y et C' par rapport à z et addi
tionnant les trois dérivées partielles ainsi trouvées, nous obte
nons

dk! , dW , d C  da , d B (h
~ d 7+ ~ d f+ - d r ==x- d T + v- d f + v-iù r

(h \ dx ' dy dz )

Maïs, par suite de l’incompressibilité de l’électricité, la somme 

des dérivées partielles ·, -j2-, est égale à zéro; par suite,CLOO ¿1.3
l’égalité précédente se réduit à

dM  ̂ dB' | d C  d k  . dB dC
dx dy dz dx  ~  dy dz

Le premier membre est, au signe près, la densité au point 
x  -f- e/| y  +  s", z -f- ê/î de la distribution magnétique fictive 
pouvant remplacer dans ses effets le corps soumis h l’influence 
du champ; le second membre représente la même quantité au 
point x , y, z.

Par conséquent la distribution fictive n’est pas modifiée par le 
déplacement des molécules aimantées. La force magnétique en 
un point doit donc conserver la même valeur que ces molécules 
soient, ou non, dans leurs positions d’équilibre.

234. 1— Puisque nous avons

a' =  a -f- 47î-̂ /5

nous obtenons en remplaçant A! par sa valeur (i)
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Or on sait que

par suite si on pose
i +  4™ —  p ;

XS =  8TtC,

(C ne désignant pas la composante de la magnétisation suivant 
l’axe des z), on obtient pour les composantes de l'induction

a  =  [¿a - f -  0 2 tt_L

V =  pp +  3a^C

, . a .,n  dli

L’énergie kinctique du milieu,

f  f f l V + ^ P + ^Y di — l gm ax,

aura donc pour valeur

+ h £ - + Y
dh_
Ih

dx.

Nous retrouvons donc la même valeur que dans la théorie de 
Maxwell, le terme complémentaire étant mis sous la forme
( 16) (*).

(4) Postérieurement ¿1 l ’époque où ces leçons ont été faites d’après les indications 
verbales de M. Potier, ce savant a exposé sa théorie de la polarisation rotatoire 
m agnétique dans deux notes publiées, l ’une dans la traduction française du T r a ité  
de Maxvell (t. I l , p. 534), l ’autre dons les C om ptes ren du s d e  V A cadém ie d es  
S cien ces, (t. GVIIJ, p. 5io). Dans ces deux notes, M. Potier détermine les com
posantes de la force électromotrice induite par le déplacement des molécules 
aimantées et démontre qu’en chaque point du milieu cette force élcctromotricc est 
normale au courant qui passe par ce point, dirigée dans le plan de l’onde, pro
portionnelle au courant et à la composante suivant la direction du rayon de la 
force magnétique. Introduisant ensuite les composantes de cette force électro- 
motrice dans les équations du champ magnétique, il en tire les équations diffé
rentielles qui donnent à chaque instant les composantes de la perturbation. Il 
arrive ainsi, dans le cas d’une onde de plan parallèle au plan des œyt soit aux 
équations

cin- , T, „ dm  d*v
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235. T héorie  de M. R o w lan d  (*). — Avant M. Potier, 
M. Rowland avait essayé de concilier la théorie de la polarisation 
rotatoire magnétique avec la théorie électromagnétique de la 
lumière en introduisant une hypothèse dont l’origine résulte 
d’une interprétation d’un phénomène découvert peu de temps 
auparavant par M. Hall (2).

Rappelons en quoi consiste le phénomène de Hall. Soit ABCD 
(f ig , 35) un conducteur métallique très mince taillé en forme de

croix, parcouru par le courant d’une pile de À en B et dont les 
extrémités CD de la branche transversale communiquent avec un 
galvanomètre. En déplaçant les points d’attache des fils du gal
vanomètre on arrive facilement à ce qu’aucun courant dérivé ne 
traverse le galvanomètre. I/appareil étant ainsi disposé, si on le 
place dans un champ magnétique très intense de telle sorte que 
son plan soit perpendiculaire à la direction du champ on voit

qui donnent les composantes du moment électromagnétique,

, „  d \  _  d'X
P ~  A° dz*

• A  ^
' A° d - j ’

3 U l l i  Cl U  A. c q u u i i  O  11 J

dhj
P d t 2 î Ct  d~ Jd t  '

qui donnent le mouvement d’une molécule d’éther. Ces deux groupeë d’équations 
contenant des dérivées du troisième ordre conduisent, comme nous l ’avons vu, à 
la rotation du plan de polarisation.

Le mode d’exposition de M. Potier, qui n’est d’ailleurs pas identique dans les 
deux notes, diffère donc beaucoup de celui que nous avons adopté; il se rap
proche de celui que nous suivrons dans l’exposé de la  théorie de M. Rowland.

(*) P hilosoph ical M agazine, avril x8 81 ; Mascart et J oubert. T ra ité  d'électric ité , 
t. I , p. 702  et suiv.

(*) Am erican Jou rn a l o f  M athcm atics, t. II, 1 8 7 9 .
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l ’aiguille du galvanomètre dévier. Pour la plupart des métaux et 
pour un champ magnétique traversant le plan de la figure d’avant 
en arrière la déviation du galvanomètre indique que le courant 
qui traverse cet instrument va de C en D dans la branche trans
versale du conducteur; le courant AB paraît donc entraîné sui
vant la direction de la force électromagnétique qui s’exerce sur 
le conducteur lui-même. Pour le fer, la déviation de l’aiguille 
du galvanomètre et, par suite, le courant dérivé changent de 
sens ; néanmoins on peut encore dire que le courant est entraîné 
suivant la force magnétique, puisqu’il l ’intérieur d’une lame de 
fer, par suite de l’aimantation sous l’influence du champ exté
rieur, le sens des lignes de force et la direction de la force ma
gnétique ont changé de signe.

Ces faits peuvent évidemment s’interpréter en admettant qu’une 
force électromotrice prend naissance sous l’action du champ 
magnétique et qu’elle est dirigée suivant la force magnétique 
qui agit sur la matière pondérable du conducteur. Quant à sa 
grandeur, comme l’eifet observé est toujours très petit, on peut 
admettre qu’elle est proportionnelle à la force magnétique. 
Toutefois cette explication est peu satisfaisante, car elle devrait 
s’appliquer à tout conducteur quelles que soient ses dimensions, 
et le phénomène de Ilall ne se produit plus dès que l’épaisseur 
de la lame dépasse quelques dixièmes de millimètre. D’ailleurs, 
elle a été mise en doute par des expériences récentes, notam
ment par celles de M. Righi et M. Leduc, qui ont montré qu’une 
hétérotropie spéciale du conducteur sous l’action du champ était 
la meilleure explication des faits.

236. —  Quoiqu’il en soit, M. Rowland adopte l’hypothèse de 
la production d’une force électromotrice et suppose qu’une force 
électromotrice du même genre se développe dans un milieu non 
conducteur placé dans un champ magnétique lorsque ce milieu 
est parcouru par les courants de déplacement résultant de la 
propagation de la lumière. C’est d’ailleurs cette même force 
électromotrice que M. Potier introduit au moyen d’hypothèses 
plus acceptables que celles de M. Rowland.

Cette force électromotrice étant proportionnelle à la force 
électromagnétique et ayant même direction que celle-ci, nous
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aurons pour ses composantes

( P, =  s (cv —' Zw), 
( 0  ] Q f =  t{a w —  eu),

( R, =  e (bu —  av).

L’induction magnétique se compose de l’induction du champ 
constant auquel est soumis le milieu et de l’induction du champ 
périodique donnant naissance h la lumière. Les composantes de 
la première sont pa,, p[3,, py,, les composantes de l’intensité 
du champ constant et uniforme étant a„ ¡3,, y ,; celles de. la 
seconde sont données par les équations (III) du § 167. Nous 
avons donc,

V
il — dll O"y

1

dy cl.s) ' iaai’
h — dF. d\ I

+dz dx
dG dF +  EÏ1·'dx dy

237. — Si l ’on considère une onde plane parallèle au plan des 
xy  les variables ne dépendent ni de x, ni de y et les équations 
précédentes se réduisent à

dQ
a = ------

dF
• -  +  T T + I * .

c =  py,.

Les équations (II) du § 167 qui donnent les composantes u, v, 
w de la vitesse du déplacement électrique deviennent

c/]3 1 db
dz p dz ’
da __ 1 da
dz p d z ’

o.

. En y remplaçant les dérivées de a  et de b par rapport a z,

4tî« =

fav  - -

Atzw—
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par leurs- valeurs déduites des équations (2), nous obtenons 
puisque oc,, ¡3,, y,, sont constants

1 1 æ v  1 æ¥
47z u — —   ̂ dz, dz — —  ̂ d z ï ,

1 d2G cia, _  1 c?2G
p. d z2. dz  p. d z2 ’

4tw =  0. /

Nous pouvons donc, à l ’aide des relations (2) et (3), exprimer 
les composantes de la force électromotrice données par les 
équations ( 1) en fonction du moment électromagnétique; nous 
trouvons pour les composantes parallèles au plan de l ’onde

P.=

Qi =

ey, d'G 
4tT  ~~dz2~'

4t: dz

quant à la troisième composante il est inutile de la considérer, 
car étant perpendiculaire au plan de l’onde elle ne peut avoir 
aucun effet sur la perturbation magnétique constituant la lumière. 
Les composantes de la force électromotrice résultant do cette 
dernière perturbation étant (117)

P = dF
dt Q

dG
H T ’

nous aurons pour les composantes parallèles au plan de l ’onde de 
la force électromotrice totale

P ¿F êTi d2 G
dt 4* dz2 '

0 — dG
1 £Tl d*F

dt 1 4ix dz2 '

et, par suite des équations (VIII) du n° 169,

, I w-i sJ eT*
j ^

 
\ Key, æ  g

477 dz^dt ’

— K ^G n, Key, æ  F
d e  ' 4tî dz2dl

P oincaré. Électricité et Optique.
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En remplaçant les premiers membres de ces équations par 
leurs valeurs (3) nous obtenons enfin

Ii (PF , Keïl æ  g I d 2 F
di- 1 4* dzidt U dz2

K æ  g Ksy, æ  F I d2G
dd 477 dz2dt —  V- dz2

D’après la remarque faite au n° 178, oc, ¡3, y satisfont à des 
équations de même forme ; par suite il en est de môme des com
posantes X, 7), Ç du déplacement d’une molécule d’éther dont les 
dérivées par rapport àv sont Ç, rn Ç. Nous retrouvons donc les 
équations du mouvement qui ont conduit Airy à une expression 
de l’angle 0 de rotation du plan de polarisation d’accord avec 
l’expérience.

238. P h én om èn e de K e r r .  — A la polarisation rotatoire ma
gnétique se rattache un phénomène découvert en 1876 par 
M. Kerr (*) et qui consiste dans la rotation du plan de polarisa
tion d’un rayon polarisé réfléchi sur le pôle d’un aimant.

La lumière d’une lampe, polarisée par un nicol et réfléchie par 
une lame de verre inclinée à 45°> tombe normalement sur le 
pôle, s’y réfléchit et, après avoir traversé la lame de verre et un 
nicol analyseur, est reçue par l’œil. Une masse de fer, qui est 
percée d’un trou conique pour permettre le passage aux 
rayons lumineux, est placée très près de la surface réfléchis
sante, dans le but de rendre très intense l’aimantation de cette 
surface.

Ayant placé le polariscur dans une position telle que les 
vibrations qui tombaient sur les pôles étaient parallèles ou per
pendiculaires au plan d’incidence, et ayant tourné l ’analyseur 
jusqu’à l’extinction, M. Kerr vit reparaître la lumière, bien que 
faiblement, en aimantant par un courant le pôle réfléchissant. 
Mais comme M. Kerr ne disposait que d’une faible force magné
tique, pour rendre l’action plus évidente, il déplaçait légère
ment le polariseur ou l’analyseur avant de faire l’expérience, de 
manière à ce que l’extinction ne fut pas complète. Au moment

(') P h i îo s o p h ic a l M ag az in e , 5 » série, t. I I I , p. 3 2 1  (1877); t. Y, p. iGx (1878).
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où l ’on fermait le courant dans une certaine direction, la 
lumière reçue par l’œil augmentait; dans la direction contraire, 
elle diminuait et souvent l’on arrivait tout à fait h l ’extinction. 
Cette diminution de l ’intensité se produisait si, avant le passage 
du courant, on avait tourné l’analyseur dans une direction con
traire à celle du courant d’aimantation. M. Kerr en conclut 
qu’il se produisait par l’aimantation, une rotation du plan de 
polarisation, en sens contraire des courants d’Àmpère.

M. Kerr observa également une rotation lorsque le rayon 
tombait obliquement sur la surface réfléchissante ; mais dans ce 
cas les phénomènes se compliquent de la polarisation elliptique 
due à la réflexion métallique, à moins cependant que les vibra
tions du rayon incident soient ou parallèles ou perpendiculaires 
au plan d’incidence.

239. — M. Gordon (*) et M. Fitzgerald (2) répétèrent bientôt 
ces expériences avec des champs magnétiques très puissants; 
les résultats qu’ils obtinrent confirmèrent les travaux de M. Kerr. 
Plus récemment l’étude de ce phénomène a été reprise par 
M. Righi (3) qui l’a rendu plus facilement observable en l’am
plifiant par des réflexions successives du rayon lumineux sur 
deux pôles d’aimant convenablement disposés. Enfin M. Kuntz (4) 
s’est également occupé de cette question ; il a montré que la 
réflexion sur le nickel et le cobalt donnait aussi naissance au 
phénomène de Kerr; de plus, il a reconnu que la rotation du 
plan de polarisation dans le cas de l’incidence normale, qui 
change de valeur avec la couleur de la radiation, est plus grande 
pour les rayons rouges que pour les rayons violets : la dispersion 
est donc anormale.

Mais malgré ces nombreux travaux et les recherches théoriques 
de M. Righi (5) l’explication complète du phénomène de Kerr

(*) P h ilo s o p h ic a l M ag az in e , 5 e série, t. IV, p. 104 (1877).
(*) P h ilo s o p h ic a l M agazin e, 5 ° série, t. III , p. (1877).
(3) Mémoire présenté à l’Académie royale des Lincei (14 décembre 1884).
(*) W ied. A nn ,, octobre 1884.
(*) Loc. c i l . ,  etnouveau Mémoire inséré dans Ie3 A n n ales d e  ch im ie  et d e  P h y s iq u e , 

septembre 188G.
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fait encore défaut. On ne peut affirmer si c’est un phénomène 
nouveau ou s’il est dû uniquement au pouvoir rotatoire magné
tique de l’air qui environne les pôles. Aussi, n’insisterons-nous 
pas plus longuement sur ce sujet.

En résumé, Maxwell n’est pas arrivé à se tirer des difficultés 
que soulève le phénomène observé par Faraday. M. Potier en a 
donné une théorie satisfaisante. Nous verrons plus loin que 
M. Lorentz est également arrivé à une explication satisfaisante 
qui se rattache à scs idées générales sur la nature de l ’électricité. 
Disons seulement que dans la théorie de Lorentz comme dans 
celle de Potier, les molécules matérielles prennent part à la 
vibration et que c’est cette circonstance qui produit la polarisa
tion rotatoire ; seulement, dans la théorie de Potier, les molé
cules en mouvement agissent parce qu’elles transportent avec elles 
leur magnétisme ; dans celle de Lorentz, elles agissent parce 
qu’elles transportent avec elles une charge électrique.
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CHAPITRE PREMIER

F O R M U L E  D ’A M P È R E

240. A ction  de deu x  é lém en ts de courant. — Ampère avait la 
prétention de ne rien emprunter qu’à l’expérience (1). Cette pré
tention n’est pas absolument justifiée, car l ’expérience ne peut 
porter sur deux éléments de courant. On peut observer l’action 
d’un courant fermé sur une portion de courant, mais non l’action 
d’une portion de courant sur une autre.

Si, en effet, la décharge d’un condensateur par exemple cons
titue un courant qui d’après les idées antérieures à Maxwell n’est 
pas fermé, ce courant est de trop courte durée pour qu’on puisse 
l’utiliser dans les expériences. On ne peut donc expérimenter 
que sur des courants fermés ; on peut, il est vrai, par divers arti
fices, rendre mobile une portion d’un des courants, ce qui permet 
d’étudier l’action d’un courant fermé sur une portion de courant 
(voir ce sujet discuté plus loin, n° 258) ; mais cette portion mobile 
reste toujours soumise à l’action 
simultanée de toùs les éléments 
de l’autre courant fermé.

Ampère qui énonce une loi 
applicable à deux éléments de 
courant a dû par conséquent faire 
des hypothèses. Voici ses hypo
thèses :

i° Pour avoir l ’action d’un cir
cuit fermé sur un élément de courant, il sullit de composer les

(4) Le titre de son ouvrage est : Théorie m athém atique des phénom ènes électro- 
dynam iques uniquement déduite de Inexpérience, 18 2 6 .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



232 FORMULE D’AMPÈRE

actions des éléments de ce circuit fermé sur l’autre élément ;
2° L’action de deux éléments de courant est une force dirigée 

suivant la droite qui les joint.
Soient deux circuits G et G' (fig. 36). Soit A un point de C. Je 

définis le point A par la longueur s de l’arc OA comptée à partir 
du point fixe O.

Soient maintenant AB et A/B/ deux éléments appartenant res
pectivement aux circuits C et C'. Soit O' un point fixe de C' à 
partir duquel nous compterons les arcs, et appelons

OA =  s, 0'A' =  s';.

d’autre part,

OB =  s +  ife, O'B'
d’où

AB ai= ds,
et de blême,

A'B' ~ds'..

En appelant x, y , z les coordonnées de A 
x  “(- d x , y -f- dy, z -f- dz, celles de B 

x ',y ',d , » A'
x '  “J- d x ' ,  y '  +  d y ' ,  z ' -f- d z ' , » B7

la distance des deux éléments AB et A'B' est donnée par 

(i) ■ 7·2 =  { x  — x ' f  +  {y  —  y ' f  +  ( z  — z ' f  ;

r  est fonction de s et s'

Les cosinus directeurs de AB sont-—-, —r-?
ds ds ds

i i /pwi doc dif dz 
” d eA B

de AA' x 1 —  x  y' —  y z' — z 
r ’ r  ’ r

. Soieilt G l'angle de AB avec AA',
G' » de A'B' avec AA', 
e » des deux éléments AB et A6B'.
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ACTION DE DEUX ÉLÉM ENTS DE COURANT a33

On a :

COS 9 — dx x '---X , ¿y y' — y i d !Z· ,3 ,o

ds r ds r ds ’ 7’

cos w dx' x'---X _i_ dy' ÿ — y ! dz' z' — z
ds' r 1 ds' ; V 1 ds' · 7- ’

cos
dx dx' dy dy' {¿.Z· dz'
ds ds' 1 ds ds' 1 ds ' ds' '

Entre ces trois cosinus et les dérivées do la fonction r  existent 
certaines relations.

On trouve en effet par différentiation :

(3)

(4)

dr
ds

II
M

s* 1 dx

dr ’ x  — x' dx
ds t2 j  r ds
dr ^  x' —  x dx1
ds' L  r  ■ ds'

cos 1

cos 0'.

le signe S! indiquant une permutation circulaire à effectuer sur 
les lettres x , y, z ;  x', y', z1.

Différentions maintenant la relation (3) par rapport a s ';  il 
vient,

(5)
dr
ds

dr d1]·
ds' 1 dsds'

dx' dx 
ds' ds

—  — cos

d’où,-en tenant compte des relations (4),

d2r
dsds'

cos 0 cos 9'—  cos £.

L’action de ds sur ds' est évidemment proportionnelle aux lon
gueurs ds et ds' des deux éléments et aux intensités i et i' des 
deux courants ; elle dépend d’autre part de la distance r des deux 
éléments et des angles 9, 9' et e. E lle ne peut manifestement dé
pendre d’aucune autre quantité. Nous pouvons donc représenter 
cette action par la formule :

ii'dsds'f[r, 9, 9', s).
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Il nous reste à déterminer la fonction f .
Afin d’abréger les écritures nous supposerons

i = i !  —  i ,

quitte à rétablir à la fin du calcul le facteur ii!.
Ampère a emprunté à l’expérience les trois principes suivants 

qui serviront de point de départ à l’analyse qui va suivre :

i° Le principe des courants sinueux;
2° L’action d’un courant fermé sur un élément quelconque est 

normale à cet élément ;
3° L’action d’un solénoïde fermé sur un élément quelconque 

est nulle.

Soit kdxds' l’action qu’exercerait sur ds' un élément de cou
rant dx qui serait la projection de ds sur l’axe x ;  de même B dyds' 
et Cdzds'. Le principe expérimental des courants sinueux qui est 
le premier emprunt fait par Ampère à l ’expérience, nous apprend 
que l’action de ds sur ds' est la résultante des actions de ses 
projections suivant les trois axes, et, comme toutes ces forces 
sont dirigées suivant la même droite AA', on a :

f  (V, 9, 9', e) dsds' — A d x d s 'H d y d s '- j-  Cdzds';

c:onc,

f =  A Î + ^  +  C ^ 1 ·
dy
ds

dz
ds

La fonction f  est donc linéaire  par rapport aux cosinus direc
teurs de AB,

La fonction / dépend de r, 9', 9 et £ ; r  et 9' ne dépendent pas

des cosinus directeurs cos 9 et cos s sont linéaires et
ds ds as

homogènes par rapport à ces cosinus. Donc f  ne peut être linéaire 
et homogène par rapport à ces mêmes cosinus directeurs que si f  
est linéaire et homogène en cos 9 et cos e, ou, ce qui revient au 

. dr d2r
m «m e,e„3 ?  el S 3?

Elle est de même linéaire et homogène en et .
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dr dr
a35

Donc elle doit être linéaire et homogène en —  d’une part
t ( o  CIS

d2ret d autre part.

D onc,

( 6) fdsds' —
dr dr
ds ds' B

dh
dsds'v )

dsds'.

O r, A et B  sont fonctions de r  seul ; je  puis donc poser :

A = < K #’)» B  =  acp (/·),

et (6) devient a lo rs ,

(6 bis) fdsds! = \ ^ { r ) ± .  (/·) - £ ^ \ d s d s ' .

241. — Pour déterminer ces deux fonctions et :p ,  '1 faudra 
deux expériences.

Ampère a montré qu’un arc de cercle quelconque mobile autour 
de son centre et soumis à l’action d’un courant fermé dont la 
forme est quelconque, ne se déplace pas ; l’action tangentielle 
exercée sur un élément quelconque de cet arc de cercle est 
donc nulle. Donc l’action d’un courant fermé sur un élément est 
normale à cet élément : c’est le second principe d’Ampère énoncé 
plus haut.

Donc l’intégrale

dr dr
ds ds'

dr  ,
— y  d s ~  O
ds'

lorsqu’elle est prise le long du circuit C, qui est quelconque. 
Posons,

* dr
? = = r f 7 ;

l ’intégrale précédente devient

/[!( '·) ?2̂ -+2? (r) pdp] = o .

La quantité sous le signe J est donc la différentielle exacte
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d’une fonction des deux variables indépendantes r et p, c’est-à- 
dire qu’on a,

ou

Il nous reste donc à déterminer la fonction a, ce que le troi
sième principe expérimental d’Ampèrc nous permettra de faire; 
en attendant, tirons toutes les conséquences des deux premiers 
principes et montrons d’abord que l’action' élémentaire (6 bis) 
qui s’écrit maintenant,

(6 1er) dr
ds‘ dsds’,

peut se mettre sous la forme V ■ , V et U étant fonctions de r
dsds

seul.
En effet, nous pouvons écrire, ,

î/U __ , dr
~ d7= i i  ~dï'

. . Tt/ ¿Uen écrivant U pour - j -  ; et,

TI/· < ? · '  | Tj// d r  d r

dsds' dsds' ds ds1 ’

en écrivant U" pour
d ,A 5

donc,

V —  y u ' ■ d~' ■ +  VU"
dsds' ~~ dsds' ds

dr
1 7 ’

et en identifiant avec (6 ter) il vient

Y  U " —  es', 

VU' = 2 3 ,
U" o'

23
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los u ,= — log?>

U '= v / £

Y =  2 v / f=  aU'.

L’action de deux cléments de courant est mise ainsi sous la

242- T rav a il produ it p a r  un d ép lacem en t r e la t i f  de deux  
circuits. — Si nous donnons à r un accroissement or, l ’action de 
l’élément AB sur A'B' produira un certain travail. Nous choisi
rons les signes, suivant les conventions ordinaires en électrody
namique, de façon que la force soit positive quand elle est attrac
tive ; alors le travail élémentaire dû à une variation or est :

et le travail dû à l’action totale d’un des circuits sur l ’autre est :

Transformons cette expression en intégrant par parties. 
Nous savons que,

car le contour d’intégration, cpii n’est autre que le circuit G,

forme
2 dsds'\]’ dsds

—  2 clsdsl\]for.
cisds

2 clsds!o U r? 
dsds

/
du

étant fermé, iw a la môme valeur aux deux limites d’intégration. 
Donc,

/ I

du -¿su
ds' ds

ds —
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par conséquent,

' £ * £ * * ' ·

et comme rien ne distingue C7 de C on a aussi :

'dü  & dü , . ,
— —  ô  — r - r  m a s  . 
as asST =  :

Donc,

dU „ dU , ¿U . ¿U

ou encore,

8T =  8 dU d\J dsds1:
ds ds'

8 T est par conséquent l’accroissement de la fonction

T(7)
¿U ¿U . . ,—;----r-r d s d s  .
d s  d s

A B

Le travail élémentaire est donc la différentielle d'une fonction T 
dépendant seulement des positions relatives des 
deux circuits. Cette fonction (’) est le potentiel 
électrodynamique mutuel des deux circuits. 
Cette forme élégante donnée à l’expression du 
travail élémentaire est due à M. Bertrand (2).

243. —  Nous avons ainsi démontré l’exis
tence d’un potentiel pour l ’action de deux cou
rants fermés, en nous appuyant simplement 
sur le fait que l’action d’un courant fermé sur 

un élément de courant est normale à l’élément.

(*) Le travail est, en  g r a n d e u r  et en  s ig n e , l’accroissement du potentiel, si l ’on 
convient, comme nous l’avons fait, de considérer comme positive une force atti
rante.

(2) T h éo r ie  m a th ém a tiq u e  d e  V électr ic ité  (1890), § i 3 i , p. 170.
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On peut, réciproquement, montrer que ce fait expérimental est 
une conséquence nécessaire de l’existence d’un potentiel.

Soit un élément AB (fig. 3y), mobile suivant sa propre direc
tion. S ’il se déplace en À'B', le courant conserve la même position 
dans l ’espace, il décrit le même circuit. Le potentiel électrodyna
mique, s’il existe, n’a pas varié, donc pas de travail, ce qui prouve 
que la force est normale au chemin parcouru.

244. D éterm ination  de la  fonction  U. — Pour aller plus loin, 
il faut de nouveau recourir à l’expérience. Nous nous appuierons 
sur ce fait que l’action d’un solénoïde fermé sur un élément de 
courant est toujours nulle.

Nous avous vu précédemment que,

r p  dü d ü , , ,
T =  ¿ T i r * * ’

ce qui peut s’écrire, en remarquant que

rfU y, dr  
ds ds ’

dü  __T1/ dr
T T ~  ds’ ’

T = dads',
as as

ou, en tenant compte des équations (4) :

T =
x — x'

r
ds'

On peut encore écrire pour abréger :

T = J  (JÜdx-\- Gdy-\-H.dz),
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F =  / U'* M ,I as' r

G -  / u ' > * E . S = s L u ,
as' r

1 1 = ü »  4 t · - — —  t e chs' r

En effectuant les intégrations le long du contour G  on peut 
écrire :

U/:F= / { x — x ' ) . — - d r —  x') f ’{r) ch-

en posant :

Intégrons par parties ; le terme fini est nul et l ’on a

ds' == J  f ( r )  d x ',

car
d (x —  x') dx' 

7Ü' —  ds'

Sous cette forme il est aisé de voir qu on a :

(9)
dY dG dl I
~dx ~dÿ dz

dY_
dx

dx',

En effet
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car
dr __- dr
dx dx' '

Donc,

dF dG  | ¿¿II
dx dy dz

Les quantités F, G, II définies plus haut sont ce que Maxwell 
appelle les composantes du potentiel vecteur dû à un courant d’in
tensité i parcourant le circuit G . Pour avoir le potentiel vecteur 
dû à un courant d’intensité i  parcourant le même circuit, il fau
drait multiplier par i les intégrales (8).

245. — Proposons-nous maintenant de calculer le potentiel 
électrodynamique d’un solénoïde par rapport au courant G', et 
d’exprimer que ce potentiel est nul quand le solénoïde est fermé.

Nous avons trouvé,

T = J " ( F dx -f- Gdy +  lldz) ,

F, G, II étant les composantes du potentiel vecteur dû à C' et 
l’intégrale étant prise le long de C.

Nous allons transformer cette intégrale de ligne en une inté
grale étendue à l’aire d’une surface passant par le contour C et 
limitée à ce contour. Appliquons pour cela le théorème de 
Stokes. Ce théorème nous donne

Poincaré. Électricité et Optique. iQ

=  —J d f =  o.
C. Q. F. D.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



FORMULE D’AMPÈRE242

dey étant un élément de l’aire considérée, et Z, m, n les cosinus 
directeurs de la normale à cet élément.

Rappelons brièvement la définition d’un solénoïde. Un solé
noïde est un ensemble d’une infinité de courants infiniment 
petits construits de la manière suivante :

Soit un arc de courbe quelconque que l’on appelle l ’axe du 
solénoïde. Partageons cet arc de courbe en une infinité d’éléments 
dz tous égaux entre eux.

A. chacun de ces éléments correspondra un courant élémentaire 
défini comme il suit :

i° L ’intensité de ce courant sera i ;
20 Ce courant parcourra un circuit infiniment petit dont le plan 

sera normal à l’élément îZt ;
3° Ce circuit limitera une aire plane infiniment petite égale 

à dey ;
4° Le centre de gravité de cette aire coïncidera avec le milieu 

de d<7 ;
5° Les valeurs de i et de dey seront les mêmes pour tous les 

courants élémentaires.
L’ensemble de ces courants élémentaires constituera le solé

noïde.
Nous sommes convenus plus haut de supposer provisoire

ment i =  1 pour abréger un peu les écritures.
Soient donc un solénoïde et un élément d’arc da pris sur son 

axe et dont les cosinus directeurs sont /, m, n. Dans le plan 
normal à l’axe mené par l’élément d<r, circule un courant qui 
embrasse une aire infiniment petite dey. Le potentiel T dit à l ’ac
tion de ce courant se calcule aisément. L’intégrale (10) se réduit 
en effet à un seul élément qui peut s’écrire,

en remarquant que

dx —  ld<r, dy =  mder, dz =  nd<7.
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Comme ¿tu et ¿<r sont des constantes, quand on passe d’un 
élément du solénoïde à un autre, il faut, pour avoir le potentiel 
dû au solénoïde total, intégrer par rapport à dx, dy, dz le long 
de l’axe. On obtient ainsi,

T =
dl\ \
dx /

246. —  L’action d’un solénoïde fermé est nulle ; donc la quan
tité sous le signe Çest une différentielle exacte, ce qui s’écrit :

____d f  dG ¿F\
dz \ dz dx 1 dy \ dx dy )  ’

æ  F
ou encore en ajoutant et en retranchant--  ̂ ,

d f  ¿F  dG ¿11 \
dx \dx dy dz )

Or, d’après l’équation (9)

par suite

Mais (244)

dF | dG ¿II 
dx dy ' dz

AF =  o.

AF =  —J  Af  (f) dx ' .

Il faut donc que Af ( r )  soit une constante, pour que l ’intégrale 
précédente, prise le long d’un circuit fermé quelconque, soit 
nulle. En effet cette intégrale ne peut être nulle que si Af [ r )  est 
fonction de x! seulement. Mais Af  (r) est une fonction de r  seule
ment. Elle ne peut donc être fonction de x' qu’en se réduisant à 
une constante. Ecrivons donc : ,

On tire de là :
A/ ( r ) =  h .

hr%
* + — ■ ;·6
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La fonction f ( r )  devant s’annuler à l’infini, 
sairement nuis, et il vient,

h et k sont néces-

L ’expérience montre que k' —  i en valeur absolue ; il faut donc 
ici faire intervenir l’expérience.

Nous avons pu, en effet, par une convention arbitraire, choisir 
l ’unité de magnétisme, puis celle d’intensité de façon que le 
coefficient qui entre dans l’expression de l’action mutuelle de 
deux aimants soit égal à i ,  de même que celui qui entre dans 
l ’expression de l’action d’un courant sur un aimant. Il n’en est 
plus de même ici ; nous ne disposons plus du choix de l’unité 
que les conventions précédentes ont fixée definitivement ; c’est 
donc l’expérience seule qui peut nous faire savoir que le coeffi
cient k1 est bien égal à i .

De plus, nous devons prendre le signe ~f- ; nous avons donc

/■('·)=* +
i
r >

c ’est encore l’expérience qui l’indique, les conventions de signe 
étant celles qui ont été faites plus haut. Jusqu’ici nous n’avions 
considéré, en effet, que des expériences dans lesquelles on avait 
une action nulle ; une nouvelle expérience pouvait donc seule 
décider si, entre deux éléments parallèles et de même sens, 
s’exerçait une attraction ou une répulsion.

Ainsi donc,

/ »  =  -
i .U'2

r i

d’où :

r

Voilà par conséquent la fonction U déterminée. Cela va nous 
permettre de mettre l’expression de l’action de deux éléments 
de courant sous une forme très simple.

Nous avons,

U' 4̂ 7= U/ 4- (ü ' -ri ) = U'U" 4r 7 7  +  fc"asas as \ as / as as
d2r

dsds' dsds' ’ ■
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ou en remplaçant U' et U'' par leurs valeurs,

.y, dlU   i dr dr i d2r
dsds' 2/·* ds ds' r dsds'

La force attractive exercée entre deux éléments est donc,

d2U ii'dsds' [  dr dr
lii'dsds'U' ·dsds' r2 \ ds ds'

En tenant compte de la relation,

;___ d2r \
' 2> dsds' )

et des relations,

d2r
r , , , =  cos 9 cos9' — coss, dsds

dr
— J —  = ---COS (),ds 
dr 
ds‘ =  cos 9',

cette force attractive peut encore s’écrire,

, , 2 ii'dsds' (  3
( ! I )

■'dsds' /— -----^coss----- ■cos a cost

247. R ela tion  entre la  fo rc e  é lectrom ag n étiqu e et le  p o te n 
t ie l vecteur. — On a vu dans la première partie .(1 1 1 ) ,  que 
l’action exercée par le circuit C', sur un pôle magnétique égal 
à i (*) est une force qui dérive d’un potentiel et dont les com
posantes sont,

dü
a — — d x ’

P d y '  
di\

il est le potentiel magnétique dû à un feuillet limité au con-

0  On peut avoir un pôle magnétique isolé, en considérant un solénoïde magné · 
tique de longueur infinie dont un seul pôle est à distance finie.
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tour du circuit C', et de puissance égale à l’intensité du courant. 
Soit d(x>' un élément de l ’aire limitée au contour C', et l', m', n\ les 
cosinus directeurs de la normale; ce potentiel a pour valeur,

/ /'  r f -L d  — d —  \

“ V  (
d  dx' + ,h j  + ' * ' ù  ) “ ■

Or “  
r est fonction de x  —  x 1’> y —  y\ -  - -  z' ;  par suite

d — d — d — d — d ~  d —
r r r r  r

dx dx’ ’ dy dy' ’ dz dz'

Il vient donc, pour la valeur du potentiel magnétique,

ü =  —

Cela donne pour les composantes (a, ¡3, y) de la force magné
tique les valeurs suivantes,

du)',

Y =

> r  | f /’
d > J -

dx1 dxdy ^ dxdz

d2 — æ —
7’ . ■-n '· r

dxdy ArlH dy2 4 dydz

æ  — 1-

r , r
-h n '----T"

dxdz 111 dydz ^  dz2

-  du)',

du)'·

Transformons maintenant
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en une intégrale étendue à l’aire 

Il vient,
/■du' limitée au contour C7.

— / du'

Nous aurons de la môme manière,

et, en ajoutant l’identité suivante,

il vient,

¿II___ ¿G
dy dz dul! A — ,=  a
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Or,

donc,
d îl dG
dy dz

Un calcul analogue au précédent donne de même,'

dF d  II
dz dx
dG dF
dx dy

¡3,

r·

Or on a, d’une manière générale, entre la force et l ’inductioi 
magnétique les relations suivantes,

Î' a  —  a - f -^ A ,
— fl-j-  

c =  y —{— 4tzC.

Si le milieu n’est pas magnétique, A =  B =  C =  o et a, b, c 
se confondent avec a, (3, y.

Les formules précédentes peuvent donc s’écrire dans ce cas

d îl dG
dy dz ’
dF  d ll
dz dx  ’

d G ___ dF_
dx  ' dy

248. — Ces formules sont démontrées pour un milieu non ma

gnétique; on a toujours supposé, dans les calculs, que — et

ses dérivées restaient finies, ce qui suppose que le poipt où est 
placé le pôle-unité est extérieur aux masses attirantes ; il n’y 
avait ici de masses attirantes que le feuillet G.

Nous verrons plus loin (276, 277) que les formules (i3 ) sont 
encore vraies dans un milieu magnétique; on n’a plus alors
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* =  =  ~^~i formule équivalente à la première des for

mules (i3) dans un milieu non magnétique. Maxwell admet sans 
démonstration que ce sont les formules (i3) qui conviennent 
dans le cas d’un milieu magnétique; ou plutôt, il définit, h 
propos du magnétisme, les quantités F , G, II, par les équa
tions ( 13), et les appelle les composantes du potentiel vecteur 
de ïinduction magnétique ('*) ; deux cents pages plus loin, il 
introduit les quantités F , G, H, en électromagnétisme; comme 
nous les avons introduites précédemment, et il dit : « Ces 
fonctions F, G, II, ne sont autre chose que les composantes du 
potentiel vecteur, qu’on a déjà rencontré. » Enfin, un peu plus 
loin, il dit : « Nous avons démontré que les composantes de 
l’induction sont liées par les relations (i3) aux composantes du 
potentiel vecteur. » Nous donnerons plus loin cette démons
tration que Maxwell n'a pas donnée (275, 276).

Appliquons maintenant les relations (i3) que nous venons 
d’obtenir, pour transformer l’expression (io) du potentiel élec
trodynamique. Nous avions,

T = ¿F
dz

d l l \ 
dx /

+

cette expression peut s’écrire maintenant

T = j ' ( l a  -+- mb -)- ne) dtn.

dG
dx

dF
dij

249. Potentiel électrodynamique d’un système voltaïque 
constitué p a r deux circuits. —  Le potentiel mutuel de deux 
circuits peut recevoir une expression très simple. Nous avons 
trouvé

T —J ( F d x  -|- Gdy -\- H«?*),

avec
F —  f  f(r )d x ',

Jçi '

(!) Maxwell, Traite d'èlectricitc et de m agnétism e, traduction française, t. U , 
§ 4 o5 , p. 3 2 , § 589-092, p. 2GG-2G9, et § GiG, p. 290.
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01' (n° 246

donc,

M

F

L’expression précédcnle peut alors s’écrire

T =
dxdx1 -f- clu dy’ -f- dzdd  

r
(hds1 COS £ 

r

Si les intensités qui étaient jusqu’ici prises égales à i ,  étaient 
quelconques, on aurait :

T =  ii' clscls' cos £ 
r

cl, en posant,

M =
r

dsds' cos £

il vient finalement

0 4 ) T — «LM.

M est ce qu’on appelle le coefficient d'incluction mutuelle des 
circuits G et CL

250. — Soit maintenant

L =
dsdd  cos s

le cocllicienl d’induction mutuelle du circuit C et d’un autre qui 
coïnciderait avec C. L est ce qu’on ajipclle le coefficient de self- 
induction du circuit C.
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Les divers éléments du circuit C exercent évidemment l’un sur 
l’autre une certaine action ; si le circuit se déforme, cette action 
produira un certain travail ST. Proposons-nous d’évaluer ce travail.

Nous avons vu plus haut quel est le travail dû à l’action d’un 
courant sur un autre courant. Quand on veut en déduire l’ex
pression du travail dû à l’action d’un cou
rant sur lui-même, on rencontre une petite 
difficulté que nous tournerons par l ’artifice 
suivant :

Supposons deux courants différents C 
et C' d’intensités i et i' parcourant un môme 
circuit C. Nous pouvons appliquer à ces 
deux courants différents la formule (i4) et, si nous appelons ST, 
le travail dû à leur action mutuelle nous pouvons écrire :

.. ' 8T, =  8Lit'.

Il nous reste à comparer ST à ST,.
Soient ds un élément du courant C d’intensité i ; d<s', l ’élément 

du courant C' d’intensité i' qui coïncide avec ¿ t ; soient ifo, un 
autre élément de C, et di'l celui des éléments de C' qui coïncide 
avec da'.

Si p. est le travail de l ’action de d<s sur dv[, 
si ij.' » de da' sur d<Jt,
si )> » de dn sur ife,,

et si ST, est le travail élémentaire total de l ’action du courant C 
sur le courant C' et ST le travail de l’action de C sur lui- 
même, on a :

ST, =  3 (Lu') =  J*(p· +  pO 

8T = / X .
Or

et

donc,

_P.
1

yL
à

: =  u/ =  Â
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L’expression du travail 8Tj'devient ainsi,

ST, 2_4_ )> = 2 j L s t ,
l l

d’où

8T =  - i -  S (Lî2).

Le potentiel électrodynamique total du système voltaïque 
formé par deux circuits C et C', par rapport à lui-même, a donc 
pour, expression :

(i5) T =  —  +  Mh'-+ 
2 2

N étant le coefficient de self-induction de CL
Le travail dû aux actions électrodynamiques est :

¿28L +  2»'gM4 -t/28N 
2

Il se compose en effet,
i° Du travail de l’action de C sur lui-même, égal à,

Du travail de l’action de C sur C', égal à,

à'SM ;

3° Du travail de l’action de C' sur lui-même, égal à,

2
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TH ÉO RIE DE L ’INDUCTION

251. — L’opinion reçue est qu’une fois connues les lois de 
l’électrodynamique, l ’application du principe de la conservation 
de l’énergie suffit à trouver les lois de l’induction. M. Bertrand 
a cherché h réfuter cette opinion (*). Je vais discuter ses objec
tions en détail, mais on verra que la plus grande partie du 
champ de bataille restera à M. Bertrand.

On a deux courants en présence. Chacun est alimenté par une 
pile ; les conducteurs s’échauffent. S ’ils sont mobiles et se 
rapprochent, il se produit un travail mécanique, ce travail a dû 
être emprunté à quelque chose : il faut donc admettre qu’un 
phénomène ignoré jusqu’ici introduit dans les équations un 
terme nouveau. La loi (¿Q =  Ri2<A est-elle encore applicable?. 
Pourquoi, dit M. Bertrand, de même que la vapeur qui travaille 
refroidit le vase qui la contient, l ’électricité n’aurait-elle pas un 
effet analogue ? On pourrait concevoir que les conducteurs 
s’échauffent moins quand le courant travaille et ne serait ce 
pas aussi vraisemblable que de supposer cpie les intensités 
varient ?

On peut répondre : non, cette hypothèse ne serait pas a  priori 
aussi vraisemblable que celle qui est confirmée par l’expérience. 
Supposons que la loi de Joule ne s’applique plus ; les conduc
teurs s’échauffent moins; on a ¿ Q = R i 2/ — IIdt, H étant une 
quantité positive dépendant de la vitesse des conducteurs. On 
pourra rendre II très grand, en donnant à la vitesse une valeur 
très grande, et il pourra arriver que c/Q soit négatif. On em
prunterait donc de la chaleur au circuit qui se refroidirait et

(') Théorie m athém atique de Vélectricité, ch, xi, p. 208.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



a54 T H É O R IE  D E L'INDUCTION

l ’on pourrait la transformer en travail mécanique susceptible 
d’ôtre transformé à son tour, par frottement, en chaleur a tem
pérature aussi élevée qu’on voudrait ; ce serait contraire au 
principe de Clausius.

Une autre conjecture est possible : la loi de Joule s’appli
querait, mais la pile consommerait davantage pour donner le 
même courant. En d’autres termes la loi de Faraday ne s’appli
querait pas aux courants qui produisent un travail mécanique. — 
Cette hypothèse est fort invraisemblable ; si j ’ai une pile à Paris 
et que je  la relie par des fils à une machine située à Creil, il 
serait étrange que, l ’intensité restant toujours la môme, la loi de 
Faraday cessât de s’appliquer à Paris quand le courant travaille 
à Creil,

Malgré l’invraisemblance de ces deux hypothèses, on a peut- 
être eu tort d’en regarder la fausseté comme évidente, mais 
j ’appellerai plus particulièrement l ’attention sur deux autres 
objections de M. Bertrand qui me semblent beaucoup plus 
graves. Il ne s’agit plus en effet d’hypothèses que l ’expérience 
démontre fausses et qu’on n’aurait pas dû pourtant rejeter a  
p riori, mais de circonstances réelles dont on a souvent oublié 
de tenir compté en s’exposant ainsi à des erreurs.

En premier lieu, lorsque deux courants s’attirent, ils de
viennent solidaires, et l’on n’a pas le droit, quoiqu’on le fasse 
constamment, d’appliquer le principe de la conservation de 
l’énergie à l ’un d’entre eux seulement : il faut considérer le 
système des deux courants.

Ce n’est pas tout : l ’éther a une force vive variable dont il 
faut tenir compte dans les calculs, comme de la force vive de 
l ’air que met en mouvement un moulin à vent. Ici il y a deux 
manières de présenter l’objection : on peut supposer qu’un 
courant permanent rayonne de la force vive comme une lampe 
constante rayonne de la lumière ; on peut supposer au contraire 
que la force vive de l ’éther reste constante dès que l’état de 
régime est atteint et qu’il n’y en a point d’empruntée au cou
rant : c’est seulement pendant la période variable que la 
force vive de l’éther varie ; quand le courant croît, l ’éther 
absorbe de la force vive qu’il restitue au moment où le courant 
décroît.
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La première hypothèse, celle du rayonnement indéfini, est 
contredite par l’expérience, puisque avec un courant permanent 
la chaleur produite dans les conducteurs est l ’équivalent de 
l’énergie voltaïque de la pile. Il est vrai de dire que Yexpé
rience seule nous l’a appris.
• Quant à la seconde hypothèse, non seulement elle n’est pas à 

rejeter, mais il y a certainement a tenir compte de la force vive 
communiquée à l’éther, sous peine de ne pas tenir compte des 
faits. En la négligeant on s’expose à l’erreur.

On pourrait varier les objections à l ’infini, et l ’on serait 
conduit à des conjectures plus ou moins invraisemblables qu’il 
faudrait rejeter l’une après l’autre. C’est en quoi M. Bertrand a 
raison de dire que Y expérience seule pouvait montrer que les 
lois de Joule, de Faraday et de Ohm sont encore applicables 
aux courants qui travaillent.

252. — Nous allons prendre comme point de départ ce fait 
expérimental ; et, de plus, nous admettrons que l’éther a une 
énergie électrocinétique constante 
quand le courant est constant, mais 
variable avec l’intensité du cou
rant. Mais nous devons emprunter 
plus encore à l’expérience.

Soient deux circuits fermés C 
et C', parcourus par des courants i 
et i1, l’expérience montre que 
quand ¿' varie, il en résulte dans C

une force électromotrice A - j -  ,dt
lion de C' sur C, coefficient indépendant des intensités. ,Si C'se 
déplace et est parcouru par un courant constant ¿', si au bout du 
temps dt, C' prend une position infiniment voisine C", le dépla
cement du circuit de C' en C" pendant le temps dt produit une
c , i . . .  d B  «¿B , .
force clcctromotnce i —r—, —r~ étant aussi un coefficient nedt dt
dépendant que des conditions géométriques des deux circuits.

Ici se présente une hypothèse toute naturelle, il est vrai, 
mais qui a besoin d’être confirmée par l’expérience ; soient A
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le coefficient d’induction de C7 sur C; A -)- dA, celui de C" 
sur C.

Supposons qu’à l’époque I, nous ayons en C' un courant di' 
et en C" un courant 0 . Le courant di' se déplace en conservant 
son intensité et vient en C" au temps t +  dt : on a alors un 
courant 0  en C', et un courant di' en C".

On peut imaginer qu’on est passé du même état initial au 
même état final par une autre modification en faisant varier les 
intensités : l ’intensité en C' primitivement égale à di' a décru 
jusqu’à s’annuler et pendant ce temps l’intensité en C" primi
tivement nulle est devenue di'. Les circuits C7 et C"sont d’ailleurs 
demeurés fixes. Il est naturel de supposer que l’effet produit 
sur C est le même dans les deux cas.

Dans le premier cas, la force électromotrice née en A est

di’ —— ; dans le second, elle est la différence entre —  A et dt ’ dt

(A -M A ) dif_
dt

, , dA.di' .
, c est-a-clire — —— ; donc,

dt

dA- :dB.

Si le courant se déplace et varie en même temps, les deux 
forces électromotrices ont pour somme :

d (Ai'). di' d .A
A - y -  l' —J— — ,

dt dt dt

Nous admettrons cette équation, conséquence de l’égalité 
dA —  î/B, comme un fa it  expérimental.

253. — L’application du principe de la conservation de 
l’énergie va nous permettre de déterminer les coefficients d’in
duction définis comme précédemment.

Soient A le coefficient d’induction de C par rapport à lui-même
» B )) . c )) C'
» B' » C' )) C .

» D )> G' D lui-même
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La loi de Ohm, appliquée aux deux circuits, donne :

d{ Ai) d  (Bd)

257

R t= , E — dl dt ’

r v = e )_ M _ M .
I dt dt

Écrivons que l’énergie se conserve. L'énergie voltaïque dé
pensée dans le temps dt est

, (E i-f-E V )d t.

Elle se retrouve sous trois formes : ^
i° Chaleur de Joule ;
20 Travail électrodynamique ;
3° Accroissement d’énergie électrocinétique de l’éther.
Si cette énergie de l’éther est représentée par U, l’équation 

s’écrit :

(2) . (Et +  Eh7) dt .=  R i*dt +  R W i

_l_ _L (,:2d L + 2Ü'dM +i72dN) +  dU.

Je ne connais rien sur la fonction U ; j ’écris seulement que 
dU est une différentielle exacte. Remplaçons dans l’expression 
de dU, E — R ï par sa valeur tirée de (1) :

(3) dU =  id (Ai) +  id (Bd) +  i'd (BT) +  i'd (Dd)

----- (¿VL +  lii'dU  +  PdN).

Supposons que les intensités varient seules. Le dernier terme 
disparait et dU se réduit à :

dû == Aidi +  B idi' -f- B''dd/-f- Dddd ;

dU étant différentielle exacte, il faut que

_d_
di' 1 di^ (A « + B T 0  =  4 ( B i+ D i 'l ,

d’où
B =  B ';

P oincaré. Électricité et Optique. 17
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donc,
¿U — k id i  +  Btf (ii') Yyi'di',

et en intégrant :

A?'3 Dî72
U =  — — h Bu7 +  —  +  const.

2 2

la constante ne dépendant pas des intensités. Comme U est nul 
quand il n’y a pas de courant, quand ¿ = ¿ ' = 0, la constante 
est nulle.

D’après cela, quand les intensités sont constantes et que les 
conducteurs se déplacent, ¿¿U se réduit à :

dV> =  -i-(V2iA  +  z iïdB  +  i,2dD) ,

expression qui doit être identique à la valeur du second membre 
de (3), quand on fait d i= d i '  =  o, c’est-à-dire à :

P d k +  zii'dB + P dT )----- l-  (i'VL +  zii'dM. +  i'-dK).

En identifiant, il vient,

—  d k  =  d k -------- <
2 2

dB =  2<a?B —

• —  dB  =  d B ----- -
2 2

ou encore,
d k  =  d  L,

d’où
A =  L

I

car A ,et L s’annulent quand les conducteurs sont à une dis
tance infinie et de même

D =  N,
B =  M /

et
T =  U.
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L e potentiel èlectrodynamique représente donc l'énergie électro- 
cinétique de l ’éther.

On peut écrire, d’après cela, la loi de Ohm :

¿(L ï +  Mi ) d  ¿T
E — tu — — ----- -,----- — =  —7—. —p-dt dt di

E' — R'î' = d_ ¿T
dt ' di’

Cette forme rappelle celle des équations de Lagrange.
Maxwell a montré, —  et c’est là une des parties les plus origi

nales de son œuvre — , que les lois des actions électrodyna
miques et de l’induction peuvent être mises sous la forme des 
équations de Lagrange ; les forces électromotrices d’induction 
seraient ainsi des forces d’inertie (*).

(*) Voir la  première partie, n» i 5 i , p. i 3 5  et suivre.
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254. E x p lica t io n  d es  a ttrac tion s  è lec trod y n am iq u es . — 
Weber a voulu rendre compte des attractions électrodynamiques, 
en considérant les courants comme produits par des masses 
électriques se déplaçant dans les conducteurs, et supposant 
qu’entre deux masses électriques s’exerce une action qui dépend 
de leur mouvement et qui se réduit à l’action déterminée par la 
loi de Coulomb quand elles sont au repos.

Soient deux masses e et e', au repos : la force répulsive qui

s’exerce entre elles est égale à -]— 1 en unités électrostatiques.

Weber admet que si elles sont en mouvement, la répulsion 
devient :

«  + B( - £ ) ‘]·

A et B étant fonctions de r  seul.
Il s’agit de déterminer A et B de manière à retrouver la 

formule d’Ampère, en vertu de laquelle la répulsion entre deux 
éléments de courant est, en unités électromagnétiques :

N
ii'dsds' dir

dsds'
dr dr \ 
ds ds' /

Les quantités d’électricité e et e' sont supposées parcourir les

(') E leclrodyn am ische M aassbeslim m ungen, p . 3 o5 .
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d e u x  c ir c u i t s  a v e c  d e s  v i t e s s e s  co n s ta n te s  9 et (/. L a  d is ta n c e  r  

est  fo n c t io n  de s et d e  s' e t  on a :

æ,·
dCl

9'
ds'
H T ’

dr dr dr r
dl ds V ds' 1 ’

¿ v
ds2

f»2 +  2
d*r

dsds' 99'
drr_
ds

+  2
dr
ds

dr /  dr
Vd7

L a r é p u ls io n  é le c t r o d y n a m i q u e  [le s e c o n d  t e r m e  de  l ’ e x p r e s 

s io n  (1)] d e v ie n t  a in s i  :

\ee'v~ +  2 p e e W '  - f -  v e e V 2,

en p o sa n t ,  p o u r  a b r é g e r  :

,  . d2r , „ / d r y

, d2r ^ dr dr
dsds' 1 “  ds ds'

. ¿ V  „ / d r y  
V= A

S u p p o s o n s  q u e  ds c o n t ie n n e  e d ’é le c t r i c i t é  p o s i t iv e ,  e, d ’é le c 

tr ic i t é  n é g a t iv e  (e, est  un n o m b r e  e s s e n t i e l l e m e n t  n é g a t i f ;  q u a n d  

le  c o r p s  e st  à l ’ é tat  n e u t r e  e +  el =  o). L a  v i te s se  d e  e e st  9, d e  e, 

est  D a n s  ds' o n  a de m ê m e  u n e  q u a n t ité  e' d ’é le c t r i c i t é  p o s i 

t iv e  et u n e  q u a n t ité  e\ d ’ é le c t r ic i t é  n é g a t i v e  a n im é e s  r e s p e c t i v e 

m e n t  de  v i te s se s  9' e t  9\.
L a  ré p u ls io n  to ta le  de  ds su r ds' s ’o b t i e n t  en  c o m p o s a n t  les  

r é p u ls i o n s  des  q u a n t ité s  e et e, d ’é le c t r i c i t é  c o n te n u e s  d a n s  ds 
su r les  q u a n t ité s  e', et e',, c o n te n u e s  dans ds'.

Il  v ie n t  d o n c  :

e e V + 2¡x̂  e e W ; - f -  v V  e e V 2,
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en posant :

^ ee'v 2 =  ee'v1 -f- eeX +  e^'v] +

=  (w2 +  <V'i) (e' +  ci)·

De même

^ ee'vv1 — {ev +  e,^) (e'v' +  e[v[), 

^  ee'v'2 =  (e +  e1) {e'v12 +  e[v'\).

Le débit électrique du premier circuit est :

e   ev
ds ds ’
v

pour l’électricité positive :
g  ç  ·

Il est égal à pour l’électricité négative. Le débit total est

, ev-+-elvldonc ----- -,—— ;ds
D’autre part l’intensité i est par définition le débit total 

exprimé en unités électromagnétiques. Le débit total exprimé 
en unités électrostatiques est donc ci, c étant le rapport des 
unités, de sorte qu’on a :

ev -f e,v, . .----- ' 1 - =  ci.
ds

Donc

^ÿee'vv' -- wii'dsds’.

La répulsion électrodynamique est nulle entre un conducteur 
chargé d’électricité, mais où ne passe pas de courant, et un 
autre parcouru par un courant sans être chargé.

R doit être nul si le conducteur C n’est pas chargé mais est 
parcouru par un courant, c’est-à-dire si e-j~et —  o, et si le con
ducteur C' est chargé mais n’est parcouru par aucun courant, 
c’est-à-dire si v' =  v\ =  o ;
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Mais si v' — v\ =  o les deux derniers termes de R s’annulent; 
le premier ternie doit donc s’annuler également ; donc on a :

À (e' +  e[) (ev\ +  eLo'ï) =  o.

). n’est pas nul en général; e-{-e't^ o  si le conducteur CJ est 
chargé ainsi cpie nous l’avons supposé.

Donc on a :
ef>2- j -e^l  =  o,

et de même : 1
eV2 - ) -e X 2=  o.

Voilà des conditions bien étranges et bien artificielles. En 
outre elles obligent d’admettre l’existence réelle des deux 
fluides. Il y a plus : Rowland a réalisé des actions électrodyna
miques avec un disque chargé d’électricité et animé d’un mou
vement rapide (voir plus loin, p. 382) ; alors

v —  p,, d’où ep2 +  e^’l =  (e e,) f'2,

et ni v ni e-\~ei n’est nul. Il est vrai qu’en faisant le calcul on 
reconnaît que ce facteur est absolument négligeable dans les 
expériences de Rowland.

255. — On peut présenter la théorie de Weber sous un jour plus 
favorable. Rien n’est plus loin de ma pensée que de la défendre ; 
mais je  veux montrer seulement en quoi on pourrait la rendre 
moins étrange. On peut supposer e et e, séparément très grands, 
très supérieurs en valeur absolue à leur somme algébrique e-\-e1 ; 
e et et seraient de l’ordre de grandeur d’une quantité très 
grande N, e-\-ei de l’ordre de grandeur de l’unité et, au con-

traire, v et p, de l’ordre de — . Ceci pourra paraître assez natu

rel d’après la vitesse que certains physiciens attribuent à l’élec
tricité dans les électrolytes, vitesse qui, à les en croire ne dé
passerait pas quelques millimètres par seconde ; je  ne veux dis
cuter ici en aucuue façon leurs conclusions. Il n’est pas nécessaire 
d’ailleurs que s> et vt soient si petits pour pouvoir être regardés 
comme très petits. Il suflit en effet que v soit petit par rapport 
à c, qui est égal à la vitesse de la lumière.
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sera cle l’ordre de grandeur de i ;  +  de

l’ordre de . Le produit (et  ̂+  e^2,) sera dès lors très

petit, de l’ordre de ; et deux des termes de R, les termes

en et en v sont complètement négligeables en présence du 
terme en p. On n'a plus alors les mêmes difficultés, et l ’on rend 
compte des expériences de Rowland.

256. — On trouve en somme, en ne tenant compte que du 
terme en p et remplaçant

^  eeW',

par sa valeur,

R =  2c*«,<fed«, (À
dh-

B
dr di

\ dsds' ds ds

en identifiant avec (2), il vient,

a= 4 - ,  b  =  ~ L ·c r w r*

donc l’expression de la répulsion électrodynamique entre deux 
masses en mouvement est :

ee' l~ i dîr  1 / «?/· \ 2 I
c2 (_ r dt~ 2r2 \ dt ) J

257. — Une question se pose : l ’hypothèse de Weber est-elle 
conforme au principe de la conservation de l’énergie ?

Le travail de la répulsion électrodynamique est :

e e 'r  dr d?r dr / d r \ 2~i
c2 [_ r dt1 2/·2 [ d t  J J ’

et doit être égal à —  d  ̂ s’il èxiste un potentiel et qu’on appelle 
t}/ ce potentiel. Mais on a :

1 dr  . dr
7  ~ d f  d‘ ~ d t ’

dr d 2r 
r dt2
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d’où :

= ed  T i dr dr- dr i / ¿r\ 2"l
c% \_ r dt ' ' dt r1 ^  2 \-rfi / J

Le potentiel total (obtenu en tenant compte à la fois de la 
répulsion électrostatique et de la répulsion électrodynamique) 
de deux masses e et e' est donc,

Cherchons, d’après cela, le potentiel mutuel de deux élé
ments de courant (en nous bornant ici au potentiel électrody
namique) ; c’est :

¿ [ ( £ ) ' E eeV -f- 2
dr dr 
ds ds'

■ ^ee'fV +

Le premier et le dernier terme disparaissant, il reste le 

terme du milieu qui est 2c'ii'dsds' — . —j j  ; le potentiel électro

dynamique est donc,
, , , dr dr

--- Il dsds' —,------- ■ds ds

258. —  Nous avons là une différence avec la théorie d’Am- 
père, d’après laquelle l’action réciproque de deux circuits fer
més admet bien un potentiel, mais non l’action réciproque de 
deux éléments, ni même l’action réciproque d’un courant fermé 
et d’une portion de courant. Je dis que dans la théorie d’Am- 
père un élément de courant n’a pas de potentiel par rapport à 
un courant fermé ; en effet, soit un élément AB qui se déplace 
sous l’action d’un courant fermé et vient en A 'B '; je  puis choi
sir AA', tel que le travail effectué dans ce déplacement ne soit 
pas nul. Je pourrai toujours ramener l’élément en AB sans tra
vail, si la loi d’Ampère est vraie; en effet, je  fais tourner A'B' 
autour de A', jusqu’à ce que sa direction coïncide avec AA'. Le 
travail effectué dans cette relation est un infiniment petit d’ordre 
supérieur. Je fais ensuite mouvoir l’élément dans sa propre
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///a

direction : il vient en AB" : aucun travail, puisque l’action d’un 
courant fermé est normale à l’élément ; une rotation autour de

A le ramène ensuite en AB, et en 
n’effectuant encore qu’un travail infini
ment petit d’ordre supérieur. Il n’existe 
donc pas de potentiel, puisqu’on a pu 
ramener l’élément à sa position initiale 
sans que le travail total effectué soit nul ; 
ce travail total se réduit à celui qui a 
été effectué pour amener AB en A'B'.

La contradiction avec la théorie de 
Weber n’est qu’apparente. On a sup
posé, dans cette théorie, les molécules 
électriques animées d’un mouvement 
uniforme ; cela n’est possible que pour 
un courant fermé, non pour un courant 
ouvert. A l’extrémité d’un courant 

ouvert en effet les molécules électriques s'arrêtent; leur accélé
ration n’est donc pas nulle. Les éléments voisins des extrémités 
n’obéiraient pas à la loi d’Ampère, parce qu’il y aurait à tenir 
compte de l’accélération des molécules électriques qui y circu

lent, accélération qui n’est plus nulle. 11 y aurait donc diver- 
gence entre les deux théories si on avait à 
faire, par exemple, à un courant fermé et à 
une portion de courant entièrement libre.

Mais ce n’est pas le cas où l’on se place d’or
dinaire quand on examine expérimentalement 
l’action d’un courant fermé sur un élément de 
courant.

En effet, quand on étudie l’action d’un con
ducteur fermé sur un élément mobile AMB, cet 
élément mobile AMB fait partie lui-même d’un 
courant fermé et ses extrémités A et B sont 

mobiles le long de conducteurs fixes. Il n’y a pas alors d’accélé
ration pour la molécule qui arrive en A ou en A' ; et, dans ce 
cas, la théorie de Weber nous conduit à la loi d’Ampère. On 
trouve alors, en effet, que les forces qu’indiquent les deux lois 
admettent toutes deux un potentiel, et le même potentiel ; seu-

Kg· 4 i.
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lement dans la théorie d’Ampère, il n’y a un potentiel qu’en vertu 
des liaisons particulières imposées au système. Si, au contraire, 
on considérait des courants instantanés, ouverts, la loi d’Ampère 
et l ’hypothèse de Weber conduiraient à des résultats differents ; 
mais dans ce cas l’expérience ne semble guère possible.

259. L ’induction dans la  théorie de W eber. — La loi de 
Weber satisfait au principe de la conservation de l’énergie. 
Donc, d’après Maxwell, les lois de l’induction doivent s’en dé
duire. Dans l’espèce, ce raisonnement ne vaut rien : on ne 
trouverait les lois ordinaires de l’induction en partant de l’hypo
thèse de Weber, qu’en supposant qu’on 11’a que des courants 
fermés, et nullement si 011 suppose qu’on a des circuits ouverts. 
Maxwell a commis dans son calcul (*) des erreurs graves, mais il 
en a commis deux qui se compensent.

Cherchons l’induction de C sur C .  Les deux circuits sont mo
biles, la distance r  de deux éléments ds et ds1 est ici fonction non 
seulement de s et de s', mais encore du temps t ; on a donc

ds
dl
<U_
dl 7

9 fonction de s et t,

91 fonction de s1 et t1.

L’action électrodynamique est :
/o\ ee' f  OV 1 (  O/· \ 2~]

(3) ivL''T)?-Tl<ïrJ 1 ’
(je représente par des 5 les dérivées totales, et par des d les
dérivées partielles).

ôr ôV .
Trr et TT  ont pour valeur,(h ~v ôt2

dr dr 
ds 
d*r

dl

dr
1 7

dr_
dl

d l 2 dt2 9 2 - | - 2
d2r

dsds'
99' - f

d2r
ds'2 +L

d}r
O ---------  O -

dsdt
d2r dr d9 dr d l  , dr d9
(II?  ̂ d o  d l   ̂ d  U d.l ^ds dl ds' dl ds ds

d*r
' 2 ds'dt 
dr dd  
ds' ds'

0  Maxwell, Élcctr, et Magn:, trad. franc., t. I l , § 80G-860, p. 5 5 4 -JS5 8 , voir 
Comptes rendus, t. CX, p. 8 a5 (ai avril Ï890J.
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Maxwell oublie les deux termes que nous avons mis entre 
parenthèses.

Dans d s  nous avons e  d’électricité positive, animée de la vi
tesse e ; et e i de négative, animée de la vitesse e, ; dansas', on a 
des quantités d’électricité d  et e\ , animées de vitesses d  et d v

Si R, est la répulsion de e  sur e ' ,
R2 de e i sur e ',
R3 de e  sur e',,
R* ’ de e, sur e\ ,

la répulsion totale, précédemment trouvée, est

Ri +  R̂  +  R. +  R*.

La force électromotrice d’induction est évidemment propor
tionnelle à la force qui tend à séparer l ’électricité positive de 
l’électricité négative dans l’élément d s '  ; ce s e ra R ,-i-R 5— R 3

— R; ; et il faudra multiplier par c o s 9 '= —-}> pour avoir lacia
composante de la force dans la direction du fil. La force électro
motrice cherchée est donc égale à

(4; E — k cos 9' (R, +  R2 —  R3 — R4),

k étant un coefficient constant qui dépend de l’unité à laquelle 
sont rapportées les forces électromotrices.

Pour déterminer ce coefficient k examinons un cas particulier, 
par exemple celui où les masses électriques sont au repos et oii 
les forces électromotriccs se réduisent par conséquent aux forces 
électrostatiques.

Dans ce cas, si l ’on pose pour abréger

II =  cos 9' (R, - f  R, —  R3 —  RJ »
il vient :

II dr
~d7

dz>
~dd’’

en représentant par «p le potentiel électrostatique

_ _ i  J — t Î L .
c r
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La force électromotrice électrostatique est d’ailleurs

E
d'o
ds' ds': lids'

et, comme par définition E -=  A-II, il vient :

ds'
(5) k =  c

ie' e'i) '

Nous pourrons donc en général déduire la force électromo
trice E de la connaissance de

II =  cos 6' (R, +  R2 — R 3 — R„).

260. — En se reposant aux expressions de et 011

reconnaîtra que II contient des termes en vz, d 2, vd, v, d , qui sont
. dv dd dv , dd

tous connus : et des termes en -7-, —r , v ~ r  et d —r~,.
dt dt ds ds'

Si on laisse de côté un coefficient dépendant seulement de la 
position et du mouvement relatifs des deux éléments ds et ds'
mais qui est indépendant de e, et, v et vi et de e', e',, d  et d

les termes en d  seront (evi +  eiv\) {e' — e',),
en vd (ep +  e.e,) {e'd — e'y,),

11en 9; (e +  e j  (eV2 — e'/ ,2),
en . 9 («c +  v J  («' —  e'i)>
en 9 1 (e +  ej) {e'd — e ' / ,) ,  ■
connus : (« + « .)  (e' — O  >

. , '1 1 dv dv on aurait de même ce que donnent les termes e n -^ , v

Dans les courants voltaïques ordinaires, on a :

e =  — ei, e' =  — e'n ? =  — vn d  =  — d l .

Tous les termes disparaissent, sauf le terme en v et le terme 

e n ^  ^le terme eh v ^  disparaissant pour la même raison que le

terme en v2̂ j. Les seuls termes qui importent dans l’expression
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, dV , , dr dv , d2r . ,
de ~—r~ sont donc le terme —  -y- et le terme 2 -y—y- v. qui est un deôz2 dsdt dsdl 1
ceux que Maxwell a oublies.

Dans (^E\ qui a pour valeur,

Ôr \ 2 

ôi
1 ( dr y  / dr \ 2 /2 / dr \ 2 dr dr
=  [ i r )  v +  {~dd) v + \~dT) +  2 H 7  ~di

dr dr
ds ds' vv

v

dr dr 
ds' dt

, dr di
on aura a conserver 2 — 9 .

d s  d t

L’action électrodynamique (3) s’écrit donc, après l’avoir multi
pliée par

dr
cos e' = ds'

pour avoir la composante de la force dans la direction du fil,

do
dt ~Gl dt

i i ü W C ,
\ " - Ê r

dr dr . N~] dr
— —  ~ i r ( e v + e ^ r d 7

Or,

Donc,

ds dt

ev -)- e,vl =  cids
dv dv. di
dt +  C‘ dt

=  C - r -  Udt

r dr di 1 C - d*r .
L' ds dt (27 d sd t1

dr dr  ,~1 dr

D’où la valeur de la force électromotrice,

ds'
[e'-e\

» (e' — e',) 
1) · c·2,·2 ;

-dsT/·
dr
ds

di
H T  +

( . d2r
( 2i/’ HHt

dr 1 dr dsds' \r dr di d2r }

dt -J ds' ;·2 1/ ds 'H t H- ) 2£"' dsdt )

dr 'dr  1  dr
1 ds 'd t  J ds'
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° r ,

dsds' T dr di dr . dr dr dr J__ , dr dr d  / i \
r1 |_7 ds dt ds' ds dt ds' J * ds ds' dt \r )  '

Donc,

, dr dr d lidsds' dr d2r
E dsds ^  ¿/y c/i \ ( r ds' dsdl

Maxwell néglige le second terme et écrit le premier

ce qui n’est pas exact. Car,

d  r dr dr, , , d Y dr dr
" s * 1  S T  1 7

—  dsds1
dr
ds

dr
~d7

d_
dt

i

idsds1 r  dr d 2r 
r I ds ds'dt

dr d2r  ~1
ds' dsdt J ’

il oublie donc le second terme.
En^dernière analyse, la somme algébrique des termes négli

gés
aidsds' dr d2r

r ds dsdt

et
idsds' J" dr d2r dr d2r  “I

r  L ds ds'dt ds' dsdt J
s’écrit

idsds’ T dr d2r dr d2r
r L ds ds'dt ds' dsdt

Ainsi donc, d’après Maxwell, la force électromotrice totale (1 
a pour valeur, en intégrant par rapport à s et s',

dr dr 1 , 7
—,----- ------- dsds -ds ds r

d  (Mf) 
dt ’
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■ ce qui n’est vrai que si l ’intégrale des ternies négligés,

est nulle.
Or, cette intégrale n’est nulle que si les deux circuits auxquels 

<>n étend l’intégration sont fermés.
Montrons cela. Considérons à cet efl'et l ’intégrale,

ds' d2r dr
r dsdt ds' ’

qui, intégrée par parties, donne, 

/ dsls' d2r dr [~ d2r  | Ç  d3r
r dsdt ds' L °® ’ ’ dsdt J J  ° ë '  ' dscls'dl ds'

Le circuit considéré étant fermé, le premier terme du second 
membre de cette expression est nul, sa valeur étant la même 
aux deux limites. Il reste donc,

ds' d2r dr I d3r
r dsdt ds' f ° ° ' ' dsds'dl 1S ‘

Intégrons par rapport à s ;  il vient

dsds' d 2r dr 
r . dsdt ds' l08 '··

Cela veut dire que le premier membre est égal a une expres
sion qui ne change pas quand on y permute s et s'. Par suite,

dsds' d2r dr 
r dsdt ds'

dsds' dlr dr 
r ds'dt ds

et c’est précisément ce que nous voulions montrer.
Mais, je  le répète, cecin est vrai que pou r deux courants ferm és.
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T H É O R I E  D E  H E L M H O L T Z

261. — L’expérience nous fait connaître l’action mutuelle de 
deux courants fermés ; pour en déduire l’action de deux élé
ments de courants, Ampère a été obligé de faire une hypothèse : 
il suppose que cette action se réduit à une force dirigée suivant 
la droite qui joint ces deux éléments. Cette hypothèse n’est pas 
la seule qu’on puisse faire. Nous avons vu plus haut comment 
Weber,, guidé par une théorie qui concorde avec celle d’Ampère 
dans le cas des courants fermés, a été conduit à admettre que 
deux éléments ont un potentiel mutuel qui a pour expression :

. 7 dsds' dr dr 
r ds ds'

D’un autre côté F. Neumann admet pour le potentiel mutuel 
de deux éléments l’expression :

ü'dsds' r

Helmholtz cherche une formule générale comprenant celles de 
Weber et de Neumann et il fait à cet effet les hypothèses suivantes :

i° Il existe un potentiel mutuel de deux éléments de courants ;
2° Ce potentiel est inversement proportionnel à r.
Comme, en vertu du principe des courants sinueux, ce poten

tiel doit être linéaire en cos e et cos 9 cos 9' (Cf. n° 240, p. 234 ) 
Ilelmholtz est conduit à lui donner pour expression :

... ,  T . cos e „  cos9 cos 9'
n'dsds' A ---------- f-B --------------\ r r

où A et B sont des,coefficients constants.
Poincaré. Electricité et Optique. . 18
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Cette expression peut s’écrire, en se rappelant que (n° 240),

ih -
cos 9 cos 9' =  cos e -f- /· , , , 

dsds

ûVŜ '[(A  +  B ) - ^ i + B  ¿ ¿ ] ·

Si l’on a deux courants ferm és, leur potentiel électrodyna
mique mutuel sera l ’intégrale double

Le second terme est nul, l’intégrale étant prise le long d’un 
circuit fermé ; donc,

ds
d~r

dsds1
o.

Le potentiel électrodynamique se réduit alors à,

(A +  B) ii'dsds' cos e
r

L’expérience montre que l’on doit prendre (nos 246 et 249)

A -f- B =  i .

Mais tant que l’expérience porte sur des courants fermés, elle
v

est impuissante à déterminer le coefficient B du terme - , ; c’est

pourquoi, dans diverses hypothèses, on a pu attribuer à B des 
valeurs différentes.

En posant avec Helmholtz

B
i — 

2
h

l ’expression du potentiel élémentaire devient,

ii'dsds'
i —  k d^r \ 

2 dsdsv
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La formule de Weber est un cas particulier de celle de Helm
holtz ; on la retrouve en donnant à k la valeur — 1 ; alors le 
potentiel a la forme :

ii'dsds' cos s 
r

dV
dsds'

ii'dsds' dr dr 
r ds ds'

En faisant k =  1 , on a l’expression du potentiel qu’avait pro
posée Franz Neumann. En faisant k =  o, dit Ilelmholtz, on 
retrouverait l ’électrodynamique de Maxwell. Cette assertion de 
[Ielmholtz a été parfois mal comprise ; nous y reviendrons plus 
loin (n° 285).

262. —  La formule d’Ampère peut-elle être considérée comme 
un cas particulier de celle de Ilelmholtz ? En aucune façon. Nous 
avons vu, en effet, que dans la théorie d’Ampère l’action mutuelle 
de deux éléments n’a pas de potentiel. La formule d'Ampère est 
la seule qui explique les faits par une action entre deux éléments, 
réduite à une force dirigée suivant la droite qui les joint. Dès 
qu’on admet que cette action dérive d’un potentiel, comme le 
potentiel dépend de l ’orientation des éléments, ses dérivées par 
rapport aux angles qui définissent cette orientation ne sont pas 
identiquement nulles, et il en est de même du travail virtuel 
qu’entraîne une variai ion infinitésimale de ces angles ; c’est dire 
que, outre la force dirigée suivant la droite de jonction, existent 
des couples qui tendent à faire tourner les éléments et dont les 
moments sont de l ’ordre de grandeur de la force. M. Bertrand a 
fait à ce sujet des objections à la théorie de Helmholtz (Comptes 
rendus, LXXIII, p. 96^; LXXV, p. 860 ; LXXVII, p. 1049); selon 
lui, tous ce.; couples, agissant sur tous les éléments d’un fil 
conducteur parcouru par un courant et soumis à l’action d’un 
autre courant ou de la terre, devraient immédiatement briser 
le fil et le réduire en poussière. Helmholtz répondait qu’une 
aiguille aimantée ne se brisait pas sous l’action de la terre, 
quoique sur chaque élément de longueur agit un couple dont 
le moment est de l’ordre de grandeur de l’élément. M. Bertrand 
a répliqué que personne ne croyait plus aujourd’hui à l’exis
tence réelle des fluides magnétiques de Coulomb et que la 
réponse de Ilelmholtz n’avait pas de sens ; il semble que Helm-
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holtz aurait pu dire qu’on ne croyait pas davantage à l’exis
tence objective d’un courant matériel circulant dans un con
ducteur.

Je ne veux pas m’immiscer dans cette polémique ; je  veux 
toutefois montrer en quoi consiste le malentendu qui sépare ces 
deux savants éminents.

Pour M. Bertrand, le courant se compose d’éléments extrê
mement petits, dont le nombre est extrêmement grand quoique

fini ; à chacun d’eux est 
appliqué un couple dont 
les deux composantes ont 
une existence réelle et 
un point d’application 
parfaitement déterminé. 
Sur la figure, les éléments 
sont représentés par les 
quatre rectangles en trait 

plein et les couples qui leur sont appliqués sont A,F,, B 4G; ; 
A,F„ BjGs ; A,F,, B3G3 ; A4F 4, BtGt.

Dans ces conditions, il est clair que la rupture se produira 
suivant la ligne pointillée XY.

Pour M. von Ilelmholtz au contraire le couple n’est qu’une 
sorte de tendance à tourner qui a une existence propre indépen
dante de ses deux composantes, qui peuvent ne pas avoir de 
point d’application déterminé. Le couple existe toutes les fois 
que la rotation produit un travail.

En d’autres termes Helmholtz suppose que, si loin que l’on 
pousse la division de la matière, chaque partie restera toujours 
soumise à un couple. M. Bertrand croit au contraire qu’il 
arrivera un moment où les parties ultimes de la matière seront 
soumises à une force unique et qu’en adoptant une autre ma
nière de voir, on est dupe d’une fiction mathématique qui cache 
la réalité des faits. Il ne serait peut-être pas impossible, même 
en acceptant le point de vue de M. Bertrand, d’imaginer une 
distribution des forces qui n’entraînerait pas la rupture des 
conducteurs. Mais elle serait probablement compliquée et peu 
naturelle.

Je me bornerai, à rappeler que, dans la théorie de Weber,

L ,f2 ' J ,  F4

X A, A* A a A. Y
B, Bz b3 B.

G, G2 G3 G i/

Fig. oo.
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qui n’est qu’un cas particulier de celle de Helmholtz, on peut 
tout expliquer en supposant que l’action mutuelle de deux 
éléments se réduit à une force unique dirigée suivant la droite 
qui les joint. J ’ai dit au n° 258 comment cela peut se concilier 
avec le fait de l’existence d’un potentiel qui est en apparence 
contradictoire.

263. Équations fondamentales. — Nous avons mis le poten
tiel élcctrodynamique mutuel de deux circuits sous la forme 
(n° 249).

( i ) , T =  i f  (Fdx Gdy +  IWa)

dans le cas d’un circuit fermé.
Ici, on a, pour deux circuits quelconques ;

d*r
dsds'

Or on a d’autre part,

cos £ dsds1 =  dxdx' +  dydy' dzdz', 
dir d ir d2r d2r

l l d ^ ds~ lffd ^ 'd x + ' d ^ d y + l^d7  z"
d?rEli substituant dans T cette valeur de , -,-r, que nous venonsdsds'

de trouver, nous pouvons donner à T la forme (i) déjà trouvée 
dans le cas d’un courant fermé, en posant,
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Nous dirons que F, G, II sont les composantes du potentiel 
vecteur.

Posons

(4) «1 = ids'
di
lls’

l ’intégrale étant étendue au contour G  et étant nulle dans le 
cas d’un courant fermé ; en diflereutiant par rapport à x , il vient,

rfy
dx

d%r
dxds7 ds'i

F, G, II deviennent donc,

(5 )

i'dx' i —  k cfy
Hr 2 dx  ’

i'dlj i — k rfy
\ 2 dy ’

i'dz’ 1 i — k rfy
r 2 dz

On peut écrire aussi,

( 6)
d/ =

dr
dx'+ %< dy'-

dr
7 7 dz

et en effet si on regarde x, y , z comme des constantes on a,

dr == ds'= 
as' T 7 u + W i y l + ^ ~ ·

264. —  Donnons à ces équations une forme applicable aux 
conducteurs à trois dimensions. '

Si p est la densité de l’électricité libre, pdx est la quantité 
d’électricité contenue dans le volume dx ; udci est la quantité
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d’électricité qui traverse dans l’unité de temps l’aire do) normale 
à O x de môme, vdo) c’est la quantité d’électricité qui traverse 
paire do) normale à O y; wdo), celle qui traverse do) normale à O z. 
On a :

du . dv dw cfp
dx ' dy dz dt

C’est l’cquation dite de continuité (Cf. i1'0 partie, n° 29).
Le fil conducteur peut être assimilé à un cylindre de section 

do). L’élément de longueur étant d s, l’élément de volume a pour
valeur dz —  doids.

La section par un plan perpendiculaire à d x  est —~  ,
d x

Donc,
dz

l =  u -J— , dx

d’où,
 ̂ udz i=  id x ,

) vdz  =  id y ,

) w d z ~  id z ,

et pour l’élément du,

' u'dz' =  ¿'dx',

, v'dz' —  i'd y \

- w'dz> =  i'dz'.

Donc,

avec,

(7 )

= J’(F « + G v +  IIw)rfT

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



THÉORIE DE HELMHOLTZ

Transformons maintenant l’expression (6) ; nous avons,

Si nous cherchons le potentiel électrodynamique mutuel total 
nous avons, à prendre l’élément différentiel :

(Fu G e +  Hw) d i

où F , G, Il sont des intégrales étendues à tous les éléments 
e?x' de tous les conducteurs, 6?x excepté. En opérant de la sorte 
on compte deux fois dans l’intégrale double le potentiel mutuel 
d’un couple d’éléments dx et di'. Donc il faut diviser par i  l ’inté
grale ainsi calculée pour avoir T :

On peut dire que l’intégrale est étendue à tout l ’espace, car 
en dehors des conducteurs, u, v, w sont nuis.

On pourra, dès lors, appliquer le théorème de Green, relatif à 
l ’intégration par parties dans tout l ’espace (*) ; cela nous donnera

(■ ) Nous intégrons pat‘ partie par rapport à x  entre les limites oo et —  oo et, 
comme u* est supposé nul à l’infini, le terme tout connu disparaît.
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<]; p r e n d  a lo r s  la fo rm e

(9) ÿ =

2 6 5 . —  C o n s i d é r o n s  d e u x  q u a n t i t é s  d ’é le c t r i c i t é  d , d ;  e l le s  se
1 ee'

r e p o u s s e n t  a ve c  u n e  fo rc e  d ’i n te n s i t é  y —j  , a é ta n t  un e  c o n s 

ta n te .  S i  l ’o n  a d o p t e  le s  id é e s  u n i v e r s e l l e m e n t  r e ç u e s ,  ), e st  1 dans 

le  s y s t è m e  d ’u n i t é s  é l e c t r o s t a t i q u e s  e t  est  le  c a r r é  d e  la  v i te s se  

d e  la  l u m i è r e  d a n s  le  s y s t è m e  é l e c t r o m a g n é t i q u e .  Je c o n s e r v e  A 

p a r c e  q u e  n o u s  s e r o n s  c o n d u i t s  à m o d if ie r  un  p e u  le s  id é e s  r e ç u e s .  

L e  p o t e n t i e l  é le c t r o s t a t i q u e  ® est  d o n n é  dès  lo r s  p a r ,

).3 = J -  d-.

d ’o ù ,  p a r  d i f f é r e n t ia t i o n ,

Or :

et c o m m e ,

q u e

d r  x  — x ' 

~ dJ =  v ’ 
d*r  1 ( ,r— ■ .<·'

d.c1 r  t·3

i l  en ré s u l t e
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Àpplk[u°ns maintenant aux deux membres des équations (7) 
l ’opérateur A ; il vient pour les premiers membres de ces équa
tions, d’après le théorème de Poisson,

*
u'dz'

4™,

v'ih ■4w,

A
w'ch'

r
4 iw.

En ce qui concerne les seconds membres, nous avons,

. (AL ■ d .
A —¡e- = —— Ad» ; etc., dx dx  '

et, en tenant compte de (9 Ats),

d<L

Donc,

( l ° )

a 1 = 2 ) ,
dz  ̂ dzdt

AF =  —  4«« +  (t —  k) 

A G =  — 4w-f- ( 1 — k) 7.. 

Ail =  —  t\r.w +  (1 —  k) }'·

d,s
dxdt 1

d1'*1
îÎï/c/î ’ 
d \  
dzdt

Calculons maintenant

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



POTENTIEL ÉLECTliOSTATIQUE

Nous avons en différentiant la première équation (7) 
rapport à x,

Or,

Donc,

¿F
dx

n! dd i — k
2 dx'1

d  —  d —

dx dx' '

« W ¿/x dx' ’

a 8 3

par

et, en appliquant le théorème de Green,

dz' did 
r dx ’ ’

En effectuant des transformations analogues sur

on trouve,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



THEORIE DE IIELMHOLTZ

L’expression que nous nous sommes proposé de calculer s’écrit 
donc,

¿F  ¿G ¿II _  / dz1 (d u 1 dy' i —  A·
dx dij dz I r  \ dx' dy' dz' )  2 ^

et en tenant compte de l’équation de continuité,

¿F  ( ¿G , ¿11
dx dy dz

dz' d ?' 
r dt '

ou encore, d’après (9 bis),

, dz>
=  h ~dT +  ( ! - * )  À

dz
dt

On a donc finalement,

. riF , dG  dll . .  da 
J = - j -----h —,-----h —7— =  —  k). .dcc dy dz dt

On voit que J serait nul en particulier si on faisait k = 0.

266. É q u ation s  d e la  lo i  de Ohm. — La formule,

R f = E ¿(Mi7)
dt

s’applique aux courants fermés. Si on l’applique à une portion 
de courant, il faut tenir compte de la différence de potentiel aux 
extrémités. Appelons cp,—  y0 cette différence de potentiel; on a 
donc dans ce cas,

R* =  ?o —  ' f i + E
¿(Mi7)

dt

Si on a un élément rectiligne parallèle a O#, ®, —  'f0 devient,

»1

On peut poser,
E =  Xdx
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et,

R ==
dx

C dm ’

C étant la conductibilité spécifique ; d’où

n · idx
— C diD

udx
~ c~ '

Quant il la force électromotrice d’induction, on a ici :

d’où
T =  ïFdx —  Miï'

¿(Mi')
dt

Les équations de la loi de Ohm s’écrivent donc :

(12)

a do dF 1 V
dx dt
da dG

f Y ,TT = dy dt
w d'.s dû 1 7
C ■ dz dt f- L.

On .peut dire qu’il y a quatre forces électromotrices se faisant 
équilibre ;

i°

2 °

L a  force électrostatique  ̂

L a  force d ’induction dF
dt

do dv \
dy ’ dz )  ’

dG  ¿II \ 
dt '~ ~ ~ df)  ’

3° L a  force  èleclrom otrice extérieure (d’origine chimique, 
thermoélectrique, etc.) (X, Y, Z) ;

4° L a  force électromotrice résistante

L’hypothèse sur laquelle reposent les formules (12), l ’ex
tension de la loi de Ohm aux conducteurs à trois dimensions, 
semble très plausible ; mais c’est une hypothèse, et M. Ber
trand n’en admet pas la légitimité. Nous verrons qu’en faisant 
sur la généralité de la loi de Joule dans les conducteurs à trois
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dimensions une hypothèse qui paraît s’imposer [voir formule 
(18 bis), n°270], les formules (12) s’accordent avec le principe 
de la conservation de l’énergie. Il y a plus : on pourrait appli
quer aux conducteurs à trois dimensions les équations de 
Lagrange et de la théorie de l’induction de Maxwell ( i re partie, 
n° 151) ; si je ne donne pas dans ces leçons ce calcul, c’est qu’on 
a ici un nombre infini de paramètres, et que je  serais forcé 
d’employer le calcul des variations.

/Je me bornerai à dire que si l'on admet la  form ule (18 bis), 
le calcul conduirait aux équations (12).

267. D éfinition de la  fo r c e  m ag n étiqu e. —  Dans le cas où 
tous les courants sont ferm és , la force magnétique est susceptible 
de deux définitions équivalentes.

i° On peut dire que la force magnétique, dont nous avons 
appelé les composantes a, ¡3, v, est la résultante de toutes les 
actions électromagnétiques appliquées à un pôle magnétique 
égal à 1 . C’est la définition que nous avons donnée plus haut 
au n° 147. Un pôle magnétique peut être assimilé à un solénoïde 
indéfini. En effet l ’action d’un courant ferm é  sur un solénoïde 
fermé est nulle ; son action sur un solénoïde limité 11e dépend 
par conséquent que de la position de ses deux extrémités qui 

.peuvent être assimilées à deux pôles magnétiques égaux et de 
signe contraire ; son action sur un solénoïde indéfini est donc 
la même que sur un pôle magnétique unique situé à l ’extrémité 
libre du solénoïde (Cf. i r0 partie, n° 124) ;

20 Considérons un élément magnétique et soient Adx, Bifc, 
Cd'z, les composantes de son moment magnétique. Les actions 
subies par cet élément peuvent se réduire à une force unique 
appliquée au centre de gravité de l ’élément et dont les compo
santes sont :
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et à un couple dont le moment a pour composantes :

/ ( C p - B Y)rfT,
< (Ay -— Ca) dx,
( (Ba — AP) ¿t .

E11 d’autres termes le moment de ce couple est normal au 
plan dos-deux vecteurs qui représentent le moment magnétique 
de l’élément et la force magnétique et est égal au produit de ces 
deux vecteurs par le sinus de leur angle.

Si l’élément change de direction sans que son centre de 
gravité se déplace et sans que la grandeur  de son moment varie, 
le travail de ce couple est égal à la variation du produit de ces 
deux mêmes vecteurs par le cosinus de leur angle, c’est-à-dire à 
la variation de l’expression suivante :

( Aa -)- B ¡3 +  Cy) dx.

Imaginons maintenant un circuit fermé infiniment petit, 
parcouru par un courant d’intensité i ;  soit du> l ’aire de ce circuit; 
l, m, n les cosinus directeurs de son plan. Ce circuit sera équi
valent à un élément magnétique dont le moment aura pour com
posantes :

Adx‘—  ildb),
Bdx =  imdtù,
C dx =  indu>.

Les actions subies par ce circuit se réduiront donc à une force 
unique appliquée au centre de gravité du circuit et à un couple 
dont le moment aura pour composantes :

I idut [n p —  my) ,
(12 ¿fs) < id(o ( ly — /ia),

( id(ù(ina.— ¿¡3).

Si le circuit change de direction sans que son centre de 
gravité se déplace, sans se déformer et sans que l’intensité i 
varie, le travail de ce couple sera la variation de l’expression :

( 12 ter) idw (fa +  m ¡3 -f- «y).
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. D’où la définition suivante de la fo rce  m agnétique ;
C est un vecteur dont j ’appellerai les composantes a, ¡3, y et 

qui est tel que l'action exercée sur un circuit infiniment petit 
se réduise à une force appliquée au centre de gravité du circuit 
et à  un couple dont le moment a  pour composantes les expres
sions (12 bis) et dont le travail est égal à  la  variation de l'expres
sion (12 ter).

Imaginons maintenant un système S contenant des courants 
non ferm és.

L a  prem ière définition de la  force magnétique n a  plus aucun sens.
Il est en cllèt impossible de réaliser un pôle magnétique isolé 

à l ’aide d’un solénoïde indéfini. Voici pourquoi :
L’action d’un courant non ferm é  sur un solénoïde fermé n’est 

pas nulle ; son action sur un solénoïde non fermé ne dépend 
donc pas seulement de la position des deux extrémités mais de 
la forme du solénoïde ; et son action sur un solénoïde indéfini ne 
se réduit pas à une force unique appliquée à son extrémité libre.

Nous sommes donc· conduits à adopter la seconde définition.
Cherchons l’expression du potentiel électrodynamiquc T d’un 

'circuit fermé quelconque C par rapport au système S.
Supposons d’abord que le circuit C, soit infiniment petit,

■ l’action du système S sur ce circuit se réduira à une force 
appliquée à son centre de gravité et à un couple. Si le circuit 
change de direction sans se déformer, sans que l’intensité varie 
et sans que son centre de gravité se déplace, le travail de la 
force sera nul ; celui du couple sera p a r  définition  égal à la 
variation de l’expression (12 ter), c’est-à-dire à :

idio (aol -|- ¡33/« -f- y on).

Si donc l’intensité i du courant, l ’aire dtv du circuit, les coor
données x, y, z de son centre de gravité ne changent pas ; si par 
conséquent les cosinus directeurs l, m, n varient seuls, on aura :

3T =  idio (aoi-f- ¡3om -)- yora).

On en déduit :

T =  idw {ad -j- 8m y n)
—|- fonction arbitraire de ido>, de x , de y  et de z.
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Cette fonction arbitraire qui ne contient pas les cosinus direc
teurs l, m et n est évidemment nulle ; car T doit changer de 
signe quand le courant change de sens, ou ce qui revient au 
même, quand on fait tourner le circuit de 1800 autour d’un axe 
situé dans son plan, ou ce qui revient encore au même, quand on 
change l , m, n en —  l , — m, et — n.

On a donc finalement :

T =  idtû [al +  pn  y«).

Si le circuit C est fini, on le décomposera en une infinité de 
circuits infiniment petits ainsi qu’il a été dit au n° 107 de 
la première partie et on aura :

( 13) T = J ° idb) (al +  pu  +  jn ),

l ’intégration étant étendue à tous les éléments da> d’une aire A 
appartenant à une surface d’ailleurs quelconque passant par le 
circuit C et limitée par ce circuit.

Quant à l, m , n , ce sont les cosinus directeurs de l ’élément 
<Ao ou, ce qui revient au même, de la normale à la surface à 
laquelle appartient l’aire A.

268. —  On a [équation (i)]

T — ¿J'(Fdx-\- Gd¡J -j- IIdz).

Transformons cette équation à l’aide du théorème de Stokes ; 
il vient

T = ¿II rfG\ / d Q  ¿F\~]
(hj dz )  m \ dz dx )  11 \ dx dij /  \

Comme on a par définition de (a, [3, y), 

(i3) T =  ij(/ai~\- mfi + « y )  dio,

P oincaré. Électricité et Optique. »9
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il s’ensuit que

rfll dG
dy dz ’
dF  ¿H
dz dx  ’
dG dF
dx dy '

Calculons maintenant

dy ¿¡3
dy dz

Nous avons, en dilTérentiant la troisième des équations (i4) 
par rapport à y  et la seconde par rapport à z,

dy _  d*G _  (¿-F
dy dxdy dy2 5

¿¡3 d2 F  ¿ 2II
dz dz2 d x d z 1

et en ajoutant l ’identité

d} F  ¿ JF
dx* dx2 ° '

il vient,

dy ¿¡3 _______ d  / ¿F  ^  dG  _ j _

dy dz dx  \ dx dy dz J

Or, nous savons déjà que [équations (io) et (u )]

AF =  - 4 ^  +  ( i - A - ) X ^ J ,

dd’o
AG =  —  4 w -l·  (i —  *) *  J ^ t > 

a h = - 4 w  +  ( i - A

J F  dG  , ¿II „  do
J  =  - J - + —J-------h - r -  =  —  k A ~ j -dx dy d z» «2
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Donc,

dy
dy dz

=  4 * » - ( ■  - * )  ) ' â r«for

=  4^« — ^

dxdt 
d2'f

dxdt

et

da dy
Un calcul analogue au précédent nous donnera -ÿ~

det
dx dy

On obtient ainsi finalement,

dy dQ . -n

( i 5 )
(fa ¿Y , -,

----------------- L —  4 r .e  —  A - , 7— ;
¿/.r dydl

d$ do. , -, ^2'·?
dx dy dzdt

Dans Maxwell, les derniers termes n’existent pas. Nous verrons 
en effet que Maxwell suppose ), =  o.

Les équations (i5) se prêtent â la vérification suivante :
En différentiant la première des équations (i5) par rapporta..?, 

la seconde par rapport à y, la troisième par rapport a z, et ajou
tant il vient :

4™ ( 4 ^ + 4 ^ + ^ - i a ^ = ° ·\dx dy dz dt

En effet, nous savons que (n° 465),

d’où,
‘ks.'s —  — 4«?,

et en différentiant par rapport à i,

d'o , do
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d’où

THÉORIE DE IIELMIIOL T7.

du
IL·

de dw dp
dy d z dl

o.

Nous retrouvons ainsi l’équation de continuité.

c o n s e r v a t io n  nu l ’é n e r g i e  e t  s t a b i l i t é  de  l ’ é q u i l i b r e

269. Exj^Tession de l ’én erg ie  è le c tro c in è t iq u e  T et de 
l ’én erg ie  é lec tro s ta tiq u e  L". — Je vais donner de T une expres
sion nouvelle. Remplaçons dans l’équation (8)

( . 6)

u, e, w par leurs valeurs tirées de (i5 ). R vient alors,

les lettres a, ¡3, y ; x, y, z 
En intégrant par parties

^  indique une permutation circulaire à effectuer sur

P, y ; x > 5 ct F) G) n ;,
rant par parties dans tout l espace  oi <,
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G íh —  —
¿  G
dz

a.dx,

^ - G  * =
dx

dG  ,
• K · * * '

• iê -U A =dx

dcL
dy

II ¿x =
¿II .—r— 'J.d l.
dV .

La première intégrale de (16 jbis) a donc pour valeur

¿H dG
I3

¿F  ¿H + v Æ _ f y U
^  ‘ \ dx dy 1 Jdy dz j  v \ dz dx

=  ¿  / ( ° ¿ + P 2 +  f ) ^

d’après (14).

La seconde intégrale de (16 bis'j se transform 
obtient

de même, et on

dxdt
dx =  — dx dl

G f y d T .  
aydt

dG d’s j
- ¡ r u * ’ ’

¿II ¿c? ,
T ü  T , * ·
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donc, finalement,

THEORIE UE U E U 1U0 LTZ

et, en tenant compte de (11),

I I 2
8tT

/dV_ dG </II
dl \ d.r du dz

dz,

dt.

L’expression (16 bis) devient donc finalement,

Si k est positif ou nul, tous les éléments de 1 intégrale sont 
positifs, et si T est nul, c’est que tous ses cléments sont nuis, 
au contraire, si k est négatif, on ne peut adirmer que du moment 
que T est nul, tous les éléments soient nuis et qu’il n’y il11- Pas 
de courant.

T, énergie élcctrocinctiquc, n’est qu’un des termes de l’énergie. 
L’autre terme est l ’énergie électrostatique

Or : 

Donc,

j o dz

LA» =  —  4~p.

U = -
_L_
8tî

A -f.'fdz.

Or, d’après le théorème de Green,
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L’expression U s’écrit alors,

U est donc essentiellement positif.
L’énergie totale T -+- U est positive si k ^  o. Si k est <  o, 

T +  U peut être de signe quelconque.
Supposons que F , G, H, soient tels que l’on ait,

F =  G =  È L  W - È L
d x *  dy ’ dz ’

y étant une fonction quelconque de x,  y,  z ;  les trois binômes (14) 
sont îilors nuis, et le premier terme de (16 ter) disparaît. Le se
cond ne disparaît pas.

Supposons maintenant que tp =  o à l’origine des temps; T +  U 
sera négatif; comme ta —- o à l ’origine des temps, il n’y a pas 
d’électricité libre au début, mais il y en a tout de suite apres,

d'o ,
car n est pas nul.

270. C on servation  de l ’én erg ie . — Vérifions que l’énergie se 
conserve, c’est-à-dire que la variation T -)- U est égale au travail 
accompli par les forces électromotrices extérieures (chimiques, 
thermo-électriques, etc.), diminuée de la chaleur dégagée dans les 
résistances en vertu de la loi de Joule :

( 18) d (T + U ):= — dt dx-j-d tj'  (X«-4-Y(’-fZiv)ir.

Reportons-nous aux équations ( i2) et multiplions la première 
par —  udx, la seconde par — vdx, la troisième par —  wdx, puis 
intégrons dans tout l ’espace et ajoutons ; il vient,

( 18') -
- w

C d x - h f  (XK+Yf» +  Z»v) dx

é i
dx

dF dCx dG\
. dt dl dt }
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Nous allons démontrer que la première intégrale du second
. dU dû

membre e s t—r - , et la seconde —=— 
dt ’ dt

Quant à l’intégrale K1 -f  ?» + w dx, c’est la chaleur de

Joule. Montrons cela. Une ligne de courant est une ligne qui sa

tisfait aux équations différentielles =  , c’est-à-dire
1 u 0  w

qui a pour tangente en chaque point la vitesse de l ’électricité.
Un conducteur à trois dimensions peut être considéré comme 

formé d’une infinité de conducteurs linéaires élémentaires ayant 
la forme de cylindres infiniment petits, de hauteur ds, de section 
droite da>, de volume dx —  dsdw et dont la hauteur est dirigée 
suivant les lignes de courant.

Admettons que la  loi de Jou le s ’applique à  ces conducteurs 
linéaires élémentaires.

Si l’on considère l ’un d’eux, la chaleur dégagée par le passage 
du courant est R«2c& ; or

R = ds
Gdw’

et

donc,

( 18 bis) R Ürdt -

i2 =  (id -f- o2 +  w2) d to2 ;

i¿±£tí dMl= *. d,.
C. Q. F. D.

271. — Je me propose maintenant de démontrer que la pre

mière intégrale du deuxième membre (de 18') est égale à -~ ··  

Nous avons vu que,

U =  —
2

pep dx.
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Je dis que,

¿U
dl

Nous tirons de là,

(18 1er)
do . did-:'
—h  o —s----dl 1 \r

dp' didi'
r ’dT ' T T ’

car la première intégrale 11e change pas, si on permute p et p' en 
môme temps que d i et d~', puisque les deux intégrations par rap
port à d i et di' s’étendent à tout l’espace.

Donc,

dV\ { do
- d r =  — r · 1 '

C.Q.F.D.

D’autre part,
dç>

~di
du
dx

dv_
dy

dw
~ds

par conséquent,
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et en intégrant par parties dans tout l'espace il vient finalement, 

dU / / ds d'-s , d'o \ ,
-* =  I +

c’est ce cpic nous voulions démontrer.

272. — Passons maintenant à l ’intégrale

dF dC, ¿II \ 7

Nous avons vu que,

T l  (Fit +  Gc -f-

d’où

dT  i
dl 2

u

le signe ayant la môme signification que précédemment. Je

dis que ces deux intégrales sont égales. Pour le démontrer, po
sons,

avec,

F =  F'

F' =

i —  k d'ii 
i  d x 1

id drd

L’identité il démontrer devient alors,

— A-

i — A

di/ du , 
—j—-a- 

dx dt

u p ,  i-..
I axa i2
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Or, on a,

F '—  d-
di

u

car

les intégrations par rapport à dx et dx' s’étendant à tout l’espace. 
En ce qui concerne les intégrales

J 2 - f o T T *  et J 2 “ s i * ’

je  dis que,

En effet, en intégrant par parties dans tout l’espace, il vient 
pour la première intégrale,

d’b du
~ Ù ~ d td x = " «J»

d1u j
~dxdl d' y

et pour la seconde,

di i/
dxdl udx -

d<b du  ̂
dt dx

Il faut donc démontrer que
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d’autre part,

♦ ”  i f ' * ' -

et, par un artifice de calcul analogue à celui qui nous a servi à la 
démonstration de l’égalité (18 ter), on obtient l’égalité,

dt d r
dp d* a'
dt dt2y  >

donc,

/ y  ̂ 4 1 * .
dxdt I dt dx

C. Q. F . D.

En remplaçant les deux intégrales du second membre de (18') 
par les valeurs ainsi trouvées, on a :

¿ ( T + U )
dt

U - t — v —t - W
dx-f-J" (Xm —|— Y^ —|— Zw) dx.

Si on multipliait cette équation par dt, le premier membre re
présenterait l ’accroissement de l’énergie tant électrodynamique 
qu’électrostatique, la seconde intégrale du second membre repré
senterait le travail des forces éleclromolriccs extérieures (chi
miques, thermo-électriques, etc.); la première intégrale du second 
membre représenterait l ’énergie perdue sous forme de chaleur 
de Joule.

Cette équation exprime donc bien qu’il y a conservation de 
l’énergie.

273. S ta b ilité  d e l ’équ ilib re . — Dans le cas où il n’y a aucune 
force électromotrice extérieure au système,

¿ (T + U )
dt

«2+ e 2+ w ’2
dx,

C
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la dérivée de T +  U par rapport au temps est donc essentielle
ment négative dans ce eas.

Si la constante k de Ilelmholtz est ^  o, l ’équilibre est stable. 
En effet, T - j-  U est essentiellement positif et ne s’annule que 
s’il n’y a ni électricité libre ni courants dans l ’espace ; si T -j- U 
est très petit, c’est que les courants et la densité de l’électricité 
libre sont partout très petits. Partons de l’équilibre : T +  U =  o, 
et faisons subir une petite perturbation, T +  U prendra une 
valeur positive très petite; mais si nous abandonnons le système 
à lui-mème, T +  U va aller en diminuant, tout en restant’ po
sitif; T -f- U restera donc très petit, ce qui ne peut avoir lieu 
que si les courants restent eux-mêmes très petits. Donc il y a 
stabilité.

Au contraire, si k est négatif, nous pouvons encore partir de 
l’équilibre absolu et faire subir au système une perturbation très 
petite ; mais nous pouvons toujours supposer cette perturbation 
telle que la valeur initiale très petite que prend T -|- U soit néga
tive. À partir de là, T +  U va diminuer ; sa valeur absolue va 
aller en croissant, et on s’éloignera de plus en plus de l’équilibre 
primitif. L’équilibre est instable.

Nous devons donc, rejeter toute théorie qui donne à h une va
leur négative, en particulier la théorie de Weber, qui se déduit 
de celle de Ilelmholtz, en faisant £ = —  i.

E T U D E  D E S  M I L I E U X  M A G N E T I Q U E S

274. —  Que deviennent, dans les milieux magnétiques, les 
équations ( 14) et (i 5) ?

Définissons d’abord la force et l ’induction magnétique en un 
point.

La force magnétique sera la somme géométrique de deux vec
teurs :

i° La force électro-magnétique, due aux courants fermés ou 
non, et définie comme au n° 28, telle qu’elle serait au point con
sidéré si le milieu n’était pas magnétique.: cette force pourra ne 
pas dériver d’un potentiel, cela aura lieu si au point considéré le 
courant électrique n’est pas nul.
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2° La force magnétique due aux aimants permanents ou non; 
elle pourra se réduire h l’action qu’exerce l ’aimantation induite 
par les courants dans la masse magnétique à l’intérieur de la
quelle est pris le point considéré. Cette force dérive toujours 
d’un potentiel, du potentiel magnétique:

Quant à l’induction magnétique, elle est la somme géométrique 
de la force magnétique et de l’aimantation au point considéré, 
multipliée par 4“ .

2 7 5 .—  Je dis que dans un milieu magnétique, les équations (i4) 
doivent être remplacées par les équations :

d\l dG
dy dz
<m rfii
dz dx
d G __ ¿F
dx dy

et que les équations ( i 5) restent encore vraies.

276. —  En effet, considérons uA aimant; supposons qu’il n’y 
ait pas de courant extérieur. L ’aimant peut être considéré comme 
constitué par un système de courants particulaires d’après les 
idées d’Ampère.

La composante F du potentiel vecteur dû à l ’un de ces courants 
est : .

dx' i —  k d§
2 dx 'F  =  *' v
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Tous les courants particulaires étant fermes, 

disparaît, et il reste

1 1 . · . clilla dérivée
dx

dx'
r

En transformant cette intégrale de ligne en une intégrale de 
surface il vient

F =  i
d

i

du>’>

dii)' étant 1 élément de l ’aire embrassée par le courant ; cette aire 
est infiniment petite ; donc l ’intégrale se réduit au seul élément

Le courant est équivalent à un élément magnétique, dont le 
moment a pour composantes h!dd , B'd'd, C W ,

/ h 'c fc ' =  i' l'd io !, 
j B 'd d  =  i'm 'd iû ' ,
| G  d ’d  =  i'rd d u t' ;

par suite la composante F du potentiel vecteur dù à cet élément 
est

B
d -r
dz'

- C J ~  Idd.
drj

Pour avoir la composante due à l’aimant entier il faut intégrer 
par rapport aux éléments d'd du volume de l’aimant, ou, ce qui

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



3o4 THÉORIE DE HELMHOLTZ

revient au même, intégrer dans tout l’espace, car, à l ’extérieur, 
A' =  B' =  C' =  o. Il vient donc

B'
v

dz!
fix'.

Voici le point délicat du calcul : r est la distance de deux élé
ments d i et ¿x' et l ’élément d i est à l’intérieur de la masse ; donc r

i
r

peut être infiniment petit ; — est alors infiniment grand : s’il

d -r
est infiniment grand du premier ordre, ——- l ’est du second,

d oo

d2 ■
et

dxn du troisième; et ainsi de suite.

J ’ai à prendre des intégrales triples ; si j ’ai sous le signe J '  

des termes en —, l’intégrale est finie et déterminée, de môme pour

des termes en mais il n’en est plus ainsi si l ’on a des dérivées

secondes. Si on ne faisait pas attention à cette remarque, on dé
montrerait aisément que AV est nul même à l ’intérieur du corps 
attirant, ce qui est faux.

Je dois donc m’arranger pour ne pas introduire, comme aux 

n°147 et n° 148, les dérivées secondes de — par rapport aux cor

données.
En intégrant par parties dans tout l'espace, on a,
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L’expression de F que nous voulions transformer devient donc,

(20)

d C
d ÿ

düS'
d.z'

— dx', et de même :

dA! _  d C \ i_  , ,
dz' dx'J r  dZ

dW _  dA!\ , ,
dx' d ÿ  )  r X

Calculons maintenant l’expression qui nous intéresse,

¿II dG
dy dz

Il vient en diflerentiant la troisième relation (20) par rapport 
à y et la deuxième paj rapport h z :

¿II / dW d r / ) dA' d ~V

d" ~ J
dx1 dy d"'—  J d ÿ " d f

dG I ^ ¿ a  ' I d ~V
0» ) dx' dz d x — J dz' dz

Considérons encore l ’identité,

/ r *
'

0 =  / dk' d T  . .  / dA! d ~r
/l / dx' dx d x — 1 dx' dx

d-d.

- d x ' .

dx'

Transformons ces intégrales ; nous savons que,

d -  d -
__ r    ,·

• dy d ÿ '
Poincaré. Electricité et Optique.
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parce que r est fonction de x —  .r', // —  y' et 3 —  z'. On a 
donc en tenant compte de celle identité et intégrant par parties 
dans tout l’espace par rapport à y .·

et, en intégrant de nouveau par parties par rapport à x'

et de môme,

D’autre part, si l ’on pose
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et, en intégrant par partie·» dans tout l’espaee, il vient

dV
dx

dU  i 
dx' r dx',

d’où, en différentiant par rapport à x ,

et par un calcul analogue,

Les équations (21) s’écrivent alors,

En additionnant membre à membre ces équations on obtien

, 1

dU___ dG_
djj d.z

f d k !  dB' d C
\ dx' du' d.z'

-dx1 —  AV;
dx' dy' dx
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d’autre part la relation de Poisson nous donne,

Il vient donc,
dll
dy

AV - —  4ttA.

dGr
4uA,

et, en tenant compte des relations (12) du n° 8, il vient finalement,

¿H dG  _
dy dz ~  a

et, par un calcul analogue au précédent,

d Y ___ Æ_
dz dx

dG dF
dx dy

C. Q. F . D.

211. — Prenons maintenant un milieu magnétique parcouru 
par des courants finis ; «, v, w sont les composantes du courant ; 
a,, P,, y, sont les composantes de la force électro-magnétique 
due aux courants finis, F ,, G,, H, les composantes de leur poten
tiel vecteur. De même, a2, [32, y3 seront les composantes de la force 
magnétique due aux courants particulaires ; a t, ¿>s, cs les compo
santes de l’induction qui leur est due, et F 2, Gs, II2 les compo
santes de leur potentiel vecteur. On a pour les composantes de 
la force magnétique totale, de l ’induction totale et du potentiel 
vecteur total :

a =  a, +  a2,

| P =  Pi +  Pii
( ï  =  ïi +  T.»

Î a  =  a, a s,
b — bi +  ¿s,

c —  c, —|— c2, .

/ F =  F 1-|-F1,
I G = G 1-|-GJ,
( h = h 1+ i i 2.
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Or, d’après le n° 268, on a, pour les courants finis,

¿ 11, d(j i
dy dz

¿F, ¿H,
dz ¿.r ’

¿G, ¿F,
dx dy  ’

et
¿V, d[i,
¿ 2/ dz
¿a, ¿Y,
dz dx
¿P, ¿a,
dx dy 4 tw — X

¿ 2?
dxdt ’

d%'f, 
dydl ’
¿ V
dzdt

Pour les courants particulaires, d’après le n° 275, on a,

-/

et

¿II2 ¿G2
tl2 -- dy ¿ s

— ¿F, dll,
dz dx  ’
d  Gs ¿ F , ’

C2 dx ¿y ’

d P,
dz --- 0 î

¿a2 d'(,
dz dx
d[\ ¿a2
dx ¿y

En ajoutant ces quatre séries d’équations membre à membre il vient,

¿II dG 
~  dy

b ----- ¿F
dz ’
¿11

¿3
¿G

dx  ’
_____ _JF
¿.-r - dy 1
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et
V 1 dy ¿β · ά 2ψ

1 dv dz
4 Tzn — A dxdt

’ dx dy
4τη·>---

d y
1 1 7 dx

λ
dydt '

# _
' dx

cia.
dy

fa w  — λ rf1®
dzdt ’

ce ([»i était à démontrer.
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CHAPITRE Y

PASSAGE DE LA THÉORIE DE IÏELMIIOLTZ 
A CELLE DE MAXWELL

278. —  Pour se rendre compte de la façon dont on peut pas
ser de la théorie de Ilclmholtz à celle de Maxwell, qui n’en est 
qu’un cas particulier ou plus exactement qu’un cas limite, il faut 
connaître les diverses hypothèses faites au sujet du magnétisme 
induit et dé la polarisation diélectrique. Le présent chapitre est 
intimement lié ou chapitre III de la première partie où j ’ai exposé 
des idées analogues à celles de Ilelmholtz sous une forme diffé
rente.

Avant d’aborder la question de la polarisation diélectrique, rap
pelons les théories du magnétisme induit. Nous commencerons 
par celle de Poisson, la plus importante au point de vue de ce qui 
va suivre. Mais comme les calculs ont été exposés en détail dans 
la première partie de ce volume (nos 52 à 59), nous nous bornerons 
à rappeler succinctement les résultats. Je dois avertir toutefois 
que la théorie exposée dans les numéros cités, 52 à 59, se rap
portant plus particulièrement aux diélectriques, il faut, pour en 
déduire la théorie du magnétisme qui n’en diffère pas *au point 
de vue mathématique, changer quelques-unes des notations.

C’est ainsi que ce que j ’ai ap p elé-----et h dans ces para

graphes s’appellera ici a et s. En effet U représentait le poten
tiel électrique ; il doit être remplacé ici par le potentiel magné
tique dont les dérivées changées de signe ne sont autre chose 
que les composantes de la force magnétique. De même ce que 
nous appelions K s’appellera ici p.

279. Induction magnétique.. —  Poisson attribue les phéno-
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mènes magnétiques à deux fluides, austral et boréal. Un corps 
magnétique est constitué par de petites sphères conductrices du 
magnétisme, distribuées irrégulièrement dans un espace inter
médiaire isolant. Chaque sphère peut être regardée comme étant 
la superposition d’une sphère solide de fluide austral et d’une 
de fluide boréal : l ’eflet de l’aimantation est de faire glisser 
l’une de ces sphères par rapport à. l ’autre d’une quantité plus 
ou moins grande ; on a ainsi des couches de glissement (*).

Poisson admet qye les actions mutuelles de toutes les autres 
sphères sur l'une d’elles se neutralisent. Si m est la masse de 
chacune des sphères, australe et boréale, et si £, yj, Ç sont les 
composantes du déplacement du centre de la sphère qui glisse, 
on a

m\ - Adz, 

mrt - Biit, 

niÇ—  Cî/t,"

Ad-z, B c/t , Cd'z étant les composantes du moment magnétique de 
cet élément sphérique.

Pour pouvoir définir la force magnétique en un point inté
rieur, il faut supposer une cavité creusée autour du point, et la 
force dépend de la forme de cette cavité, contrairement à ce que 
croyait Poisson. Elle a pour composantes », {3, y à l ’intérieur 
d’un cylindre infiniment long par rapport à sa base et dont 
l’axe est dirigé suivant l’aimantation ; les composantes sont 
a - j-^ A , y - f - ^ C  à l’intérieur d’un cylindre infini
ment plat, parallèle aussi à l ’aimantation ; enfin, elles sont

a +  -^-^A,  ̂+  y +  -^ -,kC

à l’intérieur d’une sphère.
Décrivons autour du point O une sphère u de volume d-z, très 

petite d’une façon absolue, mais grande par rapport aux élé
ments sphériques ; éci'ivons qu’il y a équilibre à l’intérieur d’un 
de ces éléments, s. L’action des corps extérieurs à la sphère <y

C) Voir pour ccttc théorie des couches de glissement* première partie, ch. m .
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a pour composante parallèle à Ox, a -f- tiA. A, B , C sont les
O

composantes de la magnétisation. Si s est le rapport du volume 
des petites sphères s au volume d i  de a, l ’aimantation de chacun
, A B C T, .de ces éléments s a pour composantes — , — . —. L action sur un

point intérieur il <7 des éléments sphériques extérieurs à s, mais 
intérieurs à <7, est supposée nulle (Cf., première partie, n° 55). 
L ’action de l’élément s· lui-même a pour composante parallèle 
. n  4 Aa Ox, — - tu —.

0 s
L’équation de l’équilibre s’écrit ainsi

(0
, 4 * 4a +  T l ï A - T TU-

d’où,

« =  i  tuA I _
0 e

et,
/ a 3£a 4t:À = -------

I ---£

donc,

a =  <x-)-4 îuA =  - —
I -

et en posant
I —|— 2E
I ---£ ‘

il vient finalement
a  =  [j.a,

I —(— 2 £ '----------=  u est ce
i —  e 1 qu’on appelle la per,

J ’insiste sur la signification de l’équation ( 1).
Une molécule magnétique située à l ’intérieur de la sphère s 

qui est conductrice du magnétisme doit être en équilibre sous 
l’action de toutes les forces qui agissent sur elle. Si l ’on consi
dère seulement les composantes parallèles à l’axe des x, la 
somme de ces composantes doit être nulle. On a donc :
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^Action des aimants extérieurs et des éléments magnétiques 

extérieurs à 3 =  0. +  y  îzÂ  -f- faction des éléments magnétiques 

intérieurs à a- et autres que s —  o\ -)- (action de s —  —
4 A \ _  7 V
3 71 J  —  0 ·

La théorie présente des diilicultés ; s doit ôtre<^·, ce qui

impose à p une limite supérieure qui est dépassée pour le fer. 
On peut dire, il est vrai, que rien n’obligeait à considérer des 
éléments sphériques ; on peut, comme l’a fait M. Mathieu, 
prendre des éléments d’autres formes, et l ’on échappe à cette 
difficulté.

Une autre difficulté c’est que p n’est pas une constante mais 
varie avec la force y/a2 -j- [32 -j-y2.

Weber suppose des éléments déjà polarisés, mais orientés 
d’une manière quelconque : la force magnétique les ramène à 
une direction commune, ce qui se rapproche des idées d’Am
père.

Quant au diamagnétisme, remarquons que pour s’en rendre 
compte dans les idées de Poisson, il faut admettre que lç vide 
est susceptible de polarisation magnétique et que les corps dia- 
magnétiques sont seulement moins magnétiques que le vide. 
Alors le p du vide 11’est plus 1 : on nous avait défini l ’unité de 
magnétisme en admettant que deux pôles égaux à 1 s’attirent 
avec une force 1 à l ’unité de distance; si p =  1 pour le vide, 
l’attraction observée dans le vide est bien l ’attraction réelle. Il 
n’en est plus de même si p >  1 .

280. P o la r is a t io n  d ié lec tr iq u e .  —  Mossotti est arrivé à 
rendre compte des phénomènes que présentent les diélectriques 
dans les idées de Coulomb, en transportant les théories de 
Poisson à l’électricité, et ces théories, qui ne sont plus que de 
l’archéologie en magnétisme, peuvent encore servir dans l’étude 
des diélectriques, sans pourtant correspondre probablement à 
aucune réalité objective.

Les diélectriques seraient composés de sphères conductrices 
plongées dans un milieu isolant. Ce qui joue le rôle de l ’aiman-
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tation, c’est- la polarisation  diélectrique, que Maxwell appelle 
déplacement électrique : f ,  g, h.

On a donc dans ce cas,

! =  fd t,
nvt\ =  gdx,

'  m£) =  hdr:.

Un diélectrique constitué de la sorte est tout à fait assimi
lable à un aimant; je  veux dire que le fluide électrique y est 
distribué absolument de la même façon que le fluide magnétique 
dans un aimant constitué comme le suppose Poisson.

Le potentiel magnétique d’une masse magnétique m par

rapporta un point extérieur est — . Le potentiel électrique d'une

masse électrique m est de même, d’après les notations que nous

avons adoptées, y -̂.

Le potentiel d’une des sphères de Poisson par rapport à un 
point extérieur est, en appelant k.dt, B(fc, Gd i les composantes 
du moment magnétique de cette sphère :

/  . d —  d — d — \

De môme le potentiel d’une des sphères de Mossotti par rap
port à un point extérieur sera :

De même donc que le potentiel d’un aimant est représenté 
par l’intégrale :
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celui d’un diélecti’ique sera représenté par l’intégrale :

La force magnétique (parallèle à l’axe de x) due à un aimant 

est en un point extérieur a =  —  ~  ; la force électrostatique

• · d'·?due à un diélectrique sera de même — .

Si l ’on veut calculer cette force en un point intérieur, on 
retrouve l’analogie avec les aimants. Il faut pour la définir sup
poser une petite cavité creusée dans le diélectrique autour du 
point considéré ; on voit alors que la composante parallèle à 
l’axe des x  est égale à :

---- <Èr" S* cav*t® est un cylindre tr®s allongé ;

¿ip 4 r f-T~-1---- si elle est un cylindre très aplati ;
cL j c  À

d(ù Aizf . . .  . , .
—j~-\— jjy-  si elle est spherique.

Ecrivons comme précédemment les équations de l’équilibre ; 
il faut seulement ajouter ici les forces électromotrices d’induc
tion, et d’autre part les forces électromotrices d’origine quel
conque, chimique par exemple ou thermoélectrique, et dont 
j ’appelle les composantes X , Y et Z.

dx
a doit être ici remplacé par f  étant le potentiel élec-

trostatique.
Une molécule électrique située à l’intérieur d’une des sphères 

de Mossotti doit être en équilibre ; si donc on considère les 
forces électromotrices d’origine diverse auxquelles cette molé
cule est soumise et les composantes de ces forces suivant l ’axe 
des x, la somme de ces composantes doit être nulle, ce qui nous 
donne une équation tout à fait analogue à l ’équation (i) ; nous 
supposerons comme plus haut que l’on a creusé dans le diélcc-
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trique une cavité limitée par une sphère <y concentrique à s ; on 
aura :

faction des conducteurs extérieurs et de la portion du dié

lectrique extérieure à cr =  —  ^ +  (action des sphères 

de Mossotti intérieures à a et autres que s —  o) -)- faction de

s =  — -)- ^forces d’induction = ----- -f- (forces élec

tromotrices extérieures, d’origine diverse = X ) = o ,  c’est-à-dire :

d’où,

d-o ¿F  4 f  4 f
-T— - - 7 7 - + X + 4 - ^  -i------- =  0dx dl 0  a à sA

4_ f  1 — £ d-o ' dF
3 71 X s dx dt ’

et en posant,
K_  Mf+ 2£)

1 — e

on a :

( 2 )
4*/“ d? d F

K — \ dx dt

K est le pouvoir inducteur spécifique du milieu.
Proposons-nous maintenant d’évaluer le courant de déplace

ment qui se produit dans un diélectrique quand son état de 
polarisation se modifie. Nous avons défini plus haut les com
posantes u, v et w du courant. Cette définition peut , encore 
s’énoncer comme il suit :

udx est la  projection sur l’axe des x  de la  quantité de mouve
ment de toutes les molécules électriques contenues dans Vélément 
de volume d"..

Considérons un élément dx contenant une sphère de Mossotti. 
Quand cette sphère est polarisée on peut la regarder comme 
formée de deux sphères, l ’une de fluide positif, l ’autre de fluide 
négatif, dont les masses électriques sont égales et de signe 
contraire, qui ont même volume et dont les centres ne coïncident
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pas (voir première partie, n° 47). Soient+ ; »  e t — m les masses 
des deux sphères ; soient x,, yit zr  les coordonnées du centre de 
la sphère positive ; x2 =  x, — £, — yi —·/>,, z2 =  z i — Ç celles du
centre de la sphère négative. '

Alors £, ï), Ç, ont la même signification qu’au début du 
paragraphe.

On a pour la composante parallèle à Ox du courant dû au· 
déplacement relatif des deux sphères :

, d.r. dx ,
udz ~  m — -----ni —7— =  mdt dt

d l  .
dl ’

or,

donc,

et de même

m\ — fd t,

mi\ =  gd-., 
=  luir,

df_
dl ’

dg_
dl ’

w —
dh_
dl

281. — Le potentiel électrostatique a est du à l’électricité ré
pandue dans les conducteurs et à celle qui polarise les diélec
triques : ceux-ci se comportent connue des aimants.

On a donc

1 rjd'd I
dr \ f

d'd

en appelant <7 la densité au point (x, y, z) du conducteur. Dans 
cette équation la première intégrale représente le potentiel dû 
à l ’électricité libre des conducteurs, la seconde le potentiel dû 
h l ’électricité polarisée dans Les diélectriques.·

D’ordinaire il n ’y  a d’électricité libre qu’à la surface des
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conducteurs. Appelons [a·] la densité superficielle de cette élec
tricité au point x, y , .c de cette surface, [V] la densité superfi
cielle au point x\ y', z!. S ’il y a de l’électricité non seulement 
il la surface, mais à l’intérieur des conducteurs j ’appellerai de 
même cr la densité de volume de l’électricité au point x , y, c 
du conducteur.

Nous avons alors :

la première intégrale devant être étendue il tous les éléments de 
volume dx' des conducteurs, la troisième à tous les éléments dx' 
des diélectriques' et la seconde à tous les éléments dta' de la sur
face qui sépare les conducteurs des diélectriques.

La troisième intégrale peut se transformer par l ’intégration 
par parties et donne :

Dans le second membre, la première intégrale doit être éten
due à tous les éléments dta' de la surface qui limite les diélec
triques et la seconde à tons les éléments de volume des diélec
triques.

Pour abréger les écritures dans l’équation (3), j ’ai supposé 
que les propriétés du diélectrique varient d’une manière conti
nue de telle sorte que f ,  g , h soient des fonctions continues ; si 
donc on a plusieurs diélectriques différents je  supposerai, qu’ils 
sont séparés les uns des autres par une couche de p assag e  très 
mince. Au contraire, je  regarderai les diélectriques comme
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séparés des conducteurs par une surface géométrique de telle 
façon que les propriétés du milieu varient brusquement quand 
on traverse cette surface.

Posons maintenant

p = T

dans les conducteurs ;

d f  dg dh 
‘ dx- dy dz

dans les diélectriques ;

[p]= W  +  ¥ +  ms + nh

à la surface de séparation des conducteurs et des diélectriques. 
Il viendra alors,

À® [ ? ' W

En d’autrestermestoutse passera comme si l ’on avait de l’élec
tricité répandue dans tout l’espace avec une densité p et d’autre 
part de l’électricité répandue à la surface des conducteurs avec 
la densité superficielle [p].

Il est aisé de se rendre compte de ce résultat :
Si l ’on considère un aimant, on sait que tout se passe comme

si la densité magnétique à l ’intérieur était ■ et

une densité électrique---- J------- —----- — et à la surface une den-
dx dit d z

dA ifB dC
dx dy  dz

la densité superficielle à la surface de l ’aimant égale à Ai —(— 
B/w +  C/i. Les diélectriques étant assimilables à des aimants, 
tout se passe comme si on avait à l’intérieur des diélectriques

d f  dg dh

dy
sité égale à lf-\- mg -f- nh.

Si on considère donc la surface de séparation d’un conducteur 
et d’un diélectrique, qui sera par exemple extérieur à cette sur
face, nous aurons à l’intérieur de cette surface une couche élec
trique infiniment mince de densité [<x], provenant de l’électricité 
qui, libre de circuler dans le conducteur, s’est portée à sa sur
face ; et nous aurons d’autre part, à l ’extérieur de cette surface,
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une couche infiniment mince, de densité I f  mg-\- nh, prove
nant de la polarisation du diélectrique.

Tout se passera en définitive comme si nous avions une cou
che unique de densité [p].

Il importe de ne pas confondre ces deux densités superfi
cielles [p] et [a] dont la définition est très différente.

Dans un diélectrique, on a :

d f  dg dh
dx dy dz

et en différentiant par rapport au temps, en tenant compte des 

relations k =  ^", ctc -> on retrouve l’équation de continuité :

du dv dw c?p
dx dy dz dt

282. —  H y a une remarque à faire. Une molécule électrique 
situé à l’intérieur d’une sphère de Mossotti est soumise a une 
force électrostatique dont la composante parallèle à Ox est :

(4)
dv 4-/’
~É  ~~Tü— X'

On peut s’étonner de voir que sa force n’est pas la dérivée du 
potentiel, changée de signe. C’est 
que le diélectrique n ’est p as  un mi
lieu homogène ;  le potentiel vrai va
rie irrégulièrement ; il l ’état sta
tique, par exemple, il est constant 
à l’intérieur de chacune des sphères 
de Mossotti et variable au dehors.
Un observateur traversant le diélec
trique en ligne droite verra le poten
tiel varier suivant une courbe telle que la courbe M'N' de la 
figure 8 ; cette courbe présente des sinuosités.

La fonction o définie par les équations du n° 276 est au con
traire continue ainsi que toutes ses dérivées ; ce n’est qu’à cette 
condition qu’elle peut être introduite dans les calculs avec avan
tage ; cette fonction -p, qu’on pourrait appeler potentiel moyen , 

P oincaré. É l e c t r i c i t é  e t  O p t i q u e .  2T

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



322 PASSAGE DE LA THÉORIE DE IIELM IIOLTZ A C ELLE DE MAXWELL

n’est donc pas rigoureusement égale au potentiel vrai, mais la 
Ylifférence est très petite et du même ordre de grandeur que la 
distance qui sépare deux sphères de Mossotti (’).

Ce potentiel vrai oscille autour d’une valeur moyenne qui est rf ,  
les deux courbes représentant le potentiel vrai (M'N') et le po
tentiel moyen (MN) sont extrêmement voisines, m ais les tangentes 
sont très différentes, et c’est pourquoi la force, qui est la dérivée 
du potentiel vrai (au signe près), est très différente de la déri
vée du potentiel moyen.

283. Expression de l ’énergie électrostatique dans le cas  
de diélectriques. — Une force électromotrice (X, Y, Z) appli
quée à une masse d’électricité m placée en un point (x , y, z) 
produit dans le temps d t  un travail.

Pour toutes les masses de l ’élément dz, le travail rapporté à 
l ’unité de temps est :

X
2

m
dx
dt =  Xud'z,

(i) Si on considère par exemple un point situé en dehors de ces sphères le poten
tiel moyen est égal à l'intégrale

et le potentiel vrai est égal à la  som me

obtenue en décomposant le volume du diélectrique en éléments contenant cha
cun une sphère de Mossotti et une seule et par conséquent finis quoique extrême
ment petits.

On voit ainsi avec quel degré d’approximation le « potentiel moyen » représente 
le « potentiel vrai ». Ces différences n’ont aucune importance, puisque d’une part 
rien n’empêche de supposer les sphères aussi petites qu’on le veut, et que d’autre 
part les hypothèses de Mossotti ne doivent être considérées que comme une ma
nière commode de considérer les choses et n’ont probablement aucun rapport avec 
la réalité des faits. J ’ai cru néanmoins devoir entrer dans tous ces détails afin de 
lever une apparente contradiction.
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et pour le volume entier, on a le travail :

J ' (Xu Ye-f-Zw) do.

Or on a (4) n° 282.

Y _  do f a f ( i — t) ______ do 4r.f
dx 3Xs dx

Y do 4 *g
dy K — à '

7 dy 4 tc/î.L·--- d ■*.· K — \

Le travail changé de signe, est (en appelant U l’énergie 

électrostatique) ; donc:

¿U
dt

do  , do , 
u ~ — (- v — |- w 

dx dy
d'f
dz

do

4TC
K — À

(uf-\-vg +  wh) do.

La première intégrale est égale à (en intégrant par parties dans 
tout l’espace),

do , do , do \ , '
dx dy d z } \

du dv dw\
dx dy dz ' ’

et en tenant compte de l’équation de continuité,

I / du , dv dw \ , ¡ d p  . ,
-  / ?\jZ  +  7 ï +  I E r =  I  * i l dT·

Mais
XAy =  —  ·
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L’intégrale est donc,

La seconde intégrale est, en tenant compte des relations 
d f

“ = * ’ e,c-

4 ~ 4 *
K = 7 . /  /  [ f j j + g jAT ds dh

2-  d
K — X di

>

( r ■ h2) ch

L’expression du travail devient ainsi,

Nous supposerons qu’à l’origine des temps tous les conducteurs 
partent de l ’étal neutre et qu’il n’y  a ni électricité libre ni cou
rant.

On a donc pour L —  o :

U —  o
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et pour une époque ultérieure quelconque,

3î 5

2 T Z

K — X (T'2 + * *  +  a2) di.

284. — Telle est l’expression générale cle l’énergie électrosta
tique. Quand on a affaire à des phénomènes purement électro
statiques, l ’expression se simplifie ; on a en clfet :

dv K — X 
' dx 471

et deux autres équations analogues ; d’où :

27t ,2__ K — X / d'f\ 2
>K —  X · Bit \ dx )

Il vient donc :

le s ig n e ^  indiquant une permutation circulaire sur les lettres x,

■y, z-
Ou enfin,

D’autre part, nous avons-à l’intérieur des conducteurs :

(6) ■ cp =  const.

A l’intérieur des diélectriques, l ’équation de Poisson nous 
donne :
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le signe^^ ayant la même signification que plus haut; d’où, en 

remplaçant f  par sa valeur n° 284,

ce qui peut encore s’écrire,

(7) 2 i ( K© = ° ·
Considérons maintenant un point de la surface de séparation 

des conducteurs et des diélectriques. Nous poserons, conformé
ment à une notation généralement adoptée :

(8) do do
dn dx m

do>
dy

. do

Nous aurons alors (en nous rappelant que o  est constant à l’in
térieur des conducteurs) en un point situé dans le diélectrique 
mais infiniment voisin de la surface de séparation :

X
dy
dn 4*[p]·

Nous avons posé

[p]=  D7] +  mg +  nh ;

nous supposions alors que l, m, n étaient les cosinus directeurs 
de la normale dirigée vers le conducteur ;  si nous supposons 
comme dans la formule (8) que l, m, n sont les cosinus de la 
normale dirigée vers le diélectrique, il faudra écrire :

[?] =  M — m g +  nh) 
d’où ,

^ '~ dn~ — 4 "[cr! +  4~ (lf-\-mg-\-nh),

et en remplaçant f ,  g , h par leurs valeurs

do K — X— * _________  · û to
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il vient,

) É Í
dn - 4 . H — ( K— + dtp

7 7

ou

ou enfin :

(9)

. dp_ 
dn

4, M — (K— a) A

k $ = - 4 * H ·

J ’observe encore que l ’on a :

(io) charge d’un conducteur quelconque = j"[a ·] dto,

l’intégration étant étendue à tous les éléments dw de la surface 
de ce conducteur.

Les équations (6), (7), (9) et (10) suffisent pour nous faire con
naître la fonction a quand on connaît la charge de chaque con
ducteur.

L’équation (5) nous fait connaître ensuite l’énergie U et comme 
nous savons que le travail virtuel des attractions électrostatiques 
est égal à l ’accroissement virtuel de cette énergie, nous pouvons 
en déduire la valeur de ces attractions.

Ainsi, si nous connaissons la charge et la position de chaque 
conducteur, les équations (5), (6), (7), (9) et (10) nous feront 
connaître les attractions électrostatiques. Mais dans ces équations 
la constante À ne figure pas ; nous 11’y voyons figurer que le ¡mou
voir inducteur K.

Les attractions électrostatiques, pour des charges et des posi
tions données des conducteurs, qui sont Vunique objet des ex
périences électrostatiques, ne dépendent donc pas de X. Ces 
expériences ne peuvent donc pas nous faire connaître X, mais 
seulement le pouvoir inducteur K qui est fonction à la fois de X 
et de e.

Nous désignerons par K0 le pouvoir inducteur du vide et par s0
la valeur de e relative au vide./

Dans les théories anciennes on suppose que le vide ne contient
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pas de sphères dc-Mossotti, qu’il ne s’y produit pas de polarisa
tion diélectrique, c’est-à-dire que e0 =  o d’où :

) .= K 0

et pour un diélectrique quelconque :

. k - k 0
K +  aK,'

Mais rien n’oblige à supposer e0 =  o. C’est ainsi que dans la 
théorie du magnétisme induit, après avoir supposé que pour le 
vide k =  o, p =  i on a été conduit, pour expliquer le diamagné
tisme, à supposer que le p. du vide est plus grand que i , c’est-à- 
dire que le vide est faiblement magnétique (Cf. n° 274). On peut 
faire ici une hypothèse analogue.

Comme les expériences électrostatiques ne nous font connaître 
que K et K0, les phénomènes électrostatiques peuvent s'expliquer 
quelle que soit la  valeur p lus petite que K0, attribuée à  'k pourvu 
qued’on suppose en même temps :

£ = . Ko - > '
0 K-0+

et pour un diélectrique quelconque (')

_  K —  X
£ ~  K +  aX ’

K est exprimé en fonction de X et de s, mais niX, ni e n’entrent 
séparément dans l’expression de l’énergie électrostatique. Si on 
change X en même temps que s de manière à laisser K invariable,

(‘) Ces formules supposent que, comme Poisson etM ossotli, on attribue la forme 
sphérique aux parties conductrices du diélectrique. Cette hypothèse ne joue dans 
la théorie aucun rôle essentiel, elle sert seulement à simplifier les calculs. Si on 
supposait que la forme des parties conductrices est quelconque, on arriverait a un 
résultat analogue et on trouverait :

K =  (■ )

I —|— 2s
ç (i) étant une fonction qui se comporte comme  ̂ ■■—  , je  veux dire qu’elle

croît avec t, qu’elle est égale a i pour i =  o et infinie pour * =  i.
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on ne changera rien à l’expression de ce que nous pouvons con
naître expérimentalement. L’expérience ne nous fera donc pas 
connaître X si nous nous en tenons aux phénomènes électrosta
tiques.

285 .—  Dans les idées de Mossotti, ordinairement reçues, e =  o. 
Alors

K.
__X (i +  ae) _ X.

Deux unités d’électricité placées à l’unité de distance, se re
poussent avec une force

1 1
T = TÇ· .

Mais on peut aussi expliquer les phénomènes en admettant 
que e„ ne soit pas nul, même pour l’air et pour le vide. Alors

I I '
K 0 > a , e t - y > -¡7- ·A I\-0

La répulsion réelle /entre deux unités d’électricité est plus 

grande que-^-, mais la répulsion observée dans le vide est tou-tv0

jours : elle n’est pas modifiée. Elle est seulement plus petite

que la répulsion réelle à cause de l’action de sens contraire due à 
la présence des sphères polarisées. L a  théorie de Maxwell con
siste à fa ire  X — o. Pour que K soit fini, il faut que s soit égal à 1 . 
C’est-à-dire que les parties conductrices occupent la totalité du 
volume du diélectrique. Cela revient à se représenter les diélec
triques comme des cellules conductrices séparées par des cloisons 
isolantes d’épaisseur infiniment petite par rapport aux dimen
sions de ces cellules (*) (Cf. i ro partie, n° 61 sqq.). La répulsion 
réelle entre deux molécules unités serait infiniment grande, X

(') Ceci ne doit pas être pris à la lettre. Il serait difficile d’admettre que le vide 
eût une semblable^ constitution. 11 ne faut voir là qu’une façon d’exprimer ce fait 
que, dans le diélectrique, l ’electricilé ne circule pas, ne se déplace pas, il y a seu
lement polarisation.
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étant nul, mais la répulsion observée entre ces deux molécules,
plongées dans le diélectrique, est finie.

Les phénomènes électrodynamiques ordinaires ne dépendent
pas non plus de la valeur de X et ne peuvent nous faire connaître

'/F -
cette valeur, ——  est nul pour des courants constants. L’équation

(2), n° 280, s’écrit donc :

/\~f d-f
K —  X dx

(puisque les forces électromotrices d’origine diverse que nous 
avons représentées par X sont généralement nulles).

On retombe donc sur les équations du n° 280.
d¥Dans le cas des courants variables ordinaires, ^ - est généra

lement négligeable, il faudra avoir recours à des courants alter
natifs très rapides, comme dans les expériences de Hertz si l ’on

(£F
veut que — soit assez grand pour que l’influence du terme en X

se fasse sentir. j
La théorie de Maxwell n’est donc en définitive qu’un cas limite 

y plutôt qu’un cas particulier de la théorie de Ilelmholtz. Il faut pour 
passer de l’une h l’autre attribuer à X une valeur infiniment petite.

Voyons ce que deviennent dans ce cas les diverses quantités 
que nous avons envisagées :

i° Le potentiel électrostatique », ainsi que les densités <f et 
[t| qui, d’après le n° 280, ne dépendent pas de la valeur attribuée 
à X, restent finis ;

20 Au contraire les densités que nous avons appelées p et [a] 
sont des infiniment petits du môme ordre que X.

On peut s’étonner que le potentiel » et les attractions élec
trostatiques restent finis bien que les densités électriques p et 
[p] soient infiniment petites; mais je  rappellerai :

i° Que nous avons trouvé :
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d’où il suit que a> est fini si o, [p] et X sont des infiniment petits 
de même ordre ;

a0 Que le travail des forces électrostatiqùes qui est égal à la 
variation de la fonction U définie par l’équation (5) du n° 284 est 
également fini.

On peut d’ailleurs s’expliquer la chose d’une autre ma
nière.

Rappelons, ainsi que je  l ’ai exposé dans la première partie,, 
que, d’après la manière de voir que nous avons été conduits à 
adopter, les diélectriques sont constitués par des cellules con
ductrices séparées par des cloisons infiniment minces et que 
chacune cle ces cloisons isolantes représente un condensateur 
dont les deux cellules voisines sont les armatures.

Ces deux armatures ont des charges égales et de signe con
traire q et —  q ; comme la cloison est infiniment mince, l ’ac
tion de ces deux charges sur un point extérieur est du même 
ordre de grandeur que l’épaisseur 8 de la cloison divisée 
par X et multipliée par q ; si donc, comme nous le supposons, 
5 et X sont de même ordre, cette action sera de môme ordre 
que q.

Il y a deux remarques à faire au sujet du calcul des actions 
électrostatiques :

i° Nous avons fait ce calcul en partant de l’expression de U. 
On emploie souvent en électrostatique une autre méthode qui 
est applicable à un conducteur libre placé dans un diélectrique 
impolarisablc ( e = o ) .  On considère les diverses molécules élec
triques répandues à la surface des conducteurs et les forces aux
quelles elles sont soumises et on les compose d’après les lois de 
la statique. Cette méthode appliquée à un conducteur placé dans 
un diélectrique polarisable constitué d’après les idées de Mos- 
sotti donnerait des résultats erronés et si on l’appliquait au cas 
d’un diélectrique constitué conformément à la théorie de 
Maxwell et aux idées exposées dans le présent numéro, on trou
verait une attraction infinie. En effet ce conducteur ne pourrait 
se déplacer sans déranger les sphères de Mossotti ou les cellules 
conductrices, ce qui produirait un travail électrostatique néga
tif et par conséquent une résistance dont il y a lieu de tenir 
compte ;
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i°  Il ne faudrait pas non plus pour calculer U partir de la for
mule :

ce qui donnerait U = o  puisque p = o .
En effet la fonction n’est pas continue puisqu’elle varie brus

quement quand on passe d’une cellule à l’autre. Si nous reve
nons aux petits condensateurs dont je  parlais tout à l ’heure et si 
nous appelons q et q' les charges des deux armatures, © et cp' 
leur potentiel ; q-\-q' sera de l’ordre de X, mais ce n’est pas une 
raison pour qu’il en soit de même de q's-\-q''J puisque œ —  ©' 
n’est pas un infiniment petit de l’ordre de X.

On a d’ailleurs

/  p* = ^ ( î + î O»

/  P ? ^ = 2 1('7'-P +  (/V )e,2¿r

les intégrations étant étendues à un volume quelconque et les 
sommations h tous les petits condensateurs contenus dans ce 
volume.

On conçoit donc comment la première intégrale peut. être 
nulle sans que la seconde le soit.

286. V ite s s e s  d e p rop a g a tion  d e s  p er tu rb a tion s  é le c t r o 
m ag n étiq u es . —  Cherchons comment se propagent, dans les 
diverses théories électromagnétiques en présence, les pertur
bations électrodynamiques. Si les vitesses de propagation qui 
sont fonctions des quantités X, k et K sont accessibles à l’expé
rience, ce sera un moyen de déterminer quelqu’une de ces quan
tités.

On a dix équations aux dérivées partielles définissant les dix 
quantités u, ç, w, a, ¡3, v, F , G, H et cp.

Considérons en effet un diélectrique de pouvoir inducteur K. 
On a (n° 280, éq. [2]),

4 Tzf d ’ü f/F
K —  X dx dt
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En différentiant par rapport à t, et en tenant compte des
. . d f  .. .relations u =  —l~ , etc., il vient

4t~u d d 2 F
K — ). d.vdl dl2 ’

4ttc d2,f  dlQr
Tï — k ^ ~ l h j d t ~ ^ F ’

4itn» d2,z d2 II
K — A dz-dt di2 ’

d’autre part on a les équations

4^« :

4 w :

4tU(U =

dy
dy

da
n

d$
IL·

¿ P ,  )
dz ” dxdt ’

¿Y , d~?
dx ' dydt, '

da. 
dy ^  dzdl ’

les équations ( 19) du n° 275

et

a  =  pa 

] b =  p|3

UV

dl\ dG
dy dz

dV rfll
dz dx

dG . dV
dx dy

¿F  dG d\\ do
-5------h  - 7 -  H— 5—  =  — *>> - r -dx dy ■ dz dt

Considérons maintenant une perturbation électromagnétique 
dans le milieu diélectrique. Supposons qu’on ait une onde plane 
perpendiculaire à 0 ,r : les quantités qui figurent dans les équa
tions précédentes seront donc fonctions seulement de x  et 
de t.
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Ces équations deviennent par suite,

(I)
(P’-o

K — \ dxdt

(II) d2G
K — 1 ~  dl* ’

(III) 4~m d1 II 
K — 1 di* ’

(IV) . d* s

(V) · ¿ï
4'“’-  *  ·

(VI)

CTi-l
^ P̂

v

II

(VII) p.a =  o,

(VIII) ■
¿11

(IX)
dG

(X)
¿b” _  ] } di_ 
dx . dl

i °  Étudions d’abord l ’o x d e  e o n g i t u d i n a l e . Supposons donc 
que

G == II — v =  w =  a =  ¡3 =  y == o.

Il reste F , ®, u et on n’a qu’à satisfaire aux trois équations 
(1), (IV) et (X)‘: les autres sont satisfaites d’elles-mèmes. 

Comparons (I) et (IV) ; on a,

( I )
4 TCK =  — (K — )*)

æ f
dxdt

æ  f
dl*

- ( K - X ) ,

d2? _
dxdi(IV)
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d’où

d’où encore, 

d^F

1 d} 9
K — X dxdt

d h

cïv d lF_____1
dxdt dd

dtl dxdt
1

K — X
d2z K

dxdt K — X ’

d’autre part en di/Férentiant la relation (X) par rapport à x, il 
vient

¿2F n  æ 'ï
dx2 1 ' dxdt (

d’où
d1? _  i d1 F v

dxdt AX dx2
d2F

La relation précédente en ■  ̂ , - devient ainsi

d2 F d2F K
de dx1 (K— \ )ki

La vitesse de propagation des ondes longitudinales est donc,

Y  —  l / ____ - ______
1 V (K—).)A).

2° O ndes transversales . —  On peut satisfaire aux équations en 
posant ’

F  =  II =  zt =  iv =  a =  [3 =  » = :  o.

Restent G, y, v et les trois équations (II), (V) et (IX) 
Comparons (II) et (V) ; on a

d2 G(II) 4~e —-  —  (K — X)

00 1IIU

d’où
i dy 

K — À dx

d e

æ  g  
de
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d’autre part en diiférentiant (IX) par rapport à x, il vient,

dy i d2 G
dx u. dx'1 ’

Il en résulte que,

d1 G i d2G
dt* ~  ¡j. (K — a) dx1 '

La vitesse de propagation est donc,

287. — H y a des cas où l’onde longitudinale ne peut se pro
pager. Ce sont les cas où,

k =  o ;

>■ =  o ;
K =  ),

La vitesse de propagation est alors infinie. C’est l ’hypothèse 
de Maxwell ; les vibrations sont alors transversales.

Pour les ondes transversales, si ).= K , la vitesse de propagation 
est infinie. C’est ce qui a lieu dans l’ancienne théorie de Mos- 
sotli, d’après laquelle X est égal à la valeur K0 du pouvoir in
ducteur du vide; p.0 =  i . Dans cette théorie, dans le vide (ou 
dans l’air), il n’y a pas propagation d’onde transversale, pas plus 
que d’onde longitudinale.

Dans la théorie de Maxwell, il n’y a que des vibrations trans
versales et leur vitessse de propagation V2 est égale à la vitesse 
o de la lumière. Nous nous supposons placés dans le système 
électromagnétique, l ’expérience nous apprend que K0 est l’in
verse du carré de la vitesse de la lumière ; p.0 =  i .  Si on donne à 
X la valeur o, on a V2 =  c. Si on donne à X une valeur positive 
différente de o, on a pour Va une vitesse supérieure à celle de la 
lumière. La théorie de Maxwell se déduit donc de la théorie de 
Ilelmholtz en faisant X —  o.
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288. — Reprenons les équations du n° 46 avec cette valeur de )». 
Nous avons,

I 4r f  ¿a ■ ¿F
K dx dt '

4 lî«· do dG
K ' dy dt '

4-A > ¿3  ¿11
K dz dt ’

4« k
¿y ¿¡3
dy dz '
¿a ¿y

dx'
. , ¿S ¿a

I a  =  ua

 ̂ c =  uy 

T ¿F
J ~  ¿ 7  +

¿H dG
~  dy ÔjX>

¿F ¿11
dx

_  dG ¿F
dx dy

dG ¿H
dy 1 dz o.

DilTérentions les équations du second groupe respectivement 
par rapport à x , y, z ;  il vient

du
dx

dv
dy

, dw
• - s - “ 0

c’est-à-dire —  o. L’électricité est incompressible; tous les 

courants sont fermés.
p ne varie pas avec le temps ; si p =  o à l’origine, la densité 

vraie de l’électricité est toujours nulle.
On voit en somme que si )> — o, le k d’Helmholtz n’entre pas 

dans les équations. On passe donc à la théorie de Maxwell en 
faisant ), =  o et en laissant k quelconque.

Poincaré. Electricité et Optique. 22
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. Ilelmholtz dit dans sa préface cju’on passe à la théorie de 
Maxwell en faisant k —  o. Ce n’est pas exact; on obtient bien, 
en faisant k =  o, l'équation J =  o (n° 26), mais pour déduire de 
la formule donnant V, la vitesse des ondes transversales telle 
qu’elle est dans Maxwell, on est obligé d’introduire des hypo
thèses complémentaires. C’est d’ailleurs ce qu’IIelmholtz explique 
dans le courant de l’ouvrage en complétant ainsi l ’assertion de 
sa préface qui a cependant trompé quelques personnes (*).

Au contraire, en faisant L =  o, cela suffit. Il n’est pas éton
nant qu’on n’ait pas à donner à k une valeur particulière pour 
faire rentrer la théorie de Maxwell dans celle de Ilelmholtz : 
Maxwell ne considère que des courants fermés, k doit donc tou
jours disparaître des équations.

Nous avons montré seulement jusqu’ici en quoi consiste la 
théorie de Maxwell et comment on peut la faire rentrer dans 
celle de Ilelmholtz. Il restera à donner les raisons qui doivent la 
faire adopter de préférence il toutes les autres.

289. —  Revenons aux ondes transversales : le courant est di
rigé suivant Oy et la force magnétique suivant Oz ;  ces deux per
turbations, électrique et magnétique, sont dans le plan de l ’onde, 
mais perpendiculaires entre elles.

La lumière, d’après Maxwell, est une perturbation électro
magnétique; mais on peut supposer que le plan de polarisation 
de la lumière est perpendiculaire à la vibration électrique et 
contient la vibration magnétique, ou faire l ’hypothèse inverse. 
La question de la direction de la vibration par rapport au plan 
de polarisation paraît plus accessible à l’expérience dans le cas 
de l’électricité que dans le cas de la lumière; et l ’on peut attendre 
des expériences électromagnétiques des arguments en faveur de

(') Ilcmlhollz dit en effet que pour passer de sa théorie u celle de Maxwell il con
vient de faire :

k =  o, e =  oo

ce qui avec nos notations revient à faire :

k =  o, X =  o,

0  =  CO ,

CO .
Il n’y a aucune raison pour faire k  =  o ni x  =  0 0  » ĉ u m omentqu’on fait X — o, 

on retrouve la théorie de Maxwell quels que soi *nt k  et x .
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l ’une des deux hypothèses. Pour Maxwell, la vibration lumineuse 
est parallèle à la force magnétique ; et celle-ci est dans le plan 
de polarisation, conformément à l’hypothèse de Neumann et 
contrairement à celle de Frcsncl; le courant est perpendiculaire 
au plan de polarisation.

Une remarque encore sur la vitesse de propagation des ondes 
longitudinales. À étant différent de zéro, on pourrait se débar
rasser de ces ondes en faisant k =  0 ; mais où pourrait arriver au 
même résultat en. faisant À- négatif. On aurait alors des rayons 
évanescents et l ’on retomberait sur les idées de Cauchy (’), mais 
dans ce cas l’équilibre est instable comme nous l’avons démontre
(n° 34). %

J ’ai exposé d’ailleurs dans la Théorie mathématique de la lu
mière qu’avec les idées de Cauchy, l ’éther serait en équilibre 
instable.

(') Poincaré, T héorie m athém atique de la  lum ière, p. 55, n° 47· G. Carre et 
C. Naud, éditeurs.
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CHAPITRE PREMIER
THÉ ORI E  DE HERTZ

. É L E C T R O D YNA MI QU E  D E S  C O R P S  EN R E P O S

290. — Avant d’entrer clans l’étude détaillée de cette théorie, 
commençons par indiquer en quelques lignes les idées que Hertz 
avait sur le point de départ des autres théories électrodynami- 
ques proposées avant lui.

Il constate d’abord qu’en allant de l’idée de la simple action à 
distance à l’action par l’intermédiaire d’un milieu, on peut se 
placer à plusieurs points de vue différents (·) :

i° Action à  distance. —  Pour que cette, action puisse s’exercer 
il faut que les deux corps entre lesquels elle s’exerce existent en 
môme temps ; s’il n’y en a qu’un seul, cette action électrique ne 
peut pas exister : c’est le point de vue astronomique de l’attrac
tion réciproque.

2° Point de vue de la  théorie du potentiel. —  On suppose 
que la force électrique existe même avec un seul corps électrisé, 
avant qu’on introduise dans le champ un autre corps électrisé.

3° Polarisation du diélectrique. —■ On suppose les diélectri
ques constitués de cellules qui s’électrisent par influence. Si on 
considère un condensateur, les forces qui s’exercent entre les 
armatures seraient alors dues non seulement aux charges des 
deux armatures, mais aussi aux charges des cellules. C’est le 
point de départ de la théorie de Poisson.

Si on attribue aux cellules le rôle principal, les forces à dis
tance ne jouent plus alors qu’un rôle minime; on ne peut cepen
dant les négliger faute de supprimer en même temps l’action par 
influence sur les cellules : c’est l ’iclée de Ilelmholtz.

(') Hertz. Untersuchungen über A usbreitung d er  electn schen  K ra ft , p. 2 ? 
(Leipzig, Barth, 1 8 9 2 ). Voir aussi L a  Lum ière électrique  du 2 1  mai 1 8 9 2 .
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4° Suppression de toute action à  distance. —  Le champ con
siste alors en une certaine polarisation du diélectrique : c’est l ’idée 
de Maxwell. Cependant le livre classique de Maxwell ne s’expli
que pas complètement en partant de là. Ilertz attribue ce défaut 
de clarté à deux causes :

a) Le mot « électricité » n’a pas un sens précis dans ses rai
sonnements : il l ’emploie pour désigner l ’électricité dans le sens 
vulgaire, dans le sens fluide incompressible, etc.

. b) L’ouvrage de Maxwell ne forme pas un seul ensemble 
d’idées : il donne plusieurs théories se rapportant au même 
sujet, puis il les abandonne successivement, de sorte qu’on y 
trouve plutôt un mélange de théories qu’une théorie unique.

En somme, Hertz n'admet que les équations établies par 
'Maxwell, en laissant de côté le texte de son ouvrage classique 
comme étant obscur, et il essaie, en se posant ses équations 
finales d’avance, de faire une théorie y conduisant.

C’est cette théorie de Hertz que nous nous proposons d’expo
ser et discuter en détail.

Toute la théorie de Hertz est contenue dans deux mémoires 
célèbres qu’il a publiés en 1890 et qui sont intitulés : Sur les 
équations fondam entales de l'èlectrodynamique des corps en 
repos (*) et l ’autre Sur les équations fondam entales de Vèlectro- 
dynamique des corps en mouvement (2). Il y aurait peut-être 
des réserves à faire sur cette distinction peu justifiée, car les 
actions électriques étant mesurées au moyen de petits corps qui 
sont mis en mouvement, ces petits corps en mouvement modi
fient un peu le champ ; mais on peut supposer qu’ils le modi
fient peu . '

Nous diviserons donc l’étude de la théorie de Hertz en deux 
parties : l ’électrodynamique des corps en repos et l ’électrodyna- 
mique des corps en mouvement, et nous emploierons les nota-

(4) Hertz . N achrichten von d er Kœnigl. G esellschaft , mars 1890, et La Lum ière 
électrique  du 19 juillet 1890 et numéros suivants.

(2) Hertz. W iedeman's A nnalen , t. X LI, p. 3G9; ou L a  Lum ière électriqu e  du 6  dé
cembre 1890 et numéro suivant.
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tions de Maxwell qu’on retrouvera aussi clans la théorie de 
Lorentz.

É L E C T R O D Y N A M I Q U E  D E S  C O R P S  E N  R E P O S

291. P rem ièr e  lo i fon d am en ta le . — Considérons une sur
face S, quelconque, limitée par une certaine courbe fermée C. 
Nous savons que si le champ varie et si le contour de la surface 
est constitué par un fil, il naît alors dans ce fil un courant d’in
duction et la force électromotrice d’induction est représentée 
p.ar l’intégrale de ligne,

/  Ie
que nous écrirons plus simplement / s /

Fig. 44.

le s ig n e ^ s ’étendant aux composantes du vecteur (P, Q, R) qui

représente la force électrique, et aux coordonnées x, y , z.
L’expérience nous apprend que cette force électromotrice qui 

prend naissance dans les circonstances énoncées plus haut, est 
égale à la dérivée par rapport au temps du flux d’induction ma
gnétique qui traverse la surface S limitée par le circuit en ques
tion.

On a donc,

(0 P dx =  4 -dt
p (Iv. +  m P -\- «y) dta,

l’intégrale·du premier membre étant étendue à toute la courbe C 
qui limite la surface S et l’intégrale du second membre s’éten
dant à toute la surface S.

(I, m , n sont les cosinus directeurs de l’élément ¿ce.)
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292. E q u ation s  fon d am en ta les  de H ertz et de M ax w ell.  — 
Transformons le premier membre de la relation (i) à l ’aide du 
théorème de Stokes ; il vient,

l’intégrale du second membre s’étendant à toute la surface S. 
La relation (i) devient donc,

D’où, en identifiant les coefficients de Ido), mchu, «dio,

¿ira dQ dR
dt dz dy ’

dû. ¡3 dR dP
dt dx dz ’

d r ( dP dQ
dt ■ dy dx

Ce sont les prem ières équations fondam entales de Hertz.
Si, au lieu de considérer le flux d’induction magnétique 

d’après Hertz, on considère le flux d’induction magnétique 
d’après Maxwell qui désigne par o, b, c les composantes de l ’in
duction magnétique, on obtient

(»)

da
dt
db_
dt
de
dt

dQ dR
dz dy ’
dR dP
dx dz ’

dP dQ
dy dx
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Introduisons maintenant le potentiel vecteur ,· posons avec 
Maxwell

dF

(3 )

F, G, II étant les composantes du potentiel vecteur et <¡1 étant Je 
. , „ . dF dG  ¿11

potentiel électrostatique,— , — , —  représentent les compo

santes de la force électromotrice d’induction d’origine magné-
d<p cHi d i  .

tique et -y-, représentent les composantes de la force
(dtXd (ilJ  ÇL&

électromotrice d’induction d’origine électrostatique.
Remplaçons dans (2) P, Q, R par leurs valeurs (3) ; il vient,

d m d m
dydt
dm

d.zdt ’
dm

dzdt 
d2 G -

dxdt ’ 
d2 F

dxdt dydt

d’où, par intégration,

d  II dG

b =

dy
dF
dz

dG
dx

dz
dll
dx
dF
dy

Cb,

+ c-,
4- C,c.

Mais on peut supposer nulle la constante d’intégration ; en 
effet, nous avons la relation (n° 102)

dn
dx

db
dy

de
dz (Maxwell)
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et, d’autre part, nous ne savons définir le potentiel vecteur que 
par ses dérivées ; il n’est donc déterminé qu’à une constante 
près.

Il reste alors,
¿II d  G
dy dz '

7, ¿F ¿II
dz dx '
dG ¿F

C — dx dy

293. Courant total.  — Rappelons rapidement les idées de 
Maxwell sur la nature du courant électrique, pour les comparer 
à celles de Hertz.

Maxwell désigne par les lettres u, v, w les trois composantes 
du courant total, c’est-à-dire le courant de conduction plus le 
courant de déplacement. Mais qu’entend-on par déplacement 
électrique ? — Considérons un diélectrique placé dans un champ 
électrique ; ce diélectrique, par suite de l’action du champ se 
trouve dans un état d’équilibre contraint, analogue à l’état dans 
lequel se trouve un ressort lan de. Maxwell représente cet état 
d’équilibre par un vecteui; qu’il appelle déplacement électrique ; 
il représente ses composantes par f ,  g , h ; il désigne en outre 
les composantes du courant de conduction par p , q, /·. Si le champ 
électrique dans lequel se trouve le diélectrique est variable, le 
déplacement électrique sera naturellement variable et il résulte de 
cette variation du déplacement électrique un phénomène que 
Maxwell appelle courant de déplacement. Il désigne ses compo
santes par

d f  dg dh
dt dt ’ - dt ’

qui sont, comme on le voit, les dérivées par rapport au temps 
des composantes du déplacement électrique.

Ce courant de Maxwell produirait, d’après lui, les mêmes effets 
électrodynamiques que les courants ordinaires ; c’est là une 
hypothèse qui a été pleinement justifiée par les expériences de 
Hertz. .
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COURANT TOTAL 34g

Ainsi donc, d’après Maxwell, le courant total est représenté par,

, V
“ = P + l k ’

. d"
’  =  i  +  - ï T ’

ih

294. —  Voyons maintenant quelles sont les lois qui régissent 
les courants de conduction et de déplacement.

Les courants de conduction sont régis par la loi d’Ohm,

p P, q — \ Q, /• =  XR.

). étant un coefficient dépendant de la conductibilité du milieu. 
Seulement, cette loi suppose que dans le milieu conducteur con
sidéré, le courant n’a à vaincre que ce qu’on appelle la résisr 
tance caractéristique de ce milieu qu’il traverse ; mais si dans ce 
milieu il y avait aussi des forces électromotrices d’origine chi
mique ou thermique, des effets Peltier, etc., il faudrait alors 
représenter dans notre formule ces forces par un terme complé
mentaire; appelons P0, Qu, R0 ces termes complémentaires ; il 
viendrait alors dans ce cas,

— 1\),  <7 =  M Q - Q o)> /■ =  a ( R — r „).

Quant au déplacement électrique il est proportionnel à P, Q, R; 
Maxwell représente ses composantes par '

h

K est ce qu’on appelle le pouvoir inducteur spécifique du dié
lectrique. Dans le vide, ce coefficient est égal a l’inverse du 
carré de la vitesse de la lumière.

Maxwell démontre en outre la relation suivante (n° 87),

(6)
du
dx

dv dw

Cette relation signifie que si l ’on tient compte des courants 
de conduction et des courants de déplacement, il n’y a alors que 
des courants ferm és.
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Ilertz, dans sa théorie, introduit à la place du vecteur ( f ,g,  h) de 
Maxwell un autre vecteur qu’il appelle induction électrique et 
dont il représente les composantes par ?

On voit que ce nouveau vecteur de Ilertz est égal au vecteur 
if, g, li) de Maxwell au facteur 4 "  près.

295. S econ d e  lo i fon d a m en ta le . — Reprenons la surface S 
précédemment considérée, limitée par la courbe G et considé
rons une masse magnétique décrivant cette courbe ; cette masse 
magnétique est soumise de la part du champ extérieur à une force ; 
le travail de celte force est représenté par l ’intégrale de ligne,

l’intégrale étant étendue au contour C.
L ’expérience nous apprend que cette intégrale est égale au 

produit, changé de signe, du facteur constant 4  te par la quantité 
d’électricité qui traverse la surface S ; on a donc,

296. —  T ransformons la première intégrale par le théorème 
de Stokes, comme nous l’avons fait précédemment pour l’inté
grale de ligne de la force électrique, la relation (7) devient alors,

KP, KQ, KR.

J  y à )

(7)

cl’où, en identifiant les coefficients de Ww, mdto, ndu>,

(9)

relations de Maxwell.
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Mais il importe de remarquer que P expérience n’a jamais porté 
que sur des courants fermés ; son extension au cas des courants 
non fermés (décharge d’un condensateur par exemple) a été faite 
par Maxwell, comme nous l’avons déjà dit plus haut,- à condition 
de prendre pour courant total la valeur

d f
u = i ‘ + f r  .

297. — Remplaçons maintenant dans (9) 1 1 , e, ( V ,  par leurs 
valseurs (5), il vient

È L
dy - Z T  =  477;+47k7 P
dx dy di>'
— - 7 7 7 = 4w/ +  4^ ’

dh_
dt

dz
'dp

dx
d<x

dx dy
: 4 W  +  471

Or,
KP ,, , rf/· 1 ¿KPf =  — , etc. ; d ou ~  =  —  ■— — , etc. ;

‘ 4î t . dt 4tc dt ’

les relations (10) deviennent donc,

¿K P dy dp

( " )

dt
rfKQ

dl
dKR

dy
dx
dz
dp dx

■ 4w.dt dx dy 

C’est le deuxième groupe des équations fondamentales de Hertz.

293. —  La relation (7) peut se mettre sous une autre forme. 
Nous avons,
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Or, d’après (i i)

JKPrfu

—  4^ ' Ipdtt);

Remarquons que si notre surface S se trouve placée dans un 
diélectrique, le courant de conduction est nul et la relation-(12) 
devient,

ZKP¿<i>.

299. D éfinition de l ’é le c tr ic ité  et du m ag n étism e d ’ap rès  
H ertz. —  Voici comment Ilcrtz définit les quantités d’électricité 
et de magnétisme qui se trouvent à l’intérieur d’un volume T 
limité par une surface S.

Hertz distingue d’abord le magnétisme libre et le magnétisme 
vrai, puis l’électricité libre et l’électricité vraie.

La quantité de magnétisme libre à l ’intérieur du volume T est, 
p ar  définition , le flux de force magnétique total à travers la 
surface S qui limite le volume T, divisé par 4K·

Le magnétisme vrai se définit de la même manière, seulement ’ 
au lieu de considérer le flux de force magnétique on considère 
le flux d’induction magnétique. On peut par conséquent écrire 
symboliquement,

)
\

magnétisme libre 

magnétisme vrai

flux de force magnétique 
4u

flux d’induction magnétique
411;
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U électricité libre, c’est le (lux clc force électrique divise par 
4tc ; seulement comme je  prendrai les unités électromagnétiques, 
il faut introduire en plus le facteur K0 (valeur de K dans le 
vide).

LJélectricité vraie, c’est le flux d’induction électrique divisé 
par 4 ·̂

On a donc encore,

, . . flux de force électrique
électricité libre =  ■--------------- ------------------X  K0,

flux d’induction électrique 
électricité vraie = ------------------ --------------- 1— .

4"

Nous voyons donc que, pour Ilcrtz, ce qu’oit appelle électricité 
et magnétisme ce n’est pas un fluide, ce n’est pas quelque chose 
de matériel, mais bien une expression purement analytique : 
une intégrale ; ce qui existe effectivement c’est la force élec
trique et la force magnétique. Hertz suppose le champ électrique 
et le champ magnétique bien déterminés quand on se donne en 
chaque point la valeur du vecteur appelé force électrique ou 
force magnétique (*).

300. — Traduisons les définitions précédentes analytiquement. 
Commençons par le magnétisme libre.

Magnétisme libre. —  Considérons qn élément de volume dx, 
limité par une surface S. Le flux de force magnétique à travers S 
a pour valeur :

/ dy. d'i
 ̂dx dy

dx.

Désignons par M la densité du magnétisme libre ; nous avons 
pour cette densité, par définition,

( . 3 ) i M  =  £  +  f  +dx dy
dr
dz

E dv.
dx

(*) Hertz indique deux cas où la connaissance des deux vecteurs (P, Q, R) ; (a, P, 
y) ne suffit pas pour déterminer toutes les propriétés du champ magnétique ; c’est 
le cas du m ag n étism e p e rm a n e n t  et le cas de la  d isp ersion . (Voir Poincaré, O scilla 
tion s é le c t r iq u es , p. 7. G. Carré, éditeur.)

Pojncaré. Electricité et Optique. 23

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



354 ÊLEC TR O D Y N A M IQ U E D E S CORPS E N  R E P O S

Or, d’après Maxwell,

/ a  =  et —f— 4 „ A ,  

¿ =  ¡3 + 4 * B , 

( c =  y 4~C ;
par conséquent,

c’est la densité du magnétisme libre.

Magnétisme vi'ai. — On a, en appelant M, la densité du ma-
gnétisme vrai, 

(i5) 4*M, =  2  f

si nous posons,
a  =  pot +  4tiA0, 
¿i =  -j- 4t:B 0,
c =  uy  +  4TtC0 ;

de sorte que A0, B0, C0 soient les composantes de l’aimantation 
permanente, on aura,

S da  V I . V I
sr= 0 = 2 j * +4"2j*r;

par conséquent,

La densité du magnétisme vrai a donc la même expression 
que celle du magnétisme libre, à cela près que les composantes 
de l’aimantation totale sont remplacées par les composantes de 
l ’aimantation permanente.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



É L E C T R IC IT É  VRAIE E T  É L E C T R IC IT É  LIR R E 355

Le magnétisme libre c’est donc le magnétisme total, tant 
permanent qu’induit ; le magnétisme vrai, c’est le magnétisme 
permanent.

Electricité vraie. — C’est celle qui se porte par conduction ou 
convection sur la surface des conducteurs ; on a, en désignant 
par p sa densité,

. V  dK?
4 * ?  =  2 j  i s

or,

—,— =  f ;  etc., 4tt: '
donc

( ! 7)

O
 ^

^
 |̂

3

IICL.

relation de Maxwell. -

Electricité libre. — En appelant p, la densité de l’électricité 
libre, on a,

2 f/K„P
dx ’

d’où

( > 8 )
I V ' ¿K. P

^ = ^ L r d T ·

Quelle différence y a-t-il au point de vue physique entre ces 
deux quantités d’électricité ? Pour nous rendre compte de cette 
différence considérons un conducteur électrisé et un diélec
trique séparé du conducteur par une lame d’air. Il y a , de 
l’électricité vraie à la surface du conducteur ; mais il n’y en a 
pas à la surface du diélectrique. Quant à l’électricité libre, elle 
existe à la surface du conducteur et à même densité que l ’élec
tricité vraie, mais il y a aussi de l’électricité libre à la surface 
du diélectrique. Elle est due aux charges « apparentes » pro
duites par la polarisation du diélectrique.

Si maintenant le conducteur est au contact du diélectrique 
qui, par exemple, le recouvrira complètement, il y aura de 
l’électricité vraie à la surface du conducteur,.mais il n’y en aura
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pas sur la surface extérieure du diélectrique ; il y aura électricité 
libre à la surface extérieure du diélectrique ; il y en aura 
également à la surface de séparation du conducteur et du diélec
trique mais la densité de l’électricité libre et celle de l’électricitc 
vraie à cette surface ne seront pas les mêmes.

301. Remarque. —  Supposons que nous ayons une surface S 
fermée et placée dans le vide ; supposons qu’à l’intérieur de 
cette surface puissent se trouver des corps conducteurs, des 
diélectriques ou des corps magnétiques. En tous les points de 
la surface S on a

( *= i î K =  K0;

par conséquent sur ccttc surface il y a égalité entre la force 
magnétique et l ’induction magnétique ; quant à la force élec
trique et l ’induction électrique, elles sont égales au facteur K0près. 
Les flux correspondants seront par suite égaux deux à deux : il 
en résulte que la quantité totale d’électricité vraie est égale à la 
quantité totale d’électricité libre et que la quantité totale de 
magnétisme libre est égale à la quantité totale de magnétisme 
vrai. Seulement à l’intérieur de la surface on pourrait avoir une 
répartition différente.

VERIFICATION BU PRINCIPE DE LA CONSERVATION DU MAGNETISME 

ET DU PRINCIPE DE LA CONSERVATION DE l ’ÉLECTRICITÉ

302. — Commençons par le principe de la conservation du 
magnétisme et- faisons cette vérification en 
partant du magnétisme vrai.

Considérons une surface S fermée. Il s’agit 
de démontrer que le flux magnétique à travers 
cette surface est constant.

Détachons de S un élément de surface dut. 
La surface restante S' sera ainsi ouverte. Le 
flux d’induction à travers la surface totale S 
diffère infiniment peu du flux d’induction à 

travers S'. Il s’agit donc de démontrer que le flux à travers S'
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est constant et que par conséquent sa dérivée fest nulle. 
Or nous avons

la première intégrale étant étendue à la courbe C limitant 
l’élément de surface du  et la seconde à la .surface S '; or, cette 
courbe est infiniment petite vu la petitesse de du ; l ’intégrale 
de ligne en question peut par conséquent être considérée comme 
nulle et il reste alors,

d_
dt

pIctdu =  o,

et par suite

p¿a¿w =  Ctc.

C. Q. F. D.

303. —  Pour 1”électricité, on démontrerait de la môme manière
que

ctdx =  o,

l ’intégrale étant étendue à la courbe C. 
Et en tenant compte de ( 12)

les intégrales étant étendues à la surface S' ou à la surface 
fermée S qui en diffère infiniment peu.

Or, la première intégrale représente la quantité d’électricité 
qui sort de la surface S par conduction ; la seconde intégrale
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représente le flux d’induction électrique à travers la surface S : 
c’est bien là le principe de la conservation de l ’électricité.

VÉRIFICATION DU PRINCIPE DE LA CONSERVATION DE l ’ÉNERGIE

304. —  Les équations de Ilertz' sont-elles conformes au 
principe de la conservation de l’énergie?

Pour vérifier cela, voyons de quoi se compose cette énergie. 
Ilertz admet que l’énergie totale se compose de l ’énergie élec
trique et de l’énergie magnétique. D’après Maxwell, l ’énergie 
électrique a pour expression

2 izd'c 
~ K ~

que nous écrirons pour abréger,

r
( r9)

1-r.dx V t
~K" Z J  ’

l ’intcgrale étant étendue à l’espace tout entier. 
D’après Ilertz l’énergie électrique a pour valeur

(20) (h
Ikz KP2.

Ces deux expressions (iq) et (20) sont équivalentes; il suffit, en 
effet, de nous rappeler que le vecteur (KP, KQ, KR) de Ilertz 
est égal au vecteur if, g , ïi) de Maxwell au facteur 4^ près.

Mais il n’en est plus de même pour l ’énergie magnétique. 
Dans ce cas non seulement il n’y a plus accord entre la formule 
donnée par Maxwell et celle donnée par Hertz, mais encore 
les tomes I et II du Traité classique de Maxwell ne sont pas 
d’accord entre eux sur ce point. >

Ainsi Maxwell dans le tome I de son traité, quand il s’occupe
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des aimants sans parler de courants, donne pour expression de 
l’énergie électromagnétique

d-z
(Aa +  B p + C y  )-£■  =  —

l ’intôgration étant étendue à tous les éléments de volume d': de 
l’espace.

Quand il s’occupe des courants il donne l’expression sui
vante,

(22) ( o a + ap+ c y ) | L = j

Or, il est aisé de voir que ces deux expressions de Maxwell 
ne sont pas compatibles entre elles. En effet, s’il n’y a pas de 
courants mais seulement des aimants, la deuxième expression 
de Maxwell est nulle. Plaçons-nous dans ce cas. On a donc,

d’où

w  - / v 2 a“= / î 2 >*

Or le premier membre de cette relation représente la pre
mière expression de l ’énergie électromagnétique de Maxwell. 
On voit donc que ces deux expressions de Maxwell sont com
plètement inadmissibles.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



36o ËLECTRO D YN A M IQ V E D ES CO RPS E N  R E P O S

Ilcrtz donne comme expression de l’énergie magnétique la 
formule suivante,

(24)
<k_
8-

2

On remarque facilement que cette expression est identique à 
l’expression (22) de Maxwell quand il n'y a  p a s  de magnétisme 
permanent (A0 =  B 0 =  C„ =  O).

S ’il n’y a que du magnétisme permanent et pas de magné
tisme induit (p =  1) alors l’expression 'de Hertz se réduit à

i d-z
/ 8t:

expression identique à l’expression (21) de Maxwell (d’après la 
relation (23) que nous venons d’établir).

' 305. — Adoptons l’expression de Hertz. Hertz donne comme 
expression d’énergie totale tant électrique que magnétique l’ex
pression suivante,

m  [ £ K,>‘+ £  !

d’où, en diflerentiant par rapport à t,

<U_
dl

¿KP d ’J.ZL . .
Remplaçons dans.cette relation — et - j -~ par leurs valeurs 

tirées des équations (I) et (II) de Hertz (p. 346 et 35 1 ) il vient,

(26)
dJ_
dl

— I

t.
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Je dis que la première intégrale du second membre est nulle. 
En effet, remarquons que cette intégrale peut s’écrire,

l’intégration étant étendue à l’espace tout entier.
D’autre part nous savons que, U étant une fonction quel

conque, on a “

rfü
dx <h—  o,

car toutes nos fonctions s’annulent à l’infini et nos intégrales 
sont étendues à l’espace entier. On a donc,

d i = o :

il en résulte que l’intégrale (27) et par conséquent la première 
intégrale du second membre de (26) est nulle.

La relation (26) devient donc

(28)
cü_
dl

P'pd-z.

Quelle est la signification de cette équation ? — Prenons l ’axe 
des x  parallèle à la direction du courant dans l’élément d-z et 
prenons pour élément de volume un petit cylindre de section dv 
et de longueur d  S.

On a,
d’z =  d<? dS,

la relation (28) peut donc s’écrire,
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Or PrfS exprime la force électromotrice ; désignons-la par E ; 
l’autre facteur pdz  exprime l’intensité du courant ; désignons 
par i cotte intensité; la relation (29) devient donc finalement,

rfj
dt

E/.

Or Ef représente la chaleur de Joule ; le principe de la con
servation de l’énergie est donc vérifié par les équations de Hertz. 
L ’expression de l’énergie magnétique de Hertz est donc la  seule 
acceptable.
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CHAPITRE II

ÉLECTRODYNAMIQUE DES CORPS EN MOUVEMENT

Jusqu’à présent nous ne nous sommes occupé que des corps en 
repos : nos circuits ne se déplaçaient pas. Nous allons envisager 
maintenant le cas des circuits en mouvement. L’étude des phéno
mènes qui se présentent dans ce cas constitue l’électrodynamique 
des corps en mouvement.

306. D ér iv ées  p a r  rap p ort au tem ps. — Désignons les 
composantes de la vitesse de la matière par £ ,7), Ç et soit U la 
valeur d’une fonction en un point M (x, y, z) ; cherchons la 
dérivée par rapport au temps de cette fonction.

Deux cas peuvent se présenter : 
i° Le point M (x, y , z) est fixe.
2° Le point M (x , y, .s) est entraîné dans le mouvement de la 

matière.
On aura par conséquent deux sortes 

de dérivées par rapport au temps : 
i° La dérivée de la· fonction U en sup

posant M (x, y, z) fixe ;
2° La dérivée de la fonction U en sup

posant que M (x, y , z) est entraîné dans 
le mouvement de la matière,

Dans le premier cas, la valeur de U au temps t-\-dt sera

M

U -4- et, dans le second cas, elle sera U +  ^  rfi, en dési

gnant par —  (avec des ô ronds) les dérivés d’une fonction par

rapport au temps quflnd le point (x, y , z) est entraîné dans le 
mouvement de la matière ; — nous ferons usage de cette conven-
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tion toutes les fois qu’on aura à considérer des dérivées par 
rapport au temps.

Calculons maintenant cette dérivée —  ·
ô t

Considérons donc un point M (x , y, z), successivement à 
l’époque t et à l ’époque t -f- dt. Ce point étant entraîné dans le 
mouvement de la matière, ses coordonnées x , y, z subissent des 
accroissements.

dx =  zdt, 
dy =  ridl, 
dz =  Kdl,

et il vient alors pour valeur de cette dérivée

( 0
0 U _ d U  . ¿ U  ¿U r dV_ 
¡St —  dt +  * dx + 71 ~dÿ + 15 ~dz

307. Induction  d an s un c ircu it en m ou v em en t. —  Considé
rons un vecteur quelconque (a, ¡3, y), une surface S limitée par 
une courbe C et l’expression

ZIxdu).

Proposons-nous d’évaluer la dérivée de cette expression par 
rapport au ternjrs.

Pour fixer les idées supposons que le vecteur considéré soit la 
force magnétique (a, ¡3,· y) ; l ’expression (2) représentera alors ce 
qu’on appelle *le flux de force magnétique ' à travers la surface 
considérée.

Il y a deux manières d’envisager la question.
i° On peut supposer que la surface S reste fixe, et dans ce cas

la dérivée en question s’écrit -^-(avec des d  ordinaires) d’après

notre convention.
20 On peut supposer, qu’au contraire, la surface S', au lieu de 

rester fixe, se déplace, entraînée dans le mouvement de la matière,
9«

et vienne en S ': dans ce cas c’est la dérivée-^-(avecdesô ronds)

qu’il faut considérer.
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ôcl>
Je me propose d évaluer cette seconde dérivée . Quand t

augmente et dt et qu’en même temps la surface S est entraînée 
dans le mouvement de la matière 
et vient en S', <I> subit alors un 
accroissement représenté par

d<I>
1 T

dl.

Cet accroissement peut être dé
composé en trois parties distinc
tes. Soit S" une surface annulaire qu’on peut faire passer par les 

circuits CC, C'C'.qui limitent les sur- 
•jQj faces S, S'. Les trois parties de l’accrois- 
; sèment sont :

'JQiî i° L’accroissement subi pendant le
temps dt par le ilux qui traverse la sur
face S. Cet accroissement a pour valeur

Qh -
q/L .

d<l>
dt dt.

2° Le flux qui traverse la surface annu
laire S". Je désignerai par Spfl cet accrois
sement ;

3° La différence entre le flux qui tra
verse S - ) -S "  et le flux qui traverse S'. 

J ’appellerai 32<I> cette différence.
On a donc,

Fig. 4 8 .

(3)
d<ï>
U

dt-
d<ï>
dt

Evaluons chaque terme du second membre séparément. 
d(D>

D’abord, pour — , on a, en différentiant <i> par rapport

à t,
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Calculons maintenant o,?).
Soit CC la courbe qui limite la surface S ; au bout du temps dt 

cette courbe vient en C'C' et si nous considérons deux points PP, 
limitant un arc PP, sur la courbe C, au bout du temps dt cet 
arc viendra en P'P',.

Considérons le petit quadrilatère P P ^ 'jP ' formé par les deux 
arcs PP, et P'P', et les deux petites droites PP', P, P',. Ce petit 
quadrilatère est assimilable à un parallélogramme. Appelons du> 
son aire et évaluons le flux de force magnétique à travers cette 
aire. A cet effet menons par les sommets du petit parallélo
gramme des droites PQ, P,Q„ P'Q', P',Q', représentant la force 
magnétique en grandeur et direction, et considérons le petit 
parallélipipèdc ainsi formé. Je dis que le volume de ce parallé- 
lipipède représente le flux cherché. En effet

vol“  du paraP  =  d o  X  hauteur

• et la hauteur c’est la composante normale de la force magnétique, 
par construction.

Le calcul du flux cherché sc ramone donc au «aïeul du volume, 
du parallélipède PP, P'P', QQ, Q'Q',.

Evaluons ce volume. Observons à cet effet que PP' c’est le 
chemin parcouru pendant le temps dt par le point P ; les trois 
composantes de ce petit chemin sont, en désignant par ij, v,, Ç, 
les composantes de la vitesse du point P (qui est la môme que la 
vitesse de la matière), \dt, 't\dt, X,dt.

Le volume du parallélipipèdc en question est donc

dx dlj dz dx dy dz

\dt ■r\dt U t =  dt l A ç

. a ? Y a P Y

Pour avoir le flux total il faut intégrer cette expression, il 
vient alors,
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Développons le déterminant qui figure dans le second membre ; 
en désignant par X , Y, Z ses mineurs, il vient,

donc

_
dl

X =:·)'·„ - P C  
Y =  a Ç - Y5, 
Z = P 5 —  «r,;

la dernière intégrale étant étendue au contour C.
Transformons cette dernière intégrale par le théorème de 

Stokcs, il vient,

Calculons maintenant S./I>.
Nous avons désigné par ce symbole la différence des flux qui ■ 

traversent S -)- S" et S'. Remar
quons d’abord que ces surfaces 
sont limitées par une même 
courbe C7.

Pour avoir Ba<l> considérons 
un élément de surface (foi de S 
et par les différents points de 
cet élément menons des lignes de force ; nous déterminerons 
ainsi des tubes de force qui découperont sur S7 un élément (foi7. 
Quel est le flux total qui traverse le petit cylindre ainsi formé ? 
Si nous désignons par d'z le volume de ce cylindre infiniment 
délié, ce flux a pour valeur

et il provient de l’excédent du flux qui traverse (foi sur celui qui 
traverse (foi7 et du flux qui traverse les parois latérales du cylindre.

cUi)
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Mais remarquons que ce dernier est nul : h travers les parois 
d’un tube de force ne passe pas de flux. Le flux total (6) est 
donc la différence entre le flux qui traverse du' et celui qui tra
verse du : c’est précisément la quantité que nous voulions cal
culer.

Mais il nous reste encore à évaluer di. Or nous avons sur la 
figure

<fc =  IIXdw,

a

II étant la hauteur du petit cylindre dont les bases sont du  et du',
c’est-à-dire la projection de AB sur 
la normale à S.

Remarquons que le point A sur la 
surface S, à l ’époque t, appartient à la 
surface S' à l’époque t-\-dt : il vient 
en G, voisin de B. D’autre part, on a,

proj. AB =  proj. AC +  proj. CB,

V
B dM' 

Fig. 5o.

et comme CB est un arc situé sur S'* la projection de CB est 
un infiniment petit d’ordre supérieur.

Reste donc à évaluer la projection AC.
Or, les trois projections AC sur les axes sont

\dt, r,dt, X̂dt ;

par conséquent

proj. AB =  (/£ -+- mrt -f- îiQ dt.

Voilà donc la hauteur du cylindre (en supposant que les deux 
surfaces S, S' sont infiniment rapprochées l’une de l’autre).

La valeur du volume dx est alors

d'z =  (/£-)-mv\ -f-nÇ) dtdu  — dudt /  f i i

et l ’expression (6) devient,

o c b = ^ ^  +  - f ÉL\
d z ) '

ou encore
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En intégrant cette expression il vient,

La relation (3) peut maintenant s’écrire,

et en remplaçant X, Y, Z par leurs valeurs,

Posons pour simplifier,

( 1( K - " · ) -  i  M - r ô - s X - E T ’
\ f] ,1 -v 't  dx

(9) m = - E  ( r .  -  z r  ( K — ' J - ' X - Î T '

P oincaré. Électricité et Optique.
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Ô<I>
la relation en —— devient 

dt

1 0 )

C’est la formule que nous voulions établir.
Les considérations qui précèdent s’appliquent à un vecteur 

quelconque : on n’aura qu’à remplacer dans (io) le vecteur 
(a, [3, y) par un vecteur quelconque; on aura ainsi des expres
sions analogues à [a], [j3], [y] qu’on déduira des relations (9) en 
remplaçant le vecteur a par le vecteur considéré.

308. T héorèm e. — Nous nous proposons de démontrer encore 
le théorème suivant qui nous sera utile dans la suite.

Prenons un vecteur quelconque —  (a, ¡3, y) pour préciser les 
idées —  et considérons la valeur absolue de ce vecteur, valeur 
que je  désignerai par N de sorte que

N2 =  a2+ p 2 +  y2 ;

je  dis que

Pour démontrer cette relation, considérons un élément de 
surface dio quelconque et exprimons le 
flux qui traverse cet élément.

Soit N' la normale à cet élément et 
désignons par 0 l ’angle que fait le vecteur 
(a, ¡3, y) avec cette normale.

Le flux en question a alors pour valeur,,

<b =  N cos §du>.

Calculons
é < I >

~dt
Supposons pour cela

que nous ayons affaire à un corps solide ; dans ce cas si rh 
Ç sont les composantes de la vitesse de la matière, ces compo
santes satisferont à une certaine relation qui exprimera que le
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corps solide se déplace sans se déformer, c’est-à-dire cju’on aura,

d%   d-f\   dZ,  

dx dy dz ’

di ¿ 7) __ dr\ dZ, __ dZ, ^

dy ‘ dx dz dy dx dz

ô<I>
Formons —— . Il vient 

dt

■ 9« 9N . , XT . 99——== —— cos Dan) — jN sin (J ——.
9l 9t dt

Supposons qu’à l’instant l le vecteur N soit perpendiculaire à 
dts> ; on a alors

9= 0 ; c o s 9 = i ;  sin 0 =  0 ;

et la relation précédente devient,

9$ 9N
dt 91

do).

Cette nouvelle expression de 9‘I; doit être égale à celle trou
vée précédemment (10). En identifiant ces deux expressions il 
vient

9N 
9/

en multipliant cette relation par N et en remarquant que

jl  vient finalement 

( " )■  ·

'

ZN =  a,
/«N =  ¡3,

N —  
dt

V  dy.
~ 2 j L~dT

c’est la relation annoncée. Mais n’oublions pas que cette démons
tration suppose que l ’élément de surface da> appartient à  un corps 
solide.
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309. E q u ation s  fon d am en ta les  de H ertz. —  Ces prélimi
naires étant établis voyons comment fait Ilertz pour trouver les 
équations fondamentales de l ’électrodynamique des corps en 
mouvement.

Rappelons pour cela les lois fondamentales que nous avons 
trouvées pour les corps en repos.

Considérons une surface S limitée par une courbe C. ■

P rem ière loi. —  L’intégrale de ligne de la force électrique, 
étendue à la courbe C, est égale à la dérivée par rapport au 
temps du flux d’induction magnétique qui traverse la surface S 
limitée par le contour C, c’est-à-dire

Comment cette loi doit-elle être interprétée pour les corps en 
mouvement ? Doit-on supposer la surface S fixe, ou bien entraî
née dans le mouvement de la matière ? —  Cette question est 
tranchée par l’expérience : l ’expérience prouve, en effet, qu’on 
doit supposer la surface S comme étant entraînée dans le mou
vement de la matière.

C’est ainsi qu’un circuit mobile dans un champ invariable est 
le siège de courants d’induction. Je n’insisterai pas sur ces faits 
expérimentaux : j ’admettrai seulement la conclusion. C’est donc

la dérivée (avec des ô ronds) qu’on doit considérer pour les

corps en mouvement. N

P rem ièr e  lo i  fon d am en ta le . — Il résulte de ce qui précède que :
U  intégrale de ligne de la  force électrique, étendue au con

tour C, est égale à la dérivée p a r  rapport au temps du flux d'in
duction magnétique qui traverse la  surface  S limitée p a r  le con
tour C, cette surface étant supposée comme entraînée dans le 
mouvement de la  matière.

L’expression analytique de cette loi est la suivante,
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Transformons cette expression. Le théorème de Stokes n.ons 
donne pour la première intégrale,

ldu>
( d q
\ ds

¿ R \
dy /  '

Quant au second membre transformons-le en lui appliquant le 
théorème que nous avons démontré plus haut (formule io) et 
qui, avons-nous dit, s’applique à un vecteur quelconque.

Nous avions pour le vecteur (a, ¡3, y)

d<I>
HT H ) ;

pour le vecteur (¡¿a, p.|3, ¡¿y), qui nous intéresse en ce moment, 
nous aurons donc,

ldt.ù (■d'j/J.
\ dl

La relation (12) peut alors s’écrire,

Ida dQ
dz

d R Y
dy y Idtù

et en identifiant les coefficients de Ww, indu, ndu> des deux 
membres de cette relation, il vient

( I )

dfj.cr. _ d q
dt dz

1
v3f2_2L ¿R

dt ■ dx

dp  y _ dP
dl

dR
dy
dP
dz

+  [H-

+ !> ? ] .

dy
d q  1 r n 

■ +

ce sont les équations fondamentales de Hertz pour les corps en 
mouvement.
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.Rappelons que [pa], [p(3], [pv] ont pour valeurs,

[¡“ 1 i* « — '■ )- i  p W - ï ' )  -

d

w  =  é  <* w  -  T3 -  i l  *  (r*  -  W -  ¿2 r £ -

l>P] =  ¿ t p Cï

d

310. —r Maxwell raisonne de la même manière, seulement au 
lieu de considérer le vecteur (pa, p[3, py), il considère le vecteur 
(a, b, c) qùi représente l’induction magnétique suivant lui ; il 
obtient ainsi,

dQ ¿R

(i3)

j da 
dt 
db_ 

■ dt 
de

dx·

rfR
dx

dP

dy
d?
d.ii
dQ

dt dy 

[a], [Z>], [c] ayant pour valeurs

dx

-[a],

-M .

dy

J l
l i z

JL
dx

dz

. . .  ,  X ’I da  V't da  ..V't da  .
car les derniers termes ç > —j — /  Td— ’ ’  Z-Tdx sont nu ŝ

si on tient compte de la relation de Maxwell

da
2 -dx

o.

Dans ces équations (i3) de Maxwell, les deux premiers termes 
des seconds membres expriment l ’induction magnétique due à 
la variation du champ et le troisième terme [a], [Z>], [c] exprime 
l’induction magnétique due au mouvement du circuit.
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C o m p a r a i s o n  e n t r e  l e s  r e l a t i o n s  f o n d a m e n t a l e s  d e  H e r t z

E T  C E L L E S  DE M A X W E L L

311. —  Y a-t-il identité entre les équations (I) de Hertz et les 
équations (i3) de Maxwell ? Remarquons que si les deux systèmes 
d’équations paraissent avoir une certaine analogie quant à leur 
forme, il n’en est plus de môme des vecteurs qui y figurent : le 
vecteur de Hertz a pour composantes pa, p{3, py, tandis que 
celui de Maxwell a pour composantes

a  =  oc -j- 

b =  ¡3 +  4 i ïB , 

c =  y +  4^C.

Pour qu’il y ait identité entre ces deux vecteurs, il faut
que

a  =  pot, b =  p ,3, 1 c —  py,

c’est-à-dire qu’il n’y a identité entre ces deux vecteurs que dans 
les corps dépourvus de magnétisme perm anent;  n’ayant par con
séquent que du magnétisme induit.

Cependant les équations (I) et (i3) peuvent à certaines con
ditions se ramener l’une à l’autre.

Posons en effet,
- ' « =  p« 4 -  4^A0,

b =  p? +  4*B„,

c =  py +  4^C0, , ,

Â0, B 0, C0 étant les composantes de l’aimantation permanente. 
On tire de ces relations

/ [a ] =  [pa] +  4,T[A(J,

( i 4)  W  =  M + 4 4 B J ,

( M =  [pyJ +  44CJ,
car a, ¡3, y entrent linéairement dans [a], [¡3], [y].
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Cela posé, retranchons membre à membre les relations (i3)des 
relations (I) ; il vient

d ôc da(i5)
dt dt

[pa] — [a]

et deux autres équations symétriques de celles-là que je  n’éeris 
pas.

Ces équations doivent être satisfaites pour qu’il y ait identité 
entre ces équations de Ilertz et celles de Maxwell.

Tirons [pa] — [a] des relations (i4) et substituons sa valeur 
"dans (15), il vient,

djjict
dt

da
dt =  —  4* [AJ,

ou, en remplaçant a  par sa valeur

(16)

les deux dernières de ces équations s’obtenant comme la pre
mière.

Ainsi il y aura identité entre les équations de Hertz et celles 
de Maxwell si les équations ( 16) ont lieu.

Supposons maintenant que les aimants permanents soient des 
corps solides qui, en se déplaçant, entraînent avec eux leur 
aimantation permanente. Je dis que, dans ce dernier cas, les 
relations (16) sont légitimes. Considérons, en effet, dans un solide 
aimanté qui entraîne avec lui son aimantation permanente, une 
surface quelconque et évaluons le flux (<f>) qui traverse cette 
surface et qui correspond au vecteur (A0, B0, C„). L’aimantation 
permanente étant entraînée en bloc, on a alors

dt o.
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Or nous avons, pour le vecteur (A0, B0, C J (p. 3^o),

(M >

dt

donc

et par conséquent,

( ~2t — [A«])=  O’

dK
di

dB,
dt

dC0
dt

■ [AJ,

[B „],

IC J.

C. Q. F. D.

Ce sont bien les relations (16) que nous obtenons. Il y a donc 
identité entre les relations (I) de Hertz et les relations (i3) de 
Maxwell, à condition que l’aimantation soit permanente et qu’elle 
ne soit pas modifiée par le déplacement de l’aimant. Ces relations 
cesseraient d’être équivalentes si les corps aimantés ne conser
vaient pas leur aimantation permanente, si par exemple ils étaient 
désaimantés par la chaleur. Si les corps aimantés ne sont pas 
des corps solides, mais se déplacent en se déformant, il 11’y aura 
pas non plus équivalence entre les deux systèmes d’équations, à 
moins qu’on ne fasse des hypothèses particulières'sur l’influence 
de ces déformations sur l'aimantation.·

Donnons un exemple d’un cas où les deux systèmes d’équa
tions conduisent à des conclusions contradictoires. Considérons 
un tore d’acier aimanté uniformément ; il n’a pas d’action sur 
un morceau de fer placé à l’extérieur, mais sa magnétisation 
n’est pas nulle : on peut, en effet, la faire apparaître en coupant 
le tore en deux parties qui agiront comme deux aimants ; par 
contre, il n’y a pas de magnétisme vrai à l’intérieur du tore. 
— Modifions .maintenant son aimantation en le chauffant
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apres l’avoir entouré d’un fil conducteur enroulé en hélice. 
Que va-t-il s’y passer ? Les relations de Maxwell annoncent 
un courant d’induction dans le fil ; d’après les relations de 
Hertz, il ne doit pas y avoir de courants d’induction dans le 
fil. On obtient donc des conclusions contradictoires. —  Peut- 
être d’ailleurs aucune des deux formules n’est-elle applicable à 
un cas de ce genre.

312. D eu xièm e lo i fon d am en ta le . —  Nous avons trouvé pour 
les corps en repos la relation suivante,

(>7) o.dx =  4 iï ,Pd‘> + - ü ¿KPcA.0,

où le premier membre représente l’intégrale de ligne de la 
force magnétique, le premier terme du second membre exprime 
la quantité d’électricité qui traverse la surface S par conduction 
et le dernier terme du second membre représente le flux d’in
duction électrique qui traverse cette môme surface.

Cette relation est-elle encore valable pour les corps en mou
vement ? En d’autres termes, faut-il supposer la surface S fixe 
ou bien entraînée dans le mouvement de la matière ?

Par analogie avec le .cas précédent, où on considérait le flux 
d’induction magnétique, Ilcrtz admet qu’on doit considérer la 
surface S comme étant entraînée dans le mouvement de la ma
tière.

C’est donc aux vérifications expérimentales de confirmer ou 
d’infirmer cçtte hypothèse de Hertz. Nous verrons dans la suite 
que beaucoup d’expériences confirment les conséquences qu’on 
tire des formules de Hertz bâties sur cette hypothèse.

La relation (17) devient donc pour les corps en mouvement,

( > 8 ) a dx —  4t: ZKPifiu,

et elle constitue la seconde loi fondamentale de l ’électrodyna- 
mique des corps en mouvement.
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313. C ourant to ta l de H ertz .— Transformonscette relation (18). 
Le premier membre devient en lui appliquant le théorème de 
Stokes,

D’autre part, le dernier terme du second membie a pour 
valeur, d’après un théorème précédemment démontré (p. 3^o)

l  j  s — J  I > ( " - [KP1)·

La relation ( i 8) devient donc,

d’où l’on tire,

i È l
\ dlJ

¿¡3
dz =  kr.p

¿KP
1 +  ~ d T -  [KP]:

(>9)
J da. 
) ~di

dy
dx =  4^7

■dKQ 
+  dt -  [KQ]

i Ë
J d.x

da.
dxj

=  4^r
dKR

dt
-  [KR].

Posons maintenant,

% ■ ( 4«/H
¿KP

dt - [ K P J  = = 47t« j

(20) j kr,q-\ ’ ÆKQ 
• dt

- [ K Q ]  = : 4t:c,

4 ^ 4
¿KR

dt -  [KR] = : 4 7W,
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u, v, w seront les composantes du courant total (courant sus
ceptible de se manifester par un champ). Les relations ( 1 9) de
viennent ainsi,

d r . d&
T , — i =

dv. dy .
dz dx =  4w,

dâ da.

Ces équations sont analogues aux équations ( 19) de Maxwell, 
pour les corps en repos (n° 51), à cela près que u, v, w ont des 
valeurs différentes de celles appartenant aux mêmes lettres des 
équations (19).

Voyons en quoi diffèrent ces valeurs.
Des équations (20) on tire

u == p  ■ 

v =  (J

_i_ dKP
4«

W =  /’ +  -7—

dl
i_ ¿KQ

4ti dt
dKR

4tt: dl

■ 4 ^ [KP]’

■ i t K q i ,

" i t K R ] ;

or

il vient donc

( a i )

— -  =  /■; etc.,
47:

dit r/1
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[/]> té'])'[A] ayant d’ailleurs pour valeur,

Comparons ces relations (21) que nous venons d’obtenir avec 
lès relations (5) de Maxwell (n° 293), on voit que dans le cas 
présent on a des termes complémentaires qui ne figurent pas 
dans les relations analogues de Maxwell. Ce sont les termes [/], 
[*'], [/*]·

314. — Quelle est la signification de ces termes? Pour le voir, 
explicitons d’abord ces termes. A cet effet, posons,

X  =  -  é<,

Y =  f i  -  AÇ,

d’autre part nous avons,

Y _ £ _ pZ j dx ~  p’
p étant la densité de l ’électricité.

Les relations (21) deviennent alors

d f  , / dY dL \
U~ P +  d T ^ f i ^  (“ “ X " ) ’dz d y P

22
__ , dy (dZ  dX\

f’ _<7 +  ¿T +  P/‘ +  j ’

dh Y /  dX dY \
w- r + - d r + ? ' +  V d j - ^ j ) ·

Ces relations nous indiquent que le courant total se compose 
de quatre parties : x
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i° Le courant de conduction (/;, q, r),

2° )) déplacement ^
d f  dg dh 
dt ’ dt ’ dt

3° » convection (pi. p-0, pÇ),

4° » r dY dL d'L rfX))
L dz dy ’ dx dz '■

Indiquons sommairement comment l’expérience a pu déceler 
l’existence des deux derniers courants.

M. Rowland (*) a reconnu que le transport mécanique cl’une 
charge électrostatique équivaut à un courant dirigé dans le sens 
du mouvement : En employant un disque isolant électrisé, et en 
le faisant tourner avec une grande rapidité il a observé la 
création d’un champ magnétique.

Supposons maintenant qu’un diélectrique se déplace dans un 
champ électrique constant mais non uniforme ; supposons, par 
exemple, un disque d’ébonite mobile autour d’un axe vertical et 
un système de quatre secteurs métalliques qui couvrent complè
tement le disque; en électrisant les secteurs en diagonale, comme

+++++++++

Fig. 5 i.

l ’indique la figure, on obtient deux champs de sens contraires : 
celui de gauche est dirigé de haut en bas et celui de droite de 
bas en haut. Le champ en un point quelconque de l’espace sera 
invariable, mais le disque qui est animé d’un mouvement de rota
tion traversera successivement des régions où le champ aura des 
valeurs égales et de signes contraires : la polarisation du diélec-' 
trique subira des variations rapides et on aura comme résultat un

(*) Les expériences de M. Rowland ont élé connues d’abord par un rapport de 
Helmholz (Pog’g·. Ann., t. CLVIII, p. 487) et publiées ensuite dans VAmerican  
Jou rn al, 1878. Voir aussi Jou rn a l de P hysiqu e , i 1« série, t. VI, p. 29 eUt. V III, 
p. 214. — Rowland et Hutchinson. Phil. M ag., 5® série, t. XXVII, p. 4 4 5  et Jou r
n a l d e P hysique, 2° série, t. VII, p. 5 3 o, 1889.
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courant qui pourra être mis en évidence par un galvanomètre. 
C’est ce courant qui a été mis en évidence par Röntgen (').

Seulement les conditions expérimentales sont très compliquées 
et les expériences excessivement délicates et d’ailleurs purement 
qualitatives, de sorte que les résultats obtenus par Röntgen ne 
peuvent ni confirmer ni,infirmer l’exactitude de l’expression 
analytique de ce courant.

315. — Interprétons ces résultats. — Considérons un diélec
trique et adoptons pour l’instant les idées de Mossotti sur les 
diélectriques [^sphères conductrices extrêmement petites, dissé-· 
minées dans une substance non conductrice jouissant des 
mêmes propriétés que l’air, qui s’électrisent par influence et qui 
produisent ainsi la polarisation du diélectrique (2j J . Plaçons ce 
diélectrique dans un champ électrique : deux cas peuvent se 
présenter.

i° L e champ est variable avec le temps. — Dans ce cas on 
observera un courant dans les petites sphères conductrices ; le 
courant aura pour composantes

K - K 0 d f  
' K  dt'
K - K 0 dg 

K dt ’
K — K0 dh 

K dt ’

K __K
c’est le courant de déplacem ent de Maxwell au facteur — ^—- près.

Rappelons que K désigne le pouvoir inducteur spécifique 
du diélectrique et K0 le pouvoir inducteur spécifique do l’air.

Remarquons que si le diélectrique était de l’air, K deviendrait 
égal K0 et le courant de déplacement disparaîtrait dans ce 
cas.

(*) Röntgen. Sitzungsberichte d er  B erlin er A kadem ie d er  W issenschaften ;  2Ö fé
vrier 1 885, et P h ilosoph ica l M agazine, mai i885. '

(*) Voir la  première partie, chapitre u .
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2° Supposons maintenant le diélectrique mobile et le champ 
non uniforme, mais ne variant pas avec le temps. Les sphères de 
Mossotti seront alors le siège d’un courant de la forme,

I K — K0 f  dY dZ\
K U *  dy )  ’

K — K0 (  d l  dX\
K ~  [ d x  ~  d z ) '

K - K„ ( d x  _  dT\ _
K \ dy d x )  '

c’est le courant de Röntgen au facteur--- ^—0 près.

Ce courant est donc dû à un changement d’orientation du 
diélectrique même sans que le chariip électrique varie. Ainsi un 
observateur invariablement lié au diélectrique verra varier l’état 
de polarisation du diélectrique et il y aura par rapport à lui pro
duction de courants de déplacement.

/

Passons maintenant aux idées de Maxwell sur les diélec
triques.

D’après Maxwell, tous les diélectriques sont constitués de la 
même manière : des petites sphères conductrices séparées par 
des interstices remplis d’un isolant dont le pouvoir inducteur 
spécifique est extrêmement petit ; l’air, le vide, sont constitués 
de la même manière d’après Maxwell : c’est là la différence 
entre les idées de Mossotti et les idées de Maxwell sur les diélec
triques. Le rôle de diélectrique est ici joué par les interstices, 
ou, pour être plus précis, par la matière qui remplit ces 
interstices et qui a, avons-nous dit, un pouvoir inducteur spé
cifique extrêmement petit. En faisant par conséquent K, = o  dans 
les relations précédentes on doit trouver les expressions des 
mêmes courants d’après Maxwell et Hertz. On trouve, en effet, 
comme composantes du courant de déplacement
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et comme composantes du courant de Röntgen

dY dz
dz dy
dZ dY
dx dr
dX dY
dy dx

C’est bien l’expression du courant de Rœntgen qui figure 
dans les seconds membres des relations (12). — On aurait donc 
là un moyen de décider sur la légitimité de l’hypothèse de 
Maxwell ou de l’hypothèse de Mossotti sur les diélectriques. 
Malheureusement les expériences que Rœntgen a instituées pour 
mettre en évidence l’existence de ce courant sont insuffisantes 
et d’ailleurs purement qualitatives, comme nous l’avons déjà 
fait remarquer : ' elles ne peuvent nous fixer sur la valeur exacte 
de ce courant.

Quoi qu’il en soit on arrive à la conclusion suivante : Le cou
rant total se compose de quatre parties,

1° Le courant de conduction,
2° ■*» déplacement
3° » Rowland,

4° » Rœntgen.

V É R I F I C A T I O N  D E S  P R I N C I P E S  D E  L A  C O N S E R V A T I O N  D E  l ’ É L E C T R I C I T É  

E T  D E  L A  C O N S E R V A T I O N  D U  M A G N E T I S M E

316. —  Nous allons montrer que la théorie de llertz pour 
l’électrodynamique des corps en mouvement est conforme aux 
principes de la conservation de l’électricité et du magnétisme. 
Commençons par le principe de la conservation du magnétisme.

Principe de la  conservation du magnétisme. —  Considérons 
une surface S et supposons qu’elle soit presque complètement 
fermée et entraînée dans le mouvement de la matière.

Poincaré. Électricité et Optique. . , 25
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Nous avons la relation (')

(o J ' 2 / d x = ' ^ ï  j *  2 ^ “’

l ’intégrale du premier membre étant étendue à la courbe qui 
limite la surface S. Dans le cas particulier où nous nous 
sommes placés, cette intégrale de ligne est très petite, et. à 
la limite, quand la surface S est complètement ferjnée elle est 
nulle. La relation (i) devient donc dans ce dernier cas

ô7
l\)McUù — o.

ce qui signifie que

/ ¡J .a fZ tO  : :C‘e

Or cette intégrale représente le flux d’induction magnétique 
qui traverse la surface S, et qui est, au facteur constant 4^ près, 
la quantité de magnétisme vrai à l’intérieur de la surface 
en question (d’après la définition même du magnétisme vrai); 
c’est précisément le principe de la conservation du magné
tisme.

Principe de la  conservation de Vélectricité. 
trouvé

Nous avons

¿KPéÙo

l ’intégrale de ligne du premier membre s’étendant au contour 
qui limite la surface S.

(') Page 3 j2 , éq. ( 1 2).
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Si cette surface est fermée, cette intégrale est nulle et il reste

i ^\<AoKP exprime la quantité d’électricité vraie (par

définition). La relation (2) montre donc que la variation de la 
quantité d’électricité vraie qui se trouve à l’intérieur de la 
surface fermée entraînée dans le mouvement de la matière 
est égale à la quantité d’électricité qui traverse la surface S 
par conduction : c’est le principe de la conservation de l ’élec
tricité

t
317. P rem ièr e  rem arqu e. —  Remarquons que les équations 

de Hertz ne cessent pas d’être conformes au principe de la 
conservation de l’électricité si on y supprime les termes corres
pondant au courant de Rœntgen. Pour montrer cela, il me suffit de 
faire voir que la quantité d’électricité qui traverse la surface S 
sous forme de courants de Rœntgen est nulle. Or cette quantité 
d’électricité a pour expression

dZ \
d y )

Je dis que cette intégrale est nulle. Pour le voir il me suffit 
de démontrer que,

jL(£L—Ëî\+ J L ( Í L o
d x  \ dz  dy dy \ dx  dz J  d z \  dy d x  /

Or, cette .dernière relation est une identité bien connue.
Ainsi, donc,
L e principe de la  conservation de Vélectricité est vérifié soit 

avec les équations proprem ent dites de Hertz, soit avec ces équa
tions modifiées p a r  la  suppression des termes correspondant au 
courant de Rœntgen.
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318. D euxièm e rem arqu e. —  Je clis maintenant que,

Les équations de Hertz conservent la  même form e, soit qu'on 
adopte des axes fixes, soit qu'on adopte des axes mobiles ; en
d’autres termes,
»

,Les équations de Hertz gardent la  même form e dans le mouve
ment re la tif et dans le mouvement absolu.

En effet, les deux lois fondamentales d’où sont déduites ces 
équations peuvent s’énoncer ainsi : une intégrale simple prise le 
long d’une certaine courbe doit être égale à la dérivée par rap
port au temps d’une intégrale double étendue à une surface 
limitée par cette courbe, cette courbe et cette surface étant sup
posées entraînées dans le  mouvement de là tnatière. Il est mani
feste qu’un pareil énoncé est indépendant du choix des axes et 
qu’il reste le môme, que ces axes soient fixes ou mobiles. Les 
équations qu’on en déduit doivent donc être aussi les mêmes 
dans les deux cas.

Prenons en particulier la première équation fondamentale de 
Hertz,

¿pa
dt

d()
dz [pa]

et plaçons-nous dans le cas le plus simple : supposons que toute 
la matière soit entraînée dans un mouvement de translation. Ceci 
revient à supposer que Ç, y), Ç sont des constantes.

Considérons maintenant un système d’axes mobiles entraînés 
dans ce mouvement. Je  dis que nous tomberons sur les mômes 
équations que dans le cas d’un corps en repos.

■En effet, [a], dont la valeur est

devient dans ce cas [où (£, ■/],£) =  CtB],

dct.
dz
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et en remplaçant dans l’équation de Hertz ci-dessus [u.a] par la 
valeur que nous venons de calculer, il vient,

¿p.a c da da. „ da. __  ¿Q ¿R
dl dx ’ 1 dy dz dz ■ dy ’

or,
d]xa - ¿a ¿a „ ¿a ôpa
¿ î d x  1 d y  d z  ÔZ

c’est la dérivée par rapport au temps du flux d’induction magné
tique en supposant que la-surface S est entraînée dans le mouve
ment de la matière ; il vient donc,

ôpa ¿Q ¿R
ÔZ d z  d y

relation analogue a celle que nous avons trouvée pour l’électro- 
dynamique des corps en repos (n° 292).

Il résulte donc de là que la dérivée
O .

—  joue par rapport au

mouvement relatif le même rôle que jouait la dérivée par

rapport au mouvement absolu.

319. C on séqu en ces. — Cette dernière remarque entraîne deux 
conséquences : l ’une heureuse, l ’autre fâcheuse. La conséquence 
heureuse c’est que les équations de Hertz sont conformes au 
principe de l ’égalité de l’action et de la réaction ; la conséquence 
fâcheuse, c’est que ces équations ne peuvent pas rendre compte 
de certains phénomènes optiques.

Considérons un milieu transparent animé d’un mouvement de 
translation et traversé par des ondes lumineuses et considérons 
un observateur situé en un point de ce milieu et entraîné par le 
mouvement de ce milieu. Pour cet observateur tout va se passer 
comme si le milieu était en repos ; par conséquent la vitesse rela
tive, par rapport à des axes mobiles invariablement liés au milieu 
et à l’observateur, sera la même que si le milieu était en repos. 
Pour avoir la vitesse absolue il faut ajouter la vitesse de transla
tion des axes ; les ondes seront donc entraînées totalement dans 
le mouvement de la matière.
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Or, Fizeau, dans une expérience célèbre qu’il fit pour confirmer 
des vues théoriques de Frcsnel, montra que les ondes lumineuses 
ne sont pas entraînées par l’air en mouvement, mais si l’on rem
place l ’air par de J.’eau il y a entraînement/m/’ZiW des ondes. Les 
équations de Hertz sont donc impuissantes pour expliquer ces 
phénomènes optiques.

Pour expliquer cet entraînement partiel il faudrait modifier 
un peu les équations de Hertz. Or, rappelons-nous que les équa
tions de Hertz ne cessent pas d’être conformes au principe de la 
conservation de l’électricité si on y supprime les termes conte
nant le courant de Rœntgen ; nous l’avons montré un peu plus 
haut. Seulement en faisant cela, elles ne conservent plus la même 
forme dans les deux mouvements : relatif et absolu ; on pour
rait alors se demander si ces équations ainsi modifiées ne pour
raient pas expliquer l’entraînement partiel des ondes lumineuses 
et qui ne pouvait en aucune façon être expliqué par les équa
tions de Hertz non modifiées. C’est ce que nous allons tenter de 
voir. ■ ,

320. Entraînem ent partie l des ondes lumineuses. — Sup
posons donc que nous ayons affaire à un milieu transparent et 
écrivons les équations fondamentales de Hertz pour ce milieu ; 
nous avons,

d\xx
dt

¿p.j3
dl

d r ;
dt

¿KP
dt

¿ICQ
dt

¿KR
dt

[ p a ]

[KP]

¿Q ¿R
d/A) dy ’
¿R ¿P
dx dz '
¿ P . dÇ> ,

_  dy dx

dy d\3
dy dz ’

, ¿a ¿y
J dz dx 1

¿[3 dx
dx dy

Modifions ces équations en affectant les termes en [pa],
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[K P],...... . par' des coefficients H, Hj cpie nous ne déterminerons
pas pour le moment; il viendra (i)

(0

du.a. TT , dQ
~di— n M = * -

¿R 
dy ' 
dP 
d.z ’
dQ
dx

¿KP
dt

¿IvQ
dt

rfKR
dt

" ,[K p ] = i
¿P
dz ’

d'{
dx ' 
d% 
dy ’

Supposons maintenant que nous ayons affaire à des ondes 
planes et prenons le plan de l’onde perpendiculaire à l’axe des x  ; 
cela fera que nos fonctions ne dépendront que de x  et de t. Sup
posons de plus que le plan de polarisation soit perpendiculaire à 
l’axe des s ; cela veut dire que toutes les quantités qui figuraient 
dans les formules précédentes sont nulles à présent, excepté 
¡3 et R. Supposons enfin que [A =  i ,  ce qui n’est pas loin de la 
vérité, car en général les milieux transparents ne sont pas magné
tiques, et écrivons la deuxième équation du groupe (i) et la troi
sième du groupe (2) dans ces hypothèses.

D’aborcl [uj3] et [KR] deviennent.

■ -m = K«-S··
Les relations en question deviennent donc
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Appelons Y la vitesse des ondes ; on a alors,

d’où

p =  i|,(a; —  V î) 
R =  p(,*_Y*)

dR
d ^  =  5?

en désignant par tp' et <}/ les dérivées de p (j ; —  Yf) et de 
 ̂ (x — Vî). Calculons encore les dérivées de ¡3 et de R par rap

port au temps ; il vient

dt =  -V<]/,

dR
dt =  — Va'.

Les équations (3) s’écrivent alors,

- * ' ( V - I I Ü )  =  p', 
- i v f ' ( Y - i i 1i j)= 4 '.

En éliminant p' et <]/ entre ces deux équations on trouve fina
lement,

(Y—i;5)(V—U|E)=-jp
qu’on peut encore écrire

11+ II,
2 Ç

II — IL \2
+ · K

Or Ij c’est la vitesse de la matière, qui est très petite par rap
port à V ; le terme en ij2 est donc négligeable par rapport au 
premier et il reste simplement

V-
I I + I I ,

K ’
d’où enfin,

v = - U + - Î L ± Ü i ï .
v/k
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Cette relation nous montre que l’entraînement de l’onde n’est
TT i TJ

pas total, à cause du terme en----- -— -·; c’est en effet ce qu’on

constate par l ’expérience ; seulement pour que cette formule 
soit d’accord avec les expériences de Fizeau il faut que le coef

ficient —  ̂ 1 (coefficient d’entraînement des ondes) ait pour

valeur
II +  11, K — K„

2 _  K '

Conclusion. —  Pour que les équations de Hertz puissent rendre 
compte de certains phénomènes optiques, en particulier des 
expériences de Fizeau, nous avons été obligés d’affecter le terme

en [p.a] du coefficient ^  et outre que rien ne justifie l ’in

troduction d’un pareil coefficient on pourrait encore se demander 
si on ne se trouvait pas en contradiction avec les expériences 
d’induction magnétique (qui dépendent directement du terme 
en [ jax]); mais je  n’insiste pas davantage sur cette question, du 
moins pour le moment ; j ’ai voulu seulement indiquer les diffi'· 
cultés qu’on a à vaincre pour expliquer ces phénomènes optiques 
en partant de la théorie de Hertz ; ce sont ces difficultés que la 
théorie de Lorentz avait pour but de tourner.

321. R em a rq u e . — Dans le calcul que nous venons de faire, 
nous avons affecté le terme en [KP] et par conséquent le terme 
en \f\ d’un certain coefficient H,. Or ce terme en [f] représente 
les courants de Rowland et de Rœntgen. —  En ce qui concerne 
le courant de Rœntgen, nous avons dit précédemment qu’on ne 
peut pas encore fixer sa valeur ; mais il n’en est plus de même 
du courant de Rowland ; car on peut se faire une idée de sa 
valeur.

Les coefficients 11 ou II, ne devraient donc pas affecter les 
termes [KP] tout entiers, mais seulement la partie de ces termes 
qui se rapporte au courant de Rœntgen, celle qui se rapporte au 
courant de Rowland conservant le coefficient i . Il n’y a rien à 
changer de ce fait à l ’analyse qui précède et qui se rapporte aux
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phénomènes opticjues, car, dans les phénomènes optiques les 
ondes étant transversales, on a

Or (n° 300), éq. ( 17)

p étant la densité de l’électricité vraie. Donc p =  o ; il n’y a 
donc pas d’électricité vraie, et par conséquent,

le courant de Rowland n’existe donc pas.

^ V E R I F I C A T I O N  D U  P R I N C I P E  D E  L A  C O N S E R V A T I O N  D E  l ’ É N E R C I E

322. —  Les équations clc Hertz pour rclcctrodynamique des 
corps en mouvement sont-elles conformes au principe de la con
servation de l ’énergie ? Pour le voir, considérons l’expression de 
l’énergie totale, tant électrique que magnétique,donnée par Hertz,

<■) J“ /'T5r [ £ l “‘ + E K1“]·

Cette énergie provient de plusieurs causes. 11 y a d’abord 
l’énergie fournie par la pile (moins l’énergie dépensée sous forme 
de chaleur de Joule, effet Peltier, etc.). Représentons par

d t f  Udz

l ’accroissement de cette énergie pendant le temps dt.
Ensuite, si nous considérons un élément dz de la matière, cet 

élément subit de la part du champ extérieur des actions méca
niques ; soient,

Xdz, Y dz, U z
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les composantes d’une force extérieure au système, qui compense 
ces actions du champ. L ’élément dx étant soumis à ces deux 
forces antagonistes n’acquerra pas de vitesse, ce qui permettra 
de négliger la force vive de la matière.

Quel est, maintenant, le travail des forces extérieures qui ten
dent à accroître J ? En nous rappelant que nous avons désigné 
par

\dt, 1,(1/, Kdt

les composantes du déplacement de l ’élément dx, ce travail est 
alors représenté par

* J r f t ( X £ + Y 7 i+ X î : )

et le principe de la conservation de l ’énergie s’exprime par la 
relation suivante,

(*)
dS_
dt dx (U -(- Xç -|- Y·, -f- IX) ;

d’autre part, nous avons en diflerentiant (i) par rapport à t,

,<ü_ 
dt

Or le second membre de cette relation étant une fonction 
linéaire de %, r,, Ç et leurs dérivées, nous pouvons écrire,

P) £ =  / *(u. + v.5+v* + v.i'+v.:*+...)i

où U0 représente l’ensemble des termes indépendants de Y), X. 
L’intégration par parties nous donnera,

v ‘ 4 * = -

puisque les intégrations sont étendues a tout l’espace et que 
toutes nos fonctions s’annulent à l’infini.
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La relation (3) devient donc

dî_
dt u*+ï(v1- S _-")+'o(V~-")+Ç(v·—■>]

ou encore

(4 )
dj_·
HT' (U0 +  X.Ç +  Y.ti +  Z0Ç).

En identifiant cette expression (4) à la précédente (2), on 
trouve

U =  U0,

X = X„
y = y„z = z0.

ce qui signifie que la force qu’il faut appliquer à l’élément de 
volume dz pour équilibrer l’action du champ sur cet élément, a 
pour composantes,

i'

v - ,
( Zvdx.

et que, par conséquent, l ’action du champ est

( -  xA
-  v * ,

( —  'Lvdz. *

Cela va nous permettre de calculer l ’action du champ sur 
l ’élément dz.

323- E n e r g ie  é le c tro -c in é t iq u e  e t  én e rg ie  é la s t iq u e  d ’un 
ch am p  m ag n étiqu e . —  Mais avant de passer au calcul de cette 
action, indiquons une transformation utile pour les calculs qui 
vont suivre. '
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L’énergie magnétique a pour expression, d’après Hertz,

d’autre part nous avons

! a  =  oc -f- 4tïA - pa +  4~A0, 
j b =  ¡3 -f- 4ttB =  p¡3 +  4nB0, 
v e =  y +  4iîC =  py -f- 4ttC0.

(A, B, C) étant le vecteur que nous avons appelé aimantation 
totale et (A0, B0, C„) étant le vecteur que nous avons appelé 
aimantation perm anente ; nous tirons de là, ,

(p — i) a =  4iï (A — A0),

( p - i ) f ï = 4 *  (B — B„),
ÍP— 0 T =  4~ (c — c„),

(A — A0, B -— B0, C — G0) étant les composantes de l ’aimanta
tion induite. On en déduit aisément,

(p — =  (A —  A„)2; etc.,P I
d’où

pa2 =  a2 -\---- — (A — A Y ; etc.p— i

En substituant ces valeurs de pa2, p¡32, py2, dans la relation (i), 
cette relation devient,

w f -£ - !> ■ =

où la seconde intégrale du second membre est, au facteur---------

près, le carré de l’aimantation induite.
Quelle est la signification physique de cette relation ?
Nous savons que, d’après Ampère, dans un aimant' tout se 

passe comme s’il était parcouru par d’innombrables courants
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particulaires. Dans les aimants permanents ces courants sont tous 
orientés de la môme manière ; mais il n’en est plus de même 
dans les aimants induits. Pour expliquer, en effet, le fait que ces 
corps, susceptibles de s’aimanter par induction, s’aimantent dans 
un champ magnétique et qu’ils perdent leur aimantation dès que 
l’action du champ est supprimée 011 est obligé de faire une hypo
thèse supplémentaire : il faut supposer que ces courants d’Am
père ont une direction variable. Tant que le corps à aimanter ne 
se trouve pas encore dans le champ magnétique ces courants 
particulaires sont orientés indifféremment dans tous les sens; le 
moment magnétique est par conséquent nul : l ’aimantation résul
tante est nulle; mais dès que le corps en question se trouve placé 
dans un champ magnétique, les courants particulaires vont tendre 
à se rapprocher d’une orientation commune ; le moment magné
tique ne sera plus nul et ¡ ’aimantation induite apparaîtra. Le 
champ magnétique vient-il à être supprimé ? Les courants vont 
reprendre leur orientation primitive et le moment magnétique 
redeviendra nul. Tout se passe comme si le milieu magnétique 
était déformé par l’action du champ (comme le serait par exemple 
un ressort bandé) et reprendrait sa position d’équilibre, en vertu 
de la force élastique mise en jeu par cette déformation, dès que 
le champ aurait cessé d’agir. Il en résulte que l’énergie totale 
magnétique se composera de deux parties :

i° L'énergie électro-cinétique des courants particulaires, et 
20 l'énergie due ci la  fo rce  élastique , dont je  viens de parler.

Le premier terme de l ’expression (2) est l ’énergie électro-ciné- 
tique et le second terme,

représente cette énergie élastique particulière.
Maxwell, dans son raisonnement sur les aimants, a calculé 

seulement le travail des forces magnétiques proprement dites ; 
il néglige le travail de la force élastique que nous venons d’in
voquer; aussi son expression de l-’énergie magnétique est en 
désaccord avec le principe de la conservation de l ’énergie et
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même avec les résultats qu’il-a obtenus lui-même dans une autre 
partie de son Traité classique.

Voyons maintenant la valeur de cette énergie élastique. Sup
posons que les courants particulaires soient écartés de leur 
position d’équilibre primitif par l’action d’un champ magné
tique ; l ’énergie potentielle qui en résulte est proportionnelle à 
cet écart, si cet écart est petit ; par conséquent le moment 
magnétique résultant sera proportionnel à l’écart

et par suite le carré de l’aimantation induite sera proportionnel 
au carré de l’écart. Il en résulte que le travail des forces 
élastiques est proportionnel au carré de cette môme quantité : 
c’est bien cç que la seconde intégrale de la relation (2) in
dique.

324. C alcu l d es  a c tion s  m écan iq u es  e x e r c é e s  p a r  le  cham p  
électrom ag n étiqu e  su r la  m atière . — Nous avons vu précédem
ment que l’énergie totale se compose de l ’énergie magnétique 
et de l’énergie électrique. Désignons la première par J, et la 
seconde par J 2. Nous avons donc,

Comme nous l’avons déjà dit nous mettrons le principe de la 
conservation de l’énergie sous la forme,

(0
dJ_
dt

U / T +  / '(X .Ç +Y .ï!

La première intégrale exprime l ’énergie fournie par la pile
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moins l ’cnergie dépensée sous forme de chaleur de Joule, effet 
Peltier, etc. Il suffit pour s’en convaincre de remarquer que ce 
terme est indépendant de la vitesse de la matière. Il a donc 
même expression que dans le cas des milieux en repos, que nous 
avons examiné plus haut. La seconde intégrale représente le 
travail des forces extérieures que nous avons invoquées pour 
équilibrer les actions mécaniques produites par le champ. L’ac
tion du champ aura donc pour composantes suivant les trois axes,

( —  x 0 ch>
- Y o * ,

( ¿0

Pour calculer ces composantes je  supposerai que les différents 
corps matériels conservent le même p et le même K en se 
déplaçant dans l ’espace. Ceci revient à écrire que,

ôp _
dt °' 

or,
, _0p =  ^p , ¿P  r ^p

01 dt

ce qui peut s’écrire,

+  î + V 1 ^ + ^

ûp <7p
ÙZ dt ’ dx  ’

donc

du.

d p ^  - d\t.
dt / J dx

—j j  est donc fonction linéaire de X, yj, Ç. —  Prenons mainte

nant [pa] et développons cette expression, il vient,

on voit que cette expression est également une fonction linéaire 

de !·, 7|,Ç et leurs dérivées et il en sera de même de > etc.
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En effet, les équations fondamentales de Ilei'tz s’écrivent, 

d\x a. dQ (¿R. r , .
- * -  =  T T -  e ’

or

d’où

d\x% d a. . dix
~ ia r =   ̂Ht ^  % ~ d î’’

d-x dix a
dt dt

d\x
H t’

d%
u '—r— sera donc encore une fonction linéaire de tj, Ç et leurs 
1 dt
dérivées.

Ceci étant établi, évaluons Nous avons en différentiant
dt

par rapport a t l ’expression de J,, 

dJ
dt

et nous voyons, .d’après ce que nous venons d’établir, que la 

Jonction qui figure sous le signe J "  est linéaire par rapport à 

5, 7],  ̂ et leurs dérivées. Je puis donc écrire

d\
dt

d-z (Ü, +  II,),

où U, est l’ensemble des termes ne dépendant pas de rn £ et de 
leurs dérivées et II, celui des termes dépendant de rn Ç et de 
leurs dérivées; II, sera donc un polynôme homogène et du 
premier degré par rapport à lj, 7|, Ç et à leurs dérivées.

OnJ;rouvera par un calcul analogue

dy2
dt d-z (u2+ig.

26Poincaré. Électricité et Optique.
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L’intégration par parties nous permettra de mettre j  ll^ v  

et I"II2cfr sous la forme suivante,

IIj d"z =  / (Zx (Xj? +  Yj·/) +  Z,i)

J
;s d i =  J *

(U
de sorte que - jj-  devient finalement,

T t =  I  *(u.+ u.)+ j  * [ S X*5+ -SX,Ç]·

En identifiant cette relation avec la relation (i) on trouve,

U. =  U, +  u„
X» =  x .  +  x „

Y, -  Y4 + Y,.
z>0 =  z, +  Z3.

La première relation

U —  Uj +  U2
A

nous apprend que U, 4" U, correspond à l’énergie créée par la 
pile moins celle qui disparaît sous forme de chaleur de Joule. 
Les autres relations nous montrent que les projections de 
l’action du champ sur les trois axes sont

- ( X . + ' X . ) * ,

- ■ -(Y. + Y,)*.
-  (Z, +  z.) ck .
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Ces composantes comprennent, comme on le voit, deux 

parties,
X, d'z, Xs d'z,

—  Y4 ch, — Y2 d'z,

‘ ^  d'z, 1 d'z,

(— Xjifc, — YjCÎt, —  Zjrfv) représentent les composantes de l’action 
du champ magnétique sur la matière ; les autres composantes 
sont celles qui proviennent de l’action du champ électrique sur 
la matière.

325. —  Calculons chacune de ccs actions en particulier.

I .  —  A c t i o n s  m é c a n i q u e s  d u  c h a m p  m a g n é t i q u e

Je commencerai par faire unè hypothèse : je  supposerai qu’il 
pourra y avoir des corps susceptibles d’aimantation, c’est-à-dire 
des corps tels que pour eux p ^  i , et des diélectriques pour 
lesquels K ^  i ; mais je  ferai une restriction : je  supposerai que 
si le système considéré peut contenir des corps pour lesquels 
p ^  i et K ^  i ,  ces corps seront solides. On n’aura donc nu 
corps magnétiques fluides,, ni diélectriques fluides autres que 
l’air. —  En dehors de ces corps solides je  supposerai toujours

p— i·
Nous avons

la, première intégrale' du· second membre sera étendue à 
l ’espace tout entier; la seconde ne s’étendra qu’aux aimants 
solides.

Nous avons trouvé précédemment

■ ‘ ( p — i ) a  =  4«(A  — A#) ;
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Posons maintenant,

(¡jl —  i )  a  =  4 7ï (A —  A0) =  a '

et de même
(¡x —  i) P =
(¡A— i) y = ÿ ;

on en tire aisément

f p.a =  a  -|- a ',

( 2  dis) | ¡a¡ 3 =  ¡3 H- [3',

( ^r =  Y +  Y';

et la relation ( 1) devient,

Formons m a in ten a n t-^ -. DifierCntions pour cela la rela

tion (3) sous le signe J". Seulement, pour avoir le droit de dille-

rentier sous le signe j ' i l  faut que le champ d’intégration soit le 
môme au temps t et au temps t -f- dt. Pour la première inté
grale on n’a pas de difficulté, car elle s’étend à l’espace 
tout entier ; mais ce n’est pas ce qui arrive pour la seconde 
intégrale qui ne s’étend qu’aux solides aimantés. Etendons 
cette intégrale à un seul solide aimanté ; ce solide se dépla
çant, le champ d’intégration sera variable au temps t et au 
temps t +  di. Mais tournons la difficulté en considérant un 
observateur lié à ce solide : pour cet observateur le champ 
d’intégration sera le môme à l’époque t et à l ’époque t +  dl ; 
seulement il nous faudra alors prendre la dérivée par rapport 
au temps avec des ô ronds. On aura donc,

m £l= f  Jiy a i l +  f ± L - i y » ' »
'  '  dt I 4~ Ami dt J  871 [JL ----  I dt jmml

car =  0 comme nous l ’avons supposé plus haut.
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0

4o5

Mais comment obtenir cette dérivée —  ^ a ' 2?
¿ J .

Pour calculer cette dérivée utilisons le théorème que nous 
avons démontré un peu plus haut (308) ; nous avions dé
montré que si N est la valeur absolue d’un vecteur (a, |3, y), on 
a alors,

AT 0N ¿a V I m

N i r = 2 j “ à — ¿ j ' W ;

ou bien, en remplaçant N par sa valeur,

ï l - l ' - M - l ' H · · ' '

et souvenons-nous que la démonstration de ce théorème supposait 
que le point considéré appartenait à un corps solide : c’est 
précisément notre cas. Appliquons ce théorème au vecteur a '; 
il vient,

En divisant les deux membres de cette relation par p. —· i et 
en tenant compte des relations (2), on aura

i

2 (p -

c’est précisément la valeur de la dérivée que nous voulions 
évaluer. .

La relation (4) devient donc,

Remplaçons à cet effet dans les équations de Hertz pc par sa 
valeur (2 bis). Cela nous donne,

da. I ch.' <fQ <ZR
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d’où
do. do.' _ ,, dQ ¿R  r .
-  +  7 T - M  =  7 T -  * r + W 'd t  ' d t  L J d  

La relation (5) peut donc s’écrire,

(6 )
î/J,   / ¿t y  / ¿Q ¿R
d l  / ' 4~ \ «fc d y

Remarquons maintenant que la quantité sous le signejcon-

tient deux parties différentes : la première partie -----est
d z  d y

indépendante de %, vj, Ç et de leurs dérivées et l ’autre partie en [aJ 
qui dépend, au contraire, de ces quantités et leurs dérivées : 
elle est fonction linéaire de ces quantités. La relation (6) peut 
donc se mettre sous la forme,

¿R

d tlr  =  / (U. +  II,) * ,

d’où, en identifiant avec (6)

et

(7)

TT _ v  a l d Q 
U) “ 2 j 4 -  U  d y / ’

471!!, a  [a]. «

Maintenant, une fois que nous avons II,, nous allons en tirer 
X ,. Voici comment.

Par intégration par parties, H, peut se mettre sous la forme

(7 his) I Iljd-r
» /

—  / +  Y,r, +  Z,Ç)d-,

ou, en y faisant vj =  Ç —  o

Il/fc =  / X,Wt ;(8)
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d’autre part, en développant (7) et en y faisant 7) — i °> ^
vient

1 - rfpE , d y Z  , g Y . M .
(9) 4:

car, avec Y] — Ç =  o

M  ~  dy +  dz  ̂2 j  d x 1

R I — _ i Ë l  '
^  ~  dx ' 

d'à
[y] = dx

on a donc,

( . 0 ) 4 ,  / II,* =  / +

 ̂ i£» * dx

et en intégrant par parties

&
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la relation (io) peut donc s’écrire,

dcf.

d x

PS
dx
dy

dx
~éh

en comparant cette dernière relation à la suivante (obtenue en 
multipliant les deux membres de (8) par 4^)

4« / 11,4*7 = 4'tcX 1£<*t,

il vient

("> 4”x-=̂ S- dx
—  r dz

Voyons maintenant la signification de cette équation. 
D’abord, nous avons vu précédemment (300) que,

m étant la densité du magnétisme libre, c’est-à-dire la densité 
du magnétisme total en tenant compte du magnétisme permanent 
et du magnétisme induit.

D’autre part nous savons que

dvi
d y cL =  4^«»

dx_
~ d £

¿¡3
d x

È L
d x 4™ 1

d ix 
d y

=  4^»’·

En tenant compte de ces dernières relations et de la relation 
( 12), la relation (11) devient,

X, =  ¡3n> — yp — 0un.
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L’action mécanique clu champ magnétique sur l’élément (h  
a donc pour projection suivant l ’axe des x

—  =  {am -f- yp — $w) d-z,

et on aura par un calcul tout à fait analogue (en faisant succes
sivement dans (7 ) et (7 bis) £ =  Ç =  o e t £ = 7] =  o)

— Yjifr =  (¡3m -f- aw — yu) d-z,

—  Zjrf'r =  (ym -(- pu — w ) d-z.

Dans ces relations (amd-z, Pmdi, ymd-z) représentent .l’action du 
champ sur la masse magnétique md-z et les deux derniers termes 
de chaque parenthèse représentent évidemmentl’action du champ 
magnétique sur le courant total [u, v, m) (*) ; cette action se 
calcule par la formule d’Ampère.

Maxwell donne pour la première composante de cette force

(am -j- cv — bw) d-z ;

mais cette expression n’est pas conforme au principe de la con
servation de l’énergie.

Remarque. —  Tout ce. que nous venons de dire s’applique 
seulement aux cas où les corps aimantés sont des solides qui se 
déplacent sans se déformer, en conservant leur pouvoir induc
teur p. et en entraînant avec eux leur aimantation permanente. 
S ’il y avait des corps magnétiques fluides ou déformables, on ne 
pourrait faire le calcul sans faire des hypothèses au sujet de 
l’influence de la déformation sur le coefficient a et sur la distri
bution du magnétisme permanent. D’autre part le principe de 
la conservation de l’énergie ne pourrait plus être appliqué sous 
la môme forme ; car ces déformations et les variations qui en 
résulteraient pour p et pour l’aimantation permanente pourraient 
entraîner des dégagements de chaleur.

Le résultat que nous venons d’obtenir nous montre une fois 
de plus que l’expression qu’il convient d’adopter pour l ’énergie

(*) Courant total =  cour, de conduction -1- cour, de déplacement +  cour, de 
Rowland -+■ cour, de Rœntgen.
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magnétique est celle de Ilertz et non aucune de celles de Max
well.

II. —  A c t i o n s  m é c a n i q u e s  d u  c h a m p  é l e c t h i q u e

326. — Calculons maintenant les expressions des forces 
mécaniques qui s’exercent entre les corps en mouvement dans 
un champ électrique.

Prenons comme point de départ le deuxième groupe d’équa
tions fondamentales de Ilertz pour l’électrodynamique des corps 
en mouvement,

(0

et posons,

(*)

¿KP dv d?j
dij dz [KP] —  fr]>,

[ (K — K„)P =  P', 

(K —  K„) Q =  Qh 
( ( K - K 0) R  =  R' ;

l ’induction électrique de Ilertz devient alors,

KP =

KQ:

' k p  =  k ; p +  p',

) KO =  K0Q +  Q',
( KR==K0R +  1V;

et par suite le système d’équations ( i )  devient,

[K„P] +  [P'] —  4«/»· 

[K„Q] +  rQ']—4«y.

[K0R] +  [R'] —  4™’·

(3)

d K  P . d?' dy dp
dt dt dy dz

dK„Q dQ! d% dy
di 1 dt dz dx

¿K0R dR'1 dp dt.
dt 1 dt dx d>J
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L’énergie électrique est, d’après Ilertz,

( 4 ) J . ,=
dx
8tt z KP2 ;

4 h

or, de (2) nous tirons,

KP* =  K0P2 +
p / 2

la relation (4) devient donc 

dx

K - K 0 ’

J*= / - £ 2 k - f , +  I  £  K riicE 1”'’

la première intégrale est étendue à l’espace tout entier ; la 
seconde ne s’étend qu’aux diélectriques solides dont le pouvoir 
inducteur spécifique o c t K ^ K 0.

Le reste du calcul est calqué sur le calcul précédent (champ 
magnétique). On obtient ainsi

or, en appliquant le théorème cité plus haut, en. divisant par 
K —  K0 et en tenant compte des relations (2),

donc

ou encore, en tenant compte de (3) ' ·
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On déduit de là, en remarquant que^^ [K0P] est fonction 

linéaire de £, rt, Ç et leurs dérivées,

et

<5> "■=|rEP[PI’
ces deux quantités étant reliées par la relation

dJi
dt

¿T(us+ i g ;

or l’intégration par parties nous donne pour J  I I , d~, après 
multiplication par 4«

(«) 4-f  ntdt=Jdx

Prenons la relation (5) et développons [P], il vient

[p] =  1ET - P" ) -  ^  (pï -  RE> -  « E Î

[Q]= i  <R» -  w ~ é  - p') - - E i

m = 17 - R’> -  if tR' -  <35 -  «E-sr-
Pour avoir Xs faisons vj =  Ç =  o dans ces relations ; il vient 

ainsi,

r p i__ I <^5
L J dy dz

[Q] = —

[R ] =  -

rfQ i
rfx 5

¿R £  #
¿X ’

- V  ^  
~  * Z jT d F '
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et,par conséquent la relation (5) devient

et en intégrant par parties,

(5 bis) devient alors,

Faisons maintenant ·/>, =  £ =  o, dans la relation (6) et compa
rons la relation qui en résulte avec la relation (5 1er) ; on trouve 
ainsi,

47iX2 /¿Q dP\ pyrfP___ dK\  p V ^ _
K0 \ dx d y )  \ dz dx J J  dx

Or on a

= < » ·
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\

e étant la densité de l ’électricité libre, c’est-à-dire non seulement 
l’électricité qui se trouve à la surface (électricité vraie), mais 
aussi l ’électricité apparente qui paraît se porter à la surface des 
diélectriques placés dans un champ électrique.

Il vient donc,

- Î . U Æ - ^ ) - p 4 ^ ·  ■Iy0 \ dx dij / \ dz dx J  K0

Les deux premiers termes du second membre de cette relation 
représentent la  force de H ertz. Le dernier terme qui dans 
l’expression de X 2 prendra la forme —  f e  et qui, par conséquent, 
donnera Ped-z pour l’action du champ sur la masse edz d’électri
cité, représente la force électrostatique ordinaire s’exerçant non 
seulement sur l’électricité vraie, mais sur ce qu’on a appelé 
électricité libre.

327. —  La force de Ilertz est trop petite pour que l’expérience 
puisse la mettre en évidence : elle est restée jusqu’ici insensible 
aux expériences. Cherchons néanmoins de nous rendre compte 
de la signification de cette force ; pour bien la faire comprendre 
je  suis forcé de faire une digression sur le parallélisme et la réci
procité des phénomènes »électriques et magnétiques et sur la 
notion nouvelle du courant de déplacement magnétique.

Considérons un diélectrique et admettons pour le moment les 
idées de Mossotti sur les diélectriques (sphères conductrices extr è- 
meraent petites disséminées dans une substance non conductrice 
jouissant des mêmes propriétés que l ’air, qui s’électrisent par 
influence et qui produisent par suite la polarisation du diélectri
que). Supposons que ce diélectrique ait la forme d’une lame à 
faces planes et qu’il soit placé dans un champ magnétique cons
tant. On aura une distribution d'électricité positive sur une des 
faces de la lame et de l’électricité négative sur l’autre face. 
La densité électrique de ces couches est, d’après les calculs de 
Mossotti,

K — K0 n K — K„ ,
47: —  K

Lorsque le champ est variable on a alors des courants analo-
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gués aux courants de déplacement de Maxwell ; ces courants ont 
pour valeur,

K —  K„ dV _  K— K„ d f
> 4tc . dt K dt

Supposons maintenant .que nous ayons deux diélectriques de
pouvoirs inducteurs spécifiques Iv et K,, appliqués l’un contre
l ’autre ; on aura sur la face des premiers une couche électrique de %
densité

K — K
4tz

°-P

sur l ’autre diélectrique on aura

K,-K0 p
4tc

et la couche de séparation résultante aura pour densité

:< “ K

Généralisons maintenant ces idées de Mossotti en les combinant 
avec celles de Maxwell. On aura alors des petites sphères conduc
trices séparées par un milieu hypothétique de pouvoir inducteur 
spécifique K7. Il faut donc remplacer dans les formules de Mos
sotti K0 par K7. Il vient alors pour la densité superficielle.

«
K — K7

4«
p

et pour le courant de déplacement

K —  K7 _dP_ 
4~ dt

Si on a deux diélectriques appliqués l’un contre l’autre, dont 
l’un est constitué par l ’air, on a alors

K — K7
i ro couche. 

2e couche..

4*
K'-K,

4-

P;

P ;

couche résultante —-----—  P,
4r:
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On obtient donc le même résultat dans les deux théories au 
point de vue électrostatique. Mais il n’en est plus de même au 
point de vue électrodynamique : les actions électrodynamiques 
sont en effet différentes dans les deux ordres d’idées.

Passons maintenant aux corps magnétiques. On aura la même 
chose ; nous savons en effet que la théorie de Mossotti sur les 
diélectriques n’est que la traduction de la théorie de Poisson sur 
les milieux magnétiques ; on passe de l’une à l ’autre en changeant 
le mot flux électrique en flux magnétique et réciproquement.

Considérons donc une lame d’un corps magnétique placé dans 
un champ magnétique ; la lame magnétique va s’aimanter et nous 
aurons deux couches de magnétisme de densité

en prenant i pour le vide.
Si on appelle u0 le coeflicient du vide, nous aurons alors

' 4^

Si le champ n’est pas constant, tout va se passer comme si les 
charges magnétiques variaient, comme si le magnétisme passait 
d’une face à l’autre. On aura donc.un véritable courant magnéti
que de densité

P ~  Pu dx 
4-tz dt

Mais pour que le pat-allélisme soit cpmplet, il faut modifier la 
définition de ce courant de déplacement magnétique en intro
duisant une théorie nouvelle qui sera pour ainsi dire à celle de 
Poisson ce que celle de Maxwell est à celle de Mossotti.

Supposons maintenant que le vide soit comme les autres corps : 
magnétisable. Les sphères magnétiques seront alors séparées par 
un milieu de perméabilité magnétique ¡P et à la surface de ces 
sphères on aura

p— p'
4

a.
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et le courant magnétique sera

[a — fjt/ <¿a 
içz dt

Si nous considérons enfin la surface de séparation des deux 
milieux : corps magnétique — vide, nous aurons alors une double 
couche

4-
a ; ftr~ V·' 

' 4^
a

et la couche résultante sera

4tc
a.

Les deux théories sont donc concordantes au point de vue des 
phénomènes statiques.

Dans cette manière de voir, les corps diainagnétiques sont 
moins magnétiques que le milieu qui les entoure, par conséquent 
moins magnétiques que le vide. Cela s’accorde avec l’hypothèse 
que nous venons de faire et d’après laquelle le vide serait magné
tique. Nous devons avoir pour un corps quelconque p >  p' ; 
mais si le vide est magnétique nous avons p0 >  p '; il peut donc 
y avoir des corps pour lesquels p <  p0 : ce sont les corps diama- 
gnétiques.

. Reprenons l’expression (y) du courant de déplacement magné
tique et passons à la limite (comme fait Maxwell pour les cou
rants de déplacement électrique) en posant p' =  o ; le courant 
magnétique sera alors

p dy.
d f

ou encore
1 d  pa 

4~ dt

Or, d’après Hertz,

(¿pa (¿Q
dt dz

Poincaré . E l e c t r i c i t é  e t  O p t i q u e

(¿R
dy

[pa]

27
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Posons alors,

¿11

4y
dP
d z

d()
dx

dÇj
U

¿¡i.a
dt +  !>*] =

4^U .
■K0 ’

¿R  4itV
dx ~  K0 ’
dP 4-W  
dy ~~ K0

11 résulte, en comparant ces relations avec les relations,

¿y
d l J

¿a
dz

¿¡3
=  4~f

È L
dx =  4to',

¿¡3
dx

d %

d l J
4-u-,

que nous avons (à des facteurs constants près) entre les courants 
magnétiques et le champ électrique la même relation qu’enire les 
courants électriques et le champ magnétique. Par conséquent, 
un courant électrique produirait un champ magnétique et de 
même un courant magnétique produirait un champ électrique. 11 

y a donc réciprocité parfaite. Cette réciprocité mise en évidence 
par Ilertz peut s’énoncer sous une forme indiquée par M. Blondlot.

Soit une masse élcctr.ique qui se déplace: les expériences de 
Rowland prouvent qu’un tel déplacement produit les effets élec
trodynamiques d’un courant ; on crée donc un champ magné
tique. Considérons d’autre part un pôle magnétique mobile ; s’il 
se déplace au voisinage de conducteurs il donne naissance à des 
effets d’induction. Dans la pensée de Maxwell le déplacement de 
ce pôle dans un diélectrique produit aussi dans le diélectrique 
des forces électromotrices d’induction : la seule différence est que 
dans le diélectrique ces forces électromotrices donnent lieu à un 
déplacement électrique au lieu de produire un courant de con
duction ; le mouvement du pôle magnétique crée donc un champ 
électrique.

On peut énoncer la réciprocité entre les phénomènes électri
ques et magnétiques, en disant que si deux pôles, l ’un électrique,
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l ’autre magnétique, subissent le môme déplacement, ils donnent 
naissance au même champ.

Ainsi donc, prenons un circuit C, le p rim aire , et un autre cir
cuit C', le secondaire ; l ’expérience nous apprend que si l ’inten
sité du courant qui passe dans le primaire varie, il naît alors un 
courant d’induction dans le secondaire. D’après la manière de 
voir de Hertz, cette action serait indirecte ; le courant qui passe 
dans le primaire produit un champ magnétique ; si l’intensité de 
ce courant est variable, le champ magnétique sera lui-même 
variable ; ses variations donneront naissance à un déplacement 
magnétique : à un courant magnétique ; ce courant magnétique 
produira à son tour un champ électrique qui se manifestera dans 
le secondaire par un courant électrique. On aura donc par suite de 
la variation de l’intensité du courant primaire un courant dans le 
secondaire. Ainsi donc, des courants magnétiques produisent un 
champ électrique, de même que les courants électriques produi
sent un champ magnétique. D’autre part, une force magnétique 
exerce une action mécanique sur la matière qui est traversée par 
un courant électrique. Par .réciprocité une force électrique doit 
exercer une action mécanique sur la matière qui est traversée par 
un courant magnétique. C'est cette action mécanique qui constitue 
la  force de Hertz.

328. —  Reprenons maintenant le calcul de X2.
Nous avions, ✓

En tenant compte des relations en U, V, W et de la relation 

K0 . ¿ J  dx

il viendra finalement,

X 2 =  QW _  RV —  Pc.

Par conséquent le champ électrique exerce sur l’élément de 
volume dz une action mécanique dont la projection sur l’axe * 
des x  est !

( P e + R V —  Q}\)dz.
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Voyons la signification de cette relation. Qu’est-ce que P ed i  ? 
Nous avons déjà dit que c’est l ’action exercée par le champ élec
trique sur la masse électrique ed i  ; cette action électrique est 
exercée par la force électrique totale P qui a pour expression , 
d’après Maxwell,

dx dt

et qui comprend aussi bien la force d’origine électrostatique que 
la force électrique due à l’induction magnétique.

Qu’est-ce que (QW — RV) ? — C’est l ’action du champ élec
trique sur le courant magnétique. Cette action est nécessaire  pour 
que le principe de l’égalité de l’action et de la réaction soit 
vérifié. Si, en effet, un courant électrique variable produit des 
courants magnétiques, et par ces courants une force électrique 
d’induction, laquelle agit sur une charge électrique e, il faut qu’il 
y ait réaction de cette charge e soit sur la matière traversée par 
ces courants magnétiques, soit sur le circuit parcouru par le cou
rant électrique variable. D’après Hertz ce serait la première 
hypothèse qui serait réalisée. — L’expérience n’a pas encore 
vérifié ces prévisions.

V E R I F I C A T I O N  D U  P R I X C I l ' E  D E  l ’ É G A L I T É  D E  l ’ a C T I O X  E T  D E  L A  R E A C T I O N

329. — Démontrons encore, pour finir avec la théorie de 
Ilertz, que. cette théorie est conforme au principe de l’égalité de 
l’action et de la réaction.

Nous avons déjà montré que les équations de Hertz gardent la 
même forme dans le mouvement relatif et dans le mouvement 
absolu. Il est aisé de voir d’autre part que l’expression de l’éner
gie totale garde, elle aussi, la même forme dans ces deux mou
vements.

Nous savons que,

Q r ,J ‘U0d i  ne dépend pas de ?, V ) ,  Ç, ni de leurs dérivées 
par conséquent cette intégrale sera la même dans les deux mou
vements.
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Quant au second terme

/)2r

d i

X 0, Y0. Z0 ne changent pas non plus dans les deux mouvements 
car toutes ces quantités ne contiennent pas r,, Ç, ni leurs 
dérivées.

En appelant £, rh Ç les composantes de la vitesse relative, 
ijp /,,, Ç, celles de la vitesse d’entraînement, alors \ -f- !·,, r, y(1, 
K -f- Ç, représenteront les composantes de la vitesse dans le mou
vement absolu.

Nous aurons donc dans le mouvement absolu,

et dans le mouvement relatif

4 = j * ( u. + 2 x 4

En retranchant ces deux relations membre à membre, il 
vient,

X Â d , =  o.

Celte relation est vraie quels que soient r,,, ÇJt 
Supposons que le mouvement en question soit un mouvement 

de translation ; alors

y)j =  Q =  o ; Çj =  i , 

et l ’intégrale précédente devient dans ce cas,

f  X/l·. =  o.

La composante de translation totale est donc nulle : le p rin 
cipe de Végalité de l'action et de la  réaction est donc vérifié p a r  les 
équations de Hertz.
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CHAPITRE III

• T H É O R I E  DE L ORENTZ 

C O N D U C T E U R S

330. — La théorie de Ilerlz est, comme nous l ’avons vu, par
faitement cohérente ; mais si elle rend compte des phénomènes 
électriques elle ne rend pas compte de certains phénomènes opti
ques et en particulier des phénomènes optiques en mouvement 
(entrainement partiel des ondes lumineuses, aberration astrono
mique, etc.). En revanche, elle est parfaitement en accord avec 
le principe de la conservation de l’énergie, avec le principe de 
la conservation de l’électricité et du magnétisme, et avec le prin
cipe de l’égalité de.l’action et de la réaction.

Nous allons, maintenant, exposer une nouvelle théorie électro
dynamique qui explique assez bien les phénomènes optiques qui 
ne pouvaient pas être expliqués par la théorie de Hertz, mais 
qui, malheureusement, n’est pas conforme au principe de l’égalité 
de l’action et de la réaction : c’est, la Théorie de Lorentz.

Avant d’entrer dans l’étude détaillée de cette théorie nous al
lons commencer par énumérer les hypothèses fondamentales de 
Lorentz,

331. H y p oth èses  fo n d am en ta les .  —  D’après Lorentz :
i° I l n’y a p as  de magnétisme : les apparences de magnétisme 

sont dues aux courants particulaires d’Ampère.
2° I l  n y  a  p a s  de courants de conduction : l ’électricité adhère 

à la matière. Les phénomènes électriques sont dus h certains pe
tits corps matériels, extrêmement tenus et chargés d’électricité, 
que Lorentz appelle ions ou électrons. Ces molécules matérielles 
sont des corps solides qui se déplacent sans se déformer ; les 
charges électriques sont portées par ces molécules dont elles
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sont inséparables. La charge de chacune de ces molécules est 
constante et la distribution en est invariable.

Conducteurs. —■ A l ’intérieur d’un corps conducteur (liquide 
-ou solide), ces molécules peuvent sp mouvoir librement, et ces 
mouvements produisent les courants appelés voltaïques. Seule
ment dans ce mouvement elles ont à surmonter une espèce de 
frottement (ou de résistance) de la part du conducteur : un corps 
est d’autant meilleur conducteur qu’il oppose moins de résis
tance au mouvement de ces particules. En d’autres termes, les 
courants qui traversent un conducteur métallique se propage
ront par le même mécanisme que ceux qui traversent un clectro 
lyte ; les molécules ou particules à charge invariable se compor
teront donc de la même manière que les ions des électrolytes : 
cela justifie leur dénomination.

Ces particules sont chargées les unes positivement, les autres 
négativement. Si un corps est chargé positivement, c’est qu’il 
contient plus de molécules chargées positivement que de molé
cules chargées négativement.

Diélectriques. —  La masse des diélectriques est parsemée 
d’ions comme celle des conducteurs, seulement, chacun de ces 
ions, au lieu de pouvoir se déplacer librement à l’intérieur du 
diélectrique, ne peut s’écarter que très peu de sa position d’équi
libre : dès qu’il s’en éloigne, une force antagoniste due à l’action 
des ions voisins tend à l ’y ramener ; cette force est proportion
nelle à l ’écart, si cet écart est petit.

Quand le diélectrique est placé dans un champ électrique, la 
force électrique extérieure tend à éloigner l ’ion de sa position 
d’équilibre et il s’en écarte légèrement jusqu’à ce que cette force 
extérieure soit contre-balancée par l’attraction des ions voisins 
qui tend à ramener l’ion à sa position d’équilibre primitive.

En d’autres termes le diélectrique se polarise.
Une analyse qui ne diffère pas essentiellement de celle à la

quelle conduit l ’hypothèse de Poisson et de Mossotti montre que 
la polarisation  du diélectrique est proportionnelle à l’intensité du 
champ extérieur; on retombe donc sur les formules bien connues 
de la théorie des diélectriques.
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Voyons maintenant comment M. Lorentz a réduit ces hypo
thèses en équations. Commençons par les conducteurs.

I .  — C O N D U C T E UR S

332. —  On peut étudier ce qui se passe dans les conducteurs 
en nous plaçant à deux points de vue différents. D’abord, consi
dérons un observateur ayant les sens très subtils, et voyons com
ment se présenteront à lui les phénomènes qu’on observe dans 
les conducteurs. —  Grâce à ses sens très développés, très sub
tils, il sera en état d’apercevoir les courants particulaires d’Ain - 
père ; il distinguera même les ions et les verra se mouvoir : pour 
lui, le magnétisme et les courants de conduction n’existeront 
pas. —  Si, au contraire, nous considérions un observateur ayant 
les sens grossiers —  comme les nôtres, —  le mouvement des 
ions ne lui sera pas accessible ; il ne verra que des phénomènes 
moyens, des effets d’ensemble, et c’est ainsi qu’il sera conduit à 
admettre l’existence des courants de conduction et du magnétisme.

Nous allons étudier les conducteurs en nous plaçant successive
ment à ces deux points de vue différents.

A .  ■—  P H É N O M È N E S  Q U I  S E  P R É S E N T E N T  A  U N  O B S E R V A T E U R  

A Y A N T  L E S  S E N S  T R E S  S U B T I L S

333. —  Considérons le courant total ; d’après Lorentz, il se 
compose de deux parties : le courant de déplacement et le cou
rant de convection de Rowland.

Désignons, comme précédemment, par u, d, w les composantes 
du courant total ; il vient alors

( 0
d"

W =
dh_
dt +  pÇ·

Nous admettrons aussi la relation
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C’est là une liaison que nous imposons au déplacement if ,g , h ) . 
D’autre part, les particules étant des solides invariables et 
emportant leurs charges avec elles on aura :

iU

or,

donc

(3)

et de plus

(4)

(U dt dx dy dz

dp y do dp ~ „ dp

p
/Æ
\ dx

dr.
dy

cK
dz

puisque la dilatation des particules est nulle.
En additionnant les relations (3) et (4) membre à membre il

'vr a/ i
dy dz

vient,

dP 1 d(p'i)'
dt ‘ dx

ou encore,
dp

(5) Tt + dx

Différentions maintenant la première équation du système (i) 
par rapport à x, la seconde par rapport à y, la troisième par rap
port à z et ajoutons, il vient,

2  du dlf  V V d(p£)
dx /  J dxdt / J dx

= i . y l + v M .  ■
dt / i dx  / i dx ’ 

ou, en tenant compte des relations (2) et (5),

» .  ' 2 è = » · '  '
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Cette dernière relation exprime le principe de la conservation 
de l'électricité.

334. — Introduisons maintenant le potentiel vecteur (F, G, H). 
On a d’après le théorème de Poisson

f AF =  —  4™ ,

( 7 ) A G  =  - 4 w ,
' A H =  —  4t w .

En dillerentiant la première de ces relations par rapport a x , 
la seconde par rapport à y, la troisième par rapport a z et en 
ajoutant, il vient,

S d
dx

¿F
dx

—  4-rcE
du
dx

et en vertu de la relation (6)

SdF
dx

o

exprime donc le potentiel de la masse attirante dont

la densité -4 —) est nulle. Ce potentiel est donc nul,
\ dx dy dz /

et il vient alors,

335. — Montrons maintenant qu’il n’y a pas de magnétisme 
permanent ou induit. Introduisons pour cela la force magnétique
(a, ¡3, y).- Posons,

¿11 ¿G
! dy

------ -j— ==a.
dz

(9)
\ ¿F di\; ___
j dz dx ~~p
[ ¿G ¿F
\ dx dy 1 ‘

Différentions la première de ces équations par rapport a ",

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CONDUCTEURS 4*7
seconde par rapport à y, la troisième par rapport à  ̂et ajoutons ; 
il vient - ,

S  do __'
dx

C. Q. F. D.

336. — Formons maintenant les expressions,

dy d$
dy dz ’
d’j. dy
îL

dx

dx  ’ 
do. 
dy '

que nous avons rencontrées dans la théorie de Ilertz.
En remplaçant dans ces expressions a, ¡8, y, par leurs valeur! 

tirées de (q), on obtient pour la première

dy d°> æ  G æ  F d1 F t riHl
dy dz dxdij dy1 dz1 dxdz

dî F
ajoutons et retranchons au second membre - , il vient,

dx-

dy_
A F4 - d*F 1 æ  g

dy dz + dx2 ' ' dxdy

ou encore, 4

dy d$ 
dy dz

dŸ

d1 II
dxd.z ’

et enfin, en tenant compte des relations [y) et (8) oh obtient

(10)

dd d$
~r--------dy dz

j  do. dy i
dz dx 4w,

¿¡3 do
! ï — d ï  =  ^ w ·

33T, —  Pour aller plus loin je  me servirai des équations de 
Lagrange.
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Je supposerai que le système est composé d’un grand nombre 
de variables, et que les coordonnées des diverses particules char
gées de la matière, dépendent des paramètres qv <y2, q3, . . .  qn ; 
les déplacements dépendront aussi de ces quantités.

Désignons par T la force vive totale du système ; elle se com
pose de la force vive de la matière, T', et de la force vive de 
l’éther que je  désignerai par T". On aura donc

• . q1 __ qv _|_ qv/

Et si U désigne l ’énergie totale du système, U' l'énergie due 
aux forces autres que les forces électriques, U" l’énergie due aux 

•forces électriques, on aura encore,

u = u/ + u,/. ·
Les équations de Lagrange peuvent alors s’écrire,

{ ) '  d dl]
dl dq* dq dq °*

Mais quelles sont les valeurs explicites de T" et U" ?
Je suppose que T ” soit représenté par l’énergie magnétiquë ; 

cela revient à écrire

(12) rjV/ __

d’où, par un calcul bien connu,

(ia.Ais) T" d i
8rT

I

F 11.

U" c’est l ’énergie potentielle de l’éther; je  suppose que c’est 
l ’énergie électrique ; donc,

(i3) U " =
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Calculons maintenant les dérivées 

Il vient,

dT" 
dq' ’

dT ' t dû"  
? et ——  dq dq

( J 4 )
dû" 4« 
dq ~  K0

i L .
dq '

En ce qui concerne T", remarquons dans (12 bis) que F est le 
potentiel d’une masse attirante dont la densité est n; et si je  donne 
alors un accroissement on à it, l ’accroissement correspondant 
de F sera 5F ; l’intcgrale (12 bis) s’accroîtra par conséquent de 
(en ne considérant que le premier terme de S)

5
2

—  (FSn +  «3F) ; 
2 v

or, en vertu d’un théorème bien connu,

J d z  F on = j'd r ,  «SF,

donc

et par suite,

(l5)

di
1

d T 1
dq

(FSn-)- noF) = J  d i F

■·-

On,

et de la même manière,

J T
( , 6 )

dq’ ,

t, , , , (?k du „  . .
Il nous reste encore a calculer - j — et -¡—r  Et ici nous sommes

dq dq
amenés à distinguer deux sortes de coordonnées q :

i° Les coordonnées du centre de gravité de la particule con
sidérée. Ces coordonnées suffisent pour déterminer complète-
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4 3 o THÉORIE DE LOREATZ

ment la situation de la particule, si on suppose que la particule 
ne peut pas tourner sur elle-même. Lorentz a d’ailleurs démon
tré que les particules étant infiniment petites, le moment du 
couple qui tendrait à les faire tourner sur elles mômes, est un 
infiniment petit d’ordre supérieur. Nous ne reproduirons pas cette 
démonstration, faute de temps ; nous nous bornerons à admettre 
la conclusion.

Les variables de la première sorte suffisent donc pour déter
miner la position de la matière et par suite la position de l’élec
tricité qui, d’après Lorentz, est invariablement liée à la ma
tière.

2° Les coordonnées qui définissent la position de l'éther. La 
matière et par suite l’électricité ne seront pas affectées par la 
variation de ces coordonnées ; par contre, le déplacement (f, g , A) 
subira des variations, car le vecteur [f, g , A) est fonction de la 
position de l’cther.

Maintenant, quand les variables de la première sorte subiront 
des accroissements, ces variations affecteront en même temps la 
matière et l'éther : l ’électricité et le déplacement électrique.

338. a. E q u a tio n s  qu i d é fin issen t l ’é ta t  d e  l ’é th er . — Cette 
distinction de coordonnées étant faite, revenons à notre question ;

Commençons par nous placer dans le cas des variables de la 
deuxième sorte, qui définissent la  position de l ’éther.

calculons
du du 
dq Gt dq' ’

D’abord

(*7)

il faut par conséquent différentiel’ celte relation par rapport à q.
Or, p ne dépend pas de q (variable de la deuxième sorte), sa 

dérivée est par suite nulle, et il vient alors,
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Nous avons en effet,

df  y  df
dl ~ Z j  dq, ! i '

et en diffère ntiant par rapport à

dq dl Zj d q jlq  J ”

donc
ddf ,

dqtdq  ̂'
C. Q. F. D.

L’équation ( 18) devient alors,

(2° )

Calculons encore 

Nous avons,

donc,

(21)

du
dq

æ f
dldq

du
I T f

d d f  _ df
dq'i 'dl dqi

du d f  
dq' r dq

d d f  _  d d f  __ y  
dq dl dt dq Z j

431

Ecrivons maintenant les équations de Lagrange en ne consi
dérant que les variables de la deuxième sorte. — Ces équations 
sc simplifient si nous remarquons que T' et U', se référant a la 
matière, ont des dérivées nulles par rapport aux variables de la 
deuxieme sorte qui sc réfèrent à l ’éther. Les équations (n )  s’écri
vent alors, en tenant compte des relations ( 15), ( 16), (20) et

( a i )>
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Transformons ces équations. Prenons la première intégrale et 
effectuons la différentiation par rapport à t\ il vient,

« i = J
f//' dV 
dq dt

La relation (22) devient donc,

(2d)

H
P | i i + È Æ = . .

d<! /

Or nous avons

\ dt dq K0 ' d q )

y ± = ,
¿ J  <Lc '

et en différentiant par rapport à q,

S d‘f  __ d  o
dq ’

multiplions maintenant les deux membres de cette relation pai 
<!/ </" étant une fonction quelconque, qui s’annule a 1 infini)
et intégrons dans tout l’espace ; on a,

mais remarquons que p ne dépend pas de q (variable de la 
deuxieme.sorte) donc,

iidz S d't
dxd q ’

ou encore en intégrant par parties dans tout 1 espace,
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et en introduisant cette fonction A dans les équations (23) de La
grange on obtient, - ·

N ) * E - £ ( - £ + £ + £ / ' ) - -

Pour que cette relation soit satisfaite, il suffit.que

( 25)

- I r + IL· +  vΓ,f = ‘‘ '
dG dii 471
~dT+ ~ t f+
d\\ d'b 47t 7
- *  +  * ■ + x , , = °·

On pourrait montrer cela en se servant du calcul des varia
tions qui nous montrerait de plus, qu’il n’y a que’ cette manière 
pour satisfaire à cette relation (24) [si entre p et /’ il n’y a pas 
d’autre relation que la relation (2)].

D’autre part il est évident que les équations de Lagrange ne 
peuvent comporter qu’une seule solution.

Cherchons donc une fonction t]i satisfaisant aux conditions (20)· 
Différcntions à cet effet la première des relations (25) par 

rapport à x  la seconde par rapport à y, la troisième par rapport 
à z et ajoutons ; il vient ainsi

M éH
*-

sd
 £

3
«*■* 

rij
 

+ * °^
3 II 0

ou encore,

(2Ô)
d d¥ ' . 4n V  df

mais,
X I  ¿F  ■ V  d f  
¿ j 7 U = °  ct 2 j i f a = ? ·

La relation (26) devient donc,

(27) ' M  =  — t t -P·’.
IYQ

Cette équation nous montre que la fonction | satisfaisant aux 
P o i n c a r é . É l e c t r i c i t é  e t  O p t i q u e .  28
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condidions (a5), jouit des propriétés d’un potentiel :

tiel d'une masse attirante de densité f l - .
lvo

Posons maintenant,

(»8)

I £ - f -K„ P,

c’est le potën-

et écrivons les relations (20) avec ces notations ; i l  vient,

dF_
dt d x 1

dG di{
dt dy ’

T> _  d ll d'b
dt dz 5

relations qui présentent une grande analogie avec celles de 
Maxwell (n° 292, p. 34").

En diflerentiant la seconde de ces équations par rapport a z, 
la troisième par rapport à y et en retranchant, on obtient

1 l·0 1 ¿R  _ d U\\ dG
dz dy dt V dy dz

ori (9).
d\\ dG
dy dz

= a, etc. ;

donc,
d q dR da. \
dz dy ~ ~ d t '

dl\ c l? f
dx dz d t '  j

d? rfQ. d y .

dy dx dt ‘ j

Les deux dernières équations s’obtenant comme la première. 
Tels sont les équations qui définissent l’état de l ’éther.
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339. C om paraison  a v e c  l e s  r e la tio n s  de H ertz . —  En com
parant les relations de Lorentz avec celles de Hertz, on voit 
immédiatement une différence très marquée : K est devenu 
constant et égal à K0 et ix a complètement disparu dans les 
équations de Lorentz. Cela tient aux hypothèses que nous avons 
laites au commencement: nous n’avons admis ni magnétisme, ni 
diélectrique autre que le vide. On remarque aussi la disparition 
des termes contenant les courants de conduction. Cela ne 
doit pas nous étonner, car nous avons négligé, dans l’expres
sion du courant total, les courants de Rœntgen et les cou
rants de conduction (p , <jr, /·) ; cette différence est visible en 
comparant les équations fondamentales de Ilertz (en y faisant 
[jl =  i) et les équations (3o) de Lorentz.

Comparons en effet les premières équations de chaque groupe. 
On a,

do. dQ ¿R  . _
-7 - =  - ^ ------+  [oc]dt dz dy L J
do. d() ¿R
dt dz dy

et c’est précisément le terme en [aj qui contient le courant de
Rœntgen et que nous avons négligé. *

E t bien, je  suppose qu’on ait repris le calcul précédent en 
tenant compte des termes qui contiennent le courant de Rœntgen 
qui a pour expression :

en d’autres termes je  suppose que u ait pour valeur,

“ =  f +  .
dans cette hypothèse on aurait trouvé comme conditions à satis-
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et en posant toujours

k „ 'v0

K„

i ü

¿r =  Q,

h =  R,

on aurait trouvé à la place des relations (2g) les relations sui
vantes,

p . _ _  iE .  _  i  +  /r Y _ m
~  dt dx  +

db
^  +  K « - ï ï ) .

R =  - ' f — # + ( Ï ?

Q —x  dt

dz

et finalement
dx d q JR
dt dz dy - r

rfp _  ¿R dP
+dt dx dz

dy dP d q
+dlj

M ,

M ;

c’est précisément les équations de Hertz.
Ainsi donc en tenant compte des courants de Rœntgen dans 

les équations de Lagrange on retrouve les équations fondamen
tales de Hertz. Ceci doit attirer notre attention. Rappelons-nous, 
en effet, que nous avons été conduits à introduire les termes [a], 
| ]̂, [y] en tenant compte des expériences d’induction magnétique. 
Il sera donc intéressant d’expliquer comment les équations de 
Lorentz sont capables de rendre compte de l’induction magné
tique ; nous verrons dans la suite qu’elles en rendent parfaite
ment compte.

340. b. V a r ia b le s  d e  la  p r e m iè r e  sorte . —  Considérons une 
particule m et appelons q l ’abscisse de son centre de gravité.
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„ , d T  d TCalculons —:— et
dq dr/

D’abord, T', c’est la force vive de la matière ; par conséquent,

(0
T  _  mf -mq? m q i

q , qt, étant les abscisses des centres de gravité des diflé-
rentes particules.

On voit que cette force vive dépend des variables de la pre  ̂
mière sorte et elle ne dépend que de leurs dérivées ; il en résulte 
que

d T
dq

d T

et par suite,

(»)

dq'

d  dT' d T

=  mq

dt dq' dq 

En ce qui concerne les dérivées

■ mq . 

d J" j t  "
et Z—  , les formules

dq dq1
(13) et ( 16) nous donnent ces dérivées. Nous avons en eflet

(3)

(4)

, , dll 
~dq ’

, du duil reste donc a calculer —;— et r—— .
dq dq

341. —- Commençons par calculer· 

Nous avons,

du
dq'
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différentions cette relation par rapport a q et remarquons que p 
ne dépend que de la position actuelle de la matière4 il est par 
conséquent indépendant de q' ; on a alors,

. du d f  ’ de,
dq' dq 1 dq' ’

Or, à Yintérieur de la particule m on a \ =  q' donc

dl
dq' ~  * ’

en dehors de cette particule on a p =  0 et par suite,

de,
P dÿ7 o,

convenons alors d'appeler p0 une variable telle qu’à l ’intérieur de 
la particule sa valeur devienne p0 =  p et en dehors de cette par
ticule p0 =  o.

La relation (5) s’écrit, avec ces notations

(6)

du
dq' Æ  +  o .dq ^  ‘ 0

En ce qui concerne ~  , et , on a, en diffeventiant par 

rapport à q' les relations qui nous donnent v et w,

dv dff
dq' dq
d.w
¿ 7

dh
dq

di\

dl:
dq'

Mais remarquons qu’à l ’intérieur de la particule m, on a == 7 i> 
qt étant l’ordonnée du centre de gravité de cette particule ; il cn 
résulte que

drt
dq'

o

et par. un raisonnement analogue

dq'
O.
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Les relations précédentes· deviennent donc,

(7)

(8) .·

dv d"
dq' d'q ’

div dh
dq' dq

43g

342. —  Calculons maintenant

du dv dw 
dq ’ dq ’ dq

On a, en différentiant par rapporta q les relations qui nous 
donnent u , v, w,

du d2f  _ do d\
dq dldq . dq ' dq

dv __ d'1" ■ dp dr,
, dq dldq  ̂ dq 1 dq ’

dw dVi

Qu’est-ce que

________  Æ
dq dldq dq '° .dq

d\ dt\ dÇ „ 
° dq ’ '° dq ’ P dq

Nous avons vu qu’à l’intérieur de la particule m 011 avait 
i; =  q' et par suite · ■

dû ■ ‘
’ dq ~ ° ’ ^

en dehors des particules on a p == o ; on a donc partout

dl

et de même
d'f\

? - d q = ° '

d%
• P ^ = 0’^ ^  =  0·
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Les relations précédentes deviennent donc,

(9)

343.

j du
i 'dq ~

d 2f
dtdq

dp
I q '

) dv d2g dp

1 d<I dtdq H- 0
dq ’

i d\v d 2h
+  Ç

do
\ dq dtdq dq

Ües relations (3) et (4) deviennent donc,

(4 bis)
d V  _  
d<j ~

df_
dcj d-zF Pq*

Ces dérivées figurent dans les équations 
forme

de Lagrange sous la

d d l"  d l"
dl d(f dq

Calculons cette expression en nous servant des relations (3 bis) 
et (4 bis).

Il vient,

d d l"  dT'
dt dq' dq

Nous allons transformer cette expression. Considérons les deux
do—1-2- par sa 
dl 1dernières intégrales. Dans la première, remplaçons

' valeur
d ? dpX

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



VARIABLES DE LA PREM IERE SORTE Mi

il vient ainsi,

* " s

Intégrons par parties ; cela nous donne,

dx

* f S = -
dx

7 r dF

dy

dz

7 dF

y dF
(L foS dz ’

et l ’intégrale en question devient,

M ( £ + ' í ,

dF. . r  ¿F  
+  dz

Transformons maintenant l’autre intégrale :

(·■“) - (  *  %  X
J?

Qu’est-ce que ~~  ? —  A l’extérieur de la particule-^- — 0 j

cela veut dire qu’en déplaçant la particule ni, la ' 
densité électrique ne varie qu’à son intérieur.
Quelle est cette variation ? — Pour voir cela, M 
considérons un point M à l’intérieur de la parti- \ 
cule en question et soit p la densité électrique 
en ce point. Si la coordonnée q du point M aug- j,-jg 53 
mente de dq, le point M viendra en M' et on a 
MM' =  dq. D’autre part la densité au point M' sera différente de 
la densité en M. Elle aura pour valeur

dp
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En un point M" symétrique ele M" par rapport à M, on aura 
MM;/ =  dq et comme densité,

f - à - * 1317'
OU

dp j
P -  H T

On a donc,,
i° A l ’intérieur de la particule,

dp __ dp
dq dx ’

2° A l ’extérieur de la particule

dp

· W  =  °'

Donc avec les conventions précédentes,
I

dp_ _  dp „ 
dq dx  ’

et notre intégrale (12) devient

En intégrant par parties, on obtient,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



443VARIARLES DE LA  PREM IÈRE SORTE

car le mouvement de la particule se réduisant à un mouvement 
de translation, Ç, 7), Ç, ne dépendent pas de x, y , z, à l ’intérieur 
de la particule; ce sont des constantes.

L ’intégrale ( 12) peut alors s’écrire,

( < 3 ) ~ d': p0 dx dx ’  dx 7

Revenons maintenant à la somme des deux dernières intégrales 
de (10) ; cette somme a pour valeur, en tenant compte des rela
tions ( 11) et (i3) que nous venons d’établir,

*  f Adt

or,
dll dG _
dy dz a>

¿ F  d U _ _  a
dz dx ~~ 1 ’
dG  dF

donc.

dpn

dx dy T > ·

Ecrivons maintenant la relation ( 10) ; elle devient, 

d  d V  d V
dq / Y  dF d f  

dx 2 j ~ d t ~ d q

, dF fi'c’dT9<rh J p» (CP— "oy)·

(10 bis)
dt dq'
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344. — Calculons encore 

Nous avons vu que

d ly
dq

u" =

cl où, en différentiant par rapport ù q ,

( >4 ) ¿ r = / * E
f a f  d f  
K 0 dq

345. — Prenons maintenant l’équation de liaison,

2 ^ d x  1 ’

et différaitions-la par rapport à q ; il vient

V
Zu dxdq dq

Multiplions cette relation par ¿¿fc, il étant une fonction quel
conque s’annulant à l’infini, et intégrons dans tout l’esjiace ; on 
obtient ainsi,

i(yj£L__ i ) = .
‘ \ L J  dxdq dq ]

or

( 10)

do dp»
dq

f

dx  1

d ?»

Intégrons par parties ; cela donne,

d'zy—T—<ÎL-
dxdq

dx

dt

o.

d f  d'b 
dq dx

fd~ ?0 dx
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et l’intégrale (i5) devient,

346. — Nous avons maintenant tous les éléments nécessaires 
pour écrire les équations de Lagrange : nous n’avons plus qu à 
additionner membre à membre les relations (a), (to bis), (i4) c*j 
( i 5 bis), que j ’écris encore une fois pour faciliter le calcul,

d ■ d T  d V  , ¿U' „ , ¿U'
nrif~~^+w ='nq + r̂

La somme des premiers membres de ces équations nous donne 
zéro; et ce qui reste peut s’écrire sous la forme,

(16) mq" - f d\l'
dq

Y d f  (  d¥ 4  4  ̂ A
Z j  dq \ dt dx K„ 1

or.
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d'où
¿F  ___ 4tt_
dl dx  K 0 ' ’

et la relation ( 16) devient qlors, ^

( 1 7 ) m(l " =
d\]’ 4*
dq +  K 0 Po fd~ ■ ^  p o (^ —  ̂ )>

dans cette relation q" représente la projection, suivant l’axe des x , 
de l’accélération de la particule; mq" représente donc la projec
tion suivant l’axe des x  de la force qui agit sur cette particule ; le 
terme en U, représente des forces, autres que les forces électri-

ques, qui agissent sur la matière ; le terme en~r—, c’est la force

électrostatique et enfin le troisième ternie du second membre 
représente l ’action électrodynamique.

Il en résulte donc, d’après Lorentz, qu’il y a une force due au 
champ électrique et une autre force due au champ magnétique.

346. Comparaison avec la  théorie de H e rtz . — Comparons 
maintenant ces résultats de Lorentz avec ceux de Ilertz.

D’après Ileftz, la matière doit subir quatre actions de la part 
du champ électromagnétique, et de ces quatre actions résultent ;

i° La force magnétique ;
20 La force électrique ;

. 3° La force électrodynamique ;
4° La force de Ilertz.

Dans la •théorie de Lorentz on ne retrouve pas la première 
force; cela ne doit pas nous étonner, car nous avons supposé qu’il 
n’v a pas de magnétisme. .

La force électrique proprement dite, c’est-à-dire la force élec
trique totale (due auxphénomènes d’induction magnétique et aux 
actions électrostatiques) subsiste dans les deux théories ; donc, 
accord avec la théorie de Hertz sur cc point.

En ce qui concerne l’action électrodynamique, il y a une diffé
rence assez marquée entre les deux théories, et cela s'explique.
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Rappelons-nous, en effet, que dans la’théorie de Hertz le courant 
total se composait de quatre parties : le courant de conduction, 
le courant de déplacement, le courant de Rowland et le courant 
de Rœntgen, tandis que dans la théorie de Lorentz le courant de 
conduction et le courant de Rœntgen n’entrent pas en ligne de 
compte.

De plus, dans la théorie de Hertz, la force 'électrodynamique 
agit sur le courant total ; dans celle de Lorentz elle agit sur le 
courant de convection et n’agit pas sur le courant de déplace
ment.

Quant à la force de Hertz, elle ne peut pas exister non plus 
dans la théorie de Lorentz, car cette force est intimement lice à 
l’existence du courant de Rœntgen.

' En résumé, d’après Lorentz, la force mécanique totale qui agit 
sur l’ion considéré a pour projection sur l’axe des x,

/ ? * / · +  / P * ( , —  t f ) ,

l'intégration étant étendue seulement à  la  particule considérée et 
non p a s  à l'espace tout entier (car nous avons vu qu’en dehors des 
particules c=*o)

VERIl'ICATION DES PRINCIPES GENERAUX DE LA MECANIQUE

347. — Il nous reste encore à voir comment la théorie de 
Lorentz s’accorde avec les principes généraux de la mécanique.

i° P r in c ip e  de la  con servation  du m agn étism e.  — Il n’y a 
pas de magnétisme dans la théorie de Lorentz.

2° P r in c ip e  de la  con servation  de l ’é lec tr ic ité .  — Ce prin
cipe est satisfait, car nous avons vu que .

S  du.
dx

qui e!st précisément l’expression même du principe de la conser
vation de l ’électricité.
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3° P rincipe de la conservation de l ’énergie. — Ce principe 
est satisfait également, car notre point (Je départ a été l’appli
cation des équations de Lagrange.

4° P rincipe de l ’égalité de l ’action et de la réaction.-^- Il n’est 
pas satisfait, et c’est là le point faible de la théorie de Lorentz.

348. — Supposons, en effet, une particule chargée isolée et une 
perturbation électromagnétique venant de dehors et qui atteigne 
la particule. La force électrique due à cette perturbation, en agis
sant sur la particule chargée, ou plutôt sur la charge de cette par
ticule, donnera naissance à une force pondéromotrice agissant sur 
la particule en question. Or cette particule étant supposée isolée 
il n’y aura pas de réaction : la force pondéromotrice ne sera pas 
contre-balancée.

Mais insistons un peu plus sur ce point; Envisageons seule
ment la résultante de translation et projetons-la sur l’axe des x.

Nous avons,

i8) X , 4 ^ -  J  Pdzf+ J  ij(k ( v r  — *$)>

Mais remarquons que,
dis

p7i = f>  l t ’
„ dh

f î = “—  v r ·
donc,

(*9) X = ^ J ïd"'f+  J <fe(pv— k̂ ) + J T d l ) ’

Transformons cette expression. Commençons par la premieie 
intégrale

4*
( 2 0 ; K. ?d* f.

Nous avons
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L’intégrale (20) devient,

4
/ ' ( £ + $ + £ ) * ■

l ’intégrale étant étendue à tout l’espace.
Intégrons par parties ; il vient, en remarquant que

dx

' d fn---!_
b dy h d z ) d ’ >

ajoutons maintenant à cette intégrale, sous le signe J , les déri-

„ . , dh . L,
vees parfaites car nous savons que si I intégration

est étendue à tout l’espace,

dg
dx

dx

dh_
dx

dx =  o.

11 vient ainsi,

i ü  f  \ J È L
K ,  J  L* i d x

mais remarquons que,

\

4~ ,t d f dh \
\ - d \

Jv„ '\ dz dx ) dt ’

4n {d û d f \ dt  .
k „ \ dx dy J dt ’

P oincaré. Electricité et Optique. 29
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notre intégrale devient alors

(20 bis) <h [h rffï
dt

Je dis maintenant que la seconde intégrale de ( 19) est nulle. 
Nous savons, en eflét, que

d/J.
1 F

d$_
dx

È L
dx 4~e,

da
dy

4TM’ ;

l’intégrale en question peut donc s’écrire

d$ do. \ 1
dx ■ dij )  A

En intégrant par parties dans tout l’espace et en ajoutant

/

qui est nulle si l ’intégrale s’étend à tout l’espace, ou obtient

4tt
dz a

dy. dri
dx N - +dy

d"
dz

ou encore en tenant compte de la relation

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



É G A L IT É  DE L ’ACTION E T  DE LA RÉACTION 451

L ’expression (19) devient alors, en tenant compte· de (20 bis),

X =
4 1 - 4

ou encore

dx (|3/t —  Ng).

Voilà la résultante de translation ; on voit qu’elle n’est.pas nulle. 
Le principe de l’égalité de l’action et de la réaction n’est donc' 
pas satisfait.

350. — M. Liénard(1) croit atténuer ce désaccord en disant que :
« ce résultat n’a rien qui doive surprendre : du moment que l’on 
« rejette la théorie des actions à distance, et que l’on admet au 
« contraire que les forces mettent un certain temps à se propa- 
« ger à travers l’éther, il ne peut plus y avoir à chaque instant 
« égalité entre l’action et la réaction, l ’action et la réaction ne se 
« produisant pas au même momeut. Tout ce qu’on peut deman- 
<c der, c’est que la résultante de toutes les forces soit nulle en 
« moyenne, et c’est ce qui a bien lieu pour la théorie»de Lorentz. » 

En effet, la valeur moyenne de X pendant l’intervalle de temps 
à q est donnée par

or l’intégrale du second membre restera toujours finie car la per
turbation électrique et magnétique ne peut pas croître au delà 
de toute limite : cette intégrale est donc inférieure à une certaine

(*) L É c la ir a g e  É lectriqu e. Liénard, La théorie de Lorentz, t. XIV, p. 4 3 7 , 1 8 9 8 .
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quantité donnée M, de sorte que

et cette valeur moyenne sera d’autant plus voisine de zéro que 
l’intervalle de temps ti — t0 sera plus grand. Si au commencement 
et à la fin le champ est nul, ou a la môme valeur, la valeur 
moyenne dp la résultante X  sera même rigoureusement nulle.

351. —  Mais il est facile de voir que cet argument de M. Lié- 
nard en faveur de la théorie de Lorentz n’est pas suffisant.

Désignons, en effet, par A l’abscisse du centre de gravité de 
la particule et par M sa masse ; on a alors

X dt =  M
dA
dt

^  ‘o
et on voit que quand la perturbation sera terminée le centre de 
gravité de la particule aura subi une impulsion finie·, la valeur 
de cette impulsion est représentée par l’accroissement de

f  (?h— Y S ' ) ^ ·1/ '
Rappelons-nous, d’autre part, le théorème de Povnting (‘) : 

considérons une perturbation qui se produise en un point quel
conque ; ce point sera uh centre d’émanation d’énergie dans tou
tes les directions, et évaluons la quantité d’énergie qui traverse 
une surface donnée. D’après le théorème de Poynting, cette 
énergie est représentée par le produit de la surface en question 
par le vecteur radiant dont les composantes sont représentées par 
(¡3/i — y g), (yf — a/i), (<tg— l'if), de sorte que la quantité d’é
nergie qui traverse l’élément de surface du> perpendiculaire à l’axe 
des x  est représentée par,

4*K 0 (PA — ïéO-
Voyons alors ce qui va se passer si on considère une perturba

tion se propageant de gauche à droite par exemple ; la perturba-

(*) H. P oincaré, OscillatioJis é lectr iqu es , p. 2 7 , G. Carré et C, Naud, éditeurs.
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tion sc produisant en 0 et cessant après quelques instants, il ne 
restera plus que des ondes se propageant vers la droite et s’éloi
gnant de plus en plus du centre d’ébranlement O. Notre intégra
tion devra donc s ’étendre à cette partie de l'espace où la  perturba-

Fig. 54.

tion subsiste encore. Pour avoir l’énergie totale il faut considérer 
une infinité de droites émanant de O, dans tous les sens, et 
intégrer par rapport à tous les plans perpendiculaires à ces droites.

Il résulte donc de là :
i° Que cette énergie totale mesure l’impulsion qui a produit 

la perturbation.
20 Que si le système produisant de l’énergie électromagnétique 

n’envoyait cette énergie que dans une seule direction, il recule
rait comme le ferait une pièce d’artillerie.

3° Que si le système envoie de l’énergie dans tous les sens il 
y aura compensation entre ces impulsions partielles et par suite 
le centre de gravité du système restera au repos.

Il ne suffit donc pas de dire que la valeur moyenne de la résul
tante est nulle.

Mais traduisons cela eii chiffres pour faire voir que le recul 
prévu par la théorie de Lorentz n’est pas négligeable. Suppo
sons un système qui envoie dans une direction quelconque une 
quantité d’énergie représentée par trois millions de joules ; le 
calcul montre que le recul correspondant pourrait imprimer à 
une masse de 1 kilogramme une vitesse de 1 c.m. par seconde.

352. — On pourrait encore dire que si le principe de l’égalité 
de l’action et de la réaction semble violé, cela tient peut-être à 
ce qu’on n’a pas tenu compte du mouvement de l’éther. Tenons 
donc compte de cette objection et voyons à quelle conclusion cela 
nous conduira. Pour que le principe en question ne soit pas violé 
il faut que la projection de la vitesse de l’éther sur l’axe des x  
soit représentée par (¡3 h — f g )  : c'est le vecteur radiant à une 
constante près ; cela nous amène à la conclusion suivante : si le

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



454 THÉORIE DE LORENTZ

champ vient à être doublé, la vitesse de l’éther sera quadruplée. 
Cela n’est évidemment pas satisfaisant.

353. In tég ration  d e s  éq u ation s  d e L o r e n t z .— Résumons les 
équations de Lorentz que nous avons établies précédemment. 

Nous avons trouvé,

¿11 dG
dy dz ‘
¿F ¿11
dz dx
dG ¿F
dx dy

¿T ¿§
dy (L.*j

do. ¿y
dz dx
¿¡3 ¿a
dx dy

f A F =  —  4 7îH>

| AG =  —
\ Ail =  —  4-w-.

A<j/

4 * ,  , ^
i r /  +XV0 ■dt 

dG  
dt

4~ , ¿II
4 t-/H -----7 -K 0 ^  dt

4 tz

d<b
dx
¿A
dy
db
dz

—

=  o,

=  o.

i l
dt

o.
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Nous’ nous proposons d’intégrer ces équations en supposant 
connu le mouvement de toutes les particules, ce qui revient il 
regarder p, ij, y¡, Ç comme connus.

354. — Lij méthode que nous allons employer va être analogue 
à celle dont nous nous sommes servis dans les oscillations hert
ziennes ('). Rappelons à ce sujet la définition de ce qu’on appelle 
potentiel retardé.

Considérons un certain nombre de points attirants M et soit 
MK le point attiré ; soit encore la masse du point attiré et /-K 
la distance des points attirants au point attiré. Le potentiel en 
MK est par définition,

Mais si les masses mK dépendent du temps, à cause de la densité p 
qui est fonction de x , y, z et t, le potentiel va alors dépendre, 
lui aussi, du temps. En effet, la propagation d’une perturbation

(électrique ou magnétique) se faisant avec une vitesse finie, ^j=-,

(qui est la vitesse de la lumière), le potentiel pour se propager de 
M en MK mettra alors un temps /-K\/K0 ; l ’action en MK se'calcu- 
lera donc en donnant à la masse /7?K non la valeur qu’elle a à l ’ins
tant t, mais la valeur m'K qu’elle avait à l ’instant t — i\ y/K0 ; la 
valeur du potentiel sera alors représentée par,

et c’est à cette nouvelle expression du potentiel qu’on donne le 
nom de potentiel retardé.

On peut encore considérer les potentiels retardés dûs à une 
matière attirante, qui au lieu d’ètre répartie en un certain 
nombre de points attirants, se constituerait en un volume attirant. 
Soit f { x ,  y, z ; t) la densité de la matière attirante et soit dz1 un

(*) H. Poincaré. O scillations électriques, p. 7 4 . G.. Carré et C. Naud, éditeurs.
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élément de volume de coordonnées x', y', z'. Le potentiel ordinaire 
de ce volume attirant sera ~

/· étant donné par

r2 =  {x —  x ' f  +  (y —  y’f  -f- (z —  z'Y.

Si la propagation d’une perturbation se fait avec la vitesse de 
la lumière, le potentiel retard é , défini comme ci-dessus, aura alors 
pour valeur,

V'/ _  / t —  V k 0 rf't'.

En examinant ces deux dernières formules, on voit que dans 
le cas des potentiels ordinaires le numérateur (qui représente la 
masse attirante) ne dépend que de x', y', z'. Tandis que dans le 
cas des potentiels retardés il est fonction non seulement de x', y', z’ 
mais il dépend aussi de x, y , z, par l’intermédiaire de r.

355. —  Ces préliminaires étant rappelés, voyons ce que devient 
la relation de Poisson dans le cas des potentiels retardés.

Dans le cas des potentiels ordinaires nous avions,

AV =  —  4 « / :

Avec les potentiels retardés nous aurons,

d2V'
A V '- K

Pour abréger l’écriture nous allons introduire le symbole sui
vant, en posant,

î/2TT
AU- K » - ^ = DU

où U désigne une fonction quelconque.
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Avec cette notation l’équation de Poisson devient,

□ V ' =  — 4 r f .

Cette équation si on y regarde f  comme donnée et V' comme 
inconnue, n’a pas d’autre solution, pourvu que l’on admette que 
l’on part du repos et que toutes les fonctions s’annulent à 
l’infini.

Il résulte de ce qui précède que la relation

entraîne la suivante

□U =  nV 

U =  Y.

356. —  Appliquons ces principes à la question qui nous occupe.
Introduisons une fonction analogue à  ̂ que j ’appellerai i[/ et 

qui'va jouer le rôle du potentiel électrostatique : <[/ sera le poten
tiel retardé dû à la même matière que dans le cas des potentiels 
ordinaires.

On aura donc

Faisons de même pour le potentiel vecteur ; introduisons un 
vecteur de composantes F', G', IF analogue au potentiel vecteur. 
Cette quantité sera définie par

□ F ' =  — 4 « ^

/et il convient de faire une petite remarque à ce sujet; dans l e - 
cas du potentiel vecteur ordinaire nous avions,

AF —  —  4 =  — 4^?£ — 4« ·

F était donc le potentiel ordinaire dû à une matière attirante dont 
la densité était le courant total

=  p5 + £ .
(il ’

dans le cas actuel, la densité de la matière fictive est seulement 
le courant de convection.
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Or nous avons supposé que p, £, vj, Ç sont connus; il en résulte 
donc que F', G', IF seront également connus.

357. — Je me propose maintenant de démontrer les relations 
suivantes,

/ _  d\\' d G
dz ’

T' d\V
dy

\ rfF‘
P= dz

! dG
\ T= dx

W d¥'
K„ 1 dl

4*£  , d G
Ko 1 dt

4̂ /i ( d\V
.1*

dx ’ 
d¥' ' 
dy ' 

dV
- ±  =  ° ’
d i'
dy - ° ’
dV
- f — =  °-dz

Ces relations nous donneront le champ tout entier et le pro
blème sera alors complètement résolu.

Calculons d’abord c F .
Nous avons,

r  T' # ¥  / k  va b — AF I\0 dt% —  4«« K 0 dt%

/ r , d f d?f

w , d f d*F ,
=  n F — 4 " i  —  K ° 1 F ;

calculons alors —  ~ r----- Ko —r r  ·dt dd
Partons de l’équation,

4^ d¥
K - J + Z Ü

d
dx

qui, dilïercntiée par rapport au temps, donne,

d f d -F d-à
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cl’où

459

Æ .
dt K„

d°- F 
dt2 =  K„ dxdt

La relation en o F  devient donc,

□ F  =  d f  +  k #

et on obtiendrait par un calcul analog 

□G  — d G' +  K 0 ■ 

□ II =  n i r  +  K #

d'à 
cLrcfa ’

ue

d'ij 
dydt ’

____ I
d'dz

Diflerentions maintenant la troisième de ces équations par 
rapport à y, la seconde par rapport a s , et retranchons ; il vient 
ainsi,

—  o ï l ------=- n  G =  □  a =  n
dy dz

dG'\ 
dz ) ’

d’où
rflF d,G'
dy dz ’

et par un calcul analogue

3 _ ü ! .
dz
dG1

 ̂ dx

d\V
dx
¿ F
dy

C. Q. F. D.

Démontrons maintenant la relation,

4  ̂ ,  , dW , dV 
K # '  +  dt +  dx ~  °-

Calculons pour cela.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



46o THÉORIE DE LORENTZ

Nous avons,

I i / -- « 4=  □(!/ —  K 0~ L · ,

d F
□  —r  —  □  ,dt dl

d e
¿F ' . „

K ° d x d e ’ 
dz¿■ 4 _  d\!

dx  ^  dx  V° d x d e

Cela nous permet d’écrire,

4;r . rfF' <«/
n K : f = - a i h - a TL· ’

d’où la relation cherchée

Kt

et de la même manière,

4*ff

4« d F  
K T "T" dt

4 '
dx

K„
JG ' dV
dt ' dy ° ’

4-/a <nr 4 '
0.

358. —  Considérons encore la relation,

dpidp
dt + 2 Í 1 -

C. Q. F. D.

qui, multipliée par —  4“ > donne

1
o-lh:1

Or

□<{/ — 4n 0
K 0 ‘

d’où
' T, d y

d K · I  : -  A~ d? 
dt

et puis. *
□ F ' = —  4-p l  ;
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cl’où
d ( — 4-repÇ) dP'

dx dx  ’

la relation en question devient donc,

d’où enfin,

Nous voyons donc que la solution est complète. J ’ajoute quelle 
est unique si l ’on suppose, comme nous l’avons f̂ait, qu’on part 
du repos et que nos fonctions s’annulent à l ’infini. Cette dernière 
hypothèse suppose qu’il n’y a pas de perturbation venant de 
l’extérieur: les perturbations sont limitées, La perturbation totale 
sera donc la somme des perturbations partielles, et le champ 
total sera alors la somme des champs partiels dûs à chaque par
ticule, le champ de chaque particule étant calculé comme si la 
particule existait seule.

d if

K.

dt

ËL
dt

dF'
u l ! 7 = 0

Σ dYl
I L · - 0'

B . —  P h é n o m è n e s  q u i  s e  p r é s e n t e n t  a  u n  o b s e r v a t e u r

A Y A N T  L E S  S E N S  G R O S S I E R S

359. —  Examinons maintenant les phénomènes tels qu’ils 
apparaissent à un observateur ayant les sens grossiers comme les 
nôtres.
' Considérons une particule chargée en mouvement et cherchons 

les conditions d’équilibre de cette particule. Ecrivons que cette par
ticule, en vertu du principe de d’Àlembert, est en équilibre sous 
l’action des forces agissant sur elle, y compris la force d’inertie. 

Evaluons ces différentes forces. Nous avons : 
i° La force d’inertie delà particule ; cette force est négligeable 

(du moins dans notre cas) car nous avons supposé que la parti
cule a des dimensions très petites.

20 Action du champ électromagnétique sur la particule. Cette 
action est, comme nous l’avons vu, exprimée par

( 0
4*
K„ poifc/H- po^ivr—SP).
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Cette action peut être divisée elle-même, en deux parties :
a) Premier champ partiel, dû au mouvement de la particule 

elle-même, et
b) Deuxième champ partiel dû au mouvement de toutes les par

ticules intérieures et extérieures au conducteur fermé.
• La première de ces actions est négligeable. Elle serait rigou

reusement nulle si le principe de l’égalité de l’action et de la 
réaction était vérifié par la théorie de M. Lorentz. M. Lorentz a 
calculé cette action de la particule sur elle-même et d’après ses 
calculs sa valeur, proportionnelle d’ailleurs à la force d’inertie, 
serait tout à fait négligeable.

En ce cpii concerne le champ dû à l’action de toutes les parti
cules sur la particule considérée, on peut le supposer uniforme, 
car cette particule étant très petite f ,  y, a, r,, Ç peuvent être 
regardés comme constants, de sorte que si nous posons

e étant la charge de la particule en question, nous trouvons alors 
pour projection de cette action sur l’axe clc ,r,

^0

3° Le frottement de la particule contre le conducteur dans 
lequel elle se déplace ; cette force est proportionnelle à la vitesse 
relative de la particule par rapport à celle du conducteur. Si 
nous appelons £, ·/], Çla vitesse de la particule et vj,, Ç, la 
vitesse du conducteur à travers lequel cette particule se déplace 
et si d’autre part nous désignons par X le coefficient de frottement, 
cette force sera représentée par,

de sorte que le principe de d’Alembert est exprimé par la relation 
suivante,

(a) - ^ p L =  - ^ - e / '+ e ( ’ lY —  *$)·

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CONDITIONS D’EQ U ILIBRE D'UNE PARTICULE 463

360. — Considérons maintenant un élément de volume Dx, très 
petit par rapport à nos sens grossiers, mais suffisamment grand 
cependant pour contenir un assez grand nombre de particules. 
Si nous appelons la densité moyenne de l’électricité dans cet 
élément de volume, nous avons,

PlD t = V e .

D’autre part ces particules qui se trouvent à l’intérieur du 
volume Dx considéré, sont en mouvement: il y a donc un courant, 
dont les composantes sont,

2 * Z*
Dx \ Dx ’ Dx ’ , 

or on a identiquement,

M

r̂rv 1 ¿rr
r

, 2 *
Dx " Dx 1 Dx '

Dx

2  e ('6 — -6,) 

• Dx
2 -

1 Dx

2 e? , E*
Dx Dx +  Dx

Le premier terme des seconds membres de ces relations qui 
est dù, comme on le voit, au mouvement relatif de la particule, 
représente le courant de conduction. Désignons ses composantes 
par p , q, r ; nous aurons ainsi

——------ = y ;,  etc. ;

d’où

^  e (5 — Êj) =  /jD~
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et cle même,.

Le deuxième terme du second membre des identités pré
cédentes représente le courant de convection ; il peut donc 
s’écrire,

de sorte que l’identité en question devient, en tenant compte de 
ces relations,

Ce sont les trois composantes du courant qui provient du mou
vement des particules qui se trouvent à l’intérieur du volume Dt 
considéré.

361. C alcu l d e l ’ac tion  m écan iq u e .  —  Quelle est la valeur 
de l’action mécanique qui s’exerce sur l’élément de volume Dt 
considéré ?

La particule, nous l ’avons vu, frotte sur le conducteur dans 
lequel elle se déplace, et l ’action exercée sur cette particule 
de la part du conducteur (la résistance opposée au mouvement 
de la particule) a pour projection sur l ’axe des x ,

£ « Ç =  Dr
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La réaction de la particule sera donc,

i z i i
À ’

et la somme de ces réactions sera,

S-E,
1 ·

Ainsi donc pour avoir l ’action mécanique qui s’exerce sur l’élé
ment de volume Dt considéré, il faut faire la somme de toutes 
les actions partielles exercées sur chaque particule qui fait par
tie de l’élément Dt . '

Ici encore on peut décomposer le champ d’intégration en deux 
parties :

i° Le champ dû aux particules qui se trouvent à l’intérieur 
de Dt ;

2° Le champ dû aux particules qui se trouvent à l’extérieur 
de Dt .

Remarquons que le premier champ serait nul si le principe 
de l’égalité de l’action et de la réaction n’était pas violé par la 
théorie de Lorcntz; mais si l’énergie est distribuée d’une façon 
symétrique (*) le principe en question est à peu près vérifié. Or 
cette distribution symétrique de l’énergie sera en général réa
lisée : le champ d’intégration qui nous occupe peut par consé
quent être supposé nul.

Le deuxieme champ partiel peut être considéré comme cons
tant à l’intérieur de l ’élément de volume Dt ; cela revient à 
supposer que £, -ç, Ç sont constants. . .

Il vient alors pour l’action mécanique cherchée.

+  [ yDt (? +  P’7'“) — P Dx ('■ +  PiE.)]·

Le premier terme du second membre de cette relation repré
sente l’action du champ électrique, sur l’élément de volume Dt. 
Cette action est, comme on le voit, proportionnelle à la charge

—f l  cette

(*) Voir précédemment, p . 4 ^2 .

P oincaré. Electricité et Optique.

électrique e de l’élément Dt et à la force électrique
K

3o
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force électrique est ici la force électrique totale ; ce n’est donc 
pas' seulement la force électrique d’origine électrostatique

— TH") ma*s aussi celle due à l’induction électromagnétique

'Jj~j · 11 y a donc accord sur ce point avec la théorie de 

Ilertz.
Le terme que nous avons mis entre crochets représente l’action 

mécanique du champ magnétique. Dans la théorie de Hertz le 
courant qui subit cette action mécanique est le courant total, 
c’est-à-dire le courant de conduction, plus le courant de déplace- 

; ment, plus le courant de Rowland et plus le courant de Röntgen ; 
ici, le courant qui intervient c’est simplement le courant de con
duction plus le courant de convection.

L e courant de déplacement ne subirait donc p as  d'action m éca
nique d'après les idées de Lorentz.

362· Calcul de la force èlectromotrice. —  Calculons mainte
nant la force èlectromotrice. Evaluons pour cela p .  Nous avons,

(5 -  S,)
: Di

Multiplions les équations (a) par - et faisons la somme, il
.LJ T

vient,

(3) 4- ,  2 e2X

Dx Dx f  + Dx •foY-SP) ·

et employons le même artifice de calcul que tout à l ’heure : nous 
avons identiquement,

Di- " "  Dx I d T ~

5 ?  K - g * '  , S * 2-1*
Dx~ Di : +  Dx
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La relation (3) peut donc s’ccrire,

467

V e 3).

(4) f + i

2 j<2I (-0 - ’ll)*

Dt Dt

Dt Dt

Je puis supposer que

Dt Dt

A priori, cette hypothèse paraît inadmissible ; en effet,

(£—  ^ ) , ^ e  (vi— ·>,,), (Ç — Ç,), ne sont pas nuis ctpar

conséquent il n’y a pas de raison pour que (ç —  £,), etc.,

le soient. Cela s’explique cependant par la façon dont on conçoit 
le mécanisme par lequel se propage un courant. Il faut, en effet, 
se représenter un courant comme le mouvement de deux sortes 
de particules, les unes positives, les autres négatives, qui se 
meuvent en sens contraires. Si on ne considère que des parti
cules positives, ij —  Çj, etc., auront alors un signe bien deter-- 
miné ; on aura la môme chose pour les particules négatives, à 
cela près que le signe sera changé. Or comme il eli est de.même

de e il en résulte que (Ç — Sj,), etc., ne seront jamais nuis. 

Mais si on considère les produits £̂— !;,). etc.,e2étantessen-

tiellemcnt positif, (ç —  J-J, etc., pouvant être positifs et né

gatifs, il y aura donc neutralisation complète des termes sous le 

signe E t maintenant on conçoit bien la nullité des expres

sions (£ —  I,), etc.

• t
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• Cela étant établi, l ’équation (4) peut s’écrire,

Le facteur — —  qui figure au second membre de cette rela-
UT

tion, représente la conductibilité spécifique du milieu conduc
teur ; on voit donc que le coefficient de conductibilité est propor
tionnel au coefficient de frottement À. Le terme qui est entre 
crochets représente la force électromotrice, ou plutôt sa projec
tion sur l’axe des x.

363. —  Ce résultat m’inspire deux réflexions. 
i° D’abord, nous voyons que faction mécanique dépend de la 

somme des actions mécaniques subies par les particules posi
tives et par les particules négatives à l'intérieur du conducteur, 
La force électromotrice, qui tend à écarter les particules posi
tives et les particules négatives, ne dépend, au contraire, que de 
la différence dc-s actions qui s'exercent sur les particules posi
tives d’une part, et sur les particules négatives d’autre part.

20 Le terme Aü
K0 f  est ce que nous avons appelé la force élcc-

trique ; nous voyons alors que la force électrique diffère de la 
force électromotrice : la force électromotrice contient en plus le 
terme (7), y —  Ç, ¡3). Dans la théorie de Ilertz, il y avait, au con
traire, identité parfaite entre la force électrique et la force élec
tromotrice : c’était la même force qui exerçait les actions méca
niques et produisait les courants de déplacement.

Pourquoi n’y a-t-il pas égalité dans la théorie de Lorcnlz, en
tre ces deux forces ? C’est parce que les courants de convection 
sont dûs au mouvement des particules qui subissent deux sortes 
d’actions mécaniques :

i° L’action du champ électrique, parce que les particules por
tent une charge électrique ;

20 L’action du champ magnétique, parce que les particules su
bissent des courants de convection.
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Dans la théorie de Hertz nous avions,

471
f~

dF
K 0 ' 1 dl

' 5 — ( - 'U Ï - ^ )  =  o,

de sorte que la force électrique était représentée par 

f a  ~ dF ' d| .
dl

et la force électroniotrice était représentée par la même lor- 
mule.

Il n’en est plus de même dans la théorie de Lorentz. Nous 
avons vu, en effet, que

4u dF
K0 ' "t" dt

dit

de sorte que la force électrique a pour expression,

f a  _ dF
k 7 ' =  d ï

dif 
dx  ’

alors que la force électromotrice, que je désignerai par P', a pour 
expression,· comme nous venons de le voir,

* c’est-à-dire

f +  faiY— SiP)>

P7
dF
dt

dty
dx

L’expression de la force électromotrice est donc la même dans 
les deux théories. Par contre, la force électrique a des valeurs 
différentes.

Pour mieux faire comprendre cette différence, exprimons notre 
pensée sous une autre forme.

Si je  prends, dans la théorie de Ilcrtz, un circuit fermé C qui 
limite une surface S, en désignant par P7 la force électromotrice, 
l ’expression suivante :
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THÉORIE DE LOREiXTZ47°
qui représente l’intégrale de ligne de la force électrique (inté

grale prise le long du contour C), est égale à la 
dérivée du flux d’induction magnétique qui tra
verse S, celle surface étant regardée comme en
traînée dans le mouvement de la  m atière.

Dans la théorie de Lorentz nous avons pour 
l’intégrale de ligne de la force électromotrice

Fig. 55. P 'da,

par conséquent la même chose que dans la théorie de Ilertz! 
Il n’en est plus de même pour l’intégrale de ligne de la force 
électrique* En effet, dans ce cas nous avons

P dx.

Qu’est-ce que cela veut dire ? Rappelons-nous que P dérive de 
P' en y faisant ij, =  rll =  Ç, =  o ; cette intégrale aura par con
séquent la même interprétation que dans la théorie de Hertz, mais 
en supposant la surface S non entraînée dans le mouvement de 
la matière.

Voici alors ce que représentent P et P' dans la tnéôric de 
Lorentz.

i° En ce qui concerne la force électromotrice P', oh a d’abord 

le terme —  : c’est la force électromotrice d’origine électros-

tatique ; ensuite le terme
dF_
dt

c’est la force électromotrice

d’induction due à la variation du champ magnétique ; et enfin 
(ïljY —  Ç,j3) : c’est la force électromotrice d’induction due au mou
vement du circuit.

20 Pour la force électrique P, on n’a que les deux premiers
U  ¿ F  „

termes : ------rf— e t ----- -jj - : elle sera donc produite par les ac

tions électrostatiques et par la variation du champ magnétique 
seulement. Le déplacement de la matière dans ce champ ne pro-
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duira donc pas de force électrique, mais une force électromo
trice.

Ainsi donc, supposons un diélectrique, de l ’air par exemple, 
en mouvement dans un champ non uniforme ; d’après Lorentz il 
ne se produira pas de courant de déplacement puisqu’il n’y aura 
pas de force électrique. La théorie de Hertz prévoit, au con
traire, la naissance d’un courant de déplacement.

Considérons, pour bien nous rendre compte de la nature de 
cette action, un conducteur qui se déplace dans un champ ma
gnétique perpendiculaire à la fois à la vitesse du conducteur et 
à la direction du fil conducteur et par conséquent au plan du ta
bleau; alors, en envisageant deux particules, une chargée posi
tivement, l ’autre chargée négativement, les particules positives 
entraînées par le conducteur en mouvement pro
duiront un courant de convection ; les particules 
négatives produiront un autre courant de ponvec- 
tion de sens contraire au précédent. — Quelle 
sera l’action du champ magnétique sur les deux 
particules considérées? —  On aura pour la pre
mière particule une force dirigée dans un certain 
sens et pour l’autre particule, une force dirigée 
en sens contraire'de la précédente ; l ’action mé
canique sur le conducteur est la somme algébrique 
de ces deux forces égales et de sens contraire ; elle est donc 
nulle. La lorce >électromotrice qui tend à séparer les particules 
est la différence de ces deux forces ; elle n’est pas nulle : c’est 
là l ’origine de la force électromotrice d’induction.

364. P h én o m èn e  de H all. — Considérons un conducteur im
mobile. L’équation (2) devient dans ce cas,

Ç =  ^ - ^ / ’+eX(7lY-ÇP),
x v 0 N

et de même (5) devient,

Dt (v r— Çp).p
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Je remarque d’abord que la particule étant très petite le pre 
duit cX est très petit; donc, à une première approximation

S = o,
et de la même manière

·/; =  o,

Ç = o .

Cela veut dire que les vitesses des particules sont très petite 
par rapport à la vitesse de la lumière.

En seconde approximation nous avons,

i - A - g - A1V0

et

Vx
p  = Dt K,

4*
v  I ’

par conséquent,

et de même

S = e l p
Dt

y) =  eEq
Dt

2 ^  >

=  e h ·  ■
Dt

S
E 8· ’·Remarquons que le facteur——-----  représente la  conductibi

lité spécifique du corps, que je  désignerai par C ; nous poserons 
donc

e2l

Dt
C,
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et les relations précédentes deviendront,

e)p

473

C

etM
v, =  - C “ ’

..__ e\r
C

En remplaçantp , q, 7·; S-, -ç, Ç par leurs valeurs, il vient fina
lement,

P  =  c

7 =  C

4  r f
K 0

4*g

M i
r = c ~ K 7  +

E w  <«-*>·
E w 1"-'11,

d’où

K„ ^ L ·  C2Dx {n
J L  
C

q _ L l lforce électromotrice — [PL- =  .q_'V (m — 7Jï ) ’
L iVa L JL/T

Comme e est très petit et À également très petit, et comme il 
y a d’une part des particules positives et d’autre part des parti

cules négatives, est négligeable et il reste simplement,

force èlectromotrice ==\ Al L·, A f j  -, | = force électrique.
L K 0 K 0 K0 J

Si, au contraire, ^ T e3)*2 n’est pas négligeable, ce qui arrive pour

4 rz f f a i *  M
certains corps, à la force électromotrice -p-i-, T T ' ’ vientE. „ tv„ lv0
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alors s’ajouter une force électromotrice supplémentaire,

S ' é è ? < "  - r t i ·

S s I ' H · ) .

C’est le phénom ène de H all,
C’est une force électromotrice perpendiculaire d’une part au 

conducteur et perpendiculaire d’autre part au champ magné
tique.

365. —  Ce résultat m’inspire une réflexion. Il y a d’autant plus

de chances que soit grand que sera lui-mème plus

grand, c’est-à-dire que le conducteur sera fortement chargé.
On serait ainsi conduit à rechercher si le phénomène de Hall 

n’existe pas pour tous les métaux quand ils portent une forte 
charge et s’il ne change pas de signe avec cette charge, quand 
cette charge est forte.

L’expérience serait intéressante ; elle ne saurait toutefois être 
décisive ; si elle réussissait, en effet, le succès pourrait s’expli
quer d’une foule de manières, en dehors de la théorie de Lorentz. 
Si d’autre part elle échouait, ce ne serait pas un argument m e - 
futable contre cette théorie, puisque nous ne pouvons à  p i ion  
nous faire aucune idée de l’ordre de grandeur du phénomène.
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366. —  Lorentz considère la masse des diélectriques parse
mée de particules chargées —  d’ions — comme celle des con
ducteurs. Mais tandis que dans ces derniers, chacune de ces par
ticules pouvait se déplacer librement en allant à toutes distances, 
dans les diélectriques, au contraire, elles ne peuvent s’écarter 
que très peu de leur position d’équilibre, car dès qu’elles s’en 
éloignent, une force antagoniste due à l’action des particules 
voisines tend à les y ramener. Cette force est proportionnelle à 
l ’écart si cet écart est petit.

Dans la théorie de Lorentz, comme du reste dans· toutes les 
théories des diélectriques, l ’état d’un diélectrique peut être com
paré à l’état d’un aimant. Quand le diélectrique est placé dans 
un champ électrique, les particules s’écartent alors de leur posi
tion d’équilibre formant des petits couples de deux particules 
chargées d’électricité contraires : le diélectrique est polarisé. 
Chaque couple de deux particules chargées d’électricités con
traires, ou plutôt chaque élément diélectrique pour abréger le 
langage, est assimilable à un petit aimant, et de même qu’un 
aimant est un assemblage d’éléments magnétiqiies, un diélec
trique sera un assemblage d’éléments diélectriques.

L’état d’un diélectrique polarisé est donc assimilable à celui 
d’un aimant. Les principes de la théorie des aimants seront donc 
applicables aux diélectriques.

Rappelons en quelques mots ces' principes.

367. P o te n t ie l  m agn ètiqu ç . —  Maxwell désigne les compo-
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santcs d’aimantation par A, B , C et il obtient comme expression 
du potentiel magnétique,

ü  = r
dx'

x', y', z' étant les coordonnées du point attiré, x , y, z les coor
données du point attirant, r la distance qui les sépare, dx' un 
élément de volume, A! B' C  les composantes d’aimantation au 
point [x' y1 z').

Intégrons par parties cette expression du potentiel ; il vient,

Q = M l'-ydtù' —
dh! 
dx'

i
r

dx'.

La première intégrale doit être étendue à tous les éléments dio1 
de la surface qui limite l ’aimant, et la seconde au volume tout 
entier de l ’aimant ; V, ni', n' désignent les cosinus directeurs de 
d(ù’ de telle façon que

k'V +  B'm' - f  C'a'

représente la composante normale d’aimantation.
Le potentiel de l’aimant en question peut donc être considéré 

comme la somme de deux potentiels :
i° Le potentiel d’une surface attirante dont la densité serait

A' et

2 ° Le potentiel d’un volume attirant dont la densité
dA'
dx' '

serait

Remarquons que ce résultat subsiste non seulement avec la loi 
de l’inverse du carré de la distance mais aussi avec n’importe 
quelle loi d’attraction.

Si par exemple le potentiel avait pour expression

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



F O R C E  M A G N É T I Q U E  A  L ’I N T É R I E U R  E T  A  L ’E X T É R I E U R  D ’U N  A I M A N T  4 7 7

on obtiendrait encore, en répétant le raisonnement précédent, 
la même formule finale. *

En particulier ce résultat reste encore vrai si je  suppose que 
l’attraction au lieu de se propager instantanément, se propage 
avec la vitesse de la lumière ; ceci revient, comme nous le sa
vons déjà, à introduire les potentiels retardés.

368. F o r c e  m agn étiqu e a  l ’ex tér ieu r  d ’un aim ant. —  Les com
posantes de la force magnétique qui s’exerce sur l’unité de masse 
magnétique positive placée en un |>oiiit extérieur à l’aimant ont 
pour valeur, en les désignant avec Maxwell par a, ¡3, y,

dû Q - dû dû
dx * , dy ’ dz

369. F o r c e  m ag n étiqu e à  l ’in tér ieu r d ’un aim ant. — Pour con
naître la force magnétique exercée sur l’unité de masse magné
tique positive placée à l’intérieur de l ’aimant, il faut creuser 
dans cet aimant une petite cavité où on pourra mettre un petit 
aimant d’épreuve. Mais le potentiel se trouve modifié par la pré
sence de cette cavité, 'c’est-à-dire que a, ¡3, y dépendront de la 
forme de la cavité.

Maxwell considère deux formes particulières de cavités : 
i° Cavité cylindrique de section infiniment petite : hauteur 

très grande par rapport à 1a section'droite. Les génératrices de 
ce cylindre sont parallèles à la direction, de l’aimantation. Dans 
ce cas le potentiel en un point intérieur de cette cavité sera la 
différence entre le potentiel primitif, quand la cavité n’existait 
pas, et le potentiel de la masse cylindrique qu’on a enlevée pour 
creuser la cavité. Ce dernier potentiel est, d’après ce que nous 
avons dit plus haut, la somme de ces deux autres potentiels : 

n). Le potentiel provenant de la surface du petit cylindre con
sidérée comme surface attirante. Je dis que ce potentiel est nul. 
Remarquons, en effet, que .cette surface, se compose de deux 
bases de section infiniment petite et de la surface latérale. Le 
terme provenant des deux bases est négligeable. Quant à celui 
provenant de la surface latérale, il est nul; car la normale à cette 
surface étant perpendiculaire à la direction de l’aimantation (les
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génératrices du cylindre lui étant parallèles),
%

^  A'Z' =  o.

b). Le potentiel provenant du volume de la petite cavité. Ce 
potentiel est négligeable car le volume est un infiniment petit du 
troisième ordre.

Le potentiel en un point intérieur à cette cavité est donc le 
même que si cette cavité n’existait pas.

2° Cavité cylindrique infiniment aplatie. Par des raisonnements 
tout à fait analogues aux précédents, les potentiels provenant du 
volume et de la surface latérale de la cavité sont nuis. Il ne 
reste que le potentiel qui provient des deux bases de la cavité; 
il a pouè valeur,

" 7  iW  —

chacune des intégrales étant étendue à la surface de chaque base 
du cylindre en question.

Or ces deux bases ayant une très grande surface par rapport à 
leur distance, leur action sur un point intérieur est 4 ~ A. On a 
donc en appelant a  la force en un point de la cavité en question.

n =  —  (~ f~  — 4"A  ̂ =  a +  4^ A,

et de même,

b —  ¡3 +  4" B ,
c =  y —(— 4*C .

C’est ce que Maxwell appelle composantes de l’induction ma
gnétique.

3° Pour une cavité sphérique 011 trouve,

a =  a -4- -tt-tïA, etc. 
3

Tous ces résultats subsisteront, comme nous 1 avons déjà dit,
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avec les potentiels retardés, car on peut regarder la densité 
comme constante pendant que la perturbation traverse la cavité 
(en supposant bien entendu que les dimensions de la cavité soient 
très petites par rapport à la longueur d’onde employée).

370. —  Indiquons maintenant pour finir avec ces prélimi
naires, les conditions d’équilibre d’un élément magnétique.

Prenons pour cela cet élément comme centre d’une sphère S. 
Il doit être en équilibre sous l’action des forces qui agissent sur 
lui. .

Quelles sont ces forces ? —  On a,
i° Les actions dues au volume extérieur à cette sphère S,

2° Les actions dues aux éléments intérieurs à la sphère. Ces 
actions sont nulles.

3° La force qui tend à amener la particule à sa position d’équi
libre. Cette force est proportionnelle à l’écart si cet écart est 
petit, elle est donc proportionnelle à a et par conséquent à A.

Voilà les préliminaires que je  voulais établir pour faciliter 
l ’étude des diélectriques d’après Lorentz.

Nous passerons maintenant à la théorie de Lorentz elle- 
même.

A . — E l e c t r o s t a t i q u e

3 7 1 . '—  Appliquons lès principes de calcul que nous venons de 
rappeler aux diélectriques. Considérons une particule et cher
chons les conditions d’équilibre de cette particule sous l’action 
des forces qui agissent sur elle.

Décrivons autour de cette particule une sphère très petite d’une 
manière absolue, mais pourtant assez grande pour qu’elle con
tienne un assez grand nombre de particules. Quelles sont les 
forces qui agissent sur cette particule ? Ce sont :

i Q L es forces extérieures à la sphère que nous venons de cons
truire. Evaluons ces forces. Introduisons pour cela un vecteyr 
qui joue le môme rôle que l’aimantation. |
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Soient, ,r0 y0 z0 les coordonnées d’un point à l’état d’équilibre 
et x, y, z les coordonnées de ce môme point à 
l’état actuel. Le moment électrique aura pour 
composantes, en désignant par e la charge de 
la particule,

e (.r —  x 0),

e {y —  yo),
c -̂’o) ·

Soit Dx le volume de la sphère que nous avons décrite autour de 
la particule considérée et désignons par X , Y, Z la valeur 
moyenne de e (x — x 0), etc.; on aura

(x —  x 0) =  XDx,

(y —  y*) =  Y D ^>

(z -  z0) =  ZDx.

Le signe s’étendant à toutes les particules qui se trouvent 

à l’intérieur de la sphère S t.
X , Y, Z joueront donc le môme rôle que A, B, C.

Dans le cas du magnétisme, nous avons vu que la densité du 
magnétisme à l’intérieur de l’clément de volume dx était

S dA.
dx  '

•
Dans le cas d’un diélectrique nous aurons d’une manière ana

logue, en remplaçant le vecteur (A, B, C) par le vecteur (X, Y, Z)

S dX
~ d 7 ‘

Donc,

le s i g n e d u  premier membre indiquant que la sommation doit 

s’étendre à toutes les particules contenues dans le volume Dx, et
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le signe^^du second membre indiquant une permutation circu

laire entre les lettres X, Y, Z ,· x , y , z.
Dans le cas du magnétisme, la relation de Poisson s’écrivait,

d k  _
dx  ’

nous aurons maintenant,

___
K 0 ¿ J  dx  ’

en désignant par A le potentiel électrostatique et en divisant le 
second membre de cette relation par Iv0, car, comme nous l’avons 
déjà dit, nous emploierons les unités électromagnétiques.

Si la cavité a la forme d’un cylindre infiniment délié et si elle 
est orientée comme le vecteur (X, Y, Z), la force électrique aura 
pour valeur

d<\>
dx

Si la cavité est cylindrique, mais infiniment applatie, la force 
électrique sera,

dx ^  Ko ’

Dans le cas d’une sphère on aura,

( 0
4  i I  i -y  
dx  +  3 n K„ X

et c’est ce dernier cas qui nous intéresse pour le moment. 
L’expression (i) représente la force électrique due à la partie 
extérieure à la sphère S.

Or nous savons que

4*
K. dx

dF  
dt ’

mais dans le cas actuel (état d’équilibre) — -  =  o : le potentiel 

vecteur est nul.
P oincaré. Electricité et Optique. 3 t
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Il reste donc

P  —  —  _  É ï .
Iv0 ' dx  ‘

L’expression (i) devient alors

4  ̂ 4 _̂ 2L
K 0 ' ^  K 0 3 ’

ou encore si la charge de la particule est e,

w

2° Action des particules intérieures à la surface S'. Comme 
dans le cas des aimants ccttc action est nulle.

3° La force qui ramène la particule à sa position d’équilibre. 
Ccttc force est proportionnelle à l’écart si cct écart est petit. On 
a donc pour cette force.

(3) -----  ̂0*— ■*■„)·
lvo

372. — La somme des deux projections (2) et (3) doit être nulle ; 
ceci s’écrit

K o
e 4«

K„
p. (x —  x 0),

d’où en multipliant par e les deux membres de cette relation,

e ( c - . r , )  =  j  ( / + · ! · ) ·

Pour avoir X, faisons la somme des relations pareilles pour 
toutes les particules qui sont h l’intérieur du volume Dx et divi
sons par Dx ; il vient ainsi,
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Posons maintenant,

:L,

La relation (4) devient,

'2 L = f + 2 L
L 3 ’

d'où

Cette relation nous montre qu’il y a proportionnalité entre 
/’ et X ; explicitons le facteur de proportionnalité. D’abord nous 
savons que Maxwell, dans un diélectrique autre que l ’air, consi
dère le déplacement en bloc, qui correspond dans la théorie de 
Lorentz à celui dû à l ’éther, f ,  et à celui dû à la particule, X. 
De sorte que

d’autre part

d’où

donc,

/•+x = K
4« dx  ’

4*  r   dil
K 0 ' dx ’

4~ dx ’

/■+X f  x
K K 0 K — K 0 ’

d’où

/ • _ X  K»
K —K /

Le facteur de proportionnalité a donc pour valeur K0 ’ 
K — K„ ·
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B . E lectrodynamique des corps en r e p o s .

373.— Il convient de remarquer que nos sens grossiers ne peu
vent atteindre que la valeur moyenne des phénomènes ; on aura 
besoin par conséquent, dans la suite, de considérer la valeur 
moyenne de nos fonctions ; il s’agit alors de voir si les formules 
que nous avons trouvées précédemment subsisteront dans ce 
cas.

D’abord, la valeur moyenne d’une fonction u au point (* , y »*) 
c’est·

_  j  uih

l ’intégrale étant étendue à une petite sphère de rayon £ ayant 
pour centre le point (#, y, z).

Il résulte de là que

du du
dx dx

!
374. — Les relations que nous avons trouvées précédemment 

étant linéaires, subsisteront donc encore dans le cas présent.
On aura par conséquent,

4 T-ll —
d

dy
dfi

—  dz ’

4~p =
da. ¿Y
dz —  TOT’

4'îtw>=
d$ da
dx dy ’

a —
d\\ dG'
dy dz ’

P =
dW dlV

dx  ’

t =
dG' rfF'
dx dy ‘
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F', G', H', étant les composantes du vecteur qui fait office de 
potentiel vecteur et qui est le potentiel retardé d’une masse atti
rante ayant pour densité les trois composantes du courant de 
convection.

On aura ensuite

(3)

(4)

(5)

2 L f + -i ü

4^
~ÏC 8 'JV0

i F ' 4 '
dt

dG'
dt

dx
4 '
dy

, ¿II' . 4 '
, X  + - J T “ ·0 ' 

□ G' = -4«(<·— Ï ) ·

Ÿ K0 Z j dx ’

<·> 2 T t - ' — 2 £ ·
é

375. — Quant à la relation,

d f  , t
u — n r  +  ?c‘'

elle ne garde pas la même forme. Pour voir ce qu’elle devient, 
cherchons la valeur moyenne de p$.

Nous avons pour cette valeur moyenne,

\ t  dx
2 j  e ~dL dX

' Dv dt ’

donc,

(7) II +

¿X
dt
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376. C onditions d ’éq u ilib re  d ’une p a r t ic u le .  —  Considérons 
une petite cavité sphérique entourant la particule et évaluons 
les forces qui agissent sur cette particule. Nous avons:

i° La force d’inertie; cette force a été négligée pour les con
ducteurs, mais on ne peut plus la négliger maintenant, car dans 
le cas des diélectriques on peut avoir des vibrations extrême
ment rapides. Cette force a pour valeur,

4t: ddx
K0 dil

2° L’action du champ. Cette action peut être décomposée en 
trois parties,

a) Le champ produit par la particule ellc-môme. Ce champ est 
négligeable. Lorentz l’a calculé mais nous ne reproduirons pas 
ici son calcul, faute de tempsi

l>) L ’action produite par les particules qui se trouvent à l’inté
rieur de la sphère entourant la particule en question. Cette action 
est nulle.

c) L’action du champ extérieur. Cette action a pour valeur, 

e f  +  e (»»Y —  1$ ) .
1V 0

Mais qu’est-ce que f ?  —  Nous avons,

4tc dF1 4 '
K 0 ' dl dx

d’où nous déduisons la valeur de f .  Seulement, rappelons-nous 
que nous avons creusé une petite cavité sphérique dans l’élément 
Dt autour du point [x, y, z\ et cette cavité modifie le champ.

dF'
Quelle est cette modification ?— D’abord, le terme en n’est pas

modifié ; et cela se comprend, car le potentiel vecteur F' pro- 
• x

vient d’une matière dont la densité est —rir-. Mais il n’en est
ddJ  | [

plus de même du terme . Ayant affaire à une sphère ce

Xterme est'modifié par le changement d e / ' e n . (Voir précé

demment, n° 371).
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On aura clone,

Î r ' ( H r ) + e ( « - ® ·
3° La force élastique qui tend à ramener la particule à sa 

position d’équilibre. Cette force est représentée par,

4« , v
—  p(.r — z 0)·
l v o

L’équation d’équilibre de la particule considérée s’écrit donc;

4 f
K. V- ix  —

d2x  47ï
T r -m- . .
Iv 0 dtl

X
+  -J-J+ e (riy —  t$).

3 77 .— Multiplions par e les deux membres de cette équation ; 
il vient,

e { x —  x t) 4 -
em æ x  e2 /. X\ , e2 K 0

Faisons maintenant la sommation pour toutes les particules 
qui se trouvent à l’intérieur de Dx et divisons par Dx ; il vient,

DI
en supposant que —  est le même pour toutes les particules, >
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L’équation cle l’équilibre devient donc,

m cPX t 
Y ' d F ==L

378. — Si nous avons affaire à des corps en repos, alors

•'l

et par conséquent, '
- dy

K, Y  e\  ■ K y  ev, 
4t: Z j  Dt 4 "  Z j  Dt

-  K « e y  e dt
4ic Z j Dt

II

On aura par un calcul analogue,

Ces relations ne sont vraies que si la charge e est la même 
pour toutes les particules mobiles. Si cette hypothèse n’est pas 
tout à fait rigoureuse, elle nous permettra au moins de voir le 
sens général du phénomène.

On aura donc ainsi

d2X
dt*

e
y·

Posons maintenant

et

m
p.L

4^ pL

L’équation précédente devient,

X X

e.

dY dZ \. dlX
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ou encore,

v  , 1 1 \ , æ-x ,  . / <n ,  a  \

Mais remarquons que

K„
K — K 0 ’

cela nous donne finalement,

m  Æ + x ^ .
✓ i t d rL  \

=  f + >  Ï T - P  -7 T  'dû  ' “  K — K 0 1 J '  V 1 dt r dl

379.— Si le champ n’cst pas puissant le second terme du second

«  Xmembre est négligeable et on obtient une relation entre - ,  

et f  :
r l  2 v  K

=  f-îÆ + x . K·
dû K —  K„

». . . , dl XSi, de plus, on est au repos, a —rr-  est alors nul et on re

tombe sur l ’équation
dû

f = X K„
K —  K„

1  acquiert une importance très grande quand on a affaire à des 
oscillations très rapides.

Cette équation (8) n’est plus valable si les particules subis
sent un frottement : il faudrait dans ce cas ajouter au premier

membre un terme complémentaire de la forme V .

C. —  E l e c t r o d y n a m i q u e  » e s  c o r p s  e n  m o u v e m e n t

380. — Nous allons étendre maintenant les résultats que nous 
avons trouvés pour les corps en repos aux corps en mouve
ment.

Il y a d’abord un certain nombre d’équations que nous avons
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trouvées pour les corps en repos et qui n’ont pas de raison de 
changer pour les corps en mouvement.

Ce sont,

(3)

(4)

°.1'= - < = ( “- § >
o i '  = 4~

K»
V ï dX

' 2 S d x '
d f
dx

V  dX .
'2 u  dx '

4- f  , ¿F ' dV
k . 1 dt dx

4 ^ ' dG'

K0 + dt ' dy
| diV d û

K„ 1 dt +  dz ~~

D’autre part nous avons trouvé, quand il n’y a pas de champ 
magnétique intense et pou r les corps en repos,

- d2X „  K.
d i2

X
K —  K- f-

Mais cette équation, comme nous l ’avons vu, peut perdre de sa 
simplicité quand on a affaire à un champ magnétique très intense ; 
dans ce cas il faut en effet, compléter la relation que nous venons 
d’écrire par le terme complémentaire suivant,

(  dX „ ¿Z\
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c ’est le terme correspondant à  la polarisation  rotatoire magné
tique et au phénomène de Zeeman.

381- — Pour les corps en mouvement, on obtient'de la même 
manière,

X 4

m Y 1  drx
Y  e2 ! f  X\  

Dt · — Zjp-Dx V 3 /

et par des transformations analogues à celles que nous, avons em
ployées quand il s’agissait de l’électrodynamique des corps en 
repos,

(6) f  l ^ ï - W

£, 7), Ç représentent ici les composantes de la vitesse de la ma
tière. En effet, si le champ magnétique n’est pas très intense, et 
en négligeant la vitesse relative de la particule par rapport à 
celle de lsrmatière, £, 7), Ç représentent alors bien la vitesse de la 
matière elle-même.

En divisant par L les deux membres de la relation (6) on 
obtient,

(7)
d2X
dd

X K„
K — K„

(if
382. — En ce qui concerne la relation en u — —P elle va être un

peu modifiée pour les corps en mouvement.
Nous avons,

( 8 ) (u —
dx
W ’

le s ig n e in d iq u a n t que la sommation s’étend à toutes les par

ticules qui se trouvent à l ’intérieur du volume Dt.
Pour faire le calcul nous allons employer un artifice très utile 

toutes les fois qu’on aura à calculer des valeurs moyennes.
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Nous savons que

XD ' = 2 e —  a·.)-

Considérons une fonction 'f quelconque ; nous n’assujettirons 
cette fonction qu’à une seule condition : qu’elle varie assez len
tement pour qu’à l’intérieur du volume Dt elle puisse être con
sidérée comme constante. Nous aurons alors,

»XD-: (x —  . r j .

Décomposons le volume Dt en éléments de volume dt très 
petits (au sens ordinaire du mot) ; on peut alors écrire

(9) '¿Xdi = ^ < p e  (x —  x0), 

signe ĵÿ  ̂ s’étend au volume Dt toutoù le signe J"  comme le su 

entier.
Plus généralement la valeur moyenne U d’une fonction U quel

conque sera donnée par la formule

on aura ainsi

( 1 0 ) dt

J  ?UA=2?U;

383. —  Quelle est la valeur de la densité moyenne?—  Il faut 

pour cela calculer z>e.

Posons
?o=  -p o> yo) - 0).

<p0 représentant la valeur de la fonction f  quand la particule passe
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par sa position d’équilibre (,r0, yu, z0). Or, à l’état d’équilibre, la 
densité moyenne est nulle ; donc,

( " ) O.

D’autre part {x, y , z) étant voisin de (.r0, y0, ẑ \9 on peut écrire,

et par conséquent

(■*> E'fe=Ee[fi+E e(*”^·*]'
le deuxième s i g n e d u  second membre s’étendant aux trois

coordonnées.
En tenant compte de la relation ( n )  et de la relation (9) qui, 

diflerentiée par rapport à x  nous donne,

x - ÿ  d t =
a.x

la relation (12) devient

et, en intégrant par parties,

La formule

(.3) E*— /  »E&*·
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montre que la densité moyenne est

E dX
dx

384. — Cherchons maintenant la valeur du courant total u. 
Partons de l’équation (9) et différentions-la par rapport à t ; il 
vient,

En ciTet, f  ne dépend pas directement de t : il est fonction 
dc.r,?/,.5 seulement; mais dans le premier membre x ,y ,z  repré
sentent les coordonnées de l’élément de volume d i, tandis que 
dans le second membre x , ¡J, z réprésentent les coordonnées 
de e, qui sont mobiles; qui sont par conséquent fonction de t. 
C’est pour cette raison que la fonction est traitée dans le 
second membre comme dépendante de t et dans le premier 
membre comme indépendante de cette variable.

Or nous avons,

le signe^^ s’étendant aux trois coordonnées.

Le premier terme du second membre de (i3) devient donc,

En intégrant par parties, on obtient,
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X<kv)
do
dy

do
Xd-zÇ - f -  =  —  j  tfd-

et par conséquent,

(i5) <K',‘dy
dXÇ
d z ■

Passons maintenant au troisième terme de (i4 ) ; quelle est la
(î X

signification d e -^ 2- ? —  C’est la vitesse du point (,r0, t/0, z0),  ce

point étant considéré comme entraîné dans le mouvement de 
la matière : c’est donc ce que nous avons appelé On a alors

0
dt —  £ ( ^ 0 ’  IIa’ - 0 ) 1

et comme (,r0, yu, ; 0) est très voisin de (x, y , .s) on peut donc 
écrire

dx,.

en posant,

0;^

dt

S
dxcpe revient donc maintenant au calcul

de ¡pci et de^» :̂pe§i;.

“  Commençons par calculer

Nous avons,
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Pour V/ J *
seo; nous avons,

2  ?ê = - 2  2 ?e 5 - (j;_  x»}’

( > 7) — / *  &

c m
dij dz

Ecrivons maintenant la relation ( 14) en tenant compte des 
relations (i5), ( 16) et ( 17) que nous venons d’établir; elle 
devient,

? -77 - (h  =  /

+

Nous 11’avons plus maintenant qu’à identifier les coefficients de 
•odz, car cette égalité doit subsister quelle que soit la fonc
tion cp.

En faisant celle identification nous trouvons,

dX
dt

d f
dt

cl
dy ■(YS — X 7 l ) - ~ ( X Ç - Z Ç ) ,

d’où enfin,

( ‘ 8) * =

w -

df_
dt

dt
dh
dt

dX

d~Y
Y 5 - x ” )'

+ - i (z , - Y Ç ) _ ^ r (X!; - ZÇ).

C'est Vexpression du courant total d'après Lorentz.

385. C om p ara ison  a v e c  la  th éo r ie  d e  H ertz . —  Comparons 
cette expression à celle du courant total d’après Hertz. Nous 
avons vu que le courant total dans la théorie do Hertz est la
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somme de quatre courants : le courant de conduction, le 
courant de déplacement, le courant de convection de Rowland 
et le courant de Rœntgen. Nous n’avons pas ici de courant de 
convection analogue à celui de Rowland et cela se comprend, car 
la densité de l’électricité vraie est nulle, attendu que nous 
sommes dans un diélectrique. En ce qui concerne le courant de 
déplacement, on le retrouve dans la théorie de Lorcntz, seule
ment il est dédoublé : il se compose du courant de déplacement

,. d f -  . . . . dX .
proprement dit, , et du courant de polarisation-^-. Quant

au dernier terme de la relatiçn (18) c’est une expression ana
logue à celle qui représente le courant de Rœntgen à cela près 
que le vecteur (/) g, h) est remplacé par le vecteur (X, Y , Z) 
dans la théorie de Lorentz. Nous avons, en effet, dans la théorie 
de Lorentz

dz (X ï -  7.5) -  - M ) ,

dans la théorie de Ilertz, nous avions trouvé 

(■9) -

Mais il importe de remarquer que Hertz désigne par f ,  g, h 
le déplacement total (déplacement -J- polarisation) que Lorentz 
représente par f -\ -  X , £ '+  Y, h -f- Z. Avec les notations de 
Lorentz il faudrait donc dans l ’expression ( 19) remplacer f , g , h 
par / '+  X, g  -+- Y, h +  Z.

Maintenant si nous prenons l’équation

æ x
dl2 +  X

Ko . . . f  

K -  K 0 h

que nous avons trouvée précédemment et si nous y négligeons 
d~X

la dérivée seconde ■ - nous trouvons que X  est proportionnel

à f e t  que le facteur de proportionnalité est-----—̂ ° . Le courant

de Rœntgen prévu par la théorie de Lorentz est donc à celui 
prévu par la théorie de Hertz comme X est à X + / ,  c’est-à-dire 
comme K —  K0 est à K.

P oincaré. Electricité et Optique. 3 2
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Ainsi dans le vide (K =  K0) il n’y a pas de courant de Rœnt
gen, d’après Lorentz, alors que d’après Ilertz il doit y en avoir 
un. Mais comme nous l ’avons déjà vu précédemment, quand 
nous nous sommes occupés de la théorie de Ilertz, les expé
riences de Rœntgen sont tout à fait insuffisantes pour trancher la 
question.

386. —  Revenons maintenant à l ’équation fondamentale,

1
æ x
dt*

X- K. K 0
K

æ x
nous avons vu que le terme X du premier membre de cette

équation est négligeable (sauf le cas où on a des oscillations 
rapides) de sorte qu’on peut écrire,

X K - K ,  f  , K -  K„
K . Z-1- 4* t o - t f ) ·

La quantité que Ilertz ou Maxwell appelle déplacement total 
est, comme nous venons de le remarquer, X  —J— /i, Calculons cette 
quantité. Il vient,

x +  f = T ç f +  •,V ' 7 S K " f a r — t S ,
ou encore

K -  K 0 

K ' fa ï —

Cela veut dire que dans la théorie de Lorentz le déplacement 

de Maxwell est le produit de deux facteurs : l ’un l’autre la
4 T:

force électromotrice (d’après Lorentz). Or, dans les conducteurs, 
la force électromotrice a pour expression

IY0

on voit donc que la différence est seulement dans l’introduction
, r K — K,du lacteur— ^—- .

K
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387. — Interprétons ces résultats.
i° Supposons que nous ayons un corps conducteur mobile 

placé dans un champ magnétique invariable. Que va-t-il s’y pro
duire d’après la théorie de Hertz ? — Il doit d’abord s’y produire 
une force électromotrice qui donnera naissance à un courant 
d’induction.

D’après Lorentz, bien qu’il n’y ait pas de force électrique dans 
le sens propre du mot, il y aura cependant une force électro
motrice qui aura la même expression que dans la théorie de 
Hertz, puisque nous retrouvons le terme -r\y — Cette force
électromotrice donnera naissance au même courant de con
duction que dans la théorie de Hertz.

On voit donc que dans la théorie de Lorentz les lois de l ’in
duction magnétique ne se trouvent pas en défaut.

2° Supposons maintenant que nous considérions un diélec
trique mobile dans un champ magnétique. D’après IIertz< il 
doit s’y produire un déplacement électrique proportionnel à la 
force électrique. D’après la théorie de Lorentz le déplacement 
électrique total, X  -|-  f ,  existe toujours mais sa valeur est plus 
faible que dans la théorie de Hertz : il est diminué dans le 

K — K0 _
rapport---- — - ,  Par exemple si le diélectrique est constitue

par de l’air, alors K —  K0 =  o : il n’y aura rien du tout.
En résumé, le résultat obtenu par Lorentz revient à affecter 

les termes [pat] et [f\ de la théorie de Hertz du coeffi-
K —  K 

cient ---- ——-

Or, rappelons-nous que les équations de Hertz ne pouvaient 
rendre compte des expériences de Fizeau que si on les affectait

du coefficient ---- ——- : on peut donc prévoir que la théorie

de Lorentz est entièrement conforme aux faits expérimentaux 
cités.
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PHÉNOMÈNES LUMINEUX DANS LES DIÉLECTRIQUES

D I S P E R S I O N

388. —  Nous allons maintenant aborder l’étude des phéno
mènes lumineux dans les diélectriques. Nous commencerons par 
le cas le plus simple : c’est le cas où il n’y a pas de champ ma
gnétique intense. Nous supposerons de plus, que le corps trans
parent considéré est en repos : cela nous débarrassera des termes 
complémentaires que nous avons été obligés d’introduire pour 
les corps en mouvement. Seulement, nous tiendrons compte du 
frottement que les particules pourraient subir : ceci revient a 
tenir compte de l’absorption.

Nous aurons donc les équations suivantes

(0

î:
i

df_
dt
diï

dX 
dt ’ 

d\r
ç =  +  ~dT'

W:
dh_
dt

dZ 
dt ’

¿ 2X v  d x î V Ko = f ,
de 1■ dt “h A K - K 0

æ  y V i V K„ —
de 1 dt - r  1 K ' -1̂ 0

dl z 
de '

dL
dt

+  z-
K

K.
- K 0

=  /t.

389. —  Nous allons d’abord montrer que 011 SU11 
lumière m onochrom atique les vibrations sont tiansvei

la
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Différentions à cet effet la première équation (2) par rapport 
à x, la seconde par rapport à y, la troisième par rapport h z ; il 
vient,

d1. dX
+ > ■ ' 4

dX
+

K 0 dX
d f dx dx K - K , dx
df dY

+  v w
dY

+
Ko dY

d f dlj dy K — K, dy
d2 dZ

+  v 4 r
dZ 1 Ko dZ

d f dz dz 1 K - K „ dz

d f  
dx ’ 
dg_
d y ’ 
dh
dz '

En faisant la somme de ces trois équations on obtient

æ  y  d x  } r d \ i d x  k „ y  d x  x f d f  
d f  Z j  dx ' dt Z j  dx  K —  K Z j  dx Z j  dx

Or

donc

(3) X ZL
d f

dX

E d f    V I dX
dx Z j  dx ’

S dX v _ £ _ V  dX K y  dX
dx dt Zj dx  K K. Zj dx ° ’

~dx~ sa^ s â^ donc ® une équation différentielle linéaire

du second ordre : nous en concluons que cette fonction est’ une 
somme de deux exponentielles. Mais pour que la lumière soit 
monochromatique (car nous nous sommes placés dans ce cas) il 
faut que ces exponentielles soient à période réelle, c'est-à-dire 
qu’il faut que leurs exposants soient purement imaginaires ; il faut 
donc que

S dX
dx ~ ° ’

et, pour avoir une couleur déterminée, il faut que les exponen
tielles aient une période déterminée. On conclut donc que

(4) 2
d x
dx

Il n’y aurait,exception que pour )> '=  0, et cela encore pour une , 
couleur déterminée.
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Or =  o signifie que les vibrations sont transversales

c’est précisément ce que nous cherchions à montrer.

390. —  Ceci étant établi voyons ce que deviennent les relation 
en □'.]/ et □/!

Nous avions,

dX
or, comme dx

(5;

:o, nous avons maintenant

□<]/ =  o .

D’autre part,

d’où

□/=

4« .  dw  4 '
TC f + m T + - £ r  =  ° '

K” d  D F '----- □<!/,
Arr ri r. *dt 4^ dx

or nous venons de voir que □  <y —  o donc

d’autre part

et d’après (i)  

donc,

DF,= - < ” ('— § ) ’

d f  dX  
U dt ~  dt 9

□ F ' 4rc
dX 
dt ’

la relation en □ / devient alors,

d 2X( 6 )  O f  —  K ,  *
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391. —  Supposons maintenant que nous ayonsafFaire à clés 
ondes planes : toutes nos fonctions ne dépendront que de s  et 
de t, par conséquent

et d’après (6) 

(6 bis)

K. d*f
dt2

* L _ K £ f _
dz2 0 dp K

d2X 
dP '

Or nous avons,

(7)
d2X
dC1

W dX K.
K — K„

-X =  f.

Posons alors,

), = .

)/ =
a„

K 0
K -  K„

_  Po

. L’équation (7) deviendra

, d2X , , dX · , 2 v
(7 bls> ~dP~ +  b° ~dt + P o  x  ^  a ^ ‘

La lumière a été supposée monochromatique ; on peut donc 
appliquer l’artifice habituel des imaginaires : posons,

X  =  X / ,

/ '= / / ,
avec

P =  ip [nz v/K0 — *)·

Comme les équations sont linéaires à coefficients réels, nous 
pouvons écrire.

X =  partie  réelle de X 0ep, 
f  =  partie réelle de f 0e^1
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et ccs nouvelles solutions qui sont réelles nous donneront les 
valeurs réelles de nos fonctions.

Soit p  un nombre proportionnel au nombre des vibrations par 
seconde, de sorte que la période T est donnée par

T =
271

a  représente l ’indice de réfraction ; si n est imaginaire alors

et dans ce cas

partie réelle de X 0ep =  cos p  (pi'z \/K0 —  t),

le coefficient d’absorption est alors proportionnel à nn et l ’indice 
de réfraction est n'.

392.— Que deviennent nos équations (7 bis) dans ce cas? 
Nous avons,

* x  _ ^ X ,d e
d * f
d e ■— p V>

d x  ■
- d r  =  - v x ,

æ f
-n -pH if.

dz*

L ’équation (7 bis) devient alors,

( 7 ter) (/V —  1p K  —  P2) x  =  «</,

et l ’équation (6 bis) prend la forme

—  n ' p ' K J - h  K „ / / '=  —  K # p 2X,

ou encore
( n * - i ) / * = X ,

d’où
. 4 , X

» =  1 - i - y >
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ou, en tenant compte de ( j  ter).

(8) ns = i  +
V b o

D iscussion . — En général b0 est très petit, par conséquent le 
ternie ipb0 est négligeable devant p 02 — p2, et alors n2 devient 
réel : ,

Il y a exception dans le cas où p02— p2 est très petit; dans ce 
cas le terme en ¿0 n’est plus négligeable, le dénominateur sera 
très petit et par conséquent la fonction très grande ; n sera donc 
imaginaire dans ce cas. Bref, quand p 0 est différent de p ,  il n’y a 
pas d’absorption ; et, au contraire, quand p0 est voisin de p il y a 
absorption (à cause du terme imaginaire ipb0).

Cela explique l’existence de raies d’absorption très étroites dans 
le spectre.

393. — Pour mieux voir la variation de n2, construisons la

Fig. 58.

courbe représentant les variations de cette fonction. Portons p 1 
en abscisses et «2 en ordonnées et représentons les droites

«2 =  , n3 =  i et puis p02 - p2 et p2=  o.
1V°

Faisons ensuite p 2 =  o dans la formule (9) ;  il vient ainsi
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or

donc

«o K-Ko
pl ~  K 0

K —  K„ 
K„

_K_
K.

K
La courbe est donc tangente à la droite /i2 =  —IVf.
Maintenant si p  augmente, le second terme du second membre

de (9) augmente avec p,  et pour p 2 = p ,  le terme en — — — d«-
, . , P 0 P

vient infini : il s’ensuit que n2 devient infini : on a une asymptote.
Si p  continue à augmenter, pour une valeur de p  légèrement 

supérieure à p 0 on aura n2 —  —  00 : on aura donc encore une 
asymptote.

Si p  =  00, c’est-à-dire si on a affaire à des ondes infiniment

courtes, alors «2 =  1 : on a ainsi une branche tangente à la droite 
n2 =  1 .

On voit d’ailleurs que la courbe ainsi obtenue est une hyper
bole. . ^

394 . —  l re Observation. —  La présence des asymptotes que 
nous venons de trouver, correspond-t-ellc à la réalité des choses ? 
Et d’abord comment avons-nous trouvé ces asymptotes? —  Nous 
les avons trouvées en faisant p  2 =  p 2 dans la formule (9), hypo-, 
thèse qui ne correspond à aucune réalité puisque pour p 0 =  p  nous 
n’avons plus le droit de négliger le terme en ipbr
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Tenons compte, au contraire, de ce terme et corrigeons notre 
courbe en représentant en jmintillé les portions qui ne peuvent 
pas manifester leur existence par l’expérience, par suite de l’ab
sorption. On obtient alors une courbe dont l’allure est indiquée 
par la figure 5g.

395. — 2 me Observation. —  Que nous indique la courbe que 
nous venons de tracer ? Elle nous indique la présence d’une seule 
raie d’absorption : c’est la raie qui correspond à p2 =  p f .  Mais où 
se trouve cette raie dans le spectre ? Pour voir cela, remarquons 
que dans la partie gauche de la courbe on a n >  r, dans la partie 
droite n <  i èt enfin pour p  =  co on a n —  i ;/P =  p f  se trouve 
donc dans une région très éloignée du spectre connu, ce qui 
signifie que la raie d’absorption sort du spectre connu.

Comment faire alors pour expliquer la présence des raies d’ab
sorption que l’observation décèle dans le spectre connu ? — On 
est amené à faire une nouvelle hypothèse : il faut admettre qu'il y 
a  des particules de plusieurs sortes.

P a rtic u le s  de p lu s ie u rs  sortes. — Nous avons vu, en effet, 
que ces particules sont caractérisées par leur masse m, par leur 
charge e et enfin par leur coefficient d’élasticité p, qui tend à les 
ramener à leur position d’équilibre. Nous avons supposé en outre

i m . ,, ,que le rapport -----était constant (le meme pour toutes les parti

cules) : c’est précisément à cause de cela que nous n’avons obtenu 
comme résultat de notre analyse, qu’une seule raie d’absorption 
dans le spectre. C’était là une hypothèse restrictive. Mais modi
fions maintenant cette hypothèse en admettant l’existence de par
ticules de n sortes différentes.

Pour chaque sorte de ces particules X  sera différent. Dési
gnons par X t, X „ X3... XK les polarisations cle chacune de ces 
catégories de particules. La polarisation totale X  de ces particules 
sera alors la somme des polarisations partielles X , X „ ... XK de 
chaque catégorie de particules. Nous pouvons donc écrire

X = ^ X k,
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et d’autre part :

( i o bis) XkDt =  ̂  e[x  — x 0) ;

le signe étant étendu dans la formule (io  bis) à toutes les

particules de Ke sorte contenue dans l’élément de volume Dx.
Les équations , æ x x . x

T ’ etc·
que nous avons trouvées précédemment, et qui expriment la con
dition d’équilibre d’une particule deviennent donc en tenant 
compte de l’hypothèse que nous venons de faire,

y d2X,
di1

¿ 2X,

( " ) d t

i = / + 2L
L, '  ^  3 ’ 

- £ -  =  /■+ Xr *

I ,  d*XK 
\ Àk dC1 3 '

LK;L ,, L2,... Lk étant des coefficients caractéristiques 
des particules de la première, deuxième,...^ K° sorte.

396. —  Transformons ces équations.
Nous avons vu précédemment que si nous supposons les ondes 

planes, alors
* f K,

d - f
K„

i 2X
dz1 “ ° di2 

et si la lumière est monochromatique, 

( i 2) ( n * - - i ) f = X ;
,72 v*

(•3) 4 Î - - - / X ·

di1

Ecrivons cette dernière équation pour la particule de la 

K° sorte et substituons la valeur de ^ , ,K - ainsi trouvée dans la
d i1

dernière équation de (i i ) ; il vient
X. X
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Posons maintenant,

(i5)
X2
6 ’

X étant défini par la relation (io ). Cette expression de <ï> est, 
comme on le voit une forme quadratique homogène par rapport 
à X k.

Posons encore,

c’est encore une forme quadratique homogène'.
Cela posé, on remarque facilement que notre équation (i4)peut 

s’écrire en tenant compte de (i5) et ( 16).

('7) - ¡ L p - i W - f X ) ^ * ,  .

en d’autres termes cette équation se traduit par 

(I> —  — fX  =  maximum.

Or nous savons que quand nous avons deux expressions qua
dratiques quelconques, on peut les réduire toutes deux à des 
sommes. de carrés, en faisant un changement linéaire de variables. 
Faisons ce changement et écrivons les relations (i5) et ( 16) dans 
cette hypothèse ; il vient,

(i5 bis) ® = y p'X ; ,
L J  2rtK

(16 bis)
\x X '

<I>' =  \  — Ï-. 
L J  2

D’autre part, X 
supposer que ses

sera une fonction linéaire des X ' et je  puis alors 
coefficients sont égaux à l’unité, de sorte que

( 18)
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La condition (17) devient alors ,

(pi — p 1) X ' =  a / .

d’où

X i ____ /» “ K
k--- / -------- 2 >

H — 1>
et par conséquent,

X -'S *IÈ —  PJ 1

d’où, en égalant cette valeur de X  avec celle donnée par l ’équa
tion ( 12)

' 397. ■— Représentons ce résultat graphiquement en employant

un raisonnement analogue à celui que nous avons employé dans 
la théorie simple. O11 obtient ainsi le graphique ci-contre (fig. 60).

Ceci est vrai quand on néglige le frottement. Mais il n’en est 
plus de même quand on passe au voisinage des raies d’absorp
tion : au voisinage des asymptotes.

En inodifiant notre courbe pour ce cas, c’est-à-dire en tenant 
compte du frottement on obtient la forme qui est représentée par 
la figure (6 il.
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Les traits en pointillé correspondent aux bandes d’absorption, 
qui ne sont pas visibles.

398. R em arq u e . — En suivant sur le graphique les traits en 
plein  on voit que n2 va en croissant ; c’est le contraire qui arrive 
pour les traits en pointillé.

La distance entre deux bandes d’absorption consécutives, 
est plus courte que la montée entre ces deux raies consécutives. 
Cependant pour p  suffisamment grand n doit aller en diminuant, 
car si p 2 croit indéfiniment, nous nous trouvons en dessous de la 
droite n1 —  i . Il en résulte que pour p 2 =  co (ondes extrêmement 
courtes) n2 est très voisin de l’unité, ce qui signifie qu’il n’y a 
pas de réfraction pour ces ondes-là. Quelques personnes se sont 
appuyées sur ce résultat pour assimiler les rayons Rœntgen à des 
rayons de très courte longueur d’onde.

M. II. Becquerel a obtenu ces courbes par la photographie (').
Faisons observer en passant que la théorie de Ilelmholz conduit 

à une formule tout à fait analogue à celle que nous avons trouvée.

D I S P E R S I O N  É L E C T R I Q U E  A N O M A L E

399. — La dispersion électrique a été étudiée tout récemment 
par M. Barbillion (2) pour des ondes herziennes de grande lon
gueur d’onde. Pour la plupart des corps la dispersion est ano
male : au lieu que n croisse au commencement, il décroit, de 
sorte qu’on obtient comme commencement de courbe de disper
sion, la portion indiquée en pointillé sur la figure ci-jointe.

On peut se rendre compte de cette anomalie de la manière 
suivante : Supposons que p  soif très petit ; le second terme de

(*) H. Becquerel, C. R., 1898; 1899.

(2) L. Barbillion, Thèse de doctorat, 24 janvier 1899.
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la relation (i5) se réduit alors à 

1 a

~ pT

Le terme qui correspond à la première asymptote est

%.) 9 ^
Pô— P

qui complété par le terme du au frottement devient,

p î— ipK  — p* ’

mais nous avons supposé p  très petit ; p i est donc négligeable 
par rapport à pl, et il reste alors

donc

( 16)

Posons

Pl —  ipl'a

«2 =  /i2 +
pl  —  ip/)Q ■

a 0—  unie.

La relation ( 16) devient alors,

n· —  « ;/ iH — - — - r ) ’
\ pô— ipi\ !

en y supposant c très petit et en extrayant la racine carrée, il 
vient,

« =  «o ( 1 H— ï ~ 6 · -/ ) ·V p l — ipl> J

La partie réelle de n sera donc,

partie réelle de n —  n0 cPl
Pl +  f l» r)·

Quand p  augmente, le dénominateur de cette expression aug-
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mente aussi, par conséquent n diminue : ce qui explique le 
spectre anomal observé.

400. R e m a r q u e .— Nous avons dit précédemment que. les 
équations

pouvaient s’interpréter en disant que

<I> —  p 2<K — /"X =  mcixim uni.

Nous pouvons représenter la chose sous une autre forme.
Ecrivons les équations symétriques de la précédente ; on aura 

alors le système,

>7)

A  _ x y x .  =  /■+-!-,
y y-iiL _  ;;2Y =  o· '
r  ‘ '¡ ¡P  1  it ---------t>J J u 3"’

£ - X / Z, =  *  +  ■§■;

posons maintenant,

0 -2 X Î+ Y ü  +  z; X*+ y2+ z2
2Lk 

^  À0' = £ 2 (Xí +  Y¿ + Z3 ;

nos équations ( 17) signifient alors que l’expression suivante 

0 —  ̂ e '  _  f X — gY —  KL

est maximum, c’est-a-dire que sa dérivée par rapport à XK est 
nulle.

401. D isp ers ion  d an s  l e s  cr istau x .  — La remarque que nous 
venons de faire sert'à passer à la dispersion dans les cristaux.

Supposons, en effet, que nous ayons affaire à un corps aniso
trope, un cristal orthorhombique par exemple, qui a trois 

P oincaré. Électricité et Optique. 3j

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



5x4 PHÉNOMÈNES LUMINEUX DANS L E S  D IÉLEC TR IQ U ES

plans de symétrie rectangulaires. Prenons ces trois plans de 
symétrie pour plans des coordonnées et considérons la force qui 
ramène une molécule à sa position d’équilibre, Cette force, nous 
le savons déjà, est proportionnelle à l’écart et dans un corps 
isotrope elle ne dépend pas de la direction de cet écart.

On a donc pour les trois composantes de cette force,

/ j* [x —  ,r0),

p (y — y.),
( P (s —  s #).

Dans les milieux anisotropes, on a, au contraire,

j p (x —  arj,

i ,a'(y — yu)>
il résulte de là que nous trouverons les mêmes équations,

Y. Zexcepté pour l’équation en —̂ cl celle en qui seront remplacées
LK LK

Y Zpar des équations en et en .
K k  K

En ce qui concerne 0  et 0 ', 0 ' conservera la même forme, 
mais 0 prendra la forme suivante,

0
- 1 - t

XI ♦y2 
1  K

T T
z*
L "

X* +  Y2 +  Z2

Les équations (17) subsisteront et signifieront encore que

( 18) 0 — p 2S' —  f X —'gY —  KL =  m axim um .

et le calcul sera poursuivi comme précédemment.
Si le cristal n’est pas orthorhombîque, nous serons, par un 

calcul analogue, amenés à poser

8 = % e . _  * 1± - % ± Z· ·

0 K étant une forme quadratique çn X K, Y e, ZK, il faudra écrire 
encore que le premier membre de ( 18) est .maximum.

Pour les corps orthorhombiques, si l ’écart a lieu suivant les
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axes des coordonnées, la force sera, elle aussi, dirigée suivant 
ces axes, seulement le coefficient de proportionnalité sera dif
férent suivant que l’écart sera dirigé parallèlement à x, paral
lèlement à y ou parallèlement à z.

Si on aun écart oblique par rapport aux axes des coordonnées, 
la direction de la force ne coïncidera plus avec la direction de 
l ’écart.

On a donc dans le cristal trois directions principales jouissant 
de cette propriété que si l ’écart est dirigé suivant l’une de ces 
directions, les forces qui tendront à ramener la molécule à sa 
position d’équilibre, seront dirigées suivant la même direction 
que l ’écart.

Pour un cristal qui n’est pas orthorhombique, on trouverait 
encore pour chaque espèce de particule trois directions princi
pales qui seraient les axes de l’ellipsoïde (N)K =  i ; seulement ces 
directions ne sont pas les mêmes pour les particules des diffé
rentes sortes, et par conséquent on ne peut plus prendre ces 
directions comme axes des coordonnées ; et la symétrie dis
paraît.

On voit donc que les résultats sont à peu près les mêmes que 
dans la théorie de Helmholtz.
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CHAPITRE VI

PHÉNOMÈNES OPTIQUES DANS UN CORPS EN MOUVEMENT

402. — Le plus important de ces phénomènes c’est l'aberra
tion astronomique. Ce phénomène met en évidence le mouve
ment relatif de l’éther et du milieu pondérable cju’il pénètre. 
Rappelons en quelques mots en quoi il consiste.

Dirigeons une lunette vers un astre quelconque : on aura 
l’image de cet astre dans le plan focal de cette lunette ; seule
ment, comme la vitesse de la lumière n’est pas infinie et comme 
la terre se meut par rapport à cet astre, cette image et 1 astre 
lui-même ne seront plus dans la direction de l’axe optique de 
l’instrument : l ’angle de la position réelle de l’astre et de son 
image dans la lunette (angle qui peut aller jusqu’à 20") est préci
sément ce qu’on appelle l’aberration astronomique.

On voit que ce phénomène ne pourrait exister s’il n’y avait pas 
de vitesse relative de la terrerai· rapport aux ondes lumineuses.

Fresnel a montré que le mouvement de la terre n’a pas d’in- 
lluence sur la réflexion et la réfraction (‘). Il imagina 1 hypothèse 
suivante : il suppose que dans les milieux réfringents autres que 
l’air et le vide, il y a entrainement partiel des ondes. Pour voir 
la valeur du coefficient de cet entraînement, appelons d„ la den
sité de l’éther et soit il la densité d’un milieu rélringcnt quelcon
que ; la fraction d’éther entraînée est d’après Fresnôl

— 4> _  , do
cl ■ d  ’

d’autre part

A _ I i
_______________  d  V i '

(') Voir pour plus de details, H. P oincabk, T h e o n e  m a th é m a t iq u e  d  ,
t. I. p. 385, n» 2 8 5 .
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V et V0 étant les vitesses de propagation des ondes dans les 
deux milieux de densité dü et d  ; or,

ZI —_ L
V’o iil ' ■

n étant l’indice de réfraction du milieu considéré ; donc

c’est la valeur du coefficient d’entraînement d’après Fresnel.
Ces vues théoriques de Fresnel ont été confirmées par les expé

riences de Fizeau. Il mettait eh évidence cet entraînement par
tiel des ondes au moyen du déplacement des franges d’interfé
rence qui avaient traverse de l’eau en mouvement (vitesse de 
y mètres par seconde.) De plus le déplacement des franges avait 
lieu tantôt à droite, tantôt à gauche, suivant le sens du mouve
ment de l’eau. La valeur de ce déplacement coïncidait sensible
ment avec le résultat théorique de Fresnel. Ces mêmes expérien
ces répétées avec de l’air ont donné un résultat négatif, conforme 
encore aux vues théoriques de Fresnel.

Ces expériences de Fizeau ont été reprises dans des condi
tions plus favorables par MM. Michelson et Morley ('). Le dépla
cement de la frange centrale dans leurs expériences atteignait 
presque une frange entière (0,899 frange exactement). Les mêmes 
expériences répétées avec de l’air (vitesse de aô mètres par 
seconde) ont donné un résultat négatif.

403. —  Depuis do nombreuses expériences ont été faites pour 
mettre en évidence le mouvement de la terre au moyen des phé
nomènes optiques. Dans ces expériences la source lumineuse et 
tous les appareils optiques étant sur la terre avaient même vitesse 
et n’étaient pas en mouvement relatif les uns par rapport aux 
autres. Toutes ces expériences ont donné des résultats négatifs.

Il y a cependant une exception : M. Fizeau a cru observer une 
influence du mouvement de la terre sur la rotation du plan de 
polarisation dans la réflexion vitreuse de la lumière polarisée.

(') A m erican  Jou rn a l o f  Science·, vol, XXXI, niai 1 8 8 G.
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Mais ces expériences sont excessivement délicates et M. Fizeau 
m’a fait connaître lui-nième les doutes qu’il conservait à l ’égard 
du résultat que nous venous de citer.

On reconnaît facilement que pour qu’il n’y ait pas d’influence 
du mouvement de la terre sur les phénomènes optiques, il faut, 
d’après Fresnel, que le coefficient d’entraînement ait pour valeur

Mais qu’est-ce qu e«? Est-ce l’indice de réfraction corespondant 
à chaque couleur ou bien l'indice m oyen?  —■ Pour Fresnel, n 
est l ’indice de réfraction moyen : pour lui la vitesse d’entraîne
ment de l’éther est indépendante de la longueur d’onde de la 
lumière. Or en réalité n n’est pas une constante ; il dépend de la 
couleur du rayon lumineux et n’est pas le même pour un rayon 
ordinaire et un rayon extraordinaire dans un milieu biréfringent. 
L’hypothèse de Fresnel demande donc à être modifiée.

404. —  La théorie de Lorentz, comme nous allons le voir, expli
que assez bien ces faits. Il faut cependant faire une hypothèse : 
Si on veut que les phénomènes optiques ne soient p as  influencés 
p a r  le mouvement de la  terre il fau t qu ’on néglige dans les fo r 

mules les termes de l'ordre du carré  de Vaberration ( c’est-à-dire

de l ’ordre de — 
io 8

Si l’on tient compte, au contraire, de ces termes, le mouvement 
de la terre exerce alors son influence sur les phénomènes optiques.

Dans presque toutes les expériences, ces termes sont en effet 
négligeables ; il y a exception toutefois pour une expérience de 
Michelson, qui montre que le mouvement de la terre n’a pas d’in
fluence sur les phénomènes optiques qu’on observe à sa surface 
et où il se trouve que les termes de l’ordre du carré de l ’aber
ration ne sont plus négligeables.

Voyons maintenant comment la théorie de Lorentz explique ces 
phénomènes.

405. E xp lica tio n  de ces phénomènes p a r  la  théorie de 
Lorentz. — Nous nous proposons de démontrer que si on néglige
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les termes de l ’ordre du carré de l ’aberration le coefficient d’en

traînement des ondes est i ------V .
n£

Supposons que nous rapportions le système à des axes mobi
les, entraînés dans le mouvement de la terre ; animés par consé
quent d’un mouvement de translation uniforme dont les compo
santes sont Ç, 7), Ç.

Appelons x, y, z les coordonnées d’un point, prises par rapport 
aux axes fixes et x', y ' , z1 les coordonnées de ce même point, pri
ses par rapport aux axes mobiles.

On a comme relation entre ces deux catégories de coordonnées,

/ X1 =  X --iÇ,

[ z > = z - l K .

Nous continuerons il désigner par —  (avec des d ordinaires) les

dérivées prises par rapport au temps en supposant le point [x, 
y ,z )  fixe, —  ce seront les dérivées correspondant au mouvement

absolu du point — , et par z— (avec des ô ronds) les dérivées pri

ses par rapport au temps, mais en supposant que le point (x , y, 
z) est entraîné dans le mouvement de la terre : ce seront les déri
vées correspondant au mouvement relatif du point en question,

Rappelons-nous que dans ce dernier cas on a

d d  » d d
d¿ dl dx r‘ dy K

d
dz

Cela posé, supposons que nous ayons, comme précédemment,

(a ) X = X #efr - o .

En prenant comme variables x t f , z', nous aurons de même 

(/,) X =  X0eip’ (nV V'kô — î) ,

et en identifiant les deux exposants il vient,

P {nz V K0 —  0  =  p' (n'z' v/K~— l),

=  P' (n'z \/K  —  V K  —  0 .
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d’où
pn —  p'n',

P = P '  ( ! + « ' ^ 0 V„),

-^-représentera alors la période vibratoire du mouvement et

- 7̂- représentera la période relative d’une vibration telle qu’elle

apparaîtrait à un observateur entraîné dans le mouvement de la 
terre. Le principe de Fizeau nous apprend, en effet, que quand 
un observateur vient au-devant de l’onde la période vibratoire lui 
semble raccourcie et qu’elle lui semble augmentée au contraire, 
quand il marche dans le même sens que l’onde.

Cela posé, des équations («) et (Z») on tire,

(d )

—  — /->2X)

5.  —  'y2X·

dp

d*X

406. —  Rappelons maintenant les équations que nous avons 
trouvées pour un corps en repos et pour les corps en mouvement. 

Pour les corps en repos nous avons trouvé (formules 11 , p. 5o8)

w

d*X X k „ X
K dp

d* Y Y Y
\i dp +  u

—  r**_[_____

V
d i Z. 
dp

7 1 Z
=  /t +  T

Pour les corps en mouvement il convient d’ajouter un terme 
complémentaire aux seconds membres des équations précédentes,

( 0

dp

dp

dp

+  T 7 = f + T

h
K
z .

Y
~ (f -O 3

Z

K

( Ç c - E Y),
41'·
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J'écris ici la dérivée p a r  rapport au temps avec des 0 ronds. 
Rappelons-nous, en effet, comment nous avons obtenu celte 
équation.

Nous sommes partis de l’équation de l’équilibre d’une particule

et nous avons fait la somme de ces équations par rapport aux 
particules de K° sorte, comprises dans le volume Dx; nous avons 
ainsi trouvé,

e (,r — x0) =  XKDx.

Si e est une constante et si le mouvement de la particule est 
uniforme, nous avons vu que

donc
d 2x

~ I F

d**t
dd-

H d* ô2X
e [x — ,r0) =  Dx2 dt2 ¡)¿2

Mais la dernière dérivée par rapport au temps est-elle prise 
par rapport au mouvement relatif ou bien par rapport au mou

vement absolu? Remarquons à cet effet que le signe s’étend

toujours au même élément de volume Dx, et comme cette parti
cule Dx , est entraînée dans le mouvement de la matière, c’est la 
dérivée avec des ô ronds qu’il faut considérer.

C’est ce que nous voulions montrer.

407. —  Nous avons encore comme équations (p. 4q6, éq. 18.)

d f  dX

(2) '  v =

dt
dg

dt
dY

VV-

dt dt flx  K dz 1

dh drL d  d
— i r + * r  — s r  w  -  «>·dt
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Ici nous n avons plus de raison d’ccrire les dérivées avec des 
il ronds.

Nous avons ensuite,

(3) □  G' =  4~ et g  

dt

(4)

\

a f = - - ^ 4 - W -4-  dt 
Iv „ d

D i = - 1 r ï o C -

- ^ 4 - v v .4-  dx
Iv0 d  ·,

0 □ ?  ,4tî dy

Oh = ------~  n i r ----------^  -4~
4tt dl 4T: dz

La première question qui se pose est celle de savoir si

S dX
dx ~  ° ’

c est-a-dire si les vibrations sont transversales. La réponse est 
négative : l ’expression précédente n’est plus nulle dans le cas 
actuel (mouvement de translation) mais il est évident qu’étant 
nulle dans lb cas des corps en repos, dans les corps en mouve
ment elle est très petite, de l'ordre de l'aberration.

408. — Supposons maintenant que nous ayons allaire a des 
ondes planes; nos formules vont se simplifier; et si on suppose 
de plus que le plan de l’onde est perpendiculaire à l’axe des - ,  
nos fonctions ne dépendrons que de z et de t.

La première relation (a) devient alors,

(y. bis)
_ d f  d X _  d X _  _ z aVL_

dt ~̂ 7 dt dz '  dz

La première relation (4) se simplifie aussi ; elle devient,

« * >  f r i nF'
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De plus, notre expression

S dX
~dx~'

•qui se réduit ici à
d'L

H T ’

est de l’ordre de l ’aberration ; or Ç, -/¡, Ç étant, eux aussi* de l’or
dre de l’aberration, l ’expression

,  ¿Z
j 1dz -

sera de l’ordre du carré de l’aberration ; nous négligerons donc 
ce terme dans l’expression (2 bis), conformément à notre hypo
thèse. Cette relation devient alors, 1

(2 ter) dX , „ dX 
dl dz ‘

D’autre part, développons l’expression (4 bis) ; elle nous donne
i

□/’—  ^ f  _ g V f ____. Kp d  ,,,
‘ dzi 1 » dt* ~  4« di ’

et en remplaçant d F 7 par sa valeur (3),

Vf  i f  V f _ v d(„ Jf
dz*

d 2f  t_ d (  <tt
K# dil ~  K° dl 1"  dt ) ’

ou encore, en tenant compte de (2 ter)

d 2Xu  , .n V f  v  d * f  „  d*X , „
^  ^  ¿c2 K ° rfi* — dd dzdt

409. —  Evaluons séparément chaque terme de cette relation et 
pour simplifier supposons que la lumière soit monochromatique, 
autrement dit supposons que toutes nos fonctions contiennent en 
facteur — 0.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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Nous aurons alors

'**X ,v 
— =di

æ  n
dzdt

D’autre part (n° 393, p. 5o4) 

d y _

1>' V K 0 X ·

- n y - K / ,

dY  , ,
1 Ï F = = ~ P f'

La relation (4 ter) devient donc,

-  « y i v / +  K „//-/’=  -  K„/rX +  IC&>>n v/K0 X,

ou finalement,

(5) («2 - i ) / - = X ( i - î; « 0 î : ) .

410. —  Transformons maintenant les équations (i).
Dans le cas d’un corps en repos la première équation (e) nous 

donnait

X = / Y -7 ^ - 7-5
¿ u p l — p

dans le cas d’un corps en mouvement elle doit être remplacée 
par l’équation (i) qui en diffère pour deux raisons f d’abord/" 
est remplacé par

/■+£-<■·. r - t ? ) ·
4 »·

Ensuite la dérivée —r— est remplacée par ■ · H faut ^onc
dP *  ■ r  dp

dans la formule précédente remplacer f  par f  +  ^

et p  par // ce qui donne :

(6)
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Evaluons la quantité qui figure dans la parenthèse du second 
membre en négligeant les termes de l’ordre du carré de l’aberra
tion.

Pour les corps en repos nous avions y =  o.
D'autre part

7/7

qui devient en y faisant y =  o

4tïm = ¿P
7Z7’

ou encore,

d'où

4ti
df_ ' d\  ''
dl dl t

d  3
■d- ’

415 i/’+ X )  —  « \/̂ i)P>

or, pour les corps en repos,

(n* ~  1) f =  X >
d’où «y=x + /;
et par conséquent

4toP / '=  « v/lv„|3,

de sorte que nous avons en definitive

y =  o,

_  k~nf .

“  v/C
ces équations ne sont vraies, je  le répète, qu’en supposant qu’il 
n’y a pas de mouvement ; elles sont donc vraies aux termes près 
de l’ordre de l’aberration.

On a donc
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qui sont vraies aux termes près de l ’ordre du ca rré  de l ’aberra
tion, que nous sommes convenus de négliger.

11 vient donc pour un corps en mouvement,

ou enfin,

(7)

En multipliant les relations (5) et (7) membre à membre, il 
vient,

1 — ~  **"P k p

bu encore,

Désignons par n0 la valeur de l’indice de réfraction pour un 
corps en repos (Ç— o); il vient alors,

de sorte que (8) peut s’écrire,

n- —  1 
n i—  i

ou encore

(9)
—  »0

ni —  i 2 =  —  2 ç«y/K«·

411. —  Calculons maintenant le coefficient d entrainement.
La vitesse dans un milieu réfringent autre que le corps en 

question est

1

«„VX)
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La vitesse dans le corps en mouvement est

■ V  K 0

3 ’il n’y avait pas d’entraînement nous aurions,

i i

«a/k , > V k o

s’il y avait entraînement total des ondes, nous aurions,

=  + ç ,  -
«\/K0 ii^ /K

et enfin s’il y a entrainement partiel des ondes, avec le coefficient

_ i = = : _ 4 = .+  Çs.
n  y /  K 0 n0\ / K

Xous tirons de là,

i - i - p + C V  KJ,

et comme la différence entre n et n . est de l’ordre de l’aberra
tion

d’où,

n n—  (i +  Çe/i v/K0),

n2 =  ni (i +  Çe/iv/ÏTJ 2, 

ou, en négligeant les termes de l ’ordre de Ç2, 

n2 =  n| ( i — 2^env/K0),
d’où

et enfin

n- —  ni,
=  —  2&/iy/K#,

ni (— 2Ç« v/k 0)
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or d’après (i i)
n* —  fl* 
/îo —  i

—  itn  \/K0,

donc
i  ̂ i __  ̂ i

C. Q. F. D.

Ceci, en négligeant les ternies de l ’ordre du carré de l’aber
ration, car, avons-nous dit, la différence entre n et n0 est de l’or
dre de l’aberration.

Nous voyons donc que la valeur de n qui figure dans l’expres
sion du coefficient d’entraînement ne représente pas l’indice de 
réfraction moyen comme les vues primitives de Fresnel le feraient 
prévoir, mais qu’il dépend de la couleur considérée et n’est pas 
le mèifie pour un rayon ordinaire ou pour un rayon extraordi
naire.

La théorie de Lorentz explique donc très bien ce fait paradoxal 
que l’expérience nous avait conduits à admettre, mais qui sem
blait d’abord difficilement conciliable avec les idées de Fresncl. 

Précisons davantage le sens de cette formule.

— P=représente la vitesse absolue de translation de l'onde;
V k 0

---- y=-représente la vitesse avec laquelle se propagerait l ’onde si
” ->VK o
la terre était en repos et si. la période du mouvement vibratoire 
était relative, en tenant compte du principe de Doppler-Pizeau. Le

dernier terme ------ j  représente le produit de la vitesse

d’entraînement Ç par le facteur ------ï5”) ’ 71 SC r:'PPortant a

couleur considérée.

412- —  Nous allons maintenant démontrer un théorème plus 
général.

T h éorèm e. L e  mouvement de la  terre r i influe p a s  sur les p h é 
nomènes optiques si on néglige les carrés de c, v;, C

Démonstration. —  Pour démontrer ce théorème rappelons les
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équations qui nous ont servi à expliquer les phénomènes optiques. 
Ce sont, -

(0

(2)

(3)

(4)

(3)

(fi)

(7)

;

o*x.

Y
= 2 Y- ; z = 2

K-

X.

dd

02YK
dt1

Y-ZK
0t2

-  +  T 2= ^ + t  +  |t

- + £ ■ I + £
, Z K

—  h H— T- 4— —  
0  4^

dy. 4 7t t dh ’ dg
dt K „  \dy dz .

' 4tc / d f  dh
dt

'*Y

K 0 V dz dx 

4tz /  dg d f '
dt K 0 \ dx ' dy

( j ±  
1 du

dp
i z  =  4” " '

! dy
■dxj ~df

Æ
' dx

dy.
dy =  4™ ’;

r.?.

■5t).

-•/¡a) ;

d f  , ¿X 
dt 
dg

dt
dY

<î . ( x ç - 7. ; ) - A ( y ; _ x , ) ,

d
dt
d/l

dt
dZW — —----1------

dt dt

dz
d_

dx

1  (Z, — YÇ)----¿-(XÇ — Z5);

.(Y? — x-0) - ^ ( z · ,  — YÏ),

dy

v Æ + y «
dx  /  1

2 ¿a
dx

Poincaré, Électricité et Optique.

: O.

34
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Faisons le changement de variable suivant, posons,

i f - f +

(8) . é ' W + f f  (Ç* — ÇT),

A' =  /t +  ̂ ( ^ - r , a);

' tx' =  a —  4tî (rji —  Ç»),

(9) ¡ J '= É J - 4 s ( ! y - Ç / 0 ,
( f  =  4*(5¿f — V ) .

et prenons comme variables x ,  y', définies par,

/ a r = x —  Zq,

(10) l ' S - y - t r · »
[ z ' = z — tÇ. '

(u )  i' =  i — K 0̂ Æ Ç .

Disons deux mots sur la nouvelle variable i! : c'est ce que 
Lorentz appelle le temps local. En un point donné t et l! ne dillè- 
reront que par une constante, l! représentera donc toujours le 
temps mais l’origine, des temps étant différente aux différents· 
points : cela justifie sa dénomination.

Quelle est l ’ordre de grandeur de ce temps local? Considérons· 
à cet effet deux horloges situées h i kilomètre de distance l ’une de 
l’autre et entraînées dans le mouvement de la terre. D’après la 
définition du temps local de Lorentz il y aurait une différence

dans les indications de ces horloges dc-rr— -— rsecondcs.

Dans les calculs qui vont suivre je  négligerai constamment les· 
carrés de Ç, rn Ç.

Des relations (îo) et ( n )  je  tire,

í==',+K«S4#

' ( 5 =  z' H- /
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cl’OÙ

d d  V I d  , ô
dt dl' A i  dx dt ’

I A
dt 
d  

dx
J _
dy
d_
dz

^ + K · 5

d_ 
dt ’ 

d „  d

: jL _ | _ K  ç — .
r  dt

En faisant ce changement de variable, les équations fondamen
tales que nous avons transcrites ci-dessus (p. 529) deviennent,

X XK; II
M

■-< P* Z:

d2l r X k „ X
)'k dl12 +  LT

“ — r + T ,

)-K
æ  y,r Yk , Y
dt12 +  T T

d.%. ZK ,, Z
5>k ' dt'2 +  TT1JK

A +  T  ;

do.' ■ ‘ 4* / d/d rfy\
dl' K, \ rfy c/-' )

dp1 4« / d f dh'\
di' . k # 1 dz' dx' )
dy' 4" / dlf df'\
dt1 Ko Vdx' dy

d f  d\  
~ d f  +  ~ d f

, d»J d l
*’, = - ë r + - v .dt' 1 dl'

. dh' · d ï
\ w ~ W ^ ~ d i '

et en posant,
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il vient,

d i d p

d ’f d z '.

dx! d'd 1 __
dz' dx'

d p dx!
dx' d ÿ

S df ' 1 \ d X
L  dx' 1 A  dx  '

lÿv dx'
=  0.

A l Z

4tc w'.

On obtient donc les mômes équations que dans le cas du repos 
à cela près que les lettres sont accentuées dans le cas actuel.

Quelles conclusions pourrions-nous tirer de là? Que va voir 
un observateur entraîné dans le mouvement de la terre? D’abord, 
nous savons que dans les expériences d’optique les mesures les 
plus précises sont celles de position: la position d’une frange 
d’interférence par rapport à une autre, etc. ; on constate par con
séquent qu’en certains points on a de la lumière et qu’en d’au
tres points on a de l’obscurité. Aux endroits oit il n’y a pas de 
lumière c’est que f ,  g , /¡; oc, ¡3, y, s’annulent à la fois; or a', ¡3', 
y '; f ,  g', h' s’annulent en même temps que a, ¡3, y ; f ,  g f h : les 
phénomènes observés seront donc les mômes, que le déplace
ment électrique soit f ,  g , h ou f ,  g ’, h', ou que la force magné
tique soit a, ¡3, y, ou a', P', y'. Or x ' , y ' , z', sont les coordonnées 
prises par rapport aux axes mobiles (qui suivent le mouvement 
de la terre) par conséquent la conclusion précédente revient a 
dire que les phénomènes optiques sont les mômes que si les coor
données étaient x , y , z : que si la terre était en repos.

En ce qui concerne la différence de temps local, celte diffé

rence est trop faible ( —---------r  secondes par kilomètre de distance
1 Q x  i o 1 1

pour être appréciée. Les phénomènes optiques ne permettent 
donc pas de décéler le mouvement de la terre (en négligeant les 
carrés de Ç, -/¡, ^). On pourra combiner de toutes les manières 
possibles les phénomènes de réflexion vitreuse, polarisation, etc. ;
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on n’aura rien. C’est qu’en effet dans nos équations nous n’avons 
nullement supposé que nous avions affaire à un milieu homo
gène.

413. —  On pourrait faire une objection à la conclusion que 
nous venons de faire : on pourrait dire que si la position des 
franges n’est pas modifiée, il ne résulte pas de là que leur inten
sité ne le soit pas ; et si l ’on pouvait mesurer cette variation d’inten
sité on aurait un moyen pour déceler le mouvement de la terre 
par des phénomènes optiques. Mais nous allons voir qu’il n’en 
est rien : il y a impossibilité matérielle de mesurer une pareille 
variation d’intensité.

Voyons cela.
L’intensité lumineuse est proportionnelle à l’énergie électrique 

ou magnétique et l’énergie électrique localisée dans un élément 
de D-r, rapportée à l’unité de volume, a pour expression,

» Eh bien, comparons cette expression à la suivante,

En remplaçant f  par sa valeur et en négligeant les carrés de 
7|, Ç, il vient,

2TC
T

\ -0 K
a ? T

f  g  h

D’autre part, l ’énergie magnétique rapportée à l’unité de volume 
a pour expression,

comparons-là à
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Cette dernière expression a pour valeur

;  ·/) ç

8 r S st'i= 8 Ï r I * ' +  * ? T

/ 8  h

Comparons donc les trois quantités suivantes,

a ¡3

f  8

Si les ondes sont planes on trouve aisément que ces trois quan
tités sont entre elles comme,

cos »
10 ooo

(y étant l’angle de la vitesse de la matière et de la direction 
de propagation de l’onde).

Qu’est-ce qu’il résulte de là? C’est que le terme complémen
taire.

ï 1  ç
a ¡3 y

f  8  h

est très petit ; le rapport de ce terme à l’intensité totale sera une 

très faible fraction de l’intensité totale. Ce serait au plus
io ooo

de l ’intensité totale. Or, on est absolument dans l’impossibilité

— près; si on plioto-de mesurer une intensité lumineuse à ·

graphie les franges d’interférence, on ne peut pas apprécier sur 
la plaque photographique, d’un point à l ’autre, une différence

d’intensité d e --------- ; on voit par conséquent que cette variation
2  0 0 0

d’intensité lumineuse prévue par les considérations précédentes, 
n’est pas abordable expérimentalement.

414. —  Remarquons cependant que les considérations précé-
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ilentcs supposent que les ourles sont planes. En général les ondes 
employées en. optique sont planes. Je ne connais que l’expé
rience d’Otto Wiener (*) où les ondes ne soient pas tout à l'ait 
planes. M. Wiener fait interférer deux ondes à angle droit; il 
obtient des franges excessivement fines (environ 4 par millième 
de millimètre). Dans ces conditions on n’a plus »flaire à des

ondes planes peut alors s’annuler sans que le terme

complémentaire (le déterminant ci-dessus) s’annule en même
2 TC \  T

temps, par conséquent sans que s’annule; les franges

pourraient donc être déplacées par le mouvement de la terre de

--------de leur valeur; un pareil déplacement est tout à fait inap-iooo 1 1 1
préciable ; on est déjà très content de pouvoir voir ces franges,
mais on ne peut chercher à mesurer un déplacement qui ne

dépasse p as— — de ' leur largeur ^qui est elle-même de-^-de 

millième de millimètre^ ; ce serait peine perdue.

415. —  La différence provenant du temps local ne peut pas · 
non plus être mise en évidence. Nous avons vu, en effet, que d’a
près Lorcntz la différence entre lp temps vrai et le temps local

pour i kilomètre de distance est de ——-— r- secondes. Ce temps 
1 .) x  io ’ 1
est suffisamment long, il est vrai, par rapport à une période vibra
toire, et par conséquent il paraîtrait pouvoir être mis en évidence 
par les interférences, seulement il faut se rappeler qu’on ne peut 
pas observer directement les différences de phase entre deux 
vibrations se produisant en deux points différents.

Les phénomènes optiques ne peuvent donc p a s  être altérés p a r  
le mouvement de la  terre.

416. —  Sous ce rapport, la théorie de Lorentz est parfaitement 
d’accord avec l ’expérience. Mais M. Michelson a fait interférer

(') Otto W ien er . W ied . A n n ., t .  XL.
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deux rayons lumineux dans les conditions suivantes : le premier 
subissait une réflexion sur une glace sans tain placée dans l ’azi- 
mutli 45°, puis une réflexion sur un miroir dans l’azimuth 90o; et 
traversait ensuite la glace sans tain par transmission; le second 
rayon traversait d’abord cette même glace et subissait ensuite 
une réflexion sur un miroir dans l’azimuth o° puis une réflexion 
sur la glace sans tain.

Dans les conditions de l’expérience, les termes de l’ordre du 
carré de l ’aberration auraient dù devenir sensibles et cependant 
le résultat a encore été négatif. La théorie de Lorentz comme 
toutes les autres théories optiques faisait prévoir un résultat posi
tif.

On a alors imaginé une hypothèse supplémentaire. Tous les 
corps subiraient dans le sens du mouvement de la terre un rac

courcissement d e--------- -  de leur longueur.

Cette étrange propriété semblerait un véritable « coup de 
pou ce  » donné par la nature pour éviter que le mouvement 
absolu de la terre puisse être révélé par les phénomènes optiques. 
Cela ne saurait me satisfaire et je  crois devoir dire ici mon sen
timent : je  regarde comme très probable que les phénomènes 
optiques ne dépendent que des mouvements relatifs des corps 
matériels en présence, sources lumineuses ou appareils optiques 
et cela non p a s  aux quantités p rès  de l ’ordre du ca rré  ou du cube 
de Vaberration, m ais rigoureusement. A mesure que les expérien
ces deviendront plus exactes, ce principe sera vérifié avec plus de 
précision.

Faudra-t-il un nouveau coup de pouce, une hypothèse nouvelle, 
à chaque approximation? Evidemment non: une théorie bien 
faite devrait permettre de démontrer le principe d’un seul coup 
dans toute sa rigueur. La théorie de Lorentz ne le fait pas encore. 
De toutes celles qui ont été proposées, c’est elle qui est le plus 
près de le faire. On peut donc espérer de la rendre parfaitement 
satisfaisante sous ce rapport sans la modifier trop profondément.
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INFLUENCE DU MOUVEMENT DE LA TERRE SUR LES 

PHÉNOMÈNES ÉLECTRIQUES PROPREMENT DITS

411. —  Voyons maintenant ce qui concerne les phénomènes 
électriques proprement dits qui ont pour siège les conducteurs.

Quelles sont les équations fondamentales de Lorentz dans ce 
cas ? Remarquons d’abord qu’ayant affaire à des conducteurs on 
n’a plus de polarisation et que par conséquent l’équation en XK 
doit être remplacée par l’équation qui exprime la loi d’Ohm, à
savoir

X étant la résistance spécifique. 
Quant aux autres équations, on a
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d£
d.z ■ 4T.U,

d‘( ■
— T x =  4'“'’

<-¿¡3 do

11 — ~j T + / , +  P?»
d f
dt 
di*

=  i i r  +  <1 +  ?r"
dh y

’ = l ü  +  r + ^ ’

Æ  =  0 .
dx  1 ’ 
do ■ -
dx ~ ° '

hn luisant le môme changement de variable que tout a 1 heure 
(voir p, 53o) ces équations deviennent,

2
2

do! 4" ( dh' d p
de ~ K. \ dy' dz!
d p 4« ,( d f ' dh'
dt1 ~ Ko [d - J d x ' .
dy' 4^ i( d p d f'
dt' K o '\ dx' dy',

en posant

dV d p
~dyf ~  7 7 ^ ^ "  ’
do! dy' , .
1 7 - 1 7 = ^ '
d rfi' do! , .
dx' dy' ~  ' 5

d f

w

dt

ds'
dt!
dh’
-dt'

T ~ 7P i

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



C O N D U C T E U R S 53g
, d f  di*' dh' . . .ou -r-r, —r r  représentent le nouveau courant de deplace- 

dt! di! dl 1 1
ment et (p , q, r) le courant de conduction.

Quant au groupe (i) d’équations fondamentales de Lorentz,
il devient

0

i M  — ~ï t » >·

l r

Ko

X '
Posons encore

ou

il vient alors

p ' - p - k . S

Q» +  vy +  Ç/·;

V É L — 0'h dx' ‘ ’

S i/.r' o.

418. —  On trouve donc les mêmes équations que si la terre 
était en repos; à cela près que les lettres non accentuées sont 
remplacées par les mêmes lettres accentuées. Il n’y a qu’un petit 
changement : en ce qui concerne p, qui est remplacé par

P' =  ? - K . Y > .

Voyons alors si ce changement de la densité électrique a une 
influence sur les phénomènes électrostatiques.

Remarquons d’abord que le principe de la conservation de l ’élec
tricité n’est pas altéré par ce changement de p. Nous avons vu, en 
effet que les équations fondamentales de Lorentz sont compatibles 
avec ce principe et comme les équations que nous venons d’obtenir, 
en supposant la terre en mouvement, gardent la même forme que 
celles pour le cas où elle est en repos, il en résulte qu’elles seront 
encore compatibles avec le principe de la conservation de l’élec
tricité.

419. —  Mais on pourrait se demander si ce changement de 
p n’aurait pas d’influence au point de vue des effets mécaniques 
que l’on observe.
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Pour voir cela, considérons un conducteur parcouru par un 
courant permanent et évaluons les forces auxquelles il sera sou
mis en les rapportant à l’unité de volume.

Ce conducteur sera soumis : 
i° À la force électrostatique

O ^  f
p - k / '

4u

p X  ér’

2° A l’action électrodynamique. Cette action est due à l’action 
du champ magnétique sur le conducteur. Or le champ magnétique 
exerce son action sur le courant de conduction (p, q, t■) et sur 
le courant de convection (pÇ, pvj, pÇ). On aura donc pour cette 
action électrodynamique

( [p H- ?5) P —  (7 +  P7») a ,
1 ( î  +  p ’ Oy  —  (?, +  pQ

( ( r + p Ç j a  — ( j > +  Pç) y ; 

on aura donc en tout,

P ■ § ■ / * +  (?  +  p>l) Y —  ( ' · +  pÇ) P ,
1V0

P 4 r é ' +  (7 ,+ p Ç ) a  —  {p +  P ?) y , 
1 0

P 4 r  ^  +  {p p?) ?  —  (<7 +  P’ 1) a ,iv0

qui peut encore s’écrire

P [ - | ^ / +  (’»Y —  * $ ) ]  +  (îY — ’f ) » 

P (Ç* —  ?Y)^J+ (>'« —  /»y).

P h +  (Çp —  r ,a )  j +  (/>P —  ÿ a )  ;

ceci si la terre était en repos.
Dans le cas du mouvement on a
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5 i i

i-' >¡ p ' ^ / '  +  r ,

w
I ?' —î r  h1 -\-p$' ! a')■

Evaluons le surcroît d’effort, c’est-à-dire faisons la différence 
des deux efforts (i) et (2) ;  il vient, en se rappelant que

[ r - r + % t o - < ® ·

» ' =  » +  - ¡ r  1\,,

h' =  h -f- 

4-

4

p') 4^  / +  q (y — tO — (i3 ~  ?')>

(P . p'’, i ü  „ 
P ' K „°

+  /· (a — a') — P -y'),

or

clone

K.

p — p' • 2 >  ■
f a f  +  <?'(y —  y ')  —  >' (P  —  P 'V

4~° 2 17̂  +  r (a — “0 (y ■“  ïO»

4 ^ 2 / 4 + ; ,  ( ¡ 3 - ¡ 3 ' ) - ?  ( a - a * ) ;
ou encore, en se rappelant que

a! —  a — 411 (V4

i
? ' =  ¡ 3 -  4^ (Ç / '-SA ), 
y ' =  y  —  4 ^  {lg —  ■0 / ’) ,

 ̂ 4 £̂ (/> +  ¡§7 +  ¿>·) == à-xÇ̂ Jp, 

4 ^ i  {[p +  gq  +  hr) =  4 ^ 1  ^ / 5 > >  

\ 4 * i  ifp +  gq  - f -  /»■) =  4 < ] ^ / 7 ' ·
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Or nous avons en désignant par P-, Q, R les composantes de 
la force électrique

.'H?/*;
donc,

=  K0-/i^Py;,

4 ^ / z ^ K ^ P p .

Quelle est la signification de^ Py; ? Nous avons vu antérieure

ment (p. 36i) en parlant de la théorie de Hertz, que ^  Ppd-z re

présentait la chaleur de Joule produite dans l’élément de volume dv 
pendant l’unité de temps si dans cet élément de volume il n’y a 
pas de cause produisant de l’énergie électrochimique ou thermo
électrique (effet Peltier, etc.) (').

Par conséquent si nous considérons un circuit parcouru par 
un courant permanent, la chaleur de Joule dépensée dans ce 
circuit est égale à l’énergie produite par la pile. Par conséquent

l’intégrale J ' Pp  étendue à tout le circuit est nulle : l ’intégrale de

la force supplémentaire étendue à tout le conducteur, ou ce qui 
revient au même, à tout l’espace, est identiquement nulle.

La force complémentaire ne donne donc pas de résultante de 
translation ; elle se réduit au plus à un couple.

M. Lorentz dans son mémoire de 1890 (2) arrive au contraire à

C) Dans ce dernier cas il faudrait défaquer de l’expression ci-dessus cette 
énergie électrique due aux phénomènes therm o-électriques, etc.

(s) Lorentz. V ersuch e in e r  T h e o r ie  in  b e w eg ten  K ö r p e r n .  Leiden, 1 8 9 0 .
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dire que cette force complémentaire du premier ordre n’existe 
pas. Nous avons vu pourtant que l’analyse qui précède nous l’a 
montrée assez facilement.

420. - 1-  Pour nous faire une idée claire de la grandeur de 
cette force citons un exemple numérique de M. Liénard(*).

M. Liénard considère une dynamo de 100 poncelets= 9 8  kilo
watts et il suppose que sa résistance extérieure est égale à sa 
résistance intérieure.

L ’équivalent mécanique de la chaleur dégagée par seconde 
dans le circuit extérieur sera,

1 ,, . — 100 X  100 kgm.

La force supplémentaire exercée sur le circuit extérieur, où 
les forces électromotrices sont nulles, aura pour valeur,

100 x  100;

or 1

Y ’
s

-ÿ~ le rapport de la vitesse de la terre à celle de la lumière est

égal à io~4 et Y la vitesse de la lumière est égale à 3 x i o 8, en 
prenant pour unité de longueur le mètre.

On obtient donc

10
K i  — 100X 100= - ,,  ,

0 2 6 X  10
. ± 10*

2 k&r=fi ;̂,uillisr·6  X  i o 8 0 6 0 0

c’est-à-dire une force tout à fait négligeable.
En résumé on voit donc que dans le cas de phénomènes élec

trostatiques, bien qu’il y ait des termes du premier ordre, il n’y a 
pas d’action qui puisse être mise en évidence expérimentalement.

La théorie de Lorentz reste donc compatible avec les faits 
expérimentaux.

{') E c la irag e électriqu e % t. XY I, p. 324·
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CHAPITRE VIII

POLARISATION ROTATOIRE MAGNÉTIQUE ET PHÉNOMÈNE

DE ZEEMAN

421. —  Rappelons en quelques mots en quoi consistent ces 
phénomènes.

Faraday a montré que certains corps, lorsqu’ils sont placés 
dans un champ magnétique intense et qu’ils sont traversés par 
un rayon de lumière polarisée, ont la propriété de faire tourner 
le plan de polarisation de ce rayon de lumière quand le champ 
magnétique est parallèle au rayon polarisé considéré. Si le 
champ est perpendiculaire au rayon polarisé on n’observe rien de 
particulier ; enfin si le champ est oblique on a une action qui est 
provoquée par la composante du champ parallèle au rayon, 
l ’autre composante n’ayant pas d’influence : on obtient donc le 
même résultat que si la composante du champ parallèle au rayon 
existait toute seule. '

L ’explication cinématique de ce phénomène est la suivante : 
il faut et il suffit que la vitesse de propagation du rayon circu
laire droit soit différente de la vitesse de propagation du rayon 
circulaire gauche.

M. Lorentz en appliquant sa théorie à cet ordre de phéno
mènes a prévu des résultats nouveaux qui ont été vérifiés expéri
mentalement par M. Zeeinan. Résumons ces résultats :

i° Lorsque le champ magnétique est parallèle au rayon, chaque 
raie se dédouble en deux autres raies polarisées. La polarisation 
sera totale et circulaire droite pour une des raies et totale et 
circu laire gauche  pour l’autre raie.

2° Si le champ magnétique est perpendiculaire au rayon, on 
obtient un trip let; les trois raies sont polarisées mais cette fois-ci 
rectiligne ment ;  le plan de polarisation de la raie médiane est per-
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pendiculaire au champ; le plan de polarisation des deux autres 
raies symétriques de la raie médiane est parallèle au champ.

Voilà les découvertes expérimentales de Zeeman.
Mais avant d’aller plus loin faisons remarquer que le phéno

mène de Faraday et les phénomènes de Zeeman sont entièrement 
différents l ’un de l’autre quant à l’action du champ magnétique 
sur les ondes lumineuses. Dans le premier phénomène l’action 
du champ magnétique s’exerce, en effet, sur la vitesse de propa
gation des ondes lumineuses ayant déjà acquis leur régime per
manent ; dans le phénomène de Zeeman l’action du champ magné
tique sur la source de lumière, où les ondes sont pour ainsi 
dire à l’état naissant, s’exerce sur la période vibratoire de 
l’onde.

422. —  La découverte du triplet Zeeman,(*) parut un instant 
une confirmation éclatante de la théorie de Lorentz. Mais bientôt 
après M. Cornu (2) découvrait que la plupart des raies ne se 
décomposent pas seulement en trois dans le champ magnétique 
mais bien en quatre composantes symétriques deux à deux par 
rapport à la raie primitive a  ; les deux raies bb, les moins écar
tées de la raie primitive «, sont polarisées rectilignement, seule
ment leur plan de polarisation est parallèle au champ.

Pour d’autres corps on n’observe, à proprement parler, qu’un 
triplet, seulement la raie médiane apparaît très élargie, et on 
peut conclure qu’elle est, elle aussi, dédoublée, mais ces deux 
composantes ne sont pas suffisamment séparées.

Enfin il y a certaines raies du fer pour lesquelles on a bien un 
triplet, mais comme MM. Becquerel et Dcslandres (s) l ’ont mon
tré, la polarisation des raies est renversée : c’est la raie médiane 
dont le plan de polarisation est parallèle au champ et les deux 
raies extrêmes qui sont polarisées perpendiculairement au champ.

(i) Zeeman (P.). L ’influence du magnétisme sur la nature de la  lumière émise 
par une substance. E c la ir , é lec ir ., t. X I, p. 5 i3 .

Lignes doubles et triples produites dans le spectre sous l’influence d’un champ 
magnétique extérieur. E c la ir , c lectr ., t. X III, p. 2 7 4 .

(*) Cornu (à .). Sur quelques résultats nouveaux relatifs au phénomène de Zee- 
man. E c la ir , c lec tr„ t. XIV , p. 1 8 0 .

(3) E c la ir . é l e c t r t. XV, p. 1 7 3 , 23 avril i8(,8.

Poincaré, Électricité et Optique. 35
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D’après M. Michelson (*) ces phénomènes paraissent encore plus 
compliqués.

NORMAL CORNU BECQUEREL

a  a  a

Primitivement. Pas de polarisation.

/

Phénomène de Zee- 
man transversal.

\

Polarisation perpen
diculaire aux li
gnes de force.

c c

Polarisation p aral
lèle aux lignes de 
force.

Phénomène de Zee- 
man longitudinal.

/
Polarisation circu

laire droite.

Polarisation circu
laire gauche.

En somme on voit que ces phénomènes sont plus compliqués 
que Lorentz ne le supposait; aussi sa théorie, sous sa forme pri
mitive, paraissait incapable de rendre compte de tous ces faits. Il 
la modifia en y introduisant l ’hypothèse des ions complexes que 
nous examinerons un peu plus loin. La théorie perdait ainsi sa 
simplicité séduisante ; il y a lieu cependant d’examiner dans 
quelle mesure elle est devenue conforme aux faits observés. C’est 
cet examen que je  me propose de faire.

423. Champ mAgnètique intense. —  Commençons par étu
dier l ’action d’un champ magnétique intense. Les équations

(*) P hil, m ag ., t. XLIV, p . log-nC , ju illet 1 8 9 7 .
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déduites des conditions d’équilibre des particules chargées en 
tenant compte de l ’action mécanique du champ magnétique sur 
ces particules sont, comme nous le savons déjà

( 0

/y dlXK

l* ·

dt1

d*Y« 
de'■ 
d 2z„
dt2

X X
T ‘: ~ f + i r + dt ■T'

dL·

y i( , y  . /  Y Z K- _ _ ¿r + _ + £ K ^ _ r a _ ¿X;
dt

p) ’

T  >

, Z
' * + T '

d X s  n  d ~ \ xp ------ ;—  a

Deux cas intéressants peuvent se présenter : 
i° Le champ est parallèle au rayon lumineux,
20 Le champ est perpendiculaire au rayon lumineux. 
Commençons par étudier le premier cas.

424. R a y o n  p a r a l l è l e  au cham p. —  Supposons d’ahord le 
champ parallèle au rayon, c’est-à-dire parallèle à l’axe des z. 
Supposons en d’autres termes

a =  ¡3 =  o,

le champ se réduit alors à sa composante y, et les équations (1) 
deviennent,

(2)
—  / +  - y  +  skT

, Y '  ■
=  S  +  - 3----- £KÏ

dYK 
dt ’

dX K
dt ’

et nous avons encore

( 1) f —  X)

( («2 ~  I) ^ = Y ·

425. R ay on  c ir cu la ir e  droit. — Examinons maintenant com
ment se propage un rayon circulaire droit.

Nous savons que

f  =  p artie  réelle de f ê'1’ 1* V'k. -  0 _

Ce qui caractérise le rayon circulaire droit c’est que g  est la
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partie imaginaire de cette même fonction f ,  de sorte que nous 
avons,
(4) f - l ·  îg =  f / l‘ [nz y/K° _  0 .

De même les expressions de

X +  ÎY,
et de

Xk +

sont proportionnelles à cette même exponentielle imaginaire. 
Posons alors

(5)

(6)

Xk +  f̂ K —  U„

X H - ,T  =  U =  ̂  UK,

il vient, en tenant compte de (3).

(7) f + i g
X +  ¿V _  U 
nS—  1 ri2 —  1

Nos équations (2) deviennent alors,

(8). 'X
«PU. . IL U U
dt* ir  — 1 ■ T

D’autre part nous aurons encore,

I d2lL

(9)
d(l - p '  UK)

/ d ü K
1 =  V-

Nos équations (8) peuvent donc s’écrire,

U
io U K ,  , T T . U

t : - - j r = T 3
• /^kTUk,

En éliminant UK entre ces équations et en se rappelant que

u = 2  UK,

On trouvera une relation entre n ,p  et y ;  cela nous permettra 
de construire la courbe de'dispersion.
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Pour faire cette élimination je  pose,

<E> :
IP 
6 ’

0 =  <I> —  p2(J>1
«s--- I F f t v

Nos équations ( 10) deviennent alors,

(»)

<ï> d’après sa forme c’est une forme quadratique homogène par 
rapport aux UK ; nous avons donc en vertu du théorème des fonc

tions homogènes, -

(12) d0 
IMK’

et par conséquent, d’après (11)

(i3 ) - . 0  =  o.

Ces équations nous donnent d’abord les valeurs de UK et elles 
nous donnent en outre la valeur de n en fonctions de deux 
variables ; en fonction du champ magnétique y, et en fonction 
de p ,  c’est-à-dire en fonction de la couleur.

Nous pouvons donc regarder les UK et n comme des fonctions 
de deux variables indépendantes : p  et y. _

En différentiant l’équation (i3) par rapport a p  je  trouve,

d% ¿0  dn d® dUK
dp dn dp c/UK dp ~~ ° ’
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d@ ¿0  dll
dp du dp

ou, en tenant compte de (n )

04)

Nous aurons de même en difFérentiant par rapport à la seconde 

d0 d0 dn
variable y,

(i5) dy dn dy

dn
L’équation (i4) nous donne : c ’est la dispersion chroma

tique ordinaire, c’est-à-dire la variation de l ’indice avec la cou 

leur. L’équation (i5) nous donne la valeur de dont dépend

la polarisation rotatoire magnétique.
En comparant ces deux expressions (i4 ) et ( ! 5) nous voyons

dn dn ' , ,  . , .. ,, d0
que ~j— et - j -  sont entre eux comme les denvees partielles dp

et

dp G dy 
d0 
dy

Calculons ces deux dérivées partielles. Nous avons d’abord,

d0 ,T._ = _ 2 r t _ ï 4 ,„

mais y<I>3 est très petit par rapport au premiei’ terme ; on peut 
donc le négliger et il vient alors

(16)

et d’autre part

(r7)

(̂ n et ülilsont donc entre eux comme 2 <Pi et $ 3· 
dp dy

Et bien, si l ’on suppose que les quanlitéss* sont proportionnelles
(p

à (hypothèse qui n’est pas loin de la vérité) le rapport est

d0
S P  =  -  V'®.·

d0
dy — p (K
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alors constant, par conséquent,

dn 
dp

[8) - dn =  Cle ;

on pourra donc dire que est sensiblement proportionnel

, dn 
dy '
Cette loi, énoncée par M. Becquerel est vérifiée, tantôt gros

sièrement, tantôt avec une certaine précision.

426. R a ie s  d ’absorption . —  Pour avoir les raies d’absorption 
il faut chercher les asymptotes de la courbe de dispersion ; il 
faut donc faire dans l’équation de cette courbe n = o o  et regarder 
p  comme une fonction de y. On trouve ainsi

d® dp d® 
dp ¿y ¿y ° ’

d’où en tenant compte des relations ( i6) et ( 17),

d0

(,q) = ____=
K dy d®_ ad», ’

dp

formule qui nous fait connaître le déplacement de la raie d’ab
sorption par l ’action du champ magnétique en supposant la pola
risation circulaire droite.

427. R a y o n  c ir cu la ir e  g au ch e. — Supposons maintenant que 
nous ayons affaire à un rayon circulaire gauche. Dans ce cas, ce 
n’est plus/1-)- ig  et X  -f-i'Y  qui sont égaux au produit d’une 
exponentielle par un facteur constant, mais bien f —  ig et X  —  i Y · 
c’est là la condition qui caractérise un rayon circulaire gauche. 
Nous devons donc poser,

—  (Yr =  U„
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et, en répétant les calculs que nous avons faits plus haut, nous
retomberons sur l’équation (8) avec cette seule différence que le
signe du terme en y sera changé. Nous obtiendrons donc les
mêmes résultats que plus haut, à cela près que les signes de
dn , dp ,

- 7— et de —f -  seront changes.d'f dy b ■
La différence d’indice des deux rayons, droit et gauche, est

donc
dn

par suite, la polarisation rotatoire est proportionnelle à p
dn

W '
ou encore en tenant compte de la relation ( 18), elle sera sensible
ment proportionnelle à

dn

c’est la loi récemment énoncée par M. II. Becquerel (‘). Mais 
cette formule de dispersion n’est pas la seule qui ait été propo
sée. On a proposé également les formules suivantes, qui sont déjà 
moins heureuses que celle de M. Becquerel :

La raie d’absorption qui correspond au nombre se décom
posera donc en deux autres raies qui correspondront aux nombres

P* —
<ï>3y
2<I>,

<I> y
et p K H----- -tL1 2<1> >

et qui seront polarisées circulairement, la première à droite, la 
seconde à gauche : c’est le doublet de Zeeman.

(') H. B ecqu erel , C. R . ,  1898 et 1899.
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L a  théorie de Lorentz est donc satisfaisante dans le cas ou le 
rayon lumineux est parallèle, au champ magnétique : elle rend 
bien compte des phénomènes observés.

428. R ay on  p erp en d icu la ir e  au cham p. — Supposons main
tenant que le rayon soit perpendiculaire au champ, ce qui revient 
à faire

P =  o.

Nos équations (i) deviennent dans ce cas

, 20)

æ x K
d e
æ  y k 

'  d e
cFZK 

Àk d e

/ M - i

=à''H— j -  +  £Ka-

ZK . , Z
■ l 7 = , í + t  ~ e*a

¿z„
dt ’ 

dY K 

dt

On aura d’ailleurs 

(21)

mais la relation entre h et Z sera différente ; on n’aura p as  
(<n* —  1) h =  Z. Nous avons en effet

S d f  V ï dX   
dx 2ml dx

si l ’onde est plane, les dérivées prises par rapport à x  et à y sont 
nulles et cette équation se réduit à '

(22)
dh ¿Z
dz dz

et comme h et Z doivent être des fonctions périodiques de 5 ,

donc
(23)

h —f- Z =  o,

h = —  Z.

Que devrait-on donc observer d’après Lorentz ? D’abord,
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pour la première équation (20), il n’y a pas de déplacement ; la 
raie qui est perpendiculaire au champ ne devrait donc pas bou
ger. Quant aux autres raies, voici ce qu’il devrait s’y passer : 

i° Lorsqu’il n’y a pas de champ du tout (a =  o), on a

Z =  h =  ZK =  o,

c’est-à-dire que les vibrations des particules comme celles de 
l’éther sont transversales.

20 Si le champ est du premier ordre (et un champ de 3o 000 uni
tés C. G. S. qui produit le dédoublement, mais un dédoublement 
très faible, peut encore, à ce compte, être regardé comme très 
petit) les quantités h, L et ZK seront très petites du premier 
ordre, le terme en eK sera donc du second ordre et pourra être 
négligé, et on aura alors,

- d2XK , X k ,  X
K di1 K l

.  d1 Y. Xk Y
1 -J K di1 1h IJ j K

— g +  3 ■

ce qui signifie que le champ n’aura aucune action sur les raies. 
Or, ce n’est pas du tout ce qu’on observe. L’expérience nous 
apprend que non seulement le champ a encore une action dans ce 
cas, mais encore que la polarisation des raies s’intervertit.

A ce compte, la  théorie de Lorentz sous sa  fo rm e  prim itive ne 
serait donc p as  plus capable d ’expliquer le triplet de M. Zeeman  
que le quadruplet de M. Cornu.

429. — Rappelons le raisonnement approché que l ’on faisaitpour 
expliquer le triplet de Zeeman ; on faisait dans les formules (20)

f = g = h  =  o .
C’est qu’en effet on se croyait en droit d’envisager « les v ibra

tions propres  » d’un ion ou d’un système d’ions en laissant de 
côté l ’action de l’éther ; par conséquent, pour avoir les raies 
d’absorption, on faisait dans l’équation de la courbe de'dispersion 
n —  c c ;  il en résultait
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et en faisant de plus h =  o, on retrouvait le triplet de Zeeman. 
Mais a-t-on droit de faire h =  o ? — Non, car l’équation

h =  — Z.

est une véritable équation de liaison entre les mouvements de 
l’éther et ceux des ions : h ne peut s’annuler qu’en même temps 
que Z.

430. —  Il s’agissait donc de modifier la théorie de Lorentz, 
en imaginant des hypothèses supplémentaires. C’est ce que 
Lorentz a fait lui-même en imaginant la théorie des ions com
plexes, qui n’est qu’une généralisation de sa première théorie.

Je dois ajouter que dans un travail récent, M. Lorentz a cherché 
à rendre compte du triplet et à échapper aux objections précé
dentes. Pour cela, il a fait des hypothèses particulières sur la 
grandeur des coefficients. Le raisonnement précédent subsisté 
et pour un champ infiniment petit, le dédoublement de la raie 
est encore infiniment petit d’ordre supérieur ; mais le triplet peut ' 
se produire pour un champ fini et on peut faire des hypothèses 
parfaitement admissibles et pour lesquelles un champ de 20000 
à 3o 000 unités donnerait un triplet sensible.

On n’a pas le droit de faire h —  o, puisqu’on a h ==’—  Z; 
mais l’action de l’éther sur la matière, grâce aux hypothèses 
faites, est assez faible pour être négligée en première approxi
mation, de sorte que tout se passe comme si l ’on avait A =  o.

La théorie de Lorentz rendrait ainsi compte du triplet ; mais 
l’expérience nous ayant appris qu’il n’y a pas de triplet, mais un 
quadruplet, il n’en faut pas moins avoir recours aux ions com
plexes.

Il n’y a donc pas lieu d’insister davantage sur ces hypothèses.
Nous allons maintenant examiner cette théorie des ions com

plexes pour voir dans quelle mesure elle est conforme aux faits 
observés.

T H E O l i l E  D E S  I O N S  C O M P L E X E S

431. —  Les ions simples que nous avons considérés jusqu’à 
présent se comportaient comme des points matériels ; nous
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n’avons envisagé que leur mouvement de translation. Supposons 
maintenant que ces ions, au lieu d’être simples, soient formés 
d’un système dynamique plus compliqué comprenant plusieurs 
points matériels qui pourront être assujettis à des mouvements 
quelconques.

Pour représenter l’état du système, je  choisirai des coordon
nées généralisées quelconques que je  désignerai par TK.

Soit H la force vive des ions : ce sera une forme quadratique
, > ¿ T Khomogène par rapport aux ^  .

Soit P2 l ’énergie potentielle due aux actions mutuelles des 
ions : h cause de la petitesse des déplacements, ce sera encore 
une forme quadratique homogène par rapport aux T K.

Soit —-P, l ’énergie potentielle due à l’action électrostatique 
de l’éther sur les ions ; nous pourrons supposer

P, =  /’X + £ Y  +  /iZ.

X , Y, Z représentant toujours les composantes de la polarisa
tion électrique, ce seront des formes linéaires par rapport 
aux TK.

Soit enfin

le travail virtuel des forces dues à l’action du champ magnétique 
sur les ions, quand ces ions subissent des déplacements vir
tuels 3TK.

Les équations de Lagrange s’écrivent alors,

¿Il t/P2 JP ,
(i) ¿ i Ï L

dt

et, comme nous avons toujours les équations

(**_i)e» = Y,
h =  —  Z
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la valeur de dP, peut s’écrire

dP4 =  fdX  +  gdY  +  /idZ, 
X d X + Y d Y

■ ■ ’2 *_ L c i Z ,
1).

\ a  (/i2 —  1 ) 2 /

557

Notre équation (1) devient alors,

dll dP2 d  / x 2 + y 2 z2 \ ' v
dTK d ï K — dTK y 2 {jid —  1) 2 r

d dl

ou encore

dH _ d /  _  X 2 + Y 2
dTK dTK \ 2 27i2 —  2

. d ~ dT

Pour avoir les raies d’absorption, il faut faire dans cette équa
tion n =  00 , ce qui nous donne

(3)
dll

l — idt

d
dTK ~ )  =  v ,

Considérons alors deux formes quadratiques II et P2-]— ~

et comme nous avons le choix des coordonnées T*, choisissons- 
les de façon, que ces deux formes quadratiques se réduisent a une 
somme de carrés, de sorte que

11 =  

P2 +

v  1 (¿T «  y
¿ l a  W i  / ’

- T - - E 4 *.

Notre équation (3) prendra la forme,
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Mais qu’est-ce que VK ?
Nous avons vu que VKoTK représente le travail virtuel des forces 

dues à l’action du champ magnétique sur les ions quand ccs 
ions subissent des déplacements virtuels ÔTK ; or, les forces 
magnétiques sont proportionnelles d’une part aux vitesses des 
ions et au champ magnétique d'autre part. Les quantités V K sont

donc bilinéaires par rapport à a, ¡3, y et — Mai s ce n’est pas

tout; l ’action d’un champ magnétique sur un courant est toujours 
perpendiculaire à ce courant; dans.le cas du mouvement des 
ions, où ,il s’agit d’un courant de convection, cette action du 
champ sera perpendiculaire à la vitesse de l’ion : son travail sera 
donc nul. On aura par conséquent identiquement,

432. L u m ière  m on och rom atiqu e . — Supposons maintenant 
que nous ayons affaire à une lumière monochromatique ; on aura 
dans ce cas,

(6) *

d l
dt

d*T
U / L  K  2 T'

~ w = - / ' n -

K · r p

- =  —  V TK,

Voici la signification de la première de ces équations : T K 'cst 
la partie réelle du produit d’un facteur constant par une expo
nentielle imaginaire. Ce produit satisfaira lui-mème aux mêmes 
équations que TK. Nos équations comportent ainsi une solution 
imaginaire plus aisée à traiter que la solution réelle et d’où il est 
facile de déduire cette solution réelle.

Nous allons substituer par un artifice bien connu cette solution 
imaginaire à la solution réelle.

Désignons jiar W K ce que devient VK quand on y remplace 

les quantités — par les T ; W K sera donc une forme bilinéaire

d’une part par rapport à a, ¡3, y et par rapport à T K d’autre part.
On aura donc
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et puis
=  — */;WK,

d’où

(7) ' (pî — /j 2) T K=^— î>WK.

433. D ép lacem en t d es  r a ie s .  — Cherchons maintenant le dé
placement des raies. Deux cas peuvent se présenter :

i° L e champ magnétique est nul. — S ’il n’y a pas de champ ma
gnétique, nous aurons une certaine équation dont les racines 
seront

P = P  k»

et à chacune des racines p K correspondra une raie du spectre ; 
mais par suite de la présence, dans le second membre, du terme 
en 1, les raies pourront se doubler et même se tripler.

Supposons que les équations qui nous donnent y;2 puissent avoir
d e s  r a c i n e s  m u l t i p l e s , o n  a a lo rs

(8) ( p \ - f )  TV= - v W , ( K = i , a , 3 , . .. «),

e t  si le  c h a m p  e s t  n u l

(9) Oï -

0IIHF-J ^1 p o u r  K -V 77.·

et

( 10) [ p l - -P*) T K =  o p o u r  K >  n,

c e c i , , j e  l e  r é p è t e ,  en s u p p o s a n t  q u e  p a r m i  l e s  y;K i l  y en  ait  n
p,, y ;,,.... p n qui soient égaux entre eux, de sorte que

P * = P i  (k ^ p),
P* <  Pi ( K > « ) ·

Maintenant si p  —  p l (pour K ^  n) l ’équation (9) est satisfaite 
d’elle-mème ; mais l’équation (10) exige pour y;K ^  p l (pour 
K >  n) que

TK =  o,

Donc, quand il n’y a pas de champ magnétique, toutes les 
coordonnées TK s’annulent, à l ’exception des n premières.
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434· 2°. Champ magnétique fa ib le . —  Quand le champ magné
tique, sans être nul, est très faible, toutes les quantités TK sont 
alors très petites, sauf les n premières. Par conséquent, dans W K, 
les termes qui contiennent T ,, T2, —  T„ seront du premier ordre, 
et les autres termes, à partir de T,„ c'est-à-dire T„+ , ,  T n+ s,. . .  
seront du second ordre. Négligeons ces termes du second ordre 
dans nos équations et appelons W'* ce que devient W K quand on 
y néglige ces termes.

Nos équations deviennent alors,

(8 bis) (p l---p 2) TK = ---  !/j Wk ’ ( K = I , 2, 3,.../*).

Posons

J L · i£l =  s.
—  tp

Si je  pose en outre

Pi =  P +  tyi

comme 8p  sera très petit, S sera très sensiblement

et par conséquent

S
20p

Oo/; =  — — s.
2

S nous fera donc connaître le déplacement de la raie. Pour que 
op  soit réel, il faut que S soit purement imaginaire.

Nos équations deviennent

( n )  S T K =  W ( .

W'K satisfaisant à la condition

(.2) . ^ W X = 0  ( K= i,2,3

Ce sont là des équations linéaires et homogènes entre les n 
variables.

En égalant à zéro le déterminant de ces équations on aura une
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équation en S algébrique et du nimi! ordre ; aux n racines de cette 
équation correspondront n raies qui proviendront du dédouble
ment de la raie p  —  p r

Cette équation en S aura une forme tout h fait particulière, et 
cela à cause de W/ qui satisfait à l ’identité

(i3) ^ W X  =  o. '

435· —  Pour le faire comprendre écrivons complètement cette
équation en supposant n = c0II a :

S a b C
—  a S d e

(i3)
—  b - -  d S f
— c -— e — f s

Je dis que les racines de cette équation sont purement imagi
naires ; considérons, en effet, le système^ d’équations différen
tielles linéaires à coefficients constants

( a )
dt W ',

ce système s’intégre immédiatement et nous obtenons comme 
solution particulière

T K= ^ V * .

Multiplions les équations (a) par TK et faisons la somme, il 
vient :

ou, en tenant compte de l’identité (12)

d’où :

constante.

Poincaré. Electricité et Optique. 36
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Supposons maintenant que S soit rcel ou complexe, mais non 
purement imaginaire ; supposons par exemple

S =  Sj +  îS 2,

Sj n’étant pas nul.
Si S est imaginaire, la solution particulière est clle-môme 

imaginaire, seulement sa partie réelle satisfait à l ’équation diffé
rentielle et alors cette partie réelle est une solution réelle de 
l’équation.

Considérons cette solution réelle.
Supposons d’abord que S, soit positif ; dans ce cas-là si on fait 

I =  — oo , alors

lim. p artie  réelle de e%t =  o,

par conséquent^^AK es< tendra vers zéro. Tous les TK tendront 

donc vers zéro et par conséquent

lim. ^  —  o.

Comme est une constante, cette constante est nulle, ce

qui ne peut avoir lieu que si tous lesT K sont identiquement nuis. 
Maintenant si S, est négatif, on aura encore

pour t =  oo et par conséquent encore

La partie réelle de S ne peut donc être ni positive ni négative. 
Les n valeurs de S sont donc purement imaginaires; les n valeurs 
de op seront par suite réelles, de sorte que les n raies du dédou
blement existeront réellement. De plus, les racines de l ’équation 
en S (étant imaginaires conjuguées deux à deux) devront être 
deux à deux égales et de signes contraire ; c’est-à-dire que les 
raies dédoublées devront être deux à deux symétriques par rap
port à la raie primitive. Si n est impair une des racines doit être
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nulle et par conséquent une des raies dédoublées coïncide avec 
la raie primitive. En définitive il suffit de faire n =  3 pour retrou
ver le triplet de Zeeman et n =  4 pour retrouver le quadruplet 
de Cornu.

Telle est la théorie des ions complexes imaginée par 
M. Lorentz.

436. Isotropie dans le plan de l ’onde. — Pour rendre compte 
de tous les phénomènes observés, il faut voir s’il n’est pas possible 
de satisfaire aux conditions de symétrie imposées par l’isotropie 
du milieu considéré.

Supposons que, le plan de l’onde restant fixe (perpendiculaire 
à l’axe des .s), on fasse tourner les axes des x  et des y autour de" 
l’axe des z d’un angle quelconque. Nos équations doivent rester 
les mêmes pour ces nouveaux axes à cause de l’isotropie du 
milieu. Nous sommes ainsi conduits à distinguer parmi lés coor
données TK deux catégories différentes :

i° Les coordonnées vectorielles qui seront les composantes de 
vecteurs fixes dans l’espace, mais dont les projections sur les axes 
varieront d’après les lois ordinaires quand on fera tourner ces 
axes et :

2° Les coordonnées sca la ires , qui ne varieront pas quand les 
axes tourneront.

Prenons le cas de n — 4 et supposons que l ’on ait deux coor
données vectorielles XK et YE composantes d’un même vecteur, 
et deux coordonnées scalaires que je  désignerai par TK et T ,'. 
Nos équations (11 ) s’écriront :

/ S X , " — w i =  0 ,
, , · ,  SY, -  w i =  0,
v ' ■ / STK —  W j =  o,

l s i ;  -  w,( =  0 . .

Quand les axes tourneront d’un angle cp, les quantités X ,- ) -  «YK, 
a -(- ¿¡3 seront multipliées par e’> et les quantités conjuguées > 
par e_iï. Donc AV/H-tW/ doit être également multiplié par e1’? ; 
AV/, AV/ ne doivent pas changer.

J ’en conclurai que l’on peut toujours'choisir les deux coor-
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données scalaires de telle sorte que notre équation en S soit de 
la forme :

S ay ba. c?
—  «y S —  ca
— la. S dy

- ‘ P ca. —  dy S

Si nous voulons donc satisfaire aux conditions d’isotropie du 
milieu, il faut que l’équation en S soit de cette forme.

Mais ce n’est pas tout; le milieu n’est pas seulement isotrope, 
il est encore symétrique. Nos équations ne doivent donc pas 
changer quand on remplace notre système d’axes par un système 
symétrique (le plan de symétrie étant le plan des xz  par 
exemple).

Nous sommes ainsi amenés à distinguer, parmi les coordonnées 
vectorielles, celles de la première et de la deuxième sorte, selon 
que le vecteur correspondant conserve son signe ou change de 
signe quand on passe d’un système d’axes à son symétrique et 
nous distinguerons de même parmi les coordonnées scalaires celles 
de la première sorte, qui conservent leur signe et celles de la 
deuxième sorte qui en changent. ,

Supposons donc que notre équation soit de la forme (i3  bis) : 
quand y  change de signe, y, a, YK e tT K doivent changer de signe, 
c ’est-à-dire que X K et YK sont des coordonnées vectorielles de la 
première sorte, T* une coordonnée scalaire de la preiïiière sorte, 
TK une coordonnée scalaire de la deuxième sorte.

En développant le déterminant (i3  bis), on trouve :

S 4 +  S2 (a2y2 +  6V  +  - f  c2a2 +  +  d 2y2)
+  {ady2 -(- bca.2 -f- Zicjâ2)2 =  o.

Nous considérerons quatre cas remarquables : ,

ou

ou

ou

a  =  b, d —  c,

a  == c, d =  b,

a  = —7 b, d —  —  c,
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dans chacun de ces cas les racines de l’équation en S que nous 
venons d’écrire ne dépendront que de la somme

a2 +  P2 +  y 2,

qui représente l ’intensité du champ. Ces racines ne dépendront 
donc pas de la direction de ce champ, et par conséquent $p, 
c’est-à-dire l’écartement des raies dédoublées, serait le même que 
le champ soit parallèle ou perpendiculaire au rayon. En est-il 
effectivement ainsi ?

L’expérience, en tout cas, ne paraît pas défavorable à cette 
hypothèse, mais à ma connaissance je  ne crois pas qu’il existe des 
mesures assez précises à ce sujet et qui puissent par conséquent 
trancher la question.

437. P o la r is a t io n  d es  r a ie s .  —  Supposons maintenant

P = o ,

et étudions les conditions de Ja polarisation des raies.
YK

Il faut pour cela déterminer le rapport pour les quatré 

valeurs de S.
Pour que la polarisation soit rectiligne, le plan de polarisation 

étant perpendiculaire à la composante dii champ normal au rayon, 
il faut que YK s’annule. En faisant,

YK=  o,

on trouve
s 2 +  b2 a2 +  d y  =  o,

ce qui concorde avec (i3 bis) si l ’on y fait

a  — c, 
d =  b.

Pour que la polarisation "soit rectiligne, le plan de polarisation 
étant parallèle à la composante du champ normal au rayon, il 
faut faire X K =  o, d’où

S2 -j- c V  - j-  d2y2 =  o,
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ce qui concorde avec (i3  bis) si l ’on suppose

a  —  b, 
d —  c.

Dans les deux cas il y a deux raies (raies  m oyennes) dont la 
polarisation est toujours rectiligne, et qui disparaissent pour 
ct —  o et deux raies (ra ies  extrêmes') dont la polarisation est recti
ligne pour y =  o, elliptique en général et circulaire pour , 
a =  o.

Dans la première hypothèse (a =  c, d = b ) la polarisation des 
raies moyennes est perpendiculaire au champ; celle des raies 
extrêmes parallèle.

Dans la seconde hypothèse {a =  b, c —  d) c ’est le contraire qui 
doit se produire.

C’est donc la première hypothèse que l’expérience semble 
confirmer.

438. Is o tro p ie  d an s  l ’e s p a c e .  —  Nous n’avons considéré jus
qu’à présent que l’isotropie dans le plan de l ’onde et cela ne 
remplit pas toutes les conditions imposées pour la symétrie du 
milieu. En effet, notre milieu étant isotrope, les équations précé
dentes doivent rester les mêmes quelle que soit l ’orientation du 
plan de l’onde; de plus, elles ne doivent pas changer quand on 
remplace le système des axes par un système symétrique par rap
port à l’origine, puisque le milieu n’est pas seulement isotrope 
sans symétrie (comme l’essence de térébenthine par exemple) 
mais il est isotrope et symétrique.

Nous sommes ainsi conduits à distinguer deux sortes de coor
données :

i° Les coordonnées vectorielles que j ’appellerai X K et qui 
seront les composantes d’un vecteur ; et,

2° L es coordonnées sca la ires  que j ’appellerai TK et qui seront 
tout à fait indépendantes du choix des axes.

L ’introduction de ces coordonnées scalaires ne doit pas nous 
étonner. Justifions, en effet, par une image mécanique, l ’emploi 
de ces coordonnées. Considérons une sphère puisante de Bjerknes, 
susceptible en outre d’un mouvement de translation; eh bien,
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pour définir la situation du système on a besoin de quatre coor
données : le rayon de la sphère qui sera une coordonnée scalaire 
et les coordonnées cartésiennes du centre de la sphère, qui seront 
des coordonnées vectorielles. ,

Cela posé, en vertu de la symétrie du milieu : 
i° II sera une combinaison linéaire de diverses expressions 

d’une des formes suivantes :

dXK dX, dYt dY{ dZK d7H '
dt dt dt dt ‘ dt dt ’

¿T K ¿T,
dt dt

(i peut être égal à K)

2° P2 sera une combinaison linéaire d’expressions d’une des 
formes suivantes

X A  +  Y.Yî + Z A ;
TKÏ ,  :

3° P, qui a pour valeur

sera une combinaison linéaire d’expressions de la forme 

/ X k + § Y k +  AZK ,

4° L ’expression de SJ,

S J = ^ W , 8 T e,

sera une combinaison linéaire d’expressions de la forme,

a ß y a ß y

X k Y k Z k + X, Y, Z,
SX; SY; 8Z, SXK 8YK SZK

T, aXK -)- pYK +  yZK 
ST, «SX, +  ¡3SYK +  ySZK ' '

On voit que dans P2 et II les termes qui dépendent des X,
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ceux qui dépendent des Y, ceux qui dépendent des Z, ceux qui 
dépendent des T, sont entièrement séparés les uns des autres. 

Soient
P , P , Ps p„
II, H, IL H„

ces huit ensembles de termes où P* représente l’ensemble des 
termes de Ps qui dépendent des x , etc.

D’après le théorème des formes quadratiques nous pouvons choi
sir les X K et les TK, de telle façon que

et alors on verrait que II„ et Py sont formés avec les Y et IIZ et Ps 
avec les Z, comme IIX et P* les sont avec les X .

On obtiendra ainsi une série d’équations analogues aux équa
tions

(«) ( r f  — f )  T k =  —  *>W„
obtenues précédemment.

Voici cette série d’équations.

I ( p l - f )  =

l (/*-/>*) y, =
{b) +

U * - / )  T K =  vK,
où ÇK, r)K, tk sont des quantités qui jouent par rapport à X K, YK, 
ZK, TK le même rôle que jouait — ip^V par rapport à T K dans 
les équations («).

439. —  Nous' allons traiter les équations (6) comme nous avons 
fait des équations (a ). Les seconds membres des équations (¿)
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comme ceux des équations (a) sont très petits. Amiulons-les en 
première approximation et faisons p = p l ; nous obtiendrons une 
série d’équations linéaires entre les quantités XK, YK, ZK, TK. En 
vertu de ces équations un certain nombre de ces quantités s’an
nuleront. Par exemple X K s’annulera si p K n’est pas égal à p l et 
TK s’annulera également si </K n’est pas égal à p r  De plus, celles 
de ces quantités qui ne s’annuleront pas, pourront ne pas rester 
indépendantes, mais il pourra y avoir entre elles certaines rela
tions linéaires.

Pour mieux mettre le fait en évidence, je  distinguerai parmi
dTj

les ZK deux catégories : ceux pour lesquels - jp -  sera nulle et que

j ’appellerai les Z' ; ceux pour lesquels cette dérivée ne sera pas 
nulle et que j ’appellerai les Z''. J ’appellerai X'K et Y'K les XK et 
les YK qui correspondent aux TJA et X ” et Y" ceux qui correspon
dent aux Z''.

Je poserai

Z = ^ Z M

et je  désignerai par />' et l* les valeurs des coefficients,/^ et qui 
correspondent aux Z*, par p " et VI celles qui correspondent aux 
Z* ; il résulte de cette définition et de celle des Z* que tous 
les l'K sont nuis.

Nos équations (Z>) privées des seconds membres s’écriront alors 
quand on y aura fait p = p 1

i( p L * - p l ) X L  =  o,
I (/,''*- ^ ) X "  =  o,

/¿A J (p* — Pii ^  =  °>
L 1 \(pL,2- p l ) r K' = o ,

■ I W - P Ï )  Z ' = o ,
[ ( p ^ - p ï )  z '' +  c z = o ,

avec

On peut toujours supposer qu’un au plus des p'i est égal à p  ;
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le cas où il yen aurait plus d’un se ramènerait immédiatement à 
celui où il.n’y en a qu’un.

Si aucun desyi* n’est égal à p t, tous les X '̂ sont nuis.
Si un des p'I que j ’appclerai par exemple p '/ est égal à p n 

l ’équation relative à Z", montre que Z est nul;  les équations 
relatives aux autres Z* montrent ensuite que tous ces rL k sont

nuis ; l ’équation Z = ^ V K'Z''montre enfin que Z - '= o .

Il est donc impossible que l’un des X* et l ’un des Z" soient en 
même temps différents de zéro.

440. — Mais on peut généraliser l ’hypothèse; ne supposons plus

Pj — /’X + érY + /lZ ;
abandonnons cette hypothèse trop restrictive et supposons toujours 

mais au lieu d’avoir,

z = 2 z*z « = 2 j W ’
on aura

les coefficients n?k étant différents des coefficients lK. 
Nous pouvons supposer alors,

P Ï  =  Pi

l ï%  O,
m ’i =  o,

et on pourra avoir à la fois

En vertu des équations (b') quelques-unes de nos coordonnées 
s’annuleront; les autres s’exprimeront linéairement h l ’aide d un 
certain nombre d’entre elles qui resteront indépendantes et qui
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joueront le rôle des coordonnées T„ T2, T „ ...... T„ dans les équa
tions (8 bis). Substituons les valeurs ainsi déduites des équations 
(b), ce que nous pouvons faire en négligeant les termes du second 
ordre ; nous obtiendrons des équations linéaires analogues aux 
équations (8 bis) et, en égalant à zéro le déterminant de ces équa
tions linéaires, nous obtiendrons une équation analogue à l ’équa
tion (i3). '

441- D iscu ssion . —  Si nous voulons rendre compte du qua
druplet il faut que cette équation soit du quatrième degré; pour 
cela il faut que quatre et quatre seulement de nos coordonnées 
ne s’annulent pas en vertu des équations (b1).

Supposons d’abord que les coefficients appelés plus haut m K 
soient égaux aux coefficients 4 .  Alors, les coordonnées qui ne 
s’annulentpas pourront être trois coordonnées vectorielles X[, Y(, Zi 
et une coordonnée scalaire TK.

L ’expression,

— 'y  | K°YK +  Çk.3Zk +  tk3Tk),

qui joue le même rôle que jouait l ’expression

K )

par rapport aux équations (8) sera de la forme,

a

a ¡3 y
Xi y î zi +  b

SXi SYi 3Zi

TK
3TK

«Xi +  ßYi +  yZi 
o8XÎ +  ß3Y{ -+- ySZÎ '

Notre équation en S s’écrit alors,

S :— «y «¡3 ba.
ay S  — «a ¿>¡3
a ¡3 a% S  ôy

—  ¿ a  —  6 ¡3 —  ôy S

ce qui correspond à l’équation (i3 bis) dans l’hypothèse 
b =  d.

a
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Le problème semble donc résolu d’nne manière satisfaisante. 
Il n’en est rien encore cependant. Reprenons l’équation dont 

dépend Xi

M  -  / )  x : =  s:·

Elle a été tirée d’une équation différentielle (que j ’écris en sup
primant le second membre qui dépend'du champ magnétique et 
est très petit).

d2X',
d(l

Mais d'après la définition même des X ( , le coefficient l[ doit 
être nul. Il reste donc,

æ x [
dt* +  / « o.

On voit que dans cette équation différentielle le déplacem ent 
électrique n entre p as .

La coordonnée X( pourra donc éprouver des oscillations, mais 
ces oscillations ne se communiqueront p a s  à  l ’éther. La solution 
qui précède est donc illusoire.

Nous sommes donc réduits à supposer
t

K ^
et

P'! =  Pu 
m" =  o,

H>o.

Soient alors, X", Y ", l['  et TK les coordonnées qui ne s’annu
lent pas ; l ’expression de SJ sera de la forme,

a ¡3 y TK a x," +  PY" +  yZ7
a x," Y7 z," +  ^ 5TK aSX'/ -h PSY," +  yÔZ("

SX," 8Y," SZ"
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et nous retombons sur l’équation

S —  a y «¡3 ba

«Y S — a% bp

—  a [3 aoi S/ ¿Y

—  ba - ¿ ¡ b - * Y S

573

analogue à l ’équation (i3 bis) dans l ’hypothèse a  —  c, b =  d. 
D’ailleurs l’équation différentielle,

dCl

contient le déplacement électrique et nous sommes à l’abri de 
l ’objection que je  faisais tout à l ’heure.

On voit donc qu’il est à la rigueur possible de rendre compte 
du quadruplet de M. Cornu par la théorie de Lorentz généralisée. 
Je laisse de côté les cas plus compliqués où l ’on aurait des sextu- 
plcts ou des phénomènes encore plus complexes.

Quoique le caractère artificiel de ces hypothèses soit manifeste 
il convient donc de conserver provisoirementXn. théorie de Lorentz 
généralisée <jui seule , ju sq u ’il présent, perm et de relier entre eux 
les fa its observés.
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DE LA

TH ÉO R IE DE LARMOR

442. —  Cette dernière partie de notre cours, ne peut être 
regardée ni comme un exposé ni comme une critique du travail 
que M. Larmor a récemment présenté à la société royale de Lon
dres sous le titre suivant : A Dynamical Tlieory o f  theelectric and  
liuniniferous medium  (*). Elle contiendra simplement le résumé des 
réflexions que m’a suggérées la lecture de cette importante commu
nication et qui m’entraîneront souvent bien loin de la théorie de Lar
mor. C’est ce qui justifie le titre que j ’ai choisi pour ce chapitre.

T H É O R I E S  O P T I Q U E S

443. —  Et d’abord je  suis conduit, comme M. Larmor lui- 
mème, à débuter par un résumé des diverses théories proposées 
par les savants qui se sont occupés d’optique. Les expériences sur 
l’optique physique ont mis en évidence l’importance de deux 
vecteurs que j ’introduirai ici sans faire aucune hypothèse sur leur, 
signification théorique. D:ins les milieux isotropes, auxquels je  me 
bornerai toujours, pour ne pas compliquer cette exposition, le 
premier de ces vecteurs est perpendiculaire au plan de polarisa
tion ; j ’en désignerai les composantes par (P, Q, R) et je  l’appel
lerai vecteur de Fresnel. Le second vecteur est perpendiculaire 
au rayon lumineux et parallèle au plan de polarisation. Je l ’ap
pellerai vecteur de Neumann et je le désignerai par (a, ¡5, y).

Il y a entre ces deux vecteurs, dans un milieu isotrope et trans

parent, des relations très simples. Si l ’on désigne par l’in- 
______________

(') Larmor, P rocecdings o f  R oy a l Society, t. L IV , p. ¿¡38 ; 7 décembre 1 8 9 t.
L a  Lum ière électriqu e, t . LU, p. 3 j i .

Poincaré. Électricité et Optique. 37
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verse du carré de la vitesse de la lumière dans le vide cl par K 
le carré de l’indice de réfraction, on aura,

I (ÎOL d\\ dQ \

K 0 d t dy I F

I d i dP d  II f

Ko dt d z d;v l

1 È L dQ_ dP  J

k ; dt d.v dy )

I
K  ■

dP d\3

K"o dt ' dz
___

dy
I

Iv
di)

* L
du.

Ko dt d.c ~  7 b

I dl\ du. dp

K
IV -

T h <1!/ d.v

c’est-à-dire que la dérivée par rapport au temps de chacun des 
vecteurs est proportionnelle au « curl » de l’autre vecteur pour 
employer l’expression anglaise.

11 est aisé de voir que les équations (i) résument, pour ainsi 
dire, les principaux faits expérimentaux relatifs à l ’optique et 
cela indépendamment de toute théorie.

C’est dans l’interprétation théorique que les divergences com
mencent. Pour Frcsncl la vitesse d’une molécule d’éther est re
présentée en grandeur, direction et sens, par le vecteur (P, Q, R) ; 
pour Mac Cullagh et Neumann, elle est représentée par le vec
teur (a, P, y). En d’autres termes, pour Fresnel, la vibration est 
perpendiculaire au plan de polarisation, pour Neumann elle est 
parallèle à ce plan.

Dans toutes les théories mécaniques de la lumière, les vibra
tions de l'éther sont attribuées à son élasticité ; mais on peut faire 
sur cette élasticité plusieurs hypothèses; la plus simple est de 
la supposer analogue à celle des solides qui tendent à reprendre 
leur forme ' primitive, quand une force extérieure les en a 
écartés. Pour forcer les molécules d’éther à s’éloigner de leur 
situation d’équilibre, il faut donc dépenser un certain travail qui 
s’emmagasine dans le fluide et qu’il restitue, quand, rendu à lui-
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même, il revient à l ’équilibre. C’est ainsi qu’un ressort bandé est 
un réservoir d’énergie. Le travail ainsi emmagasiné est ce qu’on 
appelle l’énergie d’élasticité de l’étbcr.

Dans l’hypothèse de Fresnel, la force vive de l ’éther a pour 
expression,

87t
K (P2 +  Q* +  R2) dx,

et son énergie potentielle

(3) 877
(a2 +  ¡B2 +  y2) dx.

Les intégrations sont étendues a tous les éléments de volume dx 
de l’espace. Cela revient à dire que la densité de l ’éther est pro
portionnelle à K ; la masse de l’élément dx est alors proportion
nelle à Kffx ; comme la vitesse, dans l’hypothèse de Fresnel, est 
représentée par le vecteur (P, Q, R ), la force vive de l’élément dx 
est proportionnelle à

Kifr (P2 +  Q2 +  R 2}.

D’autre part, tout se passera comme si l ’énergie potentielle 
localisée dans un élément dx très petit, était proportionnelle au 
volume de cet élément multiplié par le carré du vecteur de Neu
mann.

Dans l ’hypothèse de Neumann, au contraire, c’est l ’expres
sion (2) qui représentera l ’énergie potentielle et l ’expression (3) 
qui représentera la force vive.

Le carré delà vitesse est, dans cette hypothèse, a2 -j- ¡32 -)- y2; 
l ’expression de la force vive montre que la densité de l ’éther 
est supposée constante.

Quant à l ’énergie potentielle localisée dans un élément très 
petit de l’espace, elle est proportionnelle au carré du vecteur de 
Fresnel multipliée par le facteur K qui représente alors l’élasti
cité de l ’éther.

Dans l ’hypothèse de Neumann, l’élasticité est donc variable
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et la densité constante ; c’est l ’inverse dans la théorie de Fresnel.
Cette variabilité de l’élasticité donne lieu à une difficulté qui 

est spéciale à la théorie de Neumann et de Mac-Cullagh. La pres
sion de l’éther dans l'état d’équilibre ne peut être nulle, ce que 
l ’autre hypothèse aurait permis de supposer. Elle ne peut non 
plus être constante, elle doit dépendre de K, et, par conséquent, 
elle n’est pas la même dans deux milieux différents. Pour que 
l’équilibre se maintienne malgré cette différence de pression, il 
faut admettre qu’à la surface de séparation de deux milieux, 
l ’éther est soumis à une force particulière qui rappellerait dans 
une certaine mesure la capillarité des liquides. C’est ce qu’on 
appelle la « force de K irch ko ff ».

On peut échapper à cette hypothèse supplémentaire, qui n’est 
d’ailleurs pas très gênante, en adoptant les idées de lord Kelvin 
sur l’élasticité.

L ’axe d’une toupie en rotation tend à rester dans la position 
verticale ; si on l’en écarte, il décrira un petit cône autour de la 
verticale, comme le fait le fil d’un pendule conique sous l’in- 
lluence de la pesanteur qui tend à le ramener à sa position d’équi
libre. Pour un observateur qui ignorerait son mouvement de 
rotation, la toupie semblerait obéir à une sorte de force élastique. 
On peut imaginer des appareils plus compliqués qui reproduisent 
plus exactement encore les propriétés des corps élastiques et 
c’est ce qu’a fait Lord Kelvin. Supposons des systèmes articulés 
dont certaines pièces, jouant le rôle de gyrostats, sont animées 
d’une rotation rapide. Dans ces systèmes, aucune force n’est en 
jeu;  et pourtant ils se comporteront comme s’ils étaient doués 
d’élasticité. En apparence, on peut y emmagasiner de l ’énergie 
potentielle ; mais ils ne possèdent, en réalité, que de l’énergie 
cinétique. On peut donc se demander si l ’éther n’est pas cons
titué de la sorte ; si un observateur, disposant de moyens assez 
puissants pour pénétrer toutes les délicatesses de sa structure 
intime, ne découvrirait pas que toute son énergie est due à la 
force vive des tourbillons infinitésimaux qui y sont renfermés. Son 
élasticité, que la théorie ordinaire explique par des attractions à 
distance s’exerçant entre les molécules, serait due alors à de 
simples forces apparentes d’inertie, analogues dans une certaine 
mesure à la force’centrifuge.
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Il y a toutefois une différence entre l’élasticité ordinaire, celle 
des solides, et Vélasticité rotationnelle de Lord Kelvin. Quand on 
déforme un solide, son élasticité est mise en jeu ; mais elle ne 
l ’est plus quand on le fait tourner en changeant son orientation 
dans l’espace, mais sans changer sa forme. Il n’en est pas ainsi 
des systèmes articulés de Lord Kelvin.

On ne peut changer leur orientation sans avoir à vaincre une 
sorte de résistance élastique.

On peut donc, avec cette nouvelle manière de voir, supposer 
que les diverses parties de l’éther tendent à conserver leur orien
tation, qu’on ne peut les en écarter sans dépenser du travail, 
et qu’elles y reviennent quand la force extérieure cesse d’agir.

On peut greffer l’hypothèse de Lord Kelvin, soit sur la théorie 
de Fresnel, soit sur celle de Neumann. Dans l’un ou l’autre cas 
l’énergie totale est représentée par la somme des expressions (a) 
et (3) et elle est tout entière cinétique.

Seulement, dans l ’hypothèse de Fresnel, l’expression (2) 
représente la force vive des vibrations de l’éther qui sont relati
vement des mouvements d’ensemble ; l ’expression (3) représente 
la force vive de mouvements tourbillonnaires beaucoup plus 
intimes encore (ou plutôt la partie variable de cette force vive).

Dans l’hypothèse de Neumann, c’est l ’inverse ; on n’a plus 
d’ailleurs à supposer d’existence de la force de Kirchhoff.

Dans l’un et l ’autre cas on peut appeler énergie potentiel!« 
apparente, la partie de l’énergie totale qui est due aux mouve
ments tourbillonnaires intimes.

On peut s’étonner qu’en partant de deux points de départ aussi 
différents, on arrive à la même expression de l’énergie. 'Dans la 
théorie ordinaire, une rotation sans déformation n’entraîne pas 
de résistance élastique, tandis que, dans la théorie de Lord Kel
vin elle en fait naître. Comment l’énergie totale a-t-elle même 
valeur dans les deux cas? C’est ce qu’au premier abord on a 
quelque difficulté à s’expliquer.

On s’en rend compte en remarquant que l’éther est un milieu 
indéfini ; une perturbation ne peut atteindre qu’une partie finie 
de ce milieu, les parties les plus éloignées restant en repos.

Il est aisé de se rendre compte que dans un pareil milieu une 
partie ne peut tourner sans se déformer, sans que d’autres par-
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tics subissent une déformation. Si l ’on supposait par exemple un 
cylindre tournant autour de son axe tout d’une pièce pendant que 
le reste de l’éther demeure en repos, il y aurait là une disconti
nuité que l’on ne saurait admettre ; il faut supposer entre le 
cylindre qui tourne avec une vitesse angulaire uniforme et l'éther 
extérieur en repos, une couche de passage, qui pourra d’ailleurs 
être aussi mince qu’on le voudra, et où la vitesse ira en décrois
sant d’une manière continue quand on ira vers l’extérieur. Cette 
couche de passage serait dans tous les cas, le siège de déforma

tio n s .

T H É O R I E S  É L E C T R I Q U E S

444. — Les équations que résument les lois observées des phé
nomènes électriques présentent vine remarquable analogie avec 
celles de l’optique. Maxwell a le premier remarqué cette analogie 
et ce sera son éternel titre de gloire.

Dans un milieu non magnétique et diélectrique, ces quantités 
seront liées par des équations identiques aux équations (i),  le

coefficient -p  ayant même valeur numérique dans les équations 
Ko .

électriques optiques.
Dans un milieu magnétique et conducteur, les équations sont 

un peu plus compliquées et il faut y introduire deux autres para- 
. mètres ; à savoir, le coefficient de perméabilité p. et le coefficient 

de conductibilité Les équations (i)  prennent alors Informe sui
vante,

I da. dl\ d  Q
X dt dij dz ’
I d$ dP dR

X
[i,

dt dz dx ’
I «*r.. JQ dP
K. P dt dx du ’
I K

dP _  ¿¡3 * t 4it
IP ,

Ko dt dz dji K„
I K dQj d'f da. ÀQ,
K„ dt dx dz K"
I K dR  __  (h d$ 4* }.R.
K, dt du dx K„
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- Les équations (4) contiennent les équations (i) comme cas par
ticulier et on obtient ces dernières en faisant

H =  i ; )- =  o.

Il nous sera permis dans ce qui va suivre de supposer p .=  i. 
Nous pouvons en effet adopter l’hypothèse d’Ampère. Alors les 
milieux qui nous, semblent magnétiques devraient, pour un obser
vateur dont les sens seraient assez subtils, apparaître comme 
dénués de magnétisme mais parcourus par un très grand nombre 
de courants particulaires.

L’identité de la lumière et de l’électricité semble hors de doute 
d’après ces considérations que des expériences ont confirmées et 
on y a d’abord cherché une explication nouvelle des phénomènes 
optiques destinée à faire oublier les anciennes explications méca
niques.

Puis on a cherché une explication mécanique commune de la 
lumière et de l’électricité, et alors l’idée la plus naturelle était 
de revenir aux théories élastiques dont j ’ai parlé plus haut et qui 
avaient si longtemps paru tout à fait satisfaisantes. Puisqu’elles 
rendaient compte de la lumière, il s’agissait de les adapter h l’ex
plication de l ’électricité.

L’adaptation aurait été immédiate, si ics équations de l’électri
cité n’étaient comme nous venons de le voir, plus générales que 
celles de l’optique. Malheureusement les équations (i) ne sont 
que des cas particuliers des équations (4).

Cette circonstance ne doit pas toutefois nous décourager ; pre
nons une quelconque des théories optiques,, celle de Fresnel 
par exemple ; dans cette théorie la vitesse de l'éther est repré
sentée par le vecteur (P,Q,R)  ; supposons par conséquent que la 
vitesse de l’éther soit représentée par la force électrique. Repre
nons les équations (4), et interprétons-les en conséquence, elles 
exprimeront certaines propriétés de l’éther ; ce seront les pro
priétés qu’il faudra attribuer à ce fluide, si l ’on veut conserver 
la théorie de Fresnel.

Au lieu d’appliquer ce procédé d’adaptation à la théorie de 
Fresnel, on peut l’appliquer à celle de Neumann et Mac-Cullagh 
et c’est ce qu’a fait M. Larmor.

Dans l ’un et l ’autre cas, on est conduit à attribuer à l’éther des

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



584 A PROPOS DE LA THEORIE DE LARMOR

propriétés assez étranges et faites pour nous surprendre au pre
mier abord. 11 convient en tout cas d’insister sur ces étrangetés, 
soit qu’on veuille familiariser les esprits avec elles, soit qu’on les 
regarde comme des obstacles insurmontables qui ne permettent 
pas d’adopter ces explications.

A D A P T A T I O N  D E  L A  T l l É O l t I E  D E  F I 1E S N E L .

445. — La théorie électromagnétique de la lumière, aujour
d’hui confirmée par l’expérience, nous apprend que ce qu’on 
appelle en optique le vecteur de Fresnel n’est autre chose que 
la force électrique, et que le vecteur de Neumann est identique 
avec la force magnétique. Si donc nous voulons, conserver la 
théorie de Fresnel, il faut que nous admettions que la vitesse 
de l ’éther est représentée en grandeur, direction et sens, par la 
force électrique.

Mais cette hypothèse entraîne des conséquences singulières. 
Considérons une petite sphère électrisée ; la force électrique est 
partout dirigée suivant le rayon vecteur qui va au centre de la 
sphère ; telle devrait donc être aussi la direction de la vitesse de 
l’éther.

Il en résulterait qu’une sphère électrisée positivement, par 
exemple, absorberait constamment de l’éther et qu’une sphère 
électrisée négativement en émettrait constamment.

Et cette absorption ou cette émission devrait durer tant que la 
sphère conserverait sa charge.

En d’autres termes, les parties de l’espace où nous disons qu’il 
y a de l ’électricité positive ou négative seraient celles où la den
sité de l’éther va constamment en augmentant, ou constamment 
en diminuant.

Cela semble bien difficile à admettre ; comment la densité de 
l’éther pourrait-elle varier si longtemps toujours dans le même 
sens, sans que les propriétés de cet éther en paraissent modifiées . 
Faudra-t-il donc supposer que la densité est très grande et sa 
vitesse dans un champ électrique très petite, de sorte que, mal
gré la durée de l’électrisation, les variations relatives de la den
sité soient peu sensibles ?

Poursuivons néanmoins notre examen. Voyons si cette com-
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possibilité indéfinie de l’éther n’est pas, sinon plus intelligible, 
au moins plus conforme aux hypothèses habituelles qu’il ne 
semble au premier abord.

Un gaz ne transmet pas les vibrations transversales ; cela tient 
à ce qu’un glissement intérieur entre les couches gazeuses ne 
provoque pas de résistance élastique ; si même le gaz était dé
pourvu de viscosité, un mouvement de glissement, une fois com
mencé se poursuivrait indéfiniment.

De même l’éther ne transmet pas les vibrations longitudi
nales, ce qui peut s’expliquer de deux manières : on peut sup
poser qu’il est absolument incompressible ; on peut imaginer, 
et c’est là l ’hypothèse que Fresnel est obligé de faire pour expli
quer la réflexion, qu’il est au contraire incapable de résister à la 
compression.

La compression dans l’éther, de même que le glissement dans 
les gaz, ne doit donc pas provoquer de résistance élastique ; et 
alors quand une particule d’éther a commencé à se contracter ou 
à se dilater, cette contraction ou cette dilatation se poursuivra 
indéfiniment.

Les hypothèses anciennement admises entraînaient donc déjà 
cette conséquence que nous jugeons invraisemblable ; on les ac
ceptait pourtant parce qu’on croyait qu’elles n’étaient qu’appro
chées ; pour adapter là théorie dé Fresnel aux phénomènes élec
triques, il faut au contraire les supposer très près d’èlrc 
rigoureusement réalisées, et c’est de là que vient la difficulté.

Je ne chercherai pas à la lever; mais je  ne puis passer sous 
silence l ’analogie entre les considérations qui précèdent et les 
sphères puisantes de Bjerkues. Pendant que l’une de ces sphères 
se contracte, le mouvement dans le liquide environnant est tout 
à fait pareil à celui que la théorie précédente attribue à l’éther 
dans le voisinage d’une charge électrique positive. Quand cette 
sphère se dilate, elle est au contraire assimilable à une masse 
électrique négative.

On sait que la représentation des phénomènes électrostatiques 
par les sphères de Bjerkues n’est qu’imparfaite et cela pour deux 
raisons. La première sur laquelle on a surtout insisté, c’est que 
le signe des phénomènes est changé.

La seconde n’est pas moins importante. Bjerknes fait agir
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l ’une sur l'autre deux sphères, dont les pulsations ont même 
période, de plus les pulsations ont toujours même phase, ou bien 
phase opposée, de telle façon que la différence de phase est tou
jours égale à o ou à it.

En se restreignant ainsi, il représente les phénomènes élec
triques au signe près; il serait arrivé sans cela à des lois beau
coup plus compliquées ; supposons, par exemple, trois sphères 
puisantes A, B et C ayant môme période, mais ayant respective

ment pour phase o, —  et it ; A n’agirait pas sur B, ni B sur C ;

mais A agirait sur C: On n’a plus du tout la reproduction des 
lois de l’électrostatique.

Or si l ’on admet que l ’électricité est due à de semblables 
oscillations, on pourra supposer à la rigueur que ces oscillations 
aient toujours môme période ; mais il n’y a aucune raison pour 
que la différence de phase soit toujours o ou u.

Bjerkncs était bien forcé de donner à ses sphères un mouve
ment alternatif, mais l’éther indéfiniment compressible de la 
théorie de Fresnel adaptée, nous donne l’image de sphères 
puisantes dont la contraction ou la dilatation durerait indéfi
niment et pour ainsi dire de sphères puisantes de période 
■infinie.

Les attractions électrostatiques seraient donc immédiate
ment expliquées, s’il ne restait la difficulté du changement de 
signe. Elle n’est pas insurmontable et nous y reviendrons.

Voici maintenant la signification des équations (4) ; adoptant 
l’hypothèse d’Ampère je  suppose p. =  i . D’où provient le terme 
en \ qui s’introduit dans les milieux conducteurs ? L ’interpreta- 
tion en est aisée ; dans les conducteurs qui sont le siège d un 
courant voltaïque, il y a réellement un courant continu d élhei, 
il y en a un aussi à travers les diélectriques dans un champ élec
trique ainsi que je  l ’ai dit plus haut ; mais tandis que 1 étlici 
pourrait se déplacer à travers les diélectriques sans subir aucun 
frottement, il frotterait sur la matière des conducteurs, et ce 
serait la force vive détruite par ce frottement qui se transfoi me 
rait en chaleur et qui échaufferait le circuit voltaïque.

Parmi les mouvements dont l’éther peut être le siège, il y c 
a qui ne provoquent aucune résistance élastique ; ce sont
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mouvements de cette sorte qui se produisent dans le voisinage 
d’un circuit parcouru par un courant voltaïque permanent. 
Mais on ne peut directement passer du repos à un semblable 
mouvement ou inversement ; il y a nécessairement une phase 
transitoire où d’autres mouvements se produisent, qui eux 
sont transversaux et doivent mettre en jeu l’élasticité de l’éther. 
Ce serait cette réaction élastique qui produirait les phénomènes 
d’induction.

Nous reviendrons plus loin en détail sur tous ces points.

T I l É O l U E  D E  L A ï t M O U

446. —  La théorie de Larmor n’est autre chose que l’adapta
tion de la théorie de Neumann. I.a vitesse de l’éther est alors re
présentée en grandeur, direction et sens par le vecteur de Neu
mann, c’est-à-dire par la force maguétique.

Comme nous supposons p =  i on a partout,

da.
dx

d%
dy

dy
dz o,

et l ’éther apparaît comme incompressible.
Si l ’on considère un fil rectiligne parcouru par un courant vol

taïque, dans le voisinage de ce fil l ’éther est en rotation ; chaque 
molécule décrivant une circonférence qui a pour axe l’axe même 
du fil ; la vitesse angulaire de rotation est en raison inverse du 
carré du rayon de cette circonférence.

Les phénomènes d’induction électromagnétique-sont dûs sim
plement à l ’inertie de l’éther.

L’éther est doué de l’élasticité rotationnelle telle que la com
prend Lord Kelvin; on ne peut donc écarter une particule cl’éther 
de son orientation primitive sans avoir à dépenser du travail. 
Niais cette résistance n’est pas toujours de même nature.

Dans les diélectriques, c’est une résistance élastique, et une 
particule d’éther, écartée de son orientation primitive, y revient 
dès qu’on l’abandonne à elle-même ; dans les conducteurs c’ést 
une résistance analogue à la viscosité des liquides, cette parti
cule ne tend pas à revenir d’elle-mème à son orientation primi-
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tive, et tout le travail dépensé pour l ’en écarter a été transformé 
en chaleur.

Les choses malheureusement ne sont pas aussi simples que 
cela, et il y a une difficulté qui mérite quelque attention. Le 
couple, qui dans cette théorie, tend à ramener une particule 
d’éther à son orientation, est représenté en grandeur, direction 
et sens, parle vecteur dé Fresncl, c'est-à-dire par la force élec
trique (P, Q, R).

Si l ’élasticité rotationnelle de Lord Kelvin demeurait inaltérée, 
au moins dans les diélectriques, on devrait avoir à un facteur 
constant près,

K,
KP

K K Qlxo

K.

dr, d ï
dz dy ‘
<K d\
dx dz '
dz drx

~  dy dx ’

£, rn Ç désignant les composantes du déplacement d’une molé
cule d’éther à partir de sa position primitive.

Il en résulterait que le (lux de force électrique qui traverse 
une surface fermée quelconque dans le diélectrique devrait être 
nul ; en d’autres termes la charge totale d’un conducteur isolé 
devrait être nulle.

Il est donc nécessaire d’introduire dans la théorie une modifi
cation profonde et cette nécessité n’a pas échappé à M. Larmor 
qui s’explique sur ce point en quelques lignes [Proceedings,
y déc. 1893, p. 447» lignes 7 à 24)·

Pour voir quelle est la modification convenable il n’y a 
qu’une chose à faire ; reprenons les équations (4), interprétons- 
les dans le langage de la théorie de Larmor et voyons ce qu’elles 
signifient.

Posons
1 K  

dy '

4 «
la seconde équation (4) deviendra,

d  (P —  F )
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Si X était constamment nul, on aurait P =  P', c’est-à-dire que 
le couple développé par l ’élasticité de l ’éther tendrait à ramener 
chaque particule d’éther à son orientation primitive.

Supposons maintenant que X soit variable ; d’abord nul, ce 
coefficient prendrait une valeur positive pendant quelque temps, 
puis redeviendrait nul. C’est à peu près ce qui arrive dans le cas 
d’une décharge disruplive ; l ’air d’abord isolant, cesse de l’être 
pendant quelques instants au moment de la décharge et perd en
suite de nouveau ses propriétés conductrices.

Quelle est alors la signification de l’équation (5) ? On aura

l ’intégrale J À P d t  devant être étendue à toute la durée de la

décharge, et étant par conséquent proportionnelle à la quan
tité d’électricité qui a passé pendant cette décharge ; je  puis donc 
écrire,

P —  lv =  ks,

k étant un coefficient constant et. s étant cette quantité d’élec
tricité.

Après la décharge, le couple élastique ne tend plus à rame
ner la particule d’éther à son orientation primitive, c’est-à-dire 
à une orientation telle que P =  o, mais à une orientation telle 
que P =  ks.

Pendant la décharge le diélectrique perd son élasticité rota
tionnelle ; après la décharge il la recouvre, m ais profondément 
m odifiée p a r  le passage de l’électricité.

L’élasticité des solides nous offre des phénomènes tout sem
blables. Une barre d’acier soumise à une traction s’allonge, 
mais pour revenir à sa longueur primitive des que la traction 
cesse. Si on la chauffe au rouge, elle perd son élasticité et de
vient ductile ; sous la traction, après s’ètre allongée, elle conser
vera la longueur qu’elle aura ainsi acquise même quand cette trac
tion aura cessé. Si ensuite on la refroidit, elle recouvrera son 
élasticité, mais cette élasticité sera modifiée, car elle ne tendra 
pas à ramener la barre à la longueur qu’elle possédait avant
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toutes ces opérations, mais à la longueur qu’elle avait au moment 
où l’élasticité a été recouvrée.

Que se passe-t-il alors dans l’éther qui entoure un corps élec
trisé ?

Chaque particule est soumise à un couple élastique qui tend à 
la ramener à une orientation donnée, différente (au moins pour 
celles qui ont été traversées par de l ’électricité pendant la 
charge) de celle qu’elle possédait avant l ’électrisation. Les par
ticules étant solidaires les unes des autres, les orientations 
qu'elles tendent à prendre sont en général incompatibles. Il se 
produit alors un équilibre où chacune de ces particules est com
parable à un petit ressort tendu. Le travail des forces élec
trostatiques n’est autre chose que l’énergie emmagasinée dans 
ces petits ressorts.

Cette explication ne me satisfait pas encore complètement 
parce que nous n’avons envisagé que la décharge disruptive, 
et que nous avons laissé de côté le cas où, pour modifier les 
charges de deux conducteurs on les met en communication à 
l ’aide d’un fil métallique, pour les isoler ensuite de nouveau en 
écartant le fil.

Mais là on a affaire à des corps en mouvement, et la dillieultc 
est plus grande. Au lieu des équations (4) qui sont celles de 
llcrtz (Gruiulgleichungen der E lectrodynam ik fu r  ruhende K ôr- 
p er, W icdemann s Annalen, 4o, p. 077, et la Lum ière électrique 
t. XXXVII, p. 137, 188, 23p) il faut considérer les équations 
beaucoup plus compliquées du second mémoire de Ilertz sur.les 
corps eu mouvement (Grundgleichungen der E lectrodynam ik  
fu r  bewegle K ôrper, W iedem anns Annalen, 4 i ,  et la Lum ière 
électrique , t. XXXVIII, p. 488 et 542). J ’étudierai ces équations 
un peu plus loin et je  chercherai quelle est leur signification 
quand on les interprète soit dans le langage de la théorie de 
Fresncl adaptée, soit dans le langage de la théorie de Larmor.

J ’aurai ainsi, du môme coup, l’explication dans l ’une et dans 
l ’aulrc théorie, des phénomènes mécaniques dont un champ élec
tro-magnétique est le siège, c’est-à-dire des attractions électros
tatiques et des actions mutuelles des courants.

Pour achever de tracer le programme des questions que je  
veux traiter dans ce qui va suivre, j ’attirerai encore l ’attention
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sur deux autres difficultés que nous aurons à examiner en détail. 
Généralement dans les recherches sur l ’électricité on admet que 
les déformations des corps élastiques sont très petites ; ici une 
semblable hypothèse n’est plus permise ; dans un champ magné
tique, constant la vitesse de l ’éther est également constante d’après 
l’hypothèse de Larrnor, et toujours dans le même sens. Au bout 
d’un certain temps, les molécules d’éther doivent avoir éprouvé 
des déplacements sensibles, et cela même en supposant cette vi
tesse constante très petite ; car dans les corps magnétiques, il 
faut supposer l’existence de courants particulaires permanents 
qui doivent durer depuis l ’origine du monde, bien qu’ils ne se 
manifestent que quand le corps est « magnétisé » c’est-à-dire, 
quand tous ces petits courants sont ramenés par une cause exté
rieure à une orientation commune. Quelque petite que soit la 
vitesse de l ’éther, un mouvement qui se produit toujours dans le 
même sens depuis l’origine du monde, a nécessairement produit 
des déplacements considérables.

En second lieu, dans un champ magnétique, l ’éther est sup
posé en mouvement et il devrait entraîner les ondes lumi
neuses.

M. Larrnor dit à ce sujet à la fin de son travail ;
« Le professeur O. Lodge a bien voulu examiner l’effet d’un 

» champ magnétique sur la vitesse de la lumière ; mais n’a pu 
» en décélcr aucun, bien que les moyens qu’il employait fussent 
» extrêmement délicats ; il en résulterait, dans notre théorie 
» que le mouvement dans un champ magnétique est très lent, 
» et par conséquent la densité du milieu très grande. »

Ainsi ce mouvement était si lent que les expériences de M, O. 
Lodge, quoique très précises, ne l ’étaient pas encore assez pour 
le mettre en évidence. Pour dire toute ma pensée, j ’estime que, 
ces expériences eussent-elles été cent ou mille fois plus précises, 
le résultat aurait encore été négatif.

Je n’ai à donner à l'appui de cette opinion que des raisons de 
sentiment ; si le résultat avait été positif, on aurait pu mesurer 
la densité de l ’éther et, si le lecteur veut bien me pardonner la 
vulgarité de cette expression, il me répugne de penser que l’cther 
soit si arrivé que cela.
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É L E C T R O D Y X A M I Q U E  D E S  C O U P S  E N  M O U V E M E N T

447. —  Ainsi que je  l ’ai dit précédemment, je  ne peux pour
suivre l’examen de la théorie de Larmor qu’en examinant ce qui 
se passe dans un champ électromagnétique où il y a des corps en 
mouvement.

Le plus simple paraît être de prendre comme point de départ 
les équations de Hertz {Grundgleichungen der E leclrodijnam ik  
fü r  bewegte K örper, Wiedemann s Annalen, 4 1) {vide supra  
p. 090) et de les traduire ensuite soit dans le langage de la 
théorie de Fresnel adaptée, soit dans celui de la théorie de Lar
mor.

Mais une première question se pose. Ces équations, qui 11e re 
posent, en somme, que sur quelques inductions hardies, peuvent- 
elles être acceptées telles quelles ; cela est fort douteux.

Nous avons vu plus haut en eilet (p .389, n° 319) que les ondes 
lumineuses devaient être entraînées totalement par un milieu 
diélectrique en mouvement.

Cela est absolument contraire à l ’expérience célèbre de Fizeau 
qui nous apprend que l’entrainement n’est que partiel ; 011 devrait 
avoir (p. 392)

γ = : t \ / τ + κ { 1~ ’τ ) ,

Ë, 7), Ç étant les composantes de la vitesse de la matière.
Les équations de Hertz doivent donc être modifiées. Mais quelle 

modification faut-il y introduire ? On peut être un peu embar
rassé pour répondre à cette question.

T H E O R I E S  D E  I I E L M I I O L T Z

448. —  Représentons-nous deux milieux qui se pénètrent, 
l ’éther et la matière ; soit p la densité de l ’ether, p, celle de la 
matière ; soient les composantes du déplacement de
l’éther ; Ç2, 7̂ , Çj celles du déplacement de la matière.

Une particule (j’éther est soumise à deux forces : l ’une due a 
l ’action de l ’éther environnant et qui est la même que si la matière
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n’existait pas ; soit L,M, N cette force ; l ’autre due h l’action de 
la matière sur l’éther et dont les composantes seront

Bfo-çj, Bfo-y,.), B(Ç2 — g . .
Une particule de matière est également soumise à deux forces ; 

l ’une est la réaction de l’éther sur la matière et a pour compo
santes,

B (5, ■Ç,), B (rn - r l¿), B K , - y .

L’autre est une sorte de frottement dont Ilclmholtz n’explicpie 
pas très bien l’origine et qui a pour composantes

p  p  p  ^^52
V j  r i 5 r Lî ----- 5----- )  ' Vj  i ·

dL al dt

B et C sont des constantes qui dépendent de la nature du corps. 
Les équations du mouvement deviennent alors,

d%
dil

<]%
d e

' B H-  B (£¿ ■ç,

=  ( 5 , - i U - c lL · .
d ls

C’est à l’aide de ces équations que llelmholtz rend compte de là 
dispersion. Mais tel n’est pas notre but;  nous voulons au con
traire nous en tenir au premier degré d’approximation où on 
néglige la dispersion et pour cela il faut supposer que B étant 
très grand, on a sensiblement i;, =

En ajoutant les deux équations précédentes et faisant £, =  ^ 
il vient

( 5 )
, v d% d\| 

dl

Il nous reste à voir ce qui arrive si on suppose l’éther immo
bile (sauf son mouvement de vibration bien entendu) et la ma
tière en mouvement.

Nous désignerons par |j, v;, Ç les composantes de la vitesse de 
la matière.

-»y . ,  ^  f  Ô ’ S,Nous représenterons par et par la projection sur l’axe

P oincaré. Élccti'icité et Optique. 38
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des x  de la vitesse et de l’accélération d’une molécule matérielle, 
de sorte que

dt dx
dt 

r a 'si
*· dz ’

et en négligeant les carrés et les dérivées de ¡j, v), Ç :

o2l d%
dd dt!2 ' ’  dxdt

L’équation (5) devient alors,

27,
dydl . +  2Ç' d%

dzdt

(5 bis)
ifÇ,
dd

u -»i
Oí*

=  L —  C A
dt

Il est aisé de voir d’abord que cette formule (5 bis) rend compte 
de l’expérience de M. Fizeau. Imaginons en efl'et que le milieu 
soit un diélectrique parfait (d’où C =  o) et que les ondes lumi
neuses soient planes, le plan de l’onde étant parallèle au plan 
des x i/; alors ij, est fonction de .c et de t seulement et l ’on a :

L = l
d%
~d?~'

X étant un coefficient constant.
Supposons de plus que la vitesse de la matière soit constante et 

parallèle à l’axe des z , de sorte que

dt2
d%
dd +-aÇ d%

dzdt

On a d’ailleurs
* = p K  J,

K» étant la vitesse de la lumière dans le vide, et l ’équation 
(5 bis) devient ;

d% , (
- d d + ï ' X

d%
dd

r  '■al, -
d 2l.
dzdt =  pKÎ.

d’où, si l ’on appelle pour un instant U la vitesse de propagation 
de l’onde :

(p +  P,)U2+  2Ç?1U +  Çip1 =  pK’ ;
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d’où en négligeant le carré de Ç

U est clair que,

il vient donc finalement 

U

? +  ?1 ? +  Pl

i + A  «  R . '
P

—  Ko\/ K s(> k )

On voit donc que cette théorie rend bien compte de l’entraî
nement partiel des ondes constaté par Fizeau (p. Sçja).

Mais elle cessera de paraître satisfaisante si on veut l’appliquer 
aux phénomènes électriques.

Reprenons les équations (5 bis) en supposant C =  o, il vient,

et de même,

Comme on a

si l ’on pose

il viendra,

(6)

A ,  _
p dt* ^Pl

(PrH
bd

= M,'

P dt1 -H Pi
■

w-
-  N.

dL «ZM , ¿N
dx dy 1 dz

■ ... Uj

f)— ‘ I * 1| ,
dx 1 dy dz

d* 9
? dt* + ?1 bt1

=  0,

Les il ordinaires représentent toujours les dérivées prises pai 
rapport à  t en supposant le point x , y, z fixe et les b ronds, en sup
posant le point' x , y, :  entraîné p ar  la  matière.

Pour nous rendre compte de la signification de cette équation
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reportons-nous à ce que nous avons dit plus haut de la théorie de 
Fresnel adaptée. Nous avons vu que, dans cette théorie, aux 
points où il y a de l’électricité positive, la densité de l’éther va 
constamment en augmentant.

Or, d’après une formule bien connue, 9 représente la conden
sation de l’éther, c’est-à-dire l ’excès de sa densité actuelle sur sa 
densité normale. Dans cette manière de voir, la densité de l'élec-

. . . . . .  ,, . ifO 1
tricite libre serait donc proportionnelle a —-j j .

Il pourrait y avoir doute dans le cas où les corps chargés d’élec
tricité sont en mouvement. On peut se demander alors si la den

sité de l’électricité doit être représentée par ou par ;

mais le résultat que j ’ai en vue n’en sera pas changé.
Supposons que £ =  y )= o , constante; l ’équation (6) devient

(6 dis) (P + P .)
d ’8
di- 2 .0 ,

d-h
dldz

o.

D’ailleurs —j j  et —j  satisferont comme 9 à l'équation (6 lis).

Cette équation est contredite par l’expérience, l ’électricité 
devrait être entraînée avec la même vitesse que la matière puis
qu’elle reste attachée aux corps qui en sont chargés et on devrait 
avoir,

(6 1er)
d l 9
l è +  a ?

d29 , i-9
dldz +P,C' dz*

o.

—j j ·  et —  satisfaisant comme 9 à l ’équation (6 ter) .

Cette nouvelle théorie n’est donc pas plus satisfaisante que la 
première.

Mais ce n’est pas là la forme à laquelle Ilelmholtz s’est arrêté; 
à la théorie de la dispersion que nous venons de discuter et qu’il 
avait développée avant le triomphe de la doctrine de Maxwell, il 
en a substitué une autre qu’il a exposée sur la fin de sa vie dans 
1 c tonie X L V III des Annales de W iedemann  (Electrom agnetische 
Théorie der Farbenzerstreuung). A ce mémoire de Ilelmholtz se 
rattache un travail de R cif ( Wied. Ann., t. L, Fortÿjlanzung des 
L ic ites), qui examine les conséquences de la théorie de Ilelmholtz
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précisément au point de vue qui nous occupe, c’est-à-dire au 
point de vue de l ’entraînement partiel des ondes par un milieu 
en mouvement. Ilelmholtz suppose que dans les diélectriques la 
polarisation électrique se décompose en deux parties ; la polari
sation de l ’éther dont nous désignerons les composantes par 
X, Y, Z et la polarisation de la matière que nous désignerons par 
f\ g, h , et que le savant allemand attribue à une sorte d’électro- 
lyse incomplète. ‘

Le courant de déplacement total a alors pour composantes: 
e/X d f  dY dg (IL dh 

l î r ^ ~ ~ d t '  ~dT^~~c[T’ ~dt dt V

L’énergie électrostatique localisée dans le volume dz est d’autre 
part la somme de trois termes, un terme en X 2+ Y 2+ Z 2, un 
terme en /’2 -j- ¿r'2'-)- h2 et un terme en Y f~ h  Y g  +  Lh. En par
tant de ces hypothèses, Ilelmholtz rend compte des lois de la dis
persion ; mais Reif a voulu voir comment 011 pourrait expliquer 
dans le même ordre d’idées, l’expérience de Fizeau répétée par 
Michelson et Morlcy. Il a reconnu qu’il faudrait supposer que la 
matière transporte avec elle l ’électricité qui engendre la seconde 
composante f ,  g , h de la polarisation, tandis que l’éther est 
entraîné partiellement en transportant avec lui l ’électricité qui 
engendre la première composante X, Y, Z.

M. R eif a alors songé à modifier l ’hypothèse de Ilelmholtz 
en supprimant dans l’énergie électrostatique le terme en 
X/’-f- Y $ '+  Lh. Le résultat est alors beaucoup plus simple. L’en
traînement de l’éther est alors nul.

Je transcris les équations de Ilelmholtz [Silzungsberichte de 
B erlin , 1892, LUI, p. 1098 éq. 126, 12e, i 2<!] seulement j ’ai 
désigné par X, Y, Z ; f.\ g , h ce quellelmholtz représente par les 
lettres gothiques X, Y, Z, x, y , s ; de plus je  supposerai 
p. =  K =  1 ; je  représenterai enfin par a, ji , y ce que Ilelmholtz 
représente par les lettres gothiques L, M, N. Il vient ainsi

1 d'j. d(L  — h) d [ Y — g)
K 0 dt dy dz

( 8)

¿P
dz

A
d y ’

avec les équations qu’011 en déduirait par symétrie.
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Avec l’hypothèse de Reif, il faut duns l’équation (y) et celles 
qu’on en déduit par symétrie remplacer F —  ^  G —  g, II —  h 
par F , G, II.

Malheureusement il y a un obstacle dont R cif ne se tire pas 
mieux que Ilclmholtz.

Si le milieu est en mouvement, la composante f ,  g , h est en
traînée par la matière et l’équation (8) devient,

1 dX  1 é/‘ dy
K 0 dt K 0 ÎU dz dy

On déduit de là :

d / dX  ¿Y dL  \ ô / d f dg dh  \
dt \ dx dy dz ÎU \ dx dy dz /

L’expression
d f  du dh
dx dy dz

est proportionnelle à la densité de l’électricité a. 
D’autre part Ilelmhollz trouve,

X z = a * f + m * L , h K
d â  dt

a 1, m et k étant des coefficients constants.
Si les mouvements sont très lents, les deux derniers termes 

disparaissent et il reste,

d’où

d’où enfin

dX  t dY 
dx dy

d l
dz

Û3·
1Ü O.

Si ü =-r, =  o, c’est-à-dire si la vitesse de la matière est p a r a l 

lèle à l ’axe des z, il vient
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ce qui veut dire que les charges électriques ne sont pas entraînées 
avec la matière comme l’exige le principe de la conservation de 
l ’électricité, mais qu’elle est entraînée avec une vitesse plus petite 
égale à

Ç
«2+  1

la théorie de Helmholtz conduisant sous ce rapport au même 
résultat que celle de Reif, l ’une et l ’autre me paraissent devoir 
être rejetées.

T I I E O I U K  D E  L O H E N T Z

449. — M. Lorentz a imaginé une théorie électrodynamique 
des corps en mouvement fondée sur des principes entièrement 
différents et à certains égards plus satisfaisante. Nous l’avons 
exposée plus haut (p. 422 à 573).

Cette théorie rend compte, comme nous l’avons vu, du principe 
de la conservation de l’clectricité, puisque l’hypothèse fondamen
tale n’est autre chose, après tout, qu’une traduction de ce prin
cipe lui-même.

Elle rend compte également de l’entraînement partiel des 
ondes.

Malheureusement il reste une difficulté grave: il n’y a plus éga
lité entre l’action et la réaction. C’est ce que nous avons démontré 
pages 448 à 454· Pour s’en rendre compte, sans entrer dans le détail 
des calculs, il nous suffirait d'ailleurs d’un exemple simple. Considé
rons un petit conducteur A chargé positivement et entouré d’éther. 
Supposons que l’éther soit parcouru par une onde électromagné
tique et qu’à un certain moment cette onde atteigne A, la force 
électrique due à la perturbation agira sur la charge de A et pro
duira une force pondéromotrice agissant sur le corps A. Cette 
force pondéromotrice ne sera contrebalancée au point de vue du 
principe de l’action et de la réaction par aucune force agissant 
sur la matière pondérable. Çar tous les autres corps pondérables 
peuvent être supposés très éloignés et en dehors de la région de 
l’éther qui est troublée.

On s’en tirerait en disant qu’il y a réaction du corps A sur
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l ’éther ; il n’en est pas moins vrai qu’on pourrait, sinon réaliser, 
au moins concevoir une expérience où le principe de réaction 
semblerait en défaut, puisque l’expérimentateur ne peut opérer 
que sur les corps pondérables et ne saurait atteindre l’éther.

Cette conclusion semblera difficile à admettre.
La théorie de Hertz ne donnait pas lieu à cette difficulté et 

était parfaitement d’accord avec le principe de la réaction [vide 
supra , p. 420). Dans cette théorie et dans l’exemple qui nous 
préoccupait plus haut il y aurait réaction du corps A non seule
ment sur l’éther, mais sur l’air où se trouve cet éther ; et quel
que raréfié que soit cet air, il y aurait égalité parfaite entre l’ac
tion subie par A et la réaction de A sur cet air.

Cela tenait à ce que dans la théorie de Hertz, l ’éther était 
entraîné totalement par la matière ; dans la théorie de Lorentz, 
au contraire, il n’en est pas de môme, la réaction subie par l ’air 
n’est qu’une très faible fraction de l’action subie par le corps A, 
et cette fraction est d’autant plus faible que l ’air est plus raréfié.

En réfléchissant à ce point, on voit que la difficulté n’est pas 
particulière à la théorie de Lorentz et qu’on aura beaucoup de 
peine à expliquer l ’entrainement partiel des ondes sans violer le 
principe de l ’égalité de l’action et de la réaction. Nous verrons 
plus loin si la conciliation est possible.

TiiÉoitiE de .r.-.r. Thomson

450. — Dans ses a Recent Iïesearches  », J . - J .  Thomson consacre 
un paragraphe à la propagation de la lumière dans un diélectrique 
en mouvement (§ 44°> P· 543). Ce travail a etc analysé en détail 
par M. Blondin dans la Lum ière électrique du 4 novembre i8g3, 
p. 201, et je  n’y reviendrai pas.

Je me contenterai de rappeler les principaux résultats.
Soit Y la vitesse de propagation de la lumière dans le diélec

trique en repos ; soit v la vitesse de la matière du diélectrique, 
ou plutôt la projection de cette vitesse sur la direction de la pro
pagation des ondes ; soit e0 la vitesse de l’éther dans le diélec
trique qui serait nulle s’il n’y avait pas d’entrainement, qui serait 
égale à v si l ’entraînement était total et qui aurait des valeurs
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intermediaires si l ’entraînement était partiel, La vitesse cle la 
lumière dans le diélectrique en mouvement sera

V +

vlt ç>2 pouvant avoir diverses valeurs suivant les hypothèses.
Dans un conducteur en mouvement il peut se produire deux 

sortes de forces électromotrices d’induction, la première prove
nant de la variation du champ magnétique, la seconde provenant 
du déplacement du conducteur dans ce champ. De même dans un 
diélectrique en mouvement il doit se développer une force élec
tromotrice d’induction due au déplacement'de ce diélectrique ; 
elle dépendra évidemment de la vitesse de ce diélectrique ; mais 
est-ce dç la vitesse de la matière du diélectrique ou de la vitesse 
de l’éther qui y est contenu ? on peut faire les deux hypothèses.

Ç  Ç

Dans le premier cas sera égal à — , dans le second à .

D’autre part, si un diélectrique sc déplace dans un champ 
électrique, s’il passe dans une région où l’intensité du champ 
est plus grande ou plus petite, sa polarisation variera ; on peut 
se demander si cette variation de la polarisation produira un 
courant de déplacement susceptible d’agir sur une aiguille 
aimantée. On peut faire à cet égard plusieurs hypothèses.

On peut supposer que quand la polarisation électrique en un 
même point de l ’espace  demeure constante, il n’y a pas de cou
rant de déplacement, quand même le diélectrique en se dépla
çant passerait dans une région où cette polarisation est diffé
rente.

En d’autres termes les composantes du courant de déplacement 
seraient,

, d f  dp dh
dt ’ dl ’ dt ’

f ,  g , h étant les composantes du déplacement en un point donné 
invariablement lié à la matière du diélectrique mobile.

On peut supposer enfin que les composantes du courant 
d f  dg dhsont
dl ’ dt ’ dt et que f  g, h sont les composantes du

déplacement en un point donné invariablement lié à l’éther par
tiellement entraîné par le diélectrique mobile.
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Diins lo premier cas, v2 est égal à zéro, dans le second
t y

à — , dans le troisième a —  .
2 2

La discussion de J . - J .  Thomson laisse donc place à un grand 
nombre d’hypothèses, mais aucune n’est satisfaisante ; la seule

qui soit d’accord avec l ’expérience de Fizeau =

soulèverait les mêmes difficultés que les théories de Ilelinholtz- 
Reif et Lorentz.
” On voit donc combien il est difficile de rendre compte par une 

môme théorie de tous les faits observés ; les contradictions aux
quelles toutes les hypothèses peuvent se heurter paraissent tenir 
à une cause profonde. Dans tous les cas un examen plus attentif 
est nécessaire et j'y  reviendrai plus loin.

D I S C U S S I O N  D E  L A  T I I E O l t l E  D E  I I E 11T Zl

451. — Nous avons vu dans ce qui précède les conditions 
auxquelles il semble que devrait satisfaire toute théorie élec
trodynamique des corps en mouvement.

i° E lle devrait rendre compte des expériences de F iz eau , c'est- 
à-dire de l ’entrainement p artie l des ondes lum ineuses, ou, ce qui 
revient au m êm e, des ondes électrom agnétiques transversales.

2° E lle doit être conform e au principe de la  conservation de 
l ’électricité et du magnétisme.

3° E lle devrait être com patible avec le principe de l ’égalité de 
l'action et de la  réaction.

Nous avons vu qu'aucune des théories proposées jusqu’ici ne 
remplit simultanément ces trois conditions : la théorie de Hertz 
satisfait aux deux dernières, mais pas h la première ; celles de 
Helmholtz ne satisfont pas à la seconde ; celle de Lorentz satis
fait bien aux deux premières mais pas à la dernière.

On peut se demander si cela tient à ce que ces théories sont 
incomplètes ou si ces trois conditions ne sont réellement pas 
compatibles, ou ne le deviendraient que par une modification 
profonde des hypothèses admises.
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D I S C U S S I O N  D E S  A U T R E S  T H É O R I E S

452. —  Ainsi la théorie de llertz satisfait aux deux dernières 
conditions ; il nous reste à voir qu’elle est la seule qui y satis
fasse.

Quelles que soient les hypothèses qui nous serviront comme 
point de départ, nous arriverons toujours à deux groupes de trois 
équations aux dérivées partielles, analogues à celles de Hertz 
et auxquelles devront satisfaire les deux vecteurs (a, ¡3, y) et
(P, Q, R).

Remarquons que les équations de Hertz satisfont aux trois 
conditions suivantes :

i° Elles sont linéaires et homogènes par rapport à a, ¡3, y ; 
P, Q, R et à leurs dérivées;

•2° Elles sont linéaires mais non homogènes par rapporta Ç, rl( Ç 
et à leurs dérivées;

3° Elles ne contiennent que des dérivées du premier ordre tant 
par rapport à t que par rapport à x, y et z.

Je dis qu’on peut toujours supposer que les équations que 
l’on doit substituer à celles de Hertz satisfont à ces mêmes con
ditions :

i° On peut supposer qu’elles sont linéaires par rapport aux 
composantes de la force électrique et de la force magnétique ; si 
en effet elles ne l’étaient pas et si les perturbations électron™·* 
gnétiques étaient très petites, les termes d’ordre supérieur dis
paraîtraient devant les termes du premier ordre ; si donc ces 
équations étaient compatibles avec les principes de l’action et de 
la réaction et de la conservation de l’électricité et du magné
tisme, elles ne cesseraient pas de l’ctre quand on les réduirait 
à leurs termes du premier ordre par rapport a a, ¡3, y ; P, Q, R.

2- On peut supposer qu’elles sont linéaires par rapport aux 
composantes delà vitesse Ç; si, en effet, on suppose que
ces composantes sont très petites, les termes du second degré et 
de degré supérieur en '0> Ç, seront négligeables; si donc ces 
quantités étaient compatibles avec les principes, elles ne cesse
raient pas de l ’être quand on les réduirait à leurs termes d’or
dre 0 et 1 par rapport à Ç, "/i> £ >
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3° On peut supposer qu’elles ne contiennent que des dérivées 
du premier ordre ; si en effet on suppose que la perturbation 
varie très lentement, c’est-à-dire qu’elle est à  très gran de lon
gueur d'onde, les dérivées d’ordre supérieur seront négligeables : 
si donc les équations étaient , compatibles avec les principes, 
elles ne cesseraient pas de l’être quand on les réduirait à ceux de 
leurs termes qui dépendent des dérivées du premier ordre.

Supposons donc remplies les trois conditions énoncées plus 
haut.

Pour former les équations nouvelles, nous reprendrons les 
équations de Hertz et nous ajouterons respectivement aux pre
miers membres des trois équations du premier groupe les termes 
complémentaires,

Nous ajouterons de même respectivement aux premiers mem
bres des trois équations du second groupe les termes complé
mentaires.

Nous avons obtenu le principe de la conservation du ma
gnétisme en opérant sur les équations du premier groupe, 
les différentiant respectivement par rapport à x , y  et z et ajou
tant. En opérant de cetle manière on retrouvera l’équation de 
la conservation du magnétisme, mais avec le terme complé
mentaire

le principe de la conservation du magnétisme exige donc que

A R „  A R „  A R 3.

¿R, dR4 rfR,

de même le  principe de la conservation de l’électricité exige 
que
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Ces équations montrent que l’on peut poser

yj*\1 df\,
dy dz

dl>
ds dx

d l  _
dx dy '
dn, ‘ dm.
dy dz
dl du,
dz dx

dm, dl,
dx dy

Si nous vpulons, comme nous l’avons supposé plus haut, que 
les équations ne contiennent que des dérivées du premier ordre, 
il faut que les nouvelles fonctions auxiliaires !j2, vls, Ç2 ; l„ m„ n, 
dépendent seulement de a, ¡3, y ; P, Q, R ; £, 7,, Ç et non pas de 
leurs dérivées.

Ces fonctions seront d’ailleurs linéaires et homogènes par rap
port à a, p, y ; P, Q, R, puisque les équations doivent être 
linéaires et homogènes par rapport h ces composantes et à leurs 
dérivées.

Elles seront d’autre part linéaires et homogènes par rapport à 
l  7), Ç ; en effet les équations ne doivent contenir que des termes 
d’ordre o et d’ordre i par rapport à ces composantes et à leurs 
dérivées ; il est évident d’ailleurs que rj2, Ç2; l„ m,, n,, qui doi
vent disparaître dans les équations relatives à l’électrodynamique 
des corps en repos, ne contiennent pas de termes de degré o
cn£,  ï),Ç-

Il nous reste à voir si ces équations peuvent être compatibles 
avec le principe de la réaction. Pour cela je  rappelle comment 
nous avions obtenu dans la théorie de Hertz le principe de la 
conservation de l’énergie (vide supra, 2° partie). Nous étions arri
vés à une équation
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où J  représentait l ’énergie électromagnétique, “ST le travail des 
forces extérieures, K la chaleur de Joule.

En opérant de même sur les équations transformées nous ob
tiendrons :

(5 bis) ^ L  +  ^  +  Ç i =  K,

‘2T figure déjà dans l’équation (5) ; K est la chaleur de Joule; 
enfin ‘t?, est un terme complémentaire provenant des termes com
plémentaires R p R 2,.. .  S3.
·. On aura donc,

Le s i g n e r e p r é s e n t e  touj ours une somme de trois termes et

on déduit les deux derniers du premier en permutant circulai- 
rement x ,y ,  ; a, p , y ; P j  Q, R.; Oj, nii} n̂ .

L’intégration par parties nous donne,
/

ç.

ç2
da.
dtj

m, clP
dz «i

Soient a , b ,c , les composantes de la force pondéromotrice dans 
la théorie de Hertz ; soient a  -f- a { b H -i ,,  c-\-ct les composantes 
de cette même force dans la théorie transformée.

Le terme cS i représentera alors le travail de la force pondéro- 
motricc (o,, bv e,).

Comme la force de la théorie de Hertz («, b, c) satisfait au 
principe de la réaction, il faut que la force complémentaire 
(«j, blt c,) y satisfasse également et par conséquent que l ’on ait

o.

Ces conditions peuvent encore s’énoncer autrement: il fau t que 
9Si soit nul quand on donne £, r,, Ç, des pâleurs constantes.
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Si donc nous donnons à ij, r,, Ç, des valeurs constantes quel
conques, et que nous remplacions a, ¡3, y; P, Q, R par des fonc
tions quelconques de x, y, z s’annulant à l’infini, l ’intégrale 
devra s’annuler.

Mais <3 ’1 peut encore s’écrire sous la forme d’une somme de 
trois termes en posant :

cs l =  U +  y +  w,

dx (y d% ¿v ¿Q dR
)

dx /j. d'f y da. . -¿R dŸ \
4~ \ 2 dy 2 dy 1 ~dy dy )

dx / da. .  <iP
4« V1* ~dï ~  Çi ~dz + m ¡ ~dl h

Je dis que les trois termes U, V, W doivent s’annuler tous les 
trois.

En effet, remplaçons les six composantes a, ,3, y ; P, Q, R par 
six fonctions quelconques de x, y, z ;  la somme U -f- V -J- W 
devra s’annuler.

Remplaçons maintenant ces mômes composantes par les six 
mêmes fonctions de l tx , X2î/, (X,, X2, X3 étant trois coefficients

constants arbitraires). U se changera en -yy— , V en - y y
' V ' 3 '  l 'i

WW  en - y — . Et comme X, reste toujours nul, on devra avoir, 
V 'i

U . V W
w w

et cela quels que soient les coefficients X; on doit donc avoir sépa
rément, -

u =  v =  w =  0.

Dans U, la fonction sous le signe / est linéaire, d’une, part par
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rapport à a, ¡3, y ; P, Q, R, d’autre part par rapportaux dérivées 
de ces six composantes prises par rapport à x .

Considérons une intégrale de la forme,

Quelle est la condition pour que cette intégrale s’annule, 
quelles que soient les fonctions o2 qui seront seulement assu
jetties à s’annuler à l’infini?

Je dis que la condition nécessaire est suffisante, c’est que la

quantité sous le signe J '  soit une dérivée exacte. En eiTet, d’après

ce que nous avons dit plus haut, la condition est évidemment suf
fisante et on a en particulier,

Comme o4 est une fonction arb itra ire  de x , y , z, le pro-
do

duit ç4 - ^  ■ sera aussi une fonction absolument arbitraire de- ces 

variables et l ’intégrale ne pourra s’annuler que si

B =  C,
c’est-à-dire si,

A?, d? , +  B fr +  C?, -f- D?1 d f t, .

est une diiTérentielle exacte.
La condition est donc nécessaire.

, L’intégrale proposée se réduit donc à,

Considérons maintenant une intégrale où la fonction sous le
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signe sera linéaire, d’une part par rapport à n fonctions arbi

traires.
'? !>  ? i î  ? 3 > · · ·  ' f n !

d’autre part par rapport à leurs dérivées :

d'Di tZcp4 d'-on 
dx ’ dx dx

La condition nécessaire et suffisante pour que cette intégrale 

s’annule toujours, sera encore que la quantité sous le sign a J  soit 

une dérivée exacte.
La condition est évidemment suffisante. Je dis qu’elle est éga

lement nécessaire.
En effet les fonctions cp étant arbitraires, l ’intégrale devra être 

nulle, en particulier quand toutes ces fonctions, seront identique
ment nulles sauf deux ; si donc nous égalons à zéro toutes les fonc

tions cp, sauf deux, la quantité sous le signe J  doit être une dérivée

. d'ŝ
exacte; les termes cp;

dx
cl cp J * L  
CtfK dx

doivent donc avoir même

coefficient : ce qui veut dire que les conditions d’intégrabilité 
doivent donc être remplies.

Appliquons cette règle au cas qui nous occupe. Nous verrons 
que,

— y-j/fy -|- n /K l  — wz^R,

et de même 1

ç/Zy —: Cjdo. +  Z,¿R —  ntdP, 
rnda. —  —(— mLdP — Z,tZQ,

doivent être des différentielles exactes.
La première de ces expressions, où ne figurent ni do. ni dP 

doit être la différentielle d’une fonction indépendante de a et 
de P. »

Donc, i]s, nl et ml ne dépendent ni de a ni de P ; et de
même £2, l0 ni ne dépendent ni de P ni de Q ; ria, Çi; mi et lA
ne dépendent ni de y ni de R.

Poincaré. É.’ectricilé et Optiqve. 3g
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Il résulte de là que ç3 et peuvent dépendre seulement de a 
et de P ; ?j2 et ml seulement de [3 et de Q ; Ç3 et nit seulement 
de y.et de R.

Les conditions d’intégrabilité nous donnent ensuite,

^̂ 2 __ ^̂ 12 . ^2 __ __ . d~f\ g __ __ dç, ^
dy dp ’ d'j. dy ’ dp  du. ’

d’où
d̂ 2 __ 0̂ 2 __ ^̂ 2 __  Q
da dp dy

On trouverait de même

dlt dm , dn¡
Q~ ^  dR~ =  ° '

Ainsi Hp ïjp Çn lt, mit n1, ne pourront dépendre respectivement 
que de a, [3, y ; P, Q, R.

Les conditions d’intégrabilité donnent enfin,

dç2 dr¡, __ du, - dlt dm i dni
dP dQ dR da dp dy

c’est-à-dire que Ç4, r,2, Ç,, lv /«,, nl devront se réduire à un même 
facteur près à P, Q, R ; —  a, —  ¡3, —  y.

Ce-facteur constant devra d’ailleurs être une fonction linéaire 
et homogène de Ç, Y), Ç.

Mais si nous faisons intervenir une condition nouvelle, celle 
de Visotropie, nous verrons que ce facteur constant doit être nul; 
car si' ce facteur s’écrivait par exemple.

V · +  \?j  +  V f.

la direction dont les cosinus directeurs sont proportionnels à 
V  V  \  jouerait un rôle prépondérant-

Il résulte de là que les termes complémentaires Ç,, 7>(1, Ç2, lit m,, 
doivent être nuis.

Ainsi la  théorie de Hertz est la  seule qui soit com patible avec le 
principe d e là  conservation de l ’électricité et du m agnétism e et avec 
celui de Végalité de l'action et de la  réaction.
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C O N C L U S I O N S *  P R O V I S O I R E S

4
453. —  Il résulte de tout ce qui précède qu’aucune.théorie ne 

peut satisfaire à la fois aux trois conditions énoncées au début du 
n° 451 ; car la théorie de Hertz est la seule qui satisfasse aux 
deux dernières et elle ne satisfait pas à la première.

Nous ne pourrions par conséquent espérer d’échapper à cette 
difficulté qu’en modifiant profondément les idées généralement 
admises; on ne voit pas bien d’ailleurs, dans quel sens cette mo
dification devrait se faire.

Il faut donc renoncer à développer une théorie parfaitement 
satisfaisante et s’en tenir provisoirement à la moins défectueuse 
qui paraît être celle de Lorcntz. Cela me suffira pour mon objet 
qui est d’approfondir la discussion des idées de Larmor.

Sous quelles formes pourrons-nous mettre cette théorie de 
Lorcntz ?

Ces formes sont diverses et on doit choisir l ’une ou l ’autre 
selon le but qu’on se propose.

Dans cette théorie, on envisage une multitude de particules 
chargées mobiles, qui circulent à travers un éther immobile en 
conservant une charge invariable.

L ’éther est d’ailleurs parcouru par des perturbations électro
magnétiques.

Nous pouvons alors conserver les équations de Ilertz, mais en 
donnant aux quantités qui y entrent des valeurs très différentes, 
selon que le point xijz se trouvera dans une particule chargée ou 
dans l’éther.

Dans l’éther on aura,
5, -o, Ç

puisque l’étlier n’est pas supposé entraîné par le mouvement cle 
la matière.

On aura d’autre part

K =  p =  i , p. =  a =  o, u =  v =  w — o.

Dans une particule chargée on aura, 

p =  Cto, o - = o ,  u — v =  w —  o, p =  i,
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puisque la charge demeure constante et que ces particules ne 
sont pas le siège de courants de conduction proprement dits.

Dans cette manière de voir il n’y a nulle part de magnétisme 
proprement dit et le magnétisme apparent est dû seulement aux 
courants particulaires d’Ampère.

Sous cette forme les phénomènes électromagnétiques sont vus 
pour ainsi dire au microscope et les apparences ayant disparu, 
on ne voit plus que la réalité ou plutôt ce que Lorentz regarde 
comme tel. On est ainsi en possession d’un instrument qui peut 
être utile pour la discussion que nous avons en vue.

Mais les équations sous cette forme se prêtent mal aux appli
cations où les apparences, c’est-à-dire en somme les phénomènes 
moyens, importent seuls.

En se plaçant à ce point de vue, on peut écrire les équations 
de la façon suivante ; on conservera les équations de Hertz, seu
lement dans les équations (i) et (2), on affectera les termes :

(ïts drn du dm
dy dz dy dz ’

de coefficients constants qui dépendront de la nature du milieu, 
qui seront égaux à o pour l’éther, à i pour les conducteurs par
faits et auront des valeurs intermédiaires pour les diélectriques 
autres que l’air.

11 est à peine nécessaire d’ajouter que cette théorie, si elle 
peut nous rendre certains services pour notre objet, en fixant un 
peu nos idées, ne peut nous satisfaire pleinement, ni être regar
dée comme définitive.

Il 111e paraît bien difficile d’admettre que le principe de réac
tion soit violé, même en apparence, et qu’il 11e soit plus vrai si 
l ’on envisage seulement les actions subies par la matière pondé
rable et si on laisse de côté la réaction de cette matière sur l’éther.

Il faudra donc un jour ou l’autre modifier nos idées en quel
que point important et briser le cadre où nous cherchons à luire 
rentrer à la fois les phénomènes optiques et les phénomènes 
électriques.

Mais même en se bornant aux phénomènes optiques propre
ment dits, ce qu’on a dit jusqu’ici pour expliquer l’entrainement 
partiel des ondes n’est pas très satisfaisant.
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L’expérience a révéle une foule de faits qui peuvent se résu·' 
mer dans la formule suivante : il est impossible de rendre mani- 
Teste le mouvement absolu de la matière, ou mieux le mouvement 
relatif de la matière pondérable par rapport à l ’éther; tout ce 
qu’on peut mettre en évidence, c’est le mouvement de la matière 
pondérable par rapport à la matière pondérable.

Les théories proposées rendent bien compte de cette loi, mais 
h une condition :

Il faut négliger le carré de l’aberration ;
Or cela ne suffit pas ; la loi semble être vraie même sans ces 

restrictions, ainsi que l’a prouvé une récente expérience de 
M. Michelson.

Il y a donc là aussi une lacune qui peut ne pas être sans 
quelque parenté avec celle que le présent paragraphe a pour but 
de signaler.

E t en effet, l ’impossibilité de mettre en évidence un mouve
ment relatif de la matière par rapport à l’éther, et l ’égalité qui 
a sans doute lieu entre l’action et la réaction sans tenir compte 
de l’action de la matière sur l’éther, sont deux faits dont la con
nexité semble évidente.

Peut-être les deux lacunes seront-elles comblées en même 
temps.

I M I T A T I O N S  H Y D R O D Y N A M I Q U E S

J ’ai parlé précédemment des sphères puisantes de Bjerknes et 
de l’imitation par ces sphères des phénomènés électrostatiques. 
J ’ai fait ressortir l ’analogie des mouvements qui se reproduisent 
dans l’eau au voisinage des sphères puisantes et de ceux qui se 
produiraient dans l ’éther au voisinage d’un corps électrisé dans 
la théorie de Fresnel adaptée.

Malheureusement, ainsi que j ’ai dit plus haut, l ’analogie n’est 
pas complète ; les mouvements des sphères puisantes et ceux 
qu’elles excitent dans les liquides sont alternatifs et périodiques. 
Avec la théorie de Fresnel adaptée, au contraire les mouvements 
qui régnent dans l’éther doivent être continus.

Bjerknes a été amené à adopter des mouvements pério
diques par suite de nécessités mécaniques ; mais il en résulte,
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comme je  l ’ai dit plus haut, que son imitation est imparfaite ; 
deux sphères puisantes dont la phase est la même sont assimi
lables à deux conducteurs portant de l’électricité de même nom ; 
deux sphères dont la phase diffère de 7t sont assimilables à deux 
conducteurs portant de l’électricité de nom contraire; mais deux  
sphères dont la différence de p h ase  n'est ni o ni rc ne sont assim i
lables à  rien.

L’imitation serait bien plus parfaite si le mouvement des 
sphères était continu au lieu d’être alternatif ; si le rayon de 
chaque sphère variait toujours dans le même sens avec une 
vitesse uniforme. Seulement il faudrait que le rayon des sphères 
fut assez grand, la vitesse de pulsation assez lente, la durée de 
l’expérience assez courte pour que pendant cette durée, les varia
tions du rayon fussent négligeables. Ces conditions sont difficile
ment réalisables si l ’on veut que les actions mutuelles des sphères 
soient sensibles. Si elles l’étaient cependant, on se rapprocherait 
des conditions de la théorie de Fresncl adaptée et on s’affranchi
rait de la difficulté relative de la phase que je  viens de signaler.

Une difficulté capitale subsisterait encore pourtant; les effets 
hydrodynamiques sont bien l’image des effets électrostatiques, 
mais ils en sont une im age renversée.

Deux sphères de môme phase s’attirent, tandis cpie deux corps 
portant de l’électricité de même nom se repoussent. Il y a 
inversion.

Les phénomènes électrodynamiques de même que les phéno
mènes électrostatiques, sont susceptibles d’une imitation hydro
dynamique. Lord Kelvin dans scs P opn lar lectures parle d’un 
projet de modèle hydrokinétique dont je  voudrais rappeler suc- 
cintement les principes.

Imaginons que dans un liquide indéfini soient plongés deux 
corps solides C et G' dont la forme sera annulaire ; chacun de 
ces corps sera formé d’un fil de faible section qui sera recourbé 
de façon que scs deux extrémités se rejoignent ; on obtient ainsi 
une sorte d’anneau fermé.

Soient u, v, w les composantes de la vitesse d’une molécule 
liquide et envisageons l’intégrale

( ( ûdx —\~vdy —|— wd.z),
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prise le long d’un contour fermé quelconque. Nous distinguerons 
trois sortes de contours fermés auxquels tous les autres peuvent 
se ramener.

Ceux de la première sorte seront ceux qui ne s’entrelacent pas 
avec les corps annulaires C et C' ; on peut les réduire à un point 
par déformation continue et sans qu’ils cessent d’ètre tout entiers 
dans le liquide, sans qu’il aucun moment ils touchent C ou C'.

Ceux de la' seconde sorte s’entrelacent une fois avec C. Tel 
serait par exemple le périmètre de la section du fil qui forme le 
corps C.

Ceux de la troisième sorte s’entrelacent une fois avec C'.
Il est clair qu’un contour quelconque peut être regardé comme 

la combinaison de divers contours appartenant h Tune de ces 
trois sortes.

Je suppose qu’à l’origine du temps on ait :

I ( u doc H- vdy +  wdz) =  o,

pour un contour de la première sorte,

J '  (udx + ’ vdy +  wdz — 4™,

pour un contour de la deuxième sorte,

J (udx — vdy -\- wdz) =  \~i',

pour un contour de la troisième sorte.
En vertu du théorème de Ilelmholtz sur les tourbillons, ces 

équations vraies à l ’origine des temps, ne cesseront jamais de 
l’être. Les lettres i et i' désignent donc des constantes.

Mais si Ton se rappelle les lois suivant lesquelles un champ 
magnétique est engendré par un courant, on apercevra immé
diatement la conséquence suivante.

La vitesse u, v, w du liquide représente en grandeur, direction 
et sens, la force magnétique engendrée par deux courants, l ’un 
d’intensité i suivant le fil C, l ’autre d’intensité i' suivant le fil C'.

Ainsi dans le modèle de Lord Kelvin, la vitesse du liquide est
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dirigée suivant la force magnétique, tandis que dans le modèle 
de Bjerknes elle est dirigée suivant la force électrique. En 
d’autres termes, dans le modèle de Lord Kelvin, la vitesse du 
liquide est la môme que celle de l ’éther dans la théorie de Lar- 
mor : dans le modèle de Bjerknes elle est la môme que celle de 
la théorie de Fresnel adaptée.

Lord Kelvin a montré que les deux corps G et C; ainsi plongés 
dans un liquide en mouvement, exercentl’un sur l’autre des actions 
mécaniques apparentes, et que ces actions sont les mômes, au  
sens près  que celles qui s’exerceraient entre les deux courants que 
je  viens de définir, et qui suivent l’un le fil C avec l ’intensité i, 
l ’autre le fil C' avec l’intensité i1.

Les actions mécaniques d’origine hydrodynamique suivent ab
solument les mômes lois que les actions d’origine électrodyna
mique : seulement il y a inversion ; si les premières ëont des 
répulsions, les secondes seront des attractions et inversement.

Il est manifeste que l’explication des actions électrostatiques 
dans la théorie de Fresnel adaptée doit se rattacher aux expé
riences de Bjerknes ; et que d’autre part l ’explication des actions 
mutuelles des courants dans la théorie de Larmor doit se rattacher 
au modèle de Lord Kelvin. Mais la difficulté provient de l ’inver
sion. Il nous faut avant tout pénétrer les raisons de cette in
version.

C A U S E S  1) E  l ’ i N V E H S I O X

454. —  Pour cela il faut remonter aux principes généraux de 
la mécanique. Considérons un système dont la situation soit 
définie par un certain nombre de paramètres.

< 7n  fJ z i · · ·  (jn l

que j ’appellerai ses coordonnées.
Soient cj'2,. . .  (j'n les dérivées de ces quantités par rapport

au temps ; c’est ce que j ’appellerai les vitesses.
Soit T l’énergie cinétique du système, U son énergie poten

tielle due aux forces intérieures. Soit enfin

Qity, H- Q,««/,,... -+- QuSy,,,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



CAUSES DE L'INVERSION 617

le travail virtuel des forces extérieures au système pour des 
variations virtuelles 8qt des coordonnées (j{.

Les équations de Lagrange s’écrivent

M  d dT dT dU
dt dq'i dq( ' dq( ~  ‘‘

A l ’exemple de Ilelmholz dans sa théorie des systèmes mono
cycliques, nous distinguerons deux sortes de coordonnées.

Les coordonnées à variation lente que je désignerai par qa.
Les coordonnées à variation rapide que je  désignerai par <7,, et 

qui se distinguent des premières par deux conditions :
T et U ne dépendent pas des qb mais seulement de leurs déri

vées.
Les vitesses q'b sont beaucoup plus grandes que les vitesses q'a.
Ainsi U dépend des q h seulement; T dépend des qa) des q'a et 

des q 'b, il est homogène et de degré deux par rapport aux q'a et 
aux q’b.

Les équations de Lagrange se réduisent alors, en ce qui con
cerne les qb, à __

(»)
d d l  
dt dq'b Q"·

Nous poserons.
d l

et les quantités p t s’appelleront les moments du système.
Il y a ainsi trois sortes de quantités a considérer en mécanique, 

les coordonnées, les vitesses et les moments.
• L’cquation (2) devient

dp,,
dt =  Qè·

Je supposerai que Q4 est nul ce qui donne

(3) Pb =  C°.

si donc il n’y a pas de force extérieure tendant à faire varier la 
vitesse des coordonnées q b à variation rapide, les moments cor
respondants sont des constantes. Je suppose maintenant que les
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618 A PROPOS DE LA THÉORIE DE L ARM OR

forces extérieures Q„ soient choisies de façon à maintenir cons
tants les q„. Les q'a sont alors nuis et les équations (3) dont les 
premiers membres dépendent des q'b, des qa qui sont constants 
et des q'a qui sont nuis, ces équations, dis-je, dont le nombre est 
égal à celui des q 'b, montrent, que les q'b sont des constantes.

Le système se trouve ainsi dans une sorte de mouvement sta
tionnaire, c’est-à-dire d’équilibre apparent et les Q„ nous font 
connaître les forces extérieures qu’il faut lui appliquer pour

(ÛL
maintenir cet équilibre apparent. Comme -j -j  ne dépend que des

q„, des q'a et des q'h qui sont nuiles ou constantes, celte quantité 
est également une constante, de sorte que,

d d l
dl dq'a

Si, de plus, on suppose qu’il n’y a pas de forces extérieures au 
système, c’est-à-dire que U =  o, l ’équation de Lagrange relative 
à qa se réduit à

(4)
d l
<(<la =  Q „ ·

Les q'a étant nuis, T ne dépend plus que des qn et des q'b, elle 
est homogène et du second ordre par rapport aux q'b de sorte 
qu’on a,

aT =
1

A
d l  _

dq'b ' <lb~

Les p b étant des constantes, il paraîtra naturel de iaire un chan
gement de variables et d’exprimer T en fonctions des qa e tilesp o  ; 
mais pour éviter toute confusion, nous écrirons avec des d  ordi
naires les dérivées

d l  d l
dqa ' dq'b ’

prises par rapport aux variables anciennes et avec des ô ronds 
les dérivées

5T OT
ùq„ ’ dpb ’

prises par rapport aux variables nouvelles.
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On aura alors

La comparaison de la première et de la dernière des équations 
(5) donne,

La comparaison de l’équation ainsi obtenue avec la seconde 
équation (fi) donne

de sorte que l’équation ( 1) devient

Ces équations sont vraies quand on suppose les qa et les q'a 
constants ; mais elles le sont encore approximativement si on 
suppose que les qa varient d’une façon excessivement lente. Alors 
les qh varieront d’une façon excessivement lente, mais ils varie
ront ; tandis que les p b seront rigoureusement constants et les 
Qj sont nuis.

Supposons maintenant que les (\b ne soient pas nuis, mais qu’ils 
aient des valeurs telles que les q'b demeurent rigoureusement 
constants, tandis que les p b et les qa varieront d’une façon exces
sivement lente. Il convient alors de prendre pour variables, non 
plus les p h et les qa mais les q'b et les qa et de revenir à l’équa
tion (4)

, _ _ 0 T  5T _  ¿T
<Ib ~  tyh ’ ùqa ~  dqa
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Dans cet état de mouvement stationnaire ou quasi-stationnaire, 
dans cet état d’équilibre apparent, le système semble soumis à 
certaines forces apparentes, égales et contraires aux forces exté
rieures qu’on est obligé d’appliquer pour maintenir l ’équilibre.

Quand on donne aux qa des accroissements virtuels Sqa le tra
vail virtuel de ces forces extérieures sera

C’est la définition même des Q„. Le travail virtuel des forces 
apparentes qui leur font équilibre sera donc

—  Qa oqa,

Si les moments p b sont maintenus constants, l ’équation (6) nous 
donne pour ce travail virtuel

Cela signifie que ces forces apparentes tendent à diminuer 
l’énergie T du système (et d’ailleurs on ne saurait supposer le con
traire sans admettre le mouvement perpétuel).

Si, au contraire, ce sont les vitesses q\ qui sont maintenues 
constantes, l ’équation (4) nous donne pour ce travail virtuel,

Cela signifie que ces forces apparentes tendent à augmenter 
l’énergie T du système ; cela n’est pas contraire au principe de la 
conservation de l’énergie, et en effet, pour maintenir les q\ cons
tants, il faut que les Qb ne soient pas nuis, il faut donc faire 
intervenir une force extérieure, ce qui peut entraîner une dépense 
de travail.

Avant d’appliquer ces principes à l ’électricité, il sera peut-être 
utile de les éclaircir par un exemple mécanique simple. Je  choi
sirai le .régulateur à force centrifuge.

Nous aurons un paramètre h variation lente qa qui sera l’écar-
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tcment des deux boules et un paramètre à variation rapide, dont 
la dérivée q'h sera la vitesse de rotation du régulateur.

L ’énergie cinétiqùe T sera (A étant un facteur constant)

(7) t  =

et le moment sera
p b =  kqlq'b,

ce sera le moment de rotation. On a donc,

(8)
PI . 

2A71

La force apparente est ici la force centrifuge qui tend à écar
ter les deux boules ; elle est égale à

- Q  „ =
d l
dqa

5 T

Elle tend à augmenter qa. Si donc il n’y a aucun couple exté
rieur tendant à maintenir constante la vitesse de rotation, le mo
ment de rotation est constant et la force centrifuge tend à dimi
nuer T parce que dans l’équation (8) (où l ’on supposep b constant) 
7a est au dénominateur. Si, au contraire, il y a un couple extérieur 
qui maintient constante la vitesse de rotation, la force centrifuge 
tend à augmente!'· T , parce que dans l’équation (y) (où l’on sup
pose q'b constant) qa est au numérateur. Seulement, quand les 
boules s’écartent, il faut dépenser du travail qui est emprunté au 
couple extérieur.

A P P L I C A T I O N  A  L ’ É L E C T R O S T A T I Q U E

4

455. —  Dans la théorie de Larmor, on regarde l’énergie élec
trostatique comme .de l’énergie potentielle ; dans un champ élec
trique constant, on a donc

T =  o,

ou, si l ’on désigne par E l ’énergie totale T -f- U,

E = U .
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Si ce champ est engendré par deux petites sphères électrisées, 
cotte énergie U dépend des charges des deux sphères qui sont 
des constantes et de leur distance, qui sera notre paramètre a 
variation lente et que j ’appellerai qa.

Ces .deux sphères exerceront l’une sur l’autre une attraction ou 
une répulsion qu’il faudra contrebalancer par une force exté
rieure, si l ’on veut maintenir l ’équilibre. Cette force extérieure, 
je  la désigne par Q„, conformément aux notations adoptées ; si 
Qa est positif, les deux sphères s’attirent et la force extérieure 
qui doit contrebalancer celte attraction doit tendre à écarter les 
deux sphères l’une de l’autre.

Comme Test seul, l ’équation de Lagrange se réduit à

(9)

= Qa>

Passons à l ’imitation hydrodynamique de Bjerknes, que je  
modifierai un peu, afin d’éviter la difficulté provenant des diflé- 
rences de phases.

La distance des deux houles qti sera notre paramètre à variation 
lente.

Leurs rayons qh et qc seront nos paramètres à variation rapide. 
Je supposerai que les vitesses q\ et q'c sont constantes, mais 
assez faibles pour que, pendant la durée de l ’expérience, </& et 
qc n’éprouvent pas de variation sensible.

Si donc je  regarde qb et qe comme des paramètres « à variation 
rapide », ce n’est pas que leurs dérivées q\ et q'e sont très grandes 
d’une manière absolue (elles sont, au contraire, très petites) 
c’est parce qu'elles sont beaucoup plus grandes que q'a·

Comme dans l’imitation de Bjerknes, ce sont ces deux vitesses 
q\ et </,. qui correspondent aux charges des sphères, elles doivent 
être maintenues constantes.

L’équation (4) nous donne alors,

dT
dqa

= Qn>
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et comme p
\\0IIP

on peut écrire

( 10) dE _
q -

La comparaison tics équations (9) et (10) montre qu’il y a inver
sion. Observons de plus que si la vibration des sphères n’était 
pas entretenue par une force extérieure, les vitesses q\ et (/c ne 
resteraient pas constantes quand la distance qa varierait. Pour 
maintenir ces vitesses constantes (ou en supposant des pulsations 
périodiques, comme dans l’expérience réalisée par Bjerknes, pour 
maintenir constante l’amplitude des vibrations), il faut une inter
vention extérieure, tandis qu’aucune intervention n’est necessaire 
pour maintenir les charges de deux sphères électrisées quand 
elles s’éloignent ou se rapprochent. C’est encore là une diffé
rence entre le phénomène électrique et son imitation hydrodyna
mique, différence qui, d’ailleurs, comme nous allons le voir, est 
intimement liée à l’inversion.

Supposons maintenant qu’on ait réalisé une autre imitation 
dynamique où intervient un système dépendant de 3 paramètres 
(J¡n (Jbi <Jc> Ie premier à variation lente, les deux autres à variation 
rapide. —  Le premier serait la distance des deux corps qui 
rempliraient le rôle des deux sphères électriques.

M;tis je  suppose que les charges de ces deux sphères, au lieu · 
d’ètre représentées par les vitesses q\ et q'c, soient représentées 
par les moments correspondants p b e tp c.

Je suppose en outre que la force vive T =  E du système soit 
égale à l’énergie électrostatique des deux sphères.

Il arrivera d’abord que, sans aucune intervention extérieure, 
ces moments demeureront constants, ainsi que font les charges 
électriques qu’ils représentent.

D éplus, comme ces moments sont constants, l ’équation (6) 
nous donnera :

ou
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I l  n’y a donc plus d ’inversion.
J ’ai dit plus haut que, parmi les quantités qu’on est amené à 

envisager en mécanique, il faut distinguer les coordonnées, les 
vitesses et les moments, et l’on peut résumer la discussion qui 
précède en disant que l'inversion dans Vexpérience de B jerkn es  
provient de ce qu ’on a  représenté les charges électriques p a r  des 
vitesses, tandis qu'il fa lla it  les représenter p a r  des moments.

A P P L I C A T I O N  A  l ’ É L E C T U O Ü Y N A M I Q U E

456. —  Appliquons les mômes principes à l’appareil de Lord 
Kelvin, et pour cela rappelons d’abord quelles doivent être les 
bases de toute théorie dynamique du champ électrodynamique. 
Nous n’avons qu’à nous reporter à un chapitre célèbre du grand 
traité d’électricité de Maxwell, 4° partie, chapitre Y I, article 568.

Il convient de supposer que l’énergie électromagnétique du 
champ représente la force vive T de l ’éther ; l ’état du système 
est défini par un certain nombre de paramètres à variation lente 
qa qui définissent la position relative des deux circuits, et par 
deux paramètres à variation rapide qh et qc.

L’hypothèse admise par Maxwell, c’est que les intensités des 
deux courants ne sont autre chose que les dérivées q'b et q'c de ces 
paramètres. Ce sont donc des vitesses.

Nous exprimerons donc T en fonction des intensités et des 
qa, c’est-à-dire de q'h, de q'c et des qa ; l’équation (4) nous don
nera alors,

(4)
d l
dqa Q

D’autre part, q'b et q'c étant des vitesses et non des moments, 
ne se conserveront pas constantes s’il n’y a pas d’intervention 
extérieure. Les intensités des courants ne peuvent donc demeurer 
constantes si une cause extérieure ne les maintient pas ; et c’est 
en effet ce qui arrive ; cette cause extérieure nécessaire pour 
entretenir l ’intensité du courant, c’est l ’énergie fournie par la 
pile.

Je précise davantage ma pensée ; quand même la position rela
tive des deux circuits ne varierait pas, les courants ne pourraient
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se maintenir qu’en empruntant de l’énergie à la pile. Cette éner
gie destinée à surmonter la résistance des circuits se retrouve 
sous forme de chaleur de Joule.

Mais ce n’est pas seulement cela que je veux dire. Si les cir
cuits étaient des conducteurs parfaits, l ’intensité des courants 
pourrait se maintenir constante sans rien emprunter .à la pile, 
pourvu que la position de ces circuits ne varie pas.

Si, au contraire, la position des circuits varie (bien que nous 
les supposions absolument dépourvus de résistance) l’intensité ne' 
pourra demeurer constante sans l’intervention de la pile.
. En effet, l ’équation de Lagrange nous donne,

et ici,

d_
dt

¿T
d(]'h Q fn

E ;, — R b'b)

E b étant la force électromotrice de la pile du premier circuit, 
i l =  q'i l ’intensité correspondante, R,, la résistance du circuit. Si 
le circuit est un conducteur parfait et si la pile n’intervient pas, 
on aura

d’où
Ej — R j — o,

Qü =  o,

et par conséquent
£T
d'qi

De même p c. sera une constante. Les moments p b et p c dépendent 
de qb et q[ et des qa ; si ces moments sont constants et si les q„ 
■varient, il faut donc bien que les q'b et les q'c varient également.

Dans le cas de la nature, les circuits ont une résistance finie, 
et il faut toujours emprunter de l ’énergie à la pile, seulement si 
les circuits ne se meuvent pas l’énergie empruntée à la pile est 
égale à la chaleur de Joule ; s’ils se déplacent elle est plus grande 
°n plus petite parce que la force électromotrice d’induction vient 
s ajouter à celle de la pile.

Passons maintenant à l’appareil de J_,ord Kelvin.
Poincaré. Klenti’irité et Optique. 40
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_ Les intensités sont représentées par des intégrales de la forme

En vertu du théorème de Ilelmholtz, ces intégrales demeurent 
constantes sans l ’intervention d’aucune force extérieure.

Cela nous avertit déjà que les intégrales qui représentent les 
intensités sont des moments et non pas des vitesses.

Avec nos notations, il convient donc de les désigner par/j¡, et 
p c de sorte que si l ’énergie T est exprimée en fonction des inten
sités et des qtn T sera une fonction de p b, p c et des q„.

L’équation (¿) nous donne alors,

Ce résultat est d’ailleurs une simple conséquence du principe 
de la conservation de l ’énergie. Soit, en effet, Zqa l ’accroissement 
virtuel de qn, le travail virtuel des forces extérieures sera

On devra donc avoir,

Mais comme les intégralesp b e tp c sont constantes en vertu du 
théorème de Ilelmholtz, Zpb et Zpc sont nuis et il reste

ou en identifiant

La comparaison des équations (4) et (6) montre qu’il y a inver
sion, d’où la conclusion suivante :

S ’il y a  inversion dans l'appareil de lord  Kelvin , c ’est p a r c e

(nd-v ~h vdy -f- wdz) . '
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qu ’on a  représenté les intensités p a r  des moments, tandis qu'il 
fa l la it  les représenter p a r  des vitesses.

Dans l ’expérience de Bjerknes et dans celle de lord Kelvin, la 
cause de l’inversion est analogue, mais pour ainsi dire inverse.

F O R M E  D É F I N I T I V E  D E  LA T H É O R I E  D E  L A R M O R

Les lignes qui précèdent sont la reproduction presque textuelle 
de quatre articles parus dans L ’E cla irag e E lectrique  (t. III, 
nos 14 et 20 ; t. Y, nos 4o et 48)· Oir a seulement modifié les 
notations pour les mettre en harmonie avec celles qui sont 
employées dans ce volume ; et d’autre part on a supprimé les 
passages qui pouvaient faire double emploi.

Depuis l ’époque où ces articles ont paru, M. Larmor a complété 
sa théorie et lui a donné sa forme définitive. Il y est parvenu en 
s’appropriant les hypothèses de M. Lorentz et en les combinant 
avec les siennes propres.

Reprenons les équations de Lorentz,

qui expriment ce qui se passe à l ’intérieur d’un ion et qui dans le 
vide (c’est-à-dire pour p =  o) se confondent avec celles de Maxwell.

Dans ces équations p représente la densité de l ’électricité 
transportée par l’ion ; £, rh Ç la vitesse de l’ion; a, p, y la force 
magnétique· (c’est-à-dire d’après Larmor la vitesse de l’éther) ; 
f ,  g , h le déplacement électrique (c’est-à-dire d’après Larmor, le 
couple développé dans l’éther par l ’élasticité rotationnelle de 
Lord Kelvin).

L ’énergie magnétique,

( 2 ) ( a 2 - f - [ 3 2 +  Y2) * ,

représente toujours la force vive de l ’éther.
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Nous avons ensuite les trois équations de Lorentz,

(3)

et l ’équation qui définit l ’énergie électrique,

(4) U =  2ttV2 J 1 (/’+  g 2 +  A2) d~,

laquelle n’est autre chose que l ’énergie due à l ’élasticité rota
tionnelle.

Soient, X, Y, Z les composantes du déplacement de l ’éther de
telle façon que

dX
a —  H T'

p dl ’ 

dZ
'ï =  -d T '

et posons,
1 d z  dX

dtj dz ~ 4 'tL’ 
) dX dZ 
j  dz i x  - 4”1'·
! Jy rfx

—,----------- 7-  =  4*N\ dx dy

L, M, N sont proportionnels à la rotation d’une petite masse 
d’éther autour du point envisagé.

Dans la théorie de l ’éther gyrostatique de Lord Kelvin sous sa 
forme primitive, le couple f ,  g , h provoqué par la rotation était 
proportionnel à cette rotation, c’est-à-dire à L, M, N.
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Alors en faisant
f =  L ,
é r = M ,
h =  N,

on trouve,

d y ___ d$ æ z æ y  _  ¿ l  _
dy dz dydt dzdt dt dt

et de môme
(Z a 
<Z.z

d‘f  
dx  

. du. 
dy

A- *L·
dt ’ 

, dh

c’est-a-dire qu’on retrouve les équations (1) dans l'éther libre.
Mais considérons une surface fermée située tout entière dans 

l’éther libre mais contenant à son intérieur dès ions et par con
séquent des charges électriques dont la somme algébrique n’est 
pas nulle ; formons l ’intégrale,

(5) j '  (lf-\-mg-\-nh)d<û,

et étendons-la à tous les éléments dta de cette surface, l, m et n 
étant les cosinus directeurs de l ’élément dto.

Cette intégrale devrait être nulle si l ’on avait dans tout l ’éther 
libre

l f =  L ,

( 7 i =  N.

D’un autre côté elle ne peut être nulle, puisqu’elle est propor
tionnelle à la charge électrique totale contenue à son intérieur 
et que nous avons supposé cette charge différente de zéro.

C’est cette difficulté, ainsi que nous l’avons vu, qui oblige
M. Larmor à modifier la théorie primitive de Lord Kelvin pour 
l ’adapter aux phénomènes électriques.

Supposons alors,
f f = L - L 0,

¿ '= M  —  M„,

U  =  N - N #,
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où L0, M0, N0 sont des constantes ; alors le couple if, g , h) p ro 
voqué p a r  l'élasticité rotationnelle ne tend p lu s à  ram en er la  petite  
m asse d ’éther, sur laquelle il s'exerce, à  son orientation prim i
tive (orientation qui serait définie par les équations L =  o, M =  o, 
N =  o) mais à  une orientation différente que l'on peut ap p eler  la  
nouvelle orientation d'équilibre (et qui est définie par les équations
L =  L0, M =  M0, N =  N#).

Ce couple n’est plus proportionnel à l’angle dont cette masse 
s’écarte de son orientation primitive, mais ii l ’angle dont elle 
s’écarte de sa nouvelle orientation d’équilibre.

L’énergie élastique conserve évidemment la même expression. 
On aura encore,

dy I I II cFL dh
dy (/v

I■*3I

dt
da dy __ d 2X  _ rfM
dz dx dzdt dt

dx

III d 2 Y 
dxdt

=  4tï
dX
dt

de sorte que les équations (i) deviennent,

d’où,

dh
dt

dt
dN
dt

: p«·
d f
dt

dh
=  pC· dt

pÊ = 1

,r/l
¿M„
dt '

PÎ dt ’

d’où cette conclusion :

Dans l'éther libre la  « nouvelle orientation d ’équ ilibre  » ne varie
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p a s ;  elle ne varie p a s  non p lus dans un ion en rep os ;  m ais elle 
varie dans les ions en mouvement.

Je n’ai pas à revenir sur les équations (3) qui expriment, dans 
la manière de voir de Larmor, que l’accélération de l’éther est 
proportionnelle à la force produite par l ’action des couples élas
tiques.

Mais il faut revenir .sur l ’intégrale (5) ; cette intégrale est égale 
à ^

— J  (¿L0 +  wM, -f- «N0) i/oj ,

elle varie donc quand L0, M0 et N0 varient, c’est-à-dire quand un 
ion porteur d’électricité traverse la surface à laquelle l’intégrale 
est étendue ; c’est-à-dire enfin quand on fait varier la charge 
électrique totale située à l’intérieur de la surface. On s’explique 
ainsi comment cette intégrale peut être proportionnelle à cette 
charge.

En résumé, d’apreâ l ’hypothèse de Larmor, le passage des ions 
à travers l ’éther modifie les conditions de l ’élasticité rotationnelle 
de cet éther.

Cette action de l’ion sur l ’éther doit être accompagnée d’une 
réaction de l ’éther sur l’ion. C’est sans doute à cette réaction que 
sont dues les forces mécaniques subies par la matière dans un 
champ électromagnétique.

Il resterait à expliquer dans le détail le mécanisme de cette 
action et de cette réaction.

C’est ici que la difficulté commence. Pas plus que Lorentz, 
Larmor ne respecte le principe de l’égalité de l’action et de la 
réaction. La difficulté s’est même accrue. Lorentz pouvait s’en 
tirer en supposant que le principe, violé en apparence si l ’on 
envisageait la matière seule, se trouverait rétabli si l ’on consi
dérait à la fois la matière et l ’éther.

Cela pouvait aller, parce que Lorentz ne faisait aucune hypo
thèse sur la vitesse de l ’éther. Mais Larmor en fait, puisque cette 
vitesse est d’après lui représentée en sens et en grandeur par la 
force magnétique. Il est aisé de constater alors que la compen
sation qui devrait se faire entre les actions et réactions mutuelles 
de la matière et de l’éther ne se fait pas.

Nous avons vu plus haut, dans les chapitres consacrés à la
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théorie de Lorentz, quelles valeurs devaient avoir les compo
santes de la vitesse de l’éther pour que cette compensation 
ait lieu et ces valeurs, loin d’être proportionnelles à a, ¡3, y, 
étaient proportionnelles à

$ h —  y g ,  T  / '  «  h,  a g — {if .

Un exemple simple fera d’ailleurs mieux comprendre la na
ture de la difficulté. Considérons un corps quelconque, par 
exemple un morceau de verre, il sera entraîné par le mouve
ment de la Terre ; si l ’éther n’est pas entraîné, notre corps sera 
en mouvement relatif par rapport à l’éther. Tout devrait donc se 
passer comme s’il était traversé par un courant d’éther. Mais, 
d’après la théorie de Larmor, un courant d’éther, c ’est un champ 
magnétique. Notre morceau de verre devrait donc se comporter 
comme dans un champ magnétique, il devrait par exemple pré
senter les phénomènes de la polarisation rotatoire magnétique.

Dira-t-on que l ’effet ne se produit pas, parce que la vitesse de 
l’éther étant très grande dans un champ magnétique, une vitesse 
de 3o km : sec. correspond à un champ très faible ? Mais, d’après 
une expérience de Lodge citée plus haut (p. 5gi)  la vitesse de 
l ’éther dans un champ magnétique devrait au contraire être très 
faible.
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