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EXERCICES D'ANALYSE 

Résultantes que L'on peut former, soit avec les cosinus des angles 
compris entre deux systèmes d'axes, soit avec les coorclonnées de 
deux ou trois points. 

Les résultantes dont il s'agit se présentent d'elles-mèmes, comme on sait , 
dans la solution d'un grand nombre de  problèmes. D'ailleurs, celles qui sont 
formées avec les coordonnées de  deux ou trois points peuvent être immé- 
diatement déduites de celles qui renferment les cosinus des angles compris 
entre deux systèmes d'axes. Ajoutons que l'on facilite la détermination de 
ces deux espèces d e  résultantes, en introduisant dans le calcul des quantité~ 
propres à indiquer le sens de certains mouvements de rotation, ainsi que je 
l'expliquerai tout à l'heure. 

5 Ier. - Des mouvements de rotation directs ~t rétrogrades. 

Considérons d'abord, dans un plan donné, diverses longueurs 

dont chacune sera mesurée dans une certaine direction, à partir d'iiiie cer- 
taine origine 0, et supposons que cette origine soit la même poiir toutes 
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( 6 )  
ces longueurs. Si un rayon niobile, .compté encore a partir du point O ,  
tourae autour de  ce point dans le plan donné, il offrira ce que nous appelle- 
rons un mouvement de rotation de r e n  s, ou lin mouvernent d e  rotation de s 

A .  
en r, selon qu'il passera, en décrivant l'angle (1; s), de  la direction r à la 
direction s, ou d e  la direction s a la direction r= Pour distinguer plus faci- 
lement, dans le discours et dans les formules, ces deux mouvements l'un de 

A 
t'autre, nous tracerons, dans le plan de l'angle (/-,.Y), deux axes coor- 
donnés des x et y qui passeront par l'origine 0; et,  en nommant x ,  y 
deux longueurs mesurées à partir de cette origine sur les demi-axes des x 
et y positives, nous appellerons mouvement de rotation direct celui qui 
s'effectuera dans le même sens que le mouvement de rotation d e  x en y, e t  
mouvement rétrograde, celui qui s'effectuera en sens contraire. De plus, nous 
représenterons, dans ce Ménioire, par la simple notation 

une quantité qui, ayant pour valeur numérique l'unité, sera positive ou 
négative, suivant que le mouvement de rotation de  r en s sera direct ou ré- 
trograde ; en sorte qu'on aura, dans le premier cas, 

(r, sj = 1 ,  

dans le second cas, 
(r, s) = - 1. 

Cela posé, les deux notations 

( 9  1 ,  ( $ 9  r )  

représenteront, dans nos formules, deux quantités affectées de signes con- 
traires, mais équivalentes, au signe près, à I'unité ; en sorte qu'on aura 

(s r ) = - (r, s) . 

Ajoutons que, si l'on nomme 

r', s', t r ,  . . . 
des longueurs mesurées à partir de l'origine 0, dans des directions opposées 
à celles des longueurs 

r, S ,  t , .  . .) 
on aura évidemment 
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( 7 )  
e t ,  par suite, 

Si les axes coordonnés sont rectangulaires, alors, les deux directions x , y 
étant perpendiculaires entre elles, une troisième direction r formera tou- 
jours, avec les deux premières, deux angles 

dont chacun offrira un cosinus égal, abstraction faite dia signe, au sinus de 
l'autre ; e t ,  par suite, 

A A 

cos ( v , ~ ) ,  cos(r,y), 

auront pour valeurs numériques les quantités positives 

A A 

D'ailleurs, cos(r,x) sera positif ou négatif, suivant que l'angle (r,x) sera a ipi  
ou  obtus. Or,  dans le premier cas, r et x étant situés d'un même côté par 
rapport à l'axe de y, le mouvement de rotation de 13 en y sera droit,  comme 
Ie mouvement de rotation de x en y; et, par conséquent, on aura 

Daus le second cas, au contraire, r. et  y étant situés de deux côtés opposes 
par rapport à l'axe des y, le mouvement de rotation de r en y sera rétro- 
grade, puisqu'il s'effectuera en sens inverse di1 mouvement de x et y;  on aura 
d o m  

( r ,  y) = - 1. 

A 

Donc, dans tous les cas, le signe de cos (r,x) sera préciçémei~t le signe de 
A 

( r ,  y). On prouvera, de même, l'identité d u  signe de cos (r,y) et du signe 
de (x,  r). Donc, pour obtenir des produits égaux aux cosinus 

A A 

cos (r, x) , cos (s, y),  

il suffira de  riîultiplier leurs valeurs numériques 
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( 8 )  
par les facteurs 

(.,y), ( x ,  13)7 

en sorte qu'on aiira 

A A A 

cos (r, X) = (r, y) sin cos (r, y) = (x , r) sin (x,  1'). 

Snpposotis, maintenant, que les longueurs 

toujoiirs mesurées à partir du point 0, soient dirigées d'une manière qurl- 
couque dans l'espace. Jle mouvement de rotation d'un rayon mobile qiii , 

A 
en décrivaut l'angle (r,s), passera de r en s ,  pourra être de deux espèces 
diffti.rerites, non-seulement en lui-même, mais encore par rapport a la di- 
rection d'une longueur t mesurée a partir du point O en dehors du plau 
,r, s). En effet, ce mouvement pourra s'effectuer ou de gauche li droite, on 
de droite à gauche, par rapport à la direction t ,  c'est-à-dire par rapport 
a un spectateur qui, ayant les pieds posés sur le plan (r, s ) ,  serait appuyé 
contre le demi-axe, sur lequel se mesure la longueur t .  Mais il importe 
d'observer que si le rayon mobile parcourt l'iine après l'autre les trois 
faces de l'angle solide qui a pour arêtes r, s et t , en tuuriiant toujours dans 
le même sens autour du point O, de manière, par exemple, à décrire suc- 

A A A  
cessivement les trois angles plans (r, s), (s,  t )  , (/ , 1 . )  , les trois mouvements 
de rotation de r en s autour de t ,  de s en t autour de  r, et de t e u  r autour 
de s ,  seront tous les trois de même espkce, c'est-à-dire qii'ils s'effectiie- 
ront tous les trois de gauche à droite, ou tous les trois de droite à gauche, 
autour des directions r, s ,  t .  Afin de  pouvoir recoiinaître plus aisément, 
dans le discours et dans le calcul, la nature des mo~ivements dont il s'agir, 
nous tracerons dans l'espace trois axes coordonnés des x ,  y, z qui passc,ront 
par l'origine 0;  et en nommant 

trbis longueurs mesurées h partir de cette origine sur les demi-axes des x , 
y et z positives, uous appellerons direct o ~ i  rétrograde le mouvemeril de 
rotation de r en s autour de la direction t ,  suivant que ce mouvement yera 
ou ne sera pas de l'espèce des trois mouvements de  rotatiou (le x et y au- 
tour de z ,  de y en z autour de x ,  et de z en x autour de  y. De plus, nous 
représenterons, dans ce Mémoire, par la simple notation 
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( 9 )  
une quantité qui, ayant pour valeiir nuinérique P~i i i té ,  sera positive ou né- 
gative, suivant que le mouvement de rotation de r en s sera direct ou rétro- 
grade ; en sorte qu'on aura, dans le premier cas, 

( r , s ,  t )  = 1,  

dans le second cas 
(r7 s ,  t ) = - 1 .  

Cela posé/, les six notations 

représenteront toujours, dans nos calculs, des quantités équivalentes, au  
signe près, à l'unité, et liées entre elles par la foriniile 

iijoutons que, si l'on nomme 

r', s', t ' ,  ' . . 
des longueurs mesurées à partir de  l'origine 0, dans des directions opposées 
à celles des longueurs 

r ,  s ,  t ,..., 
on aura évidemment 

et ,  par suite, 

(7) ( r , s , t )  = - ( r r , S ,  t )  = (r1,s ' ,  i i )  = - (r'. SI, t ' )  = etc. 

Nous avons, daris ce qui précède, supposé que les diverses longueurs 

se mesuraient toutes à partir d'une même origine. Pour plus de  généralité, 
nous étendrons l'usage des notations ci-dessus indiquées, au cas même où les 
diverses longueurs seraient comptées à partir d'origines diverses, et alors 
nous attribuerons aux notations 

A 

(5 1 7 (7 s 9 ) , (5 s) 

E z .  d'An. et de Ph.  math., T. 1V. (37e livr.) 
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( 
fcs va1e~ii.s qii'ellos auraient, si les longueurs 

étaient transportées parallèlement à elles-mêmes, de manière à offrir, poui. 
o r i ~ i n e  commune, un point unique. Enfin, lorsqu'en supposant les lon- 
gueurs r, s  , E mesurées à partir d'origines diverses, nous ineiitionnerons I V  

A 
plan de  l'angle (r, s) ,  ou hien encore I'angle solide construit avec les arittes 
r,  S ,  t , on devra toujours, par ces paroles, entendre, dans le premier cas, 
le plan de l'angle compris entre deux longueurs mesurées a partir d'me  
nîênie origine, dans des directions parallèles à celles d e  r e t  de s; e t ,  dans 
le secoud cas, I1ant;le solide qui aurait pour arêtes trois longueurs nîesu- 
rées A partir d'une niênie origine, dans des directions paralléles à celles de  r ,  
s  et t .  

0 1 1  peut, avec la plus grande facilit&, déduire des équations (4, jointes 
ai l  ce théorème de la page 31 E du voluine, les formules connues qui ser- 
vetlt i déterminer le cosinus ou le sinus de la somme ou d e  la d i f f k n c e  de 
deux arcs. En effet, soient 

''3 s 

deux Ionpeurs nmui-ées dans un mênie plan , à partir d'une certaine ori- 
zinc O ,  et 

X ,  Y 

deux auires loncueurs mesurées, à partir d e  la mênie origine, sur deux axes 
des x et y perpendiculaires entre eux. J,e 6" théorème de la page 31 I du  
3e volume donnera 

Jlais, eii égard à la seconde des formules (h ) ,  on aura 

A A A A 

COS (r, y )  = (x , r )  sin (r, x), cos (s , y) = (x , s) sin ( s ,  x ) .  

Donc on tirera, de  la Formiile (B), 

A n n A A 

b 9) COS (r, s) = COS jr, x) COS Js, x) I (x, r )  (x, s) sin (r, x) % b j s ,  x). 

thiicevons maintenant que l'on pose, pour abréger, 
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( 1 1  > 
Si les longiieurs r, s sont situées d'un même côté de l'axe des x ,  on aura évi- 
dem ment 

A 

s )  = (a -- , COS (r ,  S) = COS (a - b ) ,  

( x ,  rj (x, sj = 1, 

et ,  par suite, l a  formille (9) donnera 

( 4  cos (a  - b)  = cosa COS b + sina sinb. 

Si, au contraire, les deux longneurs r, s sont situkes de deux cotés diffé- 
re~its de  l'axe des .T; on aura 

A A .  A 
( r ,  S) = a  t b ou (r ,  s, = an - (a + b) ,  cos (r, s) = cos (a b), 

et, par suite, la fortnule (9) donnera 

1 1) cos (a t b) = cos a cos b - s ina  sin b. 

D'ailleurs, les formules ( IO) ,  ( r  I ) ,  ainsi établies pour le cas ou chaciin des 
angles a, b est positif et inférieur à z, continueront évidemment de subsister, 
si l'on y fait croître ou d&roître chacun de ces angles d'un mnltipie quel- 
conque de n. Elles subsisteront donc pour des valeurs quelconq~ies , positives 
ou uégatives, de a et d e  6. Ajoutons que, si, dans les formules (1 O ) ,  (1  1) , 

R l'on remplace n par --a, on en tirera in~rnédiateinent 
2 

( 1 4  sin (a -+ b) = sin a cos b + sin h cos a ,  

(13; sin (a - b) = sin a cos b .- sin b cos n.  

Avant de  terminer ce paragraphe, nous allons indiquer encore une nota- 
tion qui sera employ6e dans le cours de ce Memoire, conjointement avec 
celles que noiis venons d'établir, et q u i  d'ailleurs est, à peu près,  celle dont 
Lagrange a fait usage, dans le tome II de la Mécanique ancrlJ),tique (art. 4 8 ,  
page 61). Afin de rendre les forniules plus coricises et phis faciles 3 retenir, 
nous désignerons généralement par 

k - 7  SI 
la surface du parallélogramme que l'on peut construire sur les deux côtes I ;  S, 

A 
d'un angle plan (r, s), réduits l'un et l'antre à l'unité, et par 

Ir, S - f l  
a .  
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( 12  > 
la surface du parallélipipède que l'on peut construire sur les trois arêtes r, s, t, 
d'un angle solide, réduites elles-mêmes à l'imité. D'ailleurs, on obtiendra 
sans peine les valeurs de  

[r,s], [ G S , ~ ,  

en opérant comme il suit: 
Si, après avoir construit lc parallélogramme. dont les côtés sont r et s, on 

prend r pour base de  ce parallélogramme, la haiireur sera représentée par le 

A 

s sin (r, s). 

Donc l'aire dix parallélogramme sera proportionnelle, pour une valeur dé- 
A 

terminée de  l'angle (r, s), au produit rs, et représentée par l'expression 

A 
rs sin (r, s) . 

Si ,  dans cette expressiou , l'on réduit chacune des longueurs r, s à l'tinité , 
l'aire dont il s'agit deviendra 

A 

[r, S] = sin (r ,  s). 

Concevons maintenant qu'après avoir construit le parallélipipède dont les 
arêtes r, s, t se coupent au point 0, on &lève, par ce point, des perpendi- 
culaires aux plans des trois angles 

trois longueurs mesurées sur ces trois perpendiculaires, la prerniére du 
A 

nlême côté que l'arête r par rapport au plan dc l'angle (s, t ) ,  la seconde du 
A 

même côti: que l'arête s par rapport au plan de l'angle (t, r), la troisième 
A 

du mênie côté que l'arête t par rapport au plan de l'angle (r, s). Si l'on prend 
pour base de ce parallélipipède le parallélogramme qu i  a pour côtés r et s ,  
ct pour aire le produit 

A 
rs sin (r, s j, 

Ia hauteur correspondante à cette hase sera évidemment 
A 

i COS ( t ,  7'). 
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( 13  1 
Donc le volume dri parallélipipède sera, pour des valeurs déterminées des 

n A 
angles (r, s), (t, T), proportionnel au produit rst, et ce volume sera exprimé 
par le produit 

A A 
rst sin (r, s) cos (t, T). 

Enfin, si l'on réduit chacune des longuei~rs rst à l'unité, le volume trouvé 
deviendra 

A A 

(4 [r, s, t ]  = sin (P, S) COS ( L ,  T). 

On obtiendra de même, en échangeant les arêtes r, s, t entre elles, deux au- 
tres valeurs de [r, s, t] qui seront, avec la précédente, données par la for- 
mule 

A A A A A 

(1 6) Cr, s, t] = sin (r, t) cos (r, R) = sin (t , r) cos (s, S) = sin (r, s) cos (1; , 7') , 

c'est-à-dire, en d'autres termes, par l'équation (6) de la page 320 du 3' vo-. 
lume. 

Lorsqu'on introduit dans le calcul les deux expressions 

l'aire du parallélogramme qui a pour côtés r et s, se trouve représentée par 
le produit 

('7) rs [r, S] ; 

et pareillement le volume du parallélipipède qui a pour arêtes les longiieurs 
r, s, t , se trouve représenté par le produit 

Ajoutons que les aires du triangle et du parallélogramme, qui ont pour 
catés r et s ,  étant entre elles dans le rapport de i à a ,  l'aire du  triangle sera 
représentée par le produit 

r.s [r,  SI. 
2 

Pareillement les volumes du tétraèdre et du parallélipipède qui ont pour 
arêtes r, s et t, étant entre eux dans le rapport de I. à 6 ,  le volume du té- 
traèdre sera représenté par le produit 

1 6 13t [ I ' ,  S, t ] .  
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( 1 4 )  
En finissant, nous indiquerons un moyen très-simple de résoudre iiuc 

question qu'il ne sera pas inutile de traiter ici, et nous rechercherons ce qiie 
devient I'aire exprimée par la notation Cr, s], quand cette aire est projetée 

A 

sur un nouveau plan par exemple, sur le plan de  l'angle i7r, v).  

Supposons que,  les longueurs 

I; S ,  L i ,  v 

étant toutes mesurées à partir de  l'origine 0 ,  on nomme 

P ,  s 

les projections absolues et orthogonales des longueurs 

A 
sur le plan de l'angle ( u ,  v )  ; et soit r l'angle aigu compris entre les plaris des 

A A 
deux angles (r, s), (CL, O ) ,  OU ce qi1'011 appelle l'inclinaison de  l'un de ces plans 

A 
sur l'autre. Si l'on projette siir le plan de  l'angle (11 ,  v )  le parallkl~~rarnmti  
qui a pour côtés r et s ,  I'aire d e  la projection sera 

Mais, d'autre part, on aura évidemment 

donc I'aire de la projection pourra être représentée par 
produit 

A A A 

I-S cos (r, p) cos(s, C) sin ( p ,  g). 

Eii réduisant, dans ce produit, r et s à l'unité, on obtiendra la projection ( 

A 
I'aire [r, S] sur le plan de l'angle (u, v). Cette dernikre projection sera donc 
exprimée par le produit 

A A A 

(121 cos !,v, p) cos (s, s) siti ( p ,  cj. 

Ce n'est pas tout. L'aire du parallélogramme qui a pour chtés r et s étaut 
représentée par le produit 

A 
1'3 sin (r, s) , 

i l  suffira de diviser la projection de  cette aire par cette aire niéme, ou ,  en 
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( 15 ) 
d'iiuires termes, par le produit (2 1) , pour obtenir 

A A A 

(23) COS (r,  p)  cos (s, s) sin ( p  , 5) . 
A 7 

sin (r, s) 

et 1'011 obtieiidra encore Cividemment le même rapport si 1'011 réduit à moitie 
l'aire dont il s'agit et sa projection, en leur substituant l'aire du triangle qui 
a pour cûtés r., s, et la projection de l'aire de ce triangle. D'ailleurs, rien 
n'empêche d'attribuer aux c6tés r; s des longueurs telles, que le troisième 

A 
côté du triangle devienne parallèle au ~ l a n  de l'angle (u, v ) ,  par conséquent 

A A 
à la droite suivant laquelle se coupent les plans des deux angles (r ,  s), (u ,  v);  

et si,  en supposant cette condition remplie, on prend pour base du triangle 
n 

ce troisième côté, il se projettera en toute grandeur sur le plan de l'angle(u, O ) ,  

pour y devenir la base du triangle projeté. Alors, le triangle et sa projection 
offrant des bases égales, leurs aires seront entre elles dans le rapport des 
hau teui-s correspondantes, et comme ces hauteurs seront mesurées sur 
des droites perpendiculaires aux deux bases, par conséquent à la droite 

A A 
d'intersection des plans des deux angles (r', s), (u, v), le rapport de la seconde 
hauteur à la première sera précisément le cosinus de l'inclinaison dea 
deux plans, c'est-à-dire de  L'angle r. Donc le rapport (23) sera précisément 
égal a COS L , et l'on aura, par suite, 

A A A A 

cos (r, p) cos (s, 5 )  sin (p, sj = sin (r, s) cos c. 

En vertu de  la formule (241, la projection de l'aire [r, sl sur le plan de 
A 

l'angle (u, o) pourra étre représentée non-seulemelit par l'expression (22 , 
mais encore par le produit 

n 
(25) sin (r, s) cos E , 

oii , ce qui revient au inêine, par le ~ r o d i i i t  

(26) [r ,  SI COS 1 .  

II y a plus : cn substituant le produit (26) au produit ( 2 2 )  dans l'expres- 
sion (2 r ) ,  on obtiendra la suivante : 

A 
i -  
\ " 7 j  rs [ t ;  s] COS r , 
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( 1,6 
q u i  devra , conime l'expression (21),  représenter la projection de  I aire 

c'est-à-dire de I'aire du triangle dont les côtés sont r e t  S. On se trouve ainsi 
rninené par un calcul très-simple à cette proposition connue, que l'aire d'un 
trimgle tracé dans un plan est sa projection sur un autre plan, dnns le 
rapport de L'unité au cosinus de L'angle aigu compris entre les tlezcx plans. 

La formule (24) coïncide évidemment avec l'équation (8) de la Note in- 
sérée à la page 1 3  I du 3e volume. Mais on doit observer que ,  dans cette 
Note, l'équation dont il s'agit, au lieu d'être démontrée directement, avait 
été cli.duite de la proposition même que nous venons de rappeler. 

5 I I .  - Sur les résultantes formées avec les cosinus des angles compris entre deus s y s t è n ~ s  
d'axes. 

Cousiclérons dans un plan ou dans l'espace deux systémes d'axes rectan- 
gulaires ou obliques, chaque système étant composé de deux ou trois axes 
seulement. Supposons chacun de ces axes indéfiniment prolongé dans une 
direction déterminée, qui sera celle d'une certaine longueur portée à partir 
d'une certaine origine O ,  sur l'axe dont il s'agit. Enfin, non~mons 

les longueurs ainsi mesurées, a partir d'une même origine, oii a partir d ori- 
gines diverses, sur les directions assignées aux deux ou trois axes qui compo- 
sent le premier système, et 

les longueurs mesurées, à partir d 'me  même origine, ou a partir d'origines 
diverses, sur les directions assignées aux deux ou trois axes qui composent le 
sdcond système. 1,es angles compris entre les axes du premier système et les 
axes du second système auront pour cosinus, si chaque système est composé 
de deux axes seulement, les quatre quantités comprises dans ce tableau . 

I COS (r, 4, cos (r, O ) ,  
A A \ cos (s, u), cos (s, v,; 

e t ,  dans le cas contraire, c'est-à-dire dans le cas où chaque système serait 
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composé de trois axes, les neuf quantités 

A A A 
COS (r, u), COS (r, O), COS (r, w), 

A A 

(4 cos (s ,  u), cos (s, (9, cos (s, w),  
A A 

COS (t, u), COS (1, v), cos(t, TV) .  

Uailleurs, on polirra forn:er une résulta.nte à deux dimensions avec les 
quatre termes du tableau (1) , et une r6sultante à trois diinerisioiis avec les 
neuf termes di1 tableau (2). Pour abréger, nous désignerons ces deux rPsul- 

tantes à l'aide des notations 

dont chacune offrira, comme on le voit, deux systèmes de quantités sépa- 
rées les unes des autres, non-seulement par des virgules, mais aussi par le 
signe ; interposé entre les deux systèmes. 11 est vrai qu'au premier abord 
on peut être tenté d e  trouver ces notations trop semblables A celles que 
nous avons adoptées dans le premier paragraphe; mais on verra, dans le 
5 III, qiie cette similitude, loin d'être un inconvénient, est un avantage 
très-réel, et que les expressious 

se trouvent comprises, comme cas particuliers, dans les expressions plus 
générales 

[ w ;  U,  VI, [ w t ;  ~ v , w ] .  

Les notations que nous venons de proposer étarit admises, oii aiira géné- 
ralement 

A A A A 

(3) Ir, s ; u ,  v] = COS (r, u) COS (s, v )  - c m  (r ,  V) COS (s, u), 

et 

I [r,  S, t; I I ,  v, w] = 
A A A A A A 

cos(r, u) cos (s, v )  cos(t, w) - cos(r, u) cos(s, wj cos (t, v )  
A A A A A + COS (r, V )  COS (s, TV) COS (t , U) -  COS(^, V) COS (s, U) COS it ,  w) 

D'ailleurs, les deux résiiltantes 

[ r , ~ ;  Z L , ~ ] ,  [ r , s , t ;  U , V , W J ] ,  

E r .  d 'An.  et de Phys. m a t l ~ . ,  T. IV. (57e l ivr . j  3 
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( ' 8 )  
définies par les éqiicttions (3) et (4, jouissent de propriétés qu'il est utile d~ 
hien connaître, et que nous allons successivemeut énoncer. 

Observons d'abord qu'en vertu des formules (3) et (41, chacune des ré- 
s~dtantes 

[v; w], [ r , s , t ;  u , v , w ]  

ne sera pas altérée, si l'on échange entre eux les deux systèmes d'axes; par 
conséqncnt les deux systèmes de longueurs 

Mais chacune de ces rdsultantes changera de signe, sans changer de valeur 
numérique, si l'on échange entre elles deux longueurs mesur6es sur deux 
axes appartenant au  même système. On aura, par exemple, 

(6) [ s ,  r ,  t ;  L I ,  v ,  W ]  = - [r ,  S ,  t ;  t r ,  v ,  WI. 

Observons encore que chacune des résultantes 

changera toujours d e  signe, sans changer de valeur nuiliérique, q u a n d  on 
reinplacera l'une qiielconque des directions 

par la direction opposée. En effet, supposons que I'on substitue, par exeni- 
ple, à la longueur r uiie longueur r ' ,  mesurée, comme la longueur r, à partir 
de l'origine 0,  mais dans une direction opposée à celle de r. Alors, dans les 
seconds nienîbres des formiiles (3) et  (4, les angles 

se troiiveront remplacks par leurs suppléments 

et puisque deux angles, dont l'un est suppléiiîcnt de l'autre, offrent, avec Ic 
niéme sinus, denx cosinus t i ~ a u x ,  aux signes près, mais affcctks de sigiicc: 
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( 1 9 )  
contraires, il est clair que la substitution de r' A r aura pour effet uiiiqae de  
changer le signe de  chaque ternie dans les valeurs des résultantes 

On  aura donc, par suite, 

Remarquons encore que les angles dont les cosinus entrent comme fac- 
teurs dans la composition des divers termes des deux résultantes 

ne varieront pas si l'on transporte parallèlement a lui-même chaciin des axes 
sur lesquels se mesurent les longueurs 

En conséquence, ou peut énoncer la proposition suivante. 
Théorkme. Si les longueurs 

sont mesurées, à partir d'origines diverses, sur divers axes indéfiniment pi O- 

longés dans certaines directions, on n'altérera point les valeursdes r6sultantes 

en transportant les axes dont il s'agit, parallèlement eux-mèmes, sans 
changer leurs directions, de  nianière à donner pour origine commune aux 
diverses longueurs un point unique. 

En égard a ce théor-ème, nous supposerons, dans les 5s III et I V ,  les di- 
verses longueiirs 

ï ; s , 2 ,  U , V , W  , . . .  
toutes mestirées a partir d'une seule origine 0, qui sera le somri,et cornmun 
des angles plans compris entre elles, et des angles solides dont les arêtes coïn- 
cideront avec trois de ces mêmes longueurs. 

Nous venons de rappeler quelques-unes des propriétés des deux résul- 
tantes 

[,'.S; u,v] ,  [ r , s , t ;  z 4 , v , 4  
3 .  
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'Urie autre propriété remarquable d e  ces mêmes resultantes, c'est que la 
A A 

première ne sera point altérée si chacun des angles (r, s), (u,v) vient 5 
tourner autour du point O, sans changer d e  valeur, dans le plan qui le 
renferme, et que pareillement la scconde ne sera poiut altérée si chacun 
des angles solides construits avec les arêtes r, s ,  t ou u ,  v ,  tu, tourne au- 
tour du point O ,  sans se déformer. RIais, pour établir plus aisément cette 
propriété, il couvient d'examiner succcssivement le cas particulier dans le- 
quel un des deux systèmes d'ases 

se compose d'ases perpendiculaires entre eux; puis le cas général où les 
axes de chaqiie système comprennent entre eiix des angles quelconques. C'est 
ce que BOUS ferons dans les deux piiragraplies suivants. 

5 I I I .  - Uden~zitiutiotz rle Zn r&ultante construite avec les cosinus cles angles que clrs axes 
qcdcorz~ues  forment avec d'arctres axes perpendiculuires entre eux. 

Considérün-, d'abord, dans un plan donné, deux axes indéfiniment pro- 
longés a partir d'un certain point O dans deux directions déterminées. 
Soient 

r; s 

deux longueiil~s nlesut&s dans ces deux directions à paistir de I'origne 0; et 
A 

siipposons, dans le plan de l'angle (r,  s), la position d'un point quelconque 
rapportée a deux axes rectangulaires des x, y, qiii passent eux-mêmes par 
l'origine 0. Enfin nommons 

deux longueurs mesurées, à partir de cette origine, sur les axes des x, y,  
indéfiniment prolongés dans le sens des coordonnées positives. Les cosinus 
iles quatre angles 

A 
que formeroiit leç deux COI& de l'angle ( 1 3 ,  s) avec les dciix c&&s de l'ai~gle: 
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droit (x,  y) ,  et, par suite, la résultante 
A 

COS (r, x) cos (s 
A 

cos (s , x) 

construite avec ces cosinus, pourront être évidemment exprimés à l'aide des 
sinus et cosinus des seuls angles 

Si, pour plus d e  commodité, on commence par supposer les longueurs r, s,  
situées l'une et l'autre du côté d e s 7  positives, c'est-à-dire, en d'autres termes, 
du même côté que y, par rapport A l'axe des x ,  alors chacun des angles 

étant aigu offrira un cosinus positif; e t ,  comme la valeur numCrique de  ce 
cosinus sera le sinus de l'angle formé par la longueur r ou s avec une direc- 
tion perpendiculaire à y, on aura 

A A A A 

COS (r, y) = sin (r, x), cos (s , y) = sin (s , x). 

Donc alors la formule ( 1 )  donnera 
A A A A 

[r, s ; X ,  y] = cos (r, X) sin (s, x) - sin (r, x) cos (S, x), 

ou,  ce qui revient au même, eu égard à la formule ( 1  1 )  du 6j Ier, 
A A 

[r, s ; x , y1 = sin [(s, x) - (r, X) 1. 
Mais alors aussi, la différence 

Pgale , au signc près, à l'angle 

A A 

0 , ~ )  - (b 4 9 

A 

(r, s), sera positive ou négative, avec son si- 
nus, suivant que le mouvement de rotation de r en s sera direct ou rétro- 
p-ade. Donc la dernière des formules obtenues pourra s'écrire comme il 
suit : 

A 

(4 [r, s ; x , y J = (r, S) sin (r, s) . 
D'ailleurs l'équation (2 ) ,  ainsi établie pour le cas où les longueurs r, s seraient 
toutes deux situées du caté des y positives, continuera de  subsister, en vertu 
de la formule (7) du 5 II, jointe à la formule (2) du Cj Ier, si l'on substitue a 

l'une des directions r, s la direction opposée r' ou s', située du  c8té des y 
négatives, et,  par suite encore, si l'on substitue en même temps r' à r et s' à S. 
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Donc la forniule (2) subsistera pour deux longueurs dont chacune pourra 
être située, comme I'on voudra, ou du côté des y positives, ou du côte 

A 

des y négatives. D'autre part, la quantité positive sin (r, s) représente préci- 
sément ce que devient la surface du parallélogramme constrnit sur les c8ti.s 

A 
r, s de  l'angle (r, s), dans le cas où ces cdtés sont tous deux égaux à l'unité, 
et l'expression 

( r ,  $1 
se réduit a +- i ou à - I ,  suivant que le mouvement de rotation de r en s 
est direct ou rétrogi*ade, c'est-à-dire dirigé dans le sens d u  mouvement de 
rotation de  1. en s, ou dans le sens opposé. Cela posé, la formule (2) entraî- 
nera kvideniment la proposition suivante : 

A 
iec Théorème. Étant donnés dans un plan, un angle droit (x, y), et un angle 

A 
a i g u ,  droit ou obtus (r, s), qui ont pour sommet commun le point O ;  si 
I'on détermine les quatre cosinus des autres angles 

A 
que fornieront les c6tés r, s de l'angle (r, s) avec les {*ôtés x ,  y de l'angle 

A 
droit (x, y), la résultante 

[r, s; x, y 1 7  

construite avec ces quatre cosinus, sera positive ou négative, suivant que les 
mouvements de rotation de r en s ,  et de x en y, s'effectueront dans le même 
sens ou en sens contraire; et cette résultante aura pour valeur numérique 

A 

le sinus de  l'angle (r, s) , ou,  ce qui revient au même, l'aire du parallélo- 
gramme que l'ou peut construire sur les côtés r, s réduits l'un et l'autre ii 

l'unité. 
Corollaire. La valeur numérique de  la rksuliante 

étant indépendante non-seulement d e  la position qu'occupent, dans le plan 
donné, les axes rectangulaires sur lesquels se mesurent les deux Iongrieurs 
x ,  y, mais encore du  sens dans lequel s'effectue le mouvement de  rotation 
de x en y, il est natiirel de représenter cette valeur numérique par la simple 
notation 

[ f . ,  JI 7 
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que l'on déduit de  l'expression 

[ r , s ; ~ , y l ,  

en y effaqant les deux lettres x ,  y, employées pour indiquer deux directions 
dont il n'est plus nécessaire de  faire une mention expresse. Alors l'équation (2) 

se trouve remplacée par les deux forn~ules 

Er, s; x , y] = (r,  4 [r, $1 9 

A 
[r, $1 = sin (r, s), 

dont la seconde reproduit précisément l'une des notations admises dans 
le P. 

Supposons maintenant que, le sommet O de l'angle (r, s) étant toujours 
pris pour origine des coordonnées, on rapporte la position d'un point quel- 
conque de  l'espace à trois axes rectangulaires des s, y, z ,  dont les deux 

. A 

premiers pourront être situés en dehors du plan de l'angle (r, s); et nom- 
mons 

x ,  y, 

trois longueurs mesurées, à partir d e  l'origine 0, sur les trois axes des x, y ,  z ,  
indéfiniment prolongés dans le sens des coordonnées positives. Si l'on d6tcr.- 
mine les cosinus des quatre angles 

A A 

que formeront les cûtés de l'angle (r, s) avec les cbtés de l'angle droit (x , y), 
on pourra toujours construire avec ces cosinus une résultante 

Si d'ailleurs, après avoir projeté les longueurs 

sur le plan des x, y, on noinme 

P ,  5 

deux longueurs noiivelles mesurées, à partir du  point O ,  dans les directions 
mêmes des deux projections ou dans les directions opposées, on aura encore 
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Mais, en vertu d'un théoréme connu et relatif aux plans qui se coupent i 
angles droits [voir le 7e théorème de la page 31 r du 3e volume], on pourra, 
aux deux équations qui précèdent, joindre les formules 

A A A A 

cos ( r, 4 , COS (r, Y) - A A 
COS ($3  XI - '0' (shyi - cos (s, j . A COS (r, p),  - - ---- - A --- A 

cos (p, 4 COS(P> Y) , COS (ç, X) COS (4,  y )  

pulsque les plans projetants , c'est-à-dire les plans des deiix angles 

A 

seront tous deux perpendiculaires au plan de l'angle (x, y). Donc les deris 
équations dont il s'agit, con~binées entre elles par voie de division, doune- 
roitt 

et l'ou aura, en conséquence, 

A 

Enfiri, les directions p  , s étant comprises dans le plan d e  l'angle (x , y) ,  on 
tirera de la formule (2) 

A A 

[ p , s ; x , y ]  = (p,s)sin(pts)7 

et, par suite, la formule (5) donnera 

Rien n'empêche de supposer que les deux lettres 

représentent en grandeur et en direction les projections absolues des lon- 
gueurs 

r7 s 

sur le plan des x, y. Si, pour plus de commodité, on adopte cette suppo- 
sition, les deux cosinus 

A A 

cos(r,p),  cos (5,s)  

seront tous deux positifs, et pour qu'ils représentent les projections ab- 
solues p , G  des longueurs r, s sur le plan des x , y ,  il suffira que chacune de 
ces longueurs se réduise à llunitS. Alors, le parallélogramme construit sur 
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ces deux projections p ,  s offiira iine aire évideinment exprimée par le 
produit 

A A A 
sin (p, S)  cos ( r i  p) COS (r, s) , 

puiscj~~e ce parallélogramme aura pour côtés 

et pour hauteur le produit 

A 
qiiand on prendra pour base le preinier c6té cos(r,p). 

Quant au facteur ( p  , s ) ,  il se réduira ou à + I , ou à - r , suivant que le 
mouvement de rotation de p en sera direct ou rétrograde, c'est-à-dire 
dirigé dans le sens tlii ino~iveinent de rotation dg x ou y, 'ou dans le sens 
opposé. D'ailleurs, p et ; étant, par I-iypothèse , les projections absolues de r 
et de  s sur le plan des zl, y perpendiculaire à l'axe des a,  il est clair que  
les mouvements d e  rotation de p en s et de  r en s s'effectueront dans le 
riièine sens autour dii demi-axe des z positives, c'est-A-dire autour de la di- 
rection z. Donc, si l'on adopte les dkfinitions et notations proposées dans 
le 5 Ier, le mouvement de rotation de p en s sera direct ou rétrograde dans le 
plan des x ,  y, suivant que le mouvement de rotation de  r en s autour de la 
direction z sera lui-même direct ou rétrograde dans l'espace, et l'on aura 

donc l'équation (6) pourra être prksentée sous la forme 

et l'on pourra énoncer la proposition suivante: 
A 

le Théorème. Étant donnés, dans l'espace, un angle droit (\ , y) et uii 
A 

angle aigu, droit ou obtus (r, s), qui ont pour sommet commun le point 0 ,  
si l'on détermine les cosinus des quatre angles 

A A 

que formeront les côtés de l'angle (r, s) avec les c6tés de l'angle droit (x , y 1 ,  

Esr d'An. et dr Phys. math., T VI (57" l i v r . )  4 
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construite avec ces quatre cosiniis, sera positive ou négative, suivant que les 
mouvements de  rotation de r en s et de x en y autour d'une direction z per- 

A 
pendiculaire au plan de  l'angle (x ,y ) ,  s'effectueront dans le même sens ou 
en sens contraire; e t  cette résiiltante aura pour valeur numérique l'aire du 

A 
parallélogramme que l'on peut construire, dans le plan de l'angle (x,y), sur 
les projections des &tés r ,  s ,  réduits l'un et l'autre à l'unité. On  peut re- 
inarquer d'ailleurs que ce parallélogramme est la projection de  celui que l'on 
pourrait construire dans l'espace sur les &tés en question. 

N Concevons maintenant que, le meme point O étant dout a la fois le 
A A 

sommet de l'angle (r ,  s) et de l'angle droit ( x ,  y ) ,  on nomme 

1, in, n 

trois longueurs mesurées à partir du point O, la première sur la droite d'in- 
A A 

tersection des plans des deux angles (x ,y) , (r ,  s) , et les deux dernières sur 
des perpendiculaires menées à cette droite dans les deux plans dont il s'agit. 
Supposons d'ailleurs, pour plus de commodité, chacune de ces perpendi- 
culaires dirigée dans un sens tel, que les deux mouvements de rotation de 

A 
x en y et de  1 en rn soient de même espèce dans le plan de l'angle ( x ,  y ) ,  et 
que les deux mouvements de rotation de  r en s et de 1 en n soient de mêinc 

A A 
espèce dans le plan de l'angle (r, s). On pourra faire tourner l'angle droit (x, y' 

A 
dans le plan qui le renferme, de manière l'appliquer sur l'angle droit (1, m.), 
ct à faire coïncider les deux directions 

la première avec la direction 1, la secoude avec la direction m. Cela posé, 
on conclura du ze théorème, que la valeur générale de  l'expression 

ne diffère pas de  la valenr particulière q~i'acquiert cette expression quand 
on y remplace x par 1 ,  et  y par m. On  aura donc généralement 
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o u ,  ce qui revient au même, 

A A A A 
[r, s; x, y] = COS (r, 1) cos(s, m) - cos(r, mj cos(s, Z )  

Mais, d'autre part, le plan qui renfermera les deux directions ln, n ,  doiit 
chacune est perpendiculaire à la direction Z, sera lui-même perpendici.daire 
à Z ,  e t ,  par suite, à tout plan qui contiendra 2, par conséquent au plan de 

A A A 

l'angle (r, s), ou, en d'autres termes, au plan des deux angles (r, n), (s, n). 
Donc le théorème relatif aux plans qui se coupent a angles droits, le 7e théo- 
réme de la page 31 I du 3" volurne, donnera 

En substituant ces valeurs de cos (r, m) , cos (s, n) dans l'équation précédent,> 

A A A A 
[r, S; X, y] = cos (r, I )  cos (s, m) - cos (r, m) cos@, l), 

et en ayant égard a la formule 

A A A A 

[r, S; 2, n] = cos (r, Z) cos (s , 7 t )  - cos (r, 72) COS (s, I ) ,  

on trouvera 
A 

[r, s; x,y] = [r,s; 1, n] cos(m, n>. 

A A 
Enfin, puisque l'angle droit (1, n) sera renfermé dans le plan de l'angle (r ,  s) , 
et que, dans ce plan, les deux mouvements de rotation de r en s et de Z en n 
auront, par hypothèse, la même direction, le rer théorème donnera sim- 
plement 

A 

[r, s; Z ,  n] = sin (r ,  S) ; 

et, par suite, la valeur générale de la résultante [r, s ;  x , y] pourra être ré- 
duite A 

A A 

(9) [r, s ; x , y] = sin (r, s) cos (ln, r ~ ) .  

A 

Donc, puisque sin (r, s) représente l'aire [r, s] du losange que l'on peut con- 
struire sur les côtés r, s réduits chacun à l'unité, on aura encore, dans 
l'hypothèse admise, 

A 

(10) [r, s; X,  y] = [r, s] COS (m, n). 
A 

Il est bon d'observer que I'angle (rn, n), coinpris entre des droites UI , I L  

4. 
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menées, dans les plans des deux angles 

perpcridiculaireiiient à la commune iiitersection 1 de  ces deux plans, est 
6galoii.i l'angle aigu qui mesure l'inclinaison d u  second plan sur le premier, 

A 
ou au suppléirient de  (:et angle aigu. Donc le cosinus de  l'angle (ln, n) doit 
être égal, au sigrie près, au cosinus de l'inclinaison mutuelle des deux plans 
dont il s'agit; et l'on peut énoncer encore la proposition suivante : 

11 3e Tiréorèinc. Iles mêmes choses étant posées que dans le ze théorème, 
la résultante 

[r, s ; x ,  y1 
A 

aura encore pour valeur numérique le produit du sinus de  l'angle (r, s) par 
n A 

le cosinus de l'inclinaison mutuelle des plans des deux angles (r, s) et ( x  , y). 
D'ailleurs, comme on l'a déjà remarqué, le premier facteur de cc prodiiit 
est précisément l'aire du parallélogramine que l'on peut construire siir les 
deux côtés r ,  s réduits l'un et l'autre à l'unité. 

n n 
Corollaire. Si, en siipposant que l'angle droit (x, y) e t  l'angle (r, s) ont 

pour sommet le même point O ,  on nonme T une longueur niesni.ée, à partir 
A A 

de ce point, siir une perpeiidiculaire an plan de  l'angle (r, s), l'angle ( T , z ) ,  
compris entre deux droites T, z  respectivement perpendiculaires aux plans 

A n 
des deux angles ( x ,  y), (r, s), sera évideninient égal ou à I'inclinaison niii- 
tiielle de  ces dellx plans, ou an supplément de  cette inclinaison; e t7  par suite, 
les cosiniis des deux angles 

offriront la même valeur numérique. Si d'ailleiirs on suppose les directions T 
n 

et z situées d'un même cdté par rapport au plan de  1'ant;le (r, s), les niouve- 
iiients de  rotat.ion de  r en s autour de la direction z ,  et de  r en s autour de  
la direction T s'effectueront dans le même sens; et l'on aura en conséquence 

Donc alors la résultante 

[I', s ;  x, y]. 

qui est, en vertu de la formule (8), une quantité affectée du s i p e  de  ( 1 3 ,  s, z) , 
sera aussi une quantité affectée du signe de  (1; s, Tj; et  ce signe sera encore, 
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A 
eu égard à l'équation (g), le signe de  cos (m, n).. On aura donc, dans l'hypo- 
thèse admise, 

A A 

(1  1) cos(m,n) = ( r , s ,  T)cos(T,z) .  

Ajoutons que cette dernière formule continuera évidemment de snbsisier, si 
A 

à l n  direction T o n  substitue la direction opposée, puisque alors l'angle ( T , z )  

étant remplacé par son supplément, les deux facteurs du prodiiit 
A 

( r ,  S, T) cos(T, 7,) 

. changeront d e  signe. La forniule (1 1) se trouvant ainsi établie pour tous 
les cas, l'équation (9) donnera généralement 

A 
[r, S; X, y] = (r, S ,  T) sin (r7s) cos ( T f i i ,  

ou, ce qui revient au même, 

Si maintenant on échange entre elles les troisdii.ections x ,  y, L ,  et1 ohservant 
que les trois mouvements de rotation de x en y autour de  z ,  de y en z nu- 
tour de  x, et dez  enx autour de y, sont tons trois de mêmeespèce,on obtiendra, 
au lieu de l'équation ( r  2), deux équations du mênie genre, qui seront coin- 
prises, avec elle, dans la seule formule 

.[., . ;y,Z] - [ . , s i  z,x]'- A 

( 1 4 )  A - A - [r's'x~i' = (r, s, T )  sin cr, 8 ) .  
cos (T, x) cos (T ,  y) cos (T, e) 

Considérons, à présent, outre les axes rectangulaires des x, y, z, sur 
lesquels on suppose portées à partir de l'origine O les trois longueurs x , y, z ,  

trois autres axes rectangulaires ou obliques, indéfiniment prolongés à partir 
du point O ,  dans des directions déterminées; et nommons 

trois longueurs qui, aysnt le point O pour origine, se mesurent dans ces trois 
directions. TJes cosinus des neuf angles plans 
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que formeront les directions r, s, t avec les directions X ,  y, z , seront les élé- 
ments de calcul qui entreront dans la composition des trois résultantes à deux 
dimensions : 

A A A A 

[ r , ~ ;  y, z] = COS (1;  y) cos (s, z) - cos(r, z) cos (s, y), 
A A A A 

[r, s ; z , X] = COS (r, Z )  COS (s, X) - COS (r, X) COS (s, Z) , 
A A A A 

[r, s ; X, y] = cos (r, X) COS (s, y) - cos ( 1 3 ,  y) cos (s, x), 

et de la resultante à trois dimensions 

[r, S ,  t ;  x,y,z]  = 
A A A A A A 

cos (r, X) COS (s, y) cos (t, z) - COS 0; X) COS (s, Z) COS ( t  , y) ,  
A R. n A A A 

cos (r, y) cos (5, z) eos ( t ,  x) - cos (r, y) cos (s, x) cos (t , z) , 
A A A A A A 

cos (r, Z) COS (s, X) COS (t , y) - cos (r, z) cos (s, y) cos (t, x,. 

Or, en vertu des formules (15) et (16), on aura évidemment 

D'ailleurs, si l'on nomme 1' une longueur mesurée, à partir du point O, 
A 

sur une perpendiculaire au plan de l'angle (r, s) , les valeurs des expressioiis 

pourront être déduites de la formule ( I  4) , et de cette formule combinée avec 
l'équation (1 7), on tirera la suivante : 

r r>s>  t ;  %Y, zl A 
A A A A A A = (r, s, 7') sin (r, s). 

c o s ( t ,  x )cos (T ,  x) + c o s ( t ,  y) cos(T,  y )  + c o s ( t ,  z )cos (T7  2) 

Donc, en observant que, dans cette dernière, le dénominateur du premier 
A 

rnemhre est précisément égal à cos (t , T) , on trouvera 

[ ' ,s> t ;  x,y, 4 - A 

A - (r, s, 2") sin (r,s), 
cos ( t ,  T )  

et ,  par siiite, 
A A 

(4 [r, S, t ; x , y, z] = (r, s, T )  sin (r, s) cos (t , T). 

Si, pour plus de commodité, on suppose que la longueur T soit située du 
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n 

mème c6té que la longueur t par rapport au plan de  l'angle (r,s), les deux 
mouvements de rotation de r en s autour de t ,  et de r en s autour de l', 
s'effectueront dans le même sens; en sorte qu'on aura 

(r, s, 7') = (r, s, t ) .  

Alors aussi, dans l'équation ( I  8) réduite A la formule 

A A 

le facteur cos (t, 7') sera positif, puisque l'angle (t , T) sera aigu; e t ,  par 
suite, le produit 

A A 
sin (r, s) cos ( t7 7') 

représentera la valeur du parallélipipède que l'on peut construire sur les 
arêtes r, s, t ,  supposées toutes réduites à l'unité [voir le § Fr]. Quant ait 

facteur 
k - 7  $ 7  4 7  

il se réduira ou à i- 1, ou à - I ,  suivant que le mouvement de rotation de r .  
en s autour de  t, étant direct ou rétrogradq, sera ou ne  sera pas de  l'espèce 
du mouvement de  rotation de x en y autour de z. Donc la formule ( r g )  
entraînera la proposition suivante : 

4" Théorème. Étant donné dans l'espace un angle solide dont les arêtes x ,  
y, z , mesurées à partir du point fixe O ,  sont perpendiculaires entre elles, et 
un autre angle solide dont les arêtes r ,  s, t se coupent, au même point 0, sous 
des angles quelconques, si l'on détermine les cosinus des neuf angles 

que formeront les arêtes r ,  s, t avec les arêtes x ,  y, z ,  la résultante 

construite avec ces neuf cosinus, sera positive ou dgat ive ,  suivant que les 
niouvements de  rotation de  x en y autour de z, et de  r en s autour de t , s'ef- 
fectueront dans le même sens ou en sens contraire; et cette résultante aura 
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( 3% ) 
pour valeur numérique le volunie du parallélipipede, que 1'011 peut con- 
ilruire sur les arêtes r, s, t réduites chacune à l'unité. 

Corollaire. IAa valeiir numérique de In résultante 

étant indépendante non-seulement de la position qu'occ~ipent , dans l'espace, 
les axes rectangulaires sur lesquels se mesurent les trois longueiirs 

x ,  y, z 9  

mais encore du sens dans lequel s'effectue le mouvement de rotation de  x 
en y auloar de z ,  il est naturel de représenter cette valeur nuniérique par la 
simple notation 

[,; s ,  t ] l  

que I'on déduit 'de l'expression 

en y effaçaut les trois lettres x ,  y, z ,  employées pour indiquer trois di- 
rections dont il n'est plus nécessaire de faire une mention expresse. Alors 
l'équation (1 9) se trouve remplacée par le système des deux formules 

dont la seconde reproduit précisément l'une des natations admises dans le 
S Ier. Ajoutons que,  si I'on nomme 

K ,  S, 7' 

trois lorigueurs respectivement mesurées siir des perpendiculaires aux plana 
des trois angles 

à partir du point commun aux trois arêtes 

et situées, par rapport a ces des mêmes cûtés que ces trois arêtes, on 
pourra joindre à l'équation (21) deux autres équations qui seront comprises, 
avec elle, dans la seule formule 

A A A A A A 

(22) [ q s ,  t ]  = sin (s, t )  cos (r, R)  = sin (t, r) cos(s, S) = sin (4s) cos(t , T) 

[voir le 5 le']. 
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En terminant ce paragraphe, nous reimarquerons qii'eri vertu des théo- 

rèmes r ,  2 et 3, la valeur de  la résultante 

A 
dépend uniquement de l'angle (r, s), de l'inclinaison du plan de cet angle sur 
le plan de x , y, et du sens dans lequel s'effectue, dans chacnn de ces plans, 
le mouvement de  rotation de  r en s ou de x en y. Pareillement, il suit du théo- 
rème 4 ,  que la valeur de  la résultante 

dépend uniquement de la forme de l'angle solide qui a pour arêtes x, y, z ,  
et du sens suivant lequel s'effectue chacun des mouvetnents de rotation de r 
en s autour de t, et de x en y autoiir de z. En conséqiience, on peut énoncer 
la proposition suivante : 

5e Théorème. Iles longueurs 

étant mesurées , à partir d'une rnéme origine O ,  les trois premières dans des 
directions quelconques, les trois dernières sur des axes perpendiculaires 
entre eux, on n'altérera point la valeur de la résultante 

en faisant tourner autour du point O chacun des angles 

supposé d'ailleurs invariable, dans le plan qui le renferme, ni la valeur d e  
la résultante 

[r7 $ 9  '; ' 7  y7 ' 1 7  
en faisant tourner autour d u  point O ,  sans les déformer, les deux angles 
solides qui ont pour arêtes, d'une part ,  les longueurs r, s, t ; e t ,  d'autre part ,  
les longueurs x , y, z. 

Les résultats aiixquels nous sommes parvenus dans ce paragraphe étaient 
déjà connus. Mais les formules A l'aide desquelles on les exprimait, n'of- 
fraient pas toute la précision que l'on pouvait désirer, puisqu'elles renfer- 
maient des doubles signes dont la détermination dépendait de  certaines 
conditions qu'il était nécessaire de mentionner dans le discours, et d'énoncer 

E r .  d'An. et de Ph.math., T. IV. (51e livr.) 5 
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à part. L'adoption des signes 

propres à incliquer le sens des mouvements de rotation, et l'introduction de 
ces signes dans les formules font disparaître l'inconvénient que nous venons 
de signaler. Nous allons voir maintenant avec quelle facilité l'usage de  ces 
mêmes signes permet d'établir des formules générales, qui déterminent conî- 
plétement les valeurs des résultantes analogues à celles dont nous venons de  
nous occuper, mais relatives à deux systèmes quelconques d'axes rectangu- 
laires ou obliques, 

5 IV. - Détermination de la résultmte construite avec les cosinus des angles vue des asc,.s 

donné# forment avec d'autres axes rectangulaires ou 06lique.s. 

Considkrons deux systèmes d'axes rectangulaires ou obliques, indéfini- 
nient prolongés, à partir d'une même origine O ,  dans des directions déter- 
rninkes sur lesquelles se mesurent, à partir du point O ,  pour le premier 
système, les longueurs , 

r,s OU r , ~ ,  t ,  

et, pour le second système, les longueurs 

24, V 011 LL, v, W'. 

Si l'on suppose chaque système composé de deux axes seulement, les 
longueurs 

r, s ou u ,  v,  

mesurées sur les directions de  ces deux axes, comprendront entre elles un 
angle plan 

A A 
( ,  S) O11 (U , V'J ; 

et les cosinus des quatre angles 

que formeront les directions r, s avec les directions u, v ,  seront les facteurs 
qui entreront dans la composition des divers termes d e  la résultante 

A A A A A A 

(1) [r,s; U ,  O] = COS ( r , ~ )  COS (r, v) - COS (r, v)  COS(S, u), 
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Or la valeur de  cette résultante pourra être présentée sous une forme très- 
simple, si les deux angles 

étant renfermés dans un même plan, l'une des directions r, s est per~endicu- 
laire à l'une des directions u ,  v, en sorte qu'on ait, par exemple, 

En effet, supposons ces conditions remplies; alors on trouvera 

A 
COS (r, v) = O , 

et ,  par suite, la formule (1) donnera 
A A 

[r, S ;  r d ,  O] = COS (r, u) COS (s, v). 

Or, la direction v étant perpendiculaire à la direction r,  on pourra, dans les 
formules (4) du § Ier, remplacer non-seulement r par s ou par u ,  mais en- 
core x et y par r et v ;  et ,  par suite, en considérant comme direct le mouve- 
ment de rotation de r en v, on aura 

Donc la valeur trouvée de  [r, s; u ,  v] pourra être réduite à 

A A 
[r, s;  r~ , v ]  = (r, J) (u, v) sin (r, s) sin (u , v). 

Observons d'ailleurs que la formule (a) continuera évidemment de subsister, 
si l'on considère comme direct, non pliis le mouvement de rotation de r 

en o, mais le mouvement de rotation de u en r ;  car, pour passer d'un cas à 
l'autre, il suffira d e  changer le signe de chacun des facteurs, ce q u i  n'al- 
térera pas leur produit. Ajoutons qu'en vertu de la formule (5) du § II, 
jointe à la formule ( 1 )  du 5 ler, l'équation (a )  subsistera encore, si l'on y 
échange séparément ou simultanément r avec s et u avec o. Elle subsistera 
donc, non-seulement quand r sera perpendiculaire à v , mais encore toutes 
les fois que l'une des directions r, s sera perpendiculaire à l'une des direc- 
tions u, v. Il y a plus: on peut affirmer que la formule (2) subsiste géné- 
ralement, quelles que soient dans le plan donné, c'est-à-dire dans le plan 
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des deux angles ( r , s ) ,  (u, v), les directions des longueurs 

C'est effectivement ce que l'on démontrera sans peine, en opérant coininc il 
suit. 

Rapportons la position d'an point quelconque, dans le plan donné, i~ 
deux axes rectangulaires des .xi et y, qui passent par 1'ori.girie commune O 
des quatre longueurs r, s, u ,  o; et nommons 

deux autres longueurs mesurées, à partir du point 0, sus ces deux axes in- 
définiment polongés du  c8té des coordonnées positives. Chacun des quatre 
cosinus renfermés dans le tableau 

sera déterrniné par une équa~ion de la forme 

A \ 
A A A A 

COS(I', ZL, = cos(r, X) COS (u, X) + COS (r, y) COS(LL, y); 

e t ,  en conséquence, pour obtenir chacun de  ces quatre cosinus, il suffira 
d'ajouter entre eux les deux termes renfermés dans une même ligne horizon- 
tale du tableau 

A A 

COS(I',X), cos(r ,y),  
A A 

cos (s, 4, cos (s, y) , 
après les avoir respectivement multipliés par les 
l'une des lignes l-iorizontales du tableau 

Cela posé, en ayant égard au theorème général 

termes correspondants dc 

sur les produits des résul- 
tantes [voir le 2e volume, page I 671, et en appliquant ce théorème aux 
quatre équations semblables entre elles, qui seront de  la forme de l'équa- 
tion (3), on trouvera 

(4) l r , s ;  u , v ]  = [ i ; s ;  x , y J [ ~ ; v ;  x , y ] -  
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Or, a l'aide de  l'équation (4, que l'on peut aussi présenter sous la i'ornîe 

on étendra facilement la formule (2) à tous les cas possibles. En effet, on 
pourra d'abord, en particularisant les directions u et v, tirer de l'équation (5) 
la valeur de [r, s; x ,y]. Si ,  pour fixer les idées, on suppose v perpendiculaire 
à r, et u à y, on tirera de la formule (2), déjà démontrée dans le cas oii r est 
perpendiciilaire a v, 

et,  eu égard aici coiiditions 

On trouvera de même, puisque u est supposé perpendiculaire à y, 

A 
[II, v ; x , y] = (rl , v )  sin (ZI , v) ; 

puis, en substituant les valeurs ici tronvées des deux résultantes 

p , s ;  % O ] ,  [cW % y ] ,  

dans le second nombre de la formule (4, on obtiendra l'éqiiatiou 

n 

(6) [ r ;  s ; x , Y] = (r. s) sin (r, s , 

que l'on pourrait, au reste, comme on l'a vu dans le § III, établir directe- 
ment. Enfin, si l'on substitue dans le second membre de  l'équation (&), la 
valeur précédente de Ir, s; x, y], et la valeiw semblable de [ Z L ;  v ;  x ,  y], qui 
seront encore données par la formule 

A 

[u ,v;  x, y] = (u,x)sin(rl ,  v), 

que soit la direction attribuée ii u ,  on sera imnîédiatement raiiiené à 
l'équation (a), qui sera ainsi ddmontïée , quelles que soient, dans le plan 
donné, les directions des quatre longueurs 

I', S, U ,  V. 

Il est bon d'observer que le produit 

(6 S) (26, v), 
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renfermé dans le second iiie~nbre de  la formule ( 2 ) ,  se réduit sirripleinent à 
+ I ou à -1, selon que les monvements de  rotation de r en s et de u en v 
s'effectuent dans le même sens ou en sens contraire. Quant ailx facteiirs 

A 
si II (r,  s) , 

A 

sin (u , O), 

ils représentent précisément. les aires de  deux parallélogramines que l'on peut 
A A 

constrilire sur les catés des deux angles plans (r, s ) ,  (u, v), en s~ipposant 
cliacun de ces côtés réduit a l'unité. 

Cela posé, la fornlule (23) entraînera évidemment la proposition suivante : 
rer  Théorènze. Étant donnés, dans un plan, deux angles 

si l'on détermine les quatre cosinus des autres angles 

que formeront entre eux les côtés des deux angles donnés, la résultante 

constriiite avec ces quatre cosinus, sera positive ou négative, selon que les 
mouvements d e  rotation de r en s et de u en v s'effectueront dans le même 
sens ou en sens contraire; et cette résultante aura pour valeur numérique le 
produit des sinus des deux angles donnés, ou,  ce qui revient au même, le 
produit des aires des deux parallélograrnines que l'on peut construire suiQ 
les côtés de ces deux angles, en supposant ces côtés réduits à l'unité. 

Corollaire. Si, comme nous l'avons déjà fait  dans le 5 III, on désigne par 

l'aire du parallélogramme qui a polir chtés les longueurs r, s réduites à 
l'unité, on aura 

et la formule (2) pourra s'écrire comnie il suit : 
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Supposons maintenant que les deux angles 

ayant pour sommet commun le point 0, cessent d'être situés dans un même 
plan ; puis, en prenant le point O pour origine des coordonnées, rappor- 
tons la position d'un point quelconque de l'espace à trois axes rectangulaires 
des x, y, Z, dont les deux premiers soient renfermés dans le plan de l'ariglc 
(u, o); et nommons 

x, y, z 

trois long~ieurs mesurées à partir de  l'origine 0, sur ces trois axes indéfini- 
ment prolongés dans le sens des coordonnées positives. Chacune des direc- 

A 
tions u, v étant comprise dans le plan de  l'angle droit (x , y) ,  la formule (3) 
et celles qu'on en dédnit en rempla~an t  séparément ou simultanément r par s 
et u par v, continueront encore de  snbsister [voir le théorème 6 de la page 3 r I 
di1 3e volume), et entraîneront encore avec elles l'équation (4 ) ,  en sorte qu'on 
aura 

(4 [r, s ; IL , v] = [r, s ; x , y] [IL, v ; x , y]. 
A 

De plus, l'angle (u, u) étant compris dans le plan de  l'angle droit (x, y), la 
formule (6) donnera 

A 

[u, LI; X ,  y] = (u ,v)s in(u ,  v) .  

D'ailleurs, si l'on adopte les définitions et notations proposées dans le 5 Teri 
le mouvement de  rotation de  u en v sera direct ou rétrograde dans le plan 
des x ,  y, suivant que le mouvement de  rotation de  u en v autour de la 
direction z sera direct ou rétrograde dans l'espace. On aura donc 

et, par suite, la valeur trouvée de  la résultante [u ,  v ;  x ,  y] pourra être pré- 
sentée sous la forme 

[u,  V ;  X ,  y] = (u, v,  z) sin(u, u). 

Enfin si, pour plus de  commodité, on suppose la direction y, c'est-à-dire la 
direction d u  drini-axe des y positives, fixée de telle sorte que le mouve- 
ment de rotation de x en y s'effectue dans le sens du mouvement de rotation 
de u en v ,  alors l'expression (u, v) ou (u ,  o, z) étant réduite à l'unité, on aura 
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simplement 

Quant à la valeiir de la résultante [r, s ;  x , y], elle pourra être déduite de 
l'une quelconque des formules (8) et (9) du 5 III. En effet, soient 

n 
les projections absolues des longueurs r, s sur le plan des deus angles (u, v ) ,  

A 
(x, y). Soient encore 

1 ,  m ,  n 

trois longueurs mesiarées à partir d u  point 0, la première sur la droite d'in- 
A A 

tersection des deux angles (r,s), (u, v); la seconde sur une perpendicn- 
A A 

laire mende it cette droite, dans le plan des deux angles (u, v), (x ,  y), et 
dii.ie.de dans un sens tel, que le mouvement de rotation de 1 en rn soit de 
i'cspece du  mouvement d e  rotation de  x en y;  la troisième sur une per- 

A 
pendiculaire menée à la droite 1, dans le plan de l'angle (r, s), et dirigée 
daos lin sens tel, que le nîouvement de rotation de L en n soit de  l'espèce di1 
rimouvement de rotation de  2 en n.  Enfin, soit T une longueiir mesurée, à 

A 
partir du point 0, sur une perpendiculaire au plan de l'angle (r ,s) .  On aura, 
en vertu de la foriniile (8) du 5 III, 

A A A 

(10) [1'7 f ; X , y] = (r, s , Z) sin ( p ,  5 )  cos ( r ,  p) cos (s, <) ; 

puis, en supposant que,  dans le plan des x , y, les mouvements de  rotation 
de x en y et de u en v sont de  même espèce, on aura encore, en vertu de la 
formule (9) du paragraphe cité, 

Cela posé, si l'on substitue dansl'équation (4) ,  avec la valeur de [u, o; x, y] 
tirée de la formule (8) ,  la valeur de  [r, s; x,  y] tirée de la formule (IO), 
ou, avec la valeur de [u, v; x ,  y] tirée de  la formule (g), la valeur de 
(r; s; x,  y) tirée de  la formule (1 I ) ,  on obtiendra l'une des équations 

A A A 
[ I ;  s ; II V] = sin (l; S) sin ,u , o) COS (112 , 71). 
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Il est bon d'observer que,  si l'on désigne, comme plus haut, par la nota- 
tion [r, s] l'aire du  parallélogramme que l'on peut construire sur les c8tés r, s 
réduits l'un et l'autre à l'unité, la formule (1 3) donnera 

4joutons que,  dans la,formule ( I  2) , le produit 

représentera précisément la projection de la  surface [r, s] sur le plan de la 
surface [u, VI.  Cela posé, les propositions qui se déduiront de la formule ( 1  a), 
puis de la formule (13) ou (1 4, et'qui seront analogues aux théorèmes z et 3 
du 5 III, pourront évidemment s'énoncer dans les termes suivants : 

ae Théorème. Étant donnés, dans l'espace, deux angles 

si l'on détermine les quatre cosinus des autres angles 

que formeront entre eux les cbtés des deux angles donnés, la résultante 

construite avec ces quatre cosinus, sera positive ou négative suivant que les 
mouvements de rotation de r en s, et de  u en v, autour d'une droite perpendi- 

A A 
culaire au plan de  l'un des angles (r, s), (u , u) , s'effectueront dans le même 
sens ou en sens contraires. De plus,  si dans les plans des deux angles 

on construit deux parallélogrammes qui aient pour cBtés les 1ongueui.s r 
et  s ,  ou u et v, réduites chacune à l'unité, la résultante [r, s ; u, v] aura pour 
valeur numérique le produit de  l'aire du premier parallélogramme par la 
projection de l'aire du second sur le plan du premier. 

3% Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le ae théorème; la 
résultante [r, s; u ,  v ]  aura encore pour valeur numérique le produit qu'on 

Ex. d'An. e tdeph.  muth., T. IV. (888 livr.) 6 
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obtient en multipliant les aires 

des deux parallélogrammes ci-dessus mentionnés, par le cosinus de l'angle 
aigu que les plans de  ces deux paralltSlograinmes forment entre eux. 

Il ne sera pas inutile d'indiquer une forme digne de remarque, sous la- 
quelle on peut présenter la formiile (14). Concevons que des deux angles 

ayant pour sommet commun le point O ,  on élève, à partir d e  ce point, deux 
perpendiculaires aux plans de ces deux angles, et nommons 

deux longueurs mesurées sur les directions de ces perpendiculaires, dans 
des sens déterminés. En considérant comme direct le mouvement de rotation 
de x en y autour de la direction z ,  on aura [voir la formule (8) du § III] 

A A 
cos (nz, n) = (r, s, T) cos ( T, 2 ) .  

D'autre part, si les mouvements de rotation de x en y et de u en v autour de 
la direction z sont dirigés dans le même sens, comme leasuppose la for- 
mule (1 4), on aura encore 

(u, 5 2 )  = (x, y+) = 1 7  

et ,  par suite, 
A A 

COS (m, n) = (r, s, 5") (u, v, z.) cos ( T, a) .  

Enfin, les directions z et W étant toutes deux, par hypothèse, perpendicu- 
A L A  

laires au plan de l'angle (u, v) OU (X , y), coïncideront ou seront opposées l'une 

a l'autre; e t ,  par suite, le produit 

ne pourra être altéré par la substitution de W a z, puisque cette substitu- 
tion, si elle modifie les deux fonctions 
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aura pour effet unique de changer le signe de chacun d'eux. On aura donc 

A 

(u, v, z) cos ( T ~ Z )  = (u, vu, T )  cos ( T, ) , 
A 

et la valeur trouvée de cos (m,n) pourra s'écrire comme il suit : 

A A 

(15) COS (m,n) = (r, s, T) (u, v, W) cos(T, W).  

Or, eu égard à cette dernière formule, l'équation (14) donnera 

(16) [r, s ; u, V] = (r, S, T) (U , V, ?Y) [r, $1 [U , v] cos ( T,~w). 

Ajoutons que chacune des formules (1 z )  , (1 3), (1 4 ,  (1 6) comprend évidem- 
ment, comme cas particulier, la formule (7). 

A 
Si, a partir du sommet de l'angle (r, s) on mesurait, dans une direction 

quelconque, une longueur t ,  alors, en faisant coïncider u avec r, et u avec t , 
on tirerait de la formule (1 3) 

A A A 

(1 7) [r, s ;  I;  t] = sin (r, s) sin (r, t )  cos (m, n), 

et comme on aurait 
A A 

( r )  O cos(r , r )  = 1, 

par conséquent, 

A A A 
[P, S; r, t ] = COS (s, t) - COS (r, S) COS (r, t ) , 

la formule (1 5) donnerait 

A - A A A A A 

(1 8) cos (s, t) - COS (r, s) COS (r, t) = sin (r, s) sin (r, t) cos (m, n). 

Mais alors aussi, m, n étant deux longueurs mesurées perpendiculairement 
A A 

à r, dans les plans des deux angles (r, t ) ,  (r,s), la première du côté de t, la 
A 

seconde du côté de s, l'angle plan (r,s) serait la mesure de l'angle dièdre 
adjacent à l'arête r, dans l'angle solide qui aurait pour arêtes r, s, t .  Donc, 
en nommant a ,  b, c les trois angles plans 

et a, 6, y les angles dièdres opposes ces angles plans dans l'angle solide 
6. 
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dont il s'agit, on verrait l'équation ( r  8) se réduire à la forinille 

I 

cosa - cosb cosc = s inbs inccosa ,  

que l'on peut considérer comme l'équation fondamentale c!e la trigonométrie 
sphérique. Ainsi, cette équation fondamentale se trouve comprise, comme 
cas particulier, dans la formule (1 3). 

Considérons à prksent, dans l'espace, deux systèmes d'axes dont chacun se 
compose de trois axes indéfiniment prolongés, B partir d'un certain point O, 
dans des directions déterminées. Les longueurs 

mesurées, à partir du point O, dans ces mêmes directions, pourront être 
regardées comme les trois arêtes d'un angle solide, et les cosinus des neuf 
angles pkans 

que formeront les directions r, s, t avec les directions u ,  v, w,  seront les fac- 
teurs qui  entreront dans la composition des divers termes de la résultante 

6 [r, S, t; U, V ,  W J  = 
A A A A A A 

cos (r, U) COS (s, O) COS (t, W )  - COS (r, U) COS (s, TV) COS (t , V) 
('PI 1 A A A A A A + cos ( r, v )  cos; (s, W) COS (t , u) - COS (r, v) COS (s, U) COS (t , W) 

A A A A A A ( + cos (r, w) cos (s, u) cos (t , v )  - cos (r, w) cos (.F, v) cos (t, u). 

Or cette résultante pourra être présentée sous une forme très-simple, si 
l'une des directions ZL, v, w est perpendiculaire A deux des directions r, s, t ,  
en sorte qu'on ait, par exemple, 

En effet, supposons ces conditions remplies; alors on aura 
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et, par suite, l'équation (1 g) donnera 

A 

(20) [r,s, t ;  u ,  v,  w] = [r,s; u, O] cos(t,w); 

puis, e n  d.ésipant par 
T, 

deux longueurs mesurées, A partir du point 0, sur des 
plans des deux angles 

perpendiculaires aux 

- on tirera de la formule (zo), jointe à l'équation (16), 

A A A A 
(a I )  [r, S, t ;  U, V ,  W] = ( r ,~ ,  T) (u, v, w)  sin (r, s)sin (u, v)  cos (t , (y.) COS( T, W ) .  

D'ail1 eurs , la direction w étant, par hypothèse, perpendiculaire, ainsi que T, 
aux directions r et s, se confondra ou avec la direction T, ou avec la direc- 
tion opposée à T. 

Donc, si dans le produit 

on échange entre elles les deux lettres w et T, cet échange laissera intacte 
la valeur de ce produit, dont les deux facteurs ne poimont subir d'autre 
modification qu'un changement de signe opéré simultanément dans l'un et; 
dans l'autre. On a donc 

et ,  par suite, la formule (21) pourra s'écrire comme il suit : 

A A A A 

(22)[1;~, t ;u ,v ,w]  =(r ,s ,  T ) ( u , o ,  W)s in(r ,s )s in(u,v)cos( t ,  T)cos(w, W). 

Siipposons maintenant, pour plus de commodité, la longueur T située, 
A 

par rapport au plan de l'angle (r,s), di1 d i n e  c6té que la longueur t ,  et la 
n 

longueur W située, par rapport an plan de l'angle (u, v), dn même c6té 
que la longueur W. Alors non-seulement on aura 

( r , ,  T )  = ( ,  , ) (u,  v, W )  = (u, v, lu); 

mais de plus, en désignant, comme on l'a déjà fait, par [r, s, t ]  la valeur daa 
e 
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paralléliyipède qui aurait pour arêtes les longueurs r, s, t réduites chacune à 
l'unité, on aura, en vertu de la formule (a 1) dii 5 III,  

Donc la formide (2%) donnera 

On doit observer qu'en vertu de la formule (5) du 5 Ier, jointe à la for- 
mule (6) da § II, l'équation (23) ne sera point altérée, si l'on y échange sé- 
parément ou simultanément, d'une part, r  avec s ou t ,  d'autre part, w avec u 
ow o. Donc l'équation (23) se vérifiera, non-seulement quand w sera perpen- 
diciilaire à r et s, mais encore quand l'une quelconque des trois directions 

sera perpendiculaire à deux quelconques des trois directions 

Il y a plus : on peut affirmer qu'elle subsistera généralement, quelles que 
soient les directions 

r, S, t ; u', O, W. 

C'est, du moins, ce que l'on démontrera sans peine, en opérant comme il 
suit. 

Rapportons la position d'un point quelconque, dans l'espace, à trois axes 
rectangulaires des x, y, z qui passent par l'origine commune O des six 
longueurs 

r , s , t ;  U , V , W ;  

et nommons 

x, y, 

trois autres longueurs mesurées, à partir du point 0, sur ces trois axes 
indéfiniment prolongés du côté des coordonnées positives. Chacun des neuf 
cosinus renfermés dans le tableau 

A A A 

COS (r, U )  , COS (r, V )  , COS (r, w), 
A A A 

COS (s, U) , cos (s, v), cos (s, w), 
A A A 

*COS (t, u), COS (t , V) , COS (t, W) , 
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sera détermin4 par une équation d e  la forme 

A A A A A A 
(24) cos (r, u) = cos (1; x) cos(u, x) + cos (r, ',Y) cos (u, y) +- cos (r, Z) cos (s, Z) ; 

et, conséquemment, pour obtenir chacun de ces quatre cosinus, il suffira 
d'ajouter entre eux les trois termes renfermés dans une même ligne 
horizontale du tableaii 

après les avoir respectivement multipliés par les termes correspondants de 
l'une des lignes horizontales du tableau 

A A A 

COS (w,x), cos(w,y), cos (w, z). 

Cela posé, en ayant égard au tbeorème général sur les produits des résul- 
tantes [voirle deuxième volume, page 1 6 7 ) ~  et en appliquant ce théorème 
aux neuf équations semblables entre elles qui seront de la forme de l'éqiia- 
tion (24), On trouvera 

Or, à l'Gde de l'éiquation ( 2 5 ) )  qiie l'on peut aussi présenter sous la forme 

on étendra facilement la formule (23) à tous les cas possibles. En effet, on 
pourra d'abord, en particularisant les directions u ,  o, w ,  tirer de l'eqw- 
tion (26) la valeur de [r, s, t; x ,  y, z]. Si, pour fixer les idées, on suppose la 
direction w perpendiculaire aux denx directions r, s, et la direction o 
perpendiculaire aux deux directions x ,  y, on tirera de la formule (d), dé$ 
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démontrée dans le cas où w est perpendiculaire à r et à s, 

et, en égard aux conditions 

on trouvera de même, puisque v est supposé perpendiculaire Q x et à 1 ,  

puis, en substituant les valeurs ici trouvées de 

dans le second membre de la formule (4, on obtiendra l'équation 

que l'on pourrait, au reste, comme on l'a vu dans le 5 III, établir directe- 
ment. Enfin, si l'on substitue, dans le second membre de l'équation ( 2 5 ) ,  la 
valeur précédente de [r,s ,  t;  x ,  y ,  z], et lavaleur semblable de [u,u,ru; x, y,z], 
qui sera encore donnée par la formule 

quelle que soit la direction attribuée à v, on sera itnmédiatemeiit ramené a! 
l'équation (23), qui sera ainsi demontrée, quelles que soient les directions 

Il est bon d'observer que le produit 

renfermé dans le second membre de la formule (23), se réduit à + 1 OU a - r ,  
selon que les mouvements de rotation de r en s autour de t ,  et de u en o 

autour de TV, s'effectuent dans le même sens ou en  sens contraires. Quant aux 
facteurs 

[ I ;  S ,  t ]  [ l d ,  v ,  I V ] ,  

ils représentent précisément les valeurs des deux parallklipipèdes qiic l'on- 
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peut construire, d'une part, sur les trois arêtes 

r, s, t ;  

d'autre part, sur les trois arêtes 

u , v, w, 

en supposant chacune de ces six arêtes réduites à l'unité. 

Cela posé, la formule (23) entrainera évidemment la proposition suivante : 

4" Théorème. lhant donnés dans l'espace deux angles solides qui offrent 
le même sommet O ,  et qui ont pour arêtes, le premier les longueiirs 

r, s, t ,  
le second les longueurs 

u,  ", w ,  

si l'on détermine les cosiniis des neuf angles 

que formeront les arêtes 

"7 S ,  t 
avec les arêtes 

ut 0, w, 
la résultante 

[r, $ 9  t ;  U ,  V ,  TV], 

construite avec ces neuf cosinus, sera positive ou négative, suivant que les 
mouvements de rotation de r en s autour de t, et de u en v autour de w ,  
s'effectueront dans le même sens on en sens contraires ; et cette résultante 
aura pour valeur numérique le produit des valeurs des deux parallélipipèdes 
que i'on peut former, d'une part, sur les arêtes r, s, t ; d'autre part ,  sur les 
arêtes u ,  v, w ,  en supposant chacune de ces six arêtes réduites à l'unité. 

Si les arêtes 
u ,  v,  w 

du second angle solide se réduisent à des longueurs 

R ,  S 7  T 
Ex. #An. et de Ph.math., T. IV. (388 livr.) 
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meslirées sur des perpendiculaires aux trois faces du premier, c'est-à-dire, 
en d'autres termes, sur des perpendiculaires aux plans des trois angles 

les cosinus des neuf angles fornîés par les arétes du  premier angle solide avw 
les arêtes du second seront les divers termes du tableau 

0,  O, cos ( t : ~ )  ; 

et ,  par suite, la rêsultante 

[r, S, t ;  R ,  S ,  I'l 
sera réduite a son premier terme 

A A 
cos ( r : ~ )  cos (s, S) cos ( t  , TI .  

Donc alors la formule (23) donnera 

Si, pour plus de commodité, on suppose les trois longueurs 

R ,  S ,  

dirigées de manière à former, avec les longueurs correspondantes 

''7 S,  t ,  
trois angles aigus 

o u ,  en d'autres termes, si les longue~irs 

se mesurent à partir d e  l'origine commune des longueurs 

I; S, t ,  
A 

la première du même c6té que r par rapport au plan de l'angle (s, t ) ,  la 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( 5 1 )  
A 

seconde du  même côté qiie s par rapport au plan de  l'angle (t, r) , la troi- 
A 

sième du même côté que t par rapport au plan de l'angle ( r ,  s), alors, 

étant deux quantités de  même signe, on aura 

et l'équation (28), réduite à la forme 

coïncidera précisément avec la formiile(i 7) de la page 323 du troisième volume. 
En terminant ce paragraphe, nous remarquerons qu'en vertu des théo- 

rèmes I , z et 3, la valeur de  la résultante 

A A 
dépend uniquement des deux angles jr, s), (u, v), de l'inclinaison mutuelle 
de leurs plans, et du sens suivant lequel s'effectue, dans cbacun de ces plans, 
le mouvement de  rotation de  r en s, ou de  u en v. Pareillement, il si!it du 
!$ théorème, que la valeur de la résultante 

dépend uniquement des formes des deux angles solides qui ont pour arêtes, 
d'une part, les trois longueurs r, s, t; d'autre part, les trois longueurs u, v, w ,  
et du sens suivant lequel s'effectue chacun des mouvements de rotation de r 
en s autour de t ,  et de u en v autour de W. En conséquence, on peut énoncer 
la proposition suivante : 

5e Théorème. Les longueurs 

r, S ,  t ;  U ,  V ,  IV 

étant mesurées à partir d'une même origine 0, dans des directions qiielcon- 
ques, on n'altérera point la valeur de la résultante 

[r, s ; u , O] 

en faisant tourner autour d u  point O chacun des angles 
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supposé d'ailleurs invariable dans le plan qiii le renferme, ni la valeur de la 
résultante 

[r, 8, t ;  U ,  t7, w], 

en faisant tourner autour di1 point O ,  sans les déformer, les deux angles 
solides qui ont pour arêtes, d'une part, les longueurs r. s, t ,  e t ,  d'autre part, 
les longue~irs u ,  v, W. 

5 V. - Sur les résultantes formées avec les coordonnées rectangulaires ou obliques de deux ou 
trois points. 

Supposons la position d'un point quelconque P rapportée dans l'espace A 
trois axes coordonnés des x ,  y, z ;  et nomriions 

trois longueurs mesurées, tipartir de l'origine O des coordonnées, sur ces demi- 
axes, indéfiniment prolongés dans le sens des coordonnées positives. Soit, d'ail- 
leurs, r la distance de l'origine au point P, dont les coordonnées sont x, 
y, z. Si ces coordonnées se rapportent à des axes rectangulaires, elles se- 
ront précisément les projections algébriques et orthogonales du rayon r sur 
les directions x ,  y, z. Elles seront donc liées a r [voir le troisième volume, 
page 1441 par les formules 

A A A 

x = r COS (r, X) , y = r cos (r, y) ,  z = i n  cos (r, 2). 

Soient maintenant 
1; s, t 

trois rayons vecteurs menés de l'origine O à trois points divers P, P', P"; et, 
pour mieux reconnaître les coordonnées de  chacun de ces points, désignons- 
les à l'aide de la lettre r, ou s, ou t , placée comme indice au bas de  la lettre x, 
y, ou z ,  en sorie que xr, y,, z ,  désignent spécialement les trois coordonnées 
de l'extrémité du rayon r. Les extrémités des trois rayons 

auront pour coordonriées les neuf quantités 
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respectivement équivalentes aux neuf produits 

A A A 
r COS (r, x) , r COS (r, y), r cos (r, z) ; 

A A A 
S COS (s,x), S COS($, y), s cos (s, 2); 

A A A 

t cos(t,x), t cos(t,y), t cos(t,z). 

D'ailleurs, ces produits se réduiront aux cosinus 

A A A 

COS (r, x), COS (r ,  y), cos (r, z) , 
A A A 

(3) COS (3, x), COS (s, y), cos (s, z) , 
A A A 

C O ~ ( ~ , X ) ,  COS ( t , y ) ,  cos ( t , ~ ) ,  

si les longueurs 
r, S,  t 

se rédnisent toutes l'iinité. Donc alors la résultante à deux dimensions 

formée avec celles des coordonnées d e  P et  de  P', qui se mesurent sur les 
axes des x et  y, et la résultante à trois dimensions 

formée avec les neuf coordonnées des trois poinls P, P', P", se réduiront 
aux deux résultantes que ,  dans les paragraphes précédents, nous avons re- 
présentées par les notations 

[ r , s ;  & y ] ,  [ r , s , t ; x , y , z ] .  

Mais, si clu cas particulier où l'on suppose les trois 1ongue~ii.s r u ,  s, t réduites 
l'unité, oiî veut revenir au cas g6nér.d où ces longueurs offrent des valeurs 

quelconques, il suffira de substituer le tableau (3) au tableau (a); il suffira 
donc de  faire varier chaque terme de  la résultante (4) ou ( 5 ) ,  et ,  par con- 
séquent, cette résultante elle-même, dans un rapport équivalent au pro- 
duit rs ou rst. On aura donc, dans le cas général, 
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Il ne reste plus qu'a substituer, daus ces dernières formules, les valeurs de 
[r, S; X,  y j  et de [r, s, t ;  x ,  y, z] obtenues dans le § III. 

Supposons d'abord les deux points P, P' situés dans le plan des x, y. 
Alors, de  I'4quation (6), jointe à la formule (3) du § III, ou tirera 

(8) x y$ - x, y, = (r,  s) rs [r,  s]. 

D'ailleurs, comme on l'a vil ( 5  1), le produit 

rs [r, SI 
représente précisénient l'aire du parallélogramme qui a pour côtés les rayons 
vecteurs r, s. Donc la formule (8) entraînera le théorème suivant : 

Théorème. Les positions des divers points d'un plan étant rapportées a 
deux axes rectangulaires de x et y; si l'on désigne par r, s les rayons vec- 
teurs menés de l'origine O des coordonnées à deux points quelconques d'un 
plan, et par 

Z r ,  yr, 
Xs, Ys 

les quatre coordonnées de ces deux points, la résultante 

formée avec ces quatre coordonnées, sera positive on négative, suivant que 
le inouveinent de rotation de  r en s sera direct ou rétrograde, et cette ré- 
sultante aura pour valeur numérique l'aire du parallélogratnme construit siir 
les rayons vecteurs I , ,  S. 

Supposons maintenant les points P, P' situés hors du plan des x ,  y. Alors, 
en désignant par p , s les projections absolues des longueurs r, s siir le plan 
des x 2:? y, on aura 

A A 

p = r cos (r, p )  , s = s cos (s, S )  , 
et l'on tirera de  17bqiiation (6), jointe a la formule (6) du 5 III, 

par cocsi.querit, 

De plus, comme en désignant toujours par z une longuei~r mesuree a partit 
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( 5 5  ) 
de l'origine sur le demi-axe des z, positives, supposé perpendiculaire au plan 
des x ,  y, on aura [voir la formule (7) du 5 III] 

l'équation (9) pourra s'écrire comme il suit : 

D'ailleurs, en nommant 
1 ,  m ,  n 

trois longueurs mesurées A partir de l'origine 0, la première sur la droite 
d'intersection du ~ l a n  OPP' et du plan des x ,  .y, les deux dernières sur 
des perpendiculaires élevées à ces mêmes droites dans ces mêmes plans, et, 
en supposant ces perpendiculaires dirigées chacune dans un sens tel que le 
mouvement de rotation de 1 en m soit de  l'espèce du mouvement d e  rota- 
tion de x en y ,  et le mouvement de rotation de  Z en m de l'espèce du  mou- 
vement de  rotation de 1 en n ,  on tirera de l'équation (6j, jointe à la for- 
mule (IO) du § III, 

Enfin, si l'on nomme 
T 

une longueur inesur6e à partir de l'origine O sur une perpendiculaire au 
n 

plan de l'angle (r, s), on aura, en vertu de l'équation (1 1) di1 5 III, 
A A 

cos (n2, n) = (r, S ,  T ) cos ( T,.z) ; 

e t ,  par siiite, la formule (1 1) pourra s'écrire comme il suit : 
h 

(4 x, y, - x s  yr = (r, s, T) rs [r, s] cos ( T, z). 

Or les formules (IO) et (12 )  entraîneront évidemment les propositions 
suivantes : 

2e Théorème. La position d'un point dans lespace étant rapportite à trois 
axes rectangulaires des x ,  y, z, si l'on designe par 

les rayons vecteurs menés de l'origine O des coordonnées à deux points 
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quelconques P, P', et par 
Z r ,  y,, 
x s ,  Ys 

celles des coordonnées de ces deux points qui sont mesurées sur les axes des x 
et y, la résiiltante 

xrys - x s  yr, 

formée avec ces quatre coordonnées, sera positive ou négative suivant que 
le mouvement de rotation de r en s autour dl1 demi-axe des a positives sera 
direct ou rétrograde; et cette résultante aura pour valeur numérique l'aire 
du parallélogramme construit dans le plan des x,y sur les projections des 
rayons vecteurs r et S. 

3e Théorème. Les mêmes choses étant posées qiie dans le ze théorème, la 
r.6sn 1 tan te 

Xr Ys- Xs yr 

aura encore pour valeiir namérique le produit que l'on obtient en multi- 
pliant l'aire du pai~allélogramme construit sur les rayons vecteurs r, s ,  par le 

A 
cosinus de l'angle aigu qiii mesure l'inclinaison du plan de l'angle (r, s) sur le 
plau des x,  y. 

Nota. Les valeurs numériques que les ae et 3e théorèmes assignent à la 
valeur iiumériqoe de  la résultante x,ys - xs y, devant être égales entre 
elles, il suit de ces théorèmes que l'inclinaison mutuelle du plan de 

A 
l'angle (r, s) et du plan des x, y, offre un cosiniis équivalent au rapport qui 
existe entre les aires des deux parallélogrammes, ou même des deux trian- 
gles, dont les côtés sont, d'une par t ,  les deux rayons vecteurs r, s ,  e t ,  
d'autre part, les projections p , de ces rayons sur le plan des x ,  y. On se 
trouve ainsi ramené de nouveau à la proposition énoucée vers la fin dp S 1. 

Passons maintenant A l'équation (7). On tirera de cette équation, jointe à la 
formule (20) du III, 

D'ailleurs, comme un l'a ri1 dans le 5 1,  le produit 

rst [ r ;  s, t ]  

représente précisément le voliime du parallélipipède qui a pour cdtés r,s, t. 
Donc la furmille (i3) entraîne I n  proposition suivante : 
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4" Théorème. La position d'un point dans l'espace étant rapportée A trois 
axes rectangulaires des x, y, z,  si l'on désigne par 

les rayons vecteurs menés de  l'origine des coordonnées à trois points quel- 
conques P, P', Pn,  et par 

a r r ,  yr, Z r ;  

xs, y$,  2s; 

xt, y,, ut 

les neuf coordonnées d e  ces trois points, la résultante 

formCe avec ces coordonnées, sera positive ou négative suivant que le 
mouvement de  rotation de r en s autour de  t sera direct ou rétrograde, et 
cette résultarite aura pour valeur numérique l'aire du parallélipipede con- 
struit sur les rayons vecteurs r, s, t. 

Les divers résultats que nous venons d'obtenir étaient déjà connus. Mais 
l'adoption de signes propres à indiquer le sens des mouvements de  rotation, 
et l'introduction de ces signes dans le calcul, ont donné aux formules une 
clarté, une précisiou nouvelles, et fait disparaître les doubles signes dont la 
détermination dépendait de  certaines conditions que l'on était obligé de  
mentionner dans le  discours et d'énoncer à part. 

Concevons, à présent, que les axes coordonnés des x, y, a,  cessant d'être 
rectangulaires, se coupent sous des angles quelconques, et nommons 

trois longueurs mesurées a partir dc l'origine O des coordonnées, sur trois 
droites respectivement perpendiculaires aux trois plaus des y, u ,  des z ,  x 
et des x ,  y. Alors les coordonnées x ,  y, z d'un point quelconque P se 
trouveront liées au rayon vecteur r, mené de l'origine à ce point [voir le troi- 
sième volume, page r 431, par les formules 

A A A 

(1 4) 
cos(r, X) cos (r, Y ) cos (r, Z ) x = r  9 y = r  , z=r----.  

A 
cos(x, X) cos ( y 3  cos (2, Z) 

Si d'ailleurs on représente, comme nous l'avons fait ci-dessus, par 

r, 5, t 
Ex,  &An. t? de Pk. math., T. IV. (38e livr.) 
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( 58 ) 
trois rayons vecteurs menés de l'origine O à trois points divers P, P', P"; et 
si, pour mieux reconnaître les coordonnées de ces points, on les désigne 
encore à l'aide de  la lettre r, ou s, oit t ,  placée coilime indice au bas de la 
lettre x, ou y, ou z ,  les extrémités des trois rayons 

auront toujours pour coordonnées les neuf quantités 

Mais ces neuf quantités, au lieu d'être respectivement équivalentes aux 
termes du tableau (a), se trouveront représentées par les neuf produits 

A  A A 
c o s j r , X ) ,  p c o s ( r , Y )  c o s ( r , Z )  

r A  A 7  
c o s ( x , X )  c o s ( y , Y )  cos (2 ,  I r )  

n A A 
c o s ( s , X )  c o s ( s , Y )  c o s ( s , Z )  

S 7 s  9 s  A ,  

cos ( x ,  X )  COS ( y : ~ )  cos ( z ,  Z )  
A  A A 

t 
c o s ( i , X )  L ~ ~ s ( t , Y )  c o s ( t , Z )  

) t  A 
c o s ( . : X ) ,  ç o s ( r , ~ ) '  

Cela posé, cherchons d'ahord la valeur de la résultan te 

coniposée avec les quatre quantités 

ou,  ce qui revient au même, avec les quatre ternies du tableau 
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Chacun des deux produits 

que renferme cette résultante, proviendra de la multiplication de deux termes 
pris à la Fois dans les deux colonnes horizontales et dans les deux colonnes 
verticales du tableau ( i  6 ) ou (1 7). Mais, d'une part, deux termes situés dans 
une même colonne horizontale du tableau (1 7) offrent un facteur commun, 
savoir, le facteur r pour la première colonne horizontale, le facteur s pour la 
seconde; et, d'autre part, deux termes situés daus une même colonne verticale 

A 
du tableau ( r  7)  offrent un diviseur commun, savoir, le diviseur cos (x,X) 

A 
pour la première colonne verticale, et le diviseur cos (y, Y) pour la se- 
conde. Uonc les valeurs qu'on obtiendra pour les deux produits 

en substituant le tableau (1 7) au tableau (16), auront pour facteur commun le 
A A 

produit rs , pour diviseur commun le produit cos (x, X) cos (y, Y )  ; et, pour 
obtenir la valeur de la résultante 

il suffira de multiplier la résultante formée avec les quatre termes du tableau 

A A 
COS (r, X) , cos (r, Y ) ,  

A A 
COS ( s ,X) ,  COS ($,Y), 

c'est-à-dire l'expression 

[ r d ;  x,  Y] 
par le rapport 

rs 
A A 9 

cos (x, X) cos (y, Y) 
on aura donc 

( 1  9) 
rs 

Xr YS - x s y r  = A A [rd; X, Y]. 
cos (x , X) cos (y, Y)  

Pareillement, pour obtenir la valeur de la résultante 
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il suffira de multiplier la résultante formée avec les divers termes du tableau 

A A A 

cos (1; X) , COS (r, Y), cos (r, 2) ; 
A A 

( 2 0 )  cos (CX) , COS (s, Y), COS (s, z ) ;  
A A 

cos (t , X) , cos ( t  , Y), cor ((2) ; 

c'est-à-dire l'expression 

par le rapport 
rst 

on aura donc encore 

- rst - 
A A A [ r , s , t ;  X,Y,Z]. 

co s (~ ,X)c~~(y ,Y)cos  ( 2 ,  Z) 

Ce n'est pas tout. Comme X sera perpendiculaire a y et z ,  Y à z et x, Z a x 
et y, les cosirius des neuf angles 

(ex) ,  ( a ) ,  (a) 
s'évanouiront tous, ii l'exception de 

A A A 

ces ( x ,  X ) ,  cos(y, Y ), cos ( x ,  Z).  

Donc, par suite, chacune des résultantes 

[%y;  X,Y],  [ x , y , z ;  X,Y,Z]  

se réduira simplement à son premier terme, en sorte qu'on aura 

A A 

[ x , y ;  X , Y ]  = cos(x ,X)  cos(y,Y),  
A A h 

[x,  y , z ;  X,Y,Z]  = cos(x,X)cos(y,Y)cos (z ,Z) ,  

et les formiiles (rg), (21) pourront s'écrire conime il suit : 

(2.1 
[r ,  s ;  x, YI rs, xrYs- X r y r =  [%Y;  x,y1 
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Il ne reste plus qu'à substituer, dans ces dernières formules, les valeurs des 
résultantes comprises dans les seconds membres. 

, O r  supposons, en premier lieu, les deux points P, P' situés dans le plau 
des x, y. Alors l'équation (7) du 5 IV, jointe à la forinde (x ,  y )  = I ,  donnera 

On aura donc 

Donc alors l'équation (22) donnera 

et l'on pourra énoncer le théorème suivant : 

5e Théorème. Les positions des divers points d'un plan étant rapportées 
à deux axes rectangulaires ou obliques des x et y, si 1'011 désigne par x et y 
deux longueurs mesurées, a partir de l'origine O des coordonnées , sur ces 
axes prolongés du c8té des coordonnées positives, par 

les rayons vecteurs menés de la même origine à deux points P ,  P' du plan 
donné, et par 

r yr, 
s ,  Ys 

les quatre coordonnées de ces deux points, la résultailte 

formée avec ces quatre coordonnées, sera ppsitive ou négative suivant que 
le mouvement de  rotation de  i1 et s sera direct ou rétrograde; et cette résul- 
tante aura pour valeur numérique le rapport qui existe entre l'aire du 
parallélogramme construit sur les cbtés r, s, et l'aire du losange que l'on 

peut construire sur les cbtés x , y, réduits l'un et l'autre à l'unité. 
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Supposons, maintenant, les points P, P' situés hors des plans des x ,  y.  

Alors, en nommant T une longueur mesurée, à partir de l'origine O, sur 
A 

une perpendiculaire au plan de l'angle (r, s), et remplaçant u,  v ,  W p a r  X, Y, z 
dans l'équation (16) du § IV, on tirera de  cette équation 

puis, en remplaçant r, s, T par x ,  y, Z ,  on trouvera 

On aura donc,  par suite, 

et l'équation (2%) donnera 
A A 

( 7, s, T )  rs [ r, s] cos ( T, z) ys - X$ y, = - - -- 
(x7 Y, Z )  [x, Y I  cos (+ 

Si, pour plus de commodité, on suppose la longueur Z mesurée du meme 
caté que la longueur z, c'est-à-dire du c6té des z positives, le cosiaus de  

A 
l'angle (Z,  z) offrira une valeur positive, égale au sinus de  l'inclinaison de  
l'axe des a sur le plan des x , y; e t ,  comme on aura 

on trouvera simplement 
A 

r [r, SI  c o s  ( T,  z) 
A x r  YS - 2 s  Yr = ( '9  '7 T )  E~ cnri~,z)- 

Enfin, si la  longueur T est mesurée elle-même du côté des z positives, 
A 

l'angle ( T, z) sera l'angle aigu qui mesurera l'inclinaison du plan de  
A 

l'angle (r, s) sur le plan des x, y ; et, comme alors on aura 

la formule (26) pourra être réduite h l'équation 
A 

rs [ r ,  s] c o s  ( T, z )  
x r y ,  - X J  y$ = (v, 2 )  - A ' 

[ X P Y ~  COS(Z, zj 

de laquelle on déduira immédiatement la proposition suivante : 
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Ge Théorème. La position d'un point dans l'espace étant rapportée à trois 
axes rectangulaires ou obliques des x, y? z ,  si l'on dhsigne par x ,  y, z trois 
longueurs memrées a partir de l'origine O des coordonnées, sur ces axes, 
indéfiniment prolongés du côté des coordonnées positives, puis par 

les rayons vecteurs menés dela même origine a deux points quelconques P, P', 
et par 

Z r ,  yr, 
x s 7  Ys,, 

celles des coordonnées de  ces deux points qui sont- mesurées sur les axes des ;r; 
et y, la résnitante 

2, y5 - x s y r ,  

formée avec ces quatre coordonnées, sera positive ou négative suivaut que 
le mouvement de rotation de  r en s àutour de la direction z sera direct ou 
rétrograde; et cette résultante aura pour valeur numérique le produit de  
deux facteurs respectivement égaux, le premier au rapport qui existe entre 
l'aire du parallélogramme construit sur les cdtés r, s ,  et l'aire du losange 
que l'on peut construire sur les côtés x,  y, réduits a l'unité; le second au rap-. 

A 
port qui existe entre le cosinus de l'inclinaison du plan d e  l'angle (r,s) syr 
le plan des x , y, et le sinus de l'inclinaison de l'axe des z sur le m è m ~  
plan. 

Considérons, enfin, trois points P, P', P" situés dans l'espace, aux extré- 
mités des rayons vecteurs r, s, t , et supposons la ~os i t ion  de chaque point 
rapportée à trois axes rectangulaires ou obliques des x ,  y, a. La résultante, 
formée avec les neuf coordonnées des trois points P, P', P", sera déterininée 
par la forinule (23). D'ailleurs, l'équation (23) du IV, jointe à la fo rmdr  
(X , y, z) = I , donnera 

On aura donc 

et l'on pourra énoncer le théorème suivant : 
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7 e  Théorème. La position d'un point dans l'espace étaut rapportée à trois 

axes rectangulaires ou obliques des x ,  y, a ,  si L'on désigne par 

trois longueurs mesurées, a partir de l'origine O des coordonndes, sur ces 
trois axes indéfiniment prolongés di1 c6t6 des x ,  y, z positives, puis par 

les rayoiis vecteurs menés de  l'origine trois points quelconques, et par 

les neuf coordonnées d e  ces trois points, la résultante 

forniée avw ces neuf coordonnées, sera positive ou négative suivant que le 
mouvement de rotation de r et s autour de t sera direct on rétrograde; et 
cette résuhante aura pour valeur numérique le rapport qui existe entre le 
volunie du parallélipipède construit sur les arêtes r, s, t ,  et le volilme du 
parallélipipede que l'on peut construire sur les arêtes x , y, z,  réduites chacune 
à l'unité. 

11 est bon d'observer que les théorèmes 5, 6 ct 7, relatifs à des coordon- 
iiées obliques, peuvent être immédiatement dédiiits des théorèmes 1, 2 ,  

3, 4, relatifs à des coordonnées rectangulaires. En effet, les trois kquations 
qui servent à transformer des coordonnées obliques en coordonnées rectan- 
gulaires, étant du premier degré, il suit du théorème sur les produits de  
résultantes, déjà mentionné, que la ré.;ultante formée avec les coordonnées 
de trois points choisis arbitrairement dans l'espace obtiendra successive- 
ment deux valeurs qui seront entre elles dans un rapport constant, c'est-à- 
dire indépendant des positions de ces mêmes points, si ,  l'origine des coor- 
données restant irnnlobile, on rapporte la position d'an point quelconque, 
d'abord a des coordonnées reclangulaires, puis à des coordonnées obliques. 
Ajoutons que ce principe ne cessera pas d'être exact, si, en faisant abstrac- 
tion des coordonnées parallèles a l'un des axes, par exemple à l'axe des a ,  
un coi:sidère la résultante formée, non plus avec les nenf coordonnees de trois 
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points choisis arbitrairement dans l'espace, mais avec les quatre coordoii- 
nées de deux points, pourvu qu'en passant des coordonnées obliques aux 
coordonnées rectangulaires, on ne déplace pas l'axe des a. En effet, il suit 
d e  la formule (1 3), de la page 144 du troisième volume, que dans le cas où 
l'on passe d'un premier système de  coordonnées rectilignes à un second 
système, sans déplacer l'un des axes, les coordonnées mesurées parallèlement 
aux deux autres axes entrent seules dans déux des équations linéaires à l'aide 
desquelles la transformation s'effectue; et l'on peut appliquer séparément 
aux quatre coordonnées que ces deux équations servent à transformer, le 
théorème sur les produits de résultantes. 

Cela posé, le rapport 

qui, en vertu de  la formule (B), se réduit à l'unité, pour deux points situés 
dans le plan des coordonnées x et y, quand ces coordonnées sont rectan- 
gulaires, pourra différer de l'unité, mais devra obtenir une valeur con- 
stante, c'est-à-dire une valeur indépendante des directions attribuées dans 
le plan donné aux rayons vecteurs r et s, si les coordonnées deviennent 
obliques. Or, si l'on fait coïncider en direction r et s avec des longueurs x 
et y, mesurées il partir de l'origine sur les demi-axes des x et y positives, on 
aura 

xX3, = r, y, = O ,  

Donc alors le rapport (29) se trouvera réduit à 

E l '  

et le principe énoncé fournira, pour des coordonnées obliques, l'équation 
générale 

qui s'accorde, comme on devait s'y attendre, avec la formule (ah) .  

Pareillement, si,  les directions r, s n'étant plus renfermées dans le plan 
des x, y, on nomme 

2, Z,  T 
E x .  d'An. e t  de Phjs. math., T. VI. (3ge livr.) 9 
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trois longueurs mesurées, à partir de l'origirie , la première sur un axe des z , 
perpendiculaire ou même oblique au plan des s, y; les deux dernières 

A 
sur des perpendiculaires au plan des x, y et au plan de l'angle (r, s), le 
rapport 

x~.?'s-xs yr 
A 7 

(r, s, T)rs [ 7, s] cos ( T, z) 

qui ,  en vertu de la formule ([a), se réduisait à l'unité, quand Les coordon- 
nées étaient rectangulaires, pourra diffkrer de l'unité, mais devra obtenir 
une valeur constante, c'est-à-dire une valeur indépendante des directions 
attribuées aux rayons vecteurs r et S. Or, si l'on fait coïncider, en direction, 
r et s avec les longueurs x , y mesurées, à partir de l'origine, sur les deux axes 
des x et y positives, on pourra supposer que T coïncide lui-même avec 2 ,  
et l'on aura 

x,= r, y , = o ,  

Donc alors le rapport (29) se trouvera réduit à 

et le principe énoncé fournira, pour des coordonnées obliques, l'équatiori 
générale 

qui s'accorde, comme on devait s'y attendre, avec la forniule (a5). Ajoutons 
que la formule (32) comprend Gvidemment, comme cas particulier, la for- 
mule (30). 

Enfin, le rapport 

qui, en vertu de la formule (1 3) , se réduit à l'unité, quand les coordonnées 
sont rectangulaires, pourra différer de l'unité, mais devra encore obtenir 
une valeur constante, c'est-à-dire indépendante des directions r, s, t ,  si 
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les coordonnées deviennent obliques. Or, si I'on fait coïncider en direc- 
tion r, s, t avec des longueurs x ,  y, z , mesurées à partir de l'origine, sur les 
demi-axes des x , y, z positives, on aura 

donc alors le rapport (33) se trouvera réduit à 

et le principe énoncé fournira, pour des coordonnées obliques, I'équation 
générale 

(34)  
1 X r . y , Z t -  2, y t z s + x s  y t z r - 2 s  y r Z t + X t y ~ Z s  - I t . t y S Z r  - 

( 7 7  $7 t )  r47.7 s7 t l  C X ?  Y> 21' 

qui coïncide, comme on devait s'y attendre, avec la formule (28). 

4 V I .  - Des conditions sous lesquelles les résultantes considérées dans les paragraphes 
précédents s'évanouissent. 

Les résultantes dont nous avons déterminé les valeurs dans les paragra- 
phes précédents s'évanouissent sous certaines conditions, qu'il est bon de 
connaître, et que nous allons un instant examiner. 

Considérons d'abord la résultante 

dont les deux termes ont pour facteurs les cosinus de quatre angles, que les 
directions r, s forment avec les directions u ,  v. Si les deux angles 

sont renfermés dans le même plan, ou dans des plans parallèles; alors, en 
vertu de la formule (2) d u  § IV, jointe au théorème énoncé dans le $11, on 
aura 
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et ,  par suite, la résultante [r, s ; u ,  u] aura pour valeur numélrique le produit 

A A 

sin [r, s), sin (u, v). 

Si, au contraire, les plans des deux angles 

cessent de coïncider ou d'être parallèles entre eux; alors, en nommant t 

l'inclinaison mutuelle de  ces deux plans, on conclura de la formule (1 3) du 
5 IV, jointe au théorème du 5 II, que la résultante [r, s; u ,  o] a pour valeur 
numérique le produit 

A A 

(4)  sin (r, S) sin (u , v )  cos r . 
En conséquence, pour faire évanouir la résultante [r, s; u ,  v]  et vérifier la 
condition 

( 5 )  [ r , s ;  u,  v] = O ,  

il sera nécessaire et il suffira de réduire à zéro l'un des deux facteurs 

n A 

sin (r, s) , sin (u, v) , 
A A 

quand les deux angles (r, s), (u, v )  seront compris dans le même plan ; e t ,  
dans le cas contraire, l'un des trois facteurs 

A A 
sin (r,s) , sin (u, v) , cos t .  

D'ailleurs, l'équation 
A 

(6) sin (r,s) = O ,  

de  laquelle on tire 
A 

(r ,s)  = O OU 7r, 

exprime que les directions r, s se mesurent sur une même droite, ou du 
moins sur des droites parallèles; et l'équation 

(7) COS t = O ,  

de  laquelle on tire 
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exprime que les plans des deux angles 

sont perpendiculaires entre eux. Enfin, en vertn de l'équation ( i ) ,  la condi- 
tion (5) pourra être présentée sous l'une quelconque des deux formes 

A A A Ir 

(8) cos ( I ;  u) COS (s, v )  - COS (r, v) COS (s, U) = O ,  

A A 
COS (r, Q) - COS (s, U) -- -. 

A A 
COS (r, v )  COS (s, v )  

Cela posé, ou pourra évidemment énoncer la proposition suivante : 

I~~ Théorènze. Les longueurs r d ,  v étant mesurées snr des droites distinctes 
et non parallèles, pour que deux autres longueurs r, s se mesurent, ou sur la 
même droite, ou sur des droites parallèles, ou du moins forment entre elles 

A A 
un angle (r, s) dont le plan soit perpendiculaire au plan de l'angle (u ,  v) ,  
il est nécessaire e t  il suffit que les quatre cosiniis 

cos (ri u ) ,  cos (I; O), cos (s, u) ,  COS(S, O) 

représentent les quatre termes d'une proportion géométrique, de manière a 
vérifier la formule ( 9). 

Coroliaire. Comme on vient de  le voir, la formule (g),  remarquable piir 
son élégance et sa simplicité, se déduit immédiatement d e  I'équatiori ( a ) ,  

dans le cas particulier où les directions r, s sont renfermées dans le $an 
A 

de l'angle (u, v) .  Ajoutons que, de ce cas particulier oii peut aisément passer 
au cas général où les directions I; s sont situées hors de ce plan, à l'aide des 
considérations suivantes. 

Soient, dans le cas général, 

P 9  s 
A 

les projections absolues de r et de s s u r  le plan de  l'angle (u,  v) .  Pour qLie les 
directions r, s se mesurent sur une même droite ou sur des droites paral- 

A 
Ides, ou di1 moins forment entre elles un angle (I;s) dont le soit 

A 
au plan de l'angle (u, o), il sera nécessaire et il suffira, évi- 

demment, que les pro,jections p ,  s se mesurent sur la même clroite et siir des 
droites parallèles; par conséquent, il sera nécessaire et il suffira yiie 1'011 ait 

A A 

-- cos ( s ,  If) C O S  (P, 4 - . 
A A 

c o s ( p , v )  c o s ( s , v )  
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Mais, d'autre part, le plan qui renfermera les trois angles 

étant perpendiculaire au plan de l'angle (r, p) , le théoréme 7 d e  la page 3 r I 

du troisième volume dounera 

par conséquent, 
A A 

cos (p7 4 - cos ( P > 4 > 
A -- A 

cos(.,.) cos(p,v) 

et l'on trouvera, pareillement, 
A A 

COS (s, u) - cos ( S ,  u) 
-_p. 

A A 
COS (s, Y )  COS (5 ,v)  

0 1 -  il est clair qu'en vertu de ces dernières formules, l'équation (IO) coin- 
cidera précisément avec l'équation (9). 

Considérons maintenant la résultante 

A A A A A A 

= cos (r, U )  COS (s, V )  COS (t, W) - COS (r, u) cos (s, w) cos (t  , v)  
A A A A A A +- cos (r, O )  COS (s, W )  COS (t, U )  - COS (r, v) COS (s, u )  COS (t, W )  
A A A A A 

-t- cos (r, w) COS (s, u) COS (t,  O) - COS (r, w) COS (s, O) COS (t, u j , 

dont les six termes ont pour facteurs les cosinus des neuf angles que les 
directions r, s, t forment avec les directions u ,  v ,  W. En vertu de la for- 
mule (23) du § IV, jointe au théorème énoncé dans le § II, on aura 

e t ,  par suite, la résultante [r, s, t ; u, v, w ]  aura pour valeur numérique le 
produit 

[i', S, t ]  [u,  O ,  W ]  

des volumes des deux parallélipipèdes, que l'on peut construire, d'une part, 
sur les arêtes r, s, t ,  d'autre part, sur les arêtes u , v,  (.y , en supposant ces 
arêtes réduites chacune A l'unité, et mesurées, à partir d'iitie même origine, 
dans des directions parallèles à celles qui leur étaient assignées. En con- 
séquence, pour faire évanouir la résultante [ r, s, t ; ri, v ,  w ] et vérifier la 
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condition 

il sera nécessaire et il suffira de réduire à zéro l'un des deux volumes 

CI; Si t ]  , C U ,  v,  ~ 1 .  
D'ailleurs, l'équation 

qu'on obtient en égalant à zéro le volume [r, s, t ] ,  est précisément la c m -  
dition nécessaire et suffisante pour que des longueurs, mesurées à partir 
d'un même point dans des directions parallèles à celles de r, s, t ,  soierit 
renfermées dans un plan unique, ou, en d'autres termes, pour que les trois 
directions r ,  s, t soient parallèles à un même plan. Cela posé, on pourra 
kvidemment énoncer la proposition suivante : 

2e Théorème. Les longueurs u, v, w étant mesurées sur des droites non 
parallèles à un même plan, pour que les directions de trois autres lon- 
gueurs r, s, t soient, ou comprises dans un même plan, ou du moins paral- 
lèles à un même plan, il est nécessaire et il suffit que la résultante des 
cosinus des neuf angles que les directions r, s, t forment avec les direc- 
tions u,  O, w, s'évanouisse, ou,  en d'autres termes, que l'on ait  

A A n A A A 
cos(r, U )  COS(S, v )  C O S ( ~ , W )  - COS (r, U )  COS(S,W) COS ( t ,  O )  

A A A A A A + cos(r ,  v )  cos(s, w) cos(t, w) -- cos (r, v )  cos (s,u) cos ( t ,w)  
A A A A A -  A + cos ( r ,  W) COS (s, u j  COS (t, U )  - COS (r, W) COS (s, O) COS ( t  , L L )  = o. 

Corollaire. On pourrait, avec la plus gra ide  facilité, arriver encore a 
la formule (rh), en raisonnant comme il suit. 

Rapportons les positions des divers points de l'espace à trois axes des x,  
y, z menés par un point quelconque O ,  e t ,  en attribuant aux demi-axes 
des x, y, positives des directions parallèles à celles c?e u ,  O ,  w ,  nommons 

les coordonnées d'une longueiir t finie, mais différente de zéro, et mesuree 
sur une droite quelconque à partir du point O. La formule ( r  3) de la page 143 
du troisième volume donnera 

A A A \ 
A 

t. COS (r, t) = s COS (r, U) + y COS (I', v)  + s COS (r, w). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( 72 
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Donc, si l'angle (r, o) se réduit à un droit, on aura sirriplement 

A A A 
COS (r7u) + 9 COS ( 1 8 ,  V )  + 2 COS (r, W) = O. 

I)ailleurs, pour que les directions r, s, t soient parallèles à a n  plan unique, 
i l  est nécessaire et il suffit qu'elles forment trois angles droits 

avec une direction a perpendiculaire à ce plan; par conséquent, il est néces- 
saire et il suffit qu'elles vérifient trois équations de la forme 

A A A 

COS (r, U) + cos (r, v) + i COS (I' ,  IV) = O ,  

(1 5)  
A A A 

rn COS (s, u) + ?y COS (P, V )  + 2 COS (s, tV) = O ,  

A A A 
s c o s ( t , u )  + ?ucos(t,v) + = c o s ( t , w ) =  o. 

Enfin, lorsque la longueur e ,  comme rious le supposons ici, diffère de zéro, 
les trois coordonnées 

=, Y7 = 

de l'extrémité de  cette longueur, niesurées sur trois axes non parallèles a un 
d i n e  plan, ne peuvent s'évanouir à la fois ; et alors les trois équations (1 5) 
ne peuvent subsister simultanément que dans le cas où les cosinus par les- 
quels y sont représentés les coefficients de s , y, =, vérifient la formule (14). 

Cherchons maintenant les conditions sous lesquelles s'évanouissent les 
&sultantes que l'on peut construire avec les coordonnées de deus ou trois 
points, dont les positions sont rapportées à des axes rectangulaires ou obli- 
ques des .r:, y, z .  

Représentons par les trois lettres 

les rayons vecteurs menés de  l'origine à trois points donnés, et désignons, à 
l'aide de  ces mêmes lettres,  lacées comnie indices au bas de x ,  y et z ,  les 
coordonnées de ces trois points. Enfin, soient 

trois longueurs, mesurées a partir de l'origine, sur les demi-axes des X ,  y, z 
positives, e t  T une autre longueur mesurée sur une perpendiculaire au plan 
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de l'angle (r, s). Les formules (26) et (28) du 5 V donneront 
A  

rs [ r ,  SI cos ( T, z) 
X r  y, - xs yr = (r, $9 T) - --- A '  

[li,yl c o q z ,  2) 

pourra être réduite a 
A 

(19) rs [r, S] COS (T,z) = o. 

Donc, pour qu'elle soit vérifiée, il sera nécessaire et il suffira que l'un des 
facteurs 

, ,  [r,s], COS(T?Z) 

s'évanouisse. D'ailleurs, réduire a zCro l'un des rayons vecteurs r, s, c'est 
supposer que l'un des points donnés coïncide avec l'origine. Quant à la 
condition 

[r, $1 = O ,  

que l'on peut encore écrire comme il suit, 
A  

sin (r, s) = O ,  

elle exprime que les longueurs r, s se mesurent sur une même droite. Enfin, 
la condition 

A  

cos (T, 2) = O 

A 
exprime que la direction T, perpendiculaire au plan de l'angle (r, s), est 
aussi perpendiculaire a l'axe des z ,  ou, en d'antres termes, que le plan de 

A 

l'angle (r, s) passe par l'axe des z. 

Quant à l'équation de condition 

elle pourra être réduite, en vertu de la formule (1 7)' à 

(4 rst [r, s, t] = o. 

EX. à'&. et de Phys. mazn., T. IV. (Xie iiur.) 
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Donc, pour qu'elle soit vérifiée, il sera nécessaire et il suffira que l'un des 
facteurs 

r , s , t ,  [ r , s , t ]  

se réduise à zéro; par conséquent, il sera nécessaire et il suffira que i'un des 
points donnés coïncide avec l'origine, ou que le volume du parallélipi- 
pède construit sur trois arêtes parallèles a r, s, t s'évanouisse, c'est-à-dire, 
en d'autres termes, que les trois arêtes r ,  s, t deviennent parallèles à un même 
plan. 

Eu égard aux remarques qu'on vient de faire, on pourra évidemment 
énoncer les propositions suivarites : 

3" Théorèrne. Tla position d'un point étant rapportée à trois axes des x ,  
y, z qui se coupent sous des angles q~ielconqixes, pour que deux points 
séparés de l'origine, i'un par la distance r, l'autre par la distance s, soient 
renfermés dans un plan qui passe par I'origine, il est nécessaire et il suffit 
que les coordonnées 

Xrv Yr? 

X . 8 ,  ys 

de ces deux points, mesurées sur les axes des x et y, vérifient la condition 

4" Théorèrne. La position d'un point étant rapportée à trois axes des x, y, z 

qui se coupent sous des angles quelconques7 pour que trois points séparés de 
l'origine par les distances 

r, s et t 

soient renferinés dans un plan qui passe par l'origine, il est nécessaire et il 
suffit que les coordonnées 

Zr7 y r ,  Z r ,  

de ces mêmes poirits vérifient la condition 

On pourrait encore, avec la plus grande facilité, établir les théorémes 3 
e t  4 ,  en raisonnant comme il suit. 
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Soient toujours 

x, y, z 

trois longueurs mesurées, à partir de l'origine, sur les demi-axes des coor- 
données positives, et o une autre longueur mesurée, à partir de  la même 
origine, dans une direction quelconque. Si l'on représeiite par x, y, z les 
coordonnées d'un point situ6 dans le plan mené par cette origine perpen- 
diculairement LL G, la première des équations (1 5) subsistera, quand on y retn- 
placera u, u, w par x ,  y, z ;  r paru,  et s, y, r. par x, y, z. On aura donc 

Ajoutons que la formule (24), c'est-à-dire l'équation du plan niené par 
l'origine perpendiculairement à i, se réduira simplement à 

si ce plan passe par l'axe des z ,  puisque alors, t étant perpendiculaire à z ,  on 

aura 

Cela posk, pour que les deux points séparés de  l'origine par les distances r 
et s soient renfermés dans u n  plan qui passe par l'axe des a, il sera néces- 
saire et il suffira yiie leurs coordonnées 

mesiirées sur les axes des x et y, vérifient deux équations selnblables à 
l'équation (4, c'est-à-dire deux équatioiis de la forme 

Pareillement, pour que les trois points séparés de l'origine par les dis- 
tances r, s, t soient renfermés dans un même plan qui passe par l'origine, 
il sera nécessaire et il suffira que leurs coordonnées 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( 76 ) 
vérifient trois équations semblables à l'équation (ah), c'est-à-dire trois équa- 
tions de  la forme 

nr  pouvant être droits tous les trois, lorsque les coordonnées .x, y, z se 
mesurent, comme on doit le supposer, sur trois axes non compris dans un 
même plan, les cosinus de ces trois angles lie peuvent s'évanouir àI la fois ; 
e t ,  par suite, le système des forn~ules (27) entraîne la condition (20). 

5 VII. - Sur les relations qui existent entre les coeflcients des variables clans les deux edpeces 
ri'equations ri l'aide desquelles on passe d'un premier système de coordonnées rectilignes a 

un second, et réciproquement. 

Parmi les problèmes dont la solution introduit *dans le calcul des résul- 
tantes formées avec les coordonnées de deux ou trois points, on doit re- 
marquer une question n'ailleiirs facile à résoudre, celle dont l'objet est 
d'établir les relations qui existent entre les coefficients renfermés dans les 
deux espèces d'équations à l'aide desquelbs on passe d'un premier système 
de cobrdonnées rectilignes à un second, et réciproquement. Occuporis-nous 
iin moment de  cette question et des formules qui s'y rapportent. 

D'après ce qui a été dit clans un précédent Mémoire (voir le 3" volume'), 
si l'on nomme 

x, y, z les coordonnées rectilignes d'un point qiielcotique P, relatives à 
trois axes recta~îgiilaires ou obliques, menés par une certaine 
origine O ; 

x, Y, z trois longueurs mesurées, a partir d e  cette origine, sur les axes des a, 
y, z indéfinimel~t prolongés du caté des coordonnées positives; 

X, Y, Z trois longueurs mesurées, à partir de la même origine, sur les axes 
conjug~iés, c'est-A-dire sur trois nouveaux axes respectivement 
perpendiculaires aux plans des y,  z ,  des z ,  x et des x, y ; 
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et si l'on représente par 

ce que deviennent 
, y , x7 y, z ,  x ,  y, z ,  

quand au système des axes donnés on substitue un nouveau système d'axes, 
l'origine restant la même, on aura 

x , =  nx + by + es, 

y! = a 'x+  b ' y t  c'z, 

8, = aux+ V1y+ P Z ,  

les valeurs des coefficients 

a ,  h,  c ;  a', b', c f ;  a", h", c" 

etant fournies par les équations 

et ,  réciproquement, 
x = Ax, + A'y, + A'z,, 

(3) y = Bx, -+ B'y, + B z l ,  

z = @x,+ cy,+ CUz,, 
les valeurs des coefficients 

A ,  A', A ' ,  B, H', B ,  C, Cl, C'! 

étant fournies par les équations 
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D'ailleurs, la nature de ces divers coefficients est. facile a reconnaître, e t ,  
d'abord, en vertu des formules ( I ) ,  les coefficients renfermés dans une même 
ligne verticale du tableau 

représenteot évidemment ce que deviennent les coordoniiees 

X,? Y,, 2, 

du point P ,  quand on a réduit l'une des trois variables 

à I'uuité, et les deux autres à zéro, c'est-à-dire, en d'autres termes, ?uand on 
fait coïncider le point P avec I'extrérriité de l'une des longueurs 

réduites a l'unité. Pareillement, en vertu des formules (3 , les termes ren- 
fermés dans une mkme ligne verticale du tableau 

représentent ce que deviement les coordonnées 

du point P, quand on fait coincider ce point avec l'extrémité de lune des 
longueurs 

1 x,. Y , ?  z, 

réduites à l'unité. Ainsi, les divers coefficients renfermes dans les équa- 
tions (1) et (3) se réduisent aux projections algébriques que l'on obtient 
quand on projette les longueurs s, y, z réduites à l'unité, sur les directions 
x, , y,,  z, , à l'aide de plans perpendiculaires aux directions X ,  Y, 2, ou les 
longueurs x,, y,, z, réduites à l'unité, sur les directions x ,  y, z ,  à l'aide de 
plans perpendiculaires aux directions X, Y, 2. Cette seule remarque fournit 
un moyen simple de retrouver aisément et de reproduire à volonté l'une 
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quelconque des formules (a) ou (4). En effet, si 

r, S ,  t 

trois longueurs, dont chacune se mesure dans 

l'on désigne par 

une direction déterminée, la 
projection algébrique de  r s u r  s, effectuke A l'aide de plans perpendiculaires 
à t ,  sera (voir le 3" volume, page 140) 

cos ( r .  t )  
r -  

cos (s, t) 

Donc, si la longueur r se réduit à l'unité, sa projection algébrique sera 
représentée par le rapport 

A 
cos (r, t) -. 

A 
cos (3, t) 

Cela posé, le coefficient a, par exemple, n'étant autre chose que la projec- 
tion algébrique de x sur xl , effectuée à I'aide de plans perpendiculaires a X, , 
et correspondante à la valeur i de x ,  on aura nécessairement 

e t  l'on pourra, de la même manière, en s'appuyant sur la remarque ci- 
dessus énoncée, reproduire isolément chacune des formules comprises dans 
le système des équations (2) OU (4). 

D'autre part, chacune des forniules (3) doit nécessairement coïncider 
avec l'une de  celles que l'on peut obtenir en éliminant deux des coordon- 
uées x ,  y, z entre les formules (1); e t ,  réciproquement, chacune des 
formules (1) doit coïncider avec l'une de  celles que l'on obtient en dliiniuant 
deux des coordonnées x,, y , ,  z, entre les formules (3). 11 y a plus : cette 
coïnciderice doit avoir lieu, quelles que soient les valeurs attribuées aux 
variables x ,  y,  a ou xl , y, ,  z, ; ce qui exige que les coefficients de x, y, z 
soient les mêmes dans les valeurs de xf, y, ,  zl que donnent les formules ( 1 )  , 
et dans celles que l'on tirerait des formules (3). Donc les neuf coefficients 

a, b ,  c,  a', hl, c', a", bu, c" 

.peuvent ètre exprimés en fonction des coefficients 

A ,  B, C, A', H', Cf, A", B", C " ;  

et, réciproquenient , chacun de ceux-ci peut être exprimé en fonction des 
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neuf autres. En effectuant le calcul, et posant, pour abréger, 

on trouve (voir le ae volume, page 172)  

Mais, en vertu des remarques précédemment faites, la valeur de k donnée 
par la formide (7) est précisément la résiiltante des coordonnées des trois 
points 1, in,  n qui coïncident avec les extrémités des longueurs x ,  y, z ,  dans 
le cas où l'on suppose ces longueurs réduites à l'unité, et où l'on rapporte ln 
position d'un point quelconque aux axes coordonnés de x,, y , ,  2,. Pa- 
reillement, la valeur de K donnée par la formule (8) est précisément la 
résultante des coordonnées des trois points L ,  M ,  N qui coïncident avec les 
extrémités des longueurs x, , y,, z , ,  dans le cas où l'on suppose ces longueurs 
réduites à l'unité, et OU l'on rapporte la position d'un point quelconque 
aux axes coordonnés des x ,  y, a. Enfin, si dans chaque résultante on fait 
entrer, non plus les neuf coordonnées de trois points mesurées sui. trois axes 
différents, mais les quatre coordonnées de deiix de ces points mesurées sur 
deux de ces axes, alors, A la place de chacune des résultantes 

k et K ,  

on pourra obtenir neuf resultanies diverses, q u i  seront precisément les 
nuniérateurs des fractions coniprises dans les formules (9) ou (10). Donc 
chacune des formules (9) , ( r  O) ,  qui servent à exprimer les coefficients 

A , B , C ,  A1,B1, C', A",R"c" 
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en fonction des coefficients 

a ,  b , c ,  a', b', c', a", b", c", 

et réciproquement, a pour second membre le rapport entre deux résul- 
tantes à deux et à trois directions, construites avec les coordonnées de  deux 
ou trois points. Ajoutons que la valeur de chacune de ces résultantes pourra 
être aisément déduite des formules établies dans le 5 V. Ainsi, par exemple, 
en vertu de la formule (28) du 5 V, la résultante K des coordonnées des 
points L ,  M, N , mesurées sur les axes des x , y, z ,  offrira une valeur nii- 
mérique déterminée par l'équation 

le mouvement de rotation de  x en y autour de z étant considéré comme 
direct, en sorte qu'on ait 

(x, y, z )  = 1. 

Alors, aussi, en vertu de la formule (25) du 5 V, la résultante 

des coordonnées des points L , hl, mesurées sur les axes des x et y, offrira 
une valeur déterminée par l'équation 

01- les formules ( I  I ) ,  (1  z), et autres sernblables, fourniront évidemment un 
moyen facile de  vérifier les équations (1 O). S'agit-il, par exemple, de  véri- 
fier la dernière de ces équations? On commencera par observer qu'en vertu 

A 

des formules (14) et (15) du $ I , on a ,  en supposant aigus les angles (2, 2 )  , 
<?:z.> 9 A - Ex,  Y, 21 = [ x ,  Y] cos (27 2) 7 

A 

Lx,, Y,, zJ = I I %  ylJ COS (z,, 2'); 

et ,  par suite, dans tous les cas possibles, 

Es. d'An et de Phvs. m a d . ,  T. 1-V. (39e Jivr.) I I  
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Donc la formule (1 1) pourra s'écrire comme il suit : 

Cela posé, il suffira évidemment de combiner entre elles, par voie de divi- 
sion , les équations (1 2) et (1 3), pour obtenir la formule 

ou , ce qiii revient ail même, eu égard à la dernière des équations ( I O  , la 
formule 

A'BO- AVB' 
= cf', 

K 

qui coïncide précisérilent avec la dernière des équations (IO). On pourrait, de 
la même manière, à l'aide des formules établies dam le § V, vérifier chacune 
des équations (9) ou (IO). Enfin, on pourrait encore vérifier ces mêmes 
équations, après y avoir substitué les valeurs des divers coefficients tirées 
des formdes (2) et ( 4 ) ,  à l'aide des formules générales que nous avons établies 
dans le § IV. 

11 est bon d'observer que le système des équations (9) peut ètre reniplace 
par la seule formule 

B ' 
c'/a - ca" 

C 
a'b"-n"b' 

C ' 
aVb - ab" 

A" - B" - C" - I - 
bcl - blc 

- 
caf - c'a ab' - a'b - K' 

et le système des équations ( I O )  par la seule formule 

Ajoutons que les formules (9) et (IO), ou (14) et (1 5 ) ,  peuvent aussi être rem- 
placées par un système de  neuf équations qiii soient linkaires par rapport 
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aux coefficients renfermés dans les formules (1), comme par rappork aux 
coefficients renfermés dans les formules ( 3). Entrons, à ce sujet, dans quel- 
ques explications. 

Si l'on fait co'incider successivement le point P, dont les coordonnées 
sont x, y, a ,  avec les extrémit,és 1 ,  m, n des trois longueurs 

réduites à l'unité, on obtiendra trois systèmes de valeurs de x, y, z, dont 
chacune comprendra les trois coefficients renfermés dans une même colonne 
verticale du tableau (5); et à ces trois systèmes de  valeurs de  x, y, a ,  cor- 
respondront trois systèmes de  valeurs de  x l ,  yl, z, , dont chacun offrira 
deux valeurs nulles et une valeur égale à 1. Cela posé, des équations (3), 
appliquées aux coordonndes des trois points 1, ni, n , on déduira évidemment 
les neuf formules 

Si, au contraire, on fait coïncider successivement le point P avec les extré- 
mités TJ , M , N des trois longueurs 

réduites a l'unité, on déduira successivement des équations (1) les neuf 
formules 

* 

Au +Bb +Cc = I ,  Afa +B1b + C c  =O, k a  + B b  +CVc =O, 

Aaf+Bb'+Cc'=o, Ara '+B1b' -+Cfc '=~,  A1'a '+Bb'+C"d=o, 

Aa"+B&'+CcV=o, Afa"+B'b"+C'c"=o, A"a"+B"b"+C1~c"= 1. 

On pourrait, avec la plus graride facilité, déduire des équations (16) 
ou ( 1  7) les formiiles (9) et (1 O). Veut-on , par exemple, déduire des équa- 
tions (1 7) les équations (g), ou, ce qui revient au même, la formule (14) ? 
Il suffira de prendre pour iiiconnues les coefficients renfermés dans le ta- 
bleau (6), et de déterminer simultanément les trois coefficients compris dans 
une même colonne verticale de ce tableau. Ainsi, en particulier, les équa- 
tions (E 7) donneront 
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et l'on tirera de celle-ci, en faisant d'abord abstraction de la première, 

puis, ensuite, 

On prouvera, de même, en partant des équations ( 1  7), que chacune de$ 
1 

fractions comprises dans la forinde ( r 4 )  se réduit à X ;  et génbralement on 

pourra, du système des équations (16) ou ( I  7), déduire à volonté, ou la 
formule (1 4), ou la formule (1 5). D'ailleurs, pour effectuer cette déduction, 
il suffira de  s'appuyer, comme ou vient d e  le faire, d'une part sur la for- 
mule a laquelle on parvient quand on élimine une seule inconnue entre 
deux équations linéaires qui renferment trois variables, sans aucun terme 
constant, e t ,  d'autre part, sur ce principe, que la valeur commune de  plu- 
sieurs fractions égales ne diffère pas du résultat qu'on obtient, quand, après 
avoir transformé chaque fraction en multipliant ses deux termes par Lin 
menle facteur, on divise la somme des niimérateurs par la somme des 
dénominateurs. Ce qu'on vient de dire prouve encore que le système des 
éyuations (17) est équivalent an système des équations (rG). Chacun de ces 
systèmes peut certainement être remplacé par l'autre, puisqu'il est démontré 
que chacun d'eux peut être remplacé à volonté ou par la formule (i4), 
ou par la forinule ( 1  5 ) .  

Si l'on voulait, non plus tirer des équations (16) ou (1 7) les forinules (14) ,  
(J  5), ou,  ce qui revient au même, les équations (9) et (IO), mais effectuer 
l'opération inverse, e t  revenir des équations (9) , (10) aux équations (16) 
et (17) , il suffirait évideminent de combiner par voie d'addition les for- 
mules (9) et ( 1  O), après avoir multiplié les deux membres d e  chacune d'elles 
par un factei~r convenablement choisi. 

Observons encore que,  si l'on applique le théorème sur les produits de  
résultantes au système des équations (16), ou au système des équations ( r  7 ) ,  
on en tirera, eu @ard aux formules (7), ( 8 ) ,  

On arriverait aussi à la même conclusion, en partant d e  l'équation (1 1). 

En effet, cette équation, qui suppose que l'on considère comme direct le 
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( 85 
mouvement de rotation de x en y autour de  z ,  et que l'on a en conséquence 
(x,  y, z )  = 1, peut être, pour plus de généralité, présentée sous la forme 

et s'étend, sous cette dernière forme, au cas même où,  la position d'un point 
quelconqi~e étant rapportée aux axes des x ,  y, a ,  on considérerait comme 
direct, non plus le mouvement de  x en J- autour de z, mais le mouvement 
de  x, en y, autour de z,. D'ailleurs, en échangeant entre eux les deux sys- 
tèmes d'axes, on obtiendra thidemment, à la place de la fornaule ( 1 9 ) ~  la 
suivante : 

et il est clair que des formules (rg) , (20) on peut immédiatement déduise 
l'équation (1 8). 

Si les deux systèmes d'axes coordonnés présentent chacun trois axes per- 
pendiculaires l'un à l'autre, on aura 

et ,  par suite, les formiiles (1  9) , (20) donneront 

ou ,  ce qui revient au même, 

K = k = ( x ?  y, z) ( X I ,  y, ,  z,). 

Donc, alors, chacune des résultantes k ,  K se réduira simplement à lli.inité, 
si les mouvements de rotation de  x en y autour de  z ,  et de x, en y, autour 
de  z,,  sont de même espèce, et à - 1 ,  dans le cas contraire. Alors aussi les 
diverses formules établies dans ce paragraphe se confondront avec les for- 
mules connues qui se rapportent a la transformation des coordonnées rec- 
tangulaires, et qui ont été rappelées dans un précédent Mémoire [voir le 
2e volume, page 273 1. 

Nous renverrons a un autre Mémoire ia recherche des lois suivant 
lesquelles les neuf coefficients renfermks dans les équations (1) et (3) 
dépendent de  la forme des deux angles solides qui ont pour arêtes, d'une 
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part x, y, z , d aiitre part x,, y,, z, , et de trois constantes piopres a déter- 
miner la position de l'un de ces angles solides par rapport a l'autre 

' Observoiis , en finissant, que les formules (1 6) ,  (1 7), (18) peuvent être 
étendues au cas général où, à la place des équations (1) et ( 3 ) ,  on consi- 
dérerait deux équations de  la même forme, mais relatives adeux systèmesd~ 
variables, dont le nombre serait le même dans les deux systenies, et d ailleurs 
aussi grand que l'on voudrait. Effectivement, les formules (22) d e  la page I 76 
du 2" volume, qui se rapportent à deux systèines d'équations semblables 
aux équations (1) et ( 3 ) ,  se trouvent remplacées par d'autres formules du 
menie genre, quand on échange entre eux les coefficients qui occupent les 
mêmes places dans les deux systèmes d'équations; e t ,  par conséquent, on 
peiit , dans le cas général, obtenir deux systemes de formules analogues aux 
formules (1 6) et (1 7). Ajoutons que la formule (18) se trouve comprise, comme 
cas particulier, dans la formule ( 2 4 )  de la page citée 
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sua LA 

Les géometres, surtout ceux qui s'efforcent de contribuer aux progrès 
des sciences mathématiques, ont été quelquefois accusés de parler une 
langue qui n'a pas toujours l'avantage de pouvoir être facilement comprise, 
et de fonder des théories sur des principes qui manquent d e  clarté. Si une 
théorie pouvait encourir ce reproche, c'était assurément la théorie des ima- 
ginaires, telle qu'elle &ait généralement enseignée dans les Traités d'al- 
gèbre. G'est -pour ce motif qu'elle avait specialement fixé mon attention 
dans l'ouvrage que j'ai publié, en J 821, sous le titre d'dnaZysé algébrique, 
et qui avait précisément pour but d e  doliner aux méthodes toute la rigueur 
que l'on exige en géométrie, de  manière à ne jamais recourir aux raisons 
tirées de la généralité de l'Algèbre. Pour remédier à l'inconvénient signalé, 
j'avais considéré les équations imagiilaires comme des formules symboliques, 
c'est-à-dire comme des fm-mules qui, prises à la lettre et interprétées d'a- 
près les conventions çénéralement établies, sont inexactes ou n'ont pas de 
sens, mais desquelles on peut déduire des résixltats exacts en modifiant et 
altérant, selon des règles fixes, ou ces forinules, ou les symboles qu'elles 
renferment. Cela posé, il n y  avait plus nulle nécessité de se mettre l'esprit 
a la torture pour chercher à découvrir ce que pouvait représenter le signe 

7 

symbolique \/ - 1, auquel les géomètres allemands substituent la lettre i. Ce 
signe ou cette lettre était, si je puis ainsi m'exprimer, un outil, un instrii- 
ment de calcul dont l'introduction dans les forinules permettait d'arriver 
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plus rapidement a la solution très-réelle des qiiestions que l'on avait posees. 
Mais il est évident que les théories algébriques deviendraient beaucoup plus 
claires encore, et beaucoup plus faciles a saisir, qu'elles pourraient être mises 
à la portée de  toutes les intelligences, si l'on parvenait à se débarrasser 
con-iplétement des expressions imaginaires, en réduisant la lettre i à n'être 
plus qu'une quantité réelle. Quoiqu'une telle réduction parût invraisemblable 
et même impossible au premier abord, j'ai néanmoins essayé de  résoudre ce 
singulier problème, e t ,  après quelques tentatives, j'ai été assez heureux 
pour réussir. Le principe sur lequel je m'appuie semb'le d'autant plus digne 
d'attention, qu'il peut être appliqué même à la théorie des nombres, dans 
laquelle il conduit a des résultats qui méritent d'être remarqués. Entrons 
maintenant dans quelques détaiis. 

5 lei. - Sur les équivalences arithmétiques et algébriques. 

Lorsque deux iiombres entiers Z ,  m ,  étant divisés par un troisième n ,  four- 
nissent le même reste, ils sont dits congrus ou équivalents, suivant le module 
ou diviseur n. Pour indiquer cette cirronstance, on peut écrire, avec 
M. Gauss, 

(1 Z m (mod. n). 

Pareillement, si cp (x) , x (x) représentent deux polynbines en x , ou,  en 
d'autres termes, deux fonctions entières de x , qui, étant divisées algébri- 
quement par une troisième a (x), fournissent le même reste, on peut dire 
que ces polynômes sont équivalents entre eux, suivant le module ou diviseur 
a (.x), et indiquer cette circonstance, comme l'a fait M. Kummer, en écrivant 

~ ( x ) x ( x )  [mod. a(x)]. 

On doit donc distinguer deux espèces &équivalences, qui pourront être ap- 
pelées, les unes arithmétiques, les autres algébriques, une équivalence arith- 
métique étant celle qui indiquera l'égalité des restes de deux divisions arith- 
métiques ; tandis qu'une équivalence algébrique indicjuera l'égalité des restes 
de deux divisions algébriques, le diviseur arithmétique ou algébrique de- 
meurant le mênie dans les deux divisions successivement effectuées. 

Pour introduire cette distinction dans les formules, et faire e n  sorte 
que les équivalences algébriques ne puissent être confondues ni avec les 
équivalences arithmétiques, ni avec les équations proprement dites, j'au- 
rai recours à un nouveau signe; et quand il s'agira d'exprimer une équi- 
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( 89 ) 
valence algébrique , alors, dans le signe qui s'applique aux équations, c'est- 
à-dire dans le  signe = formé de  deux traits rectilignes superposés, je rem- 

. placerai le trait supérieur, non plus par deux traits rectilignes distincts, 
comme on le fait dans le cas où l'on veut exprimer une équivalence, mais 
par un crochet trapézoïdal, ou bien encore par un trait recourbé en arc de 
cercle, en réservant toutefois ce dernier signe, ainsi que je l'expliquerai dans 
le Cj II, pour le cas spécial où le polynBme a (x) se réduit à un binôme de  la 
forme xa i- I .  De plus, pour éviter toute méprise, et attendu que le mot 
rnodule a reyu dans la langue analytique un grand nombre d'acceptions 
diverses, je donnerai la préférence au mot diviseur, quand il s'agira de 
nominer le polynôme par lequel on doit effectivement diviser les denx nieni- 
hres d'une équivalence algébrique. Par suite, quand j'écrirai le polynôme 
entre parenthèses à la suite d'une équivalence, je le ferai précéder, non plus 
des trois lettres initiales rnod, mais des trois lettres initiales dv. Cela posé, 
la formule 

(3) ~ ( x )  E X ( X )  [div.zr(x)] 

exprimera que les deux polynhmes cp (x) , x (x) sont équivalents entre eux , 
suivant le diviseur a (x), ou,  en d'autres termes, que les deux polynômes, 
divisés algébriquemennt par a (x), fournissent le même reste. Cette équiva- 
lencc pourra donc toujonrs être remplacée par une équation de la forme 

u désignant une fonction entière de .-K. 

Il est aisé de voir que des éqnivalences algébriques, quand elles sont 
toutes relatives au même diviseur, peuvent être, aussi bien que des équiva- 
lences arithmétiques, combinées entre elles par $oie d'addition, de soustrac- 
tion et de n~ultiplication. Ainsi, par exemple, si, en prenant zs (x) pour divi- 
seur algébrique, on désigne par 

diverses fonctions entières de  x ,  les formules 

en traîneront les s u i  van tes 
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Effectivement, les formules ( 5 ) ,  présentées sous la forme d'équations véri- 
tables, deviendront 

U ,  U, , U, , . . . étant des fonctions entières de x. Or des formules (S), com- 
binées entre elles par voie d'addition et de  multiplication, on tirera 

(9) rp (x)+ y r  (x) -+ y2(x) +. . .= x(.z') + X, ( x )  + z 2 ( x )  +. , .+ Ua(:r), 

U, V étant des fonctions entières de x déterminées par les formiiles 

I : = u + u 4 + u 2 +  ..., 
V =uu,u2. . . [a(.x)ln-l 
+[ut u2. . .X(.Z.) + uu2.. .XI (z) + uul. . .x2(.r) +. . .]I[m (q-2 
+ etc.. . . 
+ux,(xjx2(x). . . + U ~ X ( . T ) X ~ ( X ) .  . .+ U ~ X ( X ) ~ ~ ( X ) .  . . . 

Or, la fonction entière a (x) étant prise pour module, les équations (9) , (1 0) 

peuvent être présentées sous les formes (6) et (7). Ajoutons que si ,  dans la 
formule (7), on suppose les fonctions cp (x), 9, (x), cp, (x )  égales entre elles , 
on aura, en désignant par m le nombre de ces fonctions, 

De la formule (1 I )  comparée à la foriiiule (3) , il résulte que,  sans altérer 
une équivalence algébrique, or1 peut élever ses deux membres à la mi""" piiis- 
sance, quel que soit le nombre eutier m. 

Lorsqu'on a fait passer dans le premier membre d'une équivalence alge- 
brique tous les termes que renfermait cette équation, elle se réduit à la forme 

f (x) étant une fonction entière de x .  Supposons maintenant que,  la fonç- 
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tion w (x) étant du degré n ,  on nomme 

le reste de la  division algébrique d e  flx) par a(x). L'équivalence (12) pourra 
être présentée sous la forme 

Or, comme l'équation (1 3) devra subsister, quel que soit x , on en tirera, eii 
posant x = O ,  

Co = 0. 

On aura donc encore 

y uis , en divisant par x , 

Cette dernière équation devant elle-même subsister, quel que soit x, on en 
tirera 

C,  = 0 ;  

e t ,  en continuant de la sorte, on finira par reconnaître que la formule (1 3) 
entraîne avec elle n équations distinctes, savoir, 

Donc, lorsque le diviseur a (x) est une fonction entière du degré n ,  une 
équivalence relative à ce diviseur entraîne avec elle n équations, qu'on 
obtient en divisant le membre par a (.r), aprts avoir fait passer 
tous les termes dans ce premier membre, et en égalant ensuite à zéro les 
coefficients des diverses puissances de x comprises dans le reste de la divi- 
sion effectuée. 

Pour montrer une application très-simple des principes que nous venons 
d'établir, considérons en pariiculier le cas où le diviseur a (x) se réduit au 
biname xn - r .  Comme ce binôme divisera la différence 

quel que soit d'ailleurs le nombre entier m ,  on aura généralement 

(15) 
x- - I O (div. xn - I ) ,  

12.  
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ou, ce q u i  revient au même, 

puis, en multipliant les deiix membres de la formule (16)  par x', on en 
tirera, pour des valeurs entiéres quelconques de  I et d e  m , 

Si, dans cette dernière formtile, on attribue successiveme~~t à 1 les valeurs 

1, 2 ,  3 , .  . ., n - 1 ,  

on en tirera 

le diviseur étant toujours le binôme x n  - I .  Soit maintenant 

une fonction entière quelconque de x. Comme, en vertu de la formule (1  7 ) ,  
on aura généralement 

'"'"fl - arnn+l - a,nn+lxf (div. x n  - 1); 

l'équation (1  9) donnera 

f(x) E u o  + a ,  -t- a,,  + . . . 
+(a4 t a n + , + n , n + , + . . . ) x  

. . . . . . . . . . . . . - . . . . . 
+ ( a 2 + a , + , + a 2 n + 2 + . . . ) x 2  

+ (ane4 + a,,-, + . . .) xn-' 

Cette dernière fomule  fait connaître immédiatement la fonction entiere d~ x 
du degré n - 3 ,  qui représente le reste de la division algébriq~ie de f (x) par 
le binôme xn  - I. On peut d'ailleurs &tendre la formule (20) au cas où ,  
le second membre de l'équation (19) étaut composé d'un nombre infini de 
termes, la fonction f (x) serait, en vertu de cette équation même, la son~me 
d'une série convergente ordonnde suivant les puissances entières et ascen- 
dantes d e  la variable x. 
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Considérons encore le cas où le diviseur se réduirait au binôme x R  + I .  

Comme ce binbnle divisera la différence 

quel que soit d'ailleurs le nombre entier rn, on aura généralement, pour des 
valeiirs impaires de rn 

(21) x ' " " + I ~ o  ( d i v . x n + 1 ) ,  

O U ,  ce qui revient au même, 

e t ,  par suite, 

(23) 27~n+f  - - xi 7 

1 étant un nombre entier quelconque. On  trouvera, au contraire, pour des 
valeurs paires de  In, 

ou ,  ce qui revient au même, 

e t ,  par suite, 

(4 nm+1 - - x l .  

Cela posé, il est clair qu'en prenant pour diviseur le biname xn + I ,  on dé- 
duira de l'équation ( ~ g ) ,  jointe aux équivalences (23) et (261, non plus la for- 
mule (zo) ,  mais la suivante : 

f ( x ) x a , - a , + a , , -  ... 
+ (a, - an+, + a,,,, - .  ' . ) x  

. . . . . . . - . . . . . . . . . . .  
+ (az  - a,,, - a,,,, - . . . j x a  

-t (a,, - a ,,-, +- . . .) xn-' 

Cette dernière équivalence fait immédiatement connaître la fonction entiere 
de  x d u  degré n - 1, qui représente le reste de  la division algébrique de  f (x)  
par le binôme xn + 1. 
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5 I I .  - Substctution des équwale~ces algébriques aux équations ~rnagmacres 

Dans la thkorie des équivalences algébriques substituée à la théorie des - 
imaginaires, la lettre i cessera de  représenter le signe symbolique 4- 1, que 
nous répudierons coinplétenîent, et que nous pouvons abandonner sans 
regret, puisqu'on ne saurait dire ce que signifie ce prétendu signe, ni quel 
sens on doit lui attrikuer. Au contraire, nous représenterons par la lettre z 
une quantité rkelle, mais indkterminée; e t ,  en substituant le signe au 
signe =, noils transformerons ce qu'on appelait une équation imaginaire 
en une équivalence algébrique, relative à la variable i et au diviseur i2 + 1 .  

l~'ailleurs, ce diviseur restant le même dans toutes les forniules, on pourra 
se dispenser de l'écrire. Il suffira d'admettre, comme nous le ferons effecti- 
vement, que le signe indique toujours une équivalence algébrique rela- 
tive au diviseur i Z  + 1. Cela posé, on passera sans peine des équations qui 
renferment une variable réelle aux équivalences qui devront remplacer les 
équations imaginaires. Et d'abord, comme le binôme 

divisera généralement la différence 

quel que soit le nombre entier m ,  on en conclura 

ou, ce qui revient au même, 

puis, en multipliant par i les deux nombres de la formule ( I  6 ) ,  on trouvera 
encore 

(3) -(- , > n t :  -- 

Par suite, si l'on remplace successivement le nombre entier m par le 
nombre pair zin, et  par le nombre impair z m  +- 1 ,  on tirera des forrnules(2) 

et (3) ,  

(4) i411t-~ i k l n + 4 - -  - 4rn+ - - i4m+3 - - i. - 7 - 2 ,  - 1 9  - 

Eu égard à ces diverses formules, si l'on nomme f (i) une fonction entière 
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de i déterminée par l'équation 

on aura encore 

Observons, au reste, qu'on pouvait déduire iinmédiatement les équiva- 
leiices (4) et (6) des formules (23), (26) , (27) di1 premier paragraphe , en 
remplaçant dans ces formules le nombre n par le nombre 2 ,  et la lettre x par 
la lettre i. Observons, de plus, que la formule (6) peut ètre étendue au cas 
où,  le second membre de l'équation (6) étant composé d'un nombre infini 
de  termes, la fonction f (i) serait, en vertu de cette équation méme, la 
somme d'une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes 
et entières de la variable i. 

Si la fonction f ( i )  est le produit de  deux facteurs linéaires 

il sera facile de la développer suivaut les puissances ascendarites dei. On aura,  
en effet, 

(7) (a + 62)  (y + d i )  = ay + (a$ + 6y) i  + Gaiz; 

et, d e  iuême que i'équation (5) entraîne l'équivalence (6),  de mème I7équa- 
tion (7) entraînera la formule 

(8) (a + 6i )  (y + d'i) x a-y - 68 + (a8 + 6y)i. 

Si ,  dans l'écjuivalence (7), oli réduit le bi118nie y + d'i A la  forme a - B i  , 
elle donnera 

Ajoutons que, si dans la formule (a), on change le signe de  la variable i, on 
trouvera 

(4 (a - &;)(y - 8 i )  x a y  - Gd'+(a$ + Gy)i. 

Enfin, si 1'011 combine entre elles, par voie de  n~ultiplication, les éyiilva- 
lences (8) et ( I O ) ,  on eii conclura, eu égard à la formule (9) , 

( 1  1) (aa + 6 ' )  (y2 + a2) (ay - + (a$ + Gy)'. 

D'ailleurs , les deux membres de la formule ( I  1) étant indépendants de i , 
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coincident avec les restes qu'on obtient, en les divisant algébriquenient 
par ia + I .  Donc le signe Y ,  employé pour indiquer l'égalité des restes, 
pourra être remplacé, dans la formule ( I  1) , par le signe =, et cette foriiiule 
pourra être rédaite a l'équation 

qui, lorsqu'on attribue des valeurs entières aux quantités u ,6, y, 8, fournit, 
comme l'on sait, la proposition suivaute : 

Si l'on multiplie l'un par l'uutre deux nombres entiers dont chacun soit 
la somme de deux carrés, le produit sera encore une somme de dez~x  
carrés. 

On vient de voir que, dans la formule (1 I ) ,  on peut remplacer le signe 
par le signe =. En général, comme dans toute équivalence relative au divi- 
seur ia  + I ,  le signe indique l'égalité des restes qu'on obtient en divi- 
sant deux fonctions entières de  i par i a  + I ,  il est clair que si Les deux 
membres de Z'équionlence se réduisent B des jonctions linéaires de i, on 
pourra remplacer encore le signe par le signe = , et réduire ainsi Z'd- 
quivalence proposée à une équation véritable. 

Considérons maintenant l'une quelconque des équivalences al~ébriques 
qui se rapportent au diviseur i a  + 1. Si, après avoir fait passer tom les 
termes dans le premier membre, et réduit ainsi l'équivalence proposée à la 
forme 

(13) f ( i ) x o ,  

on nonime c ,  + c , i le reste- de la division algébrique de f ( i )  par ia + r ,  
l'équivalence ( r  3), transformée en une équation véritable, pourra s écrire 
comme il suit : 

D'ailleurs, l'équation (1 4) devant subsister, quel que soit i ,  on en tirera d'a- 
bord,  en attribuant à i une valeur nulle, 

De plus, de la formule (14) ,  jointe a la formiile ( r  5 ) ,  on tire, quel que soit i ,  

c , i  = o .  
e t ,  par conséquent, 
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L'équivalence ( r3) ,  substituée à une bquation imaginaire quelconque, en- 
traînera donc toujours avec elle deux équations réelles ( r  5 )  et (16),  qiie l'on 
obtiendra en égalant a zéro la partie constante et le coefficient de i, dans 
le reste de  la division f (i) par ia + I .  lles deux équations réelles dont il 
s'agit sont précisément celles qiie l'on considérait comme pouvant être sym- 
boliquement représentées par l'équation imaginaire à laquelle nous avons 
substi tu6 l'équivalence ( r  3). 

4 III. - Usage des équivalences algébriques dans Zn trigonométrie et dans l'analyse des 
sections angulaires. 

Si, dans la fo~~mule  (8) du paragraphe précédent, on remplace les binômes 

a + B i ,  y + & i  

par des binômes de la forme 

c o s x +  i s i r ix ,  c o s y  t i s i n y ,  
elle donnera 

(cos x + i sin x) (cos y + isin y) % cos x cos y .- sin x sin y 
+ i ( s i n x c o s y +  s i n y c o s x ,  

ou ,  ce qui revient au même, 

( 1  c o s x  + is inx) (cos y + i sin y )  cos(x +y)  + i sin (x +y). 

On peut donc énoncer la proposition suivante : 
rer Théorème. Pour obtenir une expression équivalente, suivant le divi- 

serir i 2  + r, au produit d '~m binôme de la forme 

c o s x  + isin x 

par le binôme seinblable dans lequel celui-ci se transforme quand on rem- 
place x par y, il suffit de remplacer, dans le premier binôme, l'arc x par la 
somme x + y. 

ComlLiire. Si, ap;*ès avoir obtenu la formule (IO), on multiplie les deux 
nierribres de cette formiile par un troisième binôme de la forme 

cosz + i s inz ,  

alors, en ayant esaid ail théorème énonc6, on tronvera 

(cos x + i sin x) (cos y + i sin y) (cos z -t- i sin z) 

cos(x + y  + z) + i s i n (x  + y + z). 

Ez. d'An. er de Phys. rnatlr., T IV.  179e l ivr . )  13 
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II y a plus; en opérant plusieurs fois de semblables multiplications, on 
déduira évidemment du rer théorème la proposition suivante : 

ze Théorème. Pour obtenir une expression équivalente, suivant le divi- 
seur i a  + I ?  au produit du binôme 

c o s x  f -  i s i n x  

par les binames semblables dans lesquels celui-ci se transforme quand oii 
remplace x par y ou par z ,  . . , , il suffit de remplacer dans le binôme pro- 
posé l'arc x par la somme 

x + y + a +  . . . .  
Corollaire. Si, dans le ae théorème, on suppose les arcs x, y, z,  . . . tous 

égwx entre eux, alors, en désignant par n le nombre de ces arcs, on verra leur 
sonîme se réduire au produit n x ,  et l'on obtiendra la proposition suivante : 

3' Théorème. Si l'on divise la dème puissance du bin8me cos x + isin .r. 
par i" 1, le reste de la division sera cos n x  + i sin n x .  

Tel est, daus la théorie des équivalences algébriques, l'énoncé du thiorètne 
de Moivre. Ajoutons qu'en vertu des conventions adoptées, ce théorème sera 
exprimé analytiquement par la formule 

(4 (cos x + i sin x ) ~  cqs nx + i sin n s .  

Voyons maintenant quelle est l'équivalence algébrique qui doit être sub- 
stituée à la relation découverte par Euler, entre les sinus et cosinus et les 
exponentielles imaginaires. 

On prouve aisément que l'exponentielle ex peut toujours être dhveloppée 
en une série convergente ordonnée suivant les piiissances ascendantes de x ,  
à l'aide de la formule 

en vertu de laquelle e x  peut être considérée coinine une fonction entière 
de x, composée d'un nombre infini de termes. 

D'ailleurs, si, dans la formule ( 3 ) ,  ou remplace x par ix, ou en tirera 

Cela pose, la formule (6) du paragraphe précédent donnera 
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Mais, d'aiitre part ,  on établit aisément les équations 

Donc la formule (5) donnera simplement 

(7) P ~ ~ ~ C O S X - C  i s i n x ,  

et l'on pourra énoncer la proposition suivante : 

he Théorkme. Si l'exponentielle elx, développée suivant les puissances 
ascendantes de i ,  e t  considérée, dès lors, comme une fonction entière de i ,  
est divisée algébriquement par le l inôme i2 + r ,  le reste d e  la division sera 
précisément le binôme 

c o s x  + i sina.. 

Tel est, dans la théorie des équivalences algébriques, l'éno~icé du théoreme 
d'Euler, qui, d'ailleurs, se trouve implicitenient renfermé dans la formule (7). 

Il importe d'observer que la transformation des formules de Moivre et 
d'Euler en équivalences algébriques n'empêche point de tirer de ces for- 
mules toutes celles qu'ou en déduit ordinairement. Ainsi, par exemple, 
veut-on tirer de la formule (2) les valeurs de  cos n x  et de sin nx exprimées en 
fonctions entières de sin x et de cos x?  Il suffira d'observer qu'en vertu des 
formules ( 5 ) ,  (6)  du $ Il, l'équation 

n ( n -  1)  
(il+ = a n +  na"' h i +  - n n - a b 2 i 2 + .  . . 

1 . 2  

entraînera l'équivalence 

e t ,  qu'eu égard à cette dernière, dans laquelle on peut remplacer a et b 
par cos x et sin x ,  la forniule (a) doriliera 
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Or, les deux membres de l'équivalence (9) étant des facteurs linéaires de i, 
coïncideront avec les restes d e  leur division par ia + 1. Donc le signe e, 
employé pour indiquer l'égalité des deux restes, pourra être remplacé, dans 
la formule (9) , par le signe = , et l'on aura encore 

n ( n - 1 )  
COS nx + i sin nx = c o s n x  - --- cos"-a x sina x + . . . 

1.2 

+ i (n cosn-' x sin x - ~ ~ ~ - 1 ) ( n - 2 ) c 0 S ~ 3 J C s i n 3 3 C  +. . ,)- 
1 . 2 . 3  

Ajoiitons que, I'éqilation devant subsister pour une valeur quelconque 
de  i, et, par conséquent, pour i = O ,  les parties indépendantes de i dans les 
deux membres devront être séparément égales entre elles. Donc l'équation (1 O )  

entraînera les deux équations distinctes 

n ( n -  cos nx = e o î " ~  - 2)  COS^-^ xsina x + . . . , 
1.2  

n (n - 
si11 nx = n cosn-' x sin x - I )  jB - 2,  os^-^ zs in3  s + . . . . 

1 .2 .3  

5 IV.  - Sur les modules et les arguments des binames de la forme a + g i .  

On s'assure aisenlent que tout biname d e  la forme 

a - t g i  

peut encore être présenté sous celte autre forme 

r(cos t +- isin t ) ,  

I .  étant une quantité positive. En effet, pour que les deux expressions 

a i- g i ,  r(cost  + i s i n t )  

représentent une seule et même quantité, quelle que soit d'ailleurs la va- 
leur attribuée à i; ou,  en d'autres termes, pour que i restant indéterminé, 
on ait toujours 

( 1 1  a + 6i = r(cost+-isint) ,  

il suffit que r et t satisfassent aux deux équations 

O r  on peut y satisfaire en posant 

(3) r = (aa -i- g2)%,  
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et prenant ensuite poar t l'on quelconque des arcs dont le sinus et le cosinus 
sont déteriliinés par les formules 

qui peuvent être vérifiées simultanément, puisqu'on en tire, eu égard à la 
formule (3) ,  

La valeur positive de r, fournie par I'équation (3),  est ce que nous appel- 
lerons le module du biname a + 6'i. L'arc t ,  déterminé par les formules (4, 
sera l'argument du même bin6nie. D'ailleurs le module r, correspondant à 
des valeurs données de a ,  6, offrira évidemment une valeur unique déter- 
minée par l'équation (3) ,  tandis que l'argument t ,  déterminé par le système 
des équations (4) ,  offrira une infinité de valeurs représentées par les divers 
termes d'une progression arithmétiquèdont la raison sera la circonférence In 
correspondante au rayon I . 

Si le module du biname a + 6 i  se réduit a zéro, l'équation 

(6) r =  O ,  

que l'on pourra présenter sous la forme 

a2 + g 2 = o ,  

entraînera nécessairement les deux suivantes : 

et l'on arriverait encore aux mêmes conclusions, en partant soit des équa- 
tions ( 2 ) ,  soit de la formule (1). Ainsi, pour que,  dans un binôme de la 
forme a + 6 i ,  les deux parties s'évanouissent, ou ,  en d'autres termes, pour 
que ce binôme s'évanouisse, quel que soit i ,  il suffit que le module r se réduise 
a zéro. 

Si, au lieu d'un seul binôme a + Gi, on considère deux binômes de la 
même forme, savoir : 

cr + g i  et y + d'i, 

et si l'on nomme r, r' les modules de ces deux binômes, en sorte qu'on ait 

fa somme des deux binames, savoir : 

a + y +(6 + $ ) f ,  
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aura, pour module la quantité 

[ ( a  + 6 ) 2  + ( y +  d) ' ]+  = [ r a  + rt2 + ~ ( a g  + $ ' ) ] + ,  

tandis que leur différence 

a - y  + ( 6 - & ) i  

aura pour module la quantite 
i 1 

[ ( a  - g)' + ( y  - d ) 2 ] 2  = [ r 2  + r f2  - 2 (ag + y$)]n.  

Mais, d'autre part, en remplaçant 8 par - d dans la formule (1 1 )  du 5 II 
on en tirera 

( a2  + g a ) ( y 2 +  c l 2 ) =  \ay+ g & ) 2 +  (a& - Gy)2, 

et 1 on en conclura 

a7 + 6d)' < ( a 2  + 6" ( y 2  + c l2 ) ,  

ou, ce qui revient au même, 

(ay  + 6d')2 < r2r I2 .  

Donc, par suite, la valeur numérique de la somme 

ay + 68 

sera inférieure au produit rr', et les modules des deux binômes 

a + y + ( 6 + $ ) i .  a - y + ( 6 - $ ) i  

seront tous deux compris entre la limite inférieure 

et la limite supérieure 

[ r 2  + 2 rrf + r f 2 ]  = r + rr.  

En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante : 

I ~ '  Théorème. La somme de deux binômes de la forme 

est, ainsi que leur différence, un nouveau binôme de  la même forme, qui 
offre un module compris entre la somme et la différence de leurs modules. 

Si l'on ajoute successivement les uns aux autres plusieurs binômes de  la 
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forme a + gi, alors on déduira immédiatement du lei t h b r è m e  la propo- 
shion suivante : 

ne Théorème. La somme de plusieurs binbmes de  la forme a + g i  offre 
un module inférieur à la somme de leurs modules, Si d'ailleurs, parmi les 
binômes donnés, il en existe un dont le module r soit supérieur à la somme s 
des modules de tous les autres, la somme de  tous les binômes offrira un 
module supérieur à la différence r - S.  

Pour abréger, nous appellerons module et argument d'une fonction en- 
tière de i le  module et l'argument du  reste que l'on obtient quand on divise 
cette fonction par ia + 1. Cela posé, toute fonction entière de i offrira tou- 
jours un module unique et une infinité d'arguments représentes par les 
divers termes d'une progression arithmétique, dont la raison sera la circon- 
fkrence 27c. D'ailleurs, les 1"' et 2e théorèmes entraîneront évidemment les 
propositions suivantes : 

3" Théorème. La somme d e  deux fonctions entières de i offre, ainsi que 
leur différence, un module compris entre la somme et la différence des 
modules de ces deux fonctions. 

4" Théorème. La soinine de  plusieurs forictions entières de i offre un 
module inférieur à la somme de leurs modules. Si d'ailleurs, parmi les 
fonctions données, il en existe une dont le module r soit supérieur à la 
somnle s des modules d e  toutes les autres, la somme de  toutes les fonctions 
offrira un module supérieur a la différence r - S. 

Si l'on multiplie l'un par l'autre deux bin6mes d e  la forme 

on aura, coinme on l'a vu dans le § II, nori-seulement 

mais encore 

Si, d'ailleurs, on noniriie , rr' les modules des deux binômes 

et le module du produit de ces binômes, la forinide (9) pourra s écrire 
comme il suit : 
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et 1 on en tirera 

Donc le produit du  nodule des deux binômes de lrtforrrze a + gi e.\t rgni nu 
module de Leur produit. 

Ai1 reste, cette dernière proposition, e t  plusieurs autres qui s en dédui- 
sent, peuvent encore être facilement démontrées de la manière suivante : 

En vertu de la formule (7) du paragraphe précédent, on aura 

(4 COS t + i sin t k 5  el t ;  

e t ,  en conséquence, l'équation f i )  entraîne1 a toujours avec elle l'équivalence 

dans laquelle r désigne le module et t l'argument du binon~e ct + 6'i. Ce 
binôme poilvant d'ailleurs être le reste qu'on obtient quand on divise pal 
i2 + I ulîe fonction entière quelconque de i, la formule (13) entraînera évi- 
demment la proposition suivante : 

5e Tlzéorèane. Lorsqu'on prend pour diviseur algébrique le binôme ia+ 1 ,  

une fonction entière quelconqiie de  i est équivalente au prodiiit de  son mo- 
dule r p a r  l'exponentielle népérienne eit, dans laquelle t désigne l'argument 
de cette fonction. 

Comme,  étant données plusieurs expressions de la forme 

le prodiiit d~ ces expressions sera 

tandis que la nZetne puissance de la première sera 

le 5e theoreme entraînera encore évidemment les propositions suivantes : 

Ge Théorème. Le produit de  plusieurs fonctions entières de  I'indéter- 
minée i a pour module le produit de leurs modules, et pour argument la 
somme d e  leurs arguments. 

7e  Théorème. La ni""" puissance d.'une fonction entière de i a pour module 
1, nierne puissance du modnle de  cette fonction, et pour argument le produit 

du nombre  n par l'argument de  la même fonction. 
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Conime le iiiodule d'une quantité a indépendante de  la variable i se ré- 

duit a la valeur numérique a de  cette même quantité, le 5e théorème com- 
prend évideinment la proposition suivante : 

8" Théorhe .  Le produit d'une fonction entière de  l'indéterminée i par 
utle quantité a indépendante de  i a pour module le produit du rnodule de  la 
fonction par la valeur numérique a de  la quantité a. 

Observons encore que d e  la formule (13) ,  on tire rion-seulement I'équiva- 
lence 

( 1 4 )  ( a  -+ 6i)n kd rnenit, 

qui s'accorde avec le 7e théorème, mais encore, eu égard à la formule ( r  a ) ,  
l'équivalence 

i l s >  ( a  + gi)" rn (COS nt + i sin nt), 

à laquelle on parviendrait aussi en élevant à la nlème puissance chaque 
membre de la formule ( I ) ,  et en ayant égard à la formule (a) du paragraphe 
précédent. 

Supposons maintenant que l'on pose, pour abréger, 

Soient d'ailleurs, comme ci-dessus, r le module et t l'argument du binôme 
a +  6i; 

r et r." 

seront- les modules respectifs des quantités 

x et xn, 

qui vérifieront les formules 

Soit encore f (x) une fonction entière de x, du degré n, en sorte qu'on ait 

Enfin, désignons par 
a,, ? a, , . . . , a,+{ , an 

les valeurs numériques des coefficients 
a 

a,, , al , . . . , an-# , ,an. 

Ex. #An. et dePhys. mrrth., T. IV. (4W livr.) 
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Iles divers termes de  la fonction f (x) déterminée par I'dquatioii (14) auroiit 
pour modules respectifs les quantités positives 

(4 a,rn, a,rn-',. . . , a,-, r, a,, 

qui sont respectivement égales aux produits du facteur r n  par les diiers 
termes de  la suite 

al a, a, a,, 7,' -- 
rn 

D'autre part, la fonction 

f(x)= f (a  + gi) ,  

étant divisée par le binôme i2 + 1, fournira Lin reste de la fornie 

P + Qi, 

que l'on pourra réduire à la forme 

en nommant R le m o d d e  de la fonction, déterminé par la formule 

et T l'argument de  la même fonction, déterminé par le systeme des deux 
formules 

Observons maintenant que, pour de très-grandes valeurs de r, les termes de 
la suite ( 2  1) étant tous très-petits, à l'exception du premier, celui-ci surpas- 
sera, si r est suffisamment grand, la soinme de tous les autres. Alors aussi le 
produit de a, par rn, ou le premier terme de la suite (20), surpassera éviclem- 
ment la somme des autres termes de la mème suite, puisque cette seconde 
çomnie sera équivalente au produit de la première par rn. Cela posé, on 
conclura immédiatement (lu he théorème que le module R de la fonction 

est non-seulement inférieur à la somme . 
a , r n +  a , r n - ' + . . , +  a , - , r+an ,  
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mais encore silpérieur, pour des valeurs de r suffisamment grandes, à la 
différence 

a,rn -(a,rn- '  +...+ a,,,r+a,); 

en sorte qu'on a ,  pour de très-grandes valeurs d e  r, 

Or,  le second membre de la forniule ( 2 4 )  étant le produit du facteur rn par 
la différence 

qui s'approche indéfiniment ,polir des valeurs croissantes de n, de la limite a,, 
on peut affirmer que, le rilodule r. venant à croitre, le module R deviendra 
infiniment grand, en même temps que rn. On peut donc énoncer la propo- 
sition suivante : 

ge Théorème. Supposons que, pour abréger, on désigne par la seule 
lettre x le binbme a + gi, dans lequel i désigne une variable indéterminée. 
Soit d'ailleiirs f (x) une fonction entière de x composée d'un nombre fini de 
termes. Si l'on fait croître indéfiniment le module r de la variable x, le 1110- 

dule R de la fonction f (x) deviendra infiniment grand , pour des valeurs 
infiniment grandes de  r. 

5 V .  - Sur la substitution des racines des équivalences aigebriques aux racines imaginarres 
des équations, 

Soit, comme dans le paragraphe précédent, f (x) une fonction entière du 
degré la, en sorte qii'on ait 

f(x) = a,xn+ a,xn-' t- . . . -t- a,-,x + a, ,  

les coefficients a,, a,,  . . . , a, étant des quantités réelles. Les valeurs réelles 
de  x qui satisferont à l'équation 

sont ce qu'on appelle les racines réelles de cette équation. D'ailleurs le 
nombre de  ces racines sera quelquefois égal, souvent inférieur au degré n 
de l'équation; et même, si ce degré est un nombre pair, toutes les racines 

14. 
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réelles pourront dispiraitre à la fois. Mais si, en posant 

on remplace dans la formule (1) le signe = par le signe e, cette fornlule, 
réduite à l'équivalence 

(3) f ( x ) e o ,  

aura toujours des racines, c'est-à-dire qu'elle pourra toujours être vérifiée 
par des valeurs de  x d e  la forme a + 6i. En d'autres ternies, on pourra 
toujours trouver des systèmes d e  valeurs réelles des quantités a et 6,  pour 
lesquels se vérifie la condition 

11 y a plus; le nombre des racines de l'équivalence (3) sera toujours égal à 1 1 ,  

et l'on peut énoncer les propositions suivantes : 

rer Théorème. Quelles que soient les valeurs réelles attribuées aux coef- 
ficients 

ao> a l , .  - .  , a n 9  

L'équivalence (3) a toujours n racines, e t  n'en saurait avoir un plus grand - 
nombre. 

ze Théorème. Si l'on désigne par x, , x,, . . . , x, les n racines de I'équi- 
valence (3), le polynôme f (x) sera équivalent au produit des facteurs 
linéaires 

x - x , ,  x-x, ,..., x,,, 
en sorte qu'on aura 

3e Théorème. Lorsque, dans une équivalence du degré n, le coefficient a, 
du premier terme est réduit a l'unité, les coefficients a , ,  a,, a,, . . . , an du 
deuxième, du troisième, du quatrième, . . . , du dernier terme, étant pris al- 
ternativement avec le signe - et avec le signe +, sont respectivement égaux 
à la somme des racines, oii aux sommes des produits qu'on obtient en mul-' 
tipliant ces racines deux à deux, trois à trois, etc., ou enfin au produit de  
toutes les racines. 

On pourra aisément démontrer ces diverses propositions, et m8me les 
étendre'au cas où chacun des coefficients compris dans la fonction entière 
f (x)  serait remplacé par un binôme de  la forme a -+ gi, si l'on part des 
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principes établis dans le paragraphe préckdent, surtout dans le § IV ,  et si 
l'on suit d'ailleurs la marche que j'ai adoptée, dans le IVe volume des Exer- 
cices de ~Wathérnatiques, en démontrant les propositions correspondantes de 
la théorie des équations. Pour que les démonstrations données alors de- 
viennent applicables aux propositions nouvelles, il n'y a presque autre 
ehoJe à faire que de  remplacer le signe = par le signe x, et les mots 
équntions, égal, etc., par les mots équivalence, équivalent, etc. 

On voit maintenant quelle idée on doit se former de  ce qu'on appelait les 
racines imaginaires des équations. Dans la nouvelle théorie, elles deviennent 
des racines réelles d'équivalences algébriques. Ainsi, par exemple, cette 
proposition que i'equntion binbme ' 

a pour racines les quatre expressions imaginaires comprises dans ln 
jorni ule 

i étant une racine carrée de - r ,  devra s'énoncer dans les termes suivants: 
L'équivalence 

4 x + l x 0  

a pour racines réelles les quatre quantités comprises dans la formule 

En d'autres termes, si l'on prend pour x l'une quelconque des quantités 
comprises dans la formule 

t 1 & i  

4. ' 
x4 + I sera divisible algébriquement par i + 1. 

Lorsque, dans une racine x = a + gi de l'équivalence (3) ,  le coefficient 6 
se réduit à zéro, cette équivalence, réduite à la forme 

entraine évidemment l'équation 

par conséquent l'équation 
f (x) = O. 

On peut donc énoncer la proposition suivante : 
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he Th&orème. Parmi les racines de  l'équivalence (3), celles qui sout inde- 
pendantes de i sont en même temps des racines réelles de l'équation (1). 

11 est bon d'observer que le binôme i2 + i ne variera pas si l'on change 
i en - i. Cela posé, si, les coefficients a,, a, ,. . . , a, étant indépendants 
de i, on satisfait à l'équivalence (3) par une racine x de la fornie 

il est clair qu on y satisfera encore par une racine x de la formr 

puisque, pour déduire cette seconde raciue de la preiiiiere, il suffit de  
changer i en - i. Donc, si en adoptant le langage géneraleinerit admis, on 
appelle conjuguées deux expressions de la forme 

on pourra énoncer la proposition suivante : 

se Théorème. Lorsque dans la fonction f (z) les coefficient- sont tres- 
indépendants de i, celles des racines de  i'é~~uivalerice (3  qui ne deviennent 
pas indépendantes d e  i sont en nombre pair, e t  ces mêmes racines, prises 
deus A deux, sont conjuguées l'une à l'autre. 

Du lie théorème ou peut irninhdiatement dediiire la proposition crinni1 P , 
qu i  s'énonce dans les ternies suivants : 

6' Théorème. Si dans la fonction entière f (x) les coefficients sont tous 

indépendants de i, cette fonction sera décomposahle en facteurs reels dr 
premier et du second degré. 

Ilorsque la fonction fix) cesse d'être algébrique et devieut transcendante, 
les racines de  l'équivalence (3), c'est-a-dire les valeurs de x ,  d e  la forme 
v. + g i ,  qiii vérifient cette équivalence, représeutcnt encore ce qu'on appe- 
lait les racines réelles ou imaginaires de l'équation (3) ,  savoir : le, racines 
i.&lles quand ces valeiirs deviennent indépendantes de  i, et lrs racines h a -  
p a i r e s  dans le cas contraire. Alors auisi les théorèmes qui se rappoi taient 
ailx racines des équations transcendantes, se traosforment en thdorenies re 
latifs aux racines des équivalences transcendantes, et les démonstrations qut  
l'on donne des premiers s'appliquent ordinairement aux autres, moyennant la 
siilstitution du signe 'i aux signe = , et des mots équivalence, kyr~iva- 
lelit, etc., aux mots équation, égal, etc. 
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PROGRESSIONS DES DIVERS ORDRES. 

Iles progressions sont les premières séries qui aient fixé l'attention dea 
géorriètres. Il ne pouvait en être autrement. Diverses suites, dont la corisi- 
dération se présentait naturellemelit à leur esprit, telles que la suite des 
nombres entiers, la suite des nombres pairs, la suite des nombres impairs, 
offraient cela de  commun, que les divers termes de  chacune d'elles htaieiit 
équidiffkrerits entre eux ; et i'oti se trouvait ainsi condiiit à remarquer les 
progressiorzs par CEiSJè'rence, autrement appelées progressions arithmétiques. 
De plus, en divisant algébriquement deux bindiiles I'iin par l'autre, ou même 
en divisant un monôme par un binôme, on voyait naître la progression pas 
quotient, autrement appelée progression géométrique, qui offre le premier 
exemple d'une série ordonnée saivant les puissances entières d'une ménie 
quantité. 

En réalité, une progression arithmétique n'est autre chose qu'urie serie 
simple dont le terme général se réduit a une fonction linéaire du nombre qui 
exprime le rang de ce terme. 

Pareillement, une progression géométrique n'est autre chose qu'une serie 
simple, dans laquelle le terme général se trouve représenté par une expo- 
nentielle dont l'exposant se réduit à une fonction liribaire dii rang de ce 
même terme. 

Il en résiilte qu'une progression géométriqcie est une série simple dont 
le terme général a pour logarithme le terme général d'une psogrrssion 
arithmétique. 

11 y a plus; de  même qu'en géoniétrie on distingue des paraboles de 
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divers ordres, de même il semble convenable de distinguer en analyse des 
progressions de divers ordres. En adoptant cette idée, on devra natiirelle- 
nieiit appeler progression arithmétique de l'ordre m une série simple dont 
le terme général sera une fonction du rang de  ce terme , entière et du 
degré m. 

Pareillement, il parait naturel d'appeler progression géome'trique rie 
l'ordre m une série simple, dans laqiielle le terme général se trouve re- 
prksenté par une exponentielle dont l'exposant est une fonction du rang 
de ce terme, entière et du degré m. 

Cela posé, le terme général d'une progression géométrique de i 'o rd~e  m 
aura toujoilrs pour logarithme le terme général d'une progression arithmé- 
tique du même ordre. 

Les définitions précédentes étant admises, les progressions arithmétique 
et géométrique du premier ordre seront précisément celles que l'on avait 
déjà examinées d'une manière spéciale, celles-là même dont les diverses 
propriétés, exposées daos tous les Traités d'Algèbre, sont parfaitement cori- 
nues de tous ceux qui cultivent les sciences mathématiques. 

Ajoiitons que les progressions arithmétiques des divers ordres, quand on 
les suppose formées d'un nombre fini de ternies, offrent des suites que les 
géomètres ont souvent considérées, et que l'on apprend à sommer dans le 
calcul aux différences finies. Telle est, en particulier, la suite des carrés des 
non~bres entiers; telle est encore la suite des cubes, ou, plus généralement, 
la suite des puissances entières et semblables de  ces mêmes nombres. 

Mais, entre les diverses progressions, celles qui, en raison des propriétés 
dont elles jouissent, méritent surtout d'être remarquées, sont les progressions 
géomktriqiies des ordres supérieurs au premier. Celles-ci paraissent tout à 
fait propres h devènir l'objet d'une nouvelle branche d'analyse dont on peut 
apprécier l'importance en songeant que la théorie des progressions géomé- 
triques du second ordre fournit immédiatement les belles propriétés des 
fonctions elliptiqiirs, si bien développées par M. Jacobi. 

ANALYSE. 

4 Ier.  - Considérations générales. 

Une progression arithmétique n'est autre chose qu'une série simple, dans 
laquelle le terme général un, correspondant à l'indice n ,  se réduit à ilne 
fonction linéaire de ct.t indice, en sorte qu'on ait, pour toute valeur entière, 
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positive, nulle ou négative de n ,  

n et h désignant deux constantes déterminées. 
Pareillement , une progressiota géométrique n'est autre chose qu'une série 

siiriple, dans laquelle le terme génkral un, correspondant à l'indice n ,  se 
trouve représenté par une exponentielle dont l'exposant se réduit a une fonc- 
tion linkaire de cet indice, eii sorte qu'on ait,  pour toute valeur entière, 
positive, nulle oii négative de n, 

A ,  a ,  b désignant trois constantes déterminées. 11 est d'ailleors important 
d'observer que, sans diminuer la généralité de la valeur de un fournie par 
l'équation (a), on peut toujours y supposer la constante A réduite à une quan- 
titC positive, par exemple, à la base 

des logririthmes népériens. 
En éiendant et généralisant ces définitions, on devra généralement appeler 

progression arithmétique de l'ordre rrz une série simple dont le terme géné- 
ral un sera une fonction de l'indice n ,  entière et du degré m. 

Pareillement, il parait iiaturef d'appeler progression géomktrique de 
l'ordre m une série simple dans laquel!e le terme @nésa1 u, se trouve 
représenté par une exponentielle dont I'exposant se réduit à une fonction 
de l'indice n ,  entière et du degré m. 

Ces définitions étant admises, le terme général u n  d'une progression 
arithmétique de l'ordre ln, exprimé en  fonction de  l'indice n ,  sera de la 
forme 

a,,, n , ,  a,, . . . , a,, étant des coefficients constants, c'est-à-dire indépendants 
de n. 

Au contraire, le terme général d'une progression géoinétrique de l'ordre m 
sera de la forme 

et, par conséquent, il aura pour logarithme le terme général d'une progres- 
sion arithmétique de l'ordre na. 

E r .  d'An. et de Ph. math., T. IV. (IOe livr.) 1 5 
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Si, pour abréger, on pose 

l'équation (4) donnera 

n n' nm un= X,XiX, ... X,. 

Donc le terme général d'une progression géométrique de l'ordre in peut Ptre 
considéré comme équivalent au produit de m bases diverses 

respectivement élevées à des puissances dont les exposants 

forment une progression géométrique du  premier ordre, dont la raison est 
précisément le nombre 12. 

Si au coefficientx, on substitue la lettre k,et aux bases x,,x,,x ,,... , x ,,+, ,x, 
les lettres x, y, z, ..., V ,  W ,  alors on obtiendra, pour le terme général un d'une 
progression géométrique de l'ordre m,  une expression de la forme 

et le terme particulier correspondant à l'indice n = O sera 

Donc, si l'on nomme k le terme spécial qui,  dans une progression géomé- 
trique, correspond à l'indice zéro, le terme g h é r a l  correspondant à l'in- 
dice n sera, dans une progression géométrique du premier ordre,  de la 
forme 

k x n ;  

dans une progression géométrique du deuxième ordre, de la forme 

dans une progression géomAtrique do troisième ordre, de la forme 

k xn yn' zn' , 
etc. 

En terminant ce paragraphe, nous observerons que toute progression 
arithmétique ou géométrique peut être prolong6e indéfiniment ou dans un 
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seul Sem, oii en deux sens opposés. Si un représente le terme général d'une 
telle progression, celle-ci, indéfiniiiient prolongée dans un seul sens, à partir 
di1 terme u,, sera rédiiite à la série 

La meme progression, indéfiniment prolongée dans les deux sens, sera 

5 II. - Sur les modules et sur les conditions de convergence des progressions géomkriyues 
ries divers ordres. 

Considérotis d'abord une progression géométrique de l'ordre ln, dans la- 
quelle le terme général u,~, correspondant à l'indice n, soit de la forme 

A désignant une quanlité réelle e t  positive, et n une quantité entière posi- 
tive, nidle ou négative. Si l'on suppose cette progression prolongée indéfi- 
niment dans un seiil sens, à partir du terme uo = r ,  elle se trouvera réduite 
ou à la série 

( 1 )  1 ,  A ,  AZ"', AY'",. . ., 

Dans le premier cas, le module de la progression sera la limite vers laquelle 
convergera, pour des valeurs croissantes du nombre n ,  la quantité 

Dans le second cas, au contraire, ie module de la progressioii sera la limite 
vers laquelle convergera, pour des valeurs croissantes du nombre n, la 
quantité 

Enfin, si l'on suppose la progression prolongée indéfiniment dans les deux 
I 5. 
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seris, on obtiendra la série 

dont les deux inoclules se confondront, l'lin avec le module de la série ( I ) ,  

l'autre avec le module de la série (2). D'ailleurs ces deux modules, c'est-à-dire 
les limites des deux expressions 

A""-' 4 -i)mllm-l 
9 A 7 

se reduiront évidemment, I O  si I'on suppose m = I ,  aux deux quantités 

A et A-'; 

2" si l'on suppose 112 impair, mais différent de l'unité, aux deux quantités 

3" si l'on suppose rn pair, i la seule quantité 

A". 

A J O U ~ O ~ S  que I'on aura encore, 1 en supposant A < 1 ,  

a0 en supposant A > r ,  
Aao=m, A-*=o.  

II est maintenant facile de  reconnaître dans quels cas les séries ( I ) ,  (2), (3) 
seront convergentes. En effet, une série quelconque, indéfininient pro- 
longée dans un seul sens, est convergente ou divergente suivant que son [no- 
dule est inférieur ou supérieur à l'nnitc!. De plus, quand la série se prolonge 
~ndéfinirnent en deux sens opposés, il faut substituer au module dont il s'agit 
le plus grand des deux modules, et I'on peut affirmer que la série est alors 
convercente 011 divergente, siiivant que le plus grand (le ses deux modules 
est inférieur ou supérieur à l'unité. 

Cela posé, on déduira évidemment des remarques faites ci-dessus les 
propositions suivantes : 

1"' Théorème. Soient A une quantité positive, et rn un nombre impair 
quelconque. La progression géométrique 

dont le module est A ou A", sera convergente ou divergente, suivant que 
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la base A sera inférieure ou supérieure à l'unité. Au contraire, la progression 
géométrique 

, , A-4 , A-lm A-srn , >. . . 
dont le module est A-' oii A-=, sera convergente ou  divergerite, suivant 
que la base A sera supérieure ou inférieure à l'unité. Quant à la progres- 
sion 

... A-3m, A-2m, A-', 1 ,  A ,  ,4am, Aam,. , . , 
q u i  comprend tous les ternies renfermés dans les'deux premières, et se con- 
fond avec la série (3), elle ne sera jamais convergente, attendu que  ses deux 
niodules , étant inverses l'un de l'autre, ne  pourront devenir simultanément 
inférieurs à l'unité. 

Si rn d6signe un nombre pair, on aura non plus 

niais 

A-"* 
Y 

A(-n)" = A""'. 

Donc alors la série (2) ne sera pliis distincte de la série ( I ) ,  et la série (3' , 
réduite à la forme 

offrira deux modules égaux entre eux. Cela posé, on pourra 6videmtï1ent 
énoncer la proposition suivante : 

2e Théorème. Soient A une quantité positive et ln un nombre pair quel- 
conque. La progression géométrique, qui offrira pour terme général An", 
étant prolongée indkfiniment, ou dans un seul sens, ou en deux sens opposés, 
sera toujours convergente si l'on a 

et toujours divergente si l'on a 

A> I .  

Considérons ma.intenant une progression géométrique, et de  l'ordre tn, 
qui ait pour terme général la valeur de un cléterminée par l'équation 

le nombre des variables 

X ,  y ,  z ,...? $1, ru 
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étant prekiséinent égal à m. Soient, d'ailleurs, 

les niodules de ces mêmes variables, et k le module du coefficient k. Si 1 on 
110111me LI, le module dc Z L , ~ ,  on trouvera 

ou,  ce qui revient au même, 

la valeur de N etant 

Ll'autre part, la progression géoinétrique que l'on considère étant pro- 
long" indéfiniment, ou dans un seul sens, ou en deux sens ogpos+s, offrira 
un ou deux modules représentés chacun par l'une des limites vers lesrpelle- 
cotivergeront, pour des valeurs croissantes de n ,  les deux expressions 

Mais, pour des valeurs croissantes de n ,  la valeur de N déterminee par la 
formule 7), et celle qu'on déduirait de la même formule en y remplapnt  
n par - n, convergent généralement vcrs la limite w, Donc, eu égard à la 
formule 6), les limites des expressions 

1 1 

un);, ( u - 2  

seront généralement les i~iênies que celles des expressions 

En partant de cette remarque, et raisonnant coinme dans le cas ou le terme 
gdnéral de la progrescion géométrique se réduisait à 

A""' 
9 

on établira immédiatement les deux propositions suivantes . 
3e Théorème. Soit m im nombre impair quelconque. La progression géo- 

niétrique et de  l'ordre m ,  qui a pour terme général la valeur de un déter- 
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minée par l'équation 

un = kx" y"' zns . . . vnm-' w", 

étant prolongée indéfiniment dans les deux sens, offrira généralement deux 
modules inverses l'un de l'autre, et sera par conséquent divergente, à tiîoins 
que le modiile w de la variable w ne se réduise à l'unité. La même progres- 
sion, prolongée indéfiniment dans un seul sens à partir du terme 

et réduite ainsi à l'une des séries 

sera convergente, si le module di1 dernier des facteurs qui renferme le 
secoud terme reste inférieur à l'unité. En conséquence, w étant toujoiirs le 
module de la variable w,  la serie (8) sera convergente si l'on a 

w <  1, 

et la série (g), si Von a 
w-' < 1, 

O U ,  ce qui revient au même, 

w >  1. 

Au contraire, La série (8) sera divergente si l'on a 

- W > I ,  

et la série (9) , si l'on a 
w <  1. 

4" Théorème. Soit 1ï2 un nombre pair quelconque. La progression géomé- 
trique et de l'ordre m,  qui a pour terme général 

étant prolongée indéfiniment dans les deux sens, offrira deux modules egaiix 
et sera convergente oii divergente, suivant que le module w de la variable w 
sera inférieur ou supérieur à l'unité. 

Les 3e et he théorèmes supposent que le module w de  la variable ru diffère 
de l'unité. Si ce même module se réduisait précisément à l'unité, alors, pour 
savoir si la série dont un reprhsente le terme général est convergente ou  
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divereerite , il fiiudrait recourir à la con~idér~ition des modules 

v ,..., z , y , x  

des autres variables, ou p h a t  h la considération du premier d'entre CCa nlo- 
dulés qui ne se réduirait pas à l'unité. En suivant cette marche, on établirait 
généralement la proposition suivante : 

5' Théorènae. Soit m un nombre entier quelconque, et nommons 

les modules des variables 

Enfin, supposons que la progression géométrique, et de l'ordre ln, qui a pou1 
terine général 

un = kz"yn9zna. . . onrn-' wnm, 

boit prolongée indéfiniment dans les deux sens. Cette progrrssioii sera con- 
vergente s i ,  parmi les modules 

le preiiiier d e  ceux qui ne se dduisent pas à l'unité reste inférieur à l'unité 
et correspond à une variable dont l'exposant dans la formule (5) soit une 
puissance paire de n ,  La même progression sera divergente si Yune de ces 
deux conditions n'est pas remplie. 

1.e 5e théorème entraîne immédiatement ta proposition suivante : 

6' TItPorème. Soit m un noinbre impair et supérieur à l'unité. La pro- 
gression géoiné!rique et d'ordre impair, q u i  aura pour terme général 

(;tant indéfiniment prolongée dans les deux sens, sera convergente si la der- 
nière des variables 

5, y, z , . . . ,  0, w 

offre un module w = I ,  et l'avant-dernière t1 un module v inférieur à l'unité. 
Il suit des 4" et 5e théorèmes que, parmi les progressions géométriques, 

celle du preinier ordre est la seule qui, prolongée indéfiniment dans les deux 
sens, ne puisse jamais être convergente 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



5 111. - Propnetés remarquables des pwgresslorts geonzétr<ques des Avers ordrts. 

Désignons par in un nombre entier quelconque, et considérons une pro- 
gression géom6triqiie de l'ordre m,  dont le terme général u, soit déterminé 
par la formiile 

On aura 
U, = k .  ZL, = kxyz. . . V W ,  etc., 

et par suite 

piiis on tirera de l a  dernière Gquation 

les nouvelles variables X,  Y, 2,. . . , V, Wétan t  liées aux variables X,Y, z,,.. 
par les formiiles 

(m-1) (m-2) lm-:) nt (na-1) (in-a' 

2.3  W 
3.9 z = z . . . o  7 

etc., 

Y = vwn, 

dans lesquelles les variables x, y ,  z, ..., u, w se trouvent &levées a des puis- 
sances dont les exposants çe confondent successivement avec les nombres 
figurés des divers ordres. Cela posé, on conclura des équations (2) e t  ( 3 ) ,  
qu'il suffit de remplacer' les variables x, y, z, . . . , v7 w par les variables 
X, Y, Z,.. ., y, W pour transformer le rapport 
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eii une fonction nouvelle équivalente au rapport 

Considérons spécialement le cas où la progression géométrique est con- 
vergente. Alors, d e  l'observation que  nom venons de faire on déduira faci- 
leinent les deux théorèmes dont je joins ici les énoncés. 

I" Théorème. Supposons que la série, oii plut& la progression geome- 
trique 

dont le terme général un est déterminé par la formule I ) ,  reste convergente, 
tandis qu'on la prolonge indéfiniment dans les deux sens, et soit 

la somme d e  cette inênie progression, en sorte qu'on ait 

Soient encore X, Y, 2,. . . , Y, W de nouvelles variables liées aux variables 
x, y, z,. . . , v, w par les formules (4). J,a fonction f (x, y, z, . . , v,  w )  se trou- 
t7era reproduite par la substitution des variables nouvelles X, Y, 2,. .., 7 W 
aux variables x, y, z,..., o, w et par l'adjonction d u  fwteur 

4 - - - xyz..  .VW 
Uo 

aix résultat de  cette substitution; e t  par coriséqiient la fonction f(x,y,z, ..., v,w 
vérifiera l'équation linéaire 

2" Théorhe.  Les mêmes choses 6tant posées que dans le 1"' théoreme, 
la factorielle P (") déterminée par l'équation 

sera encore une fonction de x, y? a ? .  . . , u, w, qui se trouvera reproduite par 
la substitution des variables X, Y, 2,. . ., 7, W aux variables x, y,  2,. . ., v ,  w, 

(*) Je suppose ici que, pour abréger, on désigne sous le noni de factor idfe.~ des produits 
composés d'un nombre fini ou infini de.facteurs. 
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et par l'adjonction dit facteur 

g, = xyz  . ' . vw 
Bo 

au  resultat de cette substitution. Ilonc, si, pour $us de commodité, on dé- 
signe par 

la valeur de P que fournit l'équation (3), la fonction F (x, y,  a,. .., v ,  w) aura 
la propriété de vérifier l'équation linéaire 

I I )  F ( x , y , z , .  . ., v , w ) = x y z ,  . .vwF(X,Y,Z, .  . . , Y ,  W). 

5 I V .  - Nouvelles fortnules relatives atixprogressions géométriques des di ver.^ ordres, et aux 
fonctions qui se reproduisent par substitution. 

.%UA formules gériérales établies daus le paragraplie précédent, on peut 
en joindre quelques autres, qui méritent encore d'être remarquées ; celles-ci 
se déduisent immédiatement de plusieurs nouveaux théorèmes relatifs aux 
fonctions qui se reproduisent par substitution. Ces nouveaux théoremes peu- 
vent s'énoncer comme il suit: 

1"' Théorème. Concevons que l'indice n représente, au signe près, un 
nombre entier. Soit, de plus, 

une fonction de L'indice n et des variables x, y, z, . . . . Enfin, supposons que 
leî diverses valeurs de un, savoir, 

forment ilne série convergente prolongée indéfiniment dans les deux sens. 
Si,  en substituant aiix variahles .x, y, a, .. . d'autres variables X, Y, Z ,..., qui 
soient des fonctions connues et déterminkes dqpremières  , on transforme 
généralement un en un+, , alors la somme 

de la séric (1) sera une fonction de .r, y, 2 , .  . . qui se trouvera reproduite 
par la substitution dont il s'agit. 

~é&nstration. En effet, désignons, pour plus de commodité, par 
# 16. 
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f (x, y,  2,. . .) la somizia .r de la série (1) .  0 1 1  aura non-seulemcrit 

f (LX;., y ,  a , , .  .) = Eu,,, 

la somme qu'indique le signe 2 s'étendant à toutes les valeurs entieres posi- 
tives, nulle et négatives de n ,  mais encore, en vertu de  l'hypothèse admise, 

f ( X ,  Y , Z , .  . .) =Eu,,+,; 
et comme, évidemment, Lu,,, ne diffhre pas de Eu,, on trouvera définiti- 
vement 

(3) f(x, y, z , . .  .)= f(X, Y, 2,. . .). 
ze Tkéorènie. Les mêmes choses étant posées que dans le théoreme précb- 

dent, la factorielle 1' déterminée par l'équation 

sera encore une fonction de  x, y, z, . . . qui se trouvera reproduite par la 
substitution des variables X, Y,  2,. . . aux variables .x, y, z, . . . . 

Démonstration. En effet, représentons, pour plus d e  con~modité, par 
F (x ,  y, z, . . .) la factorielle P. L'équation (4) donnera 

puis on en conclura, en remplaçant x, y, z,. . . par X, Y, Z , ,  . . , 

e t ,  par suite, 

Supposons maintenant que les deux modules de la série (1), prolongee 
indéfiniment dans les deux sens, soient, l'un inférieur, l'autre supérieur a 
l'unité; de  sorte que, la série (1) étant divergente, lcs deux séries 

soient l'une el l'autre couvergentes. Alors, à la place du ze thGoréine, on oh- 
tiendra évidemment la proposition suivante : 
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3e Théorème. Supposons que la série (1) , qui a pour teririe général un, 

étant prolongée indéfiniment dans les deux sens, les deux modules de cette 
série qui correspondent, l'un à des valeurs positives, l'autre à des valeurs 
négatiwç de l'indice n, soieqt , le premier infkrieur, le second supérieur à 

l'unité. Si, en substituant aux variables x ,  y, a, ... d'autres variables X, Y, 2, ... 
qui soient des fonctions connues des premières, on transforme généralement 
u ,  en u,,,,, alors la factorielle P déterminée par l'équation 

sera une fonction de x, y, z, . . . qui se trouvera reproduite par la substitu- 
tion des variabies X ,  Y, 2,. . . aux variables x, y, z, . . . et par l'adjonction 
du facteur u, au résultat de cette substitution même. 

Démonstration. En effet, représentons, pour plus de commodité, par 
F (x, y, z, . . .) la factorielle P. L'équation (6) donnera 

puis on en tirera, en remplaqant x, y, z, . . . par X ,  Y, 2, . . , 

Considérons maintenant une progression géométrique, et de l'ordre rn , 
dont le terme @néral un, correspondant à l'indice n, soit déterminé par une 
équation de la forme 

On tirera de cette équation 

les valeurs des variables 

X , Y , Z  ,..., Y, W 

étant liées a celles des variables 
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par les formiiles 

X = xyz . .  .VW, 

1 etc., 

Y = vw", 

Cela pose, on déduira évidemment des I ~ ' ,  Z~ et 3= théoremes les pro- 
positions suivantes : 

@ Th6orème. Supposons que la progression géométrique et de l'ordre nz, 
qui a pour terme général 

reste convergente, dans le cas oil elle est indéfiniment prolongée dans les 
deux sens; et soit 

s = f ( x ,  y, z ,..., O, W )  

la somme de cette progressioii géométrique. Alors, en nommant X, Y, 2, ... 
des variables nouvelles liées aux variables x,y, 2,. . . par les formules ( 1  o', 
on aura 

1 1 )  f (x ,y ,z ,  ..., v , ~ v ) = f ( x , Y , Z  ,..., V,W) .  

5" Théoreme. Les mêmes choses étant posées que dans le théoreme prece- 
dent, si l'on représente par 

F ( x ? y ,  z ,... , II, W )  

la factorielle 

on aura encore 

(4 F (x, y, z,.  . ., V ,  IV) = F (X, Y, 2,. . . , V, Wj. 

6e Théorenze. Supposons que, la progression géométrique et de l'ordre m, 
qui a pour terme général 

Un = xyn Zn: . . -0""'-' wnm, 
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etant prolongée indéfiniment dans les deux sens, les deux modules de  cette 
progression, qui correspondent, l'un à des valeurs positives, l'autre à des va- 
leurs nkgatives de n,  soient, le premier inférieur, le second supérieur a l LI- 

nité. Alors, en nommant X ,  Y, 2,. . . des variables nouvelles liées 
aax variables x, y, z,. . . par les formules ( JO) ,  et en dksignant par 
F (x, 7, 2 , .  . ., V ,  W )  la factorielle 

on trouvera 

Dans le cas particulier où les progressions que l'on considere sont du 
second ordre, les divers théorèmes que nous venons d'énoncer, joints aux 
propositions fondanientales du calcul des résidus, fournissent le moyen d'e- 
tahlir un g a n d  nombre de for~nules dignes de remarque, et relatives aux 
fonctions elliptiques. Si l'on suppose, au contraire, qu'il s'agisse de progres- 
sions géométriques d'an ordre supérieur au second, alors, Li la place des 
formules qui se rapportent à la théorie des fonctions elliptiques, on obtien- 
dra des formules plus générales que je développerai dans d'autres Ménioircs. 
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SUR LF 

CHANGEMENT DES VARIABLES DANS r,ES INTÉGRALES. 

Considerons d'abord une intégrale simple ou de la forme 

x etant une variable reelle e t  fi une fonction réelle de x,  q u i  demeure con- 
tinue entre les limites x = x', a = x". Supposons d'ailleurs que dans cette 
intégrale on veuille substituer a la variable x une noiiveHe variable x liée a 
x par une certaine équation 

(2 i X = O ;  

et soient s', x" les deux valeurs de  x correspondantes aux v a l e ~ m  xx7  Y 

de x. On aura, en regaisdant x comme fonction de x ,  

dx = D,xdx; 

puis on en conclura 

pourvu que,  en vertu de l'équation (2), c h a c ~ ~ n e  des variables x ,  x reste 
fonction continue de l'autre, du moins entre les limites de l'intégration, 
c'est-à-dire pourvu qu'entre ces limites les deux quantités x ,  x varient simul- 
tanémerit par degrés insensibles, et que,  pour des valeurs croissantes de 
l'une, l'antre soit toujours croissante ou décroissante. On aura donc,  sous 
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cette condition, 

et alors, pour substituer, dans l'intégrale proposke S ,  la variable x à la va- 
riable x, il suffira, I O  de renlplacer dx par dx, en midtipliant la fonction 
soiis le signe J par le facteur D,x; 2," de substituer aux limites données de 
la variable x les liniites correspondantes de la nouvelle variable x. 

Si la condition énoncée n'était pas remplie, il deviendrait nécessaire, 
avant d'effectuer le changement de variable, de  décomposer l'intégrale 
do~iriée S en plusieurs parties, pour chacune desquelles cette condition se 
vérifierait. Alors I1int,égrale s, relative à la variable x, se tronverait rem- 
placée, non plus par iine seule, mais par plusieurs intégrales relatives a la 
nouvelle variable x ,  et serait équivalente à la somme de ces dernières inté- 
grales. 

11 importe d'observer que, dans le second membre de la formule (3) ou 
( 4 ) ,  x est considérée comme une fonction de x compléternent déterminée 
en vertu de l'équation (2). Si, pour chaque valeur réelle de x ,  l'équation ( 2 )  

fournissait plusieiirs valeurs réelles de x,  on devrait se borner à considérer 
iine seiile de ces dernières. 

La substitution de x à x ne pourrait plus avoir lieu si à une valeur de x 
comprise entre les limites x', x" ne correspondait pas toujours, en vertu de 
l'équation (2), au rnoins une valeur réelle de  x.  

Observons encore que, si l'on suppose 2' < x",  le facteur D,x sera, dans 
la formule (3) ou ( 4 ) ,  une quantité affectée du même signe que la diffé- 
rence x" - x'. Donc, si l'on désigne p a r a  la pliis petite et par Ei la plus grande 
des deux quantités x', x", si d'ailleurs on nomme O In valeur niiinériqiie de 
DEx, en sorte qu'on ait  

on trouvera 

et l'équation ( 4 )  pourra être reniplacée par celle-ci - 
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Considérons inaititenaiit une intégrale multiple de la forme 

S1 étant une fonction réelle et continue des n variables réelles x , ~ ,  z, ..., u,v,w, 
et les limites de  chaque in~égration pouvant dépendre des variables aux- 
cpellcs se rapportent les intégrations suivantes. Alors, les limites x', x" étant 
des qiiantiiés constantes, les limites y', y" pourront être fonctions de x, les 
limites z l ,  Z" fonctions de x ,  J ,... les limites ru', w" fonctions de  x ,  y, z ,..., 
ZL, o. D'ailleurs, l'intégrale s demeurant la même, au signe près, quand on 
échange entre elles les deux limites assignées à une même variable, par 
cxemple x' et x", ou y' et y'', ... , ou enfin w' et wu, on pourra se borner à 

considérer le cas où x' serait inférieur à x", y ' à  y",  z' à z", ..., w' à wu; 
et il est clair que, dans ce cas, s pourra être regardée comme iine somme 
d'&léments infiniment petits correspondants aux divers systèmes de valeurs 
de x, y, 2,. . . , q u i  varifieront simultanément Les conditions 

Si les variables x ,  y, z ,... se réduisent à une seule, ou à deus, ou à trois ,..., 
et représentent des coordonnées rectilignes, ou polaires, ou de toute autre 
nature, alors les divers systèmes des valeurs de x,  y, s, ..., pour lesquels les 
conditions (8) seront vérifiées, correspondront à des points situés sur une 
certaine ligne ou sur une certaine surface, ou renfermés dans Lin certain 
vol~ime, par conséquent à des points compris daus un certain lieu géomé- 
trique; et l'intégrale S sera compléte~ilent déterminée quand on connaîtra ce 
Ileu géoiii4trique avec la fonction Q. Si le nombre des variables x, y, a, ..., 
u ,  v ,  w devient supcrieur à 3, les divers systèmes des valeurs de  x ,  y, a,. .+, 
u :  v ,  w, pour lesquels se vérifieront les conditions (S), n'appartiendront pl~ls 
à rin lieu gkométrique, mais à ce que nous appellerons un lieu arza&tique, et 
l'iiltégrale S scra encore uni iiitdgrale mnltiple compléternent déterminée, 

on connaîtra ce lieu analpique avec la fonction LI. Cela posd, on re- 
connaîtra sans peine qu'à I'inlégrale s on peut substituer une intégrale ou 
une somme d'intégrales de même forme, mais dans lesquelles l'ordre des 
intégrations ne serait plus le même, pourvu que l'on remplace les condi- 
tions (8) par d'autres conditions du  même genre, mais de nature telle, que 
les divers systèmes de valeurs x,  y, a: ..., u, v ,  w, correspondants aux divers 
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éléments des intégrales nouvelles, se réduisent aux divers systèmes de  valeurs 
de z, y, z ,..., u ,  v, w,  propres à vérifier les conditions (8), c'est-à-dire, en 
d'autres termes, pourvu que les lieux analytiques correspondants aux nou- 
velles intégrales, étant réunis les uns aux autres, reproduisent ensemble le 
lieu analytique correspondant à l'intCgrale S. En joignant a ce principe les 
règles ci-dessus rappelées et relatives au changement d e  varialie dans les 
intégrales simples, on pourra changer aussi les variables que renferme une 
i d g r a l e  multiple. On pourra, par exemple, dans l'intégrale 3, substituer aux 
variables x,  y, z ,..., EL, v ,  uJ des variables nouvelles x ,  y, z ,..., u,  v, w, liées 
aux premières par'un système d'équations données 

Entrons à ce sujet dans cjuelques détails. 

J'observe d'abord que les valeurs de x, y, z, ..., u ,  u', w, tirées des équa- 
tions (9) , devront être réduites à des fonctions réelles continues et détermi- 
nées de x ,  y, z ,. . ., 11, v, w,  du moins entre les limites indiquées par les lieux 
analytiques correspondants aux intégrales nouvelles. Si, pour chaque système 
de valeurs réellcs de x ,  y, z ,..., u ,  v, w,  les équations (9) fournissaient plu- 
sieurs systèmes de  valeurs réelles de x ,  y, z ,  ..., u ,  v, n*, on devrait se borner 
à considérer un seul de ces derniers systémes. 

La substitution des variables x ,  y, z ,..., u ,  v, w aux variables z, J, z ,  ..., 
u ,  v, w ne pourrait ~ l u s  avoir lieu si,  à un système de valeurs de x, y, z ,  ..., 
u ,  v, w, comprises entre les limites des intkgrations, ne correspondait pas 
t o ~ ~ j o u r s ,  en vertu des forindes (g) ,  au moins un système de valeurs réelles 
d e x , y , z  ,..., i i , v , w .  

I)'ailleurs, la substitii~ion des variables nouvelles x ,  y, z ,..., u, v, w aux 
variables anciennes x, y, z ,  ..., u, v, tv, sera une opération complexe, décorn- 
posable en plusieurs autres, daris chacune desquelles une se~ile des variables 
nouvelles sera substituée W l'une des ancienues; et puisqu'on peut to~~jours,  

.sans altérer la fonction sous le signe $, intervertir l'ordre des intkgrations 
relatives a cles variables donnees, on pourra supposer, dans cllaque opéra- 
tion particulière, (lue la variable ancienne alaquelle on substitue iine variable 
nouvelle est p réc i shen t  celle à laquelle se rapporte la première intégra- 
tion. Donc chaque opération particulière se réduira toujours à un change- 
ment de variable dans nne intégrale simple, c'est-à-dire à une opération en 
vertu de laquelle la fonction sous le signe $ se trouvera miiltipli6e par un 
certain facteur. Ajoiitons que ce facteur sera toujours positif si dans chaque 

17.  
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intégrale nouvelle, aussi bien que dans l'intégrale S, l'intégration relative 4 
chaque variable s'effectue entre deux litnites, dont la seconde surpasse la pre- 
mière. 

Cela posé, concevons qu'en opérant, comme on vient de le dire, sur l'iii- 
tégrale 8,011 substitue successivement la variable nouvelle w à la variable w, 

puis la variable nouvelle v à l n  variable v, puis la variable nouvelle u à la 
variable u,. .. , puis enfin la variable nouvelle x à la variable x .  Lorsque 

... dans l'intégrale 8, relative aux variables x, y, z,. u ,  v ,  w, on substituera 
w à w, on devra laisser invariables x, y, a,.... D'ailleurs, considérant x, y, 

..... i ...., U ,  V, cv comme des fonctions déterminées di: x ,  y, z 11, v ,  w ,  on a 
généralement 

d ~ = L ) , x d x + D , - x d Y +  . . .+  D , X ~ V + D ~ X ~ W ,  

dy = L),ydx + D , y d y + . .  .+ D V y c h  + D , y d w ,  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
clsl = D , V ~ X  + D y v r l y  +...+ Dvvdv + L ) , v ~ w ,  

. .  dw= D , w ~ x  + I + w d y + .  + DVwtlv + DWwd\v. 

Donc, si l'on se borne à faire varier w avec x , y, z ,..., u , v ,  w , en laissant 
x, y, z ,.... U ,  O ,  w invariables, on trouvera 

o = D , x d x + D , x d y +  ...+ D V x d v + D , x d w ,  

et l'on eri coiiclura 

s(ID,xD~~. . .D.vD,wjdw. dw = 
S ( t D ,  xDDS y . .  .D,v) 

Dwydw, 
. . . .  
D ~ v ~ w ,  

Dw wdw, 

Donc le facteur positif par lequel on devra multiplier la foiiction sous le 
signe J, quand on substituera w à w et dw à dw, ne sera autre chose que la 
valeur numérique du rapport 

D'autre part ,  lorsqu'aprks avoir substitué w à w, on voudra siibstituer en- 

core v à v et dv a d ~ ,  en considérant v comme la variable 3 laquelle se rap- 
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porterait la première intégration, on devra se borner a faire varier v avec 
X ,  y, z ,.S., u ,  v, en laissant invariables x ,  y, z ,..., u et W .  Donc alors le rap- 
port de dv A dv sera déterminé par les équations 

desquelles on tirera 

S(&D,xDy y . .  .D,uD,v) dv = S(&D,zDTy. .  .Dur&) ch. 

Donc le facteur positif par lequel on devra nlultiplier la fonction sous le 
signe J, quand on substituera v à v ,  ne sera autre chose que la vaieur numé- 
rique du rapport 

En continuant ainsi, et désignant par 

les valeurs nuiliériques des résultantes 

on conclura d6finitivenlent que si, dans l'intégrale s ,  ou substitue successi- 
vement w A w, puis v à o, ..., puis y à y, puis enfin x a x,  les facteurs positifs 
par lesquels lafouction sousle sieue S devra 
se réduiront aux rapports 

être successivement 

@(n- i ) ,  

Donc le facteur O équivalent au produit de tous ces rapports sera le facteur 
positif par lequel la fonction sous le signe $ se trouvera définitivement mul- 
tipliée, quand on aura substitué aux anciennes variables x, y, z, ... , u ,  v, w 
les variables nouvelles x ,  y, z ,..., u ,  v, w ;  et l'on peut énoncer la proposi- 
tion suivante : 
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rer Théorème. Concevons que,  dans l'intégrale multiple 

s = . . .  SZ dwdvdu. . .dzdydx; 
x' 

12 désigne une fonction réelle de n variables réelles x, y, 2,. .. , u, v ,  w, 
prises chacune entre dcux limites dont la seconde surpasse la première; les 
deus limites de chaque variable pouvant d'ailleurs dépendre des variables 
aiixquelles se rapportent les intégrations non encore effectuées. Si aux va- 
riables x, y, z, .  .., u,  v ,  w on veut substituer n variables nouvelles x ,  y, 
z ,..., U ,  V, W ,  dont les premières soient des fonctions déterminées, on devra, 
en reinplacant dans l'intégrale proposée dx, dy , dz ,..., du, du, dw par 
d x ,  dy, dz ,..., d u ,  d v ,  dw, multiplier la fonction sous le signe J par la va- 
leur numérique O de  la résultante 

formée avec les divers termes du  tableau 

puis égaler l'intégrale proposée une intégrale on à une soinme d'intégrales 
de la forme 

( 1 4 )  lu ...Su n @ d w d v d ~ . .  . d z d y d x ,  

en choisissant les limites des intégrations de telle sorte que chaque variable 
croisse quand elle passe de la première limite à la seconde, et que les lieux 
analytiques correspondants aux intégrales noiivelles reproduisent le  lieu 
analytique correspondant à l'intégrale donnée. On peut encore exprimer 
cette dernière condition en disant que les divers systèmes de  vale~irs d e  
x ,  y,  Z ,  ..., U ,  V ,  w correspondanis aux divers éléments des nouvelles in- 
tégrales, doivent se réduire précisément aux divers systèmes pour lesquels 
se vérifient les conditions (8). 

Le théorème précédent comprend les règles établies par les géomètres, 
spécialement par Lagrange et par M. Jacobi pour le changement des va- 
riables dans les intégrales multiples. 
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L,orsque les variables anciennes x , y, z ,..., u,  v, w s'expriment eu fonc- 
tion des variables nouvelles x ,  y, z ,..., u ,  v, w ,  de telle sorte que de celles-ci 
la dernière seulement entre dans ru, les deux dernières seulement dans v,  les 
trois dernières seulenlent dans u , etc., alors les forinules (1 O) ,  ( 1  r )  ,*etc. , SP 

réduisent évideminent aux suivantes : 

e t ,  en conséquence, le facteur 8, par lequel on doit multiplier la fonction 
sous le signe $, quand on substitue les nouvelles variables aux anciennes, se 
réduit à la valeur numérique du produit 

On arriveraii: à la même coiiclusion en observant que, dans I'hypoihèse ad- 
mise, le tableau ( I  3) se réduit au suivant : 

au seul terine 
D,xDyyDzz.. . U , , Z ~ D ~ V D ~ ~ W .  

A.joutoiis que la même résultante se réduirait encore a ce ternie unique, si 16 

tableau (1 3)  se réduisait au suivant : 

c'est-à-dire, si des anciennes variables, exprimées en fonction des  nouvelle^, 
la première x renfermait x sedement, tandis que x et y seules entreraient 
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dans y; x, y et z seules dans z ,  etc. On  peut donc énoncer encore la pro- 
position suivan te : 

2e T/uiorènle. T,es iilêmes choses étant posées que dans le ier théorème, si 
d'ailleurs les valeurs de x , J - ,  Z, ... , U, V ,  W, exprimées en fonction des va- 
riables nouvelles x , y, z ,. .., u, v, w, renferment seulement, la première, la 
variable x ;  la d e u x i h e ,  les deux variables x ,  y ;  la troisième, les trois va- 

riables x ,  y, z ;  etc.; alors le facteur positif 0, par lequel on devra multiplier 
la fonction sous le signe J, quand on substituera Ies nouvelles variables aiix 
anciennes, se réduira sinîplement à la valeur numérique du produit 

Reniarquons encore que, dans le cas particulier où les variables x, y, 
z ,..., u ,  v ,  w sont liées par des équations linéaires aux variables nouvelles 
x ,  7, z ,..., u ,  v,  w, le facteur O se réduit évidemment à une quantité 
constante. 

Remarquons enfin que les principes ci-dessus exposés entraînent la propo- 
sition suivante : 

3" Théorème. Si la fonction   lacée sous le signe J, dans une intégrale niul- 
tiple relative ails variables x ,  y, z, ..., u ,  u, rv, doit être miiltipliée par le 
facteur O quand on substitue au système x, y, 2 , .  .., u ,  o ,  w on autre 
système x ,  y, z ,  ..., u ,  v, w, et par O' quand on substitue au seconcl systkme 

X ,  y, z ,..., u ,  v,  w un troisième système n., 8 ,  3 ,... , u,  v ,  IV,  cette m2me 

fonction devra être inultipliée par le produit 00' quand on passera direc- 
tement du premier systeni<: .T, y, z ,  ... , u ,  v ,  w au troisième système 

D'ailleurs ce théorème, ainsi que les précédents, continuerait évidemment 
de subsister, si plusieurs variables appartenaient à la fois aux divers systèmes 
que l'on considère. 

5 I I .  - Applications diverses des principes exposés dans le premier paragraphe. 

Pour, montrer une application des principa établis dans le S le', s~ippo- 
sons que,  étant une fonction réelle de nvaiiables réelles x, y, z,.. . , u ,  v ,  w, 
et r une autre variable, réelle et positive, liée aux premières par la formule 
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on étende l'intégrale 

à tous les systèmes des valeurs d e  x, 7, 2 , .  - a ,  U, V ,  w pour lescpel~ r de- 
meure compris entre les limitzs 

( 3) r = , r = rn. 

Si l'on pose 

les nouvelles variables 
a , ,  a,, . . . , a, 

devront, eu égard a l'équation ( r ) ,  vérifier la condition 

a laqiielle on satisfera en prenant 

CI, =cosrp,, a ,=sin~,cosrp, ,  ..., a,-,=sin<p,sin'cp, ...cosyn-,cosyJZ-,, 

a, = sin q ~ ,  sin y,. . . s ~ n  y,-, sin y,-, . 

Si d'ailleurs on assujettit les angles y,  , rp, ,. . . , cp,, à demeurer compris e n t ~ e  
les limites O ,  z, et l'angle rp,-, à demeurer compris entre les limites - x , 
+ n ;  alors à tout système de valeurs d e  x, y, 2 , .  .., u ,  v, w, pour lequel 
se vérifiera la condition ( I ) ,  correspondra toujours un système unique de  
valeurs de a,  , a,, . . . , a,, pour lequel se vérifiera la condition ( 5 )  ; et ,  par 
suite, si aux variables x ,  y, 2,. . ., u, v ,  w on substitue les variables r, y , ,  
Ta , .  . . , yn-,, on aura, en vertu du  I ~ '  théorème du S Ier, 

O désignant un facteur positif G e  l'on déterminera sans peine en operant 
comme il suit. 

Comme en laissant invariables x ,  y, a , .  . . , u , v, on tire de la forniule ( r ) ,  

wdw -- rd]; 
par conséquerit , 

dr dw = -, 
a n  

il est clair que,  si 1 on substitue r à w et dr à dw, on devra, dans l'inte- 
Ex. d An. et de P b s .  math.. T. IV.  ( I l e  livr.) 1 8 
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grale S, multiplier la fonction placée sous le signe $ par la valeur numérique 

1 
du rapport -. Si l'on substitue ensuite cl, à X,  a, à y, .  . ., a,-, à v, on devra 

an 

évidemment, en vertu des formules ( 4 ) ,  remplacer 

(lx, dy, . . . , ciu 
r d a , ,  rda,,. . ., rda,,-, ; 

e t ,  en conséqueiice , remplacer le produit 
1 

dxdy . . . dv 
par le produit 

rn-+ &,da,. . .  da ,-,. 
Donc, si aux variables x, y, z ,  . . ., u, v, ru oli subslitue les variables 
r, a,,  m a , .  . ., an-, , on devra, dans l'intégrale 5, multiplier la fonction Q 
par la valeur numérique du rapport 

D'autre par t ,  s i ,  dans une intégrale multiple, relative aux variables 
a, ,  a,, . . . , a,-, , on substitue à celles-ci les angles rp , ,  y,, . . ., rfn+ liés 
avec elles par les équations ( 6 ) ,  on devra, en vertu du ae théorème du Ier, 
multiplier la fonction sous le signe J par la valeur numérique du produit 

qui peut être réduit à la forme 

(- I>"' Ba,, 

l n  valeur de 6 étant positive et cléterrriitiee par l'équation 

Cela posé, on conclura du 3" théorème[§ I l ,  qu'en substituant aux variables x,  
y, z, .  . ., u, v, w les variables r, Y , ,  y , ,  . . . , y,-, , on doit, avec M. Jacobi, 
multiplier la fonction sous le signe $ par le facteur 

( 9) 0 = Or"-,. 

Donc la formule (2) pourra être réduite à 
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.... Concevons maintenant que les n variables x , y, a ,  u, o, w ,  soient 

.... liées A n autres variables x , y, z ,  u , v, w par des équations linéaires de 
la forme 

x = a x + a 4 y + a 2 z +  ...+ an- ,w ,  
y = b x + b 4 y + b 2 z +  ...+ bn- ,w,  

( 1  1 )  

i 
C z = c x  + c , y + c 2 2 + . . . +  cn-, W, 

. . . . . . . . . . . . . . . .  
w = h x + h , y + h , z +  ...+ hn-,W. 

Pour que l'on ait identiquement 

il suffira que les coefficients 

vérifient les conditions 

a2+bZ+ ...+ h2=1, aa,+bb,  +...+ hh, = O ,  ... a a ,,-, +b b, -,+...+ h h,+,=o, 
... 

Il31 [ a:+ b:+ ...+ h : = ~ ,  a,a,~-l+6,b,-l+..:+h,h,-,=o, 
............................ 

a:-,+- bl -,+...+ A i - , = I .  

D'ailleurs, si aux conditions (13) on joint la formule (24) du Mé~iioire sur 
les sommes alternées connues sous le nom de rémltantes [tome II, page 1761, 
on en conclura 

e2 = 1, 

et ,  par suite, 

0 désignant la valeur numérique de la somme 

S (+ a b ,  c2 ... hn-,); 

e t ,  eu égard aux fornides (1 J ) ,  cette dernière somme ne différera pas de 1:i 
ruivante : 

S ( k D , x D , y  ... D,w). 

Enfin, la formule ( 1  3) , jointe à l'équation (1) , donnera 

Cela posé, il résulte du théorème I ~ '  du § 1, que si les conditions (13) sont 
remplies, on pourra, dans la formule (2), substituer immédiatement aux 

I 8. 
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....... .... variables x, y, z ,  u, v, w les variables nouvelles x, y, z, v,  w lires 

aux premières par les Formules (1 I ) ,  en sorte qu'on aura 

(16)  [S.. . C f p d w d u  ...dy&=JS. . .Sb d w d  v . . . dydx ,  

.... lesintégrations étant étendues à tous les systèmesde valeurs de x, y, v, w 
.... ou de x ,  y,  v, w pour lesquels la variable positive r, liée avec les premieres 

par la formule (1) ou (15), demeure comprise entre les limites r', r". 
Il importe d'observer que des formules ( I  1) jointes aux équations ( I  3), on 

tire immédiatement 

. . . .  
........ 

x = a x  + by + c z  +... + hw, 

y = a 4 x +  b , y + c , z +  + h,w,  

(1 7) 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
z = u ~ x + ~ ~ ~ + c ~ z + . . . ~ . . . . + ~ ~ w ,  

w =a, -, x+h, - , y +  C, -, z + . . . +  h,- ,W.  

Remarquons encore que l'on peut satisfaire d'une infini16 de manieres aiix 

conditions (1 3), par des valeurs réelles des coefficients 

a ,  b, . .  . , h ;  a,, b ...... h , ;  a,,-,, bn-, . . a . .  k - 4 .  
. . . .  En effet, après avoir choisi des valeurs réelles de a,  b, c ,  h propres a 

vérifier la formule 

, . . ,  , on pourra satisfaire, par des valeurs réelles de a, b,,  c l , .  h,  aux deux 
conditions 

q u i  se réduiront simplement à 

si les coefficients a,, b,, c , ,  ..., h,  sont tous supposés nuls à l'exception des 
deux premiers, et qui donneront alors 

II y a plus : à la première des équations (19) on pourra joindre n - r équa- 
tions de même forme, c'est-à-dire n - I équations en vertu desqiielles n - I 
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fonctions linéaires et homogènes de  a,, b,, ci,. . ., arbitrairement choisies, 
se réduiront A zéro; et d e  kes n - r équations nouvelles, réunies à la pre- 
mière des équations (19), on en tirera une autre de la forme 

A ,  B ,  C , .  . . , H étant des quantités connues ; puis dej'équation (zo), jointe 
à la seconde des formules (191, on conclura 

Les valeurs de n i ,  b,, c i , .  . . , h, étant ainsi déterminks,  on prouvera, par 
des raisonnements semblables, que l'on peut encore satisfaire, par des 
valeiirs réelles de  a,, b, ,  c , ,  . . . , h , ,  aux trois équations 

dont les deux premières peuvent être jointes à n - a équations de même 
forme, arbitrairement choisies; et, en continuant de la sorte, on finira par 
obtenir, pour les coefficients 

/ 

a s ,  b2 9 * . * ,  h2; 1 b3, . 1 ha ; u n - ,  1 L,, - , k-4, 
des valeurs réelles qui seront propres a vérifier les formules ( 1  3) ,  quand 
on les joindra aux valeurs réelles et arbitrairement choisies des coefficients 
a , b , c  ,...., h. 

Concevons à présent qu'en attribuant aux coefficients a, 6, c, . . . , h l u n  
quelconque des systèmes de valeurs réelles pour lesquels se vérifie la condi- 
tion jr 8), on r6duise fl à une fonction réelle et continue du polynôme 

ax + by + cz  + . . . + hw, 

en sorte qiie cette fonction étant désignée à l'aide rle la lettre caractéris- 
tique f ,  on ait 

Q = f ( a r + -  b y + c z  +...+ hru). 

L'équation (1 6) donnera 

Si d'ailleurs, dans chaque membre de  la forriiule (a3 ) ,  on substitue aux 
x ,  y, z ,  . . . , W, ou x ,  y, z ,  . . . , w,  la variable r liée avec elles 
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par l'équation (1 )  ou ( I  5), et des angles auxiliaires q,, q,  ,. . ., y,-, liés 
encore à ces mêmes variables par des équations semblables aux formules (4) 
et r6), chaque membre prendra la forme de l'intégrale multiple que présente 
l'équation (IO)  ; et en posant, pour abréger, 

(24)  ~ = a a , + b a , +  ...+ ha,, 

on trouvera 

la valeur de 6 étant toujours celle que détermine la formule (8);  puis, en 
différentiant les deux membres par rapport à ru,  et posant après la diffé- 
rentiation r" = 1, on aura sinipiement 

D'ailleurs si, en désignant par m ,  n des nombres entiers quelcoliques, et 
par q, un angle variable, on pose 

a = cos?,  
on aura généralement 

puis on en conclura 

et, par suite, eu égard à la formule (81, on trouvera 
n- 1 
- 
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Donc la formule (26) pourra être réduite à 

(27) 
n-L 

n-3 

(1 - a ')F f (a) da. 

On ne doit pas oublier que,  dans la formule ( a h ) ,  a ,  b, c ,  . . . , h désignent 
des coefficients arbitraires assujettis seulement à vérifier la condition 

a 2 +  ba + c a + , . . - t -  ha = I .  

Si, en nommant k une quantité réelle quelconque, on remplaçait a, b, c, ... , h 
a b c  

par *, 3 ,  x, et f (a) par f (ka) ,  alors, a la place de la formule ( 2 7 )  on obtien- 

drait la suivante : 

la valeur de o étant toujours déterminée par la formule (a4), et a ,  6, c ,  .,. , h 
étant des coefficients arbitraires, mais liés au coefficient k par la formule 

(29) aa t ha+ ca+.  . . + ha = k2. 

Lorsque, dans la formule (28), on pose 12 = 3, alors en écrivant y ,  x au 
lieu de  y , ,  y,,  et cc, 6, y au lieu de a,, g,, y,, on trouve simplement 

les variables auxiliaires a ,  6, y étant liées aux angles y ,  x par les formules 

(31)  a = c o s y ,  6 = s i n r p c o s ~ ,  y = s i n p s i n ~ ,  

et les coefficients arbitraires a, b, c étant liés au coefficient k par l'dquation 

3 4  aa i- b6" + ca = k3. 

La formule (30) reproduit le théorème à l'aide duquel M. Poisson a intégré 
l'équation du  mouvement des fluides élastiques. 

Si, dans la formule (28) on prend 

f (a) = am, 
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rn étant un nombre pair quelconque, l'intégrale que renferme le second 

membre sera réduite au produit de k'" par la suivaiite : 

n-3 LI am(1 - a 2 ) T d a  = > 

et la formule (28) donnera 

Mais, d'autre part ,  en supposant n impair, on aura 

t devant être réduit à l'unité, après les différentiations indiquées par la 
caractéristique D,. Cela posé, on tirera de la formule (33) 

Cette derniere formule subsistant, quel que soit le nombre pair rn? conti- 
nuera de subsister, si l'on y remplace km par une fonction paire f (k)  deve- 
loppable suivant les puissances ascendantes de  k a ,  pourvu que l'on remplacr 

en inênie temps, dans le second membre, (G) \ 1 7 ) ~  par f (o 4;). On aura 
donc encore, en supposant n impair, et f (k) développable suivant les puis- 
sances ascendantes de  k a ,  

pourvu que,  les valeurs de o, X. étant déterminées par les formiiles 

et les variables a,, a,, . . . , an étant liées aux angles p , ,  p,, . . ., y,-, par les 

équations ( 6 ) ,  on pose r = 1 ,  après les différentiatioiîs itidiquées par la lettre 
caractéristique D,. 
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SUR 

LIC3 VALEURS RSOYENNES DES FONCTIONS 

D'UNE OU DE PLUSIEURS VARIABLES. 

Considérons d'abord une fonction t! d'une seule variable x, et supposoiis 
que cette fonction reste continue entre deux valeurs données de la variable. 
Si, après avoir interposé entre ces deux valeurs d'autres valeurs équidis- 
tantes, dont le nombre représenté par n - I soit très-considérable, on 
cherdîe les diverses valeurs d e  la fonction correspondantes aux n - I 

valeurs données de la variable x, la moyenne aritl-imdtique entre ces valeurs 
de !J se transformera, quand le nombre n deviendra infini, en ce que nous 
nommerons la vnleur moyenne d e  la fonctioti 9, et cette vnleur moyenne 
sera le rapport des deux intégrales définies relatives à x ,  dans lesrluelles les 
fonctions sous le signe J seront fi et l'unité. Pour pliis de commodité, je dé- 
signerai cette valeur moyenne de Q à I'aide de la lettre caractéristique M, 
et je placerai au-dessous et au-dessiis du signe M ,  les limites de  la variable, 
suivant l'usage adopté pour les intégrales définies. 

Cdcevons maintenant. que Q représente une fonction de plusieurs varia- 
bles x ,  y , .  . . , qui reste continue pour les systiimes de valeurs de  x,  y,.. . 
comprises entre certaines limites. Tle rapport entre les deux intégrales dafi- 
nies qui,  étant relatives a x ,  y , .  . . , et prises entre les limites donnée;, 
renfermeront sous le signe J la fonction !J et l'unité, sera la limite vers 
laquelle convergera la moyenne arithmétique entre les valeurs de fi qui 
corresponriront a des éléments égaux d e  la seconde intégrale. Pour cette 
raison, le rapport dont il. s'agit sera nonimé la vnleur rnqyeme de  la fonc- 
tion a, et je désignerai encore cette valeur moyenne à I'aide de  la lettre 

Es. d'An. er de Phys, math., T. IV .  (418 livr ) ' 9 
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caractéristicjueM, en indiquant au-dessoiis et au-dessus dir signe M les limites 
des diverses intbgrations. 

Concevons, maintenant, que les intégrations doivent ktre étendues à tous 
les systèmes de valeurs des variables x ,  y, 2,. . . , qui réduisent une certaine 
fonction r d e  ces mêmes variables à une quantité comprise entre deux limites 
données a ,  b. On pourra rechercher ce que devierit la valeur moyenne de 
la fonction fi dans le cas particulier où les dcux limites a ,  b se réduisent à 

une seule. Dans ce cas, qui mérite d'être remarqué, nous pourrons nous 
borner a indiquer au-dessus du signe il! la limite a de la fonction r, cn 
ayant soin, d'ailleurs, d'écrire au-dessous du mêrne signe les diverses varia- 
bles x ,  y, z ,  . . , auxquelles se rapportent les intégrations. 

Comme nous le montrerons plus tard ,  la considération dtsvaleurs moyennes 
cles fonctions d'une ou de plusieurs variables peut Ctre utilement eniployée 
dans la solution de plusieurs problèmes d'analyse, spécialement dans l'inté- 
gisation des équations linéaires aux dérivées parlielles. 

ANALYSE. 

Siipposons que l'on fasse varier x, y, 2 , .  . . , entre les Imites 

J - ~ ,  y, p o ~ ~ v a n t  être des fonctions de  x , et z o ,  Z, des fonctions de x ,  y, etc. 
Soit d'ailleurs Q une fonction de z, oii de x ,  y,etc. ,  qui reste continue entre 
les limites dont il s7;igit. La valeur moyenne de entre ces limites sera 

Cela posé, on établira facilement la proposition snivante : 
1 1"' Théorème. Soit S l  mie fonction réelle de n variables,réelles x ,  y,  

2 , .  . .. Si à celles-ci on substitue 12 autres variables réelles x ,  y, z, .  . . vi 
soient liées aux premieres par n équations linéaires, i2 considérée cornnie 
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fo; ) l~~t iOh (le x, y, 2 , .  . . O U  de x ,  y, a , .  . ., conservera dans les deux cas 
la inhine valeur moyenne, pourvu que les linlitas assignées au second 
systèiile de variables coi*respondent aiiu limites assignées au pi.ernic.i. 
système. 

Démonstration. En effet, quand oib t ransforiii era chaque iritkgrale rela- 
tive aux variables x ,  y, 2,. . . , en stibstituant A celles-ci les variables x ,  
y ,  z ,  . . , la fonction suih le signe J serii multipliée, comme I'on sait, par le 
facteur 

O = S ( i D , x D , y D , z  ...). 

Si, d'ailleurs, les variables x ,  y, 2 , .  . . sont liées par des équations linéaire, 
aux variables x ,  y, z ,  . . . , le facteur O se réduira simplement à une constante. 
Donc alors ce facteur pourra être placé en dehors des signes d'iotégratiori, 
puis effacé comme facteur commun des deux termes du rapport qui repré- 
sentera la valetir de il. 

)I Soit maintenant r = f (x , y ,  a , .  . .) iine noiivelle fonction, réelle aussi 
bien que Q ,  et supposons que I'on cherche la moyenne entre les valeurs 
de !J correspondantes à toutes les valeurs de  x ,  y, 8 , .  . pour lesquelles la 
fonction r demerire comprise entre deux limites données a ,  6. Désignons 
d'ailleiirs à l'aide d e  la notation 

ce que devient cette moyenne quand In différence b - a s'6va~iouir. On 
aura, en vertu du  thdorèmc précédent, et en  supposant to11,jours x ,  y, a?.. 
liées à x ,  y, z , .  . . par des équations linéaires, 

Supposons, pour fixer les idées, que la variable r, &tant positive, soit 

liée aux n variables x ,  y? a, .  . . par une équatioii de la forme 

Si I'on nomme A la moj enne entre les diverses valeurs de correspo~idariteb 

aux divers systèmes de valeurs de  x, y, z,. . . , pour lesipels 1% demewe coni- 

prise entre les lirriites positives a, b, on aura 
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les intégrations s'étendant a tous ces systèmes. Si d'ailleurs on pose, coinme 
dans le Mémoire précédent, 

les variables a, ,  a,, a,, . . ., a,, liées aux n variables x ,  y, z , .  . . par les 
formules (4 ) ,  devront, eu égard à l'équation (2), vérifier la condition 

D'ailleurs, pour satisfaire à cette condition, il suffit de prendre 

a, = cos y, ,  a, = sin g, cosy ,,..., a,-, = sing, sin y,.. .sin rpn-, cos y,-, , 
a, = sin y,  sin?, . . . sing,-, sincpn-, . 

11 y a pliis : si l'on assujettit les angles rp ,  , y,, . . . , 9,-, h demeurer compris 
entre les limites O,  n,  et l'angle y,-, à demeurer cornpris entre les limites 
- n ,  n ;  alors, pour chaque système d e  valeurs de a , ,  a, ,... , a, propres à 

vérifier la condition (51 ,  on obtiendra toujours un système unique de valeiirs 
de y , ,  Q, ,..., ,-,. Cela posé, si l'on fait, pour abréger, 

(7)  8 = sin", y, sin"-3 y, . . . sin2 y,-, sin y,-, , 

et si, en opérant comnie dans le Mémoire précédent, on substitue, dans les 
deux intégrales que reiiferme la formule (3 ), les variables q, , rp,, . . . , 
(P,,-~, rpn-,, r aux n variables x ,  y, z, . . . , ou trouvera 

Concevons maintenant que, dans l'équation (8), on pose b = a; alors le 
O 

second membre de cette équation se présentera sous la forme ;j et pour 

obtenir sa véritable valeur, il suffira de remplacer le rapport des deux inté- 
grales qu'il renferme par le rapport de  leurs dérivées relatives à b, puis de 
poser, dalis ce dernier rapport, b= n ;  et comme la valeur de A ainsi obtenue 
sera précisément la valeur moyenne de a,  désignée par la notation 
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nous devons conclure que l'on aura 

U'autre part, comme en désignant par rn un nonibre entier quelconque, on 
a généralement 

on trouvera, eu égard à l'équation (7),  

donc la formule (9) pourra etre réduite à 

Considérons niaintenant, d'utie manière spéciale, le cas où 1'011 a 

Unns ce cas la fonction de x, y, 2 , .  . . , désignée par 9 ,  se rétliiit pour 
I.= r ,  en vertu des formiiles ( 4 ) ,  à une fonction des variables 

et, en substituant cette dernière fonction à la première, on &duit la moyei-ine 

à la forme 
p =1 

M n, 
cd,, a,,.. . , an 

p étant une variable nouvelle liée aux variables a , ,  a,, . . . , a, par l'équation 
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Donc, en considérant conme une fonction des tz variables a, ,  a,, . . . , 
et supposant p lié à celles-ci par l'équation ( 1  3), on aura 

pourvu que,  dans le second membre dc: la formule ( r  4), on regarde a, , 
a,,. . ., a,, 8 corrime des fonctions de y , ,  y,, . ., y,-, déterminees par les 
formules (6) et (7j. 

Concevons, a présent, qiie il,, u, ,  . . . , un étant des coefficients rrelz, or1 
pose 

Soit, d'ailleurs, k nne quaiititi: positive liée aux coefficients u,, u, , . . . , un 
par la formule 

et nommons F ( k )  une fonction paire de k ,  développable suivant les piiis- 
sances ascendantes de ka. En vertu de  la formule (35) du Mén1oii.e. 
on aura,  pour des valeurs impaires de n ,  

n-r  n - a  

pourvu que i'on pose t = I ,  après les différeiitintions indiquées par la ca- 
ract6ristique D,. Donc, eu égard à la formule ( 1  4 ) ,  on aura encorp 

Concevons maiiltenant que F ( k )  désigne une fonction d e  h ,  paire ou iin- 
paire, mais développable suivant les puissances ascendantes de k.  Alor\ 
1 expression 

représentera une fonction paire de k ,  développable suivant les pnissarices 
ascendantes de k2; et la formule (18) on devra substituer celle qu'on en 
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2 = 1  

dCduit quand on ren~place dans le prctnier membre F ( k )  par M F ( k a ) ,  

et , dans le second membre, l'expression 

D, 
par l'expression 

y[l+F(ocit) 1 , 

ou, ce qui revient au même, par la suivante : 

dans  laquelle on devra tou,jours réduire t à l'unité, après les différentiations 
mdiquées par la caractPristiqiie DL. D'ailleurs, si l'on remplace F ( k )  par km, 
171 étant un nombre pair q~ielconque, l'expression (%O), réduite à 

n-i  n - 2  - 

2 

sera équivalente au produit 

ou, ce qui revient au même, a l'expression 

On aura donc, pour des valeurs paires de m ,  

O U ,  ce qui revient au même, 

1 t.11 égard à cette dernière formule, dans laquelle le facteur - se réduira 
2 L 

1 
sitn~lement a - pour r = I , on tirera de 1'6quation ( i  8), qiiandson y rempla- 

2 
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cers F ( A )  par M F ( k a ) ,  en supposant F ( k )  developpable suivant les 
C(=-1  

puissances ascendantes de k , 

En resuiné, on pew énoncer les deux propositions suivantes : 

2e Théorème. Soirnt a , ,  a , ,  . . . , a,, n variables réelles; soit encore 

une  fonction linéaire de ces variables, les coefficients u , ,  u,,  . . ., u, étant 
i.&els, et posons 

Soit enfin F ( k )  une fonction paire de A", développable suivant les puissance, 
ascendantes de k2. 0 1 1  aura, pour des valeurs impaires de n., 

pourvu qi~' iq~res avoir effectué les différentiations indiqiiées par la carac- 
téristique D, on réduise le paramètre 1 à l'imité. On aura d'ailleurs, conme 
l'on sait, 

3e Thénr;iine. Les inkmeii clioses étant posées que dans le théoreme 
précédent, si l'on nomme F(h)  rine fol~ctioin développable suivant les puis- 
sances ascendantes de  k ,  on aura 

paurvn qu'spi-ès lm différentiatioas iudiquécs par la caractéristique LI, o n  

réduise r h l'unité. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



NOTE 

SUR 

L'EMPLOI DES THÉOREMES 

relatiji aux waleurs moyennes des fonctions dans L'intbgration 
des hpations d$$érentielles et aux: dérivées partielles. 

Supposons d'abord l'inconnue a déterminée et] fonction du temps t par 
une équation différentielle de  la forme 

k étant une qiiantité constante. Si l'on nornme a,, a, les valeurs de a et 
D, a correspondantes à une valeur nulle de t ,  l'intégrale générale de 17écpa- 
tion (1 )  sera 

e + e-k' ,il ,-BI 
a =  

2 
a i l  

ou, ce qui revient au même, 

Si d'ailleurs la quantité ka est la somme des carrés de plusi~iirs autres quan- 
tités u , ,  t ~ ,  ,..., un, en sorte qu'on ait 

on pourra, dans la formule (2), reinplacet l'exponentielle ekt= par une autre 
dans laquelle l'exposant soit réduit a une fonction linéaire de u, ,  u,, ..., un. 
E n  effet, supposons d'abord que n soit un nombre impair. Alors, en dési- 
gnant par 

a12 e 2 9 . * - 3  an 
Es. d'An. et de Phys. math., T. 1V. (41e livr.) 20 
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n variables auxiliaires, et posant 

(4) o =.%#a,  + uaan +...+ u , , ~ , ~ ,  p a =  a: + ai + . . . + a : ,  

on tirera cieI'éqiiatiou (%),combinée avec la formule (2 ~)duprccédentMémoire, 

1 devant etre réduit à l'unité, après les différentiations indiquées par la 
cal-actéristiqire D, . Si n était pair, ou, ce qiii revient au même, si,  n étant 
impair, kZ était de la forme 

(6) ka = U S  + ui +. .+ u:-,, 

il suffisait, pour revenir au cas précédent, de joindre à la formule 3 
l'équation 

en vertu de laquelle la valeur de o serait réduite à 

(8) Cd = Z i , C t ,  + u2aa +...+ Un-, a,-,. 

Concevons maintenant que, x, y, a,. . . étant de  nouvelles variablrs 
indépenhntes, k2 se transforme en une fonction de D,, il,, D,, ... entière et 

du second degré7 représentée par F (D,, Dy, D,, ..). L'équation (r) ,  ou, en 

d'autres termes, la formule 

(9) Diaa = F(D,,D,, D ,,... )a, 
sera une équation aux dérivées partielles, linéaire et du second ordre,  qui 
déterminera l'inconnue a considérée comme fonction de x , ~ ,  Z ,  ..., t , quand  
on connaîtra les valenrs initiales de a et D,a. Soient a, (x, y, z ... , 
m, ( x ,  y, Z, ...) ces valeurs initiales. L'intégrale générale de I'kquation ( rl 
ou (9) sera représentée par la formule symbolique 

analogue à l'équation (a). Soient d'ailleurs 
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On aura 

( 1  4 ka = F (u,  v, w, ...) ; 

et ,  si n désigne le nombre des variables z, y, 2,. . . , la valeur de ka déter- 
minée par l'équation (1 1) pourra être @néralement réduite à la forme 

u, ,  u ,,..., un étant des fonctions liriéaires de u ,  v, w ,..., en sorte qu'on aura 

a i ,  hi, c i ,  .., Z, ; a,, b, ,  c , , . . . ,  1,; ..., a,, b,, c, ,..., 1, étant des coefficients qui 
seront tous réels si la fonction F ( x ,  y, a,. . .) est du nombre de  celles qui 
restent positives pour des valeurs quelconques de  x,  y, z, .... Admettons 
cette dernière hypothèse. Alors, pour déduire de la formule (5) l'intégrale 
générale de l'équation ( r ) ,  il suffira de remplacer dans cette formule .a, et 
a, pzi. a, (x, y, z ,...) et a, (x, y, z ,... ). D'autre part ,  en vertu des for- 
mules (1 3) jointes a la premiére des équations (4), on aura 

les valeurs de a ,  6, y ,..., A étant 

Enfin, en désignant par a (x, y, a ,...) une fonction arbitraire de z, y, a ,..., 
on aura, en vertu du théorème de Taylor, eu égard à la forinule (14) ,  

Donc l'intégrale générale de I'éqiiation (9) sera 
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r devant être réduit à l'unité après les différeiitiations indiquées par la 
caractkristique D ,. 

La formule (1 7)  conduit aisément à la connaissance des lois des phéno- 
mènes dont l'étude exige l'intégration d'équations semblables à la formule (9). 
Supposons, pour fixer les idées, que x ,  y, z, ... représentent des coordon- 
nées d'une ou de plusieurs sortes. Supposons encore que l'équation (9) soit 
homogène, et que, par suite, Z,, 1 ,,..., ln, A s'évanouissent. Supposons enfin 
que les valeurs de l'inconnue a et de  sa dérivée soient insensibles au pre- 
mier instant pour des valeurs de x, y, z,.. . sensiblement différentes de 
zéro. Alors, en vertu de la formule (17)' la valeur de a ne sera sensible au 
bout d u  temps t que pour des valeurs de x ,  y, z,.. . qui vérifieront sensi- 
blement les formules 

Soient d'ailleurs 

les valeurs de a,, a,, ... tirées des formules (15). Tl'éqiiation 

jointe aux formiiles ( i  S), ( ~ g ) ,  donnera 

(21) (a, x+b ,y+c ,  z...)'+ ( a , ~ + b , ~ + c ~ z  ...)2+...+(a,z+ b,,y+c,z ...) t2 ,  

et I'équation (z r )  devra être vérifiée sensiblement, au boue du temps t ,  par 
tous les systèmes des valeurs x, y, z ,  ... pour lesquelles I'i~iconniie a cooser- 
vera une valeur sensible. 

Si h cessait de s'évanouir, les conclusions auxquelles nous venons de 
parvenir ne subsisteraient, en @néral, que pour des valeurs peu considd- 
rables de t. 

Si la formule (9) se réduit A l'équation du mouvement des fluides élas- 
tiques, la formule ( 1  7) reproduira llintCgrale connue de cette équation, et la 
formule (a I )  sera l'équation de la surface sphérique mobile qui représentera 
l'onde sonore. 
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SUR 

LES QUARTITÉS GÉOM\IÉTRIQUES. 

1.a théorie des équivalences algébriques, à laquelle se rapporte un des 
pécédents Mémoires, n'est pas la seule qui puisse être utilement aubslituée 
a la théorie des expressions imaginaires. On peut .encore, avec avantage, 
remplacer ces expressions par les quantitésgéornétriqz~es, dont l'emploi donne 
à l'algèbre non-seuleinent une clarté, une précision nonvelle, mais encore 
une plus grande généralité. Entrons, à ce sujet, dans quelques détails. 

La théorie des expressions imaginaires a été, à diverses époques, envi- 
sagée sous divers points de vue. Dès l'année I 806, M. l'abbé Buée et M. Ar- 

,- 
gand, en partant de cette idée que v- I est L I ~  signe de  perpendicularité, 
avaient donné des expressions imaginaires une interprétation géométrique, 
contre laqiielle des objections spécieuses ont été proposées. Plus t a rd ,  
M. Argand et d'autres auteurs , particulièrement MM. Francais, Faure , 
Mourey, Vallès, etc., ont publié des recherches (*) qui avaient pour 'but 
de développer ou de modifier l'interprétation dont il s'agit. Dans mon Ana- 
lyse algébrique, publiée en 1821, je m'étais contenté de faire voir qu'on 
peut rendre rigoureuse la théorie des expressioiis et des équations itnagi- 
naires, en considérant ces expressions et ces équations comme symboliques. 
Mais, après d e  nouvelles et mares réflexions, le meilleur parti à prendre - 
me paraît être d'abandonner entièrement l'usage du signe 4- I,  et de rem- 

(') Une grande partie des résultats de ces recherches avait été, à ce qu'il paraît, obtenue, 
inême avant le siècle présent et dL:s l'année 1786, par un savant modeste, M, Henri-Domi- 
nique Truel , qui, après les avoir consignés dans divers manuscrits, les a conimiiniqués , vers 
l'année 18 1 O, à M. Augustin Normand, constructeur de vaisseaux au Havre. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( 158) 
placer la théorie des expressions ilnaginaires par la théorie des quantités que 
j'appellerai gkométriqztes, en tiiettant à profit les idées Cmises et les nota- 
tions proposées rion-seulement par les auteurs déjà cités, mais aussi pai 
M. de Saint-Venant, dans un Mémoire digne de reinarque, sur les sommes 
géométriques. C'est ce que j'essayerai d'expliquer dans les paragraphes sui- 
vants, qui offriront une sorte d r  résumé des travaux faits sur cette matiere, 
irproduits dans un ordre méthodique, avec des modifications utiles, sous une 
foriiie simple et nouvelle en quelques points. 

Menons, dans un plan fixe, et par un point fixe O pris pour origztze ou 
pole, un axe polaire OX. Soient d'ailleurs r la  distance de l'origine O à un 
autre point A du plan fixe, et p l'angle polaire, positif ou négatif, décrit 
par un rayon mobile, qui, en tournant autour de l'origine O dans un sens ou 
dans un autre, passe de la position OX la position OA. 

Nous appellerons quantité géolnétlique, et nous désignerons par la nota- 
tion r, le rayon vecteur OA dirigé de O vers A. La longueur de  ce rayon, 
leprésentée par la lettre r, sera nomniée la valeur numérique ou le inorlule 
de la quantité géométrique r,; l'angle p, qui indique la direction du  rayon 
vecteur O A ,  sera l'argument ou I'aziinut de  cette même quantité. Deux 
quantitéis géométriques seront Pgales entre elles, lorsqu'elles représenteront 
le même rayon vecteur. nonc ,  puisqu'un tel rayon revient toujoiirs à la 
même position, quand on le fait tourner autour de l'origine dans un sens ou 
dans un autre, de manière que chacun de  ses points décrive iine ou plu- 
sieurs circonférences du cercle, il est clair que si l'on désigne par k iine 
quantité entière quelconque, positive, nulle ou négative, et par n le rapport 
de la circonférence au diamètre, une équation de la forme 

entraînera toujours les deux suivautes : 

R = r ,  P = p + 2 k z ,  
e t ,  par suite, les formules 

Enfin, nous conviendrons de mesurer les longueurs absolues sur l'axe 
polaire OX, en sorte qu'on aura identiquenient 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( 159 > 
Quant à la quantité géométrique r, (*) , elle se mesürera aussi bien que r,, 

sur l'axe polaire OX,  mais en sens iiiverse, et, par suite, la notation r, pourra 
etre censée représenter ce qu'on noiririie , eii algèbre, une quantitc! négative. 

Cela posé, la notion de quantité géorné,trique comprendra, comme cas 
particulier, la notion de quantité algébrique, positive on négative, et ,  à plus 
forte raison, la notion de quantité arithmétique ou de nombre, renfermée 
clle-même, comme cas particulier, dans la notion de quantité algébrique. 

L4joiitons que, pour plus de généralité, on pourra désigner encore, soiis 
le nom de  quantité géométrique, et à l'aide de la notation r,, une longueur* r 
mesurée dans le plan fixe donné, ii partir d'un point quelconque, mais dans 
une direction qui forme avec l'axe fixe OX, ou avec un axe paralléle, l'angle 
polaire p. Alors le point à partir duquel se mesurera la longueur r, et le point 
aiiquel elle aboutira, seront i'or<qine et l'extrémité de cette lo~igueur. 

5 I I .  - Somrnes, produits et puissances entières des qaantztés géométriques. 

Après avoir dkfini les quantités géométriques, i l  est encore nécessaire de  
définir les diverses fonctio~is de ces quantités, spécialement leurs sommes, 
leiirs produits et leurs puissances entières, en choisissmt des définitions qui 
s'accordent avec celles que l'on admet dans le cas où il s'agit simplement de  
quantités algébriques. Or,  cette condition sera remplie, si l'on adopte les 
conventions que nous allons indiquer. 

@tant données plusieurs quantités géométriques, 

représentées en grandeur et en direction par les rayons vecteurs 

OA, OA', OA", . . . 
qui joignent le p61e O aux points A ,  A', A", . . . , concevons que l'on mène 
pur i7extrérnit6 A du rayon vecteur OA une droite AB égale et parallele au 
rayon vectenr OA', puis, par le point B une droite BC égale et parallèle au 
rayon vecteur O A ,  . . . ; et joignons le p61e O au dernier sommet K de la 
portion de  polygone OABC . . . HK construite comme on vient. de le dire. 

( *  j En général , les notations 
rp , q, + r 

représenteront deux longueurs mesurees sur la même droite, mais dans des directions 

opposdes . 
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On obtiendra le dernier c8té OK d'un polygone ferm6 dont les premiers 
côtés seront OA, AB, BC, . . . , HK. Or, ce dernier côte OK sera ce que 
nous appellerons la soinme des quantités géométriques données, et ce que 
~ious indiquerons par la juxtaposition de ces quantités, liées l'une B l'autre 
par le signe +, comme on a coutume de le  faire pour ilne somme de  quan- 
tités algébriques. En conséquence, si l'on nomme R la valeur numérique du 
rayon vecteur OK,  et P l'angle polaire fornié par ce rayon avec l'axe polaire, 
011 aura 

Observons d'ailleurs que les côtés OA, AB,  BC , . . . , HK , du polygone 
ABCD . . . HK , peiivent être censés représenter eux-mêmes les quantités 
géoniétriques désignées par les notations rp , rPf, ra 

P"'. ." Donc, pour obtenir 

la somme de plusieurs quantités géol~tetriques, il su@ de porter, l'une 
npkr l'autre, les diverses longueurs qu'elles représentent, d a m  les direc- 
tions indiquées par les divers arguments, en  prenant pour oridine de 
chaque longueur nouvelle Z'extrémitt! de la longueur précédente, puis de 
joindre l'origine de la première longueur & l'extrémité de la dernière, par 
une droite qui représentera en grandeur et en direction la somrne cherchée. 

Si Son projette orthogonalement les divers cbtés du  po ly~one  OABC.. . HK 
sur l'axe polaire, la projection algébrique du dernier c8té OK sera évideni- 
ment la somrne des projections algébriqiirs de tous les autres, o u ,  ce q u i  
revient au même, la somme des projections algébriques des rayons vec- 
teurs OA, OA1, OA", . . . . Donc l'équation (1) entraînera la suivante : 

On trouvera de  même, en projetant les divers catés du polygone 
OABC . . . HK, non plus sur l'axe polaire, mais sur un axe fixe, perpen- 
diculaire à celui-ci : 

j3) R sin P = r sin p + r' sin p' + r u  sin pu + . . . . 

[,es équations (2) et (3) fournissent le moyen de déterminer aisément le 
module R et I'arguniené P de  la somme de plusieurs quantités géométriques. 

Si l'on considère seulement deux rayons vecteurs OA, OA', représentés en 
grairdeiir et en direction par les quantités géométriques rb, r i , ,  la somrne 

de ces dernières sera, en vertn de  la définition admise, une troisième 
quantité géométrique propre à représenter en grandeur et en direction la 
diagonale OK du construit sur les rayons vecteurs donnés- 
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En d'autres termes, elle sera le troisième cdté d'on triangle qui aura pou1 
premier c8té le rayon vecteur OA, le second chté AK étant égal et parallèle 
au rayon vecteur OA'. D'ailleurs, dans ce  triangle, le c6té OK,  représenté 
en par le niodule di: la somme rp+ $,, sera compris entre la 

soinine et la différence des deux autres côtés, reprksentés en p m d e i i r  par 
les modules r et r'. On peut donc Buoncer la proposition suivante : 

ie' Théorèlne. Le module de la somme de  deux quantités géométriqiirs 
est toiijours compris entre la somiiie et la différence de leurs modules. 

Il est bon d'observer que le modide de la somme de deux quantités 660- 
métriques r' r' pourrait atteindre les liinites qui lui sont assignées par le 

P '  P' 
tbkorème précédent, et se réduirait effectivernrnt à la somme ou à la diffb- 
reuce des modules r, r', si les rayons vecteurs OA, OA' étaient dirigés sui- 
vant une même droite, dans le même sens ou en sens opposés. 

Le théorème I~~ entraîne évidemment le suivant : 

2e Théorème. Le module de la somine de plusieurs quantités gCom&triqiie, 
ne peut surpasser la somine de leinrs modules. 

On peut, au reste, déd~iire directement ce 2" théoréme de cette serile 
considération, que dans un polygone formé O A K  . . . HK, le derriier 
côté OK ne peut surpasser la somme t i c :  tous les autres. 

Ce que nous nommerons le produit de qaantités géométriques, 
ce sera une nouvelle quantité géo~iiétrique qui aura pour module le produit 
de leurs modules, et pour argriment la  somme de leurs ai-giimenis. Nous 
indiquerons le produit de plusieurs quantités géomktriques, 

n l'aide des notations que l'on eniploie dans le cas où il s'agit (le yiiaiitités 
algébriques, par exemple, en p l a p n t  ces qriantités à la suite les unes des 
autres, sans les faire précéder d'aucuo signe. Celn posé, on aura, d'après la 

définition énoncée, 

On sait que,  pour mtiltiplier par un facteur donné la somn~e de plii- 
s i~urs  nombres OU de  plilsieurs quantités algébriques, il siiffit de multiplier 
chaqiie terme de la somme par le  facteur dont il s'agit. La somme Rp de 

plusieurs quantités géométriques rp, r;, , . . . jouit de la même propri6té. 

Pour le prouver, il suffit d e  faire voir que l'équation (1 )  continuera de 
Ex.  d'An et dr Phyr. mzrh., T, IV. (4ie livr.) 2 1 
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siibsister, si I'on multiplie les divers termes 

par un facteur géométrique pu. Or, en ptemier lieu, si le module p se 

réduit à l'unité, il suffira, pour effectuer la multiplication dont il s'agit, 
d'ajouter l'argument a A chaciin des arguments P, p, p', p", . . . . Mais cette 
opération revient à faire tourner autour de l'origine chaciin des rayons 
vecteurs 

B p ,  r p ,  $,..., 
e t ,  par suite, le polygone OABC . . . HK, dont la construction fournit la 
valeur de R p ,  en faisant d k r i r e  à chaque rayon vccteur l'angle a ;  elle lais- 

sera donc subsister l'équation ( i ) ,  qui deviendra 

En seconcl lieu, on porirra, sans altérer les directions des côtés du polygone 
OABC . . . HK, le transformer en un polygone semblable, en faisant va- 
rier ses côtés datas le rapport de r a p ,  et I'on pourra ainsi, de  la formule (5 , 
clédoire l'équation 

qui pent être présentée sons la forme 

On peut donc énoncer la propositioii suivante : 
3" Théorèn~e. Pour miiltiplier la sonime 

de plusieurs quantités géométriques r P ,  r' par le facteur géoniétriqiic pa a 

il suffit de multiplier chacun des termes qui la composent par ce même fac- 
teur. 

Ce théorème une fois établi, on en déduit immédiatement la proposition 
plus générale dont voici l'énoncé : 

@ Théorème. Le produit de plusieurs sommes de quaniitbs géométriques 
est la somme des produits partiels q u e  I'on peut former avec les divers 
ternies de ces mèmes sommes, en prenant un facteur dans chacune 
d'elles. 
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Soit maintenant rn un nombre entier quelconque. Le produit de n 
facteurs égaux à la quantité géométrique r est ce que nous appellerons 

P 
la mL" puissance de  cette quantité, et ce que nous indiquerons, suivant 
l'usage adopté pour les quantités algébriques, par la notaiion 

r ln 
P' 

Cela posé, l'équation ( 4 )  entraînera évidemment la forn~ule 

et l'on étendra sans peine aux puissances entières de quantités géométriques 
les propositions connues et relatives aux puissances entières de quantités 
algébriques. Ainsi, par exemple, en désignant par ru, n deux nombres 
entiers, on aura 

Ainsi encore, on conclura du 4e théorème que la formule de  Newton, 
relative au développement de  la puissance entière d'un binôme, subsis~e 
dans le cas rnême où ce binôme est la somme de deux quaritit6s géo- 
métriques. 

Deux quantités géométriques seront dites opposées l'une à l'autre, lorsque 
leur somme sera nulle, et inverses l'une de l'autre, lorsque leur produit sera 
I'unité. D'après ces définitioiis, la quantité géomktrique rP+* ou - r sera 

P 
l'opposée de rp. De plus, si l'on étend les formules ( 7 ) ,  (8) au  cas rnême oii 

l'exposant m devient nul ou négatif, on aura identiquement 

et la quantité géométrique r-' ne sera autre chose que l'inverse de  r 
P P .  

Pareillement, r-'" sera l'inverse de II", et l'on aura 
P P 

Suivant l'usage adopté pour les quantités algébriques, une quantitél géo- 
métrique poiirra quelquefois être représentée par une seule lettre. 
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4 I I I .  - Dlfirences, quotients et raciner de quarct~tés geometrques. 

Pour les quantités géométriques comme pour les quantités algébriques, la 
soustraction, la division, l'extraction des racines ne seront autre chose que 
les opérations inverses de l'addition, de la multiplication, de l'élévation aux 
puissances. Pal. suite, les résultats de ces opérations inverses, désignés sous 
les noms d e  différences, d e  quotients, de  racines, se trouverontco~n~létement 
définis. Ainsi, en particulier, 

La diférence entre deux quautités géométriques sera ce qu'il faut ajou- 
ter à la seconde pour obtenir la première ; 

Le quotiens d'une quantité géométrique par une autre sera le facteur qui, 
in~iltiplié par la seconde, reproduit la première; 

La racine nième d'une quantité géométrique, n étant un nombre entiei 
quelconque, sera un facteur dont la 7zième puissance reproduira la quantité 
dont il s'agit. 

De ces définitions, on déduira immédiatement les propositions suivantes : 
ier Théorème. Pour soustraire une quantité géomktrique, il suffit d'ajouter 

1 i quantité opposée. 
2e Theorèine. Pour diviser par une quantité géométrique, il suffit de 

inultiplier par la quantité inverse. 
T,es différences et quotients de quantités géométriques s'indiqueront a 

l'aide des notations usitées pour les quantités algébriques. Ainsi la différence 
des deux quantités géoinétriques Rp,  5 ,  sera désignée par la notation 

et le rapport ou quotient qu'on obtient en divisant la premiere par la se- 
conde, sera exprimé par la notation 

Lorsipe,  dans une soinme ou différence de  quantités géométriques, 
cpelqaes unes s'évanouiront, on pourra se dispenser de  les écrire. Donc, la 
somme et la différence des quantités géo~nétr i~i ies  O el rp po~wront être 

rtprésentées siiiîplement par -+ 1. et - r. . et l'on aura, eu égard au re' théo- 
P P' 

rème, 
+ r  = r P ,  - r = rP++ 
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Si, dans la dernière des deux formules précédentes, on pose p = O ,  elle 
donnera 

r z = - r  = - r ,  

Soit maintenant pg la racine ni"" de  r : l'équation 
P 

donnera 
(fn),,= rp9 

et, par suite (voir  le § Ier) , 

k désignant une quantité entière, positive, nulle ou négative; puis on en 
conclura 

En vertu de la seconde des formules ( 3 ) ,  l'angle polaire 

pourra être un terme quelconque de  la progression arithmétique dont la 
2 Ir 

raison serait - 7  l'un des termes étant P. II en résulte qu'une même quantité 
n 

rp offrira n racines di1 degr6 n,  toutes comprises dans la for- 

mule 

et représentées par des rayons vecteurs égaux, menés du p61e à n points qui 
diviseront une même circonférence en parties égales. Ajoutons que, I'expres- 
sion (5) reprenant exactement la même valeur, lorsqu'on fait croître ou dé- 

k 
croitre le rapport - d'une ou de plusieurs unités, par conséquent, lorsqu'sn 

n 

fait croitre ou décroître k de n ou d'iin inultiple de n, il suffira, pour ob- 
tenir les diverses valeurs de cette expression, de prendre successivement 
pour k les divers termes de la suite 
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Si p se réduit à zéro, et r à I'nnité, on aura simplement 

r == 1 =1.  
P 0 

Alors les diverses valeurs de  l'expression (5), réduites A la  forme 

ne seront autre chose que les racines niemes de l'unité, représentées par les 
divers termes de la suite 

11 est bon d'observer q u e ,  parmi ces termes, deux au plus se réduiront a des 
quantités algébriques, savoir : le premier terme r ,  = I , et ,  quand n sera 

n 
pair, le terme 1, = - I , que l'on obtiendra en posant k = I B  De plus, 

comme on aura 

et, par conséq~ient , 

il est clair que les diverses racines de  i'unité poiirront être représentées non- 
seulement par les divers termes de la suite ( t j ) ,  mais encore, si n est impaii, 
par les termes de la suite 

et, si n est pair, par les termes de la suite 

Si, par exemple, on attribue successivement à 71 les valeurs 

a ,  3 ,  4 ,  5 , . . . ,  

OP trouvera pour racines carrées de l'unité les deux quantités algébriques 
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pour racines cubiques de i'unité, la seule quantité algébrique I ,  et les deux 
quantités géométriques 

polir racines quatrièrnes de Ihnité, les deux quantités algébriqucs 1 ,  - I , 
et les deux quanti th géométriques 

a 2 

liées entre elles par la forniule 

etc. 

Si ,  dans l'expression ( 5 ) ,  on posait k = O ,  cette expression, réduite à 

n 

représeiiierait m e  seule des racines nemes de r O r ,  il suffira de multiplier 
P. 

celle-ci par l'une des valeiiis de I , ~ ~ ,  c'est-à .dire, par I'urie quelconque 
- 

II 

des racines nièmes de l'unité, pour reproduire l'expression ( 5  ), propre à re- 
présenter l'une qiirlcorique des racines figrnes de 5 ,  attendu que I'on aura 

généralement 

On peut donc énoncer la proposition siiivante: 
3e Théorème. Pour obtenir les diverses racines izihes d'une quantilé géo- 

métrique, il suffit de iiiultiplier siiccessivement l'une quelconque d'entre 
elles par les diverses racines niimes de l'unité. 

5 IV. - Ebnctions entières. Bguations nlgébriyues. 

Nous appellerons fonction entière d'une quantité géométrique, une samme 
de termes proportionnels à des puissances entières et positives de cette 
quantité. Le degré de la puissance la plus élevée sera le degré de  la fonc- 
tion. Cela pose, si I'on désigne par z. une quantité géométrique variable, et 
par Z une fonction de z entière et du degré n ,  la forme générale de la fonc- 
tion Z sera 

(1) Z = a  + /a + c z 2  + . . + g ~ - ' +  hzn, 
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a, b ,  c , ... , g , h , désignant des coefficients constants, dont chacun pourra 
être une quantité géométrique. Ajoutons que l'on pourra encore écrire l'é- 
quation (1) comme il suit: 

Si n se réduisait h zéro, la fonction entière Z se réduirait à la constante a 
Dans toute autre hypothèse, la fonction Z sera variable avec z, et son 
module deviendra infini avec le module de  z. En effet, posoiis 

soit, de  plus, h le moclule d e  la constante h ,  et concevons que Ir module r 
de z vienne à croître indtifiniment; on verra décroître indéfiniment les mo- 
dules de ri, zF2, ... , z -~ ,  e t ,  par suite, le polynôme 

s'approchera indéfiniment de la limite h. Donc, pour de très-grandes valeurs 
de r ,  le module de ce polyliôme différera tres-peu du niodule h de la con- 
stante h,  et le module R de 2 ,  eu égard à la formule (z), différera tres-peu 
du module de hzn, c'est-à-dire d u  produit 

Dooc le module R de Z deviendra indéfiniment grand avec le motllilr 1 

de z ;  et à une va l eurh ie  du rnod~de R de la jonction Z ne pour:a jnnznrs 
correspondre qu'une valeurJinie du module r de Zn variable 2. 

Concevons maintenant que l'on attribiie a la variable e une valriir finie, 
pilis à cette valeur finie un accroissement 

dont le module p s i t  très-petit; et en désignant cel accroissenient par Az, 
nommons AZ l'accroissement correspondant de la fonction 2. Pour obtenir 
Z + AZ, il suffira de remplacer z par z + 5 dans Ie second membre de 
l'équation ( i ) ,  où chaque terme pourra étrc. développé, a l'aide. de la for- 
iiîiile du hiname, en une suite ordonnée selon les puissances entières et as- 
cendantes de <. En opérant ainsi et réuiiissant les termes semblables, on 
obtiendra le développement de Z + A Z en une suite de  termes proportion- 
nels aiix puissances entières de <, d'un degré infbrieur ou égal a n. Si, de 
cette suite, onretranche la fonction Z représentée par le terme indéperitlant 
de  5, on obtiendra un reste qui sera divisible alg6briquemrnt par 5 ,  et qui  
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représentera le développement de AZ. Nommons cm la plus petite del 
puissances de 5 ,  comprises dans ce développement. T,e quotient que pro- 
duira la division de  AZ par cm, sera une fonction entière de < qui se ré- 
duira, pour une valeur nulle de <, A une limite finie et différente de z6ro. 
Soient 33 ce uotient , et 8l.9 la limite dont il s'agit. On aura non-seule- 

ment 
Y 

5'n = (,Gm)ma, 
mais encore 

Az ="O"= (%p'n)l+m,, 

et pour des valeurs décroissantes de p , l'argument % + m a  de AZ conver- 
gera vers la limite 9 +ma. Cela posé, nommons A et B les extrémités de 
deux rayons vecteurs qui ,  partant dti pôle O ,  soient représentés en gran- 
deur et en direction par les deux quantités géométriques 

Z ,  Z-i-AZ. 

La longueur AB, représentée géom~triquemeiit par AZ, et nuinériquemen t 
par le module %pm, se mesurera dans une direction qui formera l'angle 
$l -I- m a  avec l'axe polaire. Si, d'ailleurs, on fait croître le module ,G à partir 
de zéro, le point B,  d'abord appliqué sur le point A ,  décrira un arc dont 
la droite AB sera la corde; et la tangente menée A cet arc par le point A 
formera, avec l'axe polaire, un angle égal non plus a la somme $l+ ma, 
mais à sa limite 9 + m a .  Or,  &idemment, la distance OB sera plus petite 
que la distance OA, si le point B est intérieur à la circonférence de cercle 
décrite du p81e O comme centre avec le rayon OA; et l'on peut ajouter que 
cette dernière condition sera certainement remplie, pour de très-petites 
valeurs du module p , si la tangente menée par le point A à i'arc AB forme 
un angle obtus avec le prolongement du rayon OA , ou ,  en d'autres termes, 
si l'angle polaire II, déterminé par la formule 

offre un cosinris négatif; ce qui aura lieu, par exemple, si l'on a 11 = n. 
Mais, après avoir choisi arbitrairement pour IT iin angle dout le cosinus soit 
négatif, on pourra toujours satisfaire à I'hquation (3) ,  en attribuant à a une 
valeur convenable, puisqw , pour y parvenir, il siiffira de  prendre 

I)oi-ic, en définitive, si le module R de 2, correspondant à une valeur finie de 

Es. d'An. et de P b s .  nu th., T. IV. iQe livr.) 2 2 
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la variable a ,  n'est pas nul, on pourra modifier cette valeur de  manière à 
fairc décroître le module R. En cooséquence, la plus petite valeur que pourra 
prendre le nzodule R ne pourra aiffdrer de zéro. Mais quand R s'évanouira, 
la valeur de z, d'après ce qui a été dit plus haut, devra rester finie, et ,  
puisqu'une telle valeur vérifiera l'équation 

on pourra énoncer la proposition suivante : 
1"' Théorème. Soient z une quantité géométrique variable, et Z une fonc- 

tion entiére de z. On pourra toujours satisfaire, par une ou plusieurs valeurs 
finies de z ,  à l'équation 

Une valeur finie de z, qui vérifie l'équation ( 5 ) ,  est ce qii70n nomme une 
racine de cette équation. Soit z' une telle racine, la fonction Z s'évanouira 
aiec la différence z - a'; et si le degré n de  cette fonction surpasse l'unité, 
elle sera le produit de  z - z' pour une autre foizction entière qui devra 
s'évanouir à son tour pour une nouvelle valeur z" d e  z ,  et sera,  en cons& 
quence, divisible par z - 2". En continuant ainsi, on finira par établir la 
proposition suivanle : 

ae Théorème. Soit z une quantité géoinétrique variable, et 

une fonclion entière de a du degré n. L'équation 

admettra n racines ; et si l'on nomme 

z', z , . . ,  z 

ces mêmes racines, on aura identiquement, quel que soit z ,  

en sorte que la fonction z sera le produit de la constante h par les facteurs 
linéaires 

2-z', z-z", ..., Z - ~ 1 " ) .  

Il est bon d'observer que, danslecas où l'équation (5 )  se vérifie, le terme 
hz" de la fonction z équivaut à la somnie d e  tous les autres, prise en signe 
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contraire. Donc alors le n~odule hrn de ce terme doit être égal ou inférieur 
à la somme des modules de tous les autres; et si l'on nomme b , c, ... , g, h 
les modules des coefficients 6 ,  c ,  ... , g, h ,  on doit avoir 

Or ,  cette dernière condition peut s'écrire comme il suit : 

D'ailleurs, le premier membre de la formule (8) varie, en décroissant, par 
degrés insensibles, et passe d e  la limite co à la limite - h , tandis que r 
croit et varie par degrés insensibles en passant de  zéro à l'infini. Donc ce 
premier membre s'évanouira pour une certaine valeur de r qui virifiera 
l'équation 

(9) a + h r +  c r a +  ... + grn-' - h r n =  O;  

et si l'on nomme 1 la racine positive uniqne de  l'équation (g), la condi- 
tion ( 7 )  OU (8) donnera r < 1. On peut donc énoncer la proposition sui- 
vante : 

3" Théorème. Les mêmes choses étant admises que dans le théorème 2 ,  

chacune des racines de l'équation proposée offrira un module inférieur à la 
racine positive unique de  l'équation auxiliaire qu'on obtient lorsqu'on rem- 
place, dans la proposée, chaque terme par son module, en affectant du 
signe - le terme qui renferme la plus haute puissance de l'inconnue, et 
tous les autres du signe +. 

Lorsque, dans la fonction entière z ,  tous les termes s'évanouissent, à l'ex- 
ception des termes extrêmes a et han, la formule . ( 5 ) ,  réduite à l'équation 
binôme 

donne 

a et ses diverses racines ne sont autres que les racines nièmes du  rapport - -. 
h 

Considérons toujours une équation algébrique 

(1) ' z= O ,  
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dont le premier membre 

slit une fonction entière de la variable 

les coefficients a, b ,  c , .. . , g , h pouvant être eux-mêmes des quantités +o. 
métriques. Comme on l'a prouvé dans le précédent paragraphe, cette équa- 
tion admettra généralement n racines, c'est-à-dire que l'on pourra généra- 
lement assigner à 2, n valeurs pour lesquelles la fonction Z s'évanouira 
Résoudre l'équation, c'est déterminer ces racines en commençant par l'une 
quelconque d'entre elles; et la condition a laquelle une méthode de réso- 
lution devra satisfaire, sera de  fournir chaque racine avec telle approxi- 
mation que l'on voudra. Or  le caractère d'une racine est de réduire à zéro 
la fonction Z avec son module R ;  e t  si des valeurs successives de z corres- 
pondent à des valeurs de R qui décroissent sans cesse, en s'approchant in- 
définiment de la limite zéro, ces valeurs de a formeront une série dont le 
ternie général convergera vers une raciue de l'équation (1). Donc, pour 
résoudre cette équation , il suffira de faire décroître indéfiniment le mo- 
dule R, et l'on pourra considérer comme appropriée à ce but toute méthode 
qui permettra de substituer à une valeur finie quelconque de z une autre 
valeur qui fournisse un module sensiblement plus petit de la fonction 2. 
D'nille~irs, si,  de ces deux valeurs de a ,  la premiere n'est pas nulle, on 
pourra considkrer la secoride comme composée de deux parties dont l'une 
3erait précisément la première valeur de z, à laquelle s'ajouterait une 
valeur particulière d'une variable uoiivelle qui aurait commencé par 
être nulle. Donc on peut admettre comme métbode de résolution tout 
procédé qui permet d'assigner à une variable a comprise dans une fonction 
entiére 2,  une valeur à laquelle corresponde un module R de L sensible- 
ment inférieur au module du terme canstant a,  qu'on obtient en posant, 
dans cette fonction, z = o. 

Gela posé, concevons que, la valeur générale de Z étant donnée par l'é- 
quation (2), on considère d'abord le cas où le coefficient b de  z diffère de 
zéro. Si la variable z passe d'une valeur nulle à une valeur très-peu diffé- 
rente de zéro, la fonction Z passera de la valeur a à une valeur peu diffé- 
rente de a ,  et représentée approximativement par le binôme 

n + bz. 

Si, d'ailleurs, le module de a est très-petit relativement au module de b ,  
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l'équation (1) offrira, pour l'ordinaire, une racine très-rapprochée de zéro, 
et cette racine se confondra sensiblement avec celle de l'équation biname 

(3) a -+ bz = O ,  

ou, ce qui revient au même, avec la quantité géoniétrique p, deterniinee 
par la formule 

a 
( 4 )  p cl = - b '  . 

On pourra donc alors prendre ordinairement la quantité p, pour valeur ap- 

prochée de l'une des racines de l'équation ( I ) ,  et c'est en cela que consiste la 
méthode d'approximation linéaire ou newtonienne. Toutefois, la valeur pa 
attribuée à la variable z ne pourra être admise comme valeur approchée d'une 
racine qu'autant qu'elle fournira un module R de Z inférieur au module de a. 

Si, en posant a 

(5) z=pa, 
on obtient un module de Z supérieur au module de a, on pourra substitiier 
à la valeur précédente de z une autre valeur de la forme 

(6) z = r , ,  
]*étant inférieur à p , et couvenablement choisi. Effectivement, soient 

a ,  b ,  c , . . . ,  g, h 
les modules des coefficients 

a , b , c  ,..., g ,  h. 
Le inodule de 

a - t b z ,  ' 

qui se réduisait a 
a - b p = o  

lorsqu'on prenait z = p m ,  deviendra 

(7) a - b r > o ,  

lorsqu'on posera z = r s ;  alors aussi le module de la soinine 

c z a  + ... + gzn-' + hz" 
sera, en vertu du 2e théorème du 5 II, égal ou inférieur à la quantité positive 

et par suite le module du polynôme 

Z = a - + b z + c z a +  ... +gzn-4  t h z n  

sera égal ou inférieur a la quantité positive 

a -  b r t -  c r  a-t-...+grn-4 + hr", 
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ou, ce y111 revient au même, à la différence 

(8) a - r (b  - c r  -. . . - grn-= - hrn-' ). 

Donc le modiile R de Z sera inférieur au module a de la constante a ,  bi  

I'on détermirie z à i'aide de l'équation ( 6 ) ,  eu assujettissant le modiile r à vé- 
rifier nori-seulement la condition ( 7 ) ,  mais encore la suivante : 

B'ailleurs, si I'on nomme r la racine positive unique de l'équation 

il siiffira, pour satisfaire sirnultanémeh aux conditions (7)  et (g), que le 

module r devienne inférieur au plus petit des deux nombres p et r. En con- 

séqiience, on peut énoncer la proposition suivante : 
I "' The'orèrne. Soient 

une fouciion entière de la variable z = r et 
P' 

a ,  b, c , . . . ,  g, b 
les modules des coefficients 

a , b , c  ,..., g , h .  

Supposons, d'ailleurs, que, les coefficients a, b n'étant pas nuls, on nomme 
pa la racine de l'équation binôme I 

a + b z = o .  

et r la racine positive unique de l'équation 

Pour rendre le m ~ d u l e  de la fonction Z inférieur au module de  son premier 
terme a ,  il suffira de poser p = m, et d'attribuer au module r de  z une 

valeur inférieure au plus petit des deux nombres p , r. 
Nous avons ici supposé que ,  dans la fonction Z ,  le coefficient d e  z ne se 

réduisait pas à zéro, Mais ce coefficient et d'autres encore pourraient s'é- 
vanouir. Adniettons cette hypothèse, ou, ce qui  revient au même, suppo- 
sons la fonction Z déterminée, non plus par l'éqiiation (2), mais par une 
équation de la forme 
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les nombres 1, rn, ... , n formant une suite croissante. Alors, si le rnodule 
de a était très-petit relativement au module de b,  on pourrait, dans une 
première approximation, réduire pour l'ordinaire l'équation algébrique 

Z = o  
à l'équation bindme 

De plus, en raisonnant comme ci-dessus, on établirait à la place du théo- 
rème rer, la proposition suivante : 

2e Théorèr(ze. Soient 
Z =  a  + b z t +  czm+ ... -I- hz" 

une fonctiou entière de la variable z = r p ,  et 

il, b , c  ,..., h 

les modules des coefficients 
a , b , c  ,..., h. 

Supposops, d'ailleurs, que les nombres Z, m, ..., n forment une suite croissante, 
et que, les coefficients a ,  b n'étant pas nuls, on nomme pm 17une quelconque 

des racines de  l'équation bindme 

(12) a + b z l =  O ,  

et r la raciiie positive unique de l'équation 

(13) * 
b - c.rm-' - ... - h ~ - ~  = o. 

Pour rendre le module de  la fonction Z inférieur au iiiodule de son premier 
terme a ,  il suffira de poser p = a, et d'attribuer ail niodule r 9  de z une va- 

leu:. inférieure au plus petit des deux nombres p,  r. 

En s'appuyant sur les thdoremes I et a ,  on pourra, d'une valeur nulle dc 
z ,  déduire une série d'autres valeurs auxquelles coi~respondront des valeurs 
sans cesse décroissantes du module R de  la fonction 2. Si ces valeurs dé- 
croissantes de R s'approchent indéfiniment de zéro, l ~ s  valeurs correspon- 
dantes de z convergeront vers une limite qui sera certainement une racine 
de l'équation (1). Mais il peut arriver aussi que les valeurs de R successive- 
ment obtenues décroisserit sans s'approcher indéfiniment de  zéro. C'est ce 
que l'on reconiiaitra sans peine en essayant d'appfiquer les théorèmes énon- 
cés à la résolution d'équations très-simples , par exemple d'équations du 
second degré. 
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En effet,  considérons le cas où, Z étant du  second degré, l'on aurait 

(14 Z = n + bz + cz2. 

Supposons, d'ailleurs, que a ,  b ,  c étant les modules de a ,  b , c , on ait 

La valeur J e  L deviendra 

( 1  5 )  Z =  a - b z + c z 2 ;  

rt les racines p o ,  r des équations 

de  sorte qu'on au1 a encore 

Si ,  d'ailleurs, p tast  sup6rieur r , o u ,  ce qui revient au meme, si l on a 

i f 6 )  ac- b 2 >  O ;  

d o r s ,  ponr obtenir un module d e  Z inférieur au module a ,  il suffira, en 
veriu d u  théorème le', d e  poser 

9 designant un iioinbre entier itifërieur a l'unité, mais qui  pourra .varier ar- 
bitrairement entre les limites o .  I ; et conmie, en  posant 

on trouvera 

(19) Z = a l - b  < + c < ~ ,  

les valeurs de a', b' étant 

il est clair cp'à l a  valeur zkio de  1, ou,  CP q11i revient ail mènie, a la valeiil 

9 r de  z corre\politira un inodiilc de Z ,  inf&rieui a u  niodule a,  et repréaente 

par A'. 11 y a pliis : coinmt des formules ( a o ) ,  joiiites à la condition ( 1 6 ) ~  
LÎn tirera 

(2 1' arc -  hl2> O, 
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il suffira d'appliquer le théorèrrie ier a la valeur générale de 2, que déter- 
mine non plus l'équation ( I  5 ) ,  niais l'équation transformée (ig ), pour dé- 
montrer que le module de Z décroîtra encore si la nouvelle variable 5 passe 
de la valeur zéro à la valeur 

b' 0 -  =00r, 

E) étant déterminé par la formule 

ou,  ce qui revient au même, si la variable z passe de la valeur Br a la va- 

leur Or ( r  + O). En continuant ainsi, on reconnaîtra que, pour obtenir des 

valeurs décroissantes du modu!e de Z ,  il suffit de prendre pour valeurs suc- 
cessives de z les divers termes de  la suite 

Or  le terme géu6ral de cette suite converge vers la limite 

et comme, en supposant remplie la condition ( ~ ( j ) ,  on trouve, pou1 

ilest clair que, dans cette hypothèse, la limite vers laquelle converge le ternie 
général de la série (22) ne peut être une racine de l'éq~iation di1 second degré 

(23) a - bz + cza = o. 

On arriverait aux mêmes conclusions en formarit la série des valeurs décrois- 
santes du  module R de 2, qui correspondraient aux valeurs successives de 
la variable z ,  et l'on reconnaîtrait ainsi qiie le terme général de cette nou- 
velle série,au lieu de s'approcher indéfiniment de zéro, converge vers la limite 

r b' par conskyuent vers la limite a - - -, supérieure à 
3 

4 c 7 "' 
La limite vers laquelle converge ie terme gknéral de  la série ( 2 2 )  n'étant 

pas une racine de l'éqiiation (21)~ on pourrait être tenté de regarder le cal- 
cul de cette limite comme inutile à la résolution de cette équation. Mais 

Ex. d'An. er de Phys. math., T. IV. ( Iee  l i v r . )  23 
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cette opinion serait une erreui*; car si l'on décompose la variable z en deux par- 
ties dont la première soit la limite trouvée, o u ,  en d'autres termes, si l'on pose 

1 
Z, = - r +  c7 

2 

il suffira de  substitiier a la variable z la nouvelle variable 5 ,  pour réduire 
I'équation (23) à l'équation bindnie 

(24)  

la valeur a '  étant 

D'ailleurs, les deux racines 

racines carrées du rapport 

de l'équation ( 24 )  ne sont autres que les deux 
a' - -. 
C 

Généralement, si,  au lieu d'une équation du second degré, on considere 
une équation de degré cpelconque, la série des valeurs de z, successivement 
déduites des règles que nous avons énoncses, et correspondantes B des va- 
leurs deicroissantes du module R de 2, pourra converger vers une limite 
qui, n'étant pas une racine de l'équation donnée, ne fasse pas évanouir le 
module R. Mais alors il suffira d'attribuer cette limite un accroissement 
représenté par une nouvelle variable 5  ; puis de substituer 5 à z, pour ob- 
tenir, à la place de l'équation donnée, une équation transformée, de ln- 
quelle on pourra déduire, par l'application des mêmes règles, une nouvelle 
série de  valeurs de 5 ,  et par conséquent une nouvelle série de valeurs de z ,  
corre.;pondantes à de  nouvelles valeurs décroissantes du niodule R. 

En continuant de la sorte, c'est-à-dire en déduisant, s'il est nécessaire, 
des règles énoncées plusieiirs séries de  valeurs de z ,  en déterminant d'ailleurs 
avec une approximation suffisante les limites vers lesquelles convergent les 
termes généranx d e  ces séries, et en transformant l'équation donnée par 
I'introdnction de variables nouvelles qui ,  ajoutées à ces limites, repro- 
duisent la variable e,  011 portrra non-seulement diminuer sans cesse, rnais 
encore rapprocher indéfininmit de zéro le module R ;  par conséquent, on 
finira par résoiidrc l'équation donnée avec une approximation aussi grande 
que l'on voiidra. Il y a plus : cette méthode de résolution peut eiicore servir 
à démontrer l'existence des racines. Lorsqu'on veut l'employer à cet usage, 
il n'est pas absolurnent nécessaire de  considérer les équations auxiliaires (3) 
et ( IO) ,  OU (12) et (13); il suffit d'observer que l'on satisfait aux conditions 

requises, par exemple aux conditions ( 7 )  et (g), en attribuaut au module r 
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d e  z une valeur infiniment petite; et I'on se trouve ainsi ramené au tbéo- 
rème I ~ '  du $ IV, par une démonstration qui est précisément celle qu'en 
a donnée M. Argand dans un article que renferme le IVe volume des An- 
nales de M. Gergonne, pages I 3J et suivantes (*). C'est encore i cette dé- 
monstration que se réduit celle que M. Idegendre a proposée pour le n i h i e  
théorème dans la seconde édition de  la Théorie des nombres. D'ailleurs 
M. Legendre observe qii'en diminuant continuellement le module d'une fonc. 
tion entière par des opérations semblables, répétées convenablement, on 
parviendra, en définitive, à une valeur de ce module aussi petite que l'on 
voudra ; il présente, en conséquence, ce décroissenient graduel coinrne iné- 
thode de résolution pour les équations alC:ébriques, et surtout comme propre 
à fournir une première valeur approchée d'une racine d'une telle équation. 
Mais le moyen propose pour conduire le calculateur à ce but laisse 
heaucoup à désirer, et consiste à faire décroître le module de la fonction 
entière 2, en attribuant à la variable z une valeur égale au produit d'un coef- 
ficient très-petit par la racine de I'bquation (3) ,  011 par une racine de  I'équa- 
tion (1 a) .  Di1 reste, il n'explique pas comment on doit s'y prendre pour ob- 
tenir un coefficient d'une petitesse telle, qiie le module Z décroisse effec- 
tivement, et ne parle pas de l7éiquation ( 1  O )  oii (1  3 ) ,  qui permet dc  répondre 
à cette question. Ajoutons que,  même en ayant égard à I'éqiiation ( I O )  ou 
(r3) ,  et en suivant la methode ci-dessus tracée, on peut être exposé à un 
travail long et pénible, si I'on n'a pas soin de choisir convenablement les 
quantitds que la niéthode laisse indéterminées; par exemple, le nombre dé- 
signé par 8 dans la formule ( 1  8). Supposons, pour fixer les idees, que l'équa- 
tion (23) se réduise a la suivante : 

2-z-l-z2=o. 
b 

Alors, le rapport -OU r &tant réduit à l'unité, le nièrn"" ternie dela série(22) Sera 
C 

et convergera, polir des valeurs croissantes de n ,  vers la liinitef. Mais il 
2 

s'approchera très-lentenient de  cette limite, si I'on attribue au nombre 8 uoe 

valeur peu différente de  zéro, à laquelle correspondra une valeur de  O peu 
différente de l'unité. Donc alors on devra prolonger fort loin la série (az) ,  

(*)   ken ce moment sous les yeux un exemplaire de l'ouvrage dont cet article offre le 
résume. Cet ouvrage, qui a pour titre : Essai sur une manière de représrnter les quantites 
imaginuires dans les constructions géométriqu~s, porte la date de 1806. Le iiom de l'auteur, 
Robert Argand, de Genèur, est écrit à la main. 

23.. 
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avant d'obtenir un terme sensiblement égal à cette limite ; et l'on peut ajou- 
ter que les valeurs de R ,  correspondantcs aux valeurs successives de z ,  dé- 
croîtront très-len~ement. A la vérité, dans le cas présent, on peut déterminer 
directement La limite cherchée. Mais il n'en sera plus de même quand l'équa- 
tion donnée sera d'un degré supérieur au second ; et  généralement le calcul 
des valeurs successives de z deviendra pénible, si le module R décroît tiès- 
lentement tandis que l'on passe d'une valeur d e  z à la suivante ; ce qui obli- 
gera le calculateur d'effectuer une longue suite d'opérations avant que ce 
module devienne sensiblement nul. 

0 1 1  évitera ces inconvénients, ou,  du moins, on les atténuera notablement 
si, eu appliquant a une fonction entière Z le théorème r ou a ,  on attribue 
à la variable z un module r qui, sans dépasser la plus petite des limites in- 

diquées p et r,  fasse décroitre, autant qu'il sera possible, le module de Z 
D'ailleurs, lorsqiie, le coefficient de z dans Z étant différent de zéro, on at- 

-ibiie à la variable z, avec l'argument m, un module égal et inférieur au plus 

etit des nombres p, r ,  le module de Z ne dépasse pas la somme (8), savoir . 

8 >. a - r ( b  - c r -  ... - ~ ~ n - 2  - hm-+ ) , 
ont la valeur minimum, inférieure a a ,  correspond à la valeur maximuni 

dn produit 

(25 )  . r ( b  - c r  - ... - - hrR-').  
Enfin, le produit ( 2 5 )  , dont les deux facteurs s'évanouissent, le plemiei 

quand on pose r = O ,  le second quand on pose r = r, aura pour maximum 

une valeur positive correspondante à une valeur c de  r, qui vérifiera la 

condition 

Cela posé, la quantité c, inférieure à r, sera la valeur de  r à laquelle corres- 

pondra la valeur minimum de la soinme (8) ,  que le module de Z ne dépassera 
point si l'on a r < p. On se trouvera donc naturellement conduit à substituei, 

dans le théorème I ~ ' ,  t à t ;  on pourra même réduire le  module r. dp z a 

celle des deux quantitbs p ,  r. qui fournira le plus petit module de 2; et l'on 
obtiendra ainsi, pour la résolution des équations algébriques, la méthode 
nouvelle et très-simple qui fera l'objet de l'article suivant. 
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METHODE NOUVELLE 

. POUR 

Soit toujours 

(1) Z = a +  b z t  cza+ . . .+g zn-' -+ hzn 

une fonction entière de la variable 

Comme on l'a expliqué dans le Mémoire précédent, on pourra résoudre une 
équation algébrique quelconque à l'aide de  tout procédé qui fournira pour 
la variable z une valeur à laquelle correspondra un module R de la fonction 2, 
sensiblement inférieur au module a du premier ierme a. 

Cela posé, considérons d'abord le cas où, la valeur de  Z étant donnee par 
l'équation (T), le coefficient b de z diffère de  zéro. Alors une méthode de 
résolution tres-simple pourra évidemment se déduire du théorème que nous 
allons énoncer. 

I~~ Théorème. Soient 

une fonction entière de la variable z = r,, et 

a ,  b ,  c , . .  - ,  g ,  h l  . 

les modules des coefficients 

a , b , c  ,..., g , h  

Supposons d'ailleurs que, les coefficients a, b n'étant pas nuls, on nomme p, 

la racine de  l'équation biname 
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et 'c. la valeur de r pour laquelle le produit 

(3) r ( h  - c r -  ... - g ~ ~ - ~  - brn-', 

devient un mnximunt, ou, ce qui revient au même, la racine positive 
unique de  l'équation 

Pour rendre le niodule de la fonction Z inférieur au module de son pre- 
mier terme a ,  il suffira de réduire ce module R à la plus petite des deux 
valcurs qn'on obtient q i~and on pose successivement 

Démonstration. Lorsque, l'argument de z étant égal à a, le module de 2 

est kgal ou inférieur à p ,  le module du binbme a + bz se réduit à la diffé- 
rence 

a - br; 

par conséquent, le module de Z ne surpasse pas la somme 

D'autre part, le produit (3),  qui croîtra en passant d'une valeur nulle à sa 

valeur maximuni, tandis que r croîtra depuis zéro jusqu'à C ,  sera toujours 

positif dans cet intervalle. Donc, pour r = ou < c,  oii aura 

Or il résulte imniédiatenîent de cette dernière formule que, si l'on réduit le 

niodcile r au plus petit des deux nombres p, z,  la somme ( 5), et à plus forte 

raison le module R de 2,  offriront des valeurs inférieures au Godole a .  

llonc le plus petit des modules di. 2, correspondants aux valeurs pG, cm de 

c, sera certainement inférieur a u  module a. 
Corollaire. II est bon d'observer que, si l'on corisidcre le produit ( 3 )  

comme fonction de  r, ce produit, qui croit tolijours avec r quand on fait va- 

rier r entre les limites O ,  z ,  offrira dans cet intervalle une dérivée toujours 

positive. Donc, pour r < r,, on aiira tou,jours 
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ou, ce qui revient au même, 

on en conclura 

Or,  en vertu d e  cette dernière formule, qui entraîne évidemment avec elle 
la condition (6), le module a surpassera la somme (5 )  d'une qriantité supé- 
rieure au nombre a déterminé par la formule 

Donc, par mite, le module R de Z deviendra inférieur à la différence a - a, 

si l'on pose z = rm en prenant pour r le plus petit des deux nombres p ,  Cr;; 

e t ,  à plus forte raison, si l'on réduit le module R à la plus petite des deux 

valeurs qu'il acquiert quand on pose siiccessivement z = p, , 3 = cm. 

Ajoutons que le nombre a ne s'évanouira jamais, si ce n'est dans le cas 
particulier où ,  les coefficients c , . .. , g, h s'évanouissant tous simultanément, 
le polyndme Z se trouverait réduit au biname a + bz. D'ailleurs, daus ce 
cas particiilicr, I'éqriation algébrique Z = O se réduirait précisément à 1'é- 

a 
qiiation binôme n + ba = O, dont la racine est z = pm = - -- b 

Considéron~ maintenant le cas où ,  dans la fonction 2, le coefficient de z 
s'évanouirait; ou,  ce qui revient au même,  supposons cette fonction déter- 
minée, non plus par la forn~ule (1) , mais par une équation de la forme 

Alors, au théorème le', on pourra substituer la proposition suivante ; 
2e Th-torèine. Soient 

une fonction entière de la variable z = r et 
P 

a , b , c  ,..., h ,  
les iilodules des coefficients 

a , b , c  ,..., h.  

Supposons d'ailleurs que les nombres Z, ln, . . . , n foririetit one suite crois- 
sante, et que, les coefficients a ,  h n'étant pas nuls, on nomme pm l'une quel- 
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conque des racines de  l'équation bindme 

Enfin, soit t la valeur de r, pour laquelle le produit 

devient u n  maximum, ou ,  ce qui revient au même, la racine positive unique 
de l'équation 

Pour rendre le module de la fonction Z inférienr au module de son pie- 
mier terme a ,  il suffira de rbdiiire ce module à la plus petite des deux va-  
lei113 qu'il obtient quand on pose successivement 

De/nonstration. Lorsque, l'argument de z étant egal a, le module de i 
eat égal ou inférieur A p ,  le module du binôme a + bzC se réduit à la diffe- 
rence 

a - br'; 

par conséquent, le module de Z ne snrpasse pas la somnie 

i 3 a - br' + cr" + . . . + hrn. 

D'autre part, le ~ r o d u i t  (1 r , qui croitra en passant d'une valeur nulle à sa 

taleur maximum , tandis que r croîtra depuis zéro jusqu'à L, sera toujourb 

positif dans cet intervalle. Donc, ponr r = ou < t, on aura 

01- il  résulte immédiatement de cette dernière formule que,  si l'on réduit le 

~iiodule r au plus petit des denx nombres p ,  L ,  la somme (r3), et à plus 

forte raison le inodule de 2 ,  offriront des valeiirs inférieures au n~odule a. 

I h c  le plus petit des modules de Z correspondants aux valeurs pm , tm de z, 

st3ra certainement infkrieur au module a. 
Corollaire. II est bon d'observer que,  si l'on considère le produit ( i  1) 

comme une fonction de r ,  ce produit, qui croît tolijours avec r quand or1 

fait varier r entre les limites O ,  .c, offrira dans cet intervalle une dérivée 
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toujours positive. Donc, pour r < s;, on aura toujoiirs 

ou, ce qui revient au même, 

2br'- m c r m -  ... - n h r n >  O ;  
puis on en conclura 

Or ,  en vertu de cette dernière forii~ule, qui. entraîne évidemment avec elle 
la condition (14), le module a surpassera ln somme (13) d'une quantité su- 
périeure au nombre a dkterminé par la forniule 

Donc, par suite, le module R de Z deviendra inférieur à la quantité a'- a, 

si l'on pose z = r,, en prenant pour r le plus petit des deiix nombres p ,  ZL., 

et à plus forte raison si l'on &duit le module R à la plus petite des deux va- 

leurs qu'il acquiert quand on pose successivement a = p,, a = &,. Ajoutons 

que le nombre a ne s'évanouira jamais, si cc n'est dans le cas particulier où ,  
les coefficientsc,. . . , g, h s'évanouissant tous simultanément, le polynbme Z 
se trouverait réduit au binôme a + bat. D'ailleurs, dans ce cas particulier, 
1'Pquation Z = O se réduirait précisément à l'équation binbme n t bal= O ,  

dont les racines se confondent avec les racines de degré 1 du rapport - 
l'une d'elles étant pa. 

T~'app1ica~ion du théorème I ou 2 aux fonctions entières, qui représentent 
les premiers membres d'une équation alghbrique et de ses transformé~ç 
successives, fournit, pour la résolution de cette équation, une méthode et  
des formules précises qui ne renferment plus de quantités ind6terminées et 
arbitraires, analogues au nombre 0 du Mémoire précédent. A la vérité, 
pour déduire de cette méthode des principes exposés dans le Mémoire 
précédent, il suffit d'attribuer aux indéterminées dont il s'agit des valeurs 

1 
spéciales, en prenant, par exemple, 8 = -. Mais comme ces valeurs spé- 

2 

ciales sont précisément celles qui font décroître plus rapidement le niodule 
de la fonction entière donnée, ou,  du  moins, certains nombres que ce llîcq- 

Ex. d'An et de PLys. math., T. 1Y. (49e livr.) 24  
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dule ne dépasse point, elles seront aussi généralement celles qui rendront les 
approximations plus rapides. 

Supposons, pour fixer les idées, que l'on applique la nouvelle méthode 
h la formule (23) de  la page 177, c'est-à-dire Li l'équation di1 second 
degré 

a - b z + c z 3 = o ,  
cri suppo,ant toujours 

ac - bZ > o. 
On trouvera 

puis, en prenant 

et faisant, pour abréger, a' - a - a , on obtiendra ilunlédia tenien t la trans-. 
formée 

a ' + c g Z =  O ,  

a' 
dont les deux raciues coïncident avec Ics raciiies carrées di1 rapport - -. 
On retrouvera donc ainsil'dqtiation (24) de la pag: I 78 ; et ,  ce qu'il importe de 
remarquer, on aura été conduit à cette équation, non plus par la recherche 
de la limite vers laquelle converge le terme d 'me  série formée avec 
cles valeurs successives de la variahle z ,  mais par la détermination d'une 
seule vaaeur de cette même variable. 

S'il arrivait que la fonction Z offrît, à la suite de son premier terme a , un 
ou plusieurs autres termes dont les coefficierits fussent sensiblement nuls, 
on pourrait, en se servant du théoréme r ou 2 pour déterminer un niodule 
de Z inférieur à celui de a ,  Faire abstraction de ces mêmes ternies, sauf à 
constater ensuite que le module trouvé de 2 ,  quand on a égard aux termes 
omis, reste inférieur au mod~ile de a. Cette remarque perinet d'employer la 
nouvelle méthode à la résolution d'une équation nuinéricpe donnée, daos le 
cas même ou l'application rigoureuse des théorenles I et 2 aux premiers 
membres des transformées de cette équation ferait décroître t i  ès-lentement, 
après un certain nombre d'opérations, les modules de ces premiers 
membres. 

On sait qrie l'on peut toujours ramener la résolution d'une éqnation algé- 
brique au cas où cette équation n'offre pas de racines égalrs. D'ailleiirs, lors- 
qu'à l'aide de  la nouvelle méthode on sera parvenii à une valeur très-appro- 
chée o d'une racine simple d'une équation algébriqrie 

z = o ,  
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on transformera Z en une fonction de 5 dans laquelle le terine constant sera 
sensiblement nul, tandis que le coefficient de  5 différera sensiblement de 
zéro. Quant au coefficient de cn, il se réduira précisément au coefficient 
de zn dans la fonction Z .  Donc, dans l'hypothèse admise, on trouvera 

n ,  fi, c , . . . , g désignant de nouveaux coefficients dont le premier a offrira 
un module très-petit , tandis que le module de 5 difiérera sensiblement de 
zéro. Donc alors, en vertu du théorème I " ~ ,  il faudra, pour rendre le mo- 
dule de Z inférieur au module de a, poser 

o u ,  ce qui revient au même, 

et ,  par suite, la nouvelle valeur approchée de la racine simple qui différait 
peu de a, sera celle que détermine la formule 

Ainsi la nouvelle rne'thode, appliquée à Lu résolution d'une équation algé- 
brique gui n'offre pas tle racines égales, Jinira par coïncider, après un 
certain nombre d'opérations, avec lu méthode linéaire ou newtonienne. 
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La méthode que nous avons appliqiike dans le Mémoire précédent a la 
réductioii du module d'une fonction entière de la variable z ,  peut subir 
iiiie modification qu'il est bon de connaître, et que iioiis allons indiquer. 

Soient toujours 

Z = n + bz + cza + . . . + gzn-' + hz" = R,, 

iine foiiction entiére de la variable a = r y  , et 

a, b, c7 -.., g7 h 
les inodules des coefficients 

a ,  6, c ,..., g, h. 
Soit encore 

la racine unique de 1 équatioii linéaire 

a + bz = O ,  

en sorte qu'on ait 
a 

p = b >  

et posons 
Q = c + ... + gzP'-" t h ~ " - ~ ,  
C=c+. . .+gp"-a+11pn-2 .  

On aura 

Cela posé, lorsqu'on prendra z = r,, le inodiile r étant kgal ou inférieur 
a p, on obtiendra évidemment un module de Q égal ou inférieur à C, e t ,  
par suite, irn modide de Z égal oii iiiférieiir h la somme 

(4 a - b r t  C r a .  

Or, la valeur miniriluin de cette somme, savoir, 
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( 189 > 
est inférieure, quand b ne s'évanouit pas, au module a ,  et correspond a un 

module .c de z déterminé par la formule 

Donc, si l'on a r, < p , ou,  ce qui revient au même, 

il suffira de poser 5 = 6, pour obtenir un module de Z inférieur a a. Si, 

il suffira de poser a = pm pour obtenir un module de Z inférieur a 

a2 cpa = C F >  

et, par conséquent, à 
1 
- a. 
2 

Qinsi, en résumé, on peut énoncer la proposition suivante : 
rer Théorème. Soit 

Z = a + bz +- cz2 + ... + gzn-' + ha" 

une fonction entière de la variable a. Soient encore a, b, c, . . . , g, 6 les mo- 
dules des coefficients n, b, c, . . ., g, h [a et b étant supposés distincts de 
zéro], et p, la racine unique de l'équation linéaire 

a + b a = o ;  
enfin, prenons 

C = c + ... + gpWS + hpn-" 
et 

II siiffira de poser 5 = p, si l'on a p < t , et 5 = .cm si l'on a p > c , pour 

abaisser le module R de Z au-dessous d'une limite inférieure au module a 
1 

de a; savoir, dans le premier cas, au-dessous de la limite a ,  et, dans le 
b2 

second cas, au-dessous de la limite a - -. 
4c 

11 pourrait arriver qu'un ou plusieurs des coefficients b,  c, . . . se ré- 
duisissent à zéro. Alors, à l'aide de raisonnements semblables à ceux dont 
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( 1 9 0 )  
nous avons fait usage, on obtiendrait, à la place du théorème I ~ ~ ,  la pro- 
position suivante : 

ae Théorème. Soit 

Z = a + ba" czrn -I- . . . + han 

une fonction entière de la variable 2;. Soient encore a, b, c, . . . , h les iriodules 
des coefficients a, 6 ,  c, . . . , h, et pu l'une des racines de l'équation binôme 

a+- b d = o ;  
enfin, prenons 

c = c + ... + hpn-m 

Il suffira de poser z = ,O, si l'on a p < c ,  et z = .c u 1 

abaisser le module R de Z au-dessous d'une limite inférieure au module a 
E 

de a ,  savoir, dans le premier cas, au-dessous de la limite - a (*) , et,  dans 
m 

m - l  
le second cas, au-dessous de la limite a - b cl. 

... 

Les deux théorèmes que nous venons d'établir fournissent, pour la ré- 
duction du module d'une fonction entière quelconque, et ,  par suite, pour 
la résolution des équations de tous les degrés, une méthode facilement ap- 
plicable, puisqu'en la suivant, on a seulement à résoudre des équations 
linéaires ou des équations binômes. Ajoutons qu'après un certain nomhre 
d'opérations, cette méthode nouvelle finit toujours par coïncider avec la 
méthode linéaire ou newtonienne, quand on a réduit, comme on peut 
toujours le faire, l'équation proposée à n'avoir que des racines inégales 
entre elles. 

,' 

(*) La limite dont il s'agit se présente d'abord sous la forme Cpm; mais l'équation 

b l =  mctm-1, 
jointe h la condition p < c ,  donne 

b l )  rn Cp"-', 
et, comme on a d'ailleurs 

a = bpl, 

on tire des deux dernières formules, combinées entre elles par voie de multiplicatioa, 

par conséquent, 
a l )  mCpm; 

b 
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SUR 

Quelques d e j h i t h n s  généralement adoptées e n  Arithmétique 
et en Algèbre. 

Coinine je l'ai remarqué dans l'Analyse algébrique, quelqiies définitions 
généralement adoptées en arithmétique et en algèbre, spécialement la dé- 
finition d'un produit et la définition d ' m e  puissance, ne peuvent être bien 
comprises qu'à l'aide de développements et d'explications qui font dispa- 
raître ce que ces définitions offrent, au premier abord, de vague et d'in- 
déterminé. En effet, dire que, pozw obtenir un produit, ilfaut opérer sur 
le multiplicande, colnrne on opère sur l'unité portr obtenir le multiplicatew; 
c'est donner de ce produit une définition qui, pour devenir claire et pré- 
cise, exige que l'on explique quelles sont les opérations à effectuer. 

D'autre part, comme Euler l'a montré, l'arithmétiqiie et l'algèbre s'ap- 
puient sur deux notions fondamentales, qui se présentent naturellement i 
l'esprit, dès que l'on veut comparer deux grandeurs entre elles, savoir, les 
notions de rapport nrithnzétique et de rapport géométrique. 

En effet, deux grandeurs de même espèce peiivent être comparées entre 
elles soi~s deux points de vue différents. 

La mesure de la seconde grandeur comparée à la première, est un nonrbre 
qui représente le rapport (*)géométrique de l'une à l'autre. L'inverse de ce 
nombre ou de ce rapport est la mesure de la première grandeur comparée à 
la seconde. Lorsque les deux grandeurs sont égales, leur rapport direct oii 
inverse se réduit à l'unité de  nombre. 

L'augmentation ou la diminution qu'il faut faire subir à la première 
grandeur pour obtenir la seconde, est une quantité positive ou négative 
qui représente le rapport arithmétique de la seconde à la première. La 

(') Lorsque le mot rapport est employé seul, il désigne généralement, comme l'on sait, 
un rapport géométrique. 
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yuantité opposée est la diminution ou l'augmentation qu'il faut faire subir 
à la seconde grandeur pour obtenir la premiére. Lorsque deux grandeurs 
sont égales, leur rapport arithmétique est une grandeur nulle, dont la mesure 
est le nombre zéro. 

Ces notions de rapport arithmétique et de rapport gkoniétriqiie étant 
iine fois admises, les quatre opérations fondamentales de l'arithmétique et 
de l'algèbre, savoir, l'addition, la soustractiori, la multiplication, la divi- 
sion, peuvent être aisément définies en termes clairs et précis. En effet, oii 
peut dire que la soustraction et la division se bornent a déterminer les rap- 
ports nrithnzétique et géométrique de deux grandeurs, l'addition et la multi- 
plication, à déterminer l'une des grandeurs, quand on connaît l'autre avec 
le rapport arithmétique ou géométrique de l ' m e  à l'antre. 

On peut aussi, de la notion de rapport arithmétique ou géombtriqiie, 
passer immédiatement, comme l'on sait, a celle des proportions et des 
progressions, puis à la notion des puissances des nombres et de leurs 
degrés ou exposants. Les définitions et les théorèmes que l'on ohtient alors 
étant bien connus, je me bornerai à les rappeler en peu de mots. 

Une proportion arithmétique ou géométrique n'est autre chose que l'e- 
galité de deux rapports nrithrnétiques ou géométriques. 

Une progression arithmétique ou géométrique est une suite dans laquelle 
le rapport arithmétique ou géométrique cle c l ique  ternie au préci.dent, 
se réduit a 1111 nombre ou à une quantité constante, que l'on noinme le 
rapport ou la raison de la progression dont il s'agit. 

De la définition même des progressions arithmétiques et géométriques, on 
déduit immédiatement les propositions suivantes : 

rer Théorènze. Dans toute progression aritlim6tique dont iin terme se 
réduit à zéro? le terme suivant est la raison même de  la progression. De 
plus, le rapport arithmétique de deux termes est encore un terme de la 
progression; et, pour obtenir le rapport arithmétique d'lin ternie quel- 
conque à l'un des termes précédents, il suffit d'ajouter la raison a elle-mème 
autant de fois qu'il y a d'unités dans le nombre des termes intermédiaires. 

2" Théorème. Dans toute progression géométrique dont un terme se ré- 
duit a l'unité, le terme suivant est la raison même de la progression. De 
plus, le rapport géométrique de deux terines est encore iin ternie de la 
progression; et, pour obtenir le rapport géoiriétrique d'un terme quel- 
conque à l'un des termes précédents, il suffit de multiplier In raison par 
elle-même autant de fois qu'il y a cl'uiiitbs dans le nombre des termes inter- 
m6diaires. 
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l)e ces deux théorèmes, on tire encore le. suivant. 
3" I'héorèt~le. Étant doniiées Inle progression aritlmti~ique donl iirl terme 

se rbduit à zéro, et une progression gbométrique dont un terme se réduit 
A l'unité, si l'on fait correspondre aux termes de l'une les termes de l'autre, 
de telle sorte qu'au terme zéro de la progression ariihmét-ique, corresponde 
le terme I de la progression géométrique, alors le rapport aritlrinétiqiie 
entre deux termes de la progression ariihm6tique et le rapport géomé- 
trique entre les deux termes correspondants de la progression géo~nétriqiie, 
seront deux nouveaux termes qui appartiendront respectiveineiit ai& deux 
progressions ind6fiiiinient prolongées, et qui correspondront encore l'un A 
l'autre. 

Concevons, en particulier, que, la raison de la progressiou arithmétique 
étant réduite à l'unité, la raison de la progression géométrique soit une 
quantité positive représentée par la lettre A. Les divers termes de la pro- 
gression arithmétique se réduiront aux qiiantités entières 

et les termes correspondants de la progression géométrique seront 

ilors aussi, n étant l'un quelconque des termes de la progressioii arithnie- 
tique, le terme correspondant de la progression géométrique sera ce que 
l'on nomme la pzlissance entière de a, du degré marqué par 17exposnnt IL, 

et ce que l'on désigne par la notation A". Cela posé, on aura non-sedement 

(3)  AO = 1, 

iiiais encore 

( 4 )  .", A' = A ,  Aa = B A ,  = AAA, ..., 
et 

En vertu des formules (4 )  et ( 5 ) ,  si n est positif et représente en consé- 
quence un nombre entier, la nidme puissance de  A, reprksentée par la iiota- 
tirm A", ne sera autre chose que le produit de n facteurs égaux à A ,  et l'on 
aura, de plus, 

Ajoiitons que, si nz, IL représentent deiix quantités entières quelcoiiqiies, 

Es. d'An. et de Phys. math., T. IV. ( 4 P  l ivr . )  2 5 
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ou aura, eii vertu dit troisiéine tliéorSine, 

üoiic le rapport g~orîzétrique de deux puissances extières de a est encow 
une puissance entière clont l'exposant se réduit au rapport arithnzétiqur 
des exposants des deux prenzières. 

Siipposons maintenant que, n étant iin nombre entier qiielcoi~qi~e, OIL 

choisisse le iioiiilwe a de maiiiére A +rifier l'équation 

alors a sera ce que l'on iioiiiiiie 1:) racine de A ,  et ce qiie 1'011 repre- 
II 

sente par la iioiation \/ h. Posoiis tl'ailleiirs, polir abréger, 

et coiicevoris qii7aiix 1)rogressioiis ( r ) ,  (a  j on siil~stitiie les suivantes : 

(8) . .., - 3 a ,  - 2 ,  - , O ,  a, a n ,  3 a 7  ..., 

T,es ternies 

de la progressioii (8) se rtkhriroiit évidemiiiei~t à ceux qui coniyoseiit la 
progressioii ( I ) ,  et les termes correspondants de la progressioii (9) à ceux 
qui coinposent la progression (2), c'est-à-dire :iuu puissances entières de 4.  

On a été conduit, par cette rem:ii3qiie, à gPnéraliser la iiotioii des puis- 
sances des noinhi-es, en l'bteiidant au cas oii les degres de ces piiisssiiices 
cessent d'être des quantités entieres; et a dire qu'un terine quelconque de 
la progression (9) est la puissance de a du degré marqub par le terme cor- 
1-espoiidant de la progression (8). D'ailleurs, v était  iin ternie iiielconqiie 
de la progression (8), mi est convenu d'i~idiqiier encore, k l'aide de la 

iiotatiou AY, la puissance de A du  degré inarqiié par l'exposaiit. v .  Cela posb, 
coinine l'exposant de a dans un terme de la progression (9) est le produit 

t h  terme correspondaiit de la  progressiori (S), par le iiombre entier n = 1, 
r 
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1 
O i i  trouvera, par exeinple , en posant v = -, 

puis, rii désignant par rn un entier quelconque, distinct de 71, 

1 na 111 h i s i ,  les puissances de A, des degrés marqués par les exposants -, -, - - 
i l R  R 

lie seront autre chose que la racine nièlne de A,  la mi""' puissaiice de cette 
racine, et le nombre inverse de cette puissaiice. De plus, a" étant le pro- 
duit de n facteurs égaux à a, il est clair que amn représentera le produit 
de rnn facteiirs (.gailx à a, par conséqiient le produit de m facteurs kgaux 

I I 1  - 
h an = A, ou bieii encore le produit de 72 facteurs kgaux a'" = A". Daiic, 
par suite, on aura 

donc, si l'on pose 
ni - 

(16) 
- * I l  

> - 

011 aiira encore 

eii sorte que les éqiiatio~is (16), (1  7) fourniront toujours la même valeur 
pour le nombre B. Enfin, en désigrlant par p, v deux quelconqiies des 
terines de la progression ( B ) ,  on aura, en vertu du troisiéme tliéorènie, 

ou, ce qui revient au même, 

(;oiiinie on peut, sans changer la valeur d'uiie fraction, multiplier ses 

di.. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



deux termes par 1111 riièine facteur, il eii rksulte qu'iin nombre fractioii- 
mire qiielconque p. peut être sous diverses formes. Mais oii 

t l h~on t r e  aisément qu'à ces diverses formes répond une seule valeiir de A " .  

Eii effet, soient ut, n les nombres entiers dont le rapport géométrique 2' 
n 

represente le nombre fractionnaire p réduit à sa plus simple expression. 
m km 

].es fiactions Cquivalentes au  rapport ; seront de la forme - 3 i, poiiraiit 
kn 

6ti.e lin noiiibre entier quelconque. D'ailleiirs, si l'on pose 

on eii coiicliira, comme ci-dessiis, 

puis, en (.le\ ant les cieux membres à l n  puissance entière du  degrt. k . 

ou, ce qui revient au même, 

Ajoiitoiis yrie de l'bqiiation (1 g) on tirera 

- 1 - -  
h m -  m' - - 

* R n  

0~1, ce qni revieiit aii inèine, 

Or, il suit immédiatement des forinules (19) et  (20j, qu'a UII exposant 
fractionnaire p., positif oii m4me négatif, correspontl toujours iirie 

seule valeur de AP. Ajoiitoiîs qu'en vertu de la formiile ( 1  8),  le rapport 
géométrique de deux puissances Jractionnaires de A est encore une yuis- 
sirnce fractionnaire dont I'exposnnt se réduit au rapport arithmétique des 
e x p o s m  t . ~  des deux  premières. 

Il mit évidemment de la formule ( 7 ) ,  qiie la raison A de la progres- 
sion (21, et la raison a de la progression (g) ,  sont toutes deux supérieiires 
ou tontes deux inf4rieiires à l'iiiiit4. Les deux progressions sont croissnnt~.~ 
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dxiis le preiiiier cas, rlécroissnntes dans le second; par conséquent, les 
puissances entières et jractionnaires d'un nombre donné A croissent ou 
di;croisitent pour des valeurs croissantes de l'exposant, suivunt que ce 
nombre est supérieur oz4 inférieur ci l'unit&. 

Concevoiis maintenant que, dans la formule ( 7), le nombre n devienne 
de plus en plus grand. Il est aisé de voir que la valeur de a, déterminée 
par cette formiile, s'approchera indéfiniment de l'unité. 

En effet, il suit de cette fornlule même, r 0  que les deux nombres a, A 

seront tous deux siipérieiirs ou tous deux infkrieurs à l'imité; 2 O  que l'on 
il lira 

Ue plus, on tirera de la formule ( 2  11, i O en supposant A > 1, et, par suite, 
a >  1,  

par conséqiieiit , 

2O en supposant A < I , et,  par suite, a < 1, 

1 - A  

x-a -- < n , 
par conséqiieiit , 

Or, il résulte évidemment de la formule (-23) ou ( 2 5 ) ,  que le nombre a 
s'approchera indéfiniment de l'unité, s i ,  en attribuant au nombre a ilne 
valeur constante, on fait croître indéfiniment le nombre entier n. 

Soit maintenant b lin nombre quelconque, entier oii fractionnaire, ou 
même irrationnel. Si ce nombre n'est pas un des termes de la progres- 
siou (g), il sera du  moins compris entre deux termes consécutifs 
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que l'on pourra aussi présenter sous les formes 

et qui poimont êtrecensés exprimer deux valeurs approchées du  iioiiibre b 
D'ailleurs, n venant à croître indéfiniment, le rapport 

et, ii plus forte raison, le rapport 
b - I --- 
.&A *l IA 

se rappi.ocheroiit indéfiniment de l'unité. Oonc alors A' " convergera \ers 
une limite égale à b. Mais, si l'on appelle p. la limite vers laquelle conver- 
gera, dans la même hypotliese, le produit À a:, on devra naturellement re- 

présenter, par la notation A", la liiiiite vers laquelle convergera la puissance 

fra&ioiinaire a j a .  Donc, en adoptant cette dernière convention, on aura 

011 pourra donc alors représenter un nombre quelcoiique h par une ex- 

pression de la forme A", p étant une quantité positive ou négative, en- 
tière ou fractionnaire, ou même irrationnelk. 4joiitons que, si la valeur 
iiuniérique de p. est irrationnelle, la progression (9) ne renfermera jamais 

le nombre h ou A', mais seulement des valeurs approchees de ce nombre. 

Dans le mème cas, A" sera ce qu'on nomme une puissance irratioiznelle 
de A.  Le degré ou l'exposant de cette puissance sera la yiiantité irration- 
nelle p. 

Reiiiarquoiis, enfin, que l'équation ( I S ) ,  qui subsiste pour des valeurs 
fractionnaires quelconques des exposants p. et v ,  con tiniiera nécessaireinent 
de subsister, si ces exposants, après s'être approchés indéfiniment de cer- 
taines limites ii~atioiinelles, atteignent ces inêrnes limites. On petit donc 
6tendre la forniule 

au cas où les exyosaiits p , v deviennent iri.atiorinels, e t ,  en conséquence, 
on peut énoncer la propositioi~ siiivante. 

4" Théorènte. Le rapport géométrique entre deux puissaiices qiielcon- 
qiies d'un nombre donné A est encore une puissance de A dont l'exposant se 

r6diiit ail rapport ariilirnétiqiie des exposants des deux prernieres 
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Il'éqrintioii (26) peut encore être présentée sous une autre forme, qii il 

est bon de rappeler, et qu'on obtient en exprimant la différence p - v par 
iine seille lettre. En effet, si l'on pose 

et si d'ailleurs on substitue à la lettre v la lettre y, on aura p. = .x + y, 
et l'équation (26) réduite à la formule 

Alors aussi, à la place du  quatrième théorème, on en obtiendra un aiitre 
qui, au fond, sera le même, et s'énoncera comme il suit. 

5e Théorème. Le prodiiit de deux puissances quelcoi-iques d'un ~ioiiibre 
donné A est encore une puissance de A qui a pour exposant le produit des 
deux premières. 

Le théorème 4 ou 5 exprime la propriété la plus remarquable des puis- 
sances d'un nombre, et même cette propriété suffit pour les caractériser, eu 
sorte qu'on peut énoncer la proposition suivante. 

Ge Théorème. Supposons que, x étant une quantité quelconque posi- 
tive ou nbgntive, on se serve de la notation [x] pour désigner une autre 
quantité qui varie avec x par degrés insensibles. Si l'on a, poiir des valeurs 
quelconques des quantités x , y, 

(28) Lx1 [YI = b +YI 7 

on aura aiissi 

(29) [x] = [II". 
Dé~nonstration. 0ii tirera successiveinent de la formule ( 5 ) ,  en désignant 

par x, y ,  z,.  . . , us O, tv, des quantités quelconques 

[xltrl[4 = [-+-YlbI= [ x + Y  + 4 ?  
et ,  généralement, 

[x][y][z] ...[u][ v][w]=[x+ y + z +  ...+ u + v + w ] ;  

puis, en désignant par n le nombre des quantités x, y, z, . . . , u, v ,  w, et 

supposant toutes ces quantités égales entre elles, 

( 30) [XI" = [nx]. 
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1) ailleurs, on tirera de l'éqiiatioil (301, 1" en ~>osai~t x = I ,  

(31) Ln] = [~]n;  
20 en posant x = 5, 

et ,  par conséquent, 

1 
3 O  en désigriânt par rn un iionlbre entier distinct de n , et posatit x = -, 

I l  

par conséquent , eu égard à la formule (32 ), 

puis, en faisant varier la fraction 1 de maniere à ce qu'elle s approche ii l -  

définiment d'un nombre donné v,  on tirera de la forinule (33) ,  

( 3 4 )  [ Y ]  = [llY. 
On trouvera, en particulier, en posant v = O, dans la forinule ( 3 4 ) ,  

(351 [ O ]  = I ,  

Enfin, en posant dans la formule (28) 

x = v ,  y = -  v ,  
on en tirera 

[ r ]  [- r ]  = I ;  

y ar conséquent , 
(36) 

1 = - - - = [Il-' ; l- r l  ,:, - ,,y 
et il résulte évidenmeiit des formules (34) ,  (36), q 
une valeur réelle qiielçoiiqiie k v, on aura 

[ X I  = [IF.  
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SUR 

Quelques Théorèmes concernant les moyennes arithmétiques 
et géométriques, les progressions, etc. 

5 1 .  - Notions relatives aux moyennes arithtnktiques et  gkornétriyues. 

La moyenne arithmétique entre n quantités doilnées est la ni""' partie de 
letir somme. 

La moyenne géométrique entre n nombres donnés est la ni"'" racine de 
leur produit. 

D'autre part, la somme de n quantités est évidemment cornprise entre les 
produits qu'on obtient quand on rnultiylie par n la plus petite et la plus 
grande de ces quantités. 

Pareillement, le produit de n nornhres est co~npris entre Zes nièrnes puis- 
 anc ces du plus petit et cilu plus grand de ces nombres. 

Donc, par suite, la moyenne arithmétique entre plusieurs quantités est 
toujours renfermée entre la plus petite et la pius grande de ces quantités. 

Pareillement, la moyenne géométrique entre ph~sienrs nombres est toujours 
renfermée entre le plus petit et le plus grand de ces nornbres. 

En partant de ces principes, on établira divers théorèmes d'algèbre qui 
seront successivement énoncés dans les paragraphes suivants. 

5 I I .  - S u r  les progressions géonzétriqcls~, et sur les moyennes arithmétiques entre 
leurs termes. 

Considkrons d'abord une progressioii géométrique dont Ie premier ternie 
soit l'unité, et dont la raison r soit une quantité positive quelconqiie. Les 
divers termes, dont nous supposerons le nombre représenté par la lettre n ,  
seront respectivement 

1 ,  r,  r 2  ,..., ,.n-t. 

Ex. d'An. et de Ph, math., T. IV. (43e l ivr.)  
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et, \ i  1'011 di.sigiiv par s, la soinine de ces ternies, oii aura 

D'ailleiirs, le plus petit et le pliis graiid des ternies dont il s'agit sel-ont le5 
tletix terines extrêmes 

r,  rn - ' .  

DOIIC, eii vertu des priiicipes exposés dalis le 5 ler, la soinine Sn sera coin- 
p i se  eiitre les poduits qu'on obtient, quaiid on inultiplie ces deiix terines 
par 72, et l'on pourra Gnoncer la proposition siiivante : 

1 er Thhrèrne. La somme 

(les i l  ternies de la progressioii géoiii6triqiie 

1 ,  l', 7-2  ,..., , n - f  

est coinprise entre les limites 

12 et ur"-' . 

Yoiis avons ici siipposk que le premier terine de la progressioii gkoiiie- 
trique doiiiiée était l'imité. Supposoiis inaiilteliant que ce premier ternie 
soit une quantité quelconque k ,  la raison étant toiijoiirs positive et repré- 
seiitée p;rr r .  Les divers termes de la progression deviendront 

k ,  k ,  kra , .  . . , k,- 71- 4 7 

et leur soinine qiie je représeiiterai par Sn sera 4viderniiieiit Ggale i 
Elle sera donc comprise entre les limites rdi Z Z ~ I ~ " - ' ,  et a la place di1 I ttiéo- 
rbnie, oii obtiendra la proposition suivante : 

?c T?zéor~ème. r1  étant uii nombre qiielconque, et k ilne qiiantitb qtiel- 
cnliyiie positive oti négative, la somme 

des n ieriiies de Ja progression g6ombtriqiie 

k, Jr,  kr" ..., krn-i 7 

est compi3ise entre les limites 

nk., nkrn-l.  

Si l'on divise la solnine Sn des termes de 1;) lwogression géoiiii~triqiie doil- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( 203 ) 

ilGe par leur iioiiil>re 72, 011 obtiendra la moyeline arithiriétiqiie eiitre ces 
1ii6rnes termes. En vertu di1 deilxièine théorème, cette moyenne nrithmé- 
tique, que je dbsignerai par Rn, et que détermine la formiile 

iera comprise entre les deiix termes extrêmes 

, krn-' 

c l ?  la progressioii géoriiétriqiie. Si l'on suppose, eii prticiilier, r! = r ,  oii 
~1i1-a Sn = s,~ , par coiiséqrient, 

oii, ce qui revieiit ail mèine, 

et la qiiantité Rn, c'est-à-dire la moyenne arithmétiqiie eiitre les divers 
termes de la progression géométriqae 

sera comprise eiitre les termes extrêmes 

I ,  rn-'. 

I,a moyenne arithmétiqiie RTl, cléternîinée par la foriliule ( 2 ) ,  possède 
eiicore une propriété remarqiiable dont l'énoncé foiirnit le théorème sui- 
\illit : 

3e Théorème. Si le nombre eiltier'n vient à croitre, 12 nioyeiiiie aritli- 
iiiétiyue 

entre les divers termes de la progression géoinétriqiie 

1, r, r 2  ,..., ,,Il-! 
7 

croîtra ou décroîtra siiivant que la raison r sera supérieure oii iiiférieiire 
l'mité. 

Dérnonslration. Soit 
77~ = n + l 

i111 nombre entier siipérieur à n, en sorte que I soit On aiira noii- 
26.. 
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mais encore 
I + r +  r 2  +, . . + rJ1+*-' 

Rn+[ = n + l  
7 

ou, ce qui revient au inéme, 

I + r  + r . .  . 4 -  rn+rn+l+. . .+r"f t - l  
&Cl = + n i - [  n + l  

9 

ou, ce qui revient au  inérne, 

la vnleiir de A étant 

Or, 1'~1nité étant inférieure aux puissances positives et supérieure aux 

puissaiices négatives de r ,  quand 011 a r > J ,  il est clair que, dans cette 
liy pothèse, les deux moyennes arithmétiques dont la :différence é p i \  aiit 
à A en vertu de la formule ( 4 ) ,  seront, la prerniére supérieure, la seconde 
ipférieure à l'unité. On aura donc alors 

h > O ,  et, par suite, RnlE > Rn. 
Mais le contraire aura lieu, si l'on suppose r < 1, et, dans ce dernier cas 
les formiiles (4)  et (3) donnent 

A < O, par conséquent, < Rn. 
5 III. - Sur lesprogrcssions arithmétiqices, et sur les moyennesgéométriguss entre leurs termm. 

Considérons maintenant une progression arithmétique dont toiis les 
ternies soient positifs. Si l'on nomme a le premier terme, b 13 raison, n Ir 
nombre des termes, ceux-ci seront respectivement 

et, en uoinrriant P, le produit de toiis ces termes, on aura 

( 1 )  P,=afn+bf  ...[ n t ( n - z ) b ] [ n + ( n - r ) b ] .  
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D'ailleiirs le plus petit et le plus grand des ternies dont il s'agit serotit les 
deux termes extrêmes 

Donc, en vertu des principes exposés dans le § Iec, le produit P, sera corn- 
pris entre les nièrnes puissances de ces deux termes, et l'on pourra énoncer 
la proposition suivante : 

ier Théorème. Le produit P ,  des n termes de la progression arithmétique 

supposés tous positifs, est compris entre les limites 

i u  reste, on peut obtenir deux limites plus rapprochées qui comprennent 
entre elles le produit P, eu suivant la marche que je vais indiquer. 

Je remarquerai d'abord que, si l'ondésigne la somme de deux nombres 
par k, et leur différence par 1 ,  ces deux nombres auront polir valeurs res- 
pectives les deux expressions 

et pour produit l'expression 
k? - 

4 
qui décroît sans cesse pour des valeurs croissantes de k. Ce produit sera 

donc infhieur oii tout au plus égal à , c'est-à-dire au carré de la demi- (:y 
somme des deux nombres, et deviendra le plus petit possible, quand la 
différence 1 sera la plus grande possible. 

Cela posé, concevons que l'on multiplie le produit P, par lui-même, 
après avoir renversé l'ordre des facteurs. Le carré P: ainsi obtenu pourra 
ètre considéré comme le produit de n facteurs, dont chacun serait fourni 
car la m~iltiplication de. deux termes placés à égales distances des ex t r emes A 

dans la progression 

c'est-à-dire par 1-a multiplication de deux termes de la forme 

m étant un nombre entier égal ou inférieur à n. D'ailleurs, d'après la i.e- 
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marque faite tout a l'heure, le prodiiit de deux seiiillables termes sera toii- 
joiirs inferieiir au carré de leur demi-somme 

et toujours égal ou supérieur au prodiiit des teiliiies e x t r h e s  

Doiic, pai, suite, Pn sera compris entre les limites inférieure et siipérjeiiic. 

et le produit P, lui-même entre les racines carrées de ces liinites. 011 polirra 
donc énoncer encore la proposition suivailte : 

îe  Théorème. Le produit P, des termes de la psogressioii arithnie ticpie 

siipposés tous positifs, est compris entre les limites inf4rieiii.e et siip41,iriire 

- - 
cl' [a -+ ( i z  - I ) bI2, 

Corollaire 1"'. Si l'on suppose a et b réduits à l'iiiiité, oii concliira dii 
deiixienie théorème que le prodiiit 

I . a . 3 . .  .n 

est compris entre les limites inférieure et siipbrieiii e 

Corollaire, 2". Si l'on suppose 

n z  étant un nombre entier égal oii supbrieiir a n , oii coiicliira di1 deiixieiiie 
théorèine qne le produit 

est compris entre les limites inférieure et siipérieiire 
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011 aiira donc 

O'autre part, si l'on pole 
n -'I r = 1 L p 7  

fi 1 

n étant égal ou inférieur h m, le nombre r sera inférieur l'uuité. 011 aura, 
par suite, en vertu du  théorème I ~ '  du 5 II, 

ou iiithe, si n est un nombre pair, 

Il y a plus : si n est un nombre impair supérieur à l'unité, on aura néces- 
sairement n > 2 ,  et le troisième théorème du §II donnera, pour r < I , 

par conséquent , 

1 

puis, eii reinplaqaiit dans cette dernière foriniile r par r5, oii trouvera 

Donc, si n désigne l'un quelconqiie des nombres entiers supérieurs à l'imité, , 
la formule (3), que l'on peut encore écrire coniine il suit, 

subsistera géii4raleinent pour r < i. Elle subsistera donc alors pour 

de sorte qu'on aura . 
II 
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( 208 ) 
Or, des f'orrniiles ( z )  et ( 5) réunies, on déduit iiiiiiiédiatemeiit la propositioii 
suivante. 

3" Théorème. m, n étant deux nombres entiers dont le second n siir- 
passe l'unité, en demeurant inférieur à m + 1 ,  1~ produit 

des n termes de la progression arithmétique 

ne pourra s'abaisser au-dessous de la limite iiifbrieiire 

qu'il atteindra seulement dans le cas particulier oii 1 on aura n = z .  
Si l'on extrait la racine dème du produit Pn déterminé par la formule ( 1 )  

on obtiendra la moyenne géométrique entre les &\ers termes de la pro- 
gression arithmétique 

En nommant A, cette moyenne géométrique, mi dbdiiira immédiateuieiit 
du théorème 2 la proposition suivante : 

4" Th60rè1ne. La moyenne géométrique 

entre les termes de ld progression arithinétiqw 

supposés tous positifs, est comprise entre les liinites inférieure et siip6rieiwe 

Si l'on suppose a et b réduits h l'unité, alors, a la place du q~iatii~iiie 
théorème, -on obtiendra la proposition suivante : 

5e T h é o r h e .  La moyenne géométrique 
1 
- 

p . 2 . 3  . . . p l ] "  

entre les nombres entiers 
1 , 3 , 3  , . . . ,  11 
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0 1 3  pelit, des principes établis dans les paragraphes prt:c4deiits7 &dilire 
diverses cons&pnces qui niéritent d'être ieniaiquées. h s i ,  <.II ~ > ü i . t i ~ ~ ~ ] i ~ ~ ,  
si, eii <lésigliaiii par i. lin nonibre quelconque, t t  par IZ [ I I I  nombre entier, 
I'ori pose 

1 1 - r n  
R ,  =; G1 

si, d'ailleurs, on iioinme n z  uii autre erilier iiifkrieiir :i I L ,  ;iloi.s, 

t l i i  troisiéme thborème du 5 II, on aura, polir. i. < i ,  

ou, ce qui  revient 

et, pour r > I , 

fi, < RI, 7 

au inêine, 

ou , ce qui revient au mime, 

Comiiie on aura d'ailleurs, dans l'un ou l'autie cas, 

on d e \ u  corlclure cllie, si n surpasse m, on aura, pow r < 1 

et, polir r > 1, 

( '2) 

- 
Si, iiiliiiiteiiaiit, on reiiiplace, dans les formules ( 1 )  et ( a ) ,  r par r", ces for- 
miiles seront réduites, la première à 

Lx. dArr e i  dc f'hyi. math.. T. IV. (43' Iivr.) 
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hactioii E7 devenue varial)le, s'approclle iiid6fiiiiineiit d'un cei-taiii iioiiihi-e 
ln  

.J ratioilnc.1 ou  irrationnel,  nais supbi-ieiir à l'riiiitb, et dors,  en i.eiiipliir;liit 

e t ,  pour r > r , 

1joutoiis q m ,  si l'on ieiriplxe 1,  pur , on tirei;~, I O  de la formiile ( 5 ) ,  

1 
2" de la formule (61, polir ; > r ,  r < 1 ,  

Or il suit t%idemiiient des formiiles (5) et (8), 011 (6 et 7), que le inppol t 

1 - 7  

sera toujours coinpris entre les liiniteb 

Y et v r  -', 

si le iioinbre Y est supbi'ieiir à l'unité. 
iii reste, en raisonnant toiijoiirs de la iiiciilr iii,~iiiei,e, ou wi-i~erait 

encore aux mêmes coiicliisions, si la fractioii - et 1:1 Iiiiiite Y dtl cette fiac- 
r12 

tioti étaieut supposkes non pliis sup6rieiii.e~~ iii;~is infbrieures i I'iiiiiti.. 
Seiilenieiit alors, le tlléoréiiîe 3 du 5 11 doiiiierait, poiii- r < r ,  
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et, par suite, daiis les diverses formules obteiiiies, on devrait reinplacer le 
sipie < par le signe > , et réciproquement. 

(;eh posé, on pourra érioiicer la propositioii suivante : 
1" Théol%ine. r et v étant deux nombres qiielconqiies, le r:ipport 

wra coinpris entre les limites 

C;oiicevoiis maiiiteiiaiit que, x, y étant des iioinbres distincts, oii pose 

I )oiic, eu égard au premier théorèine, le rapport 

srra compris entre les limites 

cloiit la seconde coïncide avec le produit vy2-' ; et l'on poiirra biioiicei 
12 proposition suivante : 

ae Théorènae. x,  y, Y étant trois iloinhres quelconques, le rapport 

sera toiijoi~rs compris entre les limites 

Si, eli clbsignatit par A X  un accroissement attribué a la variable: x, et 
p i .  A (xy)  l'accroissement cori-espondant de .xv,  on pose 

011 aura 

et ,  par suite, 
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( 2 1 %  1 
puis, en faisant coii\ei.ger A x  vcrs 1;i limite i h o ,  oii coiicliira clil tlw\ienw 

K k i p  oqiie~nwt, de la formile (1  o , supposihe coiiiiiie, oii poiirr,iit re\ eiijr 
r l ~ ~  secod  1 1 ~ 6 r > l - i w ~ ,  CH s';ippilJniit sur iiiie propositioii t:iiniic& dms le 
tleiixiéiiic. I olriine de cet oiiwage. En effet, si, en aitribiiaiit a x iiiie 1-;tleiii. 
coiirtaiite, on fait varier y à partir de y = 2. les clifkwiicrs 

hwo~it d w ~  gridet i rs  coexistailtes qui s'i.\aiioiiii.oiit siiiiiilt,iii~iiieiit; et 
Iwi. r,tpport d iffi-reiitid, reprPseiité par la iiotatioii 

se coilto~iclra, eti t t ~ i i  de la foriiiiile (gj, ,i\ cc It* produit Y j J - l .  0i. ce pro- 
rliiit, qui s~ rkdiiii-;i simpleilient à u ~ ~ - ~ ,  qiiaiid oii posera y = x,  
ci.airi.;i or1 dGcroitra sans cesse, tandis qiir 1'011 fera woitre l n  valeiii. iiiiiii6- 
i . i c j ~ ! ~  de  1;i diffi.rence y - .lc. Donc les \drui .c eutr61i.ies clr ce ]>rorluit , 
rept-C.seii t4eç ]MY 

y X' - 1,  Yy, -' , 
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Soient r, 1) les coor~ciotinéc.s polaires d'uii point h reliferiiii. dms  iiii 

certain plan, r &taut le rayon vecteur O l  mesuré A partir clii pôk O sur 
iine droite qiii forme avec l 'axe polaire OX l'angle polaire p. D'après ce 
qui a été dit A la page 158, le vecteur 09 sera représeiité en grandeur 
et en direction par la quantité géonzétriqze r,,, dont r -  sera le n~odule, et y 
l'nrgunzent. 

Cela posé, l'arguineiit p pourra Gtre l'un qiielconque des angles décrits 
par un ra)on vecteur inobile qu i ,  d'abord dirigé suirant l'axe polaire, 
toiirnerait niitoiir du pOle, de nianikre à prendre dkfiniti~rement la clirec- 
tion OP. Or ces angles forment évidemment une progression arithmétique, 
dont la raison équiraiit à quatre angles droits mesurés par la circoiiférence 
dont le rayon est l'iiiiité, c'est-A-dire par le nombre an .  Nais, parmi ces 
niêmes angles, un seul est renfermé entre les limites - x, + n ,  les autres 
se dPdiiisant de celui-ci par l'addition ou la soustratiori des divers multiples 
de z n. Ajoiitons cliie, si l'arguiiient p est considéré comme positif quaiicl 
le rayon vecteur mobile a tourné daris uii certain sens avant cle parvenir A 
la position OP, le nierne argiiment deviendra négatif, quand le raj-oii x ec- 
teiir iiiobile aiira tourné en sens contraire. Le mouvement de rotation sera 

direct dans la première hypothèse, et rL;trogmrlc dans la seconde. 
Enfin, lorsqiie le signe + oii -, qiii sert à indiquer l'additinil oii l a  

soiistraction, sera placé devant r,, , l'expression 

ainsi obleiiue représentera la longueur r mesurée i partir dri- pôle daris l i t  

direction qiii forme avec l'axe polaire l'angle p ,  ou dans la dkectioii op- 
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posk ,  eii sorte qu'oii aiira [page 1641 

1)aiis le cas particiilier oii le niodiile r se i6diiit a l'iiiiilb, la quaiititc 
géométrique ~ p ,  rbduite à la foriiie r,, reprbseiite la longiieiir I iiiesurbe a 
~ ~ a r t i r  dii pôle dans la direction qui forille avec l'axe polaire I';iii$e p. Si 

cette direction on substituait la direction opposée, alors, A la place de 
la  qiiaritité géoinétrique I, , on ohtienclrait la quantitb opposbe 

Si la direction doiiiike coïiicide avec celle de I'aic. poliiire, oit .i\ec la 
direction opposée, la quantité gC.oiiibtriqiie 1, serit rbtliiite a l'uiie de, 
quaii tités alg6hriqiies 

I o  = 1, 1; = 1-, = -t 1 .  

Si, au contraire, la droite sur laqiielle se iiiesiire 1 , ~  lo~igiieiir 1 tle\ieiit 
perpei~diculaire à l'axe polaire, alors 1'expi.essioti l p  se troiiveiTa i~4iii tc a 

l'iine des qiiantitbs géoinét~iques 

La peiiiiere de ces quantités, c'est-à-dire Ici loiigiit.iii. I ,  iiitbsiii.ee diiiis la 
direction que prend iin rayon vecteur mobile doue d'iiiî inoii\eiiient de 
rotation direct, et prirniti~eineiit dirigé siii\aiit l'axe polaire, au iiioinent 
où il devient pour la preiniere fois perpendiculaire à cet &Xe,  sera doréiia- 
~ a n t  dbsigiiée par la lettre i. Eu égard à cette coiiveiitioii, l'on aiira 

ou , ce qiii iwieiit ail i n h e  , 
( 4  i 2 =  - 1 .  

I)oiic les quaiititbs gboiii4~riyiies i et - i représeliteroiit les i aciijes carreps 
(le - 1 ; et, comme oii tirera de la formule (/i), 

., 
l*  -- (- 1 1 0  

par coiisbyuent 

( 5 :  i4 = 1 .  
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il est clair que i et - i repi+senteroi-it encore les deux racines quatrieines 
et lion algébriques de l'unité. Cette conclusion ne différe pas au fond de  la 
remarque faite à la page 167. 

En ri.siiiné, i et - i sont les deux racines de l'équation binôme 

( 6 )  z2 = - 1 7  

a laquelle il est iinpossible de satisfaire tant que l'on prend pour z une 
qiiantiti. algébrique, puisque le carré de toute quantité positive ou dgative 
est n4cessaireiiient positif. Si l'équation (6) devient résoluble, dans le cas 
où l'on prend pour z une quantité géométrique, cela tient à ce que la dkfi- 
nition do~iiiée en algèbre du  produit de deux quantités se généralise quand 
ces quantites cessent d'être algebriqiies, et permet au produit 

de deus hcte11i.s Cgaux d'acquérir une valeur négative. 
Concevons maintenant que l'on détermine la position du  point A, iioii 

plus à l'aide des coordonnées polaires r et p, mais à l'aide de deux coor- 

données rectangulaires x et y mesurées A partir du pôle : I O  sur l'axe 
polaire; 2' siir une perpendiculaire à cet axe. Supposons, d'ailleurs, 
que l'on compte les x positives dans l n  direction correspondante h une 
valeur ~iulle de  l'angle polaire p ,  et les y positives dans la di~ect io~i  

correspondante à l'angle polaire T. Les coordonnées x ,  y ,  o u ,  ce q u i  w- 
2 

~ i e n t  au n k n e ,  les projections algébriques du rai-on vecteiir r sui. les nies 
des x et des y, se réduiront, poiir r = I ,  a ce qu'on nomme le cosinus et 
le sir~tis de l'angle polaire y ; et, comme, poiir passer de ce cas particulier ail 
cas oii r acquiert une valeur quelconque, il siiffit de faire varier .x et 3. 
dans le rapport de I à r, on aiira généralement 

11 est facile d'expriiiier la quarititc': géoiiiétrique r, en fonctioii des coor- 
doniiées rectangulaires x, y : et, d'abord, il est clair que, si l'iine de ces 
coordonn+es s'évanouit, la valeur numérique de l'autre sera précisément 
la d e i i r  du rayon r. Daris la même hypothèse, l'expression I, se rédilira 
évidemment à r ou à - 1,  si le rayon r se mesure dans le sens des x po- 
sitives ou des x négatives; à i ou  à - i, si r se mesure dans le sens d e s y  
positives ou des y négatives. 011 en concliit aisément que la qiinntit4 @O- 

niétrique 

( $ 1  r,, = l 1 7 ,  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



e x p i i é e  eii f'oiictioii des coordoiiii~es x ,  y, sera rel)rbsviitee eii gr;iiitl~.iii- 
et en directioii par l'abscisse x, si I'oii a y = O, et par le ~)rodrtit J i , s i  

l'on a x = o. 
Si des deux cor>rdoiiribes x, y aiiciine iir s'6vaiioiiit, ;ilors 

i'epr&eriteroiit évideinineiit, eii grandeur et en tlireciiori , iioii $ L I \  1.i 1011- 

giieiir r iriesiirée siir iiiie droite correspondante 1':iiigle po1:iirr p, ni;iis 

seiileineiit les projections algébriques de cette loiigiieiir sur les axes (les .2: 
et des y. Quant à la longueur elle-inhie, elle sera 1;t diagoiinle dii rec- 
t;uigle coiistriiit siir les deus projections. Elle sera dotic [page i 601 la \oiii~iie 
des drrix qiiantitbs gGombtriqiies x, y i , es  sorte qil'oii ,itir;i 

Si le raj oii I se réduit a I'iinitb , ori aiirii 

Doiic alors la formule 9, doiiiiera 

Si, au  contraire, le rayon r differe de I'iiiiité, on tirer A de la foriiiiile (9) 
jointe aux éqiiatioiis (7), 011 bien encore de la forniiile ( 8 )  jointe ;r 1;i 

foriilllic (1  l) ,  

12)  I ,  = r(cos p + i siii p ) .  

~;oiicevoiis riiaiiitenaiit que, r, p étaiit les coordoiiiiées rectang~ilai~es, 
et ,x, *y les coordonnées polaires du poiiit 1, oii pose, pour abi-Pger, 

( 1  3 )  z = r, = x + r i ,  

1;t qiiatitité gbotnétriqiie z sera ce que nous appellerons 
Si l'on désigne par R, P les coordoriiiées pol;iires, par 
i iks  i-ectaiigidaires. et par Z l'affixe d'iiri second poiii 

14; Z =  R p =  X +  Yi. 

Si les deux points coiiicideiit, oii aura non-seiileineiit 

1 5 )  z=z. 
ou , ce qui revient aLi iiiéme, 

\16') -Y+YJ  - T L2-1, 

1 aflxe dt. cr poiiit. 
X, Y les coordoii- 

I t 11. on aii ra encore 
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niais encore 

(1 7 X = x ,  Y = y .  
Rhciproquement , si l'équation (1 5) se vérifie, les y oin ts A, B coïncideront, 
et, par suite, la formule ( r  5) ou (1 6 j entraînera les éqiiations (17) .  On peut 
donc énoncer la proposition suivante : 

I" Théorème. Lorsque deux quantités géométriques sont égales, l'équa- 
tion qui exprime leur égalité peut être remplacée par deux équations entre 
quantités algébriques, savoir : par les équations qu'on obtient, quand on 
égale entre elles, dans les quantités géométriques données, les parties pure- 
ment algébriques, puis les quantités algébriques qui représentent les coef- 
ficients de i. 

Observons encore que l'équation ( i  51, présentée sous la forme 

(18)  &= r , ,  
donnera [voir la page I 581 

(19) H = r, (20)  P = p + a k r ,  

k étant une quantité quelconque, e t ,  par suite, 

(21) cos P = cos p, sin P = sin p. 

Comme on aura d'ailleurs 

(4 I~ = COSP + i sin P, 

il est clair que des formules (1 1) et ( a z ) ,  jointes aux équations ( z  I ) ,  oii 
tirera 

(23 I F =  lp. 

011 arriverait encore à la même conclusion, en divisant par R = 1. les 
deux membres de l'équation (1 8)  présenté,e sous la forme 

1, R =  rpr .  

En résiilné, la position d'un point dans un plan peut etre compléteinetit 
déterminée, non-seulement par le système de deux coordonnées rectaiigii- 
laires, mais aussi par l'affixe de ce même point; en sorte que l'égalité de  
deux affixes entrains la coïncidence des points correspondants avec l'éga- 
lité de leurs abscisses, de leurs ordonnées, et de leurs distances ail pôle. 

Nous appellerons poirzts conjr~gués deux points places symétriquemeiit 
par rapport A l'axe polaire, ou, ce qui revieiit ail même, deiiu points sitii/.s 

Ex. d'An. et de Ph.  nznth., 1'. TV. (43e 1ivr.l 28 
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a égales distances de cet axe siIr iule droite perpeiidiculaire à l'axe. Nous 
appellerons encore quantités géométriques conjiiguhes celles qui représen- 
teront les affixes de deux points coiijugubs. Cela posé, deux qiiaiitités géo- 
métriques coiijiigiiées offriront évid~,inrnent, avec des modules égaux, des 
arguments égaux au signe près, mais affectés de signes contraires, et si 
l'une est de la forine 

l'autre sera de la forme 

( 2 5  r-, = x --r i  = r (cos p - i sin p). 

Comme on aura d'ailleurs 

( 2 6 )  rpr-p  = r a ,  

on pourra énoncer la proposition suivante : 
2e Théorème. Le produit de deux quantitbs géométriques coiijugiiées est 

le carré di1 module de chacune d'elles. 
Remarquons eiicore que des formules (24) ,  (25), (26), on tire 

r" (x + yi) (x - r i ) ,  

puis, en ayant égard la formule ( 4 ) ,  

(28) r2 = x2 +ya.  

L'équation ( 5 )  exprime simplement que le carré du rayon vecteur r est 
Zrt somnze des carrés de ses deux projections, et reproduit ainsi le théorème 
de géométrie suivant lequel, dans un triangle rectangle, le carréde l'hypo- 
ténuse équicmit ri la sornrne des carrés des autres côtés. Ajoutoils que l'on 
tire de la formule ( 2 7 )  

et que l'équation (29) réduit immédiatement à la forme X +  Y i  le rapport 
de l'unité a la quantité géoinétrique x +y i, ou, ce qui revient au meme, 
la quantité géométrique inverse de x +y  i. 

Si le module r des deux quantités géométriques r,, r-, se réduisait i 
['unité, elles deviendraient respectivement 

~ , = c o s p + i s i n p ,  r - ,=cosp- i  sinp. 

Ces principes exposks dans le Mémoire sur les quantités géométriques 
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( 219 > 
periiietteiit d'effectuer aisément, sur ces quantités réduites A la forme i p ,  

les diverses opérations de l'algèbre ; spécialement l'addition, la soustrac- 
tion, la multiplication, la division, et l'élévation à des puissances entières. 
Pour effectuer ies mèmes opérations sur les quantités géométriques réduites 
à la forme x + y  i, il suffira évidemment d'appliquer les règles auxquelles 
on aurait recours, si les quantités données étaient algébriques, en ayant 
C.gard aux forn~ules (4 )  et (29), et en se rappelant que, diviser par. unc 

gualbtité géomdtrique, c'est ~nultiplier par la quantité inverse. [Voir la  
page 164. ] On trouvera, par exemple, 

3' + y' i - (&-ri) (d + y'i) - xxf +YY' + (xY'-x'Y)~ 
(33)  -- - 

X + Y l  x 2 + - y =  .r2 -t y =  

puis, en désignant par n un nombre entier quelconque, et appliquant ai1 

développement de ( x  -t- y i)" la formule de Newton, on trouvera encore 

Eu tgard à l'équation ( 3 4 ) ,  on pourra aisément réduire à la forme X+Yi 
ilne jbnction entière Z de  la quantité géoinétrique a = x + y  i, c'est-à- 
dire une expressioii de la forme 

les coefficients a ,  6, c, . . . , g, h étant des quantités qiielcooques al& 
briques ou géométriques. Ajoutons que 1'011 pourra réduire encore a la 
forme X + Yi une fonction rationnelle de a ,  c'est-A-dire le rapport de 
deux fonctions entières de  z, en ayant égard non-seiilement à la for- 
mule ( 3 4 ) ,  mais aussi à l'équation (33). 
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Sur les avantages que présente l'emploi des quantités géométriques 
dans la trigonométrie rectiligne. 

Conme on l'a vii dans l'article précédent, les deux qiiaiitit4s géomé- 
triques 

I p ,  1-,, 

sont liées au sinus et au cosinus de l'angle p par les forinules 

dont la seconde est ce que devient la première quand on change p en - p. 
D'ailleurs, de ces deux formules on tire immédiatement les suivantes : 

( 2 )  
I P  +LP 

COS p = - 7 slnp=- IP-I-P, 
2 2 i 

qui servent à exprimer le cosinus et le sinus de l'angle y ,  A l'aide des seiiles 
quantités géométriques I ,  , r d , ;  et l'on peut ajouter que les équations ( I ) ,  

1 2 )  fournissent le moyen le plus court d'ktablir un grand nombre de 
foriniiles de trigonométrie rectiligne. Entrons à ce sujet dans quelques 
détails. 

D'abord, il est clair que les propriétés des expressions de la forme I,  

feront coniiaitre, eu égard aux formules ( I ) ,  des propriétés correspon- 
dantes des sinus et cosinus. 4insi, par exemple, l'équation 

( 3 )  I p  I-p = I 

pourra s'écrire comme il suit, 

et se réduira définitivement a la formule 

( 4 )  cosa p + sin2 p = 1, 

qui exprime la relation existante entre le sinus et le cosinus d'un angle 
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( 221 ) 
qiielcoiique p. Pareillement, l'équation 

( 5 )  I p c p '  = I p  IP' 

donnera 

cos (p  + p') + i sin ( y  + p') = (cosp -t i sin p) (COS p' + i sin p'), 

ou, ce qiii revient au nième, 

cos (p i- p') + i sin (p + p') = cosp cos p' - sin y sin p' 
+ i (sinpcosp' + sin p'cosp), 

et poiirra être remplacée [page 2 I 71 par le système des deux formules 

(6) 
COS ( p + pr) = cosp cos p' - sin p sin p', 
siu ( p  +p l )=  sinpcosp' +sinprcosp,  

qui servent à exprimer le cosiiius et le sinus de la somme de deiix arcs 
en fonction des cosinus et des sinus de ces mêmes arcs. Si l'on vent obtenir 
les cosinus et sinus, tion plus de la somme, mais de la différence des arcs 
donnés, il suffira de remplacer p' par - p' dans les formules (6), des- 
qiielles on tirera 

cos ( p  - p') = cospcosp'+ sinpsiup', 
c 7 )  siii (p  - p' ) = sin p cos p' - sin p' cos p. 

Eiifin, n étaiit un nombre entier quelconque, l'équation 

sera l'expression la plus simple du théorème de Moivre, piiisqiie, en vert11 
de cette équation, l'on aura 

(9) cos np + i sin np = (cos p + i sin p)". 

Si, après avoir développé le second membre de la formule (9) suivant 
les puissances ascendantes de i ,  on égale entre elles, dans les deux membres, 
les quantités purement algébriques, puis les quantités qui représenteront les 
coefficients de i, on retroiivera les formules connues 

n(n - 
1.2 

') sinlp + . . . 
R n ( n  - siil np = - cosn-+ p sin p - '1 (' - '1 C O S C ~ P  sinap + . . . , 
I 1.2.3 
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que 1'011 peut encore &rire comme il suit : 

1)'ailleiirs on tirera iininédiatement des équations (1 I )  

n  n ( n - ~ ) ( n - 2 )  
- tang p - tang'p + . . . 

(12 
1 1 .2 .3  taiig np = - 

n ( n -  
1 - --- 1 1  trng2p + . . . 

I . 2  

lies formules ( I O  ) développent le cosinus et le sinus de l'arc np eii fonc- 
tions entières du  sinus et du  cosinus de  l'arc p. Si l'on veut, au contraire, 
développer les puissances de cos p et de sin p en séries de termes pro- 
portion~wls aux cosinus et aux sinus des multiples de p, il suffira de recoiirir 
a 11x formules ( a  ), desquelles on tirera 

Eii développant les seconds membres des équatioiis ( 1 :  

la formule ( 5 ) ,  on trouvera 
), et ayant Pgard 

1 

J k  ces dernières équations, on peut immtdiateinent revenir aux formules 
comiues. On en tire, en effet, eu 4gnrd aux formules (1), pour des valeurs 
paires de 72, 

n n ( n - 1 )  . . .  (:+,) 
cos np - Ecos jn -z )p+ . . .+  1 (-1) ~1 2 n  

1 . 2 . .  . - 
2 

sin" p = n 7 
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et, pour des valeurs impaires de n, 

i 
n t 1  

n(n - 1). ..(y) 
n 

cosnp+-cos (n-2 )p-k  . .  + cos y 
I n - I  

1.2.. . - 
2 

 COS^ P = 2n- 1 'J 

n .  
sinrtp---sin(n - z ) ~ + - . . . +  (-1) a sin p 

I n - r  
1.2. .  - 

2 
sinn p = 

n- I 

Lorsque, dans l'équation ( 5 ) ,  on prend 

on en tire 

par conséqiien t, 

('7) 

Si, d'ailleurs, on pose 

P P cos - + i sin - 
" 2 2 - I p = L -  

- - P P I P cos - - i sin - 
9 2 2 

P sin - 
2 

t = ta*$= -, 
2 P 

COS - 
2 

Y sine = t cos -, 
2 2 

et, par suite, la formule (1 7 )  donnera 

En vertu de cette dernière formule, toute fonction entière, ou rnèiiie ra- 
tionnelle de r ,, pourra être transformée en une fonction rationnelle de 

P t = tang i B  

Il y a plus : comme, en vertude l'équation (3) ,  jointe à la foriiiule ( IS) ,  on 
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il est clair qiie toute fonction rationnelle de 1 ,  et de I pourra encore 
ètre transformée en iine fonction rationnelle de t. On trouvera, par 
exeiiiple, en ayant égard aux équations ( Â ) ,  

1 - t 2  2 t 
cosp = - s1n p = --. 

1 + t z 7  1 + t' 

Etaiit données deux directions déterminées par deiix angles polaires p, p', 
on peut demader  la valeur de la qtiantité positive H propre A représenter 
l'mgle aigu ou obtus, mais infbrieiir A deux droits, qui se trouve coinpris 
entre ces mêmes directions. Or il est clair que cette quantité se rbdiiira 
toiijoiirs à l'un des quatre angles conipris dans les deiix formules 

k. ou - k étant u:i nombre entier. Donc, par suite, on aiira 

ou, ce qui revient au même, 

Ipf I - ~ +  I p  r-,,1. cos II = 
2 

Telle est l'équatiou qui sert A exprimer la valeur de cos il a l'aide des qiiaii- 
tités géométriques I,, I ,t et de leurs conjuguées I,, I ,I. 

Dans ce qui précède, noiis nous sommes bornés à considérer des qmn- 
tités géométriques dont les modules étaient réduits A l'unité. La considéra- 
tiori de celles qui offrent des modules distincts de l'imité fournit aussi 
des démonstrations très-simples de diverses formiiles de trigonométrie rec- 
tiligrie, comme nous allons le faire voir. 

Soient d'abord r, r' deux rayons vecteurs mesurés à partir di1 pôle dms 
les directions que déterminent les angles polaires p, p'; et nommons A ,  R 
les extrémités de ces rayons vecteurs. Si l'on multiplie le rayon vecteur r 

par le cosinus de la quantité positive 11 propre à représeriter l'angle aigu 
ou obtus compris entre les deux rayons, le produit ainsi obtenu r cos Ii 
représentera la projection algébrique d u  rayon vecteur r sur le rayon vec- 
teur I". Pareillement, r' cos iI représentera la projection algébrique di1 rayon 
vecteur r. Cela posb, le produit de l'iin des rayons par la projection al@- 
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( 2 2 5  ) 
brique de l'autre sera 

rrr cos il, 

or ,  en multipliant par rr' les deux membres de la formule (22) ,  on trouvera 

', r-, + rp 
rr' cos II = 

2 
7 

et les quatre quantités géométriques 

seront évidemment les affixes des deux points A, B et de ceux qui leur sont 
conjugés. En conséquence, on pourra énoncer la proposition suivante : 

Théorème. Deux rayons vecteurs étant mesurés a partir du  pôle dans 
deux directions données, le produit du premier rayon par la projection 
algébrique du  second rayon sur le premier, et le produit du  second rayon 
par la projection algébrique du  premier sur le second, seront égaux à la 
demi-somme des deux produits dont chacun a pour facteurs les affixes de 
l'extrémité de l'un des rayons et du  point conjugué à l'extrémité de 
l'autre. 

A 
Corwlluire. Souvent on désigne à l'aide de la notation (r, 7.') l'angle 

aigu ou obtus compris entre les deux rayons vecteurs r, r' mesurés dans 
deux directions données. Si l'on adopte cette notation, la formule (23) 
deviendra 

et l'on en tirera 
n 

( 2 5 )  rl ,  r_p +- 1.p rLpr = a rr' cos (r,  r ' ) .  
P 

Soit, maintenant, R, la somme des deux quantités géométriques I; ,  r ,,. 
D'après ce qiii a été dit à la page I 60, la quantité géométrique R, représen- 

tera, en grandeur et en direction, la diagonale OC du parallélogamme qui 
aura pour côtés les rayons vecteurs OA, OB, et pour sommets, d'une part 
le point 0, d'autre part, les trois points A, B, Cl dont les affixes sont res- 
pectivement 

r,, r;i, RP. 

I)'ailleim, si à ces trois derniers points on siihsiitiie leiirs conjiigubs, 
Es. d'An. et de Phyr. nzatli., T. I V .  (me liv.). (3 
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c e s t - d i r e  les trois points dont les affixes sont 

on obtiendra un second parallélogramme égal au premier, ces deux paral- 
lélogrammes étant deux figures symétriques par rapport à l'axe polaire. 
Donc R-p sera encore la somme des deux quantités géométriques r ,, r',  ; 

et l'équation 

26) R, = rp + r' 
P' 

entraînera la suivaii te, 

Or, des foririules (26) et (27), combinées entre elles par voie de iiiiiltip11- 
cation, on tire, eu égard A l'équation (25), la formule connue 

/\ 

( 2 8 )  R2 = ra -i- rt2 + 2 rr' COS (r, r ' )  

Soient, maintenant, 
IJf 

r p ,  $ 7  pr,,"' 

des quantités géométriques en nombre qi~elconque, et 

A, A', A",. . . 
les points dont elles représentent les affixes. Pour obtenir la somme R, de 

ces quantités gboinétriques, il suffira, d'après ce qui a été dit [page 1601, 
de mener par l'extrémité A d u  rayon vecteur OA, une droite AB égale et 
parallèle an rayon vecteur OA', puis par le point B iule droite BC, égale et 
parallèle au  rayon vecteur OA", etc., . . . , puis enfin de joindre le pole O a 

l'extrémité K de la dernière des droiles successivement tracées, et de fermer 
ainsi le polygone OABC . . . HK par un dernier côté OK qui représentera, eii 

grandeur et en direction, la somme cherchée. D'ailleurs, si aux soininets -4, B, 
C,. . . , H, K on substitue les points conjugués à ces memes sommets, alors, a 
la place d u  polygone OABC. . . HK, on obtiendra celui auquel on peut Ir 
superposer en faisant subir au plan qui le renferme une demi-révolution 
autour de l'axe polaire; et il est clair que, dans le nouveau polygone, le 
dernier côté, représenté en grandeur et en direction par R-, ,  sera Ili 
somme, non plus des quantités géométriqiies données 
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( 227 1 
mais de leurs conjuguées 

- L I  rLpn . , 
Boiic l'équation 

entraînera la suivante 

Or, des équations (29) et (30), combinées entre elles par voie de miiltipli- 
cation, on déduira immédiatement, eu égard à l'équation ( 2 5 ) ,  la formiile 
connue 

"II + 2 r 1 r 1 1 ~ o ~ ( r 1 ,  r )+ .  . .  
+ etc. 

Parmi les formules auxquelles ou parvient quand on considère des qiiaii- 
tités géométriques dont le module diffère de l'imité, on doit remarquer encore 
L'équation qui fournit la somme des n premiers termes d'une progressioii 
géonîétrique. Si, pour plus de simplicité, on suppose le premier terme 
réduit à l'unité, et si l'on représente la raison par r,, l'éiquation dont i l  
s'agit sera 

Cette équation subsistant, quelles que soient les valeurs du module r et 
de l'argument p, on peut y remplacer p par - p. On trouvera ainsi 

D'autre part, on a 

Par conséquent on peut, dans les formules ( 3 2 )  et (33), remplacer les 
rapports 

par les rapports 
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Cela posé, les formules (3%)  et (33) donneront 

(:liacune de ces dernières équations se partage en deux autres, lorsq~i'oit 
égale entre elles, dans les deux membresf les parties purement algkbriques 
et celles qui constituent les coefficients de i. Alors, en ayant kgard aux 

i'arrniiles 

on trouve 

I - rcosp- r n  cos np +rM1cos (n -1)p 1 = 1 - . 2 r c o s p + r 2  I 

[ r s inp  + r%in 2p+ ... + ,"-'sin ( n  - ~ ) p  

Lorsqu'on suppose 

r <  1, 

le module rn de rp décroît pour des valeurs croissantes de n, et devient i i i -  

fiiiiment petit, tandis que le nombre n devient infiniment grand. Doiic. 
alors, en vertu de la formule (32 j, la somme des n premiers termes dr 1:i 
progression géométrique 

%'approche indefiniment, pour des valeurs croissantes de n,  de la limite 

(:'est ce qu'on exprime en disant que la progression géométrique se réduit. 
pour r < 1 à une série convergente qui a pour somme la limite s. 4101.5 
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( 2.9 ) 
aussi, les formules ( 3 2 j, (33) donnent 

et les formules (37) ,  ( 38) donnent 

( 4 3 )  
I - r  cosp 1 + r c o s p + r ~ c o s 2 p +  ... = 

I - 2 r c o s p  + r y i  

r  sin p )'sin p + r2 sin z p  + ... = 
I- 2 r w s p  + r' 

Il est bon d'observer qu'en vertu de l'équation (hi),  jointe à la preiniére 
des formules (36), 1, sera le coefficient de rn dans le développement du 

1 
rapport - - - en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes et 

1- rp 

entières du module r. Doiic, par suite, 1, sera le coefficient de dam le 

développement du rapport 

et, en adoptant les iiotations du calcul des résidus, on tirera de la foa- 
miile (4 1) 

ou, ce qui revient au même, 

Si, dans les deux membres de cette dernière formule, on bgale entre elles les. 
quantités purement algébriques et celles qui représentent les coefficients dei,. 
on trouvera 

I - r  eosp 
ç O s r L ~  = LC(,- 2rcosp+r . ) ( rn+q7  

r  sin y 
sin np = 

& ( I  - 2 r m s p  + r - 2 ,  ( rn+ l~ .  

011 pourrait d'ailleurs déduire immédiatement les formules (47) et (48) des 
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equations ( 43 ) ,  (44). Ajoutons que les équations ( 4 7 )  et ( 4 8 )  poi1rron1 
encore ètre présentées sous les formes 

Nous avons rappelé plus haut les deux équations qui se déduisent ininib- 
diatement du  théorème de Moivre, et qui transforment le cosinus et le sinus 
de l'arc np en fonctions entières du  cosinus de l'arc p. Si, au tliéoreme de 
Moivre, oii substitue l'équatioii ( 4 6 ) ,  ou, ce qili revient au in the ,  les équd- 
tions (49 j et (50), on pourra en déduire immédiatenient celles qui trais- 

sin np 
forment cos np et - en fonctions entières de cos p. Effectivement, 

sin p 

on coiiclura des formiiles (dg) et (50)  que le coefficient de cos" p se &duit. 
dans le développement de cos np, à 

sin np 
et, dans le développement di1 rapport - 3  a sinp 

D'ailleurs l'expression (52)  se réduit, pour m = n, ou, ce qui revient au 
même, pour une valeur nulle de n - m, a an-', pour une valeur impaire 
de n - m à zéro, et pour une valeur paire, mais positive, de n - m, a 

Au contraire, l'expression (53) se réduit, pour n = m + 1, ou, ce qui re- 
vient au même, pour une valeur nulle de n - m - I a Pi, pour une 
valeur paire de n - m à zéro, et pour une valeur impaire de ra - in plus 
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p i i d e  que l'unité, a 
- m - i  n + m - I  -- ( m  + 1) ( in + a). . . 

( 5 5 )  (-4 p' 
IL-m-I  

1 . 2 . .  . 
2 

Cela posé, les équations (49) et (50) reproduiront immédiatement les h r -  
miiles connues 

n 
c0snp - -  COS'^-^ 

4 
p + , , coss4 p 

(56)  COS np = -. 2"-' n n - 5 n - 4  

- 4 8 7  cosn-& + . . . 

12 - 2 
cosn-' p - --  COS^-^ p 

( 57)  sin np = 2"-' sin p 4 
n-4.- 

4 8 
cosn-v + . . . +-- 

Si, dans l'équation (56), on pose n = 3, on retrouvera la formiile 

qui fournit le moyen de ramener la résolution d'une équation du troi- 
sième degré, quand les trois racines sont réelles, an problème de la tri- 
section d'un angle donné [voir l'Analyse algébrique]. 
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.Çur les,finctions entières d ' u n  degré  injni, et en particulier 

sur  les exponentielles. 

5 1. - Considérations générales. 

011 sait que les puissances a exposants variables, aiitrenient appel& 
exponentielles, peuvent être considérées comme des fonctions entières 
composées d'un nombre infini de termes. Ainsi, par exemple, pour définir 
l'exponentielle ez, e étant la base des logarithmes nbpérieiis, et z iine quail- 
tité algébrique variable, il suffirait de dire qiie ez est la somme de la série 
toujours convergente 

z a' z 
1 ,  - 9  - 9  - , m . .  

1 1 .z 1 . 2 . 3  

oit bien encore, la limite vers laqiielle converge, pour des laleurs crois- 
santes du nombre entier m, la fonction entière 

Il y a plus : lorsqu'on adopte une telle définition, il est naturel de l'étendre 
au cas même où la variable z cesse d'être algébrique; et l'on se trorive 
ainsi conduit, par la considération des fonctions entières de degré infini, à 
la notion des exponentielles a exposants quelco~iques. Il convient de 
donner quelques développements à cette proposition, et de montrer com- 
ment elle se lie aux principes établis dans les articles pi.éci.cleiits. C'est ce 
que je vais essayer de faire en peu de mots. 

5 I I .  - Sur les fonctions entières d'un degre injni.  

Soit z = r, une quantité géométrique variable dont 1 ,  dbsigiie le module 
et p l'argument. Une fonction entière de z ne sera autre chose [page 1671 
qu'une somme de termes proportionnels h des puissances entiéres et posi- 
tives de z ,  le degré de la puissaiice la plus élewée btarit ce qu'on nomme 
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le degré de  la fonction. Par suite, la forme générale d'une fonction de z ,  

entière et du degré n ,  sera 

a? b ,  c , - - .  , g ,  h désignant des coefficients constants dont chacun pourra 
être une quantité géométrique. 

Concevons maintenant que les divers termes dont se compose la fonction 
entière appartiennent à la série 

i l )  a,, ai z ,  a2 2, . . . . anzn, - . 

indéfiniment prolongée. Si l'on désigne par s, la somme des n premiers 
termes de cette série, on aura 

et s, , s,,, seront deux fonctions entières de z , la première du  degré n - I , 
la secoiide du  degré n.  Si, d'ailleurs, n vient A croître indéfiniment, la 
somme s, pourra converger ou ne pas converger vers une limite fixe. Dans 
le premier cas, la série sera dite convergente, et la somme de la série, 
c'est-à-dire la limite s de s,, déterminée par la formule 

sera ce qu'on peut appeler une fonction entière d'un degré irlfini. Dans le 
second cas, la série sera divergente, et n'aura pas de somme. 

D'autre part, si l'on nomme a, le inodule de a,, et a la limite ou la plus 
grande des limites vers lesquelles converge, pour des valeurs croissantes 
de n ,  l'expression 

a sera le modzde de la série 

dont le terme général est a, ; ar sera le inodule de la série (1) dont le terme 
général est anzn [tome II, pages 388 et suivantes]; et la série (1) sera conver- 
gente ou divergente, suivant que le moclule a r  sera inférieur ou supérieur 
a l'unité, ou, ce qui revient au même, suivant que le module r de z sera 

inférieur ou siipérieur à I .  En conséquence, la série (i) sera toiijours di- 
a 

Ex. d'An ct de Phys. maih,,  T. IV (&/le liv.). '30 
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vergente si l'expression ( a 2 ,  croissant indbfiriiment avec 1 2 ,  a porir limite 
1 l'infini, puisqii'alors - deviendra 
a 

C'est ce qui arrivera, par exemple, si a, et, par suite, a, se réduisent ail 

prodnit 
1 .2 .3  ...?z, 

puisqu'alors on aura [voir la page 2061 

et, par conséquent, 
1 

a = lim (a,); - - m .  
1 

Au contraire, la série (1) sera toujours convergente si, l'expression (a,?, 
décroissant indéfiniment pour des valeurs croissantes de n ,  a pour limite 

1 
zéro, puisqu'alors a deviendra 

C'est ce qui arrivera,-par exemple, si a, et ,  par suite, a, se réduisent au 
rapport 

piiisqu'alors on aura 
1 - 1 1 

(a, j n  = , < ~ n '  
(1.2.. . n ) i  

et, par suite, 

Donc la série 

dont le terme général est 
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ne cesse jamais d'être convergente; et à une valeur finie quelconque, algé- 
brique ou géométrique, de la variable z correspond toujours une fonction 
entière s, d'un degré infini, propre à représenter la somme de cette série, 
et déterminée [par la formule 

Si le module a de la série (4 )  offrait non plus une valeur nulle ou 
infinie, mais une valeur finie différente de zéro, la somme s de la série (I) ,  

ou, ce qui revient au même, la fonction entière de a ,  représentée par le 

second membre de l'équation (3) ,  subsisterait pour r < 1, et disparaîtrait 
a 

1 
pour r > - O  Ainsi, par exemple, en sommant la progression géométrique 

a 

dont le terme général est zn, on obtiendra la fonction entière 

qui subsistera, et sera équivalente au rapport 2- 
1 - 2  

tant que le module r 

de z sera inférieur à l'unité. Mais la fonction entière I + z -I- z2 + . . . 
cessera d'exister si la progression (7 )  est divergente, ou, ce qui revient au 
même, si le module r de x est supérieur à l'unité. 

5 III. - Sur la limite vers layrcelle converge, pour des ,valeurs croissantes de m ,  

Soient z une quantité géométrique variable, et m un nombre entier quel- 
conque. On aura, en vertu de la formule de Newton, 

et, par suite, 

Dans le second membre de la formule ( a ) ,  le terme général, ou propor- 
tionnel à zn, se réduit, pour n > m, a zéro, et pour n = ou < m, à 
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c'est-à-dire au produit de la quantité 

par le terme général 
zn 

I .2.. .n 

de la série 

D'ailleurs, en vertu de la formule (5) de la page ao7, la quantité (4 ) ,  tou- 
jours inférieure à l'unité, ne peut s'abaisser, quand m surpasse a, aii-des- 
sous de la différence 

Donc, si l'on fait croître rn indéfiniment, en laissant n invariable, l'ex- 
pression (3) ,  c'est-à-dire le terme général du développement de la puissance 

convergera vers une limite équivalente au terme général de la série (5). 11 
est naturel d'en conclure que cette puissance elle-mème sera équivalente a 
la somme de la série (51, et que, si, pour abréger, on désigne cette somme 
à l'aide de la notation (z], en posant 

on aura, en faisant converger le nombre entier m vers la limite co , 

Il importe d'ailleurs d'établir cette co~iclusion d'une maniére rigoureuse. 
011 y parvient aisément comme il suit : 

Le coefficient numérique du rapport 

dans le second membre de la formule ( 2 ) ,  étant toujours compris entre 
les limites 
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pour n = ou < m , et toujours nul pour h > tn , il est clair que, si l'on 
représente le coefficient dont il s'agit par I - a, ,- a, sera un nombre qui 
vérifiera, pour n = ou < n t ,  la condition 

et, pour n > m ,  la condition 

a,=r, 

de laquelle on tirera, eu supposant i n  > 1, et, par suite, n > 2 ,  

Cela posé, la formule (2 )  deviendra 

ou, ce qui revient au même, eu égard a l'équation (7), 

la valeur de '? étant 

D'ailleurs le coefficient a, ne pouvant, en vertu des formules (9) et (IO), 

n ( n  - 1) 
surpasser le rapport - 

2m 
, il est clair que, si l'on nomme r le module 

de z, le module du produit 
zn  

a n  --- 
1 .2 . .  .n 

sera, pour une valeur quelconque de n ,  
quantité 

Donc on tirera de la formule ( ~ a )  

toujours égal ou inférieur a la 

rR-2 
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OU, ce qui revient au même, 

mod 6 < -$-[r]. 

Or, il suit évidemment de la formule (13) que si, en attribuant à la va- 
riable a et par conséquent à son module r une valeur finie quelconque, 
on fait croître indéfiniment le nombre entier m,  le module de t9 convergera 

vers la limite zéro. Donc, dans la même hypothèse, la valeur de 

déterminée par la formule ( I  1) convergera vers la limite [z], et l'on se trou- 
vera ainsi ramené à l'équation (8). 

Si à la variable z, supposée indépendante du nombre m , on substitue 
une variable 

5 = p *  

qui dépende de ce nombre, et qui, pour des valeurs croissantes de t u ,  

converge, avec son module p,  vers la limite zéro, alors, a la place de la 
forniule (1 1), on obtiendra la suivante 

E étant une quantité géométrique dont le modiile vérifiera la condition 

D'ailleurs, tandis que p s'approchera indéfiniment de zéro, la qiiantité 

toujours inférieure à 

1 + p + p 2 +  ... =L '-,,' 
s'approchera indéfiniment de l'unité, et le produit p2 [ p l  de zéro. Donc, 
si 5 dépend de rn, et si, en faisant croître indéfiniment le nombre in, 

on voit le module p de 5 converger vers la limite zéro, E et son inodule 
convergeront vers la même limite en vertu de la formule ( 1  5) ; et ,  comme 
le module de 

1 
sera inférieur à [ p l ,  par conséquent à - , la limite de [cl sera l'unité. 

' - P  
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Donc la formule ( 1 4 )  donnera 

lim I + ;  = I .  ( 7)" 
4 IV. - Sur les exponentielles. 

Soient z, 2' deux quantités géométriques distinctes, et in lin nombre 
entier qui croisse indéfiniment. On trouvera 

Par suite, qn considérant comme une quantité infiniment petite du pre- 

mier ordre, et en négligeant, dans le second membre de la formule ( I ) ,  le 
zz' 

terme infiniment petit du second ordre ;, on aura sensiblement 

011 aura, au contraire, en toute rigueur 

si l'on choisit 5 de manière à vérifier la condition 

o u ,  ce qui revient au même, si l'on pose 

Or, en vertu de la formule (31, sera une quantité géométrique qui dé- 
pendra du nombre m,  et qui convergera vers la limite zéro, quand ce 
nombre croîtra indéfiniment. Cela posé, on tirera évidemment de la for- 
mule (a  ) : I O  en hlevant les deux membres a la miame puissance, 

a0 en faisant croître indéfiniment le nombre m, et ayant égard aux for- 
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mules (8) et (16) d u  5 III, 

[ a ]  [af] = [ z  -l- dl. 

011 peut donc énoncer la proposition suivante : 
I" Théorèrne. Si l'on désigne par z ,  z' deux quantités géoinétriques 

distinctes, et par [ z ]  la somme de la série toujours convergente 

z n  
dont le terme geiléral est --- on aura 

1.2 .  ..n7 

Corollaire. En attribuant à z ,  a' des valeurs purement algébriques, et 
raisonnant comme dans un précédent article [pages rgg et 2001, on tirera 
de la formule ( 5 )  l'équation 

( 7 )  [ z ]  = [ I l Z .  

D'ailleurs la quantité ici désignée par le symbole [ I I ,  c'est-a-dire la somme 
4' 

1 1 1 
I +;+- + +- . . . = 2,7182818.. . 

2.3 2.5.4 

est précisément le nombre qui sert de hase aux logarithmes népériens. et 
que l'on représente ordinairement par la lettre e. Donc la formule ( 5 1  
donnera 

[el = eZ.  

On peut donc é;ioncer encore la proposition suivante : 
2e Théorèrne. Si l'on désigne par z une qiiantité pi~rer~ieiit algélmyiie , 

il suffira, pour obtenir la somme [z] de la série 

d'elever le nombre 
e = 2,7182818.. . 

a la puissance dont le degré est marqué par l'exposant z; de sorte qii ou 
aura 

(8)  [z ]  = ez .  

Corollaire. Si dans la formule (8) on remplace a par a z ,  n étant une 
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quantité algébrique positive ou négative, on trouvera 

Si d'ailleiirs oiî pose 

(10) ea= 1, 

4 sera une quantité positive, supérieure ou inférieure à l'unité, suivant 
que l'exposant a sera positif ou négatif; et comme, en élevant à la puis- 
sance a les deux membres de l'équation (IO), on trouvera 

eaz = A", 

la formule ( 1  O )  entraînera la suivante, 

(1 1 [ne]  = AZ. 

Les puissances a exposants variables, renfermées dans les formules (8), 
( r i ) ,  et représentées par les notations 

sont ce qu'on appelle des exponentielles. L'exposant a de chacune de ces 
puissances est ce qu'on nomme le logarithme de l'exponentielle ez ou 4" 
dans le système dont la base est le nombre e ou A. Le logarithme qui 
correspond à une valeur donnée de l'expone~~tielle, dans un systeme de 
logaritlimes donnés, dépend évidemment de cette valeur même et de la 
hase du système. On sait qile Néper, inventeur des logarithmes, en 
publiant sa découverte dans l'ouvrage intitulé : Mirffici Zogarithmorurn 
canonis Descriptio, adopta d'abord le système correspondant a la base e .  
C'est pour ce motif que l'on donne aux logarithmes calculés dans le sis- 

tème dont la base est e, le nom de logarithmes népériens, et à l'exponeii- 
tielle ez le nom d'exponentielle népérienne. 

Cela posé, il suit du deuxième théorème, joint à la formule (8) du  § 111, 
que, dans le cas où z désigne une quantité algébrique, l'exponentielle 
i-ieperienne eZ coïncide non-seulement avec la somme de la série 

mais[encore avec la limite vers laquelle converge, pour des valeurs crois- 
santes du nombre entier m ,  l'expression 

Ex. d'An. et de Phys. mnih., T. IV .  44C livr ) 
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Donc, pour des valeurs algébriques de z ,  l'exponentielle népérienne ez 

pourrait être définie à l'aide de l'une quelconque des deux formules 

Il y a plus; rien n'empêche d'étendre ces deux formules au cas même ou 
l'exposant z est une quantité géométrique, et de considérer alors chacune 
d'elles comme propre a fournir une définition de l'exponentielle népé- 
rienne eZ. 

Quant a l'exponentielle A", dont la base A est un nombre quelconque, il 
suffit, pour la définir généralement, quelle que soit la valeur algébrique ou 
géométrique de l'exposant z, d'étendre la formule (1 1), au cas mème où 
cet exposant cesse d'être une quantité algébrique. Cette extension étant ad- 
mise, la définition générale de l'exponentielle AZ sera fournie par I'éqiiatioii 

ou ,  ce qui revient au mème, par l'équation 

a étant une quantité algébrique choisie de manière que l'on ait 

(16) A = ea. 

En d'autres termes, a sera simplement le logarithme népérien du nombre A .  

5 V .  - Propriétés diverses des exponentielles. 

L'exponentielle népérienne ez n'étant autre chose que la somme [ z ]  de 
la série convergente 

z z2 2 3  

il est clair que la formule 

[z] [L'] = [z + z'], 
établie dans le § IV, pourra s'écrire cornnie il suit : 

(1) 
ez' = e"tz'. 

On trouvera de même, en désignant par a une quantité algébrique positive 
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ou négative, et remplaqant z par az ,  z' par az', 

i4 eaz eaz' = Iz+z') . 
7 

puis en posant 
e a = A ,  

on réduira l'équation ( a )  à la formule 

(3 )  
AZ 42' - AZ+Z - 

Il résulte des formules ( a )  et (3) que, pour opérer la multiplication de deux 
exponentielles relatives à la même base e ou A, il suffit d'ajoiiter les expo- 
sants. Lorsque z, z' se réduisent à des quantités algébriques, ez, ez' ou A", 
4"' représentent des nombres dont z, z' sont les logarithmes. Alors les for- 
mules ( 1 )  et (3) mettent en évidence la propriété fondamentale des loga- 
rithmes, savoir, que, pour obtenir le logarithme du produit de deux 
nombres, il suffit d'ajouter entre eux les logarithmes de ces nombres. 

Supposons maintenant que z soit une quantité géométrique, en sorte 
qu'on ait 

z = x + y i ,  

x , y étant les coordonnées rectangulaires d u  point dont l'affixe est z.  La 
formule ( 1 )  donnera 

( 4 )  ez = ex e y i .  

D'ailleurs, en vertu de la formule (13 )  du § V, on aura 

puis en posant, pour abréger, 

on tirera de l'équatioii ( 5 ) 

On satisfait à l'équation ( 6 ) ,  ou, ce qui revient au inème, aux deux suivantes 

en prenant 
Y 

(9) 
1 

a = arc tang -, p = ; 
m 
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et alors, pour des valeurs indbfiniment croissantes du  noinbre entier m ,  on 
voit l'argument a converger vers la limite zéro, le module p vers la limite r ,  
et le prodiiit 

vers la limite y. Donc la formule ( 7 )  douiiera généralenient 

( J  J I  eY1 - - Iy, 

o u ,  ce qui revient au même, 

( 1 % )  eYi = cos y + i sin y. 

L'équatio~i ( I  a ) ,  décoiiverte par Euler, sert à exprimer en fonction des 
lignes trigonométriques, cos y, siily, l'exponentielie trigonométrique eTi. 
La formule ( r  r )  est l'équation d'Euler, réduite à la forme la pliis simple. 

5 VI .  - Sur les e.rponentlelles trigonornetrrpues . 

Soient p un angle quelconque et m un iioinbre entier. Si l'on fait croître 
ce noinbre indéfiniment, ou, ce qui revient au même, si on le fait coti- 
verger vers la limite oo , on aura. en vertu de la formule ( r  3) dit $ IV, 

e P 1  = lim ( 1  + i). 

Si d'ailleurs on pose 

on en concliira 

( 3 )  1=pcosm,   psina na; 
et il est clair que si l'on attribue au nombre rn une valeur tres-considé- 

sable, de manière a rendre très-petite la valeur niimésiqiie de -, on vrri- 
rn 

fiera les équations (3) en prenant 

Enfin, comme on tirera des formules (1) et ( 2 )  

le module et l'argument de l'exporientielle PP' seront bvide~r~nlet~t les li- 
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mites vers lesquelles convergeront, pour 
quantités 

ln - 

des valeurs croissantes de m ,  les 

et m a .  

Mais, 1 7 ~  venanta croitre indéfiniment, 
\ 

nient de zéro; par suite, la quantité 

p2 le rapport - s'approchera indéfini- 
m 

et sa racine carrbe 
m 

s'approcheront iiidéfiniment de l'unité. Alors aussi, a venant à s appro- 
m 

cher indbfiniment de zéro, on verra le rapport - converger vers la 
tang m 

limite I , et le produit 
cl 

r n a = p -  tang a 

vers la limite p. Donc, en résumé, l'exponentielle eP1 a pour niodiile 
l'unité, et pour argument l'angle p;  et l'on a identiquement 

(6) ePi = r p  = cosp + i sinp. 

Il suit de cette derniere formule que, dans l'exponentielle ep', la partie 
purement algébrique et le coefficient de i se confondent avec les deux 
lignes trigonométriques appelées le cosinus et le sinus de l'argument p. 
C'est pour ce motif que nous donnons à e p i  le nom d'exponentielle trigo- 
nométrique. 

Nous avons remarqué, dans le § IV, que l'on a pour toute valeur finie 
de a 

Si donc, dans l'équation précédente, on pose z = pi ,  e t ,  par suite, 

e Z = e P i =  cosp + i  sinp, 
on troiivera 
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et il suffira d'égaler entre elles, dans les deux membres de l'équation ( 7 ) ,  
d'iine part, les parties algébriques, d'autre part, les coefficients de i ,  pour 
retrouver les formules connues 

qui servent à développer cos p et sin p suivant les puissances ascendantes 
de l'angle p. 

Remarquons en finissant que, si l'on représente par x, y, les coordoii- 
uees rectangulaires, et par z l'affixe d'un point sitiié dans un certain plan, 
en sorte qu'on ait 

z = x + y i ,  

l'équation (4)  du § IV, savoir : 

(9) eZ = e x  e y i ,  

donnera, eu égard à la formule (6) ,  

(10) eZ = ex 1,. 
Donc l'exporientielle 

ez = e x + ~ l  

aura pour module le nombre e" et pour argument la quantité y 
Si la quantité gémétrique z' était conjuguée a z, en sorte qu'on eiit 

z' = 2 - y i ,  

alors, a la place de 1 équation (g), on obtiendrait la suivante : 

que l'on pourrait encore écrire comme il suit 

(4 ez' = ez I ; 

en vertu des forlnules (9) et ( I  1) jointes a l'éqiiation (61, les expolien- 
tielles ez7 ez' seraient, ainsi que z et z', deux quantités gboinétriques 
conjuguées. 
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S u r  les divers Logarithmes d'une quantité géométriyue. 

Soit z une quantité géométrique. Les divers logarithmes de z ,  dans le 
système qui aura pour buse un nombre donné A ,  seront les diverses va- 
leurs d'une quantité géométrique A déterminée par l'équation 

Si, en réduisant le nombre A à la base 

des logarithmes népériens, on désigne par )i l'un quelconque des loga- 
rithmes népériens de z ,  on aura simplement 

(4 e" = z .  

Soient maintenant r le module et p l'argument de z, en sorte qu'on ait 

a =  r,= ~ , r =  r cosp+ irsinp';  

et posons 
x = r c o s p ,  y = r s i n p .  

h chaque valeur de 
z = x + y i  

correspondra un système unique de valeurs algébriques de x , y, propres 
a représenter les coordonnées rectangulaires du  point dont z sera l'affixe. 
Au contraire, a chaque valeu;. de z correspondra ilne infinité de valeurs de 
l'argument p ;  et, comme ces valeurs se réduiront aux divers termes d'une 
progression arithmétique dont la raison sera la circonférence 27r, l'une 
d'elles sera généralement comprise entre les limites - i ~ ,  +- n. Si on la 
représente par la lettre p , la valeur générale de p sera 

k désignant une quantité entière quelconque, positive, nulle ou negative. 
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Concevons i présent que l'on pose 

A = a + g i ,  

a , 6 étant des quantités algébriques. On en conclir ra 

,A = ,a+gi  - a gi - - e e - 1, eu. 

Donc la quantité géométrique e'. aiira pour module ea, pour ag imen t  6 ,  
e t ,  en vertu de ce qui a été dit précedemment [page a r 71. I'éqiiation ( 9  , 
qiie l'on pourra écrire comme il suit 

l g e U  = I , I ,  

doniiera 
ea = r , I~ = l p  - I P .  

L)onc, si l'on désigne, à l'aide de la lettre caractéristique 1, et par la nota- 
tion 1 (r), le logarithme algébrique et néperien du  nombre r, on aura 

X designant une quantité entiere, et 

1 4 )  h = l ( r )  + ( p  + a k z  i 

En d'autres termes, on aura 

( 5 )  A = l ( r  + p i ,  

la valeur de 1 argument p 6tant l'une quelconque de celles que drteriniiie 
la formule (3 ) .  

Il est bon d'observer que l'arc dbsigné, dans les forniuies precetleiite5, 

par la lettre p, est, de toiis ceux qui ont pour cosinus ' et pour sinii\ 

Y 
- le plus petit, abstraction faite du signe, e t ,  par consequrnt , celiii 
r ' 
qui s'évanouit quand la qiiantité géométrique z se réduit au inodule r. 
Par suite, si l'on pose p = p dans la forniule ( 5 ) ,  on obtiendra celui des 
logarithmes népériens de z ,  qui se rbduit à 1 ( r )  quand z se réduit a r,  et 
qui, pour ce motif, sera généralement désigne par la notation l i z  . Cela 
posé, on aura 

et la formule (4) donnera 
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la valeur de 1 étant 

( 8 )  1 = z k n i .  

Si l'on réduit la quantite g6ométrique z à l'unité, on aura 

et les diverses valeurs de X se réduiront aux diverses valeurs de 1 fournies 
par l'équation (8). Ces diverses valeurs de 1 ne seront donc autre chose 
que les divers logarithmes népériens de l'unité, et il suffira d'ajouter ceux-ci 
a 1(z) pour obtenir les divers logarithmes népériens de z .  

Si la quantité géométrique z s'évanouit avec son module r, le loga- 
rithme népérien 1 ( r )  se réduira simplement à - CO, c'est-à-dire à l'iii- 
fini négatif; et la formule (6) donnera 

l'angle p restant indéterminé, et pouvant être arbitrairement choisi entre 
les limites - n, + n. On peut remarquer que, dans la même hypothèse, 

1 
la dérivée de 1 (z), savoir, ;, acquiert un module infini, l'argriinent res- 

tant indéterminé. 
Enfin, si la quantité géométrique z se réduit à la quantité algébrique 

et négative - r, on aura 

par conséquent 

et pour satisfaire a cette dernière formule, sans attribuer à p une valeur 
située hors des limites - n, + n,  il faudra supposer, ou p = n ,  ou  
p = - n. L'équation (6) donnera, dans la première supposition, 

(10) 1(- r) = l ( r )  + n i ,  

dans la seconde 

( 1  4 1(- r) = l ( r )  - n i ;  

et il est clair que l'on pourrait, dans la détermination du  logarithme 
népérien désigné par 1 (- r) , hésiter entre les formules (IO) et (1 1). Pour 
faire disparaître toute incertitude, j'ai proposé, dans le troisième volume 
[page 3801, d'adopter de préférence la formule ( I O ) .  Mais on pourrait aussi, 

III. d'An. et de Phrs. math.. T. 1V. (41e livr.) 3 2 
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sniis inconvénient grave, admettre que la fonct~on 1 (z),  dam laquelle IP 
coefficient de i devient indéterminé, quand z s'évanouit, offre pour ce 
iiiènie coefficient deux valeurs distinctes, quant a u  signe, et données par 
les formules (IO) et ( 1  I ) ,  dans le cas où ,  z étant réduit à - r, l'argii- 
ment cesse d'être renfermé entre les limites - n , + z , et où cet argu- 
ment peut être censé atteindre l'une ou l'autre limite au gré du  calculateur. 
11 y a plus, on sera naturellement conduit à la formule (IO), si la quantite 
négative - r entre dans le calcul comme limite d'une variable dans la- 
quelle le coefficient de i se réduit à une qiiantité positive infiniment petite. 
o n  sera, au contraire, naturellement conduit à la formule ( r  I ) ,  si la quan- 
titk - 1- est la limite d'une variable dans laquelle le coefficient de i se 
réduit à une quantité négative infiniment petite. Ainsi, en définitive, il 
parait convenable de ne point s'arrêter à priori à l'iinc des formules ( I O ) ,  

r I )  plutôt qu'à l'autre, et de laisser le calculateur libre de se déterminer 
dans le choix qu'il fera de l'une ou de l'aiitre , par des considérations pui- 
sées dans la nature mème de la question qu'il se proposera de résoudre. 

L'opinion que je viens d'exprimer se trouve corroborée par la remarque 
suivante : 

Si, dans la formiile ( G ) ,  on pose r =  I ,  et, par suite, z = I , ,  on trouvera 

Cela pose, l'éqiiatio~i 6)  donnera 

D'ailleurs il est naturel d'étendre les formules (1 2 )  et (1 3) au cas même ou 
l'on a 1, = - 1,  et, par suite, p = + n. En admettant cette extension, 
on tirera de la formule (13) 

( 1 4 )  l ( -  r )  = l ( r :  + l ( - I  , 

Or de l'kquation ( 1  4) jointe a l'équation ( I 5 ) on déduira immédiatement 
ou la formule ( I O )  ou 13 formule (1 I ) ,  suivant qiie l'on réduira le double 
signe renfermé dans l'équation ( 1 5 )  au signe + ou au signe -. En d7aii- 
tres termes, si l'on pose a = - r, l'équation (f i) sera remplacée par celle-ci 
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Rernarquoris encore que dans l'équation (1 5) ou (16) le double signe 
répond aux deux limites vers lesquelles converge l'argumeiit p, tandis qiie 
dans l'expression 

z = x - t -  yi, 

on pose s = - J , ou x = - I', en faisant converger la quantité positive 
ou négative y vers la liniite zéro, tout comme dans l'équation 

[voir l'analyse algébrique, page 451, le double signe répond aux deux 
limites + ao , - oc, vers lesquelles converge l'expression 

tandis que la qiiantité positive ou négative x s'approclie indéfiniment de 
zéro. 

Remarquons enfin que, si l'on désigne par z' la quantité géométrique 
conjuguée a .a, en sorte qu'on ait non-seulement 

z = x + y i = r p ,  
mais encore 

a ' =  x - y i  = r-,, 

les deux fonctions de désignées par les notations 

dont la première est définie par la formule (6) de la page 248, seront deux 
quantités géométriques co?guguées. Ainsi, en vertu des conventions adop- 
tees, l ( z l )  sera conjiiguée a l(z),  tout comme e"' à es. Ajoutons qiie, si 
l'on fait converger les quantités conjiigiiées 

z = rp et z' = r), 

vers la limite commune - r, en faisant converger p vers la liniite n, 

l(')1 (") 

convergeront vers les limites 

1 (r)  + zi, l ( r )  - ni ,  

qui sont précisément les deux quantités conjuguées dont chaciine p w t  étre 
considérée comme une valeur de 1 (- r). 

3'3.. 
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Revenons maintenant au cas ou A est un noinbre quelconque, et iiom- 
mons a le logarithme algébrique et népérien de A ,  en sorte qu'on ait 

a = 1 (A), 
e t ,  par suite, 

( ' 7 )  A = e". 
011 aura encore 

A A = e u h ,  

Doiic l'équation (1) donnera 

(18) e a A = z = e  i ( 4 ,  

En divisant par e(" )  le premier et le dernier membre de la formule ( 1  8), 
on trouvera 

Dom, la différence a A - l (z )  sera l'un des logarithmes de l'unité, c'est-à- 
dire l'une des valeurs de 1,  et la valeur générale de A sera déterminée par 
l'équation 

a h  - l(z) = 1, 

de laquelle on tirera 

( 209 
I(z)  + I  A=-,  

a 

o u ,  ce qui revient au même, eu égard à la formule ( 7 ) ,  

On se trouve ainsi ramené au  théorème connu dont voici l'énoncé : 
Pour obtenir les divers logarithmes de z dans le système dont Zn base 

est le nombre A ,  il  su@t de diviser les divers logarithmes népériens de z 
par le logarithme réel et nkpérien du nombre A. 

Si l'on désigne à l'aide de la lettre caractéristique L ,  et par la notation 
L ( r ) ,  le logarithme du  nombre r dans le système dont la base est le 
nombre A ,  alors, en posant comme ci-dessus n = L (A), on aura 

Il suffit d'étendre cette deriiière formule ail cas oii le noiribre 1 se trouve 
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reinplacé par une quantité gbométrique 3 ,  pour obtenir l'équatioii 

qui sert a définir généralement la fonction 1, (2). 
Les définitions qne j'ai ici données de l(z) et de L(z) diffèrent de celles 

qui ont été adoptées par M. Bjorling, dans le cas seulement où l'argu- 
ment représenté par la lettre se trouve renfermé entre les limites - n ,  

'Ir - -. Suivant cet auteur, dont les intéressantes recherches ont kté déjà 
2 

inentionnées dans le tome III [page 3871, on devrait prendre pour valeiir 
de p dans la formule (6) un angle qui, toujours inférieur à la limite 

2 + n ,  ne s'abaissât jamais au-dessous de la limite - n. Ajoutons que 
2 

M. Bjorling a donné à la fonctiou 1 ( z )  ou L ( z j  le nom de logarithme 
principal. Nous conserverons ce nom ; mais nous substituerons aux défini- 
tions données par M. Bjorling celles que fournissent les formules ( 6 )  et ( I O ) ,  

quand on attribue à l'argument p une valeur rmmérique inférieure ou 
tout au plus égale à n. Il en résultera que les logarithmes principaux de 
deux quantités géométriques conjuguées seront encore deux quantités 
géométriques conjuguées. 

Les deux fonctions de z, représentées par 1 (z) et L (z), jouissent, quand 
B se réduit à un nombre, de propriétés connues. Ces propriétés ne sub- 
sistent plus que sous certaines conditions, quand z  est ou une quantite 
négative ou une quantité géométrique. 

Ainsi, par exemple, si dans les équations 

qui se vérifient généralement quand r, r' sont deux nombres quelconques, 
on remplace ces nombres par deux quantités géométriques z ,  z', on ob- 
tiendra les deux formules 

1(zzJ) = l(z) + 1 ( z ' ) ,  

L(zzf ) = L(z) + L (z'), 

qui ne seront pas toujou'rs exactes. Si, pour fixer les idées, on suppose 
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chacun des argutnents p, p' étant compris entre les limites - n ,  + n ;  les 
formules '(26), (27),  dont la première jointe à l'équation (23) entraîne la 
seconde, subsisteront quand la somme p + p' sera comprise elle-meme 
ectre les limites - n, + n. Mais comme, pour réduire la somme p + p' 
ilne quantité dorit la valeur numérique ne surpasse pas le nombre n ,  oii 

se verra obligé de faire croître ou décroître cette somme du  [nombre 27r, 

si elle est inférieure à - n ,  ou supérieure à .rr, on devra, eu égard a 
l'équation (6), remplacer l'équation (16) par la formule 

28 1 1(zzf) = 1 (a )  + 1 (z') + 2ni ,  

si la soinine p + pi est comprise entre les limites - n ,  - nn, et par la 
formule 

( 29) l (zz ' )= l (z )  + l ( z 1 )  - z n i ,  

si la somme p + p' est comprise entre les limites n ,  2 n. 
Dans le cas particulier ou z' se réduit à - I , on a siinplemeiit 

41ors aussi, à la place de la formule (28)  ou (29), on obtiendra l'équation 

(30: l ( -  Z )  =z l ( ~ )  - n i ,  

si l'argument p de z est compris entre les limites O ,  ~r , et l'équation 

31) 1 (- z) = 1(z)  + ni, 

si p est compris entre les limites O, - n. 
Si z, z' sont deux quantités géométriques conjuguées, les argunients p, 

p', réduits à des arcs renfermés entre les limites - 7~ , + 7r , seront ne- 
cessairement égaux au signe près, mais affectés de signes contraires. On 
aura donc alors 

p + p t = o ;  

et ,  comme ou aura aussi 

l'équation (26) donnera 
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Sur les yu&sances ou exponentielles dont les exposants et les bases 
sont des quantités géométriques. 

Soient z et u deux quantités constantes ou variables. Si ces quantitks 
sont algbbriques et positives, ou, en d'autres termes, si elles se réduisent à 
des nombres, on aura identiquement 

(4 z = , l<z>.  

et, en élevant les deux membres de l'équation (1) à la puissance du  degré u, 
on trouvera 

D'ailleurs, pour que l'équation (2 )  s'étende au cas ou z et u sont des 
quantités géoniétriques, il suffit d'admettre que, dans ce dernier cas, on 
se sert de cette équation même pour définir généralement la puissance oii 
exponentielle zu dont la base est z ,  et l'exposant u. C'est ce que nous 
ferons désormais. Nous obtiendrons ainsi une définition de zu qui com- 
prendra évidemment comme cas particulier, non-seulement la définitio~i 
précédemmeiît donnée [page 2421 d'une exponentielle dont la base A est 
un nombre quelconque, mais aussi la définition donnée [page ~ 6 3 1  d'une 
puissance entière d'une quantité géométrique. Effectivement, si la qiiantit~ 
géométrique u se réduit a un nombre entier n , et si d'ailleurs on pose 

y btant compris entre les limites - x ,  + x ,  l'équation ( 2 )  réduite a la  
suivante 

2'' = e"l("), 

et combinée avec la formule 

s l(z) = l ( r )  + p i F  
donnera 

(3 )  = e n l ( r ) + n p i  
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D'ailleurs, eu égard a la formule (1) de la page 242,  on aura 

e n l ( r ) + n p i  - - e n l ( r )  e n p i  - - rn I , ~  = (rn)n,,.  

Jhnc  l'éqiiation (3)  donnera simplement 

ou , ce qui revien; au même. 

(4) (rJn = ( r " ) n p .  

Or cette dernière formule coiiicide avec l'équation ( 7  de la page 143, 
c'est-à-dire avec la formule à laquelle on est conduit lorsqu'on étend la 
définition généralement admise de la nième puissance d'une quantité au cas 
même où cette quantité cesse d'être algébrique, en considérant une telle 
puissance comme le produit de n facteurs égaux entre eux. 

Si, dans l'équation ( z ) ,  la quantité géométrique z s'évanouit avec son 
module r, alors, la partie algébrique 1 ( r )  de 1 ( a )  étant réduite à - CO , 
la valeur de zu sera nulle si la partie algébrique de u est positive, et in- 
finie si la partie algébrique de u est négative. 

Si la quantité géométrique z se réduit à la quantité algébrique et néga- 
tive - r, alors, comme il a été dit à la page 250, on pourra prendre pour 
valeur de z l'une ou l'autre des deux expressions 

et l'équation (2) fournira pour valeur correspondante de 

(- r)I1 

l'un ou l'autre des produits 

Il y a plus; on sera naturellement conduit à la formule 

si la quantité - r entre dans le calcul comme limite d'une variable dans 
laquelle le coefficient de i se réduit à une quantité positive infiniment 
petite. On sera, au contraire, natiirellemeiit conduit a la formule 

si la quantité - r est la limite d'une variable dans laquelle le coefficient 
de i se réduit a une quantité négative infiniment petite. Ainsi, en défini- 
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tive, il paraît convenable de  ne point s'arrêter a priori à l'une des for- 
mules ( 5 ) ,  (6) plutôt qu'à l'autre, et de laisser le calculateur libre de se 
déterminer dans le choix qu'il fera de l'une ou de l'autre. par des consi- 
dérations puisées dans la nature mème de la qiiestion qu'il s'agira de 
r4soudre. 

En réunissant dans une seule formule les équations (5 )  et (6) ,  on aura 

Si l'on pose en particulier r = 1, la forniule ( 7 )  donnera 

P;ir suite, la formule ( 7 )  entraînera la suivante ,. 

qui peut être substituée à chacune des éqiiatioos (5) et ( 6 ) .  
Si l'on pose 

1 
U = - 3  

2 

la formule (8) donnera 

1 - - 
4insi, eu égard aux conventions admises, la natation (- 1). ou \/- I ne 
doit pas ètre uniquement employée pour représenter la quantité gé&nb- 
trique 

1 = 1,. - 
2 

O11 peut aussi se servir de cette notation pour représeiiter la limite - i 
vers laquelle converge l'expression 

i 

quand E,  étant positif, s'approche indéfiniment de zéro. 
Observons maintenant que, si l'on pose comme ci-dessus 

l'argument p étant compris entre les limites - 7c, t .rr, oii tirera gé~ié- 
ralement de l'équation (2), combinée avec la forinule 

l ( z ) = l ( r ) + p i .  
Es. dAn.  et de Ph.  math., T. 1V. (ade livr.) 
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et avec l'équation ( 1 )  de la page 242, 

- -ILI r )  eupi 
9 

par conséquent 

( 1 1 )  
Z u  = e u p i  

1,a forrriule (1 I )  pourrait servir aussi bien que la formule ( 2 )  a dcfiliir la 
foiiction de z et u, représentée par la notation zu. 

La foiiction de z et de u ,  représentée par au, jouit, quand z ou u se 
réduit à un nombre, de propriétés connues. Parmi ces propriétés, quel- 
ques-unes continuent de subsister généralement, d'autres ne subsistent 
plus que sous certaines conditions, quand a et u sont deux qiiai1titi.s 
géométriques. 

Ainsi, par exemple, eu égard à l'équation (z) ,  la formule 

subsistera généralement pour des valeurs quelconques des quantités @O- 

métriques u ,  u', non-seulement quand z sera un nombre, mais encore 
cpand z sera une quantité géométrique quelconque. 

Au contraire, si dans l'équation 

( 1 3 )  (m'y = ru r tu  , 
qui se verifie généralement quand r, r' sont deux nombres quelcoiiques, 
on reinplace ces nombres par des quantités géoniétriques z ,  z', on ob- 
tiendra la formule 

(141 (ZZ! = I Z ~  a'U 

qui ne sera pas toujours exacte. Effectivement, on aura, en vertu de 
l'équation ( 2) ,  

(Zz')u eulCZz')  

.fz/U = @l(z)  e u l ( e ' )  = e u [ l ( e ) + l ( s ' ) ] .  

Par suite l'équation (13) subsistera sous la même condition que la for,- 
mule (26) de l'article précédent, c'est-à-dire dans le cas où les arguments 
p, p' de z et de z', supposés teus deux compris entre les limites - n, + TC. 

fourniront une somme p -t p' comprise entre les mêmes limites. Lorsqiie 
cette condition ne sera pas remplie, alors, en vertu de la formule (28) ou 
(29) de l'article précédent, jointe à l'équation 

= 
I P ,  
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si la sornme p + p' est comprise entre les limites - n: , - 2 n, et 

si la somme y + p' est comprise entre les limites n, a n. 
Si l'on désigne par z' la quantité géométrique conjuguée à z, et par u' la 

quantité géométrique conjuguke u, alors, en vertu des notations admises, 
aux trois quantités géométriques 

1 (z), u1 ( z ) ,  e''l(z) = zr' 

correspondront les quantités géométriques conjuguées 

1 (z'), u' ( z ) ,  eu" '') 

l~onc  
zu, du' 

seront deux qiiantités géométriques conjuguées. 
L'équation ( 2 )  est précisément celle à l'aide de laquelle M. &j0rli1lg .i 

défini la foxtion zu. Mais, en vertu des conventions adoptées par cei 

auteur, p serait, dans l'équation ( r  r),  un angle qui, toujours inférieur à 

la limite -t- r ,  ne s'abaisserait jamais au-dessous de la limite - x .  
2 2 

D'ailleurs, M. Bjorling a donné à l'expression zu le nom de puissance g)rir~- 
cipale du degré u. Nous conServerons ce nom, mais nous attribuerons ;I 
l'argument p de z, mis en évidence dans l'équation ( 1  I ) ,  une valeur nu- 
mérique inférieure ou tout au plus égale à n. Il en résultera qu'en élevdrii 
deux quantités géométriques conjuguées à des puissances indiqukes par des 
exposants conjugués, on obtiendra encore, pour puissances principales, 
des quantités géométriques conjuguées. 
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,Sur les arguments de deux quantités géométricjues dont la somme 
ou b produit est une quantité algébrique positive. 

5 1"'. -- Sur les arguments de drux quantités géométrigurs dont la somme est alge'bnqile 
et  positive. 

Coiisidérons deux quantités géometriques dont la soinine soit algéhiqiie 
et positive. Soient d'ailleurs c la demi-somme, et 

la demi-différence de ces deux quantitbs géométriques. Elles seroiil i.epi.6- 
sentées par !es binômes 

C + Z ,  C - 2 ;  

et si l'on nomme p, p' leurs modiiles, m, a' leurs arguments, que nous 
supposerons tous deux compris entre les limites - .rr, z, on aura 

p, = c + z = c + r g ,  
( 1 )  

p ' g ' = C  - z =  C -  rp ,  

par con&qiient 

p c o s ~ = c + r c o s p ,  p s i n a = r s i i i p ,  
(4 p' costr' = c - r cos p, p' sin a' = r sin p. 

011  aura donc, d'une part, 

( 3 )  p c o s a = c + r c o s y ,  ~ ' C O S D ' = C - I . C O S / J ;  

e t ,  d'autre part, 

(4) p sin n = - p' sin a' = r sin p. 

Observons maintenant qu'en vertu des formules (3) cos a, cos a' sworit 
si le module r de z est inférieur à la constante positive c. Donc 

'Ir n 
alors, chacun des arguments iz, a' étant compris entre les limites - -, - 7  

2 2 
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chacime des qiiaiititbs 

a - P', a -+. a' 

offrira une valeur iiuinériqui: inférieure à n. J'ajoute que cette coi~clusioii 
subsistera encore si le module I -  de z devient égal ou supérieur I7iiiiitC.. 
C'est en effet ce que l'on prouve aisémeiit comine il suit. 

D'abord il résulte de l'équation ( 4  ) que siil a , sin a '  sont des quan- 
tités affectées de signes contraires. Par suite, il en sera de même des argii- 
nients a, a', dont le plus grand offrira une valeur nuinériyiie égale à celle 
de la somme a + a'. Donc cette soinme sera, comme chacun d'eux, ren- 
fermée entre les limites - n, t n. 

De plus, si le module r ,  supposé d'abord inférieur à l'unité, vient. a 

croître indéfiuiitient, mais par degrés inseiisihles, les angles a, a', dont 
les valeurs sont affectées de signes contraires, et la diff4rence 

a - a', 

éqnivaleiite, au signe près, à la somme des valeurs nuiiiériques de a et a', 

varieront évideinment par degrés inseiisibles, jiisqii'au moment oii l'on 
niira, s'il est possible, 

n - a ' =  & n ,  

par coliséqiient 
a' = a 7 7 ~ .  

Mais, dans ce dernier cas, on trouverait 

et la formule (4) donnerait 
p' = p. 

Par suite, on tirerait des foriiiiiles (3) 

p c o s a  - r c o s y  = c = - c. 

(;ette dernière éqiiation rie pouvant se vérifier que dans le cas oii c serait 
riul, nous devons co idu re  que, dans le cas oii c est positif, les argun~ents 
a, a' et leur différence ts - a' varieront poiir des valeurs croissaiites <Ir r, 
par degrés inseiisibles, sans que jamais la valeur numérique de a - a' 

puisse atteindre la limite n, qui surpasse cette valeur nuinérique qnmd 
on a r < c. On peut donc énoncer la proposition suivante : 

i er Théorème. J h i i  t données deux quantités géométriques 
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dout la somme est une quantité algébrique et positive a c ,  concevons 
que l'on réduise les arguments m, a' de ces deux quantités géométriques 
i des niigles renfermés entre les limites - .rr, -t- n. Les angles 

seront enx-nièmes renfermés entre les limites - n , + n. 
11 est bon d'observer qu'on peut encore arriver très-simplenient ai1 théo- 

reine premier i l'aide de considérations géométriques. En effet , coiistriii- 
sons les trois points 

A, B, C 

dont les affixes sont respectivement 

Li: point C sera situé sur l'axe polaire, et le pOle O sera le milieu de la 
droite AR. D'ailleurs, on pourra supposer que des deux quantités geomé- 
triques 

29 - 27 

la première est celle dans laquelle Ie coefficient de i est positif. Cette hypo- 
thèse étant admise, les arguments a ,  - a' seront positifs et représen- 
teront les angles formés par les droites BC, AC avec l'axe polaire OC, c'est- 
a-dire, en d'autres termes, les angles BCO, ACO. Donc la somme a - a' 
des deux arguments a, - a' représentera l'angle BCA du triangle qui a 
pour sommets les trois points A, B, C. Donc cette somme sera un angle 
positif inférieur à n, et l'on pourra en dire autant, à fortiori, de la valeur 
t~urnérique de l'angle a + a', équivalent, au  signe près, à la différence 
des arguments a, - a'. 

DL] théorème premier, joint aux principes établis dans les deuv articles 
précédents, on déduit encore les propositions suivantes : 

ze Théorème. Étant données deux quantités géométriques 

C + Z ,  c - z  

dont la somme est une quantité algébrique et positive z c ,  l'addition ou la 
soustraction de leurs logarithmes principaux, pris dans un système quel- 
conque, donnera pour résultat le logaritliine principal di1 produit oii du 
quotient de ces deux quantités géométriques. 

rje Tlzéorènze. Étant données deux quantités géométriques 

c + z ,  c - z  
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dont la somme est une quantité algébrique et positive 2 c , la multiplicatioii 
ou la division de leurs puissances principales d'un degré quelconque u doii- 
nera pour résultat les puissances principales et semblables du produit ou 
du quotient de ces deux quantités géométriques. 

En vertu du théorème 3, et en désignant à l'aide de la lettre caractéris- 
tique 1 un logarithme népérien, on aura non-seulement 

l ( c + z ) - l ( c - z ) = l c ~ z  C - Z  

On trouvera, par exemple, en posant c = 1 ,  

( 7 )  l ( 1  + z ) + 1 ( 1  - z ) = 1 ( 1  - z'), 

En vertu du théorème 2 ,  et en désignant par u une quantité géoinétriqiie 
qiielconque, on aura non-seulement 

mais encore 

(4 ( c +  z)" C + Z  (q = tCT) 

011 trouvera, par exemple, en posant c = I , 

( 1  1) (1 + z)U (1 - 2)" = (1 - z2 y 

1 Si l'on pose, en particulier, u = -, les fortnules (9 )  et ( I O )  doniieroiit 
2 
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5 I I .  -Sur les argunrrnts dc deux quantités geonretriqaes dont le produit est 

alge'brigue et positfl. 

Considérons deux quantités géométriques 

dont le poduit  se réduise à une constante algébrique et positive c. 011 aura 

rr' = I ~ + ~ I  rr ' ; 
et, par suite, l'équation 

rr' = c 
doniiera 

Si d'ailleiirs, comme on peut généralement le supposer, chacun des ai.- 
guinents p, p' est renfermé entre les limites - n, + n, la somme p + y r  
offrira une valeur niirriérique inférieure ou  tout au plus égale a 2 n; et 
même cette valeur numérique ne pourra s'élever jusqii'à la limite z n que 
dans le cas où, z, z' étant réduits à des quantités négatives - r, - I', on 
aurait 

1 = I p ' =  - 1 ,  P 
et, par suite, 

p =  I+n ,  pl= t- ni. 

Ce cas excepté, l'équation (3) entraînera généralement la suivante : 
- 

( 3 )  y + p f = 0  ou p l = - p ,  

de sorte que p, p' seront des angles égaux, au signe pres. 
Si l'une des quantités géométriques 

z, a' 

offre pour partie algébrique une quantité positive, alors des arguments y, 
7c 7c y', l'un sera compris entre les limites - -, -, et l'autre, en vertu de l'équa- 
2 2 

tion (3), devra jouir encore de la même propriété. Donc alors la diffkrence 

P - P' 
sera comprise entre les limites - n, + n. De cette remarque, jointe aux 
principes établis dans les deux articles précédents, on dbduit itninbdiate- 
nient les propositions suivantes : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( 265 ) 

ier  Thiorèine. Soient z, Z' deux quantités géométriqiies dont le produit 
se réduise A iiiie quantité algébriqiie et positive c .  Si l'une des qiiantités z, 
ai offre une partie alghbrique positive, la différence de leurs logarithmes 
priiicipaiix, pris dans un s y s t h e  quelconque, sera le logarithme prin- 
cipal du rapport de l'une A l'autre, el1 sorte qu'on aura 

2e T?ie'o~hne. Soient a, a' deux quantités géométriques dont le produit 
se réduise à une quantité algébriqiie et positive c .  Si l'une des quantités a ,  

z. offre une partie algébrique positive, le rapport de leurs puissances prin- 
cipales d'un degré quelcoique n sera la puissance principale et semblable 
du rapp0i.t de ces deux quantités géométriques, en sorte qu'on aura 

Er. d'An. e l  dt: phys. nudi . ,  T. IV.  (4se l i y r . )  
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, Y w  l'argument principal d'une puantiti géométriyue. Formules 
diverses smvnnt h exprimer l'argument principal d'une quantité 
géométrique en fonction de la partie algébrique et du coefficient 
de i .  

Soit 

(1) 

mie quantité gt5oiiit.trique7 qui ait pour nzodule le noiiibre r ,  et pour nr- 
gurnent I'aiigle p. Si cet angle est, comme on peut toujours le supposer, 
renfermé entre les limites - 7 ~ ,  n, il deviendra ce que nous appellerons 
l'argument princiynl de la qiiantité géométrique z. Si z se rédiiisait à iiiie 
quantité algébrique négative, en sorte qu'on eût 

I'arguineiit principal p pourrait être censé atteindre ou la limite iriférieure 
- n, ou la limite supérieure n, suivant que l'on considérerait - r. comme 
la limite vers laqiielle convergerait, pour des valeurs infiniment petites du 
nombre é ,  ou la premiére on la seconde des deux qiiaiitités géométriques 

- r -  i ,  - r +  i i .  

Concevons rnai~ite~iaiit que, dans la quantité g6oni6triqiie z ,  on dhsigiie 
la partie algébrique par x et le coefficient de i par y. 011 aura 

( > Z = X +  yi, 

et, en égalant l'ilne l'autre les valeurs de z clontiées par les foriniiles ( i ) ,  

( z ) ,  on troiivera 

x + y i =  r,= r , r = r ( c o s p +  isinp), 

par conséqiietrt , 
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Des éqiintions (3) jointes aux forinides 

sin p 
tang p = - 7 

cos y 

on tire, en premier lieu, 
xa f y'= 1 ' 2 ,  

et, par suite, 
1 

( 4 )  1' " (x2  + y"7; 

en second lieu , 
( 5 )  

x .  Y cosp = - y  s1np = - 7  r r 

la valeiir de r Rtant doiiiiée par I 'écption (4 ) ,  et 

(6)  tang p = 

Enfin, comme on a 

cot p = -'i 
tang p 

1 
sécp= - 7  c 0 s é c p = - L ,  

cos p sin p 

on trouvera encore 
a' 

( 7 )  co tp  =-, Y 

r , e ~  équations ( 5 ) ,  (G), ( 7 ) ,  (8) subsistent pour tolites les valenri; que 
peut acquérir l'argument p de la quantité géométrique 

z = x + yi. 
On peut d'ailleurs de ces mêmes équations déduire des formiiles diversec 
dont chacune détermine non plus l'une quelconque de ces valeurs de p, 
[nais l'argument principal de z, en fonction des deux quantités dg&- 
briques x, y. 

En effet, conservons les notations adoptées dails moi] A n a l p e  dg& 
briqr~e, et admettons, en coiiséqueiice, que, x étant rine quantité al&- 
brique, l'on clésigiie par la notation 

arc sin x, ou arc coséc x, oit arc tang x, oii arc cot 2, 
3 4 . .  
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l'arc qui, ayaiit x poiir siiius, ou pour cos&xiite, oii poiir tailgente, ou 
'n 3T pour cotangente, est reiiferm6 entre les limites - -, - 3  la valeur niiiiib- 
2 2 

rique de x étant slipposée iiiférieiire A l'imité dans arc sin x, et siipérieiire 
l'unit; dniiç arc cosk x. -icliiiettoiis, au coiitraiw, (Iiie 1'011 désigne pai 

la iiotatioii 

arc cos x 011 arc s6c J 

l'arc qui, ayaiit x pour cosiiiiis oii pour sécante, est i.eiif'eririé entre les 
limites O ,  n. Puisque cos p et séc y sont des foiictioiis paires de pl qu'oir 
n'altère point en changeant le sigiie de y, il est clair qrie, si p représente 
I'argiiment plincipal de z. compiis entre les limites - n, r;, oii tirtw de 
la première des foriniiles ( 5 ) ,  

r p = I arc cos -, 

, >' 
JI = + arc sec . 

,i- 

4joiitoiis qii'eii vertu de la seconde cles foriiiiiles (5), y berci positif ou 
négatif avec sin p, suivant qiie p sera coiripris eiltre les limites O, x ou 
O ,  - n, c'est-&clire, eii d'autres terines, siiivaiit que l'aiyiiineiit priiicipal y 
ser.i positif 011 négatif. Donc, dans les deux 4quatioiis que iioiis keiioiis 
d'obienir, le doiible signe devra ètre réduit ail sigiie de la qiiaiitit4 ;tlgé- 
hriqne y ;  et l'argiiineiit principal y de la cpiaiitité çéoinPti-iqiie 

I K ) ~ L " ' ~  4tie ri4teimiiibl daiis toiis les cas, par l'iiiie cl~ielcoiiqiie des dviix 
forriililes 

t' Z p = _li arc cos - 7  
r 

'iS 
principal 11 offiira iine iileiir niimériqiie infthieiire oit slipfrieiire a - 7  siii- 

~ i i ~ i t  q11e 1 ; ~  \ alriii. de x sera positi7.e oii iibptive. Psi. sl~ite, 011 tirera de 1 4  
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foriniile (6), si x est positif, 

( 1  1) 
Y p = arc tang - 7  
5 

et, si x est ribgatif, 

1 .2 
Y p s arc tang - $. n, 
x 

le S I ~ I ~  + devaiit étre réduit au signe i- ou au signe -, suivant qiie y sera 
positif ou iibgatif. -4joutons qn'iin nombre qiii se réd~tit a zéro pour x > O ,  

à I ' i ~ i i i t P  pour x < O, peut arre représenté par l'espi+ession algébrique 

et cp'eii coiiséquence les 6quations (1 I j, ( r  2 )  se trouvent toutes deux com- 
prist3s dniis l n  foririiile générale 

Eiifiii , coiilme les arcs 

Y x Y arc tang -, arc cot -. arc si11 - 3  arc coséc 1 9  
x Y Y 

seroiit 6gaux, aux sigiies près, les signes des deux premiers étant sem- 
blables ou contraires aux signes des deux derniers, suivant qiie la valeiir 
de .T sein positive oii négative, on aiira identiquement 

Y 5 x . Y  " 
ilrc t m g  = arc cot - = -arc sin - = - arc coséc L; 

.r S. 42 1. (2 Y 

et, par suite, o n  pourra siibstitiier à l'équation ( 1 3 )  l'une qiielcoriqiie cles 
foi-miles 

X . Y  Z Y  p = - arc sin - + - - 
42 r 2 ,/y 

L E  

p = - arc coséc 
@ 

ri.taiit toujours déterminé, en fonction de x et de y, par I'éqiiatioli (4) .  
[,es foriniiles ( 1  3), (14) et celles qu'on obtieiit en substituant, dans les 

Soriiiiiles (g) ,  ( IO),  ( 1  5) et (16), la valeiir de r donnée par l'éqriation ( 4 ) ,  
ne soiit pas les seules qui servent à exprimer l'argument principal p de la 
(~ua~iti té géométrique z = x 1- y i,en fonction des qiiantités algéhriqiies x, y. 
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011 peut eiicore, api'és avoir réduit l'équation 

en d6diiii.e immédiatement la valeur cherchée de p ,  en prenant les loga- 
vithmes principaux des deux membres. 011 trouve ainsi, en nominant p 
I'arpiiinent principal de a , 

et ,  par suite, 

ou ,  ce qui revient au inètne , 

la valew de t* étant cloiinée, en fonction de x et y, par l'équation (4) .  
D'ailleurs, si à la quantité géométrique x + yi on substitue la quantité 
coiijuguée x - r i ,  l'argument p changera de signe, et, ii la place des éqiia- 
tions (1 7 ) ,  (1 8), ( ~ g ) ,  (ao), on obtiendra les suivantes : 

x-yi e - ~ i  = - , 
r 

Enfiii, des Cormiiles ( zo), (24),  combinées entre elles par voie d'additiori , 
l'on tirera 

l ( x + . y i \ - 1  ( x - y i  a p  I- - 
i 

9 

et, par conskpeiit, 

Si l'on bgale entre elles les deus valeurs de 1'argiinier:t principal p four- 
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y ( x + ) - l x - y )  .TC y 
(26' arc taiig - = 

x 2 i 

Si, dans cette deruière équation, l'on remplace x par r et y par x ,  ori 
ol~tietidra la formiile 

1(1+xi)  -1(1-xi)  
(27 )  arc taiig x = 

2 i f 

que 1'011 pourra encore 6crire coinnie il suit : 

I r+xi  
arc taug x = - 1 - a  2 i  I-.ri 

Keiriarquoiis en outre que, si, dans l'équatioii 

(29 1 ( z )  = 1( r )  + p i  

o ~ i  substitue les valeiirs de z, r et p données par les foimules ( r ) ,  (4) et (g), 
on trouvera 
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Sur les .valeurs générales des expressions 

sinz,  cosz ,  s e c z ,  cosecz tangz, co tz .  

Il'après ce qui a été dit à la page 2 4 5 ,  si l'on désigne par z iule qiiau- 
tité algébrique positive ou riéga tive , on aura 

(1) ez i  = cos z + i sin a. 

Si, dans la formule (1) on remplace z par - z ,  on trouvera 

(4 e-=' = cos 2 -- i sin a ; 

et l'on tirera immédiatement des forrniiles (1)  et ( 2 )  
e z i  + e-si  e a i  - e - n  

(3)  cos 2 = 2 , sin z = z i 

0 1 1  aura d'ailleurs 
1 

sécz =L, cosécz= - 9  
COS a sin z 

sin z COS z 
tang z = -, cot z = -. 

cos z sin z 

Les formules (3), (4) et (5) foiirnisseiit un inoyeri très-simple de fixer le 
sens qu'on doit attacher aux expressio~is 

sin z ,  cos a, séc z, coséc z, tang z, cot a, 

dans le cas où a cesse d'être une quantité algébrique. Eii effet, les valeurs 
de ces expressio~is pourront toujours être facilement obtenues, si l'on 
convient d'étendre les foriniiles dont il s'agit au cas où z se transforme en 
ilne quantité géométrique quelconque. Cette convention, que nous adop- 
terons désormais, permettra d'expiiincr les valeurs cherchées en exponen- 
tielles népériennes que l'on calculera sans peine à l'aide des formules (6) 
et (9) des pages 245 et 246. 
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II est bon d'ol~server qu'en vertu des forinules (3), ( 4  j, ( 5 ) ,  

COS 2,  séc Z 

seront des foiictio~is paires de z, c'est-&dire des fonctions qui ne seront 
pas altérées quand z sera remplacé par - z, et qu'au contraire 

sin Z, C O S ~ C  z, tang z, cot 2; 

seront des fonctions impaires de z ,  c'est-A-dire des fonctions de z qui 
changeront de signe avec z ;  en sorte qu'on aura 

( 6 )  COS (- z) = COS z, séc (- 2) = séc z, 
et 

sin (- Z )  = - sin z ,  coséc (- a) = - cosécz7 
( 7 )  tang(- z )  = - tangz, cot(- z )  = - cot z. 

SL daus les équations (3) on pose 

alors, en ayant t;gard aux formiiles 
e ~ i  - ezi-y - - e-Y (COS x + i sin x), 

e - Z l  - e-xi-iJ' - - - eY (cos x - i sin IL"), 

cf + e-7 . er - e-J 
COS z = --- C O S ~  - 1 - sin x, 

2 2 

(8 )  ef + e-s e7- e-Y 
sin z = - sin x -I- i - COS x. 

2 2 

Ces dernières formules mettent en évidence, dans cos z et sin a, la partie 
algébrique et le coefficient de i. Les formules qui joueront le même rôle 
relativement aux fonctions 

séc Z, C O S ~ C  Z, tang z, cot z, 

se déduiront immédiatement des équations (4)  et ( 5 )  jointes aux for- 
mules (8).  

Soit maintenant z' la quantité géométrique conjuguée à z ,  en sorte qu'on 
ait 

z t = x  -ri. 
Polir. obtenir les valeurs des expressions 

sin z', cos z', 
E x .  d An et de Phys. math., T. IV. (45C livr.) 
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,I suffira de changer, dans les seconds membres des forliiiiles (8) ,  le sigiie 
de y, oii, ce qui revient au iiiênre, le signe de i. Donc les deux quantités 
géométriques 

sin z', COS a' 

seront respectivement conjugiiées aux deux quantités géométriques 

sin z, COS Z ;  

ce qu'il était facile de prévoir, d'aprés la forme des équations ( 3 ) ,  dont les 
secoiicls membres ne sont pas altérés, qiiaiid on y reinplace i par - i .  Par 
suite aussi, les quantités géométriques 

séc z', C O S ~ C  z', taiig z', col z' 

seront, eu égard aux formules (4) et ( 5 ) ,  respectivement conjuguées aux 
quantités que reprbsenteront les expressions 

séc Z, coséc z, tang z ,  cot z. 

En joignant aux équations (3) ,  (4): (5 )  l'équation (1) de la page 242, oii 
étendra sans peine iin grand nombre de formules trigonométriques, re- 
latives à un ou a plusieurs arcs, au cas oii ces arcs deviennent des 
q~iantités géométriques ; et d'abord il est clair que, si, aprés avoir multi- 
plié cliaque membre par i dans la seconde des formules ( 3 ) ,  on la combine 
avec la premikre par voie d'addition ou de soustraction, l'on retrouvera 
priicisément les formiiles (1) et (2). Celles-ci devront donc être étendues 
ail cas où z représente une quantité gbométrique qnelcoiiqur, et l'on 
en dire autant de l'équation 

qui se déduit encore irnniédiatement des formules (3) ,  ainsi que des for- 
inules ( r )  .et ( 2 )  coinbiiiées entre elles par voie de tnultiplicatioo. 

Ajoutons que, si l'on divise par cos2z oit par sina z les deux irieinbres 
de la formule (g)7 on en tirera généralement, eu égard aux formules (4) 
et ( 5 > ,  

(10)  séc'z = 1 + tmga z 

et 

(1  4 c0séc2 Z = 1 + cot Z. 

Observotis maintetiatit 'que, si l'on désigne par k uiie quantite entiero 
qitelcoiiqiie positive, nulle ou négstive, les diverses valeurs du produit 
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z k;ri seront, en vertii de la remarque faite LI la page 249, les divers log$- 
ritliines nC.périeiis de l'unité. On aiira donc 

(4  e 2 k ~ i  - - 1 .  

En conibinaiit cette dernière C.qiiatioii, que fournit aussi la formiile (6) de 
la page 245, avec la formiile (1) de l n  page 242, on trouvera 

( 1 3 )  
e f s + 2 h x ) i  - c i  

- e  , 
puis, en reinplaqailt z par - z,  et k par - k ,  

Cela posé, les formules (3) donneront 

(15) COS(Z -+ 2 k ~ )  = COS z, sin ( z  + z kx) = sin u ; 

et, par siiite, on tirera encore des formules (4), ( 5 ) ,  

( 16) séc (z + 2 k x )  = séc z, C O S ~ C  (a  + 2 kn) = coséc a, 

( 1 7 )  tmg  (z -t- 2 k î r )  = tai-ig a, cot (z + 2 i n )  = cotz. 

l>onc uiie des propriétés les plus remarquables des lignes trigonométriques 

sin a, COS Z, séc Z, C O S ~ C  Z, tang a ,  cot z, 

celle qui consiste en ce que chacune de ces lignes demeure invariable quand 
on fait croître ou decroître l'arc z d'un multiple de la circonférence 2 n, 
s'étend au cas oii cet arc se transforme en iine quantité géométrique quel- 
conque. 

Si à uii multiple de la circonférence z .rr on substitue un multiple impair 
de la demi-circonférence n, l'arc représenté, au signe près, par un tel 
~niiltiple pourra être supposé de la forme 

k désigne toujours une quantité entière positive, nulle ou négative. D'ail- 
leiirs, en vertu de la formule (6),de la page 245, on aiira 

(18) 
e ( z k ~ ~ ) z i  - - - 1 ,  

et, par siiite, eu égard a la formule ( r )  de la page 242, 
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Cela posé, les formiiles ( 3 )  donneront 

( 2 0 )  cos [ z  + ( 2  k + ~ ) n ]  = cos a, sin [ a  + ( 2  k -I- 1 )  r ]  = - 5111 z ,  

et l'on tirera des formules (4), ( 5 ) ,  

(21)  S ~ C [ E + ( ~ ~ + I ) ~ ] = - S ~ C Z ,  C O S ~ C [ Z + ( ~ ~ + I ) ~ ] = - C O S ~ C Z ,  

(2.2) tang[z+(2k+ ])XI= tangz, cot[z-t- (2k + I ) X ] = C O ~ Z .  

Il est bon d'observer qu'en vertu des éqiiations ( I 5) et ( 16) jointes aux 
équations (20) et ( 2  I ), on aiira généra1erneiî.t 

(23) COS (Z  + = (- I ) ~   COS^, sin (2 + kn) = (- 1)' sin w, 

( 2 4 )  C O S ~ C  ( Z  + Ar) = (- 1)' S ~ C  Z, COS& ( z + k n )  = (- 1)' SPC a, 

k désignant une quantité entière quelconque positive, iiiille ou iibgatir e. 
Ail contraire, en vertu des formules (1 7) jointes aux formiiles (22 ), on aura 

( 2 5 )  tairg ( z  + k n )  = tang z ,  cot jz + kx) = cot z .  

iinsi les formules qui expriment que la tangente et la cotangente d Lin arc 
ne varient pas, on fait croître ou décroître cet arc d'un multiple de 
la demi-circoi-iférence n,  s'étendent au cas ou ce mènie arc se traiisiorme 
en iiiie quantité géoinétrique. 

On peut généraliser d e  la iilèine manière les relations qui existent entre 
les lignes trigonométriques d e  deux arcs dont l'un est le complément ou le 
siippléineiit de l'autre. 

On dit que  de deux arcs z, z', l'un est le cornplé~ne?lt de l'autre, lorscliie 
ces arcs satisfont à la coiiditioii 

En supposant cette définition étendlie au cas inèine où les arcs se traiisfor- 
ment en quau~ités géombtriques, on obtiendra toojoiirs pour cot~iplbmeiît 

7r 
de l'arc z l'arc - - a ;  et, coninle la formule (6) de la page 2 4 5  doiiiieic< 

2 

on tirera de la fornide (1) de la page 2 4 2  
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( a77 ) 
et des formules (3 )  

cos (i - z) = sin Z,  sin (' - z) = cos z. 

Par suite aussi, l'on tirera des formules (4)  

(30) 

et des forinules (5) 

tang (: - z )  = cot z. 

En renversant la dernière des formules ( 29) et les formules (30),  ( 3  I ) ,  on 
obtieiit les siiivantes : 

(32) cosz=s in  , cosécz=sc:c (Z - -  z ) ,  cot z = tang 

Celles-ci pourraient ètre considérées corrinie un moyeii de définir générale- 
ment les trois lignes trigonométriques 

cos z, cos6c z ,  cotz. 

Elles montrent que le cosinus, la coséciznte et la cotangente de l'arc z sont 
toiijours le sinus, la sécante et la tangente du complérneiit de cet arc. 

On dit que de deux arcs z ,  z', l'un est le supplément de l'autre, lorsque 
ces arcs satisfont à la conclitioii 

(33  z + 2' = X .  

En supposant cette définition étendiie au cas même ou les arcs se tram- 
forment en quantités géométriques, on obtiendra toujours, polir supplé- 
ment de l'arc z, l'arc x - z .  D'ailleurs, si l'on pose k = I ,  dans les for- 
mules (23), (24)? (25), et si, en même temps, on y remplace z par - z, 
on tirera de ces formules jointes aiix équations (6), (7) ,  

( 3 4 )   COS(^-z)=-COSZ, s in(n-z)=s i r iz ,  

( 3 5 )  Séc ( 7 r  - 2 )  = - sécz, C O S ~ C  (7:  - z )  = coséc 8, 

(36) tang(n - z )  = - tang z ,  cot ( X  - Z) = cot z .  

II résulte en particulier de ces formules que le sinus et la cosécante lie va- 
rient pas quand on remplace un arc par son supplément. 

Supposons maintenant que z ,  z' soient deux quantités géoiilétriques 
quelconques. On ti.rera des équations (3 ) ,  combinées avec la forrniile ( i l  
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de la page 242, 
e z i e z , i + e - z i  e - z  I 

COS ( 2  -+- 2') = 
2 

( 3 7 )  e z i ' e ~ ' i  - e - z ~ l e - i v i  

sin (z i- zr) = 
z i 

3 

et, par suite, eu 6gai.d aux équations (1) et ( z ) ,  

COS ( 8  + z ' )  = COS o COS z' - sin a sir1 z', ' 35) 
sin (z  + a') = sin z cos a' + sin z'cos z .  

Si, daiis ces dmiières formules, on remplace z par - z ,  elles doiineroiit \ 

COS (5 - 2') = COS z COS Z' + sin z sin z', 
i 39) sin ( z  - a') = sin z cos z' - sin z' cos z. 

Donc les formules (6) et ( 7 )  de la page zzr contiiiuent de siibsistei. dans Ir 
cas où l'on remplace les arcs p et p' par deux quantités géoniétriqiies o 

et z'. 
Ajoiitons que des formiiles (38) et (39) 011 tire non-seiilenierit 

tang z + tang z' 
fang (z + 2') = 

I - tang z tang z' ' 

tangz - tan6 z' 
tang (z - z') =- 

I + tmgz tangzr '  

m ~ i s  aussi 

COS (a + 2') + COS (z  - 2') = 2 COS Z COS z', 
(4 1) 

COS ( z  - a') - COS (2 + z ' )  = 2sin z sin z', . 
sin ( Z  + a') + sin (z - a') = 2 sin z cos z', 

{Lja'i 
sin (Z + 2') - sil: (Z - z') = 2 COS a sin z' ; 

Z +- zr z -2' puis, en reniplajant z et z' par - et par -, 
2 2 

z + 0' z - zr 
COS z + COS z' = 2 COS -- COS --, 

2 2 

( 4 3 )  
z + z r  z-z '  ' 

COS 2'- COS z = 2 sin - sin --9 
2 2 

I z +  z' z -z' 
sin E + sin z' = 2 sin - COS - -9 

2 2 

z + z r  . Z-Z '  \ sin z - sin z r =  îcos  - sing-- 
2 2 
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( 279 ) 
Remarquons encore que de la forniule (1) de la page 2 4 2  on tire 

,z ,Zr ,sf' - - ,z+zq = ez+z'+z" 
7 

et généralement 

145) e z e z ' e z "  -ez+z '+z"+-. . .  ... -- 
quel que soit le nombre n des quantités gkométriques u, a', z",. . . . Si, daris 
l'équatioii (.45), on suppose z = a' = e" = . . . , on trouvera 

(46) (esjn c en'. 

011 aura, par suite, 

(47)  ( e z i ) r t  - - enz  i ( e - ~ i ) n  = e - n r i ,  
1 

011, ce qui revient au même, 

(48) 
(COS z + isin z)" = cosne 4 is innz ,  

(cosz - is inz)"=cosnz - i s innz ;  

et de ces deux dernières formiiles, combinées par voie d'addition et de 
soustraction, l'on conclura que les équations (IO) de la page 221 peuvent 
être étendues au cas où l'arc p se transforme en une quantité géomé- 
trique z .  La même remarque s'appliquera aux équations (1 I) ,  (12) de la 
page 222  et aux éqiiatioiis (56), (57) de la page 2 3 1 .  
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Sur les .valeurs générales des expressions 

arc taog z ,  arc cot z, arc sin z ,  arc cos z , arc sec z ,  arc cosec o. 

5 1". - Formu/es qui déterminent ces va leu~ , s  et  les font depenrlre des /ogarithrncs 
principaux de certaines quantités géométriques. 

D'après. ce qui a été dit dans l'avant-dernier article, si l'on désigne 
par z une quantité positive ou négative, on alira 

I J - + - z i  
arc taiig z = 1 -, 

2 1  1-21  

ou, ce qui revient ail raèiiie, eu égard A la foriiiule (8) de la page 263, 

( 2 )  
I(1-t-zi)-  I ( I - z i )  

arc tang z = 
z i 

De plus, comtne iîii arc, dont z serait la cotangente, aurait pour tan-  
1 

gente - 9  on troiiv~ra encore gbnéralenleiit 
'3 

( 3  
1 

arc cot z = arc tarig -. 
2 

hjoutoiis que sl z ,  offrant une valeur iiumbriqiie inférieure à l'unité, re- 
?ï 7r 

presente le sinus d'un arc co~npris entre les limites - -, -, cet arc aura 
2 2 

poiir cosinus la quantité positive \ / t  - a', et pour tangente le rapport 

011 aura donc encore 

( 4 )  arc sin z = arc tang 
{Z 

Enfin, on aura évidemment, poiir une valeur nuinérique de z inf6rieure 
h l'mité, 

r 
( 3 )  arc cos z = - - arc sin z, 

2 
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et, pour une valeur numérique de z supérieure a l'unité, 

( 6 )  
1 arc séc z = arc cos -, 

(7) 
1 arc C O S ~ C  z = arc sin -- 

Les formules (1) ou (s), ( 3 ) ,  ( 4 ) ,  ( 5 ) ,  (6) ,  ( 7 )  foiirnissent ~ i n  iiloyeii 
très-simple de fixer le sens qu'on doit attacher aux expressions 

arc tang z, arc cot e, arc sin 2, arc cos z, arc séc z, arc coséc z ,  

dans le cas ou z cesse d'être une quantité algébrique. En effet, les valeurs 
de ces expressions pourront toujours être facilement obtenues si l'on con- 
vient d'étendre les formules dont il s'agit au cas où z se ti-ansforme en une 
quantité géométrique quelconque. Cette convention, que nous a.dopterons 
désormais, permettra, eu égard à la formule (1 ) ,  de réduire la détermina- 
tion des valeurs cherchées à la détermination des logarithmes principaux 
de certaines quantités géométriques. Si l'on veut, en particulier, obtenir 
la valeiir générale de arc sin z exprimée à l'aide d'im ou de pliisie~~rs 
logarithmes principaux, il suffira de joindre à la formule (1) la formule ( 4 ) ,  
de laqiielle on tirera 

z .  
I+-i  

I 
arc sin z = 1 

a i  > 
z .  

I -  -- 1 
,ta 

ou, ce qui revient au même, 

I d i - z ' + z i  
arc sin a = - 1 - 

zi 41-12-5i 

D'ailleurs, l'argument principal de 1 - za étant compris entre les limites 
.- - 7i ,  3- n, le radical 41 - z2 offrira un argument principal compris entre 

II ?r 
les limites - -, - par conséquent, une partie algébriqiie positive; et, 

2 2 

comme des deux quantités opposées 

l'une jouit nécessairement de la même propriétk, on pourra encore €11 dire 
autant de l'une des deux quantités géométriques 

d Ï 7 2 - 1 -  zi ,  {a- zi, 

Ex d'An. et  de Pljys. motlr., T. IV.  !45e liv.). 
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dont le produit se réduit a la quantitb positive 1. Donc, eii ~ e r t a  du 
1 "' théoréme de la page 265,  on aura 

dI-a2 + ai 
1 - = 1 [ d i +  zi] - 1 [ d i - -  2-1. 

d ~ - z ? - z i  

4joutons que de cette dernière formule, jointe à l'éyuatioii 

1 [ d ~ - z ? + z i ]  + l [ \ / ~ - z ~ - z i ] = o ,  
on tirera 

Par coaséqitent, on pourra encore présenter l'éqiiatiou (8) sous l 'u~ie <lit 

l'antre des deux formes 
I 1- 

(9) arc sin z = ; 1 rv i - z' -+ zi], 

Il est bon de rappeler que le coefficient de i dans 1111 logarithme népr- 
rien principal est toujours un argument compris entre les limites - r ,  
+ n. Cela posé, on conclura immédiatement des formules (1), ( 3 ) ,  ( 4 )  
et ( 7 )  que, daus la valeur générale de chacune des expressions 

arc tang z, arc cot z ,  arc sin z, arc coséc z, 
77 i: 

la partie algébrique sera toujours un arc renfermé entre les limites - ;, ;, 
par conséquent, un arc dont le cosinus sera positif. On conclura, au cou- 
traire, des forrniiles (5)  et ( 6 )  que, dans la valeur générale de chacune des 
expressions 

arc cos z ,  arc séc z ,  

. la partie algébrique sera toujours un arc renfermé entre les limites O, ;l, 

par conséquent, lin arc dont le sinus sera positif. 

5 11. - Sur les quantités ge'ontétriyues 

arc tang z ,  arc cot z , arc sin z ,  arc cos z , arc scc z,  arc coséc z ,  

considérées comme fonctions inversec. 

Les définitions admises dans le paragraphe précédent sasisfont à ilne 
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conditioii qu'il irilportait de remplir, et réduisent les quantités gPornGtriques 

arc tang 8 ,  arc cot z, arc sin z, arc cos z, arc s6c z, arc coskc z 

a des foiictions de r inverses de celles qui ont Bté désignées sous les noms 
de tangente, cotangente, sinus, cosinus, secante et cosécante. Ainsi, par 
exemple, on prouvera sans peine que la fonction de 5 ,  représentée par la 
notation arc tang z, est inverse de celle qui a été nommée tangente, ou, 
eii d'autres termes, que la fonction arc tang z a pour tangente la variable z. 
o n  y parviendra en effet comme il suit : 

Posons, pour abréger, 

(1) Z = arc tang z. 

0 1 1  aiira riicore, eu égard à l'kquation ( 1 )  dix § Ie', 

par conséqueiit 

Mais, d'autre part, on aura, en vertu deséquations (3) de l'article précédent, 

e Z i  + e-Zi . Z i  - . -Zi 
COS Z = , sin Z = 7 

z 2 i 

par conséqueiit 

Donc la forniiile ( 2  ) donnera simplement 

( 3 )  z = tang Z. 

Or, des formiiles (1) et (3), comparées l'une a l'autre, il rksulte qu'en vertu 
des définitions admises dans le Cj Ier, la notation arc tang z satisfait à la 
condition qu'il convenait de remplir, et représente m e  fonction inverse 
de la fonction tatig z. 

Si i l'équation (1) on substituait la suivante 

1 4 )  Z = arc cot a, 
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( 984 ) 

alors, eu égard à la formule (3)  dii 5 Ier, on aurait encore 

= arc tang 1, 

par conséquent 
sin Z - I _ -  - t a n g Z = - - -  
c o s z  cotz'  

On en conclurait qu'en vertu des défirfitions admises dans le 3 Ier, arc cet 2 

est une fonction inverse de cot z. 
Supposons main tenant 

Alors, en vertu des équations ( 9 )  et (IO) d u  5 Ier, on aura 

par conséquent 

puis de ces dernières formules, combinées entre elles pac voie de soiis- 
traction, l'on tirera 

par conséquent 

o u ,  ce qui revient au même, 

( 7 )  z = sin Z. 

On en conclura qu'en vertu des définitions admises, arc sin z est une fonc- 
tion inverse de sin z .  

Si l'on supposait 

(8)  Z = arc cos a, 

alors, eu égard à l'équation ( 5 )  du § Ier, on trouverait 

?r Z = - - arc sin z, 
2 
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( 283 ) 

par conséquent 

arc sin z = - - * 2 2, 
et 

z = sin ( I  - Z) , 

ou, ce qui reviént au même, eu égard à la seconde des formules (19)  de 
l'article précédent, 

(9) z = cosz .  

On en conclurait qu'en vertu des définitions admises, arc cos z  est une 
fonction inverse de cos z. 

Enfin, si l'on supposait 

on aurait encore, eii égard à la formule (6) du S Ier, 

1 Z = arc cos-, 

par conséquent 
1 -- 1 - C O S 2  = - 

séc z2 
et 

(1 1) z= sécz;  

et, aprèsavoir ainsi reconnu que arc séc z est une fonction inverse de séc z, 
on prouverait par un raisonnement semblable que arc coséc z est une fonc-i 
tion inverse de coséc a. 

5 III .  - Sur les formules qui mettent en evidence la partie alge'brique et le coeflcient de i , 
dans chacune des expressions 

arc tang z ,  arc cot z , arc sin z,. . . 
Si dans les expressions 

arc tang z, arc cot z ,  arc sin z, arc cos z ,  arc séc arc coséc z, 

on réduit z à la forme 

(1)  z = x + y i ,  

x et y étant deux quantités algébriques, chacune de ces expressions pourra 
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&tre réduite à une forme semblable, et, pour opérer une telle réductioii, 
il suffira de joindre aux formules établies dans le 5 Ier la formule (30)  
de la page 271. Entrons à ce sujet dans quelques détails. 

Si a la formule (1) on joint l'équation ( 2 )  di, premier paragraphe, oti 
trouvera 

(2) 
I ( I - y + x i ) -  1 ( {+y- ,x i )  

arc tang z = 
2 i 

D'ailleurs, en remplaçant, dans la formule (30) de la page 27 1 ,  y par .r 
et x par I - y ,  ou y par - x et x par I + y, or1 aura 

Par conséquent, la formule ( a )  donnera 

Si a l'équation ( a )  du  5 Ie' on substituait l'équation (1) [itiideml, alors, 
en ayant égard à la formide 

et a l'équation (30) de la page 2 7 1 ,  on trouverait d'abord 

( 4 )  
I I - y + x i  arc tarig z = , 1 . y  
ai 1+y-XI 

I x 1 - x J -  y a  i x2+-([+y!. (5)  arc taiig z = - - arc cos 
2 &Z 4x1 4- ( 1 +  J-12 \ Ix2  + ( I -  -- 

En coiiiparant l'une à l 'a~itre les valeiirs de arc taiig z ,  doriiiées par les 
fornmles (3)  et ( 5 ) ,  on trouve 

I f Y  +a rccos  
1 - J '  

arc cos 
/ P \  ( X ~ + ( ' + Y ) ~  \/x2+ ( I - y ) 2  

1-x2-y' 
= arc cos 

1 x 7 - 7 .  dx1+(1 +Y)= v 
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A I L  reste, pour établir directement la formule ( 6 ) ,  il suffit d'observer que 
les arcs 

arc cos a l f Y  , arc cos '-Y 

\/x2+(1+y)' { ~ ~ + ( 1 - y ) ~  

ont pour sinus respectifs les deiix rapports 

qu'en coriséqiience la somme de ces arcs a pour cosinus le rapport 

et que, d'ailleurs, les deux arcs dont il s'agit étant les arguments p~inciyaux 
des binômes 

1 -a i ,  ~ + z i ,  

dont la somme est positive, doivent, en vertu du  premier théorème de la 
- 

page 26 I , offrir pour somme un argument compris entre les limites - n, x .  
Supposons maintenant que l'on veuille mettre en évidence la partie réelle 

et le coefficient de i, non plus dans arc tang a, mais dans arc sin z! et 
réduire ainsi l'expression arc sin a à la forme X + Yi, X, Y étant deux 
quantités algébriques. Il suffira de réduire à une forme semblable l'un des 
binômes 

4 + zi, 4- - zi, 

ou le rapport dé ces binômes; puis, de recourir aux formules (g), ( I O )  

ou (8) du § Ier, en ayant d'ailleurs égard a l'équation (30) de la. page 2 7 1 .  
Ajoutons qu'on arrivera encore aux mêmes conclusions en opérant comme 
il suit : 

Si l'on pose 

( 7 )  , arc sin z = Z = X + Yi, 

X , Y étant deiix quantités algébriques, on aura, en vertu de la formule ( 7 )  
du § II, 

z = sin 2, 

ou, ce qui revient au même, 
P -Y Y -Y 

e + C  oiiiX+i e - e  x +  yi= s i n ( X  + Y i j  = 
2 2 

cos X; 
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( 288 ) 
puis on en conclura 

Y -Y 1 - Y  

(8) 
e - t e  e - e  x =  sin X, y = 

2 2 
cos X. 

Si d'ailleiirs on pose, pour abréger, 

les kqiiations (8) donneront 

(10)  
x Y 

s i n X = - ,  c o s X = - ,  
U 

et de ces dernières, combinées avec la formule 

cos2 X + sin2 Y = r , 
on tirera 

Mais, d'autre part, on tirera des forinules (9)  

12) U z  - v? - - 1 ,  

OU, ce qui revient au même, 

r 1 3 )  uZ = v2 + I ,  

et I'éqiiation (1 I), jointe la formule ( r  3), doniiera 

x 2  y'  
,,?+ + 7 = ' 7  

par conséquent 

V ~ - ( X ~ + J - ~ - I ) V ~ - - ~ ~ = ~ .  

D o ~ i c ~  o2 ne pouvant être qu'une quantité positive, oii aura 

et 1;i formule (13)  donnera 

Enfin, comme, eu égard A la première des formules (g), u sera nbcessaiïe- 
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. ( 189 ) 
ment' positif, on tirera de l'équation ( 1  5 ) 

Observons maintenant qu'en vertu d'une remarque faite à la fin du Ier, 
la partie algébrique X de Z = arc sin z sera toujours un angle compris 

.Ir ?r entre les limites - -, -. Donc la première des formules ( I O )  donnera 
2 2 

et la seconde devra fournir une valeur positive de cos X; en d'autres termes, 
y et o devront être des quantités de même signe. Donc la formule (14 
donnera 

et, puisqu'on tirera des formules (g),  

eY = U 4- v ,  

011 aura encore 

(19) Y = l ( u + v ) .  

4joutons que des forinules ( 1  7 )  et (19 ), jointes a l'équation ( 7  ), on tirera 
définitivement 

x 
(20) arc sin z = arc sin u - + i l ( u  + u) ,  

les valeurs de u, v étant déterminées par les formules (16) et (18). 
fiemarquons encore qu'en vertu de l'&pation ( l a ) ,  présentée sous la 

forme 
(u -v )  ( & v )  =1, 

u - v,  u + v seront deux quantités géométriques conjuguées, et, par suite, 
cette équation donnwa [voir la formule (32) de la page 2541 

1 (U - V )  + 1 ( u - t  v) = O, 

011, ce qui revient an même, 

1 (U + V )  = - 1 ( U  - v ) .  

Er.d An cl de Phya. rnalh.. T. IV. (4!Plirr.) 
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Ic Donc la formide (20)  pourra s ecrire comme il suit : 

(21) 
f arc sin z = arc sin - - i 1 (u  - v ) .  
U 

De l'équation (20) ou (21), jointe à l'équatioii (5)  du Ier, on déduira 
immédiatement celle qui met en évidence, dans arc cos a, la partie algé-. 
brique et le coefficient de i. En opérant ainsi, on trouvera 

( 2 4  
Z 

arc cos z = arc cos - - i 1 ( u  + v ) ,  
Zt 

ou, ce qui revient au même, 

( 2 3 )  
Z 

are cos z = arc cos; i- i 1 (u - r). 

Enfin, si l'on veut mettre en évidence la partie réelle et le coefficient de i, 
non plus dans chacune des expressions 

arc tang z ,  arc sin z ,  arc cos z, 

mais dans chacune des suivantes, 

arc cot z, arc coséc z, arc séç z, 

il suffira d'avoir égard aux formules ( 3 ), ( 6), ( 7) du 5 Ier, par conséqueiit 
il suffira de remplacer, dans les formiiles (3) ou (5), (20) ou ( a  r ) ,  ( 2 2  

ou (23), 
I x -y i  

z = X + y i  par - = - %  z F' 

la valeur de r étant: 

y= & 2 t r ' ;  
en d'aiitres termes, il suffira de substituer, dans les valeurs trouvées de 

arc tang a, arc sin z ,  arc cos z, 

Soit maintenant z' la quantité géométrique conjuguée à 4, en sorte que 
l'on ait 

z' = x ric 

Pour passer de z à z' et de arc tang z à arc  tang z', il suffira de remplacer 
dans le second membre de la formule (3) ou ( 5 ) ,  y par - y ,  ou, ce qiis 

revient au même, i par - i. Donc 

arc tang z et arc tadg Z' 
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seront deux quantités géométriques conjuguées l'une à l'autre. De plus, 
comme, en vertu de la remarque faite à la page 259, les radicaux 

seront encore deux quantités géométriques conjuguées, on pourra en dire 
autant, non-seulement des rapports 

mais aussi des expressions 
2' 

arc tang A, arc tang --- 
dl  - z.1 d a '  

ou, ce qui revient au même, des expressions 

arc sin z, arc sin z', 
* 

et, par suite, eu égard aux formules (3) ,  ( 5 ) ,  ( 6 ) ,  (7)  du § Ier, les quantités 
géomét~iques 

arc cot a', arc cos z"., arc séc z', a i t  coséc z' 

seront respectivement conjuguées aux quantités géoniétriques 

arc cot z, arc cos z ,  arc séc z, arc cqséic z. 

En terminant ce paragraphe, j'observerai que les formules (so), (22) 

et (3) coïncident avec les formules ( 1 0 7 ) ~  (130) et ( I  59) de la onzième 
lecon de mon Calcul dgé'rentiel, ou plutôt avec celles dans lesquelles elles - 
se traiisforment quand an remplace le radical - r par la lettre i. Seule- 
inent, la formule (1 59) de cette onzième leçon était la formule (3) restreinte 
au cas où la valeur numérique de y ne surpasse pas l'unité. 

tj K. - Sur certaines valeurs singuliéres des expressions arc tang z , arc cot z , arc sin z.. . . 
-Le principe auquel il parait convenable de recourir pour déterminer les 

valeurs singulières des fonctions se trouve énomé à la page 45 de moc 
Analyse algéb~que, dans les termes suivants : 

a Lorsque, pour un système de valeurs attribuées aux variables qu'elle 
» renferme, une fonction d'une ou de plusieurs variables n'admet qu'une 
a seule valeur, cette valeur unique se déduit ordinairement de la définition 
,> m$me de la fonction. S'il se présente un cas particulier dans lequel la 

3 7 . .  
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a définition donnée ne puisse plus fournir imniédiatement la valeur de la 
r fonction que l'on considère, on cherche la limite ou les limites vers 
N lesquelles cette fonction converge, tandis que les variables s'approchent 
P indéfiniment des valeurs particulières qui leur sont assignées; et, s'il 
D existe une ou plusieiirs limites de cette espèce, elles sont regardées comme 
D autant de valeurs de la fonction dans l'hypothèse admise. Nous nommons 
o vuleurs singulières de la fonction proposée, celles qui se trouvent déter- 
N minées, comme on vient de le dire: telles sont, par exemple, celles 
M qu'on obtient en attribuant aux variables des valeurs infinies, et soiiveilt 
» aussi celles qui correspondent à des solutioiis de continuité. )) 

Si, en partant de ce principe, on cherche la valeur singulière du  rapport 1 
x 

dans le cas où, la constante a étant réelle et distincte de zéro, la variable x 
supposée réelle s'évanouit, on reconnaîtra, comme je l'ai remarqué à la 
page 46 de mon Analyse algébrique, que cette valeur singulière est double 
et se réduit à + a. . D'ailleurs l e  principe énoncé peut ètre appliqué à une 
fonction quelconque de variables réelles x7 y, ou m6me de la quantite 
gkométrique 

z.= 2 + y i ;  
œ 

par exemple, aux fonctions 

1 (z), arc tang z ,  arc cot a, arc sin a, etc. 

Si l'on considère, en particulier, la fonction 1 (z), et si l'on cherche la 
valeur singulière de cette fonction correspondante à une valeur néga- 
tive - i1 de la variable z, le principe énoncé fournira l'équation (16) de la 
page a50, c'est-à-dire la formule 

1 (- r )  = 1 (r) 2 r i ,  

dans laquelle le double signe devra être réduit au signe + ou au sigiie -. 
suivant que la quantité négative - r sera censée représenter la limite vers 
laquelle convergera, pour des saleurs infiniment petites du nombre %, l'un 
oii l'autre des deux binômes 

r i ,  - 1 ' - ~ i .  

Considérons inainteiiant la foilction arc tang z .  Lorsqu'on y posera 

x, y étant réels, on pouira déduire généralemeiit sa valeur de l'6qiia- 
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tion (3) du précédent paragraphe, c'est-à-dire de la formule 

'+Y arc tang z 1- - - arc cos -__ _ + arc cos 

II ( 2 I ( 1 2  [ &+ 
i 1 ( z ~ + ( I + ~ ) ~ ] - ~ [ x ' - + ( I - ~ ) ~ ]  

l-y 1 
+ z  2 

en vertu de laquelle la valeur cbercliée sera ordinairement unique et finie. 
Toutefois, cette valeur pourra ou devenir infinie, ou se présenter sous une 
forme indéterminée, non-seulement pour des valeurs infinies de x ou y,  
mais encore pour des valeurs finies de ces deux variables, savoir, lorsque, 
x étant iiul, le premier au moins des trois rapports 

O 
se présentera sous la forme - a  Dans cette derniere hypothèse, ou l'on aura 

O 

la formule (a j ne cessera pas de fournir pour arc tang z une valeur unique 
et finie, si la valeur numérique de y est inférieure à l'unité, attendu qu a- 
lors les deux arcs compris dans la formule s'évanouiront, ce qui réduira la. 
valeur cherchée à 

Mais, si l'on a simultanément 

alors, l 'un des rapports 

Ctant réduif à l'unité, l'autre à - 1, les arcs dont ces rapports sont les 
cosinils se réduiront, l'un a O, l'autre a 7t; et, comme, pour des valeiirs in- 
finiment petites de x, le rapport 

' 

convergera vers la limite I oii - r , suivant que ces valeurs seront positives 
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ou négatives, on tirera de la formule ( 2 )  

arc tang ( y i )  = + 
2 

ou, ce qui revient au même, 
Ir 1 y+1 

arc tang ( r i )  = k z  + 1 -, 
Y- '  

9 

le double signe devant être réduit au signe + ou au signe -, suivant 
que la quantité géométrique y i  sera considérée comme la limite vers 
laquelle convergera, pour des valeurs infiniment petites d u  nombre E ,  l'lin 
ou l'antre des deux binômes 

E + y i ,  - e +  y i .  

Enfin, si l'on avait, simultanéinent, 

et, par suite, 

alors, des deux rapports 

l'mi se réduirait à l'unité, tandis que l'autre se prkenterait sous la forriie 

,D'ailleurs, ces mêmes rapports étant respectivement égaux aux deux 
produits 1 

O 
celui qui se prbsenterait sous la forme -pourrait être censé avoir pourvaleur 

O 

l'une quelconque des quantités algébriques comprises entre k s  limites - I , 
4 z ,  cette valeur dépendant des signes attrihués aux quantite% infiniment 
petites 

x, l q - ,  

et de la limite vers laquelle convergerait le rapport de ces quantités, tandis 
que x convergerait vers la limite O ,  e t y  vers la limite - I ou -t r . Cela posé, 
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en désignant par 

M - 1  1 )  

l'une quelconque des quantités algébriques comprises entre les limites - I ,  

+ I , et en supposant y = I ou y = - 1, on devra remplacer la formule (3 j 
par l'une des formules 

R arc tang i = - M (- 1 ,  I )  + or; . 1, 
2 

arc tang(- i) = $ M  (-1, 1) - oo . i .  

Il est bon d'observer que, si, en supposant x nul, on attribue a y une 
valeur infinie positive ou négative, on tirera de la formule (3) 

la valeur de z étant z = + m . i. Ajoutons que, si, en supposant la valeur 
de x distincte de zéro, on attribue à chacune des variables x, y oii à une 
seule d'entre elles, une valeur infinie positive ou négative, on tirera de la 
formule ( a )  : I O  s i x  > O ,  

( 7 )  
R arc tang z = 

R 
arc tang z = - -. 

2 

Les valeurs singulières que nous avons obtenues pour la fonctioii 
arc tang z, et. les valeurs correspondantes de la variable a, pourraient encore 
se déduire avec la plus grande facilité, non-seulement de l'équation (5):du 
§ III, mais aussi de l'équation ( 2 )  du Cj I", c'est-à-dire de la formule 

( 9) 
1 ( 1  +zi) - 1(1- zi) 

arc tang a = 
2 i 

Veut-on trouver, par exemple, les valeurs finies de z, pour lesquelles la 
fonction arc tang z, sans devenir infinie, cesse d'être compléternent déter- 
minée. Ces valeurs ne pourront être que l'une de celles qui réduisent à une 
quantité négative lriin des binômes 

placés sous le signe 1, dans le second membre de la formule (2). Or cette 
dernière condition ne pourra être évidemment remplie que dans le cas 
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ou le produit zi sera réduit à une quantité algébrique supérieure, absfrac- 
tion faite du signe, a l'imité, c'est-à-dire dans le cas ou l'on aura 

z =  y i ,  
et ,  de plus, 

y =  > I .  

D'ailleurs, en adoptant la valeur précédente de z ,  on déduit imniédiatemeiit 
l'équation (3) de l'équation (9) jointe à la formule 

1 (- r )  = 1 (rj"' ni. 

.Les valeurs singulières de la fonction arc tang z étant connues, on déduira 
iisement de la formule 

1 
arc cot z = arc tang 

les valeurs singulières de la fonction arc cot z. Parmi ces dernières, oii 
1 devra remarquer celle qui répond a une valeur singulière du rapport -, 

par conséquent, à une valeur nulle de z, et qui est donnée par la formule 

7r 
arc cot z = 4 2> 

le double signe & devant être réduit au signe +, si la valeur zéro de z est 
considérée comme une quantité géométrique dont la partie algébrique 
serait positive, et au signe -, dans le cas contraire. 

Cherchoix maintenant les valeurs singiilieres de la fonction arc sin z.  011 

les déduira sans peine de l'équation (20) du  précédent paragraphe, c'est-a- 
dire de la formule 

x 
(10 ) arc sin z = arc sin ; + i l  ( u  + o), 

dalis laquelle on*a 

En effet, il suit de la formule (IO),  jointe aux équations ( 1  I ) ,  ( 1  z) ,  que, 
pour des valeurs finies des variables x, y, la fonction arc sin z acqiierra 
gbnéralement Ilne valeur unique et finie, à moins que l'on n'ait 
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Ajoiitoiis que, dans ce cas-la même, la valeur de arc sin z ne cessera pas 
d'être unique, et se rkduira simplement à arc sin x,  si 1'011 a simulta- 
nément 

y = o ,  xa<l. 

Mais si l'on a, simultanément, 

les formules ( I  I), ( I  a )  donneront 

et, par suite, l'équation ( I O )  donnera 
5 

arc sin x = arc sin - + i 1 (a2 zk d-), 42 

le double signe & devant être réduit a i l  signe + ou au  signe -, suivant 
que la valeur x de la variable z sera considérée comme la limite vers laquelle 
converge, pour des valeurs infiniment petites du  nombre E ,  le premier ou 
le second des deux binômes 

x + ~ i ,  X - ~ i .  

On peut observer qu'en vertu de la formule identique 

011 aura 

1(i?+dx2 - 1 )  + l ( & ? -  \lx2-1) = O ,  

ou, ce qui revient au même, - 
1 (@ - dx2 - 1) = - 1 (,/F+ ,/=-, 

et qu'en conséquence la formule (1 3) peut s'écrire comme il suit : 

5 - 
( 14 )  arc sinrx: =arc sin + - -C i 1 (dx2 + \lx2 - 1).  42 

J'avais déjà remarqué, dans la onzième lecon de mon Calcul difl2rentiel 
[page I 26 1, qu'en supposant 

on réduit, dans la valeur de 

arc sin (x + y "Y), 
Er.  d'An. c t  do Ph. math., T. IV. (&Ge livr.) 
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la partie réelle à 
x arc sin - ,/> ' 

et le coefficient de \/- h la quantité 

qui,  A cause d u  double signe, cesse d'être compléteinent déterniinée. Cette 
circonstance m'avait alors engagé à m'abstenir d'employer ln notation 

~ i . c  sin x, dans le cas où, x étant réel, on a sa > r .  M. €3j6rling a eu raison 
de croire qu'il ne fallait pas se laisser arrêter par cette consirlération. En 
adoptant, sur ce point, l'opinion qu'il a émise, et qui d'ailleurs est conforme 
au principe rappelé en tète de ce paragraphe, on obtient immédiatemeiir - 
une équation qui se réduit à la formule ( 1 4 ) ~  quand on y pose \i- I = 1 .  

Si, en supposant y = O, on attribuait à x une valeiir infinie, on tirerait 
de la formule (1 4), pour x = oo , 
(15) 

i7 
arc sin ( co) = - k i 1 (a), 

2 

et pour x = - m , 
(16)  

7r 
arc siri (-a) = -- +- i l  (ce). 

2 

Enfin, si, eii supposant y distinct de zéro, on attribuait à cliacuiie des 
variables x, y ou une seule d'entre elles, une valeur infinie positive ou 
négative, alors dans la formule ( r  O) on aurait encore 1 ( u  + v ) = & 1 (m )'; 

2 
mais le rapport - conserverait nne valeur finie qui coïnciderait avec celle 

U 

clir rapport 

ri dépendrait, en conséquence, du  rapport S7 son signe étant le iiièrne 

que le signe de x. 
Les valeurs singulières de la fonction arc sin z étant connues, on 

obtiendra celles de la fonction arc cos z à l'aide de la formule 
X 

arc cos z = - - arc sin z, 
2 

pus ,  celles de arc séc z et arc coséc z à l'aide des formules 

1 arc séc z = arc cos -, arc coséc z = arc sin 1. 
2 
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SUI les divers arcs qui ont pour sinus ou cosinus, pour tangente 
ou cotangente, pour sécante ou cosécante une quantité géombtriyue 
donn6e. 

Soit a une quantité géométrique liée aux quantités algébriques x, y par 
la formule 

z = x + y i .  

D'dpres ce qui a été dit dans l'article précédent, à une valeur donnée de z 
correspondra généralement une valeur unique et finie Z de l'une quel- 
conque des fonctions de z représentées par les notations 

arc sin z, arc cos z, arc tang z, arc cot z, arc séc z, arc coséc z ;  

et, de plus, ces fonctions pourront être considérées comme inverses de 
c~lles que représentent les notations 

sin z ,  cos z ,  tang z, cot z ,  séc z, coséc z, 

en sorte que la valeur troixvée Z exprimera une racine de I'iiiie des 
équations 

sin Z = z ,  cos Z = z, tang Z = z, cot Z = z, séc Z = z, C O S ~ C  Z = Z. 

Mais, évidemment, chacune de ces dernières équations admettra, outre la 
racine 2, une infinité d'autres racines parmi lesquelles on devra ranger 
les divers termes de la progression arittimetique 

indéfiniment prolongée dans les deux sens. Nous nous proposons ici de 
rechercher toutes les racines de chacune des équations dont il s'agit. EH 
rl'aiitres termes, nous nous proposons de trouver tous les arcs qui ont potir 
siiiiis ou cosinus, pour tangente oii cotangente, pour sécante ou cosécante 

3 8 . .  
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une valeur donnée de z .  On y parvient sans peine eii comtiieiipit, ainsi 
qu'on va le faire, par la recherche des arcs dont le sinus s'évanouit. 

5 1. - Sur les diverses racines d ~ s  épations sin < = O, cos 5 - - o. 

En désignant par la lettre .rr le rapport de la circonférence au diametre, 
et par la lettre k une quantité entière, positive, niille on négative, oii a 
généralement 

sin k n  = O ;  

par conséquent l'équation 

a pour racine l'une quelconque des valeurs de 5 ,  comprises dans la forniiile 

( 2 5 + k m ,  

c'est-A-dire l'un quelconque des divers termes (le la progression géomé- 
trique 

- 3  - % n ,  - O, .ii, ~ n ,  3n- ,..., 

indéfiniment prolongée dans les deux sens. S'ajoute que ces divers ternies 
sont les seules valeurs algébrique; ou meme géométriques de 5 ,  qui soient 
propres à vérifier l'équation ( 1 ) .  Effectivement, comme on a 

l'équation ( 1 )  donnera 
< i -  - < i  

e - E  , 
ou, ce qui revient au même, 

2 r i  
e = I  

Donc, en vertu de l'équation ( I ) ,  le produit a c i  devra se réduire a l'iiir 

quelconque des logarithmes népériens de l'unité. Mais on a vu (page 249) 
que les divers. logarithmes népériens de l'imité se rédilisent aux diverses 
valeiirs du produit 

2 Ani, . 

k étant une quantite entière. Donc l'équation (1) doniiera 

z ci = 2 kni,  
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k étant ilne qua11 tité entière ; et, par suite, 

5 = kn .  

Si à l'équation ( 1 )  on substituait la suivante, 

( 3 )  COS 5 = 0, 

il suffirait, pour  résoudre cette dernière, d'observer qiie I'on a géneralement 

En conséquerice, les diverses valeurs de 5 ,  propres à vérifier l'équation ( r ) ,  
seront encore celles qui vérifieront la formule 

( 4 )  

Or ces diverses valeurs de 6 seront données par la formule 

?C C - , = l É n ,  

de laquelle on tire 

( 5 )  
5T g = k n - t 2 ,  

k étant une quant.ité entière quelconque. 

5 II. - Sur les diverses racines des équations sin #% = Z, COS L = z 

Supposons maintenant que, z &an t une quantité géométrique quelconque, 
I'on demande les diverses racines de l'équation 

(11 sin % = z, 

L'une de ces racines sera précisément la fonction Z de z représentée par 
arc sin z, de sorte qu'en posant 

on aura 

Z = arc sin z ,  

sin Z = z. 

Donc l'équation (1) pourra être présentée sous la fornie 

sin % = sin 2, 
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ou, ce qui revient au inème, sous la forme 

sin b - sin Z = o. 

D'ailleurs, en vertu de la seconde des formules (44) de la page 278, on aura 

2 9 -  j;+z 
sin dl? - sin Z = rz sin - COS ---. 

2 2 

Donc l'équation (1) doiinera 

. - 2  % + Z  
Slll - COS - - - O, 

2 2 

et, pour la vérifier, il faudra supposer ou 

. i j - z  
( 4  - sin - - O ,  

2 

i j +z  
,3) COS - = 0. 2 

Ifais, en vertu des priilcipes établis dans le § Ier, les diverses valeurs de t , 
propres à vérifier les équations (2) et (3), seront données par les deiix 
torrniiles 

ou, ce qui revient a u  même, par les deux fornide\ 

(4) 2 = Z - t  2 k x ,  

5 ) > = ( a k - + r ) x - Z ,  

k étant une quantité elitiere quelconque. Donc les diverses rncines de 
l'equation (1) seront précisément les valeurs de L fournies par les eqw- 
tions (4)  et ( 5 ) ,  que l'on petit encore écrire comme il suit : 

b = akn  + arc sin z, 

L = ( 2 k n  + I )z -a rc  sin z. 

En raisoiiiiant de la iiiêrne manière, et en ayant égard à la seconde des 
formules (43) de la page 278, on reconnaîtra que l'éqiiatioii 

, s >  cos % = O 

% pour raciiie, nori-seiilemrnt la quantité géoniétriqiie Z ,  rli.terini~ibe par 
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la formule 
Z = arc cos z, 

mais encore les diverses valeurs de L, propres vérifier les deux équations 

L-z 
sin - I O, 

2 

sin ?? = 0, 
2 

c'est-à-dire les diverses valeurs de % comprises dans les deux formiiles 

( 1  1) à; = : 2 k n - t - 2 ,  

(12) L r z k n - 2 ,  

ou, ce qui revient au même, dans les deux formules 

aj = 2k.n -k arc cos z, 

% = 2kz - arc cos z, 

k étant une quantité entière quelconque. On arriverait aussi à la niSine 
conclusion en observant que pour résoudre l'équation (8 )  il suffit de 

7r 
résoudre l'équation ( I ) ,  après y avoir écrit - b à la place de la lettre L.  

5 I I I .  - Sur les diuer,ws rucines des équations tang aj = z, cot LG = z .  

Supposons maintenant que, z étant une quantité géométrique quel- 
conque, l'on demande les diverses racines de l'équation 

L'une de ces racines sera précisément la fonction Z de 2 représentée par 
arc tang z, de sorte qu'en posant 

on aura 

Z = arc tang z, 

tang Z = z. 

Donc l'équation (1) pourra être présentée sous la forme 
'.. 

tang aj = tang 2, 
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ou, ce qui revient au même, sous la forme 

tang a;- t a n g Z = o .  

Mais on aura d'ailleurs 

par conséquent 

taiig % - tang = sin (% - 2) séc b séc 2. 

I)onc l'équation (1) domera 

sin (% - 2)  séc % sec L = o, 

et, pour la vérifier, il faudra supposer ou 

(2) sin ( 2  - Z )  = O 

séc L séc Z = o. 

Mais, en vertu des principes établis dans le § Ier, les diverses valeurs de %, 

propres à vérifier l'équation (2), seront données par la formiile 

a; - Z = kn, 

ou, ce qui revient au menie, par la formule 

que l'on pourra encore écrire comme il suit, 

( 4 )  % = arc tang z + kn ,  

k btant uiie quantité entière quelconque. 
Quant à l'équation (3), elle ne pourra se vérifier que si l'on a 

séc ,%=o. 

Mais d'autre part, en vertu de la formule ( I O )  de l'avant-dem~er article, 
on aiira 

séc2Z= 1 + ta11gz = 1 +  2" 

et 
sec2 % = I + tangZ S = 1 + 2. 
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Donc l'équation (5 j oii (6) ne pourra se vérifier que dans le cas où l'on aura 

1 + z2 = O, 

ou, ce qui revient au même, 
z2 = - 1,. 

et, par suite, 

D'ailleurs, dans ce dernier cas, l'équation ( I ) ,  réduite a la forme 

tang % = k i, 
donnera 

tanga % = - 1, 

O U ,  ce qui revient au même, 
séca X7 = 0; 

elle entraînera donc la formule ( 6 ) ,  que l'on pourra écrire comme il suit : 
1 

COS % = -. 
O 

II y a i lus : comme on a 
e%i+ e- % i  

cos % = Y 
2 

l'équation (8)  donnera 

et, comme a une valeur finie de l'exposant % i  correspond toujours une 
valeur finie de chacune des exponentielles 

il est clair qu'on ne pourra satisfaire à la formule ( 9 )  en attribuant A la 
quantité géométrique % une valeur finie. Donc, dans le cas dont il s'agit, 
les divorses racines de l'équation ( 1 )  deviendront infinies, y compris celle 
que nous avons désignée par arc tang z .  Cette conclusion s'accorde avec 
les rksultats obtenus dans le dernier paragraphe de l'article précédent. On 
doit même remarquer que, dans le cas ou l'on a z = f. i, la valeur de 
arc tang z ,  devenue tout à la fois indéfinie et indéterminée, est une valeur 
singulière, déterminée par la formule (4) ou (5) de la page 295. 

En di.finitive, si on laisse de côté le cas où l'on a z = 2 i, et oii les 
diverses racines de l'équation (1) deviennent infinies, les valeurs de ces 
diverses racines seront toutes fournies par l'équation (4). 

E r .  d'An. e t  de 1%. nzaili., S. IV.  (46e livr.) 39 
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Si l'équation (1) était remplacée par la suivante, 

(10) ' cot 29 = 2 ,  

on poiirrait présenter cette dernière sous la forme 

(1 1) 
1 

tang% = -; 

et de ce qui vient d'être dit, l'on conclnrait immédiatement que les diverses 
racines de l'équation (1 1) sont, en général, les diverses valeurs de % données 
par la formule 

1 
Z =arc tang- + kn,  

z 

ou, ce qui revient au même, par la formule 

(14 % = arc cot z + kn.  

Toutefois, cette formule cesse d'être applicable dans le cas où l'on a 
z = 3 i, et où les diverses racines de l'équation ( r  r )  deviennent infinies. 

IV. - Sur les diverses racines des équations séc Z = z, coséc Z = z. 

Après avoir obtenu, par la méthode exposée dans le 5 II, les diverses 
racines des équations 

sin % = z ,  COS Z = Z, 

on obtiendra sans peine les diverses racines des équations 

(2) séc% = 2, 
en présentant ces dernières équations sous les formes 

On reconnaîtra ainsi que les diverses racines de l'équation (1) sont doi1116es 
par les deux formules 

(3  % = a kn  + arc coséc a, 

( 4 )  Z. = ( ak  -t- 1) n - arc coséc z, 

et les diverses racines de l'équation ( a )  par les deux forniilles 

( 5 )  z = n kn -I- arc séc z ,  

( 6 )  ~b = a kn - arc séc z .  
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5 V. - Résumé. 

Soit b une quantité géométrique propre à vérifier, comme racine, l'une 
des équations 

s i n f = z ,  C O S % = Z ,  t ang%=z,  c o t % = z ,  s é c % = z ,  coséc%=z;  

et nommons Z celle des valeurs de % qui se trouve représentée par l'une des 
notations 

arc sin z, arc COS a, arc tang z,  arc cot z, arc séc 8,  arc coséc z. 

Les diverses valeurs de L, ou, en d'autres termes, les diverses racines de 
l'équation proposée, seront en nombre infini et de deux espèces. Les unes 
seront toujours données par la formule 

(11 % = . k x + Z ,  
k désignant une quantité entière, positive, nulle ou négative : et, pour 
déduire de celles-ci les autres racines, il suffira généralement de remplacer, 
dans le second membre de la formule (1), la quantité Z par la quantité - Z, 
s'il s'agit de résoudre l'une des équations 

par la quantité n - Z, s'il s'agit de résoudre l'une des équations 

(3) sin % = z, coséc b = z ; 
enfin, par la quantité TT + Z, s'il s'agit de vérifier l'une des équations 

( 4 )  tang .% = z ,  cot z = z. 

Cela posé, les racines cherchées, ou, en d'autres termes, les diverses valeurs 
de % seront fournies, dans le pemier cas, pitr la formule 

( 5 )  % = 2 k n + Z ,  
dans le second cas, par la formule 

et, dans le troisième cas, par la formule 

( 7 )  % = k n + Z ,  
la quantité k étant ici substituéie à l'une des quantités entières 2 k, 2 k t 1 .  

Ajoutons que, dans le cas particulier ou l'on a z = 4 i, les diverses racines 
deviennent infinies, ce qui rend illusoire la forinille ( 7). 
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Sur les fonctions des quantités géo~nétriques. 

Lorsqu'en adoptant les principes établis dans les articles précédents, on 
substitue aux expr,essions imaginaires les quantités géométriques, les varia- 
!des irazaginaires ne sont autre chose que des quantités géométriques vnria- 
bles. Reste à savoir comment doivent être définies les fonctions de variables 
imaginaires. Cette dernière question a souvent embarrassé les g60mktres ; 
mais toute difficulté disparaît, lorsqu'ea se laissant guider par l'analogie, 
on étend aux fonctions de quantités géométriques les définitions générale- 
ment adoptées pour les fonctions de quantités algébriques. On arrive ainsi 

des conclusions singulières au premier abord, et néanmoins très-légi- 
tiines, que j'indiquerai en peu de mots. 

Deux variables réelles, ou, en d'autres termes, deux quantités algébri- 
ques variables sont dites fonctions l'une de l'autre, quand elles varient 
simultanément, de telle sorte que la valeur de l'une détermine la valeur de 
l'autre. Si les deux variables sont censées représenter les ahscisçes de deux 
points assujett5's à se mouvoir sur une même droite, la position de l'iin de 
ces points déterminera la position de l'autre, et réciproquement. 

Soit, maintenant, z une quantité géométrique qui représente l'afixe d'un 
point A assujetti a se mouvoir dans un certain plan (page 216). ~ o m m o n s  
r le rnodub, et p l'urgument Y3ê la quantité géom+trique a, c'est-à-dire le 
rayoii vecteui. mené, dans le plan dont il s'agit, d'une origine fixe O au 
point mobile A, et l'angle polaire formé par ce rayon vecteur avec un  axe 
polaire OX. Soient, enfin, x, y les coordonnées rectangulaires du point A,  
mesurées à partir de l'origine O sur l'axe polaire OX, et sur un axe perpen- 
diculaire OY. Non-seulement on abra 

z = r c o s p ,  y =  rsiup 
et 

(1) z = r : , ;  
mais, de plus, en posant 
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on trouvera (page 2 r 6)  

Pareillement, si l'on nomme 
Z l'affixe d'un point mobile B ; 
R, P le module et l'argument de 2, ou, ce qui revient ail iiiêine, les 

coordonnées polaires du point B ; 
X, Y les coordonnées rectangulaires du même point, on aura non-seii- 

lement 

mais encore 

. . 
Cela posé, si, comme on doit naturellement le faire, on étend aux foiictioiis 
de quantités géométriques variables les définitions généralement adoptées 
pour les fonctions de quantit6s algébriques, Z devra être censéfonction de z ,  
lorsque la valeur de z déterminera la valeur de 2. Or, il suffira pour cel:~ 
que X et Y soient des fonctions déterminées de x et y .  Alors aussi la 
position d u  poiut mobile A déterminera toujours la position di1 point 
mobile B. 

Les propriétés que possède iine fonction peuvent être de deux espkces 
différentes. En effet, ces propriétés peuvent subsister pour des valeurs quel- 
conques d e  la variable dont cette fonction dépend. Mais il peut arriver 
aussi que certaines propri6tés subsistent seulement pour certaines valeurs de 
la variable, par exemple s'il s'agit d'une variable réelle x, pour les valeurs 
de x comprises entre deux limites données a ,  5, et, s'il s'agit d'une varia- 
ble imaginaire e, yoiir toutes les valeurs de z propres à repriisenter les 
affixes de points renfermés dans une certaine aire plane S que limite i i i i  

certain contour. 
Les propriétés des fonctions étant généralement exprimées par des équa- 

tions ou par des formules, il suit de ce qu'on vient de dire que certaines 
équations ou formules subsistent seulement entre certaines limites. Cette 
conclusion s'accorde avec une remarque sur laquelle j'ai insisté dans mon 
Anabse algébrique (Introduction, page iij ), savoir, que In plupart dcs 
finnules algébriques subsistent uniquement sous certaines conditions et pour 
certaines valeurs des quantités qu'elles renferment. Ainsi, par exemple, 
z = r, Gtant ime quantité géotnbtriqiie variable, ou, en d'aiitres termes, m e  
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variable iinaginaire, l'équation 

ne sera @néraleinent vraie que pour un module r de s infér ie~~r à II'uilité, 
c'est-à-dire pour des valeurs de z propres à représenter l ts  affixes de points 
situés à l'intérieur du  cercle qui a l'origine pour centre et l'unité pour 
rayon. Si l'on supposait précisément s = I , la série 

dont la somme constitue le second membre de la formule ( 5 ) ,  serait diver- 
gente, à moins toutefois que l'on n'eût z = I . D'ailleurs, dans ce dernier 
cas, 1;s deux membres de la formule ( 5 )  devront Are évidemment rem- 
placés par les limites vers lesquelles ils convergent, taridis que z s'appro- 
che indéfiniment de l'unité, et il est clair que ces limites se réduiront pour 
le premier membre A l'infini positif ou nkgatif, ou même iinaginaire, et pour 
le second membre à l'infini positif seulement. 

Dans ce q u i  précède, nous nous sommes borné à considérer des fonctions 
d'une seule variable. Mais il est évident qu'mie fonction peut dépendre de 
plusieurs variables, chacune de ces variables étant, ou une quantité algé- 
hrique, ou une qiiantité géométrique. Ajoutons qir'iine telle fonction peut 
offrir des propriétés qui  subsistent , ou pour toutes les valeurs, ou seii- 
lement pour certaines valeurs des diverses variables qu'elle renferme. 

Observons eiicore qu'une fonction d'une oii de plusieurs variables peiit 
étre ou explicite ou implicite. 

Lorsque des fonctions d'une ou de plusieurs variables se trouvent im- 
médiatement exprimées au m o p  de ces variables, elles sont nommées 

fonctions explicites. Mais lorsqu'on donne seulement les relations entre les 
fonctions et les variables, c'est-à-dire les équations auxquelles ces quantités 
doivent satisfaire, tant que ces équations ne soiit pas résolues, les fonctions, 
n'étant pas immédiatement exprimées au moyen des variables, sont appelkes 

fonctions implicites. Polir les rendre explicites, il suffit cle résoudre, lorsque 
cela se petit, les équations qui les dét, ~rminen t. 

Souvent le résultat d'une opération effectuée sur une quantité peut avoir 
plusieurs valeurs différentes les unes des autres. Lorsqii'on veut désigner 
indistinctement une quelconque de ces valeurs, on peut, comme nous 
l'avons fait dans Y Analyse algébrique, recourir à des notations dans les- 
quelles la quantité soit entourée de doubles traits, ,ou de doubles paren- 
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théses, en réservant la notation usuelle pour la valeur la plus simple, ou 
pour celle qui paraît mériter davantage d'être remarquée. Ces conventions 
étant admises, une fonction explicite, représentée par l'une des riotations 
usi~elles, offrira génh-alement, pour chaque valeur de la variable dont elle 
dépend, une valeur unique qui pourra toutefois devenir multiplie dans 
certains cas particuliers. Ainsi, par exemple, chacune des fonctions 

I + z t z2, ( I  + z)', eZ, sin z ,  cos z ,  etc., 

offrira géiiéralement, pour chaque valeur de la variable z ,  une valeur 
unique et finie; et l'on pour1.a encore en dire autant des fonctions 

1 
- 1 ( z ) ,  arc tang z ,  arc cot a ,  arc sin z ,  etc. 

Toutefois, ces dernières fonctions offriront, pour certaines valeurs particu- 

lières de z, des valeurs multiples. Telle sera la valeur infinie de t , positi~ e , 
oii négative, ou même imaginaire, correspondante à une valeur nulle de z. 
Telle sera encore la valeur singuliére de arc cot x ,  correspondante à z = O, 

et donnée par la formule 

dans laquelle le double signe doit être réduit au signe + ou au sigiie -, 
suivant que la partie algébrique de la variable imaginaire z passe par des 
valeurs positives ou négatives avant d'atteindre la limite zéro (page a 16, .  
Quant aux fonctions implicites, elles pourront admettre des valeurs inulti- 
ides correspondantes, non-seulement à des valeurs particulières, niais 
encore a des valeurs quelconqries des variables. Ainsi , par exemple, la 
fonction Z de z ,  déterminée par l'équation 

admet deux valeurs distinctes, savoir : 

Il arrive souvent que les diverses valeurs d'une forictioii implicite sont en 
nombre infini. On peut citer comme exemple la fonction Z dktermiiiee par 
l'équation 

(8 )  c o s z = z ,  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



( 312 ) 

de laquelle on tire (page 303) 

(9 Z = z k x  2 arc cos z ,  

k étant une quantité entière quelconque. 
Nous désignerons sous le nom de type uue expression analytique propre 

à représenter généralement, ou  la valeur unique d'une fonction explicite, 
ou l'une des valeurs diverses d ' m e  fonction implicite. Cette définition étant 
admise, la fonction 2 ,  déterminée par l'équation ( 6 ) ,  admettra deux types 
distincts, que présentent les formules (7); et la fonction 2, déterminée 
par l'équation (8 ) ,  offrira une infinité de types, tous compris dans la 
formule (9). 

Les intégrales définies prises entre des limites variables, et celles qui ren- 
ferment des paramètres variables, doivent être rangées au nombre des 
fonctions explicites. Très-souvent, les valeurs de ces intégrales sont détermi- 
nées par des formules qui subsistent uniquement sous certaines conditions. 
Ainsi, par exemple, x étant une variable réelle, l'équation 

sin (ax) 57 d a = -  

subsiste uniquement pour des valeurs positives de x, et doit êtreremplacée, 
quand x est négatif, par la formule 

sin (ax) d a = - ? .  
2 ' 

71 ?r tandis qiie la moyenne arithmétique entre les deux quantités - -, -, 
2 2 

c'est-à-dive zéro, est précisément la valeur de l'intégrale 

correspondante à une valeur nulle de x. Ainsi encore, z étant une quantité 
géométriqiie variable, ou,  en d'autres termes, une variable imaginaire, 
liée aux variables réelles x ,  y par l'équation (z), la formule 

subsiste uniquement pour des valeurs positives de la partie rlelle x de la 
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variable a. Enfiri, si l'on nomme r le module et p l'argument de z, en sorte 
qii'on ait z = r,,, la formule 

subsistera uniquement pour un module r d e  z inférieur a l'unité, c'est-A- 
dire pour toute valeur de z propre à représenter l'affixe d'un point situ4 
dans l'intérieur du cercle qui a l'unité pour rayon. On aura pour r = I ,  

c'est-à-dire pour 
circonférence du 

toute valeur de z correspondante à un point situé sin la 
cercle dont il s'agit, 

et pour r > 1, c'est-à-dire pour toute valeur de z correspondante à un point 
situ6 hors du même cercle, 

E r .  d'An. cf de Ph. math., T. 1V. ( 4 G e  1ivr . f  
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Sur Les fonctions continues de quantités atgébriques 
ou géométriques. 

5 1. - Considérations générales. 

Parmi les caractères que les fonctions peuvent offrir, l'un de ceux qui, 
en raison de leur importance, niéritent une attention sérieuse, est bien cer- 
tainement la continuité, telle que je l'ai définie dans mon Anabse  algé- 
brique. A la vérité, la définition des fonctions continues, donnée dans cet 
ouvrage, et généralement adoptée aujourd'hui par les géomètres, s'y trou- 
vait spécialement appliquée aux fonctions réelles ou imaginaires des va- 
riables réelles, c'est-à-dire des quantités algébriques variables. Mais rien 
n'empéche d'étendre la même définition au cas 01'1 les variables sont des 
quantités géométriques, comme je l'expliquerai tout à l'heure. 

5 II, - Sur les fonctions concinues de quanritks algébriques, 

Cornmencons par rappeler les principes Ctablis en 1821 dans mon 
Anaiyse algébrique, et reproduits en r 829 dans mes Leçons sur le Calcul 
diférentiel : 

cc On dit qu'une quantité (algébrique) variable devient infiniment petite, 
» lorsque sa valeur numérique décroît indéfiniment, de manière à con- 
» verger vers la limite zéro. (Analyse algébrique, page 26. ) 

)) Une quantité infiniment petite se nomme encore un infiniment petit. 
N (Préliminaires du Calcul dflêrentiel, page 4.) 

n Les notions relatives à la continuité ou à la discontinuité des fonctioris 
» doivent être placées parmi les objets qui se rattachent à la considération 
» des infiniment petits. (Analyse algébrique, page 34 . )  

» Soit f (x) une fonction (réelle) de la variable (réelle) x, et supposons 
93 que, pour chaque valeur de x intermédiaire entre deux limites données, 
), cette fonction admette constamment une saleur unique et finie. Si, en 
» partant d'une valeur de x comprise entre ces limites, on attribue à la 
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)) variable t un accroissement infiniment petit a ,  la fonction elle-&me 
» recevra pour accroissement la différence 

f (x 3- a)  - f '(XI, 
,) qui dépendra eri même temps de la nouvelle variable a et de la valeur 
» de x. Cela posé, la fonctiou f fx) sera, entre les deux limites assignées 
P a la variable x ,  fonction continue de cette variable, si ,  pour chaque 
1) valeur de x intermédiaire entre ces limites, la valeur numérique de la 
u différence 

f ( x +  a)  - f (4 
1) décroît indéfiniment avec celle de a. En d'autres termes, la fonctiora 
» f ' (x)  restera continue par rapport à x entre les limiies données, si, 
1, entre ces limites, un nccroissement in$nimerit petit de la variable produit 
1) tozrjours un accroissement inPrtirnent petit de la fonction elle-même. 
a (Anabse algébrique, pages 34 et 35.) 

P On dit encore que l11 fonc t ionf (x )  est ,  dans le voisinage d u n e  valeur 
), particulière, attribuée à Ia variable x, jonction continue de cette va- 
» riable, toutes les fois qu'elle est continue entre deux limites de x ,  même 
u très-rapprochées, qui renferment la valeur dont il s'agit. (Analyse  
P algébrique, page 35 . )  

» Enfin, lorsqu'une fonction cesse d'être continue dans le voisinage 
J! d'une valeur particulière de la variable x, on dit qu'elle est alors discon- 
,) tinue, et qu'il y a ,  pour cette valeur particiilière, solution de continuité. 
n ( Anabse algébrique, page 3 5 . )  » 

Les dkfinitions précédentes sont reproduites en termes équivalents, ou 
n~ênie identiques, dans les Préliminaires de riion Calcul diflë'rentiel 

(page 6). 
Ces définitioris étant admises, il sera facile de reconnaître, non-seulement 

si une fonction explicite et réelle de la variable réelle x est ou n'est pas 
contiti~ie entre deux limites données, mais encore entre quelles limites une 
telle fonction reste continue. 

cc Ainsi, par exemple, la fonction sin x, admettant pour chaque valeur 
n particiilière de la variable x une valeur unique et finie, sera continue 
1, entre deux limites qiielconques de cette variable, attendu que la valeur 

11 niirnériqiie de sin - 3  et ,  par suite, celle de la différence 
2 

a 
sin (X + a )  - sin x = 2 sin - cos 

2 

40.. 
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P dCcroissent indéfiniment avec celle de a ,  quelle que soit d'ailleiirs la 
a valeur finie qu'on attribue à x. (Analyse  algébrique, page 35.)  

B Si (en désignant par a une constante réelle, par A un nombre con- 
» stant, et par L x  le logarithme réel de x pris dans le système dont la base 
i, est A j, on envisage, sous le rapport de la continuité, les fonctions 
,, simples 

a 
a + x ,  a - - x ,  a ,  - xa, A*, L x ,  

x 

s i n x ,  cosx ,  a r c s inx ,  a r ccosx ,  

rn on trouvera que chacune de ces fonctions reste continue entre deux 
2 limites finies de la variable x , toutes les fois qu'étant constamment réelle 
D entre ces deux limites, elle ne devient pas infinie dans l'intervalle. 
» (Analyse  algébrique, pages 35 et 36 .) 

a Par suite, chacune de ces fonctions sera continue dans le voisinage 
n d'une valeur finie attribuée à la variable x ,  si cette valeiir se trouve 
n comprise, pour les fonctions 

A" 
entre les limites x x:= - oo , x = a, ; 

sin x 

P pour la foriction 
I O  entre les- limites x = - oo , x = 0 2  

2" entre les limites x x:= O ,  x = m ;  

.o pour les fonctions 

entre les limites x = O , x = oo ; 

1) enfin pour les fonctions 

arc sin x 
entre les limites x = - I ,  x = I. 

arc cos x 
(Analyse algébrique, page 36.)  

» Il est bon d'observer que,  dans le cas où l'on suppose 
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. ( 317 ; 
(m clésignant un nombre entier), la fonction simple xa est toiijparç 
continue dans le voisinage d'une valeiir finie de la variable .T, à moins 
que cette valeur ne soit nulle, a étant égal à - m. ( A n a b s e  nlg&rique~ 
page 37. ) 1, 

Lossqu'une fonction devient infinie pour une valeiir finie de la variable, 
un accroissement infiniment petit attribué A cette valeur cesse évidemment 
de produire un accroissement infiniment petit de la fonction elle-même, 
et, par  siiite, il y a solution de coritiniiit6. Ainsi, par exemple, chaciine 
des fonctions 

(rn étant un nombre entier), devient discoiitiniie en devenant infinie poiir. 

Cela posé, poiir qu'une fonction de la variable réelle x reste contiriiie 
dans le  voisinage d'une valeiir donnée de x ,  il est nécessaire qii'à cette 
valeiir de x corresponde une valeiir $nie de la fonction. Mais est-il pareil- 
lement riécessaire que,  pour la valeur donnée de x et pour chaciine des 
valeiirs voisines, la fonction acqniere une valeur unique représentke par un 
seul type f (x) ? A la rigueur, cette qiiestion pourrait être résolue négati- 
vemen t ; et, dans le cas où il s'agit d'une fonction implicite qui offre diverses 
valeiirs représentées par divers types ,  ou,  en d'autres termec, d ' m e  fonc- 
tion liée à la variable x par une équation qui admet plusieiirs racines, on 
pourrait dire que cette fonction implicite est continue entre des limites 
données de 2, lorsque entre ces limites, lin accroissement infiniment petit 
attribué à .x produit toujoiirs un accroissement infiniment petit c!el'un qiiel- 
conque cles tvpes. Mais il est pliis simple de considérer chacun de ces types 
comme une fonction déterminée de x ; et pour énoncer clairement l'hypo- 
thèse admise, il suffit de dire que chacune des valeurs de In fonction impli- 
cite est  une fonction explicite de x ,  qui reste continue entre les limites 
assignées h cette variable. 

Ainsi, par exemple, si l'on nomirie J- une fonctiori implicite de x, cléter- 
minée par I'éqiiation 

(4 x2+ yZ=l ,  

les deux valeurs qn'adinettra cette fonction implicite, pour une valeur réelle 
de x , comprise entre les limites 
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seront deux fonctions explicites représentées par les deux types 

et dont chacune restera continue entre les limites données. 
Ainsi encore, si l'on nomme y une fonction implicite de x déterminée 

par l'équation 

les valeurs qu'admettra cette fonction implicite, pour une valeur réelle de x, 
seront les fonctions explicites représentées par les divers termes de la pro- 
gression arithmétique 

... - z t r + a r c t a n g x ,  - n + a r c t a n g x ,  a r c t angx ,  

n + a r c t a n g x ,  z n + a r c t a n g x ,  ..., 
et chacune de ces fonctions explicites restera continue entre des Iirnites 
quelconques de la variable, par conséquent entre les limites 

11 n'est pas sans intérêt de rapprocher l'une de l'autre les notions de 
continuité dans les forictions et de continiiité dans les courbes. C'est ce que 
nous allons essayer de faire en peii de mots. 

Concevons que, dans lin plan donné, on construise une courbe dont les 
coordonnées rectirignes, rapportées à des axes rectangulaires ou obliques, 
soient la variable réelle x et une fonction réelle y de cette variable. Si 
l'ordonnée y, considérée comme fonction de l'abscisse x, est explicite et 
continue entre deux limites données 

la courbe sera certainement continue entre deux points qui auront pour 
abscisses x,, x,,. Il y a plus; elle offrira entre ces deux points une seule 
branche correspondante à la valeur unique de la fonction y. Si, au con- 
traire, la fonction y demeurant explicite, devient discontinue entre les limites 
données, pour certaines valeurs particulières x, , x, , . . . de l'abscisse x , 
la courbe deviendra elle-tnêine discontinue et se décomposera en diverses 
branches que limiteront des ordonnées correspondantes à ces valeurs par- 
ticulières de x. Enfin, si l'ordonnée y, considérée comme fonction de x, 
est inlplicite et déterminée par une équation qui admette plusieurs racines, 
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chacune de ces racines, quand I'éqiiation sera résolue, deviendra une Soric- 
tion explicite, continue ou discontinue, à laquelle répondra ou une seule 
branche'de courbe, ou le système de plusieurs branches que limiteront les 
ordonnées correspondantes aux solutions de continuité. Donc alors des 
branches distinctes pourront répondre, non-seulement h des valeurs 
diverses, mais encore à une valeur unique de l'abscisse x. D'ailleurs, dans 
le cas où, entre deux limites données de x, chaque valeur de la fonction 
implicite y est une fonction continue de x, et représente en conséquence 
une seule branche de courbe, il peut arriver que les diverses branches 
correspondantes aux diverses valeurs de y se joignent par leurs extrémi- 
tés, de manière à former une courbe continue. C'est ce qui aura lieu, par 
exemple, si l'ordonnée y est déterminée par l'équation (1). Alors, en effet. 
les deux valeurs de y, savoir 

resteront, comme on l'a dit, fonctions continues de .r entre les limites 

et les deux branches de coiirbe correspondantes à ces deux valeurs seront 
deux demi-circonférences de cercle qui se joindront par leurs extrémités, 
de manière à reproduire la circonférence entière. C'est ce qui aiira lieu 
encore si l'ordonnée y est déterminée par l'équation 

(3)  siny = x; 

car la courbe continue que représente l'équation (3) peut être considérée 
comme composêe de plusieurs branches qni se joignent par leurs extré- 
mités, chaque branche ayant pour ordonnée, entre les limites 

l'une des valeurs de y comprises dans les deus progressions 

.. . - 4 n  + arcs inx ,  - a n + a r c s i n x ,  a rcs inx ,  27r+ a rc s inx ,  

4~ + arcs inx , .  . ., 
... - 371 - arc sin x , - n - arc sin x , n - arc sin x, 3 n  - arc sin x ,.... 

Comme on vient de le remarquer, quand on exprime, en fonction de 
l'abscisse x ,  l'ordonnée y d'une courbe continue, cette ordonnée admet 
souvent diverses valeurs représentées par diverses fonctions explicites de x ,  
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Mais alors on peut aussi représenter chacune des coordonnées x ,  
fonction toujours continue d'iine aiitre variable S. Il suffit pc 
la lettre s désigne ou l'arc de la courbe continue, mesii 
déterminé à partir d'iine origine fixe, ou une quantité qui crois3b ,,A 
ment avec cet arc. Ainsi, par exemple, si I'on nomme s un arc rnesiiré sur 
la circonférence de cercle que représente l'équation (I), à partir du point où 
cette circonférence coupe l'axe des x ,  et dirigé dans le premier instant, 
du  côté des ordonnées positives, les coordonnées x , y de cette même cir- 
çonférence pourront être représentées par des fonctions de l'arc s, toujours 
continues, et liées à cet arc par les équations 

x =  COSS, y =  sins. 

Quand la courbe que l'on considère est, comme dans le cas précédent, 
iine courbe fermée et rentrante snr elle-même, les coordonnées x, y, 
exprimées en fonction de l'arc s ,  sont évidemment des fonctions pério- 
diques qui reprennent les mêmes valeurs au inoinent où  l'extrémité de 
l'arc s, après avoir parcouru le périmétre entier de la courbe, retrouve la  
position qu'elle occupait n'abord. 

5 I I I .  - Sur les fonctions continires de quantités géoméiriques. 

Désignons par la lettre a une variable imaginaire, ou ,  en cl'autres ter- 
mes, ilne quantité géométrique variable dont r soit le module, et p l'argu- 
ment. Posons d'ailleurs 

x = r c o s p ,  y = r s i n p .  
La variable 

sera propre a représenter l'affixe d'lin point mobile A, qui aura pour coor- 
données polaires les variables réelles p ,  r, et polir coordonnées rectan- 
gulaires les variables réelles x ,  y. 

Soient main tenant 

P >  Z = P , = X i - Y i  
une autre variable iinaginaire, ou ,  en d'autres termes, une autre quantité 
geométriqiie variable, propre à représenter l'affixe d'un autre point mobile 
B qui a pour coordonnées polaires les variables réelles P, R ,  et pour coor- 
donriées rectaiigulaires les variables réelles X, Y. Comme on l'a dit, dans le 
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précédent article, Z sera fonction de z, si le mouvement du point A entraîne 
le mouvement du point B ,  ou ,  ce qui revient au même, si les variables 
réelles X, Y sont fonctions des variables réelles x, y. D'ailleurs, certaines 
propriétés de Z considérée comme fonction de e pourront subsister uni- 
quement pour certaines valeurs de z comprises entre certaines limites, par 
exemple pour les valeurs de z propres à représenter les affixes de points 
renferniés dans m e  certaine aire S. Ajoutons que les lignes droites oii 
courbes qui limiteront I'aire S seront entièrement arbitraires. On pourra, 
poiir fixer les idées, supposer l'aire S limitée extérieurement par un certaïli 
contour PQR conlposé de lignes droites ou courbes; et l'on bourra aussi la 
supposer comprise entre deux contours de cette espèce KLM, PQR, qui lui 
serviraient de limite intérieure et extérieure 

Considérons maintenant d'une manière spéciale, parmi les propriétés que 
les fonctions peuvent offrir, celle qui  fait le sujet principal de cet article, et 
que l'on nomme la continuité. Pour les fonctions des variables imaginaires, 
comme pour les fonctions des variables réelles, cette propriété se rattache 
à la considération des infiniment petits. Entrons à cet égard dans qiielques 
détails. 

Une variable imaginaire est appelée infiilnent petite, lorsqu'elle con- 
verge vers la limite zéro (Analyse algébrique, page 250) .  Cela posé, poiir 
que la variable imaginaire 

soit infiniment petite, il siiffira évidemment que les variables réelles 2, y 
soient infiniment petites, et ,  par suite, il suffira que le niodule 

soit infiniment petit. Réciproquement, si le modiile r est infiniment petit, 
les variables x , y seront elles-niêmes infiniment petites, et, par suite, or1 
pourra en dire autant de la variable imaginaire z ,  

Soit maintenant 

z =A4 
une fonction de la variable imaginaire z, et supposons que, pour chaque 
valeur de z propre à représenter l'affixe d'un point renfermé daiis l'aire S, 
cette fonction adniett8 constamnient une valeur unique et$nie. Si, en par- 
tant d'une telle valeur de e, on attribue A la variable z un accroissement 
infiniment petit 5 ,  la fonction elle-rnè~ne recevra pour accroissement la dif- 

Er. d'An. et de Ph. math.; T. I V .  ( I G e  l ivr . )  4 r 
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férence 

qui dépendra en irzème temps de la nouvelle variable 5 et de la valeur de 
z. Cela posé, la fonction J ' ( z )  sera entre les limites assignées à la variable 
z,  c'est-à-dire, poiir toutes les valeurs de e renfermées dans l'aire S ,  fonc- 
tion continue de z, si p u r  chacune de ces valeurs, le module de la diffé- 

devient infiniment petit avec le module de 5. En d'autres termes, lajonc- 
tion f ( z )  de la variable imaginaire z restera continue par rapport à cette 
variable entre les limites données, si, entre ces limites, un accroissement in$- 
niment petit de la variable P produit toujours un accroissement infiniment 
petit de la fonction elle-même. 

De plus, étant donnée une valeur particulière de z propre à représenter 
l'affixe d'un point déterminé A , la fonction J (2) sera dite fonction conti- 
nm de la variable imaginaire z ,  dans le voisinage de la! valeurparticulière 
attribuée d z, si elle est continue poiir toutes les valeurs de z propres à re- 
présenter les affixes de points situés dans l'intérieur d'une aire même trés- 
petite qui renferme le point A. 

Enfin, lorsqu'une fonction f (z) de la variable imaginaire z cessera d'être 
continue dans le voisinage d'une valeur particulière de z, on dira que, pour 
cette valeur, elle est discontinue, et offre une solution de continuité. 

Ces définitions étant admises, considérons d'abord une fonction explicite 
de la variable z, cette fonction étant exprimée à l'aide des notations 
usuelles. Comme je l'ai remarqué dans le précédent article, cette fonction 
explicite offrira généralement, pour chaque valeur finie de z ,  une valeur 
unique compléternient déterminée, et dès lors il sera facile de reconnaître, 
non-seulement si elle est ou n'est pas continue entre des limites données, 
]nais encore entre quelles limites elle reste continue. 

Ainsi, par exemple, la fonction 
,,pi- e-zi 

sin z = 
2i ' 

qui adniet poiir chaque valeur particulière de e une valeur unique et finie, 
sera continue entre deux limites quelconques de la variable a ,  attendu que 
le module de 

' < i  - S 5 i  
2 ;  e a - e  

sin - = 7 
2 ai 
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et, par suite, le module de la différence 

dkcroissent indéfiniment avec le module de 5 ,  quelle que soit d'ailleurs la 
valeiir finie que l'on attribue à z. 

Si, en désignant par c une constante réelle ou imaginaire, et par A un 
nombre constant, on envisage, sous le rapport de la continuité les six 
fonctions simples 

C + Z ,  C - z ,  CZ, A', sinz, cosz, 

on reconnaîtra que chacune d'elles reste continue par rapport à z entre des 
limites qiielconqiies. On pourra encore en dire autant de toute fonction 
entière de la variable z. 

Au contraire, une fonction rationnelle, mais non entière, de z deviendra 
discontinue pour les valeurs de z qui la rendront infinie. Ainsi, par exemple, 
la fonction 

C - 
z 

deviendra discontinue, en devenant infinie, pour z = O ; mais elle sera 
continue dans le voisinage de toute valeur finie de z distincte de zéro. 

Le nombre des valeurs de z ,  pour lesquelles une fonction f ( z )  devient 
discontinue en devenant infinie, peut être ou fini ou m h e  infini. Ce 
nombre est toujours fini, lorsquef(z) se réduit à une fonction rationnelle 
de z.  III deviendrait infini si J'(z) était une fonction rationnelle de sinz et 
cos z. Ainsi, par exemple, la fonction 

sinz 
tangz = - = - 

cosz i ez i+e- l i  

devient discontiniie , en devenant infinie, pour toutes les valeurs de z coin- 
prises dans la progression arithmétique 

par conséquent, pour une infinité de valeurs de z ,  propres à représenter les 
affixes de points équidistants, séparés les unes des autres, et situés sur 
l'axe polaire. 

Il arrive souvent qu'une fonction explicite Z de la variable imaginaire z 
devient discontiiiue , nieme sans cesser d'être finie, pour une infinité de va- 

41 . .  
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leurs de a propres a représenter les affixes de tous les points sitiiés sur cer- 
taines lignes, ou certaines portions de lignes droites ou  courbes, que nous 
appellerons lignes d'arrêt. 

Ainsi, par exemple, si l'on envisage, sous le rapport de la continuité, les 
deux fonctions 

la lettre caractéristique 1 indiquant un logarithme népérien, on recomai- 
tra que ces deux fonctions deviennent discontinues, toutes les fois que les 
variables réelles x ,  y, liées à la variable imaginaire z par l'équation 

vérifient les conditions 

Donc alors, il existe une seule ligne d'arrêt, qui n'est autre que l'axe 
polaire, indéfiniment prolongée , à partir de l'origine du  côté des abscisses 
négatives. 

Ainsi encore , si l'on envisage, sous le rapport de la continuité, la fonc- 
tion 

1(1+zi)-l(x-zi) 
arc tang z = 

z i 
? 

on reconnaîtra qu'elle devient discontinue, toutes les fois que, dans la 
variable imaginaire z = x + y i  , les variables x, y vérifient les conditions 

Donc alors, il existe deux lignes d'arrkt qui se réduisent à deux parties 
distinctes de l'axe des ordonnées, indéfiniment prolongé, dans le sens des 
ordonnées positives, a partir d u  point dont l'ordonnée est I ,  et dans le sens 
des ordonnées négatives, à partir du point dont l'ordonnée est - I . 

Les extrémités des lignes d'arrêt seront nommées points d'arrêt : tels 
sont, par exeniple , le pôle, ou,  en d'autres termes, l'origine, dans la ligne 
d'arrêt correspondante à chacune des fonctions 

et les deux points situés sur l'axe des ordonnées à la distance I de l'origine, 
dans les deux lignes d'arrêt correspondantes à la fonction arc tang z. 
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Dans les cas semblables à ceux que nous avons traités jusqu'ici, c'est-4- 
dire quand une fonction de la variable imaginaire z est une fonction expli- 
cite représentée par l'une des notations usuelles, il ne dépend pas du calcu- 
lateur de faire disparaître les solutions d e  continuité que la fonction peut 
offrir. Ces solutions de continuité sont, en effet, une conséquence immédiate 
des conventions A l'aide desquelles on a fixé le sens des notations adoptées. 
Il est donc certain, comme je l'ai dit ailleurs (tome II du  Journal de 
M. Liouville, page 323) ,  que In nature des conventions a une irJfluence nznr- 
quée sur le caractère des fonctions considérées comme continues, de sorte 
qu'en passant d'un systéine de conventior2s à un autre, on peut rendre &- 
continues des fonctions gui étaient continues, et réciproquement. 

Parmi les fonctions explicites, représentées à l'aide des notations usuelles, 
on doit distinguer celles qui ne cessent d'être continues qu'en devenant 
infinies. Nous les appellerons monodromes. Une fonction pourra d'ailleurs 
ètre monodrome, seulement pour les valeurs de z correspondantes anx 
points intérieurs d'me certaine aire S renfermée dans un certain contour 
PQR, on entre deux contours donnés RLM, PQR. Dans tous les cas,le mot 
monodrome parait exprimer assez bien l a  propriété de la fonction que l'on 
considère, puisque celle-ci varie par degrés insensibles, en acqiiérant à cha- 
que instant une valeur unique, tandis que le point niobile A correspoiidant 
a l'affixe z court ÇA et l à ,  sans sortir de l'aire S, ou tourne autour des 
points singuliers correspondants à des valeurs infinies de la fonction. 

On peut citer, comme exemples de fonctions nionodromes, non-seiile- 
ment les deux fonctions 

C 
- 7  tang a ,  

inais encore les fonctions rationnelles de z, de ez, de sin z, de cos z ,  etc. 
Ainsi qu'on vient de l'expliquer, pour niettre en évidence la nature et 

les propriétés d'une fonction explicite Z de la variable imaginée z, il est 
surtout nécessaire d'avoir kgard aux diverses positions que peut prendre le 
point mobile A qui a z pour affixe. Parlons maintenant des positions que 
peut prendre le point mobile B dont l'affixe est 2. Tandis qne le point A 
parcourra en tous sens le plan des affixes, le point B pourra décrire ou 
ce plan tout entier, ou seulement une portion de ce même plan. Dans le 
dernier cas, la portion décrite sera ce que noils nommerons la région 
correspondante A la fonction explicite z, et les lignes droites ou courbes 
qui serviront de limites à cette région, seront appelées lignes terminakes. 
Ces lignes terminales correspondront 6videintnent aux lignes d'arrêt, de telle 
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sorte qu'au moment ou le point mobile A dont z .est l'affixe atteindra 
une ligne d'arrêt, le point mobile B dont Z est l'affixe atteindra une 
ligne terminale. 

Si l'on considère, par exemple, la fonction explicite 

on reconnaîtra, non-seulemen t que cette fonction devient discori tinue au 
moment oh le point mobile A atteint la ligne d'arrkt représentée par la 
formule (3) ,  c'est-à-dire l'axe des x, indéfiniment prolongé à partir du 
pôle du  côté des x négatives, mais encore que les valeiirs diverses de cette 
fonction explicite sont les affixes de points situés di1 côté des x posi- 
tives, et qu'en conséquence cette fonction représente l'affixe d'un point 
mobile R compris dans une région spéciale, savoir, dans la partie du plan 
des xy qui, s'étendant à l'infini du côté des x positives, a polir 'ligne ter- 
minale l'axe des ordonnées. 

1 

Si a la fonction 2;' on siihstituait la suivante : 

1 z, 

qui devient encore discontinue au moment où le point mobile A rencontre 
l'axe des x, du  côté des x négatives, la région parcourue par le point 
mobile B ,  ou, en d'autres termes, la région correspondante à la fonction 
1 z cesserait de s'étendre à l'infini du  côté des x positives, et se réduirait a 
la portion du plan des affixes, comprise entre deux lignes terniinales 
parallèles à I'axe des y et situées de part et d'autre de cet axe â la di- 

stance n. 
Enfin, si l'on considérait la fonction 

I ( I  + z i ) - I ( I - z i )  
arc tang z = 

2 i > 

qui devient discontiniie au moment où le point mobile A rencontre I'axe 
des y, à une distance du pôle égale ou supérieure à l'unité, la région 
parcourue par le point mobile B ,  c'est-à-dire, en d'autres termes, la 
région correspondante à la fonction arc tang z, se reduirait à la portion du 

plan des affixes comprise entre deux lignes terminales paralléles à l'axe 

d w y  et situées de part et d'autre de cet axe à la distance f .  
Il arrive souvent que deux fonctions explicites d'une variable imaginaire z 

sont égales entre eiles pour certaines valeiirs de cette variable, et inégales 
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polir d'autres valeurs. Ainsi, par exemple, si c représente une valeur 
particulière de la variable z ,  les deux fonctions explicites 

seront Ggales entre elles, quand les arguments principaux de c et de z 
fourniront une soinme comprise entre les limites - n, + n. On ne doit donc 
pas s'étonner de voir correspondre à ces deux fonctions des lignes ternii- 
nales distinctes, et a ces lignes terminales des lignes d'arrêt distinctes. 
Si, pour fixer les idbes, on nomme a l'argument principal de la constante c ,  
et si cet argument est positif, alors, pour obtenir la ligne terminale et la 
ligne d'arrêt correspondantes à la foiîction 

il suffira de faire tourner autour du pôle la ligne terminale et la ligne 
I 

d'arrêt correspondantes à la fonction z ', en imprimant a ces derniéres 
lignes un mouvement de rotation direct, de telle sorte que le rayon 
vecteur mené de l'origine A un de leurs points décrive un angle égal à a. 

Supposons à présent que l'on considère non plus une fonction explicite, 
mais une fonction implicite Z de la variable imaginaire z. Cette forictiori 
pourra être déterminée ou isolément par une éiquation unique, ou avec 
d'autres fonctions implicites, par lin système d'équations dont le rioinbrr 
devra être égal à celui des fonctions elles-mêmes. Dans l'un et l'autre cas. 
Z admettra, pour chaque valeur de z ,  une ou plusieurs valeurs qui poiir- 
ront devenir ou infinies, ou égales entre elles, pour certaines valeurs 
particuliires de la variable a. Les points dont ces valeurs particulières de z 
seront les affixes, prendront le nom de points singuliers. 

Soient maintenant 

z, 7 z,, 7 2, 

diverses valeiirs successiveinent attribuées a la variable imaginaire z ,  et 

z,, Zn> zr,ll . 
des valeurs correspondantes d'une fonction explicite ou inîplicit,e Z ,  en sorte 
que Zr désigne une des valeurs de Z correspondantes à la valeur z, de z; Z,, 
une des valeurs de Z correspondantes à la valeur z,, de x ;  et ainsi de suite. 
Soient d'ailleurs 

A,,  * ' 
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les points qui ont pour affixes les quantités gdométriques 

2, 7 ZI/ 7 Zr/, ? ; 
et soient encore 

BI 7 B,, 7 7 . 
les points qui ont pour affixes les quantités géométriques 

Enfin concevoiis que, le nombre des points A l ,  A, ,  A,, . . . , devenant 
infini, leur système se réduise à iine courbe continue A, A ,  A,.  . . , décrite 
par un point mobile A correspondant a une affixe variable z .  Le système 
des points BI,  BI!, BN1, , . . , pourra, dans certains cas, c'est-à-dire, pour cer- 
taines formes de la fonction 2, ou des équations qui la déterminent, et 
pour certaines formes de la courbe continue AI A,/ AlII. . . , se réduire 
lui-même à une courbe continue B B, BI/. . . , décrite par un point mo- 
bile B correspondant à une affixe variable z. Alors Ia coiirbe continue 
A, A ,  A, . . . sera ce que nous nommerons le chemin (*) du point A ,  et la 
courbe continue BI BllBllJ. . . sera le chemin correspondant du point B. 

La nature d'une fonction implicite 2 ,  c'est-à-dire, en d'autres termes, la 
nature de l'équation ou des kquations qui déterminent 2,  peut être telle, 
qu'à une coiirbe continue A, All AIll . . . , considérée comme chemin di1 

point mobile A ,  corresponde toujoim une autre courbe continue 
RIBIl B, . . . , propre à représenter le chemin d u  point mobile B ,  quelle que 
soit d'ailleurs, parmi les valeurs de Z correspondantes à z = z, , celle que 
l'on prendra pour l'affixe 2, du point BI. II peut arriver au& que cette con- 
dition, étant généralement remplie, cesse de l'être dans le seul cas ou  les 
affixes de quelques-uns des points B I ,  BI,,  B, , . . . deviennent infinies, et où, 
par suite, la coiirbe BI Bll B i  . . . se trouve remplacée par le système de 
plusieurs courbes dont chacune reste continue, mais s'étend à l'infini. Dans 
l'une et l'autre hypothèse, si le chemin A, A,,ANl . . . du point mobile A 
ne renferme aucun point singulier, le chemin correspondant B,B,,BIN. . . 
du point mohile B, partant d'une position donnée Br,  dans laquelle il avait 
pour affixe la valeur Zr de 2, sera toujours une coiirbe continue; et alors, 
ce dernier chemin n'étant janiais interrouipu, n'offrant aucune solution de 

(*) Le nom de chemin, appliqué à la courbe que décrit le point A ,  a été, si je ne me 
trompe, employé pour la première fois par hl. Puiseux, dans un remarquable Mémoire qui 
a pour titre : Recherches sur lesfonctions algébriques. (Yoir  le Journal de Mathémutiques de 
M. Liouville, page 396, tome XY. ) 
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continuité, la fonction Z sera dite éoodique (de wo$on, pervius; suo$rcr, 
jàcilis via). 

Ajoutons qu'une fonction implicite Z de la qriable imaginaire z sera 
Pvodiqiie seulement entre certaines limites, c'est-à-dire pour les valeurs 
de z propres a représenter les affixes de points situés dans l'intérieur d'une 
certaine aire S, si la condition ci-dessus énoncée ne se vérifie que dans le 
cas où le cheniin A,AIfAw..  . du point mobile A est une courbe continue 
renfermée tout entière dans l'intérieur de l'aire S. 

Concevons à présent que l'on parvienne à résoudre l'équation ou les 
kquations qui servent à déterminer une fonction implicite Z de la variable 
imaginaire z, et a exprimer les diverses valeurs de cette fonction à l'aide 
des notations iisuelles. Ces diverses valeurs deviendront des fonctions expli- 
cites de a, et chacune des fonctions explicites ainsi obtenues admettra géné- 
ralement, poiir chaque valeur finie de z ,  une valeur unique cornplétement 
déterminée. Mais ces mênios fonctions pourront devenir discontinues pour 
desvaleurs particulières de a, qui les rendront infinies; colnme aussi pour des 
valeurs de z propres à représenter des affixes de points situes sur certaines 
lignesque nous avons appelées lignes d'arrêt. D'ailleurs, à ces lignes d'arrêt 
dont chacune limite la course du point mobile A, à l'instant où l'une des 
fonctions explicites ci-dessus mentionnées cesse d'être continue, corres- 
pondront d'antres lignes que nous avons appelées lignes terminales, et qui 
limitero~it, dans les inênies circonstances, la course du point niobile B. 

Cela posé, considtlirons spécialement le cas où la fonction implicite Z est 
di1 nombre de celles que nous avons nommées fonctions évodiques; et soit, 
dans cette hypothése, A, A,! A,,!. . . une courbe continue qui représente hrr 
chemin attribué ail poiiit mobile A dont l'affixe est z ;  soit encore B,B,,B /"... 
le chemin correspondant que devra prendre le point mobile B, dont l'affixe 
est 2, en partant d'une position donnée B,, dont l'affixe est iine valeur par- 
ticoliére de 2. Le chernin B,BIfB,,, ... se réduira Iiii-m4me soit à une seule 
courbe continue, soit au système de deux ou de plusieiirs courbes conti- 
nues qui pourront offrir des parties communes. II se réduira effectivement 
i une seule courbe continue, si le chemin A,A,,A /II... ne renferme aucun 
point singulier. Mais cette courbe unique sera remplacée par le système de 
dieux ou plusieurs courbes qui s'éteiîclront à l'infini, si le chemin A,A,,Allr. .. 
renferme des points singuliers dont les affixes fournissent des valeurs infi- 
nies de 2, et la courbe ou les courbes dont il s'agit se ramifieront toujorirs 
à partir de points singuliers q u i  correspondraient à des valeurs de z poiir 
lesquelles derix ou plusieurs des valeurs de la fonction implicite Z devien- 

Er d'An. e t  de Ph. math., T. IV. (4Ye l i v r . )  4 2 
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draient égales entre elles. Ajoutons que, dails la prenii2i.e hypothèse, c'est- 
à-dire quand le chemin A,A,lAol... ne renfermera aucun point singulier, 
l'affixe Z du point mobile B, dont le chemin B, B,B,,. . . sera une seule 
courhe continue, pourra 4tre représentée tantôt par une fonction explicite 
de z ,  tantôt par une autre, attendu que chacune des fonctions explicites 
qui exprimeront les diverses valeurs de Z devra être remplacée par une 
autre fonction explicite à partir de l'instant où le point tnobile R, après 
avoir eu la première fonction pour affixe, atteindra une ligne terniinale 
correspondante à cette même fonction. On doit en conclure que, dans le 
cas où une fonction évodiqixe Z admet diverses valeiirs, les diverses fonc- 
tions explicites propres à les représenter correspondent, dans le plan des 
affixes, à diverses régions séparees les unes des autres par certaines lignes 
terminales. D'ailleurs, au  moment où le point B, dont l'affixe est 2, attein- 
dra une de ces lignes terminales, le point A, dont l'affixe est z, atteindra 
ilne ligne cIltl;retcorrespondante. 

Vérifions ces remarques sur quelques exemples, et d'abord supposons la 
fonction implicite 

i! = R,= X +  Yi, 

liée à la variable imaginaire 

z = r , = x + j i ,  
par l'équation 

( 5 )  z2 = 2. 

La résolution de cette équation fournira pour valeurs de Z deux fonctions 
explicites de z, données par les formules 

Ces deux fonctions explicites deviendront égales entre elles, et s'évanoui- 
ront toutes deux pour une valeur nulle de la variable z; par consbqiient, 
le point dont l'affixe est nulle, c'est-à-dire le pôle, sera iin point singulier. 
D'ailleurs, chacune des fonctions explicites 

quoique généralement continue, deviendra discontinue pour toute valeur 
réelle, mais négative de y, attendu que si, en attribuant à x une valeiir 
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négative - r, on fait converger y vers la limite zéro, la fonction aï conver- 

gera elle-même vers la limite r l  i, quand y sera supposé positif, et vers la 
1 

liniite - rT i, qiraiid y sera supposé negatif. En d'autres termes, chacune 
1 - 

des fonctions explicites 24, - z a  , deviendra discontinue pour toute valeur 
de z propre à représenter l'affixe d'un point situé sur l'axe des x, di1 côté 
des x nfigatives, et par conséqiient sur la ligne d'arrêt qui, reprksentée par 
les formules (3), a pour extréinité l'origine. De plus, à cette ligne d'arrêt qui 

limite la course du point mobile A à l'instant'où l'une des fonctions z;, 
1 

- zï cesse d'être continrie, correspondra une ligne terminale qui limitera 
au même instant la course du point mobile R ;  et cette dernière ligne, qui 
sera précisément l'axe des ordonnées, séparera l'une de l'autre, dans le plan 
des affixes, les deux régions qui seront occupées l'une par les points dont 

1 

les affixes seront les diverses valeurs de la fonction explicite zT, l'autre par 
les points clont les affixes seront les diverses valeurs de la fonction expli- 

1 - 
cite - u2 .  Enfin la fonction implicite 2, liée à la variable imaginaire a par 
l'équation (3), sera certainenient évodique. Car, si l'on exprime Z non plus 
en fonction de la variable a, mais en fonction du motllilu r et de l'angle p, 
liés à z par la formule 

on obtieiidra l'équation 

(9) = ri e f ~ ' ,  

dans Iaqnelle il suffira de faire varier p entre les limites - cr, , + m ,  ou 
même entre les limites - 2 71,  i- 2 T, pour que le second membre devienne 
propre à rcprkenter une valeiir quelconque de 2. Or, si, en partant d'une 
certaine positiori correspondante à des valeurs déterminées d e r  etp,  le point 
mobile A ,  dont l'affixe est za décrit une coiarbe continue A,A,,A,,/. . . , on 
pourra satisfaire à la formule (8) par des valeurs de r et p qui varieront 
avec o par degrésiiisensibles; et à ces valeurs de r ,  p répondra évidemment, 
en vertu de la formule (g), une valeur de la fonction implicite 2, qiii 
variera elle-même par degrés insensibles avec la variable z. Donc alors le 
point mobile B, dont Z sera l'affixe, délcrira, comme le point A, iirie courbe 
continue B,B,,B ,,,.... 

En résumé, la fonction implicite Z ,  liée à z par l'équation ( 5 ) ,  est une, 
fonction évodiqiie qui, pour chaque valeur de z, acquiert deux valeurs 

42.. 
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distinctes; et ces deux valeurs peuvent être réduites aux deux fonctions 
explicites 

1 1 - 
z a ,  - z 2 ,  

dont chacune devient discontinue, en devenant l'affixe d'un point situé sur 
l'axe des ordonnées, au moment où la variable z devient elle-même l'affixe 
d'un point situé sur l'axe des x du côté des x négatives. En conséquence, 
la partie de I'axe des abscisses, sur laquelle se comptent les abscisses néga- 
tives, et l'axe des ordonnées, sont la ligne d'arrêt et la ligne terminale qui 
servent à limiter simultanément la course du  point A, dont l'affixe est la 
variable z ,  et la course du point B, dont l'affixe est l'une des fonctions 

- 
explicites z;, - z:. De ces deux lignes, la seconde, c'est-à-dire I'axe des 
ordonnées, est précisément celle qui sépare l'une de l'autre les régions 

occupées par les points dont les affixes sont de la forme a i  et de la forme 
1 - - z 2 .  

Si à l'équation (2)  on substituait la suivante: 

(10) Z 2 + z 2 =  1, 

la fonction implicite Z serait encore une fonction évodique qui, pour chaque 
valeur de z ,  offrirait généralement deux valeurs distinctes, ces deuxvaleurs 
étant les fonctions explicites déterminées par les formules 

D'ailleurs, chacune de ces fonctions explicites devient discontinue'au mo- 
ment où z devient l'affixe d'un point situé sur l'axe des x à une distance 
de l'origine plus grande que l'unité, et, à ce moment, chacune des formules 
( I  r), ( r  2)  fournit deux valeurs de Z égales aux signes près, mais affectées 
de signes contraires, qui représentent les affixes de deux points situés sur 
l'axe des ordonnées. Donc, dans le cas préseit, les deux valeurs de 2, déter- 
minées par les formules (1 I), ( 1  2), correspondent encore it deux régions sé- 
parées l'une de l'autre par l'axe des ordonnées; et à cet axe, considéré 
comme ligne terminale, correspondent deux lignes d'arrêt représentées par 
les forniules 

Ajoutons que les extrémités de ces deux lignes d'arrêt sont préeisénient les 
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deux points d'arrêt dont les coordonnées sont fournies par les équations 

.c'est-à-dire les deux points situés sur l'axe des abscisses, à la distance 1 de 
l'origine. 

Si à l'équation (IO) on substituait la suivante : 

la fonction implicite Z serait encore une fonction évodique qui, pour chaque 
valeur de z, offrirait deux valeurs distinctes, ces valeurs étant les fonctions 
explicites déterminées par les formules 

Alors aussi 4 ces deux forictions explicites correspondraient encore deux 
régions, séparées l'une de l'autre par l'axe des ordonnées; mais ces deux 
fonctions deviendraient discontinues au moment où z serait l'affixe d'un 
point situé sur l'axe des x, à une distance de l'origine plus petite que l'unité. 
Donc alors, à l'axe des ordonnées, considéré comme ligne terminale, cor- 
respondrait une seule ligne d'arrêt, représentée par les formiiles 

Ajoutons que les extrémités de cette ligne d'arrêt seraient encore les deux 
points d'arrêt dont les coordonnées sont fournies par les équations (14). 
Mais les valeurs de 2, correspondantes à ces points d'arrêt, sont nulles 
quand on pa.rt de l'équation (IO), et infinies quand on part de l'équation (1 5). 

Enfin, si l'on supposait la fonction implicite Z liée à la variable imagi- 
naire z par l'équation 

(19) ez = z,  

Z offrirait, pour chaque valeur de z, ilne infinité de valeurs distinctes, re- 
présentées par les fonctions explicites qui constituent les divers termes de 
la progression arithmétique 

(20) . . ., - 4 n i  + lz, - 2ni + 12, l z ,  nni  + lz, 4n i  + lz, . . .. 
D'ailleurs, en vertu de la formule ( ~ g ) ,  Z serait encore une foricaion évodique 
de a. Car si l'on exprime 2, non plus en fonction de z, mais en fonction du 
modrile r et de l'angle p liés é z par la formule (S), on obtiendra l'équation 
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dans laquelle il suffira de faire varier p entre les limites - co , + co , pow 
que le second membre devienne propre à représenter une valeur quel- 
conque de 2. Or, si en partant d'une certaine position correspondanteà des 
valeiirs déterminées de r et p, le point A, dont l'affixe est z ,  décrit une 
courbe continue A, A,,A,, ..., on pourra satisfaire à la formule (8)  en attri- 
huant à r et p des valeurs qui varient avec z par degrés insensibles; et ces 
valeurs de r, p répondra évidemment, en vertu de la formule (zr), une va- 
leur de la fonction implicite 2, qui variera elle-même, par degrés insen- 
sibles, avec la variable z, si la courbe A, A,/ A,,,.. . ne renferme pas le point 
d'arrêt dont l'affixe se réduit à zéro, c'est-à-dire l'origine des coordonnées. 

n'antre part, chacune des fonctions explicites qui constituent les divers 
termes de la série (20) deviendra discontinue au moment oh z deviendra 
l'affixe d'un point situé sur la ligne d'arrêt que représentent les formules (3), 
c'est-à-dire d'un point situé sur l'axe des x, du côté des x négatives; et à 
ce moment, ces fonctions elles-mêmes deviendront les affixes de points 
situés sur des lignes terminales qui se réduiront à des droites équidistantes 
et parallèles à l'axe des x ,  la distance de deux droites voisines étant égale 
h sr. 

Donc, en définitive, la fonction Z, liée à z par l'équation ( IQ) ,  sera une 
fonction évodique qui, pour chaque valeur de z, offrira une infinité de va- 
leurs distinctes correspondantes à une infinité de régions dont chacune 
sera comprise entre deux des droites parallèles q i i p  nous venons de nien- 
tionner. 

11 importe d'observer que, dans le cas ou à une même valeur de la va- 
riahle imaginaire x correspondent diverses valeurs de la fonction implicite 2, 
ces diverses valeurs, exprimées à l'aide des notatioris usuelles, et ainsi con- 
verties en fonctions explicites, peuvent gén6ralernent revêtir une infinité de 
formes distinctes. D'ailleurs, si l'on compare l'lin à l'autre deux systèmes de 
fonctions explicites dont chacun est propre à représenter les diverses valeiirs 
de 2, on reconnaîtra que ces fonctions, prises deux a deux, peuvent coïn- 
cider entre certaines limites, sans être généralement égales entre elles ; et qu'à 
deux setriblables systkmes de fonctions explicites correspondent, pour l7or- 
dinaire, deux sys tbes  de Iigries d'arret et deux systémes de lignes termi- 
nales. 

Ainsi, par exemple, si la fonction implicite Z est liée à la variable imagi- 
naire z par 1'6qiiatiori ( 5 ) ,  les deux valeiirs qu'admettra cette fonction pour- 
ront être supposkes déterminces non-seuleinerit par les forniiiles ( 6 )  ét (7) ,  
mais encore par une infinité d'autres formules, et en particulier par les 
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suivantes : 

c désignant une constante quelconque réelle s u  imaginaire. 
D'aillears, d'après Urie remarque prkédemment faite, si l'on rioinme a 

l'argument principal de la constante c supposée imaginaire, il suffira, pour 
obtenir la ligne d'arrêt et la ligne terminale correspondantes aux fonctions 
explicites que déterminent les forn~ules (22), (23), de faire tourner autour 
du pôle la ligne d'arrêt et la ligne terminale correspondantes aux fanctions . 

que déterminent les formules (6) et ( 7 ) ,  en imprimant à ces dernières lignes 
un mouvement de rotation direct si a est positif, oti rétrograde si a est né- 
gatif, de telle sorte que le rayon vecteur, mené de I'origine à un de leurs 
points, décrive un angle égal à a. 

Il est bon d'observer qu'à une fonction irr~plicite 2, déterminée par une 
équation unique ou par lin système d'équations siinultanées, correspond un 
systéme unique de points singuliers, par conséquent un système unique 
de points d'arrêt servant d'extrémités aux lignes d'arrêt, quelles que soient 
d'ailleurs ces dernières lignes. Ainsi, par exemple, à la fonction implicite 2, 
déterminée par l'éqoation (5), correspond un seul point d'arrêt qiii coïncide 
avec l'origine, et dont l'affixe est la valeur O de z, pour laquelle les deux 
valeurs de 2, fournies par les formules (6) et (7 ) ,  OU par les forniiiles (22 ) 
et (23),  deviennent égales entre elles. 
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S u r  les différentielles de  quantités algébriques ou géométriques, 
et sur bs dérivées des fonctions de ces quantités. 

Dans le Mémoire sur I'dnalyse infinitésimale, placé en tête du troisième 
volume de cet ouvrage, sont exposés les principes qui me paraissent devoir 
servir de base au calcul différentiel. Je vais indiquer aujourd'hui les con- 
séquences qui se déduisent de ces principes, quand à la notion de variables 
imaginaires on substitue celles de quantités géométriques variables. 

5 1"'. - Sur les diflérentielles de yuantités algébriques on géométriques. 

En substituant, dans le Mémoire sur l'Analyse infinitésimale, les mots 
quantités géométriques aux mots expressions imaginaires, on obtient à la 
place des définitions et formules données dans ce Mémoire, celles que je 
vais transcrire : 

Les dflérentielles de plusieurs quantitb algébriques ou géométriques 
variables sont d'autres quantités algébriques ou géométriques dont les 
rapports sont rigoureusernent égaux aux  limites des rapports entre les 
accroisseinents siinultanés et irzjiniment petits des variables proposées. 

La définition précédente suppose évidemment qu'en vertu des équations 
qui lient entre elles les quantités algébriqiies ou géométriques dont il 
s'agit, ces quantités varient les unes avec les autres par degrés insensibles, 
ou ,  en d'autres termes, que ces quantités, considérées comme fonctions 
de quelques-unes d'entre elles, en sont des fonctions continues, du moins 
dans le voisinage des valeurs attribuées aux variables considérées comme 
indépendantes. 

Noiis indiquerons, suivant l'usage, les accroissements simultanés finis ou 
infiniment petits des variables, à l'aide de la lettre caractéristique A ,  et 
leurs différentielles a l'aide de la lettre caractéristique d. 

Il  importe d'observer que, dans le cas même où chacun des rapports 
entre les accroissements infiniment petits des variables proposées converge 
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vers une limite unique et finie, la définition précédente ne détermine pas 
compléternent les différentielles de ces variables, mais seulement les rap- 
ports qui existent entre ces diffhrentielles. On pourra donc toujours dis- 
poser arbitrairement, au moins de la différentielle d'une variable. 

D'ailleurs, la différentielle ou les différentielles qui resteront arbitraires, 
pourront être supposées 011 constantes ou variables, et, dans le dernier 
cas, il suffirait de les faire converger vers la limite zéro pour les trans- 
former, avec les aiitres différentielles, en quantités infininient petites. Mais 
cette transformation n'offrirait aucun avantage, et tout au contraire, il peut 
Stre souvent utile d'attribuer aux différentielles des valeurs finies. En con- 
séquence, nous continuerons à regarder les différentielles comme des 
quantités finies, ainsi que nous l'avons fait dans le Mémoire déjà cité. 

De plus, nous attribuerons aux qiiantités diverses, coinine il paraît con- 
venable de le faire, des différentiel les de même nature que leurs accroisse- 
ments. En conséquence, les différentielles de quantités algébriques seront 
des quantités algébriques, et les différentielles de quantités géométriques 
seront des quantités g6ométriqnes. 

~ n f i n ;  comme dans le Mémoire cité, nous appellerons variable prirnitiv~ 
une quantité algébrique variable qui aura pour différentielle l'unité. Cette 
variable primitive pourra d'ailleurs être on l'une des variables inclépeii- 
dantes proposées, ou une variable nouvelle avec laquelle on fera varier 
toutes les autres. 

La considération de la variable primitive simplifie l'énoncé de la défi- 
nition que nous avons donnPe des différentielles. En effet, soient t la va- 
riable primitive, et A t  = L un accroissement infiriiment petit attrib~ié h 
cette variable. Lu riflérentielle ds  d'une variable grrelconque s sera évi- 
t h m e n t  la limite du rapport entre Les accroissements i~?fîiziment petits As 
et L de cette variable et de la variable primitive. 

En partant de cette définition, on établira sans peine, coinme dans le 
Mkirioire cité, les règles relatives à la diflérentiation des quantités soit 
algébriques, soit géornktriques. 

Ainsi, par exemple, a, b,  c désignant des qilantités algébriques ou géo- 
métriques constantes, et s, u, v,  w ,  ... des quantités algébriques ou géiomé- 
triques variables, l'équation linéaire 

en traînera la formule 

(4 ds = ndu -+ b d v  + cdw, .... 
Er. d An. et de Phys. viath., T. IV. (4Ye livr.) 
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En conséquence, l'équation linéaire 

z = x +  y i ,  

qui sert à exprimer l'affixe z d'un point mobile A en fonction des coor- 
données rectangulaires x, y de ce même point, entraînera la forinule 

( 4  Idz = d x  -t i d y .  

Concevons maintenant que, x ,  y, z, . . . étant des variables dPpendantes 
ou indépendantes les unes des autres, on nomme s une fonction de ces 
variables. Désignons d'ailleurs, à l'aide des notations 

les dflérentielles partielles de s successivement considéré comme fonc- 
tion de x, comme fonction de y, comme fonction de 2 , .  . . . Alors, en 
raisonnant comme dans le troisième volume [pages a 7  et 281, on ob- 
tiendra la formule 

en vertu de laquelle la diférentielle totale ds  sera la somme des différen- 
tielles partielles d , ~ ,  d, s , d, s , . . . . 

5 11. - Sur les dérivées des fonctions ctc quantités algébriques. 

Soient x une quantité algébrique variable, ou, en d'autres termes, une 
variable réelle, et 

x= f'(x) 

une fonction réelle ou imaginaire de cette variable. Soient encore A x  un 
accroissement fini ou infiniment petit attribué à la variable x, et AX I'ac- 
croissemenè correspondant que prendra la fonction X. Si l'on assigne à x 
iine valeur telle que, dans le voisinage de cette valeur de x, la fonction X 
demeure finie et continue, alors à une valeur infiniment petite de l'ac- 
croissement Ax, correspondra nne valeur infiniment petite de l'accroisse- 
ment AX; mais tandis que les deux accroissements A x ,  A X s'approcheront 

PX indéfiniment l'un et l'autre de la limite zéro, leur rapport s'approchera 

lui-meime , pour l'ordinaire, d'une limite finie et déterminée, qui pourra 
être finie ou infinie. Cette limite est ce qu'on nomme la dérivée de la fonc- 
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tioii X ou f (x). On la représente à l'aide de la lettre caractéristique D, par 
la notation (') 

D X  ou Df(x) ,  

ou, mieux encore, par la notation 

dans laquelle la lettre x, placée au bas de la lettre caractéristique D, aver- 
tit le lecteur qu'il s'agit d'une dérivée prise par rapport à la variable s. Ajou- 
tons que la dérivée de X, relative à x, se confond évidemment, d'après sa 
définition méme, avec le rapport di$érentiel, de X à .T, c'est-à-dire avec le 

dX 
rapport des différentielles d X,  d x. On a donc identiquement 

Concevons, pour fixer les idées, que la fonction réelle ou imaginaire X de 
la variable réelle x soit l'une de celles qui peuvent être exprimées a l'aide 
des notations usuelles. Sa dérivée sera, pour l'ordinaire, une quantité com- 
plétement déterminée. Toutefois, elle pourra cesser d'être déterminée, et 
acquérir deux ou plusieurs valeurs distinctes, ou même une infinité de va- 
leurs diverses, pour certaines valeurs particulières assignées à la variable x.  
Ainsi, par exemple, si l'on pose 

la dérivée de X deviendra indéterminée pour x = O, et acquerra, dans cette 

hypothèse, une valeur &gale à celle de la fonction sin f i  par conséquent, 

représentée: par une quantité réelle comprise entre les limites - I ,  + I .  

En général, on peut dire que, parmi les fonctions d'une variable réelle, 
les unes sont coniplétement déterminées, tandis que les autres cessent de 
l'être, au nioins pour certaines valeurs particulières de la variable. 

Concevons maintenant que, .z, y, z,. . . étant des quantités algébriques 
variables, dépendantes ou indépendantes les unes des autres, on nomme s 

(*) Suivant la notation de Lagrange, la dérivée de la fonction X ou f (x) s'indique ji 

l'aide d'un trait par 
X', ou f' (x). 

43 . .  
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une fonction réelle ou imaginaire de ces variables. Désignons, d'ailleurs, a 
l'aide des notations 

Dxs, Dys, D,s ,..., 
les dérivées partielles de s successivement considérée comme fonction de x, 
comme fonction de y, comme fonction de 2 , .  . . . Alors, en raisonnant comme 
dans le troisième volume [page a7, 28 et 291, on établira rion-seulement 
la formule (5) du 5 Ier, savoir : 

inais encore les équations 

et l'on en conclura 

( 4 )  d s  = D,sdx -+ D,.sdy + D,sdz + .... 
Il est généralement facile d'obtenir les dérivées, et par suite les clifféren- 

tielles des fonctions réelles ou imaginaires de quantités algébriques, quand 
ces fonctions sont exprimées à l'aide des notations usuelles. 

Supposons, en particulier, que l'on demande la quantité géométrique I,, 

considérée comme fonction de l'argument p, et, pour abréger, désignons par 
la lettre P un accroissement infiniment petit Ap attribué à cet argument. La 
dérivée cherchée sera la limite du rapport 

elle sera donc égale au produit de I, par quantité géoiriétrique qui repré- 
sentera la limite du rapport 

D'ailleurs, dans le cercle décrit du  pôle comme centre avec le rayon I , 
a sera la mesure de l'arc compris entre les deux rayons qui, partant du  
pôle, seront représentés par les quantités géométriques I ,  I , ,  et la diffé- 
rence I ,  - i de ces deux quantités représentera, en grandeur comme en 
direction, la corde de ce même arc. Par suite, l'expression (6) aura pour nio- 
dule le rapport numérique de cette corde à l'arc, et pour argument l'angle 
obtus formé par la même corde avec l'axe polaire. D'autre part, tandis que 
l'arc s'approchera indefininient de zéro, le rapport numérique de la corde a 
l'arc convergera vers la limite 1, et l'angle obtus formé par la corde avec 
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l'axe polaire vers Ir limite z ,  qui représente un angle droit. Donc, I'expres- 

sion (6) aura pour limite 

et la limite de I'expression (5), ou la dérivée de I,, sera le produit de 1, par 
I, = i ,  OU, ce qui revient au même, I , , en sorte qu'on aura 
- 
1 p+2 

Si, dans cette dernière équation, l'on substitue à l'exet-ession I,, sa valeur 
tirée de la formule (1 Y) de la page 21 6, savoir 

1, = cos p + i sin p ;  

on troiivera 

et ,  par suite, 

ou ,  ce qui revient au même, 

Ainsi, en partant de la formule (y), on se trouve ramené aux equations 
connues qui fournissent les dérivées du cosiniis et du sinus d'un arc; et 
réciproquement on pourrait, de ces équations, ou,  ce qui revient au mênie, 
des formules (g), déduire immédiatement l'équation (8), par conséquent 
la formule (7). Ajoutons que de l'équation (7),  jointe aux formules 

on  tirera 

(1 1) 

Supposons maintenant que l'on demande non plus la dbrivée ou la diffe- 
rentielle de I,, mais les dérivées partielles et la différentielle de la quantité 
géométrique r, considéréie comme fonct i~n du modiile r et de l'argument p. 
Comme on aura 

rp = Ipr, 
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on en tirera, eu égard à la formide (7), 

et de ces formules, jointes aux équations 

on tirera 

(13)  dr, = 1, ( d r  + i rdp).  

Si, pour abréger, on désigne par la lettre z la quantité géométrique r,, et 
si d'ailIeurs on nomihe x, y les coordonnées rectangulaires du point dont 
l'affixe est z, le p61e étant pris pour origine, et l'axe polaire pour axe des x, 
on aura 

(14)  z = x + y i = r , ;  

et d e  cette dernière formule, jointe à l'équation ( I  3) ,  et à l'équation ( 1 4 )  
du paragraphe précédent, on tirera 

(15 )  dz  = d z  + i d y  = r,(dr+ irdp). 

5 I I I .  - Sur les dérivées desfonctions de quantités géométriques. 

Soient 

deux quantités géométriques variables, propres A représenter les affixes de 
deux points A et B qui, dans un certain plan, ont pour coordonnées rec- 
tangulaires, le premier les variables réelles x , y, le second les variables 
réelles X, Y. Comme je l'ai dit dans l'avant-dernier article, Z devra être 
censé fonction de z ,  si, la valeur de z étant donnée, on peut en déduire celle 
de 2, ou ,  en ù'aatres termes, si, la position di1 point A étant donnée, on 
peut en déduire celle du point B; et il suffira pour cela que les variables 
réelles X, Y soient des fonctions déterminées des variables réelles x,  y. 

Concevons maintenant que l'on désigne, à l'aide de la lettre caractéris- 
tique A placée devant les variables 

X, y, a ,  X ,  Y, 29 
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des accroissements finis ou infiniment petits attribués à ces mêmes variables. 
Supposons, d'ailleurs, que Z reste fonction continue de z ,  du ~noins 
pour des valeurs de a comprises entre certaines limites. Pour de telles va- 
leurs de z ,  à des accroissemeiits infiniment petits A x ,  A y  de x, y,  corres- 
pondront des accroissements infiniment petits As, AZ de z ,  2; et la dérivée 
de la variable Z considérée comme fonction de z ne sera autre chose que 
la limite dont s'approchera indéfiniment le rapport 

tandis que A x  , A y s'approcheront indéfiniment de zéro. Cette dérivée sera 
désignée, comme dans le cas où z est réel, à l'aide de la lettre caractéris- 
tique D,  par la notation D,Z. D'autre part, les quatre différentielles 

d x ,  dy, dz,  dZ 
des quantités algébriques variables x ,  y, et des quantités géométriques va- 
riables a, 2, seront quatre qnantités nouvelles, les deux premières algé- 
briques, les deux dernières géométriques, dont les rapports seront préci- 

- - 

sément égaux aux limites des rapports entre les accroissements infiniment 
petits 

A A y ,  Az, A'Z 

de ces mêmes variables. Cela posé, la dérivée de 2, relative à z ,  se confon- 
dra évidemment avec le rapport différentiel de Z à a ,  c'est-à-dire avec le 
rapport 

des différentielles d Z ,  d z ,  en sorte qu'on aura 

Si, dans la formiile ( 3 ) ,  on substitue a la diffkrentielle d z,  sa valeiir 
tirée de la formule (1), savoir 

d z  = d x  + idy ,  

et à la différentielle d Z ,  sa valeur fournie par une équation semblable à la 
formule (4 )  du 5 I I ,  savoir 

on trouvera 

( 4 )  D,Z = 
DZZdx+D,Zdy 

d x i - i d y  ' 
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Si, d'ailleurs, on pose - = tango,  d x 

ou, ce qiii revient au même, 

(6) 
d x  -- dy -- 

cosa sin cs ' 
l'équation (4) donnera 

puis, en ayant égard aux formules 

on tirera de l'équation ( 7 ) ,  

Il  est bon d'observer que, dans les formules ( 4 ) ,  ( 7 ) ,  (8),  les dérivées 
partielles D,Z, D,Z varient génbralement avec la position d u  point nio- 
hile A, et se réduisent à des fonctions des deux coordonnées rectangiilaires 
x, y de ce même point, ou ,  ce qui revient au même, à des fonctions de 
l'affixe z .  D'autre part, tandis que les coordonnées x , y varieront par de- 
grés insensibles, le point A décrira généralement une courbe continue; et 
si par ce point on mène une droite qui forme, avec l'axe polaire, un 
angle a propre à vérifier la formiile ( 5 ) ,  la direction de cette droite, 
appelée tangente, sera ce qu'on peut nonimer la direction de la courbe au 
point dont il s'agit. Si la ligne décrite par le point A se réduit à une droite, 
la tangente ne différera pas de cette même droite. Cela posé, il suit immé- 
diatement de la formule (4), ( 7 )  ou ( 8 )  que la dérivée de 2 ,  considérée 
cornnie fonction de z ,  dépend en général, non-seulement de la position di1 
point A sur la ligne qu'il décrit, mais encore de la direction de cette ligne. 
Si cette direction devient parallèle à l'axe des x ou à l'axe des y, on 
aura 

d y = o  oii d x = o ,  

et la dérivée de 2, prise par rapport à z , sera, dans la première hypothese , 

dans la seconde hypothèse, 
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comme on pourrait aussi le conclure de la formule ( 7 )  ou (S) ,  en posant 
dans cette formule 

Concevons maintenant que la fonction 2, supposée explicite, ou rendue 
explicite par la résolution de l'élquation ou des équations qui la détermine- 
raient, soit monodrome, du moins entre certaines limites de z ;  c'est-à-dire 
qu'entre ces limites elle conserve une valeur unique, en restant fonction 
continue de z, par conséquent de x et de y, tant qu'elle ne devient pas 
infinie. Concevons encore que les dérivées partielles du premier ordre 

DXZ, D,Z 
satisfassent à la même condition ; c'est-à-dire qu'entre les limites données 
de z ,  chacune de ces dérivées partielles soit monodrome. Alors la dérivée 

Dz 
conservera entre les limites données de a, et tant qu'elle ne deviendra pas 
infinie, un'e valeur unique en restant fonction continue de la variable ima- 
ginaire z et de l'angle a. Ajoutons qu'en vertu de la formule ( 7 )  ou (8) ,  
cette dérivée deviendra indépendante de l'angle s, si les deux valeurs par- 
ticulières de cette dérivée, représentées par les expressions (9) et ( I O ) ,  
deviennent égales entre elles. Alors, en effet, on aura 

par conséquent 

(4 D,Z = iD,Z, 

et l'équation ( 7 )  ou (8)  donnera 

(1 3) D,Z = D,Z, 
4Y quelle que soit d'ailleurs la valeur du  rapport d,, O U ,  ce qui revient au 

même, de l'angle a. Donc alors la dérivée 

Dz 
deviendra indépendante de la direction de la ligne que décrira le point 
mobile A ,  et se réduira simplement à une fonction des variables réelles x, y, 
o u ,  ce qui revient au même, A une fonction de la variable imaginaire z. 

D'ailleurs, pour que cette réduction s'effectue, il est évidemment nécessaire 
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que la dérivée 
DZZ 

conserve la même valeur quand la direction de la ligne décrite par le point 
A devient parallèle à l'axe des x, et quand elle devient parallèle à l'axe 
des y; en conséquence, il est nécessaire que les dérivées partielles de 2, 
relatives à x et à y, savoir D,Z et DJ, satisfassent à la condition exprimée 
par la formule (1 2).  

Dans le cas spécial que nous venons d'indiquer, la dérivée D,Z sera, 
aussi bien que Z ,  du moins entre des limites données de 2 ,  une fonction 
inonodrome de cette variable. 

Au reste, pour que la dérivée D,Z soit une fonction mono.drome de la 
variable imaginaire a, entre des limites données de z ,  il n'est pas nécessaire 
qu'entre ces limites, la fonction Z soit elle-même monodrorne : il suffit que 
les deux dBrivées partielles du  premier ordre 

D,Z, DJ, 

étant monodromes entre les limites dont il s'agit, satisfassent à l'équa- 
tion (12). 

Nous appellerons monogène une fonction dont la dérivée sera mono- 
drome. En vertu de la remarque précédente, une fonction de la variable 
imaginaire z pourra être monogène entre des limites données de z ,  saris 
être constamment monodrome entre ces mêmes limites. 

Ainsi, par exemple, si l'on pose 

(14).  Z = l z ,  
o n ,  ce qui revient au même, 

(15) Z = l(x + r i ) ,  
on aura encore, eu kgard h la formule (30) de la page 27 1, 

par conséquent, 

e t ,  comme les valeurs précédentes de D,Z , DyZ seront , entre des limites 
quelconques de la variable 

a= x + r i ,  

des fonctions monodromes de cette variable qui vérifieront la condition (1 2), 
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la dérivée D,Z de Z = 1 z, déterminée par la formule ( 7) ou ( 8), devra 
être aussi constamment une fonction monodrome de z ,  ce qii'il est aisé de 
vérifier, puisque l'on aura 

(18 )  
1 D,Z = D,Z = -. 

Par suite, la fonction lz sera constamment monogéne. Toutefois, cette 
fonction lz ,  qui restera elle-même monodronie, tandis que l'on fera va- 
rier x entre les limites O ,  m , cessera d'étre monodrome quand x deviendra 
négatif, puisque alors, en vertu de la formule (16), elle passera brusque- 
iiient de la valeur 

1 - 1 (xa) - ni, 
2 

d la valeur 
1 -l(xa)+ ri, 
2 

tandis que y passera, en décroissant, d'une valeur négative à une valeur 
positive. 
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Sur la d$férentiation des fonctions explicites ou implicites 
d'une ou de phsieurs quantités géométriques. 

Les principes établis dans l'article précédent permettent d'obtenir facile- 
ment les différentielles des fonctions d'une ou de plusieurs quantités géo- 
métriques, quand ces fonctions se trouvent exprimées a l'aide des notations 
usuelles. De plus, en partant de ces principes, on reconnaît aisément que 
les formules et les propositions relatives à la différentiation des fonctions 
de variables &elles continuent généralement de subsister quand ces varia- 
bles deviennent imaginaires. Ainsi, par exemple, Z étant fonction d'une 
variable imaginaire z ,  on aura, comme on l'a déjà remarquG dans l'article 
précédent, 

(1) d Z  = D,Zdz; 
et Z étant une fonction de plusieurs variables imaginaires u ,  v , w,.  . . , on 
aura généralement 

( 2 )  d Z  = D,Zdu + D,Zdv -i- Q Z d w  +- .... 
Les forniules (1) et ( 2 )  fournissent les règles connues pour la détermination 
des fonctions de fonctions et des fonctions composées. 

La différentiation des fonctions entières d'nne variable imaginaire z s'ef- 
fectue de la même nianiére et conduit aux mêmes formules que dans le cas 
OU cette variable est réelle. Ainsi, par exemple, x étant un nombre entier 
quelcoiique , et a, b , c,. . . , des constantes imaginaires, on aura, pour des 
valeurs imaginaires, comme pour des valeurs réelles de z , 
( 3 )  CI zn = 71zn-' d z , 
( 4 )  dm= - 7zz-"-' dz ,  

( 5 )  d ( a  + 6 z +  cz2- t...+ kzl ' )=(b+ 2 ~ i  +...+ n k z n - ' ) d ~ ,  

et ,  par suite, 

( 6) D, zn = nan-' , 
( 7 )  D, 2Tn - ~zz"-',  

(8) D, ( c a  +- hz + cza +. . . + kz") = b + 2 cz +. . . + nkzn-'. 
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La même remarque s'applique aux fonctions rationnelles d'une variable 
imaginaire z .  Leurs différentielles et leurs dérivées, exprimées en fonctions 
de z ,  sont précisément celles qu'on obtiendrait si a était réel. 

Considérons maintenant l'exponentielle e', et posons 

z = x + ~ i ,  
x, y étant réels; on aura 

e" = $+Yi = eXeYi 

ou  , ce qui revient au même, 
ez = ex I,, 

pilis on en conclura, eu égard à la formule (z ), 

et de cette dernière équation, combinée avec les formides 

dex= e x d x ,  d r y =  r,idy, d z =  d x  + idy, 
on tirera 

(9 )  d e a =  ezdz,  

par conséquent 

(10)  DzeZ = ez. 

Donc la dérivée cie l'exponentielle ez est cette exponentielle même, quelle 
que soit la valeur rAelle ou imaginaire de a. 

En partant de la formule (9 ) , on déterminera sans peine les différentielles 
et les dérivées des exponentielles qui auraient pour base un nombre autre 
que e , comme aussi des fonctions entières ou  même rationnelles d'exponen- 
tielles quelconques. Ainsi, par exemple, A étant un nombre quelconque, 
et a étant le logarithme népérien de a, on déduira de l'équation (g), jointe 
à la formule 

AZ = eaz, 

les équations 

( 1 1 )  d ~ k  A ~ I A ~ Z ,  

De même, de l'équation (g), jointe aux formules 

, r i + , - z i  , i i  - ,-si 
COS z = sin z = 9 

2 2 

on déduira immédiatement les différentielles et les dérivées de cos z et sin z ,  
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considérées coinme fonctions entières de l'exponentielle ezl, et l'on trouvera 
ainsi 

(13 )  dcosz  = - s inzdz ,  d s i n z =  coszdz,, 

ir4) D,COSZ=-s inz ,  D,sinz=cosz. 
Enfin, des formiiles qui précèdent, jointes a l'équation (2), on déduira 

saris peine les différentielles et les dérivées d'une infinité de forictions 
explicites d'une ou de plusieurs variables imagin?' , ires. 

Concevons, pour fixer les idées, que 

Z = X -t- Y i  

représente une fonction de la variable imaginaire 

x, y, X, Y étant des variables réelles. Pour que l'on puisse déduire de la 
formule (2), et de celles qui la suivent, les valeurs de la différentielle d Z ,  
et de la dérivée 

il suffira que les variables imaginaires z , Z puissent être considérées comme 
liées l'une à l'autre et à certaines variables auxiliaires 

U , V , W  ,..., 
de telle sorte que les diverses variables étant rangées dans un certain ordre 
indiqué par la suite 

l'une quelconque d'entre elles, u par exemple, soit équivalente à une certaine 
fonction rationnelle des variables suivantes : 

v , w  ,..., 2 ,  

et des exponentielles 
eV, ew ,..., ez, 

ou de quelques-unes de ces variables et de ces exponentielles. Dans cette 
hypotlièse , la différentielle de u , considérée comme fonction de v ,  w,. . . , z, - 
sera fournie par une équation de la forme 

la diffkrentielle de 2, considérée comme fonction de . . . , u,  v ,  w ,  . . . , z ,  
sera fournie par une équation analogue; et, si de cette dernière on élimine 
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les valeurs des différentielles 
..., du, do, du! ,..., 

données par la formule (16) et les formules de même espèce, l'équation re- 
sultante de l'élimination déterminera le rapport différentiel de Z à a, ou, en 
d'autres termes, la dérivée de Z considérée cotnme fonction de la seule va- 
riable z, par conséquent la valeur cherchée de D, Z. D'ailleurs, cette valerii 
de  D,Z sera généralement, ainsi que 2, une fonction continue de la .varia- 
ble z ,  dans le voisinage d'une valeur finie attribuée à z ; oii di1 moins les 
seules valeurs finies de a, pour lesquelles cette condition ne sera pas remplie, 
seront des waleurs singulières, propres à représenter les affixes de certains 
points isolés et séparés les uns des autres. La circonstance particuliere que 
nous venons de signaler se présenterait, par exemple, si l'on supposait 

et ,  par suite, 

Alors la fonction Z et sa dérivée 
1 

resteraient finies et continues dans le voisinage de toute valeur finie de z 
distincte de zéro ; mais Z et D, Z deviendraient simultanément discontinues 
pour une valeur nulle de a, et les limites dont s'approcheraient ces deux 
fonctions, tandis que la variable z = x t- yi s'approcherait indéfiniment 
de  zéro, pourraient être ou finies ou infinies. Ces limites seraient effective - 
ment I et O, si l'on supposait y = O, x < O ; elles seraient ao et - CO , si 
l'on supposait y = O ,  x > o. 

Si à la première des équations ( 1  7 )  on substituait la suivante : 

on aurait 

(21) 
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et les deux fonctions 2, D, Z deviendraient discontinues, non-seulement 
pour une valeur nulle .de z , mais encore pour les valeurs singulières de z 
propres à vérifier la condition 

c'est-à-dire pour toutes les valeurs de z données par la formule 

7a étant un nombre entier quelconque. 
Supposons maintenant que les termes dela suite (1 5), étant rarigés dans un 

ordre quelconque, soient liés entre eux par des équations dont les premiers 
meinbres soient des fonctions rationnelles de ces mêmes termes et des expo- 
nentielles 

eZ7 ..., eu7 eV, ew  ,..., ez, 

les seconds membres étant réduits à zéro. En vertu de ces équations, quel- 
ques-unes des variables 

Z ,..., U , V , W  ,..., z 

seront des fonctions implicites des autres; et si le nombre des équations est 
égal au nombre des variables diminué de l'unité, Z sera une foriction impli- 
cite de z. Cela posé, il suffira évidemment de différentier les diverses équa- 
tions, puis d'éliminer 

d u ,  du, dw,  ... 
des équations différentielles ainsi formées, pour obtenir une équation finale 
que déterminera la différentielle dZ et la dérivée 

de Z considérée comme fonction de z. D'ailleurs, la valeur trouvée de D, Z 
sera généralement, ainsi que Z ,  une fonction continue de z ,  dans le voi- 
sinage d'une valeur finie attribuée à z, ou du moins les seules valeurs finies 
de 2, pour lesquelles cette condition ne sera pas remplie, seront des va- 
leurs singulières propres à représenter les affixes de certains points isolés 
et séparés les uns des autres. 

Si, pour fixer les idées, on suppose Z lié à z par une seule équation 

dont le premier membre U soit une fonction rationnelle des variables z, Z 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



et des exponentielles e" cz, on trouvera, en diffkreiitiant cette éqiiation, 

et, par suite, 

oii, ce qui revient ail ~iiêirie, 

Supposons, par exeiriple, Z li; à a par l'équation 

qiie l'on peut encore 6crire conirne il siiit : 

- z = o. 

On trouvera, en différentiant cette équation, 

ez d Z  - da = O ,  
et ; par suite, 

011, ce qui revient a u  même , 

Il est bon d'ohserver qiie, dans le cas où le nombre des variables iniagi- 
naires représentées par 

z ,... , U ,  O, W ,..., z 

surpasse d'une iiriité le nombre des équations auxquelles ces variables sont 
assujetties, on peut obtenir la différentielle d Z ,  et, par suite, la dérivse D, Z 
de Z considéré comme fonction de a ,  ou en différentiant, comme on vient 
de le dire, les équations données, ou en' tirant d'abord de ces éqiiations 
supposées résolubles la valeur de 2, et en différentiant cet te valeur présentée 
sous la forme 

Z = X + Y i .  

Si, pour fixer les idées, on suppose Z lié a z par I'éqiiation (28), la focc- 
tion implicite Z admettra une infinité de valeiirs distinctes qiii sercnt 
toutes comprises dans la formule 

(30) z = c + 15,  

Ex.  d'An. et de Ph. mat .  T. IV.  [47e livr.) 4 5 
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( 354 ) 
la coiistaiite c désignant l'un quelconque des ternies de la pi.dgi.essioii 
aritliniétiqiie 

. . .  - i x i ,  - 2 n i ,  O ,  2 n i ,  41ri, .... 
Par suite, la dérivée de Z considéré comine fonction de z se rédiiira ton- 
jours à la dérivée de 

D'ailleurs cette dernière dérivée sera, comme on l'a d6ji reinarqiié dans 
l'article précédent, 

(32) D,IZ = f. 

Ilonc, en supposant Z déterminé par l'équation (28) ,  on aiira, coinine 
l'indique la foriniile (q), 

Observons, toutefois, que le calcul est plus simple quand on déduit direc- 
tement la formiile (29) de l'équation (28),  sans recourir aux équations (30) 
et (31). 

On voit, par cet exemple, que pour obtenir la dérivée d'une fonction 
explicite Z de la variahle z ,  dans le cas où cette fonction coïncide avec 
l'une des valeurs d'une fonction implicite déterminée par ilne ou plusieiirs 
équations, il peut être avantageux de différentier directement I'éqiiatioi~ ou 
les équations données. 

En parkant de la formule (32), on obtient. aisément les dérivées d'un 
grand nombre de fonctions explicites qiii peuvent étre exprimées en logn- 
rithines népériens. Ainsi, par exemple, comine on a [page 2801, 

1 ( 1 + z i ) - 1 ( 1 - z i )  
arc tang z = 

z i 3 

on en conclura 

par consi.qiient, 
1 

D, arc tang x = - 
1 + z1 

De même encore, comme, en désignant par n une constarite arbitrairement 
choisie, or1 a identiqueinent [3e vol., page 38 11 
(35) = a  - e a l z  - ? 
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( 355 ) 
011 en conclrira 

ou, ce qui revient au même, 

On trouvera, en particulier, 
1 4 

~xl is  on en concliira, en remplspnt z par I - z2, 

Enfiri, comme on aura. [page 2821 

arc sin z = [\i= + zi], 

on tirera de  cette dernière équation, jointe aiix formules (32) et (38), 

Les fonctions explicites qu i ,  comme arc tang z ,  z", arc sin z , . . . , s7expri- 
rnei~t en logarithmes nkpériens, peuvent être aussi considérées coiiinie 
représentant certaines valeurs de  fonctions implicites déterminées par des 
bqiiations dont les deux membres renferment uniquement des fractions 
rationnelles et des exponentielles népériennes. Ainsi, par exemple, arc fang Z 
est une des valeiirs de Z propres a vérifier l'équation 

za est une des valeurs de Z fournies par le systètne des deux équations 

( 4 2 )  Z = e f f u ,  e " = z ;  

enfin, arc sin z est une des valeiirs de Z fournies par le système cles 
a ions éqil t '  

( 4 3 )  ,z i - u + z i ,  u2 = I - z2. 

Cela posé, on ne doit pas être siirpris de voir que les formules (34) et (36) 
peuvent être dédiiites directement des équations (41) et (42). 
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Mémoire sur les cl+ algébriques. 

Je nomme CL$ algébriques des variables qui n'apyaraissei~t que passagè- 
rement en des formriies où leurs produits sont définitivement reniplacks 
par des quantités qui peuvent être arbitrairement choisies. Ces variables 
riléritent doiiblement le noin de clefs, piiisqiie leur interveiition perriiet, 
non-seillenient d'introduire avec facilité dans le calcul des quantités qui se 
glissent B leur suite, et auxquelles elles ouvrent la porte pour ainsi dire, 
rilais encore de résoudre promptement un grand nombre de questions di- 
verses. 

On peut d'ailleurs employer, corn me clefs algébriqnes, toiites sortes de 
quantités variables, niêine celles que l'on nonime diJCrenlielles et vnrin- 
tions. 

5 Ier. - Considérations gén4rales. Notations. 

Considérons, d'une part, 112 variables 

d'autre part, I I  fonctions linéaires et homogènes de ces variables, repré- 
sentées par 

A, p., v 3 . . . ,  s, 
en sorte qu'on ait 

i X = a , a + b , e + c , ~ +  . . . -  t h , ~ ,  
p.=a,cz+ b ,g+  c,y +...+ I r 2 ï ; ,  

i 
v =: a 3 a  + b3G + c 3 y  + ... + h 3 q ,  

. . . , . . . . . . . . . . . S . . .  

\ s = a n a  + h,g + C,>Y + ... + h,q, 

4 ,  4 ,  4 1 ;  2 2 ,  2 ,  7 ;  3 3 ,  3 ,  , C r ,  h, 
étant des coefficients constants. Le produit 
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de ces fonctions iriultipliées l'une par l'autre dans un ordre déterniiiii: 
poiirra être cléconiposi. en produits partiels dont chaciiii renferniera i i r i  

coefficient constant avec n. facteurs variables égaux oii inPgaiix; et 1'011 

pourra, dans chaque produit partiel, conserver la trace de l'ordre clans 
lequel les iiiul tiplications soiit efi't>ctiiées, en écrivant le premier le facteur 
variable qui appartient à la fonctioir A; puis, a la suite de celui-ci, le fac- 
teur variable qui appartient à la fonction p, . . . ;  puis, à la dernière place, 
le facteur variable qui appartient à la fcnction S. De plus, après avoir ainsi 
décoinposé le produit ( 2 )  e n  pliisieurs teriiies, on pourra, dans chaque 
terme, rerriplacer le produit des facteurs variables par une quantité arbi- 
trairement choisie, et inêine substituer deux quaiitités distinctes à deux 
produits qui ne différeront entre eux que par l'ordre des facteurs. En vertu 
des substitutions de cette nature,  le prodriit ( 2 )  se transformera en iine 
quantité nouvelle que nous appellerons produit symboliqzle, et qiie noiis 
désignerons par la notation 

en renfermant le produit donné entre deux trails verticaux. Nous indique- 
rons les substitutions elles-mêmes sous le noin de trnrrsmutations, et cha- 
cune des quantités siibstituées par le produit auquel on la substitue, ren- 
fermé encore entre deux traits. Enfin, nous nommerons cl@ nlgéb~ iqrce~ 
les variables a ,  6 ,  y,. . ., qui, momentanément admises dans le calcid, 
disparaissent qiiand on passe di] prodiiit ( a )  au prodiiit ( 3 ) ,  et nous dirons 
que ce dernier produit a po~ir jucteurs  syrnbo1iqrre.f les fonctions linbaires 

A, II., v , . . . ,  S .  
Supposons, pour fixer les idées, qiie l'on ait m = 2, n = z, en sorte qiie 

les fortniiles (1) se réduisent aux deux éq~iaticins 

On aura, dans cette I - iypothé~~,  

( 5 )  Ajl=a,cr ,c t2+~iK,cr6  t b , a , & +  b , b , 6 2 ;  

par conséqiient , 

et ,  si l'on assujettit les cleh cc, 6  aux transniutations 

Iu2) = I ,  la61 = a., I6u.I = 3, 16'1 = 4, 
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Ajoutons que la valei.ir dii proclnit symbolique 1 Ap 1 sera niodifiée si 1'011 

échange entre eux les deiix facteurs A ,  p. En effet, en supposant toiijours 
les clefs a ,  6 assujetties aux transmiitations ( 7 ) ,  on trouvera 

Coinine on le voit, en miiltipliant l'one par l'autre des fonctions linéaires 
(le clefs algébriqrres, on construit en quelque sorte un morde dans lequel 
des quantités arbitrairement choisies viennent prendre les places d'abord 
occupées par les divers produits de ces mêmes clefs. Le produit symbo- 
liqiie ainsi obtenu dépend toiit à la b i s  et des coefficients des clefs dans lcs 
foiictions linéaires données, et des quantith siibstitiiées, oii , en d'autre5 
termes, de la nature des transmutations. On concoit, qu'en raison de cette 
nature, un produit syinboliqiie peut acquérir des propriétés qui facilitent 
notablement ln dhonstration d'iin théoréme ou la solrition d'un problerrie; 
et l'habileté d u  calculateiir consiste à choisir les transmutations qui lui 
permettent ci'atteinclre avec moins de travail le but qu'il s'est proposé. 

Si, en adoptant les notations ci-dessus mentionnées, on nomme x iin pro- 
duit de clefs algébriqiies rangées dans un certain ordre, la si~bstitiitioii 
d'iine quantité détermide k aii produit x sera indiquée par la formule 

(10) 1x1 = k. 
Si, dans cette formide on voulait supprimer les traits entre lesquels est 
renferirié le produit x, or1 devrait en même temps, polir éviter toute me- 
prise, siibstitiier au signe = lin signe diffkrent, par exemple le signe = 
qaej'ai déjà employé polir cet iisage dans les C'omptes rerzrlus des séancm 
de I'dcndétnie des Sciences. Alors, b la place de la for mille ( I  O), on obtieii- 
drait celle-ci 

5 II. - Décori?posiiion des sotnme.r rtlternies, connues so~is Ir nom de résultantes, en factcrm 

symboliques. 

Les sommes alternées que  nous avons c l q i  considérées dans le second 
voliiine de cet oiivrage (page 160), peuvent être facilement d6composées eii 
produits symboliques. 

En effet, consid4rons d'abord la soninie alternée s ,  formée avec les quatre 
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ternies d u  tableau 

et foiirnie par I'éqriatioii 

(4  s = S(3- al b , )  = a, b ,  - alb,. 

Si l'on tlorine poiir coefficients à deux clefs algébriques u., 6 dans de i~x  
fonctions linéaires A ,  p ,  les termes qiie renferment la première et la seconde 
ligne liorizoiitale d u  tableau ( I ) ,  on aura nori-seulement 

mais encore 

et, pour que le podu i t  symbolique [>,p. [ se réduise i la résultante s , i l  suf- 
fira &videniment de poser 

Sous cette conditior~ , l'on aura 

(6) s  = IAp.1; 
et A ,  p. seront les facteurs sy~nboliyues de la résiiltante s. 

Si, aux formules (5) on substituait les suivantes : 

( 7 )  Ia"=o ,  a - ,  (6 '21=o,  

dors ,  à la place de l'équation (6 ) ,  on obtiendrait la formule 

I?,pI = sla6J,  
ou 

dans laquelle il suffirait de poser 1 a6 1 = I pour retrouver l'équation (6). 
Remarquons d'ailleurs qne la seconde des formules (7)  peut s'écrire coiniiie 
il siiit : 

(9) la61 + l6aI = O ,  

et que la formiile (9) donne 1 a2 1 = O O U  lg2 1 = O quand on y suppose 
6 = cc. Donc, en définitive, les transn~utations (7) sont toutes trois corn- 
prises dans la formule (9). Donc il suffit de reco~irir A cette formule et i 
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celles qui s'en déduisent, poiir obtenir l'équation (8) ,  e t ,  par suite , poiir 
cléconlposer eii facteurs symboliqiies la somme alternée s ,  c'est-à-dire 13 

rGsultante algkbrique forniée avec les quatre termes (lu tableau (1). 

Gorisidérons inairitenant la somme alternée s formée avec les divers terines 
di1 tableau 

l 
0 1 ,  64, c , , . . . ,  i t l ,  

a?,  h, ,  c , , . . . ,  hz, 
(I o. a 3 , b 3 , c  ...... h a ,  

. . . . . . . . . .  
an, bn, c n , . . . ,  hn7 

et fuiirnie par l'bqiiation 

... le riombre des lettres a, b, c , .  h &tant t'gal à n. Représentoiis d'ail- 
leurs par 

u ,  g7 y,..., -4 

12 clefs algébriques distinctes, et par 

n fonctions linéaires cle ces mèrnes clefs. Si l'on donne à ces clefs pour 
coeîfkierits , clans les forictioiis linéaires 1, p., y,. .., G ,  les termes que ren- 
feiwen t la premiérbe , la deiixieine, la troisième, etc., la dernière ligne ho ri- 
zontale d r i  tableau ( 5 ) ,  c'est-A-dire si l'on pose 

le produit synholiqiie 

sera évideminent une fonction linéaire cl11 produit 

et de tous ceux qu'on petit obtenir en inultipliant l'un par  l'autre ri faciciirs 
tlistiricts oii non distincts, pris dans la suite 
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( 361 ) 

et en plaqant, au bas de ces facteurs écrits à la suite les uns des autres, les 
indices r ,  2 ,  3,. . ., n. Ajoutons que, si l'on représente par k l'un quel- 
conque de ces produits et par k 1x1 le terme proportionnel à k dans le 
second membre de In formule ( 1  3) ,  il suffira, pour obtenir le produit x,  
d'effacer dans le produit k les indices placés au bas des lettres, et d'y substi- 
tuer partoiit la lettre a à la lettre a ,  la lettre 6 la lettre 6 ,  etc., la lettre ~1 

à la lettre 12. 
D'autre part, pour yue le produit k soit l'un de ceux que contient la 

résultante s, il est nécessaire qu'il renferme une seule fois chacune des 
lettres 

a , b , c  ,..., h ;  

et, lorsque cette condition sera reinplie, le produit k pourra être, dans la 
résultante s, affecté du  signe t ou du signe - . II y sera, en effet, affecté 
du signe +, si, pour passer du  produit 

a, b,c, ... hn 

au produit k ,  il faut opérer entre les lettres a ,  b, c, ..., h ,  prises deux li 
deux, un nombre pair d'échanges, et du signe - dans le cas contraire. 
Donc, pour réduire le produit symbolique 1 hpv.. . s 1 , déterminé par la 
formule ( r 3), à la rksultante s, on devra poser 

q i~and l'une quelconque des lettres 

entrera deux ou plusieurs fois comme facteilr dans le produit n, et poser, au 
contraire, 

OU 

( 16) lx[= -1, 

quand le produit x renfermera une seule fois chacune des lettres 

a ,  6,  y,.--, YI, 

la formule (15 )  étant relative au cas où l'on sera obligé d'opérer entre ces 
lettres prises deux à deux un nombre pair d'échanges, pour passer du pro- 
duit 1 agy.. . au produit / x 1. Sous ces conditions, la formule (1 3) donnera 

('7) s = 1 hpv ... 5 1; 
Er. d ' h ,  et de Phys. math., T. IV. (48e livr.) 46 
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( 362 ) 

et, par conséquent, A, ,U , Y,.  . . , seront les facteurs symboliques de la ré- 
sultante s. 

Si, en conservant la formule (ni), on remplapit les formiiles ( 1  5) et (16) 
par les suivantes : 

(18) 1x1 = Iagy... V I ,  
(19) 1x1 = - 1.67 -. V I ,  

alors,à la place de l'équation ( 1  7 ) ,  on obtiendrait la formule 

IXpv ... S I  =slaGy ... v l ) ,  
0 11 

dans laquelle il suffirait de poser 

pour retrouver l'équation (1 7). 
Au reste, pour déduire les formules (141, (18) et (19) des transmutations 

de la forme 

(24 ( & I =  - l a% 

il suffit d'admettre que les transmutations de cette forme continuent de sub- 
sister quand on introduit une ou plusieiirs fois de suite dans les deux 

, membres, entre les traits verticaux, de nouveaux facteurs auxquels on as- 
signe les mêmes places, et qu'elles continuent encore de siibsister quand les 
divers facteurs ne sont pas tous distincts les uns des autres. 

Ainsi, par exemple, si les clefs que l'on considère se réduisent a trois, 

a ,  6 ,  y ?  
on pourra évidemment, avec ces trois clefs, former les six produits sym- 

Alors aussi les transmutations de la forme (22) seront a u  nombre de trois, 
savoir : 

Or, si dans chacune de ces dernières transmutatioris on introduit la clef 
qu'elle ne renferme pas entre les traits verticaux en lui assignant dans 
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chaque membre ou la première ou la dernière place, on trouvera, dans le 
premier cas, 

dans le second cas, 

et, par suite, en nommant 1 x 1 l'un quelconque des produits (a3) ,  on 
' trouvera 

suivant que le produit 1 x 1 se déduira du produit 1 clGy 1 à l'aide aiin nombre 
pair ou impair d'échanges opérés entre les trois clefs a ,  6,  y prises deux à 
deux. Ajoutons que, si les formules (24) et celles qui s'en déduisent conti- 
nuent de subsister quand ces formules renferment deux ou trois facteurs 
égaiix entre eux, elles entraîneront avec elles les transmutations 

c'est-à-dire les transmutations de la forme 

1 x 1 étant le produit synibolique de trois facteurs dont deux au  moins se 
confondent l'un avec l'autre, et chacun de ces facteurs étant l'une des trois 
clefs 

a, g, y- 

On vient de voir avec quelle facilité s'opère la décomposition des sommes 
alternées en facteurs symboliques. Cette décomposition une fois opérée, on 
peut s'en servir avec avantage pour découvrir ou pour démontrer les prin- 
cipales propriktés des sommes alternées. D'ailleurs, les transmutations aux- 
quelles nous avons été conduits par le calcul, ont des formes spéciales 

4s.. 
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( 364 1 
comprises elles-mêmes dans des formes plus ghérales qui mdritent d'être 
remarquées, et qui seront indiquées dans le paragraphe suivant. 

5 III. - Transmutations géom6triques et homogènes. Transmutations et clefs anastrophiqrtes. 

Etant données n clefs diverses 

soient 

divers produits symboliques dont chacun ait pour facteurs quelques-unes 
de ces ciefs.  es transmutations auxquelles on assujettit les clefs a ,  6, 
y,. . . , , pourront être de deux espèces différentes. En effet, chacune de 
ces trms~nutations pourra ou fournir immédiatement la valeur k d'un pro- 
duit symbolique ) x 1 , et se réduire ainsi a la forme 

(1) 1x1 = k7 

ou établir une certaine relation entre divers produits symboliques / 6 1, ( c 1, 
1 n 1. .. . On doit surtout remarquer les transmutations qui foiirnissent les 
rapports géométriques de ces produits, pris deux a deux, et qui seront 
nomrnkes , pour cette raison , transmutations géométriques. Considérons, 
pour fixer les idées, une transmutation géométrique qui fournisse le rap- 
port r de deux produits symboliques 1 x 1 ,  1 c 1. Cette transmutation pourra 
s'écrire comme il suit : 

et le rapport 1. prendra le nom de module. Cela posé, il est clair qu'à chaque 
transmutation géométrique correspondront généralement deux modules 
inverses l'un de l'autre. Car le module r étant le rapport géométrique de 

1 x 1 à 1 i 1 ,  le nzodule inverse 5 ou r-' représentera le rapport inverse de 

1 c 1 à 1 x 1 ,  et la transaiutation ( 2 )  pourra encore être présentée sous sa 
forme 

Cette même transmutation sera nommée réciproque, si la formule (2) con - 
tinile de subsister quand on échange entre eux les produits symboliques 1 I 1, 
1 x 1, c'est-à-dire si l'on a nori-seulement 
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Dans cette dernière hypothèse, la formule (4) devant se confondre avec la 
formule (3),  les deux modules r, r-' deviendront égaux entre eux, et l'on 
aura en conséquence 

r = r- ' ,  

o u ,  ce qui revient au même, 

( 5 )  r 2  = 1, 

puis on en conclura ou 

(6) r =  1, 

0 11 

Les formules (21, (3) ,  (4) seront réduites, dans le premier cas, à la 
transmutation 

(8) 1x1 = 14; 
dans le second cas, à la transmutation 

(9) I x I = - I q ,  
que l'on pourra encore écrire comme il suit : 

Si, dans une transmutation géométrique 

1.1 = + 1 ,  
les produits symboliques 1 x I , I  t 1, que renkrment les deux membres, se ré- 
duisent à un seul et même produit symbolique 1 x 1 ,  le module r sera néces- 
sairement l'unité, et la transformation réduite à la forme 

sera ce que nous nommerons une transmutation identique. 
Si les produits 1 x 1, 1 c 1 sont distincts, mais composés cles mêmes facteurs, 

chacun des facteurs étant l'une des clefs 

et si ces deux produits ne diffèrent l'un de l'autre que par l'ordre dans le- 
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quel ces facteurs sont ecrits, la transmutation 

1x1 =4 
sera dite horrzogéne, quel que soit le module r. Elle sera homogène et réci- 
proqzie si le module r se réduit à l'une des deux qiiaritités - 1, -t- t .  

Le degré d'une transmutation homogène sera le degré même des pro- 
duits dont elle détermine le rapport géométrique, c'est-à-dire le nombre m 
des clefs emgloykes comme facteiirs dans chaque produit. La transmutation 
sera dite binaire, lorsqu'on aura in = a ;  ternaire, lorsqu'on aura m = 3; 
quaternaire, lorsqii'on aura in = 4; etc. 

Ainsi, par exemple, les clefs données étant a ,  6, y, etc., les transmuta- 
tions homogénes 

IgaI= lagl, (6aI = - la61 

seront binaires ou du second degré; les suivantes 

seront ternaires ou d u  troisième degré ; etc. 
Avant d'aller plus loin, il sera bon d'examiner attentivement les divers 

produits symboliques 

191, I X I ,  1 1 1 ,  

que l'on peut former avec m facteurs distincts arbitrairement choisis parmi 
les clefs 

a ,  6, y,..., v ' 

et de  comparer ces divers produits à l'un d'entre eux pris pour type, par 
exemple ail produit symbolique 18 1, dans lequel les diverses lettres qui 
représentent ces mêmes facteurs se trouveraient rangées dans l'ordre indiqué 
par l'alphabet. 

Soit 18 1 l'un quelconque des produits en question. Lorsqu'une clef placée 
avant une autre clef dans l'alphabet, ou ,  ce qui revient au même, dans le 
produit 18 1 sera, au contraire, placée après elle dans le produit 1 8 1, nous 
dirons que le produit 16 1 offre une irzversion relative au système de ces deux 
clefs. Le nombre total des inversions, dans le produit 1 0 1 ,  sera évidemment 
égal s u  inf4rieur au  nombre des combinaisons que l ' a  peut former avec 
m lettres prises deux à deux, c'est-à-dire au rapport 

2 

et pourra d'ailleurs être pair ou impair. En d'autres termes, le nombre des 
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inversions, divisé par s , donnera pour reste O ou 1. Ce reste sera ce que 
nous nommerons l'iizdice du produit 18 1. Cela posé, on pourra partager en 
deux classes les divers produits symboliques formés avec m facteurs dis- 
tincts, et ranger chacun de ces produits dans la première classe ou dans la 
seconde, suivant qu'il aura pour indice zéro ou l'unité. 

Soient maintenant 
l 4 i  1x1 

deux produits symboliques distincts formés avec les m facteurs donn6s. On 
pourra déduire le produit 1 x 1 di1 produit 1 1 1, soit à 19aide d'un seul échange 
opéré entre deux clefs, soit à l'aide de plusieurs échanges de cette espèce, 
et même supposer chaque échange opéré entre deux clefs juxtaposées, c'est- 
à-dire entre deux clefs dont l'une suit immédiatement l'autre dans le pro- 
duit symbolique \ t 1. En effet, à l'aide de semblables échanges successive- 
ment opérés, on pourra toujours, dans le produit symbolique 1 1 1 ,  amener 
tine clef quelconque à une place quelconque. On pourra, par exemple, 
amener à la première place la clef qui occupe effectivement cette place dans 
le produit 1 x 1 ; on pourra ensuite amener A la seconde place la clef qui, 
dans ( x 1 ,  occupe cette seconde place, etc. ; et continuer ainsi jusqu'à ce q u e  
di1 produit symbolique 1 x 1 on ait déduit le produit symbolique 1 t 1. D'ail- 
leurs, lorsque clans un produit de 1 1 ~  clefs distinctes on échange entre elles 
deux clefs juxtaposées, un tel khange fait évidemment naître ou dispa- 
raitre une seule inversion ; par conséquent, il fait passer ce prodiiit de la 
première classe à la seconde, ou de la seconde classe à la première. Donc 
les produits 1 r 1 ,  1 x 1 appartiendront l'un à la première classe, l'autre à la 
seconde, si on peut les déduire l'un de l'autre par lin nombre impair d'é- 
changes siiccessivement opérés entre des clefs juxtaposées; ils seront de 
même classe si le nombre des échanges de cette espèce, a l'aide desquels on 
peut dkdiiire 1 x 1 de 1 1 1 ,  est un nombre pair. 

Si l'on considérait, dans le produit \ r 1 ,  deux clefs a,  6, dont la seconde C 
occuperait, à la suite de cc, non plus la première, mais la Pm" place, il siiffi- 
rait, gour échanger cas deux clefs entre elles, d'amener a l'aide de 1 
échanges successivement opérés entre des clefs juxtaposées, la clef u à la 
place primitivement occi~pée par la clef 6 ,  puis de ramener la clef 6 de la 
place précédente à celle que la clef a occupait d'abord, à l'aide de 1 - I 
autres échanges opérés encore entre des clefs juxtaposées. Le nombre total 
des échanges effectués dans l'un et l'autre cas étant 2 1 - 1, par consé- 
qiient, un nombre impair, nous devons conclure que les produits symbo- 
liques 111, 1x1 seront toujours de classes distinctes, s'ils se déduisent l'un de  
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l'autre à I'aide d'un seul échange opéré entre deux clefs, quelles que soient 
d'ailleurs les places contigiiës ou non contiguës occupées par les deux clefs 
dans chacun des deux produits. 

Par suite aussi, le nombre des échanges à l'aide desqiiels on pourra dé- 
duire l'un de l'autre deux produits 1 I 1, ( x 1 de m facteurs distincts, sera 
toujours, quelles que soient les clefs échangées entre elles, un nombre pair 
si ces deiix produits sont de même classe, ou, ce qui revient au même, si 
la différence de leurs indices est zéro; un nombre impair si les deux pro- 
duits sont de classes différentes, ou ,  ce qui revient au même, si la diffé- 
rence de l e u ~ s  indices est l'unitt5. 

Concevons maintenant qu'après avoir formé les divers produits symbo- 
liques qui peuvent être construits avec tn clefs distinctes, on égale entre 
eux tous ces produits, pris les uns avec le signe +, les autres avec le 
signe -, suivant qu'ils appartiennent à la première classe ou à la seconde. 
La formule ainsi obtenue déterminera les rapports géométriques de tous 
ces ~ rodu i t s  ; et, si l'on nomme 1 1 1 ,  1 x 1 deux quelconques d'entre eux, 
on aura 

(1 4 1x1 = (- I ) ' I I I ,  
1 étant la différence entre les indices des deux produits 1 I 1, ( x  1. En d'autres 
termes, ces deux produits seront liés l'un à l'autre par une transmutation 
homogène et réciproque, dont le module r sera 

(13)  r = (- 1)'. 

L'exposant 1 de - I dans ce module, c'est-à-dire la différence entre les in- 
dices des deux produits, toujours équivalente à zéro ou  a l'unitéi, ser; 
l'indice de la transmutation qui se réduira évidemment à la formule (8) s' 
l'on a Z = O ,  à la formule (9) si l'on a Z = 1 .  

Parmi les transmutations comprises dans l'équation (I z), on doit remar- 
quer la transmutation qu'on obtient quand les deux produits 1 x 1, 1 I 1 se dé- 
duisent l'un de l'autre a I'aide d'un seul échange opéré entre deux clefs, et 
qui est toujours de la forme 

1x1 = - ( c l .  
Telle sera, par exemple, la transmutation binaire 

l& l=  - pq. 
Telle sera encore la  transmutation 

1 a$y& 1 = - 1 agytk 1, 
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( 369 ) 
dans laquelle les deiix produits symboliques 1 &Y$E 1, 1 o.S$E 1 se déduisent 
l'un de l'autre à l'aide d'un seul échange opéré entre les cleux clefs g ,  d. 
Une telle transmutation sera nommée anastrophique, son principal carac- 
tére étant l'espèce d'inversion (uvaorpccpq, inversio, seu corzversio in contra- 
liain partem), qui rhsulte pour un produit syniholiqi~e \ r \ d'un échange 
opbré entre deux clefs. Pour bien voir en quoi consiste cette inversion, il 
suffit d'observer que la valeur d'un produit symbolique peut Ptre repré- 
sentée, comme toute autre quantité, par une longueur portée, à partir d'un 
point fixe, sur une certaine droite, dans une certaine direction lorsque 
cette valeur est positive, dans une direction inverse ou contraire lorsque: 
cette valeur est négative; et qu'une transmutation anastr6phique fait cor- 
respondre à un échange opéré entre deux clefs ou,  ce qui revient au même, 
à l'inversion du système des deux lettres qui désignent ces clefs dans un 
produit syinholique, une autre inversion, savoir le changement de direc- 
tion de la longueur qui représente le produit sy~nboliyue, et qui se trouve, 
après l'échange, dirigée en sens inverse. 

Lorsqu'on ne peut, du  procluit symbolique 1 1  1 ,  déduire le produit 1 x 1 ,  
formé avec les mêmes clefs, à l'aide d'iin seul échange opéré entre deux de 
ces clek, on peut d u  moins passer d'un produit à l'autre à l'aide de plu- 
sieurs seniblables échanges. Alors, pour qiie les produits ( 6 1, 1 x 1 vérifient 
la formule ( 1  2), il suffit évidemment de les assujettir, avec les produits inter- 
médiaires successivement obtenus, aux transmutations anastrophiques dont 
chacune expritne que deux produits consécutifs offrent la même valeur nu- 
inbrique, l'un des deux étant égal à l'autre précédé du signe -. 

Ainsi, par exemple, polir qiie les trois clefs 

a7 6, y 
vérifient la transmutation 

IaQI = I y d j ,  

il suffit qu'elles vérifient les deux transmutations anastrophiques 

formées avec lesdeux produits 1 &y 1, 1 et le produit intermédiaire Iuy61. 
De ce qu'on vient cle dire, il résulte que, pour assujettir un système 

de n clefs 
O. ,  g ?  y 7 . s . 7  7 

à toutes les transmutations homogèires et réciproques de la forme indiquée 

E.r. d'An. et de Ph. math., T. IV. (48= l ivr.)  47 
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par l'équation (1 2), il siiffit de les assiijettir aux diverses transmutations 
anastrophiques que l'on peut former avec des facteurs distincts arbitraire- 
ment choisis parmi ces mêmes clefs. 

Susqii'ici, nolis avons siipposi: que, daris une trai~smutation anastro- 
phique 

1x1 = -p l ,  
les diverses clefs étaient distinctes l'une de l'autre. Supposons maintenant 
qu'il eri soit autrement, et que des deux clefs échangées entre elles, la se- 
conde ne diffère pas de la première. Alors les prodiiitssymboliquee 1 1  1, 
1 x l  ne différerout pas I'iin de l'autre, et la transmutation anastrophique 
donnera 

1x1 = - 1x1; 

ou, ce qui revient au niênie, 

2 1+0, 

et, par suite, 

ilonc, lorsque dans le produit 1 x 1 les diverses clefs employées comme fac- 
teurs ne sont pas toutes distinctes les unes des autres, la transmutation (14) 
peut ètre envisagée comme une transmutation anastrophique dans laquelle 
les deux facteurs échangés entre eux sont représentés par la même lettre. 
Ainsi, par exemple, les deux transmutations 

se confondent avec les deux foi~mules 

c'est-à-dire avec deux transmiitations anastrophiques dans lesquelles les 
deux clefs échangées entre elles sont représentées l'une et l'autre par la 
lettre a. Ajoiitons que, dans les transmutations de cette espèce, on peut 
sans inconvhient écrire sous la forme de puissance un produit de facteurs 
consécutifs égaux entre eux. Ainsi, en particulier, la transmutation 

pourra être présentée sous la forme 

1 as ga y ( = o. 

Les notions précédentes étant admises, considt!rons iin système de clefs 
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assujetties à vérifier les diverses tranç~iiutations anasti*ophiqnes que l'ori 
peut former avec des produits symboliyiies de facteurs tlistincis ou non clis- 
tiricts, arbitrairement choisis parmi ces mêmes clefs. Ce systénie et ces c!& 
seront noininbs nnastrophiques. Cela posé, si le système des clefs 

est anastrophique, tout produit symbolique dans leqiiel une 1il6nie clef el? 

trera une ou plusieurs fois comme facteur, offrira une valeiir nulle. Quant 
aux produits symboliques qu'on pourra former avec des clefs dkterminées, 
prises dans le systéme, niais distinctes les unes des autres, ils offriront toas 

la même valeiir numérique, leurs signes étant semblables oii contraires, 
suivant qu'ils seront de même classe ou de classes différentes. On connaîtra 
donc les rapports géométriques des divers produits symboliques dans les- 
quels entreront les rriêmes clefs supposées distinctes les iines des autres. 
Mais les transriiiitûtions anastrophiqiies, qui btabliront ces rapports, per- 
mettront de choisir arbitrairement l'un des produits spniboliqiies construits 
avec des facteurs donnes. Il convient d'ailleurs d'effwtixer ce clioix de mn- 

nière à simplifier les formules. C'est ce que nous avons & j i  fait dans le 
§ II, ou les clefs 

a ,  6 ,  y,,.., ï7, 

que renferment les façteiirs symboliques d'une sonilne alternée, peuvent 
être corisidérées comnie des clefs anastrophiqiies assujetties à vérifier, nori- 
seulenierit les transmutations :inastrophiques daris lesquelies elles entrent 
comme facteurs, mais aussi la condition 

représentent des produits symboliques de degrés égaux ou inégaux, on peut, 
après avoir multipliéi l'lin par l'autre deux on plusieurs de ces produits, 
remplacer le résultat par le produit unique qii'on obtiendrait si l'on sup- 
prirnait les traits verticaiix qui séparent deux produits écrits à ia suite l'un 
de l'autre. La transmutation qu'on farinera de cette manière sera nommée 
transmutation conjonctive. Telles sont, par exemple, les transniutatioiis 

dans lesquelles 16 1 ne diffère pas de 6, ni 1 E 1 de E .  

47 
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Cela pos6, pour qu'un système donné de clefs 

soit anastrophique, il suffit hidemirient que ces clefs vérifient d'une part 
les transmutations anastrophiques binaires, c'est-à-dire Ies transmutations 
qui se prksentent sous l'une des deux formes 

d'autre part, les diverses transinutations conjonctives formées avec ces inêtnes 
clefs. En effet, pour que les clefs cc, 6, y,. .. , soient anastrophiques, il 
suffit qu'elles vérifient les transmutations anastrophiques dans lesquelles 
deux facteurs consécutifs sont échangés entre eux, et l'une quelconque de 
ces traiismutations anastrophiques pourra toujoiirs être déduite d'une trans- 
mutation anastrophique di1 second degré, jointe à deux transmutations 
conjonctives. Ainsi, par exemple, pour établir l'équation 

iI siiffira de joindre à la transmutation anastrophique binaire 

les derix transinutations conjonctives 

Concevons à présent qu'étant données n clefs anastrophiques 

a ,  6 ,  7 , . - - ,  v7 

on désigue, à l'aide des lettres 

n fonctions linéaires de ces mêmes clefs. Soient d'ailleim 

I I I 7  IKI ,  

deux produits symboliques formés avec m facteurs arbitrairement choisis, 
non pliis parmi les clefs cc, 6, y, .  . . , v ,  mais parmi les termes de la suite 1, 
p., Y, . .  ., S. Enfin, supposoris que les prodnits 1 II, \KI, dont les facteiirs sont 
les mêmes, se déduisent l'un de l'autre à l'aide d'un seul échange opéré 
entre ces facteurs. On pourra décomposer (1  1 et IKI en produits partiels qui, 
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pris deux à deux, se correspondront et revêtiront les formes 

A désignant iin coefficient constant, et 1 I 1, 1 x 1 deux produits symboliques 
fornks tous deux avec les clefs a ,  6, y, ..., ul rangées dans un ordre tel, 
que ( x 1 se déduise de ( L \ à l'aide d'un seul échange opéré entre ces clefs. Or, 
les clefs a ,  6, y,. . . , ul étant supposées anastrophiques , on aura 

Donc les produits symboliques (1 1, 1 K 1 se composeront de termes qui, pris 
deux à deux, seront égaux, aux signes près, mais affectés de signes con- 
traires, et l'on aura encore 

Ainsi, par exemple, dans l'hypothèse admise, les termes de la suite 

vérifieront les transmutations anastrophiques 

Il y a plus : la formule (17), qui siibsistera quels que soient les facteiiis 
échangés entre eux dans les produits II 1 et 1 K 1 ,  s'étendra, dans l'hypothèse 
admise, tout comme la transmutation anastrophique 

au cas même où les deux facteurs échangés entre eux seront représeiit4s 
par la même lettre, et donnera dans ce cas 

ou ,  ce qui revient au même, 
a l K I = o ,  

et, par suite, 

(18) (KI  = o .  
On aura, par exemple, 
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ou, ce qui revient au niême, 

Il2[ = O ,  1PpI ='O, .... 
Cela posé, la suite 

1, p, y,..., 5 

composée de termes qu i  vSrifieront les transmutations de la forme ( 1  7)  
ou (1  B), c'est-à-dire les transm~itations anastrophiques formées avec des 
produits symboliques de facteurs arbitrairement choisis parmi ces termes, 
pourra être considérée comme représentant iin noiiveau systéme de clefi 
anastrophiques. En conséquence, on pourra énoncer la proposition sui- 
vante : 

Théorème. Si, avec n clefs anastrophiqiies 

on coristruit n fonctions linéaires 

1, p, V , . . . ,  5, 

ces fonctions constitueront encore 1111 système de clefs anastrophiques. 

5 1 V .  - Sur les fonctions représent&es par des produits symboliques de clefs anastropIrry ucs. 

Dans le § II de ce Mémoire, la recherche des facteurs syiriboliques des 
sommes alternées nous a mis sur la trace des clefs anastropfiiqiits. En sui- 
vant m e  niarche inverse, nous allons déchire de la considération de ces 
mêmes clefs, non-seidement la notion des sommes alternées connues sous 
le nom de résultantes, mais encore leiirs principales propriétés. 

Soient 
a, g ,  y,..., v 

n clefs anastrophiques, et 

, , , S 

n fonctions linéaires de ces clefs, déterminées par les équations ( 1  a) cli i  

§ I I ,  c'est-à-dire par les formules 
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1,e prodiiit symbolique 

IApv... SI ,  
décomposé en produits partiels, ne pourra offrir aucun terme dans lequel 
entre deux ou plusieurs fois, comme facteur, l'une des clefs 

par coiiséqiient aucun terme dans lequel reparaisse deux ou plusieurs fois 
l 'uni des lettres 

a , b , c  ,..., h ;  

mais il renfermera, outre le produit partiel 

d l  b 2 ~ 3 ' . .  hn IaSy... 

tous ceux qu'on p u t  en déduire, soit à l'aide d'un échange opéré cl'iiiie 
part entre deux clefs, d'autre part entre celles des lettres 

qui correspondent a ces deux clefs, soit à l'aide de plusieurs &changes de 
cette espèce. D'ailleurs, comme un échange opéré entre deux clefs dans un  
produit de la forme 

I a Q . . .  V I  
a pour effet unique de changer le signe de ce produit, on doit évideminerit, 
de ce qu'on vient de dire, conclure que l'on aura 

s étant la soirime qu'on obtient quand au  prodiiit 

on ajoute ceux qii'on peut en déduire à l'aide d'un ou plusieurs échanges 
opérés entre les lettres u , 6 ,  c ,. . . , h , chacun de ces derniers produits étant 
pris avec le  signe + ou avec le signe -, suivant 'que le nombre cles 
échanges est pair ou impair. Or la somme ainsi formGe est précisément la 
somme alternée qu'on nonime la résultante du tableau 
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et ,  pour réduire le produit symbolique 1 hpv.. . G 1 à cette n~ênie soinme, if 
suffit cle poser 

( 5 )  la+, u l )  = 1, 

ce qui réduit I'itquation (2) à la formule 

( 6 )  .Y= IXpv ... 51, 
dkjà obtenue dans le § II. 

Le degré de la résultante s n'est autre chose que le degré du  produit (3 )  
et des produits de merne espèce, c'est-à-dire le nombre n des facteurs ren- 
fermés dans chacun de ces produits. 

Si la résultante s est du second degré, la formule (6) donnera 

(7)  s = I À p I = a l b 2 - a 2 b l .  

Si la résultante s est du troisième degré, on trouvera 

(8) s = I h p v { = a , b 2 c s - n , b , c , + n , O , c ,  - a , b , c , + c z , b , c , - a , b 2 c , ,  
etc. 

En général, si l'on désigne par la notation 

S ( * u , b z c  3... h,) 

la somme qu'on obtient en ajoutant au produit (3 )  ceux qui s'en d4duiseiit 
l'aide d'échanges opérés entre les lettres a ,  b , c ,  etc., prises deux à 

deux, chacun de ces produits étant pris avec le signe + ou avec le signe -, 
suivant que le nombre des échanges est pair ou impair, la formule (6) 
donnera 

(9) S =  I X ~ J  ... 51  = S ( ( n , b , c  ,... h,,). 

Parmi les produits dont se compose la résultante s, le produit (3) ,  c'est- 
a-dire ie produit des termes rangés, dans le tableau (4) ,  sur la diagonale qui 
renferme le premier terme a , ,  mérite d'être remarqué. Nous le nommerons 
produit principal. Les diverses lettres qui entrent dans ce produit, et les 
divers indices écrits au bas de ces lettres caractérisent, dans le tableau ( 4 ) ,  
d'une part les ternies situés dans les diverses lignes verticales, d'autre part 
les termes situés dans les diverses lignes horizontales. Un échange opéri! , 
dans le produit principal a, b, c , .  . . h,,entre deux lettres que renferment deux 
lignes verticales données, a le même effet qu'un échange opéré entre les 
indices qu'elles portent; et chacun des qui se déduisent du produit 
principal, a l'aide de semblables échanges, renferme nécessairement un 
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se111 terme pris dans chaque ligne verticale du  tableau ( 4 ) ,  et un seul 
terme pris dans chaque ligne horizontale. D'ailleurs, ces produits peuvent 
être partagés en deux classes, chaque produit étant de première ou de se- 
conde classe, stiivant qu'il se déduit du produit principal par uil nombre 
pair ou impair d'échanges; et la résultante s est simplement la somme qu'on 
obtient quand, aux produits de première classe pris avec le signe +, on 
ajoute les produits de seconde classe pris avec le signe -. 

Lorsqu'oii échange deux lettres entre elles ou deux indices entre eiix, 
non plus dans le produit principal, mais dans la résultante s 7  on voit 
cliaque produit partiel, et, par conséquent, la résultante elle- même, 
changer de signe. Donc la résultante s change de signe lorsqu'on échange 
entre elles deux lignes verticales ou  deux lignes horizontales du ta- 
bleau (4). 

Lorsqu'en faisant tourner le tableau ( 4 )  autour de la diagonale qui ren- 
ferme le premier terme a, ,  on échange entre elles les lignes verticales et 
horizontales de ce tableau, chaque classe comprend toujours les mêmes 
proclriits; et, par suite, l'échange opéré entre les deux espèces de lignes 
n'altère ni le produit principal formé avec les termes situés sur la diagonale 
autour de laquelle tourne le tableau (14), ni la résultante S. Donc la r6sul- 
tante s du tableau (4) est aussi la résultante du suivant: 

qui transforme cette résultante en im produit symbolique, on peut sup- 
..... poser les facteurs 1, p ,  v ,..., 5 liés aux clefs anastrophiques a,  6, y v ,  

OII par les formriles ( I ) ,  on par les suivantes : 
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La formule (6) suppose les clefs a, 6, y,. . , , ul assujetties à la condition (5). 

Si l'on écartait cette condition, alors, comme on l'a dkjà remarqué clans le 
§ II ,  la formule (2 )  donnerait 

Cette dernière équation renferme un théorème qu'on peut énoncer comme 
il suit : 

r "' Théorème. Soient 

a, 6 ,  y,..., U], 

et 

deux systèmes de clefs anastrophiques liés entre eux par des équations qui 
déterminent les clefs 1, p ,  v ,  .. . , 5 en fonctions linéaires des clefs a, 6 ,  
y , .  . . , u]. La résultante algébrique s du tableau formé avec les coefficients 
de ces dernières clefs sera le rapport des produits symboliques 1 Xyv.. . s 1, 
Ja6y ... V I .  

Soit maintenant 
A , M , N  ,..., 2 

un troisième système de clefs anastrophiques lié au second système par des 
équations linéaires qui déterminent les clefs A, M , N,. . . , 2 en fonctions 
linéaires des clefs A ,  p, v ,.. ., 5 ;  et nommons s la resultante du tableau formé 
avec les coefficients de ces dernières clefs dans les fonctions dont il s'agit. 
On aura encore 

Mais, d'autre part, si dans les équations qui déterminent A ,  M ,  Pu',. . ., L 
en fonctions linéaires des clefs A ,  IJ. , Y , .  . . , 5 on substitue les valeurs de ces 
dernières clefs exprimées en fonctions linéaires de a ,  6 ,  y,. . . , YI , on ob- 
tiendra de nouvelles équations qui détermineront immédiatement A ,  M, 
N,. .. , 2 en fonctions linéaires de a, 6 ,  y,. . . , YI. Soit 8 la résiiltante du tableau 
formé avec les coefficients de a, 6, y,. . ., YI pris dans ces nouvelles éqiia- 
tions. On aura encore 

1 AMN ... ~ 1 .  
( 1 4 )  S = ( ; tg y . . .  ? 1  

Or, des formules ( 1  2),  (1 3), (1 4 ) ,  on tire 
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( 379 
et la formule (15) renferme &videmirient un théorème qu'on peut énoncer 
coinme il suit : 

ze Théorème. Soient 
S ,  s 

les résultantes algébriqiles de deux tableaux dont chaciin renferme na 
teriries ranges sur n lignes verticales et sur ?a lignes horizontales. Soient encore 

trois systèmes de clefs anastrophiqiies liks entre eux par deux systèmes d'é- 
qiiations qui déterminent : I O  les clefs A ,  p ,  v,. .., s en fonctions linéaires 
de a ,  6 ,  y ,..., q ;  2 O  les clefs A ,  M,  N , .  .., 2 en foi~ctions linéaires de A, 
p., v , . .  ., S .  Enfin, supposons que les ternies du premier tableau soient les 
coefficients de a ,  6, y,. .., daris le premier système d'équations, et que, 
pareillement, les termes du  second tableau soient les coefficients de 1, p., 
v  ,..,, s dans le second système d'équations. Le produit des deux résul- 
tantes algébriques s, s sera encore une résultante algébrique, savoir la ré- 
sultante du tableaii qui aura pour termes les coefficients des clefs a ,  6,  
7, ..., ~1 dans A, M, N, ..., 2 exprimés en fonctions linéaires de ces mêmes clefs. 

Concevons, pour fixer les idées, que les résultantes s, s se rapportent A 
deux systèmes de quantités dont les unes, désignées par des lettres italiques, 
soient celles qiie renferme le tableau (4)  ou ( I O ) ,  les autres étant d6signées 
par des lettres romaines et renfermées dans le tableaii 

..... En prenant les termes du tablean ( 1  6) poiir coefficients de A,  p ,  v s 
..... dans les valeurs de 6, M, N 2 ,  on aura 
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puis, en substituant dans ces dernières équations les valeurs de 1, p, v ,  .... 
tirées des formules ( I  I ) ,  et en posant, pour abréger, 

quels que soient d'ailleurs les nombres entiers Z,  m ,  on trouvera 

Donc, en vertu dei 2e théorème, le produit s s  des deux résultantes algé- 
briques s ,  s sera la résultante algébrique 8 des termes renfermés dans le 
tableau 

h , , ,  k4,W k4,89..., k4,n, 

'2,9? k 2 , 2 7  k 2 , 8 9 * a ' ?  '2,Il, 

( 4  k3,47 ka,2v k8,37*--7 k3,n, 
. . . . . . . . . . . . . .  
kn.4, kn,2, knCn,3,.*.9 kn,n; 

et l'on aura généralement 

On trouvera, en particulier, pqur n = z , 

(22 )  ~ ~ . 1 k 2 , ~ - ~ , . ~ k ~ , , = ( a , b , - a , b , ) ( a , ~ , - a , b , ) ,  

ou,  ce qui revient au même, 

Concevons, à présent, que l'on veuille composer une résultante algé- 
brique s ,  non plus avec tous les termes du tableau (zo), mais seulement 
avec quelques-iins d'entre eux, dont le nombre soit m2, savoir avec ceux 
que renferment nz lignes verticales et m lignes horizontales déterminées. On 
pourra encore exprimer cette résultante a l'aide d'une équation analogue 
à la formule (1 4 ) ,  par le rapport entre deux produits symboliques du de- 
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( 381 1 
gré m , formés le premier avec quelques-unes des clefs A ,  M , N,. . . , 8, le 
second avec quelques-unes des clefs cr., 6, y, .  . ., u , les clefs dont il s'agit 
étant celles q i i i ,  dans les formules ( 1 9 ) ~  appartiennent aux mêmes lignes 
verticales ou horizontales qiie les termes di1 tableau (20) renfermés dans la 
résultante S .  Effectivement, pour déduire des kquations(rg) la résultante 
sous la forme indiquée, il siiffira évidemment d'annuler celles des clefs 
anastrophiqiies a, 6, y, ..., dont les coefficients seront toiis distincts des 
termes renfermés dans 8. .Ainsi, par exemple, si l'on veut réduire s à la 
résultante 

ki,4k2,2 - k i , a h , i  

formée avec les lettres que contiennent les deux premiéres lignes verticales 
et les deux premières lignes horizontales du tableau (20 j , il suffira d'an- 
nuler les clefs 

a9 6, Y?..., u ?  

9 l'exception des deux preniiéres, et alors les équations (rg), réduites aux 
formules 

donneront 

Pareillement, si l'on veut réduire s à la résultante des termes compris 
dans les trois premières lignes horizontales et dans les trois premières 
lignes verticales du tableau (no),  il suffira d'annuler les clefs anastro- 
phiques 

cr., 6, y,..., a ,  

à l'exception des trois premières, et alors les 6quations ( r 9 ) ,  rkduites aux 
formules 

i A = X - i , ,  a + k , , ag+  kt,, y, 

( 26) M = h,, a + k 2 , J  +- k 2 , 2  y ,  
= k8, î + X - 3 , 2  3- k 3 , 3  7) 

donneront 

Cela posé, on pourra généralement énoncer la propositioh suivante : 
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3" Théorème. Supposons qu'après avoir effacé dans le tableau ( 2 0 )  tous 
les termes non compris dans m lignes verticales et m lignes horizontales 
déterminées, on cherche la résultante 3 des termes coriservés. 11 suffira, 
pour l'obtenir, d'effacer, dans les deux termes di1 rapport 

d'une part, quelques-unes des fonctions linéaires de a, 6, y,. . . , représen- 
tées par A ,  M , N,. . . , 8 ,  savoir celles qui ne renferment aucun des termes 
conservés ; d'autre part, quelques unes des clefs a, 6,  y,. . . , q, savoir celles 
qui ,  dans les formules ( ~ g ) ,  n'ont jamais pour coefficients ces mêmes 
termes, puis d'annuler, dans les valeurs de A ,  p, v , .  . . , 5 données par les 
formules (1 i), les clefs effacées dans le produit symbolique 1 &y ... ui 1. 

En s'appuyant siir le théorème précédent, on pourra facilement exprime1 
la résultante supposée du degré rn, non plus par le produit unique s: 
des résultantes construites avec les termes des tableaux (4)  et (16), commi 
dans le cas OU l'on avait rn = n ,  mais par une somme de produits de résiil. 
tantes du degré m , formées chacune avec les termes compris à la fois dans n 
lignes verticales et dans m lignes horizontales de l'un de ces tableaux 
Ainsi, par exemple, si l'on suppose in = 3, rz = 2, les deux premières dei 
é uations (1 7) ,  réduites aux formules 1 

les valeurs de s ,  s', su étant 

Mais, d'autre part, les équations ( I  I ) ,  réduites aux forrriules 

par l'anniilation de y, donneront 
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les valeurs'de s, s', s" étant 

Donc, en définitive, on aura 

et la formule (25) donnera 

Donc, en substituant à chaque résultante sa valeur, on aura 

La valeur de s que fournit l'une quelconque des formules (&), (27), etc., 
pourra toujours être ainsi déconiposée en produits partiels, par une tyua- 
tion de la forme 

et l'on pourra ainsi déduire du 3e théori?me celui que nous allons énoncer : 

4" Théorème. Concevons que, dans chacun des tableaux (4) et (1 6), on 
efface tous les termes non compris dans rn lignes horizontales, ces lignes 
poiivant occuper des places différentes dans les deux tableaux, puis ajou- 
tons entre eux les produits binaires qu'on obtiendra en multipliant respec- 
tivement les divers termes d'une ligne horizontale conservée dans le ta- 
bleau (4) par les termes correspondants d 'me  ligne horizoritale coiisei*vée 
dans le tableau ( I G ) .  La soruiue ainsi formée et les sommes semblables se- 
ront représentées dans le tableau (20)  par divers termes coinpris dans 112 

lignes horizontales et rn lignes verticales déterminées. Nommons S la résul- 
tante de ces derniers termes. Soient d'ailleurs s la résultante du degré tn 

forniée avec les termes qui occupent m places arbitrairement choisies tlaiis 
les lignes horizontales coiiservées di1 tableau ( 4 ) ,  et s la résultante formée 
avec les termes correspondants du tahleau (16). Le produit ss, ajouté à tous 
les produits du même genre, donnera pour somme la rksultante S. 

Parmi les propriétés que possèdent les résultantes algébriques, on doit 
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remarquer celles qu'expriment les ze et 4e théorèmes, ou, ce q u i  Fevient a u  
même, les formules (15) et (32). Ces formules, que j'ai données pour la 
première fois dans le 1 7 ~  cahier. du Journal de Z31?cob Polytechnique 
[voir aussi dans le même cahier un Mémoire de M. Binet], sont d'ailleurs 
des conséqiiences immédiates des rer  et 2" théorenies con~pris dans la for- 
i nde  (1 a),  qui, dans le cas où l'on pose 1 clGy.. . -0 ) = I , se réduit à l'équa- 
tion (6). Ils se rattachent donc intimement à la décomposition des résul- 
tantes en facteurs symboliques représentés par des fonctions linéaires de 
clefs anastrophiques. 

En appliquant à des cas spéciaux les formules établies dans ce paragraphe, 
on en obtient d'autres qu'il sera bon de mentionner et que nous allons rap- 
peler en peu de mots. 

Si le tableau (4) coïncide avec le tableau ( 1 6 ) ~  les formules (1 5) et (30) 
donneront, la première, 

t 33) S = s2 ;  

la seconde, 

( 34 )  S = SV st2 4- sSn 4- ..., 

et, en conséquence, la rZsultante algébrique s se trouvera réduite à un 
carré parfait ou à la somme de plusieiirs carrés. Alors aussi, on tirera en 
particulier de Ia formule (23) 

(35) (a: -+ b:) (a; + b z )  - ( a ,  a, + b, b,)' = (a, b2 - a, bJ2, 

ou ,  ce qui revient au meme, 

(36) (a: -t- 6:) ( n i  -+ b,), = (a, a, -t- b, bai2 + (a, 6, - a, b,)', 

et,  de la formule (3 r )  , 

En réduisant a,, b, ; a,, b, a des nonibres entiers, on tire de l'équation (aoj 
un théorème connu, savoir qu'une somme de deux carre's, multipliée par 
une autre sornuze de deux carrés, donne encore pow produit une sornrne 
de deux carrés. Quant à la formule ( 37 ) ,  elle est précisément celle qu'on 
obtient lorsqu'on projette sur trois plans rectangulaires la surface d'un 
triangle dont les trois sorrimets ont pour coordonnées respectives les 
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et qu'on égale le carré de cette surface a la somme des carrés de ses trois 
projections. 

Si des trois sy stenies de clefs anastrophiques 

le troisième coïncide avec le premier, les équations (17), réduites à la 
forme 

a = a , A + b , p + c , v +  ...+ h , ~ ,  
& = a , X + b , p + c , v +  ...-t- h,q, 

ne devront pas différer .de celles qui se (Muiraient des forinules (1) ré- 
solues par rapport a a ,  6 ,  y ,..., v ,  Dans le nième cas, la formiile ( 15 )  

donnera 

et l'on pourra, en conséquence, énoncer la proposition suivante : 
. 5e Théorètne. Soient 

deux systèmes composés chacun de n variables, et siipposoiis les variables 

1, P ,  Y, .  . . , s repréiseiitées par des fonctions linéaires et homogènes de a, 6, 
y ,..., r ] .  On pourra, poiir l'ordinaire, exprimer aussi a,  6 ,  y,. .  ., r] eri fonc- 
tions linéaires et de 1, p, v,. . . , S, et les deux tableaux formés I O  avec les 
coefficients de c/., 6, y ,..., rl dans les valeurs de A, p., v ,..., s ;  2" avec les 
coefficients de A, p,, v,  ..., s dans les valeurs de a, 6, y ,..., q ,  auront pour 
résultantes algébriques deux quantités dont le produit sera l'unité. 

La résultante algébrique des termes que comprend un tableau donné peut 
être présentée sous une forme remarquable, lorsque, dans ce tablean, cha- 
cune des lignes horizontales ou verticales est composée de termes qui for- 
ment u n e  progression géomktriqiie. Siipposons, poiir fixer les idées, qiie le 

E x .  d'An. et de Ph. math., T. IV. (48e l i t  r. ) 49 
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tableau (4) se réduise au  suivant : 

dans lequel chaque ligne verticale est cêmposée de termes qui forment une 
progression géométrique, le reste de cette progression étant a  dans la pre- 
mière ligne verticale, b dans la seconde. La résultante s des termes que 
renferme le tableau (40) sera, en vertu de la formule (g), 

... Si chacune des quantités A, B, C,. H se réduit à l'unité, o u ,  ce qui 
revient au même, si le tableau (40) se réduit au suivant : 

I I ,  1 ,  l , . . ,  1, 

a, b, c , . . ,  h ,  
..... a Z ,  ba, c2  h2 ,  

. . . . . . . . . . . . . .  

on aura simplement 

( 4 3 )  s = S(-t- a 0 b 4 c  =... Pi), 

et cette dernière valeur de s ,  considérée comme fonction de l'une quel- 
conque des quantités a, b, c, .  .., h sera une fonction entière du degré 
n - 1. D'ailleurs, un échange opéré entre deux de ces quantités, par 
exemple entre a et b ,  changera s en - S .  Donc s s'évanouira si l'on pose 
b = n ; et si l'on pose 

b = a + r ,  

s s'évanouira pour une valeur nulle de r. Donc, dans cette dernière suppo- 
sition, la résultante s, réduite à une fonction entière des quantités a ,  
c l . .  ., h et de la différence 

r = b -  

ne renfermera aucun terme indépendant de r, et sera de la forme 

S = r R ,  
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( 3 8 7 )  . 

R étant une fonction entiére de a, c ,..., h ,  r, ou, ce qui revient au inGme, 
de a, b, c,. . ., h. Ainsi la résultante s, déterminée par la formule (43 ) ,  a 
pour facteurs algébriques la différence b - a. On prouvera de même qu'elle 
a pour facteur chacune des différences 

que l'on forme en retranchant l'une de l'antre les quantités 

combinées deux à deux de toutes les manières possibles. Donc, si l'on 
nomme k le produit des différences comprises dans le tableau (44) ,  la for- 
mule (43) donnera 

s =  Kk, 

K étant ou un nombre constant ou une fonction entière de a, b, c, ..., h. 
J'ajoute que, de ces deux hypothèses, la première est seiile admissible. En 
effet, comme, dans le tableau (44) ,  TL - I termes, savoir ceux que contient 
la première ligne, renferment la quantité a, le produit k considéré comme 
fonction de a sera, ainsi que s, du degré n - I . Donc le coefficient K devra 
être indépendant de a ; on prouvera de même qu'il est indépendant de b,  , 
de c ,  etc., de h. K sera donc un nombre. Pour obtenir ce nombre équiva- 

lent au  rapport i 9  il suffira d'observer que le produit principal 

( 4 5 )  a" bi ca... hn-4 9 

formé avec les termes situés dans le tableau (42)  sur la diagonale qu i  ren- 
ferme le premier terme 1 ,  se présente une seule fois, pris avec le signe + , 
non-seulement dans le développement de la résiiltante 

mais aussi dans le développement du  produit k des différences comprises 
dans le tableau (44), attendu que, dans ce dernier développement, le seul 
produit partiel de la forme 

bc2.. . An-' 

est évidemment celui que l'on trouve en réduisant chacune de ces diffé- 

49. 
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rences à son premier terme. Donc le nombre K ne pourra différer de 1'11- 
nité, et la formule (43) donnera 

oii , ce qui revient au mêrrie, 

( 4 6 )  s = ( b - n ) x  (c - a ) ( e - b ) x  ... x ( h - a ) ( h -  b) ...( h - g ) .  

Par suite aussi, la formule ( 4 1 )  donnera 

(47) s=ABC? ... H ( b - a ) x  ( c - a ) ( c - b ) x  . . .  x ( h - a ) ( h -  b) ...( h - g). 

En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante : 
6" Théorème. Lorsque les termes avec lesquels se forme une résultante 

d u  degré n sont, dans chaque ligne verticale du tableau qui la renferme, 
en progression géométrique, il suffit, pour obtenir cette résiiltante, de mul- 
tiplier le produit des termes 

compris dans la première ligne horizontale de ce tableau, par le produit des 
diff&wices que fournissent les rapports 

des progressions géométriques auxquelles appartiennent ces mêmes termes, 
quand on retranche siiccessivement chacun de ces rapports de toiis ceux 
qui le suivent. 

5 V. - Méthodes diverses pour la détermination des résultantes algébriques. 

Soit toujours s la résultante du tableaii 

Le calcul direct des produits partiels, dont la lettre S indique la somme et 
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dont le nombre V est déterminé par la formule 

deviendra kvidemment très-pénible pour de gandés valeurs de n. Mais 
l'emploi des clefs anastrophiqiies offre divers moyens d'éviter ce calcul dans 
la détermination de S. 

En premier lieu, pour déduire s de la formule 

dans laqiielle on a 

il suffira de multiplier siiccessivemerit I'iiu par l'autre les facteurs A, p, 
... Y ...., S, en assujettissant les clefs a, 6, y , .  Y aux transmutations anastro- 

phiques binaires et aux transmutations conjonctives des divers degrés. Si, 
pour abréger, l'on désigne, à l'aide des notations 

les résultantes algébriques 

et à l'aide de notations semblables les résultantes semblables déduites des 
précédentes par des échanges opérés entre les lettres a, b, c ,  ..., h ;  si d'ail- 
leurs on range les facteiiis que renferme chaque produit symbolique dans 
l'ordre indiqné par l'alphabet, on aiira successiveinent 

.... IXp"= (a,  b,c)IagyI + (a, b,cE)IagdI+ ...+( b,c,d)IGyd) + 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

... 51 = (a ,  b, c ...., h )  lagy ... Y I ,  
et l'on reconnaîtra que, pour déterminer les coefficients 

(a ,  b ) ,  ( a ,  c ) , . . . ,  ( b ,  +., (a, b ,  c)? ..a. (a, b ,  c,..., h ) ,  
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dont le dernier est précisément la résultante s, il suffit de recourir à des 
équations de la forme 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - S . .  - > 

(a, b , ~  ,..., g, h ) =  (a ,b,c  ,..., g)hn -...+(- r)"'(b,c ,..., g, h)a,.  

Lorsqu'on opère ainsi, le calciil de la résultante s exige la formation de 
produits con~posés chacun, non plus de n facteurs, mais de deux facteurs 
seulement, et le nombre % de ces produits, déterminé par la formule 

croît beaucoup moins rapidement que le riomhre N= r .2.3.. . n. 
Lorsque les divers ternies du tableau (1) sont connus et donnés en nom- 

bres, on peut se dispenser d'écrire les équations (7) et autres semblables, 
et se borner à déduire, de multiplications successives, la valeur du produit 
1 Apv.. . s 1 qui, divisé par ( agy . .  . 1, donne pour quotient la résultante S. 

Supposons, polir fixer les idées, que le tableau ( 1  ) se réduise an sui- 
vant : 

1, 2, 3, 
3, 1, 27 

on aura 
À =  a + z 6 + 3 y ,  
, u = 3 a +  6 + 2 y ,  
v = a a + 3 6 +  -y; 

et, par suite, 
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Pour déduire la résultante s de la formule (4) ,  il n'est pas nécessaire de 

construire chacun des produits 

IAp 1 ,  I1i.y 1, l4v l , - - ;  
il suffit de multiplier l'un par l'autre, dans l'ordre qu'indique l'alphabet, 
d'abord les facteurs A, p, v ,  . . . , s pris deux à deux ou trois à trois, etc., puis 
les produits binaires ou ternaires, etc., ainsi formés, de manière à obtenir 
facilement le p~oduit  1 Apv ... ç 1. Ainsi, par exemple, si l'on a n = h, alors, 
pour obtenir le produit final 1 Apvp 1, et, par suite, la résultante s, il suffira 
de former les deux produits binaires 1 Ap 1 ,  1 v p  1 ,  puis de les multiplier l'un 
par l'autre. Quelquefois, cette méthode est préférable à celle qui consiste 
dans la formation successive des trois produits / hp 1, 1 Apv 1, ( hpvp 1. Conce- 
vons, pour fixer les idées, que l'on demande la résultantes d'un tableau de 
la forme 

a, b, c, d, 
d, a ,  b, c ,  

C, 4 a, b, 
6, c, n7 a, 

on aura 
A =  a a t  b6'+ c y  + dd ,  

,u=da+ag+ by + c d ,  
v = C a  + d g + a y  + b$ ,  
p = b a + c g + d y + a $ ;  

et,  par suite, 

De plus, coninle pour déduire v de A, ou p de p , et, par suite, 1 v p  ( de 
1 Ap 1 ,  il suffira d'échanger entre elles, d'une part les clefs F, y ,  d'autre 
part les clefs 6, 8, la forinule qui précède entraînera la suivante : 

Après avoir ainsi obtenu les valeurs des deux produits symboliques 
1 Ap 1, Ivp 1, on pourra, de ces deux produits multipliés l'un par l'autre, 
tirer immédiatement la valeur du prodilit symbolique ( Apvp 1 ,  par consé- 
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quent celle de 

et l'on trouvera definitivement 

s = (ua - + ( c c -  bd)a - ( h a  - - (d" ac)' 
+ 2 (ab  - c d )  (bc - ad) .  

Lorsque, dans la formiile ( 4 ) ,  le facteur A dbpend uniquement de la 
clef a, c'est-à-dire lorsqiie la prerniPre des équations (5) se r6diiit à . 

la formule (4)  donne simplement 

et l'on peut,  dans les valeurs de p, v ,  ..., 5 remplacer a par zéro. En s'ap- 
puyant sur ces remarques, on démontre aisément les propositions sui - 
vantes i 

iec  T/iéor%me. Etant donnés deux systèmes anastrophiques 

composés chacun de n clefs, et liés l'un a l'autre par les équations ( 5 ) ,  
concevons que l'on exprinie a, 6 ,  y,. . ., ul en fonctions linéaires de clefs 
nouvelles 

y ,  x 7  qJ...., u ,  

dont le nombre soit égal ou supérieur à ri - 1 ,  mais de manière à vhfier  
l'équation de condition 

(9) h = o .  

La rbsultante s, determinke par la formiile ( b ) ,  sera équivaiente au produit 
du coefficieu de v. dans A par le rapport géoinbtrique des valeurs noiivelles 
qu'acquerront les deiix produits symboliques 

Corollaire. Les~nouvelles clefs y ,  X, +,. .. , v,  dont le nombre doit être 
égal ou supérieur à n - 1, pourraient n'être pas distinctes des clefs g, 
y ,. . ., o , et alors, à la place di1 premier thloreriie , on obtiendrait le siii- 
vant : 
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ze Théorème. La résultante s, déterminée par la formule (4), est égale 

au produit du coefficient de a dans À par la valeur qu'acquiert le rapport 

lorsque, dans ce rapport, on exprime p, v. .  . ., en fonction des n - I 
clefs 6 ,  y,. .., u ] ,  a l'aide des formules (3) jointes à l'équation (9). 

Supposons, pour fixer les idées, pz = 3. Alors la résultante 

pourra être, en vertu du second théorème, présentée soiis la forine 

on pourra donc la déterminer en calculant trois rapports géométriques, 
savoir, 

cinq produits binaires et un seul produit ternaire. Généralement, a l'aide 
du second théorème, on pourra déterminer une reisriltante du degré n ,  en 
calciilant des rapports géométriques dont le nombre sera 

des produits binaires dont le nombre sera 

et un seul produit composé de n facteurs. 
Il est bon d'observer ,que de la formule (1 I )  on tire immédiatement la 

suivante : 

qui peut être facilement réduite à la formule (10). 

Ez. d'An. e t  de Ph. math., T. IV. ( Y 8 e  livr.) 
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Observons encore que la transmutation anastrophique 

I l ' I  = O 

donnera 

(13) a , @ + b , X + c , Y +  ...+ h , U = o ,  

si I'on pose 

( 1 4 )  = pl, X = 1611, Y = IyÀI ,a . . ,  U = 

ou, ce qui revient au même, 

Or, si d i ~ s  ces dernières formiiles on remplace les produits symboliques 

n [n -1) 
dont le nombre est , par autant de clefs noiivelles et anastro - 

2 

phiqiies 

p ,  x' +,..., v ,  

alors a, X , Y,. . . , U seront des fonctions linéaires de ces clefs qui, prises 
pour valeiirs de a ,  6, y,. . . , q, vérifieront la formule (1 3 ). Alors aiissi, en 
attribuant à a, 6, y,. . . , q ces mêmes valeurs dans les facteurs ,u , Y , .  . . , 5, 
on tirera du second théorème 

On peut d'ailleiirs annuler plusieurs des nouvelles clefs et réduire ainsi leur 
valeur à n - I .  On doit surtout remarquer le cas où I'on n'attribue des 
valeurs disti~ctes de zéro qu'à celles qu'on siihstitue aux n - r produits 
symboliques, 

I u ~ ,  IgyI, l I b I .  

Dans ce cas particulier, les formules (15) donneront 
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et l'on aura, par suite, 

(18) IxY ... U~=(-I)*~U,~, . . . g l lqx . . .  V I .  
Donc alors la formule (16) donnera 

pourvu que dans les fonctions de a ,  6, y,.. ., s, représentées par p., v ,..., S, 

on pose 

Si, pour fixer les idées, on suppose n = 3, la formule ( 1  g) donnera 

5 VI .  - Usage des clefs anastrophiques dans i'élimination. 

Les clefs anastrophiques peuvent être employées avec avantage dans un 
grand nombre de  questions, et spécialement quand il s'agit d'éliminer plu- 
sieurs inconnues entre des équations données. 

Considérons d'abord n inconnues 

2, y ,  2, ..., IV, 
liées entre elles par n équations linéaires; et soient 

(4 X = o ,  Y= O ,  z = o  ,..., W = o ,  

ces équations dans lesquelles X, Y, 2,. . . , W représenteront des fonctions 
linéaires de x, y, 2 , .  .., W .  Si ces fonctions sont homogènes, les équa- 
tions (1) détermineront seulement les rapports des inconnues, dont l'une 
quelconque pourra être choisie arbitrairement, et l'élimination des incon- 
nues fournira entre leurs coefficients une équation de condition qu'on 
obtiendra sans peine, en opérant comme on va le dire. 

Observons, en premier lieu, que des équations (1) respectivement multi- 
pliées par n facteurs variables, 

puis ajoutées i'une à l'autre, on déduira immédiatement une équation 
nouvelle, 
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dont le premier membre 

sera encore une fonction linéaire de s, y, 2, .  .., w ,  et pourra, en consé- 
quence, être présenté sous la forme 

A ,  p., v ,..., s étant des fonctions linéaires de a,  6, y ,..., q. Remarquons 
dailleurs que la formule ( z )  peut être substituée au système des équations ( I ) ,  

et que, pour déduire l'une quelconque des équations (1) de la formule (z), 
il suffit d'y remplacer l'un des facteurs variables a ,  6 ,  y,. . . , v par l'unité, 
en annulant tous les autres. 

Concevons maintenant que les n facteurs variables a, 6 ,  y,. . ., soient 
des clefs anastrophiques. Les fonctions linéaires de  a, 6, y ,..., q,  représen- 
tées par À, p, v ,  ..., S, seront encore des clefs anastrophiques ; et comme on 
aura, par suite, 

IA"=o, 1pa1=o ,..., ) ~ ~ 1 = 0 ,  

on pourra Bvidemment éliminer de l'équation (z), l'inconnue x, en multi- 
pliant Q par A ,  l'inconnue y, en multipliant i2 par p,. .., l'incon~iiie w, en 
multipliant !2 par S. Donc, pour éliminer toutes les inconnues, it l'exception 
d'une seule, il suffira de multiplier la fonction Sl  par les coefficients des 
autres inconnues dans cette même fonction. On éliminera, par exemple, 
y, 2,. . ., rv de la formule (z) ,  en multipliant Q par 19 produit p.. . s, ou ce 
produit par Q. On obtiendra ainsi l'équation 

que la formule (4) réduira effectivement à 

et, puisque la valeur de x peut être arbitrairement choisie, la formule (6 )  
entraînera la suivante : 

( 7 )  ppv . . . S I =  0, 

qui sera précisément l'équation de condition à laquelle devront satisfaire les 
coefficients des inconnues dans les valeurs données de X, Y, 2,. . . , W. 

Si, pour fixer les idées, on siip pose ces coefficients représentés par les 
divers termes du tableau ( 1 )  du paragraphe précédent, en sorte que 
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l'on ait 

(8) 

les valeurs de A, p, v , .  .., s seront fournies par les équations (5 )  du mènie 
paragraphe ; et comme on aura 

l'équation ( 7 )  donnera 

(9)  S ( ? a , b , c  ,... h , )=o .  

D'ailleurs, pour obtenir cette dernière équation, il suffira évidemment de 
poser 

(10) XYZ ... w = o ,  

en considbrant x, y, 2, .  . . , ru comme des clefs anastrophiques , puisque, 
dans cette hypothèse, on aura 

1XYZ ... WI=Jx:rz ... w l S ( + a , b , c  ,... h , ) .  

On peut donc énoncer le théorème suivant: 

Théorème. Si n inconnues vérifient n équations linéaires et homogenes, 
il suffira d'égaler à zéro le produit symbolique de leurs premiers tmmhres, 
en considérant ces inconnues comme des clefs anastrophiques, pour obtenir 
l'équation de condition à laquelle devront satisfaire les coefficients de ces 
inconnues dans les équations données. 

Supposons maintenant que les équations linéaires doiinées cessent. d'ètre 
homogènes. Chacune d'elles sera, non plus de la forme 

n x +  by + c z +  ... + hru = O ,  

mais de  la forme 

nx + hy + cz + ... + hw = A ,  

ou, ce qui revient ai l  même, de la forme 

a,  6, c,. . ., iz, k étant des quantités constantes. Alors aussi la formule (4  ) 
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sera remplacée par la suivante : 

w étant une nouvelle fonction linéaire de a, 6, y, ..., v ;  et l'équation ( 5 ) '  
donnera 

x IApv ... 5 )  - 10pv ... 5 1  = O ,  

par conséquent, 

(14  

Si l'on désigne par k,, k, ,  . . . , k, les valeurs que prend successivement la 
constante k dans la première, la seconde, etc., la dernière des équations 
donnees, on aura 

( 1  3) w = k , a + k , g + k , y + . . . + k , q ;  
(wpv ... 51 =lagy ... ~ ] I S ( + k , b , c  ,... h,) ,  

et, en substituant dans la formule (12) les valeurs des produits symboliques 
qu'elle renferme, on retrouvera l'équation connue 

(14) 
S ( ~ ! ~ t + , b ~ c ~ . .  . hn).  x =  
S  ( t a ,  bac ,  . . h,) 

Lorsque les équations linéaires proposées sont numériques, l'emploi des 
clefs anastrophiques permet de calculer directement les valeurs des incon- 
nues, sans que l'on soit obligé de recourir aux formules générales, c'est-à- 
dire à l'équation (14) et aux équations analogues. 

Concevons, pour fixer les idées, qu'il s'agisse de résoudre les équations 

De ces équations respectivement multipliées par a, g, y, puis ajoutées l'une 
à l'autre, on tirera 

les valeurs de X, p, v ,  w étant 
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et la valeur de x sera 

On trouvera d'ailleurs 

I ~ ~ I = l a ~ l - 7 J ~ Y l - ~ l ~ ~ l ;  
puis en posant, pour plus de commodité, 1 agy 1 = 1, 

et, par suite, 

La valeur de x étant ainsi déduite de la formule ( 1  7), on pourra tirer de 
la formule (16), multipliée par v ,  la valeur de y. En opérant de la sorte, et 
posant: pour abrbger, y = O, 1 agi = 1, on trouvera 

par conséquent, 

Enfin la dernière des formules (1 5) donnera 

z = 5 - 2 2 - 3 y = -  5 
6' 

On aura donc , en définitive, 

Supposons niaintenarit que l'on veuille diminer une ou plusieurs va- 
riables entre des équations qui cessent d'être linéaires. Les clefs anastro- 
phiques fourniront encore un moyen facile d'opérer l'élimination. Ainsi, 
par exemple, pour gliminer x entre les équations 

on ajoutera l'une à l'autre ces équations respectivement multipliées par 
deux binômes de la forme 
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On troiivera ainsi 

1, P, v ,  p étant des fonctions linéaires et homogènes des variables a, 6, y, 8; 
puis, en considérant ces variables comme des clefs anastrophiques , on 
tirera de la formule (rg), multipliée par le produit pvp , 
(20) 1 Apvp 1 = o. 

Cette dernière formule sera précisément l'équation résultante de l'élimina- 
tion de x entre les équations (1 8). 

En général, pour éliminer x entre deux équations algébriques dont l'une 
qerait du degré m ,  l'autre du degré n ,  il suffira d'ajouter entre elles ces 
éqiiations respectivement multipliées par deux polynônles dont le premier 
serait du degré n - 1, le second du degré m - 1, puis d'égaler à zéro le 
produit symbolique des coefficients des diverses puissances de x dans 1'6- 
quation finale obtenue cornnie on vient de le dire, en considérant les coef- 
ficients que renferment les polynômes multiplicateurs comme autant de 
clefs anastrophiques. 

On peut voir, dans les Comptes rendus des séances de L'Académie des 
Sciences pour l'année 1853, d'autres applications de la théorie des clefs sur 
laquelle nous reviendrons dans d'autres articles. 
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