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Di una proprieta
delle equazioni differenziali lineari
del secondo ordine.

(Nota di F. Brioscar, ¢n Milano.)

In uno degli ultimi Comptes Rendus des Séances de I’Académie des Sciences
(23 Dicembre 1879) il sig. HermiTe continuando la pubblicazione delle sue
ricerche: Sur quelques applications des fonctions elliptiques ha dimostrato il
seguente teorema. Indicando con y,, %, due funzioni di  integrali particolari
di una equazione differenziale lineare del secondo ordine, se si suppone noto
il prodotto %,y,==# degli integrali stessi, si potranno determinare i valori dei
coefficienti dell’altra equazione differenziale lineare del secondo ordine che ha
per integrali particolari le espressioni:

Y1=yi ecx’ 172=y2e—cm

nelle quali ¢ & costante, in funzione dei coefficienti della prima, di z e delle
loro derivate rispetto ad .

L’esposto teorema & suscettibile di una importante generalizzazione, giacché
esso sussiste altresi allorquando i valori delle Y,, Y, sieno i seguenti:

Yi_= YUy, Y2=,1/2u2

essendo u,, #, funzioni di =.
Supponiamo che le due equazioni differenziali sieno:

¥ +py +qy =0
Y'4+1Y 4+mY=0.

-Dalla prima si ha come & noto la:

, ' ~(pde 1
y,yg—-y,y;;-Ce f?d ( )

Annali di Matematica, tomo X. 1
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Sopra una classe
di equazioni differenziali lineari
del secondo ordine.

(Memoria seconda di F. Brioscur, in Milano.)

1° N el volume IX di questi Annali ho pubblicato, col titolo del pre-
sente, un primo lavoro nel quale ho dimostrato come nella integrazione di
alcune equazioni differenziali lineari del secondo ordine possano giovare altre
equazioni differenziali di ordine superiore connesse alle prime da certe deter-
minate relazioni.

Se con:
Y +py+9y=0 )
indichiamo una equazione differenziale del secondo ordine, nella quale p, ¢
sono funzioni di z ed y'=3—%, e noto per un teorema di LiouviiLe che la

potenza ennesima di un integrale particolare dell’equazione stessa soddisfa una
equazione differenziale lineare dell’ordine # - 1.

Sieno ¥, ¥, due integrali particolari della equazione differenziale (1) ed
f(y., ¥.) una forma binaria dell’ordine #; la proprietd sopra ricordata sussi-
sterd per la forma f, vale a dire la forma f soddisferdh una equazione diffe-
renziale lineare dell’ordine n-1 di cui i coefficienti saranno funzioni di p,
di g e delle loro derivate rispetto ad .

Sieno, come nella prima Memoria, (Y1, ¥2), 6(%:, ¥2) i due seguenti cova-
rianti della forma f:

h(ysy y2)=fufe—7h; 0y Y)=2(f1h.— foh);
posto:
@, y)=F@), by, y)=HE) 0@, y)=0(@)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Brioschi: Sopra una classe, ecc. 5

si hanno come mella Memoria stessa le:

H(:c):n—mf’_f—w[nzf"zf“"—(n—1)F'2+onF'+n2q 7 o
@(x)=m[2(n—2)F’H—nH'F]
nelle quali:
1;=ejpdac e C una costante.
vieno ora; P,=1, P,=0, P,=H(z), P,=6()
Poy== MTf_m[w(n—z)F'P,—nFP',] + ’n”_—r”P,P,_,; 2

la equazione differenziale dell’ordine n—+41 alla quale soddisfa la funzione
F(x) sard la seguente:

%[(n—2)F'_Pn—FP’n]+n(%—'1)P2P —1=0. (4)

Per una forma f quadratica, o per n =2, la equazione richiesta sard quindi la:
P,=H'(z)=0,
per n==3 la seguente:
sF'e—Fol1+6H=0
ossia la:
SFH"—QF —3pPYH (I +pF' +9¢F)H=0
e per n=4:
2F0"—(BF —2pF)o' +(BF"+5pF ' +32qF)0=0
od anche:
2QFH" —3(F' —2pFH"+(BF '+ 22 FYH —2(F"+3pF"+1F)H=0
posto:
h=p' +2p*+169.

2.° Consideriamo il caso n=2. La equazione H'(x)=0 conduce facil-
mente alla nota equazione differenziale lineare del terzo ordine:

F"43pF"+(p' +2p° + 49 F +2(¢' +2pg) F=0 ®)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



6 Brioschi: Sopra una classe

mentre indicando con A il discriminante della forma quadratica f si ha dalla
prima delle (2):

402 [2FF"—F"*+42pFF' +4qF"]. (6)
Sieno ora:
1Y@ _L
P=2w)’ " o(@)

si hanno le:

r+2p+49= 202[?(7 +84)+7(r—9l

q'+2pq=a[w’+¢(7—qo’)]

se quindi supponiamo essere:

p=(—¢)3 (M
si avra che la equazione differenziale superiore prende la forma:
293 F" 4373 F" + [y 473+ 8401 F' + 4(g + ¢ ) =0 ®)
mentre la (1) pud scriversi:
- o 1 d -
” £ = 7 ke =0.
v (S5 +2y )
Sieno:

9(2) = 41> — gt — g5; 7(90)=a9:’—|—b:v+‘c
Nx)=lz+m; y(@)=az+B.

I coefficienti delle stesse potenze di z mei due membri della equazmne (M
daranno dapprima le quattro relazioni:

l(la—12)=4, Ilb+m@—12)=0, Ilc+g.)+mb=—g,,
m(c+gs)=—gs
dalle quali eliminando @, b, ¢ si ottiene la:
dm?— g, IPm+ g, I =

e quindi m=—1le essendo e una radice della equazione ¢(x)=10. Posto Z=7:-
si hanno quindi le:

a=4(p+3), b=4pe, c=4pet—g,(p+1)

=%(x—e).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



di equazioni differenziali lineari del secondo ordine. 1

Sieno e, ¢, ¢; le radici della equazione ¢(z)=0 e pongasi:

z—e,=(6,—e)snu, x—e, = (e, —e)en’u, T —e3=(e,—e5)dn*u
per le quali k*=2=""1. Si hanno tosto le:
€3—¢€1
dy . 2 @y _ 92

—_— YAl — = v 1 (P (x)

du~ Y Vea—er du? 63-—81[ T o(z) 7 ]

per le quali e pel valore di ¢ I’equazione differenziale lineare del secondo
ordine (9) prende la forma:

=
e quindi:
7o ema Gty rrte, o ]

3.° Consideriamo ora l'equazione differenziale del terzo ordine (8). Sup-
poniamo dapprima essere :

b+ya=0

0ssia:
! & .
y=—2@—0y

la equazione suddetta sard evidentemente soddisfatta supponendo F'(z)= A
costante; ed in questa ipotesi si ha dalla relazione (6):

dalla quale si ha tosto p-+-1=0. Le tre equazioni differenziali del secondo
ordine diventano quindi:

a2 ud
1.° se 7%— ﬂgm¢ﬂle%—mzkzsnzu-y=O

d .
2°se e=e, d—;’é—]— ﬂ%ﬁ—‘d—y--|--rrflc’cn?1/z-y=0

snucnudy

6’50 e=e du2+ e Tdnu du+ medntu-y =0

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



8 Brioschi: Sopra una classe

posto & = —m?2. Supponiamo la forma quadratica f(y:, ¥:) =v.¥:, sarh A=—1

4

quindi m—2—% Dalle due relazioni:

dem=A Yoy i— = CeIP g YE—¢
9y %Y v —yuy's=Ce —

si deduce la:

Yt _ g#mX egsendo X = f

ye \/()dx’

saranno percid:
yo=VA-en%,  y,=\A.emX

integrali particolari delle tre equazioni differenziali superiori, risultando nei
tre casi:

0 _ ' dnu—Fkenu
1. X=Fklsnudu=73 log———-———dnu_i_/wnu
2.° =—ik|cnudu=—7iang-sen(ksnu)
3.° =—1 Jdnudu:-—iumu.

Quest’ultimo caso fu gid considerato dal sig. Gyupix (*) (Comptes Rendus,
2 Février 1880).

4.° Ma si pud in generale soddisfare alla equazione differenziale del terzo
ordine (8) assumendo per F'(z) un polinomio del grado n, ponendo ciod:

F)y=a"+ax"+ax" 4+ an.

Infatti il primo membro di quella equazione risulta del grado n-+-1 ed egua-
gliando a zero i coefficienti delle varie potenze di « si otterranno # -2 equa-
zioni per mezzo delle quali rimangono determinati gli # coefficienti di F'(x)
e le «, 8 in funzione di g, ¢s, p, . Ora dai coefficienti di z»+t e d1 " si
ottengono le:

a=—nn-4p-+1), B=—mnpe+(@2n+p—1a,
per le quali:

(*) Vedi anche una Nota del sig. HermiTe nel Giornale di BorcHarpT.

ax—{—ﬁ______[

€3 — 04
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di equazioni differenziali lineari del secondo ordine. 9

dove:
h— nn+20+1)e—2n-4-p— l)al
€3 —€1
quindi:

1.° se e=e :fjjl:——[(n-[—p—l-l)k?snzu-l-hs]

2.° se e=e, =nn+p-+1kcniu—h,

3.% se e=¢e, =n(n-+p+1)dnu—h,.
Supponiamo ancora essere f(y:, ¥:)=9.y, quindi A=—4, se con & si in-
dica una radice qualsivoglia della equazione F'(z)=0 si hanno le:

ny:=F@) gy i—yy= &z(_x;
e per la (6):
C=(@:— ¥ F (x)\o (o)
dalle quali:
log £t —= — 3 [——°% 4
s o= T ok
ed infine:
n 4
& —_— — 2 +1 ti (xs)
log yz ;s @s—e)"  log t2(s)
essendo:

@) =@ o) — @ —), b=V +VoE— @ —®)

v() 2\/33-(—52‘

Evidentemente si sarebbe giunti a risultati analoghi assumendo per ¢(%), 7(®),
¢(x) tre polinomi dei gradi s, s—1, s—2.

[»
<

Febbrajo 1880.

Annali di Matematica, tomo X.
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Il calcolo delle differenze finite interpre-
tato ed accresciuto di nuovi teoremi a
sussidio principalmente delle odierne
ricerche basate sulla wvariabilita com-
plessa.

(Memoria di F. Casorati, a Pavia.)

INTRODUZIONE.

Le ricerche che si fanno colla variabilith complessa si basano, almeno in
parte, essenzialmente sulle relazioni che scaturiscono dal considerare i modi
di comportarsi delle funzioni di una variabile complessa al girare di questa
intorno a taluni suoi valori particolari. Questa osservazione mi fece nascere il
pensiero di investigare e stabilire, una volta per sempre in anticipazione ed
indipendentemente da ogni studio o scopo particolare, le proprietd e le for-
mole generali che da siffatte relazioni fondamentali importa ed & possibile di
ricavare a beneficio delle singole ricerche ulteriori; cosl da costituire una
teorica a sg, della quale come di strumento comune, possano valersi tutti
coloro che d’ora innanzi vorranno 1ntraprendere studi sulle funzioni di va-
riabili complesse . :

Nel tradurre in atto questa idea rlconobb1 che il mio complto era assai pill
facile di quello che in prima reputassi; riducendosi esso in gran parte ad
interpretare convenientemente il Calcolo delle differenze finite. Vidi poi-anche
esserci non uno solo, ma divers: modi di interpretare questo calcolo delle fun-
zioni di variabili discrete a vantaggio delle ricerche sulle funzioni di variabili
continue.

Nel Cap. 1 di questa Memoria esporrd distesamente la interpretazione che
per la prima viene suggerita dalla osservazione sovra esposta, e ne mostrerd
subito la fecondita, facendone applicazione nei Cap. 3, 4, 5 a studi in oggi

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Casorati: Il calcolo delle differenze finite, ecc. 11

assai coltivati, quali sono principalmente quelli sulle equazioni differenziali
lineari a coefficienti variabili. Si vedra nel Cap. 4 che la parte principale della
teorica generale di queste equazioni, per la quale va meritamente celebrato il
nome del sig. Fucns, diventa un’ovvia traduzione di cid che da tempo si sa-
peva nel Calcolo delle differenze relativamente all’integrazione delle equazioni
alle differenze, lineari e con coeflicienti costanti.

Terminerd la Memoria indicando parecchie altre interpretazioni.

Cap. 1. PRIMA INTERPRETAZIONE.

§ 4. Sia z una variabile complessa indipendente i cui valori imagineremo
rappresentati nel solito modo dai punti di un piano, e sia 2, un suo valore
particolare intorno a cui converrd imaginare che essa giri. Insino a quando
non sia necessario di considerare simultaneamente giri intorno a pilt punti,
giova ritenere che la variabile abbia a muoversi soltanto entro una porzione
del piano racchiusa fra due cerchi di centro x,, porzione che diremo corona,
ed occorrendo, di centro z,.

Prenderemo in considerazione esclusivamente funzioni analitiche di «, aventi
in z, quella qualunque singolarith che si voglia, ma per le quali si possa
imaginare intorno ad z, una corona entro cui esse siano esenti da ogni sin-
golaritd. Scegliendo comunque un punto 2, nella corona, una qualunque, ¥,
di tali funzioni si potrd imaginare rappresentata da una serie di potenze intere
positive di @ —u,, convergente nel massimo cerchio di centro x, contenuto
nella corona. Da questa prima serie se ne potranno imaginare dedotte altre
ed altre quante si vorranno relative analogamente ad altri punti presi succes-
sivamente, come x,, nella corona, le quali darebbero i valori di  lungo un
cammino qualunque tracciato nella medesima. La y si dira monofropa nella
corona, se ripiglierda lo stesso valore al ritornare di «# in uno stesso punto;
politropa in ogni altro oaso.

Riterremo come positivo un giro intorno ad x, quando si faccia nel senso
stesso in cui deve rotare la parte positiva dell’asse reale per sovrapporsi con
un quarto di giro alla parte positiva dell’asse imaginario. E anche il senso
secondo cui si ritiene che cresca 'angolo od argomento di z—u,.

Cid premesso, significherd con Ay la differenza o 1'incremento che la fun-
zione y riceve mentre la variabile indipendente, partendo dal punto qualunque
x dalla corona, vi ritorna compiendo un giro positivo intorno ad .

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



12 Casorate: Il calcolo delle differenze finite

Ora osservo che risulta

Alog(x—x)=2n1

ciot che la funzione logaritmica, log (x — z,), si comporta, rispetto alle differenze
di cui vogliamo trattare, come si comporta nel Calcolo delle differenze la va-
riabile, che ivi si assume come indipendente. Dunque, riferendo metodicamente
da qui innanzi le differenze di tutte le altre funzioni a quella del logaritmo
di z —z,, come se questo fosse Ja variabile indipendente, potremo tradurre
immediatamente tutti i risultati gid conseguiti nel detto Calcolo in altrettanti
di spettanza della teorica che ci siamo proposto di costituire. In altre parole,
questa teorica non & altro in sostanza che lo stesso Calcolo delle differenze,
interpretato, come dicemmo, in guisa particolarmente opportuna per le ricerche
sulla variabilith complessa. A siffatta particolare interpretazione poteva con-
durre senz’altro la osservazione del frequente comparire della funzione elemen-
tare log(xz—wx,) in coteste ricerche.

Per maggiore semplicitd, ci riferiremo, non al log(x— z,), ma al quoziente

log (2 — x4)
t=_‘——'
271

cost che questa variabile ¢ avrd per differenza I'unitd (A¢==1). Quindi, ima-
ginare che la = compia uno, due,... giri intorno ad =, sard lo stesso che
imaginare che ¢ cresca di una, due,... unitd; e potremo riguardare le funzioni
secondo !'opportunitd come dipendenti da = o come dipendenti da ¢.

Pel frequente uso, giova significare con una sola lettera = il modulo di pe-
riodicitd 2n7¢ del logaritmo. Pertanto = e ¢ dipenderanno sempre tra loro come
segue:

log(z— 1)
=)

x——-.’l’}4=ec’t.
(O]

§ 2. Nel Calcolo delle differenze le grandezze che hanno la differenza
nulla si dicono costanti; ma ¢’intende che possono essere funzioni periodiche,
aventi per periodo la differenza costante della variabile indipendente. Dal pre-
sente nostro punto di vista, le grandezze che avranno la differenza nulla sa-
ranno quelle le quali, come funzioni di #, ripigliano al girare di z nella corona
sempre lo stesso valore in uno stesso punto, ciod sono monotrope; e le quali
come funzioni di ¢ riescono appunto dotate dal periodo Af=1.

In questa Memoria, per significare brevemente jfunzione monotropa userd
della lettera ¢, minuscola o majuscola, ed accompagnata occorrendo da indici
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interpretato ed accresciuto di nuovi teoremi, ecc. 13

od accenti. Sard dunque sempre
Ap=0, Ag-y=9Ay.

E, come soluzione della equazione Ay =0, si potra scrivere y = ¢, intendendosi
una ¢ del resto arbitraria. E, giusta il teorema di Lauvrext, potremo sempre
assumere

n=-00 n=-4
9= X t@—z)= 3 cue"™,
H=—00 = —00
ove le ¢ significhino grandezze affatto costanti, non solo rispetto alla variazione
discontinua (Af=1) di £, ma anche rispetto alla sua variazione continua.

§ 3. Si sa che nel Calcolo delle differenze importa di considerare, in-
sieme con le differenze Ay, A’y,... di una funzione, anche separatamente i
valori che essa prende corrispondentemente ai valori £--1, £-+2,... della va-
riabile. Questi valori vengono per lo piu significati come segue:

Y1y Yivroye--
Ma vi ha grande vantaggio a significare questi valori con altra notazione,
come la seguente
8y, Yy,
la quale si presta a lasciar riguardare 6 come un simbolo di operazione, cioé
di quell’operazione che eseguita su y, da per risultato ¥e.
Riterremo dunque sempre per definizione
vy=ym=y+A4ay, Ay=0y—y.
Le A, ossia differenze, successive restano definite e rappresentate, come si
sa, a seconda delle eguaglianze

A-Ay=A~Ay, ANy =AN%y,...
Similmente le ¢ successive restano definite dalle

0-0y =20y, 0-8Fy=06%y,...;
le quali definizioni equivalgono alle

Yire = 0Y, Yers =0, . -

§ 4. Per procedere con maggiore brevitd e chiarezza giova qui notare
alcune ovvie proprietd fondamentali della operazione 6.

Questa operazione & eminentemente distributiva, in quanto che lo &, non
soltanto rispetto ad una somma di funzioni w, v, w,..., ma rispetto altresl a
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14 Casorati: Il calcolo delle differenze finite

qualunque altra combinazione univoca F. Infatti sussistono le
6(u—+v)="0u-6v, 6(u—v)=~0u—4v, 6(uv)=~6u-6v, 6;
ed in generale
6F(u, v, w,..)=F(6u, 6v, 6w,...),
come si riconosce subito, seguendo colla mente il variare simultaneo di u, v,
W,..., I' al girare di x intorno ad z,. Ed altrettanto ha luogo per 67, ciod
o F(u, v, w,..)=F("u, v, "w,...).

Invece di 6y —ay si potrd e gioverd sovente scrivere (¢ — a)y. Quindi, in
particolare, (¢ —1)y invece di Ay, e viceversa (1-+A)y invece di 6y. E, fa-
cendo astrazione da ogni particolare soggetto ¥, potremo significare la relazione

tra le operazioni 6 e A scrivendo §—1=A, 14+A=4.

Le operazioni
§—a, g—a,,

da eseguirsi, s’ intende, sopra una funzione y, e dove a,, a, significano costanti
rispetto ad x, ossia a ¢, sono tra loro commutative; perciocch® & identicamente

(6—a)(@—a)y=(0—a))(6—a)y = —[a.+ a.]6 + a.a.)y.
E piu in generale, significando @, @,..., @, le radici dell’equazione in 2
Azt Azt 4 A2+ 4,=0
a coefficienti costanti rispetto a ¢, potremo scrivere:
A5y + Aty 4 An by + Ay =
= (A" + 4,07+ An b+ A)y =
= 40—a)o—a) - - - (—any,
ottenendosi un medesimo risultato, sia sommando i singoli risultamenti espressi

da A,6"y, A,6" 'y, ecc., sia eseguendo sulla y dapprima I'ultima, poi la pe-
nultima,..., finalmente la prima delle operazioni elementari,

6—ay, §—a,,..., f—a,

e moltiplicando poi per A,. Inolire, per la notata commutativith di queste
operazioni elementari tra di loro, sara indifferente ’ordine secondo cui eseguirle
per conseguire il risultato finale.

Il risultamento dell’ eseguire » volte di seguito l'operazione ¢ —a sulla ¥ si
potrd quindi esprimere tanto col primo quanto col secondo membro della egua-
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interpretato ed accresciuto di nuovi teoremsi, ecc. 15

glianza -

(0—apy=(—nam- 420D s+ @y,

Per a=1, questa si traduce nella nota formola
n(n 1)

6—1yy==Ary =6y —nat™y gty —-.. £y,

alla quale si accoppia 1'altra
—1
(A +Ayy=0y=y+nAy4 2 )A2y+ . Any.
§ B. Differenziazione finita. Sotto questo titolo, in una distesa esposizione
della presente interpretazione, dovrebbero collocarsi le formole nelle quali, me-
diante I'introduzione di (l_r)log(x—x,) in luogo della variabile discreta e delle

¢ in luogo delle costanti, si traducono le formole date sotto il medesimo titolo

nei trattati di Calcolo delle differenze; scegliendole, ben’inteso, o completandole

in vista dei particolari bisogni delle ricerche sulla variabilith complessa.
Cos), per esempio, per la funzione esponenziale af, si danno le formole

nat=ar- o, Aral=(a—1)"a,
ed esse si tradurrebbero nelle
6" (. — )" = o (x — 24)", Az — )= (a— 1) (x —z,)%,
dove si intende che la costante « dipende da @ come ¢ da x —z,, essendo ciod

loga

-, a=e~~
0)

o=
e quindi identicamente
at=(xr—x,)"

- Ma in questa breve Memoria non presenterd altre formole di differenziazione

fuorchd le due seguenti, per usarne pid in basso.
- (iova impiegare anche le facoltd. Percid adotteremo la notazione

W =tt—1)---t—n+1),
‘donde
- Gt = (1 1)¢n-1), (6= 1)t = Af() = p ¢,
Si trova anche subito
Gatt®™ = a(t4-1)att-v), (0 —a)attV =na-attn—), 1)
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16 Casorati: Il calcolo delle differenze finite

Consideriamo ora una funzione F' di ¢, razionale intera e di grado qualsi-
voglia n. Esprimendola colle facoltd (*) scriveremo:

F =0, 0,00 4 ... -0,

Mediante la formola precedente avremo subito il risultato dell’ operazione 6 —a
eseguita sul prodotto a*F’; perciocche ¢ —a & distributiva, ed i coefficienti ®
sono commutativi con § —a, ciod si possono indifferentemente scrivere prima
o dopo il simbolo 6—a. Risulta

(6—a)atF=a-a'[n®,t 4 (n — 1)0, 82 e c. 4+ D,,_,].
E, ripetendo piu volte 1’operazione stessa,
(6 —_ a)P' at B == q*qg? [n(l") P, tn—+) 4.k P'(F) (;[)n_#] .

§ 6. Integrazione finita. Anche qui sarebbe a farsi la traduzione delle
formole e dei procedimenti che si danno nel Calcolo delle differenze per de-
terminare le funzioni di cui siano date le differenze, o che devano soddisfare
ad equazioni alle differenze. Ma qui pure non mi soffermerd che su pochi
punti da applicarsi in seguito.

La y che soddisfa Iequazione

(¢—a)y=0

y=>0a, ossia in x, y=(r—2x)0, 1)

dove @ significa la funzione monotropa arbitraria, ossia la costante rispetto al
variare di ¢ per gradi eguali all’unitd, introdotta dall’integrazione.
La y, g'intende sempre la pill generale, che soddisfa U equazione

(6 —a)y =a* (@t 4 &, ¢ ... 4 D,)

(14

t gt tn) t
f’/=%(‘1’om+¢17+'“+‘pn'i'+‘1’n+1) @)
dove ®,4, significa la ® arbitraria introdotta dall’integrazione. Questa formola

(*) Osservo che qui tralascio anche le formole che servono a passare da una espressione
formata colle potenze nella equivalente formata con le facoltd, e viceversa; le quali ser-
vono nel tempo stesso a passare da una espressione contenente derivate rispetto ad z alla
equivalentie formata con derivate rispetto a ¢. Queste formole sono molto semplici; cosl che
si deve riguardare come data I’espressione formata colle facoltd ogni qualvolta sia data la
equivalente formata colle potenze, e viceversa.
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si trova subito, se si vuole, applicando in senso inverso la seconda delle for-
mole (1) del paragrafo precedente.
Trovare la y che soddisfa la
(9—a)y=0.
La formola (1) da
(¢—ay~'y=2-a4

e la formola (2), applicata A—1 volte successive, dara

at #2—1) 10—2)
Yy= ar 1 (‘DO(;\_ 1)0-4) T @1(1_2)0—2) ek qh—i);

dove le ®,, ®,,... &, sono X funzioni arbitrarie della specie @ introdotte
dall’integrazione. Invece delle facolta si possono introdurre le potenze, e poiche
i coefficienti sono arbitrari, questo risultato in ogni modo esprimerd che la y
deve essere il prodotto di o per una funzione intera di t del grado \—1 ed
a coefficienti monotrop: arbitrari. In termini di x, seriverebbesi

y=@—a)y(ploge—an)l- +alog@—alP=+tom), ()

sempre intendendosi ¢ arbitrarie.
Trovare la y, ossia integrare la equazione alle differenze, lineare, omo-
genea, con coefficienti costants:

Ao&my _I__Aiefﬂ—iy_‘_ e +Am—;9y+Amy=0.

Come si & detto nel § 4, potremo scrivere questa equazione come segue (*)

Ay —w)(0—w5) -+ (0 —wm)y =0. 4
Ora, le equazioni di primo ordine:
O —w)u,=0, (6—wp)u,=0,..., (6 — wm)Um=0 (5)

hanno rispettivamente per soluzioni
Uy = ," ¢y, s == W5 Payenry U = &' P

Epperd la soluzione della (4), per quando le w siano tutte diverse tra loro,

(*) Adopero i simboli v,, w,,..., v, invece degli a,, a,,..., @, perchd usati dal sig. Fucas
nella fondamentale Memoria: Zur T'leorie der linearen Differentialgleichungen mit verdin-
derlichen. Coefficientens, nel tomo 66 del Giornale del sig. BorcrarpT.

Annali di Matematica, tomo X, 3
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138 Casorati: Il calcolo delle differenze finite

sard la somma delle #, ciog )
Y=09,+ 0t g+ 050 . (6)
Infatti, essendo 1’operazione
(0 =) O—on): - (6 —om) M

distributiva, per eseguirla sul secondo membro di (6) basterd eseguirla su ogni
termine separatamente e sommare i risultati. Eseguiamola, per esempio, sul
termine w,’g,. Poiché le singole operazioni

9—&)4, 0—'&)2,...’ e—&)m ' (8)

sono tra loro commutative, potremo eseguirle nell’ordine che vorremo. Ese-
guendo in prima la § —w,, riuscirad

(6 —wyate, =0.
Dunque resterd anche
(@—w2): (6 —wm)(6 — ) wiPp,=0.
In termini di z, la soluzione (6) scriverebbesi
y=@—2)19,+@—x) 20+ (@ — 2", : 9

dove 7y, 7s,..., 7 sono rispetto ad w,, w,,..., wm cid che « rispetto ad a.
Se le radici » non sieno tutte diverse fra loro; ma ve ne abbiano 1, eguali
ad o, A; eguali ad w,, ecc...., cosi che I'equazione (4) sia

Ay (60— @) (6 — we)e + + (§ —wp)ny =0;
allora la y sard la somma delle soluzioni generali delle singole equazioni
2 1 2 2 A, n
(—o)'u=0, (—w)u=0,.. ((—om) u=0; (10)

epperd, volendola in termini di z, essa y sard espressa, giusta la formola (3),
come segue

y=(@—z, (cpi,o[log@—x,)]%—%---+q,,;1-,)
+ ..................... l “ e . (1 1)
+@—my (son. Jlog (@ — )Pt g}

dove entrano A, + ;4 - -+ A==m funzioni monotrope arbitrarie ¢u,.
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interpretato ed accresciuto di nuovi teorems, ecc. 19

Car. 2. CRITERIO PER RICONOSCERE SE PIU FUNZIONI
ABBIANO TRA LORO RELAZIONE LINEARE A COEFFICIENTI DI UNA NATURA PARTICOLARE.

§ 7. & noto quanta importanza abbia gia acquistato il criterio per rico-
noscere se pill funzioni y,, ¥.,..., ¥» di una variabile continua abbiano o no
tra loro una relazione lineare omogenea a coefficienti costanti; il quale con-
siste nell’ osservare se sia identicamente zero o no il determinante

Y Y2 ' Yn

................

Dn—iy‘ Dn—1y2 _ Dn—iyn
dove D significa derivazione rispetto a quella variabile.

Ma siffatto teorema non & che un caso particolare di quello che si trova
analogamente sussistere nel Calcolo delle differenze, il quale ha quindi una
assal pil estesa applicabilith, ed & di assai maggiore momento anche, in par-
ticolare, nello studio delle funzioni di variabili complesse. Enuncierd questo
teorema in prima relativamente al simbolo ¢ inteso nel ristretto significato che
gli abbiamo attribuito nel paragrafo precedente.

TroremA. Pit funzioni y., ¥z,..., yn della variabile x avranno o no
tra loro una relazione lineare omogenea a coefficients monotrops, nella corona
di centro x,, secondo che sard identicamente nullo o no il determinante

Y Y2 Yn

---------------

oty Gty i 69y,

Infatti, se si ammette che tra le ¥ abbia luogo una relazione di tale natura,
ciod che sia
P1Yit @Yot 9nya=0, (1)

& subito visto che il ® dev’essere nullo; poich®, insieme con questa relazione,
sussistono tutte le altre ‘

P10Ys +¢:0Y: + T 9abYn =0
P10°Ys 9 6?Ys F -+ n 6P Yn =0

....................

in cui essa si converte alla fine di uno, due,... giri di .
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20 Casorati: 1l calcolo delle differenze finite

Si tratta dunque di dimostrare, che, reciprocamente, la ® =0 trae seco una
relazione della natura (1).

Comincio dal caso di n=2. Se sia
b B =0  ciod S _ o

8y, Oy, By: 72

sard
PEA b

Y2 bys  ye

Dunque il rapporto z—‘ ripiglierd alla fine del giro di z il valore stesso iniziale,
2
ciod sard funzione monotropa. Indicandolo con —g‘—: avremo
2

Y1t ?’2?/2'—-‘0'

A compiere la dimostrazione, basterd far vedere che, ammesso vero il teo-
rema per qualunque © dell’ordine »—1, lo sard anche per qualunque © del-
Vordine n. A tal fine, applicando a questo determinante la trasformazione data
dal sig. Hermrre a pag. 25 e 26 del tomo 14 del Giornale del sig. Liovvitre (*),
avremo:

Yo 0Y =Yy 0Y, Yn OYr—Y1-0Yn

O=(- 1)1 0y, - 62y, --- 67y, 92 Cy=0y Oy TYn Y= 0y, O Yn

Gr2yy - 67ty — 672y, Gy, Oy - 1y — 672y, - Gy,

Ora, supponendo zero il primo membro di questa identitdh, dovrd essere zero
anche il secondo. Epperd, ritenendo che y, non sia identicamente zero [altri-
menti sarebbe y,=0 una relazione della natura (1)], non lo saranno né anche
0y, G*Yyy,... ecc.; e dovra quindi essere zero il determinante. Ma esso & formato
colle »—1 funzioni

Y20Y1—Y19Yz, YsOY1—Y10Ysyee ey YnO0Y1—Y19Yn

come il @ lo & colle ¥4, #s,..., ¥,. Quindi, per cid che abbiamo ammesso, sus-
sisterd fra queste n— 1 funzioni una relazione lineare a coefficienti ¢

92 (Y2041 — Y10Y2) + 9:(Ys0 Y1 — Y1895) 4+ + - F 9 Yn8Ys — Y16 yn) = 0.

(*) Riprodotta nel § 5 dei Deferminanti del sig. Brioscar.
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Ora, questo primo membro non & altro che il determinante di second’ordine

Y1 Yot Yst o+ ntan .
6y: (et t @os+ -+ onyn) |’

dunque fra le due funzioni y, € ¢:%> +¢:%:++- - 9nYn sussisterd una relazione
qual’d appunto la (1).
Nell’ enunciazione del dimostrato teorema potevasi assumere il determinante

Y. Y2 Yn
Ay, Ay, - Ay,
A Y Y= Y

invece del ©, poicht I'uno equivale all’altro, come lo attestano le ultime due
formole del § 4.

Negli usuali termini del Calcolo delle differenze, il teorema enuncierebbesi
dicendo, che, pit funzioni ¥, ¥s,..., ¥» della variabile £ avranno o no tra
loro relazione lineare omogenea a coefficient: costanti (o propriamente dotati
del periodo A#), secondo che sia identicamente nullo o no il determinante A
o il @.

B superfluo Yosservare che il teorema sul determinante D scaturisce da
questo facendo impiccolire fino a zero la differenza A¢, e che una tale dimo-
strazione rimane la pilt semplice e la pilt naturale fra tutte le altre che se mne
possono dare. E non meno superfluo & il dire che il © presta nella teoria delle
equazioni lineari alle differenze gli analoghi servigi del D nella teoria delle
equazioni alle derivate.

§ 8. Il teorema dimostrato somministra anche criteri per riconoscere se
pilt funzioni abbiano o no tra loro relazioni di data forma non lineare. Ma
cid che sopratutto importa di considerare & la sua generalith proveniente dalla
varietd delle interpretazioni pid o meno estese di cui i simboli A e ¢ sono su-
scettibili. Per adesso ci contenteremo di notare la sussistenza del teorema quan-
d’anche 6y significhi, non particolarmente ¢id che y diventa alla fine di un
giro della variabile intorno ad x,, ma cid che y diventa allorchd la variabile,
partendo dal punto qualunque x, vi ritorna dopo avere percorso un cammino
K qualsivoglia nel piano rappresentativo; ben’inteso che in tale caso ¢ deve
significare funzione che ripiglia al termine di questo cammino il valore avuto
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22 Casorati: Il calcolo delle differenze finite

:
in principio. Infatti la eguaglianza
Yo Y.
0y, 0y,

. )
l=0, ossia 9L =1L

Yz Ye

dice che £ & una o di cotesta specie pitt generale.
ve ? P pu g

Se per esempio, il cammino K fosse ancora contenuto nella solita corona,
ma composto di » giri intorno ad #,, il 6 corrispondente a tale cammino sa-
rebbe il solito ¢ ripetuto » volte, ciod 6°. Quindi il

TroreMA. Il determinante

Y Ys ‘ Yn
Oy By O
0,= 62y, o> Ye . JoL Yn ,

e 2 s e+ e 8 * & 1 e e ¥ & s o o 8

6(’1-‘)”_1/, 6(7;_4)»?/2 : e(n—x)vyn

sard o no identicamente zero, secondo che tra le y sussisterd o no una rela-
zione lineare, omogenea, a coefficientsc che ripigliano’alla fine di v giri della
variabile intorno ad. x, ¢ valori avuti in principio.

Cap. 3. APPLICAZIONE ALLE FUNZIONI DEFINITE
DA EQUAZIONI ALGEBRICHE A COEFFICIENTI MONOTROPI.

§ 9. Consideriamo I equazione

et 2t ¢=0
di cui i coefficienti ¢ siano funzioni di una variabile complessa z. Quando
queste funzioni siano razionali, vedesi dimostrato nelle Recherches sur les fon-
ctions algébriques del sig. Puiseux (*) che le radici 2, 2.,..., 2, dell’equa-
zione, nell’intorno di un valore particolare x, qualsiasi della z, si ponno espri-
mere rispettivamente mediante serie di potenze intere di
1 1 1

(x—xi)v‘7 (Cl:— xi)vgr ) (m _xi)vn

dove vy, v,,..., v, significano i numeri degli elementi dei sistemi circolari a
cui le radici rispettivamente appartengono.

(*) Tomo 15 del Giornale del sig. LiouviLLE.
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Ora vogliamo far notare, essere questa una delle’ proposizioni contenute nella
formola (9) del § 6, e non soltanto quando le ¢ siano razionali, ma qualunque
esse sieno ed affette in 2, da qualsiasi singolaritd, purch® monotrope in una
corona circondante z,.

Infatti, imaginando che

24, Zayeeny Zn
siano i valori delle radici nel punto qualunque x della corona, saranno
02y, 02500y 02n

i valori che per variazione continua ne scaturiranno al termine di un giro
della variabile intorno ad z,. Ma questi valori non possono altro essere che i
primitivi 2,, 2,,..., 2, nel medesimo ordine od in ordine diverso. Da cid segue
(sen?’ altro) che le radici sono distribuite in sistemi circolari, in ciascuno dei
quali, ciod, le radici che vi appartengono si permutano tra loro circolarmente
al girare della variabile inforno ad w,. Epperd, se z significhi una qualsivoglia
delle radici, e v il numero degli elementi del sistema circolare di cui fa parte,
sard §’z==2, 0 se vuolsi

@ —1)z=0.

Questa equazione & un caso particolare della (4) § 6, e quindi avremo per z
la espressione (9) di detto paragrafo. Le radici w;, ¢s,..., w, 5000 in questo
caso

<lg

2o i} :4
e’, e ,., e, 1
ed i valori degli esponenti r,, 7,,..., 7, saranno

1 2 v—1

v vy v

) 0

fatta astrazione dal numero intero arbitrario che si potrebbe aggiungere a cia-
scuno di questi valori. Pertanto la (9), su citata, diviene

1 2 v—1
Z==(x—x1)v?1 +(x—x1)v?z+"'+(x—xi).g S%—A'l‘?w (1)

Questa eguaglianza, imaginandovi per le ¢ le rispettive serie di potenze intere
di 2—u,, esprime quanto abbiamo asserito (*). Compendiando le » serie in

(*) Superfluo il dire che, ove le ¢ fossero razionali, sarebbe subito visto dover essere
finito il numero delle potenze negative contenute nelle ¢.
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24 Casorati: Il calcolo delle differenze finite

una sola, possiamo poi anche scrivere

h=1le }%
2= Y ca{z—z) .
h=—x

Se si trattasse puramente di verificare la sussistenza di questa formola, ossia
della (1), potrebbesi fare come segue. Il determinante

l . y—1
z  (z—z) | (@—z)° 1
1 . v—1

e(x—x,)T 61

quando riesca 6°z—2, viene ad avere I'ultima riga identica alla prima, epperd
riesce zero. Quindi fra gli elementi della prima riga avrd luogo una relazione
lineare a coefficienti ¢, qual’® appunto la (1).

Capr. 4. APPLICAZIONE ALLE FUNZIONI DEFINITE
DA EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI A COEFFICIENTI MONOTROPI.

§ 10. Indicherd le proprietd di queste funzioni che scaturiscono immedia-
tamente da un’equazione alle differenze che corrisponde alla fondamentale del
sig. Fucs.

Sia

Dy +p D"ty 40 D2y A oo+ P DY + Py =0 )
Iequazione da considerarsi, dove D significhi derivazione rispetto ad .

Ad una equazione differenziale lineare si accompagna, per ciascun valore
particolare della variabile indipendente, una equazione alle differenze, pari-
ments lineare e dello stesso ordine, ma con coefficienti costanti, che qualifica il
modo di comportarsi degli integrali dell’ equazione differenziale intorno a quel
valore particolare.

Sia #, il valore particolare da considerarsi, e suppongansi monotropi i coef-
ficienti p in una corona di centro z,.

Formisi con le m -1 funzioni

Y, Dy,..., Dy (2)
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il determinante ©, che chiameremo H,
y Dy - Dmy
6y 6Dy - 6Dmy

..............

gmy mDy . gnDmy

H= 3

Poiche, per le funzioni analitiche ¥, i simboli d’operazione 6 e D sono com-
mutativi, ciod hanno la proprieta:
0Dy =Day, ¢r Dsy = Drésy;
si potra scrivere H anche come segue:
y Dy - Dry
He 9y Doy - Dmoy @)

gny Domy . Dmgmy

H & dunque formato ad uno stesso modo rispetto al simbolo D ed al simbolo
g, ossia & ad un tempo determinante © rispetto alle funzioni (2) e determi-
nante D rispetto alle funzioni

¥ 9y -5 &y (®)

Ora, se y significhi I’integrale completo della (1), le funzioni (2) avranno tra
loro una relazione lineare a coefficienti monotropi, poich® tale appunto & la (1)
medesima. Epperd il determinante (3), della specie ©, sard zero. Ma essendo

zero il determinante H, considerato come in (4) della specie D, le funzioni (5)
avranno tra loro una relazione lineare a coefficientl costanti

Ay + A7y A A A0y 4 Ay =0. (6)

Quest’equazione, a cui devono soddisfare tutti gli integrali della (1), & Iequa-
zione alle differenze che dicevamo accompagnarsi all’equazione differenziale,
relativamente al punto «,.

Dallo stesso determinante H deducesi poi anche, viceversa, che ad una equa-
zione alle differenze, ossia in 6 a coeflicienti costanti si accompagna sempre
un’equazione differenziale a coefficienti monotropi nella corona di cui si tratta.
Perocche, sussistendo la (6), il determinante H considerato sotto I'aspetto (4)
dev’essere zero; ed essendo quindi zero anche sotto I’ aspetto (3), ne segue che
tra le funzioni (2) deve sussistere una relazione lineare a coefficienti monotropi.

Annali di Matematica, tomo X. 4
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Dalla (6), considerata come conseguenza della (1), scende subito, giusta le
formole d’integrazione delle equazioni lineari a coefficienti costanti che si
danno nel Calcolo delle differenze e che noi traducemmo nel § 6, che gli in-
tegrali della (1) dovranno essere tutti esprimibili colle formole (9) od (11)
del § 6 ().

Terminerd questo paragrafo osservando che la considerazione del determi-
nante II, a cui mi piacque ricorrere per dimostrare 1’ esistenza dell’equazione
fondamentale alle differenze, diverrebbe superflua, se si volesse usare del teo-
rema, che fra m -+ 1 soluzioni dell’equazione differenziale (e quindi in parti-
colare fra y, 0y,..., 6™y) deve esistere una relazione lineare a coefficienti
costanti. ’

§ 14. Taluno potrebbe desiderare di veder dimostrato che ognuna delle
equazioni semplici

(@—w)y=0, (0 —we)y=0,..., (6 —om)y =0,

in cui si decompone la precedente equazione (6), dard effettivamente una so-
luzione della equazione differenziale

Dmy4-p Dty 4o+ puy =0.

Per cid, osserviamo, che, sostituendo in questo primo membro il prodotto di
una ¢ per (z—x,)"

(@ — )",
si ha per risultato ancora un’espressione della stessa natura
O(x—x,)

col medesimo esponente . Dunque, sostituendo la espressione generale della y
p@—a)it e+ gm(@— )

si avra un risultato della forma
O(z—2) i+ F Op(—z)m.

Ora, questo risultato non potrebbe essere zero, come deve, se non fossero zero
separatamente ciascuna delle sue m parti; giacche tra le funzioni

(®—2.) yeny (x—a)ym=

(*) Le singole parti di queste formole corrispondenti ai diversi esponenti » hanno appunto,
come si vede, la forma delle (9) ed (11) date dal sig. Fuces nelle pag. 134 e 136 della
sopra citata di lui Memoria.
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non pud sussistere relazione lineare a coefficienti ®, non essendo zero il loro
© che &

(x—z) - (x—az)m 1 1 - 1

0y (m - xi)rl ) Wi (x - x‘)’rm (x X )Tl+- et ©4 Ve . Wi
. = — X, .
w, ! (x —_— xi)’”l : wx_l (x - xi)’“m 0, @t : mm_l

Con minor brev.ité, ma ancora facilmente si fa la dimostrazione pel caso di
radici o in parte eguali fra loro.
§ 12. La espressione
A06m+A16m—1+"‘+Am—ie+Am

dell’ operazione da eseguirsi nella (6) del § 10 sulla ¥, leggendovi w invece di 6,
¢ il primo membro dell’equazione chiamata fondamentale dal sig. Fucms (¥)
relativamente al punto singolare z,.

Gli integrali w,, #,,..., #,, cercati dal sig. Fuces (**) sono quelli che sod-
disfanno alle singole equazioni (5) del § 6, ciot alle

(6— w)u,=0, (60— wz) 1, =0,..., (6 — wm)ttm =0. 1)

Se I'equazione fondamentale abbia radici eguali, cosi che la (6) § 10 possa
scriversi come segue

Ao (0 — 0.)M (0 — wo)a.. (60— wn)»y=0,
gli integrali u,, #,,..., w, considerati dal sig. Fucms, relativamente alla radice
»pla o, soddisfanno rispettivamente le equazioni

(6 — wyu, =0, (6 — w)*u,=0,..., (6 —w)uy=0. @)

Il sistema d’equazioni per queste » dato dal sig. Fucms a pag. 135 della sua
Memoria citata & il seguente

((9 — w) u, =0

(0 — @)ty = g1 Uy

(6 — @) thy == w3, Uy —+ w52 Uy

(5 —_ w)u; = W)U, + W)g Us + te + W), A—1 Ur—1+

(*) Equazione (6) di pag. 132 della Memoria citata.
(**) A pag. 134.
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28 Casorati: Il calcolo delle differenze finite

Facendo sulle 2% 3% ... di queste equazioni rispettivamente le operazioni § — o,
(9 — w)..., se ne dedurranno le 27, 3%,... delle nostre equazioni (2).

Osserveremo altresi che si possono pure ottenere immediatamente le espres-
sioni degli integrali v,, v,,..., v; di ogni sottogruppo, come li prese il sig. Hau-
BURGER (*) ciod come soluzioni del sistema di equazioni alle differenze del
primo ordine (*¥*)

(9—w)?)1=0, (ﬁ—w)%:vi,..., (0—00)1)1:7/'1_1;

e l'elegante teorema del sig. Juraess (***), con la forma che egli, cosi a
posteriori, indied per gli integrali pure di un sottogruppo.

Cap. 5. APPLICAZIONE ALLE FUNZIONI DEFINITE
DA EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI A COEFFICIENTI POLITROPT.

§ 13. Accennerd brevemente all’esistenza dell’equazione fondamentale ed
alla forma degli integrali di un’equazione differenziale lineare

qumg/—]-giDm—‘y—l—---+qm—1D?/+me=0 (1)

per quando i coefficienti ¢ siano politropi, limitandomi ad imaginare che questi
coefficienti dipendano razionalmente da x e da una funzione z della z definita
da una equazione

22t e Yy 2 G =0 @)

come quella considerata nel Cap. 3.

Senza entrare in particolaritd sui punti che possano essere singolari per 1'e-
quazione (1), proponiamoci di trovare la forma di un suo integrale qualunque
y entro una corona circondante il punto z, nella quale i coefficienti ¢ siano
monotropi.

Sia v il numero degli elementi del sistema circolare, intorno ad z,, a cui
appartiene quella fra le radici dell’equazione (2) che si vuole assumere per

(*) 11 quale pel primo mise in evidenza i sottogruppi, valendosi di un’analisi del si-
gnor Jorpax, nella Memoria Bemerkung iiber die Form der Integrale der linearen Differen-
tialgleichungen mit verdnderlichen Coefficienten, nel tomo 76 del Giornale del sig. BorcHARDT.

(**) Equazioni (20) di pag. 121 della suddettsa Memoria.

(***) A pag. 151 della Memoria Die Form der Integrale der linearen DWfferentialgles-
chungen, nel tomo 80 del suddetto Giornale.
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interpretato ed accresciuto di muovi teorems, ecc. 29

formare i coefficienti ¢(z,2) della (1). Sard ¢’2=2, quindi anche
P9, 2)=q(@,0°2) =q(z,2).
Epperd la (1) sard una relazione lineare omogenea fra le funzioni,
Y Dy, Dry,..., Dy

con coefficienti i quali ripigliano alla fine di v giri della variabile il valore gia
avuto. Dunque il determinante ©, (§ 8) di queste funzioni sard identicamente
zero. Ma siffatto determinante pud essere considerato tanto della specie © quanto
della specie D, essendo identicamente

y Dy -  Dry y Dy -  Dvy
¢y &¢Dy - eD*y | _| ¢y Dey - Doy
gmy ™Dy . gwDry gmy  Domy | Dngwy

Quindi fra le funzioni
Y 8 Yyeury 6"y,

sussisterd una relazione lineare a coefficienti costanti. Questa & l’equazione fon-
damentale alle differenze, che pertanto ci si presenta sotto la forma

Ay 4+ Aoy ...+ A4, Pyt Any=0
e che potremo anche scrivere come segue ‘
Ay = 0)(0"— )+ (" — o)y =0,
intendendo con w,, ws,... le radici dell’equazione algebrica
Ay 4 Ay o™t oo 4 Ay ==0.

La espressione completa della y che soddisfa quest’equazione alle differenze
si comporrd della somma delle espressioni complete delle 4 che soddisfanno ri-
spettivamente le

(6’ — )y =0, (6 —w;)y=0,..., (6° — wm)y ==0.

Ora, come gia dalla (6°—1)z=0 si dedusse per z la formola (1) § 9, cosi
dalla (9 —w)y=0 si deduce per y la formola
1 2 -1

y=(e—2z) [@—2) oo @—2) -+ @—2) ° pito]
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30 Casorati: Il calcolo delle differenze finite

ovvero la

-t h=+co -’l

y=@—=z) 3 al@z—a),

= ~—
1
dove 7 = =loga.

Quindi la cercata espressione completa degli integrali della (1) nella corona
di centro z, sard

7y Ts T'm
y=@—a) fi+@—x) fit - +E—2)" fn
intendendosi con f,, fz,..., fm funzioni w»-trope nella corona, ciod funzioni che

ripigliano gli stessi valori ogni » giri della variabile intorno ad z,, e che si
1

possono quindi esprimere con serie di potenze intere di (z—z.)".
Superfluo indicare le modificazioni che subentrano quando w;, ;,-.., w, non
siano tutte diverse tra loro.

Capr. 6. INTERPRETAZIONE DEL CALCOLO DELLE DIFFERENZE
A SUSSIDIO PARTICOLARMENTE DELLE RICERCHE SULLE FUNZIONI PERIODICHE
DI UNA SOLA VARIABILE INDIPENDENTE.

A sempre meglio dimostrare la feconditd dell’idea di interpretare il Calcolo
delle differenze a sussidio dell’analisi delle funzioni di variabili continue, fard
un cenno di quelle interpretazioni che si riferiscono pilt particolarmente alle
ricerche concernenti le funzioni periodiche, e che consistono nel riguardare
le variabili continue anche come variabili discrefe, che varino per gradi eguali
ai periodi che si devono considerare.

§ 14. Occupiamoci dapprima del caso di funzioni di una sola variabile z.
Significando con o una costante destinata ad essere periodo di funzioni della
z, e significando con f(#) una funzione uniforme qualsiasi della z, intenderemo
qui con 4 £(x) cid che diventa f(x)quando x cresce di Az =uw, ossia riterremo (*)

0f(@)=f(z+w)

(*) BEgli & per maggiore chiarezza e brevitd che qui suppongonsi uniformi le funzioni da
considerarsi. Volendosi considerare funzioni anche non uniformi, basta intendere con 0 f(x)
¢id che f(x) diventa quando la variabile passa dal punto z al punto z+ v secondo un
determinato cammino,
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interpretato ed aceresciuto di nuovi teoremd, ecc. 31

Ef(w)y="06f(x + w)=f(z + 2w),..., o7 f(x) = f(x + nw),...

Ogniqualvolta # varf soltanto per gradi eguali ad «, le funzioni dotate del
periodo » non variano, e tengono luogo delle costanti nel Calcolo delle diffe-
renze applicato a questo caso. Le indicheremo colla lettera ¢, di guisa che
sard qui pure

fp=109, Ap=0.

Considerando adunque la variabile discreta di esso Calcolo anche come va-
riabile continua e surrogando le costanti con funzioni della specie ¢, tutte le
formole o proposizioni di questo Calcolo compariranno come altrettante pro-
posizioni di spettanza della teorica delle funzioni dotate di un periodo w.

Cosl, per esempio, la formola che esprime I'integrale completo di un’equa-
zione alle differenze, lineare e con coefficienti costanti,

Aoy + Aoty oo Ay, 6y + Ay =0,

ci dira, che, se una funzione y della variabile continua z deva soddisfare questa
equazione, 0o, cid ch’é lo stesso, se fra

y(x), y@+w),..., y (@ +mo)
deva sussistere una relazione lineare a coefficienti costanti, tale funzione sard
esprimibile nella seguente maniera

y:—.aﬁ@i—l—az;@z_]_..._{_am;‘pm, (1)

dove a,, @,..., an significano le radici dell’equazione algebrica 4,2
Azt 4+ 4,=0, e &, 9;,..., O m funzioni dotate del periodo w.

§ 15. Nei trattati di Calcolo delle differenze, a me noti, si considerano
sistemi di equazioni simultanee fra pés funzioni incognite, ma non mai sistemi
di equazioni simultanee relative ad una sola funzione incognita. Per imbattersi
in sistemi di quest’ultima specie bisognava considerare non un solo, ma simul-
taneamente parecchi incrementi della variabile indipendente. Ora, dal presente
punto di vista della periodicitd, si & portati affatto naturalmente a considerare
parecchi incrementi. Anche gid nel ristretto campo delle funzioni uniformi di
una sola variabile possiamo imaginare la periodicitd doppia.

In questi ultimi mesi il giovane geometra sig. Prcarp fu condotto a consi-
derare sistemi di due equazioni simultanee alle differenze relative ad una sola
funzione in alcune ricerche interessanti presentate dal sig. Hermite all’Acca-
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32 Casorati: Il calcolo delle differenze finite

demia delle Scienze di Parigi; ma egli non ha pensato di considerarle come
del dominio del solito Calcolo delle differenze (*).

Sia dunque ' una costante destinata ad essere un secondo periodo di fun-
zioni della z, e significhiamo con ¢'f(z) cid che diventa la funzione uniforme
f(x) quando x cresce di «’, e con ¢’ 0 ® una funzione qualsivoglia dotata del
periodo «', per cui

§¢ =9, A¢'=0.
Nulla vieta di imaginare che una funzione y, la quale deva soddisfare una
equazione in 6, ossia alle differenze relative all’incremento Az=w della va-
riabile, deva altresi soddisfare un’altra equazione alle differenze relative al-
I'altro incremento A’z =" di essa variabile. Io qui mi limiterd a supporre che
la y deva soddisfare I’equazione in 6 a coeflicienti costanti

Ay + Ay -+ A6y -+ Any=0
e I'equazione in ¢ pure a coefficienti costanti
B¢y + DB,6"*y+ -+ Bp6y + By =0,
le quali equazioni si possono scrivere come segue
(0 —a) (O — )+ (0 —an)y =0
(¢ —b)(E —by)-- (& —b)y=0.

In forza della prima fra queste equazioni la y deve essere, come dicemmo,
esprimibile sotto la forma

(M

y=a," 0,4+ a," O+ @y Ou; (2)
in forza della seconda, dovra potersi similmente esprimere sotto la forma
Y=b" 0+ b Uyt 0, W 3

(*) Vedi le Note: Sur une généralisation des fonctions périodiques ¢t sur certaines équa-
tions différentielles linéaires nei Comptes Rendus del 21 luglio 1879, e Sur une classe d’é-
quations différentielles lindaires nei Comptes Rendus del 19 febbrajo 1880. Nella prima si
vedranno le equazioni (1) e (2) corrispondenti al caso m = n =2 del nostro sistema (1), e
nella seconda le equazioni pilt generali (1) e (2) corrispondenti al caso n=m del detto
nostro sistema; i periodi v, « essendo 2K, 2¢K ",

Eguale osservazione rispetto alla Nota del sig. Mirrag-LErrier: Swur les dguations dif-
Sférentielles linéaires & coefficients doublement périodiques nei Comptes Rendus del 16 feb-
brajo 1880,
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Ora importa di trovare la forma pilt particolare che y deve avere come solu-
zione delle due equazioni ad un tempo. La via piu facile e chiara di arrivarvi
mi pare la seguente.

Cominciamo a cercare la soluzione del sistema (1) nel caso semplicissimo di
m=n=1. In tal caso le equazioni

@—a)y=0, (@—by=0 4)

0, se vuolsi, le 6y =ay, §'y=>by esprimono che la funzione y deve riprodursi
moltiplicata per la costante @ quando x cresce di w, e moltiplicata per b quando
x cresce di . Il sig. Heryite chiama doppiamente periodiche di seconda specie
le funzioni dotate di siffatte proprietd. Valendoci pertanto di questa denomi-
nazione, potremo dire, che, la soluzione completa di questo sistema di equazioni
di primo ordine é una funzione doppiamente periodica di seconda specie, cor-
rispondente ai periodi w e o ed ai moltiplicatori o e b, ma del resto affatto
arbitraria.

Indicando con # una soluzione particolare dél sistema (4), il rapporto di
altra soluzione qualunque y alla » sard doppiamente periodico (di prima specie).
E pertanto, se si designa col simbolo W una qualsiasi funzione dotata della
perfetta periodicita doppia, ciod tale da soddisfare le

¢ W=V, (V=Y1,
ossia le
AY =0, AY=0,

la soluzione completa y del sistema (4) si potrd esprimere con
y=u¥.

Questa ¥ arbitraria esprime 1'indeterminazione che rimane in una funzione
definita da due equazioni alle differenze del primo ordine; essa pud dirsi la
costante (quando z varia per gradi eguali ad » o ad «) introdotta dall’inte-
grazione.

Ritorniamo ora al sistema (1). Si riconoscerd subito che questo sistema, co-
stituito da due equazioni degli ordini m e n, ha per soluzione completa la
somma di m-n funzioni doppiamente periodiche di seconda specie, corrispon-
denti ai periodi » ed ', ed ai moltiplicatori a. e bs (r=1, 2,..., m; s=1,
2,000y 1), ma del resto affatto arbitrarie.

Infattl se U, s significhi la funzione doppiamente periodica di seconda specie
corrlspondente ai moltiplicatori a,, bs e del resto arbitraria, ciod contenente

Annali di Matematica, tomo X, 5
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34 Casorati: I calcolo delle differenze finite

un fattore arbitrario ¥, si avra
(9 - ar) Ur,s= 07 (6, - bs) U‘r’ s= O.

Ora, eseguendo sopra (6 —a,)U,s, che & zero, successivamente tutte le altre
operazioni elementari
9—&1, 9——(22,...7 9—am,

0N

il risultato rimarrd sempre zero. Cid & quanto dire, come gid vedemmo nel
§ 6, che la funzione U, ; soddisfa la prima delle equazioni (1). Ed & chiaro,
per lo stesso ragionamento, che essa soddisfa anche la seconda. Quindi, in
virth del carattere distributivo delle operazioni (6§ —a,), (6 —a,),... ecc., con-
chiuderemo che la somma

r=m S=n

2 XU (5)

r=1 s=1

di tutte le funzioni U, che si possono imaginare prendendo tutte le coppie di-
verse di moltiplicatori @ e b, soddisferd pure il sistema (1).

Ma per riconoscere che questa somma, contenente m.n funzioni arbitrarie
della specie ¥, & la soluzione complete di questo sistema, procederemo come
segue. Sieno V,, V,,..., V, le soluzioni complete delle equazioni semplici

@—a)V,=0, (0—a)V,=0,..., @—an) Vm=0.

La soluzione completa della prima equazione (1) sard data da
y=V+V.+-- + V.
Sostituendo questa somma ad y nella seconda equazione (1), si avra
O =)0 —by) (0 =by) Vi H(E —b)E —bs)---(6'—br) Viu=0.

Ma questa relazione lineare esige che siano separatamente

@ —=b)(E —by)--- (8 —b)V,.=0 (r=1, 2,..., m); (6)
perocchd le m funzioni

@ —=b)d —by)--- (6 =bn)V,, (r=1, 2,..., m)

se non fossero nulle identicamente, sarebbero linearmente indipendenti tra loro.
Infatti formiamo il determinante © di queste m funzioni o di p quali si siano
(per esempio delle corrispondenti ad r=1, 2,..., p) fra le medesime. Siccome
la prima riceve il moltiplicatore a,, quando « cresce di », e la seconda il mol-
tiplicatore a,, ecc.; cosi questo © risultera eguale al prodotto delle funzioni
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stesse per il determinante

1 1 1

oy A °

- _ -1
alt  aft al,

Ma questo determinante & diverso da zero, dunque il © non potrebbe essere
zero se le funzioni stesse non fossero zero (*).

Ora, poiché V., deve soddisfare I’equazione (6), potremo porre
V=W +W, o W,
intendendo che le funzioni W soddisfacciano le equazioni
@—=b0)W, =0, (@—b)W,:=0,..., (f—b)W,n=0.

Ma, in forza dello stesso ragionamento testé fatto, si vede che ciascuna di
queste funzioni deve soddisfare 1'equazione

(6—a) V. =0,

a cui soddisfa la loro somma. Dunque W, ¢ soddisferd simultaneamente le equa-
zioni

—a)W,s=0, (¢ —=by) W, =0,
mentre si ha per y la espressione

r=m S$=n

y=XV.=3 3 W...

r=1 s=1

La espressione (5), che coincide con questa se vi si sostituisce la lettera W

alla U, & dunque davvero la soluzione completa del proposto sistema di equa-
zioni (**).

(*) Noi seguitiamo a considerare soltanto il easo in cui i moltiplicatori a,, a,,..., @,
sieno diversi tra loro, e diversi pure tra loro i d,, b,,..., b,; glacchd il presente nostro
scopo & puramente di far apprezzare le nostre idee circa le possibili interpretazioni del Cal-
colo delle differenze.

(**) Questa proposizione, come ogni altra che scenda puramente dalle proprietd delle dif-
ferenze, sussisteré del pari per ogni altra interpretazione che si vorrd fare di esse differenze.
Cosl, per esempio, attribuendo al simbolo & il significato che aveva nel Cap. 1 e al simbolo
9’ il significato analogo relativamente al punto x,, le equazioni (4) esprimeranno che y ¢
una funzione che si riproduce col moltiplicatore ¢ quando « fa un giro intorno ad z,, e col
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§ 16. Rispetto alle funzioni doppiamente periodiche di seconda specie &
pure opportuno di qui notare il seguente
Trorema. Fra pitv funzioni doppiamente periodiche di seconda specie,
delle quali < moltiplicator: relativi ad un periodo sieno diversi tra loro, ed
i moltiplicators relativi all’altro periodo sieno pure diversi tra loro, non pud -
aver luogo veruna relazione lineare, omogenea, o coefficienti dotati di perfetta
periodicita doppia.

Per riconoscerne la veritd, indichiame con U, ; le funzioni di cui si tratta,
con @y, @,..., @, i moltiplicatori che si presentano quando z cresce di o, e
con by, b,,..., b, 1 moltiplicatori relativi al periodo ’. Queste funzioni si tro-
veranno tutte fra quelle del quadro

U,. Uy
UB, 1 Uz, 2

v s e e s s s o o 4 e

U,u.,L Up,z - U,

e
Supponiame che esista, se possibile, la relazione

U,

)

U,

7

I

I\l

¥

\Fr,s Ur,s= 0-
1

n 8

r=1 g

I
It

Facendo erescere z della quantitd ko ke', & e k significando numeri interi
positivi, questa relazione darebbe

EZT/," Saheﬂk U/r’,g = Or

moltiplicatore b quando x fa un giro intorno ad z,. E poiche
* g 1 1
(x—=z) (x—m,) , dove u=aloga, B=alogb,

¢ una funzione di tal specie, 1’espressione generale di y sard
a
(x—=) (z— 3'2){3 v,

dove W signifiea funzione monotropa intorno sia ad #, che ad z,. Quindi, in cotesta inter-
pretazione, la proposizione concernente il sistema (1) sarebbe, che, una funzione la quale
deva soddisfare questo sistema di equazioni, pud esprimersi nella seguente maniera

3 (@ —x)™ (x—a)fs W,
1

r=1 8=

dove le W, , sono tutte funzioni monotrope sia intorno ad z, che ad =z,.
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Ora, considerando le pv equazioni di questa forma corrispondenti ai pv incre-
menti

0 w - r—Do
w o +o w4+ @p—1o

(v—Do' ¢v—Do'+o . v—Do +(@E—1n
come altrettante equazioni fra le p» incognite ¥, , si vede che queste inco-

gnite dovranno essere nulle tutte quante, se il determinante dei loro coefficienti

non & zero. Questo determinante, che per brevitd scriverd solamente pel caso
p=2 e v=3, ¢ il seguente

Uy U, Us Uy U, Ug

A 6 U,

OUy v oo v v v e e 6 U

O = OO0UL v o e e e e e 60U,
Uy v v oo e e e 6" U

620U v v v v e e e 626U,

Tenendo conto della proprietd
gh o'k Ur, s= a:} b? Ur,s 3

questo determinante si riduce al prodotto delle funzioni U, s medesime per il
determinante

1 1 1 1 1 1
@G a4 @ G G O
by b, b, b b, b

bye, b,a, bya, bia, b,a, bia, |’
b B: b b D

bta, bila, bla, bla, bia, bla,

il quale & manifestamente eguale al prodotto

1 1 1 |
1 1 3
b, b, b,
a
SRS SR TR T
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Avremo dunque identicamente (ritornando a p. e v qualunque)
1 1 - 1 p 1 1 - 1 e

HU;'-’S-

ol att L ot byt byt . b

Da qui si vede che il determinante ©,, non & zero, se non lo siano le fun-
zioni U, s. Il teorema & dunque dimostrato.

Car. 7. APPLICAZIONE ALLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI
CON COEFFICIENTI PERIODICI.

§ 17. Una equazione fondamentale alle differenze, ciod uno relazione li-
neare omogenea ed a coefficienti costanti tra le funzion:

Y, 9, O Yyeeey oy (1
soddisfacenti un’equazione differenziale
Dy +p D7ty -+ pmy =0, @

non esistera solamente per rispetto al significato di ¢ stabilito nel Cap. 1, ma
anche per rispetto a qualsiasi altro significato di 6 pel quale riesca parimenti

0pr=ps,  OPe=DPsyery  OPm=Pm, (3)
rimanendo commutative fra loro le operazioni 6 e D. Infatti 1'equazione (2)
sard ancora una relazione lineare omogenea tra le funzioni

Y, Dy, :p2y7'°'7 Dy

con coefficienti della specie ¢ relativa al nuovo significato di 4, e quindi il de-
terminante l

y Dy . Dy y Dy .- Dy
6y oDy - 6Dy |- | o6y Doy g Doy
gny. 6nDy . gmDmy gmy Domy . Dmgmy

dovra ancora essere zero- identicamente. Risguardando questo determinante
come della specie D, se ne conchiuderd I'esistenza di una relazione lineare
omogenea a coefficienti costanti fra le (1).
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§ 18. Veniamo ora a considerare il caso particolare in cui i coefficienti p
sieno dotati di un periodo . Confrontando le equazioni

2@+ 0)=p(2),...;  Pu(®-+0)=pu(@)

colle (3) del paragrafo precedente, vediamo che, attribuendo adesso a ¢ il si-

gnificato
0f(@)=[(x+ o)

si avrd per gli integrali y dell’equazione

Dy +p Dty +- -+ pni Dy +pry =0 1)
un’ equazione alle differenze relativa al periodo
Aogmy"l"Ai&m—‘y_’-"'+Am—1ey+Amy=0, . (2)

donde conchiuderemo che la soluzione completa dell’equazione differenziale pud
esprimersi colla formola (1) del § 14.

Supponiamo ora che i coefficienti p possedano anche un secondo periodo '
In tal caso ogni integrale dell’equazione differenziale dovrd soddisfare ad una
prima equazione alle differenze, qual’¢ la (2), relativa al periodo w, e ad una
seconda relativa al periodo o’

By§7y 4+ B,64y 4+ Byus0'y + By =0.

In forza di queste due equazioni fondamentali alle differenze, la soluzione com-
pleta dell’equazione differenziale si potra esprimere, non che sotto la forma (2)
o sotto la (3) del § 15, anche sotto la forma (5) del detto paragrafo, dove si
faccia n=m. Si avrd cio¢ il teorema, che, I'infegrale di un’equazione diffe-
renziale lineare a coefficienti doppiamente periodici pud esprimersi mediante
la somma di m* funzioni doppiamente periodiche di seconda specie. Sempre,
ben’inteso, nel caso in cui le radici @ sieno diverse tra loro, e le radici b pure
diverse tra loro.

Perd questo teorema non esprime completamente il carattere dell’ equazione
differenziale di avere i coefficienti doppiamente periodici. Ed invero ora di-
mostreremo, essere condizione necessaria e sufficiente per la doppia periodicitd
dei coefficienti dell’ equazione differenziale che Uintegrale completo si possa
esprimere linearmente per mezzo, non di m®, ma soltanto di m funzioni doppia-
mente periodiche di seconda specie.

La condizione & necessaria (*). Infatti sostituendo nel primo membro della

(*) Lo si vede gid notato nella seconda delle Note del sig. Picarp che abbiamo citato.
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(1), che significheremo con P(y), ad y la somma ¥ YU, del § 15, si ha
PEXU, )= X3P, ).

Ma, poichd la derivata di una funzione doppiamente periodica di seconda specie

& ancora una funzione doppiamente periodica di seconda specie corrispondente

ai medesimi moltiplicatori, si vede che P(U,, s) sard una funzione doppiamente

periodica di seconda specie corrispondente ai moltiplicatori a,, bs. Dunque,

pel teorema del § 16, la eguaglianza

3P, =0
non pud sussistere senza che sieno separatamente

r=1, 2,.., m
P(U, =0
s=1, 2,..., m.
Ciascuna delle funzioni U,s, che entrano nell’espressione dell’integrale com-
pleto dell’equazione P(y)=0, deve dunque essere un’integrale dell’equazione
medesima. Percid non ve ne possono essere pilt di # linearmente indipendenti
fra loro; ma esse sono tutte indipendenti fra loro; dunque il loro numero non
pud essere maggiore di m. '
La condizione ¢ sufficiente. Infatti, cerchiamo i coefficienti p di una equa-
zione differenziale lineare avente m integrali

Uy  Ugyeery  Um
doppiamenti periodici di seconda specie, corrispondenti ai moltiplicatori

A4, Agyeeny an  per il periodo w

by, bayeery bin per il periodo o'.

Questi coefficienti saranno dati, come si sa, dalla formola

Dm=1y,,.. Dmy,... mn
Dm-1y, ., Dmys,, .. Uz
.Dm—‘um .o Dmum-. U
;== — — =1, 2 m
p Dm iy, Dniu... w ( y 2yeey M)
Dmay, Dm—iy, Us
.Dm_1 U eos .Dm_i Umees Um

Ora, quando z cresce di w, le m linee di ognuno di questi determinanti ri-
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cevono rispettivamente i moltiplicatori @i, @,,..., @, epperd il rapporto dei
due determinanti, ossia p;, non muta. Similmente p; non muta quando x cresce
di '; dunque & doppiamente periodico.

Car. 8. INTERPRETAZIONE A SUSSIDIO DELLE RICERCHE
SULLA PERIODICITA SIMULTANEA RISPETTO A PIU VARIABILI INDIPENDENTI.

§ 19. Ci sia permesso un brevissimo cenno del significato da attribuirsi
al simbolo ¢ se si tratti di proprietd relative ai periodi simultanei che possono
avere le funzioni di pitt variabili indipendenti.

Esprimendo f(2,, #;,..., ) una qualsiasi funzione uniforme delle p variabili
indipendenti @, #2,..-, ¥p, d oy, w,..., wp un sistema di costanti che devano
essere periodi simultanei di talune funzioni uniformi delle variabili stesse, al
simbolo ¢ va qui altribuito il significato seguente

0f(@sy @oyenry Tp)=F{T1t 01y Totonyeeey Tptayp),
e per il A, come al solito,
Af=0f—f=(6—Df.
F manifesto che anche per questo ¢ valgono le proprietd fondamentali notate
pel 6 dei Capitoli precedenti; quindi, per esempio, anche la seguente:
Pitv funzions fi, fayee, fa delle p variabili z,, 2.,..., ¥, avranno o no tra

loro una relazione lineare omogenea a coefficienti dotati dei periods simultanes
0y, Wgy...y Wp, Secondo che sard o no identicamente zero il determinante:

fi o

of, afz Cef,

gn—1 fi gr—1 f;_ g1 fn

Intendendo anche qui con ® una funzione qualsiasi dotata della detta perio-
dicitd, ciod una funzione caratterizzata da

AD =0,
potremo rappresentare la soluzione completa dell’equazione di primo ordine

by=ay, ossia @—a)y=0,
Annali di Matematica, tomo X, 6
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dove Aa=0, con
z Fag e ay
y=a"’|+°’:+"‘+6‘p®,
)
e la soluzione eompleta di una equazione alle differenze dell’ordine ms, qual’e
(—a)(0—as)- - (F—an)y =0,
dove Ag,=---=Aa,,=0, con

2

|

Iz
f=a “(Di—[—agh’%—l-----{—amz D,
essendo @, ®,,..., ®y, alirettante @ arbitrarie.
§ 20. Consideriamo ora pil sistemi di periodi simultanei, per esempio, i
massimo numero di tali sistemi compatibile coll’uniformitd delle funzioni di p
variabili, ciog 2p sistemi

Iz
]

M

Wy, 1 Wy g * @y, p

W2, 4 Wz 2 ) @2, p

(1)

Wep,a  Wop,z o Ogp,p
ed indichiamo con 6,, 6,,..., 65 il 6 per ciascune di essi sistemi, cosi che sia
grf(xi’ x?,-. - xp) = f(wi +&),~,17 Lo + &)r’g’ ey CIIP+ &)T.p)'

Applicati a funzioni uniformi, questi diversi § sono ad evidenza commutativi
tra loro, come lo erano ¢ e & nel Capitolo precedente.

Riguardo a questo complesso di sistemi, possiamo, per esempio, notare la
generalizzazione del teorema relativo alla soluzione completa delle equazioni (1)
del § 15.

Chiamando, conformemente a cid che fece il sig. Hermite per p=1, 2 p-volte
periodica di seconda specie una funzione U(xi, @,..., %p) quando abbia le
proprieta

(6:—a)U=0, (6,—a))U=0,...;  (6p—a:p)U=0, @)

dove @, @s,..., 05 significhino delle costanti, potremo dire che la soluzione
completa di questo sistema di 2p equazioni & una funzione 2p volte periodica
di seconda specie, corrispondente ai periodi (1) ed ai moltiplicatori ai, a,,...,
:p, ma del resto arbitraria. L’arbitrarietd che nella U comporta il sistema (2)
consiste in un fattore dotato di perfetta periodicitd relativamente a tutti i pe-
riodi simultanei (1), ma del resto qualunque.
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Ora consideriamo il sistema delle 2p equazioni
(61 —ayy) (O —ays) -+~ (6 —aym,) y=0,
(92 — O, 4) (92 — az,z) e (92 _az,mz) Y= 0
......................... ©)
(Oap — ap, 1) Gop—ap,2) -+ (Gop — Uap,m, )y =O. 5
Se sia

U= U" 1.
la soluzione completa (cioe¢ contenente un fattore arbitrario 2p volte esatta-
mente periodico) del sistema

(91-—(11’7‘)DT= 07 (92—(12,,,-9) U-—_— O,-.-, (92P_a2P>"‘21,) U: 07

cogli stessi ragionamenti del § 15 si riconoscerad essere

=0y re=my r,P-—mzp

y= E 2 Z T3y (4)

rn=1 ry=1 ry

la soluzione completa del sistema (3), la quale dunque & una somma di
My My - Mgy funzioni 2p volte periodiche di seconda specie.
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Intorno ad alcuni
nuovi teoremi del sig. C. Neumann
sulle funzioni potenziali.

(Nota del prof. Eveexio Bevtramy, a Pavia.)

Nel fascicolo 3° (teste uscito alla luce) del t. 16 dei Mathematische An-
nalen, i1 sig. C. Nrumasy, promotore indefesso della teoria matematica del
potenziale, ha pubblicati (in gran parte senza dimostrazione) molti nuovi teo-
remi relativi a questa teoria, teoremi i quali sono da giudicarsi come molto
importanti, sia per le lacune ch’essi colmano, sia per quelle ch’essi contribui-
ranno a colmare in seguito. Essi sono raggruppati in due distinti Articoli, il
primo dei quali (p. 409-431) riguarda il potenziale logaritmico di distribuzioni
lineari semplici e doppie, ed il secondo (p. 432-438) riguarda il potenziale
newtoniano di distribuzioni superficiali semplici e doppie.

L’interesse in me destato dai nuovi risultamenti cui il sig. Nevmany & per-
venuto mi ha indotto a cercarne subito la dimostrazione e, trovatala, a comu-
nicarla agli studiosi. Cid faccio colla presente Nota, nella quale tuttavia mi
restringo alla considerazione dei potenziali newtoniani, sia per il pilt immediato
vantaggio che ogni nuova agevolezza nel loro maneggio pud recare alla fisica
matematica, sia per la visibile analogia dei procedimenti (ancor piut semplici)
coi quali si potrebbero stabilire i teoremi corrispondenti circa i potenziali lo-
garitmici. D’altronde il sig. Nrumas~ & in parte gid entrato, rispetto a questi
ultimi, in particolari pi minuti, e tutti devono desiderare ch’egli stesso svolga,
da par suo, le delicate proposizioni che si contengono nella seconda parte del
suo primo Articolo: desiderio tanto piu legittimo, in quanto che Egli afferma
d’aver gid in pronto, da tempo non breve, siffatti svolgimenti.

Il sig. Neumaxy considera espressamente ed esclusivamente il caso delle su-
perficie chiuse, e, supponendole riferite a coordinate curvilinee, sceglie per tali

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Beltrams: Intorno ad alcuni nuovi teoremi di Newmann, ecc. 47

coordinate quelle che definiscono le linee di curvatura della superficie. Avendo
io creduto pil conveniente (e non gid per sola vaghezza di generalita) di pre-
scindere da queste due particolarizzazioni, dird le ragioni che mi hanno indotto
a cid fare.

Quanto alla scelta delle coordinate, chiaro essendo (per la natura stessa della
questione) che le espressioni in cui esse debbono figurare definitivamente non
possono essere altro che énvarianti differenziali, & naturale che I’uso di coor-
dinate generiche debba condurre pilt direttamente, come infatti conduce, a
quella forma delle suddette espressioni nella quale si rende manifesto il loro
carattere invariantivo.

Quanto poi alla considerazione d’una superficie aperta, anziché chiusa, parmi
ch’essa si raccomandi di preferenza, non solo per I'opportunita che da di co-
noscere come si atteggino le formole in quel caso pilt generale (che pur ri-
sponde, come il secondo, a questioni fisiche possibili), ma eziandio per un’altra
ragione pilt concreta. B noto infatti che per applicare alle superficie curve
certe relazioni fondamentali fra integrali di superficie ed integrali di contorno,
analoghe a quelle notissime di Gavss e di GrEEN e costituenti 1'essenziale mee-
canismo di quasi tutte le operazioni sulle funzioni potenziali, bisogna che il
reticolo curvilineo tracciato sulla superficie dalle linee coordinate presenti do-
vunque lo stesso aspetto generale del reticolo cartesiano nel piano, bisogna,
ciog, che sia possibile concepire la trasformazione continua dell’uno mell’altro.
Ora per una superficie chiusa questa trasformazione & impossibile. Diventa
dunque necessario dividere una tale superficie in due o pill pezzi, per ciascun
dei quali si possa concepire 1'esistenza d’un reticolo curvilineo dotato del ca-
rattere suddetto. B certo che, ad operaziome compiuta, gli integrali lineari,
relativi ai due margini di ciascun taglio fatto nella superficie primitiva, si
debbono elidere a vicenda; ma cid non pertanto questi integrali si presentano
spontaneamente nell’applicazione delle mentovate formole, e non pare quindi
inopportuno, anche per questo solo riguardo, di conservarne la traccia.

Supporrd dunque, in cid che segue, che si tratti sempre d’un pezzo di su-
perficie, o, nel quale il reticolo delle coordinate curvilinee possegga dovunque
il suaccennato carattere (*); le formole ottenute saranno valide, naturalmente,
per un altro pezzo qualunque, o per una superficie chiusa, divisibile in parti
dotate separatamente della stessa proprieta.

(*) Per maggiori schiarimenti si consulti la mia Memoria: Sulle variabili complesse in
una superficie qualunque, nel t. 1 della nuova Serie di questi Annali (Art. I).
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Sieno &, n, ¢ le coordinate rettangolari d’un punto qualunque dello spazio,
u, v le coordinate curvilinee d'un punto qualunque della superficie . Pei
punti di questa superficie le &, », ¢ sono funzioni determinate delle variabili
%, v, ¢ ponendo ’ ,

E=§* 4o 07,
F=8,4on,+8%,
(;=EI2 +n12 +C/27
(dove l'apice superiore od inferiore designa una derivazione parziale rispetto

ad u od a v) si ha
Edw+2Fdudv -+ Gdv®

come espressione del quadrato d’un elemento lineare qualunque della superficie
o. In virth dei valori di E, F, G la quantita EG — F* non pud mai diventare
negativa: la supposizione fatta sulla natura del reticolo curvilineo esclude
ch’essa possa annullarsi entro i limiti di ¢ e sul contorno s. Designeremo con
H il valere positivo del radicale

H=\EG—=F?>0.

Per un punto qualunque (v, v) della superficie ¢ passano due linee di questa
superficie, 'una lungo la quale varia soltanto , I'alfra lungo la quale varia
soltanto ». Le tangenti in quel punto a queste due linee, dirette nel senso in
cui crescono le rispettive variabili %, », fanno tra loro un angolo il cui ceseno &

_F

VEG
e che, per le ipotesi fatte, & maggiore di 0° e minore di 180°. Chiameremo %
la normale alla superficie nel punto (#, v), diretta in modo che la prima delle
dette due tangenti, percorrendo il detto angolo per raggiungere la seconda,
giri intorno alla retta n nello stesso senso in cui I'asse positivo delle ¢ deve
girare (d’un angolo retto) intorno all’asse positivo delle ¢, per raggiungere
1'asse positivo delle n. Per tale convenzione, designando con «, € y i coseni
degli angoli che la retta n fa coi tre assi delle & », g, cioé ponendo

0% _on oot
a—%‘) 6—570’ /—a_ﬂ’&,
si hanno le formole
HO’."—"Y}ICI—I)lC,,
He=t%¢ —¢ ¥,
Hy=¥n—ty
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Cid posto osserviamo che, se la superficie ha dovunque una curvatura finita,
si possono, in sufficiente prossnmté, di essa, considerare le &, », ¢ come fun—
zioni monodrome di %, v, n (u e v essendo le coordinate curvilinee del piede
della normale n), epperb si pud scrivere

dé=Edu+Etdvtadn,
“dn=n'du-ydv+6dn,

dt=¢du4-¢dv+ydn,
donde

E'di—l—n'dn—}-@’dC:Edu—[—de,
Eld£+n,dn+C/dC=qu—{— Gdo.
Introducendo dunque i simboli

Go —Fo, Eo,—Fo'

a e H =N?

(dove ¢ & una funzione qualunque di e v), si ha

du——(M;dg—}—M dn+ My d?)

dv ——(dec + N, dn + N:dt)
dn=adé+6dn+yds.

Sostituendo questi valori nell’identitd

09 09 0% ik
agdi—i—a d» +azdtj—q>du—l—cp,d'v—|—a dn,

(dove ¢ & una funzione qualunque di &, 7, ¢) ed osservando essere

ME?I‘!‘NE?,:M?E"“N?E,:

st ha
%%=E( 3 +N?v)+“—"
08 L (M + Nyn) +6 02
1
0f — LY + N8+ 2L
Annali di Matematica, tomo X. 7
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Moltiplicando ordinatamente queste equazioni per

0y 0¥ ov

0> on 0%
(dove ¢ & un’altra funzione qualunque di &, », ¢) e sommando membro a
membro, si ha

02 0% | Dpo¥  020¢
9E0: Tongn 0T oC
1 02 0
=g +Ned) + 5 5
o pilt brevemente
Do+ 20 BB 0 9+ 2, ®

dove 1'espressione
1 ’ ’ 4 ¥
Ay, W=1510¢Y —F @4, +o¢)+Eg ]

& quella di cul ho gid da lungo tempo fatto uso sotto il nome di parametro
differenziale intermedio o misto delle due funzioni ¢ e ¢, e che, pilt brevemente,
pud designarsi come il loro invariante bilineare (*).

Facendo successivamente nell’equazione (1) 9=£&, =y, =¢, si ottengono
le formole

B—npy 9+
Dty el (1)
gc—Ai(‘I’: C)+79n

che non differiscono punto da quelle che abbiamo ottenute pilt sopra per ¢ e
che abbiamo adoperate per la deduzione della formola generale (1).

(*) Veggansi le mie Ricerche di analisi applicata alle geometria, nei tomi 2 e 3 del
Giornale di Barraerint (1864-65), la gid citata Memoria Sulle variabili complesse ecc., la
Memoria Sulle propricti generali delle superficie d’area minima e quella intitolata Teorica
generale dei parametri differenziali, nella Serie II, t. 7 e 8 delle Memorie dell’Accademia
di Bologna. Ho dato un riassunto delle principali formole circa questo argomento in un
Articolo Zur Theorie des Kriimmungsmaasses, nel t. 1 dei Mathematische Annalen. L'attuale
equazione (1) non & che un caso particolare della seconda equazione (26) del § 3 della
suddetta Teorica.
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Consideriamo ora un integrale della forma

fHAi(?7 $)da,

esteso a tutto il pezzo di superficie . Le quantitdh 4, ¢, ¢ sono tre funzioni
delle %, v di cui indicheremo fra breve le proprietdh necessarie. Osservando
che si pud porre do= Hdudv, il precedente integrale pud scriversi cosi:

[[sat. + ¥o4)duav.
Ma si ha identicamente
pMod =@M, d) — (M) +p' Myl ¢,
pNoy, = (@ No9), — [ (o), + 1, Nofds

quindi il detto integrale si pud di nuovo convertire nell’espressione seguente
[ (@29 + @, jaudo —[ludso+ Ao, W9,

dove 1l simbolo
1 ’
Azg =X (MY + (N?),}

rappresenta il secondo parametro differenziale della funzione ¢ (¥).
D’altronde, se y & una funzione di », v che in tutta la superficie ¢ sia mo-
nodroma, continua e finita e sia dotata di derivate prime, si ha (*¥)

oo s+ )

[[ranav=—[(FEt+a2)L

dove gli integrali del primo membro sono estesi a tutta la superficie ¢ e quelli
del secondo membro a tutto il contorno s, percorso nel senso positivo (rispetto
alla normale » d’ogni punto di ¢ prossimo al contorno stesso), e dove v & la
direzione dell’elemento lineare di ¢ condotto da un punto qualunque del con-
torno normalmente al contorno stesso, verso la regione di superficie che si
considera. Quindi, supponendo che p e ¢ siano funzioni monodrome, continue,

(*) Memorie citate.
(**) Memoria Sulle variabili complesse ece. (Art. 5).
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finite e dotate di derivate prime, e che ¢ sia una funzione monodroma, continua
e finita insieme colle sue derivate prime e dotata di derivate seconde, si ha

J_fl(f*M? ¢) + @No ) dudo

—— [ (B8 —F L) w (P L g D) 200

f <P(,!zds

Si ha dunque finalmente 1'identitd seguente:

ff‘Ai(‘P) ¢)ds
=—ﬂHA2‘P+A1(S°7 wiyds _JF%%' gds,

che comprende come caso particolare (per p=1) la formola da me stabilita
nella citata Memoria: Sulle variabili complesse ecc. e coll’ajuto della quale
ho potuto stabilire il teorema analogo a quello di Green per una superficie
qualunque.

%

@)

Premesso ¢id, veniamo alla nostra questione, incominciando a considerare
I’ ordinaria funzione potenziale di superficie

hdc
= 3
r

(3)

dove kb & la densith ed r la distanza assoluta dell’elemento do dal punto po-
tenziato (*), di cui diremo z, %, 2 le coordinate e che supporremo a distanza
finita dalla superficie o.

Ponendo per comodo

=1
si ha
V=fh¢dg,
(3)a
07 _ (302 g — (124,
1~ f} do,

(*) Parmi che adottando le denominazioni di punto polenziato e di punto potenziante, di
masse potenziate e di masse potenzianti, si eviterebbero, nella teoria delle funzioni potenziali,
molte perifrasi e molti soitintesi che rendono talora penoso e talora oscuro il linguaggio.
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sulle funzioni potenziali. 53

ossia, in virtu delle formole (1),,

___J'M,(% £da fhaz do.

Applicando la relazione (2), con che si suppone che A sia funzione monodroma,
continua e finita di «, v, dotata di derivate prime, si ottiene immediatamente

-—————f}hAgé‘;'—l—A,(h g);wo_fhaa—‘bda fha yds, @)
e riponendo per ¢ il suo valore
1
AV (hAELAR D 07 pfds
z _f - d@—fhawdg +Jh av r (4)

B questa la formola (13)B del sig. Nzumans, completata da un termine
(' ultimo) che & la funzione potenziale d’una massa distribuita lungo il contorno
s, termine il quale naturalmente svanisce quando la superficie ¢ & chiusa.

Dal processo di dimostrazione risulta che questa formola, scritta sotto la
forma (4),, & indipendente dalla legge d’attrazione.

La massa totale cui sono dovute le funzioni potenziali del secondo membro
& espressa da

[inae+ a0 z)gda+fh%_fds

ed & =0, come rigulta dal porre nell’identitd (2) p=h, ¢==§, ¢=1.
Passiamo alla funzione potenziale di doppio strato

—fg dg: )
dove g & il momento. Introducendo di nuovo il simbolo ¢, si ha
oY 0y
W=[ogsdr=[o(Gz <+ Fe+Dts)in, 2
donde
AW _ [P L B B N
0z [( +bc,8n MY )d

Per applicare le formole generali al secondo membro di questa equazione,
conviene dargli prima un’altra forma. A tal fine consideriamo i valori di g,
i quali, per il significato di questa quantitd, dipendono soltanto dalle variabili

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



54 Beltrami: Intorno ad alcuni nuove teoremi di Neumann

# e v, come i valori che prende sulla superficie ¢ una funzione delle tre coor-
dinate £, », ¢, funzione che dobbiamo supporre dotata di derivate prime, al-
meno in prossimita della superficie. In tale ipotesi, la quale esige evidentemente
che anche la data funzione ¢(, v) sia dotata di derivate prime, si pud serivere

Y 0(, 0%)_090¢
T ‘aa(gaa) 0206’
Py _ 9(,00)_090Y
9asa-n—az(9an) oo
Y 0 0%\ _090¢
9@&@1*95("32) 0E oL’

eppero

080
[ R+ R+ )

O'ra,, dal noto teorema

[zt van+zay

_ E_Z_@X) (@E_B_Z_) (E_Y_'_E_X)

=[5 =50)+ G —5)s + Gz~ F)hee
dove il primo integrale & preso lungo il contorno s (percorso positivamente)
della superficie ¢ alla quale si estende il secondo integrale, e dove le X, Y, Z

sono tre funzioni di &, », ¢ monodrome, continue, finite e dotate di derivate
prime in prossimitd della superficie s, si desume, in particolare,

Jg?gdn=fi%(g%)'7-§z(g%%)-a ds,
[P

$
Ponendo dunque

2 0t L Y
W‘l‘a_ﬁ“{‘aCZ—V%
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si ha

O [{gBoefror-

¢
_f(a_,g@_uﬁ_ya_u@ﬁa_c) +fa(“ :_gg )

Possiamo adesso, per la definitiva trasformazione di quest’espressione, invo-
care le formole stabilite al principio.
Facendo nella formola (1) 9=y, si ottiene

200% , d00¢ , D9 pY_ 019%
80 T ompa Toror =40 O+

e facendo nella prima delle formole (1), ¢=g si ottiene pure

g_‘g— a%%:Ai(g, E)

Si ha dunque
%_T;V=IA,(9, s)%,—ﬁdﬂrfg(g—id@’gi )

—fgwda—fm(g, $)do,

espressione in cui di nuovo non intervengono che i valori superficiali di g e
dove non resta che da trasformare 1’ultimo integrale mediante la formola (2),
facendo in questa p=a, ¢=g; il che esige che g(#, v) sia funzione mono-
droma, continua e finita, insieme colle sue derivate prime, e che sia dotata
altresi di derivate seconde. Operando questa trasformazione e ponendo inoltre,

per brevitd,
fysbd5=X, f9¢dn=Y, f94»d:=Z,

si ottiene finalmente
8—W-—J (aheg +A(g, o) ¢do+|A(g, 5)3 do

7
—[gvydot[D2yas+ L2 02

(6)a
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e riponendo per ¢ il suo valore
1

w O!Az 'Ai , a—
8x ___f .q—}" (g a)da-l—fAi(g, g)a_;dg

+[ 60d9+8Y 0Z

oy r e oy

0z 0y

B questa la formola (14)B dal sig. Nrumaxy, completata da tre nuovi ter-
mini (i tre ultimi), dei quali il primo & la funzione potenziale d’una massa
distribuita lungo il contorno s, e gli altri due sono le derivate prime delle
funzioni potenziali di due analoghe distribuzioni lineari (¥).

Per rendere questa formola indipendente dalla legge d’attrazione bisogna
aggiungere un altro integrale di superficie [il terzo nella formola (6),].

Le due formole (4) (6), a ciascuna delle quali se ne possono asgociare due
altre, relative alle coordinate y e z, fanno evidentemente riscontro a quelle,
gid note da lungo tempo, che forniscono le derivate d’una funzione potenziale
di spazio per mezzo di funzioni potenziali di spazio e di superficie. Quando o
¢ una superficie chiusa, esse prendono le forme seguenti

v W .
Levirw, LL-TtwW,
dove V,, V, sono funzioni della specie di Ve W,, W, sono funzioni della
specie di W; donde si conclude, col.sig. Neumann, I'importante risultato che
ogni derivata, qualunque ne sia 1'ordine, di ¥ o di W, rispetto alle coordinate
z, y, 2, & sempre esprimibile sotto forma di somma di due funzioni potenziali

di superficie, I'una di semplice, I'altra di doppio strato.

(6)

Se si ammette, come fa il sig. Nromanx, che sia gid stata dimostrata la
continuitd della funzione
V— J hdae ,
r

nel passaggio del punto (z, y, 2) attraverso alla superficie, e la discontinuita
della funzione
—fg _d‘77

(*) Quando g & costante questi due termini soxo i soli che rimangano nel secondo wembro,
e 'equazione che si ottiene & la traduzione analitica del teorema fondamentale di AmpERre.
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nel passaggio medesimo, discontinuitd definita dall’equazione
Wn - Wn’ = 4: T g,

dove W, e W,y sono i due valori di W nell’immediata prossimita del punto
cui si riferisce il valore di g, I'uno dalla parte della normale n 1'altro da
quella della normale opposta #', le formole (4) e (6) conducono molto facil-
mente alla determinazione della discontinuita delle derivate di V" e di W nel
passaggio attraverso alla superficie, passaggio che supporremo effettuarsi in un
punto posto a distanza finita dal contorno s della superficie o.

Limitiamoci a considerare le derivate normali, e supponiamo quindi (per
applicare direttamente a questo caso le formole gid scritte) che nel punto di
passaggio si abbia a=1, 6=y=0, cio¢

NG —nf=H>0, (§—(f=0, &n—fx'=
epperd
=& =0,
come & d’altronde manifesto. Scrivendo le formole (4) e (6) cost
sl
w
fk“ Lis+r, D~ [ug, 95tdo+ 0,

dove P e Q sono funzioni di x, y, # che restano continue nel passaggio del
punto (z, y, 2) attraverso alla superficie, in ogni punto a distanza finita dal
contorno, si ha immediatamente, dalle proprieta ammesse,

()~ GEh=—n (E) ()0

BV ov_ oW oW
T Tt
formole che esprimono le notissime proprietd delle prime derivate normali di
V e di W, nell'immediata prossimitd della superficie.
Per trovare le analoghe proprieta delle derivate seconde, scriviamo le equa-
zioni (4) (6) in quest’altro modo

ossia

=0,

1
%% =j7’—;“ —l—fga%—;daﬂ,
1
97 ~|x dc+fgz~da+q,
Annali di Matematica, tomo X. 8
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dove
k4=hA2€+Ai(k7 E), gi=—k“7
hi=adsg+Ag) @), ge=Ag, &),
e dove p, ¢ sono funzioni dipendenti dal solo contorno s, Di qui, in virth delle
stesse formole (4), (6), si trae
B
ta7s &
%}? == ka4, g);ﬁ—;dc+1’,
5 1
W r
BT —[i~ et Ay ) do+0Q,

dove P, @ sono di nuovo funzioni che rimangono continue nel passaggio at-
traverso alla superficie. Ora nel punto di passaggio si ha, per ipotesi, £'=¢ =0,
epperd

Ai(gn Z';):—‘()7 A1(927 £)=O3

dunque
(&), — (%), ===,
(agrf)n __ (%:Z’)n’ = —4nh,,
dove

hy=hA¢&, he=A; 9+ A(g, o).

Ma da formole note (*) si ha, in generale,
1 , 1 1
A1£=1—12, A2£=—a(E-—I—E)>

dove Ry, R, sono i due raggi principali di curvatura della superficie nel punto

considerato, contati positivamente quando la loro direzione (dal centro di cur-

vatura verso la superficie) coincide con quella della normale positiva #, nega-

tivamente nel caso contrario. Dalla prima di queste due formole si ha, per a=1,
@ =—5AL), a=—3(4);

(*) Cfr. le mie Memorie gia citate. Del resto la prima equazione si deduce dalla prima
delle (1), facendo ¢ =%, e la seconda si ricava da una formola generale dimostrata pit
sotto (vedi in fine della presente Nota).
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quindi, per essere A,¢ funzione quadratica ed omogenea delle derivate &, &,
che si annullano nel punto di passaggio, si ha, in questo stesso punto, o' =« =0,
donde

Ag, 2)=0,

epperd
1 1
k1=—h(E+E)) k2=Agg.

Le formole cercate sono dunque

?2]7 82]7 . 1 1
&~ 4t ) -
*W W

8"2 —%,—2=—4TEAQQ.

La prima- di queste formole & una di quelle (17. E) che il sig. Nevmany da
come applicazioni dei suoi teoremi, ed era gid stata dimostrata (con qualche
restrizione) dal prof. Pacr (*). La seconda mi sembra nuova (**). Ambedue
perd sono intimamente connesse fra loro in virth d’una proposizione pil ge-
nerale, che ora procedo a stabilire, e dalla quale mi pare che venga meglio
chiarita la loro vera origine analitica.

Riferiamo i punti dello spazio a tre coordinate curvilinee u, v, w, corri-
spondenti a tre famiglie di superficie, le prime due delle quali sieno ortogonali
alla terza. La superficie o sia una di quelle appartenenti alla terza famiglia,
e, per semplicitd, sia quella che corrisponde al valore w=0 del parametro di
questa famiglia, il quale supporremo crescente dalla parte della normale posi-
tiva n. Il quadrato dell’elemento lineare generico dello spazio &, per le am-
messe ipotesi, evidentemente rappresentato da un’espressione della forma

FEduw4-2Fdudv+4 Gdv*+ K2dw?,

dove E, F, G, K sono quattro funzioni di u, v, w, circa le prime tre delle
quali possiamo supporre che, per w=0, si riducano a quelle stesse che ven-
nero precedentemente designate col medesimi simboli, e, circa la quarta, riter-
remo essere K >0.

(*) Giornale di Barraermi, t. 15.
(**) 11 confronto di essa con quella che il sig. Neomaxy ha trovato pei potenziali loga-

ritmici (18.D) conferma ancora una volta 1'esaitezza d’una osservazione di Lamk (Legons
sur les coordonnées curvilignes, § 18), gia da me rilevata nel § 16 delle citate Ricerche

&’ analisi ece.
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Continuiamo a denotare con A, e A, i parametri differenziali di primo e
second’ordine relativi all’ipotesi dw=0, ciod relativi al caso in cui si consi-
derino come variabili le sole #, v; e denotiamo invece con v,, v, le analoghe
espressioni rispetto allo spazio a tre dimensioni, rispetto, ciog, al caso in cui
si consideri come variabile anche w. Per tale convenzione, rammentando le
regole generali per la formazione dei parametri differenziali (*), si ottiene

dapprima, per una funzione qualunque ¢,

v,q>=Aiso+Rl-2(—g—$)2;
indi
%oy = o (KM + (BN, + L (R 22, (H=\TG—
o0ssia

_ Al((P’ K) 1 a H 8‘9 .
Ve =LA¢+—% +HK_8_M7(7§W)

Di qui si trae, per g=1w,

H

Rl

_1 _.1 0
V=3 VeYSEE Tw

epperd

Vew ’(}\}ng

VV*W ow HK aw ’

ossia, per una nota formola di Lam# (**),

1 9H 1
HEQw R T &’

dove R,, R, sono i raggi principali di curvatura della superficie w = costante,

nel punto (u, v, w).
Si pud quindi scrivere

V2?=A2?+—Al(‘oj( 'K)'I'Tl{ai(ll{ g;)_l_(ti -I—h’zz)f_faa~

ossia finalmente

Ax ,K ?
Vep =20+ (CP )‘l"gﬁ'l'( +liz)gS’

(*) Cfr. 1a citata Teorica generale dei parametri differenziali, § 3.
(**) Legons sur les coordonnées curvilignes, p. 42.
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dove s & I'arco della linea secondo cui ¢'intersecano le superficie u = cost.,
v==cost., arco contato positivamente nel senso di w crescente.

questa una formola generale che comprende molti risultati conosciuti e
che potrebbe porgere argomento ad altre applicazioni. Ma, per venire senz’altro
alla questione che ci occupa, supponiamo che la variabile designata general-
mente con w sia il segmento # della normale positiva condotta nel punto («,
v) alla superficie o, cosicche la famiglia w=cos?. sia formata delle superficie
parallele alla data, e le famiglie u = cost., v = cost. sieno formate di superficie
rigate normali alle precedenti. I evxdente che in tal caso, essendo ds=dn,
si ha K=1 e quindi

Ai(‘P: K)=0,

cosicche I'equazione (8) diventa
0
V=g + 28+ +3) 22 (8)0

Se invece della normale positiva » si volesse considerare la normale negativa
n'y opposta alla n, si avrebbe evidentemente

Vep =4y +aanq: (121 + Rz)f?:

Cid posto distinguiamo coi simboli ¢ e ¢’ i valori che la funzione ¢ prende,
in prossimitd della superficie o, dalle due opposte parti di questa. Avremo

Ve =Asp +g,; (i+ 1{2)%

on
b A 0% (1 ykd
Veg =Asg on* (_+ .Rz) on'’

equazioni in ciascuna delle quali i valori delle quantita
K, F, ¢, R, R

debbono naturalmente riferirsi al punto cui corrisponde il valore ¢, ovvero ¢/,
della funzione. Se supponiamo che i due punti sieno sopra una stessa normale,
le loro coordinate saranno rispettivamente #, v, n ed u, v, »'. Ma facendo
decrescere indefinitamente i valori di #» e di », & chiaro che quelle cinque
quantitd tenderanno a prendere gli stessi valori nell’una e nell’altra equazione,
tenderanno, cioe, a prendere i valori che loro competono nel punto (v, v) della
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superficie o. In tale stato limite potremo dunque scrivere

v __ 02

G

=— Ag(pn— o) — (34 -+ Rz)(gz é@_:l) + (Ve 9)n— (Ve 9w

dove ¢, € ¢» sono i valori che la funzione ¢ prende sulla faccia positiva e
sulla faccia negativa della superficie s, come limiti di quelli che essa prende
in prossimitd di questa superficie dalle due opposte parti di essa.

E questa la formola che ci proponevamo di stabilire e che esprime la dis-
continuitd della seconda derivata normale d’una funzione qualunque, attraverso
ad una superficie, per mezzo dei valori che la funzione stessa, la sua prima
derivata normale e il suo secondo parametro differenziale (completo) prendono
da ambedue le parti della superficie, nell’immediata prossimitd di essa.

Se ¢ & una funzione potenziale procedente da sole masse distribuite sulla
superficie stessa, si ha

)

do_ Po_ | 99, 97
one pue Al en) — (B, T Bz)(8n+ an) ®)a
Se, pil in particolare, si tratta d’una funzione potenziale ordinaria
o=V= hds r?c
s1 ha
oV , av
V=Vn’7 %+W=—4:Trk,
epperd
*V __o°V

1
on: gn = 4= I(Rl +_Ii_)

Se, invece, si tratta d’una funzione potenziale di doppio strato
1
r
?=W=fga—n(i07

si ha
_ oW , oW
Wn—Wn’-—é‘:ﬂg, W—I—-a—n,———o,
epperb
oW oW
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Questi risultati s’accordano perfettamente, come si vede, con quelli che ab-
biamo pit sopra ricavati dalle formole del sig. Nrumasy. Col procedimento
attuale essi appariscono quali semplici corollarii dell’ equazione di Laprace.

Per applicare la formola (9) alle funzioni potenziali di spazio bisogna sup-
porre che la densithd sia continua da ambedue le parti della superficie . In
questo caso si ha

o — 9w =0, —S—%+%=0,

ed 1 valori di

(Vedns  (V20)w
sono determinati dall’equazione di Porsson. Il risultato che si ottiene in tal
modo & d’accordo con quello che gia si conosce (*).
Scrivendo la formola (8), cosl
— 1L, l)o»_ o

A??—V2?_(E+E) an 87712,
essa serve alla deduzione di risultati d’altro genere. Facendo, per esempio,
9=2£&, si ha

AN

D

V?‘E:O;

=ﬁ,

_07

on

D

S

¥
epperd

A2£=-—a(2{1-:+3i2)s
formola di cui si & gid fatto uso precedentemente.

Se invece delle coordinate curvilinee speciali u, v, w si fossero considerate
delle coordinate curvilinee generali, in modo che la linea s d’intersezione delle
superficie («), (v) riuscisse obligua e non gia normale alle superficie (w), si sa-
rebbe ottenuta una formola analoga alla (9), per la determinazione della dis-
continuitd d’una derivata seconda presa in direzione qualunque. Non credo
necessario di sviluppare questo calcolo, e mi limito solamente ad osservare che
anche per questa via si pud pervenire alla determinazione della discontinuita
delle derivate d’ordine superiore, e che forse riesce in tal modo pil agevole
riconoscere le condizioni strettamente necessarie per la validitd delle formole
che s’incontrano.

Pavia, 28 Aprile 1880.

(*) Cfr. Kircunorr, Mechanik, Lezione XVI, § 2.
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‘Wie viele cyclische
Gruppen gibt es in einer quadratischen
Transformation der Ebene?

(Von S. Kaxror, in Wien.)

Bei einer synthetischen Untersuchung iiber periodische quadratische Trans-
formationen bot sich mir zunéichst die Frage dar, wie viele cyclische Gruppen
es in einer beliebigen quadratischen Transformation gebe. Fithrt man auf einen
Punkt dieser Gruppen die Transformation aus, hernach ebenso auf den Trans-
formirten und successive weiter, so gelangt man zum Ausgangspunkt zuriick,
nachdem man eine endliche Anzahl Male die Transformation im selben Sinne
vollzogen hat. Der Beantwortung dieser Frage mogen die folgenden Zeilen
gewidmet sein. Vielleicht wird einerseits die relative Leichtigkeit iiberraschen,
mit der sich die geometrische Seite der Frage erledigen ldsst, und anderer-
seits der Zusammenhang interessiren, der zwischen ihr und der Theorie der
Zahlen besteht.

1. a, b, ¢ und o, b, ¢ seien die Hauptpunkte der beiden hier iiber
einander gelegten Systeme 3, und =;. Einem Punkte p der Ebene entspricht,
je nachdem man ihn zu 3, oder 3, zihlt, ein Punkt p* oder p, im anderen
Systeme. Die Hauptpunkte @, b, ¢ liefern als gewthnliche Punkte von 2, der
Reihe nach a®, b0, ¢ @ pE) @y . @) b)) ¢ als Transformationsre-
sultat, die a'd'c’ geben die Tripel a'y), &'y, €3 @)y Oy C@)5eer Auyy by,
¢'(wy. Einem Stralbiischel von =, mit dem Scheitel p entspricht ein Kegelsch-
nittbiischel mit den Scheiteln a'd'¢’p,, welches auf jenes projectiv bezogen ist
und mit ithm eine Curve dritter Ordnung K; erzeugt, die p, pi, @'d'c’ enthilt.
Dieselbe ist, wie man sieht, der Ort der Punkte von 3, welche mit den
ihnen entsprechenden Punkten von 3, auf durch p zielenden Ge-
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raden liegen (*). Die zu zwei verschiedenen p gehorigen K, schneiden sich
ausser in @/, o', ¢ und auf pp’ noch in den vier Doppelpunkten (d), der Tran-
formation.

Man kann eine Gerade g zu 3, oder 3, rechnen und erbilt entsprechende
Curven zwei Kegelschnitte in 3, und 3,, die sich in jenen vier Punkten =
treffen, fiir welche #' und =, auf g liegen. Lésst man ¢ ein Biischel durch-
laufen, so beschreiben die Kegelschnitte zwei projectiv auf einander bezogene
Biischel, welche als Erzeugnis die von den Punkten = erfiillte Curve liefern,
die von der 4 Ordnung ist und durch q, b, ¢, @', ¥, ¢, p., pY, (d), geht. Ich
bemerke sogleich, dass man von einem Punkte p aus nach zwei verschiedenen
Richtungen die Transformation successive appliciren kann und erhalte so zu-
néichst:

Die Punkte, deren erste Transformirte nach beiden Richtungen durch
eine in einem festen Punkte eintreffende Gerade verbunden sind, erfiillen eine
Curve vierter Ordnung, P,, welche die Hauptpunkte und die Doppelpunkte
enthilt.

Zwei verschiedene P, schneiden sich ausser in diesen Punkten auch in den
vier zur Verbindungsgeraden ihrer p, p° gehtrigen « und daher noch in zwei
Punkten %, I. Fiir diese muss die Gerade k,k* durch p, wie durch p’ gehen,
was, da keine weiteren Doppelpunkte existiren, das Zusammenfallen von £,
und &' bedingt. Also:

In jeder quadratischen Transformation der Ebene gibt es
(im Allgemeinen) ein und nur ein Punktepaar, dessen Punkte
sich involutorisch entsprechen.

2. Die Curve P, fir ¢ zerfillt in &'¢ und die durch a, b, ¢, (d), @,
a¥ gehende Curve 3 Ordnung, analog die fiir 5. Das involutorische Punkte-
paar kann als der Rest des Schnittes zweier bestimmten Curven 3 Ordnung
mit sieben gegebenen gemeinsamen Punkten construirt werden. Wegen der
Symmetrie dieser Punkte gegen beide Systeme folgt nun:

Das involutorische Punktepaar stellt sowol fir das durch
abe(d),, als das durch a'b'¢'(d),, bestimmte Curvennetz dritter Ord-
nung ein verbundenes Punktepaar vor.

Die (d), wird man am einfachsten als die gemeinsamen Punkte dreier Ke-
gelschnitte construiren, auf deren jedem sich die entsprechenden Stralen eines

(*) Crenxova: Erhilt die analoge Curve fiir seine Transformationen (Memorie di Bologna,
1865) durch eine Abzdhlung,

Annali di Matematica, tomo X, 9
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66 Kantor: Wie viele cyclische Gruppen

Hauptpunktepaares treffen, welche also als Directionskegelschnitte fiir die Trans-
formation auftreten. Bemerkt man, dass in den Hauptpunkten @, o' die Stra-
lenpaare ac, a'd” und ab, a'c’ sich entsprechen, so erkennt man die Dire-
ctionskegelschnitte als zu drei Biischeln gehorig, welche beziiglich durch die
drer degenerirten Kegelschnittspaare

ab, a'b’ und ac, ac’; _b_c,?-c—'und_ﬁ:w; ‘ac, o’¢ und be, ¢
constituirt werden und folglich Biischel eines Netzes sind. Man schliesst so die
interessante Beziehung:

Die vier Doppelpunkte der Transformation bilden ein ver-
bundenes Punktquadrupel in dem durch die entsprechenden Sei-
tenpaare der beiden Hauptdreiecke constituirten Kegelschnitts-
netze (*).

3. Wird auf den einer Geraden von =, entsprechenden, Kegelschnitt
neuerdings die Transformation ausgefiihrt, so erhilt man eine Curve C’; mit
Doppelpunkten in ¢, &', ¢’ und einfachen Punkten in o'(yb'(¢'). Zwischen
den Punkten p und p(;) besteht eine Cremona’sche Transformation, und einem
Stralbiischel von 2, entspricht ein dazu projectivisches Biischel der C’,. Ue-
bertrigt man das Stralbiischel von =, nach =,, so bekommt man ein zu den
C', projectives Biischel von Kegelschnitten C;, die mit den C, jene Punkte
bestimmen, fir welche die ijhren zweiten Transformirten nach =, hin und
ihren ersten Transformirten nach =, verbindende Gerade durch einen gege-
benen Punkt, den Scheitel jenes Biischels verlduft. Der Ort dieser Punkte ist
von der sechsten Ordnung, hat o, &', ¢’ doppelt, a, b, ¢ und @'y, &'y, ¢y
einfach und enthilt jedenfalls die Doppelpunkte, da fiir sie jene Gerade un-
bestimmt wird oder auch, da sich in ihnen entsprechende Curven der beiden
Biischel schneiden. Durchlduft der Scheitel des Stralbiischels eine Gerade, so
muss die Curve 6 Ordnung ein Biischel durchlaufen, denn durch einen Punkt
der Ebene sind seine Transformirten, ihre Verbindungslinie, deren Schnitt mit
der Ortsgeraden und folglich die Curve P; festgestellt. Zu den Scheiteln des
Biischels gehoren die Fundamentalpunkte, die Doppelpunkte, die Schnittpunkte
der C', und C, fiir die Ortsgerade und daher noch 36-3-4-3-3-4-8=6
Punkte, welche derart liegen miissen, dass jene Verbindungsgerade unbestimmt

(*) Man kann die #® Basispunkte eines in einem Curvennetze nter Ordnung enthaltenen
Biischels als eine in diesem Netze verbundene oder einfacher: enthaltene Punktgruppe be-
zeichnen.
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wird (p®=p,), und nach der dritten Transformation in sich zuriickkehren.
Dann hat jede Phase dieses Punktes dieselbe Eigenschaft, die Zahl ist durch
3 zu dividiren und es kommt:

In einer beliebigen quadratischen Transformation gibt es
zwel cyclische Gruppen von je-drei Punkten.

4. Wollen wir nun die cyclischen IV punktigen Gruppen finden, so teilen
wir die Zahl N in beliebiger Weise in zwei Summanden M und N— M und
suchen jene Punkte, deren Mte Transformirte gegen =, hin mit der (N — M)ten
Transformirten gegen 3, hin zusammenfillt. Die (N — M)te Transformirte von
pN=M) gegen 3, hin ist dann p, also p seine eigene M- (N—M)~=Nte
Transformirte gegen X, hin.

Wir setzen der Einfachheit wegen M=1.
Applicirt man auf eine Gerade g (N— 1) mal die Transformation gegen 3,
hin, so erhdlt man eine Curve der 2¥~'ten Ordnung, welche

oN-2 fache Punkte in a'b'c’; 2N=3 fache Punkte in a'¢y, by, €1y.--
einfache Punkte in &' (y_g), b'v-2), €' (g

hat und zur Geraden in eindeutiger Beziehung steht.
Einem Biischel von Geraden ¢ entspricht ein Biischel von Curven C N

Bringt man jede derselben mit dem der betreffenden Geraden in 3, entspre-
chenden Kegelschnitt zum Schnitt, so erhilt man Punkte p®™¥=1 und p,, auf je-
ner g liegen. Das Erzeugnis der beiden Curvenbiischel ist eine Curve 2¥—! .+ 2ter
Ordnung, der Ort der Punkte, deren p®™¥—") und pg,) mit einem festen Punkte
in gerader Linie sind. Diese curve P2N_1+2 enthalt (', &', ¢")2V~2 fach, (a'(y),
b'(;), C’(,))QN_3 fach, schliesslich a'(N_2), b,(N—i)7 C’(N_g) sowle a, b, c einfach
und tiberdies die (d),.

Zwei1 verschiedene Curven P2N~1+2 schneiden sich ausser in diesen Punkten

nur noch in den Schnittpunkten der Erzeugungscurven, welche der Verbin-
dungsgeraden ihrer Stralbiischelscheitel entsprechen, und in solchen, fiir welche
die Gerade p™Yp., unbestimmt wird, die beiden Transformirten identisch
sind. :

Es sei f ein beliebiger Factor von N und p, ein Punkt, der nach f Trans-
formationen in sich zuriickkehrt; dann gelangt er nach N —f Transforma-
tionen in sich selbst und daher nach (N —1)— (N — f)=f—1 weiteren
Transformationen in den gegen =, hin (f— 1)ten Punkt seiner Gruppe, das
ist in den ihm gegen =, hin benachbarten Punkt derselben Gruppe. Nach der
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68 Kantor: Wie viele cyclische Gruppen

ersten Transformation gegen 3, gelangt p, in eben diesen Punkt, daher wird
auch fiir ihn die Gerade p™—"p., unbestimmt, und er wird gemeinsamer
Schnittpunkt aller P2 N1 sein miissen. Ist also f ein beliebiger Factor von

N, Z; die Zahl der cyclischen Gruppen ften Grades, so ist die Summe =f- Zp,
itber alle einfachen und zusammengesetzten Factoren von N ausgedehnt, von
der Anzahl der Schnittpunkte zu subtrahiren. Es bleiben daher noch

N1y Q)2 3(2N-2. QN2 | QN-8.QN=3 4 ... L 1) 3 —4—2.2N1_3f. 7
f

eigentliche Losungen unserer Aufgabe. Will man nur die cyclischen Gruppen
kaben, so hat man noch durch N zu dividiren, und erhilt nach gehoriger
Reduection

ON_9__3f.7
ay=22 &

als eine Recursionsformel fiir die gesuchte Anzahl, wobei ich wiederhole, dass
die Summe 3 auf alle moglichen in NV enthaltenen Zahlen f auszudehnen ist.
Ist insbesondere N eine Primzahl, so fillt die Summe weg, und es bleibt

Der Bruch rechts muss nothwendig eine ganze Zahl sein, und hierin kann
man einen geometrischen Beweis eines Theiles des Fermar’schen Satzes (fiir die
Basis 2) erblicken.

Ist N die Potenz einer Primzahl, a% so sind @, ¢?,... a*™* simmtliche Fac-
toren und man hat nach (1)

0Zata Zp -+ a7 g A0 7 p= 24" — 2

andererseits besteht analog

aZa+a2Za2+"'+am—‘Zau_1 =2a ' —'2,
daher durch Subtraction
G“Zax = 2@“ - Qa“—l
oder
a*" Na—1)
Zumpet 2 ®
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Hat N die Form a*b?, wo ¢ und b Primzahlen sind, so ergibt sich (Z'=N.Z)
Zlau +Z,au—1 +"'+Zla =2“u —2
Z g +Z'bu°‘—l oo Zhe =20 —2— (29" —2) = 20" — 20"
A A

-------------------------

’ ! (4 pa“ ﬂ
Zbﬁau"}'zbﬁ“o‘._l"‘"'+Zbﬁa=2b — 20 e,

o

Subtrahirt man von der Summe dieser Gleichungen die analoge nur bis 5%’
vorschreitende Summe, so bleibt

Z' ot Z s gt B =2 — 2
und hievon wieder die analoge nur bis b#- laufende Gleichung, so wird

, Qbﬁ a* gbﬁaa—l_gbﬁ_la“ +Qb‘8_l 2%
Z'n= b a= ' )

Die vollstindige Herleitung der allgemeinen independenten Formel fiir Zy
wiirde zu viel Raum bendthigen. Es sei daher das Resultat allein angefiihrt.
Ist N eine ganze Zahl, welche die Primfactoren a,, a,,... a, en-
thilt, also die Form aaj:...a™ besitzt, so ist die Anzahl der in
einer beliebigen quadratischen Transformation der Ebene existi-
renden Gruppen, von denen jeder Punkt nach N maliger Anwen-
dung der Transformation wieder in die Anfangslage gelangt, gleich
N N N oy

ON_50% . 50% % ., (—1p2M Y Gp Gy r,
Zy= e -5 3 A1 ®)

wo fiic 7,7,...7, jede beliebige Complexion von p verschiedenen Zahlen aus
1, 2,... v einzutreten hat.

In einer quadratischen Transformation gibt es also ein involutorisches Punkte-
paar, zwei periodische Tripel, drei periodische Quadrupel, 6, 9, 18 periodische
Quintupel, Sextupel und Septupel, ete.

Die Zahl auf der rechten Seite von Gleichung (5) muss stets eine ganze
Zahl sein und man hat hiedurch den zahlentheoretischen Satz gewonnen:
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70 Kantor: Wie viele cyclische Gruppen, efe.

Taeorem. Ist N=qa™0*...a™, WO a,, @,... &, Primzahlen, so ist
die Zahl ]

N N N N _N__
OV — (@M .. 2%) (MM L 2N ) — L (— 12t

durch N theilbar.
Fir N=a" geht daraus ein Theil des Fermar'schen Satzes hervor.

Rom, den 13 Februar 1880.
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Beantwortung derselben Frage
fir Cremona’sche Transformation.

(Von S. Kaxror, in Wien.)

Die Frage nach der Anzahl IT der cyclischen Gruppen Lisst sich mittelst

eines ganz analogen Gedankenganges auch bei der allgemeinen rationalen
Transformation beantworten.

Zu dem Zwecke seien die ¢ fachen Fundamentalpunkte des Systemes 3,
deren Zahl «; sein moge, durch

L, L, L. I,
bezeichnet; ¢ variirt von 1 bis n—1. Ebenso treten in 3,

Ji, Jzy Jayeoo I,
auf.
Werden die I als Punkte des zweiten Systemes und die J als Punkte des

ersten wiederholt transformirt, so erscheinen successive
L(;), I2(1)7 13(1)7'“ Ia;(i) J&“; ng“; J(zi)r" J(o:i
Ly Loy Ly Lye W g2 Jp, Je.. J2

------------------------------

Die Ordnung der Transformation sei ¢ und wir setzen voraus, dass sich
die Fundamentalgebilde beider Systeme in ganz allgemeiner gegenseitiger
Lage befinden.

Demgemiiss setzt sich eine Gerade g von 3, nach der (N—1)ten Trans-
formation in eine Curve der ¢™—'ten Ordnung um, welche die J®) zu a¥=2=*.1¢
fachen Punkten hat. Einem Biischel der g entspricht ein Biischel von Curven
C’ v, welches mit dem ihm projectiven Biischel von Curven (g, in welche
sich die ¢ nach 3, hin iibertragen, eine Curve der Ordnung a™-1--a erzeugt,
die J® zu a¥-2-#.¢ fachen und J zu ¢ fachen Punkten hat und iiberdies die
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72 Kantor: Beantwortung derselben Frage

a2 Doppelpunkte der Transformation enthélt. Sie ist der Ort der Punkte,
deren erster Transformirter nach 3, hin mit dem (N -—1)ten Transformirten
gegen 3, hin auf einer durch den Scheitel des g-Biischels strebenden Geraden
liegt. Zweigderartige Curven treffen sich noch in den der Verbindungslinie
der beiden Scheitel entsprechenden @« ¢¥—! und in weiteren Punkten, von denen
jene beiden Transformirten identisch werden.

Man beweist wie oben, dass in diesen letzteren Punkten die der eyclischen
Gruppen fiir simmtliche Perioden f, wo f irgend ein Factor von N ist, in-
begriffen sind. Fiir die Zahl ITy besteht daher

N. Iy= (aN—l + a)e — (a + 2) —aq-gN1— zaz(N—z) %ay

— Eas(N—s) 22 g

’ (6)

— Zétai— Nite's— BTy,
%

Erinnert man sich, dass fir jede Cremona’sche Transformation die Glei-
chung (*)

E’igai -I— 1=a?
gilt, so kann man in (6) statt der Summen schreiben
@ — 1)@V @O 4. 1) 4 (a* — 1)
oder
W= —1 4 (a2 —1),
wonach

Iy = =0 &0, ™

das Summenzeichen ist iiber alle in N aufgehenden Zahlen zuerstrecken.
Die Formel (7) kann man wieder durch eine independente ersetzen:
Es gibt in einer rationalen Transformation ater Ordnung in
der Ebene stets
N N N N N
aN__(a4+___afy)__i_(aﬁfs_l___”am)___“+(_l)yaf4fa-~-fv
N

IIy==

(*) Crevoxa: Sulle transformazioni geometricke delle figure piane (Memorie di Bologna,
1865).
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fiir Cremona’sche Transformation. : 73

Gruppen von N Punkten, fiir welche die Transformation eine de-
rart periodische ist, dass jeder Punkt der Gruppe nach N Trans-
formationen und nicht frither in sich zurtickkert, wenn N die Form
mfms f™ hat. .
Hierin liegt abermals der Beweis fiir ein zahlentheoretisches Theorem, das
die Verallgemeinerung von dem fritheren ist:

N

r=v

. ‘u.=‘v r m ma m
Tmeorex. Die Zahl'y, 3 (—1pd ™™ 7 wo N=f™.f™...f™, und
1

p=0 r=
iy T9y... 7x jede Complexion von p verschiedenen Buchstaben aus
1, 2,... v ist, ist immer durch N theilbar.

v 2

Es scheint nicht bemerkt worden zu sein, dass sich das Fermar’sche Theo-

rem ausser nach der bekannten von Gauss angedeuteten Richtung mnoch in
anderer Weise verallgemeinern lésst.

Es gibt speciell 3a(a —1) involutorische Punktepaare, § a(a —1)(a -+ 1) pe-
riodische Punktetripel, $a*(e —1)(a@ - 1) periodische Quadrupel, ete.

Rom, Februar 1880.

Annali di Matematica, tomo X. 10

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Sulla generazione di una classe
di equazioni differenziali lineari
integrabili per funzioni ellittiche.

(Note di F. Brroscmt, in Milano.)

1.° In una Memoria presentata all’Accademia dei Lincei nella prima
adunanza dello scorgso Giugno ho dimostrato come dalle proprietd di alcune
funzioni algebriche irrazionali si potevano dedurre prontamente i risultati gia
ottenuti dai sig.! Prcarp ed Hermire (*) rispetto ad alcune equazioni differen-
ziali di terzo e di quarto ordine integrabili per funzioni ellittiche. Nella stessa
Memoria 1o osservava come il metodo quivi esposto prestavasi con mirabile
semplicitd alla generazione di equazioni differenziali di piu alto ordine, e spe-
cialmente alla ricerca di certe due equazioni di condizione che hanno molta
importanza nella quistione. E appunto ¢id che mi propongo dimostrare nella
presente Nota.

Posto ¢(¥)=4a*—g.x—¢s e:

¢ (ﬂ’/‘) =z z—¢
considero le seguenti espressioni:
Ay=p+4(@)

Az =A2+A’i\/?—
A3=A4A2 +A,2\/;-

............

(1)

(*) Vedi anche le interessanti ricerche del sig. Mirrae-LerrrLEr nei Comptes Rendus
del Febbrajo e Marzo scorsi,
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nelle quali p, £ sono due indeterminate, A’1=d—A‘~-- e \/§ & posto in luogo

© p——— dx
di Vo ().
Osserviamo dapprima che essendo:

y+ylp=2s+1

si ha:
Ay =2p A, + 2245 — 2
e da essa:
=2upd' 42
e quindi:

Ay =2p 4, +Qr+E—p) A, +2Vp
ossia pel valore di 4,:
A= Qo +E+3p) A+ 2pQ0+E—p) 4 2Vs.
Si noti ora che la prima delle relazioni (1) di pel valore di ¢(x) che:
Vo =Ve@)+2(z— 84— 2(@—E)p @)
percid sostituendo questo valore di Vo nella superiore si avra:

Ay=B2—3E+3p") 4, +2Vp(E) 4 6t —2p8

ossia ponendo:

a=3(E—p), b=2p—6pi—2Vy() (3)

si avranno le:

A;=2p A, +22+La i

A3=(6$—a)A1—b. ( )
Derivando quest’ultima rispetto ad z si ha:

Ay=(06z—0a)d",+64,
e quindi:

444=(6x—a)A2—bA1+6A1v% ,(5)

ma pel valore di 4, si ha:

ANe=p\p+ +—7= q’ 22— y(@)Ve )

e sostituendo mel secondo membro il valore di Vg dato dalla (2):

ANo=[2px—2uE —\p(B)] di+ 22 +2(5 — p2)a + 2p2E + 28 — £ g+ 21\ ()

(5)
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76 Brioschi: Sulla generazione di una classe

o pei valori di a, b (3):
ANg=[2pz+3ap- 104,420+ 2ot Sat + 3¢

essendo:
c=a*—6bp—3g..

Infine pel valore (4) di A4, si ha:
ANg=wds+5ads+ 50 A +c
la quale espressione sostituita mnella (5) da:
A=1224,42b4,+c.
Procedendo in queste modo si ottengono le due serie di relazioni seguenti:
A;—22=2pd,+ %0
A;—~6z 4 =—ad,—b
A—1204,=2bA,+¢
A= 2054y —=—1d A, —4e T
. Ae—3024,+189,4,==2¢4,+5f
A —422 4,4+ 429, Ay=—g A, — D )
As—5624,484¢9,4,+720¢, A, =40 A4,11.
wAi—“;\/97=%HAz+%aAt+%b \
g d,—ANo=—1ad,—4bd,—1¢
a’As—%AZV?’—“‘“%bAz+§‘(€+392)A1+':se .
v A —24Ng— g, dy=—Lcd,—Led,—if
o ds—3 ANy —2g, Ay =1ted,+(f+18g5) A+ 3 1
24, —3ANo—39, 4, —36hy dy==— 1 fA, —2h A, — 11 /‘

(Ir)

nelle quali: ' Co
Sc424g.=d 2b2—ac=f. bd—4ae=1"
ab—3cp =¢  Tf £216g,=g ‘cd—8be =L

Si noti che siccome le a, b, ¢ sono di 2, 3°, 4° grado rispetto a u cosi sa-
ranno ¢ del quinto f; ¢ del sesto, % del settimo, I dell’ ottavo, ecc.
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2.° Se dai valori (3) di a e di b si elimina la indeterminata £ si ottiene
fra le a, b, p la seguente, o meglio fra le a, b, ¢, p le seguenti:

270*—16ac+12abp —36cp*—12g,a0 - 108 ¢, == ©)
c=a'—66p—39,.
Aggiungendo a queste altre due equazioni in @, b, ¢, ¢ ed eliminando dalle

quattro le a, b, ¢ si otterrd una equazione in p la quale supposta del grado

n dard n valori per p e per la prima delle (3) n valori corrispondenti per &.
Ora se le due equazioni sono:

a==ua, b=,3

a, f costanti, si ha tosto dalle (6) che I’equazione in x & del terzo grado; per
questi #re valori di p e pei corrispondenti di £ dalla seconda delle equazioni
del gruppo (I°) si otterra quindi identicamente:

A:+6z—a)A,+ =0. )
Cosl dalla prima e terza relazione dello stesso gruppo si ottiene la:
A —1224, 4+ a(4,—22) 4, +y=0 )
purche sieno soddisfatte le due condizioni:
2b+2pa48=0
¢+5aaty=0

nelle quali «, B, y sono costanti. Eliminando le a, b, ¢ da queste ultime e
dalle (6) si ottiene una equazione del quarto grado in p; e quindi pei quattro

valori di p e pei corrispondeati di £ la equazione superiore sard identicamente
soddisfatta.

Analogamente dalla prima, seconda, e quarta relazione del gruppo (I°) si
ottiene la:

As—200d;+a(ds—6x4)+ (4, —22) - yA4,4=0 9)
purche:

—$d—aa+2up+y=0
—4i¢—ba+3a8+43=0

essendo «, B, y, & costanti. Anche qui la eliminazione delle @, b, ¢ da una
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equazione del quinto grado in y, e quindi si avranno le conseguenze sopra .
indicate.

Importa notare che le costanti «, B... le quali sono due per la relazione (7)
del terzo ordine, sono tre per la (8) del quarto ordine, quattro per la (9) del
quinto ordine e saranno quindi #—1 in quella dell’ordine emnesimo. Perd
questo numero deve considerarsi come un maximum, mentre alcune fra quelle
costanti possono annullarsi senza che la equazione in p si abbassi di grado.

4 Luglio 1880.
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ANNUNCIO NECROLOGICO ©

K coll’animo addolorato che dobbiamo annunciare ai
lettori degli Annali la grave perdita subita pochi giorni
sono dalle scienze matematiche. Il distinto cultore di esse,
I'eminente direttore del Journal fiir die reine und ange-
wandte Mathematik di Berlino, prof. C. W. Borchardt
spirava il mattino del 27 scorso Giugno in Riidersdorf
dopo dolorosa agonia. L’illustre HErMITE comunicando
pel primo il doloroso avvenimento a chi scrive aggiun-
geva « Je lui étais trés-attaché et depuis bien longtemps,
depuis 1846, ainsi sa perte m’a bien atiristé, et me
latsse un grand vide.» Questo sentimento di tristezza &
diviso da tufti i matematici italiani che ebbero la fortuna
di conoscere personalmente od ebbero relazione scienti-
fica coll’egregio geometra di Berlino. I percid in nome
di essi tutti ed interpretando il loro comune desiderio che
inviamo alla desolata famiglia sua, ed ai suoi eminenti
colleghi ed amici dell’Accademia delle Scienze di Berlino
una parola di cordoglio e di conforto.

(*) A questo cenno fard seguito nel prossimo fascicolo un lavoro intitolato: Carlo
Guglielmo Borchardt ed © suoi scritti scientifici.
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Algebraischer Beweis des Satzes
von der Anzahl der linearunabhingigen
Integrale erster Gattung.

(Von E. B. Curistorrer, in Strassburg.)

In meiner Abhandlung iiber die canonische Form der Integrale I. G. habe
ich mich auf einige bekannte Sitze bezogen und dabei angemerkt, dass die-
selben sich aus rein algebraischen Betrachtungen schopfen lassen. Der Wunsch,
dies niher zu erliutern und namentlich die algebraischen Methoden nachzu-
weisen, deren ich mich bediene, veranlasst mich, im Folgenden meinen Beweis
von einem dieser Sitze mitzutheilen.

Der Gegenstand dieser Untersuchung gehort in die Grundlagen der Lehre
von den Abelschen Functionen, und betrifft einerseits die Anzahl der linear-
unabhingigen Integranden I. G. w/, die zu einer gegebenen Gleichung

F(sl2)=0 (1
gehdren, andererseits die Kriterien fiir die Irreductibilitit von F' resp. die
Anzahl seiner irreductibeln Factoren.

Bevor ich zu dieser Untersuchung iibergehe, muss ich befiirworten, dass in
dieser Materie mehrere Sitze von einander getrennt werden miissen. Ist die
Gleichung (1) irreductibel und, indem ich mich zuniichst der iiblichen Bezei-
chnungen bediene, » die Anzahl der Doppelpunkte slz=y|d, so lautet der
erste Satz, dass die Anzahl der linearunabhéngigen Functionen w’, welche
zu dieser Gleichung gehdren, stets gleich

(m—1)n—1)—r

ist. Der zweite Satz ist von anderer Natur, und betrifft die zur Gleichung (1)
gehorige Fliche T'. Aus der Irreductibilitit von (1) folgt, dass diese n-blittrige
-Fldche eine zusammenhingende ist, also ist die Anzahl der Doppellinien, in

Annali di Matematica, tomo X. 11
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82 Christoffel: Algebraischer Beweis des Sutzes

denen je zwei Blitter in einander iibergehen, = n—1. Bezeichnet man sie
durch

n—1-4p,

so ist die Anzahl der einfachen Verzweigungspunkte w=2(n—1-p), und
da auch w=2m(n—1)—2r ist, so folgt die bekannte Relation

p=(m—1)(n—1)—r.

Der erste Satz sagt also auch aus, dass die Anzahl der linearunabhéingigen
Functionen #" gleich ist der Anzahl p der iiberzihligen, d. h. fir den Zusam-
menhang von 7' entbehrlichen Doppellinien dieser Fliche.

Der zweite Satz lehrt, dass (1) diese Flidche durch Querschnitte in eine
einfachzusammenhéngende verwandelt werden kann und dass dies (2) unter
anderm durch p Querschnittbiindel ¢, a, & (Riemanys, Theorie der Abelschen
Functionen, § 19) geleistet wird.

Beide Siitze vereinigt geben den dritten Satz, dass die Anzahl der linear-
unabhéngigen Functionen ' der Anzahl dieser Querschnittbiindel gleich ist.

In dieser Form riihrt der Satz von Rimany her; unabhingig vom Dirr-
caLEr’schen Princip ist derselbe meines Wissens zuerst von Herrn Prym be-
wiesen worden (Vergl. Borcmarpr’s Journal 71, pag. 231-232); der Beweis
folgt direct aus einem Riemann'schen Satze iiber die Periodicititsmoduln der
Integrale I. G. (Th. d. A. F., § 21) wenn man beriicksichtigt, dass der Rir-
mann’sche Ausdruck von ' die Existenz von mindestens p linearunabhingigen
Functionen ' auf jeden Fall sicherstellt.

Der zweite von diesen Sidtzen wird in der Lehre vom Zusammenhange der
Fliche T mit selbststindigen Hiilfsmitteln bewiesen; ein Gleiches kann man
vom ersten Satze verlangen, und dann erst erhilt der so eben erwihnte Beweis
des dritten Satzes seine wahre Bedeutung, da er in den KEigenschaften der
Periodicititsmoduln das Band nachweist, welches die beiden ersten, so sehr
verschiedenartigen Lehrsitze direct miteinander verkniipft.

Von einem algebraischen Beweise der ersten Satzes muss man hiernach
fordern, dass er von der Querschnittstheorie unabhingig ist, aber ausserdem
muss er die Irreductibilitit der Gleichung (1), an die allein der Satz gekniipft
ist, auch als den allein und unmittelbar entscheidenden Beweisgrund hervor-
treten lassen. :

Beides leistet die folgende Untersuchung dadurch dass sie von einer neuen
Darstellung der Functionen «’ ausgeht, und sie liefert ausserdem die Krite-
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rien fiir die Irreductibilitit des Polynoms F resp. die Anzahl seiner irreducti-
beln Factoren. Unmittelbar vorausgesetzt ist dabei der allgemeine Fall, den
Rmeuany seinen Untersuchungen zu Grunde legt; der Schlussausdruck von '
ist indessen so beschaffen, dass man die Verinderungen iiberblicken kann,
welche in ithm vorgehen, wenn sich beim Uebergange zu besondern Fillen
hohere Singularitdten bilden. :

Am Schlusse theile ich noch den doppelten Ausdruck emer Integralfunction
R mit, von welcher man sofort zu den Integralen III. und II. G. gelangt,
sowie den Ausdruck einer algebraischen wie T' verzweigten Function S von
2 mittelst des Integranden R

L
Sel in bekannter Bezeichnung
F(s]8)=as"+asteer 4 4y =0 )

eine Gleichung zwischen s und 2, und ihr Polynom F' entweder selbst irre-
ductibel oder durch jeden irreductibeln Factor nur einmal theilbar; ausserdem
sei T' die n-blittrige Fliche, durch deren Punkte man die Werthe von z re-
présentiren muss, damit s denselben eindeutig zugeordnet werden kann, ohne
an Linien (lignes d’arrét nach Caucay) unstetig zu sein. Iede Function ¢ von
z, welche diese Eigenschaft mit s gemein hat, heisst verzweigt wie die Fliche
T. Sind s,8,...s, die Werthe von s fiir das nimliche 2, und bezichungs weise
0.105...0, die gleichzeitigen, den nimlichen Punkten von 7' zugeordneten
‘Werthe von o, so kann man sich die Aufgabe stellen, im Ausdrucke

‘lb(t IZ)= U+ Uit"'—l- Un—itn_‘

die von ¢ unabhiingigen Coefficienten U, U,,... als Functionen von z so zu
bestimmen, dass fir i=1, 2,... n

4(si12)=oi
wird. Die Interpolationsformel von Laaranae gibt sofort
w0 Iile)
4’(”2)_,.;1 I'(sile) t—si ’
wenn l
’ F(t 3)
= : 0t
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ist. Der vorstehende Ausdruck fiir ¢ ist unzuldssig, wenn F''(s|z2) identisch
Null ist; aber dies ist durch die Bedingung ausgeschlossen, dass F'(f|z) durch
keinen irreductibeln Factor zweimal aufgeht.

Zur Untersuchung von ¢ als Function von z wird diese Variable ausser in
T auch noch in einer besondern Ebene ¥ reprisentirt. Beschreibt dann 2z in
dieser irgend einen in sich zuriickkehrenden Weg 7, welcher durch keinen
Verzweigungswerth z von s fiihrt, so gibt dies in 7' fiir den Punkt 2 » allen-
thalben getrennte Wege 1,1,...7,, deren Endpunkte demnach eine Permutation
ihrer Anfangspunkte bilden. Die Endwerthe von s,s,...s, und ebenso der zu-
geordneten Zweige 0,0,...0, bilden die némliche Permutation ihrer Anfangs-
werthe, folglich ist der Endwerth von ¢ dem Anfangswerthe gleich. Als Fun-
ction von 2z hat also ¢ gar keine Verzweigungspunkte, also ist ¢ einwerthige
Function von z fiir jedes ¢, d. h. UU,... sind einwerthige Functionen von z.

Iede wie T verzweigte Function o von z lisst sich also dureh s und 2z in
der Form

o= (s12) = U4 TUss--++ Up_ysn

ausdriicken, wo die Coefficienten einwerthige Functionen von 2z sind, und zwar
liefert diese Gleichung zu jedem Zweige von s den ihm zugeordneten Zweig
yon ag.

‘Wird insbesondere o weder unendlich oft noch je zu unendlich hoher Ord-
nung unstetig, so iibertrdgt sich dies auf ¢(¢!2), also ist dann ¢(¢|2) eine
rationale Function von z.

IL.

Wir stellen uns nun die Aufgabe, ¢ ={(s|2) auf die allgemeinste Weise
so zu bestimmen, dass

w=Jadz=f¢ (sl2)dz

ein Integral I. G., d. h. weder im Endlichen noch im Unendlichen jemals
unstetig wird. Bei der Losung dieser Aufgabe beschriinken wir uns auf den
Fall, wo s als Function von z nur einfache und getrennte Singularititen hat,
und diese alle nur im Endlichen stattfinden d. h. wo (1) die Punkte in denen
s=oo wird oder eine mehrfache Wurzel s stattfindet, alle im Endlichen liegen
und niemals zwei solcher Punkte fiir das ndmliche 2z stattfinden, ausserdem
aber (2) als mehrfache Wurzeln nur Doppelwurzeln vorkommen.
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Es ist ein Fundamentalsatz, dass (1) dieser einfachste Fall fiir alle Grade
m, n der Gleichung (1) existirt und (2) wenn man ihn mit Riemanx als den
allgemeinen bezeichnet, jeder besondere Fall Grenzfall des allgemeinen ist,
ndmlich durch stetige Aenderung der Fliche 7' und stetige Verlegung der
‘Werthe von s in ihr erreicht werden kann. Auch dieser wichtige Lehr-
satz ldsst sich mit rein algebraischen Hiilfsmitteln beweisen, wie es beim ge-
genwirtigen Stande der Lehre von den algebraischen Functionen verlangt
werden muss.

Im Uebrigen muss bemerkt werden, dass auch der directen Behandlung
besonderer Fille nach der hier auseinander zu setzenden Methode keine prin-
cipiellen Hindernisse im Wege stehen.

Unter den vorstehenden Voraussetzungen nun darf ¢ unstetig werden nur
in den Verzweigungspunkten, und zwar wie 1:Vz—p, wenn fiir 2=0 ein
solcher stattfindet; im Unendlichen muss auf jedem Blatte o)== 0°® werden, und

umgekehrt sind diese Bedingungen auch ausreichend, damit das fadz nie un-

stetig wird also ein Integral I. G. ist.
Im gegenwirtigen Falle ist also

H19= S 77

rationale Function von 2z, und wir haben zu untersuchen, wo und wie sie
unstetig wird.

@) Nimmt z einen solchen Werth an, dass s;=1¢ wird, so bleibt der
zweite Factor

6i F(t]2)
sile) t—si

F(t| 2)

t—si

stetig, da ¢t —s; Wurzelfactor des Zihlers ist. Dieser Factor wird also nur im
Unendlichen unstetig, und zwar =oc™; aber dort wird auch F'(s;|2)= oo™
und ¢;=0?; im Unendlichen wird also ¢ nicht unstetig, sondern unendlich klein
zur zweiten Ordnung. '

b) Die Unstetigkeitspunkte von ¢ liegen also alle im Endlichen und
sie entsprechen den Werthen von 2, fir welche in der Fliche T der erste

Factor
. — Gi
Ky (sil 2)

unendlich wird, also den Verzweigungspunkten von 7' und den Doppelpunkten
von s.
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Der Veremfachung wegen benutze ich nun fiir die Werthe, welche s, 2

in den
r=(m—1)n—1)—p

Punktepaaren, welche Doppelpunkte heissen, und in den
w=2mmn—1)—2r=2n—14+p)
Verzweigungspunkten annehmen, die nidmliche Bezeichnung
sle=oa;l B,

so dass wir w-}-r solcher Werthepaare zu beriicksichtigen haben.
Ist alsdann s |lz==a;|p; ein Verzweigungspunkt, so wird in ihm o=ov,

F’'=0, aber o\z—@; und ——— L
Vz—w

némliche gilt von (2— B:)7;, und zwar erlangt dieses Product im Verzwei-
gungspunkte denselben Werth fiir beide Zweige von z, welche dort zusam-
menhingen. Bezeichnet man ihn durch §4;, so folgt fir 2= p;

werden weder Null noch unendlich. Das

Ft B
lim (2 — )4 (¢ ) = i S22,
fir z=p; wird also ¢ unstetig und zwar
¢(tl2)=4; F(t—lm—{—funct cont.

Findet fiir 2= £ ein Doppelpunkt s, =s,=ax statt, so bleiben o,, o, stetig,
aber F'(s,]2), F'(s;| 2) verschwinden wie 2—fz; also folgt fiir 2=£s

Ft1Br)

lim(z — Br) (¢ 2) = Ar ——

wo Ay eine Constante ist. Fiir 2= wird also ¢ eben falls unstetig und

¢(tl2)= iﬂ@i— ~+ funct. cont.

— QR Z—

Setzen wir daher den, bei Untersuchungen dieser Art stets wiederkehrenden
Ausdruck

_M=Ti(t|3);

t—aj g — [

so folgt, dass ¢(¢l2) nur fir die w-+r Werthe 8; von z unstetig wird, und
fir 2==0;
4(t2=4;T;(¢]2)+funct. cont.
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ist. Der Ueberschuss von ¢ iiber die Summe aller Ausdriicke 4;T; wird also
niemals unstetig, also ist er constant, und =0, da er im Unendlichen ver-
schwindet. Es folgt

19 =5 a1 9= 4 T

t—ai-2—pq
Aber da ¢ im Unendlichen zur zweiten Ordnung verschwindet, so muss in
seiner absteigenden Entwicklung das Glied mit lz- fehlen, also

34 TU8_g )

sein, und zwar fiir jedes ¢.

I1I.

Jetzt erhalten wir

azzAiTi(Slz)=ZA,~_w

S— i Z2—i

und haben zuniichst zu untersuchen, in wie weit dieser Ausdruck den an o
zustellenden Anforderungen geniigt.

1) Im Unendlichen wird wegen (4) auf jedem Blatte der Fliche T*
a =02 wie erforderlich ist.

2) Wir untersuchen demnach die Unstetigkeiten einer einzelnen Function
__ F(slg)
Ti= §—aj s — i
nur noch fiir endliche Werthe von z.
a) Wenn beide Factoren des Nenners unendlich klein werden, so werden

zwel Wurzelfactoren des Zihlers = s —«; bis auf Glieder von noch hoherer
Ordnung, also wird in diesen Falle

sS—oq
Ti= p—cy G
und an der Grenze G weder Null, noch unendlich, noch =2.

0
Ist nun «;B3; ein Verzweigungspunkt, so folgt, das T'; in ihm unendlich wird

wie —— \/5—— » das J dz bleibt also dort stetig; das letztere gilt auch von den

iibrigen Functionen T%.
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Entspricht dem Werthepaar o;3; ein Doppelpunkt, d. h. findet dasselbe in

zwel getrennten Punkten der Fliche T' statt, so nimmt G, da es nicht =2

0
wird, in beiden Punkten den niimlichen Werth an, ebenso jede andere Fun-
ction T%; aber ;};’;, welches in beiden Punkten ebenfalls stetig bleibt, er-

langt in ihnen ungleiche Werthe, ebenso T';. Letzteres und das fcdz bleiben

also stetig.

Hieraus ergibt sich der im Folgenden unentbehrliche Satz, dass die w-r
Functionen 7 linearunabhingig sind. Sollte ndmlich 7% sich durch
die iibrigen Functionen 7% linear und mit constanten Coefficienten ausdriicken
lassen, so miisste, wenn «;8; ein Verzweigungspunkt ist, wenigstens eine der
letztern dort unendlich werden, und wenn «;83; ein Doppelpunkt ist, wenigstens
eine der ibrigen Functionen T% in den entsprechenden Punkten von 7' un-
gleiche Werthe annehmen, wovon weder das eine noch das andere der Fall ist.

b) Sodann ist der Fall zu untersuchen, wo nur ein Factor im Nenner
von T; verschwindet. Wird s=«; aber nicht z==3;, so bleibt T also o stetig,
da s —a; Wurzelfactor des Zdhlers von 77 ist; wird 2=_4; aber s nicht =«;,
so wird s eine andere Wurzel des Zihlers, also abermals T; und o nicht
unstetig.

¢) Im Unendlichen sowie in allen denjenigen Punkten der Fliche T,
in denen der Nenner einer der Functionen 7', T%,... verschwindet, hat also
o alle verlangten Eigenschaften. Aber ausserhalb dieser Punkte wird noch jede
Function T, und im Allgemeinen auch o, unendlich so oft s=oco wird; soll
also ¢ auch in diesen Féllen stetig bleiben, so miissen seine w - Constanten
A, A4,,... in geeigneter Weise beschrinkt werden, und andere Beschrinkungen
derselben sind fiir unsere Aufgabe nicht erforderlich.

Iv.

Sei
Q(Z) = (z— ﬁi)(z - 432) cee (Z - .Bw+'r y
also Q(2) der Ausdruck, welcher sich ergibt, wenn man die Discriminante D

der Gleichung (1) von dem Factor befreit, den sie mit ihrer Derivirlen gemein
hat. Dann ist J(¢12)@(2) eine ganze Function von ¢ und 2, und von den
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Graden n—1 und w-r—2, da fiir z:=00 ¢=0* wird. Sei also

n-1 w4r—2
¢(tl2)-Q@=6(t1l 2z )
mithin
n—-1 wtr—2
_G(s| = )’
o @)

wovon die Formeln der art. IL. IIL. die Partialbruchzerfillungen sind.

Hier muss nun der Zdhler G' ohne unnéthige Beschréinkungen so bestimmt
werden, dass er fiir s=co niemals unstetig werden kann. Dies gelingt durch
folgende Ueberlegungen. Schreibt man die Gleichung (1) in der Form

as/“_l_aisll—i..._i_a‘u:_.______...

so folgt, fir p=0, 1,... n—1, dass der Ausdruck zur Linken zur ersten
Ordnung verschwindet, so oft s=oo0 wird. Wir setzen

att 4a et a, =1 (t12),

dann ist f,(s|2) identisch =0, die iibrigen Functionen f.(s|2) werden =0!
fiir s =o0.

Eine ganze Function von s und z, die in s vom p%* Grade ist, wird im
Allgemeinen = oo* fiir s=oc0. Soll sie in jedem Falle, wo s unendlich wird,
entweder stetig bleiben oder doch nur zu einer kleinern als der pt Ordnung
unendlich werden, so muss der Factor von s* ohne Rest durch o theilbar sein;
ist er =b-a, also auch b ganze Function von 2, so kann man das Glied hich-
ster Ordnung

b-as*=>bf.(s| 2)—einer ganzen Function von s und z

setzen, die in s nur auf den Grad p—1 steigt; vereinigt man mit dieser die
itbrigen Glieder der in Rede stehenden ganzen Function, so erlangt sie die
Ausdrucks form

bfu(s12)+ Cist—t 4o 4 Cy,

wo b, C,,... C,—, ganze Functionen von z sind.
Wendet man dies wiederholt auf die Function G' an, welche fir s=o0
niemals unstetig werden darf, so folgt, dass sie nothwendig die Form

n—1 wtr—2
G5 172 ) = M) oms(612) - A foa(512) - Ans Va6 1 )+ Anca2)
Annali di Matematica, tomo X. 12
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hat, wo A,A,...A,, ganze Functionen von 2 sind, und zwar ist An-, vom
Grade w-+r—2, alle iibrigen sind nur vom Grade w-+r—m—2.

Demnach haben wir nur noch die Bedingungen zu ermitteln, damit bei
diesen Graden der Functionen A identisch

!'P(t l z) - Q( Y, V A (z)fn“““i(t I Z) + Any (z) -_wirA ———-————-’F(t B9 (a)

t—aj- 2 —Pi
wird. Dies gibt zunichst

F(tl@z) ” et A, (Bz) Ap_ 1(3)
A= =3 g G B+ g

Nun ist, wenn F(a|pB)=0 ist,

n—1
F(tlﬁ) =3 Y fas—i(2] B);

beriicksichtigt man, dass f,(8)=a(B) ist, so geht die vorige Formel iiber in

nZ n—1 _ 2 A (B9) An_a(Bd)
A B a0+ Aid ™ a(B) =3 Gt 8D+ TS
Aber da a(B;) nicht =0 ist, so folgt aus der Gleichheit der Coefficienten von
¢»—1 diejenige der Coefficienten von f,, (| B;))=a(B;)#*~'+---; hebt man diese
Glieder weg, so folgt ebenso die Gleichheit der Coefficienten von f,,—,(¢18;), u. s.
w., so dass wir erhalten

Ay (B v s
MY i (hermt e n

An_1(B7) —1
—,——: '“’:L 1:
Ty A0
beides fiir 4=1, 2,... w4 r. Daraus ergeben sich weiter die Partialbruch-
zerfallungen

()

A,,(Z) — Al Ay ..
Te —25—p (iry=01,.2-2
Ana(2) Aia;‘—‘a(@i). @)

o) A h
Aus den Graden w-+r—m—2, w4r—2 und w7 von A,, A,—, und @

—m—2

folgt, dass die absteigende Entwicklung in der ersten Formel mit 2z , in der
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zweiten mit 2—* beginnen muss; also folgt endlich

S A B e y=0, 1,... n—2 B
S fi= p=0,1,... m B)

34 a(Bi)=0. (©)

Sind umgekehri diese Bedingungen erfiillt, so liefern die Gleichungen (y) jedes
A mit dem in («) vorgeschriebenen Grade, wihrend («) selbst auch obne dies
Folge von (B) und dies Folge von (y) ist. Die vorstehenden Bedingungen (B)
(C) sind also nothwendig und zugleich hinreichend, damit

s—airg—i
fir s = oo niemals unstetig wird.

V.

Jeder Integrand I. G. lisst sich also in die Form

w+r S|0g
o= 3 AT S A Tis12)

bringen, wo die w7 Functionen T; linearunabhiingig und ihre Coefficienten
A; constant sind. 1

Aber es ist nicht jeder Ausdruck dieser Form ein Integrand I. G., sondern
es sind hierzu die folgenden Bedmgungen zwischen den Coeflicienten A, erfor
derlich und hlnrelchend

;Ai 1:(1'5;)=0 fiir jedes ¢; “
Sdip=0 g | b n 2 (B)
T iPs o m

;Aia?_‘a(Bi)=0, o

Dieselben sind jedoch nicht unabhingig voneinander. Die Gleichungen (B)
n—2 m

kann man durch die folgende ersetzen, dass fiir jede ganze Function g( s | 2)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



92 Christoffel: Algebraischer Beweis des Satzes

sein muss

n—2 m

EAig(ai Iﬁi)=0. (B 1)
Nun ist = (s18)=a(@)s+ g('s | 2), also folgt aus (B) oder (B1)
LS AP (i1 g = S et 0 (6);

da F'(x;] 8i)=0 ist, so ist (C) eine Folge von (B), also iiberzihlig. Sodann ist

n—2 m
Juaa(sl2y=as*+g( s ]?),
also konnen wir auch schreiben

B — o1 4 o1 )+ ==t g (1),

mithin ist, als nothwendige Folge von (B), auch

und zwar fiir jedes £ In der That ist die Bedingung (4), dass im Unendlichen
$(t] 2)=0% werden soll, auch durch die geforderten Grade der A ausgedriickt.

Lassen wir die hiernach iiberzéhligen Gleichungen (4) und (C) weg, so
bleiben nur noch die Bedingungen (B) iibrig, und wir haben nun zu unter-
suchen ob und unter welchen Bedingungen dieses System von iiberzihligen
Gleichungen frei ist.

Angenommen, das System (B) enthalte eine oder mehr als eine
iberzdhlige Gleichung. Dann kann man mit Benutzung von Multiplica~
toren, die nicht alle =0 sind, aus (B) alle Unbekannten A4; eliminiren.

n—2 m
Nimmt man diese Multiplicatoren zu Coefficienten der Function ¢g( s |2), so

wird also in der Gleichung (B 1) allgemein g(«;|B:)=0, ohne dass alle
Coeffieienten von g verschwinden. Es gibt also in diesem Falle eine

n—2 m

ganze Function ¢( s | 2), die in jedem Verzweigungs-und jedem Doppelpunkte
verschwindet. Von dieser Function ¢ erhalten wir also w4 2r=2m((n—1)
Nullpunkte. Ich werde beweisen, dass ¢ von der Ordnung 2m(n— 1) ist; dann
folgt, dass ¢ nur in jenen Punkten, und in keinem von ihnen zu einer hiohern
als der ersten Ordnung verschwindet. In der That wird in » Fillen (fiir 2 = o)
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g=oc", und in m Fillen (fir $=o00) g=o00n2, wihrend sonst ¢ nicht mehr
unstetig wird; also wird genau nm 4 m(n—2)=2m(n—1) mal g=o0', wie
so eben angegeben wurde.

Diese Null-und Unstetigkeitspunkte, nebst den néimlichen Ordnungszahlen,
kommen auch der in jedem Falle wirklich existirenden Function F”(s|z) zu;
also ist g: F"=y wie T verzweigt, aber nie unstetig noch Null, also in jedem
zusammenhéngenden Theile von 7' constant und in keinem =0. Ve-
reinigt man jedesmal y mit ¢, so folgt:

Enthalt das System (B) eine oder mehr als eine iiber-
zihlige Gleichung, so geniigen diejenigen Wurzeln s der
Gleichung

F(sl2)=0, (N
welche dem néimlichen zusammenhingenden Theile der

Fliche T zugeordnet sind, auch einer Gleichung klei-
nern Grades :

n—2 m
g(slz)+F'(sl2)=0, @)
die ebenfalls in 2z rational ist.

Hier trennen sich nun zwei Kille voneinander.

A) Ist die Gleichung (1) irreductibel, so kann s nicht auch noch der
Gleichung (2) geniigen; dann also ist es ein Widerspruch, anzunehmen, das
System (B) sei nicht frei von {iberzéhligen Gleichungen. Die Anzahl der Glei-
chungen (B) ist aber (n—1)(m+1D=m—1)(n—1)+2(n—1)=r-+p-+
+2(n—1)=r-+w—p, also um p Einheiten kleiner als die Anzahl der Un-
bekannten A4;. Von diesen ldsst sich also wenigstens eine Gruppe von w+r—p
Unbekannten (*) aus den Gleichungen (B) ermitteln; sie driicken sich linear
und homogen durch die p iibrigen aus, welche willkiirlich bleiben, abgeschen
vom Falle p=0, wo simmtliche 4=0 werden, und also ein Integral I. G.
tiberhaupt nicht existirt. Sind A4,...4, die Coefficienten, welche willkiirlich
bleiben, so erhélt man fir £>p Auflosungsformeln

4
Ar= % 4, Any,
p=1

(*) Eine genauere Bestimmung iiber diese Gruppe von Unbekannten ergibt sich am
Schlusse des folgenden art.
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wo alle A Determinantenquotienten sind; setzt man alsdann den Ge-
sammtfactor von A4,, ndmlich

T.(s12)+ 3 A, Tr(s| 2)=w',,
k>p

50 wird
c=y(s|2)=Aw ,+ A, 0w5---+ Apwp.

Hier sind demnach #',w',...w", Integranden I. G., und sie sind linearunab-
hiingig. Wiren sie es ndmlich nicht, so liesse sich wenigstens ein Anfangsglied
T, durch andere Functionen 7'; linear und mit constanten Coefficienten aus-
driicken, was unmdoglich ist. Da der vorstehende Ausdruck alle Integranden
I G. enthilt, so haben wir den Satz:

Ist die Gleichung

F(s]2)=0 (1)
irreductibel, so sind die w+r—p Gleichungen
wtr u=0, 1,... n—2
.‘g‘lAia;ﬁ?:O p=0, 1,... m &)

voneinander unabhingig, und mit Benutzung derselben ist
jeder, der Gleichung (1) zugeordnete Integrand I. G. in
der Form

&4 F(s18)
darstellbar; die Anzahl der linearunabhéngigen Integran-
den I. G. ist in allen Fillen =p, insbesondere =0 fiir p=0.

B) Enthidlt das System (B) iiberzéhlige Gleichungen, so kann
die Gleichung (1) nicht irreductibel sein. Dieses Resultat ist unter
der Voraussetzung hergeleitet, dass (art. I) das Polynom F' durch keinen irre-
ductibeln Factor zweimal aufgehe, weil sonst F'(s | 2) identisch Null ist: diese
Bedingung, an der wir festhalten, ldsst sich auch so ausdriicken, dass die Di-
scriminante D von F' nicht identisch Null sein darf. Sei unter dieser Voraus-
setzung & die Anzahl der irreductibeln, also ungleichen Factoren von F.
Dann zerfillt die n-blittrige Fliche T'in % zusammenhangende Flichen, den
einzelnen Factoren von # entsprechend, und jeder ist nach dem vorigen Satze
eine Anzahl linearunabhéngiger Integranden I. G. zugeordnet, gleich der An-
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zahl ihrer iiberziihligen Doppellinien. Die Anzahl aller der Gleichung (1) zu-
geordneten Integranden I. G. ist also gleich der Anzahl p der iiberzdhligen
Doppellinien in dieser zerfallenden Fldche 7. Fiir den Zusammenhang
dieser Fliache sind unentbehrlich nur noch (»—1)—(k—1) Doppellinien,
also ist (n—1)—(k—1)4p die Anzahl aller, und das Doppelte hiervon ist
die Anzahl aller einfachen Verzweigungspunkte von 7. Aber diese ist wieder
w==2m(n—1)—2r, wenn r die Anzahl aller Doppelpunkte ist, also folgt
m—1)—E—1)+p=mmn—1)—r, d. i. p=[m—1)n—1)—r]+k—1:
die Anzahl der linearunabhéngigen Integranden I. G. ist also um £ —1 grosser
wie in dem Falle, wo das System (B) keine iiberzihlige Gleichung enthiilt.
Da diese Functionen unter Voraussetzung der Gleichungen (B) alle im obigen
Ausdrucke von o enthalten sind, so folgt, dass das System (B) genau k—1
iiberziihlige Gleichungen enthilt. Dies ldsst sich umkehren:

Enthilt das System (B) —1 iiberzéhlige Gleichungen,
und ist die Discriminante D von F nicht identisch Null,
so zerfdllt F' in % ungleiche irreductible Factoren.

Denn wiire I’ durch denselben irreductibeln Factor zweimal theilbar, so wire
D identisch Null; wire F' das Product aus 7 ungleichen, irreductibeln Factoren,
und !/ nicht =%, so enthielte das System (B) !—1 und nicht £ —1 tiber-
zahlige Gleichungen.

VL

Nunmehr ist

¢(t12)="3 i 112

i
=1 t—s;

ganze Function von ¢ und rationale Function von 2. Fiir s;=1¢ bleibt sie
stetig, ebenso wenn c=oo wird. Denn wenn dies fiir =g stattfindet, so
wird (¢—f)e=0, also auch (2—pf)¢(f|2)=0, mithin ¢ nicht unstetig. Da
hiernach die rationale Function ¢ fiir kein endliches z unstetig wird, so ist
sie ganze Function von 2. Fir z2=occ findet sich p=00""2 also ist ¢ in 2
vom Grade m— 2. Ist, nach ¢ geordnet, o= Cé»—* + C,#*2*+4-..., 80 wird der
leitende Coefficient :
C =a20,-;
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derselbe ist gleich Null, denn die o; ist ebenfalls rational, im Endlichen nie
unstetig und im Unendlichen Null, also identisch Null. Folglich ist ¢ in ¢ nur
vom Grade »—2, und wir erhalten

" Ft 7n—2 m—2
;l ( lz) ( i1z )

Findet fiir 2= 0 ein Doppelpunkt s, =s, =1y statt, so hat F(¢}9) den Factor
{—v zweimal, in zwei Gliedern hebt er sich aber emmal weg, also hat ¢(f]0)
ihn einmal. Fur ¢ ergibt sich der bekannte Ausdruck Rimmanns

n—2 m—2
oI"(sle)=9(s12)
mit dem Zusatze, dass ¢(s|2) in den » Doppelpunkten verschwindet; es ist
ebenfalls bekannt, dass diese Eigenschaft auch ausreicht, damit s Integrand
I. G. wird. Zwischen den (m — 1)(n—1) Coefficienten von ¢ ergeben sich
also in Riewasy’scher Bezeichnung die r Bedingungsgleichungen

¢(7,13)=0  (p=1, 2,... 7); (B)

ist [ die Anzahl der iiberzihligen Gleichungen dieses Systems, so ergeben sich
[(m—1)(n—1)—7r] 4+ ! Functionen o; dieselben sind linearunabhingig, da ¢
nicht durch alle irreductibeln Factoren von F' theilbar sein kann.

Ist die Gleichung (1) irreductibel, so ist [=0:

Ist die Gleichung (1) irreductibel, so ist die Anzahl r
und die Lage der Doppelpunkte y, ¢ eine solche, dass un-
ter den » Gleichungen (B') sich keine itberzihlige findet.

Dazu kommt wie am Schlusse des vorigen art. der Satz: A

Enthélt das System (B) vermoge der Anzahl » und der
Lage der Doppelpunkte iitberzdhlige Gleichungen, und ist
die Anzahl derselben =k —1, so zerfdllt /7 in % ungleiche
irreductible Factoren, vorausgesetzt dass seine Discrimi-
nante nicht identisch Null ist.

Die gegenwirtige Untersuchung zeigt, dass in allen diesen Fillen ein Inte-
grand I. G. «' in den beiden Punkten von T, die einem Doppelpunkte ent-
sprechen, ungleiche Werthe annimmt; stellt man also %' durch Functionen T'
dar," so muss sein Ausdruck alle Functionen T% enthalten, welche einem Dop-
pelpunkte «xBx zugeordnet sind.
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Die entsprechenden Coefficienten Ax gehdren daher auf
alle Fille zu derjenigen Gruppe von Unbekannten, nach
denen das System (B) aufgelost werden kann,

denn wenn A willkiirlich bleibt, kommt 7% nur in einer Function s vor.

VIL

Auf diesen Sitzen beruht die Moglichkeit der Integrale III. und II. G. fiir
jedes p, auch fir p=0. Ich finde in dieser Bezichung folgende Resultate,
deren Beweis ich nach dem Vorangehenden wohl iibergehen darf. Sei ¢ ein
von slz unabhiingig verinderlicher Punkt der Fliche 7" und in ihm z=¢,
s =g, ferner, wenn wieder o;3; einen Verzweigungs oder Doppelpunkt bedeutet

el F(s]8s) 1 Fis10)
m(e)_gﬁl"(e) s—aie—pi  F(o|l)s—a-e—C(’

wihrend die w7 Constanten A4;(c) an die w4 r—p Gleichungen

wtr v v=0,1,... n—2
¥ Ai() ol = T
& (e)a‘ﬁi F'(s0) p=0,1,... m

gebund en sind. Wir setzen voraus, dass die Gleichung (1) irreductibel ist,
dann folgt aus art. V., dass diese Gleichungen niemals einander widersprechen
kénnen, und w-+4r—p Unbekannte 4; durch die p iibrigen und die unab-
hingigen Glieder ohne Widerspruch bestimmen. Insbesondere ist also ()
bestimmt bis auf einen additiven Integranden I. G. Durch die vorstehenden
Bedingungen ist also auch die Integralfunction

R(s)=fa((s)dz

widerspruchsfrei bestimmt bis auf ein additives Integral I. G. Dieselbe hat
die folgenden Eigenschaften:
1. Im Punkte ¢ ist

R ()= —1log (2 —¢) -+ funct. cont. mon.

2. In jedem der » unendlich fernen Punkte oo, von 7' ist

R(e)= %log i: -+ funct. cont. mon.

Annali di Matematica, tomo X. 13
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3. Dies sind die einzigen Punkte, in denen diese Function unendlich
wird.

Um sie eindeutig zu machen, verwandle man daher die Fliche 7' mittelst
der bekannten Querschnittbiindel ¢, @, b in eine einfach zusammenhéngende
Fliache T", und ziche durch diese aus dem néimlichen Punkte, von dem alle
Schnitte ¢ nach den Schnittpaaren a, b ausgehen, nacheinander noch einen
Schnitt ! bis ¢ und Schnitte 7,7,...7, nach den unendlich fernen Punkten
00,00;...00,. Wird der Integrationswég auf diese, ebenfalls noch einfach zu-
sammenhingende Fliche 7', beschrinkt, so wird B eindeutig und im Innern
von 7', nie unstetig; die Periodicititsmoduln dieser Function sind alle con-
stant. Bezeichnet man die Seiten der Querschnitte @, b in iblicher Weise und
die Seiten der Schnitte / so, dass man durch einen positiven Umlauf um den
Endpunkt von der negativen auf die positive Seite des Schnittes gelangt, so ist

4 _

4. an [ R—R=—2x¢

+ — .
an Il,...l, RB—R= 2T,

()

Ist sodann w, das p'° Norma;lintegral I. G. und
+ AW
5. an a BE—R— A4, m—%z&%z

+ = + -
an by L —R=DB,(e) Uy, — Uy == Oy,
wihrend an ¢, beide Functionen stetig sind, so folgt aus der Untersuchung

der Function J.R(Jlu}L in bekannter Weise

1
6. B,,_(a)=;;

b

92 2
‘LA} (a)am — 27/(“ (e) —+ . ;1 u,*(oo,,).

Hier bedeuten wu,(s), #.(c0,) die Werthe von #, in den Punkten ¢, oo, von
T’; unter dem Symbol (i) verstehe ich die Einheit, wenn A= ist, in allen
tibrigen Fillen die Null (¥).

(*) Ein dhnliches Symbol fir die Zwecke der Determinantentheorie findet sich in der
Literatur zuerst in einer Abhandlung des Herrn Kroxecker (Monatsber. d. Berliner Aec.
vom 15 Oct. 1866, pag. 601); ich selbst bin vor langer Zeit zum obigen Symbol durch

X
) nicht zu vermeiden

z
Untersuchungen gendthigt worden, in denen Derivirten wie 0% = (

0%u \V

sind, withrend @, x,...2, unabhiingige Variabeln bedeuten.
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Die Differenz zweier Functionen R ist demnach ein Integral III. G.,

R(e)—R(e)=m(u )

und
N OR(e)
t(°)__dl
ein Integral II. G. (Rmmanns: Th. d. A. F., art. 4.)
Die niimliche Function R ldsst sich auch in der folgenden Form darstellen

(. w2 F(s]0 1 F'(s|2)—F'(s|0) dez
R(e)—sz)( s |z )_s—-c-z—c—ﬁ 2—C EFI(SIZ)’

wofern die (m —1)(n —1)=r - p Constanten von ® so bestimmt werden, dass
der Ausdruck zwischen den gewundenen Klammern in den r Doppelpunkten
verschwindet. Nach art. VI. sind diese » Bedingungsgleichungen widerspruchs-
frei und voneinander unabhiéngig; also ist auch in dieser Form R vollig be-
stimmt bis auf ein additives Integral I. G.

Um von den Anwendungen dieser Function E nur ein Beispiel anzudeuten,
sei S eine algebraische wie T' verzweigte Function von 2, die nur im End-
lichen und zwar in den ¢ Punkten e,¢;...c, unstetig wird. Der Einfachheit-
wegen beschrinken wir uns auf den Fall, wo S nur zur 1. Ordnung unendlich
wird, und sei

in eg: S= kack—l—funct. cont. (k=1, 2,... ¢),

wenn ¢, den Werth von 2 in ¢; und Fj eine Constante bedeutet. Dann ergibt

sich die wirkliche Darstellung von S als rationale Function von s und z wie

folgt. Ist w irgend ein Integral I. G. und seine Derivirte % in ¢ gleich

w' (¢x), so ist bekanntlich

q ’
k}::lEkw (er)y=0. (2)

Nun bilde man /= f Sdw, A= ¥ Erw (ex) E(er), beides Integrale algebraischer
k

wie T’ verzweigter Functionen von 2. Dann bleibt I, und wegen («) auch A
im Unendlichen stetig, im Endlichen werden sie beide unendlich nur in den
Punkten ¢, aber wie man sofort sicht so, dass ihre Summe I+ A auch dort
stetig bleibt. Letztere ist also ein allenthalben endliches Integral, also ein Tn-
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tegral I. G. c,w, 4o+ 4 cpwp -+ const.; daraus folgt

Sw,=c‘w’1+c2w,2"'+0pwp EEkW( )dR(Sk)

Hier sind noch die p Constanten ¢,c,...¢, zu bestimmen, was sofort zu meiner
Unterscheidung von Functionen S der I. und der IL. G. fiihrt.

Es ist unnothig, die Modificationen zu erldutern, welche sich im Ausdrucke
von S ergeben, wenn S in einem Punkte ¢ zu hoherer Ordnung unendlich
wird, oder im Ausdrucke und den Unstetigkeiten von R(c), wenn ¢ in einen
unendlich fernen Punkt oo, riickt; der erste von den obigen Ausdriicken von

R liefert die Entscheidung der letztern Frage ohne Weiteres.
Strassburg, 18 Februar 1880.
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Sur les équations différentielles linéaires
du second ordre.

(Extrait d’'une lettre de M. Herurre ¢ M.” Brioscmr.)

...... Dans votre récent article: D¢ una proprietd delle equazioni dif-
ferenziali lineari del secondo ordine (*), vous avez montré par un nouvel
exemple qui m’a beaucoup interessé, quel role important joue le produit de
deux solutions d’une équaticn linéaire du second ordre. Permettez-moi de vous
indiquer encore une circonstance ou intervient ce produit qui m’a été suggerée
par mes recherches sur 'équation de Lami, mais que je présenterai en consi-
dérant I'équation générale:

y'+ry +qy=0.
Supposons que l'intégrale étant:
y=CU+CV
on connait la quantité UV = F(z); je dis qu'au moyen de F(z) et des coef-

ficients p, q il sera aisé de former I'équation du second ordre, ayant pour in-
tégrale 'expression:

z=CU*4+C'V*

quel que soit I'exposant w.
Considérons en effet le déterminant:

z U° Ve
s Uy (7
& (U= (V)

ou encore, aprés avoir supprimé dans la seconde et la troisitme colonne, les

(*) Vedi la prima Nota del fascicolo preccdente.
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facteurs U“-2, V-2, celui-ci:
2 U Ve
2 wUU w V'V’
2 o@—NU2+eUU" w—1V2+VV"
Remplagons maintenant U” par —pU’'—qU et V" par —p V' —qV, il sera

Py

possible de remplacer encore un nouveau facteur & savoir: w(UV' —U'V),
de sorte que l'équation cherchée étant représentée par:

G —Hz +Kez=0
on aura:
G=UV
H=(@—1)UV'+VU)—pUV
K=(@—o)U V' +uqUV.
Or en différentiant deux fois 1’équation UV = F(z), on obtient facilement,
comme vous l'avez remarqué:

UV =1 F" @+ pF (2)+ ¢ F@);

les coefficients de I'équation ont donc ces valeurs trés-simples:

G = F(x)

H=(@—1)F'(x)—pF(x)

K =4 (o— ) F" (8) + (o — 0)p F (1) 4 o* F ).
Ce résultat appliqué a 1'équation de Laug, donne, comme vous voyez, un type
d’équations linéaires du second ordre dont les coefficients sont des fonctions
doublement périodiques uniformes, I'intégrale cessant d’étre uniforme lorsqu’on

suppose  fractionnaire ou incommensurable.
Et inversement dans le cas de I'équation:

y,,___[n(n:r 2)k2

sn*x -+ k] Y
dont vous avez obtenu le premier la solution (*), pour » impair, la transformée

en z, en supposant » =2, aurait une intégrale uniforme, tandis que votre so-
lution contient les racines carrées de fonctions uniformes.

(*) Sopra una classe di equazioni differenziali del secondo ordine; Anmali di Matematica,
t. IX, pag. 11.
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On trouverait en particulier pour w =0, 'équation:
F@x)z"+ [F' (@) +pF (@) =0
et en employant la relation:

_jpd:c
UV'—VU =Ce

'intégrale s’obtient aisement sous la forme:
z2=A+B logI—U;

A, B étant les deux constantes arbitraires. C’est bien en effet ce que donne
I'expression dont je suis parti:
e=CU*4-C'V*

si I'on introduit la supposition de « infiniment petit.
Soit pour cela:

U”=1+m]0gU—[—-(;—2log?U+...

Vo=1+ologV+ 2 log?V +- -
et changeons les constantes en posant:
C4+C'=4
. w(C—C"Y=2B

on verra, pour o= 0, I'expression de 2, se réduire immédiatement & la forme
annoncée :

z=A —l—Blog%-

Les Sables d’Olonne (Vendée), 3 juillet 1880.
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Sulle equazioni differenziali del tetraedro
dell’'ottaedro e dell'icosaedro.

(Memoria di F. Brioscrt, in Milano.)

I
1.° Le tre espressioni:
12 i=1-4az®
9. f azs+b
. =
3a s ozt bast¢
. _——
soddisfano alla equazione differenziale:
£ —1= (XY Rz
~\de (1)
essendo E(2) una funzione intiera di 2, purch® per la 2.* sia:
oy
ab —'2—7'
e per la 3.* sussistano le:
b*=20ac, bcz=2%.
12
Il valore della funzione R & nei tre casi:
12 R=_- (@2 + 302" +3)
22 R=—- (a2 +48)
. 1 11
3 R (004 b4 5
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Dalla equazione (1) si ha:
fdz\?
(#— 1)(d—j) — R(z)

la quale differenziata due volte rispetto a ¢ conduce alla:

d3z

200 —1)=2

d2z dz ry A2

2 2 27 ~=.
Ma dai tre valori superiori di R(2) si ha tosto che indicando con p un coef-
ficiente numerico ha luogo nei tre casi la relazione:

" 1 at ‘
R (Z)=P[t+§z;j—z] )
essendo in ciascuno di essi:

3 5

11 . 2(n—1)
p=2—a p=§-7 p=m ossia p=

—(n—__—2-);- per n=4, 67 12.

Sostituendo questa espressione di R”"(2) nella (2) si ottiene la equazione diffe-
renziale lineare del terzo ordine seguente:

Az dz de 1
20— gt qm +E—pig—gpz=0.
Ora posto:
3 1 4
=55—1’ 9=7§fr—3

la equazione stessa divisa per 2(#*—1) pud scriversi:

sz dzz adP | dz aeQ Y
W+3PW+(W+2P2+4Q)W+2(W+2PQ)Z_O’ 4)
la z ciot & eguale ad una forma quadratica (a coefficienti costanti) di due
integrali particolari v,, v, della equazione differenziale lineare del secondo
ordine:

atv dv -
— TP+ Qv=0. (3)
2.2 Pel valore di P risultando:
P
[ = \/t3 —1
Annali di Matematica, tomo X. 14 -
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se supponiamo z=1v,v, ed indichiamo con Z(t) Iintegrale:

70— 75

si hanno per gli integrali particolari v,, v, i valori:

ez _ —iczy
v,=\z-e , v, =\lz-e
essendo C una costante. L’'integrale Z trasformasi per la relazione (1) nel
seguente :
_[ _dz_
I eVEQ)

ciod le v, v, sono evidentemente, nei tre casi, funzioni algebriche di 2.
La equazione differenziale (b) trasformata assumendo come variabile la 2 da

v | 1 R(2)dv 1 o X
d52+§ Li(z) ae  B8F ﬂ(‘z)v—o ()

nella quale ¢, p hanno i valori corrispondenti sopra indicati. Ora dalla 2= v,v,
e dai valori di »,, v, in funzione di 2z si hanno le

d171+ 40%,

_C__,dn_, dv
VE@z)  dz Ydz

1=uv,

dalle quali si ottiene la:

dvy doe
= ®—C).

Ma differenziando di nuovo la prima delle superiori e sostituendo alle o,
d2v

dz?

—_—

d&?
i valori dati dalla (6) si ha facilmente per quest’ultima che

C*=R—2R +ptz?

equazione la quale differenziata rispetto a z riconduce alla (3)

Il valore della espressione R— 2R’ trovasi essere nei tre casi
3

1.° R—2R =— —_ptz®

Ta ptz
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o L9, 1
o P '_.__9 __l
3. R—AR—256 2ptz2

nelle quali p ha i valori corrispondenti a ciascuno di essi. I valori di C sa-
ranno quindi:

V3

3 7 3 =
C=2va7 0=va’ C=5-VC.

3.° Passiamo ora alla determinazione dei tre valorl di Z in funzione di
2. Nel primo caso posto:

1 — =
O)=m [4VG.R— (a22+2)\/3]
si ottiene:

Z=%%:logm

quindi pel primo dei valori di C si avranno le:

1

i
- % 4
’Ui=vz-b)7 ’02= AN
Ma evidentemente:
92(2)
0= ———
22

essendo:

cp(z):\/—:_z[e\/l oA Taet)+ie\T—c(1 F a7

posto =\—1 ed indicando con ¢ una radice cubica immaginaria della unita.
E siccome posto:

4O = oz [VT= AT F ad) — iV T )]

si ha che:
p(&)¢(R)=="
sary: ‘
1 {¥(2)
o - 22
od infine:

V= VSD—(ES, V= VW)—.
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108 Brioschi: Sulle equazioni differenziali

Ponendo nelle funzioni ¢, ¢ in luogo di 14-az* la ¢ si otterranno altresi i
valori di #,, v, in funzione di 4
Si noti che pel valore superiore di w si ha tosto la:

vi—ot=— 2 (g 1 9)

1

da cui:

Sy, v5) =’Uf+2V’§-Uiv§—v;=—é%)’.
e:

k(o vz>V§=v:—2V§@fv;_@2__ﬂfit

essendosi posto ¢ in luogo di 1-+ ez

Nel secondo easo posto:

——2 [oOVE—Vi
o=y 2VE—V0)

si ottiene:

V_logm

SR

?(z)_"v— (QVR \/6)7 ‘P(Z)=\/—(2VE+ \/b)
Si osservi che essendo:

S"(Z)LP(z)'——z" ?(z)_¢(z)=_4‘/§

quindi pel valore di C:

nelle quali

7(2)+§°(2) =2 (a2° 4 8)

si hanno le:

Sy, vz)szz(vj—-v;)-_—__4\/%= . 8

—\/108a3
6% (91, 02) = — (08 + 140t 0} 4 0f) = — %t
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posto ¢ in luogo di ozt

> in quest’ ultima, e rammentando nella prima essere
4 .
ab* = o= - Supponendo inoltre:

A=1—\VI—=F, B=14+VI—7p

1 valori di v,, v, espressi in funzione di ¢ sono:

v,—v; [\/5A8+5235—z\/ Ry eB]

n=gi=Ved? 4088 iV df 457
Infine pel terzo caso, posto:

5 — 11 .
s |45V R — 5 b —2.5%]

W=

si ottiene:
__10 ®
~3Ve g
per la quale e pel corrispondente valore di C:

1
TN - R

od indicando con ¢(2), ¢(2) le funzioni:
go(z)=%[4.52\/51?—%536—2.5%]

VD=5 [4.52 B+ b2+ 2.5%]

 [ala)8 (YN
”“P?L ’%%7ﬁ-

Anche in questo caso essendo:

si hanno le:

s@YA=2"% g =y =— [11bx*+2.5

#()+ 4 @) =22 (123054 4 1152025 4 o]
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si deducono le:

¢ 53
f(vh ’02)=’Ui’1)2(1)i°—|—111)51’1;g_fv;°)—_-_2 -535--:_-_?__3._

12 a8
TZ-R(osy 03)=— [ 4 07 — 22803050 — 02) + 494000 = — 2 1.

4.° Le tre funzioni %(v,, v;) trovate sopra sono gli hessiani delle corri-
spondenti forme binarie f(v,, v;). Ora importa qui osservare che le tre forme
J(vy, v,) sono costanti e che per ciascuna di esse si hanno le:

a —kg
1. I1=3V3
9.2 I=—33-42-;‘.—:
3.8 -8

essendosi posto J=1¢2.

5.° Se nella terza delle espressioni ¢ del § 1.° si pone a=22 siceht la

12

corrispondente funzione f(v,, v.) diventa eguale a —1, si hanno le
_ 58 .
— 6’ 12

e ponendo 52*=yv si deduce dalla espressione stessa la equazione:
¥ +100— 124+ 5=0

vale a dire una equazione Jacobiana del sesto grado per la trasformazione di
quinto ordine delle funzioni ellittiche. Se nella equazione stessa supponesi:

4 (1 —Fk2t11)2
—_ =
I=t 27 16416'*

' \/ AN
i Ly
essendo p il moltiplicatore, %, £ i moduli. La radice quadrata di una radice

qualsivoglia di quella equazione Jacobiana soddisferd quindi la equazione dif-
ferenziale lineare del terzo ordine (4).

si ha:
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1L

1.° Posto I=1* la equazione differenziale lineare del secondo ordine della
quale ci siamo occupati nel capitolo precedente, si trasforma nella:

2y dv
P+ 0v=0 o)

posto: :
1 4—71 1 1

P=sw—p ¢Tmrmon

Siccome & noto, la equazione superiore & una equazione differenziale ¢pergeo-
metrica, cioé i suoi integrali particolari possono esprimersi per mezzo di serie
ipergeometriche.

La forma generale di queste equazioni & la:

2y  1—2—2—2—WNidy 1(1—X—v)2—p?

az E1—9) a1 -y ¢=0
e da essa si deduce la (1) supponendo:
: 1 2 1 1
y:’l}, I=E, >\=§, p= 96_‘_ ’ y=-§-
Si ponga ora in quest’ultima:
c—br—a
= 2
¢ c—axz—b 2)
la equazione stessa si trasformerd nella:
Y +py +qy=0 3)
, _dy o, Ay
dove y =o V=g ¢
R e T 1—v
p—x~a+x—b+x—c )
(A= —vep—pz[ A +(b—c)2_I_(2b——c——a)(c—a)__(b—fa)2]
7= 44 (@—b2 ' z—a x—b z—C

essendo A=(b—c)(c— a)(a—D).
Ci proponiamo in questo capitolo di determinare i valori delle 2, p, v; @,
b, ¢ pel quali le due equazioni differenziali (1) (3) si trasformano I'una nel-
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112 Brioschi: Sulle equazioni differenziali

I’altra, ossia pei quali un integrale particolare y della seconda si possa de-
durre dal corrispondente integrale particolare v della prima per mezzo della

relazione :
Y =wv

essendo w una funzione di x; colla condizione che la I sia una funzione ra-

zionale di a.

2.° Derivando la equazione y=wv due volte rispetto ad z e sostituendo
i valori di %, ¥, y" nella (3) si ottiene una equazione differenziale la quale
dovendo coincidere colla (1) eonduce alle due relazioni:

PI,2=I"+(2%+]7)I,
2w’

n W W
QI'=—-+p—+4¢-

La prima di queste da tosto:

le costanti D, C essendo quelle delle due relazioni:

~ iz ~(Paz
pyi—yys=De" , ot 5l e

Pel valore di P si avra quindi:

I 9 pa -
2 — - ——3 - 9)
13V—_—1 _1 (1 w? (/ 7,2
posto:
—%fpdx
w=nye

La seconda relazione per questo valore di « diventa:

rp__ @2log dlogn}t | 1
QI*= + dz +2H

dx?

egsendo:

1 '
N=29—zp'—p
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e se in essa si pone per @ il suo valore e per I’ il valore dato dalla pre-
cedente, si giunge alla:

L 790> d2logm dlogm
1= T (S e )

Questa espressione per I dimostra che la condizione posta dover essere I una
funzione razionale di z esige sia »'* una funzione razionale; percid ponendo:

n'® = (x)
sard ¢(z) una funziome razionale di z, e si avra:
I=0¢(x)2°(z) (6)
nella quale:

D’altra parte dalla equazione (5) si deduce la:

ia=n 0@ 5" )

se quindi da quest’ultima e dalla (6) si elimina la I si otterrd fra le ¢, p, q
la relazione:

2p0[3¢ 0" +¢ 0] =¢(1 =3¢ ). (9)
Le espressioni (4) di p, ¢ danno pel valore di II la:
1 M(x)
T 2¢@

nella quale:
p(@)=(=—a)(z—b)(z—0)
ed:
M@)=2(1—2)(a—b)(@a—c)(x—b)(x—c)

il segno sommatorio indicando la somma di tre termini formati analogamente
al primo. Ora se nella (8) poniamo & in luogo di I ritenendo per & il valore
(2) si ottiene:

(b—eY(h—a)(z—c)(x—a)

e?

P=—2p

Annali di Matematica, tomo X, 15
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e quindi:

[32(a—b)(a-—c)+ 35(b——c)(h—a)+ 27(0—{;?(:—2))]

x—a z—0b

®—T2M =1
o

allorquando nel valore di II si sostituiscono a A, p, v 1 valori corrispondenti
ad I7=¢. Quest’ultima equazione dimostra dover essere:

$(@) =@ —a)y(@—bF(x—cy
posto a=4, =05, y=3.
Assumendo in generale questa espressione per ¢(z) colla condizione che le
«, f3, y sieno numeri interi, positivi, si avra:

dzlogd (dlogkb)z_ Lix)

12 da? ar | ¢¥@)

essendo:
L(x)=29¢3fy(x—a)— 2a(12 — a)(x — b)*(x — c)?;

inoltre indicando eon W(x) ed N(z) le due espressioni:
W(x) = L(x)+ 36 M(x)

N@) =5 = (@—ay-(e—by-fe—or

s avranno per le (6) (9):

w3 (z)
I=i50s (10)
250[8¢W —WE(6—o)(z—b)(z— )]t = N— 0¥ (11)

nella seconda delle quali supponendo ciascuna delle «, 3, y non maggiori del
numero 6, 'uno e |’altro membro suno funzioni intiere di «.
Si avra infine:
w=(r—a)(x—Db)(x —c) (12)

posto:

w=ggle—6(1=N],  A=r[B—60+3], =5 [r—6U—3).

Nelle ipotesi sopra espresse le equazioni (10), (12) risolvono adunque il pro-
blema che abbiamo di mira, mentre la equazione (11) considerata siccome
equazione identica stabilisce le necessarie condizioni alle quali devono soddisfare

le a, By, 75 4 &y v 0, b, .
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3.° La espressione W(z) & in generale un polinomio del 4° grado, percid
il primo membro della equazione (11) sard del 12° grado, come pure sara del
12" grado il secondo termine del secondo membro. Il primo termine del me-
desimo non potendo essere di grado superiore a 12 dovrad quindi verificarsi la:

g=a-+B-+y mon <6.
Supponiamo ¢>> 6; eguagliando i coefficienti di #'* nei due membri della equa-
zione (11) si ha:
2p9°(g—6r (g — 12y =—g°(9— 12y
la quale rammentando essere:

_2(n—1) .
p—-m per 1’L—47 67 12

¢ soddisfatta nei due casi:

g=12, g=12

n—1

- (13)

e siccome supponendo ¢g==6, dal confronto di quei coefficienti si otterrebbe
per ¢ un valore numerico costante, il che evidentemente non pud sussistere,
possiamo concludere che 1 soli valori di ¢ a considerarsi sono i due superiori (13).

4.° Se mel valore di W(x) si sostituiscono in luogo di = le a, b, ¢ si

ottengono le:

Y(a)=1[36(1—2%)—a(12— a)](a—b)*(a —c)
V() =[36(1—p)—BA2— B0 —c) (b —a)
() =[36(1 —»)—y(12—=p)](c—ay( — by

e siccome operando la stessa sostituzione nella equazione di condizione (11)
si hanno:

¥(a)=0 oppure W(a)+2p(6—a)(@a—b)(@—cyp=0

e le analoghe; dovranno sussistere fra le 1, p, »; «, 8, 7 le seguenti relazioni:

7&_6—1 oppure ) — n 6—a
G PP Tn—2 6
__6—p n 6—p
= e &
y=S=r ., m b—x
6 n—2 6
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per n=4, 6, 12. Da queste relazioni, considerando che per la natura del
problema le i, g, v devono essere frazioni numeriche minort dell’unith, si
deduce tosto che le «, 8, y non possono avere valori maggiori di cinque o
minori di due.

5.° Consideriamo dapprima il caso in cui:

g=a+B+y=12
11 polinomio ¥ (z) si riduce al secondo grado, risultando in questo caso:
L@)y=—@yb—cy@x—af—yalc—af(@—by —afl@a—byx—cy

e clascun membro della (11) diventa del sesto grado.

Si noti che le «, 3, y possono permutarsi nei valori di I, w, senza alterare
1 valori stessi, purche si faccia subire la stessa permutazione alle a, b, c; le

condizioni trovate sopra per «, (8, y non possono percid dar luogo in questo
caso che alle tre combinazioni:

a=4, 5:5’ 7=3

a=4, B=4, y=4 (15)

=5, B=5, y=2.
La espressione W(z) essendo del secondo grado, mon possono essere insieme
Y(a)=0, ¥(0)=0, ¥(c)=0. Supponiamo dapprima sieno nulli due fra quei
valori, per esempio:

Y(2)==0, Y()=0
si avranno le:
)\:__6—0! n 6—8 6—v

] = — Y

0 ¢ n—32 6 6

per le quali il valore di W(z) diventa:

V(@)=—2p6—F0—0b0—n)z—c)(c—a) (16)
I valori di I, w sono in questo caso:

T=—83p(6—fp b —0f b —ayp E=LER g

e la equazione di condizione (11) si riduce alla:

8966~ A0~ )0 - [(a-3Y @D @=0) (¢ ~3Y b=~ )= 5= (1)

essendo come precedentemente A= (b—c)(c— a)(a —b).

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



del tetraedro, dell’ ottaedro e dell’ icosaedro. 117

La 1.* combinazione «=4, 8=05, y=3 conduce alla:

c—bx—a
c—a x—0b

I=

ossia alla I=£&, come doveva essere per quanto si & veduto nel § 2.%; e la
combinazione =4, f=4, y=4 da per I il valore:

J—— 4 (b—0o)(b—a) (z—0)(z—a)
(@—c)? (z—0)

La terza combinazione (15) non pud sussistere nel caso attuale, come provasi
sostituendo per «, 3, y questi valori nella (17).
Se suppongonsi invece:
Y(@)=0 ¥(b)=0

vale a dire si permutano le b, ¢; 8, y; ., v; sono:

6—ua _6—B n G6—vy
A== 6 E=T Tr—2 %
e si ha per la (12):
6—v
) T—oc 6(n—2)
' _(ﬂ—b)

e permutando le B, y; b, ¢ nel valore superiore (16) di W si otterra:
Y(@)=—2p(6—7f(c—b)(c—a)w—b)(x—a)

ed analogamente per la (17). Si giungerd cosl ai due valori di I corrispon-
denti alle prime due combinazioni (15), nelle quali si permutino le §, y; ciog

_b—czxz—a _ g le—blc—a) (z—b)(z—aqa)
I—b—a T—¢ I=—4 (@a—b) (x—c)?

non potendo sussistere anche nel caso attuale la terza combinazione (15).
Riassumendo si ha che supponendo eguali a zero due fra i valori di W(z)
corrispondenti ad *=u, x=>5, x=c si presentano i seguenti risultati:

per «=4, g=>5, 7=3

l-—-]- . ”
-3’ F—G(n—Z)’

Y= l
=
sl hanno:

c—bzx—a
=£
c—u £—0b

y=v, I=
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e
a=4, =4, 7=4
per l=la {x——l, = "
3 3 3m—2)
s0no :
_r
z—c\* 2 (c—b)(c—a) (z—D)(z—a) 4%
o I e e e TE

Negli altri due casi le p, v si permutano, i valori di I si ottengono dai su-

periori cambiando la & in e nell’'uno & y=v, nell’altro:

E—1
1

To2)
_ x—=cC v
=

Passiamo a considerare il caso in cui una sola delle funzioni W(x) corrispon-
denti ad x=ua, b, ¢ sia nulla. Supponiamo sia:

Y(c)=0

si hanno le:
n 6—u« n 6-—0 6 —-

]

n—2"6 T R 6
ed il valore di ¥(z):
V(x)=—2p(0—0a)(x—c)R(z)

A=

essendo :
R(@)=(6 —py(b—c)(z—a)+ (6 —af(c—a)(z—10).
Sieno a=4, 3=05, y=3 la equazione di condizione (11) si riduce alla:
8-27.0p°A(h—c)(a—b)=1
per la quale alle:
y DL _—
3n—2) PTEm—2)’
corrispondono i valori:
71 a—b [(0—c)(z—a)+4(c—a)(z—D)]? 1 (2—4)

T T (c—a)(c—b) (x—a)2(z—b) BT BT
-5
_x—a v
(=)
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In secondo luogo supponendo =5, =05, y=2 si hanno le:

Y= ___" yes2
“tm—2) YT em—2) 3
ed 1 valori:
J—_1_ (G—a _ (@—oF o la—gy
T 4 (c—a)c—b)@—a)x—0b) 4 &
1

6(n—2)
_[(Z—a
y=(=5) e

Infine ponendo «=3, 8=5, y=4 e permutando le @, ¢ si ottengono per:

1~1 . ) . n
=3 P Em—2 T 2m—2

le:
J_ 1 _b—c (@—a[d—0@r—a+8a—o@@—bP _ 1EE48)

43 (a—c)(a— b (x— b)(x — c)? Tl (=%

1
(x—c¢ =3
y=\x——b) .

Le altre due combinazioni a =f=y=4; «=2, =5, y=5 essendo escluse
per la sussistenza della (11) non si hanno a considerare altri casi nella ipotesi
che una sola delle ¥(a), ¥ (), ¥(c) sia nulla.

Supponiamo da ultimo che nessuna di queste funzioni sia eguale a zero;
si avranno allora le:

y— 6 —ua ” 6——5, ST 6—v

n—2 6 ~ PTnT37% n—2 6

V=—2p[2B7(b—c)@@—a)+362(a—b)(a—c)(@—b)(x—rc).

Se a=LB=y=4 si ottengono cosi le:

. n . n . 7 _
T 3m—2) P—3(n——-2)’ 1I_‘d(n—z)
ed:
741 [(a—b)(@a—c)(@—b)(z—ec)+ (b—c)(z—a)yls _ 4 (1—Z]-2
27 A*(c—a)? (x—a)(z— b)2(z—c)? 2T £ (l—e)
1
(@—a)(x— )2
o[t
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I’ altra combinazione a=pB=>5, y=2 da luogo alle:

Y 7 . 2n
“ET8m—2)" T 3n—2)
Ie 1 1 [16(c=a)(c-D)(z-a)(z-b) +(a—b)2(z-c)]2 1 (1+14%Z+E
T4-27 A(b-ay (z—a)(x—b)(z—c)* 427 E(1-Ep
1
y— (— oV (z—
=

La supposizione « —4, =5, y=3 non & sussistente in questo caso come si
dimostra tosto colla equazione di condizione (11).

Riassumendo 1 risultati di questo paragrafo possiamo concludere che allor-
quando sia:

atp4y=12

1.> Se due dei valori di W(z) corrispondenti ad z=a, b, ¢ sono nulli
pOssono essere:

0!=47 ‘8=5, 7=
a==3E =4, 7=
e quindi:
7L_1 . N _1
—3’ FTem—2)’ T2
L ,_L.
—3 P Em—2) BE

2.° Se uno solo dei suddetti valori & nullo, possono essere:

a=4, =25, y=3 oppure «=3, B=>5, y=4
a=0), B=5, 7=2
per le quali:
A 7 L n —1
=3m—z YT em—2 T3
oppure
" _ __n 1
~2n—2) ”—6(7»—2)’ V=3
)= 1 . " 2
“twm—2) YT em—2’ T3
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3.° Infine se nessuno di quei valori & nullo: sussistono le:
a=4, g=4, y=4
a=1D5, =5, y=2
ed in conseguenza:

) n n "
= —— _—— Y=
sn—z) PT3m—2) 3(n—2)
” 7 2n

7\26(%——2)’ H:b'(n—z)’ y=3(n——2)'

Devesi notare che il primo gruppo di valori delle A, u, » soddisfa alla:

-

n—2
7

ptv=1
il secondo alla:
7n—2
7

)—l—nzgy—{-—yzl
ed il terzo alla:
rptv=1

Nelle ipotesi di »=4, 6 alcuni fra 1 valori superiorl di i, u, » devono esclu-
dersi se i valori stessi si sottopongono alla condizione di essere minori del-
!’ unita.

6.° Esaurito cosl il caso di g=12 passiamo a considerare 'altro pel quale,
come si & dimostrato, si ha:

71n—1

g=o+p+y=12

n
Nel medesimo W(x) essendo del quarto grado, potranno essere insieme:
Y(a)=0, Y ()=0, Y(c)=0
e quindi:
_ 6— . 6—F __6—v

=2 =, y= L

) - 6 6

11 valore di ¥(x) diventa cosi:
V(@) == (42 -+ B)g(x)
essendo:

A=—9g(12—g), B=12—9g—2a)a+(g—280+(9—2y)c]
Annali di Matematica, tomo X. 16
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e I'equazione di condizione (11) si trasforma nella:

2@BA¢—ux+mz@—@@—m@—@y=g~wﬂAw+ms

nella quale il grado di NV & 6(":_2), e percid sempre superiore a 6. Si pud

quindi supporre sia per n=4 che per # =6 oppure n=12 che una almeno

delle « v, per esempio la v sia eguale a 3; 'equazione di condizione su-
y By 7 g ) q
periore diventa allora divisibile per x —¢ e si ha:

200@z—0)34(z—a)(z—b)—(Lz+ B)[B—a)(z—0)+ B —Hlz—a)]*=
= N @—a)@—b)(dz+ BY.

T =0

Sia n =4, dovrd essere a4 =06 quindi =p=3 oppure « =4, 3=2. Nel
primo caso I'equazione di condizione si riduce alla:

3:9%.0¢(0)=14+90Bx—a—b—c)p
la quale & soddisfatta se:

a0 +ct=bct+catab

3:9%.9[a(d—c)®+bc—ay+cla—bdy]=1.
S1 avranno cosi le:

1—_—1,].-:.11:

[ ]

I___l (3 —a—b—c)3 gy —"
T 3alb—eptbic—artcla—bp’ y=

(z— b

In secondo luogo supponendo «a=4, 8=2; 'equazione di condizione conduce
alle:

a—4b+43¢c=0, 12.94.0(b—cp=1
e percid:

| =

o) =
=
l

1 (z—a)(x—D0)2 v
I':__.—_——_.—_ —_ .
1 (b—cp Y b

Per n=06, essendo a4 3="T potranno essere a=4, B=3; a=>5, 3=2. Nel
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primo caso la equazione di condizione condurrd ad una relazione fra le a, b,
¢ ed alla determinazione del valore di ¢} e ciod:

5
T 4.27-(2a—b—c)t’

8(a—b)(a—c)+27(b—c)=0, J
e sl avranno le:

% — — J—_5>% (r—a)(bz—a—2b—2¢)3
T8’ BTy T T Qu—b—cy

v

Y= i’

(z—D0)°
Il secondo caso =25, B=2 non pud sussistere; ma devesi inoltre considerare
la combinazione «=p=4, y=2 per la quale sono:

2¢c—a—b=0; )\Z;L:%, y=§

ed:

(a—0)

I=__43.(x——c)<o(x), y = v .
(z—by
Infine se n=12 e quindi g=11 si hanno dapprima «=4, =4, y=3 e
quindi X = ‘15_’ {L’—ZlTs v=%- Anche in questo caso si ha una equazione di
condizione fra le a, b, ¢, ciod la:
135(c—a)(c—0b)+64(a—by=0

e saranno:

7 T (r—a)e—B)(11o—3a—3b—5c) v

= Y = —-
3.4 Qc—z—0b) Y oty

Le altre combinazioni devono essere escluse.
Supponiamo in secondo luogo che due fra i valori di W(x) corrispondenti
ad £=a, b, ¢ sieno nulli; sieno ciog:
VY (a)=0, ¥(c)=0
e quindi:

6— — _
\— 6:23 e n 6-—p 6 Y.

Il valore di W(x) sara:
V(z)=(r—a)(x—c)R(x)
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indicando R(z) il polinomio:
R(@)=(12-9)(z-0)[- g +(9-24)a+(g-28)b+(g-2y)c] -2p(6 - £) (b~ a)(b~-c)
e la equazione di condizione si trasformerd nella:
23139 R - R[(3-a)(z-1)(e-0) + (6~ H)e-)(- )+ 3-7) @-a) (@-B)]|*=
o -d(x-a)(x-c) .

Suppongasi ora dapprima y =2, posto in quest’ultima z=¢, vedesi tosto dover
essere R(c)=0, e quindi:
(12—g)lg—2o)a+(g—28)b—4c]+2p(6 =0 —a)=0  (18)
relazione lineare fra le @, b, ¢ che deve verificarsi pei tre valori di n; ed il
-valore di W(zr) diventa:
V(@) =—[g(12 =9 —0)+2p6 =0 —a)]l@—a)(@—c)
Sia n=12 quindi g=11, sardh «=4, =5 da cui:
1 1 2

)k‘—:ga y=5‘9 V=§'

Fra le a, b, ¢ dovrd sussistere la relazione (18) ossia la:
16a4+96—25¢=0 (19)

ed il valore di R(x) sara:
11
R(x)=—E [6%(x—b)+ b —a](x— ).

Posto questo valore nella equazione di condizione questa risulterd dapprima
nuovamente divisibile per (z—c)*, ed avendo riguardo alla (19) la equazione
stessa si riduce alla:

11 36 -

rio

Y oa—ty=

per la quale si avra:

54 (z—a){(z—c)2[202—a —240D]3
36438 (e— by (x-—0)

I:

ed:
1

(x—1D)'

V.

y:

wl—
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Sieno in secondo luogo per n=12

a=4, =4, y=3 e quindi ——_;T,

=
I
[
<
l
[ S

si ha:
4.11

R(@)=(r—b)(—1lz+3a+3b+5o)— =

b—a)(b—0)

e posto questo valore nella equazione di condizione si ottengono da essa le
due sole relazioni:
640 —189b4125¢=0
—3
2 -ty =1
per le quali:
I 1 [5%(x—0b)(2bx—a—240)—44(a—b)2 3 (x—a)
35.43.77 (b—ap(@—b)

ed y come pel caso precedente.
Suppongasi ora un solo valore di W(x) per x=a, b, ¢ eguale a zero. Sia
W(a)=0 ed in conseguenza:

7&=6_a, n G—B’ ) n 66—y

6 FPEr—2 6 n—2 6

sara:
W)= —a)R(2)
essendo:
RBo)=(12—g)@—b)@z—o[—g2+(g—2a)a+(9—28)b+ (9 —2/)c] —
—2p(0—0)[6 —pF0—a)e—c) = (6 —y)(c—a)(@—D)].
La equazione di condizione (11) diventerd in questo caso:

20039 R - R[(3- a)(@-b)(@—c) + (6 -£) (@ =) (w—a) + (6 - ) (z - a)(z~D)]
=X s@-a)R.

(z—a)

Ora se poniamo nella medesima:

a=4, =4, y=3

e quindi:
R=l, y.=%a u=§
3 5 5
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si ha facilmente che allorquando sieno:
5a4-276—32¢==0

—3
33.47.11

= de—by=1

la equazione stessa & soddisfatta. Supponendo quindi che fra le a, b, ¢ sussista
'equazione lineare superiore si hanno le:

1 (z-a)[26(bz+6b-11¢)(z-b)(z—c)—(b—c)*(1152-248b+128¢)]2

I= s (b—cp(—-b) (z—c)
_ [z—e¢)s g
=
Cosi se:

l —_— J— J—
=== 9 {l — — 9 Y=

si ottiene la relazione lineare:
80a+b—81c=0
che insieme colla:
3. 4071 0(a—cf =1
rendono soddisfatta 1’equazione di condizione, e si avranno le:

T— 1 (—a)[(zr—16a-15¢)2—5.27-(c— a)(z—c)*]?
T 43.312 (x—b)(z—c)

. (x_c)4]516
y ‘[(w—bﬁ "

Infine se:

501D0:

2 2
A=y w=p vSgS

I'equazione di condizione conduce alle:

95425 —2Tc=0
2.30.43. T10(a—cp=1
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per le quali:

1 (z—a)[(z—c)—14(c—a)(x—c)+ 25 (c—a)?]?
T 2.33.43 (c—ap(x—Db)(x—c)?

1
_[z—c)2 0
=7l
Assumendo per £ il valore (2) come precedentemente si otterranno cosi fra le
I e £ le seguenti relazioni:

I

1 1 2
per =§) 51.:—5—9 U=§
I 2 E(1—E)2(128—3%)3
4 (9€+16p
y =1 2 1
peI‘ —g) lJ.=g) }J—g
I=_E[4-ﬁ2€,2—7-13-27-6——7-83]3
(189¢—b64)
3 1 2 3
pe[‘ =§7 H:.g, y=g
p—
7—_ 1 E[27c3—5b2. 27 .22 - 53.23. L — 543
4 -5t (1—&p(B+21Ep
Per )\:l: y__—-_l, y=4
3 5 5
e 1 5[53_6.52.11.'&24_3.53.71.£+2.43.54}3
4.5 (1—=8r(E+80y
infine
2
per ng, y.=é; v=r¢
I— 1 E2[f2—16.17.£4-8-53

BT (1—EpQREF2ap

Notiamo da ultimo che se nessuno dei valori di W(z) corrispondenti ad z —a,
b, ¢ & nullo, non sussistono valori di «, 3, y € percid di %, ¢, v che soddisfino
I'equazione di condizione (11).
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III.

1.° Indicando con f(y,, y.) la forma binaria che si ottiene sostituendo
le ¥, y, alle v,, v, nelle forme considerate al capo I, rammentando essere
y=1wv si ha:

Sy y) =w"f (v, v)
per n—=4, 6, 12; ed essendo f(v,, v;) nei tre casi eguali ad una costante G,
sard:

Sy y2) =Gwr

nella quale w ha il valore (12).
Cosi dalla equazione (5) del precedente capitolo, osservando essere »** =¢ (%)

s ottiene la:
dx

V@ —a)*(@—b)P(x—c)t

ar
Ig'\/l—~1

'S

¥

(o

e quindi per ciascuno dei valori di «, 3, y sopra considerati si hanno le cor-
rispondenti relazioni fra I ed x che riducono alle funzioni ellittiche il tra-
scendente del secondo membro.

Infine dai valori di w o dalle relazioni trovate fra y e v si ottengono gli
integrali delle varie equazioni differenziali lineari del secondo ordine della
forma (3), supposti noti gli integrali particolari v»,, v, di cul 1 valori furono
dati nel capitolo I.

Queste equazioni differenziali sono quelle che denominiamo del tetraedro,
dell’ ottaedro e dell'icosaedro secondo che n=4, 6, 12 per le relazioni sco-
perte dal prof. Scawarz fra le medesime e gli indicati corpi regolari nella sua
importante Memoria: Ueber dicjenigen Fille, in welchen die Gaussische hyper-
geometrische Reihe eine algebraische Function ihres vierten Elementes dar-
stellt (Journal fiir die Mathematik, Bd. 75). Si possono altresi consultare in-
torno all’argomento le interessanti ricerche del prof. Kriewv pubblicate nei
Mathematische Annalen, Bd. 11, 12; ed una mia Nota nello stesso periodico
inserta nel volume XI.

Setftembre, 1880.
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Verallgemeinerung eines analytischen
Fundamentalsatzes.

(Von H. A. Scawarz, in Gitiingen.)

Es sei ¢ eine reelle stetig veréinderliche Grosse, ¢(£), ¢(f), x(f) seien drei
Functionen des Argumentes ¢, welche ebenfalls nur reelle Werthe annehmen
und welche fiir alle in Betracht kommenden Werthe dieses Argumentes end-
lich, stetig und eindeutig sind. '

Unter dieser Voraussetzung stellen die Gleichungen

x==¢(), y =¢(?), z=yx(®),

wenn #, y, 2 rechtwinklige oder schiefwinklige Coordinaten eines Punktes
bedeuten, allgemein zu reden, eine krumme Linie im Raume dar.
‘Wenn die drei betrachteten Functionen Ableitungen erster Ordnung

(@ Y@ L0

besitzen, welche fiir alle in Betracht kommenden Werthe von ¢ endlich und
stetig sind, so besitzt die erwihnte Curve in jedem Punkte, fiir welchen die
drei Ableitungen erster Ordnung nicht gleichzeitig den Werth Null annehmen,
eine bestimmte Tangente.

Ist P, der dem Werthe #, des Argumentes ¢ entsprechenden Punkt der
Curve, wihrend mindestens eine der drei Grossen

(%), ¢ (fo)y x (%)

einen von Null verschiedenen Werth hat, und ist P, ein dem Werthe £, ent-
sprechender, dem Punkte P, benachbarter Punkt der Curve, so wird die Tan-
Annali di Matematica, tomo X, 17
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130 Schwarz: Verallgemeinerung eines analytischen

gente der betrachteten Curve im Punkte P, definirt als die Grenzlage, wel-
cher die durch die beiden Punkte P, und P, hindurchgehende Gerade unter
der Voraussetzung unendlich nahe kommt, dass der Punkt P, dem Punkte P,
unendlich nahe riickt.

Unter den angegebenen Voraussetzungen besteht der Satz:

Sind P, und P, zwei von einander verschiedene, dem Punkte P, benach-
barte Punkte der Curve, welche den Werthen ¢, und #, des Argumentes ¢
entsprechen, und ldsst man diese beiden Punkte unabhingig von einander
dem Punkte F, unendlich nahe riicken, so ist die Grenzlage der durch die
beiden Punkte P, und P, hindurchgehenden Geraden die Tangente der Curve
im Punkte P,.

Der Beweis dieses Satzes griindet sich auf den Fundamentalsatz der Ana-
lysis, dass, wenn ¢, und ¢, zwei von einander verschiedene Werthe bezeichnen,

der Werth des Quotienten
¢ (t)—o(h)

- )
te—h

welchem man auch die Form

e |
| 1 b ‘
1 £

geben kann, nicht grosser ist als der grosste und nicht kleiner ist als der
kleinste unter denjenigen Werthen, welche die erste Ableitung ¢'(f) der Fune-
tion ¢(¢) in dem Intervalle #...¢, annimmt.

Besitzen die drei betrachteten Functionen ausser den Ableitungen der ersten
Ordnung auch Ableitungen der zweiten Ordnung

9" (%), ¢" (%), x ()

welche fiir alle in Betracht kommenden Werthe von ¢ endlich und stetig sind,
s0 besitzt die erwihnte Curve in jedem ihrer Punkte, fiir welchen die drei
Determinanten zweiter Ordnung

| ZURAG) ' ‘ 2@ ¢ I ’ ¥ (@ ¢'@ !
HORPEOIE 2@ ¢ ¢'() ¢
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nicht gleichzeitiz den Werth Null annehmen, nicht bloss eine bestimmte Tan-
gente, sondern auch eine bestimmte Osculationsebene, und zwar ist, wenn
£, n, ¢ die Coordinaten eines beliebigen Punktes der Osculationsebene in dem
dem Werthe #, entsprechenden Punkte P, der Curve bezeichnen,

£ y 4
gt ¢()  x(to)
g(t) () x(h)
o'(k) ¥ (k) 1 (%)

- el ek =t

die Gleichung derselben.

Der Abstand der dem Punkte P, benachbarten Punkte der Curve von der
Osculationsebene ist eine kleine Grosse von hoherer als der zweiten Ordnung.
Diese Eigenschaft enthilt zugleich eine Definition der Osculationsebene fiir
jeden nicht singuldren Punkt, das heisst, fiir alle diejenigen Punkte der Curve,
fir welche die erwihnten drei Determinanten zweiter Ordnung nicht gleich-
zeitig den Werth Null annehmen.

Nun besteht der Satz: Sind P,, P,, P; drei von einander verschiedene,
dem Punkte P, benachbarte Punkte der betrachteten Cuive, welche den Wer-
then ¢,, %, #; des Argumentes ¢ entsprechen, so ist, wenn diese Punkte unab-
héingig von einander dem Punkte P, unendlich nahe riicken, unter den ange-
gebenen Voraussetzungen die Grenzlage fiir die durch die drei Punkte P,,
P,, P, hindurchgehende Ebene die Osculationsebene der betrachteten Curve
im Punkte P,.

Bei dem Versuche diesen Satz in seiner vollen Allgemeinheit zu beweisen
bin ich auf eine Verallgemeinerung des vorhin erwihnten Fundamentalsatzes
gefilhrt worden, mit deren Hiilfe der erwihnte Beweis ohne Schwierigkeit
gefithrt werden kann.

Da die Gleichung der durch die Punkte P,, P,, P, hindurchgehenden
Ebene in die Form

1 gt x(t) L () 9(t) 1 g(t) ¢(8)
1 g(t) x(b) |-[E-oC +| 1 x() o(t) D¢ +| 1 o(t) ¢(&) |-[c-x(8)]=0
1 g(t) x(%) 1 x(t) (k) 1 o(t:) ¢(%)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



132 Schwarz: Verallgemeinerung eines analytischen

gesetzt werden kann und da die Coefficienten der Grossen £, », ¢ mit jeder
der drei Differenzen ¢, —¢,, t,~-14,, &, — ¢, gleichzeitig unendlich klein werden,

so wird es sich darum handeln, einen Ausdruck von der Form

1 o(t) ¢(#)
1 g(t) Y(%)
1 o(ts) (k)
1
1
1

171 7
te 2
ts t3

in der Weise zwischen Grenzen einzuschliessen, dass diese Grenzen, wenn die
drei Werthe 4, ¢,, ¢, unabhingig von einander dem Werthe 7, unendlich
nahe kommen, einander ebenfalls unendlich nahe kommen.

Zu diesem Ziele gelangt man durch folgende Betrachtungen.

Es sei ¢ die kleinste, ¢, die grosste der drei Grissen ¢, %, .

Es seien ¢, ¢ zwei von einander unabhiingige reelle verdnderliche Grossen
und zwar sei das Gebiet aller Systeme von Werthen, welche diese verdnder-
lichen Grossen annehmen kénnen, bestimmt durch die Bedingungen

L<t{Zt, E<t'Zt.

Es sei g der grosste, % der kleinste unter allen den Werthen, welche die
Determinante
o'() ¢U)I
?II (t") (#I/(t”)
in dem betrachteten Gebiete annimmt. Hierbei soll der Fall nicht ausge-
schlossen werden, in welchem diese Determinante in dem ganzen Gebiete
einen constanten Werth hat, nur ist dann k=g zu setzen.
Es ist also
¥ (@) ¢ |_

k .
s vy |7

IA

I

Durch Multiplication mit d¢" und Integration zwischen den Grenzen # und ¢
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erhilt man zunichst
1 ¢
1 ¢

?

'

' g Y)Y |_ ) 1 ¢
< <
SD/ (tn) (1/ (t") 1 tn

sodann durch Multiplication mit d¢# und Integration zwischen den Grenzen
t, und ¢

kl t—t, Lt —1)
1 tll

<

\ e(t)— () ¢(E)— ¢ ()
9(¢) ¢' (")

endlich durch abermalige Multiplication mit d¢' und Integration zwischen den
Grenzen 7, und ¢, wobei <,

g ()= 9(t) 9(E)—9(t)
1 e —e(e) - 4®)

Wenn nun # =4, # =1, gesetzt wird, so ergibt sich

_ ‘ t—t, $(*—1) \
1 ¢ ’

£ —t, L(t2—f)
' —t, L(t>— £

_ \ f—t (" —8)
<
et st

te—t —1 <’ p(t)—o(t) $(E)—¢ () =iy t— 1t i1 ;
2 = <.._
ety — 8 | | ot)—o(t) $t)—4(®) 77| ti—t B~
oder
1 ¢4 & 1 o) () 1 ¢ &
s 1 6 £ |<| 1 g(h) ) |Sig| 1 kB
1 & & 1 o) ¢(&) 1 ¢t &

Est ist also der Satz bewiesen:
« Der Werth des Quotienten

1 o) ()
1 ¢(te) 4()
1 o(ts) (is)

t<t, <t
R 7 1 2 < I3
1t 2
1 i3 (A
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ist nicht grosser als ;¢ und nicht kleiner als 3%, wo g den grossten, £ den
kleinsten unter denjenigen Werthen bezeichnet, welche die Determinante

‘?W ¥ (£) )
£ V)
in dem Gebiete

L<tTt, <Pt

annimmt. »

Mit Hiilfe dieses Lehrsatzes bietet der Beweis des vorher angefiihrten geo-
metrischen Satzes keine Schwierigkeit dar.

Es kann auch bemerkt werden, dass das soeben mitgetheilte Beweisverfahren
ohne Schwierigkeit in der Weise verallgemeinert werden kann, dass es dazu
dient folgenden Satz zu beweisen.

« Es seien f,(?), f:(f),... fa(f) n Functionen derselben stetig verinderlichen
Grosse ¢, welche nebst ihren Ableitungen bis zur (n — 1) Ordnung einschliess-
lich fiir alle in Betracht kommenden Werthe des Argumentes ¢ endlich, stetig
und eindeutig sind. Sowohl die Grisse ¢, als auch die betrachteten Functionen
nehmen nur reelle Werthe an.

Unter diesen Voraussetzungen ist, wenn ¢,, &,... {, n von einander ver-
schiedene, dem Intervalle a...b angehbrende Werthe des Argumentes ¢ be-
zeichnen, der Werth des Quotienten

Fill) f(t) T f)
filts) fE) D L)

.............

AN AR AN

1 4 £ . 4t
I S
1 & £ . o
o, i

g . . k
115131, (1)1 und nicht kleiner als 557="r—35

wo g den grossten, £ den kleinsten unter denjenigen Werthen bezeichnet,

nicht grosser als
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welche die Determinante
. Ji(t) So(t) AW
S Sa(@) © @)

JIRET) ST frE)
in dem Gebiete
af_t,<b, t’ituzb, tllitm—zb, . t(n—l)itn)?b

annimmt, »

Eine Anwendung dieses Satzes fiir den Fall n =4 mige diese Mittheilung
beschliessen.

Eine krumme Linie im Raume sei bestimmt durch die Gleichungen

z=9(1), y=4(t), 2=y (%),
in welchen z, 9, # rechtwinklige Punktcoordinaten bezeichnen. Es wird vor-
ausgesetzt, dass die drei Functionen ¢(¢), ¢(?), x(f) nebst ihren Ableitungen
bis zur dritten Ordnung einschliesslich fiir die in Betracht kommenden Werthe
der Argumentes ¢ endlich, stetig und eindeutig sind.

Dem Werthe #, des Argumentes ¢ entspreche der Punkt P, der Curve,
dessen Coordinaten x5, 4, 2, sein mogen, wihrend 7, den Abstand desselben
vom Coordinatenanfangspunkte bezeichnet. Dem Index A gebe man die Werthe
01,2 3, 4

Es seien &, 5, ¢ die rechtwinkligen Coordinaten des Mittelpunktes der durch
die vier Punkte P,, P,, P;, P, hindurchgehenden Kugelfliche, B sei der
Radius derselben. Bezeichnet man die Grisse &+ »*-+¢*— R?, die Potenz
der erwiahnten Kugelfliche in Bezug auf den Coordinatenanfangspunkt, mit
— 2w, so erhilt man zur Bestimmung der vier Grissen &, 5, &, w die vier
Gleichungen ersten Grades

e+t atto—iri=0, i=1, 2, 3, 4.
Es ergeben sich also fiir £, », ¢ Ausdriicke von der Form
”i%lel 1]”1"3511 z 4y 13 1|

=i, ) =4 =4, 277 2L
= | %y o5 2 L ’ ? : Ix)?/;le\,

20|~

—_——
| % % 4 L

in welchen die Zéhler und Nenner Determinanten vierter Ordnung bezeichnen,
welche die in dem vorstehenden Lehrsatze angegebene Gestalt besitzen:
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136 Schwarz: Verallgemeinerung eines analytischen, efe.

Aus diesen Ausdriicken ergeben sich durch Anwendung dieses Lehrsatzes
ohne Schwierigkeit die Grenzwerthe, welchen die Grossen &, 5, ¢ unter der
Voraussetzung unendlich nahe kommen, dass die vier Punkte P, P,, P, P,
unabhingig von einander dem Punkie P, unendlich nahe riicken. Hierbei
ergibt sieh, dass die Grenzlage fiir die erwihnte Kugelfliche mit der zu dem
Punkte P, gehorenden Schmiegungskugel der betrachteten Curve zusam-
menfillf.

Rezzonico am Comer See, im September 1880,
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Sur une représentation analytique
des fonctions,
au moyen des transcendantes elliptiques.

(Extrait d’une lettre de M.» Hervite ¢ M U. Dixt.)

La question du développement des fonctions en séries dont les termes sont
H(x+a) o ®O(x1Db)
() O (2)
stantes o et b les racines des équations ©'(x)=0 et H'(x)==0, m’a beaucoup
préoccupé lorsque j'ai commencé & étudier I'équation de Lamg. Mais je me suis
bient6t engagé dans une autre direction et j’ai renoncé entierement & chercher
une démonstration compldte et rigoureuse des nouvelles formules de dévelop-
pement. De mes premiéres tentatives il ne reste que bien peu qui puisse vous
interesser, et voici seulement ce que j'ajoute aux lecons dont Mr. Mirrac-

Lrrrrer vous a donné le résumé. Au moyen des formules:

‘JK@'(.c)__ e
= @) ?[cotg)K(x+mzK)+cott,2K(x—mzK)]

2K H'(x) T 0 R ™ .
—;W=cotgﬁ+2[cotgﬁ(x+mK)+cotgﬁ(x——mK)},

proportionnels aux quantités: » en prenant pour les con-

o l'on suppose: m=1, 3, 5,..., n=2, 4, 6,..., jétablis directement que
I'équation ©'(x)==0, a pour seules racines réelles des multiples de K, et pour
racines imaginaires, t=nK + 7w, les quantités » étant en nombre infini et
comprises successivement entre deux multiples impairs consécutifs de K'. Si
I'on fait abstraction des multiples pairs de K, on peut done écrire: a =0,
a=K et a =iw. Pareillement on trouve: 6 =K, b=1iw, » ayant une infinité
de valeurs renfermées entre deux multiples pairs consécutifs de K'. La démon-
stration de ces résultats est fort simple comme vous allez voir. Faisons 2=£ + ¢

. o’
dans T'expression de ?1@))’ afin de la mettre sous la forme 4 +44B, et con-
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138 Hermite: Sur une représentation analytique des fonctions,

sidérons principalement la partie réelle 4. La formule élémentaire:

cot (a-{—ib)— sin2q—sin24b _ sin2a —sin21b
_ g " 2sin(a +ib)sin(@@—ib)  2Mod2sin(a —-1b)
: . ¢
donne facilement: A —sin f]f g

ou S représente la série suivante:

=1_E 1 + 1

2 Mod? sm — [E ~+(@-+m)i]  Mod2sin % [+ (w—m)7)

dont les termes sont tous positifs et qui ne sera jamais nulle.

On ne peut done avoir A =0, qu'en supposant ¢ multiple de K, par consé-
quent les seules racines réelles sont: =0, a=K et les racines imaginaires
sont toutes de la forme: a=7w, ou: a =K -+17w». Mais nous avons en posant:
r=K+io:

Ko
2?w—(%)=—2[tanguf(w—|—mK)—|—tang (m—mK)]
=—sini2ﬁ)z ! >

cos——(w—{—mK)cos (w——mK)

et cette expression ne peut s’évanouir pour aucune valeur de w, les termes de
la série qui y entre étant encore tous positifs. Ayant ainsi prouvé que les
racines imaginaires sont comprises dans la formule: ¢ =1{w, je tire de la re-
lation de Jacost

O, k)_\/: ¢ Hy(w, 1),
'équation suivante: H's(o, ) + —0
Hi(w, k) u(K )

De cette forme bien connue résulte immédiatement 1’existence d'une infinité de
racines w, comprises chacune entre deux racines réelles consécutives de 1'équa-
tion: H,(0, ¥')=0 c’est-a-dire entre: (2p— 1)K’ et (2p -+ 1) K'. Enfin j'ajoute
qu'il 'y a dans ces limites qu'une seule et unique racine. Soit en effet:
w=2pK'+v, nous aurons:

H'i(v, k)_|_ wy

hi (v, &) KK
or le premier membre de cette équation décroit continuellement lorsqu’on fait
croitre v de — K’ & + K, la dérivée par rapport & v étant la quantité essen-

42 =0,
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J  krsur(v, k)

tiellement négative: — E—W' Voici pour ne rien omettre le calcul
de cette dérivée. On a d’abord
H’, (u -J 1 Joodni(u, k),

°Hi, k) Ic) —I?_ sn2(u—{—K B K cnr(, k)’

changeant k¥ en %' et observant que ff devient par la: 1—% jobtiens:

D H' (v, k) I dnz(v, k) JT krsmr(v, k')
" Hy(v, k') K ent(u, k) K ent(v, k)’

ajoutons enfin la quantité et nous trouverons le résultat donné au moyen

J J ™

K~ K 2KK
plique sans qu'il y ait rien & y changer a l'équation H' (x)=0 et conduit
immédiatement aux conclusions que j'ai énoncées. Elle montre aussi qu’en con-

™
2KK'

de I'équation de Mr. WEiErsTRAS: - La méme méthode s’ap-

0'(x)
sidérant au lieu de o)

sont supposés réels et posmfs, & savoir:
™ ot N
I(x)= Z[amcotgﬁ(x 4+ miK')+ B cotg %{ (x— nuK)J7

I'équation II(x)=0, aura toutes ses racines de I'une ou autre de ces deux
formes, *=¢w, * =K +4¢w. Et dans le cas de o,,=f,,, la premiére forme
subsiste seule, I'équation n’admettant alors d’autres racines réelles que: 2 =0
et =K.

J'ai essayé de m’éclairer sur la nature des développements des fonctions
donnés par les formules:

» Pexpression plus générale, ol les coefficients a,, et B

Az -+ a)

Fa=342520,  6(@=0
G(x)_EBG(g(-'_)b), ' (b)=

en cherchant des cas ol les coefficients A et B, s'expriment sous forme expli-
cite. En général on a:

K H(x -+ a)H(x — a) H(x—a)
Af o) J TR

BJ~2K @(T+b)®(x_b)d _J‘ G()O(x——b)d

©%(z) O (x)

0
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140 Hermite: Sur une représentation analytique des fonctions,

et jobserverai d’abord, qu’au moyen des expressions suivantes:
H(x+a)H(x—a)  02(a) [D ®'(a) D @'(x)]

o (2) T[T e T e(e)
O(z+-0)O@x—0b)  H2(b) @’(;r‘)__ H’(b)]
2 (z) - wzw)[ O TUH®G))

et en employant les conditions ©'(a)=0, H'(b)=0, nous obtenons:
fm Hia o Ha—a); =00 ()

02 (r) 173
[2[( 0(x+0)9(x—10) dip — — w H(b)H"(b)
02 (z) o kk

Il semble donec convenable d'écrire désormais:

. EE H(x -+ a)
=24 S

e kkO@+b)
“O= 2P e

afin d’avoir plus simplement:

1 (2K H(x—
A=+;[ F() (g(x)a)dx,
1 (K O (x—10)
B=—EJ G@) =gy 0o
1)

Cela posé, je dis que ces intégrales s’obtiendront, lorsque les fonctions F'(x)
et G(x), étant supposées uniformes, satisfont aux conditions:

F(x+2K)=—F(z), F(x+2iK')=pF(z),
G@+2K)=+G(), G@+2iK)=uG(),
ou p est un facteur constant, et n’admettent qu’un nombre fini de pdles dans
le rectangle des périodes 2K et 2¢ K.
H(x—a)) Gz )@(x—b)
() 0(z)
fonctions doublement périodiques de seconde espéce pour les quelles le multi-
plicateur relatif & la période 2K est I'unité. Par conséquent I'élément simple
O (z+ w)e
Qo(z)

On voit en effet que les produits: F'(x) » sont des

de ce genre de fonctions qui est en général: > se reduit & l'ex-
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pression: %‘&_‘;) - Remplagant la constante Q par sa valeur qui est le résidu
© . R
de —(3(—;—)&2 correspondant au podle x=4¢K’, nous ferons:

H' (0)0(z + o) T
o) ="gwew °

En désignant alors par ®(x) 'une ou l'autre des quantités,

F(x) H(zx—a) O (z—0b)

——L“)(x) 2 G(x)Tx)7

on aura:

0@)= I[Bf@—a)+ Rif (x—o)+ -+ Bifi(@ —a)],
les coefficients B du premier terme étant les résidus de ®(x) qui correspon-

dent & tous les pdles de cette fonction, £ =a-¢K" situés & Yintérieur du
rectangle des périodes.

De cette expression résulte l'intégrale cherchée, & savoir:

2K 2K

( @(x)dx:ERf f(x—d)dz,

0 v

puisque les autres termes disparaissent comme prenant la méme valeur aux
limites. On a d’ailleurs & cause de la condition, f(zx+ 2 K)=f(z), et en admet-
tant comme il est nécessaire, qu’aucune des quantités f(z —o) ne devienne
infinie lorsque z croit de zéro & 2K, la relation: '

f"{ f(@ — o) dz =v[ " (@) da.

0

11 suffit done d’employer la formule donnée par Jacomr & savoir:

2K H (0V0(z4w) e ™

. =X ’
©  H(o)9(x) Sm%(m—]-%w'l(')

ou n représente tous les nombres entiers positifs et négatifs, pour obtenir im-
médiatement :
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142 Hermite: Sur une représentation analytique des fonctions,

et par suite: '
12K i e X
- @)= ——7 IR,
0 s1n 5K

Je remarque enfin que la constante w se déduit du multiplicateur x et des
_imy
quantités o et b de la manitre suivante. Posant: p=e “° vous voyez que

- H(z—a) O(z—b) . . -

les multiplicateurs de #' (x) o) ‘et G(*)—g @ relatifs & la période 2/ K,
. -Zt-a  —FE-b .

sont respectivement: e , @ , nous avons donc dans le premier

cas: w=¢£—a et dans le second w=§—b.
J’appliquerai ces résultats en supposant en particulier:

H(x+E-11)
O(x-+h)
0@ +E+n)
GO =—wrn
_iny
Ces expressions donnment l'une et Pautre p=—e ™ , cela étant nous avons 2
calculer les résidus des deux fonctions:
H(x+-E+ 1) H(x—a) O(z+E£+1)0(z—0)
O@thO@ o110 )

qui correspondent aux pdles 2=¢K’', £ =4¢K’ —h. Pour la premidre, ces ré-
sidus sont:

F(g)=

9((1)@(5.{_};)6;71;(“—5) _Q(E)G(a—i—h) e%(a—i)

TH'(0)H(h) ’ H'(0)H(h)

d’ou: .

_ 0(@)O(E+N—8(50(ath) 2k
xkE= H'(0)H(h) ¢
La seconde donne ensuite:

HO)HE+B) 7709 _ HEHOG+) e;%(b-ﬂ

H'(0) H(h) ! H'(0)H(h)

et on en conclut:

_ H®HE L) —HEOHG+E) 11069
2f= H'(0)H(h) ¢
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Au moyen de ces valeurs et en remarquant qu'on a obtenu tout & I'heure:
w=Et—a et o=E—0, il vient:

]fzKF( )H(a:—a)d _9@OE+n—0(5)0(ath)

p @) A’ (0) H(Wsing E—a)
puis:
1 (K @(x b) ,  H(b) H(E—I—h)——H(c)H(b-}-k)
2K ?
Nous avons en conséquence, en posant pdur abréger:
_ kK H(z+a)
1@, @)= 0(2)®(a)9"(a) ’
EE O(x+b)

" D=5 a0 I 0
les formules suivantes:

Hz4-5+h)  « O@OCGE+1)—0(E)8(a+h)

- = x(z, @)
Q@4 H'(0) H(hysin 52 E—a) T

®(x—l—E—Fk)=EH(K)H(I)—l—h)—f‘I(b)lEI(,—}—k) @, b),

@+ H' (0) H(h)sing = (. —1)
dans les quelles et 7 doivent étre limitées de maniére qu’en faisant © =a + 8,
2+ h=a-1b, il est nécessaire et il suffit que 8 et b restent compris entre
+K' et —K.

On en tire ensuite au moyen de différentiations par rapport & %, les déve-
loppements des quantités:

D H(zx4+%-4h) nO@E+R)
O +h) Z o@-+th)

Enfin en différentiant la seconde par rapport a & et faisant ensuite £ =0, nous
parvenons & 1'élément simple des fonetions doublement périodiques de premiére
. O (x4h)
espéce, & savoir: g CEwy

ces fonctions, par les quantités ¢(z, b).
Tels sont, Monsieur, les que]ques résultats que j’ai rencontrés dans une
question 2 laquelle vous avez consacré des recherches beaucoup plus appro-

et par conséquent au développement en série de
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fondies que les miennes. Me bornant & ce que j'ai trouvé, j'ai des doutes je
vous l'avoue, sur leur valeur analytique, les formules précédentes ne me pa-
raissant guére que des identités & ajouter & tant d’autres dans la théorie des
fonctions elliptiques. Aussi me permettrez vous d’ajouter encore un mot sur ce
sujet si intéressant des nouveaux modes d’expressions des fonctions par les
transcendantes elliptiques. Un résultat obtenu par M. Gyrpen et que 1’éminent
géometre a publié dans les Comptes-rendus, consistant en ce que I'équation
linéaire

2 Rsnzenz dy

%—Wd—; prdnte-y =0
a pour solution:

y = Csinpamz + C'cosp. amz,

m’a suggéré la remarque suivante. La fonction w=amaz qui est réelle et
n’admet qu'une seule et unique détermination pour toute valeur réelle de la
variable, offre cette circonstance qu’elle croit constamment avec x de —oo &
+ oo, en prenant successivement les valeurs u =0, =, 2x, ete. pour x =0, 2K,

4K, ete. Cest ce qui résulte en effet de I'expression de Z—Z qui est la quan-
tité toujours positive Aamzx. Faisant donc la substitution ¥ =amz, dans les
équations:

b d T
f COSp%COSQ’Md%=O, J coszpudu=§a
0 0

et les autres analogues, ou p et ¢ sont des entiers inégaux, on trouvera ainsi:

2K 2K -
f cospamzcosqgama Aamzrdy =0, f coszpama*Aamxdx=;2—
0 0
ete. N’y aurait-il point ]1a, 'origine d’une généralisation de la série de Fourier:
- F(x)= Y[Apcospx -+ Bpsinpz],
par la formule:
F(z)= ¥[A,cospamz + Bysinpamz]?

13 Septembre 1880.
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Intorno agli sviluppi delle funzioni
di una variabile reale
per serie di funzioni Jacobiane.

(Nota del prof. Uuisse Dini, a Pisa.)

1. N el decorso aprile avendo avuto la fortuna di passare alcuni giorni
insieme col sig. Mitrae-Lerrier, seppi da Lui che il sig. Hermite nelle sue
lezioni sulle funzioni ellittiche aveva dato la forma di uno sviluppo delle fun-
zioni arbitrarie di una variabile reale per serie di funzioni Jacobiane.

Il sig. Mirrae-LierrLer ebbe anche la gentilezza di comunicarmi le note che
aveva prese al corso di Hermite, e in queste note trovai che la forma data
da Hermite pel detto sviluppo era la seguente:

k'v O (x4 a) J" e )®(:r (1)

= =0 (x)e?(a)(l —snta) U(x\ ’

K
ove C-——j—%f k*sn*zdz, e le o sono radici della equazione H'(2)=0 e hanno

delle proprietd notevoli che Hermite dimostra nelle stesse lezioni; ma in quelle
note non trovai traccia alcuna della dimostrazione della possibilita dello svi-
luppo, se si toglie I’ osservazione che al crescere indefinito di » i suoi termini
tendono verso i corrispondenti dello sviluppo di FouriEs.

Avendo allora in corso di stampa la prima parte del mio ultimo libro (*)
ove do un metodo generale per la ricerca della possibilita di sviluppi di forma
data, pensai che questo metodo potesse applicarsi utilmente per lo studio dello

(*) Serie di Fourier e altre rappresentazions analitiche delle funzioni di una variabile reale
(Pisa, Nistri, 1880).
Annali di Matematica, tomo X. 19
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sviluppo precedente che con osservare che 1 — zsnq — — %%@ puo
anche scriversi
kE O(zx+a) (2K O(r—a) ,
T Isgmmrw] 0w 0 ®

0

e lo stesso metodo potesse pure applicarsi all’altro sviluppo simile

LK H(x+b) 2K H(x—1)
9 (x)w(b)0" () (@) 0 (x) T (3)

ove le b sono radici della equazione ©'(z)=0; e le mie ricerche ebbero un
felice successo, poich® trattandosi di funzioni f(x) che fra 0 e 2K sono atte
alla integrazione, e se divengono infinite si mantengono atte alla integrazione
anche ridotte ai loro valori assoluti, potei dimostrare che « intendendo che le
na nella (2) fossero la radice K e le radici sul’asse y della equazione
n H'(x)=0, e le b nella (3) fossero le radici 0 e K e le altre sull’asse Y
» della equazione ©'(x)=0, questi sviluppi (1) e (3), o (2) e (3) applicati a
» tall funzioni f(%) valgono per quei punti z fra 0 e 2K negli intorni dei
» quali esse soddisfanno a una almeno delle condizioni seguenti:

» ay di fare soltanto un numero finito di oscillazioni;

» b) di ammettere una derivata che in questi intorni resta atta all’inte-
» grazione anche ridotta ai valori assoluti;

n ¢) che scomposti quegli intorni in intervalli parziali sufficientemente
» piccoli, la somma delle oscillazioni in questi intervalli sia inferiore a un nu-
»mero dato a piacere. E nei punti interni all'intervallo (0, 2K) nei quali
» f(x) & continua o ha soltanto discontinuitdy ordinarie, questi sviluppi hanno

» per somma f(z) o il solito valor medio @+ 0) +fz—0) » mentre pei punti
p 9 per p

»estremi 0 e 2K il primo sviluppo ha per somma M0 +7eK— 0, e il

2
f(4+0)—f(2K—0) f2K—0)—F(+0)
2 2

2

» secondo ha per somma nel punto 0 e

» nel punto 2K ».

Incerto perd ancora se Herwite avesse dimostrata o no la possibilith degli
sviluppi medesimi, io gli scrissi nell’agosto scorso annunziandogli cid che allora
avevo ottenuto per lo sviluppo (1), e chiedendogli di comunicarmi la sua di-
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di una variabile reale per serie di funzioni Jacobiane. 147

mostrazione nel caso che 'avesse avuta, ed & in replica alla mia lettera che
Egli mi scrisse quella gentilissima di cui ho qui pubblicato un estratto.

La prima parte del mio libro & ora gia pubblicata, e in esso trovansi le
dimostrazioni suindicate degli sviluppi precedenti, insieme a un processo sem-
plice per la determinazione effettiva dei lori coeflicienti in molti casi, processo
che per altra via fu trovato anche da Hermire, come apparisce dalla sua lettera.

Ma, non ostante la pubblicazione gia fatta della prima parte del mio libro,
pud essere utile il dare qui accanto alla lettera di HermiTe un breve cenno
dei miei studi almeno per quello che si riferisce alla possibilitd degli sviluppi
(1) e (), o (2) e (3); e a cid appunto mi accingo con questa Nota.

2. Mi giova percid ricordare, per sommi capi, i metodi generali del mio
libro.

Secondo questi metodi, data la forma di uno sviluppo:

EA"P(“% ln)
1
ove:

=] @ Q(e, )iz

e A, & un parametro variabile, per riconoscere se questo sviluppo sia appli-
cabile alla funzione f(x) pei punti « fra a e b, occorre prendere ad esaminare
la funzione:

n o4t
3PG, W) 0@, My,
o meglio I’altra:

n ¢
X[ Q6+t WP, 1t )
0
insieme alla sua derivata rispetto a ¢:

$06-+t, 1)PG, W), )

per ¢ diverso da zero e compreso fra a —a« e b—«, e vedere se queste somme
(5) e (4) come funzioni di ¢ godano delle proprietd che si richiedono per le
funzioni che nel Cap. III del mio libro, seguendo le notazioni del Du Bors

Revyonn, ho indicato con ¢(%, A) e per i loro integrali rgo(x, h)dzx.
0
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In altri termini, basta esaminare: 1.° se la somma (4) ha un valore sempre
inferiore a un numero finito, e per #=o00 ha un limite indipendente da ¢ che
per ¢ positivo & uguale a % e per ¢ negativo & uguale a f%; 2.° se la de-
rivata (5) per ¢ discosto da zero pid di ¢ si mantiene sempre numericamente
inferiore a un numero finito. E quando le verificazioni volessero farsi per
funzioni f(x) pid generali di quelle di cui & parola nell’enunciato del teorema
precedente, allora occorre fare altri esami relativi ai massimi e minimi della
somma (4) come si dice nei Cap. IIL e V del libro citato.

Ridotte cosi le questioni all’esame delle somme (4) e (5), si cerca una fun-
zione w(2) che fra i suoi infiniti ne abbia alcuni i cui residui sono i termini
della espressione (4), e allora preso un contorno C, nel cui interno cadano i
punti cui corrispondono questi residui, e indicati con y, i residui corrispon-
denti agli altri punti d’infinito che cadessero entro C,, basta valersi della
formola

or7 [r@de— 2= 5[ QG+ 1, 1) Ple, )1

per concludere che la questione si riduce tutta a vedere se per la differenza

7 [ @dz— S, ©)

e per la derivata rispetto a ¢ di questa differenza sono soddisfatte le condi-
zioni 1.* e 2.* di cui abbiamo parlato sopra.

3. Nel caso degli sviluppi (1) e (2) le somme che corrispondono rlspettl-
vamente alla somma (4) sono le due:

EE ot ©(x+a)0(xtt—a)
~ 53 5@ rwm@eG it

L2 ft H(z +b)H (x4t —b) at,
BRI EIOEIOCHOEICES))

nelle quali intenderemo che a e b debbano prendere il valore K e i valori
che annullano respettivamente H'(z) e ©'(r) sull'asse delle y; quindi osser-

1 1 . . e
vando che ——— e —— sono i residui respettivi di

@ ® o0 per z==a

1 1
B o)
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e z=>b, si vede subito che le funzioni:

EE [t ©0(x-+2)0(xt+t—2)
w(2) =‘7f o) H) H (20wt 8) &b )
0

Elc: ¢ H(x-+2)H{x+t— 2)
7:0 0(2)0(2)0" (2)0 (x+1)

w,(2)=

dt, ®)

pel caso degli sviluppi (1) e (3) o (2) e (3) possono tenere respettivamente
luogo della funzione w(2) indicata sopra; talche per decidere se gli syiluppi
(1) e (3), o (2) e (3) sono possibili basta studiare gli integrali corrispondenti:

s [IOLZEED LE PACTEEED 1
én Cn

ingieme alle loro derivate rapporto a .

4. Incominciando dal primo di questi integrali, prenderemo per contorno
C. un rettangolo con due lati paralleli all’asse delle y condotti pei punti
z=K+¢, 2=—K+¢ dell’asse delle z, e cogli altri due lati condotti pei
punti y=Q2n+ 1)K, y=—2n+1){K’ dell’asse delle y, essendo ¢ compreso
fra 0 e K (0 e K escl.)

Ora Herwmite dimostra, nelle sue Lezioni e anche nella sua lettera, che le
radici reali di H'(2)=0 sono soltanto nei punti z= (22 -+ 1)K, e quelle com-
plesse non possono essere che sulle verticali condotte pei punti 2=2pK (p
intero); dunque, entro C, la funzione H'(2) non si annulla altro che nei punti
Mn, © In conseguenza le y, si riducono ai residui di w(2) corrispondenti ai
punti d’infinito che provengono dall’annullarsi di H(2).

In questi punti si ha 2=27{K'(r=-0, £1, £2,... *n) e il residuo cor-

. .1 1 . qs .
rispondente di ) & THTY 9L quindi sard evidentemente:
__ k¥ ®(42rik) tO(xti—2riK) .
7= wo(a) H?2(Q2riK') O (x--1) !
0
e osservando che da formole note si ha:
—'-'i—ﬂ(z+r1fK’)
0z +2riK)=(—1)0(2)e
PR ok
H(z +2riK)=(—1yH@E)e 9)
, - L\ rim ~ T ik
H(z—l—2mK)=(-—l)’H(z)—TH(z)e o
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si vede subito che sard:

m-rt
TETTH 2(U)J

e poiché ricavando H'(2) dalla formola H(z)=\k©(z)snz, e poi facendo

2=0 sl trova H'(O)=\/l?®(0)=\/27”7" K perchs @(0)—\/% K sard anche:

” sen(2n-}—1)
1 (/1 rri 1
27"—_E (5‘!“;003 ——) =——KJ‘ dt,
0 ¢ nﬁ
o anche, ponendo T=§ ,
v, 1 $sen(2n4-1)8
“ilr wf seng dz,

1}

. . 1 . .
di modo che la differenza 57 w(2)dz— Y7, che ora vogliamo considerare
Cn
si ridurra a
£sen(2n4-1)% s d:.

sené

— w(d)dz—l- f

(m

(10)

Ora nel primo termine gli integrali estesi ai lati paralleli all’asse delle y
si distruggono identicamente, perch® nella integrazione questi lati sono percorsi
in senso opposto, e nei punti di essi che si trovano alla stessa distanza dal-

I'asse delle i valori di w(2) sono uguali; dunque !’integrale fw(z)dz si ri-
Cll
duce ai due integrali estesi ai lati orizzontali sui quali 2=z =+ (2n41)¢K,
e x va da —K+¢ a K+4¢, o anche se vuolsi da — K a K.
Ora ponendo z=1x + (2n+41)¢ K’ e facendo uso delle formole (9), si trova
che sui detti lati il valore di w(z) &:

+ nint

L 0(x+z iK' ot i—axik) Ti g,
© o H(x £iK') __ nin © ¢
' (Q)Hz(‘”i"K)gﬂ((xxiitK') i KT$)° o

w(2)=—
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dunque questi valori di w(2) restano sempre finiti insieme alle loro derivate
rispetto a ¢ e al crescere indefinito di » tendono a zero e vi tendono anche
in ugual grado per tutti i valori di « e anche per tutti i valori di ¢; dimo-

docht 1 integrale fw(z)dz e la sua derivata rispetto a ¢ sono sempre finiti e
Cn .

al crescere indefinito di » tendono a zero per ogni valore finito di « e di ¢

e vi tendono anche in ugual grado.

Per questo e perché I'ultimo termine della espressione (10) & I'integrale
stesso che figura negli sviluppi di Fourier pel quale sono certamente soddisfatte
le condizioni 1. ¢ 2.* di cui sopra parlammo, si pud ora concludere che queste
condizioni sono altresi soddisfatte per la differenza (6), e pei punti estremi 0
e 2K si hanno le stesse particolaritd che per gli sviluppi di Fourier; talche,
la possibilita dello sviluppo (1) o (2) per le funzioni indicate sopra resta com-
pletamente dimostrata.

S’intende evidentemente, stando al processo seguito, che in questi sviluppi
devono essere aggruppati due a due i termini corrispondenti alle radici con-
jugate X.

5. Un processo del tutto simile serve per dimostrare la possibilita degli
sviluppi (3).

In questo caso infatti, bisogna, come gia notammo, fare le opportune verifi-

cazioni sulla differenza

1
mfwi(z)dz—fﬁm
Cn

ove w,(2) & dato dalla (8), e per questo giova prendere per contorno C, un
rettangolo di cui i lati paralleli all’asse delle z passino pei punti y =2nK,
y=—2nK’" dell’asse delle y, e gli altri due lati passino pei punti x =K 4-¢,
x=— K-+ dell’asse delle z.

Allora osservando che entro C, la ©'(2) non si annulla altro che nei punti
Xoy Xiy Ngy... 81 vede subito che le y, verranno ora ad essere i residui di
w,(2) corrispondenti ai punti 2=+ (2r+1){K'(r=0, 1, 2,..., n—1) nei
quali w,(2) diviene infinita per I'annullarsi di ©(z); dunque, poiché in questi

1 1
o) © O[E@r41)iK]
134 H[x—l—(?r—[—l)iK']J”fH[x+t—(2r+1)iK']dt,

T T0(z) 02[Q2ri+1)iK] J O (a+1)

punti il residuo di > Sl avra:

7r
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ovvero per le (9):

k¥ H(a4iK') tH[a-}-t_iK’)eﬂi?‘tdt_
7P re() 02GK 0 (« 1) )
1]

talch® essendo:

1 inz
0(+iK)=iq ‘e *" H(2),
1 inz

He+iK)=ig ‘e Fo(2),
1

| S
O(K)=ig ‘H(O)=ig “|EE,

™

K’

K
con g=e ~ , sard:

1 [ (2,+1)17{
}/,.—_—-*-ﬁJ'e dt.
1)

Ponendo dunque; 3 lt( =&, si troverd:

Z/y———f [cos& +cos3& - - - -+ cos(2n — 1)Z]d¢,

e poiche
4
ne1 20 ' 1 ” . )_—sen(étn—{—l)g sen(2n-1)&
2008(27‘—!-1) ——+210057‘5—(§ +§4005275 = 2sen§- ~ 2sent
2
sara:

2 (5 sen(4n—|—1)51 Esen(Qn—{—l)E
E)’r—'—'%‘f T senér dét J sené sz %5

0
con &, = %, e quindi anche questa somma 3y, & ridotta a integrali di Fou-
RIER, € il suo limite per n=o0, quando ¢ non & zero ed & fra —2K, e
2K(£ 2K escl.) & appunto uguale a :;% secondoche ¢ & positivo o negativo.

Osservando poi che, coi processi stessi del paragrafo precedente, si dimostra
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che I’integrale %Jwi(z)dz ha per limite zero per n = o0, si conclude come
. Ca

volevamo che lo sviluppo (3) & possibile per le funzioni indicate nell’enunciato
del nostro teorema finch® « & fra 0 e 2K.

Se poi « =0, 0 «=2K, allora, osservando che i limiti superiori Z e £, degli

integrali che figurano in Yy, vengono respettivamente 72—: enpera=0,e ——5

e —n per «a=2K, per le osservazioni generali dei Cap. III e V del mio libro
si vedrad subito che lo sviluppo (3) quando & applicabile a questi punti ha per

somma £CF 0)_£(2 K—0) 12 K—O)Q—f'(-{—O) respettivamente, e cos il teo-

rema enunciato sopra resta ora completamente dimostrato.

6. Messa cosl in chiaro la possibilith degli sviluppi (1) e (3), io potrei
dedurne varie conseguenze, e dare al tempo stesso un metodo semplice per
calcolare in molti casi i loro coefficienti, come ho fatto anche nel mio libro;
ma poiche lo scopo di questa Nota & stato soltanto quello di pubblicare in-
sieme alla lettera di Hermite quella parte dei miei studi che le dettero luogo,
cosi io mi arresto senz altro, rimandando per il resto al mio libro pilt volte
ricordato.

Pisa, Novembre 1880.

Annali di Matematica, tomo X. 20
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Sopra un recentissimo scritto
del sig. L. Stickelberger.

(Lettera di F. Casoratt al Direttore degli Annali.)

Stimatissimo Sig. Direttore

Pavia, 28 Dicembre 1880.

Vorrei che questa lettera giungesse in tempo per essere inserta, se Ella
permette, nel fascicolo degli Annali che sta per uscire. Essa m’é dettata dalla
penosa impressione che mi fa il preambolo di una pubblicazione di questi
giorni, intitolata:

ZUR THEORIE DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
AKADEMISCHE ANTRITTSSCHRIFT

VON

Dr. LUDWIG STICKELBERGER

ausserord. Prof. der Mathematil anr der Universitit zu Freiburg I. B.

Ella sa che il fascicolo 1.° del tomo X dei nostri Annali veniva in luce nel
luglio; adesso poi le dico, che, sino dal principio di agosto, io trasmetteva
copia del mio lavoro (*), contenuto nel fascicolo, a persone aventi strettissimi
rapporti di studio col sig. StickrrsErGER. Percid Ella comprenderd la mera-
viglia ed il disgusto mio nel vedere che il sig. STicKELBERGER presenta gquie-
tamente ed in maniera impersonale nel preambolo della sua Antrittsschrift (**)
una delle idee cardinali del mio lavoro (***) prima di fare alcuna menzione del

(*) Intitolato: II Calcolo delle differenze finite interpretato ed accresciuto di nuovi teoremsi
a sussidio principalmente delle odierne ricerche basate sulla variabilitt, complessa.

(**) Nella prima pagina, colle parole « In dem ersten Theile dieser Arbeit (§ 1-4) werden
zundichst im Anschluss an die vollstindige Integration eines Systems von Differenzenglei-
chungen, ete. ».

(***) Ciodé quella di introdurre in questo argomento il Calcolo delle differenze.
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medesimo. E questo non & tutto. Piu oltre, si compiace di citarlo, ma per
tentare d’infirmarne il valore con un’osservazione (¥), che non pud venire se
non da chi non abbia capito lo scopo della mia Memoria, o ponga interesse
a svogliare altrui dal prenderne cognizione. E, per giunta, dice ch’s appena
comparsa (**), e che riposa sulle stesse considerazioni della sua (**¥), e non
viceversa, che la sua riposa sulle stesse considerazioni della mia.

Come Ella vede, il professore di Friburgo & troppo generoso e troppo cor-
tese verso il suo collega di Pavia!

Ma ritorniamo all’ osservazione. 11 titolo e tutta 1'introduzione della mia
Memoria dicono e ridicono chiaramente (a chi non vuole frantendere) che scopo
di essa non & di trattare minutamente qualche determinata questione, bensi di
presentare idee e considerazioni d’indole generale, in virth delle quali il Cal-
colo delle differenze viene ad acquistare, a mio giudizio, nuova ed inattesa
importanza nell’analisi della variabilitd continua. Del resto, anche senza queste
dichiarazioni, trovando un capitolo di sole quattro pagine dedicato alle belle
scoperte del sig. Fucms, il lettore capisce che non era mio intendimento di
offrire un’ampia e minuta rifusione delle ricerche accumulatesi in questo campo;
ma che wi premeva soltanto di dimostrare la feconditd delle mie idee con una
applicazione, che, per I’attualita e I'importanza della cosa, attirasse I’ attenzione
degli Annalisti (****), Ora domando: in qual forma dovevo presentare quest’ap-
plicazione, per essere pil sicuro di colpire ed interessare il lettore? Evidente-
mente, nella forma pit semplice, pit famigliare, meno impacciata da simboli e
da calcoli, e pilt prontamente conclusiva, che fosse possibile. I lettorl competenti
giudicheranno se io abbia scelto forma opportuna o no. Per intanto, seguito a
credere di si. Far vedere che I'integrale completo dell’ equazione differenziale
a coefficienti variabili soddisfa un’equazione alle differenze a coefficients costants,
e conchiuderne immediatamente che le nofe formole per gli integrali di questa
st traducono in espressioni analitiche per gli integrali di quella: ecco le idee
facili, se si vuole, ma nuove, a mio credere, e cardinali, che, nel capitolo
quarto, era mio scopo di far apprezzare dal lettore. Il quale ben vedrd, dun-
que, quanto sia fuor di posto il nicht rathsam, con cui il sig. SticKELBERGER
§'¢ troppo affrettato di raccomandare la mia Memoria.

(*) Pag. seconda (numerata 4), lin. 3 « Aus diesem Grunde scheint es nicht rathsam, ete. ».
(**) 1bid., lin. 6 «eben erschienenen Abhandlung ».

(**%¥) Ibid. « die auf dhnlichen Betrachtungen wie die vorliegende beruht ».

(****) Annali di Matematica, tomo X, pag. 10 e seguente « e ne mostrerd subito la

fecondita, ece.».
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Come poi avrei fatta la ricerca dei sottogruppi di integrali (*), o trattato altri
punti, e perche abbia fatto stampare trentasei pagine e non pil; il sig. StickEL-
BERGER per adesso non lo pud sapere.

Ed ora vorrei finire. Ma ad ogni nuova occhiata che getto sulle prime tre
pagine, il malvolere del sig. StickeLBERGER mi sembra aggravarsi. Ed ecco che
devo sospettare un altro cattivo pensiero nella pag. terza. Ond’e che domando:
perché mai il sig. StickELBERGER non dichiara, neppure qui apertamente, a chi
sia dovuto I'atfuale ravvicinamento fra le equazioni differenziali e quelle alle dif-
ferenze; mentre, quando segnala quest’ultime equazioni (**), si da premura di
avvertire il lettore che 1'introduzione del logaritmo come variabile indipendente
& dovuta a Riemaxy ed al sig. Hamsureer? Ma il sig. HausuraEr, che, nell’ ap-
plicare opportunamente alla distinzione degli integrali in sottogruppi un pro-
cedimento del sig. Jorpax, non ha punto tentato di nasconderne la paternita,
riconoscera certamente colla lealta stessa, che, nell'uso da lui fatto di logz,
non entra affatto la mia idea di tradurre i risultati del Calcolo delle diffe-
renze in altrettanti di spettanza della variability continua e complessa (***).
N& in nessun luogo io trovai che questa idea fosse concepita ed esposta da
Riemawny; il quale introduceva bensi nell’equazione differenziale le derivate
rispetto a logz, ma per semplice ragione di brevitd; lasciandone i coefficienti,
per la ragione stessa, ancora espressi in z, e non facendo allusione di sorta
al Calcolo delle differenze (****),

Terminerd domandando al sig. StickELBERGER, se proprio tutte le parti della
mia Memoria riposino sulle stesse considerazioni della sua; per esempio,
anche il capitolo secondo, dove & dato il teorema (*****) sul determinante

(*) Si persuada pure il sig. StickrLBErGER, che, dopo attenta lettura dell’articolo del
sig. HamBurGEr (Bemerkung, ete. nel tomo 76 del Giornale di BorcmarpT), non e facile di
smarrirsi in questa ricerca; la quale pud essere condotta all’ultimo compimento senza abban-
donare la via tracciata dal sig. HamBURGER.

(**) Le equazioni segnate (3).
log (x — @)

2nd !
tamente der Einfachheit wegen; ed usa bensi il simbolo A, ma senza affatto chiamare in
ajuto il Calcolo delle differenze. E neppure lo invoca nella Memoria del tomo 83.

(****¥) A calmare gli scrupoli, se veramente li ha, di plagio mio su Riemaxy, il sig. Smi-
CKRELBERGER potrebbe leggere le Notizie storiche e tutte le Sezioni successive della Teorica
delle funzioni di variabili complesse, pubblicata in Pavia nel 1868, allo scopo di diffondere
in Ttalia i principt della variabilita complessa, e specialmente le idee e i risultati di Rie-
many appunto e di Cavcny,

(**#**) Prendo quest’occasione per avvertire d’aver scritto inesattamente la formola (An-
pali di Matem., tomo 10, pag. 20) su cui si fonda la dimostrazione del teorema. La formola

(***) Nella pag. 122 del tomo 76 egli indica bensl con « il ma dice aper-
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Y Ye Yn ' Y Ye Yn
Y. 6ys GYn | oppure Ay, Ay, AYn ;
gy, g'n—lyz: gty An—ty, An-iy, Arty,

teorema ch’egli non avrebbe dovuto dimenticare; non foss’altro perché contiene
vome caso particolare quello sul determinante

) Y Yo - Yn

| _Dn—iy1 Dn-1y2 Dn—iyn .

considerato in special modo dal sig. Frosewws, i cui lavori il sig. Smoker-
BERGER Non ignora, né smania di screditare.

Perdoni, sig. Direttore, la noja di questa lettera, ed aggradisca I’ attestazione
del rispettoso affetto del

Suo devotissimo

F. CASORATI.

esatta &:
(= )"0y, . 0y, ... 6"y, 0 =

Ys 0y, — Y0y, - . Yuo by, — Yi-0yn
by, . 0%y, — by, . 9%y, - - 0y.. 0%y, — 0y, . 02y,

di cui il secondo membro pud anche scriversi come segue

Yo Y1 Ys ¥, - Yn Yyt
eyz 6?/1 eys Qy‘ 0:1/,, e?/t

5 7 "
e‘ y,‘ 2/,, e} Ys ¥ G| ¥ U
by, by, s 99, 0y, Oy,
pot| Y2 U ‘ gro| Yo U | U U
by, 9y, by, 0y, Sy. Oy,

Correggendo lo sbaglio, la dimostrazione riesce ancor pit breve.
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MICHELE CHASLES.

(CENNO NECROLOGICO.)

Il 18 dicembre dello scorso anno spegnevasi in Parigi una vita tutta con-
sacrata al lavoro ed alla beneficenza. MicreLe Crasues, una delle individualita
matematiche pill spiccate del nostro secolo, moriva in quel giorno all’etd di
ottantasette anni. I’ Accademia delle Scienze, radunata due giorni dopo, sospen-
deva la seduta in segno di lutto, ed il Segretario perpetuo sig. Berrtranp, in
nome di essa, il sig. Bouquer in nome della Facoltd delle Scienze, il sig. Laus-
sepaT per la Scuola Politecnica, il sig. Dumas in nome della Societh degli
Amici delle Scienze, infine il sig. Roruaxp per la Societd degli antichi allievi
della Scuola Politecnica, pronunciavano discorsi sulla tomba dell’illustre geo-
metra, nei quali I’ammirazione per lo scienziato & pari a quella a lui dovuta
per le sue eminenti qualitd morali.

MicreLe Crasies nacque a Epernon (Dipartimento di Eure-et-Loire) il 15 no-
vembre 1793. Compiuti gli studf preliminari nel Liceo Imperiale, ed ammesso
nell’anno 1812 alla Scuola Politecnica, prese parte gloriosa alla difesa di
Parigi nel 1814; classificato dapprima per I’arma del genio, diede poco tempo
dopo le sue dimissioni, e rientrd nella Scuola nell’anno 1815 in qualitd d’al-
lievo. Ne escl di nuovo circa un anno dopo, e rinunziando volontariamente pel
momento a qualunque carriera pubblica, ritiravasi a Chartres per dedicarsi
completamente ai suoi prediletti studl. Il fatto di quella prima dimissione ri-
vela la grande bonta d’animo del giovane uffiziale, non mai smentita dall’emi-
nente geometra; percid ci piace narrarlo qui colle stesse parole del sig. Ber-
TRAND, tanto pill che queste ricordano con lode il nome di uno scienziato
italiano, che nei pochi suoi scritti matematici giovanili, lasciava una prova non
dubbia di ingegno fecondo ed originale.
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« Lorsqu’en 1814 M." Cuastgs quitta I'Ecole Polytechnique, brusquement
n licencié, cosl si esprime il sig. BerrTranp, sa premidre préoccupation fut
» pour ses camarades; plus d’'un, dans son embarras, trouva prés de lui plus
n que des bons conseils. Rappelé & Chartres par sa famille, il y offrit I'hospi-
» talité & son jeune et brillant condisciple du Lycée Impérial, Gieran Grioreini,
» qui, entrdiné par lui vers la Géométrie et gnuidé dans ses premiers pas, avait
» assez bien profité de ses legons et fait assez de progrés pour lui enlever le prix
» d’honneur au Concours général et le premier rang & I'Ecole Polytechnique. »

n Les éleves furent admis & subir leurs examens. M." Cmastes, classé dans
» le Génie, s’apprétait & partir pour Chartres; il voulait embrasser sa mére
» avant de se rendre & Metz et lui montrer son uniforme d’officier, quand il
» requt la visite du pére d'un de ses camarades; — Mon fils, lui dit-il, est le
» premier des éleves qui n’ont pas obtenu de place; vous avez hésité, je le sais,
» & accepter 1'épaulette; votre refus aurait assuré & votre camarade une car-
» riere qui lui plait et pour laquelle j'ai fait les derniers sacrifices; il m’est
» impossible de les continuer pur lui en préparer une autre. — M." CrasLEs
» ne repondit rien; il partit pour Chartres. En arrivant, sa résolution était
» prise: il annonga & sa mére qu’il resterait prés d’elle. »

I primi lavori di Cuastes rimontano all’epoca nella quale egli trovavasi
ancora nella Scuola Politecnica e furono pubblicati in quella Correspondence
sur UKcole Polytechnique che porta il nome del suo fondatore Hacmerrs, cosl
ricca di importanti memorie. Gid questi primi scritti accennano all'indirizzo
dei suoi studi, consistendo in molta parte in dimostrazioni puramente geome-
triche delle belle proprietd delle superficie di secondo ordine, che Moxce ed
altri andavano allora scoprendo col mezzo della geometria analitica. Quanti
progressi egli avesse gia fatti in quella via lo dimostra I'Apercu historique
sur Uorigine et les développements des méthodes en géoméirie, col quale egli
rispondeva ad un tema posto a concorso nel 1829 dall’Accademia di Bruxelles.
Quest’ Opera, frutto di un lungo, paziente lavoro, e di una mente matura,
rivelava un nuovo aspetto dell'ingegno di Cuastes, quello della ricerca storica.
Da questa pubblicazione la riputazione scientifica di Crastes acquistava cosl
solide basi, che ogni seritto suo, ciascuna comunicazione sua a periodici scien-
tifici o ad Accademie era ricercata colla maggior premura, e con non minor
premura studiata in Francia ed all’estero.

Non & certamente in questa breve comunicazione che noi possiamo rammen-
tare le numerose memorie, sparse in molti giornali scientifici francesi o stra-
nieri, quali il Journal de I Ecole Polytechnique, gli Annales de Mathématiques
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de Gergonne, la Corréspondence mathématique et physique de Quetelet ed altri.
Ma, pur limitandoci a pochi ricordi, dobbiamo porre in prima linea « son
classique, synthétique et dogmatique T'raité de Géométrie supérieure, écrit a la
maniére des anciens (*) » di cui la prima edizione comparve nel 1852, e dal
quale fece seguito nel 1865 il T'raité des Sections coniques; e nel frattempo
Les trois livres des Aphorismes d’Euclide, rétablis pour la premiére fois, d’a-
prés la notice et les lemmes de Pappus, pubblicati nel 1860.

Nominato nel 1841 professore di Macchine e di Geodesia alla Scuola Poli-
tecnica, si dimetteva da quel posto nel 1850 in seguito alle modificazioni pro-
fondes et trés-regrettubles, come egli stesso le dichiara, apportate all’ordina-
mento di quella Scuola. Perd, egli non si distaccava da quella istituzione, e
la morte lo colse mentre era occupato a scrivere una storia della medesima.
Il Corso di Geometria superiore, creato per lui nel 1864 alla Sorbonne, era
sempre seguito da una eletta schiera di giovani cultori, i quali, dalla chiarezza
della sua parola e dalla sua grande erudizione, ritraevano il pr utile ammae-
stramento. N& il crescere degli anni diminuiva in lui la potenza dell’intelletto,
ed & compiuto il settantesimo anno che egli immaginava la teoria ed il metodo
delle caratteristiche, cosi fecondi per lui e per altri Geometri di importanti
risultati; e che la Societh Reale di Londra premiava colla pit alta delle sue
distinzioni, la medaglia di CorLEY.

Non v’& cultore di scienze matematiche in Europa che, visitando Parigi, non
abbia avuto occasione di esperimentare 1 ospitalitd e la grande cortesia di
Crasces. Egli era un gentiluomo nel vero senso della parola, e, congiungendo
alla squisitezza della forma la benevolenza del giudizio, rendeva le sue riunioni
periodiche, in quel suo appartamento del Passage Sainte-Marie, Rue du Bac,
ove pill volte mi accolse con tanta bontd, assai apprezzate e desiderate. Egli
lascia, e giustamente, una larga ereditd di affetti; ma lascia altrest un buon
numero di geometri valorosi, che sapranno continuare I’ opera sua.

Milano, 16 gennajo 1881.
F. Brioschi.

(*) Cosl definisce il PonceLET questo classico lavoro in quelle Nofes et Additions al 1°
volume delle Applications &’ Analyse et de Géométrie, pubblicate nel 1862, nelle quali certa-
mente & fatta pill larga parte alla critica che alla lode (pag. 484).
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La relazione
di Gopel per funzioni iperellittiche
d’ordine qualunque.

(Nota di ¥. Brioscar, in Milano.)

1.° GéPEL nella sua oramai classica Memoria: Theoriae franscendentium
Abelianarum primi ordinis adumbratio levis, pubblicata dopo la sua morte
nel vol. 35 del Giornale di Crerre (pag. 277) ha dimostrato sussistere fra
quattro funzioni ® a due argomenti, scelte opportunamente, una relazione
biquadratica, formata colle quarte potenze di quelle funzioni, coi prodotti a
due a due dei loro quadrati, e col prodotto delle funzioni stesse. Questa memo-
rabile relazione fu recentemente ricordata dal sig. Cayrey nella sua Memoria:
On the double ©-functions in connexion with a 16-nodal quartic surface e dal
compianto Borcmarpr nella Ueber die Darstellung der Kummerschen Fliche
vierter Ordnung mit sechzehn Knotenpunkten durch die Gopelsche biquadra-
tische Relation zwischen vier Theta-functionen mit zwei Variabeln, ambedue
pubblicate nello stesso fascicolo del Giornale gia diretto da quest’ ultimo (vol. 83,
fase. 3°).

Noi torneremo pilt avanti sull’argomento speciale di questi pilt recenti lavori,
sul nesso ciod esistente fra la relazione di Gorer e la superficie di quarto
ordine con sedici punti singolari considerata la prima volta da Kumumer nella
sua Memoria: Ueber die Flichen vierten Grades mit sechzehn singuliren
Punkten (Monatsberichte der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1864);
ma vogliamo dimostrare dapprima che relazioni affatto analoghe a quella di
GorEL sussistono fra 2n funzioni © ad » argomenti opportunamente scelte.
Posto:

RB@)=A(@—a)(@—a;) - (& — tonty)

(@) =@ —w)(@ ) (& —2a)
Annali di Matematica, tomo X, 21
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P(z)=(x—a,) (& —a)- - (z — an),
Q(ZU) =A(x— Qnti) (ZL' — dn+2) oz — Qon 1)

indicando con /, una quantith eguale a P(a,,) se m>n ed eguale a — Q(a,,)
quando sia m <n, & noto per le ricerche del sig. WeiersTrASS (¥) che le 2n 41
funzioni ad indice semplice:

p(um)

Im

Pm=
e le n(2n41) funzioni ad indice doppio:

.
rs=Psr p"ps‘;‘l(xi—ar)(xi_as)'\ol(xi)

sono eguali al rapporto di due funzioni ® ad » argomenti, in ciascuno dei
quali rapporti il denominatore & comune (**).
Sieno 7y, 7s,... 74, # qualsivogliano fra i numeri 1, 2, 3,... 2n4+1, ma
Y ? ) g ’ ) ) )

differenti fra loro, e pongasi:
S@)=@F—a)z—a) - (@—a.);

se con p, v si indicano altri due numeri di quella serie essi pure differenti da
Ty, Tey... ¥n, sl hanno fra quelle funzioni p le relazioni:

Ra) g Lo
2 == — V¥ s
A4p% lpS(ap) 78 (ar)

[4 R ((l,;.) + "Z"r lrpzr, " (J )

2

Sl T L@y —a) Slap) T & (@ —ar) 8 (ar) S

o 7r]’r.//pr,v
Apupy=— E« S
delle quali le prime due trovansi nella succitata Memoria del sig. WEiERrsTRASS
(pag. 319) e la terza fu da me data nel 1° volume di questi Annali (Anno
1858, pag. 29).
Da queste tre relazioni quadratiche si deducono le biquadratiche omogenee
analoghe a quella di Géper nel modo seguente. Permutando dapprima nella

(*) Zur Theorie der Abel’schen Functionen. Giornale di CgErLE, voli 47, 52.
(**) Formando nello stesso modo funzioni p a tre, a quattro... ad » indici si ha che
il numero totale di esse & 47 —1.
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seconda di esse i numeri g, v si ottiene Ialtra:

lf;, 2 _ R’(”v) i ’ }) roy
b‘(ay.)‘p'uu_lv(av“—a‘u)b'(ay) ZT ((Ip,‘—_a;)ls Lar)

ma P, ,=p, , quindi:

R'(a) 1": ?1‘1’2/‘4& R/(”M) o ,7'”27‘."
LS () 7" (av—ar)8(ar) T 1u8 (@) 57 (@ — ar) 87 (ar)

Mp' =

posto:

. R,(av) Ii’(a‘u.)

B 52(0v)+ S*(au)
In secondo luogo dalla prima e dalla seconda di quelle relazioni si deduce
facilmente la:

(C’u'—av)lv R )”‘ ( —aly
2 2z —

Ap'n= S(uy) L (a;—a;)b (ar )p’ #

e sostituendo in quest'ultima il valore di p?, , dato dalla precedente $i giunge
ad una delle relazioni richieste, cio¢ alla:

(au_nv)lv[ R,(av) < [ Ny . R (’7u) i ]rpgr,v J_
S(ay) ly S(av) 7‘7‘ U’v—ur)b'l(ar) l‘uS(U,;.) 7:7’ (ay._(lr)b”(al) ’ (2)

AMp,=

au ((’u a'/)[’r
-MY,

Z (av—ur) S’ (ar )P”L
per la quale il valore di p®, & espresso in funzione dei quadrati delle 2# fun-
zioni a doppio indice p, ., pr,. Permutando nuovamente in quest’ultima i nu-
meri g, v, siccome M rimane invariata, si avrd analogamente :

(av—a) . [ R'(a.) & ey R (a.) ' Ir 02 ]_
S(ap) | lxS(au) ;Tr (Ap—ar)S'(ar) > () ‘,.'“r (av—ar) S (ar) l

AMp?,=
3)

(”» ar)[r ? \
(ap—ar) S’ (a)

Ma dalla terza delle relazwm (1) st ha:

MS‘

A Mp‘up\, - W[ y lrgr(L 7))7- v (4)

vale a dire il prodotto p.p, espresso pei prodotti a due a due delle stesse 2n

funzioni a doppio indice P, ., p.,; quindi moltiplicando le prime due membro
per membro e sottraendo dal prodotto il quadrato di ques’ultima, si ottiene il
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164  Brioschi: La relazione di Gipel per funzioni iperellittiche

tipo delle relazioni biquadratiche analoghe a quella di Géper per le funzioni
iperellittiche d’ordine superiore, ciod:

(ap— a2, 1,

0=— I + (2, — a) MHG + M F

S () S (av)
posto:
R (av) 2‘ A Pr e R (/I,;,) Ta I Py
LS (@) " (@—ar) 8" (ar) * lpS(ap) 54" (ap—ar) S’ (ar)
Z/; (a;/, —ar)ls e L & (s —ar)lr 2
Sap) (@ —ar) 8" (ar)t " S(a) #4 (ap —ar) 8" (ar)
. g (ap—a”lr —ar)ly Zrﬂrpprv]
F‘%‘*(au—ar)b"(a) “‘2’ (ap—ar)b' @ [E 8’ (ar)

La relazione del quarto grado cosi trovata sard evidentemente omogenea, e
conterrd le quarte potenze delle 2n funzioni p,. ., p, ,; i prodotti a due a due
dei quadrati di quelle funzioni, ed i prodotti quattro a quattro della forma

Pri,pPry s PraypPrs,v-
2.° Applichiamo ora le formole generali superiori al caso considerato da

GopeL ponendo #=2. Supporremo per maggiore semplificazione sieno r,=1,
ry=2; u=3, v=4, e posto @, —as;={(rs) introdurremo le quattro denomi-
nazioni:
e =(13)23)(45) 7= (14)(24)(35)
B=(13)(14)25)  3=(23)(24)(15)
e la:
N =(13)(45) 4 (24)(15) = (13)(25) + (24){35) = (14)(25) + (23) (45) =
= (14) (35) + (23)(15)
e quindi:
N13)=a+p NAH)=p+y
N@24)=y+2 N@23)=a+42
Bd—ay=(13)(14)(23)(24) N.
Con queste denominazioni le relazioni (2) (3) (4) diventano nel caso qui con-
siderato le seguenti:

(12)Nps = (13)(15)8pi;+ (14)(15)y pi, — (23)(25)3 p3, — (24)(25) y pi
(2)Np;  =(13)(15)api; + (14)(13)Ap;, — (23)(25) % — (24)(25) i,
(12) Npsps = N[(13)(14)(15) pis pus — (23)(24) (25) pas p2d]
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e si otterrd cosl la relazione biquadratica di Gorrn sotto la forma:
0=(13p(15) aBpi; 4 (14)*(15) Bypi, -+ (23)*(25) a dp3, + (24)* (25)y O p3, —
— (& +9)[(18)(14)(15) Bpi,pi, + (23) (24)(25)*  pZy p2,] —

5
— (B +3)(15) @)[18)(23) xplais + (1)) 75108 — @
- (“7 + ,30“) (15) (25) [(13)(24)]9?327;4 + (14)(23)10?41923] + 233N?1’13P1419231924 .
Questa relazione semplificasi assai ponendo:
_ (15)4(25) j_ (39)+(45) o (13)(24)+ (14)(23)
IR C ) R ) R C ) €
dalle quali si deducono dapprima le:
(25) .o (45) o (14)(23)
_, (19) _, (35) o (13)(28)
0—1—2(21): 6—1—2(43), 1—2(12)(43)
poi le seguenti:
@+ DO+ D+ =p 55
@+ DO —De—D=pga:
23 (6)
(@=DE+De—D=rgss
b
@@= D=1+ =p5
Per gli stessi valori delle a, b, ¢ si ottengono inoltre le relazioni:
% 8 x—+-v)§
z(a—bc)(a+1)=—pfl_;;(_ﬁ_), 2(a—bc)(a—1)=—pg2—3)‘(Tl)\
(3 4da L (BEdy
2(b~—ca)(b+1)-——p(13)(23), 2(b——ca)(b—1)———p(l4)(24) )]
oy 489 oy 423
2(c—ab)e+ 1) =—prr00 2(c—ab)(c—1)=—paz)(—23)/

mfine :

K=a*+bz—I—cz—Qabc—1:—-;—pN2

8

essendo in tutte p=— THe
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Se ora si moltiplica per p la equazione biquadratica superiore (5), e si pone:
we=N{IB)p; o=V DB)pu;  y=@N@D)ps;  2=24HVED)pes
la equazione stessa prenderd la forma:
0=(a+1)(b +1)(c+ Dt 4@+ 1)(b — D)(e— ) +-(a— 1) +1) (c— y*+

+He—DE—-D(+ e+

+2(@—bo)[(a+ Dwax* 4 (a— D)y |+ 2(b —ca)[(0 + Dwry + (b — 1)2*2*] +

+2(c—ab)[(c+ Vw2t +(c —1)z*y*] — 4 Kwaxy2.

La relazione superiore si pud ancora semplificare facendo uso di una trasfor-
mazione gid indicata da Borcmarpr nella sua Memoria sopra citata. Ponendo
infatti:

s=wtr4y-+=2

p=w—4r—y—z

q=w—r+y—=z

P==W—2L—1Y+2
la relazione stessa si trasforma nella:

0=¢*—16Kspqr
essendo:

p=8+p*+¢* 7"+ 2a(sp+qr)+2b(sq +rp)-+2¢(sr +pg).

Quest’ultima forma della relazione di GoreL acquista importanza dal fatto che
essa coincide colla equazione della superficie di quarto ordine con sedici punti
nodali riferita ad un dato sistema di quattro suoi piani tangenziali singolari,
superficie denominata di Kummer in onore dell’illustre geometra di Berlino che
pel primo fece conoscere le sue proprieta.

Ora le s, p, q, r essendo quattro funzioni lineari delle coordinate di quella

superficie, si avra che le coordinate della superficie di Kuumer si possono espri-
mere in funzione lineare di quattro funzioni iperellittiche di secondo ordine ad

indice doppio pis, Py Posy Pos-
Per determinare i valori delle coordinate dei sedici punti singolari si os-
servi:

1° Che indicando con w,, %o, Yo, 2 le espressioni:
wo=\(@—D0—D(c~1)  5=Ve+1)E—-1)+1)
L=\Na—=D0+1c+1) 2=Va+D)o+1)(c—1)
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¢ con @ il secondo membro dell’equazione superiore, si hanno le:

dod dod do do
w=" =0 =0 &=
per:
w=wo x—’:xo y=y0 2=zo

ciot il punto di coordinate w,, %, %o, % & un punto nodale della superficie.

2° Che permutando nella equazione superiore le w, x, y, z nelle

1 k3
v / 1 4
y (ﬁo—) ’ ¢ (ﬂ) ’ v ( yo ) ,
Yo Zo Wo
ES S kS A
.\ i 1 s \4
£o Yo A0 wo

la cquazione stessa rimane inalterata. Come pure rimane inalterata se una
coppia qualsivoglia di quelle coordinate si assume con segno negativo.
Si hanno cosi i valori delle coordinate di quattro punti singolari nelle espres-
sioni:
wo; Loy ?/o, 2

o]

ES 1
4 4

(xiwo)*, (wio)*, (25Y0)* ¥, 20)

1
1

|-

4 4 ES
Wowa)s Gz’ gyt (@)

.

i 1
3 3., \% . i
(zow()) ) (?/020)47 (xg%) ? (u/gzo)4
e quelli delle coordinate degli altri dodici punti saranno ., Toy — Yo, — 2o}
Woy — Loy Yoy — R0y Woy — Loy — Yoy 2, © cosl di seguito.

3.° La relazione (5) si pud anche subito esprimere sotto la forma asse-
gnatale da Goper ponendo:

S

VAB)UB)WVaB - pu=W  \23)(25){a3 - pra=Y

VaAH(@5) V67 pu=X  VEOHE@)70 -pu=2
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168  Brioschi: La relazione di Gopel per funzioni iperellittiche

giacch® si ha:
0=W'+ X'+ T+ 2420 X2+ Y 20 -2 F (W2 Y2 + Z2 X?) —
—2E(W*Z24-X*Y*)—4ADWXYZ

essendo:
1 a4 1p+9 1ay4-£9
C:—— =) _—— _—_———
2 \/xy 4 2 VJS E 2 \/fx[ﬂ‘:S
1 '\/(13)(14)(23)(24)
D=—1n:
2 Vxpyd

dalle quali per le relazioni (6) (7) si ottengono anche le seguenti:

C—= be—a ca—b ab—e¢

— = =9 F=’ n b E= ————
V(02— 1)(ct—1) Vet —1)(a*—1) V@ —1)@*—1)
K

Vi@ — 1@ —1)—1)
e quindi:
D=FE+F*+C*—2EFC—1
come si ha nella Memoria di Goreen (pag. 304). Queste relazioni sono impor-

tanti mentre da esse si deducono pei valori dei parametri a, b, ¢ della super-
ficie del quarto grado le seguenti espressioni:

4 O—TE y_  F—EC s E—CF
V2 —1)(k2—1) Vi&z—1)(C*—1) V(C2—1)(F—1)

e da queste:

D3

E=w—n@—ne—n

4.° Si & dimostrato al § 1° come dalle relazioni (1) si possano dedurre
le (2) (3), le quali presentano il tipo di relazioni quadratiche omogenee fra
2n 41 funzioni p. Ora dalle stesse equazioni (1) e da altre tre, le quali com-
(n4-1)(n42)

2

di relazioni fra (n-1)* funzioni p che per la loro forma si prestano a varie
applicazioni. Notiamo dapprima come la seconda delle relazioni (1) si possa
esprimere nel modo seguente:

pletano le relazioni di quella specie, si pud dedurre un numero

ry

lp. S((ll‘) [r: lrpgr'y. lv
Klaw | 2 G5 T S “]=1
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. ed aggiungiamo ad essa le altre tre:

”n Zr 7)27‘ lv 7,2‘, _
Zr (rv)S'(ar) * S(ay) !

7

s lrf)rf)r,,u l, _
E )8 )  Bay P Pe =10

rn Zr Pr. ; Prx
z‘r (7‘ V) S’ (ar)

L,
+ S(av)pv,,u.pv,) =0

nelle quali (rv)=a,—a, e le u, v, % sono numeri della serie 1, 2, 3,..
(2n+1) differenti fra loro e differenti da r,, 7:,... #4.
Pongasi:

wr= \/(rv);lb "(ar) Prs \/S(a,) Py

=\ Fasnl —V[@ IS

le prime due relazioni superiori potranno scriversi come segue:

rznr ot oy = 1, rz”r L+ oty = 1 (8)

?"

ed osservando essere:
Ir [
aporp=H @S @ar) PrPrps ayanu=H S(w) DvPoe

[ I
Ly, G == Km DrpPrr; Ay, Ay) = K;ST(a_,.) Pop D
nelle quali

le altre due prenderanno la forma:

™
Nrtropu +ovay, =0

" )

n

Zr X, O d + Lyp Oyl = 0.

7y
Se ora si suppone che essendo v un numero della serie 1, 2, 3,... 2n+1)
differente da 7,, 7:,... 75, 1 numeri p, A differenti fra loro possano assumere
1 valori degli altri » numeri di quella serie, si otterranno n-+1 equazioni della

Annali di Matematica, tomo X. 22
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forma (8) ed "("+ L) equazioni della forma (9), ossia in tutto —;-(n-l— DH(n+2)

relazioni fra (n—}—l)2 funzioni p.
Sia n=2 e consideriamo le nove funzioni seguenti:

P Pe Ps
Pz P Pe
Pss Poas Ps
posto:
‘/ (13)(15) (23)(25)
oy = Aw'pn 161'—'\/44 (l)) P25 71=Ds
(23)(15) | (18)(25) . (13)(23)
“2=(31)\/W'P13: (03)\/(1) (35) “Pes; =Y 435 P
(13)(25) o (23)(15) (15) (25)
(15)\/(12)(50)'19‘5’ b= 2)\/(21)(55) Pess 3_\/ A3 Ps

dalle (8) (9) si ottengono le sei relazioni:

a+Ei+y=1

G+ +rna=1

A+ B+ 7i=1
per le quali:

el ta=1

e le analoghe che corrispondono alle altre due relazioni (1), e le:

agots+ B B3+ yays =0
Ogety +ﬁsﬁx+7371=0
0‘40(2+.Biﬁ2+7172=0

ﬁiyi+ﬁsy2+ﬁsy3=0

0‘1-_—‘.3273_@372

e simili, ossia le:

(23)(25) (13)(15)
Pi o A 253) (p23‘p4° p25p43)’ p:" (50; (p43p15
_(13)(23)(15)(25)
P = (12)(35) (Pn_pfzs -—]0451023)

(15)
P2Pus), Pas== 23) (1P — P4 Pss),

4 (15)(25)
p=A——— 12) (Pz]’xs i_p%)

Prs= (])4}723
(d 1) (10)

~

23
Pis= 21—5))(1921043—194})23), Pes= (53) (]94]713 p1p43)7

(13)(23)

=A—51 (PP —P2pw)
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per le quali:

__(19)(3)
PP P TT8)(23)(15)(25)
Pz Pz Pus |
Pis Ps Das

5.° B noto per le sopra indicate ricerche del sig. WriErsTRASS che sup-
ponendo u, v due numeri differenti da » si hanno nel caso generale le equa-
zioni differenziali :

dpp __ Qlar) . dpw _ Q(ar)
dur  P'(ar )prp"’“ dur P'(ar)pmp”

Aper _ ppr dpr 1 pu,

dur  pr dur  (rp)pr

Pel caso in cui =2 le relazioni (10) danno tosto:

dpc _ (13)(14)
dur (12)(34)

rlm (’%)(24)
dus (1‘))(54)

[(24)pipi— (23)Pspis]

[(13)pspes— (14) pap2d]

e le altre che si deducono da esse permutando i numeri 3, 4, 5.
Si ottengono cosi le seguenti equazioni differenziali:

(l}ﬂ? dpl d}’h 1
o = @) pu G — P | = (1) p o = ]

(lpis dp24
Tdus ® A us

l?S dl( :
mm=@ahéﬂ—p pj—a>

duy du

dalle quali se si introducono le denominazioni del § 3° e si pone:

_Z _Y P
= 1% =X

si hanno le:
dp __ 1 \J5)(35) pepss dp (24 '/ (25)(3B) papss
dur (13)Y (15)(45) %~ due (132 V (15)(45) 17,
_dl (25)(43) papss Lli___ (23) \4/(‘25)(45)}'31735
dus 14)\’ 15)(35) p%, due (14)2 Y (15)(35) pe,
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e da queéte‘
1 13)(1
d dr 41 d_q m V‘—M [V{3)(23) ppss + V(T2 25 ppas] [
11
dp _1dg_ \/(23)(24) o

[V{T3)(23) pspas — V(14 24 pupis]

essendo

m =\/(15)(25)- {(15)(25)(35) (45).
Ora i quadrati di ps, ps, come il loro prodotto, si possono esprimere in
funzione delle pis, Pisy Pos, Pos nel modo seguente:
N(12)72, = A[(13)" (14)(45) 2, + (14)° (24)(15)p%, — (23 (24) (45)pt, —
— (24)(14)(25)p3]
N(12)p, = A[(13)(23)(15)pt, + (14 (13)(35)p%, — (23" (13) (25)pls —
~ (24(23)(35)p2]
(12)paspis = A[(13)(14) pispis — (23) (24) paspa]

e siccome la stessa proprietd ha luogo, come si & visto al § 2° per p2, pt,
Psps; 81 giunge facilmente alle:

12)m? e S—

O T3S oo+ T pupalt = A

()0 (5 B — T gl = A

essendo :
VE:-1)(F*-1)-¢* =(CF-E+ D)(1 +p*¢*)~(F*- 1)(p* + ¢*) - 2(C~ EF - DF)pq
VI -D)(F*-1)- ¢*=(CF-E-D)(1 + p* ¢*) - (F*- 1)(p* + ¢*) -2(C- EF + DF)pq

nelle quali le C, E, F, D hanno gli stessi valori che al § 3°
Dalle relazioni (11) si dedurranno cosl le seguenti:

1
sdp+dg \/Aud)uz;) iu S(Zp_—dq_\/ (2324 g,
P NP = (12)

vale a dire le equazioni differenziali sotto la forma data ad esse da GopEL.

Marzo 1881.
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Sopra i moti
che conservano la figura ellissoidale
a una massa fluida eterogenea.

(Memoria del prof. Exrico Brrri, in Pisa.)

La determinazione dei moti per i quali & conservata la figura ellissoidale
di una massa fluida, soggetta alle sole forze di attrazione newtoniana tra i
suoi elementi, & stata trattata, nel caso che il fluido sia omogeneo, da Dirr-
caLer (*) e nella via aperta da questo eminente geometra hanno progredito
Deperino (**), Brioscar (¥**), Riemaxn (¥**¥) ¢ Papova (****¥), La ipotesi della
omogeneita rende perd inapplicabili alla teorica della figura dei pianeti i ri-
sultati ottenuti; per cid io ho creduto utile di considerare invece il fluido etero-
geneo, e colla densith variabile da uno ad un altro degli strati omotetici alla
superficie della massa. Con questo non aumentano affatto le difficoltd della in-
tegrazione; tutte 1’equazioni rimangono le stesse, soltanto un termine vi com-
parisce moltiplicato per un coefticiente numerico il valore del quale dipende
dalla legge con cui varia la densitd da strato a strato, e si riduce alla unita
nel caso che questa sia costante.

DiricarEr ha trovato che nei moti i quali conservano alla massa fluida la
figura ellissoidale le coordinate di un elemento del fluido si possono esprimere
per funzioni lineari omogenee delle coordinate iniziali e che quindi la deter-
minazione dei coefficienti e in conseguenza delle coordinate dell’elemento di-
pende da 8 equazioni differenziali ordinarie di 2° ordine, che si deducono

(*) CrELLE, vol. 58, pag. 181.

(**) CRELLE, vol. 58, pag. 217.

##x) CRELLE, vol. 59, pag. 63.

(¥#**) Abhandlungen der K. G. der ‘Wissenschaften von Gottingen, B. 8.
(*****) Annali della R. Scuola Normale superiore di Pisa, vol. 1.
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174 Betti: Sopra ¢ moti che conservano la figura ellissoidale

dall’equazioni fondamentali della Idrodinamica sotto la forma data loro da
Laceranae. Di queste equazioni egli ha trovato T integrali primi soltanto; quindi
per la soluzione generale rimanevano ancora da integrarsi 9 equazioni diffe-
renziali ordinarie di primo ordine. Riemany ha decomposto la sostituzione di
Diricucer e quindi il moto del fluido in due: uno dei quali & la rotazione in-
torno al centro, del sistema degli assi principali dell’ellissoide, I'altro & quello
a cui & dovuta la deformazione della massa. Cosi ha reso pilt evidente la na-
tura del moto, ed ha ottenuto, per la determinazione di questo e della figura,
2 equazioni differenziali di 2° ordine e 6 di 1° con tre integrali primi. Quindi
restava ancora da integrare un sistema di T equazioni differenziali di 1° ordine.

Con 1 metodi generali della Dinamica io, servendomi delle variabili di Rie-
MaNN, ho costruito 'equazione a derivate parziali di 1° ordine, la quale con un
suo integrale completo da per mezzo di semplici derivazioni tutti gl’integrali
dell’equazioni differenziali del moto. Per dedurre questa equazione da quella
che esprime il principio di Haminron bisogna in questo aggiungere alla energia
cinetica aumentata del potenziale del sistema la derivata rispetto al tempo di
una funzione delle variabili che deve conservarsi costante in conseguenza della
invariabilita della massa, moltiplicata per un coefliciente indeterminato. Ora
io trovo che la derivata rapporto al tempo di questo coefficiente & eguale alla
differenza tra il valore della pressione alla superficie e il valor medio della
pressione in tutta la massa moltiplicata per un coefficiente numerico il cui va-
lore dipende dalla legge con cui la densitd varia da strato a strato. Trovo
quindi il valore della derivata del coefficiente indeterminato espresso per le
quantitd che determinano il moto e la figura, e in conseguenza ottengo il
valor medio della pressione espresso per la pressione alla superficie e per queste
quantita.

Dall’equazioni canoniche ho anche dedotto un’equazione analoga a quella
trovata da Jacosr per un sistema di punti soggetto a forze che hanno una
funzione potenziale funzione omogenea delle coordinate, dalla quale si possono
dedurre analoghe conseguenze rispetto alla stabilita del movimento.

Della equazione a derivate parziali di 1° ordine con 9 variabili indipendenti
trovo facilmente 5 integrali Jacobiani. Quindi per ottenere la soluzione gene-
rale resta soltanto a trovare un integrale completo di una equazione a derivate
parziali di 1° ordine con 4 variabili indipendenti, cio¢ un solo integrale di un
sistema di 6, un solo integrale di un sistema di 4, e un solo integrale di un
sistema di 2 equazioni differenziali ordinarie di 1° ordine.
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§ 1.

Sia data una massa fluida che abbia la figura di un ellissoide di semi-assi:
Ay, As, A;. La densitd p non sia costante, ma varii soltanto da una all’altra
dell’ ellissoidi omotetiche alla superficie, quando per centro di omotetia si prenda
il centro di figura della massa; cio¢ sia p funzione soltanto del rapporto di
omotetia k. Potremo prendere

p=F"'(1—"). (1)

I moti del fluido siano tali che, sotto I’azione delle sole forze di attrazione
newtoniana tra i suoi elementi, la massa conservi sempre la forma di un ellis-
soide. Dopo un tempo ¢ qualunque siano: a,, a., a; 1 semi-assi della superficie;
z, ¥, 2 le coordinate, riferite agli assi principali dell’ellissoide iniziale, del-
’elemento di fluido le cui coordinate iniziali riferite agli stessi assi erano x,
Yo, 205 © &, n, £ slano le coordinate dello stesso elemento riferito agli assi
principali nella posizione che essi avranno nel tempo £. Avremo evidentemente

E=ax 4By 477,
n=o'z+Ly 47z (@)
(=d'w+ 6y +7'% |
ed a, f5, 7,... saranno i coseni degli angoli che gli assi principali dopo 1l
tempo ¢ fanno cogli assi principali nella posizione iniziale.

Se 1 moti sono tali che, gli elementi i quali nella posizione iniziale si tro-
vavano sopra 1 ellissoide omotetico alla superficie, di equazione

2 2
a5 Ui e

43T A

—_ 2
i,

dopo un tempo qualunque si trovino sopra I’ellissoide che ha lo stesso rapporto
di omotetia colla superficie, avremo

2] €2 {2
a% + ag + ag )

e quindi

" 2
—+ 2+ Ae+70§'+—~;

a3

N
=1

Wy
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onde

13
as
N0
az O, +B‘A Trig
£
as

)

e 1 coefficienti o, 8, y,... sono i coseni degh angoli che un sistema di assi 4’

fa cogli assi iniziali.

Calcoliamo la forza viva T' del sistema per questa specie di moti.
Denotando con S lo spazio occupato dalla massa avremo

1 / / ,
— [s@ +y+#74s,
S

o anche

T=3 [o@ +rt 419,
S

quando si ponga

£I=axl —I—ﬁy, +7217
y;’:a'x'—*—‘@'y' +7,zl,
Cl=aﬂxl—!_ﬁ”:yl_I_}"rzr.

Dall’equazioni (2) si ricava

g =

”_dt

C———‘gz

z
E‘Z"Qs’]'}"?]zt,

%)

®)

(6)

essendo ¢i, gz, s le componenti secondo gli assi £, », ¢ della rotazione di

questo sistema di assi.
Dall’ equazioni (3) si ricava

df_dai E

ai

dn __ das m

dt dt as
at daa 4

ai
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o una massa fluida eterogenea. 177

essendo 7,, 7,, 75 le componenti della rotazione di un sistema di assi 4’, secondo
i medesimi assi.

Sostituendo i valori dati dalle formule (7) nelle (6), e quelli cosl ottenuti
nella equazione (4) si avra

d 7e
T—_ ' [( ¢ a_i.+(a rs— dgqg)—z-_(a”.z_aa%)g;) .

das das

4 £\
+ -d—ta—g+(a“-,-asgi);;—(azre,—aiqa)a) (W’—»f(asr2 ohqg)-——(a?ml A q.)— )]dS.

Poniamo

f=a,hcosd,  n=a,hsenfcosp, . ¢=ashsendseng.

Osservando la equazione (1) e integrande a tutta 1'ellissoide S, avremo

T Tay as(laf F’ (1 _ k?) h4dk[ (d;:; + (Ch -+ a;+1)(§ll+2 + TH-?) -
(8)
—40;0:44 Qi+27'i+2)]-

Il potenziale P dell’ellissoide soggetta alle forze di attrazione newtoniana &

P=ﬁea3a;a§flﬁ’e(1—he)th"‘”"% *)

0

dove F' & la primitiva di F” che si annulla quando !’argomento & uguale a
zero e

D =V(a; +2) (@ + 1 (a; + ).
L’equazione delle forze vive sard

T — P = costante.

Dividendola per %—waiaz a3‘ 1F'(l——h”)h‘ol k, osservando che per la invaria-
0
bilitd della massa
ai“2“3=A1A2A3, (9)
(*) Vedi Nuovo Cimento, Serie III, t. 9, pag. 224.
Annali di Matematica, tomo X. 23
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e ponendo
) leZ(l——hz)dh
=y (10)
f O — ekl
)
Q=2rd, 4, 4,(" T 11)
0
3
=3 ; i[(@f 4 k) (Qige + 7i4e) — 405001 Qive T ive] (12)
avremo '
‘i{;: -+ © — » @ = costante. (13)

Per ottenere I’equazioni differenziali del moto sotto la forma canonica, e per
determinare I’equazione a derivate parziali di primo ordine, che con un suo
integrale completo da tutti gli integrali dell’equazioni del moto, poiché in questo
caso a cagione della (9) abbiamo

1 daz
Xa T (14
basterd prendere la funzione
1 da;
H=;3% 10—y 0+p 3250 (15)

esprimere ¢, ¢, ¢s per gli angoli di EvLero 6,, 6,, 6; e delle loro derivate
colle note formule
¢ =6 ';sené,senf, — G, 080,
g =6,s5en9,cosf, 4 &', send,, (16)
Qs =—0§50080, +&'s; /
esprimere analogamente 7., »,, 7, per altri tre angoli Euleriani 6,, 65, s, ciod
prendere
7= ¢ sen6,send; — & 4C086s,
e =6 5en0, cosls -+ &' 4senbs, (17)

V3= — 6,6 00854 + 9157
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sostituire nella (13) a a

ai
’, 43, 1 loro valori espressi in funzione delle derivate

di H data dalla (15) rlspetto a queste stesse quantitd, e finalmente porre in-

vece delle derivate rapporto alle 7 e alle &; le rispettive derivate di una

stessa funzione rapporto alle a; e alle 8; (¥).
Ora se poniamo

H )
ki=%§;=%q__(at-ki+aft+2)qz_2azﬂaz+271,
H 2
k‘=%_r:= gT_(aL+i+at+2)rl 2041 Uiraqi, y
avremo
,(;a—ff—:—-%=p = — h, €086, + h,send,,
oH 99
I A
%: 6(:) = s = (h,senb, 4 h,cos8,)send; — h;cos6;.
3

Dalle quali, serivendo

13 =+ v cos b,
Sj ol ——
senfly

si deduce
hy = S;senf;, — p,cosb,,
he =S, c086; + p,senb,,
hs=1ps;.
Analogamente ponendo
B, B, D0,
e scrivendo

S — Pe + ps cos iy
2 sen by ’

|
|

/

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(*) Maver, Ueber allgemeinen Integrale der dynamischen Differentialgleichungen. Math,

Annalen, vol. XVII, pag. 332.
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si ottiene
ky= S, sen b, — p,cosb;,
ky = S, cos0; + psend;, <
ky=p,.

Dall’equazioni (18) si ricava

hi 1k hi— ks
. r P e— (] e— s ———————————————— &
L prp———

Sostituendo nella equazione (12) questi valori, otterremo facilmente

132 hi + k)2 (hi— k)2
Q== 2( ( ) Sl :
4 “\iai—aiz2)?  (@ipt + Qige)?

Abblamo inoltre

ﬁH (7(71 S !
da ==t
dt
nH _ g A (
a@—g2_ dat Tttz’
di
oH - das ®
‘d_ag—gzg— dt +as
dit

Onde, ponendo mente alla equazione (14), si deduce

oL

_ T
H_

e
Sl =

gi\? gi i \?
(34 s(£-2)

Mg

21 B v 1
a? g2

1 ¢ da? 1 . 1
7Aqs — =323

(24)

(25)

(26)

@)

(28)

(29)

L’equazione a derivate parziali di prim’ordine della quale per integrare
I’equazione del moto, basterd determinare un integrale completo, sard dunque

I’ equazione
H=Q+4 6 —y Q= costante
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nella quale © e Q sono espresse per le g; e le p; mediante I’equazioni (26),
(21), (24) e (29) e denotando con W Yintegrale & posto

AW, AW

Ji=x5— aa pt:'%' (31)

§ 2.

Determiniamo ora il significato fisico del coefficiente p. Abbiamo I’equazioni

canoniche
d gi °cH o pe—n)

W T jw T pm . da (32)
Dalla (29), ponendo mente alle (27), si ottiene
Qg _V—g_id”i
Ba: @ o dt ’
e dalle (27)
dgi iﬁﬁ du. l v. da;
ETARir T T i T
Onde avremo
d?a;  du 1 0O —10)
F TR T Pras (83)

Se prendiamo l’equazioni generali della Idrodinamica sotto la forma data
loro da LacraxneE, colle posizioni fatte nel paragrafo precedente, denotando con
IT la pressione e con ¥V la funzione potenziale dell’ellissoide, otterremo le tre
equazioni

(¢ (d2an | 99O 4 'E)VT on
P_a;(dz2+aa4)+ Ni_l_ Ni a,_ 8’—
[ n (d2ae = 9O 4 2 07 on
PLa_e(dt? +372)+5;N2+ZN’_E_+ on

Z (]2(73 aq E)VW aﬂ
fa(FE B ramran =Tl iz =

dove N,, N,,... sono funzioni delle a;, ks, k; e delle loro derivate, che qui non
abbiamo bisogno di determinare. Riemany deduce da queste I’equazioni del mo-
vimento, supponendo II funzione lineare di 4%, ed uguagliando a zero in cia-
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scuna 1 coefficienti di &, » e £ Osservando che queste equazioni debbono esser
soddisfatte in tutti i punti della massa si potranno moltiplicare rispettivamente

per aidS, %ds, agdS ed integrarle, estendendo !'integrazione a tutto lo
1 3
spazio S occupato dalla massa. Avremo cosl

%g%dS—l— r A, AgAfF(l eymdn (T 100 [ozLras=0

e due altre equazioni analoghe relative all’altre due coordinate. Ora prendendo
per V' la nota espressione della funzione potenziale di un ellissoide eterogeneo (*),
si dimostra facilmente I’equazione

14 E _ 4 0Q
[p S w S—gﬂ.’AiAgAM%.

§ 0

001

Confrontando questa colla equazione (33) si deduce

”@-Eds
N 15

dt

STl

-l M
wA;AgAs‘ F'(1— )i dh
0

Ora per un teorema noto abbiamo

%g fdS—=— fﬂg%da—é[‘ﬂds,

3

essendo p la normale alla superficie ¢ della massa diretta verso 1'interno. Se
I=1I, quantitd costante sopra tutta la superficie o, osservando che si ha

. .az _ —4
—JZ;' a—p—dc—de—gﬂAiAzAsy
. 8

(*) Vedi Teorica delle forze Newtoniane del prof. Exrico Berm, pag. 73.
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avremo
%WA: As A3 1, —J‘HdS
’ S

K|
=

I

IS8

4 1 ’
-,d—r:AiAgAg’ F'(1—k)hidh

0

e denotando con II,, il valor medio della pressione, ciod essendo

fHdS

Iy ==
- .A4 .Az As
3
e ponendo
1
€=
5 [ F'(1—ht)hidh
0
otterremo
2 B (1, — IL); (34)

quindi % negativo finche il valor medio della pressione sia maggiore della

pressione alla superficie della massa.
La equazione (34) ci da il modo di esprimere il valore medio della pres-

sione in funzione delle %, &, a e (ZTC;' Infatti se poniamo con Jacos:
_ [0 OF OA\_ w(Of Dfr _ OF Bf
RO el T e (et vy M D
avremo
du
L= —(, H)=—(p, ©— () 0)+ (2, 7Q).
Ora

1 1 1 1 2 AR |
(). =35, Zy%)—g(y, WZ;;)= Z—a?(zf,—g—21120‘(f—§+# Eag)

e sostituendo alle ¢; i valori dati dalle (27)
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Abbiamo inoltre

1 o d\ 1
(l") 7/@)—"—"72‘”—8*5);=—27TAAA2A37] 7)-25?4—7:—4“7]
0
_ lﬁ;)_ 1 (h:+ED? (h—k.)?
(F’ 6)—2 a; ’a ; - -2- E((U,_'_(—a,.*.ﬁz kai+1+ui—|-2)2)
e quindi
du. da? 1
= — ¥y -
at 41.“7 “d gtz (2 _l ( (h:'+ki)2 — (hi—'ki)g \
Xi 2 (Uit — Uy2)? (a,.+1—|—u¢+2)2)
al
y dat L
diz a? l (h: + k)2 (h; — k) ) .
e ot Zi +2 Z((“i+i—“.~+%)' T (At Uig2)? (36)
uf

§ 3.

Dall’ equazioni (32) se ne pud dedurre una analoga a quella trovata da Jacos:
per i sistemi di punti soggetti a forze che hanno una funzione potenziale, fun-
zione omogenea delle coordinate (*).

Moltiplicando le (32) rispettivamente per a,, ., a;, sommando e osservando
che si ha

Q e
Zai%=07 Zai%=—2@, Eaz*——
si ottiene

S =20 —1Q. 37)

Dalle (27), ponendo mente alla (14) si deduce

da,: (7!1;2
tdt Zdlz.

(*) Vedi Teorica delle forze Newtoniane, pag. 131.
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Ma denotando con C la costante della equazione (30), abbiamo

2
‘(7(11.

Onde

du; o
Bgitg=—20+210+20, (39)
e sommando la (37) colla (38)

)
E?Eg‘W:f'Q—l_QC

Sostituendo i valori (27) e (34), avremo

3 g S0 =nQ+2C+ 156, —1L) o

Da questa si deduce che mantenendosi sempre il valore medio della pressione
maggiore del valore della pressione alla superficie, non potrd aversi stabilitd
nel movimento se la costante C non & negativa.

§ 4.

Passiamo ora a trattare la integrazione della equazione (30).
Poiché in essa non compariscono le due variabili 4, e 4;, due integrali Ja-
coblani saranno

Ps=0i;,  Po=0s, (40)

e sostituendo a p, e ps le costanti ¢, e ¢, avremo da trovare 1'integrale com-
pleto di una equazione a derivate parziali con T variabili indipendenti.

Applicando le operazioni designate col simbolo di Jacosr definito dalla equa-
zione (3D) si trova

(hi, hi+l) = k’H—?) (k27 ki+1) = ki+27 (hi7 ks) == 0°

Onde
O — (e )= 5L e = 0O g 00 g
(hl, H)—(/M, @) = Z -%(h” lls) = a]li+1 hg_,_g a }li+2 hi+1.
Ma
00 1 hi ST 1 hi—Fki
0hi 2 (i —aize)® ' 2 (ips + aige)? =1
Annali di Matematica, tomo X. 24
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e quindi

(hiy, H)=qir1hsis— qivahiy,.
Analogamente si trova

kiy Hy="rivikive—rikiw,
e per conseguenza

(Xhi, H)y=2Xhi(h: H)=0,

QkE, H)=2Yki(k;H)=0.

Dunque abbiamo due integrali

Ihi=c
L ()
Eki:ch
ed essendo
(Eh?7 2k5)=0,
questi integrali sono Jacobiani.
Sostituendo nelle (42) i valori dati dalle (21) e dalle (24) si ottiene
S pidpi=c, Si+pit+pi=c
e ponendo mente all’equazioni (20), (23) e (40) avremo
L 44 2eipecost by .
Pt sen®f, IR /
e p2 -+ 2 e2ps cos? 05 i 42)
P+ : sen? s =0
Un altro integrale pure Jacobiano & dato da
a1a2 a3~= A1A2 As (43)

e quindi abbiamo 3 integrali Jacobiani della (30).

Pertanto applicando i metodi di Lie e di Mryer, per aver un integrale com-
pleto della (30) basterd trovare un integrale completo di una sola equazione a
derivate parziali di 1° ordine con 4 variabili indipendenti, ciod basterd trovare
un solo integrale comune a 6, un solo integrale comune a 4, e un solo inte-
grale comune a 2 equazioni differenziali ordinarie di prim’ordine, precisamente
come nel problema dei tre corpi.
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Due aliri integrali indipendenti dalle g; e dalle a; si trovano facilmente,
ciod
R, sen6; — p, cos 6, = costante, [

(44)
R,sen 8, — p,cosd; = costante,
essendo
S, S
R,=-—sen9,ng, R2=—sen94%9—i-

Con i sette integrali (40), (42), (43) e (44) non si possono ottenere pi di cinque
equazioni che colla (30) formino un sistema Jacobiano, e quindi i due inte-
grali (44) non possono servire a diminuire ulteriormente la difficolta della in-
tegrazione della equazione (30).
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-Sulle equazioni generali dell’elasticita.

(Memoria del prof. B. Beutrami, a Pavia.)

\

E noto che Laug & stato il primo a trasformare le equazioni dell’elasticita
in coordinate curvilinee ortogonali. Tale trasformazione, da lui esposta per la
prima volta in una Memoria pubblicata nel t. 6 del Giornale di LiouviiLe
(1* Serie), & stata poscia riprodotta nella XV* e nella XVI* delle Lecons sur
les coordonnédes curvilignes.

I caleoli eleganti, ma alquanto prolissi, dell’illustre geometra francese sono
stati notabilmente abbreviati, con procedimenti in parte diversi, da C. Nevmanw
e dal compianto BorcHARDT.

Il primo di questi due Autori, nellinteressantissima sua Memoria: Zur
Theorie der Elasticitit (t. 57 del Giornale di Berlino, 1859), ha ripigliato la
questione dal principio, calcolando il potenziale delle forze molecolari nei corpi
isotropi, e deducendo direttamente le note equazioni dalla variazione di questo
potenziale. Le semplificazioni ottenute in questo lavoro risultano principalmente
da certe relazioni, preliminarmente stabilite dall’Autore, fra quelli che egli
chiama coefficienti di variazione del detto potenziale, prima e dopo della tras-
formazione in coordinate curvilinee. (Questi coefficienti non sono altro che le
espressioni per le quali trovansi moltiplicate le variazioni delle funzioni inco-
gnite, in quella parte della variazione dell’integrale che & rappresentata da un
integrale d’egual ordine di moltiplicith.)

Anche Borcuarpr, nell’elegante articolo intitolato: Transformation der Ela-
sticititsgleichungen in allgemeine orthogonale Coordinaten (t. 76 del suddetto
Giornale, 1873), riprodotto nel Bulletin des Sciences mathématiques et astro-
nomiques (t. 8, 1875), ha fondato la sua deduzione sulla variazione dell’inte-
grale che rappresenta il potenziale delle forze elastiche, ma la semplificazione
da lui raggiunta deriva, sia dalla soppressione di certe parti dell’integrale che
sono convertibili in integrali di superficie e che non danno contributo alcuno
alle equazioni indefinite, sia dalla trasformazione diretta dell’espressione che
rappresenta 11 quadrato della rotazione elementare.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



Beltrami: Sulle equazioni generali dell’ elasticiti. 189

In fondo, I'artifizio essenziale della trasformazione consiste, presso tutti tre
i nominati Autori, nell’ aggruppamento delle tre funzioni incognite e delle loro
nove derivate sotto quattro sole espressioni distinte, che sono quelle rappresen-
tanti la dilatazione cubica e le tre componenti di rotazione. Infatti Lamé parte
direttamente dalle equazioni cartesiane fra queste quattro espressioni, mentre
Nreumany e Borcmarpr predispongono il potenziale elementare in guisa che
queste sole espressioni forniscano termini alle equazioni trasformate.

Ora il detto artifizio, se permette di giungere a queste equazioni con quella
maggiore speditezza che la natura dell’argomento consente, lascia tuttavia nel-
I'ombra una circostanza di molto interesse che, a quanto pare, non & stata
ancora avvertita e che conduce a conseguenze del tutto inaspettate.

Per mettere in chiara luce questo punto, incomincierd collo stabilire diret-
tamente le equazioni gemerali dell’equilibrio elastico in coordinate ortogonali
di specie qualunque.

Sieno ¢., 9., qs le coordinate curvilinee ortogonali d’un punto qualunque
in uno spazio a tre dimensioni e sia

ds*= Qidqi+ Q:dg;+ 5dg; (1)
Pespressione del quadrato d'un elemento lineare qualunque, in questo spazio.
Facendo variare la posizione d’ogni punto, si trova

dsdds= Q}dq,ddq,+ Q;dg:ddg. + Q5dq:ddq,
+ Q:9Qid g+ Q:0Qed g + Q.0 Qady:.
Ma si ha, per i=1, 2, 3,

dagz— '()gn + aq .+ QI”
dunque, ponendo N ‘
o 00 30
S = T Q. \
_ 0% | 30
aeg.———aqz + 0
B b) s
593=a\qs + Q
0e Q3 (2)
Qg ()Q2 gaa()f;s,
am‘-‘Q’ 043 040
ng)q:;_l_()iebm
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si pud scrivere

)
20 0205, 423062 4+ 1206, - DO+ hah D 4 M ks J, 2)a
dove le tre quantithd 1, ;, A, definite da

i dqi

sono 1 coseni degli angoli che 1'elemento lineare ds fa colle tre linee coordi-
nate ¢, g:, ¢s (cosi designando, per brevitd, le linee lungo le quali varia la
sola coordinata ¢,, o la sola ¢., o la sola g).

Abbiasi ora un sistema materiale continuo, occupante uno spazio connesso S,
limitato da una superficie s, e sia questo sistema in equilibrio sotto 1'azione:
1°) di forze esterne applicate ad ogni elemento di volume dS e ad ogni ele-
mento di superficie do; 2° di forze interne sviluppate, in ciascun elemento d.,
dalla deformazione che le forze esterne determinano nel sistema. Tale sistema,
gia deformato ed equilibrato, sia quello i cui punti sono individuati dalle coor-
dinate 9., 92, ¢s-

Sieno

F.ds, F,dS, F.dS

le componenti secondo le direzioni ¢,, ¢,, ¢: della forza esterna agente sul-
Pelemento di volume d.5S, e sieno

Soidﬂ" q)zdo', ?3da

le analoghe componenti della forza esterna applicata all’elemento di super-
ficie do.

Per esprimere le condizioni d’equilibrio del sistema, s’immagini che ogni suo
punto (¢4, ¢z, ¢s) subisca un nuovo spostamento, per il quale le sue coordinate
diventino ¢, +3¢., ¢, + 9., ¢s+ 3¢s. Il lavoro sviluppato in tale spostamento
dalla forza esterna agente sull’elemento di volume dS &

,(Fi Q109+ F:Q.09.-+ F3Q:095)d S,

e quello sviluppato dalla forza esterna agente sull’elemento di superficie do &

(91950914 92 Q.09+ 9: Q:9¢5) da.

Quanto alle forze interne, se esse non isviluppano lavoro se non in quanto lo
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spostamento immaginato altera le lunghezze degli elementi lineari, & mani-

festo che il lavoro da esse sviluppato sull’ elemento dS non pud avere che
un’espressione della forma

(@18@1 + @2692 +®3893+ Qiami +£)230)2 + anb)g)ds

giacche la variazione dell’ elemento lineare dipende (2), dalle sei quantita ¢6;,
dw; ¢ si annulla con esse. I sel moltiplicatori ©;, Q; sono funzioni di ¢., ¢.,
q: delle quali per ora non occorre indagare il significato.

Dietro quanto precede, I’equazione generale d’equilibrio & la seguente:
[#.0.00.4 F. Q.30+ F1 Q29 S
+‘|'(%Qiag4 +9:Q:90: +9:Qu0q)do (3)
+J(@,6\91—|—(~)2362+®3d\93—!—910‘w4+£226\m2—|—935w3)ds=0.

Per ricavare da questa formola le equazioni d’equilibrio, propriamente dette,
bisogna trasformare debitamente gli integrali della forma

f@iae,—ds, fgia'wids.

Incominciando dal primo si ha (2)

j@zae,ds_f@ ( bai SQZ)dS

Qi
e, ponendo per brevity @, Q. @;=v,

J@ .3, ds_IV@ﬁqu dvs +J0 30i

fintoon® {2 ——t

Ora dalla nota equazione

of dS JQifCOS(n-Qi)dg,

BQz 7__ \%

dove n & la normale interna alla superficie o, si ha

(2 (v0i00) 2 = —[ Qioseos(ngddgide,

(%

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



192 Beltrami: Sulle equazioni generali dell’elasticita.

epperd

J‘@iaeid5= —ﬂaa"q“ "%— “"\—”’gds

—J.Qié)icos(ngi)d\gida.
Passando al secondo integrale, si ha (2)

JaQ,amidS=J‘QiQ‘(Qz aaf?qqz_*_ Q: 5;;1:)(1;9

—[ 5% <Qi@miaq2>+a CXZRRINC

S

ossia, per il teorema ricordato,

Jousoias——[|ELLED,, o Q00 5 )5

— ' j@cos(n 93)0¢. + @z c08(nq:)3 qs gQida.
Analogamente si trasformano gli altri due integrali

f 0y30,d8, f Qydy dS.

Sostituendo nell’equazione (3) i valori cosi trasformati dei sei integrali
[e:20:d8, jgiawids,
si ottiene un risultato dellwez forma
f(Siaql—%Szagz—i—Sgaqs)dS—kJ.(aia%—[—aﬁgg-{—oaagg)do:O,

il quale, per I'arbitrio che regna sulle variazioni J¢;, si scinde nelle tre equa-

zioni .

Si‘—'=0, S?=0’ Ag3=0

valide in ogni punto dello spazio S e nelle tre equazioni
0 =0, o =0, a;=0

valide in ogni punto della superficie o.
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Le sostituzioni effettive danno le tre equazioni indefinite
1(0(ve,) | 0(¢iQ:%) | (€19, 9,
F, = 1 O\¥1 Y3
CE= o n T e T g

s

QZ 04 @W ’

0(@:0:%%) |, 0(v6:) | §(Q3€:Q))]
QFy= vz 0 T 0 e + 01 )

4
(0 9@«_*_2@ €, an) (4)
Wy 06 W2 0qe Qg 0
— (B(Q% 202) 8(@20 Q) a(v@g)z
Sl o T e T e )

— &3&_ Os 9@2 @ 0
(Q: 063 Qz a(_ls + % s 8q3)

e le tre equazioni ai limiti
9= 0,005(nq,) + Qscos(ng,) -+ Q, cos(ngs),
9, = Qy008(ng,) + Oz c05(nqs) + Q,co8(ng,), - (4)a
93 = Q. c08(nq,) + Q,08(nqs) + O;c08(nqs).

Queste ultime -forniscono la definizione delle sei funzioni @;, Q;. Esse infatti
sono applicabili ad ogni porzione del sistema, qualora si rappresentino con g¢;
le componenti delle forze che si devono applicare alla superficie di tale por-
zione per mantenerne I'equilibrio, quando la rimanente porzione & distrutta.
Ora per un elemento do, d’una superﬁcie q.=cost. si ha dalle (4),

pr=0, =0, =0

per un elemento do, d’ una superficie g,= cost. si ha
o7 =1, 95’ = O, 95 = Qi3

per un elemento da; d'una superficie g,=cost. si ha
9 = Qy, vy = Qy, 93 = 0O3.

Dunque le quantita ©,, ©,, ®; rappresentano le tensioni unitarie che si svi-

luppano normalmente alle superficie coordinate ¢, = cost., ¢, = cost., g, = cost.,

e le quantitd Q,, Q,, Q; rappresentano le tensioni unitarie che si sviluppano
Annali di Matematica, tomo X. 25
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tangenzialmente alle dette superficie. Le eguaglianze

1) 1)

?23:%32)7 e '—?‘1) ‘P = ¢z

che risultano dai valori precedenti, sono quelle che ordinariamente si desumono
" dalla considerazione del tetraedro elementare.

Le equazioni (4) coincidono con quelle che Lamg dedusse dalla trasformazione
delle analoghe equazioni in coordinate cartesiane (Legons sur les coordonnées
curvilignes, p. 272). La sola differenza consiste in cid, che Laug vi ha intro-
dotto le derivate rispetto agli archi in luogo delle @,, @,, @;: ma & facilissimo
passare dall’una all’altra forma mediante formole che indicherd piu sotto.

Ma quello che pit importa di osservare, e che risulta all’evidenza dal pro-
cesso qui tenuto per stabilire quelle equazioni, & che lo spazio al quale esse
si riferiscono non & definito da altro che dall’espressione (1) dell’elemento li-
neare, senz alcuna condizione per le funzioni Q,, Q,, @s. Quindi le equazioni
(4), (4)q posseggono una molto maggiore generalita che non le analoghe in coor-
dinate cartesiane, e, in particolare, giova subito notare ch’esse sono indipen-
denti dal postulato d’Euvcume. Questo fatto si collega intimamente con quello
cui alludevo al principio. Ma prima di procedere oltre & necessario completare
I esposta teoria delle equazioni d’equilibrio elastico.

Pongasi
PR 1+%0'~z+”%2’; )
el et B ),
o Fit n+%2:s o)

()

Qe 772 Qs 8/3
0)y — —
N W3 0gs (1)2 0([2

_ K207 | Q0%
Pe @y 00 Qs 0gs
01 34« _(2_)2_67‘2

)y ==

6-2—8% A 891. i

Confrontando queste quantitd 6;, w; colle d¢;, Jw; definite dalle equazioni (2),
si scorge che le seconde sono le variazioni delle prime, se si ammette che sia

dx;=27¢q,

e che le coordinate ¢; sieno invariabili rispetto a d.
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Ammettendo, come d’uso, che la deformazione prodotta dalle forze esterne
sia talmente piccola da poter trattare come differenziali le variazioni totali su-
bite dalle coordinate di ciascun punto, & lecito intendere sostituite le coordinate
iniziali alle finali nelle funzioni @Q;, ©:, Q:, e, considerando le quantith »; come
gli incrementi totali delle coordinate iniziali ¢;, si pud stabilire I’equazione

Ads

'_(t?::‘61)‘3—{_92)‘2_{_g3)‘.‘2§+(‘)112)\3+(‘)2)\311+m311>\27 (5)a

analoga alla (2)4, per determinare la variazione totale Ads subita dall’elemento
ds durante la deformazione.

Le sei quantitd 8;, w; (come le precedenti d6;, Jw;) hanno un significato geo-
metrico semplicissimo. Infatti, per effetto della deformazione prodotta dalle forze
esterne, i tre elementi lineari ortogonali

ds, = Q,dqg,, ds; = Q,dq,, ds; = Qsdq,

di cui ds & la risultante, diventano tre elementi lineari ds’,, ds’s, ds'sl non pil
ortogonali ma leggermente obliqui, mentre ds diventa la risultante ds” di questi
tre nuovi elementi. Se dunque si designano con 6,, 6,, 6, i complementi degli
angoli piani
(ds'yy ds's), (ds's, ds'y), ds'y, ds’),

si ha, dalla formola elementare della risultante,

ds?=ds - dsi+dsi+26,dssdss +26,ds',ds 4 26,ds ds 5.
Ponendo

ds'y=(1-+a)ds,, ds',=(14a)ds,, ds's=(1+as)ds.,

ds' =(1-+a)ds
si ha di qui
a ==y A} 4o 2]+ a3 Xy € he hg = €2 ARy 634, %,

Ma & evidente che si ha pure

_ds'—ds  Ads
 ds ds’

a

talch®, confrontando il precedente valore di « colla formola (5)., risulta

a; =0, 6; = w;.
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Dunque le tre quantith 6; e le tre quantith «; rappresentano rispettivamente
gli allungamenti (relativi) dei lati e i decrescimenti degli angoli di un elemento
parallelepipedo ortogonale terminato da sei superficie coordinate.

Si ammette, per note ragioni, che il lavoro virtuale delle forze interne

6‘ 6\61 "I— @2 602 + @3 603 + 12160)1 _|" S)z 30.)2 -'I" 123 6\(03

(viferito all’unitd di volume) sia una variazione esatta rispetto alle quantitd x;
che definiscono la deformazione gia avvenuta. La precedente espressione, merce
la sostituzione dei valori delle variazioni d6;, dw;, che si ricavano dalle for-
mole (5), diventa:

3(g 0t g Tt 2l

nai QqQ3 58’( Qios 8 4
+@‘°®q‘ T 0 T 893
0203 8’ a\ay‘s _02_{)468;‘2
T e T9% T e
Qaﬂz \8/3 Q 8 al-s .
O g g el

Dalla forma di quest’ espressione risulta che, se esiste una funzione II di cui
essa sia la variazione esatta, questa funzione non pud dipendere che dalle g¢;,
dalle »; e dalle x;;, posto per brevita

ey

Y0y

e propriamente dev’essere

an_= 07 a@? a“ _®i7 (7'=1’ 2, 3)

0% A9 0gi’ oni

8“ =Q|Q3, 8“ _Qin
0 412 Qs 0% Qs
n_en, an_gn
0 %3 Ws 6@
on _ @s2, on _QSQ,‘

0% @ ’ 0%

(6)

5
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Di qui risultano le sei relazioni

@ 9 _ @ on .
Qs 0 %31 o (\)1 8”43 (_ Qz),

& a[] (_ )) [ (6)a
@ 3"42_ Qs a"‘u )
=3 .

3“2 ;1 BQJ oll (i=1, 27 3)

0% ;= ? 2qi orii

le quali esprimono che le funzioni x,, »,, x; € le loro derivate prime entrano
in II soltanto nelle sei combinazioni

b1, 2% b, W1,y Wg)y w35
epperd che si ha
aﬂ au ol
ossia
80 o .
@i 301 Si_;o;;, (i: 1, 27 3). (7)

Questa conclusione poteva essere fondata sulla semplice osservazione che le
sei quantitd 6;, ; definite dalle equazioni (5) non sono legate fra loro da alcuna
relazione lineare indipendente dalle x;, x;;. Ma la deduzione precedente mette
in evidenza alcune relazioni che permettono di dare immediatamente alle equa-
zioni (4) e (4), una nuova forma. Infatti, in virtd delle formole (6), (6), le
dette equazioni diventano

a(v A
_1j=3 Br.ij) ol
QiF"—;g‘l dgj 0% _
= (=1, 2, 3) ®)

Qryi= 2.0 o cos g,

ed & appunto sotto questa forma che le equazioni generali dell’ elasticitad sono
state date da C. Neumann, nella citata Memoria.

Propriamente le funzioni introdotte da Neumanx (come pure da Lam#) non
sono le x;, ma le Q;x;, ciod sono le componenti degli spostamenti: ma & facile
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vedere che se si pone

ki= Qi"i
e quindi :
z_q = Qanz] ""' an
si ha, considerando II come funzione di %; e di ki,
ou_ 9u P ou A
i 0ki @ +"‘1 ok 0g;°
on _ pu .
d4ij  okij s

e mediante queste relazioni le equazioni (8) si riducono subito alle seguenti:

V.,-=l——3q.1 o oki \ (8)(;

che sono quelle di Nrumanx.
Trattasi ora di stabilire le equazioni d’elasticith per i mezzi isotropi, ossia
per i mezzi nei quali II ha la forma

M= (45 +Bu), )
dove
— b+ 5+ 65,
w=w; - w; |+ w; — 40,65 + 056, -+ 6,6,).

Le costanti A e B, che dipendono dalla natura del mezzo, sono quelle usate
da Greex (On the laws of reflexion and refraction of light etc., 1837). Nel-
I ordinaria teoria, 1 rapporti di queste due costanti alla densitd del mezzo rap-
presentano 1 quadrati delle velocitd di propagazmne delle onde longitudinali
e delle onde trasversali.

Giova subito notare che la quantitd S, cio¢ la dilatazione cubica, ha una
espressione molto semplice. Infatti dalle prime tre equazioni (5) si deduce fa-
cilmente

3=1_ 0(vx) |, 9(vzy) | 3(v7s) .
v 04, 042 0qs

(10)
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Dall’equazione (9), in virtd delle (7), si deduce:
0,=—A5+2B(6,+ b)), Q= — By,
@y—=—AS+2B(6:;46,), Q—— Bu,, ( (11)
@y=—AS5+2B(6,+6,),  Q=—Buy,

e questi valori debbono essere sostituiti nei secondi membri delle equazioni
4), 4.
Tale sostituzione non offre alcuna difficoltd rispetto alle equazioni (4),.
Rispetto alle equazioni (4) giova innanzi tutto separare la parte moltiplicata
per A da quella moltiplicata per B. In quanto alla prima parte, si riconosce
immediatamente che i secondi membri delle equazioni (4) si riducono a

_4itas3) 3 ov

lv 0qi v 0gi)
ossia a

—Ag;, (=1, 2, 3). ()

Quanto alla parte che contiene il fattore B, essa ha, nel secondo membro della
prima equazione (4), 1'espressione seguente:

_ B{ 50[vf 481 | 597005 | {070y
vl 2 70 + 00s + 0 s i

2B§e +63 805 93+64 3(1)2 61+626Q3§
@ 04 Q2 04, @ 0

ossia, dopo alcune riduzioni ovvie,

+

2B‘ (09()13 ((z 2 0 93\
22100, 2000 0,020 g,0,85%
(6)
1 ,)(4)2() 0g) l a(() (s y) )
+2 09 + 043 (

La sostituzione diretta dei valori (5) in questa espressione (6) condurrebbe ad
un calcolo abbastanza prolisso, come nota (nei due luoghi citatr) il Lawug, il
quale, appunto per evitare tale prolissitd, preferisce partire dalle equazioni car-
tesiane opportunamente predisposte. Ma tale ripiego non sarebbe ammissibile
qul, dopo la gia fatta osservazione circa la maggiore generalitd delle equazioni
(4) in confronto delle cartesiane. Bisogna dunque effettuare 1’indicato caleolo,
il quale tuttavia, in base ad una induzione ragionevole, pud essere d’alquanto
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abbreviato. Poiche, infatti, si sa che nello spazio ordinario le equazioni finali
dell’isotropla non contengono, nei termini moltiplicati per B, che le componenti
della rotazione elementare, & naturale di pensare che queste componenti deb-
bano figurare anche nelle equazioni relative ad uno spazio piu generale, essendo-
che il concetto di rotazione elementare, secondo la definizione di W. Tmowmson,
sussiste per ogni spazio.

Nella mia Cinematica de: fluidi (§ 11) ho gid dato i valori generali delle
componenti di rotazione in coordinate curvilinee qualunque. Colle attuali coor-
dinate ortogonali ¢, g., ¢s quelle formole diventano

N ia(sz_ 2(Q3+

Jl,
Qer 04s 0qz S }
1 (9(€F=)  9(Q3%s)
Fo= ¢
Qsan 043 04 g i (12)
1 (p@s) a(gin)
segal s |

dove 3,, 3., &, designano le doppie componenti della rotazione elementare che
accompagna la deformazione del sistema o mezzo elastico. Queste sono pure
le espressioni che figurano nelle equazioni trasformate di Lam#, di Neumasny

e di Boromarpr. La presenza, in queste formole, dei prodotti anl suggerlsce
di porre

Qi =K;

e di scrivere le equazioni (5) sotto la forma seguente:
. %Ki— 7 @Q—K + ég s
Qs@gz%z%f“réafii‘fﬂ é?ﬁiﬁ e
TR
Qi %’;Fr%]qi‘ (@ %Zf s+$. )
0m =S ({0 L)
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La sostituzione di questi valori nell’espressione (6) si effettua abbastanza
agevolmente, se si tengono separati i termini che contengono le derivate par-
ziali di primo e second’ordine delle funzioni K;, da quelli che contengono le
funzioni stesse. I primi si aggruppano, senza molta difficoltd, nell’ espressione

_ BQ (20,30 9(Qs39)).

€2 @s

09,

¢),

I secondi costituiscono una funzione omogenea e lineare delle quantitd x,, x,,
x3. I coefficienti di questa funzione sono alquanto complicati; ma, con un po’
d’ attenzione, essi possono facilmente ridursi ad una forma la cui simmetria fa
subito riconoscere la legge che presiede alla composizione di tutte tre le ana-

loghe funzioni lineari che entrano nelle equazioni (4). Ponendo, ciog,

H=ij—1 0(0.0) D (19000, D1 17(0.0)
00 (@ 0 02:1Q: 00 09: 1 Qs
(12050, 150,00, 19,0,
@ 00 00 ' ¥ 09, 0 Qs 00z 08
0 (1 0ts 0 (1 00 1 90 09s
=0l (G 5o) + ol Fall+ 7 B 50
3 3@. 3 1 803 1 aQS 804
H-”_sz_a&(al;%)-{_ﬁ;(@r {091)1{+E 5% 0% ’
0 (1 00. 0 (1 90, 1 00, 0¢:
O et T AT ot e o o e
00: 00, |, 1 00, 0@s 70,
]L3=H”_75—2% 02 ' @5 005 00 —6;893’
H;” 1 802 803 _1_ 8Qz 80| ?202

=M= 56 Ba

H12= 21=‘L'8—Q—39Q.
H Q, 001 04

e, tenendo conto dell’identita

Qs 00, 005 00:0¢x

10000 3¢
Q, 00 0t 00:09:

Hu+ Hy,+ Hpy=H,

si trova che la funzione lineare delle x; relativa alla prima delle equazioni (4)

pud essere posto sotto la forma

2B
N ?{TQsj(H“ o H) Q‘”‘ + H,. Qﬂvz + H, sts

Annali di Matematica, tomo X.
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ossia 20
B
- _0- | )
0.0 3@ @)
posto
o= Einij Q. anin—Hzi Q%x;. (14:)

Raccogliendo le espressioni parziali (), (y), (¢) e formando le espressioni
analoghe per la seconda e terza delle equazioni (4), si ottengono cosl le se-
guenti equazioni indefinite dei mezzi elastici isotropi:

_‘i@i B ?8(@23‘2)_@@393)2 B B(I’
Q1 0¢0  Q:0s( 0¢s 0% ) 0:0:0s 9(Qyx)
403 B (0(@:%) _ 0(,3)] B 0% o
o B A T R X XA R S (19
A 093, B (90,3) 0923 B 0% _
ol o b ey s o R
Quanto alle equazioni ai limiti (4),, esse non danno luogo ad alcuna ridu-
zione degna di nota, né differiscono dalle ordinarie, e percid non credo ne-
cessario di qui trascriverle per disteso.
Dalla forma delle equazioni (15) si deduce che, per formare le equazioni

- stesse col metodo della variazione del potenziale, basta prendere questo poten-
ziale sotto la forma

+F1=0,

B9

1 ey 1 2 2 2\
_ﬂﬁf”’ +t B+ S+ T 550

ds, (15),

donde si pud subito concludere che 1’ espressione
®
Q:10:05
possiede lo stesso carattere invariantivo delle espressioni
s e S4sits.

Confrontando le precedenti equazioni (15) con quelle date da Lam#, e ge-
neralmente ammesse, si scorge che le prime non s accordano colle seconde se
non quando la funzione @ sia nulle indipendentemente da ogni ipotesi sulle
funzioni «x;, il che, stante I'identitd (13)q, esige che sia

Hu=0; sz=07 -H33=0; H23=0; H31= 07 H12= .

Ora queste sei equazioni sono precisamente quelle che, nel t. 5 del Giornale
di Liovviie e posteriormente nella V* delle Legons sur les coordonnées cur-
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vilignes, lo stesso Lamé ha dimostrato essere necessarie perch® 1 espressione
(1) sia una trasformata della

ds*=dx*+ dy* + dz?,

0, in altri termini, perché lo spazio in cui esiste il mezzo elastico considerato
sia lo spazio euclideo. Dunque le ordinarie equazioni dell’isotropia” sono subor-
dinate alla veritd del postulato d’Evcripe, mentre le equazioni generali (4) ne
sono, come ho gid osservato, indipendenti.

A questo fatto, che & quello cui alludevo al principio del presente scritto,
¢ dovuta la necessitd dei varii artifizii adoperati dagli Autori citati per de-
durre le equazioni dell'isotropla dalle equazioni generali, quando la forma del-
I'elemento lineare, per !'indeterminazione de’suoi eoefficienti, non include a
priors I'ipotesi euclidea. Cosl, per esempio, Borcuarpr approfitta della forma
che prende !'integrale (15),, quando le coordinate sono le cartesiane, per ri-
durre senz’altro a

A5+ 3 B9+ 51 +9)

la quantitd sotto 1'integrale.

Se si abbandona 1'ipotesi euclidea, le equazioni (15) diventano le equazioni
dell isotropla in uno spazio di curvatura costante. Dico di curvatura costante,
perché se la curvatura dello spazio fosse variabile, non sarebbe lecito consi-
derare a priori i coeflicienti A e B dell’espressione (9) come quantitd costanti.
Al qual proposito si pud osservare che, se la quantith A fosse variabile colle

q;, la parte corrispondente al termine ;—A&2 di IT nei secondi membri delle

equazioni (15) sarebbe ancora molto semplice, ciod sarebbe rappresentata, com’s
facile verificare, da
1 o(4s)
Q: Bq;

Non cost la parte relativa all’ altro termine %Bm.

. G=1, 2, 3).

Ora, negli spazii di curvatura costante, la funzione ® assume una forma
semplicissima.

Infatti I’elemento lineare di uno spazio di curvatura costante =« pud sempre
essere posto sotto la forma indicata da Riemanx

g VIGT G dg
o
1+Z(qi+q§+q§)

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



204 Beltrami: Sulle equazioni generali dell’elasticita.

la quale si presta qul molto opportunamente per la sua simmetria. Ponendo

Q=—- (=0=0.=Q),
1+ (g4 +9)
si trova (13)
H=—30a,

indi
Hu=II22= 33— — Qsa’
¢ finalmente
H23=H31=H12=0-

Ne risulta che, quando le coordinate g; sono quelle di Riemany, cioé quelle che
ho chiamato stereografiche nella mia Teoria fondamentale degli spazit di cur-
vatura costante (t. 2 di questi Annali), si ha

_._(I) 2(.,2 2 ?
0.0, ek ).

Ora la quantith @*(x} 4 x:+4x2) & il quadrato dello spostamento del punto (q,,
gz, ¢s), vale a dire & quella quantitd che, colle coordinate ortogonali generali
cui si riferisce I'espressione (1), viene rappresentata da Qx} - Qjx)-+ Q%xi.
Dunque in ogni spazio di curvatura costante « riferito a coordinate ortogonali
81 ha

oo = 2@+ Qi + Qe (16)

e per conseguenza
H=—3a00.0:0s,
Hi=Hyy=Hy=—20,0,0:, (16),
Ho=Hy=H,=0.
Queste ultime sei formole possono essere trasformate, come le analoghe di

Lawt, in altrettante relazioni geometriche fra le curvature delle superficie or-
togonali.

Denotando, infatti, con 7—1- la curvatura geodetica della linea d’intersezione

i
delle due superficie g;= cost., ¢;=cost., quando questa linea si consideri come
esistente sulla prima superficie (cosicché la curvatura geodetica della stessa

linea, considerata invece come esistente sulla seconda superficie, sard da deno-
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1
tarsi con —), si hanno, da formole note, le relazioni seguenti:

]l
00, _ 00 0 _ Q0

Il

04 T3 8!13 T3
90 00 20:_ 00,
Ma 713 021 LT

90 _ 00, 00 _ 00..
0n LN 0% T2

Mediante queste relazioni si possono eliminare dalle ultime sei equazioni (16),

tutte le derivate delle tre funzioni @;, e, se inoltre si pone
Qidgi=ds;,

se ne possono eziandio eliminare le @; stesse. Cosl operando, si trova che le

tre equazioni
Hu=-E[22=H:°a3='—'“Q1 Q: Qs

sequivalgono alle seguenti:

1 1
32‘9 + Bm + + 7?3 + ETEA T Fa=0
05, O 1
083 T 051 +’23+-”2—1+ 7’327’12+a=0’
d— Do
573’ + ﬁrs + ’31+ 732+7'437'23 Fa=0.

Quanto alle altre tre equazioni
H23=Hsl= Hn: 0;

(16)s

<he sono identiche a tre di quelle di Laus, esse traduconsi nelle corrispondenti
relazioni (Coordonnées curvilignes, p. 80) fra i raggi r;, se non che questi
debbono naturalmente considerarsi come raggi di curvatura geodetica e non
come raggi di curvatura principale. Inoltre & da notare che Lamg prende le

curvature con segno contrario.

Designando con o, a3, a; le misure di curvatura (secondo Gauss) delle tre
superficie ¢, = cost., ¢, = cost., g;=cost. nel punto (41, ¢=, ¢s), e confrontando
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le precedentt equazioni (16), colla nota equazione di Bonser, si ricava
1

oy = +«
LETRET !
1
%= r”r,g—l-a’ (16)
1
oy = o
: Ty37es /

Quando 2 =0, cioé quando lo spaz1o & euclideo, i raggi di curvatura geo-
detica (751, 75), (raz, 712), (P13, 725) si confondono coi raggi’ di curvatura prin-
cipale delle tre superficie ortogonali ¢, = cost., q,= cost., g, = cost. e i valori
precedenti di «,, a;, a; coincidono con quelli dati dal teorema di Gauvss.

In virty della forma (16), trovata per la funzione @, le equazioni indefinite
dell’isotropia in uno spazio di curvatura costante « si possomo mettere defini-
tivamente sotto la forma seguente:

4733 ICEANIICEN IO _
Q, 00 QzQsj 045 09 ;+4 B@Qux+ F, 0,

A4 9% (%) _ 202 4 B0, _
Qz aqz QSQli aqg 8qs E+4 BQ? 2+F2 0’ (17)

4 95 000.5) _ 0(9:5, - B
Qs 005 " Q0. i 0as 04 §+4“BQ3”3+F3—0'
Si poteva prevedere a prior: che la curvatura dello spazio non dovesse es-
sere priva d’influenza sulle equazioni dell’elasticith; ma & senza dubbio somma-
mente notevole che tale influenza vi si manifesti sotto un aspetto cosi semplice.
Non ostante questa semplicita, la teoria dei mezzi elastici negli spazii di
curvatura costante presenta differenze rilevantissime in confronto dell’ordinaria,
cost da meritare, a quanto mi sembra, uno studio accurato, per le conseguenze
a cul essa pud condurre.
Mi restringerd, per ora, ad accennare sommariamente alcuni risultati relativi
al caso che la deformazione elastica avvenga senza rotazione.
Essendo nulle in questo caso le tre quantitd 9; definite dalle equazioni (12),
si pud porre

/

190
o= — 18
x’l Q.z ag' ( )
e quindi (10)
S= Ag U, (18,)6
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dove

QQQs 01\ @ 0 00\ Q2 0¢s ¥s 04

Le equazidm (17) diventano in tal modo

A U=t 1 ! 0 (Qs Qs @_U_) + i(Qst B_U).}_ ai(% a_U)g (18)b

igAAzU—at 4aBU[+QF=0  (=1,2, 3

04
¢ mostrano che le forze F' devono avere un potenziale V, cioé che deve essere
1 9V
Ff =i 18 [+3
IR (18)
on cid le dette tre equazioni equivalgono all’unica
AANU+44BU+ V=0, (19)

nella quale si deve intendere compenetrata in U la quantitd, indipendente da
91, 92, ¢s, che viene introdotta dall’integrazione.
Se si suppone $=0, ciod A, U=0, si ha di qul

V=—42BU, 4V=0, (19),

¢ si ottiene cosl una deformazione, priva tanto di rotazione quanto di dilata-
zione, nella quale la forza e lo spostamento hanno in ogni punto la stessa (o
la opposta) direzione e le grandezze costantemente proporzionali. Tale risultato,
che non ha riscontro nello spazio euclideo, presenta una singolare analogia
con certl concetti moderni sull'azione dei mezzi dielettrici (MaxweLL, T'reatise
on electricity and magnetism, t. 1, p. 63). Se si ammette 1’ eguaglianza di di-
rezione fra la forza e lo spostamento bisogna supporre che la curvatura dello
spazio sia negativa.

Per meglio fissare le idee giova considerare una forma particolare dell’ele-
mento lineare dello spazio di curvatura costante «, giova porre, ciog,

dst=d&+ —sen 2(£Va) (dn? + senzyd??), (20)

dove £ & il raggio vettore condotto da un centro fisso ad un punto qualunque
dello spazio ed 5, ¢ sono due angoli che determinano la direzione di questo
raggio. Queste quantitd £, », ¢ sono le coordinate sferiche dello spazio di cur-
vatura costante. Con tali coordinate si ha

il ) ) o

" sen(E sent (£\x) (% senn 9N sen?s
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e si soddisfa all’equazione A, U=0 prendendo
U=pcot(t\a), 21y

dove p & una costante. Questa soluzione corrisponde all'ordinario potenziale
elementare newtoniano.

Continuando a designare con x,, x:, x; gli incrementi delle tre variabili £,
n, ¢ dovuti alla deformazione elastica, si ha in tale ipotesi

avu p\a

S A A

epperd (5)

Wy = Wy = W3 — 0.
Le tensioni interne del mezzo sono dunque determinate (11) dalle componenti
aUu

52U
®=—2.B—7 @2=®3=B—’
i dgz (21)a

age
521=S22=Qg=0,

vale a dire sono rappresentate da una forza agente, come pressione o come
trazione, nella direzione delle linee di forza, e da una forza agente in senso
opposto, ciod come trazione o come pressione rispettivamente, nelle direzioni
perpendicolari alle dette linee.

Anche questo risultato & in armonia coi noti concetti di Farapav. Per ve-
ritd MaxwerL, svolgendo matematicamente questi concetti (Opera citata, t. 1,
p. 128), suppone eguali in valore assoluto la pressione nel senso delle linee
di forza e la trazione nel senso normale; ma recentemente HeummoLTz, in una
nuova teoria dei dielettrici (Monatsberichte dell’ Accademia di Berlino, febbrajo
1881), & gia stato condotto, da altre considerazioni, ad ammettere la possi-
bilitd di un rapporto diverso dall’unita.

Un’altra soluzione semplice dell’equazione A, U=0, considerata sotto la
forma (20),, & data da

U=ps, (22)

dove 1 & una costante. Questa soluzione corrisponde, anzi & identica, all’ordi-
nario potenziale elettromagnetico d’una corrente rettilinea che percorra I’asse
polare n=0. Per il calcolo delle tensioni interne che si verificano in questo
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caso si presta perd meglio un’altra forma dell’elemento lineare, e ciod la se-
guente :

ds?=du? + cosz(u\/Z)dz?+i—senz(u\/Z)d;‘z,

dove # & la distanza di un punto qualunque dello spazio da un asse fisso, 2
¢ la distanza del piede di questa perpendicolare da un punto fisso dell’asse
medesimo e £ & 1'angolo che il piano condotto per 1'asse fisso e per il punto
qualunque fa con un piano fisso. Queste quantitd u, 2z, ¢ sono le coordinate
ctlindriche dello spazio di curvatura costante.

Mediante queste coordinate si trova (supponendo che la corrente percorra
I'asse fisso u=0)

. o _ p.ax
x1—07 Lg—o, K3—W7
e quindi dalle equazioni (5) si ricava
61=€2:63:07

2p.acos(ulfx)

sen? (u \/1—) @3 =0.

w, =0, 0y = —

Le tensioni interne del mezzo sono dunque determinate (11) dalle componenti
@1 == @2 = @3 - O,

2 Bu.acos(u\[2) (22)q

. 1 — == — b g) —_ O
Q 0, Qz sen? (“ vx) 3 )

vale a dire sono rappresentate unicamente da una forza di torsione intorno
alle linee v =cost., £ = cost., ossia intorno alle linee che stanno in uno stesso
piano con quella percorsa dalla corrente e che hanno i loro punti equidistanti
da questa.

Se, mantenendo 1'ipotesi particolare (18), si vuol considerare il moto vibra-
torio del mezzo elastico, in assenza d’ogni forza acceleratrice esterna, bisogna
ammettere che la funzione U dipenda, oltre che dalle coordinate g;, dal tempo
t, e porre

0%
Fi=— P Qi W s
ossia (18)
13 an)
Fi = (— ’
@ 0¢:\ F or
Annali di Matematica, tomo X, 27
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dove p & la densita. Quest’ultima relazione, confrontata colla (18)., da

U
V=—-p%z2 ,

epperd I'equazione generale del moto vibratorio, ricavata dalla (19), &

U
p alg

=AAU+44BU. (23)
Si ponga, per considerare una vibrazione stazionaria semplice,
U= ‘{fcos(Q—?:t + y.\), (24)

dove ¥ & una funzione delle sole coordinate e v, x sono due costanti, la prima
delle quali rappresenta il periodo della vibrazione completa e la seconda la
fase. Sostituendo questo valore di U nell’equazione (23) si ottiene

ANV + 4(1—+ ocB)‘I’ZO. (24)a

Quando la curvatura « & nulla (spazio euclideo), o positiva (spazio di Rig-
MANN, 0 Sferico), non vi & alcun valore ammissibile di v che annulli il coeffi-
ciente di W. Ma quando la curvatura o & negativa (spazio di Gauss, o pseu-
dosferico), cioe quando si ha

1

o= —=>

It¢

dove R & il raggio di curvatura costante, prendendo

f:nR\/% (24),

il coefficiente di W diventa nullo, e si ottiene una classe singolare di vibra-
zioni, definite da

2t [B
U=‘Ifcos(l—{\/p—]—p)> 24);
per le quali la funzione W delle tre coordinate g; soddisfa all’equazione

Queste vibrazioni, che sono prive ad un tempo di rotazione e di dilatazione,
e che, come tali, non hanno riscontro mnello spazio ordinario (eccettuando 1
cosidetti liquidi incompressibili), avvengono dovunque nella stessa direzione
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della forza dovuta al potenziale ¥ ed hanno 1'amplitudine proporzionale a
questa forza. Siffatto moto vibratorio fa nascere delle tensioni interne nel mezzo
vibrante, le quali si calcolano colle formole (5) ed (11), come nel caso dell’e-
quilibrio, e contengono tutte il fattore periodico. Se si prendessero, per esempio,
per ¥ i valori (21), (22), che soddisfanno all’equazione (24)4, si troverebbero
ancora le tensioni (21),, (22),, moltiplicate per il detto fattore.

Se nell’equazione (23) si suppone che U dipenda soltanto da & e da ¢ [dove
£ ha lo stesso significato che nell’equazione (20)], si ottiene 1’equazione diffe-
renziale delle onde sferiche, sotto la forma

U A

_ 2(r oY
= T 1 FHI(V@ g-k4aBlf (25)

Si soddisfa a quest’ equazione ponendo
U— Ecos(g&-+htH4-k)
o sen(Z\/z)

dove ¢, h, k, F sono quattro costanti, le prime due delle quali sono legate
dalla relazione '

(25)s

m=§¢_Ai“Z. 25

Si ottengono cosi delle onde sferiche progressive, la cui velocita di propagazione

0= % —
9
e la cui lunghezza d’onda
A=+ 2%
g
sono legate dalla relazione
A4 A4+4Baiz
dz=-P———o-4—ﬁg' (25)0

Supponendo ¢g*=o si rientrerebbe nel caso dianzi considerato.
Questi risultati, accennati qui con una rapiditdh di cui debbo chieder venia

al lettore, mi sembrano tali da conciliare qualche attenzione alle nuove equa-
zioni (17).

Pavia, 5 giugno 1881,
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Ueber terndre biquadratische Formen.

(Von F. R. Scuegrer, i Frauenfeld.)

[Auszug aus der Beilage zum Programm der Thurgauischen Cantonsschule von 1881.]

I. Theorie der Polaren ebener algebraischer Curven.

Setzt man die terndre Form nter Grades der Variabeln «, g, ¢

S Mgty (g7t s=mn)

gsqlrts!

diec mit K™ bezeichnet werden mag, identisch mit

im )L-%—Z

S mi(awi+Byi—a)r,
i=1

fasst z;, y; als rechtwinklige Coordinaten eines Punktes, dem die Masse m;
beigelegt ist, und o, 3, ¢ als Coéfficienten der Gleichung

a4+ Ly —o0=0

einer Geraden in Normalform auf, so gelangt man durch Betrachtungen,
welche denen, die Herr Prof. Reyn in Strassburg in seiner Arbeit: Erweite-
rung der Polarentheorie algebraischer Flichen (*) angestellt hat, ganz analog
sind, zu folgenden S#tzen:

1.) Jede terndre Form wten Grades kann auf unendlich viele Arten durch

n-42

9 ) Massenpunlten beziiglich aller

die nten Momente eines Systemes von (

Geraden des Ebene dargestellt werden. Die (n—QI—Q) Punkte diirfen nicht auf

(*) CreLre’s Journal fiir Mathematik, Bd. 78.
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einer Curve nter Ordnung, konnen aber sonst ganz willkiirlich angenommen
werden; durch ihre Lage sind die ihnen beizulegenden Massen eindeutig be-
stimmdt.

2.) Jede beliebige Curve ntr Classe kann als die n** Nullcurve eines

(n —;— 2)_ punktigen Massensystems aufgefasst werden.

3.) Wenn des Moment eines Massensysiems beziiglich einer Curve nter

Ordnung fir irgend eine Richtung den Werth Null hat, so hat es denselben
auch fir jede andere Richtung.

4.) Wenn ein Massensystem indifferent ist hinsichtlich seiner nter Mo-

mente, so ist sein Moment in Bezug auf jede beliebige Curve nr Ordnung
gleich Null.

Qder:

5.) Wenn zwei Massensysteme aequivalent sind hinsichtlich ihrer mnten
Momente, so sind beziiglich jeder Curve nter und wiedrigerer Ordnung ihre
Momente einander gleich.

Ist K™ eine Curve ntr Classe von der Gleichung

w2
=12
K'= E S 'Aqrsaqﬁ oS = E mi(az;+ By;— o) =0 J
qrs q re i=1 \ (1)
g+r+s=mn)

und C* eine Curve ktr Ordnung, deren Gleichung
Oh

(& y)

—S‘Bmwf’y =0 (p+oc+r=Fk und £<nm)

sein mag, so verstehen wir unter der Polaren von C* beziiglich der Curve mter
Classe K" die Curve n— kter Classe II"™* welche die Gleichung besitzt

= (n«l-Z)
n—k

I "= 2 m;C ’y) ymz—]—‘@yl_a)n—k_ (2)
Wenn man also

Hn—kE Z (" - ’v)!

oo w0 w!

Crupw ot B2 0% utvtw=n—Fk)

setzt, so bestehen zwischen den Coéfficienten der Formen K™, C" und II"-%
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die folgenden Relationen:

Cm:w = Z(— 1)T 4 Ud-p, V45, WAT B(Ar-r, (3)

poeT
aus denen sich der Satz ergiebt:

6.) Durchliuft eine Curve kter Ordnung einen Curvenbiischel, so beschreibt

thre Polare eine zu dem ersteren projectivische Curvenschaar.
Eine Curve Ltr Ordnung wird apolar zu der Curve nter Classe K™ genannt,
wenn ihr keine bestimmte Curve n— ktr Classe als Polare in Bezug auf K"
entspricht, das heisst, wenn alle C,,, verschwinden; eine apolare Curve k*r

k _}2_ 2) — ('2 - ;” + 2) —1 beliebige Punkte bestimmt.

1) Zwei apolare Curven ktr Ordnung bestimmen einen Biischel apolarer
Curven L¥r Ordnung.

Ordnung ist somit durch(

8.) Jede Curve n'er oder niedrigerer Ordnung, welche eine apolare Curve
der K™ als Theil enthilt, ist selbst apolar zu K.

9.) Wenn ein Massensystem hinsiclitlich seiner nten Momente durch r
Massenpunkte ersetzt werden Lann, so gelt jede zur nten Nullcurve des Sy-
stems apolare C*, welche r — 1 dieser Massenpunkte enthdilt, auch durch den
rter Punkt, es sec denn, duss dessen Masse Null ist; im letzteren Falle ist
das gegebene Massensystem hinsichtlich seiner n'» Momente aequivalent dem
Systeme der r—1 dibrigen Massenpunlkte.

10.) Werden auf einer zu K™ apolaren Curve k'r Ordnung C* beliebige

(n —2{— 2)— (n— ;" T 2) Punkte angenommen, so kinnen denselben solche Massen

beigelegt werden, dass sie dem gegebenen Massensystem hinsichtlich der nten
Momente aequivalent sind; die ilmen beizulegenden Massen sind durch ihre
Lage eindeutiq bestimmd.

11.) Werden von der Punkteqruppe, in welcher sich eine apolare Curve
i und eine solche kter Ordnung schneiden, beliebige (’2—2{_2)—("_;4—2)_
_(n—k+2)+(n—i——k—{—2

o o )Punkte angenommen, so kinnen denselben solche

Massen beigelegt werden, dass sie dem gegebenen Massensystem hinsichtlich

der nter Momente aequivalent sind; die ihnen beizulegenden Massen sind durch
thre Lage eindeutig bestimmd.
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II. Darstellung der terniiren biquadratischen Form als Summe
von sechs Biquadraten.

Zufolge Satz (1) ldsst sich die terniire biquadratische Form

4! A
K'=3 s At ((+r+s=1) ®
qrsd st 9¢
iiberfithren in
=15
®)

K4E‘§ mi(axi—l—ﬁyi-—a)t

Soll nun die Polare eines Kegelschnittes C?, dessen Gleichung
Ctopp=IBwet?y’=0  (p+o+7==2)
Pt

ist, in Bezug auf die Curve K* vierter Classe, welche der Gleichung
K*=0

entspricht, in den doppelt gelegten Punkt z', " zerfallen, so muss nach Glei-

chung (2)

i=15

N m; Ol g (0 @i+ By — O =1 (e’ 4 By — )

aed

1=

sein; das heisst, es miissen der Gl (3) gemiiss die sechs Gleichungen bestehen:

(= 1) Auyp.vio,uis Broe — 2™y (— 1) =0 (w+tv+w=2).

e

Fiigt man zu diesen noch die nachstehende
ZBP“xpyFZOJ

pGT
so erhdlt man durch Elimination der B, und des A aus diesen sieben Glei-
chungen:
2 / 2
0, 75 rY, Y, T, Y,
x/27 A4oo; Asw, Aezo, _A304; —Azu, Asee
7 !
zy, Asw; Azzo; Amo; _Azu; _Am; Ao

’ y'2, Azzo; Asso, Avo, —Am, —Ao317 Ay =0. (6)

1

|
, .
'y, — Ay, —A2u; "Am, Azoz; Apey — Aus
!’
Y, "‘Azm; —‘A121; __A0317 Auz; Aon; _‘Aois
1; Azoz; Aue; Aon, _A1037 — A3, Ao
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Diese Gleichung, deren linke Seite wir mit C{, , bezeichnen wollen, stellt
denjenigen Kegelschnitt C"* dar, dessen Polare in Bezug auf K* der doppelt
gelegte Punkt 2, %' ist; wir nennen daher den Kegelschnitt C* und dessen
Punkte dem Punkte ', y' in Bezug auf K* associirt (*).

12.) Geht der einem Punkte associirte Kegelschwitt durch einen gewissen
andern Punkt, so geht auch der dem letzteren associirte Kegelschnitt durch
den ersteren.

13.) Alle sich selbst associirten Punkte liegen auf einer Curve vierter
Ordnung C*, deren Gleichung

0, z?, Y, 3/%7 z Y, 1
x?, A4oo; A310) Az-zo, —A:mi, _A2u7 Agoe
Y, Aam, Am, Am, _‘Aeu, —Am, A
fw,y)E 3/2; A2207 AiSO) A(Mo; —Am; —Aosa; Age | =0 (7)
x, _4‘1301, _A2“7 —A121’ Azog, Auz, '—A403
Y, — Aoyyy — Ay, '—Aosu A, Aipy — Ao
1, Azcz, Aue, A0227 _‘Ama, _Aolz, Aoo4

1st.

Sind #, y" und «”, y" zwei einander in Bezug auf K* associirte Punkte,
C® der dem ersteren, C" der dem letzteren associirte Kegelschnitt, und setzt
man

i=135

N2
' i=21 i O(‘Tw ¥:)
M= —ry——— (8)
(@', y)
und
i=1‘5 ,
. 2
» i=zl i O(x‘., ¥
M =—rm—>
(E2970)
wobei

Cly=0 uwd 0O ,)=0

die Gleichungen der beiden Kegelschnitte sind, so wird nach Satz (12) die

(*) Vergleiche die analoge Definition des Herrn Reve in seiner Arbeit: Darsteliung
quaterndrer ete., in CrELLE’s Journal, Bd. 78, pag. 124.
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Gleichung

i=15

._2;* m; Cla, g, (2@ + BYi =P —m Oy, ) (22" + By =) =" Clpe ) (22" + By" = 01 =0

identisch erfiillt; sobald man C%,, entweder durch C%, , oder C[2, ersetat;
folglich sind die beiden Kegelschnitte C* und C™ apolar zu der vierten Null-
curve des Massensystems m, (21, ¥.), M:(%2y Yo)y..r Mis(Tis, Yis)y —m' (2, ),
—m”"(z", y"), also lassen sich nach Satz (11) den vier Schnittpunkten von C*
und C" solche Massen beilegen, dass dieselben dem soeben genannten Massen-
system hinsichtlich der vierten Momente aequivalent sind, woraus folgt:

14.) Jedes ebene Massensystem ist hinsichtlich seiner vierten Momente
durch sechs Massenpunkte ersetzbar.

Oder:

15.) Jede terndire biquadratische Form ist auf dreifach unendlich viele
Arten als Summe von sechs Biquadraten darstellbar.

Liesse sich das Massensystem m,(z., ¥.), #.(%2y ¥s),-.. Mys(Tis, Yss) hinsich-
tlich seiner vierten Momente durch fiinf Massenpunkte ersetzen, so wire der
durch diese fiinf Punkte gelegte Kegelschnitt C* apolar zu K*, was den Glei-
chungen (3) gemiss nur dann méglich ist, wenn die Determinante

A4007 A3107 Azzo; - A301; - AEM; Azoz
ASIO; A2207 A130) - Azu, - A1217 Auz
Azao, Aiso, AMO, ""-Aifu, —th; Auez
—A3017 _A2u; '—Aizi; Azoz, Auz; _A103
_A2117 '_'Aﬂl; _-A0317 Auz, A022; —Aoas
A2027 Auz, A0227 _Aws; —Aow, A(04

verschwindet. Wenn umgekehrt 4 gleich Null ist, so besitzt die K* einen
apolaren Kegelschnitt C?, dessen Gleichung

Ofw, y) = 0

sein mag. Bezeichnet man nun mit K* die vierte Nullcurve des um einen be-
liebigen Massenpunkt 7,(%s, %,) vermehrten Massensystems my, ,,... M,5, S0
ist C* der dem Punkte %, y, in Bezug auf K} associirte Kegelschnitt, somit
lisst sich das um m,(z,, %) vermehrte urspriingliche Massensystem hinsichtlich
Annali di Matematica, tomo X, 28
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218 Scherrer: Ueber terndre biquadratische Formen.

seiner vierten Momente durch sechs Massenpunkte ersetzen, von denen m, (2., %)
einer ist, wihrend die fiinf librigen auf C* liegen; folglich ldsst sich die ur-
spriingliche Form durch die vierten Momente der fiinf letzten Massenpunkte
auf C* darstellen, woraus der Satz folgt:

16.) Eine ternire biquadratische Form lisst sich stets und auch nur
dann als eine Summe von fiinf vierten Potenzen linearer Formen darstellen,
wenn die Determinante A verschwindet; und zwar ist dann die Darstellung
auf unendlich viele Arten mdglich. Die betreffenden linearen Formen stellen,
wenn die Variabeln als Liniencoordinaten interpretirt werden, finf Punkte
eines von der dargestellten Form allein abhingigen Kegelschnittes dar, auf
welchem einer der Punkte beliebig gewdihlt werden darf (*).

Dieser Kegelschnitt tritt iibrigens doppelt gelegt an die Stelle von C* im
Falle 4 verschwindet.

11.) Eine ternire biquadratische Form lisst sich stets und nur dann als
eine Summe von vier vierten Potenzen linearer Formen darstellen, wenn die
sammtlichen ersten Unterdeterminanten der Determinante A verschwinden (**).

Die Polare eines Kegelschnittes, der durch finf von sechs Massenpunkten
geht, durch deren vierte Momente die Form K* darstellbar ist, reducirt sich
auf den doppelt gelegten sechsten Punkt; somit ist jedem der sechs Punkte
der Kegelschnitt associirt, welcher durch die fiinf iibrigen Punkte geht, und
wir nennen daher eine Gruppe von sechs Massenpunkten, durch deren vierte
Momente K* darstellbar ist, ein Sextupel associtrter Punkte in Bezug auf K*.
Jedem Punkte eines solchen Sextupels gehort eine ganz bestimmte Masse zu,
welche mit Hiilfe der Gleichung (8) berechnet wird und von den iibrigen
Punkten des Sextupels unabhingig ist.

Ist C* eine durch drei Punkte eines Sextupels gehende zu K* apolare Curve
dritter Ordnung, so bildet sie mit der Geraden, welche zwei der {ibrigen Punkte
des Sextupels verbindet nach Satz (8) eine apolare Curve vierter Ordnung, die
nach Satz (9) auch durch den letzten Punkt des Sextupels gehen muss. Das
heisst :

(*) Diesen Satz bewies schon, wenn auch in ganz anderer Weise, Herr Liirorn, Mathe-
matische Annalen, Bd. 1, pag. 41, und wenigstens theilweise CLEBscH in seiner Abhandlung
Ueber Curven vierter Ordnung, CrELLE's Journal, Bd. 59, pag. 143.

(**) Vergleiche Liirorn, Mathematische Annalen, Bd. 1, pag, 52.
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18.) Geht eine in Bezug auf K* apolare Curce dritter Ordnung durch
drei Punkte eines Sewtupels associirter Punkte in Beaug auf K*, so geht sie
auch durch die dbrigen.

Hieraus ergiebt sich ohne Weiteres:

19.) Durch die z2wolf Punkte irgend zweier Sextupel associirter Punkte
in Bezug auf K* lisst sich stets eine Curve dritter Ordnung legen; dieselbe
st apolar zu K* (*).

III. Das System der Kegelschnitte, welche den Punkten der Ebene
in Bezng auf K* associirt sind.

Ist
Evxy &2+, =0

die Gleichung einer Geraden ¢ mit den homogenen Coordinaten £, &, & und
diejenige eines Punktes z mit den homogenen Coordinaten x,, 2., @, ferner

O DO =

K*= Y airméiintiém ( % g = § ) ®)

wm ! \

und setzt man voraus, dass sich @iy, nicht dndert, wenn die vier Indices
beliebig vertauscht werden, so erhilt der Kegelschnitt C%., welcher dem Punkte
«' in Bezug auf die Curve vierter Classe, deren Gleichung

Kt=0
lautet, associirt ist, in homogenen Coordinaten die Gleichung:
0, X2, ke, Ty, Telly, Xy, XXy
x,iy Qi111y G112y Garesy  Brrez;  Guizzy  Gnazg
1%, ,. Qigrey G212y Groezy  (uzesy  Aaszy  Giesy
C: = z, (oa11y  Oozizy  Qoezey  Qosesy  Oaeszy  Uagsn | == 0. (10)
Za%sy (Qazary oztey Gosezy Aosezy  Uazzsy  Goan

,
2
H/Pe Q3319 Qszizy  Ozzzzy  lazesy  (lazssy  (asay

X3l 4y OAzyyy A3z, Gaizzy O3123y (3133, (i3

(*) Diesen Satz bewies auch Herr Rosaxes in seinem Aufsatze: Ueber ein Princip der
Zuordnung algebraischer Formen, CreLLE, Bd. 76, pag. 328.
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Ist endlich

A1ty Cuaizy  Quiogy  Gassy  Buissy  Gizy
Uiziry  OGagrzy  Qugaey  (azezy  (aezzy  Byesn
A o211y o212y  Uoz22y  (azesy  (aeszy  Ozezy (1 1)

Qosi1y  O(gziny  Oogazy  (azesy  (loszsy  Uhossy

Q33114 P3312y  Ozspey  Ozzesy  (l3zzzy  (zasg

D311y Qsugy  Osizey  Oz123y  O3is3y  Osyzn
und

04
0 Wipim

Ak tim= >

wobei die beiden ersten Indices 7% die Zeile und die beiden letzten Im die

Colonne bezeichnen, welcher das Element ax;, in der Determinante 4 an-
gehort, so ist

C% =33 Ao in s&'x1m (;Z;l:n, 12, 22, 23, 33, 31).

Setzt man die rechte Seite dieser Gleichung unter Weglassung des obern Index
der z gleich Null, so erhilt man die Gleichung

CAEZEAik,meikalx,,%:O (12)

ih bn
der Curve der sich selbst associirten Punkte.

20.) Die Polare eines beliebigen Punlktes in Bezug auf den ithm associirten
Kegelschnitt ist zugleich die dritte Polare desselben Punktes in Bezug auf C*.

Und:

21.) Jeder Kegelschnitt, welcher einem auf ihm liegenden Punkt asso-
ciirt ist, beriihrt in diesem die C*.

Hieraus ergiebt sich mit Beriicksichtigung des Satzes (12):

22.) Durch jeden Punkt P der Ebene gehen acht Pumkten der C* asso-
ciirte Kegelschnitte; dieselben beriihren die C* in den Schnittpunkiten der letz-
teren mit dem Kegelschnitt, welcher dem Punlkte P associirt ist.

Der dem Punkte 2" associirte Kegelschnitt hat in Liniencoordinaten die
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Gleichung:
‘ 2 A i’ i'h, DAuatith,  NAaatitr, &
| DA a®i@h, 20 Ann®i%n,  Nduw it ith, &
A5 irn®i%n, NAuaxith, 2NAwnntiTrh &
1 £y, Esy £,
Diese Gleichung liefert mit Zuhiilfenahme des Satzes (12) den nachstehenden:

=0. (13)

23.) Die Punkte, denen Kegelschnitte associirt sind, welche eine gegebene
Gerade g beriihren, liegen auf einer Curve Cf vierter Ordnung; dieselbe ist
die Enveloppe derjenigen Kegelschnitte, welche den Punkten der Geraden g
associirt sind.

Der dem Punkte 2' in Bezug auf K* associirte Kegelschnitt zerfillt in ein
Geradenpaar, wenn seine Discriminante

2¥ A, i iy,  NAwpa®i®r,  Nduar ik
Cf= EAm,ihx,ix'k, 2) A, ikx'ix'k, EAzg;ikx'ix'k (14)
L N a®iw,  NAnadi®h, 2XAnat 2
verschwindet, woraus folgt:

24.) Alle Punkte, welchen in Geradenpaare zerfallende Kegelschnitte as-
sociirt sind, erfillen eine Curve sechster Ordnung C° (¥). ’

‘Wenn die Invariante 4 (11) gleich Null ist, so zerfillt C* in den dreifach
gelegten Kegelschnitt (**), welcher in diesemm Falle an die Stelle von C* tritt.

Sind P,, P,, P; Punkte eines Sextupels associirter Punkte in Bezug auf K*
dessen drei iibrige Punkte auf einer Geraden ¢ liegen, und bezeichnen wir im
Dreieck P,P,P, die der Ecke P; gegeniiberliegende Seite mit ¢;, dann ist
dem Punkte P; das Geradenpaar gg; und jedem Punkte von g ein Kegel-
schnitt associirt, welcher durch die drei Punkte P; geht; es participirt somit
die Gerade ¢ an drei und, wie sich leicht zeigen ldsst, auch nur an drei zer-
fallenden associirten Kegelschnitten. Der irgend einem Punkte P der Ebene

(*) Dieser Satz ist gleichbedeutend mit demjenigen, welchen Cresscu in seinem Aufsatze:
Ueber Curven vierter Ordnung (CreuLe, Bd. 59, pag. 135) bewiesen hat. Es ist indessen
der Ausdruck fiir ¢ erwihnten Ortes unrichtig, wodurch die Betrachtungen in § 5 der
citirten Arbeit unméglich werden.

(**) Creescr in Crerie, Bd. 59, pag. 145.
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associirte Kegelschnitt C* schneidet die C° (14) in zwélf Punkten, welchen
zerfallende durch P gehende Kegelschnitte associirt sind; ist g eine durch P
gehende Gerade, welche einem dieser Schnittpunkte associirt ist, so participirt
dieselbe an drei zerfallenden Kegelschnitten, die Schnittpunkten der C* und C°
associirt sind; es gehen demnach durch jeden Punkte der Ebene blos vier
Geraden, welche Theile von associirten Kegelschnitten sind, woraus der Satz
folgt :

25.) Alle Punkten der Ebene associirten Geradenpaare wmbhiillen eine
Curve K'* vierter Classe; jede Tangente derselben participirt an drei asso-
ciirten Geradenpaaren, deren zweite Geraden sich in den Ecken eines der
Curve C° eingeschriebenen Dreiecks schneiden, welches die Eigenschaft hat,
dass jeder Ecke desselben die gegeniiberliegende Seite und die allen drei Paaren
angehirende Tangente von K'* associirt ist. Es existiren somit unendlich viele
Dreiecke, welche gleichzeitig der Curve C° ein- und der Curve K™ umge-
schrieben sind; durch die Eckpunkte von irgend zwei solchen Dreiecken lisst
sich ein Kegelschwitt legen, welcher die Eckpunkte von moch zwei weiteren
Dreicken derselben Art enthdilt.

Es ldsst sich unschwer darthun, dass die Polare K® einer Tangente von K'*
in Bezug auf K* als dritte Nulleurve eines dreipunktigen Massensystems auf-
- gefasst werden kann; es zerfillt daher die Polare der Verbindungslinie zweier
dieser Punkte in Bezug auf K® in den doppelt gelegten dritten Punkt, also
bilden diese drei Punkte die Hesse’sche Curve ven K?® welche bekanntlich nur
dann in drei Punkte zerfilllt, wenn die in symbolischer Form geschriebene
Invariante

S=(abc)(abd)(acd)(bed)
verschwindet (*); folglich besitzt die Curve K™ die Gleichung
(abe)(abd)(acd)(bed)asbyceds =0 (15)

welche schon Herr Liror (**) angegeben hat.

Irgend einem Schnittpunkte der C* (12) und der C° (14), welchen wir mit
P bezeichnen wollen, ist ein Geradenpaar gg’ associirt, dessen eine Gerade ¢
in P die C* berithrt; die Polare von ¢" in Bezug auf die Polare von ¢ zer-
fallt somit in den doppelt gelegten Punkt P; der letztere ist daher ein Wen-

(*) Cressch, Vorlesungen iiber Geometrie, herausgegeben von LiNpEMany, Bd. 1, pag. 553.
(**) Mathematische Annalen, Bd. 1, pag. 45.
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depunkt der Polaren von ¢ in Bezug auf K* und ¢' die zugehorige Wende-
tangente, wesshalb sie auch die Husse’sche Curve von K* berithrt. Hieraus
ergiebt sich der Satz:

26.) Die vierundzwanzig Schnittpunkte von C* und C° sind die Wende-
punkte der ersten Polaren von K* und die in ihnen an C* gelegten Tangenten
die zugehirigen Wendetangenten; die letzteren beriihren die K™* sowie die
Hesse’sche Curve von K* (*).

27.) Die Doppelpunkte derjenigen Kegelschnitte, welche Punkten der Ebene
assoctirt sind und zerfallen, liegen auf einer Curve zwdilfter Ordnung C*.

Einem gemeinsamen Punkte der Curven C° und (7 (13) ist ein Geraden-
paar associirt, welches die Gerade g beriihrt, dessen Doppelpunkt also auf g
liegt; da aber g die C** nur in zwdlf Punkten schneidet, so kénnen C° und
Cj nicht vierunzwanzig sondern nur zwolf von einander verschiedene gemein-
same Punkte besitzen; das heisst.

28.) Alle Curven CY beriihren die Curve C° zwilfmal.

Frauenfeld, im December 1880.

(*) In der schon mehrfach citirten Abhandlung von Ciemscu: Ueber Curven vierter
Ordnung in CreLLE's Journal, Bd. 59 findet sich der diesem Satze dualistisch entsprechende
ebenfalls; jedoch sind dort die Gleichungen (15) sowie die Gestalt von £ (oben C*) un-
richtig und ergeben nur desshalb ein richtiges Resultat, weil in der Endgleichung diese

Unrichtigkeiten herausfallen.
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Generalizzazione di alcuni teoremi dei
sig.! Hermite, Brioschi e Mittag-Leffler,
sulle equazioni differenziali lineari del
2° ordine.

(Nota di F. Casorami, in Pavia.)

Il sig. Hermite, proseguendo 'esposizione delle sue applicazioni delle fun-
zioni ellittiche, nei Comptes rendus del 29 dicembre 1879 fa notare la se-
guente proprieta.

« Considérons en général une équation linéaire du second ordre & laquelle
nous donnerons la forme suivante:

PX'—P'X 1+ QX=0,

ou P et @ sont des fonctions quelconques de la variable w, et dont 1'intégrale
est

X=CA+4CB.
Je dis que, si on connait le produit de deux solutions particuliéres (4 et B),
et qu'on fasse en conséquence
AB=R,

nous pourrons obtenir I'équation qui aurait pour solution I'expression plus gé-
nérale

CAe?™ 4+ C' Be®. »

E d& infatti le espressioni dei coefficienti della nuova equazione in termini
della costante p e delle funzioni P, @, R e loro derivate.
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11 sig. Brroscar, nel fase. 1° del tomo 10 degli Annali di Matematica, osserva
che «)esposto teorema & suscettibile di una importante generalizzazione »
potendosi formare anche I’equazione che avrebbe per soluzione 1’espressione

CAf+C Af,,

essendo fi, f. funzioni qualunque, date, della variabile .

Ed egli pure somministra le espressioni dei coefficienti della nuova equazione
in termini dei coefficienti dell’altra e delle funzioni R, fi, f; e loro derivate.

In seguito a questa generalizzazione, il sig. HermiTe scrive al sig. Brioscar
(Annale di Matematica, tomo 10, fasc. 2°):

« Dans votre récent article: Di una proprieta delle equazioni differenziali -
lineari del secondo ordine, vous avez montré par un nouvel exemple, qui m’a
beaucoup interessé, quel role joue le produit de deux solutions d’une équation
linéaire du second ordre. Permettez-moi de vous indiquer encore une circon-
stance ol intervient ce produit, qui m’a été suggérée par mes recherches sur
I'équation de Lam#, mais que je présenterai, en considérant ’équation générale

y'+py +9y=0.
Supposons que, I'intégrale étant (*):
y=Cu+Cv,

on connait la quantité uv=F(z); je dis qu'au moyen de F(x) et des coeffi-
cients p, ¢ il sera aisé de former I'équation du second’ordre, ayant pour inté-
grale 'expression

2= Cu?+ C'v®,
quelque soit I'exposant w.

E passa a trovare i coefficienti dell’equazione in 2 espressi in termini di
w, py q, F, F".

Il sig. Mirrae-Lerrer, finalmente, scrive al sig. Herwmite (Comptes rendus
del 13 dicembre 1880), che si pud generalizzare di molto questa osservazione,
potendosi, ciod, formare mediante p, q, F, F'y, F" i coefficienti della equa-
zione di cui due integrali U, V abbiano con u, v le relazioni

Vv’ v U u’
F=so 3 T=eln 1)

(*) Per evitar confusione, in riguardo di ¢id che devo serivere in seguito, sostituisco alle
majuscole U, V, impiegate dal sig. HermiTE, le minuscole #, ». La variabile indipendente,
qul ed in seguito, & significata, non pit da %, ma da =z.

Annali di Matematica, tomo X. 29
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dove ¢(z, £) significa una funzione razionale di &, i cui coefficienti sono date
funzioni della 2.

Ed espone il modo di trovare quei coefficienti.

!

IL

Ora, io mi propongo di cercare la sorgente di queste proprietd, ossia la
proprietd pill generale di cui esse sono casi particolari.

Quando si suppongono date o si cercano soluzioni #, v,... di una equazione
differenziale, lineare, omogenea

y(m) +py(m—!) +q?/(m-2) Feeem= 07

si allude, per lo pill, a funzioni determinate soltanto a meno di un fattore
costante. Per riferirsi a funzioni totalmente determinate, conviene prendere in
considerazione i rapporti delle soluzioni alle rispettive derivate ', v/, ...

Qui considererd appunto questi rapporti

’ 'Ul
s T (1)

invece delle soluzioni u, »,.... I coefficienti p, g,... dell’equazione differen-
ziale i possono esprimere in termini di m di questi rapporti, i quali corri-
spondano ad # soluzioni linearmente indipendenti tra loro. Per questo basta
risolvere le m equazioni

s

(m) (m—1) m-2)
() u w
+...=0
u +P % + q: % '
rv(m) q)’m_l pm-2
+ =0
v v v

e ¢ 8 v o 4 o o o s e s * e s e s s =

rispetto alle incognite p, ¢,... € nelle espressioni, che ne risultano, sostituire
” ” " . .

ai rapporti =, =, “-, ecc. i secondi membri delle formole
v v w ,

()4

w

w

4 mnn ! ’1 13
u u u [ u (12
*_[E) 32+ (=
W u w \ % U
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Similmente, invece del prodotto F'=w-v... delle soluzioni, prenderd in con-
siderazione il rapporto

F'ou o
Fou T
che, d’ora innanzi designerd con G,, ponendo in generale
Bl 0
w v
G. = — —
T w v

Rispetto a queste funzioni G, cominciamo a notare, che, da m—1 fra esse
e dall’equazione differenziale si deducono tutte le altre, come dall’equazione
differenziale e da m—1 fra i termini della serie

u/ 7/0" u"/

—_ — —_—y e

u u U

s1 dedurrebbero tutti gli altri termini. Cosl, in particolare, essendo

ulm (m—1) w(m—2)
T —3 _—.p ” — q “ —_—e
sard, evidentemente,
Gm Gm_i Gm_2
G PTG 1TTe

dove G, significa il numero delle funzioni , »,... .

Le relazioni tra le funzioni simmetriche dei rapporti (1) e lovo derivate e
le funzioni G e loro derivate sono il fondamento della nostra ricerca. Percid,
presento subito queste relazioni, limitandomi a quelle dei gradi 1, 2, 3 rispetto
agli indici di derivazione (*).

G, =3% )
G =3 ‘
¢=3L - 3¥ é 3)
G =3 42T

(*) I sommatori vanno intesi come si suole nella teorica delle funzioni simmetriche delle
radici di un’equazione algebrica. Cosi, per esempio, ove fossero tre le soluzioni in conside-
razione, ciodé #, v, w, si dovrebbe ritenere
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228 Casorati: Generalizzazione di alcunt teorems:

u
G, =¥ —
3 d "
u” w'u'
’
Go=27 - 255
u”?t’ ullvl
G,G, =¥ — y_
T + & wo
um ull u' u!3 (4:)
G=3¥Y— —3 2% —
=3 2 t2E5
ullul “”v ul ulgvl
G,.G =Y - —_—
P Ty, + 2 wv 2 u3 up
7 7 1
" u?v uw'o'w
G =Y — 3 -
¢ 223 T Eu20+ Euvw

II1.

Prendiamo, ormai, a considerare particolarmente il caso di un’equazione
del secondo ordine, cioé di m=2. In tal caso, data (., restano determinate
tutte le altre G. Per G, abbiamo

ng‘—pG4—2q.

Quindi restano determinati tutti i primi membri delle (3) e quindi anche i som-
matori

ulz ul vl

— e Z__ .

u2 uv
Per quest’ultimo sommatorio abbiamo

3L =S+ ¢ — G, (5)

Prendendo in considerazione soltanto due rapporti (1), restano dunque deter-
minate le quantith

7 ’

w v w v 1 e g
7—*—..;}-=G17 ;'—='2-(G1+G1—G2)j (6)

v
che sono i coefficienti dell’equazione algebrica avente per radici i detti rapporti.

’ ’

« . . . w v . o . . .
Da qul risulta, che, se cogli argomenti £, —> — si costituisca in qualsivo-
) i } u v
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dei sig.t Hermite, Brioschi e Mittag-Leffler, ecc. 229

glia modo una formola

! '
u v .
f(:v, — 7),

questa formola si potrd esprimere in termini di z, G,, G, @,, sostituendo

4 ’

] v . ) e . . . . .
alle radici o le Joro espressioni in termini dei coefficienti, ossia dei se-

condi membri delle (6). E se la formola f sard razionale e simmetrica rispetto
a queste radici, il risultato di questa sostituzione sard razionale rispetto a G,
G\, G;. E poiché G, & eguale a —pG,—2¢q, il risultato riuscird razionale
in Gy G4, p, g
E perd, in particolare, se vogliasi formare la equazione differenziale
Y"+PY'4+QY=0
per la quale due rapporti (1), che significheremo con
v, r
U’ v’

? ’

. e . - U v R
debbano essere funzioni date della x e dei rapporti —> 7 clod

Ul_ ul ’0,) VI QL, bl .
7—@(%, 7) 7/7 ?-—-qf(.’ll, -2—{-, 7),

’ ’

\ . . C e . ..o U .
bastera formare in prima le espressioni di P e ¢ in termini di 772 7 ossia

di @, ¥ e loro derivate, come fu indicato nel § II, e poi introdurre i coeffi-

? ’

cienti (6) invece delle radici =, =

11 primo dei casi considerati dal sig. Hermire si ottiene ponendo

L A
T u ! Vo P
11 secondo, ponendo
UI . ?&’ —V_I- . v/
T VT
Si ottiene il caso del sig. Brioscmi, ponendo
UI ul 'VI ﬁ,
L A 1)

adr rpdr
cosl che in luogo dei simboli #,, ., da lui usati, qui abbiamo e , e
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230 Casorati: Generalizzazione di alcuni teorems

Finalmente, si ha il caso del sig. Mirrac-Lerrrer, prendendo per ® e ¥ una

. . . u )
medesima formola ¢, composta con gli argomenti z ed - ber I'una, e con 2

’

v .
e — per I’altra, cioé ponendo

v o' v v
TN w) v =05 )

IV.

Passiamo ora a considerare le equazioni differenziali di terzo ordine. Sieno
u, v, w tre soluzioni (linearmente indipendenti) della equazione

Yy +py +ay +ry=0.
Per formare I'equazione algebrica avente per radici i rapporti
w v w'

—> — —

w v w
importa di trovare le tre funzioni simmetriche

u' w'v w'v'w
2o I o Q)

uv

L ’
uvw

I'ultima delle quali nel presente caso consta del solo termine

Ora, non basta che sia data la prima per poter trovare le altre due; ma &
necessario di supporre date due funzioni simmetriche. Qui si possono fare di-
verse supposizioni. Le pilt semplici vengono suggerite dalle relazioni (3), e con-

sistono nel supporre date
”
u

ra
U
2y e 2y

oppure

u’ u'®

2, ¢ 2w
u u
oppure
1 7 ’

w u v

— e —_
2y 0 2y

Fatta una qualsivoglia di queste supposizioni, si dovranno risguardare come
date G, e G, e quindi ogni altra G. Per G, si avrd

G3=—_pG2_QG1_37'.
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des sig.t Hermite, Brioschi e Mittag-Leffler, ecc. 231

E quindi, ricorrendo alle sei equazioni (4), i cui primi membri saranno noti,
se ne caveranno ordinatamenti 1 valori dei sei diversi sommatori che stanno
nei secondi membri, I'ultimo dei quali & appunto il terzo dei sommatori (7).
Per questo si trova (*)

[
uUvw

b — (B 426G, — 3G, 4 (" +3G .G — 3G, Q). (3)

ool —

nwow
Vogliasi ormai formare ’equazione
Y"+PY"4+QY +RY=0

che debba avere le soluzioni U, V, W legate alle %, v, w dalle relazioni

U’ w v oW v’ w v W
—=<I)x,——,—,—, ——=‘lfx, —u—z—-:—:

U w o v w V v w
W,—le' u v W
W Y u v w

Basterd formare, come si disse nel § II, le espressioni di P, @, R in termini di
r, », w
U b V b W 2

ossia di @, ¥, X, e poi introdurre i coefficienti (2), (5), (8), ciod

SG, M@ G-G),  —(G2426,-3C ¢+ 3G, Gi-3G,G)  (9)

’

) ou v w
invece delle radici —» —>, —-
w v w

V.

Terminerd osservando, che non si pud nella stessa maniera risolvere per le
equazioni del quarto ordine il problema risoluto per quelle del secondo e del
terzo. Perocche, mentre in ciascuno dei gruppi (2), (3), (4) vi hanno tanti som-
mator! quant’d il numero delle equazioni, nel gruppo immediatamente succes-

(*) Conservo il segno 3 per ricordare che questa relazione sussiste qualunque sia il nu-
mero dei rapporti (1); al pari della (5), e di qualunque altra che scaturisca puramente
dalle relazioni fondamentali (2), (3), (4), ecc.
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232 Casorati: Generalizzazione di alcuni teorems, ecc.

sivo vi hanno 14 sommatorf e soltanto 13 equazioni. I sommatori sono

u]v ul” ul ulll ’U' ul12 ull ulg u” ’Ll,, /U’
27’ z ’ 2 ’ Ez—ti’ z wu? ’ Z wuv ’

U uv
Euw ?)” Z ”Il 012 Eull U’ u)/ z ’M,‘ Z ulg ’U’ Z u/gvlg
bl 5 bl _— b —_—
uv uv? nuvW ut ) wdo ue?
w2’ w’ b wo'w't
-, 7
2y wowt

ed i primi membri delle equazioni sono
G4,‘ Glg’ G3 Gl, G,g G‘, G”g, G;, GgG/j, Gz Gi,
Gl”i, G”i Gi ’ Gl?’ G,i Gf’ Gi .

Le tre equazioni

" ’ w.

v u"’u’ U u w v

w G Ghi= X wi +2 )

contengono soltanto i tre sommatord

7&1v “”’ lt’ 701” vl
X X B

uU

e servirebbero a determinarli; ma le rimanenti dieci equazioni fra i rimanenti
undici sommatorf non possono servire che ad esprimerne dieci in termini del-
I'undecimo. Percid, supposte date, per esempio, G4, G. e G5, non si potrebbe
per anco ottenere il valore di

w o' w't

S—>

uvwe
che sarebbe, pel caso di m=4, I'ultimo coefficiente dell’equazione algebrica
avente per radiei

w v w t
—> —> —> -
U v w t’

della quale i tre primi coeflicienti sono le espressioni (9).
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Sopra
un sistema di equazioni differenziali.

(Nota di F. Brioscrl, in Milano.)

1.° Posto :

. oA C , dur ., . .
essendo %y, ., u; funzioni di una variabile = ed u,=d—;, il sistema di equa-

) = (u — ) (u — ue) (u— )

zioni differenziali considerate in questo scritto & il seguente:
wy=ui o f () + ¢(2)
Wy =uz o [ (1) 4 9(%) (1)
e =1~ asf (4s) + 9(2)

nel quale a;, «, «; sono tre costanti indeterminate e ¢(x) una funzione di x

che sard individuata pilt avanti (¥).
Indicando con U, p le espressioni:

U=(ots+ Dty + (s + 1) tho - (s -+ 1) 45
P=1+d1+“2+°‘3
dalle equazioni.superiori si ottengono facilmente le seguenti:

dlog (113 — us)
U—pth=—g——

dlog (us — u3)
T_ N —o —— X X
U—pte dz
dlog (v — 1)
—_— U =
U pUs dz
(*) Vedi la comunicazione del sig. Haremrex all’ Accademia delle Scienze nei Comples
Rendus del 13 giugno 1881.

Annali di Matematica, tomo X. 30
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una qualsivoglia delle quali & una conseguenza delle altre due. Percid posto:

C Us— Uy =2y, Uy — U3 =2
§i avranno le:
dlog 24 dlog s dlog (21 -+ 22)
U——Pui= az ) U—p%2=—%——a U—pu3= d:v

e siccome dalle prime due fra queste ultime risulta:

dlog:—z-
1
p(thy — ) = 2

si otterrd per le precedenti:

dlog = ;o
&1 2
dx —pz,k1+z)-
Introducendo ora una funzione ¢ della variabile 2 mediante la relazione:
ﬁ.r f
o 1—¢
s1 hanno tosto le:
t' ¢ ¢
pa=y  pa=T—p  plta)=g—y
e quindi:
dlogt’  dlogt
e P T
dlogt’  dlog(l1—1%)
U—pty= dz dx
, __dlogt’ dlogt dlog(1—5
U—pti;= dz  dx dx
dalle quali:
o dlogt’ dlogt dlog(1 —1)
0= (o4 2T (oo 1) B (1) TE
Pongansi:
a,—|—1=‘on, as+1=pl, a3t 1==pm
sard: .
1_1q 1
5—5( +m-+n—1)
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Brioschi: Sopra un sistema di equazioni differenziali. 235

e dalle equazioni superiori si dedurranno pei valori di w,, #,, #; le espressioni
seguenti:

u __ladlogt’ 1—1dlogét 1+mdlog(l—1)
T2 ax 2  dw 2 ax

" __1dlogt’ m+mndlogt 1—mndlog(l—1)
T dzx 2 dzx 2 dx

" _ 1 dlogt’ _ 1—1 dlogt 1—mndlog(1—1%)
TTY da 2 dx 2 dz

Sostituendo questi valori delle u,, %, %, in una qualsivoglia delle equazioni
differenziali (1) dimostrasi che la funzione #(x) deve soddisfare la seguente
equazione differenziale:

Li#+Mt+ N |,
[flot—g—ge " —2¢@)=0

nella quale:
[(]lo— dﬂogt'_ l(d]ogt’)2

dz
ed
L=1—m? M=PF4+m—n—1, N=1-—£PL
Se ora supponesi:
9 __Ax*+4Bx4C
2O = ma =y
ed: '
A=1—p, B=34p—»r—1, C=1-—2
si avrd per determinare ¢{(x) la equazione differenziale ipergeometrica:

Li*-+Mt+ N, A2>4BeC
[1]a+ 202(1— 1) t 2at(L—x)? =0. @)

2.° Questa equazione & evidentemente soddisfatta se si suppongono:
I=1, m=y, n=y; =z
si avrd dunque che il sistema’ di equazioni differenziali (1) nelle quali ¢(z)
abbia il valore superiore da per ., %, u, i valori seguenti:

_ (4 pr—0—»

Y 2z() —x)

" _(04w)z—(u+4v)

2 2z(l —zx)

oy — Ce—=2—vz—(1—=2
 22(l—2)
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236 Brioschi: Sopra un sistema di equazioni differenziali.

In secondo luogo, & noto (*), che se le costanti J, m, » hanno i valori se-
guenti:
1 r 1
l-—-g' m—s(r—._Q)? n=§ (7'=4:, 6’ 12) (3)

esiste una serie di valori per A, u, v pel quali la funzione #(x) & algebrica e
razionale; e lo saranno in conseguenza le funzioni w,, w,, u,.
Per esempio, supposto r=12 e:

A —

ool
-

ll
QO =
-

A
|
oo

2

si ha:
4x

o)==t

quindi se nelle equazioni differenziali (1) si pone:
1 20022 —2112 4200

¢(®) =g A0 5 w=2,  a=1, =11
si hanno gli integrali:
1022 4+42—5H
ui=_——
15a(1 — 2)
132263 —7
T 20x (1 —a?)
.2 .
u3=2a, +r—1

3x(1—a2)

3.° Sieno #,, y, due integrali fondamentali dell’equazione differenziale
lineare del secondo ordine:
Y +py +9y=0
ed indichiamo con f(y,, ¥.) una forma binaria dell’ordine » dei medesimi. Sup-

poniamo che per la forma stessa il covariante (ff), sia identicamente eguale
a zero; se con A, 6 si indicano i covarianti:

h=3(fhs  o=2(N)

(*) Vedi la mia Nota: La théorie des formes dans I’ intéyration des équations différentielles
linéaires du second ordre nei Mathemalische Annalen, Band. 11.
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si ha, come & noto: 1.° che fra f, h, 0 sussiste la relazione identica:
1
6 ATt af =0 4
nella quale « ¢ una costante funzione di invarianti della f ed m ha il valore
superiore; 2.° che 1’ordine » della funzione f ha i soli valori r=4, 6, 12.

Si ha inoltre che posto:
1

Ak fatf" =0
la funzione ¢(x) soddisfa I’equazione differenziale (2), quando le /, m, n abbiano
. . . _ 1dp 1
1 valori (3), e sia go(x)_q—-i ey
Dalla :
=21 %)
af™
si ha per la relazione (4) che:
1t
af™

e siccome indicando con ¥ il rapporto % si ha pel valore di ¢:
2
1,df dh_ o,

si otterra la:
_12(7'—"2)k26 ’

1
afT”_H

t’

Sostituendo queste espressioni nei valori di u,, %., %; si giunge ai seguenti:

_ldlgy 1 _ddy
T2 dx 3(r—2) dy 9
N | dlogy’ 1 dh y'

T2 dx  2(r—2) dyh

mentre le a,, o, «; hanno in questo caso i valori:
“1=37‘-7, oz2=27'—5, dg==p—1
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238 Brioschi: Sopra un sistema di equaziont differenziali.

4° T noto che dalla relazione (5) si ottiene la:

4], — L2 +Mt—I—N
T o (l—y

nella quale le I, M, N hanno i valori superiori. Ora essendo identicamente:

[y)o=[y]:t* + 1]

si avrd per I’equazione (2) che:

: -
[yle=25(x)=2¢—Z2 —1p

come pud 0tteners1 direttamente dalla y=2*.

Ye
Cid posto se si indicano con vy, ¥z, Vs le espressioni:

1 dlogh 1 dlogh 1 dlogf
U=y T T =y dy . P v ay O

si hanno, per gli ultimi valori di u, %., u; le relazioni seguenti:

1 dlogy

1 dlogy tlogy ,
Uy = 9 —=—+t0 1Y Uq == ——*gl—l— 2’! uz_—_.-t ;iy + v,
che sostituite nelle tre equazioni differenziali (1) conducono alle:

d

-dﬂ—vl—}—a,(vl——vz)(m—'vd)

d

I ot ot — 0) (0 — )

drs

T %+ o5 (V3 — 0,) (Vs — 0,)

gli integrali delle quali sono dati dalle (6) allorquando le a,, a;, «; abbiano i
valori sopra indicati.

5.2 1l nesso esistente fra il sistema di equazioni differenziali del primo
ordine (1) e le equazioni differenziali lineari del secondo ordine, il quale ri-
sulta dalle ricerche superiori, pud dimostrarsi direttamente nel seguente modo.

Consideriamo la equazione differenziale del secondo ordine:

Y +py +qy=0

daz a*y

(4 d ” . . . . .
nella quale y =E%’ Y =3’ © Py ¢ sono due funzioni di x. Dimostrasi fa-
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cilmente che ponendo y=z2¢(z), si ottiene una equazione differenziale lineare
del secondo ordine in z:
2+ p2 +q.2=0

nella quale:

P2=p1+2%’ fh*—%‘l‘pl +<P
ed analogamente posto y=w{(x) si avra una terza equazione differenziale:

w' +psu' 4 qsu=0

essendo:

r "

’ d) .
P3=Z’1+2%’ 93=€Z1+Pij{"l‘ N
e le pi, P2y P55 91, Q2 ¢s hanno la proprietd che posto:

_1 dl’r ~_ 2 __
—Pr 2 dx—,_ pl‘ 91‘
saranno:
_P1=P2=P3.

Supponendo ora:

f2=— }«1(101——102)(191 —P)= —m%i—

fo=— pem—p)p—p)=—u(E — £)E
1 ' ¢’ '

gz =— g %(Ps—P)(Ps—P:) = (i;; - y)%

sostituendo questi valori in quelli di ¢z, ¢. si hanno le relazioni seguenti:
<P: 4" o
—a(f )= magntg
o V\_ _ il
s(E—)m—a Tty
dalle quali eliminando p., si otterrd fra le funzioni ¢, ¢ la relazione:

lL' n ‘Y"

a cui soddisfasi ponendo:
Yt ¥__t
o i(l—p) b (1)

e dove p=a,+a,+as+ 1 come sopra.
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S1 avranno cosl le:

t” t' t'
p=—7+{1=07 —(+m—

t” t, tl
p=— ) —(1—n 1

p=—1+1=0% —(1—n)s

e le:
———w—a+m—wuu %=—}w—m+n—whm§3
[W—(l-lrn—l)] t(l
per le quali:
P1=P2=P3=—%[t]w—%%;—;—zv

ossia per la (2):
P,=P,=P,=—¢(x).

Sostituendo infine in queste ultime alle p,, p,, ps le:
1 1 1
%1=—§101, u2=‘—§_pz; Ms=—§p3

si ritrovano le equazioni differenziali (1) dalle quali siamo partiti.

Settembre 1881.
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Sul potenziale magnetico.

(Nota del prof. B. Bertrami, a Pavia.)

N el volume intitolato Reprint of Papers on Electrostatics and Magnetism
(London, 1872), contenente la collezione degli anteriori scritti di Sir William
Tromsox sull’elettrostatica e sul magnetismo, arricchiti di note e di addizioni
inedite considerevoli, I’Autore ha introdotto alcune nuove definizioni per P'asse
e per il centro d’un corpo magnetico. Queste definizioni, colle formole rela-
tive, fanno parte di un’Addizione (in data del settembre 1871) al Capitolo IV
della Teoria matematica del magnetismo, Teoria che 1' Autore aveva gid pub-
blicato nelle Philosophical Transactions degli anni 1849 e 1850. Esse furono
riportate da Maxwern nel T'reatise on Electricity and Magnetism (Tomo II)
e da Bermt nella Teorica delle forze newtoniane e sue applicazioni (Pisa, 1879).

Cercando di rendermi un conto esatto del vero significato di queste defini-
zioni e della maggiore o minore opportunitd loro, ho potuto convincermi che
I'asse magnetico di Tromsox merita indubbiamente questo nome, ad esclu-
sione d’ogni altro asse parallelo, mentre lo stesso non potrebbe dirsi del centio
magnetico. Infatti la posizione di quell’asse ¢ indipendente dalla legge d’azione
della forza magnetica, mentre quella del centro assegnato da Tromsox & es-
senzialmente subordinata all’ordinaria legge newtoniana. La veritdh, universal-
mente ammessa, di questa legge pud, sotto un certo aspetto, considerarsi come
favorevole all’ assunzione d’un tal punto come centro magnetico. Ma non &
men vero che sull’asse magnetico esiste sempre un altro punto, il quale gode
di proprieta notevolissime qualunque sia la legge d’attrazione ed il quale,
quando pure questa legge sia la newtoniana, non coincide con quello di
TromsoN se non per sistemi magnetici particolari.

Parendomi che il procedimento da me seguito in questa ricerca sia molto
semplice e generale, e getti qualche luce non solo sull’argomento ora accen-
nato ma su altri ancora, mi permetto di comunicarlo ai lettori di questi
Annali.

Annali di Matematica, tomo X, 31
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242 Beltrami: Sul potenziale maynetico.

Abbiansi due sistemi, che diremo M ed M, di masse m ed m’, concentrate
in punti discreti. Designando con r la distanza delle due masse individuali
m ed m'y con W il potenziale mutuo dei due sistemi e lasciando indetermi-
nata la legge d’attrazione, si ha

W= X Xmm o (r), )
formola in cui la doppia somma si estende a tutte le coppie formate con una
massa m del sistema M e con una massa m' del sistema M.

Quando la distanza dei due sistemi & molto grande in confronto delle di-
stanze mutue fra le masse di ciascun sistema in particolare, si pud, facendo
alcune ipotesi abbastanza plausibili e ancora molto generali sulla natura della
funzione ¢(r), assegnare un’espressione assai semplice al valore approssimato
del potenziale W e cid nel modo seguente.

Riferiamo i punti dei due sistemi a due terne 7' e T d’assi ortogonali,
paralleli ciascuno a ciascuno, aventi I'origine la prima in un punto O, la se-
conda in un punto O. Il punto O deve essere scelto in modo che le sue di-
stanze dalle masse m del sistema M sieno dello stesso ordine delle distanze
mutue di queste masse, in confronto della distanza dei due sistemi; lo stesso
dicasi del punto O’ rispetto alle masse m' del sistema M'. Del rimanente, le
posizioni delle due origini sono, per ora, arbitrarie. Sieno a, b, ¢-le coordi-
nate della massa m rispetto alla terna T, o', ¥, ¢’ quelle della massa m’ ri-
spetto alla terna 7", e poniamo -~

b te=d, a*+b4cr=dn
Designiamo inoltre con p la distanza assoluta delle due origini O ed O e
con &, 5, ¢ 1 coseni degli angoli che la direzione 00 fa colle direzioni de-
gli assi.
Per tali segnature si ha

=(f+d —ap+(en+d —by+(pt+¢ —cp,
r*=p*—2Pp+ Q%

ovvero

ponendo per brevita:
P=(—a)e4 @b+ (c—C)
QF=(a—ay +B—by +—0.

Ne risulta
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epperd, supponendo p abbastanza grande perch® sia, per ogni coppia di punti
(ay b, ©), (@, ¥, ¢),
2
mod(%— g)<1, X
si ha la serie convergente

T (1)

che procede secondo le potenze negative di p.

Cid posto, se si ammette che la funzione ¢ e le sue derivate ¢, ¢', ¢
sieno continue e finite, per quei valori della variabile che qul occorre di con-
siderare, si pud porre, come & noto,

20) =)+ — 07O+ 5 () + ¥ 5 3” " [+ 00—l

dove ¢ & una frazione propria. Supponlamo inoltre che la natura della fun-
zione ¢(p) sia tale che le sue derivate successive ¢'(o), ¢'(p), 9" () sieno ri-
spettivamente degli ordini di

o) o) v () .
P p* P
Per tali ipotesi, dando ad r il valore (1), ed arrestandosi ai termini dell’or-
dine di

"

(r—ere(e)
E_E
si ha per ¢(r) il seguente valore approssmatO'

o) =) Py () + CLE + (-2,

Per dare a questo valore di ¢(r) una forma appropriata allo scopo nostro,
poniamo

p=at+byt+cg, P =a£+bn+c:,
qz = (2 _pz, q'z — ("2 _p’z,
vale a dire denotiamo con ¢ e ¢’ le distanze delle masse m ed m’ dalla retta

00 e con p e p' le distanze delle stesse masse dai due piani condotti per i
punti O ed O" perpendicolarmente alla retta medesima. Ne risulta

P=p—p, @=d+d*—2ad+bb+cc),
Pr=p*+p*—2pp'=d'+d*—q"'—¢"—2pp,
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epperd il precedente valore di ¢(r) si pud scrivere cosi

P =50~ (p—p)¥ O+ LT = L () L)

(1)e
/

Introduciamo questo valore di ¢(r) nell’ espressione (1) Eseguendo la doppia
somma ivi indicata si presentano parecchie somme semplici, che sono specifi-
cate qul sotto insieme coi simboli che serviranno quind’innanzi a designarle:

Sm=M, Yma=ua, Imb=6, Ymc=y, ymp=m, \
Im'=M, Imad=d, Imb=6, Im'c=y, Imp=q,
2¥md*=D, 2¥m'd*=D', Ime=1I, Im'qg*=1T, (2)
al 61ty =w, o6+ =0
dEFEnby=a, o6y r=0n,
Tutte queste quantitd hanno significati meccanici notissimi. Le quantitd «,
6, 7, = sono i momenti lineari del sistema M rispetto ai quattro piani a=0,

b=0, ¢c=0, p=0, ¢ & il momento risultante; D & la somma dei momenti
d’inerzia dello stesso sistema M rispetto ai tre assi della terna 7', giacché

d® == (0® + ¢*) 4 (c*+ a®) 4 (a® + %),
anzi & evidente che questi momenti d’inerzia possono riferirsi a qualunque
altra terna d’assi ortogonali coll’origine in O; finalmente I & il momento di
inerzia del sistema M rispetto alla retta O0'. Se A, B, C sono i momenti
principali d’inerzia del sistema M rispetto al punto O e se A, p, v sono i co-
seni degli angoli che la retta OO fa coi tre assi principali cui questi mo-
menti d’inerzia si riferiscono, si ha quindi

A+B+C=D, Ar+Bpy+Cr=I (2)a
Altrettanto dicasi delle analoghe quantitd relative al sistema M.
Tenendo conto delle segnature (2), la sostituzione del valore (1), di ¢(r)

nell’espressione (1) somministra il seguente valore di W, approssimato fino
alle quantita dell’ordine gid indicato:

— MM () + (Mo — M'5)g' (1) +

—(ad Y +co)°p (") i "(6)—2 (P)g

MD +M D () s
’ I ’ (3)
_ MI —;M j?"(P) @()I_(M+66+7 )__MII?”(F)_%@_)g.
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Di questa formola generale giova considerare distintamente i tre casi par-
ticolari pilt importanti, che sono i seguenti:

Supponiamo, in primo luogo, che amendue 1 sistemi di masse sieno dotati
di baricentro, e sia O il baricentro del primo sistema, O" quello del secondo.
In tal caso si ha

a;—_g:y::m:(), a’=6’=7’=m'=0’
e quindi

W= M g+ D g (- EL oy - 20 @3),

Supponiamo, in secondo luogo, che il primo sistema sia privo di baricentro
e che il secondo abbia il baricentro nel punto O'; poniamo, ciog,

M=O, a'=€'=y'=m'=0.

I’ espressione del potenziale diventa
n ” (
W= [—o5 )+ 7 ¥ O—3 ¢ - 2] (3

Supponiamo finalmente che amendue i sistemi sieno privi di baricentro, cioé
che si abbia

M=M=0.
L’ espressione (3) diventa
W=—(ed +66 +77) 22 —od[¢ () — 2] 3
e pud scriversi anche cosi

W——00 [T a3, )+ {5 () — LD eos, peos(e, 9] @

Nei primi due casi si pud supporre, piu in particolare, che il secondo si-
stema si riduca ad un solo punto materiale O’, di massa unitaria. In tale
ipotesi si ha

M=1, D=I1'=0

e il potenziale W diventa la funzione potenziale ¥ del primo sistema sul punto
O'. Bi ottiene cosi nel primo caso

V=5 + 27 0—3]7 0— 2] (e
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e nel secondo
’ D ” 1 ” !
V=—0¢(@)+7T¢ (p)—gf? —EE :9)}- )

Rispetto al primo di questi due casi osserveremo che, denotando con V' la
funzione potenziale [analoga alla V" dell’equazione (4),] del sistema M, sup-
posto dotato di baricentro e col baricentro in O’, sul sistema M ridotto ad
una massa M=1 collocata in O, si pud esprimere (sempre coll’indicata ap-
prossimazione) il potenziale mutuo (3), di due sistemi dotati di baricentro nel
modo seguente:

W=MV'+MV—MM (),

cosiccht la determinazione di W, in questo caso, si riduce a quella di V'
e di V.
Ponendo
1
¢()=3

le espressioni (3)a, (3)c, (4)a, (4)s ricevono significati ben noti nella teoria del
potenziale newtoniano. La prima infatti & I'espressione approssimata del po-
tenziale mutuo newtoniano di due corpi lontani ’uno dall’altro. La seconda
rappresenta il potenziale mutuo di due elementi magnetici a distanza finita, o
di due magneti lontani I'uno dall’altro. La terza & I’ espressione approssimata
della funzione potenziale d’un corpo sopra un punto lontano. La quarta & la
funzione potenziale d’un magnete sopra un’unitd magnetica posta in un punto
pure lontano.

Un’opportuna orientazione delle due terne 7, T, del cui parallelismo &
sparita ogni traccia melle formole (3)s, (3)s, (4)s, (4)s permette d’introdurre
ulteriori semplificazioni in queste formole. Cosi, se nella formola (4), si sup-
pone che la terna T' sia quella degli assi naturali d’inerzia del corpo M e se
si designano con z, y, 2 le coordinate del punto, O rispetto a questi assi, si
ha, con riguardo alla relazione (2),,

A+4+B+4-C , Ao+ Byr+-Cz2( , '
V= My () + gL g () - AL g () - £,

donde si deduce subito, per ¢ = e la notissima espressione di questa funzione

potenziale.
I’ espressione (3)., non contenendo pil traccia d’alcuna terna d’assi, non
¢ riducibile ad alcuna forma piu semplice.
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Resta a considerarsi |’ espressione (4), della funzione potenziale magnetica,
che & quella della quale vogliamo pilt particolarmente occuparei.
Ricordando la condizione M= ¥m =0, si trova

Nml(a— )+ & —bo) + (¢ — co)?}
=Zm(a2—|—b” -+ 02)—2(610“ +b06+007)

D
= —2-——2(a0a—|—b06—{—coy),

epperd si vede che se I'origine O fosse in un punto qualunque (a,, b, ¢,) del
piano la cui equazione rispetto alla terna T' &

ax—l—é’y-i—yz:;—zm(a?—l—b?—}—ce), ()

la quantitd analoga a D, per questo punto, sarebbe nulla, qualunque fosse 1I’'o-
rientazione degli assi. Il piano (5), che diremo piano centrale del sistema, &
normale alla direzione del momento principale ¢ di questo sistema.

Assumendo per piano ab questo piano centrale e per asse delle ¢ una qua-
lunque retta ad esso nmormale (per esempio la retta condotta dalla primitiva
origine O nella direzione del momento principale d), si ha

a=0, 6=0, y=27, D=0

e la funzione (4), diventa

’ I " ,,(
——at§()—5l¢ -2

Ora osserviamo che, riferendo le coordinate e, b, ¢ alla nuova terna, si ha
Ym(b—bo)e==3¥mbc—3b,,
Yme(@a—ag)= ¥mca—Jda,,
Ym(a—a)(b— b)) = Y mab;

quindi se, conservando il piano centrale come piano delle @, b, si trasporta
I’origine nel punto di coordinate

a0=2ﬂ§ac, bozz;gbc

e se poscia si dirigono, nello stesso piano, gli assi delle o e delle & in modo
che risulti

ymab=0,
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cid che si pud sempre fare (con un processo notissimo), i tre nuovi assi coor-
dinati ottenuti dopo queste operazioni sono assi principali d’inerzia del sistema
rispetto alla nuova origine. Avuto riguardo alle relazioni (2), si ha dunque,
rispetto alla terna cosl determinata, che diremo ferna centrale,

/ AE+ B2 - CCy , (s
=—3tg () — Tl (-2, (5)a
dove A, B, C sono i momenti principali d’inerzia, soggetti alla relazione
A+ B4+ C=0. ()18

Questa & la forma pil semplice cui pud ridursi la funzione V, senza fare ipo-
tesi pilt speciali sulla natura della funzione ¢. I nuovi assi di riferimento sono
totalmente individuati e tali che, per essi, hanno luogo le relazioni seguenti:

Yma=0, 3mb=0, Ym(a*+b*4¢)=0, .
Imbe=0, Ymca=0, IYmab=0. ) %

Il nuovo asse delle ¢ & I'asse magnetico del sistema e coincide con quello di
TromsoN. La nuova origine & un centro magnetico indipendente, come I'asse,
dalla legge d’attrazione: vedremo fra breve in quale relazione si trovi questo
centro con quello di Tromsox.

Per determinare la posizione dell’asse e del centro testd® definiti rispetto alla
primitiva terna 7', che era scelta arbitrariamente, denotiamo con s la perpen-
dicolare condotta dalla primitiva origine O al piano centrale (assunta come
positiva quando & nella direzione 9), con Ay, i, vi, Ay p2, v, 1 coseni degli
angoli che due rette ortogonali s,, s, condotte dal piede di questa perpendi-
colare nel detto piano fanno coi primitivi assi e con a,, by, ¢, le coordinate
del centro testd determinato rispetto a questi medesimi assi. Ricordando le co-
struzioni precedentemente eseguite, si vedra facilmente essere

na,/ ‘/’ bl’ as
ym c+xzzn C"‘T’

ossia

day= Ymc (@' A +b'%)+as,

con analoghe formole per &, e c,; le lettere @, ¥, ¢’ designano le coordinate
della massa m rispetto alla terna (ss,s,). Ora le formole di relazione fra queste
coordinate a’, &', ¢’ e le primitive @, b, ¢ sono

a'li-}—b’lz—l-(c'—l—s)%:a, ...... ecc.
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quindi si pud scrivere

8a0=2mc'a—§zmc’(c'+s)+as,

od anche
da,=Jm(c —l—s)a— Sm(c' 4+ s +as,
perchd
xmca=Y¥m(c +s)a—as,
Ymc' (¢ +8)= ¥m(c’ 4 s —
Ma si ha
, _ax+4-bbtcy _ Xm(ar b2+
Crs=——x > =T 55
quindi
Zma(ax+b€+cy) an(aa+b€+cy)? Zm(az—i—bz—!—cz
s +a
3 3 292
Ponendo dunque
_Ym(aa+b6+4cy)?
A==
2(x2+62+7v?) ©)
si pud scrivere, pilt semplicemente
'()A 0A . 0A Ys \
=% 36+ T oe—nt .
s Z‘M(a2+b2—}—02 (6)a

Y

e queste sono le cercate espressioni delle coordinate del centro. Ne segue su-
bito che I'asse magnetico & rappresentato dalle equazioni

04 08 04
x—8x=y 8” ‘ 07 . )
« 6 Y ¢

Il centro pud anche essere considerato come l’intersezione di questa retta col
piano centrale (5).

Torniamo ora all’espressione (5), della funzione potenziale magnetica rife-
rita alla terna centrale. Denotiamo con o', &', ¢ le coordinate della massa m
rispetto a tre nuovi assi, dei quali quello delle ¢’ sia 1'asse magnetico e quelli
delle o e delle " sieno le rette condotte da un punto qualunque, ¢ =¢,, del-

Annali di Matematica, tomo X. 32
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I'asse magnetico parallelamente agli assi delle @ e delle & nella terna cen-
trale. Essendo per tal modo

d=a, b'=b, ¢ =c—c¢,,
sl ha
A'=3Imb?*+c*)=4—27dc,,
B'= ¥m(c*+a*)=B—2d¢c,,
C'=3¥m@*+b*)=0C,
Imbc'=Y¥mbe=0,
dme o =Jmca=0,
Yma'b'= Y mab=0,
epperd 1 nuovi assi sono ancora assi principali d’inerzia; se non che i tre
momenti d’inerzia corrispondenti, anzich¢ alla relazione (5);, soddisfanno alla
A+ B + C'=—4dc,.

Per avere l'espressione di V relativa a questi nuovi assi bisogna ricorrere
alla formola generale (4), e porre in essa

w=0J¢, D=—40¢,, I=A82+Bp+4+0¢
(intendendo, per comodo, designati sempre con £, 5, ¢ i coseni di direzione

della retta p rispetto alla terna che si considera di volta in volta): si ottiene
oSl

Ak +B;n2 +0’Z2{?"(P)_#}

(dove p rappresenta la distanza del punto potenziato dalla nuova origine).
Quest’ espressione si pud scrivere cosi

V=—05¢(p)— 3¢t (p)—

= e () - AR E T = O oy 20
~[tar@+5lro—E2]

La quantitd racchiusa fra le parentesi quadre non pud, in generale, essere an-
nullata da un valore cosfante di c,, qualunque sia la distanza p. Perche cid
possa accadere, bisogna, come & facile riconoscere, che la funzione ¢'(p) si-
riduca ad una semplice potenza di p. Ammesso cid e supposto quindi

¢ (p)=— Pl (M
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si trova che la detta quantith & resa nulla da

“=TT9w 3 (Ve
E poiché in tal caso si ha

A B A O —=—ddo,=20D g

n

donde
O n(d'+ B
T T atg
si trova pure
’ /_QA,—nB' ’ ,_2BI—WA’
A—C=—=mm— U5
Per questi valori I'ultima espressione di 7 diventa

_ P2 mb1l @A BB —nd)y )
et 2(e+2) 2 ’ '

dove z, ¥, 2 sono le coordinate del punto potenziato. I tre momenti d’inerzia
A, B, C relativi agli assi principali cui & ora riferito il sistema e di cui quello
delle z & I'asse magnetico, sono legati dalla relazione
n(d'+B)—(n+2)C"'=0
che equivale alla seguente
Im(a?+b*—nc?)=0. (M
Quando la legge d’azione & la newtoniana, si ha n=2, epperd

_ds 3B —A)@—y)
=4+ ®)

colle relazioni

Ym(a®+4b*—2c%)=0,
B —4'=3¥m@*—b*)=B—A.

L’origine degli assi ai quali si riferiscono queste formole & definita, rispetto
alla nostra terna centrale, da

(8)a

) o
o

ao=0? bo=07 Co=_

’ &)

ed & il centro magnetico definito da Tnomsox. Si scorge di qui che questo
centro non cade nel piano centrale se non quando il sistema soddisfa alla
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condizione particolare =0, cioé quando & nullo il suo momento d’inerzia
rispetto all’asse magnetico (e quindi rispetto ad ogni asse parallelo a questo,
giacché la quantith C & invariabile per tutti gli assi che hanno la direzione
del momento principale).

B d’uopo far qul un’avvertenza, necessaria per chi voglia istituire un con-
fronto fra le precedenti formole e quelle di Trouson, giacchd esse non sono
direttamente comparabili fra loro.

Giusta I’ordinaria teoria di Poisson, seguita dall’illustre scozzese, la fun-
zione potenziale d’un corpo magnetico si forma considerando questo corpo
come l'aggregato d'un grandissimo numero di elementi magnetici, cioe di
sistemi elementari privi di baricentro. Percid nelle formole stabilite in base a
questa teoria non compariscono direttamente le masse costituenti i singoli si-
stemi elementari, ma solo i momené; lineari di ciascuno di questi, talche, per
esempio, non vi rimane piu traccia dei momenti d’inerzia di quelle masse. Ora
si pud dimostrare che, rispetto alle espressioni delle quali qui si tratta, questo
secondo punto di vista & sostanzialmente identico a quello che ha servito finora
di base alle nostre formole, vale a dire che le formole dedotte nell’ipotesi che
la condizione Y =0 si verifichi in ogni sistema parziale rientrano esatta-
mente in quelle stabilite senza questa ipotesi.

A tal fine osserviamo innanzi tutto che se il sistema cui si rferisce la fun-
zione potenziale (4), & di dimensioni estremamente piccole, quella funzione,
che diremo ora v, si pud ridurre al solo termine

= G‘P'(P))

dove la distanza p si pud supporre semplicemente finita, ed anche piccola,
purché sia sempre estremamente grande rispetto alle dimensioni del sistema, od
elemento magnetico. Il questa infatti I’ ordinaria espressione della funzione po-
tenziale di un tale elemento. La formola precedente suppone che quest’elemento
sia collocato nell’inforno del punto O, d’onde si spicca il raggio vettore p.
Se quindi 1’ elemento fosse collocato invece mnell’intorno di un altro punto
(ay, by, ¢;), denotando con r la distanza di questo punto dal punto potenziato
(x, y, 2) e con ay, 6, y, i momenti dell’elemento magnetico, si avrebbe

v=—!a,(x—a)+6.(y—0b)+y(z—ec) <P'(r),

r
o meglio
¥

r

v=(aa, b6+ ciy) L) 7(_7) — (26 +7.2)
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Ora se I'elemento fa parte d’un corpo magnetico di dimensioni finite, ma
molto piccole rispetto alla distanza dal punto potenziato, si pud, denotando
nuovamente con p la distanza di questo punto dall’origine e supponendo che

questa sia situata entro il corpo, sviluppare la funzione %(L) come §'¢ gia fatto

prima per la ¢(r), ed & chiaro che bastera porre
¢'(r) _ ()
v p

nel primo termine di v e

o) __ k)
r P

E+bun-t 015)1?”(10)_ '(Pnglp

nel secondo. S1 ottiene cosi
’U=(aidi+bigi‘|‘ca}’i) @T(P) _(d15+6’4ﬂ+71'§)?,(10)

+ @bt 00 + 6+ 707 () — L2

La somma dei valori che prende questa funzione per 1 singoli elementl del
corpo magnetico, cioé 1’ espressione

=—9°'(P)2(445+5’m+"/¢€)+3%2(@4«1-!-5164+04"/,) :

©)
+o 0= B bt )i+ 670, )

non deve differire, dietro quanto abbiamo asserito, dalla funzione rappresen-

tata dalla formola (4),, supponendo naturalmente che 1I’aggregato di tutti gli

attuali elementi magnetici riproduca quello stesso sistema cui si riferiva quella
formola.

Per dimostrare che cosi & veramente, basta osservare che denotando di
nuovo con @, b, ¢ le coordinate di una delle masse m che costituiscono 1'e-
lemento magnetico esistente nell'intorno del punto (a,, 6., ¢.), e scrivendo

a=a ‘I"(a—ai)v
si ha
Ymat=¥ma:+2 ¥ma,(@— a) + Xm(a— a.)
= 2“1(’1"‘ Em(“_“iy;

dove la somma si riferisce al solo elemento magnetico anzidetto, ciod a quello
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1 cui momenti sono a,, 6, y,. Ora la quantith ¢ —a, & estremamente piccola
di fronte ad a,, epperd la quantith ¥m(e—a,)® & d’ordine superiore a quelle
delle quali si tiene conto. Ne risulta che, entro i limiti d’approssimazione ai
quali le formole si arrestano, si pud porre, per ciascun elemento magnetico,

Yma*=2a,a,, ymb*=2b,6,, Ymer=2c¢,y4,
Ymbe=6,y,+c¢i6,, Imea=cioq -+ a1y, Zmab=0,6,+bsa,
e conseguentemente

pete)  Nmde
2 = ’

(alg—l_bi./]—]_ciC)(dig+617)+7LC)
m(“g_‘_bn_i_cc)e Z;"dz_ 27;"92 .

o+ 0.6 4cy= Xm(a+

l\D]r—l

Facendo quindi le somme delle espressioni analoghe a queste per i singoli
elementi magnetici costituenti il sistema gid considerato precedentemente, si ha

Z(aiai“l‘bié‘l'ciyj):“l‘)’

BO| Iy

Z(ai +bi’1+ci‘:)(dis—l—én-l—yiij)_——

b

dove D ed I hanno di nuovo il significato primitivamente attribuito a questi
simboli. D’altronde & evidente che si ha pure

Yu=a, X6=6,  Fp=y;
dunque la formola (9) pud scriversi
Do'( I\( '
V== + 72+ (2 1)F 0 — 22

p
ossia finalmente

V=—af@+ 77O -5l 0—
donde risulta V'identitd della funzione ¥ calcolata in questo secondo modo con

quella definita dall’equazione (4)s.
Se nell’equazione (9) si pone cp(p):%- si ottiene per V D’ espressione dalla

quale & partito TromMsox per giungere, con successive trasformazioni, all’espres-
sione semplificata (8) e quindi alla sua definizione dell’asse e del centro ma-
gnetico.
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In cid che precede abbiamo avuto pitt volte occasione di considerare i mo-
menti d’inerzia d’un sistema di masse privo di baricentro. Non sard inoppor-
tuno riassumere in brevi termini la teoria generale di tali momenti, per tali
sistemi, teoria di cui Reve ha gid dato qualche cenno nella sua ben nota
Memoria intitolata: Trigheits-und hiohere Momente eines Massen- Systemes
(T. 72 del Giornale di Borcuaror) (¥). Il metodo tenuto in questo riassunto po-
trebbe applicarsi, senza alcun mutamento essenziale, anche agli ordinari si-
stemi di masse (pei quali anzi le formole prendono aspetto pili simmetrico) e
fornirebbe, a nostro credere, il procedimento pili naturale e piu spedito per
istabilire le proposizioni e le formole pili necessarie in meccanica, sulla base
degli eleganti e fecondi concetti di Reve e di Hesse.

Ci riferiremo in c¢id che segue alla terna che abbiamo detta centrale (come
nell’ ordinaria teoria si assume quella degli assi principali del baricentro) e
riterremo quindi soddisfatte le relazioni

Ym=0, dma=0, 2mb=0, Ime=27, \
Yma*=—A4, ¥mb*=—B, Imct=—C,

< (10)
¥mbe=0, Ymea=0, Ymab=0
A+B+C=0.
Sia
r\e+py+ve—p=0 (11)

I’equazione normale di un piano, ciod sieno 1, p, v 1 coseni di direzione della
perpendicolare p condotta dall’origine al piano. Ponendo
H=3m(@)+bu+cs—py
si trova (10)
A4 Bpr4Cr+20pv+H=0. (11),

Se per il punto (z, ¥, 2) del piano (11) si conduce un asse normale a questo
piano, il momento d'inerzia I del sistema rispetto a quest’asse & dato da

I=3mla—ay+O—yy+e—2fi—H,
epperd fra H ed I ha luogo la relazione
H+14202=0. (11)

(*) Ricerche geometriche d’indole pilt generale sullo stesso argomento possono vedersi
nella recente Memoria di Juxa Sui momenti obligui d’un sistema di punti (Collectanea ma-
thematica, Milano, 1881,
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Sia
Netu'y+vz—p =0 (12}
I’equazione normale di un secondo piano e sia H' il valore di H relativo ad
esso, talché si abbia (11),
AX? 4 Bp? 4 Cv2+20py' + H' =0. (12),
Essendo
Ym(ar-+bp+cv—p)aX +by’ +cv' —p)
=—[AM + Bpp' + Cvy' 4 3(pv +p'v)},
& chiaro che le condizioni necessarie e sufficienti affinché sia nullo il momento
complesso del sistema rispetto a due piani, (11) e (12), perpendicolari fra loro,
8010
AN 4 Bpp' 4 Cov' 43 (pv' +p'v) =0,
A Fpp 40y =0. )

Ora le due equazioni (11),, (12),, ¢ meglio le seguenti, omogenee rispetto
alle coordinate tangenziali 2, g, v, p, - '

AX 4+ B2 +Cv +28py +H (B+p2 4% =0,
AN 4 Bp* 4 Cy2+20pY + H' (N 42427 =0,

rappresentano, nell’ipotesi di H ed H' costanti e diseguali, due quadriche omo-
focali fra loro (ed a quella rappresentata dall’equazione
AX+ Bp24-Cv?* +23pv=0)

e le due equazioni (13) esprimono le condizioni necessarie e sufficienti affinch®
1 due piani (11) e (12) sieno conjugati rispetto ad amendue le dette quadriche.
Ma questi due piani, essendo rispettivamente tangenti a quelle due quadriche,
non possono essere conjugati rispetto ad esse se la loro retta comune non passa
pei due punti di contatto: possiamo dunque concludere che per ogni retta dello
spazio passa una sola coppia di piani ortogonali di momento complesso nullo,
ed @ la coppia dei piani tangenti alle due quadriche omofocali toccate da quella
retta (*). Segue di qul, come corollario, che due quadriche del sistema non
possono intersecarsi che ortogonalmente.

(13)

(*) B noto (e risulta da quanto sopra) che due quadriche omofocali ortogonali sono ve-
dute da ogni punto dello spazio come intersecantisi ad angolo retto. Si pud dunque dire
che ogni diedro di momento complesso nullo & un diedro visuale del sistema omofocale, e
viceversa.
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L’equazione della quadrica (11)s, in coordinate locali z, y, z (facilmente
deducibile colle regole note), & la seguente

x2 K _C—|—H—|—232/
A+H+ B+H 3¢ ’

(14)

che rappresenta una famiglia di paraboloidi omofocali. Per ogni sistema di
valori delle x, y, z quest'equazione ammette tre radici reali H,, I, H, le
quali, supponendo 4 — B>0, sono cosi distribuite:

H <—A<H,<—B<H,.

Le coordinate #, y, 2 si esprimono in funzione di queste radici mediante le
formole

e (A+ H)(A -+ H) (A -+ Hs)
v= A—D)} ’
o4 (B4 H)(B - H:) (B Hs)
y'=-+ A—B) ’ (14)a
WA HAH
Z = 25

Dalla relazione (11), e dalla proposizione precedentemente dimostrata risulta
che i tre momenti principali d’inerzia relativi ad un punto qualunque (z, y, 2)
dello spazio sono dati dall’equazione

x? y? __C—TI
DY Py Sy sy S (14

e che i corrispondenti assi principali sono normali ai tre paraboloidi omofocali
(14) che passano per quel punto e che sono individuati dai tre valori di I
legati, mercé la relazione (11);, alle tre radici I dell’ equazione (14).
Vi sono piani pei quali & H=0, e sono i piani tangenti del paraboloide
rappresentato dalle due equazioni reciproche
AX¥+ B+ Cv*+420pv=0,
2t g2 C+2ds (15)
AT T

Questo paraboloide (reale) & 'immagine geometrica del sistema, giusta i ricor-
dati concetti di Reye e di Hesss.
Cosi vi sono rette per le quali 8 I=0, cioé per le quali il momento d’i-
nerzia del sistema & nullo, e queste rette, designandone con (z, ¥, 2) un punto
Annali di Matematica, tomo X. 33
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qualunque e con A, u, v i coseni di direzione, sono comprese nell’equazione
A 4- B4 Cvr + 200z +-py +ve)y—202=0,
che rappresenta un complesso speciale di 2° grado.
L’ equazione
A+ B+ Cvr 420000+ py +v2)v=0
rappresenta il cono quadrico inviluppato dai piani che passano per il punto
(r, 9, 2) e pei quali & H=0. Quando 2=0 questo cono, in virtl della rela-
zione 4+ B+ C=0, possiede infinite terne ortogonali di piani tangenti. Vi
& dunque una triplice infinitd di terne ortogomali, coll’origine nel piano cen-

trale, per le quali &
Ima?=Jmb*= IJmc*=0
e per i di cui assi sono quindi nulli i momenti d’'inerzia.

Senza insistere di pill su queste proprietd, e senza citarne molte altre dello
stesso genere che si potrebbero dedurre con eguale facilita, passiamo subito,
per terminare, alle quaterne di masse che possono surrogare il sistema rispetto
al momenti linearl ed ai momenti d’inerzia.

Sieno m;, ai, b;y c; (=1, 2, 3, 4) le masse e le coordinate di quattro
punti, e pongasi

Em¢-=0, Emiai=0, zmibi=07 Emici:a?

Imzai=A4, Ym:bi=DB), IYmici=A' (16)
Zmibici= 0, Emiciai=0, Emiaib,-=0
dove
A'=F¥ma*=—ImB*+c*)=—A4, ecc.

Soddisfatte le condizioni precedenti & soddisfatta anche la

2mi(a; +b54-¢7) =0,
cosicche le quattro masse m; hanno egual asse, egual centro ed eguali momenti
lineari e d’inerzia del sistema fin qui considerato, e la funzione potenziale (5)
di queste masse riesce identica, per ogni punto potenziato (lontano), a quella

del sistema suddetto.
Introducendo due quaterne di variabili

917 92; 637 647
Wi, Wy 03y 27

legate dalle relazioni lineari

b a; ’ﬂf wy -+ b; \/gl wz—l—cz\/’g wy -+ \mio,, (=1, 2, 3, 4 (17)
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& chiaro che, ammesse le equazioni (16), si ha

23
@+ 6+ 6+ =0+ o+ ot \/ W34, (17)a

OI

e che, reciprocamente, ammessa quest’ unica equazione come identicamente
soddisfatta dalle sostituzioni lineari (17), seguono di necessith le relazioni (16)
fra i coefficienti di queste sostituzioni. Ora dalle equazioni (17), in forza di
queste stesse relazioni (16), risulta

ya1v7n19@ = (&)1,

\/A
\/% Stimdi= o,

N (L7
VG, ch\/mt = w3 +W&’43

\Lg—l E\/W’e_ﬁi: Wa.

Formando con questi valori I’espressione costituente il secondo membro della
equazione (17), ovvero I’espressione equivalente

mf+m§+2w3(w3 — w,)-—wg

@
s1 trova
2+‘° +2®3(w3+\/v‘”4)_°’§ \
—Zm‘( az bz ——82361) 6 (17,
rosir(eg h E ),

Dovendo questa espressione essere identicamente eguale, in virth delle rela-
zioni (16) fra i coefficient: delle sostituzioni (17), a

61+ 0+ 6+ 6,
fa d’uopo che fra i coefficienti stessi abbiano pur luogo le relazioni
a? b C+28¢ 1

TtET T W .
aiaj | bhib;  O—+3(e; —1-(*3) (17)a
A + B~ 32
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nella prima delle quali I'indice ¢ ha i quattro valori 1, 2, 3, 4, e nella se-
conda gli indici ¢, j rappresentano una qualunque delle sei combinazioni bi-
narie che si possono formare coi medesimi numeri. E poiché le dieci equa-
zioni (17); traggono alla loro volta con s& I'identitd (17),, & chiaro che le
equazioni stesse sono equipollenti alle (16) donde siamo partiti.

Le sei equazioni del secondo gruppo (17)s esprimono che le quattro masse
m; sono collocate nei quattro vertici d’un tetraedro conjugato alla quadrica (15),
in conformitd all’elegante teorema di Reve. Le quattro equazioni del primo
gruppo determinano le masse che si devono collocare in questi vertici.

Infiniti essendo i tetraedri conjugati al paraboloide (15), si potrebbe cercare
se ne esista alcuno per il quale la riduzione del sistema a quattro masse pre-
senti qualche carattere speciale. Un tale carattere sarebbe, per esempio, la de-
composizione della quaterna di masse in due separati gruppi privi di bari-
centro, decomposizione che avverrebbe quando si avesse separatamente '

my+ my, =0, ms + my=0.

Ma non ci siamo inoltrati in questa ricerca per la seguente ragione: dalla
combinazione delle equazioni (17)g risultano le equazioni del tipo

(ai—aj) | (’%;bﬁ?:_( L L),

A mi | mj

e quindi, nel caso che sia m; +m; =0,

(ai—aj® | (bi—0bj)®

A + B 0.

Ora una tal equazione non pud essere soddisfatta da coordinate reali se non
nel caso in cui 4 e B abbiano segno contrario. Quindi I'esistenza di quaterne
cosl fatte, allo stato reale, non si pud verificare in ogni caso.

Ammettendo certe simmetrie nel sistema, per le quali si annullano i termini
del secondo gruppo nell’espressione (5), e protraendo I'approssimazione fino al
gruppo successivo, il sistema pud essere rappresentato da due soli punti, o
poli, come ha mostrato Rircke (Annali di Poaeexporrr, 1872).

Pavia, 10 febbrajo 1882.
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Aggiunte a recenti lavori
dei sig.’ Weierstrass e Mittag-Lefiler
sulle funzioni di una variabile complessa.

(Di F. Casorati, a Pavia.)

§ 1.

Il 20 dell’ora scorso febbrajo inviava al sig. Hermite un articolo sulle fun-
zioni affette da una infinitd di singolaritd essenziali, con preghiera di comu-
nicarlo, ove gli fosse parso opportuno, all’Accademia delle scienze di Parigi.
L’illustre Matematico, con I’abituale sua cortesia ed affabilitd, rispondevami
subito, che, nell’ estensione dell’idea del sig. Mirrae-LerrrEr e del procedimento
del sig. WeigrsTrAss alla costruzione di funzioni uniformi affette da una infinita
di punti singolari essenziali, era stato prevenuto dal sig. Mirrae-LerrLEr mede-
simo, di cui avrei trovato la comunicazione all’ Accademia suddetta nel Compte-
rendu del 13 febbrajo.

Siccome perd al principio dell’articolo ed anche in seguito faceva allusione
ad un’estensione dell’idea e del procedimento su mentovati maggiore di quella
che ora vedo esposta dal chiarissimo professore di Helsingfors (*), cosi stimo
conveniente di pubblicare egualmente il mio articolo, prendendone occasione
per svolgere un po’ pilt le cose alle quali in esso aveva puramente alluso.

Ecco anzitutto 1’articolo.

L’idée développée par M. Mirrae-Lrrrier, de construire, par I'addition de
fractions rationnelles convenablement modifiées, une fonction uniforme qui de-
vienne infinie comme chacune de ces fractions (**), peut éére généralisée, c’est-

(*) Nel detto Compte-rendu testd pervenutomi.
(**) La difficulté de la langue m’empéchant d’étudier directement les publications de

M. Miurrac-LEFFLER 3 ce propos, je dois avertir que je me connais ces publications que
par ce qu'en ont écrit MM, WEiersTrAsS, Dixt et HErMiTE dans les Notes suivantes:
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a-dire, appliquée & la formation d'une grande variété de fonctions, uniformes
ou non, qui dans le voisinage de points d’une suite donnée se comportent
comme des fonctions (n’importe si transcendantes, uniformes ou non, etc.) don-
nées pour chacun de ces points.

En particulier, elle me parait aussi immédiatement applicable & la constru-
ction de fonctions uniformes ayant un nombre infini de ces singularités essen-
tielles, dont M. WEiersTrASS a considéré un nombre fini dans son Mémoire: Zur
Theorie der eindeutigen analytischen Functionen (*). C'est ce que je vous
demande la permission d’expliquer plus particuliérement dans cette communi-
cation.

A fin que le nombre des points singuliers essentiels pour une fonction d’une
variabile 2 soit infini, il faut que ces points se succedent & des distances qui
décroissent indéfiniment lorsqu’on §'approche de certains lieux, ou plus parti-
culierement, de certains points sur la sphere 2z (**). Ces points limites pour-
ront étre dits essentiellement singuliers de seconde espéce, en appelant de pre-
miére espéce ceux qui sont considérés dans les travaux cités ci-dessus.

Contentons nous, & présent, d’envisager le cas le plus simple, celui ol la
fonction a une seule singularité essentielle de seconde espéce. Par un change-
ment de variable on peut faire tomber cette singularité ol I'on veut sur la
sphere de la variable; je la supposerai dans le point z=oco. Alors on peut
toujours concevoir les points

€1, Cay Cayere 4 1)
ol tombent les singularités de premidre esptee, rangés de manidre & avoir (***)

el <lel<|&l<..., Limle,)=cc. 2)

NnN=0o0

Maintenant je veux me limiter encore plus, en envisageant exclusivement

Ueber cinen functionentheoretischen Satz des Herrn Mittag-Leffler, dans le Monatsbericht
de I’Acad. de Berlin, b Aott 1880; Alcuni teoremi sulle funzioni di una variabile complessa,
dans I'ouvrage dédié a la memoire de D. Crrvrivt; Sur quelques points de la théorie des
fonctions, dans le tome XII des Acta Societatis scientiarum Fennicw, et dans le tome XC
du Journal de BorcHARDT.

(*) Paru dans les Abhandl. de I'’Acad. de Berlin pour 'année 1876, et dont M. Picarp
a publié une traduction francaise dans le tome VIII (1879) des Annales de 'Ecole Norm.
Superieure.

(**¥) C’est-a-dire sur le lieu représentatif des valeurs de z, congu, pour p]us de clarté,
dans ce moment, en forme de sphére de rayon fini.
(***) M. WEIERSTRASS désigne par le signe |a| le module de a.
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les fonctions qui n’ont aucun infini (*). Une quelconque F'(2) de ces fonctions
doit donc se comporter réguliérement (**) dans le voisinage de tout point dé-
terminé qui n’appartient pas & la suite (1).

Dans le voisinage d’un point ¢, de cette suite, on sait, par le théoréme de
Lavuresr, que F'(2) pourra s’exprimer par une série de puissances entieres po-
sitives et négatives de 2—c,. Mais la somme des puissances positives se com-
portant régulierement, c’est la somme des puissances négatives qui exprime la
maniére dont la fonction se comporte lorsque la variable s’approche du point
¢y, et caractérise, pour ainsi dire, la singularité de la fonction en ce point (***).
Cette somme serait, comme on sait, composée d'un nombre limité de termes,
sl F'(2) avait un infini dans le point; mais, sile point est essentiellement sin-

. Dans

gulier, elle est une série, convergente pour toute valeur finie de

— Cy

tous les cas, on peut I'exprimer par G(ﬁ), en désignant systématiquement,
comme fait M. WEemrsTRASS, par G(f) une fonction entitre, rationnelle ou tran-
scendante, de ©.

Il existera donc pour chaque fonction F'(2), de la classe que nous voulons
maintenant considérer, une suite de fonctions transcendantes G

&(1), @(‘), @(1}m
g— 0 g— C2 Z—C3

ayant la propriété que la différence

F@—&(])

:/"—Cy

restera réguliere dans le voisinage de 2=¢, (v=1, 2, 3,...).

Ces choses rappelées, il se présente naturellement, pour cette classe de fon-
ctions, la question analogue de celle resolue par M. Mirrac-Lerrrer. Clest-a-
dire la question suivante.

LEtant données une suite infinie de quantités

e, Csy Cayern

(*) C’est-d-dire, qui n’ont aucun point singulier non essentiel, suivant la locution de
M. WEIERSTRASS.

(**) Mémoire cité de M. Weierstrass, pag. 111 de la traduction.

(***) Voir & ce propos le chap. III de la section IV de ma Teorica delle funzioni di
variabili complesse. Pavia, 1868. J'y avais nommé une discontinuilé ce que M. WEIERSTRASS
dit une singularité essentielle.
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.

rangées d'aprés les conditions (2), et une suite corréspondante de fonctions

=) el=e) o= o

JSormer une série absolument et uniformément convergente, dont les termes ne
différent de ceux de cette derniére suite que par des fonctions entiéres ration-
nelles de z.

Une telle série établira ’existence d’une fonetion uniforme qui sera réguliere
pour toute valeur déterminée de z qui n’appartient pas & la suite (1), pendant
que dans chacun des points de cette suite elle aura une singularité essentielle
de premiére espece, exprimée par la fonction G corréspondante, et qu'elle aura
enfin une singularité essentielle de seconde espéece dans le point z=oc.

Et ce qu’il m’importe aussi, maintenant, de faire remarquer c’est que la série
me parait pouvoir é&tre formée tout simplement par le méme procédé indiqué
par M. WziersTrass dans sa Note sur le théoreme de M. Mirrae-LerrLEr; pro-
¢édé qui me semble d’une portée trés-étendue, si, comme j'ai déja dit de I'idée
fondamentale de M. Mirraa-LerrLer, on congoit de Uappliquer, non exclusive-
ment & des suites de jfonctions rationnelles, mais encore & des suites de fon-
ctions d’autre nature. Pour notre cas, c’est-d-dire pour former la série corré-
spondante & la suite (3), on n’aura qu’a appliquer, sans aucune autre consi-
dération, le procédé a cette suite comme M. Wemrrstrass 1'a appliqué & la
suite de M. Mirrae-Lerrier (¥)

f1(2), f2(2), f3(2)y-ee - (4)

Et, en effet, ce qui est nécessaire de supposer dans ces fonctions f;,, pour
en tirer avec ce procédé une série qui exprime une fonction uniforme se com-
portant comme £, dans le voisinage di a,, et se comportant régulierement pour
toute valeur de 2z qui n’appartient pas a la suite

@y, as, Azyere

c’est, si je ne me trompe, que f, (v=1, 2, 3,...) soit elle-méme réguliere pour
toute valeur de z différente de a,, et que ces grandeurs a, puissent étre ran-
gées de manitre & satisfaire les conditions

[01|§|a2|§|d3|§... ) Limlanlzm.

N=0

Car, ces propriétés ayant lieu, les fonctions (4) admettraient toujours (quelque

(*) WeiErstrass: Note citée, pag. 4.
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fat, du reste, leur nature particuli¢re, rationnelle ou non), chacune, un dévelop-
pement suivant les puissances entidres positives de z; et pour f, ce développe-
ment serait convergent pour tout point & I'intérieur du cercle qui a O pour
centre et |a,| pour rayon.

Or, nos fonctions (3) sont précisément régulitres pour toute valeur de 2, &
I'exception des valeurs ¢,, ¢s,... respectivement pour Gy, Gs,...; et ces valeurs
singulieres satisfont aux mémes conditions (2) que les quantités @y, @.,.... La
fonction G, se développera en une série de la forme

¢ 25) = S a0 )
p=0

Z—0Cy

convergente & 1’intérieur du cercle de rayon le,l.
Done, ayant pris, comme fait M. WemrsTrass, une série de quantités po-
sitives
€1, €2, €3y00s
dont la somme soit finie, et une autre quantité ¢ positive et plus petite que 1,
on pourra former une série de la nature demandée

Ele(=)-re) ©

en prenant pour P, la somme des m, premiers termes de la série (5), pourvu
que 7, soit assez grand pour que le module de la somme des termes restants
de cette série soit plus petit que e, pour toute valeur de z satisfaisant la con-
dition |2|<ele,l.

Et maintenant je crois devoir terminer, me paraissant avoir atteint suffisam-
ment le but d'indiquer une manijére d’établir pour les fonctions & un nombre
infini de points singuliers essentiels plusieurs propositions fondamentales ana-
logues de celles qu'on a établi pour le cas d’'un nombre fini de ces points.

§ 2.

11 progresso compiutosi ultimamente nella teorica generale delle funzioni uni-
formi si fonda sui due teoremi seguenti: '
1.° I1 teorema del sig. WrmErstrass, che afferma 1 esistenza ed insegna
un modo di costruire, in forma di prodotto infinito, una funzione intera che
si annulli in una infinitd di punti, soggetti alla sola limitazione che in ogni
porzione finita del piano della variabile ne cada un numero finito.
Annali di Matematica, tomo X. 34
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2.° 11 teorema del sig. Mirrac-LerFrer, che dimostra come si possa sem-
pre formare, con una successione illimitata di funzioni raziomali f,, f;, fs,...,
una serie convergente

[fi—P]+ i P+ [fi— P] 4

sottraendo da ciascuna funzione f una conveniente funzione razionale intera
P; la qual serie viene a stabilire I’esistenza di una funzione che diventa in-
finita dove e come ciascuna delle date funzioni f, che ha all’infinito una sin-
golaritd essenziale, e che dappertutto altrove si comporta regolarmente.

Ora, dunque, osservo, conformemente a cid che scriveva nell’articolo prece-
dente, che, se si generalizza I'idea del sig. Mirtae-Lerrrer, vale a dire, se si
Jorma il pensiero di costituire delle serie convergenti con successioni di fun-
zioni anche non razionali, sottraendo da ciascuna di queste un’opportuna fun-
zione che non ne alteri quel carattere che si vuol conservare nella somma
della serie; si viene in possesso di un metodo di assai grande portata, sia per
costruire effettivamente funzioni che abbiano a presentare un dato complesso di
caratteri o singolaritd, come per stabilire importanti proposizioni.

Ad esempio, stimo opportuno di notare, che, nel campo delle funzioni uni-
formi, esso ci dard subito anche il teorema del sig. Wrierstrass; il quale,
pertanto, si potrd d’ora innanzi riguardare come conseguenza del teorema del
sig. Mirrae-LerrrEr generalizzato.

Il procedimento semplicissimo, col quale il sig. WriErsTRASS, nella Nota del
5 agosto 1880, dimostra il teorema del sig. Mirrag-Lerrrer, conduce assai
facilmente alla generalizzazione in discorso. Basta farsi la domanda: quali
proprietd & strettamente necessario di supporre nelle funzioni f,(2), f:(2),
f3(2),... per poter loro applicare questo procedimento?

Ecco pertanto in quali termini presentavo la generalizzazione del teorema
del sig. Mirrag-Lerrier nelle mie lezioni all’ Universith di Pavia (*).

Trorema A. Si imagini data una serie di funzioni della variabile z.
Ciascuna di esse potrd ammettere pit valori, anche una infinite di valors,
per ogni valore di z. Comunque sia, se ne scelga uno per ciascuna, corrispons
dente ad un walore iniziale di z; e, facendo partire z da questo punto-valor
iniziale, si sequiti a prendere per ciascuna funzione quel nuovo valore che
succede con continuitt al gia preso. Cost facendo, dalla data serie di funzioni

(*) Nel corrente semestre jemale di Analisi Superiore.
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scaturird una serie di rami delle medesime che significheremo con

£, @), fE)....

Cid premesso, supponiamo che le funzioni date e ¢ valor: iniziali presi sieno
tali che questi rami si possano esprimere ciascuno con una Sserie di potenze
intere e positive di z, rispettivamente entro cerchi i cui raggi

Piy Py Fzgees
soddisfacciano le condizions (*)

rn<r<rn<.., Limr,=oc.

Nn=o0

Allora, sottraendo da ciascuna funzione f, la somma

m,—1 )
— 0) Hp
P,=3Y Az
p=0

composta di conveniente numero finito m, di primi termini dello sviluppo
e
fo =F§0 A(;) 2"
st potra formare la serie

[fi(e) = Pi(@)] -+ [fo () — P2 ()] + [fs (&) — Ps ()] - - -

convergente incondizionatamente ed in equal grado in ogni porzione finita del
piano z, da cut sieno esclusi certi luoghi, singolari per le funzioni f,.
Per la dimostrazione basta ripetere rispetto a queste funzioni f, ¢id che il
sig. WeiersTrass disse riguardo alle funzioni f, del sig. Mirras-LErrLEr.
Parendomi opportuno di dare almeno un esempio di applicazione dell’ enun-
ciato teorema, sceglierd 1’esempio semplicissimo, dianzi citato, che si traduce

(*) Ben s’intende che per f5 il raggio del cerchio sia 7, mentre il centro & sempre in z2=0.
Se le funzioni fossero, per es., le seguenti

2 dz
=)
a, a;
0

allora f, sarebbe esprimibile con una serie di potenze intere e positive di z entro il cer-
chio avente per raggio il minore dei due moduli

(=1, 2, 3,...)

Qy
'F-

las],
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nel teorema del sig. WeiErsTrAss; esempio che e¢i da anche occasione di os-
servare come la costruzione di funzioni in forma di prodotti infiniti venga a
schierarsi tra le applicazioni di esso teorema A.

Pertanto, cominciamo a riflettere, che, posto

‘Dm=?1'({’2"' Pm )
la somma

logg, 4 1logg. 4+ +10g ¢m

sard sempre uno fra i logaritmi di ®,, comunque sieno stati scelti, fra tutti
i possibili, 1 valori dei logaritmi che entrano in essa somma; e che, recipro-
camente, comunque sieno stati presi i logaritmi di @, e di 91, ¢zy.ery Pm_y,
si troverd sempre un logaritmo di ¢, pel quale sussista la eguaglianza

log®,,=1logo,+1logg, +---+logom.

Da queste proprieta scende affatto chiaramente, che la convergenza di una
serie di particolari logaritmi dei fattori ¢, trae seco la convergenza di ®,,; e
che, reciprocamente, la convergenza di ®,, trae seco quella di una serie di
logaritmi dei suddetti fattori; logaritmi che si possono supporre scelti succes-
sivamente uno dopo !'altro come s’& detto di quello di ¢, per modo che sus-
gista la precedente eguaglianza per ogni valore di s, comunque s'intenda
scelto il logaritmo di @,, (*).

Veniamo ormai all’esempio. La serie delle funzioni date sia la seguente

14 Z 2
log(l—;), log(l—u—z), log(l——g),---

Come valori iniziali di questi logaritmi, corrispondenti al valor iniziale 0 di 2,
scegliamo per tutti il valor 0. Allora, i rami che ne scaturiscono saranno dap-

prima i logaritmi principalé (**). Il ramo che scaturird dalla funzione log (l——z—)

ay

. . . . . . 2
non potrd cessare di essere il logaritmo principale di 1—(;— finché 2 non esca
v

dal cerchio di raggio |a,!, ed entro questo cerchio esso ramo sard esprimibile
(*) Non credo affatto superflue queste osservazioni e quelle che sto per fare su log(l — 5),

sapendo, come, per non trovare sempre abbastanza precisato quale valore per ciascun loga-

ritmo s’intenda preso in considerazione, molti si disgustino dell’uso dei logaritmi e li evitino

nei loro procedimenti, con non lieve scapito, talvolta, della brevitd e della spontaneita.
(**) Cfr. mia Teorica su citata, pag. 165.
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colla serie (*)

2 l.e')2 1(2}
ay 2 \ay 3 \ay

In questo caso adunque i raggi 7, ¢, 73,... sono rispettivamente i moduli di
ai, 0z, @,..., pei quali ammettiamo appunto le condizioni

la <lal<lasl<... , Lim|a, | = .

HN=00 -

Epperd, prendendo

m

v 1 ,Z o
ro-3 ()

potremo formare la serie
)= 3 [log(l — ai) + Pv(z)]
v=1 v

convergente incondizionatamente e in egual grado in ogni porzione finita del
piano 2, da cui sieno esclusi i punti @,. Questa serie esprimerd una funzione
F(2) non uniforme, potendo essa ricevere valori diversi al ritornare di 2 in uno
stesso punto, se z abbia girato intorno a qualcuno dei punti a, (**). Questi va-
lori perd non potranno differire tra loro che per multipli interi di 2=¢; laonde
F(z)
e

cioé il prodotto infinito
i (1- 2

v=1 Q

avra un solo valore per ogni valore di 2. La sua convergenza ha pure luogo,
ben s’intende, incondizionatamente e in egual grado, come per F. Cosl resta
dimostrato il teorema del sig. WriERsTRASS (F*¥).

(*) Cfr. mia Teorica sudd., § 73.

(**) Comunque vogliasi imaginare foggiata la suddetta porzione di piano 2, che chiamerd
S, la serie si potrd sempre distinguere in una prima parte, composta di un numero finito
de’suoi primi termini, ed in una seconda parte composta della infinith dei termini corri-
spondenti ai punti @, che distano dal punto O pilt di qualsiasi punto di S. Sara la prima
parte soltanto che potrd ricevere valori diversi al ritornare di # in uno stesso punto per
cammini sempre contenuti in S,

(***) Anche il sig. Diny, nella sua Nota sopra citata, dimostra questo teorema, riducendo
lo studio del prodotto infinito a quello della serie dei logaritmi dei fattori; riduzione di eui
s'era gia valso felicemente, per il caso di distribuzione degli zeri a distanze non mai minori
di una quantitd fissa d, il sig. Bertr nella Introduzione della sua Monografia delle funzioni
elittiche (Annali di Matematica, Tomo III, Roma, 1860), dove procede assai pilt olire di
Gauss nella via che mena al teorema del sig. WEIERSTRASS.
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Prendendo la serie delle derivate

3 [= + 20

y=1L%—Qy

ad esprimere la derivata di F'(2), la moltiplicazione di essa per e ® sommi-

nistrerd la derivata del prodotto.

§ 3.

Relativamente alle funzioni affette da una infinitd di singolaritd essenziali,
considererd adesso il caso in cui vi sieno anche infiniti.

1 sig. WeiERsTRASS esprimeva, nella sua Memoria sopra citata, una funzione
affetta da un numero finito » di singolarith con la formola

< 1
3 G( ) ()
ed esprimeva con quest’altra formola

2 Fiz; o)

=1

nella Nota del 5 agosto 1880, una funzione affetta da un numero finito » di
singolaritd essenziali; dove F'(z; ¢) significa funzione uniforme avente una
sola singolaritd essenziale, nel punto ¢, ed un numero qualunque, finito o no,
di infiniti. Una siffatta funzione F'(z; ¢) pud esprimersi mediante il rapporto

di due funzioni intere di ——, °osl che la formola precedente equivale alla

oty
n "\e—aey) -
)‘Z‘l G()Z) ( 1 ) ’ (8)

seguente

z2—0)
che & pil direttamente significativa, siccome formata immediatamente coi sim-
boli G.

L’articolo del sig. Mirrae-Lerrer nel Compte-rendu del 13 febbrajo ed il
mio § 1 si riferiscono (¥) alla formola (7) per » infinito. Ora estenderd la for-
mola (8) a comprendere anche il caso di una infinitd di punti c;.

(*) Dico si riferiscono e non stabiliscono la formola (7) per ragioni che si leggono nella
18 delle Osservazioni poste alla fine di questo paragrafo.
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Data una serie di funzioni

alz)  orls)
— 04 — C2
H LA
(2) 1 (2, 1
G (z—u G g—C2

dove i punti ¢, soddisfacciano alle solite condizioni (2), e dove ciascun deno-

minatore
1
(2)
6t (;5)

non diventi zero che per valori di 2 i cui moduli crescano all’infinito con 2;
il teorema A ci dice subito, anche qul, che si pud sempre formare una serie

convergente
G(i) 1
‘e y Z—0e)

A§1 G (__1_)

— Pi(2)
Z—C)

prendendo per P, opportuno numero finito 7, di primi termini dello sviluppo di
1) 1
Gl (z—cz)
ef_1
o (=)

secondo le potenze intere positive di z, sviluppo che sard valido in un cerchio
il cui raggio crescerd all’infinito con A.
Osserviamo inoltre che la funzione

()

avendo un solo punto singolare essenziale, cioé ¢, pud anche venire espressa

col solo rapporto di due funzioni intere di - Percid, la serie precedente

si pud anche immaginare scritta nella forma

ol
& _\e—oa
'Aél G 1

A —0

x

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



272 . Casorati: Aggiunte a recenti lavor:

Ma passiamo alla proposizione che dird reciproca e che & veramente 1'ana-
loga della testé citata del sig. WEIERSTRASS,

Sia dunque F'(z) una funzione uniforme, la quale, oltre di avere le singo-
laritd essenziali nei punti

Ci, (:2, 037...
distribuiti secondo le solite condizioni (2), sia infinita in una infinith di posti
le cui distanze diminuiscano indefinitamente coll’avvicinarsi ai punti ¢ (¥). Se
quei posti sieno distribuiti in serie
(¢V] ) 1)
a,’, a,’ ay...
(2 i
a;2)7 a2,7 a327"' )

relative ciascuna ad uno dei punti ¢y, per modo che, non soltanto riesca

o —e|>]a) —¢|>]a) —¢|>...,  Lim|[a?)—¢|=0
yY=00

ma riesca altresl, qualunque sia v,

Lim|a{)| = 0o
r=00

basterd seguire senz’altro il ragionamento della pag. 12 della suddetta Nota
del sig. WemErsTRASS, per giungere al risultato voluto.

Infatti, si determini la funzione F'®(2), con l'unico punto singolare essen-
ziale ¢y, per modo che diventi infinita come la F'(2), ma soltanto nei posti

¥ X 8]
R O G

mantenendosi dappertutto altrove regolare. Questa funzione si potrad esprimere
con una serie di potenze intere e positive di 2 entro un cerchio di centro z2=0
e di raggio 7, che soddisfaceia la condizione

n<|a’|

per tutti i valori di ». Epperd, ritenendo i successivi raggi 7,, #,, 75,... presi

(*) Io suppongo, per semplicitdh di discorso, che cid avvenga rispetto a tutti i punti ¢i.
Sono subito viste le semplificazioni che hanno luogo quando una parte dei punti c) sieno
affatto separati dai posti degli infiniti.
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in modo da soddisfare la condizione

Limr) = o,

r=00

potremo formare, come insegna il teorema A, la serie convergente
MLORSACIE
A=1 .

avente la proprietd che la differenza

F(i)— $1FO () — P

rimanga finita in tutti i punti o, distinti dai c;. Questa differenza non avra
dunque altri punti singolari fuorché i ¢), e quindi si potrd esprimere colla for-
mola (6). Cioé si potra porre (*)

FEe—EF0e@—bEl=36(

)— Qx(z)],

intendendo con Q) (2) il solito polinomio che va sottratto da Gh. Da qul segue

Z—C)

o

F@=$[Fo@+ 6 25) - Pe—-06)|

=1

1

Z-=0C)

=P — 0:2)

/

PO+ G

¢ funzione uniforme avente un solo punto singolare essenziale, ¢, e si pud
quindi rappresentare con
1
G(}\i)(
z2—0)

2) 1
& (Z—cx)

La espressione di F(z) si pud dunque scrivere nella forma preannunziata

F@=i§&;%- )

=1 G(f( 1
Z2—C)

(*) Cfr. la vegnente Osservazione 12,

Annali di Matematice, tomo X. 35
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Questa & proprio affatto simile alla (8); mentre nella serie (6) il termine

G,( ! )—P,
Z2—Cy

non & come in (7) funzione intera di

- Esso & quoziente di due funzioni

— Wy

intere, per I'una delle quali si pud prendere la potenza di ! p d’ esponente

Z—
eguale al grado di P,.

Osservazione 1%. Per verita, la proposizione esposta distesamente nel mio
articolo al sig. Hermite (§ 1) & quella che insegna a costruire una funzione,

data che sia una serie di funzioni G

G,( ! ) Gg( ! ) Gs( ! )
Gd—=C Z—Ce Z2-—2C3

esprimenti i modi secondo cui la funzione deve comportarsi intorno ai punti
€1y C2y Csy... . Invece, la proposizione, che dianzi invocai, & la reciproca, cioé
quella affermante, che, qualsiasi funzione affetta da singolariti nei punti c,,
C2y C3y... , € dappertutto altrove regolare, si pud esprimere colla formola

& 1

3lel=5)-ra)
In esso articolo perd accennavo a quanto occorre per dimostrare questa pro-
posizione.
" Ed invero, osservo che, una volta stabilito il teorema A (*), la sola diffi-
coltdh a superarsi per giungere e alla proposizione reciproca ora enunciata, e
alle analoghe proposizioni relative ad altre specie di funzioni affeite da mag-
gior complicazione di singolarita, consiste nel dimostrare che nell’intorno delle
sue singolaritd la funzione proposta si comporta come quelle espressioni (G, o
quozienti di G, od altro) per mezzo della cui somma si tratta di rappresen-
tarla. Perocche, dimostrato cid, il teorema A, che suppongo applicabile alle
dette espressioni, insegnera a formare con le medesime una serie, dalla quale
la funzione proposta non potra differire che per un’altra funzione di natura
pitt semplice, perché regolare, dove la funzione proposta e la serie hanno sin-
golaritd identiche tra lore.

L’illustre Matematico di Berlino, nella Memoria pilt volte citata, s’'& proposto

(*) Ossia concepita la generalizzazione dell’idea del sig. Mirrac-LerrLER, alla quale allu-
devo nelle prime righe del mio articolo.
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di vincere la detta difficoltd, pel caso di funzioni aventi numero finito di punti
singolari essenziali (¢, ¢;,..., ¢y), senza ricorrere al metodo generale offertoct
dalla teorica delle funzioni di una variabile complessa. E vi & riuscito col
lemma del § 4.

Ma per quando questi punti sieno in numero infinito, pure ristringendoci alle
pit semplici distribuzioni dei medesimi, non sono stati imaginati, ch’io sappia,
altri modi particolari di superare la difficoltd, e bisogna ricorrere al detto me-
todo generale (*), basato sul celebre teorema che mi piace di qui ricordare (**).

Trorema B. Il valore di una funzione uniforme w(z) nel punto z, cor-
rente in un campo S, si pud esprimere coll’ integrale
1 [w)dz
preso lungo il contorno di S e lungo linee circondanti ogni singolariti o si-
stema di singolaritl per essa funzione.

Nel caso particolare del § 1, prendendo per S una corona circolare di centro
¢,, nella quale non cadano altri punti singolari della F’, se ne conchiuderd su-
bito che la F' si comporta intorno a ¢, come una G(—Zic")- E questo appunto
che intendevo significare nel detto paragrafo invocando il teorema di Liauvresr
col commenti che ebbi a farne nel Cap. III della Sez. IV della mia Teorica
delle funz. di var. complesse (***). Dimostrato cosi, che per ogni data fun-
zione F, della classe in parola, esiste una serie di funzioni G, tali che F— @,
rimane regolare nell’intorno di ¢,; il teorema A somministra la serie

Slol=)-]

dalla quale la F' non pud differire che per una funzione della natura G (2).
Epperd se ne conchiude la proposizione voluta, cioé

F(z)=i[a,( ! )—Qv(z)],

v=1 =0

dove @, significa funzione razionale intera, ossia la P, aumentata di qualche
termine di G(z).

(*) 1l quale, del resto, mi sembra di una generalith e feconditd molto superiore al pro-
fitto che finora se n’é cavato. ’

(**) Cfr. il Cap. III della Sez. IV della mia Teorica su citata.

(***) Cfr., piu particolarmente a questo proposito, il § 90 di essa Teorica.
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Osservazione 2% Questa medesima formola (9) vale anche pel caso in cui
il punto singolare di 2 specie non sia all’infinito, ma nel finito. In altre pa-
role, imaginando una funzione affetta da singolaritd essenziali nei punti ¢; or-
dinati secondo le condizioni
' le,—el>les—cl >... Lime,=ce,
=0
dove ¢ significa una grandezza finita qualsivoglia, si potrd sempre assumere
come espressione di essa funzione, qualunque sia il numero e la distribuzione
de’suoi infiniti, la seguenle
)
ﬁ _\f=as

- 1
I=1 Gr)z)(z—c)‘)

§ 4.

Tutte le funzioni uniformi sinora considerate si possono esprimere colla for-

mola (¥*)
s‘ 2—Cy

sk 1 ?
v G(Zl
(=)

composta di tanti termini quanti sono i punti singolari essenziali della fun-
zione (**). Si pud dunque dire che i quozienti di due G

G(il( 1 )
g—Cc
G(ZJ( 1 )

Z—C

sono gli elementi costitutivi di tutte queste funzioni.
Ora aggiungo che questo loro carattere si conserva anche per distribuzioni
di punti singolari di mano in mano piu complicate.

(*) 8’intende che le diverse G' possano essere si razionali (anche costanti) che trascendenti.

(**) Cfr. la prima nota della pag. 442 e le linee 17 a 22 della pag. 440 della mia Teorica
suddetta,
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A confermare almeno per un caso quest’asserzione, considererd funzioni che
devano presentare una infinitd di punti singolari di 2 specie

Ciy Cs9 Cayeen s (10)

dei quali sia limite il punto ¢, singolare di. 3" specie.
In tal caso, ogm punto ¢, va pensato come limite della serie di punt1 es-
senziali di 1* specie

0) qy Ci 29 C,3y0+ 3 (11)

ciascuno dei quali potrd alla sua volta essere supposto limite di una serie di
posti d’infiniti, Per esempio, ¢, . potrd supporsi limite della serie di punti

@), 19 @, .2y A, p3yeey (12)
i quali potranno dunque ritenersi soddisfacenti le condizioni

Id),l,u c;,LI>la1,“——c;,L ey Limla;),L,,—cl,L|=0.

=0

Se vogliamo contentarci soltanto della formazione di funzioni di tal specie,
non avremo che a fare un’ovvia applicazione ancora del teorema A.
Infatti, consideriamo la espressione generale

' 1
W
G, ,‘(
g—0Op

fx(z)*—P G)“’,’,,A( 1 )

di una funzione uniforme avente singolaritd essenziali nei punti (11) ed infi-
niti in tutti i punti (12) corrispondenti a u=1, 2, 3,... Questa funzione am-
metterd uno sviluppo secondo le potenze intere positive di 2, se vi sard un
cerchio di centro 2=0 entro cui non cada veruno dei punti testé indicati.
E se il raggio 7, di questo cerchio potrd crescere all’infinito con 2, potremo
applicare a queste funzioni f,, f;, f5,... il teorema A.

Percid, imaginiamo che il punto singolare di 3" specie sia all’infinito (¥),
e che tutti i punti (10), (11), (12) sieno cosl coordinati tra loro che riesca

Lim a).'_‘y,,v =00
I=o0

(*) Come al soli‘o, da questo caso si passa subito all’altro in cui il punto cada nel finito.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



218 Casorati: Aggiunte a recents lavori, ecc.

per tutti i valori di p e v (*). Cid essendo, il massimo cerchio di centro 2=0,
che non racchiude nd singolarith essenziali, n® infiniti di £A(2), ingrandird in-
fatti illimitatamente con ). Dunque, colle funzioni

£, @, (@),

potremo imaginare formata la serie convergente

S @ — P,

k=1

pigliando per P; la somma di opportuno numero m; di primi termini dello
sviluppo di fy secondo le potenze intere e positive di 2. Siccome poi f,— P; &
ancora una funzione della specie fi, la quale si pud concepire espressa, come

gid fi, nella maniera seguente
1
3)
¢ F(=z)

§1 4) L
Ao

&—Gap

?

cosl, sostituendo, otterremo la serie

3 1
3 e —ap
-

L p=1 s 1
&W(Z—Cl .u)

che ci offre, espressa mediante quozienti di @, come volevamo, una funzione
affetta da singolaritd essenziali di 1%, 2* e 3* specie.

b

>
by

Pavia, marzo 1882,

(*) Essendo 4, B, C tre grandezze fissate comunque, se si prende
B B C
c;\:)\A’ CA,#=)\A+?, a),‘ll-,?-:)\A-{__ll—_‘—T,

si avrd uno degli esempi pilt semplici di distribuzione di punti (10), (11), (12) e del loro
coordinamento nel modo qui voluto.
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Espressione di funzioni intere
che in posti dati arbitrariamente
prendono valori prestabiliti. )

(Nota di Paoro Cazzamiea, a Pavia.)

Sapendosi costruire una funzione intera w(2), la quale si annulli in posti
dati arbitrariamente, ma tali perd che in ogni porzione finita di piano z ne
cada sempre un numero finito, & molto facile formare una funzione intera f(2),
che in un siffatto sistema di posti, che :iiremo aiy tgy dgy..., prenda valori pre-
stabiliti f,, fe, f5,... Che una funzione come la f(2) esista, che anzi ve ne sia
una infinitd, cid risulta direttamente dal teorema generale del sig. Mirrae-
Lerrrer: Sulla esistenza di infinite funzioni monodrome, finite e continue in
tutto il piano, che ammettono soltanto infiniti di dati ordini in posti dati (**).
Ma noi qui vogliamo propriamente trovare I'effettiva espressione della f(2), e
costruirla con procedimento analogo a quello che si tiene per la formola di
interpolazione di LiaeraneE, e che ci venne suggerito dalla analogia che le tra-
scendenti intere presentano, come & noto, con le razionali intere. It percid os-
serveremo che questa ricerca si pud, e giova, enunciare proponendosi di co-
~ struire una funzione intera, la quale si annulli nei posti ay, apy.vvy @ty Gugayersy
e nel posto o, diventi 'unitd; perocché si prevede subito che se J; ., fosse una

(*) Per funzione intera intendo, seguendo i sigg. Berri e WEIERSTRASS, una funziome
monodroma finita e continua per tutti i valori della variabile indipendente, e quindi espri-
mibile per mezzo di una serie, costantemente rconvergente, di potenze intere e positive di
essa variabile.

(**) Come fu dimostrato dal sig. Dint nella Memoria intitolata: Alcuni teorems sulle fun-
zioni di una variabile complessa, e stampata nei Collectanea Mathematica in memoriam
Dom. Crenixr. Hoepli, 1881.
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cosiffatta funzione di 2, quella domandata non sarebbe altro che la somma:
f&)= 3 fout,

La formola che insegna a costruire una funzione intera w(2), che divenga
nulla, di primo ordine nel caso nostro, nei posti ay, a;, a3,... [1 quali dunque,
se in numero infinito saranno tali che sia: lim|e,{=00 (*)], & la seguente:

V=00

w(@)=g(2)- ", (**)
in cui w,(2) significa una funzione intera affatto arbitraria; ¢(2) il prodotto
di fattori della forma:
k=p,

z \%

1
2 2 ICE]_ 7‘;(“_\? .
E(E’ p”)z(l_d—y)e b) ( )

e propriamente:
9(@)=II E(aﬁ pv);

e dove p,, pe, Ps,... SONO numeri interi e positivi, scelti in modo, che la somwa:

=68

risulti convergente per qualunque valore finito di z (***¥),
Osserviamo intanto che esistono infinite funzioni w(z) che si annullano nei
o (2)

-
L(;v', py)

tera, la quale si annulla in tutti e soli posti ay, a,, a; .., eccetto in a,.

%‘

y=1

posti considerati; che 1’espressione: rappresenta una funzione in-

(*) Dinoto qui con WriErsTraSS il valore assoluto, o modulo di « , con [x,].

(**) Cfr. Berm: Teorica delle funzioni ellittiche. Annali del Torrouint, vol. III, 1860.
»  WreiersTrass: Zur Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen. Abhan-
dlungen der Berlin. Akad. der Wissenschaften, 1876, § 2.
»  Dini: Memoria citata.
(***) In particolare intendasi: E(f., o) =1-Z,
U'V a")

(*¥**) Cid accade quando si ponga, per es, p,=0, p,=1, p,=2,... p,=v—1,... In

v

particolare poi, se le quantitd «, siano tali, che si possa trovare un numero finito p, pel

[ »
quale la somma: X riesca finita, eid che in molti easi si verifica, si possono pren-

y=1

a")

dere: p,=p,=...=p,=...=p— 1. Ofr. WrikrsTrass, Memoria citata.
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2.

Cid premesso, supponiamo che le quantitd «,, as, as,... siano tutte differenti
fra loro, e per il momento supponiamo altres) che fra esse non sia lo zero; e
disponiamo inoltre gli indici v in maniera che si abbia:

|a9|£|av+1|, =1, 2, 3,...).
Allora, se per mezzo della:

o) =i (2 p)

y=1 Ay

formiamo 'espressione seguente:

ove I'apice indica derivazione rispetto a 2, possiamo facilmente riconoscere:

1.° Che questo secondo membro & una serie convergente incondizionata-
mente, e rappresenta una funzione intera ¢(2) di z;

2.° Che ¢(2) ¢ la derivata di ¢(2) rapporto a z;

3.° Che ¢(2) prende per z=u«, lo stesso valore che il termine:

9() E?'———gi pv} -

;(—v; y 2
Ed invero:
1.° Che ¢(2) non divenga infinita nei posti «,, lo si scorge tosto, osser-

vando che si ha:
N z2\pP,
e 4 5

—_——— e,
zZ oy z
E{—, p 1—=
(“9 p) Oy

viene eliso dal fattore lineare (1—5—), che si trova in

e che 1l fattore

I

1—=

ULy

9(2). Che poi la serie converga incondizionatamente anche per ogni altro va-

lore finito di 2, cid risulta da queste considerazioni. In primo luogo, essendo
Annali di Matematica, tomo X. 36
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¢(2) funzione intera di 2, si potrd sempre fissare una quantitd finita L, tale
che, per tutti i valori di # il cui modulo non superi una grandezza prefissata
I, si abbia: |¢(2)|<<L. E in secondo luogo, la somma:

y=u41|—— % l_i
%y

col crescere di #» ha per limite lo zero; perocché, in causa della ammessa
convergenza incondizionata della serie:
o0

1{2z\p &, 1 [z)\p
> Z(Z) |, la somma Y —Z(Z) I

n=1 v=n+1

si riduce a zero coll'ingrandire di #. E noi possiamo far sempre in modo
che, preso n abbastanza grande ma ancora finito, le quantitd cuis, cnre,...
puperino in valor assoluto quel qualsiasi modulo 2 che si vuol considerare;
di guisa che, detto H il maggiore dei valori assoluti di:

si possa scrivere:

v=n-+1 a'”l_i v=un-}1 Xy \ %y
%y

2 _l_(_j‘Ii<Hil l(z)p,_

2.° Scriviamo adesso la ¢(z) come segue:

4= $ ¢ log (20 1),
e posto:
1= § F10gE(Z )
Shda Xy ')

osserviamo, che, mentre il punto 2z si muove lungo una linea che conduce
da z=0 al punto qualunque 2z, senza mai passare per veruno dei posti «,,
la serie x(2) & convergente incondizionatamente e in egual grado; che cia-
scuno termine di essa & atto alla integrazione; che la serie:

& (¢ d 2
él [ ﬁlogE(Z: py)
0
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lungo la linea sovraccennata & pure convergente, epperd sopra la x(2) si potrd
applicare la regola di integrazione termine per termine, e scrivere:

Z & z d
fﬂz)dz:yélf El——g—logE(fy p,).
1] 0 :

e che in fine &:

fzx (2)dz =log ¢(2) + costante,
0
da cui: )
x(2)=7-log¢(2),
e quindi:

4@ =75 9(6)

3.° Quanto poi a riconoscere che Y(2), ciod dunque ¢'(2), acquista per
Z
.E’ — »

*y

zZ
(o)
Osserveremo perd qui che Iespressione ¢'(«) non & mai nulla, avendo gia
fin da principio supposto che le quantitdh a,, o, as,... siano tutte differenti

fra loro.
Concludendo, possiamo dire che la espressione:

2=ua, lo stesso valore che il termine: ¢(z) » ¢io & ovvio per se.

oE (2 )

v @) E(Z p)

?(Z)E'(f’ pv)ew‘(z)

cp’(a-a)E(“i, pv)e“" =)

e quindi anche la seguente:

& convergente, e per z=a, i riduce all’unitd, mentre in tutti 1 posti rima-
nenti e, dsyeer @y_1, yay... Si annulla. E noi potremo prenderla come espres-
sione di d;a,.

Moltiplicandola allora per f,, indi sommando a tutii i valori di », otterremo
per f(2) la formola:

] RO EPA B
f&)= X fi9s0,= 3 = )
y=1 y=1 @'(av)E(“—v , p»)ew‘(a")
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od anche, posto:
wy(2)

w(2)=9(2)e
la formola:

o e@E (2 )
S 0

la quale fra breve riconosceremo essere convergente per ogni valor finito di 2.

Vi sono dunque, come gid dicevamo in principio, infinite funzioni che sod-
disfanno alle condizioni espresse nel problema da noi proposto: e cid in causa
e dell’anzidetta arbitrarieta della funzione intera w,(2), e della scelta altresi
dei numeri p,. Volendosi perd quella f(z), che nella sua forma si presenta
come la pilt semplice, ed esente dall’arbitrarietd di w,(2), si potrd prendere
w,(2)=0; e si avra allora la formola seguente:

e fre B2 p)
f(z)_éx @’(zv)E(f:, p) ,

@

la quale & affatto analoga a quella di Lacrance per le razionali intere. Le
funzioni E(ai: pv) sono quelle che in (2) tengono il posto, che i fattori lineari

in quella di LaicraneE.
E precisamente: se il numero dei posti a,, as... @m Sia finito, e si domandi
la funzione razionale intera e di grado m—1 che in essi posti acquisti i va-

1(2z\p
oy L\ Ay

qualunque siano i numeri p,, e quindi anche quando si prendano tutti eguali
a zero; e in tal caso speciale si avra:

z 2 y=m 2
E(—, 0):1_5, go(z)=vl='ll(1'—;)

Xy

y=im

lori f, f2)... fm si osserverd che la somma: Y,

v=1

rimane sempre finita
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e la formola (2) si tradurrd nella:

(3)

ciot in quella di LaeranaE.

Per costruire le funzioni elementari E(f—v, 10,.) da porre in (2) & necessario
in prima determinare, come si disse, dei numeri p,, pei quali la somma:
3 l(i)pv
v‘:l %y \&y

Ma ora dobbiamo anche aver riguardo a che riesca convergente la serie in (2).

A tal uopo scriviamo questa formola come segue:

f(2)=v§ fv"P(?«‘)E'(f, pv)—l-Rn, con Ry= Y fv'q)(Z)E'(aiv’ pv).

v=1 (p'(d.,)E(-z—! py) v=n+1 (p'(ot-,)E('i’ pv) ’
%Ly oy

ed osserviamo anzi tutto che, essendo —?;(L funzione intera di 2, si potrd
E(_’ pv)
xy

rimanga finita per ogni valor finito di 2.

sempre fissare una quantitd finita L tale che, finch® |2| rimane minore di una
certa grandezza prefissata I si abbia:

?(2) <L
E(Z,
<)
In secondo luogo, siccome:
k:pv k=p~)
2 5(5) 2 (a)
Az 1 %=1 %y 2 k=1 *, 1 1/ 2z 1/{2z2\p,2
R e S O
oy oy oy %y X\ dy ay\ %y
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e d’altra parte, siccome:

k=p,
s 1
1 k=1k =v-1 [t
o=t ) )
p= '] g
cosl sostituendo s’avrd:
k=zlf’vl ( 2 )k
e
yl— e
® Ay
IRi<L 3 |4= .
v=n-tl s 1
k=1k p=v—
9 * Il E(—3 _pp) H E( ? _py_l_a)
p=1 P e=1 V40

In terzo luogo osserviamo che, avuto riguardo alle condizioni: lim |al= oo,
=0

‘ay_s|=|a,| si potrd sempre prendere, qualunque siano gli espomenti p, ed il

valor finito di 2 che si considera, un valore di » finito abbastanza grande,

perché per v>n sia sempre l«,|>12l, e quindi:

k=p,

*xy

2 \p, k.-i‘l %(Tzv)k
(&)

riesca minore di una quantitd finita M.
Oltre a cid si ha:

=y-—1 \ k

-2
p=1

E siccome il modulo del prodotto:

o=v--1
II E(—? p{;) H-E(—’ pv+c-)

p=1 ®y s=1 “y+

non pud essere inferiore ad una quantitd - finita e diversa dallo zero; e ¢j

N
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pitt potendosi scrivere:

p=1 %e

IR.J<LMN ¥ |~

v=n+1

Or finalmente disponiamo dei numeri p,, ps,... py—y in modo che il modulo
del prodotto II, ora scritto, risulti maggiore, od almeno eguale all’unitd (*);

(*) Cid si pud fare, perché se si pone:

oy .
o~ = Ro(cosw, -+ isenwp)
si ha:
—pp =p % k=p k=p
]‘ ) Pl( EPI chosk»P— zplli‘ k(:os/coul‘>
r= lk k= 17~ ey k=1 k =1k f
e=v—1 p=v—1
‘l H e = H e =—
k=p .
3 Leosto (Rk—R 7)
k;1 e e
p=vy—1
— H e ;
p=1

ed & chiaro che quand’anche il coefficiente dell’ultimo termine della somma:
k=pp 1 2 —%
k£1 % coskw, (RP - RP )
3r .
fosse negativo, ciod quando fosse, ad es., 2mn -+ % < Pprp<<2mn +$ si potra sempre aumen-

tare p, di una, due,... 7, unitd, finchs 4+ 7,) wp si sia trasportato nel quarto o nel primo
Pe C ) ) [2 ) Pp 1 7p) Ve 3 L ric o nel p
quadrante, ossia finché cos(pp -+ 7¢) w, non riesca pit negativo. Lo stesso pud dirsi pel easo

3 . . .
di v, =27m -}-% oppure di w,=2nm + ?n 9 intende poi che, preso |x,| sufficientemente
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k=
Pyi
. . . . . -1k .
e dei numeri p,, Pyi,... in modo che si abbia: |f,|=e (*), e si con-
cludera allora che:

\RJ<LMN 3 (l)hl, ossia: IRn|<LMN(£)n 1
v=n+t+1\" n l—l
7

con n>>1; e da cid poi, facendo crescere n, che R, si riduce a zero.
In modo affatto analogo ragionerebbesi per la convergenza della serie in (1).
Se pertanto diciamo adesso q,, ¢:, ¢s,... i numeri cosi scelti in luogo dei

. . . . . F4 .
corrispondenti p,, Pz, Psy-.-, © costruiamo le funzioni E(“—, q‘.), noi potremo
v
concludere che la serie seguente:

o0 (20 o)
Lo i @

con
0 z
¢(2)= v1'=11E(o(—v > g,,),

sard costantemente convergente; e rappresenterd percid wna funzione intera,
la quale nei posti «,, a5, a3,... prende i valori fi, fz, f3,... come si cercava.

Avevamo pilt sopra escluso il caso che qualcuna delle quantitd «, fosse 2ero;
ma & chiaro che le cose fin qui dette sussistono ancora, quando si consideri
il prodotto z¢(2) in luogo di ¢(2). Ed & facile riconoscere che una funzione
la quale nei posti O, a,, o5,... prende i valori f;, fi, fz,... vien data senz’altro

rande noi possiamo rendere i termini: R,, R,,... epperd anche i termini:
g p 1 gy

(R{’H’”a _R;‘Pr!'“l)‘), (RZZ’:""’z_R;(Pa""Vz)),”.

talmente grandi, che essi diano il proprio segno a ciascuna delle somme da prendersi ri-

spetto a %, e quindi anche tali, che la somma totale da prendersi rispetto a p sia positiva.
k=p

(*) Cid pure & sempre possibile; perocchd la somma 3 v% col creseere di p» pud ren-
=1

dersi maggiore di qualsiasi quantith grande quanto si voglia, e quindi anche di |log /5, che
noi supponiamo finito, finché lo sia ancora v.
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dalla formola:

3} fv-z@(Z)El(j—’ q~»)
o= st Bl )
W EIE(Z g

5.
Poniamo:
s()=1+ 3 w2
r=1
E(ai’ Qv)=1+ “’wbga\z), B (ﬁ, g:)= w‘(k"l_l)b;v-)ylz)
& i=1 i=U
ed infine:
|z
o (2) & () 0 E(Z’ q,) % ()
=1+ X 9%, ¢(2) =3yq'2

e e e e e e ! c‘()") — bg")
| oot = 20 B gl
Uy = b(;) + g:v) b(:) + ggv) CI;) - 3b;v) 42 bgy)g(lv) 4+ b{v) ggv)
? =B 4 g B+ g g | 400300 200 g B g

la f(z) di (4) espressa in serie di potenze come segue:

(%
fler=$ duz*, con = § T
p=0

k=1 9’(7”)

(®)

Come si vede, per lo sviluppo (5) non occorrono che gli sviluppi di E’(—:—-, q~;)7

e di ¢(2) in serie di potenze; perocch® mnoti i coefficenti ax e b} si potranno
Annali di Matematica, tomo X, 37
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facilmente calcolare i coefficenti ¢’ per mezzo delle due serie di relazioni
scritte pilt sopra.
Per esempio, per ¢, ¢/, ¢ avrebbesi:

c(()v\ — bgv)
&) =28 4 b(a,—bY)
o =3 256 (0, — B+ B (4 — 1) — BY) (0, — B
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Sopra la funzione potenziale
in uno spazio di n dimensioni.

(Nota d¢ Avperro Toxetui, @ Roma.)

Quantunque la funzione potenziale negli spazi a pitt dimensioni non sia stata
gtudiata molto distesamente, pure gl’importanti lavori dei sig.! KroNecker (*),
ScrermNe (**) e Bevrramr (***) hanno posto in luce molte sue proprietd ana-
loghe a quelle delle funzioni potenziali logaritmiche e newtoniane. In una
piccola Nota inserita nei resoconti dell’Accademia di Gottinga, partendo da
una formula generale dovuta al sig. Bertramri, io determinai la funzione po-
tenziale in un campo sferico di n dimensioni quando ne fossero dati i valori
sul contorno; nella presente Nota, partendo ancora dalla medesima formula
generale, stabilisco alcune proprietd della funzione potenziale negli spazi ad n
dimensioni a curvatura qualunque prima, e a curvatura nulla poi. In ultimo,
generalizzando un metodo adoperato dal sig. Dixi, cerco di risolvere un pro-
blema speciale per le funzioni potenziali negli spazi piani, determinando la
funzione in un campo sferico, quando al contorno sieno dati i valori della
derivata di primo ordine, o di ordine superiore, presa lungo la normale al
contorno.

Se Ue V sono due funzioni delle variabili #,, %,,..., #» in uno spazio di
n dimensioni a curvatura qualunque, monodrome, finite e continue insieme colle
loro derivate parziali del primo ordine nel campo S,, e sul campo contorno
Sp_y di n—1 dimensioni, e in quel campo esistono pure le derivate parziali
del secondo ordine e sono atte all’integraziome definita, il sig. BerTramr ha

(*) Collectanea Mathematica, in memoriam Dommvict Caerini, 1881.

(**) Nachrichten v. d. K. Gesellschaft d. W. zu Gottingen, 1873.

(***) Sulla teorica dei parametr: differenziali, Memoria dell’Accademia di Scienze di
Bologna, 1869,
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dimostrato che per esse si ha (*)

f(AUV+ VArU)dS, +[V A8, =0 (1)
Sn-l
da cul si deduce anche
[(Uw VAU)dS, +[(U——V )dbn ,=0. (t)
S Sn—1

In queste formule il primo integrale & esteso allo spazio S, di » dimensioni,
il secondo al suo contorno S,_; di »—1 dimensioni; A*V e A*U accennano
i] parametro differenziale del secondo ordine per le funzioni U e V, e

AUV =3, 3, Ape EU (*)

& il parametro intermedio o misto, che si converte nel parametro differenziale
del primo ordine quando le funzioni U e V coincidano; e le A, sono i reci-
proci dei coefficienti a,s dell’elemento lineare

2 s Qs dxr dxs

e, finalmente, le derivate rispetto a p delle funzioni U e ¥V indicano le derivate
prese nella direzione della mormale al contorno S,_;, rivolta verso I'interno
del campo S,.

Ponendo V'=CU, dove C & una costante, la formula (1) sard applicabile
e dard

J‘(AU—I— UAT)dS, +fU'lUdsn_i_o
Sp—y

e quindi, se U, oltre alle condizioni gid poste, soddisfa all’equazione a deri-

vate parziali
AU=0

in tutto Sy, si avra
fAUds +J dUdSn ,=0
Bumt

ed anche, per essere
32

AU=55 e

(*) BeuTrami, Memoria citata.
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dove ds accenna un elemento ortogonale al campo U=cost, e U I'accresci-
mento di U lungo questo elemento (¥),

1(3 )dS —{—fU-—dS =0,

Sn Sn—1

. . AU
Se la funzione U, o la derivata o’ fosse sempre zero sul contorno S,_,
di S,, o in una parte di S,_, fosse U=0 e nell’altra i-q=0, avremmo

dp
S

8

necessariamente

e quindi in tutto Sa

<%
=

AU=0

7]
@
I
<o

OVVero

oU=

Dunque I'acerescimento che subisce la funzione U nel campo S,, lungo ogni
elemento ortogonale ai campi nei quali U= cost, & nullo. Per gli ordinari
spazi a due e a tre dimensioni cid ci permetterebbe di concludere subito che
U & costante in tutto il campo in cui cid si verifica; ma per uno spazio di n
dimensioni a curvatura qualunque, come quello che qui si considera, la cosa
non sembra di assoluta evidenza, e sard quindi utile di dimostrarla. Partendo
dalla teoria delle forme, poiche AU non pud divenire negativa e in tutto S,
deve aversi AU=0, si giungerebbe facilmente alla conclusione che le derivate
parziali di U debbono annullarsi, e quindi che U deve essere una costante,
ma, giacché qui si porge I'occasione, preferiamo dimostrare direttamente il se-
guente teorema, che rappresenta una generalizzazione del teorema analogo negli
spazi ordinari a due e tre dimensioni:

« Se in un campo S, per la funzione U & soddisfatta la condizione che sieno
» zero gli acerescimenti che essa subisce lungo gli elementi ortogonali ai campi
»nel quali U & costante, essa non pud essere che una costante in tutto S,. »

Chiamiamo dz,, d2.,..., dz, gli accrescimenti che subiscono le variabili
passando dal punto (#i, #:,..., #») ad un punto qualunque infinitamente pros-

(*) BeLrrani, Memoria citata.
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simo nel campo U=cost; di quelli accrescimenti »—1 possono assumersi ar-
bitrariamente, 1'n° sard completamente determinato dall’equazione

oU EU oU

AU=gdo + 5 dnyt oo+ 5o d,=0

e qualunque altra relazione tra le quantitd dz,, dz.,..., dz, non potrd essere
che una conseguenza di questa. Ora se accenniamo con dw, 0,..., d%n,
gli accrescimenti delle variabili lungo !’elemento ortogonale al campo U= cost,
passante pel punto (z,, %,,..., ,), per la definizione dell’ortogonalitd, avremo

Er Es Qys d.’,ll,,- axs == 0
ovvero
202, (0,00, 4 0 0%, -+ - 4 0,0 02,) =0

e questa relazione, che lega tra loro i differenziali dz,, d,,..., d,, non po-
tendo differire dall’altra sopra scritta, ci dard

aU _Ma“ 0%y + a0, +-- +ama\x”)
-%g— = {amaxi + adx, 4o+ amaxnl
0U _,

0xn = :amaxi + 0ne 0y - + annax"!'

Moltiplicando queste uguaglianze rispettivamente per 0z, Ju,..., dx, e
sommando, avremo
oU
0

oU

oU=2U an+ga%+ L s =2

dove
628 == Er Esa's (}x,,- axs

e poiche, per ipotesi

dU=0
non potendo essere 92s=0, sardh A=0 e quindi
oU_oU_. . _0oU_,
0xr Qe T 0

in ogni punto del campo S,. In questo modo evidentemente & dimostrato il
teorema. '
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Ritornando ora all’ argomento primitivo, potremo asserire che se U soddisfa
le condizioni accennate in principio nel campo S,, e sul contorno S,_,, non
potrad essere che una costante in tutto S,, per cui, supponendo la continuitd
anche al contorno, la funzione U sard sempre nulla in S, e sopra S,_,, quando
si sappia che & nulla in un punto qualunque di S, o di S,_,.

Da questo teorema si ricava subito, anche per le funzioni potenziali negli
spazi di » dimensioni a curvatura qualunque, la proprieta che, quando esse
esistono, sono completamente determinate dai valori al contorno, e sono deter-
minate, a meno di una costante arbitraria, dai valori della derivata presa ri-
spetto alla, normale al contorno. I inutile rlpetere qui la dimostrazione che &
affatto simile a quella che serve per gli ordinari spazi a due e a tre dimen-
sioni.

Dalla stessa formula (1), prendendo V'=C, si ottiene la nota formula

iU _
T d8n=0 @)

Sn-—l

e dalla (1"), quando le funzioni U e V soddisfanno alle equazioni A>?U=0,
A?V =0, si ricava 1'altra

fU—dsn_ fV—dsn 1 @)

Sn-1 Sp—1

che rappresentano una estensione ai potenziali negli spazi di » dimensioni delle
proprietd conosciute per i potenziali logaritmico e newtoniano.

Se la funzione U divenisse infinita in un punto interno al campo S,, sup-
ponendo esclusa dal campo stesso una porzione piccola a piacere, che com-
prenda nel suo interno quel punto, e chiamando S',_, il campo di n—1 di-
mensioni che limita questa parte esclusa, avremo

d
f d—g d8,., =0
Sn—148"n—1
ovvero
dU
u—pdSn = f 8, 3)
Sn_ 8- 1
dove la derivata rispetto alla normale nel secondo integrale, deve intendersi
P grale,
presa nella direzione interna al campo che racchiude il punto in cui diviene
infinita la U.
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Se il punto, in cui U diviene infinita, & quello pel quale si ha z,=aqa,,
Ty ==Gs,..., Tn=0p, la porzione del campo S, da escludersi pud determinarsi
colla disuguaglianza

(i —a )+ (@, — a2+ (T — a0, << K?
essendo K una quantitd finita, differente da zero e positiva, che pud supporsi
piccola a piacere; e allora il campo S',_, sard quello pel quale si ha

(@ —a)+ (@ —ar) -+ (rn—an) = K=

Le considerazioni fatte fin qui si riferiscono a spazi di » dimensioni a cur-
vatura qualunque; per ottenere risultati pitt sempliei e pilt completi, supponiamo
che lo spazio sia piano, e che esista un sistema di coordinate z, z,..., o»
che riduca I’elemento lineare alla forma

ds*=dx*+dai+4---+dzd,
e introduciamo allora il sistema di coordinate ortogonali analoghe alle ordinarie
coordinate polari, ponendo

Ty — Qp == pSENR2,...8CN 2y o8N 2, ,COSZ, | @

Xp— Qp==pSENZ;...SeN 2y, _,SEN2p_,

con
r=1, 2,...,, n—1

dove a,, as,..., @, sono le coordinate di un punto qualunque dello spazio che

si considera.
In queste coordinate & noto che si ha pel campo S,

ds=dp+Kde+ Kidei+--+ K3, d2s,

K,=psenz senz;...senz,_,

e per !'elemento di volume

n—2 n—1
dS,=p"'sen 2, sen z, ...senz, ,dpdz,dz,...d2, 4

mentre sul campo di #—1 dimensioni
@ —a)+@—a) -+ 4 (T —a) =K
I'elemento lineare & dato da
dst=K?*dz*+ K:dzl4 .- -+ K% _,dz5_,
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e Ielemento di volume da
n—2 n—3
dS,_i=K"'sen 2, 56N 2, ...8eN 2, A2, d2s...d 2y ,
quando nelle K,, K,,..., K, alla coordinata p si assegni costantemente il
valore K.

Introducendo queste coordinate nel secondo membro della (3), che abbiamo
stabilita quando U diviene infinita nel punto (@., a,..., @), e ricordando che,
per considerare tutti i punti dello spazio corrispondenti ai valori compresi tra
— o0 ¢ 4+ oo delle coordinate (z,, «s,..., #,), basta far variare p da 0 a - oo,
le 21, 22y..y #2no da 0 a 7w e la 2,_, da 0 a 2m, otterremo la formula

p n—2 n—3 aU
f— as, 1=J sen 2, dzif sen 2, dz,.. I SeN 2n_sd2n_ zf Kn—t ——l—dzn 1.
Sn—1 0 0

La quantith K pud prendersi piccola a piacere, per cui, se il prodotto

L, aU

dp

col diminuire indefinitamente di p, converge verso una quantitd determinata
e finita I, potrd determinarsi un numero p' tale che, per tutti i valori di p
inferiori a p’, ponendo

e

la quantitd 5 si mantenga sempre numericamente inferiore a quella quantita

che pil c¢i piace o.
Prendendo allora K<Cp' avremo

n— 'r n—3 T
IdUdSn =2L f sen z, dzif sen 2, dzz...f Senz,_od2n s+

Sp-1 0 0
r n—2 T n—3 T 2 ’
—]—J sen 2, dzif sen 2, dzg...J senzn_zdzn_gj nd2n_1
0 0 0 1]
e poiche (*)
n—2
T Ne=2 2 95 2
f gen 2, dzi...J den_ =21 —52# ()

4 (n—2
0 0 (n )

(*) BerTrami, Memoria citata.
Annali di Matematica, tomo X, 38
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per n pari, e
—3
2(27) T

Sen Zi dzl f dZn = 2n w (5)

per n dispari; cosl, ponendo

_ (o)
N—2.4...( )pernparl
e (G))
n—l
. 2(27')
N= 55 g P " dispari ]

e ricordando che » & sempre inferlore a o in valore assoluto, avremo

au
d—p—dS +=N-L+46-0-N
Sn-1
dove 6 & compreso tra —1 e 4 1. Ma o pud assumersi piccola a piacere, e
quindi dovra essere

al
) stn_i = N' L- (6)

Potremo dunque dire che se
. aU
lim gt —
p:OP d.p
¢ una quantitd finita e determinata e differente da zero L, 1'integrale (6)
esteso al contorno S,_, dello spazio S,, in cui la funzione U diviene infinita

in un punto, sara finito e differente da zero: se quel limite & zero !'integrale
(6) pure sard zero e si avra
au
[y asei=o

e finalmente, se quel limite & infinito o indeterminato, I'integrale (6) sard pure
in generale infinito o indeterminato.
Applichiamo ora questi risultati ad una funzione speciale

V= = . (7)

[(21— a1)® 4 (e — az)® + <« - + (0 — an)?} 2
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per la quale, come & noto, & soddisfatta I’equazione A*¥V'=0. Considerando un
campo qualunque Sy, e accennando con S,_, il suo contorno, se il punto (a,
@z,..., Gn) DON & compreso in quel campo, sard

[4Zas,.=0
ap
Sn-1
se invece quel punto & compreso in S, applicheremo la formula (6). Intanto
per0, osservando che in coordinate polari (4) si ha

1

Pn—z

V=

e che, per i punti situati sopra un campo sferico che ha il centro nel punto
(@1, zy..., @), la derivata lungo la normale al contorno coincide, all’infuori
del segno, colla derivata presa rispetto alla coordinata p, si pud scrivere

av av 1
[
da cui
av .. av
= —— =lim " — =n—2.
Py TN dp
Avremo dunque, in questo caso, L =n—2, e quindi
av
[5ras =m—2)N ®
Sp—1

quando ¥V & la funzione (7) e S,_, & il contorno di un campo qualunque S,,
che contiene nel suo interno il punto (a;, az,..., n).

La formula (8) pud anche dedursi da un’altra che avremo occasione di ri-
cordare, ma qui per ottenerla abbiamo seguito il metodo precedente onde
applicare la (6) ad un caso particolare.

Partendo dalla (1) e sostituendo al posto della funzione V la (7), aumentata
di una funzione ¢ monodroma, finita e continua insieme colle sue derivate
prime, che ha le sue derivate seconde atte all’integrazione definita nel campo
Sy, nel quale soddisfa pure alla equazione A*¢ =0, coll’esclusione di un campo
piccolo a piacere che contiene il punto (¢4, @z,..., @), si giunge alla formula

o (@) av) o _ L UdS. (9
(n- 2)NU_!"£U . (Vﬂ)dp]ds,,_i SI”(VH)A UdSn (9)

dove V¥ ora & la funzione (7), U’ il valore di U nel punto (¢, Gzy.eey @n) ©
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S'n cid che diventa il campo S,, dopo I'esclusione di una porzione arbitra-
riamente piccola, che comprende il punto (ai, @s,..., a,,). Sarebbe perd facile
per vedere che, all’integrale esteso al campo S',, pud nuovamente sostituirsi
I'integrale esteso al campo S,.

T chiaro che prendendo U=1, ¢=0, la (9) si riduce alla (8).

Se supponiamo intanto che U, in tutto S,, soddisfaccia all'’equazione A2U=0,
e prendiamo ¢=0, la (9), applicata ad un campo sferico interno ad S, de-
finito dalla dlsuguaohanza

— ai)z + (9"2 - a2)2 +- (xn — an)2 < R?
e limitato dal campo sferico S, , pel quale si ha

(O )+ @ oo+ (B — ) = B
ci dara .

(n—z)NU_f( O )48

e ricordando che
av

=" ——(1@——2) pn ;
e avendo riguardo alla (2), avremo in fine
e L

Snt
Ma se accenniamo con S,_, il volume del campo sferico
(@ —a, )+ (s —ap +- -+ (xa—an) =R?
0 con o, 4 il volume del campo sferico
@r—ay+@—a)+---+ @—a)=1
a causa delle (5) (5"), e per essere dS,_,=R"'do,_,, avremo pure

1
U= S,
b‘n_i P

(10)
Sp—1

e poiche (@i, @,,..., @,) & un punto qualunque del campo S,, cosl questa for-

mula ci da la estensione ai potenziali degli spazi piani a n dimensioni di un

teorema noto e importante dei potenziali degli ordinari spazi a due e a tre

dimensioni. Potremo dire infatti che il valore della funzione potenziale in un
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punto qualunque di uno spazio S,, & la media dei valori che essa assume sui
contorni sferici compresi in quel campo e che hanno il centro in quel punto.

Da questo teorema si deducono facilmente le conseguenze note che la fun-
zione potenziale non pud avere n& massimi né minimi nell’interno del campo
Sn, ma sopra il contorno; e quindi che se & costante sul contorno, lo sard pure
in tutto i1 campo S,, assumendo in questo il medesimo valore che ha sul con-
torno, e, in particolare che, se & zero sul contorno, lo sard anche in tutto .S,
sempre quando si ammetta la continuith di U anche al contorno. Come pure
potrebbe di qui dedursi il teorema relativo alla unicitd della funzione U, che
assume dati valori al contorno, seguendo il processo tenuto dal sig. Dint nelle
sue Leziont di Analisi.

B noto che il teorema espresso dalla (10) vale anche pel caso del poten-
ziale logaritmico, quantunque non potessimo dedurlo come caso particolare da
quella formula perche, nelle considerazioni fatte fin qui, & escluso il valore 2
di n; perd si pud fare una osservazione generale e ciog che tutte le preprieta
relative al potenziale, che si deducono dalle formule fondamentali (1) e (1°)
quando V ha la forma (7), o dalla formula (9), trascurando i termini integrali

- . au . . .
nei quali comparisce —> valgono anche per n=2; perch®, mentre in questo

ap
caso si ha
av 1d
F=—loge,  HZ==7m
e negli altri
Ve 1 av._  (n—2)dp
ot dp gt dp

quando si prescinda dal fattore (» —2), che viene a scomparire, come & chiaro
dalla (9), e si osservi che

n "
@e=* (@2

N= =
Qe4.n. —9 n—2
4.--(n ) 0 (n—?)

—
-~ iv

2
2
pud definirsi anche per #=2 come uguale a 2z, ponendo n==2, dal caso
generale si passa al caso del potenziale logaritmico. Questa osservazione ve-
dremo che verrd confermata anche in seguito.

Riprendiamo ora la formula (9) e osserviamo che quando si riesca a deter-
minare una funzione ¢ la quale, olire le condizioni gid poste, soddisfaccia
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anche I'altra di essere uguale a — ¥V sul contorno, essa diventa

1 AV+9)
U_(n_mJU B as, —

Sn—l

(—T)NJ(VJr?)A“UdS (11)

che da i valori della funzione U nei punti interni al campo S,, per mezzo
dei valori che assume al contorno, e per mezzo dell’ultimo integrale esteso al
campo S,, e che si riduce all’altra pit semplice

.1 d(V+9)
U—(n—2)NfU dp A8t

Sn—l

quando A*U=0 in tutto S,.
La determinazione della funzione ¢ nel modo ora accennato si effettua fa-
cilmente quando S, & il campo pel quale

o} +ap - Fan B (12)
limitato dal campo S, _,, definito dalla equazione
vty tan =R (12)

e se (4, &'5y.eny @'y) & il punto del campo S,, in cui vuol determinarsi la
funzione potenziale U, si trova
R 72
v=\7a

pr=aitat 4+

Re ,\2 R Rz , \2
pf:(x‘_Fx’)'L(xz I )+ +(x" o x")

e facendo i calcoli opportuni si giunge all’espressione (*)

’_—L (Rz__P’z) U
=— —d S, (18)

R{p'z—Qp'Rcosy—[—R*}7

Sn—1

con

(*) Vedasi la mia Nota sopra accennata, inserita nei resoconti dell’Accad delle scienze
di Gottinga (1875). La funzione ¢ vale anche quando il punto (&,, #'5,..., #'»), in culi si vuol
determinare la U, coincide col centro del campo sferico (12), ovvero w‘_a:,_...._wn_o
perchg, osservando che, collo sviluppare l'espressione di p,, si ha

et =p (a2t + ...+ 22) — 2B (o, + 2, @y F.. 2, 20) + B
e quindi, al limite per &', =0, =... =2’ =¢p'=0
P =R
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Questa formola, come si sa, vale anche per n=2, e quindi ci d3 una con-
ferma dell’osservazione generale che si & fatto precedentemente. Per gli spazi
sferici lo studio del potenziale, quando sia dato il valore al contorno, si pud
fare in modo affatto generale, senza limitazioni delle dimensioni dello spazio
che si considera, e quindi fare ad un tempo la teoria del potenziale logarit-
mico e newtoniano. Siccome poi si pud dimostrare che la funzione U definita
dalla (13) soddisfa alle condizioni di continuitd ad essa imposte e all’equazione
A*U=0, cosl non resterebbe altro che far vedere che essa assume al contorno
effettivamente i valori dati, o almeno trovare le condizioni cui debbono, sod-
disfare i valori dati al contorno perch® questa proprietd si verifichi.

se ne conclude

1
¢ =Foz

come appunto deve essere. Ricorderemo anche qui, che la quantitd y rappresenta effetti-
vamente un angolo che pud facilmente determinarsi mediante una serie di operazioni da
effettuarsi sopra la sfera ordinaria, e ciod colla successiva costruzione di triangoli dei quali
sono dati sempre tre elementi che li individuano, perchd si ha

n—1

cosy = Y senz senz’, sen 2;senz';... sen 2, ) 8en2, ;€08z,C082,
1

— e
- senz, sens’,sen e senz’,...5enz, _osenz’, ,senz, jsenz’, ;

e quindi ponendo
c0s2,_10082',_;-+senz, jsenz’, ;=c089, 3
avremo

n—2
N ' ’ )
cosy= 21‘ senz,senz’,...senz,_jsenz’,_;cos2z,c0s2 , +
+sene senz’,...senz, osenz, €089, 1
e determinando I'angolo o, , colla relazione
€08 G, o=C082,_ oC082', o-+8enz, .senz, ,co8¢,

avremo
3

ne
cosy== ¥ senz, senz’,...8enz, senz’, 082,082, +
1

' L
- senz, senz,...senz,_ szsenz, 5C08Q, o.
Proseguendo pol nello stesso modo otterremo
€08y =082, c0S2’, -8enz, senz’, €os g,

@ $u_13 Pnayery Pgy © quindi pure v, vengono determinati risolvendo un triangolo sferico
di cui sono dati due lati e I'angolo compreso.
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Tralasciamo per ora questo studio, riservandoci a tornarci in seguito per
- completare anche altre osservazioni fatte pill innanzi, e passeremo a trattare
un altro problema, ciot quello della determinazione della funzione potenziale

in un campo S,, quando sul suo contorno S,_, sieno dati i valori di %g - In

questo caso, se U esiste, & determinata a meno di una costante arbitraria,
e per ottenere la sua espressione useremo un metodo che & stato dato dal
sig. Divt per i1 potenziali ordinari, in una Memoria inserita negli atti della
R. Accademia dei Lincei (1876).

L’egpressione di U per mezzo dei valori di ‘% al contorno si potrebbe ot-

tenere dalla solita formola (9), quando si riescisse a determinare ¢ in modo
che oltre le solite condizioni, soddisfacesse l'altra di essere

e AV
dp — dp
al contorno. Ma questo non sarebbe possibile perché condurrebbe alla relazione

d X4
s = [ A8
Sp—1 Sp—1
mentre, per la (2), si sa che il primo membro & zero e il secondo, per la (8),
¢ uguale ad (n—2)N. Questa contraddizione non si presenta pil se si tratta
di determinare una funzione ¢ che abbia in S, tutte le proprietd di ¢ e sul
contorno soddisfaccia la condizione

-d_kk av n——2N

dp dp S
dove con S si & accennata 'area, finita per ipotesi, del contorno S,_, di S,.
Per questa funzione ¢ sard soddisfatta la condizione

ay
—<d8S, =0
dp n 1
Sn—1
per cui, se accenniamo con y una funzione monodroma finita e continua in-
sieme colle sue derivate parziali del primo ordine, e che ha le derivate par-
ziali del secondo ordine atte all’integrazione in S,, e che soddisfa all’equa-

zione A*U=0, essendo affatto indipendente dalle coordinate (2',, 2's;..., %'n)
del punto in cui vuol determinarsi la funzione potenziale, potremo prendere

o=¢+x
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con che sard anche per ¢ soddisfatta la condizione
do
(@dsn_4=0

e si avra
do_dy dy 4V  n—2 dy
dp dp+d19_ dp S N dp
Prendendo ¢ in questo modo, con che sard determinata, se esiste in S,
a meno di una costante arbitraria, e introducendone I’espressione nella (9),
questa dard

: gd+i+n dU
U = oy | UL — (7 g4 0 5E

Sn—1

i
—a—gn) VH¥+0aUds,
SI'L

ovvero anche, pel modo come abbiamo determinato la funzione ¢

- dy,
U —— oy | T+ 440 55 a8 4 o [T S
Sn—1 Sne
uas v+ ATdS,
+'_S-Sf "1 _(—Q)NJ HL+X)

e poiche il secondo e il terzo integrale sono indipendenti dal punto (2',, #’,...,
x',), cosl possono considerarsi come costanti e trascurarsi, perchd U viene de-
terminata a meno di una costante dalle condizioni poste per essa, e allora
avremo

’ ) 1
U=— Z)NI(V+‘P+X) dS”—‘_(T_T)ﬁSf(V—I' Y+ x)AUd S, + cost
ed anche, prendendo =0, come si pud fare

, 1 au 1 ’
U=— mf(V-F ¢) stn—i — W_TQ)—NJ (V+4)AUd S, + cost

Sp—1

e a queste due formole possono sostituirsi le altre piti semplici

U=— Q)Nf<V+¢+x)~ds i oost
U —— 1)Nf(v+ )T 28+ cost
Annali di Matematica, tomo X. 39
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quando la U, in tutto S,., soddisfaccia I'equazione a derivate parziali
ATU=0.

Le formule ora stabilite sono una generalizzazione di quelle date dal signor
Dt nella Memoria sopra accennata.

Perché la U sia completamente determinata, quando esiste, basterd che ne
sia assegnato il valore in un punto di S,.

Volendo applicare le formole ora trovate al caso in cui S, sia lo spazio
sferico (12) limitato dal campo S,_, definito dalla (12), ricordando che in
questa ipotesi si ha

S=Rr*.N
bisognerebbe determinare la funzione ¢ cost che sul contorno si avesse
ﬂ _ ﬂ n—2
dp dp Ln1
ovvero anche, ricordando I’ espressione di V,
% —(n1—2) Riii _ R—p'cosy .

{p"®—2¢' Reosy 4 B2}

La determinazione perd di questa funzione non sembra cosi semplice quando
si voglia fare direttamente e forse, seguendo anche in questo un concetto del
sig. Dis1, si potrd giungere ad ottenerla studiando gli sviluppi in serie di fun-
zioni sferiche pit generali di quelle ordinariamente conosciute, e ciod di quelle
funzioni che nascono dallo sviluppo di

1

n—2

{1—2acosyt-o2] 7

e che godono di moltissime proprietd analoghe a quelle corrispondenti ad # =3,
come appunto ho mostrato nella Nota sopra ricordata.
Intanto perd cercherd di determinare la funzione U in uno spazio sferico (9),

quando sieno dati i valori della derivata g—g al contorno, seguendo un altro

processo che & una estensione di quello adoperato dal sig. Dixt nella Memoria:
Sull’ equazione A*U=0, pubblicata in questo Giornale (tomo V, Serie II), e
cosi mi si offrird I’occasione di estendere e dimostrare alcuni teoremi sulla
funzione potenziale enunciati in quella Memoria.
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Abbiamo visto che si ha la formula

O St [MTa8, =0
Sn—1 Sn

quando U & finita continua insieme colle sue derivate parziali del primo or-

dine, ha le derivate parziali del secondo ordine atte all'integrazione definita

nel campo S, ¢ S,_. & il contorno di S,. Se prendiamo per S, un elemento

infinitesimo del campo in cui sono soddisfaite quelle condizioni per U, avremo
pure, accennando con S',_, il suo contorno

alu ,
[ a8+ TS, =0,
S'n—-l
Ma nella Nota sopra ricordata ho dimostrato che se y,, ¥,,..., ¥, sono un si-
stema di coordinate ortogonali che riducono 1'elemento lineare alla forma
ds=Tidyt4 Vidyi 4+ Vady}
per un elemento di spazio e per la funzione U si ha pure

avu , "i Yin-.-Yn'a_U
[ 4wt Ay g |2

N'n—1

-0

per cui sard, come del resto & noto
1 < ra 1Y1Y2...Yn aUZ

=~ ¥y
A U Y1Y2...Ynlzay“
Prendiamo ora per le coordinate ¥, ¥z-+- Y le solite coordinate polari (4)
e allora sara, quando si ponga
n—2 n—3
H = p" igen &1 SeN 2; .o S€NZ2yH_s

K,.= Psenzlsen.zz s SENZp_y
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con che Z, e Z saranno indipendenti da p,

. 02U | n—1 ’aU 1 "3 o U
AU= 69*+ e 0p puzazz ’aza;

Ora & evidente che si ha
1 n-1

Z 351575,

per cui se poniamo

avremo anche

U n—190  19L
w(p L) =42 1 2U 191
o P83+(+) o0 TP a
e poiché, come facilmente si verlﬁca, si ha pure
L
e +o+0e L+ -1 ST+ L%
cosl ne concluderemo
BU) 19
A? AU
( oe 939( ) (14
Questa formula pud generalizzarsi nel seguente modo: se poniamo
00
Ui'_ -~
P00
per la (14), applicata alla Ui, avremo
‘()U.) oU)_ 1 8 2 A2
( 89 + 89‘ ( A U)=
2}_@ U . 2A2 __]__@_22 YV (.2A2TT7
- Lo @a U)(— - e U>+,ap, (a0

e quindi

0*U
A2( 2 ) 2A2U
£ o) b F(40)
e nel medesimo modo, applicando replicatamente la (14), otterremo
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per cui sard dimostrata in generale la formula

O W LN
sl Gor) e g D) 19

quando essa si deduca come conseguenza dell’altra
(P %9 )—P"'z-a%(pWU)

-supposta vera per o=1, 2,..., m—1.
Infatti in questa ipotesi, posto

T e ‘am—lU
Ui—lo ’apm—i
81 ha
2 _Eﬁ p— 8 — m—ia _li 2 A2 —_
=pn apm (A U)+(m—1)f>”“33 - —(*A00)

e quindi la (15). A causa delle formule ora dimostrate, potremo concludere che
se U & una funzione che soddisfa all’equazione

A2U=0

in tatto un campo S, di #» dimensioni, e in questo campo ammette le sue de-
rivate fino a quelle di ordine m 42 inclusive, anche la funzione

B’"U
o

nel medesimo campo soddisferd all’equazione a derivate parziali
U
A’( m O™ ) *
4 apm ( )

(*) Notiamo qui che quando si fosse fino da principio supposto che la U soddisfaceva

all’ equazione A*U =0 o dimostrato poi che si ha Az(p QE) =0, si poteva molto facilmente

7Kg

concludere che anche Ag(pma;;U)= 0 osservando che
Pm

{2} o £l 2T
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Accenneremo qui anche ad altre funzioni V dedotte dalla U e che insieme
con questa soddisfanno all’equazione A*V' =0, quando U ammetta le sue deri-
vate parziali fino ad un certo ordine, e facciamo questo perche in qualche caso
pud essere utile di conoscere delle funzioni per le quali quella equazione a
derivate parziali & soddisfatta, specialmente quando debbano soddisfare altre
condizioni. Se 0 <<s=m la funzione

_ J‘ m—s m‘H
P P Pm-f'i

soddisfa all’equazione A*V'=0. Per dimostrarlo basterd integrare per parti, e
allora avremo

V=0p g™ %ﬁg —(m—S)P’”’S“%Pm =+ (m— s)(m— s — 1) pm—s—= %”;‘;E_
- (m—s)(m—s—1)---3. 2,)% :E (m_g)...3.2.155:87

e per la (15) risulta subito dimostrata la proprietd enunciata. La funzione 7
poi sard anche finita monodroma e continua insieme colle sue derivate prime
nel campo S, quando cid avvenga per le derivate di U fino all’ordine m -1,
e quando, nel campo che si considera, p si mantenga finito. Per s=0 sarad

V=pm 3_’”__mpm_4£_+...im(m_1)...2.1.U

oo™ oemt
e quindi
8 14 am-H U
99 =p" Do

e se osserviamo che sopra un campo sferico S,_, col centro nel punto (a,,
Gsy..., @) che & qualunque si ha

|4 Vv
—p
b P
e ora facendo successivamente m =2, 3, 4,... si ottiene
U
A% o2 _a_) =0
(P o

----------
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supponendo questo campo tutto compreso in S, in cui ¥ & finita continua
monodroma, ecc., per la (2) si ha

_(2¥
O¢

Sp—1

ds,_ dedSn,—+Rm a8, .=0

Sn—l

e questa ci mostra che se U ¢ una funzione potenziale che in tutto S, &
finita, continua insieme con tulte le sue derivate parziali fino all’'ordine m + 2
inclusive, per ogni spazio sferico S,_, definito da

p=R
compreso in S,, avremo (*)

a°U
Wdlsn_i=0 G'=1, 2,..., m-l—l.

Sn— 1

Ritorniamo ora al problema che abbiamo stabilito di risolvere. Per quello
che si & detto sin qui, se U & una funzione finita e continua insieme colle
sue derivate fino all’ordine m -1 inclusive ed ha le derivate di ordine m 42
atte all'integrazione definita nel campo S,, anche le funzioni

Us=p* %00 s=1, 2,..., m
saranno pure funzioni potenziali nel medesimo campo per le quali saranno
soddisfatte condizioni simili riguardo alle derivate parziali del 2°, 3°...m 41
ordine, secondo che s & uguale ad m, m—1,..., 2-1.

Cid posto, e supponendo che S, sia il campo (12) limitato dal campo (127,
cerchiamo di determinare la U, in questo campo S,, quando sieno dati i suoi
valori sul contorno. Ricordando che quando I’origine delle coordinate polari
sia trasportata nel centro del campo (12") si ha su questo

(*) Questa stessa proprietda poteva dimostrarsi anche in modo pili semplice partendo dal
teorema che il valore della funzione potenziale in un punto & la media dei valori che as-
sume sopra i campi sferici che hanno per centro quel punto, ed applicandolo alla funzione

s 0 U
b
0¢°

portando Vorigine deile coordinate polari nel punto che & centro del campo sferico considerato.

e=1, 2,..., m+1
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e applicando la (13) si ottiene

0T Rt C@sU Re—g'

sO 2 (1)

A roal i L = @51
[o'®—2¢' Reosy + R2}?

Sn—1
dove il primo membro rappresenta il valore di Us nel punto corrispondente

’ 4 4 dsU - . .
ap=p, 2:==21,0., @ 1=2n_, la g rappresenta i valori di questa de-
rivata dati sul contorno, e

n—1
cosy= Y senz,senz’,senz,senz’,...senz, ,8enz’, 082,082, +
1
+ senz,senz’,senz,seng’, -+ - -senz,_,8enz’, ,8enz,_,8enz’,_,

dipende e dal punto in cui si determina la Uy, e dal punto variabile durante
I'integrazione estesa al contorno (12" del campo (12).
La formula precedente potremo anche scriverla nel seguente modo

’asU =(_1)s Rs—iydslj R2~P’2 dsn_l (16)

00 N Ydps ?
p's(p* —2¢' Reosy -+ Re}*
Sn—1 -
e prima di ogni altro sard necessario di vedere se e quando la derivata di
ordine s della funzione U, data dall’espressione precedente in tutto il campo
(12), si mantenga finita; e poiché la quantitd sotto il segno integrale diventa
infinita per p'=0 sard utile di studiare come possa eliminarsi la parte che
influisce in questo. Poniamo per brevitd

P Re—p

pe(p®—2p Reosy + B

o+

e trasformiamo questa espressione.
Avremo intanto

P— 1 20" —2Rcosy
os(p2 420 Roosy+Re} © ¢s1(p®— 29" Reosy + F2f?
ed anche
n—2
1 1 2 9 1 T
= 2t T g |77 29 Roosy + I

o's{p?—2¢ Reosy+ R?} ©
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1 2 9 1
= PR 0¢ =t
¢'s{¢"s—2¢' Reosy + Re} * p's7{p"* —2¢' Reosy 4- R} 2
2(s—1) 1
+ n—2 n-2

p's{e’* —2p" Rcosy + R2}

e quindi finalmente

n+2s—4 1 2 9 1
P= n-2 ﬂ_l— n-209¢ n_2 (17)
¢'{p*~2¢ Reosy « B} * o' {g’2~2p' Reosy + R2} ?

che per n=3 e s=1 si riduce, come del resto & naturale, all’espressione otte-
nuta dal sig. Dmnt nella Memoria citata.
Fatta questa prima trasformazione consideriamo I’ espressione

0— 1
Rt —p 2 Beosy + LY

dove k£ & intero e positivo, e ¢ & positivo, ma pud essere anche frazionario.
Si ha evidentemente .

Q_—_-l—@(P'){P'z_QP'Rcosy—{—Rz}a ‘P(P’)
S pk{pt—20  Keosy 4 K3 o

e poiché ¢(p") & arbitraria, cercheremo se & possibile determinarla in modo che
la prima parte di @ non divenga pil infinita per p’'=0.

Sappiamo che per p'=E, come & appunto il nostro caso, si ha in serie con-
vergente

lp® — 24" Bcosy +Rzl°:Rw§1_% ew; 51—%(;47; -
"\

=R ¥ f’_)'JL w7 . W (P_M —ipy — Re S Q[ £
%;a,,(ﬁ_ o So [ et =R S £

dove le S, sono funzioni analoghe alle ordinarie funzioni sferiche, razionali e
intere rispetto a cosy, e lineari rispetto ai coseni di y e dei suoi multipli in-
teri, e della forma

S.=2lsyouc08y +0,0u_sc08(n — )y + - +opourc08(e—27) -] (18)

con
S,=1
Annali di Matematica, tomo X. 40
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Sey = 25@002,005211;/—l—aiazy_,cosZ(u— Dy+--- —]—0‘,_10,,_,_,00827—’—;—0'2

Savpa =2 {aoazv+1cos(2u + 1)y 4 o405,c08(2v — 4.+ 0yTy41CO8Y]
per cui ogni funzione S, contiene il coseno di un multiplo di y corrispondente

al suo indice, e dei multipli inferiori di due in due.
Prendiamo ora per ¢(o)) una funzione razionale e intera della forma

’ 7 7
Gt ap +ap? -t ap”
che scriveremo, per simmetria, nel modo seguente

Yap”
0
supponendo uguali a zero le @ i cui indici sono superiori a 7, e allora avremo
?(2) IPIz—2P’R°°S>’+RZ;°=RM§;W“PI”'iS/‘(%)F;—RWEQN/LP"‘
0 0

con

S S ,
e quindi
1-- B ¥ N, o'® ,
0— 20‘ we 4 o(p)).
phlp't—20" Reosy -+ R o'k

Ora perche la prima parte di @ non divenga piu infinita per p'=0, basterd
che i coefficienti @,, @i, @s,..., @, sieno determinati in modo che si abbia

B*Ny=1 N,=0 p=1,2,.., k—1.

ovvero
stao == 1

Siao +Ra‘=
Sgao +RS1a1+R2a2=O

Sk_iao+Sk_2R“1+"'+Rk_iak_4=O /

e si vede che potremo prendere

(19)

——_ —————

r=k—1

e le (19) c¢i daranno dei valori finiti e determinati per i coefficienti o, @4,...,

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



i uno spazio di n dimensiond. 315

ar_, perché il determinante dei coefficienti essendo uguale ad

2+14+24...4(k—1) 2°+k(k2—-1)

¢ differente da zero certamente.
Osserveremo anche che avendosi in generale dalle (19)

alz—ﬁ [(Siao+ SisiBay+---+ SinBrap+ - -+ S, B ap_,

e la somma degli indici delle S e delle ¢ essendo sempre uguale nel secondo
membro all’indice del coefficiente a; che si vuol determinare, sara facile far
vedere che questo conterrd linearmente i coseni dei multipli di y fino ad 7y al
pit, quando si supponga che a., @s,..., @;_, determinati dalle (19) contengano
i coseni dei multipli di y fino a y, 2y, 3y...((—1)y al pil rispettivamente.
Infatti per la (18) & noto che S;.» contiene linearmente i coseni dei multipli
di y fino a (!l—h)y al pily, per cui, se ap, con h=1—1, non contiene che i
coseni dei multipli di y fino ad &y al pill linearmente, il prodotto a5 Si_», per
mezzo della formula

2c0s Kycos K'y=cos(K+ K"y +cos(K—K')y
si potrd sempre ridurre a contenere i coseni dei multipli di y fino ad Iy al
pilt e linearmente. Ma pei primi coefficienti a,, @z, @s,... la cosa si verifica
facilmente considerando le prime delle (19) e ricordando la (18), per cui la

proprietd sussisterd in generale.
Determinati dunque i coefficienti @ mediante le (19), potremo scrivere

o(p)=ao+aip +ap%+--- +ap_ptt=
= 90(p )+ 9:(p") cosy ++ -+ 4 gn_ (p) cos(k— 1)y

dove'le ¢g(p) sono funzioni razionali e intere di p’, di grado £—1 al piu, e
indipendenti da .

Premesso questo prendiamo prima k=s, a=n—_2_E e poi k=s—1, 0____7@;2
e avremo allora
n—2
1 _ 1 —os () (p?—2¢ Reosy 4- B2} * 4 8t (p)
n—2" n—2 s
—— p
e's{p?—2p  Reosy -+ Rz} 2 p's{p®—2¢ Rcosy -+ k?} z
n—2
1 _ 1 —0us(e)[p?—2¢' Reosy +- Rt} * | 52 (")
noz g T pleT
o574 {p's — 20" Reosy + R?) o's=1{p’2— 2o’ Rcosy - Re)
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e le prime parti dei due secondi membri resteranno finite per p'=0, quando
i coefficienti delle due funzioni razionali e intere g, ,(¢), ¢s_2(¢’), di grado
s—1 e s—2 rispettivamente, sieno determinati colle equazioni (19), facendovi
”;2> nel secondo k=s—1, o=n;2-

Chiamando dunque N', e N”, i coefficienti (18) in questi due casi, e po-
nendo per semplicitd

nel primo caso k=s o=

n—=> o0,
‘ ' 2  N's rP’r
1—os_1(p"){p"* —2¢ Rcosy -+ Re} 2 RES ,
9s-1(p") ¢ Yu] _ 0 ==F, 7)
o's[p'*—2p' Reosy + Re} * {p*—2¢ Rcosy -+ B2} ?
11—2 &
“NIIS i ',r
1—os_2(p)){p2—2p" Rcosy -+ R2 N serap
P52 (p") {¢’ P Y_l—z_sz} _ 0 n- =T, 7)
o's=1{p’t — 20" Rcosy - B2} * {¢'*—2p Rcosy - B2} *
e
0 Ps2(e) _ "¢ 2 () —(s—1)9s2(p) _ %ot (p)
0¢" ¢t p's 'S
avremo
_n+23— 3 q>e_1(p)—l—¢e 1(p)

e tanto il primo quanto il secondo termine del secondo membro non divengono
infiniti per nessun valore di p'<CR mnon escluso p'=0 (*). Riguardo al terzo

(*) Per giustificare questa asserzione basterd osservare, che alle serie ordinate per le
potenze delle variabili, e che sono convergenti in ugual grado, pud applicarsi la derivazione.
Perd anche prescindendo da questo si pud dimostrare un teorema, che non mi pare sia stato

fin qui dimostrato e che ei conduce subito alla conclusione, che alla serie S"N"s.,.,_lp" pud
0

applicarsi la derivazione. Lo accenneremo qui perché pud essere utile in molti casi. Se si
hanno due serie

¢(@) =Zun(z)  Y(2x)=Z2.(2) (@)

applicabile la derivazione termine a termine, in un certo intervallo, in modo

3

alle quali &
da avere

¢ (@ =2uu(2), Y @=2Z0.(x) Q)

e tanto le (¢) che le (3) sono convergenti indipendentemente dall’ordine dei termini per i
valori di « che si considerano, anche alla serie prodotto delle (a)

(@) =¢ ()} (2) = Twa(z)
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termine se si osserva che & della forma
Go(p) 4 G, (p")cosy + - - Gs_y (") cos(s — 1)y
o
dove le G'(p") sono razionali e intere di grado s—1 al pid e indipendenti da
7, & chiaro che potrd trascurarsi nel sostituire il valore di P nella (16), quando

al contorno 1 valori di %Z dati sieno tali che, oltre la condizione
asvu
g —d8S,.,=0
Np—1
soddisfacciano pure le altre

fcosly —dS =0
Sp—1
per =1, 2,..., s—1.
Supposte dunque soddisfatte queste condizioni avremo finalmente, sostituendo
I’ espressione di P nella (16)

U, B ((nt2s—4 - 2 9 , asu
0¢'s == Nfi n—2 F(e /)+T_§§;F1(Pa 7) d—psdsn-t

Sn—1

con
w, () = 1y (2) 0. (2) + 4, (%) V1 (&) + ...+ u,(2) v, (2)
sard applicabile la derivazione termine a termine.

Infatti, per le ipotesi ammesse, si avrd in serie convergenti indipendentemente dall’ordine
dei termini

o @) (2) = Z {ua(2) 0, (®) + a1 (#) 0, (@) 00 F 4 (2) V(7))
(@) ¢ (@) = Z{Wa(@)0,(2) + Waoi(@)0,(2) +... + &' (1) 0. (%)}
e facendo la somma
(@)Y (@) + Y (@) (2) = f (¥) = 2w (%)
¢id che dimostra il teorema enunciato.

.

Ma alla serie binomiale & noto che & applicabile la derivazione, per cui alla serie che
rappresenta il prodotto

n-2 n-2
2 R —i) T _e(n—2 L”‘iwoc n—2\ [\ —imv
S(I—Re) '~ E° N2 L\E) e P\ )\E) ¢

lo sard applicabile, e quindi anche alla serie g’N"Fp'“, che & il prodotto della precedente
0

per ’altra zo.‘nav ¢” con le & nulle quando I'indice v supera s — 2, e per conseguenza anche
0
all’altra °2°:N Cotr1 P
0

40*
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. - 0U . o . . . .
e cosl il valore di %—ps sard finito in tutto il campo (12) che si considera.
Con s quadrature successive rispetto a p, potremo da questa ottenere il va-
lore di U, che conterrd una funzione razionale e intera di grado s—1 in p/,
i cui coefficienti dovranno essere convenientemente determinati.
Ci fermeremo qui a considerare il caso pit importante di s=1, e faremo

alcune considerazioni sulla espressione di U. La (16) si riduce a

U 1(dU R—g ,
Sa-1 o' {2 — 20" Reosy - R?} 2
e
1 2 1
P= ﬂ_i— 1;—2% n—?
o'{o?—2¢'Reosy + R?} * {0 —2¢"Rcosy 4 R?} ?

per cui sara

1 '
ei ()= to=5=  pse(p)=0
e quindi
n—2
P=1—R'(%“z){p’z,—Qp'Rcosy+Rlz}2 . 2 i 1 . 1 .
n=2 n—2(p n—2 fin%p
Flp?-2¢ Reosy + I} ° (p*-2¢' Reosy + ¥} °

Sostituendo questo valore nella (20) e integrando rispetto a p', tra zero e p,
prendendo il valore di U=0 per p'=0, avremo, tenendo conto della (2)

‘o 2 al d8n_, 10dlU . ., . ‘
U= (n—2)N)dp ﬁ—_z—ﬁf’@f(ﬁ NSt (21)
Si-t {o'* 29" Reosy -+ B2} * Sn—1
dove si & posto
n—2
/ ?"1—R-®=2{o? — 24" Rcos +R2T ,
1 7)=f [p" —2p Bcosy ,,,;2} dp (22)

’ o'l —2¢ Reosy + B}
con che il problema & ridotto ad una sola quadratura. Questa quadratura poi
non offre nessuna difficolta teorica, e si riduce sempre all'integrazione di fun-
zioni razionali che possono integrarsi immediatamente, o svolgendole in frazioni
semplici, senza incontrare difficolth relative alla ricerca di radici. Nel caso di
n pari si vede subito che abbiamo degli integrali della forma

f‘o' — il s=1, 2 9p—1
(o2 —2p KReosy -+ R*|P y Gyeery 2P
0
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avendo posto n=2p-2, e per mezzo della formula di riduzione

J‘P o’sdp f o's2dp . sz 0's™ 2’
{9'2—29H00s7+h2 {p*—2¢ Rcosy+ i?|p1 {e%-2¢ ji(osy+1i2}
0 0

P’S—‘dp'
{p?—2p" Rcosy + K*|P

+2 Rcos yfp
0

si vede subito che si riconducono ad integrali noti

fp’ 5y J pde f -
P P> {9 — )P j{cosy-}— 11,2 ’ {P'z——ZP ﬁCObY—i—.Rz}
0 0

con k e ¢ numeri interi e positivi,
Per applicare le formule generali ad un caso speciale, suppongasi n=4
ovvero p=1, allora avremo :

, 1 (7 2Rcosy—o¢ , 1 (7 ; ,
fle 7)=yf P/z_QPIRZOSYPJFMdp:—yf dlog\g® — 24  Rcosy + B* +
0 0

cosyJ‘
e —291{cosy—i—R2

coty
I?

= Tg? flog{p® —2¢ Ecosy + R*—log R} +

Rseny )
tg( Rcosy)z

L — ' __glseny )
— i]og\/p 20 Rcosy -+ R*—coty - altw( —p'cosy) logRE
e la espressione cosi ottenuta resta sempre finita per tutti i valori di p’ <R
e per tutti i valori di y, non esclusi O e .

Introducendo questa espressione di f(o’, y) nella (21) e ricordando che per
n=4 si ha

N=2r, A8, . =d8S;= R’senzisenz,dz,dz,dz;

otterremo

U——_1_ ‘Efj L
2mPR2) dp (p*— 29 Reosy + K?
5;

—logVp®—2p Rcosy 4 R*—

R
+ cotyartg(f%)gdss=
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-——ifﬂsen”z dz fﬁ enz,d f%d—qi' I -
LS 12 ) SZA2 ) Ty o' —2¢' Rcosy + K2
0 ) o
Rseny
— — N 2 = g
logVp?—2p Reosy + R*+coty-artg o cos dzs

con
7 7 ’
COSy = C082,€082, -+ senz,5enz, cosz, 082 , +-

+senz, senz’,senz,senz’; c0s(2; — 2’s) = €082, €082, -+ senz,; senz’, cose

avendo posto
08¢ = €082, €052, + Senz,senz’, cos( — 2's).

Se n & dispari ponendo
V‘o/2 —2p' Reosy+ RB*=p't— R

ovvero

p cosy—t , 2tcosy—1*—-1 , 2tcosy—1>—1
p=2RTYt2, dp:?R—(lzL—z)A—dt, pt_R=R—1Y_tz—(23)
si ottlene
1 (¢ (1—i3)n-2—(2fcosy —12—1)n-2

ey »= Rn— (cosy—t)(l——tz)(2tcosy—t2-—1)"“3dt

e 'integrale del secondo membro sard finito perch® il numeratore & di grado
2n—>5 al piu e il denominatore di grado 2n—3 certamente: I espressione
precedente potrebbe anche scriversi, volendo, nel seguente modo

, . ¢ (tcosy —1)s (1 —%)n2"s
1 7)—_1{“‘2 Z(n_2)s f(cos*{—t)(l—t")(2tcosy—t*—1)n"3

dt

e si vede che essendo # ed s numeri interi I'integrale pud ottenersi senza
difficoltd teoriche.
Supponendo 7 =3 avremo

' 1(*
1y 7)=—R—f
e tornando a sostituire la variabile o’ mediante le (23) otterremo anche

—2 ¢ (B—p'cosy+Vp?—2¢ " Reosy +R?) ) __

2t )., 1t d . (cosy—1)?
cosy—1¢ 1—t25dt— R) dt log ="t

= ——-;i—log {R—p'cosy +\p®—2p Reosy -+ R 4 cost
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in uno spazio di n dimension. 321

e quindi, per la (21), e ricordando che in questo caso,
.N——-'-47T7 dSn_‘=ng=RSenzidzid22

otterremo la formula data dal sig. D

V=57 %q - < - 5 1ogIR ¢ cosy + \7 =27 Roosy + || d Ss=
5 © {p'-2¢ Reosy + R
- 21 N D » PVl o]
=_41_7J senz,dzif %Lj 2R 1—log{R—p’GOSy+Vp'2—2p'Rcos;'+R2jldzz
. i Pl -20 Reosy B
con

COSy = 082, €082, - senz,senz’, cosg
avendo posto
COS ¢ = €082, €082’y -1 sen 2, 8en 2, = cos (2, — 2'p).

Non faremo altre applicazioni della formula generale, perché & chiaro che
non si hanno da superare difficoltd teoriche, ma solo difficoltd pratiche di cal-
colo, relative alla esecuzione di quadrature di funzioni razionali.
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