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1131. CALCUL DES VARIATIONS.

ExposE, p’APRES LES ARTICLES ALLEMANDS DE A, KNESER (BRESLAU),
B. ZERMELO (zuricH) ET H. HAHN (CZERNOWITZ),
PAR M, LECAT (BRUXELLES).

Position de la question.

1. Objet du ealeul des variations. Le calcul des variations a
pour objet des problemes d’extrémés®), c'est-a-dire de maximés et de
minimés, de nature plus compliquée que les questions d’exirémeés ordi-
naires?) dont s'occupe le calcul différentiel [II 3, 29 & 30]. Celui-ci
permet de déterminer les valeurs d'une ou de plusieurs variables ,(géo-
métriquement, des coordonnées de certains points)* pour lesquelles une
fonction donnée de ces variables acquiert la plus grande ou la plus
petite valeur. Mais déja la question géométrique fondamentale du plus
court chemin entre deux points et celle de la courbe brachistochrone?®),
quoique résolues d’abord par Jacques Bernoulli et L. Euler par les
méthodes du caleul différentiel ordinaire, ne peuvent &tre traitées d'une
maniére rigoureuse et complete que par d’autres théories*

Le calcul des variations consiste dans la recherche des conditions
dans lesquelles ont lieu les extrémés d'une quantité, qui peut é&tre
une intégrale définie (c’est le cas le plus fréquent), la solution d'une

1) ,Le terme ,extremum* a été employé pour la premiére fois par P. du
Bois-Reymond [Math. Ann. 15 (1879), p. 564] pour désigner ,maximum ou mini-
mum* quand la distinetion est inutile ou impossible [Cf. II 3, 27]. Au lieu de
maximum, minimum, extremum, nous dirons toujours maximé, minimé et extrémé,
ce qui, dans bien des cas, est plus avantageux [cf. II 3, 27 en partic. note 258].*

2) D. Hilbert, dans un cours professé & 1'Université de Gottingue en 1904/5,
a posé un probléme d’extrémé qui comprend aussi bien celui du calcul des varia-
tions que celui des extrémés ordinaires: étant donné un ensemble infini d’'étres
mathématiques quelconques a, b, ..., & chacun desquels on fait correspondre un
nombre réel N,, N,, ..., il s’agit de déterminer quel est l'individu de l'ensernble
qui correspond au plus grand ou au plus petit nombre.*

8) ,Yoir, au sujet de ces problémes de géoméirie, le dernier chapitre du
présent article qui est consacré aux Applications du calcul des variations.*

Encyclop. des scienc. mathémat. II 6. 1
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2 A. Kneser. II 31. Calcul des variations. M. Lecat.

équation différentielle, etc., dépendant de fonctions & déterminert).
,On fait donc jouer & des fonctions le réle attribué, en calcul diffé-
rentiel, 4 des variables. On peut toutefois envisager les questions de
variations comme étant relatives aux extrémés de fonctions d'une in-
finité de parametres®).*

JLe calcul des variations est aujourd’hui considéré comme un cas
particulier du calcul fonctionnel®). Cette conception, faisant apparaitre
des horizons nouveaux, semble appelée a jouer un role particuliére-
ment important.*

4) Il existe des probleémes d’extrémé qui ne concernent ui le calcul différentiel,
ni le caleul des variations; P. L. Cebysév [J. math. pures appl. (2) 13 (1868), p. 9,42;
Euvres 2, publ. par 4. 4. Markov et N. J. Sonin, St Pétersbourg 1907, p. 3,40,
traduit du russe en frangais par N.de Khanikov] s’est occupé de telles questions.
Il montre que 8i des conditions limitent la forme des fonctions inconnues, leur
détermination, en vue d'extrémer (c’est-i-dire de maximer ou minimer) une inté-
grale, ou en général une somme guelconque X de valeurs, exige des procédés
autres que ceux du calcul des variations. Il considére le cas (renfermant, entre
autres applications, la solution de la question de l'interpolation parabolique
d’aprés la méthode des moindres carrés) o la fonction inconpue y est supposée
un polynome de degré donné, ou tous les termes de la somme proposée X s'ex-
priment an moyen de cette fonction, de ses dérivées et d'ume variable indépen-
dante, et forment une fonction également entiére et de forme déterminde. Si ¥
se réduit & une intégrale, on peut, d’apres P. L. C‘ebyéé‘v, considérer le polynome
comme valeur approchée de la fonction obtenue par le calcul des variations; mais,
alors que ce calcul conduit notamment & intégrer une équation différentielle, la
recherche du polynome revient & remplir une condition gui ne s’exprime pas par
des équations de forme connue, d’oti les procédés spéciaux de P. L. Cebyiév, qui
utilise les fractions continues. Voir aussi P. L. Cebysév, J. math. pures appl. (2) 19
(1874), p- 157/60; Buvres 2, p. 183/5; 4. Livenzov, Mat. Sbornik (recueil Soc. math.
Moscou) 10 (1879/82), mém. n°1; A. A. Markov, O nékotorych priloZenijach algebrai-
¢eskich nepreryvnych drobej, Diss. St Pétersbourg 1884; Soobiténija Charikovskago
matémati¢eskago Obstestva 1882, p. 95/104; (2) 1 (1888), p. 250/76; Math. Ann. 24
(1884), p. 172 80; 47 (1896), p. 579 97; Acta math. 9 (1886/T), p. 57/10; 28 (1904),
p. 248 302; Ann. Ec. Norm. (3) 3 (1886), p.818; C. A. Fossé, Sur quelques appli-
cations des fractions continues algébriques, Paris 1886; Soobd¢ nija Charikovskago
matématiteskago Obidestva [communic. Soc. math. Kharkov] 1885, p. 85/8; Math. Ann.
26 (1886), p. 593/6; H. Liebmann, Jahresb. deutsch. Math.-Ver. 18 (1909), p. 433 49.*

5) ,Récemment, D. Hilbert [n° 3] a repris I'idée d'une analyse & une infinité
de variables indépendantes.*

6) ,C'est & ce point de vue que s’est placé le plus possible J. Hadamard
dans ses Legons sur le calcul des variations 1, Paris 1910 [Cours du Collége de
France 1908], ou un chapitre (p. 280/812) est consacré au calcul fonctionnel. Voir
la, préface de ces Legons. Pour des généralités au sujet des rapports entre le
calcul des variations et le calcul fonctionnel, voir encore ’Enseignement math.
14 (1912), p. 118, extrait de 'ouvrage: Hommage & Louis Olivier, Paris 1911,
publié par la Revue générale des sciences.*
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2. Probléemes fondamentaux. 3

2. Problémes fondamentaux. ,On considere Vintégrale simple

Zy
—_ ’ s’ . ’
T= [T, g 0y - s Y25 os Uy - o YED5 - 5 Y Yoo - -, ylP0) o,
z

f étant une fonction connue de ses arguments; ¥, ¥, - - -, ¥, des fonctions
inconnues de z, se présentant avec leurs dérivées jusqu'a celles d’ordres
Dyiy Pzs - - Pp-

Le plus souvent n = 17) ou p,==1; on écrira alors respective-
ment J, ou U,; si n =p =1, on écrira J,.

L'intégrale J, a joué un role important dans Ihistoire du calcul
des variations, bien qu’elle ne se prégente guere, pour p quelcongue,
dans les applications géométriques ou mécaniques.

Le probleme de Lagrange offre beaucoup plus d'intérét. 11 consiste
a trouver les fonctions ¥, %, ..., ¥, extrémant Pintégrale U,, les
fonctions inconnues satisfaisant & des équations dites accessoires ou
auxiliaives, qui peuvent se présenter sous forme finie, cas des géo-
désiques, de lintégrale hamiltonienne, . .., ou sous forme différentielle,
cas de la brachistochrone dans un milieu résistant.

Ce probleme est souvent appelé probléme le plus général (par
opposition au probléme le plus simple, relatif a J)), bien qu'il puisse
étre considéré comme cas particulier du probléme de Mayer®), con-
sistant & extrémer la solution d'une équation différentielle dans certaines
conditions.

Dans le probleme de Lagrange rentre le probléme isopérimétrique®),
ou les équations accessoires expriment que des intégrales, prises entre
les mémes limites que celle & extrémer, ont des valeurs données. C’est
le cas de la courbe fermée de Jongueur donnée et d’'aire maximée. Dans
ces différents problemes, les limites d'intégration x, et x, peuvent é&tre
fixes et données, ou bien elles doivent étre recherchées de maniére &
satisfaire & des conditions imposées.

Pour les intégrales multiples, on peut distinguer différents cas
analogues.

Ces problemes, qui font l'objet du-calcul des variations, peuvent
étre divisés en deux catégories suivant que le nombre # des équations
auxiliaires est nul ou ne lest pas (il est en tout cas plus petit que #).
Nous dirons, avec J. Hadamard®), que Vextrémé est libre lorsque les

7) 431 n=1, on a, géométriquement, le cas du plan. Si =2, on a des
problémes de variations spatiaux; J. L. Lagrange et W. R. Hamilton [Trans. Irish.
Acad, (Dublin) 16 (1830), p. 1 64] furent les premiers & en traiter.*

8) 1 y a toutefois une restriction a faire [voir plus loin n°* 89, 481

9) ,Ann. Lc. Norm. (3) 24 (1907), p. 204; Caleul des variations?, voir en

1*
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4 A. Kneser. 1 81. Calcul des variations. M. Lecat.

a

fonctions cherchées sont soumises & des conditions qui, & l'exception
de certaines conditions de régularité, sont exclusivement relatives aux
valeurs de ces fonctions en des points en nombre fini. Dans ce cas,
m est nul. L’extrémé est, au contraire, li¢ lorsqu’il y a des conditions
portant sur 'ensemble des valeurs des fonctions inconnues (problemes
isopérimétrique, de Lagrange, de Mayer).*

Dans les problemes tels qu'ils viennent d’étre considérés, z est
la variable indépendante. L’introduction d'un parametre ¢ pouvant
présenter des avantages, on considére aussi, avec K. Weierstrass, les
problemes ol lintégrale est prise sous forme paramétrigue [n° 12].
,On éerira alors), par exemple pour J,

t2
0= [F(z,y,,y) dt.
i

La maniére dont on a & définir les fonctions (géométriquement,
les variétés) acceptables, dépend de la nature du probléme, mais Vinté-
grale doit toujours, pour ces fonctions, conserver une valeur finie.

On admet le plus souvent que f, fonction uniforme réelle de
variables réelles, a‘ des dérivées premiéres et secondes continues!!) et
que les y ont des dérivées premieres continues!?), sauf peut-étre en des
points isolés, entre les limites données z, et z,. Ce sont les hypo-
theses classiques.

Il y a un cas on le probleme de la recherche des extrémés de U,
[pour ¢, voir n® 11] ne se pose pas: si, en effet, f est de la forme

p’
Po+ Py + -+ Py,

les P étant les dérivées partielles d’'une méme fonction g de z et
des y, l'intégrale est indépendante du choix de la ligne d’intégration

partic. la préface. Les mots ,libre* et ,lié" remplacent respectivement les termes
nabsolu* et ,relatifs. Cf. II 3, 27 et 30, en partic. note 258.*

10) ,J. Hadamard [Calcul des variations®)], utilisant les notations de I Newton
&, ¥y pour représenter les vitesses, écrit

tl
[Fwy. i, as
LY

et surmonte d'un trait les quantités qui interviennent sous la forme paramétrique.*
11) ,O0. Bolza [Lectures on the calculus of variations, Chicago 1904; Vor-
lesungen tber Variationsrechnung, Leipzig et Berlin 1909] suppose en outre
I'existence et la continuité des dérivées troisiémes.*
12) ,La continuité des dérivées premieéres des y résulte d'autres hypothéses
qui sont examinées au n° 10.*
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8. Apercu historique. )

tant qu’on ne rencontre pas de point singulier de @. On peut, dans
tout probléme de variations, ajouter & lintégrale dont on recherche
Vextrémé, une intégrale de cette espéce: seule la valeur de lex-
trémé change*

3. ,Apercu historique. L’histoire du calcul des variations®) se
divise naturellement en trois périodes.

La premiere doit étre considérée comme préparatoire; on peut
faire remonter son origine & un échange de lettres entre G. W. Leibniz
et Jean Bernowlli'*). La question du solide de révolution de moindre
résistance, considérée par I Newfon en 1687, le probleme de la
brachistochrone, proposé en 1696 par Jean Bernoulli®®), et celui des
isopérimatres®), proposé en 1697 par Jacques Bernoulli, furent I'occasion
de recherches qui conduisirent & de nouvelles doctrines. Jacques Ber-
noulli et Jean DBernoulls imaginérent, pour les deux derniers de ces
problemes, des méthodes de résolution qui reviennent toutes & rem-
placer un arc infiniment petit de la courbe cherchée par une ligne

18) ,Voir F. W. A. Murhard, Specimen historiae atque principiorum calculi
quem vocant variationum, Gottingue 1796; C. H. Graeffe, Commentatio historiam
calculi variationum complectens, Gottingue 1825*; F. Giesel, Geschichte der Va-
riationsrechnung 1, Torgau 1857 (jusqu'a J. L. Lagrange); I. Todhunter, A history
of the progress of the calculus of variations during the nineteenth century,
Cambridge et Londres 1861 (bibliographie détaillée jusqu'a L. O. Hesse); ,A. P.
. Guiraudet, Theése, Paris 1856, p. 81/54; Mém. Soc. sc. Lille (8) 9 (1863), p. 525
[1862]; R. Reiff, Math.-naturw. Mith Wiirttemb. (1) 2 (1887), éd. Tubingue 1889,
D. 90/8; A. Kneser, Abh. Gesch. math. Wiss. 25 (1907), p. 21/60.*

14) ,Cf. 4. Kneser, Abh. Gesch. math. Wiss. 25 (1907), p. 21/60.*

15) ,La méthode employée par Jacques Bernoulli et aprés lui par Jean
Bernoulld [Hist. Acad. sc. Paris 1718, M. p. 100; Opera 2, Lausanne et Genéve
1742, p. 285; voir, plus loin, les applications] pour traiter ce probléme est ren-
fermée dans la théorie de Jacobi-Hamilton et elle est exposée par C. Carathéodory
[Diss. Gott. 1904, appendice p. 63]; il montre [Nachr. Ges. Gott. (math.-phys.)
1905, p. 88/90; Rend. Circ. mat. Palermo 25 (1908), p. 36/49] comment elle peut
étre appliquée aun cas général du probléeme de Lagrange, pour lequel il obtient
ainsi des conditions suffisantes pour l'existence de l'extrémé.*

16) ,Pour l'histoire de ce probleme, voir J. L. Lagrange, Lecons sur le calcul
des fonctions, (8° éd.) Paris 1806, p. 425/8; (Euvres 10, Paris 1884, p. 384/8;
G. Enestrom, Upsala Universitets Arsskrift 1876, Math. och Naturv. mém. n° 2;
L. Anton, Diss. Leipzig, éd. Dresde 1888. En ce qui concerne les problémes qui
touchent aux origines du calcul des variations, voir Jean Bernoulli, Acta Erud.
1696, p. 269; Jacques Bernoulli, id. 1697, p. 214; Jean Bernoulli, id. 1698, p. 52;
Jacques Bernowlli, id. 1700, p. 261; id. 1701, p. 213; Jean Bernouwllz, id. 1718,
p. 15; Journal des savants 1697, p. 452; id. 1698, p. 172, 284, 477; Jacques
Bernoulli, id. 1698, p. 78, 855; Jean Bernoulli, Hist. Acad. sc. Paris 1706, M.
p- 235/45 [1701].*
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(3 A. Kneser. II 81. Calcul des variations. M. Lecat.

brisée ayant un ou deux sommets qu’il s'agit de déterminer 3 l'aide
du caleul différentiel ordinaire. L. Fuler généralisa [n° 5] ce procédé.

J. L. Lagrange inaugure la seconde période. Il découvre la méthode
des variations [n° 6], ainsi appelée par L. Fuler qui I'adopta avec
enthousiasme'). Elle avait surtout pour but, au début, de résoudre les
problemes des isopérimdtres sans considérations géométriques, mais
J. L. Lagrange appliqua bientdt son procédé & d’'importantes questions
de mécanique. Développée, en vue des conditions suffisantes, par
plusieurs mathématiciens, dont les plus saillants sont A. M. Legendre,
C. G. J. Jacobi et A. Clebsch, cette méthode, parfois appelée méthode
de Jacobi-Clebsch, ne repose que sur l'utilisation des variations, et
fut considérée & tort [ef. n® 20], par tous les auteurs de la seconde
période, comme capable de fournir les conditions suffisantes de lex-
trémé1%).

La troisitme période débute avec les travaux de K. Weierstrass qui,
dans son cours sur le calcul des variations professé a l'Université de
Berlin de 1865 & 1890, a non seulement montré les erreurs des anciennes
théories, mais donné une formule qui constitue le fondement de la
méthode actuelle?®). Dans un cours professé au Collége de France, a
partir de 1866, G. Darboux, utilisant le théoreme de Gauss sur les
coordonnées curvilignes, avait, indépendamment de K. Weierstrass,
imaginé une méthode nouvelle [n° 29] donnant les conditions suffisantes
pour les problémes d’extrémés se rattachant aux lignes géodésiques et
aussi & certaines questions de mécanique. A. Kneser®™), l'étendant &
I'intégrale J®, par lintroduction de la notion de transversalité, a établi
ainsi ce qu'on peut appeler®) la théorie de Darboux-Kneser, analogue a

17) ,Voir les lettres de L. Fuler &4 J. L. Lagrange datées du 6 septembre
1755 et du 2 octobre 1759; L. Euler, Opera postuma mathematica et physica
1, St Pétersbourg 1862, p. 555; 558; J. L. Lagrange, (Buvres 14, Paris 1892,
p- 144, 163. Voir aussi L. Euler, Novi Comm. Acad. Petrop. 10 (1764), éd. 17686,
p. 51/95 [1760] (Note de G. Enestrom).*

«Lar contre, la méthode des variations fut critiquée par A. Fontaine des Ber-
tins, Hist. Acad. sc. Paris 1767, éd. 1770, M. p. 588/613. Voir aussi J. Ch. Borda
{id. M. p. 551/63], qui considére des exemples afin de comparer les méthodes
de L. Euler et de J. L. Lagrange.*

18) ,Toutefois, convenablement modifiées, elles peuvent, comme le wmontre
notamment L. Scheeffer [n° 20], fournir les conditions suffisantes pour un certain
extrémé.*

19) ,C'est surtout & partir de 1879 que K. Weierstrass a exposé ses résul-
tats ou procédés nouveaux.*

20) ,Lehrbuch der Variationsrechnung, Brunswick 1900.*

21) ,J. Hadamard, Calcul des variations®) 1, p. 381.*
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3. Apergu historique. 1

celle de K. Weicrstrass et valable, comme celie-ci, pour le cas d’un point
extréme variable. P.du Bois-Reymond??), posant les problemes avec pré-
cision et netteté, et L. Scheeffer®), montrant notamment que les circons-
tances qui mettent les anciennes méthodes en défaut peuvent se pré-
senter effectivement, ont également contribué & jeter la lumidre sur les
principes fondamentaux du calcul des variations. D’autre part d’anciens
éleves de K. Weierstrass, tels que H. Hancock®), E. Zermelo®), W.F.
Osgood®) et surtout 4. Kneser®"), faisant connaitre les découvertes
de leur maitre ou développant ses indieations, ont préparé les progres
remarquables réalisés au début du vingtieme siecle. Clest & K. Weier-
strass que l'on doit les premiéres recherches sur lexistence des solu-
tions, comme application de théorémes d'existence des équations diffé-
rentielles; cette importante question a encore fait l'objet de travaux
récents, dont les plus marquants sont ceux de . Hilberf, qui a imaginé,
en 1900, une méthode nouvelle?) et Va appliquée & un exposé rigoureux
du principe de Lejeune Dirichlet (intégrales doubles): voir l'extrémé
dans un intervalle?®®) et les questions d’existence.

De nos jours, une quatriéme période semble devoir prendre
naissance, grice & P'influence des idées du calcul fonctionnel [cf. 1T 26, 26]
et & la généralisation de la notion de variation.

Il convient également de signaler ici l'importante découverte,

22) Math. Ann. 15 (1879), p. 283/314; 564,76. ,Cf. Jahrb. Fortschr. Math.
12 (1880), éd. 1882, p. 299/302.*

23) Math. Ann. 26 (1886), p. 197/208; ,Ber. Ges. Lpz. 37 (1885), math.
p- 92/105. C'est I'étude des extrémés ordinaires qui a conduit L. Scheeffer & ces
travaux [cf. I[ 3, 29].*

24) ,Annals of math. (1) 9 (1894/5), p. 179/90; (1) 10 (1895 6), p. 81/8, 159/74;
(1) 11 (1896/7), p. 20/32; (1) 12 (1898/9), p. 33/44; Lectures on the calculus of
variations, Cincinnati 1904. On pourrait citer aussi &. Kobb comme promoteur
du calcul des variations; ses travaux [Dfversigt Vetensk.-Akad. forhandl. (Stock-
holm) 47 (1890), p. 885/99; Acta math. 16 (1892/2), p. 65/140; 17 (1893), p. 321/44]
contiennent toutefois bien des lacunes.*

25) Diss. Berlin 1894.

26) Annals of math. (2) 2 (1900/1), p. 105/29; ,traduit par S. Dickstein, Wia-
domosci matematyczne (Varsovie) 5 (1901), p. 179/210.*

27) ,Variationsrechoung 2%); Math. Ann. 50 (1898), p. 27/60; 51 (1899),
p- 321/45; 55 (1902), p. 86/107; 56 (1903), p. 169/282. On peut ajouter V. P.
Ermakov, Otéet i protokoly fiziko-matematiceskago obddestva pri Kievskom uni-
verset€ (travaux Soc. phys.-math. Univ. Kiev) 81 (1891), mém. n° 9, p. 1/44; id.
1903, mém. n° 2, p. 1/35; trad. J. math. pures appl. (6) 1 (1905), p. 97/137; Mat.
Sbornik {recueil Soc. math. Moscou] 16 (1891/3), p. 369/414.*

28) ,Cette méthode a aussi de l'importance dans 1'étude des équations
différentielles et dans la théorie des fonctions.*

28*) ,Nous nous conformons & la terminologie adoptée dans'article I 3, n° 27.*
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8 A. Eneser. Il 81. Calcul des variations. M. Lecat.

faite en 1904 par D. Hilbert, de rapports existant entre le calcul des
variations, la théorie des équations intégrales et celle des équations
différentielles®®). 1l montre comment les équations intégrales linéaires
peuvent &tre appliquées & des problemes de variations.

D’autre part D. Hilbert attache une grande valeur a lidée de
considérer ces problemes eomme étant des questions de caleul diffé-
rentiel & une infinité de variables [ef. n® 1]; elle conduit, en effet, &
généraliser les problemes de variations®). Tout cela contribuera sans
doute & accélérer les progrés du calcul des variations.*

4. _Extrémé en un point; extrémé dans un intervalle: extrémé
faible; extrémé fort. L’erreur des anciens auteurs, signalée par K. Weier-
strass, était la non-distinction entre Vextrémé em um point et Vextrémé
dans un tntervalle®). Or le caleul des variations proprement dit ne
permet de déterminer que l'extrémé en un point, ¢’est-a-dire de rechercher
une fonction qui donne & l'intégrale une valeur plus petite que toute
fonction suffisamment voisine de la premiére. Il suffit de comparer,
par un caleul direct, les extrémés en différents points, généralement
en nombre fini, ainsi obtenus pour déterminer lequel est le plus grand
ou le plus petit d’entre eux, l'extrémé dans un intervalle n’étant autre
chose, & part une restrietion qui est la méme que pour les extrémés or-
dinaires du calcul différentiel [II 3, 27], que le plus grand des maximés
ou le plus petit des minimés. Mais pour que le probleme de Pextrémé
dans un intervalle soit entidrement résolu, il faut que Pon sache dé-
montrer @ priori Vexistence d'un tel extrémé. Autrefois, 'on croyait
que celle-ci était établie en méme temps que lexistence d’une borne
inférieure finie de I'intégrale. Cefte erreur résultait de la confusion,
d’ailleurs néfaste dans plusieurs domaines des mathématiques, entre
la notion de minimé et celle de borne inférieure [n° 62].

E. Zermelo®®) a précisé la notion d’extrémé en un point, en distin-
guant systématiquement divers modes de woisirage. Deux fonctions f
et ¢ sont dites avoir entre elles, dans l'intervalle ol on les considere, un

29) ,Nachr, Ges. Gott. (math.-phys.) 1904, p. 49/91, 213/59; 1905, p. 807/38;
1906, p. 157/227, 439/80; 1910, p. 355/417, 595/618, en partic. p. 616/8.*

80) ,Rend. Circ. mat. Palermo 27 (1909), p. 59/74 en partic. p. 65/6 [1908].
L’application de la théorie des fonctions & une infinité de variables au calcul
des variations a été faite pour la premidre fois par W. Cairns [Diss. Gottingue
1907], & propos de l'utilisation des équations intégrales dans la solution du pro-
bleme isopérimétrique.*

81) ,Cf. I 8, 27 note 258.*

82) ,Diss. Berlin 1894, p. 28. D’aprés E. Zermelo, qui revendique la priorité,
cette distinction n’aurait pas été faite par K. Welerstrass, contrairement 3 ce
qu'indique J. Hadamard, Calcul des variations®) 1, p. 49.*
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4. Extrémé faible; extrémé fort. 9

voisinage d’ordre p défini par le nombre positif & si Yon peut établir
une correspondance univoque et réciproque entre les deux variables
x,, 2, telle qu'on ait?®®)
@) —pla) | <,
7T 7

o=l <s T -TER <o @=12..0).

Le voisinage est plus ou moins éfroét suivant que ¢ est plus ou moins
petit. Cela permet de différencier entre les extrémés en un point, corres-
pondant & des voisinages d’ordres 0, 1, 2, ... Les fonctions inconnues
n'intervenant qu'avec les dérivées premieres, 4. Kneser dit que Vextrémé
(sous-entendu en un point) est fort (starkes Extremum), quand il corres-
pond au voisinage d’ordre 0, et que l'extrémé est fuible (schwaches Ex-
tremum)®*), quand le voisinage est d’ordre 1. Une fonction f(z) corres-
pond, pour Pintégrale, & un minimé faible, si V'on peut assigner un
nombre & tel que toute fonction @(x) acceptable®), c'est-a-dire satis-
faisant aux conditions imposées, et ayant avec f(x) un voisinage d’ordre 1
défini par le nombre &, donne & cette intégrale une valeur au moins
égale a celle que donne f(x). Il est évident que les conditions suffi-
santes du minimé fort entrainent celles du minimé faible et que l'in-
verse a lieu pour les conditions nécessaires.

Dans le cas ot il y a, dans la fonction f, des dérivées d'ordre
supérieur jusqua p (par exemple quand il #'agit de l'intégrale J,),
J. Hadamard®) dit, avec A. Kneser, que Yextrémé fort correspond au
voisinage d’ordre p — 1 et Vextrémé faible au voisinage d’ordre p).

33) Géométriquement, dans le voisinage du premier ordre, les tangentes
aux points voisins des deux courbes, prises chacune dans le sens positif (sens de ¢
croissant, dans le cas de la forme paramétrique), font entre elles un angle trés
petit; ,dans le voisinage d'ordre 2, la normale principale et la courbure, c'est-a-
dire les éléments géométriques du second ordre, sont également frés voisins.*

34) ,Variationsrechnung®%), p. 54. Dans l'édition allemande de I’Ency-
clopédie, A. Kneser emploie les expressions ,,Extremum tm weiteren Sinne pour
extrémé fort et ,,Extremum tm engeren Sinne“ pour extrémé faible. Les anglais
emploient les termes sirong et weak. Parfois on applique ces qualificatifs au mot
variation: on dit qu'une wariation [définition n° 6] est faible ou forte suivant
qu'elle correspond & un voisinage d'ordre 1 ou 0, ou bien d’ordre p ou p— 1.
Voir W. F. Osgood ?®), p. 106; cf. O. Bolza, Calculus of variations??), p. 72;
Variationsrechnung 1), p. 94, ou est donné un exemple de variation forte dd &
K. Weierstrass et modifié par E. Goursat. Les allemands disent méme extrémales
[définition n° 9] fortes (starke Extremalen).*

35) ,L’ensemble des fonctions acceptables (zulissige Vergleichsfunktionen, en
allemand) définit le champ fonctionnel [de S. Pincherle] au point de vue de
J. Hadamard.* :

36) ,Les dénominations qu'utilise J. Rador [Sitzgsb. Akad. Wien 119 II*

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



10 A. Kneser. 11 81. Caleul des variations. M. Lecat.

. Hadamard®), s’appuyant sur le théoreme de K. Weierstrass
d’aprés lequel toute fonction continue dans un intervalle est repré-
sentable, dans cet intervalle, avec une approximation aussi grande qu’on
veut, par un polynome, et utilisant une extension de P. Panlevé, dé-
montre que si une ligne ne foornit pas l'extrémé d'une intégrale
U,, les fonctions acceptables étant continues mais certaines ayant des
dérivées discontinues, elle ne le fournira pas davantage, non seulement
si 'on ajoute la condition que les dérivées jusqu’ & un ordre déterminé
quelconque soient continues, mais méme si l'on impose celle que les
fonetions acceptables soient analytiques et holomorphes. J. Hadamard3®)
étend cet important théoréme au probleme isopérimétrique et an pro-
bleme de Mayer.

Le maximé et le minimé siricts (eigentliches, proper) ou impropres
se définissent comme dans le cas des extrémés ordinaires®).*

La variation premiere et les conditions du premier ordre
de Pextrémé libre.

5. Considérations infinitésimales d’Buler. I Newifon, Jean Ber-
noulli, Jacques DBernoulli et L. Fuler lui-méme avaient résolu des pro-
blemes de variations particuliers par des méthodes reposant sur des
congidérations infinitésimales. L. Fuler?®) les généralisa plus tard au cas
de lintégrale J,. Remplagant*') y par y + &, les dérivées y) par les
quotients dont elles sont les limites, et I'intégrale par la somme finie
correspondante, il obtient, pour I'accroissement de Vintégrale, I'expression

8Ax(8f d of , a* of ),

5y ds oy Tasay

(1910), p. 1257 et suiv.], pour le cas de J{ ne sont pas conformes & celles du
texte: il conserve l'extrémé faible, mais I'extrémé fort devient Vextrémé demi-fort
(halbstark) et 1'extrémé correspondant au voisinage d’ordre zéro est ce qu’il ap-
pelle lextrémé fort. O. Bolza [Calculus of variations'?), p. 244] avait employé
Pexpression extrémé demi-fort (semi-strong minimwm), mais pour désigner tout
autre chose que J. Radon; il s’agit du probleme isopérimétrique [voir plus loin].*

37) ,Calcul des variations®) 1, p. 51/6; voir aussi 0. Bolza, Variationsrech-
nung 1), p. 86.*

38) ,Calcul des variations®) 1, p. 215/6, 241/4.*

39) 0. Stolz, Grundziige der Differential- und Integralrechnung 1, Leipzig
1893, p. 199 [cf. II 8, 27].*

40) Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive proprietate gau-
dentes, sive solutio problematis isoperimetrici latissimo sensu accepti, Lausanne
et Gepeve 1744. En partie, trad. allemande de P. Stdckel dans W. Ostwald,
Klassiker der exakten Wissenschaften n° 46, Leipzig 1894. ,Voir aussi A. Kneser,
Abh. Gesch. math. Wiss. 25 (1907), en partic. p 55/60.*

41) Comm. Acad. Petrop. 8 (1736), éd. 1741, p. 185; Methodus*?), p. 26, 71.
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6. Introduction des variations par Lagrange. 11

Az étant la différence constante de deux valeurs successives de z. 11
en conclut que l'équation différentielle obtenue en égalant a zéro
Vexpression se trouvant entre parenthéeses est une condition nécessaire
pour Vextrémé de J, La faiblesse de son raisonnement réside dans
Pinterversion des passages aux limites lim ¢ = 0 et lim Az = 0.

6. Introduction des variations par Lagrange. J. L. Lagrange®?)
a, le premier, considéré des variations générales. Il désigne par Z une
quantité quelconque, composée d’'une maniere donnée & laide de

x, Y, 2,dx,dy, dz, d%, . ..
Entre x,y, z sont supposées exister deux équations finies.

Les différentielles d désignent le déplacement sur la variété simple
correspondant au systéme de valeurs (z, ¥, 2). Si cette variété change
infiniment peu, Z regoit l'accroissement*®) ¢Z.

J. L. Lagrange pose alors comme évidentes les relations

1) d0Z = ddZ,

0 fz=foz,

d’ou il suit que, si % est une quantité quelconque intervenant dans Z,
on a, en intégrant par parfies,

@) [ za0u= zZou — [‘duaz;

de sorte qu'on peut faire disparaitre du signe intégral toute variation
d'une différentielle; on a ainsi une relation de la forme

0 [Z =M+ [(Pox+Qsy+ Rb),

ot M ne dépend que des variations et de leurs différentielles prises
aux limites d’intégration, tandis que P, ¢, R, qui ne contiennent
aucune variation, satisfont & l'identité**)

(3) Pdzr 4 Qdy 4+ RBdz = 0.

Si f Z doit &tre extrémée pour un choix convenable de la relation

42) Mise. Taurinensia [Mélanges de philos. et de math. Soc. Turin] 2 (1760/1),
éd. 1762, math. p. 173/95; (Euvres 1, Paris 1867, p. 335/62; trad. allemande de
P. Stcickel dans W. Ostwald, Klassiker der exakten Wissenschaften, n° 47, Leipzig
1894. ,Voir aussi les lettres adressées & L. Euler par J. L. Lagrange, (Euvres 14,
Paris 1892, p. 140/3, 147/51 et les réponses de L. Buler, id. p. 144/5, 152/3; un
aper¢u de la partie de ces lettres qui concerne le calecul des variations a été
donné par G. Enestrom, Bull. bibl. storia mat. 12 (1879), p. 828/38.*

43) ,Le symbole & se trouve pour la premiére fois dans la lettre du 12 aoit
1755; J. L. Lagrange, (Euvres 14, Paris 1892, p. 140.*

44) J. L. Lagrange, (Guvres 1, Paris 1867, p 845/7.
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12 A. Kneser. 1I 31, Calcul des variations. M. Lecat.

entre z, ¥, #, J. L. Lagrange conclut de I'indépendance des variations
de z, 9, #, qu'on doit avoir
M=0, P=@Q=R=0,

les trois dernidres relations se réduisant, & cause de lidentité (3), &
deux équations différentielles, & Vaide desquelles on peubt déterminer
y et z, comme fonctions de z. La premiére équation exprime une
condition entre les valeurs de «, y, z et de leurs dérivées, prises aux
limites d’intégration.

J. L. Lagrange*s) a étendu ces considérations au cas d'une variété
simple dans un domaine & un nombre quelconque de variables, en
admettant aussi que la fonction sous le signe intégral dépend des
limites d’intégration et qu’on impose des relations quelconques entre
les valeurs des variables et de leurs dérivées prises aux limites.

7. Formule fondamentale d’Euler. L. Euler*t) observe que, si
une courbe résulte de la variation d’une autre, tout point de I'une
correspond dune manidre univoque & un point de la seconde, de sorte
que si Z et Z 4 dZ sont les valeurs de Z en deux points voising P,
et P, de la courbe primitive, aux points correspondants P,” et P’
de la courbe wvaride, ces valeurs deviennent Z 4- 0 Z et

Z+dZ+ 0(Z+dZ),

et comme le passage direct de P,” & P,” augmente la quantité Z + 02
de sa différentielle, on a

Z4+dZ+0(Z+dZ)=Z+ 0Z + d(Z+ 62);

d’ou résulte la premitre équation (1). La seconde est une conséquence
immédiate de la définition de la variation®").

De ces propriétés fondamentales de la variation L. Euler®®) con-
clut que

, ddy , dox
0y = az Y ax’

w4y LAdSx
0y"= dx dz ’

et, pour le cas ol f renferme » fonctions inconnues*) y,, ¥,, . . ., ¥, avec

45) Misc. Taurinensia [Mélanges de philos. et de math. Soc. Turin] 4 (1766/9),
seconde pagination p.163/87; (Buvres 2, Paris 1868, p.37/63; trad. de P. Stickel*?).

46) Institutiones calculi integralis 8, St Pétersbourg 1770, p. 468/9, 484/5.

47) Id. p. 482/3, 506/1.

48) Id. p. b24.

49) , L. Euler ne fait le calcul que pour n =2, mais la généralisation est
évidente.*
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7. Formule fondamentale d’Euler. 13

éventuellement leurs dérivées supérieures, en posant

@, = 0y, — ?/i’dx (’= L2,..,n),
on a en outre

00 =0y — yr+V8z  (v=1,2,3,..).

L’intégration par parties, faite suivant la formule (2), fait disparaitre
les termes en dy;, dy,”,... sous le signe intégral et donme

W 87— ffia [ (3 Mo)ar+ ozt 3 3w, 007,
£ &y (@)
N

@

ou
_of _a o @& of
Mo =5y, @z oy Vaw oy T
of a4 of | & or

T A e S I
Si les limites d'intégration sont fixes, le crochet disparait?).
8. D. Poisson®'), adoptant V'idée de J. L. Lagrange [fin du n° 6],
ajoute au second membre de Yéquation (4) la quantité
Zg Ly
of . or
Bxlfézl—dx—l—axzfazdx,
pour le cas ou l'intégrant dépend des limites d’intégration.

11 remarque®®) que la quantité o, est V'accroissement que regoit
¥; quand,  étant constant, on passe de la courbe primitive & la courbe
variée. Cette quantité @; est parfois appelée variation pure, tronguce
(reine, obgestumpfte Variation)®), la variation composée (gemischite
Variation)®*) dy ayant lien lorsque z varie en méme temps. Si

0z =0, on a
Aoy
@, = 0Y;, 0y = ,°*;

le signe de la variation est donc alors permutable avec celui de la
dérivée prise par rapport a z.

50) ,Dans le cas de » =1, on supprimera la lettre 7.*

61) Mém. Acad. sc. Iustitut France (2) 12 (1833), p. 236 [1831].

52) Id., p. 241.

83) ,A. Kneser, Variationsrechnung??), p. 16.*

54) F. L. Stegmann, Lehrbuch der Variationsrechnung und ihrer Anwendung
bei Untersuchungen tiber das Maximum und Minimum, Cassel 1854, p. 281; ,pour
ce qui concerne les notations, voir la préface, p. 7. On représente parfois les varia-
tions composées par 6(y);, les autres par (& y); [cf. O. Bolza, Variationsrechnung *¥),
p- 49). G. Erdmann [Z. Math. Phys. 23 (1878), p. 363] écrit respectivement

[0y d0y;.*
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14 A. Kneser. 11 81, Calcul des variations. M. Lecat.

,On peut alors écrire, pour la variation de l'intégrale, dans le cas
d’une seule inconnue (J;) et des limites fixes, les deux expressions
Lo

JJI&ydx, f(gl; oy + 2 oy da.

zy

La variation des variables indépendantes a joué, dans lancien
calcul des variations, un role trés important et souvent néfasted).*

8. Variation spéciale résultant de Vintroduction d’un paramétre
variable. L. Euler®) a cherché & comprendre la notion de la variation
dans celle de la différentielle, en admettant que le passage dune courbe
& une voisine (courbe variée) est réalisé quand varie un parametre ¢
qui entre dans I'équation de la courbe, et, désignant par f, la valeur
de ¢ correspondant & la courbe primitive, il pose®?)

ce qui aftribue a Uopération J les propriétés formelles fondamentales
de Yopération d, ,c'est-d-dire ce qui réduit le caleul de Lagrange & un
procédé de différentiation®s).*

L. Euler®®) savait que I'idée de considérer la courbe variée comme
individu d’une famille & un paramétre particularise la notion de varia-

55) ,Un exposé correct de la variation des variables indépendantes est donné
var C. Jordan, Cours d’Analyse, (2° éd.) 8, Paris 1896, p. 463.*

56) Novi Comm. Acad. Petrop. 16 (1771), éd. 1772, p. 35/70 [1771]; réimpr.
Institutiones calculi integralis 4, St Pétersbourg 1794, p. 592.

57) ,Ainsi que I'. L. Stegmann, Variationsrechung %) et &. Erdmann [Z. Math.
Phys. 26 (1881), p. 76]. Par contre M. Ohm [Lehre des Grossten und Kleinsten,
Berlin 1825, p. 1 330], G. W. Strauch [Theorie und Anwendung des sogenannten
Variationscalciils 1, Zurich 1849, p. 1/499; 2, Zurich 1854, p. 1 788] et F. N. M.
Moigno [Le¢ons sur le calcul différentiel et intégral 2, Paris 1844] écrivent

3y
Iy = (TﬁLt;

variation que ¥. L. Stegmann représente par ¢” et appelle | Variationsquotient*.*

58) (A. L. Cauchy [C. R. Acad. sc. Paris 40 (1855), p.261/7; (Huavres (1) 12,
Paris 1900, p. 197/204] montre sur des exemples que s&’il suffit, pour réduire le
calcul des variations au calcul différentiel, de faire correspondre les changements
de forme des fonctions aux changements de valeur d’'un paramétre variable, ré-
ciproguement il suffit d'introduire, dans plusieurs des principales formules de
l'analyse infinitésimale, un parametre variable, pour les transformer en d’autres
qui s'expriment ais{ment &4 1'aide des notations propres au calcul des variations.
A. L. Cauchy annonce la publication d'une étude plus approfondie de cette
question, mais cette annonce est restée vaine *

59) Novi Comm. Acad. Petrop. 10 (1764), éd. 1766, p. 55 [1760].
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9. Conditions du premier ordre. 15

tion. Cette spécialisation n’a aucun inconvénient tant qu’il s'agit de
la recherche de conditions nécessaires pour l'existence d'un extrémé,
mais elle a été le point de départ de nombreuses méthodes erronées
pour l'obtention des conditions suffisantes [n° 20]. Mais déja J. L.
Lagrange avait évité cet écueil, car s'il emploie la méme spécialisation
dans la troisieme édition de ses Legons sur le calcul des fonctions®?),
il n'en est pas de méme pour sa Théorie des fonctions analytiques®?),
ou il s'occupe des conditions suffisantes [n° 14]. Il n'y utilise que le
concept général de la variation.

JEn ce qui concerne, en général, la nature analytique des variations,
il résulte d’une démounstration de J. Hadamard [n° 4] qu'il est indiffé-
rent, pour le probleéme U,, de considérer des variations analytiques ou
des variations simplement continues avec points anguleux isolds. De
méme, pour une intégrale J,, on peut employer des variations & dérivée
pi¥me discontinue en des points isolés, pourvu que les p — 1 premieres
dérivées soient continues, cette dernmiere coundition étant, par contre,
essentielle.”

9. Conditions du premier ordre. Contrairement & ce qui s'est
fait au n° 7, dy, ou dy désigneront dans la suite, sauf indication con-
traire, des variations pures. Si, » étant égal & l'unité, dy, en méme
temps qu'un nombre convenable de ses dérivées, s’annule aux limites,
il résulte comme cas particulier de la formule fondamentale d’Euler
Ja suivante:

0, =f12lléydx.

J. L. Lagrange®®) démontre, le premier, d'une maniere rigoureuse que
cette variation doit g'annuler pour que lintégrale J, puisse étre
extrémée. Pour cela, i1l remplace y par y -+ eu, & étant une cons-
tante supposée suffisamment petite,  étant fonction de z. La variation
premidre est alors représentée par l'ensemble des termes linéaires en

60) ,Lecons sur le calcul des fonctions, (8° éd.) Paris 1806, p. 401501
[legons 21 et 22 reproduites J. Xe. polyt. (1) cah. 14 (1808); (Buvres 10, Paris
1884, p. 364/98, 899/451. L'usage des variations spéciales est passé de la dans
la plupart des traités ultérieurs.*

61) ,Théorie des fonctions analytiques, (1¥¢ éd.) Paris an V, p. 198/220;
(2¢ éd.) Paris 1813; (3° éd.) Paris 1847; (Muvres 9, Paris 1881, p. 296/310, 311/21.
Ces deux travaux de J. L. Lagrange ont été traduits par 4. L. Crelle [Abh.
Akad. Berlin 1833, éd. 1885, math. Klasse p. 40 et suiv.], mais avec commen-
taires dans le texte et changement des motations.*

62) ,Fonctions analyt.®?), (2¢ &d) p. 273; (3° 6d.) p. 277;* (Buvres 9, p. 297.
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16 A. Kneser. 1I 81. Calcul des variations. M. Lecat.

& dans le développement de I'intégrale suivant les puissances ascendantes
entitres de ¢ et par conséquent, la variation de l'intégrale ne s'annu-
lant pas, laccroissement de J, pourrait é&tre positif ou négatif, et
l'intégrale ne pas &tre extrémée; d’ott la nécessité de l'évanouissement
de 0,

J. L. Lagrange en déduit la premidre condition nécessaire pour
Iexistence de lextrémé,  condition du premier ordre, suivant la termi-
nologie de J. Hadamard®). Cest Véquation différentielle d’Euler®)
20 5]

() M=0.

Pour plusieurs fonctions inconnues, on a de méme comme condition

du premier ordre
M, =0 (i=1,2,...,n),

JSquations différentielles du second ordre (pour p = 1), linéaires par
rapport aux y”*
J. L. Lagrange tente de démontrer que I'équation (5) résulte de

8J, =0,

dy étant arbitraire, quoiqu’il ait d’abord considéré ce fait comme
évident. On l'a cru longtemps, et F. N. M. Moigno ainsi que L. L.
Lindelof ®) I'admettaient encore.

Ln réalité, ce fait repose sur un lemme démontrable et appelé
aunjourd’hui lemme fondamental du caleul des variations. Pour n quel-
conque, il s’énonce comme suit: M, étant des fonctions déterminées
de z, continues dans l'intervalle d’intégration (z,, x,), si l'on a

Za

J Sm8y,az =0

40

pour toutes les déterminations des dy, telles que ces fonetions s’annulent
en z; et z,, il est nécessaire que les M, soient identiquement nuls

63) ,Calcul des variations®). C'est la dénomination qui sera adoptée dans
cet article.*

64) ,On l'appelle souvent Védquation différentielle de Lagrange. Mais comme
J. L. Lagrange [Legons sur le calcul des fonctions, (3° éd.) Paris 1806, p. 438;
(Euvres 10, Paris 1884, p. 897] écrit lui-méme: ,Cette équation est celle que
L. Euler a trouvée le premier [L. Fuler, Methodus *%), p. 36; trad. P. Stdckel,
p. 54]; nous adoptons avec O. Bolza [Calculus of variations!!) p. 22; Variations-
rechnung’?), p. 82] la dénomination utilisée dans le texte.*

65) L. L. Lindeldf, Variations-Kalkylens Theori, Helsingfors 1856; F. N. M.
Moigno et L. L. Lindeldf, Legons sur le calcul des variations, Paris 1861.
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9. Conditions du premier ordre. 17

dang Vintervalle (x,, z,), sauf peut-étre®®) aux points de discontinuité,
supposés en nombre fini, de ces founctions. Ce lemme, qui est souvent
employé ailleurs que dans le calcul des variations pour transformer
des équations différentielles ordinaires ou aux dérivées partielles, reste
vrai si les 0y, doivent avoir une ou plusieurs dérivées nulles aux
limites (ou méme en un ou plusieurs points de l'intervalle d’intégration)
et si les 0y, sont assujettis & avoir une ou plusieurs dérivées con-
tinues, ou méme & &fre analytiques®). A. Rosenblatt®") montre que le
lemme est encore valable quand les dy; sont des polynomes. Plusieurs
démonstrations ont été données pour n =1.*

Supposant que M est différent de zéro dans tout lintervalle
(%, 23), F. L. Stegmann®®) pose pour J,

—_ M )
6y=(x xl)]éxg ) e,
et, choisissant les exposants de maniére qu'un nombre convenable de
quantités dy, dy',... s'annulent aux limites, il en conclut que 8,
differe de zéro, et que M ne peut &tre différent de zéro en aucune
partie de lintervalle d’intégration. Cette démonstration peut &tre con-
sidérée comme satisfaisante.

H. E. Heine®) et P. du Dois-Reymond™) procedent d’'une maniere
analogue, mais ils observent de plus que M doit étre fonction con-
tinue de ». ,Ch. Méray™) donne une autre démonstration.®

E. Zermelo™), suivant les indications données par K. Weierstrass
dans un cours professé & 'Université de Berlin, pose

8y = o(& — @)™ (g — wyre= ¢ ===,

M étant supposé différent de zéro pour z = z,, z, <, << %,; en
prenant ¢ suffisamment grand dans Vintervalle (z,, 2,), il montre que
0, est différent de zéro.

,Une autre fonction remplissant le méme but et intéressante, olle,
par son interprétation géométrique, a été donnée par H. 4. Schwarz"®)*

66) ,Cf. J. Hadamard, Calcul des variations®) 1, p. 63/5.*

67) ,Archiv Math. Phys. (8) 15 (1909), p. 284/6.*

68) ,Variationsrechnung %), p. 90 (§ 24).*

69) Math. Ann. 2 (1870), p. 188/91.

70) Math. Ann. 16 (1879), p. 297, 305.

71) ,Ann. Ee. Norm. (2, 7 (1878), p. 187/92.*

72) Diss. Berlin 1894, p. 35, 41.

73) ,Cours professé a 1'Université de Berlin; cf. H. Hancock, Calculus of
variations #%), n° 78. Au sujet de 1'établissement de 1'équation différentielle d’Euler,
voir encore G..d. Bliss, Amer. math. Monthly 15 (1908), p. 47/54.*

Encyclop. des scisnc. mathémat. II 6. 2
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18 A. Kneser. 1I 31. Calcul des variations. M. Lecat.

JA. Kneser™) appelle extrémale™) (Extremale) toute courbe satis-
faisant & I'équation différentielle d’Euler ou, en général, aux conditions
du premier ordre pour Vextrémé de l'intégrale. Sauf dans les cas d’ex-
ception signalés plug bas, il y a, pour » =1, une double famille
d’extrémales dans le plan. Les deux constantes que contient I'intégrale
générale se déterminent alors par la condition que la courbe cherchée
passe par les deux points donnés. Il peunt se présenter des cas on
Yon ne peut satisfaire & cette condition.

L. Fuler™) a observé qu'on obtient immédiatement une premiére
intégrale, quand y ou x ne figure pas dans la fonction £ Pour n
quelconque, un cas d'intégrabilité est celui, bien connu en Dynamique,
ol la fonction f ne dépend pas de l'un des y; on a encore une inté-
grale premiere, dans le cas o f est linéaire par rapport & l'un des y,
son coefficient étant fonction de z seul.

A. Guldberg™) montre que l'invariance de l'intégrale J; pour un
groupe de transformations continu quelconque (et en particulier pour
le groupe continu § = « 4+ a auquel on peut le ramener par un change-
ment de coordonnées) entraine l'existence d’une intégrale premitre.

D. C. Gillespie™) recherche les solutions de Péquation différentielle
en se servant du théoréme d’'indépendance de D. Hilbert [n° 23]™).

En ce qui concerne la dégénérescence de I'équation M — O,
L. Euler®) a montré que lorsque

A=fp

est nul pour tout systéme de valeurs de z,¥, ¥, ce qui a lieu si f est

de la forme ,
P(z,y) + N(z, 9)9,

I'équation différentielle se réduit & une équation finie. On a une

identité si, en outre,
P =N,

74) ,Variationsrechnung %), p. 24.*

75) V. P. Ermakov?®") dit ,chemin de Lagrange“; K. P. Culverwell 1*%) et
W. A. Zimmermann [Zapiski novoross. Universit. Odessa 68 (1896), p. 1/270] disent
pcourbe stationnaires.* .

76) ,Methodus*?), p. 46/7.*

77) Forhandlinger Videnskabs-Selskabet Christiania 1902, éd. 1903, mém.
n° 7; voir aussi Rend. Circ. mat. Palermo 21 (1906), p. 66/74, ou il classe les
probleémes J, 4 l'aide des groupes.*

78) ,Diss. Gottingue 1906; Bull. Amer. math. Soe. 13 (1906/7), p. 345/8.*

79) G. Darboux, Legons sur la théorie générale des surfaces et les appli-
cations géométriques du calcul infinitésimal 3, Paris 1894, p. 59/65.*

80) ,Methodus*°), p. 4R *
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9. Conditions du premier ordre, 19

.Ce sont les seuls modes de dégénérescence de I'équation d’Euler.
Il y a alors respectivement un nombre fini d’extrémales (et la courbe
cherchée doit étre choisie parmi elles), ou bien une infinité (toutes les
courbes en sont) et lintégrale J, est indépendante du chemin d’inté-
gration. Réciproquement, si 'intégrale a la méme valeur pour toutes les
courbes acceptables, I'équation différentielle d’Euler doit étre identique-
ment vérifiée.

G. Frobenius®) montre que, dans le cas des dérivées d'ordre
supérieur, Péquation différentielle d’Euler ne peut se réduire a une
équation différentielle d’ordre impair sans se réduire aussi & une
équation différentielle de Yordre pair immédiatement inférieur, ce qui
généralise le résultat de L. Euler.

Pour » quelconque, si le déterminant fonctionnel [ 4 pour n=1,
cf. fin du n° 13] des équations des extrémales par rapport aux y” (ou
le hessien de f par rapport anx ¥') n'est pas nul, ces équations sont
résolubles en %,",...,y,”, qu'elles donnent sous forme de fonetions
continues en z, y;, ¥;. J. Hadamard®) dit alors que le probleme est
ordinaire. L. Konigsberger®®®) donne, pour le cas de # quelconque et
des dérivées supérieures, la condition pour que la variation dJ s’annule
identiquement. On peut rattacher & ces questions le probléme inverse
du calcul des variations, qui est traité plus loin*

Les extrémités de Varc d’intégration étant variables, la formule (4)
donne, outre les équations des extrémales, cette autre condition né-
cessaire que la somme des fermes aux limifes (Grensglieder), termes en
dehors du signe intégral, doit s’annuler pour toutes les variations
acceptables des variables aux limites.

Les variables sont, en général, lides entre elles par des équations
déterminées dont on peut tenir compte, d’apres J. L. Lagrange®®), comme
dans les problemes d’extrémé lié ordinaire [voir 1I 8, 30].

8i le point P,(x,,y,) est mobile sur une courbe donnée I'}, on a
entre les coefficients angulaires de lextrémale 1 et de la ligne I
au point P,, une relation qu'on appelle condition de transversalité;
on dit que I, rencontre transversalement l'extrémale en P,. La méme
chose peut se dire pour P,, ou simultanément pour P, et P,. Le

81) ,J. reine angew. Math. 85 (1878), p. 185/213, en partic. p. 206 [1877].
Voir aussi A. Hirsch, Math. Ann. 49 (1897), p. 49 et suiv.*
82) ,Calcul des variafions®) 1, p. 90.*
82%) ,Math. Ann. 62 (1906), p. 118/21. Voir plus loin les intégrales multiples.*
83) Lecons sur le calcul des fonctions, (3¢ éd.) Paris 1806, p. 468; (Euvres
10, Paris 1884, p. 422/3.
2‘
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20 H. Hahn ot F. Zermelo. II 31. Calcul des variations. M. Lecat.

cas des limites variables est examiné en détail plus loin [voir n° 29
et, en particulier, n° 30 a 32].

Si lon compare la valeur de l'intégrale prise de P, & P, le long
de lextrémale 1 & la valeur de cette intégrale prise le long dune
ligne L infiniment voisine de 4, entre P,” et P, l'intégrale disparait
de la formule (4), mais le crochet subsiste. La formule aux limites
ainsi obtenue fait donc connaitre, sans signe d’intégration, la variation
infiniment petite de l'intégrale et montre que cetle variation est
indépendante du changement de forme de la ligne varie et qu'elle
ne dépend que des déplacements infinitésimaux des extrémités. Ce fait
se rattache au théoreme de C.F. Gauss®) sur les lignes géodésiques
[ef. n® 29], et toutes les propriétés analytiques des équations du calcul
des variations en découlent. La formule aux limites est encore valable
si la ligne primitive, au lieu d’étre une extrémale libre, est une
extrémale sur une surface et, plus généralement, il y a des relations
en termes finis.*

10. ,Objection de P. du Bois-Reymond. Les hypothéses les moins
restrictives que l'on puisse faire, au sujet des fonctions considérées,
sont celles qui sont nécessaires pour que lintégrale existe, ce qui
n'exige pas que les y aient des dérivées premidres. C(’est le cas des
intégrales généralisées.

Si le probleme posé était de trouver, parmi les fonctions y deux
fois dérivables, celles qui extrément l'intégrale, le procédé employé
par J. L. Lagrange [p° 6], pour trouver la premiére condition né-
cessaire, serait absolument correct. Mais si, outre I'hypothése que f
et ses dérivées partielles sont finies, on suppose seulement l'exis-
tence et, sauf des discontinuités isolées, la continuité des dérivées
premiéres de y* le procédé suivi pour obtenir la condition du
premier ordre préte & objection, comme I'a remarqué P. du Bois-
Reymond ).

Ce procédé est basé, en effet, sur I'existence des dérivées secondes,
,ce qui, si 'on s'en tient aux hypotheses classiques [n° 2], impose &
la courbe cherchée 1 une condition de plus qu’aux courbes acceptables
de comparaison L. Cette objection est dite objection de Paul du Bois-
Reymond.*

Pour démontrer qu'en opérant d’une maniére rigoureuse on

84) ,J. Hadamard [Calcul des variations®), 1, p. 143] propose d’appeler for-
mule de Gauss la formule aux limites, pour n = 3.*
85) Math. Ann. 15 (1879), p. 313/4; voir aussi p. 564 et suiv,
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10. Objection de P. du Bois-Reymond. 21

n’obtient pas d’autre solution, P.du Bois-Reymond®) part encore de

Yexpression
8J, _f(afay+af 0y da,

mais il effectue l'intégration par parties, non sur le second terme,
mais sur le premier, ce qui introduit une quadrature. Il est aingi
amené i démontrer le lemme appelé lemme de Paul du Bois-Reymond,
d’apres lequel, si N est fonction de z, continue dans lintervalle
d’intégration (z,, 2,), et si

Ly

Sy Nazc=0

pour toutes les fonctions y nulles en x, et x, et qui possédent une dérivée
y" continue dans (zy, «,), on a N = constante dans tout cet intervalle.

. du Bois-Reymond démontre ce lemme en le considérant comme
un probléme isopérimétrique spécial.* D. Hilbert3®) a donné une méthode
élégante montrant que N a une valeur constante aux points de con-
tinuité, &'il y & un nombre fini de discontinuités. Il montre que de
la dérivabilité de f,. résulte 'existence de y” pour toute valeur de x
telle que f,» n'est pas nul*

E. Zermelo®) goccupe aussi de l'objection de P. du Bois-Reymond
pour le cas des dérivées d'ordre supérieur. Il étend le lemme en dé-
montrant que si la fonction N est continue dans I'intervalle (x,, z,) et si

La

dPq

Lo

pour toute fonction % de classe C® %) dans (2, ;) et dont les p—1
premieres dérivées s'annulent en z, et x,, N est fonction entiére et de
degré p — 1.

JLa démonstration de E. Zermelo, tres simple, est nouvelle, méme
pour le cas ou p=13%5). Celle de E. Jacobsthal®’) n’en differe que tres
peun. Nadechda Nilkolajevna Gernet®®), se bornant au cas spécial du

86) ,Dang un Cours professé a 1'Université de Gottingue en 1899.* Cf. J. K.
Whittemore, Annals of math. (2) 2 (1900/1), p. 130/6, en partic. p. 132.

87) Math. Ann. 58 (1904), p. 558/64.

88) ,J. Radon [Sitzgsb. Akad. Wien 119 II* (1910), p. 1264] applique, le
premier, ce lemme pour J,.*

89) Sitzgsb. Berliner math. Ges. 9 (1910), p. 82/4.

90) Diss. Gottingue 1902, p. 15 et suiv.; ,cf. J. Hadamard, Calcul des varia-
tions®) 1, p. 484 et suiv.*
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22 A. Kneser. 1I 31. Calcul des variations. M. Lecat.

probléme régulier (ainsi appelé par D. Hilbert quand f,» est différent
de zéro pour fout y'), répond & l'objection en s’'appuyant sur le théo-
reme de W. F. Osgood [n° 28]. Elle établit, sans supposer lexistence
des dérivées secondes sur 1, que cette courbe ne peut extrémer sans
8tre extrémale, sanf le cas des solutions discontinues [n° 34]. Mais
cette démonstration n’établit pas que la variation premitre elle-méme
ne peut s’annuler. Par contre, et pour la méme raison, elle sapplique
aux intégrales généralisées, en ne considérant que 'extrémé fort, puis-
qu’il ne peut &tre question de voisinage du premier ordre®').

H. Hahn), qui g'est aussi occupé de cette question pour le pro-
bleme de Lagrange [n° 47] et pour celui de Mayer, a montré que
toute courbe rectifiable, possédant une tangente déterminée en chaque
point, doit étre extrémale, si elle extréme®). Ce résultat™) est plus
général que ceux obtenus précédemment. Le probleme le plus général
consistant & trouver parmi toutes les courbes pour lesquelles l'inté-
grale simple J; peut étre définie, celles pour lesquelles J; est minimée,
n’a pas encore recu de solution.

Le cas des intégrales doubles, ot I'importance de I'objection
est trés considérable, est examiné plus loin*

11. Intégrabilité®®). La condition nécessaire et suffisante pour
que [ contenant une seule fonction inconnue se présentant avec les
dérivées supérieures [cf. fin du n° 2] soit dérivée exacte, c¢’est-d-dire pour
qu'il existe, pour y fonction arbitraire de z, une fonction

. . Bz, gy,
liée & f par la relation

dF ’
a—x=f<x7.%y7"')7

est que I'équation différentielle d’Euler, ou, pour plusieurs fonctions y,
que les équations

M,=0 (i—=1,2,3,..)

solent identiquement vérifiées (et par conséquent que la variation de
lintégrale soit identiquement nulle) quels que soient les dy.
L. Euler a, le premier, fait cette remarque pour une®) et puis

91) ,J. Hadamard, Calcul des variations®), 1, p. 488 et suiv.*

92) ,Math. Ann. 63 (1907), p. 254 et suiv.*

93) ,Voir encore W. H. Young, Rend. Circ. mat. Palermo 30 (1910), b. 27/32.*

94) Voir aussi L. Tonelli, Rend. Circ. mat. Palermo 32 (1911), b. 328/31.”

95) Pour un exposé historique détaillé, voir I. Todhunter, History *), p. 5056/30;
L voir aussi II 16, 20].*

96) Novi Comm. Acad. Petrop. 10 (1764), éd. 1766, p. 134 [1760]. Pour plus
de détails, voir II 18, 20.
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11. Intégrabilité. 23

pour deux®) fonctions inconnues. ,Mais il ne I'a démontrée qu’apres
J. de Condorcet™).

A. J. Lexell®) donne les criteres d'intégrabilité répétée d’une ex-
pression différentielle ‘et démontre, sans utiliser le calcul des varia-
tions'?), la suffisance de la condifion énoncée.

J. L. Lagrange'®') donne les conditions nécessaires et suffisantes
pour l'intégrabilité avec une ou deux variables dépendantes et, pour
les expressions différentielles du second ordre, il donne des indications

qui sont développées, sans le secours des variations, par F. Joachims-
thal*?) et J. L. Raabe'®®).

S. F. Lacroiz%) établit sans variations que la condition est né-
cessaire; F. Sarrus1%) donne la meilleure démonstration de la nécessité;
8. D. Poisson'®) exprime l'intégrale sous forme finie quand M = 0.

J- Bertrand*") montre comment il faut intégrer quand la con-
dition est satisfaite et donne les conditions d’intégrabilité répétée; il
considere aussi le cas ou il y a deux variables dépendantes, et celui

de Vintégrale double
[fvazay,

V étant fonction de z, y, 2z et des dérivées de z par rapport & z et y;
il établit la suffisance sans utiliser les variations, en simplifiant les

97) ,Institutiones calculi integralis 8, St Pétersbourg 1770, p. 556.*

98) ,Du calcul intégral, Paris 1765, p. 8/13; voir aussi Hist. Acad. sc. Paris
1768, éd. 1771, p. 54/6. La démonstration de J. de Condorcet est élégante.*

99) ,Novi Comm. Acad. Petrop. 15 (1770), éd. 1771, p.127; 16 (1771), éd. 1772,
p. 171.*

100) ,Mais les complications sont telles que, suivant J. L. Lagrange'°), on
ne peut juger de l'exactitude de la démonstration.*

101) ,Théorie des fonctions analytiques, (1™ éd.) Paris an V, p. 217 et suiv,;
Legons sur le caleul des fonctions, (8¢ éd.) Paris 1806, p. 401 et suiv.;* (Buvres 9,
Paris 1881, p. 317/21; 10, Paris 1384, p. 364/83.

102) ,Progr. Berlin 1844;* J. reine angew. Math. 33 (1846), p. 95/116.

108) J. reine angew. Math. 31 (1846), p. 181/212 [1844].

104) ,Traité du calcul différentiel et du calcul intégral, (i €d.) 2, Paris
an VIII, p. 238 et suiv.; pour la condition suffisante, voir p. 249, 764. S. I. Lacroiz
g’appuie sur le calcul des variations et améliore la démonstration de L. Euler.*

105) ,Ann. math. pures appl. 14 (1823/4), p. 197/205, voir aussi id. p. 319/23;
C. R. Acad. sc. Paris 1 (18385), p. 115/7; résumé par I Todhunter, History cal-
culus variations ¥%), p. 528/9. E. H. Dirksen [Abh. Akad. Berlin 1836, éd. 1338,
math. Klasse, p. 79/98], tant pour la nécessité que pour la suffisance, procéde &
peu prés comme F. Sarrus.*

106) Mém. Acad. sc. Institut France (2) 12 (1833), p. 260/70 [1831].

107) J. Ec. polyt. (1) cah. 28 (1841), p. 249/75, en partic. p. 255, 265.
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recherches de 8. D. Poisson; mais il fait intervenir une quantité qui
peut devenir infinie on indéterminée.

J. P. M. Binet'®) donne la meilleure demonstratlon de la suffi-
sance; elle est exempte de ce défaut; G. Brun'®) trouve une nouvelle
démonstration de la suffisance, basée sur le calcul des variations.

J. Bertrand''®) met la conditiou d’intégrabilité sous une forme
plus élégante que celle de L. Euler et qui conduit, en principe, & des
opérations plus simples!'?). Les conditions sous la forme ordinaire
sont déduites par R. S. Minich d'un systéme plus simple®). A. de Mor-
gan®), E. Stoffel et D. Bach''%), ainsi que A. Winckler''®), se sont
aussi occupés de ces questions.*

12, Représentation paramétrique; généralités. Equation d’Buler
sous forme paramétrique. Afin de ne pas devoir se limiter & la con-
sidération de courbes pour lesquelles y est fonction univoque de z,
c'est-a-dire o l'abscisse croit toujours dans le méme sens et o il
n'y a pas de tangente parallele a I'axe des y, K. Weierstrass'*®) trans-

108)  F. N. M. Moigno, Caleul diff.5%), p. 550/63.*

109) ,Rukovodstvo k variaciannomu iséisleniju (Traité de calcul des varia-
tions), Odessa 1848; voir 'exposé de I. Todhunter, History calculus variations %),
p. 529/30.*

110) ,C. R. Acad. sc. Paris 28 (1849), p. 350/1; J. math. pures appl. (1) 14
(1849), p. 123/31.*

111) ,Voir aussi F. Sarrus, C. R. Acad. sc. Paris 28 (1849), p. 489/42; J. math.
pures appl. (1) 14 (1849), p. 131/4.*

112)  Ann. sc. mat. fis. 1 (1850), p. 821/36, surtout § 1 [extrait d'un mémoire
non publi¢}; S. R. Minich ne démontre pas la réciproque, d’ailleurs aisée &
vérifier.*

113) ,Trans. Cambr, philos. Soc. 9, part. I (1850/1), § 4.*

114) J math. pures appl. (2) 7 (1862), p. 49/61; en partant de 'équation de
condition et sans utiliser les variations, ils mettent f(z, v, ¥, .. ., y(p)) dz sous forme
d’une expression différentielle du premier ordre renfermant x, y, v, ..., y(‘” b,
congidérées comme variables indépendantes et satisfaisant aux conditions d’inté—
grabilité de ces fonctions.*

115) ,Bitzgsb. Akad. Wien 88 II (1883), p. 820/35.*

116) ,Dans un cours professé & 1'Université de Berlin.en 1865. Bien avant
K. Weierstrass, J. L. Lagrange avait utilisé la représentation paramétrique pour
traiter le probléme de la brachistochrone en milieu résistant (voir le chapitre
consacré ici aux applications) et W. R. Hamilton [Trans. Irish Acad. (Dublin)
17 (1837), p. 1/144 [1832]] pour étudier le probléme de variations spatial (n = 2),
que G. A. Bliss et Ch. M. Mason [Trans. Amer. math. Soc. 9 (1908), p. 440/66;
11 (1910), p. 325/40] ont traité completement de cette maniére. Dans sa théorie
des rayons lumineux, W. R. Hamilton [Trans. Irish Acad. (Dublin) 15 (1828), p. 1
[1824]; 16 (1830), p. 1/64] avait été conduit & des intégrales de forme para-
métrique.* K. Zermelo, Diss. Berlin 1894; H. Hancock?t); A. Mayer [Ber. Ges.
Lpz. 48 (1896), math. p. 488/65] et A. Kneser [voir en partic. Variationsrech-
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12. Représentation paramétrique; généralités. 25

forme systématiquement lintégrale par lintroduction d’une nouvelle
variable indépendante quelconque; en d’autres termes, il considére I'inté-
grale sous la forme paraméirique au lieu de prendre la forme ordinaire.
JJour une seule fonction inconmue, on éerit

tZ
A EfF(fv, Yy, ', y) dt;
2

dans le cas de plusieurs fonctions inconnues, on opére de méme, U,
devenant U, 0.

Dans les questions géométriques, on prend souvent I'arc d’extrémale
comme variable indépendante. C’est ainsi qu'opere K. Weierstrass,
notamment dans son étude de la variation seconde [cf. n° 19].

On se sert parfois de la fonction F mise sous la forme

F(x,y, cos @, sin0),
avec, si § est Varc d’extrémale,

da dy .
o —cosl, —==smné.

Les formules qui permettent de passer & la forme paramétrique
ou inversement sont simplés et évidentes.*

K. Weierstrass™") a donné la condition pour que l'intégrale J® ne
dépende que de la forme et des extrémités de la ligne d’intégration,
c’est-a-dire pour qu'elle soit invariante pour umne transformation para-
métrique. Il faut et il suffit que F soit positivement homogéne''®) et
de degré 1 en &' et y, ,Cest-d-dire telle qu'on ait

(a’) F(x7 Y, k', k?/) = kF(x7 Y, x,; yl)

pour tout systéme de valeurs de z,y, «, ¥ du domaine ot F est de
classe C"'19) et pour toute valeur positive de %'%). 8i comme par

nung *%] opérent aussi en représentation paramétrique. G. Kobb **) I'a utilisée pour
les intégrales doubles. ,Depuis lors, elle est d'usage courant. J. Radon [Monatsh.
Math. Phys. 22 (1911), p. 563/63] et G. Vivanti [Rend. Circ. mat. Palermo 83 (1912),
p. 268/74] 'emploient pour les intégrales multiples.*

117) Of. A. Kneser, Variationsrechnung %), p. 7.*

118) ,0. Bolza, Calculus of variations!'), p. 119; Variationsrechnung?),
p. 194.%

119) ,O. Bolza [Variationsrechnung '!)] dit qu'en représentation ordinaire une
fonction est de classe CP) dans un intervalle, quand la dérivée pitme existe et est
continue dans cet intervalle. Une tonction f(x) est dite de classe D® dans un
certain intervalle [x, x,], lorsqu’elle est continue dans [x; 2,] et que cet intervalle
peut étre décomposé en un nombre fini de segments ou f(x) est de classe C¥).
La définition dee fonctions de classe C®, D, en représentation paramétrique
[Variationsrechnung '?), p. 191], est analogue & celle posée pour la forme ordinaire.
Voila pour les fonctions, Quant aux courbes, O. Bolza [Variationsrechnung %),
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26 A. Kneser. 11 31. Calcul des variations. M. Lecat.

exemple dans le cas ot F' est fonction rationnelle ou méme apalytique
et uniforme de &’ et ¢, ’homogénéité n’était pas ainsi limitée, aucun ex-
trémé fort ne serait possible pour la forme paramétrique [cf. note 128].*

E. Zermelo'™) gest occupé de la condition pour Jf. Mais, dans
le cas des dérivées d’ordre supérieur, la forme paramétrique, dont les
propriétés deviennent plus compliquées, n'a plus le méme intérét
théorique [n° 21)*

LComme la représentation paramétrique introduit une fonction ar-
bitraire, il est possible, d’'une infinité de maniéres, de représenter une
courbe quelconque; et l'on peut établir une correspondance arbitraire
entre les points de la ligne variée et ceux de la ligne primitive. On
en profite généralement pour faire correspondre les limifes d'intégration.
La variation peut &tre choisie normale & la courbe considérée; mais
cette correspondance peut ne pas &tre compatible avec la précédente,
si les limites ne sont pas fixes.

Pour les problemes géoméiriques, cette méthode est non seule-
ment préférable, mais on ne peut s'en dispenser, car elle seule est
susceptible de fournir une solution complete. Il ne peut étre question,
en effet, de diviser la courbe en arcs partiels sur chacun desquels z
varierait dans un sens constant, ni d’effectuer un changement de co-
ordonnées pour ramener un cas & l'autre, puisque la forme des
courbes variées est arbitraire.

Mais, si la représentation (forme) paramétrique réalise un progres
important, qulil y ait une ou plusieurs inconnues, c’est a tort que
Yon a cru que la représentation (forme) ordinaire, ol z est pris comme
variable indépendante, est surannée; celle-ci doit &tre appliquée lorsqu’il
s'agit de déterminer une fonction extrémant une intégrale, probléme de
fonctions (Funktionenproblem)!®®), comme dans le prineipe d’'Hamilton
et celui de la moindre action sous la forme de Lagrange, ou les
coordonnées des points dépendent du temps, considéré comme variable
indépendante.*

p- 190] dit quune courbe représentée paramétriquement est de classe C® si I'on
peut choisir le paramdtre ¢ de maniere que les fonctions x(f), y(?) soient de
classe C® dans l'intervalle [t,t;] considéré et que leurs dérivées ne sg’annulent
pas ensemble dans cet intervalle. Il appelle courbe ordinasre une courbe de
classe C’ ou composée d'un nombre fini d'arcs de courbe de classe C'.*

120) L. Tonrelli [Atti R. Accad. Lincei Rendic. (5) 201 (1911), p. 229/35;
(3) 211 (1912), p. 44853, 554/9] donne la condition nécessaire et suffisante a
laquelle doit satisfaire la transformation paramétrique pour que V'équation (a) ait
lieu (Note de G. Vivanti).*

121) Diss. Berlin 1894, p. 3/28.

122) , 0. Bolza, Variationsrechnung'*), p. 189 et suiv.*
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12, Représentation paramétrique; généralités. 27

JAu contraire, la représentation paramétrique s'impose pour les pro-
blémes de courbes (Kurvenproblem)®) ou de surfaces (Fldchenproblem)'*?)
8'll s'agit d'intégrales doubles [n°® 57]. Il en est de méme dans le
principe de la moindre action sous la forme de Jacobi, ol intervient
Paction maupertuisienne se présentant sous forme paramétrique, les
forces agissantes et les liaisons étant indépendantes du temps, dont
on fait abstraction pour ne considérer que la forme de la frajectoire.

On distingue les problemes-z (x-Probleme) des problemes-t (t-Pro-
bleme)'™). A tout probleme-¢ correspond un probleme-z, obfenu en
introduisant la condition

@) > 0.

Les problemes-¢ peuvent posséder des solutions qui ne satisfont pas &
cette condition et qui par 1& ne sont pas solutions du probleme-gz.
Un exemple est fourni par la solution discontinue du probléme de la
surface de révolution de moindre volume?!Z),

Mais, comme 1'a montré T .J. Panson Bromwich?®) sur un exemple
particulier, un probléme-z peut aussi avoir des solutions qui ne satis-
font pas au probleme-¢. Cette remarque n’est autre, en réalité, quun
cas particulier* d’un théoréme dd & K. Weierstrass'®), en vertu duquel
Vintégrale sous forme paramétrique!®®)* ne peut posséder un extrémé
fort si F' est fonction rationnelle de 2/, §, ,ou, plus généralement?9)
fonction analytique uniforme de 2’, 4, tandis que le probleme-z cor-
respondant peut trés bien admettre une telle solution.*

Comme l'a montré E. Zermelo, ce théoreme de K. Weierstrass
ne s’applique pas s’il y a des dérivées supérieures; ,mais il est indé-
pendant du nombre des inconnues. Malgré done que des formules de
transformation permettent de passer d’une forme de I'intégrale & l'autre,
celles-ci ne peuvent &tre substituées l'une & lautre, du moins pour
I'extrémé fort. Pour l'extrémé faible [et @ fortiori pour fous les pro-

123) ,0. Bolza, Variationsrechnung '), p. 652.*

124) ,Cf. O. Bolza, id. p. 199.*

125) ,Voir le chapitre de cet article consacré aux applications.*

126)  Math. Assoc., Math. gazette London 3 (1905), p. 179 et suiv.*

127) ,Donné par lui dans un cours en 1879.* Cf. E. Zermelo, Diss. Berlin
1894, p. 62.

128) ,Dans 1'édition allemande de I’Encyclopédie, 4. Kneser omet cette
restriction. Un autre exemple monfrant que certaines intégrales n’ont pas de
minimé fort sous forme paramétrique alors qu'elles en ont sous forme ordinaire
est celui, évident a priori, de action hamiltonienne, o la quantité sous le signe
intégral est rationnelle et quadratique par rapport aux dérivées.*

129) ,J. Hadamard, Calcul des variations®), 1, p. 80, 402 *
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blémes qui regardent la variation seconde (n°® 13 et suiv.)], il y a
équivalence complete.*

,En ce qui concerne la variation premiere, il n’y a rien de par-
ticulier au cas de la forme paramétrique, si ce n’est que les équations
exprimant la condition du premier ordre me sont pas indépendantes,
4 cause de I'homogénéité ) de F, et ne sont pas résolubles par
rapport aux dérivées secondes, contrairement au cas de la forme
ordinaire.

Pour le cas de J,?, conduisant aux deux équations

a
f,_%ﬁ;:o, F,— 2 F;=0,
on peut, en utilisant lidentité d’Euler sur les fonetions homogenes,
écrire, avec K. Weierstrass'®'), I'équation unique

(6) T— F::y' o Fy-r' + F &'y — 5"y) =0,
ol
F1= y?’ = — x,yy, = ;{/g;
d’ott Ton déduit la suivante
F ,—~F
@ B+ X0,
(@4 y'H?

exprimant le rayon de courbure B d'une extrémale en fonction des
coordonnées d'un point et du rapport —i’c— définissant la direction de la

tangente en ce point. On a, si les extrémités sont fixes
87,0 = [T(dysz — dzdy),

Pexpression entre parenthéses étant invariante pour toute transformation
paramétrique, transformation de variations changeant la correspondance
entre la courbe variée et la courbe considérée, mais ne modifiant pas
celle-ci!®®). Il en est de méme pour la courbure.

La variation seconde dans le probleme de I’extrémé libre.

13. La variation seconde. A. M. Legendre'®®) eut, le premier, I'idée
de considérer la variation seconde, dans le but de distinguer le maximé
du minimé.

130) ,Cette remarque a été faite par W. R. Hamilton [Trans. Irish Acad.
(Dublin) 17 (1837), p. 6 [1832]] pour le probléme spatial.*

131) E. Zermelo, Diss. Berlin 1894, p. 37.*

182) ,Cf. J. Hadamard, Calcul des variations®), p. 93; A. L. Underhill, Diss.
Chicago 1907; Trans. Amer. math. Soc. 9 (1908), p. 316 et suiv.*

183) Hist. Acad. sc. Paris 1786, éd. 1788, M. p. 7/37; addition id. 1787, éd.
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13. La variation seconde. 29

C. G. J. Jacobi'®) définit la variation seconde des intégrales U,
et oJ,, pour des valeurs déterminées des inconnues et des dérivées,
aux extrémités de l'arc d'intégration, comme étant l'intégrale, prise
entre ces limites, de la double somme des termes quadratiques, respec-
tivement par rapport & dy,, 0y, et 0y, 8y, ..., §y®), obfenus en dé-
veloppant, par la formule de Taylor, les fonctions

f@59 4+ 0y, Y+ 04,5 v + 0y, .., 9, + dy,)

f@;y + 09,y + 8y, ..., y® + 9y®).
Cette définition, contrairement 4 celle qu’avait donnée A. M. Legendre, se
généralise immédiatement au cas des variations supérieures.
On a beaucoup discuté sur la question de ces variations %),
G. Erdmann%) introduisant un paramétre [ef. n° 8], pose

oFu
%y k
0w = at’fdt’

et

ce qui permet de formuler les régles d'opération, comme pour le
signe différentiel.

Appliquant le signe 0 aux deux expressions de la variation pre-
migre [n° 7], on obtient

0, = aﬂuaydx _—_fz:syade +f3mﬂydx,

wams [

02 , 0 0
f 09"+ 2 55w ’ d‘““f o580y + ool 0%)d.

,51 0y n'est pas nul aux limites ou s'il présente des discontinuités,
la premiére expression, établie par C. G. J. Jacobi, reste valable, mais
la seconde doit &tre corrigée par des termes contenant les valeurs

de

df )dx

ou les variations brusques de cette gquantité.

1789, M. p. 348/51; P.Stickel dans W. Ostwald, Klassiker der exakten Wissenschaften
n° 47, Leipzig 1894, p. 59 et suiv,

134) J. reine angew. Math. 17 (1837), p. 9; Werke 4, Berlin 1886, p. 42.

1385) C. H. Schnuse, Introduction & sa trad. [Die Grundlebren der Variations-
rechnung, Brunswick 1859] de J. H. Jellett, An elementary treatise on the cal-
culus of variations, Dublin 1850; ,A4. Mayer [Ber. Ges. Lpz. 33 (1881), math,
D. 42/7] applique la variation troisiéme & des problemes d’extrémés ordinaires.*

136) Z. Math. Phys. 22 (1877), p. 324/31 [1876]; 23 (1878), p. 370; 26 (1881),
p. 73/97, en partic. p. 76.
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Mais lorsque les extrémités sont fixes et que dy’ est continu, les ex-
pressions sont équivalentes.*

Si la ligne considérée satisfait a la premiére condition de Yex-
trémé, c’est-a-dire est une extrémale, les termes en 0%y et 9%y dis-
paraissent et il ne reste que la premieére intégrale dans chaque ex-
pression. On peut ainsi écrire

®) 98, — [ dys Mdz = [(4dy*® + 2Boydy + Coy?ds,

en posant - - o
(9) gt — A, Ty — B, oy = C.
JJL’expression représentée par d M est un polynome différentiel linéaire
du second ordre par rapport & dy. L’équation obtenue en I'égalant
& zéro est dite l'équation aux wvariations correspondant & Y'équation
des extrémales. On a cette équation dés que I'on connait f et I'équation
générale des extrémales. Le polynome & M est identique & son adjoint.
Réciproquement tout polynome différentiel du second ordre, identique
4 son adjoint, peut étre considéré comme dérivant d'une variation
seconde d'intégrale définie!®”). La propriété que possede 'équation aux
variations d’&tre identique & son adjointe n’a pas lieu pour une équation
linaire du second ordre quelconque, mais on peut ramener toute
équation de cette forme & remplir cette condition en multipliant son
premier membre par un facteur convenable.

Pour plusieurs fonctions inconnues et extrémités fixes, on a de
méme

82U, =J§2§:’6ﬂ[i6%dw
@ i=1

1

Iy

zf( 4;,0y,/ 0y, + 2B, ,0y,0y, + Ci,kayiayk) dz,
k=1

£ k=
en posant
oy o o
Q0 Aa=mmy Ba=syaw C "
Les équations
oM, =

187) ,R. G. D. Richardson [Math. Ann. 68 (1910), p. 279 et suiv.] montre
que toute équation différentielle du second ordre identique & son adjointe peut
&tre considérée comme équation différentielle d'un probleme de variatioms avec
une condition auxiliaire quadratique et avec ou sans conditions auxiliaires liné-
aires. Pour 'étude de ce probleme et la condition du minimé, voir le probléme
de Lagrange.*
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sont linéaires et du second ordre en 0y, Le discriminant de la forme
quadratique

D= %‘Ai,kd\yilayk’

est le déterminant fonctionnel, par rapport aux y,”, des premiers
membres des équations des extrémales. Il se réduit & 4 si »=1.
§’11 ne s’annule pas dans lintervalle (z,, x,), auquel cas les égquations
des exirémales sont résolubles par rapport aux y”, la forme quadra-
tique @ est une forme quadratique générale et par conséquent décom-
posable en une somme de # carrés de formes linéaires indépendantes.
Le probleme est alors ordinaire au sens de J. Hadamard [n° 9]. Le
systéme différentiel d M, = O est identique & son adjoint.*

14. La condition de Legendre. ,Pour que 0%J, ait un signe
déterminé quel que soit dy, il suffit que la forme quadratique qui se
trouve entre parentheses dans I'égalité (8) soit définie quel que soit z,
ou le carré d’'une expression linéaire en dy, 0y

Lorsque B =10, C =0, la variation seconde se réduit a

fZBy’2dx,
£

d’oit la condition 4 > 0 nécessaire pour un minimé; pour un maximé,
cest 4 < 0. On peut ramener & ce cas particulier la discussion du cas
général*

A. M. Legendre ajoute & cet effet & la variation seconde Vex-
pression nulle

Za Lp
[dy > =fd<§iy’>dx =J(2¢x6y6y' + o $y?)du,

®)

ce qui donne
(1) 8, = f(A46y* + 2(B + 0)0ydy + (C + «)0y*}da.
11 détermine la fonction « de z par la condition que le discriminant
de la forme quadratique en dy, 0y s'annule, c¢'est-d-dire que
AC+ o) — (B+ «)?=0.

Clest une équation de Riccati. Klle est dite éguation différenticlle de
LegendreX

La forme quadratique en question devient ainsi le carré d'une
expression lindaire réelle en dy, dy’, multipliée par 4. La variation
seconde de Uintégrale a done encore le signe de cette quantité.
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A. M. Legendre montre de méme que
2
O T et ol
ont méme signe.

Pour J,, A. M. Legendre déduit de son calcul, cette premiere con-
clusion qu'une seconde condition (la premiere était que la courbe
soit une extrémale) nécessaire pour extrémer lintégrale, est que A4
ne puisse changer de signe dans lintervalle (2, z,); pour le mi-
nimé, c’est

A>0
le long de V'extrémale, dans tout le domaine d'intégration!®).

Lest la condition de Legendre au sens large'™). Elle est dite
avoir lieu au sems strict™®) lorsque 1'égalité n’est pas comprise. On
peut remarquer que, quand elle est ainsi réalisée, la dérivée seconde
y" existe dans lintervalle (#,, z;) ol elle est continue et que A4, B, C,
ainsi que leurs dérivées premitres, sont continues dans le méme inter-
valle.

G. Erdmann'*') a considéré un exemple du cas d’exception ol A,
tout en ne pouvant devenir négatif, est susceptible de s’annuler en des
points de l'intervalle (z,, #,). Un tel point est singulier pour I'équation
différentielle des extrémales et pour l'équation aux variations; et ce
point singulier ne satisfait pas en général aux conditions de Fuchs4?).
D. Hilbert*®) a donné quelques indications relativement & l'étude,
tres difficile, de ce cas.

La seconde conclusion que A. M. Legendre déduit de son calcul
est que, si la condition A > O est satisfaite, la variation seconde 9%
est de méme signe que A. Cette déduction ne se justifie pas, car
la question n’est encore résolue qu'au point de vue formel. Il
faut s'assurer si la transformation de Legendre est légitime.”

dJ. L. Lagrange'**) montre que « doit &tre déterminé, dans tout
I'intervalle d'intégration, comme fonction finie et continue; .cela est

138) K. Weierstrass en a donné une démonstration rigoureuse dans un
Cours professé & 1'Université de Berlin, en 1879; cf. O. Bolza, Variationsrech-
nung 'Y, p. 57/8; J. W. Lindeberg [Ofversigt Finska Vetenskaps Soc. Forhand-
lingar 47 (1904 5), mém. n° 2] en a établi une autre.*

139) ,On dit quelquefois condition nécessaire de Legendre.*

140) ,On dit quelquefois condition suffisante de Legendre*

141) ,Z. Math, Phys. 23 (1878), p. 369.*

142) ,Cf. J. Hadamard, Calcul des varialions®) 1, p. 8256.*

143) ,Cours professé a I'Université de Gottingue en 1903/4.*

144) Théorie des fonctions analytiques, (1 éd.) Paris an V, p. 208; (Euvres 9,
Paris 1881, p. 303.
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nécessaire et suffisant pour que lon puisse conclure que

02, =0
des que A >0 dans lintervalle (x,, 2,); la seconde conclusion de
4. M. Legendre est donc inexacte si une telle intégrale n’existe pas.
C. G. J. Jacobi a résolu cette difficulté [n° 15]*

J. L. Lagrange™*) a modifié d'une manidre intéressante, mais qui
a peu attiré l'attention, les recherches de Legendre. Il ne pose pas
I'équation différentielle de Legendre, mais suppose seulement son premier
membre positif. Il en résulte encore que la forme quadratique du
second membre de (11), pour des valeurs réelles quelconques de dy,
a un signe constant, en méme temps que A; mais elle ne se réduit
plus & un carré unique. On en conclut en toute rigueur que, si le
domaine d’intégration est suffisamment limité [n°® 17] et si A est
de signe permanent, un extrémé a lieu, car tous les termes de de-
grés supérieurs & 2, dans le développement de f(x,y + 0y, ¥ + oY),
peuvent &tre négligés.

15. Transformations de 0%J; d’aprés Jacobi. ,C. G.J. Jacobi a
indiqué, dans un mémoire***) qui marque une époque importante dans
I'histoire du calcul des variations, que ’équation de Riccati peut se
ramener 3 une équation différentielle linéaire homogene du second
ordre.* Il pose o
o=—B—4—-

wu
JL’équation de Legendre devient ainsi
B

(12) v =(0— 0 )u— (459 =0,

dite#6) dguation diffdrenticlle de Jacobi. Elle revient a 'équation aux
variations [n° 13].* C. G. J. Jacobi démontre que l'intégrale peut &tre
trouvée par simple différentiation dés qu'on connait I'intégrale générale
de Véquation différentielle ‘d’Euler; ,cela résulte de ce que ¥(u) n’est
autre que 0, ou de ce que ¥ (u) est identique & son adjoint47)*
Si ¢ et ¢, sont les constantes introduites dans l'intégration de l'équa-
tion différentielle des extrémales, (), C; d’autres constantes, 'intégrale

cherchée est
Oy oy
U = 01 a——cl + 02 e, »

145) J. reine angew. Math. 17 (1837), p. 68/82; Werke 4, Berlin 1886, p. 41 et
suiv.; ,P. Stickel dans W. Ostwald, Klassiker der exakten Wissenschaften n° 47,
Leipzig 1894, p. 87/98.*

146) ,Cf. O. Bolza, Variationsrechnung 1), p. 60.*

147) Voir, par ex., l'exposé de J. Hadamard, Calcul des variations$) 1,
p- 319/22. Cette propriété a 6té généralisée [voir plus loin le chapitre consacré
aux intégrales multiples].*

Encyclop. des sciénc. wathémat. II 6. 3
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34 A. Kneser. 1 31. Calcul des variations. M. Lecat.

oy 0y
¢’ Cey
déterminer les constantes C; et C; de maniere que # ne s'annule pas
dans le domaine d'intégration (z,, %,), « est alors, dans cet intervalle,
solution continue de l'équation de Legendre, et d2J, est positif pour
toute variation 0y non identiquement nulle dans cet intervalle. On
peut alors écrire

(18) g2, — [4Y T gy,

Lorsque toute intégrale de l'équation de Jacobi s’annule en un
point au moins de lintervalle (z,, z,), la transformation de Legendre
n'est pas applicable. La transformation suivante de Jacobi n’a pas cet
inconvénient et permet, méme dans ce cas, de distinguer le signe de
la variation seconde. Posant

2Q = Coy? 4+ 2Boydy + Ady”?
et appliquant le théoreme d’Euler sur les fonetions homogenes, on a

0 d 98
1/)(63/) = o0y~ dz ooy’

les intégrales étant linéairement indépendantes. Si Pon sait

d’ou
Ty
(14) 02J, = [y (dy)dz,

ce qui n'est que la premitre égalité (8).

C. G. J. Jacobi en conclut que, quand une intégrale particulidre «
g'annule en deux points de lintervalle (z,, #;), on peut annuler la
variation seconde, en choisissant convenablement la fonction dy. Il faut
alors considérer 0%J;. O. Bolza'®) effectue la transformation de Jacobi
pour les variations dy de classe D”. C. G.J. Jacobi se sert de l'ex-
pression (14) pour établir, d’'une seconde maniere, la formule (13)14%)*

148) ,Variationsrechnung '), p. 63.*

149) ,Voir, en ce qui concerne la réduction de la variation seconde d’apres
C. G. J. Jacobi, V'exposé de J. Hirner, Quart. J. pure appl. math. 14 (1877),
p. 218 26. Cf. encore G. Brun, Rukovodstvo k variacionnomu iséisleniju'®?), Odessa
1848, p. 103/8; A. C. Dizon, Messenger math. (2) 26 (1896/7), p. 65 et suiv. Il con-
vient de citer ici, bien qu’ils soient erronés, les travaux de I Steichen, Mém.
couronnés et autres mém. Acad. Belgique in 8° 14 (1862), mém. n° 2, en partic.
p. 20,7, 58/61; critique de L. L. Lindeldf, Bull. Acad. Belgique (2) 17 (1864),
p. 162,72; L. Zmurko, Verh. Ges. deutsch. Naturf. Aerste 48 Graz (1875), Tageblatt;
Denkschr, Akad. Wien (math.) 37 II (1877), p. 43/8; Pamigtnik Akad. Umiejetnoseci
(Cracovie) 2 (1876), p. 57/79, en partic. p. 58/62 [1875]; objections de F. Mertens,
Z. Math. Phys. 21 (1876), p. 142/4; Pamietnik Akad. Umiejetnosci (Cracovie) 2
(1876), p. 124/33; réponse de L. Zmurko, id. 3 (1877), p. 24/34, ou il est question
également des intégrales multiples [voir plus loin]. Voir aussi les comptes rendus
de 4. Mayer, Jahrb. Fortschr. Math. 8 (1876), éd. 1878, p. 220/4.*
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16. Transformations de 6%J,. 35

16. Transformations de d°J,. C. G.J. Jacobi'*®) a remarqus,
sans le démontrer, que si y est solution de I'équation

d P, (®y
(15) 4y (Al?/) d (gxpg ) 0
T'expression
d(4, dP(A4 pu'?
y{du+ ( “)+ Lo Wy )},

formée avec une fonction  indéterminée, est intégrable et que son
intégrale est de la forme
Wy )

Bt + dxP—1 ’

ot
ot
ty = u;

A,, B, étant des fonctions de z, indépendanies de .

Ce lemme fut démontré & l'aide du calcul par V. A. Lebesgue'®),
Ch. E. Delaunay*®); J. Bertrand'®?) le prouve en s'appuyant sur la théorie
de l'intégrabilité: il applique plusieurs fois le principe en vertu duquel
une quantité mise sous une certaine forme est identiquement nulle si
elle est intégrable. H. E. Heine'®) 'établit en faisant usage simultané
de deux variations indépendantes l'une de Pautre. E.F. A. Minding'®)
opére comme les deux premiers auteurs, mais exprime explicitement
les quantités B.

81 0. M peut étre mis sous la forme du premier membre de (15),

on a, comme l'indique encore C. G.J. Jacobi sans le démontrer, la
formule

(16) o1, — f Of e,

@ étant une forme lindaire des quantités dy, dy,..., dy®. Cela
résulte de (14) a l'aide d'intégrations par parties et en appliquant le
lemme. Il découle immédiatement de cette formule que, quand
o*f
(0y®)?
a un signe permanent, il en est de méme de 62Jp, ce quavait établi
A. M. Legendre pour p =2 [n° 14]

150) J. math. pures appl (1) 6 (1841), p. 17/35.

151) Id. p. 209/37.

152) J. Ee. polyt. (1) cah. 28 (1841), p. 276/83; F. Eisenlohr [Diss. Heidel-
berg 1853, éd. Manrheim 1853, en partic. § 10] donne une démonstration trés
voisine de celle de J. Bertrand.

153) J. reine angew. Math. 54 (1837), p. 68 71,

154) Id. 55 (1868), p. 300/9.

3*
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La transformation indiquée exige que l'on connaisse des solutions
dy de I'équation différentielle linéaire (15) ou
oM =0.
Comme on opére avec le symbole 9, dans expression M, tout comme
avec le signe différentiel par rapport & un paramétre quelconque, la
golution générale est

r=2p
(17) sy = >0, 7Y,
=1
les ¢, étant les constantes d'intégration se présentant dans Ia solution
de Véquation différentielle d’Euler
M=0;
les O, sont de nouvelles constantes.

Si par exemple p = 2, il est nécessaire, pour effectuer la transfor-
mation de §°J, d’aprés la formule (16), d’utiliser deux expressions (17),
contenant ensemble 8 constantes C, mais celles-ci n'entrent dans le
calcul qu'en combinaisons telles que la forme o ne comprend que 3
constantes arbitraires, comme dans la transformation de Legendre,

Ch. E. Delaunay expose les découvertes de C. G.J. Jacobi et montre15%)
que 0 peut toujours étre mis sous la forme du premier membre
de D'égalité (15). Les résultats de C. G. J. Jacobi ont été, pour la
premiére fois, rigoureusement établis, pour p —2, par F. Eisenlohyr156),
G. Mainardi®), F. Brioschi'®®) g'occupent du méme cas.

8. Spitzer'®®) prend pour point de départ la formule (16), sans
tenir compte de ce qu'elle est établie & l'aide d'intégrations par parties;
il en déduit que les expressions (17) sont aussi solutions de I'équation
linéaire @ = O et détermine les coefficients des quantités dy, oy, . ..
dans @; il effectue les calculs pour p =1, 2, 3. Il montre que, dans
ces coefficients, les constantes C sont reliées entre elles de maniere
que le nombre des indépendantes est égal a I'ordre du systéme d'équa-
tions obtenu en posant

, — 0*
(18) 2 flz,y,. ..., y"Ndr=o +IW£T)"D2dx’

E2S x;

155) J. math. pures appl. (1) 6 (1841), p. 211.

156) Diss, Heidelberg 1853, éd. Mannheim 1853, p. 13 et suiv.

187) Ann. sc. mat. fis. 3 (1852), p. 149/92; p. 379/83 (appendice).

158) Id. p. 322/6; Opere 1, Milan 1901, p. 85/8. ,Pour p quelconque, voir
F. Brioschi, Giorn. I. R. Ist. Lombardo (2) 3 (1851), p. 400/9; Opere 3, Milan 1904,
p. 109/18 *

159) Sitzgsb, Akad. Wien 12 (1854), p. 1014/71, en partic., p. 1027; id. 14
(1853), p- 41/120. ,Cf. I. Todhunter, History calculus variations?), p. 293/306*.
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16. Transformations de &%Jp. 37

@ étant une forme quadratique en dy, 8y, ..., 0y®~ D, et les coeffi-
cients des formes @ et ® étant considérés comme des inconnues.
C'est la généralisation de l'équation de Legendre.

S. Spitzer'®) g'est oceupé aussi de la forme sous laquelle on peut
mettre la variation seconde, quand léquation différentielle d’Huler
dégéndre en une équation différentielle d’ordre inférieur & 2p [cf. n° 9].

Bien que la transformation de la variation seconde, dans le cas de
plusieurs fonctions inconnues, soit considérée plus loin, on peut signaler
ici que, par des considérations analogues & celles qui se rattachent a
Végalité (18), S. Spitzer'®') montre, pour le cas ou Vintégrale contient
deux inconnues, que sa variation seconde est de signe comstant dans
Uintervalle d’intégration (x, «,), quand

of
oy'®
est de signe constant et que la quantité
*f o __( 9’1‘4)2
oy’ Oy \9y, 0y,

est positive dans (2, ,). Il démontre que les six coefficients de la
forme @, dans Véquation correspondant a (18), sont déterminés par
autant d’équations différentielles du premier ordre, dont les intégrales
sont représentées par des expressions analogues & (17).
L. O. Hesse%?) démontre et complete ceux des résultats de C. G.
J. Jacobi qui sont de mnature formelle. Il établit la formule (16) en
intégrant par parties et en se servant de certaines expressions diffé-
rentielles linéaires ¥, ¥,,... dont la premidre est définie par
T(z) =0M, d0y=o2.
Désignant par
u, v, W, S,...
P intégrales de I'équation ¥(s) = 0, et posant
z=uz, 2 =z, & =wz", ...
(19) U =uvy, W=Uuw,...
wy=vwy, 8§ =vs,...,
aingi que les conditions

Wy (v,) = Wy (w)) = F(wy) = -+ - =0,

160) Sitzgsb. Akad. Wien 12 (1854), p. 1031, 1040.
161) Id. 14 (1855), en partic. p. 7.
162) J. reine angew. Math. 54 (1857), p. 227/73; Werke, Munich 1897, p. 413.
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38 A. Kneser. 11 31. Calcul des variations. M. Lecat.
en nombre 22, (p , L. O. Hesse obtient

2 (p) 2 rr9 32f
La qguantité sous le mgne intégral peut, d’'aprés (19), étre représentée
par le quotient des carrés de deux déferminants construits & l'aide des
quantités 2, u, v, ... et de leurs dérivées. M. A. Stern'®®) montre, par
Vanalyse combinatoire, que dans la transformation précédente il inter-

y 2@+
2

vien paramétres, nombre des coefficients de la forme @.
G. Frobenius®*) déduit élégamment toute la théorie de Jacobi-Hesse

de l'algorithme des expressions différentielles linéaires adjointes®).

17. La condition de Jacobi C. G. J. Jacobi%), considérant
le premier lensemble des extrémales, ce qui marque le début du
point de vue moderne en calcul des variations, a indiqué que Il'inté-
grale J, cesse d’dtre extrémée dés que l'extrémale a, en deux points
duo domalne d’intégration, un contact d'ordre p — 1 avec une extré-
male infiniment voisine. Il applique sa remarque & l'intégrale

SV Y s

~

dont la variation égalée & zéro traduit en une formule préeise le prin-
cipe de la moindre action, et 'étudie d'une fagon détaillée dans le probleme
du mouvement des plandtes et dans celui des lignes géodésiques [voir
a la fin du présent article les applications du calcul des variations].

Jour p =1, une extrémale infiniment voisine de 1 ne peut couper
deux fois 1 entre les limites d’intégration, s'il y a extréme.*

L. O. Hesse'®™™) démontre le résultat de C. G.J. Jacobi pour p = 1,
du moins tant qu'il s'agit du signe de la variation seconde; il donne
la condition suivante pour que Vextrémale 4 soit coupée aux deux
points d'abscisses z, et z, par une extrémale infiniment voisine:

(20) [aacyll, . acj x“[aailp o (dcl Wt

163) Abh. Ges. Gott. 13 (1866/7), éd. 1868, math. mém. n° 2, p. 53/68 [1867].

164) G. Frobenius, J. reine angew. Math. 85 (1878), p. 203/6.

165) ,Sur la théorie de Jacobi-Hesse et les équations différentielles linéaires,
cf. L. W. Thomé, J. reine angew. Math. 125 (1903), p. 1/27; 128 (1905), p. 33/44;
gur les transformations de 82J,, cf. 4. Winckler, Sitzgsb. Akad. Wien 97 II* (1888),
éd. 1889, p. 1065/82.*

166) Vorlesungen iiber Dynamik, (1%e éd.) réd. par A. Clebsch, Berlin 1866;
Werke, Suppl. publ. par E. Lotiner, Berlin 1884, p. 46.

167) J. reine angew. Math. 54 (1857), p.258/9; Werke, Munich 1897, p. 434;
F. Eisenlohr [Diss. Heidelberg 1853, éd. Mannheim 1853, p. 18] ¢'était occupé de
la question, mais sans succes.
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17. La condition de Jacobi. 39

il montre, 4 l'aide d'un calecul simple et de I'éguation différentielle
2

/, & un signe permanent le quotient

du probleme dJ, =0, que si 2y

oy 0
1= e 7o
varie toujours dans le méme sens; 'égalité précédente exige donc que
le quotient ¢ passe une fois an moins par toutes les valeurs de —oc 8 400
dans Vintervalle (#;, #;). Si cela n’a pas lieu, on pent déterminer les
constantes O, et C; [n° 15] de manizre & ce que # ne s'annule pas dans
tout le domaine d'intégration, ce qui rend possible la transformation
de Legendre pour ¢%J; dans la forme de Jacobi.
.On désigne par A(x, ;) l’intégrale

[301 2, 302 [3(?:/,1, 361

(ne pouvant s’annuler identiquement) de Péquation différentielle de
Jacobi, nulle pour z = z,.*

K. Weierstrass'®®) appelle point conjugué®®) du point P, le point
P’ d’abscisse x,” de l'extrémale i, en désignant par z,” le premier
zéro de A(z, x;) qui suit z,. JLa racine x," est dite valeur conjuguce
de z,.*

Si la famille des extrémales issues de P, est représentée par
I'équation y = @(x, a), on démontre’™) que A ne differe de gz que
par un facteur constant; d’ott résulte que P, est le point o 1 touche,
pour la premiére fois & partir de P,, l'enveloppe de la famille des ex-
trémales issues de P;. Il y a aussi un point conjugué qui précede
z;; il y a donc les (premiers) points conjugués a droite et & gauche.
A coté de ceux-la, on peut considérer les 2idmes  Jitmes = cop
jugués.

Pour » =1, le premier et le deuxiéme conjugués d'un méme
point sont conjugués I'un & Yautre, de méme que le deuxiéme et le

troisitme, etc. Il n'en est généralement pas ainsi quand » est différent
de 1.7

168) ,Cours professé en 1879 & 1'Université de Berlin.*

169) ,On dit parfois, dans le méme sens, foyer conjugué [J. Hadamard,
Calcul des variations®) 1, p. 107]. Dans la terminologie allemande habituelle,
le mot foyer (Bremmpunkt, focal point en anglais), dd & A. Kneser [Variations-
rechnang ®%), p. 89§, n'est employé que quand il y a au moins un point extréme
variable [voir plus loin]; le foyer conjugué devenant point conjugué quand les
deux points extrémes sont fixes.*

170) G. Erdmann, Z. Math. Phys. 22 (1877), p. 325.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1
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«H. Hohn'") a montré la signification des seconds points con-
jugués pour le probleme spatial. Les autres points conjugués peuvent
aussi &re interprétés [voir le probleme de Lagrange).

En vertu d'un théoréme de J. Ch. F. Sturm™), si u, et u, sont
deux intégrales linéairement indépendantes d'une équation différentielle
linéaire du second ordre, il y a toujours, entre deux zéros consécutifs
a, et b, de u,, un zéro et un seul de u,, pourvu que tous ces zéros
appartiennent & l'intervalle de continuité. Si done, dans cet intervalle,
u, et u, ont chacun deux zéros a,,b, et ay,b,, ces zéros de u,,u, doivent
alterner, les intervalles (a,, b,), (as, b,) ne pouvant &tre intérieurs 'un
3 Pantre. Il en résulte que, si un point se déplace sur V'extrémale, son
point conjugué, de droite ou de gauche, se déplace dans le méme sens.
On est ainsi amené & distinguer deux cas:

19) @ < @y,
2°) 2 > a3,
ou bien z," n'existe pas.

Dans le premier cas, on peut rendre 0%J; nul, en choisissant
convenablement la variation dy. C. G.J. Jacobi en conclut qu'il ne
peut y avoir extrémé dans ce cas. Cela est exact & part certains
cas d’exception. G. Erdmann'™) démontre ce résultat, en calculant 8%J,
pour la variation

(A(z, z,) dans lintervalle (=, ),
=1 o
qui annule 0%J,.

Dans le second cas, que I'on peut formuler en disant que 'équation
aux variations posséde une solution différente de zéro dans tout le
domaine d’intégration, on dit que la condition de Jacobi est vérifide.
Cela a toujours lieu évidemment pour un intervalle suffisamment
petit. Elle est dite avoir lien aw sens strict lorsque le point con-
jugué de P, est extérieur & (z,, 7;), au sens large si ce point est ex-
térieur & Vintervalle (x,, #,) ou coincide avee P,. Lorsque la condition
de Legendre est vérifiée au sens strict!™) (4 > 0), et qu'il en est de

dans Yintervalle (z,, z,)

171) Math. Ann. 70 (1911), p. 185/42.*

172) ,J. math. pures appl. (1) 1 (1836), p. 181 et suiv. Cf G. Darboux,
Théorie des surfaces’) 3, p. 95/7; M. Bicher, Trans. Amer. math. Soc. 1 (1900),
p. 414/20, 2 (1901), p. 150, 428. Pour établir la théorie de la variation seconde,
on invogue d’habitude le théoréme de Sturm; J. Hadamard [Calcul des variations®),
p.- 330] montre que cette maniere de procéder est illogique et que c’est I'inverse
qu'il faut faire, ce théoréme pouvant et devant se déduire de la théorie de la
variation seconde.*

173) Z. Math. Phys. 22 (1877), p. 827.

174) 11 est nécessaire que la condition de Legendre soit vérifiée au sens
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méme pour le critére de Jacobi, la variation seconde d%J; est positive
pour toute variation acceptable. C. G. J. Jacobi conclut & tort a lexis-
tence d’un extrémé [cf. n° 207*

La condition de Jacobi au sens large est nécessaire pour l'existence
de lextrémé: lorsque z,'<C x,, la variation peut, en effet, devenir
non seulement nulle, mais méme négative. Ceci a été établi, pour la
premiere fois, par G. Erdmann'®).

Soit

Az, #) =0 pour z, <z < x,.
De ce que le quotient ¢ passe entre deux points conjugués par
toutes les valeurs de — o0 & + oo, il résulte qu’il y a une valeur &
pour laquelle

A, 2)=0, z<E<a

Soit & < £ < ;. On peut alors déterminer une solution w de (%)
de maniere qu'elle s’'annule en , et prenne une valeur positive ¢ en
t,, sans étre égale & zéro entre z, et £,; ensuite, une solution v de
cette méme équation de maniere qu’elle s’annule en z,, vaille & en
g, et ne gannule pas entre §, et z,, G. Erdmann parvient alors au
résultat en posant

0y = ¢u dans lintervalle (z, &),
0y = &v dans lintervalle (&, x,).

K. Weiderstrass''®) démontre le fait en mettant la variation seconde sous
une forme spéciale et en utilisant certains théorémes généraux sur les
équations différentielles qui contiennent un paramétre.

L. Scheeffer'™) donne une théorie peu différente de celle de

N

G. Erdmann: elle consiste & prendre dans lintervalle P; P, un point
C et sur son ordonnée un point voisin €', & tracer les arcs d’extré-
males P, C’ et C'P,, et & considérer la courbe variée formée par ces
deux ares, dont la réunion donne un point anguleux en (. Cest ce

striet, sinon la condition de Jacobi cesse, en général, d’avoir un sens. Le cas
d’exception ol f,,, s’annulerait en certains points de 1, présente de grandes dif-
ficultés et n’a pas encore été traité, & part certaines indications données par
D. Hilbert, Cours professé & 1'Université de Gottingue en 1904 5.*

175) Z. Math. Phys. 23 (1878), p. 867 et suiv. ,Cf. 0. Bolza, Variationsrech-
nung '}, p. 83/4; A. Kneser [dans I'édition allemande de V'Encyclopédie] appelle
sCritere de Erdmann“ la condition que le domaine d'intégration ne renferme
pas deux points conjugués.*

176) ,Dans son cours professé & 1'Université de Berlin.* Cf. G. Kobb, Acta
math. 16 (1892/3), p. 111; ,O. Bolza, Variationsrechnung 1), p. 82.*

177) Math. Ann. 25 (1885), p. 548.
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que J. Hadamard'™) appelle la construction de Darbouz-Erdmann. Elle
conduit & un intéressant critére géométriquel™): le signe de I'accroisse-
ment de lintégrale en passant de l'extrémale étudiée & la courbe
variée se détermine en examinant si le prolongement de l'arc P, C’
est ou non entre P,C" et P, P, (ou si Vangle des deux arcs dex-
trémales en C’ tourne sa convexité ou sa concavité vers l'arc primi-
tif P, P,). H. Hahn désigne la mdthode de Darboux-Erdmann par le
nom de Scheeffer, et l'utilise dans une démonstration du théoréme de
W. F. Osgood [n° 28], dans l'étude du probleéme spatial, etc. H. 4.
Schwars'®) établit la proposition d'une autre maniére en mettant 0%,
sous une nouvelle forme. H. Hakn'®') donne une autre démonstration,
mais & propos du probléme spatial [voir n° 26]. Elle dérive de celle
de L. Scheeffer.

Toutes ces démonstrations exigent que l'inégalité z," << z, ait lieu
au sens strict. Mais la condition de Jacobi peut n’avoir lieu gu'au
sens large. G. Erdmann puis A. Korn'®®) ont étudié ce cas en con-
sidérant les variations de troisitme et quatridme ordres. Se sont aussi
occupés de ce cas A. Kneser'®d) W. F. Osgood®), J. W. Lindeberg'®),
D. Hilbert*®), E. J. Miles'™). H. Hahn'®") a, le premier, résolu com-
plétement cette question, en appliquant la méthode de Scheeffer; indé-
pendamment de lui, J. Hadamard'®®) a développé les mémes idées (a
laide de la construction de Darbouz-Erdmann'®®).*

JD’'autre part, les variations utilisées dans ces démonstrations étant

178) ,Calcul des variations®) 1, p. 329.*

179) Jd. p. 402 et suiv. Au sujet de la méthode de Darboux-Erdmann,
voir le cas des lignes d’intégration fermées [n° 88].*

180) ,Dans son cours professé & 1'Université de Berlin en 1898/9: Cf.
A. Sommerfeld, Jahresb. deutsch. Math.-Ver. 8 (1899), éd. Leipzig 1900, p. 189
et suiv.; H. Hancock, Calculus of variations?%), n° 183; O. Bolza, Variations-
rechnung '), p. 84/5.*

181) ,Math. Ann. 70 (1911), p. 130/2.*

182) Sitzgsb. Akad. Miinchen 32 (1902), p. 75/90; ,cf. id. 30 (1900), p. 285/46;
A. Korn appelle cas semi-défint celui qu'il étudie.*

183) Math. Ann. 50 (1898), p. 50; ,Variationsrechnung '), p. 93/7.*

184) Trans. Amer. math, Soc. 2 (1901), p. 166 et suiv.

185) ,Math. Ann. 59 (1904), p. 321 et suiv.*

186) ,Nachr. Ges. Gotb. (math.-phys) 1905, p. 178.*

1862) ,Trans. Amer. math. Soc. 13 (1912), p. 35 et suiv.*

187) ,Sitzgsb. Akad. Wien 118 II= (1909), p. 99/116.*

188) ,Calcul des variations®) 1, p. 407.*

189) ,Ces recherches sont traitées, en représentation paramétrique, par des
méthodes qui n'utilisent pas la variation seconde. Elles ne sont exposées que
plus loin [n° 26].*
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18. Conditions de Legendre et de Jacobi pour I'intégrale .J). 43

de classe I, ne sont pas acceptables. O. Bolza'®) résout cette objection,
en démontrant, & l'aide d'un procédé qu'il appelle Abrunden der Ecken,
que si Yon sait rendre négative 92J au moyen de variations de classe IV,
il est toujours possible de le faire & l'aide de variations de classe (.
Mais ceci rentre, comme cas particulier, dans un théoréme général
démontré par J. Hadamard [n° 8].*

JLa troisibme condition nécessaire pour extrémer lintégrale est
done la condition de Jacobi en vertu de laquelle:

Nz, z) 20 pour <z <, ou & < x,.

En remontant des propriétés de la variation seconde & la maniere
dont s’annulent les solutions des équations aux variations, on est
amené 3 cette double econclusion: la condition de Legendre pour le
minimé étant vérifide,

a) si la variation seconde est positive pour toute variation accep-
table dy, une solution de l'équation aux variations ne peut s’anunuler
plus d'une fois dans lintervalle donné;

b) si la variation seconde peut étre rendue négative, une solution
de T'équation aux variations a au moins un zéro intérieur au sens
strict & intervalle donné. Les théortmes que 'on peut obtenir dans
cette voie forment un important chapitre de la théorie des équations
différentielles).*

18. Conditions de Legendre et de Jacobi pour lintégrale J,. C. E.
Lundstrim ') recherche les conditions de Legendre et de Jacobi pour J,
sans transformer la variation seconde, mais sa théorie n'est pas rigou-
reuse, surtout 1a ot il cherche a étendre pour I'intégrale J, les résultats
de L. O. Hesse sur le critere de Jacobi [n° 17]. Comparant les ordres
de grandeur de 0y et dy, il montre que les signes de d%J, et @%
sort les mémes pour un intervalle d'intégration suffisamment petit;
mais il admef comme évident, ce qui est illégitime, que, lorsquon
integre & partir d'un point z,, il y a une premiére position z,” telle que
la variation seconde de l'intégrale, prise entre ces limites, peut s’annuler
sans que Oy soit identiquement nul. Il arrive & écrire correctement

le déterminant de degré 2p qui est l'analogue du déterminant du

190) , Variationsrechnung '), p. 86.*

191) ,J. Hadamard, Calcul des variations®), p. 331/4.*

192) Diss. Upsal 1866, en partic. p. 28, 81, 98. Il y est aussi question
des recherches analogues pour le probléeme isopérimétrique le plus simple [n° 41].
Ces recherches sont quelque peu généralisées, Nova Acta Soc. sc. Upsal. (8) 7
(1870), mém. n° 4 [1869], voir en partic. p. 10, 20.
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44 A. Kneser. 1I 81. Calcul des variations. M. Lecat.

second degré (20) Les éléments sont ici les dérivées, prises pour
x =1z et x—x,, des quantités

Yy, ..., y?

par rapport aux 2p counstantes d’intégration.

Les recherches de E.P. Culverwell') et de B. Turksma'®) se
basent sur le méme principe que les précédentes. Les travaux de
G. von Escherich'®) sur J, sont plus rigourenx* V. P. Ermakov 1%)
g'appuie sur la méthode de Jacobi-Hamilton généralisée!®s), mais
i1 ne recherche pas le champ d’existence des solutions de 'équation
aux dérivées partielles & laquelle il arrive, et par conséquent la
condition de Jacobi n'en résulte pas. L. Scheeffer Pétablit en méme
temps pour le cas des dérivées d’ordre supérieur ou pour celui de
plusieurs fonctions inconnues.*

JLa théorie de la variation seconde, dans le cas d’une seule in-
connue se présentant avec des dérivées d’ordre supérieur, est trés
analogue & celle qui a lieu pour % inconnues avec les dérivées premieres.
11 suffit, pour celle-ci, de généraliser 'observation de Legendre: trouver
une forme quadratique des variations telle qu’en ajoutant sa dérivée
par rapport & x & la quantité

2 (4,,90y/ 0y, + 2B, ,9y,0y, + q,k 0y, 99,),
Gk

on obtienne une forme quadratique en dy, 0y’ décomposable en #
carrés indépendants, au lieu de 2n, de formes linéaires en dy, oy’
On peut aussi étendre aun cas de plusieurs fonctions inconnues la
méthode basée sur la propriété que posséde le systéme des équations
aux variations d’gtre identique a son adjoint®"). Ces théories different
trés peu de celle qui a lieu pour le probleme de Lagrange [n° 49].*

19. ,La variation seconde en représentation paramétrique.
L’expression correspondant, en représentation paramétrique, a la forme

193) Philos. Trans. London 178A (1887), p. 95/129 [1886]; Proc. London
math. Soc. (1) 28 (1891/2), p. 241/65.

194) Diss. Amsterdam 1894, p. 18, 22.

195) ,Sitzgsb. Akad. Wien 97 II* (1888), p. 1416/41; 98 II* (1889), p. 1463/1501.*

196) Otéet i protokoly fiziko-matematideskago obsdestva Kievskom universeté
[travaux Soc. phys.-math. Univ. Kiev] 31 (1891), mém. n° 9, p. 1/44.

196%) Voir plus loin le numéro consacré & cette méthode.

197) ,Cf. I'exposé de J. Hadamard, Calcul des variations®) 1, p. 336/59, en
particulier p. 341/3.*
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19. La variation seconde en représentation paramétrique. 45

(8) est la suivante:

J(Fada® + 2F, 028y + Fpoy® + 2F .m0 4 2F 0y oy

+ 2F,y 020y + 2F,p0y 02 + 2Fp:02"% + 2F 02" 0y + Fya0y %) dt.
K. Weierstrass'®®) a exprimé 02J® sous la méme forme simple quen
représentation ordinaire. Pour toute fonction w de classe D', s'annu-
lant aux limites de Varc d'intégration, il obtient, en particulier pour
le cas des exitrémités fixes, 'expression

(21) O1T,0 = f [F +F w?]dt,
ot

F,2 F,, Fy

F-"=—7
¥y 2y x
Fp—y By — = (F—yy'F) —F,,—a"y F+dt( e+ &Y Fy)
F. — -
2 o -
Y z'y

o a -
Fp—= 2Fl—dt(Fy,g—acar: )

x' 2

On peut aussi exprimer!®?) ¥, & I'aide de la fonction T [n° 12]. La
quantité w est définie par
w=yt—an,

E(t), 5(t) étant des fonctions arbitraires de classe I’ et s’annulant
aux extrémités ¢,, f, de Varc d’'intégration. A. L. Underhill*®) obtient,
pour la variation seconde, des formes ou interviennent des fonctions
qui sont invariantes pour une transformation ponctuelle ou pour une
transformation paramétrique. Il donne notamment la forme invariante

normale
62,]1(0=f[(%§)2— kovg:ldr,
2

o oo V2
v=w-F F",

k, étant une fonction ratiounelle de F, F', F”; F,, F,, F,"; F,, in-
variante pour une transformation paramétrique, comme pour une

ol

198) ,Cours professé & 1'Université de Berlin en 1872.*

199) ,A. L. Underhsll, Diss. Chicago 1907. O. Bolza, Variationsrechnung 1),
P. 226 en note [cf. n° 29].*

200) ,Diss. Chicago 1907; voir aussi Trans. Amer. math. Sec. 9 (1908),
p- 816/38; Bull. Amer. math. Soc. 15 (1908/9), p. 379/84.*
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46 A. Kneser. I 31. Calcul des variations. M. Lecat,

transformation sur z, y201). Le nouveau paramdtre T nest autre que

t
[F@,y, @, y)dt.
z,

La formule (21) donne la variation seconde sous la méme forme que
(8) en représentation ordinaire, 4, B, C, 0y étant remplacés respecti-
vement par F;, 0, F;, w; les conclusions tirées de (8) sont done valables
ici aussi et donnent la condition de Legendre: tout le long de l'are
i, de l'extrémale 4, on doit pour un minimé avoir

F,>0.

Pour rechercher la condition de Jaeobi, on suppose!™) que la
condition de Legendre est vérifiée au sens strict.
K. Weierstrass donne le théoréme de Jacobi [n° 15] en re-
présentation paramétrique. L’équation de Jacobi devient
d du
Fu— 4 (F3) =o.
Elle a les deux intégrales particuliéres, linéairement indépendantes,

'3’1<t) = gifa— f:ga,
By(f) = 9l —1:93
en représentant par

z=f¢a,B), y=90¢«,p)

Uintégrale générale des deux équations différentielles d’Euler; o« et g
sont deux constantes; les indices «, f, ¢ désignent les parameétres par
rapport auxquels se font les dérivations. En posant

RAORAC
8, (t) Dy(8)
la condition de Jacobi, sous la forme que lui a donnée K. Weierstrass,
g’exprime en disant que ce déterminant doit rester différent de zéro
pour toute valeur de ¢ telle que ¢, <t<<#,. Ch. M. Mason®?) dé-
montre que ce déterminant est bien solution de I'équation de Jacobi,
en partant de I'équation (6) [n° 12). La définition des points con-
jugués se fait comme au n° 17; leur signification géométrique est
donnée par K. Weierstrass?®).

o, t) =

>

201) ,A. L. Underhill [Bull. Amer. math. Soe. (2) 15 (1909), p. 879] se sert
de cette propriété de la fonction %k, pour remplacer la recherche d’une solution
de l'équation de Jacobi par une autre plus simple.*

202) ,Bull. Amer. math. Soc. (2) 14 (1908), p. 318 21.*

2038) ,Cours professé & 1'Université de Berlin en 1879; cf. 4. Kneser, Varia-
tionsrechnung %), p. 90.*

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



20. Critique de la méthode Jacobi-Clebsch. 47

Au lieu de partir de l'intégrale générale de I'équation différentielle
d’Euler, on peut considérer, avec 4. Kneser24), la famille des extrémales
passant par P, [cf n* 17, 26], et représentée par deux équations
en z, y contenant les paramadtres ¢ et ¢. Son déterminant fone-
tionnel A(, a,) satisfait & Iéquation de Jacobi et s’annule pour f=+¢,;
¢ étant une constante non nulle, on a

AL, ap) =cO(, 1,).

G. A. Bliss®™®) ¢tablit une théorie de la variation seconde dans
un systeme de variables tel gue les fonctions se présentant dans la
question sont invariantes pour une transformation paramétrique.

Récemment, J. Radon®) a repris la question de la variation
seconde et de la condition de Jacobi pour l'intégrale JM.*

La méthode de Weierstrass et les conditions suffisantes
de Pextrémé libre.

20. Critigne de la méthode Jacobi-Clebsech. Méthode Weier-
strags-Scheeffer pour les conditions suffisantes de 1’extrémé faible.
La méthode de Jacobi-Clebsch ¥6) tient pour évident que 'acceroissement
de Tintégrale, résultant de la variation des fonctions inconnues, possede
le signe de la variation seconde de lintégrale, dés que sa variation
premiére s’annule, et, de la permanence de ce signe, sauf 'annulation
correspondant & celle des dy,, conclut & VYexistence de lextrémé.

L. Scheeffer lui aussi, avait cru d’abord que la seule considération de
la variation seconde permet de trouver les conditions suffisantes de 1'ex-
trémé. Mais, plus tard®?), il démontra rigoureusement que les con-
ditions de Legendre et de Jacobi ne constituent pas un critére cer-
tain, et que la méthode de Jacobi-Clebsch est insuffisante par le fait
quelle ne renseigne que sur le signe de la variation seconde®S).

204) ,Variationsrechnung %), § 31.*

2042) ,Trans. Amer. math. Soc. 8 (1907), p. 405 et sguiv.*

205) ,Sitzgsb. Akad. Wien II* 119 (1910), p. 1271,8.*

206) ,La critique des conclusions de C. G. J. Jacoli s’applique 4 celles de
A. Clebsch [n° 497; ils suivent tous deux la méme méthode, dite de Jacobi-Clebsch
(le premier pour » =1, le second pour » quelcongue).*

207) ,Math. Ann. 25 (1885), p. 594/5; et surtout 26 (1886), p. 197/208; Ber
Ges. Lpz. 37 (1885), math. p. 92/105.*

208) ,Ilya un cas o la variation seconde suffit & renseigner sur l'existence
de Uextrémé: celui ou la quantité sous le signe intégral est du second degré
par rapport aux fonctions inconnues et & leurs dérivées; la somme des variations
des deux premiers ordres représente alors rigoureusement la quantité dont s’accroit

N

Yintégrale quand on passe d’une ligne d’intégration & une autre.™
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48 A. Kneser. 1I 81. Calcul des variations. M. Lecat.

Le défaut du raisonnement réside dans ce qui suit: si, procédant
comme au n° 8, on considere la courbe variée comme individu d’une
famille & un parametre &, en remplacant y par y + su on obtient

respectivement o ot 25T
¢ (8—81)._,:0’ 2 (35"1);:0’

pour les variations premiere et seconde, d’out I'on ne peut conclure &
Vexistence de l'extrémé que par rapport aux courbes de la famille,
car il se peut qu'un ensemble de courbes, prises dans différentes fa-
milles, se rapprochent indéfiniment de l'extrémale considérée comme
donnant lextrémé, alors que cependant l'accroissement de J, est de
signe contraire & celui de la variation seconde. L. Scheeffer illustre ce
raisonnement d'un exemple®?) montrant gu'effectivement la méthode
est en défaut méme si dy et dy sont, comme d’habitude, trés petits.

L. Scheeffer, sur indication de K. Weierstrass, fait aussi observer
que la méthode des variations suppose que les variations premieres
des fonctions inconnues (son objection s'applique au cas ou il y en
a une ou plusieurs), ainsi que leurs dérivées premieres, sont tres
petites, ce que L. Euler, J. L. Lagrange et leurs successeurs admet-
taient implicitement en écrivant

of(@,y,9) = g—;dy + f; ay'.

Ce n'est, en effet, que pour de petits accroissements des quantités
variées que le procédé 0 se raméne aux opérations de la différentiation.

Mais déja A. M. Legendre avait, pour le probleme de I. Newton20°%)
[n° 70], considéré une ligne en zig-zag et ainsi admis que dy n'est
pas forcément petit. I. Todhumter®?®) semble &tre le premier & avoir
signalé d'une maniére générale que si les variations acceptables sont
spécialisées par la condition restrictive que dy  doit &tre petit, ce
qu'exige la méthode des variations, la notion d'extrémé qui y cor-
respond est aussi particularisée. Il considére, dans des exemples, des
variations pour lesquelles les dy sont des quantités finies et montre

209) Il comsidére l'intégrale
x,

*
Si@— a4+ @—aylde,
~ zl
ol
z, <la<lzy*

209%) Voir plus loin le numéro consacré & ce probleme.

210) Researches in the calculus of variations principally on the theory
of discontinuous solutions, Londres et Cambridge 1871, p. 169; cf. History cal-
culus variations?), p. 3, 426; L. Euler, Institutiones calculi integralis 3, St Péters-
bourg 1770, p. 494.
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20. Critique de la méthode Jacobi-Clebsch; 49

que les résuliafs ainsi obtenus peuvent effectivement étre en désaccord
avec ceux du calcul des variations?!),

Cela s'explique par le fait que la notion d’extrémé dépend de
la maniére dont on définit les courbes, ou en général les variétés
acceptables, et de leur voisinage. ,E. Zermelo®), en précisant la signi-
fication de ce dernier mof, a distingué divers extrémés relatifs {n° 4].*

Mais si L. Scheeffer®?), probablement aprés K. Weierstrass?3), a
mis en lumiere linsuffisance de la théorie de la variation seconde,
en faisant observer que la variation forte s’y dérobe, il a montré®+¢)
comment, en y apportant certaines modifications, cette théorie est sus-
ceptible de fournir les conditions suffisantes pour un minimé faible.

On a d'abord, & l'aide de la forme sous laquelle C. G. J. Jacobi
[n° 15] a mis la variation seconde quand la condition de Legendre
au sens sfrict 4 > 0 est satisfaite,

|08, | > ¢ f3da,

sl l'on pose '
uf = 5?/7

¢ étant une constante positive indépendante de dy. Si R, désigne
le terme complémentaire qui suit les termes quadratiques dans le
développement taylorien de

(@, y+ 0y, ¥ + 9Y)
suivant dy et dy’, et si ¢ et ¢, sont des constantes, on a

| By | <e(el+ ¢)E+ 87,
SRydz| < o6+ t)| [ dn + [Erda],
xy 21 2
&, & désignant les bornes supérieures de [£, |£'|. L. Scheeffer démontre

211) ,Déja A. L. Cauchky [C. R. Acad. sc. Paris 37 (18538), p. 57/64; (Euvres
(1) 12, Paris 1900, p. 54/63] avait considéré des variations finies, mais & un poin$
de vue tout autre que celui du texte. Il les employait méme comme clefs al-
gébriques.*

212) Math. Ann. 25 (1885), p. 594/5.

213) Voir H. 4. Schwarz, Acta Soc. scient. Fennicae 15 (1888), p. 327 [1885];
Math. Abh. 1, Berlin 1890, p. 235. ,C'est en 1870 que K. Weierstrass a wmontrs,
dans son cours, l'insuffisance des conditions de Legendre et de Jacobi pour l'ex-
trémé fort.*

214) Math. Ann. 26 (1886), p. 197/208, en partic. p. 200. ,La démonstration
a ét6 donnée par K. Weierstrass, dans son cours; cf. H. Hancock, Caleulus of
variations %), n°* 187/9; voir aussi J. Hadamard, Calcul des variations®) 1, p. 465/9.*

Encyclop. des scienc, mathémat. II 6. 4
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J?h<‘“ J%d

oy

alors que

pour des fonctions § arbitraires; d’ou il résulte que

(23)

Mais les quantités &, §,” deviennent infiniment petites en méme temps
que les bornes supérieures de dy, 0%y, et comme on a exactement

z
dTlflfdexI <66+ &)-

Xa . Zy
Jhmy+6%y+6wdx=ﬁ+%mﬁ+jﬁ&m

I'équation (23) montre ainsi que l'accroissement de l’mtegrale est de
méme signe que la variation seconde dés que dy, dy sont suffisam-
ment petits dans tout le domaine d’intégration. Cela démontre bien
que les conditions au sens strict de Legendre et de Jacobi sont suffi-
santes pour le minimé faible. ,Cette démonstration s'étend aisément
au cas de plusieurs fonctions inconnues.

A. Kneser®) montre que l'inégalité dont se sert L. Scheeffer de-
vient inutile si Von suit la marche de J. L. Lagrange au lieu de celle
de A. M. Legendre [n° 14], c’est-a-dire si I'on transforme la variation se-
conde de maniére i faire apparaitre sous le signe intégral une somme
de deux carrés. Cette méthode est susceptible de généralisation2!f)
en appliquant un certain procédé de A. Clebsch [n® b1].

A part le cas spécial des variations unilatérales [n° 39], pour
lequel la méthode des variations donne des résultats inexacts, cette
méthode est dome applicable s'il s'agit d'extrémé faible. Toutefois
il est plus simple, méme dans ce cas, de rechercher une expression
exacte de I'accroissement de lintégrale, ce qu'ont fait, indépendamment
I'un de l'autre, K. Weierstrass [n* 21, 22] et G. Darbouz [n° 29]*

21. Champ d’extrémales. A. Kneser®") définit, d'aprés K. Weier-
strass et H. A. Schwarz*®), un champ (Feld) d’extrémales d’une inté-
grale J, comme étant une famille

y— 9, @)

215) Il consideére le cas général de I'intégrale simple,* Math. Ann. 51 (1899),

p- 821 suiv.; ,voir aussi Jahresb. deutsch, Math.-Ver. 6! (1897), &d. Leipzig 1899,
. 95/8.*
P /216) .Cf. la méthode de G.von FEscherich, Math. Ann. 55 (1902), p. 108/18.*

217) ,Variationsrechnung %), p. 43/6.*

218) Acta Soc. scient. Fennicae 15 (1888), p. 317 [1885]; Math. Abh. 1,
Berlin 1890, p. 225.
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21, Champ d’extrémales. 538

d’extrémales 4 un parameétre e, recouvrant sans duplicature un do-
maine simple da plan.

- Hadamard?®?), appelant faisceau special ou simplement faisceau
toute famille d’extrémales & un seul paramétre, remplace la dénomi-
nation de champ d’extrémales par celle de fassceau régulier®). 11 dit
qu'un faisceau est régulier dans une région déterminée du plan si, les
extremales spéciales 4 qui le composent s’y comportant régulidrement,
on peut faire passer par chaque point de ce domaine une extrémale
et une seule, telle que le paramdtre « varie contintment avec les coor-
données x, y du point et admette des dérivées partielles par rapport &
ces coordonndes®?!),

0. Bolza**) appelle «, considéré comme fonction de z, y, la fonction
inverse du champ.

L'arec P, P; de 4 est dit entouré dun champ®®) g'il existe an moins
un champ dont 4 fait partie, la zone de régularité R (au sens de J. Hada-
mard) ayant la forme d’une bande traversée longitudinalement par 1
et terminée par deux ordonnées dans le cas d'une variable indépen-
dante, & extrémités arrondies dans le cas de la forme paramétrique.
Une courbe L joignant les points P,, P, est entidrement contenue
dans I, si son voisinage avec l'extrémale 1 est suffisamment étroit.
8i la condition de Jacobi au sens strict

2y
5.0

est vérifide sur 1, cest-a-dire si le point conjugué P,” de P, est au
dela de P,, un voisinage suffisamment étroit de 4 pourra toujours é&tre
recouvert (autrement dit, l'arc¢ pourra toujours &tre entouré) dun
champ. Un tel champ est toujours fourni par la famille des extré-
males A4 passant par un point P’ situé sur le prolongement de
Varc P, Py au dela de P, mais assez voisin de P,*

JJParfois, on fait partir les extrémales 4 du point P;. Clest ce

219) ,Calcul des variations®) 1, p. 361; voir aussi la préface. Comme J. Hada-~
mard, emploie la locution champ fonctionnel pour désigner 'ensemble des fone-
tions acceptables, il devait inévitablement changer la terminologie de K. Weier-
strass, & moins qu'on trouve un synonyme pour champ founctionnel.*

220) L’expression de champ d’extrémales étant encore adoptée généralement,
nous emploierons ce terme dans cet article.*

221) Il s'agit ici de champs fermés, mais, comme I'indique 0. Bolza [ Variations-
rechnung 1), p. 97], on pourrait considérer des champs owverts ou infinis.*

222)  Variationsrechnung '), p. 97. Il appelle Gefdllfunktion du champ, le
coefficient angulaire de I'extrémale en un point (z, y).*

223) ,On dit aussi, avec 0. Bolza, que le ,champ entoure I'extrémale*.*

4‘
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b2 H. Hahn et E. Zermelo. 1I 81. Calcul des variations. M. Lecat.

que fait toujours K. Weierstrass. Dans ce cas, « n'est plus fonction
continue de la position d’'un point sur une extrémale spéciale; le faiscean
n'est donc plus régulier (au sens de J. Hadamard): on n’a plus un
champ proprement dit. On ne peut d’ailleurs plus affirmer de maniere
générale que ce faisceau réalise un voisinage de l'arc P, P,. O. Bolza?*)
dit que le champ est impropre (uneigentliches Feld). Mais l'intégrale
prise suivant 'extrémale spéciale reste continue. Quoi qu’il en soit, le
tracé de l'extrémale 4, lorsqu’on donne le point, se nomme la cons-
truction de Weierstrass relative au probleme.

La notion de champ se généralise aisément au cas de % fonctions
inconnues; les extrémales dépendent alors de 2n parametres. J. Ha-
damard®®) appelle, dans ce cas, faisceau spécial une famille & n para-
metres composée d’extrémales 4 coupant transversalement une multi-
plicité I' définie, en général, par une seule équation entre les » -1
coordonnées. Au lieu de faisceau spécial, on dit aussi famille d’ex-
trémales de A. Mayer [cf. le probleme de Lagrange, n°® 55].

Lorsque # > 1, une famille quelconque & % paramétres ne donne
pas nécessairement un faisceau®%). La régularité se définit comme
pour n = 1%7).,

Dans le cas des dérivées d'ordre supérieur jusqu'a p(J,), les ex-
trémales dépendent de 2p paramétres; on dit alors que lare d’extré-
male P, P, est enfouré d'un champ, §'1l existe une famille a4 p para-
metres d'extrémales A, telle que, pour une ligne quelconque L ayant
avec 4 un voisinage d’ordre p—1 défini par le nombre positif ¢, et
pour un point M quelconque de L ayant une abscisse comprise entre
z, et z,, on puisse trouver une extrémale 4 et une seule de la famille
ayant un contact d'ordre p — 1 aveec L au point M, extrémale qui
varie continiiment avec le point M et les valeurs de 4',...,y®~Y en
ce point.

La méthode de Weierstrass, dans son état actuel, ne s’applique
qu'au cas ou la ligne L est assujettie & avoir, avec l'extrémale étudiée
A, un voisinage d’ordre au moins égal & p—1. Si les courbes variées
étaient & points anguleux, lextrémé serait en général impossible, la

224) ,Calculus of variations!’), p. 83; Variationsrechnung'"), p. 98.*

226) ,Calcul des variations®) 1, p. 363.*

226) ,En particulier, une famille de courbes & deux paramétres n'admet de
surface transversale (ou méme orthogonale) que si une certaine condition, ex-
primée par une équation aux dérivées totales, est satisfaite, Cf. G. Darboux,
Lecons sur la théorie des surfaces 2, Paris 1889, p. 256.*

227)  Lorsqu'une extrémale variable reste transversale a une surface fixe,
elle reste transversale & une infinité d’autres surfaces.*
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variation premidre ne pouvant étre annulée. On peut supposer y exprimé
en fonction de z, la représentation paramétrique n’offrant plus aucun
avantage. La condition que l'extrémale soit entourée d'un champ exige
encore que la condition de Jacobi soit satisfaite, c’est-a-dire qu'un
certain déterminant fonctionnel soit différent de zéro [n° 18].

Pour le cas particulier de lintégrale J{, J. Radon?®®) a, en vue
de T'étude de ce qu'il appelle Uextréme demi-fort®®), considéré la famille
d’extrémales de Mayer [voir le probleme de Lagrange n° 557].*

22. La formule fondamentale de Weierstrass. K. Welerstrass,
utilisant la formule d’Euler, en particulier la formule aux limites
[w° 9], met la variation totale

AJ=J, —J;
sous forme d'une intégrale unique prise suivant L.

Lorsque Textrémale considérée i1 peut &tre entourée dun champ,

on a, pour toute courbe acceptable L située tout entiere dans le champ,

A= [E(z,y, Y, y)da.
L%2
LCest la formule de Weierstrass, & étant dite fonction de Weierstrass®
Cette fonction est définie par?3?)

(g(x, Y, K ."/,) =f(x; Y, y') - f(x7 Y, Y) - (,’l/"— Y)fy(x) Y, Y)y
%, 4, Y,y étant considérées comme variables indépendantes; (z, y) est
un point de L,y le coefficient angulaire de L en ce point, ¥ celui
de l'extrémale spéciale 4 du champ, passant par le point (z,y).
K. Weierstrass®) n'a donné sa formule gqu'en représentation
paramétrique:

Ty
AJl(t) =,fé(x7 Y, X? Y’ xl> y,)dty
L%
ot la fonction de Weierstrass
(g(xy Y, X; Y; xla ?/’) = F(x7 Y, 'T’) yl) - x,F}'— y’F?)

en désignant®?) par «,y les dérivées de x et y par rapport au para-
metre #; ces quantités sont relatives a la ligne L, tandis que X,Y
sont proportionnelles aux cosinus directeurs de la tangente & 4 au
point M.*

228) ,Sitzgsb. Akad. Wien 119 Il* (1910), p. 1259 et suiv., en partic.
p. 1306/14.* :

229) Voir note 36.

230) Cf. E. Zermelo, Diss. Berlin 1894, p. 66.

231) ,Dans un cours professé & I’'Université de Berlin en 1879.*
282) ,J. Hadamard® les désigne par &, #.
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.La fonction & est homogene (positivement) et de degré O par
rapport & X,Y; elle est de degré 1 par rapport & &, ¥

Dans le cas du champ impropre et spécial que considere K. Weier-
strass, la quantité Y est indéterminée en P,.

H. A. Schwars*®) a, le premier, démontré le théoréme fondamental
de Weierstrass pour un champ proprement dit (quelconque).

Les quantités &, & sont nulles si les deux directions (de demi-
droites) dont elles dépendent (respectivement de coefficients angulaires
Y, ¥ ou de cosinus directeurs X, Y ; ', ¥’) coincident. On dit alors, avec
A. Kneser®*), que ces fonctions s'annulent ordinairement (in ordentlicher
Weise); dans le cas contraire, elles sont dites 'annuler extraordinairement.

E. Zermelo donne une interprétation géométrique élégante pour la
fonction &. Il construit la courbe2®) dont 1’équation en coordonnées
rectangulaires u, 4  est w— (),

la fonction f de z, y,4 étant ici considérée comme fonction de ¥
seul. Aux deux directions de coefficients angulaires y et Y, corres-
pondent deux points de cette courbe, Pun de coordonnées " et f(¥"),
Pautre de coordonnées ¥ et f(¥). E. Zermelo montre que pour que &
ait un signe permanent quel que soit 4 au point considéré, il faut et

il suffit que la courbe soit tout entiere d'un méme ¢dté de sa tangente
d?u
ay*
C. Carathéodory®®) dit qu'un probléme de variations est défini-
positif [positiv-definit] dans un ensemble K de points du plan gquand,

pour tout point de cet ensemble et pour toute valeur de p, on a®7)

an point (¥, (¥)). Le signe de & est alors déterminé par celui de

F(z,y, cos y,sin ) > 0.

Se bornant au cas défini-positif, il considére, en représentation para-
métrique, Vinterprétation géométrique précédente et appelle la courbe

233) Math. Abh. 1, Berlin 1890, p. 225 et suiv. Cf E. Zermelo, Diss. Berlin
1894, p. 87/8.* Pour divers exposés de démonstrations de la formule de Weier-
strass, voir W. ¥. Osgood, Annals of math. (2) 2 (1900/1), p. 115 et suiv.; E. R.
Hedrick, Bull. Amer. math. Soc. 9 (1902/3), p. 11/24; V. P. Ermakov *%), , E. Goursat,
Cours d’analyse math. (1 éd.) 2, Paris 1905, p. 607; O. Bolza, Calculus of va-
riations '), p. 84/91.*

234) ,Variationsrechnung *%), p. 78.*

286) Diss. Berlin 1894, p. 67 et suiv. ,La courbe avait été considérée au-
paravant en optique.*

236) ,Diss. Gottingue 1904, p. 69 et suiv.; Math. Ann. 62 (1906), p. 456/61.*

237) ,Ph. Frank [Monatsh. Math. Phys. 20 (1909), p. 273/8] dit que le pro-
bléme est ¢ndéfint dans un domaine D, quand en tout point de D la fonction ¥
gannule pour une direction (2, ¥') au moins.*
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indicatrice?®). Considérée pour un point de coordonnées 2o, Yo du do-
maine R, elle a pour équation, en coordonnées polaires,

o F'(x,, Yy, cos 0, s8in ) = 1.
La fonction _ _
&(x, y, cos b, sin @, cos, sin0)

est positive ou négative suivant que le point # de l'indicatrice est

ou non du méme coté de la tangente au point § que le pdle (appelé
Grundpunkt).

J. Hadamard®®) appelle figurative du probléeme lindicatrice de
C. Carathéodory.

A. Kneser®®) et A. E. H. Love®') donnent d’élégantes démons-
trations géométriques du théortme fondamental de Weierstrass.

A. L. Underhill ®%) démontre que la fonction & est invariante
pour certaines transformations [cf. n° 19].

La formule de Weierstrass est valable dans le cas des dérivées
d’ordre supérieur, a condition de définir la fonection & par la relation

Slz, 9,4, .., 90" % Y, yPl =f(=,y,...,9®) — f(z,9,...,3°79, T)
- (y(p)_' Y)fy(x; Yyoens y@_l), Y).*

De méme pour »n fonctions inconnues, on a, & étant variable in-
dépendante,

E@; 9,080 Yy oo L3 005, 0) = @585+ Y 015 -5 90)
— @585 Ya; Y1 ooy L) "2(?/4"‘"Yi)fy,§
i=1

238) ,On dit aussi,Aichkurve* [cf. G. Hamel, Diss. G6tt. 1901, p. 52; Math.
Ann. 57 (1903), p. 253, 263]. Au sujet de l'indicatrice, voir encore 4. Dresden,
The Amer. math. Monthly 14 (1907), p. 119/26, 141/50.*

239) ,Calcul des variations®), p. 76, 8371. J. Hadamard introduit la figurative,
4 propos de Yobjection de P. du Bois-Reymond, pour =1 ou 2, en représentation
ordinaire ou paramétrigne. Dans ce dernier cas, pour n = 2 [p. 90], la figurative
peut étre considérée comme éfant une nappe d'une surface conique dont le sommet
est 3 l'origine, ou bien comme une courbe plane en coordonnées homogénes. Il
appelle figuratrice sa polaire réciprogue par rapport & un cercle dont le centre
est & l'origine et dont le rayon vaut l'unité. Cette courbe, dont l'utilité avait
été indiquée par H. Minkowski dans ses cours professés & I'Université de Gottingue,
trouve une interprétation simple dans le probléme isopérimétrique. La substitu-
tion, faite par J. Hadamard, d’'un autre terme au mot indicatrice, a pour but
d’éviter 'amphibologie qui pourrait résulter de I’emploi qu'il fait de Yindicatrice
(au sens classique) de la figurative dans le cas de l'eapace.*

240) ,Variationsrechnung®%), p. 78/80.*

241) ,Proc. London math. Soc. (2) 6 (1908), p. 205/9. Voir aussi 7. Yoshiye,
Tokyo Siigaku-Butsuri gakkwai Kiji-Gaiyo (2) 2 (1903/4), p. 5/8.*

2492) ,Diss. Chicago 1907; Trans. Amer. math. Soc. 9 (1908), p. 329 et suiv.*
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et, dans le cas de la forme paramétrique,

6(?/1: vy Ynga Yl! <. ')Yn+1; YRR ;’yn’+1)

i=n+1

=Fs s Yusrs Yy Y s1) _Z%’F}-
i=1 :

23. Méthode de Hilbert. D. Hilbert®™®) recherche directement,
sans utiliser la formule aux limites, si la différence

J,—J,

peut s'exprimer par une intégrale unique prise suivant la ligne variée L.
Il montre qu’inversement la formule de Weierstrass permet de retrou-
ver la formule aux limites relative & la variation de l'intégrale sui-
vant une extrémale.* Au lieu de l'intégrale donnée JJ;, il considere*)

J;k= {f(x)y) Y)+(:'/_Y)fy(x7y7 Y)}dx

et détermine Y, comme fonction de z et de y, de maniére & rendre
cette intégrale indépendante du chemin d’intégration. Il obtient ainsi,
pour la fonction Y, I'équation aux dérivées partielles du premier ordre
et linéaire en Y

Y+ ¥ 20) oyt Yy + a1~ 0,

dont les caractéristiques sont les extrémales du probléeme. On obtient
une solution Y quand, partant d’un faiscean régulier quelconque
d’extrémales, on construit en tout point (z, y) du champ la dérivée

Zi, prise suivant l'extrémale passant par ce point?%),

LL'équation précédente peut s'écrire
0 0 ’
ﬁ[fy']:a_y‘[f_yf;'];
si Fon convient de remplacer, dans les fonctions de z, y, ¥ placées

entre crochets, l'argument " par Y. Cette égalité n'est autre chose
que la condition d’intégrabilité de l'expression différentielle

[f —yf,1dz + [f,1dy.

243) C. R. du deuxiéme congrés intern. math. Paris 1900, publ. par E. Duporeq,
Paris 1902, p. 106 et suiv.; Nachr. Ges. Gott. (math.-phys.) 1900, p. 291/6; Archiv
Math. Phys. (3) 1 (1901), p. 231 et suiv.; ,trad. anglaise par Mary W. Newson,
Bull. Amer. math. Soec. 8 (1901/2), p. 437/79.*

244) ,J, est appelée ,,Grundintegral® et J* , Feldintegral‘‘ par E. Zermelo et
H. Hahn [Encyklopiddie der math. Wiss. IT 1, p. 628]. O. Bolza [Variationsrech-
nung Y] adopte ces dénominations, mais il dit aussi ,intégrale invariante de
Hilbert* au lieu de ,Feldintegral*.*

245) ,O. Bolza [Variationsrechnung?), p. 97] appelle la dérivée ,,Gefill-
function* [cf. note 222].*
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D’on le théoréme d'indépendance (Unabhdngighkeitssats), ainsi appelé par
D. Hilbert.

Lintégrale de Hilbert prise entre deux points quelconques d'une
méme fransversale, courbe dont la direction en chaque point annule
les termes aux limites, est identiquement nulle, tandis que sur toute
extrémale du champ elle se réduit & J, prise entre les mémes points
de la méme extrémale. Considérée comme fonction du point extréme
supérieur, elle est identique & la fonction u de A. Kneser [n°® 29].

JLe théoréme d'indépendance, qui admet plusieurs généralisa-
tions #5%), a été déconvert par E. Beltrami, dans un mémoire sur les
lignes géodésiques®®). A. Kneser®7) a calculé les dérivées partielles
de J¥ sous forme paramétrique; d'ott l'on déduit le théoreme. G. A.
Bliss##) donne, aussi en représentation paramétrique, une démonstration
plus voisine de celle de D). Hilbert.*

En vertu du théoréme d’indépendance, l'intégrale o/, sur un arc
d’extrémale peut &tre exprimée comme lintégrale de Hilbert sur
une courbe variée L, d'ou D. Hilbert déduit aisément la formule de
Woeierstrass.

JJLe théoreme d'indépendance est appliqué par D. C. Gillespie®?)
4 la recherche des solutions de Véquation différentielle d’Euler*

24. Conditions de Weierstrass. A l'aide de la formule de Weier-
strass, on ramene la question de 'extrémé & la détermination du signe de
la fonction & ou &. 11 suffit que AJ soit essentiellement positif ou
essentiellement négatif, ce qui a lieu si & ou & conserve un signe
déterminé le long de toute ligne variée acceptable L. ,Cette question
releve uniquement de l'algébre et du calcul différentiel.* La direction
de la tangente & L en M est trés voisine de celle de 1, #'il sagit
d'un minimé faible; quelconque, §'il s'agit d’un minimé fort.

Si Tarc dextrémale 1 est entouré d’un champ, il suffit, pour un
minimé faible, que la fonction & soit positive pour tout point voisin
de 4 et pour tout couple de deux directions faisant chacune un angle

245%) ,Voir les numdros consacrés au probleme de Lagrange et aux intégrales
doubles.*

246) ,Reale Ist. Lombardo Rendic. (2) 1 (1868), p. 708/18; Opere 1, Milan
1902, p. 366/73. Ce théoréme est resté ignoré des anteurs de calcul des variations
et ce n'est que 30 ans aprds gu'il a été redécouvert par D. Hilbert, qui en & saisi
Vimportance. 0. Bolza [Variationsrechnung'), p. 108] appelle ce théoréme, le
nthéoréme d’indépendance de Beltrami-Hilbert.*

247) ,Variationsrechnung 1Y), p. 43 8, 74/7.*

248) ,Trans. Amer. math. Soe. 5 (1904), p. 121.*

249) ,Diss. Gottingue 1906. Il considére en particulier [Bull. Amer. math. Soc.
13 (1906/7), p. 3456/8] le cas o F' et sa dérivée conduisent aux mémes extrémales.*
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tres petit avec 4; ,c’est-a-dire qu’il existe un nombre positif ¢ tel que
les inégalités

xléxgxh
Iy_¢(x)l<£7
24 ,
@9 Y- v (@) <e,

‘y,— 1[1’({13) k <,
P (x) = y étant I'équation de Vextrémale A, entrainent
Sz, y, Y, 9) = 0.

Cest la condition de Weierstrass pour le minimé faible. S'il y a =
fonctions inconnues, chacune des trois dernieéres inégalités (24) doit
étre remplacée par les » inégalités analogues ol les lettres y, ¥, ¥,
¥, ¢’ sont affectées de l'indice ¢ (4 =1,2,..., 7). Dans le cas de la
forme paramétrique, on doit substituer & ces mémes inégalités, les
suivantes:

- A ~
MN<s, T,z<e& tz<e,

¢, T étant les directions de L et de 4, dont dépend la fonction &;
t celle de la tangente en un point N de lextrémale 2.*

De méme, si I'arc considéré est entouré d’'un champ d’extrémales,
il suffit, pour le minimé fort, que la fonction de Weiersirass soit
positive pour tout point d'un certain voisinage de 4 et pour tout
couple de deux directions dont la premiére fait un angle trés petit
avec A4; Cest-a-dire qu’il existe un nombre positif & tel que, par
exemple, les frois premiéres inégalités (24) entrainent

>0 ou &=0.

Cest la condition de Weierstrass pour le mintmé fort*

J/une ou l'autre des deux conditions de Weierstrass peut avoir
lieu au sens large ou au sens stricf, suivant que l'inégalité correspon-
dante a elle-méme lieu au sens large ou au sens strict lorsque les
deux directions dont dépend & ou & sont distinctes, c’est-a-dire suivant
que cette quantité peut ou non s'annuler extraordinairement [n® 22].
La condition de Weierstrass n’a été utilisée qu’au sens large.

W. Blaschke®®) rend intuitives les conditions de Legendre et de
Weierstrass & l'aide de la figuratrice®®). Il donne une interprétation
géométrique analogue pour le probleme spatial [ef. n°* 52, 531"

- E. Levi®") donne une autre démonstration du fait que la

250) ,Archiv Math. Phys. (3) 20 (1912), p. 30/4.*
251) ,Atti R. Accad. Lincei Rendic. (5) 20 II (1911), p. 425/31, 466/9 (Texte
et note de G. Loria).*
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condition de Weierstrass est suffisante; cette démonstration n’est pas
fondée sur la considération du champ d’extrémales et sur la formule
de Weierstrass: elle se rattache aux méthodes signalées an n° 20 pour
la détermination des conditions suffisantes pour lextrémé faible.*

. E. Levi®™?) fait une étude analogue pour Iextrémé fort de
I'intégrale J,1.

H. Poincaré?8) exprime la condition de Weierstrass (au sens strict
ou au sens large) pour le minimé, en écrivant que l'expression

Ui Yny Yt 81y, Yo+ 8,5 2) —%"Sify‘
a, comme fonction des ¢, un minimé (strict ou large) pour
g =g="---§=0,

minimé dans un intervalle §’il 'agit de la condition de Welerstrass
pour le minimé fort, en un point pour le minimé faible.

Dans le cas des dérivées d’ordre supérieur, considéré par E. Zer-
melo®), pour que larec P, P, de l'extrémale i, entouré d’un champ,
réalise le minimé fort de J, il suffit que, & étant pris suffisamment
petit, la fonction & soit positive moyennant les inégalités

n < eLx,
[y — ()| <s (x=0,1,...,p—1),
(Y —30(z)| <e.

Les inégalités en » expriment le voisinage d’ordre p—1 entre L et A
Pour le minimé faible de J,, la condition de Weierstrass est que,
¢ étant suffisamment petit, & soit positive moyennant les inégalités
précédentes et en plus

|y —90(2) | <,
ces inégalités exprimant le minimé d’ordre p.*

25. Conditions nécessaires. Conditions suffisantes %%). On con-
clut de ce qui préeéde que la ligne 1 fournit un minimé faible de
J, entre les points P,, P,, si elle est une extrémale, si elle est en-
tourée d'un champ (condition de Jacobi au sens strict) et si la con-
dition de Weierstrass pour le minimé faible est vérifiée. Elle fournit
un minimé fort si elle est une extrémale entourée d'un champ et si
la condition de Weierstrass pour le minimé fort est vérifiée. Si la

252) ,Atti R. Accad. Lincei Rendic. (5) 20 II (1911), p. 541/7; (5) 21 1 (1912),
p-30/5. E. E. Levt annonce des développements nltérienrs pour les autres problemes.*

263) ,Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste 3, Paris 1899, p. 261.¢

254) Diss. Berlin 1894.

256) ,Cf. O. Bolza, Variationsrechnung '), p. 127/8.*
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fonction de Weierstrass ne s'annule qu'ordinairement, dans le champ,
le minimé est strict26),

La nécessité de la condition de Weierstrass au sens large, déja
établie par K. Weierstrass dans un de ses cours, est démontrée par
0. Bolza®"), E. Goursat®®), J. W. Lindeberg??).

Alors que la condition nécessaire de Weierstrass ne s’applique
quaux points de l'extrémale 1, la condition suffisante se rapporte, elle,
a tous les points du voisinage de cette extrémale.

Pour les applications, les conditions qui résultent du théoreme
fondamental de Weierstrass ne sont pas toujours pratiques. Souvent
il est plus aisé d'utiliser, comme conditions suffisantes, celles exprimées
a Yaide de Ty

Conformément & ce qu'avait fait K. Weierstrass dans son cours,
E. Zermelo®%), appliquant &

f(x: Y, ?/’) —f<x1 Y, Y)
lexpression du reste dans la formule de Taylor, trouve que la fonc-
tion de Weierstrass pour lintégrale J; peut sécrire
(25) Sy, L, y) =30 — V).,
ot
n=Y4 0(Y—v), 0<o<1.
E. Zermelo®®) donue interprétation géométrique de cette relation.
De méme, pour # fonctions inconnues, on obtient
1 , . *f
E= W =T~ T 50,

et pour J,

E@, 9,9,y Y, y®) = 140 — X)fu(@, 5 - @Y, W),
7 étant une quantité comprise entre y® et Y.

I1 résulte de la formule (25) pour J, qu'on peut remplacer la
condition suffisante de Weierstrass par celle de Legendre vérifiée au
gens strict en tout point de la bande R et pour les directions suffi-
samment peu inclinées sur la tangente & 1, condition pour le minimé
faible, ou pour toutes les directions, condition suffisante pour le
minimé fort. Une conclusion analogue a lieu dans le cas de plu-
sieurs fonctions inconnues.

256) A. Kneser, Variationsrechnung *°), p. 80/1; cf. W. F. Osgood, Annals of
math. (2) 2 (1900 1), p. 118,

257) ,Calculus of variations'l), p. 75/6.*

258) ,Cours d’analyse math., (17 éd.) 2, Paris 1905, p. 609/10.*

259) ,Ofversigt Finska Vetenskaps Soc. Forhandlingar 47 (1904/5), mém. n° 2.*

260) ,Diss. Berlin 1894, p. 67.%
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Dans un probléme régulier, ou l'on a pour of; [n° 9]
Tys@:9,9) =+ 0
en tout point du domaine R et pour toute valeur finie de 3, il suffit,
pour quun minimé fort ait lieu, que I'arc 1 ne renferme pas le point
conjugué P," de P,.

Dans le cas du minimé faible, on peut passer de la condition
de Legendre sur Yextrémale elle-méme & cette condition prise dans R.
La condition de Legendre au sens large sur 1 est nécessaire, et au
sens strict est suffisante, pour qu’on ait la condition de Weierstrass
pour le minimé faible. Dans Vexemple de L. Scheeffer, la condition au
sens large n’entraine pas la condition de Weierstrass. La condition de
Legendre, vérifiée sur l'arc d’extrémale, est done équivalente a celle
de Weierstrass pour le minimé faible, aux cas limites pres.

Si la condition de Legendre n’est pas vérifiée, méme au sens large,
il n'y a pas de minimé quel que soit lordre du voisinage. Mais
celui-ci joue un rdle lorsque la fonction f,.:(z, y, ¥'), en général
positive, s’annule en ecertains points de lextrémale ébudide. Dans
Pexemple de Scheeffer, nn minimé a lieu si la ligne variée, & tangente
continue, posséde, avec lextrémale étudiée, un voisinage du second
ordre?t). Une remarque analogue peut &tre faite pour la condition
de Jacobi [n° 26].

Dans le cas du minimé fort, on ne peut remplacer la direction
de la courbe variée par celle de la tangente & l'extrémale considérée.
Bi les deux directions somt opposées, la formule correspondant & (25)
pour la représentation paramétrique, n'est pas applicable.

K. Weierstrass?®), pour éviter ce cas d’exception, remplace &', ¢
par cosf, sinf, et X,Y par cos @, sin @, ce qui lui permet d’obtenir
pour ¢ une nouvelle expression qui fait connaitre sa valeur méme quand
les deux directions dont elle dépend sont opposées. J. Hudamard?®)
arrive au méme but sous une autre forme. On déduit de Texpression
obtenue par K. Weierstrass que la fonction

& =6y, X, Y,y
1 1 — cos (@ — 6)
correspondant &

_ 6@y, Y,9)
G="

261) ,J. Hadamard, Calcul des variations 1, p. 410.*
) 262) ,Cours professé & I'Université de Berlin en 1882. Cf. K. Zermelo, Diss.
Berlin 1894, p. 60; 0. Bolza, Calculus of variations "), p.140/1; J. Hadamard, Cal-
cal des variations® 1, p. 874/5.*

263) ,Calcul des variations®) 1, p. 376.*
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est continue par rapport aux quatre parameétres, méme quand les deux
directions coincident.

J. Hadamard **) appelle condition de Weierstrass modifice la con-
dition que &, ou "6: ait un signe déterminé, et il dit qu’elle a lieu au
sens strict si &, ou &, ne sannulent pas quelles que soient les
directions dont elles dépendent. Cette condition est suffisante pour
que la condition primitive ait lieu au sens strict, mais l'inverse n'est
pas vrai* o

,A laide de la formule en 6 pour &,;, on voit que, méme dans
le cas de lextrémé fort, on peut, pour la condition de Weierstrass
comme pour celle de Legendre, induire des résultats sur 4 ceux qui
ont lieu dans la région voisine R, Mais cela n'est vrai que pour la
forme paramétrique, car, dans le cas du minimé fort, y" peut devenir
infini et, dans ces conditions, un théoréme de continuité, que 'on invoque
dans la démonstration, n'est plus applicable.” Les conditions de Legendre,
Jacobi et Weierstrass ne sont donc pas suffisantes, si la derniere
n'a lieu que sur l'extrémale elleméme. O. Bolea®S) le montre, lo
premier, sur un exemple. F. R. Hedrick®®) fait diverses remarques
relatives a cette singularité. ,O. Bolza®%") donne une condition nécessaire
nouvelle. A. Rosenblatt?®) montre, sur deux intégrales, qu’elle n’est pas
suffisante, point que O. Bolza considérait comme douteux. L’une de ces
intégrales, que A. Rosenblatt discute d'une maniere détaillée, est imaginé
d’aprés 'exemple de G. Peano dans la théorie des extrémés ordinaires
de plusieurs variables. H. Hahn®®) donne, indépendamment de 4. Rosen-
blatt et en méme temps que lui, un exemple analogue.®

JJLxprimées & l'aide des conditions de Legendre, les conditions suf-
fisantes s’énoncent ainsi: il suffit que Varc P, P, appartienne & une
extrémale, soit entouré d’un champ et, 8'il s’agit de l'extrémé faible,

264) ,Calcul des variations®) 1, p. 894.%
265) Bull. Amer. math. Soc. 9 (1902/3), P. 1/10, en partic. p. 9. ,L’exemple

est l'intégrale
1

Sy — vy +2byyyda,
0
les constantes a et b étant positives.*
266) Bull. Amer. math. Soc. 9 (1902/3), p. 245/7; ,voir aussi J. Hadamard,
Calcul des variations®) 1, p. 895/7.*
267) ,Trans. Amer. math. Soc. 7 (1906), P. 314/24; cf. C. Carathéodory, Archiv
Math. Phys. (3) 10 (1906), p. 185.*
268) ,0. Bolza, Variationsrechnung'*), p. 696/7; A. Rosenblatt, Archiv Math,
Phys. (3) 156 (1909), p. 285; Math. Ann. 68 (1910), p. 552/7 [1909].*
269) ,Monatsh. Math. Phys. 20 (1909), p. 279/84.*
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vérifie, en chacun de ses points et pour la direction de la tangente
en ce point, la condition de Legendre au sens strict; &'il s'agit de
Vextrémé fort et de la forme paramétrique, vérifie en chacun de ses
points et pour toute direction autour de ce point, la condition de Le-
gendre au sens strict: F, > 0, sous forme paramétrique, et, dans le
cas de la forme ordinaire, satisfasse en chaque poinf de la région
voisine B, et pour toute direction autour de ce point, & la condition
de Legendre au sens strict.

J. W. Lindeberg®®) démontre, en représentation ordinaire, que si
le coefficient angulaire des courbes acceptables est soumis a certaines
limitations, on peut encore déduire les conditions suffisantes & aide
du théoréme de Weierstrass. Des résultats de J. W. Lindeberg découlent
diverses conséquences, dont 'une est que les conditions de Legendre
et de Jacobi, prises au sens strict, sont suffisantes pour un extrémé
faible.

G. A. Bliss®™) modifie les formules de Weierstrass, de maniére &
n’y faire intervenir que des quantités qui restent invariantes pour une
transformation paramétrique. 1l introduit ainsi certaines simplifications:
la fonection Fy [n° 19}, utilisée par K. Weierstrass, est remplacée par
une autre plus simple.*

W.F. Osgood élargit la notion de courbes acceptables®). 1l dé-
montre, en représentation paramétrique, la suffisance des conditions
pour ces courbes que O. Bolea®3) appelle courbes de classe kX

270) ,Math. Anp. 59 (1904), p. 334 et suiv. Cf. J. Radon, Sitzgsh. Akad.
Wien 119 (1910) II%, p. 1290. On notera qu'a la rigueur il ne devrait &tre
question de conditions nécessaires et sufiisantes qu'aprés l'étnde des cas d'ex-
ception suivants: le point conjugué P,” du point initial P, se confond avec le
point finul P, de I'arc d’intégration 1 [n° 26]; 4 a des points anguleux [n° 36,87;
1 a des points communs avec I limite du domaine imposé [n° 39). Le cas d’ex-
ception ot 2 aurait des points multiples peut &tre éliminé en introduisant, avec
K. Weiers rass et 0. Bolza [Variationsrechnung '), p. 250], des champs a plusteurs
fewillets, suggérés par les surfaces de Riemann. Cf. E. J. Miles, Trans. Amer.
math. Soc. 13 (1912), p. 42.*

271) ,Trans. Amer. math. Soc. 8 (1907), p. 405/14.*

272) La définition des intégrales généralisées a été donnée par K. Weier-
strass dans un cours professé en 1879 & 1'Université de Berlin; elle a été modifie
par W. F. Osgood, Trans Amer. math. Soc 2 (1901), p. 275, 293, 294; une autre
extension est donnée en 1900 par D Hilbert, dans un de ses cours; cf. A. Noble,
Diss. Gottingue 1901, p. 18.  Cf. L. Tonells, Atti R. Accad. Lincei Rendic. (5) 21 1
(1912), p. 448/63; (5) 21 I (1912), p. 132 7.*

273) ,Variationsrechnung '%), p. 289; cf. note 119, Cette dénomination sers
utilisée dans la suite de Varticle. K. Weierstrass avait, en 1879, donné une
démonstration; elle est reproduite par O, Bolza, Calculus of variations '*), p. 161/3.*
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LDans le cas des dérivées d’ordre supérieur®™) (J,), il y a extrémé
fort si, I'are d’extrémale étant entouré d’un champ, la fonction continue

S (@, 9,y ...,y Y, y»),
S = (y»—Y)ys,,

a un signe constant [condition de Weierstrass modifiée (et prise au
sens strict)], moyennant les inégalités

?/(z)—d’(x)(x) <& (”=O) L...,p—1),

en tout point de 2 et quel que soit le nombre arbitraire y®; il y a
extrémé faible si f(y(p))a, fonction égale a

2@(%, y? R y(p—l), y(p)7 y(P))}
a un signe constant sur A, sans s'annuler. Ces conditions, prises
au sens large sur 1, sont nécessaires.

D’aprés J. Radon®™®), les conditions que 'on donne, en représen-
tation paramétrique, comme suffisantes, et, avec certaines restrictions,
comme nécessaires pour lextrémé fort de J;¥, ne seraient plus suffi-
santes pour lextrémé fort (qu'il appelle demi-fort)®) de I'intégrale J,®.*

définie par

26. Condition de Jacobi. Compléments. L’arc P, P, de i peut
toujours étre entouré d’un champ d’extrémales si cet arc est suffisam-
ment petit. Les limites pour lesquelles cette propriété cesse d'avoir
lieu se déterminent par la condition de Jacobi relative aux points
conjugués [n° 17]; ,toutefois, il arrive fréquemment que l'existence du
champ en question est géométriquement presqu’évidente, tandis que la
détermination des points conjugués est peu aisée.’”

A. Kneser?®®) démontre la nécessité de la condition de Jacobi, &
Vaide du théoréme de Venveloppe (Enveloppensatz). Si & est Ienveloppe
d’une famille d’extrémales®7), I' une transversale [n° 23, 29] de cette
famille passant par les points P, et P,, 1, 1" deux extrémales de la
méme famille passant par P, et P, et tangentes & & respectivement aux
points @ et @”, le théoréme consiste dans la relation

Ju(Py @) = Ju(P1 @) + I g (@Y.

. Zerinelo®), utilisant le théoreme de Weierstrass, avait démontré

274) Cf. J. Hadamard, Calecul des variations®) 1, p. 461/4.*

275) ,Sitzgsb. Akad. Wien 119 II* (1910), p. 1280 et suiv.*

276) Math. Ann. 50 (1598), p. 27/50, en partic. p. 38. Cf. n° 29.

277) , V. P. Ermakov [J. math. pures appl. (6) 1 (1905), p. 97; cf. note 27]
appelle ligne critiqgue 'enveloppe des extrémales, lien des points conjugués.*

278) Diss. Berlin 1894, p. 27.
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26. Condition de Jacobi. Compléments. 65

cette relation pour le cas spécial ot & dégéndre en un point; on a alors
S (PE) = T (PQ) + (¥ @),
P, PQ’ étant deux extrémales de la famille passant par le point P.*

A Taide du théoréme de I'enveloppe, A. Kneser®"®), ,généralisant un
raisonnement de G. Darbouz2%°)*, démontre que dans tout voisinage, aussi
immédiat qu’on veut, d'un arc d’extrémale limité par deux points con-
jugués, il existe des courbes le long desquelles J, posséde la méme
valeur que le long de I'extrémale, ,d’out la nécessité de la condition
au foyer [n° 19]

Alt,a) +0, t,<t<t,?

La démonstration est en défaut dans deux cas; l'un, lorsque Ven-
veloppe considérée dégénére en un point P,” (dit foyer absolu): Jare
fournit alors un minimé large et fort.* Un second ecas est celui ot 'en-
veloppe posséde un point de rebroussement dout le sommet est dirigé
vers lintervalle d’intégration. XH. Poincaré®?!), qui montre la possibilité
de Pexistence d'un tel point, Yappelle foyer en pointe, réservant la dé-
nomination de foyer en talorn au cas onl le sommet est dirigé en sens in-
verse, et celle de foyer ordinaire pour un point régulier de Ienveloppe.
W. F. Osgood®*?%) montre que, dans le cas du foyer en pointe (se pré-
sentant notamment pour les lignes géodésiques de lellipsoide de ré-
volution), l'arc d’extrémale limité par deux points conjugués fournib
encore un extrémé fort. W, F. Osgood démontre que ce résultat peut
étre étendu au cas de la forme paramétrique, mais il ne le fait qu’en
utilisant ces deux hypothéses restrictives que le probléme est régulier
aux points extrémes

Fy(z, y;, cosp, sinp) >0 (i=1,2)

279) Math. Ann. 50 (1898), p. 44; cf. Variationsvechnung ®%), p. 93/7 (§ 24
et surtout § 25), ainsi que E. Zermelo, Diss. Berlin 1894, p. 96; ,J. W. Lindebery,
Math. Ann. 59 (1904), p. 321/31.* En ce qui concerne les rapports de la méthode
en question avec les anciennes utilisant la variation seconde, voir 4. Kneser,
Variationsrechnung ), p. 105. ,A Yaide d'une généralisation de son théordme
de I'enveloppe, 4. Kneser [Soobiténija Charikovskago matématiteskago Obsésstva
(Communie. Soc. math. Kharkov) (2) 7 (1902), p. 253/67] a considéré, mais d'une
maniére peu satisfaisante, le cas ou P{=P,, pour le probléme de Lagrange
[voir plus loin].*

280) ,Théorie des surfaces?) 2, Paris 1889, p. 417/9; 3, Paris 1894, p. 86/8.
Voir aussi n° 29.*

281) Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste 3, Paris 1899, p. 322/3.
«J. Hadamard [Calcul des variations?) 1, en partic. p. 110] adopte les dénomi-
nations du texte.*

282) Trans. Amer. math. Soc. 2 (1901), p. 166/82. ,Cf. J. W. Lindeberg, Math.
Ann, 59 (1904), p. 329/31.*

Encyclop., des scienc. mathémat. II 6. 5
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et défini-positif au point final P, = P’} olt done
F(ay, 4y, cos y, siny) > 0,

pour toute valeur de y. Dans une étude approfondie et donnant une
solution décisive & la question, H. Hahn?®®) montre que ces conditions
sont inutiles et il établit I'existence de Uextrémé fort sans faire aucune
restriction?). Il utilise & cet effet le procédé de Scheeffer [n° 17]*

Dans le cas o P,” est un foyer ordinaire ou en talon, le minimé
faible lui-méme n’a plus lieu en ce point. G. Darbowz®®) a montré
que le minimé dans un intervalle cesse certainement avant P,".

Dans le cas du foyer absolu, toutes les extrémales issues de P,
passent par P,” et donnent & lintégrale prise entre P, P," la méme
valeur, qui est un minimé large.

§’il existe autour de P,” des points par lesquels on ne peut faire
passer aucune extrémale issue de P,, le minimé cesse certainement
au point P," (on se trouve alors dans le cas du foyer ordinaire).

.51 la condition de Jacobi n’est pas vérifiée, méme au sens large,
il ne peut y avoir extrémé, quel que soit V'ordre du voisinage, puis-
que la variation seconde peut recevoir un signe arbitraire. Mais quand
lare d'intégration est limité par deux points conjugués, Vextrémé
est assuré pour un voisinage du second ordre, comme Va montré
J. Hodamard?%).

Depuis que K. Weierstrass et A. Kneser ont montré qu’on peut
se passer de la variation seconde pour démontrer la nécessité des con-

283) ,Sitzgsb. Akad. Wien 118 II* (1909), p. 99/116. H. Hahn [Math.
Ann. 70 (1911), p. 110/42] a aussi traité, d'une maniere détaillée, I'hypothése
P,’= P, dans le cas de l'espace. Bien que l'exposé de ce qui concerne la con-
dition de Jacobi pour plusieurs inconnues soit fait au probléme de Lagrange,
voici les conclusions de H. Hahn: pour le probléme spatial, la question de l'exis-
tence d’'un minimé pour un arc P, Py, ou P, est conjugué a P,, se raméne a
un probléme ordinaire de minimé; si P, se trouve an deld du premier, mais
en dega du second point conjugué de P,, l'arc P; P, fournit un extrémé partiel,
c’est-a-dire relatif aux seules courbes de comparaison qui contiennent au moins
un point d’un certain domaine, tandis que dans le cas spéeial ou les deux zéros
coincident, le minimé cesse complétement au point conjugué. La condition de
Jacobi pour le probleme spatial avait été étudiée moins complétement par G. A.
Bliss et Ch. M. Mason [Trans. Amer. math. Soc. 9 (1908), p. 440], & l'aide de la
méthode de A. Kneser. Voir aussi Marion Ballantyne White [Trans. Amer. math.
Soc. 13 (1912), p. 175 [1910]1], pour la condition de Jacobi dans le probléme
spatial ou une limite est variable [n° 33].*

284) ,Cf. J. Hadamard {Calcul des variations®) 1, p. 404] ou sont résumées
les mémes idées.*

285) Théorie des surfaces’) 3, p. 89/91.

286) ,Calcul des variations®) 1, p. 410/2.*
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ditions de Legendre et de Jacobi, et méme pour la formation des
conditions suffisantes de lextrémé, la méthode de la variation se-
conde a été souvent considérée, surtout & cause de son peu d'élégance,
comme n’ayant plus qu'un intérét historique. Clest peut-étre & tort,
car une démonstration & la fois générale et rigoureuse de la nécessité
de la condition de Jacobi, & I'aide du théoreme de l'enveloppe, est
plus laborieuse que celle qui repose sur la considération de la varia-
tion seconde. Toutefois, il résulte des travaux de H. Haln'®") que
celle-ci n’est pas indispensable, méme dans le cas le plus général de
Textrémé d’une intégrale simple [voir le probléme de Lagrange].

Il y a minimé limité®") si, h étant suffisamment pelit et I'in-
tervalle d’intégration étant divisé en parties égales ou inférieures & f,
le minimé a lieu lorsqu'on assujettit la ligne varie I & couper l'ex-
trémale considérée une fois au moins dans chacun de ces intervalles
partiels. Iei il n'est plus question de condition de Jacobi. Les con-
ditions du minimé limité ont pour effet d'imposer & la ligne L un
nombre arbitraire de sinuosités?s®),

27. Existence d’une extrémale passant par un pé)int dans
une direction donnée, ou joignant deux points. ,Pour construire une
extrémale passant par un point donné, suivant une direction donnée,
K. Weierstrass #°) introduit, comme parametre, larc s. A cette fin,
il adjoint & Iéquation (6) [n° 12] la dérivée de la suivante

P+ yt=1,

et résout par rapport a z”, y” le systtme des deux équations diffé-
rentielles du second ordre obtenu; le probleme est ainsi ramené &
traiter un systéme de quatre équations différentielles du premier ordre.
Il est plus simple de se servir, comme le fait G. 4. Bliss**®) qui
choisit aussi s comme parameétre, de langle 6 de la tangente avec
Vaxe des z, et d’utiliser V'éguation (7) ol intervient le rayon de cour-
bure de lextrémale. Les théoremes d’existence des équations différen-
tielles permettent de conclure que, si Yon a

Fi (24, Y, c08 b, sin §;) + 0,

287) ,La définition est due & D. Hilbert, qui I'a dounée dans un cours pro-
fessé &4 1'Université de Gottingue en 1901, mais le terme est de E. R. Hedrick
[Bull. Amer. math. Soc. 9 (1902/3), en partic. p. 12]; D. Hilbert a employé la
locution ,,Minimum in stiickweiser Variation‘.*

288) ,J. Hadamard, Calcul des variations®) 1, p. 493/4.*

289) ,Dans un Cours professé en 1879; cf. A. Kneser, Variationsrechnung 29),
p. 100/8, 107/9; O. Bolza, Calculus of variations!?), p. 121/3.*

290) ,Traps. Amer. math. Soc 7 (1906), p. 188 et suiv. Cf. 0. Bolza, Variations-
rechnung '*), p. 212 et suiv., ainsi que p. 164 et p. 249.*

5*

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



68 H. Hohn et E. Zermelo. II 31. Calcul des variations. M. Lecat,

on peut mener du point (%, ¥,), dans la direction 6,, une extrémale
et une seule, de classe C'. Les valeurs initiales %, %,, 65, pour les-
quelles F; est nul, sont dites singuliéres.

Si P, (#,, %) est un point intérieur au domaine ¥ pour lequel

Fl(xl’ Yy, 08y, sin 7’) +0

pour toute valeur de » (le probléme est alors régulier dans R), on
peut mener une extrémale et une seule de classe C’, sans point mul-
tiple, de longueur inférieure & une quantité I assignable, et allant de
P, & tout point P, autre que P, situé dans un cercle (P,, r) de centre P,
et de rayon r assignable, sans sortir de ce cercle, qui forme autour
du point P, un champ (impropre) d’extrémales. On démontre, &
laide de la construction de Weierstrass, que si ¢ <# et si F; >0
pour toute valeur de y et pour tout point du cercle (P, @), celui-ci
étant supposé étre tout entier dans le domaine R, l'extrémale 1,
joignant le point P; & un point P,, & I'intérieur du cercle, fournit &
Pintégrale une valeur moindre (ou plus grande si au lieu de supposer
F; >0 on se plagait dans le cas oit ¢ <7 et F; < 0) que toute autre
courbe ordinaire L menée de P, a P, en restant dans le cercle. Et,
comme dans la proposition précédente, on peut déterminer deux quan-
tités I' et 7" telles que de tout point P,, différent de P, et situé dans
le cercle (P,, "), on puisse mener une extrémale et une seule 4,
allant en P, et dont la longueur soit inférieure & I. En général, les
extrémales 4,, et 1y, sont distinctes,

Soit R, un domaine borné et fermé, situé tout entier dans R;
les quantités I, », I/, ' peuvent étre choisies indépendamment de la
position du point P, dans R,. Il est & remarquer que 1, ne doit
pas nécessairement se trouver tout entiére dans L.

Enfin si, outre les hypothéses faites, on suppose que le probleme
est, dans le domaine RA,, défini-positif (dans la terminologie de
C. Carathéodory, n° 22) et régulier-positif, c’est-d-dire tel que

Fl (xr Yy, cos p, sin 7) >0

pour toute valeur de y et pour tout point du domaine By, on peut assigner
un nombre positif d tel que deux points quelconques P,, Py de Ry,
distants entre eux de moins de d, peuvent &tre joints par un are d’ex-
trémale sans point multiple et fournissant & lintégrale une valeur in-
férieure & celle que donne toute autre courbe ordinaire L, , située
dans le méme domaine E,.

0. Bolza®™') dit que le domaine R, est extremal-conver quand

291) ,Variationsrechnung''), p. 276, 278.*
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on peut assigner une quantité positive ¢ < ¢ telle que pour deux
points quelconques P, P, de R, distants entre eux de moins de g,
Vextrémale 1,5, la plus courte de celles gui joignent P, a P,, est
tout entidre dans B,.

Si lextrémale P, P, se trouve elle-méme tout entitre dans la
région R,, elle fournit un minimé par rapport & toutes les courbes
ordinaires joignant P, & P, dans R,. Cela a toujours lieu si ce do-
maine est exfremal-convex et si d est suffisamment petit.

On peut donc toujours joindre les deux points limites de Yare
d'intégration par une extrémale fournissant un extrémé, si la fonction
sous le signe [ satisfait & certaines conditions et si les points sont
suffisamment rapprochés. Ce théoréme d’existence, que O. Bolza®%)
appelle ,théoréme de lexistence d'un extrémé im Kleinen®, est d a
K. Weierstrass, qui avait donné quelques indications en 1879, dans un
de ses cours professé & I'Universit§ de Berlin. G. 4. Dliss**®) en a
établi la premitre démonstration détaillée.

La difficulté résulte de ce que le champ d’extrémales passant par
P, présente une singularité en ce point et gu’on ne peut invoquer le
théordme classique sur les fonetions implicites. 0. Bolza®%), observant
que les coordonnées polaires présentent & I'origine la méme singularité
que les extrémales issues d'un point fixe (noter que cela n’a lien que
pour n = 2), tourne la difficulté en introduisant ee systeme de coor-
données et en utilisant une extension?¥) du théoreme sur les fonctions
implicites. Il montre d’ailleurs que le minimé a encore lieu lorsque
les courbes acceptables sont de classe k£299)

C. Carathéodory™™) démontre que, quand il y a des extrémales
en général fortes, le point P, peut étre joint & tout point suffisamment
voisin par une extrémale réguliere ou brisée [n° 36] et par une seule,
cette extrémale fournissant un extrémé fort.

292) ,Calculus of variations!?), p. 146.*

293) ,Trans. Amer. math. Soc. 5 (1904), p. 113/25; Bull. Amer. math. Soc. 13
(1906/7), p. 321/4. Voir aussi, pour le cas particulier des géodésiques, &. Dar-
boux, Théorie des surfaces?®?) 2, p. 407/9. La démonstration de G. A. Bliss est
basée sur une extension du théortme de E. Picard sur I'existence d'une intégrale
d’une éguation différentielle du second ordre prenant pour deux valeurs donndes
de la variable indépendante deux valeurs arbitraires assignées.™

294) ,Variationsrechnung '), p. 270/5.*

295) ,O. Bolza, Math. Ann. 63 (1907), p. 247; Calculus of variations "), p. 175;
Variationsrechnung %), p. 160.*

296) ,Voir 0. Bolea, Variationsrechnung!?), en partic. p. 294.*

297) ,Math. Ann. 62 (1906), p. 481/9. Voir n° 66.*
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J. Hadamard?®) montre que le théoréme n’a plus lieu, en général,
pour le probleme isopérimétrique.

L. Tonelli®®%) apporte une importante contribution au théorsme
d’existence. Il wutilise la propriété que posséde lintégrale d’stre une
fonction semi-continue de la ligne d’intégration si le probleme est régulier.

Le probleme de la jonction de deux points par une extrémale
et de la construction d'un champ dans Vespace & trois dimensions,
Pintégrale U, étant sous forme paramétrique, a été traité par G. A. Bliss
et Ch. M. Mason®?), mais surtout dans le cas de limites variables
[n° 33], o la difficulté en question ne se rencontre plus; ensuite par
E. G. Bill®) et par J. Hadamard®").

Le raisonnement de J. Hadamard est général et s’applique sans
modification au cas ol le nombre des coordonnées est supérieur a trois,
tandis que les démonstrations de (. 4. Bliss?%) et de 0. Bolza®?) ne
sont pas susceptibles de généralisation pour » > 1. L’idée essentielle
de la méthode consiste & appliquer un nouveau théoréme sur les
fonctions implicites?), différent de celui qu'utilise O. Bolza.

La marche de A. Sziics®®®), exposée en détail pour n =2, est
moins longue, mais applicable, elle aussi, pour » quelconque; elle
repose sur un choix particulier de coordonnées non cartésiennes et
sur lextension du théoreme sur les fonctions implicites due a
0. Bolza®%). A. Sziics étend ses recherches au cas du point initial mobile
et applique sa méthode & une question de mécanique relative au prin-
cipe de la moindre action sous la forme de Jacobi®*).

298) ,Ann. Ec. Norm. (3) 24 (1907), p. 204/6.*

298%) ,Rend. Circ. mat. Palermo 32 (1911), p. 297 et suiv.; 35 (1918), p. 1
et suiv. [1912].%

299) ,Trans. Amer. math. Soc. 9 (1908), p. 444; 11 (1910), p. 325 40.*

300) ,Bull. Amer. math. Soc. 15 (1908/9), p. 374 8.*

301) ,Caleul des variations®) 1, p. 114 et suiv., en partic. n* 110/3. Pour
I'intégrale sous forme ordinaire, voir p. 115.*

302) ,Id. note A, p. 497/5, ou sont complétés les résultats sur l'existence des
fonctions implicites. J. Hadamard arrive au résultat en faisant un grand nombre
de changements de coordonnées et en prenant, aprés chaque transformation, la
variable x comme paramétre, ce qui présente un inconvénient signalé par E.G.
Bill; mais ce n'est 14 qu'un artifice de pure forme et qui n'est pas essentiel; le
tout est d’observer que la fonction est réguliere (au sens de J. Hadamard) autour
de chaque extrémale issue du point donné, et d’en conclure, & I'aide du théoréme
en question, que le faisceau est régulier tout autour du point donné, ce qui résout
la difficulté.*

303) ,Mathematikai és Physikai lapok (Budapest) 19 (1910), p. 323 39; trad.
frangaise par l'auteur, Math. Ann. 71 (1912), p. 880,91.*

304) ,Voir plus loin le chapitre consacré uux applications du calcul des
variations [n° 87].*
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E. G. Bill®5) établit le théoreme d’existence pour n = 2 (cas de
Vespace) en le démontrant d'abord pour lextrémé ,jim Kleinen®, puis
d’une maniere générale (extrémé ,im Grossen®) en g’appuyant sur le
premier cas. IL’étude des conditions suffisantes pour le minimé dans
un intervalle 8’y rattache. E. G. Bill suppose pour cela que le champ
est extremal-conver; L. Tonelli®®*) ne fait pas cette restriction [n° 66].

Pour Vintégrale J{, la question de l'existence d’'un champ d’extré-
males est exposée par J. Radon®"*), en représentation paramétrique®?)*

28. Le théoréme d’Osgood. ,W. F. Osgood®®) a montré qu’on
peut assigner une limite inférieure & la différence entre I'intégrale
minimée et lintégrale variée. Supposons en effet que®®) 1 soit un
arc P, P, d’extrémale, sans point multiple, pour lequel les conditions de
Legendre et de Jacobi, au sens strict, ainsi que celle de Weierstrass

g(x, ] X? Y, x,y)>0
sont remplies, et qu'en outre pour toute valeur y on ait
(26) F (@, 4y cosp,siny) >0 (i=1,2);

il existe alors une région R contenant l'arc i et telle qu'a tout domaine
S, contenant strictement & son intérieur V'arc P, P, et dont la frontitre
est intérieure au sens strict & R, correspond un ‘nombre positif

tel que
J—Ji =&

pour toute ligne ordinaire L allant de P, & P, et qui, tout en étant
intérieure & R, n’est pas intérieure & S

Le théoréme est vral pour les intégrales généralisées au cas de
courbes variées de classe k, comme le montre O. Bolza®).

805) ,Trans. Amer. math. Soc. 13 (1912), p. 50/8.%

305%) ,Rend, Cire. mat. Palermo 35 (1913), p. 22/5 [1912].*

306) ,Sitzgsb. Akad. Wien 119 II* (1910), p. 1257, en partic. p. 1280.*

307) ,Le théoréme établi par G. 4. Bliss®%%) est utilisé par L. Tonell [Atti
R. Accad. Lincei Rendic. (5) 211 (1912), p. 251/8, 332/4] pour résoudre le probleme
de mécanique céleste consistant & rechercher des critéres d’existence des orbites
périodiques, question se rattachant notamment a I'étude des extrémales fermées
{n° 85]. Voir le chapitre du présent article consacré aux applications. Au sujet
des questions d’existence, voir encore ce qui concerne 'extrémé dauns un intervalle,
les limites variables, les solutions discontinues, le probléme isopérimétrique,
celui de Lagrange, et les intégrales doubles.*

308) Trans. Amer. math. Soc. 2 (1901), p. 273 et suiv.

809) ,L’'énoncé du texte, sous la forme donunée par H. Hahn, montre 1'ana-
logie avec le théoréme correspondant pour les extrémés ordinaires.*

310) ,Variationsrechnung **), p. 294.*
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0. Bolza®") et E. Goursat®*®) ont simplifié la démonstration de
W. F. Osgood, ,mais la plus aisée et la plus élégante de toutes est
due & H. Hahn®3), qui ¢’appuie sur une méthode de L. Scheeffer [n° 17]. 1L
montre que la condition (26) est superflue excepté pour les points extrémes.*

JJLa démonstration due & [E. E. Levi de ce que la condition de
Weierstrass est suffisante fournit aussi la démonstration du théoréme
@’Osgood ).

H. Hohn démontre d’ailleurs que le théoréme a lieu pour le cas
général de Vextrémé lié [voir n® B5].

0. Bolza %) établit le théortme pour le cas d'un point variable,
en utilisant les coordonnées curvilignes de A. Kneser [n° 29]. Cette
généralisation est presque évidente.

C. Carathéodory®®) expose la modification du théoreme d'Osgood
pour lextrémé ,im Kleinen“®"). 8i le probleme est régulier dans
un domaine fermé et borné R,, on peut assigner un nombre positif d
tel que non seulement deux points appartenant i cette région et de
distance inférieure & d puissent &tre joints par un arc d’'extrémale mi-
nimant I'intégrale, mais aussi tel qu’a toute région S contenant cet arc
et tout entiére dans le cercle (P;, d), corresponde un nombre positif &
pour lequel tout arc de courbe ordinaire L joignant P, P, et tout
entier dans (P,, d), mais pas dans S, donne

I, —J, = &

Tous les résultats de ce genre sount compris comme cas parbicu-
lier dans le suivant qui a été établi par H. Hahn®®): pour tout arc
d’extrémale qui fournit un extrémé faible et dans les environs duquel

811) Trans. Amer. math. Soc. 2 (1901), p. 422/7.

312) 1d. 5 (1904), p. 110/2.

813) ,Monatsh. Math. Phys. 17 (1906), p. 63/77. Cf. J. Hadamard [Caleul
des variations® 1, p. 477 et suiv.] qui a esquissé [Bull. Soc. math. France 33
(1905), p. 80] la démonstration de H. Hehn indépendamment de celui-ci*

814) ,Atti R. Accad. Lincei Rendic. (6) 20 II (1911), p. 469; pour la représen-
tation paramétrique, id. (5) 21 I (1912), p. 35 (Texte et note de G. Loria).*

315) ,Trans. Amer. math. Soc. 2 (1901), p. 422/7; cf. Variationsrechnung*?),
p. 856.*

316) ,Math. Ann. 62 (1906), en partic. p. 490/2. Il y est aussi question (en
utilisant certains résultats de G. A. Bliss, Trans. Amer. math. Soc. 5 (1904),
p. 113 et suiv.) du théoréme pour le cas des extrémales brisées [n° 36].*

817) ,Cf. O. Bolza, Variationsrechnung '*), p. 283/4. Il oppose ,,im Kleinen* &
»im Grossen‘'.*

318) ,Festschrift Heinrich Weber zu seinem siebzigsten Geburtstag, Leipzig
1912, p. 95/110. La propriété est établie immédiatement pour le cas du probléme
de Lagrange [n° 57]. Pour J{, voir Monatsh. Math. Phys. 24 (1918), p. 27/32.*
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la fonction & a un méme signe, le théoreme d’Osgood est applicable
sans restriction.*

A. Kneser®?), étudiant la chainette comme figure d’équilibre d'un
fil pesant homogene, montre que, si le fil sort d'un domaine limité
donng, Yaccroissement de l'énergie potentielle posséde une limite in-
férieure différente de zéro. ,Ce théoréme rentre, comme cas particulier
(probleme isopérimétrique spécial), dans le théoreme d’Osgood. Les
méthodes de H. Hahn et de J. Hadamard peuvent &tre considérées
comme inspirées de celle de A. Kneser.*

JLe théoréme n'a lieu, en général, que pour les intégrales sim-
ples; toutefois, G. Fubini a indiqué une extension possible pour les
intégrales multiples3®).

L. Tonelli®*') se basant sur la notion de semi-continuité, donne une
importante généralisation du théoréme pour les intégrales simples.

J. Hadamard®?®) applique les considérations du théoreme d’Os-
good a Yobjection de P. du Bois-Reymond [n° 10]*

%9. Méthode de Darboux-Kneser®®). (. Darboux??") a, indé-
pendamment de K. Weierstrass, donné une méthode pour établir les
conditions suffisantes pour les problemes se rattachant aux lignes les
plus courtes entre deux points sur une surface, et & certaines questions
de mécanique. A l'aide des coordonnées curvilignes de Gauss (coor-
données géodésiques paralleles), il établit un systéme de coordonnées
se rattachant & la théorie des équations aux dérivées partielles et il
introduit la notion de famille orthogonale de trajectoires. 11 obtient
pour l'édlément de lintégrale une forme simple, surtout dans le cas de
P'action maupertuisienne23),

La question se ramene & étudier le signe d’une fonction qui est
étroitement liée & la fonction & de Weierstrass; d’ailleurs, les deux
méthodes peuvent se ramener Iune & l'autre.

319) J. reine angew. Math. 125 (1903), p. 189/206, en partic. p. 191. Cf. la
méthode de G. Lejeune Dirichlet relative aux systémes a4 nombre fini de degrés
de liberté [ef. IV 1].

320) ,Voir, dans cet article, le chapitre consacré aux intégrales doubles ou
multiples [n° 63].*

321) ,Rend. Circ. mat. Palermo 35 (1913), p. 19/22 [1912].*

322) ,Calcul des variations® 1, p. 484 et suiv.*

322%) ,Cette dénomination est due a J. Hadamard, Caleul des variations®),
p. 881.*

322%) Théorie des surfaces®?) 2, p. 412/9, 448, 522/3; 3, p. 89/91. G. Dar-
bouxr & commencé & exposer sa méthode dans un cours professé en 1866/7 au
Collége de France.

323) ,Voir ce qui est relatif & l'action [n°® 87, 88]*
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Pour établir la condition de Jacobi dans le cas des géodésiques,
G. Darbouz utilise le théoreme sur Venveloppe d'une famille de telles
lignes. A. Kneser®) a généralisé la théorie de Darbouz au cas de J,.
Sa méthode, comme celle de Weierstrass, ne nécessite pas la recherche
de la variation seconde, et elle est valable dans le cas d’un point
extréme variable [n° 33]. La méthode Darboux-Kneser a Iinconvénient
d’exiger que Vélément de D'intégrale garde un signe constant sur les
courbes acceptables, mais si les points extrémes sont fixes, cette hypo-
thése est vérifie grice a une transformation simple, si la fonction &
de Weierstrass a un signe constant®®)*

Si Pon compare la valeur de l'intégrale J; sur des extrémales
voisines, la variation dJ; se réduit aux termes aux limites (Grens-
glieder), indépendants du signe intégral. Ils résultent du déplacement
des points extrémes. En chaque point du champ, il y a une direction
de déplacement pour laquelle les termes aux limites s'annulent. Les
courbes qui, en chaque point, ont cette direction recouvrent tout le
champ sans duplicature, comme les extrémales. Ce sont les transver-
sales [n° 331,

A. Kneser®®) démontre le théoréme de tramsversalité, en vertu du-
quel tous les arcs d’extrémales du champ, compris entre deux trans-
versales, donnent méme valeur & lintégrale J;.  Inversement, si,
sur différentes extrémales d’'une famille, & partir des points de ren-
contre avec une transversale, on prend dun méme c6té (ot ¢ eroit, par
exemple) des arcs qui donnent tous méme valeur & l'intégrale, les points
obtenus se trouvent sur une méme transversale de la famille* Dans
le cas des géodésiques, les iransversales deviennent les trajectoires
orthogonales®®), et le théoreme de transversalité est par conséquent
une généralisation du théoreme d'orthogonalité de C. F. Gauss sur les
lignes géodésiques, lequel conduit aux coordonnées géodésiques paral-
leles3?®).  Si une des courbes dégénere en un point, on est ramené anx
coordonnées polaires géodésiques de Gaugs329)*

324) Variationsrechnung 2°), p. 49 et suiv.

325) ,O. Carathéodory, Math, Ann. 62 (1906), p. 449; J. Hadamard, Calcul des
variations ®), p. 884/56.*

326) Variationsrechnung *?), p. 46/9; voir aussi, p. 175/80.

827) ,C. E. Stromquist [Trans. Amer. math. Soc. 7 (1906), p. 175 et suiv.]
a recherché dans quels cas la transversalité se confond avec V'orthogonalité. Voir
au ,probléme inverse* [n° 78]*

328) C. F. Gauss, Disquisitiones generales circa superficies curvas, Commentat.
Soc. Gott. recent. 6 (1823/7), éd. 1828, p. 99/146 (mém. n° 4), en partic. § 16;
Werke 4, Gottingue 1830, p. 241 ,Ce théoréme, fondamental en géométrie des
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Les extrémales et les transversales définissent ainsi, dans le champ,
un systéeme de coordonnées curvilignes, ot A. Kneser considére comme
coordonnées le parametre v = a de la famille d’extrémales et la valeur
w = W(z, y) de Vintégrale J, prise le long d'une extrémale depuis
une transversale fixe jusqu'a un point final variable; elle est dite Pinte-
grale de champ (Feldintegral). ,Ses dérivées partielles sont données
par les formules

oW
0r =@, ¥, P, 9),
oW
oy = Fy'("'vr Y, P, Q);

ol p et g désignent les cosinus directeurs de la tangente positive menée
au point (x, ) & Vextrémale3¥2)*

JLa transformation définit une correspondance univoque entre un
domaine du plan (z, y) et le domaine correspondant du plan (u, v):
les droites u = ¢', v = ¢* du plan (u, v) correspondent, dans le plan
(2, y), respectivement aux extrémales et aux transversales de la famille,
et inversement.

A laide de cette transformation, la quantité AJ, différence entre
Pintégrale prise le long d'une extrémale du champ et le long d'une
courbe de comparaison quelconque L tout entidre dans le champ, s'ex-
prime aisément par la fonction & de Weierstrass, prise sur la courbe L.

Les coordonnées curvilignes a introduire dans le cas de » quel-
conque sont les » paramétres dont dépend une extrémale du champ,
joints & lintégrale prise sur cette extrémale & partir de sa rencontre

surfaces, est & rapprocher du théoréme de dynamique da a W. Thomson (lord Kelvin)
et P. G. Tait et d’aprés lequel la trajectoire correspondant & une méme valeur
de la force vive, normale a une surface, I'est & une infinité d’autres. Pour les
rayons lumineux se propageant en milieu isotrope, le théortme homologue est
celui de Malus, qui &'étend & la réfraction en milieu anisotrope, l'orthogonalité
étant alors remplacée par la transversalité; les surfaces transversales représentent
les positions successives d'une onde lumineuse [cf. n° 891.*

329) C. V. Gauss®®), p. 239/41 (§ 15).

329%) ,O. Bolza [Variationsrechnung!?), p. 256] appelle ces formules les for-
mules de Hamilton, réservant la dénomination de formules générales de Hamilton
a celles qui expriment les dérivées partielles de I'Extremalenintegral [n° 82].
En représentation non paramétrique, les formules s’écrivent

w
%—m‘: f(xa Y, p) _pfl”(x’ Y p)’

ow
oy

Elles ont été données par E. Beltrams [n° 23]*

=fy'(x1 Y, P)-
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avec une transversale du champ, les surfaces J = const. étant aussi
transversales au champ d’extrémales.

Le systeme de coordonnées de A. Kneser a des liens avec la théorie
de Jacobi-Hamilton [n° 69].

On peut considérer comme faisant partie de la théorie de Kneser,
le théoréme de lenveloppe, qui a été exposé précédemment [n° 261"

30. _Généralisations de la théorie de Darboux-Eneser. L’idée
féconde d’étendre les théories sur les géodésiques en vue d’obtenir des
conditions nécessaires et suffisantes pour extrémer lintégrale J; [n°29],
a été poussée plus avant. Ainsi la théorie de Darboux-Kneser a été
généralisée de différentes maniéres: par G. A. Bliss®*?), 4 'aide de son
extension de la notion d’angle, et surtout par G. Landsberg**°) au moyen
d'une généralisation, due & O. Bonnet, du théoréme de Gauss sur la
courbure totale, et & l'aide des notions de courbure exirémale d'une
courbe en un point, de courbure du champ en un point, et de courbure
fotale d'un domaine.

@G. Landsberg prend sur une surface, comme courbes paramétriques,
une famille de lignes géodésiques (¢ = const.) et leurs trajectoires ortho-
gonales (p = comst.), et il choisit p comme longueur d’un arc d’une
géodésique compté & partir d’'une trajectoire fixe; le carré de 1'élément
linéaire s’exprime, dans ces conditions, de la manidre suivante:

ds® = dp®+ m?dgt.
Si @ désigne langle que 1'6lément linéaire ds d’une courbe passant

par le point (p, ¢) fait avec la ligne paraméirique ¢ = const. passant
par le point (p, g) et si g, est la courbure géodésique de la courbe, on a

@7 a5 _ g9 + m,dq.
9y
La courbure de la surface est
1
k= — . M.

De ces formules on conclut ce qui suit: si 'on déplace tous les points
d’'un arc de courbe L,, sur la surface, perpendiculairement & L, et
d’'une méme quantité ¢, la longueur de L, est une fonction s,(¢), et
Yon a .

83 1
ds, _{ds d*s,
ds —f’a’ det — J kds.
' 9o

329%)  Trans. Amer. math. Soec. 7 (1906), p. 184/96.*
829°) ,Jahresb. deutsch. Math.-Ver. 16 (1907), p. 86/46, 547/51; voir un exposé
—plus complet: Math. Ann. 65 (1908), p. 313/49.*
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D'ol une définition intrinstque de la courbure géodésique et de la
courbure de la surface.
S’il s'agit d’extrémer f Fdt, il y a, au lieu de ds, la fonction Fd,
et, au lieu de la courbure géodésique, l'invariant
T
De méme, & la formule (27) on peut faire correspondre une différentielle
exacte

d0(z, y, 7, y)

ds —de
Qg

ne contienne plus que les différentielles dx, dy; et Ton a
4 4 4 ’ 7 7 F,
@(xr Y, %, 9) =f(.’t dy —ydx)-‘/i_"_.

Q(x; Y, x’; y,) - @(x7 Y, wo” :’/0,)
est, par définition, Vangle des directions («, ¥) et (z,, y,) passant
par le point (x, y).
8i, dans lexpression

telle que

La différence

@ _ 30— Sdt,

Og
la fonction S est linéaire en 2, ¥':
S = Pz + Q?/l;

et si J est un invariant tel que

J(dzdy — dydzr) = da
puisse étre considéré comme la mesure de laire de I'dlément de sur-
face correspondant au point (z, y) et aux différentielles

(dz, dy), (0z, 0y),

P!I_Qx
J

Yexpression
H =
qui ne dépend pas des coordonnées, est appelée la courbure du champ
au point (z, y).
En intégrant
ds

— —de
Qg

suivant une courbe fermée et en appliquant le théoréme de Green,

on obtient I'égalité
f 4 _ 3o = f xde,
(74
(&) (&) @)
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8 H. Hahn et E. Zermelo. II 81, Calcul des variationss. M. Lecat.

généralisant le théoréme de Bonnet. Le second membre représente
la courbure totale d'un domaine G dont R est le contour.

G. Landsberg applique ces considérations spéeialement au probleme
de variations pour lequel la condition de transversalité [n°® 33] a la
forme

Adx + Bdy =0,
A et B étant des polynomes homogenes de degré m en «, .

Si

Az + By = (Lo’ + M) (L + M) ... (L’ + M),
on a

F= (L7 + Moy yo(Lya' + Myyy ... (L’ + My ym
(ro+r+-+r,=1).
G. Landsberg discute en détail le cas ou, pour des facteurs linéaires
réels de F, on a
m=1, ro=r=3%
(forme de C. F. Gauss pour l'élément linéaire).

31. Invariants. A. L. Underhill®®) et G. Lanrdsberg®") ont fait
des recherches relatives aux invariants de la fonction F(z, y, &, ¥)
(supposée positivement homogene par rapport & 2% %) pour les trans-
formations ponctuelles

{x = X(u, v)

(28) y = XY(u,v)

qui forment un groupe®#). Soit G(u, v, w, v) ce que devient la
fonction F(z, y, «, y') par cette transformation. Un invariant absolu
de F est une expression contenant en général z, ¥, 2, ¥, la fonction ¥
et ses dérivées partielles, et qui ne change pas lorsqu’on remplace F
et ses dérivées par G et les dérivées correspondantes, et z, y et leurs
dérivées (par rapport & &) par u, v et les dérivées correspondantes.
L’invariant est d'indice ¢ si, par la transformation indiquée, il est
multiplié par le déterminant fonctionnel (supposé différent de zéro)

o(x, y)
o(u, v)

élevé a la puissance @.

330) ,Diss. Chicago 1907; Trans. Amer. math. Soc. 9 (1908), p. 816/38.*

331) ,Math. Ann. 65 (1908), p. 329 et suiv.*

332) ,Déja S. Lie [Math. Ann. 24 (1884), p. 569 et suiv.] avait posé la
question de trouver tous les invariants pour un groupe déterminé de trans-
formations (28) et l'avait résolue pour le cas de x variable indépendante, dans
sa théorie générale des groupes infinis continus. Pour le cas particulier des
géodésiques, K. von Zorawski [Acta math. 16 (1892/3), p. 1/64] a exposé en détail
la, méthode de S. Lie. Voir aussi des remarques de .A. Hirsch [Math. Ann. 50
(1898), p. 429] et de G. Hamel, Diss. Géttingue 1901, p. 89.*
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A. L. Underhill montre que F;, et T de K. Weierstrass [n° 12]
sont des invariants respectivement d’indices 2 et 1.

§'il y a une série de variables cogrédientes

m" y" x“’ y“)
on peut considérer des invariants qui renferment aussi 7', ', etc.; il
y a notamment la fonetion

Ty —ya,
ensuite l'expression

x‘ Fz’<x7 Y, x’7 yl) + y‘ Fy’(x: Y, Z", ?l,),
qui se présente dans la condition de transversalité [n° 33], enfin la
fonction de Weierstrass
é(x, %2y, 7, ).

De la résulte I'invariance de la condition de Weierstrass [n° 24]. A.
L. Underhill Vétablit aussi pour celle de Jacobi.

A Taide d'un invariant qui ne renferme, de la seconde série de
variables, que ', ', et cela d'une maniére homogene, on obtient un
invariant ne contenant que les variables de la premiere série si lon
remplace z' et y' respectivement par

Fy’(x7 Y, xly ?/)’ - Fz'(x) Y, x’> y’)'

En dérivant par rapport & ¢ un invariant absolu, on trouve un
autre invariant absolu; de méme par I'opération d.

A. L. Underhill 'étudie comme moyen de formation d’invariants,
et la considere dans ses rapports avec la théorie de la variation se-
conde [cf. n° 19]. Cette opération conduif & des invariants dans les-
quels les variables z, y et leurs dérivées jouent le méme rdle gue les
variables ', y', 2", ¥, .... En appliquant ee procédé & & Tw, ou
w=1y'0x — x'0y, on est conduit, aprés maintes transformations, &
Vinvariant absoln

‘D(x; Y “;’; Y, '77”; y’, 2, y"”, oz, 6?/)

_ 1 T [—Hoo+ Hdy a (H, a Hy,)
= i bis +6xdt(H)+ dt(H]

1 m* H”
+ (40z + Boy) — (432“ 211)’
ot H représente la fonction F, de Weierstrass, ou ensuite
o= (yo0xr—2zdy)- H%
et g
A =T, + 5 (Hy"),

d 17
B = Ty—'d—t (Hx ).
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80 H. Hahn et E. Zermelo. 11 31, Calcul des variations. M. Lecat.

Si l'on y remplace 0z, dy par F,, — F, et si 'on divise par — H%F,
on obtient l'invariant absolu

k(x, y} x’? y” x”’ y”? x”’? y”/)
. 1 H* H”
=— 5.7 AF,— BE) + (g — 35

1 d s Hy,.
_?F-TH[_FM{IITIZ_dt(ﬁl{l’)}+Fr’{HHy _d'di(Hy)}]

Par un procédé tres simple, Th. De Donder obtient cet invariant
absolu % pour le cas ot F dépend de z, y ot des dérivées z’, ¥/,
z”, 9", ... dun ordre quelconque; le méme procédé s’applique encore
#'il y a plusienrs variables indépendantes [ef. n° 71].

A. L. Underhill et G. Landsberg considerent aussi des fonctions
qui sont invariantes simultanément pour une fransformation (28) et
pour une transformation paramétrique acceptable. Ce sont

= I
fonction que G. Landsberg appelle courbure extrémale (extremale Kriim-
mung) en un point (x, y) de la courbe considérée i, et

V=aF %, .

invariant donné par A. L. Underhill, d’ou aussi SV.

A Taide de cette expression, on obtient, par application du procédé
0, un invariant @,, analogue & @ et qui reste aussi invariant pour une
transformation paramétrique; on en déduit un invariant jouissant des
mémes propriétés et analogue a k:
ko(x7 y’ x’? y’? x"? y”’ x”’? y,")
1;172 [k(x, 97y, 7y 2,y — % (% - % : % _|
+yaw [EE ]
qui le long d'une extrémale se réduit & la fonction

LB _LF R 1r s Ey

F2lL4 F,2 2 F Fy 2 F 4 F2

A Taide de %, on peut exprimer d’'une manisére simple la variation
seconde de l'intégrale [n° 19]. De cette expression, A. L. Underhill®2=)
conclut que si k) < O le long d’un arc d’extrémale, il n'y a pas de
point conjugué sur cet are; si

0< kAo <a?

ko=

332% ,Bull. Amer. math. Soc. 15 (1908/9), p. 879/84.*
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32. Premiéres recherches. Méthode de différentiation. 81

le long d'ume éxtrémale, il 'y a de minimé pour aucun arc le long
duquel J dépasse ma; si enfin

0<b < s

tout arc pour lequel J < b fournit & lintégrale un minimé (faible).
La fonction S n’est autre, dans le cas particulier des géodésiques,

VI 1 = . . 1
que la courbure géodésique —; k, devient la courbure gaussienne —;
Qg e

de sorte que la propriété d’aprés laquelle 9%J > 0 dés que £, << O le
long d'une extrémale, généralise le théoréme consistant en ce que les
géodésiques d’une surface & courbure négative n’ont pas de point con-
jugué [n°® 78]. Quant & Dl'invariant %, il peut s'exprimer ainsi:
_1_ iy,
ko o [ 2 (@g)

Si P'on choisit pour # et v les coordonnées de Kneser pour les
extrémales du faisceau v = const., on a plus simplement

1
7 1 0%h?%
ko =— ;} our’
h(u, v) = Gy(u, v, + 1, 0).

Limites variables33s),

32. Premiéres recherches. Méthode de différentiation. Le
premier probléeme de limite variable qui ait été considéré est celui
de la brachistochrone avec point initial mobile, question dont gest
oceupé Jacques Bernoulli®**). Pour traiter le cas des limites variables,
on peut suivre trois méthodes: celle de différentiation, celle de variation,
enfin la méthode de Kneser [ef. n° 29]*

Les premieres idées de la méthode de différentiation ont été
émises par S. D. Poisson et par C. G. J. Jacobi®®); mais le procédé a été
exposé en détail pour la premidre fois par 4. Mayer3®*), qui considere
aussi les termes du second ordre, pour le probléme de Lagrange [n° 56].
,Dans cette méthode, on résout d’abord le probleme pour des limites fixes
mais indéterminées, et I'on calcule ensuite, en les considérant comme

333) Il n’est question ici que d'extrémé libre. Les problémes isopérimé-
triques avec limites variables sont traités au n°45. Voir [n° 56] le cas des limites
variables dans le probléeme de Lagrange.*

334) ,Voir le n° 84, dans les applications.*

335) ,Cf. J. Dienger, Grundriss der Variationsrechnung, Brunswick 1867, p. 27.*

335%) Ber. Ges. Lpz. 86 (1884), math. p. 99 et suiv.; 48 (1896), math. p. 436
et suiv.

Encyclop. des scienc. mathémat. II 6. 6
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82 A. Kneser. 11 81. Calcul des variations. AL Lecat.

fonctions des coordonnées des extrémités, les constantes d'intégration
ainsi que lintégrale
S (@15 Y15 Tay Yo)

prise de P, & P,. O. Bolza appelle cette intégrale I'Extremaleninte-
gral®®?), On a alors & extrémer la fonction I en tenant compte des
conditions données* La méthode de différentiation rameéne donec le
probleme & une question dextrémé ordinaire3®), Cela tient & ce que
Yon compare la courbe cherchée 1 d des extrémales.

11 est clair que ce procédé donne des conditions nécessaires, mais
rien ne prouve qu'elles soient suffisantes3?”), et les objections faites par
G. Erdmonn®®) & la méthode de différentiation sont justifiées. Toute-
fois elle peut conduire, mais dans un sens restreint seulement, & des
conditions suffisantes si I'on combine les conditions suffisantes pour
les extrémés ordinaires & celles pour les extrémés du probleme de
variation ol les extrémités de l'arc d’intégration sont fixes33?)*

335%) ,Ou encore 0. Bolza [Variationsrechnung '), p. 809] ,extremaler Ab-
stand de P, & P,*, Pour les lignes géodésiques, c'est la distance géodésique
des points P,, P,; voir G. Darboux, Théorie des surfaces®*?) 2, p. 434/7. L’Ex-
tremalenintegral avait déja été considérée par W. R. Hamilton [Philos. Trans.
London 125 (1835), p. 99] qui Pappelle principal function [of. n° 69), et en donne
les dérivées partielles

. 03

axs: =— Folx,, 41, P1s @), Byf =—Fy %y, ¥1, D1, %>
RS 0

a-’;i=FI'(x2‘ Ysq P2» (b): 882=Fy'(x27 yzapw%)v

oll p,, q,,Ps, g, désignent respectivement les cosinus directeurs des tangentes
positives menées a l'extrémale en P, et P,. Ces expressions, que 0. Bolza ap-
pelle formules générales de Hamilton, généralisent les formules de Hamilton donnant
les dérivées partielles de la ,Feldintegral* [n° 29]. Les dérivées secondes de la
fonction J ont été calculées par A. Dresden, Trans. Amer. math. Soc. 9 (1908),
p. 476; elles sont invariantes pour une transformation paramétrique quelconque.*

336) ,Avant A. Mayer, A. Cayley [Proc. London math. Soc. (1) 3 (1869/71),
p. 221/2 [1871]; Papers 7, Cambridge 1894, p. 263] avait résolu un probléme
isopérimétrique particulier en le ramenant & une question d’extrémé ordinaire.*

337) Il arrive que la méthode donne des conditions suffisantes. C'est le cas,
par exemple, de la ligne la plus courte entre deux courbes données, probléme
pour lequel, I’ Extremalenintegral® étant

Vi, — )+ (4 — vs)%
la fonction & minimer par les procédés du calcul différentiel est la fonction
, Viz(@) — @) - [5(®) — y,]*
de la variable a.*

338) Z. Math. Phys. 23 (1878), p. 864.
389) ,0. Bolza, Calculus of variations!?), p. 113.*
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I Todhunter®®) a, le premier, exprimé explicitement la variation,
qui est un infiniment petit du second ordre, dans un cas spécial de
limites variables. C. E. Lundstrom®*') s'est occupé des conditions suf-
fisantes pour extrémés dans le cas des points limites mobiles, mais
ses recherches ne sont pas rigoureuses?).

G. Erdmann®®) a alors utilisé les variations d’ordre supérieur.
Introduisant les quantités qui interviennent dans la transformation
Jacobi-Hesse [n° 16], il calcule 62J,, dont 1’expression est compliquée.
,G. A. Bliss®), procédant d'une manidre tout & fait analogue & celle
de K. Weierstrass pour le cas des deux points limites fixes [n° 19],
recherche 02J,%), un point extréme étant variable*

G. Erdmann, & Yaide de son expression pour 6?J;, donne des con-
ditions qu’il eroit suffisantes, en général, pour extrémer, les limites de
la ligne d’intégration étant variables. 1l applique sa méthode aux cas
de la ligne la plus courte entre un point et une courbe, et entre- deux
courbes; ,pour ces problemes particuliers, il donne respectivement la
condition®°) du foyer et la condition de Bliss [n°® 34]* Il traite aussi
la question suivante: on donne une courbe C et sur elle un point P,;
déterminer un second point P, sur C, et une courbe P, P, de longueur
donnée, de maniére 4 maximer laire délimitée.

33. Un seul point extréme variable. Recherches récentes. Soit
Iy la courbe sur laquelle doit se trouver le point P,. La condition
du premier ordre conduit & la condition de transversalité®®), qui ex-
prime la relation existant entre les coefficients angulaires de I'extré-
male A et de la courbe I au point P,. Lorsque x est variable in-
dépendante, elle s’écrit

(29) @, y09) + @ — yl’)fy'(x17 Y, 9) =0
K. Weierstrass®™) I'a donnée en représentation paramétrique. Clest

Fz’(xa Y, .%',, ?/) - T+ Fy,(.’l}, Y, & y') . ’y' = O,

840) History calculus variations!%), p. 330.

341) Nova Acta Soc. sc. Upsal. (3) 7 (1870), mém. n° 4, p. 24 et suiv. [1869].

342) ,Voir aussi E. P. Culverwell [Proc. London math. Soc. (1) 25 (1893/4),
p. 361/74], qui proceéde géométriquement.*

343) Z. Math. Phys. 28 (1878), p. 364 et suiv.

844) ,Trans. Amer. math. Soc. 3 (1902), p. 132 et suiv.*

345) Z. Math. Phys. 23 (1878), p. 374.

346) A. Kneser [Variationsrechnung®°), p. 86] dit que I est coupée trans-
versalement par 1; W. F. Osgood [Annals of math. (2) 2 (1900/1), p. 112] dit que I
rencontre transversalement A.

347) ,Dans un cours professé en 1882/3 & I'Université de Berlin.* Cf. A. Kneser,
Variationsrechnung %), p. 32 et suiv.

6‘
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= —/

Z, y dappliquant & 1; #, % & I,. Le premier membre est calculd
pour P,.

A. Kneser [n° 29] a étendu au probleme en discussion la méthode
de Weierstrass; il a élargi la notion de champ en ne supposant plus,
comme K. Weierstrass, que les extrémales qui le composent sont issues
d’'un méme point. Il utilise un champ d’extrémales transversales a I.
Il démontre®8) que, si F(z, y, 2, y) & 0 au point P,, un arc dex-
trémale coupant transversalement une courbe Iy peut, excepté quand
la transversalité dégénére en tangence, étre entouré d'un tel champ;
dans le voisinage de cette courbe ,par chaque point P, de I, dans
le voisinage de P,, on peut construire une extrémale et une seule qui
soit coupée transversalement par I et telle que sa tangente en Py
forme un angle infiniment petit avec la tangente en P, a 1.

Le point P,” ot lextrémale 1 est tangente, pour la premitre
fois de P, vers P,, a l'enveloppe des extrémales transversales a I, est
appelé par A. Kneser3?) le foyer®®) de la courbe I, sur l'extrémale
[extremaler DBremnpunkt]. ,G. A. Bliss®®') définit le foyer amalytique-
ment et démontre la propriété qui sert de définition & A. Kneser.* Llex-
trémale cesse d’extrémer au foyer. La démonstration de 4. Kneser3?)
comporte la méme exception que celle qui se présente pour les limites
fixes. (. A. Bliss établit a l'aide de l'expression de la variation se-
conde.

Le foyer de toute courbe (ou surface) transversale & 4 en P, est
situé entre P, et le point conmjugué P, de P;,. ,Ce fait n'est pas
distinet du théoreme de Sturm sur les équations différentielles!™)*
G. A. Bliss montre de plus que la position du foyer ne dépend que
de la courbure de la courbe I} en P,, .et que si le rayon de cour-
bure varie de 0 & 4+ oo du cOté de I} ol se trouve 4 et ensuite de
oo & O en sens opposé, le foyer P, se meut continiment de P,

348) Variationsrechnung 2%, p. 109/12 (§ 30).

349) 1d. p. 89.

350) ,Ce nom, adopté par O. Bolza [Variationsrechnung!')] et par J. Hada-
mard [Calcul des variations®)], se justifie si I'on se représente les extrémales
comme étant des rayong lumineux.* G. 4. Bliss dit point eritique (critical point),
Lerme adopté par E. Zermelo et H. Hahn dans 1'édition allemande de I'Encyclo-
pédie, IL A, p. 630.*

351) Trans. Amer. math. Soc. 3 (1902), p. 182/41, en partic. p. 136. ,Cf.
0. Bolza [Calculus of variations!®), p.113] pour la représentation non para-
métrique.*

852) Variationsrechnung?®), p. 93/7. ,Voir aussi 4. Dresden, Trans. Amer.
math. Soc. 9 (1908), p. 474.*
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83. Un seul point extréme variable. Recherches récentes. 8H

vers P," ou de P, vers P,, suivant que
F(mv Y xl’) y1') >0 ou < 0;
la fonction F; étant supposée positive.*

Marion Ballantyne White®?*) a fait une étude analogue pour
le probleme spatial & une limite variable. Ces recherches, qui sont
valables méme en cas de singularité de la surface enveloppe, sont
appliquées & extrémer l'intégrale prise suivant une courbe joignant
une surface donnée & un point fixe.

G- A. Bliss®?*) donne, pour le cas d'une limite variable, en méme
temps que pour celui ot les deux points extrémes sont fixes, la théorie
de la variation seconde de J;, et démontre la nécessité des conditions
de Legendre, de Jacobi et de Weierstrass, en faisant usage d'un systeme
de coordonnées tel que les fonctions intervenant dans les calculs sont
invariantes pour une transformation paramétrique.*

Grice a son extension de la notion de champ d'extrémales,
A. Kneser®®) applique la méthode de Weierstrass au cas ou une
limite est variable sur une courbe ou sur une surface donnée. Mo-
difiant en conséquence la construction de Weierstrass, il établit, pour
ces cas, la formule de Weierstrass et obtient ainsi la condition de
Weierstrass au sens strict (pour l'extrémé fort). Il démontre alors
que Varc d’extrémale fournit un minimé fort et strict si cet arc, sans
point double, est coupé transversalement par la courbe I en P,, satis-

fait & la condition de Legendre, & celle de Weierstrass, prises au sens
strict sur lextrémale, & Vinégalité

F (=, Y1, 2, 9) 2 0,

et ne contient pas le foyer P\” (condition du foyer au sens strict).*

«G. A. Bliss et Ch. M. Mason3) g'occupent de lexistence d’un
champ d’extrémales dans le cas de I'espace (n = 2) et d'une limite
variable [cf. n° 27]. J. Radon®®) fajt la méme étude pour Vinté-
grale J,®. '

0. Bolza®%) démontre le théoreme d’Osgood [n® 28] pour le cas
d'un point extréme variable.*

852%) ,Diss. Chicago 1910; Trans. Amer. math. Soc. 13 (1912), p. 175/98.*

352%) Trans. Amer. math. Soc. 8 (1907), p. 405/14.*

353) Variationsrechnung?®%), p. 74/81.

353%)  Trans. Amer. math. Soc. 9 (1908), p. 440/66, en partic. § 7, 8.*

358%) ,Sitzgsb. Akad. Wien 119 II* (1910), p. 1290 et suiv. (§ 4).*

353°) ,Trans. Amer. math. Soc. 2 (1901), p. 422; Variationsrechnung %),
D. 356/7.*
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34. Deux limites variables. Recherches récentes. On a deux
courbes, l'une I} sur laquelle se trouve le point P, l'autre I sur
laquelle doit &tre P,. ,Elles doivent toutes deux couper transversale-
ment les extrémales, car on a, outre la condition (29), celle obtenue
en remplagant les indices 1 par 2.*

La courbe I} a sur 1 deux foyers conjugués, et si l'on appelle
sens de gauche & drodte sur Uextrémale celui qui va de P, en P,
on a un foyer d droite (rechiseitiger Bremnpunkt) P” et un foyer d
gauche P,"”. De méme, I, a deux foyers P,” et P,””. Outre qu'il ne
peut tomber dans lintervalle d'intégration®, le foyer P,” ne peut se
trouver entre P, et P,”. Clest la condition de Bliss®*). Il en résulte
que les six points, P,, P, et les quatre foyers conjugués, s'ils existent
tous, doivent &tre situés dans Vordre P,”, P, P,, P,, P,”, P,'*
G. A. Bligs®®) en démontre la nécessité. ,A. Dresden®®) I'établit ana-
Iytiquement. Il utilise ici aussi la méthode de différentiation.”

La condition de Bliss peut étre exprimée autrement, en utilisant la
relation entre le foyer P,” et la courbure de I; en P, [n°33]. Si
r est le rayon de courbure de I, et r, celui de la courbe I issue
du point P, (ou elle est tangente & I,) et coupant transversalement
toutes les extrémales, on a, dans le voisinage du point P,

T on <o
suivant que les fonctions F' et F ont le méme signe ou des signes
contraires.

La courbe I' doit &tre tout entidre du méme coté (si le signe >
est réalis€) que I, par rapport & l'extrémale 1, ou du c6té opposé
(si on a le signe <). Cette condition®") est encore valable lorsque,
les points P,” et P,” n'existant pas, la premiére forme de la condition
de Bliss est illusoire. ,0. Bolza®%*) indique qu'on peut démontrer direc-
tement la seconde forme en appliquant le théoréme de transversalité
de Kneser.”

.La condition de Bliss au sens strict (c'est-a-dire égalité non com-
prise: P,” 2 Py"), jointe & celle de Weierstrass ou de Legendre, est

354) G. Erdmann [Z. Math. Phys. 23 (1878), p. 369] I'a donnée, le premier,
pour 'exemple de la ligne la plus courte entre deux courbes, en utilisant son
expression de la variation seconde.

355) Math. Ann. 58 (1904), p. 70 et suiv.

356) ,Trans. Amer. math. Soc. 9 (1908), p. 476/7.*

357) ,Math. Ann, 58 (1904), p. 80.*

358) ,Variationsrechnung '), p. 330.*
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suffisante pour extrémer® G. 4. Bliss®°) démontre analytiquement la
suffisance, en considérant les extrémales 1’2’ fransversales a I, et en
dérivant deux fois l'intégrale J ;5 par rapport au parametre du champ.
L. Zermelo et H. Hahn3%) P'établissent, par une élégante méthode géo-
métrique, en prenant un point entre P,” et P,”; mais cela suppose gue
les conditions de Legendre et de Weierstrass sont vérifiées, toutes deux
au sens strict, au deld du point P,, ce qui n’est pas nécessaire.”

Jlua nécessité de la condition de Bliss a encore lieu, comme l'in-
digque J. Hadamard®*), dans le cas de plusieurs fonctions inconnues,
les courbes I, I, devenant des surfaces ou d’autres variétés; mais on
n'est pas assuré que la condition est suffisante.

A. Kneser®?) et A. Dresden®®) considérent J;) dans le cas ou il
y a entre les coordonnées des points extrémes une relation de la forme

h(xl) Las Y1s yz) =0

35. Ligne d’intégration fermée. ,Le cas des lignes fermées, quon
peut rattacher & celui des limites variables, n’a été résolu que pour
n=1

On considere l'extrémale 1, fermée et 4 tangente continue. On
rapporte les points voising de 4 & un systéme de coordonnées fel
que celui formé par leur distance normale y & A et par larc z de 1
qui détermine la position du pied de cette normale. On considére
une figure auxiliaire dans laquelle et y sont des coordonnées car-
tésiennes. On voit aisément qu'on doit avoir la condition de Weier-
strags correspondant au genre de minimé que I'on a en vue, et que
non seulement la condition de Jacobi doit &tre réalisée dans Vinfervalle
(=0, z=1), si I'on prend comme unité la longueur de 2, mais qu'il ne
doit y avoir aucun foyer conjugué d’abscisse si grande qu’elle soit, ¢’est-
a-dire que la condition de Jacobi doit &tre vérifiée dans un intervalle
infini. H. Poincaré®*) en démontre la nécessité par des considérations
géométriques, puis, prenant comme point de départ les équations cano-
niques de Hamilton, il prouve que la condition précédente, jointe &
celle de Weierstrass, est suffisante pour extrémer.

L'absence de foyer conjugué conduit aux extrémales asymptotiques
3 1, lesquelles forment un champ®?®) autour de cette extrémale,

859) Math. Ann. 58 (1904), p. 75 et suiv.

360) ,Enzyklopidie der mathematischen Wissenschaften II A, 8* p, 631.*
361) ,Calcul des variations? 1, p. 429.%

862) Variationsrechnung 2®), p. 30/2.

863) ,Trans. Amer. math. Soe. 9 (1908), p. 474.*

364) ,Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste 8, Paris 1899, p. 283/9.*
866) 4, Faisceau régulier* dans la terminologie de J. Hadamard.*
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Il suffit d’appliquer la méthode de Kneser [n® 29], consistant a
mener les transversales 4 la famille d’asymptotiques.

J. Hadamard?®®*) donne une théorie basée sur des principes tout
différents. Il démontre la nécessité de l'absence de foyer conmjugusg,
en appliquant la méthode de Darboux-Erdmann, mais en raisonnant,
comme il le fait pour le cas ordinaire, sur les extrémales voisines
de 2, au lieu de considérer 'équation aux variations36s=)*

Solutions discontinues.

36. La condition de Weierstrass-Erdmann. Famille d’extré-
males brisées. ,Aprés avoir traité le probleme dans I’hypothese o
les courbes acceptables sont des courbes ordinaires, il faut rechercher
les solutions dites discontinues®®?), c'est-a-dire celles données par des
courbes présentant des points anguleux (Ecke)®), ot il y a disconti-
nuité pour ¢, les fonctions z et y étant elles-mémes continues. De
pareilles solutions peuvent, en effet, se présenter3e).*

B. Goldschmidt, J.Steiner et E.F. A. Minding [n° 39] avaient déja
fait des recherches particulieres au sujet de ces solutions (se présentant
notamment dans des problemes isopérimétriques), mais le premier qui
se soit occupé systématiquement des solutions discontinues est I Tod-
hunters®®), qui traite un grand nombre d’exemples, sans arriver toute-
fois & un théoréme général.

366) ,Calcul des variations®) 1, p. 433/5.*

366 ,En ce qui concerne 'existence [cf. n° 27] des extrémales fermées, il
v a les recherches de J. Hadamard [Ann. Ec. Norm. (8) 24 (1907), p. 216 et suiv.]
et celles de A. Signorini, L. Tonelli [voir le chapitre consacré dans cet artficle aux
applications, fin du n° 87]. Pour les travaux de J. Hadamard et de H. Potncaré
sur les géodésiques fermées de diverses espices de surfaces, voir la fin du n° 77
consacré aux lignes géodésiques.*

366%) . E. P. Culverwell [Proc. London math. Soc. (1) 26 (1894/5), p. 345/64]
dit encore compounded solutions.*

367) ,C. Carathéodory emploie le terme Kunickpunkt. En anglais corner
(0. Bolza).*

368) ,Un exemple est donné par le célebre probleme de Newton [voir les
applications, n° 821.*

369) ,Researches®'%); cf. M. M. U. Wilkinson [Messenger math. (2) 3 (1874),
p. 184/92] qui signale certaines erreurs. Voir aussi M. M. U. Wilkinson, On false
discontinuity, with illustrations from Fourier's theorem and the calculus of va-
riations, Cambridge 1871; Messenger math. (2) 1 (1872), p. 175/7. Les recherches
de E. P. Culverwell%%6") se rattachent & celles de I. Todhunter et leur sont tres
semblables. Voir encore 4. P. Starkov [n° 82]. V.(W.) A. Zimmermann [Zapiski
novoross. universit. (Mémoires de I'université d'Odessa) math. 68 (1896), p. 1,/270;
69 (1896), p. 165/462] étudiant 1'intégrale Jp, considére comme extrémales dis-
continues celles qui correspondent & une discontinuité pour au moins une des
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H. E. Heine®™®) utilisant des indications données par K. Weier-
strass dans un cours, a montré que si d.J, s'annule, les quantités M,
[n° 7] doivent rester continues aux points anguleux de la ligne d'inté-
gration, qui se compose d’ares d’extrémales. Il montre qu’il en est

de méme de ﬁaf,

oy
4 une courbe dont le voisinage est d’ordre 1 et dont le point angulenx
a méme abscisse. Mais si I'abscisse du point anguleux varie également
(dz n'est plus nul), on trouve, avee G. Erdmann®™), que I'évanounisse-
ment de la variation premieére implique la continuité de cette seconde

quantité:

pour p =1 si on compare la ligne d’intégration

. of
f_ Y oy .
On peut écrire ces conditions comme suit, z, étant 'abscisse du point

anguleux,
[f;/']xo -0 = [f;;']xo +07
[f—— y’f;/’]zn—o = [f‘— y’fy’]x°+ 0

La premiere ne peut avoir lieu lorsque la fonction f est telle que
2
gye & un signe invariable; il ne peut se présenter de solution dis-

continue que si la figurative n'est pas partout convexe, en d’autres
termes si la fonction & de Weierstrass n’est pas de signe constant.
Pour l'intégrale sous forme paramétrique, les relations, données par
K. Weierstrass®®), s’écrivent

[Fz']t.,—o = [Fz']to+o§ [Fy’]to—o = [Fg']t.,+o7
ou bien encore
F (%4 Yo, Pos 20) = F (%o Yo» Pos To)s

F, (295 Yo, Pos 90) = F, (%05 Yo> Pos To)»
ol, par exemple,
Py = €05 8,, g, = sin f,.

dérivées se présentant sous le signe intégral. Cf. E. Th. Sabinin, Mat. Sbornik
|[recueil Soc. math. Moscou] 20 (1898), p. 285/92. Ces travaux renferment des
erreurs graves. On peut rattacher & la fois aux solutions discontinues et aux
recherches de P. L. bebygé'v ?) les résultats de A.A. Markov, Soobi¢énija Chari-
kovekago matématiceskago Obsd&stva [Communic. Soc. math. Kharkov] (2) 1 (1888/9),
p. 250/76.*

370) Math. Ann. 2 (1870), p. 190/1.

371) J. reine angew., Math. 82 (1877), p. 21/30 [1875]. ,@G. Erdmann semble
avoir donné cette condition indépendamment de K. Weierstrass. Cf. une démons-
tration de O. Bolza, Caleulus of variations!?), p. 36/40.*

872) Cours professé & 1'Université de Berlin en 1865; cf. H. Hancock, Annals
of math. (1) 11 (1896/7), p. 31; ,C. Carathéodory [Diss. Gottingue 1904, p. 3].*
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J. K. Whittemore®™®) les démontre en utilisant le lemme de du
Bois Reymond [n° 10], méthode qui, contrairement & celles des auteurs
précédents, est applicable & des discontinuités plus compliquées et
notamment au cas od il y a une infinité de discontinuités. A ce point
de vue, le résultat le plus général a été atteint par H. Hahn3™#).

Ces relations, qu'elles soient sous forme paramétriqgue ou non,
constituent la condition au point anguleux (Eckenbedingung, corner-
condition) ou de Weierstrass-Erdmann.

C. Carathéodory®*) Texprime & l'aide de la fonction &; d’ou il
conclut que

F\(0) = F, (2, y,, cos 6, sin )

’ e . . .
s'annule au moins pour une valeur de 6 comprise entre les directions

étudiées 0, et 6, et au moins pour deux valeurs, si I'on a

F, (%o, Yo» Do» %) > O, F (%, 4oy Do» To) > O-

11 donne®®) une interprétation géométrique permettant de trouver
la solution commune aux deux relations formant la condition de Weier-
strass-Erdmann: pour le point anguleux P,, les deux directions 6,, 6,
correspondent aux points de contact d'une tangente multiple & la
figurative [n°® 22] du point P,.

C. Carathéodory appelle extrémale brisée®®) (gebrochene Extremale)
tout ensemble de deux ares P, P,, P,P; possédant en P, un point
anguleux satisfaisant & la condition de Weierstrass-Erdmann. Il dé-
montre que si en P, on a

F (020, F®)<=0,

on peut assigner un voisinage de P,, tel qu'en tout point de ce do-
maine il existe une extrémale brisée et une seule, voisine de P, P, P,,
c’est-a~dire se transformant d’'une maniére continue en la primitive
lorsque le point P se meut le long d’'une courbe passant par P,.
S’occupant de la construction d’'une famille d’extrémales brisées,
C. Carathéodory démontre®), en s'appuyant sur la théorie des fone-

378) ,Annals of math. (2) 2 (1900/1), p. 135/6.*

373%) ,Math. Ann. 63 (1907), p. 253.*

374) ,Diss. Gottingue 1904, p. 8.*

375) ,Diss. Gottingue 1904, p. 71; Math. Ann. 62 (1906), p. 456/60.*

376) , ,,Broken extremal*, O. Bolza,Calculus of variations 1%). Il appelle ,,Ecken-
winkel®, l'angle formé par les directions 6, et 8, 4 =. Les allemands opposent
aux extrémales brisdes les exirémales réguliéres.*

377) ,Diss. Gottingue 1904, § 6; Math. Ann. 62 (1906), p. 474/8, Cf. O. Bolza,
Amer. J. math. 30 (1908), p. 209/13.*
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87. Points conjugués sur les extrémales brisées. 91

tions implicites, que lorsque l'expression
8y = PoF (%, Yoy Por Ta) — PoFo(%0; Y05 Pos Go)

n'est pas nulle [ef fin n° 38], on peut sans ambiguité déterminer
sur une extrémale 1, voisine de I'extrémale 1, — P, P, de la famille

(30) e=9(a), y=v(a)

un point P et une direction 8 qui, associée & la direction 6 de la
tangente positive a Vextrémale 1, en P, satisfait & la condition de
Weierstrass-Erdmann. La solution est de classe ¢’ dans le voisinage
des parametres 4, a,, 0,, correspondants & I'arc Py P,. Siles équations

L= ?’;(t; a’)) Y= "p(t) a)

représentent Vextrémale ayant la direction 6 au point P, les deux
systémes d’équations définissent, lorsque le parametre a varie, une
famille d’extrémales brisées fournissant la ligne i, -+ 4, ou P, P,P,
pour @ = a,. O. Bolza®®) dit que le second des systémes d’équations
représente la famille complémentaire (set of extremals complementary,
komplementire Extremalenschar) de 'autre. Le point P décrit la courbe
du point anguleux (corner-curve, Eckenkurve)>)*

37. ,Points conjugués sur les extrémales brisées. Condition de
Jacobi. Soit ¢, de la famille (30) le premier foyer précédant le point P,.
La direction 6, de la courbe du point anguleux en P, est la méme
pour toutes les familles d'extrémales contenant A, et possédant le
méme foyer @. Lorsque ce point ¢ se meut sur 1,, d'un point P,
conjugué de P,, jusqu’a P,, la direction 8, tourne & partir de 6, d’'un
angle «, de maniere continue. Et pour une position bien déterminée F,
du point @, la direction 8, coincide avec 6,.

La famille complémentaire posséde un foyer @” entre P, et P,
Toutes les familles d’extrémales brisées qui ont en commun le foyer @
ont aussi en commun le foyer @, qui est appelé le point conjugué
de Q sur Uextrémale brisce g+ 4. Cest aussi le foyer sur 2, de
la famille complémentaire & celle passant par €. On peut distinguer
quatre cas suivant les signes des quantités &, et sin (9, — 6,). Par
exemple, dans le cas des deux signes +, le point Q" se meut de E,
vers P, tandis que @ va de P, vers E,, et si @ continue de E,
jusquen P, le point Q" se meut de P, vers E,. Ce point E, a la
méme signification pour lextrémale 4, que E; pour i,. Les points
E, et E, ont été introduits par C. Carathéodory?s°).

378) ,Caleulus of variations!?), p. 213.*

379) ,C. Carathéodory [Diss. Gdttingue 1904] dit ,Knickpanktkurve''.*
380) ,Lia théorie des points conjugués sur les extrémasles brisées lui est due,
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0. Bolza®") et A. Dresden®?) donnent sous forme explicite les
relations entre les paramdtres des points conjugués @ et @

C. Carathéodory a, le premier, donné la condition de Jacobi pour
les solutions discontinues. A. Dresden, qui étudie le cas des points
extrémes variables, la démontre par la méthode de différentiation
[n® 32} et 1'énonce sous cette forme simple: il faut, pour minimer,
qu'on ait?8?%)

P, <P/,
E,< P,

P,” étant le point conjugué de P, sur Vextrémale brisée A, + 1,. La
premiére inégalité résulte de Vextension, au cas des extrémales brisées,
du théoréme de Uenveloppe®), qui consiste alors dans l'égalité

Jza(PlPs) + JZQ(P5P4> + J%(P4P1") = Jzo(P1P0) + JEO(P0P1");

& étant Venveloppe de la famille complémentaire i, P, le point de

contact de F avec 4,, P, le point anguleux de lextrémale brisée

A, + 4,. La seconde inégalité s'obtient, mais aun sens large seule-

ment®*), par un raisonnement trés simple, en supposant P, < E,.
De E, << P, on conclut que

P, < E,,

3 cause de P,” << E,. On a donc une condition pour chacun des
%

points P, et P,, entre lesquels on a le critere de Jacobi P, << P,".

38. ,Champ d’extrémales brisées. Conditions suffisantes. S'il
s'agit d’'un extrémé fort, on appelle direction forte®®) (stark) celle qui,

mais elle a été exposée par une méthode directe et complétée par O.Bolza et
ensuite par A. Dresden, Trans. Amer. math. Soc. 9 (1908), p. 480/6.*
381) ,Amer. J. math. 80 (1908), p. 221/2.*
882) ,Trans. Amer. math. Soc. 9 (1908), p. 483 et suiv.*
382%) ,Les symboles
A4<B, 4=<B

signifient, le premier, que le point A4 précede le point B; le second, que 4 ne
suit pas B. Le signe - est utilisé par O. Bolza, Variationsrechnung '').*

883) C. Carathéodory, Diss. Gottingue 1904, p. 21; cf. 0. Bolza, Variations-
rechnung '), p. 379/80.*

384) ,Au sens strict, elle résulte de la méthode de A. Dresden.*

385) ,J. Hadamard, Calcul des variations®), p. 489. C. Carathéodory dit ,,s0-
lution forte*. La terminologie utilisée n'est pas uniforme. C. Carathéodory ap-
pelle réguliers les points du plan qui peuvent &tre entourds d’un faisceau d'ex-
trémales fortes (c'est-d-dire donnant un extrémé fort). O. Bolza [Calculus of
variations )] dit que les points sont réguliers quand le faisceau est composé
d’extrémales continues.™
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lorsqu’on y remplace Y par le coefficient angulaire d'une telle direc-
tion, vérifie la condition de Weierstrass & >0, quelle que soit la
seconde direction y'; direction faible, celle qui ne posséde pas cette
propriété. Une direction forte correspond & un point de la figurative
tel que la tangente y est droite extréme®®), cest-a-dire qu'elle laisse la
courbe tout entitre dun méme coté. Ayant une série d’arcs d’extré-
males fortes dépendant de deux paramétres, on en extrait un faisceau
dépendant d’un paramétre unique et obtenu en faisant décrire un are
de courbe au point anguleux, de maniére & obtenir un champ de so-
lutions discontinues.

C. Carathéodory montre qu'en certains cas de solutions discon-
tinues, la condition de Welerstrass & > 0 est vérifiée pour toutes les
directions. 1l établit qu'on peut recouvrir le voisinage d’un point P,
par un faisceau d’extrémales fortes (qui sont en partie brisées) pourvu
que L soit différent de zéro et que la figurative ne posséde nulle
part de droite extréme de quadruple osculation?¥¢#).

La considération de la Feldintegral, qui se définit comme pour
les solutions continues, montre que les formules de Hamilton [n° 29]
gont encore applicables dans le cas dun champ d’extrémales brisées;
mais le théoreme fondamental de Weierstrass qui en résulte présente,
dans son application, une difficulté spéciale aux solutions discontinues,
par le fait que la fonction & s’annule extraordinairement en chaque
point de la courbe du point anguleux.

Si, le long de l'extrémale brisée P, P, P,, la condition de Legendre
est réalisée au sens strict:

F, >0, F,>0,
et si
2,20, sin(f, —0,) 0,
E, <P, <P, Py<P,<PW
la courbe P, P, P; peut étre entourée d'un champ d’extrémales brisées7),
C. Carathéodory™®®) démontre que si, en outre, 1a condition de Wejer-

386) ,J. Hadamard®8®). C. Carathéodory dit, avec H. Minkowski, ,droite
dappui* (Stitegerade).®

386%) ,Le seul exemple connu ou la figurative posséde une tangente de qua-
druple osculation se présente dans un probléeme posé par J. Clerk BMaxwell {Proc.
Cambr. philos. Soc. 2 (1864/76), éd. 1876, p. 294/6 [1873]; Papers 2, Cambridge 1890,
p. 8107 et résolu par C. Curathéodory [Rend. Circ. mat. Palermo 25 (1908), p. 47]
4 l'aide d'une méthode directe qui est exposée plus loin [n° 69]. Ce cas est parti-
culitrement intéressant, car la ligne cherchée se compose de deux arcs de courbes
analytiquement différentes, tangents I'un & I'autre en leur point de raccordement.*

887) ,C. Carathéodory, Diss. Gottingue 1904, § 6; Math. Ann. 62 (1906), p-474/8.%

388) ,Id. p. 480.*
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strass pour lexfrémé fort a lieu le long de toutes les extrémales du
champ, Vextrémale brisée P, P P, fournit un minimé fort et strict.
A. Dresden®®®) démontre que

Ry= [% E(2(s), y&); 7'), ¥ ()5 cos by, sin 6°>l=,.,’

s étant la longueur de l'arc 1,. De cette relation entre les fonctions

L et &, il résulte qu'on a
<0

quand la condition de Weierstrass a lieu au sens large le long de
Parc P, P,.

A. Dresden en déduit aussi une démonstration simple de ce théo-
reme de C. Carathéodory: si une extrémale continue 1, cesse d’étre forte
en un point P, il y a une direction forte 6,, passant par By, qui,
avec la direction 6, de la tangente & l'extrémale 1), satisfait & la con-
dition de Weierstrass-Erdmann.

Ce qui précede suppose que 2,2 0. Si £,= 0, on ne pourrait
plus construire sans ambiguité une famille d’extrémales complémentaire
a une famille donnée. Mais en utilisant certains points de la théorie
des équations différentielles C. Carathéodory®’) a établi ce qui suit.
Si, en tout point d’un domaine, il y a deux directions satisfaisant
3 la condition de Weierstrass-Erdmann, on peut considérer les deux
familles de courbes telles quen chacun de leurs points les directions
positives de la tangente soient respectivement 0 et 8. Si une ex-
trémale coincide avec une de ces courbes, ce qui n’a lieu que quand
Q,=0, chacun de ses points est un point anguleux possible. C. Cara-
théodory a considéré aussi le cas, particulitrement intéressant, o la
condition est identiquement satisfaite.

Tout récemment, C. Carathéodory®*) a traité d’une maniére com-
plete et définitive le cas ou £ = 0. La figurative est supposée n’avoir
qu'uune seule tangente double, les directions correspondantes aux points
de contact étant 6(z, y) et 6(z, y); le cas on il y aurait plusieurs
points doubles ou méme multiples ne présente pas de difficulté spé-
ciale. Si & est une direction quelconque, la condition de Weierstrass
pour la direction fixe & est

6(%‘, Y5 9 "9) Z 0

pour toutes les valeurs de & comprises entre O et 2m; cet intervalle

389) ,Trans. Amer. math. Soc. 9 (1908), p. 485/6.*
390) ,Diss. Gottingue 1904, § 6, § 8.*
891) ,Texte et notes 891 & 391® d’aprés une lettre de C. Carathéodory.*
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peut &tre remplacé par les deux points & — 0 et & = 8, car & est
une direction forte lorsque l'inégalité écrite a lieu pour ces deux va-
leurs. Pour savoir si l'extrémale

z=a(s), y—y(s), &—0()

est forte ou faible, Yarc s étant choisi tel que & = @ pour s =0, on
n’a done, pour S(s) >0 aux environs du point s = 0, qu'a considérer
la fonction &(s), dont le signe n'est autre que celui de 6(s) — &(s).
En développant cette derniere fonetion, ainsi que L(s), par rapport a
s, et en utilisant un calcul antérieur®!*) (. Carathéodory montre qu’il
suffit, pour discuter le probleme, de considérer le premier terme du
développement de L(s), ou encore de connaitre 2(z, y) sur la courbe

C d’équations )
dx . d
%———sm& Eg=cose
et sur la courbe correspondante C. C. Carathéodory généralise la for-

wmule de A. Dresden en établissant que
d& ‘
“® _ 2(s) + (90— 9)B(s),
B(s) étant une fonction continue, et il démontre (mais sans 'appuyer
sur cette égalité, inutilisable pour & = 0) que le premier terme des
séries

ad&(s)
ds ’

L(s)
sont identiques.

Ces résultats permettent d’étudier sans restriction aucune toutes
les circonstances ot & = 0 et d’établir la théorie des points conjugués
pour tous ces cas d’exception.

C. Carathéodory démontre enfin que si, le long d’une extrémale,
la condition nécessaire de Welerstrass

&8, 3)=0

est vérifide, cette condition est suffisante pour gqu'un arc P, P, réalise
un extrémé fort, pourvu que le point P, se trouve entre P, et un point
P* appelé, par extension, conjugué de P,. La détermination du
point P,¥, qui se trouve toujours entre P; et son conjugué P,’ au
sens de Jacobi-Weierstrass, dépend de la fagon dont le probleme se
comporte aux environs des points od la fonction & s’annule extra-
ordinairement.*

391% Voir le calcul qui y conduit [Math. Ann. 62 (1906), p. 472].*
391%) ,Math, Ann. 62 (1906), p. 471.*
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39, Problémes de variations unilatérales. Il peut se présenter
des solutions qui ont des points communs avec la limite du domaine
des courbes acceptables. ,Leur recherche constitue le probleme des
variations unilatérales®?)* Ces solutions conduisent & un genre nouveau
de discontinuités.

«Jous les problemes de variations unilatérales les plus simples
dérivent du suivant: trouver une courbe joignant deux points fixes P,
et P, du plan et qui extréme Vintégrale J; par rapport aux courbes qui
sont situées par rapport & elle du coté des y positifs. Une variation
0y est acceptable392®) si elle est positive ou nulle de P, & P, et nulle
en P, et P,*

B. Goldschmidt®*®), en étudiant le probleme de la surface de révo-
Iution d’aire minimée [voir plus loin le n°® 80 consacré a cette question],
a trouvé, le premier, de telles solutions.

,Bien qu'ils concernent des problemes isopérimétriques [ef. n® 46],
il y a lieu de signaler ici certains résultats obtenus par J. Steiner et
E. F. A Minding*

J. Steiner®®) donne sans démonstration cet énomncé: quand, sur
une surface quelconque, un contour fermé C de périmetre donné et
délimitant une aire maximée ne franchit pas les cotés d'un polygone
curviligne P, les parties libres de C (cest-a-dire intérieures au sens
strict & P) sont des courbes de contour minimé ayant toutes méme
courbure géodésique constante. Il y a contact entre C et P lorsque
le contour C' se confond en un segment fini avec P. La o il n’y
a qu'un point commun, le c4té du polygone forme avec C' deux angles
égaux. J. Steiner démontre ce théoréme, dans le cas du plan®?), par
une méthode synthétique n’utilisant pas le calcul des variations®®).

392) ,J. Hadamard, Calcul des variations®); en allemand: einseitige Varia-
tion; en anglais: one-sided variation (G. A. Bliss). On dit aussi ,problémes avec
restrictions de domaine* (Gebietseinschrinkungen).*

392 .J. Hadamard dit que 'ensemble des fonctions acceptables constitue
un champ fonctionnel unilatéral, par opposition au champ bilatéral.*

393) Determinatio superficieli minimae rotatione curvae data duo puncta
jungentis circa datum axem ortae, Gottingue 1834 [1831].

394) Ber. Akad. Berlin 1839, p. 80; Werke 2, Berlin 1882, p. 165.

395) C.R. Acad. sc. Paris 12 (1841), p. 479; J. math. pures appl. (1) 6 (1841),
p- 105/70; J. reine angew. Math. 24 (1842), p. 93/162, 188/250 (trad. en frangais
par G. Wertheim et J. H. Foelsing); Werke 2, Berlin 1882, p. 177/240, 243/308.
+A. M. Legendre [ W. Ostwald, Klassiker der exakten Wissenschaften n° 47, Berlin
1894, p. 76 et suiv.] avait traité un cas particulier par le calcul des variations.
Voir aussi, pour des recherches analytiques sur les figures planes de .J. Steiner,
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11 considére des exemples dans le plan et sur la sphére.

E. F. A. Minding®"), faisant des recherches analogues pour les
surfaces de révolution, arrive a des résultats confirmant les précédents.
11 les démontre®®®), mais pour le seul cas du contact, en considérant
les courbes de périmetre minimé comme figures d’équilibre d'un fil in-
extensible sollicité par une force constamment normale au fil et tan-
gente & la surface. Il étend aussi ses recherches & toutes les surfaces
pour lesquelles on connait une famille de lignes fermées de moindre
périmétre.

1. Todhunter, cherchant & obtenir un extrémé par combinaison de
différentes extrémales, obtient, mais d’'une maniére inductive et in-
compléte, des théorémes analogues & ceux de oJ. Steiner. 1l observe
que, dans ces problemes avec frontiéres, les variations des inconnues
sont soumises & des inégalités au sens strict®?) et que les raisonne-
ments faits pour trouver la condition nécessaire pour annuler dJ,
[n° 9] ne sont plus valables.

I. Todhunter considére aussi’®) des problemes ou la notion d’ex-
trémé est restreinte par le fait que les courbes acceptables ont la con-
cavité dirigée dans un méme sens. /’

G. Erdmann*?) cherche & minimer J; dans le cas ol la courbe ex-
trémale doit rester dans un domaine R tel que, dans R, l'égalité

y =9 2)

donne des valeurs réelles pour #, de sorte que ¢’(2) = O est 'équation
de la frontiére; il montre que ce probleme revient & extrémer l'intégrale

T =1z, 9z, 2), ¢ (@)} de,

dont les extrémales sont définies par I'équation

’ of d of
v @ (55— 357) —
R. Hohne, Diss. Leipzig 1890, éd. Freiberg 1889?; V. (W.) A. Zimmermann 3°°),
§ 4; Eugen Meyer, J. reine angew. Math. 128 (1905), p. 69/77.*

396) ,I1 prétend que le calcul des variations est impuissant & établir ces
théorémes. K. Weierstrass le réfute par son théoréme plus général [voir plus bas].*

397) Bull. Acad. 8% Pétersb. (math.-phys.) 21 (1876), col. 252/61 [1875]; 24
(1878), col. 328, 399/409 [1877]; 25 (1879), col. 190/3 [1878]; Mélanges math.
astron. S*.-Pétersb. 5 (1874/81), p. 297/309, 443/68, 575/9.

398) J. reine angew. Math. 86 (1879), p. 279/89 [1878].

399) I Todhunter, Researches *19), p. 14.

400) 1d., p. 76.

401) J. reine angew. Math. 82 (1877), P. 21/30 [1875]. ,Ce mémoire met en
évidence certaines erreurs de I. Todhunter-*

Encyoclop. des sciénc. mathémat. II 6. 7
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~

si 'on y remplace y par ¢(z, ). En appliquant a cette égalité
son théortme de continuité [n°® 36}, il conclut que la solution est
composée d'arcs de la frontiere et d’arcs d'extrémales de l'inté-
grale J,, et il démontre qu'il y a contact entre deux ares finis de ces
deux esptces. Mais il ne traite pas complefement le cas on deux
segments d'extrémales se rencontrent en un point de la frontitre et
il ne fait d'ailleurs pas d’hypothese précise en ce qui concerne les
caracteres analytiques de ¢(z, 2).

G. Darbouz*?), étudiant la ligne la plus courte sur une région
de surface limitée arbitrairement, démontre une série de théorémes,
notamment qu'une partie de la frontitre appartenant i la ligne la plus
courte est tangente & l'are géodésique correspondant.

Jin se servant du lemme fondamental du calcul des variations,
K. Weierstrass a démontré®®) pour J,® que si la courbe minimant
Pintégrale a un segment P; P, en commun avec la limite L du do-
maine, il faut que, le long de P, P,, la quantité

Fzy'_ Fyz' + Fl(x,y”_ $/’y’),

calculée pour L, soit <0 ou >0 suivant que le domaine R est a
gauche ou a droite de l'arc P, P,. Mais cela exige que 2> 0 le long
de Yarc Py P,. Cest la condition d la fromtiére®). Dans le cas de
la forme non paramétrique, l'expression précédente doit étre rem-
placée par

fo— o,

y dalvy
et les termes ,a gauche® et ,a droite” par ,au-dessous” et ,au-dessus®.

Lorsque le probleme est régulier-positif le long de la frontiére,

suivant laquelle on a alors ;> 0, la condition peut s’écrire

y, = 2 on £0,
—:;et —:; étant les courbures en un point P sur P; P,, respectivement
de l'extrémale 1 touchant L en P de maniére que les tangentes posi-
tives coincident, et de la frontitre L. Si la condition a la frontiere
est vérifiée au sens strict, la variation premiére ne peut s’annuler
qu'avec la variation de la fonction inconnue elle-méme.

402) Théorie des surfaces’®) 3, p. 106/12;  voir aussi E. B. Christoffel, Abh.
Akad. Berlin 1868, éd. 1869, math. Abh. p. 119/76; Math. Abh, 1, Leipzig 1910,
p- 297/346.* ‘

403) ,Dans un Cours professé & 1'Université de Berlin en 1879. Cf. A. Kuneser,
Variationsrechnung 2%, p. 177; O. Bolza, Calculus of variations!®), p. 148.*

404) ,En allemand on dit Randbedingung, en anglais boundary conditions.*
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Dans le cas des variations unilatérales, les conditions da premier
ordre permettent de distinguer le maximé du minimé,

S’il s’agissait, plus généralement, de trouver une courbe telle que
la variation premitre de l'intégrale

JF(z,y, 2, dz, dy, dz)

fat positive ou nulle lorsque les courbes variées ont pour extrémités
deux points fixes et vérifient la relation
A(x,y, 2)0a + B(z, y, 2)dy + C(x, 9, #) 02 2 0,
la condition g'éerirait*®®)
d d d
= Fe F,—=F, F,—LF,

F,—
4 B - C 20.

8i la ligne d’intégration doit se trouver sur une surface donnée, la
question peut &tre ramenée & la précédente. On peut, par un change-
ment de variables, passer aux coordonnées curvilignes. Un probléme
analogue®) est de minimer l'intégrale précédente pour les chemins
qui ne traversent pas une portion de 'espace représentée par une iné-
galité de la forme

9’('767 Y, Z) <0.

K. Weierstrass démontre qu'au point de passage (Ubergangspunkt)
P, on doit avoir
&(s, Y33 D3, 035 D5 857) = 0,

Py 45 et py’, g étant les cosinus directeurs des tangentes positives au
point P, respectivement & l'extrémale P, P; et & la courbe L. Une
relation analogue a lieu au point de passage P,. Dans le cas spécial
ou le probleme est régulier le long de la frontitre L (ce qui exclut
Pannulation extraordinaire de la fonction &), il résulte des conditions
aux points P, et P, qu'on a
P =1Ps; 85 =55 Pd = P U = dus

ce qui signifie que les arcs d’extrémales P, P, et P, P, doivent toucher
la frontiere respectivement aux points P;, P, de maniére & ce que
les tangentes positives coincident [voir plus haut le théoréme de
J. Steiner]* Pour le cas o la ligne cherchée doit avoir en commun
avec la frontiere un seul point quelconque, K. Weierstrass démontre
que si la courbe P, P P, extréme, il est nécessaire que le rapport

405) ,J. Hadamard, Calcul des variations®), p. 179.*

406) ,Id. p. 456/7.*
7#
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des sinus des angles que forme la frontidre en P, avec les arcs P, P,
P, P, soit le méme que celui des fonctions & correspondant au point
P,, d'une part pour P, P, quand on définit " par la direction P, P,,
et d'autre part pour P, P, quand on définit ¥ par la direction
P, P%); .ce qui, en représentation paramétriques®), peut s'écrire
simplement comme suit:

S (@0, Yo3 Pos Qo3 Do o) = S (o, Y05 Pos Tos Po's %)-

G. A. Bliss*®) établit les conditions suffisantes. Il suppose d’abord z
variable indépendante et en déduit le cas de la représentation para-
métrique par une transformation ponctuelle. Il démontre que les for-
mules de Hamilton, ainsi que la construction de Weiersirass et le théo-
reme fondamental qui en découle, sont valables pour un certain champ
composé, formé de deux champs partiels. L’un d’eux est obtenu en con-
sidérant la famille des extrémales passant par un point situé sur le pro-
longement de I'are P, P; au dela de P,;; l'autre étant celui des extrémales
tangentes a la frontiére donnée, champ dont G- A. Bliss établit I'existence.
Il en conclut que si les arcs d'extrémales P, P;, P, P, satisfont & la
condition de Jacobi au sens strict, et si, le probleme étant régulier
(les conditions de Legendre et de Weierstrass au sens large étant done
satisfaites) et le domaine R se trouvant par exemple & gauche de P P,,
on a, au seus strict, pour £; P, la condition relative 4 la frontiére

1 1

"o ;L-> 0,
et la condition aux points de passages P, P,, la ligne brisée P, P, P, P,,
sans point multiple, minime l'intégrale. O. Bolza*'®) démontre directe-
ment en représentation paramétrique l'existence d'un champ d’extré-
males tangentes & une courbe donnée, question qui joue un rdle im-
portant dans d’autres problémes de variations, et il expose en détail les
conditions suffisantes pour extrémer+!),

Cette théorie s'étend d’elle-mé@me & une ligne d'intégration se
divisant en un nombre quelconque d’arcs d’extrémales et d’arcs de
frontiere. .

Les questions de variations unilatérales donnent un exemple général

407) ,G. Kobb [Acta math. 17 (1893), p. 843/4] démontre le théoreme homo-
logue pour les intégrales doubles [voir n° 64].*

408) ,Cf. A. Kneser, Variationsrechnung?®), p. 173; 0. Bolsa, Calculus of
variations 1), p. 151, 267; H. Hancock, Calculus of variations?#), p. 241/3.*

409) ,Trans. Amer. math. Soc. 5 (1904), p. 477/92. Voir aussi J. W. Lindeberg,
Ofversigt Finska Vetensk. Soc. Forhandl. Aldelning A, 51 (1908/9), mém. n° 21.*

410) ,Trans. Amer. math. Soc. 8 (1907), p. 399/404.*

411) ,Variationsrechnung!’), p. 401/7.*
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de l'insuffisance de la considération des variations en ce qui concerne
Vétablissement de Dexistence de l'extrémé. Il faut qu'a c6té de la
condition du premier ordre, le signe de la variation seconde concorde
avec celui de la variation premitre.

J. Hadamard rattache & Vinfluence des sinuosités??) le fait que
la méthode des variations donne un résultat inexact dans le cas des
variations unilatérales**?). Il montre que le minimé unilatéral a lieu
moyennant la seule condition du premier ordre au sens strict, si les
chemins variés sont assujettis & avoir, avec le chemin primitif, un
voisinage du second ordre suffisamment étroit?!*).

Aux problemes avec restriction de domaine se rattachent les
questions de variations avee limifation de coefficient angulaire ou de
pente (Gefillbeschrinkungen)*®), qui, eux aussi, conduisent & des so-
lutions discontinues, comme cela parait devoir &tre le cas général
lorsqu’il y a des inégalités introduites par des restrictions quelconques.
Le probleme de Newton en offre un exemple. Dans ces questions,
les inégalités qui définissent les courbes acceptables ne sont plus en
termes finis: les fonctions inconnues sont assujetties 4 des inégalités
différentielles.

Les probléemes de variations unilatérales avec inégalités différen-
tielles doivent étre considérés comme étant des modifications du pro-
bleme de Lagrange [n® 49]*

40. Problémes de variations discontinus. ,A coté des solutions
discontinues de problemes de variations continus, il y a lieu d’examiner
les problemes de variations discontinus, o la fonction sous le signe
intégral possede des discontinuités dans le domaine considéré. Ce cas se
présente dans certaines questions de physique mathématique, notamment
dans Vétude de la propagation de la lumitre lorsque l'indice de réfrac-
tion est soumis & des discontinuités correspondant i des surfaces de
réfraction séparant deux ou plusieurs milieux. Le probléeme général
peut se ramener & I'énoncé suivant: parmi toutes les courbes qui
joignent deux points P,, P,, pris de part et d’autre d'une ligne F,
et qui me coupent qu’une seule fois cette ligne, déterminer celles qui
miniment la somme des intégrales

J=fF<x: Y, % y,)dty
T=[F(z,y,,y)db

412) ,Calcul des variations®) 1, p. 495.*

413) ,1d. p. 470/1.*

414) Id. p. 472.%

415) ,Cf. J. W. Lindeberg, Math. Ann. 59 (1904), P. 334.*
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ot la premitre est prise de P, & un point Py de la courbe k, la
seconde de P, a P,

La théorie de ces problemes discontinus a été établie par G. A.
Bliss et Ch. M. Mason®*®). Ils montrent qu'il est nécessaire que les
arcs P, P, et Py P, soient respectivement des arcs d’extrémales de J
et J; que les fonctions F, et F, soient positives respectivement le
long de P, P, et P, P,, et que les coefficients directeurs I', I" et @
des tangentes aux arcs P, P, Py P, et & la courbe k au point P, (w5, ¥s)
satisfassent & la relation

F, (3, Y3, cos T, sin I') eos 6 + F,, (x5, y;, cos I', sin I") sin 6 =
(31) F (%, 43, cos T, sin I') cos § + F_,y,(xs , Y, cos I, sin I') sin 6.

Ces trois conditions sont aisément obtenues en partant de la théorie
des extrémés sans discontinuités.

Quant & la condition de Jacobi, elle est établie géométriquement.
Les ares P, P; et P; P, ne peuvent contenir les points conjugués a
P, et P;; de plus, l'enveloppe des extrémales Py P, ne peut couper
P, P, entre P; et P,; P, désigne le point ol une ligne de compa-
raison L issue du point P, coupe la ligne k; P, P, est l'extrémale
de J qui, avec l'extrémale P, P;, satisfait en P, a la condition de
passage (31).

Si lon considere cette quatridme condition au sens strict, en
éliminant le cas ol l'enveloppe des extrémales P, P, touche P, P, au
point P,, on a les conditions suffisantes pour que la ligne brisée
P, P, P;, dont les tangentes en P, ne coincident pas avec la tangente
en ce point & la ligne %, minime la somme des intégrales données.
G. A. Bliss et Ch. M. Mason démontrent, en considérant des familles
d’extrémales brisées, que le théoreme de l'enveloppe, ainsi que le
théoréme fondamental de Weierstrass et ses applications & la vecherche
des conditions suffisantes, sont encore valables.*

Le probléme isopérimétrique'?),

41. Condition du premier ordre. Régle &’Euler. Le probléme
isopérimétrique général'®) est le probleme d’extrémé lié consistant 3

416) ,Trans. Amer. math. Soc. 7 (1906), p. 325/36. D. Hilbert, dans un cours
professé en 1904/5 a 1'Université de Gottingue, avait donné quelques indications
relatives 4 ces questions, et établi notamment la condition de Weierstrass-Erd-
mann pour ce probléme.*

417) Ce probléme n’étant, i part une restriction relative au voisinage,* qu’un
cas particulier du probléme de Lagrange [voir le chapitre suivant], tous les théo-

rémes qui sont donnés pour ce dernier ont également lieu ici.
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trouver les conditions pour extrémer une intégrale J*®), la ligne
d'intégration étant assujettie & une condition isopériméiriguet®®), en
vertu de laquelle une intégrale isopérimétriguetis)

K=fg(x, v, 9,-.)da,

prise entre les mémes limites que J, a une valeur donnée, et doit, en
outre, satisfaire &4 des conditions aux limites imposdes. Si J est une
intégrale d’arc, K une intégrale d’aire, on a le probléme isopérimétrique
special ou proprement dit. C’est le cas, par exemple, de la question con-
sistant & trouver parmi toutes les courbes de longueur donnée et
Jjoignant deux points donnés, celle qui avec une courbe donnée délimite
la plus grande aire.

,On peut supposer qu'on a un nombre quelconque d’intégrales
isopérimétriques®®). Dans ce cas, le probleme se complique légérement,
mais il ne se présente rien de neuf.

On a d’abord & exprimer que la variation premiére de Vintégrale J

est nulle pour les variations compatibles avec les conditions imposées.*
Par une ingénieuse conception infinitésimale [cf. n° §], L. Eulert®),
considérant la courbe cherchée comme un polygone d'un nombre
infini de c6tés et variant les ordonnées de deux sommets conséeutifs
de maniere & satisfaire & la condition isopérimétrique, démontre qu'une
premiére circonstance nécessaire pour extrémer est donnée par la relation
(32) 0J+ 10K =0,
I étant une constante convenable, appelée constante isoperimeétrique. Cest
la régle dEuler. I1 en résulte que toute solution du probleme doit,
pour une certaine valeur de la constante I, satisfaire & I'équation
différentielle

oh 4 oh 4
ot oy dzoy 7
(33) bz, g,y ) =, 9, 9) +19(x, 9, ¥)

LOn a done la méme condition du premier ordre que celle qu'on
obtiendrait s'il s'agissait de lextrémé libre de lintégrale

ﬁl(x7 y? y,; l) dx422)'

418) ,Le nombre des inconnues et 'ordre des dérivées peuvent étre quel-
conques.*

419) ,J. L. Lagrange dit ,condition d’isopérimétrismes.*

420) ,J. Hadamard, Calcul des variations®) 1, p. 193 et suiv.*

421) ,Comm. Acad. Petrop. 6 (1732/3), éd. 1738, p. 142 [1732); Methodus ¢°),
p- 184/6 (chap. 5, § 27); ,cf. A. Kneser, Abh. Gesch. math. Wiss. 256 (1907), p. 50
et sniv.*
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La méme chose a lieu en représentation paramétrique, ou I'on

senira H— F 416,

Toute courbe satisfaisant & cette condition est encore appelée,
avec A. Kneser, extrémale (du probléme isopérimétrique).

Bien que la démoustration de L. Euler ne satisfasse pas aux exi-
gences de la rigueur moderne, elle doit &tre préférée & toutes celles
qui ont été données avant K. Weierstrass.*

L. Euler en a indiqué une autre®®®) reposant sur le caractére
linéaire des conditions imposées aux variations; il part du fait que
des formes linéaires ne different que par un facteur constant quand
Pannulation de 'une entraine toujours celle de 'autre; des expressions

Lo Tq
07 =[Méyds, 8K —[M,dyds,

obftenues en intégrant par parties, il conclut que le rapport M : M,
doit étre constant, d’old '’équation (32) pour des variations arbitraires,
grice & un choix convenable de la quantité 1. Il faut ajouter que M
et M, sont fonctions continues de z dans tout lintervalle d’'intégration
(#,, @3), et que Oy, variation de classe C’, g'annule aux extrémités z,,
Zg. Clest le lemme fondamental du probléme isopérimétrique*

J. Bertrand*®) a donné une démonstration, plus rigoureuse, qui
ne différe surtout de la premiére de L. Euler que par le fait que les

deux ordonnées variées ne sont pas supposées voisines.
dJ. Ch. F. Sturm*®) pose

Moy = ¢’ (),

en désignant par ¢ une fonction quelconque s’annulant aux limites

422) ,B. G. D. Richardson [Bull. Amer. math. Soc. 17 (1910/1), p. 177/84]
congidérant que le minimé de lintégrale

1
¢+ 194z,
0

ou
y0) =y =0,

est fonction de I, se pose la question (qu'il appelle ,,probléme de saddlepoini')
de déterminer la valeur de ! maximant le minimé de l'intégrale. Il démontre
qu'une premiére condition nécessaire mn'est autre que la condition du premier
ordre pour le probleme isopérimétrique. Il traite une question analogue.*

423) Novi Comm. Acad. Petrop. 10 (1764), éd. 1766, p. 89 [1760].

424) J. math. pures. appl. (1) 7 (1842), p. 55/8.

425) Cours d’analyse, (6° éd.) publ. par E. Prouhet 2, Parig 1877, p. 330; cf.
J. A. Serret, Calcul diff. et intégral, trad. par 4. Harnack, Differential-Integral
Rechnung 22, Leipzig 1899, p. 359.

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



41, Condition du premier ordre. Régle d'Euler. 106

d’intégration. Il observe que d X, s'annule et, aprées intégration par
parties, conclut que "
0, = — [ 9@ & (%) i,

dod Yéquation (32). B

P. du Bois-Reymond*®*) donne, sur les indications de R.Reiff*"),
une démonstration voisine de celle de J. Berirand; il en imagine lui-
méme une qui s'appuie sur ceci: si 0,y et 0,y sont deux variations
quelconques, assujetties seulement & s’annuler, ainsi qu'un nombre con-
venable de leurs dérivées, aux limites d'intégration et si d,J,, 0,K,

gont les variations des intégrales correspondant & la variation d,y,
on voit que 0K, s'annule quand

0y =0,y 0, K, — 8,99, K ;
en formant la valeur de deJ,, qui s'annule également, on obtient le
résultat cherché. Une démonstration tout analogue est donnée par
L. Scheeffer*®), qui, sur indications de K. Weierstrass*®), pose

0y = 0,y + cdyy,
¢ étant une constante; si 0K, est nul, on a
=0, K,

ol ¢, est indépendant de d,y. Si Ton suppose qu'on a, pour cette
valeur de ¢, 'équation dJJ,= 0, on obtient 'égalité (32) pour dy = d;9.

JD’autres démonstrations générales de la regle d’Euler sont données
par A. Mayer**®) et A. C. Dizon*™).

V. (W.) A. Zimmermann*®®) s'est également occupé de cette regle
et de ses applications.*

426) Math. Ann. 15 (1879), p. 310/2.

427) ,Uber den Einfluss der Capillarkriifte auf die Form der Oberfliche
einer bewegten Flissigkeit [Diss. Tiibingue 1879, p. 8].*

428) Math. Ann. 25 (1885), p. 584.

429) ,Cours professé & 'Université de Berlin en 1877. Voir A. Kneser,
Variationsrechnung %), p.117/20. La démonstration de K. Weierstrass est la premiére
démonstration rigoureuse de la régle d’Euler; ef. 0. Bolza, Variationsrechnung *?),
p. 461 et suiv. Dans un cours professé & 1'Université de Gottingue en 1900,
D. Hilbert a, élégamment simplifié la démonstration de K. Weierstrass; il raméne le
probléme & un extrémé lié ordinaire; c’est la meilleure méthode.*

430) Math. Ann, 26 (1886), p. T8.

431) ,Messenger math. (2) 26 (1896/7), p. 54/6. Cette démonstration est assez
simple.*

432) ,Zapiski novorossijskago Universiteta (Odessa) [Mém. Univ. nouvelle
Ruassie (Odessa)] math. 77 (1899), (1™ pagination) p. 1/203 [These]. Afin d'éviter
les valeurs infinies, V. (W.) A. Ztmmermann utilise deux multiplicateurs. Voir
aussi J. V. (W.) Sleszinski, id. 77 (1899), (2° pagination) p. 13/8.*
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Les démonstrations de la régle d’Euler sont en défaut si 'extrémale
cherchée est en méme temps extrémale de l'intégrale isopérimétrique
[n° 46]. ,En introduisant la notion de champ singulier, J. Hadamard433)
montre qu’il y a la, comme en général dans le probleme de Lagrange
ou de Mayer, un fait tout analogue & ce qui se passe dans la théorie
des extrémés liés ordinaires, et que cette exception devait éfre prévue*

,A. Rosenblatt**) complete V'étude de ce cas et considere le cas
analogue (dit anormal) pour le probleme de Lagrange [voir n° 49]. 11
démontre que si I'extrémale 2, de l'intégrale isopérimétrique ne donne
pas un extrémé faible, la régle d’Euler est applicable, sauf dans cer-
taines circonstances spéciales; et qu'au contraire si 1, réalise un extrémg
faible (mais pas un extrémé fort), la régle peut étre en défaut. A. Rosen-
blatt consideére aussi le cas de plusieurs conditions isopérimétriques?®).

Non seulement la démonstration de la régle d’Euler a lien quels
que soient les ordres des dérivées qui entrent dans les diverses inté-
grales, le nombre des inconnues, celui des dérivées dont les valeurs
sont données aux limites (celles-ci pouvant d’ailleurs ne pas &tre les
mémes pour les différentes intégrales), mais on peut l'appliquer aux
limites variables [n° 45], aux solutions discontinues [n° 46] ete., Ie
raisonnement suivi ne reposant que sur le caractére linéaire des con-
ditions imposées aux variations. On n’a qu'a remplacer f par f+1lg4---
J. Hadamard démontre que dans le cas des variations unilatérales*st)
le probleme isopérimétrique peut encore éfre ramené a celul de lex-
trémé libre [n° 46].

0. Bolza*3") étend le lemme fondamental du probleme isopéri-
métrique, & laide d’'une méthode toute différente des précédentes.

E. W. Hobson**®) donne une généralisation qui correspond &
celle qu’il établit pour le lemme fondamental du calcul des variations
[n° 9]. Il n'exige des fonctions M et M, que la seule condition
d’étre sommables (au sens de H. Lebesgue); 0y est supposé un poly-
nome fini s’annulant, ainsi que des dérivées, en x, et x,. Il y a alors
une constante isopérimétrique I telle qu’on ait (33) en tous les points,

433) ,Calcul des variations®) 1, p. 196/8, 209/11.*

434) Math. Ann. 68 (1910), p. 557/64; Prace matematyczno-fizyczne (Var-
sovie) 21 (1910), p. 58/60 (n°s 4/5).*

435) ,En ce qui concerne la singularité qui se présente quand la constante
isopérimétrique est nulle, voir encore le probleme de Lagrange [n° 49].*

436) ,J. Hadamard, Calcul des variations®), p. 211/5; voir déja Bull. Soc.
math. France 33 (1905), p. 78.*

437) ,Bull. Amer. math. Soc. 16 (1909/10), p. 402/7.*

488) ,Proc. London math. Soe. (2) 11 (1912/3), p. 17/28, en partic. p. 22/4
§ 2) [1911]*
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41. Condition du premier ordre. Régle d’Euler. 107

sauf peut-étre en ceux d'un ensemble de mesure nulle, et en tous cas
12 ou les fonctions M et MM, sont continues.

La regle d’Euler a été appliquée*®®) a Yobjection de du Bois-Rey-
mond [n° 10] et, plus généralement, & démontrer que, pour que Yon ait

& B(z)dz =0
des que la fonction % vérifie les conditions
p=%=- =qf-0=0 pour z = x, = Z,,

la fonction E n'ayant qu'un nombre fini de points de discontinuités
dans Yintervalle (x,, 2,), il faut que F soit un polynome de degré
p—1enz E W. Hobson*®) généralise ce résultat au cas ol la fone-
tion E(x) ne satisfait qu'a la condition d’8tre sommable; il établit que
cette fonction est un polynome de degré p — 1 en z en tous les points,
sauf peut-étre en ceux d'un ensemble de mesure nulle et en tous cas
aux points ot E(x) est continue. D’une maniére encore plus générale,
E. W. Hobson considere Yexpression

2 d ar
f(qoy+q1 Wit g, 0Y) B@)da,

les g étant des fonctions de x satisfaisant & certaines conditions*?).

De la régle d’Fuler et du théortme énoncé au début du n° 27
il résulte que, par un point (a,, b;), on peut mener, dans une direction
donnée p,, une extrémale de classe C’ et une seule pour laquelle la
constante isopérimétrique a une valeur indiquée [j, pourva que

H,(ay; by, €08 o, sin po; L) 4 0,
la fonction H, étant formée avec H comme F) l'est avec F'#4?)

L. Euler*%) a remarqué que le probleme ayant pour objet d’ex-
trémer lintégrale J, I'intégrale K devant avoir une valeur donnée, et
le probléme réciprogue, consistant a extrémer K lorsque J a une valeur
imposée, conduisent aux mémes familles d’extrémales. A. Mayert**) dé-

439) ,P. du Bois-Reymond, Math. Ann. 25 (1885), p. 584; cf. J. Hadamard,
Calcul des variations®), p. 200/1.*

440) ,Proc. London math. Soc. (2) 11 (1912/3), p. 24/8.%

441) ,La fonction E(x) étant sommable dans (x,, x,) et telle que 1'inté-
grale s'annule pour toute valeur de y qui est un polynome tel que ci-dessus,
si E(x) est continue dans (§,, &), elle doit satisfaire dans (§,, &) & l'adjointe
de ’équation obtenne en annulant l'expression en ¢.*

449) 0. Bolza, Variationsrechnung '), p. 468/70.*

443) ,Comm. Acad. Petrop. 6 (1732/8), éd. 1738, p. 125 [1732].*

444) Math. Ann, 13 (1878), p. 60 et suiv. (§ 2); cf. 4. Hneser, Variations-
rechnung *%, p. 131, 136.
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montre que toutes les conditions [n°® 42, 43] pour extrémer sont
équivalentes dans les deux cas: c'est le théoréme de réciprocité de
Mayer**s). 11 permet d’obtenir de nouvelles propriétés, qu'il serait
parfois peu aisé de trouver directement.*

42, Conditions de Legendre et de Weierstrass. Pour le cas ol
intervient une fonction inconnue avec les dérivées des deux premiers
ordres (J;), A. M. Legendre'®®) avait donné ume condition erronée.
V. Brunacci**®) I'a rectifiée, en montrant, d’aprés une méthode ana-
logue & celle de 4. M. Legendre pour p =1, que les quantités

62‘]27 ayﬂz + lay" 2

doivent avoir le méme signe.

Les résuliats obtenus par K. Weiersirass pour le probleme iso-
périmétrique ont été exposés, pour la premiére fois et d’'une manitre
4 peu pres complete, par A. Kneser#). K. Weierstrass*®) a démontré,
en représentation paramétrique, que si w est une fonction de classe I
g'annulant en 7 et f, et satisfaisant & I'égalité

b4

ty
j[GW— G+ G2y — ya")] wdt =0,
h

ot G, est formée & Vaide de G (fonction figurant dans l'intégrale iso-
périmétrique) comme I, Vest avee F [n° 12], on peut toujours envisager
une famille de variations pour lesquelles on ait*®)

yoxr— a0y =w.

Utilisant ce lemme, il démontre la nécessité de la condition*?)

62J<f>=f[ﬂ +Hw2]dt>o

les fonctions H, et H, eta.nt déduites de H comme I, et F, le sont de

445) Ce théoréme a été généralisé au cas du probléme de Lagrange.*

446) Memorie Ist. nazionale italiano (fis.-mat.) [Bologne] 1 II (1806), p. 191/202
[1805].

447) Variationsrechnung #°), p. 117/70 (§ 82/42).

448) ,Dans un Cours professé a 1'Universit§ de Berlin en 1879; voir A. Kneser,
Math. Ann. 55 (1902), p. 86/107, en partic. p. 100.

449) ,Ce lemme peut &tre présenté autrement* A ce sujet, voir O. Bolza,
Trans. Amer. math. Soc. 3 (1902), p. 305 et suiv.; Univ. Chicago decennial publ.
9 (1904), p. 18/21; ,Variationsrechnung?), p. 457/60.*

450)  FE. Swift [Bull. Amer. math. Soc. 14 (1907/8), p. 373/5] obtient, d’une
mani¢re t1és simple, ’expression de la variation seconde, en représentation para-
métrique. W. Cairns [Diss. Gottingue 1907] applique les équations intégrales &
T'étude de la variation seconde [cf. n° 46).*
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43, Pointe conjugués. Condition de Jacobi. 109

F{un° 19] O. Bolza*"), appliquant une indication de D. Hilbert, établit
ce résultat sans utiliser le lemme établi par K. Weierstrass. La con-
dition suivante en découle immédiatement; on doit avoir

H20

le long de I'are d’extrémale 1. Clest la condition de Legendre (au sens
large) pour le probléme isopérimétrique.*
S Weiderstrass#?) donne la relation suivante le long de Tarc 1:

6(“"; y; 2, y’; z, ?715 D= H(wa Y 51; 7' Z) - i’Hx' (=, z,y, l)
. _y’-H;;'(x) ?/7“’7 ?/”l) 2 0.

Cette inégalité, nécessaire pour le minimé fort, est dite condition de
Weierstrass pour le probléme isopdriméirique.

Tant quil sagit des conditions d'Euler, de Legendre et de
Woeierstrass, le probléme isopérimétrique peut done #tre ramené [cf
fin n° 51] au probléme de 'extrémé libre de Vintégrale

(34) : JF+1@)dz

43. Points conjugués. Condition de Jacobi. ,On a longtemps
cra que I'équivalence était compléte entre ces deux problemes. C. E.
Lundstrom®®) a, le premier, établi que cest inexact. Il considere
Vintégrale J. A. Mayer*™) montre que si I'on admettait lidentité
compléte, on serait amené & cette conclusion, physiquement absurde,
que le centre de gravité d'un fil homogtne, suspendu par ses deux
extrémités, ne prendrait la position la plus basse possible que si la
distance des extrémités ne surpassait pas une cerfaine limite.

K. Weierstrass a établi pour le probleme isopérimétrique une
théorie des points conjugués. Il démontret®) que, si 02J® doit &tre
positif pour toute fonction w ne s'annulant pas dans l'intervalle d'in-

451) ,Bull. Amer. math. Soc. 15 (1908/9), p. 213/7.*

452) ,Dans son cours professé i 1'Université de Berlin en 1879; voir 4. Kneser,
Variationsrechnung %%, p. 130/6.*

453) Nova Acta Soc. se. Upsal. (8) 7 (1870), en partic. p. 25 [1869].
C. E. Lundstrom [Diss. Upsal 1866] avait démontré, mais sans base satisfaisante,
que, dans le probléme isopériméirique ol entrent les dérivées jusqu'a Vordre p,
Vextrémé cesse guand l'arc d'extrémale a un contact d'ordre (p — 1) en deux
points avec une extrémale infiniment voisine, qui pour l'intégrale isopérimétrique
K, fournit, entre ces deux points, la méme valeur, & des infiniment petits
d’ordre supérieur pres. D’on il déduit une équation analogue & (20) [n°17].

454) Math. Ann. 13 (1878), p. 54 et suiv.; Ber. Ges. Lpz. 29 (1877), math.
p. 115 et suiv.*

455) ,Cours professé 4 1'Université de Berlin en 1872.*

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



110 H. Hahn et E. Zermelo. 1I 31, Calcul des variations. M. Lecat.

tégration, une fonetion D(, ¢), définie par un déterminant de la forme
,8'1 (tl) ,9'2 (tl) 83 (tl)
() B3() ¥ (9)

¢ ¢ ¢
Svoat [voar [Vo,a
4 I3 #
doit &tre différente de zéro pour
L<tLd,.

Le point P,’, correspondant & la premitre racine #’ qui suit #,, est
dit le (point) conjugué de P,. Le point P, ne coincide pas avec le
point conjugué P,” de P, pour lextrémé libre de lintégrale (34). En
général¥s) P> P,

K. Weierstrass®7) indique ensuite que la fonection D(Z, ¢,) change
de signe en #,’, excepté quand ¢, est le parametre du point appel§,
par extension, point conjugué pour l'intégrale (34) considérée isolément,
sans condition isopérimétrique. A. Kneser®®) en donne, le premier,
une démonstration (d’aprés K. Weierstrass).*

Il montre qu’on peut rendre la variation seconde (et AJ®) néga-
tive pour P,’< P;. Cette démonstration échoue dans un cas d’ex-
ception. 0. Bolza*?) a éclairei ce point & I'aide d'une méthode indiquée
par H. A. Schwarz®*>°), dans un cours, pour le probleme le plus simple.
H Haln*%®) g'occupe de ce cas indépendamment de O. Bolza et montre
que des recherches de G.wvon Escherich sur le probleme de Lagrange
[voir plus loin] résulte une démonstration tout & fait générale*

,Lia condition suivante de Jacobi au sens large est nécessaire, sans
exception,

’

PzéPl,E

et prise au sens strict, P, < P,” est suffisante, avec la condition de
Legendre au sens strict [H, > O dans Vintervalle (¢, %,)] pour la perma-
nence du signe de 0%J9, les fonctions w étant quelconques mais non
identiquement nulles. O.Bolza*") le démontre en s’aidant d’une extension
d’un théoreme de C. G.J. Jacobi sur les équations différentielles?6?).

456) ,Cf. O. Bolza, Variationsrechnung!?), p. 475.*

457) Voir G. Hormann, Diss. Géttingue 1887; W. Howe, Diss. Berlin 1887,

458) Math. Ann. 55 (1902), p. 86/107, en partic. p.95; cf. ,O. Bolza, Varia-
tionsrechnung %), p. 478/80.*

459) Math. Ann. 57 (1903), p. 44/7 [1902].

460) ,Math. Ann. 58 (1904), p. 165/8.*

461) O. Bolza, Trans. Amer, math. Soc. 83 (1902), p. 309; Univ. Chicago
decennial publ. 9 (1904), p. 13/21.

462) Voir déja 4. Mayer, Math. Ann. 13 (1873), p. 53.
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A. Kneser a établi, pour le probleme isopérimétrique, une théorie
des points conjugués ,analogue a celle qu’il avait donnée pour l'ex-
trémé libre, en considérant la famille des extrémales passant par le
point P,.* 11 part du fait que les extrémales issues d’'un méme point
forment une famille & deux parameétres et que si l'on introduit la
valeur de l'intégrale isopérimétrique, considérée comme troisieme co-
ordonnée, on est amené a utiliser un ckamp spatial (rdumliches Feld)*6?),
[ainsi que la congruence formeée par les extrémales gauches (Kongruenz
von raumlichen Exiremalen) issues du point P;. Entre les extrémales
planes et les extrémales gauches, il existe une correspondance univoque
et réciproque; en particulier, & l'extrémale cherchée i correspond Vex-
trémale A" du champ spatial.®

A. Knesert®) démontre que le déterminant fonctionnel de la con-
gruence en duestion, calculé pour 1', ne se distingue de la fonction
D(t, ;) de Weierstrass que par un facteur constant.

Le point @," (de 17), dont la projection est P, est le point con-
qugué spatial (rauwmlich kowjugierter Punkt). Clest aussi le premier
foyer de la congruence sur A’ aprés P, ou encore le point ol cette
extrémale touche, pour la premitre fois depuis P,, la surface focale
de la congruence.*

De la famille d’extrémales a deux parametres, constituant le champ
issu du point P,, 4. Knreser*®) extrait une famille & un paramétre,
comprenant l'extrémale 1 et possédant une enveloppe F ,qui touche
chaque extrémale de cette famille au point conjugué de P,. Il dé-
montre que cela est possible, et d'une seule maniére, quand on satisfait
a une certaine condition, exprimée & l'aide du déterminant fonctionnel
de la congruence. La famille ainsi obtenue est le faisceau spécial d’ex-
tremales (ausgeseichnete Extremalenbiischel). On peut arriver aux mémes
résultats en se plagant davantage au point de vue de la théorie des
congruences et en résolvant certains problemes qui 8’y rattachent?96).*
A Yaide du faiscean spécial, le raisonnement suivi pour l'extrémé libre
devient applicable ici, sauf dans certains cas d’exception.

JLe théoreme de I'enveloppe [cf. n° 26] s'exprime, si 'enveloppe F

463) Variationsrechnung®0), p. 155/66 (§ 40/1); K. Weierstrass a indiqué
certains points, dans son Cours en 1879.*

464) ,Variationsrechnung ), p. 166,70 (§ 42).*

465) ,Variationsrechnung?®®), p. 155/61 (§ 40).*

468) ,Cf. G. Darboux, Théorie des surfaces ™) 2, p. 6; voir aussi les recherches
sur le probléme d'extrémé libre dans ’espace par G. 4. Bliss et Ch. M. Mason,
Trans. Amer. math. Soc. 9 (1908), p. 450 et suiv.*
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ne dégénére pas en un point, par l'égalité

Jr (P, Py) + Jy(Ps P) = JI(P1P1’)
jointe & celle obtenue en remplacant J par K. P, désigne le point
de contact des courbes L et F.*

A Yaide de ce théoréme, 4. Kneser démontre la nécessité*®’) de la
condition de Jacobi au sens large: Py — P,’. ,Si l'enveloppe dégénere
en un point, les intégrales J et K, prises de P, & P, le long des
différentes extrémales du faisceau spécial, ont chacune une valeur
constante. On en déduit encore la méme condition*

A. Kneser58) g'est occupé aussi du second point conjugué.®

44. Le théordme fondamental de Weierstrass et les conditions
suffisantes dans le probldme isopérimétrique. ,Ayant défini un
champ dextrémales spatiales, on considére une. extrémale gauche A5
de P, & un point Q; (x5, ys, #;), ainsi que la projection 1, = P P
sur le plan (z, y). L'intégrale prise le long de l'arc i; et considérée
comme fonction des coordonnées du point P, est intégrale de champ
(Feldintegral) correspondant au champ spatial. Ses dérivées partielles
sont données par les formules de Hamilton*®®), qui peuvent s'écrire
[ef. n°® 29, 69] comme suit:

oW

Fram Hz’(‘”, Y, P, 4, l3)7
ow

W=Hy'(x: Y, 0, 4, ls)’
oW

7r = "l

p et ¢ étant les cosinus directeurs de la tangente positive au point
P; de l'extrémale 4,, dont 4 (7, y, 2) est la constante isopérimétrique.
On en déduit, & l'aide de la construction de Weierstrass ou du théoréme
d’indépendance de Hilbert, convenablement modifiés, la formule fon-
damentale de Weierstrass*%):

k23
AJ® =f‘5(5f, Y50, 0%, ¥, ly)dr.

Le théordme d’indépendance consiste en ce que si ¢3¢, est une
courbe, quelconque mais située tout entitre dans le champ spatial,

467)  Elle résulte encore des recherches de G. von Escherich [voir plus
loin, au probléme de Lagrange]. Cf. H. Hahn, Math. Ann, 58 (1904), p. 166/8.*

468) ,Jahresb. Schles. Ges. Vaterl. Kultur 84 (1906), éd. 1907, p. 16/21.*

469) ,Ainsi appelées par O. Bolza, Variationsrechnung??), p. 503/7.*

470) ,Donnée par K. Weierstrass dans son Cours professé i I'Université de
Berlin en 1879.*
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Vintégrale de Hilbert

Q
f{Hz'(x7 Y09 ls) dx + -Hg' (m; YD 9 ls) dy — I d"-’r’} =[d W((Z‘, Yy 5)
@

ne dépend que des extrémités ¢, ¢4- En particulier, prise entre deux
points de la méme surface tramsversale™)

W = const,

du champ spatial, sa valeur est toujours nulle.

Le théoreme de Weilerstrass ne permet de démontrer la suffisance
de Yensemble des conditions vues pour le minimé fort, que dans
certains cas particuliers, parmi lesquels il convient de citer les deux
suivants, diis & K. Weierstrass®™): de toutes les courbes fermées de
longueur donnée, la circonférence est celle qui délimite la plus grande
aire; la chainette est, parmi toutes les courbes de longueur donnée
entre deux points fixes, celle dont le centre de gravité est le plus
bagt™).* Tout ce que l'on peut conclure, en général, du fait que l'arc
d'extrémale A satisfait aux conditions en question, c’est que eet arc
minime lintégrale par rapport aux courbes L prises telles que les
courbes gauches correspondantes L’ soient tout entieres situdes dans
un voisinage de l'arc 4" correspondant & 1, voisinage choisi de manitre
a ce que la construction de Weierstrass soit possible*™). Or, cette
restriction relative aux courbes de comparaison acceptables L n’est pas
dans la position du probleme isopériméirique. Le résultat obtenu
revient & dire que les conditions sont suffisantes pour le minimé d’un
certain probléme de variation spatial, qui n’est pas, comme on le con-
sidere souvent, tout a fait équivalent au probléme isopérimétrique dans
le plan*®)*

. W. Lindeberg*™®) a résolu la difficulté & l'aide d'un théordme
sur l'extrémé libre, qui présente quelque analogie avec le théortme
d’Osgood [n° 28]. Utilisant certain lemme, il applique son théoréme

471) ,O. Bolza, Variationsrechnung!?), p. 508/9.*

472) . Dans son cours en 1879; Cf. O. Bolza, Variationsrechnung %), p. 510/1.
Voir, dans le présent article, le chapitre consacré aux applications [n°® 81, 85].*

478) ,Cf. A. Kneser, Variationsrechnung®?), p. 142 4.*

474) ,Cf. J. Hadamard, Bull. Soc. math. France 33 (1905), p. 80. H. Hakn
[Monatsh. Math. Phys. 17 (1906), p. 63/77] a indiqué que les courbes L’ restent
dans le voisinage de 1 si G, est différent de zéro.*

475) ,0. Bolza [Calculus of variations!?), p. 244] dif, quand ce minimé est
réalisé, qu'on a un minimé demi-fort. Cf. note 36.*

476) ,Math. Ann. 67 (1909), p. 340/54. Cf. G. A. Bliss, Trans. Amer. math.
Soe. 5 (1904), p. 487 et suiv.*

Encyclop. des scienc, mathémat. IT 6. 8
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114 H. Hahn et E. Zermelo. 1I 31. Calcul des variations. M. Lecat.

& démontrer que les conditions sont suffisantes pour lextrémé fort
et strict de l'intégrale J® avec la condition isopérimétrique K®. Ce
fait avait déja été établi par J. W. Lindeberg*™) pour les intégrales sous
forme non paramétrique (probleme-x), mais la démonstration n’a pas
été étendue au cas de la représentation paramétrique, question qui
ne parait d’ailleurs pas aisée.*

45. Probléme isopérimétrique avec wune limite variable.
A Eneser*™) a montré que la condition de transversalité n’est autre
que celle que l'on obtient pour lextrémé libre de lintégrale (34)
avec les mémes conditions aux limites.

Du théoreme de Venveloppe, qui, pour le faisceau spécial, s'ex-
prime par les égalités

Joo(P" Q) = T (P'Q) + T (@ @),

K, (P"Q") = K (P’ Q) + Ky (€€
quand une limite est variable, 4. Kneser4’?) conclut la nécessité de
la condition P,<X P,”, en désignant par P,” le foyer de la courbe
donnée I, sur l'extrémale considérée.

Mais pour le cas d'une limite d’intégration variable, le probleme
isopérimétrique présente des difficultés?®®) qui n'ont pas encore été sur-
montées®!), car si les formules de Hamilton et leurs conséquences sont
valables pour le champ spatial, formé par la congruence considérée an
n° 43, on ne peut, des conditions de Legendre et de Jacobi, toutes
deux prises au sens strict, conclure que l'arc " peut &tre entouré d'un
champ spatial. En effet, la courbe I'i n’appartenant pas nécessairement
a un tel champ, le déterminant fonctionnel de A. Kneser s'annule
identiquement pour ¢ =1¢. Les théorémes d’existence conduisent & un
champ impropre et inutilisable pour la démonstration de la suffisance
des conditions.

Il peut toutefois arriver, comme cas spécial, qu'un segment de
la courbe I3, fini et contenant le point P,, appartienne & la limite du
champ spatial entourant l'arc 4’ (& l'exception de son point initial P,).
Dans ce cas, la construction de Weierstrass peut &tre effectuée, et ses
conséquences appliquées, pour toutes les courbes variées L telles que les

477) Math. Ann. 59 (1904), p. 322/51, en partic. p. 334.*

478)  Variationsrechnung*°), p. 121/36 (§ 33).*

479) Id. p. 144/55 (§ 39).*

480) 0. Bolza, Variationsrechnung!?), p. 523.*

481) ,Voir toutefois J. Radon, Sitzgsb. Akad. Wien 119 II* (1910), p. 1294/5
(en note).*
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courbes gauches L' correspondantes soient, & 'exception de leur point
initial, tout entidres dans ce champ*?).

Récemment, H. Hahn**%) a résolu la question, d’'une manidre fort
générale, en traitant le probleme de Lagrange avec limites variables
[n® B6]. Si larc d'extrémale, dont les points exirémes satisfont & des
conditions quelconques, donne un extrémé faible, il fournit de plus
un extrémé fort, pourvu que le signe de la fonction de Weierstrass
soit défini dans un certain voisinage. Cela a lien, en particulier, pour
le probleme isopérimétrique.*

46. Solutions discontinues’®*) et autres recherches sur le
probléme isopérimétrique. En tout point anguleux, on doit avoir la
condition de Weierstrass- Erdmann [n° 36], vue pour 'extrémé libre de
Yintégrale (34).*

C. Carathéodory*®), dans ses recherches sur les solutions dis-
continues, étudie le cas d’exception [ef n® 41] ou toute extrémale
de T'intégrale J© est en méme temps extrémale pour 'intégrale K.
Il montre que ces problémes sont encore accessibles par la méthode
de Weierstrass, convenablement modifiée.

LQuant aux problemes isopérimétriques de variations unilatérales
[n° 39], la condition du premier ordre se raméne encore a celle de
Yextrémé libre* Les résultats obtenus par J. Steiner, E. F. A. Minding,
I Todhunter ont été exposés ailleurs [n° 839]. 4. Mayer*®) a signalé le
théoréme dit de la conservation de la constante isopériméirique: & toutes
les parties libres des exitrémales, correspond la méme counstante iso-
périmétrique; K. Weierstrass I'a démontré®7). Il a, de plus, établi*®®)
gu'aux points de passage [cf. n° 39] on a les deux relations

é(xn Yss Pos 453 By Toy V) =0 (s=3,4).
- Hadamard*®) donne quelques indications relatives a la condition
le long de la frontitre*

482) ,Voir un exemple, A. Kneser, Variationsrechnung ®), p. 159 et suiv.;
0. Bolza, Variationsrechnung %), p. 523/6.*

483)  Monatsh. Math. Phys. 22 (1911), p. 127 guiv.*

484) Voir Vexposé de A. Kneser, Variationsrechnung?®), p. 180/92 (§ 45/7).

485) Diss. Gottingue 1904 ; Math. Ann. 62 (1906), p.449.* Les solutions corres-
pondantes sont appelées ,starre Losungen. Un exemple, traité en détail, termine
ce mémoire.*

486) Math. Ann. 18 (1878), p. 65 note.*

487) ,Cours professé & 1'Université de Berlin en 1879.*

488) ,Voir H. Hancock, Calculus of variations®*), § 206; 4. Kneser, Varia-
tionsrechnung 2%), p. 188/92 (§ 47).*

489) ,Aun. Ec. Norm. (3) 24 (1907), p. 222.*

8.
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A. Noble a cherché a étendre le théoreme d’existence de Hilbert au cas
du probleme isopérimétrique; mais son travail étant insuffisant, ,J. Hada-
mard approfondit I'étude de cefte question, ce qui 'amene & rechercher
la forme des extrémales quand la constante I est trés grande [n° 667"

JLe théoréme d’Osgood [n° 28] est encore valable pour le pro-
bléme isopérimétrique, comme I'a montré, le premier, A. Kneser dans
le cas de Téquilibre d'un fil, et ensuite H. Hahn'®).

L’extension, au probleme isopérimétrique, d'une méthode de J. Hada-~
mard [n° 67] pour résoudre les questions d’extrémés libres, présente
des difficultés inhérentes & la nature du probleme.

A. R. Crathorne*®') traite en détail le probleme, isopérimétrique
spatial®®®) ot lintégrale & minimer, ainsi que Uintégrale isopéri-
métrique, contiennent chacune deux variables indépendantes avec leurs
dérivées premieres. Il établit le théordme d'indépendance [cf. n° 23]
et consideére le cas d'un point extréme variable. A.R. Crathorne étudie
aussi le cas ol les limites d'intégration sont des points conjuguést®),
il utilise & cet effet un critere général établi par D. Hilbert [n° §3].

La théorie des équations intégrales a été appliquée au probleme
isopérimétrique, surtout & la variation seconde, par W. Cairns, qui
donne des conditions précises od un minimé a liew. W. Cairns®®)
raméne le probleme & la détermination d'une fonction u de z, qui
vérifie 'équation différentielle de Lagrange

(8, 39 + (U — Ha) ut dut 2g(0) =0,

ol

ﬁ(x)g(x)dx =0, ﬁu(x)]gdx =1.

Il montre comment, & l'aide de la fonction de Green, ce probléme
dépend de la solution de I'équation intégrale

£18) = 9(5) — & K (5, )o@t + 2'9(s),

avee la condition
Jo®o®at=c.

Le noyau K(s,?) est une fonction continue et symétrique par rapport

490) ,Monatsh. Math. Phys. 17 (1906), p. 63/77 (en partic. le pénultiéme §).*

491) Diss. Gottingne 1907.*

492) ,Cf. P. Duhem [Ann. Fac. sc. Toulouse (2) 2 (1900), p. 115/36] pour
la condition du premier ordre.*

493) , Diss. Gottingue 1907, p. 50/8.*

494) ,Diss. Gottingue 1907, en partic. p. 63/8.*
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aux variables s et #; f(s) et g(s) sont des fonctions continues données
de s; ¢ est une constante donnée; 4 un parambdtre; (p(S) et 2" sont
4 déterminer de maniére 3 satisfaire identiquement aux deux égalités,
pour une certaine valeur de A.

La théorie de W. Cairns peut, comme il Yindique, &fre étendue
au cas d'un nombre fini de variables dépendantes?®).

8. M. Sanielevici montre que les intégrales singulitres de certaine
équation différentielle peuvent étre considérées comme étant les solutions
d’un probléme isopérimétrique [n° 727]49%6)*

Le probleme de Lagrange.

47. Position du probléme. ,Le probleme de Lagrange?®) est la
question d’extrémé Ii€ Ia plus générale. IL’intégrale contient un nombre
quelconque » de fonctions ineonnues assujetties & vérifier des équations
dites auxiliaires ou accessoires (Nebenbedingungen) en nombre m << %;
il ¥y a en outre des conditions aux limites, auxquelles peuvent &tre
astreintes les extrémités P,(x,), Py(#,) de la ligne d’intégration dans
Vespace & (n 4+ 1) dimensions (%, %, ..., ¥,)-

On peut distinguer trois cas suivant que les équations accessoires
sont: ou toutes en termes finis (ce qui se présente pour la ligne la
plus courte sur une surface entre deux points donnés et pour le prin-
cipe de Hamilton en mécanique), ou toutes différentielles, ou bien encore
mixtes (ce qui se présente dans I'étude de 1'équilibre d’'un fil sur une
surface et dans celle du principe de la moindre action sous la forme
de Lagrange®)). Dans le second cas, le plus important, le systéme
d’équations différentielles, étant indéterminé, constitue un systéme de
Monge. I renferme » — m fonctions inconnues arbitraires.”

495) , W. Cairns résout la question en g'inspirant de la méthode fondée
sur la transformation orthogonale d’une forme quadratique & une infinité de
variables, et suivie par D. Hilbert [Nachr. Ges. Gott. (math.-phys.) 1906, p. 1567/227,
439/80] pour résoudre ’équation de Fredholm dans le cas [D. Hilbert, id. 1904,
p. 49/91, 213/59] d’un noyau symétrique. W. Cairns obtient et applique plusieurs
importants résultats de la théorie d'une forme quadratique avec un nombre fini de
formes auxiliaires linéaires d'une infinité de variables; il applique augsi la théorie
des équations intégrales orthogonales aux équations différentielles ordinaires.*

496) ,Voir encore, sur le probléme isopérimétrique, A. Cayley, Proc. London
math. Soc. (1) 3 (1869/71), p. 221/2 [1871]; Papers 7, Cambridge 1894, p. 263; L. W.
Thomé, J. reine angew. Math. 132 (1907), p. 154/8; L. Tonelli, Atti R. Accad.
Lincel Rendie. (5) 21 1 (1912), p. 559.*

497) ,Ce probleme a été posé pour la premiere fois par J. L. Lagrange [voir
par ex. Lecons sur le calcul des fonctions, (nouv. éd.) Paris 1806, p. 467 (legon
22)3 (Buvres 10, Paris 1884, p. 399].*

498) ,Voir le chapitre consacré aux applications*
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Comme l'a montré 4. Clebsch*®), il est aisé de faire rentrer dans
le type indiqué le cas ou lintégrale contient des dérivées d’ordre supé-
rieur. ,On les considére comme des inconnues satisfaisant anx équations
accessoires

, Ay _ d y,(P—2)
Y =E§” R, y,-(” H — :iac .
Le probleme isopérimétrique, lui-méme, rentre dans celui de Lagrange,
car g'il y a m conditions isopérimétriques
Za
fgg(x7 Y15« -3 Yas Yis oo ynl)dx = GQ (e=1,.. -7m)?
T3

on introduit les fonctions inconnues auxiliaires

@z
% =.[-&ed$’

satisfaisant encore & des équations différentielles de la méme forme
et aux conditions aux limites
2,(2) =0, 2,(2;) = G,.

On procéde d'une maniére analogue lorsque le probleme comporte
des relations entre intégrales définies, ou si I'on cherche & extrémer
une fonction quelconque de plusieurs intégrales*

JLe cas ot il y a des conditions en termes finis peut étre ramené
a celui o toutes les équations sont différentielles, soit en différentiant
et en adjoignant les conditions aux limites, soit en résolvant par
rapport & certaines inconnues; cette derniere méthode est préférable,
du roins théoriquement, a la précédente, qui introduit des singularités®e0).

Mais l'équivalence entre la nouvelle forme donnée & ces différents
cas spéciaux et le probleme primitif n'est complete que pour lextré-
mé dans un intervalle, car on doit supposer, entre la valeur primitive
des fonctions auxiliaires et les valeurs variées, le méme voisinage que
celui admis pour les y.*

48. La méthode des multiplicateurs. Cas particuliers. ,Si
n =2, m=1, la question peut étre ramenée & un probléeme d’extrémé
libre, puisqu’on sait exprimer sans quadrature la solution d'un systéme
de Monge & l'aide de fonctions arbitraires®®!). Mais ce procédé me
peut &tre généralisé.*

499) J, reine angew. Math. 55 (1858), p. 267.

500) ,C'est le cas du champ singulier, dans la terminologie et au point de
vue de J. Hadamard, Calcul des variations®), p. 234.*

501) ,G. Monge, Hist. Acad. sc. Paris 1784, éd. 1787, M. p. 118, 502.*
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48. La méthode des multiplicateurs. Cas particuliers. 119

Déjs, L. Fulert?) s'était occupé d’extrémer I'intégrale (n =2, m = 1)

w =ff(x7 %HY, - y®), z)dx;

la fonction ¢ satisfaisant & I'équation différentielle du premier ordre

74— 9(x, ¥, f’/; SRRy y(p)l 'Z) =0.
Par une considération infinitésimale ingénieuse mais compliquée, ana-
logue & celle du n° 5, il arrive & la méthode du multiplicateur. L. Euler
montre, en effet, que si Yonr représente par A la solution de I'équation

(35) o428 0y,

gannulant pour x = x,, et si la quantité y est augmentée au voisinage
d’un point, Yaceroissement étant & en ce point, l'intégrale w regoit

T'aceroissement
n=p

7;; (= (3 ) + 4 (ﬂ)>

d’od la condition du premier ordre:

Pz(%+1§y) dx(ay—f-l N 4--=o.

J. L. Lagrange®3) Ya établie simplement, & l'aide de la méthode
des variations, pour deux cas ‘particuliers. L. Euler®®) lui-méme a
donné une nouvelle démonstration. Il met la variation premidre de
Tintégrale sous la forme

36)  dw = [0[f+Ag—2)dz = [ Péyda+[R—1d2]7,

R ne dépendant que de dy et de ses dérivées. Lorsque ces quantités
s'annulent aux limites, ainsi que d# pour z ==z, la condition
A(x;) = O entraine J’'annulation de la partie tout intégrée, d’ot P=0.
Mais 0z est, en général, différent de zéro pour x = z,. La démons-
tration d’Euler ne peut &tre considérée comme rigoureuse que si cela
est compatible avec les données du probléme, ce qui est le cas, par
exemple, pour la brachistochrone [n° 84) en milieu résistant30%),

502) Methodus*®), p. 88/129 (chap. 3), en partic. p. 119 et §§ 6, 19, 31, 38;
p. 133 (chap. 4)§ 7, n" 4, 5. ,Cf. 4. Kneser, Abh. Gesch. math. Wiss. 25 (1907), p. 28.*

503) Mise. Taurinensia [Mélanges de philos. et de math. Soe, Turin] 2
(1760/1), éd. 1762, seconde pagination, p. 183; (Buvres 1, Paris 1867, p. 347.

504) Novi Comm. Acad. Petrop. 10 (1764), éd. 1766, p. 79 [1760].

508) Methodus*®), p. 126/8 (chap. 3, § 46).
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L’égalité A(x,) = O semble avoir été le point de départ dun
théoréme, en général inexact, de Ch. E. Delaunay®®).

A. Mayer®™") montre que le probléme exige une méthode nou-
velle lorsqu'on donne la valeur de 7z en x,, comme c'est Ie cas, par
exemple, pour le probleme, résolu par L. Fuler, de la brachistochrone
en milieu résistant, quand la vitesse finale est donnée®%). Si I'on pose
f = g et si u est une solution quelconque de I'équation (35) rendue homo-
géne, on obtient

82=JQoyds 4 [S— udsl’,

S étant une expression analogue & R. Dou, dz s'annulant pour z =uz,,
une expression qui, dans le cas actuel, limite le champ de la variation
0y, contrairement & ce qui avait lieu plus haut. Si 'on admet que dy
et un nombre convenable de ses dérivées s’annulent aux limites du
domaine d’intégration, on a

dw —ffzi’dydx =0, fzaydx =0;

c'est-i-dire que la seconde relation doit entrainer la premiere. Les
méthodes suivies pour le probleme isopérimétrique [n° 41] sont appli-
cables & ce systeme d'équations. A. Mayer, suivant le raisonnement
fait par L. Scheeffer pour traiter ce probleme, arrive aux équations

P+c@Q=0,
oft+4g)  adoftihg . _
oy dx 0y + =0,
¢ étant une constante et
Ay= 1+ pc

une solution déterminée de l'équation (35). L. Euler obtient aussi ce
multiplicateur, dans V'exemple mentionné.

Pour f= g, la méthode d’Euler permet de résoudre le probleme
consistant & déterminer y de telle fagon qu’une solution de I'équation
différentielle (35), donnée pour 2 =z, s'extréme en v =z,. L. Bulers®®)
et J. L. Lagrange®?) soccupent de ce cas spéeial, qui rentre dans

506) J. Ec. polyt. (1) cah. 29 (1843), p. 85.

507) Math. Ann. 26 (1886), p. 74; Ber. Ges. Lpz. 37 (1885), math. p. 7.

508) Methodus+®), p. 204/5 (chap. 5, § 62). ,Voir, dans le présent article,
le chapitre consacré aux applications [n° 84].*

509) Methodus %), p. 16 (chap. 1, § 37); p. 138 (chap. 4, § 7).

510) Misc. Taurinensia (Mélanges de philos. et de math. Soc. Turin) 2
(1760/1), éd. 1762, seconde pagination, p.185 [1760]; (Euvres 1, Paris 1867, p. 350,
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le probleme général de Mayer®?) [n° 50]. L. Euler donne, comme ex-
emple, la détermination de la courbe telle qu'un point pesant y descen-
dant avec frottement, maxime sa vitesse an point final®®).

J. L. Lagrange5'3), qui utilise souvent la méthode du multipli-
cateur en mécanique, termine ses recherches y relatives par une généra-
lisation au cas ol se présentent des denvees supérieures de z dauns
les fonctions f et g%4).

LComme le fait observer A. Kneser®®)* il ne parait pas légitime
de ne désigner la rdgle du multiplicateur que par le seul nom de
Lagrange, comme on le fait ordinairement.

49. La méthode des multiplicateurs et les conditions du pre-
mier ordre. Cas général. La régle des multiplicateurs, dans le cas
général, est la suivante: pour que la variation premiére de Yintégrale
s'annule, il doit exister m fonctions continues 2,(x), telles qu'on ait

oF _ 4 oF
oy, dzoy,

F=f+?lg¢g (e=1,2...,m),

=0 (vr=1,2..,m),
(37

¥ représentant la fouction sous le signe ‘[; ®, les premiers membres
des m équations auxiliaires. Les fonctions 1, appelées les multiplicateurs,
et les n fonctions inconnues y, se déterminent & laide de ces équa-
tions, jointes aux équations auxiliaires, en tenant compte des conditions
aux limites. ,On est donc ramené, sous réserve d'un certain cas d’ex-
ception (domt il est question plus bas), & un probleme d’extrémé
libre, en remplagant f par F. Cette regle est vrale, que les con-
ditions auxiliaires soient sous forme finie, différentielle ou mixte.*

WJ. L. Lagrange Vavait démontrée pour les extrémés ordinaires
[II 3, n° 32]; il I'établit ensuite pour les extrémés du caleul des va-
riations, d’abord pour des équations auxiliaires finies®), puis pour
Ia forme différentielle57),

511) Ber. Ges. Lpz. 80 (1878), math. p. 16/32. Cf. V. P. Ermakov, Univer-
sitetskija Jzvestija Kiev [Bull. Univ. Kiev] 29 (1889), p. 105/12.

512) Methodus4%), p. 122/86.

513) Mise. Taurinensia (Mélanges de philos. et de math. Soc. Turin) 4
(1766/9), seconde pagination, p. 166; (Euvres 2, Paris 1868, p. 40.

514) Voir encore un cas spécial se rattachant & la théorie du multiplicateur,
P. Dukem, Ann. Fac. sc. Toulouse (2) 2 (1900), p. 115/36.*

518) ,Voir 1'édition allemande de I’ Encyclopédie II A, p. 580.*

516) ,Théorie des fonctions analytiques, (2¢ éd.) Paris 1813; (3¢ éd.) Paris
1847, p. 292; (Huvres 9, Paris 1881, p. 312.*
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Dans ce cas-ci, on suppose qu'au moins un déterminant fonc-
tionnel des @ par rapport & m des quantités y', c’est-d-dire un déter-
minant de degré m de la matrice
bo;
Yy
reste constamment différent de zéro le long de l'extrémale considérée
i. H. Hahn®®) montre que cette hypothése peut étre remplacée par
la suivante, moins restrictive: chacun des déterminants fonctionnels
peut s'annuler sur 1, mais, en tout point de l'extrémale, il y a au
moins un déterminant non nul. Dans le cas contraire, il y aurait
singularité des équations différentielles auxiliaires.

Les fonetions ¢ et f sont supposées de classe € dans un méme
domaine.

e=1,2,..,myv=1,2,... n),

Toute courbe qui satisfait aux équations et aux conditions vues
est dite une extrémale du probleme de Lagrange®

«Trois objections sont 2 faire & la démonstration de J. L. Lagrange.®
La premiére résulte de ce quon y admet que » — m des variations
04y,0Ys, ..., 0Y,, par ex. 0Y,, .1, 0, 13 -- ., 0Y, sont arbitraires (& part

7(9)75:172:-"77”)

n'est pas nul. ,Cela n’est exact que si toutes les conditions sont finies ou
si les valeurs des m fonctions y domt les variations mne sont pas quel-
conques, peuvent &tre choisies arbitrairement au point x,.* Dans le cas
dont il est question, les variations sont assujetties & la condition que non
seulement 0y, .1, 0¥, 3, - --» 0Y,, mais encore dy,,..., 0y, doivent
gannuler en 2,, ce qui n’a pas lien en général. Il faut done savoir
quelles conditions doivent étre imposées aux n — m derniéres variations
si Pon veut que, non seulement y,,.,, ..., ¥,, mais encore ¥, . .., Y,
aient des valeurs données aux limites; ensuite, il faut s’assurer si ces
conditions sont compatibles. C'est ce qu'a fait A. Mayer®™?), en ramenant
la question au probleme isopérimétrique (ce qui le conduit & appliquer
le lemme fondamental de ee probleme) et en utilisant ensuite d’autres
multiplicateurs que ceux de oJ. L. Lagrange [n° 48]; il a ainsi donné la
premiére démonstration satisfaisante de la regle de Lagrange.

B. Turksmas?®) a résolu la méme difficulté d’'une maniére indirecte.

leur annulation en 2, et z,) si le déterminant ’ g ;e
4

517) ,Legons sur le calcul des fonctions, (nouv. éd.) Paris 1806, p.460 et
suiv.; (Buvres 10, Paris 1884, p. 414/21.*

518) ,Math. Ann. 58 (1904), en partic. p. 152, 161. Cf. J. Hadamard, Calcul
des variations®), p. 220, 251/4.*

519) Math. Ann. 47 (1896), p. 38/46 [c’est un chapitre de sa dissertation
inédite]. Voir aussi note 144.
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49. La méthode des multiplicateurs et les conditions du premier ordre. 123

Il considére, ce qui est permis tant qu’il ne s'agit pas de la recherche
des conditions suffisantes, un systéme spécial de variations:

8=0 4
&'(e, 7) ,

ayv= “7,02 + da:'

s=1
z représentant une fonction arbitraire. Introduisant ces valeurs dans
les équations

2236%_{—(2)7%6%’=07 aﬁdx=0,

®)

et intégrant par parties, il obtient, pour les fonctions e, des équa-
tions de condition linéaires, dont le nombre, pour une valeur con-
venable de l'exposant ¢, est le méme que le nombre des e« 8i I'on
exprime que les premiers membres de ces équations sont linéairement
dépendants et qu'il y a des multiplicateurs indépendants des «, dont
la somme des produits dans les coefficients d'une quantité « fixée
arbitrairement est nulle pour chaque premier membre, on conclut, par
un simple calcul, que ces multiplicateurs s'expriment par m quantités 1
et leurs dérivées premieres; d'ont résultent les équations a établir; et
les solutions trouvées sont identiques & celles obtenues par la méthode
de J. L. Lagrange.

JLa démonstration de J. L. Lagrange contient une seconde lacune,
correspondant & celle qui a été indiquée au probleme isopérimétrique.
Elle a été comblée par A. Kneser®®), et par D. Hilbert®®), & laide
d’'un lemme complémentaire’?®), nécessaire aussi pour l'étude de la
variation seconde.*

Une troisitme objection généralise celle de du Bois-Reymond
pour le probléme le plus simple [n° 10]; et elle est applicable, non
seulement & la démonstration de J. L. Lagrange, mais encore a celles
de A. Mayer, B. Turksma et A. Kneser. Ces démonstrations reposent,
en effet, sur I'hypothése prématurée de Yexistence et de la continuité
des dérivées secondes des fonctions y. . Huahn®®) y répond _en
modifiant la démonstration de 4. Kneser et en procédant comme il
est indiqué au n° 10 Il établit donc les équations d’Euler-Lagrange
en n'exigeant V'existence et la continuité que pour les dérivées premieres
des y; Dexistence des dérivées secondes en résulte. ,S’appuyant sur
de nouvelles données concernant la théorie des équations différentielles,

520) Variationsrechnung 2%, p. 227 (§ 56, 59).

521) Nachr. Ges. Gott. (math.-phys.) 1905, p. 158 et suiv.; Math. Ann. 62
(1906), p. 351/6. Voir déja Nadechda Nikolajevna Gernet, Diss. Gottingue 1902.*

522) ,Voir aussi H. Hahn, Math. Ann. 58 (1904), p. 158/64.*

528) Monatsh. Math. Phys. 14 (1903), p. 325/42.
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H. Hahn ne suppose plus, comme Vavait fait A. Kneser, que les fone-
tions sont analytiques*

JDans le cas ol les équations de condition sont mixtes, tous les
déterminants fonctionnels s’annulent. Mais O. Bolza’*) a démontré
que la regle d’Euler-Lagrange est encore valable. Il a considéré le
cas général des points variables. D’autre part, il simplifie encore, en
différents points, la démonstration de D. Hilbert521)*

J. Vieldle®®) a attiré Pattention sur une singularité qui a lieu
pour un probleme qu’ont traité aussi L. L. Lindelof et F. N. M. Moigno®%).
II consiste & mener, entre deux plans paralleles, une ligne de longueur
donnée qui maxime l'aire de la surface cylindrique limitée & ces plans
et ayant la ligne cherchée pour directrice, les génératrices étant per-
pendiculaires aux plans. Dans ce cas, les équations des extrémales
ne sont pas toutes distinctes.

Wi, considérant le probleme de Lagrange comme cas particulier
du probléme de Mayer [n°® 50}, on admet que dans la relation

F= lf+%’lgq)@

[ est différent de zéro, on peut prendre I = 1, ce qui donne I'équation
telle qu'on I'a écrite en (37). Mais si I = 0, les relations (37) s’écrivent

. o9, d o9
(38) 2[/19 py. d—a(’% ay;)] =0 (w=1,2...,n).
(@) v

On se trouve alors dans le cas d’exception, qui se dérobe aux démons-
trations de la régle des multiplicateurs.*

A. Mayer®®) et B. Turksma®?) Uont indiqué, mais sans le formuler
d’'une manitre bien précise®®). On peut encore dire, avec H. Halkn’¥),
que lextrémale se comporte normalement ou d’'une manidre anormale
(normales, anormales Verhalten) dans Yintervalle d’intégration (z,, ,),
suivant qu’il n’existe pas ou qu'il existe (au moins) un systeme de m
fonctions 1,(z) de classe (', ne s'annulant pas identiquement dans
(@, @) et satisfaisant simultanément au systéme surabondant des % > m
équations différentielles lindaires homogenes du premier ordre (38).

524) Math. Ann. 64 (1907), p. 370/87; cf. Variationsrechnung®®), p. 580 4,
pour le cas des limites fixes.*

525) Cours complémentaire d'analyse et de mécanique rationnelle, Paris
1851, p. 118. ,Cf. J. Hadamard, Calcul des variations®) 1, p. 271/4.*

526) ,Calcul des variations®S), p. 299/301.*

527) Math. Ann. 26 (1886), p. 79.

528) G- von Escherich [Sitzgsb. Akad. Wien 108 II* (1899), p. 1287/93] I'ap-
pelle Ausnahmefall, par opposition au cas principal (Hauptfall). ,Cette distinction
joue un rdle important dans ses recherches sur la variation seconde [n® §1].*

529) ,Math. Ann. 58 (1904), p. 152 et suiv.*
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. Hadamard®®) interpréete le cas anormal & laide du champ
singulier; il montre ainsi que, dans le probleme de Lagrange (ou
de Mayer [n° 50]) comme dans le probleme isopérimétrique [n° 417, il
y a analogie avec ce qui se passe pour les extrémés ordinaires. La
singularité, qui devait &tre prévue, n'est autre que celle, par exemple,
qui se présente dans la question de l'extrémé d’une fonction f(z,y, 2)
sur une surface g(x, ¥, ) = O présentant un point conique.*

Dans le probleme isopérimétrique [cf. n° 41], P'extrémale se com-
porte de maniére anormale lorsqu’elle est identique & l'extrémale de
Pintégrale isopérimétrique.

JLans le probleme de Lagrange, l'extrémale est alors en méme
temps extrémale pour les % problemes de Mayer [n° 50] correspon-
dant aux m équations auxiliaires.

On n’a pas encore trouvé les conditions nécessaires et suffisantes
pour qu'un systéme d’équations différentielles lindaires du premier ordre
possede une solution non identiquement nulle%t),

H. Hahn®®) démontre différentes propriétés caractérisant le cas
normal; il établit notamment qu’il n'y a qu'un seul systéme de multi-
plicateurs 1,°%%).

A. Rosenblatt®®), généralisant les résultats qu’il avait obtenus
au sujet de la régle d'Euler dans le probleme isopérimétrique, étudie
le cas d’exception ou tous les déterminants fonctionnels sont nuls.

i, les limites @, et x, étant données, les valeurs de y,, ..., Y.,
sont arbitraires au point z,, la régle d'Euler-Lagrange est encore
valable, mais il faut adjoindre aux équations différentielles qui consti-
tuent la condition du premier ordre, les équations aux limites

[ay,,,], =0 (=520

Mais si la limite 2, est arbitraire, tandis que les autres coordonnées
des points extrémes sont données, on a%*)

[F— y] —0.

0. Bolza®®*) a considéré aussi Ie cas, plus général, o les coordonnées

530) ,Calcul des variations®) 1, p. 234.*

531) , Ludwig Schlesinger [J. reine angew. Math. 181 (1906), p. 202/15; Vorles.
itber lineare Differentialgleichungen, Leipzig 1908, p. 4 et suiv.] a établi des con-
ditions suffisantes pour qu’un systéme d’équations différentielles linéaires du premier
ordre posséde une ,matrice intégrale*, mais Ia nécessité n'a probablement pas lien.*

532) Cf. 0. Bolza, Variationsrechnung!"), p. 565.*

533) ,Prace matematyczno-fizyczne 21 (1910), p. 55 suiv.*

584) 0. Bolza, Variationsrechnung %), p. 569/71.*
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de points extrémes variables satisfont & un nombre quelconque de
relations de la forme

X(Wi1s -« s Yu1s Yizr - o> Yna) = O

Si les variations 8y ne sont pas supposées nulles aux extrémités de
lare d'intégration, la formule aux limites s’écrit

oU, = gd‘yvfy,v + V_(Z)yv'ﬁ,')‘m]:"

Elle permet d’étudier, comme pour I'extrémé libre, le cas des limites
variables®)  celui des variations unilatérales®s) [n° 39] et celui des
solutions discontinues.

Les multiplicateurs sont, en général, discontinus en méme temps
que les y’; mals, en un point o la tangente est continue, ils sont
continus du moment qu'un déterminant fonctionnel n’est pas nul®s7).
La condition au point anguleux et ses conséquences sont données par
0. Bolza>%),

Le probleme de Lagrange a été étudié sous la forme paramé-
trique d’abord par A. Mayer3%), A. Kneser54) et par G. von Escherich®™Y).
L’'intégrale

21
[.f(yoa Yis e os Yns Yo' Y15 - o o Y,)dt
LY

et les fonctions ¢ doivent &tre invariantes pour une transformation
paramétrique, ce qui a lieu si £ et @ ne renferment pas explicitement
le paramétre ¢ et sont positivement homogénes®®) et de dimension 1
par rapport aux variables y,,y,,..., ¥, , cest-d-dire si

F o Y15 - o> Yui kYo BYss - BY,) = —f Yoy Y15 - - - Y3 Y05 W5 -+ Y )y
‘pg(yo; Yoo s Y3 KU FY) 5 - 5 By, ) = k‘Pg(f’/o: Yis -y Yns Yoo Uiy e yn’)

pour toute valeur positive de k.
Si Yon pose

F=1f+ 21,9,
¢

535) ,J. Hadamard, Calcul des variations®) 1, p. 247/8.%
536) Id. p. 248/50.*

537) ,Jd. p. 251.*

538) ,Variationsrechnung %), p. 571/2.%

539) Ber. Ges. Lpz. 47 (1895), math. p. 140 et suiv.*
540) ,Variationsrechnung %), p. 228 et suiv.*

541) ,Sitzgsb. Akad. Wien 110 II* (1901), p. 1355/1421.*
542) , 0. Bolza, Variationsrechnung ), p. 575.*
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49, La méthode des multiplicateurs et les conditions du premier ordre. 1927
les équations différentielles du probléme sont
9F_29F _o6  (s=0,1,...,n).

Elles ne sont pas distinctes entre elles, & cause des relations d’homo-
généité*?%). Quand I =0, on a le cas d’exception [voir plus haut].
La théorie des équations différentielles permet de démontrer le
théoréme suivant: si I'on donne pour z, y,, 9,, 4,, un systéme de
valeurs initiales pour lesquelles le déterminant, de degré » -+ m,

: o9 o
Ay ooy, o

A o4, 29 09m

, 9y, oY, R PR
Kz, 9,9,4) = 29, 29 0 »ou Aik=a_y:’_97k77
Gyt ..
OPm | OPm 0O -.-0
oy, 0Yn

vaut
K (95 Yo» Yo» %) + 0,
et pour lesquelles on a
(}7/;(-’170, Yos Yo s 1’0) =0,
il y a alors un systeme, et un seul, de fonctions y, et 4, de classe C,
satisfaisant aux équations

et aux conditions initiales imposées®4). La solution générale dépend
de 2w constantes arbitraires. L’étude de la dépendance entre les so-
lutions et les valeurs initiales se fait & l'aide du systéme canonique.
La théorie de Jacobi-Hamilton s’y rattache [n°® 69].

0. Bolza®%) recherche les conditions d’intégrabilité [ef. n° 11]
pour le probleme de Lagrange. Il démontre, pour n > 2m, que

543) ,A. Kneser, Variationsrechnung ®?), p. 241/2.* :

544) ,Cf. C. Jordan, Cours d’Analyses®), (2° éd.) 8, Paris 1896, p. 500;
0. Bolza, Trans. Amer. math. Soc. 7 (1906), p. 459 suiv.; Math. Ann. 63 (1907),
p. 246/52; Variationsrechnung '), p. 688/90. G. von Escherich [Sitzgsb. Akad.
‘Wien 107 II* (1898), p. 1209/17] congidere le cas des conditions mixtes. J.Hada-
mard [Calcul des variations®) 1, p. 239] traite la question pour le probldme de
Mayer, et dit que le probleme est ordinaire quand le déterminant correspondant
a celui du texte est différent de zéro.*

545) Math. Ann. 71 (1912), p. 533/47.*
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128 H. Hohn et E. Zermelo. 1I 81. Calcul des variations. M. Lecat.
Yintégrale .

tT=n
f{P(x, Yor oo U) F D Q@ vy ) ) da

t=1
a méme valeur pour toutes les courbes de classe (U joignant deux
mémes points dans un certain domaine D et qui satisfont aux équa-
tions différentielles

‘Pp(x; Yoo oo Yas Yis o0 ¥a)=0,
si les quantités P et @; sont telles qu'on ait, dans D, les relations
oy, o= S T Ye

c'est-d-dire les conditions mémes d’intégrabilité pour le cas de l'ex-
trémé libre. On sait d’ailleurs que les relations précédentes ne sont
autres que les conditions d’intégrabilité de l'expression différentielle

PP _ 2@ 0Q; _ 0@ (i)k=1,2,...,%),

i=mn

Pz, 915 - Yo)dz +2Qi(x7 Yir « -5 Yu)0Y;-
—1

Si une des fonctions g, ne renferme pas les variables y, ou si
les équations de condition entrainent une égalité finie ou du premier
degré par rapport aux ¢’, ou si #n < 2m, la méthode de démonstration
suivie par O. Bolza n'est plus valable, ce qui ne prouve pas que le
théoreme ne soit plus vrai. La propriété démontrée a de I'importance
pour le théoréeme d’'indépendance [n° 55].

Il convient de rattacher au probleme de Lagrange les questions
od, au lieu d'avoir comme conditions auxiliaires différentielles des
équations, on a des inégalités (auxquelles sont assujetties les fonctions
inconnues). Dans ces questions de variations unilatérales [cf. n° 39], iln’y
a rien de changé en ce qui concerne le minimé faible, et @ fortiori pour
les variations premidre et seconde, si la ligne d'intégration vérifie les
inégalités au sems strict. Au point de vue de l'établissement des con-
ditions du premier ordre, notamment, il n’y a de question nouvelle
que si, sur certaines parties de la ligne d’intégration cherchée, les iné-
galités sont remplacées par des égalités®®). La méme remarque s’ap-
pliquait en particulier pour le probleme isopérimétrique: dans le cas
des variations unilatérales, ce probléme peut encore, en ce qui regarde
les conditions du premier ordre, étre ramené a un probleme d’extrémé
libre®47).*

E. Zermelo®®) recherche, comme exemple de probleme avec

546) ,J. Hadamard, Calcul des variations®), p. 248/50.*

547) Id. p. 211/4.*

648) Jahresb. deutsch. Math.-Ver. 11 (1902), p. 184/7. ,A. Haar et Th. von
Kdrmdn ont considéré le cas de variations unilatérales ou il faut minimer une
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La 4 Série eomprend tous les Mémoires imprimés dans les Recueils des
Academies de Turin, de Berlin et de Paris, ainsi que les Piéces diverses
publiées séparément. Cette série forme 7 Volumes (Tomes I & VII; 1867-1877),
qui se vendent SEPATémMent.........veeriineieieerninnnnss teeteceauan 3o fr.

La 2* Série, qui est en cours de publication, se compose de 7 Volumes, qui
renferment les Ouvrages didactiques, la Correspondance et les Mémoires iné-
dits, savoir @

TouME VIII : Résolution des équations numériques. In-4; 1879........ 18 fr,
ToME IX : Theorie des fonctions analytiques. In-4; 1881..... veenns 18 fr.
ToME X : Legons sur le calcul des Fonctions. In-4; 1884............ 18 fr,
ToME X1 : Mécanique analytique (I** Partie), avec Nofes de J. BER-

TRAND et G. DARBOUX; 1888....cvvvnercrnnrnaes [ veeeas 120 fr.
Tome XII : Mécanique analytique (I1* Partie), avec Notes de J. BER~

TRAND et G. DARBOUX; 1889....0eueennennnn Cetteeerrecnnaeesnaann . 20 fr.
ToME XIII : Correspondance inédite avec d’Alembert, publiée d’aprés

les manuscrits autographes et annotée par Lupovic LALANNE; 1882.. 15 fr.
Toue X1V : Correspondance de Lagrange avec Condorcet, Laplace,

Euler et divers savants, publiée et annotée par Lupovic LALANNE,

avec deux fac-similés; 1892......... [N ieieaneaes sereennen « 15 f%,

Lk ToME 1 contient : Recherches sur la méthode de maxzimis et minimis,
— Sur lintégration d’une équation Jifférentielle & différences finies, qui
eontient la théorie des suites récurrentes. — Recherches sur la nature et la
propagation du son. — Nouvelles recherches sur la nature et la propagation
du son. — Addition aux premiéres recherches sur la nature et la propagation
du son. — Essai d’une nouvelle méthode pour déterminer les maxima et les
minima des formules intégrales indéfinies. — Application de la méthode ex-
%osée dans le Mémoire précédent a la solution de différents Problémes de

ynamique, — Solution de différents Probléemes de Calcul intégral, avec une
application a la théorie de Jupiter et de Saturne, — Solution d’un Probléme
d’Arithmétique.

1-6~-1. ¥
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Le TouME II contient : Sur I'intégration de qaelques équations différentielles
dont les indéterminées sont séparées, mais dont chaque membre en particulier
n’est point intégrable. — Sur la méthode des variations. — Recherches sur le
mouvement d’un corps qui est attiré vers deux centres fixes. — Sur la figure
des colonones. — Mémoire sur l'utilité de la méthode de prendre le milieu
entre les résultats de plnsieurs observations, dans lequel on examine les avan-
tages de cette méthode par le Calcul des probabilités, et o 'on résout diffé-
rents problémes relatifs & cette matiére. — Sur la percussion des fluides. —
Sur une nouvelle méthode de Calcul intégral par les différentielles affectées
d’un radical carré sous lequel la variable ne passe pas par le quatriéme
degré. — Sur les courbes tautochrones. — Memoire sur le passage de Vénus du
3 juin 1769. — Sur la solution des problémes indéterminés du second degré.
— Sur la résolution des équations numériques. — Additions an Mémoire sur
la résolution des équations numériques. — Nouvelle méthode pour résoudre
les Problémes indéterminés en nombres entiers.

Le TouME III contient : Nouvelle méthode pour résoudre les équations litté-
rales par le moyen des séries. — Sur la force des ressorts pliés.— Sur le Pro-
bléme de Kepler. — Sur I’élimination des inconnues dans Ies équations. —
Nouvelles réflexions sur les tautochrones. — Démonstration d’'un Théoréme
d’Arithmétique. — Réflexions sur la résolution algébrique des équations. —
Démounstration d’'un Théoréme nouveau concernant les nombres premiers. —
Sur une nouvelle espéce de Calcul relatif & la différentiation et -4 I'intégration
des quantités variables. — Sur la forme des racines imaginaires des équations.
— Sur Jes réfractions astronomiques. — Sur lintégration des éguations &
différences partielles du premier ordre. — Nouvelle solution du Probléme du
mouvement de rotation d’un corps de figure quelconque qui n’est animé par
aucune force accélératrice. — Sur l'attraction des sphéroides elliptiques. —
Solutions analytiques de quelques Problémes sur les pyramides triangulaires.
— Recherches d’Arithmétique.

Le ToME IV, en téte duquel se trouve le portrait de Lagrange grave sur
acter, contient : Sur les intégrales particulicres des équations diftérentielles. —
Sur le mouvement des nceuds des orbites planétaires. — Recherches sur Tes
suites récurrentes dont les termes varient de plusieurs maniéres différentes,
ou sur l'intégration des équations linéaires aux différences finies et partielles:
et sur 'usage de ces équations dans la théorie des hasards. — Sur Faltération
des moyens mouvements des planétes. — Solutions de quelques problémes
d’Astronomie sphérique Far le moyen des séries. — Sur l'usage des fractions
continues dans le Calcul intégral. — Solution algébrique d’un Probléme de
Géométrie. — Recherches sur la détermination du nombre des racines imagi-
naires dans les équations littérales. — Sur quelques Problémes de PAnalyse de
Diophante. — Remarques générales sur le mouvement de plusieurs corps qui
s’attirent mutuellement en raison inverse des carrés des distances. — Ré-
flexions sur 'échappement. — Sur le Probléme de la détermination des orbites
des Comeétes d’aprés trois observations. — Sur la théorie des lunettes. — Sur
une maniére particuliére d’exprimer le temps dans les sections coniques, dé-
crites par des forces tendantes au foyer et réciproquement proportionnelles au
earré des 2iztances. — Sur différentes questions d’Analyse relatives & la théorie
des intégrales particuliéres. — Sur la construction des Cartes géographiques. —
Sur la théorie du mouvement des fluides.

Le ToMe V contient : Théorie de la libration de la Lune et des autres phé-
noménes qui dépendent de la figure non sphérique de cette planéte. — Theorie
des variations séculaires des planétes (I Partie). — Théorie des variations
séculaires des éléments des planétes (1I* Partie). — Théorie des variations
périodiques des mouvements des planétes ( I* Partie). — Sur les variations
séculaires des mouvements moyens des planétes. — Théorie des variations pé-
riodiques des mouvements des planétes (II* Partie). — Sur la maniére de
rectifier les méthodes ordinaires d’approximation pour I'intégration des équa-
tions du mouvement des planétes. — Sur une méthode particuliére d’approxi-
mation et d’interpolation. — Sur une nouvelle propriété du centre de gra-
vité. — Méthode générale pour integrer les équations aux différences

artielles du premier ordre, lorsque ces différences ne sont que linéaires, —

héorie géométrique du mouvement des aphélies des planétes, pour servir
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d’addition aux Principes de Newton, relatifs & la propagation du son et au
mouvement aes ondes. — Mémoire sur une question concernant les annuités. —
Mémorre sur Jexpression du terme général des séries récurrentes, lorsque
I'équation génératrice a des racines égales. — Memoire sur les sphéroides
elliptiques. — Mémoire sur la méthode d’interpolation. — Mémoire sur 'équa-
tion séculaire de la Lune. — Mémoire sur une loi générale d’'Optique. — Rap-
ports.

Le Tome VI contient : Recherches sur la libration de la Lune. — Recherches
sur les 1mégalités des satellites de Jupiter. — Essai sur le probkme des trois
Corps. — Sur ’équation séculaire de la Lune. — Recherches sur la théorie
des perturbations que les coméles peuvent éprouver par l'action des planétes.
— Recherches sur la maniére de former des Tables des planétes, d’aprés les

seules observations. — Lettres & Laplace sur la théorie des inégalités sécu-
laires des planétes. — Recherches sur les équations séculaires des mouvements
des neeuds et des inclinaisons des orbites des planétes. — Mémoire sur la

théorie des variations des éléments des planédtes, el en particulier des varia~
tions des grands axes de leurs orbites. — Mémoire sur la théorie générale de
la variation des constantes arbitraires dans tous les problémes de Mécanique. —
Second Mémoire sur la théorie de la variation des constantes arbitraires dans
les problémes de Mécanique. .

Le ToMe VII contient : Additions aux éléments d’Algébre d’Euler. Analyse
indéterminée. — Legons élémentaires sur les Mathématiques données a I’Ecole
Normale en 1795. — Essai d’Analyse numérique sur la transformation des
fractions. — Sur le principe des vitesses virtuelles. — Discours sur I'objet de
la théorie des fonctions analytiques. — Solutions de quelques Problémes rela:
tifs aux triangles sphériques, avec une analyse compléte de ces triangles. —
Eclaircissement d'une difficulté singuliére qui se rencontre dans le calcul de
P’attraction des sphéroides trés peu différents de la sphére. — Compas de
réduction pour la distance de la Lune aux étoiles. — Sur lorigine des
cométes. — Remarques sur la méthode des projections pour le calcul des
éclipses de Soleil ou d’étoiles. = Sur le calcul des éclipses sujettes aux paral-~
laxes. — Nouvelle méthode pour déterminer lorbite des cométes d’aprés les
observations. — Nouveau moyen de déterminer la longitude de Jupiter et de
Saturne au moyen d'une Table & simple entrée. — Addition au Mémoire sur
le calcul des éclipses sujettes aux parallaxes. — Sur la diminution de l'obli-
quité de l'écliptique. — Sur les interpolations. — Valeurs des variations
annuelles des éléments des orbites des planéles. — Equation pour la détermi-
nation des éléments de V’orbite d’une planéte ou d’une cométe au moyen de
trois observations peu éloignées. — Essai ’Arithmétique politique sur les pre-
miers besoins de lintérieur de la République. — Lettera di Luigi di La Grange
Tournier, Torinese, all’illustrissimo signor conte Giulio Carlo da Fagnano,
contenente una nuova serie per i diiferenziali ed integrali di qualsivoglia
grado, corrispondente alla Newtoniana per le potesta e le radici. — Note sur
un paradoxe qu’on rencontre dans les formules de l’attraction d’un point sur
une surface sphérique quelconque. — Note sur la métaphysique du Calcul infi-
nitésimal. — Formules relatives au mouvement du boulet dans 'intérieur du
canon, extraites des manuscrits de Lagrange, par Poisson.

Le Tome VIII (Résolution des équations numériques) contient : Méthode
pour trouver, dans une équation numérique quelconque, la valeur entiére la
plus approchée de chacune de ses racines réelles. — De la maniére d’'avoir les
racines égales et les racines imaginaires des équations. — Nouvelle méthode
pour approcher des racines des équations numériques. — Application des mé-
thodes précédentes & quelques exemples. — Sur les racines imaginaires. (1. Sur
la maniére de reconnalitre si une équation a des racines imaginaires. — 2. Ou
I'on donne des régles pour déterminer dans certains cas le nombre des racines
imaginaires des équations. — 3. Ou l'on applique la théorie précédente aux
équations des second, troisiéme et quatriéme degrés. — 4. Sur la maniére de
trouver les racines imaginaires d’une équation.} — Sur la maniére d’approcher
de la valeur numérique des racines des équations par les fractions continues.
(1. Sur les fractions continues périodiques. — 2. Ol I'on donne une maniére
trés simple de réduire en fractions continues les racines des équations du
second degré. ~— 3. Généralisation de la théorie des fractions continues. —
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4. Oi1 Pon propose différents moyens pour simplifier le calcul des racines par
les fractions continues.) — Notes sur la theorie des équations algebriques.

Le Tome IX Theorie des fonctions analytiques) contient : INTRODUCTION.
Des fonctions en general; des fonctions primitives et dérivées. — Des diflé-
rentes mani 1es dont on a envisagé le Calcul différentiel. — Objet de cet Ou-
yrage. — 1** PARTIE : Exposition de la théorie avec ses princip ux usages
dans U'Analyse. — II° PARTIE : Application de la théorie des fonctions & la
Géométrie. — I1I° P\r7IE @ Application de la théorie des fonctions a la Méca-
nigue. — NoTE de Serret.

Le ToMr X Legons sur le Calcul des fonctions) contient : Avertissement. —
Sur Pobjet du Calcul des Fonctions et sur les Fonctions en général. — Sur
le developpcment d’une Fonction d’une variable, lorsqu’on attribue un accrois-
sement a cette variable. Loi générale de ce developpement. Origin  des Fonce-~
tions dérivée Differents ordres de ces Fonctions. Leur notation — tonctions
dérivées des puissances. Développement d’une puissance quelconque d'un
binome. — Fonctions dérivees des quantités exponentielles et logarithmiques.
Développement de ces quantités en séries. — Fonctions derivees des sinus et
cosinus d’angles exprimes par les sinus et cosinus. Développement de ces
quantités en series. — Fonctions dérivées des quantités composées de diffé-
rentes fonctions d une méme variable ou dépendantes de ces fonctions par des
équations données. — Sur la maniére de rapporter les Fonctions dérivées a
différentes va 1ables. — Du développement des Fonctions lorsqu’on donne &
la variable une valeur déterminée. Cas dans lesquels la régle générale est en
défaut. Analyse de ces cas. Des valeurs des fractions dont le numérateur et le
dénominateur s’evanouissent a la fois. — De la maniére d’avoir les limites du
developpement d’une fonction, lorsqu’on n’a égard qu’a un nombre délerminé
de termes. Cas dans lesquels les principes du Calcul différentiel sont en défaut.
Théoreme fondamentai. Limites de plusieurs séries. Maniére rigoureuse d’ine-
troduire les konctions dérivées dans Ia théorie des courbes et dans celle des
mouvements vairies. — Des équations dérivées et de leur usage pour la trans-
formation des lonctions. Analyse des sections angulaires. — Suite de I’analyse
des sections angulaires, ou 'on démoutre les formules générales données dans
la Legon Preccdente. — Théorie genérale des équations dérivées et des cons-
tantes arbitraires. Théorie des maultiplicateurs des équations dérivées. —
Des valeurs stnguliéres qui satisfont aux équations dérivées, et qui ne sont pas
comprises dans les équations primitives. Théorie des équations primitives sin-
gulieres. — Comment l'équation primitive singuliére résulte de I'équation
dérivée. — Equations dérivées qui ont des équations primitives singuliéres
données. Analyse d’une ciasse d’équations de tous les ordres qui ont toujours
nécessairemen des équations primitives singuliéres. — Sur différents Pro-
plémes relatifs a la theorie des équations primitives et singuliéres. — Digres—
sion sur les e 1 ations avx differences finies, sur le passage de ces différences
aux d fférentie les et sur Pinvention du Calcul differentiel. — Des fonctions
de deux ou plusieurs variables: de leurs fonctions dérivées. Notation et forma-
tion de ces fonctions. — Equations dérivées a plusieurs variables. Théorie de
ces équations. V ‘thodes générales pour trouver les équations primitives des
équations du p1 muer ordre & plusieurs variables. Des équations de condition
par lesquelles on peut reconnaitre si une fonction d’'un ordre quelconque de
>lusicurs varables est une fonction dérivée exacte. Analogie de ces équatious
svec celles du probléme des isopérimétres. Histoire de ce probléme. Méthode

des variations. — Méthode des variations, déduite de la considération des
‘onctions.

Les Tovrs XY et XII comprennent la Mécanigque Analytique (voir prospectus
spécial)

Le Tome XIII (Correspondance ) contient 72 Lettres inédites qui sont publiées
d’apiés les manuscrits autographes de d’Alembert et de Lagrange conservés a
la Bibliothéque de P'Institut de France. Ces Lettres, d'un graand intérét scien-
ufique et historique, sont mises en ordre et annotées par Ludovic Lalanne.

Le Tome XIV et dernier renferme, entre autres, la Correspondance inédite de
Lagrange avec Condorcet, Euler, Laplace, etc.; il est précedé d'une Notice
deslinée & completer celle que 'on doit & Delambre, et qui a été renroduite en
téte du premier Volume de la Collection.
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—

Eunvol franco dans teoule 'Lnion postale contre mandat de poste ou valenr sur Par.i.

LAURENT (H.), Examinateur d'admission & I'Ecole Polyiechmave. —
Traité d’Analyse. 7 beaux volumes in-8, se vendant séparemr ni.

Tome I. — Calcul différentiel. dpplications analytiques; 188...., 10 fr.
Tome 1. — Applications geometriques; 1887 .cvuvevviiiiniiiiain. 12 Ir.
Tome III. — Calcul integral. Infegrales définies el indefinies; 1%03. 12 fr.
Tome 1V, — Theorte des fonctions algébrigues et de leurs intégra es

A88g.ciiei i Seseteeninetereriennian 12 fr.
Tome V. — Ejuations différenticlles ordinaires; 1890.c.ceruivva.. 10 fr.
Tome VI. — Equations aux derivées partielles; 1850 ... veerearerrn. 8 fr. 50 ¢.
Tome VII, — Applications Zc’ométriques de la théorie des équations

différentielles ; 1891 . vviiuunnnn... veetearevesicann 5 fr, 5o c.

Ce Traité contient, sous forme didactique, la partie de I’Analyse qu’il est
indispensable de connaitre dans I'état actuel de la Science pour pouveir
aborder la lecture des Mémoires des savants de notre épogue. Les candi~
dats 3 la Licence y trouveront développébes toutes les matieres de leur pro-
gramme; les paragraphes relatifs a ce programme sont d'ailleurs indiquée
dans ta Table des matiéres au moyen d’un astérisque. Un grana nombpre
d’autres paragraphes pourront, sans 8tre exigés, étre lus par eux avec fruit.
A la fin de presque tous les Chapitres figurent un certain nombre de Notes
bibliographiques, de théories rapidement résumées ou d’exercices sur les
matieres développées dans le texte.

L'auteur s’est‘efforcé de rendre toutes les démonstrations claires et
rigoureuses; il a autant que possible cherchd A éviter dans les démonstra-
tions les artifices de calculs qui cachent les méthodes d’invention, enfin il
a cherché a imiter la maniére de Cauchy en reproduisant, toutes les fois que
cela a été possible, les démonstrations de notre illustre compatriote; dans
un grand nombre de circonstances, ¢'est Jacobi que I'on a pri> pour modele
et presque Fartout co sont les doctrines de ces deux grands geometres qu
ont inspire ['autour.

Les deux premiers Volumes contiennent le Calcul différentiel avec sos
applications géométriques et analytiques; parmi ces applications, il convient
de signaler la théorie des formoes et une théorie développée des points sin-
guliers dont le role est aujourd’hui trés impo{tant dans la tgéorie des
fonctions.

Le troi 1dme Volume contient la théorie des intégrales définies et indéfi-
nies avec ses applications a I'étude des fonctions uniformes. Les méthodes
indiquées dans ce VYolume pour le calcul des intégrales indéfimes, sans diffé-
rer totalement des méthodes enseignées ordinairement, sont souvent plus ra-
pides et mo ns sujettes aux fautes de calcul que fontsouvent les commengants.

Le quatrieme Volume est consacré al’étude des fonctions non umformes
et aleurs nt grales. La théoriedes fonctions elliptiques y est exposée d’aprés
les idées de Cauchy, de Jacobi et de M. Hermite; les fonctions abéliennes
d'aprés  les de Riemann, en profitant des progrés réalisés depuis la mort
de ce savait.

Le cin  1eme Volum® contient la théorie des équations différenti lles
or linai ves et I'auteur a poussé 'étude de ces équations aussi loin qu il a pu
san faire intervenir la théorie des substitutions, qui semble aijourd hui
form>r u1e braiche de la science distincte da reste de I'analy-e; 1l contiend
ég lement le calcul des variations des intégrales simples.
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Le sixidme Volume est consacré aux équations aux dérivées partielles,
au principe de Dirichlet et au calcul des variations des intégrales multiples;
an y trouve un chapitre sur les équations aux differences et sur les équa-
tions fonctionnelles. L'Auteur a simplifié un certain nombre de théories au
moven de cette remarque, que les conditions réputées nécessaires et
suffisantes d’intégrabilité des expressions différentielles ne sont pas toutes
absolument nécessaires, en ce sens qu’elles rentrent plus ou moins les
unes dans les autres.

Enfin le septieme Volume est consacré aux applications de la théorie des
équations différentielles 4 la Géométrie. On y trouve la théorie des lignes
tracées sur les surfaces, les coordonnées curvilignes et la géométrie des
lignes droites.

Titres des Chapitres.

Tome I. — Introduction. Théorie générale des séries. Théorie des dérivées.
Différences des fonctions d’'une variable. Théorie des différentielles des fonctions
d’une seule variable. Dérivées, différences et différentielles des fonctions de
plusieurs variables. Des déterminants fonctiennels et des fonctions implicites.
Fonctions de variables imaginaires. Changement de variable dans les fonctions
d’une seule variable indépendante. Théorie des substitutions linéaires. Sur
Pélimination. Résolution des questions de maximum et de minimum. Sur les
valeurs des fonctions qui se présentent sous une forme singuliére.

Tome II. — Des questions de Géométrie plane qui dépendent des infiniment
petits du premier ordre. Etude des questions qui dépendent d'infiniment petits
d’ordre supérieur au premier. Etude des points singuliers. Des questions de
Géométrie dans ’espace qui dépendent d’infiniment petits da premier ordre.
Des questions qui dépendent d’infiniment petits d’ordre supérieur. Des questions
qui dépendent d’infiniment petits d’ordre supérieur au premier dans les surfaces.

Tome III. — Introduction. Calcul des intégrales. Théorie des intégrales
définies. Sur les intégrales multiples. Intégrales des différentieiles totales. Inté-
grales définies prises entre des limites imaginaires et résidus de Cauchy. Inté-
gration par les séries. Propriétés des fonctions monogénes et monodromes. Des
fonctions périodiques. Sur Vinterpolation des fonctions numériques. Formules
de quadrature.

Tome IV. — Théorie des fonctions synectiques de plusieurs variables, Théorie
des fonctions algébriques. Sur la transformation des figures planes. Applica-
tions géométriques des doctrines exposées au Chapitre précégent. Des trans-
cendantes engendrées par lintégration indéfinie. Théorie des intégrales ellip-
tiques. Théorie des fonctions elliptiques. Théorie générale des fonctions
doublement périodiques et des fonctions auxiliaires. Fonctions modulaires.
Applications géométriques de la théorie des fonctions elliptiques. Etude des
fonctions abéliennes. ,

Tome V. — Généralités sur les équations différenticlles. Equations du pre-
mier ordre. Des équations lindaires. Etude de quelques équations linéaires.
Intégration des équations d’ordre supérieur non linéaires. Equations différen-
tielles simultanées. Théorie des fractions continues. Calcul des variations des
intégrales simples.

Tome VI. — Equations linéaires aux dérivées partielles du premier ordre 2
une inconnue. Théorie des équations quelconques aux dérivées partielles du
premier ordre & une inconnue. Equations aux différentielles totales et équa-
tions simultanées aux dérivées partielles. Equations aux dérivées partielles
d’or fre supérieur et équations simultanées. Des équations aux différences finies.
qu?atulms fonctionnelles. Des fonctions harmoniques. Variations des intégrales
multiples.

Tome VII. —Etude des courbes que 'on peut tracer sur une surface donnee.
Géometrie spherin}ue. Des coordonnées curviligned sur une surface. Des
coordonnées curvilignes dans I'espace. Théorie des surfaces gauches. La géo-
métrie des lignes droites.
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COURS

DE

CALCUL DIFFERENTIEL
ET INTEGRAL,

Par J.-A. SERRET,

MEMBRE DE L'INSTITUT ET DU BUREAU DES LONGITUDES.

SIXIEME EDITION,

AUGMENTEE D’'UNE

NOTE SUR LA THEORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES,

Par M. Ca. HERMITE.

2 FORTS VOLUMES IN-8, AVEC FIGURES; 19II. — PRIX : 25 FRANCS.

D G —————

Avertissement des Editeurs.

Cet Ouvrage reproduit en substance les Legons professées par M. J.<R
Serret & la Sorbonne. L’Auteur n’avait pas cru toutefois devoir se renfermer
dans leg limites de son enseignement oral, et les diverses théories qu'il
avait & exposer ont regu lous les développements utiles. Les re les du
Calcul différentiel et les applications de ce Calcul & la Géométrie fong
I'objet du Tome 1. Le Tome II traite du Calcul intégral.

M. Ch. Hermite a bien voylu ajouter & la fin du Tome II (p. 735-go4)
une Notice sur la Théorie des fonctions elliptiques.

————— O ————
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TABLE DES MATIERES DU TOME PREMIER.

AVERTISSEMENT.

CALCUL DIFFERENTIEL.

CHAPITRE PREMIER. — NoTions PRELIMINAIRES. — Des fonctions. — Des limites.
— Des infiniment petits et des infiniment grands. — Divers ordres d'infiniment
petits. — De la methode infinitésimale,

CHAPITRE I1. — DIFFERCNTIATION DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE INDEPENDANTE. — Da

la continuite. — Des dérivées. — Des différentielles. — Théoréme relatif aux fone
tions de fonctions, — Objet du Calcul différentiel. — Différentiation des fonctions
algébriques explicites. — Application des régles précédentes. — Application a

quelques problémes simples. — Théoréme relatif a la differentiation des fonctions
composées de plusieurs fonctions d'une variable indépendante. — Conséquence du
théoréme précédent. — Différentiation des logarithmes et des exponentielles. — Dif-
férentiation des fonctions circulaires, — Différentiation des fonctions implicites.
— De I’élimination des constantes arbitraires.

CHAPITRE 1Il. — DIFFERENTIELLES DES ORDRLCS SUPERIEURS DES FONCTIONS D’UNE
SEULE VARIABLE. — Des dérivées des divers ordres. — Des dilférentielles des divers
ordres. — Des différences des divers ordres. — Représentation des diverses dérivées
auxquelles conduit la considérvation d’une fonction de plusicurs variables. — Cal-
cul des différentielles des divers ordres d’une fonction composée de plusieurs
fonctions. — Cas d’un produit de plusieurs fonctions. — Différentielles des divers
ordies des fonctions implicites. — Sur I’élimination des arbitraires. — Du chan-
gement de la variable indépendante. — Du changement de toutes les variables.

CHAPITRE IV. — DES DIFFERENTIELLES DES DIVERS ORDRES DES FONCTIONS DE PLU-
SIEURS VARIABLES INDEPENDANTES. — Des differentielles partielles et de la différentielle
totale d'une fonction de plusieurs variables indépendantes. — Comparaison de
I’accroisscment d’une fonction de plusieurs variables a la differentielle, — Théoréme
relatif & la différentiation d’une fonction composée de fonctions de plusieurs
variables indépendantes. — Différentielles partielles et différentielles totales des
ordres supérieurs des fonctions de plusieurs variables indépendantes. — Calcul
des différentielles des divers ordres des fonctions implicites de plusienrs variables
indépendantes, — De I'élimination des fonctions arbitraires. — Du changement des
variables indépendantes. — Du changement de toutes les variables, — Transfor-
mation de Legendre.

CHAPITRE V. — DEVELOFPEMENT DES FONCTIONS EN SERIES. — Notions préliminaives
sur les séries. — Expression de la valeur que prend, pour & = z, - %, unc fonc
tion qui s’annule, avec ses » — 1 premiéres dérivées, pour x = x,. — I'ormule de
Taylor. ~—~ Remarques sur la formule de Taylor, — Formule de Maclaurin. — D¢é-
veloppement de la fonction e* en série ordonnée suivant les puissances enti¢res
de x. — Développement des fonctions cosx et sinx en séries ordonnées suivant les
puissances entiéres de 2. — Developpement de 1a fonction log(1 —+ x) en serie or-
donnée suivant les puissances entiéres de z. — Formules relatives au calcul des
Jogarithmes. — Formule du binéme. — Developpement de la fonction f(x— %)
en série ordonnée suivant les puissances de %, dans les cas ot la formule de Taylor
n’a pas lieu. — Determination de la limite vers laquelle tend le rapport de deux
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fonctions qui tendent 'une et I’autre vers zéro ou vers I'infini. — Représentation
des fonctions e et logx par des limites de fonctions algébriques. — Extension des
formules de Taylor et de Maclaurin aux fonctions de plusieurs variables. — Théo-
réme relatif aux fonctions homogénes.

CHAPITRE VI. — THEORIE DES MAXIMA ET DES MINIMA., — Des maxima et des mi-
nima des fonctions d'une seule variable. — Application & quelques exemples.
— Remarque sur les maxima et les minima relatifs. — Cas des fonctions implicites
d’une seule variable indépendante. — Des maxima et des minima des fonctions de
plusieurs variables indépendantes. — Application & quelques exemples. — Cas
ol les dérivées partielles d’une fonction de plusieurs variables cessent d’étre dé-
terminées quand on donne aux variables les valeurs qui répondent au maximum
ou au minimum. — Cas des fonctions implicites de plusieurs variables indépen-
dantes. — Remarque sur le cas d’une fonction explicite de plusieurs variables lices
par des équations données.

CHAPITRE VII. — TaEORIE DES COURRES PLANES. — De la tangente et de la nor-
male aux courbes planes. — Limite des tangentes. — Ordre du contact d'une
courbe avec sa tangente. — Points d’inflexion. — Concavité et convexité. — Em-
ploi des coordonnées homogénes. — Recherche des points d’inflexion des courbes.
— Des points singuliers des courbes planes. — Caractére analytique des points
singuliers. — Recherche de la nature des points singuliers. — Différentielle de
Yaire d’une courbe plane. — Différentielle de la longueur d’un arc de courbe plane.
— Du rayon de courbure et du centre de courbure en un point d’une courbe plane.
— Des développées et des développantes des courbes planes. — Formules relatives
au systéme des coordonnées polaires. — Des courbes enveloppes. — Contacts des
divers ordres des courbes planes.— Des courbes osculatrices.— Du cercle osculateur.

CHAPITRE VIII. — APPLICATIONS DE LA THEORIE DES COURBES PLANES. — Aire des
sections coniques. — De {a différentielle d’un arc de section conique. — Rayon de
courbure des sections coniques. — Développées des sections coniques. — De la
cycloide. -—— Des épicycloides. — De la développante du cercle. — De la spirale
d’Archiméde et de la spirale hyperbolique. — De la spirale logarithmique. —
Applications de la théorie des enveloppes.

CHAPITRE IX. — THEORIE DES COURBES GAUCRES ET DES SURFACES COURBES.-— De
la tangente et du plan normal d’une courbe quelconque. — Du plan tangent et de
la normale & une surface courbe. — Emploi des coordonnées homogénes. — Dif-
férentielle de la longueur d’un are de courbe quelconque. — Expressions des cosinus
des angles que fait Ia tangente d’une courbe avec les directions de trois axes ree-
tangulaires. — Du rayon de courbure en un point d’une courbe quelconque. —~
De la normale principale en un point d’une courbe+gauche.— Du centre de cour-
bure en un point d’une courbe gauche. — Expressions des cosinus des angles qui
déterminent la direction de 'axe du cercle de courbure. — Expression de la dif-
férence entre un arc de courbe et sa corde. — De l'ordre du contact d"une courbe
et d’une surface. — Des surfaces osculatrices en un point d’'une courbe donnée,
— Du plan osculateur en un point d’une courbe donnée. — De la torsion ou
seconde courbure des courbes gauches. — Résumé et complément des formules
principales relatives a la théorie des courbes gauches. — De la sphére osculatrice
en un point d’une courbe donnée. — Expressions des coordonnées du centre et
Ju rayon de la sphére osculatrice en un point d’une courbe. — Des surfaces
enveloppes. — Des surfaces développables. — De la surface polaire. — Lieu des
oentres des sphéres osculatrices aux divers points d’une courbe donnée. — Théoric
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générale dds développées et des développantes, — Application des théories précé-
dentes & 1'helice. — De I'ordre du contact de deux courbes quelconques. — Des
courbes osculatrices. — Du cercle osculateur en un point d’ane courbe gauche.
— Sondentité avec le cercle de courbure. — Du contact des surfaces courbes.

CHAPITRE X. — DES LIGNES TRACEES SUR LES SURFACES COURBES. — ETUDE DE pI-
VERSES CLASSES DE SURFACES. — Expression du rayon de courbure d’une courbe
tracée sur une surface donnée. —Théoréme de Meunier. — Comparaison des
rayons de courbure des sections normales en un point d’une surface. — Des
sections principales. — Autre maniére de présenter les résultats qui précédent.
— De Vindicatrice. — Cas ou la théorie précédente est en défaut. — De V'enve-
foppe des plans tangents a4 une surface aux divers points d’une courbe donnée.
— Des tangentes conjuguées. — Expressions générales des rayons de courbure
principaux, en un point queleconque d’une surface. — Détermination des ombilics.
— Détermination des ombilics de I'ellipsoide. — Des lignes de courbure d’une
surface, — Propriétés relatives aux lignes de courbure. — De la surface dont tous
les points sont des ombilics. — Des systémes triples de surfaces orthogonales. —
Théoréme de M. Dupin sur les surfaces orthogonales. — Des systémes triples de
surfaces orthogonales du deuxiéme degré. — Des lignes de courbure de I’ellipsoide.
Des lignes de niveau et des lignes de plus grande pente — Des surfaces reglees;
leur distinction en surfaces développables et en surfaces gauches. — Des surfaces
cylindriques. — Equation aux dérivées partielles de ces surfaces. — Des surfaces
coniques. — Kquation aux dérivées partielles de ces surfaces. — Des surfaces
coneides — lquation aux dérivées partielles de ces surfaces. — Des surfaces
de révolution. — Equation aux dérivées partielles de ces surfaces. — De I'équation
aux dérivées partielles des surfaces développables. — Des suriaces des canaux. —
De I’équation aux dérivées partielles des surfaces reglées.

CHAPITRE XIl. — DES FONCTIONS DE VARIABLES IMAGINAIRES. — Maniére de repré-
senter les variables imaginaires. — Des fonctions algébriques. — Des séries dont
les termes sont imuginaires. -— Définition de la fonction exponentielle, dans le cas
d’une variable imuginaire. — Definition des fonctions circulaires directes, dans
le cas d’une variable imaginaire, — Relations entre les fonctions exponenticlles
et les fonctjons cirenlaires. — De la fonction logarithmique et des fonctions cic-
zulaires inverses, dans le cas d’une variable imaginaire. — De la continuite. — De-
rivée et differentieile d’une fonction d’une variable imaginaire. — Démonstration
d’un théoréme de Cauchy. — Formule de Maclaurin. — Formule de Lagrange. —
Applications de la formule de Lagrange.

CHAPITRE XII. — DEcCoMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES EN FRACTIONS SIM-
pLES, ~— Théorémes relatifs a la décomposition des fractions rationnelles. — Cas
d’'une fraction raiionnclle dont le démominateur n’a que des facteurs simples.
— Méthodes pour eiiectuer la décomposition d’une fraction rationnelle, dans le cas
général. — Forme nouvelle de Pexpression d’une fonction rationnelle décomposée
en fractions ssmples. — Mode particulier de décomposition pour les fractions ra-
tiongelles et réelies dont le dénominateur a des facteurs linéaires imaginaires.
— Tdieraination d’une fonction entiére par le moyen des valeurs qui répondent
a dr ¥ varenrs qonnces de la variable.
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TABLE DES MATIERES DU TOME SECOND.

CALCUL INTEGRAL.

CHAPITRE PREMIER. — DE L'INTEGRATION DES DIFFERENTIELLES. — Objet du Calenl
intégral. — Des intégrales indéfinies et des intégrales définies. — Des procédés
d’intégration. — Intégration des dilférentielles rationnelles. — Conditions pour
que Vintégrale d’une différentielle rationnelle soit algébrique. — Autre forme de
Pintégrale des différentielles rationnelles. — Des différentielles algébriques qui ne
renferment pas d’autres irrationnelles que des puissances fractionnaires de la
variable. — Des différentielles algébriques qui ne renferment pas d’autres irration-
nelles que la racine carrée d’'un polyndme du deuxiéme degré. — Etude des diffé-
rentielles algébriques qui ne renferment pas d’autres irrationnelles que la racine
carrée d’'un polyndome du troisiéme ou du quatriéme degré. — Des fonctions ellip-
tiques. — Des di(férentielles binémes. — Réduction de I'intégrale d’une différen-
tielle bindme. — De quelques différentielles binémes dont Vintégrale se raméne
aux fonections elliptiques. — Intégration de quelques différentielles transcendantes.
— Intégration des différentielles de la forme Pdz, P étant un produit de sinus ou
de cosinus de fonctions linéaires de z. — Intégration des différentielles de la
forme sin™x cos"zdzx. — De Vintégration des différentielles qui renferment plu-
sieurs variables indépendantes. — Autre forme de l'intégrale d’une différentielle
renfermant plusieurs variables indépendantes. — Intégration des différentielles
dans le cas des variables imaginaires.

CHAPITRE II. — THEORIE DES INTEGRALES PEFINIES. — Propriétés fondamentales
des intégrales définies. ~—— Cas oli les limites des intégrales sont infinies. — Cas ou

Ia fonction contenue sous le signefdevient infinie aux limites de l'intégrale. —

Cas ot la fonction contenue sous le signef devient infinie entre les limites de

Iintégration. — Démonstration nouvelle de la formule de Taylor. — De l'inté-
gration par séries. — Différentiation des intégrales. — Différentiation sous le

signef — Intégration sous le signef — Détermination des valeurs de quelques
intégrales définies. — Sur quelques conséquences des formules précédentes. —
Application de la différentiation et de V'intégration sous le signe | ala détermina-

tion de certaines intégrales définies. — Sur le passage des quantités réelles aux
imaginaires. — Formule de Cauchy. — Emploi des intégrales définies pour repré-
scnter les coefficicnts des séries qui procédent suivant les sinus ou cosinus des
multiples d’une variable. — Remarques sur le changement de variables dans les
intégrales definies. — Sur les valeurs multiples que peuvent avoir les integrales
prises entre deux limites déterminées. — De la double période des fonetions ellip-

tigues.
CHAPITRE II. — THEORIE DES INTEGRALES EULERIENNES. — Des intcgrales Eulé-
riennes de premiére et de seconde espéce. — Réduction des integrales de pre-

miére espéce a celles de seconde espéce. — Premiére proprieté des fonctions I'e —
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Deuxiéme propriété des fonctions I'. — Troisiéme propriété des fonctions I'. — Re~
présentation de la fonction logI' () par une intégrale définie. — Développement de
1a fonction log I’ () en série. — Développement de la fonction logI' (1 -+ x ) en serie
convergente ordonnée suivant les puissances croissantes de x pour les valeurs de x

comprises entre — 1 et + 1. — Evaluation dela fonction @iiz dansle cas o x

est un nombre commensurable. — Recherche du minimum de la fonction T'(x). —
Remarque sur I'interpolation de la fonction numérique 1.2.3...(x —1). —Démons-
trations nouvelles des propriétés de la fonction I'(x). — Application de la théorie
des intégrales Eulériennes a la détermination de quelques intégrales définies. —
Sur I’évaluation du produit1.2.3...x, quand x est un grand nombre. —Extension
des formules précédentes au cas ol z n’est pas un nombre entier positif. — Formule
de Stirling.

CHAPITRE IV. — DE LA QUADRATURE ET DE LA RECTIFICATION DES COURBRS. — De
la quadrature des courbes planes. — De la rectification des courbes. — Rectification
de I’ellipse et de I’hyperbole. — Du changement du module dans les fonctions
elliptiques. — Théoréme de Landen. — Des courbes algébriques dont les arcs
s’expriment par des arcs de cercle. — Rectification de la lemniscate et de I’ovale
d# Cassini. — Des courbes algébriques dont les arcs s’expriment par des fonctions
slliptiques dr premiére espéce.

CHAPITEZ V. — DE LA CUBATURE DES SOLIDES ET DE LA QUADRATURE DES SURFACES
COURBES. — DES INTEGRALES MULTIPLES. — Volume d’un cylindre a base quelconque.
— Expression du volume de la portion d’un corps quelconque comprige entre deux
plans paralléles. — Application & quelques exemples. — Application aux solides
de révolution. — Considérations nouvelles relatives a la détermination du volume
des corps terminés par des surfaces quelcongues. — Sur P'application des formules
précédentes a des questions diverses. — De l'aire des surfaces courbes, — Cas des
surfaces de réyolution. — Applications de la methode pour la détermination de
Vairs des surfaces courbes quelconques. — Formule générale pour 1a détermination
de I’aire des gurfaces courbes. — Formule générale pour la détermination des
volumes. — Cas particulier des coordonnées polaires. — Du changement de variables
dans les intégrales multiples. — Sur une généralisation d’une formule relative a
Ja théorie des intégrales Eulériennes. — Applications. — Aire de 'ellipsoide.

CHAPITRE VI. — THEORIE GENERALE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES. —
Des équations diftérentielles. — Des équations intégrales. — Propositions préli-
minaires. — Démonstration de Vexistence de 1'intégrale générale d’une équation
différentielle du premier ordre, 4 deux variables. — Démonstration de Pexistence
du systéme intégral d’un systéme d’équations différentielles du premier ordre. —
Propriétés desintégrales d’un systéme d’équations différentielles du premier ordre.
~— Réductiezn des systémes d’équations différentielles entre un nombre quelconque
de variables, a des équations différentielles qui ne renferment que deux variables.
— Des intégrales des divers ordres d’une équation différentielle d’ordre quelconque,
a deux variables. — Definition des intégrales particuliéres et des solutions parti-
culiéres des cquations diflérentielles. — De la solution particuliére d’une équation
différentielle du premier ordre. — Des solutions particuliéres des équations diffé-

rentielles & deux variables, d’ordres supérieurs au premier. — Application de la
théorie precedente & un exemple. — Sur une classe remarquable d’equations
differentielle;.

CHAPITRE VII. — DE L INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFEREWTIELLES DU PREMIER ORDRE
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& DEUX VARIABLES. — De la séparation des variables. -— Intégration des équations dea
d

forme d—.: =f (‘f) +— Intégration de 1’équation linéaire du premier ordre. — D’un=

classe d’équations réductibles & la forme linéaire. — D’une classe d’équations dons
2n peut determiner 'intégrale générale quand on connait une intégrale particuliére,
— De Y'équation de Riccati. — De Péquation L(xdy — ydx)— Mdy+ Ndzx=o,
dans laquelle L, M, N désignent des fonctions linéaires. — Cas des equatiors
différentielles F (x, s %) =0, qui ne sont pas résolues par rapport a %- —
Des équations différentielles linéaires par rapport aux variables. — Application &
quelques exemples. — Du probléme des trajectoires. — Des facteurs propres a
rendre différentielle exacte une expression de la forme Pdxr+ Qdy. — Recherche
du facteur propre 4 rendre Pdzr + Qdy une diflérentielle exacte. — Application du
Calcul intégral & la démonstration des propriétés fondamentales des transcen-
dantes simples & différentielles algébrigues. — Propriété fondamentale des fonc~
tions elliptiques.

°
CHAPITRE VIIIl. — D L’INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DES ORDRES
i

supEriEuRs. — De V’équation f{'—dx{ =X, ot X désigne une fonction donnée de x. —
Des équations ol ne figurent que deux dérivées consécutives de lafonction inconnue.
-— Des équations ol ne figurent que deux dérivées dont les ordres différent de denx
unités. — Cas oil I'on peut abaisser ’ordre des équations différentielles. — Appl:-
cation des résultats qui précédent i quelques exemples. — Usage d’un [acteus
pour Vintégration des éqnations différentielles d’ordre quelconque. — Usage de 12
différentiation pour l'intégration des équations différentielles. — Solution d’un pra-
bléme qui exige Vintégration d’un systéme d’équations differentielles simultanéee.
CHAPITRE IX. — THEORIE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES. — Des équa-
tions linéaires. — Propriétés des équations linéaires dépourvues de second membre,
— Intégration d’une équation linéaire pourvue d’un second membre, dans le cis
ou I'on connaft V'intégrale générale de I’équation privée de second membre. —-
Réduction d’'une équation linéaire & une autre d’ordre inférieur, dans le cas oii
T'on connalt une ou plusieurs intégrales particuliéres de ’équation privée de second
membre. — Autre maniére d’effectuer la réduction d’une équation linéaire 2 un
équation linéaire d’ordre inférieur. — Des équations linéaires du deuxiéme ordre.
— Des équations linéaires sans second membre, & coefficients constants. Deu
équations linéaires pourvues d’un second membre et a coefficients constants. —
Sur un cas des équations linéaires réductible a celui des coefficients constants. —-
Des systémes d’équations linéaires simultanées. — Methode de d’Alembert pour
ramener aux équations &4 deux variables les systémes d’equations lineaires du pre-
mier ordre. — Intégration d’un systéme d’équations pourvues de seconds membres,
dans le cas oit I'on connait les intégrales des mémes équations privées de seconds
membres. — Autre méthode pour la recherche des intégrales dans le cas des
coefficients constants. — Sur une classe d’équations différentielles linéaires.
CHAPITRE X. — DE LU'INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES PAR LES SERIES
OU PAR LES INTEGRALES DEFINIES.- — Emploi des formules de Taylor et de Maclaurin
— Changement de variable combiné avec 1’emploi de la formule de Maclaurin. —
Ewploi de la méthode des coefficients indéterminés. — De P'équation de Riccatl.
— De P'intégration des équations différentielles par le moyen des intégrales défi-
nies. — Sur la détermination des intégrales définies par le moven des éauations
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différenticlles. — Exemple de la détermination de la somme d’une série donnee,
par le moyen d’une équation differentielle.

CHAPITRE XI. — DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES OU AUX DIFFERENTIELLES
TOTALES. — Des équations aux dérivées partielles auxquelles on peut appliquer les
procédés d'intégration relatifs aux équations différentielles ordinaires. — Des équa-
tions aux dérivées partielles linéaires par rapport aux dérivées. — Application de
la théorie précedente 4 quelques exemples. — Des équations aux differenticlles
totales. — Définition de V'intégrale génerale d’une équation aux dérivées partielles
du premier ordre. — Des integrales complétes. — Intégration des équations aux
dérivées partielles du premier ordre, dans le cas de deux variables indépendantes.
— Extension de la méthode précédente au cas d'un nombre quelconque de variables
indépendantes. — Remarque sur les solutions particuliéres que peuvent admettre
les équations aux dérivées partielles da premier ordre. — Sur V’intégration d’'une
classe d’équations aux dérivées particlles du deuxiéme ordre, 4 deux variables
indépendantes. — Application de la théorie précédente a quelques exemples. —
Appligation de la transformation de Legendre. — Des équations linéaires aux
dérivées partielles. — De l'intégration des équations aux dérivées partielles, par
les séries ou par les intégrales definies.

CHAPITRE XII. — DE LA METHODE DES VARIATIONS. — Définition des variations
d’un systéme de variables qui dépendent de I’'une d’entre elles. — Théorémes
relatifs & la permutation des caractéristiques. — Expressions des variations d’une
fonction et de ses dérivées, en fonction de la variation de la variable indépendante
et d’une variable nouvelle. — Calcul de la variation d’une intégrale definie. —
Autre maniére de calculer la variation d’une intégrale définie. — Objet de la
méthode des variations. — Recherche des valeurs maxima et mimima d’une inté-
grale définie. — D’une classe particuliére de maxima et de minima relatifs. —
Remarques sur quelques cas particuliers. — Applica*’ » de la méthode des varia-
tions a la solution de quelques problémes.

NOTE SUR LA THEORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES,

PAR M. CH. HERMITE.

Propriétés communes aux fonctions circulaires et elliptiques. — De la périodi-
cité dans les fonctions circulaires et elliptiques. — Définition des fonctions &(x),
H(x), ©,(z), H(x); leurs expressions en produits et en séries. — Relations algé-
briques entrc les fonctions de Jacobi. Definition de snz, cna, dnwx. Equations

différentielles et inversion de l'intégrale elliptique de premiére espece. — Addi-
tion des arguments. Théoréme d’Abel. — Multiplication de 'argument par un
nombre entier. — Sur les intégrales de seconde et de troisiéme espéce. — Re-

marques auxquelles conduit 'expression des intégrales de troisicme espéce. —
Des fonctions de M. Weierstrass. — Réduction aux fonctions elliptiques des fone-
tions doublement périodiques ayant pour périodes 2k et 27&". Théoréme de Liou-
ville. — Reduction aux fonctions elliptiques des fonctions doublement periodiques
ayant pour période 4k et ik,
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LIBRAIRIE GAUTHIER-VILLAKS,

QUAI DES GRANDS-AUGUSTINS, 55, A PARIS (6°).

o

Envol franco dans toute I'Unlon postale contre mandat-poste ou vaisur si¢ ~aris,

(CUVRES COMPLETES

D’AUGUSTIN CAUCHY,

Publiées sous la direction scientifique de l’Académie des Sciences
et sous les auspices de M. le Ministre de l'Instruction publigue.

Liste des Volumes.

Ir» Série. — Minoings, NoTES ET ARTICLES BXTRAITS DES RECUEILS DE L’AcA-
DEMIE DES SCIENCES. 12 volumes in-4.

*ToME 1, 1882 : Théorie de la propagation des ondes & la surface d’un
Jluide pesant, d’une profondeur indefinie. — Memoire sur les inte-
grales definies.

Tomr *II et *III : Mémoires extraits des AMecmoires de l’Académie des

Sciences.

Tome *IV a *XII (1884 2 1900) : Extrait des Comptes rendus de 1’ Aca-
démie des Sciences.

*La Zable générale de la 17 Serie se vend séparément. a fr. 3o c.

« II+ Série. — MEMOIRES EXTRAITS DE DIVERS RECUEILS, QOUVRAGES CLASSIQUES,
MEMOIRES PUBLIES EN CORPS D’OUVRAGE, MEMOIRES PUBLIKS BEPAREMENT.
15 volumes in-§.

*ToMe I : Mémoires extraits du Journal de i’Ecole Polytechnique.

Tome Il : Mémoires extraits de divers recueils : Journal de Liouville,
Bulletin de Férussac, Bulletin de la Socie'te'fhilomathique, Annales
de Gergonne, Correspondance de I’Ecole Polytechnique.

*Tome III, 1897 : Cours d’Analyse de I’Ecole royale Polytechnigque.

*TomE IV, 1898 : Résumé des Legons données a l’Ecole Polytechnique
sur le Calcul infinitésimal. Legons sur le Calcul differentiel.

*Toxe V : Legons sur les applisations du Calcul infinitesimal a la Géo-
métrie.

Tomes *VI a *IX (3897 4 1891) : Anciens exercices de mathématiques.

*ToxE X, 1895 : Résumes analytiques de Turin. Nouveauxr Lzercices
de Prague.

Tomes *XY et XII & XIV : Nouveauzx exercices d’Analyse et de Plyysigue.

ToMe XV : Mémoires sépares.

Les Volumes parus sont indiqués par un astérique.

PRIX DE CHAQUE VOLUME : 25 fr.

Souscription.
II- Séria. — Tome XIT : Nowveaux exercices d'Analyse et de Phy-
SIQUEG. . v itis et i r e (1 | K

Ce Volume, qui paraitra daas le cours de 1914, est mis en souscription, Le
prix en est réduit, poar les souscripteurs qui cn feront leur versement &
avance, & ... vviernnracceinronecenanrsnnrsiaeannn vesevaenass-nrenas 30 fP
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Les anciens souscripteurs qui désirent continuer leur souscription sans
avoir 4 se preoccuper des dates d’apparition des divers Tomes de la Collection
n‘auront qu & envoyer, lorsquils recevront un Volume, fa somme de 20 fr.
pour leur souscription au Volume suivant, et celui-ci leur sera expédié
franco des son apparition.

Table des Matidres du Tome I (I** Série).

Théorie de la propagation des ondes a la surface d'un fluide pesant d'une
profondeur indefinie. Avertissement. — De l’état initial : Des equations qui
déterminent Pétat initial de la masse fluide. Des équations qui déterminent
Pétat initial de la surface. Intégration des équations obtenues dans les sections
précédentes. — Sur Uetat du fluide a une epoque quelconque du mouvement.
Des équations qui subsistenl, a chaque instant du mouvemeant, pour tous les
points de la masse fluide. Des équations qui déterminent, a chaque instant du
mouvement, I'état de Ia surface. Intégration des équations obtenues dans les
sections précédentes. — Lois gé€nérales du mouvement des ondes. Du cas ol
Pon ne cousidére que deux dimensions dans un fluide. Du cas ol U'on considére
4 la fois les trois dimensions du fluide. Notes I a XX.

Mémoire sur les intéqrales définies. Avertissement. Extrait du procés-
verbal de la séance de la classe des Sciences physiques et mathematiques du
lundi 7 novembre 1814. lntroduction. — Des équations qui autorisent le pas-
sage zZu réel a ’imaginaire. Exposition générale de la méthode. Premiére
application. Deuxiéme application. Troisiéme application. Quatriéme appli-
cation. De la séparation des exponentielles. — Sur les difficultés que peut
offrir Uintégration des equations différentielles. Des intégrales doubles qui
se présentent sous une forme indéterminée. Sur la différence des valeurs que
recoit une intégrale dounble indéterminée, relatives aux deux variables & et z,
sui~nt qu’on y subtitue, dans tous les éléments A& la fois, les valeurs de =
avant celles de z ou les valeurs de g avant celles de . Sur la conversion des
intégrales indéfinies en integrales définies. Sur la valeur, en termes finis, de
’3 quantité représentée par A. Premiére application, pour faire suite au § II
ot (}a premiere Partie de ce Mémoire. Deuxi¢me application pour faire suite
au § III de la premiere Partie. Troisi¢éme application, pour faire suite au § VI
42 Ja premiére Partie. — Developpements relatifs A la seconde Partie du Mé-
moire sur les intégrales définies. Examen des difficultés que présente la vérifi-
cation, par les methodes connues, des formules désignées par (g) dans le Mg-
moeire sur les intégrales definies,

Table des Matiéres du Tome II (I Série).
Mémoires extraits des « Mémoires de [’ Académie des Sciences ».

Mémoire sur 'intégration d’une base particuliére d’équations différentielles et
Mémoire sur Vintégration des équations aux différences partielles, de premier
ordre, 4 un nombre quelconque de variables. — Sur la résolution analytique
des équations de tous les degrés par le moyen des intégrales définies. — Memoire
sur les développements des fonctions en séries périodiques. — Second Mémoire
sur I'application du calcul des résidus aux guestions de physique mathéma-
tique. — Mémoire sur divers points d’analyse. — Mémoire sur le dévelop-
{)ement de f (%) suivant les puissances ascendantes de A, { étant une racine de
‘équation 3—x —h o (s) = 0. — Extrait du Mémoire sur l'intégration des
équations aux différences purtielles. — Extrait du Mémoire sur quelques séries
analogues A la série de Lagrange, sur les fonctions symétriques, et sur la for-
mation directe des équations que preduit 'élimination des inconnues entre
des équations algébriques données. — hitmoire sur I'équation quia pourracines
les moments d'inertie principaux d'un corps solide, et sur diverses équations
du méme genre. — Mémoire sur le mouvement d’un systeme de molécules qui
s'attirent ou se repoussent & de trés petites distances et sur la théorie de la
lumiére. -— Démonstration analytique d’une loi découverte par M. Savart et
relative aux relatrons des corps sohides ou fluides. — Memoire sur la torsiom
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et les vibrations tournantes d’une verge rectangulaire, — Mémoire sur la théorie
de la lumiére, premiére et deuxiéme partie. — Memoire sur la polarisation
rectiligne et la double réfraction. — Mémoire sur la rectification des courbes
et la quadrature des surfaces courbes. — Mémoire sur les conditions relatives
aux limites des corps, et en particnlier sur celles qui conduisent aux lois de
la réflexion et de la Téfraction de la lumiére. — Mémoire sur les rayons lumi-
neux simples, et sur les rayons évanescents. — Mémoire sur le calcul intégral.
— Mémoire sur les systémes d’équations lindaires dilléreatielles ou aux dérivées
partielles & coefficients périodiques, et sur les intégrales élémentaires de ces
mémes équations. — Mémoire sur les vibrations d’'un double systeme de molé-
cules, et de 'étber contenu dans un corps cristallisé. — Mémoire sur les sys-
témes isotlropet de points matériels.

Table des Matiéres du Tome III (I~ Série).
Meémoire extrait des « Mémoires de I’ Academie des Sciences »,
Mémoire sur la théorie des nombres (14 Notes).
Table des Matidres du Tome IV (I Sérfe).

Sur lintégration des équations différentielles. Lettre 4 M. le Président de
Académie des Sciences. Lettre 3 M. Ampére sur la théorie de la lumiére.
Notes sur 'Optique adressées & M. Libri. Lettre a M. Ampére sur I'explication
de divers phénoménes de la lumiére dans le systéme des ondes. Deuxiéme,
troisiéme, quatriéme et cinquiéme Lettre & M. Libri sur la théorie de la lu-
miére. Extrait d'une Lettre 2 M. Coriolis. Sur la résolution des équations
Extrait d’une Lettre sur un Mémoire publié¢ 4 Turin, le 16 juin 1833, et relatif
aux racines des équations simultanées. Premiére Lettre sur la détermination
compléte de toutes les racines des équations de degré quelconque. Deuxiéme
Lettre sur la résolution des équations de degré quelconque. Note sur un
théoréme relatif aux équations simultandes. Note sur la résolution des équa-
tions de degré quelconque. Méthode générale pour la détermination des
racines réelles des équations algébriques ou méme transcendantes. Détermi-
nation des racines réelles des équations : méthode linéaire. Détermination des
racines réelles des équations. Mémoire sur les vibrations de I'éther dans un
milien ou dans le systéme de deux milieux, lorsque la propagation de la lu-
miére s’effectue de ia méme maniére en tous sens autour de tout axe paral-
léle 2 une droite dovnée. Mémoire sur la propagation du mouvement par
ondes planes dans un systéme de molécuies qui s’attirent ou se repoussent &
de trés petites distances Analogie de ces ondes avec celles dont la propaga-
tion donne naissance aux phénoménes de la polarisation de la lumiere et de
la double réfraction. Formules extraites des deux Memoires présentés dans la
séance du 19 novembre. Mémoires sur 1a réflexion et la réfraction de la lu-
miére produites par la surface de séparation de deux milievx doués de la ré-
fraction simple. Mémoire sur la réflexion et la réfraction de la lumiére. Note
sur les propositions établies dans le Compte rendu de la séance du 11 fé
vrier 183g. Note sur I'égalité des réfractions de deux rayons lumineux qui
émanent de deux étoiles situées dans deux portions opposées de l'échiptique.
Méthode générale propre & fournir les équations de condition relatives aux
limites des corps tfans les problémes de Physique mathématique. Note sur un
théoréme d’Apalyse et sur son application aux questions de Physique ma-
thématique. Mémoire sur les mouvements infiniment petits des systéemes de
molécules sollicitées par des forces d’attraction ou d‘: répulsion mutuelle.
Note sur la quantité se lumiére réfléchie sous les diverses incidences par leg
surfaces des corps opaques et spécialement des métaux. Note sur la nature des
ondes lumineuses et généralement de celles qui se propagent dans les systémes
de molécule. Sur I'intensité de la lumiére polarisée et refléchie par des sur-
faces métalliques. Observations de M. G. Cauchy, sur la Lettre de Mac-
Cullagh. Sur les mouvements de deux systémes de molécules qui se penétrent
mutuellement. Mémoire sur les mouvements infiniment petits de deux sys-
témes de molécules qui se pénétrent mutuellement. Mémoire sur l'intégration
des équations linéaires. Mémoire sur les mouvements :nfiniment petits dops
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les équations présentent une forme indépendante de la direction des trois
axes coordonnés, supposés rectangulaires, ou seulement de deux de ces axes.
Mémoire sur la réflexion et la refraction d’'un mouvement simple transmis
d’un systéme de molécule a un autre, chacun de ces deux systémes étant sup-

osé homogéne et tellement constitué que la propagation des mouvements
lnfiniment petits s’y effectue en tous sens suivant ies mémes lois. Memoire
sur lintégration des équations differentielles des mouvements planétaires.
Mémoire ou 'on montre comment une seule et méme théorie peut fournir les
lois de propagation de la lumiere et de la chaleur. Mémoire sur la reduction
des intégrales génd-ales d’'un systéme d’équations lineaires aux diflerences
partielles. Présentation & I'Academie des quatre premieres livraisons des
Ezxercices d'Analyse et de Physique mathematique. Rapport sur un Me-
moire de M. Lamé, relatif au dernier théoreme de kermat. Sur la théorie des
nombres, et, en particulier, sur les formes quadratiques des nombres pre-
miers. Sur la théorie des nombres, et, en particulier, sur les formes quadra-
tiques des puissances d’'un nombre premier ou du quadruple de ces puis-
sances. Présentation & '’Académie de divers Mémoires et Notes manuscrites.
Mémoire sur la constitntion des molécules intégrantes et sur les mouvements
atomiques des corps cristallisés. Mémoire sur la convergence des séries. Ap-
plication du théoren &¢ fondamental aux développements des fonctions 1mpli-
c'tes. Memoire sur les pressions et tensions dans un double systeme de mole-
sales sollicitées par des forces d’attraction ou de répulsion mutuelles.

Table des Matidres du Tome V (I Série).

Analyse mathematique. Mémoire sur I'évaluation et la réduction de la fone-
tion principale dans les-intégrales d’'un systeme d équations linéaires. — Phy-
s.que mathematique. Memoiie sur la polarisation des rayons refléchis ou ré-
fractes par la surface de separation de deux corps 1sophanes et transparents.
— Phe ~que mathematique. Notes sur tes milieux dans lesquels un rayon
simple peut étre completement polarisé par réflexion. — Physique mathema-
tique. Mémoire sur la polarisation incomplete produite, 2 la surface de sépa-
ration de certains miheux, par la réfiexion d'un rayon simple. — Physique
mathematigue. Sur la réfiexicn des rayons lumineux produite par la seconde
surface d un corps isophane et transpareat. — Theorie des nombres. Théorémes
relatifs aux fornes quadratiques des nombres premiers et de leurs puissances.
— Theorie des nombres. Observations pouvelles sur les formes quadratiques
des nombres premiers et de leurs puissances. — Analyse mathematigue. Sur
les fonctions alternées et sur diverses formules d’'Analyse. — Theorie des nom-
bres. Suite des observations sur les formes quadraliques de certaines puissances
des nombres premiers. Theorémes relatifs aux exposants de ces puissances. —
Theorie des nombres. Discussion des formes quadratiques sous lesquelles se
presentent certaines puissances des nombres premiers. Réductions des expo-
sants de ces puissances. — Physique mathematique. Considérations nouvelles
sur les conditions relatives aux limites des corps. Méthode élémentaire propre
4 conduire aux lois générales de la réflexion et de la réfraction des mouve-~
ments simples qui rencontrent la surface de séparation de deux systémes de
molécules. — Physique mathematique. Considerations nouvelles relatives & la
réflexion et a la réfraction des mouvements simples. — Théorie des nombres
Theorémes divers sur les résidus et les non-résidus quadratiques. — Théorie
des nombres. Méthode simple et nouvelle pour la determination compléte des
sommes alternées, formées avec les racines primitives des équations binémes.
— Theorie des nombres. Sur la sommation de certaines puissances d’'une ra-
ctne primitive d’une équation binéme, et, en particulier, des puissances qui
offrent pour exposants les résidus cubiques inférieurs au module donné. —
Analyse mathematique. Considerations nouvelles sur la théorie des suites et
sur les lois de leur «onvergence. — Théorie des nombres. Sur quelques séries
dignes de remarque, gu. se présentent dans la théorie des nombres. — Physique
mathématique. Bzpport sur un Memoire présenté & I’Académie par M. Du%a
mel, et relatif 4 Paction de Parchet sur les cordes. — Physique mathématique
Mémoire sur les deux espéces d’ondes planes qui peuvent se propager dans un
systéme isotrope de points matériels. — Analyse mathematique. Régles sur ha
senvergence des séries qui représentent les intégrales d’un systéme d’équations
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différentielles. Application 4 la Mécunique céleste. — Analyse matl ematique
Sur l'intégration des systémes d’équations différentielies. — Analyse mathe-
matique. Sur Pintégration des équations différentielles ou aux dilterences par-
tielles. — Mecanique celesie. Methodes générales pour la détermination des
mouvements des planétes et de leurs satellites. — Mecanique celeste. Sur les
lonctions alternées (ui se présentent dans la théorie des mouvements plané-
taires. — Mecanique celeste. Méthode simple et générale pour la détermina-
tion numérique des coefficients que renferme le developpement de la fonction
perturbatrice. — Mecanique celeste. Note sur le développement de la fonction
perturbatrice. — Mecaniqgue celeste. Sur le mouvement de notre systeme pla-
nétaire. — Mecanique celeste. Mémoire sur la variation des élements ellip-
tiques dans le mouvement des planetes. — Analyse mathematigue. Mémoire
sur ia convergence et la transformation des séries,— Aralyse mathematigue.
Applications diverses des théorémes relatifs a la convergence et a la trans-
formation des séries. — Analyse mathematique. Sur la conuvergence des séries

ui représentent les intégrales générales dun systéme d’équations differen~
ticlles. — Analyse mathematique. Sur les fonctions interpolaires. — Meca-
mique appliquee. Rapport sur le nouveau systéme de navigation & vapeur de
M. le marquis Achilie de Jouffroy. — Calcul numerigque. Sur les moyens d éviter
les erreurs dans les calculs numériques. — Calcul numerigue. Sur les moyeys
de vérifier ou de simplifier diverses opérations de ’Arithmétique décimale. —
Analyse mathematique. Sur la résolution numérique des equations algébriques
et transcendantes.— Analyse mathematique. Memnires surdivers points d Ana-
lyse. — Mathematiques. Rapport sur les procédes de calcul imaginés et mis
en pratique par un jeune pAtre de la Touraine. — Physique mathematique.
Rapports sur deux Mémoires présentés & 'Académie des Sciences.par M. Du-
hamel, et relatifs aux vibrations des cordes que I'on a chargées de curseurs. —
Mecanique appliquée. Rapport sur une machine destinee a la résolution nu-
meérigue des équations, et presentée o 'Académie par M. Leon Lalanne,ingénieur
g(e;‘Ponu et Chaussées. — Table des matiéres du Tome cinquiéme de la premiere

ie.

Tablo des Maticres du Tome VI (I Série).

Calcul intégral. Sur les intéﬁrales multiples. — Meécanique celeste. Mé-
thodes propres i simplifier le calcul des inégalités périodiques et sécufaires
des mouvements des planétes. — Mecanique celeste. Sur les variations sécu-
laires des éiéments elliptiques, dans le mouvement des planétes. Rapport sur
une Note de M. Paulet (de Genéve), relative 4 un théoréme doat le theoreme de
Fermat ne serait qu’un cas particulier. — Arithmetique. Rapport sur uuec me-
thode abrégée de multiplication, présentée a VAcsdemie par M. Thoyer. —
Arithmetigue. Addition au Rapport sur une méthode de calcul, présentee a ’Aca-
démie par M. 7hoyer, employé 4 la Banque de France. — Analyse mathe-
matique. Mémoire sur diverses formules d’Analyse. — Analyse algebrigue.
Sur le développement d’une fonction entiére du sinus et du cosinus d'un arc
en série ordonnée suivant les sinus et les cosinus des multiples de cet arc.
Sur I’élimination d’une variable entre deux équations algebriques. — Analyse
mathematique. Note sur la formation des fonctions alternées qui servent §
resoudre le probléme de Vélimination. — Analyse mathematique. Memoire
sur diverses formules relatives & 1'Algébre et 3 la theorie des nombres. —
Analyse mathematique. Memoire sur diverses formules relatives & 'Algebre
et 3 la théorie des nombres. — Analyse mathematique. Rapport sur un Me-
moire de M. Broch, relatif 3 une certaine classe d’integrales. — 4nalyse ma-
thematigue. Mémoire sur des formules générales qui se déduisent d’:x calcul
des residus et qui paraissent devoir concourir notablement aux progres de
I’Analyse infinitesimale. — Analyse mathematique. Sur la détermination et
la réduction des intégrales dont les dérivées renferment une ou piusieurs fone-
tions implicites d’'une méme variable. — Anralyse mathematique. Mémoire
sur la mature et les propniétés des racines d’une équation qui renferme un pa-
ramétre variable. — Analyse mathematique. Sur la détermination et la
transformation d’'un grand sombre d’intégrales definies nouvelles. — Analyse
mathématique. Mémoire sur 'intégration des systémes d’équation aux dilfe=
rentielles particlles, et sur les phenoménes dont cette integration fait con-
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naftre les lois dans les questions de Physique mathématique. — Calcul inte
ral. — Mémoire sur I'emploi de la transforma..sn des coordonnees pour la
étermination et la réduction des intégrales définies multiples. — Calcul inte-
gral. Mémoire sur diverses transformations remarquables de la fonction
principale qui vérifie une équation caractéristique homogene aux différences
partielles. — Calcul integral. Mémoire sur l'intégration des systémes d'équa-
tions linéaires aux différences partielles. — Calcul integral. Mémoire sur la
réduction de la fonction principale 3ui vérifie une équation caractéristique ho-
mogéne. — Calcul integral. Méthode abrégee pour I'intégration des systémes
d'équations lincaires 4 coefficients constants. — Calcul integral. Note sur la
transformation des sommes d'intégrales. — Physique mathematique Mémoire
sur la surface caracteristique correspondante 2 un systéme d’équations linéaires
aux dérivées partielles, et sur la surface des ondes.— Physique mathematique.
Mémoire sur 'emploi des fonctions principales, représentées par des inté-
grales définies doubles, dans la recherche de la forme des ondes sonores, lu-
mineuses, etc. — Calcul des résidus. Rapport sur un Mémoire de M. Oltra
mare, relatif au calcul des résidus. — Mecanigue celeste. Methode nouvelle
our le calcul des inégalités des mouvements planetaires, et en particulier des
inégalités & longues périodes. — Physique mathematique. Note sur la
surface des ondes lumineuses dans les cristaux 4 deux axes optiques, —
Calcul integral. Note sur l'intégrale définie double qui sert & Vintégration
d’une équation caractéristique homogéne. — Calcul intégral. Sur la reduc-
tion nouvelie de la fonction principale qui vérifie une équation caracté-
ristique homogéne, et sur les conséquences qu’entratne cette réduction. — Cal-
cul integral. Sur la réduction nouvelle de la fonction principale qui vérifie
une fonction caractéristique homogéne, et sur les conséquencesqu’entralne cette
réduction. — Calcul integral. Sur la réduction nouvelle de la fonction prin-
cipale qui vérifie une équation caractéristique homogéne. — Calcul integral.
Mémoire sur V'intégration des équations homogénes en termes finis. — Afeca-
nique céleste. Note sur une transcendante gue renferme le développement de
la fonction perturbatrice relative au systéme planétaire. — Analyse mathe-
matique. Sur le développement du reste qui compléte la série de Taylor, en
une scrie nouvelle. — Mécanique celeste. Note sur la substitution des ano-
malies excentriques aux anoma?ies moyennes, daos le développement de la fonc-
tion perturbatrice. — Analyse mathematique. Note sur le développement des
fonctions en séries. — Calcul intégral. Note sur les fonctions alternées et
wur les sommes alternées. Observations relatives 4 une Note présentée par
. Blanchet. — Aralyse mathématique. Note sur divers théoremes relatifs
la rectification des courbes et 2 la quadrature des surfaces. — Calcul inte-
Gral. Note sur quelques théorémes de Calcul intégral. — Calecu! integral.
Note sur la réduction de la fonction principale qui vérifie une équation carac-
téristique homogene. — Calcul intégral. Addition a la Note insérée dans le
compte rendu de la précédente séance. — Calcul integral. Note sur diverses
transformations de lafonction principalequi vérifie une équation caractéristique
homogéne. — Caleul integral. Addition aux Notes insérées dans les Comptes
rendus des séances précédentes. — Physique mathematique. Rapport sur
deux Mémoires de M. Blanchet, relatifs a la propagation du mouvement dans
ies milieux élastiques cristallisés et en parucu‘)ier de la délimitation des ondes.
Notes ajoutées au Rapport qui précéde. — Analyse mathematique. Rapport
sur une Note de M. Passot relative a la détermination de la variable indépen-
dante dans Panalyse des courbes. — Calcul integral. Note sur l'intégration
des équations aux dérivées partielles du premier ordre. — Calcul integral.
Sur une intégrale remarquable d’une équation aux dérivées partielles du pre-
mier ordre. — Calcul integral. Addition aux deux Notes sur l'integration
d une équation aux dérivées partielles du premier ordre. — Calcul integral,
Mémoire sur l'intégration des equations simultanées aux dérivées partielles.
— Calcul intégral. Remarques diverses sur Vintégration des équations aux
dérivées partielles du premier ordre. — Calcul intégral. Mémoire sur les
équations linéaires simultanées aux dérivées fpartlelles du premier ordre. —
Calcul integral. Mémoire sur un théoréme fondamental, dans le Calcul in-
tégral. — Adnalyse mathématique. Note sur certaines solutions complétes
1'une équation aux dérivées partielles du premier ordre.
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Table des Matiéres du Toms Vil (I Série),

Calcul intégral. Mémoire sur Pemplci du nouveau calcul, appelé caleul des
timites, dans V'intégration d’un systéme d’équations différenticlles. — Calcul
integral. Mémoire sur 'emploi du calcul des limites dans l'intégration des
équations aux dérivées partielles. — Calcul integral. Mémoire sur "applca-
tion du caicul des timites a I'intégration d'ua systéme d’équations aux derivées
partielles. — Calcul intégral. Mémoire sur les intégrales des systémes d’¢qua-
tions différentielles ou aux dérivées partielles, el sur les développements de
ces intégrales en séries ordonnées suivant les puissances ncemﬁntes d’un
paran étre que renferment les équations proposées. — Calcul integral. M ¢
moire sur les systémes d’équations aux dérivées partielles d ordre quelconque
et sur leur réduction a des systémes d'équations linéaires du premier ordre,
— Calcul des limites. Note sur divers théorémes relatifs au calcul des limites
— Calcul integral. Mémoire sur les intégrales des systémes d’équations diffé-
rentieiles et aux dérivees partielles, et sur le développement de ces intégrales
en séries ordonnees suivant les puissances ascendantes d’un paramétre que
renferment les équations proposées. — dstronomie. Mémoire sur les variations
des éléments du mouvement elliptique des planétes. — Calcul des limites.
Mémoire sur le calcul des limites apphqué de diverses maniéres & I'1ntégration
des systémes d’équations différentielles. — Caleul intégral. Note sur une loi
de réciprocité qui existe entre deux systémes de valeurs de variahles assujetties
4 vérifier des équations différentielles da premier ordre, et sur un théoréme
relatif 4 ces mémes équations. — Mecanigue celeste. Théorie nouvelle des
mouvements planétaires, ou application du calcu! des résidus & I'Astronomie.
— Astronomue. Sur le nouveau développement de la fonction perturbatrice et
sur diverses formules qui rendent plus facile "application du calcul des résidus
a ’Astronomie. — Astronomie. Détermination rigoureuse des termes séculaires
dans le nouveau développement de la fonction perturbatrice. — Analyse. Note
sur une formule gui sert 2 dévclo?per, suivant les puissances entiéres d’un
accroissement attribué au cosinus d’un arc, les accroissements correspondants
que prenaent les cosinus des multiples de cet are. — Astronomie. Décompo-
sition de la fonction perturbatrice en produits de facteurs dont chacun se
rapporte & une seule planéte. — Théoris de la lumiére. Note sur le calcul des
phénoménes que présente la lumiére réfléchie ou réfractée par la surface d’un
corps transEarent ou opaque. — Physique mathematique. Méthode abrégée
pour la recherche des lois suivant lesquelles [a lumiére se trouve refléchic ou
réfractée par la surface d’un corps transparent ou uvpaque. — Physique ma-
thématique. Note sur la diffraction de la lumiéres — Physique mathématigue.
Addition & la Note snr)a diffraction de la tumiére. — Theorie de la lumiére
Mémoire sur les phénomenes des ombres et de la diffraction. — Théorie de la
lumiére. Second Mémoire sur les phenomeénes des ombres et de la diffraction.
— Theorie dela lumisre. Memoires sur les rayons diffractés qui peuvent étre
transmis ou réfléchis par la sarface de séparation de dewx mn?ieux isophanes.
— PAysique mathematique. Mémocire sur de nouveaux phénomeénes, indiqués
par le calcul, qui paraissent devoir intéresser les physiciens, et, en particulier,
sur la diffraction du son. — Ph‘y:ique mathematique. Note sur les principales
différences qui existent entre les ondes lumineuses et les ondes sonores. —
Physigue mathématique. Mémoires sur V'application de ’Analyse mathéma-
tique a la recherche des lois générales des phévoménes observés par les phy-
siciens, et, en particulier, sur les lois de la polarisation circulaire. — Analyse
mathématique. Rapport sur uoe Note de M. Passot relative aux forces cen-
trales. — Physique mathématique. Théorie de la lumiere. Note relative & un
article extrait du Journal des Savants (novembre 1843), et présenté par
M. Biot A 'Académie dans la derniére séance. — Théoris ds la lumidre. Mé-
moire sur les lois de la dispersion plane et de la dispersion circulaire dans les
milieux isophanes. — Géométrie analytique. Mémoire sur les dilatations, les
condensations et les rotations produites par un changement de forme dans un
systéme de points matériels. Physique mathématique. Note sur les pressions
supportées, dans un corps solide ou fluide, par deux portinns de surface trds
voisines, 'une extérieure, 'autre intérieure & ce méme corps. — Physique
mathématiqgue. Mémoire sur les pressions ou tensions intérieuves. mesurees
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dans un ou plusieurs systémes de points matériels que sollicitent des forcey
d’attraction ou de répulsion mutuelle. — Analyse mathématique. Sur ’emplod
des coordonnées curvilignes dans I’évaluation des surfaces, des volumes, des
masses, etc. — Calcul integral. Mémoire sur la théorie des intégrales définies
singuliéres apoliquée généralement & la détermination des intégrales définies,
et, en particulier, & Pévaluation des intégrales eulériennes. — Calcul integral.
Recherches sur les integrales des équations linéaires aux dérivées partielles.
— Physique mathématique. Note relative & Péquilibre des températures dans
un cylindre de forme quelconque. — Calcul integral. Remarques sur les
intégrales des équations aux dérivdes partielles, et sur I'emploi de ces inté-
grales dans les questions de Physique mathématique. — Géometrie analytique.
Rapport sur un Memoire de M. Amyot velatif aux surfaces du second ordre.
~— Géometrie analytique. Notes annexées au Rapport sur le Mémoire de
M. Amyot. — Géometrie analytique. Suite des Notes annexées au Rapport
sur le Mémoire de M. Amyot. — Analyse mathématique. Mémoire sur la
synthése algebrique. — Adnalyse mathematigue. Mémoire sur la synthése
algébrique (suite). — Analyse mathematique. Mémoire sur la synthése algé-
brique (suite). — Physique mathématique. Mémoire sur les pressions ow
tensions interieures mesurées dans un double systéme de points matériels que
sollicitent des forces d’attraction ou-de répulsion mutuelle. — Physique ma-
thematique. Addition au Memoire sur les pressions ou tensions intéricures,
mesurées dans un double systéme de points matériels. — Analyse mathema-
tique. Remarques A 'occasion d’'un Mémoire de M. Binet.

Table des Matiéres du Tome VIII (I** Série).

Analyse mathématique. Note sur le développement des foactions en séries
ordonnées suivant les puissances entiéres positives et négatives des variables.
Rapport sur le concours de 1842, relatif au grand prix de Mathématiques. —
Calcul dyfférentiel. Mémoire sur I'Analyse infinitésimale. — Analyse mathe-
matique. Note. — Analyse mathematique. Sur un emploi légitime des séries
divergentes. — Calcul intégral. Recherches sur les intégrales eculériennes. —
Analyse transcendante. Note sur des théorémes nouveaux et de nouvelles
formules qui se déduniseat de quelques équations symboliques. — Calcul inté-
gral. Mémoire sur I'emploi des équations symboliques dans le Calcul infini-
tésimal et dans le calcul aux diftérences finies. — Géometrie. Rapport sur an
Mémoire de M. Léon Lalanne, qui a pour objet la substitution de plans topo-
graphiques 4 des Tables numériques Edoublc entrée. — Analyse mathema-
tique. Memoire sur les fonctions dont plusieurs valeurs sont liées entre elles
par une équation linéaire, et gur diverses transformations de produits com-
posés d’'un nombre indéfini de facteurs. — Analyse mathématique. Second
Mémoire sur les fonctions dont plusieurs valeurs sont liées entre elles par une
équation linéaire. — Calcul des résidus. Mémoire sur 'application du calcul
des résidus au développement des produits composés d’un nombre infini de
facteurs. — Analyse mathematique. Mémoire sur une certaine classe de
fonctions transcendantes lides entre elles par un systéme de formules qui
fournissent, comme cas particuliers, les développements des fonctions ellip-
tiques en séries. — Adnalyse mathématique. Mémoire sur les factorielles
féométriqucs. — Analyse mathématique. Mémoire sur les rapports entre les
actorielles réciproques dont les bases varient proportionnellement, et sur la
tyansformation des logarithmes de ces rapports en intégrales définies. — Calcul
intégral. Sur la réduction des rapports de factorielles réciproques aux fonctions
etiptiques. — Analyse mathematique. Mémoire sur les fractions rationnelles
que 'on peut extraire d’une fonction transcendante, et spécialement du rapport
entre deaux produits de factorielles réciproques. — Analyse mathématique.
Rapport sur un Mémoire de M. Laurent, qu1 a pour titre : « Extension duw
théoréme de M. Cauchy relatif 4 la convergence du développement d'une fonc-
tion suivant les puissances ascendantes de la variable  ». — Analyse mathe-
matique. Note sur le developpement des fonctions en séries convergentes
ordonnées suivant les puissances entiéres des variables. — Astronomie, Mé-
moire sur I'application du calcul des limites a4 I'Astronomie. — Analyse ma-
the’mati?ue. Mémoire sur les formules qui servent a decomposer en fractions
wationnelles lerapport entre deux produite de factorielles réciproques. — Calcud
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antegral. Mémorre sur 1a théorie analytique des maxrima maximorum et dew
mintma minimorum. Application de cette théorie au calecul des limites et &
VAstronomie. — Analyse mathématique. Mémoire sur les modules des séries,
— Mecanique. Rapport sur divers Mémoires de M. de Saint-Venant relatifs
4 la Mécamique rationnel) ; et a4 la Mécanique appliquée. — Sciences physiques
et mathematiques. Rapport sur les méthodes qui ont servi au développement
des facultés intellectuelles d'un jeune sourd-muet, et sur les moyens par les-
quelsil est parvenu, non seulement 4 un degré d’instruction élevé, mais encore
a une connaissance trés étendue des Sciences physiques et mathématiques. —
Analyse mathématique. Sur la convergence d’une série. — Theorie des
nombres. Rapport sur divers Mémoires de M. Houry, géométre en chef du
cadastre, etc. — Analyse mathématique. Mémoire sur les fonctions continues.
— Analyse mathematique. Rapport sur une Note de M, Cellerier, relative &
ia théorie des imaginaires. — Calcul intégral. Mémoire sur les valeurs
moyennes des fonctions. — Astronomie. Nouveau Memoire sur le calcul des
inégalités des mouvements planétaires. — dnalyse mathematiqgue. Mémorre
sur P'équilibre et le mouvement d’un systéme de molécules dont les dimensions
ne sont pas supposees nulles. — Analyse mathématique. Addition au Mémoire
sur fa synthese algébrique. — Statistique. — Physique mathematique. Rap-
port sur un Memoire de M. Laurent, relatif au calcul des variations. —

Physique mathematique. Observations a occasion d’une Note de M. Laurent.
— Physique mathématique. Mémoire sur la théorie de la polarisation chro-
matique. — Calcul integral. Memoire sur la substitution des fonctions non
périodiques aux fonctions périodiques dans les intégrales définies. — Analyse
mathematique. Sur la méthode logarithmique appliquée au développement
des fonctions en <éries. — Calcul intégral. Note sur les intégrales eulériennes.
— Analyse mathematique. Memoire sur divers théorémes relatifs 3 la con-
vergence des series. — Znalyse mathématique. Note sur l'application de la
méthode logarithmique & la détermination des inégalités périodiques des
mouvements planéiaires. — Analyse mathématigue. Note sur diverses pro-
priétés remarquables du développement d’une fonction en série ordonnée sui-
vant les puissances entiéres d’'une méme variable. — Astronomie. Mémoire
sur 'application de la inéthode logarithmique 4 la détermination des inegalités
périodiques que présentent les mouvements des corps célestes. — Analyse
mathematique. Note sur Papplication de la méthode logarithmique au déve-
{oppement des fonctions en séries, et sur les avantages que présente, dans cette
application, la détermination numérigue des ¢ocflicients effectuée 4 Faide d’ap-
proximations successives. — Analyse mathématique. Note sur les propriétés
de certaines factorielles e% sur la décompesition (?cs fouctions en facteurs. —
Analyse mathématique. Sur un nouveaun §enre de développement des fone-
tions, qui permettra d’abréger notablement les calculs astronomiques. — Ana-
(yse mathematique. Mémoire sur quelques formules relatives aux diflérences
fintes. — Analyse mathematique. Mémoire sur plusieurs nouvelles formules
|ui sont relatives au développement des fonctions en séries. — Analyse ma-
thématique. Note sur 'application des nouvelles formules & I’Astronomie, —
Analyse mathématigue. Memoire sur une extension remarquable que l'on
peut donner aux nouvelles formules établies dans les séawces précédentes. -

Analyse mathématique. Mémoire sur quelques propositions fondamentale.
du calcul des résidus et sur la théorie des intégrales singuliéres. — Analyse
mathématique. Sur les séries multiples et sur les séries modulaires. — Analyse
mathematigue. Mémoire sur les fonctions complémentaires. — Analyse ma-
thématique. Sur la convergence des séries mulitiples. — Analyse mathema-
tiqgue. Mémoire sur les fonctions qui se reproduisent par substitution. —
Analyse mathématique. Mémoire sur les progressions des divers ordres. —
Arithmetique. Rapport sur un Mémoire de M. Guy, capitaine d’artillerie et
ancien éléve de ’Ecole Polytechnique. — Analyse mathematigque. Note sut
diverses conséquences du théoréme relatif aux valeurs moyennes des fonctions.
— Analyse mathématique. Mémorre sur la convergence de la série partiene
gui a pour termes les divers coefficients d'une méme puissance d’'une seule
variable dans une série multiple. — Analyse mathématique. Mémoire sur
dx;erses conséquences remarguables des principes établis dans les séances pré-
cedentes.
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Table des Matidres du Tome IX (I Série).

Analyse mathématigue. Mérmoiré sur l'emploi des variables complémen-
taires dans le developpement des fonctions en séries. — Analyse mathema-
tique. Mémoire sur des formules rigoureuses et dignes de remarque, auxquelles
on se trouve conduit par la considération de séries multiples et divergentes. —
Analyse mathématique-Mémaire sur dgiverses propriétés remarquables et trés
génerales des fonctions continues. — A4nalyse mathematique. Memoire sur les
séries syntagmatiques et sur celles qu on obtient quand on développe des fone-
tions d’une seule variable suivant les puissances enliéres de son argument. —
Analyse mathématique. Memoire sur les approximations des fonctions de trés
grands nombres. dnalyse mathematique. Note sur les modules principaux
des fonctions. — Analyse mathématique. Mémoire sur les approximations des
fonctions de trés grands nombres. — Analyse mathématique. Mémoire sur
les approximations des fonctions de trés grands nombres. — Astronomie. Rap-
port sur un Mémoire de M. Le Verrier, quia pour objet la détermination d’une
grande inégalité du moyen mouvement de la planéte Pallas. — Astronomie.
Notes jointes au Rapport qui précede, et rédigées par le Rapporteur. — Astro-
nomie. Suite.des Notes annexées au Rapport sur le Mémoire de M. Le Verrier,
et relatives & la détermipation des inégalités périodiques des mouvements plané-

taires. — Calcul integral. Mémoire sur la determination approximative des
fonctions representées par des intégrales. — Astronomie. Note sur Papplica-
tion des nouvelles formules 4 PAstronomie. — Astronomie. Mémoire sur les

séries nouvelles que I'on obtient, quand on applique les méthodes exposées dans
Jes précédentes séances au développement de la fonction perturbatrice et A la
détermination des inegalilés périodiques des mouvements planétaires. — Astro-
nomie. Memoire sur des formules et des théorémes remarquables, qui per-
mettent de calculer trés facilement les perturbations planétaires dont I'ordre
est trés élevé. — Rapport sur la singuliére aptitude d’'un enfant de six ans et
demi pour le calcul. — Mecanigque. Notes relatives & la mécanique rationnelle,
— Mecanique. Observations sur la pression que supporte un élément de sur-
face plane dans un corps solide ou fluide. — Mémoire sur les secours que les
sciences de calcul peuvent fournir aux sciences physiques ou méme aux sciences
morales, et sur Faccord des théories mathématiques et physiques avec la véri-
table philosophie. — Geomeétrie. Mémoire sur de nouveaux théorémes de Géo-
métne et, en particulier, sur le module de rotation d'un systéme de lignes
droites menédes par les divers points d’une directrice donnée. — Géometrie
#nalytique. Sur divers théorémes de Géométrie analytique. — Analyse mathe-
matique. Mémoire sur divers théoremes d’Analyse et de Calcul intégral. —
Geometrie. Rapport sur un Mémoire de M. Ossian Bonnet, concernant quelques
ropriétés génerales des surfaces et des lignes tracées sur les surfaces. — Ana-
lyse mathematique. Sur le nombre des valeurs égales ou inégales que peut
acquérir une fonction de n variables indépendantes, quand on permute ces
variables entre elles d’une maniére quelconque. — Analyse mathematique.
Sur ® nombre des valeurs égales ou 3istinctes que peut acquérir une fonction
de n variables, quand on permute ces variables entre elles d’une maniére quel-
conque (suite). — Analyse mathematique. Sur le nombre des valeurs égales
ou distinctes que peut acquérir une fonction de n variables, quand on permute
ces variables entre elles d’'une maniére quelconque. — Analyse mathématique.
Sur le nombre des valeurs égales ou inégales que peut acquérir une fonction
de n variables independantes, quand on permute ces variables entre elles d’une
maniére quelconque. — Analyse mathématique. Mémoire sur diverses pro-
priétés remarquables des substitutions réguliéres ou irréguliéres, et des sys-
témes de substitutions conjuguées. — Analyse mathématique. Rapport sur
un Mémoire présenté & 'Académie par M. Bertrand, et relatif au nombre des
valeurs que peul prendre une fonction, quand on y permute les lettres qu’elle
renferme. — Analyse mathématique. Mémoire sur les premiers termes de la
serie des quantités qui sont propres & représenter le nombre des valeurs dis~
ttactes d’une fonction de n variables indépendantes. — Analyse mathéma-~
tigue. Mémoire sur la résolution des équations linéaires symboliques, et sut
les consequences remarquables que cette résolution entraine aprés elle dans
la théorie des permutations. — Analyse mathématigue. Mémoire sur les
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substitutions permutables entre elles. —— Analyse mathématique. Note sur Iz
réduction des fonctions transitives aux fonctions intransitives, et sur quelques
¥roprlétes remarquables des substitutions qui n’altérent pas la valeur d'une
onction transitive. — Analyse mathématique. Note sur les substitutions qui
n’altérent pas la valeur d’'une fonction, et sur la forme reguliére que prennent
toujours celles d’entre elles qui renferment un moindre nombre de variables.
— Analyse mathematique. Mémoire sur diverses propriétés des systemes de
substitutions, et particuliérement de ceux qui sont permutables entre eux. —
Analyse mathématique. Note sur les fonctions caractéristiques des substitu

tions. — Analyse mathématique. Mémoire sur le nombre et la forme des
substitutions qui n’altérent pas la valeur d’une fonction de plusieurs variables
indépendantes. Analyse mathématique. — Applications diverses des propriétés
établies dans les précédents Mémoires, — Analyse matheématique. Memoire
sur les fonctions de cing ou six variables, et spécialement sur celles qui sont
doublement transitives.

Table des Matidres du Tomé$ X ¢ I* Série).

Analyse mathématique. Mémorre sur les fonctions de cinq ou six variables
et spécialement sur celles qui sont doublement transitives. — Analyse mathe-
matique. Mémoire sur un nouveau calcul qui permet de simplifier et d’étendre
la theéorie des permutations. — Anralyse matheématique. Applicatiens diverses
du nouveau calcul dont les principes ont été établis dans la séance précédente.
— Analyse mathématique. Recherches sur un systéme d’équations simulta-
nées, dont les unes se déduisent des autres a4 I'aide d’une ou de plusieurs sub-
stitutions. -~ Analyse mathématique. Note sur diverse« propriétés de certaines
fonctions algébriques. — 4nralyse mathématigue. Sur 1a résolution directe
d’un systéme d’équations simultanées, dont les unes se déduisent des autres a
I'aide d’une ou de plusieurs substitutions. — Analyse mathematique. Sur la
résolution des équations symboliques non linéaires. — Anralyse mathéma-
tigue. Note sur un théoréme fondamental relatif & deux systémes de substi-
tutions conjuguées. — Notes. — Geométrie analytique. Mémoire sur les
avantages que présente, dans la Géométrie analytique, 'emploi de facteurs
propres & indiquer le sens dans lequel s'effectuent certains mouvements de
rotation, et sur les résultantes construites avec les cosinus des angles que
deux systémes d’axes forment entre eux. — Calcul intégral. Sur les intégrales
qui s'étendent & tous les points d’'une courbe fermée. — Analyse mathéma-
tiqgue. Mémoire sur les fonctions de variables imaginaires. — Calcul integral.
Mémoire sur I'application du calcul des résidus a la recherche des propriétéa
générales des intégrales dont les dérivées renferment des racines d’équationa
algébriques. — Calcul intégral. Mémoire sur le changement de variables dama
les transcendantes représentées par des intégrales définies, et sur 'intégratiom
de certains systémes d’équations différentielles. — Calcul intégral. Memoire
sur la détermination compléte des variables propres i vérifier un systéme
d’équations différentielles. — Analyse mathématique. Rapport sur un Mé-
moire qui a été présenté a VAcadémie par M. FeLix CHIo, el qui a pour titre ¢
Recherches sur la série de Lagrange. — Note de M. Caucny, Rapporieur:
Sur les caractéres a4 Vaide desquels on peut distinguer, entre les diverses
racines d’une équation algébrique ou transcendante, celle qui se développe
en série convergente par le théoréme de Lagrange. — Théorie des nombres.
Rapport sur une Note de M. d’Adhemar. — Calcul intégral. Mémoire sur
la détermination compléte des variables propres a vérifier un systéme d’équa-
tions différentielles. — Calcul intégral. Mémoire sur les intégrales dant

lesquelles la fonction sous le signe change brusquement de valeur. — Note.
— Calcul intégral. Mémoire sur les intégrales dans lesquelles la fonction
sous le signe change brusquement de valeur. — Calcul intégral. Mémoire

sur les intégrales imaginaires des équations différentielles, et sur les grands
avantages que l'on peut reiirer de la considération de ces intégrales, scat pour
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établir des formules nouvelles, soit pour éclaircir des difficultés qui n’avaient
pas été jusqu’ici complétement résolues. — Calcul integral. Note sur l'inté-
gration d’'un systéme d’équations diflerentielles et sur linversion de leurs
ntégrales. — Calcul integral. Considérations nouvelles sur les intégrales
définies qui s’étendent 4 tous les points d’'une courbe fermée, et sur celles qui
sont prises entre des limites imaginaires. — Calcul intégral. Mémoire sur la
continuité des fonctions qui représentent les intégrales réelles ou imaginaires
d’un systéme d’équations différentielles. — Calcul intégral. Mémoire sur les
diverses espéces d’intégrales d’un systéme d’équations différentielles. — Ana-
lyse mathematique. — Mémoire sur les valeurs moyennes des fonctions. —
Calcul intégral. Sur les rapports et les diflérences qui existent enire les
intégrales rectilignes d’un systéme d’équations différentielles et les intégrales
complétes de ces mémes équations. — Astronomie. Méthodes nouvelles pour
a détermination des orbites des corps célestes, et, en particulier, des coméies.
— Meécanique appliguée. Rapport sur le systéme proposé par M. de Jouffroy,
pour les chemins de fer. — Astronomie. Mémoire sur application de la nou-
velle formule d’interpolation & la détermination des orbites que décrivent les
corps célestes, et sur P'introduction directe des longitudes et des latitudes
observées dans les formules astronomiques. — Astronomie. Note sur les for-
mules relatives 3 la détermination des orbites que décrivent les corps célestes.
— Analyse mathématique. Note sur quelques propriélés des facteurs com-
plexes. — Physique mathématique. Mémoire sur les mouvements des sys-
témes de molécules. — Theorie des nombres. Mémoire sur les racines des
équations algébriques A coefficients entiers, et sur les polyndmes radicaux. —
Physiqgue mathematique. Mémoire sur'le mouvement d’un systéme de
molécules dont chacune est considérée comme formée par la réunion de plu-
sieurs atomes ou points matériels. — Theorie des nombres. Mémoire sur de
nouvelles formules relatives 4 la théorie des polyntmes radicaux, et sur le
uernier théoréme de Fermat. — Analyse mathematique. Mémoire sur les
maxima et minima conditionnels, — Analyse mathématiqgue. Mémoire sur
les lieux analytiques. — Théorie des nombres. Sur la décomposition d’un
polyndme radical a coefficients réels en deux parties, dont la premiére est un
polynéme radical & coefficients entiers, et dont la seconde offre un module
plus petit que 'unité. — Théorie des nombres. Mémoire sur diverses propo-
sitions relatives a la théorie des nombres. — Théeorie des noméres. Sur la
décomposition d’'un nombre entier en factcurs radicaux. — Theorie des nom-
bres. Mémoire sur les facteurs modulaires des fonctions entiéres d’une cu de
plusieurs variables. — Analyse algebrique. Mémoire sur une nouvelle théorie
des imaginaires, et sur les racines symboliques des équations et des équiva-
lences. — 7héorie des nombres. Mémoire sur les racines primitives des équi-
valences bindmes correspondantes & des modules quelconques, premiers ou
non premiers, et sur les grands avantages que presente la considération de
ces racines, dans les questions de nombres, surtout en fournissant le moyen
d’établir la théorie nouvelle des indices modulaires des polynémes radicaux.
— Tlheories des nombres. Mémoire sur les racines des équivalences corres-
pondantes a4 des modules quelconques premiers ou non premiers, et sur les
avantages que présente ’emploi de ces racines dans la théorie des nombres.
~— Théorie des nombres. Memoire sur la décomposition des nombres entiers
en facteurs radicaux. — Théeorie des nombres. Mémoire sur les indices modu-
laires des polyndmes radicaux que fournissent les puissances et produits des
racines de la résolvante d’'une équation bindme. — Analyse matheématique.
Mémoire sur Papplication de la nouvelle théorie des imaginaires aux diverses
branches des Sciences mathématiques. — Théorie des nombres. Mémoire sur
diverses propositions relatives & la théorie des nombres. — Theorie des nom-
bres. Mémoire sur ’emploi des racines de Punité pour la résolution des divers
svstémes d’équations linéaires. — Physique mathématique. Note sur la pola-
risation chromatique. — Astronomie. Mémoire sur la détermination des orbites
des planétes et des cométes. — Astronomie. Second Mémoire sur la determi-
nation des orbites des planétes et des cométes. — Astronomie. Note sur
Papplication des formules établies dans les précédentes séances, a le 1étermi-
nation des orbites des petites planétes, — Analyse mathematique. Méthode
aénérale pour la résolutivn des systémes d'équations simultanées. — Astro-
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nomze. Mémoire sur e degré d’exactitude avec lequel on peut déterminer los
orbites des planétes et des cométes. — Analyse matheématique. Application
des formules que fournit la nouvelle méthode d’interpolation & la résolution
d’un systéme d’équations linéaires approximatives, et, en particulier, & la
correction des éléments de l'orbite d’un astre. — Astronomie. Mémoire sur
la détermination et ]a correction des éléments de I'orbite d’un astre. — Aséro-
romie. Memoire sur la détermination de l'orbite d’une planéte, 4 Yaide de
formules qui ne renferment que les dérivées du premier ordre des longitude
et latitude géocentriques. — Astronomie. Addition au Mémoire sur la déter-
mination de I'orbite d’une planéte, & I'aide de formules qui ne renferment que
les dérivées du premier ordre des longitude et latitude géocentriques, —
dstronomie. Mémoire sur deux formules générales, dont chacune permet de
calculer rapidement des valeurs trés approchées des éléments de I'orbite d’'une
planéte ou d’une cométe. — Astronomie. Rapport sur un Mémoire de M. de¢
Gasparis, relatif 4 deux équations qui donnent la longitude du nceud de
Vinclinaison de Vorbite d'un astre, & ’aide d’observations géocentriques con-«
venablement combinées. — Astronomie. Note sur 'abaissement que l'on peut
faire subir au degré de I’équation donnée par Lagrange dans la Connaissance
des Temps pour année 1821. — Astronomie. Mémoire sur quelques propriétés
remarquables des fonctions interpolaires, et sur le parti qu'on peut en tirer
pour une détermination sare et facile des ¢léments de Porbite d’une planéte
ou d’une cométe, — Astronomie. Formules pour la détermination des orbites
des planétes et des cométes. — Optigue. Note sur la lumiére réfléchie par la
surface d’'un corps opague, et spécialement d'un métal. — Astronomie. Rap-
port sur divers Mémoires de M, Michal, relatifs 4 la détermination des orbites
des planétes et des cométes.

Table des Matidres du Tome XI (I Série).

Sur quelques théorémes de Géométrie analytique relatifs aux polygones et
aux polyédres réguliers. — Rapport sur une Note de M. Breton de Champ,
relatif A quelques propriétés des rayons de courbure des surfaces. — Note sur
quelques propriétés remarquables des polyédres réguliers. — Mémoire sur les
valeurs moyennes des fonctions d’une ou de plusicurs variables, et sur les
fonctions isotropes. — Mémoire sur les valeurs moyennes des fonctions et sur
les fonctions isotropes. — Mémoire sur les douze équations qui déterminent
les mouvements de translation, de rotation et de dilatation d’un systéme de
molécules. — Rapport sur les moyens proposés par les auteurs de divers
Mémoires pour la sclution des difficultés que présentent le dépouillement et
le recensement des votes dans les élections nouvelles, — Note sur un moyen
de rendre plus rapide le dépouillement du scrutin dans les élections nouvelles.
— Rapport sur les moyens que divers auteurs proposent pour faciliter les
opérations relatives aux élections nouvelles. — Rapport sur un Mémoire de
M. Gorini, relatif aux résidus des puissances d'un méme nombre. — Note
sur le recensement des votes dans les élections générales. — Mémoire sur les
valeurs moyennes des fonctions et sur les fonctions isotropes (suite). —
Nouveau Mémoire sur les douze équations qui déterminent les mouvements
de translation, de rotation et de dilatation de molécules sollicitées par des
forces d’attraction ou de répulsion mutuelle. — Théorémes divers sur les
fonctions différentielles et sur les valeurs moyennes des fonctions. — Mémoire
sur le mouvement d’un systéme de molécules. — Mémoire sur les conditions
velatives aux limites des corps, et, en particulier, sur celles qui conduisent
~ux lois de la réflexion et de la réfraction de la lumiére. — Mémoire sur de
aouveaux théorémes relatifs aux valeurs moyennes des fonttions, et sur
Papplication de ces théorémes & V’intégration des équations aux dérivées par-
tielles que presente la Mécanique moléculaire. — Rapport sur un Mémoire de
M. Laurent, relatif aux équations d’équilibre et de mouvement d’un systéme
de sphéroides sollicités par des forces d’attraction et de répulsion mutueiles.
— Démonstration et application d'une formule gui permet de résoudre d'im-
poriantes questions d’Analyse et de Physique mathématique. — Sur la surface
caracteristigue et la surface des ondes — Sur la surface mobile dount Péquar
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tion est de la forme h+ z(x —a) + y(y —b) + 5(z—c) =42 — In éoration
générale des équations homogénes, lineaires et a coefficients cons ants, d un
ordre quelconque, et integration spéciale de 'equation & D, D ,D_,D)s=0.
— Démonstration d’un théoréme fondamental relatif 3 la Surface des
ondes. — Integration générale de I'équation homogenc du second ordre
Dim=F(D,, D, D, ...)w. — Sur la fonction appelée principale dans les
recherches préscntees 4 la derniére séance. — Déterminalion d une int-grale
singuliére. — Intégration générale de I'équation F(D,D_, D, D, ...)z=0.
— Explication des contradictions qui se mamfestent entre iés intégrales par
séries des équations différentielles, ou aux derivées partielles, et leurs inté-
grales en termes finis. — Sur la fonction principale assujettie 4 vérifier
Péquation F(D,, D, Dy, D,,...)m =o0. — Sur une intégrale particuliére. —
Sur la transformation” d’une fonction @w(®, ¥, 5,...) en une integrale. —
Démonstration d’un théoréme de Calcul intégral. — Application du théoréme
établi dans la Note précédente. — Sur une fonction I (r) de la variable r li¢e
aux m variables z, y, z, ... par l'équation r*=x2>+ 32+ 5’+.... — Sur
Péquation linéaire et de lordre n : F(D,, D, D, D, ...) & =0. — Sur une
transformation de I'intégrale obtenue dans le Mémoire précédent. — Applica-
cation de cette intégrale au cas ol Véquation donnée devient isotrope. —
Application de la formule donnée dans la séance du 30 octobre & un cas par-
ticulier. — Démonstration d'une formule relative & la Note précédente. —
Sur une intégrale particuliére. — Application des formules données dans la
Note précédente & la délimitation des intégrales des équations homogénes.
— Mémoire sur les fonctions discontinues. — Application des principes
établis dans le Mémoire précédent & D'intégration de Véquation homogéne
F(D,D,D,,D,...)m=o0. — Détermination générale de (}a fonction prinei-
ale qui verifie équation homogéne. — La dérivée de Vordre n — 2 de la
onction principale sera généralement nulle, en dedans de la plus petite
nappe. — Démonstration de plusieurs théorémes généraux d’Analyse et de
Calcul intégral. — Sur les coefficients limitateurs considérés comme valeurs
articuliéres de fonctions continues d’une ou de plusieurs variables. — Sur
es équations auxquelles on est conduit en cherchant a résoudre les problémes
les plus généraux d’Analyse ou de Calcul intégral. — Sur les phénoménes re-
résentés par les intégrales des équations discontinues, et en particulier sur
es ondes planes que représentent les intégrales en termes finis des équations

discontinues aux dérivées partielles. — Sur le développement en série des
intégrales des équations discontinues. — Sur les diverses formes qu'on peut
assigner au limitateur 1. — Sur l'intégration de équation aux dérivées
partielles Dis = (@?l__+ 61 _)D%s, — Sur les mouvements infiniment petits

de deux systémes de molécules qui se pénétrent mutuellement, et en parti-
culier sur les vibrations de ’éther dans un corps solide ou fluide dont chaque
molécule est considérée comme un systéme d’atomes. — Sur les fonctions
isotropes de plusieurs systémes coordonnées rectangulaires, et spécialement
sur celles de ces fonctions qui sont en méme temps hemitropes, et qui
changent de signe avec les coordonnées paralléles 4 un seul axe. — Sur les
actions ternaires, ou, en d’autres termes, sur les modifications que l'action
mutuelle de deux atomes peut subir en présence d’un troisiéme atome. — Sur
les lois de la polarisation des vaycens lumineux dans les cristaux 4 un ou a
deux axes optiques. — Sur les trois espéces de rayons lumineux qui corres-
pondent aux mouvements simples du fluide éthéré. — Mécanique moléculaire.
~— Note sur les rayons lumineux simples et sur les rayons évanescents. —
Mémoire sur la réflexion et la réfraction de la lumiére, et sur de nouveaux
rayons réfléchis et réfractés. — Rapport concernant un Mémoire de M. Jamin
sur la réflexion de la lumiére 4 la surface des corps transparents. — Détermi-
nation simultanée de Vindice de réfraction d’une lame ou plague transparente,
et de 'angle compris entre denx surfaces planes qui terminent cette plaque.
— Mémoire sur les fonctions discontinues. — Mémoire sur les rayons réfléchis
et réfractés par des lames minces et sur les anneaux colorés. — Recherches
nouvelles sur les séries et sur les approximations des fonctions de trés grands
nombres. — Mémoire sur l'intégration d’un systéme quelconque d’équations
differentielles, e , en particulier, de celles qui représentent les mouvements
planétaires. — Suite des recherches sur I'intégration d'un systéme d’equations

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



— 15 —

différentielles, et transformation remarquable de FPintégrale générale de
Péquation caractéristique. — Rapport sur un Mémoire de M. Bravais relatif
4 certains systémes ou assemblages de poinis matériels., — Sur les quantités
géoméiriques, et sur une méthode nouvelle pour la résolution des équations
algébriques de degré quelconque. — Mémoire sur quelques théorémes dignes
de remarque, concernant les valeurs moyennes des fonctions de trois variables
indépendantes, — Rapport sur un Mémoire de M. Roche, relatif aux figures
ellipsoidales qui conviennent & Péquilibre d’une masse fluide soumise 2a
Patiraction d’un point éloigné. — Mémoire sur les intégrales continues et les
intégrales discontinues des équations différenticlles ou aux dérivées partielles.
— Application des principes établis dans la séance précédente & la recherche
les intégrales qui représentent les mouvements infiniment petits des corps
.omogénes, et spécialement les mouvements par ondes planes. — Mémoire
sur les systémes d’équations linéaires différentielles ou aux dérivées partielles,
4 coefficients périodiques, et sur les intégrales élémentaires de ces mémes
équations. — Mémoire sur les vibrations infiniment petites des systémes de
points matériels. — Démonstration simple de cetie proposition que, dans un
rayon de lumiére polarisé rectilignement, les vibrations des molécules sont
perpendiculaires au plan de polarisation. — Suite des recherches sur l'inté-
gration des équations {inéaires A coefficients périodiques. — Mémoire sur les
vibrations d’'un double systéme de molécules et de I’éther contenu dans un
corﬁs cristallisé. — Mémoire sur les systémes isotropes de points matériels.
— Recherches sur les mouvements vibratoires des systémes de molécules, et
sur la théorie de 1a lumiére. — Mémoire sur les perturbations Produites dans
les mouvements vibratoires d’un systéme de molécules par linfluence d'un
systéme. — Mémoire sur la propagation de la lumiére dans les milieux
isophanes. — M. Augustin Cauchy dépose sur le Bureau un exemplaire du
Mémoire sur les systémes isotropes de poinis matériels, qui doit paraitre pro-
chainement dans le Recueil des Mémoires de l’Academie. — Mémoire sur
les vibrations de Péther dans les milienx qui sont isophanes par rapport &
une direction donnée. — Note sur la différence de marche entre les deux
rayons lumineux qui émergent d'une plaque doublement réfringente 4 faces
paralléles. — Sur les fonctions dont les dévelo(fpements en séries ordonnées
suivant les puissances ascendantes et entiéres d'une variable satisfont & cer-
taines conditions dignes de remarque. — Rapport sur un Mémoire relatif au
développement de l'exponentielle ¢* en produit continu; par M. Fedor
Thoman. — Mémoire sur la décomposition des fonctions en facteurs. —
Rapport sur un Mémoire intitulé : Méthode pour calculer les éléments des
planétes, ou, plus généralement, des astres dont les orbites sont peu inclinées
a lécliptique, fondée sur Yemploi des dérivées, relatives au temps, des trois
premiers ordres de la longitude géocentrique et du premier ordre de la lati-
tude; par M. Foon Villarceau. — Note sur Vintensité de la fumiére dans les
rayons réfléchis par la surface d’un corps transparent ou opague. — Rapport
sur une Note relative aux anneaux colorés de Newton; par MM. F. de la
Provostaye et Paul Desains. — Mémoire sur un systéme d’atomes isotrope
autour d’un axe, et sur les deux rayons lumineux que propagent les cristaux
4 un axe optique. — Mémoire sur la réflexion et la réfraction de la lumiére 2
la surface extérieure d’un corps tramsparent gui décompose un rayon simple
doué de la polarisation rectiligne, en deux rayons polarisés circulairement en
sens contraires. — Rapport sur un Mémoire de M. Jamin, relatif a la
double réfraction elliptique du quartz. — Sur les rayons de lumiére réfléchis
et refractés par la surface d’'un corps transparent. — Sur les rayons de lu-
miére réfléchis et réfractés par la surface d'un corps transparent et isophane.
— Mémoire sur la réflexion et la réfraction des rayons lumineux i la surface
extérieure ou intérieure d'un cristal. — Détermination des trois coefficients
qui, dans la réflexion et Ja réfraction opérées par la surface extérieure d'un
cristal, dépendent des rayons évanescents. — Mémoire sur les éguations diffé~
rentielles du mouvement de V'éther dans les cristaux a un et 3 deux axes
optiques. — Mémoire sur la réflexion et la réfraction opérées par la surface
exterieure d'un cristal & un ou deux axes optiques. — M. Augu tin Cauchy
depose sur le Burean un exemplaire de son Mémoire sur les lois de la ré-
flexion et de la réfraction opérées par la surface extérieure d’'un cristal & un
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ou 4 deux axes optiques. — Mémoire sur un nouveau phénoméne de réflexion.
— Note relative aux rayons réfléchis sous I'incidence principale, par la surface
cxtérieure d’un cristal 4 un axe oplique {communication verbale). — Note
sur la réflexion d'un rayon de lumiére polarisée a la surface extérieure d'un
eorps transparent. — Note sur les vibrations transversales de I'éther et sur
la dispersion des couleurs. — Mémoire sur les fonctions irrationnelles. —
Suite des recherches sur les fonctions rationnelles et sur leurs intégrales dé-
finies. — Sur les fonctions de variables imaginaires. — Addition au Mémoire
sur les fonctions irrationnelles, et sur leurs intégrales définies. — Mémoire
sur lapplication du Calcul des résidus & plusieurs questions importantes
d’Analyse. — Mémoire sur I’application du Calcul des résidus & la décompo-
sition des fonctions transcendantes en facteurs simples. — Rapport sur un
Mémoire présenté & YAcadémie par M. Puiseux et 1ntitulé : Recherches sur
les fonctions algéeébriques. — Rapport sur un Mémoire présenté par M. Bra-
vais, et intitulé : Etudes sur la Cristallographie. — Note sur I'équilibre
et les mouvements vibratoires des corps solides. — Rapport sur divers Mé-
moires de M. Wertheim. — Application du Calcul des résidus & la décompo-
sition des fonctions transcendantes en facteurs simples (suite). — Mémaire
sur la sommation des termes de rang trés élevé dans une série simple ou mul-
tiple. — Rapport sur un Mémoire présenté i I'’Académie par M. Hermite, et
relatif aux fonctions & double période. — Note relative aux observations pré-
sentées & 'Académie par M. Liouville. — Sur les fonclions monotypiques et
monogénes. — Rapport sur un Mémoire présenté & VAcadémie par M. Pui-
seux, et intitulé : Nouvelles recherches sur les fonctions algebriques. —
Rapport sur un travail présenté 4 I’Académie par M. Koralek, et relatif aux
logarithmes des nombres. — Conditions sous lesquelles subsistent les prin-
cipales formules du Calcul des résidus. — Sur les valeurs principales et géné-

rales des intégrales curvilignes, dans lesquelles la fonction sous le signe [ de-

vient infinie en un point de la portion de courbe donnée. — Sur le module
O(t+3)
z

principal du rapport — Méthode nouvelle pour la détermination

des mouvements des corps célestes. — Développement des fonctions en séries
limitées. — Mémoire sur le développement des quantités en séries limitées.
— Mémoire sur le développement des quantités en série limitées (suite). —
Sur les restes qui complétent les séries limitées. — Sur le changement de va-
riable indépendante dans les moyennes isotropiques. — Mémoire sur 'applica-
tion du Calcul infinitésimal & la détermination des fonctions implicites, —
Rapport sur de nouvelles recherches relatives 4 la série de Lagrange, et pré-
sentées 3 I’Académyie par M. Felix Chio, de Turin. — Sur la série de Lagrange,
et sur la régle de convergence que Lagrange a énoneé dans les Memoires de

f(k+2)

Berlin de 1768 — Sur le module principal du rapport » k élant une

constante positive, et f(2) une somme de termes proportionnels i diverses
puissances de z. — Sur les équations trinémes. — Nouvelle méthode pour
I'intégration des équations linéaires aux dérivées partielles, sous des condi-
tions données relatives aux limites des corps. — Nouvelles recherches re-
latives & l'intégration des équations aux dérivées partielles, sous des con-
ditions données. — Nouvelles recherches ot les principes établis dans les
Mémoires précédents sont particuliérement appliqués & la théorie des calo-
viféeres cylindriques. — Sur plusieurs nouveaux théorémes d’Analyse algé-
brigue. — Sur le mouvement de rotation d’un corps solide et, en parti-
culier, d’un corps pesant autour d’'un point fixe. — Suite des recherches
sur la rotation d’un corps solide et en particulier d'un corps pesant autour
d’un point fixe. — Sur les clefs algébriques.

Table des matiéres du Tome XII (I Série).

Sur la théorie des moments linéaires et sur les moments linéaires des divers
ordres. — Sur les clefs algébriques (suite). — Sur les avantages que présente,
dans un grand nombre de questions, l'emploi des clefs algébriques. — Note
sur les séries convergentes dont les divers termes sont des fonctions continues
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d’une variable réelie ou imaginaire, entre des limites données. — Mémoire
sur P’évaluation d’inconnues déterminées par un grand nombre d’équations
approximatives du premier degré. — Mémoire sur les diflérenticlles et les
variations employées comme clefs algébriques. — Suite du Mémoire sur les diffé-
rentielles et les variations employées comme clefs algébrigues. — Mémoire sur
Pinterpolation, ou remarques sur les remarques de M. Jules Bienayme.—Sur la
nouvelle méthode d’interpolation comparée a la méthode des moindres carrés. —
M. Augustin Cauchy préseunte encore 2 'Académie : 10 Un Mémoire sur les
variations constantes arbitraires que comprennent les intégrales des équations
différentielles considérées dans un article précédent, et sur les avantages
qu'offre Pemploi des clefs algébriques pour déterminer complgtement ces
variations, lorsque la fonction dont les équations différentielles renferment
les dérivées se réduit 4 une fonction des deux sommes 24 y*+2*+ ...,
u + ¢+ w*+..,..; 2° Un Mémoire sur le Calcul des probabilités. — Mémoire
sur fes coefficients limitateurs ou restricteurs. — Sur les résultats moyens
d’observations de méme nature, et sur les résultats les plus probables. —Sur
la probabilité des erreurs qui affectent des résultats moyens d“’observations de
méme nature. — M. Augustin Cauchy lit un Mémoire ayant pouwr titre ¢ Sur
la plus grande erreur a craindre dans un résultat moyen, et sur le systéme de
facteurs qui rend cette grande erreur un minimum. — Sur la plus grande
erreur 3 craindre dans un résultat moyen, et sur le systéme de facteurs qui
rend cette plus grande erreur un minimum (Mémoire ?tésenté dans la précé-
dente séance). — Mémoire sur les résultats moyens d’un trés grand nombre
d’observations. — M. dugustin Cauchy présente i 'Académie des considéra-
tions nouvelles sur les mouvements infiniment petits des corps considérés
comme des systémes d’atomes, et sur Ia rédexion et la réfraction des mouve-
ments simples. — Sur les rayons vecteurs associés et sur les avantages que
K{ésente lemploi de ces rayons vecteurs dans la Physique mathématique. —

. Augustin Cauchy présente 3 I'Académie des recherches nouvelles sur la
torsion des prismes. — Sur la torsion des prismes. — Rapport sur un Mémoire
de M. Marie, relatif aux périodes des intégrales. — Sur la transformation des
fonctions implicites en moyennes isotropiques, et sur leurs développements en
séries trigonométriques. — Formules générales pour la transformation des
fonctions implicites en fonctions explicites. — Application des formules établies
dans le précédent Mémoire & la solution des problémes astronomiques. — Sur
la transformation des variables qui déterminent les mouvements d'une planéte
ou méme d'une cométe en fonction explicite du temps, et sur le développe-
ment de ces fonctions en séries convergentes. — Sur les services que la spirale
logarithmique peut rendre & PAstronomie. — Sur la résolution 3e5 équations
et sur le développement de leurs racines en séries convergentes. — Sur une
formule de M. Anger et sur d’autres formules analogues. — Sur I'induction
en Analyse et sur Iemploi des formules symboliques. — Sur les intégrales
aux différences finies. — Sur un théoréme général qui fonrnit immédiatement,
dans un grand nombre de cas, des limites entre lesquelles une série simple ou
muliiple demeure convergente. — M. Augustin Cauchy présente & I’Académie
une Note sur D'application du Calecul des variations & Vintégration d'un sys-
téme d’équations différentielles. — Sur les avantages que présente Vintroduc-
tion d'un paramétre variable et des notations propres au Calcul des variations
dans quelgues-unes des principales formules de P’Analyse infinitésimale. —
Note sur les conditions de convergence des séries qui représentent les inté-
grales générales d'un systéme d’équations différentielles. — Addition A la
Note insérée dans le dernier Compte rendu. — Sur la nature des intégrales
d’un systéme d’¢quations différentielles de premier ordre. — Sur la distinction
etsurlareprésentation des fonctions continuesetdiscontinues. — Sur les rapports
différentiels des quantités géométriques, et sur les intégrales synectiques des
équationsdifférentielles.— Sur la recherche des intégralesmonodromes et mono-
génesd'un systéme d’équations difiérentielles.— Rapport sur un Mémoire présenté
a YAcadémie par MM. Briot et Bouquet, et intitulé : Recherches sur les fonc-
tious définies par les équations différentielles. — Rapport su leux Mém~ires
de M. Pierre-Alphonse Laurent, chef de bataillon du Génie - Mémoir. sur
les variations intégrales des fonctions. — Sur les variations intégrales des
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fonctions (suite). — Sur {es variations intégrales des fonctions (suite). — Sur
la transformation des fonctions implicites en fonctions monodromes et mono-
génes, et sur les développements de ces fonctions en séries convergentes., —
Sur les compteurs logarithmiques. — Sur le dénombrement des racines qui,
dans une équation algébrigue ou transcendante, satisfont & des conditions
données. — Considérations nouvelles sur les résidus. — Sur une formule trés
simple et trés générale qui résout immédiatement un grand nombre de pro-
blémes d’Analyse déterminée et d’Analyse indéterminée. — Note sur un théo-
réme de M. Puiseux — Sur les fonctions monodromes et monogénes. —
Rapport sur un Mémuire de MM. Briot et Bouguet. — Sur la théorie des
fonctions., — Méthode nouvelle pour l'intégration d’un systéme d’équations
différentielles. — Sur les produits symboliques et les fonctions symboliques.
— Sur la transformation des fonctions symboliques en moyennes isotropiques.
— Sur l'intégration définie d’'un systéme d’équations différentielles. — Observa-
tions de M. Augustin Cauchy sur une Note publiée dansle Compte rendu de la
derniére séance de M. Catalan. — Remarques faites & propos des observa-
tions présentées par M. Joseph Bertrand sur un Mémoire de M. Ostrogradski.
— Note sur les variations grusques de vitesses dans un systéme de points
matériels. — Observations sur la Note insérée par M. Cauchy dans le Compte
rendu de ia derniére séance, par M. Duhamel. — Recherches nouvelles sur
la théorie des nombres. — Mémoire sur le choc des corps élastiques, présenté
a I'Académie le 19 février 1827. — Sur les compteurs logarithmiques appliqués
au dénombrement et 4 la séparation des racines des équations transcendantes.
— Sur la résolution des équations algébriques. — Sur les fonctions quadra-
tiques et homogénes de plusieurs variables. — Note sur les résultantes ana-
strophiques. — Théorie nouvelle des résidus. — Addition au Mémoire sur les
fonctions quadratigues et homogénes. — Mémoire sur l'intégration d'un sys-
téme d’équations différentielles. — M. Augustin Cauchy présente a I’Académie
la suite ge ses recherches sur l'intégration d’'un systéme d’équations différen-
tielles. — Sur I'intégration des systémes d'équations différentielles, et spéciale-
ment de ceux qui expriment les mouvements des astres. — Sur les avantages
que présente ’emploi des régulateurs dans I’Analyse mathématique. — Méthode
nouvelle pour la détermination des mouvements des astres. — Sur V'emploi
des régulateurs en Astronomie.

II* SERIE.

Table des Matiéres du Tome I (II° Série).
Mémoires extraits du « Journal de !’Ecole Polytechnique ».

Recherches sur les polyédres ( Premier Mémoire). — Sur les polygones et
les polyédres ( Second Mémoire). — Recherches sur les nombres. — Mémoire
sur le nombre des valeurs qu'une fonction peut acquérir lorsqu’on y permute
de toutes les maniéres possibles les quantités qu’elle renferme. — Mémoire sur
les fonctions qui ne peuvent obtenir que deux valeurs égales et de signes
contraires par suite des transpositions opérées entre les variables qu'elles ren-
ferment. — Mémoire sur la détermination du nombre des racines réelles dans
les équations algébriques. — Sur les racines imaginaires des équations. —
Mémoire sur une espéce particuliére du mouvement des fluides. — Mémoire
sur Pintégration des équations linéaires aux différentielles partielles et a coef-
ficients coanstants, — Viémoire sur le systéme de valeurs qu'il faut attribuer &
divers éléments déterminés par un grand nombre d’observations, pour que la
plus grande de toutes les erreurs, abstraction faite da signe, devienne uwn
maximum. — Mémoire sur ’intégration d’une certaine classe d’équations aux
différences partielles et sur les phénoménes dont cette intégration fait con-
naitre les lois dans les questions de Physique mathématique. — Calcul des
indices des fonctio s. — Mémoire sur diverses formules relatives & la théorie
des intéerales definies et sur la conversion des différences finies des puissances
en intégrales de cette espéce.
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Table des Matiéres du Tome III (II* Série).
Analyse algébrique.

Des fonctions réelles. — Des quantités 1nfiniment petites ou infinimemt
grandes, et de la continuité des fonctions. Valeurs singuliéres des fonctions
dans quelques cas particuliers. — Des fonctions symétriques et des fonctions
alternées. Usage de ces fonctions pour la résolution des équations du premier
degré 4 un nombre quelconque d’inconnues. Des fonctions homogénes. — Dé-
termination des fonctions entiéres, d’aprés un certain nombre de valeurs par-
ticuliéres supposées connues. Applications. — Détermination des fonctions con-
tinues d’une seule variable propres a vérifier certaines conditions. — Des séries
(réelles) convergentes et divergentes. Régles sur la convergence des séries.
Sommation de guelques séries convergentes. — Des expressions imaginaires
et de leurs modules. — Des variables et des fonctions imaginaires. — Des séries
imaginaires convergentes et divergentes. Sommation de quglques séries imagi=
naires convergentes. Notations employées pour représenter quelques fonctions
imaginaires anxquelles on se trouve conduit par la sommation de ces mémes
séries. — Sur lesracines réelles ou imaginaires des équations algébriques dont
le premier membre est une fonction rationnelle et entiére d’une seule variable.
Résolution de quelques équations de cette espéce, par I’Algébre ou la Trigono-
métrie. — Décomposition de fractions rationnelles. — Des séries récurrentes.

NOTES SUR L’ANALYSE ALGEBRIQUE.

1. Sur la théorie des quantités positives et négatives. — IL. Sur les formules
qui résultent de I'emploi du signe > ou <, et sur les moyennes entre plu-
sieurs quantités. — IIL. Sur la résolution numérique des équations. — IV. Sur

le développement de la fonclion alternée
(y—2)<x(z2—2)(5—y)¥...x(¢—Z)(¢—y) (v —32)...(v—u).

V. Sur la formule de Lagrange relative & I'interpolation. — VI. Des nombres
figurés. — VII. Des séries doubles. — VIII. Sur les formules qui servent a con-
vertir les sinus ou cosinus des multiples d’un arc en polynomes dont les diffé-
rents termes ont pour facteurs les puissances ascendantes du sinus ou cosinus
de ce méme arc. — IX. Sur les produits composés d’'un nombre infini de
facteurs.

Table des matiéres du Tome IV (II° Série).

RESUME DES LEGORS DONNEES A L'ECOLE POLYTECHNIQUE SUR LE CALCUL INFI-
NITESIMAL. — Avertissement. — Calcul différentiel. — Des variables, de
leurs limites, et des quantités infiniment petites. — Des fonctions continues et
discontinues. Représentation géométrique des fonctions continues. — Dérivées
des fonctions d'une seule variable. — Différentielles des fonctions d’une seule
variable. — La différentielle de la somme de plusieurs fonctions est la somme
de leurs différentielles. Conséquences de ce principe. Différentielles des
fonctions imaginaires. — Usage des différenticlles et des fonctions dérivées
dans la solation de plusieurs problémes. Maxima et minima des fonctions d’une

. . . ; [
seule variable. Valeurs des fractions qui se présentent sous la forme o=
Valeurs de quelques expressions qui se présentent sous les formes indé-
. -] . . . .
terminées =’ of .... Relation qui existe entre le rapport aux différences

finies et la fonction dérivée., — Différentielles des fonctions de plusieurs
variables. Dérivées partielles et diff¢rentielles partielles. — Usage des dérivées
partielles dans la différentiation des fonctions composées. Diflerentielles des
fonctions implicites. — Theoreme des fonctions homogenes. Maxima et minima
des fonctions de plusieurs variables. — Usage des facteuis indeterminés dans
la recherche des maximaet mimma. — Diffexentielles et derivées des divers
ordres pour les fonctions d'une seule variable. Changement de la variable
indépendante. — Difiérentielles des divers ordres pour les fonctions de
plusieurs variables. — Méthodes propres a simplifier la recherche des différen-
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tielles totales pour les fonctions de plusteurs variables indépendantes. Valeurs
symboliques de ces différentielles. — Relations qui existent entre les fonctions
d’'une seule variable el leurs dérivées ou diflérentielles des divers ordres.
Usage de ces différentielles dans la recherche des maxima et minima. ~=
Usage des différentielles des divers ordres dans la recherche des maxima et
mipima des fonctions de plusieurs variables. — Des conditions qui doivent étre
remplies pour qu’une différentielle totale ne change pus de signe, tandis que
Pon change les valeurs attribuées aux différenticlles des variables indé-
pendantes. — Différentielles d’une fonction quelconque de plusieurs variables
dont chacune est 4 son tour une fonction linéaire d’autres variables supposées
indépendantes. Décomposition des fonctions entiéres en facteurs réels da
premier ou du second degré. — Usage des dérivées et des différentielles des
divers ordres dans le développement des fonctions entiéres. — Décompositien
des fractions rationnelles. — Calcul intégral. — Intégrales définies. —
Formules pour la détermination des valeurs exactes ou approchées des inté-
grales définies. Décomposition d’une intégrale définie en plusieurs autres.
Intégrales définies imaginaires. Représentation géométrique des intégrales
définies réelles, de la fonction sous le signe f en deux facteurs, dont l'un
conserve toujours le méme signe. — Des intégrales définies dont les
valeurs sont infinies ou indéterminées. Valeurs principales des intégrales
indéterminées. — Intégrales définies singuliéres. — Intégrales indéfinies. —
Propriétés diverses des intégrales indéfinies. Méthodes pour déterminer
les valeurs de ces mémes intégrales. — Sur les intégrales indéfinies qui
renferment des fonctions algébriques. — Sur Pintégration et la réduction des
différentielles binomes, et de quelques autres formules différentielles du méme
genre. — Sur les intégrales indéfinies qui renferment des fonctions exponen-
tielles, logarithmiques ou circulaires. — Sur la détermination et la réduction
des intégrales indéfinies, dans lesquelles la fonction souns le signe f est le
produit de deux facteurs égaux a certaines puissances du sinus et du cosinus
de la variable. — Sur le passage des intégrales indéfinies aux intégrales
définies. — Différentation et intégration sous le signe f. Intégration des
formules différentielles qui renferment plusieurs variables indépendantes. —
Comparaison des deux espéces d’intégrales simples qui résultent dans certains
cas d’une intégration double. — Différenticlle d’une intégrale définie par
rapport & une variable comprise dans la fonction sous le signe f, et dans les
limites de lintégration. Intégrales des divers ordres pour les fonctions d’une
seule variable. — Transformation de fonctions quelconques de z ou de z+A
en fonctions entiéres de z ou de' & auxquelles s’ajoutent des intégrales définies.
Expressions équivalentes a4 ces mémes intégrales. — Théorémes de Taylor et de
Maclaurin. Extension de ces théorémes aux fonctions de plusieurs variables. —
Régles sur la convergence des séries. Agplication de ces régles A la .érie de
Maclaurin. — Des exponentielles et des logarithmes imaginaives. Usage de ces
exponentielles et de ces logarithmes dans la détermination des intégrales,
soit définies, soit indéfiniesq — Intégration par séries. — Sur les formules de
Taylor et de Maclaurin,

LECONS SUR LE CALCUL DIFPFERENTIEL. — Avertissement. — Des variables, de
feurs limites et des quantités infiniment petites. Des fonctions continues et
discontinues, explicites ou implicites, simples ou composées, etc. Des séries
convergentes ou divergentes. — Objet du Calcul différentiel. Dérivées et diffé-
rentielles des fonctions d’une seule variable. — La différentielle de la somme
de plusieurs fonctions est la somme de leurs différentielles. Conséquences de
ce principe. Différentielles des fonctions imaginaires. — Différentielies et
dérivées des divers ordres pour les fonctions d’une seule variable. Changement
de Ja variable indépendante. — Relations qui existent entre les fonctions
réelles d’une seule variable et leurs dérivées ou différentielles des
divers ordres, — Détermination des valeurs que prennent les fonations réelles
d’'une seule variable quand elles se présentent sous les formes indétermi-

0o Fow - . .
nées 3 xg’ 0% o0, 0% 1%, etc. — Sur les dérivées des fonctions qui re-

présentent des quantitée iniskment petites. — Sur les maxima et minim~ des
fonctions réelles d’une seule variable. — Développement d’une fonction réelle
de 2 suivant les puissances ascendantes et eantiéres de la variabls z, ou de la
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diftérence z—a, dans laquelle a désigne une valeur particuliére de cette
variable. — Théorémes de Maclaurin et de Taylor. — Régles sur la conver-
gence des séries. Application de ces régles aux séries de Maclaurin et de
Taylor. — Des valeurs que prennent les fonctions d'une seule variable z,
quand gette variable devient imaginaire. — Différentielles et dérivées des divers
ordres pour les fonctions d’une variable imaginaire. — Relations qui existent
entre les fonctions d’une variable imaginaire = et leurs dérivées ou différen-
tielles des divers ordres. Développements de ces fonctions suivant les puis-
sances ascendantes de z, ou de la différence £—a, dans laquelle & désigne une
valeur particuliére de . — Sur la résolution des équations algébriques et
transcendantes. Décomposition des fonctions entiéres en facteurs réels du
premier ou du second degré. — Développement d’unc fonction de 7, qui devient
infinle pour z=a, suivant les puissances ascendantes de z—a. Décomposilion
des fractions rationnelles. — DilfTerentielles des fonctions de plusieurs variables
Dérivées partielles et différentielles partielles. — Usage des dérivées partielles
dans la différentiation des fonctions composées. Différentielles des fonctions
implicites. Théoréme des fonctions homogénes. — Différentielles des divers
ordres pour les fonctions de plusieurs variables. — Méthodes propres & simplifier
la recherche des différentielles totales pour les fonctions de plusieurs variables
indépendantes. Valeurs symboliques de ces différentiellos. — Maxima et
minima des foonctions de plusieurs variables. — Des conditions qui doivent
&tre remplies pour qu’une différentielle totale ne change pas de signe tandis que
Pon change les valeurs attribuées aux ditférentieiles des variables indépen-

dantes. — Usage des facteurs indéterminés dans la recherche des maxima et
minima. — Développements des fonctions de plusieurs variables. Extension du
théoréme de Taylor & ces mémes fonctions. — Note sur la détermination

approximative des racines d’une équation algébrique ou transcendante.

Table des Matidres du Tome V (II* Série).

LECONS B8UR LES APPLICATIONS DU CALQUL INPINITESIMAL A LA GEOMETRIE. —
Avertissement. — Préliminaires., Revue de quelques formules de Géométrie
analytique. — Calcul différentiel. — Inclinaison d’une courbe plane en un
point donné, Equations de la tangente et de la normale & cette courbe. — Des
longueurs appelées sous-tangentes, sous-normales, tangentes et normales des
courbes planes. — Centres, diameétres, axes et asymptotes des courbes planes. ~
Propriétés diverses des courbes planes déduites des équations de ces mémes
courbes. Points singuliers. — Différentielle de 1’arc d’une courbe plane. Angles
formés par la tangente a cette courbe avec les demi-axes des coordonnées posi-
tives. Sur les courbes planes qui se coupent ou se touchent en un point donné.
— De la courbure d’une courbe plane en un point donné. Rayon de courbure,
centre de courbure et cercle osculateur. —— Détermination analytique du centre
de courbure d’une courbe plane. Théorie des développées et des développantes.
— Sur les courbes planes qui sont osculatrices I'une de I'autre en un point
donné. — Sur les divers ordres de contact des courbes planes. — Sur les
diverses espéces de contact que peuvent offrir deux courbes planes représentées
par deux ¢équations dont 'une renferme des constantes arbitraires. Point de
contact dans lesquels deux courbes se traversent en se touchant. — Sur 'usage

ue Von peut faire des coordonnées polaires pour exprimer ou pour découvrir

iverses propriétés des courbes planes. — Usage des coordonnées polaires pour
la détermination de Vinclinaison, de I’are, du rayon de courbure, etc. d'une
courbe plane. — De la tangente et des plans tangents, des normales et du plan
normal a une courbe quelconque en un point donné. Asymptoetes et points sin-
guliers des courbes tracées dans Pespace. — Des plans tangents et des normales
aux surfaces courbes. — Centres et diamétres des surfaces courbes et des cour-
bes tracées dans l’espace. Axes des surfaces courbes. — Différentielle de I'arc
d’une courbe quelconque. Sur les courbes et les surfaces courbes gu1 se coupent
ou se touchent en un paint donné. — Du plan osculateur d'une courbe quel-
conque et de ses deux courbures. Rayon de courbure, centre de courbure etcercle
osculateur. — Détermination analytique du centre de courbure d’'une eourbe
quelconque Sur les développees d'une courbe quelconque, et sur la surface
qui est le lieu géométrique de ces développées. Sur les courbes qui sont oscula-
trices 'une de autre en un point donné. — Rayons de courbure des sections
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taites dans une surtace par des plans normaux. Rayons de courbure principaux
Des sections dont les courbes sont nulles, dans le cas ou les rayons de cour-
bure principaux sont dirigés en sens contraires. — Rayons de courbure des
diflérentes courbes que l'on peut tracer sur une surface donnée. Des surfaces
qui sont osculatrices 'une de P’autre en un point qui leur est commun. — Sur
les divers ordres de contact des courbes tracées dans ’espace. — Sur les divers
ordres de contact des surfaces courbes. — Calcul intégral. — Rectification des
courbes planes ou & double courbure. — Quadrature des surfaces planes. =
Quadrature des surfaces courbes. — Cubature des solides.

Table des Matidres du Tome VI (II* Série).

Avertissement. Sur J'analyse des sections angulaires. Sur un nouveau genre
de Caleul analogue au Calcul infinitésimal. Sur les formules de Taylor et de
Maclaurin. Sur la résultante et les projections de plusieurs forces api)liquées
4 un seul point. Application du calcul des résidus a la sommation de plusieurs
suites. Sur une formule relative A la détermination des intégrales simples prises
entre les limites o et « de la variable. Sur un nouveau genre d'intégrales. Sur
Ies moments linéaires. De I'influence que peut avoir, sur la valeur d’une inté-
grale double, I'ordre dans lequel on eflectue les intégrations. Sur diverses rela-
tions qui existent entre les résidus des fonctions et les intégrales définies.
Démonstration d’'ub théoréme curieux sur les nombres. Sur les moments lie
néaires de plusieurs forces appliquées 4 di(férents Yoints. Usage des moments li-
néaires dans la recherche des équations d’¢quilibre d’un systéme invariable
entiérement libre dans P’espace. Sur quelques formules relatives & la détermi-
nation du résidu intégral d’'une fonction doannée. Sur un théoréme relatif an
contact des courbes. Sur les divers ordres de quantités infiniment petites. Sur
Jes conditions d’équivalence de deux systémes de forces appliquées & des points
liés invariablement les uns aux autres. Usage des moments 1inéa1res dans la
recherche des équations d’équilibre d’un systéme 1nvariable assujetti a cer-
taines conditions. Sur un théoréme d’Analyse. Sur quelques transformations
applicables aux résidus des fonctions, et sur le changement de variable indépen~
dante dans le calcul des résidus. Sur les divers ordres de contact des lignes et
des surfaces. Application du calcul des résidus a Pintégration des équations
di{férentielles linéaires et a coefficients constants. Sur les limites placées &
droite et & gauche du signe € dans le calcul des résidus. Sur la résolution da
guclques équations indéterminées en nmombres entiers. Application du calcul

es residus a l'intégration de quelques équations différentielles lindaires et &
cocfficients variables. Démonstration du théoréme général de Fermat sur les
nombres polygones. Sur la nature des racines de quelclues équations transcen-
dantcs. Usage du calcul des résidus pour déterminer la somme des fonctions
semblables ges racines d’'une équation algébrigue ou fvanscendante

Table des Matiéres du Fome VII (1I* Série).

fRecherche des équations générales d’équilibre pour un systéme de points
matériels assujettis & des liaisons quelconques. De la pression dans les fluides.
Sur la détermination des constantes arbitraires renfermées dans les intégrales
des équations différentielles linéaires. Sur quelques propriétés des polyedres.
De la pression ou tension dans un corps solide. Addition & article précédent.
Sur la condensation et la dilatation des corps solides. Sur les mouvements
que peut prendre un systéme invariable, libre ou assujetti A certaines condi~

L
tions. Sur les diverses propriétés de la fonction I' (x) = f s%'e~*dz.Surles
°
moments d’inertie. Sur la force vive d’'un corps solide ou d’un systéme inva-
riable en mouvement. Sur les relations qui existent, dans 1'état d’équilibre d’un
corps solide ou fluide, entre les pressions ou tensions et les forces accéléra-
trices. Sur la transformation des fonctions d’une seule variable en integrales

doubles. De la différentiation sous le signe f. Sur les fonctions réciproques

Sur la transformation des fonctions de plusieurs variables en intégrales mul-
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tiples. Sur Vanalogie des puissances et des différences. Addition 4 l'article pré-
tedent. Sur la transformation des fonctions qui représentent les intégrales gé-
nérales des équations différentielles linéaires. Sur la convergence des séries.

Sur la valeur de lintégrale définie “ e-(sxsrirre dz, a, b, ¢ désignant des

—

constantes réelles ou 1maginaires. Sur quelques propositions fondamentales du
calcul des résidua. Sur le développement des fonctions d’une seule variable en
fractions rationnelles. Usage du calcul des résidus pour la sommation ou la
transformation des séries dont le terme général est une fonction paire du
nombre qui représente le rang de ce terme. Sur un Mémoire d’Euler, qui a
pour titre Nova methodus fractiones quascumque rationales ir fractiones
simplices resolvendi. Méthode pour développer des fonctions d’une ou de
plusieurs variables en séries composées de fonctions de méme espéce. Sur les
résidus des fonctions exprimées par des intégrales définies.

Table des Matiéres du Tome VIII (II* Série)

Sur les céntres, les plans principaux et les axes principaux des surfaces du
second degré. Des surfaces que Beuvent engendrer, en se mouvant dans 'es-
pace, des lignes droites on courbes de forme constante ou variable. Discussion
des lignes et des surfaces du second degré. Sur la division d’'une masse solide
ou fluide en couches homogénes. Sur les équations qui expriment les condi-
tions d’équilibre ou les lois du mouvement des fluides. Sur les différences
finies des puissances entiéres d’une seule variable. Sur les intégrales aux dif-
férences finies des puissances entiéres d’une seule variable. Sur les différences
finies et les intégrales aux différences des fonctions entiéres d’'une ou de plu-
sicurs variables. Sur les équations qui expriment les conditions d’équilibre,
ou les lois du mouvement intérieur d’un corps solide, élastique, ou non ¢las-
tique. Sur I'équilibre et le mouvement d’un systéme de points matériels sol«
licités par des forces d’attraction ou de répulsion mutuelle. De la pression cu
tension dans un systéme de points matériels. Sur quelques théorémes relatifs
& la condensation ou a la dilatation des corps. Sur I'équilibre et le mouvement
d’une lame solide. Addition a Particle précédent. Sur I'équilibre et le mouve-
melnt, d’une plaque solide. Sur Péquilibre et le mouvement d’'une verge rectan=
gulaire.

Table des Matiéres du Tome IX (II* Série).

Sur I’équilibre et le mouvement d’une plaque élastique dont P'élasticité n’est
pas la méme dans tous les sens. Sur équilibre et le mouvement d’une verge
rectangulaire extraite d’'un corps solide dont I’élasticité n’est pas la méme en
tous sens. Sur les pressions ou tensions supportées en un point donné d'un
corps solide Far trois plans perpendiculaires entre eux. Sur la relation qu
existe entre les pressions ou tensions supportées par deux plans quelconques
en un point donné d’un corps solide. Sur les vibrations longitudinales d’une
verge cylindrique ou prismatique 3 base quelconque. Sur la torsion et les vi-
brations tournantes d’une verge rertangulaire. Sur la résolution des équations
numériques et sur la théorie de Pélimination. Sur les équations différentielles
d’équilibre ou de mouvement pour un systéme de points matériels sollicités
par des forces d’attraction ou de répulsion mutuelle. Sur 'équation a laida
de laquelle on détermine les inégalités séculaires des mouvements des pla-
nétes. Sur la détermination du résidu intégral de quelques fonctions. Usages
du calcul des résidus pour l'évaluation ou la transformation des produits
composés d'un nombre fini on infinj de facteurs. Sur les eorps solides ou
fluides dans lesquels la condensation ou dilatation linéaire est la méme en tous
sens autour de chaque point. Sur diverses propositions relatives a I'Algébre
et & la théorie des nomgres. Sur la résolution des équivalences dont les mo=
dules se réduisent 2 des nombres premiers. Sur V’équilibre et le mouvement
intérieur des corps considérés comme des masses continues. Sur la transfor-
mation et la réduction d’une certaine classe d’intégrales. Applications des for-
mules qui représentent le mouvement d'un systéme de molécules sollicitées
par des forces d’attraction ou de répulsion mutuelle ila théorie de la lumiére.
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Table des Matiéres du Tome X (II* Série).
Résumes analytigues de Turin.

Avertissement. Sur les nombres figurés. Développement du produit de pla-
sieurs binomes, ou d’une puissance entiére et po=itive de PVun d'entre euxj
theoréme de Fermat sur les nombres premiers. Des variables et des fonctions
en général, et, en particulier, des fouctions entieres d’unc seule variable. Re-
laticns qui existent entre les coefficients des puissances entiéres ei positives
d’un binome. Résolutions de plusieurs équations simultanées du premier degré.
Formules d’interpolation. Des séries convergentes et divergentes, et, en par-
ticulier, de celles qui représentent les développemeats des puissances entiéres
et négatives d’'un binome. Développements des exponentielles e*, A*. Des sé-
ries doubles ou mulitiples. Nombres de Bernoulli. Sommation des puissances
enti¢res des nombres naturels. Volume d'une pyramide a base quelcongue.
Formules pour I’évaluation des logarithmes. Développement du logarithme
d’un binome. Développement d’une puissance quelconque d’un bincme. Trt-
gonométrie. Des expressions imaginaires et de leurs modules. Des séries ima~
ginaires. Des exponentielles imaginaires. Développements des fonclions cos 2,
sin z. Relations qui existent entre les sinus ou cosinus des multiples d’un arc
et les puissances entiéres des sinus et cosinus du méme arc. Sommation des
sinus ou cosinus d’une suite d’arcs représentée par les différents termes d’une
progression arithmétique. Relations qui existent entre le périmétre d'um
solygone lan et les sommes des projections des ¢léments de ce périmétre sur
wverses droites. Rectifications des courbes planes. Sur les puissances frac-
tionnaires, ou irrationaelles, ou négatives d’une expression imaginaire. Réso-
{ution des équations binomes et de quelques équations trinomes. Logarithmes
des expressions imaginaires, et logarithmes imaginaires. des quantités réclies.
Des séries imaginaires doubles on maultiples. Développements des fonctions
l{(1+a), L (1 + ), (1 4+ x)* dans le cas oh la variable # devient imagi-
aaire.

Nouveaux Exercices de Matheématiques ( Bxervices de Prague).

Préface et avis au lecteur. Considérations géndrales. Equations différem-
tielles du mouvement d’'un systéme de moléoules sollicitées par des forces
d’attraction ou de répulsion muatuelle. Intégration des équations établies dans
le paragraphe précédent. Application des formules précédentes & la théorie de
la lumiére. Propagation des ondes lumineuses dans un milien ol Mélasticit¢
reste la méme en tous sens. Sur la réfraction de la lumiére. Applications
numériques. Suite des applications numériques. Remarques sur les résultats
obtenius dans les paragraphes précédents. Sur la propagation de la lumiére
dans les milieux ou sa vitesse reste la méme pour toutes les couleurs. Consi-
derations nouvelles sur la réfraction de la lumiére. Sur la relation qui existe
entre la vitesse de propagation de la lamiére et I’épaisseur des ondes lumi-
neuses. Sur les résultats que fournit Papproximation du premier ordre,

Table des Matiéres du Tome XI (II* Série)

Mémoires sur les mouvements infiniment petits d’un systéme de moléeules
sollicitées par des forees d’attraction ou de répulsion mutuelle. Notes sur les
sommes formées par l’addition de fonctions semblables des coerdonnées de
différents points. Note sur la transformation des coordonnées rectangulaires
en coordonnées polaires. Note sur Pintégration des équations différentielles
des mouvements planétaires. Mémoire sur les mouvements infiniment petits
de deux systémes de molécules qui se pénétrent mutuellement. Mémoire sur
Vintégration des équations linéaires. Mémoire sur les mouvements infiniment
petits dont les équations présentent une forme indépendante de la direction
des trois axes coordonnés, supposés rectangulaires, ou seulement de deux
de ces axes. Mémoires sur la réflexion et la réfraction d’'un mouvement simple
transmis d'an systéme de molécules & un auntre, chacun de ces deux systémes
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étant supposé homogéne et tellement constitué que la propagation des mouve-
ments intiniment petits ¢’y efleclue en tous sens suivant les mémes lois.
Memoire sar la transformation et la réduction des intégrales générales d’'un
systeme d’équations linéaires aux différences partielles. Memoire sur les
rayons simples qui se propagent dans un systéme isotrope de molécules et sur
ceux qui se trouvent réflechis ou réfractés par la surface de separation de
deux semblables systémes. Sur les relations qui existent entre l'azimut et
I’'anomalie d’un rayon simple doué de la polarisation elliptique. Considéra-
tions nouvelles sur la théorie des suites et sur les lois de leur convergence.
Mémoire sur les deux espéces d’ondes planes qui peuvent se propager dans
un systéme isotrope de points matériels. Mémoire sur I'intégration des équa-
tions différentielles. Mémoire sur I'élimination d'une variable entre deux
équations algébriques.

A LA MEME LIBRAIRIE

DARBOUX (Gaston), Membre de I'Institut, Doyen de la Faculté des
Sciences et Professeur de Géométrie supérieure & I'Université de Paris.
— Legons sur les systémes orthogonaux et les coordonnées curvi-
lignes. 2¢ édition augmentée. In-8 (25-16) de vii-567 pages, avec
figures; IQI0....vevieiiviiiunn,nns heeaan et hieateiaaaan 18 fr.

FERMAT. — Euvres de Fermat, publides par les soips de Paul
Tanrery et Charles Henry, sous les auspices du Ministére de I'Instruc-
tion publique. In-4 (28-23).

Tome 1 : CEuvres matiématiques diverses. — Observations sur Diophante.
Avec 3 planches en héliogravure (Portrait de Fermat, fac-similé du
titre de l'édition de 1679, et fac-similé d'une page de son écriture);
8- 1 eeaeaas eeenes 22 fr.

ToME 1l : Correspondance de Fermai; 18g4....vevviencvienan.. 22 fr.
Tome I : Traduction par Paul TANNERY des écrits latins de Fermat,

de ’Inventum novum de Jacques de Billy, du Commercium epistolicum
de Wallis; 1896......coviiiiriiiiiienrenanss rieeeaas ... 28fr.

Tome 1V : Compléments par CuAriEs HENRY. Supplément & la Cor-
respondance. Appendice. Notes et Tables; 1912.. ..o ..... ... 14fr,

FOURIER. — (Euvres de Fourier, publiées par les soins de Gaston
Darbour, Membre de I'Institut, sous les auspices du MINISTERE DE
L'INSTRUCTION PUBLIQUE. Volumes in—4 (28-23).

Tome I : Théorie analytique de la chaleur. Volumes de xxvii-

564 p-; 1888, . e 25 fr.
Tome Il : Mémoires divers. Volume de xvi-636 p., avec un portrait
de Fourier, en héliogravure; 1890 ..................... 25 fr
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LIBRAIRIE GAUTHIER-VILLARS,

QUAI DES GRANDS-ALGUSTINS, 55, A PARIS (6°).

Envoifranco danstoute 'Union postale contre mandat de poste ou valeur sur Paris.

LECONS

SUR LES

PRINCIPES DE TL’ANALYSE

Par R. ’ADHEMAR,

Professeur a la Faculté libre des Sciences de Lille.

DEUX VOLUMES IN-8 (25-16) :

TeMe 12 Séries. Déterminants. Intégrales. Potentiels. E’quatz’ons
integrales. Equations différentielles et fouctionnelles. Volume de
vi- 324 pages aver 27 figUres; 19I2...eveenevrroncennnanns . 10 fr.

Tome 11 : Fonctions synectiques. Héthodes des majorantes. Equations
aux dérivées partielles de premier ordre. Fonctions elliptiques. Fonctiony
entiéres, Avec une Note de SErGe BernsTEIN. Volume de viri-3o0o pages
avec 34 figures; 1913, .. viviii i, teeiensenneseve.a. A07Tr.

Bxtrait de la Préface.

Si, dans le titre de ce Livya, j’emploie le mot Principes, il suffit de lire
la Table des Matiéres pour voir que j’ai voulu dire questions principales,
fondamentales et non point approfondissement des premiers principes
de la Science mathématique.

C’est ainsi qu’il ne sera pas question des ensembles nide Pintégrale de
M. Lebesgue, perfectionnement de lintégrale de Riemann, instrument
dés maintenant classique. Pour ces belles et délicates questions, je renverral
le lecteur & la seconde édition du Cours de M. Charles de la Vallée-Poussin.

Dans ce premier Volume, je ne m’occupe que des fonctions de variables
réelles. Peut-étre ’ordre suivi n’est-il pas assez logique ? Dans la théoiie
des intégrales doubles et des potentiels, je me sers de quelques propositions
qui sont démontrées plus loin, dans le Chapitre X. Mais I’exposition parait
ainsi moins lourde, et il ne me semble pas mauvais de donner, dés I’abord,
beaucoup de faits au débutant qui ensuite reprendra par lui-méme les
démonstrations, avec une précision pariaite, lorsqu’il sera arrivé a éprouver
le besoin de cette rigueur absolue, privilége de notre Science. A chaque
jour suffit sa peine |

Dansle Tome II, je m’occuperai surtout des fonctions synectiques de
Cauchy, des équations aux dérivées partielles du premier ordre, et des nou~
veaux développements des fonctions d’une variable réelle, dus & M. Serge
Bernstein.

Puisse ce Livre rendre quelque service aux étudiants qui veulent
apprendre vraiment, ¢’est-a~dire qui veulent lire les Travaux des Maitres ]
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Abréviations.

Dans les publications de l'académie des sciences de Parie, H signifie Histoire

M. signifie mémoires.

I, — renvoi au tome premier; troisidme volume.

2, 19) = renvoi au tome premier, article 2, numéro 19,

Dans les Notes, un nombre « en exposant indique un renvoi i la note « du

méme article.

(2) 8 (1812), éd. 1818, p. 57 [1810] = deuxidéme série, tome ou volume 8, année 1812,
édité en 1816, page 57, lu ou signé en 1810,
La transcription des lettres russes a lien conformément 3 1'orthographe tcheque.

En particulier é se prononce ich, ¢ se prononce iz, § se prononce comme ck dans
chat, # se prononce comme notre j dans je, j se prononce comme notre y dans essayer.

Abh, = Abbandlungen,
Acad. = Academie.
Accad. = Accademia.
Akad. = Akademie.

Alg. = Algebre, Algebra.
Allg. = Allgemeine.

Amer. = American.

Ann, = Annalen, Annales,
Annali.

Anw. = Anwendung.

appl. = appliqué.

arit. = aritmetica.

arith. = Arithmetik, arith-
métique.

agsoe. — association.

Aufs, = Aufsitze.

Avane., = Avancement.

Ber. = Berichte.

Bibl. Congres = bibliothéque
du Congres.

Bibl. math. = Bibliotheca
mathematica.

Brit. = British.

Bull. = Bulletin.

Bull, bibl. = Bulletino biblio-
grafico.

cah. = cahier.

Cambr. = Cambridge.

car. = carton.

of. = comparez.

chap. = chapitre.

chim, = chimie, chimique.

¢irc. = circolo.

circul. = circular,

col. = colonne.

Comm. = Commentarii.

Commentat. = Commenta~
tiones.

Corresp. = Correspondance,

C. R. = Comptes rendus.
déf. — définition.

Denkschr. = Denkschriften.

Diss. == Dissertation.

Ec. = Ecole.

éd. — édité a, édité par,
édition.

Edinb, = Edinburgh.

Edue. == Educational.

elem., — elementare.

élém. — élémentaire.
ex, — exemple.

extr. = extrait,
fase. = fascicule.
ﬁg. = ﬁgure.

fis. = fisica.

fol, = folio.

Géom. = (éométrie.
Ges. == Gesellschaft.
Gesch. = Geschichte.

Giorn. = Giornale.

Gott. = Gottingen, Gottingue.
Gymn. = Gymnasium,
Hist. — Histoire.

id. = idem, ibidem.

imp. = imprimé,

inser, = inscription.

inst. = institution.
interméd. = intermédiaire.
intern. = international,
introd. = introduction.
Ist. = Istitnto.

J. = Journal.

Jahresb, = Jahresbericht.
Lehrb. = Lehrbuch.
Leop. = Leopoldina.
Lpz., Lps. = Leipzig.
Mag. = Magazine.

Mée. = Mécanique.
med. = medicinisch.
Mém. = Mémoire.

métaph. = métaphysique.

Mitt. = Mitteilung.

Monatsh. = Monatshefte,

Monatsb. = Monatsberichte.

ms., mss. — manuscrit, ma-
nuserits,

Nachr. = Nachrichten.

nat. = naturelle.

naturf. — naturforschende.

naturw. = naturwissenschaft-

norm. == normale. [lich.

nouv. = nouveau, nouvelle.

num. = numérique.

numism. = numismatique.

Op. = Opera.

Opusc. = Opuscule.

Dvers. = Oversight.

P. = page.
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p. eX., par ex. = par exemple,
partic. = particulier.
Petrop., Pétersb, =
Pétersbourg.
philol. = philologie.
philom. —= philomathique.
philos. = philosophique.
phys. = physique.
pl. = planche.
polyt. = polytechnique.
pontif. = pontificia.
posth. = posthume.

Saint

Proc. = Proceeding.
progr. — programme.
prop. = proposition.

publ. = publié,
Quart, = Quarterly.

R. = reale, royal.
Recent. — Recentiores.
Rendic. = Rendiconto.
réimp. = réimprimé.
s¢. = sciences.

Schr. = Schriften.
scient. — ecientifique.
8. d. — sans date.
sect. — section.

Selsk, = Selakabs.
8ign. — signature.
Sitzgsb. — Sitzungsberichte,
8. 1. = sans lieu.

spéc. = spéciale.

suiv. = suivante.

sup. == supérieure.
suppl. = supplément.
80C. = gociété.

theor, = theoretische.
trad. = traduction.
Trans. = Transactions.
Unterh. = Unterhaltung.
Ver. = Vereinigung,

Verh., = Verhandlung.

Vetensk. = Vetenskabs.

Viertelj. = Vierteljahres-
schrift.

vol. = volume.

Vorles. = Vorlesung.

Wiss. = Wissenschaft,
wissenschaftlich.

Z. — Zeitschrift,



LIBRAIRIE GAUTHIER-VILLARS
Quai des Grands-Augustins, 85, PARIS (6¢)

DARBOUX (G.), Legons sur la théorie générale des surfaces et les appli-
cations géométriques du Calcul infinitésimal. 4 vol. in-8 25-16) avec figures
I™ Partie: 2°édition (sous pres>e)' II° Partie: 1889; III° Partie: 1894; IV® Partie:

1896. Chaque partie. . . .. . 151
DONDER (TH. DE), Etude sur les mvarlants mtegraux 2 brochures in-8
(23-14); 1901. . . . . L. 3 fr
—— — — Sur les équations canomques de Ha.mllton-Volterra Iu 4 (28-13) de
44 pages; 1911. . . . R 1 A 5

JORDAN (CAMILLE), Cours d’Analyse de l’Ecole Polytechnlque 3 vol.
in-8 (23-14), avec figures.

Tome I. — Calcul d1ﬁ‘erent1e1 3¢ édition, 1909 . . . . . . . . . . . . 17 fr.
Tome II. — Calculintégral (Integrales deﬁnles et indéfinies); 3°ed. 1913 20 fr.
Tome III. — Calecul intégral (Bquation différentielles); 1896 . . . . . . 15 fr

POINCARE (H.), Les Méthod nouv.de laMécanique céleste. 3 vol. in-8 (25-16).

Tome I: Solutions périodiques. Non-existence des intégrales uniformes. So-

lutions asymptotiques, avec figures; 1892 . .. 12 fr
Tome I1: Méthodes de Newcomb, Gyldén, Lindstedt et Bohhn, 1894 | 14 fr.
Tome III et dernier: Invariants intégraux. — Solutions périodiques du deu-
xiéme degré. — Solutions doublement asymptotiques; 1849 . . 13 fr.

ROBIN (G.), (Euvres scientifiques de Gustave Robin, publi€es sous les auspices
du Ministére de I'Instruction publique. 2 vol. in-8 (25-15), avec figures.
Mathématiques: Théorie nouvelle des fonctions, exclusivement fondee sur

V’idée de nombre, 1 volume; 1903. . . . . . . . . . . A £
Physique: Physique mathématique. 1599 . . . . . e e e e e e . 5 fr.
Thermodynamique genera.le, avec 30 figures; 1901 . . . . . . . . . 9 fr.

STURM, Cours d’Analyse de 1’Ecole Polytechmque augmenté de la Théorie
élémentaire des Fonctions elliptiques, 14° édition, 2 vol. in-8 (23-14),
avec figures; 1909. Broché 15 fr, cartonné . . . . . . . . . . . 16 fr. 50

B.G. TEUBNER IN LEIPZIG
Poststrale 3

BOLZA, 0., Vorlesungen iib. Variationsrechnung. Umgearb.u.stark verm. deutsche
Ausg. der ., Lectures on the Calculus of Variations* desselb. Verf. Mit 117 Textfig.
[IX u. 705 8., 10 S. Anhg.] gr. 8. 1809. Geb. A 19.—. (Laefg. 1. 1908.
Geh. A 8.—. Liefg. IL. 1909. Geh. /£ 6.—. Liefg. IIT. 1909. Geh. /4 5.—.)

HAHN, H., Berichtiiber die Theorie der linearen Integralgleichungen. 2 Teile.

I. Teil. Sonderabdruck uus dem 20. Bande des Jahresberichts der Deutschen Mathematiker-Vereinigung
(51 8] gr. 8. 1911. Geh. 4 1.20.

KLEIN, F., sutographierte Vorlesungshefte. Uber lineare Differentialgleichungen
der zweiten Ordnung. Vorlesung, gehaltenim Sommersemester 1894. Ausgearbeitet
von E. Ritter. Neuer unverind. Abdruck. [IVu. 524 8.] 4. 1906. Geh M 8.50.

PASCAL, E. die Variationsrechnung. Autorisierte deutsche Ausgabe von A
Schepp. [VI u. 146 8] gr. 8. 1:99. Geb. /£ 3.60.

SCHLESINGER, L., Vorlesungen iiber lineare Differentialgleichungen.
Mit 6 Figuren. [X u. 334 8.] gr. 8. 1908. Geh. /4 10.—, geb. # 11.—

— Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen. In 2 Binden.

Mit Textfiguren. gr. 8. Geh. .4 50 —, geb. M 56.—
I Band. [XX u. 487S.] 1895. Geh. ./ 16.—, geb. 4 18 —

IL — I Tell [XVLII u. 5325.] 1897. Geh . 18.—, geb. .4 20 —
IL — L Teil [XIV u 4468.] 1898 Goh. # 16—, geb. .4 18.—

— Bericht iiber die Entwicklung der Theorie der linearen Differential-
gleichungen seit 1865, der Deutschen Mathematiker-Vereinigung erstattet.
[IV u. 133 8] gr. 8. 1909. Geh. # 3.—

SERRET,J.-A. ,u. G.SCHEFFERS, Lehrb. der Differential-u.Integralrechn

Nach A.Harnacks Ubersetzung bearb. v. G. Scheffors. 3 Bde. VitTextfig. gr.8.
I. Band. Differentialrechnung. 4. und 5. Auflage. DIit 70 Figuren. [XVI u 626 8.] 1908. Geh.
S 12—, geb, M 13—
II. — 1Integralrechnumng. 4. und 5. Auflage. Mit 108 Fig. [XIV u. 639 S.] 1911. Geb. 4 i3.—
III. — Differentialgleichungen und Variationsrechnung. 3. Auflage Mit 63 Figuren
im Text. [XIT u. 658 S.] 1909. Geb. .# 13 —

WALLENBERG, G. und A. GULDBERG, Theorie der linearen Diffe-
renzengleichungen. [XIV u.2888.] gr.8 1911. Geh. A 10.—, geb. A 11.—
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