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II31. CALCUL D E S VARIATIONS. 

EXPOSÉ, D'APRÈS LES ARTICLES ALLEMANDS DE A. K N E S E R (BRESLAU), 
E . Z E B M E L O (ZURICH) ET H. H A H N (CZERNOWITZ), 

PAR M. L E C A T (BRUXELLES). 

Position de la question. 

1. Objet du calcul des variations. Le calcul des variations a 
pour objet des problèmes d'extrêmes1), c'est-à-dire de maximes et de 
minimes, de nature plus compliquée que les questions d'extrêmes ordi
naires2) dont s'occupe le calcul différentiel [II 3, 27 à 30]. Celui-ci 
permet de déterminer les valeurs d'une ou de plusieurs variables „(géo-
métriquement, des coordonnées de certains points)* pour lesquelles une 
fonction donnée de ces variables acquiert la plus grande ou la plus 
petite valeur. ^Mais déjà la question géométrique fondamentale du plus 
court chemin entre deux points et celle de la courbe bracbistochrone3), 
quoique résolues d'abord par Jacques Bernoulli et L. Euler par les 
méthodes du calcul différentiel ordinaire, ne peuvent être traitées d'une 
manière rigoureuse et complète que par d'autres théories* 

Le calcul des variations consiste dans la recherche des conditions 
dans lesquelles ont lieu les extrêmes d'une quantité, qui peut être 
une intégrale définie (c'est le cas le plus fréquent), la solution d'une 

1) +Le terme „extremum" a été employé pour la première fois par P. du 
Bois-Beymond [Math. Ann. 15 (1879), p. 564] pour désigner „maximum ou mini
mum" quand la distinction est inutile ou impossible [Cf. II 3, 27]. Au lieu de 
maximum, minimum, extremum, nous dirons toujours maxime, minime et extrême, 
ce qui, dans bien des cas, est plus avantageux [cf. 113, 27 en partie, note 258].* 

2) %Z>. Hilbert, dans un cours professé à l'Université de Gottingue en 1904/5, 
a posé un problème d'extrémé qui comprend aussi bien celui du calcul des varia
tions que celui des extrêmes ordinaires: étant donné un ensemble infini d'êtres 
mathématiques quelconques a, b, . .., à chacun desquels on fait correspondre un 
nombre réel JVa, Nb, . .., il s'agit de déterminer quel est l'individu de l'ensemble 
qui correspond au plus grand ou au plus petit nombre.* 

3) „Voir, au sujet de ces problèmes de géométrie, le dernier chapitre du 
présent article qui est consacré aux Applications du calcul des variations.* 
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équation différentielle, etc., dépendant de fonctions à déterminer4). 

J)n fait donc jouer à des fonctions le rôle attribué, en calcul diffé

rentiel, à des variables. On peut toutefois envisager les questions de 

variations comme étant relatives aux extrêmes de fonctions d'une in

finité de paramètres5).* 

4Le calcul des variations est aujourd'hui considéré comme un cas 

particulier du calcul fonctionnel8). Cette conception, faisant apparaître 

des horizons nouveaux, semble appelée à jouer un rôle particulière

ment important.* 

4) 4 I1 existe des problèmes d'extrême qui ne concernent ni le calcul différentiel, 
ni le calcul des variations; P. L. Cebysëv [J. math, pures appl. (2) 13 (1868), p. 9,42; 

Œuvres 2 , publ. par A. A. MarTcov et N. J. Sonin, S* Pétersbourg 1907, p. 3/40, 
traduit du russe en français par N. de KhaniJcov] s'est occupé de telles questions. 
Il montre que si des conditions limitent la forme des fonctions inconnues, leur 
détermination, en vue d'extrémer (c'est-à-dire de maximer ou minimer) une inté
grale, ou en général une somme quelconque S de valeurs, exige des procédés 
autres que ceux du calcul des variations. Il considère le cas (renfermant, entre 
autres applications, la solution de la question de l'interpolation parabolique 
d'après la méthode des moindres carrés) où la fonction inconnue y est supposée 
un polynôme de degré donné, où touB les termes de la somme proposée ZI s'ex
priment au moyen de cette fonction, de ses dérivées et d'une variable indépen
dante, et forment une fonction également entière et de forme déterminée. Si 2 
se réduit à une intégrale, on peut, d'après P. L. Cebysëv, considérer le polynôme 
comme valeur approchée de la fonction obtenue par le calcul des variations; mais, 
alors que ce calcul conduit notamment à intégrer une équation différentielle, la 
recherche du polynôme revient à remplir une condition qui ne s'exprime pas par 
des équations de forme connue, d'où les procédés spéciaux de P. L. Cebysëv, qui 
utilise les fractions continues. Voir aussi P. L. Cebysëv, J. math, pures appl. (2) 19 
(1874), p. 157/60; Œuvres 2, p. 183/5; A. Livemov, Mat. Sbornik (recueil Soc. math. 
Moscou) 10 (1879/82), mém. n°l; A. A. Markov, 0 nèkotorychprilozenijach algebrai-
ceskich nepreryvnych drobej, Diss. S*Pétersbourg 1884; Soobscënij a Charïkovskago 
matëmaticeskago Obscestva 1882, p. 95/104; (2) 1 (1888), p. 250/76; Math. Ann. 24 
(1884), p. 172 80; 47 (1896), p. 579 97; Acta math. 9 (1886/7), p. 57/70; 28 (1904), 

p. 243 302; Ann. Éc. Norm. (3) 3 (1886), p. 81 8; C. A. Passé, Sur quelques appli
cations des fractions continues algébriques, Paris 1886; Soobsc'nija Charïkovskago 
matëmaticeskago Obscestva [communie.Soc.math.Kharkov] 1885, p.35/8; Math. Ann. 
26 (1886), p. 593/6; H.' IAebmann, Jahresb. deutsch. Math.-Ver. 18 (1909), p. 433 49.* 

5) ^Récemment, D. Hilbert [n° 3] a repris l'idée d'une analyse à une infinité 
de variables indépendantes.* 

6) tC'est à ce point de vue que s'est placé le plus possible J. Hadamard 
dans ses Leçons sur le calcul des variations 1, Paris 1910 [Cours du Collège de 
France 1908], où un chapitre (p. 280/312) est consacré au calcul fonctionnel. Voir 
la préface de ces Leçons. Pour des généralités au sujet des rapports entre le 
calcul des variations et le calcul fonctionnel, voir encore l'Enseignement math. 
14 (1912), p. 1 18, extrait de l'ouvrage: Hommage à Louis Olivier, Paris 1911, 
publié par la Revue générale des sciences.* 
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2. Problèmes fondamentaux. t 0 n considère l'intégrale simple 

J =j f(x, y,, y;, . . ., tftfi)- y2, y2', . . ., yp>; . . .; yn, y'n, . . ., y<**?)dx, 

f étant une fonction connue de ses arguments; yi,y¡¡, ···>!/„ des fonctions 
inconnues de x, se présentant avec leurs dérivées jusqu'à celles d'ordres 

Pt,P*, •·•>&,· 

Le plus souvent n = 1 7 ) ou p>¡ = 1 ; on écrira alors respective
ment J p ou U„; si n =*p = 1, on écrira Jv 

L'intégrale Jp a joué un rôle important dans l'histoire du calcul 
des variations, bien qu'elle ne se présente guère, pour p quelconque, 
dans les applications géométriques ou mécaniques. 

Le problème de Lagrange offre beaucoup plus d'intérêt. 11 consiste 
à trouver les fonctions y1} y2, . . ., yn extrémant l'intégrale Un, les 
fonctions inconnues satisfaisant à des équations dites accessoires ou 
auxiliaires, qui peuvent se présenter sous forme finie, cas des géo-
désiques, de l'intégrale hamiltonienne,. . ., ou sous forme différentielle, 
cas de la brachistochrone dans un milieu résistant. 

Ce problème est souvent appelé problème le plus général (par 
opposition au problème le plus simple, relatif à <7j), bien qu'il puisse 
être considéré comme cas particulier du problème de Mayer8), con
sistant à extrémer la solution d'une équation différentielle dans certaines 
conditions. 

Dans le problème de Lagrange rentre le problème isopérimétrique8), 
où les équations accessoires expriment que des intégrales, prises entre 
les mêmes limites que celle à extrémer, ont des valeurs données. C'est 
le cas de la courbe fermée de longueur donnée et d'aire maximée. Dans 
ces différents problèmes, les limites d'intégration xx et x2 peuvent être 
fixes et données, ou bien elles doivent être recherchées de manière à 
satisfaire à des conditions imposées. 

Pour les intégrales multiples, on peut distinguer différents cas 
analogues. 

Ces problèmes, qui font l'objet du- calcul des variations, peuvent 
être divisés en deux catégories suivant que le nombre m des équations 
auxiliaires est nul ou ne l'est pas (il est en tout cas plus petit que n). 
Nous dirons, avec J. Hadamard9), que 1'extremé est libre lorsque les 

7) tSi n — l, on a, géométriquement, le cas du plan. Si n = 2, on a des 
problèmes de variations spatiaux; J. L. Lagrange et W. It. Hamïlton [Trans. Irish. 
Acad. (Dublin) 16 (1830), p. 1 64] furent les premiers à en traiter.* 

8) ,11 y a toutefois une restriction à faire [voir plus loin no s 39, 48].* 
9) tAnn. Éc. Norm. (3) 24 (1907), p. 204; Calcul des variations0), voir en 

1* 
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fonctions cherchées sont soumises à des conditions qui, à l'exception 
de certaines conditions de régularité, sont exclusivement relatives aux 
valeurs de ces fonctions en des points en nombre fini. Dans ce cas, 
m est nul. L'extrême est, au contraire, lié lorsqu'il y a des conditions 
portant sur l'ensemble des valeurs des fonctions inconnues (problèmes 
isopérimétrique, de Lagrange, de Mayer).* 

Dans les problèmes tels qu'ils viennent d'être considérés, x est 
la variable indépendante. L'introduction d'un paramètre t pouvant 
présenter des avantages, on considère aussi, avec K. Weierstrass, les 
problèmes où l'intégrale est prise sous forme paramétrique [n° 12]. 

tOn écrira alors 1 0), par exemple pour Jt, 

h 

La manière dont on a à définir les fonctions (géométriquement, 
les variétés) acceptables, dépend de la nature du problème, mais l'inté
grale doit toujours, pour ces fonctions, conserver une valeur finie. 

On admet le plus souvent que f, fonction uniforme réelle de 
variables réelles, a- des dérivées premières et secondes continues11) et 
que les y ont des dérivées premières continues12), sauf peut-être en des 
points isolés, entre les limites données xt et x3. Ce sont les hypo
thèses classiques. 

Il y a un cas où le problème de la recherche des extrêmes de Un 

[pour Jp, voir n° 11] ne se pose pas: si, en effet, f est de la forme 

p0 + +••• + Kv:, 
les P étant les dérivées partielles d'une même fonction cp de x et 
des y, l'intégrale est indépendante du choix de la ligne d'intégration 
partie, la préface. Les mots „libre" et „liéu remplacent respectivement les termes 
„absolu".et „relatif". Cf. II 3, 27 et 30, en partie, note 258.* 

10) tJ. Hadamard [Calcul des variations6)], utilisant les notations de I. Newton 
x, y pour représenter les vitesses, écrit 

ff(x,y,x,y)dt 
h 

et surmonte d'un trait les quantités qui interviennent sous la forme paramétrique.* 
11) tO. Bolza [Lectures on the calculus of variations, Chicago 1904; Vor-

lesungen ûber Variationsreehnung, Leipzig et Berlin 1909] suppose en outre 
l'exiBtence et la continuité des dérivées troisièmes.* 

12) „La continuité des dérivées premières des y résulte d'autres hypothèses 
qui sont examinées au n° 10.* 
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tant qu'on ne rencontre pas de point singulier de op. On peut, dans 

tout problème de variations, ajouter à l'intégrale dont on recherche 

l'extrémé, une intégrale de cette espèce: seule la valeur de l'ex-

tréraé change* 

3. ^Aperçu historique. L'histoire du calcul des variations18) se 

divise naturellement en trois périodes. 

La première doit être considérée comme préparatoire; on peut 

faire remonter son origine à un échange de lettres entre G. W. Leibniz 

et Jean Bernoulli14'). La question du solide de révolution de moindre 

résistance, considérée par I. Newton en 1687, le problème de la 

brachistochrone, proposé en 1696 par Jean Bernoulli15), et celui des 

isopérimètres16), proposé en 1697 par Jacques Bernoulli, furent l'occasion 

de recherches qui conduisirent à de nouvelles doctrines. Jacques Ber

noulli et Jean Bernoulli imaginèrent, pour les deux derniers de ces 

problèmes, des méthodes de résolution qui reviennent toutes à rem

placer un arc infiniment petit de la courbe cherchée par une ligne 

13) ^Voir F. W. A. Murhard, Specimen historiae atque principiorum calculi 
quem vocant variationum, Göttingue 1796; GH. Graeffe, Commentatio historiam 
calculi variationum complectens, Göttingue 1825*; F. Giesel, Geschichte der Va
riationsrechnung 1, Torgau 1857 (jusqu'à L. Lagrange) ; I. Todhunter, A history 
of the progress of the calculus of variations during the nineteenth century, 
Cambridge et Londres 1861 (bibliographie détaillée jusqu'à L. 0. Hesse); tA. P. 
E. Guiraudet, Thèse, Paris 1856, p. 31/54; Mém. Soc. se. Lille (3) 9 (1863), p. 525 
[1862]; B. Reiff, Math.-naturw.' Mitt. Württemb. (1) 2 (1887), éd. Tubingue 1889, 
p. 90/8; A. Kneser, Abh. Gesch. math. Wiss. 25 (1907), p. 21/60* 

14) «Cf. A. Kneser, Abh. Gesch. math. Wiss. 25 (1907), p. 21/60.* 
15) «La méthode employée par Jacques Bernoulli et après lui par Jean 

Bernoulli [Hist. Acad. sc. Paris 1718, M. p. 100; Opera 2, Lausanne et Genève 
1742, p. 235; voir, plus loin, les applications] pour traiter ce problème est ren
fermée dans la théorie de Jacobi-Hamilton et elle est exposée par G Carathéodory 
[Diss. Gött. 1904, appendice p. 63]; il montre [Nachr. Ges. Gött. (math.-phys.) 
1905, p. 83/90; Rend. Circ. mat. Palermo 25 (1908), p. 36/49] comment elle peut 
être appliquée au cas général du problème de Lagrange, pour lequel il obtient 
ainsi des conditions suffisantes pour l'existence de l'extrémé.* 

16) «Pour l'histoire de ce problème, voir J. L. Lagrange, Leçons sur le calcul 
des fonctions, (3e éd.) Paris 1806, p. 425/8; Œuvres 10, Paris 1884, p. 384/8; 
G. Eneström, Upsala Universitets Arsskrift 1876, Math, och Naturv. mém. n° 2; 
L. Anton, Diss. Leipzig, éd. Dresde 1888. En ce qui concerne les problèmes qui 
touchent aux origines du calcul des variations, voir Jean Bernoulli, Acta Erud. 
1696, p. 269; Jacques Bernoulli, id. 1697, p. 214; Jean Bernoulli, id. 1698, p. 52; 
Jacques Bernoulli, id. 1700, p. 261; id. 1701, p. 213; Jean Bernoulli, id. 1718, 
p. 15; Journal des savants 1697, p. 452; id. 1698, p. 172, 284, 477; Jacques 
Bernoulli, id. 1698, p. 78, 355; Jean Bernoulli, Hist. Acad. sc. PariB 1706, M. 
p. 235/45 [1701].* 
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brisée ayant un ou deux sommets qu'il s'agit de déterminer à l'aide 
du calcul différentiel ordinaire. L. Euler généralisa [n° 5] ce procédé. 

J. L. Lagrange inaugure la seconde période. Il découvre la méthode 
des variations [n° 6 ] , ainsi appelée par L. Euler qui l'adopta avec 
enthousiasme17). Elle avait surtout pour but, au début, de résoudre les 
problèmes des isopérimètres sans considérations géométriques, mais 
J. L. Lagrange appliqua bientôt son procédé à d'importantes questions 
de mécanique. Développée, en vue des conditions suffisantes, par 
plusieurs mathématiciens, dont les plus saillants sont A. M. Legendre, 
G G. J. Jacobi et A. Clehsch, cette méthode, parfois appelée méthode 
de Jacobi-Clebsch, ne repose que sur l'utilisation des variations, et 
fut considérée à tort [cf. n° 20] , par tous les auteurs de la seconde 
période, comme capable de fournir les conditions suffisantes de l'ex-
trérné18). 

La troisième période débute avec les travaux de K. Weierstrass qui, 
dans son cours sur le calcul des variations professé à l'Université de 
Berlin de 1865 à 1890, a non seulement montré les erreurs des anciennes 
théories, mais donné une formule qui constitue le fondement de la 
méthode actuelle1 9). Dans un cours professé au Collège de France, à 
partir de 1866, G. Darboux, utilisant le théorème de Gauss sur les 
coordonnées curvilignes, avait, indépendamment de K. Weierstrass, 
imaginé une méthode nouvelle [n° 29] donnant les conditions suffisantes 
pour les problèmes d'extrémés se rattachant aux lignes géodésiques et 
aussi à certaines questions de mécanique. A. Kneser2S>), l'étendant à 
l'intégrale J('\ par l'introduction de la notion de transversalité, a établi 
ainsi ce qu'on peut appeler21) la théorie de Darboux-Kneser, analogue à 

17) „Voir les lettres de L. Euler à J. L. Lagrange datées du 6 septembre 
1755 et du 2 octobre 1759; L. Euler, Opera postuma mathematica et physica 
1, S* Pétersbourg 1862, p. 555; 558; J. L. Lagrange, Œuvres 14, Paris 1892, 
p. 144, 163. Voir aussi L. Euler, Novi Comm. Acad. Petrop. 10 (1764), éd. 1766, 
p. 51/95 [1760] (Note de G. Eneström).* 

tPar contre, la méthode des variations fut critiquée par A. Fontaine des Ber-
tins. Hist. Acad. sc. Paris 1767, éd. 1770, M. p. 588/613. Voir aussi J. Ch. Borda 
[id. M. p. 551/63], qui considère des exemples afin de comparer les méthodes 
de L. Euler et de J. L. Lagrange.* 

18) ^Toutefois, convenablement modifiées, elles peuvent, comme le montre 
notamment L. Scheeffer [n° 20], fournir les conditions suffisantes poux un certain 
extrême.* 

19) tC'est surtout à partir de 1879 que K. Weierstrass a exposé ses résul
tats ou procédés nouveaux.* 

20) ^Lehrbuch der Variationsrechnung, Brunswick 1900.* 
21) tJ. Hadamard, Calcul des variations6) 1, p. 381.* 
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celle de K. Weierstrass et valable, comme celle-ci, pour le cas d'un point 
extrême variable. P. du Bois-Reymond22), posant les problèmes avec pré
cision et netteté, et L. Scheeffèr23), montrant notamment que les circons
tances qui mettent les anciennes méthodes en défaut peuvent se pré
senter effectivement, ont également contribué à jeter la lumière sur les 
principes fondamentaux du calcul des variations. D'autre part d'anciens 
élèves de K. Weierstrass, tels que H. Hancock2i), E. Zermelo2i), W.F. 
Osgood26) et surtout A. KncserN), faisant connaître les découvertes 
de leur maître ou développant ses indications, ont préparé les progrès 
remarquables réalisés au début du vingtième siècle. C'est à K. Weier
strass que l'on doit les premières recherches sur l'existence des solu
tions, comme application de théorèmes d'existence des équations diffé
rentielles; cette importante question a encore fait l'objet de travaux 
récents, dont les plus marquants sont ceux de D. Hubert, qui a imaginé, 
en 1900, une méthode nouvelle2 8) et Fa appliquée à un exposé rigoureux 
du principe de Legeune Dirichlet (intégrales doubles): voir l'extrémé 
dans un intervalle28*) et les questions d'existence. 

De nos jours, une quatrième période semble devoir prendre 
naissance, grâce à l'influence des idées du calcul fonctionnel [cf. II26, 26] 
et à la généralisation de la notion de variation. 

Il convient également de signaler ici l'importante découverte, 

22) Math. Ann. 15 (1879), p. 283/314; 564/76. „Cf. Jahrb. Fortschr. Math. 
12 (1880), éd. 1882, p. 299/302.* 

23) Math. Ann. 26 (1886), p. 197/208; „Ber. Ges. Lpz. 37 (1885), math, 
p. 92/105. C'est l'étude des extrêmes ordinaires qui a conduit L. Scheeffer à ces 
travaux [cf. II 3, 29].* 

24) .Annals of math. (1) 9 (1894/5), p. 179/90; (1) 10 (1895 6), p. 81/8, 159/74; 
(1) 11 (1896/7), p. 20/32; (1) 12 (1898/9), p. 33/44; Lectures on the calculus of 
variations, Cincinnati 1904. On pourrait citer aussi G. Kobb comme promoteur 
du calcul des variations; ses travaux [Ofversigt Vetensk.-Akad. fôrhandl. (Stock
holm) 47 (1890), p. 385/99; Acta math. 16 (1892/2), p. 65/140; 17 (1893), p. 321/44] 
contiennent toutefois bien des lacunes.* 

25) Diss. Berlin 1894. 
26) Annals of math. (2) 2 (1900/1), p. 105/29; .traduit par S. Diékstein, Wia-

domosci matematyczne (Varsovie) 5 (1901), p. 179/210.* 
27) .Variationsrechnung80); Math. Ann. 50 (1898), p. 27/50; 51 (1899), 

p. 321/45; 55 (1902), p. 86/107; 66 (1903), p. 169/232. On peut ajouter V. P. 
Ermdkov, Otcet i protokoly fiziko-matematiceskago obscestva pri Kievskom uni-
versetë (travaux Soc. phys.-math. Univ. Kiev) 31 (1891), mém. n° 9, p. 1/44; id. 
1903, mém. n° 2, p. 1/35; trad. J. math, pures appl. (6) 1 (1905), p. 97/137; Mat. 
Sbornik [recueil Soc. math. Moscou] 16 (1891/3), p. 369/414.* 

28) .Cette méthode a aussi de l'importance dans l'étude des équations 
différentielles et dans la théorie des fonctions.* 

28 *) .Nous nous conformons à la terminologie adoptée dans l'article II3, n° 27.* 
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faite en 1904 par D. Hitbert, de rapports existant entre le calcul des 
variations, la théorie des équations intégrales et celle des équations 
différentielles29). Il montre comment les équations intégrales linéaires 
peuvent être appliquées à des problèmes de variations. 

D'autre part D. Hubert attache une grande valeur à l'idée de 
considérer ces problèmes comme étant des questions de calcul diffé
rentiel à une infinité de variables [cf. n° 1]; elle conduit, en effet, à 
généraliser les problèmes de variations30). Tout cela contribuera sans 
doute à accélérer les progrès du calcul des variations* 

4. «Extremé en un point; extremé dans un intervalle : extremó 
faible ; extremó fort. L'erreur des anciens auteurs, signalée par K. Weier-
strass, était la non-distinction entre 1'extremé en un point et l'extrémé 
dans un intervalle31). Or le calcul des variations proprement dit ne 
permet de déterminer que l'extrémé en un point, c'est-à-dire de rechercher 
une fonction qui donne à l'intégrale une valeur plus petite que toute 
fonction suffisamment voisine de la première. Il suffit de comparer, 
par un calcul direct, les extrêmes en différents points, généralement 
en nombre fini, ainsi obtenus pour déterminer lequel est le plus grand 
ou le plus petit d'entre eux, l'extrémé dans un intervalle n'étant autre 
chose, à part une restriction qui est la même que pour les extrêmes or
dinaires du calcul différentiel [II 3, 27], que le plus grand des maximes 
ou le plus petit des minimes. Mais pour que le problème de l'extrémé 
dans un intervalle soit entièrement résolu, il faut que l'on sache dé
montrer a priori l'existence d'un tel extrême. Autrefois, l'on croyait 
que celle-ci était établie en même temps que l'existence d'une borne 
inférieure finie de l'intégrale. Cette erreur résultait de la confusion, 
d'ailleurs néfaste dans plusieurs domaines des mathématiques, entre 
la notion de minime et celle de borne inférieure [n° 62]. 

E. Zermélo32) a précisé la notion d'extrémé en un point, en distin
guant systématiquement divers modes de voisinage. Deux fonctions f 
et m sont dites avoir entre elles, dans l'intervalle où on les considère, un 

29) «Nachr. Ges. Gott. (math.-phys.) 1904, p. 49/91, 213/59; 1905, p. 307/38; 
1906, p. 157/227, 439/80; 1910, p. 355/417, 695/618, en partie, p. 616/8.* 

30) «Rend. Cire. mat. Palermo 27 (1909), p. 59/74 en partie, p. 65/6 [1908]. 
L'application de la théorie des fonctions à une infinité de variables au calcul 
des variations a été faite pour la première fois par W. Cairns [Diss. Gôttingue 
1907], à propos de l'utilisation des équations intégrales dans la solution du pro
blème isopérimétrique.* 

31) «Cf. II 3, 27, note 258.* 
32) «Diss. Berlin 1894, p. 28. D'après JS. Zermélo, qui revendique la priorité, 

cette distinction n'aurait pas été faite par K. Weierstrass, contrairement à ce 
qu'indique J. Hadamard, Calcul des variations6) 1, p. 49.* 
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voisinage d'ordre p défini par le nombre positif E, si l'on peut établir 

une correspondance univoque et réciproque entre les deux variables 

x1, x2 telle qu'on ait 3 8) 

Iffrî) — <P(.XÙ \ <£> 

K - * 2 | < f , £í£> ( » - 1 , 2 , . . . , ! , ) . 
Cu ce ̂  a £Cg 

Le voisinage est plus ou moins étroit suivant que s est plus ou moins 

petit. Cela permet de différencier entre les extrêmes en un point, corres

pondant à des voisinages d'ordres 0, 1, 2, . . . Les fonctions inconnues 

n'intervenant qu'avec les dérivées premières, A. Kneser dit que l'extrémé 

(sous-entendu en un point) est fort (starkes Extremum), quand il corres

pond au voisinage d'ordre 0, et que l'extrémé est faible (schivaches Ex

tremum)3 4), quand le voisinage est d'ordre 1. Une fonction f(x) corres

pond, pour l'intégrale, à un minime faible, si l'on peut assigner un 

nombre £ tel que toute fonction cp(x) acceptable^), c'est-à-dire satis

faisant aux conditions imposées, et ayant avec f(x) un voisinage d'ordre 1 

défini par le nombre s, donne à cette intégrale une valeur au moins 

égale à celle que donne f(x). Il est évident que les conditions suffi

santes du minime fort entraînent celles du minime faible et que l'in

verse a lieu pour les conditions nécessaires. 

Dans le cas où il y a, dans la fonction f, des dérivées d'ordre 

supérieur jusqu'à p (par exemple quand il s'agit de l'intégrale Jp), 

J. Hadamard6) dit, avec A. Kneser, que l'extrémé fort correspond au 

voisinage d'ordre p — 1 et l'extrémé faible au voisinage d'ordre pd6). 

33) Géométriquement, dans le voisinage du premier ordre, les tangentes 
aux points voisins des deux courbes, prises chacune dans le sens positif (sens de t 
croissant, dans le cas de la forme paramétrique), font entre elles un angle très 
petit; „,dans le voisinage d'ordre 2, la normale principale et la courbure, c'est-à-
dire les éléments géométriques du second ordre, sont également très voisins.* 

34) „.Variationsrechnung50), p. 54. Dans l'édition allemande de l'Ency
clopédie, A. Kneser emploie les expressions „Extremum, im weiteren Sinne" pour 
extremé fort et „Extremum im engeren Sinne" pour extremé faible. Les anglais 
emploient les termes strong et weak. Parfois on applique ces qualificatifs au mot 
variation: on dit qu'une variation [définition n° 6] est faible ou forte suivant 
qu'elle correspond à un voisinage d'ordre 1 ou 0, ou bien d'ordre p ou p—1. 
Voir W. F. Osgood™), p. 106; cf. O.Bolza, Calculus of variations11), p. 72; 
Variationsrechnung11), p. 94, où est donné un exemple de variation forte dû à 
K. Weierstrass et modifié par E. Goursat. Les allemands disent même extrémales 
[définition n° 9] fortes {starke Extremalen).* 

35) ^L'ensemble des fonctions acceptables (zulässige Vergleichsfunktionen, en 
allemand) définit le champ fonctionnel [de S. Pincherlé] au point de vue de 
J. Hadamard* 

36) ^Les dénominations qu'utilise J. Radon [Sitzgsb. Akad. Wien 119 E* 
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tJ. Hadamard^1), s'appuyant sur le théorème de K. Weierstrass 
d'après lequel toute fonction continue dans un intervalle est repré
sentable, dans cet intervalle, avec une approximation aussi grande qu'on 
veut, par un polynôme, et utilisant une extension de P. Painlevé, dé
montre que si une ligne ne fournit pas l'extrême d'une intégrale 
JJn, les fonctions acceptables étant continues mais certaines ayant des 
dérivées discontinues, elle ne le fournira pas davantage, non seulement 
si l'on ajoute la condition que les dérivées jusqu' à un ordre déterminé 
quelconque soient continues, mais même si l'on impose celle que les 
fonctions acceptables soient analytiques et holoinorphes. J.Hadamard3*) 
étend cet important théorème au problème isopérimétrique et au pro
blème de Mayer. 

Le maxime et le minime stricts (eigentliches, proper) ou impropres 
se définissent comme dans le cas des extrêmes ordinaires39).* 

La variation première et les conditions du premier ordre 
de l 'extrémé libre. 

5. Considérations infinitésimales d'Euler, I. Newton, Jean Ber-
noulU, Jacques Bernoulli et L. Euler lui-même avaient résolu des pro
blèmes de variations particuliers par des méthodes reposant sur des 
considérations infinitésimales. L. Euleri0) les généralisa plus tard au cas 
de l'intégrale Jp. Remplaçant41) y par y + s, les dérivées par les 
quotientB dont elles sont les limites, et l'intégrale par la somme finie 
correspondante, il obtient, pour l'accroissement de l'intégrale, l'expression 

\dy dx dy dx* dy" J' 

(1910), p. 1257 et suiv.], pour le cas de ne sont pas conformes à celles du 
texte: il conserve l'extrémé faible, mais l'extrémé fort devient l'extrémé demi-fort 
(halbstark) et l'extrémé correspondant au voisinage d'ordre zéro est ce qu'il ap
pelle l'extrémé fort. O. Bolza [Calculus of variations11), p. 244] avait employé 
l'expression extrême demi-fort {semi-strong minimum), mais pour désigner tout 
autre chose que J. Radon; il s'agit du problème isopérimétrique [voir plus loin].* 

37) ^Calcul des variations8) 1, p. 51/6; voir aussi O. Bolza, Variationsrech
nung11), p. 86.* 

38) „Calcul des variations6) 1, p. 215/6, 241/4.* 
39) tO. Stolz, Grundzüge der Differential- und Integralrechnung 1, Leipzig 

1893, p. 199 [cf. II 3, 27].* 
40) Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive proprietate gau-

dentes, sive solutio problematis isoperimetrici latissimo sensu accepti, Lausanne 
et Genève 1744. En partie, trad, allemande de P. Stäckel dans W. Ostwald, 
Klassiker der exakten Wissenschaften n° 46, Leipzig 1894. „Yoir aussi A. Kneser, 
Abh. Gesch. math. Wiss. 25 (1907), en partie, p 55/60.* 

41) Comm. Acad. Petrop. 8 (1736), éd. 1741, p. 185; Methodus40), p. 26, 71. 
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L·x étant la différence constante de deux valeurs successives de x. Il 
en conclut que l'équation différentielle obtenue en égalant à zéro 
l'expression se trouvant entre parenthèses est une condition nécessaire 
pour l'extrémé de Jp. La faiblesse de son raisonnement réside dans 
l'interversion des passages aux limites lim s = 0 et lim ù>x = 0. 

6. Introduction des variations par Lagrange. J. L. Lagrange42) 

a, le premier, considéré des variations générales. Il désigne par Z une 

quantité quelconque, composée d'une manière donnée à l'aide de 

x, y, z, dx, dy, dz, d2x, . .. 

Entre x,y, z sont supposées exister deux équations finies. 

Les différentielles d désignent le déplacement sur la variété simple 
correspondant au système de valeurs [x, y, z). Si cette variété change 
infiniment peu, Z reçoit l'accroissement43) àZ. 

J. L. Lagrange pose alors comme évidentes les relations 

(1) dôZ=ôdZ, 

ôfZ=fÔZ> 
d'où il suit que, si u est une quantité quelconque intervenant dans Z, 
on a, en intégrant par parties, 

(2) f Zdâu = Zâu -fâudZ; 

de sorte qu'on peut faire disparaître du signe intégral toute variation 

d'une différentielle; on a ainsi une relation de la forme 

ôfz=M + f (Pôx+Qdy + Rôs), 

où M ne dépend que des variations et de leurs différentielles prises 
aux limites d'intégration, tandis que P , Q, R, qui ne contiennent 
aucune variation, satisfont à l'identité44) 

(3) Pdx + Qdy + Rdz = 0. 

Si f Z doit être extrémée pour un choix convenable de la relation 

42) Mise. Taurinensia [Mélanges de philos, et de math. Soc. Turin] 2 (1760/1), 
éd. 1762, math. p. 173/95; Œuvres 1, Paris 1867, p. 335/62; trad, allemande de 
P. Stäckel dans W. Osbwald, Klassiker der exakten Wissenschaften, n° 47, Leipzig 
1894. «Voir aussi les lettres adressées à. L. Euler -pax J. L. Lagrange, Œuvres 14, 
Paris 1892, p. 140/3, 147/51 et les réponses de L. Euler, id. p. 144/5, 152/3; un 
aperçu de la partie de ces lettres qui concerne le calcul des variations a été 
donné par G. Enestrôm, Bull. bibl. storia mat. 12 (1879), p. 828/38.* 

43) «Le symbole ä se trouve pour la première fois dans la lettre du 12 août 
1755; J. L. Lagrange, Œuvres 14, Paris 1892, p. 140.* 

44) J. L. Lagrange, Œuvres 1, Paris 1867, p 345/7. 
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entre x, y, B, J. L. Lagrange conclut de l'indépendance des variations 
de x, y, qu'on doit avoir 

M = 0, P = Ç = P = 0, 

les trois dernières relations se réduisant, à cause de l'identité (3), à 
deux équations différentielles, à l'aide desquelles on peut déterminer 
y et z, comme fonctions de x. La première équation exprime une 
condition entre les valeurs de x, y, z et de leurs dérivées, prises aux 
limites d'intégration. 

J. L. Lagrange*5) a étendu ces considérations au cas d'une variété 
simple dans un domaine à un nombre quelconque de variables, en 
admettant aussi que la fonction sous le signe intégral dépend des 
limites d'intégration et qu'on impose des relations quelconques entre 
les valeurs des variables et de leurs dérivées prises aux limites. 

1. Formule fondamentale d'Euler. L. JEulerm) observe que, si 
une courbe résulte de la variation d'une autre, tout point de l'une 
correspond d'une manière univoque à un point de la seconde, de sorte 
que si Z et Z + dZ sont les valeurs de Z en deux points voisins P t 

et P 2 de la courbe primitive, aux points correspondants P / et P 2 ' 
de la courbe variée, ces valeurs deviennent Z + ô Z et 

Z+ dZ+ ô(Z+dZ), 

et comme le passage direct de P x ' à P 2 ' augmente la quantité Z-\- âZ 

de sa différentielle, on a 

Z+dZ + â(Z+dZ) = Z+ ÔZ + d(Z+dZ); 

d'où résulte la première équation (1). La seconde est une conséquence 
immédiate de la définition de la variation47"). 

De ces propriétés fondamentales de la variation L. Euleris) con
clut que 

Q , d8y , dSx 
y dx y dx ' 

sy"= dx 
dSy' „dSx 

y dx ' 

et, pour le cas où f renferme n fonctions inconnues4") yu y2, . . ., yn avec 

45) Mise. Taurinensia [Mélanges de philos, et de math. Soc. Turin] i (1766/9), 
seconde pagination p. 163/87; Œuvres 2, Paris 1868, p. 37/63; trad. de P. Stàclcel*1). 

46) Institutiones calculi integralis 3, S' Pétersbourg 1770, p. 468/9 , 484/5. 
47) Id. p. 482/3, 506/7. 
48) Id. p. 524. 
49) tL. JSuler ne fait le calcul que pour n = 2, mais la généralisation est 

évidente.* 
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dx dy? + 1> dx>dyf + *> 

Si les limites d'intégration sont fixes, le crochet disparaît50). 
S. D. Poisson*1), adoptant l'idée de J. L. Lagrange [fin du n° 6], 

ajoute au second membre de l'équation (4) la quantité 
x^ x^ 

%1 Xi 

pour le cas où l'intégrant dépend des limites d'intégration. 
Il remarque68) que la quantité co¡ est l'accroissement que reçoit 

y¡ quand, x étant constant, on passe de la courbe primitive à la courbe 
variée. Cette quantité ai est parfois appelée variation pure, tronquée 
(reine, abgestumpfte Variation)53), la variation composée (gemischte 
Variation)^) ôy ayant lieu lorsque x varie en même temps. Si 
ô x = 0, on a 

le signe de la variation est donc alors permutable avec celui de la 
dérivée prise par rapport à x. 

5 0 ) „Dans le cas de n = l, on supprimera la lettre t .* 
5 1 ) Me'm. Acad. so. Institut France ( 2 ) 1 2 ( 1 8 3 3 ) , p. 2 3 6 [ 1 8 3 1 ] . 

5 2 ) Id., p. 2 4 1 . 

5 3 ) ^A. Kneser, Variationsrechnung50), p. 1 6 . * 
5 4 ) .F. L. Stegmann, Lehrbuch der Variationsrechnung und ihrer Anwendung 

bei Untersuchungen über das Maximum und Minimum, Cassel 1 8 5 4 , p. 2 8 1 ; tpour 
ce qui concerne les notations, voir la préface, p. 7 . On représente parfois les varia
tions composées pard(y)j, les autres par {Sy)( [cf. 0. Bolza, Variationsrechnung11), 
p. 4 9 ] . G. Erdmann [Z. Math. Phys. 2 3 ( 1 8 7 8 ) , p. 3 6 3 ] écrit respectivement 

éventuellement leurs dérivées supérieures, en posant 

=8yt- yt'âx (i = 1,2,..., « ) , 
on a en outre 

= * y , w - ! , / ' + 1 > * * (v = 1,2,3,.. .)· 

L'intégration par parties, faite suivant la formule (2), fait disparaître 
les termes en dy(', ôy",. . . sous le signe intégral et donne 

( 4 ) o - J = tf/'/Yte + V** + 2 2 ^ . ^ î > 

»1 2!l («) (i) W 

où \ 

g y, dû ^ dx* dy: 
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«On peut alors écrire, pour la variation de l'intégrale, dans le cas 

d'une seule inconnue (Jj) et des limites fixes, les deux expressions 

fMdydx, f($Liy+§£*y)dx. 

La variation des variables indépendantes a joué, dans l'ancien 

calcul des variations, un rôle très important et souvent néfaste55).* 

8. Variation spéciale résultant de l'introduction d'un paramètre 

variable. L. Eulerbes) a cherché à comprendre la notion de la variation 

dans celle de la différentielle, en admettant que le passage d'une courbe 

à une voisine (courbe variée) est réalisé quand varie un paramètre t 

qui entre dans l'équation de la courbe, et, désignant par t0 la valeur 

de t correspondant à la courbe primitive, il pose 5 7) 

ce qui attribue à l'opération â les propriétés formelles fondamentales 

de l'opération d, «c'est-à-dire ce qui réduit le calcul de Lagrange à un 

procédé de différentiation58).* 

L. Euler69) savait que l'idée de considérer la courbe variée comme 

individu d'une famille à un paramètre particularise la notion de varia-

55) «Un exposé correct de la variation des variables indépendantes est donné 
par C. Jordan, Cours d'Analyse, (2e éd.) 3, Paris 1896, p. 463.* 

56) Novi Comm. Acad. Petrop. 16 (1771), éd. 1772, p. 35/70 [1771]; réimpr. 
Institutiones calculi integralis 4, S* Pétersbourg 1794, p. 592. 

57) «Ainsi que F.L.Stegmann, Variationsrechung ") et G.Erdmann [Z. Math. 
Phys. 26 (1881), p. 76]. Par contre M. Ohm [Lehre des Grössten und Kleinsten, 
Berlin 1825, p. 1 330], G. W. Strauch [Theorie und Anwendung des sogenannten 
Variationscalcüls 1, Zurich 1849, p. 1/499; 2, Zurich 1854, p. 1 788] et F. N.M. 
Moigno [Leçons sur le calcul différentiel et intégral 2, Paris 1844] écrivent 

variation que F. L. Stegmann représente par ó" et appelle „Variationsquotient".* 
58) tA.L. Gauchy [C. B, Acad. se. Paris 40 (1855), p. 261/7; Œuvres (1) 12, 

Paris 1900, p. 197/204] montre sur des exemples que s'il suffit, pour réduire le 
calcul des variations au calcul différentiel, de faire correspondre les changements 
de forme des fonctions aux changements de valeur d'un paramètre variable, ré
ciproquement il suffit d'introduire, dans plusieurs des principales formules de 
l'analyse infinitésimale, un paramètre variable, pour les transformer en d'autres 
qui s'expriment aisiment à l'aide des notations propres au calcul des variations. 
A. L. Cauchy annonce la publication d'une étude plus approfondie de cette 
question, mais cette annonce est restée vaine.* 

59) Novi Comm. Acad. Petrop. 10 (1764), éd. 1766, p. 55 [1760]. 
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tion. Cette spécialisation n'a aucun inconvénient tant qu'il s'agit de 
la recherche de conditions nécessaires pour l'existence d'un extrême, 
mais elle a été le point de départ de nombreuses méthodes erronées 
pour l'obtention des conditions suffisantes [n° 20]. Mais déjà J. L. 
Lagrange avait évité cet écueil, car s'il emploie la même spécialisation 
dans la troisième édition de ses Leçons sur le calcul des fonctions6 0), 
il n'en est pas de même pour sa Théorie des fonctions analytiques61), 
où il s'occupe des conditions suffisantes [n° 14]. Il n'y utilise que le 
concept général de la variation. 

tEn ce qui concerne, en général, la nature analytique des variations, 
il résulte d'une démonstration de J~. Hadamard [n° 4] qu'il est indiffé
rent, pour le problème TJn, de considérer des variations analytiques ou 
des variations simplement continues avec points anguleux isolés. De 
même, pour une intégrale Jp, on peut employer des variations à dérivée 
£,tème discontinue en des points isolés, pourvu que les p — 1 premières 
dérivées soient continues, cette dernière condition étant, par contre, 
essentielle.* 

9. Conditions du premier ordre. Contrairement à ce qui s'est 
fait au n° 7, ôyi ou ây désigneront dans la suite, sauf indication con
traire, des variations pures. Si, n étant égal à l'unité, ây, en même 
temps qu'un nombre convenable de ses dérivées, s'annule aux limites, 
il résulte comme cas particulier de la formule fondamentale d'Euler 
la suivante: 

ÔJp=fMdydx. 

J. L. Lagrange*2) démontre, le premier, d'une manière rigoureuse que 
cette variation doit s'annuler pour que l'intégrale Jp puisse être 
extrémée. Pour cela, il remplace y par y + EU, E étant une cons
tante supposée suffisamment petite, u étant fonction de x. La variation 
première est alors représentée par l'ensemble des termes linéaires en 

6 0 ) ^Leçons sur le calcul des fonctions, ( 3 e éd.) Paris 1 8 0 6 , p. 4 0 1 5 0 1 

[leçons 2 1 et 2 2 reproduites J . Éc. polyt. ( 1 ) cah. 1 4 ( 1 8 0 8 ) ; Œuvres 1 0 , Paris 
1 8 8 4 , p. 3 6 4 / 9 8 , 3 9 9 / 4 5 1 . L'usage des variations spéciales est passé de là dans 
la plupart des traités ultérieurs.* 

6 1 ) ^Théorie des fonctions analytiques, (lr j éd.) Paris an V, p. 1 9 8 / 2 2 0 ; 

(2e éd.) Paris 1 8 1 3 ; ( 3 e éd.) Paris 1 8 4 7 ; Œuvres 9 , Paris 1 8 8 1 , p. 2 9 6 / 3 1 0 , 3 1 1 / 2 1 . 

Ces deux travaux de J. L. Lagrange ont été traduits par A. L. Creile [Abh. 
Akad. Berlin 1 8 3 3 , éd. 1 8 3 5 , math. Klasse p. 4 0 et suiv.], mais avec commen
taires dans le texte et changement des notations.* 

6 2 ) ^Fonctions analyt.61), (2» éd.) p. 2 7 3 ; (3« éd.) p. 2 7 7 ; * Œuvres 9, p. 2 9 7 . 
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E dans le développement de l'intégrale suivant les puissances ascendantes 
entières de e, et par conséquent, la variation de l'intégrale ne s'annu-
lant pas, l'accroissement de Jp pourrait être positif ou négatif, et 
l'intégrale ne pas être extrémée; d'où la nécessité de l'évanouissement 
de ôJp. 

J. L. Lagrange en déduit la première condition nécessaire pour 
l'existence de l'extrémé, ^condition du premier ordre, suivant la termi
nologie de J. Hadamard63). C'est l'équation différentielle d'FuhrM) 
[n° 5]* 

( 5 ) J f = 0 . 

Pour plusieurs fonctions inconnues, on a de même comme condition 
du premier ordre 

Jf i = 0 ( » = l , 2 , . . . , n ) , 

.équations différentielles du second ordre (pour p = 1), linéaires par 
rapport aux y".* 

J. L. Lagrange tente de démontrer que l'équation (5) résulte de 

H = O, 

ôy étant arbitraire, quoiqu'il ait d'abord considéré ce fait comme 
évident. On l'a cru longtemps, et F. N. M. Moigno ainsi que L. L. 
Lindélôf65) l'admettaient encore. 

.En réalité, ce fait repose sur un lemme démontrable et appelé 
aujourd'hui lemme fondamental du calcul des variations. Pour n quel
conque, il s'énonce comme suit: Mi étant des fonctions déterminées 
de x, continues dans l'intervalle d'intégration {xt, x2), si l'on a 

Ç^M^y.dx = 0 

pour toutes les déterminations des dy( telles que ces fonctions s'annulent 
en xt et xt, il est nécessaire que les Mi soient identiquement nuls 

63) .Calcul des variations6). C'est la dénomination qui sera adoptée dans 
cet article.* 

64) .On l'appelle souvent l'équation différentielle de Lagrange. Mais comme 
J. L. Lagrange [Leçons sur le calcul des fonctions, (3 A éd.) Paris 1806, p. 438; 
Œuvres 10, Paris 1884, p. 397] écrit lui-même: „Cette équation est celle que 
L. Euler a trouvée le premier" [L. Euler, Methodus40), p. 36; trad. P. Stâckel, 
p. 5 4 ] ; nous adoptons avec O.Bolza [Calculus of variations11) p. 22; Variations-
rechnungn), p. 32] la dénomination utilisée dans le texte.* 

65) L. L. Lindelôf, Variations-Kalkylens Theori, Helsingfors 1856 ; F. N. M. 
Moigno et L. L. Lindelof, Leçons sur le calcul des variations, Paris 1861. 
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dans l'intervalle (x1) x2)) sauf peut-être66) aux points de discontinuité, 
supposés en nombre fini, de ces fonctions. Ce lemme, qui est souvent 
employé ailleurs que dans le calcul des variations pour transformer 
des équations différentielles ordinaires ou aux dérivées partielles, reste 
vrai si les ây{ doivent avoir une ou plusieurs dérivées nulles aux 
limites (ou même en un ou plusieurs points de l'intervalle d'intégration) 
et si les dy{ sont assujettis à avoir une ou plusieurs dérivées con
tinues, ou même à être analytiques66). A. Bosenblatt*7) montre que le 
lemme est encore valable quand les dyt sont des polynômes. Plusieurs 
démonstrations ont été données pour n = 1.* 

Supposant que M est différent de zéro dans tout l'intervalle 
(xlf x3), F. L. Stegmann*6) pose pour Jp 

„ (x — x.YiXz — x)v 

d y = — m — e > 

et, choisissant les exposants de manière qu'un nombre convenable de 
quantités Sy, ây',. . . s'annulent aux limites, il en conclut que â Jp 

diffère de zéro, et que M ne peut être différent de zéro en aucune 
partie de l'intervalle d'intégration. Cette démonstration peut être con
sidérée comme satisfaisante. 

H. E. Heine69) et P. du Bois-Peymond70) procèdent d'une manière 
analogue, mais ils observent de plus que M doit être fonction con
tinue de x. Juh. Méray71) donne une autre démonstration* 

E. Zermelo72), suivant les indications données par K. Weierstrass 
dans un cours professé à l'Université de Berlin, pose 

ôy = e(x — x^)m(x2 — x)me-^(-x-x-\ 

M étant supposé différent de zéro pour x = x0, xx < x0 < x2; en 
prenant p suffisamment grand dans l'intervalle (xx, x2), il montre que 
ôJp est différent de zéro. 

tUne autre fonction remplissant le même but et intéressante, elle, 
par son interprétation géométrique, a été donnée par H. A. Sckwarz7*).* 

6 6 ) „Cf. J. Hadamard, Calcul des variations6) 1 , p. 6 3 / 5 . * 

6 7 ) „Archiv Math. Phys. ( 3 ) 1 5 ( 1 9 0 9 ) , p. 2 8 4 / 5 . * 

6 8 ) „Variationsrechnung "), p. 9 0 ( § 2 4 ) . * 
6 9 ) Math. Ann. 2 ( 1 8 7 0 ) , p. 1 8 8 / 9 1 . 

7 0 ) Math. Ann. 1 5 ( 1 8 7 9 ) , p. 2 9 7 , 3 0 5 . 

7 1 ) »Ann. É c . Norm. ( 2 ; 7 ( 1 8 7 8 ) , p. 1 8 7 / 9 2 . * 

7 2 ) Diss. Berlin 1 8 9 4 , p. 3 5 , 4 1 . 
7 3 ) „Cours professé à l'Université de Berlin; cf. S. Hancock, Calculus of 

variations ä 4 ) , n° 7 8 . Au sujet de l'établissement de l'équation différentielle d'Euler, 
voir encore G. A. Bliss, Amer. math. Monthly 1 5 ( 1 9 0 8 ) , p. 4 7 / 5 4 . * 

Encyclop. des scienc. mathémat. II 6. 2 
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tA. Kneser14) appelle extrémale''5) (Extrémale) toute courbe satis
faisant à l'équation différentielle d'Euler ou, en général, aux conditions 
du premier ordre pour l'extrémé de l'intégrale. Sauf dans les cas d'ex
ception signalés plus bas, il y a, pour n = 1, une double famille 
d'extrémales dans le plan. Les deux constantes que contient l'intégrale 
générale se déterminent alors par la condition que la courbe cherchée 
passe par les deux points donnés. Il peut se présenter des cas où 
l'on ne peut satisfaire à cette condition. 

L. Evier76) a observé qu'on obtient immédiatement une première 
intégrale, quand y on a; ne figure pas dans la fonction f. Pour w 
quelconque, un cas d'intégrabilité est celui, bien connu en Dynamique, 
où la fonction f ne dépend pas de l'un des f ; on a encore une inté
grale première, dans le cas où f est linéaire par rapport à l'un des y, 
son coefficient étant fonction de x seul. 

A. Guldberg''1) montre que l'invariance de l'intégrale pour un 
groupe de transformations continu quelconque (et en particulier pour 
le groupe continu | = x -f- a auquel on peut le ramener par un change
ment de coordonnées) entraîne l'existence d'une intégrale première. 

D. C. Gillespie™) recherche les solutions de l'équation différentielle 
en se servant du théorème d'indépendance de D. Hubert [n° 23] 7 9 ) . 

En ce qui concerne la dégénérescence de l'équation M = 0, 
L. Euler80) a montré que lorsque 

A=Bfy>* 

est nul pour tout système de valeurs de x, y, y, ce qui a lieu si f est 

de la forme 
P(x, y) + N(x, y) y', 

l'équation différentielle se réduit à une équation finie. On a une 
identité si, en outre, 

P = N * 
y x 

74) .Variationsrechnung s 0 ) , p. 24.* 
75) , 7 . P. Ermakov*7) dit „chemin de Lagrange"; E. P. Culverwéll19*) et 

W. A. Zimmermann [Zapiski novoross. Universit. Odessa 68 (1896), p. 1/270] disent 
„courbe stationnaire".* 

76) .Methodus40), p. 46/7.* 
77) .Forhandlinger Videnskabs-Selskabet Christiania 1902, éd. 1903, mém. 

n° 7; voir aussi Rend. Cire. mat. Palermo 21 (1906), p. 66/74, où il classe les 
problèmes Jx à l'aide des groupes.* 

78) „Diss. Gôttingue 1906; Bull. Amer. math. Soc. 13 (1906/7), p. 345/8.* 
79) tG. DarbouX, Leçons sur la théorie générale des surfaces et les appli

cations géométriques du calcul infinitésimal 3, Paris 1894, p. 59/65.* 
80) „Methodus40), p. 48.* 
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«Ce sont les seuls modes de dégénérescence de l'équation d'Euler. 
Il y a alors respectivement un nombre fini d'extrémales (et la courbe 
cherchée doit être choisie parmi elles), ou bien une infinité (toutes les 
courbes en sont) et l'intégrale Jx est indépendante du chemin d'inté
gration. Réciproquement, si l'intégrale a la même valeur pour toutes les 
courbes acceptables, l'équation différentielle d'Euler doit être identique
ment vérifiée. 

Cr. Frobcnius81) montre que, dans le cas des dérivées d'ordre 
supérieur, l'équation différentielle d'Euler ne peut se réduire à une 
équation différentielle d'ordre impair sans se réduire aussi à une 
équation différentielle de l'ordre pair immédiatement inférieur, ce qui 
généralise le résultat de L. JEuler. 

Pour n quelconque, si le déterminant fonctionnel [A pour n = 1, 
cf. fin du n° 13] des équations des extrémales par rapport aux y" (ou 
le hessien de f par rapport aux y') n'est pas nul, ces équations sont 
résolubles en yt''', . . . , «/„", qu'elles donnent sous forme de fonctions 
continues en x, yi} y¡. J. Hadamard*2) dit alors que le problème est 
ordinaire. L. Kbnigsberger9211) donne, pour le cas de n quelconque et 
des dérivées supérieures, la condition pour que la variation dJs'annule 
identiquement. On peut rattacher à ces questions le problème inverse 
du calcul des variations, qui est traité plus loin.* 

Les extrémités de l'arc d'intégration étant variables, la formule (4) 
donne, outre les équations des extrémales, cette autre condition né
cessaire que la somme des termes aux limites (Grensglieder), termes en 
dehors du signe intégral, doit s'annuler pour toutes les variations 
acceptables des variables aux limites. 

Les variables sont, en général, liées entre elles par des équations 
déterminées dont on peut tenir compte, d'après J. L. Lagrangess), comme 
dans les problèmes d'extremé lié ordinaire [voir II 3, 30]. 

Si le point P-S%x,yi) est mobile sur une courbe donnée rif on a 
entre les coefficients angulaires de l'extrémale X et de la ligne I \ 
au point P x , une relation qu'on appelle condition de transversalité; 
on dit que Fj rencontre transversalement l'extrémale en Pv La même 
chose peut se dire pour P s , ou simultanément pour P1 et P 2 . Le 

81) «J. reine angew. Math. 85 (1878), p. 185/213, en partie, p. 206 [1877]. 
"Voir aussi A. Hirsch, Math. Ann. 49 (1897), p. 49 et suiv.* 

82) «Calcul des variations6) 1, p. 90.* 
82a) «Math. Ann. 62 (1906), p. 118/21. Voir plus loin les intégrales multiples.* 
83) Leçons sur le calcul des fonctions, (3e éd.) Paris 1806, p. 468; Œuvres 

10, Paris 1884, p. 422/3. 
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84) tJ. Hadamard [Calcul des variations6), 1, p. 143] propose d'appeler for
mule de Gauss la formule aux limites, pour n = 3.* 

86) Math. Ann. 15 (1879), p. 313/4; voir aussi p. 564 et suiv. 

cas des limites variables est examiné en détail plus loin [voir n° 29 

et, en particulier, n 0 B 30 à 32]. 

t Si l'on compare la valeur de l'intégrale prise de TJ

i à P 2 le long 

de l'extrémale A à la valeur de cette intégrale prise le long d'une 

ligne L infiniment voisine de l, entre P¿ et P 2 ' , l'intégrale disparaît 

de la formule (4), mais le crochet subsiste. La formule aux limites 

ainsi obtenue fait donc connaître, sans signe d'intégration, la variation 

infiniment petite de l'intégrale et montre que cette variation est 

indépendante du changement de forme de la ligne variée et qu'elle 

ne dépend que des déplacements infinitésimaux des extrémités. Ce fait 

se rattache au théorème de C. F. Gauss^) sur les lignes géodésiques 

[cf. n° 29], et toutes les propriétés analytiques des équations du calcul 

des variations en découlent. La formule aux limites est encore valable 

si la ligne primitive, au lieu d'être une extrémale libre, est une 

extrémale sur une surface et, plus généralement, s'il y a des relations 

en termes finis.* 

10. ^Objection de P. du Bois-Reymond. Les hypothèses les moins 

restrictives que l'on puisse faire, au sujet des fonctions considérées, 

sont celles qui sont nécessaires pour que l'intégrale existe, ce qui 

n'exige pas que les y aient des dérivées premières. C'est le cas des 

intégrales généralisées. 

Si le problème posé était de trouver, parmi les fonctions y deux 

fois dérivables, celles qui extrêment l'intégrale, le procédé employé 

par J. L. Lagrange [n° 6] , pour trouver la première condition né

cessaire, serait absolument correct. Mais si, outre l'hypothèse que f 

et ses dérivées partielles sont finies, on suppose seulement l'exis

tence et, sauf des discontinuités isolées, la continuité des dérivées 

premières de y*, le procédé suivi pour obtenir la condition du 

premier ordre prête à objection, comme l'a remarqué P. du Sois-

Rey mond 85). 
Ce procédé est basé, en effet, sur l'existence des dérivées secondes, 

%ce qui, si l'on s'en tient aux hypothèses classiques [n° 2 ] , impose à 

la courbe cherchée X une condition de plus qu'aux courbes acceptables 

de comparaison L. Cette objection est dite objection de Paul du Bois-

Reymond* 

Pour démontrer qu'en opérant d'une manière rigoureuse on 
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n'obtient pas d'autre solution, P. du Bois-Reymond85) part encore de 
l'expression 

mais il effectue l'intégration par parties, non sur le second terme, 
mais sur le premier, ce qui introduit une quadrature. Il est ainsi 
amené à démontrer le lemme appelé lemme de Paul du Bois-Reymond, 
d'après lequel, si N est fonction de x, continue dans l'intervalle 
d'intégration (xlf % ) , et si 

fy'Ndx = 0 
X, 

pour toutes les fonctions y nulles en x± et x2 et qui possèdent une dérivée 

y continue dans (xlt x3), on a J = constante dans tout cet intervalle. 
„P. du Bois-Reymond démontre ce lemme en le considérant comme 

un problème isopérimétrique spécial.* _D. Hilbert*6) a donné une méthode 
élégante montrant que N a une valeur constante aux points de con
tinuité, s'il y a un nombre fini de discontinuités. „11 montre que de 
la dérivabilité de /y» résulte l'existence de y" pour toute valeur de x 
telle que /y* n'est pas nul.* 

E. Zermelo87) s'occupe aussi de l'objection de P. du Bois-Reymond 
pour le cas des dérivées d'ordre supérieur. J Q . étend le lemme en dé
montrant que si la fonction N est continue dans l'intervalle (x1} x2) et si 

pour toute fonction rj de classe G^n9) dans (xt, x2) et dont les p— 1 
premières dérivées s'annulent en xx et x2, N est fonction entière et de 
degré p — 1.* 

„La démonstration de E. Zermélo, très simple, est nouvelle, même 
pour le cas où p = l88). Celle de E. Jacobsthal89) n'en diffère que très 
peu. Nadechda Niholajevna Gernet90), se bornant au cas spécial du 

8 6 ) „Dans un Cours professé à l'Université de Gottingue en 1 8 9 9 . * Cf. J. K. 
Whittemore, Annals of math. ( 2 ) 2 ( 1 9 0 0 / 1 ) , p. 1 3 0 / 6 , en partie, p. 1 3 2 . 

8 7 ) Math. Ann. 58 ( 1 9 0 4 ) , p. 5 5 8 / 6 4 . 

88) Badon [Sitzgsb. Akad. Wien 1 1 9 II* ( 1 9 1 0 ) , p. 1 2 6 4 ] applique, le 
premier, ce lemme pour Jt .* 

8 9 ) Sitzgsb. Berliner math. Ges. 9 ( 1 9 1 0 ) , p. 8 2 / 4 . 

9 0 ) Diss. Gottingue 1 9 0 2 , p. 1 5 et suiv.; „cf. J. Hadamard, Calcul des varia
tions6) 1 , p. 4 8 4 et suiv.* 
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problème régulier (ainsi appelé par D. Hubert quand f" est différent 
de zéro pour tout y'), répond à l'objection en s'appuyant sur le théo
rème de W. F. Osgood [n° 28]. Elle établit, sans supposer l'existence 
des dérivées secondes sur Xf que cette courbe ne peut extrémer sans 
être extrémale, sauf le cas des solutions discontinues [n° 34]. Mais 
cette démonstration n'établit pas que la variation première elle-même 
ne peut s'annuler. Par contre, et pour la même raison, elle s'applique 
aux intégrales généralisées, en ne considérant que 1'extremé fort, puis
qu'il ne peut être question de voisinage du premier ordre 9 1). 

H. Hahn92), qui s'est aussi occupé de cette question pour le pro
blème de Lagrange [n° 47] et pour celui de Mayer, a montré que 
toute courbe rectifiable, possédant une tangente déterminée en chaque 
point, doit être extrémale, si elle extrême9 3). Ce résultat94) est plus 
général que ceux obtenus précédemment. Le problème le plus général, 
consistant à trouver parmi toutes les courbes pour lesquelles l'inté
grale simple J1 peut être définie, celles pour lesquelles Jt est minimée, 
n'a pas encore reçu de solution. 

Le cas des intégrales doubles, où l'importance de l'objection 
est très considérable, est examiné plus loin* 

11. Intégrabilité 9 5). La condition nécessaire et suffisante pour 
que f contenant une seule fonction inconnue se présentant avec les 
dérivées supérieures [cf. fin du n° 2] soit dérivée exacte, c'est-à-dire pour 
qu'il existe, pour y fonction arbitraire de x, une fonction 

F(x, y, y', . . .) 
liée à f par la relation 

dF , 
¿¿-f(x,y,y,...), 

est que l'équation différentielle d'Euler, ou, pour plusieurs fonctions y, 

que les équations 
J f 4 - 0 (¿ = 1 ,2 ,3 , . . . ) 

soient identiquement vérifiées (et par conséquent que la variation de 
l'intégrale soit identiquement nulle) quels que soient les ây. 

L. Euler a, le premier, fait cette remarque pour une 9 6) et puis 

91) +J. ïïadamard. Calcul des variations6), 1, p. 488 et suiv.* 
92) .Math. Ann. 63 (1907), p. 254 et suiv.* 
93) .Voir encore W.H. Young, Rend. Cire. mat. Palermo 30 (1910), p. 27/32.* 
94) «Voir aussi L. Tonelli, Rend. Cire. mat. Palermo 32 (1911), p. 328/31.* 
95) Pour un exposé historique détaillé, voir I. Todhunter, History 1 S ) , p. 505/30; 

.[voir aussi II16, 20].* 
96) Novi Comm. Acad. Petrop. 10 (1764), éd. 1766, p. 134 [1760]. Pour plus 

de détails, voir II16, 20. 
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pour deux 9 7) fonctions inconnues. tMais il ne l'a démontrée qu'après 
J. de Condorcetas). 

A. J. Lexell " ) donne les critères d'intégrabilité répétée d'une ex
pression différentielle et démontre, sans utiliser le calcul des varia
tions 1 0 0), la suffisance de la condition énoncée. 

J. L. Lagrange101) donne les conditions nécessaires et suffisantes 
pour l'intégrabilité avec une ou deux variables dépendantes et, pour 
les expressions différentielles du second ordre, il donne des indications 
qui sont développées, sans le secours des variations, par F. Joachims-
thal™) et J. L. Raabe™). 

S. F. Lacroix10*) établit sans variations que la condition est né
cessaire; F.Sarrus106) donne la meilleure démonstration de la nécessité; 
S. D. Poisson100) exprime l'intégrale sous forme finie quand J f = 0 * 

JJ. Bertrand10"1) montre comment il faut intégrer quand la con
dition est satisfaite et donne les conditions d'intégrabilité répétée*; il 
considère aussi le cas où il y a deux variables dépendantes, ^et celui 
de l'intégrale double 

ffvdxdy, 

V étant fonction de x, y, z et des dérivées de z par rapport à x et y; 
il établit la suffisance sans utiliser les variations, en simplifiant les 

97) Înstitutiones calculi integralis 3, S* Péterebourg 1770, p. 556.* 
98) „,Du calcul intégral, Paris 1765, p. 8/13; voir aussi Hist. Acad. sc. Paris 

1768, éd. 1771, p. 54/5. La démonstration de J. de Condorcet est élégante.* 
99) „Novi Comm. Acad. Petrop. 15 (1770), éd. 1771, p. 127; 16 (1771), éd. 1772, 

p. 171.* 
100) jMais les complications sont telles que, suivant J. L. Lagrange 1 0 ' ) , on 

ne peut juger de l'exactitude de la démonstration.* 
101) ^Théorie des fonctions analytiques, (lr"éd.) Paris an V, p. 217 et suiv. ; 

Leçons sur le calcul des fonctions, (3e éd.) Paris 1806, p. 401 et suiv. ;* Œuvres 9, 
Paris 1881, p. 317/21; 10, Paris 1884, p. 364/83. 

102) „Progr. Berlin 1844;* J. reine angew. Math. 33 (1846), p. 95/116. 
103) J. reine angew. Math. 31 (1846), p. 181/212 [1844]. 
104) ^Traité du calcul différentiel et du calcul intégral, ( l r e éd.) 2, Paris 

an VIII, p. 238 et suiv.; pour la condition suffisante, voir p. 249, 764. S. F. Lacroix 
s'appuie sur le calcul des variations et améliore la démonstration de L. Euler.* 

105) *Ann. math, pures appi. 14 (1823/4), p. 197/205, voir aussi id. p. 319/23; 
C. B. Acad. se. Paris 1 (1835), p. 115/7; résumé par I. Todhimter, History cal
culus variations'3), p. 523/9. E. H. Dirksen [Abh. Akad. Berlin 1836, éd. 1838, 
math. Klasse, p. 79/98], tant pour la nécesaité que pour la suffisance, procède à 
peu près comme F. Sarrus.* 

106) Mém. Acad. se. Institut France (2) 12 (1833), p. 260/70 [1831]. 
107) J. Éc. polyt. (1) cah. 28 (1841), p. 249/75, en partie, p. 255, 265. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



recherches de S. D. Poisson; mais il fait intervenir une quantité qui 

peut devenir infinie on indéterminée. 

J. P. M. Binet108) donne la meilleure démonstration de la suffi

sance; elle est exempte de ce défaut; G. Brun109) trouve une nouvelle 

démonstration de la suffisance, basée sur le calcul des variations. 

J. Bertrand110) met la condition d'intégrabilité sous une forme 

plus élégante que celle de L. Euler et qui conduit, en principe, à des 

opérations plus simples 1 1 1). Les conditions sous la forme ordinaire 

sont déduites par M. S. Minich d'un système plus simple 1 1 2). A. de Mor

gan113), E.Stoffel et D. Bachlu), ainsi que A. Winckler115), se sont 

aussi occupés de ces questions.* 

12. Représentat ion paramétr ique ; généralités. Équat ion d'Euler 

sous forme paramétr ique . Afin de ne pas devoir se limiter à la con

sidération de courbes pour lesquelles y est fonction univoque de x, 

c'est-à-dire où l'abscisse croît toujours dans le même sens et où il 

n'y a pas de tangente parallèle à l'axe des y, K. Weierstrass116) trans-

108) tF. JV. M. Moigno, Calcul diff.67), P- 550/63.* 
109) «Rukovodstvo k vaiiaciannomu iscisleniju (Traité de calcul des varia

tions), Odessa 1848; voir l'exposé de I. Todhunter, History calculus variations18), 
p. 529/30.* 

110) «C. R. Acad. se. Paris 28 (1849), p. 350/1; J. math, pures appl. (1) 14 
(1849), p. 123/31.* 

111) «Voir aussi F. Sarrus, C. R. Acad. se. Paris 28 (1849), p. 439/42; J. math, 
pures appl. (1) 14 (1849), p. 131/4.* 

112) «Ann. se. mat. fis. 1 (1850), p. 321/36, surtout § 1 [extrait d'un mémoire 
non publié]; S. M. Minich ne démontre pas la réciproque, d'ailleurs aisée à 
vérifier.* 

113) «Trans. Cambr. philos. Soc. 9, part. II (1850/1), § 4.* 
114) «J. math, pures appl. (2) 7 (1862), p. 49/61; en partant de l'équation de 

condition et sans utiliser les variations, ils mettent f(x, y, y',.. ., j/ty dx sous forme 
d'une expression différentielle du premier ordre renfermant x, y, y', . · ., y^-1\ 
considérées comme variables indépendantes et satisfaisant aux conditions d'inté
grabilité de ces fonctions.* 

115) «Sitzgsb. Akad. Wien 88 II (1883), p. 820/35.* 
116) «Dans un cours professé à l'Université de Berlin .en 1865. Bien avant 

K. Weierstrass, J. L. Lagrange avait utilisé la représentation paramétrique pour 
traiter le problème de la brachistochrone en milieu résistant (voir le chapitre 
consacré ici aux applications) et W. B. Hamilton [Trans. Irish Acad. (Dublin) 
17 (1837), p. 1/144 [1832]] pour étudier le problème de variations spatial (n=2) , 
que G. A. Bliss et Ch. M. Mason [Trans. Amer. math. Soc. 9 (1908), p. 440/66; 
11 (1910), p. 325/40] ont traité complètement de cette manière. Dans sa théorie 
des rayons lumineux, W. B. Hamilton [Trans. Irish Acad. (Dublin) 15 (1828), p. 1 
[1824]; 16 (1830), p. 1/64] avait été conduit à des intégrales de forme para
métrique.* E. Zermelo, Diss. Berlin 1894; H. Hancock**); A. Mayer [Ber. Ges. 
Lpz. 48 (1896), math. p. 438/65] et A. Kneser [voir en partie. Variationsrech-
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J^=fF{x,y, x',y')dt; 

dans le cas de plusieurs fonctions inconnues, on opère de même, JJ% 

devenant Z7re

(i). 
Dans les questions géométriques, on prend souvent l'arc d'extrémale 

comme variable indépendante. C'est ainsi qu'opère K. Weierstrass, 
notamment dans son étude de la variation seconde [cf. n° 19]. 

On se sert parfois de la fonction F mise sous la forme 

F(x, y, cos 6, sin 6), 

avec, si s est l'arc d'extrémale, 
dx a dy . . 
—- = cos 0, -~ = sin 0. 
ds ' ds 

Les formules qui permettent de passer à la forme paramétrique 
ou inversement sont simples et évidentes.* 

K. Weierstrassm) a donné la condition pour que l'intégrale J'W ne 
dépende que de la forme et des extrémités de la ligne d'intégration, 
c'est-à-dire pour qu'elle soit invariante pour une transformation para
métrique. Il faut et il suffit que F soit positivement homogène119) et 
de degré 1 en x et y, .c'est-à-dire telle qu'on ait 

(a) F(x, y, lex, Tcy') = Te • F{x, y, x, y) 

pour tout système de valeurs de x, y, x, y du domaine où F est de 
classe C"'liS) et pour toute valeur positive de Teli0). Si, comme par 

nungï0)J opèrent aussi en représentation paramétrique. G.Kobb**) l'a utilisée pour 
les intégrales doubles. .Depuis lors, elle est d'usage courant. J. Radon [Monatsb. 
Matb. Phys. 22 (1911), p. 53/63] et G.Vivanti [Rend. Cire. mat. Palermo 33 (1912), 
p. 268/74] l'emploient pour les intégrales multiples.* 

117; .Cf. A. Kneser, Variationsrechnung80), p. 7.* 
118) . 0 . Bolza, Calculus of variations11), p. 119; Variationsrechnung11), 

p. 194.* 
119) t0.Bolza [Variationsrechnung u ) ] dit qu'en représentation ordinaire une 

fonction est de classe Cm dans un intervalle, quand la dérivée p»*»» existe et est 
continue dans cet intervalle. Une ionction f(x) est dite de classe D(p) dans un 
certain intervalle [^a;,], lorsqu'elle est continue dans [a^œs] et que cet intervalle 
peut être décomposé en un nombre fini de segments où f(x) est de classe Gm. 
La définition des fonctions de classe Cm, D(p\ en représentation paramétrique 
[Variationsrechnung11), p. 191], est analogue à celle posée pour la forme ordinaire. 
Voilà pour les fonctions. Quant aux courbes, 0. Bolza [Variationsrechnung11), 

forme systématiquement l'intégrale par l'introduction d'une nouvelle 
variable indépendante quelconque; en d'autres termes, il considère l'inté
grale sous la forme paramétrique au lieu de prendre la forme ordinaire. 
.Pour une seule fonction inconnue, on écrit 
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exemple dans le cas où F est fonction rationnelle ou même analytique 
et uniforme de x et y', l'homogénéité n'était pas ainsi limitée, aucun ex
trême fort ne serait possible pour la forme paramétrique [cf. note 128].* 

E. Zerméloïn) s'est occupé de la condition pour Jfî. „Mais, dans 
le cas des dérivées d'ordre supérieur, la forme paramétrique, dont les 
propriétés deviennent plus compliquées, n'a plus le même intérêt 
théorique [n° 21].* 

tComme la représentation paramétrique introduit une fonction ar
bitraire, il est possible, d'une infinité de manières, de représenter une 
courbe quelconque; et l'on peut établir une correspondance arbitraire 
entre les points de la ligne variée et ceux de la ligne primitive. On 
en profite généralement pour faire correspondre les limites d'intégration. 
La variation peut être choisie normale à la courbe considérée; mais 
cette correspondance peut ne pas être compatible avec la précédente, 
si les limites ne sont pas fixes. 

Pour les problèmes géométriques, cette méthode est non seule
ment préférable, mais on ne peut s'en dispenser, car elle seule est 
susceptible de fournir une solution complète. Il ne peut être question, 
en effet, de diviser la courbe en arcs partiels sur chacun desquels x 
varierait dans un sens constant, ni d'effectuer un changement de co
ordonnées pour ramener un cas à l'autre, puisque la forme des 
courbes variées est arbitraire. 

Mais, si la représentation (forme) paramétrique réalise un progrès 
important, qu'il y ait une ou plusieurs inconnues, c'est à tort que 
l'on a cru que la représentation (forme) ordinaire, où x est pris comme 
variable indépendante, est surannée; celle-ci doit être appliquée lorsqu'il 
s'agit de déterminer une fonction extrémant une intégrale, problème de 
fonctions (FunMionenproblem)122), comme dans le principe d'Hamilton 
et celui de la moindre action sous la forme de Lagrange, où les 
coordonnées des points dépendent du temps, considéré comme variable 
indépendante.* 

p. 190] dit qu'une courbe représentée paramétriquement est de classe C^' si l'on 
peut choisir le paramètre * de manière que les fonctions x(t), y(t) soient de 
classe C*' dans l'intervalle [ t^] considéré et que leurs dérivées ne s'annulent 
pas ensemble dans cet intervalle. Il appelle courbe ordinaire une courbe de 
classe C ou composée d'un nombre fini d'arcs de courbe de classe G'.* 

120) tL. Tonelli [Atti E,. Accad. Lincei Bendie. (5) 201 (1911), p. 229/35; 
(5) 211 (1912), p. 448'53, 554/9] donne la condition nécessaire et suffisante à 
laquelle doit satisfaire la transformation paramétrique pour que l'équation (a) ait 
lieu (Note de G. Vivanti).* 

121) Diss. Berlin 1894, p. 3/23. 
122) „0. Bolza, Variationsrechnung11), p. 189 et suiv.* 
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«Au contraire, la représentation paramétrique s'impose pour les pro
blèmes de courbes (Kurvenproblem)122) ou de surfaces (FlàcTienproblem)12S) 
s'il s'agit d'intégrales doubles [n° 57]. Il en est de même dans le 
principe de la moindre action sous la forme de Jacobi, où intervient 
l'action maupertuisienne se présentant sous forme paramétrique, les 
forces agissantes et les liaisons étant indépendantes du temps, dont 
on fait abstraction pour ne considérer que la forme de la trajectoire. 

On distingue les problèmes-x (ce-Problème) des problèmes-t (t-Pro-
bleme)m). À tout problème -1 correspond un problème - x, obtenu en 
introduisant la condition 

x(t) > 0. 

Les problèmes -t peuvent posséder des solutions qui ne satisfont pas à 
cette condition et qui par là ne sont pas solutions du problème-a;. 
Un exemple est fourni par la solution discontinue du problème de la 
surface de révolution de moindre volume 1 2 5). 

Mais, comme l'a montré T. J. I'anson Bromwick126) sur un exemple 
particulier, un problème-^ peut aussi avoir des solutions qui ne satis
font pas au p r o b l è m e C e t t e remarque n'est autre, en réalité, qu'un 
cas particulier* d'un théorème dû à K. Weierstrass127), en vertu duquel 
l'intégrale «sous forme paramétrique128)* ne peut posséder un extrême 
fort si F est fonction rationnelle de x', y, «ou, plus généralement129), 
fonction analytique uniforme de x', y, tandis que le problème-a? cor
respondant peut très bien admettre une telle solution.* 

Comme l'a montré F. Zermelo, ce théorème de K. Weierstrass 
ne s'applique pas s'il y a des dérivées supérieures; «mais il est indé
pendant du nombre des inconnues. Malgré donc que des formules de 
transformation permettent de passer d'une forme de l'intégrale à l'autre, 
celles-ci ne peuvent être substituées l'une à l'autre, du moins pour 
l'extréiné fort. Pour l'extrémé faible [et a fortiori pour tous les pro-

123) «<9. Bolza, Variationsrechnung11), p. 652.* 
124) «Cf. O. Bolza, id p. 199.* 
125) «Voir le chapitre de cet article consacré aux applications.* 
126) «Math. Assoc, Math, gazette London 3 (1905), p. 179 et suiv.* 
127) «Donné par lui dans un cours en 1879.* Cf. E. Zermelo, Diss. Berlin 

1894, p. 62. 

128) «Dans l'édition allemande de l'Encyclopédie, A. Kneser omet cette 
restriction. Un autre exemple montrant que certaines intégrales n'ont pas de 
minime fort sous forme paramétrique alors qu'elles en ont sous forme ordinaire 
est celui, évident a priori, de l'action hamiltonienne, où la quantité sous le signe 
intégral 6Bt rationnelle et quadratique par rapport aux dérivées.* 

129) «J". Hadamard, Calcul des variations6), 1, p. 80, 402 * 
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blêmes qui regardent la variation seconde (nO B 13 et suiv.)], il y a 
équivalence complète.* 

t En ce qui concerne la variation première, il n'y a rien de par
ticulier au cas de la forme paramétrique, si ce n'est que les équations 
exprimant la condition du premier ordre ne sont pas indépendantes, 
à cause de l'bomogénéité 1 3 °) de F, et ne sont pas résolubles par 
rapport aux dérivées secondes, contrairement au cas de la forme 
ordinaire. 

Pour le cas de J^'\ conduisant aux deux équations 

I — — F=0 F— — F'=0 

on peut, en utilisant l'identité d'Euler sur les fonctions homogènes, 
écrire, avec K. Weierstrass1*1), l'équation unique 

(6) T = Fxy.- Fy, + F, (x'y"- x"y) = 0, 
où 

1 y'' x'y' x'% ' 

d'où l'on déduit la suivante 

Fi 
R (7) § + _ ^ _ » i = o, 

(x'* + y'T 

exprimant le rayon de courbure H d'une extrémale en fonction des 

coordonnées d'un point et du rapport ^ définissant la direction de la 

tangente en ce point. On a, si les extrémités sont fixes 

8J¿*>—f T(dySx — dxdy), 

l'expression entre parenthèses étant invariante pour toute transformation 
paramétrique, transformation de variations changeant la correspondance 
entre la courbe variée et la courbe considérée, mais ne modifiant pas 
celle-ci 1 3 2). Il en est de même pour la courbure.* 

La variation seconde dans le problème de l'extrémé libré
is. La variation seconde. A.M.Legendrelsv) eut, le premier, l'idée 

de considérer la variation seconde, dans le but de distinguer le maxime 

du minime. 

130) „,Cette remarque a été faite par W. R. Hamilton [Trans. Irish Acad. 
(Dublin) 17 (1837), p. 6 [1832]] pour le problème spatial.* 

131) tE. Zermelo, Diss. Berlin 1894, p. 37.* 
132) „Cf. J. Hadamard, Calcul des variations6), p. 93; A. L. Underhill, Diss. 

Chicago 1907; Trans. Amer. math. Soc. 9 (1908), p. 316 et suiv.* 
133) Hist. Acad. sc. Paris 1786, éd. 1788, M. p. 7/37; addition id. 1787, éd. 
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G G. J. JacobilAl) définit la variation seconde des intégrales Vn 

et Jp, pour des valeurs déterminées des inconnues et des dérivées, 
aux extrémités de l'arc d'intégration, comme étant l'intégrale, prise 
entre ces limites, de la double somme des termes quadratiques, respec
tivement par rapport à ôyv, ôyv' et dy, dy', . . ., dy^\ obtenus en dé
veloppant, par la formule de Taylor, les fonctions 

f(x; yx + d y 1 } y n + ôy„; y{ + Sy^, .. ., yn' + âyj 
et 

f(x; y + dy, y + dy, . . ., y® + 8 y®). 

Cette définition, contrairement à celle qu'avait donnée A. M.Legendre, se 
généralise immédiatement au cas des variations supérieures. 

On a beaucoup discuté sur la question de ces variations1 3 5). 
G. Erdmann136), introduisant un paramètre [cf. n° 8] , pose 

ce qui permet de formuler les règles d'opération, comme pour le 
signe différentiel. 

Appliquant le signe d aux deux expressions de la variation pre
mière [n° 7], on obtient 

Xt Xi 

d*Jt = ôf Môydx -J*dydMdx + f Md2ydx, 

Xl % »! 

xl X± 

„Si dy' n'est pas nul aux limites ou s'il présente des discontinuités, 

la première expression, établie par G G. J. Jacobi, reste valable, mais 

la seconde doit être corrigée par des termes contenant les valeurs 

de àf-.iy aux extrémités, ou les variations brusques de cette quantité. 

1789, M. p. 348/51 ; P. Stockei dans W. Ostwald, Klassiker der exakten Wissenschaften 
n° 47, Leipzig 1894, p. 59 et suiv. 

134) J. reine angew. Math. 17 (1837), p. 9; Werke 4, Berlin 1886, p. 42. 
135) C. H. Schnuse, Introduction à sa trad. [Die Grundlehren der Variations

rechnung, Brunswick 1859] de J. H. Jellett, An elementary treatise on the cal
culus of variations, Dublin 1850; tA. Mayer [Ber. Ges. Lpz. 33 (1881), math, 
p. 42/7] applique la variation troisième à des problèmes d'extrémés ordinaires.* 

136) Z. Math. Phys. 22 (1877), p. 324/31 [1876]; 23 (1878), p. 370; 26 (1881), 
p. 73/97, en partie, p. 76. 
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Mais lorsque les extrémités sont fixes et que ôy' est continu, les ex
pressions sont équivalentes* 

Si la ligne considérée satisfait à la première condition de l'ex-
trémé, c'est-à-dire est une extrémale, les termes en ôiy et â2y' dis
paraissent et il ne reste que la première intégrale dans chaque ex
pression. On peut ainsi écrire 

(8) d V x =J?SyâMdx = F(Ady'* + 2BSyây + Côy'2)dx, 
x 1 x¡, 

en posant 

(9) 8 2 f = A d*f~C 
^ ' DY'1 ' DYDY' ' DY2 

.L'expression représentée par à M est un polynôme différentiel linéaire 
du second ordre par rapport à dy. L'équation obtenue en l'égalant 
à zéro est dite l'équation aux variations correspondant à l'équation 
des extrémales. On a cette équation dès que l'on connaît f et l'équation 
générale des extrémales. Le polynôme dM est identique à son adjoint. 
Réciproquement tout polynôme différentiel du second ordre, identique 
à son adjoint, peut être considéré comme dérivant d'une variation 
seconde d'intégrale définie1 8 7). La propriété que possède'l'équation aux 
variations d'être identique à son adjointe n'a pas lieu pour une équation 
linéaire du second ordre quelconque, mais on peut ramener toute 
équation de cette forme à remplir cette condition en multipliant son 
premier membre par un facteur convenable. 

Pour plusieurs fonctions inconnues et extrémités fixes, on a de 
même 

xz n 

+ 2^,*%ô>*' + G^ày^dx, 
x^ i, k = 1 

en posant 

CIO) A 8 Y B d%f C - 8 Y 

Les équations 
dil^ = 0 

137) tB. G. B. Bichardson [Math. Ann. 68 (1910), p. 279 et suiv.] montre 
que toute équation différentielle du second ordre identique à son adjointe peut 
être considérée comme équation différentielle d'un problème de variations avec 
une condition auxiliaire quadratique et avec ou sans conditions auxiliaires liné
aires. Pour l'étude de ce problème et la condition du minime, voir le problème 
de Lap-range.* 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



sont linéaires et du second ordre en ay¡. Le discriminant de la forme 
quadratique 

est le déterminant fonctionnel, par rapport aux y", des premiers 
membres des équations des extrémales. Il se réduit à A si n = 1. 
S'il ne s'annule pas dans l'intervalle (xlf x%), auquel cas les équations 
des extrémales sont résolubles par rapport aux y', la forme quadra
tique ® est une forme quadratique générale et par conséquent décom-
posable en une somme de n carrés de formes linéaires indépendantes. 
Le problème est alors ordinaire au sens de J. Hadamard [n° 9J. Le 
système différentiel dMi = 0 est identique à son adjoint.* 

14. L A CONDITION DE LEGENDRE. «Pour que d2J^ ait un signe 
déterminé quel que soit ây, il suffit que la forme quadratique qui se 
trouve entre parenthèses dans l'égalité (8) soit définie quel que soit x, 
ou le carré d'une expression linéaire en ây, ây. 

Lorsque B = 0, C = 0 , la variation seconde se réduit à 

x t 

fAôy'2dx, 

d'où la condition .4 ^> 0 nécessaire pour un minime; pour un maxime, 
c'est .¡4 <¡ 0 . On peut ramener à ce cas particulier LA discussion du cas 
général* 

A. M. Legendre ajoute à cet effet à la variation seconde l'ex
pression nulle 

X, X* 

Yady%^ j^ffldx= j'(2uôyây' + aây*)dx, 
x¡. x¡. 

ce qui donne 

(11) d2Ji =f[Ad y'1 + 2(B + a)âyôy' + (C + a)ây*)dx. 
Xi 

Il détermine la fonction « de a; par la condition que le discriminant 
de la forme quadratique en dy, ây s'annule, c'est-à-dire que 

A(C + « ' ) - ( £ + « ) 2 = 0. 

«C'est une équation de Riccati. Elle est dite équation différentielle de 
Legendre* 

La forme quadratique en question devient ainsi le carré d'une 
expression linéaire réelle en ây, ây, multipliée par A. lia, variation 
seconde de l'intégrale a donc encore le signe de cette quantité. 
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A. M. Legendre montre de même que 

Ô2J~2, et ~ ( 2 

ont même signe. 
Pour Jlf A. M. Legendre déduit de son calcul, cette première con

clusion qu'une seconde condition (la première était que la courbe 
soit une extrémale) nécessaire pour extremer l'intégrale, est que A 
ne puisse changer de signe dans l'intervalle (x1} x2)- pour le mi
NIME, c'est 

A^O 

le long de l'extrémale, dans tout le domaine d'intégration188). 
„C'est la condition de Legendre au sens large1S9). Elle est dite 

avoir lieu au sens strict1*0) lorsque l'égalité n'est pas comprise. On 
peut remarquer que, quand elle est ainsi réalisée, la dérivée seconde 
y" existe dans l'intervalle (ÎT, , x2) où elle est continue et que A, S, C, 
ainsi que leurs dérivées premières, sont continues dans le même inter
valle. 

G. Erdmann1*1) a considéré un exemple du cas d'exception où A, 
tout en ne pouvant devenir négatif, est susceptible de s'annuler en des 
points de l'intervalle (xi, xs). UN tel point est singulier pour l'équation 
différentielle des extrémales et pour l'équation aux variations; et ce 
point singulier ne satisfait pas en général aux conditions de Fuchs 1 1 2). 
D. Hilbert143) a donné quelques indications relativement à l'étude, 
très difficile, de ce cas. 

La seconde conclusion que A. M. Legendre déduit de son calcul 
est que, si la condition A I> 0 est satisfaite, la variation seconde â2 Jy 

est de même signe que A. Cette déduction ne se justifie pas, car 
la question n'est encore résolue qu'au point de vue formel. Il 
faut s'assurer si la transformation de Legendre est légitime.* 

J. L. Lagrange1**) montre que a doit être déterminé, dans tout 
l'intervalle d'intégration, comme fonction finie et continue; +cela est 

138) tK. Weierstrass en a donné une démonstration rigoureuse dans un 
Cours professé à l'Université de Berlin, en 1879; cf. O. Bolza, Variationsrech
nung11), p. 57/8; J. W. Lindeberg [Öfversigt Finska Vetenskaps Soc. Förhand-
lingar 47 (1904 5), mém. n° 2] en a établi une autre.* 

139) „On dit quelquefois condition nécessaire de Legendre* 
140) tOn dit quelquefois condition suffisante de Legendre.* 
141) „Z. Math. Phys. 23 (1878), p. 369.* 
142) „Cf. J. Sadamard, Calcul des variations6) 1, p. 326.* 
143) „Cours professé à l'Université de Göttingue en 1903/4.* 
144) Théorie des fonctions analytiques, (l r e éd.) Paris an V, p. 208; Œuvres 9, 

Paris 1881, p. 303. 
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15. Transformations de í'Jj d'après Jacobi. 33 

nécessaire et suffisant pour que l'on puisse conclure que 

> 0 

dès que ^ 4 ^ 0 dans l'intervalle (xlt x2~); la seconde conclusion de 
A. M. Legendre est donc inexacte si une telle intégrale n'existe pas. 
G. G. J. Jacobi a résolu cette difficulté [n° 15].* 

J. L. Lagrangelu) a modifié d'une manière intéressante, mais qui 
a peu attiré l'attention, les recherches de Legendre. Il ne pose pas 
l'équation différentielle de Legendre, mais suppose seulement son premier 
membre positif. Il en résulte encore que la forme quadratique du 
second membre de (11), pour des valeurs réelles quelconques de ôy, 
a un signe constant, en même temps que A; mais elle ne se réduit 
plus à un carré unique. On en conclut en toute rigueur que, si le 
domaine d'intégration est suffisamment limité [n° 17] et si A est 
de signe permanent, un extrême a lieu, car tous les termes de de
grés supérieurs à 2, dans le développement de f(x,y + dy, y -{- ây'), 
peuvent être négligés. 

15. Transformations de d2J^ d'après Jacobi. . C G. J. Jacobi a 
indiqué, dans un mémoire 1 4 5) qui marque une époque importante dans 
l'histoire du calcul des variations, que l'équation de Riccati peut se 
ramener à une équation différentielle linéaire homogène du second 
ordre.* Il pose 

« = - B—A — u 
.L'équation de Legendre devient ainsi 

(12) , ( M ) s ( c 7 - > - l ( A % - 0 , 

dite 1 4 6) équation différentielle de Jacobi. Elle revient à l'équation aux 
variations [n° 13].* G G. J. Jacobi démontre que l'intégrale peut être 
trouvée par simple différentiation dès qu'on connaît l'intégrale générale 
de l'équation différentielle d'Euler; .cela résulte de ce que 4>(u) n'est 
autre que âM, ou de ce que ^(u) est identique à son adjoint147).* 
Si c1 et c 2 sont les constantes introduites dans l'intégration de l'équa
tion différentielle des extrémales, Clf C s d'autres constantes, l'intégrale 
cherchée est 

U = G. ô H Ga ñ — > 

1 dct ' 3 dct 

145) J. reine angew. Math. 17 (1837), p. 68/82; Werke 4, Berlin 1886, p. 41 et 
suiv.; .P. Stäckel dans W. Ostivald, Klassiker der exakten Wiesensehaften n° 47, 
Leipzig 1894, p. 87/98.* 

146) .Cf. O.Bolza, Variationsrechnung11), p. 60.* 
147) .Voir, par ex., l'exposé de Hadamard, Calcul des variations6) 1, 

p. 319/22. Cette propriété a été généralisée [voir plus loin le chapitre consacré 
aux intégrales multiples].* 

Encyclop. des scienc. mathémat. n 6. 3 
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les intégrales ? y , fy étant linéairement indépendantes. Si l'on sait 

déterminer les constantes et C 2 de manière que M ne s'annule pas 

dans le domaine d'intégration (x1, x2), a est alors, dans cet intervalle, 

solution continue de l'équation de Legendre, „et ô2j\ est positif pour 

toute variation ôy non identiquement nulle dans cet intervalle. On 

peut alors écrire 

(13) Ô Î J ^ = J A { u S y - u S y Y dx. 

Lorsque toute intégrale de l'équation de Jacobi s'annule en un 
point au moins de l'intervalle (a^, xs), la transformation de Legendre 
n'est pas applicable. La transformation suivante de Jacobi n'a pas cet 
inconvénient et permet, même dans ce cas, de distinguer le signe de 
la variation seconde. Posant 

2SI = Câtf + 2Bôyôy' + Aôy'2 

et appliquant le théorème d'Euler sur les fonctions homogènes, on a 

d'où 

(14) d*J1=fdyip(dy)dx, 

ce qui n'est que la première égalité (8). 
C. G. J. Jacobi en conclut que, quand une intégrale particulière w 

s'annule en deux points de l'intervalle (xlt x2), on peut annuler la 
variation seconde, en choisissant convenablement la fonction ôy. Il faut 
alors considérer â3Jt. 0. Bolzalis) effectue la transformation de Jacobi 
pour les variations ôy de classe D". C. G. J. Jacobi se sert de l'ex
pression (14) pour établir, d'une seconde manière, la formule (13) U 9 ) .* 

148) „Variationsrechnung11), p. 63.* 
149) »Voir, en ce qui concerne la réduction de la variation seconde d'après 

C. G. J. Jacobi, l'exposé de J. Horner, Quart. J. pure appl. math. 14 (1877), 
p. 218 26. Cf. encore G. Brun, ïtukovodstvo k variacionnomu iscisleniju108), Odessa 
1848, p. 103/8; A . G. Dixon, Messenger math. (2) 26 (1896/7), p. 65 et suiv. 11 con
vient de citer ici, bien qu'ils soient erronés, les travaux de M. Steichen, Mém. 
couronnés et autres mém. Acad. Belgique in 8° 14 (1862), mém. n° 2, en partie, 
p. 20/7, 58/61; critique de L. L. Lindelöf, Bull. Acad. Belgique (2) 17 (1864), 
p. 162/72; L. Zmurko, Verh. Ges. deutsch. Naturf. Aerzte 48 Graz (1875), Tageblatt; 
Denkschr. Akad. Wien (math.) 37 II (1877), p. 43/8; Pamietnik Akad. TJmiejgtnosci 
(Cracovie) 2 (1876), p. 57/79, en partie, p. 58/62 [1875]; objections de F. Mertens, 
Z. Math. Phys. 21 (1876), p. 142/4; Pamietnik Akad. TJmiejetnosci (Cracovie) 2 
(1876), p. 124/33; réponse de L. Zmurko, id. 3 (1877), p. 24/34, où il est question 
également des intégrales multiples [voir plus loin]. Voir aussi les comptes rendus 
de A . Mayer, Jahrb. Fortschr. Math. 8 (1876), éd. 1878, p. 220/4.* 
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16. Transformations de â2Jp. C. G. J. Jacobiui) a remarqué, 
sans le démontrer, que si y est solution de l'équation 

( 1 6 ) j , + i q a + ... + *!&*>-o 

l'expression 

formée avec une fonction u indéterminée, est integrable et que son 
intégrale est de la forme 

OÙ 
ty ' M; 

Ar> Bv étant des fonctions de x, indépendantes de u. 
Ce lemme fut démontré à l'aide du calcul par V. A. Lébesgue150), 

Ch.E.JJélaunaylbl); J.Bertrand152) le prouve en s'appuyant sur la théorie 
de l'intégrabilité : il applique plusieurs fois le principe en vertu duquel 
une quantité mise sous une certaine forme est identiquement nulle si 
elle est integrable. H. E. Heine163) l'établit en faisant usage simultané 
de deux variations indépendantes l'une de l'autre. E. F. A. Mindingiu) 
opère comme les deux premiers auteurs, mais exprime explicitement 
les quantités B. 

Si âM peut être mis sous la forme du premier membre de (15), 
on a, comme l'indique encore C. G. J. Jacóbi sans le démontrer, la 
formule 

(16) d 2 Jp = f^jjy rfdx, 

(o étant une forme linéaire des quantités ôy, ôy', . . ., ôy^\ Cela 
résulte de (14) à l'aide d'intégrations par parties et en appliquant le 
lemme. Il découle immédiatement de cette formule que, quand 

av 
a un signe permanent, il en est de même de â2Jp, ce qu'avait établi 
A. M. Legendre pour p — 2 [n° 14]. 

150) J. math, pures appl (1) 6 (1841), p. 17/35. 
151) Id. p. 209/37. 
152) J. Ée. polyt. (1) cah. 28 (1841), p. 276/83; F. Eisenlohr [Diss. Heidel-

berg 1853, éd. Manriheim 1853, en partie. § 10] dorme une démonstration très 
voisine de celle de J. Bertrand. 

153) J. reine angew. Math. 54 (1857), p. 68 71. 
154) Id. 55 (1858), p. 300/9. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



La transformation indiquée exige que l'on connaisse des solutions 
ôy de l'équation différentielle linéaire (15) ou 

ÔM = 0 . 

Comme on opère avec le symbole à, dans l'expression M, tout comme 
avec le signe différentiel par rapport à un paramètre quelconque, la 
solution générale est 

les c r étant les constantes d'intégration se présentant dans la solution 
de l'équation différentielle d'Euler 

J f - 0 ; 

les C„ sont de nouvelles constantes. 
Si par exemple p = 2, il est nécessaire, pour effectuer la transfor

mation de ô2J~p d'après la formule (16), d'utiliser deux expressions (17), 
contenant ensemble 8 constantes C, mais celles-ci n'entrent dans le 
calcul qu'en combinaisons telles que la forme co ne comprend que 3 
constantes arbitraires, comme dans la transformation de Legendre. 

Ch.E.Délaunay expose les découvertes de C. G.J.Jacobi et montre 1 5 5) 
que ôM peut toujours être mis sous la forme du premier membre 
de l'égalité (15). Les résultats de C. G. J. Jacobi ont été, pour la 
première fois, rigoureusement établis, pour p = 2, par F. Fisenlohrlie~). 
G. Mainardi1^), F. 3rioschiliS) s'occupent du même cas. 

S. Spiteer1M) prend pour point de départ la formule (16), sans 
tenir compte de ce qu'elle est établie à l'aide d'intégrations par parties; 
il en déduit que les expressions (17) sont aussi solutions de l'équation 
linéaire a = 0 et détermine les coefficients des quantités ôy, ôy\ . .. 
dans co; il effectue les calculs pour p = 1, 2, 3. Il montre que, dans 
ces coefficients, les constantes C sont reliées entre elles de manière 
que le nombre des indépendantes est égal à l'ordre du système d'équa
tions obtenu en posant 

X X 

(18) Ô2Jf(x, y, .. ., yW)âx = m +J•—^a'dx, 
Xi 

155) J. math, pures appl. (1) 6 (1841), p. 211. 
156) Diss. Heidelberg 1853, éd. Mannheim 1853, p. 13 et suiv. 
157) Ann. se. mat. fis. 3 (1852), p. 149/92; p. 379/83 (appendice). 
158) Id. p. 322/6; Opere 1, Milan 1901, p. 35/8. »Pour p quelconque, voir 

F. Brioschi, Giorn. I. R. Ist. Lombardo (2) 3 (1851), p. 400/9;' Opere 3, Milan 1904, 
p. 109/18.* 

159) Sitzgsb. Akad. Wien 12 (1854), p. 1014/71, en partie, p. 1027; id. 14 
(1855), p. 41/120. „Cf. I. Todhunter, History calculus variations"), p. 293/306*. 
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ta étant une forme quadratique en dy, dy, . . ., d ^ - 1 ' , et les coeffi
cients des formes ET et & étant considérés comme des inconnues. 
C'est la généralisation de l'équation de Legendre. 

S. Spitzer1*0) s'est occupé aussi de la forme sous laquelle on peut 
mettre la variation seconde, quand l'équation différentielle d'Euler 
dégénère en une équation différentielle d'ordre inférieur à 2p [cf. n° 9]. 

Bien que la transformation de la variation seconde, dans le cas de 
plusieurs fonctions inconnues, soit considérée plus loin, on peut signaler 
ici que, par des considérations analogues à celles qui se rattachent à 
l'égalité (18), 8. Spitzeriei) montre, pour le cas où l'intégrale contient 
deux inconnues, que sa variation seconde est de signe constant dans 
l'intervalle d'intégration (x1} x2), quand 

sy 
ëy'1 

est de signe constant et que la quantité 

gy a Y _ / ay y 
est positive dans (#,, x2). Il démontre que les six coefficients de la 
forme co, dans l'équation correspondant à (18), sont déterminés par 
autant d'équations différentielles du premier ordre, dont les intégrales 
sont représentées par des expressions analogues à (17). 

L. 0. liesse162) démontre et complète ceux des résultats de C. G. 
J. Jacdbi qui sont de nature formelle. Il établit la formule (16) en 
intégrant par parties et en se servant de certaines expressions diffé
rentielles linéaires W, Wt, . . . dont la première est définie par 

W(z) = ôM, Sy = z. 
Désignant par 

w, v, w, s,. . . 

p intégrales de l'équation *P(z) = 0, et posant 

«z = uzj, et' = « , z2" = w2"zs", . . . 

(19) = uvx, w = w»! , . . . 

\w\ = V^W2 , Si = v s2, . . ., 

ainsi que les conditions 

= ^2 KO = ^ ( O = · · · = o, 
160) Sitzgsb. Akad. Wien 12 (1854), p. 1031, 1040. 
161) Id. 14 (1855), en partic. p. 57. 
162) J. reine angew. Math. 54 (1857), p. 227/73; Werke, Munich 1897, p. 413. 
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en nombre , L. 0. Hesse obtient 

La quantité sous le signe intégral peut, d'après (19), être représentée 
par le quotient des carrés de deux déterminants construits à l'aide des 
quantités s, u, v, . . . et de leurs dérivées. M. A. Stern163) montre, par 
l'analyse combinatoire, que dans la transformation précédente il inter
vient •P^>^~ ^ paramètres, nombre des coefficients de la forme w. 

G. Frobenius16i) déduit élégamment toute la théorie de Jacobi-Hesse 
de l'algorithme des expressions différentielles linéaires adjointes166). 

17. La condition de Jacobi. G G. J. Jacobi166), considérant 
le premier l'ensemble des extrémales, ce qui marque le début du 
point de vue moderne en calcul des variations, a indiqué que l'inté
grale Jp cesse d'être extrémée dès que 1'extrémale a, en deux points 
du domaine d'intégration, un contact d'ordre p — 1 avec une extré
male infiniment voisine. Il applique sa remarque à l'intégrale 

fV2(U+h) yZm~ds? 

dont la variation égalée à zéro traduit en une formule précise le prin
cipe de la moindre action, et l'étudié d'une façon détaillée dans le problème 
du mouvement des planètes et dans celui des lignes géodésiques [voir 
à la fin du présent article les applications du calcul des variations]. 

+Pour p = 1, une extrémale infiniment voisine de X ne peut couper 
deux fois X entre les limites d'intégration, s'il y a extrême* 

L. 0. Hesse16"1) démontre le résultat de G. G. J. Jacobi pour p = 1, 
du moins tant qu'il s'agit du signe de la variation seconde; il donne 
la condition suivante pour que l'extrémale X soit coupée aux deux 
points d'abscisses xx et x2 par une extrémale infiniment voisine: 

163) Abh. G-es. Gott. 13 (1866/7), éd. 1868, matb. mém. n° 2, p. 63/68 [1867]. 
164) G. Frobenius, J. reine angew. Matb. 85 (1878), p. 203/6. 
165) +Sur la théorie de Jacobi-Hesse et les équations différentielles linéaires, 

cf. L. W. Thomé, J. reine angew. Math. 125 (1903), p. 1/27; 128 (1905), p. 33'44; 
sur les transformations de #2Jp, cf. A. Wïnekler, Sitzgsb. Akad. Wien 97 H* (1888), 
éd. 1889, p. 1065/82.* 

166) Vorlesungen iiber Dynamik, (l r e éd.) réd. par A. Clebsch, Berlin 1866; 
Werke, Suppl. publ. par F. Lottner, Berlin 1884, p. 46. 

167) J. reine angew. Math. 54 (1857), p. 258/9; Werke, Munich 1897, p. 434; 
F. Eiserilohr [Diss. Heidelberg 1853, éd. Mannheim 1853, p. 15] s'était occupé de 
la question, mais sans succès. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



il montre, à l'aide d'un calcul simple et de l'équation différentielle 

du problème dJt = 0, que si a un signe permanent le quotient 

dy . dy 
y dcx' cc% 

Tarie toujours dans le même sens; l'égalité précédente exige donc que 
le quotient q passe une fois au moins par toutes les valeurs de — oc à + oo 
dans l'intervalle x3). Si cela n'a pas lieu, on peut déterminer les 
constantes Ct et C3 [n° 15] de manière à ce que u ne s'annule pas dans 
tout le domaine d'intégration, ce qui rend possible la transformation 
de Legendre pour ô2Jx dans la forme de Jacobi. 

«On désigne par A (a;, xx) l'intégrale 

LScjĴ  de, LScjĴ  del 

(ne pouvant s'annuler identiquement) de l'équation différentielle de 

Jacobi, nulle pour x = xx .* 

K. Weierstrass168) appelle point conjugué169) du point P t le point 

P x ' d'abscisse x¿ de l'extrémale X, en désignant par xx' le premier 

zéro de A(x, xt) qui suit xv «La racine xx' est dite valeur conjuguée 

de x1* 

Si la famille des extrémales issues de P t est représentée par 

l'équation y = <p(x, a), on démontre1 7 0) que A ne diffère de que 

par un facteur constant; d'où résulte que P / est le point où X touche, 

pour la première fois à partir de P 1 ; l'enveloppe de la famille des ex

trémales issues de P t . Il y a aussi un point conjugué qui précède 

xt; il y a donc les (premiers) points conjugués à droite et à gauche. 

A côté de ceux-là, on peut considérer les 2 i è m e s , 3 i è m e 8

; . . . con

jugués. 

Pour n = 1, le premier et le deuxième conjugués d'un même 

point sont conjugués l'un à l'autre, de même que le deuxième et le 

troisième, etc. Il n'en est généralement pas ainsi quand n est différent 

de 1.* 

168) «Cours professé en 1879 à l'Université de Berlin.* 
169) «On dit parfois, dans le même sens, foyer conjugué \J. Hadamard, 

Calcul des variations6) 1, p. 107]. Dans la terminologie allemande habituelle, 
le mot foyer (Brennpunkt, focal point en anglais), dû à A. Kneser [Variations
rechnung80), p. 89j, n'est employé que quand il y a au moins un point extrême 
variable [voir plus loin]; le foyer conjugué devenant point conjugué quand les 
deux points extrêmes sont fixes.* 

170) G. Erdmann, Z. Math. Phys. 22 (1877), p. 325. 
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Sàhn1'11) a montré la signification des seconds points con
jugues pour le problème spatial. Les autres points conjugués peuvent 
aussi être interprétés [voir le problème de Lagrange]. 

En vertu d'un théorème de J. Ch. F. Sturm1,12), si % et w2 sont 
deux intégrales linéairement indépendantes d'une équation différentielle 
linéaire du second ordre, il y a toujours, entre deux zéros consécutifs 
a1 et 5j de ult un zéro et un seul de u.2, pourvu que tous ces zéros 
appartiennent à l'intervalle de continuité. Si donc, dans cet intervalle, 
Mx et u2 ont chacun deux zéros alt \ et a2,b2) ces zéros de ut,u2 doivent 
alterner, les intervalles \), (a2) b2) ne pouvant être intérieurs l'un 
à l'autre. H en résulte que, si un point se déplace sur 1'extrémale, son 
point conjugué, de droite ou de gauche, se déplace dans le même sens. 
On est ainsi amené à distinguer deux cas: 

I o ) ^ x 2 , 

2°) #j ]> x2, 
ou bien x¿ n'existe pas. 

Dans le premier cas, on peut rendre d 2 ^ nul, en choisissant 
convenablement la variation ôy. C. G. J. Jacóbi en conclut qu'il ne 
peut y avoir extremé dans ce cas. Cela est exact à part certains 
cas d'exception. G. Erdmann1™) démontre ce résultat, en calculant dsJ1 

pour la variation 

j A ( x , x¡) dans l'intervalle (%í}%í), 

\ 0 dans l'intervalle x2) 

qui annule d 2 ^ . 
Dans le second cas, que l'on peut formuler en disant que l'équation 

aux variations possède une solution différente de zéro dans tout le 
domaine d'intégration, on dit que la condition de Jacóbi est vérifiée. 
Cela a toujours lieu évidemment pour un intervalle suffisamment 
petit. Elle est dite avoir lieu au sens strict lorsque le point con
jugué de P± est extérieur à (x1) x2), au sens large si ce point est ex
térieur à l'intervalle (x1} x2) ou coïncide avec P 2 . Lorsque la condition 
de Legendre est vérifiée au sens strict 1 7 4) (A. > 0) , et qu'il en est de 

171) .Math. Ann. 70 (1911), p. 135/42.* 
172) t3. math, pures appl. (1) 1 (1836), p. 131 et suiv. Cf. G. Barhoux, 

Théorie des surfaces79) 3, p. 95/7; M. Bâcher, Trans. Amer. math. Soc. 1 (1900), 
p. 414/20, 2 (1901), p. 150, 428. Pour établir la théorie de la variation seconde, 
on invoque d'habitude le théorème de Sturm; J. Hadamard [Calcul des variations6), 
p. 330] montre que cette manière de procéder est illogique et que c'est l'inverse 
qu'il faut faire, ce théorème pouvant et devant se déduire de la théorie de la 
variation seconde.* 

173) Z. Math. Phys. 22 (1877), p. 327. 
174) „11 est nécessaire que la condition de Legendre soit vérifiée au sens 
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même pour le critère de Jacobi, la variation seconde ô2Jt est positive 
pour toute variation acceptable. C. G. J. Jacóbi conclut à tort à l'exis
tence d'un extrême [cf. n° 20].* 

La condition de Jacobi au sens large est nécessaire pour l'existence 
de l'extrémé: lorsque xt' < x2, la variation peut, en effet, devenir 
non seulement nulle, mais même négative. Ceci a été établi, pour la 
première fois, par G. Erdmann1'11'). 

Soit 
X\) = 0 pour xx < x2. 

De ce que le quotient q passe entre deux points conjugués par 
toutes les valeurs de — oo à + oo, il résulte qu'il y a une valeur £i 
pour laquelle 

A(£i> x%) = 0, x 1 < t 1 < Xi-

Soit | t < | 2 < as/. On peut alors déterminer une solution u de rp (M) 
de manière qu'elle s'annule en xt et prenne une valeur positive s en 
£g, sans être égale à zéro entre xt et £ 2; ensuite, une solution v de 
cette même équation de manière qu'elle s'annule en x2, vaille s en 
? 2 et ne s'annule pas entre § 2 et x2. G. Erdmann parvient alors au 
résultat en posant 

ôy = su dans l'intervalle (xlt |2), 

dy = sv dans l'intervalle ( | 2 ,a ; 2 ) . 

K. Weierstrass116) démontre le fait en mettant la variation seconde sous 
une forme spéciale et en utilisant certains théorèmes généraux sur les 
équations différentielles qui contiennent un paramètre. 

.L. Scheefferv>T) donne une théorie peu différente de celle de 
G. Erdmann: elle consiste à prendre dans l'intervalle P1PÎ un point 
C et sur son ordonnée un point voisin C, à tracer les arcs d'extré-
males P1 C et C'P2, et à considérer la courbe variée formée par ces 
deux arcs, dont la réunion donne un point anguleux en C. C'est ce 

strict, sinon la condition de Jacobi cesse, en général, d'avoir un sens. Le cas 
d'exception où / y , 2 s'annulerait en certains points de X, présente de grandes dif
ficultés et n'a pas encore été traité, à part certaines indications données par 
D. Hilbert, Cours professé à l'université de Göttingue en 1904 5.* 

175) Z. Math. Phys. 23 (1878), p. 367 et suiv. .Cf. O. Bolza, Variationsrech
nung11), p. 83/4; A.Kneser [dans l'édition allemande de l'Encyclopédie] appelle 
,,critère de Erdmann" la condition que le domaine d'intégration ne renferme 
pas deux points conjugués.* 

176) .Dans son cours professé à l'Université de Berlin.* Cf. G. Kobb, Acta 
math. 16 (1892/3), p. 111; . 0 . Bolza, Variationsrechnung11), p. 82.* 

177) Math. Ann. 25 (1885), p. 548. 
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que J. Hadamard1''8) appelle la construction de Darboux-Erdmann. Elle 
conduit à un intéressant critère géométrique 1 7 9): le signe de l'accroisse
ment de l'intégrale en passant de l'extrémale étudiée à la courbe 
variée se détermine en examinant si le prolongement de l'arc P t C 
est ou non entre P 2 C" et P j P 2 (ou si l'angle des deux arcs d'ex-
trémales en G' tourne sa convexité ou sa concavité vers l'arc primi
tif P 1 P 2 ) . H. Hahn désigne la méthode de Darboux-Erdmann par le 
nom de Scheeffer, et l'utilise dans une démonstration du théorème de 
W. F. Osgoocl [n° 28] , dans l'étude du problème spatial, etc. H. A. 
Schwarz180) établit la proposition d'une autre manière en mettant tf2J^ 
sous une nouvelle forme. H. Hahn181) donne une autre démonstration, 
mais à propos du problème spatial [voir n° 26]. Elle dérive de celle 
de L. Scheeffer. 

Toutes ces démonstrations exigent que l'inégalité x{ < x2 ait lieu 
au sens strict. Mais la condition de Jacobi peut n'avoir lieu qu'au 
sens large. G. Erdmann puis A. Korn182) ont étudié ce cas en con
sidérant les variations de troisième et quatrième ordres. Se sont aussi 
occupés de ce cas A. Kneser 18s)t W. F. Osgood184), J. W. Lindebergm), 
D. Hilbert186), E. J. Miles186*). H. Hahn18r) a, le premier, résolu com
plètement cette question, en appliquant la méthode de Scheeffer; indé
pendamment de lui, J. Hadamard188) a développé les mêmes idées (à 
l'aide de la construction de Darboux-Erdmann189)).* 

^D'autre part, les variations utilisées dans ces démonstrations étant 

178) „Calcul des variations6) 1, p. 329.* 
179) „Id. p. 402 et suiv. Au sujet de la méthode de Darboux-Erdmann, 

voir le cas des lignes d'intégration fermées [n° 33].* 
180) „Dans son cours professé à l'Université de Berlin en 1898/9: Cf. 

A. Sommerfeld, Jahresb. deutsch. Math.-Ver. 8 1 (1899), éd. Leipzig 1900, p. 189 
et suiv.; H. Hancock, Calculus of variations24), n° 133; O. JBolza, Variations
rechnung11), p. 84/5.* 

181) „Math. Ann. 70 (1911), p. 130/2.* 
182) Sitzgsb. Akad. München 32 (1902), p. 75/90; „cf. id. 30 (1900), p. 235/46; 

A. Korn appelle cas semi-défini celui qu'il étudie.* 
183) Math. Ann. 50 (1898), p. 50; „Variationsrechnung11), p. 93/7.* 
184) Trans. Amer. math. Soc. 2 (1901), p. 166 et suiv. 
185) „Math. Ann. 59 (1904), p. 321 et suiv.* 
186) „Nachr. Ges. Gött. (math.-phys.) 1905, p. 178.* 
186») „Trans. Amer. math. Soc. 13 (1912), p. 35 et suiv.* 
187) „Sitzgsb. Akad. Wien 118 II* (1909), p. 99/116.* 
188) „Calcul des variations °) 1, p. 407.* 
189) „Ces recherches sont traitées, en représentation paramétrique, par des 

méthodes qui n'utilisent pas la variation seconde. Elles ne sont exposées que 
plus loin [n° 26].* 
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de classe J)', ne sont pas acceptables. 0. Bolgaid0) résout cette objection, 
en démontrant, à l'aide d'un procédé qu'il appelle Abrunden der Ecken, 
que si l'on sait rendre négative Ô2J au moyen de variations de classe D', 
il est toujours possible de le faire à l'aide de variations de classe C. 
Mais ceci rentre, comme cas particulier, dans un théorème général 
démontré par J. Hadamard [n° 8].* 

«La troisième condition nécessaire pour extrémer l'intégrale est 
donc la condition de Jacobi en vertu de laquelle: 

A (a;, xt) <; 0 pour xx < x < x2, ou x\ x 2 . 

En remontant des propriétés de la variation seconde à la manière 
dont s'annulent les solutions des équations aux variations, on est 
amené à cette double conclusion: la condition de Legendre pour le 
minime étant vérifiée, 

a) si la variation seconde est positive pour toute variation accep
table ôy, une solution de l'équation aux variations ne peut s'annuler 
plus d'une fois dans l'intervalle donné; 

b) si la variation seconde peut être rendue négative, une solution 
de l'équation aux variations a au moins un zéro intérieur au sens 
strict à intervalle donné. Les théorèmes que l'on peut obtenir dans 
cette voie forment un important chapitre de la théorie des équations 
différentielles191).* 

18. Conditions de Legendre et de Jacobi pour l'intégrale Jp. C. E-

Lundstrom192) recherche les conditions de Legendre et de Jacobi pour Jp 

sans transformer la variation seconde, mais sa théorie n'est pas rigou
reuse, surtout là où il cherche à étendre pour l'intégrale Jp les résultats 
de L. 0. LTesse sur le critère de Jacobi [n° 17]. Comparant les ordres 
de grandeur de à y et S y, il montre que les signes de ô2Jp et 
sont les mêmes pour un intervalle d'intégration suffisamment petit; 
mais il admet comme évident, ce qui est illégitime, que, lorsqu'on 
intègre à partir d'un point xL, il y a une première position xx telle que 
la variation seconde de l'intégrale, prise entre ces limites, peut s'annuler 
sans que ôy soit identiquement nul. Il arrive à écrire correctement 
le déterminant de degré 2p qui est l'analogue du déterminant du 

190) «Variationsrechnung11), p. 86.* 
191) «J". Hadamard, Calcul des variations6), p. 331/4.* 
192) Diss. Upsal 1866, en partie, p. 28, 31, 98. Il y est aussi question 

des recherches analogues pour le problème isopérimétrique le plus simple [n° 41]. 
Ces recherches sont quelque peu généralisées, Nova Acta Soc. se. Upsal. (3) 7 
(1870), mém. n° 4 [1869], voir en partie, p. 10, 20. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



second degré (20) Les éléments sont ici les dérivées, prises pour 
x = x^ et x = xt, des quantités 

y, y', • • -, y®> 

par rapport aux 2p constantes d'intégration. 

Les recherches de E. P. Culverwell™) et de J3. TurJcsma1**) se 
basent sur le même principe que les précédentes. .Les travaux de 
G. von EscJierich195) sur Jp sont plus rigoureux.* V. P. Ermakov196) 
s'appuie sur la méthode de Jacobi-Hamilton généralisée196"), mais 
il ne recherche pas le champ d'existence des solutions de l'équation 
aux dérivées partielles à laquelle il arrive, et par conséquent la 
condition de Jacobi n'en résulte pas. t i . Scheeffer l'établit en même 
temps pour le cas des dérivées d'ordre supérieur ou pour celui de 
plusieurs fonctions inconnues* 

.La théorie de la variation seconde, dans le cas d'une seule in
connue se présentant avec des dérivées d'ordre supérieur, est très 
analogue à celle qui a lieu pour n inconnues avec les dérivées premières. 
Il suffit, pour celle-ci, de généraliser l'observation de Legendre: trouver 
une forme quadratique des variations telle qu'en ajoutant sa dérivée 
par rapport à a; à la quantité 

2 K * syî $y*'+2B*,*â^d + c « ôv> 
i,k 

on obtienne une forme quadratique en ôy, dy décomposable en n 
carrés indépendants, au lieu de 2 M, de formes linéaires en Sy, ôy. 
On peut aussi étendre au cas de plusieurs fonctions inconnues la 
méthode basée sur la propriété que possède le système des équations 
aux variations d'être identique à son adjoint1 9 7). Ces théories diffèrent 
très peu de celle qui a lieu pour le problème de Lagrange [n° 49].* 

19. .La variation seconde en représentation paramétrique. 

L'expression correspondant, en représentation paramétrique, à la forme 

193) Philos. Trans. London 178 A (1887), p. 95/129 [1886]; Proc. London 
math. Soc. (1) 23 (1891/2), p. 241/65. 

194) Diss. Amsterdam 1894, p. 18, 22. 
195) .Sitzgsb. Akad.Wien 97 II* (1888), p. 1416/41; 98 II" (1889), p. 1463/1501.* 
196) Otcet i protokoly fiziko-matematiceskago obscestva Kievskom universetë 

[travaux Soc. phys.-math. Univ. Kiev] 31 (1891), mém. n° 9. p. 1/44. 
196") Voir plus loin le numéro consacré à cette méthode. 
197) .Cf. l'exposé de J. Hadamard, Calcul des variations6) 1, p. 336/59, en 

particulier p. 341/3.* 
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(8) est la suivante : 

f(Fx*âx* + 2Fxyâxây + Fy-tôy* + 2F„.dx ôx + 2 Fwdy Sy' 

+ 2Fxy.ôxdy' + 2Fy*dy§x + 2F**Ôx* + 2Fx.y'ôx' ôy +Fy^Sy,1!)dt. 

K. Weierstrasslag) a exprimé cî2J"W sous la même forme simple qu'en 
représentation ordinaire. Pour toute fonction w de classe D', s'annu-
lant aux limites de l'arc d'intégration, il obtient, en particulier pour 
le cas des extrémités fixes, l'expression 

(21) = j[Fl (J) + F, w*]dt, 

où 

F = z " = _ *V _, »'2 

1 y' 2 a;' y x'2 

Fx%-y"^\-~{Fxxl-yy"F0 -F.,-*V*.+ -(F^+x'y'FJ 
F9^ 

x y 

F^-x'^F, - £ ( F , , , -

On peut aussi exprimer 1 9 9) F2 à l'aide de la fonction T [n° 12]. La 
quantité w est définie par 

w = y'% — x \ , 

%,($), r](t) étant des fonctions arbitraires de classe D' et s'annulant 
aux extrémités \ , t2 de l'arc d'intégration. A. L. UnderhiU'200) obtient, 
pour la variation seconde, des formes où interviennent des fonctions 
qui sont invariantes pour une transformation ponctuelle ou pour une 
transformation paramétrique. Il donne notamment la forme invariante 
normale 

où 

v = w · F Fx , 

Tc0 étant une fonction rationnelle de F, F', F"; Fx, F{, i^"; F3, in
variante pour une transformation paramétrique, comme pour une 

198) »Cours professé à l'Université de Berlin en 1872.* 
199) tA.L. UnderhiU, Diss. Chicago 1907. O. Boisa, Variationsrechnung11), 

p. 226 en note [cf. n° 29].* 
200) „Diss. Chicago 1907; voir aussi Trans. Amer. math. Soc. 9 (1908), 

p. 316/38; Bull. Amer. math. Soc. 15 (1908/9), p. 379/84.* 
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transformation sur x, y201). Le nouveau paramètre x n'est autre que 
t 

fFix> y, x , y)dt-
La formule (21) donne la variation seconde sous la même forme que 

(8) en représentation ordinaire, A, S, C, ôy étant remplacés respecti

vement par F±, 0, F2, w\ les conclusions tirées de (8) sont donc valables 

ici aussi et donnent la condition de Legendre: tout le long de l'arc 

i t i 2 de l'extrémale X, on doit pour un minime avoir 

Pour rechercher la condition de Jacobi, on suppose 1 7 4) que la 
condition de Legendre est vérifiée au sens strict. 

K. Weierstrass donne le théorème de Jacobi [n° 15] en re
présentation paramétrique. L'équation de Jacobi devient 

Elle a les deux intégrales particulières, linéairement indépendantes, 

»x(f)=9tfa-ft9a> 

*i($-=9tfp — ft9i>, 

en représentant par 
x = f(t,a,P), y = g(t,a,§) 

l'intégrale générale des deux équations différentielles d'Euler; a et /3 

sont deux constantes; les indices a, /8, t désignent les paramètres par 

rapport auxquels se font les dérivations. En posant 

la condition de Jacobi, sous la forme que lui a donnée K. Weierstrass, 
s'exprime en disant que ce déterminant doit rester différent de zéro 
pour toute valeur de t telle que í 1 < í < £ 2 . Ch. M. Mason202) dé
montre que ce déterminant est bien solution de l'équation de Jacobi, 
en partant de l'équation (6) [n° 12]. La définition des points con
jugués se fait comme au n° 17 ; leur signification géométrique est 
donnée par K. Weierstrass203). 

201) tA. L. Underhill [Bull. Amer, math Soc. (2) 15 (1909), p. 379] se sert 
de cette propriété de la fonction k0 pour remplacer la recherche d'une solution 
de l'équation de Jacobi par une autre plus simple.* 

202) «Bull. Amer. math. Soc. (2) 14 (1908), p. 318 21* 
203) «Cours professé à l'Université de Berlin en 1879; cf. A. Kneser, Varia-

tionsrechnung20), p. 90.* 

&(t, t,) s 
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Au lieu de partir de l'intégrale générale de l'équation différentielle 
d'Euler, on peut considérer, avec A.Kneser204), la famille des extrémales 
passant par P x [cf. n o s 17, 26], et représentée par deux équations 
en x, y contenant les paramètres t et a. Son déterminant fonc
tionnel A(£, ac) satisfait à l'équation de Jacobi et s'annule pour t = 
c étant une constante non nulle, on a 

A(í, O = c&(t, t,). 

G. A. 2iZiss2 0 4 a) établit une théorie de la variation seconde dans 
un système de variables tel que les fonctions se présentant dans la 
question sont invariantes pour une transformation paramétrique. 

Récemment, J. Ración205) a repris la question de la variation 
seconde et de la condition de Jacobi pour l'intégrale J£\* 

La méthode de Weierstrass et les conditions suffisantes 
de l'extrémé libre. 

20. Critique de la méthode Jacobi-Clebsch. . Méthode "Weier-

strass-Scheeffer pour les conditions suffisantes de l ' extrémé faible. 
La méthode de Jacobi-Clebsch2 0 6) tient pour évident que l'accroissement 
de l'intégrale, résultant de la variation des fonctions inconnues, possède 
le signe de la variation seconde de l'intégrale, dès que sa variation 
première s'annule, et, de la permanence de ce signe, .sauf l'annulation 
correspondant à celle des ôyv, conclut à l'existence de l'extrémé. 

L. Scheeffer lui aussi, avait cru d'abord que la seule considération de 
la variation seconde permet de trouver les conditions suffisantes de l'ex
trémé. Mais, plus tard 2 0 7), il démontra rigoureusement que les con
ditions de Legendre et de Jacobi ne constituent pas un critère cer
tain, et que la méthode de Jacobi-Clebsch est insuffisante par le fait 
qu'elle ne renseigne que sur le signe de la variation seconde 2 0 8). 

204) „Variationsrechnung20), § 31.* 
204») „Trans. Amer. math. Soe. 8 (1907), p. 405 et suiv.* 
205) „Sitzgsb. Akad. Wien D> 119 (1910), p. 1271/8.* 
206) „La critique des conclusions de C. G. J. Jacobi s'applique à celles de 

A. Clebsch [n° 49] ; ils suivent tous deux la même méthode, dite de Jacobi-Clebsch 
(le premier pour n = 1, le second pour n quelconque).* 

207) „Math. Ann. 25 (1885), p. 594/5; et surtout 26 (1886), p. 197/208; Ber 
Ges. Lpz. 37 (1885), math. p. 92/105.* 

208) „11 y a un cas où la variation seconde suffit à renseigner sur l'existence 
de l'extrémé: celui où la quantité sous le signe intégral est du second degré 
par rapport aux fonctions inconnues et à leurs dérivées; la somme des variations 
des deux premiers ordres représente alors rigoureusement la quantité dont s'accroît 
l'intégrale quand on passe d'une ligne d'intégration à une autre.* 
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Le défaut du raisonnement réside dans ce qui suit: si, procédant 
comme au n° 8, on considère la courbe variée comme individu d'une 
famille à un paramètre s, en remplaçant y par y -\- su on obtient 

pour les variations première et seconde, d'où l'on ne peut conclure à 
l'existence de l'extrémé que par rapport aux courbes de la famille, 
car il se peut qu'un ensemble de courbes, prises dans différentes fa
milles, se rapprochent indéfiniment de l'extrémale considérée comme 
donnant l'extrémé, alors que cependant l'accroissement de J t est de 
signe contraire à celui de la variation seconde. L. Scheeffer illustre ce 
raisonnement d'un exemple 2 0 9) montrant qu'effectivement la méthode 
est en défaut même si dy et à y' sont, comme d'habitude, très petits. 

L. Scheeffer, sur indication de K. Weierstrass, fait aussi observer 
que la méthode des variations suppose que les variations premières 
des fonctions inconnues (son objection s'applique au cas où il y en 
a une ou plusieurs), ainsi que leurs dérivées premières, sont très 
petites, ce que L. Euler, J. L. Lagrange et leurs successeurs admet
taient implicitement en écrivant 

Ce n'est, en effet, que pour de petits accroissements des quantités 
variées que le procédé d se ramène aux opérations de la differentiation. 

Mais déjà A. M.Legendre avait, pour le problème de I. Newton209"-') 
[n° 70 ] , considéré une ligne en zig-zag et ainsi admis que ây' n'est 
pas forcément petit. 1. Todhunter210) semble être le premier à avoir 
signalé d'une manière générale que si les variations acceptables sont 
spécialisées par la condition restrictive que dy doit être petit, ce 
qu'exige la méthode des variations, la notion d'extrémé qui y cor
respond est aussi particularisée. Il considère, dans des exemples, des 
variations pour lesquelles les dy' sont des quantités finies et montre 

209) .11 considère l'intégrale 

209a) Voir plus loin le numéro consacré à ce problème. 
210) Researches in the calculus of variations principally on the theory 

of discontinuous solutions, Londres et Cambridge 1871, p. 169; cf. History cal
culus variations1S), p. 3, 426 ; L. Euler, Institutiones calculi integralis 3, S* Peters-
bourg 1770, p. 494. 

respectivement 

où 
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que les résultats ainsi obtenus peuvent effectivement être en désaccord 
avec ceux du calcul des variations211). 

Cela s'explique par le fait que la notion d'extrémé dépend de 
la manière dont on définit les courbes, ou en général les variétés 
acceptables, et de leur voisinage. tE. Zermelo32), en précisant la signi
fication de ce dernier mot, a distingué divers extrêmes relatifs [n° 4].* 

Mais si L. Scheeffer212), probablement après K. Weierstrass213), a 
mis en lumière l'insuffisance de la théorie de la variation seconde, 
en faisant observer que la variation forte s'y dérobe, il a montré 2 1 4) 
comment, en y apportant certaines modifications, cette théorie est sus
ceptible de fournir les conditions suffisantes pour un minime faible. 

On a d'abord, à l'aide de la forme sous laquelle C. G. J. Jàcobi 
[n° 15] a mis la variation seconde quand la condition de Legendre 
au sens strict A > 0 est satisfaite, 

x* 

\d2Ji\>c2fi2dx, 

si l'on pose 
uî, = dy, 

c2 étant une constante positive indépendante àe ôy. Si JR3 désigne 
le terme complémentaire qui suit les termes quadratiques dans le 
développement taylorien de 

f(x,y+ôy, y'+ôy) 

suivant ây et ôy', et si c t et c2 sont des constantes, on a 

\Bs\<c1(U\+ SW+g"), 
fBs dx\<Cl (i0 + to) j f i dx +fe* dx}, 
Xi Xî Xi 

£„, f0' désignant les bornes supérieures de | £ , L.Scheeffer démontre 

211) „Déjà A.L.Caucky [C. H. Acad. se. Paris 37 (1853), p. 57/64; Œuvres 
(1) 12, Paris 1900, p. 54/63] avait considéré des variations finies, mais à un point 
de vue tout autre que celui du texte. Il les employait même comme clefs al
gébriques.* 

212) Math. Ann. 25 (1885), p. 594/5. 
213) Voir H. A. Schwarz, Acta Soc. scient. Fennicae 15 (1888), p. 327 [1885]; 

Math. Abh. 1, Berlin 1890, p. 235. „C'est en 1870 que K. Weierstrass a montré, 
dans son cours, l'insuffisance des conditions de Legendre et de Jacobi pour l'ex-
trémé fort.* 

214) Math. Ann. 26 (1886), p. 197/208, en partie, p. 200. „La démonstration 
a été donnée par K. Weierstrass, dans son cours; cf. H. Hancock, Calculus of 
variations*1), n°" 137/9; voir aussi J. Hadamard, Calcul des variations6) 1, p. 465/9.* 

Encyciop. des scieuc. mathéznat. II 6. 4 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



alors que ? ^ 

fi** 
pour des fonctions £ arbitraires; d'où il résulte que 

(23) ~RJBsdx < c 2 ( £ „ + £ „ ' ) . 

Mais les quantités £ 0, £„' deviennent infiniment petites en même temps 
que les bornes supérieures de ôy, ôy, et comme on a exactement 

s, 

/ / • ( s , y + ôy, y'+ ôy') dx = Jt + ^Ô2J, +fn,dx, 
X, *! 

l'équation (23) montre ainsi que l'accroissement de l'intégrale est de 
même signe que la variation seconde dès que ôy, ôy' sont suffisam
ment petits dans tout le domaine d'intégration. Cela démontre bien 
que les conditions au sens strict de Legendre et de Jacobi sont suffi
santes pour le minime faible. „Cette démonstration s'étend aisément 
au cas de plusieurs fonctions inconnues.* 

A. Kneser216) montre que l'inégalité dont se sert L. Scheeffer de
vient inutile si l'on suit la marche de J. L. Lagrange au lieu de celle 
de A. M. Legendre [n° 14], c'est-à-dire si l'on transforme la variation se
conde de manière à faire apparaître sous le signe intégral une somme 
de deux carrés. Cette méthode est susceptible de généralisation 2 J 6 ) 
en appliquant un certain procédé de A. Clebsch [n° 51]. 

„A part le cas spécial des variations unilatérales [n° 39] , pour 
lequel la. méthode des variations donne des résultats inexacts, cette 
méthode est donc applicable s'il s'agit d'extrémé faible. Toutefois 
il est plus simple, même dans ce cas, de rechercher une expression 
exacte de l'accroissement de l'intégrale, ce qu'ont fait, indépendamment 
l'un de l'autre, K. Weier strass [n 0 8 21, 22] et G. Darboux [n° 29].* 

21. Champ d'extrémales. A. Kneser217) définit, d'après K. Weier-
strass et S. A. Schwarz218), un champ (Feld) d'extrémales d'une inté
grale Jx comme étant une famille 

215) „11 considère le cas général de l'intégrale simple,* Math. Ann. 61 (1899), 
p. 321 suiv.; «voir aussi Jahresb. deutsch. Math-Ver. 6 1 (1897), éd. Leipzig 1899, 
p. 95/8.* 

216) „Cf. la méthode de G. von Escherich, Math. Ann. 66 (1902), p. 108/18.* 
217) »Variationsrechnung!0), p. 43/6.* 
218) Acta Soc. scient. Fennicae 15 (1888), p. 317 [1885]; Math. Abh. 1, 

Berlin 1890, p. 225. 
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21. Champ d'extrémales. 51 

d'extrémales à un paramètre ce, recouvrant sans duplicature un do
maine simple du plan. 

t<T. Hadamard219), appelant faisceau spécial ou simplement faisceau 
toute famille d'extrémales à un seul paramètre, remplace la dénomi
nation de champ d'extrémales par celle de faisceau régulier220). Il dit 
qu'un faisceau est régulier dans une région déterminée du plan si, les 
extrémales spéciales A qui le composent s'y comportant régulièrement, 
on peut faire passer par chaque point de ce domaine une extrémale 
et une seule, telle que le paramètre a varie continûment avec les coor
données x, y du point et admette des dérivées partielles par rapport à 
ces coordonnées2 2 1). 

0. Bolza222) appelle a, considéré comme fonction de x, y, la fonction 
inverse du champ. 

L'arc P X P 8 de X est dit entouré d'un champ223) s'il existe au moins 
un champ dont X fait partie, la zone de régularité M (au sens de J. Hada-
mard) ayant la forme d'une bande traversée longitudinalement par X 
et terminée par deux ordonnées dans le cas d'une variable indépen
dante, à extrémités arrondies dans le cas de la forme paramétrique. 
Une courbe L joignant les points Px, Pt est entièrement contenue 
dans R, si son voisinage avec l'extrémale X est suffisamment étroit. 
Si la condition de Jacobi au sens strict 

0 OC ^ 

est vérifiée sur X, c'est-à-dire si le point conjugué P x ' de Pt est au 
delà de P 2 , un voisinage suffisamment étroit de X pourra toujours être 
recouvert (autrement dit, l'arc pourra toujours être entouré) d'un 
champ. Un tel champ est toujours fourni par la famille des extré
males A passant par un point P ' situé sur le prolongement de 
l'arc P X P S au delà de P, mais assez voisin de Px* 

«Parfois, on fait partir les extrémales A du point Pt. C'est ce 

219) «Calcul des variations6) 1, p. 361; voir aussi la préface. Comme J.Hada-
mard, emploie la locution champ fonctionnel pour désigner l'ensemble des fonc
tions acceptables, il devait inévitablement changer la terminologie de K. Weier-
strass, à moins qu'on trouve un synonyme pour champ fonctionnel.* 

220) «L'expression de champ d'extrémales étant encore adoptée généralement, 
noua emploierons ce terme dans cet article.* 

221) «Il s'agit ici de champs fermés, mais, comme l'indique O. Bolza [Variations-
rechnung"), p. 97], on pourrait considérer des champs ouverts ou infinis* 

22:2) «Variationsrechnung11), p. 97. Il appelle GefcUlfunktion du champ, le 
coefficient angulaire de l'extrémale en un point (x, y).* 

223) «On dit aussi, avec O. Bolza, que le „champ entoure l'extrémale".* 
4* 
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224) .Calculus of variations11), p. 83; Variationsrechnung11), p. 98.* 
226) .Calcul des variations6) 1, p. 363.* 
226) .En particulier, une famille de courbes à deux paramètres n'admet de 

surface transversale ( o u même orthogonale) que si u n e certaine condition, ex
primée par une équation aux dérivées totales, est satisfaite. Cf. G. Darboux, 
Leçons Bur la théorie des surfaces 2, Paris 1889, p . 256.* 

227) .Lorsqu'une extrémale variable reste transversale à une surface fixe, 
elle reste transversale à une infinité d'autres surfaces.* 

que fait toujours K. Weierstrass. Dans ce cas, a n'est plus fonction 
continue de la position d'un point sur une extrémale spéciale; le faisceau 
n'est donc plus régulier (au sens de J. Hadamard): on n'a plus un 
champ proprement dit. On ne peut d'ailleurs plus affirmer de manière 
générale que ce faisceau réalise un voisinage de l'arc P i P 2 . 0. Bolza22i) 
dit que le champ est impropre (uneigentliches Feld). Mais l'intégrale 
prise suivant l'extrémale spéciale reste continue. Quoi qu'il en soit, le 
tracé de l'extrémale A, lorsqu'on donne le point, se nomme la cons
truction de Weierstrass relative au problème. 

La notion de champ se généralise aisément au cas de n fonctions 
inconnues; les extrémales dépendent alors de 2n paramètres. J. Ha
damard2'25) appelle, dans ce cas, faisceau spécial une famille à n para
mètres composée d'extrémales A coupant transversalement une multi
plicité r définie, en général, par une seule équation entre les n + 1 
coordonnées. Au lieu de faisceau spécial, on dit aussi famille d'ex
trémales de A. Mayer [cf. le problème de Lagrange, n° 55]. 

Lorsque n > 1, une famille quelconque à n paramètres ne donne 
pas nécessairement un faisceau226). La régularité se définit comme 
pour n = 1 2 2 7 ) . 

Dans le cas des dérivées d'ordre supérieur jusqu'à p(Jp), les ex
trémales dépendent de 2p paramètres; on dit alors que l'arc d'extré-
male P j P 2 est entouré d'un champ, s'il existe une famille à p para
mètres d'extrémales A, telle que, pour une ligne quelconque L ayant 
avec k un voisinage d'ordre p — 1 défini par le nombre positif e, et 
pour un point M quelconque de L ayant une abscisse comprise entre 
xx et # 2 , on puisse trouver une extrémale A et une seule de la famille 
ayant un contact d'ordre p — 1 avec L au point M, extrémale qui 
varie continûment avec le point M et les valeurs de y\ ...,ylp~l) en 
ce point. 

La méthode de Weierstrass, dans son état actuel, ne s'applique 
qu'au cas où la ligne L est assujettie à avoir, avec l'extrémale étudiée 
A, un voisinage d'ordre au moins égal à p — 1. Si les courbes variées 
étaient à points anguleux, l'extrémé serait en général impossible, la 
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variation première ne pouvant être annulée. On peut supposer y exprimé 
en fonction de x, la représentation paramétrique n'offrant plus aucun 
avantage. La condition que l'extrémale soit entourée d'un champ exige 
encore que la condition de Jacobi soit satisfaite, c'est-à-dire qu'un 
certain déterminant fonctionnel soit différent de zéro [n° 18]. 

Pour le cas particulier de l'intégrale Jg\ J. Radon228) a, en vue 
de l'étude de ce qu'il appelle Y extrême demi-fort229), considéré la famille 
d'extrémales de Mayer [voir le problème de Lagrange n° 55].* 

22. La formule fondamentale de "Weierstrass. K. Weierstrass, 
utilisant la formule d'Euler, en particulier la formule aux limites 
[n° 9] , met la variation totale 

sous forme d'une intégrale unique prise suivant L. 
Lorsque l'extrémale considérée l peut être entourée d'un champ, 

on a, pour toute courbe acceptable L située tout entière dans le champ, 

f1 

AJ1=jS(x, y, Y, y')dx. 

„C'est la formule de Weierstrass, S étant dite fonction de Weierstrass* 
Cette fonction est définie par 2 3 0) 

S(x, y, Y, y') = f(x, y, y) - f(x, y, Y) - (y'- Y)fY(x, y, Y), 

x, y, Y, y étant considérées comme variables indépendantes; (x, y) est 
un point de L, y' le coefficient angulaire de L en ce point, Y celui 
de l'extrémale spéciale A du champ, passant par le point (x, y). 

tK. Weierstrass231) n'a donné sa formule qu'en représentation 
paramétrique: 

&J?=f S(x,y,X,Y,x',y')dt, 

où la fonction de Weierstrass 

S(x, y, X, Y, x', y') = F{x, y, x', y) - x'F-x- y'F-7, 

en désignant282) par x, y' les dérivées de x et y par rapport au para
mètre t; ces quantités sont relatives à la ligne L, tandis que X, Y 

sont proportionnelles aux cosinus directeurs de la tangente à A au 
point M* 

228) „Sitzgsb. Akad. Wien 119 II" (1910), p. 1259 et suiv., en partie, 
p. 1306/14." 

229) Voir note 36. 
230) Cf. E. Zermelo, Diss. Berlin 1894, p. 66. 
231) „Dans un cours professé à l'Université de Berlin en 1879.* 
232) tJ. Hadamard") les désigne par x, y. 
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t La fonction S est homogène (positivement) et de degré 0 par 
rapport à X,Y; elle est de degré 1 par rapport à x, y. 

Dans le cas du champ impropre et spécial que considère K. Weier-
strass, la quantité Y est indéterminée en Pt. 

H. A. Schware3SS) a, le premier, démontré le théorème fondamental 
de Weierstrass pour un champ proprement dit (quelconque). 

Les quantités S, S sont nulles si les deux directions (de demi-
droites) dont elles dépendent (respectivement de coefficients angulaires 
Y, y' ou de cosinus directeurs X, Y; x', y') coïncident. On dit alors, avec 
A. KneseriU), que ces fonctions s'annulent ordinairement (in ordentlicher 
Weise) ; dans le cas contraire, elles sont dites s'annuler extraordinairement. 

JE. Zermelo donne une interprétation géométrique élégante pour la 
fonction S. Il construit la courbe 2 3 5) dont l'équation en coordonnées 
rectangulaires u, y est 

la fonction f de x, y, y étant ici considérée comme fonction de y 

seul Aux deux directions de coefficients angulaires y' et Y, corres
pondent deux points de cette courbe, l'un de coordonnées y' et f(y'), 

l'autre de coordonnées Y et f(Y)- E. Zermelo montre que pour que S 

ait un signe permanent quel que soit y' au point considéré, il faut et 
il suffit que la courbe soit tout entière d'un même côté de sa tangente 
au point (Y, f{Y)). Le signe de S est alors déterminé par celui de · 

C. Carathéodory2SS) dit qu'un problème de variations est défini-

positif [positiv-definit] dans un ensemble R de points du plan quand, 
pour tout point de cet ensemble et pour toute valeur de y, on a 2 3 7 ) 

F(x, y, cos y, sin y) > 0. 

Se bornant au cas défini-positif, il considère, en représentation para
métrique, l'interprétation géométrique précédente et appelle la courbe 

233) Math. Abh. 1, Berlin 1890, p. 225 et suiv. Cf. E. Zermelo, Diss. Berlin 
1894, p. 87/8.* Pour divers exposés de démonstrations de la formule de Weier
strass, voir W. E. Osgood, Annals of math. (2) 2 (1900/1), p. 115 et suiv.; E.B. 
Hedrick, Bull. Amer. math. Soc. 9 (1902/3), p. 11/24; V. P. Ermakov"), tE. Goursat, 
Cours d'analyse math. (1™ éd.) 2, Paris 1905, p. 607; O.Bolza, Calculus of va
riations11), p. 84/91.* 

234) tVariationsrechnungî0), p. 78.* 
236) Diss. Berlin 1894, p. 67 et suiv. „La courbe avait été considérée au

paravant en optique.* 
236) „Diss. Gôttingue 1904, p. 69 et suiv.; Math. Ann. 62 (1906), p. 466/61.* 
237) tPh. Frank [Monatsh. Math. Phys. 20 (1909), p. 273/8] dit que le pro

blème est indéfini dans un domaine D, quand en tout point de D la fonction F 
s'annule pour une direction (x, y') au moins.* 
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indicatrice**11). Considérée pour un point de coordonnées X0> du do

maine M, elle a pour équation, en coordonnées polaires, 

QF{X0, y0>
cos d , s i n °) = !· 

La fonction _ _ 
&{x, y, cos0, sin0, cos 6, sin0) 

est positive ou négative suivant que le point 9 de l'indicatrice est 

ou non du même côté de la tangente au point 0 que le pôle (appelé 

Grundpufikt). 

J. L7adamardSS9) appelle figurative du problème l'indicatrice de 
C. Carathéodory. 

A. Kneserm) et A. E. H. Love141) donnent d'élégantes démons

trations géométriques du théorème fondamental de Weierstrass. 

A. L. Underhill*4,1) démontre que la fonction S est invariante 

pour certaines transformations [cf. n° 19]. 

La formule de Weierstrass est valable dans le cas des dérivées 

d'ordre supérieur, à condition de définir la fonction S par la relation 

S[x,y,y',...,y»-»; Y,yW] = f { x , y , f ( x , y , . . . , y ^ - % Y) 

- (yW - Y)fY(x, y , . . . , y * - * , Y)* 

De même pour « fonctions inconnues, on a, x étant variable in

dépendante, 

& , · · · » y . ; * i , . . ., Yn; y,',. . . , yj = f{x; y x , . . . , yn, yx, yn') 

y » · · · , & . ; r „ ) - ^ { y l - Y ^ 
1 = 1 

238) «On dit aussi „Aichkurveu [cf. G. Hamel, Diss. GStt. 1901, p. S2; Math. 
Ann. 57 (1903), p. 253, 263]. Au sujet de l'indicatrice, voir encore A. Dresden, 
The Amer. math. Monthly 14 (1907), p. 119/26, 141/50.* 

239) «Calcul des variations6), p. 76, 371. J. Hadamard introduit la figurative, 
à propos de l'objection de P. du Bois-Reymond, pour n = 1 ou 2, en représentation 
ordinaire ou paramétrique. Dans ce dernier c a B , pour w = 2 [p. 90], la figurative 
peut être considérée comme étant une nappe d'une surface conique dont le sommet 
est à l'origine, ou bien comme une courbe plane en coordonnées homogènes. Il 
appelle figuratrice sa polaire réciproque par rapport à un cercle dont le centre 
est à l'origine et dont le rayon vaut l'unité. Cette combe, dont l'utilité avait 
été indiquée par H. Minkowski dans ses cours professés à l'Université de Gbttingne, 
trouve une interprétation simple dans l e problème isopérimétrique. La substitu
tion, faite par J. Hadamard, d'un autre terme au mot indicatrice, a pour but 
d'éviter l'amphibologie qui pourrait résulter d e l'emploi qu'il fait de l'indicatrice 
(au sens classique) de l a figurative dans le cas de l'espace.* 

240) «Variationsrechnung80), p. 78/80.* 
241) «Proc. London math. Soc. (2) 6 (1908), p. 205/9. Voir aussi T. Yoshiye, 

TBkyO Sûgaku-Butsuri gakfcwrai Kiji-Gaiyô (2) 2 (1903/4), p. 6/8* 
242) «Diss. Chicago 1907 ; Trans. Amer. math. Soc. 9 (1908), p. 329 e t SUIT.* 
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et, dans le cas de la forme paramétrique, 

23. Méthode de Hilbert. JD. Hubert2*3) recherche directement, 

sans utiliser la formule aux limites, si la différence 

peut s'exprimer par une intégrale unique prise suivant la ligne variée L. 

Il montre qu'inversement la formule de Weierstrass permet de retrou
ver la formule aux limites relative à la variation de l'intégrale sui
vant une extrémale* Au lieu de l'intégrale donnée J1; il considère2 4 4) 

et détermine Y, comme fonction de x et de y, de manière à rendre 
cette intégrale indépendante du chemin d'intégration. Il obtient ainsi, 
pour la fonction Y, l'équation aux dérivées partielles du premier ordre 
et linéaire en Y 

dont les caractéristiques sont les extrémales du problème. On obtient 

une solution Y quand, partant d'un faisceau régulier quelconque 

d'extrémales, on construit en tout point (x, y) du champ la dérivée 

si l'on convient de remplacer, dans les fonctions de x, y, y placées 
entre crochets, l'argument y' par Y. Cette égalité n'est autre chose 
que la condition d'intégrabilité de l'expression différentielle 

243) C. R. du deuxième congrès intern, math. Paris 1900, pubi, par E.Huporcq, 
Paris 1902, p. 106 et suiv.; Nachr. Ges. Gött. (math.-phys.) 1900, p. 291/6; Archiv 
Math. Phys. (3) 1 (1901), p. 231 et suiv.; „trad. anglaise par Mary W. Newson, 
Bull. Amer. math. Soc. 8 (1901/2), p. 437/79.* 

244) „Ĵ  est appelée „Grundintegral" et J* „Feldintegral" par E. Zermelo et 
H. Hahn [Encyklopädie der math. Wiss. II 1, p. 628]. O. Bólza [Variationsrech
nung11)] adopte ces dénominations, mais il dit aussi „integrale invariante de 
Hilbert" au lieu de „Feldintegral".* 

245) „O. Boîza [Variationsrechnung11), p. 97] appelle la dérivée „Gefall-
function" [cf. note 222].* 

J* -f[ fix, y,Y) + (y'- Y) fY(x, y, Y)} dx 

( l ?+ F l f ) ^+ r ^+^ -^= 0 ' 

dy 
dx' 

prise suivant l'extrémale passant par ce point 2 4 5). 

„L'équation précédente peut s'écrire 

[f~y'f^dx + [fy>]dy* 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



D'où le théorème d'indépendance (TJnabhàngigkeitssatz), ainsi appelé par 
D. Hilbert. 

L'intégrale de Hilbert prise entre deux points quelconques d'une 
même transversale, courbe dont la direction en chaque point annule 
les termes aux limites, est identiquement nulle, tandis que sur toute 
extrémale du champ elle se réduit à Jt prise entre les mêmes points 
de la même extrémale. Considérée comme fonction du point extrême 
supérieur, elle est identique à la fonction u de A. Kneser [n° 29]. 

.Le théorème d'indépendance, qui admet plusieurs généralisa
tions 2 4 5"), a été découvert par E. Beltrami, dans un mémoire sur les 
lignes géodésiques2 4 6). A. Kneser247) a calculé les dérivées partielles 
de Jf, sous forme paramétrique; d'où l'on déduit le théorème. G. A. 
Bliss24,6) donne, aussi en représentation paramétrique, une démonstration 
plus voisine de celle de D. Hilbert* 

En vertu du théorème d'indépendance, l'intégrale Jx sur un arc 
d'extrémale peut être exprimée comme l'intégrale de Hilbert sur 
une courbe variée L, d'où D. Hilbert déduit aisément la formule de 
Weierstrass. 

.Le théorème d'indépendance est appliqué par D. C. Gillespie249) 
à la recherche des solutions de l'équation différentielle d'EuIer.* 

24. Conditions de "Weierstrass. A l'aide de la formule de Weier
strass, on ramène la question de l'extrémé à la détermination du signe de 
la fonction S ou S. Il suffit que AJ soit essentiellement positif ou 
essentiellement négatif, ce qui a lieu si S ou S conserve un signe 
déterminé le long de toute ligne variée acceptable L. .Cette question 
relève uniquement de l'algèbre et du calcul différentiel.* La direction 
de la tangente à L en M est très voisine de celle de X, s'il s'agit 
d'un minime faible; quelconque, s'il s'agit d'un minime fort. 

Si l'arc d'extrémale X est entouré d'un champ, il suffit, pour un 
minime faible, que la fonction S soit positive pour tout point voisin 
de X et pour tout couple de deux directions faisant chacune un angle 

245") .Voit les numéros consacrés au problème de Lagrange et aux intégrales 
doubles.* 

246) .Reale Ist. Lombardo Mendie. (2) 1 (1868), p. 708/18; Opere 1, Milan 
1902, p. 366/73. Ce théorème est resté ignoré des auteurs de calcul des variations 
et ce n'est que 30 ans après qu'il a été redécouvert par D. Hilbert, qui en a saisi 
l'importance. O. Bolza [Variationsrechnungn), p. 108] appelle ce théorème, le 
„théorème d'indépendance de Beltrami-Hilbert".* 

247) .Variationsrechnung11), p. 43 8, 74/7.* 
248) .Trans. Amer. math. Soc. 5 (1904), p. 121.* 
249) .Diss. Gottingue 1906. Il considère en particulier [Bull. Amer. math. Soc. 

13 (1906/7), p. 345/8] le cas où F et sa dérivée conduisent aux mêmes extrémales.* 
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(24) 

très petit avec X; «c'est-à-dire qu'il existe un nombre positif e tel que 
les inégalités 

\y — 1>(Z)\ < « , 

\ Y - 1 / ( X ) \ < 8 , 

\y— ib'(x) | < s, 

4>(x) = y étant l'équation de l'extrémale X, entraînent 

S(x, y, Y, y') ^ 0. 

C'est la condition de Weierstrass pour le minime' faible. S'il y a n 
fonctions inconnues, chacune des trois dernières inégalités (24) doit 
être remplacée par les n inégalités analogues où les lettres y, y, Y, 
ty, M>' sont affectées de l'indice * (i «= 1, 2,. . ., n). Dans le cas de la 
forme paramétrique, on doit substituer à ces mêmes inégalités, les 
suivantes: 

MN<s, T, r < £ , t, r<s, 

t, T étant les directions de L et de A, dont dépend la fonction S; 
x celle de la tangente en un point N de l'extrémale X* 

De même, si l'arc considéré est entouré d'un champ d'extrémales, 
il suffit, pour le minime fort, que la fonction de Weierstrass soit 
positive pour tout point d'un certain voisinage de X et pour tout 
couple de deux directions dont la première fait un angle très petit 
avec A; «c'est-à-dire qu'il existe un nombre positif e tel que, par 
exemple, les trois premières inégalités (24) entraînent 

&>0 ou S^O. 

C'est la condition de Weierstrass pour le minime fort* 
«L'une ou l'autre des deux conditions de Weierstrass peut avoir 

lieu au sens large ou au sens strict, suivant que l'inégalité correspon
dante a elle-même lieu au sens large ou au sens strict lorsque les 
deux directions dont dépend Co ou Co sont distinctes, c'est-à-dire suivant 
que cette quantité peut ou non s'annuler extraordinairement [n° 22]. 
La condition de Weierstrass n'a été utilisée qu'au sens large. 

W. Elaschkesso') rend intuitives les conditions de Legendre et de 
Weierstrass à l'aide de la figuratrice239). Il donne une interprétation 
géométrique analogue pour le problème spatial [cf. n o s 52, 53].* 

«JE. E. Levii5i) donne une autre démonstration du fait que la 

250) «Archiv Math. Phys. (3) 20 (1912), p. 30/4.* 
251) «Atti H. Accad. Lincei Bendic. (5) 20 II (1911), p. 425/31, 466/9 (Texte 

et note de G. Loria).* 
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condition de Weierstrass est suffisante; cette démonstration n'est pas 
fondée sur la considération du champ d'extrémales et sur la formule 
de Weierstrass: elle se rattache aux méthodes signalées au n° 20 pour 
la détermination des conditions suffisantes pour l'extrémé faible.* 

JE. E. Levi252) fait une étude analogue pour l'extrémé fort de 
l'intégrale J i» . 

H. Poincaré253) exprime la condition de Weierstrass (au sens strict 
ou au sens large) pour le minime, en écrivant que l'expression 

f{Vi,..., y . , RI + 6LF..., R„ + e„î » ) — ^ i f n 

a, comme fonction des £, un minime (strict ou large) pour 

«I = «2 £N = 0, 

minime dans un intervalle s'il s'agit de la condition de Weierstrass 
pour le minime fort, en un point pour le minime faible. 

Dans le cas des dérivées d'ordre supérieur, considéré par E. Zer-
melo26*), pour que l'arc P X P 2 de l'extrémale X, entouré d'un champ, 
réalise le minime fort de Jf, il suffit que, s étant pris suffisamment 
petit, la fonction S soit positive moyennant les inégalités 

I J W - ^ ) I < « (*-O,I,...,I>-I), 
I Y—iM(x)\<e. 

Les inégalités en x expriment le voisinage d'ordre p — 1 entre L et X. 
Pour le minime faible de Jp, la condition de Weierstrass est que, 
e étant suffisamment petit, S soit positive moyennant les inégalités 
précédentes et en plus 

\y^-i>^(x) \<s, 

ces inégalités exprimant le minime d'ordre p.* 

25. Conditions nécessaires. Conditions suffisantes 2 5 6 ) . .On con
clut de ce qui précède que la ligne X fournit un minime faible de 
Jj entre les points P 1 ; P 2 , si elle est une extrémale, si elle est en
tourée d'un champ (condition de Jacobi au sens strict) et si la con
dition de Weierstrass pour le minime faible est vérifiée. Elle fournit 
un minime fort si elle est une extrémale entourée d'un champ et si 
la condition de Weierstrass pour le minime fort est vérifiée. Si la 

252) .Atti K. Accad. Lincei Bendic. (5) 20 II (1911), p. 541/7 ; (5) 21 I (1912), 
p. 30/5. E. E. Levi annonce des développements ultérieurs pour les autres problèmes.* 

263) .Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste 3, Paris 1899, p. 261.* 
254) Diss. Berlin 1894. 
255) .Cf. O.Bolza, Variationsrechnungn), p. 127/8.* 
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fonction de Weierstrass ne s'annule qu'ordinairement, dans le champ, 
le minime est strict 2 6 6). 

La nécessité de la condition de Weierstrass au sens large, déjà 
établie par K. Weierstrass dans un de ses cours, est démontrée par 
O.Bolm2il), E.Goursat2m), J. W. Lindeberg™). 

Alors que la condition nécessaire de Weierstrass ne s'applique 
qu'aux points de l'extrémale X, la condition suffisante se rapporte, elle, 
à tous les points du voisinage de cette extrémale. 

Pour les applications, les conditions qui résultent du théorème 
fondamental de Weierstrass ne sont pas toujours pratiques. Souvent 
il est plus aisé d'utiliser, comme conditions suffisantes, celles exprimées 
à l'aide de /",,. 

Conformément à ce qu'avait fait K. Weierstrass dans son cours, 
E. Zermelo260), appliquant à 

f(%> y, y') — /"O, y, Y) 

l'expression du reste dans la formule de Taylor, trouve que la fonc
tion de Weierstrass pour l'intégrale J¡ peut s'écrire 

(25) S(x,y,Y,y') = W-Y)2f,r-, 
où 

rj= Y+ 0(IT-îO, O < 0 < 1 . 

E. Zermelo260) donne l'interprétation géométrique de cette relation. 

De même, pour n fonctions inconnues, on obtient 

(<-,*) '* * 

et pour Jp 

S (x, y, y',..., y<*~ % Y, yV>) = ^ - Yff^x, y, ...,y<f\r¡), 

r¡ étant une quantité comprise entre y^ et Y. 
Il résulte de la formule (25) pour Jx qu'on peut remplacer la 

condition suffisante de Weierstrass par celle de Legendre vérifiée au 
sens strict en tout point de la bande R et pour les directions suffi
samment peu inclinées sur la tangente à X, condition pour le minime 
faible, ou pour toutes les directions, condition suffisante pour le 
minime fort. Une conclusion analogue a lieu dans le cas de plu
sieurs fonctions inconnues. 

256) A. Kneser, Variationsrechnung80), p. 80/1 ; cf. W. F. Osgood, Annals of 
math. (2) 2 (1900 1), p. 118. 

257) «Calculas of variations11), p. 75/6.* 
258) «Cours d'analyse math., (1" éd.) 2, Paris 1905, p. 609/10.* 
259) «ófversigt Finska Vetenskaps Soc. FSrhandlingar 47 (1904/5), mem. n° 2.* 
260) «Diss. Berlin 1894, p. 67.* 
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Dans un problème régulier, où l'on a pour Jx [n° 9] 

/;-0>2/>2/') + 0 

en tout point du domaine B et pour toute valeur finie de y', il suffit, 
pour qu'un minime fort ait lieu, que l'arc X ne renferme pas le point 
conjugué P t ' de P t . 

Dans le cas du minime faible, on peut passer de la condition 
de Legendre sur l'extrémale elle-même à cette condition prise dans B. 

La condition de Legendre au sens large sur X est nécessaire, et au 
sens strict est suffisante, pour qu'on ait la condition de Weierstrass 
pour le minime faible. Dans l'exemple de L. Scheeffer, la condition au 
sens large n'entraîne pas la condition de Weierstrass. La condition de 
Legendre, vérifiée sur l'arc d'extrémale, est donc équivalente à celle 
de Weierstrass pour le minime faible, aux cas limites près. 

Si la condition de Legendre n'est pas vérifiée, même au sens large, 
il n'y a pas de minime quel que soit l'ordre du voisinage. Mais 
celui-ci joue un rôle lorsque la fonction fy,i(x, y, y'), en général 
positive, s'annule en certains points de l'extrémale étudiée. Dans 
l'exemple de Scheeffer, un minime a lieu si la ligne variée, à tangente 
continue, possède, avec l'extrémale étudiée, un voisinage du second 
ordre 2 6 1). Une remarque analogue peut être faite pour la condition 
de Jacobi [n° 26]. 

Dans le cas du minime fort, on ne peut remplacer la direction 
de la courbe variée par celle de la tangente à l'extrémale considérée. 
Si les deux directions sont opposées, la formule correspondant à (25) 
pour la représentation paramétrique, n'est pas applicable. 

JST. Weierstrass262), pour éviter ce cas d'exception, remplace x', y' 

par cos0, sin 6, et X,Y par cos®, sin®, ce qui lui permet d'obtenir 
pour S une nouvelle expression qui fait connaître sa valeur même quand 
les deux directions dont elle dépend sont opposées. J. IIadamard26B) 

arrive au même but sous une autre forme. On déduit de l'expression 
obtenue par K. Weierstrass que la fonction 

= <&(x, y, X, Y, x, y') 
1 — 1 — cos (0 — 6) ' 

correspondant à 
JS _ <S(x,y, Y, y') 
fôl~ (y-Y)* ' 

261) „J~. Hadamard, Calcul des variations 1, p. 410.* 
262) »Cours professe a l'Universite de Berlin en 1882. Cf. E. Zermelo, Diss. 

Berlin 1894, p. 60; O.Bolza, Calculus of variations11), p. 140/1; J. Hadamard, Cal
cul des variations6) 1, p. 374/5.* 

263) tCalcul des variations6) 1, p. 376.* 
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est continue par rapport aux quatre paramètres, même quand les deux 
directions coïncident. 

J. Hadamard261) appelle condition de Weierstrass modifiée la con
dition que & x ou <&! ait un signe déterminé, et il dit qu'elle a lieu au 
sens strict si S1 ou Sx ne s'annulent pas quelles que soient les 
directions dont elles dépendent. Cette condition est suffisante pour 
que la condition primitive ait lieu au sens strict, mais l'inverse n'est 
pas vrai* 

.A l'aide de la formule en 6 pour <§ l f on voit que, même dans 
le cas de l'extrémé fort, on peut, pour la condition de Weierstrass 
comme pour celle de Legendre, induire des résultats sur X ceux qui 
ont lieu dans la région voisine R. Mais cela n'est vrai que pour la 
forme paramétrique, car, dans le cas du minime fort, y peut devenir 
infini et, dans ces conditions, un théorème de continuité, que l'on invoque 
dans la démonstration, n'est plus applicable* Les conditions de Legendre, 
Jacobi et Weierstrass ne sont donc pas suffisantes, si la dernière 
n'a lieu que sur l'extrémale elle-même. 0. Polza2e&) le montre, le 
premier, sur un exemple. E. R. Hedrick266) fait diverses remarques 
relatives à cette singularité. J). Bolea261) donne une condition nécessaire 
nouvelle. A. Rosenblatt268) montre, sur deux intégrales, qu'elle n'est pas 
suffisante, point que 0. Bolza considérait comme douteux. L'une de ces 
intégrales, que A. Rosenblatt discute d'une manière détaillée, est imaginé 
d'après l'exemple de G. Peano dans la théorie des extrêmes ordinaires 
de plusieurs variables. H.Eahn269) donne, indépendamment de A. Rosen-
hlatt et en même temps que lui, un exemple analogue.* 

.Exprimées à l'aide des conditions de Legendre, les conditions suf
fisantes s'énoncent ainsi: il suffit que l'&rc P1Pt appartienne à une 
extrémale, soit entouré d'un champ et, s'il s'agit de l'extrémé faible, 

264) .Calcul des variations6) 1, p. 394.* 
265) Bull. Amer. math. Soc. 9 (1902/3), p. 1/10, en partie, p. 9. .L'exemple 

est l'intégrale 
i 

f(ay'*— Abyy"> + îbyy'*)dx, 
o 

les constantes a et b étant positives.* 
266) Bull. Amer. math. Soc. 9 (1902/3), p. 245/7; .voir aussi J. Hadamard, 

Calcul deB variations6) 1, p. 395/7.* 
267) .Trans. Amer. math. Soc. 7 (1906), p. 314/24; cf. G. Carathéodory, Archiv 

Math. Phys. (3) 10 (1906), p. 185.* 
268) +0. Bolza, Variationsrechnung11), p. 696/7; A. Rosenblatt, Archiv Math. 

Phys. (3) 16 (1909), p. 285; Math. Ann. 68 (1910), p. 652/7 [1909].* 
269) .Monaten. Math. Phys. 20 (1909), p. 279/84.* 
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vérifie, en chacun de ses points et pour la direction de la tangente 
en ce point, la condition de Legendre au sens strict; s'il s'agit de 
l'extrémé fort et de la forme paramétrique, vérifie en chacun de ses 
points et pour toute direction autour de ce point, la condition de Le
gendre au sens strict: Fx > 0, sous forme paramétrique, et, dans le 
cas de la forme ordinaire, satisfasse en chaque point de la région 
voisine M, et pour toute direction autour de ce point, à la condition 
de Legendre au sens strict. 

J. W. Lindeberg™) démontre, en représentation ordinaire, que si 
le coefficient angulaire des courbes acceptables est soumis à certaines 
limitations, on peut encore déduire les conditions suffisantes à l'aide 
du théorème de Weierstrass. Des résultats de J. W. Lindéberg découlent 
diverses conséquences, dont l'une est que les conditions de Legendre 
et de Jacobi, prises au sens strict, sont suffisantes pour un extrême 
faible. 

G. A. Bliss271) modifie les formules de Weierstrass, de manière à 
n'y faire intervenir que des quantités qui restent invariantes pour une 
transformation paramétrique. Il introduit ainsi certaines simplifications : 
la fonction F% [n° 19], utilisée par K. Weierstrass, est remplacée par 
une autre plus simple* 

W. F. Osgood élargit la notion de courbes acceptables ï 7 2). „11 dé
montre, en représentation paramétrique, la suffisance des conditions 
pour ces courbes que O. Bolzain) appelle courbes de classe h* 

270) „Math. Ann. 59 (1904), p. 834 et suiv. Cf. J. Radon, Sitzgsb. Akad. 
Wien 119 (1910) II*, p. 1290. On notera qu'à la rigueur il ne devrait être 
question de conditions nécessaires et sufnsantes qu'après l'étnde des cas d'ex
ception suivants: le point conjugué P,' du point initial P t se confond avec le 
point final P, de l'arc d'intégration X [n° 2(>]; X a des points anguleux [nos3*i/8]; 
X a des points communs avec la limite du domaine imposé [n° 85J]. Le cas d'ex
ception où X aurait des points multiples peut être éliminé en introduisant, avec 
K. Weiers rass et O. Bolza [Variationsrechnung "), p. 250], des champs à plusieurs 
feuillets, suggérés par les surfaces de Riemann. Cf. E. J. Miles, Trans. Amer, 
math. Soc. 13 (1912), p. 42.* 

271) „Trans. Amer. math. Soc. 8 (1907), p. 405/14.* 
272) La définition des intégrales généralisées a été donnée par K. Weier

strass dans un cours professé en 1879 à l'Université de Berlin; elle a été modifiée 
par W. F. Osgood, Trans Amer. math. Soc 2 (1901), p. 275, 293, 294; une autre 
extension est donnée en 1900 par D Hilbert, dans un de ses cours; cf. A. Noble, 
Diss. Göttingue 1901, p. 18. „Cf. L. Tonelli, Atti R. Accad. Lincei Rendic. (5) 21 I 
(1912), p. 448/5S; (5) 21 II (1912), p. 132 7.* 

273) „Variationsrechnung11), p. 289; cf. note 119. Cette dénomination sera 
utilisée dans la suite de l'article. K. Weierstrass avait, en 1879, donné une 
démonstration; elle est reproduite par O. Bolza, Calculus of variations u ) , p. 161/3.* 
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^Dans le cas des dérivées d'ordre supérieur274) (Jp), il y a extremé 
fort si, l'arc d'extrémale étant entouré d'un champ, la fonction continue 

<SÁ*,y,y', •••,y{p-1\ Y,yw), 
définie par 

a un signe constant [condition de Weierstrass modifiée (et prise au 
sens strict)], moyennant les inégalités 

¡,M_,p<*>r» < e ( x - 0 , l , . . . , p - l ) , 

en tout point de X et quel que soit le nombre arbitraire yW; il y a 
extremé faible si f^^j, fonction égale à 

2S1(x,y,...,y(v-1\ y*\ 

a un signe constant sur X, sans s'annuler. Ces conditions, prises 
au sens large sur X, sont nécessaires. 

D'après J. Radon275), les conditions que l'on donne, en représen
tation paramétrique, comme suffisantes, et, avec certaines restrictions, 
comme nécessaires pour l'extrémé fort de J¿1\ ne seraient plus suffi
santes pour l'extrémé fort (qu'il appelle demi-fort)36) de l'intégrale J¿*\* 

26. Condition de Jacobi. Compléments. L'arc P1P2 de X peut 
toujours être entouré d'un champ d'extrémales si cet arc est suffisam
ment petit. Les limites pour lesquelles cette propriété cesse d'avoir 
lieu se déterminent par la condition de Jacobi relative aux points 
conjugués [n° 17] ; ^toutefois, il arrive fréquemment que l'existence du 
champ en question est géométriquement presqu'évidente, tandis que la 
détermination des points conjugués est peu aisée* 

A. Kneser2K) démontre la nécessité de la condition de Jacobi, à 
l'aide du théorème de l'enveloppe (JEnveloppensatz). Si ¿F~est l'enveloppe 
d'une famille d'extrémales 2 7 7 ) , JT une transversale [n o s 23, 29] de cette 
famille passant par les points Pt et P2, X', X" deux extrémales de la 
même famille passant par Py et P2 et tangentes à cf respectivement aux 
points Q' et Q", le théorème consiste dans la relation 

«^«(•Pf Q") = «J*(-Pi Q') + (Q'Ql-

tE. Zermelo2"18), utilisant le théorème de Weierstrass, avait démontré 

274) «Cf. J. Hadamard, Calcul des variations6) 1, p. 461/4.* 
276) Ŝitzg&b. Akad. Wien 119 II" (1910), p. 1280 et suiv.* 
276) Math. Am. 50 (1898), p. 27/50, en partie, p. 38. Cf. n° 2S). 
277) » V. P. Ermakov [J. math, pures appl. (6) 1 (1905), p. 97; cf. note 27] 

appelle ligne critique l'enveloppe des extrémales, lieu des points conjugués.* 
278) Diss. Berlin 1894, p. 27. 
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26. Condition de Jacobi. Compléments. 65 

cette relation pour le cas spécial où ¿^degenere en un point; on a alors 

^ " ( P Ç " ) = ^ ( P < 2 ' ) + J%(Q'Q"), 

P Q', P Q" étant deux extrémales de la famille passant par le point P.* 

A l'aide du théorème de l'enveloppe, A. Kneser2"19), «généralisant un 

raisonnement de G. Darboux2SO)*} démontre que dans tout voisinage, aussi 

immédiat qu'on veut, d'un arc d'extrémale limité par deux points con

jugués, il existe des courbes le long desquelles Jt possède la même 

valeur que le long de l'extrémale, «d'où la nécessité de la condition 

au foyer [n° 19] 
A(ü,a 0 ) + 0, t1<t<t2.* 

La démonstration est en défaut dans deux cas; l'un, lorsque l'en

veloppe considérée dégénère en un point Px' (dit foyer absolu): «l'arc 

fournit alors un minime large et fort.* Un second cas est celui où l'en

veloppe possède un point de rebroussement dont le sommet est dirigé 

vers l'intervalle d'intégration. H. Poincaré'261), qui montre la possibilité 

de l'existence d'un tel point, l'appelle foyer en pointe, réservant la dé

nomination de foyer en talon au cas où le sommet est dirigé en sens in

verse, et celle de foyer ordinaire pour un point régulier de l'enveloppe. 

W. F. Osgood282) montre que, dans le cas du foyer en pointe (se pré

sentant notamment pour les lignes géodésiques de l'ellipsoïde de ré

volution), l'arc d'extrémale limité par deux points conjugués fournit 

encore un extrême fort. « W. F. Osgood démontre que ce résultat peut 

être étendu au cas de la forme paramétrique, mais il ne le fait qu'en 

utilisant ces deux hypothèses restrictives que le problème est régulier 

aux points extrêmes 

F^Xt, yt, eos y, sin y) > 0 (i = 1, 2) 

279) Math. Ann. 50 (1898), p. 44; cf. Variationsrechnung 2 0 ) , p. 93/7 (§ 24 
et surtout § 25), ainsi que E. Zermelo, Diss. Berlin 1894, p. 96; «J. W. Lindeberg, 
Math. Ann. 59 (1904), p. 321/31.* En ce qui concerne les rapports de la méthode 
en question avec les anciennes utilisant la variation seconde, voir A. Kneser, 
Variationsrechnung20), p. 105. «A l'aide d'une généralisation de son théorème 
de l'enveloppe, A. Kneser [Soobs&ënija Charïkovskago matématiceskago Obscëstva 
(Communie. Soc. math. Kharkov) (2) 7 (1902), p. 253/67] a considéré, mais d'une 
manière peu satisfaisante, le cas où P[— P¡ , pour le problème de Lagrange 
[voir plus loin].* 

280) «Théorie des surfaces'9) 2, Paris 1889, p. 417/9; 3, Paris 1894, p. 86/8. 
Voir aussi n° 29.* 

281) Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste 3, Paris 1899, p. 322/3. 
«/. Hadamard [Calcul des variations8) 1, en partie, p. 110] adopte les dénomi
nations du texte.* 

282) Trans. Amer. math. Soc. 2 (1901), p. 166/82. «Cf. J. W. Lindeberg, Math. 
Ann. 59 (1904), p. 329/31.* 

Encyclop. des scienc. mathêmat. II 6· ^ 
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et défini-positif au point final P 2 = P / , où donc 

F(x2, yt, eos y, sin y) > 0 7 

pour toute valeur de y. Dans une étude approfondie et donnant une 
solution décisive à la question, H. Hahn283) montre que ces conditions 
sont inutiles et il établit l'existence de l'extrémé fort sans faire aucune 
restriction2 8 4). Il utilise à cet effet le procédé de Scheeffer [n° 17].* 

Dans le cas où Pt' est un foyer ordinaire ou en talon, le minime 
faible lui-même n'a plus lieu en ce point. G. Darioux28S) a montré 
que le minime dans un intervalle cesse certainement avant P / . 

Dans le cas du foyer absolu, toutes les extrémales issues de Pi 

passent par P / et donnent à l'intégrale prise entre P x P i la même 
valeur, qui est un minime large. 

S'il existe autour de P t ' des points par lesquels on ne peut faire 
passer aucune extrémale issue de P1} le minime cesse certainement 
au point Pj ' (on se trouve alors dans le cas du foyer ordinaire). 

Si la condition de Jacobi n'est pas vérifiée, même au sens large, 
il ne peut y avoir extremé, quel que soit l'ordre du voisinage, puis
que la variation seconde peut recevoir un signe arbitraire. Mais quand 
l'arc d'intégration est limité par deux points conjugués, l'extrémé 
est assuré pour un voisinage du second ordre, comme l'a montré 
J. Hadamard286). 

Depuis que K. Weierstrass et A. Kneser ont montré qu'on peut 
se passer de la variation seconde pour démontrer la nécessité des con-

283) „Sitzgsb. Akad. "Wien 118 II a (1909), p. 99/116. H. Hdhn [Math. 
Ann. 70 (1911), p. 110/42] a aussi traité, d'une manière détaillée, l'hypothèse 
Pj''= P 8 dans le cas de l 'eBpace. Bien que l'exposé de ce qui concerne la con
dition de Jacobi pour plusieurs inconnues soit fait au problème de Lagrange, 
voici les conclusions de S. Hdhn: pour le problème spatial, la question de l'exis
tence d'un minime pour un arc P1 P s , où P s est conjugué à P,, se ramène à 
un problème ordinaire de minime; si P, se trouve au delà du premier, mais 
en deçà du second point conjugué d e P t , l'are Pi P s fournit un extremé partiel, 
c'est-à-dire relatif aux seules courbes de comparaison qui contiennent au moins 
un point d'un certain domaine, tandis que dans le cas spécial où les deux zéros 
coïncident, l e minime cesse complètement au point conjugué. La condition de 
Jacobi pour le problème spatial avait été étudiée moins complètement par G. A. 
Bliss et Ch. M. Mason [Trans. Amer. math. Soc. 9 (1908), p. 440], à l'aide de la 
méthode de A. Kneser. Voir aussi Marión Ballantyne White [Trans. Amer. math. 
Soc. 13 (1912), p. 175 [1910]], pour la condition de Jacobi dans le problème 
spatial où une limite est variable [n° 33].* 

284) »Cf. J.Hadamard [Calcul des variations6) 1, p. 404] où sont résumées 
les mêmes idées.* 

285) Théorie des surfaces79) 3, p. 89/91. 
286) ^Calcul des variations6) 1, p. 410/2.* 
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ditions de Legendre et de Jacobi, et même pour la formation des 
conditions suffisantes de l'extrême, la méthode de la •variation se
conde a été souvent considérée, surtout à cause de son peu d'élégance, 
comme n'ayant plus qu'un intérêt historique. C'est peut-être à tort, 
car une démonstration à la fois générale et rigoureuse de la nécessité 
de la condition de Jacobi, à l'aide du théorème de l'enveloppe, est 
plus laborieuse que celle qui repose sur la considération de la varia
tion seconde. Toutefois, il résulte des travaux de H. Haltn181) que 
celle-ci n'est pas indispensable, même dans le cas le plus général de 
l'extrémé d'une intégrale simple [voir le problème de Lagrange]. 

Il y a minime limité281) si, h étant suffisamment petit et l'in
tervalle d'intégration étant divisé en parties égales ou inférieures à h, 

le minime a lieu lorsqu'on assujettit la ligne variée L à couper l'ex-
trémale considérée une fois au moins dans chacun de ces intervalles 
partiels. Ici il n'est plus question de condition de Jacobi. Les con
ditions du minime limité ont pour effet d'imposer à la ligne L un 
nombre arbitraire de sinuosités288). 

27. Existence d'une extrémale passant par un point dans 
une direction donnée, ou joignant deux points. .Pour construire une 
extrémale passant par un point donné, suivant une direction donnée, 
K. Weierstrass 2 8 9 ) introduit, comme paramètre, l'arc s. A cette fin, 
il adjoint à l'équation (6) [n° 12] la dérivée de la suivante 

x'2 + y'2=l, 

et résout par rapport à %", y" le système des deux équations diffé

rentielles du second ordre obtenu; le problème est ainsi ramené à 

traiter un système de quatre équations différentielles du premier ordre. 

Il est plus simple de se servir, comme le fait G. A. Bliss290) qui 

choisit aussi s comme paramètre, de l'angle 0 de la tangente avec 

l'axe des x, et d'utiliser l'équation (7) où intervient le rayon de cour

bure de l'extrémale. Les théorèmes d'existence des équations différen

tielles permettent de conclure que, si l'on a 

FiOo, y 0 , cos 0O, sin 0O) + 0, 

287) .La définition est due à D. Hiîbert, qui l'a donnée dans un cours pro
fessé à l'Université de Gottingue en 1901, mais le terme est de JS. R. Hedrick 
[Bull. Amer. math. Soc. 9 (1902/3), en partie, p. 12]; D. Hiîbert a employé la 
locution „Minimum in stùckweiser Variation".* 

288) tJ. Hadamard, Calcul des variations6) 1, p. 493/4.* 
289) .Dans un Cours professé en 1879; cf. A. Kneser, Variationsrechnungso), 

p. 100/3, 107/9; O. Bolza, Calculus of variations11), p. 121/3.* 
290) .Trans. Amer. math. Soc 7 (1906), p. 188 et suiv. Cf. O. Bolza, Variations

rechnung11), p. 212 et suiv., ainsi que p. 164 et p. 249.* 
fi* 
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on peut mener du point (x0, y0), dans la direction 0O, une extrémale 
et une seule, de classe C. Les valeurs initiales x0, y0, 00, pour les
quelles Fx est nul, sont dites singulières. 

Si P t (x1} yt) est un point intérieur au domaine B pour lequel 

Fi(Xi,yi, c o s Y, siny) + 0 
pour toute valeur de y (le problème est alors régulier dans B), on 
peut mener une extrémale et une seule de classe G', sans point mul
tiple, de longueur inférieure à une quantité l assignable, et allant de 
P x à tout point P 2 autre que P t situé dans un cercle ( P 1 ; r) de centre P t 

et de rayon r assignable, sans sortir de ce cercle, .qui forme autour 
du point Pj un champ (impropre) d'extrémales. On démontre, à 
l'aide de la construction de Weierstrass, que si Q < r et si Fx > 0 
pour toute valeur de y et pour tout point du cercle (P1) ç), celui-ci 
étant supposé être tout entier dans le domaine P , l'extrémale l12 

joignant le point Pt à un point P 2 , à l'intérieur du cercle, fournit à 
l'intégrale une valeur moindre (ou plus grande si au lieu de supposer 
Ft > 0 on se plaçait dans le cas où ç r et F1 < 0) que toute autre 
courbe ordinaire L menée de P t à P 2 en restant dans le cercle. Et, 
comme dans la proposition précédente, on peut déterminer deux quan
tités ï et r telles que de tout point P 2 , différent de Pj et situé dans 
le cercle (P j , r"), on puisse mener une extrémale et une seule A2 1 

allant en P1 et dont la longueur soit inférieure à V. En général, les 
extrémales /L 1 2 et 1^ sont distinctes. 

Soit P 0 un domaine borné et fermé, situé tout entier dans P; 
les quantités l, r, Z', / peuvent être choisies indépendamment de la 
position du point Px dans P 0 . Il est à remarquer que kn ne doit 
pas nécessairement se trouver tout entière dans B0. 

Enfin si, outre les hypothèses faites, on suppose que le problème 
est, dans le domaine R 0 , défini-positif (dans la terminologie de 
C. Carafhéodory, n° 22) et régulier-positif, c'est-à-dire tel que 

Fx {x, y, cos y, sin y) > 0 

pour toute valeur de y et pour tout point du domaineP 0, on peut assigner 
un nombre positif d tel que deux points quelconques P1, P s de P 0 , 
distants entre eux de moins de d, peuvent être joints par un arc d'ex-
trémale sans point multiple et fournissant à l'intégrale une valeur in
férieure à celle que donne toute autre courbe ordinaire Lp P située 
dans le même domaine Ra. 

O. Bolza391) dit que le domaine P 0 est extremal-convex quand 

291) .Variationsrechnung " ) , p. 276, 278.* 
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292) „ Calculus of variationsll), p. 146.* 
293) „Trans. Amer. math. Soc. 6 (1904), p. 113/25; Bull. Amer. math. Soc. 13 

(1906/7), p. 321/4. Voir aussi, pour le cas particulier des géodésiques, G. Dar-
boux, Théorie des surfaces*80) 2, p. 407/9. La démonstration de G. A. Bliss est 
basée sur une extension du théorème de E. Picard sur l'existence d'une intégrale 
d'une équation différentielle du second ordre prenant pour deux valeurs données 
de la variable indépendante deux valeurs arbitraires assignées.* 

294) „Variationsrechnung11), p. 270/5.* 
295) „0. Boisa, Math. Ann. 63 (1907), p. 247; Calculus of variations p. 175; 

Variationsrechnung11), p. 160.* 
296) „Voir O. Bolza, Variationsrechnung11), en partie, p. 294.* 
297) „Math. Ann. 62 (1906), p. 481/9. Voir n° 6G.* 

on peut assigner une quantité positive c* <i ç telle que pour deux 
points quelconques P 1 ? P 2 de B0 distants entre eux de moins de 
l'extrémale l 1 2 , la plus courte de celles qui joignent Px à P 2 , est 
tout entière dans B0. 

Si l'extrémale P ^ j se trouve elle-même tout entière dans la 
région R0, elle fournit un minime par rapport à toutes les courbes 
ordinaires joignant Px à P 2 dans R0. Cela a toujours lieu si ce do
maine est extremal-convex et si d est suffisamment petit. 

On peut donc toujours joindre les deux points limites de l'arc 
d'intégration par une extrémale fournissant un extremé, si la fonction 
sous le signe f satisfait à certaines conditions et si les points sont 
suffisamment rapprochés. Ce théorème d'existence, que O. Bolea*9*) 
appelle „théorème de l'existence d'un extremé im Klcinen", est dû à 
K. Weierstrass, qui avait donné quelques indications en 1879, dans un 
de ses cours professé à l'Université de Berlin. G. A. Bliss223) en a 
établi la première démonstration détaillée. 

La difficulté résulte de ce que le champ d'extrémales passant par 
Px présente une singularité en ce point et qu'on ne peut invoquer le 
théorème classique sur les fonctions implicites. 0. Boisa29*), observant 
que les coordonnées polaires présentent à l'origine la même singularité 
que les extrémales issues d'un point fixe (noter que cela n'a lieu que 
pour n = 2) , tourne la difficulté en introduisant ce système de coor
données et en utilisant une extension29") du théorème sur les fonctions 
implicites. Il montre d'ailleurs que le minime a encore lieu lorsque 
les courbes acceptables sont de classe h226). 

G Carathéodory291) démontre que, quand il y a des extrémales 
en général fortes, le point P t peut être joint à tout point suffisamment 
voisin par une extrémale régulière ou brisée [n° 36] et par une seule, 
cette extrémale fournissant un extremé fort. 
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J. Hadamard298) montre que le théorème n'a plus lieu, en général, 
pour le problème isopérimétrique. 

L. Tonelli296*) apporte une importante contribution au théorème 
d existence. Il utilise la propriété que possède l'intégrale d'être une 
fonction semi-continue de la ligne d'intégration si le problème est régulier. 

Le problème de la jonction de deux points par une extrémale 
et de la construction d'un champ dans l'espace à trois dimensions, 
l'intégrale U2 étant sous forme paramétrique, a été traité par G. A. Bliss 
et Ch. M. Mason299)} mais surtout dans le cas de limites variables 
[n° 33], où la difficulté en question ne se rencontre plus; ensuite par 
E. G. Bill300) et par J. Hadamard301). 

Le raisonnement de J. Hadamard est général et s'applique sans 
modification au cas où le nombre des coordonnées est supérieur à trois, 
tandis que les démonstrations de G. A. Bliss293) et de O. Boisa292) ne 
sont pas susceptibles de généralisation pour n > 1. L'idée essentielle 
de la méthode consiste à appliquer un nouveau théorème sur les 
fonctions implicites8 0 2), différent de celui qu'utilise 0. Bolza. 

La marche de A. Szücs303), exposée en détail pour n = 2, est 
moins longue, mais applicable, elle aussi, pour n quelconque; elle 
repose sur un choix particulier de coordonnées non cartésiennes et 
sur l'extension du théorème sur les fonctions implicites due à 
O. Bolza295). A. Szücs étend ses recherches au cas du point initial mobile 
et applique sa méthode à une question de mécanique relative au prin
cipe de la moindre action sous la forme de Jacobi 8 0 4). 

298) «Ann. Éc. Norm. (3) 24 (1907), p. 204/6.* 
298*) «Rend. Cire. mat. Palermo 32 (1911), p. 297 et suiv.; 35 (1913), p. 1 

et suiv. [1912].* 
299) «Trans. Amer. math. Soc. 9 (1908), p. 444; 11 (1910), p. 325 40.* 
300) «Bull. Amer. math. Soc. 15 (1908/9), p. 374 8.* 
301) «Calcul des variations6) 1, p. 114 et suiv., en partie, n08 110/3. Pour 

l'intégrale sous forme ordinaire, voir p. 115.* 
302) «Id. note A, p. 497/5, où sont complétés les résultats sur l'existence des 

fonctions implicites. J. Hadamard arrive au résultat en faisant un grand nombre 
de changements de coordonnées et en prenant, après chaque transformation, la 
variable x comme paramètre, ce qui présente un inconvénient signalé par E. G. 
Bill; mais ce n'est là qu'un artifice de pure forme et qui n'est pas essentiel; le 
tout est d'observer que la fonction est régulière (au sens de J. Hadamard) autour 
de chaque extrémale issue du point donné, et d'en conclure, à l'aide du théorème 
en question, que le faisceau est régulier tout autour du point donné, ce qui résout 
la difficulté.* 

303) «Mathematikai és Physikai lapok (Budapest) 19 (1910), p. 323 39; trad. 
française par l'auteur, Math. Ann. 71 (1912), p. 880,91.* 

304) «Voir plus loin le chapitre consacré aux applications du calcul des 
variations [n° 87].* 
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E. G. .Billm) établit le théorème d'existence pour n = 2 (cas de 
l'espace) en le démontrant d'abord pour l'extrémé „im Kleinen", puis 
d'une manière générale (extrême „im Grossen") en s'appuyant sur le 
premier cas. L'étude des conditions suffisantes pour le minime dans 
un intervalle s'y rattache. E. G. Bill suppose pour cela que le champ 
est extremal-convex- L. Tonelli*05*) ne fait pas cette restriction [n° 66]. 

Pour l'intégrale JW } la question de l'existence d'un champ d'extré-
males est exposée par J. Radonso6)f en représentation paramétrique307).* 

28. Le théorème d'Osgood. tW. F. Osgood'608) a montré qu'on 
peut assigner une limite inférieure à la différence entre l'intégrale 
minimée et l'intégrale variée. Supposons en effet que 3 0 8 ) X soit un 
arc P1P2 d'extrémale, sans point multiple, pour lequel les conditions de 
Legendre et de Jacobi, au sens strict, ainsi que celle de Weierstrass 

S(x, y; X, Y, x, y') > 0 

sont remplies, et qu'en outre pour toute valeur y on ait 

(26) F, (x„ yv cos y, sin y) > 0 (¿ = 1,2); 

il existe alors une région R contenant l'arc X et telle qu'à tout domaine 
S, contenant strictement à son intérieur l'arc Pt P2 et dont la frontière 
est intérieure au sens strict à R, correspond un 'nombre positif ss 

tel que 

pour toute ligne ordinaire L allant de Px à P 2 et qui, tout en étant 
intérieure à R, n'est pas intérieure à S* 

Le théorème est vrai pour les intégrales généralisées au cas de 
courbes variées de classe fc, comme le montre 0. BolzaS10). 

305) «Trans. Amer. math. Soe. 13 (1912), p. 50/8.* 
305*) «Rend. Cire. mat. Palermo 35 (1913), p. 22/5 [1912].* 
306) «Sitzgsb. Akad. Wien 119 IIa (1910), p. 1257, en partie, p. 1280.* 
307) «Le théorème établi par G. A. Bliss29S) est utilisé par L. Tonelli [Atti 

R. Accad. Lincei Rendic. (5) 211 (1912), p. 251'8, 332/4] pour résoudre le problème 
de mécanique céleste consistant à rechercher des critères d'existence des orbites 
périodiques, question se rattachant, notamment à l'étude des extrémales fermées 
[n° 35]. Voir le chapitre du présent article consacré aux applications. Au sujet 
des questions d'existence, voir encore ce qui concerne l'extrémé dans un intervalle, 
les limites variables, les solutions discontinues, le problème isopérimétrique, 
celui de Lagrange, et les intégrales doubles.* 

308) Trans. Amer. math. Soc. 2 (1901), p..273 et suiv. 
309) «L'énoncé du texte, sous la forme donnée par S. Hahn, montre l'ana

logie avec le théorème correspondant pour les extrêmes ordinaires.* 
310) «Variationsrechnung "), p. 294.* 
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0. Boisa311) et E. Goursat312) ont simplifié la démonstration de 
W. F. Osgood, .mais la plus aisée et la plus élégante de toutes est 
due à H. Hahn313), qui s'appuie sur une méthode de L. Scheeffer [n° 17]. Il 
montre que la condition (26) est superflue excepté pour les points extrêmes.* 

.La démonstration due à E. E. Levi de ce que la condition de 
Weierstrass est suffisante fournit aussi la démonstration du théorème 
d'Osgood 8 1 4). 

H. Hahn démontre d'ailleurs que le théorème a lieu pour le cas 
général de l'extrémé lié [voir n° 55]. 

O. Bolza315) établit le théorème pour le cas d'un point variable, 
en utilisant les coordonnées curvilignes de A. Kneser [n° 29]. Cette 
généralisation est presque évidente. 

C. Carathe'odory316) expose la modification du théorème d'Osgood 
pour l'extrémé „im Kleinen" 3 1 7). Si le problème est régulier dans 
un domaine fermé et borné P 0 , on peut assigner un nombre positif d 
tel que non seulement deux points appartenant à cette région et de 
distance inférieure à d puissent être joints par un arc d'extrémale mi-
nimant l'intégrale, mais aussi tel qu'à toute région S contenant cet arc 
et tout entière dans le cercle (P, , d), corresponde un nombre positif ss 

pour lequel tout arc de courbe ordinaire L joignant P j P 2 et tout 
entier dans (Pj , d), mais pas dans S, donne 

Tous les résultats de ce genre sont compris comme cas particu
lier dans le suivant qui a été établi par H. Hahn318): pour tout are 
d'extrémale qui fournit un extrême faible et dans les environs duquel 

311) Trans. Amer. math. Soc. 2 (1901), p. 422/7. 
312) Id. 5 (1904), p. 110/2. 

313) .Monatsh. Math. Phys. 17 (1906), p. 63/77. Cf. J. Hadamard [Calcul 
des variations6) 1 , p. 477 et suiv.] qui a esquissé [Bull. Soc. math. France 33 
(1906), p. 80] la démonstration de H. Hahn indépendamment de celui-ci.* 

314) .Atti K. Accad. Lincei Bendic. (5) 20II (1911), p. 469; pour la représen
tation paramétrique, id. (5) 21 I (1912), p. 35 (Texte et note de G. Loria).* 

315) .Trans. Amer. math. Soc. 2 (1901), p. 422/7; cf. Variationsrechnung11), 
p. 356.* 

316) .Math. Ann. 62 (1906), en partie, p. 490/2. Il y est aussi question (en 
utilisant certains résultats de G. A. Bliss, Trans. Amer. math. Soc. 5 (1904), 
p. 113 et suiv.) du théorème pour le cas des extrémales brisées [n° 36].* 

317) .Cf. O. Bolza, Variationsrechnung "), p. 283/4. Il oppose „im Kleinen" à 
„im Grossen".* 

.318) .Festschrift Heinrich Weber zu seinem siebzigsten Geburtstag, Leipzig 
1912, p. 95/110. La propriété est établie immédiatement pour le cas du problème 
de Lagrange [n° 5 7 ] . Pour J™, voir Monatsh. Math. Phys. 24 (1913), p. 27/32.* 
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la fonction S a un même signe, le théorème d'Osgood est applicable 
sans restriction.* 

A. Kneser313), étudiant la chaînette comme figure d'équilibre d'un 
fil pesant homogène, montre que, si le fil sort d'un domaine limité 
donné, l'accroissement de l'énergie potentielle possède une limite in
férieure différente de zéro. „Ce théorème rentre, comme cas particulier 
(problème isopérimétrique spécial), dans le théorème d'Osgood. Les 
méthodes de H. Hahn et de J. Hadamard peuvent être considérées 
comme inspirées de celle de A. Kneser* 

the théorème n'a lieu, en général, que pour les intégrales sim
ples; toutefois, G. Fubini a indiqué une extension possible pour les 
intégrales multiples8 2 0). 

L. Toneïli321) se basant sur la notion de semi-continuité, donne une 
importante généralisation du théorème pour les intégrales simples. 

J. Hadamard322) applique les considérations du théorème d'Os
good à l'objection de P. du JBois-Reymond [n° 10].* 

29. Méthode de Darboux-Kneser 3 2 2»). tG. Darloux322b) a, indé
pendamment de K. Weierstrass, donné une méthode pour établir les 
conditions suffisantes pour les problèmes se rattachant aux lignes les 
plus courtes entre deux points sur une surface, et à certaines questions 
de mécanique. A l'aide des coordonnées curvilignes de Gauss (coor
données géodésiques parallèles), il établit un système de coordonnées 
se rattachant à la théorie des équations aux dérivées partielles et il 
introduit la notion de famille orthogonale de trajectoires. Il obtient 
pour l'élément de l'intégrale une forme simple, surtout dans le cas de 
l'action maupertuisienne323). 

La question se ramène à étudier le signe d'une fonction qui est 
étroitement liée à la fonction S de Weierstrass; d'ailleurs, les deux 
méthodes peuvent se ramener l'une à l'autre. 

319) J. reine angew. Math. 125 (1903), p. 189/206, en partie, p. 191. Cf. la 
méthode de G. Lejewne Dirichlet relative aux systèmes à nombre fini de degrés 
de liberté [cf. IV 1]. 

320) tVoir, dans cet article, le chapitre consacré aux intégrales doubles ou 
multiples [n° 63].* 

321) „Rend. Cire. mat. Palermo 35 (1913), p. 19/22 [1912].* 
322) ^Calcul des variations6) 1, p. 484 et suiv.* 
322*) „ Cette dénomination est due à J. Hadamard, Calcul des variations6), 

p. 381.* 
322b) Théorie des surfaces 8 8 0 ) 2, p. 412/9, 448, 522/3; 3, p. 89/91. G. Dar-

boux a commencé à exposer sa méthode dans un cours professé en 1866/7 au 
Collège de France. 

323) %Voir ce qui est relatif à l'action [n°s 87, 88].* 
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324) Variationsrechnung20), p. 49 et suiv. 
325) «G. Carathéodory, Math. Ann. 62 (1906), p. 449; J. Hadamard, Calcul des 

variations6), p. 384/5.* 
326) Variationsrechnung50), p. 46/9; voir aussi, p. 175/80. 
327) «C E. Stromquist [Trans. Amer. math. Soc. 7 (1906), p. 175 et suiv.] 

a recherché dans quels cas la transversalité se confond avec l'orthogonalité. Voir 
au „probleme inverse" [n° 73].* 

328) G. F. Gauss, Disquisitiones générales circa superficies curvas, Commentât. 
Soc. Gott, récent. 6 (1823/7), éd. 1828, p. 99/146 (mém. n° 4), en partie. § 16; 
Werke 4, Göttingue 1880, p. 241 «Ce théorème, fondamental en géométrie des 

Pour établir la condition de Jacobi dans le cas des géodésiques, 
G. Darboux utilise le théorème sur l'enveloppe d'une famille de telles 
lignes. A. Kneser324) a généralisé la théorie de Darboux au cas de J^'K 
Sa méthode, comme celle de Weierstrass, ne nécessite pas la recherche 
de la variation seconde, et elle est valable dans le cas d'un point 
extrême variable [n° 33]. La méthode Darboux-Kneser a l'inconvénient 
d'exiger que l'élément de l'intégrale garde un signe constant sur les 
courbes acceptables, mais si les points extrêmes sont fixes, cette hypo
thèse est vérifiée grâce à une transformation simple, si la fonction S 
de Weierstrass a un signe constant326).* 

Si l'on compare la valeur de l'intégrale j \ sur des extrémales 
voisines, la variation dJj se réduit aux termes aux limites {Grenz-
glieder), indépendants du signe intégral. Ils résultent du déplacement 
des points extrêmes. En chaque point du champ, il y a une direction 
de déplacement pour laquelle les termes aux limites s'annulent. Les 
courbes qui, en chaque point, ont cette direction recouvrent tout le 
champ sans duplicature, comme les extrémales. Ce sont les transver
sales [n° 33]. 

A. Kneser326) démontre le théorème de transversalité, en vertu du
quel tous les arcs d'extrémales du champ, compris entre deux trans
versales, donnent même valeur à l'intégrale J~v ^Inversement, si, 
sur différentes extrémales d'une famille, à partir des points de ren
contre avec une transversale, on prend d'un même côté (où t croît, par 
exemple) des arcs qui donnent tous même valeur à l'intégrale, les points 
obtenus se trouvent sur une même transversale de la famille.* Dans 
le cas des géodésiques, les transversales deviennent les trajectoires 
orthogonales3 2 7), et le théorème de transversalité est par conséquent 
une généralisation du théorème d'orthogonalité de G. F. Gauss sur les 
lignes géodésiques, lequel conduit aux coordonnées géodésiques paral
lèles 3 3 8). «Si une des courbes dégénère en un point, on est ramené aux 
coordonnées polaires géodésiques de Gauss329).* 
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Les extrémales et les transversales définissent ainsi, dans le champ, 
un système de coordonnées curvilignes, où A. Kneser considère comme 
coordonnées le paramètre v = a de la famille d'extrémales et la valeur 
u = W(x, y) de l'intégrale J x prise le long d'une extrémale depuis 
une transversale fixe jusqu'à un point final variable; elle est dite l'inte

grale de champ (Feldintegral). «Ses dérivées partielles sont données 
par les formules 

où p et q désignent les cosinus directeurs de la tangente positive menée 
au point (x, y) à l'extrémale329a).* 

«La transformation définit une correspondance univoque entre un 
domaine du plan (x, y) et le domaine correspondant du plan (u, v): 

les droites u = c t e , v = c*6 du plan (u, v) correspondent, dans le plan 
(oc, y), respectivement aux extrémales et aux transversales de la famille, 
et inversement. 

A l'aide de cette transformation, la quantité AJ", différence entre 
l'intégrale prise le long d'une extrémale du champ et le long d'une 
courbe de comparaison quelconque L tout entière dans le champ, s'ex
prime aisément par la fonction S de Weierstrass, prise sur la courbe L. 

Les coordonnées curvilignes à introduire dans le cas de n quel
conque sont les n paramètres dont dépend une extrémale du champ, 
joints à l'intégrale prise sur cette extrémale à partir de sa rencontre 

surfaces, est à rapprocher du théorème de dynamique dû à W. Thomson (lord Kelvin) 
et P. G. Tait et d'après lequel la trajectoire correspondant à une même valeur 
de la force vive, normale à une surface, l'est à une infinité d'autres. Pour les 
rayons lumineux se propageant en milieu isotrope, le théorème homologue est 
celui de Malus, qui s'étend à la réfraction en milieu anisotrope, l'orthogonalité 
étant alors remplacée par la transversalité ; les surfaces transversales représentent 
les positions successives d'une onde lumineuse [cf. n° 89].* 

329) G F. Gauss3™), p. 239/41 (§ 15). 
329") ^O.Bolza [Variationsrechnung11), p. 256] appelle ces formules les for

mules de Hamilton, réservant la dénomination de formules générales de Hamilton 
à celles qui expriment les dérivées partielles de VExtremalenintegral [n° S2]. 
En représentation non paramétrique, les formules s'écrivent 

dW 
dx 
dw 
dy Fy.(x, y,p, q), 

Fx,(x, y, p, q), 

cW . . . 

Elles ont été données par F. Beltrami [n° 23].* 
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arec une transversale du champ, les surfaces J = const. étant aussi 
transversales au champ d'extrémales. 

Le système de coordonnées de A. Kneser a des liens avec la théorie 
de Jacobi-Hamilton [n° 69] . 

On peut considérer comme faisant partie de la théorie de Kneser, 
le théorème de l'enveloppe, qui a été exposé précédemment [n° 26].* 

30. ^Généralisations de la théorie de Darboux-Kneser. L'idée 
féconde d'étendre les théories sur les géodésiques en vue d'obtenir des 
conditions nécessaires et suffisantes pour extrémer l'intégrale Jx [n° 29], 
a été poussée plus avant. Ainsi la théorie de Darboux-Kneser a été 
généralisée de différentes manières: par G. A. BlissS2ai), à l'aide de son 
extension de la notion d'angle, et surtout par G. Landsbergsi9c) au moyen 
d'une généralisation, due à 0. Bonnet, du théorème de Gauss sur la 
courbure totale, et à l'aide des notions de courbure extrémale d'une 
courbe en un point, de courbure du champ en un point, et de courbure 
totale d'un domaine. 

G. Landsberg prend sur une surface, comme courbes paramétriques, 
une famille de lignes géodésiques (q = const.) et leurs trajectoires ortho
gonales (p = const.), et il choisit p comme longueur d'un arc d'une 
géodésique compté à partir d'une trajectoire fixe; le carré de l'élément 
linéaire s'exprime, dans ces conditions, de la manière suivante: 

ds2 = dp2 -f- m*dq2. 

Si -9· désigne l'angle que l'élément linéaire ds d'une courbe passant 
par le point (p, q) fait avec la ligne paramétrique q — const. passant 
par le point (p, q) et si p^ est la courbure géodésique de la courbe, on a 

(27) *L = d& + mdq. 

La courbure de la surface est 

h = — 1 » . . 
m P 

De ces formules on conclut ce qui suit: si l'on déplace tous les points 
d'un are de courbe L0, sur la surface, perpendiculairement à La et 
d'une même quantité s, la longueur de L0 est une fonction S0(e), et 
l'on a 

ds° = fÉ±, dls°^—fhds 
de J Qg de* J 

329b) „Trans. Amer. math. Soc. 7 (1906), p. 184/96.* 
329°) »Jahresb. deutsch. Math.-Ver. 16 (1907), p. 36/46, 547/51; voir un exposé 

3>lus complet: Math. Ann. 65 (1908), p. 313/49.* 
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J > 

qui ne dépend pas des coordonnées, est appelée la courbure du champ 
au point (x, y). 

En intégrant 

d® 

suivant une courbe fermée et en appliquant le théorème de Green, 
on obtient l'égalité 

fÉL-fde-FND., 
(«) (·«) (ff) 

D'où une définition intrinsèque de la courbure géodésique et de la 
courbure de la surface. 

S'il s'agit d'extrémer JFdt, il y a, au lieu de ds, la fonction Fdt, 

et, au lieu de la courbure géodésique, l'invariant 

T 

•\/I\F> 

De même, à la formule (27) on peut faire correspondre une différentielle 
exacte 

d@(x, y, x, y') 
telle que 

— d® 

ne contienne plus que les différentielles dx, dy; et l'on a 

®(x, y, x, y') =J(x'dy — y'dx')}/^--

La différence 
y,x', y') — ®(x> y, V> %') 

est, par définition, Vangle des directions (x', 'if) et (x0', j / 0 ' ) passant 
par le point (x, y). 

Si, dans l'expression 
d s -d® = Sdt, 

la fonction S est linéaire en x', y': 

S^Px'+Qy, 

et si J est un invariant tel que 

J(dxôy — dyâx) = dm 

puisse être considéré comme la mesure de l'aire de l'élément de sur

face correspondant au point (x, y) et aux différentielles 

(dx, dy), (dx, ôy), 
l'expression 

Pv-Q„ 
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généralisant le théorème de Bonnet. Le second membre représente 
la courbure totale d'un domaine G dont R est le contour. 

G. Landsberg applique ces considérations spécialement au problème 
de variations pour lequel la condition de transversalité [n° 33] a la 
forme 

Aôx + Bôy = 0, 

A et B étant des polynômes homogènes de degré m en x', y. 

Si 
Ax'+ By'= (L0x'+ M.y'XL.x'+ Mxy') . .. (Lmx'+ Mmy'), 

on a 

F - (L0x' + M.yJ^L.x + i l f l 2 / > • · · {Lmx + MmyJm 

0"o + rx+ · · · + rm = 1). 

G. Landsberg discute en détail le cas où, pour des facteurs linéaires 

réels de F, on a 

m=l, r0 = ri = ^ 
(forme de G F. Gauss pour l'élément linéaire).* 

31. «Invariants. A. L. Vnderhill330) et G. Landsberg331) ont fait 
des recherches relatives aux invariants de la fonction F(x, y, x, y') 
(supposée positivement homogène par rapport à x'; y') pour les trans
formations ponctuelles 
(28) 

qui forment un groupe 3 3 2). Soit G(u, v, u'} v') ce que devient la 
fonction F(x, y, x', y) par cette transformation. Un invariant absolu 
de F est une expression contenant en général x, y, x, y, la fonction F 
et ses dérivées partielles, et qui ne change pas lorsqu'on remplace F 
et ses dérivées par G et les dérivées correspondantes, et x, y et leurs 
dérivées (par rapport à t) par u, v et les dérivées correspondantes. 
L'invariant est d'indice Q si, par la transformation indiquée, il est 
multiplié par le déterminant fonctionnel (supposé différent de zéro) 

d y) 
o{u, v) 

élevé à la puissance o. 

330) «Diss. Chicago 1907; Trans. Amer. math. Soc. 9 (1908), p. 316/38.* 
331) «Math. Ann. 65 (1908), p. 329 et suiv.* 
332) «Déjà 8. Lie [Math. Ann. 24 (1884), p. 569 et suiv.] avait posé la 

question de trouver tous les invariants pour un groupe déterminé de trans
formations (28) et l'avait résolue pour le cas de x variable indépendante, dans 
sa théorie générale des groupes infinis continus. Pour le cas particulier des 
géodésiques, K. von Zorawski [Acta math. 16 (1892/3), p. 1/64] a exposé en détail 
la méthode de S. Lie, Voir aussi des remarques de A. Hirsch [Math. Ann. 50 
(1898), p. 429] et de G. Hamel, Diss. Gottingue 1901, p. 89.* 

X = JL(M, V) 

y = Y(u, v) 
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A. L. Underhill montre que Fl et T de K. Weierstrass [n° 12] 
sont des invariants respectivement d'indices 2 et 1. 

S'il y a une série de variables cogrédientes 
x > y > % > y > 

on peut considérer des invariants qui renferment aussi x , yx, etc.; il 
y a notamment la fonction 

x'y — y'x\ 
ensuite l'expression 

x'FAx, y, x, y') + yFAx> y> x'' y')' 
qui se présente dans la Condition de transversalité [n° 33], enfin la 
fonction de Weierstrass 

&{x, y, x, ij, x\ y). 

De là résulte l'invariance de la condition de Weierstrass [n° 24]. A. 
L. Underhill l'établit aussi pour celle de Jacobi. 

A l'aide d'un invariant qui ne renferme, de la seconde série de 
variables, que £, y , et cela d'une manière homogène, on obtient un 
invariant ne contenant que les variables de la première série si l'on 
remplace xy et y' respectivement par 

FAx> y' x'> y')> — F*-(x> y > x> 
En dérivant par rapport à t un invariant absolu, on trouve un 

autre invariant absolu; de même par l'opération â. 
A. L. Underhill l'étudié comme moyen de formation d'invariants, 

et la considère dans ses rapports avec la théorie de la variation se
conde [cf. n° 19]. Cette opération conduit à des invariants dans les
quels les variables x, y et leurs dérivées jouent le même rôle que les 
variables x , y, £x, y\ . . . . En appliquant ce procédé â à Tw, où 
iv = y'ôx — x'ôy, on est conduit, après maintes transformations, à 
l'invariant absolu 

®(x,y,x', y', x", y", x", y", âx, ây) 

où II représente la fonction F1 de Weierstrass, où ensuite 

ra = (y'ôx - x'ôy) • 

et 
A = Tx + ^(Hy"), 

dt 
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(AFt,-BF,) + ( ? H . - f B ) 

2 F-Hl y'XH dt \ H ) l *' \ H dt\HJ)] 

Par un procédé très simple, Th. De Donder obtient cet invariant 
absolu Je pour le cas où F dépend de x, y et des dérivées x\ y', 
x", y", . . . d'un ordre quelconque; le même procédé s'applique encore 
s'il y a plusieurs variables indépendantes [cf. n° 71]. 

A. h. Underhïll et G. Landsberg considèrent aussi des fonctions 
qui sont invariantes simultanément pour une transformation (28) et 
pour une transformation paramétrique acceptable. Ce sont 

g - T 
HÍF§ 

fonction que G. Landsberg appelle courbure extrémale (extrémale Krüm-
mung) en un point (x, y) de la courbe considérée X, et 

V =<oF^, 

invariant donné par A. L. Underhïll; d'où aussi SV. 
A l'aide de cette expression, on obtient, par application du procédé 

d, un invariant & 0 ! analogue à <Z> et qui resto aussi invariant pour une 
transformation paramétrique; on en déduit un invariant jouissant des 
mêmes propriétés et analogue à 7Î: 

K(x, y>x, y'j x"> y", x " , y") 

1 r 7 / . , , , · , ,„ 1 (F" 3 F'\{ 

I T_ [HyFx, — gg, Fyr\ , 

" r 2 H í " L s J • * ' 
qui le long d'une extrémale se réduit à la fonction 

0 _ F*Li i \ a 2 Ft Fl 2 F + 4 i , ! J* 
A l'aide de ft0 on peut exprimer d'une manière simple la variation 

seconde de l'intégrale [n° 19]. De cette expression, A. L. Underhïll332*) 
conclut que si 7Î0 < 0 le long d'un arc d'extrémale, il n'y a pas de 
point conjugué sur cet arc; si 

0 < f <a* 

332*) „Bull. Amer. math. Soc. 15 (1908/9), p. 379/84.* 

Si l'on y remplace Sx, dy par Fyl, — F# et si l'on divise par — B^F, 
on obtient l'invariant absolu 

Kx> y, x> y> x"> y", x'"> y'") 
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le long d'une extrémale, il n'y a de minime pour aucun arc le long 
duquel J dépasse sra; si enfin 

tout arc pour lequel J < h fournit à l'intégrale un minime (faible). 
La fonction S n'est autre, dans le cas particulier des géodésiques, 

que la courbure géodésique fcp devient la courbure gaussienne 

de sorte que la propriété d'après laquelle ô2J > 0 dès que îc0 < 0 le 
long d'une extrémale, généralise le théorème consistant en ce que les 
géodésiques d'une surface à courbure négative n'ont pas de point con
jugué [n° 78]. Quant à l'invariant k0, il peut s'exprimer ainsi: 

K = T - i (~h) * 
Si l'on choisit pour u et v les coordonnées de Kneser pour les 

extrémales du faisceau v = const., on a plus simplement 

h _ _ ± S s h i 

où 
h(u, v) = (?1(M, V, + 1, 0) . 

Limites variables833). 

32. Premières recherches. Méthode de différentiation. „Le 

premier problème de limite variable qui ait été considéré est celui 
de la brachistochrone avec point initial mobile, question dont s'est 
occupé Jacques JBemoulli334'). Pour traiter le cas des limites variables, 
on peut suivre trois méthodes : celle de différentiation, celle de variation, 
enfin la méthode de Kneser [cf. n° 29].* 

Les premières idées de la méthode de différentiation ont été 
émises par S. D. Poisson et par C. G. J. Jacobisss'); mais le procédé a été 
exposé en détail pour la première fois par A. Mayer336*), qui considère 
aussi les termes du second ordre, pour le problème de Lagrange [n° 56]. 
„Dans cette méthode, on résout d'abord le problème pour des limites fixes 
mais indéterminées, et l'on calcule ensuite, en les considérant comme 

333) „11 n'est question ici que d'extrémé libre. Les problèmes isopérimé-
triques avec limites variables sont traités au n° 45. Voir [n° 56] le cas des limites 
variables dans le problème de Lagrange.* 

334) „Voir le n° 84, dans les applications.* 
335) „Cf. J. Dienger, Grundriss der Variationsrechnung, Brunswick 1867, p. 27.* 
335») Ber. Ges. Lpz. 36 (1884), math. p. 99 et suiv.; 48 (1896), math. p. 436 

et suiv. 
Encyclop. des Bcieac. mathêmat. I I 6. 6 
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fonctions des coordonnées des extrémités, les constantes d'intégration 

ainsi que l'intégrale 

5(#i> %2> Vî) 

prise de Pj à P s . 0. Bolza appelle cette intégrale Y Extremaleninte-

gràlSBbb). On a alors à extrémer la fonction S en tenant compte des 

conditions données* La méthode de différentiation ramène donc le 

problème à une question d'extremé ordinaire3 3 6). Cela tient à ce que 

l'on compare la courbe cherchée X à des extrémales. 

Il est clair que ce procédé donne des conditions nécessaires, mais 

rien ne prouve qu'elles soient suffisantes337), et les objections faites par 

G. Erdmannsss) à la méthode de différentiation sont justifiées. «Toute

fois elle peut conduire, mais dans un sens restreint seulement, à des 

conditions suffisantes si l'on combine les conditions suffisantes pour 

les extrêmes ordinaires à celles pour les extrêmes du problème de 

variation où les extrémités de l'arc d'intégration sont fixesss9).* 

335 b ) «Ou encore O. Boisa [Variationsrechnung ") , p. 309] „extremaler Ab-
stand de P1 à P4", Pour les lignes géodésiques, c'est la distance géodésique 
des points Pt, P 4; voir G. Darboux, Théorie des surfaces580) 2, p. 434/7. L'Fx-
tremalenintegral avait déjà été considérée par W. B. Samilton [Philos. Trans. 
London 125 (1835), p. 99] qui l'appelle principal function [cf. n° 69], et en donne 
les dérivées partielles 

g^- Fx,(Xl, Vi,Pi, ^ ^ — F9,(pel,y1,p1,qi), 

3 3 8 3 
^ = Fx,(x1, yt,pt, fe), g = Fy,{xi, yî,pî, &), 

où Pu Qi, Vî > désignent respectivement les cosinus directeurs des tangentes 
positives menées à l'extrémale en P1 et P s . Ces expressions, que O. Bolza ap
pelle formules générales de Samilton, généralisent les formules de Hamilton donnant 
les dérivées partielles de la „Feldintegral" [n° 29]. Les dérivées secondes de la 
fonction Q ont été calculées par A.Dresden, Trans. Amer. math. Soc. 9 (1908), 
p. 476; elles sont invariantes pour une transformation paramétrique quelconque.* 

336) «Avant A. Mayer, A.Cayley [Proc. London math. Soc. (1) 3 (1869/71), 
p. 221/2 [1871]; Papers 7 , Cambridge 1894, p. 263] avait résolu un problème 
isopérimétrique particulier en le ramenant à une question d'extrémé ordinaire.* 

337) «Il arrive que la méthode donne des conditions suffisantes. C'est le cas, 
par exemple, de la ligne la plus courte entre deux courbes données, problème 
pour lequel, l'„Extremalenintegral" étant 

!/(*,-*,)'+<&-».)*, 
la fonction à minimer par les procédés du calcul différentiel est la fonction 

V[x(a) - «,]»+ [ W ^ J ? 

de la variable a* 
338) Z. Math. Phya. 23 (1878), p. 864. 

339) «(9. Bolza, Calculus of variations11), P- 113.* 
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I. Todhunter340) a, le premier, exprimé explicitement la variation, 
qui est un infiniment petit du second ordre, dans un cas spécial de 
limites variables. G. E. Lundstrôm34,1) s'est occupé des conditions suf
fisantes pour extrêmes dans le cas des points limites mobiles, mais 
ses recherches ne sont pas rigoureuses842). 

G. ErdmannMB) a alors utilisé les variations d'ordre supérieur. 
Introduisant les quantités qui interviennent dans la transformation 
Jacobi-Hesse [n° 16], il calcule d2*/,, dont l'expression est compliquée. 
«Cr. A. Bliss34*), procédant d'une manière tout à fait analogue à celle 
de K. Weierstrass pour le cas des deux points limites fixes [n° 19], 
recherche d^JjW, un point extrême étant variable.* 

G.Erdmann, à l'aide de son expression pour d2J~lr donne des con
ditions qu'il croit suffisantes, en général, pour extrémer, les limites de 
la ligne d'intégration étant variables. Il applique sa méthode aux cas 
de la ligne la plus courte entre un point et une courbe, et entre- deux 
courbes-, «pour ces problèmes particuliers, il donne respectivement la 
condition 3 4 6) du foyer et la condition de Bliss [n° 34].* Il traite aussi 
la question suivante: on donne une courbe C et sur elle un point PL; 
déterminer un second point P 2 sur C, et une courbe P1P2 de longueur 
donnée, de manière à maxïmer l'aire délimitée. 

33. TJn seul point extrême variable. Recherches récentes. Soit 
r t la courbe sur laquelle doit se trouver le point Px. La condition 
du premier ordre conduit à la condition de transversalité346), qui ex
prime la relation existant entre les coefficients angulaires de l'extré-
male X et de la courbe rx au point P1. «Lorsque x est variable in
dépendante, elle s'écrit 

(29) f(xu V l , y,') + (y,' - y.X.Çx,, y,, y,') = 0. 

K. Weierstrass34,7) l'a donnée en représentation paramétrique. C'est 

Fx,(x, y, x, y) • x + Fyl(x, y, x' y') -y =0, 

340) History calculus variations 1 S), p. 330. 
341) Nova Acta Soc. se. Upsal. (3) 7 (1870), mém. n° 4, p. 24 et suiv. [1869]. 
342) «Voir aussi JE. P. Culverwell [Proc. London math. Soc. (1) 26 (1893/4), 

p. 361/74], qui procède géométriquement.* 
343) Z. Math. Phys. 23 (1878), p. 364 et suiv. 
344) «Trans. Amer. math. Soc. 3 (1902), p. 132 et suiv.* 
345) Z. Math. Phys. 23 (1878), p. 374. 
346) A. Kneser [Variationsrechuung80), p. 36] dit que P t est coupée trans

versalement par X; W.F. Osgood [Annals of math. (2) 2 (1900/1), p. 112] dit que I \ 
rencontre transversalement X. 

347) «Dans un cours professé en 1882/3 à l'Université de Berlin.* Cf. A. Kneser, 
Variationsrechnung80), p. 32 et suiv. 
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348) Variationsrechnung20), p. 109/12 (§ 30). 
349) Id. p. 89. 
350) „Ce nom, adopté par O. Bolza [Variationsrechnung11)] et par J. Bïada-

mard [Calcul des variations6)], se justifie si l'on se représente les extrémales 
comme étant des rayons lumineux.* G. A. Bliss dit point critique (critical point), 
»terme adopté par E. Zermelo et H. Hahn dans l'édition allemande de l'Encyclo
pédie, II A, p. 630.* 

351) Trans. Amer. math. Soc. 3 (1902), p. 132/41, en partie, p. 136. »Cf. 
O. Bolza [Calculus of variations11), p. 113] pour la représentation non para
métrique.* 

352) Variationsrechnung20), p- 93/7- . V o i r a u B a i A- Dresden, Trans. Amer, 
math. Soc. 9 (1908), p. 474.* 

x', y' s'appliquant à X; x', y' à P t . Le premier membre est calculé 
pour P 1 . 

A. Kneser [n° 29] a étendu au problème en discussion la méthode 
de Weierstrass; il a élargi la notion de champ en ne supposant plus, 
comme K. Weierstrass, que les extrémales qui le composent sont issues 
d'un même point. Il utilise un champ d'extrémales transversales à Pj. 
Il démontre8 4 8) que, si F(x, y, x, y') 4= 0 au point P1} un arc d'ex-
trémale coupant transversalement une courbe rt peut', excepté quand 
la trans versalita dégénère en tangen ce, être entouré d'un tel champ; 
dans le voisinage de cette courbe „par chaque point P 3 de ri) dans 
le voisinage de P1} on peut construire une extrémale et une seule qui 
soit coupée transversalement par Pj et telle que sa tangente en P 3 

forme un angle infiniment petit avec la tangente en P x à X* 

Le point P" où l'extrémale X est tangente, pour la première 
fois de Pj vers P 2 , à l'enveloppe des extrémales transversales à P l 7 est 
appelé par A. KneserM9) le foyerSbo) de la courbe P t sur l'extrémale 
[extremaler Brennpunktj. ¿3c. A. Blissmv) définit le foyer analytique-
ment et démontre la propriété qui sert de définition à A.Kneser* L'ex
trémale cesse d'extrémer au foyer. La démonstration de A. Kneserm) 
comporte la même exception que celle qui se présente pour les limites 
fixes. G. A. Miss l'établit à l'aide de l'expression de la variation se
conde. 

Le foyer de toute courbe (ou surface) transversale à X en P x est 
situé entre P t et le point conjugué P / de Pt. „Ce fait n'est pas 
distinct du théorème de Sturm sur les équations différentielles172).* 
G. A. Bliss montre de plus que la position du foyer ne dépend que 
de la courbure de la courbe P x en P1} +et que si le rayon de cour
bure varie de 0 à + oo du côté de r t où se trouve X et ensuite de 
oo à 0 en sens opposé, le foyer P / ' se meut continûment de P t 
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vers P / ou de P, ' vers P1> suivant que 

F{x1,y1,x1',yl')>0 ou < 0 , 

la fonction Fl étant supposée positive* 

CLARION Ballantyne White3M&) a fait une étude analogue pour 
le problème spatial à une limite variable. Ces recherches, qui sont 
valables même en cas de singularité de la surface enveloppe, sont 
appliquées à extrémer l'intégrale prise suivant une courbe joignant 
une surface donnée à un point fixe. 

Gr. A. P f ó s 3 5 2 b ) donne, pour le cas d'une limite variable, en même 
temps que pour celui où les deux points extrêmes sont fixes, la théorie 
de la variation seconde de Ĵ W, et démontre la nécessité des conditions 
de Legendre, de Jacobi et de Weierstrass, en faisant usage d'un système 
de coordonnées tel que les fonctions intervenant dans les calculs sont 
invariantes pour une transformation paramétrique.* 

Grâce à son extension de la notion de champ d'extrémales, 
A. Kneser3is) applique la méthode de Weierstrass au cas où une 
limite est variable sur une courbe ou sur une surface donnée. .Mo
difiant en conséquence la construction de Weierstrass, il établit, pour 
ces cas, la formule de Weierstrass et obtient ainsi la condition de 
Weierstrass au sens strict (pour 1'extremé fort). Il démontre alors 
que l'arc d'extrémale fournit un minime fort et strict si cet arc, sans 
point double, est coupé transversalement par la courbe r t en Pt, satis
fait à la condition de Legendre, à celle de Weierstrass, prises au sens 
strict sur 1'extrémale, à l'inégalité 

H*i> Vu <, t/iO ̂  o, 
et ne contient pas le foyer P" (condition du foyer au sens strict).* 

^G.A.Bliss et Ch. M. Mason3™») s'occupent de l'existence d'un 
champ d'extrémales dans le cas de l'espace (n = 2) et d'une limite 
variable [cf. n° 27]. J. Badon353*) fait la même étude pour l'inté
grale JgW. 

0. Boha3h3c) démontre le théorème d'Osgood [n° 28] pour le cas 
d'un point extrême variable.* 

352») .Diss. Chicago 1910; Trans. Amer. math. Soc. 13 (1912), p. 175/98.* 
352b) .Trans. Amer. math. Soc. 8 (1907), p. 405/14.* 
353) Variationsreehnung80), p. 74/81. 
353") .Trans. Amer. math. Soc. 9 (1908), p. 440/66, en partie. § 7, 8.* 
353b) .Sitzgsb. Akad. Wien 119 II" (1910), p. 1290 et suiv. (§ 4).* 
353e) .Trans. Amer. math. Soc. 2 (1901), p. 422; Variationsrechnung"), 

p. 356/7.* 
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354) G. Erdmann [Z. Math. Phys. 23 (1878), p. 369] l'a donnée, le premier, 
pour l'exemple de la ligne la plus courte entre deux courbes, en utilisant son 
expression de la variation seconde. 

355) Math. Ann. 58 (1904), p. 70 et suiv. 
356) «Trans. Amer. math. Soc. 9 (1908), p. 476/7.* 
357) «Math. Ann. 58 (1904), p. 80.* 
358) «Variationsrechnung11), p. 330.* 

34. Deux limites variables. Recherches récentes. On a deux 
courbes, l'une sur laquelle se trouve le point P1, l'autre -T2 sur 
laquelle doit être P 2 . «Elles doivent toutes deux couper transversale
ment les extrémales, car on a, outre la condition (29), celle obtenue 
en remplaçant les indices 1 par 2* 

«La courbe I"i a sur X deux foyers conjugués, et si l'on appelle 
sens de gauche à droite sur Vextrémale celui qui va de P x en P 2 , 
on a un foyer à droite (rechtseitiger JBrennpunlit) P" et un foyer à 
gauche P"'. De même, F 2 a deux foyers P 2 " et P 2"'. Outre qu'il ne 
peut tomber dans l'intervalle d'intégration*, le foyer P±" ne peut se 
trouver entre P 2 et P 2". C'est la condition de Bliss35i). «Il en résulte 
que les six points, P l t P 2 et les quatre foyers conjugués, s'ils existent 
tous, doivent être situés dans l'ordre P 2"', P"', Px, P 3 , P 2", Pt".* 
G. A. BlissSiS) en démontre la nécessité. tA. Dresden156) l'établit ana-
lytiquement. Il utilise ici aussi la méthode de differentiation.* 

La condition de Bliss peut être exprimée autrement, en utilisant la 
relation entre le foyer P 2 " et la courbure de rt en P 2 [n° 33]. Si 
r est le rayon de courbure de P 2 et rT celui de la courbe T issue 
du point P 2 (où elle est tangente à rs) et coupant transversalement 
toutes les extrémales, on a, dans le voisinage du point P 2 , 

1 ^ ^ 1 
— > ou < — r = — rT 

suivant que les fonctions F et FL ont le même signe ou des signes 
contraires. 

La courbe T doit être tout entière du même côté (si le signe > 
est réalisé) que r2 par rapport à l'extrémale X, ou du côté opposé 
(si on a le signe < ) . Cette conditionS o 7) est encore valable lorsque, 
les points Pt" et P 2 ' ' n'existant pas, la première forme de la condition 
de Bliss est illusoire. «0. BolzaSb>>) indique qu'on peut démontrer direc
tement la seconde forme en appliquant le théorème de transversalité 
de Kneser.* 

«La condition de Bliss au sens strict (c'est-à-dire égalité non com
prise: P 1 " ^ P Ï " ) , jointe à celle de Weierstrass ou de Legendre, est 
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35. Ligne d'intégration fermée. 87 

suffisante pour extremer* G. A. Bliss 3 5 9 ) démontre analytiquement la 
suffisance, en considérant les extrémales l ' 2 ' transversales à r „ et en 
dérivant deux fois l'intégrale par rapport au paramètre du champ. 
JE. Zermélo et H. Hahn360) l'établissent, par une élégante méthode géo
métrique, en prenant un point entre P / ' et P a"; mais cela suppose que 
les conditions de Legendre et de Weierstrass sont vérifiées, toutes deux 
au sens strict, au delà du point P 2 , ce qui n'est pas nécessaire.* 

„La nécessité de la condition de Bliss a encore lieu, comme l'in
dique J. Hadamard361), dans le cas de plusieurs fonctions inconnues, 
les courbes Tx, T% devenant des surfaces ou d'autres variétés; mais on 
n'est pas assuré que la condition est suffisante. 

A. Kneser36T) et A. Dresden363) considèrent dans le cas où il 
y a entre les coordonnées des points extrêmes une relation de la forme 

h{xltxt, y1}y2) = 0.* 

35. Ligne d'intégration fermée. „Le cas des lignes fermées, qu'on 
peut rattacher à celui des limites variables, n'a été résolu que pour 
» = 1. 

On considère l'extrémale X, fermée et à tangente continue. On 
rapporte les points voisins de X à un système de coordonnées tel 
que celui formé par leur distance normale y h X et par l'arc x de X 
qui détermine la position du pied de cette normale. On considère 
une figure auxiliaire dans laquelle x et y sont des coordonnées car
tésiennes. On voit aisément qu'on doit avoir la condition de Weier
strass correspondant au genre de minime que l'on a en vue, et que 
non seulement la condition de Jacobi doit être réalisée dans l'intervalle 
(x = 0, x = 1), si l'on prend comme unité la longueur de X, mais qu'il ne 
doit y avoir aucun foyer conjugué d'abscisse si grande qu'elle soit, c'est-
à-dire que la condition de Jacobi doit être vérifiée dans un intervalle 
infini. H. Poincaré36*) en démontre la nécessité par des considérations 
géométriques, puis, prenant comme point de départ les équations cano
niques de Hamilton, il prouve que la condition précédente, jointe à 
celle de Weierstrass, est suffisante pour extremer. 

L'absence de foyer conjugué conduit aux extrémales asymptotiques 
à X, lesquelles forment un champ 8 6 5) autour de cette extrémale. 

359) Math. Ann. 58 (1904), p. 75 et sniv. 

360) „Enzyklopädie der mathematischen Wissensehaften IIA, 8 A , p. 631.* 
361) „Calcul des variations6) 1, p. 429.* 

362) Variationsrechnung80), p. 30/2. 
363) „Trans. Amer. math. Soc. 9 (1908), p. 474.* 

364) »Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste 3, Paris 1899, p. 283/9.* 
365) „„Faisceau régulier" dans la terminologie de J. Hadamard* 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Il suffit d'appliquer la méthode de Kneser [n° 29 ] , consistant à 

mener les transversales à la famille d'asymptotiques. 

J. Hadamardsu) donne une théorie basée sur des principes tout 

différents. Il démontre la nécessité de l'absence de foyer conjugué, 

en appliquant la méthode de Darboux-Erdmann, mais en raisonnant, 

comme il le fait pour le cas ordinaire, sur les extrémales voisines 

de À, au lieu de considérer l'équation aux variations366*).* 

Solutions discontinues. 

36. L a condition de W e i e r s t r a s s - E r d m a n n . Fami l le d'extré-

males brisées. «Après avoir traité le problème dans l'hypothèse où 

les courbes acceptables sont des courbes ordinaires, il faut rechercher 

les solutions dites discontinues™*), c'est-à-dire celles données par des 

courbes présentant des points anguleux (Ecke)™1), où il y a disconti

nuité pour y, les fonctions x et y étant elles-mêmes continues. De 

pareilles solutions peuvent, en effet, se présenter368).* 

B. Goldschmidt, J. Steiner et E. F. A. Minding [n° 39] avaient déjà 

fait des recherches particulières au sujet de ces solutions (se présentant 

notamment dans des problèmes isopérimétriques), mais le premier qui 

se soit occupé systématiquement des solutions discontinues est I. Tod-

huniers6B), qui traite un grand nombre d'exemples, sans arriver toute

fois à un théorème général. 

366) «Calcul des variations6) 1, p. 433/5.* 
366 a) «En ce qui concerne l'existence [cf. n° 27] des extrémales fermées, il 

y a les recherches de J. Hadamard [Ann. Ec. Norm. (3) 24 (1907), p. 216 et suiv.] 
et celles de A. Signorini, L. Tonelli [voir le chapitre consacré dans cet article aux 
applications, fin du n° 87]. Pour les travaux de J. Hadamard et de H. Poincaré 
sur les géodésiques fermées de diverses espèces de surfaces, voir la fin du n°77 
consacré aux lignes géodésiques.* 

366») «2?. P. Culverwell [Proc. London math. Soc. (1) 26 (1894/5), p. 345/64] 
dit encore compounded solutions.* 

367) «C. Carathéodory emploie le terme Knickpunkt. En anglais corner 
(O. Boisa).* 

368) «Un exemple est donné par le célèbre problème de Newton [voir les 
applications, n° 82].* 

369) «Researches*10); cf. M. M, U.Wilkinson [Messenger math. (2) 3 (1874), 
p. 184/92] qui signale certaines erreurs. Voir aussi M. M. U. Wilkinson, On false 
discontinuity, with illustrations from Fourier's theorem and the calculus of va
riations, Cambridge 1871; Messenger math. (2) 1 (1872), p. 175/7. Les recherches 
de E. P. Culverwell3Mb) se rattachent à celles de I. Todhunter et leur sont très 
semblables. Voir encore A. P. Starkov [n° 82]. V. (W.) A. Zimmermann [Zapiski 
novoross. universit. (Mémoires de l'université d'Odessa) math. 68 (1896), p. 1/270; 
69 (1896), p. 165/462] étudiant l'intégrale Jp, considère comme extrémales dis
continues celles qui correspondent à une discontinuité pour au moins une des 
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H. E. Heine™), utilisant des indications données par K. Weier-

strass dans un cours, a montré que si âJp s'annule, les quantités Mr 

[n° 7] doivent rester continues aux points anguleux de la ligne d'inté
gration, qui se compose d'arcs d'extrémales. Il montre qu'il en est 

de même de „ , pour p = 1 si l'on compare la ligne d'intégration 

à une courbe dont le voisinage est d'ordre 1 et dont le point anguleux 

a même abscisse. Mais si l'abscisse du point anguleux varie également 

(dx n'est plus nul), on trouve, avec G. Erdmann3"11), que l'évanouisse

ment de la variation première implique la continuité de cette seconde 

quantité: 

t 0 n peut écrire ces conditions comme suit, x0 étant l'abscisse du point 

anguleux, 

[f-y'fy\-o= [f—y'fy'lœe+o-

La première ne peut avoir lieu lorsque la fonction f est telle que 

a un signe invariable; il ne peut se présenter de solution dis

continue que si la figurative n'est pas partout convexe, en d'autres 

termes si la fonction S de Weierstrass n'est pas de signe constant. 

Pour l'intégrale sous forme paramétrique, les relations, données par 

E. Weierstrass3n), s'écrivent 

ou bien encore 
FAxo> y0>p<» 2o) = FAxo, y0, Po> ÏÏO), 
Fy'(Xo, yo,Po, Qo) =

 FAX<» V<» P<» 2o); 
où, par exemple, 

p0 = cos0 o , q0 = sin0 o. 

dérivées se présentant sous le signe intégral. Cf. E. Th. Sàbinin, Mat. Sbornik 
[recueil Soc. math. Moscou] 20 (1898), p. 285/92. Ces travaux renferment des 
erreurs graves. On peut rattacher à la fois aux solutions discontinues et aux 
recherches de P. L. Cebysëv1) les résultats de A. A. Markov, Soobscënija Charï-
kovskago matëmaticeskago Obscëstva [Communie. Soc. matb.Kharkov] (2) 1 (1888/9), 
p. 250/76.* 

370) Math. Ann. 2 (1870), p. 190/1. 

371) J. reine angew. Math. 82 (1877), p. 21/30 [1875]. „6?. Erdmann semble 
avoir donné cette condition indépendamment de K. Weierstrass. Cf. une démons
tration de O. Bolza, Calculus of variations11), p. 36/40.* 

372) Cours professé à l'Université de Berlin en 1865; cf. H. Hancock, Annals 
of math. (1) 11 (1896/7), p. 31; „C. Caraihéodory [Diss. Gëttingue 1904, p. 3].* 
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373) «Annals of math. (2) 2 (1900/1), p. 135/6.* 
373*) «Math. Ann. 63 (1907), p. 253.* 
374) «Diss. Gôttingue 1904, p. 8.* 
375) «Diss. Gôttingue 1904, p. 71; Math. Ann. 62 (1906), p. 456/60.* 
376) „„Broken extremal", O. Bolza,Calculus of variations "). Il appelle „Ecken-

•winkel", l'angle formé par les directions 00 et 00 -f- it. Les allemands opposent 
aux extrémales brisées les extrémales régulières* 

377) «Diss. Gôttingue 1904, § 6; Math. Ann. 62 (1906), p. 474/8. Cf. O. Bolza, 
Amer. J. math. 30 (1908), p. 209/13.* 

J. K. Whittemore373) les démontre en utilisant le lemme de du 
Bois Reymond [n° 10], méthode qui, contrairement à celles des auteurs 
précédents, est applicable à des discontinuités plus compliquées et 
notamment au cas où il y a une infinité de discontinuités. A ce point 
de vue, le résultat le plus général a été atteint par H. Hahn373"'). 

Ces relations, qu'elles soient sous forme paramétrique ou non, 
constituent la condition au point anguleux (Eckenbedingung, corner-
condition) ou de Weierstrass-Erdmann. 

C. Carathéodory3"14) l'exprime à l'aide de la fonction S; d'où il 
conclut que 

Fi(e) = FÁ^,yo, cos 0, sin 0) 

s'annule au moins pour une valeur de 0 comprise entre les directions 
étudiées 0O et 0O et au moins pour deux valeurs, si l'on a 

F i Oo, y0> Po, îo) > °> F i Oo, Va, ¥o, ÏÏo) > 0. 

Il donne 8 7 5) une interprétation géométrique permettant de trouver 
la solution commune aux deux relations formant la condition de Weier-
strass-Erdmann: pour le point anguleux P0, les deux directions 0O, 60 

correspondent aux points de contact d'une tangente multiple à la 
figurative [n° 22] du point P 0 . 

G. Carathéodory appelle extrémale brisée376) (gébrochene Extrémale) 
tout ensemble de deux arcs P^Po, P 0

F 2 possédant en P 0 un point 
anguleux satisfaisant à la condition de Weierstrass-Erdmann. Il dé
montre que si en P 0 on a 

*i(0)£o, P X ( 0 ) ^ O , 

on peut assigner un voisinage de P 0 , tel qu'en tout point de ce do
maine il existe une extrémale brisée et une seule, voisine de P1P0P2, 
c'est-à-dire se transformant d'une manière continue en la primitive 
lorsque le point P se meut le long d'une courbe passant par P 0 . 

S'occupant de la construction d'une famille d'extrémales brisées, 
C. Carathéodory démontre 8 7 7), en s'appuyant sur la théorie des fonc-
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tions implicites, que lorsque l'expression 

&o = PoFx(.xo> Vo> Po, 2o) — PoFÀxo> Voi Po, 2o) 

n'est pas nulle [cf. fin n° 38], on peut sans ambiguïté déterminer 

sur une extrémale Xa voisine de Fextrémale Xa¡¡ = P t P 0 de la famille 

(30) x = (p(t, a), y = ip(t, a) 

un point P et une direction 6 qui, associée à la direction 0 de la 

tangente positive à l'extrémale Xa en P , satisfait à la condition de 

Weierstrass-Erdmann. La solution est de classe G' dans le voisinage 

des paramètres t0, a0, 60, correspondants à l'arc P0P1- Siles équations 

x = y(t,a), y = tp(t,a) 

représentent l'extrémale ayant la direction 6 au point P, les deux 
systèmes d'équations définissent, lorsque le paramètre a varie, une 
famille d'extrémales brisées fournissant la ligne X0 + X0 ou P1P0Pi 

pour a = a0. 0. B>olmSK) dit que le second des systèmes d'équations 
représente la famille complémentaire (set of extremals complementary, 
Jcomplementare Extremalenschar) de l'autre. Le point P décrit la courbe 
du point anguleux (corner-curve, Eckenkurve) 379).* 

37. ^Points conjugués sur les extrémales brisées. Condition de 
Jacobi. Soit Q, de la famille (30) le premier foyer précédant le point P 0 . 
La direction 60 de la courbe du point anguleux en P 0 est la même 
pour toutes les familles d'extrémales contenant X0 et possédant le 
même foyer Q. Lorsque ce point Q se meut sur X0, d'un point P 0 ' , 
conjugué de P 0 , jusqu'à P 0 , la direction 0O tourne à partir de d0 d'un 
angle %, de manière continue. Et pour une position bien déterminée E0 

du point Q, la direction 0o coïncide avec 60. 

La famille complémentaire possède un foyer Q" entre P 0 et P 0 ' . 
Toutes les familles d'extrémales brisées qui ont en commun le foyer Q 
ont aussi en commun le foyer Q", qui est appelé le point conjugué 
de Q sur Vextrémale brisée X0 + X0. C'est aussi le foyer sur X0 de 
la famille complémentaire à celle passant par Q, On peut distinguer 
quatre cas suivant les signes des quantités £ì0 et sin (# 0 — 6Q). Par 
exemple, dans le cas des deux signes -f, le point Q" se meut de E0 

vers P 0 ' tandis que Q va de P 0 ' vers E0, et si Q continue de E0 

jusqu'en P 0 , le point Q" se meut de_P 0 vers È~0. Ce point E0 a la 
même signification pour l'extrémale X0 que E0 pour X0. Les points 
E0 et E0 ont été introduits par G Garathéodoryzso). 

378) ^Calculus of variations "), p. 213.* 
379) „C. Carathéodory [Diss. GrSttingue 1904] dit „Knickpunktkurve".* 
380) „La théorie des points conjugués sur les extrémales brisées lui est due, 
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0. Bolza381) et A. Dresden382) donnent sous forme explicite les 

relations entre les paramètres des points conjugués Q et Q". 

G. Carathéodory a, le premier, donné la condition de Jacobi pour 
les solutions discontinues. A. Dresden, qui étudie le cas des points 
extrêmes variables, la démontre par la méthode de differentiation 
[n° 32] et l'énonce sous cette forme simple: il faut, pour minimer, 
qu'on ait 3 8 2 a ) 

Pt" étant le point conjugué de P x sur l'extrémale brisée X0+ ï0. La 
première inégalité résulte de l'extension, au cas des extrémales brisées, 
du théorème de l'enveloppe383), qui consiste alors dans l'égalité 

ÍF étant l'enveloppe de la famille complémentaire ka, Pi le point de 
contact de fT avec Xa, P 5 le point anguleux de l'extrémale brisée 
%a + Xa- La seconde inégalité s'obtient, mais au sens large seule
ment 3 8 4), par un raisonnement très simple, en supposant P 1 ^ E 0 . 

De Ea - < Pi on conclut que 

P2 ~< -̂ 07 
à cause de P t " -<^E0. On a donc une condition pour chacun des 

points PL et P 2 , entre lesquels on a le critère de Jacobi P2 -< P1".* 

38. «Champ d'extrémales brisées. Conditions suffisantes. S'il 

s'agit d'un extremé fort, on appelle direction forte385) (stark) celle qui, 

mais elle a été exposée par une méthode directe et complétée par O.Bolza et 
ensuite par A. Dresden, Trans. Amer. math. Soc. 9 (1908), p. 480/6.* 

381) «Amer. J. math. 30 (1908), p. 221/2.* 
382) «Trans. Amer. math. Soc. 9 (1908), p. 483 et suiv.* 
382 a) «Les symboles 

A -< B, A •< B 

signifient, le premier, que le point A précède le point B; le second, que A ne 
suit pas B. Le signe est utilisé par O. Bolza, Variationsrechnunglv).* 

383) «£?. Caraihéodory, Diss. Gëttingue 1904, p. 21; cf. O.Bolza, Variations
rechnung n ) , p. 379/80.* 

384) «Au sens strict, elle résulte de la méthode de A. Dresden.* 
385) «/ . Sadamard, Calcul des variations6), p. 439. C. Carathéodory dit „so-

lution forte". La terminologie utilisée n'est pas uniforme. C. Carathéodory ap
pelle réguliers les points du plan qui peuvent être entourés d'un faisceau d'ex
trémales fortes (c'est-à-dire donnant un extremé fort). O. Bolza [Calculus of 
variations11)] dit que les points sont réguliers quand le faisceau est composé 
d'extrémales continues.* 
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lorsqu'on y remplace Y par le coefficient angulaire d'une telle direc
tion, vérifie la condition de Weierstrass Co> 0, quelle que soit la 
seconde direction y; direction faible, celle qui ne possède pas cette 
propriété. Une direction forte correspond à un point de la figurative 
tel que la tangente y est droite extrême386), c'est-à-dire qu'elle laisse la 
courbe tout entière d'un même côté. Ayant une série d'arcs d'extré
males fortes dépendant de deux paramètres, on en extrait un faisceau 
dépendant d'un paramètre unique et obtenu en faisant décrire un arc 
de courbe au point anguleux, de manière à obtenir un champ de so
lutions discontinues. 

C. Carathéodory montre qu'en certains cas de solutions discon
tinues, la condition de Weierstrass S ^> 0 est vérifiée pour toutes les 
directions. Il établit qu'on peut recouvrir le voisinage d'un point P 0 

par un faisceau d'extrémales fortes (qui sont en partie brisées) pourvu 
que ¿1 soit différent de zéro et que la figurative ne possède nulle 
part de droite extrême de quadruple osculation 3 8 6 a). 

La considération de la Feldintegral, qui se définit comme pour 
les solutions continues, montre que les formules de Hamilton [n° 29] 
sont encore applicables dans le cas d'un champ d'extrémales brisées; 
mais le théorème fondamental de Weierstrass qui en résulte présente, 
dans son application, une difficulté spéciale aux solutions discontinues, 
par le fait que la fonction S s'annule extraordinairement en chaque 
point de la courbe du point anguleux. 

Si, le long de l'extrémale brisée P 1 P 0 P 2 , la condition de Legendre 
est réalisée au sens strict: 

Fi>0, F,>0, 
et si 

i î 0 ^ 0 , sm(d0-eo)^0, 

E ^ P ^ P , , , P ^ P . ^ P , " , 

la courbe Pt P0 P 2 peut être entourée d'un champ d'extrémales brisées8 8 7). 
C. Carathéodory,S88) démontre que si, en outre, la condition de Weier-

386) tJ. Hadamard™5). C. Carathéodory dit, avec H. Minkowski, „droite 
d'appui" (Stûtegeradé).* 

386") «Le seul exemple connu où la figurative possède une tangente de qua
druple osculation se présente dans un problème posé par J. Clerk Maxwell [Proc. 
Cambr. philos. Soc. 2 (1864/76), éd. 1876, p. 294/5 [1873]; Papers 2, Cambridge 1890, 
p. 310] et résolu par C. Carathéodory [Rend. Cire. mat. Palermo 26 (1908), p. 47] 
à l'aide d'une méthode directe qui est exposée plus loin [n° 69]. Ce cas est parti
culièrement intéressant, car la ligne cherchée se compose de deux arcs de courbes 
analytiquement différentes, tangents l'un à l'autre en leur point de raccordement.* 

387) «C.Carathéodory, Diss.Gôttingue 1904, §6; Math. Ann. 62 (1906), p.474/8.* 
388) «Id. p. 480.* 
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strass pour l'extrémé fort a lieu le long de toutes les extrémales du 
champ, l'extrémale brisée P1P0P2 fournit un minime fort et strict. 

A. Dresden™9) démontre que 

& o = \j-8S(x(s),y(¿¡¡); x'{s),y\s); cos 0O, s i n 0 o ) ] ^ , 

s étant la longueur de l'arc X0. De cette relation entre les fonctions 
il et S, il résulte qu'on a 

quand la condition de Weierstrass a lieu au sens large le long de 
l'arc P1P2. 

A. Dresden en déduit aussi une démonstration simple de ce théo
rème de G. Carathe'odory : si une extrémale continue X0 cesse d'être forte 
en un point P 0 , il y a une direction forte 0O, passant par P 0 , qui, 
avec la direction 60 de la tangente à l'extrémale l 0 ) satisfait à la con
dition de Weierstrass-Erdmann. 

Ce qui précède suppose que i i 2 0 ^ 0 . Si £l0=Q, on ne pourrait 
plus construire sans ambiguïté une famille d'extrémales complémentaire 
à une famille donnée. Mais en utilisant certains points de la théorie 
des équations différentielles G Carathéodory390) a établi ce qui suit. 
Si, en tout point d'un domaine, il y a deux directions satisfaisant 
à la condition de Weierstrass-Erdmann, on peut considérer les deux 
familles de courbes telles qu'en chacun de leurs points les directions 
positives de la tangente soient respectivement 9 et 0. Si une ex
trémale coïncide avec une de ces courbes, ce qui n'a lieu que quand 
i i 0 = 0, chacun de ses points est un point anguleux possible. G Gara-
théodory a considéré aussi le cas, particulièrement intéressant, où la 
condition est identiquement satisfaite. 

Tout récemment, G Carathe'odory391) a traité d'une manière com
plète et définitive le cas où SI = 0. La figurative est supposée n'avoir 
qu'une seule tangente double, les directions correspondantes aux points 
de contact étant 6{x, y) et d(x, y); le cas où il y aurait plusieurs 
points doubles ou même multiples ne présente pas de difficulté spé
ciale. Si '9· est une direction quelconque, la condition de Weierstrass 
pour la direction fixe & est 

S(x, y; &,<d-)^0 

pour toutes les valeurs de & comprises entre 0 et 2ic; cet intervalle 

389) .Trans. Amer. math. Soc. 9 (1908), p. 485/6.* 
390) .Diss. Gôttingne 1904, § 6, § 8.* 
891) .Texte et notes 391 à 391"· d'après une lettre de C. Carathéodory.* 
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ds 

B(s) étant une fonction continue, et il démontre (mais sans s'appuyer 
sur cette égalité, inutilisable pour £1 = 0) que le premier terme des 
séries 

sont identiques. 
Ces résultats permettent d'étudier sans restriction aucune toutes 

les circonstances où SI = 0 et d'établir la théorie des points conjugués 
pour tous ces cas d'exception. 

C. Carathéodory démontre enfin que si, le long d'une extrémale, 
la condition nécessaire de Weierstrass 

est vérifiée, cette condition est suffisante pour qu'un arc P X P 8 réalise 
un extrême fort, pourvu que le point P 2 se trouve entre P t et un point 
Pj* appelé, par extension, conjugué de Pt. La détermination du 
point Pj*, qui se trouve toujours entre P x et son conjugué P / au 
sens de Jacobi-Weierstrass, dépend de la façon dont le problème se 
comporte aux environs des points où la fonction S s'annule extra-
ordinairement* 

391») 4Voir le calcul qui y conduit [Math. Ann. 62 (1906), p. 472].* 
391b) «Math. Ann. 62 (1906), p. 471.* 

peut être remplacé par les deux points %• = 0 et %· = 6, car & est 
une direction forte lorsque l'inégalité écrite a lieu pour ces deux va
leurs. Pour savoir si l'extrémale 

x = x(s), y = y (s), » = »(s) 

est forte ou faible, l'arc s étant choisi tel que & = 0 pour s = 0, on 
n'a donc, pour S (s) ^ 0 aux environs du point s = 0, qu'à considérer 
la fonction S (s), dont le signe n'est autre que celui de d (s) — &(s). 
En développant cette dernière fonction, ainsi que Si(s), par rapport à 
s, et en utilisant un calcul antérieur891 a ) , G Carathéodory montre qu'il 
suffit, pour discuter le problème, de considérer le premier terme du 
développement de Sl(s), ou encore de connaître Sl(x, y) sur la courbe 
G d'équations8 9 1 b) 

dx . „ dy „ 
- r - = sin 0 -- cos 6 
ds ' ds 

et sur la courbe correspondante C. G Carathéodory généralise la for
mule de A. Dresden en établissant que 

dS{s) 
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39. Problèmes de variations unilatérales. Il peut se présenter 
des solutions qui ont des points communs avec la limite du domaine 
des courbes acceptables. „Leur recherche constitue le problème des 
variations unilatérales592).* Ces solutions conduisent à un genre nouveau 
de discontinuités. 

«Tous les problèmes de variations unilatérales les plus simples 
dérivent du suivant: trouver une courbe joignant deux points fixes P t 

et P 2 du plan et qui extrême l'intégrale par rapport aux courbes qui 
sont situées par rapport à elle du côté des y positifs. Une variation 
ôy est acceptable392*) si elle est positive ou nulle de Px à P 2 et nulle 
en Pt et P2.* 

B. Goldschmidt393), en étudiant le problème de la surface de révo
lution d'aire minimée [voir plus loin le n° 80 consacré à cette question], 
a trouvé, le premier, de telles solutions. 

«Bien qu'ils concernent des problèmes isopérimétriques [cf. n° 46], 

il y a lieu de signaler ici certains résultats obtenus par J. Steiner et 

E. F. A. Minding* 

J. Steiner39*) donne sans démonstration cet énoncé: quand, sur 
une surface quelconque, un contour fermé 0 de périmètre donné et 
délimitant une aire maximée ne franchit pas les côtés d'un polygone 
curviligne P, les parties libres de C (c'est-à-dire intérieures au sens 
strict à P) sont des courbes de contour minime ayant toutes même 
courbure géodésique constante. Il y a contact entre C et P lorsque 
le contour C se confond en un segment fini avec P. Là où il n'y 
a qu'un point commun, le côté du polygone forme avec G deux angles 
égaux. J. Steiner démontre ce théorème, dans le cas du plan 8 9 5), par 
une méthode synthétique n'utilisant pas le calcul des variations396). 

392) tJ. Hadamard, Calcul des variations6); en allemand: einseitige Varia
tion; en anglais: one-sided variation (G. A. Bliss). On dit aussi „problemes avec 
restrictions de domaine" (Gebietseinschränkungen).* 

392") tJ. Hadamard dit que l'ensemble des fonctions acceptables constitue 
un champ fonctionnel unilatéral, par opposition au champ bilatéral* 

393) Determinatio superficiel minimae rotatione curvae data duo puncta 
jungentis circa datum axem ortae, Göttingue 1834 [1831]. 

394) Ber. Akad. Berlin 1839, p. 80; Werke 2, Berlin 1882, p. 165. 
395) C. R. Acad. se. Paris 12 (1841), p. 479; J. math, pures appl. (1) 6 (1841), 

p. 105/70; J. reine angew. Math. 24 (1842), p. 93/162, 188/250 (trad. en français 
par G. Wertheim et J. H. Foélsing); Werke 2, Berlin 1882, p. 177/240, 243/308. 
+A. M. Legendre [W. Ostwald, Klassiker der exakten Wissenschaften n° 47, Berlin 
1894, p. 76 et suiv.] avait traité un cas particulier par le calcul des variations. 
Voir aussi, pour des recherches analytiques sur les figures planes de Steiner, 
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Il considère des exemples dans le plan et sur la sphère. 

E. F. A. Minding397), faisant des recherches analogues pour les 
surfaces de révolution, arrive à des résultats confirmant les précédents. 
Il les démontre 8 9 8), mais pour le seul cas du contact, en considérant 
les courbes de périmètre minime comme figures d'équilibre d'un fil in
extensible sollicité par une force constamment normale au fil et tan
gente à la surface. Il étend aussi ses recherches à toutes les surfaces 
pour lesquelles on connaît une famille de lignes fermées de moindre 
périmètre. 

1. Todhunter, cherchant à obtenir un extrême par combinaison de 
différentes extrémales, obtient, mais d'une manière inductivo et in
complète, des théorèmes analogues à ceux de J. Steiner. Il observe 
que, dans ces problèmes avec frontières, les variations des inconnues 
sont soumises à des inégalités au sens strict 3 9 9) et que les raisonne
ments faits pour trouver la condition nécessaire pour annuler àJp 

[n° 9] ne sont plus valables. 

I. Todhunter considère aussi 4 0 0) des problèmes où la notion d'ex-
trémé est restreinte par le fait que les courbes acceptables ont la con
cavité dirigée dans un même sens. / 

G. Erdmann401) cherche à minimer dans le cas où la courbe ex
trémale doit rester dans un domaine i? tel que, dans i?, l'égalité 

donne des valeurs réelles pour z, de sorte que <p'(z) = 0 est l'équation 

de la frontière; il montre que ce problème revient à extremer l'intégrale 

R. Hôhne, Diss. Leipzig 1890, éd. Freiberg 1889?; V. (W.) A. Zimmermann">°), 
% 4; Eugen Meyer, J. reine angew. Matb. 128 (1905), p. 69/77.* 

396) „11 prétend que le calcul des variations est impuissant à établit ces 
théorèmes. K. Weierstrass le réfute par son théorème plus général [voir plus bas].* 

397) Bull. Acad. S4. Pétersb. (math.-phys.) 21 (1876), col. 252/61 [1875]; 24 
(1878), col. 328, 399/409 [1877]; 25 (1879), col. 190/3 [1878]; Mélanges math, 
astron. S'.-Pétersb. 5 (1874/81), p. 297/309, 443/58, 575/9. 

398) J. reine angew. Math. 86 (1879), p. 279/89 [1878]. 
399) I. Todhunter, Besearches "°), p. 14. 
400) Id., p. 76. 
401) J. reine angew. Math. 82 (1877), P- 21/30 [1875]. „Ce mémoire met en 

évidence certaines erreurs de I. Todhunter* 
Encyolop. dea soienc. mathémat. n 6. 7 

y = <p(x, z) 

dont les extrémales sont définies par l'équation 
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si l'on y remplace y par cp(x, s). En appliquant à cette égalité 
son théorème de continuité [n° 36] , il conclut que la solution est 
composée d'arcs de la frontière et d'arcs d'extrémales de l'inté
grale J1} et il démontre qu'il y a contact entre deux arcs finis de ces 
deux espèces. Mais il ne traite pas complètement le cas où deux 
segments d'extrémales se rencontrent en un point de la frontière et 
il ne fait d'ailleurs pas d'hypothèse précise en ce qui concerne les 
caractères analytiques de <p(x, z). 

G. Darboux*02), étudiant la ligne la plus courte sur une région 
de surface limitée arbitrairement, démontre une série de théorèmes, 
notamment qu'une partie de la frontière appartenant à la ligne la plus 
courte est tangente à l'arc géodésique correspondant. 

«En se servant du lemme fondamental du calcul des variations, 
K. Weierstrass a démontré4 0 3) pour «7̂W que si la courbe minimant 
l'intégrale a un segment P^P^ en commun avec la limite L du do
maine, il faut que, le long de P 3 P 4 , la quantité 

Fxyl-Fyx,+ F1(x'y"-x"y), 
calculée pour L, soit ^ 0 ou ^ 0 suivant que le domaine R est à 
gauche ou à droite de l'arc PSP±. Mais cela exige que x'~> 0 le long 
de l'arc P 3 P 4 . C'est la condition à la frontière*0*). Dans le cas de 
la forme non paramétrique, l'expression précédente doit être rem
placée par 

f - — f 'y dx'y 

et les termes „à gauche" et „à droite" par „au-dessous" et „au-dessus". 
Lorsque le problème est régulier-positif le long de la frontière, 

suivant laquelle on a alors Ft > 0, la condition peut s'écrire 

1 - ou < 0 , 

— et — étant les courbures en un point P sur P 3 P é , respectivement 

de l'extrémale X touchant L en P de manière que les tangentes posi
tives coïncident, et de la frontière L. Si la condition à la frontière 
est vérifiée au sens strict, la variation première ne peut s'annuler 
qu'avec la variation de la fonction inconnue elle-même. 

402) Théorie des surfaces79) 3, p. 106/12; «voir aussi JE. B. Christof]'el, Abh. 
Akad. Berlin 1868, éd. 1869, math. Abh. p. 119/76; Math. Abh. 1, Leipzig 1910, 
p. 297/346.* 

403) «Dans un Cours professé à l'Université de Berlin en 1879. Cf. A. Kneser, 
Variationsrechnung80), p. 177; O. Bolza, Calculus of variations11), p. 148.* 

404) «En allemand on dit Bandbedingung, en anglais boundary conditions* 
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Dans le cas des variations unilatérales, les conditions du premier 
ordre permettent de distinguer le maxime du minime. 

S'il s'agissait, plus généralement, de trouver une courbe telle que 
la variation première de l'intégrale 

j F(x, y, z, dx, dy, de) 

fût positive ou nulle lorsque les courbes variées ont pour extrémités 
deux points fixes et vérifient la relation 

A(x, y, s) Sx + B(x, y, e) dy + C(x, y, t) de ^ 0, 

la condition s'écrirait405) 
F — p F — — F , F — — F, 

A = B G 

Si la ligne d'intégration doit se trouver sur une surface donnée, la 
question peut être ramenée à la précédente. On peut, par un change
ment de variables, passer aux coordonnées curvilignes. Un problème 
analogue4 0 6) est de minimer l'intégrale précédente pour les chemins 
qui ne traversent pas une portion de l'espace représentée par une iné
galité de la forme 

tp(x, y, e)<0. 

K. Weierstrass démontre qu'au point de passage (UbergangspunM) 
P3 on doit avoir 

S(xs, ys; pB, q3, ps', = °> 

Ps, °s e ^ Ps, is étant les cosinus directeurs des tangentes positives au 
point P 3 , respectivement à l'extrémale P X P 8 et à la courbe L. Une 
relation analogue a lieu au point de passage P 4 . Dans le cas spécial 
où le problème est régulier le long de la frontière L (ce qui exclut 
l'annulation extraordinaire de la fonction S), il résulte des conditions 
aux points P 3 et P 4 qu'on a 

Ps'^Ps, ft' = «s? Pi'*= Pi, il = Qu 
ce qui signifie que les arcs d'extrémales P\PS et P 4 P 2 doivent toucher 
la frontière respectivement aux points P s , Pi de manière à ce que 
les tangentes positives coïncident [voir plus haut le théorème de 
J. Steiner].* Pour le cas où la ligne cherchée doit avoir en commun 
avec la frontière un seul point quelconque, K. Weierstrass démontre 
que si la courbe P1P0Pi extrême, il est nécessaire que le rapport 

405) +J. Hadamard, Calcul des variations6), p. 179.* 
406) »Id. p. 456/7.* 
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des sinus des angles que forme la frontière en P 0 avec les arcs I\P0, 
P 0 P 2 soit le même que celui des fonctions S correspondant au point 
P„ , d'une part pour PtP0 quand on définit y' par la direction PQP2, 
et d'autre part pour P 0 P 2 quand on définit y' par la direction 
P1P0

MT); «ce qui, en représentation paramétrique408), peut s'écrire 
simplement comme suit: 

<§(%o, y<>; Po, a>; Po> »>') = <£Oo, Vo\ p0> ï<>; O-
6r. A. B>lissm) établit les conditions suffisantes. Il suppose d'abord x 

variable indépendante et en déduit le cas de la représentation para
métrique par une transformation ponctuelle. Il démontre que les for
mules de Hamilton, ainsi que la construction de Weierstrass et le théo
rème fondamental qui en découle, sont valables pour un certain champ 
composé, formé de deux champs partiels. L'un d'eux est obtenu en con
sidérant la famille des extrémales passant par un point situé sur le pro
longement de l'arc PtP3 au delà de P t ; l'autre étant celui des extrémales 
tangentes à la frontière donnée, champ dont G.A.Bliss établit l'existence. 
Il en conclut que si les arcs d'extrémales PtP3, P^Pg satisfont à la 
condition de Jacobi au sens strict, et si, le problème étant régulier 
(les conditions de Legendre et de Weierstrass au sens large étant donc 
satisfaites) et le domaine R se trouvant par exemple à gauche de P s P 4 , 
on a, au sens strict, pour P 3 P 4 la condition relative à la frontière 

et la condition aux points de passages P 3 , P 4 , la ligne brisée P1P3PiP2, 
sans point multiple, minime l'intégrale. O. P,oUai10) démontre directe
ment en représentation paramétrique l'existence d'un champ d'extré
males tangentes à une courbe donnée, question qui joue un rôle im
portant dans d'autres problèmes de variations, et il expose en détail les 
conditions suffisantes pour extrémer4 1 1). 

Cette théorie s'étend d'elle-même à une ligne d'intégration se 
divisant en un nombre quelconque d'arcs d'extrémales et d'arcs de 
frontière. 

Les questions de variations unilatérales donnent un exemple général 

407) «<?. Kobb [Acta math. 17 (1893), p. 843/4] démontre le théorème homo
logue pour les intégrales doubles [voir n" 64].* 

408) «Cf. A. Kneser, Variationsrechnung,0), p. 173; O. Bolea, Calculus of 
variations11), p. 151, 267; H. Hancock, Calculus of variations84), p. 241/3.* 

409) «Trans. Amer. math. Soc. 5 (1904), p. 477/92. Voir aussi J. W. Lindeberg, 
Ôfversigt Finska Vetensk. Soc. Fôrhandl. Aldelning A, 61 (1908/9), mém. n" 21.* 

410) «Trans. Amer. math. Soc. 8 (1907), p. 399/404.* 
411) «Variationsrechnung11), p. 401/7.* 
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de l'insuffisance de la considération des variations en ce qui concerne 
l'établissement de l'existence de l'extrémé. Il faut qu'à côté de la 
condition du premier ordre, le signe de la variation seconde concorde 
avec celui de la variation première. 

J. Hadamard rattache à l'influence des sinuosités413) le fait que 
la méthode des variations donne un résultat inexact dans le cas des 
variations unilatérales413). Il montre que le minime unilatéral a lieu 
moyennant la seule condition du premier ordre au sens strict, si les 
chemins variés sont assujettis à avoir, avec le chemin primitif, un 
voisinage du second ordre suffisamment étroit 4 1 4). 

Aux problèmes avec restriction de domaine se rattachent les 
questions de variations avec limitation de coefficient angulaire ou de 
pente (GefàlïbeschrànJcungen)*15), qui, eux aussi, conduisent à des so
lutions discontinues, comme cela paraît devoir être le cas général 
lorsqu'il y a des inégalités introduites par des restrictions quelconques. 
Le problème de Newton en offre un exemple. Dans ces questions, 
les inégalités qui définissent les courbes acceptables ne sont plus en 
termes finis: les fonctions inconnues sont assujetties à des inégalités 
différentielles. 

Les problèmes de variations unilatérales avec inégalités différen
tielles doivent être considérés comme étant des modifications du pro
blème de Lagrange [n° 49].* 

40. Problèmes de variations discontinus. «A côté des solutions 

discontinues de problèmes de variations continus, il y a lieu d'examiner 
les problèmes de variations discontinus, où la fonction sous le signe 
intégral possède des discontinuités dans le domaine considéré. Ce cas se 
présente dans certaines questions de physique mathématique, notamment 
dans l'étude de la propagation de la lumière lorsque l'indice de réfrac
tion est soumis à des discontinuités correspondant à des surfaces de 
réfraction séparant deux ou plusieurs milieux. Le problème général 
peut se ramener à l'énoncé suivant: parmi toutes les courbes qui 
joignent deux points Pv P 2 , pris de part et d'autre d'une ligne h, 
et qui ne coupent qu'une seule fois cette ligne, déterminer celles qui 
miniment la somme des intégrales 

«7"=^F(x, y, x', y')dt, 

J*=fF(x, y, x, y')dt, 

412) «Calcul des variations6) 1, p. 495.* 
413) „Id. p. 470/1.* 
414) „Id. p. 472.* 
416) ,Cf. J. W. Lindeberg, Math. Ann. 59 (1904), p. 334.* 
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où la première est prise de P x à un point P 3 de la courbe h, la 
seconde de P 3 à P 2 . 

La théorie de ces problèmes discontinus a été établie par G. A. 
Bliss et Ch. M. Mason416). Ils montrent qu'il est nécessaire que les 
arcs P^P*, et P 8 P 2 soient respectivement des arcs d'extrémales de J 
et t7; que les fonctions F1 et Fx soient positives respectivement le 
long de P1P3 et P 3 P 2 , et que les coefficients directeurs F, r et 0 
des tangentes aux arcs P^P3, P S P 3 et à la courbe Je au point P3(x3, y3) 
satisfassent à la relation 

Fx,(xs, y3, cos r, sin F) cos 6 + Fy,(x3, yB, cos r, sin F ) sin 0 = 

(31) Jpa¡,(a;8) i/3> cos r, sin F) cos 0 + Fy,(xs, y3, cos F, sin F) sin 0. 

Ces trois conditions sont aisément obtenues en partant de la théorie 
des extrêmes sans discontinuités. 

Quant à la condition de Jacobi, elle est établie géométriquement. 
Les arcs P1P3 et P 3 P 2 ne peuvent contenir les points conjugués à 
P t et P 3 ; de plus, l'enveloppe des extrémales P 3 .P 4 , ne peut couper 
P 3 P 2 entre P 3 et P 2 ; P 3 , désigne le point où une ligne de compa
raison L issue du point P± coupe la ligne k; P 3 ,P 4 , est l'extrémale 
de J qui, avec l'extrémale PVPS,, satisfait en P 3 , à la condition de 
passage (31). 

Si l'on considère cette quatrième condition au sens strict, en 
éliminant le cas où l'enveloppe des extrémales P 3 ,P 4 . touche P 3 P 2 au 
point P 2 , on a les conditions suffisantes pour que la ligne brisée 
P1PaP2, dont les tangentes en P 3 ne coïncident pas avec la tangente 
en ce point à la ligne 7c, minime la somme des intégrales données. 
G. A. Bliss et Cit. M. Mason démontrent, en considérant des familles 
d'extrémales brisées, que le théorème de l'enveloppe, ainsi que le 
théorème fondamental de Weierstrass et ses applications à la recherche 
des conditions suffisantes, sont encore valables.* 

Le problème isopérimétrique417). 
41. Condition du premier ordre. Règle d'Euler. Le problème 

isopérimétrique général1 6) est le problème d'extrémé lié consistant à 

416) «Trans. Amer. math. Soc. 7 (1906), p. 325/36. D. Hubert, dans un cours 
professé en 1904/5 à l'université de Gottingue, avait donné quelques indications 
relatives à ces questions, et établi notamment la condition de Weierstrass-Erd-
mann pour ce problème.* 

417) Ce problème n'étant, «à part une restriction relative au voisinage,* qu'un 
cas particulier du problème de Lagrange [voir le chapitre suivant], tous les théo
rèmes qui sont donnés pour ce dernier ont également lieu ici. 
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trouver les conditions pour extrémer une intégrale J" 4 1 8), la ligne 
d'intégration étant assujettie à une condition isopérimétrique4'19)} en 
vertu de laquelle une intégrale isopérimétrique^18) 

F=fg(x, y, y',..)dx, 

prise entre les mêmes limites que J, a une valeur donnée, et doit, en 
outre, satisfaire à des conditions aux limites imposées. Si J est une 
intégrale d'arc, K une intégrale d'aire, on a le problème isopérimétrique 
special ou proprement dit. C'est le cas, par exemple, de la question con
sistant à trouver parmi toutes les courbes de longueur donnée et 
joignant deux points donnés, celle qui avec une courbe donnée délimite 
la plus grande aire. 

.On peut supposer qu'on a un nombre quelconque d'intégrales 
isopérimétriques420). Dans ce cas, le problème se complique légèrement, 
mais il ne se présente rien de neuf. 

On a d'abord à exprimer que la variation première de l'intégrale J 
est nulle pour les variations compatibles avec les conditions imposées.* 
Par une ingénieuse conception infinitésimale [cf. n° 5], L. Euleri21), 
considérant la courbe cherchée comme un polygone d'un nombre 
infini de côtés et variant les ordonnées de deux sommets consécutifs 
de manière à satisfaire à la condition isopérimétrique, démontre qu'une 
première circonstance nécessaire pour extrémer est donnée par la relation 

(32) ÔJ+IÔK=0, 

l étant une constante convenable, appelée constante isopérimétrique. C'est 
la règle d'Euler. Il en résulte que toute solution du problème doit, 
pour une certaine valeur de la constante l, satisfaire à l'équation 
différentielle O J . , Q , 

ON- U CRI Q 

o ù dy dHdy' ~~ ' 

(33) h(x, y, y'; l) = f(x, y, y) + lg(x, y, y). 

.On a donc la même condition du premier ordre que celle qu'on 
obtiendrait s'il s'agissait de l'extrémé libre de l'intégrale 

fh(x, y, y'; l) dxi22). 

418) .Le nombre des inconnues et l'ordre des dérivées peuvent être quel
conques.* 

419) .J". L. Lagrange dit „condition d'isopérimétrisme".* 
420) .J". Hadamard, Calcul des variations6) 1, p. 193 et suiv.* 
421) .Comm. Acad. Petrop. 6 (1732'3), éd. 1738, p. 142 [1732]; Methodus"), 

p. 184/6 (chap. 5, § 27); .cf. A. Kneser, Abh. Gesch. math. Wiss. 25 (1907), p. 50 
et suiv.* 
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La même chose a lieu en représentation paramétrique, où l'on 

é c r i r a H-F+IG. 

Toute courbe satisfaisant à cette condition est encore appelée, 
avec A. Kneser, extrémale (du problème isopérimétrique). 

Bien que la démonstration de L. Euler ne satisfasse pas aux exi
gences de la rigueur moderne, elle doit être préférée à toutes celles 
qui ont été données avant K. Weierstrass* 

L. Euler en a indiqué une autre4 2 3) reposant sur le caractère 
linéaire des conditions imposées aux variations; il part du fait que 
des formes linéaires ne diffèrent que par un facteur constant quand 
l'annulation de l'une entraîne toujours celle de l'autre; des expressions 

Xi 

ôJ=fMdydx, âK-fjH^ydx, 
x t xx 

obtenues en intégrant par parties, il conclut que le rapport M: M1 

doit être constant, d'où l'équation (32) pour des variations arbitraires, 
grâce à un choix convenable de la quantité l. JLI faut ajouter que M 
et 3ft sont fonctions continues de x dans tout l'intervalle d'intégration 
(#!, # 2 ) , et que Sy, variation de classe C, s'annule aux extrémités xlf 

xv C'est le lemme fondamental du problème isopérimétrique.* 

J. Bertrand4,34') a donné une démonstration, plus rigoureuse, qui 
ne diffère surtout de la première de L. Euler que par le fait que les 
deux ordonnées variées ne sont pas supposées voisines. 

J. Ch. F. Sturm4-^) pose 

Mtây = <p'(x), 

en désignant par m une fonction quelconque s'annulant aux limites 

422) „JR. G. D. Richardson [BuU. Amer. math. Soc. 17 (1910/1), p. 177/84] 
considérant que le minime de l'intégrale 

ß (f+lg)dx, 
0 

3/(0) = 2/(1) = 0 , 

est fonction de l, se pose la question (qu'il appelle „probleme de saddlepoint") 
de déterminer la valeur de Z maximant le minime de l'intégrale. H démontre 
qu'une première condition nécessaire n'est autre que la condition du premier 
ordre pour le problème isopérimétrique. H traite une question analogue.* 

423) Novi Comm. Acad. Petrop. 10 (1764), éd. 1766, p. 89 [1760]. 
424) J. math, pures, appi. (1) 7 (1842), p. 55/8. 
425) Cours d'analyse, (5· éd.) pubi, par E. Prouhet 2, Paris 1877, p. 330; cf. 

J. A. Serret, Calcul diff. et intégral, trad, par A. Harnach, Differential-Integral 
Rechnung 2 S , Leipzig 1899, p. 359. 
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d'intégration. Il observe que ÔKp s'annule et, après intégration par 
parties, conclut que 

d'où l'équation (32). 
P. du Bois-Reymond426) donne, sur les indications de R.Reiff427), 

une démonstration voisine de celle de J.Bertrand; il en imagine lui-
même une qui s'appuie sur ceci: si dLy et â2y sont deux variations 
quelconques, assujetties seulement à s'annuler, ainsi qu'un nombre con
venable de leurs dérivées, aux limites d'intégration et si ôvJp, SyKp 

sont les variations des intégrales correspondant à la variation dvy, 
on voit que àKp s'annule quand 

dy-d1ydtKp-âiyd1Kp; 

en formant la valeur de SJp, qui s'annule également, on obtient le 
résultat cherché. Une démonstration tout analogue est donnée par 
L. Scheeffer428), qui, sur indications de K. Weierstrass429), pose 

<ty= Sty + câ2y, 

c étant une constante: si d-E" est nul, on a 

c = c^K^ 

où c 0 est indépendant de àxy. Si l'on suppose qu'on a, pour cette 
valeur de c, l'équation dJp = 0, on obtient l'égalité (32) pour ây = âty. 

«D'autres démonstrations générales de la règle d'Euler sont données 
par A. Mayer430) et A. C. Dixon431). 

V. ( W.) A. Zimmermann432) s'est également occupé de cette règle 
et de ses applications* 

426) Math. Ann. 15 (1879), p. 310/2. 
427) «Über den Einfluss der Capillarkräfte auf die Form der Überfläche 

einer bewegten Flüssigkeit [Diss. Tübingue 1879, p. 8].* 
428) Math. Ann. 26 (1885), p. 584. 
429) «Cours professé à l'Université de Berlin en 1877. Voir A. Kneser, 

Variationsrechnungso), p. 117/20. La démonstration de K. Weierstrass est la première 
démonstration rigoureuse de la règle d'Euler; cf. O.Bólza, Variationsrechnung11), 
p. 461 et suiv. Dans un cours professé à l'Université de Göttingue en 1900, 
D.Hilbert a, élégamment simplifié la démonstration de K. Weierstrass; il ramène le 
problème à un extremé lié ordinaire; c'est la meilleure méthode.* 

430) Math. Ann. 26 (1886), p. 78. 
431) «Messenger math. (2) 26 (1896/7), p. 54/6. Cette démonstration est assez 

simple.* 
432) «Zapiski novorossijskago Universiteta (Odessa) [Mém. Univ. nouvelle 

Russie (Odessa)] math. 77 (1899), (1M pagination) p. 1/203 [Thèse]. Afin d'éviter 
les valeurs infinies, V. (W.) A. Zimmermann utilise deux multiplicateurs. Voir 
aussi J. V. (W.) Sleszinski, id. 77 (1899), (2° pagination) p. 13/8.* 
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Les démonstrations de la règle d'Euler sont en défaut si l'extrémale 
cherchée est en même temps extrémale de l'intégrale isopérimétrique 
[n° 46]. ,En introduisant la notion de champ singulier, J. Hadamard***) 
montre qu'il y a là, comme en général dans le problème de Lagrange 
ou de Mayer, un fait tout analogue à ce qui se passe dans la théorie 
des extrêmes liés ordinaires, et que cette exception devait être prévue* 

«J.. JRosenUattiU) complète l'étude de ce cas et considère le cas 
analogue (dit anormal) pour le problème de Lagrange [voir n° 49]. Il 
démontre que si l'extrémale X0 de l'intégrale isopérimétrique ne donne 
pas un extremé faible, la règle d'Euler est applicable, sauf dans cer
taines circonstances spéciales; et qu'au contraire si X0 réalise un extremé 
faible (mais pas un extremé fort), la règle peut être en défaut. A. Mosen-
hlatt considère aussi le cas de plusieurs conditions isopérimétriques435). 

Non seulement la démonstration de la règle d'Euler a lieu quels 
que soient les ordres des dérivées qui entrent dans les diverses inté
grales, le nombre des inconnues, celui des dérivées dont les valeurs 
sont données aux limites (celles-ci pouvant d'ailleurs ne pas être les 
mêmes pour les différentes intégrales), mais on peut l'appliquer aux 
limites variables [n° 4 5 ] , aux solutions discontinues [n° 46] etc., le 
raisonnement suivi ne reposant que sur le caractère linéaire des con
ditions imposées aux variations. On n'a qu'à remplacer f par f -\- Ig + · · · 
J. Hadamard démontre que dans le cas des variations unilatérales436) 
le problème isopérimétrique peut encore être ramené à celui de 1'ex
tremé libre [n° 46] . 

0. Boisa*3"1) étend le lemme fondamental du problème isopéri
métrique, à l'aide d'une méthode toute différente des précédentes. 

E. W. Hobson*38) donne une généralisation qui correspond à 
celle qu'il établit pour le lemme fondamental du calcul des variations 
[n° 9]. Il n'exige des fonctions M et M1 que la seule condition 
d'être sommables (au sens de H. Lebesgue); ây est supposé un poly
nôme fini s'annulant, ainsi que des dérivées, en xl et x2. Il y a alors 
une constante isopérimétrique l telle qu'on ait (33) en tous les points, 

433) «Calcul des variations6) 1, p. 196/8, 209/11.* 
434) «Math. Ann. 68 (1910), p. 557/64; Prace matematyczno-fizyczne (Var

sovie) 21 (1910), p. 58/60 (n™ 4/5).* 
435) «En ce qui concerne la singularité qui se présente quand la constante 

isopérimétrique est nulle, voir encore le problème de Lagrange [n° 49].* 
436) ««7. Hadamard, Calcul des variations6), p. 211/5; voir déjà Bull. Soc. 

math. France 33 (1905), p. 78.* 
437) «Bull. Amer. math. Soc. 16 (1909/10), p. 402/7.* 
438) «Proc. London math. Soc. (2) 11 (1912/3), p. 17/28, en partie, p. 22/4 

§ 2) [1911].* 
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sauf peut-être en ceux d'un ensemble de mesure nulle, et en tous cas 
là où les fonctions M et Mx sont continues. 

La règle d'Euler a été appliquée4 3 9) à l'objection de du Bois-Rey-
mond [n° 10] et, plus généralement, à démontrer que, pour que l'on ait 

*1 

dès que la fonction r¡ vérifie les conditions 
7¡ = r[ = · · · = y f v - = 0 pour X = Xx = x2, 

la fonction E n'ayant qu'un nombre fini de points de discontinuités 
dans l'intervalle (x1, x¡¡), il faut que E soit un polynôme de degré 
p — 1 en a\ E. W. Hobsonm) généralise ce résultat au cas où la fonc
tion E(x) ne satisfait qu'à la condition d'être sommable; il établit que 
cette fonction est un polynôme de degré p — 1 en a; en tous les points, 
sauf peut-être en ceux d'un ensemble de mesure nulle et en tous cas 
aux points où E(x) est continue. D'une manière encore plus générale, 
E. W. Hobson considère l'expression 

les q étant des fonctions de x satisfaisant à certaines conditions4 4 1). 
De la règle d'Euler et du théorème énoncé au début du n° 27 

il résulte que, par un point (a0, b0), on peut mener, dans une direction 
donnée y0, une extrémale de classe C et une seule pour laquelle la 
constante isopérimétrique a une valeur indiquée l0, pourvu que 

•ffiK; h>
 c o s

 n > s i û y0; Q + °> 

la fonction S1 étant formée avec H comme Ft l'est avec .F 4 4 2 ) . 
L. Euleri4S) a remarqué que le problème ayant pour objet d'ex-

trémer l'intégrale J, l'intégrale K devant avoir une valeur donnée, et 
le problème réciproque, consistant à extrémer K lorsque J a une valeur 
imposée, conduisent aux mêmes familles d'extrémales. A. Mayer444) dé-

439) tP. du Bois-Reymond, Math. Ann. 25 (1885), p. 584; cf. J. Sadamard, 
Calcul des variations6), p. 200/1.* 

440) „Proc. London math. Soc. (2) 11 (1912/3), p. 24/8.* 
441) .La fonction E(x) étant sommable dans (x¡, x¿) et telle que l'inté

grale s'annule pour toute valeur de y qui est un polynôme tel que ci-dessus, 
si E(x) est continue dans (g,, £2), elle doit satisfaire dans f2) à l'adjointe 
de l'équation obtenue en annulant l'expression en q* 

442) ^O.Bolza, Variationsrecbnung "), p. 468/70.* 
443) .Comm. Acad. Petrop. 6 (1732/3), éd. 1738, p. 125 [1732].* 
444) Math. Ann. 13 (1878), p. 60 et suiv. (§ 2); cf. A. Kneser, Variations-

reehnung"0), p. 131, 136. 
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montre que toutes les conditions [n 0 8 42, 43] pour extrémer sont 
équivalentes dans les deux cas: c'est le théorème de réciprocité de 
Mayer445). H permet d'obtenir de nouvelles propriétés, qu'il serait 
parfois peu aisé de trouver directement.* 

42. Conditions de Legendre et de 'Weierstrass. Pour le cas où 

intervient une fonction inconnue avec les dérivées deB deux premiers 
ordres (J2), A. M. Legendre133) avait donné une condition erronée. 
V. Brunacci446) l'a rectifiée, en montrant, d'après une méthode ana
logue à celle de A. M. Legendre pour p = 1, que les quantités 

doivent avoir le même signe. 

Les résultats obtenus par K. Weierstrass pour le problème iso-
périmétrique ont été exposés, pour la première fois et d'une manière 
à peu près complète, par A. Kneser4"). „2T. Weierstrass448) a démontré, 
en représentation paramétrique, que si w est une fonction de classe D'f 

s'annulant en tt et t2 et satisfaisant à l'égalité 

où Gx est formée à l'aide de G (fonction figurant dans l'intégrale iso-
périmétrique) comme Fx l'est avec F [n° 12], on peut toujours envisager 
une famille de variations pour lesquelles on ait 4 4 9) 

yâx — x'ây — w. 

Utilisant ce lemme, il démontre la nécessité de la condition 4 6 0) 

*. 

d»JW = f [E^y+LT^dt^O, 
h 

les fonctions L\ et H2 étant déduites de S comme F1 et Ft le sont de 

445) «Ce théorème a été généralisé au cas du problème de Lagrange.* 
446) Memorie Ist. nazionale italiano (fis.-mat.) [Bologne] 1II (1806), p. 191/202 

[1805]. 
447) Variationsrechnung80), p. 117/70 (§ 32/42). 
448) «Dans un Cours professé à l'Université de Berlin en 1879; voir A. Kneser, 

Math. Ann. 55 (1902), p. 86/107, en partie, p. 100. 
449) «Ce lemme peut être présenté autrement.* A ce sujet, voir O. Balza, 

Trans. Amer. math. Soc. 3 (1902), p. 305 et suiv. ; Univ. Chicago decennial pubi. 
9 (1904), p. 13/21; «Variationsrechnungn), p. 457/60.* 

450) tE. Swift [Bull. Amer. math. Soc. 14 (1907/8), p. 373/5] obtient, d'une 
manière tiès simple, l'expression de la variation seconde, en représentation para
métrique. W. Cairns [Diss. Gôttingue 1907] applique leB équations intégrales à 
l'étude de l a variation seconde [cf. n° 46].* 
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F[n° 19]. O. Boisa151), appliquant une indication de Z>. Hilbert, établit 
ce résultat sans utiliser le lemme établi par K. Weierstrass. La con
dition suivante en découle immédiatement; on doit avoir 

H^O 

le long de l'arc d'extrémale k. C'est la condition de Legendre (au sens 
large) pour le problème isoperimétrique* 

«2T. Weierstrass462) donne la relation suivante le long de l'arc X: 

S(x, y; x', y; x', y'; l) = H(x, y; x, y; T) — x'H* (x, y, x', y', V) 

— y'Hyl(x, y, x, y', T)>0. 

Cette inégalité, nécessaire pour le minime fort, est dite condition de 
Weierstrass pour le problème isoperimétrique. 

Tant qu'il s'agit des conditions d'Euler, de Legendre et de 
Weierstrass, le problème isoperimétrique peut donc être ramené [cf. 
fin n° 51] au problème de 1'extremé libre de l'intégrale 

(34) f(F+lG)dx* 

43. Points conjugués. Condition de J a c o b i . «On a longtemps 

cru que l'équivalence était complète entre ces deux problèmes. G E. 
LundstromtóS) a, le premier, établi que c'est inexact. Il considère 
l'intégrale Jp. A. Mayer4bi) montre que si l'on admettait l'identité 
complète, on serait amené à cette conclusion, physiquement absurde, 
que le centre de gravité d'un fil homogène, suspendu par ses deux 
extrémités, ne prendrait la position la plus basse possible que si la 
distance des extrémités ne surpassait pas une certaine limite. 

K. Weierstrass a établi pour le problème isoperimétrique une 
théorie des points conjugués. Il démontre4 5 5) que, si d2JW doit être 
positif pour toute fonction w ne s'annulant pas dans l'intervalle d'in-

451) «Bull. Amer. math. Soc. 15 (1908/9), p. 213/7.* 
452) «Dans son cours professé à l'Université de Berlin en 1879; voir A. Kneser, 

Variationsrechnung80), p. 130/6.* 
453) Nova Acta Soc. se. Upsal. (3) 7 (1870), en partie, p. 25 [1869]. 

0. JS. Lundström [Diss. Upsal 1866] avait démontré, mais sans base satisfaisante, 
que, dans le problème isoperimétrique où entrent les dérivées jusqu'à l'ordre p, 
l'extrémé cesse quand l'arc d'extrémale a un contact d'ordre (p — 1) en deux 
points avec une extrémale infiniment voisine, qui pour l'intégrale isoperimétrique 
Kp fournit, entre ces deux points, la même valeur, à des infiniment petits 
d'ordre supérieur près. D'où il déduit une équation analogue à (20) [n° 17]. 

454) Math. Ann. 13 (1878), p. 54 et suiv.; «Ber. Ges. Lpz. 29 (1877), math, 
p. 115 et suiv.* 

465) «Cours professé à l'Université de Berlin en 1872.* 
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tégration, une fonction Dit, t^), définie par un déterminant de la forme 

*.(0 
»»(0 

t t t , 

fv&idt f V&tdt f V»3dt 
h h h 

doit être différente de zéro pour 

Le point P / , correspondant à la première racine qui suit t1} est 
dit le (point) conjugué de P 1 . Le point P \ ne coïncide pas avec le 
point conjugué P / de P t pour l'extrémé libre de l'intégrale (34). En 
général*56), P ^ P / . 

K. Weierstrass*61) indique ensuite que la fonction Dit, t^) cbange 
de signe en tt', excepté quand est le paramètre du point appelé, 
par extension, point conjugué pour l'intégrale (34) considérée isolément, 
sans condition isopérimétrique. A. Kneser*bS) en donne, le premier, 
une démonstration (d'après K. Weierstrass).* 

Il montre qu'on peut rendre la variation seconde (et A J®) néga
tive pour P j ' - < P 3 . Cette démonstration échoue dans un cas d'ex
ception. 0. Bolsa*69) a éclairci ce point à l'aide d'une méthode indiquée 
par H. A. Schwarz™0), dans un cours, pour le problème le plus simple. 

tH. Hahn*6") s'occupe de ce cas indépendamment de 0. Balza et montre 
que des recherches de G. von Escherich sur le problème de Lagrange 
[voir plus loin] résulte une démonstration tout à fait générale.* 

«La condition suivante de Jacobi au sens large est nécessaire, sans 
exception, 

P -< P '· 
R 2 = ^ r l 1 

et prise au sens strict, P 2 - < Pt' est suffisante, avec la condition de 
Legendre au sens strict [ ! ? ! > 0 dans l'intervalle (£1 5 £2)] pour la perma
nence du signe de d2JW, les fonctions w étant quelconques mais non 
identiquement nulles. 0. Bolsa*61) le démontre en s'aidant d'une extension 
d'un théorème de G G. J. Jacobi sur les équations différentielles462). 

456) «Cf. O. Bolza, Variationsrechnungn), p. 475.* 
457) Voir G. Hormann, Diss. Gôttingue 1887; W- Howe, Diss. Berlin 1887. 
458) Math. Ann. 55 (1902), p. 86/107, en partie, p. 95; cf. «O. Bolza, Varia

tionsrechnung11), p. 478/80.* 
459) Math. Ann. 57 (1903), p. 44/7 [1902]. 
460) «Math. Ann. 58 (1904), p. 165/8.* 
461) O. Bolza, Trans. Amer. math. Soc. 3 (1902), p. 309; Univ. Chicago 

decennial pubi. 9 (1904), p. 13/21. 
462) Voir déjà A. Mayer, Math. Ann. 13 (1878), p. 53. 
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A. Kneser a établi, pour le problème isopérimétrique, une théorie 
des points conjugués .analogue à celle qu'il avait donnée pour 1'ex
tremé libre, en considérant la famille des extrémales passant par le 
point P r * Il part du fait que les extrémales issues d'un même point 
forment une famille à deux paramètres et que si l'on introduit la 
valeur de l'intégrale isopérimétrique, considérée comme troisième co
ordonnée, on est amené à utiliser un champ spatial {räumliches Féld)i6z), 
.ainsi que la congruence formée par les extrémales gauches (Kongruenz 
von räumlichen Extremalen) issues du point P t . Entre les extrémales 
planes et les extrémales gauches, il existe une correspondance univoque 
et réciproque; en particulier, à l'extrémale cherchée X correspond l'ex-
trémale X' du champ spatial.* 

tA. Kneseri6i) démontre que le déterminant fonctionnel de la con
gruence en question, calculé pour X', ne se distingue de la fonction 
Dit, tx) de Weierstrass que par un facteur constant. 

Le point Qt' (de X'), dont la projection est P¿, est le point con
jugué spatial (räumlich konjugierter Punkt). C'est aussi le premier 
foyer de la congruence sur X' après P1} ou encore le point où cette 
extrémale touche, pour la première fois depuis P x , la surface focale 
de la congruence.* 

De la famille d'extrémales à deux paramètres, constituant le champ 
issu du point P1} A. Kneserie5) extrait une famille à un paramètre, 
comprenant l'extrémale X et possédant une enveloppe ÍF .qui touche 
chaque extrémale de cette famille au point conjugué de Pl. Il dé
montre que cela est possible, et d'une seule manière, quand on satisfait 
à une certaine condition, exprimée à l'aide du déterminant fonctionnel 
de la congruence. La famille ainsi obtenue est le faisceau spécial d'ex
trémales (ausgezeichnete Extremalenbüschél). On peut arriver aux mêmes 
résultats en se plaçant davantage au point de vue de la théorie des 
congruences et en résolvant certains problèmes qui s'y rattachent466).* 
A l'aide du faisceau spécial, le raisonnement suivi pour 1'extremé libre 
devient applicable ici, sauf dans certains cas d'exception. 

.Le théorème de l'enveloppe [cf. n° 26] s'exprime, si l'enveloppe SF 

463) Variationsrechnung80), p. 155/66 (§ 40/1); tK. Weierstrass a indiqué 
certains points, dans son Cours en 1879.* 

464) .Variationsrechnungso), p. 166/70 (§ 42).* 
465) .Variationsrechnung80), p. 155/61 (§ 40).* 
466) .Cf. G.Darboux, Théorie des surfaces î 9 ) 2, p. 6; voir aussi les recherches 

sur le problème d'extrémé libre dans l'espace par G. A. Bliss et Ch. M. Mason, 
Trans. Amer. math. Soc. 9 (1908), p. 450 et suiv.* 
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jointe à celle obtenue en remplaçant J par K. P 8 désigne le point 
de contact des courbes L et 9\* 

A l'aide de ce théorème, A. Kneser démontre la nécessité4 6') de la 
condition de Jacobi au sens large: P 2 r ^ P 1 ' . «Si l'enveloppe dégénère 
en un point, les intégrales J et K, prises de P A à P t ' , le long des 
différentes extrémales du faisceau spécial, ont chacune une valeur 
constante. On en déduit encore la même condition.* 

^A. Kneser4,6*) s'est occupé aussi du second point conjugué.* 
44. Le théorème fondamental de Weierstrass et les conditions 

suffisantes dans le problème isopérimétrique. «Ayant défini un 
champ à"extrémales spatiales, on considère une. extrémale gauche X3 

de P 0 à un point Q3 (x3, y3, s3), ainsi que la projection X3 = P 0 P S 

sur le plan (x, y). L'intégrale prise le long de l'arc et considérée 
comme fonction des coordonnées du point P 3 est l'intégrale de champ 
(Feldinteg-ral) correspondant au champ spatial. Ses dérivées partielles 
sont données par les formules de Hamilton46s), qui peuvent s'écrire 
[cf. n°8 29, 69] comme suit: 

p et q étant les cosinus directeurs de la tangente positive au point 
P s de l'extrémale k3, dont l3(x,y,z) est la constante isopérimétrique. 
On en déduit, à l'aide de la construction de Weierstrass ou du théorème 
d'indépendance de Hilbert, convenablement modifiés, la formule fon
damentale de Weierstrass 4 ' 0): 

Le théorème d'indépendance consiste en ce que si Q3Qi est une 
courbe, quelconque mais située tout entière dans le champ spatial, 

467) «Elle résulte encore des recherches de G. von Escherich [voir plus 
loin, au problème de Lagrange]. Cf. H. Hahn, Math. Ann. 58 (1904), p. 166/8.* 

468) «Jahresb. Schles. Ges. Vaterl. Kultur 84 (1906), éd. 1907, p. 16/21.* 
469) «Ainsi appelées par O. Bolza, Variationsrechnung11), p. 503/7.* 
470) «Donnée par K. Weierstrass dans son Cours professé à l'Université de 

Berlin en 1879.* 

dW 
dx 

d W 
dy 
dW 
dz 

y,p, q, l3), 

Hyix, y, p, q, l3), 

- 1 , 

A J « - f S(x, y; p, 2 ; x', y', l3)dz. 
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l'intégrale de Hilbert 

f {H*(x, y, p, q, l3)dx + Hyl (x, y,p, % lz)dy -l3dz] = fd W(x, y,s) 

ne dépend que des extrémités Qs, Q^- En particulier, prise entre deux 
points de la même surface transversale411) 

W -- const. 

du champ spatial, sa valeur est toujours nulle. 
Le théorème de Weierstrass ne permet de démontrer la suffisance 

de l'ensemble des conditions vues pour le minime fort, que dans 
certains cas particuliers, parmi lesquels il convient de citer les deux 
suivants, dûs à K. Weierstrass4''12): de toutes les courbes fermées de 
longueur donnée, la circonférence est celle qui délimite la plus grande 
aire; la chaînette est, parmi toutes les courbes de longueur donnée 
entre deux points fixes, celle dont le centre de gravité est le plus 
bas 4 7 3).* Tout ce que l'on peut conclure, en général, du fait que l'arc 
d'extrémale k satisfait aux conditions en question, c'est que cet arc 
minime l'intégrale par rapport aux courbes L prises telles que les 
courbes gauches correspondantes L' soient tout entières situées dans 
un voisinage de l'arc X' correspondant à X, voisinage choisi de manière 
à ce que la construction de Weierstrass soit possible 4 7 4). «Or, cette 
restriction relative aux courbes de comparaison acceptables L n'est pas 
dans la position du problème isopérimétrique. Le résultat obtenu 
revient à dire que les conditions sont suffisantes pour le minime d'un 
certain problème de variation spatial, qui n'est pas, comme on le con
sidère souvent, tout à fait équivalent au problème isopérimétrique dans 
le plan4 7 6).* 

tJ. W. Lindeberg4™) a résolu la difficulté à l'aide d'un théorème 
sur l'extrémé libre, qui présente quelque analogie avec le théorème 
d'Osgood [n° 28]. Utilisant certain lemme, il applique son théorème 

471) «O. Bolza, Variationsrechnung11), p. 508/9.* 
472) «Dans son cours en 1879; Cf. 0. Bolza, Variationsrechnung11), p. 510/1. 

Voir, dans le présent article, le chapitre consacré aux applications [no s 81, 85].* 
473) «Cf. A. Kneser, Variationsrechnung80), p. 142 4.* 
474) «Cf. J. Hadamard, Bull. Soc. math. France 33 (1905), p. 80. JB. Hahn 

[Monatsh. Math. Phys. 17 (1906), p. 63/77] a indiqué que les courbes L' restent 
dans le voisinage de 1' si Cr, est différent de zéro.* 

475) «O. Bolza [Calculus of variations11), p. 244] dit, quand ce minime est 
réalisé, qu'on a un minime demi-fort. Cf. note 36.* 

476) «Math. Ann. 67 (1909), p. 340/54. Cf. G. A. Bliss, TranB. Amer. math. 
Soc. 6 (1904), p. 487 et suiv.* 

Encyclop. des soieno. mathémat. H 6. g 
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à démontrer que les conditions sont suffisantes pour l'extrémé fort 
et strict de l'intégrale JW avec la condition isopérimétrique K®. Ce 
fait avait déjà été établi par J. W. Lindébergm) pour les intégrales sous 
forme non paramétrique (problème-a;), mais la démonstration n'a pas 
été étendue au cas de la représentation paramétrique, question qui 
ne paraît d'ailleurs pas aisée.* 

45. Problème isopérimétrique avec une limite variable. 

mA. KneseriK) a montré que la condition de transversalité n'est autre 
que celle que l'on obtient pour l'extrémé libre de l'intégrale (34) 
avec les mêmes conditions aux limites. 

Du théorème de l'enveloppe, qui, pour le faisceau spécial, s'ex
prime par les égalités 

quand une limite est variable, A. Kneser*19) conclut la nécessité de 
la condition P 2 : < P 1 " , en désignant par P x " le foyer de la courbe 
donnée r i } sur l'extrémale considérée. 

Mais pour le cas d'une limite d'intégration variable, le problème 
isopérimétrique présente des difficultés480) qui n'ont pas encore été sur
montées 4 8 1), car si les formules de Hamilton et leurs conséquences sont 
valables pour le champ spatial, formé par la congruence considérée au 
n° 4 3 , on ne peut, des conditions de Legendre et de Jacobi, toutes 
deux prises au sens strict, conclure que l'arc X peut être entouré d'un 
champ spatial. En effet, la courbe Tx n'appartenant pas nécessairement 
à un tel champ, le déterminant fonctionnel de A. Kneser s'annule 
identiquement pour t = t v Les théorèmes d'existence conduisent à un 
champ impropre et inutilisable pour la démonstration de la suffisance 
des conditions. 

Il peut toutefois arriver, comme cas spécial, qu'un segment de 
la courbe rx, fini et contenant le point P t , appartienne à la limite du 
champ spatial entourant l'arc k' (à l'exception de son point initial P x ) . 
Dans ce cas, la construction de Weierstrass peut être effectuée, et ses 
conséquences appliquées, pour toutes les courbes variées L telles que les 

477) .Math. Ann. 59 (1904), p. 322/51, en partic. p. 334.* 
478) .Variationsrechnung80), p. 121/36 (§ 33).* 
479) .Id. p. 144/55 (§ 39).* 
480) . 0 . Bolza, Variationsrechnung11), p. 523.* 
481) .Voir toutefois ,7". Radon, Sitzgsb. Akad. Wien 119 n* (1910), p. 1294/5 

(en note).* 

K^ÇP-Q") 

J^P'Q^ + J^Q'Q"), 
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courbes gauches 11 correspondantes soient, à l'exception de leur point 
initial, tout entières dans ce champ 4 8 2). 

Récemment, H. Hahnilss) a résolu la question, d'une manière fort 
générale, en traitant le problème de Lagrange avec limites variables 
[n° 56]. Si l'arc d'extrémale, dont les points extrêmes satisfont à des 
conditions quelconques, donne un extremé faible, il fournit de plus 
un extremé fort, pourvu que le signe de la fonction de Weierstrass 
soit défini dans un certain voisinage. Cela a lieu, en particulier, pour 
le problème isopérimétrique.* 

46. Solutions discontinues 4 8 4) et autres recherches sur le 

problème isopérimétrique. «En tout point anguleux, on doit avoir la 
condition de Weierstrass-Erdmann [n° 36], vue pour l'extrémé libre de 
l'intégrale (34).* 

C. Carathéodoryis5j, dans ses recherches sur les solutions dis
continues, étudie le cas d'exception [cf. n° 41] où toute extrémale 
de l'intégrale J(t> est en même temps extrémale pour l'intégrale 
Il montre que ces problèmes sont encore accessibles par la méthode 
de Weierstrass, convenablement modifiée. 

«Quant aux problèmes isopérimétriques de variations unilatérales 
[n° 39], la condition du premier ordre se ramène encore à celle de 
l'extrémé libre.* Les résultats obtenus par J.Steiner, E. F. A. Minding, 
I. Todhunter ont été exposés ailleurs [n° 39]. A. 31ayeri86) a signalé le 
théorème dit de la conservation de la constante isopérimétrique: à toutes 
les parties libres des extrémales, correspond la même constante iso
périmétrique; K. Weierstrass l'a démontré4 8 7). Il a, de plus, établi 4 8 8) 
qu'aux points de passage [cf. n° 39] on a les deux relations 

<S{xs, y„; ps, a/, T>, ?.» 0 = 0 0 = 3> 4 ) -
«J". Hadamardm) donne quelques indications relatives à la condition 

le long de la frontière* 

482) «Voir un exemple, A. Kneser, Variationsrechnung80), p. 159 et suiv.; 
0. Bolza, Variationsrechnung p. 523/6.* 

483) «Monatsh. Math. Phys. 22 (1911), p. 127 suiv.* 
484) Voir l'exposé de A. Kneser, Variationsrechnung*0), p. 180/92 (§ 45/7). 
485) «Diss. Göttingue 1904; Math. Ann. 62 (1906), p. 449.* Les solutions corres

pondantes sont appelées „starre Lösungen". «Un exemple, traité en détail, termine 
ce mémoire.* 

486) «Math. Ann. 13 (1878), p. 65 note.* 
487) «Cours professé à l'Université de Berlin en 1879.* 
488) «Voir S. Hancock, Calculus of variations'4), § 206; A. Kneser, Varia

tionsrechnung20), p. 188/92 (§ 47).* 
489) «Ann. Éc. Norm. (3) 24 (1907), p. 222.* 
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Il montre comment, à l'aide de la fonction de Green, ce problème 
dépend de la solution de l'équation intégrale 

Le noyau K(s, t) est une fonction continue et symétrique par rapport 

490) «Monatsh. Math. Phys. 17 (1906), p. 63/77 (en partie, le pénultième §).* 
491) «Diss. Gôttingue 1907.* 
492) «Cf. P. Duhem [Ann. Fac. se. Toulouse (2) 2 (1900), p. 115/36] pour 

la condition du premier ordre.* 
493) «Diss. Gôttingue 1907, p. 50/8.* 
494) «Diss. Gôttingue 1907, en partie, p. 63/8.* 

OÙ 

avec la condition 

A. Noble a cherché à étendre le théorème d'existence de Hubert au cas 
du problème isopérimétrique; mais son travail étant insuffisant, tJ.Hada-
mard approfondit l'étude de cette question, ce qui l'amène à rechercher 
la forme des extrémales quand la constante l est très grande [n° 66]*. 

«Le théorème d'Osgood [n° 28] est encore valable pour le pro
blème isopérimétrique, comme l'a montré, le premier, A. Kneser dans 
le cas de l'équilibre d'un fil, et ensuite H. HahniS0). 

L'extension, au problème isopérimétrique, d'une méthode de J.Hada-
mard [n° 67] pour résoudre les questions d'extrémés libres, présente 
des difficultés inhérentes à la nature du problème. 

A. B. Crathorne491) traite en détail le problème^ isopérimétrique 
spatial4 9 2) où l'intégrale à minimer, ainsi que l'intégrale isopéri
métrique, contiennent chacune deux variables indépendantes avec leurs 
dérivées premières. Il établit le théorème d'indépendance [cf. n° 23] 
et considère le cas d'un point extrême variable. A.B.Crathorne étudie 
aussi le cas où les limites d'intégration sont des points conjugués 4 9 3); 
il utilise à cet effet un critère général établi par D. Hubert [n° 53]. 

La théorie des équations intégrales a été appliquée au problème 
isopérimétrique, surtout à la variation seconde, par W. Oairns, qui 
donne des conditions précises où un minime a lieu. W. Cairn$i9i) 
ramène le problème à la détermination d'une fonction u de x, qui 
vérifie l'équation différentielle de Lagrange 
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aux variables s et t; f(s) et g (s) sont des fonctions continues données 
de s; c est une constante donnée; X un paramètre; 9>(s) et x' sont 
à déterminer de manière à satisfaire identiquement aux deux égalités, 
pour une certaine valeur de X. 

La théorie de W. Caims peut, comme il l'indique, être étendue 
au cas d'un nombre fini de variables dépendantes495). 

S. M. Sanielevici montre que les intégrales singulières de certaine 
équation différentielle peuvent être considérées comme étant les solutions 
d'un problème isopérimétrique [n° 7 2 ] 4 9 6 ) . * 

Le problème de Lagrange. 

4 7 . Position du problème. «Le problème de Lagrange 4 9 7) est la 
question d'extrémé lié la plus générale. L'intégrale contient un nombre 
quelconque n de fonctions inconnues assujetties à vérifier des équations 
dites auxiliaires ou accessoires (Nebenbedingungen) en nombre m < n; 

il y a en outre des conditions aux limites, auxquelles peuvent être 
astreintes les extrémités P 1(a; 1), P2(ÎC2) de la ligne d'intégration dans 
l'espace à (n + 1 ) dimensions (x, y1, . . ., yn). 

On peut distinguer trois cas suivant que les équations accessoires 
sont: ou toutes en termes finis (ce qui se présente pour la ligne la 
plus courte sur une surface entre deux points donnés et pour le prin
cipe de Hamilton en mécanique), ou toutes différentielles, ou bien encore 
mixtes (ce qui se présente dans l'étude de l'équilibre d'un fil sur une 
surface et dans celle du principe de la moindre action sous la forme 
de Lagrange 4 9 8)). Dans le second cas, le plus important, le système 
d'équations différentielles, étant indéterminé, constitue un système de 
Monge. Il renferme n — m fonctions inconnues arbitraires* 

495) «TP". Caims résout la question en s'inspirant de la méthode fondée 
sur la transformation orthogonale d'une forme quadratique à une infinité de 
variables, et suivie par D. Hilbert [Nacbr. Ges. Gôtt. (math.-phys.) 1906, p. 167/227, 
439/80] pour résoudre l'équation de Fredholm dans le cas [D. Hilbert, id. 1904, 
p. 49/91, 213/59] d'un noyau symétrique. W. Cairns obtient et applique plusieurs 
importants résultats de la théorie d'une forme quadratique avec un nombre fini de 
formes auxiliaires linéaires d'une infinité de variables; il applique aussi la théorie 
des équations intégrales orthogonales aux équations différentielles ordinaires.* 

496) «Voir encore, sur le problème isopérimétrique, A. Cayley, Proc. London 
math. Soc. (1) 3 (1869/71), p. 221/2 [1871]; Papers 7, Cambridge 1894, p. 263; L. W. 
Thomé, J. reine angew. Math. 132 (1907), p. 154/8; L. Tonelli, Atti R. Accad. 
Lincei Bendic. (5) 21 I (1912), p. 569.* 

497) «Ce problème a été posé pour la première fois par J. L. Lagrange [voir 
par ex. Leçons sur le calcul des fonctions, (nouv. éd.) Paris 1806, p. 467 (leçon 
22); Œuvres 10, Paris 1884, p. 399].* 

498) «Voir le chapitre consacré aux applications* 
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Comme l'a montré A. Clébsch4,99), il est aisé de faire rentrer dans 
le type indiqué le cas où l'intégrale contient des dérivées d'ordre supé
rieur. «On les considère comme des inconnues satisfaisant aux équations 
accessoires 

Le problème isopérimétrique, lui-même, rentre dans celui de Lagrange, 

car s'il y a m conditions isopérimétriques 

f 99(?, VI, • • -, ¥ni Vi> · · ·, V„')dx = GQ (p = 1,..., m), 

on introduit les fonctions inconnues auxiliaires 
X 

Xy 

satisfaisant encore à des équations différentielles de la même forme 

et aux conditions aux limites 

On procède d'une manière analogue lorsque le problème comporte 
des relations entre intégrales définies, ou si l'on cherche à extrémer 
une fonction quelconque de plusieurs intégrales* 

«Le cas où il y a des conditions en termes finis peut être ramené 
à celui où toutes les équations sont différentielles, soit en différentiant 
et en adjoignant les conditions aux limites, soit en résolvant par 
rapport à certaines inconnues; cette dernière méthode est préférable, 
du moins théoriquement, à la précédente, qui introduit des singularités500). 

Mais l'équivalence entre la nouvelle forme donnée à ces différents 
cas spéciaux et le problème primitif n'est complète que pour l'extré-
mé dans un intervalle, car on doit supposer, entre la valeur primitive 
des fonctions auxiliaires et les valeurs variées, le même voisinage que 
celui admis pour les y* 

48. La méthode des multiplicateurs. Cas particuliers. «Si 
n = 2, m = 1, la question peut être ramenée à un problème d'extrême 
libre, puisqu'on sait exprimer sans quadrature la solution d'un système 
de Monge à l'aide de fonctions arbitraires601). Mais ce procédé ne 
peut être généralisé.* 

499) J. reine angew. Math. 55 (1858), p. 267. 
500) «C'est le cas du champ singulier, dans la terminologie et au point de 

vue de J. Hadamard, Calcul des variations6), p. 234.* 
501) «<3% Monge, Hist. Acad. sc. Paris 1784, éd. 1787, M. p. 118, 502.* 
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Déjà L.Euler50*) s'était occupé d'extrémer l'intégrale (n = 2, m = 1) 
X, 

W-f<-(x- y, y', . . ., y(P\ z)dx, 

la fonction z satisfaisant à l'équation différentielle du premier ordre 

z'-9(x,y>y>--; tP\*)-o. 
Par une considération infinitésimale ingénieuse mais compliquée, ana
logue à celle du n° 5, il arrive à la méthode du multiplicateur. L. Euler 
montre, en effet, que si l'on représente par X la solution de l'équation 
(35) d/ + ^ 9 + d f = C j 
v ' dx dz dz ' 

s'annulant pour x = x2, et si la quantité y est augmentée au voisinage 
d'un point, l'accroissement étant E en ce point, l'intégrale w reçoit 
l'accroissement 

d'où la condition du premier ordre: 

J. L. Lagrange503) l'a établie simplement, à l'aide de la méthode 
des variations, pour deux cas particuliers. L. Euler50*) lui-même a 
donné une nouvelle démonstration. Il met la variation première de 
l'intégrale sous la forme 

(36) ôw =yS[f+X(g — z')]dx =fPdydx + [R — XSzf^, 

Il ne dépendant que de dy et de ses dérivées. Lorsque ces quantités 
s'annulent aux limites, ainsi que dz pour x = xu la condition 
X(x2) = 0 entraîne l'annulation de la partie tout intégrée, d'où P = 0 . 
Mais âz est, en général, différent de zéro pour x = x2. La démons
tration d'Euler ne peut être considérée comme rigoureuse que si cela 
est compatible avec les données du problème, ce qui est le cas, par 
exemple, pour la bracbistocbrone [n° 84] en milieu résistant505). 

502) Methodus40), p. 88/129 (chap. 3), en partie, p. 119 et §§ 6, 19, 31, 38; 
p. 133 (chap. 4) § 7, n»" 4, 5. «Cf. A. Kneser, Abh. Gresch. math. Wiss. 25 (1907), p. 28.* 

603) Mise. Taurinensia [Mélanges de philos, et de math. Soc, Turin] 2 
(1760/1), éd. 1762, seconde pagination, p. 183; Œuvres 1, Paris 1867, p. 347. 

504) Novi Comm. Acad. Petrop. 10 (1764), éd. 1766, p. 79 [1760]. 
505) Methodus40), p. 126/8 (chap. 3, § 46). 
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L'égalité X(x3) = 0 semble avoir été le point de départ d'un 
théorème, en général inexact, de Ch. E. Delaunay60*). 

A. Mayerm) montre que le problème exige une méthode nou
velle lorsqu'on donne la valeur de z en x2, comme c'est le cas, par 
exemple, pour le problème, résolu par L. Euler, de la brachistochrone 
en milieu résistant, quand la vitesse finale est donnée 5 0 8). Si l'on pose 
f = g et si (i est une solution quelconque de l'équation (35) rendue homo
gène, on obtient 

X 

Se-f Qâydx + [S- adzfXi, 

S étant une expression analogue à H. Doù, ôz s'annulant ~povxx = x2, 
une expression qui, dans le cas actuel, limite le champ de la variation 
ôy, contrairement à ce qui avait lieu plus haut. Si l'on admet que ây 
et un nombre convenable de ses dérivées s'annulent aux limites du 
domaine d'intégration, on a 

8w=frôydx = Q, fQôydx = 0; 
xx x1 

c'est-à-dire que la seconde relation doit entraîner la première. Les 
méthodes suivies pour le problème isopérimétrique [n° 41] sont appli
cables à ce système d'équations. A. Mayer, suivant le raisonnement 
fait par L. Scheeffer pour traiter ce problème, arrive aux équations 

P + c £ = 0, 

8(f+Kff) _ ± dif+^g) , Q 
dy dx dy ' 

C étant une constante et 

Xx = X + (IC 

une solution déterminée de l'équation (35). L. Euler obtient aussi ce 
multiplicateur, dans l'exemple mentionné. 

Pour f = g, la méthode d'Euler permet de résoudre le problème 
consistant à déterminer y de telle façon qu'une solution de l'équation 
différentielle (35), donnée pour x = xx, s'extrême en x = xt. L. Euler509) 
et J. L. Lagrange610) s'occupent de ce cas spécial, qui rentre dans 

506) J. Éc. polyt. (1) cah. 29 (1843), p. 85. 
507) Math. Ann. 26 (1886), p. 74; Ber. Ges. Lpz. 37 (1885), math. p. 7. 
508) Methodus40), p. 204/5 (chap. 5, § 52). «Voir, dans le présent article, 

le chapitre consacré aux applications [n° 84].* 
509) Methodus40), p. 16 (chap. 1, § 37); p. 133 (chap. 4, § 7). 
510) Mise. Taurinensia (Mélanges de philos, et de math. Soc. Turin) 2 

(1760/1), éd. 1762, seconde pagination, p. 185 [1760]; Œuvres 1, Paris 1867, p. 350. 
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le problème général de Mayerhli) [n° 50]. L. JEuler donne, comme ex
emple, la détermination de la courbe telle qu'un point pesant y descen
dant avec frottement, maxime sa vitesse au point final 6 1 2). 

J. L. Lagrange613), qui utilise souvent la méthode du multipli
cateur en mécanique, termine ses recherches y relatives par une généra
lisation au cas où se présentent des dérivées supérieures de z dans 
les fonctions f et giu). 

«Comme le fait observer A. Kneser515),* il ne paraît pas légitime 
de ne désigner la règle du multiplicateur que par le seul nom de 
Lagrange, comme on le fait ordinairement. 

49. La méthode des multiplicateurs et les conditions du pre
mier ordre. Cas général. La règle des multiplicateurs, dans le cas 
général, est la suivante: pour que la variation première de l'intégrale 
s'annule, il doit exister m fonctions continues ^ ( # ) , telles qu'on ait 

(37) 

3F d 8F , , 
dyv-d-xdy>y=° (v-l,2...,n), 

F-f+2\<Pt ( 9 = 1 , 2 . . . , m), 

f représentant la fonction sous le signe J, tp? les premiers membres 
des m équations auxiliaires. Les fonctions 1, appelées les multiplicateurs, 
et les n fonctions inconnues yv se déterminent à l'aide de ces équa
tions, jointes aux équations auxiliaires, en tenant compte des conditions 
aux limites. «On est donc ramené, sous réserve d'un certain cas d'ex
ception (dont il est question plus bas), à un problème d'extrême 
libre, en remplaçant f par F. Cette règle est vraie, que les con
ditions auxiliaires soient sous forme finie, différentielle ou mixte.* 

«J". L. Lagrange l'avait démontrée pour les extrêmes ordinaires 
[II 3, n° 32] ; il l'établit ensuite pour les extrêmes du calcul des va
riations, d'abord pour des équations auxiliaires finies 6 1 6), puis pour 
la forme différentielle617). 

511) Ber. Ges. Lpz. 30 (1878), math. p. 16/32. Cf. V. P. Ermakov, Univer-
sitetskija Izvestija Kiev [Bull. Univ. Kiev] 29 (1889), p. 105/12. 

512) Methodus40), p. 122/6. 

513) Mise. Taurinensia (Mélanges de philos, et de math. Soc. Turin) 4 
(1766/9), seconde pagination, p. 166; Œuvres 2, Paris 1868, p. 40. 

514) «Voir encore un cas spécial se rattachant à la théorie du multiplicateur, 
P. Duhem, Ann. Fac. se. Toulouse (2) 2 (1900), p. 115/36.* 

515) «Voir l'édition allemande de 1' Encyclopédie IIA, p. 580.* 
516) «Théorie des fonctions analytiques, (2 E éd.) Paris 1813; (3 E éd.) Paris 

1847, p. 292; Œuvres 9, Paris 1881, p. 312.* 
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Dans ce cas-ci, on suppose qu'au moins un déterminant fonc
tionnel des <p par rapport à m des quantités y\ c'est-à-dire un déter
minant de degré m de la matrice 

I lyl k - 1> 2> • · •> m\ v = 1, 2,-- ; »), 
reste constamment différent de zéro le long de l'extrémale considérée 
X. U. Hahn&ls) montre que cette hypothèse peut être remplacée par 
la suivante, moins restrictive: chacun des déterminants fonctionnels 
peut s'annuler sur X, mais, en tout point de l'extrémale, il y a au 
moins un déterminant non nul. Dans le cas contraire, il y aurait 
singularité des équations différentielles auxiliaires. 

Les fonctions <p et f sont supposées de classe G" dans un même 
domaine. 

Toute courbe qui satisfait aux équations et aux conditions vues 
est dite une extrémale du problème de Lagrange.* 

«Trois objections sont à faire à la démonstration de J.L.Lagrange* 
La première résulte de ce qu'on y admet que n — m des variations 
ôy1} ô > 2 , ô y n , par ex. âym+1, ôym+2, ..., âyn sont arbitraires (à part 

leur annulation en xx et x2) si le déterminant ^/ j, (p, k = 1, 2 , . . ., m) 

n'est pas nul. «Cela n'est exact que si toutes les conditions sont finies ou 
si les valeurs des m fonctions y dont les variations ne sont pas quel
conques, peuvent être choisies arbitrairement au point x2* Dans le cas 
dont il est question, les variations sont assujetties à la condition que non 
seulement ôym+1, ôym+2, . . ., èyn, mais encore ôyt, . . ., ôym doivent 
s'annuler en x2, ce qui n'a pas lieu en général. «Il faut donc savoir 
quelles conditions doivent être imposées aux n — m dernières variations 
si l'on veut que, non seulement ym+1, . . ., y„, mais encore yiy . . ., ym 

aient des valeurs données aux limites; ensuite, il faut s'assurer si ces 
conditions sont compatibles. C'est ce qu'a fait A. Mayersor), en ramenant 
la question au problème isopérimétrique (ce qui le conduit à appliquer 
le lemme fondamental de ce problème) et en utilisant ensuite d'autres 
multiplicateurs que ceux de J. L. Lagrange [n° 48]; il a ainsi donné la 
première démonstration satisfaisante de la règle de Lagrange. 

B. Turksma619) a résolu la même difficulté d'une manière indirecte. 

517) «Leçons sur le calcul des fonctions, (nouv. éd.) Paris 1806, p. 460 et 
suiv.; Œuvres 10, Paris 1884, p. 414/21.* 

518) «Math. Ann. 58 (1904), en partie, p. 152, 161. Cf. J. Hadamard, Calcul 
des variations6), p. 220, 251/4.* 

519) Math. Ann. 47 (1896), p. 33/46 [c'est un chapitre de sa dissertation 
inédite]. Voir aussi note 144. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Il considère, ce qui est permis tant qu'il ne s'agit pas de la recherche 
des conditions suffisantes, un système spécial de variations: 

z représentant une fonction arbitraire. Introduisant ces valeurs dans 
les équations 

et intégrant par parties, il obtient, pour les fonctions ce, des équa
tions de condition linéaires, dont le nombre, pour une valeur con
venable de l'exposant ef, est le même que le nombre des ce. Si l'on 
exprime que les premiers membres de ces équations sont linéairement 
dépendants et qu'il y a des multiplicateurs indépendants des a, dont 
la somme des produits dans les coefficients d'une quantité a fixée 
arbitrairement est nulle pour chaque premier membre, on conclut, par 
un simple calcul, que ces multiplicateurs s'expriment par m quantités X 
et leurs dérivées premières; d'où résultent les équations à établir; et 
les solutions trouvées sont identiques à celles obtenues par la méthode 
de J. L. Lagrange. 

+La démonstration de J. L. Lagrange contient une seconde lacune, 
correspondant à celle qui a été indiquée au problème isopérimétrique. 
Elle a été comblée par A. Kneser™), et par JD. Silbert521), à l'aide 
d'un lemme complémentaire322), nécessaire aussi pour l'étude de la 
variation seconde.* 

Une troisième objection généralise celle de du Bois-Reymond 
pour le problème le plus simple [n° 10]; et elle est applicable, non 
seulement à la démonstration de J. L. Lagrange, mais encore à celles 
de A. Mayer, B. Turksma et A. Kneser. Ces démonstrations reposent, 
en effet, sur l'hypothèse prématurée de l'existence et de la continuité 
des dérivées secondes des fonctions y. H. HàhnMS) y répond .en 
modifiant la démonstration de A. Kneser et en procédant comme il 
est indiqué au n° 10.* H établit donc les équations d'Euler-Lagrange 
en n'exigeant l'existence et la continuité que pour les dérivées premières 
des y; l'existence des dérivées secondes en résulte. .S'appuyant sur 
de nouvelles données concernant la théorie des équations différentielles, 

520) Variationsrecknung20), p. 227 (§ 66, 59). 
521) .Nachr. Ges. Gôtt. (math.-phys.) 1905, p. 158 et suiv. ; Math. Ann. 62 

(1906), p. 351/5. Voir déjà Nadechda Nïkolajevna Gernet, DÏSB. Gottingue 1902.* 
522) .Voir aussi H. Hahn, Math. Ann. 58 (1904), p. 158/64.* 
523) Monatsh. Math. Phys. 14 (1903), p. 325/42. 
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S. LJahn ne suppose plus, comme l'avait fait A. Kneser, que les fonc
tions sont analytiques* 

«Dans le cas où les équations de condition sont mixtes, tous les 
déterminants fonctionnels s'annulent. Mais 0. Boisa52*) a démontré 
que la règle d'Euler-Lagrange est encore valable. Il a considéré le 
cas général des points variables. D'autre part, il simplifie encore, en 
différents points, la démonstration de D. Hïlbert521).* 

J. Vieille^2") a attiré l'attention sur une singularité qui a lieu 
pour un problème qu'ont traité aussi L. L.Lindelof et F.N.M.Moigno526). 
Il consiste à mener, entre deux plans parallèles, une ligne de longueur 
donnée qui maxime l'aire de la surface cylindrique limitée à ces plans 
et ayant la ligne cherchée pour directrice, les génératrices étant per
pendiculaires aux plans. Dans ce cas, les équations des extrémales 
ne sont pas toutes distinctes. 

«Si, considérant le problème de Lagrange comme cas particulier 
du problème de Mayer [n° 50], on admet que dans la relation 

F=lf+£lQcpç 

(s) 
l est différent de zéro, on peut prendre 1=1, ce qui donne l'équation 
telle qu'on l'a écrite en (37). Mais si l = 0, les relations (37) s'écrivent 

(?) " 

On se trouve alors dans le cas d'exception, qui se dérobe aux démons
trations de la règle des multiplicateurs.* 

A. Mayer527) et B. Turksma519) l'ont indiqué, mais sans le formuler 
d'une manière bien précise 5 2 8). On peut encore dire, avec H. Hahn529), 
que Yextrémale se comporte normalement ou d'une manière anormale 
(normales, anormales Verhalten) dans l'intervalle d'intégration (x1} x2)} 

suivant qu'il n'existe pas ou qu'il existe (au moins) un système de m 
fonctions A ?(x) de classe C', ne s'annulant pas identiquement dans 
(x1} x2) et satisfaisant simultanément au système surabondant des n>m 
équations différentielles linéaires homogènes du premier ordre (38). 

524) «Math. Ann. 64 (1907), p. 370/87; cf. Variationsrechnung11), p. 580 4, 
pour le cas des limites fixes.* 

525) Cours complémentaire d'analyse et de mécanique rationnelle, Paris 
1851, p. 118. «Cf. J. Sadamard, Calcul des variations6) 1, p. 271/4.* 

526) «Calcul des variations66), p. 299/301.* 
527) Math. Ann. 26 (1886), p. 79. 
528) G. von Escherich [Sitzgsb. Akad. Wien 108 II" (1899), p. 1287/93] l'ap

pelle Ausnahmefàll, par opposition au cas principal (HauptfalV). «Cette distinction 
joue un rôle important dans ses recherches sur la variation seconde fn° 51].* 

529) «Math. Ann. 58 (1904), p. 152 et suiv.* 
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tJ. Hadamard530) interprète le cas anormal à l'aide du champ 
singulier; il montre ainsi que, dans le problème de Lagrange (ou 
de Mayer [n° 50]) comme dans le problème isopérimétrique [n° 41], il 
y a analogie avec ce qui se passe pour les extrêmes ordinaires. La 
singularité, qui devait être prévue, n'est autre que celle, par exemple, 
qui se présente dans la question de l'extrémé d'une fonction f(x,y,z) 
sur une surface g(x, y, s) = 0 présentant un point conique* 

Dans le problème isopérimétrique [cf. n° 41] , l'extrémale se com
porte de manière anormale lorsqu'elle est identique à l'extrémale de 
l'intégrale isopérimétrique. 

«Dans le problème de Lagrange, l'extrémale est alors en même 
temps extrémale pour les n problèmes de Mayer [n° 50] correspon
dant aux m équations auxiliaires. 

On n'a pas encore trouvé les conditions nécessaires et suffisantes 
pour qu'un système d'équations différentielles linéaires du premier ordre 
possède une solution non identiquement nulle 5 3 1). 

H. LTahn529) démontre différentes propriétés caractérisant le cas 
normal; il établit notamment qu'il n'y a qu'un seul système de multi
plicateurs ^ 5 3 2 ) . 

A. Bosenblatt683), généralisant les résultats qu'il avait obtenus 
au sujet de la règle d'Euler dans le problème isopérimétrique, étudie 
le cas d'exception où tous les déterminants fonctionnels sont nuls. 

Si, les limites xt et x% étant données, les valeurs de y^, . . ., y^ 
sont arbitraires au point x2, la règle d'Euler-Lagrange est encore 
valable, mais il faut adjoindre aux équations différentielles qui consti
tuent la condition du premier ordre, les équations aux limites 

Mais si la limite X2 est arbitraire, tandis que les autres coordonnées 
des points extrêmes sont données, on a 5 3 4 ) 

O. Boisa524) a considéré aussi le cas, plus général, où les coordonnées 

530) «Calcul des variations6) 1, p. 234.* 
531) „Ludwig Schlesinger [J. reine angew. Math. 131 (1906), p. 202/16; Vöries, 

über lineare Differentialgleichungen, Leipzig 1908, p. 4 et suiv.] a établi des con
ditions suffisantes pour qu'un système d'équations différentielles-linéaires du premier 
ordre possède une „matrice intégrale", mais la nécessité n'a probablement pas lieu.* 

532) «Cf. O. Bolza, Variationsrechnung11), p. 565.* 
633) «Prace matematyczno-fizyczne 21 (1910), p. 55 suiv.* 
534) tO. Bolza, Variationsrechnung11), p. 569/71.* 
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5 3 5 ) tJ. Hadamard, Calcul deB variations6) 1 , p. 2 4 7 / 8 . * 

5 3 6 ) .Id. p. 2 4 8 / 5 0 . * 

5 3 7 ) .Id. p. 2 5 1 . * 

6 3 8 ) .Variationsrechnung11), p. 5 7 1 / 2 . * 

5 3 9 ) .Ber. Ges. Lpz. 4 7 ( 1 8 9 5 ) , math. p. 1 4 0 et suiv.* 
6 4 0 ) .Variationsrechnung80), p. 2 2 8 et suiv.* 
5 4 1 ) .Sitzgsb. Akad. Wien 1 1 0 II" ( 1 9 0 1 ) , p. 1 3 5 5 / 1 4 2 1 . * 

6 4 2 ) . 0 . Bolza, Variationsrechnung11), p. 6 7 5 . * 

de points extrêmes variables satisfont à un nombre quelconque de 
relations de la forme 

X(Vll> · · ; Vnù Vli> • • •> Pus) = 0-

Si les variations ây ne sont pas supposées nulles aux extrémités de 
l'arc d'intégration, la formule aux limites s'écrit 

* un = \2syjy, +(f- ) dxT • 
L(v) S " (r) y » Jx, 

Elle permet d'étudier, comme pour l'extrémé libre, le cas des limites 
variables 5 8 5 ) , celui des variations unilatérales536) [n° 39] et celui des 
solutions discontinues. 

Les multiplicateurs sont, en général, discontinus en même temps 
que les y'; mais, en un point où la tangente est continue, ils sont 
continus du moment qu'un déterminant fonctionnel n'est pas nul 5 3 7). 
La condition au point anguleux et ses conséquences sont données par 
0. Bolm638). 

Le problème de Lagrange a été étudié sous la forme paramé
trique d'abord par A. Mayer539), A. Kneser540) et par G. von Escherich541). 
L'intégrale 

ff(y<>, yi, · • -, y»-, yôt yî> · · ·> y'M* 

et les fonctions ç> doivent être invariantes pour une transformation 
paramétrique, ce qui a lieu si f et <p ne renferment pas explicitement 
le paramètre t et sont positivement homogènes542) et de dimension 1 
par rapport aux variables yQ',yî, • . -,y'n, c'est-à-dire si 

f(y0, y» • • •> y„; *»i'> · · ·> = W(y<>, yi, • • -, yn; y0', yî, • · -, ».'), 

9t(jfo> y» · · •> 2/»; ty*', · · •> hVi ) = *9>f ylt...,yn; y0\ yî,..., y'n ) 

pour toute valeur positive de h. 

Si l'on pose 
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les équations différentielles du problème sont 

Elles ne sont pas distinctes entre elles, à cause des relations d'homo
généité 5 4 3). Quand l — 0, on a le cas d'exception [voir plus haut]. 

La théorie des équations différentielles permet de démontrer le 
théorème suivant: si l'on donne pour x, yv, yr', Aç, un système de 
valeurs initiales pour lesquelles le déterminant, de degré n + m, 

d<Pi 8<p„ 

K(x, y, y, X) = 

•An 

A i - " Ai» 

. Oq>m 

' sy; 

- A 8* F 
, ou Ait = „ , „ 
7 *•* /rit An. 

vaut 
K(%o> Vo> Vo, h) + °> 

et pour lesquelles on a 

<p¡¡(%o, y», y<¡> h) = °> 

il y a alors un système, et un seul, de fonctions yr et de classe C, 

satisfaisant aux équations 
(8F _à_dF^ = o 
) dy dx dy'v ' 

I «pç = 0 

et aux conditions initiales imposées 5 4 4). La solution générale dépend 
de 2 w constantes arbitraires. L'étude de la dépendance entre les so
lutions et les valeurs initiales se fait à l'aide du système canonique. 
La théorie de Jacobi-Hamilton s'y rattache [n° 69] . 

0. JBoZiza545) recherche les conditions d'intégrabilité [cf. n° 11] 
pour le problème de Lagrange. Il démontre, pour n ¡> 2m, que 

543) tA. Kneser, Variationsrechnung80), p. 241/2.* 
544) «Cf. C. Jordan, Cours d'Analyse"), (2e éd.) 3, Paris 1896, p. 600; 

O. Boisa, Trans. Amer. math. Soc. 7 (1906), p. 459 suiv.; Math. Ann. 63 (1907), 
p. 246/52; Variationsrechnung11), p. 588/90. G. von Escherich [Sitzgsb. Akad. 
Wien 107 II" (1898), p. 1209/17] considère le cas des conditions mixtes. J.Hada-
mard [Calcul des variations8) 1, p. 239] traite la question pour le problème de 
Mayer, et dit que le problème est ordinaire quand le déterminant correspondant 
à celui du texte est différent de zéro.* 

545) »Math. Ann. 71 (1912), p. 533/47.* 
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l'intégrale 

p(x, y l t . . . , yn) +2 Qt(x> vi> • • •> y«) y*')dx 

• =1 
a même valeur pour toutes les courbes de classe G' joignant deux 
mêmes points dans un certain domaine D et qui satisfont aux équa
tions différentielles 

si les quantités P et Q( sont telles qu'on ait, dans D, les relations 

2 y* Sa; dy* dy{

 v ' ' ' ' / ? 

c'est-à-dire les conditions mêmes' d'intégrabilité pour le cas de l'ex-
trémé libre. On sait d'ailleurs que les relations précédentes ne sont 
autres que les conditions d'intégrabilité de l'expression différentielle 

i = n 

P O , y1} . .., yn)dx + '^?Qi(x, ylt . -., yjdyt. 
¿=1 

Si une des fonctions tpp ne renferme pas les variables yt ou si 
les équations de condition entraînent une égalité finie ou du premier 
degré par rapport aux «/', ou si w < 2 » , la méthode de démonstration 
suivie par 0. Bolza n'est plus valable, ce qui ne prouve pas que le 
théorème ne soit plus vrai. La propriété démontrée a de l'importance 
pour le théorème d'indépendance [n° 55]. 

Il convient de rattacher au problème de Lagrange les questions 
où, au lieu d'avoir comme conditions auxiliaires différentielles des 
équations, on a des inégalités (auxquelles sont assujetties les fonctions 
inconnues). Dans ces questions de variations unilatérales [cf. n° 39], il n'y 
a rien de changé en ce qui concerne le minime faible, et a fortiori pour 
les variations première et seconde, si la ligne d'intégration vérifie les 
inégalités au sens strict. Au point de vue de l'établissement des con
ditions du premier ordre, notamment, il n'y a de question nouvelle 
que si, sur certaines parties de la ligne d'intégration cherchée, les iné
galités sont remplacées par des égalités5 4 6). La même remarque s'ap
pliquait en particulier pour le problème isopérimétrique: dans le cas 
des variations unilatérales, ce problème peut encore, en ce qui regarde 
les conditions du premier ordre, être ramené à un problème d'extréraé 
libre 5 4 7).* 

E. Zermélo5iS) recherche, comme exemple de problème avec 

546) ^J. Eadamard, Calcul des variations6), p. 248/50.* 
547) ,Id. p. 211/4.* 
648) Jahresb. deutsch. Math.-Ver. 11 (1902), p. 184/7. +A. Haar et Th. von 

Kdrmdn ont considéré le cas de variations unilatérales où il faut minimer une 
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LA 1™ SÉRIÉ EOMPREND TOUS LES MÉMOIRES IMPRIMÉS DANS LES Recueils des 
Académies de Turin, de Berlin et de Paris, AINSI QUE LES Pièces diverses 
PUBLIÉES SÉPARÉMENT. CETTE SÉRIE FORME 7 VOLUMES (TOMES LÀ V U ; 1867-1877), 
QUI SE VENDENT SÉPARÉMENT 3O FR. 

LA 2* SÉRIE, QUI EST EN COURS DE PUBLICATION, SE COMPOSE DE 7 VOLUMES, QUI 
RENFERMENT LES OUVRAGES DIDACTIQUES, LA CORRESPONDANCE ET LES MÉMOIRES INÉ
DITS, SAVOIR : 

TOME VIII : Résolution des équations numériques. IN-4; 1879 18 FR. 
TOME IX : Théorie des fonctions analytiques. IN-4; 1881 18 FR. 
TOME X : Leçons sur le calcul des Fonctions. IN-4; '884 18 FR. 
TOME XI : Mécanique analytique (I™ PARTIE), AVEC Notes DE J. BER-

TRANO ET G. DARBOUX; 1888 1 0 FR. 
TOME XII : Mécanique analytique (11· PARTIE), AVEC Notes DE J. BER

TRAND ET G. DARBOUX; 1889 20 FR. 
TOME XIII : Correspondance inédite avec d'Alembert, PUBLIÉE D'APRÈS 

LES MANUSCRITS AUTOGRAPHES ET ANNOTÉE PAR LUDOVIC LALANNE ; 1882.. I5 FR. 
TOME XIV : Correspondance de Lagrange avec Condorcet, Laplace, 

Euler et divers savants, PUBLIÉE ET ANNOTÉE PAR LUDOVIC LALANNE , 
AVEC DEUX FAC-SIMILÉS; 1892 I5 HT. 

LB TOME 1 CONTIENT : RECHERCHER SUR LA MÉTHODE de maximis et minimis, 
— SUR L'INTÉGRATION D'UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE À DIFFÉRENCES FINIES, QUI 
EONTIENT LA THÉORIE DES SUITES RÉCURRENTES. — RECHERCHES SUR LA NATURE ET LA 
PROPAGATION DU SON. — NOUVELLES RECHERCHES SUR LA NATURE ET LA PROPAGATION 
DU SON. — ADDITION AUX PREMIÈRES RECHERCHES SUR LA NATURE ET LA PROPAGATION 
DU SON. — ESSAI D'UNE NOUVELLE MÉTHODE POUR DÉTERMINER LES MAXIMA ET LES 
MINIMA DES FORMULES INTÉGRALES INDÉFINIES. — APPLICATION DE LA MÉTHODE EX
POSÉE DANS LE MÉMOIRE PRÉCÉDENT À LA SOLUTION DE DIFFÉRENTS PROBLÈMES DE 
DYNAMIQUE. — SOLUTION DE DIFFÉRENTS PROBLÈMES DE CALCUL INTÉGRAL, AVEC UNE 
APPLICATION À LA THÉORIE DE JUPITER ET DE SATURNE, — SOLUTION D'UN PROBLÈME 
D'ARITHMÉTIQUE. 
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Le TOME II contient : Sur l'intégration de quelques équations différentielles 
dont les indéterminées sont séparées, mais dont chaque membre en particulier 
n'est point integrable. — Sur la méthode des variations. — Recherches sur le 
mouvement d'un corps qui est attiré vers deux centres fixes. — Sur la figure 
des colonnes. — Mémoire sur l'utilité de la méthode de prendre le milieu 
entre les résultats de plusieurs observations, dans lequel on examine les avan
tages de cette méthode par le Calcul des probabilités, et où l'on résout diffé
rents problèmes relatifs à cette matière. — Sur la percussion des»fluides. — 
Sur une nouvelle méthode de Calcul intégral par les différentielles affectées 
d'an radical carré sous lequel la variable ne passe pas par le quatrième 
degré. — Sur les courbes tautochrones. — Mémoire sur le passage de Vénus du 
3 juin 1769. — Sur la solution des problèmes indéterminés du second degré. 
— Sur la résolution des équations numériques. — Additions an Mémoire sur 
la résolution des équations numériques. — Nouvelle méthode pour résoudre 
les Problèmes indéterminés en nombres entiers. 

Le TOME III contient : Nouvelle méthode pour résoudre les équations litté
rales par le moyen des séries. — Sur la force des ressorts plies.— Sur le Pro
blème de Kepler. — Sur l'élimination des inconnues dans les équations. — 
Nouvelles réflexions sur les tautochrones. — Démonstration d'un Théorème 
d'Arithmétique. — Réflexions sur la résolution algébrique des équations. — 
Démonstration d'un Théorème nouveau concernant les nombres premiers. — 
Sur une nouvelle espèce de Calcul relatif a la différentiation et à l'intégration 
des quantités variables.— Sur la forme des racines imaginaires des équations. 
— Sur Jes réfractions astronomiques. — Sur l'intégration des équatioas à 
différences partielles du premier ordre. — Nouvelle solution du Problème du 
mouvement de rotation d'un corps de figure quelconque qui n'est animé par 
aucune force accélératrice. — Sur l'attraction des sphéroïdes elliptiques. — 
Solutions analytiques de quelques Problèmes sur les pyramides triangulaires. 
— Recherches d'Arithmétique. 

Le TOME IV, en tète duquel se trouve le portrait de Lagrange- gravé sur 
acier, contient : Sur les intégrales particulières des équations différentielles. — 
Sur le mouvement des nœuds des orbites planétaires. — Recherches sur les 
suites récurrentes dont les termes varient de plusieurs manières différentes, 
ou sur l'intégration des équations linéaires aux différences finies et partielles: 
et sur l'usage de ces équations dans la théorie des hasards. — Snr 1 altération 
des moyens mouvements des planètes. — Solutions de quelques problèmes 
d'Astronomie sphérique par le moyen des séries. — Sur l'usage des fractions 
continues dans le Calcul intégral. — Solution algébrique d'un Problème de 
Géométrie. — Recherches sur la détermination du nombre des racines imagi
naires dans les équations littérales. — Sur quelques Problèmes de l'Analyse de 
Diophante. — Remarques générales sur le mouvement de plusieurs corps qui 
s'attirent mutuellement en raison inverse des carrés des distances. — Ré
flexions sur l'échappement. — Sur le Problème de la détermination des orbites 
des Comètes d'après trois observations. — Sur la théorie des lunettes. — Sur 
une manière particulière d'exprimer le temps dans les sections coniques, dé
crites par des forces tendantes au foyer et réciproquement proportionnelles au 
carré des áibSances, — Sur différentes questions d'Analyse relatives à la théorie 
des intégrales particulières. — Sur la construction des Cartes géographiques. — 
Sur la théorie du mouvement des fluides. 

Le TOME V contient : Théorie de la libration de la Lune et des autres phé
nomènes qui dépendent de la figure non sphérique de cette planète. —Théorie 
des variations séculaires des planètes (I" Partie). — Théorie des variations 
séculaires des éléments des planètes (11· Partie). — Théorie des variations 
périodiques des mouvements des planètes (I" Partie). — Sur les Variations 
séculaires des mouvements moyens des planètes. — Théorie des variations pé
riodiques des mouvements des planètes (11· Partie). — Sur la manière de 
rectifier les méthodes ordinaires d'approximation pour l'intégration des équa
tions du mouvement des planètes. — Sur une méthode particulière d'approxi
mation et d'interpolation. — Sur une nouvelle propriété du centre de gra
vité. — Méthode générale pour intégrer les équations aux différences 
partielles du premier ordre, lorsque ces différences ne sont que linéaires. — 
Théorie géométrique du mouvement des aphélies des planètes, pour servir 
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— a — 
D'ADDITION AUX PRINCIPES DE NEWTON, RELATIFS À LA PROPAGATION DU SON ET AU 
MOUVEMENT AES ONDES. — MÉMOIRE SUR UNE QUESTION CONCERNANT LES ANNUITÉS. — 
MÉMOIRE SUR L'EXPRESSION DU TERME GÉNÉRAL DES SÉRIES RÉCURRENTES, LORSQUE 
L'ÉQUATION GÉNÉRATRICE A DES RACINES ÉGALES. — MÉMOIRE SUR LES SPHÉROÏDES 
ELLIPTIQUES. — MÉMOIRE SUR LA MÉTHODE D'INTERPOLATION. —MÉMOIRE SUR L'ÉQUA
TION SÉCULAIRE DE LA LUNE. — MÉMOIRE SUR UNE LOI GÉNÉRALE D'OPTIQUE. — RAP
PORTS. 

LE TOME VI CONTIENT : RECHERCHES SUR LA LIBRATION DE LA LUNE. — RECHERCHES 
SUR LES INÉGALITÉS DES SATELLITES DE JUPITER. — ESSAI SUR LE PROBLÈME DES TROIS 
CORPS. — SUR L'ÉQUATION SÉCULAIRE DE LA LUNE. — RECHERCHES SUR LA THÉORIE 
DES PERTURBATIONS QUE LES COMÈTES PEUVENT ÉPROUVER PAR L'ACTION DES PLANÈTES. 
— RECHERCHES SUR LA MANIÈRE DE FORMER DES TABLES DES PLANÈTES, D'APRÈS LES 
SEULES OBSERVATIONS. — LETTRES À LAPLACE SUR LA THÉORIE DES INÉGALITÉS SÉCU
LAIRES DES PLANÈTES. — RECHERCHES SUR LES ÉQUATIONS SÉCULAIRES DES MOUVEMENTS 
DES NŒUDS ET DES INCLINAISONS DES ORBITES DES PLANÈTES. — MÉMOIRE SUR LA 
THÉORIE DES VARIATIONS DES ÉLÉMENTS DES PLANÈTES, ET EN PARTICULIER DES VARIA
TIONS DES GRANDS AXES DE LEURS ORBITES. — MÉMOIRE SUR LA THÉORIE GÉNÉRALE DE 
LA VARIATION DES CONSTANTES ARBITRAIRES DANS TOUS LES PROBLÈMES DE MÉCANIQUE. — 
SECOND MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DE LA VARIATION DES CONSTANTES ARBITRAIRES DANS 
LES PROBLÈMES DE MÉCANIQUE. 

LE TOME VII CONTIENT : ADDITIONS AUX ÉLÉMENTS D'ALGÈBRE D'EULER. ANALYSE 
INDÉTERMINÉE. — LEÇONS ÉLÉMENTAIRES SUR LES MATHÉMATIQUES DONNÉES À L'ECOLE 
NORMALE EN 1795. — ESSAI D'ANALYSE NUMÉRIQUE SUR LA TRANSFOIMATION DES 
FRACTIONS. — SUR LE PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES. — DISCOURS SUR L'OBJET DE 
LA THÉORIE DES FONCTIONS ANALYTIQUES. — SOLUTIONS DE QUELQUES PROBLÈMES RELA
TIFS AUX TRIANGLES SPHÉRIQUES, AVEC UNE ANALYSE COMPLÈTE DE CES TRIANGLES. — 
ECLAIRCISSEMENT D'UNE DIFFICULTÉ SINGULIÈRE QUI SE RENCONTRE DANS LE CALCUL DE 
L'ATTRACTION DES SPHÉROÏDES TRÈS PEU DIFFÉRENTS DE LA SPHÈRE. — COMPAS DE 
RÉDUCTION POUR LA DISTANCE DE LA LUNE AUX ÉTOILES. — SUR L'ORIGINE DES 
COMÈTES. — REMARQUES SUR LA MÉTHODE DES PROJECTIONS POUR LE CALCUL DES 
ÉCLIPSES DE SOLEIL OU D'ÉTOILES. *— SUR LE CALCUL DES'ÉCLIPSES SUJETTES AUX PARAL
LAXES. — NOUVELLE MÉTHODE POUR DÉTERMINER L'ORBITE DES COMÈTES D'APRÈS LES 
OBSERVATIONS. — NOUVEAU MOYEN DE DÉTERMINER LA LONGITUDE DE JUPITER ET DE 
SATURNE AU MOYEN D'UNE TABLE À SIMPLE ENTRÉE. — ADDITION AU MÉMOIRE SUR 
LE CALCUL DES ÉCLIPSES SUJETTES AUX PARALLAXES. — SUR LA DIMINUTION DE L'OBLI
QUITÉ DE L'ÉCLIPTIQUE. — SUR LES INTERPOLATIONS. — VALEURS DES VARIATIONS 
ANNUELLES DES ÉLÉMENTS DES ORBITES DES PLANÈTES. — EQUATION POUR LA DÉTERMI
NATION DES ÉLÉMENTS DE L'ORBITE D'UNE PLANÈTE OU D'UNE COMÈTE AU MOYEN DE 
TROIS OBSERVATIONS PEU ÉLOIGNÉES.— ESSAI D'ARITHMÉTIQUE POLITIQUE SUR LES PRE
MIERS BESOINS DE L'INTÉRIEUR DE LA RÉPUBLIQUE. — LELTERA DI LUIGI DI LA GRANGE 
TOURNIER, TORINESE, AU'ILLUSTRISSIMO SIGNOR CONTE GIULIO CARLO DA FAGNANO, 
CONTENENTE UNA NUOVA SERIE PER I DILÏERENZIALI ED INTEGRALI DI QUALSIVOGLIA 
GRADO, CORRISPONDENTE ALIA NEWTONIANA PER LE POTESTÀ E LE RADICT. — NOTE SUR 
UN PARADOXE QU'ON RENCONTRE DANS LES FORMULES DE L'ATTRACTION D'UN POINT SUR 
UNE SURFACE SPHÉRIQUE QUELCONQUE. — NOTE SUR LA MÉTAPHYSIQUE DU CALCUL INFI
NITÉSIMAL. — FORMULES RELATIVES AU MOUVEMENT DU BOULET DANS L'INTÉRIEUR DU 
CANON, EXTRAITES DES MANUSCRITS DE LAGRANGE, PAR POISSON. 

LE TOME VIII (RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES) CONTIENT : MÉTHODE 
POUR TROUVER, DANS UNE ÉQUATION NUMÉRIQUE QUELCONQUE, LA VALEUR ENTIÈRE LA 
PLUS APPROCHÉE DE CHACUNE DE SES RACINES RÉELLES. — DE LA MANIÈRE D'AVOIR LES 
RACINES ÉGALES ET LES RACINES IMAGINAIRES DES ÉQUATIONS. — NOUVELLE MÉTHODE 
POUR APPROCHER DES RACINES DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. — APPLICATION DES MÉ
THODES PRÉCÉDENTES À QUELQUES EXEMPLES. —SUR LES RACINES IMAGINAIRES, (I . SUR 
LA MANIÈRE DE RECONNAÎTRE SI UNE ÉQUATION A DES RACINES IMAGINAIRES. — 2. OÙ 
L'ON DONNE DES RÈGLES POUR DÉTERMINER DANS CERTAINS CAS LE NOMBRE DES RACINES 
IMAGINAIRES DES ÉQUATIONS. — 3. OÙ L'ON APPLIQUE LA THÉORIE PRÉCÉDENTE AUX 
ÉQUATIONS DES SECOND, TROISIÈME ET QUATRIÈME DEGRÉS. — 4. SUR LA MANIÈRE DE 
TROUVER LES RACINES IMAGINAIRES D'UNE ÉQUATION.)- — SUR LA MANIÈRE D'APPROCHER 
DE LA VALEUR NUMÉRIQUE DES RACINES DES ÉQUATIONS PAR LES FRACTIONS CONTINUES. 
(1. SUR LES FRACTIONS CONTINUES PÉRIODIQUES. — 2. OÙ L'ON DONNE UNE MANIÈRE 
TRÈS SIMPLE DE RÉDUIRE EN FRACTIONS CONTINUES LES RACINES DES ÉQUATIONS DU 
SECOND DEGRÉ. — 3. GÉNÉRALISATION DE LA THÉORIE DES FRACTIONS CONTINUES. — 
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4. Où l'on propose différents moyens pour simplifier le calcul des racines par 
les fractions continues.) — Notes sur la théorie des équations algébriques. 
Le TO M E IX Théorie des fonctions analytiques) contient : IN T I Î O D U C T I O V . 

Des fonctions en general; des fonctions primitives et dérivées. — Des diflé-
rentes maní íes dont on a envisagé le Calcul différentiel. — Objet de cet Ou
vrage. — 1" PA R T I E : Exposition de la théorie avec ses princip ux usages 
dans l'Anal} se. — IIe

 PA R T I E : Application de la théorie des fonctions à la 
Géométrie. — 111· P \R T I E : Application delà théorie des fonctions à la Méca
nique. — NO T E de Serret. 

Le TO M E X Leçons sur le Calcul des fonctions) contient : Avertissement. — 
Sur l'objet du Calcul des Fonctions et sur les Fonctions en général. — Sur 
le développement d'une Fonction d'une variable, lorsqu'on attribue un aeci ois-
sement à cette variable. Loi générale de ce développement. Origin des Fonc
tions dérivée Différents ordres de ces Fonctions. Leur notation — I onctions 
dérivées des puissances. Développement d'une puissance quelconque d'un 
binôme. — Ponctions dérivées des quantités exponentielles et logarithmiques. 
Développement de ces quantités en séries. — Fonctions dérivées des sinus et 
cosinus d'angles exprimes par les sinus et cosinus. Développement de ces 
quantités en seríes. — Fonctions dérivées des quantités composées de diffé
rentes fonctions d une même variable ou dépendantes de ces fonctions par des 
équations données. — Sur la manière de rapporter les Fonctions dérivées à 
différentes va îables. — Du développement des Fonctions lorsqu'on donne à 
la variable une valeur déterminée. Cas dans lesquels la règle générale est en 
défaut. Analyse de ces cas. Des valeurs des fractions dont le numérateur et le 
dénominateur s'évanouissent à la fois. — De la manière d'avoir les limites du 
développement d'une fonction, lorsqu'on n'a égard qu'à un nombre déterminé 
de termes. Cas dans lesquels les principes du Calcul différentiel sont en défaut. 
Théorème fondamental. Limites de plusieurs séries. Manière rigoureuse d'in
troduire les Ponctions dérivées dans la théorie des courbes et dans celle des 
mouvements vanes. — Des équations dérivées et de leur usage pour la trans
formation des Ponctions. Analyse des sections angulaires. — Suite de l'analyse 
des sections angulaires, où l'on démontre les formules générales données dans 
la Leçon Precedente. — Théorie genérale des équations dérivées et des cons
tantes arbitraires. Théorie des multiplicateurs des équations dérivées. — 
Des valeurs singulières qui satisfont aux équations dérivées, et qui ne sont pas 
comprises dan» les équations primitives. Théorie des équations primitives sin
gulières. — Comment l'équation primitive singulière résulte de l'équation 
dérivée. — Equations dérivées qui ont des équations primitives singulières 
données. Analyse d'une classe d'équations de tous les ordres qui ont toujours 
nécessairemeD des équations primitives singulières. — Sur différents Pro
blèmes relatifs à la théorie des équations primitives et singulières. — Digres
sion sur les épations aux différences finies, sur le passage de ces différences 
aux d fférenlie les et sur l'invention du Calcul différentiel. — Des fonctions 
de deux ou plusieurs variables; de leurs fonctions dérivées. Notation et forma
tion de ces fonctions. — Equations dérivées à plusieurs variables. Théorie de 
ces équations. 1 thodes générales pour trouver les équations primitives des 
équations du pi mier ordre à plusieurs variables. Des équations de condition 
par lesquelles on peut reconnaître si une fonction d'un ordre quelconque de 
plusieurs variables est une fonction dérivée exacte. Analogie de ces équations 
svec celles du problème des isopérimètres. Histoire de ce problème. Méthode 
i'es variations. — Méthode des variations, déduite de la considération des 
*onctions. 

Les TO I I F S XI et XII comprennent la Mécanique Analytique (voir prospectus 
spécial) 
Le TO M E XIII (Correspondance) contient 72 Lettres inédites qui sont publiées 

d'apiès les manuscrits autographes de d'Alembert et de Lagrange conservés à 
la Bibliothèque de l'Institut de France. Ces Lettres, d'un grand intérêt scien
tifique et historique, sont mises en ordre et annotées par Ludovic Lalanne. 

Le TO M E XIV et dernier renferme, entre autres, la Correspondance inédite de 
Lagrange avec Condorcet, EuJer, Laplace, etc. ; il est précédé d'une Notice 
destinée à compléter celle que l'on doit à Delambre. et qui a été renroduite en 
tête du premier Volume de la Collection. 
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L I B R A I R I E G A U T H I E « - V 1 L L A II S , 

Q U A I D E S G R A N D S - A U G U S T I N S , 55, A l ' A H K , 6 ° . 

E n r o l franco d a n s t o m e 'l nion postale contre m a n d a t de poste o u valeur sur Par... 

LAURENT (H.), E x a m i n a t e u r d ' a d m i s s i o n à l ' É c o l e P o l y t e c h n i a u e . — 

T r a i t é d ' A n a l y s e . 7 b e a u x v o l u m e s i n - 8 , s e v e n d a n t s é p a r e i r n t . 

T o m e I. — C a l c u l d i f f é r e n t i e l , applications analytiques; 1 8 8 - . . . . ¡ 0 £ r . 

T o m b 11. — applications géométriques ; 1 8 8 7 t a ir. 

T o m e III. — C a l c u l i n t é g r a l . Intégrales définies et indéfinies ; i>îo3. l a f r . 

T o m e I V . — Théorie des fonctions algébriques et de leurs intégra es 
1 8 8 9 !î fr. 

T o m b V . — E/uations différentielles ordinaires; 1 8 9 0 xo f r . 

T o m e V I . — Equations aux dérivées partielles; 1 8 9 0 8 f r . 5 o c . 

T o m e V I I . — Applications géométriques de la théorie des équations 
différentielles ; 1 8 9 1 b fr. 0 0 c. 

C e T r a i t é c o n t i e n t , s o u s f o r m e d i d a c t i q u e , l a p a r t i e d e l ' A n a l y s e qu'il e s t 

i n d i s p e n s a b l e d e c o n n a î t r e d a n s l'état a c t u e l d e la S c i e n c e p o u r p o u v o i r 

a b o r d e r la l e c t u r e d e s M é m o i r e s d e s s a v a n t s d e n o t r e é p o q u e . Les c a n d i 

d a t s à la L i c e n c e y t r o u v e r o n t d é v e l o p p é e s t o u t e s l e s m a t i è r e s d e l e u r p r o 

g r a m m e ; l e s p a r a g r a p h e s r e l a t i f s à c e p r o g r a m m e s o n t d ' a i l l e u r s i n d i q u é e 

d a n s la T a b l e d e s m a t i è r e s a u m o y e n d ' u n a s t é r i s q u e . U n g r < t n a noniDre 
d ' a u t r e s p a r a g r a p h e s p o u r r o n t , s a n s ê t r e e x i g é s , ê t r e l u s p a r e u x a v e c f r u i t . 

A la fin d e p r e s q u e t o u s l e s C h a p i t r e s figurent u n c e r t a i n n o m b r e d e N o t e s 

b i b l i o g r a p h i q u e s , d e t h é o r i e s r a p i d e m e n t r é s u m é e s o u d ' e x e r c i c e s s u r l e s 

m a t i è r e s d é v e l o p p é e s d a n s le t e x t e . 

L ' a u t e u r s'est ' e f f o r c é d e r e n d r e t o u t e s l e s d é m o n s t r a t i o n s c l a i r e s e t 

rigoureuses; il a a u t a n t q u e p o s s i b l e c h e r c h é à é v i t e r d a n s l e s d é m o n s t r a 

t i o n s l e s a r t i f i c e s d e c a l c u l s q u i c a c h e n t l e s m é t h o d e s d ' i n v e n t i o n , e n f i n il 

a c h e r c h é à i m i t e r la m a n i è r e d e C a u c h y e n r e p r o d u i s a n t , t o u t e s l e s f o i s q u e 

c e l a a é t é p o s s i b l e , l e s d é m o n s t r a t i o n s d e n o t r e i l l u s t r e c o m p a t r i o t e ; d a n s 

u n g r a n d n o m b r e d e c i r c o n s t a n c e s , c'est J a c o b i q u e l ' o n a p r i s p o u r m o d e l e 

e t p r e s q u e p a r t o u t c e s o n t l e s d o c t r i n e s d e c e s d e u x g r a n d s g é o m è t r e s q u ' 

o n t i n s p i r e l ' a u t e u r . 

L e s d e u x p r e m i e r s V o l u m e s c o n t i e n n e n t le C a l c u l d i f f é r e n t i e l a v e c s e s 

a p p l i c a t i o n s g é o m é t r i q u e s e t a n a l y t i q u e s ; p a r m i c e s a p p l i c a t i o n s , il c o n v i e n t 

d e s i g n a l e r l a t h é o r i e d e s f o r m e s e t u n e t h é o r i e d é v e l o p p é e d e s p o i n t s s i n 

g u l i e r s d o n t le r ô l e e s t a u j o u r d ' h u i t r è s i m p o r t a n t d a n s la t h é o r i e d e s 

f o n c t i o n s . 

L e t r o i î è m e V o l u m e c o n f i e n t l a t h é o r i e d e s i n t é g r a l e s d é f i n i e s e t i n d é f i 

n i e s a v e c s e s a p p l i c a t i o n s à l ' é t u d e d e s f o n c t i o n s u n i f o r m e s . L e s m é t h o d e s 

i n d i q u é e s d a n s c e V o l u m e p o u r le c a l c u l d e s i n t é g r a l e s i n d é f i n i e s , s a n s diffé

r e r t o t a l e m e n t d e s m é t h o d e s e n s e i g n é e s o r d i n a i r e m e n t , s o n t s o u v e n t p l u s r a 

p i d e s e t mo n s s u j e t t e s a u x f a u t e s d e c a l c u l q u e f o n t s o u v e n t l e s c o m m e n ç a n t s . 

L e q u a t r i è m e V o l u m e e s t c o n s a c r é à l ' é t u d e d e s f o n c t i o n s non u n i f o r m e s 

e t a l e u r s n t g r a l e s . L a t h é o r i e d e s f o n c t i o n s e l l i p t i q u e s y e s t e x p o s é e d ' a p r è s 

l e s i d é e s d e C a u c h y , d e J a c o b i e t d e M . H e r m i t e ; l e s f o n c t i o n s a b é l i e n n e s 

d ' a p r è s l e s d e l l i e m a n n , e n p r o f i t a n t d e s p r o g r è s r é a l i s é s d e p u i s l a m o r t 

d e c e s a v a ît. 

L e cm l e m e V o l u n t e c o n t i e n t l a t h é o r i e d e s é q u a t i o n s d i f f é r e n t i l i e s 

o r linai -es e t l ' a u t e u r a p o u s s é l ' é t u d e d e c e s é q u a t i o n s a u s s i l o i n q u il a p u 

s a n f a i r e i n t e r v e n i r la t h é o r i e d e s s u b s t i t u t i o n s , q u i s e m b l e a i j o u r d h u i 

f o n ï p r u i e b r a i c h e d e la s c i e n c e d i s t i n c t e d u r e s t e d e l ' a n a l y s e ; if c o n t i e n i 

é g l e m e n t le c a l c u l d e s v a r i a t i o n s d e s i n t é g r a l e s s i m p l e s . 
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Le sixième Volume est consacré aux équations aux dérivées partielles, 

¡a principe de Dirichlet et au calcul des variations des intégrales multiples; 
an y trouve un chapitre sur les équations aux différences et sur les équa
tions fonctionnelles. L'Auteur a simplifié un certain nombre de théories au 
moyen de cette remarque, que les conditions réputées nécessaires et 
suffisantes d'intégrabilité des expressions différentielles ne sont pas toutes 
absolument nécessaires, en ce sens qu'elles rentrent plus ou moins les 
unes dans les autres. 

Enfin le septième Volume est consacré aux applications de la théorie des 
équations différentielles à la Géométrie. On y trouve la théorie des lignes 
tracées sur les surfaces, les coordonnées curvilignes et la géométrie des 
lignes droites. 

Titres des Chapitres. 

Tome I. — Introduction. Théorie générale des séries. Théorie des dérivées. 
Différences des fonctions d'une variable. Théorie des différentielles des fonctions 
d'une seule variable. Dérivées, différences et différentielles des fonctions de 
plusieurs variables. Des déterminants fonctionnels et des fonctions implicites. 
Fonctions de variables imaginaires. Changement de variable dans les fonctions 
d'une seule variable indépendante. Théorie des substitutions linéaires. Sur 
l'élimination. Résolution des questions de maximum et de minimum. Sur les 
valeurs des fonctions qui se présentent sous une forme singulière. 

Tome II. — Des questions de Géométrie plane qui dépendent des infiniment 
petits du premier ordre. Étude des questions qui dépendent d'infiniment petits 
d'ordre supérieur au premier. Étude des points singuliers. Des questions de 
Géométrie dans l'espace qui dépendent d'infiniment petits du premier ordre. 
Des questions qui dépendent d'infiniment petits d'ordre supérieur. Des questions 
qui dépendent d'infiniment petits d'ordre supérieur au premier dans les surfaces. 

Tome III. — Introduction. Calcul des intégrales. Théorie des intégrales 
définies. Sur les intégrales multiples. Intégrales des différentielles totales. Inté
grales définies prises entre des limites imaginaires et résidus de Cauchy. Inté
gration par les séries. Propriétés des fonctions mon.ogènes et monodromes. Des 
fonctions périodiques. Sur l'interpolation des fonctions numériques. Formules 
de quadrature. 

Tome IV. — Théorie des fonctions synectiques de plusieurs variables. Théorie 
des fonctions algébriques. Sur la transformation des figures planes. Applica
tions géométriques des doctrines exposées au Chapitre précédent. Des trans
cendantes engendrées par l'intégration indéfinie. Théorie des intégrales ellip
tiques. Théorie des fonctions elliptiques. Théorie générale des fonctions 
doublement périodiques et des fonctions auxiliaires. Fonctions modulaires. 
Applications géométriques de la théorie des fonctions elliptiques. Etude des 
fonctions abéliennes. 

Tome V. — Généralités sur les équations différentielles. Équations du pre
mier ordre. Des équations linéaires. Étude de quelques équations linéaires. 
Intégration des équations d'ordre supérieur non linéaires. Equations différen
tielles simultanées. Théorie des fractions continues. Calcul des variations des 
intégrales simples. 

Tome VI. — Equations linéaires aux dérivées partielles du premier ordre à 
une inconnue. Théorie des équations quelconques aux dérivées partielles du 
premier ordre à une inconnue. Équations aux différentielles totales et équa
tions simultanées aux dérivées partielles. Équations aux dérivées partielles 
d'or tre supérieur et équations simultanées. Des équations aux différences finies. 
Équations fonctionnelles. Des fonctions harmoniques. Variations des intégrales 
multiples. 

Tome VII. —Etude des courbes que l'on peut tracer sur une surface donnée. 
Géométrie spherique. Des coordonnées curvilignes* sur une surface. Des 
coordonnées curvilignes dans l'espace. Théorie des surfaces gauches. La géo
métrie des lignes droites. 
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U U I i A I R l E G A U T H I E R - V I L L A R S , 

QUAI DES GRANDS-AUGUSTINS, 55, A PARIS. 

ËQTOT franco dins toute l'Unton POSTALE CONTRE MANDAT-POSTE OU RÂLEUR SUR Pari* 
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Avertissement des Éditeurs. 

Cet Ouvrage reproduit en substance les Leçons professées par M. 3.*A 
Serret à la Sorbonne. L'Auteur n'avait pas cru toutefois devoir se renfermer 
dans les. limites de son enseignement oral, et les diverses théories qu'il 
avait à exposer ont reçu tous les développements utiles. Les règles du 
Calcul différentiel et les applications de ce Calcul à la Géométrie font 
l'objet du Tome I. Le Tome II traite du Calcul intégral. 

M. Ch. Hermite a bien voulu ajouter à la fin du Tome II (p. 735-904) 
une Notice sur la Théorie des fonctions elliptiques. 
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AVERTISSEMENT. 

C A L C U L D I F F É R E N T I E L . 

CHAPITRE PREMIER. — NOTIONS PRÉLIMINAIRES. —DES FONCTIONS. — DES LIMITES. 
— DES INFINIMENT PETITS ET DES INFINIMENT GRANDS. —DIVERS ORDRES D'INFINIMENT 
PETITS. — DE LA MÉTHODE INFINITÉSIMALE. 

CHAPITRE II. — DIFFÉRENCIATION DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE INDÉPENDANTE. — DE 
LA CONTINUITÉ. — DES DÉRIVÉES. — DES DIFFÉRENTIELLES. — THÉORÈME RELATIF AUX FONC 
TIONS DE FONCTIONS. — OBJET DU CALCUL DIFFÉRENTIEL. —DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS 
ALGÉBRIQUES EXPLICITES. — APPLICATION DES RÈGLES PRÉCÉDENTES. — APPLICATION À 
QUELQUES PROBLÈMES SIMPLES. — THÉORÈME RELATIF À LA DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS 
COMPOSÉES DE PLUSIEURS FONCTIONS D'UNE VARIABLE INDÉPENDANTE. — CONSÉQUENCE DU 
THÉORÈME PRÉCÉDENT. — DIFFÉRENTIATION DES LOGARITHMES ET DES EXPONENTIELLES. — DIF
FÉRENTIATION DES FONCTIONS CIRCULAIRES. — DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS IMPLICITES. 

— DE L'ÉLIMINATION DES CONSTANTES ARBITRAIRES. 
CHAPITRE 111. — DIFFÉRENTIELLES DES ORDRES SUPÉRIEURS D E S FONCTIONS D'UNE 

SEULE V A R I A B L E . — DES DÉRIVÉES DES DIVERS ORDRES. —DES DIFFÉRENTIELLES DES DIVERS 
ORDRES. — DES DIFFÉRENCES DES DIVERS ORDRES. — REPRÉSENTATION DES DI\ERSES DÉRIVÉES 
AUXQUELLES CONDUIT LA CONSIDÉRATION D'UNE FONCTION DE PLUSIEURS VARIABLES. — CAL
CUL DES DIFFÉRENTIELLES DES DIVERS ORDRES D'UNE FONCTION COMPOSÉE DE PLUSIEURS 
FONCTIONS. — CAS D'UN PRODUIT DE PLUSIEURS FONCTIONS. — DIFFÉRENTIELLES DES DIVERS 
ORDIES DES FONCTIONS IMPLICITES. — SUR L'ÉLIMINATION DES ARBITRAIRES. — DU CHAN
GEMENT DE LA VARIABLE INDÉPENDANTE. — DU CHANGEMENT DE TOUTES LES VARIABLES. 

CHAPITRE IV. — DES DIFFÉRENTIELLES DES DIVERS ORDRES D E S FONCTIONS DE P L U 

SIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES. — DES DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES ET DE LA DIFFÉRENTIELLE 
TOTALE D'UNE FONCTION DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES. —• COMPARAISON DE 
L'ACCROISSEMENT D'UNE FONCTION DE PLUSIEURS VARIABLES À LA DIFFÉRENTIELLE. — THÉORÈME 
RELATIF À LA DIFFÉRENTIATION D'UNE FONCTION COMPOSÉE DE FONCTIONS DE PLUSIEURS 
VARIABLES INDÉPENDANTES. — DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES ET DIFFÉRENTIELLES TOTALES DES 
ORDRES SUPÉRIEURS DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES. — CALCUL 
DES DIFFÉRENTIELLES DES DIVERS ORDRES DES FONCTIONS IMPLICITES DE PLUSIEURS VARIABLES 
INDÉPENDANTES. — DE L'ÉLIMINATION DES FONCTIONS ARBITRAIRES. — DU CHANGEMENT DES 
VARIABLES INDÉPENDANTES. — DU CHANGEMENT DE TOUTES LES VARIABLES. —TRANSFOR
MATION DE LEGENDRE. 

CHAPITRE V. — DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN SÉRIES. — NOTIONS PRÉLIMINAIRES 
LUR LES SÉRIES. — EXPRESSION DE LA VALEUR QUE PREND, POUR x = x0 -T- h, UNE FONC 
TÎON QUI S'ANNULE, AVEC SES n — I PREMIÈRES DÉRIVÉES, POUR x-= xQ> — FORMULE DE 
TAYLOR. — REMARQUES SUR LA FORMULE DE TAYLOR. — FORMULE DE MACLAURIN. — DÉ
VELOPPEMENT DE LA FONCTION ex EN SÉRIE ORDONNÉE SUIVANT LES PUISSANCES ENTIÈRES 
DE x. — DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS COSX ET SIN x EN SÉRIES ORDONNÉES SUIVANT LES 
PUISSANCES ENTIÈRES DE x. — DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION IOG(I -+- x) EN SERIE OR
DONNÉE SUIVANT LES PUISSANCES ENTIÈRES DE x. — FORMULES RELATIVES AU CALCUL DES 
LOGARITHMES. —FORMULE DU BINÔME. — DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION f(x-\ h) 

EN SÉI IE ORDONNÉE SUIVANT LES PUISSANCES DE ht DANS LES CAS OÙ LA FORMULE DE TAYLOR 
N'A PAS LIEU. — DÉTERMINATION DE LA LIMITE VERS LAQUELLE TEND LE RAPPORT DE DEUX 
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fonctions qui tendent l'une et l'autre vers zéro ou vers l'infini. — Représentation 
des fonctions ex et logx par des limites de fonctions algébriques. — Extension dei 
formules de Taylor et de Maclaurin aux fonctions de plusieurs variables. — Théo
rème relatif aux fonctions homogènes. 

CHAPITRE VI. — T H É O R I E DES M A X I M A E T DES MINIMA.. — Des maxima et des mi
nima des fonctions d'une seule variable. — Application à quelques exemples. 
— Remarque sur les maxima et les minima relatifs. — Cas des fonctions implicites 
d'une seule variable indépendante. — Des maxima et des minima des fonctions de 
plusieurs variables indépendantes. — Application à quelques exemples. — Cas 
où les dérivées partielles d'une fonction de plusieurs variables cessent d'être dé
terminées quand on donne aux variables les valeurs qui répondent au maximum 
ou au minimum. — Cas des fonctions implicites de plusieurs variables indépen
dantes. — Remarque sur le cas d'une fonction explicite de plusieurs variables liées 
par des équations données. 

CHAPITRE VII. — THÉORIE DES COURBES P L A N E S . — De la tangente et de la nor
male aux courbes planes. — Limite des tangentes. — Ordre du contact d'une 
courbe avec sa tangente. — Points d'inflexion. — Concavité et convexité. —Em
ploi des coordonnées homogènes. — Recherche des points d'inflexion des courbes. 
— Des points singuliers des courbes planes. — Caractère analytique des points 
singuliers. — Recherche'de la nature des points singuliers. — Différentielle de 
l'aire d'une courbe plane. — Différentielle de la longueur d'un arc de courbe plane. 
— Du rayon de courbure et du centre de courbure en un point d'une courbe plane. 
— Des développées et des développantes des courbes planes. — Formules relatives 
au système des coordonnées polaires. — Des courbes enveloppes. — Contacts des 
divers ordres des courbes planes.—Des courbes osculatrices,— Du cercle osculateur. 

CHAPITRE VIII. — APPLICATIONS DE LA THÉORIE DES COURBES P L A N E S . — Aire des 
sections coniques. — De la différentielle d'un arc de section conique. —Rayon de 
courbure des sections coniques. — Développées des sections coniques. — De la 
cycloïde. — Des épicycloïdes. — De la développante du cercle. — De la spirale 
d'Archimede et de la spirale hyperbolique. — De la spirale logarithmique. — 
Applications de la théorie des enveloppes. 

CHAPITRE IX. — THÉORIE D E S COURBES GAUCHES E T DES SURFACES COURBES. — De 
la tangente et du plan normal d'une courbe quelconque. — Du plan tangent et de 
la normale à une surface courbe. — Emploi des coordonnées homogènes. — Dif
férentielle de la longueur d'un arc de courbe quelconque. —Expressions des cosinus 
des angles que fait la tangente d'une courbe avec les directions de trois axes rec
tangulaires. — Du rayon de courbure en un point d'une courbe quelconque. — 
De la normale principale en un point d'une courbe*gauche.— Du centre de cour
bure en un point d'une courbe gauche. — Expressions des cosinus des angles qui 
déterminent la direction de l'axe du cercle de courbure. — Expression de la dif
férence entre un arc de courbe et sa corde. — De l'ordre du contact d'une courbe 
et d'une surface. — Des surfaces osculatrices en un point d'une courbe donnée. 
— Du plan osculateur en un point d'une courbe donnée. — De la torsion ou 
seconde courbure des courbes gauches. — Résumé et complément des formules 
principales relatives à la théorie des courbes gauches. — De la sphère osculatrice 
en un point d'une courbe donnée. — Expressions des coordonnées du centre et 
du rayon de la sphère osculatrice en un point d'une courbe. — Des surfaces 
enveloppes. — Des surfaces développables. — De la surface polaire. — Liou de* 
centres des sphères osculatrices aux divers points d'une courbe donnée. — Théorif 
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GÉNÉRALE DRFS DÉVELOPPÉES ET DES DÉVELOPPANTES. — APPLICATION DES THÉORIES PRÉCÉ

DENTES À L'HÉLICE. — DE L*ORDRE DU CONTACT DE DEUX COURBES QUELCONQUES. — DES 

COURBES OSCULALRICES. — DU CERCLE OSCULATEUR EN UN POINT D'UNE COURBE GAUCHE. 

— SON IDENTITÉ AVEC LE CERCLE DE COURBURE. — DU CONTACT DES SURFACES COURBES. 

CHAPITRE X . — DES LIGNES TRACÉES SUR L E S SURFACES COURBES. — E T U D E DE D I 

VERSES CLASSES DE SURFACES. — EXPRESSION DU RAYON DE COURBURE D'UNE COURBE 

TRACÉE SUR UNE SURFACE DONNÉE. —THÉORÈME DE MEUNIER. — COMPARAISON DES 

RAYONS DE COURBURE DES SECTIONS NORMALES EN UN POINT D'UNE SURFACE. — DES 

SECTIONS PRINCIPALES. — AUTRE MANIÈRE DE PRÉSENTER LES RÉSULTATS QUI PRÉCÈDENT. 

— DE L'INDICATRICE. — CAS OÙ LA THÉORIE PRÉCÉDENTE EST EN DÉFAUT. — DE L'ENVE

LOPPE DES PLANS TANGENTS à UNE SURFACE AUX DIVERS POINTS D'UNE COURBE DONNÉE. 

— DES TANGENTES CONJUGUÉES. — EXPRESSIONS GÉNÉRALES DES RAYONS DE COURBURE 

PRINCIPAUX, EN u n POINT QUELCONQUE D'UNE SURFACE. — DÉTERMINATION DES OMBILICS. 

— DÉTERMINATION DES OMBILICS DE L'ELLIPSOÏDE. — DES LIGNES DE COURBURE D'UNE 

SURFACE. — PROPRIÉTÉS RELATIVES AUX LIGNES DE COURBURE. — DE LA SURFACE DONT TOUS 

LES POINTS sont DES OMBILICS. — DES SYSTÈMES TRIPLES DE SURFACES ORTHOGONALES. — 

THÉORÈME DE M. DUPIN SUR LES SURFACES ORTHOGONALES. — DES SYSTÈMES TRIPLES DE 

SURFACES ORTHOGONALES DU DEUXIÈME DEGRÉ. — DES LIGNES DE COURBURE DE L'ELLIPSOÏDE. 

DES LIGNES DE NIVEAU ET DES LIGNES DE PLUS GRANDE PENTE — DES SURFACES RÉGLÉES; 

LEUR DISTINCTION EN SURFACES DÉVELOPPABLES ET EN SURFACES GAUCHES. — DES SURFACES 

CYLINDRIQUES. — ÉQUATION AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DE CES SURFACES. — DES SURFACES 

CONIQUES. — ÉQUATION AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DE CES SURFACES. — DES SURFACES 

CONEÏDES — ÉQUATION AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DE CES SURFACES. — DES SURFACES 

DE RÉVOLUTION. — ÉQUATION AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DE CES SURFACES. — DE L'ÉQUATION 

AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DES SURFACES DÉVELOPPABLES. — DES SURLACES DES CANAUX. — 

DE L'ÉQUATION AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DES SURFACES RÉGLÉES. 

CHAPITRE X I . — DES FONCTIONS DE VARIABLES IMAGINAIRES. — MANIÈRE DE REPRÉ

SENTER LES VARIABLES IMAGINAIRES. — DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES. — DES SÉRIES DONT 

LES TERMES SONT IMAGINAIRES. — DÉFINITION DE LA FONCTION EXPONENTIELLE, DANS LE CAS 

D'UNE VARIABLE IMAGINAIRE. — DÉFINITION DES FONCTIONS CIRCULAIRES DIRECTES, DANS 

LE CAS D'UNE VARIABLE IMAGINAIRE. — RELATIONS ENTRE LES FONCTIONS EXPONENTIELLES 

ET LES FONCTIONS CIRCULAIRES. — DE LA FONCTION LOGARITHMIQUE ET DES FONCTIONS CIR

CULAIRES INVERSES, DANS LE CAS D'UNE VARIABLE IMAGINAIRE. — DE LA CONTINUITÉ. — DÉ

RIVÉE ET DIFFÉRENTIELLE D'UNE FONCTION D'UNE VARIABLE IMAGINAIRE. — DÉMONSTRATION 

D'UN THÉORÈME DE CAUCHY. — FORMULE DE MACLAURIN. — FORMULE DE LAGRANGE. — 

APPLICATIONS DE LA FORMULE DE LAGRANGE. 

CHAPITRE X I I . — DÉCOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES EN FRACTIONS S I M 

PLES. — THÉORÈMES RELATIFS À LA DÉCOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES. — CAS 

D'UNE FRACTION RATIONNELLE DONT LE DÉNOMINATEUR N'A QUE DES FACTEURS SIMPLES. 

— MÉTHODES POUR EIIECTUER LA DÉCOMPOSITION D'UNE FRACTION RATIONNELLE, DANS LE CAS 

GÉNÉRAL. — FORME NOUVELLE DE L'EXPRESSION D'UNE FONCTION RATIONNELLE DÉCOMPOSÉE 

EN FRACTIONS SIMPLES. — MODE PARTICULIER DE DÉCOMPOSITION POUR LES FRACTIONS RA

TIONNELLES ET RÉELLES DONT LE DÉNOMINATEUR A DES FACTEURS LINÉAIRES IMAGINAIRES. 

— IT'ileriaiLiiation D'UNE FONCTION ENTIÈRE PAR LE MOYEN DES VALEURS QUI RÉPONDENT 

à S VALEURS DONNÉES DE LA VARIABLE. 
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C A L C U L I N T É G R A L . 

CHAPITRE PREMIER. — D E L'INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES. — OBJET DU CALCUL 

INTÉGRAL. — DES INTÉGRALES INDÉFINIES ET DES INTÉGRALES DÉFINIES. — DES PROCÉDÉS 

D'INTÉGRATION. — INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES RATIONNELLES. — CONDITIONS POUR 

QUE L'INTÉGRALE D'UNE DIFFÉRENTIELLE RATIONNELLE SOIT ALGÉBRIQUE. — AUTRE FORME DE 

L'INTÉGRALE DES DIFFÉRENTIELLES RATIONNELLES. — DES DIFFÉRENTIELLES ALGÉBRIQUES QUI NE 

RENFERMENT PAG D'AUTRES IRRATIONNELLES QUE DES PUISSANCES FRACTIONNAIRES DE LA 

VARIABLE. — DES DIFFÉRENTIELLES ALGÉBRIQUES QUI NE RENFERMENT PAS D'AUTRES IRRATION

NELLES QUE LA RACINE CARRÉE D'UN POLYNÔME DU DEUXIÈME DEGRÉ. — ÉTUDE DES DIFFÉ

RENTIELLES ALGÉBRIQUES QUI NE RENFERMENT PAS D'AUTRES IRRATIONNELLES QUE LA RACINE 

CARRÉE DVN POLYNÔME DU TROISIÈME OU DU QUATRIÈME DEGRÉ. — DES FONCTIONS ELLIP

TIQUES. — DES DIFFÉRENTIELLES BINÔMES. — RÉDUCTION DE L'INTÉGRALE D'UNE DIFFÉREN

TIELLE BINÔME. — DE QUELQUES DIFFÉRENTIELLES BINÔMES DONT L'INTÉGRALE SE RAMÈNE 

AUX FONCTIONS ELLIPTIQUES.— INTÉGRATION DE QUELQUES DIFFÉRENTIELLES TRANSCENDANTES. 

— INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES DE LA FORME Ydx, P ÉTANT UN PRODUIT DE SINUS OU 

DE COSINUS DE FONCTIONS LINÉAIRES DE X . — INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES DE LA 

FORME SÎNMJ: co%nxdx. — DE L'INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES QUI RENFERMENT PLU

SIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES. — AUTRE FORME DE L'INTÉGRALE D'UNO DIFFÉRENTIELLE 

RENFERMANT PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES. — INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES 

DANS LE CAS DES VARIABLES IMAGINAIRES. 

CHAPITRE II. — T H É O R I E DES INTÉGRALES DÉFINIES. — PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES 

DES INTÉGRALES DÉFINIES. — CAS OÙ LES LIMITES DES INTÉGRALES SONT INFINIES. — CAS OÙ 

LA FONCTION CONTENUE SOUS LE SIGNE I DEVIENT INFINIE AUX LIMITES DE L'INTÉGRALE. — 

CAS OÙ LA FONCTION CONTENUE SOUS LE SIGNE I DEVIENT INFINIE ENTRE LES LIMITES DE 

L'INTÉGRATION. — DÉMONSTRATION NOUVELLE DE LA FORMULE DE TAYLOR. — DE L'INTÉ

GRATION PAR SÉRIES. — DIFFÉRENTIATION DES INTÉGRALES. — DIITÉRENTIATION SOUS LE 

SIGNE I . — INTÉGRATION SOUS LE SIGNE I . —DÉTERMINATION DES VALEURS DE QUELQUES 

INTÉGRALES DÉFINIES. — SUR QUELQUES CONSÉQUENCES DES FORMULES PRECEDENTES. — 

APPLICATION DE LA DIFFÉRENTIATION ET DE L'INTÉGRATION SOUS LE SIGNE / ÀIA DÉTERMINA-

LION DE CERTAINES INTÉGRALES DÉFINIES. — SUR LE PASSAGE DES QUANTITÉS RÉELLES AUX 

IMAGINAIRES. — FORMULE DE CAUCHY. — EMPLOI DES INTÉGRALES DÉFINIES POUR REPRÉ

SENTER LES COEFFICIENTS DES SÉRIES QUI PROCÈDENT SUIVANT LES SINUS OU COSINUS DES 

MULTIPLES D'UNE VARIABLE. — REMARQUES SUR LE CHANGEMENT DE VARIABLES DANS LES 

INTÉGRALES DÉFINIES. — SUR LES VALEURS MULTIPLES QUE PEUVENT AVOIR LES INTEGRALES 

PRISES ENTRE DEUX LIMITES DÉTERMINÉES. — DE LA DOUBLE PÉRIODE DES fonctions ELLIP

TIQUES. 

CHAPITRE III. — T U É O R I E DES INTÉGRALES EULKRIENNES. — DES INTEGRALES EULÉ-

RIENNES DE PREMIÈRE ET DE SECONDE ESPÈCE. — RÉDUCTION DES INTEGRALES DE PRE

MIÈRE ESPÈCE À CELLES DE SECONDE ESPÈCE. — PREMIÈRE PROPIÏETÉ DES FONCTIONS r. — 
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D E U X I È M E PROPRIÉTÉ D E S FONCTIONS r. — T R O I S I È M E PROPRIÉTÉ D E S FONCTIONS r. — R E 

PRÉSENTATION D E LA FONCTION L O G T ( J ? ) P A R U N E INTÉGRALE DÉFINIE. — D É V E L O P P E M E N T D E 

LA FONCTION L O G T ( X ) E N SÉRIE. — D É V E L O P P E M E N T D E LA FONCTION L O G T ( I -t-x) E N SERIE 

CONVERGENTE O R D O N N É E S U I V A N T LES P U I S S A N C E S CROISSANTES D E x P O U R LES VALEURS D E x 

C O M P R I S E S ENTRE — I ET - R - 1 . — É V A L U A T I O N D E LA FONCTION < ^ ° ^ ^ X ^ D A N S LE CAS O Ù x 

EST U N N O M B R E C O M M E N S U R A B L E . — R E C H E R C H E D U M I N I M U M D E LA FONCTION — 

R E M A R Q U E S U R L'INTERPOLATION D E LA FONCTION N U M É R I Q U E I . A . 3 (JR — I ) . — D É M O N S 

TRATIONS NOUVELLES D E S PROPRIÉTÉS D E LA FONCTION T ( X ) . — A P P L I C A T I O N D E LA THÉORIE 

D E S INTÉGRALES E U L É R I E N N E S à LA D É T E R M I N A T I O N D E Q U E L Q U E S INTÉGRALES DÉFINIE» . — 

S U R L'ÉVALUATION D U P R O D U I T I . 2 . 3 . . .x, Q U A N D x EST U N G R A N D N O M B R E . — E X T E N S I O N 

D E S FORMULES PRÉCÉDENTES A U CAS O Ù x N'EST P A S U N N O M B R E ENTIER POSITIF. — F O R M U L E 

D E STIRLING. 

C H A P I T R E I V . — D E L A QUADRATURE E T DE L A RECTIFICATION D E S COURBES. — D E 

LA Q U A D R A T U R E D E S COURBES P L A N E S . — D E LA RECTIFICATION D E S C O U R B E S . — RECTIFICATION 

D E L'ELLIPSE ET D E L ' H Y P E R B O L E . — D U C H A N G E M E N T D U M O D U L E D A N S LES FONCTIONS 

ELLIPTIQUES. — T H É O R È M E D E L A N D E N . — D E S C O U R B E S ALGÉBRIQUES D O N T LES ARCS 

S ' E X P R I M E N T PAR D E S ARCS D E CERCLE. -—• RECTIFICATION D E LA L E M N I S C A T E ET D E L'OVALE 

I I Î C A S S I N I . — D E S COURBES A L G É B R I Q U E S D O N T LES ARCS S ' E X P R I M E N T P A R D E S FONCTIONS 

• L L I P T I Q U E S D R P R E M I È R E E S P È C E . 

C H A P I ' H Ï I : V . — D E L A CUBATURE D E S SOLIDES E T D E LA QUADRATURE DES SURFACES 

COURBES. — D E S INTÉGRALES MULTIPLES. — V O L U M E D ' U N CYLINDRE à B A S E Q U E L C O N Q U E . 

— E X P R E S S I O N D U V O L U M E D E LA P O R T I O N D ' U N CORPS Q U E L C O N Q U E C O M P R I S E ENTRE D E U X 

P L A N S PARALLÈLES. — A P P L I C A T I O N À Q U E L Q U E S E X E M P L E S . — A P P L I C A T I O N A U X SOLIDES 

D E RÉVOLUTION. — C O N S I D É R A T I O N S NOUVELLES RELATIVES À LA D É T E R M I N A T I O N D U V O L U M E 

D E S CORPS T E R M I N É S P A R D E S SURFACES Q U E L C O N Q U E S . — S U R L'APPLICATION D E S FORMULES 

PRÉCÉDENTES a (TES Q U E S T I O N S DIVERSES. — D E L'AIRE D E S SURFACES C O U R B E S . — C A S D E S 

SURFACES D E RÉSOLUTION. — A P P L I C A T I O N S D E LA M É T H O D E P O U R LA D É T E R M I N A T I O N D E 

r¿&*EDAS SURFACES COURBES Q U E L C O N Q U E S . — F O R M U L E GÉNÉRALE P O U R LA D É T E R M I N A T I O N 

D E L'AIRE D E S SURFACES C O U R B E S . — F O R M U L E GÉNÉRALE P O U R LA D É T E R M I N A T I O N D E S 

V O L U M E S . — C A S PARTICULIER D E S C O O R D O N N É E S POLAIRES. — D U C H A N G E M E N T D E VARIABLES 

D A N S LES INTÉGRALES M U L T I P L E S . — S U R U N E GÉNÉRALISATION D ' U N E F O R M U L E RELATIVE À 

LA THÉORIE D E S INTÉGRALES E U L É R I E N N E S . — A P P L I C A T I O N S . — A I R E D E L'ELLIPSOÏDE. 

C H A P I T R E V I . — THÉORIE GÉNÉRALE D E S ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES. — 

D E S É Q U A T I O N S DIFFÉRENTIELLES. — D E S É Q U A T I O N S INTÉGRALES. — P R O P O S I T I O N S P R É L I 

M I N A I R E S . — D É M O N S T R A T I O N D E L'EXISTENCE D E L'INTÉGRALE GÉNÉRALE D ' U N E É Q U A T I O N 

DIFFÉRENTIELLE D U P R E M I E R ORDRE, À D E U X VARIABLES. — D É M O N S T R A T I O N D E L'EXISTENCE 

D U S Y S T È M E INTÉGRAL D ' U N S Y S T È M E D ' É Q U A T I O N S DIFFÉRENTIELLES D U P R E M I E R ORDRE. — 

PROPRIÉTÉS D E S INTÉGRALES D ' U N S Y S T È M E D ' É Q U A T I O N S DIFFÉRENTIELLES D U P R E M I E R ORDRE. 

— R É D U C Ü E S D E S SYSTÈMES, D ' É Q U A T I O N S DIFFÉRENTIELLES ENTRE U N N O M B R E Q U E L C O N Q U E 

D E VARIABLES, À D E S É Q U A T I O N S DIFFÉRENTIELLES Q U I N E R E N F E R M E N T Q U E D E U X VARIABLES. 

— D E S INTÉGRALES D E S DIVERS ORDRES D ' U N E É Q U A T I O N DIFFÉRENTIELLE D'ORDRE Q U E L C O N Q U E , 

À D E U X VARIABLES. — DÉFINITION D E S INTÉGRALES PARTICULIÈRES ET D E S SOLUTIONS P A R T I 

CULIÈRES D E S O Q U A T I O N S DIFFÉRENTIELLES. — D E LA SOLUTION PARTICULIÈRE D ' U N E É Q U A T I O N 

DIFFÉRENTIELLE D U P R E M I E R ORDRE. — D E S SOLUTIONS PARTICULIÈRES D E S É Q U A T I O N S DIFFÉ

RENTIELLES À D E U X VARIABLES, D'ORDRES SUPÉRIEURS AU P R E M I E R . — A P P L I C A T I O N D E LA 

THÉORIE P I E C E D E N T E À U N E X E M P L E . — S U R U N E CLASSE R E M A R Q U A B L E D ' É Q U A T I O N S 

DIFFÉRENTIEL LE >. 

C H A P I T R E V I I . - D E L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER O R D R I 
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Í DEUX VARIABLES. — DE LA SÉPARATION DES VARIABLES. — INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DE ÏJ 

FORME - j - =f ( - I · — INTÉGRATION DE L'ÉQUATION LINÉAIRE DU PREMIER ORDRE. — D'UN* 

CLASSE D'ÉQUATIONS RÉDUCTIBLES À LA FORME LINÉAIRE. — D'UNE CLASSE D'ÉQUATIONS DONL 
ON PEUT DÉTERMINER L'INTÉGRALE GÉNÉRALE QUAND ON CONNAÎT UNE INTÉGRALE PARTICULIÈRE, 
— DE L'ÉQUATION DE RÏCCATI. — DE L'ÉQUATION L(xdy—xdx)— Mdjr-hNdx = OS 

DANS LAQUELLE L, M, N DÉSIGNENT DES FONCTIONS LINÉAIRES. — CAS DES ÉQUATIONS 

DIFFÉRENTIELLES F f xy y, — I = OT QUI NE SONT PAS RÉSOLUES PAR RAPPORT À — - — 
DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES PAR RAPPORT AUX VARIABLES. — APPLICATION à 

QUELQUES EXEMPLES. — DU PROBLÈME DES TRAJECTOIRES. — DES FACTEURS PROPRES à 

RENDRE DIFFÉRENTIELLE EXACTE UNE EXPRESSION DE LA FORME Pdx-i- QÎ / / . — RECHERCHE 

DU FACTEUR PROPRE À RENDRE Vdx -h Qdy UNE DIFFÉRENTIELLE EXACTE. — APPLICATION DU 

CALCUL INTÉGRAL À LA DÉMONSTRATION DES PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES DES TRANSCEN

DANTES SIMPLES À DIFFÉRENTIELLES ALGÉBRIQUES. — PROPRIÉTÉ FONDAMENTALE DES FONC

TIONS ELLIPTIQUES. ^ 

CHAPITRE VIII. — DE L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DES ORDRES 

d"r 
SUPÉRIEURS. — DE L'ÉQUATION ~ - = X, OÙ X DÉSIGNE UNE FONCTION DONNÉE DE x. — 

dar 
DES ÉQUATIONS OÙ NE FIGURENT QUE DEUX DÉRIVÉES CONSÉCUTIVES DE LA FONCTION INCONNUE, 
— DES ÉQUATIONS OÙ NE FIGURENT QUE DEUX DÉRIVÉES DONT LES ORDRES DIFFÈRENT DE DEIÎÏ 
UNITÉS. — CAS OÙ L'ON PEUT ABAISSER L'ORDRE DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. — APPLI
CATION DES RÉSULTATS QUI PRÉCÈDENT À QUELQUES EXEMPLES. — USAGE D'UN FACTEUR 
POUR L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES D'ORDRE QUELCONQUE. — USAGE DE 1* 
DIFFÉRENTIATION POUR L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. — SOLUTION D'UN PRO
BLÈME QUI EXIGE L'INTÉGRATION D'UN SYSTÈME D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES SÏMULTANÉEC 

CHAPITRE IX. — THÉORIE DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES. — DES ÉQUÂ  
LIONS LINÉAIRES. — PROPRIÉTÉS DES ÉQUATIONS LINÉAIRES DÉPOURVUES DE SECOND MEMBRE 
— INTÉGRATION D'UNE ÉQUATION LINÉAIRE POURVUE D'UN SECOND MEMBRE, DANS LE C£# 
OÙ L'ON CONNAÎT L'INTÉGRALE GÉNÉRALE DE L'ÉQUATION PRIVÉE DE SECOND MEMBRE. — 
RÉDUCTION D'UNE ÉQUATION LINÉAIRE À UNE AUTRE D'ORDRE INFÉRIEUR, DANS LE CAS OIT 
L'ON CONNAÎT UNE OU PLUSIEURS INTÉGRALES PARTICULIÈRES DE L'ÉQUATION PRIVÉE DE SECOND 
MEMBRE. — AUTRE MANIÈRE D'EFFECTUER LA RÉDUCTION D'UNE ÉQUATION LINÉAIRE À UN 
ÉQUATION LINÉAIRE D'ORDRE INFÉRIEUR. — DES ÉQUATIONS LINÉAIRES DU DEUXIÈME ORDRE. 
— DES ÉQUATIONS LINÉAIRES SANS SECOND MEMBRE, À COEFFICIENTS CONSTANTS. Deu 

ÉQUATIONS LINÉAIRES POURVUES D'UN SECOND MEMBRE ET À COEFFICIENTS CONSTANTS. — 
SUR UN CAS DES ÉQUATIONS LINÉAIRES RÉDUCTIBLE À CELUI DES COEFFICIENTS CONSTANTS. 
DES SYSTÈMES D'ÉQUATIONS LINÉAIRES SIMULTANÉES. — MÉTHODE DE D'ALEMBERT POUR 
RAMENER AUX ÉQUATIONS A DEUX VARIABLES LES SYSTÈMES D'ÉQUATIONS LINÉAIRES DU PRE
MIER ORDRE. — INTÉGRATION D'UN SYSTÈME D'ÉQUATIONS POURVUES DE SECONDS MEMBRES, 
DANS LE CAS OÙ L'ON CONNAÎT LES INTÉGRALES DES MÊMES ÉQUATIONS PRIVÉES DE SECONDS 
MEMBRES. — AUTRE MÉTHODE POUR LA RECHERCHE DES INTÉGRALES DANS LE CAS DES 
COEFFICIENTS CONSTANTS. — SUR UNE CLASSE D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES. 

CHAPITRE X. — DE L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES PAR LES SÉRIES 
OU PAR LES INTÉGRALES DÉFINIES- — EMPLOI DES FORMULES DE TAYLOR ET DE MACLAURIN 
— CHANGEMENT DE VARIABLE COMBINÉ AVEC L'EMPLOI DE LA FORMULE DE MACLAURIN. — 
EMPLOI DE LA MÉTHODE DES COEFFICIENTS INDÉTERMINÉS. — DE L'ÉQUATION DE RICCATI. 
— DE L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES PAR LE MOYEN DES INTÉGRALES DÉFI
NIES. — SUR LA DÉTERMINATION DES INTÉGRALES DÉFINIES PAR LE MOYEN DES ÉAUATIONS 
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DIFFÉRENTIELLES. — E X E M P L E D E LA D É T E R M I N A T I O N D E LA S O M M E D ' U N E SÉRIE D O N N É E , 

PAR LE M O Y E N D ' U N E É Q U A T I O N DIFFÉRENTIELLE. 

C H A P I T R E X I . — DES ÉQUATIONS A U X DÉRIVÉES PARTIELLES OU A U X DIFFÉRENTIELLES 

TOTALES. — D E S É Q U A T I O N S A U X DÉRIVÉES PARTIELLES AUXQUELLES O N P E U T A P P L I Q U E R LES 

PROCÉDÉS D'INTÉGRATION RELATIFS A U X É Q U A T I O N S DIFFÉRENTIELLES O R D I N A I R E S . — D E S ÉQUA

TIONS A U X DÉRIVÉES PARTIELLES LINÉAIRES P A R RAPPORT A U X DÉRIVÉES. — A P P L I C A T I O N D E 

LA THÉORIE PRÉCÉDENTE À Q U E L Q U E S E X E M P L E S . — D E S É Q U A T I O N S A U X DIFFÉRENTIELLES 

TOTALES. — DÉFINITION D E L'INTÉGRALE GÉNÉRALE D ' U N E É Q U A T I O N A U X DÉRIVÉES PARTIELLES 

D U P R E M I E R ORDRE. — D E S INTEGRALES C O M P L È T E S . — INTÉGRATION D E S É Q U A T I O N S A U X 

DÉRIVÉES PARTIELLES D U P R E M I E R ORDRE, D A N S LE CAS D E D E U X VARIABLES I N D É P E N D A N T E S . 

— E X T E N S I O N D E LA M É T H O D E PRÉCÉDENTE A U CAB D ' U N N O M B R E Q U E L C O N Q U E D E VARIABLES 

I N D É P E N D A N T E S . — R E M A R Q U E SUR LES SOLUTIONS PARTICULIÈRES Q U E P E U V E N T ADMETTRE 

LES É Q U A T I O N S A U X DÉRIVÉES PARTIELLES D U P R E M I E R O R D R E . — S U R L'INTÉGRATION D ' U N E 

CLASSE D ' É Q U A T I O N S A U X DÉRIVÉES PARTIELLES D U D E U X I È M E O R D R E , À D E U X VARIABLES 

I N D É P E N D A N T E S . — A P P L I C A T I O N D E LA THÉORIE PRÉCÉDENTE À Q U E L Q U E S E X E M P L E S . — 

A P P L I C A T I O N D E LA TRANSFORMATION D E L E G E N D R E . — D E S É Q U A T I O N S LINÉAIRES A U X 

DÉRIVÉES PARTIELLES. — D E L'INTÉGRATION D E S É Q U A T I O N S A U X DÉRIVÉES PARTIELLES, PAR 

LES SÉRIES O U PAR LES INTÉGRALES DÉFINIES. 

C H A P I T R E X I I . — D E LA MÉTHODE DES VARIATIONS. — D É F I N I T I O N D E S VARIATIONS 

D ' U N S Y S T È M E D E VARIABLES Q U I D É P E N D E N T D E L ' U N E D'ENTRE ELLES. — T H É O R È M E S 

RELATIFS À LA P E R M U T A T I O N DES CARACTÉRISTIQUES. — E X P R E S S I O N S DES VARIATIONS D ' U N E 

FONCTION ET D E SES DÉRIVÉES, E N FONCTION D E LA VARIATION D E LA VARIABLE I N D É P E N D A N T E 

ET D ' U N E VARIABLE NOUVELLE. — CALCUL D E LA VARIATION D ' U N E INTÉGRALE DÉFINIE. — 

A U T R E M A N I È R E D E CALCULER LA VARIATION D ' U N E INTÉGRALE DÉFINIE. — O B J E T D E LA 

M É T H O D E D E S VARIATIONS. — R E C H E R C H E D E S VALEURS M Á X I M A ET M Í N I M A D ' U N E INTÉ

GRALE DÉFINIE. — D ' U N E CLASSE PARTICULIÈRE D E M Á X I M A ET D E M I N I M A RELATIFS. — 

R E M A R Q U E S SUR Q U E L Q U E S CAS PARTICULIERS. — APPLICF.* ' r D E LA M É T H O D E D E S VARIA

TIONS À LA SOLUTION D E Q U E L Q U E S P R O B L È M E S . 

NOTE SUR LA THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES, 

PAR M. CH. HERMITE. 

PROPRIÉTÉS C O M M U N E S A U X FONCTIONS CIRCULAIRES ET ELLIPTIQUES. — D E LA P É R I O D I 

CITÉ D A N S LES FONCTIONS CIRCULAIRES ET ELLIPTIQUES. — D É F I N I T I O N D E S FONCTIONS 0 ( X ) , 

H ( X ) , H ^ X ) ; LEURS E X P R E S S I O N S E N P R O D U I T S ET E N SÉRIES. — RELATIONS ALGÉ

B R I Q U E S ENTRE LES FONCTIONS D E J A C O B I . D É F I N I T I O N D E snx, cnxf dnx. E Q U A T I O N S 

DIIFÉRENTIELLES ET I N V E R S I O N D E L'INTÉGRALE ELLIPTIQUE D E P R E M I È R E E S P È C E . — A D D I 

TION D E S A R G U M E N T S . T H É O R È M E D ' A B E L . — MULTIPLICATION D E L ' A R G U M E N T PAR U N 

N O M B R E ENTIER. — S U R LES INTÉGRALES D E S E C O N D E ET D E T R O I S I È M E E S P È C E . — R E 

M A R Q U E S A U X Q U E L L E S C O N D U I T L'EXPRESSION D E S INTÉGRALES D E T R O I S I È M E E S P È C E . — 

D E S FONCTIONS D E M . W E Ï E R S T R A S S . — R É D U C T I O N A U X FONCTIONS ELLIPTIQUES D^S F O N C 

TIONS D O U B L E M E N T P É R I O D I Q U E S A Y A N T P O U R P É R I O D E S 2 A ET 2 ih'. T H É O R È M E D E L I O U -

VIÏLE. — R É D U C T I O N A U X FONCTIONS ELLIPTIQUES D E S FONCTIONS D O U B L E M E N T P É R I O D I Q U E S 

A Y A N T P O U R P É R I O D E 4^ ET ^ik\ 
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L I B R A I R I E G A U T H I E R - V I L L A f t S , 

QUAI DES GRANDS-AUGUSTINS, 5 5 , A PARIS ( 6 E ) . 

ENTOI FRANCO DANS TOUTE L'UNION POSTALE CONTRE MANDAT-POSTE ON TAUUR AU* ÂRTA. 

ŒUVRES COMPLÈTES 

D ' A U G U S T I N C A U C H Y , 
Publiées sous la direction scientifique de l'Académie des Sciences 

et sous les auspices de M. le Ministre de l'Instruction publique. 

LISTE DES VOLUMES. 

I " SÉRIE. — MÉMOIRES, NOTES ET ARTICLES EXTRAITS DES RECUEILS DS L'ACA
DÉMIE DES SCIENCES. 12 VOLUMES IN-4. 

*TOME I, 1882 : Théorie de la propagation des ondes à la sur/ace d'un 
fluide pesant, d'une profondeur indéfinie. — Mémoire sur les inté
grales définies. 

TOMF *II ET *III : MÉMOIRES EXTRAITS DES Mémoires de l'Académie des 
Sciences. 

TOME *IV À * X I I (I884 I 1900) .· Extrait des Comptes rendus de l'Aca
démie des Sciences. 

*LA Table générale de la 1" Série SE TEND SÉPARÉMENT. 1 FR. 00 C. 

* 11· SÉRIE. — MÉMOIRES EXTRAITS DE DIVERS RECUEILS, OUVRAGES CLASSIQUES, 
MÉMOIRES PUBLIES EN CORRS D'OUVRAGE, MEMOIRES PUBLIÉS SEPAREMENT. 
I5 VOLUMES IN-4. 

*TOME I : MÉMOIRES EXTRAITS DU Journal de l'Ecole Polytechnique. 
TOME II : MÉMOIRES EXTRAITS DE DIVERS RECUEILS : Journal de Liouville, 

Bulletin de Férussac, Bulletin de la Société philomathique, Annales 
de Gergonne, Correspondance de l'Ecole Polytechnique. 

'TOME III, 1897 : Cours d'Analyse de l'Ecole royale Polytechnique. 
*TOME IV, I8G8 : Bésumé des Leçons données à l'Ecole Polytechnique 

sur le Calcul infinitésimal. Leçons sur le Calcul différentiel. 
*TOME V : Leçons sur les applications du Calcul infinitésimal à la Géo

métrie. 
TOMES *VI À * I X (1897 À 1891) : Anciens exercices de mathématiques. 
*TOJIE X , I8Q5 : Résumés analytiques de Turin. Nouveaux Exercices 

de Prague. 
TOMES * X I ET X I I À X I V : Nouveaux exercices d'Analyse et de Physique. 
TOME X V : Mémoires sépares. 

LES VOLUMES PARUS SONT INDIQUÉS PAR UN ASLÉRIQUE. 

PRIX DE CHAQUE VOLUME : 25 FR. 

SOUSCRIPTION. 

II" SÉRIA. — TOME X I I : Nouveaux exercices d'Analyse et de Phy
sique 20 LR. 

CE VOLUME, QUI PARAÎTRA DANS LE COURS DE IGI4J EST MIS EN SOUSCRIPTION. LE 
PRIX EN EST RÉDUIT, POUR LES SOUSCRIPTEURS QUI EN FERONT LEUR VEISEMENT À 
L'AVANCE, À , 30 FR 
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LES ANCIENS SOUSCRIPTEURS QUI DÉSIRENT CONTINUER LEUR SOUSCRIPTION SANS 
AVOIR À SE PRÉOCCUPER DES DATES D'APPARITION DES DIVERS 1 OMES DE LA COLLECTION 
N'AURONT QU À EN\OYER, LORSQU'ILS RECEVRONT UN VOLUME, LA SOMME DE 20 FR. 
POUR LEUR SOUSCRIPTION AU VOLUME SUIVANT, ET CELUI-CI LEUR SERA EXPÉDIÉ 
franco DES SON APPARITION. 

TAJJLE DES MATIÈRES du TOME I (1'· SÉRIE). 

THÉORIE DE LA PROPAGATION DES ONDES à LA SURFACE D'UN FLUIDE PESANT D'UNE 
PROFONDEUR INDÉFINIE. AVERTISSEMENT. — De l'état initial : DES ÉQUATIONS QUI 
DÉTERMINENT L'ÉTAT INITIAL DE LA MASSE FLUIDE. DES ÉQUATIONS QUI DÉTERMINENT 
L'ÉTAT INITIAL DE LA SURFACE. INTÉGRATION DES ÉQUATIONS OBTENUES DANS LES SECTIONS 
PRÉCÉDENTES. — Sur l'état du fluide à une époque quelconque du mouvement. 
DES ÉQUATIONS QUI SUBSISTENT, À CHAQUE INSTANT DU MOUVEMENT, POUR TOUS LES 
POINTS DE LA MASSE FLUIDE. DES ÉQUATIONS QUI DÉTERMINENT, A CHAQUE INSTANT DU 
MOUVEMENT, L'ÉTAT DE LA SURFACE. INTÉGRATION DES ÉQUATIONS OBTENUES DANS LES 
SECTIONS PRÉCÉDENTES. — Lois générales du mouvement des ondes. DU CAS OÙ 
L'ON NE CONSIDÈRE QUE DEUX DIMENSIONS DANS UN FLUIDE. DU CAS OÙ l'ON CONSIDÈRE 
À LA FOIS LES TROIS DIMENSIONS DU FLUIDE. NOTES I à X X . 

MÉMOIRE SNR LES INTÉGRALES DÉFINIES. AVERTISSEMENT. EXTRAIT DU PROCÈS-
VERBAL DE LA SÉANCE DE LA CLASSE DES SCIENCES PHYSIQUES ET MATHÉMATIQUES DU 
LUNDI 7 NOVEMBRE 181^. INTRODUCTION. — Des équations qui autorisent le pas
sage au réel à l'imaginaire. EXPOSITION GÉNÉRALE DE LA MÉTHODE. PREMIÈRE 
APPLICATION. DEUXIÈME APPLICATION. TROISIÈME APPLICATION. QUATRIÈME APPLI
CATION. DE LA SÉPARATION DES EXPONENTIELLES. — Sur les difficultés que peut 
offrir l'intégration des équations différentielles. DES INTÉGRALES DOUBLES QUI 
SE PRÉSENTENT SOUS UNE FORME INDÉTERMINÉE. SUR LA DIFFÉRENCE DES VALEURS QUE 
REÇOIT UNE INTÉGRALE DOUBLE INDÉTERMINÉE, RELATIVES AUX DEUX VARIABLE» x ET z, 
SUI""NT QU'ON Y SUBTITUE, DANS TOUS LES ÉLÉMENTS À LA FOIS, LES VALEURS DE * 
AVANT CELLES DE z OU LES VALEURS DE z AVANT CELLES DE x. SUR LA CONVERSION DES 
INTÉGRALES INDÉFINIES EN INTEGRALES DÉFINIES. SUR LA VALEUR, EN TERMES FINIS, DE 
*\ QUANTITÉ REPRÉSENTÉE PAR A. PREMIÈRE APPLICATION, POUR FAIRE SUITE AU § IL 
RFE LA PREMIÈRE PARTIE DE CE MÉMOIRE. DEUXIÈME APPLICATION POUR FAIRE SUITE 
AU § III DE LA PREMIÈRE PARTIE. TROISIÈME APPLICATION, POUR FAIRE SUITE AU § VI 
J « LA PREMIÈRE PARTIE. — DÉVELOPPEMENTS RELATIFS À LA SECONDE PARTIE DU MÉ
MOIRE SUR LES INTÉGRALES DÉFINIES. EXAMEN DES DIFFICULTÉS QUE PRÉSENTE LA VÉRIFI
CATION, PAR LES MÉTHODES CONNUES, DES FORMALES DÉSIGNÉES PAR (g) DANS LE MÉ
MOIRE SUR LES INTÉGRALES DÉFINIES. 

Table des Matières da Tome II (Ie* Série). 

Mémoires extraits des « Mémoires de l'Académie des Sciences ». 

MÉMOIRE SUR L'INTÉGRATION D'UNE BASE PARTICULIÈRE D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ET 
MÉMOIRE SUR L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES, DE PREMIER 
ORDRE, À UN NOMBRE QUELCONQUE DE VARIABLES. — SUR LA RÉSOLUTION ANALYTIQUE 
DES ÉQUATIONS DE TOUS LES DEGRÉS PAR LE MOYEN DES INTÉGRALES DÉFINIES. — MÉMOIRE 
SUR LES DÉVELOPPEMENTS DES FONCTIONS EN SÉRIES PÉRIODIQUES. — SECOND MÉMOIRE 
SUR L'APPLICATION DU CALCUL DES RÉSIDUS AUX QUESTIONS DE PHYSIQUE MATHÉMA
TIQUE. — MÉMOIRE SUR DIVERS POINTS D'ANALYSE. — MÉMOIRE SUR LE DÉVELOP
PEMENT DE / ( Ï ) SUIVANT LES PUISSANCES ASCENDANTES DE h, Ç ÉTANT UNE RACINE DE 
L'ÉQUATION z—x — hn (z) = O. — EXTRAIT DU MÉMOIRE SUR L'INTÉGRATION DES 
ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES PURTIELLES. — EXTRAIT DU MÉMOIRE SUR QUELQUES SÉRIES 
ANALOGUES À LA SÉRIE DE LAGRANGE, SUR LES FONCTIONS SYMÉTRIQUES, ET SUR LA FOR
MATION DIRECTE DES ÉQUATIONS QUE PRODUIT L'ÉLIMINATION DES INCONNUES ENTRE 
DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES DONNÉES. — L*LÉMOIRE SUR L'ÉQUATION QUI A POUR RACINES 
LES MOMENTS D'INERTIE PRINCIPAUX D'UN CORPS SOLIDE, ET SUR DIVERSES ÉQUATIONS 
DU MÊME GENRE. — MÉMOIRE SUR LE MOUVEMENT D'UN SYSTÈME DE MOLÉCULES QUI 
S'ATTIRENT OU SE REPOUSSENT À DE TRÈS PETITE» DISTANCES ET SUR LA THÉORIE DE LA 
LUMIÈRE. — DÉMONSTRATION ANALYTIQUE D'UNE LOI DÉCOUVERTE PAR M. SA^ART ET 
RELATIVE AUX RELATIONS DES CORPS SOLIDES OU FLUIDES. — MÉMOIRE SUR LA TORSION 
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ET LES VIBRATIONS TOURNANTES D'UNE VERGE RECTANGULAIRÊ , — MÉMOIRE SUR LA THÉORIE 
DE LA LUMIÈRE, PREMIÈRE ET DEUXIÈME PARTIE. — MÉMOIRE SUR LA POLARISATION 
RECTILIGNE ET LA DOUBLE RÉFRACTION. — MÉMOIRE SUR LA RECTIFICATION DES COURBES 
ET LA QUADRATURE DES SURFACES COURBES. — MÉMOIRE SUR LES CONDITIONS RELATIVES 
AUX LIMITES DES CORPS, ET EN PARTICNLIER SUR CELLES QUI CONDUISENT AUX LOIS DE 
LA RÉFLEXION ET DE LA TÉFRACTION DE LA LUMIÈRE. — MÉMOIRE SUR LES RAYONS LUMI
NEUX SIMPLES, ET SUR LES RAYONS ÉVANESCENTS. — MÉMOIRE SUR LE CALCUL INTÉGRAL. 
— MÉMOIRE SUR LES SYSTÈMES D'ÉQUATIONS LINÉAIRES DIFFÉRENTIELLES OU AUX DÉRIVÉES 
PARTIELLES À COEFFICIENTS PÉRIODIQUES, ET SUR LES INTÉGRALES ÉLÉMENTAIRES DE CES 
MÊMES ÉQUATIONS. — MÉMOIRE SUR LES VIBRATIONS D'UN DOUBLE SYSTÈME DE MOLÉ
CULES, ET DE L'ÉT)»ER CONTENU DANS UN CORPS CRISTALLISÉ. — MÉMOIRE SUR LES SYS
TÈMES ISOTROPE! DE POINTS MATÉRIELS. 

TABLE des MATIÈRES DU TOME I I I (I™ SÉRIE). 

Mémoire extrait des « Mémoires de l'Académie des Sciences ». 

MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DES NOMBRES ( I 4 NOTES). 

Table DAS MATIÈRES da TOME IV ( I " SÉRIE). 

SUR L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. LETTRE A M. LE PRÉSIDENT DE 
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des intégrales géné-ale» d'un système d'équations linéaires aux dillerences 
partielles. Présentation à l'Académie des quatre premieres livraisons des 
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d é m i e par M . Thoyer, e m p l o y é à la B a n q u e de F r a n c e . — Analyse mathé
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en série o r d o n n é e s u i v a n t les s inus et les c o s i n u s des m u l t i p l e s d e ce t arc . 
S u r l ' é l imina t ion d ' u n e v a r i a b l e e n t r e d e u x é q u a t i o n s a l g é b r i q u e s . — Analyse 
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naître les lois dans les questions de Physique mathématique. — Calcul inte-

f rai. — Mémoire sur l'emploi de la transformaron des coordonnées pour la 
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gral. Mémoire sur diverses transformations remarquables de la fonction 
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mare, relatif au calcul des résidus. — Mécanique céleste. Méthode nouvelle 
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tion perturbatrice. — Analyse mathématique. Note sur le développement des 
fonctions en séries. — Calcul intégral. Note sur les fonctions alternées et 
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Notes ajoutées au Rapport qui précède. — Analyse mathématique. Rapport 
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dante dans l'analyse des courbes. — Calcul integral. Note sur l'intégration 
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Mémoire sur l'intégration des équations simultanées aux dérivées partielles. 
— Calcul intégral. Remarques diverses sur l'intégration des équations aux 
dérivées partielles du premier ordre. — Calcul intégral. Mémoire sur les 
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t'une équation aux dérivées partielles du premier ordre. 
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Calcul intégral. Mémoire sur l'emploi du nouveau calcul, appelé calcul des 
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renferment les équations proposées. —Astronomie. Mémoire sur les variations 
des éléments du mouvement elliptique des planètes. — Calcul des limites. 
Mémoire sur le calcul des limites appliqué de diverses manières à l'intégration 
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sur diverses formules qui rendent plus facile l'application du calcul des résidus 
à l'Astronomie. — Astronomie. Détermination rigoureuse des termes séculaires 
dans le nouveau développement de la fonction perturbatrice. — Analyse. Note 
sur une formule qui sert à développer, suivant les puissances entières d'un 
accroissement attribué au cosinus d un arc, les accroissements correspondants 
que prennent les cosinus des multiples de cet arc. — Astronomie. Décompo
sition de la fonction perturbatrice en produits de facteurs dont chacun se 
rapporte a une seule planète. — Théorie de la lumière. Note sur le calcul des 
phénomènes que présente la lumière réfléchie ou réfractée par la surface d'un 
corps transparent ou opaque. — Physique mathématique. Méthode abrégée 
pour la recherche des lois suivant lesquelles la lumière se trouve refléchie ou 
réfractée par la surface d'un corps transparent ou <ipaque. — Physique ma
thématique. Note sur la diffraction de la lumière*— Physique mathématique. 
Addition a la Note sur la diffraction de la lumière. — Théorie de la lumière 
Mémoire sur les phénomènes des ombres et de la diffraction, -r Théorie de la 
lumière. Second Mémoire sur les phénomènes des ombres et de la diffraction. 
— Théorie de la lumière. Mémoires sur les rayons diiTracté» qui peuvent être 
transmis ou réfléchis par la surface de séparation de deux milieux isophanes. 
— Physique mathématique. Mémoire sur de nouveaux phénomènes, indiqués 
par le calcul, qui paraissent devoir intéresser les physiciens, et, en particulier, 
sur la diffraction du son. — Physique mathématique. Note sur les principales 

Physique mathématique. Mémoires sur l'application de l'Analyse mathéma
tique a la recherche des lois générales des phénomènes observés par les phy
siciens, et, en particulier, sur les lois de la polarisation circulaire. — Analyse 
mathématique. Rapport sur une Note de M. Passot relative aux forces cen
trales. — Physique mathématique. Théorie de la lumière. Note relative à un 
article extrait du Journal des Savants (novembre >84>), et présenté par 
M. Biot à l'Académie dans la dernière séance. — Théorie d* la lumière. Mé
moire sur les lois de la dispersion plane et de la dispersion circulaire dans les 
milieux isophanes. — Géométrie analytique. Mémoire sur les dilatations, les 
condensations et les rotations produites par un changement de forme dans un 
système de points matériels. Physique mathématique. Note sur les pressions 
supportées, dans un corps solide ou fluide, par deux portions de surface très 
voisines, l'une extérieure, l'autre intérieure a ce même corps. — Physique 
mathématique. Mémoire sur les pressions ou tensions intérieures, mesurées 

différences qui existent entre 
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DANS AN OU PLUSIEURS SYSTÈMES DE POINTS MATÉRIELS QUE SOLLICITENT DES FORCES* 
D'ATTRACTION OU DE RÉPULSION MUTUELLE. — Analyse mathématique. SUR L'EMPLOI 
DES COORDONNÉES CURVILIGNES DANS L'ÉVALUATION DES SURFACES, DES VOLUMES, DES 
MASSES, ETC. —' Calcul integral. MÉMOIRE SUR LA THÉORIE DES INTÉGRALES DÉFINIES 
SINGULIÈRES APOLIQUÉE GÉNÉRALEMENT À LA DÉTERMINATION DES INTÉGRALES DÉFINIES, 
ET, EN PARTICULIER, À L'ÉVALUATION DES INTÉGRALES EULÉRIENNES. — Calcul integral. 
RECHERCHES SUR LES INTEGRALES DES ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 
— Physique mathématique. NOTE RELATIVE A L'ÉQUILIBRE DES TEMPÉRATURES DANS 
UN CYLINDRE DE FORME QUELCONQUE. — Calcul integral. REMARQUES SUR LES 
INTÉGRALES DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES, ET SUR L'EMPLOI DE CES INTÉ
GRALES DANS LES QUESTIONS DE PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. — Géométrie analytique. 
RAPPORT SUR UN MÉMOIRE DE M. Amyot RELATIF AUX SURFACES DU SECOND ORDRE. 
— Géométrie analytique. NOTES ANNEXÉES AU RAPPORT SUR LE MÉMOIRE DE 
M. Amyot. — Géométrie analytique. SUITE DES NOTES ANNEXÉES AU RAPPORT 
SUR LE MÉMOIRE DE M. Amyot. — Analyse mathématique. MÉMOIRE SUR LA 
SYNTHÈSE ALGÉBRIQUE. — Analyse mathématique. MÉMOIRE SUR LA SYNTHÈSE 
ALGÉBRIQUE (suite). — Analyse mathématique. MÉMOIRE SUR LA SYNTHÈSE ALGÉ
BRIQUE (suite). — Physique mathématique. MÉMOIRE SUR LES PRESSIONS OU-
TENSIONS INTÉRIEURES MESURÉES DANS UN DOUBLE SYSTÈME DE POINTS MATÉRIELS QUE 
SOLLICITENT DES FORCES D'ATTRACTION OU-DE RÉPULSION MUTUELLE. — Physique ma
thématique. ADDITION AU MÉMOIRE SUR LES PRESSIONS OU TENSIONS INTÉRIEURES, 
MESURÉES DANS UN DOUBLE SYSTÈME DE POINTS MATÉRIELS. — Analyse mathéma
tique. REMARQUES À L'OCCASION D'UN MÉMOIRE DE M. Binet. 

TABLE DEA MATIÈRES DU TOME VIII ( I r a SÉRIE). 

Analyse mathématique. NOTE SUR LE DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN SÉRIE» 
ORDONNÉES SUIVANT LES PUISSANCES ENTIÈRE» POSITIVES ET NÉGATIVES DES VARIABLE». 
RAPPORT SUR LE CONCOURS DE IB'P, RELATIF AU GRAND PRIX DE MATHÉMATIQUES. — 
Calcul différentiel. MÉMOIRE SUR L'ANALYSE INFINITÉSIMALE. — Analyse mathé
matique. NOTE. — Analyse mathématique. SUR UN EMPLOI LÉGITIME DE» SÉRIE» 
DIVERGENTES. — Calcul intégral. RECHERCHES SUR LES INTÉGRALES EULÉRIENNES. — 
Analyse transcendante. NOTE SUR DES THÉORÈMES NOUVEAUX ET DE NOUVELLE» 
FORMULES QUI SE DÉDUISENT DE QUELQUES ÉQUATIONS SYMBOLIQUES. — Calcul inté
gral. MÉMOIRE SUR L'EMPLOI DES ÉQUATIONS SYMBOLIQUES DANS LE CALCUL INFINI
TÉSIMAL ET DANS LE CALCUL AUX DIFFÉRENCE» FINIES. — Géométrie. RAPPORT SUR ON-
MÉMOIRE DE M. Léon Lalanne, QUI A POUR OBJET LA SUBSTITUTION DE PLANS TOPO
GRAPHIQUES À DES TABLES NUMÉRIQUES A DOUBLE ENTRÉE. — Analyse mathéma
tique. MÉMOIRE SUR LES FONCTIONS DONT PLUSIEURS VALEURS SONT LIÉES ENTRE ELLE» 
PAR UNE ÉQUATION LINÉAIRE, ET ÏUR DIVERSES TRANSFORMATIONS DE PRODUITS COM
POSÉS D'UN NOMBRE INDÉFINI DE FACTEURS. — Analyse mathématique. SECOND 
MÉMOIRE SUR LES FONCTIONS DONT PLUSIEURS VALEURS SONT LIÉES ENTRE ELLES PAR UNE 
ÉQUATION LINÉAIRE. — Calcul des résidus. MÉMOIRE SUR L'APPLICATION DU CALCUL 
DES RÉSIDUS AU DÉVELOPPEMENT DES PRODUITS COMPOSÉS D'UN NOMBRE INFINI DE 
FACTEUR». — Analyse mathématique. MÉMOIRE SUR UNE CERTAINE CLASSE DE 
FONCTIONS TRANSCENDANTES LIÉES ENTRE ELLES PAR UN SYSTÈME DE FORMULES QUI 
FOURNISSENT, COMME CAS PARTICULIERS, LES DÉVELOPPEMENTS DES FONCTIONS ELLIP
TIQUES EN SÉRIES. — Analyse mathématique. MÉMOIRE SUR LES FACTORIELLES 
GÉOMÉTRIQUES. — Analyse mathématique. MÉMOIRE SUR LE» RAPPORTS ENTRE LES 
LACTORIELLES RÉCIPROQUES DONT LES BASES VARIENT PROPORTIONNELLEMENT, ET SUR LA 
'JRANSFORMATION DES LOGARITHMES DE CES RAPPORTS EN INTÉGRALES DÉFINIES. — Calcul 
intégral. SUR LA RÉDUCTION DES RAPPORTS DE FACTORIEL LES RÉCIPROQUES AUX FONCTIONS 
ELLIPTIQUES. —Analyse mathématique. MÉMOIRE SUR LES FRACTIONS RATIONNELLES 
QUE L'ON PEUT EXTRAIRE D'UNE FONCTION TRANSCENDANTE, ET SPÉCIALEMENT DU RAPPORT 
ENTRE DEUX PRODUITS DE FACTONELLES RÉCIPROQUES. — Analyse mathématique. 
RAPPORT SUR UN MÉMOIRE DE M. Laurent, QUI A POUR TITRE : « EXTENSION DU 
THÉORÈME DE M. CAUCHY RELATIF À LA CONVERGENCE DU DÉVELOPPEMENT D'UNE FONC
TION SUIVANT LE» PUISSANCES ASCENDANTES DE LA VARIABLE x ». — Analyse mathé
matique. NOTE SUR LE DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN SÉRIES CONVERGENTES 
ORDONNÉE» SUIVANT LES PUISSANCES ENTIÈRES DES VARIABLES. — Astronomie. MÉ
MOIRE SUR L'APPLICATION DU CALCUL DES LIMITES A L'ASTRONOMIE. — Analyse ma
thématique. MÉMOIRE SUR LES FORMULES QUI SERVENT À DÉCOMPOSER EN FRACTIONS 
«ARTIONNELLES LERAPPORT ENTRE DEUX PRODUIT* DE FAETORIELLESRÉCIPROQUES. — Calcul 
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mlegral. MÉMOIRE SUR LA THÉORIE ANALYTIQUE DES maxima maximorum ET DE» 
minima minimorum. APPLICATION DE CETTE THÉORIE AU CALCUL DES LIMITES ET A 
L'ASTRONOMIE. — Analyse mathématique. MÉMOIRE SUR LES MODULES DES SÉRIES. 
— Mécanique. RAPPORT SUR DIVERS MÉMOIRES DE M. de Saint-Venant RELATIFS 
À LA MÉCANIQUE RATIONNEL! ; ET À LA MÉCANIQUE APPLIQUÉE.— Sciences physiques 
et mathématiques. RAPR.JRT SUR LES MÉTHODES QUI ONT SERVI AU DÉVELOPPEMENT 
DES FACULTÉS INTELLECTUELLES D'UN JEUNE SOURD-MUET, ET SUR LES MOYENS PAR LES
QUELS IL EST PARVENU, NON SEULEMENT À UN DEGRÉ D'INSTRUCTION ÉLEVÉ, MAIS ENCORE 
À UNE CONNAISSANCE TRÈS ÉTENDUE DES SCIENCES PHYSIQUES ET MATHÉMATIQUES. — 
Analyse mathématique. SUR LA CONVERGENCE D'UNE SÉRIE. — Théorie des 
nombres. RAPPORT SUR DIVERS MÉMOIRES DE M. Houry, GÉOMÈTRE EN CHEF DU 
CADASTRE, ETC. — Analyse mathématique. MÉMOIRE SUR LES FONCTIONS CONTINUES. 
— Analyse mathématique. RAPPORT SUR UNE NOTE DE M. Cellerier, RELATIVE À 
LA THÉORIE DES IMAGINAIRES. — Calcul intégral. MÉMOIRE SUR LES VALEURS 
MOYENNES DES FONCTIONS. — Astronomie. NOUVEAU MÉMOIRE SUR LE CALCUL DES 
INÉGALITÉS DES MOUVEMENTS PLANÉTAIRES. — Analyse mathématique. MÉMOIRE 
SUR L'ÉQUILIBRE ET LE MOUVEMENT D'UN SYSTÈME DE MOLÉCULES DONT LES DIMENSION» 
NE SONT PAS SUPPOSÉES NULLES. — Analyse mathématique. ADDITION AU MÉMOIRE 
SUR LA SYNTHÈSE ALGÉBRIQUE. — Statistique. — Physique mathématique. RAP
PORT SUR UN MÉMOIRE DE M. Laurent, RELATIF AU CALCUL DES VARIATIONS. — 
Physique mathématique. OBSERVATIONS À L'OCCASION D'UNE NOTE DE M. Laurent. 
— Physique mathématique. Mémoire SUR LA THÉORIE DE LA POLARISATION CHRO
MATIQUE. — Calcul intégral. MÉMOIRE SUR LA SUBSTITUTION DES FONCTIONS NON 
PÉRIODIQUES AUX FONCTIONS PÉRIODIQUES DANS LES INTÉGRALES DÉFINIES. — Analyse 
mathématique. SUR LA MÉTHODE LOGARITHMIQUE APPLIQUÉE AU DÉVELOPPEMENT 
DES FONCTIONS EN SÉRIES. — Calcul intégral. NOTE SUR LES INTÉGRALES EULÉRIENNES. 
— Analyse mathématique. MÉMOIRE SUR DIVERS THÉORÈMES RELATIFS À LA CON
VERGENCE DES SÉRIES. — Analyse mathématique. NOTE SUR L'APPLICATION DE LA 
MÉTHODE LOGARITHMIQUE À LA DÉTERMINATION DES INÉGALITÉS PÉRIODIQUES DES 
MOUVEMENTS PLANÉTAIRES. — Analyse mathématique. NOTE SUR DIVERSES PRO
PRIÉTÉS REMARQUABLES DU DÉVELOPPEMENT D'UNE FONCTION EN SÉRIE ORDONNÉE SUI
VANT LES PUISSANCES ENTIÈRES D'UNE MÊME VARIABLE. — Astronomie. MÉMOIRE 
SUR L'APPLICATION DE LA MÉTHODE LOGARITHMIQUE À LA DÉTERMINATION DES INÉGALITÉS 
PÉRIODIQUES QUE PRÉSENTENT LES MOUVEMENTS DE» CORPS CÉLESTE». — Analyse 
mathématique. NOTE SUR L'APPLICATION DE LA MÉTHODE LOGARITHMIQUE AU DÉVE
LOPPEMENT DES FONCTIONS EN SÉRIES, ET SUR LES AVANTAGES QUE PRÉSENTE, DANS CETTE 
APPLICATION, LA DÉTERMINATION NUMÉRIQUE DES COEFFICIENTS EFFECTUÉE À LAIDE D'AP
PROXIMATIONS SUCCESSIVES. — Analyse mathématique. NOTE SUR LES PROPRIÉTÉS 
DE CERTAINES FACTORIELLES E'» SUR LA DÉCOMPOSITION DES FONCTIONS EN FACTEURS. — 
Analyse mathématique. SUR UN NOUVEAU GENRE DE DÉVELOPPEMENT DES FONC
TIONS, QUI PERMETTRA D'ABRÉGER NOTABLEMENT LES CALCULS ASTRONOMIQUE». —Ana
lyse mathématique. MÉMOIRE SUR QUELQUES FORMULES RELATIVES AUX DIFFÉRENCES 
FINIES. — Analyse mathématique. MÉMOIRE »UR PLUSIEURS NOUVELLES FORMULES 
LUI SONT RELATIVES AU DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN SÉRIES. — Analyse ma
thématique. NOTE SUR L'APPLICATION DES NOUVELLES FORMULES À L'ASTRONOMIE. — 
Analyse mathématique. MÉMOIRE SUR UNE EXTENSION REMARQUABLE QUE L'ON 
PEUT DONNER AUX NOUVELLES FORMULES ÉTABLIES DANS LES SÉANCES PRÉCÉDENTES. -
Analyse mathématique. MÉMOIRE SUR QUELQUES PROPOSITIONS FONDAMENTALE, 
DU CALCUL DES RÉSIDUS ET SUR LA THÉORIE DES INTÉGRALES SINGULIÈRES. — Analyst 
mathématique. SUR LES SÉRIES MULTIPLES ET SUR LES SÉRIES MODULAIRES. — Analysé 
mathématique. MÉMOIRE SUR LES FONCTIONS COMPLÉMENTAIRES. — Analyse ma
thématique. SUR LA CONVERGENCE DES SÉRIES MULTIPLES. — Analyse mathéma
tique. MÉMOIRE SUR LES FONCTIONS QUI SE REPRODUISENT PAR SUBSTITUTION. — 
Analyse mathématique. MÉMOIRE SUR LES PROGRESSIONS DES DIVERS ORDRES. — 
Arithmétique. RAPPORT SUR ON MÉMOIRE DE M. Guy, CAPITAINE D'ARTILLERIE ET 
ANCIEN ÉLÈVE DE L'ECOLE POLYTECHNIQUE. — Analyse mathématique. NOTE SUT 
DIVERSES CONSÉQUENCES DU THÉORÈME RELATIF AUX VALEURS MOYENNES DES FONCTIONS. 

— Analyse mathématique. MÉMOIRE SUR LA CONVERGENCE DE LA SÉRIE PARTIELLE 
QUI A POUR TERMES LES DIVERS COEFFICIENTS D'UNE MÊME PUISSANCE D'UNE SEULE 
VARIABLE DANS UNE SÉRIE MULTIPLE. — Analyse mathématique. Mémoire SUR 
DIVERSES CONSÉQUENCES REMARQUABLES DES PRINCIPES ÉTABLIS DANS LES SÉANCES PRÉ
CÉDENTES. 
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Table des Matières du Tome IX (I" Série}. 

Analyse mathématique. Mémoire sur l'emploi des variables complémen
taires dans le développement des fonctions en séries. — Analyse mathéma
tique. Mémoire sur des formules rigoureuses et dignes de remarque, auxquelles 
•n se trouve conduit par la considération de séries multiples et divergentes. — 
Analyse mathématique^Mèjjntiire sur diverses propriétés remarquables et très 
générales des fonctions continues. — Analyse mathématique. Mémoire sur les 
séries syntagmatiques et sur celles qn on obtient quand on développe des fonc
tions d'une seule variable suivant les puissances entières de son argument. — 
Analyse mathématique. Mémoire sur les approximations des fonctions de très 
grands nombres. Analyse mathématique. Note sur les modules principaux 
des fonctions. — Analyse mathématique. Mémoire sur les approximations des 
fonctions de très grands nombres. — Analyse mathématique. Mémoire sur 
les approximations des fonctions de très grands nombres. — Astronomie. Rap
port sur un Mémoire de M. Le Verrier, qui a pour objet la détermination d'une 
grande inégalité du moyen mouvement de la planète Pallas. — Astronomie. 
Notes jointes au Rapport qui précède, et rédigées par le Rapporteur. — Astro
nomie. Suite.des Notes annexées au Rapport sur le Mémoire de M. Le Verrier, 
et relatives à la détermination des inégalités périodiques des mouvements plané
taires. — Calcul intégral. Mémoire sur la détermination approximative des 
fonctions représentées par des intégrales. — Astronomie. Note sur l'applica
tion des nouvelles formules à l'Astronomie. — Astronomie. Mémoire sur les 
séries nouvelles que l'on obtient, quand on applique les méthodes exposées dans 
tes précédentes séances au développement de la fonction perturbatrice et à la 
détermination des inégalités périodiques des mouvements planétaires. — Astro
nomie. Mémoire sur des formules et des théorèmes remarquables, qui per
mettent de calculer très facilement les perturbations planétaires dont l'ordre 
est très élevé. — Rapport sur la singulière aptitude d'un enfant de six ans et 
demi pour le calcul.— Mécanique. Notes relatives à la mécanique rationnelle. 
— Mécanique. Observations sur la pression que supporte un élément de sur
face plane dans un corps solide ou fluide. — Mémoire sur les secours que les 
sciences de calcul peuvent fournir aux sciences physiques ou même aux sciences 
morales, et sur l'accord des théories mathématiques et physiques avec la véri
table philosophie. — Géométrie. Mémoire sur de nouveaux théorèmes de Géo
métrie et, en particulier, sur le module de rotation d'un système de lignes 
droites menées par les divers points d'une directrice donnée. — Géométrie 
analytique. Sur divers théorèmes de Géométrie analytique. — Analyse mathé
matique. Mémoire sur divers théorèmes d'Analyse et de Calcul intégral. — 
Géométrie. Rapport sur un Mémoire de M. Ossian Bonnet, concernant quelques 
propriétés générales des surfaces et des lignes tracées sur les surfaces. —Ana
lyse mathématique. Sur le nombre des valeurs égales ou inégales que peut 
acquérir une fonction de n variables indépendantes, quand on permute ces 
variables entre elles d'une manière quelconque. — Analyse mathématique. 
Sur ïfe nombre des valeurs égales ou distinctes que peut acquérir une fonction 
de n variables, quand on permute ces variables entre elles d'une manière quel
conque (suite). — Analyse mathématique. Sur le nombre des valeurs égales 
ou distinctes que peut acquérir une fonction de n variables, quand on permute 
ces variables entre elles d'une manière quelconque. — Analyse mathématique. 
Sur le nombre des valeurs égales ou inégales que peut acquérir une fonction 
de n variables indépendantes, quand on permute ces variables entre elles d'une 
manière quelconque. — Analyse mathématique. Mémoire sur diverses pro
priétés remarquables des substitutions régulières ou irrégulières, et des sys
tèmes de substitutions conjuguées. — Analyse mathématique. Rapport sur 
un Mémoire présenté a l'Académie par M. Bertrand, et relatif au nombre des 
valeurs que peut prendre une fonction, quand on y permute les lettres qu'elle 
renferme. — Analyse mathématique. Mémoire sur les premiers termes de la 
série des quantités qui sont propres à représenter le nombre des valeurs dis
tinctes d'une fonction de n variables indépendantes. — Analyse mathéma
tique. Mémoire sur la résolution des équations linéaires symboliques, et sut 
les conséquences remarquables que cette résolution entraîne après elle dans 
la théorie des permutations. — Analyse mathématique. Mémoire sur les 
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substitutions permutables entre elles. — Analyse mathématique. Note sur la 
réduction des fonctions transitives aux fonctions intransitives, et sur quelque» 

Íiropriétes remarquables des substitutions qui n'altèrent pas la valeur d'une 
onction transitive. — Analyse mathématique. Note sur les substitutions qui 

n'altèrent pas la valeur d'une fonction, et sur la forme régulière que prennent 
toujours celles d'entre elles qui renferment un moindre nombre de variables. 
— Analyse mathématique. Mémoire sur diverses propriétés des systèmes de 
substitutions, et particulièrement de ceux qui sont permutables entre eux. — 
Analyse mathématique. Note sur les fonctions caractéristiques des substitu 
tions. — Analyse mathématique. Mémoire sur le nombre et la forme des 
substitutions qui n'altèrent pas la valeur d'une fonction de plusieurs variables 
indépendantes. Analyse mathématique. —Applications diverses des propriétés 
établies dans les précédents Mémoires. — Analyse mathématique. Mémoire 
sur les fonctions de cinq ou six variables, et spécialement sur celles qui sont 
doublement transitives. 

Tabla des Matières du Toma Z ( I' Série). 

Analyse mathématique. Mémoire sur les fonctions de cinq ou six variables 
et spécialement sur celles qui sont doublement transitives. — Analyse mathé
matique. Mémoire sur un nouveau calcul qui permet de simplifier et d'étendre 
la théorie des permutations. — Analyse mathématique. Applications diverses 
du nouveau calcul dont les principes ont été établis dans la séance précédente. 
— Analyse mathématique. Recherches sur un système d'équations simulta
nées, dont les unes se déduisent des autres à l'aide d'une ou de plusieurs sub
stitutions. — Analyse mathématique. Note sur diverse* propriétés de certaines 
fonctions algébriques. — Analyse mathématique. Sur ia résolution directe 
d'un système d'équations simultanées, dont les unes se déduisent des autres à 
l'aide d'une ou de plusieurs substitutions. — Analyse mathématique. Sur la 
résolution des équations symboliques non linéaires. — Analyse mathéma
tique. Note sur un théorème fondamental relatif à deux systèmes de substi
tutions conjuguées. — Notes. — Géométrie analytique. Mémoire sur les 
avantages que présente, dans la Géométrie analytique, l'emploi de facteurs 
propres à indiquer le sens dans lequel s'effectuent certains mouvements de 
rotation, et sur les résultantes construites avec les cosinus des angles que 
deux systèmes d'axes forment entre eux. — Calcul intégral. Sur les intégrales 
qui s'étendent à tous les points d'une courbe fermée. — Analyse mathéma
tique. Mémoire sur les fonctions de variables imaginaires. — Calcul intégral. 
Mémoire sur l'application du calcul des résidus à la recherche des propriété* 
générales des intégrales dont les dérivées renferment des racines d'équationn 
algébriques. — Calcul intégral. Mémoire sur le changement de variables dans 
les transcendantes représentées par des intégrales définies, et sur l'intégratiosi 
de certains systèmes d'équations différentielles. — Calcul intégral. Mémoire 
sur la détermination complète des variables propres à vérifier un système 
d'équations différentielles. — Analyse mathématique. Rapport sur un Mé
moire qui a été présenté à l'Académie par M. F É L I X C H I O , et qui a pour titre : 
Recherches sur la série de Lagrange. —- Note de M. C A U C I I Y , Rapporteur : 
Sur les caractères à l'aide desquels on peut distinguer, entre les diverses 
racines d'une équation algébrique ou transcendante, celle qui se développe 
en série convergente par le théorème de Lagrange. — Théorie des nombres. 
Rapport sur une Note de M. d'Adhémar. — Calcul intégral. Mémoire sur 
la détermination complète des variables propres à vérifier un système d'équa
tions différentielles. — Calcul intégral. Mémoire sur les intégrales danl 

lesquelles la fonction sous le signe Ç change brusquement de valeur. — Note. 

— Calcul intégral. Mémoire sur les intégrales dans lesquelles la fonction 

sous le signe / change brusquement de valeur. — Calcul intégral. Mémoire 

sur les intégrales imaginaires des équations différentielles, et sur les grands 
avantages que l'on peut retirer de la considération de ces intégrales, scit pour 
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établir des formules nouvelles, soit pour éclaircir des difficultés qui n'avaient 
pas été jusqu'ici complètement résolues. — Calcul intégral. Note sur l'inté
gration d'un système d'équations différentielles et sur l'inversion de leurs 
intégrales. —. Calcul intégral. Considérations nouvelles sur les intégrales 
définies qui s'étendent à tous les points d'une courbe fermée, et sur celles qui 
sont prises entre des limites imaginaires. — Calcul intégral. Mémoire sur la 
continuité des fonctions qui représentent les intégrales réelles ou imaginaires 
d'un système d'équations différentielles. — Calcul intégral. Mémoire sur les 
diverses espèces d'intégrales d'un système d'équations différentielles. — Ana
lyse mathématique. — Mémoire sur les valeurs moyennes des fonctions. — 
Calcul intégral. Sur les rapports et les différences qui existent entre les 
intégrales rectilignes d'un système d'équations différentielles et les intégrales 
complètes de ces mêmes équations. — Astronomie. Méthodes nouvelles pour 
a détermination des orbites des corps célestes, et, en particulier, des comètes. 

— Mécanique appliquée. Rapport sur le système proposé par M. de Joujfroyt 

pour les chemins de fer. — Astronomie. Mémoire sur l'application de la nou
velle formule d'interpolation à la détermination des orbites que décrivent les 
corps célestes, et sur l'introduction directe des longitudes et des latitudes 
observées dans les formules astronomiques. — Astronomie. Note sur les for
mules relatives à la détermination des orbites que décrivent les corps célestes. 
— Analyse mathématique. Note sur quelques propriétés des facteurs com
plexes. — Physique mathématique. Mémoire sur les mouvements des sys
tèmes de molécules. — Théorie des nombres. Mémoire sur les racines de» 
équations algébriques à coefficients entiers, et sur les polynômes radicaux. — 
Physique mathématique. Mémoire sur le mouvement d'un système de 
molécules dont chacune est considérée comme formée par la réunion de plu
sieurs atomes ou points matériels. — Théorie des nombres. Mémoire sur de 
nouvelles formules relatives à la théorie des polynômes radicaux, et sur le 
uernier théorème de Fermât. — Analyse mathématique. Mémoire sur les 
maxima et minima conditionnels. — Analyse mathématique. Mémoire sur 
les lieux analytiques. — Théorie des nombres. Sur la décomposition d'un 
polynôme radical à coefficients réels en deux parties, dont la première est un 
polynôme radical à coefficients entiers, et dont la seconde offre un module 
plus petit que l'unité. — Théorie des nombres. Mémoire sur diverses propo
sitions relatives à la théorie des nombres. — Théorie des nombres. Sur la 
décomposition d'un nombre entier en facteurs radicaux. — Théorie des nom
bres. Mémoire sur les facteurs modulaires des fonctions entières d'une ou de 
plusieurs variables. — Analyse algébrique. Mémoire sur une nouvelle théorie 
des imaginaires, et sur les racines symboliques des équations et des équiva
lences. — Théorie des nombres. Mémoire sur les racines primitives des équi
valences binômes correspondantes à des modules quelconques, premiers ou 
non premiers, et sur les grands avantages que présente la considération de 
ces racines, dans les questions de nombres, surtout en fournissant le moyen 
d'établir la théorie nouvelle des indices modulaires des polynômes radicaux. 

— Théories des nombres. Mémoire sur les racines des équivalences corres
pondantes à des modules quelconques premiers ou non premiers, et sur les 
avantages que présente l'emploi de ces racines dans la théorie des nombres. 
— Théorie des nombres. Mémoire sur la décomposition des nombres entiers 
en facteurs radicaux. — Théorie des nombres. Mémoire sur les indices modu
laires des polynômes radicaux que fournissent les puissances et produits des 
racines de la résolvante d'une équation binôme. — Analyse mathématique. 
Mémoire sur l'application de la nouvelle théorie des imaginaires aux diverses 
branches des Sciences mathématiques. — Théorie des nombres. Mémoire sur 
diverses propositions relatives à la théorie des nombres. — Théorie des nom
bres. Mémoire sur l'emploi des racines de l'unité pour la résolution des divers 
svstèmes d'équations linéaires. — Physique mathématique. Note sur la pola
risation chromatique. — Astronomie. Mémoire sur la détermination des orbites 
des planètes et des comètes. — Astronomie. Second Mémoire sur la détermi
nation des orbites des planètes et des comètes. — Astronomie. Note sur 
l'appljcation des formules établies dans les précédentes séances, à lf fétermi-
nalion des orbites des petites planètes. — Analyse mathématique. Méthode 
ïénérale pour la résolution des systèmes d'équations simultanées. — Astro-
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nomie. MÉMOIRE SUR LE DEGRÉ D'EXACTITUDE AVEC LEQUEL ON PEUT DÉTERMINER LÎS 
ORBITES DES PLANÈTES ET DES COMÈTES. — Analyse mathématique. APPLICATION 
DES FORMULES QUE FOURNIT LA NOUVELLE MÉTHODE D'INTERPOLATION À LA RÉSOLUTION 
D'UN SYSTÈME D'ÉQUATIONS LINÉAIRES APPROXIMATIVES, ET, EN PARTICULIER, À LA 
CORRECTION DES ÉLÉMENTS DE L'ORBITE D'UN ASTRE. — Astronomie. MÉMOIRE SUR 
LA DÉTERMINATION ET LA CORRECTION DES ÉLÉMENTS DE L'ORBITE D'UN ASTRE. — Astro
nomie. MÉMOIRE SUR LA DÉTERMINATION DE L'ORBITE D'UNE PLANÈTE, À L'AIDE DE 
FORMULES QUI NE RENFERMENT QUE LES DÉRIVÉES DU PREMIER ORDRE DES LONGITUDE 
ET LATITUDE GÉOCENTRIQUES. — Astronomie. ADDITION AU MÉMOIRE SUR LA DÉTER
MINATION DE L'ORBITE D'UNE PLANÈTE, À L'AIDE DE FORMULES QUI NE RENFERMENT QUE 
LES DÉRIVÉES DU PREMIER ORDRE DES LONGITUDE ET LATITUDE GÉOCENTRIQUES. — 
Astronomie. MÉMOIRE SUR DEUX FORMULES GÉNÉRALES, DONT CHACUNE PERMET DE 
CALCULER RAPIDEMENT DES VALEURS TRÈS APPROCHÉES DES ÉLÉMENTS DE L'ORBITE D'UNE 
PLANÈTE OU D'UNE COMÈTE. — Astronomie. RAPPORT SUR UN MÉMOIRE DE M. de 
Gasparis, RELATIF À DEUX ÉQUATIONS QUI DONNENT LA LONGITUDE DU NŒUD DE 
L'INCLINAISON DE L'ORBITE D'UN ASTRE, À L'AIDE D'OBSERVATIONS GÉOCENTRIQUES CON
VENABLEMENT COMBINÉES. — Astronomie. NOTE SUR L'ABAISSEMENT QUE L'ON PEUT 
FAIRE SUBIR AU DEGRÉ DE L'ÉQUATION DONNÉE PAR LAGRANGE DANS LA Connaissance 
des Temps POUR L'ANNÉE 1821. — Astronomie. MÉMOIRE SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS 
REMARQUABLES DES FONCTIONS INTERPOLAIRES, ET SUR LE PARTI QU'ON PEUT EN TIRER 
POUR UNE DÉTERMINATION SÛRE ET FACILE DES ÉLÉMENTS DE L'ORBITE D'UNE PLANÈTE 
OU D'UNE COMÈTE. — Astronomie. FORMULES POUR LA DÉTERMINATION DES ORBITES 
DES PLANÈTES ET DES COMÈTES. — Optique. NOTE SUR LA LUMIÈRE RÉFLÉCHIE PAR LA 
SURFACE D'UN CORPS OPAQUE, ET SPÉCIALEMENT D'UN MÉTAL. — Astronomie. RAP
PORT SUR DIVERS MÉMOIRES DE M . Michal, RELATIFS À LA DÉTERMINATION DES ORBITES 
DES PLANÈTES ET DES COMÈTES. 
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QUELQUES PROPRIÉTÉS REMARQUABLES DES POLYÈDRES RÉGULIERS. — MÉMOIRE SUR LES 
VALEURS MOYENNES DES FONCTIONS D'UNE OU DE PLUSIEURS VARIABLES, ET SUR LES 
FONCTIONS ISOTROPES. — MÉMOIRE SUR LES VALEURS MOYENNES DES FONCTIONS ET SUR 
LES FONCTIONS ISOTROPES. — MÉMOIRE SUR LES DOUZE ÉQUATIONS QUI DÉTERMINENT 
LES MOUVEMENTS DE TRANSLATION, DE ROTATION ET DE DILATATION D'UN SYSTÈME DE 
MOLÉCULES. — RAPPORT SUR LES MOYENS PROPOSÉS PAR LES AUTEURS DE DIVERS 
MÉMOIRES POUR LA SOLUTION DES DIFFICULTÉS QUE PRÉSENTENT LE DÉPOUILLEMENT ET 
LE RECENSEMENT DES VOTES DANS LES ÉLECTIONS NOUVELLES. — NOTE SUR UN MOYEN 
DE RENDRE PLUS RAPIDE LE DÉPOUILLEMENT DU SCRUTIN DANS LES ÉLECTIONSJNOUVELLES. 

— RAPPORT SUR LES MOYENS QUE DIVERS AUTEURS PROPOSENT POUR FACILITER LES 
OPÉRATIONS RELATIVES AUX ÉLECTIONS NOUVELLES. — RAPPORT SUR UN MÉMOIRE DE 
M. Gorini, RELATIF AUX RÉSIDUS DES PUISSANCES D'UN MÊME NOMBRE. — NOTE 
SUR LE RECENSEMENT DES VOTES DANS LES ÉLECTIONS GÉNÉRALES. — MÉMOIRE SUR LES 
VALEURS MOYENNES DES FONCTIONS ET SUR LES FONCTIONS ISOTROPES (suite). — 
NOUVEAU MÉMOIRE SUR LES DOUZE ÉQUATIONS QUI DÉTERMINENT LES MOUVEMENTS 
DE TRANSLATION, DE ROTATION ET DE DILATATION DE MOLÉCULES SOLLICITÉES PAR DES 
FORCES D'ATTRACTION OU DE RÉPULSION MUTUELLE. — THÉORÈMES DIVERS SUR LES 
FONCTIONS DIFFÉRENTIELLES ET SUR LES VALEURS MOYENNES DES FONCTIONS. — MÉMOIRE 
SUR LE MOUVEMENT D'UN SYSTÈME DE MOLÉCULES. — MÉMOIRE SUR LES CONDITIONS 
RELATIVES AUX LIMITES DES CORPS, ET, EN PARTICULIER, SUR CELLES QUI CONDUISENT 
•UX LOIS DE LA RÉFLEXION ET DE LA RÉFRACTION DE LA LUMIÈRE. — MÉMOIRE SUR DF 
NOUVEAUX THÉORÈMES RELATIFS AUX VALEURS MOYENNES DES FONCTIONS, ET SUI 
L'APPLICATION DE CES THÉORÈMES À L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PAR
TIELLES QUE PRESENTE LA MÉCANIQUE MOLÉCULAIRE. — RAPPORT SUR UN MÉMOIRE DE 
M . Laurent, RELATIF AUX ÉQUATIONS D'ÉQUILIBRE ET DE MOUVEMENT D'UN SYSTÈME 
DE SPHÉROÏDES SOLLICITÉS PAR DES FORCES D'ATTRACTION ET DE RÉPULSION MUTUELLES. 

— DÉMONSTRATION ET APPLICATION D'UNE FORMULE QUI PERMET DE RÉSOUDRE D'IM
PORTANTES QUESTIONS D'ANALYSE ET DE PHYSIQUE MATHÉMATIQUE. — SUR LA SURFACE 
CARACTÉRISTIQUE ET LA SURFACE DES ONDES — SUR LA SURFACE MOBILE DONT L'ÉQUA' 
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HON EST DE LA FORME H-T-A;(X— A) -h y (y — B) -hz(z — C) = 5 < 2 . — IN É"RATION 
GÉNÉRALE DES ÉQUATIONS HOMOGÈNES, LINÉAIRES ET À COEFFICIENTS CONS ANTS, D UN 
ORDRE QUELCONQUE, ET INTÉGRATION SPÉCIALE DE L'ÉQUATION h D,, D , DY, DJ A = O. 
— DÉMONSTRATION D'UN THÉORÈME FONDAMENTAL RELATIF À LA SURFACE DES 
ONDES. — INTÉGRATION GÉNÉRALE DE L'ÉQUATION HOMOGÈNE DU SECOND ORDRE 
D?O = F( D,, DY, DE, . . . — SUR LA FONCTION APPELÉE principale DANS LES 
RECHERCHES PRÉSENTÉES À LA DERNIÈRE SÉANCE. — DÉTERMINATION DUNE ÎNT-GRALE 
SINGULIÈRE. — INTÉGRATION GÉNÉRALE DE L'ÉQUATION F ( D„ D X , Dr, D., ...)ra = o. 
— EXPLICATION DES CONTRADICTIONS QUI SE MANIFESTENT ENTRE LES INTÉGRALES PAR 
SÉRIES DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES, ou AUX DÉRIVÉES PARTIELLES, ET LEURS INTÉ
GRALES EN TERMES FINIS. — SUR LA FONCTION PRINCIPALE ASSUJETTIE À VÉRIFIER 
L'ÉQUATION F ( D „ D I , D ,D L F . = O. — SUR UNE INTÉGRALE PARTICULIÈRE. — 
SUR LA TRANSFORMATION D'UNE FONCTION ts(x,y, s,...) EN UNE INTÉGRALE. — 
DÉMONSTRATION D'UN THÉORÈME DE CALCUL INTÉGRAL. — APPLICATION DU THÉORÈME 
ÉTABLI DANS LA NOTE PRÉCÉDENTE. — SUR UNE FONCTION U(r) DE LA VARIABLE r LIÉE 
AUX m VARIABLES x, y, z, . . . PAR L'ÉQUATION R2 = x2 + y1 -+- z' -+•.... — SUR 
L'ÉQUATION LINÉAIRE ET DE L'ORDRE n : F( DT, D X , D ,̂ D,, . . .)o = o. — SUR UNE 
TRANSFORMATION DE L'INTÉGRALE OBTENUE DANS LE MÉMOIRE PRÉCÉDENT. — APPLICA-
CATION DE CETTE INTÉGRALE AU CAS où L'ÉQUATION DONNÉE DEVIENT ISOTROPE. — 
APPLICATION DE LA FORMULE DONNÉE DANS LA SÉANCE DU 3o OCTOBRE à UN CAS PAR
TICULIER. — DÉMONSTRATION D'UNE FORMULE RELATIVE à LA NOTE PRÉCÉDENTE. — 
SUR UNE INTÉGRALE PARTICULIÈRE. — APPLICATION DES FORMULES DONNÉES DANS LA 
NOTE PRÉCÉDENTE À LA DÉLIMITATION DES INTÉGRALES DES ÉQUATIONS HOMOGÈNES. 

— MÉMOIRE SUR LES FONCTIONS DISCONTINUES. — APPLICATION DES PRINCIPES 
ÉTABLIS DANS LE MÉMOIRE PRÉCÉDENT À L'INTÉGRATION DE L'ÉQUATION HOMOGÈNE 
F ( D„ D^, DY, Dz, . . . ) m = O. — DÉTERMINATION GÉNÉRALE DE LA FONCTION PRINCI
PALE QUI VÉRIFIE L'ÉQUATION HOMOGÈNE. — LA DÉRIVÉE DE L'ORDRE n — A DE LA 
FONCTION PRINCIPALE SERA GÉNÉRALEMENT NULLE, EN DEDANS DE LA PLUS PETITE 
NAPPE. — DÉMONSTRATION DE PLUSIEURS THÉORÈMES GÉNÉRAUX D'ANALYSE ET DE 
CALCUL INTÉGRAL. — SUR LES COEFFICIENTS LIMITATEURS CONSIDÉRÉS COMME VALEURS 

ÎPARTICULIÈRES DE FONCTIONS CONTINUES D'UNE ou DE PLUSIEURS VARIABLES. — SUR 
ES ÉQUATIONS AUXQUELLES ON EST CONDUIT EN CHERCHANT À RÉSOUDRE LES PROBLÈMES 

LES PLUS GÉNÉRAUX D'ANALYSE ou DE CALCUL INTÉGRAL. — SUR LES PHÉNOMÈNES RE-

ÎIRÉSENTÉS PAR LES INTÉGRALES DES ÉQUATIONS DISCONTINUES, ET EN PARTICULIER SUR 
ES ONDES PLANES QUE REPRÉSENTENT LES INTÉGRALES EN TERMES FINIS DES ÉQUATIONS 

DISCONTINUES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. — SUR LE DÉVELOPPEMENT EN SÉRIE DES 
INTÉGRALES DES ÉQUATIONS DISCONTINUES. — SUR LES DIVERSES FORMES QU'ON PEUT 
ASSIGNER AU limitateur LR. — SUR L'INTÉGRATION DE L'ÉQUATION AUX DÉRIVÉES 
PARTIELLES DJA = ( A 2 L _ R + É2^.)DJ;8. —SUR LES MOUVEMENTS INFINIMENT PETITS 
DE DEUX SYSTÈMES DE MOLÉCULES QUI SE PÉNÈTRENT MUTUELLEMENT, ET EN PARTI
CULIER SUR LES VIBRATIONS DE L'ÉTHERDANS UN CORPS SOLIDE OU FLUIDE DONT CHAQUE 
MOLÉCULE EST CONSIDÉRÉE COMME UN SYSTÈME D'ATOMES. — SUR LES FONCTIONS 
isotropes DE PLUSIEURS SYSTÈMES COORDONNÉES RECTANGULAIRES, ET SPÉCIALEMENT 
SUR CELLES DE CES FONCTIONS QUI SONT EN MÊME TEMPS hémitropes, ET QUI 
CHANGENT DE SIGNE AVEC LES COORDONNÉES PARALLÈLES À UN SEUL AXE. — SUR LES 
ACTIONS TERNAIRES, OU, EN D'AUTRES TERMES, SUR LES MODIFICATIONS QUE L'ACTION 
MUTUELLE DE DEUX ATOMES PEUT SUBIR EN PRÉSENCE D'UN TROISIÈME ATOME. — SUR 
LES LOIS DE LA POLARISATION DES RAYONS LUMINEUX DANS LES CRISTAUX À UN OU À 
DEUX AXES OPTIQUES. — SUR LES TROIS ESPÈCES DE RAYONS LUMINEUX QUI CORRES
PONDENT AUX MOUVEMENTS simples DU FLUIDE ÉTHÉRÉ. — MÉCANIQUE MOLÉCULAIRE. 

— NOTE SUR LES RAYONS LUMINEUX SIMPLES ET SUR LES RAYONS ÉVANESCENTS. — 
MÉMOIRE SUR LA RÉFLEXION ET LA RÉFRACTION DE LA LUMIÈRE, ET SUR DE NOUVEAUX 
RAYONS RÉFLÉCHIS ET RÉFRACTÉS. — RAPPORT CONCERNANT UN MÉMOIRE DE M. Jamin 
SUR LA RÉFLEXION DE LA LUMIÈRE À LA SURFACE DES CORPS TRANSPARENTS. — DÉTERMI
NATION SIMULTANÉE DE L'INDICE DE RÉFRACTION D'UNE LAME OU PLAQUE TRANSPARENTE, 
ET DE L'ANGLE COMPRIS ENTRE DEUX SURFACES PLANES QUI TERMINENT CETTE PLAQUE. 
— MÉMOIRE SUR LES FONCTIONS DISCONTINUES. — MÉMOIRE SUR LES RAYONS RÉFLÉCHIS 
ET RÉFRACTÉS PAR DES LAMES MINCES ET SUR LES ANNEAUX COLORÉS. — RECHERCHES 
NOUVELLES SUR LES SÉRIES ET SUR LES APPROXIMATIONS DES FONCTIONS DE TRÈS GRANDS 
NOMBRES. — MÉMOIRE SUR L'INTÉGRATION D'UN SYSTÈME QUELCONQUE D'ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES, E , EN PARTICULIER, DE CELLES QUI REPRÉSENTENT LES MOUVEMENTS 
PLANÉTAIRES. — SUITE DES RECHERCHES SUR L'INTÉGRATION D'UN SYSTÈME D'ÉQUATIONS 
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DIFFÉRENTIELLES, ET TRANSFORMATION REMARQUABLE DE L'INTÉGRALE GÉNÉRALE DE 
L'ÉQUATION CARACTÉRISTIQUE. — RAPPORT SUR UN MÉMOIRE DE M . Bravais RELATIF 
À CERTAINS SYSTÈMES OU ASSEMBLAGES DE POINTS MATÉRIELS. — SUR LES QUANTITÉS 
GÉOMÉTRIQUES, ET SUR UNE MÉTHODE NOUVELLE POUR LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS 
ALGÉBRIQUES DE DEGRÉ QUELCONQUE. — MÉMOIRE SUR QUELQUES THÉORÈMES DIGNES 
DE REMARQUE, CONCERNANT LES VALEURS MOYENNES DES FONCTIONS DE TROIS VARIABLES 
INDÉPENDANTES. — RAPPORT SUR UN MÉMOIRE DE M. Roche, RELATIF AUX FIGURES 
ELLIPSOÏDALES QUI CONVIENNENT À L'ÉQUILIBRE D'UNE MASSE FLUIDE SOUMISE À 
L'ATTRACTION D'UN POINT ÉLOIGNÉ. — MÉMOIRE SUR LES INTÉGRALES CONTINUES ET LES 
INTÉGRALES DISCONTINUES DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES OU AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

— APPLICATION DES PRINCIPES ÉTABLIS DANS LA SÉANCE PRÉCÉDENTE À LA RECHERCHE 
LES INTÉGRALES QUI REPRÉSENTENT LES MOUVEMENTS INFINIMENT PETITS DES CORPS 
.OMOGÈNES, ET SPÉCIALEMENT LES MOUVEMENTS PAR ONDES PLANES. — MÉMOIRE 

SUR LES SYSTÈMES D'ÉQUATIONS LINÉAIRES DIFFÉRENTIELLES OU AUX DÉRIVÉES PARTIELLES, 
À COEFFICIENTS PÉRIODIQUES, ET SUR LES INTÉGRALES ÉLÉMENTAIRES DE CES MÊMES 
ÉQUATIONS. — MÉMOIRE SUR LES VIBRATIONS INFINIMENT PETITES DES SYSTÈMES DE 
POINTS MATÉRIELS. — DÉMONSTRATION SIMPLE DE CETTE PROPOSITION QUE, DANS UN 
RAYON DE LUMIÈRE POLARISÉ RECTILIGNEMENT, LES VIBRATIONS DES MOLÉCULES SONT 
PERPENDICULAIRES AU PLAN DE POLARISATION. — SUITE DES RECHERCHES SUR L'INTÉ
GRATION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES À COEFFICIENTS PÉRIODIQUES. — MÉMOIRE SUR LES 
VIBRATIONS D'UN DOUBLE SYSTÈME DE MOLÉCULES ET DE L'ÉTHER CONTENU DANS UN 
CORPS CRISTALLISÉ. — MÉMOIRE SUR LES SYSTÈMES ISOTROPES DE POINTS MATÉRIELS. 

— RECHERCHES SUR LES MOUVEMENTS VIBRATOIRES DES SYSTÈMES DE MOLÉCULES, ET 
SUR la THÉORIE DE LA LUMIÈRE. — MÉMOIRE SUR LES PERTURBATIONS PRODUITES DANS 
LES MOUVEMENTS VIBRATOIRES D'UN SYSTÈME DE MOLÉCULES PAR 1 INFLUENCE D'UN 
SYSTÈME. — MÉMOIRE SUR la PROPAGATION DE LA LUMIÈRE DAOS LES MILIEUX 
ISOPHANES. — M . Augustin Cauchy DÉPOSE SUR LE BUREAU UN EXEMPLAIRE DU 
MÉMOIRE SUR LES SYSTÈMES ISOTROPES DE POINTS MATÉRIELS, QUI DOIT PARAÎTRE PRO
CHAINEMENT DANS LE RECUEIL DES Mémoires de l'Académie. — MÉMOIRE SUR 
LES VIBRATIONS DE L'ÉTHER DANS LES MILIEUX QUI SONT ISOPHANES PAR RAPPORT À 
UNE DIRECTION DONNÉE. — NOTE SUR LA DIFFÉRENCE DE MARCHE ENTRE LES DEUX 
RAYONS LUMINEUX QUI ÉMERGENT D'UNE PLAQUE DOUBLEMENT RÉFRINGENTE À FACES 
PARALLÈLES. — SUR LES FONCTIONS DONT LES DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES ORDONNÉES 
SUIVANT LES PUISSANCES ASCENDANTES ET ENTIÈRES D'UNE VARIABLE SATISFONT À CER
TAINES CONDITIONS DIGNES DE REMARQUE. — RAPPORT SUR UN MÉMOIRE RELATIF AU 
DÉVELOPPEMENT DE L'EXPONENTIELLE E* EN PRODUIT CONTINU; PAR M . Fedor 
Thoman. — MÉMOIRE SUR LA DÉCOMPOSITION DES FONCTIONS EN FACTEURS. — 
RAPPORT SUR UN MÉMOIRE INTITULÉ : MÉTHODE POUR CALCULER LES ÉLÉMENTS DES 
PLANÈTES, OU, PLUS GÉNÉRALEMENT, DES ASTRES DONT LES ORBITES SONT PEU INCLINÉES 
À L'ÉCLIPTIQUE, FONDÉE SUR L'EMPLOI DES DÉRIVÉES, RELATIVES AU TEMPS, DES TROIS 
PREMIERS ORDRES DE LA LONGITUDE GÉOCENTRIQUE ET DU PREMIER ORDRE DE LA LATI
TUDE; PAR M. Yvon Villarceau. — NOTE SUR L'INTENSITÉ DE LA LUMIÈRE DANS LES 
RAYONS RÉFLÉCHIS PAR LA SURFACE D'UN CORPS TRANSPARENT OU OPAQUE. — RAPPORT 
SUR UNE NOTE RELATIVE AUX ANNEAUX COLORÉS DE NEWTON; PAR M M . F. de la 
Provostaye ET Paul Besains. — MÉMOIRE SUR UN SYSTÈME D'ATOMES ISOTROPE 
AUTOUR D'UN AXE, ET SUR LES DEUX RAYONS LUMINEUX QUE PROPAGENT LES CRISTAUX 
À UN AXE OPTIQUE. — MÉMOIRE SUR LA RÉFLEXION ET LA RÉFRACTION DE LA LUMIÈRE À 
LA SURFACE EXTÉRIEURE D'UN CORPS TRANSPARENT QUI DÉCOMPOSE UN RAYON SIMPLE 
DOUÉ DE LA POLARISATION RECTILIGNE, EN DEUX RAYONS POLARISÉS CIRCULAIREMENT EN 
SENS CONTRAIRES. — RAPPORT SUR UN MÉMOIRE DE M . Jamin, RELATIF À LA 
DOUBLE RÉFRACTION ELLIPTIQUE DU QUARTZ. — SUR LES RAYONS DE LUMIÈRE RÉFLÉCHIS 
ET RÉFRACTÉS PAR LA SURFACE D'UN CORPS TRANSPARENT. — SUR LES RAYONS DE LU
MIÈRE RÉFLÉCHIS ET RÉFRACTÉS PAR LA SURFACE D'UN CORPS TRANSPARENT ET ISOPHANE. 

— MÉMOIRE SUR LA RÉFLEXION ET LA RÉFRACTION DES RAYONS LUMINEUX À LA SURFACE 
EXTÉRIEURE OU INTÉRIEURE D'UN CRISTAL. — DÉTERMINATION DES TROIS COEFFICIENTS 
QUI, DANS LA RÉFLEXION ET LA RÉFRACTION OPÉRÉES PAR LA SURFACE EXTÉRIEURE D'UN 
CRISTAL, DÉPENDENT DEA RAYONS ÉVANESCENTS. — MÉMOIRE SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉ
RENTIELLES DU MOUVEMENT DE L'ÉTHER DANS LES CRISTAUX À UN ET À DEUX AXES 
OPTIQUES. — MÉMOIRE SUR LA RÉFLEXION ET LA RÉFRACTION OPÉRÉES PAR LA SURFACE 
EXTÉRIEURE D'UN CRISTAL À UN OU DEUX AXES OPTIQUES. — M . Augu lin Cauchy 
DÉPOSE SUR LE BUREAU UN EXEMPLAIRE DE SON MÉMOIRE SUR LES LOIS DE LA RÉ
FLEXION ET DE LA RÉFRACTION OPÉRÉES PAR LA SURFACE EXTÉRIEURE D'UN CRISTAL À UN 
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ou à deux axes optiques. — Mémoire sur un nouveau phénomène de réflexion. 
— Note relative aux rayons réfléchis sous l'incidence principale, par la surface 
extérieure d'un cristal à un axe optique (communication verbale). — Note 
sur la réflexion d'un rayon de lumière polarisée à la surface extérieure d'un 
eorps transparent. — Note sur les vibrations transversales de l'éther et sur 
la dispersion des couleurs. — Mémoire sur les fonctions irrationnelles. — 
Suite des recherches sur les fonctions rationnelles et sur leurs intégrales dé
finies. — Sur les fonctions de variables imaginaires. — Addition au Mémoire 
sur les fonctions irrationnelles, et sur leurs intégrales définies. — Mémoire 
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o —t— co 
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O ± 00 
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Règles sur la convergence 
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quand cette variable devient imaginaire. — Différentielles et dérivées des divers 
ordres pour les fonctions d'une variable imaginaire. — Relations qui existent 
entre les fonctions d'une variable imaginaire x et leurs dérivées ou différen
tielles des divers ordres. Développements de ces fonctions suivant les puis
sances ascendantes de x, ou de la différence X—a, dans laquelle « désigne une 
valeur particulière de x. — Sur la résolution des équations algébriques et 
transcendantes. Décomposition des fonctions entières en facteurs réels du 
premier ou du second degré. — Développement d'une fonction de x, qui devient 
infinie pour x=a, suivant les puissances ascendantes de x—a. Décomposition 
des fractions rationnelles. — Différentielles des fonctions de plusieurs variables 
Dérivées partielles et différentielles partielles. — Usage des dérivées partielles 
dans la aifférentiation des fonctions composées. Différentielles des fonctions 
implicites. Théorème des fonctions homogènes. — Différentielles des divers 
ordres pour les fonctions de plusieurs variables. — Méthodes propres à simplifier 
la recherche des différentielles totales pour les fonctions de plusieurs variables 
indépendantes. Valeurs symboliques de ces différentielles. — Maxima et 
minima des fonctions de plusieurs variables. — Des conditions qui doivent 
être remplies pour qu'une différentielle totale ne change pas de signe tandis que 
l'on change les valeurs attribuées aux différentielles des variables indépen
dantes. — Usage des facteurs indéterminés dans la recherche des maxima e» 
minima. — Développements des fonctions de plusieurs variables. Extension du 
théorème de Taylor à ces mêmes fonctions. — Note sur la détermination 
approximative des racines d'une équation algébrique ou transcendante. 

Table des Matières du Tome V (II ' Série) . 

LEÇONS SUR LES APPLICATIONS DU CALCUL INFINITÉSIMAL A LA GÉOMÉTRIE. — 
Avertissement. — Préliminaires. Revue de quelques formules de Géométrie 
analytique. — Calcul différentiel. — Inclinaison d'une courbe plane en un 
point donné. Équations de la tangente et de la normale à cette courbe. — Des 
longueurs appelées sous-tangentes, sous-normales, tangentes et normales des 
courbes planes. — Centres, diamètres, axes et asymptotes des courbes planes 
Propriétés diverses des courbes planes déduites des équations de ces mêmes 
courbes. Points singuliers. — Différentielle de l'arc d'une courbe plane. Angles 
formés par la tangente à cette courbe avec les demi-axes des coordonnées posi
tives. Sur les courbes planes qui se coupent ou se touchent en un point donné. 
— De la courbure d'une courbe plane en un point donné. Rayon de courbure, 
centre de courbure et cercle osculateur. — Détermination analytique du centre 
de courbure d'une courbe plane. Théorie des développées et des développantes. 
— Sur les courbes planes qui sont (osculatrices l'une de l'autre en un point 
donné. — Sur les divers ordres de contact des courbes planes. — Sur les 
diverses espèces de contact que peuvent offrir deux courbes planes représentées 
par deux équations dont l'une renferme des constantes arbitraiies. Point de 
contact dans lesquels deux courbes se traversent en se touchant. — Sur l'usage 

3ue l'on peut faire des coordonnées polaires pour exprimer ou pour découvrir 
iverses propriétés des courbes planes. — Usage des coordonnées polaires pour 

la détermination de l'inclinaison, de l'arc, du rayon de courbure, etc. d'une 
courbe plane. — De la tangente et des plans tangents, des normales et du plan 
normal à une courbe quelconque en un point donné. Asymptotes et points sin
guliers des courbes tracées dans l'espace. — Des plans tangents et des normales 
aux surfaces courbes. — Centres et diamètres des surfaces courbes et de6 cour
bes tracées dans l'espace. Axes des surfaces courbes. — Différentielle de l'arc 
d'une courbe quelconque. Sur les courbes et les surfaces courbes qui se coupent 
ou se touchent en un point donné. — Du plan osculateur d'une courbe quel
conque et de ses deux courbures. Rayon de courbure, centre de courbure et cercle 
osculateur. — Détermination analytique du centre de courbure d'une eourbe 
quelconque Sur les développées d'une courbe quelconque, et sur la surface 
qui est le lieu géométrique de ces développées. Sur les courbes qui sont oscula-
trices l'une de l'autre en un point donné. — Rayons de courbure des section* 
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laites dans une surlace par des plans normaux. Rayons de courbure principaux 
Des sections dont les courbes sont nulles, dans le cas où les rayons de cour
bure principaux sont dirigés en sens contraires. — Rayons de courbure des 
différentes courbes que l'on peut tracer sur une surface donnée. Des surfaces 
qui sont osculatrices l'une de l'autre en un point qui leur est commun. — Sur 
les divers ordres de contact des courbes tracées dans l'espace. — Sur les divers 
ordres de contact des surfaces courbes. — Calcul intégral. — Rectification des 
courbes planes ou à double courbure. — Quadrature des surface» plane». — 
Quadrature des surfaces courbes. — Cubature des solides. 

Table des Matières dn Tome VI (11· Série K 

Avertissement. Sur l'analyse des sections angulaires. Sur un nouveau genre 
de Calcul analogue au Calcul infinitésimal. Sur les formules de Taylor et de 
Maclaurin. Sur la résultante et les projections de plusieurs forces appliquées 
à un seul point. Application du calcul des résidus à la sommation de plusieurs 
suites. Sur une formule relative à la détermination des intégrales simples prises 
entre les limites o et oo de la variable. Sur un nouveau genre d'intégrale». Sur 
les moments linéaires. De l'influence que peut avoir, sur la valeur d'une inté* 
grale double, l'ordre dans lequel on effectue les intégrations. Sur diverses rela
tions qui existent entre les résidus des fonctions et les intégrales définies. 
Démonstration d'un théorème curieux sur les nombres. Sur les moments li
néaires de plusieurs forces appliquées & différents points. Usage des moments li
néaires dans la recherche des équations d'équilibre d'un système invariable 
entièrement libre dans l'espace. Sur quelques formules relatives à la détermi
nation du résidu intégral d'une fonction donnée. Sur un théorème relatif au 
contact des courbes. Sur les divers ordres de quantités infiniment petites. Sur 
les conditions d'équivalence de deux systèmes de forces appliquées à des point» 
liés invariablement les uns aux autres. Usage des moments linéaires dans la 
recherche des équations d'équilibre d'un système invariable assujetti à cer
taines conditions. Sur un théorème d'Analyse. Sur quelques transformations 
applicables aux résidus des fonctions, et sur le changement de variable indépen
dante dans le calcul des résidus. Sur les divers ordres de contact des lignes et 
des surfaces. Application du calcul des résidus à l'intégration des équation» 
diirérentielles linéaires et à coefficient» constants. Sur le» limites placées à 
droite et à gauche du signe C dans le calcul des résidus. Sur la résolution de 
quelques équations indéterminées en nombres entiers. Application du calcul 
des résidus à l'intégration de quelques équations différentielles linéaires et a 
coefficients variables. Démonstration du^ théorème général de Fermât sur les 
nombres polygones. Sur la nature des racines de quelques équations transcen
dantes. Usage du calcul des résidus pour déterminer la somme des fonctions 
semblables des racines d'une équation algébrique ou 'vanscendaute 

Table des Matières du Tome VII (II* Série). 

Recherche des équations générales d'équilibre pour un système de points 
matériels assujettis à des liaisons quelconques. De la pression dans les fluides. 
Sur la détermination des constantes arbitraires renfermées dans les intégrales 
des équations différentielles linéaires. Sur quelques propriétés des polyèdres. 
De la pression ou tension dans un corps solide. Addition à l'article précédent. 
Sur la condensation et la dilatation des corps solides. Sur les mouvements 
que peut prendre un système invariable, libre ou assujetti à certaines condi
tions. Sur les diverses propriétés de la fonction T(a;) = J" * * - * « - ' dz. Sur les 

moments d'inertie. Sur la force vive d'un corps solide ou d'un système inva
riable en mouvement. Sur les relations qui existent, dans l'état d'équilibre d'un 
corps solide ou fluide, entre les pressions ou tensions et les forces accéléra
trices. Sur la transformation des fonctions d'une seule variable en intégrales 

doubles. De la différentiation sous le signe Ç. Sur les fonctions réciproques 

Sur la transformation des fonctions de plusieurs variables en intégrales mul-
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tiples. Sur l'analogie des puissances et des différences. Addition à l'article pré-
tedent. Sur la transformation des fonctions qui représentent les intégrales gé
nérales des équations différentielles linéaires. Sur la convergence des séries. 

Sur la valeur de l'intégrale définie / e-(**" + t e +* ) dx, a, b, c désignant des 

constantes réelles ou imaginaires. Sur quelques propositions fondamentales du 
calcul des residui. Sur le développement des fonctions d'une seule variable en 
fractions rationnelles. Usage du calcul des résidus pour la sommation ou la 
transformation des séries dont le terme général est une fonction paire du 
nombre qui représente le rang de ce terme. Sur un Mémoire d'Euler, qui a 
pour titre Nova melhodus fractiones quascumque rationales ift fractionet 
iimplices resolvendi. Méthode pour développer des fonctions d'une ou de 
plusieurs variables en séries composées de fonctions de même espèce. Sur les 
résidus des fonctions exprimées par des intégrales définies. 

Sur les centres, les plans principaux et les axes principaux des surfaces da 
second degré. Des surfaces que peuvent engendrer, en se mouvant dans l'es
pace, des lignes droites ou courbes de forme constante ou variable. Discussion 
des lignes et des surfaces du second degré. Sur la division d'une masse solide 
ou fluide en couches homogènes. Sur les équations qui expriment les condi
tions d'équilibre on les lois du mouvement des fluides. Sur les différences 
finies des puissances entières d'une seule variable. Sur les intégrales aux dif
férences finies des puissances entières d'une seule variable. Sur les différences 
finies et les intégrales aux différences des fonctions entières d'une ou de plu
sieurs variables. Sur les équations qui expriment les conditions d'équilibre, 
ou les lois du mouvement intérieur d'un corps solide, élastique, ou non élas
tique. Sur l'équilibre et le mouvement d'un système de points matériels sol
licités par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle. De la pression on 
tension dans un système de points matériels. Sur quelques théorèmes relatifs 
a la condensation ou à la dilatation des corps. Sur l'équilibre et le mouvement 
d'une lame solide. Addition à l'article précédent. Sur l'équilibre et le mouve
ment d'une plaque solide. Sur l'équilibre et le mouvement d'une verge rectan
gulaire. 

Sur l'équilibre et le mouvement d'une plaque élastique dont l'élasticité n'est 
pas la même dans tous les sens. Sur l'équilibre et le mouvement d'une verge 
rectangulaire extraite d'un corps solide dont l'élasticité n'est pas la même en 
tous sens. Sur les pressions ou tensions supportées en un point donné d'un 
corps solide par trois plans perpendiculaires entre eux. Sur la relation qui 
existe entre les pressions ou tensions supportées par deux plans quelconques 
en un point donné d'un corps solide.^ur les vibrations longitudinales d'une 
verge cylindrique ou prismatique à base quelconque. Sur la torsion et les vi
brations tournantes d'une verge rectangulaire. Sur la résolution des équations 
numériques et sur la théorie de l'élimination. Sur les équations différentielles 
d'équilibre ou de mouvement pour un système de points matériels sollicités 
par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle. Sur l'équation à l'aida 
de laquelle on détermine les inégalités séculaires des mouvements des pla
nètes. Sur la détermination du résidu intégral de quelques fonctions. Usages 
du calcul des résidus pour l'évaluation ou la transformation des produits 
composés d'un nombre fini ou infinj de facteurs. Sur les eorps solides ou 
fluides dans lesquels la condensation ou dilatation linéaire est la même en tous 
sens autour de chaque point. Sur diverses propositions relatives à l'Algèbre 
et à la théorie des nombres. Sur la résolution des équivalences dont les m o 
dules se réduisent à des nombres premiers. Sur l'équilibre et le mouvement 
intérieur des corps considérés comme des masses continues. Sur la transfor
mation et la réduction d'une certaine classe d'intégrales. Applications des for
mules qui représentent le mouvement d'un système de molécules sollicitées 
par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle à la théorie de la lumière. 

Table dea Matières da Tome VIII ( I I a Série) 

Table des Matières du Tome IX (II* Série). 
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Tabla dea Matières du Toma X (11· S e n e ) . 

Resumes analytiques de Turin. 

Avertissement. Sur le» nombres figurés. Développement du produit de plu
sieurs binômes, ou d'une puissance entière et positive de l'un d'entre ruxj 
théorème de Fermât sur les nombres premiers. Des variables et des fonctions 
en général, et, en particulier, des fonctions entières d'une seule variable. Re
lations qui existent entre les coefficients des puissances entières et positives 
d'un binôme. Résolutions de plusieurs équations simultanées du premier degré. 
Formules d'interpolation. Des séries convergentes et divergentes, et, en par
ticulier, de celles qui représentent les développements des puissances entières 
et négatives d'un binôme. Développements des exponentielles e>% A*. Des sé
ries doubles ou multiples. Nombres de Rernoulli. Sommation des puissances 
entières des nombres naturels. Volume d'une pyramide a base quelconque. 
Formules pour l'évaluation des logarithmes. Développement du logarithme 
d'un binôme. Développement d'une puissance quelconque d'un binôme. Tri
gonométrie. Des expressions imaginaires et de leurs modules. Des séries ima
ginaires. Des exponentielles imaginaires. Développements des fonctions cosa;, 
sin x. Relations qui existent entre les sinus ou cosinus des multiples d'un arc 
et les puissances entières des sinus et cosinus du même arc. Sommation des 
sinus ou cosinus d'une suite d'arcs représentée par les différents termes d'une 
progression arithmétique. Relations qui existent entre le périmètre d'un 

olygone plan et les sommes des projections des éléments de ce périmètre sur 
•verses droites. Rectifications des courbes planes. Sur (es puissances frac

tionnaires, ou irrationnelles, ou négatives d'une expression imaginaire. Réso
lution des équations binômes et de quelques équations trinômes. Logarithmes 
des expressions imaginaires, et logarithmes imaginaires-des quantités réelles. 
Des séries imaginaires doubles ou multiples. Développements des fonctions 
Z( i -t-x), L (i + x), (« -i-x)^ dans le cas où la variable x devieut imagi
naire. 

Nouveaux Exercices de Mathématique» (Exercices de Prague). 

Préface et avis au lecteur. Considérations générales. Équations différen
tielles du mouvement d'un système de molécule* sollicitées par des forces 
d'attraction ou de répulsion mutuelle. Intégration des équations établies dans 
le paragraphe précédent. Application des formules précédentes à la théorie de 
la lumière. Propagation des ondes lumineuses dans un milieu où l'élasticité 
reste la même en tous sens. Sur la réfraction de la lumière. Applications 
numériques. Suite des applications numériques. Remarques sur les résultats 
obtenus dans les paragraphes précédents. Sur la propagation de la lumière 
dans les milieux où sa vitesse reste la même pour toutes les couleurs. Consi
dérations nouvelles sur la réfraction de la lumière. Sur la relation qui existe 
entre la vitesse de propagation de la lumière et l'éyaissenr des ondes lumi
neuses. Sur les résultats que fournit l'approximation du premier ordre. 

Table des Matières du Tome X I (II* Série) 

Mémoires sur les mouvements infiniment petits d'un système de moléeules 
sollicitées par des forées d'attraction ou de répulsion mutuelle. Notes sur les 
sommes formées par l'addition de fonctions semblables des coordonnées de 
différents points. Note sur la transformation des coordonnées rectangulaires 
en coordonnées polaires. Note sur l'intégration des équations différentielles 
des mouvements planétaires. Mémoire sur les mouvements infiniment petits 
de deux systèmes de molécules qui se pénétrent mutuellement. Mémoire sur 
l'intégration des équations linéaires. Mémoire sur les mouvements infiniment 
petits dont les équations présentent une forme indépendante de la direction 
des trois axes coordonnés, supposés rectangulaires, Ou seulement de deux 
de ces axes. Mémoires sur la réflexion et la réfraction d'un mouvement simple 
transmis d'un système de molécules à un autre, chacun de ces deux systèmes 
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étant supposé homogène et tellement constitué que la propagation des mouve
ments infiniment petits s'y eilectue en tous sens suivant les mêmes lois. 
Mémoire sur la transformation et la réduction des intégrales générales d'un 
système d'équations linéaires aux différences partielles. Mémoire sur les 
rayons simples qui se propagent dans un système isotrope de molécules et sur 
ceux qui se trouvent réfléchis ou réfractés par la surface de séparation de 
deux semblables systèmes. Sur les relations qui existent entre l'azimut et 
l'anomalie d'un rayon simple doué de la polarisation elliptique. Considéra
tions nouvelles sur la théorie des suites et sur les lois de leur convergence. 
Mémoire sur les deux espèces d'ondes planes qui peuvent se propager dans 
un système isotrope de points matériels. Mémoire sur l'intégration des équa
tions différentielles. Mémoire sur l'élimination d'une variable entre deux 
équations algébriques. 

A L A M Ê M E L I B R A I R I E 

OARBOUX (Gaston), Membre de l'Institut, Doyen de la Faculté des 
Sciences et Professeur de Géométrie supérieure à l'Université de Paris. 
— Leçons sur les systèmes orthogonaux et les coordonnées curvi
lignes. 2 e édition augmentée. In-8 ( 2 5 - r 6 ) de v iu-567 pages, avec 
figures; 1910 18 fr . 

FERMAT. — Œuvres de Fermât, publiées par les soias de Paul 
Tannery et Charles Henry, sous les auspices du Ministère de l'Instruc
tion publique. In-4 ( 2 8 - 2 3 ) . 

TOME 1 : CEuvres mathématiques diverses. — Observations sur Diophanle. 
Avec 3 planches en héliogravure (Portrait de Fermât, fac-similé du 
titre de l'édition de 1679, et fac-similé d'une page de son écriture) ; 
1891 22 fr . 

TOME II : Correspondance de Fermât; 1894 22 fr . 
TOME III : Traduction par PAUL TANNERY des écrit? latins de Fermât, 

de / ' Inventum novum de Jacques de Billy, du Commercium epistolicum 
de WalUs; 1896 28 f r . 

TOME IV : Compléments par CHARLES HENRY. Supplément à la Cor
respondance, appendice. Notes et Tables; 1912 14 fr. 

FOURIER. — CEuvres de Fourier, publiées par les soins de Gaston 
Darboux, Membre de l'Institut, sous les auspices du MINISTÈRE DE 
L'INSTRUCTION PUBLIQUE. Volumes in-4 ( 2 8 - 2 8 ) . 

TOME I e r : Théorie analytique de la chaleur. Volumes de x x v m -
564 p- ; 1888 25 fr. 

TOME II : Mémoires divers. Volume de" xvi -636 p . , avec un portrait 
de Fourier, en héliogravure ; 1890 ->5 fr 
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L I B R A I R I E G A U T H I E R - V I L L A R S , 

QUAI DES GR\NDS-ALGUST1NS 55, A PARIS (6 e). 

ENVOI FRANCO DANS TOUTE L'UNION POSTALE CONTRE MANDAT ÎLE POSTE OU RÂLEUR SUR PARIS. 

LEÇONS 
SUR LES 

PRINCIPES DE L'ANALYSE 
Par R . d ' A D H É M A R , 

Professeur à la Faculté libre des Sciences de Lille. 

DEUX VOLUMES IN-8 ( 2 5 - l 6 ) t 

TOME I : Séries. Déterminants. Intégrales. Potentiels. Équations 
intégrales. Equations différentielles et fonctionnelles. Volume dô 
v i - 3 2 4 pages avec 2 7 figures; 1 9 1 2 10 fr. 

TOME II : Fonctions synectiques. Méthodes des majorantes. Equationi 
aux dérivées partielles de premier ordre. Fonctions elliptiques. Fonction? 
entières. Avec une Note de SERGE BERNSTEIN. Volume de v m - 3 o o pages 
avec 34 figures; igi3 10 fr. 

Extrait de la Préface. 

Si, dans le titre de ce Livïas j'emploie le mot Principes, il suffit de lire 
la Table des Matières pour voir que j'ai voulu dire questions principales, 
fondamentales et non point approfondissement des premiers principes 
de la Science mathématique. 

C'est ainsi qu'il ne sera pas question des ensembles ni de l'intégrale de 
M. Lebesgue, perfectionnement de l'intégrale de Riemann, instrument 
dès maintenant classique. Pour ces belles et délicates questions, je renverrai 
le lecteur à la seconde édition du Cours de M. Charles de la Vallée-Poussin. 

Dans ce premier Volume, je ne m'occupe que des fonctions do cartables 
réelles. Peut-être l'ordre suivi n'est-il pas assez logique ? Dans la théoiie 
des intégrales doubles et des potentiels, je me sers de quelques propositions 
qui sont démontrées plus loin, dans le Chapitre X. Mais l'exposition paraît 
ainsi moins lourde, et il ne me semble pas mauvais de donner, dès l'abord, 
beaucoup de faits au débutant qui ensuite reprendra par lui-même les 
démonstrations, avec une précision parfaite, lorsqu'il sera arrivé à éprouver 
le besoin de cette rigueur absolue, privilège de notre Science. A chaque 
jour suffit sa peine I 

Dans le Tome II, je m'occuperai surtout des fonctions synectiques de 
Cauchy, des équations aux dérivées partielles du premier ordre, et des nou
veaux développements des fonctions d'une variable réelle, dus à M. Serge 
Bernstein. 

Puisse ce Livre rendre quelque service aux étudiants qui veulent 
apprendre vraiment, c'est-à-dire qui veulent lire les Travaux des Maîtres ¡ 
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Abréviations* 

Dans les publications de l'académie des sciences de Parie, H signifie Histoire 
M. signifie mémoires. 

I s = renvoi au tome premier; troisième volume. 

(I 2, 19) = renvoi au tome premier, article 2, numéro 19. 

Dans les Notes, un nombre a en exposant indique un renvoi à la note a du 
même article. 

(2) 8 (1812), éd. 1816, p. 57 [1810] = deuxième série, tome ou volume 8, année 1812, 
édité en 1816, page 57, lu ou signé en 1810. 

La transcription des lettres russes a lieu conformément à l'orthographe tchèque. 

En particulier c se prononce tch, c se prononce tg, s se prononce comme ch dans 
chat, & se prononce comme notre j dans je, j se prononce comme notre y dans essayer. 

Abh. = Abhandlungen. 
Acad. = Académie. 
Accad. = Accademia. 
Akad. = Akademie. 
Alg. = Algèbre, Algebra. 
Allg. = Allgemeine. 
Amer. = American. 
Ann. = Annalen, Annales, 

Annali. 
Anw. = Anwendung. 
appl. = appliqué. 
arit. = aritmetica. 
arith. = Arithmetik, arith

métique. 
assoc. = association. 
Aufs. = Aufsätze. 
Avanc. = Avancement. 
Ber. = Berichte. 
Bibl. Congrès = bibliothèque 

du Congrès. 
Bibl. math. = Bibliotheca 

mathematica. 
Brit. = British. 
Bull. = Bulletin. 
Bull. bibl. = Bùlletino biblio-

grafico. 
cah. = cahier. 
Cambr. = Cambridge. 
car. = carton. 
cf. = comparez. 
chap. = chapitre. 
chim. = chimie, chimique. 
cire. = circolo. 
circul. = circular. 
col. = colonne. 
Comm. = Commentarii. 
Commentât. = Commenta-

tiones. 
Corresp. = Correspondance. 
C. R. = Comptes rendus, 
déf. = définition. 
Denkschr. = Denkschriften. 
Dise. = Dissertation. 
Ec. = Ecole, 
éd. = édité à, édité par, 

édition. 
Edinb. == Edinburgh. 
Educ. = Educational. 
elem. = elementare. 

élém. - élémentaire, 
ex. = exemple, 
extr. = extrait, 
fasc. = fascicule, 
fig. - figure, 
fis. = fisica. 
fol. = folio. 
Géom. = Géométrie. 
Ges. = Gesellschaft. 
Gesch. = Geschichte. 
Giorn. = Giornale. 
Gött. = Göttingen, Göttingue. 
Gymn. = Gymnasium. 
Hist. =* Histoire, 
id. = idem, ibidem, 
imp. = imprimé, 
inscr. = inscription, 
inst. = institution, 
interméd. = intermédiaire, 
intern. = international, 
introd. = introduction. 
1st. = Istituto. 
J. = Journal. 
Jahresb. = Jahresbericht. 
Lehrb. = Lehrbuch. 
Leop. = Leopoldina. 
Lpz., Lps. = Leipzig. 
Mag. = Magazine. 
Méc. = Mécanique, 
med. = medicinisch. 
Mém. = Mémoire, 
métaph. = métaphysique. 
Mitt. = Mitteilung. 
Monatsh. = Monatshefte. 
Monatsb. = Monatsberichte, 
ms., mss. = manuscrit, ma

nuscrits. 
Nachr. = Nachrichten, 
nat. = naturelle, 
naturf. = naturforschende, 
naturw. = naturwissenschaft
norm. = normale. [lich. 
nouv. = nouveau, nouvelle, 
num. = numérique, 
numism. = numismatique. 
Op. = Opera. 
Opusc. = Opuscule. 
Overs. = Oversight, 
p. = page. 

p. ex., par ex. = par exemple. 
partie. = particulier. 
Petrop., Pétersb. = Saint 

Pétersbourg. 
philol. = philologie. 
philom. = philomathique. 
philos. = philosophique. 
phys. = physique. 
pl. = planche. 
polyt. = polytechnique. 
pontif. = pontificia. 
posth. = posthume. 
Proo. = Proceeding. 
progr. = programme. 
prop. = proposition. 
pubi. = publié. 
Quart. = Quarterly. 
Pl. = reale, royal. 
Recent. = Recentiores. 
Rendic. = Rendiconto. 
réimp. = réimprimé. 
se. = sciences. 
Sehr. = Schriften. 
scient. = scientifique. 
s. d. = sans date. 
sect. = section. 
Selsk. = Selskabs. 
Bign . = signature. 
Sitzgsb. = Sitzungsberichte. 
s. 1. = sans lieu. 
spec. = spéciale. 
suiv. = suivante. 
sup. = supérieure. 
suppl. = supplément. 
soc. = société. 
theor. = theoretische. 
trad. = traduction. 
Trans. = Transactions. 
Unterh. = Unterhaltung. 
Ver. = Vereinigung, 
Verh. = Verhandlung. 
Vetensk. = VetenskabB. 
Viertelj. = Vierteljahres

schrift. 
vol. = volume. 
Vöries. = Vorlesung. 
Wiss. = Wissenschaft, 

wissenschaftlich. 
Z. = Zeitschrift. 
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