
Zeitschrift 
fiir 

Matlienialik und Y hy sik 

uiiter der verantwort,lichen Redaction 

"<>il 

Dr. O. Schlomilch, Dr. E. Kahl 

und 

Dr. M. Cantor. 

XXXVI. Jahrgang. 

nbtln/;leu Text gedruckten Figuren und rwolf lithopra~ihirtëri 'I 'ufdn 

Leipzig, 

V e r l a g  v o n  B. G. T e u b n e r .  

1891. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Druck Ton B. G. 'l'euliiier in Dresileii 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



I n h a l t .  

Z u r  A u f f i t e l l u n g  a r i t h m e t i s c h e r  I d e n t i t a t e n .  Von G. V i v a n t i  . . 1 
I J e b e ~  d i e  D a r s t e l l u n g  d e r  L t i s u n g e i l  e i n e s  S y s t e i n s  l i n e a r e r  

D i f f e r e n t i a l g l e  i c h u n g e n  e r s  t e r  O r d n u n g  i n  d e r  U m g e b u n g  
e i n e s  s i n g u i s r e n  P u n k t e s .  Von E. Grünfe ld  . . . . . . . 21 

U e b e r  e i n e  a l g e b r a i s c h e  D e t e r i n i n a n t e  m i t  e i g e n t h i i m l i c h e r n  
B i l d u n g s g e s e t z .  Von K. W e i h r a u c h  . ,. . . . . . . . . . 31 

Ueber Thetafunctionen, deren Argumente einem System von Drittelperioden 
gleich sind. Von J. T h o m a e  . . . . . . . . . . . . . . 41 

Eine Verallgerneinerung des binomischen Satoeu. Von L. S c h e n d e l  . . . 60 

K~iter ien  der Tlicilbarkeit dekadischer Zahlen. Von Die t r i chke i t  . . . . 6 4  

U c l i e r  g e w i s s c  g o n i o m c t r i s c h e  D e t e r m i n a n t e u  u n d  d a m i t  zu- 
s a m m e n h i i n g e n d e  S y s t e m e  v o n  l i n e n r e n  G l e i c h u n g e n .  Voii 
K. W e i h r a u c h  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71 

Bemerkung zur Theorie der lineitren Differentia~lgleichungssysteme. Von 
G. H a e u s e r  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116 

Ueber elliptieclie Int,egrale dritter Gattung. Von J. T h o m a e  . . . . . 1-23 
Y r a k t i s c h e  M e t h o d e  z i i r  H e r e c h n u n g  dei. r e e l l e n  W u r z e l  n r e e l l e r  

a l g e b r a i s c h e r  oc l e r  t r a n s c e n c l e n t e r  G l e i c h u n g e n  m i t  e i n e r  
U n h e k a n n t e n .  Von R. M e h m k e  . . . . . . . . . . . . 168 

Versuch über die üleichung s.? + YI: = zi'. Von A. Rieke . . . . . . . 249 
Kriterien der Theilbarkeit dekadischer Zalilen. Von Die t r i chke i t  . . . . 254 
U e h e r  e i n e n  S p e c i a l f a l l  d e r  h y p e r g e o m e t r i s c h e n  R e i h e  d r i t t c r  

O r d n u n g . .  Von L. Saa l sch i i t z  . . . . . . . . . . . . . . 278 
Schluss der Ahhandiung , . . . . . . . . . . . . . . . . . 321 

Mathematische Miscellen. Von L. S c h e n d e l  . . . . . . . . . . . Y02 
Ueber Invariantcn linearer Differentialgleichungen. Von Die t r i chke i t  . . 311 
Kriterieu der Tlicilbarkeit clekadischer Zahlen. Von Die t r i chke i t  . . . . 816 

Bemerkung zur Transforniation der Differentialçleicliungen von P m k t -  in 
Liniencoordinatcri. Von W. H e y m a n n  . . . . . . . . . . . 317 

Aritlimetischer Satz. Von B a c h m a n n  . . . . . . . . . . . . . . 381 

Eine Methode zur numerischen Auflosung cine1 algelmischen Gleichung. 
Von Th. L o h n s t e i n  . . . . . . . . . . . . . . . . . . 383 

Syiitlietisolie iiiiil niialj tisclie Gcoiiirtrie. 
O r t  der Kegelschnittsselineii, die von einem gegcbenen TJunkte aus unter 

rechtem Winkel erscheinen. Von O. R i c h t e r  . . . . . . . . 49 
ICinige SLtze über riiuniliche Colliueation urid Affiiiitiit, welche sich auf die 

Krüinmurig von Curven und Fl%cheri bezielien. Von R. M e h m k e  . . 66 
U e b e r  a b s o l u t e  E l e m e n t e n u y s t e m e  nu f  e b e n e n  l i ' n i e u r s a l c u r v e u  

k i e r t e r  u n d  d r i t t e r  O r d n u n g .  Von W. B i n d e r  . . . . . . 78 
U e b e r  e i n e  e i n f a c l i e  p l a n a r e  I l a r s t e l l u n g  d e r  G e s t a l t e n  d e r  

e b e n e n  C u r v e n  d r i t t e r  O r d n u n g  Von M. Di s t e l i  . . . . . 138 
U c l w  die Durchichnitte einer Geraden und einer Curve zweiter Ordnung. Von 

O. Sch lomi l ch  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190 
Ueber die bicircularen Curveii vierter Ordnuiig. Von O .  R i o h t e r  . . . 191 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Seite 

U e b e r  z w e i ,  d i e  K r ü u i m u n g  v o n  C u r v e n  u n d  d a s  G a u s s ' s c h e  
K r ü r n m u n g s m a s s v o n  P l a c h e n b e t r e f f e n d e  c h a r a k t e r i s t i s c h e  
E i g e n s  c h a f t e n  d e r  l i n e a r e n  P n n k t t r a n s f o r m a t i o n e n .  Von 
R. M e h m k e  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  206 

U e b e r  e i n e  a l l g e r n e i n e  C l a s s e  v o n  e i n -  z w e i d e u t i g e n  R a u m t r a n s -  
f o r m a t , i o n e n .  Von B. W i m m e r  . . . . . . . . . . . . .  214 

Beitrag zur Kenntniss der algebraischen Flachen mit Mittelpunkt. Von 
K. S t o l t z  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  308 

U e b e r  e i n e  h e s o n d e r e  T r a n s f o r m a t i o n  a l g e b r a i s c h e r  C i i r v e n  
u n d  d a r n i t  i n  V e r b i n d u n g  s t e h e n d e  S a t z e  J a c o b  S t e i n e r ' s .  
Von B. S p o r e r  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  339 

U e h e r  e i n e n  o r t h o g o n  a l e n  R e y e ' s c h e n  C o m p l e x .  Von H. T h i e m e  349 
U e h e r  d i e  i n r o l u t o r i s c h e n  G e b i l d e ,  w e l c h e  e i n e  e b e n e  C r e m o n a -  

T r a n s f o r m a t i o n ,  s p e ç i e l l  d i e  q u a d r a t i s ç h e  e n t h a l t e n  k a n n .  
Von K. D o e h l e m a n n  . . . . . . . . . . . . . . . . . .  356 

Ceber den Begriff der Projection einer geraden Linie. Von CS. Hauck . . 379 

Kineuiatik uni1 l e e h a u i k .  
U e b e r  d i e  G e s t a l t u u g  d e r  K o p p e l c u r v e n  f ü r  b e s o n d e r e  F i i l l e  d e s  

. . . . . . . . . . . .  K u r b e l g e t r i e b e s .  Von R. M ü l l e r  11 
U e h e r  d i e  D o p p e l p u n k t e  d e r  K o p p e l c u r v e .  Von R. Ni i l l e r  . . .  65 
U e b e r  d i e  K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t e  d e r  B a h n c u r v e n  i n   bene en 

. . . .  a h n l i c h - v e r a n d e r l i c h e n  S y s t e m e n .  Von R. M ü l i e r  129 
Zur Lage des Schwcrpunkts cines Rotationskorpers. Von F. K o s c h  . . .  185 
U e b e r  d i e  K r ü m m u n g  d e r  B a h n e v o l u t e n  b e i  s t a r r e n  e b e n e n  

. . . . . . . . .  S y s t e m e n .  Von R. M ü l l e r  . . . . .  193 
D i e  W e n d c p o l e  d e r  a b e o l u t c n  u n d  d e r  r e l a t i v e n  B e w e g u n g .  Von 

F. W i t t e n b a u e r  . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  23 1 

Ueber die Anwendung der Blethode des Imaginaren auf i'robleme des Gleich- 
gewichts und der Bewegung in  einer Ebene. Von A. Ctleichen . . 243 

C o n s t r u c t i o n  d e r  K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t e  d e r  H i i l l h a h n e v o -  
l u t e n  b e i  s t a r r e n  e b e n e n  S y s t c m e n .  Von R. M ü i i e r  . . . .  267 

D i e  B e s t i m m u n g  d e r  K r e i s p u n k t c u r v e n  e i n e s  e b e n e n  G e l e n k -  
v i e r s e i t s .  Von C. R o d e n b e r g  . . . . . . . . . . . . . .  267 

U e i t r a g  z u r  k i n e r n a t i s c h e n  S h e o r i e  d e r  G e l e n k m e c h a u i s m e n .  Von 
J. K l e i b e r .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  296 

B c i t r a g  z u r  T h c o r i c  d e r  ü b e r g e s c h l o s s e n e n  G e l c n k m c c h a n i s m e n .  
Von J. K l e i b e r  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  328 

Physik.  
Licht und Elektricitat. Von W. Z e n g e r  . . . . . . . . . . . . .  44 
h n a l y t i s c h e  U n t e r s u c h u n g e n  ü b e r  d i e  C o n s t i t u t i o n  d e r  i n  

k r u m m e n  F l a c b e n  g e h r n c h e n e n  a  p r i o r i  a s t i g m a t i s c h e n  
S t r a l i l e n b ü u d e l  m i t  A n w e n d u n g e n  d e r  n e u e r e n  G e o m  e t r i e .  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  Von A. A h r e n d t  99 

Prcifiaufgabeu. 
Preisaufgabe der Fürstl. .Jablonowski'schen Gesellschaft in Leipzig für das 

Jahr  1894 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  255 
Losung der Preisaufgabe der I'hy3ikalisch - 'Jekonoinischen Gesellschaft zu 

Konigsherg . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  25(i 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Zur Aufstellung arithmetischer Identitaten. 

Von 

G. VIVAKTI. 

. l .  Die Entwickelung einer von x = - 1 bis x = 1 gegebenen Function 
in eine uach Kugelfunctionen fortschreitende Reihe is t ,  wenn moglich, voll- 
kornmen liestimmt.* Wenn also für die Entwickelungscoefficienten mehrere 
verschiedene Ausdrücke vorliegen, so kann man behaupten, dass diese Bus- 
drücke sammtlich unter einander identisch gleich sind. Man gelangt auf 
diese Weise zu zahlreichen aïithmetischen Identitaten, von denen wir hier 
nur einige als Beispiel aufstellen wollen. 

2. Es m6gen ainige auf Kugelfunctionen bezligliche, im Folgenden zu 
lienutaende Formeln vorausgeschickt werden. 

uj Wird eine von x = - 1 bis x= 1 gegebene Function f(x) nach 
Kugelfunctiouen entwickelt : 

- 1 

b) Setzt man x = tos O, Xcn) = Pen) (cos O) ,  so hat  man die Entwicke- 
lungen : *** 

* H e i n e ,  Handbuch der Kugelfunctioneu, 2. Aufl., Bd. 1 S. 70. 
** Ebenda S. 67. 
*** Ebenda S. 17, 19. 
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2 Zur Aufstellung arithmetischer Identitaten. 
_.^_^_,.rr _ , _ ^ , ~ . _ I ^ ~  <__,_,. Y- - - . ,~ ,~M_I .YVV.N.J \_Y\ -< \ r . ,  , -,.- -- 

c) Es  gelten ferner die Formeln:" 

/ 
(d. i.: 

Bus 7) folgt durch Integration: 

die Constante is t  = O für gerades n. - Die Formel gilt anch für ?a =:O, 
wenn man die mit negativem Index behafteten X als idenkisch Nu11 ansieht. 

Y. Wir crgreifen diese Gclegenheit, om zwei, wie wir glauben, neue 
Formeln ohne Beweis mitzutheilen, welche an sich wichtig sind und auch 
zur Auffindung weiterer Identitiiteii dicnen k h n e n .  Sie ergeben die Ent- 
wickelung nach Kugelfunctionen der Producte xmX(n) ,  X(rn)X(n). 

Setzen wir :  

~ z + i  
- ~- -- 

n+i  
-prt,i, 

- 

2 % + 2 i + l  - Vn, i i  p n , i  4 n , i  = rn,i, :!n+Zi- 1 
so ist: 

(7!$!!) 

9) r m  XI')= A1 n, A] X ~ r ~ ~ + n - 2 i ) ,  

1 = 0  

na 
wo für 1 2 ' 

* Ebenda S. 7 2 ,  91, 93 
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. m 
fur ri-2 -: 

2 [ m ,  n, b] = y,,,- 22+1 g r r i - z a + z  q-190 

Die Coefficienten [m, f i ,  h] gentigen der rccurrirenden Gleichurig: 

wo : 1-1 

jm, !n, b /  =- - 

Es ist natürlich : 
lm, n ,  A 1  = {n, m ,  A l .  

Die Anwendung von 1) airf 9), 10) ergiebt: 

2 jx(mI X<nl ~ i n + n - * i i  dg = 
'Lm+2n.-4a+l Im, f i ,  A I .  

- 1 

4. 

Da die 

L 
Wir cntwickeln zunachst die Funotion --= nach Kugelfunctionen. VI - xZ 
Fntwickelung nur  gerade Functionen enthalten derf, sa wird sein: 

1 * 
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4 Zur Aufstellung arithmetiijclier Identitaten. 
_I___"141"--"-\,I-------"--- --..---..__--__ 

NunList wegen !a) : 

ferner : n 

folglich : O x 

und : 0 

z 1 3 5 . . . (  2m-1) ' *  
n= (4m+ 1 ) - ( 2 2 -  - - ) . 

2 2 .4 .6  ... 2 m  

5. Zweitens berechncn wir  die Entwickelung von arcsinx, welche die 
Form hat : ~ î i  

13) o r c s i n ï . = z  ~ , , ,+ , xn~n+l t  
,ri = O 

d. i.: 
n: 1 . 3 . 3  . . . (  2 m - l i  4m+3 

14) hm+, = (4m+.?),-( 8 4.6.8 . . .( 2m+Zj - 

* Die Entwickelungen i l ) ,  13), 15), 17) und 18) finden sich ohne Heweis in 
F e i n e .  Rd. 1 S. 85. 

"* Die Reihenintegration und -different.iation sind in den von uns behandelten 
FaIlen immer erlaubt. 
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~ d e r  auch,  wenn man die symmet,rischen Glieder (welche einaoder gleich 
s u  je zwei vereinigt: 

Nnn ist für ( 2 p + 1  1 )  1 :  

O 

und : 

Vergleichen wir die beiden Ausdrücke von l i z m t i ,  so ergiebt sich: 

rn - 1  

(4m + 3) ~2 ( 4 ~  - 2i + 2 )  (2ii) 
- 

1 
42 tir + 2 m - i + l  

1 =lJ 

woraus folgt : 
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C) Wir benutzen 3) stat,t 2).  Es ist: 

folglich : 

und diirch Vergleichung mit 14) : 

Beaeichnen wir das allgemeine Glied dieser Reilie clurch L i ,  so ist: 

woraus nach dem Raabe 'schen XriteriuniY die Convergenz der Reihe fol& 

5. Man gclangt zu einer andern Identitat,  wenn man die Gleichung 
13)  differentiirt. Man erhalt so wegen 6 a) : 

oder durcli Umkehrung der Folge der Summatioilen: 

- -  - - ~ 

* S t o l z ,  Vorleuuugen über allgeiueine Arithrnetik, Bd. 1 S. 263. 
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Vergleichen wir mit I l ) ,  so ergiebt sich: 

woraus mit Berlicksichtigung von 12), 14): 

d. i.: 

III) 

Man kann dieve Identitat au€  eine andcre Form bringen. Subtrahirt man 
beiderseits das erate Glied der Reihe, so wird die linke Scite: 

und man hat: 

III Cr) 
16' ( i  + l)* 

I s t ,  wie frilher, Ai das allgemeinc Glied dcr Reihe, so findet man; 

so dass die Reihe convergirt. 

6. Eine dritte zii ent.wickelnde Fiinction ist / 1  -x< Setzen wir: 

1 
s i n e O d O  = r ( @ - s i n O c o s O ) ,  S 2 

folglich : 
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8 Zur Aufstellung arit,hmctischer Identitaten. 
._^_M_^,YIXY_Y^-_-Y- ^ -YLYMr---MMT -Y\,."^-CYrrC-- .XI---.-- 

Setzen wir a180 s tat t  P(2m] (COS O) den Ausdruck 2), so ergieht sich: 

Diese Formel gilt auch für m = O,  denn es k t :  

Benutzen wir dagegen die Gleichung 3) und beriicksichtigen, düss:  

so erhalten wir:  
4m+ 1 42m+i 

e2 = - --- - 
2 TI 

m 4 
~ 

x~(4m+2i+l)(2n+li-I)(2m+%+l)(2ni+2i+~i) , = O  

und durch Vergleichung mit 16) : 

- - , , 
=~~4m+2i+i)~2m+2i-l)(2m+di+l)(2m+~i+~1 i r U  

ist Ai das allgemeine Glied dieser Reihe, so findet mail: 

so dass die Keihe convergirt. 
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7. Differentiiren wir die Gleichung 15): so erhalten wir wegen 6 a ) :  

iind durch Umkehrung der Folge der Summationen: 

Andererseits hat  man wegen II ) , 5) : 

Es folnt hierauu: 

Die linke Seite kann folgendermassen umgeformt werden: 

die rechte Seite k t :  

Man erhblt a180 die Identittit: 

Die Reibe auf  der rechten Seite convergirt, denn es ist: 

8. Ordnet man die rechte Seite von 4) nach arifuteigenden Indices, so  
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10 Zur Aufstellung arithmetischer Identitaten. Von G. VIVANTI. 

Wir schreiben diese Farmeln abgekürzt so: 

Durch Differentiation der letzten Formel und Vergleicliung mit der 
eraten ergielit sich mit Berücksichtigung von 6 ci) : 

und hieraus : 
ni 

d. i.: 

Multiplicirt man den Ziihler und Nenner der linken Seite mi t Iz(m + n+ 1 j2 ,  

so nimmt dieselbe die Form: 

22n1-1 ( 4n+1 '1 ,2Tn+  ("> 2 n ~ 7  

m + n + l  
a n ,  und nian liai (mit der  einaigeri Heschrankung m > n ) :  

(z) --.  4 n + 4 2 + 3  

") m + ~ n + ~ = Z ~ ~ 2 , + 2 n + f ; + 7  
( ' m + n + i  ) 

oder, wenn man m + n  + 1 - p ,  m - n. - 11 çe t ,z t :  

VI ci) - -. 
2,u  + a . + 4 i + i  ( : ? y )  ? : '7 -5 4L p- (Y)  8 -  l, Z u + 2 2 + l  i " r = > i )  

M a n t u n ,  deri 8 .  Juli  1890. 
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II. 

Ueber die Gestaltung der Koppelcurven für besondere 
Falle des Kurbelgetriebes. 

von 

Prof. Dr. B. MÜLLER 
in Brauuschweig. 

Hierzu Taf. 1. 

1; I n  Fig. 1 wird durch das Vicreck OO'BA ein Kurbelgetricbe mit 
dem festen Gliede 00' dargestellt, C bezeichnet einen beliebigen Punkt  der 
mit der Koppel A B  verbundenen bewegten Ebene. Derselbe beschreibt be- 
kanntlich eine tricirculare Curve sechster Ordnung mit  drei Doppelpunkten 
auf demjenigen Kreise i ,  der durch 0, O' geht und dessen über 00' stehen- 
der Peripheriewinkel gleich dem Dreieckswinkel A C B  ist. 

Ertheilen wir dern Punkte C alle rnoglichen Lagen innerbalb der be- 
wegten Ebene, so h k g t  die Gestaltung der zugehorigen Koppelcurve von 
der jsweiligen Beschaffenheit itirer drei Doppelpunkte ab :  Eilier derselben 
ist imnier reell, die beiden anderen sind reell und verschieden, oder ver- 
Gnigt, oder conjugirt imaginari dabei kann jeder reelle Doppelpunkt ent- 
weder als Knotenpunkt, oder als Spitze, oder als isolirter Punkt auftreten. 
Nun ergiebt sich als Ort aller Systempunkte, welche Koppelcurven mit zwei 
zusamrnenfallenden Doppelpunkten erxeugen , eiiie vierfach circulare Curve 
zehnter Ordniing mit Doppelpunkten in  A und B, die U e b e r g a n g s c u r v e  w 
der bewegten Ebene," wahrend alle Systempunkte, deren Koppelcurven eine 
Spitze enthalten, die P O 1 c u r v e p erfüllen - eine bicireulare Curve achter 
Ordnung mit vierfachen Punkten in A und B. Ueberschreitet der System- 
punkt C in der bewegten Ehene die Ciirve w ,  so gehen in der zugehorigen 
Koppelcurve ewei reelle Doppelpunkte in zwei coqjugirt h a g i n a r e  tiber, 
oder umgekehrt, wiihrend dcm Durchgange durch p dic Verwaudlung eines 
isolirten Punktes in  cinen Knotenpunkt cntspricht; sind also dic Curven w 
und p iu der bewegten Ebenc verzeichnct, BO ist auch die Frage nach der 
Gestaltung aller Koppelcurven, die in dem bctrachteten Kurbelgetriebe er- 
xeugt werden konnen, vollkominen entschieden. 
- - 

* Ueber die Doppelpunkte der Koppelcurve, diese Zeitschrift 1889, S. 303 und 
S. 372. 
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12 Ueb. d. Gestaltung d .  Koppelcurven f. bes. Fnlle cl. Kurbelgetriebes. 
. ".., .--o.- . - 

Die Construction der Uebergangscurve ist für ein allgemeines Kurbel- 
getriebe tiberaus mühsam; diese Curve kann aber eehr einfache Forinen an-  
nehmen, sobald wir über die Beschaffenheit des Kurbelgetriebes besondere 
Voraussetzungen machen. Solche Sonderfiille treten ein, wenn von den 
Gliedern des Gelenkvierecks OO'BA einige oder alle unendlich gross werden. 

2. Wir setzen 00'=y, O A = r ,  O ' B = s ,  A B = c ,  B C = a ,  A C = b ,  
L A C B  = C. Lassen mir nun in Fig. 2 y und s unendlich gross werden, 
aber so, dass y -  s = p  = O M  wird,  so f d l t  0' mit dem iinendlich fernen 
Punkte der Geraden O N  zusammen, der Punkt  B bewegt sich auf der 
Ceraden b ,  die in  M auf O M  senkrecht s teht ,  und das Kurhelgetriebe der 

Fig. 1 verwandelt sich in ein e x c e n t r i s c h e s  S c h u b k u r b e l g e t r i e b e  
( g e s c h r a n k t e  S c h u h k u r b e l  nach Rei i l ea i ix ) .  Dann degenerirt dia 
Bahncurve des beliebigen Systempunktes C in eine einfach circulare Curve 
vierter Ordnung,* mit O als Doppelbrennpunkt, mit zwei zu b pardlelen 
Doppeltangenten im Abstande + a von b und mit z w e i Doppelpiinkten anf 
der durch O geheriden Geraden i ,  welche mit O M den Winkel i O M  = C 
einschliesst.** 

Befindet sich in Fig. 2 der Punkt  C in einem Doppelpnnkte seine: 
Bahncurve, und aiehen wir C U  1 1  O M, so ist L O C G =  C uiid folglich 
L O C A  = f U C R .  Für  O C =  Q ergieht sich 

mithin 

oder 

Da endlich 2 a b  cosC= a" b2 - c2, so erhalten wir zur Bestimmung der 
beiden Doppelpunkte in der Bahncurve des Punktes C die Gleichung 

il ( b S  - c 2 )  + 2 a b  p Q - a2 (b2 - r S )  = O. 
Die Discriminante dcrselbcn vcrschwindet ftir 

2, b Z i U 4 +  ( b 4 -  8) ( b 2 - c 2 )  = O ,  
d. h. fur  

3) b" & { r2 + c2 - 5 J\rï + CC pÏj  - 4 r * c 2  1 ,  
und dann fallen die beiden Doppelpunkte zus:iinmen, d. h. der I'unkt C 
liegt auf der Uebergangscurve W. I) i e U e b e r g a IL g s c u r  v e b e s t e h t  
a l s o  b e i m  S c h u b k u r b e l g e t r i e b e  a u s  z w e i  K r e i s e n  m i t  d e m  
M i t t e l p u n k t e  A. 

Gleichung 3) liefert reelle und verschiedene Werthe von b ,  sobald 
c > r + p oder c < r - p  ist. Im ersten Falle macht das Glied eirie volle 

* Burrnes te r ,  Kincmntik 1, S. 327. 
** Die beiden Iloppelpunkte und die vicr lieriilirringspiinkte der Doppel- 

tangenten liegen auf einem Kegelschnitte. 
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Umdrehung um 0, wahrend der Punkt  B auf b eine Strecke oder die in  
Bezug auf H symmetrische Strecke hin-  und hergehend duichschreitet 
(r O t i r  e n d  e s Schubkiirbelgetriebe), irn zweiten vermag A nur einen Bogen 
des Kreises um O uncl den in Bezug auf 0 M  syrnmetribclien Bogen eu 
durchlaufeii (s c 1i w i n g e n d e s Schubkurbelgetriebe) ; in beiden Fallen 
also besteht die Koppelcurve aus zwei getrennten Ovalen. 1st ferner 
r + p )  C >  r - p , so siud die beiden Werthe von b imaginiir. I n  diesem 
Falle schwingt das Glied O A  zwischen zwei Grenzlagen hin und her, wahrend 
die Koppel alle ni6gliclieil Lagen annininit, und wir erhalten diejenige Form 
des s c h w i n g e n  d e n  Schubkurbelgetriebes , bei welcher nlle Systernpuiilite 
eintheilige Koppelcurven erzeugen. 1st endlich c = r + p , so fallen die 
heiden Werthe von b zusammen. Danil durchschreiten A und B gleich- 
zeitig die Gerade O M ,  und in dieser Durchschlagslage ergiebt sicb fiir jede 
Koppelcurve ein dritter Doppelpunkt, der nicht auf der Geraden i liegt 
( d u r c h s c h l a g e n d e s  Schubkurbelgetriebe). D i e  b e i d e n  I i e b e r g a n g s -  
k r e i s e  s i n d  d e m n a c h  i m m e r  r e e l l ,  w e n n  d a s  K u r b e l g e t r i e b e  
z m e i t h e i l i g e  K o p p e l c u r v e n  e r z e u g t ;  s i e  f a l l e n  z u s a m r n e n  b e i m  
d u r c h s c h l a g e n d e n  S c h u b k n r b e l g e t r i e b e ,  u n d  s i n d  i m a g i n a r  
b e i  d e m j e n i g e n  s c h w i n g e n d e n  S c h u b k u r b e l g e t r i e b e ,  w e l c h e s  
e i n t h e i l i g e  K o p p e l c u r v e n  b e s c h r e i b t .  Sind die Uebergangskreise 
reell, so entsprechen allen Systempunkten innerhalb der von diesen Kreisen 
begrenzten ringformigen Fliiche Koppelcurven mit imagintiren Doppelpunkten, 
allen Systernpunkten in  der Flache des kleineren und in der Erganzungs- 
flache des grosseren Uebergagskreises solche mit reellen Doppelpunkten; 
sind die Uehergangskreise imagintir, so werdeu überhalipt nur Koppelcurven 
mit reellen Doppelpunkten ereeugt. 

3. Das soeben erhaltene Resultat ergiebt sich auch, wenn wir in der 
Gleicliung der Uebergangscurve fiir ein allgemeines Kurbelgetriebe y = s = a+ 

y - s = y setxen. D a m  geht dieselbe liber in 

d. h. die Uebergangticurve zehnter Ordnung zerfallt in die beiden Geraden, 
die vom Punkte A nach den imaginiiren Kreispunkten gehen, in den doppelt 
ziihlenden Kreis b = c und in die beiden vorher erhaltenen Kreise, die wir 
als Uebergangskreise bezeictiuet haben. 

F ü r  6 = c folgt aus Gleichung 1) einmal p =m. Nun besteht die 
vollstandige Koppelcurve sechster Ordnung im Falle des Schubkurbelgetriebes 
aus der doppelt zahlenden unendlich fernen Geraden und aus der bisher he- 
trachteten Curve vierter Ordnung; liegt also der Systempunkt C auf dem 
Kreise b = c ,  so f d l t  von den beiden Doppelpunkten dieser Curve vierter 
Ordnung der eine auf die unendlich ferne Gerade, welche unendlich viele 
Doppelpunkte der vollstiindigen Koppelcurve enthkilt, und insofern kann der 
Kreis b = c auch als ein Bestandtheil der Uebergangscurve gelten. 
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4. Sind r ,  c ,  p fest gegeben, so liefert Gleichung 1) ftir 2 zweiwerthe, 
a 

die nur  von b abhxngen. Reschreiben wir also in der bewegten Ebene 
(Fig. 3 a )  um A mit beliebigem Radius b deu Icreis k ,  so wird jedem Punkte 
C von k in der featen Ebene (Fig. 3 b) ein Paar von Doppelpunkten Cl, Cr 

in der Weise entçprechen, dnsv ftir alle diese Cl, C, der Qiiotient f zwei 
n 

coristaute Werthe p,, p, besitzt. Wir construiren nun zii den Schnittptinkten 
S ,  T von k mit A B  in Fis .  3 b  auf OM die zugeordneten Doppelpunkte 

S S ,  Tl,  Y,. Sind dann KI, E2 bezüglich die Mittelpunkte von S, Tl, 
S,I\, so ergiebt sich 

B O E ~ = + ( O T ,  - o s , ) = ; ( B T - B S ) = P , ~ ,  
'2 

undclaOC,=/3,.BC, s o i s t A K I O C , ~ A A C B ,  folglich C,E,=P1.BA=/3,c ,  
und arialog C,li ,  = &r.  Fiir alle Systempunkte C auf dem Kreise k sind 
also Cl Ki und C,K2 constant, d. h. die zugehorigen Doppelpunkte Cl,  C, 
erfüllen zwei Icreise k , ,  k, urn KI, K, .* 

Schneiden k,, k, die Gerade b bezüglich in BI ,  B,, so ist 

M'1) . ,L  ER, 8," K ,  112" p12cS- (8, b i- p ) 2  

=- { ( b 2 - ~ B ) ~ l ' + 2 b y ~ l +  p z / .  
Nun ist nach Gleichung 1) 

(b2 - ~ 2 )  pl2 + 2 b p /3, = b2 - r 2 ,  
also ergiebt sich MB,,  = y2 - b2 - 
iind derselbe Ausdruck folgt für  d. h. der Kreis k, geht durcb BI. 
A l l e n  S y s t e m p n n k t e n ,  d i e  v o n  A g ! e i e h e n  A b s t a n d  h a b e n ,  
e n t s p r e c h e n  a l s o  P a a r e  v o n  D o p p e l p u n k t e n  a u f  z w e i  K r e i s e n ,  
d i e  s i e h  a u f  d e r  G e r a d e n  b s c h n e i d e n .  

Somit ergiebt, sich zu  den Kreisen 71 = const. der bewegten Ebene ein 
System von Kreisen k , ,  k, in der festen Ebenc. W i r  e r ~ i i h n e n  noch, dass 
durch jeden Punkt  der fcsten Ebene drei eolcher Kreise gehcn. E s  bcsteht 
daher zwischcn den Systempunkten G und den Doppelpunkten Cl, C, ejne 
zwei- dreideutige Verwandtschaft. 

5. Ziehen wir in  Fig. 4 B P I  b bis zum Schnittpunkte P  mit 08, 
so ist P der Pol fur die Koppellage A B .  Betrachten wir  nun A B  als 
fest und den rechten Wilikel 0Mb als beweglich, so dass der Schenkel b 
bestandig dureh B geht und der Yunkt  O einen Kreis um A beschreibt, so 

liefert die Wiederholung der vorigen Construction die P o l c u r v e  p in der 
Ebene der Koppel A B .  Dann ist  fur B P  = a und AY = b 

- - 

a 2 +  b2--  c2 -a-!, 
cosP= - 

also eigiebt sich? % 2 a b  b + r  

4) ( a 2 + b 2 - c 2 ) ( b + r ) -  2 a b ( a -  y ) = O  

* In Fig. 3a ist C' symmetrisch zii C in Bezug aof A B ;  C", C"' sind die 
zweiten Sçhuittpunkte vou U C und B C' mit k. Zu alleu vier Systempunkten 
siud in Fig. 3 b  die zugehorigen Doppelpunkte angegebeu. 
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Bringen wir aber das Glied O Mb in die Lagen O'N' b', 0"M" b", O"'3f"'b"', 
so komrnen zu der eben erhaltenen Gleichung die drei neuen hinzu 

1 ( u 2 f  b2-c2)  ( b - T )  - 2 a b ( a - p ) = O ,  

41 ( a 2 + b 2 - 2 )  ( b + r ) - 2 a b ( a + p ) = O ,  
(a' + b2 - c2 ) ( b - r ) - 2 a b ( a + p ) = 0 ,  

und dann wird durch die vier Gleichun~en 4) bei veranderlichen a ,  b die 
vollstandige Polcurve p dargestellt. Dieselbe is t ,  wie im Falle des all- 
gemeinen Kurbelgetriebes, eine h i c i r c u l a r e  C u r v e  a c h t e r  O r d n i i n g  
m i t  v i e r f a c h e n  P u n k t e n  i n  A u n d  B. Die von A nach den ima- 
ginsren Kreispnnkten gehenden Geraden sind ibre einzigen Tangenten in 
diesen Punkten, und zwar hat jede solche Gerade im betreffenden Kreis- 
punkte vier zusammenfallende Punkte mit der Curve gemein. 

1st in Fig. 4 b 1 A B ,  so berührt O A  die Polcurve in A. Wir er- 
halten also die zu den vier Tangenten in A  gehorigen Lagen des Punktes O 
auf zwei h-ormalen zu A B  im Abstande c + p von A. 1st c + p < r,  so 
schneiden beide Normelen dcn Kreis um A  mit dem Radius r ;  ist  
c + ,p > r > c - p ,  so liefert noch die eine Normale ein Paar rceller Schnitt- 
punkte ; ist  endlich r < c - p ,  so wcrdcn d l c  vier Punkte O imaginiir. 
Hieraus folgt: B e i m  r o t i r e n d e n  S c h u b k u r b e l g e t r i e b e  s i n d  d i e  v i e r  
T a n g e n t e n  d e r  P o l c u r v e  i n  A s t e t s  i m a g i n a r i  b e i m  s c h w i n g e n -  
d e n  S c h u b k u r b e l g e t r i e b e  S i n d  z w e i  d e r s e l b e n  s t e t s  r e e l l ,  d i e  
b e i d e n  a n d e r e n  s i n d  z u g l e i c h  m i t  d e n  U e b e r g a n g s k r e i s e n  r e e l l  
o d e r  i m a g i n i i r .  

F m  in Fig. 4 das Glied A 0  in die Verliingerung von A B ,  naeh AOo, 
oder auf A B ,  nach AOO, so berührt die zugeordueie Gerade BP die Pol- 
curve in B. Beschreiben wir also um 0, und O0 Kreise mit dem Radins p ,  

so sind die von B an dieselben gehenden Tangenten die Normalen der Pol- 
curve in B. Nun liegt wegen c + r >  p der Punkt B stets ausserhalb des 
Kreises um O,; sol1 B  auch ausserhalb des zweiten Kreises liegen, so rnuss 
c - r  oder r - c  grosser sein als p .  D h.: Von d e n  v i e r  T a n g e n t e n  
d e r  P o l c u r v e  i n  B s i n d  z w e i  s t e t s  r e e l l ,  d i e  b e i d e n  a n d e r e n  
s i n d  z u g l e i c h  m i t  d e n  U e b e r g a n g s k r e i s e n  r e e l l  o d e r  i m a g i n a r .  

Rilden endlich in Fig. 4 die Glieder A O  und O N  einen Winkel von 
O 0  oder von 180°, so ergieht sich als Pol ein unendlich ferner Punkt  Pm. 
Dann hat die Gerade B P ,  ausser B und Pm nur noch zwei Punkte mit 
der Polcurve gemein, meil hikhstens zwei zugehorige Lagen des Gliedes A 0  
moglich sind, d. h. die Gerade BP,  ist eine Asymptote der Polcurve. Be- 
schreiben wir also urn A  zwei Kreise mit dem Radius r +  p ,  so sind die 
Tangenten, die von B  an dieselben gehen, ~enkrech t  zu den Asymptoten 
der Polcurve, und wir erhalten demnach vier reelle Asymptoten, oder zwei 
reelle und zwei imaginzre, oder vier imaginare, je nachdem c > r + p ist, 
oder r + p > c > r  - p, oder c < r  - p. Hieraus ergiebt sich der Satz : 

D i e  P o l c u r v e  h a t  v i e r  d u r c h  B g e h e n d e  A s y m p t o t e n .  B e i m  
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r o t i r e n d e n  S c h u b k u r b e l g e t r i e b e  s i n d  d i e s e l b e n  s a m m t l i c h  
r e e l l ;  b e i m  s c h w i n g e n d e n  S c h u b k u r b e l g e t r i e b e  S i n d  z w e i  
A s y m p t o t e n  s t e t s  i m a g i n a r ,  d i e  b e i d e n  a n d e r e n  s i n d  r e e l l  o d e r  
i m a g i n l i r ,  j e  n a c h d e m  d i e  U e b e r g a n g s k r e i s e  i m a g i n a r  o d e r  
r e e l l  s i n d . *  

6. Die Gleichungen 4) kfinnen auch gevchrieben werden 

5) ( b - r ) a 2 - 2 b p a - ( b 2 - c 2 ) ( b + r ) = 0  u. s .w.  
E s  ergeben sich also zu jedem Werthe von b im Ganzen vier Werthe von a, 
d. h. jeder Kreis b= c o ~ s f .  schneidet die Polcurve, von den imaginaren 
Kreispunkten abgesehen, in acht Punkten. 1st aber b eine Wurzel der 
Cleichung 21, so verschwindet die Discriminante jeder der vier Gleichungen 5), 
und jene acht Schni t t~nnkte  gehen in vier Berührungapunkte über. Hieraus 
folgt: D i e  P o l c u r v e  wircl v o n  j e d e m  d e r  b e i d e n  U e b e r g a n g s -  
k r  e i  s e  v i e r m  a l  ber l i  h r t .  Die Berührungspunkte sind bestimmt durch 

a = --- b +  > 
b + r  

wobei b den Radius des Uebergangskreises bezeichnet. 
l n  Fig. 5 sind für das rotirende Schubkurbelgetriebe, auf welches auch 

die Figuren 2, 3,  4 sich beziehen, die Uebungskreise w ,  w' und die I'ol- 
curve p construirt; worden. Der Kreis w' berührt p in vier imaginaren 
Punkten. Die Punkte von w erzeugen Koppelcurven mit zwei vereinigten 
isolirten Punkten, die von w' solche mit Selbstberührungspunkt. Alle 
Systempunkte innerhalb w' und ausserhalb w beschreiben Bahneurven mit 
zwei reellen Doppelpunkten, nnd zwar ergeben sich für die Systempunkte 
innerhalb w' stets zwei Kuotenpunkte, welche dadurcb entstehen, dass die 
beiden Ovale der Koppelcurve sich schneiden (Fig. 2). F ü r  die System- 
punkte ausserhalb w bestehen die Koppelcurven ails zwsi sich nicht 
schneideaden Ovalen; besitzt al30 eine solche Curve ejneu Knotenpunkt, so 
bildet das eiiie Oval eine Schleife. Lassen wir den Systempunkt C in  der 
bewcgten Ebene nach einander die Lagen 1, 2 ,  . . . , 9 einnahmen, so er- 
geben sich folgende Gestalten der zugehorigen Koppelcurve: 

1. zwei Ova:e, zwei isolirte Punkte; 
2. das eiste Oval mit Spitze, ein isolirter Punkt ;  
3. das erste Oral mit Schleife, ein isolirter Punkt;  
4. das erste Oval mit Spitze (nach der entgegcngesetzten Seitc wie 

im Falle 2) ,  ein isolirter Puukt ;  

* Die P o l c u r v e  i n  d e r  f e s t e n  E b e n e  OMb ( P o l b a h n )  zerfallt beim 
Schubkurbelgetriebe in die Verbindungsgcraden des Punktes O mit den imaginaren 
Kreispunkten und in eine circulare Curve sechster Ordnung mit Doppclpunkt und 
Uoppelbrennpunkt in O und mit einem vierfachen Punkte in O',. Der Punkt O 
ist eiu Knotenpunkt oder isolirter Punkt, j e  nachdem die Uebergangakreise ima- 
giniir oder re& sind Die Curve hat  vier zu 0121 parallele As~mptoten im Ab- 
stande + v e 2  - (r + p)2. Für die Realitat derselben gelten also die gleichen Be- 
dingungcn wie tcxüglich der Asymptoten der Polciirve p. 
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5. zwei Ovale, zwei isolirte Punkte; 
6., 7.,  8. das zweite Oval bezüglich mit Spitze, Schleife, Spitze, ein 

isolirter Punkt;  
9. zwei Ovale, zwei isolirte Punkte. 

7. D a s  d u r c h s c h l a g e n d e  S c h u b k u r b e l g e t r i e b e .  1st in Fig. 6 
A B  = c = r + p ,  so besitzt die Bahncurve eines jeden Systempunktes C 
zwei stets reelle Doppelpunkte Cl, C, auf der Geraden i und überdies einen 
Sonderdoppelpunkt Co in der Durcbschlagslage BOBO Co. Die beiden Ueber- 
gengskreise fallen zusammen in einen Kreis w um A mit dem Radius 

b = / r  ( r  + p). Liegt nun in Fig. 6 C auf diesem Kreise, so ist  

AOC:= AoB,.AoO, 

also A A, B,Co N A A, Co O und L Bo O Cu = L C. Der Sonderdoppelpunkt Co 
liegt demnach auf der Geraden i und fiillt folglich mit den beiden anderen 
Doppelpunkten Cl, C, zusammen. B e i m  d u r c h s c h l a g e n d e n  S c h u b -  
k u r b e l g e t r i e b e  b e s c h r e i b e n  a l s o  a I l e  P u n k t e  d e s  U e b e r g a n g s -  
k r e i s e s  K o p p e l c u r v e n  m i t  e i n e m  d r e i f a c h e n  P u n k t e .  Die Ge- 
rade OC, ist eine Tangente der Koppelcurve im dreifachen Punkte Co. 

Die Polcurve zerfiillt im vorliegenden Falle i n  die doppelt ziihlende 
Gerade A B  und in eine bicirculare Curve sechster Ordnung mit Doppel- 
punkten in A und B. Dieselbe wird vom Eebergangskreise in zwei auf 
A B  liegenden Punkten beriihrt. 

8. I m  speciellen Fallo des c e u t r i s c h e n  S c h u b k u r b e l g e t r i e b e s  
( [ t  = O) erhalten die bisherigen Ergebnisse eine besonders einfache Form. 
Dann haben alle Koppelcurven den Punkt O zum gcmeinsamen Mittelpunkte. 
Für die Radien der Uebcrgangskrciae ergeben sich die Werthe b = r, b = c, 
und zwar edsprechen den Punkten des ersten Kreises Koppelcurven mit 
Selbstberührungspunkt in 0,  wahrend die Punkte des zweiten Koppelcurven 
mit zwei zusammenfallenden unendlich fernen isolirten Punkten beschreiben. 
Die Polüurve achter Ordnung degenerirt in eine (doppelt ziihlende) circulare 
Curve vierter Ordnnng mit Doppelpunkt in A und Selbstberührungspunkt 
in B u. S. W. 

9. Machen wir in Fig. 2 die Glieder A B  und 08 unendlich gross, 
aber so, dass die Differenz c -  r eiue endliche Grosse v behalt, so ergiebt 
sich die in Fig. 7 dargestellte specielle Form des Schubkurbelgetriebes, die 
als S c h l e i f s c h i e b e r g e t r i e b e  oder als d o p p e l t  g e s c h r a n k t e  W i n k e l -  
s c h l e i f  e n  k e  t t e  bezeichnet wird : Ein rechter Winkel BhTn, dessen einer 
Schenkel N B  = v is t ,  bemegt sich 90, dass der Punkt  B die Gerade b 
durchlauft, wkihrend der unbegrenzte Schenkel n bestandig diirch O geht. 

Dann beschreibt jeder Punkt  C der Ebene des Wiukels B N n  wiedcrum 
eine circulare Curve viertcr Ordnung mit zwei zu b parallelcn Doppel- 
tangenten im Abstande + a  von 6. Dieselbe besitzt gegenwiirtig drei 
Doppclpunkte, narnlich die Punkte C,,  C, auf dcr wic frühcr bcstimmten 
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Geraden i und iiherdies den unendlich fernen Punkt  dcr Geradcn b.* Zu 
demselbeii gehoren als Asymptoten zwei Parallen zu b im Abstandc 

+ a cos C. - 

Setzen wir in Gleichnng 1) b = c = r = oc, b - c = a cos 6, 
6 - r = v + a  cosC, so ergiebt sich 

f > % o s C + p g - a ( v + a c o s C ) = O .  

Nehmen wir i n  der bewegten Ebene B als Coordinatenanfangrpurikt, BN  
als % - A x e ,  in der festen Ebene O als Anfangspunkt, ON als t-AXF: und 
bezeichnen wir die rechtwinkligen Coordinaten del- Punkte C, Cl bezüglich 
mit x y ,  5 q ,  so ist a cosC= - 2 ,  Q cosC= - 5, und dann geht die vorige 
Gleiühung über in  

6) g 2 - p g = x ( x - u ) .  
Hieraus folgt ftir jeden Systempunkt C eine einfache Construction der zu- 
gehorigen Doppelpunkte Cl, C 2 .  

Gleichung 6) definirt i n  Verbindung mit 

eine z w e i - z w e i d e u t i g e  V e r w a n d t s c h a f t  d r i t t e n  G r a d e s  zwischen 
den Systempunkten C und den Doppelpunkten Cl.  Uurchlauft C in  der be- 
wegten Ebene eine Gerade parallel zu n ,  so erzeugen Cl, CI, Bhnliche Punkt- 
reihen in zwei Parallelen zu 11. Insbesondere entvpricht jedem Punkte C iu  

der Geraden x = 0 ein Punkt C, ouf & = O rl = -y und als C2 der un- ( : )  
endlich ferne Punkt von b, ferner jedem Punkte c a i f  n der Punkt O als 

Cl und ein C;d auf b 

Die beiden Doppelpunkte Cl, Cs fallen zusammen, sobald in 6) 
x ( ~ - v ) + ~ ~ = O  

ia t ,  also Sür 

8) x = a ( V  + Jd- @ ) .  
1st daher v > p ,  so liefert Gleichung 8) in der bewegten Ebene z w e i  
r e e l l e  U e b e r g a n g s g e r a d e n ,  die zu n parallel sind. 

Als Polcurve ergiebt sich die Curve vierter Ordnung 

(y2  + " z ) ~  - (9 + y2)  = 0. 

Dieselbe hat die Punkte B und BO. zu Doppelpunkten und wird von der 
unendlich fernen Geraden in A ,  vierpunktig berührt. Die Uebergangs- 
geraden sind Doppeltangenten der Polcurve. 

1st p = v ,  so zerfdlt die Koppelcurve in die Gerade &= p - x  und in 
eine circulare Curve dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte Cl .  Für  
denselben ergiebt sich aus 6) 5, = x. Dann sind also die Systeme der 

* Die vier Berühriingspunkte der Dopp~ltangenten und die drei Doppelpunkte 
liegen auf einer Hypetbel, welche b und eine durch O gehende Normale zii i zu 
Asymptoten hat. 
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Punkte C und der Doppelpunkte Cl congruent. Der zweite Doppelpunkt C2 

der vollstandigen Koppelcurve vierter Ordnnng ist der geineinsarne Schnitt- 
punkt jener Curve dritter Ordnuiig und der Geraden .!j = p - a und O  Cl. 
Die Polcurve verwandelt sich in eine Parabel mit dern Rrennpunkte B und 
der Leitlinie i t ;  die beiden Uebergangsgeraden fallen mit der Scheit,el- 
tangente derselben xusammen. 

10. Betrachten wir in Fig. 2 das Glied AB als fest und das Glied OH6 
als beneglich, so erhalten wir ein S c h l e i f k u r b e l g e t r i e b e  und dann be- 
schreiben alle Punkte der Ebene O M b ,  wie irn allgerneinen Falle (Fig. l) 
tricirculare Curveu sechster Ordnung mit drei Doppelpunkten. Die Ueber- 
gangacurve bleibt eine vierf'acb circulare Curve zehnter Ordnung mit Doppel- 
punkten iu O und O',, wahrend die Polcurve sich in eine Curve sechster 
Ordnung ver wandelt.* 

Setxen wir noch p = O,  c = r ,  so ergiebt sich ein g l e i c h s c h e n k -  
l i g e s  S c h l e i f k u r b e l g e t r i e b e  ( g l e i c h s c h e n k l i g e  r o t i r e n d e  K u r -  
b e l s c h l e i f e  nach I i e u l e a u x ) ,  bei welchem der Punkt  O den Kreis n 
durchliiuft (E'ig. 8), wahrend die Gerade 6 besttindig durch den auf n liegen- 
den Punkt B geht. Beschreiben wir um O mit dern Radius 2r  den Kreis p, 
so kann die Bewegung der Ebene b 0 bekanntlich auch hervorgebracht 
werden durch das Abrollen von p auf dern Kreise z. 

Es sei nun Q ein beliebiger Systempunkt, 0 Q  = i l  L QOO', = rp. 

RTBhrend das Glied 0 8  um A  rotirt ,  geht OQ bestandig durch den Punkt  Q, 
auf z, und der Punkt  Q beschreibt eine P a s c a l ' s c h e  Curve q mit dern 
Doppelpunkte Q,. Gelangt aber O nach B ,  so kann die bewegte Ebene 
sich um B drehen; der Punkt Q erzeugt also überdies noch einen Kreis 4 
um B mit dern Radius 1. Die vollstandige Koppelcurve des Punktes Q ist 
demnach wiederuni von der sechsten Ordnung; sie besitxt fünf Doppel- 
punkte, namlich den Doppelpunkt QI von q und die vier Schnittpunkte &,, 
Qsr Qor Qo von p mit q'. Der Punkt Q gelangt nach Qo und Q" wenn b 
den Kreis n beriihrt; es ist also Q,QO ein Durchmesser von p.' und 
L A R Q O =  rp. Die drei Punkte QI, Q,, Q, liegen anf dern Kreise i, der 
durch AR geht und mit A B  den Winkcl y bildet; es ist also L AQ, B = q, 
und folglich geht auch die Gerade QoQO durch Q,. 

Der Punkt  Q wird der Ucbergangscurve angehoren, weun Q, mit &,, 
oder wcnn Q, mit Q, zusanimcnftillt. Jm ersten Falle ist BQ, = 1 ,, d. h- 
l = 2r cosy,  und dann licgt Q auf einem der beiden Kreise o, w vom 
Radius r ,  welche die Gerade b  in  O berühren. Im zweiten Falle berührt 
q' den Kreis i ;  es ist  also 2 sin. =r,  und als O i t  solcher Punkte Q er- 
halten wir zwei Parallelen v, yi' zu 0 O', im Abstande r. Hieraus fol@: 
Bein i  g l e i c l i s c h e n k l i g e n  S c h l e i f k u r b e l g e t r i e b e  z e r f a l l t  d i e  
U e b e r g a n g s c u r v e  i n  z w e i  K r e i s e  col w' v o m  R a d i u s  r, w e l c h e  

- -- 

* Vergl. Anmerkung S. 16. 
2 * 
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20 Ueb. d. Gestaltung d. Koppelcurven etc. Von Prof. Dr. R. MÜLLER. 

d i e  G e r a d e  6 i n  O b e r ü h r e n ,  u n d  i n  d i e  g e m e i n s c h a f t l i c h e n  
T a n g e n t e n  v ,  &' d e r s e l b e n .  J e d e r  S y s t e m p u n k t  a u f  o o d e r  w' 
b e s c h r e i b t  e i n e  P a s c a l ' s c h e  C u r v e  u n d  e i n e n  K r e i s ,  d e r  d u r c h  
d e n  D o p p e l p u n k t  d e r  P a s c e l ' s c h e n  C u r v e  g e h t ,  j e d e r  P u n k t  
v o n  o d e r  v' e i n e  P a s c a l ' s c h e  C u r v e  u n d  e i n e n  K r e i s ,  d e r  d i e -  
s e l b e  b e r t i h r t .  

Bezeichnen wir mit x ,  y die rechtwinkligen Coordinaten von Q in Be- 
m g  auf O als Anfangspunkt, OO'o. als x -  Axe, so verwandelt sich in der 
That  die allgerneine Gleichung zehnten Grades der Uebergangscurve fur den 
betrachteten Specialfall in  

( ~ ~ + y ~ + 2 r x ) ~ ( x ~ + y ~ - 2 r z ) ~ ( y ~ r ~ ) = 0 .  

B r a u n s c h w e i g ,  24. October 1889. 
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III. 

Ueber die Darsteliung der Losungen eines Systems 
linearer Differentialgleichungen erster Ordnung in 

der Umgcbung eines singularen Punktes. 

Von 

Dr. E. GRÜNFELD 
in Wien. 

1. 
Sind die Coefficienten des Gleichungssy~temes: 

eindeutige Functionen der unabhangig Veranderlichen x, so sind bekannt- 
lich, vom Punkte z =ci abgeseheu, diejenigen Werthe von x ,  für welche 
die Losungen dieses Gleichungssystems unendlich gross werden oder sicli 
verzweigen, die Wurzeln der Gleichung: 

Aix) =O. 
1st a einer dieser singuliiren Pnnkte,  so giebt es ein Fundarnenial- 

sysiem von Losungen, dessen Elemente in der Umgebung dessclben die 
Form haben : 

(x-a,'lvo+ qi log(x-a) + . - - + < p l  W b -  a)l,  

wo (P", ( P I  eindeutige Functionen von x bedeuten, die nach ganzen 
positiven und negativen Potenzen von x-a entwickelbar siud. Eine der- 
artige Entwickelung ist bisher nur für den Fa11 durchgeführt worden, in 
welchem das Gleichungssystem 1) die Form hat: 

wo die Coefficienten a;k i n  der Unigehung von 2 = a  holomorph, also siinimt- 
liche Losungeu desselben in dieser Umgebung reguliir sind. (Vergl. S a u -  
v a g e  in den Annales de 1'Ecole Normale Supérieure, t. III, 1836, pag. 
39 L- 404.) 

I m  Folgenden will ich zeigen, dass sich eine solche Eut,wickelung irn 

allgemeinsten Falle des Gleichungssystems 1) mit eindeutigen Coefficienten 
bewerkstelligen lasst, indem icli von einer Methode Gebrauch mache, welche 
Herr H a m  b u  r g e  r bei der linearen Diffcrciitialglcichung nt- Ordnung an- 
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gewandt und auf die derselbe erst vor Kurzem wieder aiifmerksam gemacht 
hat. ( C r e l l e ' s  Joiirnal, Bd. 83 u. 103.) 

E s  sei: A($) = x ( z - a l ) ( x - a , )  ...( x-a,), 

so IZsst sich das Gleichungssystem 1)  in der Form schreiben: 

1') 
d ui 

a (x) cllogx = a i 1 ( x ) u I  f . . . $ a i n ( x ) u n ,  

wo das Polynom: 
a ( x ) = ( x - a , ) ( % -  a,) ... (x-ap) 

fur x = 0 nicht mehr verschwindet. Setzt man aladann: 

x = Q e i v  = eu>, a ,  --; p,e i rp, , ..., a u = ~ p e i w ~ ,  

so verwandelt sich 1') in das Gleichungssystem: 

dessen sicgul$re Punkte ,  abgesehen von w = m, die folgenden Punkt- 
~ y s t e m e  sind : 

3) w=cil+cpli+2il lni ,  ..., w = c i M + q P i + 2 r l w n i ,  
wo G, den reellen Werth von logea und A,, . . . , Au beliehige ganze Zahlen 
rorstellen. 

Rezeichnet w, einen im Endlichen liegenden Punkt der w-Ebene, der 
mit keinem der singularen Punkte 3) znsammen~allt ,  so gicbt es bekacnt- 
lich (vergl. S a u v a g e  in den Annales de 1'Ecolc Normale, t. XI) N in der 
Umgebung von w,  convergirende, nach ganzen positiven Potenzen von w - w, 
fortschreitende Rcihen u,, u, , . . . , un, die dem Gleichungssystem 2) identisch 
genügen und im Piinkte w = w, selbst die beliebig gegebenen Werthe e l ,  
c2, .. . , c,, annehmen, derart also, daus: 

den Werth hedeutet, welchen -' im Punkte w = w,, annimmt. 
d wl 

Die Coefficienten 5) der in diesen Reihen auftretenden Potenzen von 
w - w, konnen auf folgende Weise berechnet merden : Bezeichnet y = f ( x )  
= f(ew) eine beliebige Punction von x und sind zo, wo entsprecheude Piinkte 
in der x - und w -  Ebene, Y O  gilt die Formel: 

1 .2  
6) 

. . . + (AX ~ ~ ) ~ = z ,  7 

r !  
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wo d x X  = (x + 1 ) X -  xX und dAx" die I t e  Differenz von x X  mit dem Iucre- 
nient 1 bezeichnet. (Siehe C r e l l e ' s  Joiirnal, Bd. 83 S. 189.) 

Aus dem Gleichungssystem 2) und den durch fortgesetzte Differentia- 
tion nach w aus diesem hervorgehenden Gleichungssystemen ergebeu sich 

d i U i  
die Ableitungen beliebiger Ordnung -- als lineare homogene Functionen 

d w l  

wo die cp;, , . . . , cpk aus den Coefficienten a ( e W ) ,  ail (eu'), ..., ai, ( e w )  und deren 
Ableitungen naeh w durch Multiplication und Addition, sowie durch Divi- 
sion mit ganzzahligen Potenzen von a ( e W j  zusammengesetzt sind. Zufolge 
4') ist daher: 

8) 
A n a ( $ ~ ~ ) m = ( ~ , , ) , c , + ( < ÿ i 3 , c ~ + - - - + ( . i n ) 5 c ~  i = l r  m. 

Der Werth irgend einer der in . . . , cpk vorhandenen Aldeitiingen 
. . 

( )  drtickt sich aber nach Formel 6) additiv und multiplicativ durch 
111. 

ist ,  aus. Die Grossen ((P~),~. . .., ((PA)," sind daher Quotientcn, deren 
Zahlcr additiv und multiplicativ aus den Ausdrticken 9) zusnmmengcs~tzt 
sind und deren Xenner eine ganze positive Potenz von a(xo) ist. Bezeiclinet 
man diese Quotienten durch fi: (x,,), . . . , fk (xo), so lautet das Gleichungs- 
system 8): 

d l  u, 
10) (,) = f:, ( ~ 0 )  cl + cA2 (x,)> 4 + . . + ff, (xo) r n  i = 1 , . . , 

'=O 

Nit dissen Werthen der Ableitungen, welche in den Reihen 4) auftreten, 
verwandeln sicù diese letateren in:  
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E s  erscheinen also die Elemente der Losung TA,, u,, . . ., un  linear homogen 
durch die Griissen 12) ausgedrückt, woraus folgt, dass diese selbst für jeden 
Werth von k = 1, . . . , n eine Losung des Gleichungssystems 2) bilden. 
Diese n Losungen sind, wie leicht zu zeigen is t ,  linear uriabhangig unter 
einander: denn da für  w = w, die Elemente u,, u,, ..., un bezüglich die 
Werthe c, ,  c,, ..., cn annehmen sollen, so muss zufolge 11) :  

sein. E s  sind aber, wie aus 13) hervorgeht,, f l i  (x,), fi l  (x,), .. ., f,: (x,) 
die Werthe,  welche die Elemente der Losiing uik, U Z ~ ,  .. .,  TA,,^ iin Punkte 
w = w, beziehungsweise annehmen, und da die Determinante dieser Werthe, 
v i e  ails 14) unmittelbar ersichtlich is t ,  den Werth 1 ha t ,  so folgt in der 
T h a t ,  dass die Ausdriicke 13) ein Fiindamentalaystem von vi Losmgen des 
Gleichongssystems 2 ) )  ale auch des ~rsprtinglichen 1 )  vorstellen. 

Aus dern Vorhergehenden ergiebt sich der Satz:  
D a s  S y s t e m  v o n  h o m o g e n e n  l i n e a r e n  D i f f e r e n t i a l -  

g l e i c h u n g e n  e r s t e r  O r d n u n g  m i t  e i n d e u t i g e n  C o e f f i c i e n t e n  
1) b e s i t z t  s t e t s  i n  d e r  U m g e b n n g  e i n e s  n i c h t  s i n g u l a r e n  
P u n k t e s  e i n  S y s t e m  v o n  pz l i n e a r  u n a b h a n g i g e n  L o s u n g e n ,  
d e s s e n  D e t e r m i n a n t e  i n  d i e s e m  P u n k t e  d e n  W e r t h  1 h a t .  
J e d e  a n d e r e  L o s u n g ,  d e r e n  E l e m e n t e  v o r g e s c h r i e b e n e  
W e r t h e  i n  d i e s e m  P u n k t e  a n n e h m e n  s o l l e n ,  d r ü c k t  s i c h  
l i n e a r  h o m o g e n  d u r c h  j e n e  m i t  c o n s t a n t e n  C o e f f i c i e n t e n  
a u s ,  w e l c h e  g e r a d e  d i e s e  v o r g e s c h r i e b e n c n  W e r t h e  s i n d .  

Es  werde nunmchr angenommen, dass die singulilrcn Punkte : 

1 - 1  
i <P a = a  ei'Jl, .:., a p = p p e  p 

derart aufeinander folgen, dass, wenii lu < is t ,  Q, -~ < pp, sorriit a l  der 
dem NuIlpunkte zunachst gelegene singuliire Yurikt ist. 

Wird nun der Punkt x,, so gewiililt, dass der absolute Hetrag desselben 
innerhalb der Grenzen 

O <  lx,/ <e,e-2n 

beschrsnkt ist ,  so convergiren die Reihen 13) jedenfalls auch noch für den 
Werth w = w,, f 2 z i .  Dem Wege der Variabeln w von w, bis w , + 2 n i  
entspricht aber in der x Ebene ein vom Piinkte x, ausgehender gesehlosseiier 
Umlauf uin den Punkt  x= 0. Substituirt man daher in  den Ausdrücken 
13) w = w, + 2 n i ,  so eigeben sich die Wertlie: 

welche diesellieii nach dern erwahnteu Umloiife im Ausgniigapiinkte x,, a n -  

nehrnen , wiihrend sie ursprünglich die Werthe 14) hatten. 
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Diese Grossen a ; k  bangen also vom Punkte s, a b ,  was selbstverst~nd- 
lich ist;  denn wenn man mit denselben Anfangswerthen 14) von zwei ver- 
schiedenen Punkten z, und x ' ~ ,  die dem oben beschriinkten Bereiche an- 
gehoren , ausgehend , geschlossene Wege um den Nullpunkt beschreibt, so 
werden die Endwerthe aik und L X ' ~ ~ ,  zu denen man in x,, beziehungsweise 

gelangt, von einander verschieden sein und durch Beziehungen der Form : 

wo Cki  , . . . , Ckn Constante bezeichnen, deren Determinante von Nul1 ver- 
schieden k t ,  miteinander zusammenh?ingen. 

Was das Verhalten der Functionen u, , u,, . . . , un bei dem erwahnten 
Umlaufe betrifft, so folgt aus 12), dass dieselben, welche bekanntlich im 
Punkte xo beziehungsweise die Anfangswerthe c, , c,, . . . , cn haben sollten, 
die Endwerthe erlangen: 

Bezeichnet man mit w diejenige Grosse, um welche sich diese letzteren 
von den ersteren unterscheiden, so ergiebt sich die Beziehung: 

ails welcber folgt, dass o der Gleichung genügt: 

Lasst man die Variable x den geschlossenen Weg um den Nullpunkt 
von einem mdern  Punkte x', des erwahnten Bereiches aus beschreiben, dem 
die Werthe asik der Ausdrücke 15) entsprechen, die, wie bemerkt, von 
den a,,,  verschieden sind, so gelangt man bei der Restimmung der Grosse o 

zu der Gleichung 37), in welcher jedoch die a i k  diirch die nPik ersetzt sind. 
Verrnoge der obigen xwischen den a i k  und a ' i k  stattfindenden Relationen 
ergieht sich, dass die Coefficienten sammtlicher Potenzen von o in Gleich- 
unq 1 7 )  ihren Werth nicht veriindern, wenn die u ' i k  an die Stelle der a i k  

treten, dass soniit o für alle Punkte jenes Rereiches einen und denselben 
Werth besitzt. (Vergl. S a u v a g e  in den Annales de 1'Ecole Normale, t. XI 
und M i t t a g -  L e f f l e r  i n  den Comptes rendus, 1889, pag. 637 - 639.) 

Die Gleichung 17) - nach Herrn F u c h s  die au€ den Nullpunkt bc- 
zügliche Fundamentalgleichung - besitzt n Wurzeln m l ,  w 2  y . . on; einer 
jeden derselben o k  entspricht aus dem Glaichungssystcmc 16)  ein Werth 
 CI^, CÏR,  ..., c,,k fiir die Constanten c l ,  c, ,  ..., c,, durch dcssen Substitu- 
tion in 12) eine Losung des Gleichungssystems 2) erhalten wird. Die a3f 
diese Weise erlangten IÛ Losungen sind unter einander linear unabhiingig. 

Die Porm dieser Losungen in der Umgebiing des Nullpunktes iut be- 
kanntlicli davon a h h k g i g ,  ob die Wurzeln w,, .. ., w, von eiiiauder ver- 
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schieden sind oder nicht. I m  Allgemeinen içt dieselbe die eingangs an- 
gegebene : 

18) xrk 1 cp," + mi\ b g x  + + mil, log"!, 

wo die cpik  eindeutig in der Umgebung des Nullpunktes sind und rk einen 
1 

der unendlich vielen Werthe von .log wk beaeichnet. 
2x2 

Sind w,, .. , w, nicht siimmtlich von einander verschieden, so ldsst 
sich das in Rede stehende Fundamentalsystem aus Gruppen von LOsungen 
zusammenbetzen , die den verschiedenen Wuraelu entsprechen. 

Sei w, eine von den letztereo, so karin man, wie Herr S a u v a g e  riach 
dem Vorgange des Herrn H a m  b u  r g e  r gezeigt hat (siehe die Annales de 
I'Ecole Normale, t. S I  und C r e l l e ' s  Journal,  Bd. 76) ,  die dieser eritspre- 
chende LOsungsgruppe in Cntergruppen zerlegen , in  deren jeder sein wird : 

wo v = log% gesetzt ist und 
2 x i  

eine ganze Function rn - lten Grades von v bczeichnet, deren Coefficienten 
..... Aio , Ai i Ai,,-, in Reihen nach ganzen positiven und negativen Po- 

tenzen von x entwickelbar sind. df ;  (o) bceeichnet die Differenz f i  (a +1) - f i  (v) 
und dx fi ( v )  die Differenz ata' Ordnung von f i  ( v )  mit dem Zuwachsc 1. 

Die Elemente Ui,,  Ui ,,-, ,..., U, einer solchen Gruppe 19) sind dem 
Früheren xufolge als lineare homogene Functionen der Elemente des Fun- 
damentalsyatems 13) mit constanten Coefficienten ausdrückbar. Zur Be- 
stimmung dieser letzteren dienen im Allgemeinen die Gleichungen 16). In 
diesen ist mindeutens eine Gleichurig eine Folge der übrigen. 1st die An- 
zahl der Gleichungen, die eine Folge der anderen sind, v ,  und v <  p, wenn 
p den Grad der Vielf'achheit der Wurzel w, bezeichnet, so treten eu den 
Gleichungen 16) noch die folgenden hinzu: 

Sind in 16') v' eine Folge der anderen und v + v'< p ,  so ergiebt sich zu 
16) und 16') dau weitere Gleicliungssystern: 
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u. s. W. Verrnittelst der aus den Gleichungssystemen 16), 16'),  16") u. S. W. 
I I I  ableitbaren Coefficientensysteme c, , . . . , c,; c',+~, . . . , r ,,; c .+W.+ 1 ,  . . . , c", 

LI. S. w. sind die erwahnten Relationen von der Form : 

. . . . . . , . . .  . . . . .  
wo die yik die durch die Gleichung 13) gegebeneu Wertlie habeu. 

Aus den vorhergehenden Betrachtungen folgt, dass sich in jedem Falle 
die Elemente einer für die U~rigebuiig des siogiiltiren Punktes x = 0 gel- 
tenden Losung des Gleichungùsystems 1) als lineare homogene Functionen 
der Elemente des Fundamentalsysterns 13), das fiir einen nicht singularen, 
dieser Umgebung angehorigen Punkt x, giltig is t ,  mit. constanten Coeffi- 
cienten ausdrücken lassen, deren Verhaltnisse entweder durch das Gleich- 
ungssgstem 16)  allein, oder durch dieses und die analoçen 16'), 16") u. S. W. 

bestimmbar sind. Gerade hierauf beruht die Moglichkeit, die eindeutigen 
Functionen q:k, rph, . . . , <P:k in l a ) ,  beziehungsweise die A i o r  d i i l  ..., A ,,,- 1 

in 20) in Reihen nach ganzen positiven und negativen Potenzen von x zn 
entwickeln. 

Um diese Entwickelung a n  den Functionen der Gruppe 19) durchzu- 
führen, sei bemerkt, dass An'-' fi (o) von der Form ist : k A i , , , - 1 ,  wo k 
sine numerische Constante, und daher : 

U .  - k x T o m -  
z t  - ' A i , m - 1 .  

Dem Obigen zufolge ist:  

U .  i 1  - - C l M i 1  ' + ; p ~ i 2  +"'+c'nui,ti i =  1, ..., IZ 

wo u, , ,  ..., ui, die Elemente des Fundamentalsystems 13) und cf,, ..., c', 
Constante sind, die als beliannt angesehen werden konnen. Es ist daher 

bekannt. Da Ai,,,,l eine eindeutige Function is t ,  so lasst sich dieselbe 
nach der Formel von L a u r e n t  durch eine Reihe von der Form aus- 
drücken : + w  

22) Ai,--, =x q ' x X 1  i =  1, ..., f i  
- 31 

deren Coefficienten bestimmt werdcn durch (siehe H a m  b u  r g e  r , C r  e 11 e's 
Joiirnal, Bd. 83 S. 192): 

Rrsetat, man in dieser letzteren Formel Ai, ,-  1 durch seinen Werth aus 21), 
so liefert die Gleichung 22)  die verlangte Entwickelung von Ai ,m- ,  in der 
Umgebung des Nullpunktea nach positivcn und negativen Potenzen von z. 

Die Fhtwickelnng von goschieht jetzt auf folgende Weise: Das 

vorletzte Element der Griippe 19) : 
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25 Ueber die Darstellung der Losungen etc. 
-_I_I-""_--__V-I___Y--"-- - X-I_^_-,_^LIIII~---~-~----- --. 

ui2 = 2' ~ , ~ - ~ d ~ - Z f i  (y) 

lasst sich durch die Element,e u,i des Fundamentalsystems 13) in der Form 
aiisdriickcn : 

23) Ui2 = C ~ ~ U , I  + C ~ ~ Z C ~ Z  + m . . +  c , ~ u ~ ~ ,  i =  1, ..., n 

wo die Constanten cl: ..., en2 ais bekannt anzusehen sind. Nnn ist 
1 

dm-" f i ( v ) = k , A i , m - 2 + ( k 2 ~ + k 3 ) A i , m - i ,  v = A ~ o ~ x  
2n i  

wo k,, k,, k, numerische Constanten. Daher is t :  

sornit bekannt, sobald Ui2 durch seinen Werth aus 23) ersetzt wird. Die 
so bestimmtc Function Ai, m - 2  kann nunmehr, da dieselbe eindeutig ist, 
vermittelst der L a u r e  n t'schen Formel in  eiiie Reihe nach ganzen positiven 
und negativen Potenzen von x entwickelt werdeii. Da 

ui3 = XT W 1 n l - 3  p - 3  L (01 

ist und in dm-" ( v )  nur Ai,,- ,  , Ai,m-2, A i , m - ~  vorkommen, so ist 
unmittelbar zu ersehcn, in welcher Weise die Entwickelung nach ganzen 
positiven und negativen Potenzen von x der eindeutigen Function A;, , _ 3 ,  

dann mit Hilfe dieser von . 4 i 7 , - 4 ,  .. ., Ai0 erfolgt. 

2. 
Die Coefficienten der nach Potenzen von ru entwickelten Fundamental- 

gleichung 17) sind, wie in 1. bemerkt wurde, unabhangig von dem Punkte 
x,,, was nur  moglich is t ,  wenn in jedern derselben die mit Potenzen von xo 
behafteten Glicder sich gegenseitig auf heben. Daraus crgiebt sich einc 
leiehte Berechnung dieser Coefficientcn. Denn da der Punkt x, mit keinem 
der singuliiren Punkte a,, ..., ap zusammenfallt, so ist  a(xo)  von Nul1 
verschieden, deshalb sind die Grossen fit(so) und somit auch die dureh 15) 
definirten lrik für 5 endlich und demgemiiss nach ganzen positiven Potenzen 
von xo entwickelbar. Zur Berechnung der Cocfficientcn in Gleichiing 17) 
wird man also von den ctik, aus denen sie zu~ammengcsetzt sind, und daher 
auch von den r;lk(z,) nur die von x,, freien Glieder beibehalten. Da aber 
naeh Formel 6) in allen nach w = logx genommenen Ableitungen der 
Coefficienten a (eg) . ai 1 (cm), . . . , u i ,  ( e lu ) ,  die zur Bildung der f:- (a,) bei- 
tragen, jedes Glied eine Potenz von zo ent,hiilt, so folgt,  dass diese Ab- 
leitungen für  die in Rede steheride Berechnung niçht in Betracht kornmen 
und dass es geriügt, eur Er~nit te lung der von x,, freieri Glieder in fi"k (x,), 
die mit f?& (O) liezeichnet seien, gemass 10) die folgeudeu Gleicki~irigssysteirie 
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Von Dr. E. G R ~ N F E L D .  29 
-A-A-- --,.,- -A-,-.--,---\--- 

1 dBun - 
O O 

-- % , d u  an? d u z  
- ' + aRn d u ,  

+ - + . O  --; ! d w b n O  d w  o0 d w  d w  

a:, d\ a h  ànu? a:n à2u "u1 -_A+_ - - +.,.+-- L, 
d w Y u "  d w 2  an dw" a' d w B  

d2u 
O d 2 u ,  

d 3 u ,  a:, d 2 u ,  a n 2  2 +_ - -  - dw+n" d w 2 +  +ao  dwz au d w 2  u. s. W., 

d Z  ui d lu .  
wo der Kfirze halbcr ui fiir ( ~ i ) , , ~ ,  -- fur (=;) pschrieùen ist und 

d wl lLlo 

un, a i  die Werthe von a (x,) beziehungsweise aik(x,) sind, wenn nur die 
von z, freien Glieder beibehalten werden. 

1st das Gleichungssystem 1) ein solches, dessen sammtliche Losungen 
iu der Umgebung des Nullpunktes regiiliir sind, so genügt bekanntlich 
(S. S a u v a g e  in den Annales de I'Ecole Normale 1886) der Exponent r von 
xr in dieeen Losungen, unter denen stets eine von der Form 

25) ui = x r ( c ~ + ~ i 1 x + c ~ x 2 + - - - )  i =  1, ..., 1â 
ist , den Gleichungen : 

a,on 
c:+...+ ,cnO=O, 

ain 
26) C ~ + ~ ~ - + ~ C ~ ~ = O ,  

an, 
- ~ ~ ~ + - c g O  + - - a +  

a0 a" 
woraus sich ergiebt : 

a,?, a !J 
27) ~ C , ~ = - C O + ~ ~ O +  a, 2 4, c.O. i =  1, 2,  .... Y& 

a:, 
au l 

Durch die Gleichungen 26) werden demnach TC,', rcZo, ..., r cm0 als lineare 
hornogene Functionen von ~ ~ ~ , r ~ ~ , . . . . ,  c,: in  derselben Weise ausgedrückt, 

du 
wie durch die Gleichungen 24) als Functionen von 

'Y O (uJw,  1 - .  . 7 (un)U>, 
Aus 27)  folgt durch Multiplication mit r: 

Durch das Gleichungssystem 27) erscheinen die Grossen r"O, r2c,0, ..., r2 cmo 

durch r cl0, r c,O, ..., r c,O auf dieselbe Weise ausgedriickt , wie verrnoge 24') 

(B) durch (*) ('5) Aus 27') ergiebt sich ..... 
no d w  0' "" d w  o- 

erner d m  Gleichungssystem : 
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werden, wie vermittelst 24") die 
d2wn . ( -) U. S. W. Hicrnus f'ilgt, dass r'oio, rit,', ..., P c n 0  sich durch 

u 0 d2u d2u d u  cl0, Q, ..., cnn au, clmeibe Weise, wie die (2) , (djn , ..,, 
d d  uk 

ausdrückeii lassen. Dn niin, wcnn hl03 die von x,, freien Glieller iu Be- 
tracht komrnen, sich aus Gleichung lo) ergiebt: 

O)cn,  i = 1 ,  ..., fi ($)7"O=fl,P) Ci +f:,@ c, - ! - . a - +  f i n (  

so ist also auch: 

28) rA c(" = fl, (O) c,' + ~;Z,(O)  c,' Jr S . .  + f n  (O) cno. é = 1, . . . , 
Naçh 15) ist ferner: 

m 
m i ~ ( O ) c ~ ~ f  ai2(O) c % O + . * . + ~ i n ( O )  crO 

=Z' (e $ fl, (O) c,O + f;L (O) c," + . . . + f; (0) cnO / 
O 

Es finden soinit die Cleichungen statt:  

(al1 (O) - e?rni) rl0 + 'Yl2  (O) co2 + - - . + N, n ( O )  en0 = 0 ,  

aZl (O) cl0 + (uZ4 (0) - eZr n i )  c_O + . - + (O) cnO = 0 ,  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . - . .  ' 

mni(0) e l 0 +  u,:!(O) c y O + . - - +  (a ,,,, ( 0 ) - e 2 r n i ) ~ , 0 = 0 ,  

Mit Rücksiclit darauf, dass die Coefficienten der Potenxen von w in 
Gleichung 17) von zo unabhangig sinil, folgt daher ans dieseï und der 
Gleichung 29) die Beziehung: 

30) = e2rnz 

Wie bekwnnt (siehe die Denkschriften der Wiener Akademie, 54. Bd. 
S. 93-104), muss von den Elernenten der Losung 25) mindesiens eines 
zum Exponenten r gehoren , d. h. so beschafi'en sein, dass es ,  mit x-" mul- 
tiplicirt, für x = 0 niçht versohwindet, walirerid die übrigen Eleniente zu 

aus welchen sich ergiebt: 

29) 
( ) -  . f l ln(0)  
. . . . . . . . . . . . . .  

o n l ( 0 )  ... ( ~ , , ( 0 ) - e ~ ~ ~ '  
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Exponenten gehoren konnen, die um v6llig bestimmte ganze Zahlen grtisser 
sind als r. Sind demnach o, ,..., on die Wurzeln der Fundamentalgleich- 
ung 17), die m m  Punkte x = O  in  dem Gleichungssysteni mit ausscliliess- 
lich regularen Losungen: 

31) 
d u .  

x ~ = a i l u , + . - . + a i n u , ,  i= l ,  .... n 
d x 

wo also die aik holomorph, gehort,  so darf von den unendlich vielen, sich 
u m  ganze Zahlen unterscheidenden Werthen, die vermoge 30) jedem, einer 
bestirnmten Wurzel cok entsprechenden, r k  zukommen, nur derjenige genoin- 
men werden, zii welchem mindestens ein Element der entsprechenden Lo-  
Sung als Exponenten gehoren musa, welcher also der aus 26) hervorgehen- 
den Gleichung - der auf den Punkt x= 0 bezüglichen determinirenden 
Fundamentalgleichung - : 

a p. --,- m . .  - 
aO 1 

genügt. 

3. 
Das Gleichnngssystem : 

in welchem die Reihen , welche die Coefficienten von zc,, u2 ,  .... un bilden, 
in der Umgebung des Nullpunktes convergiren, weist in  Rezug auf den 
Zusammenhang zwischen den Grossen r und w dasselbe Verhalten auf, wie 
das Gleichungssystern 31) der vorigen Nummer. Setzt man namlich daselbst 

1 

x='i so verwandelt sich dasselbe in  das folgende: 
t 

In diesem Gleichungssysteme sind die Coefficienten von ul . u2,  ..., U ,  in  
dcr Umgebung von t = O holomorph, dasselbe gehort somit zur Classe der 
Gleichungssysteme 31), welche nur regulare Losungen in dieser Umgebung 
zulassen. Eine von diesen ist unter allen Umstanden von der Form 25) 
der Nr. 2, namlich: 

.. , ..., 3 zci = t e  (ciU + c i l t  + c,"t" .) i =  1, I?. 

wo p eine Wurzel der Gleichung 
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32 Ueber die Darstellung der Losungen etc. 

ist. Bezeichnet w' die Losung der zum Punkte t = O gehorigen Fundamen- 
talgleichung, so ist also nach dem Ergebnisse von Nr. 2: 

5 )  e 2 ~ n i ,  
1 

Ersetzt man in der LGsung 3) t durch - 9  so wird dieselbe: 
x 

Da aber, wenn die Variable t einen geschlossenen Weg um den Pnnk t  
t - O im poeitiven Sinne der Drehung beschreibt, die Variable x den Punkt 
x = m in  demselben Sinne, somit den Punkt  x = 0 in negativer Bichtung 
umkreist, so folgt,  dass, wenn o die Wurzel der zum Punkte x = 0 ge- 

6 i = l ,  ..., n 
wo : 

7 r = - e  
der Gleichung genügt : 

horigen Fundamentalgleichung liezeichnet , 

4') 

ist. h u s  5), 7), 8) folgt daher: 
= eZ~ni 

9 

wo also r so beschaffen ist,  dass von den Coefficienten ci0 (i = 1, . . ., f i )  

mindestens einer von Nul1 verschieden ist. 
Ein Piindameutalsystem von Losungen des Gleichungssystems 2) setzt 

sich, mie bekannt (vergl. meinen Aufsatz in den Denkschriften der Wiener 
Akademie, 54. Bd.) entweder blos aus Elementen der Form 3) zusammen, 
oder aus Elementen dieser Forui und solchen, welche die Gestalt haben: 

a -  . al,  
. . . . . . . . 
a,t ... a,,,,-r 

u i - ~ P { r p ~ ( t ) + ~ ~ ( t ) l ~ g t + . ~ . + ~ ~ ( t ) l o ~ ' t ~ ,  i = 1 ,  ...,A 

wo die Functionen r p i k ( t )  in der Umgebung von t = O eindeutig, endlich 
und ferner so beschaffen sind, dass von den Functionen u,, u, , . . ., un 
mindestens eine zum Exponenten g ,  der eine Wurzel der Gleichung 4) ist, 
gehort. 

1 
Hierauv ergiebt sich, indem - für t substituirt wird, der folgende 

x 
Satz : 

D a s  G l e i c h u n g s s y s t e m  1): 

=o. 

i =  1, ..., n ,  

w e l c h e s  i m  E n d l i c h e n  n u r  d e n  e i n e n  s i n g u l i r e n  P , u n k t  
x=O b e s i t z t  u n d  i n  w e l c h e m  d a h e r  d i e  R e i h e n ,  w e l c h e  d i e  
C o e f f i c i e n t e n  v o n  u , ,  ..., un b i l d e n ,  m i t  A u s n a h m e  v o n  
x=0 i n  d e r  g a n z e n  x - E b e n e  c o n v e r g i r e n ,  l a s s t  a u s s c h l i e s s -  
l i c h  n u r  L o s u n g e n  x u ,  d i e  i n  d e r  U m g e b u n g  v o n  X = E  r e -  
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Von Dr. E. G R ~ N P E L D .  33 
. . . - . .  - - ^ -1.- I.N 

gu l i i r  s i n d ,  d i e  a l s o  e n t w e d e r  d i e  F o r m  6) o d e r  d i e  f o l -  
g e n d e  h a b e n :  

wo  r e i n e  W u r z e l  d e r  G l e i c h u n g  4') i s t  u n d  rp?, ..., rp? e i n -  
d e u t i g e  F u n c t i o n e n  b e z e i c h n e n ,  d i e  i n  d e r  g a n z e n  x - E b e n e ,  
d e n  P u n k t  z=0 a u s g e s c h l o s s e n ,  e n d l i c h  u n d  i i b e r d i e s  s o  
b e s c h a f f e n  s i n d ,  d a s s  v o n  d e n  L o s u n g s e l e m e n t e n  cc,, ..., un 
m i n d e s t e n s  e i n e s  z u m  E x p o n e n t e n  r g e h o r t .  

Der vordehende Satz hat selbstverstandlich auch fur den Fa11 Geltung, 
dass die Reihen: 

b i k  Cnk 
~ i k + ~ + ~ + . . .  k = l ,  ..., n 

nur aus einer endlichen Anaahl von Gliedern bestehen. 1st insbesondere: 

bik = C;k=. . .=  0 ,  
also das Gleichungssystem 1) von der Form: 

wo ail , . . . , ai, Constante, so Iasst sich dasselbe, wie ich in der zuletzt 
citirten Arbeit gezeigt habe, in geschlossener Form integriren. 

Wien,  am 9. Mai 1890. 
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IV. 

Ueber eine algebraische Determinante mit eigenthüm- 
lichem Bildungsgesetz der Elemente. 

Von 

Dr. K. WEIHRATJCH, 
o. I'rof. d. physikal. Qeogr. a. d. Unir .  Dorpat. 

' . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
Man soll G,,, auswerthen, Zur Abktirzung führe ich die Bezeichnung ein 

... 1) ( h , p ) = h ( h - l ) ( h - 2 )  ( h - p + l ) ,  

Bei der theoretischen Untersuchung einer gewissen meteorologischen 
Frage stiess ich auf Determinanten von eigenthtimlicher Gestalt, welche, 
soweit mir die Literatur bekannt is t ,  bisher nicht behandelt worden sind. 
Im Folgenden soll nun Definition und Auswerthung dieser Determinanten 
in kurzer Weise gegeben werden, woran sich dann ein allgemeinerer Sate 

schliesst. 
Man habe eine Determinante G.,, vom Grade n(m+ l ) ,  welche aus 

ra Systemen von je m+ 1 Zeilen bestehe. Die erste Zeile des k t e n  Systems 
enthalte die Potenzen a: von h  = O bis h  = )z(m+ 1 )  - 1; die folgcnden 
m Zeilen bestehen aus den Differentialquotienten der ersten Zeile nach ak 
vom ersten bis aum mten. Ein solches System hat also das Aussehen: 

1, ak, ak2, a k S ,  . . a ,  k ! ) - l  

woraus sehr leicht gefolgert wird, dass 

2 ( h , p ) - i h - 1 , p ) = ~ . ( h - ] , p - l ) .  
ES werde ferner 

3) (h, 0) = 1 
gerechnet, und man hat 

4 (h,  h )  = h !  
5) (h ,  J I )  = O für p > h. 

m 

F a r  den ptan  Uifferentialquotienten von a: nach ak hat  man also 

0, 1 ,  2 a k , 3 a k 2 ,  ..., (n(m+l)- I ) U ; ( ~ + ~ ) - ~ ,  
0, 0, 2, 6 a k ,  ..., ( n ( m + ~ ) - 1 ) ( r , ( m + 1 ) - 2 ) a ~ ( m + 1 ) - s ,  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
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und die zu untersiichende Determinante kann in der Gestalt geschrieben 
werden 

.... 

.... 
k = l , 2 ,  n ,  

7 )  ( n ( m + l ) - l ) ,  
.... p = 0 ,  1, m. 

Hierbei bezieht sich der Index k auf die Folge der Systeme, der Index p 
auf die einzelnen Zeilen der Systeme, der Index h auf die Colonnen der 
Determinante. 

Unter einer T r a n s f o r m a t i o n  n a c h  a, sol1 nun folgender Process 
verstanden werden : 

Jede Colonne, von der letzten bis zur zweiten, werde der Reihe nach 
vermindert iim die mit a, multiplicirte vorhergehende Colonne; die Elemente 
der ersten Zeile werden dadurch gleich Null, mit Ausnahme des ersten, 
welches 1 bleibt. Die Determinante erniedrigt sich daher im Grade um eine 
Einheit, d. h. es beginnt nun h  mit dem Werthe 1 statt  des früheren An- 

Die m Zeilen des ersten Systems haben der Reihe nach die Factoren 
1, 2, ..., m. Die ersten Zeilen der n - 1 tibrigen Systeme haben allgemein 
da3 Element 

9) a:-ai-In,  = ai - l (ak-a , ) .  

fangswerthes Null,  und mit RücksicCt auf 2 )  wird 
q=O,  1, ..., ( m - l ) ,  

Die Determinante hesitzt also auch die Factoren 

1 ( q + l ) ( h - l ,  qla,"- ' -q 
. . . . . . . . . . . . . .  8) G , , ,  = 1 (a. p)a:-p- (h - 1 ,  p) a:-p-l a, 

a,-a,,  a ,-a, ,  .... a, -a , .  
Setzt man : 

k = *  

10) F, =n (a.-ali, 
k = 0  

h =  1, 2, ..., (n[m+l)-11, 
k = 2 ,  3, ...,II, 
p=O, 1, .... m. 

1 (h, p)a:-p- ( h -  1, P)a, ,! ' -~-l  
01 l 

q = 0 ,  1, ..., ( m - l ) ,  h = 1 , 2 ,  ..., ( n [ r n + l ) - l ) ,  
k = 2 , 3  ,..., n ,  p = l , 2  ,..., m. 

so kann statt  8) geschrieben werden 

Wird hier in jedem System vcm zweiten a n  die erste Zeile von der zweiten 
subtrahirt, so lauten die Elemente der umgestalteten zweiten Zeilen, wenn 
der Factor 1 durch 1 .  ( h  - 1, O) ersetzt wird, 

11) G n , , , = m ! F 1 .  

[ h -  1, q ) a , h - l - q  
. . . . . . . . . . . . . .  

a:-' l 
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dass abermals das Product FI herausgehoben werden kann. Dieser Process, 
den ich eine R e d  u c t i o  n nennen d l ,  lasst sich in  entsprechender Weise 
mit den spateren Zeilen wiederholen, wobei die Factoren des Subtrahenden 
entsprechend 3 ,  4 ,  . . . , rn werden mlissen. Werden diese m Reductionen 

unter Berücksichtigung von 2) fUr p = 1. Diese ( n  - 1) zweiten Zeilen 
gestatten daher abermals die Heranshebung der - 1 Factoren des Pro- 
ductes FI ,  und man hat 

vollzogen, so entsteht q=o;  1, . . a 1  ( m - l ) ,  
(h-1, q)aIh-'-9 

h =  1, 2, ..., (m(m+l)- l ) ,  
1 )  , m m 1  (h - 1, p) a:-' - P  k = 2 ,  3, ..., n, 

p=O, 1, ..., m. 

13) G,, , = rn ! F~~ 

(h - 1, y) alh-'-9 
. . . . . . . . . . . . . .  

ai - '  
(h - I l l )  

(hl $4 a:- - (h - 1. p) a:-p-l a, 

wird. Hiermit kann man wieder in derselben Weise verfahren. Macht man 
daher, von Anfang an gerechnet, den Process der Transformationen nach a 
und der Reductionen (m+ 1)  - m a l ,  so geht a, ganz aus der Determinante 
heraus, da  es nach jedem Process in einer Zeile weniger vorkornrnt als 
vorher, und man erhalt schliesslich 

1 7 )  G.,,=m!(m-l)! ... 2! l ! O ! F , ( m + ~ ) ' I ( h - m - l , p ) a h , - m - l - p  1 
k = 2 ,  3, ..., n, h=m-1-1, m-j-2, ..., ( a ( m + l ) - 1 ) ,  p = O ,  1, ..., m 

q=O,  1, a . .  1 (m-1) ,  h =  1, 2 ,  m . . ,  ( n ( m + l ) - l ) ,  
k = 2 ,  3, . . . , m l  p = 2 ,  3, ..., m. 

Subtrahirt man hier die mit 2 multiplicirten zweiten Zeilen aller Systeme, 
vom zweiten an, von den bezliglichen dritten Zeilen, so erkennt man wegen 

14) (hl 2 ) -2 . (h -1 ,  l ) = ( h - 1 ,  2 ) ,  

Unternimmt man hier wieder eine Transformation nach a , ,  so erniedrigt 
sich der Grad der Determinante wieder um eine Einheit,  d. h. es beginnt 
h nun beim Werthe 2. Die rn - 1 Zeilen des ersten Systems gestatten die 
Factoren (m - l)! und die ersten Zeilen der Ubrigen Systeme das Product 
FI herauszuheben, wiihrend na aufeinander folgende Reductionen wieder 
FIm als neuen Factor der Determinante erscheinen lassen, so dass 

oder 
18) G,,, = m!  (na-])! ... 2! 1! O! F,(m+l) l  I(h,p)a/-pl 

16) G , , , = m ! F , m + l . ( m - l ) ! F 1 m + l ~ ~ ~ - ~ ~ ~ -  
(h- 2, q)  alh - ? - q  

(h - 2,  p)  a;-'-p 

g = 0 ,  1, ..., (m-2), h = 2 ,  3, ..., ( n ( m + l ) - l ) ,  
k = 2 , 3 ,  ..., n ,  p = 0 ,  1, ..., na 
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Genau sol  wie G,,, sus den n Elementen a,, az ,  ..., a, aufgebaut 
ist ,  ist  die in  38) stehende Determinante aus den n-1 Elementen as ,  
a,, .. ., a, gebildet, wie man beim Vergleich mit 7) sofort erkennt; be- 
zeichnet man daher dieselbe durch Gn- l,, , so hat  man 

und entsprechend, wenn man als Definitionsgleichnngen einfiihrt 

das System 
G,-l,m=m! (m-l ) !  ... 2! l! O! F2(m+1J'.Gn-2,mi 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . 1  

G2,,=m!(m-l)!  ... 2! 1!O!lin(~fI)'.G1,,. 

Nun ist , wie man sofort findet, G1,, eine Determinante, die sich auf 
das Hauptdiagonalglied reducirt, d. h. 

Berücksichtigt man noch, dass FI ,  I;', , . . . , F,-1 das Product aller 
aus der Reihe a,, a,, .. ., a, zu bildenden ilifferenzen a, - al, ist, wenn 
immer m > k genommen wird, d. h. dass 

k = l , 2 ,  ..., 12, 
23) F, .F  2 . . .  F n - l = d ( a l ,  a,, ..., a,)=IakI 

h=O, 1, ..., (m-1), 

der bekannten Differenzendeterrninante , ist ,  so erhiilt man aus 19)  , 21), 
22) und 23) sogleich als Endergebniss 

24) 
= (m! (na - 1) ! . . . 2 ! l! O!)". ( ~ ( a ,  , a,, . . . , 

Ftlr m= O wird wieder, wie bekannt, 
k = 1 1 2 ,  ..., 12, 

28) G,J,= la:  = d ( a , ,  a,, ..., a,) h=O1 1, ..., (n-1). 
Ich lasse einige einfache Beispiele folgen. 

Ptir n = 2 ,  m =  1 wird 

I L  a,, al2, al3 l 
GÏ,, 

0. 1, 2 % .  3aI2 
1, a,,  a?, aZ3 
O, 1, 2%,  30,' 

= ( a 2 - a y .  
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Ftir fi = 3, rn = 1 wird 

Fiir . n = 2 ,  m = 2  wird 

G3,i = 

1 ,  a,, a," a:, a ,  a,5 

1, a2, aZ2, aZ3, a;, aZ5 
0, 1, Sa,, 3a," 4aZ3, 5a,4 = (ia, - a,) (a, - a,: (a3 - 

1, a,, a:, a?, a,*, as5 

Auf G,,,  lassen sich auch folgende goniometrische Determinanten zu- 
rtickftihren, welche mich zu der ganzen Untersuchung veranlasst haben. 

Es sei 

COSZI;, sinxk, C O S ~ X ~ ,  sin a ~ k ,  . . ., cos (v-1) xk , sin (v-1) xk, cosvzi 26) A - 
0, -sifixk, C O S X ~ ,  -2sin 2 $4, 2 C O S ~ X ~ ,  ..., - (v-1) sin(v-1 j xk, (v-1) cos(v-l)xk, -vsénvfi I l ,  
1, C O S Z ~ ,  sin$,+, C O S ~ X ~ ,  ~ i n z x k ,  ..., COS(V-l)xk, sin(v-l)xk, sinvzt 27) B =  

sinzk, cos xk , -2 s i n 2  xk , 2 cos 2 ~ k  , ... , - (v-l)sin(v-1) xk, (v-1) ws (Y-l)xk, v cos v z ,  

k = l , 2 ,  ..., v, 

so dass also auf jede ungerade Zeile eine gerade folgt, deren Elemente die 
ersten Differentialquotienten der darüberstehenden Elemente sind. Durch 
die gewohnliche Behandlimg , namlich Bildung von A + B i ,  Ersetaung der 
goniometrischen Functionen diirch exponentielle, wobei noch 

28) e z r t  = ak 

gesetzt werden mag,  und durch sich von selbst darbietende Umformungen 
der Determinante gelangt man sehr leicht zu dem Ergebniss 

( - l V .  11, ah, a z ,  ..., 
2% A + B i = w I ~ ~ .  O, 1, 2 a k ,  ..., ( 2 v - l ) a ; v - '  a:'-' 

k = l , 2 ,  ..., v ,  
wo ausserdem 

gesetzt wird. Die in  29) auftretende Determinante ist nichts Anderes, als 

GV,I 1 d. 11. nach 24) 
31) A = B i =  

(- l ) v - '  . i . ( A  (a, , a , ,  . . - , a,))4 
---, 2v-1. ei(2*-:3)a 

Versteht man unter P, das Product des Sinus aller halben Differenzen, 
die sich an der Reihe X,  , x,, . . . , x, bilden lassen, wenn immer die Grosse 
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mit kleinerem Index als Subtrahend genommen wird, so kaun man mit 
Hilfe von 28) in sehr einfacher Weise zeigen, dass 

2. 
Auf die in  1. behandelte Determinante G,,, liisst sich auch noch eine 

andere Determinante von vie1 allgemeinerem Charakter xurückfilhren. 
Es sei oLhJ eine ganae algebraische Function hten Grades von ex., also 

q = h  

35) VAN =z alL zz. 
q = O 

Der pte Differentialquotient dieser Function nach zk werde durch v(k?P be- 
zeichnet , also 

da  (vkh)) 
36) ( h )  - P. 

v k 7 ~ -  ( d ~ k ) P  
D a m  ist 

v ' ~ '  = h !  a h , h ,  
k,  P 

dh) - O für p > h .  
k , P  - 

Es sol1 die Determinante 
k =  1. 2, . . . l  m, 

berechnet werden. Die Anordnung ist wieder so zu verstehen, dass n 
Systeme von je  (m  + 1) Zeilen vorhanden sind, für k = 1, 2, . . ., m ,  dass 
ferner im einzelnen System die Elemente einer folgenden Zeile die Diffe- 
rentialqllotienten der Elemente der vorhergehenden Zeile sind und dass h 
der Index für die Colonnen isi. Denkt man sich in V,,,  .auch die nach 
38) verschwindendep Differentialquotienten mit ihrem Werthe Nul1 als Sum- 
manden hingeschrieben, so stehen in der qten Colonne tiberall q Summanden. 
Wenn man nun die untereinander stehenden Summanden jedesmal als zu- 
sammengehorig betrachtet, so lasst sich Vn,, in  ( m ( m +  l))! neue Deter- 
minantcn W zerspalten, die in jeder Colonne immcr nur eincn Theilsatz 
besitzcn. Unter diesen Dcterminanten W ist cine einzige, W,,,, in  wcl- 
cher s6mmtliche Potenzen von zk, von zkO bis ~ k ( ~ + l ) - ' ,  auftreten. Bci 
allen anderen erscheinen mindestens zwei Colonnen , welche die n h l i c h e n  
Potenzen, etwa akq, enthalten; es seien dies die yte und die ste Colonne. 
Bus diesen Colonnen konnen dann die Factoren und ar-l ,q vor die 
Determinante gesetzt werden, und man erkennt, daas die Determinante 
wegen der Identitat zweier Colonnen versühmindat. Es wird deshalb 

4'4 Vn,m = W n , r n .  
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40 Ueber eine algebraische Determinante etc. Von Dr. K. WEIHRAUCH. 
--------,-- ------ --,-- .-~ - 

Nach dem oben über Wn,, Gesagten ergiebt sich sofort 

Die hier auftretende Determinante ist aber genan G, , ,  für ai = a p ;  man 
erhiilt also schliesslich nach 241 

Do rp a t , 3. December 1889. 
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Kleinere Mittheilungen. 

L Ueber Thetafnnctionen, deren Argumente einem Syetem 
von Drittelperioden gleich eind. 

Setzt man i n  eine Thetafunction für die Argumente ein System halber 
Periodicitatsmoduln mit ungerader Charakteristik ein,  BO verschwindet die- 
selbe. Sol1 aber eine Thetafunction verschwinden, wenu für die Argumente 
ein System von Ih-ittelperioden gesetzt wird, so muss zwischen den Moduln 
eine Beziehung statthaben. Diese Beziehung mag hier ftir den FaIl der 
Thetafunctionen z w e i e r Veranderlichen aufgestellt werden. 

Der zu diesen Punctionen gehorende algebraische Bereich sei ( s ,  a), 
wo s mit s durch die Gleichung 

verbunden ist. Ferner seien u, (s, f i ) ,  u, (s,  a) die iiberall endlichen Normalinte- 
grale des Bereiches, r,, , r,, , T , ~  die Moduln der Thetafunctionen, und zur Ab- 
kiirzung werde 

( ( N s ,  4 ) )  = ((~0 = ( ~ 1  (s, 4 1 u, (s ,  4) 1 

((4 = ( 4 h l s l l  + $ h l r l 2 +  3 9 , ~ ~ ,  + h l ~ o i + + h , ~ 2 2 + $ g p i n ) ,  
((4) = (ah', ' 1 1  + a h 1 ,  T l 2  + f g'1 in, 3h.l 5 1  + +hlZ Se2 + $9;  éa), 
((n")) = ( 3  h"1~ll- i -  h"2 ' 1 2  + $g"l i x , 3 hrfl ~ 2 ,  + 4 tez + 4 i n) , 
((n"'))=(~h"'lrll+fh"',t.l,+l,g"',in, ~h" ' l r , ,+~h" ' , t .2 ,+~g", i . ; )  

gesetzt. Die Charakteristiken 

h' h', - h" hnag - h"', h'", ,.J - b-1 1 [ . ] - , , [ , ,,. ] = [ n y  1 9  1 9  1 9  2 

seien ungerade und ihre Summe sei der Charakteristik 

[O 01 = roi 
gleich. Alsdann ist die Function 

eine dreiwerthige Function von s und a ,  deren dritte Potenz im Bereich 
(s,  c) einwerthig ist. Die Anfangswerthe der u seien so bestimmt, dass in 
jedem Verzweigungspunkte k, , k, , . . . , k ,  ( ( u ) )  einem System halber Perio- 
dicitbtsmoduln mit ungerader Charakteristik gleich is t ,  und zwar mag bez. 
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sein, und die drei iibrigen Verzweigungspunkte m6gen x', x", x"' sein. So 
wird f(s, B) in  den Punkten k", k'" unendlich gross erster Ordnung. Fur 
s = k' aber  wird die Function f unendlich klein erster Ordnung dann und nur 
d a m ,  wenn sich (s, Z) = (a, {) so bestimmen Iasst, dass 

( (u (6, m = ((4) 
wird. I n  diesem Falle ist f S  in der Form enthalten 

a (2 - k') ( f i  - kg') (Z - k'") - s (c- k') (l-  kg') ( 5  - k'") 
f 3  (s, 8) = C(a- k ' )  (Z - k")yZ - k'")" l 

und es muss dieser Ausdruck für (s , s) = (G, 8 )  unendlich klein d r i t t e r 
Ordnung werden, was nicht bei jeder Lage der Verzweigungspunkte mog- 
lich ist. Hierzu ist vielmehr nothig, dass 

uz (B - k ' ) " ~  - k")' (8 -;k")' - s2 ( 5  - k')' ( L  - k")' ( L - k"')2 
oder 

( L  - 2") (t - x") (t - x") (2  - k' ) (s - k") ( E  - k") 
- (c - k') (c - k") ( 5  - k"') (Z - K') (Z - x") (3 - x'") 

für s S d r e i  mal verschwinde. Bildet man die erste und zweite Ableitung 
dieses Ausdruckes, setzt B =  5 ,  so erhalt man zwei Bedingungen, die durch 
geeignete Combination in die Form gebracht werden k6nnen 

1) ryrr,-c,)+syc2r,--c,r,+3cg-3r3:,) 
+ 3 5 ( C , l g -  c3F1) + 2 ( C 3 r 2  - C 9 r 3 ) = 0 ,  

11) 2tS(C,- r,) + 3 L Z ( r 2 -  Cg) + 5(3C3- 3  rS+ c,r,- C,r,) 
+ c,r, - c, r;=o, 

wenn zur Abkiirzung 

kV+ k"+ %"= Cl , kp kr'+ kJ' k'" + kit' k' = C2 , k' k" k"' = C3 , 
X*p= FI , XpX'f+ XerXI I f+ X*,fX, = r2, XrXt*i-- - I j  

gesetzt wird. Die Resultante dieser beiden in den einzelnen Verzweigungs- 
punkten linearen Gleichungen, die wir mit 

R((O))  
bezeichnen, ist eine ganze Function sechsten Grades in jedem Verzweigungs- 
punkte und ist in  k'k"k'" und in x'x"x"' symmetrisch, und andert sich 
nicht,  wenn man die k durchgehend mit den x vertauscht. Hieraus folgt von 
selbst, dass es gleichgiltig i s t ,  welche ungera.de Charakteristik man für x' 
nimmt. 1st R ( ( 0 ) )  = O ,  so ist 5 eindeutig bestimmt , für G aber ergeben 
sich zwei Werthe; die Summe der Drittelsysteme ((w)), die diesen beiden 

/ Werthen entsprechen, ist  congruent ((O)). 
E s  is t  demnach leicht, die Bedingung zu finden, unter welcher irgend 

ein Drittolpcriodensystem eine Thctafunction zum Verschninden bringt,  wenn 
es ftir die Argumente derselben gesetzt wird; welches aber dieses System 
is t ,  des liegt verborgener. Es  giebt 40 Paare solcher Drittelsysteme, wenn 
die Summe der Systome eines Paares congruent ((O)) ist;  sie gehoren zu 
den 40 verschiedenen dreiblattrigen Fliichen vom Geschlecht Eins, mit sechs 
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über k,, k,, k,, k,, k,, k, liegenden einfachen Verzweigungspunkten, welche 
wie die Bunction 

6 =  f ( s , a )  + f ( - s , z )  

verzweigt sind. 1st R((0)) = O ,  so verschwindet 8 i n  dem Verzweigungs- 
punkte k' dieser dreiblattrigen Flache und auch noch in dem darüber liegen- 
den Punkte. 

Lkisst sich ein System von Sechstelperioden in ein System von Drittel- 
perioden und ein System von halben Perioden mit gerader Charakteristik 
zerlegen in ((w +O)), wo a7 das System halber Perioden is t ,  wahrend wieder 

((w)) = ( gh t i i  + 4 % 5 S  + J g l i n ,  ;h l%,  + +h,r,,+-5g,id 
und 

((5)) = ((nl+ n"+ n"')) 
I 11 11, 

ist, wo n ,  n , n ungerade zu Verzweigungspunkten k', k", k"' gehorende 
Charakteristiken sind, und bedeuten x', x", x'" die iibrigen Verzweigungs- 
punkte, so ist die Bedingung dafilr, dass eine Thetafunction 8 ( (w + 6)) 
verschwindet, formel1 dieselbe, als die fiir das Verschwinden von 8 ( ( o ) )  ; 
es bilden nur die Verzweigungspunkte k', k", k"' und x', x", x"' eine andere 
Gruppirung als dort. Man wird diese Bedingung passend mit R ((6)) = 0 
bezeichnen. 

Da8 Product II R ((6)) , in welchem die zehn Factoren den zehn geraden 
Charakteristiken entsprechen, ist eine symmetrische Funct,ion der Verawei- 
gungspunkte k,, k , ,  . . ., k6.  

Nimmt man a n ,  dass die Function 

a = f i s , ~ ) + f ( - ~ , 4 )  
durch eine algebraische Gleichung 

a , ~ ~  t 3a,a + 2a, = O 
gegeben sei, worin a,(a) = a, = (4 - kW) (z - k"') und a,  (2) = a2, a3 (2) = a:, 
ganze Functionen von 4 vom zweiten Grade sind,, mit der Eigenschaft, dass 

a, (a: a, + %3) = 0 
fiir a = k,, k,, . . . , k, wird und ausserdem eine doppelte Wurzel besitzt, 
so gehtirt zu 6 gemass der Definition dieser Function durch Thetafunctionen 
ein ganz bestimmtes System von Drittelrnoduln ((o)). Sol1 nun 8 ( ( w ) )  

verschwinden, so muss jeder Werth von 1 für  z = k' Null werden, woraus 
folgt , dass as ein vollsthdiges Quadrat sein und für z = k' verschwinden 
muss, was zwei Bedingungen ergiebt. 

Lassen wir nun von allgemeiner Lage her die k so variiren, dasv 
a, (k') = O wird, so muss auch a2(k f )  = O sein, weil k' ein Verzweigungs- 
punkt des Bereiches (6, e) ist. Der Ausdruck 

(ao ( a )  a,"4 + aL3 (2 ) )  : (z - 7 ~ ' ) ~  (z - K ' )  (a - x") (z - x"') 

ist linear in  4 ,  und gleich Null gesetzt, muss er in einem Verzweigungs- 
punkte verschwinden, und zwar nochmals in k', weil sonst die zu (6, E) 
gehorende Fliiche vier einfache und zwei doppelte Windungspunkte erhielte, 
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44 Kleinere Mittheilungen. 
_^ _l_;___^_X__.._^^^^~^^^^_^^_x^^ - ^  ^ ,---- 

und es muss deshalb as (a) fur  5 -  k' unendlich klein zweiter Ordnung 
werden, so dass die eine Bedingung a, (k') = O fur  das Verschwinden von 
8 ( (CU))  ausreicht , wenn man den Fa11 ausschliesst , dass Verzweigungspunkte 
zusammenfallen. J. TEOMAE. 

IL Licht und Elektricitat. 
(Hierzu Taf. II.) 

Nachdem kurz vorher in einem Artikel der Kolnischen Zeitung die in 
jungster Zeit vielbesprochenen Versuche des Prof. H e r t z  i n  Bonn als eine 
neue und grosse Errungenschaft und als ein schlagender Beweis daftir ge- 
feiert worden war, dass , , L i c h t  u n d  E l e k t r i c i t a t  i d e n t i s c h "  seien, 
ist in  der Bohemia vom 15. Januar d. J. darauf hingewieeen worden, dass 
Prof. K. W. Z e n g e r  in Prag dies bereits 1883 ausgesprochen und auch 
veroffentlicht habe, und es hat sich dann daselbst in  Anlehnung an einen 
Aufsatz von K. E. L i e s e g a n g  in der Centralzeitung fiir Optik der un- 
genannte Verfasser eingehend tiber den Satz verbreitet: ,,Das Auge ein 
elektrisches Organ.u Hier m6ge auf die erstere Andeutung etwas naher 
eingegangen werden. 

Allerdings habe ich in meinem Ende 1885 bei Hartleben in Rien  
erschienenen Werke: ,,Die Meteorologie der Sonne und ihres SystemsU es 
bereite ausgesprochen und auch den Nachweis dafür erbracht, dass die 
Grundform der Energie die Elektricitat sei, und dass aus ihr sich alle an- 
deren Formen durch Abanderung der Art  der Bewegung ableiten. Auf 
S. 231 dieses Werkes - das leider bisher vie1 zu wenig beachtet worden 
ist - habe ich ganz klar und bestimmt gesagt: 

, A h  Resumb alles Vorausgegangenen lasst sich kurz aussprechen, dass 
alle meteorologischen Erscheinungen, alle endogenen Storungen, sowie die 
Bewegungen im Sonnensysteme, die Erscheinungen der allgemeinen Attrac- 
tion,* der elektrischen und magnetischen Kraftaussernng auf eine einzige 
Urkraft sich zuruckfdhren lassen, die ebenso in der Sonne, wie im klein- 
sten Theilchen des ungeheuern Sonnensystems ihreu Sitz hat ,  und deren 
Energie , nach denselben allgemeinen Grundgesetzen wirkend , ihre Wirkung 
nur  in verschiedenenFormen gussert, a l s  e l e k t r i s c h e  u n d  m a g n e t i s c h e  
K r a f t ,  v o n  d e r  a l l e  t i b r i g e n  F o r m e n  d e r i v i r t  w e r d e n  k o n n e n ,  
s e i e n  e s  e l a s t i s c h e ,  S c h a l l - ,  L i c h t -  o d e r  W t i r m e w i r k u n g e n ,  
o d e r  G r a v i t a t i o n s w i r k u n g e n . ' '  

* Vergl. auch Comptes rendue vom 2. Sept. 1889, Bd. 109 S. 404; daraus in 
Beiblitter, 1889 Nr. 12, in La Lumière glectrique, Bd. 33 S. 643 u. s. W. - Es eei 
sugleich euf meine früheren Mittheiliingen verwandten Inhalts in den Comptes 
rendus 1883, Bd. 96 S. 110; Bd. 102 S. 985; Bd. 103 S. 738; Bd. 104 S. 959, 1556 
und 1638; Bd. 106 S. 439 hingewiesen, sowie auf die jüngste vom 27. Januar 1890, 
Bd. 110 S. 205. 
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In  der That habe ich (auf S. 1 6 0  bis 168) a n  der gleichzeitigen Er-  
scheinung und dem ganzen Verlaufe gewaltiger Protuberanzerscheinungen 
von ausserordentlicher Dauer den 6. und 7. September 1871 vom T a c c h i n i -  
schen Nordlichtstypus einerseits und auf der andern Seite eines der glan- 
zendsten Nordlichter, welche je in  Schweden beobachtet worden aind,  eines 
Nordlichtes, das ebenfalls zwei Tage dauerte, gezeigt, dass alle Phasen der 
Sonnenvorghge gleichsam en miniature in der irdischen Nordlichterschei- 
nung wiedergegeben wurden, und dass sich, wie bei dieser, drei scharf go- 
schiedene Phasen zeigten, aus deren nahezu gleichen Zeitintervallen für die 
Sonnenerscheinung und fur  die irdische Erscheinung (S. 160 -165) die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der elektrischen Sonnenradiation von mir  zu 
4683 Kilometer in der Secunde bestimmt wurde. 

Die Comptes rendus vom 13. Januar  1890 (Bd. 1 1 0  S. 72) veroffent- 
lichen genaue Wiederholungen und Erweiterungen der H e r t z  'schen Ver- 
snche von E. S a r a s i n  und L. d e  l a  R i v e ,  welche klarlegen, dass die 
elektrische Radiation n i  c h t i d e  n t  i s c h sein kenne mit der Lichtstrahlung, 
da beide ftir die Lichtstrahlung wichtige Merkmale fehlen, die Constanz 
sowohl der Wellenlange, wie der Fortpflanzungsgeschwindigkeit; auch C o r  n u  
(ebenda S. 7 5 ;  vergl. auch Lumihre Électrique, Ed. 35 S. 337) schliesst sich 
der Anschauung a n ,  dass die Ergebnisse der Versuche von S a r a s i n  und 
d e  1 a R i v e  nicht vereinbar sind mit der von H e r t z  gemachten Annahme, 
dass die von ihm als periodisch angenommenen Erschtitterungen - hervor- 
gebracht durch den Funken des Unterbrechungsapparates der Inductorspule 
- auch im indicirten Leitungsdrahte periodische hervorrufen , welche von 
einer unveranderlichen, blos vom Unterbrechungsapparate abhhgigen  Periode 
sind. Sowohl die Wellenlange I r ,  als auch die Schwingungsdauer T wurden 
von S a r a  s i n  und d e  la  R i v e  als vom Resonator abhangig , also als ver- 
hderl ich befunden; da  eine veranderliche Fortpflanzungsgeschwindigkeit (7 )  
der Induction in dem Drahte, welche H e r t z  nach der fiir die Wellenlange 
des Lichtes giltigen Gleichung A =  V T  berechnet und welche der (unter 
Umstanden mit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes identischen) 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit einer elektrischen Welle entspricht, nicht zu- 
gegeben werden kann,  so ist  auch die elektrische und die Lichtentwickelung 
n i c h t  i d e n t i s c h .  

Dass dem so sei,  habe ich an einem merkwtirdigen Blitzschlage in  
einen Spiegel gezeigt (vergl. Comptes rendus, Bd. 109 S. 295). Dieser 
Blitzscblag traf im Ju l i  1889 in der Wohnung des Directors der Fabrik 
chemischer Producte i n  Wolfsschlinge bei Aussig einen 5 mm dicken Spiegel, 
dessen Rückseite versilbert war. Der Spiegel wurde nicht blos zertrümmert, 
sondern auch vielfach durchlochert und das Glas aus den conischen, unten 
bis 3 mm weiten Durchbohrungen in geschmolzenem Zustande weggeblasen, 
nicht ohne dass an der Wand derselben feine Fiiden von geschmolzenem 
Glase hangen blieben, welche die Innenwand mit helikoidalen Windnngen 
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auskleideten. Die Photographie dieser Durchbohrungen zeigt dies deutlich. 
E s  befand sich also das geschmolzene Glas in einer dergestaltigen Bewegung 
und diese W i r b e l  b e w e g u n  g hat  die schneckenfhmige Spur hinterlassen. 
1st nun die von L o  d g e  mit raucherftillter Luft gemachte Beobachtung 
durch diese vom Blitze hinterlassene Spur bestatigt, so muss man wohl 
annehmen, dass die elektrische Entladung nicht aus Wellenbewegungen be- 
s teht ,  sondern aus Wirbelbewegungen, bei denen dann von einer Periode, 
wie bei den Wellenbewegungen, keine Rede sein kann; wohl aber gilt fur 
diese das Gesetz der geradlinigen Fortpflanzung der Wirbel im isotropen 
Medium und das Gesetz der Quadrate der Entfernungen, wie W e y h e r  in 
seinem kürzlich erschienenen Werke: Les tourbillons, Paris 1889, Gauthier 
Villars, nachgewiesen hat. Trifft der Wirbel auf ein anderes Mittel, so 

wird er abgelenkt, kann reaectirt und gebrochen werden, is t  aber trotzdem 
keine Wellenbewegung, sondern hleibt auch dann eine fortschreitende Wirbel- 
bewegung. 

Die Sonneninduction hat mich gleichfalls zu einer ganz andern, etwa 
der Fortpflanzungsgeschwindigkeit des elektrischen Stromes in Unterseekabeln 
gleichkommcnden Portpflanzung der elektrischen Sonnenradiation im Pla- 
netenraame geführt, und dies widerspricht der Identitgt der Lichtradiation 
und der elektrischen Radiation und schliesst die Identitiit von Licht und 
Elektricitiit aus. Wohl aber kann der Eintritt der Elebtricitijtsradiation in 
die ErdatmosphLre eine Modification durch das Dielektricum - die Luft - 
zu Wege bringen, welche die elektrische Bewegungsform in die Wellen- 
bewegung des Licbtes überführt,  cin Gedanke, der schon 1874 von Max- 
w e l l  in  seiner rnagnetischen Lichttheorie gründlich ausgeführt worden ist. 
Die einzigen Geschwindigkeiten, welche sich der von mir flir die elektrische 
Sonnenradiation gefundenen (4683 km in der Secunde) nahern, sind einer- 
seitv die 4000 km betragende Geschwindigkeit der Elektricitiit im untersee- 
ischen Eabel,  und andererseits die 11690 km - also etwa dreimal soviel 
- betragende Geschwindigkeit des galvanischen Stromes im Telegraphen- 
drahte , wahrend das Licht bekanntlich eine Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
von 300000 km in der Seeunde zeigt. 

Ausserdem habe ich fcrner noch,  unter Wiederholung der bereits be- 
rührten Versuche von L O d g e  , den experimentellen Beweis d a f k  erbracht, 
dass auch im luftverdtinnten Raume durch elektrische Entladungen W i r b e l -  
b e w e g u n g e n und Condcnsationcn von Staubchen und Dampf blaschen erzeugt 
werden, und ich habe hieraus die Art  der Uebertragung der elektrischen 
Sonnenradiation durch den mit meteoritischen und kosmischen Theilen er- 
füllten Planetenraum klarzustellen versucht. Uebrigens beschaftigen sicb 
u. A. schon zwei Artikel, welche Dr. E. Z e t z  S C  h e in der Zeitvchrift fiir 
Mathematik u. Physik (Jahrg. 3 S. 365 und Jahrg.  4 S. 131; Leipzig 1838 
und 1859) unter dem Titel: ,,Die Eletricitatslehre vom Standpunkte der 
Undulationstheorieu veroffentlicht hat , mit dem Gedanken von dem allmiiligen 
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Uebergange von der Wellenbewegung schwererer Fltissigkeiten zu jener des 
Lichtathers, zu den Wlirmeschwingungen, zu jenen Bewegungen, die wir 
Elektricitiit und Magnetismus nennen; auch enthalten diese beiden Artikel 
zahlreiche Hinweise auf iiltere verwandte Versuche und Auffassungen, und 
auf S. 152 wird namentlich bereits ausgesprochen, dass die oft a n  Blitz- 
ableitern, bez. an vom Rlitxe getroffenen Telegraphenstangen beobachteten 
spiralf6rrnigen Drehungen und Splitterungen auf die Beschaffenheit der elek- 
trischen Schwingungen hindeuten mtîssten. 

Was indessen von Prof. H e r t z  zweifellov geleistet worden is t ,  und 
was sein volles, ungeschmiilertes Vcrdienst ist und bleiben wird, des ist 
der durch Laboratoriumsversuche erbrachte Beweis für die Existenz strah- 
lender Elektricitiit, und dadurch is t  der von mir aus kosmischen Erschei- 
nungen - aus der. Gleichzcitigkeit zweier grossartiger Naturerscheinungen 
und aus ihrem gleichartigen Verlaufe in  gleichen Zeitintervallen - abgeleitete 
Causalnexus in ein neues klares Licht gesetzt worden, etwa so ,  wie die 
Bestimmungen der Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes durch R 6 r n e r  
und B r  a d 1 e y sus  astronomischen Erscheinungen in den sch6nen Labora- 
toriumsexperimenten F i  z e a u ' s  und spater F o u  c a u l  t 's  und C o r n u ' s  ihre 
glanzcnde Besthtigung fanden. 

Die Mange1 der Versuchsrnethode des Prof. H e r t z  liegen in der Natur 
der Sache. Es wird namentlich die Bestimmung der Portpflanzung der elek- 
trischen Radiation eines Inductoriums auf geringe Entfernungen hin mit 
denselben ungeheuren Schwierigkeiten zu kampfen haben, auf welche jene 
der Lichtfortpflanxung gestossen is t ,  und es würde sich empfehlen, dass 
Mcteorologen und Astronomen die Protuberanzerscheinnngen vom Typus des 
Nordlichtes bei der nun neu beginnendeu Activit?itsperiode der Sonne, sowie 
die Nordlichterscheinungen systematisch zu dem Zwecke heobachten mochten, 
um - wie ich es früher gethan habe - ihre Gleichzeitigkeit, ihren ana- 
logen Verlauf und die Zeitintervalle ihrer unterschiedlichen Phasen zu be- 
stirnmen und um d a m  daraus genaue Werthe der Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit der elektrischen Radiation* abzuleiten. 

Es sei hier ferner noch erwahnt, dass es mir gelungen i s t ,  durch die 
Bewegungen einer rotirenden Kugel, welche in einem magnetischen Felde 
unsymmetrisch zu den beiden Polen eines Elektromagnetes an einem elasti- 
schen, tordirten Faden aufgehhpt  war (vergl. Comptes rendus, Bd. 109 
S. 402), alle-Bewegungen eines Pleneten in elliptischer Bahn nachzuahmen, 
die Constanz der grossen Axe und der Rotationsgeschwindigkeit der Pla- 
netenkugeln aus den elektrodynamischen Gesetzen abzuleiten** und durch 

* Es mag übrigens hier auf die Beobachtungen T. A.[Pleming's über mo- 
leculare Radiation an Glühlampen hingewiesen :werden; vergl. Philosophical 
Xagazine, 1883, S. 48; D i n  g le r ' s  Journal, Bd. 250 S. 329. 

** Ganz neuerdings hat Aehnliches auch T i s s e r a n d  versucht, vergl. Comptes 
rendus vorn 17. Febriiar 1890, Bd. 110 S. 313; sein Versuch, das Gravitationsgesetz 
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HinzufUgung eines dritten Elektromagnetes die StErungserscheinungen, die 
Gesetze der Einwirkung dreier K6rper graphisch darzustellen , indem ich 
einen feinen elastischen Stiel am Ende der Kugel befestigte, welcher die 
Bahnbewegung auf einer bcrussten Glasplatte mit einer Feinheit aufschrieb, 
welche die Mevsung der Aenderungen des Radius vectors der Bahn unter 
dem Einflusse des dritten Magnetpoles ermoglichte. 

D a  die Potentiale der drei Pole gemessen werden k6nnen und ihre 
Abstande ebenfalls, so sind alle Daten zum Vergleiche mit der Theorie 
gegeben. 

Endlich habe ich auch die am Faden bangende Kugel aus Kupfer durch 
eine rasch rotirende Drehscheibe aus Bronze ersetzt, welche mit ihrer Axe 
auf die Oberflache einer siebenz6lligen Concavlinse von 35 Zoll Krümmungs. 
radius gestellt wurde; die berusste Glasfiache zeigt dann nicht nur die ellip- 
tische Planetenbahn, sondern auch die unter den Namen Pracession und 
Nutation bekannten Storungen der Rotationsaxe (durch auf die Bahncurve 
aufgezeichnete elliptische Epicykloiden von grosser Feinheit) dargestellt. So 
gelang es ,  alle Bewegungen der Erdaxe im Raume, sowohl des Umlaufes, 
wie der Pracession und Nutation derselben graphisch darzustellen und nach- 
zuahmen. 

Fig. 1 zeigt den von mir benutzten Apparat. A,  B ist  ein Elektro- 
magnet mit vollem Eisenkern, der auf einer Eisenschiene D steht. Von der 
Mitte der Schiene D geht normal zu derselben eine zweita Eisenvchiene F 
aus, und in einem Schlitze dieser zweiten Scbiene lasst sich der bewegliche 
stabformige Elektromagnet C verschieben. Die Polenden der drei Rollen 
A ,  B ,  C bilden somit bestlndig ein gleichschenkliges, bez. gleichseitiges 
Dreieck. Der Betrag, um welchen eine Verschiebung von C gegen A und B 
m6glich is t ,  und die gegenseitige Lage der Pole bei den beiden Grenzlagen 
von C ist aus Fig. 2 zu erkennen. Der  Elektromagnet C besitzt als Kern 
ein EisendrahtbUndel, damit bei gleicher Drahtbewickelung durch denselben 
Strom ein hoheres magnetisches Potential erzielt werde. 

Die hohle Kupferkugel E is t  in  der Verliingerung der Rotationsaxe mit 
einer Borste versehen; durch die Torsion des Fadens 8, woran aie hangt, 
wird ihr eine Drehbewegung ertheilt. Bei unipolarer Induction hangt die 
Kugel E tiber dem Elektromagnet C, nahe an der Axe desselben, jedoch 
nicht ganz in dieser; bei bipolarer und tripolarer Induction wird die Kugel X 
iiber den Pol A oder B gehiingt, wiederum etwas seitwlirts .von der Axe. 
Will man eine bipolare Induction auf K ausuben, so sendet man den Strorn 
blov durch A und B, fur  tripolare Induction dagegen durch alle drei Elek- 

durch die Gesetze von G ausa und Weber zu ersetzen, erbringt eine Bestatignng 
meiner elektrodynamischen Theorie und würde dies noch vo!lstandiger thun, wenn 
T i s s e r a n d  die Rechnung etwas anders durchgeführt batte und wenn er anstatt 
300000 km den von mir gefundenen, hier bereite erwahriten Werth (4683 km) der 
Geschwindigkeit der elektriechea Sonnenradiation eingeestet batte- 
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tromagnete. Die unteren Pole der drei Elektromagnete sind durch die 
Schienen D und F aus weichem Eisen neutralisirt. 

Mittels des Stromwcnders W kann die Richtung des Stromes in der 
Spule des Elektromagnetes C umgekehrt werden. WLhrend man so das 
Vorzeichen der Wirkung des dritten Poles wechseln kann, vermag man 
durch die Verschiebung des Elektromsgnetes C auf der Schiene P die Po- 
tentiale der drei Pole gleich gross oder verschieden gross zu machen und 
zugleich die Entfernung der Pole von der Kugel E zu vertinderu. 

Die berusste Platte endlich, worauf sich die Bewegungen der Kugel E 
aufzeichnen sollen, iut in Fig. 1 nicht mit gezeichnet. 

Schliesslich füge ich einige der dabei erhaltenen Curven theils in +, 
theils in  + der ursprtinglichen Grosse bei. Fig. 3 zeigt eine kreisformige 
Bahn, welche die sich drehende Kugel bei unipolarer Induction durch 
einem Strom von 120 Volt und 10 Ampere beschrieben hat ;  diesen Strom 
lieferte eine Dynamomaschine. Bei Anwendung entsprechend stërkerer Strome 
wird die Bahn schon etwas elliptisch, weil dann die Eisenschiene nicht 
Ranz ausreicht, um den zweiten Pol zu neutralisiren. 

Fig. 4 und Fig. 5 bieten unter bipolarer Induction von A, B entstan- 
dene Curven. Hier sieht man elliptische Spiralen, welche in eine einhul- 
leude Ellipse iibergehen. I n  Fig. 4 hatte der Strom 15 Amphre bei 120 
Volt, und die Kugelaxe war etwas entfernter von der Axe des cinen Elek- 
trornagnetschenkels eingestellt. In  Fig. 5 wirkte ein Strom von 35 Arnphe 
bei 120 Volt, und zugleich war die Kugelaxe sehr weit von dem einen 
Pole des fixen Elektromagnotes entfernt. 

Tripolare Induction war in  Fig. 6 und 7 vorhanden. I n  Pig. 6 waren 
die drei Pole vom Strome einer Accumulatorbatterie erregt,  der 35 Amphre 
Stirke bcsass bei 20 Volt. A und B waren der Nordpol und der Südpol 
des fixen Elektromagnetes, der Nordpol C des beweglichen war ganz a n  
den fixen herangeschoben. Diese Fignr zeigt die Verschiebung der Knoten 
mit einer festliegend gedachten, die Spiralen durchschneidenden Ebene , wie 
irn Weltall bei Mercur und bei der Mondbahn. Pig. 7 bietet dasselbe unter 
der Wirkung eines Dynamostromes von 25 Ampkre und 120 Volt; die Ciirven 
sind hier keine regelmassig elliptischen Spiralen, sondern mehr oder minder 
ovale Spiralen, zeigen aber, wie in Fig. 6, die Verschiebung der Curveuaxe. 

P r a g ,  Marz 1890. 
- K. W .  ZENQEB. 

III. Ort der Kegelechnittsaehnen, die  von einem gegebenen Pnnkte ans 
nnter iechtem W i n k e l  erscheinen. 

(Hierzu Taf. III.) 

G e g e b e n  s e i  e i n  K e g e l s c h n i t t  G u n d  e i n  b e l i e b i g e r  f e s t e r  
P u n k t  P. E i n  r e c h t e r  W i n k e l  APB. d e s s e n  S c h e n k e l  P A ,  PB 
6 i n  A ,  B t r e f f e n ,  d r e h e  s i c h  u m  s e i n e n  S c h e i t e l  P; s o  w i r d  d i e  

Zeitaohrift f. Methemstik n. l'hyaik XXXVI, 1.  4 
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S e h n e  A B  e i n e n  n e u e n  K e g e l s c h n i t t  6 u m h l i l l e n ,  d e r  P z u m  
Brennpnnkte u n d  d i e  P o l a r e  p v o n  P m i t  B e z i e h u n g  a u f  G a l s  
z u g e h o r i g e  Leitlinie h a t .  D e r  a n d e r e  B r e n n p u n k t  F v o n  (S, i s t  
d e r  S c h n i t t p u n k t  d e s L o t h e s  v o n  P a u f  p m i t  d e m  D u r c h m e ~ s e r  
v o n  G, d e r  d e m  d u r c h  P l a u f e n d e n  D u r c h m e s s e r  g l e i c h  (und  
d e m g e m a s s  e n t g e g e n g e s e t z t  w i e  d i e s e r  g e g e n  d i e  A x e  v o n  6 
g e n e i g t )  i s t .  B e d e u t e t  Q d e n  S c h n i t t p u n k t  v o n  A B  m i t  p l  so 
w i r d  d a s  L o t h  i n  P a u f  P Q  d e n  B e r l i h r u n g s p u n k t  v o n  A B  m i t  (5: 

b e s t i m m e n .  

Beweis für den Fall, dass G e h  Hreis ist. (Fig. 1.) 

Der Mittolpunkt von C3 soi M; dann fiillt hier F mit M zusammen. 
Die anderen Schnittpunkte von A P ,  B P  mit 6 seien Cl D. C D  lauft 
durch Q, ebenso wie sich A D ,  B C  in einem Punkte Q' a u f  p treffen. 
Weiter seien K ,  L die Mitten der Sehnen A B ,  CD, so ist PK= KA= K B  
und PL = L C =  L D. Aber nach einem bekannten Elementarsatze (weil 
A C I B D )  hat man C L = D L = M X ,  A K = B K = M L .  Hieraus fol@ 
P K =  ML, P L =  M E ,  d. h.: PKML ist ein P a r a l l e l o g r a m m .  Hier- 
nach ist L P ( ] ( N E )  1 A B ,  HP ( ! /  X L )  1 C D  ; in Worten : P ist  der 
Hfihenschnittpunkt des Dreieckes Q E L ,  und folglich Q P die dritte H6he 
darin: Q P I  KL. Daraus folgt: L K L M  = L L Q P. Ferner ist  EMLQ 
ein Kreisviereck , x. B. also LEL N =  LE Q Ml demnach LK Q M = LL Q P. 
E s  seien O, R die Schnittpunkte des Lothes in P auf Il mit A B ,  CD; 
dann wird O R  11 EL sein. Bedeuten weiter 0', R', 5-2 die Schnittpunkte von 
O M ,  R M ,  P M  mit KL, so folgt P R  = R H ,  denn Q ist der Mittelpunkt 
des Parallelogramms P K M L ;  daher ist  aber auch OU= O'M und 

7c i1; 
B R ' = R ' X .  Da L 0 K M =  L R L M =  - i s t ,  so mtissen hiernach 

2 2 
O O ' K  und R R ' L  gleichschenklige Dreiccke sein. Daraus zieht man 
L Q O P ( = L  QKO') = L KOO', ebenso L Q R P =  L L R R ' ,  oder in Worten: 
P O  u n d  MO ( e b e n s o  w i e  P R  u n d  H R )  S i n d  e n t g e g e n g e s e t z t  
g l e i c h  g e g e n  A B  g e n e i g t  (1). 

Von hier aus mfigen zwei verschiedene, mit l ) ,  2) bezeichnete Wege 
eingeschlagen werden, um zum Ziele zu gelangen. 

1. Es  sei U der Schnittpunkt von AM mit BP, V der von BM mit 
A P .  Dann ist P U M  V A B  ein vollst~ndiges Vierseit. Nennt man seine 
Diagonalpunkte P M ,  UV; UV, A B ;  A B ,  PM der Reihe nach X, Y, Z, 
so sind einerseits OP,  O N ;  OX, O Z  harmonische Strahlen, von denen 
aber die ersten beiden entgegengesetzt gleich gegen den vierten geneigt sind, 
so dass dieser auf dem dritten senkrecht steht: 0x1  A B .  Andererseits 
sind auch 07, O OU; O X ,  O P  harrnonische Strahlan, von denen die letzten 
zwei (OX, O P  oder OX, A B ) ,  wie eben gezeigt wurde, aufeinander senk- 
recht stehen, woraus folgt, dass die ersten beiden gleiche Winkel mit A B  
bilden : L A 0  V= L BOU. Werden daher die Lothe U U', l' V' auf A B  
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gefiillt, so sind die rechtwinkligen Dreiecke V V'O, U U'O einander tihnlich, 
es ist folglich U U': PV'= O U': OV'; es ist  aber in  den ebenfalls einander 
hhnlichen Dreiecken U 77'8, V V 'B  auch U 17': V V'= A 0': B V'. Aus 
beiden Proportionen ergiebt sich O U': OP'= A 77': BV', woraus weiter folgt 

8 0 :  BO= AU':BV' .  

Nach Construction verhalten sich nun die Strecken AU', B 8' zu ein- 
finder wie die auf AB senkrechten Componenten derjenigen Geschwindig- 
keiten, womit sich augenblicklich die Punkte A ,  B m f  G bewegen würden, 
fdls  der Winkel A P B  sich um P drehte. Nennt man daher diese Ge- 
schwind:gkeitscompopenten zc', v', so ha t  man 

u':v'= 8 0 :  BO,  

d. h.: O i s t  d e r  a u g e n b l i c k l i c h e  D r e h u n g s p u n k t  d e r  S e h n e  
AB (II). 

Aus (1), (II) zusammen folgt sofort der Beweis des aufgestellten Satzes, 
abgesehen von der Behauptung, die sich auf die zu P gehorende Leitlinie 
bezieht. 

2. Hier m6gen folgende drei bekannte S a t ~ e  vorangentellt werden: 
a) I n  jedem Parallelogramme P K M L  ist  die Summe der Seitenqua- 

drate gleich der Summe der Diagonalenquadrate. 
6) Sind AC,  B B  xwei aufeinander senkrechte Kreissehnen, so ist  
1 AB + CD2 (= BD' + BT) = 4 MA', wo M den Mittelp;nkt des Kreises 
bedeutet. 

C) Bewegt sich eine gerade Linie so, dass das Rechteck aus ihren Ab- 
sthnden von zwei festen Punktcn eino unvoranderliche Grosse i s t ,  so hlillt 
sie einen Kegelschnitt e in ,  der die beiden Punkte xu Brennpunkten hat. 

Es seien K', L' die Schnittpunkte von KP, LP mit bez. C D ,  AB. 
Dann wird L'KLX' ein Krcisviereck sein, dessen Mittelpunkt 5-2 ist;  denn 
fillt  man die Lothe REo,  RL ,  au€ A B ,  CD, so musv wegen P R  = RM 
auch L'K,=E,E, und K'L,=L,L sein, mithin R L ' = R K ,  R X f = R L ,  
also wegen R K = R L :  R K = R L ' = R K V = R L .  Nun ist nach a): 

m2 + = 2 WK'+ ML') = 3 (a2 + CD') ((wegen M K = L D  = LC, 
ML = E A = E B) , nach b )  aber 4 (ma+ CD') = 2   FA^ ; hiernach 

m' = 2 .  MX' - MT'( = eonst., wenn sich das Viereck AB CD um P dreht. 
Der Kreis R durch 8, L ,  .Kr, L' k t  also auch unveriinderlich. Deshalb 
ist weiter P L .  PL'= PX. pK'= colast., oder 

MK.PL'= M L . P E f =  const. 

Zufolge e )  ist  damit die Behauptung bewiesen; der B e r i i h r ~ n g s ~ u n k t  O von 
A B  bevtimmt sich dann nach (1). Ebenso is t  d a m  R der Berührungs- 
punkt von CD. 

Dass p die zu P gehorende Leitlinie von 6 ist ,  ergiebt sich augen- 
blicklich. Denn f d l t  man die Lothe 0 O", R R" auf p l  und ist H der 

4* 
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Schnittpunkt von OR mit p l  so sind HP, R O  barmonische Punkte, weil 
p l  QR, Q P, Q O im Vierseite ABCDQ Q' harmonische Strehlen sind, und 
iiberdies ist p l  PH. 

Dass in  Pig. 1 ,  wo O eine Ellipse is t ,  P O  +MO = P R  + M R  ist, 
sieht man sofort, wenn man die Spiegelbilder Ml, M'l von ïü mit Be- 
ziehung auf A B ,  CD zeichnet und bcrticksichtigt, dass L KQH= i LQP ist. 

Beweis des allgemeinen Satzes (Fig. 2). 

Ich begniige mich hier damit, die Richtigkeit des Satzes auf a n a -  
l y t i s c h  e m Wege zu bestiitigen, indem ich folgende zwei Satze als'bekannt 
vorausschicke : 

a) Dreht sich ein rechter Winkel um seinen auf dem Rande eTnes 
Kegelschnittes liegenden festen Scheitel, so wird die Hypotenusensehne sich 
um einen Punkt  auf der Normale im Scheitel drehen. Dieser Drehpunkt 
liegt auch auf d e m  Durchmesser des Kegelschnittes, der dem im Scheitel 
endigenden Durchmesser gleicb (und also entgegengesetzt wie dieser gegen 
die Axe geneigt) kt.* 

5 )  Dreht sich eine Sehne eines Kegelschnittes um einen festen Punkt, 
so beschreibt ihre Mitte einen 5bnlichen, Whnlich liegenden Kegelschnitt, 
der den Mittelpunkt des gegebenen Kegelschnittes und den Drehungspunkt 
zu Gegenpunkten (Endpunkten eines Durchmessers) hat. 

Sind G ,  H die Mitten der aiif einander senkrechten Sehnen APC, 
BPD im gegebenen Kegelschnitte G, so werden bci der Drehung G ,  H 
nach b) einen ahnlichen, Xhnlich liegenden Kegelschnitt B' beschreiben, in 
dem P M  ein Durchmesser ist. Also wird nach a) die Gerade G H  sich 
um einen Punkt 5-2 drehen. Da der Mittelpunkt iK' von B' die Mitte von 
MP ist, so findet man 9 zufolge a) dadurch, dass man M'R entgegen- 
gesetzt wie M'P gegen die Axe von G' oder (was dasselbe ist) von G zieht 
und mit der Kormale PR in P zum Schnitte bringt. Diese Normale von G' 
ist  aber parallel der Normale von B i n  Po, wenn Po das Ende des Durch- 
messers MP in G bedeutet, mithin senkrecht auf der Polare p von P mit 
Bezichung auf G,  denn p ist scnkrecht zur Tangente an G in Po. 1st 
tiberdiev F der Schnittpunkt von P R  mit dem Durchmesser von B, der 
entgegengesetzt wie MP, gegen die Axe geneigt is t  (oder also parallel H'R 
liegt), so wird 9 d i e  M i t t e  v o n  P F  sein, weil M' die Mitte von M P  
i s t  Hieraus folgt : 

c) D i e  V e r b i n d u n g s l i n i e  G B  d o r  M i t t e n  d e r  S e h n e n  AC, BD 
d r e h t  s i c h  u m  e i n e n  P u n k t  R. M a n  e r h i i l t  d i e s e n ,  w e n n  m a n  
d a s  L o t h  v o n  P a n f  p m i t  dem D u r c h m e s s e r  z u m  S c h n i t t e  P 

+ S t e i n e r ,  Ges. W. Bd. II, S. 432. Vergl. einen Beweis dieues Satzes in der 
Zeitschrift f. Mathem. n. Physik, Bd. 33 S. 309. Daselbst ist falschlich S. 332 statt 
432 als die Stelle angegeben, wo sich S t e i n e r ' ~  Bemerkung findet. 
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b r i n g t ,  d e r  e n t g e g e n g e s e t z t  w i e  MP g e g e n  d i e  A x e  g e n e i g t  
i u t ,  u n d  a l s d a n n  PP h a l b i r t .  [Ist 6 eine Parabel, so tritt  selbst- 
verstandlich an Stelle dieses Durchmessers das Spiegelbild des durch P 
gehenden Durchmessers mit Beziehung auf die Parabelaxe.] 

P sei Coordinatenaufang, AC, BD seien die Coordinatenaxen x ,  y ;  
die Gleichung von & sei 

c f x 2 + + y 2 + 2 y x y + 2 s x + 2 ~ y + 1 = 0 .  
Dann ist bekanntlich 

n t - B  

eine Invariaute ftiï die Drehung des Coordinatensystemes. 

Die Punkte A ,  C (y =O) haben die Abscissen: 

die Punkte B ,  D (x = O j  die Ordinaten 

1 
y=-(- 

B E L -  J E B ) ,  

und p hat die Gleichung 
â x + € y + l = O .  

hfolge dessen ist das Loth von P auf  p: 

( 1 )  € x - 6 y = O .  
Die Mitten von AC,. BD sind: 

die Gerade GR- hat die Gleichung: 

Nach c) besitzt daher 52 als Schnittpunkt von (m) mit ( 1 )  die Coordinateu 

und also der Punkt  F [wiedemm nach c)]: 

x cf 
Die Gleichung von AB ist - -t yfl -__ - 1 = 0 oder 

- 6 + / d 2 - a  - E + ( E ' - P  

- 
wenn zur Abktirzung d +_ JL - u = { A  A. und r & p'm = { E. gcsetzt nird. 
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Nach den G1. (3') und ( A B )  ha t  des Loth BK auf AB die Lange 

2 8 A + 2 ~ E - ( a + / ? ~ )  
(a + B )  JKF 

ta- = I  a + !  / '  
andererseits das Loth PL' auf A B  zufolge der G1. ( A B )  

1 
Z'= 

JAZ+ E Y I  
Hiaraus aber ergiebt sich 

1 
k.le= -? = const. 

l f f + B l  
Das Loth FR von F auf A B  bat  die Gleiohung 

das Loth pK' auf CD naeh der Cl. (CD) 

(PE') XE'- y A'= O; 

woraus man nachweist, dass dio drei Geraden A B ,  FE, PE' sich in 
e i n e  m Punkte, namlicb X, schneiden; denn ihre Determinante 

wi rd ,  da AE'-EA'=-2(BE-&A) und AA'+EE'=a+B is t ,  gleich 
Ni111. Es i s t  also E'PK eine gerade Linie, ebenso L'PL, wenn B L I  C D ;  
oder es ist stets PEE'L ein Parallelogramm, so dass KL durch R ,  die 
Mitte von PF, bindurchgeht und die Punkte K, L', K', L sich wegen 
der Unveriinderlichkeit von k.l'= k'.l auf einem festen Kreise um 9 be- 
wegen. [Dass dieser Kreis fest is t ,  I%st sich auch so zeigen: es ist 

- (a + p )  i = const., da auvser or + auch de + ~"nvariant ftir die Drehung 
ist. Daraus folgt aber nach dem Hilfssatze a) S. 11 die Unverhderlichkeit 
von K A ,  da sich leicht direct nachweisen Iasst, dass K L  durch 9 geht]. 
- Die Gleichung kl'= CO&. zeigt [S. c) S. 111, dass A B  (ebenso CD) eineu 
Kegolscbnitt Q umhüllt, dessen Brennpunkte P, F sind. Dass danu 
O P R  l PQ die Berührungspunkte von A B ,  CD bestimmt, folgt daraus, 
dass P K F L  ein Parallelogramm ist  , genau W. S. 10, 11, ebenso , dass p 
die zu P gehorende Leitlinie von 6 ist (S. S. 12). 

Die Berührungspunkte O,, R, von AD, B C  findet man,  inùem mac 

das Loth O, P RI auf PQ'  errichtet. Die Rerührungssehnen OR,  O, R, liegen 
so, dass AC,  B D  ihre Winkelhalbirenden sind. Denn dasselbe gilt von 
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P Q ,  PQ' selbst, da PQ, P Q ' ;  A C ,  B D  hsrmonische Strahlen sind, von 
denen die letzteren zwei auf einander senkrecht stehen. 

Bezeichnet man den Ort der Punkte (Kreis bez. Gerade [Leitlinie bei 
der Parabel]), von denen aus zu einander rechtwinklige Tangenten an 6 
gohen, mit L, so ist 6 eine Ellipse oder Hyperbel, je  nachdem P inner- 
halb 6 oder zwischen G und 53 liegt. Nur wenn 4 eine stumpfwinklige 
Hyperbel is t ,  gilt das Umgekehrte. Befindet sich P auf dem Rande von 63, 
so zerfallt Q i n  P und F; liegt P  auf 8 ,  so wird Q zur Polare von P mit 
Beziehung auf 6 ;  liegt P auf dem iîbrigen Gebiete der Ebene (innerhalb 
bez. ausserhalb R ,  je nachdem G eine Hyperbel oder Ellipse ist), so ist (5; 

imaginlir. 1st CZ eine gleichseitige Hyperbel, so ist unter allen Umstiinden 
6 eine Parabel. 

x2 y2 
1st - + - = 1 die Gleichung von 6 auf die Axen bezogen, und sind 

A B 
f ,  7 die Coordinaten von Pl so sind die van F 

A - B  A - B  
x i = < - 1  y ,= -TIA+B;  

A + B  

liegt dann P (und alvo auch F )  auf der x -Axe ,  so ha t  man 

1st z. B. CZ eine P a r a b  e 1, und wird dabei A = a2 gesetzt, so is t  
B B == 2 &. - = 2 . 8 = 2 - = 2 y gleich dem Parameter von 6, welche 
A a a  a 

Lage auch P auf der Axe habe. 
1st P der Mittelpunkt von 4 ,  so ist  Q ein Kreis, und die Geraden OPR, 

die die Rerfihrungspunkte der Sehnen A B ,  C D  bestimmen, sind senkrecht 
auf diesen; ist  P ein Brennpunkt von (5, so sind die Linien OPR die 
Winkelhalbirenden der Winkel A P B .  

Die Asymptoten von Q findet man,  indem man den Kreis über P R  
als Durchmesser zieht; seine Schnittpunkte mit p hat  man mit 52 zu ver- 
binden. Die Schnittpunkte von mit  0: erhiilt man, wenn man von P  
die Tangcnten an 4 legt ,  die darauf senlrrechten Secanten durch P zieht 
und deren Schnittpunkte mit (5 bestimmt. 

1st 4 ein zerfallender, d. h. aus zwei Geraden best,ehender Kegelschnitt, 
so gelten selbstverstiindlich dieselben Sstze. Dann ist Q ein Kegelschnitt, 
der jede der beiden Geraden b e r  ü h r t. Diese beiden Berlihrungspunkte 
liegen auf dem Lothe, das i n  P auf P M  errichtet ist ,  wenn M den 
Schnittpunkt der beiden Geraden bezeichnet. Q wird aber nach den oben 
gegebenen Siitzen in diesem Falle eine Ellipse oder Uyperbel sein, je nach- 
dem P in einem spitzen oder stumpfen Winkelraume liegt,  dagegen stets 
eine Parabel, wenn die beiden Geraden auf einander senkrecht stehen. 
Dieser Fal l ,  dass G zer fd l t ,  ist auch sehr einfach direct zu behandeln. 
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Dass die Sehnen A B  einen Kegelschnitt mit P als Rrennpunkt ein- 
hüllen, ist bekannt (S. z. B. S a l m  O n - F i e d l e r ,  analyt. Geom. d. K., 5. Aufl., 
S. 743); doch wird durch die Angaben S. 10 der Kegelschnitt vollstiudig 
bestimmt. 

L e i p z i g ,  17. Mai 1890. -- Dr. OTTO RICHTER. 

IV. Einige Stltze tiber die  ranmliche Collineation und  Affinitat, 
welche sich anf  die Krtimmnng von Cnrven und  Flachen beziehen. 

1. Berühren sich zwei Flichen in einem Punkte,  so andert sich das 
Verhaltniss ihrer (G a u s  s 'schen) Krümmungsmaasse in jenem Punkte nicht, 
wenn sie einer beliebigen projectiven Transformation unterworfen werden. 

Nachst dem Satze von G a u s s ,  wonach bei der Biegung einer Flache 
das Krümmungsmaass in jedem einzelnen Punkte unv~rander t  bleibt, ist vor- 
stehender Satz vielleicht der einfachste, der über das Krümmungsmaass aus- 
gesagt werden kann. 

F ü r  die Affiuitat hat man noch etwas dlgemeiner: 
l a .  Berühren zwei Flaclien eine und dieselbe Bbene in zwei ver- 

schiedenen Punkten , so ist allen affincn Transformationen gcgentiber das Ver- 
hiiltniss ihrer Krümmungsmaasse in den Berührungspunkten unverandedich. 

2. Wenn zwei Curven einen Punkt und in demselben die Schmiegungs- 
ebene gcmein habcn, wahrend ihre Tangenten in jenem Punkte verschieden 
gerichtet sein konnen, so wird bei keiner projectiven Transformation jener 
Curven das Verhiiltniss ihrer Torsionen im gemeinsamen Punkte geandert. 

2a. Bei affiner Transformation gentigt es, dass beide Curven eine und 
dieselbe Ebene, wenn auch in zwei verschiedenen Punkten,  osculiren; das 
Verhaltniss der Torsionen in jenen Punkten Sndert sich nicht. 

3. Osculiren sich zwei (raumliche) Curven in einem Punkte und bildet 
man für denselben da8 Verhaltniss ihrer Krümmungen, so h'at eine beliebige 
projective Transformation beider Curven auf den Werth jenes Verhaltnisses 
keinen Einfluss. 

3a.  Wendet man affine Transformation a n ,  so dürfen beide Curven 
anch eine und dieselbe Gerade in zwei v e r s c  h i  e d e n  e n Punkten berühren, 
vorausgesetzt, dass die zu jenen Punkten gehorigen Schmiegungsehenen zu- 
samrnenfallen; das Verhaltniss der Krümmungen in den Bertihrungspunkton 
bleibt ungeiindert. 

4. Da der zu einer Stelle einer Raumcurve gehorige Krümmungsmittel- 
punkt von drei unendlich nahen Curvenpunktec gleich weit absteht und in 
deren Verbindungsebene liegt, so kann, wenn man 'd ie  Curve sowohl als 
die Bahn eines Punktes, wie auch als die Rückkehrcurve der IIüllbahn einer 
Ebene auffasst, als das dualistische Gegenstück zum Krümrnungsmittelpunkte 
diejenige Ebene betrachtet werden, welche mit drei unendlich benachbarten 
Schmiegungsebenen gleiche Winkel einschliesst und durch ihren Schnittpunkt, 
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d. h. den betreffenden Curvenpunkt geht. Diese Ebene, welche auf der 
rectificirenden Geraden (der Axe des Schmiegungskegels) normal is t ,  k6nnte 
etwa die zur fraglichen Curvenstelle gehorige Krümmungsebene genannt 
werden. I h r  Winkel mit der Schmiegungsebene, welcher offenbar dem 
Krümmungshalbmesser dualistisch gegentiber steht, mtige Kr t i  m m u  n g s - 
w i n k e  1 heissen. Es gilt folgcndor Satz: 

Haben zwei Curven in einem gemeinsamen Punkte dieselbe Tangente und 
dieselbe Schmiegungsebene und bezeichnen x und x' ihre Krümmungswinkel 
in jenem Puukte,  so andert sich daa Verhaltniss tang x : tang ngx' bei be- 
ljebiger projectiver Transformation der Curven nicht. 

4s. Bei affiner Transformation bleibt das Verhaltniss taag zgx : tang x' 

auch daun ungeiindert, wenn die Curven wohl eine gemeinsame Tangente 
und Schmiegungsebene, aber mit getrennten Berührungspunkten besitzen 
und x ,  x' ihre Krtimmungswinkel i n  jenen Punkten sind. 

5. Der Kürze wegen sol1 von nun an jeder metrische Ausdruck, welcher 
beim Uebergange von der ursprünglichen Figur zu einer beliebigen ihr projec- 
tiven Figur seinen Werth nicht andert, projectiv unver5nderlich genannt werden. 

Bcrühren sich eino Curve und eine Flache in einem Punkte und fallen 
überdies die Schmiegungsebene der Curve und die Tangentenebene der 
Flache, die zu jenem Punkte gehoren, zusammen, so ist das Product aus 
dcm Krtimmungsmaasse der Flache und dem Quadrate der Torsion dcr Curve 
im fraglichen Punkte projectiv unveranderlich. 

5 a .  Fallt irgend eine Schmiegungsebene einer Curve mit einer beliebigen 
Tangentenebene einer Flache zusammen, so is t ,  auch wenn die beiden Be- 
rüiirungspunkte getrennt liegen , das Product aus dem Krümmungsmaasse 
der Flache und dem Quadrate der Torsion der  Curve, fü r  die betreffenden 
Berührungspunkte gebildet, bezüglich aller affinen Transformationen un- 
veranderlich. 

6. Auf einer Flache (oder auf zwei verschiedenen Flachen) Sind zwei 
beliebige Punkte gewahlt. Bezeichnet man mit E und E' die Krümmungs- 
maasse der Fiache (oder Flachen) in jenen Punkten und mit h bezw. h' die 
Entfernung des ersten bezw. zweiten Punktes von der Tangentenebene im 
zweiten bezw. ersten, so ist 

projectiv unveranderlich. 
( K :  K') ( h  : 

7. Auf einer Curve (oder auf zwei verschieden Curven) hat man zwei 
Punkte, deren zugehorige Schmiegungsebenen zusammenfallen. Sind k und lz 
die Krümmungen in jenen Punkten und bezeichnet h bezw. h' die Ent-  
fernung des ersten bezw. zweiten Punktos von der Tangente im zweiten 
bezw. ersten, so ist 

( k  : k') (h : h'y 
projectiv unveranderlich. 

8. Habeo zwei Curven einen gemeinsamen Punkt  und nennt man x ,  X' 

ihre Rrümmungswinkel in demselben (S. 4), <p bezw. dagegen den Winkel 
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den die Schmiegungsebene der ersten bezw. zweiten Curve mit der Tangenh 
der zweiten bezw. ersten Curve in  jenem Punkte einechliesst, so ist 

(tang x : talzg v.') (sin rp : sin 17')~ 

projectiv unveranderlich. 
9. Sind t und t' die Torsionen in zwei beliebigen Punkten einer Curve 

(oder auch zweier verschiedenen Curven) und bezeichnet man durch h bezw. h' 
die Entfernung des ersten bezw. zweiten Punktes von der Schmiegungsebene 
im zweiten bezw. ersten, so ist 

projectiv unveranderlich. 
( t  : t ') (h : h')" 

A n m e r k u n g  zu 6, 7 ,  8,  9. Bei affiner Transformation bleiben 
die angeführten Ausdrlicke auch dann unveranderlich, wenn man in 6 (7, 9) 
h bezw. h' die Entfernung eines b e l i  e b i g e n  Punktos statt  des ersten bezw. 
zweiten Flachan - (Curven -) Punktes von der Tangentenebene (Tangente, 
Schmiegungsebene) im zweiten bezw. ersten liedeuten lasst, ferner wenn in 
8 statt  eines gemeinsamen Punktes zwei beliebige getrennte Punkte ge- 
nommen werden. 

Wir wollen im Folgenden Punkte mit kleinen lateinischen, Geraden 
mit grossen lateinischen, Ebenen mit kleinen griechischen Buchstaben be- 
zeichnen. Ueberdies mtige (US) die Entfernung des Punktes a von der 
Ebene und mom (AB) das Moment der zu einander windschiefen Geraden 
A und B (das Product nus der kürzesten Entfernung und dem sin des 
Winkels derselben) bedeuten. Es gelten folgende Satze: 

10. Sind K und K' die Krümrnungsmaasse in zwei beliebigen Punkten 
a und a' einer Flache (oder zweier verschicdenen Flachen), a und or' die 
Tangentenebenen der Flache (oder Flachen) in jenen Punkten, x ein be- 
liebiger Punkt  und eine beliebige Ebene, so is t  

( a  8 . (4' 0 ( K :  Kf) (- 
projectiv unveriinderlich. ( ~ a )  

10a. Bei affiner Transformation is t ,  wenn x und x' zwei beliebig an- 
genommene Punkte sind und die librigen Grossen dieselbe Bedeutung haben, 
wie in  10, der Werth des Ausdruckes 

X : K '  

unveranderlich. 
Il. Nennt man k und k' die Kriimmungen in zwei beliebigen Punkten 

a und a' einer Curve (oder zweier verschiedenen Curven), A und A' die 
Tangenten, u und a' die Schmiegungsebencn in jenen Punkten und sind 
ferner z ein baliebiger Punkt ,  5 eine beliebige Ebene und X eine beliebige 
Gerade des Raumes. dann ist 

a' 0 s ( : ) ((x a) : (x a - -- - - - L- -) 
projectiv unveranderlich. 

( _ 0 ( r l X )  ' mom ( A ' X )  
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l l a .  Bei affiner Transformation bleibt auch 
( X  a )  : (x a') 

(' : '') (mom ( A  X ) : min ( A ' X ) ~  

12. Bei denselben Bezeichnungen wie i n  11 ist,  wenn noch x und x' 

die KrIimmungswinkel (S. 4) der Curve (oder Curven) in den Punkten a 
und a' genannt werden, 

(x a> a'k))  -- (tang n : rang x') ((a 6)  : ( - ( mom ( A X  ) ' mom (A' X )  
projectiv unveranderlich. 

12a .  Handelt es sich nur  um affine Transformationen, so behalt 
schon der Ausdruck 

(tang x : tang x ' )  

seinen Werth bei. 
13. Auf einer Curve (oder auf zwei verschiedenen Curven) wahlt man 

zwei beliebige Punkto a und a'. Heissen t und t' die Torsionen der Curve 
(oder Curven) in jenen Punkten,  a und a' die Schmiegungsebenen in den- 
selben, so is t ,  wenn x einen willktirlichen Punkt  und & eine willktirliche 
Ebene vorstellt, 

projectiv unveranderlich. 
13a.  Von affinen Transformationen bleibt schon der Werth des Aus- 

druckes t : t' 

unberührt. ( ( X  a) : (2' a')) ' 
A n m e r k u n g .  Die Satze 6 ,  7, 8,  9 sind in den Satzen 10, 11, 12, 

13 als besondere Falle enthalten. LEsst man z. B. x  mit a', 6 mit a' zu- 
sammenfallcn, so geht der Ausdruck unter 10 in denjenigen unter 6 über. 
Auch konnen die zuletzt aufgestellten Satze zum Theil in andere Form ge- 
bracht werden. Stat t  des Ausdruckes in 10 z. B. kann man 

schreiben, wo y einen willkürlichen Punkt  auf der Verbindungalinie von a 
mit a', 7 eine willkürliche Ebene durch die Schnittlinie von or mit a' bedeutet. 

Im Folgenden sol1 (abcd)  den Rauminhalt des Tetraeders a bcd, 
sin (erg y 8 )  diejenige durch das Vierflach ol y d bestimmte Grosse bezeichnen, 
welche dem Rauminhalte (oder eigentlich dem sechsfachen Rauminhalte) eines 
Tetraeders (rtls Eckengebjlde aufgefasst) reciprok i s t ,  namlich 

sin(olpYS) = s i n  (/Ty6).(aa),  

wo a die der Flache ci gegenüberliegende Ecke den Vierflachs upy d ist und 
sin ( p  y d )  den ,Sinus Y des Dreiflachs p y a, d. h. die Grosse 

sin(j?yd) = sin @y) .sin (DS),  

mit D als der-Schnittkante von p und y, vorstellt. 
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14. Seien a ,  b ,  c, d vier beliebige, aber nicht ein einer und derselben 
Ebene enthaltene Punkte von vier Flachen (die nicht nothwendig verschieden 
zu sein brauchen), ferner a ,  8 ,  y, 6 die Tangentenebenen und KI K', K", K"' 
die Krümmungsmasse der Flachen in jenen Punkten, dann ist 

projectiv unveranderlich. 

15. Bezeichnet man mit k, k', k", k'" die Krlimmungen von vier 
Curven (die auch zusammenfallen konnen) i n  vier beliebigen, jedoch nicht 
in  einer und derselben Ebene befindlichen Punkten a ,  b ,  c l  d ;  mit A ,  B, 
Cl D die Tangenten und mit a, j3, y, 6 die Schmiegungsebenen der Curven 
in jenen Punkten, so ist 

( a b c d )  
kYkffk'". sin ( U ~ Y  

(AB). mm (CD) 
projectiv unveranderlich. 

)" 
16. Nennt man ,  unter Beibehaltung der vorigen Bezeichnungen, 
, 1, 111 

x ,  x ,  x , x die Krümmungswinkel (S. 4) der Curven in den fraglichen 
Punkten,  so ist  

sin (a /3 y 6) 
tang x tang x' tang x" talzg x'" 

(a " (mom ( A B )  . nom (m). 
projectiv unveriinderlich. 

17. Bezeichnet man noch die Torsion der Curven in den Punkten a, 
O ,  c ,  d mit t ,  t', t", t"', so ist 

t. t . . f  .. (si; ( a P y  8))' 
a b c d )  

projectiv unveranderlich. 

D a r m s t a d t .  Prof. Dr. R. MEEMKE. 

V. Eine Veraligemeinernng des binomischen Satzea. 

I n  einern mit dieser Ueberschrift versehenen Aufsatze ist  von Herrn 
S ch15 m i l c h  in dieser Zeitschrift, Bd. 30 S. 191, die Aufgahe, die ganzen 
algebraischen Functioncn f,(n), f, (n),  . . so zu bestimmen, dass der Summe 

f(n) = ( r = O ,  1, . .) f r ( m ) x r  
die Eigenschaft 

f (4 f (9%) = f (ml + 122) 

zukommt, untcr der Voraussetzung f, (n) = 1 behandelt und darauf in der- 
selben Zeitschrift, Bd. 32 S. 250 ,  von Herrn S a  a l  s c h ü t z  in dem Aufsatze 
,,Eine Erweiterung des FactoriellensatzesY suf Grund der in einer andern, - 

weniger einfachen Form dargestellten Gleichung 

eine partikultire L5sung dieser Aufgabe durch die Bestimrnung 
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fi (12) = --- 
gegeben worden. 

Die allgemeine Losung der Aufgabe ergiebt sich aus dem L a g r a n g e -  
schen Theorem 

f ( z ) = ( r = O , l ,  . . ) ~ i - ' f ' ( ~ ) ( c p ( ~ ) ) ' . x ~ : r ! ,  . a=xcp ( .a )+y ,  

wenn man f ( v )  = ( F [ V ) ) ~  setzt, ersichtlich in der Form 

( F ( ~ ) ) ~ = ( r = 0 ,  1, . . ) m ~ ; - ' ( ~ ( y ) ) ~ - ~  F ' ( y ) ( < p ( y ) ) r . x r : r ! ,  . a = x c p ( z ) + y .  

Diese Function hat ,  da  aus jenem Theorem dadurch, dass man die Gleich- 
ung nach y differenzirt und alsdann f ' ( v )  durch f ( v )  ersetzt, die Forinel 

hervorgeht und hiernach 

( = ,  ..)Dgr(F(y))n(cp(y))r.xr:r!l z = x p ( z ) + y  
1 - x c p ' p )  

isf, ausser der Potenzcigenschaft, überdies die Eigenschaft , dass die sie dar- 
stellende Reihe dem Quotienten zweier Reihen gleich i d ,  von denen die eine 
sich in der Reihe der letzten Gleichung darstellt und die andere aus dieser 
fur 12 = 0 hervorgeht. 

Insbesondere k t ,  wenn man cp (v) = ( F ( V ] ) ~  setzt, 

(F(m' - - ( ? - = O 1  1 ,  . . ) D , T ( F ( y ) ) n t T v . x r : r ! ,  
1 - V X ( F ( Z ) ) ~ - ~ F ' ( B )  

2 = X C F ( ~ ) ~  + Y  
und darnach für F(v) = v 

3 = x z v  +?y  
und fur F ( v )  = eV und y = O 

d = x e v z .  
Ersetzt man i n  der Formel 

die Function f ( v )  durch die Function (1 - x cp'(v))-" f ' f ( a ) ,  so ergiebt sich 
ferner bei Berticksichtigung der Gleichung 

n a - 2 + x  

die Formel 
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f (4 
(1 - 2: cp'(W 

m - 2 + x  
= (r = 0, 1, ..) ( ( n ,  , x2 = O, ... C) ( I )  ~ : f  (Y) (P IY))*(<P'(Y))'~ : x n  !) Zr ,  

. 5 = s < P ( z ) + y ,  x , S x z = ~ ,  
aus der fur m = O das L a g r a n g e ' s c h e  Theorem und fur m ='1 die obige 
aus demselben abgeleitete Formel hervorgeht. Vergl. Herrn :R u r w i t z '  
-4ufsatz ,,Ceber einige Verallgemeinerungen der Leibniz'schen Differential- 
formel und des polynomischen LehrsatzesU in dieser Zeitschrift, Bd. 33 S. 56. 

Nimmt man in ihr f ( v )  = (F(v))" und ~ ( o )  = (F(v))' a n ,  so geht sie 
in die Formel 

(E'(4)" 
(1 - u x  (F(z ) )V-  F'(B))" 

= ( r =  O, 1, ..) ((%, , x2  =O, .., ?-) ( 
. - .  

I=x[P(B)+Y,  xl+xg = r  

tiber, und es ist insbesondere ftir F(v) = v 

zn 

Offenbar eehen die Grossen 

wenn in ihnen die Grossen in,, . . , n, durch die Grossen O, .., 0 ,  n, +. . + n, 

ersetzt werden, ohne eino Aenderung ihres Werthes in  die Grossen 

über. Ersetzt man daher in diesen Grossen, indem man unter der Voraus- 
setzung rp (a) = (F(aj)' einmal ( F ( v ) )  = v und dann F ( v )  = eu und y = 0 
annimmt, die einzelneu Functionen durch die bezriglichen Reihcnentwicke- 
lungen und bestimrnt alsdann die Coefficienten von xr, so gelangt man zu 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Kleinere Mitthejlungen. 63 
----yY_ 

r !  
= ( r , ,  .., r,=O, .., , - (fi1 + rl . . (nm+rrn yYm, r ) r l !  . . T m .  

r, + . . + r m C r l  XI + x 2 = r .  

Die drei letzten, von denen die zweite für  m = 2 von A b e l  herrührt, 
h d e n  sich in dem erwahnten H n r w i tz'schen Aufsatze, die allererste ist 
für rn = 2 die eingangs gegebene S a a l  s c h ü t z'sche Gleichung. Ftir v = O 
gehen sie in  die Gleichungen 

(n, ) - ( r l , .  ., . -=O,  .., r ) ( : : )  (::), 
r! 

(ni + . - + n B ) r = ( r , ,  . ., r,=O, . ., - nlrl . . fi2, 
rl ! . . Tl" ! 

r , + - . + r m = r  

über. Endlich ist beispielsweise nach der dritten flir v = 1 die Grosse 

oder, da dieve Grosse als eine dem Falle na = 2 entsprechende Grosse von 
derselben Porm der Grosse 

n i + . . + n m + m - 2 + x  
(.=O, .., r )  ( x 

gleich ist und, unter der xten figurirten Zahl der Ordnung die Grosse 

(n: ') verstauden, die Sumrne der r  + 1 ersten figurirten Zahlen nt.. 

Ordnung für x = O, . . , r  sich i n  der F'orm (<l+ f + ') darstellt , gleich 

der Grosse 
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und daher 

= ( Y , ,  . ., rm=Ol .., 

eine Formel, die fur m = 2 von Herrn R a u r  in  dem in dieser Zeitschrift, 
Bd. 32 S. 21 8 ,  veroffentlichten Aufsatze ,, Einige Eigenschaften der Rinomial- 
coefficienten, mit Anwendungen auf die Coinbinationslehreu gegeben ist. 

B e r l i n ,  21. November 1890. LEOPOLD SCHENDEL. 

VI. Kr i te r ien  der  Theilbarkeit dekadischer Zahlen. 

Um zu entscheiden, ob eine gegebene Zahl Z (z. B. 2688) durch 7 theil- 
bar is t ,  verfahrt man nach folgender Regel: 

Man multiplicirt die letzte Ziffer von Z (d. i. in  unserm Beispiele 8) 
mit 2 und subtrahirt das erhaltene Product (d. i. 16)  von den vorher- 
gehenden Ziffern (d. i. 268). 1st der Resf (d. i. 232) dureh 7 theilbar, so 
ist das ein Kriterium dafiir, dass Z durch 7 getheilt werden kann. 

Diese bekannte Regel gestattet folgende Verallgemeinerung: 
Um zu entscheiden, ob eine gegebene Zahl Z durch i>a getheilt wsrden 

kann, multiplicire man die letzte Ziffer von Z mit der ftir jedes n beson- 
ders zu bestimmenden Zahl x und subtrahire das erhaltene Product von 
den vorhergehenden Ziffern. 1 s t  der gefundene Best durch n theilbar, 80 

ist  es auch Z. 
Die Zahl x bestimmt sich nach folgender Regel: 
Man schreibe alle diejenigen Vielfachen von n auf ,  welche mit der 

Ziffer 1 endigen, und streiche diese Ziffer 1 weg; dann gentigen die so 

erhaltenen Zahlen den für x angegebenen Bedingungen. 
Nehmen mir z. B. n = 7. Die Vielfachen von 7, welche mit der 

Ziffer 1 endigen, sind nun: 
3 . 7 = 2 1 ;  1 3 . 7 = 9 1 ;  2 3 . 7 =  161 etc. 

Streicht man die Ziffer 1 weg, so erhalt man die Zahlen 2, 9, 16 etc. 
.Dass 2 den für x angegebenen Bedingungen genügt, ist  bekannt; dasselbe 
gilt jedoch auch für die Zahlen 9, 16 etc., wie man sich durch Beispiele 
überzeugen kann. 

B e r l i n .  DIETHICEKEIT, 
Cand. math. 
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Ueber die Doppelpunkte der Koppelcurve ? 

Von 

Prof. Dr. R. MUI.I,ER 
in Brannschweig. 

1. I n  cinem gewohnlichen, also nicht durchschlagenden Kurbclgetriebe 
beschreibt jeder Punkt  C der bewegten Ebene eine tricirculare Curve sechster 
Ordnung mit drei Doppelpunkten C l ,  C2, C, ,  von denen imrner zwei ima- 
ginar sein konnen; zu einem reellen, aber isolirten Doppelpunkte gehoren 
keine reellen Koppellagen. Umgekehrt entsprechen jedem Punkte Cl der 
festen Ebene im Allgemeinen drei Systempunkte C, C', c", deren Bahnen 
in Cl einen Doppelpunkt haben, niimlich die Doppclpunkte derjenigen Koppel- 
curve, welche C, bei der umgekehrten Bewegung in der Ebene der Koppel 
erzeugt. Die Pnnkte der bewegten Ebene stehen also mit denen der festen 
Ebene in einer d r e i - d r e i d e u t i g e n  V e r w a n d t s c h a f t  - mit der Aus- 
nahme, dass den Endpunkten der Koppel a l  l e  Punkte ihrer Bahnkreise als 
Doppelpunkte entsprechen, wahrend den Endpunkten des Steges a l l e  Pnnkte 
der Kreise, die sie bei der umgekehrten Bcwcgung beschreiben, als Systcm- 
punkte zugeordnet sind. Fig. 1. 

In Fig. 1 werde durch das Viereck 
O O'BA ein Kurbelgetriehe mit dem festen .,--- 

Gliede O O' in  einer beliebigen Phase dar- 
gestellt. Beschreiben wir dann Iiber A B  
und 00' beziehungsweise die Kreise h 
und i, welche mit diesen Strecken nach 
derselbcn Seite hin gleicho Winkcl ein- 

@, . 
. . ,---ho 

 chl lies sen, so erzeugt jeder Punkt  von h O Q 
bekanntlich eine Koppelcurve , deren drei 
Doppelpunkte auf i liegen. Die Schnitt- 
punkte von h und i befinden sich, als Systempunkte betrachtet, augen- 
blicklich in  K n  O t e npunkten ihrer Rahnen. Wir  erhalten demnach den 
Ort der Systempunkte, welche in  der betrachteten Phase Knotenpunkte 

* Fortsetzung zu den Aufsatzen Bd. 34 S. 303 und 372, und Bd. 36 S. 11 dieser 
Zeitschrift. 

Zeitschrift f .  Nathematik u. I'hysik XXXVI, 2. 5 
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durchschreiten , als Erzeugniss zweier projectiven Kreisbtischel, deren Chor- 
dalen A B  und 00' einander entsprechen; der gesuchte Ort ist also die als 
F o c  a l c u r v e  bekannte Curve dritter Ordnung. Dieselbe geht durch A ,  B, 
0 ,  0' und diirch die Schnittpunkte und C1 von 08 und O'B, bez. AB 
und OO', die aiigenblicklichen Pole der Systeme AB und OO', bez. 08 
und O'B. Wird für jede Phasc in  der Ebcne der Koppel die zugehorige 
Focalcurve construirt, so gehen durch einen beliebigen Punkt der Ebene 
6, 4, 2 oder keine diever Curven, je nachdem seine Bahn 3, 2, 1 oder O 
Knotenpunkte enthiilf. H i e ~ a u s  folgf , dass die Focalcurven einerseits die 
Polcurve , andererseits die Theile der Uebergangscurve berlihren , denen 
Selbstberührungspiinkte entsprechen. 

Die Focalcurve ha t  einen Doppelpunkt, wenn dem Viereck O O'BA ein 
Kreis eingeschrieben werden kann,* wenn also die Summe von zwei Seiten 
gleieh der Summe der beiden anderen ist. Daher sind die Focalcurven, die 
zu den sammtlichen Phasen eines bestimmten Kurbelgetriebes gehoren, eut- 
weder alle eintheilig, oder alle zweitheilig, oder alle doppelpunktig. Sie sind 
eintheilig oder zweitheilig, je nltchdern die Summe der grossten und klein- 
sten Vierecksseite grtisser oder kleiner kt ,  als die Summe der beiden an- 
deren, al80 wenn die entsprechenden Koppelcurven beziehungsweise eintheilig 
oder zweitheilig sind , und sind doppelpunktig im Falle des durchschlagenden 
Kurbelgetriebes. 

2. Wir nehmen jetzt a n ,  OO'BA sei ein d u r c h s c  h l a g e n d e s  Kurbel- 
getriebe, es sei etwa 

O#+ O A =  A B + O ' B .  

Dann hat die Rahncurve eines jeden Systempunktes C v i e r  Doppelpunkte, 
niimlich wie frtiher die drei Punkte Cl, C,, CS auf einem durch O und 0' 
gehenden Kreise i und fiberdies einen S o n d e r d o p p e l p u n k t  Co in der 
Durchschlagslage A, ilo Co. Wir  wollen C, , Cs, Cs in ~ r m a n ~ e l u i i ~  einer 
andern Benennung als die g e  w 6 h n l i  c h  e n Doppelpunkte der Koppelcurvo 
bezeichnen. 

Wir betrachten nun insbesondere solche Systempunkte C, die in der 
Durchschlagslage einen gewohnlichen Doppelpunkt durchshreiten, bei denen 
also Co mit einem der tibrigen Doppelpunkte zusammenfallt. Dieselben 
erfüllen nach dem Vorigen eine gewisse Pocalcurve, aber diese besteht gegen- 
wartig, wie sogleich gezeigt werden soll, eus der Geraden A R und einem Kreise. 

Dem Durchgange der Koppel durch die Phase A, Bo entsprechen auf 
O 0' die Pollagen QI, $$II, die Doppelpunkte der durch die Paare do 0', BoO 

bestimmten Involution, und auf AB die Pole Px, PI1.** Reschreiben wir 

* D u r  è g e ,  Mathematische Annalen, Bd. 5 S. 93. 
** B u r m  e s t e r ,  Kinematik 1, S. 114. -- Die Polcurve, die im allgemeinen 

Falle von der achten Ordnung ist, zerfallt beim dnrchschlagenden Kurbelgetriebe 
in die doppelt zahlende Geradc A B  und in einc bicirculare Curve sechster Ord- 
nung mit Doppelpunkten in A und B. 
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nnn in der bewegten Ebene liber dem Durchmesser P I P I 1  einen Kreis k 
und beeeichnen einen Punkt desselben mit C, so bestimmen in der Durch- 
schlagslage k ,  (Fig. 2 )  die 
Strahlenpaare C',A,, Co 0' und 
Co Bo, Co O eine symmetrische 
Involution, weil die Doppel- 
strahlen Co gl, C o q n  einen 
rechten Winkel einschliessen. , - 
ES ist a190 LA, C,B, = L O C,O' 
und folglich Co ein gewohn- 
licher Doppelpunkt der von C 
erzeugten Koppelcurve. 

Setzen wir, wie früher, A B = c ,  A C = b ,  B C = a ,  O O 1 = y ,  O A = r ,  
O'B = s, wobei gegcnwtirtig 

1) y + r = c + v  
ist , so folgt au8 der  Gleichheit der Winkel A ,  Cu O und B,CO O' 

also 

2) 
Ebenso ist 

d A C O  b.OC,,  - r  0 0 - - - = - - ,  
d 8, CoO' a .  O'C, s 

3) y a b  O Co. o'c, = -- 
C 

und folglich 

4) 
s b 2  o c , : = P f ,  o p c 2 = L - .  

CS O Cr 
Es ist ferner cos A, Co B, = cos O  Co 0', d. h. 

a Z + b 2 - r Z  OCgP+0'CnB-y2 - - - - 

a b  O C,  . O'C, 
und hieraus ergiebt sich nach 3) und 4) als Gleichung des Kreises k 

Bezeichnet nun Ci einen gewohnlichen Doppelpunkt der zum Punkte C 
gehorigen Koppelcurve, und setzen wir 

so gilt flir j e d e n  Systempunkt C zur Bestimmung seiner drei gewohnlichen 
Doppelpunkte die Gleichung* 

6) 
a b 2 ( a 2 - s 2 ) u S -  b  { a 4  + 2 a 2 b 8 - d a a 2  - s2bP + secsi u2 

+a{2a2b" b 4 - r P a " m m " b s + r B 2 ~ u -  aZb(b"r2)= O. 
- -- 

* Dd. 34 dieser Zeitschrift, S. 304. Je  nachdem für ur ans 6) ein positiver 
oder negativer Werth folgt, ist L O Ci O' entweder = LA CB oder = 1800- L A  CB. 

O *  
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Liegt aber C auf dem Kreise k, so geht infolge 5) die vorige Gleichung 
liber in s9 b 

a ( a 2 - s 2 ) u -  - ( b 2 - r 2 ) ]  = O l  
r8 

und es ist  also 

7) 
r a  OCo 

-U --- 
1- 2 - S b - 1  o'cn 

E s  fallcn daher z w e i  gewohnliche Doppelpunkte 
Co ist  ein dreifacher Punkt  der Koppelcurve.+ 

mit CO zusammen, d. h. 

Wenn im Gelenkviereck OO'BA nicht die Summen von je  zwei aufeiu- 
anderfolgenden , sondern der gegentîberliegenden Seiten einander gleich sind 

(c + y  = r  + s)  , so gelten die vorigen Entwickelungen, nur sind fIir jeden 
Punkt  C des Kreises k die Dreieckswinkel A C B  und O Co O' nicht einander 
gleich, sondern supplementiir, und in den vorigen Pormeln sind y und s 
durch - y  und - s  zu ersetzen. E s  gilt daher allgemein der Satz: In 
j e d e m  d u r c h s c l i l a g e n d e n  K u r b e l g e t r i e b e  g i e b t  e s  u n e n d l i c h  
v i e l e  S y s t e m p u n k t e ,  w e l c h e  K o p p e l c u r v e n  m i t  e i n e m  d r e i -  
f a c h e n  P u n k t e  b e s c h r e i b e n .  D i e s e l b e n  e r f l i l l e n  d e n  K r e i s  k ,  
d e r  d i e  a u f  d e r  K o p p e l  l i e g e n d e n  P o l e  P I ,  PI1 z u  G e g e n p u n k -  
t e n  h a t .  

0 Co Sol1 auch u -- sein, so folgb; aus 7) und 8) die Bedingung " -'Co 
rs a2 (a" sse) = s3 b2 (be - re) 1 

und dann ergeben sich mit Rlicksicht auf 5 )  ftir a2 die Worthe 

c s + s f c y r s  
a2 = 

r - S  
oder 

a2=s.RP1=RoO'.Po!$1 und ~ ~ S . B P ~ = B ~ O ' . A ~ ~ ~ ' ~ .  

A u f  d e m  K r e i s e  k l i e g e n  a l s o  i m  A l l g e m e i n e n  v i e r  S y s t e m -  
p u n k t e  C, f ü r  w e l c h e  a l l e  v i e r  D o p p e l p u n k t e  i m  d r e i f a c h e n  
P u n k  t e Co z u s a m m  e n f  a l l e n .  CO ist dann zugleich ein Selbstbertihrungs- 
pnnkt der Koppelcurve; dieselbe wird von dem Kreise O C,O' in Co einmal 
osculirt. 

A n m e  r k u n g .  Setzen wir O C, = p l  O'Cs = 6, so ist nach 8) 

@ - - 
s2 b (h2 - r2)  Q s + e ' e - y a -  a2+he-c" 

und - - r% (a2 - is") ee'  ab  

und wir erhalten durch Elirr~ination von a und b mit Rücksicht suf 5) die 
Gleichung 

c ~ Q ' " ~ ~ " s ~ ' ~ )  - r ~ I r s ( ~ ~ + ~ ' ~ ) +  ( 3 3 -  2 c r + 2 c s - ~ ~  - ~ ~ ) $ ' p ' ~ j  
+ 2 r 2 ~ e Y 2 ( e 2  + p f Z )  - rQZy4 =O. 

* Liegt C statt auf k auf der Geraden A B ,  die den andern Theil der zur 
Durchschlagslage gehorigen Focalcurve bildet, so fill t  nur e i n  gewohnlicher Dop. 
pelpunkt mit Co zusammen. 
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Dio Doppelpunkte C,, die den Punkten C von 16 entsprechen, erfiillen dem- 
nach eine tricirculare Curve sechster Ordnung mit Doppelpunkten und Doppel- 
brennpunkten in O und 0'. Der dritte Doppelbrennpunkt theilt die Strecke 

S 
00' a u s s e n  im Verhaltniss -. 1st dagegen c + y - r + s ,  soergiebts ich 

r 
ftir den drittcn Doppelbrennpunkt i n  Bozug auf O O' das Theilungsverhiiltniss 

S 
- - i  und derselbe liegt i n n e r h a l b  00'. 

r 

3. Da fur  jeden Punkt des Kreises k zwei gewohnliche Doppelpunkte 
zusammenfallen, so bildet k einen Theil der U eh e r  g a n  g s  c u r v  e. Die- 
selbe ist beim allgemeinen Kurbelgetriebe eine vierfach circulare Curve zehnter 
Ordnung. I m  hier vorliegenden Sonderfalle führt die weitere Untersuchung 
der Curvengleichung, auf die wir niclit eingehen wollen, xu dem folgenden 
Ergebnisse: D i e  U e b e r g a n g s c u r v e  z e r f B l l t  b e i m  d u r c h s c h l a g e n -  
d e n  K u r b e l g e t r i e b e  i n  d e n  d o p f i e l t  z a h l e n d e n  K r e i s  k u n d  i n  
e i n e  b i c i r c u l a r e  C u r v e  s e c h s t e r  O r d n u n g  m i t  D o p p e l p u n k t e n  
i n  A u n d  B. D i e s e l b e  b e r t i h r t  d e n  K r e i s  k i n  d e n  v i e r  v o r h i n  
b e s t i m m t e n  P ~ i n k t e n ,  d e n e n  j e  v i e r  z u s a m m e n f a l l e n d e  D o p p e l -  
p u n k t e  e n t s p r e c h e n .  

Bei den bekannten technisch wichtigen Specialformen des durchschla- 
genden Kurbelgetriebes" zerfillt auch jene Curve sechster Ordnung in ein- 
fachere Curven. 1st zunachst c = y, r = s,  so kann da8 betrachtete Getriebe 
als P s r a l l e l -  und als Z w i l l i n g s k u r b e l g e t r i e b e  bewegt werden, und 
dann beschreibt jeder Systempunkt C beziehungsweise einen Kreie cl oder 
die Fusspunktencurve c2 eines gewiesen Kegelschnittes. Die vollstandige 
Koppelcurve ha t  also fünf Doppelpunkte, namlich den Doppelpunkt der c, 
und die vier Schnittpunkte von C, und c2 .  Den beiden Durchschlagslagen 
entsprechen zwei Kreise k ,  k* als Ort  der Systempiinkte, die in  der be- 
trachteten Phase einen dreifachen Punkt  durchschreiten; aber jeder derselben 
zerfallt in die unendlich ferne Gerade u, und eine zweite Gerade v resp. v*. 
Rezeichnen wir mit 0,0',, O,* 0," die Punkte von AB, die heim Durch- 
schlagen mit 0, 0' zusammenfallen, so sind v, v* die Mittelsenkrechten von 
von BO',, BO,*. Die doppelt zahlenden Geraden u,, v, v *  bilden den 
einen Theil der Uebergangscurve, und da dieselbe A und B zu D'appel- 
punkten, die imaginaren Kreispunkte zu vierfachen Punkten haben muss, 
fi0 besteht ihr  Rest sus  zwei Kreiseu y, T/J, von denen jeder diirch A und B 
geht und die Geraden v, v* berührt. Diese Kreise sind irnaginar, wenn 
r < c  kt.** - Ftir alle Systempunkte C auf einer der Geraden v ,  v* geht 

* B u r m e s t e r ,  Kinematik 1 ,  S. 300. 
** Hierdurch wird eine Bemerknng in dem Aufsatze Bd. Y i  dieser Zeitschrift, 

S. 373 bcrichtigt. - Die Geraden v, v* sind Tangenteri der Polcurve. Diese zer- 
fàllt in die doppelt zahleride Gerade u,, in die vierfach zahlende Gerade A U  und 
in einen Kegelschnitt mit den Hrennponkten A,  B und den Scheiteltangenten v ,  va. 
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der Kreis c, durch den Doppelpmkt der C,, der hierdurch zu einern drei- 
fachen Punkte der vollstiindigen Koppelcurve wird. Liegt C au€  rp oder $, 
so berrihrt der Kreis cl die c,. 

1st ferner r = c ,  s =  y, so ergiebt sich flir y < c ein g l e i c h s c h e n k -  
l i g e s  D o p p e l k u r b e l g e t r i e b e ,  fur  y > c ein g l e i c h s c h e n k l i g e s  
S c h w i n g k u r b e l g e t r i e b e .  Boim Durchschlagen fallt B auf O und A 
zweimai in die Gerade 00'; wir erhalten also wiederum zwei Kreise k ,  kr 
als Ort der Systempunkte, die dreifache Punkte erzeugen. Es  seien 
O',, O,*' diojenigen Punkte von A R ,  die in  den beiden Durchschlagslagen 
mit 0' zusammenfallen; dann gehen k,  k* durch B und theilen die Strecken 
AL); bez. AO,*' harmonisch. Da L, k* als Bestandtheile der Uebergangs- 
curve doppelt zahlen und diese in A einen Doppelpunkt haben muas, so 

folgt al8 Rest der Uebergangscurve das Paar  der gerneinschaftlichen Tan- 
genten aus A an k ,  k*. Dieselben sind imaginar filr y >c. - Die Bahn- 
curve einee beliebigen Systempunktes C besteht aus einern Kreise cl urn O 

und, wie vorhin, aus der Fusspunktencurve c,, eines Kegelschnittes. Liegt 
C auf k oder k*, so geht c, durch den Doppelpunkt der cS; die Punkte der 
beiden gemeinsamen Tangenten von k , k* beschreiben Kreise , welche die 
zugehtirige Fusspunktencurve berühren. 

B r a u n s c h w e i g ,  9. M k z  1890. 
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VI. 

Ueber gewisse goniometrische Determinanten und 
damit zusammenhangende Systeme von linearen 

Gleichungen. 

Von 

Dr. K. WEIHILAIJCH , 
o. Prof. d. physikal. Geoyr. a. d. Unir. DorpeL. 

1. 
I n  einer früheren Mittheilungq habe ich die Determinanten 

1) C;v=I l i  cosxm1 sifixm, cos2xrnl s i n 2 x m ,  ..., w s ( v - l ) ~ , ,  s i n ( v - l ) ~ , ,  C O S V ~ ~ ~  

und 
2) SZ,,=I1, COSX,, sinx,, cosSs,, sinZx,, ..., cos(v-l)xml sak(v-l)xml sinux,,, 

tn = 1, 2 ,  ..., (2v)  
n(n-1) 

behandelt. Bezeichnet P, das Product der Sinus der - 2 
halben Dif- 

ferenzen, die sich aus der Argumentenreihe xl, x,, . . ., X, derart bilden 
lasscn, dass immer die Grosse mit kleincrem Index als Subtrahend genom- 
men wird, und versteht man unter ci die Summe aller zur Verwendung 
kommenden Argumente, also m=n 

BO wsrd a. a. 0. gezeigt, dass r n z l  

4) C2,, = (-1)' .2.4v(v-i). P2,,.silâfr~, 
5) S ? Y - -  - ( - 1 ) v - 1 . 2 . 4 v ( ~ - 1 ) . P 2 v . c o s ~ ~  

ist. 
I n  einer andern Schrift** habe ich die Untersuchung auf verwandte 

Determinanten und deren erste Unterdeterminanten ausgedehnt und will die 
Ergebnisse hier ohne genaueres Eingehen auf die Beweise, die dort aus- 
ftihrlich gegeben wurden , zusammenstellen. Die Behandlungsweise ist der- 
jenigen ganz entsprechend , welche bei obigen Determinanten zur Anwen- 
dung kam. Man ersetzt alle auf xm bezüglichen goniometrischen Functionen 
diirch Exponentialausdrticke , wobei die Abkürzung 

* Dieae Zeituchrift, Jahrg. 83,  1888, S. 126. 
" Neue Unterauchungen über die Besael'sche Formel und deren Verwendung 

in der Meteorologie (Schriften, herausgegeben von der Naturforscher-Geeellschaft 
bei der Universifit Dorpat, IV. Dorpat 1688). 
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eingeführt werden mag,  und kommt dann nach sehr einfachen, sich un- 
mittelbar darbictenden Transformationen zu der bekannten Differenzendeter- 
minante 
7) d n = ( 1 , a m , a m a ,  ..., a;-lI, 

r n = l , 2 ,  ..., n, 
n(n - 1) 

dem Product der ---- Differenzen, die sich in der Elementenreihe a,, a 
a,, . . . , a,, derart bilden lsssen, dass die Grosse mit kleinerem Index jedes- 
mal als Subtrahend yerwendet wird, - oder deren ersten Unterdetermi- 
nanten. Letztere sind leicht darstellbar. Sucht man beispielsweise die durch 
Unterdrtickung der htan Zeile und dcr ptBn Colonne in A, entstehende Unter- 
determinante qp,  so ist dieselbe gleich (-l)h+p ma1 dem Factor von q-l 

in A,. Nun hat man 
8) d,=d,,h.(ah-a,)...(ah-ah-i).(ah+l-ah)...(a,-ah), 

wenn dn ,h  die Differenzendeterminante für die Eeihe a,, a,, ..., ah-!, 
a h + i ,  . . . , a, is t ,  so dass der zweite Index h die Ausstossung des Elementes 
a,, aus der ursprünglichen Reihe a,, a,, . . . , a, fordert. Die Gleichung 8) 
kann anch geschrieben werden 

9) A, = (- l)n -' An, . IZ(ah - a,J, 
na=l,  2, ..., ( h - l ) ,  ( h + l ) ,  ..., n. 

Bezeichnet man durch XKq,h die Summe aller als Producte aufgefassten 
Combinationen der Elemente a,,  . . . , al,-l, ah + 1 ,  . . . , a, zur qtr" Classe ohne 
Wiedcrholungen, dann geht 9) über in 

q=n-1  

10) A. = (- I ) " - ~  d . , ~  2 (- 1)90;-q-' Z K ~ ,  h .  

q = o  
Nach dem oben Gesagten ist dann 

Man hat  nun i n  7) und 11) die Grossen a, wieder durch e i ~ ~  zu er- 
setzen und nachher die Exponentialausdrücke in goniometrisohe zu verwen- 
deln. Dabei ist 

12) 2 

und Kg,/,  geht über in e i y q 9 h ,  wenn unter yq,h eine als Summe ihrer Be- 
standtheile aufgefasste Combination der Argumente x,, x, ,  . . . , xh-l, 

xh+1, . . . , xn zur qten Classe ohne Wiederholung verstanden wird. Ein 
Sumrneuzeichen davor bedeute irnrner, dass man alle mtiglichen Combina- 
tionen bilden soll. Ich führe noch 

13) oh = G - XI, 
ein und will unter Pn,h da3 der Grosse P, entsprechend gebildete Product 
verstehen, wenn in der Reihe x,, x,, ..., x,, das Element x h  unterdrückt 
worden ist. Auf dem hier angegebeuen Wege wurden a. a. O. folgende 
Determinanten ausgewerthet : 
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1, cosx,, sinx,, cos2xm, sin2xm, ..., cosvx,, ~ i n v x , ~ ,  
m = 1 ,  2 ,  ..., ( 2 v + 1 )  

1 ,~0sx , , s . inx  ,,,..., cos(k-1)xm,sin(7c-1)x,,silzkx,,cos(k+1)x,,sin(k+l)x ,,,, 1 .. ., COS v x,, , si% v x, 
fn = 1 ,  2 ,  m.., ( h - 1 ) ,  ( h + l j ,  . a , ,  p u  +1)  

= ( - I ) k + 1 . 2 . 4 - ( v - 1 ) .  P 2 2 1 + 1 , ~ . B ~ ~ ~ ( y y t k , ~ - ~ ~ h ) r  

1, C O S X ,  , sinx, , .,.,  COS(^ -1)xmI sin@-l)x, ,  COS k xn, , COS (k +l)x,,, , sin ( k  + l )xm , . .., 
..., C O S V X ~ , ,  sinvx, 

m = 1, 2 ,  ..., (h-1) , ( h + l ) ,  ..., ( 2 v  + 1 )  
l 7  s k h [ - ) k . 2 . 4 v v - .  ~ u + l , ~ . s i n + , - ~ ~ h ) .  

Die Determinanten 15), 1 6 ) ,  17) sind offenbar die ersten Unterdeter- 
minanten von 14); man kann daher D2vSi in  bekannter Weise durch jene 
Determinanten aiisdrücken, was merkwürdige Relationen ergiebt, auf die 
ich hier aber nicht weiter eingehen WU. 

Die sechs folgenden Determinanten erscheinen als erste Unterdetermi- 
nanten von C2, und SZY , namlich zuerst durch Unterdrückung der ersten 
Colonne und der hten Zeile: 

Unterdrückt man ferncr in  6'2, und Sz, die (2k)te Coloiine und die hte 
Zeile, so seien die entstehenden Unterdeterminanten Ci:), und sir),. Werden 
dagegen die (2 k + l ) te  Colonne und die hte Zeile unterdrllckt, so sollen die 
Unterdcterminmten und fi'$, heissen. Xan findet dann: 

Ich habe a. a. 0. au& die entsprechenden Determinanten für  die un- 
geraden Vielfachen der halben Winkel als Argumente in gleicher Weise 
behaiidelt und beschranke rnich auch hierbei au€ die Wiedergabe der Re- 
sultate. Es  iut in Analogie mit D2v-t-1 
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Die aus EZv durch Unterdrlickung der (2k-l)tan Colonne und der 
hten Zeile entstehende Unterdeterminante heisse & , h ,  entsprechend die durch 
Unterdrkkung  der (2k)ten Colonne und der hten Zeile erzeugte Unterdeter- 
minante t k , h .  Dann ist [man vergl. 16) und 17)] 

Man hat ferner in Analogie mit c2" und 82" 

X~ 35 ,  3 x m  ( 2 v - l ) z m  . ( 2 - l x  (2vt1: 
sin,, ws-I sinTi cos L 2 L 1 San- 2 

9 COS- 
2 

7n= 1 ,  2 ,  m . , ,  ( 2 u + l )  
= (-1)v.4v1. . cos+(i, 

xm 32,  3 5 ,  (Sv-1 )x, (2v-l)xm (2" tli. 
sin,, cos-9 sin--# cos 2 

7 sin 
2 

1 sin - 
L 2 2  2 

na= 1,2, ..., ( 2 v i - 1 )  
= (- 1)". 4Y1. Sin; O. 

Streicht man in C;,+i und S2v+i  die (2k  - 1)" Colonne und die h" 
Zeile, SIJ seien die betreffenden Unterdeterminanten DL:; und  TC,^, und 
entsprechend bei Unterdrlickung der (2k)ten Colonne und der hten Zeile 
DY; und T:;. D m n  is t  

2. 
Alle in 1. mitgetheilten Determinantenwerthe finden Verwendung bei 

der a. a. O. ebenfalls gegebenen Auflosung gewisser linearer Gleichungs- 
systeme, welche als dem Gebiete der Interpolationsrechnung angehorig be- 
zeichnet werden konnen. D a  man 6fters in die Lage kommen kann,  dieser 
Auflosungen zu bedlirfen, so sollen dieselben ohne weiteren Beweis hier 
mitgetheilt werden. 

Die betreffenden Unbekannten mogen in den einzelnen FaIlen durch u,, 
p, , y,, zc,, uv + i  bezeichnet werden , wiihrend zh, UA zusammeiigeh6rende 
gogebene Grossen seien. Der Vereinfachung wegen seien noch die Grossen 
R/,"' und xin) eingeflihrt, welche durcb die Gleichungen definirt werden 
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Von Dr. K. WEIARAUCH. 7 5 

X I - x  x -x .sin 0 ... X h - 1 - x  34) xi"' = sin - sin --- .sin 5n+' , , . sin 2". 
2 2 2 2 8 

1. Es  seien die Coefficienten der Gleichung 

vermittelst des Systerns 

n =  1 ,2 ,  ..., (zv+l)  
zu bestimmen. Mit Hilfe der in  1. ermittelken Determinanten erhhlt man 

1 k = l , 2 ,  ..., v .  

G k u s s  gab in seiner bertihmten Abhandlung:* ,,Theoria interpolationie 
methodo nova tractalau folgenden Ausdmck fur 35): 

Diese au  die Interpolationsformel von L a g r  a n g e  erinnernde Gleichung ver- 
mittelt die Berechnung des zn einem bestimmten x gehorenden y, ohne dass 
die Coefficienten uo, pp, 4 k  bekennt zu sein brauchen; dieselbe kann,  wie 
in meiner obenerwlihnten Schrift gezeigt wurde, sehr leicht eus der Com- 
bination von 35) und 36) abgeleitet werden. 

2. Man habe die Coefficienten der Gleichung 

wo U V  eine willkürliche Winkelgrosse i s t ,  durch das System 

zu ermitteln. 

* C. F. G a u s s '  Werke, Bd. III S. 279 flg. 
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Es ergiebt sich: 
2 h = 2 1  

h = l  

Auch hierfur giebt G a u s s  a'. a. O. eine der Gleichung 38) entsprechende 
Formel, die ich in dem Falle, dass nothwendigerweise UV die einzuführende 
willkilrliche Constante sei, in den Ausdruck umgestalten konnte: 

A. a. O. habe ich ausserdem gezeigt, dass ftîr die Anwendungen i n  der Me- 
teorologie stets u Y -  - - I G  Z 

gesetzt werden muss, dass also die Willkürlichkeit dieser Constanten damit 
aufgehoben ist. 

3. Wenn die Coefficienten der Gleichung 
m = v  

44) 
(am-1)x 

y =z (Pm cos 2 + p,sin(2m-1'x) 
rn=l 

a 
vermittelst des Systems 

berechnet werden sollen, so hat man 
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4, Liegt endlich zur Bestimmung 
wi=v (2m-1)s (2m-1)s 

48) y =z ( p ,  cos -- 2 + q,,, sin-) +rcu+i s i f l ( ~ ~ + ~ +  
m = l  

2 
Bus 

m = v  

49) ah =z (Pm os (=+g, sin ( 2 t t a - l ) ~ h  
2 2 

nr=i  

h= 1, 2, ..., ( 2 v + l )  
vor, wobei UV+t eine willkiirliche Constante ist, so findef; man 

i k =  1, 2, ..., v 

oder in directer, von den Grossen Pk, q k ,  u,v+l freier Darstellung 

Die Pormeln 38), 42), 47), 51) eignen sich vorzüglich zur Berech- 
nung der zu einer bestimmten Abscisse z gehorenden Ordinate y ,  sind 
aber zur Discussion der Curven 35), 39), 44) und 48) wohl kaum ver- 
werthbar. 

D o r p a t ,  3.  December 1589. 
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VII. 

Ueber absolute Elementensysteme auf ebenen 
Unicursalcurven vierter und dritter Ordnung. 

Von 

Prof. WILH. BINDEH 
in Wiener-Zieostndt. 

- - -- 

Hierzu Taf. 1V u. V. 

1. Die unicursalen Plancurven bis einschliesslich vom vierten Grade 
bilden heute ein Gebiet der geometrischen Wissenschaft, dus man nahezu 
81s abgesohlossen ansehen kann, soweit e~ sich um die wesentlichen hlerkmale 
und Eigenschaften dieser Gebilde handelt. S t e i n e r ,  P l t i c k e  r ,  C r e m o  na ,  
S a l m o n  II. A. haben auf synthetischem und auf anelytischem Wege da8 Stu- 
dium der bezeichneten Curvengattungen angebahnt, welches spater von D u -  
r è g e ,  E. We y r etc. weitergefiihrt wurde. Insbesondere dem zuletzt genannten 
Mathemntiker verdankt die Wissenschaft der Plancurven dritter und vierter 
Ordnung nach der synthetischen Methode die bedeuhndsten Erfolge. 

2. Das Gesagte schliesst nicht aus,  dass es verschiedene Wege geben 
k a n n ,  um bereits Bekanntes zu erreichen, welche ein wistienschaftliches 
Interesse hervorrufen. Als ein Reispiel hierftir erwahne ich meine Abhand- 
lung i n  dieser Zeitschrift,* in welcher ich auf den Zusammenhang des 
Systems der  Tangentialpunkte einer Curve vierter Ordnung mit drei Doppel- 
punkten und den Inflexionselementen bingewiesen habe, wodurch fur ge- 
wisse Specialisirungen sich Linearconstructionen der Inflexionselemente er- 
geben, die bisher nicht bekannt waren. 

Auch der gegenwiirtige Aufsatz l~ezweckt Analoges, indem ich auf 
Elementensysteme die Aufmerksamkeit lenke, die auf einer Unicursal-Plan- 
curve vierten oder dritten Grades a priori vorhanden sind, weshalb ich sie 
81s ,,absolute Systemeu bezeichne. 

Cnrven vierter Ordnnng. 

3. Alle Punkte einer unicursalen Plancurve C: bilden ein ,Systemu 
für sich, in dem jedes Element von einem Paare Tangentialpunkte (die 

* S chl t imilch 's  Zeitschr. f. Math. u. Phys., XXXIV. Bd. 5. Heft, 1889. 
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Schnitte der betreffenden Curventangente) begleitet is t ,  und welche Tan- 
gentialpunktenpaare fü r  sich wieder ein zweites ,Systemu auf der Plancurve 
formiren. Diese beiden Elementensysteme stehen zn einander in einer be- 
merkenswerthen Beziehung, welche wir am einfachsten auf einem ,Regel- 
schnittu k studiren k6nnen , der nach einer S t e i n e r  'schen Verwandtschaft 
als ,,Bildu der Plancurve C,4 gedacht i s t ,  in welcher die Knotenpunkte O,, 
O , ,  3, homolog den Hauptpunkten O%, O,, 0, der quadratischen Beziehung 
sind, wie wir in  unseren Abhandlungen (A) * und (B)** dieser Zeitschrift 
auseinandergesetzt haben. W i r  haben dort  das System der Plancurve CE4 
mit 2 und jenes des Kegelschnittes k, den wir den G r u n d  k e g e l s c h n i t t  
nannten , mit 2 bezeichnet. 

4. Der leichteren Uebersicht wegen wiederholen wir die Grundaufgabe, 
die bei unseren folgcnden Betrachtungen von Wichtigkeit is t  und die darin 
besteht: , A u f  d e m  B i l d k e g e l s c h n i t t e  k f ü r  e i n  b e l i e b i g e s  P u n k -  
t e n e l e m e n t  X d a s  , , b e g l e i t e n d e u  E l e m e n t e n p a a r  X'X" z u  e r '  
m i t  t e l  n.u [A (41.1 Dabei haben wir uns den Punkt X als das Bild eines 
Punktes X und das Paar  X'X" als Bilder der beiden Tangentialpunkte 
-- 

X'X", welche durch die in x ziehende Tangente auf der Plancurve CS4 
ausgeschnitten werden, vorzustellen. 

(Fig. 1.) W i r  projiciren ans X die Hauptpunkte O,, O,, O3 nach XI, 
X,, X, anf den Grundkegelschnitt k und bestimmen die Schnitte: 

( I&Xsll  l o 2 % l ) ~ & l  ( I X i X ~ l l  lOlO,l)-41 (IXiXaIl IOiOol)-h. 
Die Verbindungslinie 1 5 ,  t2 6 1 x trifft den Grundkegelschnitt in dem ver- 
langten Punktenpaare X 'X" .  (In Fig. 1 sind die Elemcnte X'X" imagintir.) 

5. Die Punktenpaare X'X",  die auf diese Weise erhalten werden, for- 
miren nach [A j2)] auf dëm Grundkegelschnitte ein ,symmetriscbes System 
vierten Gradesu, dessen Eigenschaften wir a. c. O. eingehend nntersucht 
haben. Verfolgen wir jedoch den sich von selbst aufdrangenden Zusammen 
hang dieses Systems mit demjenigen Systeme, mit welchem es nach (3) 
in einer begleitenden Beziehung auch auf dem Grundkegelschnitte steht, 
so wird sich aus den nachfolgenden synthetischeu Untersuchungen zur Evi- 
denz der Satz ergeben: 

, D i e  b e i d e n  auf d e m  G r u n d k e g e l s c h n i t t e  ~ b g e b i l d e t e n  
E l e m e n t e n s y s t e m e  X'X", X s i n d  i m  A l l g e m e i n e n  z w e i - v i e r -  
deu t ig . '  

Man kann übrigens die Richtigkeit dieses Satzes durch folgende Be- 
trachtung unmittelbar ableiten. Von jedem Punkte der zu Grunde liegenden 
Plancurve CG4 k6nnen hochutenfalls vier Tangenten a n  dieselbe gezogen 

* Uebcr daa System der Tangentialpunkte einer unicursalcn Plancurve 
4. Ordn., Bd. XXXlV S. 272. 

** Ueber die Realitat d. Dappeltang. rationaler Plancurven 4. Ordn. etc., 
Bd. XXXV S. 3. 
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werden, wobei die in diesem Punkte vorkommende nicht mitgezLhlt ist. 
Die Berührungspunkte dieser Tangenten bilden ein Quadrupel, so dass in 
diesem Sinne den einzelnen Punktenelementen der Curve jene Quadrupel 
entsprechen, was offenbar eiiie ,,Vierdeutigkeitu ausdrückt. Jede einzelne 
Tangente enthlilt zwei Tangentialpunkte der Plancurve, welche man ihrem 
Berührungspunkte zuweisen kann , wodurch sich aber jetzt eine "Zweideu- 
tigkeit" ausspricht. Wir finden also, daes jedem Curvenpunkte einerseits 
vier Punktenelemente und andererseits zwei solche Elemente entsprechen, 
j~ nachdem man ihn dem einen ocier dem andern dieser beiden Systeme 
zuzlihlt, weshalb deren Gesammtheit in die beiden zwei -vierdeutigen Systeme 
der Plancurve zerfallt. 

Diese beiden auf k conlocalen zwei-vierdeutigen Systeme kann man 
auf verschiedene Art zu einander in Reziehiing treten lassen. Wir wollen 
nachstehcnd einige hierher gehorige Falle betrechten. 

6. Wghlt man auf dem Grundkegelschnitt k zwei boliebige Punkte 8, S' 
als Centren von Strahlenbltvcheln so,  dam die Elemente von S durch jene 
des zweideutigen Systems X'X" und die Elemente von S' durch diejenigen 
des vierdeutigen Systems X incident gehen, dann entstehen zwei Strahlen- 
büschel S, S' in zwei - vierdeutiger Beziehung. 

Jeder Strahl des zweideutigen Büschels S verschneidet sich mit einem 
ihm entsprectienden Strahlenelemente des Büschels S' in einem Punkte, und 
der Ort dicser Schnitte ist  eine C u r v e  s e c h s  t e r  O r d n u n g ,  in welcher 
der S - P u n k t  einen einfachen und der S ' -Punkt  einen Doppelknoten bilden. 
Diese Ciirve von der Ordnung 2 + 4 = 6 ist wegen der beiden vielfachen 
Punkte 8, Sr  von der Classe 2.2.4= 16, weahalb ihr im Allgemeinen das 
Symbol sis zukommt.' 

7. Die Curve sis ist fiir den Grundkegelschnitt eine ,,Secantencurveu, 
d. h. sie durchsetzt denselben bekanntlich in  2.6 = 1 2  Piinkten. Von diesen 
zwolf Schnittpunkten sind aber hochstenfdls s e c  h s  reell. Eine einfache 
gcometrische Ueberlegung zeigt, dass in  einem derartigen Schnittpunkte J 
sich ein Element des zweideutigen Systems mit  einem solchen des vierdeu- 
tigen Systems vereinigt, woraus wir schliessen, d a s  s d i e  J - P  u n  k t e die 
A b b i l d u n g  d e r  s c c h s  I n f l e x i o n e n  w e l c h c  a u f  d e r  z u  G r u n d e  
l i e g e n d e n  P l a n c u r v e  CG4 s t a t t f i n d e n ,  a u f  d e m  G r u n d k e g e l -  
s c h n i t t e  k b e w e r k s t e l l i g e n .  

8. Sol1 man von einem Inflexionspunkte < welcher mittels der Secan- 
tencurve auf dem Grundkegelschnitte k abgebildet wurde, den beglei- 
tenden T a n g e n t i a l p u n k t  T ermitteln, so brauchen wir nur das Bild J 
desselben der Construction in (4) zu unterwerfen, wobei man finden wirdi 

E. Wey r ,  Beitrige zur  Curvenlehre, S. 44, und Sa  lm on -  Fi ed l  er ,  Ana- 
lytische Geometrie d. hoh. Plancurven etc., S. 34. 
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dass die betreffende x Gerade als Secante einerseits durch diesen J - P u n k t ,  
andererseits aber durch das Bild T des fraglichen Tangentialpunktes auf 
dem Grundkegelschnitte geht. Es ist selbstverstandlich, dass mit imagi- 
naren Inflexionspunkten 7 auch deren 7- punkte imaginsr ausfallen , mit 
anderen Worten, dass die betreffende x-Gerade für  den Grundkegelschnitt 7L: 
eine uneigentliche Secante darstellen müsste. 

9. Eine Secautencurve anderer Art I k s t  sich dadurch erzeugen, wenn 
man auf dem Grundkegelschnitt einen beliebigen Punkt  S als Centrum des 
vierdeutigcn Systems annimmt und dcsscn Strablenclcmente mit den ent- 
sprecheuden 2-Geradeu (4) xum Schnitte bringt. Die dadurch entsteheude 
Ortscurve enthtilt das Centrum S als einen zweifachen Knotenpunkt und hat, 
wie in dem vorigen Falle, mit dem Grundkegelschnitte die J - P u n k t e  der 
sechs Inflexionen f der Plancurve CS4 als deren Bilder gemeinschaftlich. 
Für die Ermittelung eines Tangentialpunktes T ist die Construction der- 
jenigen in (8) eine analoge. 

Secantencurven vorbezeichneter Gattung sind fur die Darstellung der 
Inflexionselemente einer Plancnrve CG4, soweit es sich um graphische Genauig- 
keit und Prk is ion  handeln wird, am vortheilhaftesten verwendbar, wobei 
bemerkt sei, dass man die betreffenden Curventheile nur dort,  wo eu siüh 
um ihre Schnitte am Grundkegelschnitt handelt, hervorzurufen hat. 

10. Die beiden conlocalen xwei-vierdeutigen Punktensysteme X'X",  X 
des Grundkegelschnittes i n  (5) lassen sich weiter in der Weise verbinden, 
dass man das mit ihnen perspectivisch zusammenhangende T a n g e n t e  n - 
s y s t e m  d e s  G r u n d k e g a l s c h n i t t e s  verfolgt. Wirerkennenleicht,  dass 
jeder Tangente des vierdeutigen Systems vor Allem die beiden Tangenten 
des zweideutigen Systems entsprechend zugewiesen sind. Die Schnittpunkte 
solcher Art formiren einen geometrischen Ort ,  welcher die Directionecurve d e r  

beiden Tangentensysteme ist. Nach E m i l  We y r *  ist diese Curve 2 + 4 = 6ter 

O r d  n u  ng, neshalb wir sie vor der Band mit dem Symbole DG bezeichnp. 
Um die charakteristischen Eigenschaften dieser Directionscurve kennen 

zu lernen, studiren wir die Construction der x-Geraden für Singularlagen 
der betreffenden X-Punkte  am Grundkegelschnitte k.  

11. (Fig. 2.) Die Tangenten aus einem der Hauptpunkte O,,  O,, 0, 
berllhren den Grundkegelschnitt k in  einem Paare Ver  z w e i g  u n g s e 1 e - 
men t e  TV'.  Sucht man für einen Punkt  V nach der Construction (4) 
die entsprechende x-Secante, so findet man hierfür die dem betreflenden 
Hauptpunkte O gegenüberliegende Seite O des Eauptdreiecks [A (i')]. Es 
entsprechen demnach ciner Verzweigungstangente des Grundkegelschnitttis 
aus einem Hauptpunkte O die Tangenten in den Schnittpunkten A ,  A' der 
gegenüberliegenden Seite des Dreiecks 0,020,. Weil nun jedem EIaupt- 

* Beitrkge zur Curvenlehre, S. 6. 
Zritaçhrift f. Mnthematik n. l'hgsik XXXVI, 2. 6 
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punkte O e i n P a  a r  Verzweigungselemente 7 V' des Grundkegelschnittes 
eigen sind, so ist zu schliessen, d a s s  d i e  P o l e  O d e r  S e i t e n  des 
H a u p t d r e i e c k s  0,0,0, K n o t e n p u n k t e  d e r  D i r e c t i o n s c u r v e  D6 
s i n d .  

Auf diese Weise constatiren wir vorl%ufig drei Doppelpunkte r;!, 4. 07, 
von D6 mit der Bemerkung, dass die in den Punktenpaaren A A  an den 
Grundkegelschnitt k ziehenden Tangentenelemente gleichzeitig K n O t e n t an - 
g e n t  e n  der Directionscurve rorstellen , und belialten irn Auge, dass be- 
kanntlich dio Punktepaare 88' nichts Andcres sind, als die Bilder der 
unendlich nahe befindlichen Nachbarpunkte eines der drei Knotenpunkte der 
Unicursalcurve Cs4. 

12. Es ist bekannt, dass einer Do~pel tangente einer Plancurve C: 
bildlich ein Kegelschnitt entspricht, welcher dem Hauptdreieck 0,0,0, um- 

schrieben ist und den Grundkegelschnitt 7c in Punkten 3, B' doppelt be- 
rührt.  Solcher Doppeltangenten giebt es ,  wie man weiss, vier. E s  kommen 
also auf dem Grundkegelschnitte vier Verbindungslinien 1 B B' ( ~p var, 
welche auf bekannte Weise* gefunden werden konnen, und wir wollen nnr 
mieder der Vollstandigkeit wegen einerseits, andererseits aber der spateren 
Bezugnahme halber die diesbetreffende Construction"* nachfolgend anmerken. 

Wie schon in (11) gesagt wurde, treffen die Polaren der Hauptpunkte 

O,, O , ,  O, (Fig. 2) den Grundkegelschnitt in  den Verzweigungen V, V' 
paarweise, woraus man viererlei Projectivititen bilden kann: 

(IV1 VzI, IV'I 7I2I) (IV1 V'zI, IV', v2I) f 3 ;  

(IV, ? ? I l  l v ' l V ' 3 1 ) = & l  ~ l ~ l ~ ' 3 1 , J ~ ' l ~ y l ~ = L ' 2 ;  
(IV2 Vsl, IV', V ' ~ I ) = L I ~  (1VzV's11 1v'2731)=L11* 

Die drei Punktenpaare CL' liegen als conjugirte Pole auf den Seiten des 
IIanptdreiecks U, U203 und dilden die seclis Ncken eines vollstkdigen Vier- 
ecks, dessen vier Verbindungslinien p die 5 -P~ink te  tripelweise enthalten: 

. lS5,L',l-~,, l t3t25' i1-~zl  l t 5 ; 5 ' y 1 - ~ 3 ,  1 5 J 2 5 ' 3 Y l l = ~ 4 .  
Jede  p-Sehne  trifft, wie oben bemerkt i s t ,  den Grundkegelschnitt in  

einem Punktenpaare BB', dessen Elemente die Bildcr der Berührungspunkte 
einer Doppeltaiigente auf der Plancurve CG4 sind. 

Für imaginare Y-Punkte verweisen wir auf [U (le)]. 

13. Nun haben wir [A (6)) gezeigt, dass einem jeden Endpunkte B 
einer Berührungssehne p im Systeme der x-Geraden die Tangente im an- 
dern Endpunkte B' dieser p - Sehne entsprechend is t ,  und dass diese Eigen- 
schaft involutorisch is t ,  wie ja  leicht eingesehen wird. Hieraus ist  für den 
vorliegenden FaIl nothwendjg zu folgern, d a s s  d i e  P o l e  P d e r  v i e r  B e -  
r l i h r u n g s s e h n e n  p g l e i c h f a l l s  K n o t e n p u n k t e  d e r  D i r e c t i o n s -  

* E. W e y r ,  Projective Geometrie, 2. Heft S. 122. 
** Vergl. unsere Abhandlung R, Art. (15). 
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c u r v e  D6 s e i n  m t i s s e n  u n d  d a s s ,  v e r m o g e  d e r  b e z e i c h n e t e n  I n -  
v o l u t o r i t i i t ,  d i e  i n  d e n  E n d p u n k t e n  B ,  B' e i n e r  s o l c h e n p - S e h n e  
g e z o g e n e n  T a n g e n t e n  d e s  G r u n d k e g e l s c h n i t t e s  j e d e s m a l  a l s  
D o p p e l p u n k t s - T a n g e n t e n  i n  d i e s e u  P - P u n k t e n  e r s c h e i n e n .  

14. Die bis jetzt gegebenen Resultate unserer geornetrischen Unter- 
sucliungcn der absoluten zmci - vicrdcutigen Tangentcnsystemc auf dem 
Grundkegelschnitte sind ausreichend, um die Classification der Directions- 
ciirve dieser beideli Systeme festzustellen. Die drei 6 -Pole  und die vier 
P-Pole geben zusammcn für  die Dircctionscurve s i c  b c n D o p p e l  - O d e r  
Rn O t e  n p  u n k  t e  ; mit Rllcksicht auf die bekannte S t e iner 'sche* Formel 
erhalten wir, da die Curve im Allgemeinen k e i n e  S p i t  z e n  hat  und die 
Ordnung = 6 angenommen wurde : 

6(6-1)-2.7=16 
als Classenzahl und sornit das v o  11 s t a n d i g e  S y m b 01 D,! der Directions- 
curve. 

D a s  Ge  s c h l  e c h t unseres Erzeugnisses bestimmt sich nach der Ca  y l e  y - 
schen Definition** folgend. Da die Curve sechster Ordnung i s t ,  so kamen 

ihr (F-L)(t---= 10 Doppelpunkte zu; weil aber unsere vorstehenden 
2 

Untersuchmgen die Maxim-&ah1 s 7 feststellen, so ergiebt sich für  das 
Gcschlecht (Defect) die Zahl 10-7 = 3, d. h. dieselbe ist keine Unicursal- 
curve. Die Knotenanzahl = 7 finden wir aber auch nach der Weyr'schen 
Formel*** bestiitigt, wenn wir bedenken, dass jedes Element der zwei 
Gruppen 07, P ein involutorisches Elcmcntenpaar bedcutct; dcnn in dicsem 
Palle erhiilt man fur m = 2 und la = 4: 

2(2-1) 4(4-1) 
2 +T = 7 .  

Ebenso finden wir eine Bestatigung der Classe nach W e y r  (Curven- 
lehre, S.?) durch die Formel 2 . 2 . 4  = 16 und des Geschlechts (4 -1) (2 -1) = 3. 

15. Die Bestatigung der Ordnungszahl = 6 für die gefundene Direc- 
tionscurve wird übrigens auch durch nachstehende Betrachtung erwiesen. 
Wir nehmen eine Tangente a, a n ,  welche i n  einem A,-Punkte den Grund- 
kegelschnitt berührt. Damit sei ein Schnittpunkt bezeichnet, den eine der 
Seiten O, des Hauptdreiecks 0,0,0, auf dem Grundkegelschnitte k hervor- 
bringt, der im Vcrcine mit dcm zwciten moglichen Schnitte A', bcknnntlich 
jenes Punktenpaar Al A', i s t ,  welches die Bilder der unendlich nahen Nach- 
barpunkte des betreffenden homologen Doppelpunktes der Plancurve C,4 
vorstellt. 

* Gesammelte Werke, 11. Hd. S. 495. 
** Sa lm on-  F i e  d l e r ,  Analyt. Geometrie d. hoheren Plaucurven, S. 34. 

*** Beitrage zur Curvenlehre, S. 6. 
6 * 
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O,, O,, 0, sind. Alle Individuen dieses Netzes im Systome 2 des Grund- 
kegel~chnittes sind die Eilder der Geraden im System 5 der Plancurve C,4, 
so dass also den einfachen Tangenten der Curve Cs4 in  diesem Netze je ein 
Kogelschnitt entspricht , welcher den Grundkcgclschnitt einfach bcrührt , und 
dass den vier D o p  p e 1 t a n g e n t e  n der Curve jene vier doppelt berührenden 
Kegelschnitte bildlich entsprechen. 

Das vierdeutige System besitzt 2 . 2  (4- 1) = 12 Doppelclemente; diese 
sind die in (16) bezeichneten Coincidenzpaare J ,  in welchen zwischen dem 
Grundkegelschnitte k und der Directionscurve Dl! ein Contact vorkomrnt. 
I n  ihnen osculirt je  ein Individuum des besprochenen Kegelschnittnetzes den 
Grundkegelschnitt, welches somit im quadratischen Verwandtschaftssinne 
das Bild einer I n f l e x i o n s  t a n g e n  t e auf der Plancurve C," formirt, deren 
es, wie bekannt, sechs giebt. Hingegen bilden jene in  (16) angegebenen, 
die J-Punkte begleitenden Verzweigungselemente T des Grundkegelschnittes k 
im Systeme 5 jedesmal den T a n g  e n  t i a l p  u n k  t der betreffenden Inflexions- 
tangente suf der Plancurve Ce4 ab. Man kann demnach den nachetehenden 
Satz zusammenfassen: 

, ,Die s e c h s  D o p p e l e l e m e n t e  J, i n  w e l c h e n  d e r  G r u n d k e g e l -  
s c h n i t t  k v o n  d e r  D i r e c t i o n s c u r v e  Dl: b e r t i h r t  w i r d ,  s i n d  d i e  
B i l d e r  d e r  I n f l e x i o n s p u n k t e  7 u n d  d i e  n o c h  w e i t e r  z w i s c h e n  
d iese i i  z w e i  C u r v e n  s t a t t f i n d e n d e n  s e c h s  g e m e i n s a m e n  T a n -  
g e n t e n  b e r t î h r e n  d i e  e r s t e r e  i n  d e n  B i l d e r n  T d e r  T a n g e n t i a l -  
p u n k t e  T j e n e r  I n f l e x i o n s t a n g e n t e n  d e r  P l a n c u r v e  C2.' 

18. (Fig. 2.) Die sieben Doppelpunkte W P der Directionscurve D~: 
gestatten eine bemerkenswerthe geometrische Figur. Sie liegen tripelweise 
auf sechs Geraden: 

I I > , ~ P s I ,  IPlWzP3I, IPiWsf'sI, I P I P ~ G ~ I ,  IPsP4;zI, .IP,P.iW,I. 
Aus den sieben Doppelpunkten ergeben sich insbesondere zwei perspectivische 
Dreiecke (Pl Pz P,), (W, W, W,), deren Centrum dor Pol P, ist. Gleichfalls 
wird man e r ~ e h e n ,  dass auch irn Centrum P4 eine Perspectivitüt zwischen 
den Dreiecken (5,  c2 [,) , (0,0,0,) stattfindet. 

19. Dass die Directionscurve der beiden absoluten zwei - vierdeutigen 
Systeme des Grundkegelschnittes einer ebenen Curve CG4 je nach der Classen- 
anderung dieser letzteren ebenfalls einer Deformation nntcrworfcn sein wird, 
liegt auf der Eand. I n  Bezug dessen erlauben unsere synthetischen Unter- 
suchungen, deo Satz auszusprechen : 

, J e  n a e h d e m  d i e  P l a n c u r v e  C,4 d e r  C l a s s e  n a c h  d e g e n o r i r t  
i n  e i n e  C u r v e  m i t  0,  1, 2 ,  3 S p i t z e n ,  v e r m i n d e r t  s i c h  d i e  O r d -  
n u n g s z a h l  d e r  D i r e c t i o n s c u r v e  Bi: u m  e b e n s o v i e l e  E i n h e i t e n . "  
Wenn also z. B. die Plancurve vom Symbole C34 ist ,  wobei bekanntlich der 
Grundkegelschnitt k dem Hauptdreieck eingeschrieben erscheiut, erhxlt die 
Directionscurve des zwei-vierdeutigen Syetems das Symbol B,". 
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Der vorstehende Sata ist  jedoch im beschriinkten Sinne aufzufassen, 
indem man die betreffenden Seiten des Hauptdreiecks 0,0, O,, welche den 
Grundkegelschnitt k tangiren, jedesmal als Theilerzeugnisse der specielleu 
Directionscurve hinzurechnen muss , wodurch e i g e n t l i c  h die Ordnungszahl 
= 6 nicht ralterirt mird. Man wird also für das angezogene Beispiel einer 
Plancurve C,4 (mit drei Spitzen) eine Directionscurve erhalten, in wclcher 
das Dreieck O, 0,O, als Theilerzeugniss anzusehen ist. Sehen wir von diesem 
letztereu a b ,  dann wird allerdings die obige 13ehauptung eintreffen, dass die 
Directionsciirve vom Symbol D,9 is t ,  welche das Hauptdreieck in den Be- 
rtihrungspunkten des Grundkegelschnittes gleichfalls berührt, so dass dieser 
letztere ein die Directionscurve D,9 d r e i m a l  b e r  ii h r e n  d e r  R e g  el - 
s c h n i t t  ist. 

Eine kurze Uoberlegung wird auch sofort zu dom Resultat f t ih rec  dass 
der Pol P, D o p p e l p u n k t  (eigentlicher oder isolirter) ftîr die Curve D,3 
is t ,  diese somit u n i c u r s a l  ist. 

20. Schliesslich wollen wir nochmals auf die Fruchtbarkeit der auf dem 
Grundkcgelschnitte Ic conlocalen absoluten zwoi - vierdcutigen Systeme hin- 
weisen, wenn wir dessen Beziehung von einem andern Standpunkte unserer 
Betrachtung unterwerfen. Wir  wissen [A (5)], dass das zweideutige Punk- 
tensystem, welches bildlich durch die Tangentialpunktenpaare der Plancurve 
Ct auf dem Grundkegelschnitte k hervorgerufen wird , e i n  s y rn m e t ri. 
s c h e s S y s t e m  v i  e r  t e n  G r  a d  e s  ist. Die Verbindungslinien x conjugirter 
Elemente dieses Systems bilden e i n  T a n g e n t e n s y s t e m  v i e r t e r  Classe. 
I n  gleichor Weise rntîssen die Tangenten des Grundkcgclschnittes als ein 
E l e m e n t e n s y s t e m  s e c h s t e r  C l a s s e *  angesehen werden. Man kann 
nun die gegenseitige Beziehung der beiden z w e i - v i e  r d e u t  i g e n T a n g e  n - 
t e n s y  s t e m e  in der Art studiren, dass man die einander entsprechenden 
Elemente zum Durchschnitt bringt,  wodurch wir (Fig. 4) eine Ortscnrve 
erzeugen, die abermals 2 + 4 = 6ter Ordnung ist , weshalb wir ihr vor der 
Hand das Symhol DG beilegen. 

21. Wir sehen, dass die zwei bezeichneten Tangentensysteme nicht, 
wie in  den früheren Fallen , conlocal sind. Dennoch wird es D o p  p a 1 el e - 
m e n  t e  geben, die wir vor Allem fixiren mfissen, weil dadurch die Classi- 
fication des Erzeugnissos bedingt wird. Wir erinncrn zu diesem Zwecke 
an die Eigenschaft der Tangenten in den Endpunkten 6, B' einer p-Sehne 

(12). Aus diesem Grunde mlissen d i e  v i e r  P - P o l e  d i e s e r  S e h n e n  in 
B e z u g  a u f  d e n  G r u n d k e g e l s c h n i t t  a l s  D o p p e l p u n k t e  d e r  C u r v e  
DG wie vorhin auftreten. 

Jedes Element der nach (12) auf den Seiten des Hauptdreiecks 0,0,0, 
befindlichen conjugirten t- Pole, in welchem sich ein Paar  p - Sehnen 

* We y r ,  Beitrage zur Curvenlelire, S. 23. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



treffen, ruft auf dem Grundkegelschnitte eine quadratische Strahleninvolution 
hervor. Sucht man flir eine Asymptote dieser Involution, als Element des 
Tangentensystems am Grundkegelschnitte, mit Hilfe der Grundconstruction 
(4) die entsprechende x -  Gerade, als Element des Tangentensystems vierten 
Grades in (20), so erhalt man hierftir abermals einen Strahl der Involution, 
so dass nach der obigen Beziehung der betreffende 5-  Pol als Punktenele- 
ment der Erzeugnisscurvo D6 angehort. Da aber diese Eigenschaft auch 
für die zweite Asymptote jener Involution stattfinden muss, s O e r k  e n n e n 
w i r  d i e  s e c h s  l - P o l e  e b e n f a l l s  a l s  D o p p e l p u n k t e  d e r  C u r v e  DG. 

22. Die zuletzt gemachten Untersuchungen ergeben , d a  s s d i e  E r  - 
z e u g n i s s c u r v e  D6 i m  G a n z e n  z e h n  D o p p e l p u n k t e  b e s i t z t ,  und 
dass sie also nach (14) in Uebereinstimmung der dort angegebenen C a y  1 e y - 
schen Formel eine U n i c u r s a l c u r v e  ist. Niinmehr sind wir im Stande, 
die C l a s s e  

S(6-1)-2.10=10 rn 

festzusetzen, weil auch diese Curve keine Spitzen besitzt, weshalb sie de- 
finitiv mit dem Symbole D,: zu bezeichnen ist. 

23. Gemeinschaftliche Elemente enthi l t  die Curve D,! mit dem Grund- 
kegelschnitte k ,  sowie in  dern früheren Falle einer Directionscurve DI:, 

2 .6  = 12, die sich wieder paaren i n  sechs Bertihrungselernenten J, weshalb 
auch diesmal k e i n  d a s  E r z e u g n i s s  D,! s e c h s m a l  b e r ü h r e n d e r  
K e g e l s c h n i t t  i s t .  

Die sechs Contactpunkte J sind identisch denjenigen , welche die voran- 
gehenden Beziehungen als Bilder im Sinne der quadratischen Verwandtschaft 
der I n f l e x i o n  e n  auf der zii Grunde liegenden Plancurve vierter Ordnung 
bezeichneten, weshalb das friiher darüber Gesagte über die Bestimmung 
ihrer Tangentialpunkte etc. auch hier seine Anwendung findet. 

24. Nndlich m6ge auch noch die Bemerkung am Platze sein, dass die 
Doppelpunkte einer jeden der erzeugten Curven Ill:, D,: ganz oder theil- 
weise eigentliche (Knoten) oder isolirte (Einsiedler) Elemente seiu konnen, 
und dass auch die Realitiit der damit zusammenliiingenden J -Punkte  sich 
entsprechend gestaltet. Sind dia J-Punkte sammtlich reell vorhanden, dann 
zeigt ihre Verbindung die folgonde Figur: 

(Fig. 3.) Das vollsthdige Vierseit der p-  Sehnen, dessen drei Paare 
Gegeneckcn die Punktenpaare 5': sind, zerfallt in vier Dreiecke, deren Ecken 
einzeln auf den Seiten des Hauptdreiecks 0,0,0, liegen. Jedem Dreieck 
entspricht in  Bezug auf den Grundkegelschnitt ein polares Dreieck. Bekannt- 
lich sind solche Figurcnpaarc perspectivisch, d. h. es licgen die polar gegen- 
überliegenden Eckenpaare auf je einer Geraden n, welche drei Geraden sich 
in dem Doppelpunkte P4 schneiden. Wir finden folgenden geornetrischen 
Zusammenhang: 
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, ,Die J - B i l d e r  s i n d  d i e  E c k e n  e i n e s  d e m  G r u n d k e g e l s c h n i t t e  
k e i n g e s c h r i e b e n e n  S e c h s e c k s ,  d e s s e n  d r e i  D i a g o n a l e n  s ich  in 
P a a r e n  w e c h s e l w e i s e  a u £  d e n  G e r a d e n  s i n  d r e i  P u n k t e n  p 

s c h n e i d e n u .  
Das vorstehende Gesetz gestattet: ,,bei Bekanntgabe von drei diagonal 

gegenlîberliegenden J- Punkten die restlichen drei J- Elemente 1 i n  e a r  zu 
construiren. 

II. 
Cnrven dritter Ordnnng. 

25. Die Unicursal-Plancurven vorstehender Art aind vielfach studirt 
worden. Unsere Aufgabe sol1 sich dahin beçchranken, a n  diesen Curven 
die Pruchtbarkeit der absoluten Elementensysteme, welche mit ihnen durch 
ih r  Tangentensystem verbunden sind , zu zeigen , indem wir daraus, analog 
wie im ersten Abschnitte fur die Curven vierter Ordnung, Bezichungen fiir 
die Construction der Inflexionseleinente einer Plancurve dritter Ordnung 
fixiren. 

Bekanntlich het man vorstehende Curven zu unterscheiden in solche 
mit  einem Doppelpunkte oder mit einem Rtickkehrpunkte, weshalb im Fol- 
genden dieselbe Classification eingehalten ist. Ob der Doppelpunkt ein 
Knoten oder ein isolirter Punkt ist ,  wird ftir unsere Untersnchungen inso. 
fern auseinander zu halten sein, als bekanntlich davon die Realittit der 
Inflexionen einer Curve C,9 abhangt. 

A. Curven vom Symbole Cd8. 

26. Wenn wir, conform den in (3) ausgesprochenen Beziehungen , eine 
Plancurve C,3 BUE einem Kegelschnitte k abbilden wollen, so muss dieser 
Kegelschnitt den Hsuptpunkt O,, welcher dem Doppelpunkte 0, der Curve 
homolog ist,  incident enthalten. Die quadratische Verwandtschaftsbcziehung 
irn Sinne unserer Abhandlung (B) cit. in (3) erreichen wir demnach da- 
durch, wenn wir (Fig. 5) ein Dreieck O,O,O, mit einem durch einen Eck- 
punkt O, ziehenden Grundkegelschnitte k annehmen. Die durch den Haupt- 
punkt O, zur Geraden I0,0, ( Parallele trifft den Hauptkreis, welcher dem 
Dreiecke 0,0,0, umschrieben' i s t ,  in dem Punkte 09. Das Bild des 
Grundkegelschnittes k ist nach den S t e i n  er'schen Principien eine Plan- 
curve C,Y, welche den O,-Punkt als Doppelpunkt, die Punkte O,?$ aber 
als einfache Punktenelemente besitzt. Die punktenweise Bestimmung die~er 
Curve erlautert unsere Abhandlung (B). 

27. Die Gesammtheit der Tangenten auf der Plancurve CAs formirt ein 
,Systemu, in welchem jedes Element einen Berührungspunkt x und einen 
Tangentialpunkt wie bekannt is t ,  besitzt. Dieses Tangentensystem be- 

* Man denke sich die Figur diesbezüglich erganzt. 
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greift sonach z w e i  P u n k t e n s y s t e m e  i n  s i c h ,  w e l c h e  a b s o l u t  a u f  
d e r  C u r v e  v o r h a n d e n  s i n d .  Nun weiss man aber, dass sich von jedem 
Punkte der Plancurve im Allgemeinen ein Paar Tangenten an dieselbe ziehen 
lLisst, so dass ralso irgend einem beliebigen Curvenpunkte immer zwei Punkte, 
die Bertihrungselemente des betreffenden Tangentenpaares, conjugirt sind. 
Diese Thatsache berechtigt den Satz: 

, A u f  e i n e r  e b e n e n  C u r v e  CA3 s i n d  d i e  e i n x e l n e n  C u r v e n -  
p u n k t e  u n d  i h r e  c o n j u g i r t e n  P u n k t e n p a a r e ,  f ü r  w e l c h e  s i e g e -  
m e i n s c h a f t l i c h e  T a n g e n t i a l p u n k t e  b i l d e n ,  z w e i  e i n - z w e i d e u -  
t i g e  P u n k t e n s y s t e m e . ' '  

28. Um die Eigenschaften vorbedachter Elementeneysteme studiren zu 
konnen, bilden wir aie anf dem Grundkegelschnitte k ab. Wir  verwenden 
hierzu die Construction in (4) mit der durch die vorliegende Specificirung 
bedingten Abanderung in der Construction. (Fig. 5.) 

1st ein beliebiger Punkt  X des Grundkegelschnittes k gedacht, so pro- 
jicire man ihn sus den beiden Hauptpunktcn 0,03 nach X,X, auf diesen 
Kegelschnitt. Die Verbindungslinie ( X 2 X ,  1 trifft die Dreiecksseite I0,0,I = O ,  

in einem Punkte 5, und der Strahl 10,&1 schneidet auf k einen Punkt XI 
aus, d f r  offenbar nichts Anderes is t ,  als das Bild jcncs Punktes z, wel- 
cher de; . T a n g e n t i a l p u n k  t der einen in dem Bildpunkte = a n  die Plan- 
curve gehenden Tangente vorstellt. 

Aus dem Punkte z, zieht nach oben noch eine zweite Tangente a n  
die Curve C '  mit dem Bertlhrungspunkte X .  Die Paare XX' enthalten 
bekanntlich conjugirte Elemente einer quadratischen Involution, welche 
Eigenschaft durch die S t c iner ' sche  Abbildung auf dom Grundkegclschnittc 
nicht alterirt wird. Aus diesem Grunde findet man auf letzterem das zu 
dem Punkte X conjugirte Element X', wenn man X mit dem Centrum Z 
der dort abgcbildetcn Involution, d. i. der Pol der Dreiecksseite O, G 1 0,0,I, 
verbindet und diese Verbindungslinie mit dem Grundkegelschnitte k in X' 
verschneidet. 

29. Nach (27) sind die Elementensysteme X , ,  XX' des Grundkegel- 
schnittes k in ein-zweideutiger Reziehung. Betrachten wir zunachst diese 
beiden Systeme, wie in (6), als Scheine zweier Strahlenbüschel S, S', 
wovon der Einfachheit wegen das Centrum 8' des zweideutigen in Pig. 6 
als der Hauptpunkt O,, das Centrum des eindeutigen aber als der sonst 
beliebige Punkt S des Grundkegelschnitte~ angenommen wurde, so ist deren 
Erzeugniss bekanntlich* e i n e  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g ,  w e l c h e  d e n  
S c h e i t e l  0, d e s  z w e i d e u t i g e n  B t i s c h e l s  z u m  D o p p e l p u n k t e  u n d  
d e n j e n i g e n  S d e s  e i n d e u t i g e n  z u  e i n e m  e i n f a c h e n  P u n k t e  h a t .  

Das gedacbte Erzeugniss ist also cine Unicursalcurve vom Symbol 82 
wegen des Doppelpunktes 0, und zahlt zu jener Gattung, welche wir i n  (7) 

* E. Wcyr, Beitrage zur Curvenlehre, S. 64. 
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als ,,Secantencurvenu bezeichneten. Mit dem Grundkegelschnitte k Lat sie 
2 . 3  = 6 gemeinsame Schnittpunkte, von welchen der Doppelpunkt O, zwei 
und das Centrurn S ein Element consumiren. D i e  d r e i  i l b r  i g  b l e i b e n -  
d e n  S c h n i t t p u n k t e  J I ,  J,, J ,  s i n d  d i e  B i l d e r  d e r  a u f  d e r  P l a n -  
c u r v e  Cd9 v o r k o m m e n d e n  I n f l e x i o n e n .  

30. Wenn man die beiden in (27) erwiihnten absoluten eiu-zweideu- 
tigen Punktensysteme, welche au€ dem Grundkegelschnitte conlocal sind, in 
eine solche Beziehung bringt,  d a ~ s  man jeden Punkt  XI des eindeutigen 
Systems mit jedem Punkte X I  X' des aweideutigen Systems durch Strahlen 
verbindet , so ist nach W e  y r * die Enveloppe dieses Strahlensystems e i n e 
D i r e c t i o n s c u r v e  v o m  S y m b o l  D,' m i t  d r e i  S p i t z e n  u n d  einer  
D o p p e l t a n g e n t e .  (Fig. 7.) 

D e r  G r u n d k e g e l s c h n i t t  k w i r d  v o n  d e r  D i r e c t i o n s c u r v e  Di 
i n  d e n  B i l d e r n  JI, J,, J, d e r  d r e i  I n f l e x i o n s p u n k t e  d e r  B a s i s -  
c u r v e  C,3 e i n f a c h  b e r t i h r t ,  so dass man die erstere beztiglich des 
Grundkegelschnittes k eine C o n t  ac t c u r v e ,  im Gegensatz zu der oben be- 
zeichneten Secantencurve , nennen kann. 

Wir  geben ferner das nachstehende ausgezeichnete Gesetz: 
, D i e  d r e i  S p i t z e n t a n g e n t e n  p d e r  D i r c c t i o n n c n r v e  D,4 t r e f -  

f e n  s i c h  i n  d e m  2 - P o l e  (28) g e r n e i n s c h a f t l i c h e *  u n d  j e d e  von 
i h n e n  s c h n e i d e t  a u f  d e m  G r u n d k e g e l s c h n i t t e  k e i n  B i l d  J e i n e s  
d e r  d r e i  I n f l e x i o n s p u n k t e  &, &, d e r  P l a n c u r v e  Cd3  au^.^ 

31. Die Behauptung in (30), dass die Directionscurve DS4 für den 
Grundkegelschnitt k aiisschliesslich Contactcurve sei, is t  niir ftir den all- 
gemeinsten Fa11 mit drei reellen Rückkehrpunkten giltig, wo d a m  auch 
bekanntlich die Doppeltangente eine ideelle ist und die drei J-Punkte 
reell sind. 

Wenn aber die Doppeltangente eine eigentliche Gerade dieser Art ist, 
so kann ,  wie man sich leicht überzeugen wird, dieselbe nur als die Seite 

1 O, 0, / O, vorkommen, was dann moglich is t ,  wenn diese Seite des Haupt- 
dreiecks 0,0, 03, wie die beiden anderen, den Grundkegelschnitt als eigent- 
liche Secante trifft. I n  diesem Fnlle durchsetzt die Directionscurve D,4 in den 
xwei Secantenpunkten A,,  A', (Fig. 8) diesen Kegelschnitt, welche beiden 
Punkte zugleich die Berfihrungselernente der Doppeltangente O, sind. Selbst- 
versthdl ich werden bci dieser Annahrnc zwci J - P u n k t o  imaginbr und der 
dritte liegt,  dern Gesetze in (30) gemiiss, auf der einzigen Spitzentangente p, 
welche reell durch den 2 - P o l  der Dreiecksseite O, bezugs des Grundkegel- 
schnittes zieht. I n  diesem letzteren J - P u n k t e  beriihrt de r  andere Bestand- 
theil der Directionscurve den Grundkegelschnitt k. Diese Untersuchung 
giebt den Satz: 

Beitrage zur Curvenlehre, S. 6. 
** Einc bekannte Eigenschaft, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Prof. W. BINDER. 9 1 
- _WWI___M__AYN____M_^- - - IWYY-^-  

, D i e  S e i t e  0,~l0,0~1 d e s  H a u p t d r e i e c k s  O,0,0, i s t  d i e  e i n -  
z i g e  r e e l l e  D o p p e l t a n g e n t e  d e r  D i r e c t i o n s c u r v e  DS4; s i e  i s t  
e i n e  i d e e l l e ,  w e n n  s i e  d e n  G r u n d k e g e l s c h n i t t  n i c h t  r e e l l  s c h n e i -  
d e t ,  u n d  e i n e  e i g e n t l i c h e ,  w e n n  d a s  G e g e n t h e i l  ~ t a t t f i n d e t . ~  

Die vorstehenden Ergebnisse bestatigen schliesslich auch die Ordnung 
der Directionscurve. Denn die zwei Secantenpunkte A,,  A', der Dreiecks- 
çeite ol, von welchen zuletzt die Rede war ,  sowie die drei J-Punkte als 
Contactelemente der Directionscurve reprasentiren zusarnmen fUr diese letz- 
tere und den Grundkegelschnitt k acht Punkte in  Cemeinschaft, was nur  
m6glich ist,  wenn die Directionscurve vierter Ordnung ist. 

32. D i e  p o l a r - r e c i p r o k e  C u r v e  d e r  D i r e c t i o u s c u r v e  D,4 i s t  
o f f e n b a r  e i n e  U n i c u r s l t l c u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  v o m  S y m b o l D , 3 .  
Eine solche conformirt sich mit den Beziehungen in (10). Wir habeii zu 
diesem Behufe das in (27) bezeichnete ein-zweideutige Punktensystern, 
welches auf dern Grundkegelschnitte k conlocal iut, perspectivisch mit dem 
auf diesem Kegelschnitte befindlichen Tangentensystem zu verbinden, wo- 
durch z w e i  e i n - z m e i d e u t i g e  T a n g e n t e n s y s t e m e  hervorgehen, deren 
D i r e c t i o n s c u r v e  die polar-reciproke ;0: ist. Diese Curve ist also ein 
geometrischer Ort ,  dessen einzelne Punkteneleinente aus dem Scbnitte ent- 
sprechender Elemente der erzeugenden Tangentensysteme gebildet erscheiiien. 
Nach den vorausgegangeneu Erlauterungen unterliegt die betreffende Con- 
struction keiner Schwierigkeit, indem wir eben nur jede Tangente des ein- 
deutigen mit dern Tangentenpaare des zweideutigen Systems zum Schnitte 
bringen. (Fig. 9.) 

33. Durch Polarisation der Curve D34 erfshrt man weiter, dass die 
Directionscurve D43 den Pol Z der Soite O, des Hauptdreiecks O1 0,0, zum 
einzigen D o p p  e l p  u n  k t besitzt und dass gleichzeitig die in den Secanten- 
punkten dieser Geraden (d. S. die Bilder A,,  A', der Nachbarpunkte des 
Doppclpunktos 0, der Plancurve C:) a n  den Grundkegelschnitt gehenden 
Tsngenten die D o p  p e l p  u n  k t s t a n g e n  t e  n der Directionscurve 02 sind. 
Dieser Doppelpunkf Z ist ein ,,KnotenY, wenn die O, - Gerade für den Crund- 
kegelschnitt eine eigentliche Secante is t ,  und er ist .EinsiedlerU (Fig. 9), 
sobald sie ihn in  imaginaren Punkten trifft. 

Die Directionscurve DAS kann für  der, Grundkegelschnitt k n u  r C o n  - 
t a c t c u r v e  sein, und zwar h6chstenfalls in  drei und mindestens in  eincm 
reellen J - Punkte,  was mit der Ordnungszahl derselben übereinstirnmt. D i e  
d r e i  J - P u n k t e  s i n d  w i e d e r  B i l d e r  d e r  I n f l e x i o n e n  a u f  d e r  R a s i s -  
c u r v e  C t .  

34. (Fig. 9.) Die beiden ein- zweideutigen Tangentensysteme des 
Grundkegelschnittes k werden von der Dreiecksseite O, perspectivisch i n  
zwei ein-zweideutigen Punktensystemen geschnitten, die also auf dieser 
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Geraden (als Trbger) conjectivisch sind. Bekanntlich* besitzen diese con- 
jectivischen Systeme drei Doppelelemente P l ,  P , ,  P 3 ,  und es wird bei 
einiger Ueberlegung klar, dass die Curve D,9 dieselben incident enthalten 
muss. Man brsaucht zu diesem Zwecke nur die Construction der Punkt- 
erzeugung der Directionscurve zu verfolgen, um zur Einsicht zu gelangen, 
dass sich in einem J -Punkte  zwei entsprechende Tangentenelemente deckeo, 
und dass a190 der Pol P eines Strahles p der Involution Z in (28) auf O, 

mit der betreffenden J-Punkttangente in  einem P-Punkte  zusammenfallen 
muss, der ein Element von U d 3  ist. Diese Untersuchung folgert das Cresetz: 

, D i e  H a i i p t d r e i e c k s s e i t e  O, w i r d  v o n  d e r  D i r e c t i o n s c u r v e  
0 2  i n  d r e i  P - P u n k t e n  d u r c h s e t z t ,  d e r e n  p - P o l a r e n  bez t ig l ich  
d e s  G r u n d k e g e l s c h n i t t e s ,  d i e s e n  i n  J - P i i n k t e n  e i n e r s e i t s ,  und 
a n d e r e r s e i t s  i n  d e m ,  e i n e m  s o l c h e n  c o n j u g i r t e n  P u n k t e  T der 
I n v  01 u t  i o  n Z t r e f  fan.# Welche Rolle diese Punkte als Bilder dieeer 
Plancurve C,Y spielen, geht aus dem Vorigen hervor. 

Man ersieht auch die bekannte Figur,** dass die Verbindungslinien von 
je zweien der drei J -  Punkte auf O, Punkte ausschneiden, welche mit un- 
seren P-Punkten identisch sind, und ferner erkennt man die bekannte 
Eigenschaft, dass von einem P- Punkte jedesmal eine der Kegelschnittstan- 
genten diesen in einem J -Punkte  berührt. 

35. Die Resultate, welche mit  Hilfe der Directionscurve Dd3 erzielt 
wurden, kann man schliesslich auf eine einfache Kegelschnittsaufgabe redu- 
ciren. Der dabei zu beobachtende Vorgang sei nachstehend angedeutet. 
Die Directionscurve 02 kann nach oben darch die nothwendige Anzahl von 
Restimmungsstlicken, deren bekanntlich neun erforderlich sind , festgesetzt 
werden. Verbindet man diese Curve durch eine S t e i  ner 'sche Verwandt- 
schaft mit einem Kegelschnitte, was am einfachsten nach den Principien 
unserer Abhandlung (B) erreicht wird, so entspricht der Geraden O, eben- 
fa119 ein Kegelschnitt im Sinne der quadratischen Beziehung, und die vier 
gemeinschaftlichen Elemente dieser beiden Kegelschnitte begreifen , ausser 
dem Bildpunkte des Doppelpunktes Z der Directionscurve, das Punkten- 
tripel, welches die drei P-Elemente abbildet. Auf solche Weise gelangen 
wir somit ohne eigentliche Curvenconstruction zur Kenntniss der verlangten 
Inflexionselemente einer Plancurve C2. 

36. Weit einfacher wird dasselbe Resultat auf folgendem Wege, wel- 
chen E. W e y  r angegeben bat,*" erreicht. Von den beiden eindeutigen 
Punktensystemen (27) bildet das zweideutige eine quadratische Involution. 
Die Verbindungslinien conjugirter Elemente derselben sind Elemente einer 

* E. TVeyr, Theorie der mehrdeutigen Elementargebilde etc., S. 10. 
** E. W e y r ,  Lleber die Abbildung einer rationalen ebenen Curve dritter 

Ordnung etc., Sitzungsber. d. kaiserl. Akad. d. Wiss., LXXIX. Bd. S. 439. 
*** Ebenda S. 438. 
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Strahleninvolutiou des Centrurns 2. Verbindet man aber jedes Punktele- 
ment des eindeutigen Systems, d. i. ein gemeinschaftlicher Tangentialpunkt 
zweier conjugirten Punkte des zweideutigen Systems, mit einem beliebigen 
Punkte 8 des Grundkegelschnittes k ,  so erhi l t  man ein Strahlenbüschel. 
Die zwei Strahlenbtîschel 2, S Sind projectivisch und erzeugen einen Kegel- 
schnitt, welcher mit dem Grundkegelschnitte ausser dem Cent,rum S noch 
die drei J -Punkte ,  von denen selbstverstandlich zwei imaginar sein konnen, 
gemeinschaftlich hat. 

37. Die merkwürdige Iinearbeziehung der J -  Punkte und der Haupt- 
dreiecksseite O,, welchcr in (34) gedacht worden ist und die am einfachstcn 
dadurch ausgedrückt wird, dass man sagt: ,,Die J- Punkte bilden ein Drei- 
eck, dessen Seiten sich mit den in seine Ecken gehenden Grundkegel- 
schnittstangenten paarweise in den drei P-Punkten von O, schneidenY, ge- 
stattet es, dass man bei Angabe eines J-Punktes  die beiden tibrigen linear 
finden kann, was D r a s c h *  gezeigt hat. Wir geben in Pig. 9 noch einen 
andern Weg der Construction. 1st namlich ein Punkt J ,  bekannt, so trifft 
seine Tangente des Grundkegelschnittes die O, - Gerade in dem Punkte Pl; 
die Polare p, von P, schneidet die O,-Gerade in 8 und den Grundkegel- 
schnitt in T. Der aiif p, liegende Pol Z bildet mit dem Punktenpaare TS 
ein Tripe1 einer Harmonitat,  in  welcher ein vierter Punkt Q zu Z conjugirt 
i d ,  so dass die Relation besteht: 

(TS, Z Q )  = - 1. 
Die Polare von (! in Bezug auf den Grundkegelschnitt k schneidet diesen 
in den zwei Punkten J , ,  J,, welche Gerade selbstverstandlich durch den 
Pl - Punkt zieht. Der Beweis für die Richtigkeit dieser Construction ergicbt 
sich aus den harmonischen Beziehungen des Dreiecks JI J,J, und des Poles Z 
zur O, - Geraden. 

B. Curven vom Symbol Cs8. 

38. Diese Curven besitzen bekanntlich einen Rtickkehrpunkt (Spitze) 
und nur ein einziges Inflexionselement. Bei der Abbildung einer solchen Curve 
auf einem Kegelschnitto im Sinne unserer Voraussetxung einer S t e i u e r - 
schen Verwandtschaft wird das Hanptdreieck 0,0,0, gegen den Grund- 
kegelschnitt k derart; in Position kommen, dass in der Annahme (26) die 
Dreiecksseite O, G l0,0,1 (Fig. 10) eine Tangonte dieses Kegelschnittes ist. 

Uni die Punktensysteme eiuer Plancurve CsS in ihren Eigenschaften zu 
erfahren, betrachten wir dieselben, wie bisher, auf dem Grundkegelschnitte k. 
Man weiss Ubrigens, dass im vorliegcnden F a l k  jedem Curvenpunkto cin 
Tangentialpunkt zugehorig ist und d a s s  von einem Curvenpunkte nur eine 
einzige Tangente a n  die Curve gezogen werden kann. Auf diese Weise 
-- - - 

* Beitrag xor synthet. Theorie d. ebenen Curven 3. Ordn. etc.,  LXXXV. Bd. 
d. Sitzungsber. d. kaiserl. Akad. d. Wissensch. II, S. 546. 
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zerfallen die gesammten Curvenpunkte in zwei Systeme, welche in  projec- 

tivischer (ein-eindeutiger) Beziehung stehen und deren Bilder auf dem 
Grundkegelschnitte k conlocal von derselben Eigenschaft sind. Es  ist ebenso 
bekannt, d a s s  d i e  D i r e c t i o n s c u r v e  p r o j e c t i v i s c h e r  S y s t e m e  i m  
A l l g e m e i n e n  i m m e r  e i n  K e g e l s c h n i t t  C2 i s t ,  d e r  d e n  G r u n d -  
k e g e l s c h n i t t  d o p p e l t  b e r t i h r t .  Ebenso weiss man, dass von den 
zwei gemeinschaftlichen Berührungspunkten der eine jener Punkt A, ist, in 
welchem die O, -Gerade den Grundkegelschnitt tangirt , wiihrend der andere 
den einzigen J -  Punkt vorstellt. 

Diese zulctzt erwahnten Beziehungen lassen einschen, dass die Con- 
struction des einzigen J-Punktes  linear ausftihrbar ist, wie auch Weyr' 
gezeigt hat. Wir  werden unten mehrere lineare Constructionen nach un- 
serer Methode angeben, die ebenfalls einfach und unmittelbar zum Ziele 
fiihren. Vorerst wollen wir in Consequenz nnserer Methode eine kurze Be- 
trachtung der durch den vorliegenden Specialfall bedingten Modificationen 
jener absoluten Elementensysterne und ihrer Erzeugnisse anstellen, von denen 
oben die Rede war, indem wir dieselben in Einklang mit dem allgemeinen 
Falle einer Curve Ck3 setzen. 

39. Anlangend zunachst die Construction, so findct man genau sol 

wie i n  (28) angegeben worden i s t ,  zu jedem X - P u n k t e  den zugehorigen 
X, - Piinkt als das auf dem Grundkegelschuitte k (Fig. 5) abgebildete Ele- 
ment des Tangentialpunktes XI der betreffenden in dem Punkte x ziehenden 
Tangente der Plancurve Cs9: Wir  projiciren namlich X aus den Haupt- 
punkten O,, O, auf den Grundkegelschnitt nach X,  X3, suchen den Schnitt 

(I%X3I, IOzO31)_5i, 
so trifft der Strahl ( O, diesen Kegelschnitt in  XI. 

Als Centra fur die zwei (kriimmlinigen) Keihen XI  XI in  der Be. 
ziehung (29) wahlen wir am einfachsten die Punkte 01, A, (Fig. IO) ,  v o .  

durch also zwei projcctivische StrahlenbUschel entstehen, deren Erzeugniss 
ein Kegelschnitt K 2  ist. Nachdein die in  (28) bezeichnete Involution der 
Paare X ,  X' alle x'-Elemente in  dem vorliegenden Specialfalle im A,-Punkte 
vereinigt (parabolischer Fall),  so ist einzusehen, dass der Kegelschnitt X e  
in  dem letzteren Falle den Grundkegelschnitt k einfach bertihrt und dass 
die Dreiecksseite ol die gemeinschaftliche Tangente ist. Perner weiss man, 
dass auch der Btischelscheitel 0, ein Punktenelement von E2 sein muss; es 
bleibt also nur noch ein einzigcr Punkt  J tibrig, welcher diesen beiden 
Kegelschnitten gemeinschaftlich kt. Dieser J - P u n k t  ist  das Bild des be. 
sagtsn Inflexionspunktes auf Cs3. 

Unsere Construction lasst mit Leichtigkeit ftinf beliebige Bestimmungs. 
stiicke des Kegelschnittes K a  feutstellen, von denen der Annahme gernBsi 

* Ueher die Abbildung einer ra t iona len  ebenen Curve  etc., Sitzungsbcr. d. 
kaiserl. Akad. d. Wi~sensch., T,XXTX. Hd. IT. Ahth. S 439. 
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a priori durcb die Punkte O,, A, und die Tangente O, drei bekannt sind. 
Hieraus folgt eine lineare Ermitteliing des J -Pnnktes ,  wie oben bemerkt 
wurde. 

40. Geht man nach der Methode in (30) zu Werke, so bilden die 
gesammten 1 0, XI 1 - Strahlen ein Tangentensystem , dessen Enveloppe nber- 
mals ein Kegelschnitt K2  k t ,  welcher jedoch den Grundkegelschnitt d O p -  
p e l t  b e r ü h r t .  Die Berührung erfolgt, wie ohne Schwierigkeit erkannt 
wird, in dern P~iriktenpaare A, J. 

Die Polarisation der vorstehenden Beziehung muss selbstverst%ndlich 
auch wieder einen Kegelschnitt (K2) resultiren, der die gleiche Eigenschaft 
der in dern Punktenpaare A,J  stattfindenden doppelten Berilhrung mit dern 
Grundkegelschnitte k nachweist. Insofern iet der zuletzt erhaltene Kegel- 
schnitt (K2) als die Directionscurve der projectivischen Systeme X,  XI nach 
der Anschauung in (32) aufzufassen. 

Jeder der beiden letzteren Kegelschnitte K g ,  (K2) kann immerhin mit- 
tels der Grundconstruction durch fünf beliebige Bestimmungsstücke fixirt 
werden, was ausspricht, dass die Construction des gesuchten J-Punktes 
auch diesfalls linear durchgefuhrt werden kann. Wir  wollen jedoch un- 
mittelbar folgend einigo h6chst einfache Linearbeziehungen anzeigen. 

41. Die Verbindungslinie 1 A, JI ~p ist eine gemeiuschaftliche Secante 
zwischen dern Grundkegelschnitte k und jedem der Kegelschnitte K2, (K2). 
Man kann nun ausser dem gegebenen A,-Punkte noch einen zweiten Punkt 
diesor Secsnte auf Grund nachstchender Betrachtung erhalten. 

Die Polare des Hauptpunktes O, trifft den Grundkegelschnitt k ,  ausser 
in A l ,  noch in einem zweiten Punkte V2; analog erhalt man einen Pnnkt  
T3 bezuglich des Hauptpunktes Os. Bekanntlich ist der Punkt V2 das Bild 
eines Punktes der Plancurve CsS, in  welchern eine Tangente a n  diese 
Curve zieht, deren Tangentiaipunkt offenbar durch den zu OZ homologen 

Eauptpunkt O,, welcher fur die Curve cin einfaches Elemcnt is t ,  repriisentirt 
wird. In  der That  ergieùt auch unsere Grundconstruction, wenn dieselbe 
ftir den V2 - Punkt durchgeführt wird,  als den entsprechenden jenen Punkt  
A, des Grundkegclschnittes, der ausser dern Hauptpunkte O, auf der Drci- 
ecksseite O, = \ O, O, 1 l iegt,  wie aian sich leicht überzeiigen wird. Ganz 
kihnlich verhiilt es sich mit dern Pnnkte T3, für  dm man a19 ent~prechendes 
Element den zweiten Schnittpunkt A, auf der Geraden o3 f 1 0,0,[ erhlilt. 
In gemissem Sinne sind die Punkte v2, V3 für den Grundkegelschnitt k 
und deren Bilder r'i,, p3 auf der Plancnrve Cs3 sozusagen ,Verzweigungs- - 
elementeu der Hauptpunkte 02, 0, reup. O,, O,. 

42. Die gemeinschaftliche Secante 1 A, JI - p kann als Verbindungslinie 
des gegebenen A, - Punktes mit dern Schnitte : 

a) (iP2A31, l V 3 A 2 ] ) = ~  
bestimmt werdcn. 
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Projiciren wir die Punkte A,, A, taus den Hauptpunkten O,, O3 nach 
A",, A"', auf den Grundkegelschnitt k ,  so findet man ein zweites Punkten- 
elemeut der gemeinschaftlichen Secante IA, JI ~p mittels ,der Construction: 

b) ( 1 A 8 A ' g I I  I A Q A r f q I ) _ d .  
Endlich erhalt man einen dritten Bestimmungspunkt der Secante Id, JI = p  

aus der folgenden Linearbeziehung: 

c ) ( 1 K2 A"'y 1 1 V3 1 ) G a", 

wobei noch zu bemerken is t ,  dass der Punkt  G" gleichzeitig auf der Ver- 
bindungelinie 1 A,A,I zu liegen kommt, was gewiss zur Vereinfachung der 
Construction wesentlich beitriigt. 

A n h a n g .  
43. In den Figuren , welche unseren Untersuchungen zur Grundlage 

dienen, haben wir die Plilncurve, von der wir ausgehen , nicht eingezeichnet, 
um daç Bild der betreffenden Constructionen, die wir auf dern Grundkegel- 
schnitte zeigen, nicht zu beeintrichtigen. Eine Ausnahme hiervon macht 
nnr  die letzte Fig. 10 unserer Taf. VI welche die bezligliche Basiscurve C,3 
angiebt. E s  unterliegt keiner Schwierigkeit, die Basiscurven in  don vor- 
ausgegangenen Fiillen graphisch hervorzurufen , wenn nach den Grundsatzen, 
die wir für  die Erzeugung einer Plancurve in unserer citirten Abhandlung 
(B)* angeführt haben, verfahren wird. I n  diesem Sinne sei wenigstens fïu 
den einen Fa11 der Fig. 10 nachstehend die Construction angedeutet. 

44. Der vorausgcsetztcn Specialisirung einer Plancurve C,S gemiiss 
wissen wir, dam das Hauptdreieck O1 0, O3 in der Weise situirt ist ,  dass der 
eine IIauptpunkt 0, auf dern Grundkegelschnitte liegt, wahrend die ihm gegen. 
tiberliegende Dreiecksseite O, = 1 020,1 ihn in  einem Punkte A, berührt, der 
das Bild des Rückkchrpunktes 0, der Plancurve C33 vorstellt. 

Die quadratische Verwandtschaftsbeziehung verlangt den Hauptkreis x ,  

welcher dern Dreieck 0,0,0,  iimschrieben ist. Zieht man die Gerade 
IO,& 1 11 0 ,  O2 1, so trifft diese den Kreis x in jenem dern Hauptpunkte O, - 
homologen Hauptpunkte 5,. Die Punkte O,, Oy ~ i n d  für  C,9 einfache Ele- 
mente, wahrend O,, wie schon gesagt wurde, jener Punkt  is t ,  in welchem 
die Curve cine Spitze formirt. Die Spitzentnngente s erhiilt man,  wenn 
man den 02- Punkt  mit demjenigen Hauptkreisschnitte verbindet, der aus 
dern Centrum O3 durch die zu 10, A, 1 gleichlaufende Gerade erzeugt wird. 

45. Ein beliebiger Punkt X des Grundkegelschnittes wird durch Strahlen 
der Centra O,, O,, O, fixirt. Die homologen Strahlen der Centra O,, ol, O, 
treffen sich i n  einem Punkte X der Curve C,3. Z. B.: Die Gerade, welche 
dern Strahle 1 O,XI parallel geht und durch das Perspectivitatscentrum O, 

* Zeitschrift f. Math. u. Phys. XXXV, S. 25:  Ueber die Realitkt der Doppel 
tangenten etc. 
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zieht, schneidet den Hauptkreis in einem Punkte, dessen Verbindung mit O, 
den zu 1 OIXl homologen S t r ~ h l  giebt. Flir den Strahl 1 03XI findet man 
unmittelbar den homologen als Verbindungslinie des Centrums mit jenern 
Hauptkreiaschnitte, wclchen 1 Os XI hervorbringt. - 

Inshesondere sind auch die Tangenten i n  den einfachen Punkten O,, O3 
der Plancurve CS3 zu erwahnen. Die Tangente in  03 wird sofort erhalten, 
wenn man 03 mit demjenigen Kreisschnitte verbindet, der durch die Gerade 
10,A,1 entsteht. F u r  die Tangente in  O, bedenke man die Grundconstruc- 
tion, wonach leicht eingesehen wird, dass, wenn durch 0, ein zur Geraden 
(O,A,I gleichgerichteter Strahl gezogen wird, dieser den Hauptkreis x in 
einem Punkte trifft, der mit 0, verbunden, die fragliche Tangente bildet. 

46. Eine Plancurve C33 besitzt bekanntlich hochstens drei Asymptoten, 
das sind Tangenten, welche die C~irve in den unendlich fernen Punkten 
berühren. Drei reclle Asymptoton konnen nur  dann vorkommcn, wenn der 
Grundkegelschnitt k Hyperbel k t ;  jedenfalls werden zwei dieser Elemente 
imaginar, sobald der Grundkegelschnitt eine im Endlichen verlaufende Curve 
(Ellipse, Kreis) ist. In  unserer Fig. 10 ist der letztere Fa11 zutreffend. 

Des Bild eines Asymptotenpunktes ist offenbar einer der drei,  ausser 
dem O, -Punkte,  gemeinschaftlichen Schnitte 77, welche zwischen dem Grund- 
kegelschnitte 7; und dem Hauptkreise x stattfinden. I n  dem vorliegenden 
Falk giebt es nur  einen U - P u n k t  und demzufolge für  die Plancurve CJ3 
nur eine einzige Asymptote u. Auf Grund des Vorausgegangenen drlickt 
die Verbindungslinie 1 U& ( unmittelbar die Asymptotenrichtung aus. Die 
Lage dcr Asymptote zc wird doshalb fixirt sein, wenn ihr Tangentklpunkt T 
gegeben ist; diesen finden wir aber, wenn der U-Punkt  der Construction 
in (39) unterworfen wird. 

47. Schliesslich erübrigt die Construction der beiden Inflexionselemente 
der Plancurve CS3, niimlich des Wendepunktes J u n d  der Wendetangente 

Den 7- unk kt erhalten wir sofort, wenn der nach einer der drei Me- 
thoden in (42) linear gcfundene J - P u n k t  des Grundkegelschnittes 7c dom 
Verfahren in (45) unterzogen wird. Eine Complication stellt sich aber ftir 
die Construction der Wendetangente heraus, die jedoch am Ende ebenfalls 
eine lincare k t ,  wie wir glcich zeigen werden. 

Die Wendetangente i kann man auf zweifache Weive fixiren: 
a) Bekanntlich stellt sie das Bild eines Kegelschnittes Ki vor, welcher 

den Grundkegelschnitt k i n  dcm J -Punkte  osculirt und dern Hauptdreieck 
0,0,0, umschrieben iut, so dass er also in  dern Hauptpunkte O, den Grund- 
kegelschnitt 7c m m  zweiten Male schneidet. Durch das Punktenquadrupel 
0, 0,03 J und die i n  J gehende Grundkegelschnittstangente i ist  der Kegel- 
schnitt Ki ausreichend bestimmt und man kann nach bekannten Constructionen* 

* S t a u d i g l ,  Neuere Geometrie, S. 213. 
Zeitschrii? f. Mathematik o. I'hysik XXXVI, 2. 
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immerhin einen beliebigen Punkt  dieses Kegelschnittes linear ermitteln, dessen 
Bild im System der Plancurve C,S, ausser dem 3 - p u n k t e ,  einen zweiten 
Bestimmungspunkt der gesuchten Infiexionstangente 5 anzeigt. 

6) Zieht man i n  dem J-Punkte an den Grundkegelschnitt k die Tan- 
gente i ,  so entspricht derselben nach den er8rterkn Principien bildlich ein 
Kegelschnitt z, welchor dcm Hauptdreieck 0,0, a9 umschrieben ist und 
die Plancurve C,s im 7-punkte einfsch berührt. Von diesem Kegelschnitte 
sind also a priori vier Bestimmungselemente bekannt, und wir sind im 
Stande, in jedem Moment ein beliebiges ftinftes mittels der Construction 
(45) zu erhalten, wenn man statt  des dort vorau~gesetzten Grnndkegel- 
schnittes k die Gerade i substituirt. 

Mit Hilfe der bezeichneten fUnf Bestimmungspunkte kann man durch 
eine cinfache Elementarconstruction* die in dem x ~ u n k t e  gehende Wende- 
tangente ebenfalls linear feststellen. 

* S t a u d i g l ,  Neuere Geometrie, S. 117. 
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VIII. 

Analytische Untersuchungen über die Constitution 
der in krummen Flachen gebrochenen a priori 
astigmatischen Strahlenbündel mit Anwendungen 

der neueren Geometrie. 

Von 

Dr. A. AHRENDT 
in Rostook. 

Die allgemeine Theorie unendlich dünner geradliniger Strehlenbtindel 
ist von K u m m e r ' )  im Jahre 1859 aufgestellt. K u m m e r  findet, dass alle 
Strahlen durch zwei unendlich kleine gerade Linien (Brennlinien) gehen, 
die zu dern mittleren Strahl (Hauptstrahl) senkrecht stehen. Die Ebenen 
durch den Hauptstrahl und die Brennlinien, Brennebenen genannt, stehen 
im Allgemeinen nicht aufeinander senkrecht, wohl aber i n  dem Palle, wo 
das StrahlenbIindel ein System von Orthogonalflachen zdasst. Solche Bündel 
heissen regular und haben für die Optik die grosste Wichtigkeit. Aus dem 
Malus'schen Satze folgt namlich, dass ein regulares Bündel nach der 
Brechung in beliebig vielen isotropen Medien wieder in ein reguliires Bilndel 
übergeht. Die nachste Aufgabe der Dioptrik ist daher, die Constitution 
eines gebrochenen Strahlenbtindels zu finden, falls die des einfallenden ge- 
geben ist. 

Diese Aufgabe ist u. A. von C a r 1  N e u m a n n 2 )  gelost. Der Einfdls- 
punkt des Strahlenbtindels sei der coordinatenanfang und die brechende 
Plache berilhre die XY-Ebene  im Coordinatenanfang, habe also die 2 - A x e  
zur Normale, dann ist ihre Gleichung : 

1) M x ~ 2 0 x y + N y 2 - 2 8 = 0 .  
Es seien ferner pl und p, die beiden Hauptkrürnmungsradien im Co- 

ordinatenanfang und E das Azimuth des ersten Hauptnormalschnittes gegen 
die X Z - E b e n e ,  so ist 

cos2& sin2 E sina E cose E II) MX--+--> N = - -  + --- 
el ez PI ez 

1) Crelle'a Journal, Bd. 57. 
-2) Berichte der K. Sachs. Gesellschaft d. Wissenech., 1880. Vergl. Schoen ,  

Beitrzge zur Dioptrik des Auges, 13. Leipzig 1884. 
7. 
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Der Hauptstrahl X des einfallenden astigrnatischen regulbren Bündels 
liege in der X Z - E b e n e  (Einfallsebene), sein Einfallswinkel sei e,. Als- 
dann liegt a i c h  der Hauptstrahl 2, des gebrochenen Bündels in  der X Z -  
Ebene und es i s t ,  falls el den Brechungswinkel bezeichnet, 

sin e, = TZ . s in  el 
Mr H als Brechungsindex der brechesden Flache. Man versteht nun unter 
einem Brennpunkte des astigmativchen Bündels den Schnittpunkt einer 
Brennlinie mit dem Hauptstrahle. Ein astigmatisches Btindel hat demnach 
zwei Brenupunkte. Ente r  Brennweite versteht man den Abstand eines 
B~ennpunktes  vom Einfallspunkte. Im  Folgenden sollen die Brennweiten 
des einfallcndcn Bündels mit t, und so, die des gebrochenen mit r, und z, 
bezeichnet werden, und zwar sollen alle vier Strecken in der Richtung des 
durchgehenden Lichtes gemessen werden. Durch die Lage der Brennpunkte 
eines astigmatischen Bündels ist die Constitution desselben noch nicht be- 
stimrnt; vielmehr muss noch die Lage der Brennebenen gegeben sein. Da 
im Folgenden nur regulbre Bündel betrachtet werden, so gentigt es, die 
Lage einer Brennebene anzugeben; die zweite steht dann senkrecht zur ersten. 
Es seien die zu den Brennweiten 

gehorigcn Brennlinicn 60, %, 21, 5 9  

h> a,, a,; 
alsdann bezeichne man da8 Azimuth der Ebenen (Lb,)  und (Zia,) gegen 
die Einfallsebene mit 4, und a,, so sind die Azimuthe von (271,) und (Z1az) 

beztiglich 90° + 6, und 90 + as. N e u  m a n  n bestimmt nun a, ,  x , ,  9, 
als Functionen von so , 5,, a,, p,,  a,, n ,  e , ,  E. Setzt man zur Abktirzung 

s i n 2 4  COS" 
III) Q = -- +--, 

50 t 0 

sin ( e ,  - e,) 
P.cos2e2 + N -  

sir, e, 
Pl = - 

n . cosae, 
sin (e ,  - el) Q + N  - -  

San e,  
I V )  QI - - 1 

n 
sin (e, - e , )  

R.cose,+O- 
sin el R = (i- $) sin~l.cost?,;  &= - 1 

n . cos el 
so sind Pl, QI, R, gegebene Grossen. Dann sind z, und x, Wurzeln der 
quadratischen Gleichung 

V) 
1 1 (; - pl) (; - Q,) = R?, 

und es is t  

VI) 
222 

tg28, = -2- 
Pl - QI 

Die Constitution des gebrochenen Blindels ist also bestimmt. 
Wir  haben bisher angenommen, dass die Brennlinien eines unendlicb 

dtinnen Strahlenbündels zum Hauptstrahl senkrecht stehen. Dieses Theorem, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Dr. A. AHRENDT. 101 
_Y_U__̂ppp 

zuerst von S t u r m  ,') dem Begrlinder der Theorie des Astigmatismus , auf- 
gcstcllt , ist durch die K u  mmer 'schen Untersuchungen und die Q u i n c k e  - 
schen Versuche bestatigt worden. Allein schon R e u s  c hs) zeigte, dass 
die zweite Brennlinie des in einer Kugelflache gebrochenen homocentrischen 
Bündels in der Centrale des leuchtenden Punktes liege, also nicht zurn 
Hauptstrahl senkrecht steht, und wie @ter M a t  t h i e s s e n l )  durch ana- 
lytische Betrachtungen gezeigt h a t ,  stehen im allgemeinen Falle der Brech- 
ung eines a priori astigmatischen Blindels die Brennlinien schief zum Haupt- 
strtthl. Dieser scheinbare Widerspruch gegen die K u  m m e r  'sche Theorie 
erkliirt sich durch die A r t ,  wie K u m m e r  die Brennlinien defiiiirt. Indem 
er niimlich alle senkrecht zurn Hauptstrahl geflihrten Querschnitte des Bün- 
dels (Wellenflachenelemente) miteinander vergleicht, findet er, dass diese 
Querschnitte in den Brennpunkten den Werth Nul1 haben, d. h. Flachen- 
stüeke sind, die mindestens von der dritten Ordnung unendlich klein werden 
und in oino unendlich kleine Linie degeneriren. Neuerdings hat  nun W e i n -  
g a r  t e n5) gezeigt, dass alle Querschnitte in  den Brennpunkten diesellie 
Eigenschaft haben; es konnen also alle Geraden, die durch einen Brenn- 
punkt gehen und in der zugehorigen Pocalebene liegen, als Brennlinien des 
Bhde ls  aufgefasst werden. Die Frage ist nun ,  welcher von diesen unend- 
lich vielen Brennlinien der Name Brennlinie im phisikalischen Sinne a m  
meisten zukommt. Man darf wohl behaupten, dass eu diejenige sein wird, 
welcher der relativ kleinste Querschnitt als Flachenelement dritter Ordnung 
entspricht; mit anderen Worten: es wird dies der geometrische Ort der 
Brennpunkte der in derselben Focalebene unendlich nahe gelegenen auf- 
einander folgenden Strahlenfacher sein, also im Allgemeinen schief gegen 
die Strahlen liegen. Bezeichnet man das in der Focalebene liegende Bogen- 
element der Wellenflache mit as ,  den Zuwachs des Krümmungsradius im 
Normalschnitte mit und die Brennlinie mit aa ,  so ist die Neigung d 
derselben bestimmt durch a e 

I n  diesem Sinne hat  M a t  t h i  e s s e nG)  die N e  u m  a nn'sche Theorie aus- 
gebaut. Die Lagen der Brennpunkte und Brennebenen werden durch die 

1) Compt. rend. 1815; übersetzt in Poggend. Ann. Bd. 65 (1846). 
2) Poggend. Ann. Bd. 117 (1862). 
3) Poggend. Ann. Bd. 130 (1867). 
4) Acta màthematica, Bd. 4, z (1884). Sitzungsberichte der K. bayerischen 

Akademie, mathem. Cl. 1883, Heft 1. Zeitschrift f. vergleichende Augenheilkunde, 
VI, 1889. 

5) Journal f. reine u. angewandte Mathem., Bd. 98 (1885). 
6) Schlbmilch's Zeitschrift, Bd. 33 (1888). 
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neuen Betrachtungen nicht modificirt , ein Umstand, rtuf den bereits Z ec h l )  

hinwies. hl a t t h i e 8 s e n  bezeichnet die Inclinationen der Brennlinien 

b , ,  b z ,  a1 9 a, 
gegen die Hauptstrahlen mit 

J', a, ,  d", a2 

und findet folgende Differentialbeziehungen: 

a$,= -sine,.i3x+cotdl. x o d L o  {cose, .s in9, .a~-cos9, .ayJ,  
60 

windschiefen Strahlenfacher; nach der Brechung bat eine Drehung de# 
Strahlenfachers stattgefunden, so dass nunmehr ( û ~ ' ,  ayf)  der Grenz~unkt 
ist. Legt man durch die Strahlenfacher im Einfallspunkte die Querschnitte 
a g  und 3 q,, und sind x und X, die entsprechenden Azimuthe, so gelten 
die Relationen 

VIII) c o s ~ . ô y = s i n ~ . c o s e , . â x ,  c o s ~ , . ô y ' = s i n ~ , . c o s e , . a x ' .  
I n  der nachstehenden Arbeit wird nun versucht, fur  bestimmte bre- 

chende Fliichen aus den angeführten Pormeln geometrische Beziehungen her- 
zuleiten, die die Abhangigkeit des gebrochenen Btinilels vom einfallenden 
zu zeigen geeignet erscheinen. Besonders wird auch Rucksicht genommen 
auf die Verandermgen, die im gebrochenen Blinde1 vor sich gehen, falls 
im einfallenden Verschiebung der Brennpunk te, Drehung der Brennebenen, 
sowie Drehung der Brennlinien eintritt; bei diesen Untersuchungen k6nnen 
die Resultate der elementaren synthetischen Geometrie mit Erfolg angewendet 
werden. E s  wird dcr Reihe nach die Brechung in einer ebenen, abwickel- 
baren und beliebigen Flache untersucht. Die Brechung in Eugelfiachen hat 
keine besondere Berücksichtigung gefunden , da  dieselbe von L i  p p  ichB) 
und Anderen3) i n  s c h h e r  und erschopfender Weise behandelt ist. 

9 1. 
Untersnchnng des Falles pl = Q, = m. 

Wir nehmen a n ,  dass im Einfallspunkte beide Hauptkrümmungen der 
brechenden Flache den Werth Nul1 haben, eine Annahme, die beispie1sweii;e 

1) S ch lomi lch ' s  Zeitschrift , Bd. 24 (1879). 
2) Dcnkschriften der k. k. Akad. zu Wien, math. Classe, Bd. 38 (1877). 
3) Vergl. die angeführten Arbeitcn von N e u m a n n  und Y atthiesseii .  
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in allen Punkten einer Ebene erfiillt ist. Das Charakteristische solcher 
Einfallspunkte ist  , dass 

M e N = O = O  
ist. Mithin ist : 

P. cosse, R.cose ,  
Pl = - , Q1=Q:fl, RI--. 

n . cos2 e, n . cos el 

Betrachten wir zunachst den F a 1 1  d e r  s e n k r e c l i t e n  I n c i d e n z  
es = e, = 0°, so wird 

P 1 = P : n ,  Q 1 = Q : n ,  R * = R : m ,  
und die quadrati~che Gleichung V). lautet 

m 2 n 1  ---(-+-)+-=O; 1 1 

daraus folgt : 
5" 50 h xo :O0 

1) xl=ngO,  x 2 = n x o .  
Weiter ergiebt sich nach VI): 

21 4, = 8,. 
Aus 1) und 2) folgt: 

Die neuen Rrennweiten sind den alten proportional, und eine 
Drehung der Brennebenen findet nicht statt. Bei einer Drehung 
des einfallenden BIindels um 2' findet eine Drehung des iebroche- 
nen Btindels um Z; stat t ,  dagegen keine Aenderung der Constitu- 
tion. Des gebrochene Blinde1 ist nur  dann homocentrisch, falls es 
das einfallende ist. 

Wir betrachten jetzt die Neigung der R e u s  ch'schon Brennlinien gegen 
die Hauptstrahlen für  den Strahlenfgcher in der Ebene Zb,. Dann ist 
= 8, = 9OU, und es ist  nach VIII) : 

a ~ = a ~ ' = o ,  a y  =ay', 
mithin nach VII): 

xo - 6" ag0=cotd f . - .  2 - 5  a y ,  a ~ , = c 0 t 8 " ' ~ . a ~ ;  
Xtl 60 

durch Division der beiden Gleichungen ergiebt sich bei Beachhng von 1): 

3 a) cotar'= n . cot 8'. 
Analog ergiebt sich ftir die Brennlinien in der zweiten Brennebene: 

3 b) cota, = n.co t6 , .  
Aus l), 2) und 3) folgt: 

Dreht man im einfallenden Bündel eine Brennlinie um ihren 
Brennpunkt derart,  dass aie immer i n  der Brennebene bleibt, so 
beschreibt im gebrochenen Bündel die entsprechende Brennlinie ein 
perspectivisches Strahlenbüschel um ihren Brennpunkt, wahrend alle 
anderen Elemente ungeiindert bleiben. Die perspectivische Axe der 
beiden Strahlenbtindel ist die Schnittlinie der zugehorigen Brenn- 
ebene mit der brechenden Flache. 

Es ist hiernach leicht , die R e  u s c h 'ache Brennlinie im gebrochenen 
Bündel zu construiren, falls die im einfallenden Blinde1 gegeben ist. 
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Wir  gehen zur B e t r a c h t u n g  d e r  s c h i e f e n  I n c i d e n z  Uber und 
untersuchen zun%chst die Drehung der Brennebenen bei der Brechung. Es ist 

2 R t  = 2 (x,, - 6,) COS el . cos e, . s i n  2 8, 
4 )  tg 2 9 ,  = - -, 

Pl - Ql (xo + tO) (cos2 e ,  - cos%e,) + cos28., . (x, - $) (cos2e, + cos%e,) 

Iin Allgcmeinen findet sornit eine Drehung der Brennebenen s tat t ;  auch ist 
es moglich, das neue Azimuth 9, geometrisch nach 4)  zu construiren. Eine 
Drehung findet nicht statt  für 8, = o0 oder 6, = 90°, und ferner iat 
8, = 8, für  

lj, + x, cos e, - cos e ,  cos 2 8, = --- 50 - x, cos el + cos e, 

Dreht man das einfallende Bündel um seinen Hauptstrahl, so dreht sich 
auch das gebrochcne um seinen Hauptstrahl; die Schnittlinie entsprechender 
Brennebenen beschreibt dabei einen Kegel dritten Grades, dessen Spitze im 
Einfallspunkte liegt. Jedoch Sind die Eigenschaften dieses Kegels keine 
einfachen mehr. 

Die Brennweiten des gebrochenen Bündels sind die Wurzeln der Gleichung 

I m  Allgemeinen ist das gebrochene Btindel astigmatisch. E s  ist homocen- 
trisch, falls nur reelle Elemente in Betracht gezogen werden, fur 

man kann diese Bedingungen auch so schreihen: 

hiernach ist das gebrochene Bündel homocentrisch fur  

1. = 0°, 6" cos2e, = xo cosZe,;  
2. 8, = 90 O, 6, cosZ el = xo cosa eg ; 
3. xo = tO, cos2el = cos2e, (senkr. Incidenz). 

In  allen übrigen Fiillen ist das gebrochene Btindel astigmatisch. Die 
Gleichung 5) lehrt dann, dass der Quotient 

unabhangig ist von 19,. Hieraiis folgt, und dies gilt fur  die Brechung in 
jedem Nabelpunkte: 

Legt man durch die vier Brennpunkte der beiden Strahlen- 
biindel eine Parabel und dreht man das einfallende BUndel um den 

Hauptstrahl, so bewegen sich im gebrochenen Btindel die Rrenn- 
punkte 80 ,  dess die genannte Parabel stets durch denselben unend- 
liph fernen Punkt geht. 
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Aus Gleichung 5) folgt weiter 

x + < cosP el + cos2 es x, - kj, cos2 e, - cos2 e, 
x , + x , = n ~  - 

2 + cos", . n - 
cos2 ea 2 cosQe, 

= r + p . c o s 2 9 , .  

Es andert sich also bei der Drehung der Strahlenbtindel urn ihre Haupt- 
strahlen die Summe der neuen Brennweiten, wie der Radius vector der 
Fusspunktcurve eines Kreises vom Radius r ,  falls p der Abstand des Poles P 
vom Kreiscentrum C kt und 26, den Polarwinkel gegen die Axe P C  be- 
deutet. 

Betrachten wir jetzt die Veranderungen, die im gebrochenen Bande1 
var sich gehen, falls im einfallenden die Lage der Brennpunkte sich andert, 
wiihrend die Brennebenen dieselben bleiben, so folgt aus 5 )  : 

Da im vorliegenden Falle P,, QI, RI homogene Functionen von xo und do 
sind, so folgt, dass, wenn xo und go sich so Lndern, dass ihr Verhiiltniss 
immer dasselbe bleibt, dann sich auch X, und xa so andern, dass ihr Ver- 
hiiltniss constant bleibt. Wir  erhalten somit zwei perspectivisch ahnliche 
Punktreihen. Auch die Lage der neuen Brennebenen wird wegen der Re- 
lation 4) bei der angenommenen Verschiebung nicht geandert. 

Es m6ge nun die eine Brennlinie , etwa b, ,  senkrecht zur Einfallsebene 
liegen, also b, in der Einfallsebene , dann ist 8, = 90' und die erste Brenn- 
ebene Z b ,  steht senkrecht zur Einfallsebene. In  diesem Falle findet keine 
Drehung der Brennebenen statt ,  und es is t  

Die xu x,, und geh6rigen Brennpunkte B, und A, liegen also auf einer 
Geraden, die parallel ist zum Einfallsloth. Für  den Strahlenfacher in  der 
Brennebene Zb, ist  nun X =  8, = 90°. Demnach ist nach VIII) :  

Daraus folgt bei Beachtung von 6): 

7 a) cot 6"= cot 6'. 12 . cos2e, (q, - &,) . ' 
q, COS, e2 - &, cos2 e, 

Wir bemerken, dass diese Formel fiir e2 = el in  3a) übergeht. - Ftir 
den Strahlenfacher in der zweitcn Brennebene Zb2 finden wir analog ftir 
x=90°+6, ,Pr 

a y " = a y " ' = o ,  a x R f = a x  = a s i  
mithin ist nach VII): 
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x8-x1  cose, .az, a%,=-s ine , . ax+  cotd2.-  
Xl 

und mit Beachtung von 6) folgt: 

7 b) cot 8, = &O COS e, sin el - n sin e, + TI cos e, --- 
x,, cos2 eq - k0 cos2 e, 60 

F u r  den Fa11 e, = e, = 0 geht diese Formel in 3 b) iiber. 

Die Formeln 7) goben die Neigungen der R e u s  c h'schen Brennlinien für 
das gebrochene Bündel. Bus 7 a) folgt, dass fiir d'= 90° oder im Falle des 
homocentrisch einfallenden Bündels a"= 90' ist;  fiir 8'- o0 ist auch Sr'= 0'. 
Ebenso ist nach 7 b) fü r  8, = o0 auch d2 = oO. Die Neigung der Brenn- 
linien im gebrochenen Btindel hleibt dieselbe, falls im einfallenden die 
Brennlinien parallel sich selbst derart verschoben werden, dass das Verhalt- 
niss xo : einen coristanten Werth hehëlt. 

Eine andere Frage ist die, welche Veranderungen im gebrochenen 
Biindel vor sich gehen, falls im einfallenden nur eine Brennlinie parallel 
sich selbst verachoben wird. Bus den Formeln 6) nnd 7) folgt,  dass, falls 

sich andert,  dann x,, d", d2 sich auch Endern, wahrend x, constant ist. 
Bei der Aenderung von xo Zndern sich x,, a', 6"; dagegen bleibt x, con- 
stant. Bus der Form der citirten Gleichungen erkennen wir unmittelbar 
folgende Siitze : 

Verschiebt man in einem a priori astigmatischen Strahlen- 
bündel , dessen eine Brennebene mit der Einfallsebene coincidirt, 
die in der Einfallsebene liegende R e u s  c h 'bche Brennlinie parallel 
sich selbst, wiihrend alle anderen Elemente nnpeiindert bleiben, so 
dreht sich in dem i n  einer Ebeno gebrochenen Bnndel die eine 
Brennlinie um einen festen Punkt  und beschreibt ein projectivisches 
Strahlenblischel in der Ebene senkrecht zur Einfallsebene; die in 
der Einfallsebene liegende Brennlinie des gebrochenen BIindels um- 
htillt einen festen Kegelschnitt. Verschiebt man i b e r  im einfal- 
lenden Bündel die andere Brennlinie parallel sich selbst, so tritt 
im gebrochenen Bündel das Umgekehrte ein : die vorhin sich drehende 
Brennlinie umhüllt einen Kegelschnitt und die vorher umhüllende 
dreht sich jetzt um den festen Brennpunkt. 

Bus Gleichung 7)  folgt ferncr, dam, falls man im einfallenden 
Bündel eine Brennlinie um ihren Brennpunkt dreht,  dann die ent- 
sprechende Brennlinie im gebrochenen Bündel um ihren Brennpunkt 
ein projcctivischcs Strahlenbüschel beschreibt. 
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- m. Untersuchnng des Faiiea pl - 
Dieser Fa11 umfasst alle diejenigen Flachen, deren G a  u s s'sches Krüm- 

rnungsmaass de-werth Nul1 hat, also vornehmlich die abwickelbaren Flachen; 
specielle Falle bilden die Cylinder- und Eegelflachen. 

Wir untersuchen zunachst den Fa11  d e r  s e n k r e c h t e n  I n c i d e n z  und 
1 

bezeichnen das mittlere Krümmungsmaass im Einfallspunkte mit k = -. 
Pz 

Wegen der senkrechten Incidenz sind wir berechtigt , E = 0 zu setzen; 
d a m  ist 

hieraus folgt, de für  e, = el = o0 
sifi (e, - e,) 

=ncose,-cose, =n-1 
sin e, 

ist : 
Pl=P:a ,  Q 1 = ( Q + k ( n - l ) \ : f i ,  R 1 = R : f i .  

P, Q ,  R sind die i n  Formel I I I )  definirten Grossen. Jedoch ist su be- 
merken, dass 6, der Neigungswinkel von Bb, gegen die Ebene des ersten 
Ha~iptnormalschnittes ist ,  da wir gemass obiger Annahme E = O diese Ebene 
als Einfallsebene angesehen haben. 

Ftir die Neigung der Brennebene Zia, gegen die  bene des ersten 
Hauptnormalvchnittes gilt die Beziehung 

(6" - xo) sin 2.3, 
tg26 ,  = (6 - x ~ )  COS 2 al - ksi;, 5, (B - 1) 

Im Ailgemeinen findet also auch schon bei senkrechter Incidenz eine Drehung 
der Brennebenen bei der Brechung statt. D a  die Formel 8) auch in der Form 

geschrieben werden kann, so folgt, dass bei der Drehung der Btrablen- 
bündel urn die Hauptstrahlen die Winkel 2a2 und 2 (3, - 6,) sich verhalten 
wie xwei Winkel eines Dreiecks, deren Gegenseiten von constanter Lange 
sind, wahrend die Lange der dritten Seite variirt. - Nach 8) coincidiren 
entsprechende Brennebenen für 6, = O 0  oder 6, = 90°, sowie fur  x =  O 
oder 6 = 0. 

Das gebrochene Bilndel ist im Allgemeinen astigmatisch; nur in  den 
Ftillen Pl = Q,, R, = O  ist es homocentrisch, also für  

Diesen beiden Bedingungen wird geniigt in den Fallen 

1. x, = &, k = 0, homocentr. Brechung in der Ebene; 
2. 6,=0, ~ C = ( ~ ~ - X ~ ) : ( ~ - ~ ) X ~ ~ ~ ;  
3. 8,=9O, ~ = ( x , - & , ) : ( ~ - ~ ) x ~ E ~ .  
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Bei einer eigentlichen abwickelbaren Flache kann eine homocentrische 
Rrechung also nur d a m  stattfinden, wenn die Brennebenen des einfallenden 
Btindels mit den Hauptebenen coincidiren. 

Die Brennpunkte des gebrochenen Btindels wandern auf -El, falls das 
einfallende Btindel um 2 gedreht wird. Sie bewegen sich B O ,  dass sie 
stets zum Einfallspunkte und einem zweiten feston Punkte harmonisch liegen. 
I n  der That  liegt der genannte vierte harmonische Punkt in einem Abstande 

2 x, 2, 
h=- vom Einfallspunkte. Nach Frliherem ist aber 

z, + 
]. 1 

unabhangig von 8,; somit ist  auch h unabhhgig  von 4,. 
Dieser feste Punkt  ist der Brennpunkt des homocentrisch gebrochenen 

Rtindels, falls tîberhaupt eine homocentrische Brechung moglich ist. Geo- 
metrisch is t  dieser Satz evident, da  zwei Punkte, die sich so bewegen, dass 
sie zu zwei festen Punkten stets harmonisch liegen , zusammenfallen , fa115 
einer von ihnen mit einem der festen Punkte zusammenf~llt. Analytisch 
lasst sich der Satz so beweisen: Es  sei eine homocentrische Brechung m6g- 
lich, es sei e fna  nach 9) 

-1 q,-&. al=OO, k =  --. -, 
'>2 - 1 2" &O 

der neue Brennpunkt hat d a m  die Abscisse 
2 = 722,. 

Andererseits liegt der vierte harmonische Punkt im Abstande 

vom Einfallspunkte, und für  den citirten Werth von k folgt h = nx,,  was 
zu beweisen war. 

Nehmen wir das einfallende Bündel wieder von beliebiger Constitution 
a n ,  setzen aber voraus, dass die zweite Brennebene mit der Einfallsebene 
coincidire, also 8., = 9 0  O, so liefert die quadratische Gleichung der Brenn- 
weiten die Wiirzeln 

10) xl=n.$, ,  q =  
mxoe2 . 

~ 2 + ~ 0 ( ~ - ~ )  

D a  xl unabhfingig ist von Q,, die Punktreihe x2 aber projectivisch ist zur 
Punktreihe p,, so folgt: 

Wird ein astigmatisches Biîndel in einer Ebene gebrochen, sa 
is t  es wieder astigmatisch. Biegt man n u n ,  senkrechte Incidenz 
vorausgesetzt , die brechende Flache so l  dass aine abwickelbare 
Flache entsteht, deren Erzeugende in einer Brennebene liegt, so 
bleibt bei dieser Biegung die Lape des einen Brennpunktes im 
gebrochenen Btîndel ungeiindert; der andere Brennpunkt beschreibt 
auf der Fltichennorrnalen eine Punktreihe, die projectivisch ist zur 
Reihe der Krümmungscentre. Dia zum erstgenanntcn Brennpunkte 
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gehikige Brennebene steht senkrecht zum ersten Hauptschnitte 
(p = cn); die zum zweiten gehorige Brennebene liegt im ersten 
Hauptschnitte. 

Wir gehen nunmehr d a m  liber, das Verhaltcn der Reusch ' schen  
Brennlinien bei der Biegung der brechenden Flliche zu untersuchen. Wir  
betrachten zunachst den Strahlenfgcher in der Ebene 23, und haben: 

Nithert sich die Fliiche einer Ebene, so wird 

cot b"= n . cot 6'. 

Wird die Flache immer mehr gekrtimmt, so niihert sich a, der senkrechten 
Stellnng gegen den Hauptstrahl 2,. Aus Il a) folgt : 

Die Brennlinie al dreht sich bei der Biegung der Flache um 
den Punkt  xl = rn go und beschreibt ein Strahlenbtischel, das pro- 
jectivisch ist der Reihe der Krümmungscentra. 

Für  den Strahlenfàcher im ersten Hauptschnitte folgt in analoger Weise . 
Fiir p, = m wird cot 8, = rn. col 8, ; ftir p, = O wird 6, = 90'. J e  mehr also 
die brechende Flache gekrtimmt wird, desto mehr sucht die Hrennlinie a2 
eine senkrechte Stellung gegen 2, einzunehmen. 

Einfaohe Gesetze fur die Aenderung der R e u s  c h  'schen 13rennlinien 
ergeben sich auch, falls wir im einfallenden Btindel die Brennlinien parallel 
sich selbst verschieben. Bus 10) und 11) folgt: 

Verschieben mir b, parallel sich selbst, so uinhtillt a, einen 
Kegelschnitt und a, beschreibt um den festen Brennpunkt A, ein 
projectivisches Strahlenbtischel. Bei der Parallelverschiebung von 
b, beschreibt a, um einen festen 13rennpunkt ein projectivisches 
Strablenbüschel, dagegen ist die Bewegung von a, keine ein- 
fache mehr. 

m i r  verlassen den Fa11 der senkrechten Incidenz und gehen zur s c h  i e f e n 
I n c i d e n z  über. Dann ist nach II): 

12) X= k.sin20, N =  k . c o s 2 8 ,  O = k . s i m ~ . c o s ~ ~  
und nach IV) :  

. P, 0 [(y + 'y) cos2 ,  + k sin2 6 .  sin. el 

cos2 i? 
13) pl= [(a*+;) + k  c o s 2 ~ .  s i n  (e ,  - e,)  

$0 & O  sine, 
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Die Bedingungen der homocentrischen Brechung sind wieder Pl = Q, 
und R, = O. 1st das einfallende Btindel bomocentrisch, so ist mithin das 
gebrochene homocentrisch in den Fallen: 

1. E = 0°, xo.sin(e,-el)= p.sinsel . (na-l) ,  
2. & = g o 0 ,  xo~cosael.sin(e,-e1)=~.sin3el.(l-n2). 

E s  mus3 also das einfallende Bündel in einem der Hauptschnitte verlaufen. 
E s  sei das einfallende Btindel jctzt astigmatisch, verlaufe aber in einem 

der Hauptschnitte, dann ist das gebrochene Btindel homocentrisch in fol- 
genden vier Pallen: 

cos2 eg coss el sin (e8 - e,] , 
1. &= oO, = 0 0 ,  ---- -- 

5 0  $0 

cos2 e, - cos8 el sin (e, - el)  . 2. E = O O ,  t+1=900, + k cosP el 
Eo X o  sine, l 

cose e, coss e2 sin (eg - el )  . 
c- 4. E = 90°, al =90°, -- 

$0 ~o +' sine, 
Aus diesen Gleichungen ersehen wir, dass , falls ein Hauptnormalschnitt 
Einfallsebene ist und eine Brennebene mit der Einfdlsebene coincidirt, die 
Brennweiten des einfallenden Biindels stets so gefunden werden konnen, 
dass das gebrochene BUndel homocentrisch ist. Die in der dritten Columne 
stebenden Gleichungen stellen vier Hyperbeln dar, die paarweise identisch sind. 

Wir  untersuchen zilnachst den Pall e = O n  nliher, auch ftir den Fa11 
der astigmatischen Brechung. Im Allgemeinen haben die neoen Rrennebenen 
andere Inclinationen gegen die Einfallsebene, als die alten; nur fiir 6, = 0' 
und 8 ,  = 90' bleiben die Inclinationen dieselben. I m  Bolgenden sol1 der 
Pall E = 0°, 8, = 0" untersucht werden; der Pal1 E = oO, al = 90' bringt 
dann nichts Neues. Nach 13) ist 

1 sin (e, - el) 
pl = cos2e, : nz, ms2el, 0, 3 { &  + k :n, R , = o ,  

sin el 
mithin 

1 sin(e2- el)  14) 2, = a :  ( $ + k  x 2 = n x o c o ~ P e l : c ~ s 2 e , .  
sine, 

Aus der zweiten Gleichung ersieht m a n ,  dass, falls der Brennpunkt R, auf 

Z verschoben wird, der Brennpnnkt A, auf 2, eine perspectivisch ahnliohe 
Punktreihe beschreibt. Demnach ist die geometrische Construction von A, 
fiir eine gegebene Lage von B, einfach. 

Noch einfacher gcstaltet sich die geometrische Construction von A, als 
entsprechenden Punkt  von B I .  Denn nach der ersten Gleichung 14) ist 
die Reihe der Punkte A, perspectivisch Lihnlich der Reihe der Punkte BI. 
Das Perspectivit!itscentrum ist aber das Kriimmungscontrum der brechenden 
Flache. Denn nehmen wir die Fliichennormale zur Axe der y, die Gerade, 
in der die Einfallsebene die brechende Flache schneidet, zur Axe der z, $0 

sind die Coordinaten von B, und A, 
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x ' = ~ ~ c o s ~ ~ ,  y1=.$,si .ne2; 
x"= x, COS e l ,  y"= z, sir. e l ,  

und die Gleichung der Geraden AIB,  ist 

4 sin (el - el)  . (cos e,x - sine, y + n Q sin e l )  + 2: p sin el (COS e2 - n COS el) = O. 
Diese Gerade geht fiir jeden Werth von 6 ,  durch den Punkt  

% = O ,  xcose , -ys ine ,+nps ine ,=0 ,  
oder durch den Punkt % = O I  y = @ ,  

d.  h. durch das Krümmungscentrum C. 1st B, gegeben, so ist demnach A, 
der Schnittpunkt von CB1 mit 2,. 

Wir betrachten jetzt den Fal l ,  in  welchem die Einfallsebene mit dem 
zneiten Hauptnormalschnitte zusammenflillt, wo also E = 90° ist. I m  811- 

gemeinen findet auch hier bei der Brechung eine Drehung der Brennebenen 
statt, nur nicht in  den Fallen 8, = O 0  und 6, = 90°. Wir  betrachten wieder 
nur den Fa11 8, = 0°, da  der andere dann nichts Neues bringt. PUr diese 

Beschriinkungen ist 
cosz e, + s h  (e2 - el) 

P, = (- : n c o s z e l ,  Q 1 = l : n & ,  R ~ = o ,  
$0 sine, 

und mithin sind die Brennw.eiten des gebrochenen Riindels 

x0 sir. ep . cosP e, 
xl=r . tO,  x2= . - - -. 

szn el cosS e, + k xo sirt (e, - e,) 
Bus der ersten Gleichung folgt,  wie 
bei Formel 6 ) ,  dass die Brennpunkte 
B, und A, gleichen Abstand von der 
Fl&chennormale haben ; die Construc- 
tion von A, ist  somit einfach. Die 
zugehtirigen Brennebenen liegen im 
zweiten Hauptnormalschnitte. - Die 
zweite Gleichung lehrt, dass die Punkt- 
reihe A, perspectivisch liegt zur Pankt-  
reihe B,. Die Construction des Cen- 
trums C der PerspectivitBt ergiebt 
sich aus der Correspondenz der 
Wertheprasre 

sin e, . cosQI 
xo=aJ, "=' s in(e , -e , )  ; 

sim el . cosZ e, 
X Z = ( X l  X o = Q :  

swz (e l  - e,) ' 

Legt man slso durch das gesuchte 
Centrum C Parallelen zu 2 und El, 
so schneiden diese auf der Flicheu- 
normale Strecken von den Langen 

O L = p . c o s 2 e , ,  O M = e . c ~ s " ~  
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ab. Die Construction von C ist daher die folgende: Man projicire das 
Krtîmmungscentrum E nach KI auf Z1, und KI nach L auf OX; anderer. 
seits projicire man h' nach K2 auf 2, und K2 nach M auf OIT. Zieht man 
dann L C / / 2  und ïVC//Zl, so ist der Schnittpunkt der beiden Geraden 
der gesuchte Fixpunkt C. Hat man C construirt, so findet man zu jedem 
Brennpunkte B2 leicht den entsprechenden Brennpunkt A,,  da beide Brenn- 
punkte mit C in einer Geraden liegen. (S. umst. Fjgur.) 

Sehr einfach gestalten sich ilun im gebrochenen BUndel die Verande- 
rungen, die ihren Ursprung in der Biegung der brechenden Flache haben. 
Wir  denken uns den Vorgang so ,  dass die Constitution des einfallenden 
Bilndels ungeandert bleibt, dass aber die Einfallsebene eine Hauptebene sei 
und dass eine Brenncbene mit der Einfallsebene coincidire. Dann dcnken 
wir uns die brechende Flache gebogen, und zwar so,  dass die Normale die- 
selbe bleibt, und ebenso die Lage der Hauptschnitte. Cnter  diesen Vor. 
aussetzungen h d e r n  sich die Brennweiten im gebrochenen BUndel, dagegen 
nicht die Lagen der Brennebenen. 

Wir  untersuchen zunachst den zuletzt betrachteten Fa11 E = 90° und 
9, - OO. E s  war nach 15) : 

2, Q cos2 el sin B, 
x1 = n tg, x2 = a . 

Q cose e, sin el + x, .sin (e8 - el) 
Wir sehen hieraus, dass bei der Biegung der brechenden Plache sich s, 

nicht andert,  dass a190 der Brcnnpunkt Al an seiner Stelle bleibt. Dagegen 
andert sich x 2 ;  A, bewegt sich auf El und zwar so, dass A, K, d. h. die 
Verbindungslinie des Brennpunkte~ mit dem Krümmungscentrum sich um 
einen Fixpunkt Cl dreht. 

I n  der ersten Hauptebene sind die Verhiilhisse ganz analog. Fiir €=O, 
8, = O war ntimlich gefunden 

e 60 sine2 cos2 el x - x2=nxOo0. ' - p sin el + 6 ,  sin (e, - el) cose e, 
Bei der Biegung der brechenden FlBche Lndert sich also x,, dagegen s, 
nicbt. Wie  ersichtlich , ândert sich xl so, dass A, E stets durch einen festen 
Punkt  geht. Aus fruheren Untersuchungen folgt, dass dies der Punkt B, 
sein muss, der ja bei der Biegung fest bleibt. W i r  sind somit irn Stande, 
für  jede Krtirnmung der Flache den Rrennpunkt A, zu construiren. 

9 3. 
Unteranchnng der  Brechung in einer  beliebigen FlBche. 

Bei der folgenden Betrachtung, die also die frtiheren a18 Specialf&lle 
umfasst, soll die senkrechte Incidenz naher untersucht werden; von der 
schiefen Incidenz werden nur einige specielle Falle betrachtet; insbesondere 
wird gezeigt, dass sich auch hier geometrische Constructionen, ~hnlich den 
frtiheren , ausftihren lassen. 
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Da bei der s e n k r e c h t e n  I n c i d e n e  der Hauptstrahl X mit der 
Flhchennormale identisch ist,  so kann man,  ohne dass dies eine weitere 
Specialisirung des Problems iut, die Einfallsebeno als im erstcn Haupt- 
schnitte gelegen annehmen; dann ist 

M = l : q , ,  N = ~ : Q , ,  0=0, 
und daher wird 

sinet+, n - 1 
nP1 =- +-+-9 

xo 60 41 

Nach der allgemeinen Formel fiir die Neigung 8, der ersten Brenn- 
ebene des gebrochenen Bündels gegen die Einfallsebene ist 

sin 2 3, 
2928, = e n - Q I  60x0 

7 d=( f i - l )  ---.-. 
A+ C O S ~ S ,  e n  QI 50 - $ O  

Diese für die Brennebenen charakteristische Grosse A hat eine interessante 
Eigenschaft. Betrachtet man nBmlich das einfallende Blinde1 in seinen beiden 
Haiiptlagen 8, = 0 nnd 8, = 90°, so gehoren zu diesen beiden Hauptlagen 
zwei Paar Brennpunkte im gebrochenen Bündel. Es  lasst sich nun zeigen, 
dass das Doppelverhfiltniss dieser vier Brennpunkte gleich de ist. F ü r  
8, = O 0  ergiebt sich nfimlich nach 16) und V): 

3 7) d o  Q S  x l =  x 2  = "Xocoe1 , 
~ d - ( ~ - l ) h '  e, +(n -  1)xo 

und ftir 8, = 90': 

18) x"l = 4, el , ;p = ""0 Qe -. 
e1+(n-l)ko 4 z +  ("-1)so 

Bilden wir aus 17) und 18): , x''~ - x , . x " ~  - x ' ~  
r ?  x"~ - xfl ' 2'; -x p 

so folgt für dieses Doppelverhiiltniss der Werth d2, und dies war zu be- 
weisen. 

Im Allgemeinen findet bei der Brechung eine Drehung der Brennebenen 
statt; ausgenommen sind die Ffille A = 0 ,  sowie 8, = O' und ah, - 90°. 
Der Gleichung d = O wird gentigt durch 

1. = 1 ,  keine Brechung; 
2. el = p a l  Brechung in einem Nabelpunkte; 
3. xo = 0 oder go = 0. 

Die Brennweiten des gebrochenen Bündels sind im Allgemeinen niüht 
rational darstellbar; sie sind Wurzeln der quadratischen Gleichung V). 
Jedoch gilt der Sntz, dass, wenn wir uns das einfallende Biindcl urn 2 
gedreht denken, dann die Brennpunkte um Z1 sich so verschieben, dass sie 
stets zum Einfallspnnkte und einem andern festen Pnnkte harmonisch liegen. 
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Denn der vierte harrnonische Punkt  m m  Einfallspunkte und zu den Brenn- 
Punkten lieot irn Abstande " 

vorn Einfallspunkte. Nun ist 

unabhangig von a,, also auch h. 
Wir  untersuchen die Bedingungen fiir die Homocentricitat des ge- 

brochenen Bündels. Dieselben sind Pl = QI, R = O,  also 

( ~ o - x o ) e l ~ z . c o s 2 ~ , = ( n - 1 ) ( ~ l - ~ z ) ~ o ( o ,  ( X ~ - ~ ) S ~ ~ ~ . ~ . C O S ~ ~ = ~ .  

Diesen Bedingungen wird genügt durch 

1. 3, =O0, ( I n - x O ) e l e ~ = ( ~ - 1 ) ( e l - e ~ ) ~ ~ & i  
2.  4,=90°, ( ~ o - < , ) ~ l ~ z - ( ~ - ~ ) ~ ~ l - e z ) ~ o ~ o ;  
3.  x,,=EO, el = P Z .  

Einc homocentrische Brechung kann also stattfinden i n  einem Nabelpunkte, 
falls dau einfallende Btindel auch homocentrisch ist;  bei einer beliebigen 
Fliiche aber nur  d a m ,  falls die Brennebenen mit den Hauptebenen coinci- 
diren und die ursprunglichen Brennweiten sich wie die Ordinaten und Ab- 
scissen gewisser Hyperbeln verhalten. 

Zum Schlusse untersuchen wir noch kurz das astigmatische Bilndel, 
das durch Brechung eines homocentrischen entsteht. Die Brennebenen des- 
selben coincidiren mit den Hauptebenen; denn es ist fur z,= <, nach 16): 

1 n-1 1 n - 1  
n P 1 = - + -  9 n o 1 = - + -  3 "RI = O ,  

XQ el $0 e 2  
und daher wird 

Die Brechung ist homocentrisch fdr x, = O oder pl = Q,.  Wird der Object- 
piinkt des einfallenden Btindels verschoben, so verschieben sich die Rrenn- 
punkte auf Zl derart, dass sie projectivische Punktreihen beschreiben; rückt 
das Object in unendliche Ferne, so ist  

n n 
XI = - 

12-1 
e l ,  xz=- f i - l  Q a -  

Bei der s c h i  e f e n  I n c i d e n z  beschrlinken wir uns auf die Untersuch- 
ung des Falles, wo cine der Hauptebenen Einfallsebene ist und wo eine 
der Brennebenen mit der Einfallsebene coincidirt. Unter diesen Voraus- 
setxungen findet eine Drehung der Brennebenen nicht statt. 

Es sei zunachst E = O 0  und 8, = O O ;  die erste Hauptcbene sei also die 
Einfallsebene und die erste Brennebene moge mit ihr coincidiren. Dann id 

M = l  : e l ,  N = l : p 2 ,  0 = 0 ,  
also : 
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cos8e, 1 sin (e,  - el)  
n cosQ1 Pl = - 

xo +n sine, 
1 1 s in(e , -e l )  

n Q 1 =  - 6, + R  sine, ' 
RI = 0. 

Die Brennweiten irn gebrochenen Blinde1 werden hiernach 

Eo err sin e, z, p ,  cosP el sin e, 
19) *x, = , 2 = p - 2 p -  Y -  -. 

p ,  sin el + &, s in  (e,  -e l )  pl cos e, szne, + x,  sin(e2 -el)  

Wir ersehen sus den Gleichungen 1 9 ) ,  dass sich in diesern Falle die frühcren 
Constructionen wieder anwenden lassen. Die erste Gleichung ist dieselbe, 
a ie  14), die zweite dieselbe, wie 15); die bei den genannten Gleichungen 
gegebenen Constructionen gelten also auch hier. - F u r  die übrigen Special- 
fille lauten die Gleichungen : 

€=O0, 8.=9OD: , . 
6, el cos' e, sin e, s, Q ,  silz e, 20) x - , *z - 

1 - ~ , w s " e 2 s i n e l + ~ o ~ i n ( e 2 - e l )  2 - ~ 2 ~ i n e , + x o s i n ( e , - e , ) '  

. . 
21) * 60 QI sifi % xo Q,  cos2 e, sin e, 

1 Z -  
" = Q ,  sin el + 5, sin (e, - e l )  - Q ,  cosBe2 sinel f xo sin (e,  - e l )  

t ,  Q, cos%l s in  e, zo Q, sine, 22) 2, = 1 * x  - - --. 
p2cos%e,sine,+~,sin(e,-e,)  Z - p l s i n e , + x , s i n ( e 2 - e l )  

Die aeht Formeln 19) bis 22) lassen sich in zwei Gruppen theilen; den mit 
einem Sternchen versehenen entspricht eine Construction, wie sie bei Gleich- 
ung 14) angegeben wurde; der Fixpunkt ist ein Krümmungscentrurn der 
brechenden Flache. Den tibrigen Gleichungen entspricht eine Construction, 
a ie  sie bei Gleichung 15) angegeben wurde; der Pixpunkt C liegt nicht 
mehr im Krürnmungsmittelpunkte. Es finden also die bei abwickelbaren 
PlLchen gegebenen Constructionen mutatis mutalzdis auch bei beliebigen 
PlLchen Anwendung. 

Ros tock ,  im Mai 1890. 
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Kleinerc Mittheilungen. 

VIL Bemerknng znr  Theorie der  l inearen DXerentialgleichnngs- 
agateme, 

1. Die folgende Bemerkung erstreckt sich nur  auf lineare Systeme 
(nicht homogene) mit constanten Coefficienten. F ü r  das allgemeine der- 

artige System werde die Form gewahlt: 

Die AL,  sind constant, die fA(x) beliebige Functionen von s. Setzt man, 
wie es in F o r s  y t h ' s  ,A Teatise on Differential EquetionsY, Chaptor III 

a dZ 
geschieht, - =Il, - = Dl, =(Du+ p)yl,  ao nirnrnt 1) die 

d x  dd dxv 

Werde ferner gesetzt : 

die Unterdeterminanten der Glieder Ai 2 ,  A2 2 ,  ..., AnA des sein und alle 
Coefficienten der D- Potenzen in  d ,  di A ,  ..., A,z siiid bekannte Constanten. 

3) 

D + 4 ,  AIS, - - - ,  
A211 D+Azn1 - . . r  .= d c  ao+o,D + o,D'+ ...+ Du, . . . . . . . . . . . . . .  
An11 A n 2 1  ...i D+Ann 

Dann werden 
4 1  = B o +  BiD + &De+-- .+  Pn-sDn-', . . . . . . . . . . . . . . . . .  - 1  

dll= LO+ AID+ AsDe+...+ An-20"-'+II"-', 
. . . . . . . . . . . . . . . .  
Ani= v,+ v ,D+v2O2+-S .+ V ~ - ~ D " - ~  
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rnterwirft man die Gleichungen 2) der Reihe nach den durch Ain, 
dlLl ..., dnl angedeuteten Operationen, so ha t  man durch Addition aller 
Gleichungen : 

{ ( D  + Al,) 4 1  + A,, A22 + a - - +  A n i  A n l l y l  
+ j  A I 2 ~ i 2 + ( D + A S B ) A 2 ~ + ~ . ~ +  An2 An11 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
+{  A I A , ~ I À +  A21 A21 + . m .  + Anz Anntyn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
+ I  A l n d i l +  Azn Azl + .S .+  (D+Ann)  yn 
=A12 f l ( ~ )  f 422f2(5) +"*f &ifn(x)-  

Das vor y, stehende Symbol ist aber 

(D f A111 I 4 2 ,  S . . ,  Ais-1, (D+A11)1 A i l + i ,  A I  n 

(a+A22)1 m . . ,  A L A - ~ ,  4 1  A 2 1 + l i  A2 n 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

An11 An23 m m . ,  Ani-1, An i ,  AnA+l, m . . ,  (D+Ann)  

setzt sich also additiv zusammen aus Gliedern von der Form (vDP - vDAU) 
und da (vDP - vDP) y = O ,  so macht es die Function y, zu Null. Das 
Gleiche gilt ftir y, ... y2 -1 , y ~ + i  , ... , yn,  so dass man erhalt : 

4) d y A = - 4 1 ~ f l ( ~ )  + d , ~ f , ( x )  + * . . + A n ~ . f n ( x ) -  

Wenn nun entwickelt wird: 
1 

u o + u i D + ~ 2 D 2 + . ~ . + D n  = B ~ + Q ~ ~ + Q ~ ~ ~ + Q ~ ~ ~ + ~ ~ ~  

8 0  k t  
( Q ~ + ~ ~ ~ + ~ - ~ ) ( ~ , Y + ~ ~ Y ' + ~ ~ ~ ' ' + ~ ~ ~ + ~ ( ~ ) ) = Y  

und 
(ao+ ~ D + L Y ~ D ' + . - - + D ~ ) ( ~ ~ Y  + Q ~ Y ' + ~ ~ Y " + - . - ) = Y ~  

1 
d. h. LI und - sind inverse Symbole und es ist d 

1 
d (f Y) ' d (dY)=y.  

Also hat man 

5) 
1 

Y A = ~  I+.f,(x) + A21fi(x) + m . - +  &nfm(x)t  

oder anders geschrieben : 

Man kann ale0 yl in Form 6) aus 2) ableiten, wenn man die Gleichiingen 
2) als gewtihnliche lineare auflost, und durch Autiwerthung der Determinanten 
i n  6) ergiebt sich dann y1 in Form 5). 

Seien nun in 5) ftîr di 1, ... , dnl deren Entwickolungen nach D-Po- 
tenzen eingesetzt, so bat man: 
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1 
ya ist also additiv aus Ausdrücken von der Form - f ( x )  zusarnmengesetzt. 

1 LI 
Die Auswerthung von - f ( x )  ist  in  obengenanntem Werke von F o r s y  t h ,  

A 
Chapter III angegebea und ist immer leicht durchführbar, wenn f(x) eine 
beliebige aggregative und multiplicative Zusammensetzung von ganzen Func- 

1 
tionen, von Functionen eu=, sians, c o s m z  ist. y f (s )  ist  aber parti- 

kulares Integral der Differentialgleichung d y  = f(x), so dass also y~ in 7) 
auf diesem Wege als partikulares Integral des Systeme 1) gewonnen wird. 

Es lasst sich jetzt aussprechen : 

E i n  p a r t i k u l a r e s  I n t e g r a l s y s t e m  e i n e s  n i c h t  l iomogenen 
l i n e a r e n  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g s s y s t e m s  m i t  c o n s t a n t e n  Coef f i .  
c i e n t e n  w i r d  g e f u n d e n ,  w e n n  m a n  d a s  S y s t e m  s y m b o l i s c h  auf 
d i e  F o r m  g e w o h n l i c h e r  l i n e a r e r  G l e i c h u n g e n  m i t  rcUnbekann .  
t e n  b r i n g t ,  d i e s e  a u f l o s t  u n d  v o n  d e r  s y m b o l i s c h e n  P o r m  be. 
f r e i t .  D i e s e  M e t h o d e  f l i h r t  i m m e r  z u m  Z i e l e ,  w e n n  i m  g e g e b a  
n e n  S y s t e m o  d i e  v o n  d e n  U n b e k a n n t e n  f r e i e n  G l i e d e r  aggre. 
g a t i v  u n d  m ~ l t i p l i c a t ~ i v  z u s a m m e n g e s e t z t  s i n d  aus ganzen 
F u n c t i o n e n ,  e u " ,  sinnx, cosnx. 

R e i s p i e l .  Gegeben sei 

Man schreibt dafür : 

(D+l)y,-  2 ~ 2 -  -$y3=x2-x, 
3% + (D + 1 ) ~ 2  - ;+ ys = e2=, 
2 ~ 1 -  49, + ( D -  1)y, =cosX - sinx. 

Jetzt bat man sofort: 
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1  
D + I ,  - 2 ,  2 ' -x  

3,  n+l, eZx =- -Ay3 .  

3 ,  D f l ,  -+Q l 
2 ,  - 4 ,  D-1 

Nun rechnet man nach gewohnlicher Regel a m :  

1 1 1  I 
- e Z x ,  - C O S X ,  -sinx und - { ~ + P X + ~ X " ,  
d d d A 

"0 ff , fi, Y bekannte Constanten sind. Sei d = P ( D )  gesetzt, so gilt nach 

P o r s y t h  der Satz: 

D + l ,  - 2 ,  - 4  
n=i 3, D+1, -?a 

2 ,  - 4 ,  D - 1  

4 ~ 3  = 

= l - D + D 2 + D Y ,  

x 2 - x ,  - 2 ,  - +  
dgl = 1 eZx, D + l ,  - T a  = ( ~ ~ - S f l ) ( x ~ - x )  + (2D++)ezz  

c o s x - s i ~ x ,  - 4 ,  D - 1  
+ (+D+Y)(cosx -s inx )  = -e2s+ 2 3  cosx- 3Asinx+ 2 +ex 

7 i 7 - 5 7 $  
D+1, x 4 - x ,  

- +  ! 
7 '  

Ag, = e2 x ,  -+4 = - ( 3 D + $ ) ( x 2 - x )  
2 ,  cosx-sinx,  D - 1  l 31 

+ (+j D  + (COS z - sin x) + (DB + 3) c2 
= X e 2 r - U C O ~ x - L 3 ~ i l Z x + 3  - 3 8 z - + x 2 ,  

7 7 7 

2 ,  - 4 ,  cosx-sinx 
+ ( ~ ~ + 2 ~ + 7 ) ( r o s x - s i ~ x ) = 8 e " + 4 c o s x - 8 s i n x + 2 + l O x  

- 14x2. 
Yi, g z l  y3 sind nun ermittelt, sobald die Symbole berechnet sind: 

D f l ,  - 2 ,  x 2 - x  
3,  D+1,  eZx =- ( 2 0 + 1 4 ) ( x 2 - x )  + 4 D e Z x  
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Ferner : 

1 'iz s i n x  .cosx 
= e i x ( - + F I ~ + C p ~ 2 + . . . ) L = - - = - -  - 2i z i 2 + t g a  

Endlich ist: 

= ( 1 + ~ + 2 ~ 3 +  . . . ) ( ~ + p  x + Y x ~ ) = ( ( Y + B ) + ( P + ~ Y ) x + Y x ~ .  
Es is t  also: 

1 
- 

1 1 
A  

eZs = &eZz, - cosx = - 4 s i n x ,  - siraz = 4 cosx, A  A 

Durch Einsetzen ins gegebene System iiberzeugt man sich leicht, dass ein 
richtiges partikiilkires Integralsystem gefunden und damit auch des allgemeine 
Integralsystem leicht herstellbar ist. 

2. Die im vorigen Abschnitte allgemein entwickelte Methode erlaubt 
nun,  auf einfache Art die Form des allgemeinen Integralsystems eines nicht 
homogenen linearen Differentialgleichungssystems mit constanten Coefficienten 
für  den Fa11 eu unterauchen, dass die von den abhiingig Vertinderlichen 
freien Glieder l ~ u l e r  ganze Functionen von x sind. 

seien die fl (x), . . . , fn (s) alles ganze Functionen und X P  sei die hochste 
vorkommende x -Potenz, dann ist 

1 
9) y,i=, fi($) + &1t2(x) + m . . +  Ani fn (x ) ]  

(wo A = 1, 2,  3, .. . , n) ein partikulares Integralsystem. Wenn gesotzt wird 
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so wird dl l ,D2, . . , ,pP aus d entstehen, wenn in d Reihe und Colonne der 
GliederA,,, A,,, ..., Arp unterdrtickt wird und Zdli,22 ,..., p p  wird die Somme 
aller d i t  , . . , , r p  sein, wenn unter 11, 22, ..., nra alle Combinationen 11, 
22, ..., p p  gebildet werden. Zur Determinante dE1,11,22 ,..., u p  wird man 
durch Unterdrtickung der Reihen und Colonnen der Glieder Asa, A,,, 
A,, ,..., App gelangen, wobei aber A, ~ und AA .I auszulassen ist. Die Be- 

.... deutung von Z dez , i1 ,  pu ist  dann ersichtlich. Es  ist z. B. 

Nun ist offenbar: 

1 
Nun ist - nach D-Potenzen zu entwickeln, so dass man hat: 

d 

wo die Grossen a,, a,, ..., ut, sich aus den Gleichungen beatimmen : 

1 .... Jetzt ergiebt sich aus 9) mit Einsetzung der fu r  - 9  dl~, d 2 2 ,  d n l  ge- 
A 

fundenen Werthe: 
.... D a s  S y s t e m  8) h a t ,  w e n n  a u s  10)  d i e  W e r t h e  a,, a,, a, 

b e r e c h n e t  w e r d e n ,  e i n  p a r t i k u l a r e s  I n t e g r a l s y s t e m :  

wo 1= 1, 2 ,  3,  ..., ra i s t .  
De sich das allgemeine Integralsystem des zu 8) gehorigen reducirten 

Systems in allgemeiner Darstellung angeben lasst, so ist hiermit auch eine 
Darstellung des allgemeinen Integralsystems des Differentialgleichungssystems 
8) in allgemeiner Form gewonnen. 
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Sei insbesondere das System vorgelegt: 

Es  bat sich also aus dem oben entwickelten allgcmeinen Satze als ganz 
specieller FaIl der bekannte H e r  m i  t e'sche Satz ergeben : 

W e n n  d i e  G r o s s e n  cc,, a,,  ..., a,, a u s  12) b e s t i r n m t  werden ,  
so  i s t  13) p a r t i k u l a r e s  I n t e g r a l  d e r  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g  14), 
w e n n  f ( x )  e i n e  g a n e e  F u n c t i o n  p t e n  G r a d e s  i s t .  

Offenbar ist die Darvtellung eiues partikuliiren Integralsysterns zu 8) 
in  der oben gegebenen Form nur  giltjg , wenn d LI= 0. 

Sei nun d = O. Dann ist 
1 - = 1 ,  -- 1 - -. 1 

- -- 
d Zd,,D + ~ d ~ ~ , ~ @ + .  m .  D 2 d , l + ~ d i i , 2 2 D + . . .  

wo f ( z )  eine ganze Function pten Grades. 
Es iet für diesen Fall: 

.... i D + A l ,  Azi A n - ] ,  An 
j -1, D O  . O ,  O  

A = !  O, - 1 ,  .... O, O 
l . . . . . . . . . . . . . .  

0, O, ..., -1, B+O 

' A l ?  Az, . S . ,  A n - i ,  A n  

a190 : 
d = A r i ,  2 d l i = A n - l ,  Bdii722=An-2, m . . ,  din'll 

ferner : 
2 d l n , l 1  = O l  Zdln,I1,22=O1 ~ ~ I ~ , I I , ~ ~ , ~ ~ = O I  S . .  

endlich: 
fi(.) = f ( x ) ,  f , (x)  =fi($) = ...= f n ( x )  = O .  

Die Gleichnngen 10) nehrueu die Form an:  
An.ao = 1, 

12) 
A,.al  + A n d i . a , =  0 ,  
A n . a 2 + A n - i . a l + A n - ~ . a , = 0 ,  
. . . . . . . . . . .  

und es ergiebt sich als partikulares Integralelement von 1 1 ) :  

13) yn = a. f ( x )  + a, f (x) + a, f" (2) + . . a + a, f ( p )  (5). 

F ü r  das System 11) liisst sich aber die Differentialgleichung setzcn: 

d =  
1  O ..., O, O 

O - l , . . .  O, O ;  
. , . . , . . m . .  

.... 0 ,  O, - 1 ,  0  
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1 
-= D-l ist  aber das inverse Symbol zu D, bedeutet a180 eine Quadratur. 
D 
Es treten also in das, auch ftir diesen Fa11 leicht herstellbare Integral- 
system zu 8) Quadraturen der Functionen fi (x) . . . f.(z) ein. 

Sei endlich d = O, L d , ,  = 0, Xd11,22 = 0, .. . , C d l l  ,..., p p  = 0, BO ist: 
1 - 
A z d i i  ,..,, p + i p + i  D.U.+'+ Z d i i , . .  , p + z p + z  D U + 2 + - . -  

1 -- - ] C , , + C , U + C , D ~ + . . . , /  
D U + l  

= c o D - ( P + l ) + c , D - @ +  . . .+c ,D- i+cp+i  + c P + , D + - . .  

Es treten also hier ins Integralsystem die Quadraturen der Functionen 
fi (z) , . . . , fn (2) bis zur (p  + 1)- fach iterirten ein. 

Nennt man nun eine aus d entstehende Determinante, wenn die (n - v )  

ersten Diagonalglieder mit ihren Reihen und Colonnen unterdrüclct werden, 
der Kürze halber Determinante vten Grades, so sieht man leicht, dass 

d=O,  Zdi l=O,  -zd11,22=0, ...> 2d11,22 ,..., B f i = O  

dano und nur dann erfüllt sind, wenn im Schema der constanten Coeffi- 
cienten in 8) alle Determinanten vom .nten bis zum (n- y)ten Gra,de ein- 
schliesslich verschwinden. 

Die gewonnenen Ergebnisse lassen sich nun so zusammenfassen: 
P ü r  e i n  n i c h t  h o m o g e n e s ,  l i n e a r e s  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g s -  

s y s t e m  m i t  c o n s t a n t e n  C o e f f i c i e n t e n ,  d e s s e n  v o n  d e n  a b h a o g i g  
V e r t i n d e r l i c h e n  f r e i e n  G l i e d e r  l a u t e r  g a n z e  F u n c t i o n e n  v o n  x 
s i n d ,  s e t z t  s i c h  d a s  a l l g e m e i n e  I n t e g r a l s y s t e m ,  d a s  s t e t s  i n  
a l l g e m e i n e r  F o r m  h e r s t e l l b a r  i s t ,  a d d i t i v  z u s a m m e n  a u s  d e m  
a l l g e m e i n e n  I n t e g r a l s y s t e m e  d e s  r e d u c i r t e n  S y s t e m s ,  j e n e n  
E 'unc t ionen  v o n  x u n d  l e d i g l i c h  d e r e n  A b l e i t u n g e n ,  w o f e r n  
n i c h t  d i e  D e t e r m i n a n t e  d e r  c o n s t a n t e n  C o e f f i c i e n t e n  v e r -  
s c h w i n d e t .  Zu d i e s e n  F u n c t i o n e n  v o n  x u n d  i h r e n  A b l e i t u n g e n  
t r e t e n  a b e r  n o c h  d i e  Q u a d r a t u r e n  d e r s e l b e n  h i n z u  b i s  z u r  
( p + 3 ) - f a c h  i t e r i r t e n ,  w e n n  i m  S c h e m a  d e r  c o n s t a n t e n  C o e f f i -  
c i e n t e n  d i e  D e t e r m i n a n t e n  b i s  z u m  ( ~ - ~ ) t e n  G r a d e  s a m m t l i c h  
v e r s c h w i n d e n .  

H e i d e l b e r g  , 18. November 1890. GEORG HAEUSER, Stud. math. 

VLII. Ueber elliptische Integrale dritter Gattung. 

Obgleich schon L e g  e n d  r e  Methoden angegeben hat ,  ein elliptisches 
Integral mit einem cornplexen Perameter und reellcm Modul durch andcre 
mit reellen Parametern auszudrücken, und obschon man in der Lehre von 
der Integration der Fiinctionen des Ceschlechtes Nu11 mit gewissenhafter 
Ausfuhrlichkeit die Falle auseinander zu halten pflegt, in denen entweder 
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_XI___ .̂\, ------ 
nur reelle, oder aber auch conjugirt imaginare Pole vorkommen, so ist doch 
meines Wissens i n  der Lehre von den elliptisehen Integralen die Zurück- 
führung der Integration eines Ausdnickes von der Form 

Co&. 

( P - 2 ~ 6 +  B') J t ( 1 - 6 ) ( 1 - ~ & )  
auf Integrale dritter Gattung mit r e e l l e n  Parametern noch nirgend ge- 
geben. Diese Lticke soil unter Voraussetzung eines reellen x in  den fol- 
genden Zeilen ausgefüllt werden. 

Das Vorzeichen der Quadratwurzel 

l biF +% Z g ( 1 - b + K ~ q ( i - ~ b  c i =  J i j ( i - & ) ( l - x U = e h  

wird dadurch bestimmt, dass für kleine positive 5 die Logarithmen ihren 
Hauptwerth, dessen imaginarer Theil zwischen + i x  und - i n  liegt, an: 
nehmen sollen. Geht a für 6 = E p  in  bfi iiber, so nehmen wir hier das 
Normalintegral dritter Gattung in der Forrn an: 

8; 6 

JQ":. 0 

1st der Integrationsweg gegeben, so ist das Integral vollstandig bestimmt, 
ohne diesen nur bis auf ein ganzzahliges System der drei Periodicitits- 
moduln, von denen einer in: ist. 

Die Summe oder Differenz zweier solcher Normalintegrale ltisst sich 
mittels des sogenannten Additionstheorems i n  ein einziges, vermehrt um ein 
Integral erster Gattung und einen Logarithmus, zusammenziehen, wozu die 
Pormeln dienen : 
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Diese Formeln bedtirfen der Modification, wenn ElEs  = 1: x ,  etwa 

ist. Die Formel 2) allerdings kann unmittelbar angewandt werden, nur 
muss fiir g', die zweite der obigen Darstellungen genommeri werden, weil 
die erste in unbestimmter Form erscheint. Hingegen wird 6, unendlich 
gross, und ea werden in 1) zwei Posten unendlich gross, sie milssen zu- 
sammengezogen werden. Zu dem Ende schreiben wir zunachst 

und beachten, dass für wachsende 6,  das letzte Glied gegen Nul1 convergirt 
und mithin hier fortgelassen werden kann. Die beiden ersten Glieder 

Pür den Fa11 I l  6 ,  = x geht deshalb Formel 1 )  über in 

1 a) 
fl, d &  6, dE f i 1 d L d l p  05 1 - 6  1 E .  

k-EF"+(t-t2>. +G ri$1+ 61; 

Die Aufgabe des spharischen Pendels führt auf zwei Integrale dritter 
Gattung , die zuerst von Herrn S c h  1 e i e r m a c  h e r in seiner Inauguraldis- 
sertation in  eins zusammengezogen worden sind. Die MGglichkeit dieser 
Vereinigung beruht hier auf dem eigenthümlichen Umstande, dass G die- 
selben Werthe annimmt, wenn für  & der Parameter des einen oder des 
andern Integrales gesetzt wird. 1st namlich 

xP + y2+  ( z - c ~ s c i ) ~ =  1 
die Gleichung der Kugel, auf der sich der Punkt bewegt, und findet die 
Bewegung zwischen den horizontalen Ebenen 

e = O ,  B = ~ = C O S ~ - C O S ~ '  

statt, und ist t die Zeit, 
m = (1 + 2 cos oi c o s  a'+ cosZ cc) : ( c o s  ci + cos ci') , 

ip die geographische Lange des bewegtcn Punktes, bezogen auf die Kngel, 
sa wird die Hrhebung B des bewegten Punktes über der horizontalen xy- 
Ebene durch die Gleichungen 

bestimmt, wennn der Modul der elliptischen Functionen 

rosZ N - cosZ ci' 1 + 2 cos cl C O S  cl'+ c o s Z ~ '  
k2=x= , k'2 = 

1 + 2 cos ci cos a'+ r o s 2 a  1 + 2 cos ci C O S  a'+ cos2 a 
kt. Wird noch gesetzt 
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so ist die Differentialgleichung der Trajectorie 
sin a sin. a' d e  drp=-. --- 

J C O S O I + C O S ~ '  ( l - ( a - c o s ~ ) ~ j  J B ( ~ - m ) ( s - m )  

Ftîr 6 = t, und t =  2,  nimmt G denselben Werth,  nlimlich den Werth 

an. Mi l  Einführung dieser Bezeichnung kann man schreiben 

und wenn man hierauf die Formel 2) anwendet, 

setzend. so findet man 

d 9 = d arctg fi 4 ,  i 2  (62 - E l )  ..(k,-&,)t +'&, 
r k ( 6  (51 + 621 - 51' - kee )  + ( I - x & c ~ ) ~  & - Cs 

Hierin ist  
, oIa(& - E l  i8 - 1 + 2 taos a cos a'+ cosza cosP a - cus2 a' -- - - 

t s ' ~ i ~ 2 ( ~ - ~ l i d 2 ) e  cosP a sin2 a' x cos2 a sinZ a' ' 
( 1  + cos a ros a')2 sine a cos2 a' tg2 ci 1-t;=- 9 1 - ~ & ' ~ =  = -- 

cosZ a sine a' rose or sin2 a' tg%'' 
, i t g a ( ~ + c o s a c o s a ' ) J l + 2 c o s a c o s a ' + r o s ~ a  

u 3 =  
tg a' cose IY sin2 a' 

! 

worin das Wurzelzeichen wie oben in G, zu nehmen ist. - 1st a gegeben, 
so lasst sich a' auf unendlich viele Arten so bestirnmen, dass die Gleichung 
tP3 = saev durch einen Werth von v gelost wird, der in der Form A K +  il' 
daratellbar is t ,  wahrend A und A' rationale Zahlen sind, und es I h t  sich 
in  diesen Fallen das Integral dritter Gattung vollstëndig durch ein Integral - 

erstcr Gattung und einen Logarit,hmus einer rationalen Function von G und 5 
darstellen. Dies t r i t t ,  wenn a'= in ist ,  wie Herr S c h l e i e r m a c h e r  be- 
merkt ha t ,  flir jedes a ein; es ist dann namlich 

1+ cos" 1 - - - = cosl = s a 2 ( K +  iK'), G', = O. 
X 

Um nun zur Darstcllung eincr Summo von Integralen dritter GattuW 
mit conjugirt imagiuaren Parametern durch solche mit reellen Parametcrn 
zu gelangen, betrachten wir des Differential 
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Y -- a' flg u 
a, d.y d arctg 

&"a y + a'y') - & (!! CL a'Y'+ y (a4 - af2)) 

4 (a y + u'Y')~ - 4 ( a  y'- or'y)' 
9 r 3  = h= ,3a( l -xp2) '  ,3"1- %B")" 

Um ein einfaches Beispiel zu haben, nehmen wir 

x = - 1  , U = O ,  0;-13, u , = e f h i n a = ( l + i ) J J 8 ,  y = y ' = J $ ~  
a n ,  so ist 

Frir den noch specielleren Fall 8 = 1, 6 = J2 sind a, und ci', gleich 
Null,  und es ergiebt sich 

mas leicht direct zu verificiren ist. 
Zur Darstellung der Differentiale dritter Gattung mit conjugirt imagi- 

naren Parametern 
E d É  

durch solche mit reellen Parametern gebe man denselben 

Hierin ist  der zweite Theil eben erledigt ; die Darstellung 
aber ergiebt sich aus 3), wenn dort 

die Form 

des ersten Theiles 

Nachtraglich habe ich bemerkt, dass sich Herr  S c  h e i b n  e r  im XII. Bande 
der hbhandlungen der mathem.-physikal. Classe der Konigl. siiehs. Gesellsch- 
d. Wissensch. Nr. 11, Art. 58 mit demselben Gegenstande beschiiftigt hat, 

J e n a .  J .  TEOMAE. 
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IX. 

Ueber die Krümmungsmittelpunkte der Bahncurven 
in ebenen ahnlich-veranderlichen Systemen. 

Von 

I'rof. Dr. R. MÜLLER 
in Rraunschweig. 

IIerr G e i  s e n h e i m e  r hat gezeigt , wie zu jedem Systempunkte eines 
ebenen ahnlich - versuderlichen Systems de r  Krtimmungsmittelpunkt der zu- 
gehorigen Bahncurve construirt werderi k a n n ,  wenn diese Krümruungs- 
mittelpunkte iTur drei  beliebige Systernpunkte in der  betrachteten Phase 
bekannt sind.* I n  dem vorliegenden Aufsatze sollen die Beziehungen zwi- 
schen den Systempunkten der bewegten Ebene .und den entsprechenden 
Krifmmi~ngsmittelpunkten in der festen Ebene naher untersiicht werden. Zu 
d m  Zwecke wird zunachst eina neue Bestirnmung des Krtimmungsmittel- 
punktes der Mahncurve abgeleitet und zugleich die umgekehrte Aufgabe 
gelost, au einem gegeheiien Krllmmungsmittelpunkte die zugehorigen System- 
punkte zu ermitteln. 

1. Seien SI, S, , S, drei beliebige Phasen eines iihnlich -veranderlicl.en 
Systems S; A, ,  A,, A, die zugeordneten Lagen eines Systempunktes A, 
A der Mittelpunkt des durch A,A,A, gehenden Kreises, Phi der  reelle 
sell~stent,sprechende P o n k t  von Sh und Si, pkhi der in  Sk entsprechende 
Piinkt; das System der Kreismittelpunkte A werde mit 1 bezeichnet. 

J e d e m  P u n k t e  B v o n  2 e n t u p r e c h e n '  Pig. 1. 
i n  S,  iin A l l g e m e i n e n  x w e i  r e e l l e  o d e r  
i m a g i n i i r e  P u n k t e  B , ,  B,*. Bestimmt man 
nainlich (Fig. 1) die Punkte  BI2 und B:, die in  SI 
dem Punkte B entsprechen, wenn dies& bez. den 
Systemen S, und S3 zugewiesen wird, und be. 
schreibt durch P l 2  und P31 die Kreise f:' und PB', 
welche die Strecken B B,%nd B BI3 rechtwinkiig 
harrnonisch theilen, so schneiden sich dieselben 
in B I ,  BIC. Denn es i s t  

* CT eis  e n h e i  m e r ,  Untersiichiing der newegung ahnlich-veranderlicher Systeme, 
dime Zeitschrift Rd. XXIV S. 129. 

Zeitsclirift f. Mathernatik u. Physik XXXVI, 3. 9 
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---a--- - -  ---.- - A a - -- A A - - - - . ^YX. , 

P l 4  B B l B  - 
B~ B," p l y  B?' 

und da B, B, Bi BIP entsprechende Strecken von S, und S,  sind, so folgt 

B, B P I Z B  - = --- 

also B I B  = B,B u. B. W. 
B, BIP Pie BI3 

Die Mittelpunkte  BI^, BIIr der Kreise ta, t?' bilden zwei zu 1 ahn- 
liche Systeme XII, t~~~~ die mit t bez. die Punkte Pl2, 1''l entsprecliend 
gemein haben. Dem Punkte FeS des Systems 1 sind in 111, I r i r  zwei 
Punkte der Geraden P2SP,a3 zugeordnet; beschreibt man daher in 1 durcli 
J' '" Pml ES' den Kreis +, so schneiden sich die Kreise V,  VII, ~ I I I  in 
einem Punkte der Geraden PZ3J;"" und werden aus demselben peispectiv 
aufeinander bezogen. Dann ist aber der zweite Schnittpunkt ZIIII~ von qII 
und der selbvtentsprechende Punkt von 111 und 1111; dem in 1 zu- 
geordneten Punkte Z entsprechen in SI die imaginiiren Kreispunkte Z , ,  Z,* 
als die Schnittpunkte der coucentrischen Kreise fy, fi1'. D e r j e n i g e  
P u n l i t  Z v o n  1, d e m  i n  S, d i e  i m a g i n a r e n  K r e i s p u n k t e  ent-  
s p r e c h e n ,  l i e g t  a l s o  a u f  d e m  d u r c h  l'le, Jr3, P s i  gehenden  
K r e i s e  q. Werden unter SI ,  S,, S, drei unendlich benachbarte Phasen 
verstanden, so ist  y, der zur Phase SI gehorende R t t c k  k e h r  k r e i s .  

2. Sind jetzt S i ,  S,, S3 drei unendlich benachbarte Systemphasen, so 
ist A der Krtimmungsmittelpunkt der vom Punkte A beschriebenen Bahn- 

Pig. 2. 
curve an der Stelle A,:  die Gerade 
Pla  P31s die Bahntangente f desjeni- 
gen Systempunktes Pl der in den 
Phasen Sl und Sg mit dem Pole Ple 
zusammenf%llt, die Gerade Ple PY3 die 
Polbahntangente t, L PlZA, A,= Lt  tp 

der augenblickliche Geschwindig- 
keitvwinkel cp (Fig. 2). Wir  nehmen 
a n ,  dau System S gelange au8 der 
Phase S, in S, durch eine Drehung 
um PlB um den unendlich kleinen 
Winkel d 3  und durch eine uneudlich 
kleine Llngeniinderung im Verhilt- 
niss 1 : 1 + d A ;  dann kann der 

Uebergang auu S, in s3 bewirkt werden durch eine abermalige Drehung 
um P l 2  um den Winkel da, diirch eine L-genanderung im VerhXltniss 
1 : 1 + d l  + d2A und durch eine Parallelverschiebung urn die Strecke 
P l Z  P s l2 = # p .  Hierbei vind und # p  unendlich kleine Grossen rweiter 

Ordnung, und es ergiebt sich 
a 4  

tar.<p = - --. 
d l  
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Seien ferfier x, Y , ,  x, y , ,  xS y,, 5.q die rechtwinkligen Coordinaten der 
Punkte A , ,  A 2 ,  A3, A für P1%1s Anfangspunkt, t p  als %.Axe;  dann ist 

Bildet man nun mit den unbestimmten Factoren m und n die Gleichung 

so wird durch dieselbe bei veranderlichem 5 ,  '1 jede durch A gehende Ge- 
rade dargestellt. Dabei ist nach l )  und 2) 

~ ( X , ~ + Y , ~ )  + n(x2 +y,,) - ( m + f l ) ( ~ ~ ~ +  y12) 
= ~ r n ( l + d ~ ) ~ + n ( l + d ~ ) ~ l + d l + d ~ A ) ~  - ( ~ l a + . n ) ~ ( x , ~ + ~ , ~ )  +..., 

folglich verscbwindet in 3) das Glied mit ~ , ~ + y , ~  ftir 

m = ( l + d A ) Z ( 1 + d A + d 2 A ) 2 - 1 ,  n = = 1 - ( 1 + d 1 ) 2 .  

Schreibt man noch xy statt  x, y,, alvo auch S, A ,  P statt  Si, A,, P l 2 ,  

und vernachlassigt unendlich kleine Grossen dritter Ordnung, so geht 3) 
fiber in 

I d ~ ( d 8 ~ + d r l ~ ) s + d 9 d ' 1 y - d ~ d ~ p I [  
4, + 1- d a 8 1  ~ + d ~ ( a a ~ + d i ~ ) y l ~ +  d a a 2 p x =  O. 

D u r c h  G l e i c h u n g  4) w i r d  j e d e m  S y s t e m p u n k t e  A(xy) d e r  
a u g e n b l i c k l i c h  b e t r a c h t e t e n  P h a s e  S e i n e  b e s t i m m t e  d u r c h  d e n  
e n t s p r e c h e n d e n  K r ü r q m u n g s m i t t e l p u n k t  A g e h e n d e  G e r a d e  g~ 
z u g e o r d n e t ,  u n d  u m g e k e h r t  j e d e m  P u n k t e  B(Sq) e i n e  G e r a d e  p l ,  
n a m l i c h  d i e  V e r b i n d u n g s l i n i e  d e r  b e i d c n  S y s t c m p u n k t e  B, B*, 
d e r e n  B a h n c u r v e n  d e n  P u n k t  B z u m  K r ü m r n u n g s m i t t e l p u n k t  
h a b e n .  Uiese r e c i p r o  k e  Beziehung zwischen den Ebenen S und Z sol1 
ziinLchst weiter untersucht werden. 

Setzt man in 4) 1ç = t ; ,  y = 7, so ergiebt sich al3 Ort der Punkte,  die 
auf ihren entsprechenden Geraden liegen, das Geradenpaar 

se + ya = 0. 

Dern Pole P entspricht, gleichgiltig ob er dem System S oder I: zugewiesen 
wird, die Gerade x  = 0 ,  d. h. die Normale n p  der vom Systempunkte P 
durchlaufenen Bahncurve. 

Seien feiner U und Z bcz. diejenigen Punkte von S und 1, die der 
unendlich fernen üeraden zugeordnet sind, so gehort zu U ein unendlich 
ferner Krümrnungsmit,telpiinkt. w&hrencl dem Krümmungsmittelpunkte Z 
nach 5 1  in S die irnaginsren Kreispunkte Z, Z* entsprechen. Dann liegt 
U auf deni W e n d e k r e i s e  w ,  Z auf dem R t i c k k e h r k r e i s e  q ,  und ftir 
die Coordinaten von U und Z folgt aus 4) 

9 
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3. C o n s t r u c t i o n  d e s  K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t e s  z u  einem 
g e g e b e n e n  S y s t e m p u n k t e ,  u n d  u m g e k e h r t .  In Fig. 3 sind der Pol 
P, die Normale n p  der von P beschriebenen Bahncurve, der Wendekreis w 
und auf demselben der Punkt U willklirlich gegeben und hierdurch drei 
unendlich nahe Syatemphasen definirt.* Der Wendekreis schneide n p  in  W, 
eine durch U zu np gezogene Parallele in LI. Um dann zum Systempunkte A 
den enlsprecheuden Krümmungsmittelpunkt A zu ermitteln, ziehe man die 

Geraden UA und PA,  welche w bez. in A', A" schneiden, und durch A 

d A ( d 8 2 + d i Z ) ~ u + d 8 d Z l y o - d l d 2 p = 0 ,  
( - d 9 8 1 ~ a + d l ( d S ' + d i 2 j y ~ = O ;  

d i  (d4"ddle)~z - d S $ L T Z  + d A d 2 p = 0 ,  ( d 4 d P 1 & + d ~ ( d ~ ' + d i 2 )  - 
 FI^. 3. d i e  P u n k t e  U u n d  Z 

* Sind die drei unendlich nahen Phaaen ganz allgemein durch Angabe dreier 
Systempunkte und der zugehorigen Kriimrniiugsmittelpunkte festgelegt, so kann 
nnch G e i a e n h e i m  e r  (a. a. O. S. 14.5) der Pol P, der Punkt 77 und der Wende- 
kreis w in eirifacher Weise bestimmt werden. Der von uns mit U bezeichnete 
Punkt ist namlich, wie man leicht erkcnnt, identisch mit dern Punkte H dea 
Cfeisenheimer'schen Aufsatzes. 

.- 
/ 

/ 
/ 

" P l i e g e n  a l s o  s y m m e -  
t r i s c h  i n  B e z u g  auf 
d i e  B a h n n o r m a l e  n p  "' . . d e s  P u n k t e s  P(Fig.3). . . . 9.4 Jedem unendlich fer- 

-. nen Punkte A,  entspricht 
eine durch Z gehende 

0 A - Gerade B A ,  und de jedem 
der imaginaren Kreis- 
punkte seine Verbin- 
dungslinie mit Z zuge- 
ordnet is t ,  so bildet die 
Richtung nach A, mit 
der entsprechenden Ge- 
raden 8" einen constan- 
ten Winkel L. Nun ent- 
spricht dem unendlich 
fernen Punkte von np 

die Gerade PZ,  fol&ch 
ist L = L n p  PZ. - Dau 

Analoge gilt  von den unendlich fernen Punkten des Systems E. 
Auf  Grund dieser Bezieliungen kann zu jedem Punkte von S oder 1 

die entsprechende Gerade 8 leicht construirt werden. 
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xu WA" die Parallele n,+, so ist  L PAf'W= L tPW= cp - 90°, also n~ die 
Bahnnormale von A. Man Iiestimme ferner su A die reciprok zugeordnete 
Gerade 5 ~ :  Dem unendlich fernen Punkte von P A  entspricht als reciproke 
Gerade 5 die Parallele ZA'" zii UA", weil L PA"U = r ,  mithin der Geraden 
P A  der Schnittpunkt A"' von ZA'" und n p .  Der Geraden U A  ist der 
unendlich ferne Punkt  von WB' reciprok zugeordnet, weil L UA'W= L ,  

folglich geht g~ durch A'" p ~ r a l l e l  zu WA'. Durch n A  und g~ ist A be- 
stimmt. 

Liegt A auf w ,  z. B. in A", so ist A der unendlich ferne Punkt  von 
TVA". 

Dern unendlich fernen Punkte von P A  entspricht ein unendlich ferner 
Rrürnmungsmittelpunkt in der Richtung UA". 

Sollen umgekehrt zum gegebenen Krlimmungsrnittelpiinkte B die eut- 
sprechenden Systempunkte B, B* construirt werden (Fig. 4) ,  so bestimme 
man zunachst den Pig. 4. 

Rückkehrkreis iI, 

und seine Schnitt- t. 
\ 

punkte Y, X und '2 
3 mit np, t p  und / '  \ ' \ ~  

/ I 
1 ,  ' \  

der durch Z zu np 
gezogenen Para1 
lelen. Zieht man 
dann die Geraden 
ZB und P B ,  die 
den Rückkehrkreis 
bez. in B', B" tref- 
fen, und durch \!B 

zu 3 B" die Paral- ' -, , . -- 
- % y - - - - / - / -  

lele U B"' bis np, _ - - - B 
so geht die zu B W 

reciprok conju- 
girte Cerade 8 8  

durch B"' und ist 
parallel zu 't' B'. 1x1 der That ,  es ist L 3 B"P = L ,  also entspricht bei der 
reciproken Reziehung zwischen den Ebenen 1 und S dem unendlich fernen 
Punkte von P B  die Gerade UB"', und da dern Punkte P die Gerade np  
zugeordnet is t ,  so sind B"' und OB einander conjugirt. Der Geraden ZB 
entspricht aber der unendlich ferne Punkt  von YB', da L Y B ' Z  = r .  

Man ziehe ferner B B, parallel zu X Br'; dann ist L €3, B P = 1 80° - <p 

also BB, die Bahntangente von B I  wenn B als Systempunkt aufgefavst 
wird. Beschreibt man noch durch P und B den Kreis fB, dessen Mittel- 
punkt Bo auf BB, liegt,  so geht derselbe nach fj 1 durch die gesuchten 
Punkte B, B*. 
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Einem unendlich fernen Krlimmungsmittelpunkte B entspricht in S 
einerseits der unendlich ferne Punkt von 3B", andeierseits der Schnittpunkt 
des Wendekreises mit der Geraden WB,. 

Liegt B auf dem Rtickkehtkreise. z. B. in B", so ist ga parallel zu 
YB", d. h. senkrecht zu BE,, folglich B B = B B * .  J e d e m  P u n k t e  B 
d e s  R t i c k k e h r k r e i s e s  e n t s p r e c h e n  a190 z w e i  S y s t e m p u n k f e ,  
d e r e n  B a h n c u r v e n  g l e i c h e n  K r ü m m u n g s r s d i u s  b e s i t z e n .  

Zum Punkte Z ,  dem in S die imagin!iren Kreispunkte zugeordnet sind, 
ergiebt sich ein Kreie IL, dessen Mittelpunkt Z, aiif Z X liegt. Nun ist 
L Z P Z , = L Z , Z P = L X I ' t ,  also L Z 1 3 X = L Z , P t .  D a f e r n e r f n p P Z = i  
= L t P U ,  ÊO folgt L Z P X + L n p F Z = L Z , P t + L t P U  oder LZ,EIU=%lo, 
d. h. der Kreis fi bertihrt die Gerade PU. 

4. V e r w a n d t s c h a ' f t  z w i s c h e n  d e n  S y s t e m e n  S u n d  Z. Con- 
struirt man zu den Punkten A ,  B, .. . einer beliebigen Systemgeiaden rn 

Fig. 6. 

\ 

die Krtirnrnungsmittclpunkte A ,  B ,  ..., so gehen die Geraden g ~ ,  g ~ ,  ... 
durch denjenigen Punkt 91, welctier bei der reciproken Beziehung de= 
Ebenen S und 1 der Geraden m zugeordnet ist. Die Normalen n ~ ,  nB, 
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umhüllen eine Parabel; d e r  G e r a d e n  m e n t s p r i c h t  a l s o  i n  X i m  8 1 1 -  
g e m e i n e n  e i n e  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  y m i t  !IR a l s  D o p p e l -  
p u n k t .  Allen Strahlen ans dem Punkte A sind in 1 Curven dritter Ord- 
nung conjugirt, die sich in einen Punkte A schneiden und deren Doppel- 
punkta auf der durch A gehenden Geraden g~ liegen. 

Geht aber die Gerade m durch P (Fig. 5) ,  BO sind die Normalen nA, 
nB, . . . parallel zu WM, wobei M den zweiten Schnittpunkt von m mit 
dem Wendekreise bezeichnet, und dann ergiebt sich als entsprechende Curve 
p eine Hyperbel, die m in P beriihrt und die Gerade WM zur Asymptote 
hat. Die zweite Asymptote wird gefunden, indem man auf m !JI P= P M  
macht und 8% parallel zu MU zieht; dieselhe schneidet PU in dem festen 
Punkte 23, wobei 23 P =  PU ist. Der Asymptotenwinkel kt  für alle durch 
P gehenden Geraden m gleich L IV PU. Daraus folgt: D i e  M i t  t e l p u  n k t e 
a l l e r  H y p e r b e l n ,  d i e  i n  1 d e n  S t r a h l e n  d e s  B ü s c h e l s  1' e n t -  
s p r e c h e n ,  l i e g e n  a n f  d e m  d u r c h  P, W u n d  23 g e h e n d e n  K r e i s e  q. 

Bertihrt endlich die Gerade m in P den Wendekreis, so fallen die 
Asymptoten der Hyperbel p mit P W und P B  zusammen. D e r  P o l b a h n -  
t a n g e n t e  t e n t s p r i c h t  a l s o  i n  II d i e  G e r a d e  PU. 

Sei ferner A E . . . eine Punktreihe auf der Geraden u von 1; dann 
bilden die xugehorigen Kreise fn, f i ,  . . . ein Büschel, dessen einer Grund- 
punkt der Pol P ist , und dieses erzeugt mit dem zu ihm projectiven 
Strahlenbüschel g ~ ,  gl , . . . eine durch f' gehende circulare Curve dritter 
Ordnung n. Dem unendlich fernen Punkte von v entspricht in S einerseits 
ein Punkt auf w ,  und da der Wendekreis mit der Curve n tiberdies nur 
noch die imaginaren Kreispunkte und den Pol  P gemein hat ,  so zahlt 1' fur 
drei zusammenfallende Schnittpunkte. 

Der Geraden v'= A Z  ist in  S eine Curve dritter Ordnung n' zu- 
geordnet, die vom Kreise 4 in den imaginaren Kreispunkten Z, Z* berührt 
wird. Nun haben die Curven n und n' ausser den Punkten P, 2, Z*, D, D* 
keinen Punkt miteinander gemein , sie berlihren sich also in  Z und Z*. Daraus 
folgt: D e n  G e r a d e n  v o n  t e n t s p r e c h e n  i m  A l l g e m e i u e n  c i r c u l a r e  
C u r v e n  d r i t t o r  O r d n u n g ,  d i e  v o m  W e n d e k r e i s e  i n  P o s c u l i r t  
w e r d e n  u n d  d e n  P u n k t  Z x u m  g e m e i n s a m e n  C e n t r u m  h a b e n .  

Geht die Gerade v durch Pl so fallen die Grundpunkte des Kreis- 
büschels Int . . . in P zusammen und dann hat  die entsprechende Curve n 
in P einen Doppelpunkt. Wird die Gerade v dem System S zugewiesen, 
30 entspricht ihr in X eine Hyperbel, welche v in  P berührt;  folglich ist u 

die eine Tangente der Curve lz im Doppelpunkte P. Als zweite Tangente 
ergiebt sich die Gerade t ,  da  der Wendekreis in  Y drei zusammenfallende 
Punkte mit n gemein hat.  

Der Geraden PU ist nach dem Vorigen in S einerseits die Polbahn- 
tangente t zugeordnet, also andererseits der Kreis ri, von dem bereits be- 
wiesen wurde, dass er PU in  P berührt. 
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6 .  Bus den bisherigen Darlegungen folgt der Satz : I n  j e  d e r  Phase  
e i n e s  a h n l i c h - v e r a n d e r l i c h e n  S y s t e m s  s t e h e n  d i e  S y s t e m p u n k t e  
u n d  d i e  K r t i m m u n g s m i t t e l p u n k t e  i h r e r  B a h n c u r v e n  i n  einer 
e i n - z w e i d e u t i g e n  V e r w a n d t s c h a f t  d r i t t e n  G r a d e s .  

Versteht man,  wie in 5 1, unter SI , S2, S, drei discrete Systemlagen, 
so entspricht dem Punkte PlY in 1 jeder Punkt  der Mittelsenkrechten der 
Strecke P12P,le, und (las Aoaloge gilt  von den Punkten Pa und PlPS. Beim 
Grenzlibergang verwandelt sich jene Mittelsenkrechte in die Gerade np, 

wahrend Pl2  PS1 Ple3 drei unendlich benachbarte Punkte des Wendekreises 
darstellen. Geht demnach im System S eine Curve mter Ordnung durch 
den Pol Pl so zerfallt die in  t entsprechende Curve 3 r n t e r  Ordnung in n p  

und eine dnrch P gehende Curve 3wa - Iter Ordnung. Jeder Systemcurve 
mter Ordnung, die in P die Polbahntangente bertihrt, entspricht in 1 eine 
Curve von der Ordnung 3 m - 2 ,  und wird die Systemcurve in P vom 
Wendekreise osculirt, so ist die Ordnung der entsprechenden Curve gleich 
3rn-3. 

Dem Kreispunkte Z ist als gz die Gerade ZZ reciprok zugeordnet, und 
da die zugehorige Normale nz unbestimmt wird, so entspricht dem Punkte % 

in t jeder Punkt  der Geraden ZZ. Daraus ergiebt sich, dass jcder Durch- 

gang der Systemcurve durch die imaginiiren Kreispunkte die Ordnung der 
entsprechenden Curve um zwei vermindert. 

J e d e m  K r e i s e  c ,  d e r  i n  P d i e  P o l b a h n t a n g e n t e  ber t ih r t ,  
e n t s p r i c h t  d e m n a c h  i n  t e i n  d u r c h  P g e h e n d e r  K r e i s  Y *  ((Fig.5). 

Die Bahnnormalen aller Punkte von c gehen durch den Schnittpunkt C , 
von c mit n p ,  folglich geht y selbst durch C und beide Kreise sind aus C 
perspectiv aufeinander bezogen. Um zu C den entsprechenden Punkt r zu 
bestirnmen, zieht man nach $ 3 UC bis C' auf w,  Pr parallel zu WC' und 
C r  als Tangente an c. Dann ist L C r P =  L WPC', d. h. P C' die Tangente 
in P an y. Sind also O,, Dy die Mittelpunkte von c und y ,  so erhBlt man 
Dy, indem man P D y  1 PC' und DcDyI n p  zieht, und wiederholt man 
diese Construction für alle anderen Kreise d ,  e ,  . . . , welche t i n  P berühren, 
so ergiebt sich 

P(D,DJ ...) K P(C'D' ...) il U(C'D' ...) il (CD ...) 
ïT (OcDli .m.) f i  (grDy, DrlDd ...). 

D i e  K r e i s m i t t e l p u n k t e  Dy, DJ, ... l i e g e n  a l s o  a u f  e i n e r  Hyper -  
b e 1 b. Dem durch P gehenden Strahle des Parallelstralilenbüschels D,Qy, 
Da Da, . . . entspricht im Büschel P ( D y O a  . . .) die Normale zu t ;  die 
Hyperbel $ bertihrt also in P die Normale der Polbahn. Fallt 0, mit d m  
Mittelpunkte 0, des Wendekreises zusammen, so ist Dy unendlich fern, 

mithin ist die Normale aus Do auf n p  die eine Asymptote von $. Die 
zweite Asymptote geht durch den Punkt  der zu D, in Rezug auf t 
- -- 

* ü e i s e n h e i m e r  a. a. O. 
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spmet r i sch  liegt, und ist senkrecht zu P U ;  denn wird der Radius von c 
unendlich gross, 80 f d l t  Cf mit U ziisarnmen und dann ist PDÏ 1 P U .  
Die Asymptoten von $ sind demnach die Xittelsenkrecbten der Strecken 
PW und Y B ,  d. h. d i e  H y p e r b e l  6 i s t  c o n c e n t r i s c h  m i t  d e m  
K r e i s e  q ( 5  4). 

6. Durch jeden Punkt  B der Ebcne geheii im Allgemeinen zwei der 
eben erhaltenen Kreise y, 6 ,  .. .; die Mittelpunkte derselben sind die Schnitt- 
p n k t e  der Mittelsenkrechten von PB mit der Hyperbel 6. Rerührt aber 
die Mittelsenkrechte die Hyyperbel, so fallen jene Kreise zusammen, also 
auch die entsprechenden Kreise im Btischel c ,  d ,  . . . , und dann entspre- 
chen dem Krümmiingsmittelpunkte B in S awei zusammenfallende System- 
punkte RB*. Man crhalt demnach allc Punktc von E, denen in S zwei ver- 
einigte Systempunkte zugeordnet sind, indem man zu P in Bezug auf die 
Tangenten von b die symmetrischen Punkte construirt. 13ezeichnet man die 
so entstehende Curve u als die U e  b e r g a n g s c u r v e  der Ebene 1, so folgt 
der Satz: D i e  K r ü r n m u n g s m i t t e l p u n k t e  a l l e r  B a h n c u r v e n  e i n e s  
Z h n l i c h - v e r a n d e r l i c h e n  S y s t e m s  e r f ü l l e n  i n  j e d e r  P h a s e  d e n -  
j e n i g e n  T h e i l  d e r  E b e n e  1, d e r  v o n  d e r  U e b e r g a n g s c u r v e  G 

a u s g e s c h l o s s e n  w i r d .  D i e  U e b e r g a n g s c u r v e  i s t  h o m o t h e t i s c h  
a h n l i c h  i m  V e r h i i l t n i s s  2 :  1 z u r  P u s s p u n k t c u r v e  d e r  H y p e r b e l  $ 
f ü r  P a l s  T l o t h p u n k t  u n d  A e h n l i c h k e i t s p u n k t .  Sie ist also eine 
bicirculare Curve vierter Ordnung, bat in P eine Spitze mit der Tangente t 
und berührt die Geraden r r p  und P U  bez. in W und U. 

Mit Rücksicht auf die letaten Ergebnisse kann der erste Satz in 5 4 
auch folgendermassen ausgesprochen werden : D e n  Ge  r a d  e n v O n S e n t  - 
s p r i c h t  i n  1 d i e  G e s a m m t h e i t  d e r  U n i c u r s a l c u r v e n  d r i t t e r  
O r d n u n g ,  w e l c h e  d i e  U e b e r g a n g s c u r v e  a e c h s m a l  b e r ü h r e n .  

Die Curve dritter Ordnung, die der unendlich fernen Geraden von 8 
zugeordnet k t ,  zerfillt in die unendlich ferne Gerade und die beiden Ge- 
raden, welche den Punkt  Z mit den imaginiiren Rreispiinkten Z ,  Z* ver- 
binden. Die Geraden Z Z  und Z Z *  sind also Tangenten von u, oder d e r  
P u n k t  Z i s t  d e r  B r e n n p u n k t  d e r  U e b e r g a n g s c u r v e .  

Der Curve cs entspricht in S eine tricirculare Curve sechster Ordnnng s; 
dieselbe hat in P einen dreifachen Punkt ,  dessen drei Tangenten mit der 
Geraden t zusammenfallen, und wird in P vom Wendekreise sechspunktig 
berührt. 
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Ueber eine einfache planare Darsteliungsweise der 
Gestalten der ebenen Curven dritter Ordnung. 

Von 

Dr. B ~ A R T I N  DISTELI 
in Znrlah. 

Fiierzu Taf. VI n. VU. 

Die folgcnden Zeilcn versuchen mit Hilfe einiger bekannter Eigen- 
schaften der ebenen Curven dritter Ordnung eine einfache und umfassende 
Darstellungsweise der Gestalten dieser Curven in der Ebene' und nach ein- 
heitlichem Gesichtspunkt. Die graphische Behandlung dient dahei in erster 
Linie d e r  K l l i r u n g  u n d  U e b e r s i c h t  d e r  z u  u n t e r s u c h e n d e n  G e -  
b i l d e  d u r c h  i h r e  z e i c h n e r i s c h e  D a r s t e l l u n g .  Sie tritt  damit als 
wirksames Unterstlitziingsrnittel der reinen Geometrie in ihre Rechte, wenn- 
schon es keinem Zweifel unterliegt, dass diese und die construirende Geo- 
metrie sich nicbt überall gensu in denselben Interessen zu begegnen brauchen, 
weil die matbeniatisch einfacbste L6sung eines Problems nicht irnmer auch 
die constructiv bequemste eein wird. 

Wenn durch geeignete Wahl der bestimmenden Elemente eine Verein- 
fachiing in der L o s m g  herbeigeftihrt werden kann, wird man sich dieselbe 
natfirlich nicht versagen. Insofern also, wie tiblich, bei der Eintheilung 
unserer Curven das Verhalten zur unendlich fernen Gernden in Betracht 
gezogen wird, eiud fur den Zeichner strenge Kriterien, welche dieses Ver- 
halten erltiutcrn , Erforderniss. Der stets reelle Punkt der Curve im Unend- 
lichen ist daher iiberall gegeben; die beiden anderen Richtungen werden 
mit dem Zirkel hestimmt; im Uebrigen sind alle Constructionen mit dem 
Lineal durchfiihrbar. Nebst den Asymptoten mussen aber von der Con- 
struction auch die Tangenten der im Endlichen gefundenen Punkte verlangt 
werden, da sie den Verlauf der Curve besonders deutlich veranschaulichen. 

Was aber auch im Weitcrn dic'lcitenden Gesichtspunkte sein mGgen, 
vor Allem muss im Hinblick auf die eleganten und einfachen Constructionen 

* Bekanntlich konnen alle allgerneinen und speciellen Formen der ebenen 
Curven dntter und vierter Ordnung vom Geschlecht Nul1 und Eins rrls Central. 
projectionen der Raumcurve vierter Ordnung erster Art hergestellt werden. 
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der Kegelschnitte mit Hilfe ihrer Involutionseigenschaften eine Darstellungs- 
rnethode der Curven dritter Ordnung w h s c h b a r  erscheinen, welche sich 
einem ersten Stndium dieser geometrischen Gebilde als Fortsetzung der con- 
structiven Lehre von den Curven zweiter Ordnung darbietet: a l s o  e i n e  
D a r s t e l l u n g  d e r  C u r v e n  d r i t t e r  O r d n u n g  a1s I n v o l u t i o n s -  
g e s t a l t e n .  

Die dahin gerichteten Restrebungen und Vertiffentlichungen, die man 
unter Anderen insbesoridere den Herren S c  h r 6 t e r  und U u r é  g e  ** ver- 
dankt, haben entweder direct diesen Auugaiig oder rechtfertigen sonst diesen 
Standpunkt: denn sie führen sehr bald auf den B e g r i f f  d e s  Q u a d r u -  
p e l s ,  d e r  d e n  K e r n  j e d e r  z e i c h n e r i s c h e n  D a r s t e l l u n g  bildet, 
weil man in der Gesammtheit der Quadrupel nicht nur die einfachste S t e i -  
ner'sche Involution auf der Curve dritter Ordnung hat, welche sich un- 
gernein einfach über dieselbe weiterbilden lësst, sondern damit zugleich die 
denkbar einfachste Tangentenconstruction fIir die gefundeneu Punkte ver- 
bunden ist. 

Wenn eine zeichnerische Darlegung der fraglichen Curvenforrnen trotz- 
dem selten versucht zu sein scheint, so lie@ dieses vielleicht an dem Um- 
stande , dass man durch s c h e m  a t i s c h  e s Suflosen der Doppelpunkte einer 
in eine Berade und einen Kegelschnitt degenerirten Curve nliherungsweise 
zum Ziele gelangt. Die folgenden Construcfionen konnen als Versuch gelten, 
unter Beibehaltung dieses Gedankens s t r e n g e F O r m e n der Curven dritter 
Ordnung zu geben, die man ebenfalls beliebig nahe an die vorgedachte 
Gestalt eines degenerirten Vorbildes bringen kann. 

Ausgehend von der bekannten S t e i n  e r  'schen Verwandtschaft *** zwi- 
schen den ~ u n k t e ~ a a r e n  einer Ebene, findet man die Darstellung aller 
Curven dritter Ordnung durch Verallgemeinerung der Constructionen, welche 
fiir die Kegelschnitte sus  dieser Verwandtschaft fliessen. Der Zusammen- 
hang mit anderen bekannten Erzeugungen ist unmittelbar und narnentlich 
fur die Gnippe der eintheiligen Curven von Nutzen, wo infolge des Anf- 
tretens imaginërer Elemente die vorhergehende Construction etwas schwer- 
falliger wird, und doch der Einfachheit in erster Linie Rechnung getragen 
werden soll. 

- -- . - - - 

1. Die Steiner'sche Verwandtschaft. 

1. 1st in der Ebene der Zeichnung ein vollstiindiges Viereck gegeben, 
so liegegnen seine drei Gegenseitenpaare a, a,, a, a,, a,a, jeder Geraden 
der Ebene in drei Punktepaaren einer Involution, deren Doppelelemente 

* Schr  O t er ,  Math. Annalen Bd. V S. 422 flgg. und T e u b  n e ~ ,  Leipzig, 1888 : 
,,Die Theorie der ebenen Curven dritter Ordnung." 

** Durège ,  B o r c h a r d t ' s  Journal f. Math. Bd. 75 S. 153flgg. 
*** S t e i n e r ,  ,,Systematische Entwickelungeri", Berlin 1832, S. 254 flgg., und 

Schr6 t e r ,  ,,Steiner's Vorle~ungen'~, Leipzig 1867, S. 316 flgg. 
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jedes Mal ein Paar entsprechender Punkte P0Q, bilden in der von S te iner  
aufgestellten quadratischen und involutorischen Verwandtschaft der Ebene. 
Bezeichnet man jeden der Punkte des gegebenen Vierecks mit A, ihre Ge- 
sammtheit als Q u a d r  u p  e l  A ,  die drei Diagonalpunkte des Vierecks als 
Punkte B ,  so ist nach der Definition jeder Punkt  Po von seinem ent- 
sprechenden Qo durch jedes Gegenseitenpaar aiak harmonisch getrennt; adsr 
die Strahlenpaare aus den Punkten B nach den Paaren entsprechender 
Punkte werden durch die Seiten des Vierecks harmonisch getrennt. Diese 
Eigencchaft drückt zugleich die Construction entsprechender Punkte aus. 

Die drei Punkte B bilden das A u s n a h m e -  o d e r  F u n d s m e n t a l -  
d r e  i e c k  der Zuordnung; einer Ecke desselben entpricht jeder Punkt der 
Gegenseite. Ebenso entspricht jeder Punkt  des Quadrupels A ,  somit auch 
eine Linie a sich selbst, zwar nicht Punkt  fiir Punkt ,  aber in Paaren einer 
Involution mit dem Punktepaare A als Doppelelementenpaar. Jeder andern 
Geraden g entspricht ein Kegelschnitt Kg durch die Fundamentalpunkte, der 
unendlich fernen Geraden speciell ein Kegelschnitt Ku durch die Mitten der 
sechs begrenzten Seiten des Quadrupels A.  Er ist eine Ellipse, Parabel 
oder Hyperbal, je nachdem das Viereck der Punkte A ein concaves ist 
(d. h. mit einer Ecke im Inncrn des Dreiecks der drei andern), odcr eine 
unendlich ferne Ecke besitzt, oder endlich ein convexes ist. Man kann die 
Zuordnung auch erklaren als diejenige d O pp  e 1 t c O n j u g i r t e r Punkte 
bezüglich des Kegelschnittbüschels mit den Grundpunkten A und das Fun- 
damentzldreieck als gemeinsames Tripe1 harmonischer Pole und Polaren. 
Der Kegelschnitt Kg ist zudem der Ort  der Pole von g bezüglich der Kegel- 
schnitte und das sich entsprechende Punktepaar auf g das Paar der Be- 
rührungspunkte von g mit zwei Individuen des BuschelS. Der Uebergang 
von der Geraden g zum entsprechenden Kegelschnitte und umgekehrt wird 
am einfachsten mittels der Tangenten des Kegelschnittes in  den Fundamen- 
talpunkten vollzogen. 

Wahlen wir jetzt in der Ebene irgend einen Punkt Bo, der mit den 
drei Punkten B das Quadrupel B bilden 8011, so wird auf jedem Strahl 
durch Bo ein Punktepaar der Zuordnung liegen, deren Gesammtheit bel 

einer vollen Umdrehung des Strahles einen gemissen Ort  erfiillen. Kommt 
der Strahl in die Lage nach dem entsprechenden Pankte C,, zu Bo, so wird 
der Scheitel Bo selbst oin Punkt  des Ortes und der Strahl BuCo seine 
Tangente. Es giebt also zunachst eine eiufache Mannigfaltigkeit von Geraden, 
welche dem Orte in drei Punkten begegnen; wir erkennen diesen also da 
eine C u r  v e d r i t t e r O r  d n u n g und werden es sptiter auch bestiitigt finden. 
dass j e d e  Gerade der Ebene drei Punkte mit ihr gemein hat. 

Offenbar sind die durch die vier Pnnkte A gehenden Strahlen die 
T a n g e n t e  n des Gebildes in jenen Punkten. Desgleichen gehoren die drei 

Punkte B zur Curve, und da ihre entsprechenden Punkte C auf der Gegen- 
seite des Pundamentaldreiecks und dem Strahl BoB liegen, so kann man 
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kurz sagen: Die Ecken und Diagonalpunkte des Quadrupels H gehoren ehen- 
falls zum Ort, so dass wir von diesem bereits zwolf Punkte und die Tan- 
genten in fiinfen kennen. 

Weil die Curve durch die Fundamcntalpunkte B geht, entspricht ihr  
a18 O r i g i n a l  c ur v e  nach der S t e i n e r  'schen Verwandtschaft eine aus den 
Seiten des Fundamentaldreiecks und einer Curve dritter Ordnung bestehende 
R i ld  c u r v e ,  welche alle entsprechenden zu den Elementcn der Original- 
curve, d. h. eben diese Elemente selbst enthllt. Bild- und Originalcurve 
sind also identisch, oder d i e  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  i s t  e i n e  i n  d e r  
V e r w a n d t s c h a f t  s i c h  s e l b s t  c n t s p r e c h e n d e  C u r v e .  

Ua jeder Punkt  Bo eine solche Curve eindeutig bestirnmt, so bildet die 
Gesammtheit derselben ein s p e c i e l l e s  C u r v e n  n e t z  mit sieben gemein- 
sehaftlichen Basispunkten. Es  ist uns aber in  erster Linie um die gestalt- 
liche Porm der betrachteten Gebilde zu thun,  also um Kenntniss ihrer 
iinendlich fernen Elemente. Zur Umgehung des darin liegenden Problems 
dritten Grades verlegen wir in  der Folge den Punkt Bo stets auf die i n -  
endlich ferne Gerade, wodurch auch die stets reelle Asymptote gegeben ist. 
Die beiden anderen Richtungen Sind die Doppelelemente der Involution der 
drei Gegenseitenpaare des Quadrupels A auf der unendlich fernen Geraden: 
w i r  h a b e n  d a h e r  i n  d e r  L a g e n b e z i e h u n g  d e r  v i e r  P n n k t e  A e i n  
N i t t e l ,  i i b e r  d i e  N a t u r  d e r  u n e n d l i c h  f e r n e n  P u n k t e  d e r  C u r v e  
im V o r a u s  e i i t s c h e i d e n  z u  k o n n e n .  

2. Durch die specielle Lage von Bo treten zu den vorhandenen sieben 
noch zwei weitere gemeinschaftliche Basispunkte hinzu, und die Gesammt- 
heit der jetzt noch in Betracht kommenden Curven dritter Ordnung bildet 
daher ein B u s  c h e l .  Den Lagen von Bo auf den Seiten a entsprechen die 
sechs degeneiirten Curven des Uüschels, bestehend aus einer Linie a und 
einem Kegelschnitt durch die sechs weiteren Basispunkte: D i e  11 e t  h O d e 
zur  E r z e u g u n g  d e r  a l l g e m e i n e n ,  w i e  d e g e n e r i r t e n  C u r v e  i s t  
a l so  d i e s e l h e  und men kann somit durch die allgemeinere Lage von Bo 
die  D o p p e l p u n k t e  d e s  d e g e n e r i r t e n  G e b i l d e s  g e o m e t r i s c h  a u f -  
l o s e n ,  ohne dass die Construction ftir beide Falle wesentlich verscliie- 
den wird. 

Nebst der g e g e n s e i  t i g e n  L a g e  der vier zunachst reellen Punkte 
des Quadrupels A ist aber auch die R e a l i t f i t  desselben auf die gestalt- 
liche Form der Curve von weventlichem Einfluss. Wir  werden dcmnach zu 
unterscheiden haben, ob alle Punkte A reell, oder zwei reell und zwei con- 
jugirt imaginiir, oder ob endlich alle vier imaginar sind. Da jedoch im 
letzteren Falle das Quadrupe1 B dann vol ls thdig reell sein muss, so wird 
dieses an Stelle des Quadrupels A gesetzt werden konnen, so dass wir also 
eigentlich blos xwei Falle xi1  unterscheiden haben. An diese beiden Haiipt- 
gruppen schliesst sich die Gruppe der Curven dritter Ordnung mit S i  n g u  - 
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l a r i  t a  t e n ,  oder der r a t i o n  a l  e n  Curven, welche aus den Fhllen hervor- 
gehen, wo das Quadrupel A selbsk singulër wird durch Zusammenfallen von 
zwei oder drei seiner Ecken in eine einzige. 

II. Darstel lnng der Cnrven dri t ter  Ordnnng. 

Die auf den Figurentafeln VI und VI1 durchgefiihrten Constructionen 
zeigen die H a u p t t y p e n  der Gestalten der Curven dritter Ordnung. Die 
noch fehlenden Formen sind durch leichte Uebergiinge aus den vorhandenen 
Dispositionen herzuleiten; auf das specielle Verhalten der Wendepunkte und 

singuliiren Elemente zum Unendlichen wurde dabei nioht eiiigegangen. 

A. Die zweitheiligen Curven. 
3. W i r  setzen znniichst ein g a n z  r e e l l e s ,  nachher ein g a n z  ima- 

g i n  Zr e s Quadrupel A voraus und werden bald erkenneu, daes alle Curven 
dieser Gnippe aus zwei rollstiindig getrennten Theilen bestehen oder so. 
genannte z w e i  t.h e i l i  g e  Curven sind. Es entfallt somit eine weitere Unter- 
scheidung nur  noch auf die Reslitat der unendlich fernen Elemente, welche 
sofort durch die gegenseitige Lage der vier Punkte A entschieden wird. 
Um diese Lagenverschiedenheit zu iibersehen und in gegenseitigen Zusam. 
menhang zu bringen, wollen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit der 
Untersnchung die Linie a, als horizontal und die Gerade a, a18 normal 
dazu denken. Dann sind offenbar folgende vier Configurationen der Punkte A 
moglich : 

1. die Gerade a, verlauft zwischen dem Punktepaare A auf a, und 
xwar liegen ihre beiden Punkte A auf derselben Seite von a, oder 

2. auf entgegengesetzten Seiten; 
3. die Gerade a, verlauft ausserhalb des Paares A auf a, und wieder 

liegen ihre beiden Punkte A auf derselben oder 
4. auf den entgegengesetzten Seiten von a , .  

I n  den Fiillen (1) und (4) ist das Viereck A ein concaves, alle Curven 
des Bliscbels haben nur einen reellen unendlich fernen Punkt;  in den Fxllen 
(2) und (3) ist es ein convexes, alle Curveii des BUschels haben drei reelle 
unendlich ferne Punkte. 

s) Eiliptische Serpent ine mit eiiiptischem Oval. (Circulare Curve.] 

4. EnthLlt die Curve als imaginares Punktepaar auf der unendlich 
fernen Geraden dar K r e i u p u n  k t e p a a r ,  so giebt ein sanfter Wechsel in 
der Krümmung der Gestalt der Curve besondere Schonheit. Das Viereck 
der Punkte A ist i n  diesem Falle ein o r t h o g o n a l e s ;  jede Ecke ist Holien- 
punkt des Dreiecks der drei anderen. 1st also in Taf.VI Fig. 1 das Qum. 
drupe1 A gegeben, so sind damit auch die neun Basispunkte des Curven, 
btischels bekannt. Xit  dem Punkte Bo aind auch die Tangenten einer be- 
stimmtan Curve in  den Punkten A gegeben, sowie der entsprechende Puukt 
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Co zu Bo und damit die reelle Asymptote angebbar. Irn Pnnkte Co begegnen 

sich aber auch die Tangenten der Punkte B;  denn da Original- und Bild- 
curw identisch sind, so entspricht jedem der drei Punkte C der Curve 
auf einer Seite des Fundameutaldreiecks ein der Gegenecke B unendlich 
benrachbarter Punkt. Die Verbindungslinie dieser ~ a c h b a r n  , d. h. die Tan- 
gente der Curve in B ,  ist aber gcrade die Linie B,Co. Somit hat auch 
das Quadrupel B die Eigenschaft, d a s s  d i e  C u r v e n t a n g e n t e n  s e i n e r  
E c k e n  s i c h  i n  e i n e m  P u n k t e  d e r  C u r v e  b e g e g n e n .  

Setzten wir d m  Quadrupel B jetzt an Stelle des Quadrupels A ,  den 
Punkt CO an Stelle von B,,, so haben wir dadurch eine neue S te iner ' sche  
Verwandtschaft mit dem Fundamentaldreieck C definirt , und sus dem Punkte 
CO entspringt eine sich selbst entsprechende Curve dritter Ordnung, welche 
mit der bis jetzt betrachteten die vier Punkte B nebst Tangenten, sowie 
die vier Punkte C gemein ha t ,  also mit ihr identisch ist. Die vier Punkte 
C bilden demnach ehenfalls ein Qiiadrupel C ;  es gehoren also anch die drei 
Diagonalpunkte D dieses Quadrupels unserer Curve an und der entsprechende 
Punkt Do zum Punkte Co bezüglich des Pundamentaldreiecks C ist wieder 
gemeinsainer Schnittpunkt der Tangenten des Quadrupels C. 

Auf diese Weise eroffnet sich die Moglichkeit , b e l i  e b i g v i e  l e  s O 1 - 
c h e r  Q u a d r u p e l  A ,  B ,  C ,  ... v o n  P u n k t e n  u n d  T a n g e n t e n  d e r  
C u r v e  m i t  d e m  L i n e a l  anzugeben. Man bemerkt, dass die gemein- 
schaftlichen Schnittpunkte der Tangenten dieser Quadrupel eine Folge von 
PunkBn Bol Co, Do,  . . . auf der Ciirve bilden, von denen jeder Tangen- 
tialpunkt des vorhergehenden i s t  

Um die Gestalt des dargestellten Gebildes zu iibersehen, denken wir 
uns einen Strahl parallel zur Eichtung Bo verschoben. Dann bestimmen 
die drei Gegenseitenpaare aiak fiir jede seiner Lagen die Involution seines 
Schnitipunktepaares mit der Curve. Beim Durchgang durch einen Punkt A 
wird die Involution parabolisch, wechselt also nothwendig ihren Charakter. 
Es scheiden demnach die vier parallelen Tangenten der Curve die ganze 
Ebene in vier Streifen, von denen awei nothwendig getrennte die ganze 
Curve enthalten mtissen. Diese besteht also aus zwei vollstlindig getrennten 
Theilen: aus einem sich mit einem reellen Punkte Bo ins Unendliche er- 
streckenden und in sich geschlossenen A s t e , oder einer S e r  p e n t i  n e ,  und aus 
einem ganz im Endlichen liegenden, in  sich geschlossenen O v al. Jede reelle 
Gerade der Ebene begegnet dem Aste in wenigstens einem reellen Punkte, 
dem Oval in awei reellen getrennten oder zusammenfallenden oder conjugirt 
imaginaren Punkten. Nach Fig. 1 liegen alle Tangentialpunkte B o ,  Co, 
Do, ... auf dem Aste, so dass aus jedem Punkte desselben vier reelle und 
aus jedern Punkte des Ovals vier irnaginlire Tangenten a n  die Curve gehen. 

5. Wir wollen dieses zuntichst aus der Anschauung fliessende Resultat 
noch strenger begrilnden. Die vier Tangenten aus dem Punkte Bo konnen 
dreimal als Paare je einer quadratischen Strahleninvolution aufgefasst werden; 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



144 Ueber eine einfaohe planare Darstellungsweise etc. -- .-. 

die Verbindungslinien ihrer Berfihrungspunkte als Doppelelemente je einer 
solchen an einem der drei anderen Punkte B. Bringt man eine dieser drei 
letzteren mit der entsprechenden der drei Involutionen am Punkte Bo in 
projectivische Verbindung, indem man als entsprechendes drittes Paar das. 
jenige hinzuftigt, welches aus der Verbindungslinie B Bo beider Scheitel 
hervorgeht, so entsteht als Erzeugniss eine Curve dritter Ordnung, welche 
mit der vorliegenden die Scheitel Bo und B ,  sowie das Quadrupel A nebst 
Tangenten gemein ha t ,  also diese Curve selbst ist. Daraus folgt auf'e 
Neue, dass die Tangenten in den Punkten eines Quadrupels sich im niiui- 

lichen Punkte der Curve begegnen, und dass diese Punkte selbst sich dreimal 
in zwei Pame c o n j u g i r t e r  P u n k t e  zerlegen, von denen je zwei zu 

Soheiteln projectivischer Involutionen in halbperspectivischer Lage gewiiblt 
werden konnen oder Fundamentalpunkte ftir eine unendliche Folge S t e i n e r -  
scher Vierseite sind. 

Da die Doppelelemente der erzeugenden Strtihleninvolutionen gegenseitig 
xu den Berührungspunkten der Tangenten aus den Scheiteln fbhren, so fol& 
dass aus dem Punkte B des Ovals vier in Paaren conjugirt imaginiire Tan- 
genten an die Curve gehen, weil die Doppelelemente der Involution am 

Punkte Bo nothwendig in denjenigen Schichtcn der Ebene verlaufen mtisscn, 
in denen keine reellen Punkte der Curve liegen. Weil es also keine Grenz- 
lagen giebt ,  muss jeder Strahl durch den Punkt B auf dem Oval, der Curve 

in xwei stets reellen und getrennten Pqnkten begegnen, von denen der eine 
dem Oval, der andere dem Aste angehort, da sie am Punkte Bo ein Paar 
der Involution bestimmen. Daher begegnet auch das reelle Doppelstrahlen- 
pasr des Scheitels R der Ciirve in vier reellen Punkten A,  deren Tangenten 
in Bo convergiren, wie wir umgekehrt festgesetzt haben. 

Damit steht zunachst fest, dass aus e i n e m  Punkte des Ovals vier 
nicht reelle, aua e i  n e m  Punkte des Astes vier reelle Tangenten an die 

Curve moglich sind. Wtirde aber auf dern O v d  ein Punkt  existiren mit 
reellen Taugenten, so mtisste bei continuirlichem Uebergang von H nacli 
jenem Punkte eine Stelle auftreten, wo der Durchgang vom Imaginaren zum 
Reellen sich mit einer reellen Doppeltangente vollziehen miisste, w u  bei 
Curven dritter Ordnung nicht eintreten kann. Bus analogen G r h d e n  kann 
bei Durchlaufen des Astes lrein Weohsel in  der Realitat der vier Tangenten 
eintreten , so dass wir schliessen dürfen, dass a u  s j e d e m  P u n k  t e  des 
O v a l s  v i e r  i m a g i n i i r e  u n d  a u s  j e d e m  P u n k t e  d e r  S e r p e n t i n e  
v i e r  r e e l l e  T a n g e n t  e n  an die Curve gelegt werden konnen. 

6. Um ferner über das Wesen der erzeugenden Involutionen mehr Kiar- 
heit zu er lal ten,  hetrachten wir, ausgehend von einem bekannten Curven- 
punkte, irgend zwei Paare entsprechender Strahlen an den Scheiteln B, 
und B ,  wobei wir als Punlrt B zunachst den Schnittpunkt von a, und a- 
wahlen. Die beiden Strahlenpaare begegnen sich dann in einem Paare X 
und einem Paare Y von Curvenpunkten. Verbindet man jetzt das auf dem 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Oval liegende Punktepaar X Y  mit dem Schnittpunkte B von as und ad, 
so schneiden diese Geraden die Curve in einem zweiten Paare von Punkten 
XI Y, auf dern entsprechenden Strahl zu XY in der zweiten Involution 
an Bo. Desgleichen treffen die Geraden aus dem dritten Punkte B nach 
dern Punktepaare X Y  des Astes die Curve noch in einem Paare X' ,  Y', 
auf dern entsprechenden Strahl zu Y in der dritten Involution des Punktes Bo. 

Die drei Involutionen am Punkte Bo Sind aber aus denselben vier 
Tangenten in den Ecken des Quadrupels A durch ihre Zusammenfassung in 
Paare entstanden, also n i  c h t u n a  h h iin g i g von einander. Kach einem 
bekannten Satze der projectivischen Geometrie sind daher die Strahlen XI Y, 
und X',  Y',, also auch die gleichnamigen Piinktepaare identisch. Daraus 
geht hervor, dass das Punktepaar X, sowie dtts Paar Y Fundamentalpunkte- 
paar ist für drei, also auch ftir unendlich viele gescblossene S t e i n  e r'sche 
Vierseite. E n t s p r e c h e n d e  S t r a h l e n p a a r e  d e r  e r z e u g e n d e n  I n v o -  
l u t i o n e n  b e g e g n e n  s i c h  s o m i t  i n  c o n j u g i r t e n  P u n k t e p a a r e n  
d e r  C u r v e .  

Bus der Betrachtung der drei hervorgehobenen geschlossenen Vierseite 
folgt aber, dass die beiden Geraden X ,  Y, ein Paar  der ersten Involution 
des Punktes Bo bilden und somit auch für  den ersten Scheitel B perspec- 
tivisch liegen. Die beiden Punkte XI, sowie Y, bilden somit ebenfalls je  
ein Paar conjngirter Punkte. E s  folgt daraus: 

Jeder Punkt der Curve liisst sich mit den drei anderen Punkten seines 
Quadrupels rals Pundamentalpunkt projectivischer Involutionen combiniren. 
Diese entstehen durch Verbindung der Fundamentalpunkte mit allen Qua- 
drupeln der Curve, oder mit anderen Worten: D u r c h  V e r b i n d u n g  e i n e s  
f e s t e n  Q u a d r u p e l s  m i t  e i n e m  b e l i e b i g e n  P u n k t e  d e r  C u r v e  e n t -  
s t e h t  e i n  n e u e s  Q u a d r u p e l ;  d u r c h l a u f t  j e n e r  P u n k t  d i e  g a n z e  
C u r v e ,  s o  e r h a l t  man s B m m t l i c h e  Q u a d r u p e l  o d e r  d i e  g a n z e  
P u n k t i n v o l u t i o n .  

Nun entstehen aber die Paare X und XI durch Projection des Qua- 
drupels B aus einem Punkte Y, und die Paare Y und Y, durch Projection 
desselben Quadrupels aus einem Punkte X, bilden alsb selbst ein Quadrupel 
X resp. Y. Der vorige Satz ergiebt sich somit d s  Specialfall des folgenden: 

D i e  16 V e r h i n d u n g s l i n i e n  d e r  E c k e n  z w e i e r  w i l l k ü r l i c h e r  
Q u a d r u p e l  b e g e g n e n  s i c h  z u  v i e r e n  i n  d e n  E c k e n  e i n e s  d r i t t e n  
Q u a d r u p e l s  d e r  C u r v e .  Und speciell: D i e  V e r b i n d u n g s g e r a d e n  
d e r  P u n k t e  e i n e s  Q u a d r u p e l s  u n t e r  s i c h  t r e f f e n  d i e  C u r v e  
w i e d e r  i n  P u n k t e n  e i n e s  Q u a d r u p e l s ,  wodurch die charakteristische 
Lage von vier solchen Punkten besonders deutlich ausgedrilckt wird. 

7. Aus dern Obigen fliesst nun ein neues Hilfsmittel zur Construction 
weiterer Punkte und Tangenten der Curve, welches man namentlich dann 
in Anwendung bringen wird, wenn einer der Punkte mit dern Index Nul1 
einem W e n d e  p u n k  t e  zu nahe kommt. Die drei anderen Punkte seines 
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Quadrupels liegen dann zu nahe an einer Geraden, um noch sichere Con- 
structionen a n  sie zu kntipfen. Man gehe dann durch Verbindung zweier 
construirten Quadrupel zu einem dritten über, aus welchem nach dem be- 
kannten Verfa.hren eine neue Folge von Punkten und Tangenten zu vier 
abgeleitet werden kann. Ferner ist zu beachten, dass die Tangente auch 
als entsprechender Strahl zur Verbindungsgeraden der Scheitel i n  der qua- 
dratischen erzeugenden Involution jenes Punktes erhalten werden kann. 

Eine rasche und umfassende Construction wkire also auch die folgende: 
Man gehe aus von einem gegebenen Quadrupel A ,  bestimme, wie in 

Fig. 1, die Involutionen an zwei Punkten A,  etwa denjenigen auf der 
Geraden a , ,  durch Pestsetzung von Bo und führe ihre projectivische Ab- 
hangigkeit auf zwei perspectivische Strahlbtischel zuriick vermittelst eines 
geeigneten Hilfskegelschnittes. (In Fig. 1 eignet sich d a m  der' tiber dem 
genannten Punktepaare A als Durchmesser stehende Kreis durch die beiden 
Punkte B.) Jedes Paar  entsprechender Strahlen fiihrt dann auf zwei Punkte 
eines Quadrupels B und eiues Quadrupels C. Man erganze diese Quadrupel 
durch die Verbindung dieser Paare mit dem Quadrupel A. Die Diagonal- 
punkte dieser neuen Quadrupel gehoren xu zwei weitaren Quadrupeln D 
und E ,  welche man mit Hilfe der Involutionen am Punktepaare A durch 
je  einen Punkt  Do und Eo vervollstandigt. Diese Punkte sind die Tangen- 
tialpunkte der Quadriipel R und C u. s. f. 

Zwei weitere Erzeugungsarten von allerdings weniger praktischem 
Werthe lassen sich aus dem Vorhergehenden anschliessen: Jeder Geraden g 
durch Bo entspricht in  der S t e i n  e r'schen Verwandtschaft des Quadrupels A 
ein Kegelschnitt Kg eines Büschelu mit den Punkten B und Co als Grund- 
punkten. D i e  C u r v e  i s t  s o m i t  a u c h  u n e n d l i c h  o f t  d a s  E r z e u g -  
n i s s  a u s  e i n e m  K e g e l s c h n i t t b t i s c h e l  u n d  e i n e m  d a z u  pro jec-  
t i v i s c h e n  S t r a h l b ü s c h e l .  Es ereignet sich viermal, dassdieGeradeg 
den Kegelschnitt Kg bertîhrt, nkimlich jedesmal, wenn sie eine Ecke A passirt. 

Die Curve dritter Ordnung ist aber auch d e r  O r t  d e r  B e r  ü h r u n g s -  
- p u n k t e  d e r  T a n g e n t e n p a a r e  a u s  d e m  P u n k t e  Bo a n  a l l e  Kege l -  

s c h n i t t e  d e s  B t i s c h e l s  m i t  d e n  G r u n d p n n k t e n  A. Die Gesammt- 
heit aller Berührungssehnen ist das Strahlbtischel am Punkte Co, wodurch 
wir wieder auf die vorige Erzeugung kommen. Der durch B, gehende 
Kegelschnitt ist  der P O 1 a r  k e g e l s  c h n i t t der Curve dritter Ordnung be- 
züglich des Punktes Bo. Auch diese Erzeugung wiederholt sich ftir jedes 
Quadrupel der Curve, also unendlich oft. 

8. Wahlt man des Weiteren in  Fig. 1 den Punkt  Bo suf der Seite a,, 
so d e g e  n e r i r t  die Curve dritter Ordnung in einen K r e i  s E2 und die 
G e r a d e  a,, oder die Curve besitzt zwei Doppelpunkte Dl und D,. Von 
jedem Quadrupel liegen zwei Punkte auf dem Kreise in Strahlen eines Bii- 
schels durch den Pol  8, der Geraden a, bezüglich des Kreises, und zwei 
Punkte auf der Geraden a,,  wo sie die Polinvolution des Kreises formiren. 
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Die Erzeugung einer Folge von Quadrupeln geht liber in die Darstellung 
des Rreises aus Po l ,  Polare , Involution und ainem Paare entsprechender 
Punkte. Sie erfolgt aber auch aus jedem Punktepoare des Kreises durch 
Verbindung zweier projectivischer Strahleninvolutionen, in welchen sich die 
D o p p e l e l e m e n t e  e n t s p r e c h e n  und fiir welche die Gerade a2 als P e r -  
s p  e c t i  v a x e  figurirt, oder aus der Verbindung zweier projectivischer In- 
volutionen aus jedem Paare der Polinvolution auf der Gera,den n,, in wel- 
chen dieseGerade g e m e i n s s m e s  u n d  e n t s p r e c h e n d e s  D o p p e l e l e m e n t  
ist. Die Fig. 1 a illustrirt den besprochenen Fall. 

Die allgemeine Curve in  Fig. 1 kann aber auch entstanden gedacht 
werden durch Drehung des Strahles nach Bo im entgegengesetzten Sinne 
wie vorhin, von der Lage der Geraden a3 sus. Flir Bo auf a, besteht die 
Curve nebvt dieser Geraden au$ einem sie nicht reell echneidenden Kreise Es, 
entsprechend der Configuration der vier Punkte A nach Lage (4). Wahrend 
im ersten Falle ein Stlick der Geraden mit einem Stück des Kreises zu- 
sammenschmolz, geht hier der Kreis für sich in das Oval und die Gerade 
fiir sich in die Serpentine iiber, so dass also die Realitat der Doppelpunkte 
der degenerirten Curve nach dem Process der Aufl5sung für den allgemcinen 
Fa11 ohne sichtbare Wirkung bleibt. 

9. Wir schliessen an das g a n z  r e e l  l e  sogleich den Fa11 des g a n z  
i m a g i n ü r e n  Quadrupels. E s  ist  sofort svident, dass als Bild der Curve 
ein vom vorigeu verschiedenes min Vorschain komrnen wird; denn die 
beiden conjiigirt imaginaren Stralilenpaare aial, haben jetzt ein nothwendig 
reelles gcmeinsamcs Paar, d. h. die Cnrve geht mit drei rcellen Richtungen 
ins Unendliche, von deuen eine der Serpentine und zwei dem Oval angehoren 
niiissen, weil diesern der Punkt  R, mit vier imaginaren Tangenten angehort. 

Wir geben also in Taf. VI Fig. 2 auf den reellen Geraden a, und as zwei 
elliptische Involutionen X ,  X', , Y, Y', und X ,  X I 2 ,  Y, Y', , welche für einen 
im Endlichen und einen im Unendlichen gelegenen Punkt B perspectivisch 
liegen, je durch eine harmonische Gruppe. Wird jetzt der Punkt  Bo ge- 
geben, so ist das Quadrupel B vollstandig; von seinen drei Diagonal- 
punkten C ist wieder einer unendlich fern;  die Richtungen der unendlichen 
Aeste sind also bekannt. 

Der Strahl aus B, nach dem im Endlichen liegenden Perspectivcen- 
trum B begegnet der Geraden a, in einem Punkte Z , ,  i-iach dessen ent- 
sprechendem Z'l die Tangente der Curve i n  B geht. Die symmetrische Ge- 
rade zur Richtung B, Lezüglich der Geraden a, durch den auf ihr gelegenen 
Punkt 6 ist die Tangente der Curve in diesem Punktc;  sie begegnet der 
vorigen irn Punkte Co, welcher somit Schnittpurikt der Asymptoten in den 
beiden Punkten R und R, ist. Dadurch ist dau Quadrupel C vervollstan- 
digt; ausser seinen drei Diagonalpunkten D construirt man s n d o g  wie bis 
anhin den vierten Punkt  .Do des Quadrupels D und damit also die dritte 

reelle Asymptote u. B. W. 
10 
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Damit ist erwiesen, dass dieser Fa11 mit dem vorhergehenden eine 
Curve derselben Gruppe umfasst; wir kommen tibrigens noch von anderer 
S e i t ~  anf die Gestalt der Curve zurtick, wo die Asymptotenconstruction 
gezeigt werden sol1 auch fur den Fall,  wo sich keine zwei derselben auf 
der Cnrve begegnen. 

b) Eliiptische Serpentine mi t  parabolischem Ovai. 

10. Der Uebergang von einer der Lagen in (1) oder (4) zu einer der 
Lagen (2) oder (3) kann dadurch vollzogen gedacht werden, dass eine 

Ecke A ,  sagen wir, diejenige auf a,,  ins Unendliche rlickt. Nach Diepo- 
sition von Taf. V I  Fig. 3 haben wir daher eine zweitheilige Curve zu erwarten, 
die im Punkte R, den einzigen reellen Punkt des unpaaren Astes besitzt 
und deren Oval die unendlich ferne Gerado in der Richtung von a, b e r ü h r t .  
Die Construction der Punkte und Tangenten erleidet keinerlei Ausnahmen 
vor dem Falle der Fig. 1. Alle Curven des Büschels sjnd zweitheilig, weil 
fnr alle ein reelles Quadrupel A besteht; dagegen ist nicht nothwendig das 
Oval stets der parabolische Theil, es kann auch der A s  t die unendlich ferne 
Gerade berlihren und das Oval ganz im Endlichen liegen. In  diesem Falle 
besteht die Curve also 

c) aus einer parabol ischen Serpent ine m i t  elliptischem Oval. 

11. Lasst man den Punkt  Bo die unendlich ferne Gerade durchlaufen, 
so erhkilt man alle Curven dritter Ordnung des Btischels; aus der Lage des 
Punktes B, ist aber sofort zu entscheidcn, w e l c h e  z w e i  v o n  d e n  P u n k -  
t e n  A d e m  A s t e  u n d  w e l c h e  dern O v a l  a n g e h o r e n  w e r d e n .  Zu- 
nachst is t  klar, dass, so lange die Curve aus zwei getrennten Theilen be- 
steht,  die Tangenten in zwei derartig zusammengeh6renden Punkten des 
Astes durch diejenigen des Ovals nicht getrennt werden konnen, weil man 
sonst durch continuirlichen Uebergang vom Oval zum Ast gelangen konnte. 
Um zu unterscheiden, ob der unendlich forne Punkt  A, zum Aste oder 

, zum Oval gehore, combinire man ihn mit jedern der drei Ponkte A im 
Endlichen. 1st dann f ü r  eine bevtimmte Lage von B, eine einzige von 
diesen drei Involutionen hyperbolisch, so gehort die Richtung A m m  Oval; 
sind alle drei hyperbolisch, so gehort sie zum Aste. 

Diese Involutionen sind aber jedesmal bestimmt durch die Verbindungs- 
linien mit den beiden anderen Punkten A im Endlichen als dem einen, und 
den Geraden nach A, und Bo' als dem andern Paare. Ein Wechsel kann 
nur  beim Eintreten von Do auf eine Gerade a stattfinden. Die schematische 
Fig. 3 a zeigt auf der unendlich fernen Geraden zwei mit A bezeichnete 
Zonen für den Punkl Bo und fiir einen parabolischen Ast, und eine mit 
O bezeichnete Zone, in  welcher der Punkt Bo ein parabolisches Oval erzeugt. 

Zum Biischel gehoren irn Weiteren drei Parabeln je in Verbindung mit 
den Seiten der drei Punkte A im Endlichen, ferner drei Curven, welche 
alle durch die drei parallelen Seiten des Quadrupels A reprasentirt werden. 
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Die Tafel enthalt die Figur der parabolischen Serpentine nicht; man braucht 
jedoch in Fig. 3 den Punkt Bo blos symmetrisch zur Geraden a, festau- 
setzen, um sofort die gewtinschte Curvenform zu erhalten. Die Entstehung 
derselben aus der G e r a d e n  a, und einer sie reell schneidenden P a r a b e l  
ist evident: Das endliche Sttick der Geraden vereinigt sich mit dem end- 
lichen Parabelsegment zum Oval, das unendliche Geradenstück mit dem 
nwh dem Unendlichen gehendcn Theile der Parabel zum perabolischen Aste. 

d) EUiptieche Serpent ine mit hyperbolischem Oval. 

12. Die Lagenbeziehung der vier Punkte A nach (3) ist in Taf. V I  Fig. 4 
zur Anschauung gebracht. Alle Curven des Büschels gehen mit drei reellen 
Punkten ins Unendliche. 1st der Punkt  R, wie in der Construction fest- 
gesetzt, so erkennt man aus der Bildung der Involutionen an den Punkten 
A sofort, dass die beiden auf a, gelegenen Punkte A zurn Oval, die beiden 
auf as liegenden zurn Aste gehoren, und dass wir daher auf den schon aus 
Fig. 2 bekannten Fa11 komrnen. Die Quadrupel A ,  B, C, D der Curve 
Curve nebst Tangenten sind eingetragen, die Asymptote der Serpentine 
ebenfalls; es ertibrigt zunLcbst die Construction der beiden anderen Asym- 
.ptoten. 

Der unendlich fernen Geraden u entspricht nach Abschuitt 1 ein Kegel- 
schnitt Ku, welcher nebst den drei Punkten B die sechs Mitten der be- 
grenzten Seiten des Quadrupels A oder die Mittelpunkte der sechs Hyperbeln 
enthiilt, die als Bestandtheile der degenerirten Curven dritter Ordnung auf- 
treten. Andererseits werden die Asymptoten s&mmtlicher Curven dritter 
Ordnung in den beiden fraglichen Richtungen durch die Curven selbst in  
projectivische Verbindung gebracht, sus welcher ein Kegelschnitt resultirt, 
der nebst den beiden unendlich fernen Punkten mit Ku die obigen sechs 
Mitten enthalt, a180 mit ihm identisch ist. 

Bezeichnet man den Schnittpunkt beider Asymptoten mit Uo, so bilden 
offenbar die Punkte Uo mit den Punkten Co auf Ku eine quadrratische In- 
volution, fiir welche der Mittelpunkt- Mu des Kegelschnittes Ku der Pol ist. 
Sind also mit Hilfe des Zirkels aus dem Viereck A die beiden unendlich 
fernen Punkte der Curve bestimmt, so geh6rt zu jedem Punkte Bo ein 
Piinkt Co und ein zu diesem symmetrischer Punkt  Uo bezuglich des Schnitt- 
punktes Bu der Verbindungslinien der Gegenseitenmitten. Der Punkt  U,, 
ist der Schnittpunkt der verlangten Asymptoten. In Fig. 1 ist er also der 
Diametralpunkt von Co bezüglich des dern Dreieck der drei Punkte B um- 
schriebenen Kreises. E r  bleibt also reell und angebbar, selbst wenn die 
Asymptoten imaginar werden sollten. 

Das Entstehen der vorliegenden Curve aus der G e r a  d e n u, und einer 
zu a, orthogonal symmetrischen H y  p e r b e l  von den namlichen Asymptoten- 
richtungen ist augenscheinlich. Alle Curven des Biischels sind zweitheilig; 
doch hat man es durch Wahl des Punktes Bo in der Hand, entweder das 
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Oval, ~ d e r  die Serpentine mit drei reellen Punkten nach dern Unendlichen 
gehen zu lassen. Das Scherna Fig. 4 a ,  welches auf bekannte Weise er- 
mittelt is t ,  zeigt auf der uuendlich fernen Geraden zwei Zonen O für deri 
Punkt  Bo und zwei unendlich ferne reelle Punkte des Ovals, ebenso zwei 
Zonen A fiir Bo mit droi unendlich fernen reellen Punkten der Serpentine. 

Wir behandeln jedoch diesen Fa11 getrennt,  urn die Figur  nicht zii 

überladen. Man erkennt aber auch die Moglichkeit, die unter c) behan- 
delte Form hier aufls Neue zu wiederholen, sobald man als Richtung von 
B, einen der beiden unendlich fernen Grundpunkte des Büschels wahlt. 

e) Hyperbolische Serpentine mit elliptischem Oval. 

13. Taf. VI Fig.5 enthalt die vier Punkte A nach der Lagenbeziehung (3); 
nur s ind,  um die Construction noch einfacher zu gestalten, zwei Seiten 
ai, ak parallel angenommen, so dass nebst Bo noch ein zweiter Punkt 8 

seines Quadrupels im Unendlichen liegt. Dies hat zur Folge,  dass ein Dia- 
gonalpunkt C des Quadrupels R die dritte Asymptotenrichtiing ist. Die 
Asymptoten der beiden Punkte B begegnen sich im Punkte Co der Curve, 
welcher so gelegen i s t ,  dass die Asymptote in B in der Mitte des paral- 
lelen Seitenpaares aiak  verlauft. Die Mitte dieser Seite ist der Punkt Bu; 
somit ist auch der Punkt  Uo und damit die dritte Asymptote gegeben. 
Der Verlauf der Curve ist nebst den Quadrupeln A ,  B und C durch Ver- 

bindung dieser unter einander, d. h. durch die Paare D und E ersichtlich 
gemacht. Aus der Lage des Punktcs Bo ist sofort erkennbar, dass die 
beiden ausseren Punkte A zurn A s  t e  gehoren , dass a180 d i e s  e r mit reellen 
Punkten sich ins Unendliche erstrecken muss. 

Die Entstehung der Curve aus der G e r a d e n  a, und einer diesc Ge- 
rade reell schneidenden H y p e r  b e l  ist ersichtlich. Das begrenzte Segment 
der Geraden vereinigt sich mit dern endlichen Bogen der IIyperbel m m  

Oval; das unendlich grosse Stilck bildet nach seiner Vereinigung mit dern 
geschnittenen Zweige der Hyperbel den hyperbolischen Ast der Curve. 

Auch dieses 3üschel eiithalt die Formeu der Curve in Fig. 4. Lisst 
man also in der Wahl von Bo unbeschrtinkte Freiheit, so konnen alle 
f t în f  H a u p t f o r m e n  d e r  z w e i t h e i l i g e n  C u r v e n  a u s  z w e i  eiczigen 
C o n f i g u r a t i o n e n  d e r  v i e r  P u n k t e  A ,  dern tiberschlagenen und dern 
convexen Viereck abgeleitet werden. 

B. Eintheiligc Curven. 

14. Die Curven dieser Gruppe wollten wir nach dern gemeinsamen 
Gesichtspunkte zusammenfassen, dass fiir sie das Quadrupel A aus zwei 

reellen Punkten auf der Geraden a, und zwei conjugirt imaginaren Piinkten 
au€ a, besteht. Diecie Curven haben alle die Eigenschaft, dass das Oval 
der zweitheiligen Curven keine reellen Punkte mehr enthalt,  so dass diese 
Cfirven X E  c:iuem e i n z  i g e n  Z i i g e ,  der Serpentine oder dern Aste bestehen, 
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also ei  n t h e i l  i g  ~ d e r  einaügig sind. Die Zahl der moglichen Configura- 
tionen in der Lage der Punkte A rcducirt sich auf zwei, je nachdem ntim- 
lich der Punkt B auf a, innerhalb oder nusserhalb des Punktepaares d liegt; 
rechnet man d a m  noch den Zwischenfall, wo der eine Punkt  A ins Un- 
endliche rtickt, so werden wir im Ganzen drei Falle zu unterscheiden haben, 
welche sich auch nach dern Verhalten zum Unendlichen herleiten lassen, 
r ihl ich eine reelle und zwei conjugirt imaginare, eine reelle und zwei 
zusammenfallende reelle, endlich drei reelle getrennte Asymptotenrichtungen. 

Denkt man sich die nicht reellen Seitenpaare aiak oder die sie ver- 
tretenden Involutionen an den reellen Punkten d nach demselben Punkte 
eines Hilfskreises verschoben, so begegnen sie diesem in nicht reellen 
Punktepaaren auf reellen Geraden pl und pz .  Von den Perspectivcentren 
P, und E2 dieser Involutionen liegt nothwendig eines im Innern,  das andere 
ausserhalb des Hilfskreises , je  nach dem entgegengesetzten oder gleichen 
Sinne beider Involutionen. 

Dieser Sinn hangt aber davon a b ,  ob a, innerhalb oder ausserhalb des 
Paares A verlsuft. I m  ersten Falle liegt Pl im Innem und die Involution 
auf dem Hilfskreise ist elliptisch, die Curve besitzt nur  eine reelle Asym- 
ptote; im zweiten Palle ist P2 ausserhalb; die Involution ist hyperbolisch, 
die Curve geht nach drei reellen Richtungen durch's Unendliche. 

Da die Formen der Curve im Wesentlichen s c h o n  i n  d e r  v o r h e r  - 
ge h e n d e n e n  t h a l  t e n sind , so betrachten wir nur den ersten FaIl etwas 
naher. 

a] Circulare Berpentine. 

Wir machen in Taf. VIT Fig. 6 das Kreispiinktepaar zum unendlich 
fernen Punktepaare der Curve, wenn wir die elliptische Involution auf a, 
so wfihlen, dass ein K r e i s  im Btischel existirt, der in Verbindung mit a, 
als Curve dritter Ûrdniing aufgefaust werden kann. Es geniigt zu diesem 
Zwecke, die Schnittpunkte des Kreises iiber dem reellen Punktepaare A als 
Durchmesser mit a2 als Paar XX', d a m  das Paar YY'  etwa wie i n  der 
Figur anzunehmen, so l h t  sich sofort die Verbindungslinie b der nicht 
reellen Punkte B der Curve angeben. 

15. Wir haben vorerst noch zu zeigen, wie in diesem Falle die Ccn- 
struction entsprechender Punkte nach der S t e i n  e r'schen Verwandtschaft 
p r a k t i s  c h am bequemsten ausgeführt wird. Jedem Punkte einer Geraden 
durch den reellen Piinkt H entspricht ein Punkt auf der symmetrischen 
Geraden zu dieser bezüglich der Geraden a2.  Entspïechende Punkte be- 
schreiben auf dieser Geraden p r o j e c t i v i s c h e  P u n k t r e i h e n ,  für  welche 
die Gerade b die Perspectivaxe t" k t .  Kennt man talso jedesmal noch ein 
Paar entsprechendcr Punkto, so ist die Projectivitat bestimmt. I n  unserem 
Falle nun entspricht dur unendlich fernen Geraden 77 der durch die drei 
Punkte H gehende reelle Kreis K., der sofort angegeben werden kann. 
Dem unendlich fernen Punkte der einen Geraden entspricht somit der zweite 
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Schnittpunkt der andern mit diesem Kreise; dieses Paar vervollstiindigt 
jeweilen die Projectivittit. 

1st also der Punkt  Bo auf der unendlich fernen Geraden festgesetst, 
so erhalt man sofort den Punkt Co, somit die reelle Asymptote. Aiisser 
diesem Punkte existirt noch ein weiterer reeller Diagonalpunkt C des Qua- 
drupels B ,  sowie zwei nicht reelle Punkte C auf der reellen Geraden cl 
welche dureh die Paare XX', YY' der Involution auf dieser Geraden ver- 
treten sind; aus diesen Punkten ergiebt sich das Quadrupel IJ n. 8. f. Die 
Construction verliiuft wie bei Taf. VI  Fig. 1, sie erleidet blos eine einfache 
Erweiterung durch die Bestimmung der reellen Verbindungslinie der nicht 
reellen Punkte jedes Quadrupels. 

Durch die beiden parallelen Tangenten wird die Ebene jetzt in zwei 
S c h i c h t e n  getheilt; jeder Strahl durch Bo in  der einen Schicht begegnet 
der Curve in  zwei reellen, in der andern Schicht in  zwei nicht reellen 
qunkten,  so dws die Curve aus einem einzigen zusamrnenhHngenden, in 
sich gesehlossenen Zuge besteht. Jedes Quadrupel A ,  B, C, .. . besteht aus 
zwei reellen und zwei conjugirt imaginarcn Punkteu auf einer reellen Geraden, 
r a s  sowohl aus der Bildung der Involutionen a n  den Punkten B und Bo, als 
auch aus dem Satie über die Verbindung irgend zweier Quadrupel hervor- 
geht. B u s  j e d e m  P u n k t e  d e r  C u r v e  g e h e n  d e m n ~ c h  a u c h  zwei 
r e e l l e  u n d  z w e i  c o n j u g i r t  i m a g i n b r e  T a n g e n t e n  a n  d i e s e .  

Mit Hilfe des erwahnten Satzes sind auch rasch beliebig viele weitere 
Punktepaare der Curve zu finden. Wir  wollen anmerken, dass bei der 
Construction der Tangente in den Punkten mit dem Index Nul1 (Co in Fig. 6 )  
diese als entsprechender Strahl zur Verbindungsgeraden mit dern zweiten 
reellen Punkte seines Quadrupels bequem erhaltcn wird. 

Fallt Bo mit der Richtung von a2 zusammen, so besteht die Curve aus 
dieser G e r a d  e n  und einem sie reell schneidenden K r  e i s e ;  fallt Bo degegen 
mit der Richtung von a, zusammen, so wird der ergEnzende K r e i s  rein 
irnaginar. I n  diesem Palle kann also die Curve aus der Verschmelzung 
einer reellen Geraden mit Partien eines reellen, wie eines imaginaren Kreises 
entsîanden gedacht werden. 

b) Paraboliache Serpentine. 

Diese entsteht aus der vorhergehenden Disposition dadurch, dass der 
eine Punkt  A ins Unendliche rückt; die Construction zeigt keinerlei wesent- 
liche Aenderung. 

c) Hyperbolische Serpentine. 

Die Disposition fur diese Curve entspricht der Lagenbeziehungl2) der 
vier Punkte A ;  die Verbindungslinie a, verlauft ausserhalb des reellen 
Paares A anf a,. Die Curve kann auch dadurch entstanden gedacht werden, 
dass man das Oval in Taf. V I  Fig. 5 verechwinden liisst. 
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Bevor jedoch das Oval von endlicher und reeller Ausdehnung imaginar 
wird, zieht es sich auf einen Punkt zusammen, den wir als s i n g u l t i r e n  
P u n k t  der Curve zu bezeichnen haben. Die Curve wird in diesem Falle 
eine r a t i o n  a l e  Curve, welche als Uebergangsformen der zwei - und ein- 
theiligen Curven aufgefasst werden konnen und aus den Degenerationsformen 
des Quadrupels A hervorgehen. 

C. Rationale Cnrven. 

16. Die Formen dieser Curven unterscheiden sich erstens nach der Art 
ihrcr Singularittit in Formen mit i s o l i r t e m  D o p p o l p u n k t e ,  S p i t z e  und 
K n O t e n ,  je nach der Realitit der Tangenten im singuliiren Punkte; zweitens 
nach der Natur der unendlich fernen Punkte und drittens nach der Be- 
ziehung des singularen Punktes zum Unendlichfernen, falls dicser sclbst 
dorthin verlegt wird. Die Zahl der moglichen Falle wird dadurch erheblich 
gesteigert, ohne dass dabei eine bestimmte Anzahl von solehen Modifica- 
tionen a1s massgebend angesohcn wird. Wir  construiren blos die drei 
Haupttypen dieser Curven; in Verbindung mit dem Vorausgegangenen hat 
es keine Schwierigkeit, weitere Gestalten abzuleiten, so lange die Wende- 
punkte nicht ausgezeichnet werden sollen, auf welche wir hicr im All- 
gemeinen keine Rücksicht nehmen. 

a) Der iriolirte Doppelpunkt. 

Wir schliessen die Construction an den Fall von Taf. VI Fig. 5 mit drei 
reellen unendlich fernen Punkten. Seien also in  Taf. VI1 Fig. 7 die beiden 
getrennten Punkte A und zwei in einen Punkt  J zusammengefallene Punkte A 
gegeben, so enthtilt dieser Punkt  auch zugleich zwei Punkto B, indessen 
der dritte Punkt B auf der Geraden a, willktirlich, wir wollen sagen, im 
Unendlichen festgelegt wird. Wenn auch die beiden Punkte B i n  J zu- 
sammenfallen, so ist doch ihre Verbindungsliuie eine wohlbestimmte Gerade, 
welche in Fig. 7 nach der Mitte des Punktepaares A gehen muss, da sie 
durch das Paar A harmonisch von B getrennt wird. Setzen wir jetzt, analog 
wie in Fig. 5, den Punkt Bo fest,  so ist BB, die unendlich ferne Gerade 
und begegnet der vorhin genannten Verbindungsgeraden des zusammenfal- 
lenden Paares B im dritten reellen unendlich fernen Punkte C der Curve. 
Man bemerkt, dass von den vier Tangenten aus Bo zwei durch den singu- 
k e n  Punkt gehen, so dass nur  noch zwei eigentliche Tangenten a n  die 
Curve librig bleiben. 

Verbindet man im Weiteru den Punkt Bo mit J, so enthiilt der vierte 
harmonische zu diesem Strahl beziiglich der beiden Linien a den Punkt  Co; 
ebenso iut die vierte harmonische Gerade zur unendlich fernen beziiglich der 
beiden parallelen Seiten a durch den Punkt  B im Unendlichen eine Gerade 
durch Co und zugleich Tangente in  B, oder die eine Asymptote. Die an-  
dere ist die Linie B,Co, die dritte geht durch den Punkt  Uo nach C. Die 
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beiden andoren Punkte C des Quadrupels sind als Diagonalpunkte des Qua- 
drupels B wieder in J vereinigt, aber mit einer ganz bestimmten Verbin- 
dungslinie, der vierten harmonischen Geraden xur Richtung C beztiglieh der 
beiden Seiten des Quadrupels B am Punkte J. Durch Fortsetzung des Ver- 
fahrens ist das Paar D,D der Figur und durch Verbindung der Quadrupel 
das Paar  .73 anngegeben. 

17. Demnach bleibt die Const~ruction iin Wesent,lichen bestehen. Der 
s i n g u l i i r e   nik kt a b ç o r b i r t  v o n  j e d e m  Q u a d r u p e l  z w e i  P u n k t e  
u n d z w e i T a n g  e n t e  n ,  so dass jede durch ihn gehende Gerade der Curve 
ihm in zwei zusammenfallenden Piinkten begegnec E r  ist also ein von der 
Curve losgcl~stcr oder i s O 1 i r t e  r Doppelpunkt. Da von jedem Paare erzeu- 
gender Involutionen der eine Strahl stets durch den singularen Punkt geht 
und andererseits jeder Punkt mit dem Doppelpunkte Fundamentalpunkt sein 
kann, so folgt der Satz: 

D i e  C u r v e  e n t s t e h t  u n e n d l i c h  o f t  a l s  E r z e u g n i s s  itus einer 
q u a d r a t i s c h e n  S t r a h l e n i n v o l u t i o r i  a m  D o p p e l p u n k t e  m i t  einem 
d a z u  p r o j e c t i v i s c h e n  S t r a h l b ü s c h e l .  

Das allen Involutionen gemeinsame Paar ist das Paar der T a n g e n -  
t e n  der Curve im Doppelpunkte oder das Doppelelementenpaar der Invo- 
lution nach allen Punktepaaren A ,  B, Cl . . . In  der That bilden die dem 
Punkte J benachbarten Punkte der Curve zusammen ein Punktepaar. Die 
Involution in Fig. 7 ist elliptisch, der Doppelpunkt besitzt keine reellen 
Nachbarpunkte. 

Alle Curven des Eilschels haben in J vier gemeinaame Basispunkte, 
gehen durch die beiden Punkte A ,  durch den Punkt  C und haben nach B 
eine gemeinschaftliche Asymptote. Die Cnrve entsteht als Verallgemeine- 
rung dzr Form aus einer H y p e r b e l  n e b s t  T a n g e n t e  in  A ;  der Bertih- 
rungspunkt bleibt Doppelpunkt; Gerade und Hyperbel fliessen zum hyper- 
boliscben Aste znsamrnen. 

Aber nicht a l l e  Curven des Büschels zeigen d i e s e  Form der Singu- 
laritzt;  sobald namlich die Lage von Bo so gewahlt wird, dass das Paar 
BB, durch das Paar A von J aus gesehen nicht mehr getrennt wird, sind 
die Tangenten im Doppelpuukte reell; der singulare Punkt  wird ein e ige i i t -  
l i c h e r  D o p p e l p u n k t  der Curve oder ein K n o t e n p u n k t ,  durch den die 
Curve in iiirem Verlaufe wirklich zweirnal hindurcbgeht. 

Wir  konnen diese Gestalt der Curve aber auch ausgehend von Taf. VI 
Pig. 1 erreichen, indem wir dort die beiden Punkte A auf der Linie a, 
zusammenfallen lassen. 

b) D e r  Knotenpunkt. 

18. Wir verlegen also in Taf. VI1 Fig. 8 den Doppelpunkt K auf den 
über dem Paare A als Durchmesser beschriebenen Kreis, den Punkt 6 in 
den Fusspunkt des Perpendikels von diesem auf a,, also die Verbindungs- 
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h i e  des zusammenfallenden Paares B als vierten harmonischen zu diesem 
Perpendikel bezüglich des rechten Winkels der Seiten a. Die Involution 
auf der unendlich fernen Geraden ist rechtwinklig; die Curve ist c i r c u l a r ,  
entsteht auu einem K r e i s  e nebst v e r t i k a l e r  T a n g e n t e  als Grundform 
und zeigt unter genau denselben Constructionsbedingungen wie im vorigen 
Falle eine Strnhleninvolution am singiilaren Punkte D nach den Paaren 
conjugirter Punkte AAO,  B Bo, CC,, . . . , die hyperbolisch is t ,  also mit 
reellen Tangenten irn Uoppelpunkte. Von jedem Punktepaara liegt ein 
Punkt auf dem A s  t e und einer auf der S c h  l e i f e ;  von Punkten des Astea 
aus gchen zwci stets reelle, von Punkten der Schleife aus zwei stets ima- 
ginare Tangenten an die Curve, ganz in Analogie mit dem allgemeinen 
Falle der Fig. 1, aus dem diese specielle entstanden. 

I n  d i e s e m ,  w i e  I m  v o r i g e n  F a l l e  b i l d e t  d e r  s i n g u l i i r e  P u n k t  
d a s  P a a r  v e r e i n i g t e r  D o p p e l e l e m e n t e  d e r  I n v o l u t i o n  c o n j u g i r -  
t e r  P u n k t e p a a r e  a u f  d e r  C u r v e .  

C) Der Rückkehrpunkt. 

19. Fiillt endlich in  den singularen Punkt ein dritter Punkt  A ,  BO ist  
das bis jelzt angewandte Verfahren nicht mehr moglich, weil die nothwen- 
digen Bestimmungselemente unbestimmt werden. Wir  gelangen aber zu 
dieser neuen Gestalt der Curve, wenn wir im Anschluss an die beiden 
vorigen Fdlle die entsprechende Modification für die Involution am singu- 
1Xren Punkte und das erzeugende Strahlbüschel eintreten lassen. Wenn drei 
Punkte jedes Quadrupels nach dem singuliiren Punkte fallen, so ist die 
Involution nach conjugirten Punktepaaren eine parabolische, die Tangenten 
im Doppelpunkte vereinigen sich, die Schleife wird unendlich klein und 
wir haben die Erscheinung einer S p i t z  e oder eines R ü c k k e h r p u n k t a S. 

Diese Singularitat tritt  ein, wenn man dem gemeinsarnen Strahl vom Bü- 
schel und der Involution ain singuliiren Punkte ein Doppelelement der Invo- 
lution entsprechen Iasst. 

In Taf. VI1 Fig. 9 ist ein Uurcbmesser des Hilfskreises H als Linie a, ,  
und der eine Schnittpunkt mit dem Kreise a13 singularer Punkt R gewahlt. 
Die vertikale Tangente des Kreises in R wird Rückkehrtangente und die 
Curve zugleich c i r c u l a  r , wenn der Pol P der quadratischen Strahleninvo- 
lution auf dieser Tangente unendlich fern und zugleich der Punkt  Bo als 
Scheitel des projectivischen Strahlbtischels gewahlt wird. I n  Fig. 9 wurde 
speciell die Richtung RU, als um 60' gegen a, gedreht festgesetzt. Die 
Strahlbiischel am Pole P und am Punkte Bo Sind zufolge der Anordnung per- 
spectivisch, mit einer durch den Punkf R gehenden Perspectivaxep, die wir 
unter 30° gegen a, geneigt annehmen wollen. 

Durch diese Festsetzung siud mir im Stande, auf dem durch Bo gehenden 
Strahl sofort die beiden Schnittpunkte mit der Curve, insbesondere den 
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Punkt  A auf a, und die reelle Asymptote der Curve anzugeben. Da R drei 
Punkte jedes Quadrupels absorbirt, s o  g e h t  a u s  j e d e m  P u n k  t e  X,, d e r  
C u r v e  n u r  n o c h  e i n e  T a n g e n t e  a n  d i e s e .  1st X der Berührungs- 
punkt ,  so bestimmt jedes Paer  XX, , eus R auf den Hilfskreis projicirt, ein 
P a a r  entsprechender Punkte einer P r o j  e c t i v i  t kit, fur  welche R das eine 
Doppelelement sein wird. Die drei Punkte A ,  B o ,  Co der Figur liefern zwei 
weitere Paare dieser Projectivittit mit einer Perspectivaxe p", die noth- 
wendig mit p identisch wird. 

Dem Schnitt,punkte der Perspectivaxe mit dem Hilfskreise entspricht 
das zweite Doppelelement, und da dieser Punkt  zugleich ein Punkt der 
Curve, so ist er der einxige stets reelle Wendepunkt W der Curve. 

Mit Hilfe der Projectivitiit construirt man in jedem Punkte X der 
Curve durch Construction des Tangentialpunktes X,, die Tangente, und aus 
jedem Punkte X ,  durch Construction des entsprecheuden Punktes X die 
von ihm ausgehende Tangente. Bus der Construction entsprechender Punkte 
mit Hilfe des Paares XX' auf deui Hilfskreise und der Axe p" ist ersicht- 
lich, dass, wenn zu einem Punkte fortlaufend der entsprechende bestimmt 
wird, diese Punkte a b w e c h s e l n d  z u  b e i d e n  S e i t e n  des Wendepunktes 
W iind des Rückkehrpunktes R liegen. 

E i n  P o l y g o n  d e r  C u r v e ,  d e s s e n  E c k e n  s o m i t  e i n e  F o l g e  von 
T a n g e n t i a l p u n k t e n  b i l d e n ,  s c h l i e s s t s i c h  n i e m a l s ,  vielmehrnLhert 
sich bei Vorwiirtsconstruction der Beruhrungspunkt unbegrenxt dem Wende- 
punkte, bei Rlickwtirtsconstruction der Tangentialpunkt unbegrenzt dem 
Rhkkehrpunkte. 

20. Die vorliegende Curve dritter Ordnung ist zugleich dritter Classe 
und es entspringt somit eine zweite Coustruction derselben als T a n  gen- 
t e  n g e b i 1 d e  , welche der vorigen in allen Punkten dual gegentîbersteht. 
Bringt man ntimlich die Involution am Rückkehrpunkte speciell mit deui 
Strahlenbüschel am W e  n d  e p u  n k t e in Verbindung , so begegnen sich die 

Tangenteu in je zwei Punkten A A , ,  BB, , . . . auf einem solchen Strahl in 
einem Punkte der Ruckkehrtangente, denn diese ist  die h a r m  o n i s c  he 
P o l a r  e des Wendepunktes. Wendepunkt und RUckkehrtangente, Rückkehr- 
punkt und Wendetangente stehen sich dual gegenliber; als Classengebilde 
entsteht die Curve somit aus der projectivischen Verbindung einer Punkt- 
reihe auf der Rückkehrtangente mit einer Punktinvolution auf der Wende- 
tangente, derart,  dass dem gemein~amen Punkte beider Trager ein Doppel- 
element, der Wendepunkt, entspricht. 

22. Aber auch noch in anderer Weise ist  eine bequeme Tangentencon- 
struction in den gefundenen Puukten moglich. Jeder Strahl durch den 
Wendepunkt begegnet der harmonischen Polaren in einem Punkte Pl die 
Tnngeiitcn in seinen Schnittpunkten dieser Geraden in einem Punkte Pt; 
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entsprechende Paare PP' bilden auf dieser Geraden eine Projectivitat, fur 
welche der Rtickkehrpunkt R das eine, der Schnitt S mit der Wendetan- 
gente des andere Doppelelement ist. Dieser Schnittpiinkt S ist unendlich 

P ' R  
fern, so dass stets die Relation - = CO&. besteht. PR 

Alle dieve dualen Eigenschaften werden in einfacher Weise erklart und 
ausgesprochen durch den Satz, den wir an den Schluss unserer Betrachtung 
stellen wollen: D i e  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  m i t  R ü c k k e h r p u n k t  
i s t  e i n e  s i c h  s e l b s t  e n t s p r e c h e n d e  i n  j e d e m  P o i a r s y s t e m ,  
w e l c h e s  d e s  D r e i e c k  RWS a l s  T r i p e l  h a r m o n i s c h e r  P o l e ,  u n d  
e i n e n  P u n k t  d e r  Curve  n e b s t  e i n e r  T a n g e n t e  a l s  P a a r  e n t -  
s p r e c h e n d e r  E l e m e n t e  b e s i t z t .  

Zürich, August 1890. 
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XI. 

Praktische Methode zur Berechnung der reellen Wurzeln 

reeller algebraischer oder transcendenter numerischer 
Gleichungen mit einer Unbekannten. 

Von 

Dr. R. R ~ E H M K E ,  
Professor a. d. teehn. Hochschnle eu Darrnstndt. 

Im Grunde genommen kann die hier mitgetheilte hlethode sowohl dei. 
Regnla falsi, als auch der sogenannten N e w  t O n 'schen Ntiherungsmethode 
untergeordnet werden; sie bildet davon gewissermassen eine besondere, durrh 
das Vorhandensein der Logarithrnentafeln und anderer numerischer Tafelu 
errnoglichte Ausftihrungsform. Theoretikern wird dieselbe kaum etmas 
Bemerkenswerthes darbieten; wer aber nicht in der glucklichen Lage ist, 
sich mit dem Aufgelost d e n k e n numerischer Gleichungen begntigen zu 

konnen, wird meine Mittheilungen xn schatzen wissen. Urn Diejenigen, 
welche von der fraglichen Nethode Gebrauch machen wollen, nicht unnothig 
aufzuhalten, habe ich die geschichtlichen Nachweise auf den Schluss auf- 
gespart. Wie in  einem spateren Aufsatze gezeigt werden wlrd, kann das 
Verfahren mit Leichtigkeit auf mehrere Gleichungen mit mehreren Cn- 
bekannteu aiisgedehnt werden. 

5 1. Qrnndgedanken. 

Es  werde angenommen, dass die reellen Wurzeln der vorgelegten 
Gleichung hereits auf irgend eine Ar t ,  am besten durch graphische Aiif- 

losung ,* naherungsweise bestimmt worden seien, dass man auch im Falle 
mehrfacher Wurzeln Gleichungen aufgestellt habe, von denen sie nur nocli 
einfache Wurzeln sind. Die gegebene Gleichung oder auch eine duich 
irgendwelche Transformation daraus abgeleitete eei F ( x )  = O ,  wobei x ent- 
weder die urspriingliche Unbekannte, oder auch irgend eine Functiou der- 

* Als besonders praktisch ist die logarithmisch-graphische Methode zu em- 
pfehlen. S. Civilingenieur 1889, Bd. XXXV S. 617. 
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selben, z. B. ihren gewohnlichen Logarithmus, bezeichnen krtnn. Bercchnet 
man die linke Seite obiger Gleichung fIir einen NLherungswerth x, derjenigen 
Wurrel, die man genauer zu bestimmen wünscht, so wird das Ergebniss 
eine im Allgemeinen von Nul1 verschiedene Grosse F(x,) = R sein. Es bildet 
eine ftir das Folgende wesentliche Voraussetzung , dass bei dieser Berechnung 
geeignete numerische Tafeln in Anwendung gebracht werden. Niin hahen 
unsere Tafeln mit einem Eingange, d. h. zur Darstellung von Functionen 
einer Veranderlichen, eine solche Einrichtung , dass zwischeu zwei benach- 
barten Tafelwerthen der Zuwachs der Function dem Zuwachse des Argu- 
mentes proportional gesetzt werden krtnn. Nimmt man also a n ,  es wachse 
zo um einen kleinen Betrag 6 ,  so ksnn man durch Anwendung der 
tiblichen Interpolationsmethode Schritt für Schritt die Aenderungen be- 
rechnen, welche infolge dessen jedes einzelne Glied von F und damit 
auch P(x,) erfahrt, und zwar werden alle diese Aenderongen 8 propor- 
tional sein. Es bildet da8 eine rneist unbedeutende Nebenrechnung, die 
zweckmbssig mit dcr Berechnung von F ( x , )  unmittelbar verbunden wird. 
Hezeichnet S.& die in Rede stehende Aenderuug von F(x , )  = R, so muss 
(R + S. 6) verschwinden, wenn (xo + 8) eiiie Wurael von F(x) = O sein soll. 
Folglich ist 

R f i = - -  
S 

eine Verbesserung von x, . Wiederholt man das ganae Verfahren , indem man 
statt x, den verbesserten Werth (2, + 8) einfuhrt, so erhalt man einen noch 
genaueren Werth. In der Regel braucht bei dieser Wiederholung der Rechnung 
und den etwa noch folgenden der Coefficient von 13 nicht von Neuem be- 
stimmt zu werden. Es würde sich nBmlich derselbe gleich S oder als nicht 
wesentlich davon verschieden herausstellen, denn je niiher zo schon dem 
wahren Wurzelwerthe x kommt, um so weniger unterscheidet sich offenbar 
S von Fr(x). Darin liegt ein besonderer Vortheil der Methode; man hat  
so fast nur die Halfte der Arbeit xu verrichten, die erforderlich ware, wenn 
m m  die Regola falsi in der tihlichen Form anwendete. Der scigenannten 
New t O n ' d e n  Methode gegcnüber besteht insofern ein Unterschicd, als die 
Berechnung der Ableitung P1(x) nicht nach den Regaln der Differential- 
rechnung, sondern empirisch imter Beniitzung der numerischen Tafeln erfolgt. 

5 2. Vorltlnfiges Beispiel. 

x" = 100. 

(S. Heis, Sammlung von Beisyielen und Aufgaben aus der allgemeinen Arithmetik 
und Algebra, VI1 , 1 106, 1 a.) 

Zeichnet man die Curve zur Gleichung 

y=x= 
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bei einer Langeneinheit von etwa 2 mm, '  und schneidet aie durch die Ge- 
rade y = 100, so findet sich ein Sehnittpunkt mit der Abscisse 3,6. Dem- 
nach besitzt obige Gleichung eine einzige positive reelle Wurzel ivom un- 
gefahren Betrage 3,6. 

Man bringe die gegebene Gleichung durch zweimaliges Logarithmiren 
auf die Form : 

logx + logbgz  = log2 
oder 

i ogx+  logbgx+ c = = o ,  
W O 

c = 9,6989700 - 10. 

Da auf zwei Stellen genau log3,6 = 0,56 is t ,  so wird man mit diesem 
angenaherten Werthe von logx die Rechnung beginnen. Es  empfiehlt sich, 
beim ersten Gange mit drei Stellen, beim zweitan mit fUnf und schliesslich, 
wenn noch grossere Genauigkeit gefordert ist ,  mit sieben Stellen zu rechnen. 
Selbstverstiindlich wird hierbei die Constante c jedesmal auf die betreffende 
Anzahl von Stellen abgerundet. Bei der Berechnung des Coefficienten S 
kaun man sich S als Anzahl von Einheiten der letzten Stelle denken. Um 
S moglichst genau zu erhalten, thut man gn t ,  schon beim ersten Gange 
eine siebenstellige Logarithmentafel zu bentitzen. 

A u s r e c h n u n g .  

logx = 

log logx = 

c =  

1. Gang 

0,56 11 8 1 0,55598 
9,748 - 1 0  0,78 6 9,74307 - 10 

E r  g e  b n i s s  : Zogx = 0,55597483, x = 3,597285. 

Es ist zwar, wie nicht anders erwartet werdeq kann,  die achte Deci- 
male von logx nicht mehr richtig, denn wenn man mit elfstelligen Loga- 
rithmen* die Rechnung wciterführt , ergiebt sich 1ogx = 0,55597484962. 
Trotzdem ware es ungerechtfertigt, dieselbe ganz zu verwerfen, de sie den 
Zahlenwerth von x genauer finden Iasst, als es beim Abrunden von log3 
auf sieben Decimalen moglich ware. F ü r  Zogx = 0,5559748 wUrde man 

* An t on S te in  h aus  e r ,  Hilfstafeln zur Berechnung elfstelliger Logarithnien. 
Wieo, 1857. 
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n h l i c h  x = 3,597284 erhalten, wiihrend der genaue , auf xehn Ziffern ab- 
gerundete Werth 3,597285024 ist. 

5 3. Berechnnng von F(z). 

Ein besonders wichtiger Punkt ,  dem der Rechner die grosste Aufmerk- 
samkeit widmen wird, ist die Berechnungsweise der Function F(x). Man 
muss diese so vortheilhaft als mtiglich einzurichten suchen, indem man von 
allen sich darbietonden Hilfsmittoln, namentlich von gewohnlichen Loga- 
rithmen und den sogenannten G a u  s Y 'schen oder Additionslogarithmen , aus- 
gedehnten Gebrauch macht. Das in fj 2 gebrachte Beispiel und die spater 
noch vorzuführenden konnen in dieser Reziehung manchen Anhaltspunkt 
geben. Es Sind oft zahlreiche Wege moglich, auch lasst sich nicht immer 
mit Bestimmtheit sagen, welches der zweckmassigste seil  denn es spielt 
hierbei die Gewohnheit des Rechners eine Rolle und es kann durch eine 
Verbesserung in der Einrichtung einer Tafel oder durch das Erscheinen 
einer neuen die Sachlage geandert werden. 

In den meisten Fallen wird es sieh empfehlen, beim Einsetzen der 
Naherungswerthe in F ( z )  die einzelnen Glieder logarithmisch zu berechnen. 
Die Addition bez. Subtraction der Glieder kann alsdann-mtweder auf ge- 
wohnliche Weise, oder aber mit Hilfe der Gauss 'schen Logarithmen ge. 
schehen, Letzteres etwa in der Art, wie es in 4 gezeigt werden wird. 

Handelt es siçh um eine negative Wurzel, so wird man zweckmiissig 
an Stelle der urspriinglichen Gleichung diejenige setzen , welche durch Ver- 
wandlung von x in - x aus ihr hervorgeht, und nun wie bei einer posi- 
tiven Wurzel verfahren. 

$, 4. Die logarithmische Methode bei Anwendnng der  Additions- 
logari thmen.  

Man trenne in der gegebenen Gleichung die positiven und negativen 
Glieder von einander, so dass die Form 

fb) = f(4 
hergestellt wird, wo beide Seiten nur  aus positiven Gliedern bestehen. 
IIierauf nehme man den Logarithmus und bringe wieder auf Null: 

1) log f (s) - log f (x) = 0. 
Sei 

2) f(x).= P+ P l + . . . +  Pk. 
Es besteht die Vorauseetzung, dass für  die einzelnen Glieder die loga- 

rithmische Berechnung gewahlt worden sei. Da log f  ( x )  verlangt wird , so 
ist folgende Hilfsaufgabe zu losen: Gegeben bg P, log P l ,  . . ., log Pk, ge- 
sucht log (P+ P, + - - 0  + Ph). Die Losung mittels G a u  s s'scher Logarithmeri 

erfolgt, indem in der allbekannten Weise zuerst l o g ( P +  P l ) ,  dann auf die- 
selbe Art log ( (P+ P l )  + P,) u. s. W. berechnet wird. 

Zeitachrift f. Yathomatik n. Yhysik XXXVI, S. I I  
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Es  kommt darauf a n ,  die Berechnung m6glichst Ubersichtlich zu ge. 
staltan. Setzt man zur Abkurzung 

SI = P + P 1 ,  
s , = p + p l + p , ,  

so ist 

Nun besteht bei den Additionslogarithmen in der heute tiblichen An- 
ordnung zwischen dem Argumente A und der Punction B bekanntlich die, 
Beziehung, dass B = log(z  + 1 )  ist , wenn A= log2 gesetzt wird. Man hat 
aber 

h s l  = k y ( f ' + p , ) = l ~ g ( ~ + l )  pl = b g  ( k + l )  + l o g f , ,  
also 

P 
l o g s , = B + l o g P l ,  für  A=Eog - = l o g P - l o g P l .  

Ebenso wird 
Pl 

l o g s 2 = B l +  b g P 2 ,  flir A 1 = l o g s l - l o g P , = B + l o g P , - Z o g P ,  

u. S. W. Dernnach dient folgende Kette von Gleichungen zur L6sung der 
obengenannten Hilfsaufgabe : 

I 
A = log P - log P l ,  
A, = B  + l o g P ,  - logP9,  

3) 
a, =BI +ZogP, - l o g P , ,  

und das Ergebniss ist: 
4, l o g f ( x )  = Bk-1 +ZogPk. 

Znr Berechnung von 
2') f ( s ) = F + P , + . . . + t > l  

hat  man &hnlicherwcise : 
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Setzt man endlich für l o g f j x )  und i o g f ( z )  ihre Werthe aus 4) und 4') in 
Gleichung 1) ein, 80 ergiebt sich die Schlussgleichung: 

- 
5 )  Bk-, - Bl-i + log ~k - log = 0. 

B em e r k u  ng .  Der Nutzen der Additionslogarithmen ist bei der vor- 
liegenden Aufgabe kein so cntschiedener, dass ihr Gebrauch unter allen 
Umstanden anzurathen ware. Geht man von der gleichen Voraussetzung 
aus, narnlich dass ZogP, l ogP ,  , . . . , Zog Pk; log loge , . . . , log bestirnmt 
worden seien, sucht aber einfach zu dicscn Logarithmen die Zahlen, um 
clann die Summen (P+  Pl + - + Pk) und ( P +  & + . -. + Fl) auf gewohn- 
liche Weise zu bilden, so ist ein (k + 1 + 2)- rnaliges Eingehen in die Lo- 
garithmcntafcl nothig. Bei Anwendung des obigen Verfahrens ha t  man 

die Tafel nur (k + 1) -mal ,  also zweirnal weniger oft zu benützen, ein Ge- 
winn, der um so weniger ins Gewicht f i l l t ,  je grtisser die Zahl der Glieder 
der gegebcncn Gleichung ist. Weiter Sind im ersten Falle ausser einer 
Subtraction nur zwei Additionen auszuftîhren, aber die Zahl der Summanden 
betragt ( k +  1) bez. ( Z +  l), wkihrend im zweiten Falle, nachdem man in 
der tiblichen Weise durch Einfiihrung der dekadischen Erganzungen die 
Subtractionen in Additionen verwandelt ha t ,  ausser einer Summe mit  vier 
Summanden nur solche mit drei Summanden, aber in grosserer Anzahl vor- 
kommen. Als für die zweite Methodq (Anwendung der Additionslogarith- 
men) prechend mag noch angeführt werden, dass bei ihr die Rechnung 
gleichm%ssig und bequem fortschreitet, weil alle vorkommenden Zahlen 
Logarithmen sind, also die gleiche Anzahl von Ziffern und das Komma an 
derselben Stelle haben, und ferner auch die C~rrect~ionsrechilung in der 
Regel am bequemsten ausfàllt. Man vergl. auch 5 11. 

5 5. Anwendung anf algebraische Gleichungen. 

Die linke Seite der gegebenen, auf Nul1 gebrachten Gleichung sei a18 
ganze, aber nicht nothwendig rationale Function von x gedacht. Falls nicht 
etwa ausnahmsweise die Coefficienten einfache ganze Zahlen sind und aus- 
reichende Potenz- bez. Wurzeltafeln zur Verfügung stehen (vergl. das Bei- 
spiel in (j 12), wird man selbstverstkindlich Logarithmen beniitzen. Wie die 
Berechnung sich gestaltet, wenn hierbei von den Additionslogarithmen kein 
Cebrauch gemacbt wird, ist  aus 55 9 und 10 zu ersehen. Will man dagegen 
Additionslogarithmcn verwenden, so kann man sich der im lctzten Para- 
g raphe~  eutwickelten Formeln bedienen, welche dem vorliegenden Falle jetzt 
angepasst, werden sollen. 

Sei 
6) 

f ( x ) = a x " + a , x n ~ + - . . + a k x y ,  - -  - 
f ( x ) = a x n + a , z "  + . - . + i l z n l  

uud - - 

n > m , > . . . > n k ;  n > n l  >...>& . 
Mit den Bezeichnungen des 5 4 k t :  - - -  

Pi = ai xnt , Pi = ai xni , 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



164 Praktische Methode zur Berechnung der reellen Wurzeln etc. 

bgP,  - =nilogx+ - Zogai, 
log Pi =ni1ogz:+ b g G .  

Setzt man vorstehende Werthe in die Gleichungen 3), 3') und 5) ein, 80 

ergeben sich bei Bentitziing der Abktirzungen 

é = logak - log al 
die folgenden Systeme von Gleichungen: 

- - 
A =  (n - i,) h g x  +;, 
A,  = B  +(il -- ) logz+<,  

8') 
- 

4 =BI + ( r r ,  -r i , ) togz+~, ,  

- - - - 
Ai-i=B1-2+ (ni-i -ni)  logz + cl-1; 

9) B k - I  + ~ % - i + ( n k - G )  log%+ ;=O. 

- 
I n  der Schlussgleiçhung bedeutet E - die dekadische Erganzung von 

B I -  1 . Weil der Voraussetzung nach in f (x) und f ( x )  die Exponenten je 
eine abnehmende Zahlenreihe bilden , so sind die Diferenzen ( r i  -a,), - - - - 
(n, - n2), . . . , (n - n,) , (la, - n,) , . . . sammtlich positiv, also bei der Berech- 
nung der Gleichungen 8 )  und 8') nur Additionen auszuführen. Um auch 
die Schlusvgleichung 9) sofort in gebrauehsfertiger Gestalt zu erhalten, wird 
man die Bezeichnungen so wahlen, dass nt >& ist. 

9 6. Beiepiel 1. 

Die Trennung der ~os i t iven  und negativen Glieder ergiebt: 
21 zl8 + 65x5 + 312x2 = 53x7 + 74. 

B e r e c h n u n g  d e r  C o n s t a n t e n  [B. 7 ) ,  § 53. 
log 21 = 1,32222 

c = 9,50931 - 10 
bg 65 = 1,81291 

cl = 9,31876 - 10 
100312 = 2,49415 
log 53 = 1,72428 - 

c = 9,85505 - 10 
log 74 = 1,86923 

(log312 - log 74 =) C = 0,62492. 
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A u f s t e l l u n g  d e r  G l e i c h u n g e n  z u r  l i n k e n  u n d  r e c h t e n  S e i t e ,  
s o w i e  d e r  S c h l u s s g l e i c h u n g  [S. 8) ,  8') und 9) in $51: 

Durch logarithmisch - graphische Auf l h n g  (S. die Anmerkung auf 
S. 183) findet m a n ,  dass obige Gleichung eine einzige positive reelle Wurzel 
hat , deren Logarithmus naherungsweise gleich 9,68 - 10 isf. Die Rechnung 
soll zuerst mit diesem Werthe dreistellig, mit dem ersten verbesserten 
Werthe Elinfstenig und zuletzt zur Probe mit dem zweiten verbesserten 
W e r t h ~  noch einmal fünfstellig durchgefiihrt werden. Bei der Berechnung 
von S denke man sich den Zuwachs 6 wieder- als Anzahl von Einheiten der 
letzten Stelle. Der Einfachheit wegen soll bei negativen Logarithmen das 

A =  log' + 9'50931 
A, = B + 3 logx + 9,31876 

anauh5ngende - 10 fortgelassen werden. 

A u s r e c h n u n g .  

= 7 logx + 9,85505 

709 x = 

8 logx = 

c =  -- 

A =  

B= 

3 Zogx = 

Cl = 

A, = 

7 logx = 
- 
C = 
- 
A =  

B, = 
- 

E B =  

2logx= 

c =  
-- 

R =  
S= 

a =  

1. Gang 2. Gang 

9,6834 

-- 
Probe 

9,68346 
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E r g e b n i s s .  

logx = 9,68346 - 10, x = 0,48246. 
Man vergleiche auch 5 9. 

§ 7. Beispiel 2. 

Nicht selten erscheint in  der angewandten Mathernatik die Gleichung, 
welche zur Bestimmung irgend einer unbekannten Grosse dient, urspriing- 
lich in mehr oder weniger verwickelter F'orm. Das folgende Beispiel hat 
den Zweck, zu zeigen, dass in  derartigen Fallen belangreiche Umfor- 
mungen , wie z. B. das Rationalmachen einer irrationalen Gleichung , über 
fltissig sind, wenn man die vorgetragene Methode anwendet. Das ist e n  
nicht zu unterschatzender Vortheil, denn solche Umformungen sind oft 
schwierig, erfordern immer Zeit und bilden eine Quelle unliebsamer Rechen- 
fehler. 

In dcr Hydrodynamik bestimmt man die Hohe x ,  um welche ein 
Wasserlauf mit rechteükigem Querschnitte durch die Pfeiler einer Brücke 
gestaut wird, mittels folgender Gleichung: 

I n  derselben bedeutet Q die secundliche Wassermengc in Cubikmetern , p den 
,,Ausflusscoefficie~~ten~, b die gesammte lichte Weite zwischen den Brücken- 
pfeilern , g die Beschleunigung der Schwere , v die Wassergeschwindigkeit 
in Xetern fiir die Sccunde und cndlich t die Tiefe des ungestautcn Wasaers 
in Metern. E s  ist v noch von x abhangig, namlich 

wenn b' die Breite des Flusses in Metern ausgedrtickt beaeichnet. Mit der 
Abklirzung 

10) 
0 -  P - a >  -- 

a' "6 J2g = B  
wird 

v4 ciz 

2g= 
und es geht nach Einsetzung dieses Werthes und Trennung der positiven 
und negativen Glieder die obige Gleichung tîber in 

Man kann noch mit (x + t )S multipliciren : 

11)  t (x + t ) Z  [X (X + t )2  + a2]'/* + % [x (x + t)2 + a2]% = B ( ~ + t ) ~ + # a ~ ;  

weitere Umformungen varen jedoch zwecklos. Es mlissen jetzt beide Seiten 
dieser Gleichung logarithmisch berechnet werden. Setzt mail 

oder 
A = logx - logt 

I 
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W i e d e r h o l u n g  d e r  v o r b e r e i t e n d e n  G l e i c h u n g e n  
u n d  d e r  ' ~ c h l u s s ~ l e i c h u n ~ .  

A = log x + 9,39794,  
A, = 2 B + l o g x  + 0,22742, 
A, = E BI + 2 B + l,OO.S57, 

8 = 3 8  + 1,09272,  

+ B , + B , + E B = O .  

Anstatt vorauszusetzen, dass die gegebene Gleichung zuerst grapbisch 
aufgelost werdc, wollcn wir versuchsweise eine Stauhohe von x = 0,l rn, 
logx = 9,O - 10 annehmen und mit diesem Werthe die Rechnung zweiitellig 
durchftihren. Der Werth von S stellt sich als ausserordentlich klein heraus, 
weshalb es rathsam erscbeint, die Stellen bei jedem neuen Gange nur um 
eine zu vermehren. Dem praktischen Bedurfnisse ware durch zwei oder 
drei Decimalen gentigt; um jedoch den Fortgang der EZechnung zu zeigen, 
wollen wir dieselbe erst mit ftinf Stellen abschliessen. Freilich wird, eben 
wegen der ungewtihnlichen Kleinhcit von S,  die letzte Stelle um mehrere 
Einheiten unsicher (vergl. 9 13). Man erzielt eine Ersparniss an Eaum und 
Schreibarbeit, wenn man die Constanten c ,  cl ,  c2, aiif den unteren Rand 
eines Papierstreifens neben einander schreibt und letateren jedesmal mit der 
betreffenden Constanten über die Zahlen halt,  zu welchen sie addirt wer- 
den rnuss. 

I P a p i e r s t r e i f e n .  

Hierbei hat man in Gedanken die Constanten auf soviel Stellen abzu- 
runden, als bei dem betreffenden Gange beibehalten werden. Der Ein- 
fachheit wegen sol1 von jetat an bei der Ansrechnung des Coefficienten S 
der Factor S überall fortgelassen werden. 
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-- 

logx = 
-- 

A =  
B =  

B B =  
logx = 

A, = 

E B, = 

2 B  = 

A, = 
-- 

3 R  = 

A =  - 
B, = 

t B, = 

$4 = 
B, = 
- 

EB = 

R =  
S =  

8 =  

A u s r e c h n u n g .  

2. Gang 1. Gang 

9,001 1 

8,401 1 

0,Ol ( 0,02 

9, (),O2 / :O4 -- 

9,25 1 1,04 
9,93 - O, 16 

0,02 0,04 -- 
0,96 1 - O, 12 
0,03 / 0,06 $pJ 

3. Gang 

9,42 1 1 

8,8179 1 1 

4. Gang 

9,424 
8,82 194 

Das Ergebnies ist also logz = 9,42482 - 10. Die letzte Ziffer ist  jedoch 
nicht mehr richtig, denn der suf fiinf Stellen abgerundete Werth,  den man 
durch ~ k i t e r f i i h r u n ~  der Rechnung mit siebenstelligen Logarithmen erhtilt, 
i d  logz = 9,42486 - 10. Durch logarithmisch - graphische Auflosung findet 
man bei Anwendung einer Ltingeneinheit von 2 cm Zogx= 9,42- IO.* 

Durch Rationalmachen von 11) ergiebt sich eine Gleichung sechsten 
Grades mit sieben Gliedern.* Ganz abgesehen davon, dass man die nicht 
unbetriichtliche Arbeit des Umformens und Berechnens der Coefficienten in 
der umgeformteu Gleichung erspsrt,  gestaltet sioh bei obiger Behandlung 
die Ausrechnung mindestens ebenso einfach, al8 wenn man die rational 
gemachte Gleichung zu Grunde legt. 

S. Civihgenieur 1889, Bd. XXXV S. 624, 626, 626. 
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5 8. Anwendung der logarithmiscben Methode anf  transcendente 
Oleichnngen. 

An einem einfachen Beispiele sol1 noch die Anwendung der in 5 4  ent- 
wickelten Methode auf tranacendente Glei~hungen gezeigt werden. Die auf 
zultisende Gleichung sei : 

(4 - 3 x 7  ssiax = 42 cosx .  
(S. H e i s ,  Sammliing von Beispielen und Aufgaben, VII,  5 106, 16.) 

Wie die Zerlegung der Gleichung in 

17) 
4-32" 

y = c o t g z ,  y=- 
42 

zeigt, konnen ihre Wurzeln graphisch dadurch gefunden werden, dass man 
die Cotangentencurve mit der IIyperbel 

4 z y = 4 - 3 x 2  

schneidet. Letztere hat offenbar den Ursprung m m  Mittelpunkt und die 
Y- Axe nebst der Geraden 4 y  + 3 s  = 0 zu Asgmptoten. Ftihrt man die 
Zeichnung a u ,  indem man als Lhgeneinhei t  etwa 1 cm wahlt,  so finden 
sich unendlich viele Schnittpunkte, die paltrweise zum Coordinatenanfang 
symmetrisch liegen. Der am nachsten beim Ursprung liegende Schnittpunkt 
z. B. hat die Abscisse 2,56, welcher Werth also niiherungsweise die kleinste 
positive Wurzel der gegebenen Gleichung vorstellt. Diese Wurzel mb'ge 

III 
genauer berechnet werden. Da 2,56 zwischcn , und n: liegt, so ist es 

zweckmtissig, cos von s i n x  und casx 

einzuführen. Hierdurch nimmt nach Trennung der positiven und negativen 
Glicder die Gleichung die Form an 

Der Logerithmus der linken Seite ist gleich 

derjenige der rechten Seite gleich 

B+ logeos(x-8) + l q 4 ,  
wenn 

gesetzt wird. Man erhalt somit als vorbereitende und als Schlussgleichung: 

'4 
mit 

In  der ersten der vorhergehenden Gleichungen tritt  die Function l og tg  
auf. D a  bei den betreffenden Tafeln das Argument stets in Graden aus- 
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gedrückt wird,  so ist an fraglicher Stelle x0= eOx  statt x zu schreiben, 
wo p0 die Anzahl von Graden bezeichnet, welche zu einem dem Halbmesser 
gleichen Bogen gehort. Der bequemeren Rechnung wegen ist eine Safel 
für Decimalthcilung des. Quadranten* unbedingt vorzuzichen und auch bei 
der unten folgenden Ausrechnung zu Grunde gelegt. E s  ist  für neue 
Theilung 

@ "  = 63,66Z0, logg' = 1,80388. 

Bei dem graphisch gefundenen Naherungsmerthe x = 2,56 (logs = 0,40824) 
darf auch die letzte Ziffer als ziemlich sicher gelten, weil die beiden zu 17) 
gehorigen Curven an der betreffenden Stelle sich unter g h s t i g e m  Wiukel 
schneiden, und es kann deshalb die Rechnung sogleich mit ftinfstelligen 
Logarithmen begonnen werden. 

A u s r e c h n u n g .  
-- - - 

1. Gang ' 2. Gang 

logz = 0,40824 0,40883 

logeoz= 1 2,21212 / 1 / 2,21271 

= z0 = ( 162,974 1 0.37' / 163,196 

logtg (z"- 100") = 0,18213 5,6 0, 18343 
f 

logx = 1 0,40824 / 1 / 0,40883 

E r g  e b n i  s s (anf fünf Ziffern abgerundet). 

logx = 0,40882, x = 2,5634. 

* Es konnen empfohlen werden: F. G. G a u s  8 ,  Fünfstellige loganthmisch- 
trigonometrische Tafeln fiir Decimaltheilung des Quadranten, Berlin 1873; 
H. Gr avel i  u s , Füufdellige logarithmiwh- trigoriometrische Tafeln für die Deci- 
maltheilung des Quadranten, Berlin 1886. Herr G r a v e l i u s  benützt fur den hun- 
dertsten, zehntaimendsten, millionsten Theil des Quadranten hez. die Nsmen Centi- 
grad, Centiminute, Centisecunde und die Zeichen ", , =. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



172 Praktische Methode zur Befechnung der reellen Wurzeln etc. 

$ 9. Gestaltung der logarithmischen Methode, wenn von den 
Additionslogarithmen kein Gebranch gemacht wird. 

Es m6ge das in 6 behandelte Beispiel: 

2 1 ~ " - 5 3 x 7 +  65x5+312x2-74=0 
noch einmal aufgenommen und die positive reelle Wurzel, welche diese 
Gleichung hat , jetzt ohne G a u  s s'sche Logarithmen berecbnet werden. 

Die frtihere Trennung der positiven und negativen Glieder ist hier nicht 
erforderlich, wenn fiir jedes negative Glied seine Ergiinzung zu einer, dem 
absoluten Wertlie nach grosseren Potenz von 10 gesetzt wird, wodurch dis 
betreffende Subtraction sich in eine Addition verwandelt. Diese Ergan- 
zungen bildet man irn Kopfe, indem man, von links nach rechts gehend, 
stati  jeder Ziffer der (meist nicht niedergeschriebenen, sondern blos in 
Gedanken festgehaltenen) Zahl, deren Erganzung gesucht i s t ,  ihre Ergan- 
zung zu 9, s tat t  der letzten Ziffer aber die Erganzung zu 10 nimmt. Unter 
Urnstanden sind vor der ersten Ziffer links noch einige Nullen zu denken, 
für welche in der Erganzung ebenso viele Neuner einzutreten haben. 

Die absoluten Werthe der einzelnen Glieder sollen der Reihe nach durch 
1, II, III, .. . bezeichnet werden. Auf den unteren Rand eines Papier- 
streifens schreibe man netien einander die wiederholt zu addirenden Loga- 
rithmcn der Coefficienten. Der Logarithmus des Absolutgliedes kommt nicht 
zur Qerwendung und braucht deshelb auch nicht aufgeschlagen zu werden. 
Weil aber das Absolutglied selbst zu den Zahlenwerthen der berechneten 
Glieder zu addiren (bez. davon zu siibtrahiren) ist ,  so kann man es (hm. 
seine dekadische E r g h z u n g )  ebenfalls auf den Papierstreifen setzen. 

Ip - P a p i e r s t r e i f e n .  

Wir gehen wieder von dem graphisch ermittelten Naherungswerthe 
lagx  = 9,68 - 10 aus und rechnen beim ersten Gange mit drei,  beim 
zweiten mit ftinf Stellen. 
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logx = 

13 logx = - 

-- 
log1 = 

- 

7 zogx = 

log II = 

5 logx = -- 
log III = 

2 log% = -- 
log IV = 

I =  

€I I=  
III = 

IV = - - 
I I =  
S= 

8 =  

-- - ~ -~ 

2. Gang 

9,6835 
-- 

5,8855 
7,20772 
- 

7,7845 
9,50878 -- 
8,4175 

E r g e b n i s s .  

Zog x = 9,68346 - 10. 

Zu der obigen Ausrechnung m6ge noch Folgendes bemerkt merden. 
Da von einer Zahl, deren Logarithmus auf va Stellen bekannt ist ,  in der 
Regel auch nur a Ziffern mit Sicherheit angegeben werden konnen, so wird 
man dasjenige Glied aufsuchen, dessen Logarithmus die grosste Kennziffer 
bat - es ist hier log IV mit der Kennziffer 1 -, vom Zahlcnwerthe diesev 
Gliedes beim ersten Gange drei,  beim zweiten fiinf Ziffern anschreiben und 
bei alleu tibrigen Gliedern an der entsprachenden Stelle abbrechen, natiir- 
lich unter Beachtung der bekannten Regeln des Abrundens. 

Es wird endlich noch eine Erlauterung der Berechnung von S erwünscht 
sein. Ich setze voraus, dass man scbon beim ersten Gange eine fiinfstol- 
lige Logarithmentafel benützt. Wenn logx um eine Einheit der fünften 
Decimale wachst, so nimmt 13 iogx und ebenso log1 uni 13, logII um 7, . . . , 
h g 1 ~  um 2 Einheiten der fünften Decimale zu. Das gr6sste Glied, n ~ m l i c h  
IV, wird auch den Zuwachs mit den meisten Stellen ergeben. Nun ist 
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jbeiui ersten Gange) vou den in der Logarithmentafel enthaltenen Mantissen 
854M die am nachsten unter der Mantisse von kgIV liegende. Die Diffe- 
renz zwischen dieser und der folgenden Nantiese der Tafel betragt 6 und 
entspricht einer Zunahme des Numerus um zehn Einheiten in der ftinften 
Ziffer. Daher bewirkt ein Wachsen des logIV um zwei Einheiten ein sol- 
ches der Zahl I V  selbst um $. 10 = 3,333 . .. Einheiten. Weil aber (ver- 
m6ge der Kennziffer 1 des logIV) von der Zahl IV xwei Ziffern vor dem 
Komma sich befinden, so muss der Zuwachs 3,333 . . . nm ehensoviel 8tellen 
nach links (bez. das Komma nach rechts) gertickt werden, d. h. die wirk- 
liçhe Zunahme des Gliedee IV beim Wachsen von logx um eine Einheit der 
flinften Decimalen betragt 333,3 ... Einheiten der fünften Decimalen. Da 
drei Ziffern mehr als ausreichend sind, so wird man dieson Zuwachs und 
den aller übrigen Glieder auf Ganze abrunden. Der Zuwachs des Gliedes 

5 10 
III z. B. findet sich zu - 10 5 19 Einheiten der ftinften Decimalen. 

26 
Rei solchen kleinen Nebenrechnungen leistet hier, wie tiberall, der 

logarithmische Rechenstab* gute Dienste. 

5 10. Zweites Beispiel iîir die logarithmische Berechnnng 
ohne Additionslogarithmen. 

Die im vorhergchenden Paragraphen auseinandergesctzte Methode ist 
vielleicht die anspruchsloseste, am wenigsten theoretisches Beiwerlc erfor- 
dernde von alleu wirklich branchbaren Methoden, die biçher aufgestellt 
worden sind. Dass dieselbe trotzdem auch mit berühmten Met,hoden keinen 
Vergleich zu scheuen braucht , wird folgende Gegentiberstellung zeigen. Wir 
wollen das Beispiel 

x7+28x4-48O= 0, 

welches G a  u s  s xur Veranschaulichung seiner Methode der Aufltisung tri- 
nomischer Glcichungen hentitzt,*" nach obiger Methode behandcln und die 
von G a u s s  selbst gegebene Ltisung, mit Hersetzung der von ihm unter- 
driickten Nebenrechnungen; dagegen halten. 

Dem Satze von D e s  c a r t e s  zufolge kann vorstehende Gleichung nur 
e i n e  positive reelle Wurzel haben; durch Probireu findet man mit Leich- 
tigkeit, dass dieselbe zwischen 1 und 2, und zwar bedeutend naher bei 1, 
als boi 2 liegen muss. Wir wollen deshalb auf die graphische AuflGsung 

* Dieses überaus nützliche, noch vie1 zu wenig geschitzte Werlzzeug sollle 
in der Hand keines Rechners fehlen. Die besten Ilechenstabe, mit sorgfkltig aus- 
geführter Theilung in schwarzen Strichen auf weissem Zellhorn, liefert die Firma 
D e n n e r t  C% P a p e  in Altona. 

** S. G a u s s '  Werke, Bd. 3 S. 93. Aus der Gau ss'schen Methode zur Aiif- 
losung trinomischer Gleichungen ist übrigcns die Methode in 5 4 hervorgegangen. 
Vergl. 5 14. 
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verzichten* und a19 erstcn Nhherungswerth logx = 0,3 annehmen. Die Rech- 
nung sol1 in drei Gangen, nkmlich mit drei,  fünf und sieben Stellen aus- 
geführt werden. Man wird zweckm~ssig beim ersten Gange schon eine 
fiinfstellige, beim zweiten eine siebenstellige, oder bei allen drei Gangen 
eine ~iebenst~ellige Logarithmentafel benützen. 

V o r b e r e i t u n g .  

P a p i e r s t r e i f e n .  

A u s r e c h n u n g .  
-- 

2. Gang 

0,285 1 
3. Gang 

0,28396 1 
1.98772 I Ï  

E r g e b n i s s .  

Zogx = 0,2839.531. 

Eine, wcnn auch unbedeutende Vcrzb'gerung bewirkt hier dcr Umshnd,  
dass der Coefficient S sich zu schnell andert,  um als constant angesehen 
werden zu dürfen, a190 bei jedem Gange von Neuem berechnet werden muss. 

Es folgt nun die Auflosung nach G a u s s .  Die Gleichung gehort nach 
der von G a u s s  gegebenen Eintheilung zum zweiten Falle der ersten Form, 
namlich zu dem Falle 

* Wenn man sich einer Schiefertafel bedient, auf welcher ein logarithmisches 
Liniennetz eingeritzt ist, ao geniigt eine in einer halhen Minute ausführbare 
Skizze, um zu erkennen, dass die positive Wurzel obiger Gleichung sich wenig 
von 2 unteracheidet. 
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Die zur Berechnung dienenden Formeln sind 

wobei jedoch B nicht die jetzt übliche Bedeutung ha t ,  sondern bei Bafol- 
gung der heutigen , von W i t t  s t e i n herrührenden Schreibweise (B - A )  an 
Stelle von B und B an Stelle von C zu setzen ware. E s  sol1 jedoch im 
Folgenden ausnahmsweise die G a  u s s'sche Bezeichnung beibehalten werden.* 

V o r b e r e i t u n g .  

Zog 28 = 1,447 1580 
10~480 = 2,6812412 

?log 28 = 10,1301060 
3 log 480 = 8,0437236 

1 
log y = 2,0863824 

FormeLln.  

4.4 - 3 B  = 2,0863824, 
Zogx = +(2,6812412 - C). 

A u s r e c h n u n g .  

3 B = ( 0,367 / 0,291 1 0,29499 1 0,29439 1 0.3948115 1 0,2948721 
4 A -  3 B = 1 1,643 12,109 1 2,98501.1 2,08901 / 2,08631 15 1 0,085'327!) -- 

Fehler = 1 - 0.433 0.023 / - 0.00137 1 0.00323 1 0.0000061 1 - 0.0004545 

2,3 
0,6 - - 0,595 + 0,0061 

466 
0,5953 - - 

Verbess. Werth 4606 
von A = 0,595 = 0,5933 

* Hcrr Hofrath N e i l  hat die Gauss'schen Pormeln der heutigen Sclireib- 
weise angepasst. Siehe A. M. N e l l ,  Die Auflosung dreigliedriger Gleichungen 
nach Gauss, Hoppe 's  Archiv für Matheaatik und Physik 1884, 2 .  Reihe Bd. 1 
S. 311. 
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2,68 12412 
0,0061 

ZU A = 0,5933 - - 
4606 

gehort : C = 0,6935695 
-- 

7 l o g ~  = 1,9876711 

logx = 0,2839531 

. Ich denke, man wird zugeben müssen, dass der Vergleich nicht zu 
Gunsten der G a u s s  'schen Methode ausgefallen ist. Bei der andern Methode 
beschrankt sich die ganze Vorbereitung auf das Aufschlagen eiuas einzigen 
Logarithmen, men hat  nicht nach unmoglich auswendig zu behaltenden For- 
meln zu rechnen, sondern dtts Rechenschema ergiebt sich ganz von selbvt 
und es ist auch die gesammte Rechenarbeit geringer, als bei Anwendung 
der G a u s s  'schen Methode. Natürlich vermindert sich die Arbeit bedeutend, 
wenn man wohl nach den G a  u s  s'schen Formeln rechnet, aber nicht die 
Regula falsi, sondern das in dieser Abhandlung dargelegte Correctionsver- 
fahren anwendeti* aber selbst dann bleibt es noch zweifelhaft, ob die 
G a  u s s'sche Methode einen Vortheil gewahrt. 

fj  11. Vergleich zwiechen der  logarithmisohen Berechnung mit  
u n d  derjenigen ohne Additionelogarithmen. 

In der Bemerkung zu 5 4 wurde bereits darauf hingewiesen, dass beim 
Zusamtuenfausen der logarithmisch berechneten Glieder eines vielgliedrigen 
Ausdrucks mit der Anwendung der Additionslogarithrnen kein sehr bedeu- 
tender Vortheil verkntipft ist. Bei der Aufl6sung algebraischer Gleicli- 
ungen, und zwar solcher, bei denen der mit Nul1 verglichene Ausdruck 
eine rationale ganze Punction der Unbekannten i s t ,  wird man vielleicht 
sogar besser vom Gebrauche der Additionslogarithmen ganz abschen und 
lieber das in  fj  9 erklarte Verfahren anwenden. Zur Begrtindung dieser 
Ansicht werde ich die im einen und andern Palle ntithigen Arbeiten auf- 
zMen und miteinander vergleichen. 

Wenn die gegebene Gleichung p Glieder hat,  so sind bei der logar i tk  
mischen Rerechnung mit, resp. ohne Additionslogarithmen auszuftihren: 

a) bei der Vorbereitung: 
1.  Bestimmungen des log zu gegebener Zahl 

P resp. (P - l), 
2. Subtractionen 

( p  -1) resp. O oder 1 ; 
bj  bei jedem Gange: 

1. Bestimmungen des log zu gegebener Zahl oder des B zu ge- 

Es unterscheidet sich alsdann da8 Verfahren von der Anwendung des in 
Ej 5 crkliirten auf eine dreigliedrige Gleichung nur dadurch, dass Gauss logx sua 
der vorbereitenden und der Schluesgleichung eliminirt. Vergl. 5 14. 

Zeitiohxih f. Mathemstik n. Phyeik XXXVI, 3. 12 
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2. Multiplicationen mit einer ganzen Zahl 

(P-1) regp. (P- 11, 
3. Additionen 

(p- 1) resp. p. 
Ferner ist die Anzahl der zu schreibenden Zahlen 
a) bei der Vorbereitiing 

( 2 ~ - 1 )  resp. P ,  
6 )  bei jedem Gange 

( 3 p - 3 )  resp. 3 p .  
Man erkennt hieraus, dass in  dem vorliegenden Falle der Nutzen, den 

die Additionslogarithmen gewiihren, in der That ein bescheidener, und urn 
so geringer is t ,  je mehr Glieder die Gleichung hat. Derselbe wird noch 
dadurch vermindert und vieileicht vollig aufgehoben, dass man erst Formeln 
aufstellen muss und liingerer Vorbereitungen bedarf, ehe man die Rechnung 
beginnen kaon. Bei transcendenten Gleichungen und bei algebraischen 
Gleichungen von verwickeltar, vielleicht irrationaler Form k6nnen die Ver- 
haltnisse wesentlich andore sein. 

5 12. Beispiel f ir  die Berechnnng ohne Logarithmen. 

(Siehe B. Sc he  f f l e r  , AuflBsung der algebraischen und transcendenten Gleich- 
ungen. Braunschweig 1859, S. 121.) 

1st man im Besitze einer sweckmtissig eingerichteten Tafel der Quadrat- 
und Cubikwurzeln, oder auch der Qnadrat- und Cubikzahlen, so bedarf man 
zur Auflosung der obigen Gleichung keiner Logarithmen. Es leuchtet ein, 
dass eine einzige positive Wurzel vorhanden is t ,  und ein kleiner Versuch 
seigt,  dass dieselbe sich zwischen 1 und 2 befindet. Wir beginnen deshalb 
die Rechnung mit dom Niiherungswerthe 1. Bei der nachstehenden ALIS- 
rechnung ist die Safel der Quadratsahlen und diejenige der Cubikzahlen in 
der vierstelligen Tafelsammlung von R e  x' benIitzt worden. Selbstverstand- 
lich erhiilt m m  die vierte Wurzel durch zweimaliges Ausziehen der Qua- 
dratwnrzel. 

A u s r e a h n u n g .  

Summe 

1. Gang 

* Fr. W. R e x ,  Vierstellige Logarithmen -Saf'eln, 
Jahreszahl). 

1 1  
1 
1 
1 

2. Gang 3. Gang 
1,51 
1,2288 
1,1472 

L 

1,1083 

4,9945 
- 0,0055 

0 , 5  
0 ,33  
0 2 5  

1 ,5  
1,23 
1,14 
1 , l l  

J. B. Netaler, Stuttgart (ohno 

1 
0,42 
0,26 
0.19 

4.98 1 
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E r g e b n i s s .  

x = 1,5129. 

5 13. Beurtheilung der  Qenanigkeit der berechneten Wnrzeln. 

Es sci ein Werth z von der Beschaffenheit gefunden worden, dass Null 
erhalten wird, wenn man x in F(x)  einsetzt. und hierbei n-stellige Tafeln 
benützt, tiberhaupt die Rechnung durchgehends va - stellig eusfilhrt. D a m  
ist nicht zu crwarten, davs x nun wirklich eine bis zur letzten Ziffer genaue 
Wurzel von F(x) = O  vorstelle. Man kann aber stets durch leichte Ueber- 
legungen finden, wie gross im allerungiinstigsten Palle die Unsicherheit ist, 
welche x anhaftet. Die Fehler der Fiinctionswerthe, die von giit eingerich- 
teten in - stelligen Tafeln zu gegebenen Argumenten geliefert werden , sind 
dem absoluten Betrage nach nicht grtisser, als eine halbe Einheit der ntmn 
Stelle. Fiihrt man die Berechnung von F(x) in Gedanken aus und macht 
man die Annahme, dass bei einer jeden Benützung der Tafel jener grosste 
Pehler von einer halben Einheit der nten Stelle thatsiichlich begangen werde 
und ferner diese Fehler das Resultat alle in gleichem Sinne beeinflussen, 
dann wird man für F(x )  nicht Null ,  sondern irgend einen Werth + R' 
erhalten, der nur schLtzungsweise bestimmt zu werden braucht. Bezeichnet 
also (x + 6) den genauen Werth der Wurzel,  so ist  

-R '  
f R'+S.6=0 oder a = + - ,  

S 
wo S die frühere Bedeutung hat. J e d e n f a l l s  b e s t e h t  d a h e r  u n t e r  
s o n s t  g l e i c h e n  U m s t a n d e n  e i n e  urn s o  g r o s s e r e  U n s i c h e r h e i t ,  
j e  k l e i n e r  S i s t. Allerdings wird man auf diese Weise eine tibertriebene 
Vorstellung von der Ungenauigkeit der berechneten Wurzel x erhalten, da 
die Wahrscheinlichkeit gering is t ,  dass die denkbar ungtinstigsten Umsttinde 
gleichzeitig eintreten. Eine Berechnung des wahrscheinlichen Fehlers nach 
den Grundsatzen der Ausgleichungsrechnung würde vermuthlich die aufzu- 
wendende Mlihe nicht lohnen. Um einen schnellen Ueberblick zu gewinnen, 
kann man sich auch die Frage vorlegen: Um wieviel darf x geandert werden, 
ehe diese Aenderung einen Einfiuss auf die letzte Stelle in  F ( x )  bat? Nehmen 
wir als Reispiel die in 5 6 geloste Gleichnng, fiir welche eine Wurzel mit 
logx = 9,68346, S = 2,06 gefunden worden ist. Hier wachst R,  welches 
einen Logarithmus vorstellt, um 2,06 Einheiten irgend einer Decimalen, 
wenn x um eine Einheit derselben Decimalen zunimmt. Es  wlirde also 

schoii eine Aenderung von 2ogx um 0'00M'05 = 0,00WOQ4 sich in  der 
2,06 

fiiuften Decimalen von R bemerklich machen. Daher ist der Werth logx 
9,68346 unbedingt bis auf die letzte Stelle sicher. Ware S kleiner als 

&US, so müsste mit mehr als in Stellen gerechnet werden, wenn man logx 
aiif mindestens 42 Stellen genau erhalten wollte. 

12 
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$ 14. Oeschichtliche Bemerknngen. 

Das i n  dieser Abhandlung in mannigfachen Anwendungen gezeigte Ver- 
fahren , die Wurzeln algebraischer oder transcendenter Gleichungen mit Hilfe 
numerischer Tafeln unter Benützung der bei denselben Iiblichen Interpola- 
tionvmethode in stufenweiser Annaherung zu berechnen, kenne ich seit 1 S85. 
E s  scheint so nahe zii liegen, daas man leicht an seiner Neuheit zweifeln 
kann. Jedoch habe ich weder in Lehrblichern, noch in den Jahrbtichern 
Uber die Fortschritte der Mathematik etwas darauf Bezilgliches finden konuen. 

Die folgenden Bemerkungen beziehen sich ausschliesslich auf die Ge- 
schichte des Gebrauchs der Additionslogarithmen Lei der Berechnung der 
reellen Wurzeln numerischer Gleichungen. I n  der 1840 erschienenen Samm- 
lung mathematischer Tafeln von V e g a  und H t i l s s e  hat G a u s s  die Auf- 
l6sung quadratischer Gleichungen und fcrner in einem an S c  h u m a  c h er 
gerichteten, in S ch u m a c  h e r s  Astronomischen Naehrichten abgedruckten 
Briefe vom 1. April 1843 diejenige der cubischen Gleichung, welche bei 
der parabolischen Bewegung zur Bestimmung der wahrcn Anomalie dient, 
mit  Hilfe der Additionslogarithmen gezeigt (S. G a u  s s '  Werke, Bd. 3 S. 255, 
sowie Bd. 6 S. 191). An letzterem Orte wird bereits darauf hingewieseu, 
dass die Additionslogarithmen ,nuf ganz lhnliche Weise zu einer sehr be- 
quemen Auffindung aller reellen Wurzeln jeder algebraischen Gleichung, die 
nicht mehr als drei effective Glieder hatu,  bentitzt werden konnen. Die 
Ausführung hat  G a u s s  erst in dem zweiten Theile seiner in der Sitzung 
der Konigl. Gesellschaft der Wissenschaften am 16. Juli 1849 vorgelesenen 
und i n  Bd. IV der Abhandlungen dieser Gesellschaft erschienenen ,Beitr%ge 
zur Theorie der algebraischen Gleichungen Y gegeben (S. G a u  s s '  Werke, 
Bd. 3 S. 85). In  den Jahren 1884 und 1885 hat Herr Prof. Dr. G u n d e l -  
f i n  g e r  die Ausdehnung der G a  u s s 'schen Methode auf Gleichungen mit 
vier Gliedern vorgenommen." 

Ohne Herrn G u  n d e l  f i n g  e r 's eigenen VerGffentlichungen irgendwie 
vorgreiferi zu wollen, theile ich Polgendes mit. Behufs Aufstellung der zur 
Berechnung dienenden Formeln benützte Herr G u n d e 1 f i  n g e r anfangs die- 
jenigen, zwei Hilfswinkel enthaltenden Relationen, welche aus den Gleich- 
ungen der Mittelpunktsfltichen zweiten Grades ebenso hervorgehen, wie die 
Ileletion cos OZ + sin OZ = 1 aus der Gleichung des Kreises , spater aber die 
Identitlit = 1 + 1OA. Der Schwerpunkt der Arbeit des Herrn G u n d  e l  - 

* Eine ent~~rechende Preisaufgabe ist im Mai 1884 von der mathematiach. 
naturwissenschaftlichen Abtheilung der hiesigen technischen Hochschule gestellt 
worden, und zwar auf Antrag des LIerrn G u  n d e l f i n g  e r. Letzteren Umstand her- 
vorzuheben, i ~ t  in  der Anmerkung auf S. 618 des ,,Civilingenieur" von 1889, 

Bd. XXXV, versaurnt worden. Es versteht sich von selbst, dass Herr Gundel-  
f i n g e r  die Losung der Aufgabc in der Hauptsache schon vorher besessen hot, 
wenn auch seine Untersuchungen ihren Abschluss erst vie1 spater crreicht haben. 
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f i n g e r  liegt in der Aufstellung von Kennzeichen ftir die Anzahl der reellen 
Wurzeln viergliedriger Gleichungen und von Regeln zur schnellen Ermitte- 
lung erster Annbherungen an diese Wurzeln. E s  wbre um so mehr er- 
wtinscht , dass Herr G u n d el f i n g e r  seine werthvollen Untersuchungen bald 
vertiffentlichte, als neuerdings die erste der vorgenannten Aufgaben auch 
von anderer Seite behandelt worden id.* Als ich Ende 1885 anfing, mich 
ebenfalls mit der Erweiterung der G ai l  s s'schen Methode zu beschbftigen, 
sah ich von vornherein davon a b ,  nach Kriterien fur die Anzahl der Wur-  
zeln und Regeln xur Trennung derselben zu suchen, weil mir bei all- 
gemeinen Gleichungen mit mehr als vier Gliedern solche Bemtihungen keine 
Aussicht auf Erfolg zu haben schienen. E s  gentîgte mir die Verallgemei- 
nerung der G a u s  s'schen Berechnungsweise a n  sich. Dieses Ziel war auf 
folgendem Wege leicht zu erreichen. Ich schaffte in der auf Nul1 gebrachten 
aufzultisenden Gleichung die negativen Glieder auf die rechte Seite und 
berechnete die Logarithmen beider Seiten, indem ich auf die allbekannte 
Art mit Hilfe der Additionslogarithmen zuniichst zwei Glieder zusammen- 
fasste, zur Summe dns folgende Glied hinzufügte u. S. W. Durch Gleich- 
setzen der anf solche Weise durch eine Kette von Gleichungen gefundenen 
Logarithmen der beiden Seiten ergab sich die Schlussgleichung. So ist das 
in $5 4 und 5 dieser Abhandlung beschriebene Verfahren entstanden, des 
ich nebst dem vorgeftihrten Correctionsverfahren seit 1886 alljiihrlich in  
meinen Vorlesungen mitgetheilt habe. Ein Lhnlicher Gedankengang hat mich 
auch (im Januar 1886) nur Entdeckung der logarithmisch-graphischen Auf- 
ltisungsmethode gefiihrt.** Um Formeln zu erhalten , die den von Ga  u s  s 
bai dreigliedrigen und von Herrn G u  n d e  1 f i n  g e r bei viergliedrigen Gleich- 
ungen bentitzten genau entsprechen, mtîsste man aus den obenerwahnten 
Gleichungen Eogx elirniniren. Diese Elimination von logx lbsst sich aber nur  
bei dreigliedrigen Gleichungen rechtfertigen , wahrend sie bei Gleichungen 
mit mehr als drei Gliedern keinen Nutzen bringt,  sondern im Gegentheil 
nur die Formeln verwickelter macht und die ganze Rechen- und Schreib. 
arbeit bedeutend vermehrt. Bei transcendenten Gleichungen, welche meine 
Vorganger noch nicht in  Betracht gezogen h a t h n ,  ist dieselbe ohnehin un- 
thunlich. Den Hauptvorzug des von mir eingeschlagenen Weges erblicke 
ich darin, dass, wenn man ihm folgt, man keine verschiedenen Fblle zu 
unterscheiden braucht - bei G a u  s s'scher Behandlungsweise wtîrde deren 

Car1 F a r b e r ,  Herleitung von Kriterien fur die bnzahl reeller Wureelu 
von Gleichungen (speciell der allgemeinen viergliedrigen und der Gleichungen 
vom fiinften Grade) aus der Beschaffenheit ihrer Discriminanten -Mannipfaltiakeit. - - 
Inaugural-Di~sertation, Berlin 1889. 

** S. die Anmerkung auf S. 183. Ich halte es fiir nothig, zu betonen, dass 
bei der logarithmisch-graphischen Auflosung die von mir eingeführte Additions- 
curve. das Gegenstück zu den Additionslogarithmen, kein wesentliches Erforder- - 
niss bildet, anfangs auçh gar nicht von mir benützt worden ist. 
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Zahl bald eine bedenkliche Hohe erreichen -, sondern immer, welches auch 
die Zahl der Glieder und die sonstige Beschaffenheit der aufzultkenden Gleich- 
ung sein mogen, durch ein und dasselbe, dem Gedachtnisse leicht einzu- 
prtigende Verfahren die gewlinschten Pormeln erhtilt. 

Dass übrigens, namentlich bei algebraischen Gleichungen gewohnlicher 
Form, die Anwendung der Additionslogarithmen nicht unbedingt anderen 
Methoden vorzuziehen ist,  dieser Ueberzeugung habe ich schon mehrmals 
Ausdruck verliehen. 

Anhang 

F a l l  m a h r e r e r  n a h o z u  g l e i c h e r  Wnrze ln .  

5 15. Qenaue Berechnung des Coefficienten S. 

Wenn in grosser Ntihe der Wurzel, die man zu berechnen sich vor- 
genommen ha t ,  noch andere Wurzeln liegen, so kann mittels der in vor- 
stehender Abhandlung gelehrten, auf der Anwendung des gewohnlichen Inter- 
polationsverfahrens beruhenden Berechnungsweise der Coefficient S nicht 
immer mit genügender Schtirfe bestirnmt werden. Es erscheint alsdann ein 
engerer Anschluss an die sogenannte N e w  t O n'ache Methode geboten. Bei 
algebraischen Gleichungen gewohnlicher Form, welche hier allein berück- 
sichtigt werden sollen, gestaltet sich die Berechnung besonders einfach, 
sobald logx zur Unbekarinten genommen , Liberhaupt (abgesehen von der 
Berechnung von S )  das in  $ 9 beschriebene logarithmische Verfahren in 
Anwendung gebracht wird. Additionslogarithmen zu benützen isf hier aus 
mehreren GrUnden weniger aweckmassig. 

Man hat 
P- - -axn  = 2,3025851 .naxn. 
d(1ogx) M 

D. h., wenn iogx um einen kleinen Betrag 6 wtichst, 80 erhalt irgend ein 
Glied P = axn der Gleichung den Zuwachs 2,3025851 . n PS. 1st also 

P+ P1+P2+... 

die linke Seite der gegebenen Gleichung, so wird 

19) S = 2,3025851 ( n  P + f i ,  Pl + n, P, + . - -). 
Um nur eine Addition ausführen zu müssen, ersetzt man,  wie in 5 9, 

alle negativen Glieder der Gleichung durch ihre dekadischcn Erganzungen. 
Nachdem der Ausdruck in der Klammer berechnet worden ist, kann man 
die Multiplication mit 2,3025851 dadurch bewerkstelligen, dass man die in 
allen Logarithmentafeln angegebenen Vielfachen jener Zahl bentitzt. Oft 
geniigt auch die Multiplication mit 2,30. 

B e i s  p i e  1. Bei der in 5 10 behandelten Gleichung 

x7+28a?-480=O 
ogz = 0,28396 gefunden worden : 
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P = 5' = 1 = 97,2120, Pl = 2824 = II = 382,8230, 
folglich hat man 

S = 2,3025851 (7.97,2120 + 4.382,8230) = 5092,8025. 

Der dort durch gewohnliche Interpolation gefundene Werth 5100 ist somit 
um etwa sieben Einheiten der vierten Stelle zu gross. 

5 16. Trennnng  der  Wnrzeln. 

Die grosse wissenechaftliche Bedeutung des S t u  r m 'schen Satzes und 
ahnlicher Hilfsmittel zur Trennung der reellen Wurzeln numerischer Gleich- 
ungen wird niemand in Zweifel ziehen wollen. F ü r  die wirkliche Auflosung 
numerischer Gleichungen sind dieselben jedoch gerade in schwierigen Fallen 
wegen der überaus grossen Mtihe, die ihre Anwendung verursacht, recht ' 
wenig geeignet, gllicklicherweise aber auch vollkommen entbehrlich. Dau 
Ziel ist ebenso sicher, aber ungleich bequemer auf dem folgenden Wege zu 
erreichen. Man l6st die Gleichung zuerst mittels der logarithmisch-graphi- 
schen Methode auf? Auch bei Benützung des von mir empfohlenen kleinen 
BTeassstabes - Langeneinheit gleich 2 cm - werden hierdurch in gewtihn- 
lichen FaIlen die Wurzeln deutlich getrennt und angenliherte Werthe ftir 
ihre Logarithmen gefunden, so dass man ohne Weiteres zur Anwendung 
der in dieser Abhandlung vorgeschlagenen oder irgendwelcher anderen Nahe- 
rungsmethoden schreiten kann. Besitzt aber die Gleichung einige wenig 
von einander verschiedene Wurzeln, so werden die zur Auflosung dienenden 
Curven an der betreffenden Stelle sich zu bertihren oder auf eine langere 
Strecke zusammenzufallen scheinen. Dasselbe wird der Fa11 sein, wenn die 
Gleichung einige complexe Wurzeln mit sehr kleinen rein imaginaren Theilen 
und gleichen oder nrahezu gleichen reellen Theilen hat. Dann sollte jene 
Stelle in grosserem Maassstabe gezeichnet und mit der Vergrosserung des 
Maassstabes so lange fortgefahren werden, bis jeder Zweifel ilber den wahren 
Sachverhalt schwindet. Weil aber die Rechnung doch nicht lënger mehr 
zu entbehren ist, so kann man auch die graphische Darstellunp lindern, 
um sie der Rechnung soviel wie moglich anzupassen. Handelt es sich z. B. 

* Siehe Civilingenieur 1889, Bd. XXXV S. 617. Das Wesen der logarithmisch- 
graphischen Methode besteht darin, dass die aufaul6sende Gleichung F(x) = O in 
zwei Gleichungen y = f (s), y = g(s) zerlegt wird, was am einfachaten durch 
Trennung der positiven und negativen Glieder in der ursprünglichen Gleichung 
geschieht, und nun die letateren bciden Gleichungen in der Weise durch Curven 
dargestellt werdeu, dass man logx und logy au rechtwinkligen Cartesischen Co- 
ordinateu eines Punktes nimmt. Die Logarithmen der gesuchten Wurzeln ergeben 
sich dann als die Abscissen der Schnittpunkte jener beiden Curven. Im Palle einer 
algebraischen Gleichung gewohnlicher Form werden die einzelnen Glieder für sich 
durch Geraden vorgestellt; die Geraden zu den Gliedern mit hochstem bez. niedrig- 
stem Exponenten sind Asymptoten der betretfenden Curven. Letatere sind frei von 
Wendepunkten und nach oben gekrümmt, wenn die vorhin erwahnte Zerlegungs- 
wei~e mgewendet worden ist. 
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um eine algebraieche Gleichung gewohnlicher Form F(z)  - O ,  und bat man 
sich entschlossen, die zu bestimmten Werthen von x geh6rigen Werthe der 
linken Seite auf logarithmischem Wege zu berechnen, 80 ist es offenbar am 
beqiiemsten, logx zur Abscisse, y = F ( x )  ziir Ordinate eines vertinderlichen 
Curvenpunktes zu nehmen und von der so definirten Curve das in Frage 
kommende StIick zu zeichnen. Die Schnittpunkte dieser Curve mit der 
Abscissenaxe werden die Logarithmen der gesuchten Wurzeln sein. In dem 
hier besprochenen Falle wird aber jene Curve an der Stelle, wo sie die 
Abscissenaxe erreicht bez. durchsetzt, gewissermassen mikroskopisch kleine 
Schwankungen zeigen , welche durch Anwendung einer genligend starken 
Vergrosserung dem blossen Auge sichtbar gemtbcht werden miissen. Es ist 
von grosstem Werthe, nicht blos einzelne Punkte der fraglichen Curve durch 
Berechnung ihrer Ordinaten zu bestimmen, sondern auch in jedem gefun- 
denen Punkte die Tangente zu construiren. Dazu ist noch die Berechnung 

dF(x) n6thig. J e  ntiher die geauchten Wurzeln bei einander von S = - 
d logx 

liegen, eine um so grossere Anzahl genauer Stellen der Werthe F(x) ist 
man schliesslich zu ermitteln gezwungen. Natürlich konnen Beispiele von 
solcher Schwierigkeit construirt werden, dass die vorhandenen Logarithmen- 
tafeln* nicht mehr ausreichen, um bis znr Trennung der Wurzeln vorzu- 
dringen. Abgesehen davon, dass in der angewandten Mathematik solche 
Falle wohl niemals vorkommen werden, bleibt alsdrtnn immer noch die 
Moglichkeit, die Grossen F(x) zuletzt au€ rein arithmetischem Wege, etwa 
mit Hilfe des bekannten H o r n  e r 'schen Schemas , zu bestimmen. 

5 17. Beiapiel. 

F(x)  = xs" + z7 - x3 + 0,6942 - 0,232 = 0. . 

Wendet man auf diese Gleichung das logarithmisch-graphische Ver- 
fahren a n ,  indem man dieselbe in 

y = xn+ x7+ 0,6942 und y = z3 + 0,232 

zerlegt, so erhalt man die in Fig. 1 gezeichneten, durch die beigesetzten 
Buchstaben C und C' unterschiedenen Curven. Man sieht,  dass letztere 
sich links von der Ordinatenaxe durchschneiden, sich aber auch zugleich zu 
berühren scheinen. Bei der Kleinheit des Maassstabes ist es unmoglich, zu er- 
kennen, ob die Curven thatsachlich eine dreipunktige Berührung besitzen, was 
einer dreifachen Wurzel entsprtiche, oder ob man etwa -drei getrennte 

* Ausser den schon angeführten elfstelligen Tafeln von S t e i n  h a u s e r sind 
noch zu eiwahnen : A. S t e i n  h a u s e r ,  Kune Hilfatafeln zur bequemen Berechnung 
16 stelliger Logarithmen, Wicn 1865; A. S t e i n  h a u s  er , Hilfstafeln zur pracisen 
Berechnung Zûstelliger Logarithmen, Wien 1880. 
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zweiten Decimalen von Zog~ gleich 1 cm und eine Einhei t  der viertcn De- 
cimalen von R gleich l mm wird,  und construirt man ferner mit Hilfe der 
obigen Werthe von S in den erhaltenen Punkten die Tangenten, so ist man 

in der Lage ,  den Verlauf der Curve 
wie i n  Fig. 2 festzustellen. Der grosse- 
ren Sicherheit wegen kann nachtraglich 
noch der Punkt  zu Zogx = 9,78 berecli- 
net  werden, für  welchen man findet: 
R = 0,0000424,  S = 0,01278. Die 
Trennung der Schnittpunkte der Curve 
mit der Abscissenaxe ist zwar noch 
nicht gelungen; man sieht aber, dass 
dieselben zwischen 9,75 und 9,78 z u  
suchen sind. Stellt man den fraglichen 
Theil der Curve noch einrnal dar, in- 
dem man die Abscissen beibehiilt, die 
Ordinaten dagegen im hundertfachen 
Xaassstabe der F ig .  2 auftrsgt und 
die Pnnkte xu den Abscissen 9,76 und 
9,77 nebst den Tangentenrichtungen 
in denselben neu berechnet, so entsteht 
Fig. 3. Es ist nzmlich 

ftir logx = 9,76: R = - O,WOOO6Y, S =  -Ol0Ol92; 
,, logx = 9,77 : R = - 0,00001 80, S = 0,000988. 

Man ist jetzt am Ziele, denn die Curve zeigt auf's Deutlichste drei 
getrennte Schnittpunkte mit der Abscissenaxe. Sollte man je noch iin 
Zweifel darüber sein, ob die Curve in  dem Zwischenraume von 9,75 bis 
9,76 sich wirklich Uber die Abscissenaxe erhebt, so gentigte die Berechnung 
eines Zwischenpunktes, um jede Unsicherheit zu beseitigen. Misst man die 
Abscissen der nefundenen Schnittpunkte mit einem Transversalmaassstabe 
bis auf Zehntelmillimetcr, so ergeben sich die Logarithmen der Wurzeln 
mit vier Decimalen, wobei nattirlich die vierte Decimale nicht mehr zuver- 
lassig ist. Man findet 

Eogx, = 9,7514, logx,  = 9,7554, logz, = 9,7754. 

Durch Bechnung Iasst sich nun in bereits bekannter Weise die Genauig- 
keit erhtihen. Es reichen aber bei den ersten beiden Wurzeln siebenstellige 
Logarithmen schon nicht mehr aus, um nur die Richtigkeit der vierten 
Decimalen sicher zu stellen, vie1 weniger, noch weitere Decimalen zu be- 
stimmen. Bei der dritten Wurzel liegen die Verh&lt,nisse deshalb etwas 
gtinstiger, weil zu ihr ein grosserer Werth von 8, d. h. eine grossere Hori- 
zontalneigung der Curventangente im betreffenden Punkte gehort. Es m6ge 
zum Schlusse die betreffende Rechnung ftir die dritte Wurzel hergesetzt 
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. werden; sie kann 81s Beispiel fur alle bisher auszuführeuden Kechnungen 
dienen. 

logO,694 = 9,841 3595 
l o g x  = 9,778 4 

I l  logx  = 7,529 4 

3 loox = 9.326 2 

1 = 0,003 3838 11.1=0,037 2218 
11 = 0,026 7 7 93 7.11 = 0,187 4551  

E Il1 - 9,758 0663  - 10 3 .  E III = 9,364 1989 - 10 
IV = 0,413 7705 IV = 0,413 7705 

Also ist die letzte Ziffer in logx = 0,7754 jedenfalls noch richtig. Weitere 
gciiauc Zifforn konnten nur durch Rechnuug mit mehr als siehen Stcllrn 
gefuuden werden. 

D a r m s t a d t ,  Mai 1890. 
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Kleiriere Mittheilungeii. 

I X .  Zur Lage  des Schwerpunktea einea Rotationskbrpera. 

Es sei eine geschlossene ebene Figur F gegeben, deren Schwerpunkt 
S Sei. Bestimmt man ftîr irgend eine durch 8 geliende, in der Ebene der 
Figur liegende Axe das Tragheitsmoment Fk-er Pigur und zieht im Ab- 
stande des Tragheitsradius k zu dieser Axe die Parallele, so bertîhrt diese 
bekanntlich die Centralellipse, deren Gleichung in Liniencoordinaten 

a2u" bQa - 1 = O 
gegeben sein mag. 

Sind nun zc,, v ,  die Coordinaten irgend einer Geraden r, welche in der 
Ebene l i eg t ,  die Figur jedoch nicht schneidet, so ist  die Gleichung ihres 
Gegenpoles R bezüglich der Centralellipse 

a 2 u , u + b u , u + 1 = 0 .  

Bezeichnet man ferner mit & ,  q i  die Punktçoordinaten von R, so hat man 
auch 6,=a4u1, 711= b2o1. 

Fallt  man von S auf die Gerade r das Loth SO = p  und nennt A und p 

die Cosinus der Winkel, welche p mit der 5 -  bezw. q -Axe  bildet, so hat man 

Nimmt man ferner O als den Anfangspunkt eines neuen Coordinaten- 
systems an ,  dessen x -  Axe die Gerade OS, dessen y -Axe die Gerade r ist, 
so erhalt man die Transforrnationsgleichungen 

1) 
~ = ~ - ~ k - P v l  
Y' p t - A r l .  

Daher hat man auch,  wenn y, die Ordinate des Gegenpoles im neuen Co- 
ordinatensystem bedeutet , 

2) 
P 

). 

L k s t  man jetzt die Pigiir F um die Gerade r sich drehen, so erzeugt 
sie einen Rotationskorper, dessen Schwerpunkt die Ordinate y, haben moge. 
Alsdann ergiebt sich, wenn x und y die Coordinaten von d F  sind, 

_ .  _p. 

- 
Mit Berücksichtigung der Gleichungen 1) findet man : 
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Die 6 -  und q -  Axen sind die Axen der Centralellipse, somit ist: 

J ~ ~ F = o ,  i V à ~ = o ,  f i r l d ~ = o  
und 

J ~ P ~ F =   FU^, j ' $ a ~ =  m. 
Xan erhalt demnach A 

y O - - l ! ( a 2 -  - 
P 

b" , 
daher nach G1. 2) auch 

Y o = Y l >  

d. h. der Schwerpunkt des Rotationskorpers und der Gegenpol II haben. die- 
selbe Ordinate. 

Es sei gestattet, noch ~ u f  eine andere Bedeutung der Gleichung 

l 2 n ~ d F . ~  j j c y d ~  
- Y - ------' " j J u ~ d a  J ~ F  

hinzuweisen. Erweitert man den Bruch nkmlich mit luZ, wo w die Winkel- 
geschwindigkeit sein moge, mit der die Figur I: sich dreht ,  und denkt mau 
sich F a19 eine materielle, unendlich dtinne Scheibe, deren Masse F ist, 
80 stellt xue dF  

die Centrifugalkraft dar, welche auf das Ma,ssentheilchen d F  wirkt,  und 

x l u e d F .  y 
das Moment dieser Centrifugalkraft in  Bwug auf die durch S gehende, zur 
Rotationsaxe senkrechte Ebene. Mithin hat man in 

f iw 'd .8 ' .  y 
Y, = Y1 = 

j ' z u ~ d ~  

anch die Ordinate des Angriffspunktes der Centrifugalkraft, welche auf die 
Flache F wirkt. 

Dies giebt den Satz: 
D r e h t  s i c h  e i n e  s c h w e r e ,  e b e n e  F i g u r  u m  e i n e  i n  i h r e r  

E b e n e  l i e g e n d e  A x e ,  w e l c h e  d i e  F i g u r  n i c h t  s c h n e i d e t ,  u n d  
b e s t i r n m t  m a n  d e n  G e g e n p o l  d e r  R o t a t i o n s a x e  i n  R e z u g  a u f  d i e  
C e n t r a l e l l i p s e  d e r  F i g u r ,  s o  b e s c h r e i b t  d i e s e r  G e g e n p o l  b e i  
d e r  R o t a t i o n  e i n e n  K r e i s ,  d e s s e n  M i t t e l p u n k t  d e r  S c h w e r p u n k t  
des  e r z e u g t e n  R o t a t i o n s k o r p e r s  i s t ,  u n d  d i e  a u f  d i e  F i g u r  w i r -  
k e n d e  C e n t r i f u g a l k r a f t  g e h t  s t e t s  d u r c h  d e n  G e g e n p o l  u n d  
d e n  S c h w e r p u n k t  d e s  R o t a t i o n s k o r p e r s .  

Man kann diesen Satz noch kürzer ableiten, wenn man von den schonen 
Untersuchungen des Herrn R e  y e Iiber TrSgheitsmomente im 10. Bando 
dieser Zeitschrift und im 19. Bande . der Zeitschrift des Vereins dentscher 
Tngenieure Gebraiich macht. Herr  R e y e  h a t  bewiesen, dass man jede . materielle Pigur durch drei Massenpunkte ersetzen kann,  von denen der eine 
immer auf der Gegenpolare des andern in Hezug auf die Centralellipse liegt. 
Wendet man diesen Satz auf vorliegendes Problem a n  und ersetzt die Figur F 
durch die drei Mttsvenpunkte FI, F,, F 3 ,  von denen F, und PP a u f  der Rota- 
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tionsaxe r liegen, so muss F3 mit dem Gegenpol R zusammenfallen. Wegen 
der Lage der Punkte FI und F, auf r ist aber die auf aie wirkende Centri- 
fugalkraft Null, und es bleibt allein die auf F, wirkende Kraft librig, 
welche die Centrifugalkraft der ganzen Fllche F ersetzt und ihren Angriffs- 
punkt in dem Gegenpole R hat. Aus diesen Betrachtungen folgt aber leicht 
alles Uebrige. P. K o s c ~ ,  

Ingenieur m. ord. Lehrer a. d. K h i g l .  Dberrealsobuie zu Breilau. 

X. Ueber die  Dnrchschnitte einer Geraden und einer C u v e  
zweiter Ordnnng. 

In  allen Letrbüchern der analytischen Geometrie wird zwar angegeben, 
da93 die Schnitte einer Geraden mit einer Linie zweiter Ordnung durch 
qnadratische Gleichungen bestimmt sind; eine wirkliche Construction dieser 
Punkte pfiegt aher zn fehlen, und in  der That  dtirfte es beispielsweise nicht, 
leicht sein, x und y aus den Gleichungen 

y = A z  + b ,  y" 2 h x  + kx" 
einfach und elegant durch Ge- 
rade und Kreise zu construiren. 
Eine befriedigende L6sung der 
Aufgabe ergiebt sich dagegen 

J auf folgendem Wege. 
Ein Brennpunkt O des Ke- 

gelschnitts sei der Anfangeines 
rechtwinkligen Coordinaten- 

systems, dessen positive x 
langs der Senkrechkn von O 
auf die nachste Directrix (G J )  
gezlhlt werden mogen ; ferner 
schneide die gegebene Gerade 
auf O X die Strecke OA = a, 

X auf OP die Strecke OB ab, 
und es sei L OAR = P ;  d:e 

Gleichung der Geraden liiutet dann 
x +  yco t /3=a  

oder, wenn man durch x = r cos w und y = r sino Polarcoordinateu eiu- 
fiihrt , a 

eoso + c o t f i s i v a o = - a  

o n  
Bezeichnet andererseits OB'= h den Halbparameter und - die Charak- 

HJ 
terivtik des Kegclschnitts, fur welche die Tangente von L O J H =  y gesetzt 
werden Irann, so ist die Polargleichung der Curve 
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r =  
h 

1 +  t a n y  wsw 

Die Substitution von r in die vorige Gleichung giebt 

und dies stimmt formel1 ltberein mit der Polargleichiing eines .Kreises, wcl- 
cher durch den Coordinatenanfang geht und von OX, O P  gegebene Strecken 
abschneidet. Dem entspricht folgende Construction: auf OX nehme man 

auf O Y 

und construire den Kreis durch O, K, L ;  wird nun letzterer von dem aus cl 

mit dem Radius a beschriebenen Kreise in  den Punkten M und N ge- 
schnitten, so gehen die Strahlen 0 M  und ON durch dieselben Punkte P 
und Q der Geraden A B ,  wie die gegebene Curve. S C R L ~ M I L C ~ .  

XI. Ueber die  bicircnlaren Cnrven vier ter  Ordnung. 

Im Anschlusse a n  meine Abhandlung ,,Iieber die Systeme derjenigen 
Kegelschnitte, die eine bicirculare Curve vierter Ordnung viermal beriihrenU* 
seicn mir wenige kurzc Bemerkungen gestattet tiber dasjenige System von 
viermal beriihrenden Kegelschnitten, das alle vier Doppeltangentenpaare 
(und dam die Verbindungslinie der beiden Doppelpunkte, d. h. die unend- 
lich ferne Gerade) der Curve als z e r  f a l l e n d e  Kcgclschnitte enthtilt. Die 
ausflihrliche Darstellung wird gelegentlich veroffentlicbt werden. Das System 
heisse r, seine einzelnen Kegelschnitte @. 

1. D i e  M i t t e l p u n k t e  a l l e r  @ liegen auf derjenigen g l e i c h -  
s e i  t i g  e n  H y p e r  b e l  Q,, die durch die Mittelpunkte der vier Inversions- 
kreise der bicircularen Curve vierter Ordnung B geht und deren Asymptoten 
den ,,Curvenaxenu von Q** parallel sind. 

2. Enter den @ befindet sich ein K r e i s  und eine g l e i c h s e i t i g e  
H y  p e r  b e l  8. Jener ist  unendlich gross und ha t  (in der Grenze) den 
N i t t e l p u n k t  K d e s  v o n  d e n  v i e r  D o p p e l b r e n n p u n k t e n  v o n  R 
g eb i l  d e t e n V i e  r e c k s zum Centrum ; der Mittelpunkt von 8 aber ist  der 
Gegenpunkt von K in 0,. Ferner befinden sich in r z w e i P a r a b e l  n 

Pt], deren Mittelpunkte die unendlich fernen Punkte von Q, sind. 
3. J e  z w e i  K e g e l s c h n i t t e  @ s i n d  e i n a n d e r  L ihn l ich ,  liegen 

aber nicht ahnlich (vielmehr bedarf es der Drehung des einen um 90°, 
damit sie in tihnliche Lage kommen). Die Mittelpunkte von solchen ahn- 
lichen Kegelschnitten befinden sich auf einer Geracien , die d e r  T a n g  e n t e  
a n  0, i n  K p a r a l l e l  ist. 

* Leipzig, Verlag von Teubner. 
** 1. c. S. 97. 
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4. A l l e  K e g e l s c h n i t t e  63 s i n d  p a r a l l e l a x i g ,  u n d  z w a r  s i n d  
i h r e  A x e n  d e n  C u r v e n a x e n  p a r r i l l e l .  

5. Alle Kegelschnitte a, deren Mittelpunkte mit A' auf demselben Aste 
von $3, liegen, sind E l l i  p  s e  n  , die Ubrigen (deren Mittelpunkte auf dem 
andern Aste liegen) H y p  e  r b e l  n. 

6. Die Kreisvierecke, die von den Schnittpunkten je  zweier bhnlicber 
Kegelschnitte gebildet werden, liegen alle auf e i  n  e  m u n  d  d  em s  e l  b  e  n  
K r  e  i  s  e  , dessen Mittelpunkt K ist. 

7. U e b c r h a u p t  a b e r  s c h n e i d e n  s i c h  n i c h t  n u r  i r g e n d  zwei  
b e l i e b i g e  S y s t e m k e g e l s c h n i t t . e ,  s o n d e r n  a u c h  d i e  A s g m p t o t e n -  
s y s t e r n e  v o n  i r g e n d  z w e i  S y s t e m k e g e l s c h n i t t e n  i n  v i e r  P u n k -  
t e n ,  d e r e n  U m k r e i s  K z u m  M i t t e l p u n k t e  h a t  I n s b e s o n d e r o  
l i e g e n  d i e  v i e r  B e r l i h r u n g s p u n k t e  i r g e n d  e i n e s  S y s t e m k e g e l -  
s c l i n i t t e s  @ m i t  Q a u f  e i n e m  K r e i s e ,  d e s s e n  M i t t e l p u n k t  K i s t ,  
e b e n s o  d e r  M i t t e l p u n k t  u n d  d i e  B e r ü h r u n g s p n n k t e  d e r  A s y m -  
p t o t e n  i r g e n d  e i n e s  O m i t  d e r  v o n  a l l e u  A s y m p t o t e n  e i n -  
g e h l i l l t e n  C u r v e  S (der Cayley 'schen Curve des Systemes). 

8. A l l e  S e h n e n ,  d i e  v o n  d e n  K e g e l s c h n i t t e n  8 a u f  e i n e r  
b e l i e b i g e n  T a n g e n t e  v o n  S b e s t i m m t  w e r d e n ,  h a b e n  e i n e  ge-  
m e i n s a m e  M i t t e ;  u n d  d i e s e r  M i t t e l p u n k t  l i e g t  a u f  &,. 

9. D i e  B r e n n p u n k t e  d e r  K e g e l s c h n i t t e  @ b i l d e n  z w e i  c o n -  
f o c a l e  c i r c u l a r e  C u r v e n  d r i t t e r  O r d n u n g .  

10. D i e  N o r m a l e n  e i n e s  b e l i e b i g e n  8 i n  d e n  S c h n i t t p u n k -  
t c n  m i t  g e h e n  a l l e  v i o r  d u r c h  K. 

11. U n t e r  d e n  8 g i e b t  e s  a c h t ,  d i e  O h y p e r o s c u l i r e n ;  die  
H y p e r o s c u l a t i o n s s t e l l e n  s i n d  d i e  S c h n i t t p u n k t e  v o n  O(, m i t  &. 

12. A n a 1  y  t i s  c  b lasst sich I' in der Porm 
~ ~ [ - ~ ~ - 2 r a + 2 9 r 3 + ~ ~ ~ - p ~ + x ]  

+ w  [ r 2 - g g B - 4 ~ ~ + 4 ~ ~ + 2 a B - 2 ~ 2 - ~ ]  = O  
+ [ r 2 - 2 r u + 2 g p +  a e - P - g ]  1 

darstellen , wo der Parameter w ,  sowie die Constanten a, /3, 23, X ,  F5) ein- 
fache geometrische Redeiitiingen haben, und unter (r , g) das N o r  m a l  - 
c o o r d i n a t e n s y s t e m  verstanden wird.* 

13. Schreibt man die ~ l e i c h i n g  von 6 in der N o r m a l f o r m  folgen- 
dermassen : ( r4+L)2)P+ar2+bl )e+2br+2e9+  f=0 ,  
so ist b e 

a=--- p---1 

a - b  a - b  
( 4 f  -$)(a-b)  - 4 ( b s - 2 )  x=-- ( 4 f - b 2 ) ( a  -1i) -4(b2-  c2) , -- -- 

4 (a - b ) 2  4(a  - b)" 
m = -  (4 f -ab) (a -6) -4(b2-e ' )  

C. s. W. u. S. W. 2 ( a  - b)" 

* 1. c. S. 14. 

L e i p z i g ,  im Kovember 1890. Dr. OTTO UICHTER. 
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XII. 

Ueber die Krümmung der Bahnevoluten 
bei starren ebenen Systemen. 

Von 

Prof. Dr. R. M ~ L L E R  
in Braunschweig. 

Die Betrachtung von d r  e i unendlich nahen Phasen eines starren ebenen 
Systems führt zu den Krümmungsmittelpunkten der von den Systempunkten 
durchlaufenen Bahnen ; mit der E O b i 1 l i e r 'schen Construction und der be- 
kannten quadratischen Verwandtschaft ist dieser Gegenstand vollkommen 
erledigt. Jm vorliegenden Aufsatze sol1 die Bewegung des Syst,ems durch 
vie  r unendlich benachbarte Phasen verfalgt werden. Dann wird jedem 
Systempunkte der Krtimmungsmittelpunkt der Evolute seiner Bahncurve 
zugeordnet, und es ergiebt sich die Aufgabe, wenn vier solcher Phasen in 
irgeiid einer Weise fcstgelegt sind, zu jedem Systernpunktc den Krümmungs- 
mittelpunlrt der Eahnevolute xu construiren nnd die Verwandtschaft zu be- 
stimmen, die zwischen der Gesammtheit dieser Erümmungsmittelpunkte und 
den Punkten des bowegten Systems besteht. 

5 1. Der Krümmnngsradins der Bahnevolnte. 

Wir bezeichnen mit S I ,  S,, S,, S, vier unendlich benachbarte Phasen 
eines starren ebenen -6ystems S, mit A,, A,, A,, A, die zugehorigen Lagen 
cines Systernpunktes A ,  mit B,, ,  n,,, f i , ,  Fig. 1. 
die Mittelsenkrechten der Strecken A, A,, $, 
A,A,, A, A,, mit v ,,,, v,,, die Halbi- 
rnngslinien der von la,, und la,,, sowie 
von n,, und m,, gebildeten stumpfen Win- 1 
kcl, mit % den Schnittpunkt von v , , ~  und / l i  

/ /  // 
vs,, d. h .  den Krümmungsxnittelpunkt der A* 

/ / / 
Rahnevolute des Punktes A für die Phase 1 1 / ' ,/ 

S I .  Nehmen wir a n ,  des System S ge- ' /,/ ,/,/ ,/ 

I I ' ,  / / ,/ lange ans der Lage Sl nach S,, S3, S4 ,,, / , 
durch aufeinander folgende unendlich /, ,,/ /,// 

kleine Drehungen um die Pole Pl2 ,  PZ3 ,  d-& 1. 
'/ 

p 12 p3-5 34 
t ,  

PN, bez. um die Winkel d e ,  d 6 + d29. ,  
d 8 + 2 d 2 6  und setzen dabei P 1 V Z 3 =  P e 3 P S 4 = d u ,  L P12Pa3Ps4=18W - d r ,  

Zeilschrift f. Mathematik o. Physik XXXVI, 4. 13 
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194 Ueb. d. Krlimrnung der Bahnevoluten bei starr. ebenen Systemen. ---_ 
so ist hierdurch die Bewegung des Systems durch vier unendlich benach- 
barte Phasen im allgerneinsten Sinne definirt.' (Fig. 1.) Seien ferner x1 y,, 
x e y 2 ,  x ,ys ,  x4y4  die rechtwinkligen Coordinaten von A,, A,, A,, A, für 
P l Z  als Anfangspunkt und die Polbahntangente P l 2  PZ3  als x -Axe, dann ist 

x,= x l c o s d 8 + y , s i n d 8 ,  
y2=-x i  s i n d a  + y, cosdi?; 

x , - d u =  ( x , - d u ) c o s ( d 9 . + d 2 9 ) + y 2 s i n ( d 9 . + d e ~ ) ,  
y, =- ( x , - d u ) s i n ( d a + @ a )  + y, c o s ( d I ~ + d % ) ;  

2 , - d u ( l + w s d r )  
= { ~ ~ - d ~ ( ~ + ~ s d z ) ~ ~ o ~ ( d O + 2 d ~ 8 ) + ( ~ ~ + d u s i n d t ) ~ i ~ ( d 8 + 2 d ~ 3 ) ,  

y4 + d u  s i n d t  
=- f ~ ~ - d ~ ( l + c o s d z ) /  ~ i l z ( d 3 + 2 d ~ 8 ) + ( ~ , +  d u  s i n d r )  ~ 0 s ( d 6 + 2 8 8 )  

oder bis auf unendlich kleine Grossen dritter Ordnung 

Hieraus folgt, ftir rt) als laufende Coordinaten und immer unter Vernach- 
ISssigung von unendlich kleinen Grossen vierter Ordnung, als Gleichnng 
von nl, . 

{ ~ ~ ~ d f i ~ - y ~ ( d s - & d 0 ~ ) 1 ~ +  { ~ , ( d 6 - & d @ ~ )  + ~ y 1 d a 2 1 g = 0 ,  

ferner ftir f lZ3  

{ ~ , ( q d 9 . ~ + 2 d 4 d ~ 9 ) -  y l ( d 3 + d 2 3 - ~ d 9 3 ) - ~ d u d B 2 ~ ~  
+ { x ,  ( d 3 + d e 8 - { d ~ ~ ~ ~ + + l ( ~ d 8 ~ 2 d d d d Z 8 ) - d ~ ( d 6 + d e B ) ~ ~  
- 22, d u  d a 2  + y1 du(d"? + d 2 8 )  = O  

und für n,, 

/ ~ , ( & d i 7 ~ + 7 d 8 d ~ 8 ) -  y , ( d 8 + 2 d 2 R -  y d 8 3 ) - d u d 9 ( 2 d 3  + d z ) f t .  
2 d u ( d 9 + 2 d 2 9 ) 1 1 ,  

-x ,  d u ( 5  d a 2 -  d 9  d r )  + 2 9 ,  d ~ ( d 8  + 2 d 2 0 )  =o. 

die Gleichungen zweier nnendlich benachbarten Geraden, in  denen a, @, y, 
a', p', YI unendlich kleine Grossen bis znr zweiten Ordnung enthalten mogen, 

* AusnahmeF&lle, wie sie Herr Me hm k e  in seiner Arbeit ,Ueber die Be- 
wegung eines starren ebenen Systerns in seiner EbeneY (diese Zeitscbrift, Bd. 35 
S. 1 u. 05) behaiidelt hat, bleiben von den folgenden Uetrachtungen ausgeschlossen. 
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Von Prof. Dr. R. MÜLLEB. 193 

60 lautet die Gleichung der Halbirungslinie des von ihnen gebildeten stumpfen 
Winkels 

('2 J 2 q p - f f n  J ~ ) B Y ) +  ((B J W - p l J J n e + g Z ) g  
+ y /a" + @'% - Y' f a Z  + f ie  = 0. 

Für u ' = a + B a ,  p r = f l + 8 P ,  y'= y +  B y  i j t  

y Ja'" $2 - y'/- 

a" PB" 
und wird in der geschweiften Klammer die Quadratwurzel bis au€ Glieder 
zweiter Ordnung entwickelt, so folgt 

y JdP+ - y' JG+ P B "  

= + ( a e + P 2 ) - i ~ i y [ 2 ( ~ 2 + P 2 ) ( ~ ~ a + B ~ P ) +  ( a  JP-Baa )21 -2 (~2+82 )2 f i~11  

Mit Rncksicht hierauf ergiebt sich als Gleichung der Geraden y,,,, 

wenn noch unendlich kleine Grossen vierter Ordnung beibehalten werden, 

1) [ - 2 ( z 1 2 + y 1 2 ) 2 { ~ 1 ( d 3 3 + # d 9 2 d 2 8 ) + y 1 d 9 4 ~  
+ ( ~ ~ ~ + y ~ ~ d u d 3 ~ 2 ~ ~ y , ( d 8 +  d 2 8 )  + 3 y 1 ' d 8 2 t  - y 1 3 d u 2 d 9 2 ] ~  

+ [ 2 ( ~ , ~  + y 1 2 ) z 1 x 1 d a 4  - y ,  (d  9' + 4 d B 2  d e 9 ) 1  
+ i x l e + y l e )  d u d 9 . 1 - 3 z , y 1  d 9 . 2 + 2 y 1 Z ( d 8 + d e 3 ) \  + z l y l " u 2 d 3 2 ] 1 )  

+ ( ~ ~ ~ + y ~ ~ ) ~ d u d ~ i 3 ~ ~ d ~ ~ - 2 y ~ ( d 8 + d 2 8 ) ~ = 0 ,  

und als Gleichung von vZ3, 

2) [ - 2 ( x 1 8 + y l ~ 2 ~ l ( d 9 . 3 + ~ d 8 2 d 2 8 ) + 2 y l d 9 4 ~  
+ (2," ylZ)  du d 8  {2x1"4d 3 9  d 8 d z) + 2 x ,  y, ( d a  + 6 d28)  + 71/iQ821 
- 3 y , ( Z ~ , ~ + y , ~ )  d u e  d a 2 J r  

+ [ Z  (x," yy12)L { 2 2, d ab - y ,  (d 93 + y d a2 de 3) 1 

- 3 ~ , y ~ Q d ~ ~ d 8 ~ ] 1 )  
+(x12+y12)  d u  a 9  {x l ( x12+ ~ , ~ ) ( 7 d 8 ~  - 2 da d r )  

- 2 y l ( x 1 2 + y 1 2 ) ( d ~ + 6 d 2 ~ ) + 6 ~ , y 1 d ~ d 4 ~  =O. 
Wir ersetzen jetzt die bisher gebrauchten Rexeichnungen S , ,  P l Z ,  Al, 

X I ,  y ,  durch S,  P, A, x ,  y und verstehen unter A den Krümmungsmittel~ 
punkt der Bahncurve des Punktes A in der Phase S, unter V A  die Normale 

13 * 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



196 Ueb. d. Krümmung der Bahnevoluten bei starr. ebenen Systemen. 

der Bahnevolute in  A. Dann erhalten wir ftir V A  auu 1) oder 2) unter 
Vernachlassigung der unendlich kleinen Grossen vierter Ordnung die Gleichuug 

und bilden wir den Ausdruck (2) - ( 1 )  + (3) { 1 0 ( x 2 +  y e ) d 8  d 2 8  - 4 %  d u d 6 ' 1 ,  
so folgt nach Division durch 2 (2% +y2) d i P  

4) { ~ ~ ~ y ~ ) ( ~ d ~ + y d d ~ ) - z ~ d u ( 2 d 6 + d r ) - ~ ~ ~ d ~ ~ d 9 + ~ d u ~ ~ r  
+ { ( ~ ~ + y ~ ) ( - x d @ + y d ~ O )  - x y d u d r I t )  
- x ( x 2 + y 2 )  d ~ ( 2 d - 3  - d r )  - x y  d u 2  =O. 

Durch 3) und 4) sind I: und 9 bestimmt; setzen wir noch zur Ab- 
kürzung 

( x 2 + y Z ) d 6 - y d u = W ,  
so ergiebt sich 

7 Y Seien ferner &, q die Coordinaten von A ;  dann ist - = - 9  und wir 
erhalten aus 3 )  6 x 

W [ = - x y d u ,  Wq=-y"u. 

Bezeichnen wir endlich P A  mit 7, den Kriimmungsradius A% der Bahn- 
evolute mit r und setzen 

( x 2 + y 2 ) ) ~  d 8 ( 2  d a - d ~ )  +yd2,81 - 3 x y d u  d 8 = F ,  
so folgt 

W 3 ( r - & )  = y r 2 F  d u ,  
W 3 ( 9 - r i )  = - x r 4 F c l u ,  

mithin 

7) 
r3 F d u  

= -- 
W S  

Cj 2. Conatruction dee Krtimmnngsmittelpnnktee '21. 

In  der fiir r erhaltenen Formel bedeutet W die linke Seite der auf 

Nul1 reducirten Gleichung des We n d e k r e  i s e s  w ;  für den Durchmesser b,, 
desselben ergiebt sich der Werth 

d u  
b+&j. 

Genügen ferner die Coordinaten des Punktes A der Gleichung F =O, so 
fallt 3 mit A zusammen und A liegt in vier unendlich benachbarten Phasen 
au€ einem Kreise um A ;  durch F=O wird also die K r e i s p u n k t c u r v e  f 
des Systems Eür die Phase S dargestellt, d. h. der Ort  aller Systempunkte, 
die augenblicklich Bahnelemente mit stationsrem Krümmungskreis durch- 
schreitcn. Dieselbe i s t  eine Focalcurve dritter Ordnung; sie h ~ t  im Pole P 
einen Doppelpunkt und berührt in ihm die Polbahntangente t p  und die 
Polbahnnorrnale np (Fig. 2). Wir  bezeichnen ihre Krtimmungskreise in P 
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Von Prof. Dr. R. MÜLLEB. 197 
. - - - <--__r- 

mit c und e, die Mittelpunkte und Durchmesser derselben bez. mit M c ,  b, 
und Ne, b,; ditbei sei c der Kreis, welcher t p  berührt. Dann ergiebt 
sich leicht 

3 d u d 6  
b, = 3 d u  b----- 

2 d 4 - d r l  e -  d 2 9  ' 
liefert eine dieser Formeln einen negativen Werth,  so befindet sich der 

zugehorige Kreis auf der negativen Seita der betreffenden Coordinatenaxe. 

Big. 2. 

'P 

Bus den Kreisen c und e kann die Curve f in folgender Weise con- 
struirt werden: Wir fallen von P auf Mcïld, ein Loth, welches diese Ge- 
rade in Q schneidet, und ziehen q symmetrisch zu PQ i n  Besug auf t p .  

Dann ist Q das Centrum der Focalcurve f ;  beschreiben wir also durch P 
einen Kreis, dessen Mittelpunkt auf p liegt, so sind die Endpunkte des 
durch Q gehenden Durchmessers zwei Punkte der f. 

d u  a s  d 2 8  
Durch Sngabe von b,, b,, b. sind auch die Verhliltnisse - i - 1 - a 4  d a  d 4 "  

bestimmt; d e r  W e n d e k r e i s  u n d  d i e  b e i d e n  K r l i m m u n g s k r e i s e  d e r  
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198 Ueb. d. Krtimmung der Bahnevoluten bei starr. ebenen Systemen. 
"- 

K r e i s p u n k t c u r v e  i n  P b i l d e n  a l s o  e i n  A e q u i v a l e n t  f t i r  v i e r  
u n e n d l i c h  n a h e  S y s t e m l a g e n .  

Wir  betrachten daher vorlaufig die Kreise w ,  c,  e als bekannt. Um 
unter dieser Voraussetzung xu einer Construction ftir den Krümmungsmittel- 
punkt YI au gelangen, beginnen wir  mit einer Umformung der Gleichung 7). 
Bus derselben folgt aunachnt 

Wir  bezeichnen nun in Fig. 3 mit W den Wendepol, mit R den Schnitt- 
punkt von PA mit w,  mit A, den Fusspunkt der von A auf t p  gefallten 
Senkrechten, mit t, die Lange der Tangente aus A an ta. Ziehen wir 
P T 1  PA und durch den Schnittpunkt V von P V mit A W  eu f i p  eine 
Parallele, ho bestimmt dieselbe auf PA den Punkt A. Dann ist 
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WR Wt2.r P V = + - = r .  
AR ta ,  

oder wegen A PA W  = A PA, W 

9) 
x bw P V = r . - -  
tew 

Weiter folgt aus den nhnlichen Dreiecken PVA und PA,A 
r r 2 b ,  AV= P V -  - = -- 
x t2, 

Errichten wir in A zu A P die Normale V A ,  welche A W  i n  Z schneidet, so 
ist A A V Z w  A PWV,  also 

P r S x b w  A Z = A V . - =  -. 
c w t4." 

Nun ist 
W =  t".d9., 

also geht 8) über in 
r"z$ ,  r 2 ( 2 d 9  - d t )  - 3 y  d u  r 5 y  d u  d 2 3  

10) T=-. 
t4w tZU, d  6 +t"wd8Y 

Bezeichnen wir ferner mit t, die Tangente aus A an c l  mit C und Cl bez. 
die Schnittpunkte von c mit mp und von AC mit PV, so wird 

g (2d9 .  - d z )  - 3y d u =  t e e ( 2 d 9 . - d z ) ,  
also 

r S x b w  r 2 ( 2 d 9 - d r )  - 3 y d u  -. t2 2 d a - d r  = A Z .  -'? . t2, b m  = 3 . 8 2 . - . - 1  
t4w tew d 6  law d i+  t2 ,  bc 

oder mit Riicksicht auf 9) 

Das zweite Glied in  10) kann in folgender Weise umgefgrmt werden: 

r 5 y d u d 2 9 .  $xbN r x b ,  r y d 2 9  =--.-. ".Y = 3 .  A Z .  P T - ,  . 
tGw e3 t4w tZm x 2 d ~ d 6  X' De 

Ziehen wir nun durch den Schnittpunkt E von PA mit e zu np eine 
Parallele, die P T  i n  E, trifft, so ist 

x2 be 
P E I = - ,  

'-Y 
folglich erhalten wir für r den Werth 

U m  d a h e r  z u  e i n e m  S y s t e m p u n k t e  A d e n  K r i i m m u n g s m i t -  
t e l p u n k t  S1 s e i n e r  B a h n e v o l u t e  z u  c o n s t r u i r e n ,  b e s t i m m e n  w i r  
i n  d e r  e t e n  a n g e g e b e n e n  W e i s e  d i e  P u n k t e  V, A ,  2, C,, E,,  pro-  
j i c i r e n  Cl u n d  El a u s  A  a u f  PZ  u n d  d i e  s o  g e f u n d e n e n  P u n k t e  
C,, X, a u s  V a u f  V A .  E r g e b e n  s i c h  h i e r d u r c h  d i e  P u n k t e  C,, Es, 
so  i s t  

12) A % = r = 3 . C i , E 3 .  
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200 Ueb. d. Krtimmung der Bahnevoluten bei starr. ebenen Systemen. 

Liegt A auf der Polbahntangente, so Bl l t  A mit P, V und Z mit W, 
Cl mit C zusammen, die Strecke PE; wird unendlich gross, und wir erhalten 

Zugleich folgt aus 6) 
iJZW 

i) = - 3 - >  
b c  

d. h. alleu Punkten A von tr entspricht ein gemeinsamer Krtimmungsmittel- 
punkt % auf der negativcn Seite der Polbahnnormalc. Wir  schliessen hieraus, 
dass im allgemeinen Falle bei der Construction des Punktes 91 die Strecke 
3 .  C,E, immer dann entgegengesetzt zur Richtung A Z  aufzutragen is t ,  wenn 
Gleichung 11) ftir r einen positiven Werth liefert. Rechnen wir nun die 
Strecken P V ,  P C l l  PEI alle in demaelben Sinne positiv, echreiben also 

so ist der in der Klammer stehende Ausdruck positiv, wenn beim Durch- 
laufen der Geraden P V  in der Richtung von P nach V der Punkt E, nicht 
zwischen P und Cl liegt, und hieraus folgt die einfache Regel : D i e S t r e  ük e 
3.C13, i s t  v o n  A a u s  i m m e r  d a n n  n a c h  d e r  S e i t e  d e s  P u n k t e s  Z 
a u f z u t r a g e n ,  w e n n  El s i c h  i n n e r h a l b  d e r  i n  d e r  R i c h t u n g  von  
P n a c h  V d u r c h l a u f e n e n  ( e n d l i c h  o d e r  u n e n d l i c h  g r o s s e n )  
S t r e c k e  PCl b e f i n d e t .  

Das eben entwickelte Verfahren wird unbrauchbar, sobald A auf der 
Polbahnnormale liegt. Dann iet aber nach 5 1 g = q und für r ergiebt sich 
der leicht zu construirende Ausdruck 

.i79d28 - . 3 g  
t = - ---- - - ---. 

d U" bw be 

Wir haben bisher die Kreise w, c l  e als gegeben betrachtet; vier un- 
endlich benachbartc Systemlagen konnen aber auch ganz allgemein dadurch 
festgelegt werden, dass wir für zwei beliebige Systempunkte A und B die 
Krümmungsmittelpunkte A ,  B ihrer Bahncurven und die KrCimmungspunkte 
a, 23 ihrer Bahnevoluten willkürlich vorschreiben. Dann bestimmen zu- 
nachst die Punkte A,  B ,  A,  B in bekannter Weise den Wendekreis w ;  
bringen wir ferner Gleichung 7 )  in  die Form 

so folgt 
r x  r y  rW3 -+ xy-  ri6, xy a.  a, 3 r 4 w d i + ~ - ~ t V + ~  

- 
r 1 xta, xy r.x AR $ 9  

- -.-p.- +-= - 
3 A Z  r b ,  r ~ ~ , . A z + T  
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Hier ist die rechte Seite eine bequem zu ermittelnde Strecke. Eine analoge 
Beziehung gilt für  den Punkt  B. Auf Grund beider Gleichungen konnen 
aber dio Kreisdurchmesser b,, be , wie sofort ersichtlich, in einfacher Weise 
eonstruirt werden, und dann ergiebt sich zu jedem dritten Syatempunkte 
der Krümmungsmittelpunkt der Bahnevolute nach dern vorher abgeleiteten 
Verfahren. 

S p e c i e l l e  P a l l e .  Bezeichnen wir bez. mit n und p die Krlimmungs- 
kreise der (festen) Polbahn und der (beweglichen) Polcurve in P, mit g, 

und die entsprechenden Radien, so ist nach Fig. 1 
d u  

also 
d u  

Qp = 

Nehmen wir nun a n ,  es sei d2 4 = O ,  so kann die Bewegung des 
Systems S i n  drei aufeinander folgenden Zeitelementen ersetzt werden diirch 
das Abrollen des Kreises p auf dem Kreiqe 7s. Dann ist aber bc = ai; die 
Kreispunktcurve f zerfallt in den Kreis c und die Gerade np, und wir er- 
halten aus 11'1 des einfachere Resultat 

1st zugleich d r  = - d,8 ,  so rollt der Kreis p in einem doppelt so grossen 
Kreise ( e l l i p t  i s c  h e Rewegung) ; der Kreis c und dor Wendckreis w fallen 
mit p zusammen und wir finden die von M a c 1 a u  r i n angegebene Beziehung * 

r = 3 .  A Z .  

Dagegen entspricht der Annahme d r  = 2 d 4 die Umkehrung der vorigen 
Bewegung ( c a r  d i O i d i  8 c h  e Bewegung). Hier zerfallt f in die Geraden 
t p ,  rap und die unendlich ferne Gerade; es ist also immer ACl Ilnp. 

1st d28 = O und d r  = O, so rollt der Kreis p auf der Geraden t p ,  und 
für d 2 4  = 0, d r  = d a  kann die Bewegung des Syst,emv ersetzt werden 
durch das Abrollen der Tapaente t p  auf dem Kreise n. 

Bemerkenswerth ist endlich der Fa11 d 2 8  = d 9  (2 d 8 - d r )  ; ihm ent- 
spricht eine symmetrische Kreisfusspunktcurve. 

5 3. Die Verwandtschaft der  Sgsteme S u n d  6. 

Denken wir uns zu jedem Systempunkte A den Krlimmungsrnittel- 
punkt 521 seiner Bahnevolute construirt, so entsteht ein System 6 ,  dessen 
Verwandtschaft zum System S durch die Gleichungen 5 )  und 6) oder 3) 
und 4) definirt ist. Wir wollen die wichtigsten Beziehungen dieser Ver- 
wandtschaft noch i n  Kürze ableiten. 

* Vergl. Mannhe im , Coure de géométrie descriptive, deuxième édition, p. -202. 
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A l l e n  P u n k t e n  d e r  P o l b a h n t a n g e n t e  tr e n t s p r i c h t  i n  6 e in  
u n d  d e r s e l b e  P u n k t  !X a u f  np ,  und zwar is t  nach 5 2 

J e d e r  P u n k t  d e r  b e i d e n  G e r a d e n ,  d i e  d e n  P o l  m i t  d e n  i m a -  
g i n g r e n  K r e i s p u n k t e n  v e r b i n d e n ,  e n t s p r i c h t  s i c h  s e l b s t ;  denn 
für  r=O  folgt aus 5) und 6) r = x ,  t) = y. 

Liegt A auf dem Wendekreise w, so ist 2l der unendlich ferne Puukt 
der Normalen zu PA. Aber ftir den Schnittpunkt U von w mit der Kreis- 
punktcurve f ergiebt sich aus 7) der Werth von r in  der Form 1; dem 
P u n k t e  17 e n t s p r i c h t  a l s o  j e d e r  P u n k t  d e r  u n e n d l i c h  f e r n e n  
G e r a d e n .  - U ist derjenige Punkt  der bewegten Ebene, der sich augen- 
blicklich in einem Undulationspunkte seiner Bahn befindet; bezeichnen wir 
in  Fig. 2 mit MW den Mittelpunkt des Wendekreises, so erhalten wir auf w 
den Punkt U ,  indem wir L W P  U = L Mu Q P macheu. Dann ist n8mlich 
PQ U N w  ein Kreisviereck, also L P CQ = L PX, Q = 180° - L QP 
- ( g o o - L Q P t p ) = 9 O 0 - L W P U + L p Y t p = L p Y U ,  d. h. U l i e g t a u f f .  

Sci fcrner A ,  ein unendlich ferner Punkt und L tpPA, =or  (Fig. 2). 
Convtruiren wir d a m ,  wie in  Fig. 3 ,  den Punkt  a, so liegt A auf dern 
Rückkehrkreiue x ,  die Normale V A  geht durch den Rückkehrpol K ,  und es 

- 

P V  b ,  
ist A Z =  PV= b , c o s ~ ~ ,  -- - cosB a. - - 3  PEI = be - 1 also 

PC, a, sin ar 

bzw Ziehen wir daher in  Fig. 2 2% / t p  und = 3 -, so ist; X der Fusspunkt 
bc 

des von 3 auf V A  gefallten Lothes. Daraus folgt : D e n  u n e  n d 1 i c h f e r  n e n  
P u n k t e n  d e s  S y s t e m s  S e n t s p r e c h e n  i n  G d i e  P u n k t e  e i n e s  
K r e i s e s  t, d e r  KY1 z u m  D u r c h m e s s e r  h a t  u n d  ü b e r d i e s  d u r c h 5  
g e h t .  Der Punkt  !JI lie@ auf q ;  auf derselben Geraden befindet sich also 
auch der eweito Schnittpunkt O dcr Kreise x und 1. - Der Kreis E hat 
für  die Verwandtschaft (A, X) dieselbe Bedeutung, wie der Rückkehrkreis i c  

für die quadratische Verwandtschaft (A, A). Dabei sind x und E aus dern 
Rüclckchrpol K perspectiv aufeinander bexogcn. 

Um zu der Geraden 1'8, die zugeordnete Curve in  G xu erhalten, 
setzen wir in 3) und 4) y .= x tafia und finden durch Elimination von x 

D. h. :  J e d e r  d u r c h  d e n  P o l  g e h e n d e n  G e r a d e n  e n t s p r i c h t  i n  B 
e i n e  c u b i s c h e  P a r a b e l ,  w e l c h e  d i e  g e g e b e n e  G e r a d e  i m  P o l e  
b e r i i h r t .  
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Für CY = O geht die vorige Gleichung liber in r9 - O ,  und da jedem 
Punkte der Polbahntangente der Punkt  S zugeordnet is t ,  s o  e n t s p r i c h t  
a l l e i n  d e m  P u n k t e  P d i e  d r e i f a c h  z a h l e n d e  G e r a d e  np. 

Sctzen a i r  ferner tane = /XI so verwandelt sich die Gleichung der 
cubischen Parabel in 

(r+ilj)[(rf i t ) ) 2 f d 8 ( d 8 + d ~ )  - i d Z 8 ) /  + 3i(r+it)) d u  d 8 - d u 2 ] = 0 ,  

und da jeder endliche Punkt  der Geraden r + ig = O ,  von P abgesehen, 
nur sich selbst entspricht, so kann dem durch die Gleichung 

dûrgestellten Geradenpaare nur  der unendlich ferne Punkt  der betrachteten 
Geraden zugeordnet sein. J e d e m  d e r  i m a g i u a r e n  K r e i s p u n k t e  1, J 
e n t s p r e c h e n  a l s o  i n  (5 z w e i  d u r c h  i h n  g e h e n d e  i m a g i n a r e  G e -  
r a d  e n  i ,  f b e z. j, <. Ilabei haben i ,  j und ebenso i', i' einen reellea 
Puukt gemein. 

Dann besteht aber die Curve, die der unendlich fernen Geraden von S 
in 6 conjugirt ist, ausser dem Kreise f noch aus den vier Geraden i l  i', 
i l  i', und somit dnrfen wir schliessen: J e d e r  G e r a d e n  g v o n  6 e n t -  
s p r i c h t  i n  ($5 i m  A l l g e m e i n e n  e i n e  C u r v e  s e e h s t e r  O r d n u n g  g. 
D i e s e l b e  g e h t  d u r e h  S u n d  h a t  d i e  u n a n d l i c h  f e r n e  G e r a d e  
z w e i m a l  z u r  s t a t i o n g r e n  T a n g e n t e ,  weil nur den beiden Schnitt- 
punkten von g mit w unendlich ferne Punkte zugeordnet siud. 

Rezeichnen wir demnach mit a eine Curve Ordnung von S, so ist; 
die eonjugirte Curve a im Allgemeinen von der Ordnung 612. A b e r  j e d e r  
D u r c h g a n g  d e r  C u r v e  a d u r c h  P v e r m i n d e r t  d i e  O r d n u n g  v o n  a 
um d r e i ,  d i e  g l e i c h z e i t i g e  B e r ü h r u n g  m i t  t p  u m  s e c h s ,  j e d e r  
D u r c h g a n g  d u r c h  e i n e n  K r e i s p u n k t  u m  z w e i ,  d u r c h  U u m  e i n s .  

Hiernach mtisste der Kreispunktcurve f in eine circulare Curve von 
der Ordnung 18 - 6 - 3 - 4 - 1 = 4 entsprechen. Rekanntlich ist ihr aber  
wieder eine Focalcurve dritter Ordnung f zugeordnet,* und da die f, von 
Pl 1, JI U abgesehen, keinen Punkt erithalt, dem in 6 statt eines Punktes 
eine Linie entsprache, so kann nur  durch die Art  ihres Dnrchgangs durch U 
die Ordnung der entsprechendcn Curve um cine weitere Einheit erniedrigt 
werden. Bezeichnen wir daher mit t u  die Tangente der f in  U, so folgt: 
J e d e r  D u r c h g a n g  d u r c h  77 i n  d e r  R i c h t u n g  tu v e r m i n d e r t  d i e  
O r d n u n g  d e r  e n t s p r e c h o n d e n  C u r v e  u m  zwci .  - Ans unseren letzten Darlegungen folgt unter Anderem noch der Satz: 
J e d e m  K r e i a e ,  d e r  i n  P d i e  P o l b a h n t a n g e n t e  b e r ü h r t ,  e n t s p r i c h t  
i n  6 w i e  d e r  e i  n K r  c i  s, ngmlich eine circulare Curve von der Ordnung 
12 - 6 - 4. Die Mittelpunkte aller so entstehenden Kreise erfüllen , wie 

* Die Gleichung von f lautet: 
( ~ ~ + g ~ ) / x d % ( d 4 + d z ) - g d ~ 4 ] + 3 ~ y d u d 9 .  = O .  
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wir nur beilaufig crwhhnon, eine Curve drittor Ordnung, Dom Kreise c 
(Fig. 2) ist insbesondere ein durch P gehender Kreis zugeordnet. 

Sol1 umgekehrt zu einem beliebigen Punkte 23 von (55 der entsprechende 
Punkt  B in S bestimmt werden, so sind in 3) und 4) die Coordinaten r, 
i )  gegeben, und dann wird durch Gleichung 3) eine circulare Curve dritter 
Ordnung dargestellt, die in  P einen Doppelpunkt ha t  und in P vom Wende- 
kreise osculirt wird, durch 4) eine circulare Curve dritter Ordnung mit t p  
als Tangente im einfachen Punkte P. Beide Curven haben also, von P 
und den Kreispunkten abgesehen, noch 9 - 3 - 2 = 4 Punkte mitein- 
ander gemein, d. h. j e d e m  P u n k t e  v o n  E5 s i n d  i m  A l l g e m e i n e n  i n  
S v i e r  v e r s o h i e d e n e  P u n k t e  z u g e o r d n e t .  Nur wenn a s = - d 6 i s t I  
wird auch die Curve 4) in P von w osculirt, und dann entsprechen jedem 
Punkte B nur d r e i  Punkte B. Dieser Fa11 tritt  also ein, wenn der Kriim- 
mungskreis der Polcurve in  P durch den Krtlmmungsmittelpunkt der Pol- 
bahn geht. 

Liegt 23 unendlich fern,  so fallt einer der vier conjugirten Punkte mit 
U zusammen; die drei übrigen sind in demjenigen Punkta B des Wende- 
kreises vereinigt, fiir welchen PB l P B ,  ist. 

Einer beliebigen Geraden Q von G entspricht zufolge der Gleichungen 5) 
und 6) in G eine Curve sechster Ordnung h. Dieselbe geht zweimal durch 
die imaginaren Kreispunkte, entsprechend den Schnittpunkten von $ mit 
den frtiher definirten Geraden i ,  il, i, f. Sie kann ferner mit t p  nur den 
Punkt  P, und diesen also sechsfach zahlend, gemein haben, d. h. sie besitzt 
i n  P einen dreifachen Punkt  mit drei in  t p  zusammenfallenden Tangenten. 

1st g' eine zweite Gerade von 6, welche fj in  B schneidet, so treffen 
sich die Curven h und h' nur in P, U, 1, J und in den vier Punkten B. 
Dabei zshlt P für 18 Schnittpunktc, die bciden Curven haben dahcr in 
U, 1, J 34 - 18 - 4 = 14 Punkte miteinander- gemein, d. h. zwei Punkte 
in  U, je  sechs in I und J. Wir bezeichnen ihre gemeinsamen Asymptoten 
i n  Il J bez. mit tr ,  tII, t ~ ,  t ' ~ ,  den (reellen) Schnittpunkt von tI, t~ und 
t ' ~ ,  t ' ~  bez. mit Q, W. 

Der Curve h entspricht umgekehrt in B eine Curve 36. Ordnung, 
welche in  die Geraden n p ,  i ,  i', i, y, die unendlich ferne und die vierfach 
zahlende Gerade zerfallt. Nun bewirkt der dreimalige Durchgang durch 
P unter gleichzeitiger Berührung von t p  eine Verminderung der Ordnungs- 
zahl der conjugirten Curve um 18; in jener ausgearteten Curve 36. Ord- 
nung muss a190 jede der Geraden i, if ,  i, f droifach, die unondlich ferne 
doppelt zLhlen, d. h. die Curve h berührt in  77 die Gerade t u .  Hieraus 
folgt: D e n  G e r a d e n  v o n  G e n t s p r e c h e n  i n  S i m  A l l g e m e i n e n  
b i c i r c u l a r e  C u r v e n  s e c h s t e r  O r d n u n g  m i t  g e m e i n s c h a f t l i c h e n  
D o p p e l b r e n n p u n k t e n  Q,  @'. D i e s e l b e n  b e r l i h r e n  i n  U d i e  G e -  
r a d e  t u  u n d  h a b e n  i n  P e i n e n  d r e i f a c h e n  P u n k t  m i t  d e r  d r e i -  
f a c h  z a h l e n d e n  T a n g e n t e  tp .  Und ferner: G e h t  i m  S y s t e m  S d i e  
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C u r v e  a d u r c h  e i n e n  d e r  i m a g i n L r e n  K r e i s p u n k t e  i n  d e r  B i c h -  
t u n g  II o d e r  t ' ~ ,  bez .  tJ o d e r  t ' ~ ,  s o  w i r d  h i e r d u r c h d i e  O r d n u n g  
d e r  e n t s p r e c h e n d e n  C u r v e  a u m  d r e i  v e r m i n d e r t .  Es  wird also 
die Curve a so zerfallen, dass z. B. bei einem Durchgauge der a durch I 
in der Richtung tI die Gernde i zweimal, i' einmal, dagegen bei einem 
Durchgange in der Richtung t'l die Gerade i einmal, if zweimal als Be- 
standtheil der a erscheint. 

Die Punkte 0, @' und ebenso die Schnittpunkte der Geradenpaare ii, 
i'ï sind mit Hilfe der Kreise tu, cl e leicht zu ermitteln; doch wollen wir 
au€ diese Constructionen hier nicht eingehen. - Als Hauptergebniss unserer 
Darlegungen folgt der Satz: D i e  S y s t e m e  S u n d  (5 s t e h e n  i n  e i n e r  
1 - 4 - d e u t i g e n  V e r w a n d t s c h a f t  s e c h s t e n  G r a d e s .  

Diese Verwandtschaft vereinfacht sich naturgemhss in den am Schlusse 
des vorigen Paragraphen behandelten SonderPillen. So gelten im Palle der 
e l l i p t i s c h e n  Bewegung ( d r = -  d 8, d Z 8  = 0) die folgenden Beziehungen : 
Die Verwandschaft (S, 6) ist eine 1 - 3- deutige vom vierten Grade. Jedem 
Punkte B von 6 entsprechen i n  S drei Punkte auf dem Kreise mit dem 
Durchmesser Pd. Vier Piinkten von S sind in 6 gerade Linien zugeordnet, 
ntimlich dem Pole P die doppelt zhhlende Gerade np, dern Wendepol W die 
unendlich ferne Gerade, jedem der Kreispunkte seine Verbindungslinie mit 

b, dem auf fip liegenden Ponktc 8, fiir welchcn P s  = - - - ist. Dem Punkte 
3 

3 entspricht in  S ein Kreis 5, der durch den Mittelpunkt des Rückkehr- 
kreiaes geht und t p  in P beriihrt, und der Mittelpunkt von a ist der ge- 
meinsame Doppelbrennpunkt aller der circularen Curven vierter Ordnung, 
die in S den Geraden von B conjugirt sind. Alle diese Curven gehen 
durch den Wendepol und haben in P einen Selbstberührungspunkt mit der 
Tangente t p .  Zu jeder Geraden g ergiebt sich in G eine Curve vierter 
Ordnung, welche die unendlich ferne Gerade doppelt berührt. Geht aber 
y durch P, so verwandelt sich die conjugirte Curve in  eine Parabel, und 
die Brennpunkh aller solcher Parabeln erfüllen eine Cissoide. Allen Kreisen, 
welche t p  in P berühren, entsprechen in (5 wiederum Kreise, deren Xittel- 
punkto auf m p  licgen. 

Braunechweig ,  17. December 1890. 
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XIII. 

Ueber zwei, die Krümmung von Curven und das 
Gauss'sche Krümmungsmaass von Flachen betref- 

fende charakteristische Eigenschaften der linc?a.rcrn 

Punkt - Transformationen. 

Von 

Dr. R. MEHMKE, 
Professor a. d. techn. Rochschnle EU Dnrmstadt 

I n  einer Mittheilung tiber Krtimmungseigenschafhn der raumlichen Col- 
lineation und Affinitat* habe ich u. A. die Satze aufgestellt: 

Wenn zwei Curvcn sich in einem Punkte berühren und in diescm 
Punkte gemeinsame Schrniegungsebenen besitzen, oder wenn zwei Flacben 
sich in  einem Punkte bertihren, so andert sich das Verhaltniss ihrer zur 
Bertihrungsstelle gehorigen Krümmungen, bezw. G a u  s s'schen Krümmungs- 
maasse nicht, falls beide zusammen irgend einer linearen Punkttransforma- 
tion des Raumes unterworfen werden. 

E s  entsteht die Frage,  ob man es hier mit Eigenschaften zu thun hat, 
welche allein den linearen und nicht efwa noch irgendwelchen anderen 
Punkttransformationen allgemein zukommen. Diese Prage ist,  wie sich 
zeigen wird, zu bejahen. 

Weil es nur wenig Mehrarbeit erfordert, werde içh die Untersuchung 
statt  für  den gewohnlichen Raum sogleich fIir einen solchen mit beliebig 
vielen Dimensionen durchführen und ferner an Stelle gewohnlicher Fllichen 
1 -  dimensionale Gebilde in einem ebenen Raume von (1 + 1) Dimensionen, 
an Stelle des G s u  s s'schen Krtimmungsmaasses die K r  o n e  c k e r 'sche Ver- 
allgemeinerung dieses Begriffes in Betracht ziehen. 

L Fa l l  zweier sich beriihrenden Cnrven. 

Bei den folgenden Entwickelungen werde ich mich der Rechnung mit 
Strecken (geraden Linien von bestimmter Lange und Richtung) bedienen. 

Sei z der Trager eines beliebigen Raumpunktes - der ebenfalls mit 3 

bezeichnet werden sol1 -, d. h. die Strecke von einem willkürlichen festen 

* ,,Einige Satze über die raumliche Collineation und Affinitat, welche sich 
auf die Krümmung von Curvcn und Fliichen bezieheuu, diese Zcitschrift, S. 56-60 
des laufcnden Jahrganges. 
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Punkte nach jenem Punkte hin. . Eine von dem Punkte x beschriebene 
Curve kann durch eine Gleichung 

x = <P (0 
dargestellt iwerden , worin t eine unabhingige Zahlveriinderliche bedeutet. 
Dann ist,  unter s die Bogenlange von einem willkürlichen, aber festen 
Punkte der Curve bis zum Punkte x ,  sowie unter k die Krümmung der - 

d z as  
Curve in jenem Punkte verstanden, - eine Strecke von der Lange 

d t 
d2 x 

d t  
parallel zur Tangente der Curve in x und ferner - eine zur $chmiegungs- 

d t 2  
ebene der Curve in x parallele Strecke, deren Projection auf  die zu diesem 

Punkte gehorige Hauptnormale der Curve die Lange k (2)' hat und, r e n n  

man ihren Anfangspunkt in  den betreffenden Curvenpunkt verlcgt, nach 
dem zugehorigen Krlimmungsmittelpunkte hin gerichtet ist. Insbesondere 

d  x 
stellt (für t = s)  - eine Strecke von der Lange Eins parallel zur Curven- 

d s  
a 2 x  

tangente, - aber eine Strecke von k Langeneinheiten vor, die, wenn ihr 
d s" ~ - 

Anfangspunkt im Curvenpnnkte selbst angenommen wird, in die Haupt- 
norniale der Curve fallt und nach dem Krüminungsmittelpunkte hin gerichtet 
ist. Mit H. G r  a s  s m a n  n jun. werdc ich letztaro Strezke die zum Punkte x 
gehorige K r  ü m m  u n g s  s t r e c  k e der Curve neunen.* 

Sei nun Z der Punkt ,  in welchen z bei einer beliebigen, durch die 
Streckengleichung 

definirten Punkttransformation des Raumes übergeführt wird. Wir wollen 
x als Function der Bogenlbge  s betrachten, also s an Stelle von t setzeni 
d a m  wird auch 3C eine Function von S. Durch zweimalige Ableitung der 
vorhergehenden Gleichung nach s  erhalt man : 

Liegen mehrere sich im Punkte x bertihrende Curven vor, so ist fur 
d x 

dieselben -. wie aucb 3 und - gerneinsarn, es erscheint also die 
d x  d xe d s  1 d 2 z  

(von Curve zu Curve sich andernde) Strecke - als lineare Streckenfunc- 
d sL 

d2 x d2 F 
tion von -. Wenn man daher die Strecken - alle vom Punkte 1: aus 

d s" d s" 

* H. G r a  s s m a n n ,  Anwendung der Ausdehnunplehre auf die allgemeine 
Theorie der Raumcurven und krummen Fliichen, 1. lhei l  : Raumcurven, Beilage 
eum Programm der lateinischeri Hauptschule in Hallc a. S., Ostern 1886. 

d f  d2f ** - und - sind ,,LückenausdrückeY mit einer, bezw. mit ewei Lücken, 
d x  dx" 

welche nach AusfUllung der Lücken in Strecken übergehen; s. G r a s s m a n n ,  
Lineale Ausdehnungslehre von 1862, Nr. 435 und 450. 
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d2 x 
abtriigt, ebeneo die Strecken - vom h n k t e  x aus ,  so bilden die End- 

ds2 
punkte der erstgenannten Strecken ein zu den Endpunkten der letzteren 
affines System. Ohne diese Beziehung aufzuheben, kann man offenbar, unter 
,C die Bogenlange bei den transformirten Curven verstanden, die Strecken 
d2 2 
- duroh (g)s - welche Grosse ffîr alle transformirten Curven denselben 
d s" 
Werth hat - dividiren und alsdann auf das zu z gehorige gemeinsame 
Normalgebiet der transformirten Curven senkrecht projiciren, wodurch jene 
Strecken in die zum Punkte Z gehorigen Krlimmungsstrecken der transfor- 
mirten Curven übergehen. Wir  uind so a u  folgendem Satze gelangt, der 
ftir RXume von beliebig vielen Dimensionen gi l t ,  da beim Beweise über die 
Anzahl der Dimensionen des Raumes, welchcm die betrachteten Curven an- 
gehoren, keinerlei beuchrankende Voraussetzung gemaüht worden i d :  

E s  b e r ü h r e n  s i c h  m e h r e r e  C u r v e n  i n  e i n e m  u n d  d e m s e l b e n  
P u n k t e  u n d  m a n  t r a g t  v o n  d i e s e m  P u n k t e  a u s  i n  d e r  z u g e o r d -  
n e t e n  H a u p t n o r m a l e n  e i n e r  j e d e n  d e r *  C u r v e n  e i n e  S t r e c k e  a b  
- s i e  m 6 g e  d i e  R r ü m m u n g s s t r e c k e  d e r  C u r v e  z u m  f r a g l i c h e n  
P u n k t e  h e i e s e n  -, d e r e n  L a n g e n s a h l  g l e i c h  d e r  K r U m m u n g  
d e r  C u r v e  i n  j e n e m  P u n k t e  i s t .  W e r d e n  d i e  g e g e b e n e n  C u r -  
v e n  e i n e r  b e l i e b i g e n  P u n k t t r a n s f o r m a t i o n  d e s  R a u m e s  u n t e r -  
w o r f e n  u n d  c o n s t r u i r t  m a n  a u c h  f u r  d i e  t r a n s f o r m i r t e n  C u r v e n  
d i e  K r ü m m u n g s s t r e c k e n  i n  i h r e m  g e m e i n s c h a f t l i c h e n  B e r ü h -  
r u n g s p u n k t e ,  s o  b i l d e n  d i e  E n d p u n k t e  d e r  K r t i m m u n g s s t r e c k e n  
d e r  u r s p r ü n g l i c h e n  u n d  d e r  t r a n s f o r m i r t e n  C u r v e n  z w e i  a f -  
f i n e  P u n k t s y s t e m e . *  

Iiaben die gegebenen Curven in ihrem Berührnngspunkte x eine und 
dieselbe Schrniegungsebene, so bilden die Endpunkte der zu z gehorigen 
Krümmungsstrecken dieser Curven eine gerade Punktreihe a ,  b ,  . .. (in der 
gemeinsamen Hauptnormalen der Curven), also müssen dem eben bewie- 
senen Sstza zufolge bei den transformirten Curven die Endpunkte a ,  b, ... 
der entsprechenden Krümmungsstrecken eine gerade Punktreihe zusarnmen- 
setzen, welche der ersteren ahnlich ist (und in dem zu 2 gehorigen gemein- 
samen Normalgebiet der transformirten Curven liegt, aber den Punkt 2 für 
gewohnlich nicht enthiilt). Sei x, derjenige Punkt  der letzten Punktreihe, 
welcher x ,  els Punkt der ersten Reihe aufgefasst, entupricht. Dann ist - 

x a  - xoa. a - 
Sol1 das Verhaltniss der Krümmungen irgend zweier der gegebenen 

Curven im Punkte x durch die Transformation keine Aenderung erleiden, 
so muss auch 
~p~ - - 

* Ohne Beweis habe ich diesen Satz bereits in Boklen 's  Nathematisch- 
naturwissenschaftlichen Mittheilungen, S. 38, 1891, angeführt. 
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- - 
za x a  - - 
z b - Z '  

also 
x"Ü - z ü  - Z,K zb 

stiin, wie immer die Punkte ü und b liegen mogen. Folglich muss xo mit 
Z zusammenfallen, d. h. wenn eine der gegebenen Curven in x die Krüm- 
mung Nu11 ha t ,  so muss die Kriimmung ihrer Transformirten in a sbenfalls 
verschwinden (denn dieselbe ist ja proportional Zxo). Damit dies allgemein, 
ftir jede Lage von x stattfinde, müssen gerade Linien sich wieder in  solche 
verwandeln, oder die Transformation muss eine linesre sein, W. z. b. W. 

Die vorhergehende Untersuchung hat  überdies den Satz ergeben: 
Wenn b e i  i r g e n d  e i n e r  P u n k t t r a n s f o r m a t i o n  d e s  R a u m e s  

d ie  T r a n s f o r m i r t e  e i n e r  C u r v e  C, d e r e n  K r u m m u n g  i n  e i n e m  
L e l i e b i g e n  i h r e r  P u n k t e  x v e r s c h w i n d e t ,  i m  e n t s p r e c h e n d e n  
P u n k t e  5 e b e n f a l l s  d i e  K r ü m m u n g  N u l 1  h a t ,  s o  w i r d  b e i  d i e s e r  
T r a n s f o r m a t i o n  d a s v e r h t i l t n i s s  d e r  z u r S t e l l e x g e h 6 r i g e n  K r t i m -  
m u n g e n  i r g e n d  z w e i e r  C u r v e n ,  w e l c h e  C i n  z b e r ü h r e n  u n d  h i e r  
g e m e i n s a m e  S c h m i e g u n g s e b e n e  b e s i t z e n ,  n i c h t  g e t i n d e r t .  

II. Pal1 zweier s ich bertihrenden Flhchen, bezw. 2 -  dimensionalen 
Qebilde in einem ebenen Ranme von  (1 + 1 ) Dimeneionen. 

Jedes Punktgebilde G von 1 Dimensionen lasst sich durch eine Strecken- 
gleichung 

1) z=cp(%r %, '.., ~ 1 1 1  

mit u, , u, , . . . , ul als unabhangigen Zahlveranderlichen , darstellen. Setzt 
man die Grossen u gleich beliebigen Functionen einer neuen Zahlveriinder- 
lichen t ,  30 erhalt man die Gleichiing einer jenem Gebilde angehorigen 
Curve C. Wir wollen die Krtîmmung k derselben im Punkte z berechnen. 

Durch zweimalige Ableitung von x nach t ergeben sich bei Benützung 
der Abkürzungen 

2) 
a x 
-- 

aex = x i ,  -- -zhi ,  ( h , i = 1 , 2  ,..., 1 )  
a U. au,, aui 

folgende beiden ~ l e i c h u n ~ e n  : 

z 1 
d2  u, fi=y&d~"++Zi zidti .  

d i e  ,,=l r = ,  ' d t  d t  i= i  

Die (als linear unabhangig vorausgesetzten) Strecken x, , x,, . . . , be- 
bestimmen das 2 - dimensionale ebene Tangentialgebiet z, welches G im 
Piinkte z besitzt. Wir  wollen s als ausseres Streckenproduct Iter Stufe be- 
trachten; der Masswerth von r moge gleich Eins, der Sinn tibereinstimmend 
mit demjenigen des liusseren Streckenproductes [x,x, . . . xl] genommen werden. 

Zeitaahrifi f. Mathemsttk ri. Physik XXXVI, 4. 14 
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Bezeichnet a den Winkel zwischen r und der Schmiegungsebene (oder 
auch der Hauptnormalen) der Curve C im Punkte x ,  dann ist 

a180 

6) ksinar=----- [r $1 
(3 

I n  Anlehnung a n  bekannte Gauss 'sche Bezeichnungen setze man 

Sei ferner A der Msesswerth des ausseren Streckenproductes [x, x, . . . XL], 

daun ist 

d t  d t  d t  
( h ,  i =  1, 2, ..., Z). 

Die Grosse A kann durch die Ehi ausgedrtîckt werden, denn es ist* 

wo die K r  o n e  c k e r'sche Bezeichnungswuiec für Determinanten in Anwen- 
dung gebracht worden ist. Ueberdies erhlilt man aus 3) und 7): 

Fetzt man für den Zahler und Nenner auf der rechten Seite 
Werthe aus 9) und 11) ein, so ergiebt sich 

von 5) die 

duh d ~ i  

12) 
1 

k sir.@ = - p. (h l  i =  
d u h  d u i  

Ftir einen ,Normalschnittu ist  sinlv = 1.** 

* S. Grassmann's  Ausdehnungslehre von 1862, Nr. 175. 
Y* Eci bederf kaum der Erwahnung, dass aus dem Fehlen der zweiten Ab- 

leitiingen der Grossen u nach t auf der rechten Seite von 12) die Verallgemeine- 
rung des Meusni er'schen S a t ~ e s  folgt. 
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Man findet leicht, dass die 2 , ~ a u ~ t ~ r i l m m u n ~ e n "  aus der Gleichung 
Pen Grades 

13) I D h i - A E h i . k I = O ,  ( h , i = I , Z ,  ..., 1 )  
zu bcstimmen sind und folglich das Product K der Hauptkrtimmungen, die 
Kr one  c k e r 'sche Verallgemeinerung des G a u s s  'schen Krtirnmungsmaasses,* 
den Werth hat: 

14) 
1 D h i l  .** g = -  - Al+ï ( h , i = l ,  2,  . m . ,  1 )  

Es werde nun das Gebilde G mit dem ebenen Raume von (1+1) 
Dimensionen, i n  welchem es der Annahme nach sich befindet, einer belie- 
bigen diirch die Streckengleichung 

- 
15) 3 = f (x) 

gegebenen Punkttransformation unterworfen. Alle auf das transformirte 
Gebilde G bezüglichen Grossen sollen dieselben, zur Unterscheidung noch 
mit einem waagerechten Striche versehenen Bezeichnungen, wie die ent- 
sprechenden, auf G beztiglichen Grossen erhalten. Vermoge 1) ist 2 ebenso 
wie x eine Function der Grossen u, , uZ,  . . . , u, . Durch partielle Ableitung 
nach diesen Grossen erhalt man aus 15) (vergl. 2 ) :  

und 

17) 
- df  d2f  
.ch,= - x h i + - x h x i .  (h ,  i =  1, 2, ..., 1 )  

d x d x2 
Die E Gleichungen 16) ergeben, durch aussere Multiplication mitein- 

ander verbunden : 

oder wegen 8 ) :  
- 

l8> A .  : = A  [(g)'. dx Tl 
Biidet man ferncr das aussere Product der vorletzten Gleichung mit 

17), so kommt, bei Anwendung der Abktirzungen 

und 

20) 

* S. Monatsberichte der Berliner Akzdemie, S. 688, 1869. . 
** Vgl. B ee z ,  Ueber da8 Krümmungsmaass von Mannichfültigkeiten hoherer 

Ordnung, Mathem. Annalen, Bd. Vil S. 395 Formel (40). 

** [El1+' i d  der ,,Potenzwerthl~ den ,,Bruchedt -. S. G r sssmann ' s  Aiis- dx' 
dehnungslehre von 1862, Nr. 383 und 441. Wenn man von Coordiuaten Gebrauch 
rnacht, 80 wird x zur , ,Fun~tionaldeterminante '~ des die Transformation vermit- 
telnden Functiooensystems. 

14- 
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Wenn man mit Hilfe dieser Gleichung die Determinante der Grossen 
si bildet und rechts nach Potenzen von x entwickelt, so wird offenbar 
der Coefficient von x' gleich der aus den Dhi zusammengesetzten Deter- 
minante, d. h. man kann schreiben: 

22) ( D h j ~ = x ' . I D h [ I f  R. ( h ,  i = I l  2, ..., 1) 
Uni einen Ausdruck für 5 zu gewinnen, erhebe man 18) ins innere 

Quadrat. Weil einer früheren Annahme gemkss das innere Quadrat von t 
den Werth Eins hat ,  so ergicbt sich: 

-2 A = A. [(cf)'. .]O 

oder, wenn man die Abktirzung 

Fur das K r o  n e c k e r'scho Krümmungsmaass des transformirten Ge- 
bildes G im Punkte Z findet man daher: 

Man betrachte nun beliebig viele sich in einem Punkte x berührende 
Gebilde G. Ihre Gleichungen konnen 80 gewahlt werden, dass die Grosse A 
für alle denselben Werth erhalt; x ,  s uud p sind ohnehin gemeinsam. 
Wenn das Verhaltaiss der K r  o n e  c k e r'schen Krtimmungsmaesse je zweier 
beliebigen untcr diesen Gebilden im Punkte x von der Transformation un- 
berührt bleiben soll, dann musu, wie Gleichung 25) zeigt,  R stets gleich 
Nul1 sein. Man überzeugt sich leicht, dass dies nur  moglich is t ,  wenn die 
Grossen A h i  alle verschwinden. Dann müssen vermoge 21) die Grossen ai 
gleichzeitig mit den Dhi verschwinden. Wir  konnen diese Thatsache fol- 
gendermassen in Worte fassen: Hat  eines der betrachteten Gebilde in s 
einen ,ebenenu Punkt, so muss das transformirte Gebilde in 3 gleichfalls 
einen ebenen Punkt  besitzen. Die Benennung ,ebeneru Punkt  wird ohne 
Weiteres verstindlich sein: es ist  ein Punkt von der Beschaffenheit gemeint, 
dass jede hindurchgelegte Ebene das Gebilde in einer Curve schneidet, dereu 
Krtimmung in jenem Punkte verschindet .  Sol1 die fragliche Eigenschaft 
allgemein bestehen, welches auch die Lage von z und a sein mag, so muss 
jede Ebene durch die Transformation wieder in eine Ebene verwandelt 
werden, mit  anderen Worten , die Transformation muss eine lineare sein. 

Indem man die Reihenfolge der obigen Schlüsse umkehrt,  erhalt man 
einen hatz ,  der für i = 2 ausgesprochen lautet: 
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Wenn b e i  i r g e n d  e i n e r  P u n k t t r a n s f o r m a t i o n  d e s  R a u r n e s  
die  T r a n s f o r m i r t e  e i n e r  F i a c h e  F, d i e  e i n e n  , e b e n e n u  P u n k t  s 
h a t ,  i m  e n t s p r e c h e n d e n  P u n k t e  5 a u c h  e i n e n  , , e b e n e n u  P u n k t  
b e s i t z t ,  s o  w i r d  b e i  d i e s e r  T r a n s f o r m a t i o n  d a s  V e r h a l t n i s s  delr 
zur S t e l l e  x g e h o r i g e n  G a u s s ' s c h e n  K r t l m m u n g s m a a s s e  i r g e n d  
z w e i e r  F l f i c h e n ,  d i e  F i n  z b e r l i h r e n ,  n i c h t  g e a n d e r t .  

Im Vorstehenden sind einige der Ergebnisse von Untersuchungen tlber 
Krtimmungseigenschaften beliebiger Punkttranvformationen und gewivser 
anderer Transformationen enthalten, welche ich der Hauptsache nach be- 
reits irn FrUhjahr 1885 angestellt habe und demnachst in einer Reihe von 
Miitheilungen zu veroffentlichen gedenke. 

D a r m s t a d t ,  April 1591. 
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XIV. 

Ueber eine allgemeine Classe von ein-zweideutigen 
Raumtransformationen. 

Von 

Dr. B. WIMMER 
in Niirnberg. 

Die vorliegende Arbeit behandelt eine allgemeine Classe von ein-zwei- 
deutigen Transformationen im Raume. Von zwei Seiten. her wurde der 
Theorie der ein - zweideutigen Raumtransformationen vorgearbeitet. Erstens 
durch die Untersuchung der ein - eindeutigen Raumtransformationen, die mir 

hauptsiichlich den Herren No  t h e r , C r  e m  O n a und C a y l e y  verdanken; 
zweitens durch die Abbildung einer Doppelebene auf eirie einfaçhe Ebene, 
also eine ein - zweideutige Ebenentransformation , von welcher C 1 e b s c h  zuerst 
einige Fiille ausftihrte, und von welcher Herr  Professor N o  t h e r  alle mog- 
lichen Falle auftitellte. 

Ein-zweideutige Raurntransî'ormationen sind bis jetzt nur  einige wenige 
betrachtet worden ; so untersuchte A s  c h i e r  i (Rendiconti del r. Istituto lom- 
bardo, Serie 11 Bd. XIV und XV) diejenige ein-zweidentige Raumtransfor- 
mation, bei welcher den Ebenen eines Raumes im andern Ilaurne Flachen 
zweiter Ordnung mit einem festen Kegelschnitte und zwei variablen Schnitt- 
punkten entsprechen, und R e y  e (Geometrie der Lage, II. Tbeil) diejenige, 
bei welcher den Ebenen des einen (Doppel-) Raumes im andern Raume 
Flachen zweiter Ordnung mit sechs festen und zwei variablen Schnittpunkten 
entsprechen. Die in  dieser letzteren Transformation enthalteue ein-eindeu- 
tige involutorische Raumtransformation wurde in einer Inauguraldissertation 
der Universitat Breslau (,Deber eine raumliche involutorische Verwandt. 
schaft siebenten Grades und ihre Kernflhche IV. Ordnung , von V i k t or 
E b e r h a r d  ", Breslau 1885) und friiher bereits von G e i s e r  ( C r e l l e ' ~  
Journal Bd. 69) nach den verschiedensten Richtungen untersucht. 

Allerdings hat nun R i  c c a r  d O d e P a o l i  s in rnehreren Abhandlungen 
(Accademia, dei Lincei 1877 und 1885) die allgemeinen Beziehungen, die 
bei den ein-zweideutigen Ebenen- und auch Raumtransforrnationen statt- 

finden miissen, klargelegt; doch hat derselbe keine eigentliche Transforma- 
tion angegeben. 
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Auf Anregung des Herrn Professor N o t h e r  beschaftigte ich mich 
daher mit einer beatimmten ein-zweideutigen Raumtransformation, welche 
bisher uicht aufgestellt war und welche durch Specialisirung eine ganze 
Classe von ein - zweideutigen Raumtransformationen giebt,  die bedeutend 
allgemeiner als die bisher betrachteten sind. Doch habe ich hier zunachst 
nur den allgemeinsten Fa11 behandelt und behalte ich mir die Bearbeitung 
der speciellen Transformationen vor. 

Die Nethode, die ich hierbei anwendete , is t  algebraisch- geometrisch 
und lehnt sich die vorliegende Arbeit au die von Herrn Professor No t h e r  
über ein-eindeutige Raumtransformationen, vermittelt durch drei bilineare 
Gleichungen, veroffentlichte Abhandlung a n  (Mathem. Annalen Bd. 3). 

Der Inhalt der vorliegenden Arbeit ist  kurz folgender. 

Nachdem im 5 1 einige allgemeine Beziehungen der ein - zweideutigen 
Transformationen erortert s ind,  giebt 2 die Definition der zu untersuchen- 
den Transformation durch drei Gleichungen. 5 3 behandelt sodann die- 
jenigen Flachen (vierter Ordnung mit fester Curve elfter Ordnung), welche 
den Ebenen des doppelten Baumes entsprechen, und ausserdem die den 
Geraden des doppelten Raumes entsprechenden Curven (fünfter Ordnung 
vom Geschlechte 2). 

I n  5 4 wird die Gleichung derjenigen Fliichen (fünfter Ordnung mit 
beweglicher Doppelcurve dritter Ordnung) aufgcstellt, welche den Ebonen 
des einfachen Raumes entsprechen, wahrend 5 5 die Gleichung der sogen. 
Uehergangsfliiche enthtilt. Die Curven (vierter Ordnnng zweiter Species') 
welche den Geraden des einfachen Raumes entsprechon, werden in 5 6 unter- 
s ~ c h t .  

Der 5 7 behandelt ferner die im einfachen Raume befindliche Doppel- 
flache (zwolfter Ordnung mit dreifacher Curve elfter Ordnung). 

I n  3 8 musste ein Theil der Betrachtungen über die involutorische 
Transformation im einfachen Raume vorgenommen werden, um in 5 9 die 
weiteren Hauptelemente - ein Theil war bereits in  5 4 festgelegt worden 
- des Uoppelraumes bestimmen zu k h n e n .  

5 10 wendet sich wieder zur involutorischen Transformation, speciell 
zu den Hauptelementen derselben, welche aus einer Curve elfter Ordnung, 
vier Kegelschnitten und 35 Geraden bestehen. Die involutorische Verwandt- 
schaft wird als von der 19. Ordnung gefunden. 

Scliliesslich blieb noch der durch die involutorische Verwandtschaft im 
einfachen Raume bestimmte Strahlencomplex zu untersuchen tibrig. Der- 
selbe ist kcin anderer, als der R e  y e'sche Tetraedercomplex (xweiten Grades). 

Für die vielfachen Anregungen und Unterstützungen, die mir bei der 
Ausführung meines Themas von Herrn Professor Dr. M. N o  t h e r zu Theil 
wurden, erlaube ich mir an dieser Stelle meinen herzlichsten Dank auszu- 
sprechen. 
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Nach Fertigstellung dieser Arbeit kam mir eine Abhandlung des Rerrn 
Mon t e s  a n  O ,  Su la trasformezione involutoria del10 spezio che determina 
un complesso tetraedrale" (Rendiconti della B. Accademia dei Lincei 1889) 
zu Gesicht, welche vom Tetraedercomplex ausgehend die auch in dieser 
Arbeit behandelto involutorisehe Transformation auf synthetisch- geometri- 
schem Wege entwiukelt, ohne titirigens auf die zugehorige ein - zweideutige 
Transformation einzugehen. 

.- 

Ehe ich in  die Behandlung meines eigentlichen Themas eintrete, rnikhte 
ich kure einige allgemeine Bemerkungen vorausschicken. 

Denken wir uns namlich irgend eine ein- zweideutige Transformation 
zwischen einem ltaume, dessen Punktcoordinaten x, , s e ,  X, , x, , und einem 
Raume, dessen Punktcoordinaten y,, y2,  y,, y, seien, so entsprechen jedem 
Punkte des einen (etwa y-) Raumes irn Allgemeinen zwei Punkte des andern 
(etwa x - )  Raumes, jedem Punkte des x-Raumes aber im Allgemeinen nur 
ein Punkt  des y-Raumes. 

Den y-Raum nennt man gewohnlich den doppelt ilberdeokten und den 
x-Raum den einfach überdeckten Rauru. 

Nun entsteht zunachst die Frage, für welche Punkte y die zwei ent- 
sprechenden Punkto x zusammenfallen. 

Man findet, dasv diese Punkte y eine Flache erfüllen, welche als 
,,Uebergangsfliicheu bezeichuet wird. Sie stellt gleichsam die Contur des 
auf don Doppelraum abgebildeten cinfachen Raumes dar. Die diesen Punk- 
ten y entvprechenden Punkte x erfüllen , e h  Flache, welche der Uebergangs- 
flache eindeutig entspricht, und als ,,Doppelflacheu bezeichnet wird. 

Die Pnnktepaare des x-Raumes,  die den Punkten des y-Raumes ent- 
sprechen, bestimmen im x-Raume selbst wieder eine ein-eindeutige und 
zwar involutorische Transformation. 

I m  Vorstehenden sind diejenigen hauptsachlichsten Resonderheiten an- 
gegeben , welche die ein -2weideutigen Transformationen von den ein - ein- 
deutigen Transformationen im Wesentlichen unterscheiden. 

Eingehend erortert sind diese allgerneinen Reziehungen bei R i  c c a r  d O 

d e  P a o l i s  1. c. 

§ 2. 
Bestimmung einer allgemeinen Classe von ein - zweidentigen Trans- 

formationen dnrch dre i  Gleichungen. 

Wir  wollen im Nachfolgenden diejenige ein- zweideutige Transformation 
zwischen zwei R5iimen betrachten, die bestimmt ist durch die folgenden 
drei Gleichungen zwischen den Coordinaten der beiden Raurne: 
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I A i y i  = O  
1) i =  1, 2,  3,  4. 

x r i  Yi = O 
wobei die Ai und Bi lineare und die ri quadratische Functionen der Coordi- 
naten x , ,  x 2 ,  x 3 ,  x,  sind. 

Durch diese drei Gleichungen ist im Allgemeinen jedem Punkte x - 
bestimmte Hauptelemente ausgenommen - ein und nur ein Punkt  y zu- 
geordnet, wahrend jedem Punkte y durch Vermittelung eben dieser drei 
Gleichungen im Allgemeinen swei Piinkte x entsprechen. 

Die obigen drei Gleichungen lassen sich auch noch in folgender Form 
schreiben : 

1 A , x i  = O  
11) j / i i x i  = O  1, i =  1: 2, 3 , 4  

x c i k ~ i ~ k = o  
wobci die Ai, Bi und Cik lineare Functionen der yi sind. Wie die Coeffi- 
cienten der yi in den Ai, Bi und Cik mit den entsprechenden in A;, Bi und 
ri zusamrnenh!ingen, ist leicht su übersehen. 

Bus den drei Gleichungen 1) ergeben sich sofort die Werthe der y, 
ausgedrückt durch die x. 

Es ist namlich 

Durch Specialisirung der Coefficienten in den drei Gleichungen erhalt 
man eine bedeutende Anzahl von verschiedenen ein-zweideutigen Transfor- 
mationen. Wir wollen jedoch hier nur den allgerneinen Pal1 betrachten. 

§ 3- 
Ueber die den Ebenen des y - (Doppel-) Raumes entsprechenden Flachen 

vier ter  Ordnnng i m  einfachen (x-) Raume. 

Um diejenigen Flachen des x -  Raumes zu finden, welche den Ebenen . 
des y -  Raumes entsprechen, nimmt zu den drei Gleichungen 1) noch die 
Gleichung einer Ebene des y - Raumes 

1zciyi = O 
und elirninirt aus diesen vier Gleichungen die y. Man erhalt sodann als 
Gleichung der entsprechenden Fiache die gleich 0 gesetzte Detcrminante: 

Dieselbe ist in den s vom vierten Grade, also die durch sie dargestellte 
Fiache von der vierten Ordnung. 
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Den sammtlichen Ebeneu des y - Raumes entsprechen die sammtlichen 
Flachen vierter Ordnung, die man erhtilt, wenn man den u alle moglichen 
Werthe beilegt. 

Da je drei dieser Flachen nur zwei veranderliche Punkte gemein haben 
dtirfen, so ist klar, dass 62 Schnittpunkte oder deren Aequivalente fest sein 
mlissen für alle Fliichen dieses Systems. 

Um diese gemeinsamen Elemente zu finden, henützt m a n  dieselbe Me- 
thode, die Herr Professor N O t h  e r  bei den ein - eindeutigen Transformationen 
angewendet hat. (S. Mathem. Annalen, Bd. 3 S. 553.) 

Bezeichnen wir namlich i n  der obigen Gleichung der Flache vierter 
Ordnung die Unterdeterminanten der ui mit <pi, so ist durch 

X z ~ ~ r + 7 ~ = 0  

eine beliebige Flache des Systems dargestellt. Hierzu gehoren auch = O, 
pz = O, <p3 = 0,  rp4 = 0. Diejenigen Elemente, welche diese vier Flacheu 
gemeinsam haben, müssen nun in jeder Flache des Systems enthalten sein. 

E s  ist aber 
A, <pl + Airpz + A,<p3 + A 4 ~ 4  0, 
B , < p , + B , v , + B , 9 , + B , 9 , = ~ ,  
ri 'PI + r2 pn + r3 (P, + r4 v4 - 0. 

F ü r  den Schnitt von q, = 0 und 9, = 0 ist also 

und 

F u r  die Coordinaten dieses Schnittes ist also entweder auch ~ 3 ~ 0  
und rp, = O, d. h. auch q, = rp, = O muss durch diesen Theil des Schnittes 
von <pl = <pz = 0 hindurchgehen , oder es ist 

Diese drei Gleichungen stellen aber drei projectivische ~lachenbüschel von 
der ersten, resp. ersten und zweiten Ordnung dar und erzeugen eine Curve 

fiinfter Ordnung als Schnitt einer Flache zweiter Ordnung 

A, A4 
1:: A B : ~ = o  

und einer Fliiche dritter Ordnung 1 ( = O ,  welche eioe Gerade 
A, = A, = 0 gemoinsam haben. r3 r 4  

Diese Curve fünfter Ordnung stellt den beweglichen Theil des Schnittes 
von rp, = = O  dari  für den tibrigen Theil des Schnittes, welcher eine 
Curve elfter Ordnung is t ,  muss auch <p, = <p4=.0 sein. Diese Curve elfter 
Ordnung ist also fest für alle Flichen des Systems I: u, rpi = 0. 

Das Geschlecht der Curve fünfter Ordnung ist - 2 ,  denn die Zahl der 
scheinbaren Doppelpunkte ist  = 4. 

Die Zahl der scheinbaren Doppelpunirte der Curve olfter O r d n u q  ist 
= 31, also ihr Geschlecht == 14. 
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Diese Resultate ergeben sich durch Anwendung der Formel des Artikels 
108 in S a l m o n ' s  Raumgeometrie, LI. Theil. 

Aus der Formel des Artikels 109 folgt die Zahl der Durchschnitts- 
punkte der beiden Curven elfter und fünfter Ordnung. 

Dieselbe ist = 18. 
Die bewegliche Curve fnnfter Ordnung P', entspricht derjenigen Ge- 

raden P des y-Raumes,  in  welcher sich die zwei Ebenen schneiden, die 
zwei Blachen des Systems t u i c p i  = O  entsprechen, und zwar entspricht 
jedem Punkte auf P ein Punktepaar auf P i .  

J e  drei Fltichen des Systems 1 ut cpi = 0 schneiden sich ausser der 
festen Curve elfter Ordnung noch in zwei ver%nderlichen Punkten, denn die 
den beweglichen Theil des Schnittes zweier von diesen Flachen darstellende 
Curve Pe5 kann die dritte ausscr der Curve elfter Ordnung nur mchr in 
4.5 - 18 = 2 Puukten treffen. Man ersieht daraus, dass die Curve elfter 
Ordnung das Aequivalent ftir die 62 Schnittpunkte der Flachen des Systems 
ist, welche nach der Netur der Transformation fcst sein rnliesen, und dass 
alvo weitere feste Punkte niçht mehr existiren konnen. 

Wahrend nun im Allgemeinen jedem Punkte des x-  (einfachen) Raumes 
nur ein Punkt des y -  (Doppel-) Raurnes entspricht, entspricht jcdem Punkte 
der festen Curve elfter Ordnung nach der allgemeinen Theorie eine Gerrtde. 
Diese Geraden erflillen eine Plache, welche von einer beliebigen Geraden P 
des y-Raumes in soviel Punktcn getroffcn wird, als die der Geradcn ent- 
sprechende Curve Pr5 des x -  Baumes die Curve elfter Ordnung trifft, nam- 
lich in 18 Punkten. Die betreffende Flache ist also von der 18. Orduung. 

§ 4. 
Ueber die den Ebenen des einfachen (x-) Raumes entsprechenden 

Flachen fiinfter Ordnung des y -  (Doppel-) Ranmes. 

Wir wollen nunaiehr diejenigen Plachen des y-Baumes aufsuchen, 
welche den Ebenen des x-Baumes entsprechen. 

Dieselben ergeben sich durch Elimination der xi aus den Gleichungen 
II) in $ 2 und der Ebenengleichung 

t ui xi = O 
und zwar in folgender Form: 
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Die durch diese Gleichung dargestellte Flliche ist drther von der funften 
Ordnung, was auch mit der Thatsache libereinstimmt, dass den Geraden des 
y -  Raumes Curven funfter Ordriung im x - Rauxne entsprechen. 

Die Betrachtung der durch die Matrix 

5 5 2: ;:i 
dargestellten Determinanten ergiebt n u n ,  dass dieselben ftir die Coordinatan 
y einer und derselben Curve dritter Ordnrqg siimmtlich uerschwinden. 

Diese Curve dritter Ordnung muss also für  die Flache ftinfter Ordnung 
F ( u ,  u) = O Doppelcurve sein, wie man aus der Form von F ( u ,  u) = O ersieht. 

Ferner werden die Determinanten des Systems 

s: Bi 2 21 
durch die Coordinaten (y) von vier Punkten e,, e,, e,, e4 s h m t l i c h  zum 

' Verschwinden gehracht. 
Diese vier Punkte müssen daher ebenfalls als Doppelpunkte ituf 

F ( u ,  u)  = O  liegen und zwar bleiben sie fest fu r  alle Flachen des dreifach 
unendlichen Systems F ( u ,  w) = O, wahrend die Doppelcurve dritter Ordnung 
sich mit den ui andert. 

Man sieht, dass auch die skimmtlichen Doppelcurven dritter Ordnung 
durch die vier fcsten Doppelpunkte gehen müsson. 

Doch sind es diese vier Punkte nicht allein, welche die Allgemeinheit 
der Lage der Doppelcurven beschrlnken. I n  welcher Weise eine solche 
Beschrhkung noch weiterhin stattfindet, werden wir spliter sehen. (S. § 11.) 

8 5- 
Ueber d ie  UebergiZngsflache 0 = O  des y -  (Doppel-) Ranmes und 

i h r e  Lage m den Flachen F ( u ,  u) = 0. 

Bezeichnet man,  wie irn vorigen Paragraphen, die der Ebene Izcizi = O 
entsprechende E'lache f h f t e r  Ordnung im y-Raume mit F ( u ,  u) = 0 und 
in gleicher Weise die der Ebene E v i z i  = O  entsprechende Flache mit 
F(v ,  v )  = O, so lasst sich des Product F ( u ,  u)  . F(v, v )  in folgender Form 
schreiben: 

III) 3 ( u ,  u ) .  F ( v , v )  _ F ( u ,  u ) ~ -  ( . A B u v ) ~ R .  
Hier ist: 

I 
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Urn zu diesem Resultat zu gelangen, wendet man den Determinanten- 
satz von H e s s e  auf die unterstrichenen Glieder der nachfolgenden Deter- 
minante an:  

F(u ,  a) = 0 stellt eine Flache ftinfter Ordnung im y -Raume dar, 
welche die Doppelcurve von F ( u ,  u) = 0 und auch dicjenige von F(v, v )  = O, 
aber beide einfach enthalt. 

Ebenso enthtilt F ( u ,  V )  = O  die vier Punkte e,, e,, e,, e4 doppelt. 
(ABuv) = O  stellt eine Flache zweiter Ordnung im y-Raume dar, 

welche die erwiihnten Doppelcurven ebenfalls einfach und auch die vier 
Punkte el ,  e,, e,, e4 einfach enthiilt. 

R c O ist die Gleichung einer Flache sechster Ordnung, wclchc die 
Doppelcurven nicht, die vier Puukte el ,  e2, e,, e4 dagegen doppelt enttiiilt. 
Sie ist von u unabhtingig. 

Die Identitat III) sagt uns nun, dass die Flache P ( u ,  u) = O  sowohl, 
Js auch F(v ,  v) = O die Flache R = O in je einer Curve ,15. Ordnung be- 
rühren, welch' letztere Curven den Schnitt von F ( u ,  v )  = O  und R = O  
ausmachen mussen. 

Ebenso konnen wir uns aus dieser Identitiit wiederum überzeugen, dass 
sowohl die von den eci ttbhangige Curve dritter Orduung für F ( u ,  u) = O, 
alu auch die von den vi ttbhangige Curve dritter Ordnung Doppelcurve für 
F(u, v) = O sein muss. 

Bus der Identittit III) folgt ferner, dass die Gleichung der Fliiche 
F(u, u) = 0 bis auf einen von den ui unabhangigen Factor F(o, a) in der 
Form 
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geschrieben werden kann,  oder auch in der Form 

(F(u, v) + ( A B u v )  f i )  ( F ( u ,  vj - ( A B u v )  i n )  = 0. 

Da aber sowohl F ( u ,  v ) ,  a h  auch (ABuv) linear von den ui abhhgig  
sind , so kann diese Gleichung auch, wie folgt , geschrieben werden : 

[ t u ,  ( M ~  + xi VR) ] .  [t ui (M~ - xi J R ) ]  = O, 

wo die Mi und Ni von den ui unabhingig sind, und zwar 

Da die eben geschriebene Gleichung der Gleichung 1 uix i  = 0 fur be- 
liebige u; entsprechen muss, so muss man t uizi einern der beiden Fac- 
toren proportional setzen; wir setzen nun 

a )  o x i = ~ i + ~ i  p'n. 
Dann cntspricht einom Punktc x ,  ftir welchen 1 ui xi = O i s t ,  ein Punkt y 

Z u; Mi 
von F ( u ,  u) = 0, und zwar wird dafür JR = - also eine rationale 

t ui  Ni 
Function der y ,  d. h. man hat  langs F ( u ,  u )  = 0 ein ganz bestimmtes 
Blat t ,  welcbeü t uixi eindeutig entspricht. Ein zweites, von dern ersten 
vollig getrenntes Blatt erhalt man dadurch, dass man langs F ( u ,  u) = 0 
J R  den entgegengesetzten rationalen Werth giebt. Die zugehorige Flache 

t u i  Mi 
des x- Raumes würde man erhalten durch Q X ~ =  Mi + Ni. -------' von dieser 

t t h i N i l  
Flache wird spater gehande\t werden. 

Man kann also sagen, dass der ganze y-Raum doppelt überdeckt ist 
und dass sich die beiden Blatter durch dau Vorxeichen von JR unter- 
scheiden. 

Geht man von einem Punkte y aus und setzt die beiden Werthe von 
/n ein, so erlialt man aus den Gleichungen a) zwei zugehürige Werthe 
von x ,  d. h. ein Punktepaar des x-Raumes. 

F ü r  diejenigen Punkte y, ,  für welche R = O  is t ,  fallen die beiden 
Werthe von xi zusammen und R = O  ist somit die Uebergangsfliiche des 
Doppelraumes. 

§ 6. 
Ueber die  den  Geraden des x - (einfachen) Raumes entsprechenden 

Cnrven vier ter  Ordnung des y-Raumes.  

Daraus, dass den Ehenen des y-Itaumes Pllichen vierter Ordnung im 

2- Raume entsprechen ( 5  3), kann man schon scliliessen, dass den Geraden 
des x -  Raurnes Curven vierter Ordnung im 9 - Raume ent,sprechen werden. 
Um diese n h r  zu bestimmen, verfahrt man auf folgende Weise: 
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Ausser der Curve P, schneiden sich zwei Plachen fünfter Ordnung 
F ( u ,  u) = O und F(u', u') = O noch in einer Curve 21. Ordnung. Dieselbe 
entspricht denjenigen Punktepaaren im 2- Raume, von denen der eine Punkt 
auf der Ebene (u), der andere conjugirte auf der Ebene (u') liegt. 

I n  jeder Ebene bilden diese Punkte eine Curve von der 19. Ordnung, 
wie wir spater sehen werden. ( 5  8.) 

Diese Curve 21. Ordnung schneidet die Curve P4 erstens in den 
2.7 = 14 Puukteil, in welchen f4 von den beiden Doppelcurven von 
F ( u ,  u)  = O und F(u', u') = 0 (welche Punkte nattirlich nicht zusammen- 
fallen konnen) getroffen wird, zweitens in den zw6lf Punkt,en, in denen 
R = O  von P, getroffen, resp. bertihrt wird. Das giebt im Ganzen 26 
Schnittpunkte - ein Resultat, das sich durch Anwendung einer bekannten 
Formel tiber die Durchschnittspunkte zweier Curven, welche den vollstan- 
digen Schnitt zweier Flachon ausmachen, verificiren lasst. (S a 1 m O n , 1. c. 
Art. 10%) / 

9 7. 
Ueber die  Doppelflache R' des einfachen (x-) Ranmea. 

Der Uehergangsflache R des y-Eaumes entspricht im x-Raume eine 
Plache zwolfter Ordnung R' eindeutig. Die Gerade P' des x-Raumes trifft 
namlich R' in soviel Punkten, als die der Geraden entsprechende Curve 
vierter Ordnung P, die Flache 9 trifft, also in zwolf Punkten. 

Eigcntlich sollte einer FlDche sechstor Ordnung des y-Raumes 9 eine 
Fliiche 24. Ordnung entsprechen; da  jedoch immer zwei der entsprechenden 
Punkte zusammenfallen, so ist die Flache eine doppelt zu ziihlende Plache 
zwolfter Ordnung. (S. auch 5 9, Endc.) 

Diese Flache R' ist die Jacobiana der Plachen vierter Ordnung, welche 
den Ebenen des y - Raumes entsprechen , und wird Doppelflache genannt. 
Sie geht dreimal durch die Hauptcurve elfter Ordnung des x-Raumes. Jede 
Ebene (zc) des x - Raumes schneidet R' langs einer Curve zwolfter Ordnung, 
welcher im y-Raume die Rerfihrungscurve 15. Ordnung zwischen R = O  und 
F ( u  , u) = O entspricht. 

Da jeder Punkt  der Hauptcurve elfter Ordnung ftir 9' dreifach ist, so 
folgt daraus, dass die dem Punkte entsprechende Gerade des y - h u m e s  
mit R nur drei Punkte gemeinsam baben kann,  also R in diesen drei 
Punkten berühren muss. Somit wird R auch von der Fliiche 18. Ordnung 
bcrührt,  welche diese Geraden cnthalt. 

Die den Geraden des y-Raumes entsprechenden Curven fünfter Ordnung 
treffen R' ansser der Hauptcurve noch in je sechs Punkten, welche den 
sechs Punkten entsprechen, in denen R von der entsprechenden Geraden 
getroffen wird. Die den Ebenen des y-Raumes entsprechenden Plachen 
vierter Ordnung schneiden 9' noch in einer Curve 15. Ordnung u. S. W. 
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9 8. 
Ueber d ie  involutorische Transformation i m  einfachen (x-) Raume. 

Da jedem Punkte des y-Raurnes zwei Punkte des x-Raumes ent- 
sprechen, so kann man sagen: Die Punkte x entsprechen sich involutorisch, 
d. h. jedem Punkte z entspricht ein zweiter Punkt  x' und diesem wieder 
der erste. - 

Einer Ebene Eui xi = O des x -  Raumes entspricht im y -  Raume eine 
Flache ftinfter Ordnung; dieser muss nun im x-Roume wieder eine Flache 
20. Ordnung entsprechen, welche jedoch in die Ebene Euixi = O und eine 
Fliiche 19. Ordnung zerfhllt. 

Diejenigen Punkte also, welche den Punkten einer Ebene (u). des 
x-Raumes involutorisch entsprechen oder ihnen conjugirt sind, erfüllen 
eine F1S;che 19. Ordnung F;$"). Dieselbe geht f ~ n f m a l  durch die Haupt- 
curve elfter Ordniing und auch durch die Curve zwolfter Ordnung, in 
welcher 9' von der Ebene (u) geschnitten wird. Die Flache ~ ; 4 " '  schneidet 
daher dio Ebeno u noch in einer Curve siebenter Ordnung, welche die elf 
Schnittpunkte der Ebene (u) mit der Hauptcurve elfter Ordnung als Doppel- 
punkte enthalt und von den conjugirten Punktepaaren gebildet wird, welche 
in der Ebene (u) liegcn. Diese Curve siebenter Ordnung entspricht der 
Doppelcurve von P(u, u) = O und ist vom Geschlechte 4. 

4 u s  dem Obigen folgt unmittelbar, dass den Punkten einer Geraden P' 
des x-Raumcs die Punktc einer Raumcurve 19. Ordnung P',9 involutorisch 
entsprechen. Dieselbe hat mit der Geraden P' die zwolf Punkte gemein, 
in denen '2' von P' getroffen wird. 

Suchen wir nunmehr diejcnigen Punkte einer Ebene (u), welche ihre 
involutorisch entsprechenden auf einer andern Ebene (u') haben, so findet 
man, dass diese Punkte von der Ebene (u) ails der Flache F~'Y''' aus- 
geschnittcn werden, ebenso, wie ihre entsprechenden Punkte in (u') von 
einer F l k h e  F;!J''". Die gesuchten Punkte bilden daher eine Curve 
19. Ordnung , ebenso ihre entsprechenden in (un). 

Diese beiden Curven haben die zwolf Punkte gemeinsarn, in  denen die 
Schuittl~nie ihrer Ebenen '2' schneidet. Jede derselben hat  ferner die elf 
Punkte zu fünffachen Punkten, die von der Hauptcurve elfter Ordnung in 
(u) und bez. (u') ausgeschnitten werden. Beiden Curven entspricht iin 
y -  Raurne die Curve 21. Ordnung , welche E'(u, u) = O und B(ur, u') = O 
ausscr P, noch gemeinsam haben. (S. 5 6.) 

Suchen wir ferner diejenigen Puukte einer Ebene (u),  deren involuto- 
risch entsprechende in einer gegebenen Geraden P' liegen, so finden wir, 
dass es 19 solcher Punkte giebt. Dieselben werden auf (u) von der der 
Geraden P' involutorisch entsprechenden Curve ausgeschnitten, ebenso 
ihre entsprechenden auf Pt von der Flache Pi$'). 

Beitschrift f. Mathematit u. Physik XXXVI, 4. 1 Fi 
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Diese 2.19 Punkte entsprechen mit Hinzurechnung des Schnittpunktes 
von (u') und P' und seines conjugirten den 20 Schnittpunkten der Curve P, 
im y-Raume (welche P' entspricht) mit F ( u ,  u) = O. 

Nehmen wir nunmehr drei Ebenen im x-Raume (u) ,  (u ' ) ,  (u") und 
bczeichnen ihre reep. Schnitte mit (uu ' ) ,  (u'u"), (uu"), so giebt es auf der 
Geraden (uu') 19 Punkte,  deren involutorisch entsprechende auf U" liegen, 
ebenso auf (uu") 19 Punkte, deren involutoriscb entsprechende auf u' liegen, 
und schliesslich gilt dasselbe von (u'u") und u. (S. R i  c c a r d o  d e  P a o l i s ,  
Le trasf. doppie del10 spazio, R .  Acc. dei Lincei 1885, S. 14.) 

Einem jeden dieser sich im x-Raume involutori~ch entsprechenden 
Punktepaare entspricht nun im y - Raume ein und nur ein Punkt y ,  welcher 
daher den drei Flëchen des y-Raumes F(u,  u) = O, ~ ( u ' ,  u') = O und 
F(u", un) = 0 gemeinsam sein muss. 

Das ergiebt 57 gemeinsame Punkte der erwahnten Flachen. 

, 5 9. 
Ueber wei te re  Hauptpunkte im y - (Doppel-) Raume. 

Die eben abgeleiteten Beziehungen setzen uns in den Stand,  die Haupt- 
elemente des y-Raurnes des Weiteren festxulegen. 

Wir  haben hereitn gefunden (5  4), dass die sammtlichen den Ebenen 
des x-Reumes entsprechenden Flachen filnfter Ordnung vier Doppelpunkte 
e,, e , ,  e,, e,  gemeinsam haben. 

F ü r  jeden dieser vier Punkte wird aber die erste der Gleichungen II) 
identisch mit der zweiten bis auf einen constanten Factor. Die dem Punkte 
el z. B. entsprechenden Punkte des x-Raumes liegen daher aiif dem durch 
die zweite und dritte Gleichung von II) heetimmten Kegelschnitte E',.  
Ebenso entsprechen dem Punkte e, die Punkte vom Kegelschnitte E',, e, 
die von E', und e, die von R',. 

Jeder von diesen Kegelschnitten geht achtmal durch die Hauptcurve 
elfter Ordnung - da  ihm sonst kein Punkt entsprechen k6nnte - und liegt 
doppelt auf den sammtlichen Flëchen 19. Ordnung F'19 und einfach auf 9'. 

Drei Flachen fünfter Ordnung haben im Ganzen 123 Schnittpunkte. 
3 2  derselben werden durch die Doppelpunkte, 57 nach 5 8 absorbirt, 
wahrend ein Punkt dem Schnittpunkte der drei entsprechenden Ebenen des 
x -Rhumes entspricht. 

Die drei Flachen müssen also ausserdem noch 35 Punkte gemeinsam 
haben, welche allen Flachen fünfter Ordnung F ( u ,  u) = 0 einfach angehoren. 
Diesen 35 Pnnkten miissen sodann im x-Raume die siimrntlichen Punkte 
je einer Geraden entsprechen, und zwar miissen diese Geraden vierpunktige 
Sehnen der Hauptcurve elfter Ordnung sein, da ihnen sonst im y-Raume 
keine Punkte entsprechen kbnnten. 
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Dieses letztere Resiiltat l a d  sich verificiren mit Zuhilfenahme einer 
Formel von Z e u t  h e n  (Annali di mat. S. 11-111, S. 18Y), nach welcher 
unsere Hauptcurve elfter Ordnung 35 vierpunktige Sehnen haben muss. 

Diese 35 Geraden liegen einfach auf den Flaclien F',, und 9'. 
Dass diese 35 Geraden such euf R' liegen, folgt daraus, dass auch die 

entsprechenden 35 Hauptpunkte des y-Raumes auf R liegen, was wir sofort 
darthun werden. 

Die 35 Punkte liegen auf sammtlichen Flachen F ( u ,  u)  = O ohne Rück- 
sicht auf die Werthe von u. Daher liegen sie auch au€ den Plachen 

und somit auch auf 
a F a F a~ a~ " - + v  - + v , - + v  - = O  

l a u ,  ' a u ,  au, 4 a ~ 4  
oder auf 

Da diese Punkte nun auch auf P ( u ,  v) = O liegen, so mtissen sie nach der 
Identitat I I I )  auf 52 = O  doppelt liegen. 

Jede Ebene (u) des x-Raumes wird von ihrer involutorisch entspre- 
chenden F;:') langs einer Curve zwolfter und siebenter Ordnung ge- 
schnitten. Diese beiden Curven treffen sich ausser in den elf Schnittpunkten 
mit der Hauptcurve elfter Ordnung und den acht Schnittpunkten mit E', , 
Er, ,  ElS, E', (in den ersteren je sechs- und in den letzteren je einmal) 
noch in zehn Punkten. Diese entsprechen den zehn Schnittpunkten der 
Doppelcurve von F ( u ,  u) = O mit 9 = O ausser e l ,  e2, e,, e, und sind ftir 
F ( u ,  u) = O Cuspidalpunkte. 

Xoch ist zu erwahnen, dass die vier Punkte e,, e , ,  e,, e, fur die der 
Hauptcurve elfter Ordnung des x-Raumes entsprechende Flache 18. Ordnung 
achtfach fiein mtissen, wahrend die tibrigen 35 festcn Punkte des y - R a u m e ~  
für dieselbe Fliiche vierfach sind. 

Reaüglich der Geometrie auf den Flachen ftinfter Ordnung mit Doppel- 
curve dritter Ordnuug vergleiche man C l e  b S C  h (Ueber die Abbildung al- 
gebraischer Fliichen, Mathem. Annalen, Bd. 1 S. 284). 

A n m e r k u n g .  Dass E t , ,  ... für doppelt i s t ,  ergieht sich 
daraus, dass jede Ebene (u) die Kegelschnitte Er, ,  .. . in je zwei Punkten 
schneidet, wahrend jede der 35 Geraden von (u) nur in einem Punkte ge- 
troffen wird. 

Dass die E',, ... und die 35  Geraden für R' nur einfach sind, 
ergiebt sich am einfachsten aus der Bemerkung, daw a' selbst doppelt zu 
zahlen ist. 
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$ 10. 

Ueber die  Hauptelemente der  involutorischen Transformation im 
einfachen (x -) Baume. 

Wir wissen bereits, dass die einer Ebene (u) involutorisch entspre- 
chende Plache F;$" die Hauptcurve elfter Ordnung füufmal, die vier 
Kegelschnitte Erl, E',, E',, E', doppelt und die 33 vierfachen Sehnen der 
Hauptcurve elfter Ordnnng einfach enthalt. Zwei Flêchen F ~ Y  und 
F;$"' schneiden sich daher in  einer variablen Curve 19. Ordnung P',,, 
welche der Geraden (uu') entspricht. Dieselbe trifft die ITanptcurve elfter 
Ordnung 7 2  mal, eine weitere Flacbe F;$"" also noch in einern veriab- 
len Punkte, wie es auch sein muss. 

Unsere involutorische Transformation hat daher folgende Hauptelemente: 
1. die Hauptcurve elfter Ordnung, durch welche F ; I )  fünfmal 

und P;, 72mal geht; 
2. die vier Kegelschnitte E',, E',, E',, E',, durch welche &AU) 

je zweimal und P'19 gar nicht geht; 
3. die 35 vierpunktigen Sehnen, durch welche F;$') je einmal und 

P',, gar  nicht geht. 
Jedem Punkte p' der Hauptcurve elfter Ordnung entspricht eine Curve 

ftinfter Ordnung, welche die Hauptcurve elfter Ordnung 19mal  und zwar 
dreimal i n  p' trifft. Diese Curven erfiillen eine Flache 72. Ordnung. Die- 
selbe geht 18 mal durch die Hauptcurven elfter Ordnung, je achtmal durch 
Erl, E',, E',, E', und je viermal durch die 35 vierfachen Sehnen der 
Hauptcurve elfter Ordnung. 

Einem Punkte e' von Et , ,  Er, ,  ... entspricht mieder resp. Erl, E s , ,  
E Et,. Einem Punkte der 35 vierpunktigen Sehnen entspricht wieder 
seine zngehorige vierpunktige Sehne. 

5 11. 
Ueber den  durch  die  involutorische Transformation des x-Raumes 

bestimmten Strahlencomplex. . 
Jedem Punkte des y -  Raumes entsprechen zwei Punkte des x-Raomes. 

Die Verbindungslinien dieser zwei Punkte bilden je einen Strahl des Com- 
plexes, dessen einzelne Strahlen den Punkten des y - Raumes entsprechen. 
Derselbe ist bestimmt durch die beiden Gleichungen: 

wo A; und Bi die bekannten in $j 2 tlefinirten Punctionen sind, 
Vermoge dieser beiden Glôichungen sind die Ebenen des x-Raumes 

collinear auf sich selbst bezogen, denn fur jeden Werth von y l i  yi, y3, y, 
erhalten wir zwei Ebenen im x-Raume,  die einander somit collinear zii- 
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geordnet sind, da auch die y in die Gleichungen linear eingehen. Die 
Schnitte solcher zwei Ebenen bilden den Reye'schen Tetraedercomplex. 
(Re y e l  Geometrie der Lage, II. Theil, 2. Aufl., S. 135 flgg.) 

Wenn ich hier auf einem andern Wege die Hauptcigcnschaften des- 
selben nochmals ableite, 90 geschieht es wegen der engen Beziehungen, in  
denen die hierbei auftretenden Elemente zu iinserer Transformation stehen. 

Die Coordinaten der einzelnen Geraden des Complexes sind 

Ehe wir diesen Complex weiter betrachten, erinnern wir uns zungchst, dass, 
wie mir  in 5 6 gesehen, einer jeden Geraden (uu') des x-Raumes eine 
Flache zweiter Ordnung 

(ABU%') = O 

zugcordnet ist. Wir fragen nun:  Welcher Art  wird die Fliiche, die einer 
Complexgeraden zugeordnet ist ? Nehmen wir zu diesem Zwecke irgend 
einen Punkt y' des y-Raumes ,  so ist  die ihm zugehorige Complexgerade 
bestimmt duich 

I A ' , x i = O  und I B ' , x i = O ,  

wo in Ai und Bi statt  yi y'i gesetzt wurdc. 
Die Gleichung der dieser Geraden entsprechenden Flgçhe wird daher: 

Es ist das offenbar die Gleichung eines Kegels mit der Spitze in  y',, A, 
y;. D. h.: Einer Geraden des Complexes ist  ein Kegel zweiten Gradcs 

zugeordnet, der seine Spitze in dem der Geraden entsprechenden Punkte hat. 

A, B, A', B', 
Ae B, A', B', 
A3 B, A', Brs 
A, 3, A', B; 

Nehmen wir nun im x-Raume irgend eine Ebene (u) und in derselben 
einen Punkt b' und fragen, wieviele Complexgerade i n  der Ebene (u) liegen 
und durch den Punkt  b' hindurchgehen. Einer jeden Geraden des Strahl- 
büscliels durch b' in  (u) entspricbt irn y -Raume eine Flache zweiter Ord- 
nung, welche durch die Doppelcurve von F(u ,  u) = O und durch den b' ent- 
sprechenden Punkt b geht. Wird nun die Gerade durch b' Complexgerade, 
BO wird die Flache zweiter Ordnung ein Kegel. E s  fragt sich nun,  wie- 
viele Kegel zweiter Ordnung durch die Doppelcurve dritter Ordnung und b 
hindurchgehen, so dass ihre Spitze auf der Doppelcurve liegt. Wir  erhalten 
diese Kegel, wenn wir durch b die Sehne a n  die Doppelcurve dritter Ord- 
nung ziehen und von den beiden Schnittpunkten aus die Curve prqjiciren. 

E s  giebt daher zwei solchcr Kcgel, denen zwei Complexgerade durch O 
entsprechen. Der Complex ist also von der zweiten Ordnung. 

= o. 
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A n  m o r  k u  n g  1. Die Curve vierter Ordnung, welche einer Cornplex. 
geraden Punkt  iü r  Punkt entspricht, hat  in dem die Complexgerade be- 
stimmenden Punkte y einen Doppelpunkt. 

A n m e r k u n g  2. h'unmehr erkennt man auch, dass durch zwei be- 
liebig gewahlte Punkte im Allgemeinen keine Doppelcurve dritter Ordnung 
einer F ( u ,  u)  = 0 des y-Raumes hindurchgehen wird, da die durch einen 
Punkt  ausser e,, e,, eS, e, gehenden Doppelcurven dritter Ordnung auf dem 
Eegel liegen nilissen, der durch diesen Punkt ,  resp. seine entsprechende 
Complexgerade bestimmt ist. (S. 5 4.) 

Man erkennt sofort, dass den vier Hauptpunkten el,  e2, e,, e, des 
y -Raumes , für deren Coordinaten 1 Ar xi = 0 und 1 Bi xi = O zusammen- 
fallen, die stimmtlichen Geraden dieser Ebene 1 Ai xi = O oder 1 Bi xi = O 
entsprechen, dass also die sammtlichen Geraden, welche in der Ebene je 
eines der Kegelschnitte E', , E',,  Er3 und E', liegen, zum Complex ge- 
h6ren. 
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xv. 
Die Wendepole der absoluten und der relativen 

Bewegung. 

Von 

Prof. FERDINAND WITTENBAUER 
in Graz. 

Hierzu Taf. VIII. 
-- 

I n  einer frriheren Abhandlung* hat Verfasser die Gleichzeitigkeit all- 
gemeiner ebenen Bewegungen eines ebenen Systems behandelt und u. A. 
die Construction des resultirenden Wendepoles gelehrt, wobei auf die be- 
sondere Eignung dos barycentrischen Calculs ftir derartige Untersuchungen 
hingewiesen wurde. 

Gegenwartige Arbeit hat den Zweck, einen Schritt weiter zu gehen 
und zunachst die Construction des Wendepoles der a b  s O 1 u t  e n Bewegung 
eines ebenen Systems zu lehren, welches eine Eigenbewegung besitzt und 
tiberdies von einem oder mehreren snderen bewegten Systemen geführt 
wird; hauptsachlich aber die Umkehrung dieser Aufgabe vorzunehmen und 
die Construction des Weudepoles der r e 1 a t i v e n Bewegung- eines ebenen 
Systems mit Rezug auf das fiihrende System zu zeigen; endlich einen Finger- 
zeig zu geben ftir die Construction des Beschleunigungspoles der absoluten 
Bewegung in dem einen, der relativen Bewegung im andern Falle. 

Eines besonderen Hinweises auf die bekannte Wichtigkeit des Wende- 
poles fiir die Untersuchung der Krrimmungsverh~ltnisae der Bahnen der 
Systempunkte bedarf es hier wohl nicht. 

Auch in vorliegenden Ausführungen wurde an der Benützung des bary- 
centrischen Calculs mit Vortheil festgehalten. 

1. Der Bewegungszustand eines ebenen Systems E2 in zwei aufeinander 
folgenden Zcitelementen sei durch Angabe des augenblicklichcn Drehpunktes 
O,,  des Wendepoles J,, der Winkelgeschwindigkeit w2 und der Winkel- 

besohleunigung I ,  = 2 volls lndig bekannt. 

* Ueber ~leichzeitige Bewegungen $ines ebenen Systems. Zeitschrift f. Math. 
u. Physik, XXXUI. 
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232 Die Wendepole der absoluten und der relativen Bewegung. 

Dieses System werde jedoch gleichzeitig genothigt , die Bewegung eines 
andern in seiner Ebene gelegenen Systems mitzumachen; letztere Bewegung 

ô w 
sei durch die entsprechenden Angaben von O,, J I ,  w, und A, = 2 eben- c t 
fnlls vollstiindig bekannt. E s  m6ge im Folgenden diese letztere Bewegung 
als f ti h r e n d  e ,  jene erstgenannte als g e f ti h r t e Bewegung bezeichnet werden. 

Zunachst sol1 gezeigt werden, welcher Art die resultirende Bewegung 
des Systems % in Bezug auf die ruhende Ebene, also die a b s o l u  t e  Be- 
wegung jenes Systems ist. 

Diese Bewegung wird in zwei aufeinander folgenden Zeitelementen 
a w  

durch die entsprechenden Angaben von 0, J ,  w und I = - vollkommen a t 
bestimmt sein, wobei aus den Elementen der Nechanik bekannt ist ,  dass 

und der resultirende Drehpunkt O den barycentrischen Ausdruck besitzt 

mO=w1O1+ rn20,. 

Es  erübrigt also nur, den resultirenden Wendepol J der absoluten Bewegiing 
xu ermitteln. 

I m  ersten Zeitelernente a t  ist die resultirende Bewegung des Systems 
eine Drehung um O. Durch dieselbe gelange O, nach (O,) (Fig. 1). Nun 
tritt  ein Wechsel der Drehpunkte e in ;  die führende Bewegung erhiilt den 
neuen Drehpunkt O;, die geführte den neuen Drehpunkt Of2, wobei 

~ ~ o ' , = a , ~ ~ . a t ,  ( o ~ o ' , = d , ~ ~ . a t ,  
L J, O, O'1 = J', (0,) O', = 90 O. 

Hierin bezeichnen 
dl = O, J I ,  a, = O, J ,  

die Durchmesser der Wendekreise der führenden und der geführten Be- 
wegung, kurz gesagt die Wendedurchmesser. 

Gleichzeitig sind die Winkelgeschwindigkeiten w, und oz tibergegangen 
in w, + a w, und w, + ô w,. 

Irn zweiten Zeitelemente û t  ist die absolute Bewegung des geführten 
Systems eine Drehung mit dor Winkelgeschwindigkeit 

um den augenblicklichen Drehpunkt O', der den barycentrischen Ausdruck hat 

Die Winkelgcschwindigkeit w, + a w, um 0', kann nun durch folgende 
Geschwindigkeiten ersetzt werden : 

a) die Winkelgeschwindigkeit o, urn O,; 
b) die elementare Winkclgeschwindigkcit aw, um O,; 
c) die elementare Translationsgeschnindigkeit (w, + 3 0 , ) .  0, Orl in der 

Riühtung O1 J I .  
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Ebenso kann die Winkelgeschwindigkeit w,  + ô w ,  um O', ersetzt wer- 
den durch: 

d )  die Winkelgeschwindigkeit w, um O,; 
e) die elernentare Winkelgeschwindigkeit a w, um O, ; 
f )  die elementare Translationsgeschwindigkeit (w ,  + 0 , ) .  Of ,  (O , )  in 

der Riehtung O, J g  ; 
g) die elementare Translationsgeschwindigkeit (a ,  + ô w,) .(O,) O, in 

der Richtung O 0,. 
Endlich kann die resultirende Winkelgeschwindigkeit m + 2 w  um O' 

ersetzt werden dur+ : 
7 4  die Winkelgeschwindigkeit w um O ;  
i) die elementare Winkelgeschwindigkeit a m  um einen Punkt  B, 

welcher durch den barycentrischen Ausdruck 

1) a w . ~ =  aw,.o,+ao2.o, 
gegeben ist; 

k) die elementare Translationsgeschwindigkeit ( w  + a a>). 0'0 in der 
Richtung O J ;  

I) die elementare Translationsgeschwindigkeit 8 o. OR, deren Rich- 
tung aus jener von O R  durch eine Drehung um 90' im Sinne 
von 3 w entsteht. 

Die unter a) bis g) angeftîhrten Bewegungen sind den iinter h) bis 1) 
genannten tiquivalent; nun sind aber die Bewegungen a) und d )  mit h) ,  
b )  und e) mit i) ohnedies Bqiiivalent; es herrscbt also auch Aequivalenz 
zwischen den Bewegungen c ) ,  f ) ,  g)  einerseits und k ) ,  Z) andererseits oder 
die geometrische Summe der Trenslationsgeschwindigkeiten c),  f ) ,  g) ist 
identisch mit jener von k )  und 1). 

Bezeichnet man 
O I O , = a ,  O B = b ,  O J = d  

und bemarkt, dass 
O O ' = d o . a t ,  (O,)Of= a w , . a t ,  

so kann gesetzt werden : 
Tran~lations~eschwindigkeit c) = dl o, ( w ,  + a w, )  . at  , 

n f) = d 2 0 , ( w 2 + a w , ) . a t ,  
n 9) = a w ,  ( w , + a w 2 ) . a t ,  
n W =  d i u ( ~ + a w ) . a t ,  
n l) = b l . 3 t .  

Mit Vernachl%ssigung der unendlich kleinen Glieder hoherer Ordnung 
ergiebt sich somit folgendes Resultat: 

wobei die Striche die geornetrische Summirung andeuten sollen. 
Bezeichnet man das Product eines Wendedurchmessers in das Quadrat der 

zugehorigen Winkelgeschwindigkeit als r e d  u c i r t  e n  W e n d  e d u r c h m  e s  s e r ,  

so kann nach obiger Gleichung und mit Hinweis auf Fig. 2 gesagt werden: 
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234 Die Wendepole der absoluten und der relativen Bewegung. 

D e r  r e d u c i r t e  W e n d e d u r c h m e s s e r  d e r  r e s u l t i r e n d e n  a u s  
d e r  g e f i i h r t e n  u n d  d e r  f i î h r e n d e n  B e w e g u n g  i s t  d i e  g e o m e -  
t r i s c h e  S u m m e  d e r  r e d u c i r t e n  W e n d e d u r c h m e s s e r  d e r  g e n a n n -  
t e n  B e w e g u n g e n  u n d  z w e i e r  z u s a t z i g e r  S t r e c k e n ,  v o n  d e n e n  
d i e  e i n e  a, =aw,m, d i e  R i c h t u n g  0,0, v o m  f i i h r e n d e n  z u m  g e -  
f ü h r t e n  D r e h p u n k t e  h a t ,  w b h r e n d  d i e  R i c h t u n g  d e r  zwei ten  
z l = - b h  a u s  j e n e r  v o n  O B  d u r c h  D r e h u n g  u n i  900 e n t g e g e n  
d e m  S i n n e  d e r  r e s u l t i r e n d e n  W i n k e l b e s c h l e u n i g u n g  h e r v o r -  
g e h t .  

Vertauschen die führende und die geftihrte Bewegung ihre Rollen, BO 

andert nur  die Strecke a, ihren Sinn; es ist dann (Fig. 2) 04' der resul- 
tirende reducirte Wendedurchmesser. 

2. Zunachst sol1 hier der specielle Fa11 weiter verfolgt werden, dass 
die Intemitaton der Winkelgeschwindigkeiten o,, o, sich im zweiten deit- 
elemente nicht andern würden. Dann verschwinden A, , A,, A ,  also auch s,, 
und es geht Gleichung 2) über in 

- 
3) d ai2 = dl o12 + & w~~ + à W, op . 

Dieser Gleichung lasst sich mit Elilfe des barycentrischen Calculs ein be- 

merkenswerther Ansdruck verleihen. Nennt man narnlich 

die Abstande der Punkte " ' P' 'l' '" 
01, 02, O, J I ,  J,, J 

von einer beliebigen Geraden der Ebene, so ist 

P ~ = ~ ( w l + % ) - ~ i m i  +P!2%1 

ferner mit Benützung der Gleichung 3) 

(g - P) m 2  = (91 -PI) al2 + ( q 2  - PZ) mz2 + (pz-pd m2 ' 

Die Vergleichung beider Relationen giebt 

~ 0 2 = q l w i 2 + ~ 2 w 2 2 + 2 ~ 2 0 ~ w ~ .  

Diese Beziehung kann als barycentrischer Ausdruck angesetzt werden : 

4) m2J= ai;Jl + 0 2 2 J , + 2 0 , w , . 0 , .  
Hierauv folgt der Satz : 

D e r  W e n d e p o l  d e r  r e s u l t i r e n d e n  a u s  d e r  g e f i î h r t e n  u n d  d e r  
f ü h r e n d e n  R o w e g u n g  i s t  d e r  S e h w e r p u n k t  d e r  W e n d e p o l e  d i e -  
s e r  b e i d e n  B e w e g u n g e n  u n d  d e s  D r e h p u n k t e s  d e r  e r s t e r e n ,  
w e n n  i n  j e n e n  d i e  Q u a d r a t e  d e r  z u g e h t i r i g e n  W i n k e l g e s c h w i n -  
d i g k e i t e n ,  i n  l e t z t e r e m  d a s  d o p p e l t e  P r o d u c t  d i e s e r  W i n k e l -  
g e s c h w i n d i g k e i t e n  a l s  G e w i c h t e  a n g e b r a c h t  w e r d e n .  

3. Dieser Satx gestattet die Ausfiihrung einer linearen Construction 
behufs Gewinnung des resultirenden Wendepoles J aus den Punkten 01, JI 
der führenden, O,, J 2  der gefuhrten Bewegung und dem resultirenden Dreh- 
punkte O. 
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Zeichnet man niimlicli (Fig. 3) die Linien O, J ,  , O, J ,  und O  J2, ferner 

O K I O , J , ,  o K 2 1 1 0 , J , ,  ~ , L 2 0 1 0 , ,  M , J K 1 K z ,  
so giebt der Sühnitt der Geraden KIL,  und X2 J den gesuchten Wendepol. 

Beachtet man namlich den barycentrischen Ausdruck 

so folgt RUS der angegebenen Construction 

w K 1 = w 1 J 1 + w , O , ,  o I ~ , = w , J , + w , O ,  
endlich 

- m J =  w l E l  + w 2 L 2 ,  
d. i. 

m2 J = ml2 J1 + wZP J 2  + 2 CO, m2 0,. 

Ph. G i l b e r t  hat  die Construction des Wendepoles J unter Voraus- 
setzung jener Beschrankung, welche zu Beginn des vorhergehenden Artikcls 
hervorgehoben wurde, in  anderer Weise gelehrt.* 

Zum Vergleiche sei dessen Construction hier ohne Beweisfübrung mit- 
getheilt. (Fig. 4.) G i l b e r t  zioht zunachst ebenfalls die Linien O, J, , Op Ji , 
OK, 1 1  O ,  J I ,  O Kg O, J,, ferner 

endlich 

und findet im Schnitte der Linien b J  und c J  den gesuchten Wendepol. 
1st eine der beiden gegebenen Bewegungen eine dauernde Rotation, 

d. h. wechselt ihr Drehpunkt durch zwei Zeitelemente hindurch seine Lage 
nicht, so wird sich die Construction dos resultirenden Wendepoles noch ver- 
einfachen. 1st z. B. die geführte Bewegung eine dauernde Rotation, so fallt 
J ,  mit 0, zusammen und der Ausdruck 4) geht über in 

o s J =  w , V l  + 0 2 ( 2 w 1 + w z ) . 0 , ,  
welcher auch geschrieben werden kann 

w J = w , E , +  w , O z ,  
wobei nach frtiher 

w E l = w , J l + w , O , .  

Demnach ziehe man (Fig. 5) die Linien ,O, J,  , OITl 11 O ,  J I ,  O  J 1 O, bl; , 
dann ist der Schnitt der Geraden O J  mit 02J, der gesuchte Wendepol. 

Sind beide Bewegungen , die fiihrende, ~ o w i e  die gefiihrte, dauernde 
Rotationen, 80 fallt auch J ,  mit O, zusammen. Dann wird der Ausdruck 
fiir den resultirenden Wendepol J' 

oder 
w2 J 1 =  q 8 0 ,  + mg (2 ml + w,) O, 

w J 1 = w l O +  ~ ~ 0 , .  
In diesem Palle nehme man behufs Construction des Punktes J' einm 

Punkt KI ausserhalb der Geraden O, 0, beliebig an (Fig. 5), ziehe O  JI, O I K l ,  
- 

Sur l'extension aux Mouvements plans relatifs de la méthode b é s  normales 
et des centres de courbure. Soc. ~cient.  de Bruxelles, 1878. 
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J J '  1 1  KI 0, dann ist der Schnitt der Geraden JJ'  und 0, O2 der gesuchte 
Wendepol. 

4. Bezeichnen wir vortibergehend den resultirenden Wendepol mit J,, , 
wenn O, J I  o, die ftihrende , O, J2 w,  die geführte Bewegung charakterisiren ; 
es ist daun nach 4) 

w2J12 = ml2 J I  + wZP J2 + 2 w1 W ,  Oz. 

Bei einer Umkchrung der Bcwcgung wird die führende zur geführten, die 
geführte zur führenden, und der resultirende Wendepol J, ,  erhalt den 
Ausdruck 

w S  JZl = mZ2 J2 + wle J I  + 2 wZ w1 O , .  

Die Addition der beiden letzten Ausdrücke liefert 

w 2 ( J , 2 + J 2 1 ) = 2 ( w 1 2 J 1 +  W ~ ~ J , +  w l w Z O 1 + w 1 o , O P ) .  

NUU wurde in der bereits eingangs erwiihnten Abhandlung gezeigt 
(Art. 7), dass der resultirende Wendepol J zweier gleichzeitig stattfindenden 
Bewegungen eines ebenen Systems den Ausdruck besitze 

w2 J = mle JI  + w , ~  J2 + W ,  w2 O1 + 0, me O z .  

Es folgt also durch Vergleichung 

J I 2  + J,,= Z J ,  
d. h. der resultirende Wendepol zweier gleichzeitig stattfindenden Bewegungen 
eine3 ebenen Systems halbirt die Verbindungslinie der Wendepole jener 
Bewegungen, welche ontstehon, wenn man die eine der gcgebenen Be- 
wegungen als fiihrende, die andere als geführte betrachtet und umgekehrt. 

6. Giebt es im System .Y2 ein drittes System 22, welches die Be- 
wegungen von Z 2  mitmacht und überdies eine durch die Angabe von O, ,  J,, w3 
gekennzeichnete Eigeiibewegung besitzt, so ist Z Z  das führende, Z3 das ge- 
führte System und es besteht der Ausdruck 

( w z +  w J 2 .  JZ3=  w ; .  J 2 +  w z .  J 3 + 2 w 2 w 3 . 0 g .  

Macht überdies 2, als geführtes System die Bewegung eines Systems 
Z 1  mit ,  so ist  der Ausdruck für den Wendepol der absoluten Bewegung 
des Systems Z3 

(ml + w2 + 4 ' .  5123 = wle.  Ji + iu2 + 4 ' .  523 + 2 + mg) W ,  . ' 33  

Führt  das System Z3 noch cin viertes System 4, welches die durch 
Angabe von O , ,  J , ,  w,  gekennzeichnete Eigenbewegung besitzt , so gewinnt 
man für  den Wendepol der absoluten Rewegung des Systems E4 den Aus- 
druck 

(w, + w2 + w3 + w J P .  J i 2 3 1  

= w ~ ~ . J ~ + ~ ~ ~ . J ~ +  m 3 4 - J 3 + w 4 2 . J 4 + 2 w l ~ z . 0 ,  + 2 ( m l + ~ z ) ~ 3 . 0 3  

+ 2 ( w 1 + m , + w 3 ) % . 0 4 .  
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Hieraus ist auch das Bildungsgesetz fiir den Ausdruck des resultirenden 
Wendepoles von beliebig vielen, einander fiihrenden Rewegungen zu ent- 
nehmen. 

6. Nun m6ge wieder zum allgerneiilen, im Art. 1 bebandelten Falle 
beschleunigter Bewegungen ziirückgekehrt werden. Schreiben wir Gleich- 
ung 2) in der Form 

O 

Dann k t  

der Durchmesser des resoltirendcn Wendekreises in dem, in Art. 2-5 he- 
haudelten speciellen Palle, dass eine Beschleunigung der Bewegungen nicht 
eintritt; es ist also allgemein - - 

d = 6 - 8 ,  . . 
A 

wenn p = b . - eine von der Grosse der Winkelbescblennigiingen A,, As 
w2 

abhangige Strecke bedeutet. 
Hieraus ergiebt sich folgende Regel fiir die Auffindung des resultiren- 

den Wendepoles zweier allgemeinen Bewegungen, von denen die eine die 
führende, die andere die gefiihrte ist: 

Man construire zunachst nach Art. 3 den resultirenden Wendepol ohne 
Rücksicht auf die Winkelbeschleunigung der Bewegungen; zu dem so erhsl- 

A 
tenen Wcndcdurchmesser O J = 6 addire man in J die Strecke /3 = b - 

O L> 

geometrisch derart hinzu, dass ihre Richtung aus jener von O B  = b diirch 
Drehung um 900 entgegcn dem Sinne der resultirenden Winkelbeschleuni- 
gung A hervorgeht. Der Endpurikt der zugefligten Strecke fl ist der resul- 
tirende Wendepol. 

7. Die bisher gefundenen Resultate gestatten eine einfache Anwendung 
auf die Untersuchung der r e l a t i v e n  Bewegung eines ebenen Systems Z2 
in Rezug auf ein in derselben d te ne bewegtes System Zl. Denn die Auf- 
gabe, den Wendepol J, der relativen oder geftihrten Beweguog eines ebenen 
Systems aus den Angaben O, J, w ,  A der absoluten Bewegung und jenen 
O,, J,, w,, A, der führenden Systembewegung zu construiren, ist  nur  eine 
Umkehrung der bisherigen Untersuchung. 

Um diese Aufgabe als eine die relative Bewegung betreffende beson- 
ders zu kennzeiclinen, m6gen von nun an die bisherigen Bezeicbnungen O,, 

J2, o,, a, durch die neuen O , ,  J , ,  w,, Ar ersetzt und gleichzeitig bemerkt 
werden, dass 

m r =  w - m l ,  A r = A - A , ,  
w , . o , = w . o -  wl.O,. 

8. Zunachst m6ge wieder von der vereinfachenden Voraussetziing Ge- 
brauch gemacht werden, dasv keine Winkelbeschleunigungen vorhanden sind. 
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Pür diesen Fa11 gilt der Ausdruck 4), welcher nunmehr in  der Form ge- 
schrieben werden kann: 

W , Z . J ~ = W ~ . J - O , ~ . J ~ - ~ W ~ O , . O ,  

Construirt man einen Punkt  J', auf der Verliingerung des Wende- 
durchmessers O, J ,  tiber O, hinaus derart,  dass J' ,  O ,  = O, J, , so kenn- 
zeichnen 01, fl, w ,  bekanntlich eine Bewegung des ebenen Systems, welche 
die fïihrende, durch O,, JI, w, gegebene durch zwei aufeinander folgende 
Zeitelemente vollkommen tilgt. Nan kann demnach jene Bewegung als die 
Umkehrung der letzteren bezeichnen. Nun is t  

J ' ,=2.0i- J,, 
also 

6) m , 2 . J , = w e . J + m l z . J ' I - 2 0 m , . 0 .  
Hieraus folgt der Satz: 

D e r  W e n d e p o l  d e r  r e l a t i v e n  B e w e g u n g  e i n e s  e b e n e n  Sy- 
s t e m s  i n  B e z u g  a u f  e i n  f t i h r e n d e s  S y s t e m  i s t  d e r  S c h w e r p u n k t  
d e r  W e n d e p o l e  d e r  a b s o l u t e n  u n d  d e r  U m k e h r u n g  d e r  f ü h r e n -  
d e n  B e w e g u n g ,  s o w i e  d e s  D r e h p u n k t e s  d e r  e r s t e r e n ,  w e n n  i n  
j c n e n  W c n d e p o l e n  d i e  Q u a d r a t e  d e r  e u g e h o r i g e n  W i n k e l -  
g e s c h w i n d i g k e i t e n ,  i m  l e t z t e r e n  d a s  n e g a t i v e  d o p p e l t e  P r o -  
d i i c t  d i e s e r  W i n k e l g e s c h w i n d i g k e i t e n  a l s  G e w i c h t e  a n g e b r a c h t  
w e r d e n .  

Hiernach gestaltet sich die Construction des Wendepoles J ,  der rela- 
tiven Bewegung aus den Wendepolen J und J ,  der absoluten und der ftîhren- 
den Bewegung, sowie aus den zugehorigen Drehpunkten O,, 0, O, in fol- 
gender Weise (Fig. 6) : 

Construirt man zuniichst den Wendepol JV1 der Umkehrung der ftihren- 
den Bewegung, indem man J', O,= O1 J, macht, zieht die Linien J', O, 
J O , ,  J O , ,  ferner O,PiOJ, O,P,ljO,J,, PRljO,O,, R J , / P , P ,  so ist der 
Schnitt der Geraden l', Q und R J, der gehchte  Wendepol J ,  der relativen 
Bewegung. Denn nach dieser Construction ist 

Sollte diese ConstructiOn ungenaue Schnitte geben, so k6nnte J ,  auch auf 

folgende Weise gefunden werden (vergl. Fig. 3 u. 4): 
Man ziehe O& ! 0, J I ,  O 6 1 1  O,K,, 02L, 1 b J, dano ist L, der Schnitt 

von O, L, und KI J; ferner La K2 i; o2 O,, 0 K2 II 02L2, dann ist J2 = J, der 
Schnitf der Linien O,L, und O,&. 

Sind sowohl die absolute, als auch die führende Bewegung dauernde 
Rotationen, so geht der Ausdruck 6) tiber in 
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oder 

Behufs Construction von J ,  nimmt man in diesem Palle ausserhalb der 
Geraden Oro1 einen beliebigen Punkt M a n  (Fig. y), verbindet ihn mit 0, 
0, und O,, zieht 

O r N ( l M O , ,  N J , ; ( O , N ,  

so schneiden sich die Geraden NJ, und Oro1 im gesuchten Wendepole J , .  

9. Folgendes Beispiel moge die Anwendung der im vorigen Artikel ge- 
lehrten Construction zeigen. 

In ,  bezw. auf einem ruhenden Kreise K2 ((Fig. 8) rollen zwei Kreise E 
und K I ;  die Winkelgeschwindigkeit des letzteren sei doppelt so gross, wie 
die des ersteren, und derselben entgegengesetzt gerichtet. Man suche den 
Wendepol der relativen Bewegung des Kreises K in Bezug auf den Kreis KI. 

Zunachst construire man die Wendepole J und JI der Bewegungen der 
beiden Kreise in Bezug auf den ruhenden Kreis K2; hiereu dient die Be- 
rnerkung, dass die Punkte N, JI O, M2, sowie NJOM,  harmonisch liegen. 
Hierauf bestimme man 0, aus 

0 , 0 r = 2 . 0 , 0  

und ftihre nun mit den Punkten J, J,, O , ,  O und 0, die im vorigen Artikel 
gezeigte Construction durch. 

10. Bezeichnen O, J ,  o ,  wie bisher, die absolute Bewegiing des 
Systemes &, hingegen O,, JI, w, die führende Bewegung des Systems El, 
so ist der Wendepol der relativenBewegung nach 5) durch den Ausdruck gegeben 

wvP.Jr= @JB.J- 
worin 

ror = o - wl. 
Kehrt man jetzt die Betrachtung u m ,  so dass'0, J ,  w die führende, 

O , ,  J,,  w, die absolute Bewegung kennxeichnen, d. h. sucht man die rela- 
tive Bewegung des Systems Zl mit Rezug auf E2, so wird der Ausdruck 
fur den Wendepol der relativen Bewegung 

orT. J ' ,=<U,~.J~ - w2.J-2mmP,. Orr, 
worin 

me,= @JI - W .  

Addirt man beide Ausdrticke, so wird, da 0, und O', identische Punkte sind, 
J,+ J f , = 2 . O , ,  

d. h. O, halbirt die Strecke J,J',. Dieses Resultat sagt die bekannte That- 
sacho nus, dass durch die Vertauschung der Bollen der Systeme Zl und Z2 
die relative Bewegung in ihre entgegengesetxte verwandelt wird; der Wende- 
durchmesser O,J ,  wird in den ihm gleichen und entgegengesetzt gerichteten 
O, J', verwandelt. 

Bexeichnet man das Verhaltniss 
w : w , = x ,  

so kann der Ausdruck 6) in der Form geschrieben werden 
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J,.=X~.J+J', -22.0 

und ebenso wird nach Umkehïung der relativen Bewegung 

J ' , ~ J ~ + X ~ . J ' - ~ X . ~ ~ .  

Diese beiden Ausdrticke gehoren zwei Parabeln a n ,  von denen die erste die 
Linien O J und O J', in den Punkten J und J', , die xweite die Linien O, JI 
und 0, J' in  den Punkten JI und J' berührt. Auf der ersten Parabel liegen 
die Wendepole der relativen Bewegungen ftir alle Werthe des Verhiiltnisses 
w: w,, auf der zweiten Parabel liegen die Wendepole der umgekehrten rela- 
tiven Bewegungen (Fig. 9). 

Die Verbindungslinie je zweier demselben Werthe von w: w, entspre- 
cbenden Punkte J ,  und J' ,  dieser Parabeln wird durch die Gerade 0,0 in 
0, halbirt. 

J e d e  der beiden Parabeln schncidct die Linie 0,0, i n  zwei Punktcn. 
Nach den Ansftihrungen des Art. 9 der eiugangs angezogenen Abhandlung 
werden diesen Schnittpunkten Werthe von o : w, entsprechen, die sich nur 
durch das Vorzeichen unterscheiden. Es  giebt also irn Allgemeinen zwei 
nur  durch das Vorzeichen unterschiedene Werthe von w :  w,, ftir welche der 
Wendedurchmesser der relativen Bewegung in die Linie 0,0, fsllt. Eine 
dieser Lagen ist in Fig. 9 durch die Bczeichnungen i,, O,, if, ersichtlich 
gemacht. 

Die relativen Drehpunkte O , ,  welche diesen beiden ausgezeichneten 
-Wendedurchmessern angehoren, theilen die Strecke O1O2 harmoniseh. 

11. In  den Artikeln 7-10, welche die Construction des Wendepoles 
der relativen Bewegiing behandelten , wurde die Annahme gemacht, dass 
weder die abaolute Bewegung des Systems 4,  noch die fiihrende des Systems 
ZL Wiukelbeschleunigung besitzen würden. Jedoch auch wenn solche Win- 
kélbeschleunigungen A, hezw. A, vorhanden sind, wenn a190 die relative 
Bewegung eine Winkelbeschleunigung A, = A - A, bcsitzt , lLsst sich die 
Construction von J ,  ausführen. 

A 
Man hat zu diesem Zwecke nur  die Zusatzstrecke = b - (Art. 6) 

w2 
zu berechnen oder zu construiren und dieselbe vom Wendepole der abso- 
luten Bewegung aus in einer Richtung aufzutragen, welche aus jener von 
O B  durch eine Drehung urn 90° im Sinne der Winkelbeschleunigung 1 

hervorgeht. Der Endpunkt dieser Strecke @ ist der Punkt J, mit dessen 
Hilfe die in Art .  8 gelehrte Construction von J ,  auszuführen ist. 

Bezüglich der Zusatzstrecke rn6ge noch bemerkt werden, dass ihr mit 
neniitzung des Ausdruckes 1) die Form gegeben werden kann 

a 
8 = w ( l w , - w Q ,  

wodurch ihre Abhhngigkeit von beiden Bewegungen, der absoluten und der 
führenden , gekennzeichnet erscheint. 
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Noch auf eine andere Weise k6nnte fr gefunden werden. Schreibt 
man niimlich Gleichung 2) in der Form 

der Durchmesser des Wendekreises der relativen Bewegung fur den Fall, 
dass keine Winkelbeschleunigungen vorhandcn sind. Construirt man ferner 
einen Punkt B, derart,  dass sein Ausdruck 

Ar.Br=A.O -Al.Ol 
ist, so wird 

a 
b , =  or Br=--^ (mL1-1.Cd1) 

rx Ar 
und 

1. Ar 
p 1 = b - - 2 = b , . ,  

r wrZ 
also 

d, = &+&. 
Hieraus ergiebt sich folgende Regel fü r  die Auffindung des Wendcpoles der 
relativen Bewegung irn allgemeinsten Falle: 

M m  construire zunachst nach Art. 8 den relativen Wendepol ohne 
Riicksicht auf die Winkclbcschleunigungen der Bewegungen; zu dem so 
erhaltenen Wendedurchmesser O,J, = Sr addire man in Jr die Strecke 

Ar 
Pr = b , . ~  gcometrisch derart hinzu, dass ihre Richtung aus jener von 

W r  

OrB, durch Drehung um 90° im Sinne der relativen Winkelbeschleu- 
nigung A, hervorgeht. Der Endpunkt der zugefügten Strecke 8, ist der 
gesuchte relative Wendepol. 

1% Es  ist von Wichtigkeit , darauf hinzuweisen , dass vorliegende Ent- 
wickelungen geeignet sind, zwei fundamentale Aufgaben der Bewegungs- 
theorie eines ebenen Systems zu losen, namlich: 

a) Aus den Beschleunigungsmittelpunkten einer geführten und einer 
fuhrenden Bewegung den Beschleunigungsmittelpunkt der resultirenden Be- 
wegung deu geftihrten Systerns und 

b) aus den Beschleunigungsrnittelpunbten der Bewegungen zweier ebenen 
Systeme den Beschleunigungsmittelpunkt ihrer relativen Bewegung zu con- 
struiren. 

A 
Es ist namlich bekannt, dass die Angabe von 0,  J und - hinreicht, 

m4 
um ftir die augenblickliche Bewegung eines ebenen Systems deren Beschleu- 
nigungamittelpunkt G zu construiren; denn dieser ist  der andere Schnitt 
einer durch O gehenden Geraden mit dem Wendekreise, deren Winkel rp 

gegen den Wcndedurr,hmesser durch die Beziehung gegeben ist 
A 

tangcp = - 
O 

Zeitachrift f. Mathemstik e Phgsik XXXVI, 4. 16 
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Sind also im Falle a )  die Punkte O,, J I ,  G,; O,, J,, G2, sowie der resul- 
tirende Drehpunkt O gegeben, so construire man zuniichvt nrtch Art. 3 und 6 
den Wendepol J, wobei behufs Construction der Zusatzstrecke ,3 die leicht 
zu entwickelnden Beziehungen zu bentitzen sind: 

6 = ., ( a l  f a a m n  - j 
a tang 9 

a l=O,O,  a,=OO,, 9,=LJ ,01G, ,  (p,=LJ,O,G,. 
Hierauf zeichue man über O J  a18 Durchmesser den Wendekreis und lege 
die Gerado OG unter dcm Winkel 9 gegon O J ;  der Schnitt beider ist der 
gesuchte Beschleunigungsmittelpunkt G. 

In  iihnlicher Weise gestaltet sich die Losung von b).  
Die betreffenden Constructionen lassen sich in  eleganter Weise durch- 

führen, doch wurde ihre Mittheilung, sowie ihre Anwendung auf Beispiele 
ails der Praxis der Kinematik mit Rücksicht auf den Rahrnen dieser Zeit- 
schrift unterdrückt. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Kleinere Mit theilungeii. 

X E  Ueber die Anwendung der Methode des Imaginaren auf  Probleme 
des Qleichgewichte u n d  der  Bewegung i n  einer  Ebene. 

Bildet eine Strecke r mit der positiven Richtung der x -Axc  eincn 
Winkel or, so wollen wir die Grosse r e i u  als das "imaginare MomentU der 
Strecke bexeichnen. 

Aus dieser Definition folgen dann durch Analogie leicht die nach- 
stehenden : 

Das imaginare Moment eines Curvenelementes ds  ist dargestellt durch 
d s  eia, wenn or der Winkel ist , den die Tangente'in dem hetrachteten Punkte 
mit der x-Axe bildet. 

Das imaginare Moment einer Kraft P, die mit der positiven x-Axe 
den Winkel LY bildet, ist gleich Peia .  

Das 'imaginare Geschwindigkeitsmoment eines bewegten Punktes- zur 
d s  eia 

Zeit t ist gleich -- 
d t  

Das imagingre Beschleunigungsmoment, eiiies bewegtan Punktes ist dar- 
d s  eia 

d- 
d t  d(v eia) 

gestellt durch oder durch - 
d t  d t  

wo v die Geschwindigkeit zur 

Zeit t ist. 
Wir wollen zunachst einige Satze liber das imaginare Moment ableiten, 

die wir in den nachfolgenden Entwickelungen benutxen werden. 
In der anelytischen Mechanik bringt man eine Kraft 81s positiv in 

Rechnung, wenn sie die positive Abscisse zu vergrijssern strebt. 
Man kann diese Rezeichnungsweise auf die Geometrie iibertragen, wenn 

man jeder Strecke eine Richtung beilegt, in der sie durchlaufen werden 
9011. Diese Richtung entspricht dann der Richtung der Kraft, welche durch 
diese Strecke dargestellt werden kann. Wenn ich also eine Strecke durch- 
laufe, so dass ich bei der Bewegung von kleineren zu grtisseren Abscissen 
übergehe, so werde ich diese Strecke positiv, im entgegengesetzten Falle 
negativ in Eechnung ziehen. 

Denken wir uns jetzt ein ebenes , i n  sich geschlossenes Polygon , dessen 
Seiten r, , r, , r,, . . . , r, mit der positiven R i c h h g  der x -Axe entsprechend 

16' 
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die Winkel a , ,  a, ,  a,, ..., a, bilden. Wenn wir von einem beliebigen 
Eckpunkte aus in einer bestimmten Richtung das Polygon durchlaufen und 
den einzelnen Seiten r  das positive oder negative Vorzeichen geben, ent- 
sprechend dem oben angedeuteten Sinne der Zihlung, so erhiilt man: 

7, COS U ,  = xp - 2, , 
r2 C O S U Z  = x3 - x2,  
. . . - . . . . , 

Tn-1 C O S < Y n - i Z Z n  - Z n - ] ,  
r ,  C O S U ,  = x1 - 2,. 

Hier bedeutet allgemein xk die Abscisse des Schnittpunktes der Strecken rh 

und rk-1. 

Bus den vorstehenden Gleichiingen folgt: 

T , < . o s ~ ,  + r Y  wsa2  + a - -  + ï n c o s a , = 0 .  
Analog ergiebt sich : 

rl sin uI + r2 sin ug + . . . + rn sin CY, = O. 

Multiplicirt man die letzte Gleichung mit i und addirt sie zur ersteren, so 
wird wegen 

c o s u + i s i a ( ~ =  eia: 

Wir  haben demnach den Satz: 

D u r c h l i i u f t  m a n  e i n  e b e n e s  P o l y g o n  i n  e i n e r  b e e t i m r n t e n  
R i c h t u n g ,  s o  i s t  d i e  a l g e b r a i s c b e  S u m m e  d e r  i m a g i n i i r e n  Mo- 
m e n t e  d e r  S e i t e n  d e r  N u l 1  g l e i c h .  

Die Endpunkte einer Strecke r m6gen die Coordinaten x ,  y und x l ,  y, 
haben. Dann is t ,  wenn <p. den Winkel bezeichnet, den diese Strecke mit 
der positiven Seite der z -Axe  bildet: 

r c o s q = z - x , ,  r s incp=y -y,, 
worauv folgt : 

reiq = x + iy - (x, + i y , ) .  

Veriindere ich die Lage und Liiuge dieser Strecke um unendlich wenig, so 
werden die Endpunkte derselben Curvenelemente d s  und ds,  beschreiben. 
Die Richtungen dieser Elemente, welche mit den Richtungen der Tangenten 
in diesen Punkten zusamrnenfallen, m6gen mit der %-Axe die Winkel ri 

und U ,  bilden. Durch Differentiation der obigen Gleichung entsteht: 

d(re iv )  = d z  + i d y  - ( d x ,  + i d g , ) .  
Nun ist aber: 

d z  + i  d y  = d s  eia, dx,  + i d y ,  = ds ,  eial, 
also wird: 

II) d( re i y )  = d s  eia - ds ,  ei". 
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D a s  D i f f e r e n t i a l  d e s  i m a g i n t i r e n  M o m e n t e s  e i n e r  S t r e c k e  
i s t  d e m n a c h  g l e i c h  d e r  D i f f e r e n z  d e r  i m a g i n ë r e n  M o m e n t e  d e r  
b e i d e n  C u r v e n e l e m e n t e ,  w e l c h e  d u r c h  d i e  E n d p u n k t e  d e r  
S t r e c k e  b e s c h r i e b e n  w e r d e n ,  w e n n  d i e s e  e i n e  u n e n d l i c h  k l e i n e  
V e r s c h i e b u n g  e r l e i d e t .  

Wir wollen jetzt das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten und das 
d ' h l  e m  b e r  t'sche Princip mit Hilfe der oben aufgestellten Definitionen 
umformen. 

Das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten kann man i n  der Form 
schreiben : 

d L  dM d N  
X,+A - + r - + v - + - - - = O ,  

dx, dx, dzn 

wo Xn und Y, die Componenten der wirkenden Krifte, L= 0, M=Oi 
N = 0 ,  . . . die zwischen den Coordinaten der Punkte  herrschenden Beding- 
ungen, A ,  p l  v zu  eliminirende unbekannte Coefficienten darstellen. F ü r  
jedeu Punkt gilt ein derartiges Gleichungssystern, wie wir es hier für den 
Punkt mit den Coordinaten x, und y, aufgestellt haben. 

Multiplicirt man die zweite Gleichung mit i und addirt sie zur ersten, 
so wird, weun P die ganze auf den betrachteten Punkt  wirkende Kraft ist  
und diese mit der Richtung der x-Axe einen Winkel cp bildet: 

Man ~ e i s s  nun,  dass die Krafte, welcbe die Verbindungen ersetzen, sich 
ausd ckcn durch: 

J dM2 dM2 
P 2 = p  --+--=pv,, 

dxn dyn 
. . . . . . . . . . . . .  

Ferner ist: 

Sind nun die Winkel, welche die Kraft0 Pl, P, u. S. W. mit der X-Axe 
bilden, entsprechend qi, q2 U. S. W., so ha t  man: 

d L  1 dM 1 
coscp,=---i coslp,=-.-' 

dxn rl dx, V2' 

Demnach wird die letzte Gleichung: 
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E i n  S y s t e m  v o n  P u n k t e n ,  w e l c h e s  b e l i e b i g e n  B e d i n g u n g e n  
u n t e r w o r f e n  i s t ,  b e f i n d e t  s i c h  i m  G l e i c h g e w i c h t ,  w e n n  f ü r  
j e d e n  P u n k t  d i e  S u m m e  d e r  i m a g i n a r e n  N o m e n t e  a l l e r  a u f  
d i e s e n  P u n k t  w i r k e n d e n  K r a f t e  i n c l .  d e r  V e r b i n d u n g s k r a f t e  
d e r  N u l 1  g l e i c h  i s t .  

Nach dem Princip von d 'A 1 e m b e r  t gilt fur jeden Punkt  des Systema 
das Gleichungspaar : 

dP z, d L  d M  
m - = X n + I . - + p - +  ..., 

d t" dz,  dz ,  

Bildet die Tangente der Bahncurve des betrachteten Punktes zur Zeit t 
mit der z -Axe  den Winkel a, so erhglt man analog unter Beriicksich- 
tigung von 

Fur j e d e n  P n n k t  deli S y s t e m s  i s t  a l s o  d a s  i m a g i r i a r e  Be- 
s c h l e u n i g u n g s m o m e n t  g l e i c h  d e r  S u m m e  d e r  i m a g i n k i r e n  M o -  
m e n t e  d e r  iauf d e n  P u n k t  w i r k e n d e n  K r t i f t e  i n c l .  d e r  Verb in-  
d u n g s k r a f t e .  

Ais Beispiel fiir die oben aufgestellten Satze wollen wir die Aufgabe 
aus der Statik losen: Die Gleichgewichtscurvo oines uncndlich dünnen Fadens 
aufiustellen nnter dem Einflusse von Centralkraften. Die Dichtigkeit des 
Fadens wird hier constant und gleich der Einheit angenommen. 

Die Bedingung für  das Gleichgewicht ist ,  dass sich a n  jedem Curven- 
element folgende Kriifte das Gleichgewicht halten: 

1. die Spannung Tl deren imaginares Moment ist Teia;  
2. die Spannung am andern Ende des betrachteten Elementcs ds, 

deren Moment ist  - (T + d T) (eia+ deta) ; 
3. die auf das Curvenelement wirkende Kraft - ds f ( r ) ,  deren Moment 

ist - ds f(r) e iq ,  wenn die Kraftrichtung mit der 1; -Axe den Winkel 
bildet. 

Das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten giebt d a m :  

Dieser Gleichung kann man leicht die folgende Form geben: 

1) d(Te'") = d s  f(r) 89. 

- Ausserdem hat man hier noch die Gleichung I I ) ,  in der jedoch as, = 0 zu 
setzen i s t ,  weil die Kraft nach einem festen Centrum gerichtet i s t  Also 
bat man: 
2) d(re'9) = d s  ela. 
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Fiîhrt man die angedeuteten Differentiationen aus und zerspaltet die Gleich- 
ung, so erhtilt man: 

3) d T = d s f ( r )  cos(rp-a), 
4) Tda=dsf ( r )s in ( rp -a ) ,  
5) dr=dscos(rp-a), 
6) r  d<p = - dssin(tp-a). 

Bus 3) und 5) folgt sofort: 
7) d  T = f ( r )  dr, 

wodurch T ais Function von r  bestimmt ist. 
Aus 3) und 4) ergiebt sich: 

und analog aus 5) und 6)  
dr 
-=- a cp cotg - u). 
r 

' Aus den beiden letzten Gleichungen zieht man: 

Das Integral dieser Differentialgleichung ist: 

8) T r s i n ( q -  cu) = c ,  
wo c eine willktirliche Constante bedeutet. 

Man kann sich leicht tiberzeugen , dass die Grosse r  sin (9 - a) das mit 
umgekehrtem Vorzeichen genommene Loth i s t ,  welches man von dem an- 
ziehenden Centrum auf die Tangente d e s  P u n  k t  e s der Curve f'allen kann, 
welc  h e m  alu Radiusvector die Strecke r  zugehort - die Spannung is t  
also diesem Lothe umgekehrt proportional. 

D i e  G l e i c h u n g  7) e n t s p r i c h t  d e m  S a t z e  v o n  d e r  l e b e n d i g e n  
K r a f t ,  d i e  G l e i c h u n g  8) d e m  P l i i c h e n s a t z e  b e i  d e r  C e n t r a l -  
bew e g u n g .  

B u s  G l e i c h u n g  8) e r g i e b t  s i c h  l e i c h t :  

u n d  d e m n a ü h  f o l g t  a u s  d e r  G l e i c h u n g  

a18 G l e i c h u n g  d e r  F a d e n c u r v e  i n  P o l a r c o o r d i n a t e n ,  i n d e m  d e r  
W e r t h  f i i r  T a l s  F u n c t i o n  v o n  r  a u s  G l e i c h u n g  7 )  e u  e n t n e h -  
men'Ist.  

Als Beispiel aus der Dynamik wollen wir das bekannte Problem der 
Centralbewegung behandeln. 
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Wenn wieder r der Radius vector, IJJ und ci die Winkel sind, welche 
Radius vectnr iirid Tangente mit der x .  Axe bilden, so ist  nach dem Princip 
von d ' A l e m b e r t  zuntichst: 

d . v e i a  + f (r)  e ip  = 0. 
d t  

Ausserdem hat man als Bedingung daftir, dass die Kraftrichtung stets durch 
einen festen Punkt geht: 

d ( r e i Y )  = d s e i a .  

Aus diesen beiden Gleichungen folgt unmittelbar: 

d 2  (reiq) 
dt" 

+ f ( r )  ei'P = 0. 

Fiihrt man die angedeutete Differentiation aus und zerspaltet die Gleichung, 
so wird: 

11) 
und 

1 2) 

d 9  Setzt man - = p ,  so wird die erste Gleichung: 
d t 

r d p + 2 p d r = O ,  
deren Integral ist: 

C 
p = - 7  

r2  
wo c eine Constante bedeutet. 

Gleichung 12) wird denn: 

Multiplicirt man mit d r  und integrirt, so wird: 

d v -  c Wegen - - - hat man dann : 
d t  r2 

als Gleichung der Bahn in Polarcoordinaten. Eine su> directe Integration 
des Problems, wie nach der obigen Methode, wird man auf einem andern 
Wege kaurn erreichen konnen. 

Zum Schlusse wollen wir noch eine Anwendung auf die Beschleuni- 
gungen hoherer Ordnung machen. 

Aus ds eia = d x  + d y folgt : 

Wenn man diesen Ausdruck m-mal differenzirt und bedenkt, dass man 
dn vela 

aiif die Form 
dt"  
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e i a .  ( M + i N )  

bringen kann, wo M und N sich nur aus den Ableitungen von v  und LX 

zusammensetzen , BO wird : 
$ + l x  $ + l y  

,i a . (M+ON) =- +i- . 
dt"+l d t " t1  

Durch Zerspaltung entsteht : 
d''+lx a"+' 

MCOSLY - Nsi l za=--  d p + l  ' Nçosa + Msina =-• 
atm+' 

Hieraus erkennt man,  dass M und N Tangential- und Normalcomponente 
der Beschleunigung nter Ordnung sind, da ja die letzten Gleichungen be- 
sagen, dass die C ~ m ~ o n e n t e n  von N und N in Richtung der Axen durch 
dn+'x 
dt"+' 

dn'l y dargestellt sind. -- und -- 
fit"+' 

Man hat also den Satz: 
D i f f e r e n t i i r t  m a n  d a s  i m a g i n a r e  G e s c h w i n d i g k e i t s m o m e n t  

v e i a  % - m a l  u n d  d i v i d i r t  d a s  R e s u l t a t  d u r c h  e i a ,  s o  s t e l l t  d e r  
r e e l l e  T h e i l  d e s  e r h a l t e n e n  A u s d r u c k s  d i e  T a n g e n t i a l b e s c h l e u -  
n i g u n g  n t e r o r d n u n g ,  d e r  C o e f f i c i e n t  v o n  i d i e  N o r m a l b e s c h l e u -  
n i g u n g  nt" O r d n u n g  v o r .  

Will man die Beschleunigungen hoherer Ordnung durch 'v und den 
Krümmungsradius Q, sowie deren Ablcitungen darstellen, so muss man setzen: . =J; d l .  

Das zu differentiirende Moment ist d a m :  
il: rit 

v e i a =  v e  

B e r l i n ,  im Jul i  1890. 

XIIL Versnch über die Gleichung 

In der Gleichung 
zp + y p  = z P  

Dr. A. GLEICEEN. 

fl +y'' = f ip .  

bedeute p eine Primzahl >2 ,  wiihrend x,  y, f i  positive ganze Zahlen vor- 
stellen, die, wie wir ohne Weiteres annehmen dürfen, prim gegen ein- 
ander sind. 

Hier sind zwei Falle denkbar: 
1. keine der Zahlen x ,  y, a enthalt den Factor p ;  
2. eine von ihnen, sagen wir X ,  ist G O (mod p ) .  

I m  ersten Falle (S. meinen im Jahre 1889 in dieser Zeitschrift unter 
Nr. I X  der , , ~ l e i n e r e i  Mittheilungenu abgednickten Aiifsatz) sind z + y, 
s - 2, z - y pte Potenzen, so dass wir 

z+y=aP, 5 - x = b P ,  s-y=cP 

&,zen ktinnen, wahrend im zweiten Falle 
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x + Y = a P ,  6 - x = h P ,  z - y = p P - 1 . @  

sein muss. In  beiden Failen ist 

also anch 
Y B  ->-. 
b a 

Da z + y, z - 1;, a - y  ebenso wie x ,  y  und s prim gegen einander 
sind, und 

,#P = 1;P + yP, yP = # P  - xP, XP = f iP - yP 

resp. die Factoren a  3- y,  s - x, B - y  haben, so muss 

den Factor ( x  + y)  (8 - X )  ( z  - y )  oder vielmehr, da z. B. 

is t ,  den Factor p (x  + y )  (8 - x) (8 - y )  enthalten, so dass wir 

( Z + Y  - B j P = p ( x + y ) ( z -  x ) ( e - y ) F  
setzen konnen, wo F im Allgemeinen eine Punction von X ,  y, B bedeutet. 

[NB. F u r  p = 3 haben wir 

( ~ + y - z ) ~ =  ( X + ~ ) ~ - ~ - ~ ( X + ~ ) ~ Z +  3 (x+y) f i2  
= 3 ( x + y ) x y -  3 ( x + y ) ' z +  3 (x+z j ) z z  
= 3 ( s + y ) [ a ' - ( x + ~ ) z + z y ]  
= ~ ( x + Y ) ( z - ~ ( z - Y ) ,  

also F = 1. Zugleich erkennen wir, dass eine der Zahlen x ,  y, 2 0 ( rnod3)  
sein muss.] 

Nach Obigem muss entweder p F ,  oder F eine pte ~ o t e n z ,  d. h. ent- 
weder 

p F = p p .  f p ,  oder F =  f p  

sein, so dass in beiden Fallen 
x f  y - a = p a b c f  

wird. Hieraus folgt 
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oder, da p - 1 gerade k t ,  mithin ap- - bp-' den Theiler a  + b  hat , 

woflir wir, da  a p - l g  1 = bp-' ( n z o d p )  is t ,  

setzen konnen, wo g eine positive ganze Zahl bedeutet. 
Perner erhalten wir, wenn wir p b c f  = A setpen, 

( x + y ) P = ( z + a A ) P  
oder 

= p - i  
2 

ZP+  y~+z (-1)q-1 P (p - p - 1),-1 ( ~ + y ) p - ~ g .  29. y9 
Y 

x P 
folglich , da z p  + yp = aP ist , und (- 1)q-' - (P - ¶ - - i ( x + Y ) ~ - ~ ~  

q=1 
9 

X $9, y9 den Factor p (z  + y) x y  enthalt , mithin 

= - P ( X + Y ) X Y  <P(x,Y) 
gesetzt werden darf,  

( p , ) r ~ - ' . a A + ( p ) , z ~ - 2 . a Z A 2 +  ...+ (p )p- lz .ap- lAp- '+apAP 

= P ( X + Y ) X Y  rp(x,y) 
oder, wenn wir durch 

pap .A=p"z+y)  b c f  
dividiren , 

C 
In dieser Gleichung haben - und A keinen gemeinschaftlichen Theiler, und a 
Y - muss ein Factor des Ausdrucks auf der linken Seite derselben sein. 
O 
Setzen wir nun den Quotienten dieses Ausdrucks und des Factors 

r 
y oder - + p g  
O a  

so erhalten wir für  die Coefficienten k folgende Gleichungen: 
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( ~ - 1 1 , ~  Aus der ersten dieser d l e i c h i q e n  sehen wir, dass, da pg und 
2 

ganze Zahlen sind, und A= p b c f  is t ,  k, eine ganze Zahl sein und den 
Factor p haben muss. Weiter folgt dann ails der zweiten, dass k, eine 
ganze Zahl ist und den Factor p v a t  u. S. W. Ueberhaupt sind alle k ganze 
Zahlen, und kq muss O (modpq) sein. 

Setzen wir dernnach kp =pq. Zq, A =PR, so wird 

Aus der letzten Gleichung geht hervor, dass 

sein muss. 
B E O (modp), also gZp-l I O ( m ~ d p p - ~ )  

Nehmen wir nun g G O (modp) a n ,  so folgt aus den vorhorgehenden 
Gleichungen, dass auch alle Z E O  (modp) sein miissen; und nehmen wir 
1p-2-  0 (modp) a n ,  so ergiebt sich aus der vorletzten Gleichung, dass 
jcdenfalls entweder, wie wir soeben voraussetzten , g, oder $ -3  I O (modp) 
sein mutis. Bei der letzteren Annahme worden ebenfalls alle 1 und wegen 
der ersten Gleichung auch g r  O (modp). Eurz, es muss 

g = ph 
und,  wie leicht zu erkennen, 

l,=pq.rng 

sein, wo h und rn, ebenso wie g und. Z, ganze Zahlen vorstellen. Setzen 
wir nun noch 

so erhalten wir 
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- 2  
(y, 3 

Diese Gleichungen haben genau dieselbe Forrn, wie die obigen für 1, müssen 
also auch zu denselben Resultaten fuhren; wir würden da.her bei Portsetzung 
unseres Verfahrens ahnliche Gleichungen mit immer kleiner werdenden 
Zahlen finden, wahrend zugleich z + y - z einer immer hoheren Poten von p 
congruent würde, uud da8 in infinitum. 

Wir schliessen hieraiis, dass die Gleichung 

XP + yp  = Bp, 

wenn p > 2 is t ,  nicht in positiven ganzen Zahlcn gclost werden kann. 

A n m e r k u n g .  Ftir p = 3  haben wir 

( g + ~  (f) +$=  (: + h)(: + 39), 
also 

A2 
3 g + k l = A ,  3 g k  --; 

es müsste mithin 
' -  3 

9 g k 1  = AZ= ( 3 g + k 1 ) z  oder ( 3 g ) e  + k l e  = 3 g k 1  

sein, wau nicht moglich ist,  da ( 3 g ) v  (k,)' = ( 3 g  - kl)" 6 g  kl  > 6 g  k ,  
sein muss. 

Wir konnten auch B O  schliessen: 
A2 3 g  ist hier = ( a +  b ) ( 3 c - a +  b ) ;  es miivste also, da 3 g k  - -- = 3 b 2 c s  

ist ,  a + b  ein Theiler von 3 bQce sein. 
'- 3 

Nuu sind aber x + y = uS und z - x = b3, also auch a und b, sowie a + b  
und b ~ r i m  gegen einander; und ginge a  + b in  3 c2 ouf, so hiitten 9 cS = a - y 
und a3+ b3 = z + y den gerneinschaftlichcn Theiler a + b, wahrend sic doch 
hkhstens den Factor 2 p m e i n  haben konnen, und a  + b unm6glich = 2 
sein kann. 

a a~ - 1 - 6 ~ - 1  
Allgemein muss nach Obigern - = - + (a + b )  ( p  c - 

b a a + b  
( p - 1 )  B ' P - '  A P - 1  

ein Factor von ( : ) ' - ' + (  2 a A + . . . + ( ~ ) A P - ~ + ~ ,  

AP-1 
also a + b ein solcher von -- = p p - ? .  bP-' . cP -i. f P - l  sein ; es würde 

P 
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daher geniigen, zu bewcisen, dass a +  b und f keine gemeinschaftlichen 
Theiler haben konnen; wenn wir die Unmoglichkeit der Gleichung xp +yp = p, 
wo p eine Primzahl > 2 ist, für  positive ganze Zahlen darthun wollen. 

H 6x t e r a. d. Weser. Aua. RIEKE. 

XIV. Kr i te r ien  der  Thei lbarkei t  dekadischer Zahlen. 

Die von mir  irn ersten Hefte angeftihrte diesbeztigliche Regel gestattet 
folgende Verallgemeiuerungen : 

Um zu entscheiden, ob eine gegebene Zahl Z durch lz theilbar ist, 
rnultiplicire man die z w e  i letzten Ziffern von L mit der fur  jedes n be- 
sonders zu bestimmenden Zahl y und subtrahire des erhaltene Product von 
den vorhergehenden Ziffern. 1st der gefundene Rest durch n theilbar, so 
ist  das ein Criterium daftir, dass Z durch la getheilt werden kann. 

Die Zahl y bestimmt sich nach folgender Regel: 
Man schreibe diejenigen Vielfachen von n auf ,  welche mit den Ziffern 

01 endigen, und streiche diese beiden Ziffern fort. Die so erhaltenen Zahlen 
geniigen den für y angeführten Bedingungen. 

B e i s p i e l :  n = 7. Die Vielfachen von 7, welche mit den Ziffem 01 
endigen . Sind : 

7.43=301,  7 . 1 4 3 = l O O l  etc. 

Streicht man hier die Ziffern 01 fort,  so erhiilt man die Zahlen 

3, 10 etc. 

Um also zu entscheiden, ob die Zahl 47341 diirch 7 theilhar is t ,  multi- 
tiplicire man die zwei letzten Ziffern (41) mit 3 und subtrahire das erhal- 
tene Product (123) von den vorhergehenden Ziffern (473). Der gefundene 
Rest (350) ist durch 7 theilbar; folglich ist es auch 47341. 

Oder ganz allgemein: Man multiplicire die p letzten Ziffern von Z mit 
der für jedes n besonders zu bestimmenden Zahl w und subtrahire das erhal- 
tene Product von den vorhergehenden Ziffern. 1st der gefundene Rest durch 
ia theilbar, so ist  es auch 2. 

Die Zahl v ergiebt sich nach folgender Regel: 
Man schreibe diejenigen Vielfachen von n. auf ,  welche mit der Ziffer. 1 

und p - 1 vorherstehenden Nullen endigen. Streicht man dieve Endungen 
. . .O001 fort,  dann genügen die so erhaltenen Zahlen den für v angegebenen 
Bedingungen. 

B e  rn e r  k u ng.  Wortlich dieselben Regeln gelten für alle Zahlensysteme, 
welche dem dekadischen System analog gebildet sind. 

Bilden wir z. B. ein solches Zahlensystem aus den vier Zeichen O, 1, 
2, 3 und bezeichnen 
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die dekadische Zab1 O mit 0, 

n n n o n 1 3  

n n n O n  2, 
n n n 3 n 3 ,  
n n n 4 n 10, 
n n n 5 n 11, 
n n n 6 n 12, 
n n n 7 n 137 
n n 8 20 etc., 

so gelten f'tir die Zahlen dieses Systems wortlich dieselben Hegeln, welche 
oben für das dekadische System angegeben sind, 

B e r l i n .  UIETRLCHKEIT, Cand. math. 

Preisanigabe 
der 

Fürstlich Jablonowski'schen Gesellschaft 
in Leipzig. 

Für das Jahr 1894. 
Die von L e v e r r i e r ausgeführte Bestimmung der sacularen Sttirungen 

der Bahnen, namentlich der inneren Planeten, hat bekanntlich unbefriedi- 
gende Resultate ergeben, insofern die Glieder der zweiten Naherung, welche 
nur ungenau und unter Umstanden selbst gïosser als die Glieder der ersten 
Niiherung gefunden wurden, sich für die Berechnung der Storungen als 
unbrauchbar erwiesen haben. Dieses unbefriedigende Ergebniss , des in  
seineri weiteren Polgen mit gewissen Anomalien in der Bewegung des Mer- 
c m ,  heziehungsweise seines Perihels zusamrnenzuhangen scheint, ist L e  - 
v e r r i e r  * geneigt , der hisher Eefolgten Behandlungsweise zuzusclireiben, 
bei welcher in ervter Naherung die Differentialgleichungen des Problems als 
linear betrachtet werden. Die Gesellschaft wtinscht demgernass 

e i n e  n e u e  B e s t i m m u n g  d e r  s a c u l a r e n  S t t i r u n g e n  w e n i g -  
s t e n s  d e r  B a h n e n  v o n  M e r c n r ,  V e n u s ,  E r d e  u n d  M a r s  
u n t e r  B e r ü c k s i c h t i g u n g  d e r  G l i e d e r  h 6 h e r e r  O r d n u n g  

mittels einer einwurfsfre;en Xethode, bei welcher die von L e  v e  r r i e r  an- 
getroffene Schwierigkeit, welche gegen die Brauchbarkeit der erhaltenen 
Resultate sprechen würde, als beseitigt betrachtet werden kann. - Preis 
1000 Mark. 

* Recherches astronomiques, Chap. lx, art. 16 und Additions III, S. 51. 
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Die anonym einzureichenden Bewerbungsschriften sind, wo nicht die 
Gesellschaft im besondern Falle ausdrücklich den Gebrauch einer andern 
Sprache gestattet, in d e u t s c h e r ,  l a t e i n i s c h e r  oder f r a n z t i s i s c h e r  
Sprache zu verfassen , müssen deut,lich gaschrieben und p a g  i n i  r t , fsrner 
mit einem Mo t t o  versehen und von einem versiegelten Umschlag begleitet 
sein, welcher au€ der Aussenseite das Motto der Arbeit tri@, inwendig den 
Narnen und Wohnort des Verfasseru angiebt. Jede  Bewerbungsschrift mus3 
auf dem Titelblatte die Angabe einer Adresse enthalten, an welche die 
Arbeit ftir den Fall,  dass sie nicht preiswürdig befunden würde, zurück- 
zusenden ist. Die Zeit der Einsendung endet mit dem 30. N o  v e m b e r  des 
a n g e g e b e n e n  J a h r  e s ,  und die Znsendung ist an den Secretar der Ge- 
sellschaft (für das Jahr  1891 Geh. Rath Professor Dr. W. H a n k e l ,  Hohe 
Strasse 15) zu richten. Die Resultate der Prüfung der eingegangenen 
Schriften werden durch die Leipziger Zeitung im Marz oder April des fol- 
genden Jahres bekannt gemacht. Die gekronten Bewerbungsschriften werden 
Eigentham der Gesellschaft. , 

R. L e u c k a r t .  W. H a n k e l .  A. L e s k i e n .  W. R o s c h e r ,  Priises. 
H. Lips ius .  F. Zirkel .  G. Voigt. F. Zarncke .  W. Sche ibner .  

Losung der Preisaufgabe der Physikalisch-6konomischen 
Gesellschaft zu. Konigsberg. 

I m  Jahrgang XXXV S. 128 dieser Zeitschrift hatte obige Gesellschaft 
eine Preisaufgabe gestellt, welche eine moglichst urnfassende theoretische Ver- 
werthung der Konigsberger Bodentemperatur -Beobachtungen für die Er- 
kenntniss der Wiirmebewegungen in der Erde und ihrer Ursachen forderte. 

Der ausgesetzte Preis von 300 Mk. ist  Herrn Dr. A d o l f  S c h m i d t ,  
Gymnasiallehrer in  Gotha, verliehen, welcher die Aufgabe in mathernatisch- 
physikalischem Sinne bearheitet und besonders die Theorie mit den Beob- 
achtungcn erfolgreich verglichen hat. Ausserdem wurde eine Belohnung 
von 150 Mk. Herrn Ur. E r n s t  L e  y s t , Verweser des magnetisch - meteora- 
logischen Observatoriums zu Pawlowsk, verliehen, welcher in seiner nume- 
risch - statistischen Arbeit besonders die Temperaturbewegung im Erdinnern 
zu beschreiben sucht. 

Die beiden so gekronten Preisarbeiten und das ausftihrliche Urtheil der 
Preisrichter werden in den Schriften der Phpikal isch - okonomischen Gesell- 
schaft, Jahrgang XXXII für  1891, gedruckt. Dr. J. F R A ~ Z ,  

Secret i r  der Phys.- Okon. @es. 
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XVI. 

Construction der Krümmungsmittelpunkte der Hü11- 
bahnevoluten bei starren ebenen Systemen. 

Von 

Prof. Dr. R. MULLER 
in Brannschweig. 

1st die Bewegung eines starren ebenen Systems au8 einer-phase S i n  
zwei unendlich benachbarte Phasen S', S" in irgend einer Weise festgelegt, 
so kennt man von allen Systempunkten A und allen Systemcurven b die 
Krümmungsmittelpunkte A bez. B ftir die augenblicklich erzeugten Elemente 
der zugchorigen Bahncurven ar und Ht.illbahncurven B. Die Hinzufügung 
einer vierten unendlich benachbarten Systemlage 8"' bestimmt dann die 
Krümmiing der Evoluten von IY und /3 in A und B. In einem frliheren 
Aufsatze* behandelte ich die Krümmung der Bahnevoluten, die den P u n k -  
t e n  des Systems entsprechen; der betreffende Krümmuugsradius konnte in  
sehr einfacher Weise construirt werden, wenn fiir die betrachtete Phase der 
Wendekreis und die Kreispunktcurve bekannt waren. Im Folgenden wird 
die umfa~sendere Aufgabe gelost, deu Krümmungsmittelpunkt der Hüllbahn- 
evolute für eine beliebige C u r v e  des Systems zu bestimmen, wobei die 
vier anfeinander folgenden Systemlagen ganz allgernein dadurch definirt sein 
konnen, dass. für irgend zwei Systemcurven die Krümmungsrnittelpunkte 
ihrer HUllbahnen und der Evoluten derselben vorgeschrieben sind. Dabei 
werden die früheren Ergebnisse gelegentlich Verwendung finden; die Ab- 
leitung der erforderlichen Formeln erfolgt aber unabhangig von der vorigen 
Arbeit und nicht, wic darnals, auf analytisch-geometrischem Wege. 

1. Angenommen, ein System gelange aus der Anfangslage S in die 
unendlich bcnachbarten Lagen S', S", 8"' durch aufeinandcr folgende Dreh- 
ungen um die Pole P, P', P", bez. um die Winkel d a ,  d9. + d28, d 6 + 2 d'a. 
Wir bezeichnen die ~ o l b a h n t a n ~ e n t e n  PI" und P'P" bex. mit t und t ' ,  
den Winkel tt' mit d z ,  und setzen ohne Beschrankung der Allgemeinheit 
unserer Darlegungen die Strecke PPP"= P P P = d u  (Fig. 1). 

* Ueber die Krümmung der Bahnevoluten bei starren ebenen Systemen, diese 
Zeitschr. Bd. 36 S. 193. 

Zeitsclirift t Mathematik o. Physik XXXVI, 5. 17 
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Sei ferner a eine beliebige Systemcurve in der Phase 8, A der Krtim- 
m ~ n g s m i t ~ t e l p u n k t  des Punktes von a ,  in  welchem a  augenblicklich die Htill- 

bahncurve a bertihrt, A auf 
PA der zugehorige Erüm- 
mungsmittelpunkt von a, 
a, die Evolute von a und 

, A, der Erlimmungsmittel- 
punkt dorselben im Punktc 
A. Kommen a ,  a l ,  A, Al 
in der Phase 8' in die Lagen 
a', a ; ,  A', A', , so bestimmt 
die aus P' an a', gehende 
Tangente auf a' den Re- 
rtihrungspunkt mit a und 
auf a', den xugehorigen 
Krtimmungsmittelpunkt B'; 
demselben entspreche für u 

der Krtimmungsmittelpunkt 
B. Dann Sind A, B xwei un- 
endlich benachbarte Piinkte 
der Hfillbahnevolute a,; die 
Normalen in A und B bez. zu 

P A  und P ' B  schneiden sich 
irnKrtimmungsmittelpunkte 
A, von a, an der Stelle A. 

Wir  setzen nun PA = r,  L Apt  = <P, AA, = s , PA = pl P'B0= r + dr, 
L B ' P ' t ' = g D + d < p ,  P ' B =  p + d e ,  AA, = c i ;  dann ergieht sich 

A B  
f i = .  

d z - d p  

Ziehen wir noch P Q l  P'B.  so ist,  von unendlich kleinen Grossen zweiter 
Ordnung abgesehen , 

A B = P A - & B  
= p - ( @ + d p ) + d u c o s ( < p f  d p - d r )  
= ~ U C O S C ~ - ~ Q ,  

also 

1) 

Sei ferner b, der Durchmesser des Wendekreises fiir die Phase S, 90 

ist bekanntlich 1' du  
(++ f )s in<p=-  L und b,=- d a 1  

demnach 

2) 
r du siraq 

@ =  r dah  - d u  sin.9' 
Durch Anwendung derselben Formel auf die Phase S r  folgt 
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oder bis auf Grossen erster Ordnung 

- - rdusilzcp r 2 ( d 9 . d < p c o s V - d Z 8 s i n p ) - d r d u s i a 2 c p  
r  d8-dzcsiray + (r  d 8 - du. sin y)" d 

also 

3) 
r2(d8 dcp  COS^ - d 2 8  sinv) - drdusin2y 

d p  = du. 
(r d a -  d u ~ i n y ) ~  

Die hierin enthaltenen unbekannten Grossen d r ,  dcp sind leicht zu ermitteln. 

Es ist namlich p r ~ ' %  p P ' ~ '  L A', 3 2  

= P'A',~ - s2 

und 
P'A'," PA',e + du" 2PAr,  .du cosA',Pt 

oder bis auf Grossen erster Ordnung 

= PAI2 - 2 d u .  PA, cos A, P t  
= r2+ sZ-  2 dzc(r coscp - ssinrp), 

folglich 
P'B1=r +dr=/P-:!dzl(rcosy - s s iny )  

und demnach 

5) 
du dr = - - (r coscp - ssiacp). 
r  

Es  ist ferner, von Grossen zweiter Ordnung abgesehen, 

L A'P'P = L B'P'P, 
al fi O 

sin A'P'P = sia + d cp - d z) 

6) =sincp+(dcp -dt.)wscp. 
Andererseits fol@ aus P P'A' 

PA' 
sin A'P'P = -- sin A'P P'. P 'A' 

Nun geht P'B' für s  = O in P'A' liber, also ist nach 4) 

P'A'= r - d u  cos cp 
und daher 

r  
sir, A'P'P = sin(cp - d a )  

r  - du c o s q  

rd@-dusincp 
2 stn <p - COS cp. 

r 

Durch Vergleichung mit 6) folgt 

7) 
r  d 4  - d u  siny 

d q - d z = -  
Y 
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Danu ergiebt sich mit Btlcksicht auf 31, 5), 7) 

und wir erhalten schliesslich aus 1) für den K r t i m m u n g s r a d i u s  d e r  
H t i l l b a h n e v o l u t e  den Werth 

r 3 d u ~ d ~ ( 2 d 8 - d ~ ~ ~ ~ ~ 9 t d 2 6 s i n 9 ~ - 3 r 2 d u e d ~ ~ i n ~ ~ ~ ~ r p + ~ d u s ~ i n 3 < p  
8) c i =  

(r d 9  - d ~ s i l z r p ) ~  

Dabei Sind r und d u  wesentlich positive Grossen. Die Winkel d 4  = APA', 
dt.  = tt ', cp = A  Pt sind positiv, wenn der zuerst geschricbene Schenkel bei 
einer Llrehung im Sinne des Uhrzeigers den Winkel durchlauft; s wird 
positiv gerechnet, wenn der Winkel A, P A  in dem eben angegebenen Sinne 
positiv ist;  die positive Richtung von G ist  derjenigen von s entgegengesetzt. 

Fiir s=O verwandelt sich Gleichung 8) in die frtiher abgeleitete 
Formel fiir den K r ü m m u n g s r a d i u s  d e r  B a h n e v o l u t e  d e s  S y s t e m -  
p u n k  t e s  A.* Bezeichnen wir denselben wieder mit r, sa geht 8) tiber in 

wobei p mit positivem Vorzeichen zu nehmen is t ,  so lange A und A auf 
entgegengesetztem Seiten von P liegen. 

Betrachten wir in 9) s als verknderlich, so wird jedem Punkte A, der 
Geraden B A ,  ein Punkt  A, auf AA, zugeordnet, und dann sind die ent- 
stehenden Punktreihen einander ahnlich. 

Fig. 2. 
n~ 

2. Nehmen wir a n ,  der augenblickliche Be- 
rührungspunkt der Curven a und ri sei ein Undu- 
lationspunkt von a ,  so ist in Gleichung 8) r = oo, 
s = O ,  und wir erhalten 

Dann liegt der Pnnkt A auf dern Rtickkehrkreise x 

t und die Gerade AA,  geht durch den Riickkehrpol K;  
machen wir daher in Fig. 2 auf der Polbahnnor- 

und auf einer Parallelen zu t 

so ist A, der Fusspunkt der von 12 aiif A K  gefdl- 
ten Senkrechten, d. h. A, liegt auf einem Kreise x , ,  

der K und U z i i  Gegenpiinkten hat. Daher der Satz: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Prof. Dr. R. MÜLLER. 26 1 
. - - - - - - - - - - - - ~  _^^XI1--WIIXWI.M^ 

Die K r i i m m u n g s m i t t e l p u n k t e  d e r  E v o l u t e n  a l l e r  H i i l l b a h n c u r -  
v e n ,  w e l c h e  d i e  z u g e h o r i g e n  S y s t e m c u r v e n  m o m e n t a n  i n  U n -  
d u l a t i o n s p u n k t e n  d e r s e l b e n  b e r ü h r e n ,  l i e g e n  a u f  e i n e m  K r e i s e  
x , ,  d e r  d u r c h  d e n  R t i c k k e h r p o l  g e h t .  

Aus Gleichung 8) folgt ferner durch Aufl6siing nach s,  wenn zugleich 

eesetzt wird. 

Hierdurch wird jcdem Punktepaaro B, 0, des festen Systems ein Punktepaar 
B, B, des Leweglichen Systems zugeoidnet. Insbesondere ergiebt sich ftir 
@ = m l  G = O  

S = 
a u  (a  a + a t )  a u  d 2 a  

8"fJs cp - - d 
sin cp, 

und dann befindet sich B auf dem Wendekreisew und BI auf einem Kreise ,wl, der 
Wund zzu Gegenpunkten hat, wenn in Fig. 2 W d e n  Wendepol bezeichnet und 
auf n d u ( d l ' E + d t )  

P B =  1 

sowic auf einer Parallelen zu t d u  d 2 9  %m=- CE 93 
gemacht ist. D. h.: D i e  K r t i m m u n g s m i t t e l p u n k t e  d e r  E v o l u t e n  
a l l e r  S y s t e m c u r v e n ,  w e l c h e  d i e  z u g e h o r i g e n  H ü l l b a h n c ~ i r v e n  
m o m e n t a n  i n  U n d u l a t i o n s p u n k t e n  d e r s e l b e n  b e r ü h r e ? ,  l i e g e n  
s u f  e i n e m  K r e i s e  w , ,  d e r  d u r c h  d e n  W e n d e p o l  g e h t .  

3. Wir denken uns nunmehr vier unendlich nahe Systemphasen in all- 
gcmcinster Weise dadurch fcstgelegt, dass für irgend zwei Systemcurven 
1 ,  m in der Phase S die Punkte LLl AA,, X M l  M Ml gegeben sind - 
dahei bedeutet also L den Krtimmungsmittelpunkt desjenigen Punktes der 
Curve 1 ,  in welcheni sie augenblicklich ihre Hüllbahn 1 bertihrt, A den 
entsprechenden Krümmungâmittelpunkt von A ,  LI und A, die zugehorigen 
Krümmungsmittelpunkte der Evoluten von 1 und A ,  und es ist LA senk- 
recht zu LL, und AA,. D a n n  s o l 1  f ü r  i r g e n d  e i n e  s n d e r e  S y s t e m -  
c u r v e  a d e r  K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t  Al d e r  E ü l l b a h n e v o l u t e  
c o n s t r u i r t  w e r d e n ,  w e n n  d i e  e n t s p r e c h e n d e n  K r ü m m u n g s m i t -  
t e l p u n k t e  A,  A, b e k a n n t  s i n d .  

Zu diesem Zwecke bezeichnen wir mit A*, A,* die Krlimmungsmittel- 
punkte, die an Stelle von A, A, treten wiirden, wenn der augenblickliche 
Berührungspunkt der Curven 1, A ein Undulationspunkt von 1 wlire - oder 
mit anderen Worten die Krümmungsmittelpunkte der IIiillbahn bez. der Hiill- 
bahncvolute dor Systemgeraden L L, ; es seien ferner M*, Ml* die entsprechen- 
den Puukte für die Systemgerade MN,. Aludann finden wir RUS L,  A, M, 
M die Punkte A*, M*, sowie den Rückkebrpol K und den wendepol W mit 
Hilfe der B o  b i l l io r ' schcn  Constructioc. Setzen wir nun PL = r, P A  = Q, 
LLl=s ,  AA,=ci ,  L L P ~ Z = ~ ,  P W = P K = b , ,  so ist nach Gleichung 70). 
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Y______I______W______I_I-----__- 

d u i d 4 ( 2 d 9  - d r )  c o s r p + d Z 8 s i n y ~  
A* Al* = 

d  BY 9 

aus Gleichung 8) folgt aber 
d u  ! d 4 ( 2  d a  - d z )  cosy  + $8 sincp] 

1 
7 r 

also erhalten wir mit Rücksicht auf 2) 
b sin tp sin9 3 b,%sintp cos cp 

A* A ~ *  = G (5--)'- s ?+) + r 

oder, wenn L, den Fusspunkt des von W auf PL gefallten Lothes be- 
zeichnet , 

PL* P L * .  WL* 13) A * A ~ * = A A ~ ( ~ ~ ) ~ - L L ~ ( ~ ) + ~ ~ ~  --. 
Flg. 3. 

\ 
\ 

-- -- -- . 
\ 

Hieraus ergiebt sich für die Strecke A*/\,* eine einfache Construction. 
Bezüglich der Ausführung verweisen wir auf Fig. 3;  in derselben ist 
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PA* P L  
% G P , = A A , ( ~ ) ,  ~ @ , = L L ~ ( $ ) ,  

P n  aenkrecht zu PL und gleich 3 .  WL,,  L,Q parallel zu L%, also 

AA,*=%'9t1 - 6C1 + PD. 
In ganz derselben Weise finden wir den Punkt Ml*, und dann ist 

durch A,*, Mlf und den Rtickkehrpol K der Kreis x,  bestimmt. 
Nttch diesen Vorbereitungen ist der gesuchte KrIimmungsmittelpunkt A, 

leicht zu ermitteln. Sind ntimlich A, und A* bez. die Fusspunkte der von 
W und K auf PA gefallten Lothe und trifft die Gerade KA* den Kreis x ,  

in A,*, so ist nach Gleichung 13) 
PA, PA* 3-AA1 - PA,. WA, A * A ? = A A ~ ( ~ )  ( P A ) + 3 '  PA 1 

folglich haben wir dio Strocke AA, zu construiren nach der Formel 

4. Bus diesen Darlegungen folgt zugleich sine Losung der Aufgabe, 
d i e  K r ü m m u n g s r a d i e n  g,, p, d e r  P o l b a h n  bez.  d e r  P o l c u r v e  z u  
c o n s t r u i r e n ,  w e n n  v i e r  a u f e i n a n d e r  f o l g e n d e  S y s t e m l a g e n  
d u r c h  d i e  P u n k t e  L A L I A , ,  M M M I M l  g e g e b e n  s i n d .  Ertheilen wir 
namlich der Strecke Q ,  das positive Vorzeichen, wenn der betreffende KrUm- 
mungskreis unterhalb der Polbahntangente liegt,  und rechnen gp in  ent- 
gegengesetztem Sinne positiv, so ergiebt sich ails Fig. 1 

d zc e n = - ,  
. . d t 

und es ist 

also 

Q p  = dg._dz' 

Haben wir nun den Kreis x ,  in der vorhin angegebenen Weise ermittelt 
und schneidet derselbe die Polbahnnormale in  Z (Fig. 2),  so erhalten wir 
mit Rticksicht auf Gleichung 11) die leicht zu construirenden Ausdrlicke* 

5. Wir  entwickeln im Folgenden noch eine zweite Construction füt 
den Krümmungsmittelpunkt der Büllbahnevolute. Durch Gleichung 9) ist 
die Bestimmung des Punktes A zurückgeftihrt auf die Ermittelung des 

* Vergl. auch G r ü b 1 e r ,  Die Krümmung der Polbahnen, diese Zeitschrift, 
Bd. 34 S. 305. Bilden wir die Gleichung 8) sowohl für L ,  als für X, so finden 
wir durch Elimination von d P 4  nach kurzer Rechnung die von Herrn G r ü  b l e r  

1 1 
abgeleiteten Fornieln für - und -. 

en @,, 
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Kriimmungsmittelpunktes !J für die Evolute derjenigen Bahncurve, die der 
Punkt A beschreibt , wenn derselbe als Systempunkt betrachtet wird, und für 
diese Aufgabe haben wir frtilier eine einfache Losung abgeleitet unter der 
Voraussetzung, dass der Wendekreis und gewisse Bestiinmungsstücke der 
Kreiupunktcnrve bckannt sind.* Es  dtirfte angernrssen sein, die damals 
gefundene Construction zunachst kurz zu wiederholen. 

Setaen wir in Gleichung 8) s = ci = O, so folgt . 

14) r { d 9 . ( 2 d 6 - d r ) c o s c p + d a 8 s i n c p I - 3 d z c d 9 . s i n c p c o s i p = O  

als Polargleichung der Kreispunktcurve des Systems in der Phase S, cl. h. 
des Ortos derjenigen Systempunkte, die nugenblicklich Bahnelemente mit 
stationgrem Krümmungskreise durclischreiten. Die Kreispuuktcurve hat in 
P einen Doppelpunkt mit den Tangenten t und n ;  fiir die zugehorigen 
Krtimmungskreise c und e erhalten wir aus 14) bex. die Gleichungen 

15) 
und 

16) 

r = 
3 d u  

sin 9 
2 d 8 - d r  

3 d u d i i  
r =  

d2"9 
cos rp. 
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Sind nun die Kreise c und e ,  sowie der Wendekreis w gegeben, so 
ist hierdurch die Bewegung des Systems aus der Phase S in die drei un- 
mittelbar folgenden Pbasen bestimmt, und dann ergiebt sich, wie früher 
abgeleitet wurde, zu irgend einem Systempunkte A der Krümmungsmittel- 
puukt 3 seiner Bahnevolute in folgender Weise. (Fig. 4.) Wir verbinden 
A mit dem Wendepol W, errichten in P zu PA ein Loth,  welches die 
Polbahnnormale rn in  U schneidet, ziehen UA parallel zu lz bis A auf PA 
und durch A eine Parallele zu P U ;  dieselbe trifft AW in Z.  Sind ferner 
C und R bez. die Schnittpunkte von c mit n, und von e mit PA, und trifft 
P U  die Gerade A C  in C', eine durch E gehende Parallele zu rn in E', so 
projiciren wir die Punkte C', E' aus A auf PZ und die so gefundenen 
Punkte C", E" aus 77 auf AB. Erhalten wir hierdnrch die Pnnkte C"', R"', 
so ist A %  =3.C"'E"', wobei wir die Strecke Cr"E"' von A aus entgegen- 
gesetzt zu A Z  aufzutragen haben, weil in unserer E'igur der Punkt E' ausser- 
halb der in der Richtiing von P nach U durchlaufenen Strecke PC' liegt. 

Durch dieselbe Construction finden wir aber auch den Krümmungsrnittel- 
punkt A, der Hüllbahnevolute einer Systemcurve a ,  wenn A den Krümmungs- 

. mittelpunkt von a bezeichnet uud wenn tiberdies der zugehorige KrIim- 
mungsmittelpunkt A, der Evolute von a gegeben ist. E s  ist niimlich nach 9) 

machen wir daher auf P 17 die Strecke P T =  PA und ziehen A, Q senk- 
recht zu A T bis P A ,  QQ' parallel zu A T  bis A A , ,  Q'Q" parallel zu A, Q 
bis P A ,  so erhalten wir den Punkt  A,, indem wir die Strecke AQ" von % 
aus entgegengesetzt zu AA,  auf A% abtragen. 

6. Sind nun vier unendlich benachbarte Sgstemlagen wie unter 3 de- 
finirt durch Angabe der Punkte L A  L, A,, MM Ml M,, und sol1 zu irgend 
einem Punktepaare A,  A, der Punkt  A, nach dem zuletzt entwickelten Ver- 
fdhren construirt werden, so miissen wir zuvor die Kreise c l  e aus den 
Daten der Aufgabe bestimmen. Bezeichnen wir die Durchmesser von c ,  e 
bez. mit b , ,  b,, so ist nach 15) und 16) 

17) 
3 du 

O, = 2 d 6  - d z y  

18) 
3 d u  d 6  

b, = 
d" ' 

oder mit RUcksicht auf die Glcichungen 11) und 12) (Fig. 2 )  
3 bWB 3 b,"" b  -- b --- " -  P X ,  > -  su' 

und hiernach konnen wir b,, b, leicht construiren, sobald wir den Kreis x ,  

in der vorher angegebenen Weise bestimmt haben. 
Einfaeher gestaltet sich aber die Construction von b,, ber  wenn wir 

zuniichst die Punkte La, Mo ermitteln, in denen bez. die Geraden PL, 
P H  die Kreispunktcurve schneiden. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



266 Construction d. Krtimmungsmittelp. etc. Von Prof. Dr. R. MÜLLER. 
_ N W _ _ W _ _ - v - -  

Setzen wir P L ,  = r, und wie oben L L Pt = cp, so folgt aus Gleich- 
ung 14) 3 du. d 6  silarp coscp 

r - 
o - d 9 . ( 2 d 6 - d z ) c o s c p + d ~ s s i n c p '  

Nun ist aber in  Fig. 3 
du.{d+?(2d4- dz) coscp + d 2 6  sincpf 

A* A*, = 
d sY 

1 

mithin wird 
3b,~incpcosp P L , . P % .  

ro = - - 
A*AL* A* Al* 

Machen wir daher in  Fig. 3 a0 = %SI - 6G1, so erhalten wir den Punkt 
L,, indem wir durch 112 zn DL* eine Parallele ziehen. 

Wir  denken uns in derselben Weise den Punkt  Mo bestimmt und be- 
zeichnen PM, mit r',, L M P t  mit cp'. Bilden wir dann die Gleichung der 
Kreispunktcurve, sowohl fiir den Punkt  L,, als für Mo und eliminiren zwi- 
schen beiden Gleichungen #fi bez. 2 d 8 -  d z ,  so ergiebt sich nach 17) 
und 18) ro Y',, sin (9 - 9') 

b,= . 
szn cp sin y' (r, ws r', ws r p )  ' 

r, rp0 sin ( r p  - q ~ ' )  
b e -  cos cp cos y' (r', sin rp  - r, sin cp3 ' 

F ~ B .  5.  Sei nunin Fig. 5 
A q die Verbindungs- 

/- ---7 '-- \ -. linie des Poles P 
/ \ \ mit dem Schnitt- ' . 

\ . 
\ punkte der nicht , 

\ gezeictineten Gera- 
\.. 

' \ p  d e n L M u n d A M ,  
so ist bekanntlich 
L Q PL, = 9'. Sind 
ferner H u n d  J bez. 

-- - - 
die Schnittpunkte 

t 1) der Geraden L, Mo 
mit g und mit einer Normalen in P zu q und bezeichnen wir L & H P  
mit qi  die Entfcrnung des Punktes P von LoMo mit h ,  BO erhalten wir , 

~,~,si f i (rn-m')  4 1 % . h  x p J ,  - - - 
r,wsip'-r~coscp LoMo.cos$ 
r, r ,  sin ( c p  - tp') L, Mo. h - -- = P H ,  

rl,silarp -r,sinq'- L,Mo.silaq 
folglich wird 

P J  P H  
b,=  . ., b,= svn rp sin ip cos cp cos 9' 

Hieraus ergiebt sich aber die folgende einfache Construction. Wir ziehen 
durch J und H bez. Parallelen zu P H ,  P J ,  bestimmen die Schnittpunkte 
F, G derselben mit P L ,  und errichten in F und G zu PL, die Lothe PC 
und GD.  Schneidet F C  die Polbahnnormale in  C, GD die Polbahntangente 
i n  D, so sind C und D die Geganpunkte von P bez. in  den Krcisen c und e, 

B r a u n s c h w e i g ,  10. Mai 1891. 
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XVII. 

Die Bestimmung der Kreispunktcurven eines ebenen 
Gelenkvierseits. 

Prof. 
Von 

Dr. C. RODENBEBG 
in Hannover. 

Hierzn Taf. IX. 

Fiir die Relafivbewegung zweier starrer Systeme ci, und a, ist  durch 
die bekannten B o b i  I l i  e r 'schen Constructionen die quadratische Verwandt- 
schaft der Krtimmungsmittelpunkte gegeben, sobald zu zwei Punkten A,, B, 
von G ,  die ihnen bez. entsprechenden A,, B, gegeben sind. M i t  der nachst- 
folgenden Aufgabe, der Construction des Ortes derjenigen Punkte des einen 
Systems , welche in Bezug auf das andere Bahnen mit a t a t i o n  g r  e n Kriim- 
mungskreisen beschreiben, beschsftigt sich dieser Aufsatz und Iost die Auf- 
gabe unter der Voraussetxung , dass die B O b i I l  i e r 'schen Bestimmiings- 
elemente die hervorgehobene ausgezeichnete Eigenschaft besitzen, also den 
gesuchten Orten k, und 7c,, den ,,Krei s p u n k  t c u r v e n u  angehoren. Diese 
Voraussetzung trifft zu bei den Gegenseiten A,B,  und A,B, eines Gelenk- 
vierseits (Fig. l), weil hier die Bahnen der Gelenkpunkte A,,  B, im System 
0, Kreise sind, und nstiîrlich auch umgekehrt A,, B, in o, Kreise be- 
schreiben. 

Nun hat  Herr  B u r m e s t  e r *  den Satz bewiesen : Sind vier Relativ- 
lagen zweier Systeme ci, und G~ gegeben, so erfiillen diejenigen Punkte des 
einen Systems, deren vier Lagen irn andern System sich auf eiriem und 
demselben Kreise befinden, eine Focalcurve dritter Ordnnng. Ftir vier con- 
secutive Lagen bei c O n t i n u i r 1 i c h e r Bewegung gehen jene Curven natiir- 
lich in  die von uns gesuchten k,  und k, liber, aber es ist ,  wie es scheint, 
nicht m6glicb1 die von Herrn B u r m e  s t e r  gegebenen Constructionen auf 
den vorliegenden Fa11 zu iibertragen. 

Behufs einer ersten Orientirung tiber das Verhalten dieser Curven k, 
und k, bstrachten wir den speciellen Fa11 eines gleichschenkligen Gelenk- 
trapezes. Sei in Fig. 1 demenhprechend A, A, = B, B,, A, B, Il A, B, . Dann 

* Vergl. ,Lehrbuch der Kinematiku, Bd. 1 Abschn. 9. 
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i s t ,  wie die in der Figur angedeutete B o b i l l i e r ' s c h e  Construction* ergiebt, 
die Rollcurventangente t der Glieder c i , ,  c2 parallel A, B, und die Normale n 
eine Syrnmetrielinie der Figur. Auf dieser Geraden sei C,C, ein Paar sich 
entsprechender Krümmungsmittelpunkte. Der bemerkten Symmetrie wegen 
müssen aber die Krtimrnungskreise aller Bahnen von solchen Punkten eine 
g e r  a d e  Anzahl von Punkten im Bertihrungspunkte mit der Bahncurve 
gemein haben, d. h. mindesteus vier; und irgend ein 1 unkt Cl liegt daher 
auf k,, C;, auf k,. Jede  der Curven k,  und k, zerfallt demnach in die 
Rollcurvennormale va und in einen Kreis. Da diese Kreise sich in  der qua- 
dratischen Verwandtschaft entsprechen, so berührt jeder von ihnen die Holl- 
curventangente im Pole 12. F ü r  die vier i n  Betracht kommenden consecu- 
tiven Lagen kann die Bewegung auch durch das Vierseit A, C, CE A, bewirkt 
werden, und da  mau von diesem ausgehend auch umgekehrt wieder das 
i~rsprüngliche Trapeir construiren kann, so folgt: 

1. E n t h t i l t  e i n o  K r o i v p u n k t c u r v e  e i n e n  o i n z i g e n  P u n k t  der  
R o l l c u r v e n n o r m a l e ,  w e l c h e r  n i c h t  d e m  P o l e  u n e n d l i c h  
n a h e  l i e g t ,  s o  z e r f a l l t  d i e  C u r v e  i n  j e n e  N o r m a l e  und  
i n  e i n e n  K r e i s ,  w e l c h e r  d i e  R o l l c u r v e n t a n g e n t e  i m  Pole 
b e r ü h r t .  G e n a u  s o  v e r h ü l t  s i c h  d i e  K r e i s p u n k t c u r v e  
d e s  z w e i t e n  S y s t e m s .  

Insbesondcro gehorcn dann auch die Krtimmungsmittelpunktc der Roll- 
curven den Kreispunktcurven a n ,  und umgekehrt: 

2. B e s i t z e n  i n  e i n e m  A u g e n b l i c k e  d e r  B e w e g u n g  d i e  R o l l -  
c u r v e n  i m  P o l e  s t a t i o n a r e  K r t i m m u n g s k r e i s e ,  s o  z e r -  
f ü l l t  j e d e  K r e i s p u n k t c u r v e  s o ,  w i e  i m  S a t z  1 a n g e g e b e n .  

P u r  das Celenkvierseit folgt aus 1. insbesondere: 
la) L i o g e n  b e i  e i n e m  G e l e n k v i e r s e i t  z w u i  e n t s p r e c h e n d e  

G e l e n k p u n k t e  z w e i e r  G e g t i n s e i t e n  a u f  d e r  R o l l c u r v e n -  
n o r m a l e n ,  s o  b e s t e h t  d i e  K r e i s p u n k t c u r v e  j e d e s  d i e s e r  
G l i e d e r  a u s  d e r  N o r m a l e n  u n d  e i n e m  K r e i s e ,  w e l c h e r  
d i e R o l l c u r v e n t a n g e n t e  i m  P o l e  b e r t î h r t  u n d  d a h e r  d u r c h  
d e n  z w e i t e n  G e l e n k p u n k t  e i n e s  j e d e n  d e r  b e t r e f f e n d e n  
G l i c d c r  b e s t i m m t  i s t .  

Eine nicht zerfallende Kreispunktcurve kann daher von der Rollcurven- 
normalen nur  in  drei dem Pole unendlich nahe liegenden Punkten getroffen 
werden und es ergiebt sich leicht, dass eine solche Curve sich in Bezug 
auf die Rollcurventangente ebenso verhalt. Denn einem Punkte Xl der 
Tangente entspricht in  der quadratischen Verwandtschaft als X ,  stets der 
Pol ;  der vollstkdigen ReciprocitHt von kl und k, wegen ist also ein Punkle- 
paar, welches nicht dem Pol unendlich nahe liegt,  im Allgemeinen un- 
moglich. 
-- - - 

+ Vergl. B u r m e s  t e r ,  ,Lehrliuch der Kinematiku, Bd. 1 S. 97 flg. 
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Daraus folgt : 
3. B e i  c o n t i n u i r l i c h e r  B e w e g u n g  h a t  j e d e  K r e i s p u n k t c u r v e  

d e n  P o l  z u m  D o p p e l p u n k t , *  d e s s e n  a u s g e z e i c h n e t e T a n -  
g e n t e n  d i e  R o l l c u r v e n t a n g e n t e  u n d  - N o r m a l e  s i n d .  

Eine solche Curve wird bekanntlich erzeugt durch die Schnittpunkte 
entsprechender Curven eines Kreisblischels mit vereinigten l3a.sispunkten 
und eines ihm projectiven Strahlenbüschels, dessen St,rahlen durch die 
Mittelpunkte der ihnen zugeordneten Kreise gehen. Der gerodlinige Ort  
der Nittelpunkte heisst die F O c a l  a x e ,  das Centrum des Strahlenbüschels 
das F o c  talc e n  t r  u m der Fpcalcurve. Die Focalaxe geht durch den Doppel- 
punkt und dessen Tangenten halbireu die beiden Winkel, welche von der 
Verbindungslinie des Focalcentrums mit dem Doppelpunkte und der Focal- 
axe eingeschlossen werden. 

Da nun nach der B o b  i 11 i e r 'schen Construction die Tangenten des 
Doppelpunktes als bestimmt angesehen werden konnen, so erscheint die 
anfangs gestellte Aufgabe nunmehr in der Form: A u s  z w e i  P u n  k t e n  A , ,  
BI (Pig. 3) e i n e r  F o c a l c u r v e  m i t  d e m  D o p p e l p u n k t e  P u n d  d e s s e n  
T a o g e n t e n  Pt u n d  PB d a s  F o c a l c e n t r u m  F u n d  d i e  F o c a l a x e  f 
zu c o n s t r u i r e n .  

Denken wir zunachst in Pig. 2 ausser Pt und Pm nur e i n e n  Punkt, 
etwa A, gegeben und suchen den geometrischen Ort der P aller dann- noch 
moglichen Focalcurven. Der Ort  der Mittelpunkte aller durch A, und P 
gehenden Kreise ist  die zu A, P in ihrer Mitte Ma errichtete Senkrechte. 
1st M der Mittelpuiikt eines solchen Kreises und macht man L MPn 
.= L n P F = a, so ist offenbar der Schnittpunkt F der Geraden P F mit 
A, M ein Focalcentrum , P M  die zugebtirige Focalaxe einer Curve der m6g- 
lichen Schaar. Nun ist aber L MPA,  = L M A ,  P =  j3 und daher L P F A ,  
= 180'- 2(a+  O ) ,  d. h. constant. Der gcsuchte Ort  dor Punkto F ist  
daher ein Kreis, dessen Durchmesser die von den Tangenten des Uoppel- 
punktes aiif M N ,  abgeschnittene Strecke ist. 

Ftir B, erhalt man in gleicher Weise einen solchen Kreis und daher 
die Vorschrift: 

U m  z u  z w e i  e i n a n d e r  g e g e n t i b e r l i e g e n d e n  S e i t e n  e i n e s  G e -  
l e n k v i e r s e i t s  A I E , ,  A,B,  d i e  K r e i s p u n k t c u r v e n  k, u n d  k, z u  
c o n s t r u i r e n ,  v e r b i n d e  m a n  x u r  B e s t i m r n u n g  v o n  k, (Fig. 3) A, 
und  BI m i t  d e m  P o l e  P, ,  e r r i c h t e  i n  d e n  M i t t e n  M, u n d  Mb d i e s e r  
G e r a d e n  S e n k r e c h t e ,  s c h n e i d e  s i e  m i t  d e r  R o l l c u r v e n t a n g e n t e  
Pt u n d  - N o r m a l e n  P n ,  u n d  b e s c h r e i l j e  fiber d i e  h i e r d u r c h  a u f  
j e n e n  S e n k r e c h t e n  a b g e s c h n i t t e n e n  S t r e c k e n  a l s  D u r c h m e s s e r  
zwei  K r e i s e ,  w e l c h e  s i c h  a u s s e r  i m  P o l e  i m  g e s u c h t e n  F o c a l -  
- . -- 

* Dass ein Doppelpunkt auftreten müsse, theilte mir Herr A. S c  h o n f  l i  es  
bneflich mit. 
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c e n t r u m  F' t r e f f e n .  D i e  F o c a l a x e  f' e r g i e b t  s i c h  d a n n  o r t h o -  
g o n a l  s y r n m e t r i s c h  zu PF' i n  B e z u g  a u f  Pt  o d e r  Pn. A u s  A,B, 
e r h i i l t  m a n  i n  d e r s e l b e n  W e i s e  F", w e n n  m a n  n i c h t  v o r z i e h t ,  
k, a u s  d e r  q u a d r a t i s c h e n  V e r w a n d t s c h a f t  z u  c o n s t r u i r e n .  

Hervorgehoben Sei, dass sich weder die Focalcentra, noch die Focal- 
axen in der quadratischen Verwandtschaft entsprechen. 

Die Focalaxe trifft ihre Curve in dem einzigen reellen unendlich fernen 
Punkte,  welchen sie besitzt, und dieser is t  Krümmungsrnittelpunkt der Bahn 
des Schnittpunktes jenos Strahles mit  der andern Focalcurve, d. h. dieser 
Punkt  beschreibt einen Undulationspunkt; wir nennen ihn mit Hrn. Me h m  k e  
den Ball 'schen Punkt; er gehort nattirlich auch dem Wendekreise des letzten 
Systems an. I n  Fig. 4 sind k, und k, gezeichnet. Der Wendekreis von ci, 

ist w', der Bal l ' sche Punkt U,; fu r  G, sind w"Vg die analogen Gebilde. 
Wir fassen noch einmal zusammen: 

4. D i e  F o c a l a x e  e i n a r  K r e i s p u n k t c u r v e  t r i f f t  d e n  Wende-  
k r e i s  d e s  a n d e r n  S y s t e m s  a u s s e r  i m  P o l e  n o c h  i n  dem 
B a l l ' s c h e n  P u n k t e ,  w e l c h e r  i n s b e s o n d e r e  e i n e n  U n d u -  
l a t i o n s p u n k t  b e s c h r e i b t .  

Die Kreispunktcurven k ,  und k2 k6nnen sich, ausser im Pole und in 
den imaginaren Kreispunklen auf der unendlich fernen Geraden , nirgends 
schneiden, da ein solcher Schnittpunkt sich in der quadratischan Verwandt- 
schaft sclbst entsprechen müssto , eine Eigenschaft, welche nur  den erwahn- 
ten Punkten zukommt. Im Pole liegen daher 3 . 3  - 2= 7 Schnittpunkte 
vereinigt, und da deren auf jeder Doppelpunktstangente mindestens drei 
licgen, so haben wir auf der einen drci ,  auf der andern vier. Im Fallc 
der Ausartung jeder dieser Curven in einen Kreis und der Rollcurvennor- 
malen haben mir auf dieser Geraden unendlich viele Schnittpunkte von k, 
und k z ,  auf der Rollcurventangente nur drei,  denen auch nie ein vierter 
beitreten kann, d a  ausserhalb des Poles kein Schnittpunkt reell vorhanden 
ist. Der Schluss, dass imAllgemeinen d i e Z w e i g 0  v o n  k, u n d  k , s ich  
a n  d e r  R o l l c u r v e n n o r m a l e n  o s c u l i r e n ,  a n  d e r  R o l l c u r v e n t a n -  
g e n t e  e i n f a c h  b e r l l h r e n ,  wird durch Anschauung der Figur  4 bestiitigt. 
Doch m6ge diese Thatsache durch die folgende analytische Behandlung noch 
einmal erwiesen werden. 

Bezogen auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem der Doppelpunkts- 
tangenten, ergiebt sich aus der oben angegebenen projectiven Erzeugungs- 
weise leicht als Gleichung einer Kreispunktcurve: 

( x ~ + Y ~ ) ( ~ x +  by) - x y = O  
mit der Geradeii 

a s + b y = O  
als Focalaxe und dern Punkte, dessen Coordinaten 

b a 
" = 2 ( a 2 + b 2 ) '  B=m+ozj 

sind, als Focalcentrum. 
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Für unsere Entwickelung k t  es zweckm8ssigerl Polarcoordinaten r ,  <p 

durch die Gleichungen 
r=z .cosrp ,  y = r . s i l z p  

einzuführen , wodurch die Curvengleichung tibergcht in: 

die Coordinaten c, 6 des Focalcentrums in der Form 

erscheinen, und der Winkel a*, den die Focalaxe mit der Abscissenaxe ein- 
a 

schliesst, bestimmt kt  durch tg 6* = - --  
b 

Sei nun die Rollcurvennormale die Axe <p = O ,  und haben die ge- 
gebenen Punktepaare A, A,,  BIB ,  die Coordinaten der Klammern in der 
Schreibweise : 

4 (11 '1 , 8 2  (12 9) i Bl (m, X )  7 B, (m, XI 7 

wo aus Zweckm[issigkeitsgründen die Argumente I) und x nur Werthe zwischen 
O 0  und 180°, die Radien vectoren aber negative Werthe annehmen sollen, 
wenn bei sonst üblicher Ztihlung dzs Argument zwischen 180° und 3600 liegt. 

Dann bestehen infolge der quadratischen Verwandtschaft die Beziebungen 

wo d der Durchmesser des Wendekreises ist. Hierbei ist jedoch zu be- 
merken, dass in einer Klammer statt  der Differenz die Summe zu nehmen 
ist, sobald A, und Az (oder B, und 13,) auf verschiedenen Seiten des Strahles 
vom Pole aus liegen, da die Argumente von A, und A, als gleichwerthig 
und nicht als um 180° verschieden aufgefasst werden. 

Setzt man nun als Gleichungen von kl und k2 bezw. 

1 - 1+-1, a b -= 1  $+L, b -- 
r s i n  cp cos cp r s z n y  cosy  

so muss sein: 
1 -  a1 b - - 

1  tc, b 7+J, -=-+LI 
Il szlz y, costp ml s z l z ~   cos^ 
1 a, b -- 1 a -__+L, -- -A+--, bz 
1, szlaq cosq  m, s z n ~   cos^ 

woraus folgt 
1 1  1 1  
- - - = - (a, - a,) + ----- ( b ,  - b,) , 
1, 1, s z n q  cos q~ 
1 1  1 ---=- 

1  
ml m,  sir.^ (al - 4 + (6, - 

und durch Elimination von b, - b, 
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Der Ausdruck linker Hand muss aber nach der obigen Verwandtschaftsgleich- 
ung verschwinden, d. h. es ist entweder 

a, = a, oder I) = 1. 

I m  letzteren Falle hiittcn wir ein durchschlagendes Kurbelgctriebe in einer 
Verzweigungslage, die Punktepaare würden den Pol nicht mehr eindeutig 
bestimmen und die Kreispunktcurven ausarten. Scbliessen wir diesen Fall 
aus,  so blcibt im Allgemcinen nur  

a, = a,. 
D. h.: 

5. N i m m t  m a n  d i e  R o l l o u r v e n n o r m a l e  z u r  A x e  cp=O e ines  
P o l a r c o o r d i n a t e n s y s t e m s  T T ,  s o  s i n d  d i e  G l e i c t i u n g e n  
d e r  K r e i s p u n k t c u r v e n  k, u n d  ks b e z w .  

1 a -- - -+L,  b -=-- 1 a b2 

r sin tp eostp r sin q 'cos. 
Um das bereits bemerktc Verhalten der Curven im Ursprung nachzu- 

1 
weisen, nehmen wir zunachst die Coefficienten von 7 als versrhieden an 

SZn w 
und lassen sie dann einander gleich werden. Durch Subtraction beider 
Gleichungen, unter Annahme desselben Werthes von r i n  beiden , erhalten wir 

und daher als Argument des einzigen ausserhalb des Poles im Endlicben 
liegenden Schriittpunktes 

tgcp = -a,->. 
b, - b, 

Werden nun durch stetige Aenderung al und a, einander gleich, so 
wird cp =O,  d. h. der Punkt  rückt auf dem Zweige, welcher die Rollcurven- 
normale berührt,  in  den Pol, wie oben ausgesprochen wurde. 

Nach Erledigung des allgemeinen Palles m6gen noch einige Sonder- 
lagen des Gclcnkvierseits betrachtet werden, in  dcnen die eine oder bcide 
Kreispunktcurven ausarten, wie wir es bei den einleitenden Beispielen schon 
beobachten konnten. Dabei k i r d  sich die folgende Bemerkung als nützlich 
crwcisen. Wenn ein Zweig einer Focalcurvc mit Doppelpunkt in diesem 
von einem Kreise bertihrt wird, so haben beide Curven dori (mindestens) 
drei unendlich nahe Punkte miteinander gemein, und konnen sich daher 
ausser in  den imaginiiren Krcispunkten nur  noch in einem weiteren Punkte 
scbneiden, oder sofern noch zwei Bchnittpunkte nachgewiesen werden konnen, 
enthalt die Focalcurve den Kreis als einen Theil. Daraus folgt für eine 
Kreispunktcurve: Berübrt der durch zwei Gelenkpunkte eines und desselben 
Gliedes eines Gelenkvierseits und den Pol in Bezug auf das gegenüber- 
liegende Glied gelegte Kreis die Rollcurventangente oder - Normale, so zer- 
fallt die Kreispunktcurve des ersten Gliedes in  jenen Kreis und seinen durch 
den Pol gehenden Durchmesser. I n  beiden , wesentlich voneinander ver- 
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schiedenen Fiillen besitzen auch die Kreispunktcurven k3, k4 des andern Paares 
von Gegenseiten, deren Systeme durch a, bezeichnot seion, bemerkens- 
merthe Eigenschaften, weshalb deren Betrachtung gleich nebenher mit 
erledigt werden soll. 

Wird (Fig. 5) die Rollcurventangente t,, im Pole Pl, vom Kreise diirch 
A, B, berührt, so ist die A r o n  h old'sehe Collineationsaxe des Normal- 
strahlenpaares P l , A l ,  P,,Bi parallel A, BI, daher auch AIB, II AeBz ,  und 
auch der durch A,B, und Pl, gelegte Kreis bertihrt t,, . In  diesem Falle 
ist also der Pol P,, des andern Paares von Gegenseiten G~ G, unendlich fern. 
Die Rollcurventangente t3, ist gegeben durch die Beziehung: Abstand Pl, 
von A,B, = Abstand der Geraden A,B, und t,,. Die Rollcurvennormale 
ist die unendlich ferne Gerade n,,, und diese hat mit jeder der Kreispunkt- 
curven k,  und kq fiinf, und folglich uiiendlich viele Punkte gemein; d. h. 
jede Curve zerfallt in  die unendlich ferne Gerade und eine Hyperbel, deren 
eino Asymptote t3, ist. Wie sich durch Grenzübergang aus der allgemeinen 
Construction des Focalcentrums ergiebt, rückt dieses in den unendlich fernen 
Pol P3, und die Focalaxe fallt mit ta4 zusammen. Das die Pocalcurve er- 
zeugende Strahlenbüschel ist also ein Parallelstrahlenbüschel zu t3, und die 
Kreise des Kreisbüsehels zerfallen in die Normalen zu t,4 und die unendlich 
ferue Gerade. Nur die Normalen kornmen bei der Erzeugnng einer der 
Hyperbeln in  Betracht, dieee ist daher gegenseitig. Von den beiden erzeu- 
genden Strahlenbllseheln sind durch die gegebenen Curvenpunkte drei Strahlen- 

paare gegeben, nhmlich fur ( } die Paare t,, . n,,,; R-, die Normale 

H von [Ii:) zu ts4;  G4, die Karmala von ( 2 )  zu tS4. Man findet hieraus 

das Perspectivcentrum der beiden Biischel, für ks sowohl als für k,, im 
Fusspunkt der vom Polo Pl, auf t,, gefhllten Senkreehten gclegen; letztere 
Senkrechte ist daher die gemeinschaftliche zweite Asymptote. Da die Wende- 
kreise der Systeme in die Rollcurventangente und in die unendlich ferne 
Gerade zerfallen, so giebt es keincn einzigen Punkt ,  welcher einen Undu- 
lationspunkt beschreibt. Ganz anders gestaltet sich die Sache bei der be- 
sondern Annahme, dass eine der nicht parallelen Seiten des Gelenktrapezes, 
etwa R, S,, senkrecht zu t,, steht; denn dann wird die zugehorige Hyperbel 
zum Geradenpaar der früheren Asymptoten und es besehreibt plotzlich j e  d e r  
Punkt von t,, einen Undulationspunkt. Wir fassen das Gesammtergebniss 
in dem folgenden Satze zusammen: 

6. S i n d  G,, G, z w e i  e i n a n d e r  g e g e n ü b e r l i e g e n d e  S y s t e m e  
e i n e s  C e l e n k v i e r s e i t s  u n d  b e r l i h r t  d e r  d u r c h  z w e i  G e -  
l e n k p u n k t e  e i n e s  d i e s e r  b e i d e n  S y s t e m e  u n d  d o n  P o l  
g e l e g t e  K r e i s  d i e  E i o l l c u r v e n t a u g e n t e ,  s o  t r i f f t  d a s -  
s e l b e  f ü r  d a s  z w e i t e  S y s t e m  z u ,  u n d  d i e  K r e i s p u n k t -  
c u r v e n  z e r f a l l e n  i n  d i e s e  K r e i s e  u n d  d i e  R o l l c u r v e n n o r -  
m a l e .  D e r  W e n d e p o l  i s t  i n  j e d e m  k y s t e m  d e r  B a l l ' s c h e  
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P u n k t .  D i e  V e r b i n d u n g s l i n i e  d e r  G e l e n k p u n k t e  eines 
d i e s e r  S y s t e m e  i s t  i n  d i e s e m  F a l l e  p a r a l l e l  d e r  Verb in-  
d u n g s l i n i e  d e r  G e l e n k p u n k t e  d e s  a n d e r n ,  u n d  d a h e r i s t  
d e r  P o l  d e r  b e i d e n  t i b r i g e n  e i n a n d e r  g e g e n l i b e r l i e g e n -  
d e n  S y s t m e  G,, 6, u n e n d l i c h  f e r n .  D i e  K r e i s p a n k t c u r -  
v e n  7c,, k, z e r f a l l e n  i n  d i e  u n e n d l i c h  f e r n e  G e r a d e  und 
i n  j e  e i n e  g l e i c h s e i t i g e  H y p e r b e l ,  d e r e n  g e m e i n s c h a f t -  
l i c h e  A s y m p t o t e n  d i e  R o l l c u r v e n t a n g e n t e  t,, u n d  die 
v o m  P o l e  d e r  S y s t e m e  O,, cr, a u f  t,, g e f a l l t e  N o r m a l e  sind. 

Da  t,, a u c h  d e n  i m  E n d l i c h e n  v e r l a u f e n d e n  T h e i l  j edes  
d e r w e n d e k r e i s c  v o n  (r,, G, d a r s t e l l t ,  s o  b e s c h r o i b t  kein 
P u n k t  e i n e s  d i e s e r  S y s t e m e  i m  a n d e r n  e i n e n  U n d u l a -  
t i o n s p u n k t .  N u r  i n  d e m  b e s o n d e r n  P a l l e ,  d ~ s s  e i n e  der 
n i c h t  p a r a l l e l e n  S e i t e n  d e s  n a c h g e w i e s e n e n  G e l e n k t r e -  
p e z e s  s e n k r e c h t  z u  d e n  p a r a l l e l e n  s t e h t ,  z e r f a l l t  d i e  dem 
S y s t e m  j e n e r  S e i t e  e n g e h o r i g e  H y p e r b e l  i n  d i e  f r u h e r e n  
A s y m p t o t e n  u n d  m i t h i n  b e s c h r e i b t  d a n n  j e d e r  P u n k t  
v o n  t,,, a l s  d i e s e m  S y s t e m  a n g e h t i r i g  b e t r a c h t e t ,  im 
S y s t e m  d e r  G e g e n s e i t e  e i n e n  U n d u l a t i o n s p u n k t . '  

Die weitere Specialisirung des am Schlusse des letzten Satzes hervor- 
gehobenen Falles durch Annahme eines Gelenkr e c h t e  c k s wurde keine 
- 

Kreispunkt c u r v  e n  mehr ergeben , denn schon bei einem Gelenkpara l le lo  - 
g r a m m  beschreibt j e  d e r  Punkt  des Systems einer Seite in Bezug auf d u  
System seiner Gegenseite einen Kreis. 

UTir wenden uns nun zur Betrachtung der zweiten als mtiglich erkann- 
ten Art des Zerfallens . der Focalcurve in einen die Rollcurven n O r m a l  e 
berührenden Kreis und in die Rollcurventangente. Bertihre demnach (Fig. 6) 
der Kreis durch A,B, und P l ,  in diesem Punkte die Normale n,,. 1st der 
Winkel Pl, A, B, = a ,  so ist auch der Winkel n,, P,,Bl = a ,  und ist ferner 
der Winkel t,,P,, B, = 8 ,  so ist nach der B o  b i l l i e r ' schen  Construction 
auch der Winkel Al Pli PJ4 = p .  Nun ist aber L n12P1,B,  + L t,,P,,B, 
= a + 8 = 90°, folglich auch L P,, A, P,, + L A, Pl, P,, = a + = 90' und 
demnach der dritte Winkel A, P,,P,, im gleichntirnigen Dreieck = 90°; 
d. h.: d i e  C o l l i n e a t i o n s a x e  d e s  N o r m a l s t r a h l e n p a a r e s  P, ,A , ,  
P12Bl s t e h t  s e n k r e c h t  z u r  V e r b i n d u n g s l i n i e  A,B, d e r  G e l e n k -  

* Das Auftreten von unendlich vielen Undulationspunkten kann auch bei 
einem im Endlichen gelegenen Pole stattfinden. Man vergl. deswegeu Mehmke's 
eiugehende Arbeit: ,,Deber die Bewegung eines starren ebenen Systemes in seiner 
Ebeneu, diese Zeitschrift Bd. 35 S. 1- 24 und S. 66-81, insbesondere den Satz auf 
S. 76 unten, von dem der bekannte Satz, dass bei der elliptischen liypocykloiden- 
bewegung jeder Punkt der Polcurve eine Gerade beschreibt, einen ganz speciellen 
Fa11 darstellt. 
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p u n k  t e v o n  G,. Man tiberzeugt sich leicht von der Richtigkeit dcr Um- 
kehrung dieses Resultats, wenn man,  von dem letzten rechten Winkel aus- 
gehend, alle Winkelgleichungen in umgekehrter Reihenfolge hinschreibt. 
Dem nachgewiesenen Kreise von k,  eiitspricht aber als 7c, eine eigentlichc 
Focalcurve dritter Ordnung; denn die Fundamentalpunkte der quadratischen 
Verwandtschaft liegen auf der Rollcurventangente, und unser Kreis, als diese 
Gerade n i  c h  t im Pole bertihrend, enthtilt demnach nur eincn Fundamental- 
punkt; die k, i s t  demnach von der Ordnung 2 .2  - 1 = 3. Andererseits 
entspricht jedem Punkte der Rollcnrventangente, als Theil von k, gerechnet, 
in G, immer der Po l ,  so dass hicrdurch der k, kein weiterer Zweig beitritt, 
was auch nach der allgemeinen Theorie nicht gesçhehen darf. F ü r  030, 

ist A,B, oder, wie jetzt besser gesagt wird, S3S4 die Rollcurvennormale 

n,,. Die momentana Bewegung von G, und G, ist a190 genau so, wio die 
von G, und o, des vorigen Satzes, nur  dass die Gelenkpunkte eines der 
Systeme nicht,  wie hier, b e i d e  auf dem Kreise liegen, sondern der eine 
Punkt sich suf der Normalen befindût? Folglich: 

7. S i n d  G,,  ris z w e i  e i n a n d e r  g e g e n ü b e r l i e g e l i d e  S y s t e m e  
e i n e s  G e l e n k v i e r s e i t s ,  u n d  b e r t i h r t  d c r  d u r c h  d e n P o l u n d  
z w e i  G e l e n k p u n k t e  A,, B, v o n  o, g e l e g t e  K r e i s  d i e  R o l l -  
c u r v e n n o r m a l e  i m  P o l e  Pl , ,  s o  b e s t e h t  d i e  K r e i s p u n k t -  
e u r v e  16, v o n  ci, a u s  j c n e m  K r e i s e  u n d  d e r  R o l l c u r v e n t a n -  
g e n t e ,  w i i h r e n d  k2 e i n e  e i g e n t l i c h e  C u r v e  d r i t t e r o r d n u n g  
i s t ,  d e r e n  d i e R o l l e u r v e n n o r m a l e  b e r t i h r e n d e r  Z w e i g  d e n  
K r e i s  von  k ,  z u m  K r t i m m u n g s k r e i s e  h a t .  D i e  n o t h w e n -  
d i g e  u n d  h i n r e i c h e n d e  B e d i n g i i n g  f ü r  d i e s e s  V e r h a l t e n  
i s t ,  d a s s  d i e  A r o n h o l d ' s c h e  C o l l i n e a t i o n s a x e  d e s  S t r a h -  
l e n p a a r e s  A,A,, B,B ,  s e n k r e c h t  z u r  G e r a d e n  A,B,  s t e h t .  
F ü r  d i e  b e i d e n  a n d e r e n  S y s t e m e  o,, G, z e r f a l l t  j e d e  d e r  
C u r v e n  k,, k4 i n  e i n e n  d i e  T a n g e n t e  tS4 b e r i i h r e n d e n  K r e i s  
u n d  d i e  N o r m a l e  nJ4 ( g e n a u  w i e  f u r  d i e  S y s t e m e  G,, G, 
d e s  S a t z e s  6 ) ,  a b e r  ( e n t g e g e n  d e m  d o r t i g e n  Q e r h a l t e n )  
n u r  d i e  b e i d e n  G e l e n k p u n k t e  A,, B,, j e t z t  a l s  R,,  H, a u f -  
g e f a s s t ,  l i e g e n  bez.  a u f  d e n  z u  k,k, g e h o r e n d e n  K r e i s e n ,  
w i i h r e n d  d i e  b e i d e n  a n d e r e n  G e l e n k p u n k t e  s i c h  a u f  n,, 

b e f i n d e n .  

Llesondere Eigenthümlichkeiten werden zu erwarten sein, wenn man 
den Charakter der Bcwegung von G, gegen G, im letzten Satze ungeandert 
lasst, aber einen Gelenkpunkt A, von dem Kreise auf die Rollcurventan- 

* Es ist klar, dass, wenn es sich nur um vier consecutive Lapcn zweicr 
Syeteme a , ,  a, gegen einander handelt, man nach Construction von k, k2 irgend 
zwei Punktepaare X, X,, Y, Y, dieser Curven als Ecken eines Gelenkvierseits be- 
trachten kanu, welches die momentane Bewegung soweit vollstàndig wiedergiebt. 

18' 
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gente tI2 verlegt, wodurch dann A, in den Pol rückt. Da der Strahl B,B, 
den Pol enthalt,  so liegen dann A2B, B, in einer Geraden und wir haben 

(Fig. 7) ein Gelenkvierseit in einer T od t l a g e .  Wiihrend einer unendlich 
kleinen Relativbewegung verhalten sich a, und rr, wie ein einziges starres 
System; wir wollen diese Systeme das t o d t e  P a a r  nemen.* 

Nach der B o b  i l l ier ' schen Construction findet man, wie es sein muss, 
als Rollcurventangente t,, die Gerade A,A, .  Von den beiden Kreisen, 
welche bei der allgemein giltigen Hestimmung des Focalcentrums F' von k, 
benutzt werden, ist  der eine, durch B, gehende noch ein eigentlicher Kreis, 
wshrend der andere, durch A, gehende zur Geraden t,, gewordcn ist. Folg- 
lich wird F' schon durch das in  der Mitte M von P,,B, auf dieser Ge- 
raden errichtete Perpendikel ausgeschnitten und jener Hilf~kreis  durch B, 
braucht gar  nicht gezogen zu werden. Wir finden also in  der That wieder 
als k, die t,, und den um P' mit dem Halbmesser F'P,, beschriebenen 
Kreis. Hinsichtlich k, gestaltet sich die Sachlage insofern wesentlich anders, 
als dicso Curve nicht mehr aus A, und B, bestimmbar is t ,  da A, im 
Doppelpunkte derselben liegt und daher kein Bestimmungselement abgiebt. 
Deshalb bleibt nur tibrig, die quadratische Verwandt,schaft heranzuziehen 
und k, als die dcm Kreise k ,  entsprechende Curve zu construiren, wobei 
es allerdings ausreicht, zu einem Punkte C, den entsprechenden Cs zu er- 
mitteln und d a m  aus B, C, Focalcentrum F" und Axe f" herzuleiten, nas 
in  der Figur jedoch nicht weiter angedeutet ist. - Der Charakter der 
Bewegung von G, gegen G, ist o8enbar ganz tibereinstimmend mit dem von 
U, gegen G,, da die Configuration der Gelenkpunkte A, ,  BI, A,, B, gegen- 
Iiber der Auffassung als R,, S3, R,, S, nichts im Wesen Verschiedenes 
zeigt. Das iiiimliche Perpendikel in  M giebt uns auf t,, das Centrum 3'"' 
als Mittelpunkt des Kreises k, u. S. W. Die Focalcurven k,, k, treffen sich 
in demselben Punkte R, (oder S,), herIihren sich aber dort nur bei einer 
leicht zu bestimmenden Lage dieses Punktes. Nur wenu der Winkel 
P,,A, Y,, ein rechter is t ,  beruhren sich die Curven stetu, wie man auch 
B, wiihlen mag. Dies sei nebens&chlich bemerkt, weil keine kinernatische 
Eigenthümlichkeit damit verbunden zu sein scheint. Das Wesentliche fassen 
wir zusammen in dem Satze: 

8. B e f i n d e t  s i c h  e i n  G e l e n k v i e r s e i t  i n  e i n e r  T o d t l a g e  mit  
e i n d e u t i g  b e s t i m m t e r  P o l c o n f i g u r a t i o n ,  s o  b e s t e h t  d i e  
K r e i s p u n k t c u r v e  e i n e s  j e d e n  S y s t e m s  d e s  t o d t e n  P a a -  
r e s  i n  B e z u g  a u f  d a s  S y s t e m  d e r  G e g e n s e i t a  a u e  e i n e m  
d i e  R o l l c u r v e n n o r m a l e  i m  P o l e  b e r ü h r e n d e n  K r e i s e  u n d  
d e r  R o l l c u r v e n t a n g e n t e ,  w t i h r e n d  d i e  a n d e r e  K r e i s -  

* Vergl. über eine rein geometn~che Definition von Todt- und Verzweigungs- 
lagen die ,,Verhandlungen der Gesellschaft deutscher Naturforscher und Aerzteu, 
63. Versammlung zu Bremen 1890, 11. Theil, Abtheil. f. Mathemittik u. Astronomie. 
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p u n k t e u r v e  e i n e  e i g e n t l i e h e  F o c a l c u r v e  d r i t t e r  O r d -  
n u n g  i s t .  

Andere Ausartungen, als die hier untersuchten, konnen bei den Kreis- 
punktcurven, so lange die Polconfiguration eindeutig bestimmt is t ,  nicht 
vorkommen; doch werden nattirlich auch den Xreispunktciirven der spe- 
&llen Gelenkvierseih , wie sie etwa dem Zwillingskurbelgetriebe o b r  dem 
gleichschenkligen Kurbelgetriebe zu Grunde liegen , besondere Eigenthtim- 
lichkeiten zukommen. Zur Beantwortung aller darauf beztiglichen Pragen 
ist durch das Vorstehende der Weg gewiesen. Insbesondere sind auch 
die Curven, deren Punkte im Laufe der Bewegung einmal einen Undu- 
lationspunkt beschreiben, punktweise construirbar und dadurch der Unter- 
suchung zughglich gemacht. 

H annov  er, den 4. November 1890. 
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XVIII. 

Ueber einen Specialfall der hypergeometrischen Reihe 
dritter Ordnung. 

Von 

Prof. Dr. LOUIS SAALSCH~TZ 
in Kikigaberg. 

Die nachfolgende Arbeit kntipft an eine von mir für  eine gewisse end- 
liche Reihe aufgestellte Summcnformel* an und hat besonders den Zweck, 
die FLlle aufzusuchen, in denen die erwihnte Reihe, ohne selbst noch eine 
endliche Anzahl von Gliedern zu besitzen, sich durch eine endliche Reihe 
und Gammafunctioncn ausdrüeken ltisst. Voran geht ein neuer Beweis der 
genannten Formel, wobei ich mir gestatte, die Gelegenheit wahrzunehmen, 
um die Anwendungsfahigkeit der von mir entwickelten Integralausdriicke 
für die B -  und r-Functionen mit ncgativen Argumcnten zu zcigen. - 
Schliesslich beschiftige ich mich mit der Reihe: 

nm die Falle aufzufinden, in denen sie sich durch geschlossene Ausdrücke, 
wenn ich die r-Functionen auch zu dicsen zlihlen darf, summircn oder 
mindestem in andere Reihen von einfacherem Bau umsetzen lasst. 

§ 1- 
Die in  der Einleitung genannte Summenformel erhalt durch beider- 

seitige Multiplication mit 
x ( x + l )  ... ($+fi-1) 
(x+v) ... jx+v+n-1) 

* D i e ~ e  Zeitschrift, 35. Jahrg. (1890), S. 186. - Die Anregung zu vorliegendem 
Aufaatm verdanke ich Herrn W. H e  y m a n a. Derselbe hatte nach Kenntniss- 
nahme rneiner Summenformel die Freundlichkeit, mir mitzutheilen, dass er durch 
Serlegnng eines Iloppelintegrales in zwei E u  1 er 'sche zu einer im Weseutlichen 
mit meiner übereinstimmenden Formel gelangt sei, und veranlasste mich, die 
Untersuchuug auf ein beliebiges lz auszudehnen. Auch schliig er mir die engere 
Anlehnung der Formel an die hypergeometrische Reihe dritter Ordnung vor, die 
sich in der That als zweckma~sig herausgestellt hat. 
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die Form (wobei n  zunachst eine positive ganze Zahl kt ,  und L und R 
Bezeichnungen flir die linke und die rechte Seite sein d e n ) :  

oder auch : 
2) F ( - n ,  x, y+v+n-1; y, x + u ;  1 ) = R ,  

und ich will nun zuerst diese Formel nochmals beweisen, bez. die Grenzen 
ihrer Giltigkeit feststellen. Ich gehe dabei von der bekannten Gleichung aus: 

welche richtig is t ,  so lange die linke Seite convergirt. Ferner gelten die 
aus dem Factoriellensatze leicht ableitbaren Gleichungen: 

etc. etc. 

Multiplicire ich dieselben hezüglich mit den einzelnen Gliedern der linken 
Seite von 3), so e n t ~ t e h t  links als Summe L ,  rechts aber ist  der Coeffi- 
cient Co von 1: = Vo und nllgemein Coefficient Ck von 

oder. da: 

ist: 

Unter der Voraussetzung der Convergenz lasst sich die Klammer ( 1 ,  
sie sei Vh, summiren, niimlich: 
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r ( x + ~ + k ) r ( v + n - k ) -  ( x + u )  ... ( z + ~ + k - 1 )  
Vk = -- r (tg) r ( x  + v + PQ ( ~ + n - 1 )  ... ( ~ + n - k )  70 

und hiermit wird : 

F ü r  die Giltigkeit des Beweises ist es erforderlich, dass die R.eihe iii 

4) convergirt; dies ist immer der Fd1, wenn sie abbricht, also wenn la 

eine positive oder wenn x eine negative ganze Zahl ist , s O d a s  H f iir d i  ese 

b e i d e n  P a l l e  d i e  K i c h t i g k e i t  d e r  G l e i c h u n g  1) e r w i e s e n  i s t .  
Sonst ware zur Convergenz erforderlich, dass v + n  > k ist ,  und diese Be- 

dingung wird von einem gewissen k an ~ i c h e r  unerftillt bleiben. Wie ein- 

fache Ueberlegungen zeigen, erscheint dann statt  der rechten Seite von 5) 
die unbestimmte Grosse crc - oo, und doch giebt es zwei Flille, wenn nam- 

lich y + v  + ta - 1 eine negative ganze Zahl und gleichzeitig n oder z eine 

ganze (positive oder negative) Zahl ist ,  in denen die Gleichung 1) unver- 

andert bestehen bleibt. Dies wird spater ersichtlich, wenn die Fëlle, in 

denen L sich in geschlossener Form darstellen Iësst, zusammengefasst 

werden.* [Siehe den Passus nach Gleichung 23b).] 

* Es scheint, ich m6chte sagen in instructiver Hinsicht, nicht ohne Interesse, 
einen der genannten Fiille mit den obigen Betrachtungen in directen Zusammen- 
hang zu bringen, wobei ich Gelegenheit finde, die Anwendbarkeit der Integral- 
ausdrücke für die r- und B - Functiouen mit negativen Argumenten (diese Zeitschr., 
Jahrg. 32 [1887], S. 246 und besonders Jahrg. 33 [1888], S. 362) darxuthun, was 
man dem Autor zu Gute halten moge. 

Wenn, wie oben: 

so wird dem  ext te-kfolge: 

Sei nun n eine negative gauze Zahl, g eine positive ganze Zahl und: 

0) y+v+m-1=-g; 
liege ferner bis auf Wcitercs v zwischen O und - 1, m zwischen 1 - g und - g, 
wobei aber der Fall x + v = ganzer Zahl auszuachliessen kt ;  dann ist: 

Vk ist schon von k = 0 an & w und von einem gewiasen k an (wofür x+ v 
+ k > 0 ist) + m, der Coefficient von (-1)' Vk in L [Gleich. b)] andert von einem 
gewissen (andern) k an nicht mehr sein Zeichen, folglich besteht die rechte Seite 
von Li) ails unendlichen Gliedern, die von den grosseren der beiden bexeichneten 
k  an abwechselnde Vorzeichen haben. Ich will nun die unendlich grossen Theile 
von V,, wenn ich mich 80 auadrücken darf, absondern und zeigen, dass die Summe 
derselben, nachdcm aie mit den betreffenden Factoren multiplicirt worden, gleich 
Eu11 wird. 

Multiplicire ich Vk in b) mit ak-n und die einzelnen Glieder in V k  [Qleich. a)] 
bez. mit 1, z, a2, z3, . . ., 80 entsteht au3 letzterem, so lange s positiv und <1 ist, 
die couvergirende liypergeometrische Reihe E'(k -n, x + k, x + v +- k; a). Ferrier 1st: 
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Zur Auffindung anderweitiger Resultate untersuchen wir, was aus  L 
wird, wenn einzelne Argumente  u m  ganze Zahlen vermehrt oder vermindert 

worin, sowie k > g wird , die letzten Glieder fortfallen, die Anzahl der Glieder 
alvo nicht gr6sser a h  g + I  wird. Hiermit wird: 

- 
Kurimehr stelle ich eine Reihe identischer Gleichungen zwiachen den Grossen 

or, j, y = a + p ,  a ,  u und z unter der Annahme auf, dass ai zwischen den ganzen 
negativen Zahlen - h und - ( h + l ) ,  zwischen 0 und -1 liegt und dass a eine 
positive Zahl ist, wobei ich die abkürzenden Bezeichnungen: 

benutze, mit der Massgabe jedoch, dass die Functionen verschwinden, wenn der 
Index negativ wird, und zur Einheit werden, wenn derselbe Nul1 ist; namlich: 

1 

(1 - %)Y 1 
= ~ a - I ( l - u ) p - l -  ~ - ~ - l ( l - ~ ) ~ - ~ - ~ ~ - ~ ( l - ~ ) - ~ - ' ( p h ( y ~ ~ ) ,  

- - ~ ~ - 1 ( i - u ) P - 1 a u ~ - u - P - ~ ( l - u ) P - l  a n - u a ( l - u ) - ~ - 2  

X (Ph-1 (Y +li 4 az,  
allgemein : 

F 

= ~ a - 1 ( 1 - ~ ) p - i ~ ~ . . ( ~ + + - ~ ) ( ~ ~ ~ ~ - ~ - p - l  (1-21)~-I a . . .  (a+r -1 )  
F 

1.2 . . . r  l.z...r 
- w . l + r ( t - ~ ) - a - l - r  ae(an+l)  ...( as+r--1)  

1 . 2 . . . 7  

worin f r - 2 ( d )  eine leicht zu ermittelnde ganze Function r - Grades von z kt, 
die jedoch fiir einen negativen Index verschwindet, und worin für r > h des ganze 
letzte Glied der rechten Seite fortfallt. Bei der Addition sammtlicher Gleich- 
ungen h) lasst sich die Summe der letzten [in (ph-.(y +., u)  multiplicirten] Glieder 
auf der rechten Seite in der Form: 

'U ' U z  i) ua- l ( l -%)-a-!  ( A . - A , - + A , ( - )  1- u 1-21 T- . .+(- l )hAn 

darstellen, wobei die Qr6saen A von u unabhangig sind and folgende Werthe 
haben: 
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werden. Oder vielmehr:  w i r  lassen un3 unter  Voraussetzung eines ganzen 
positiven 1î durch R induciren,  m i t  welcher Grosse w i r  L zu multipliciren 

a z ( a z + l ) -  az... ( l a ~ + r - l ]  
A t = ( ? 1 + r - l ) t - ( y + t . - 1 ) ~ - l a ~ + ( y + r - i ) ~ - ~  1,2 +... + (-II< 

1 . 2 . . . 2  
- a z ( l - z ) I ( y + r - l ) ~ - 2 f ~ ( z )  - ( y + r - 1 ) ~ - 3 f ~ ( ~ ) + . . . + ( - l ) ~ f t - z ( ~ ) )  

=(y+z-1 -a&-az (1 -z )  j (y+r - l ) t -2 f i ( z )  T..- I ,  
7 = 0 , 1 ,  m . . ,  h. 

Somit wird die Summe i) mit Rücksicht auf g): 
- - ua- i ( l -u) -a- I  ( p , , ( ~ - a z ,  u) -az( l -z)Qh-9 (2, u) .u~- l (1-u)-a-1 ,  

U 
wenn ich mit  Oh-9 (3, u)  eine ganze Function von s und -- 

1 - gr.  vom h - P e n  Grade - 
bezeichne, die wiederum bei negativem Index verschwindet. Multiplicire ich nun 
die Gleichungeu h) mit d u ,  integrire links .von O bis 1 und summire dann für T 

von O bis m, summire dagegen rechts zuerst und integrire dann, ao erhalte ich 
nach der GLeichung 8) am zweiten angeführten Orte (worin die obere Grenze des 
Integrais als 1 s ta t t  oo eu lesen id ) :  

Man kann sich davon überzeugen, dass diese Gleichung nicht nur auf der linken 

Scite, welche in --- T''Y' '(') F(a ,  a ,  a+P; z) übergeht, sondern auch auf der rechten 
T(Y) 

einen endlichen Werth  httt, so lange z<l k t ;  beide Seiten werden für z =  1 un- 
cndlich. Wir  multiplicircn k) mi t  za, verstehen unter a eine positive gauze Zahl 
und formen die Gleichung in folgender Art um: 

0 
In diese Gleichungen setze ich nun: 

a = x + k ,  @ = v ,  y = x + k + v ,  a = k - n i  
multiplicire dann 1) mi t  
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haben, um dasselbe Resul ta t ,  wie durch Vermehrung des betreffenden 

Arguments um 1 zu erreichen, u n d  multipliciren nun  L hiermi t ,  indem wir  

und summire nach T von O b i ~  g, nach k von O bis m ;  dabei führe ich für JO, J', 
J" die Summation nach r zuerst und zwar mittels der Gleichung e) aus;  auf diese 
Weise erhalte ich: 

9 k(k-1) ...( k - r + l )  z (x+1)  ...( s + k - 1 )  
2 2 ( n ) k ( g ) r i ( y + l ) . , . ( Y + r q  (x+v)  . m . ( x + v + ~ - l )  zk-" W-n, x+7ci s + k + v ,  8 )  

k=O r=D 

m) = ' " + v )  [ 5 (-1)~ (n)> (v+A-1) - 
... (v+n-  76) 

r(z) r(v) ~ Z O  y(y+i )  ... (Y +k-  1) 
(JO+ J'+ (k+n)a( ï -8)  J") 

Y - k(k-1) ...( k - r + l )  
r = O  k = O  

Nun liegt x zwiachen 1- g umi - g, also <r zwischen 1 - g + k und - g + k;  da  
aber cr zwischen - h und - (h +1) liegen aollte, ist  

h = g - 1 -  k. 
h nimmt also mit wachsendern k ab, daher ist  die Anzahl der Glieder, die durch 
Summation von J' und J" entstehen, eine endliche; jedee J' verschwindet aber 
für z =  1, und (1- z )  J" ebenfalla. Setzen wir nun in m) z = 1, so gehen diese 
beiden Glieder der Summe fort; weiter wird 

O - h > a > - ( h + l ) ,  - a > p - u > - ( a + l ) ,  

daher wiederum nach Gleichung 8) a. a. O.: 

alsa wird, da  y - s + n =  1- g - 2 - v positiv ist [siehe d)], der von JO abhangige 
Theil der Summe, wie i n  Gleichung- 5), = R, die linke Seite von m) wird aber 
nach f )  = L I  und es ist daher: 

Der Coefficient von A ist ,  abgesehen von dem bezüglich k constanten Factor 
u-p-l(1-u)P-1: Y" 

1 - u t  (-k-n) ~ k - n  
O) Y.= k= 25 o ( n ) ~ { + ~ - . ( x + u + n i u z : ( T )  ---1 [ i - ~ p - ~  

Entwickeln wir die Summe 
k - n  ( k - n ) ( k - n + l )  

1.2 
in eine nach aufsteigenden Potenzen von z  fortschreitende Reihe, ao iet der Co- 
efficient von BO: l, von einer andern,  etwa der pte" Potenz aber: 

= (- 1 ) ~   TL)^ - ( n ) ~  (n - l)p-i + ( 9 1 ) ~  (12- 2)p-2 +m.- + (- ~ ) P ( ? L ) ~ ] ,  

=(-~!P(~I~~~-(P)L+(P)~T...+(-~)P(PI~I = O .  

Der Werth der Summe ist also Eins,  und zwar tür j e d e s  s, d a  es eben eine 
P o t  en  z e n  reihe iat, die für jeden Werth von a convergirt. [Bezeichnen wir tibri- 
gens die Summe mit O(Z, a ) ,  BO ist: 

-- d o ( z * n ) - n ( ~ ( t I  n - l ) - ~ ( z ,  IZ-I))=O, 
d z 
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alle beschrlinkenden Voraussetzungen über seine Argumente fallen lassen. 
Wir  bezeichnen nun L als Function seiner Argumente in folgender Art: 

6) 
f" (2 1 Y ,  v )  

z ( y + v + n - 1 )  = 1 - I N ) ,  - .  - - -  - x ! z + l ) ( y + ~ + m - ~ ) ( ~ + ~ + ~ ~  ,,. 

Y  ( x  + 0 )  +(42 ~ ( ~ + l ) ( x + ~ ) ( x + ~ + l )  

P ü r  ganze positive n ist dies gleich El. Setae ich nun in R [Gleichung l ) ]  
x +1 statt  x ,  so geht es tiber in 

wobei X als Abktirzung dient. Ich multiplicire nun f , (z ,  y, v )  gliedweise 
mit X, wobei ich zur Abkürzung die einzelnen Glieder von f, ( x ,  y ,  V )  (ohne 
das Vorzeichen mit einzubegreifen) mit u,= 1, u,, us etc., und durch 
.z v 
u m ,  urn Ausdrücke bezeichne, die sus u, durch Erhohung des Argumentes z 
bez. a um 1 hervorgehen. Es is t :  

alao Q(z ,  T L )  conetant.] Perner ist der Coefficient B, einer beliebigen, etwa der 
1 - u s  

-pten Potenz von ----, wenn n = - n' geae t~ t  wird: 
u Z 

= (- 1); -P (x+v-12')  ...( X + V - p - i ) . r ( n ' - p + ~ ) r ( l - ~ - v )  
1 . 2 . .  . ( d - p )  r (1 -p)  r (d+  1 - z -T) ' 

vorausgesetzt, dass p<n' ist, d. i. B, = 1 für p = O, und = 0 für p> O.  lat p > n', 
etwa p = n'f q ,  80 ist der Coefficient 

m 

U s = ( - l ) q  k = q  Z ( - n ' ) k ( z + v + k - n ' - q -  ï )k -9 ,  

d. i. nach leichten Reductionen und da n' mindestens = 1 und 1- x - v positiv id: 
1 n'. . . (nt+ q - 1)  

BP = (- 1 ) ~ .  -- .- -o. 
( 1 - X - V )  ...(fi'- X - v ) ' ~ z ' + I - x - v )   TL'+^- i + i - X - V )  r ( i - n ' ) -  

Folglich ist: 
y .=1- rn  - "  

und für z =  1: 
[ Y o l ~ e i  r O. 

Der Coefficient Y, von ( y ( y  +1). . . ( y  + r  -1 1-l wird erhalten, wenn 

statt (n)k gesetzt wird; dabei kann die Summation von k = r beginnen und die 
weitere Behandlung führt mit Rücksicht auf d) zu dem Resultat, dass ebenfalls 
Y, = O  und somit nach n): 

L = R  
ist. 

Um den Beweis zu vervollstiindigen, ist noch EU zeigen, dass die eben be- 
stiitigte Gleichung, falls aie für ein u zwisclien O und - 1, und für ein x zwischen 
1 - g und - g gilt, auch dann richtig bleibt , wenn man diese beiden Variabelen 
um beliebige ganze Zahlen vermehrt oder vermindert; dies ergiebt sich aber aus 
den weiteren Entwickelungen im Texte. 
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mie leiclit zu findon; den Factor ( x  + 1)  ziehe ich zum voranstehenden Bruche; 
statt des Factors ( y  - x )  schreibe ich ( y  - x  + n - 1) - ( la - l ) ,  den Minuen- 

1 1 
dus multiplicire ich mit in der Form - 

x + o + n  . . 

1 x + o + l  
den Subtrahendus mit derselben Grosse i n  der Porm .-. 

x + v + l  x+v+la' 
n - 1  

die Zusamrnenziehung der Glicder, die den Factor - haben, giebt 
x + v + n  

dann : 
( ~ + l ) ( y + v + f i - ] )  n ( n - l ) ( y + v + n - l ) ( y + v + n )  -c,-~,x=-(12)~------ 

y ( x + v + l )  + Y b - x + n - 1 )  ( X + Q + l )  ( x + v f n )  
=- 21, + C,. 

Dazu kommt u , X ;  in der Summe C2+u,X trit t  nach leichter Umfor- 
miing das Product ( y  - x  $1) ( x  + 2) auf ,  dessen zweiten Factor ich zum 
vorangehenden Bruche ziehe , wahrend ich y  - x  + 1  in  (y - e + n - 1 )  
- (n -2) umforme; ersteres multiplicire ich mit 1  : x + v + n in der Form 

1  
letzteres mit derselben Gr6sse in der Form 

. . 

.- ' ' +  a +2 .  duroh Zuaammenriehung dei. Glieder, die den Factor 
x + v + 2  x+o+r)' 

Die Fortsetzung dieser Operationen und der Beweis ihrer allgemeinen Gil- 
tigkeit (durch den Schluss von la auf ra + 1) macht keine Schwierigkeit, 
und wir gelangen so zu den Gleichungen: 

7 1 
X(1-u1+?A2 Ta.'+ ( - l ) k ~ k )  

- -1 -6 ,+&+" '+( - l )~ t k  +(-l)k+l ~ k + l ,  

( - 1 ) .  ( n - )  ( x t  1 )  ... (x+k](y+u+n-1) ... jy+v+n+k-1) 
ck+l= 1.2.3 ... k y...(yfk-l)(x$v+l)...(xf v tk) (y -z+lz - l ) (x+v+$ 

Mi t  uk+i verschwindet gleichxeitig Ckti (2. B. wenn la = k  ist), und in 
diesem Falle i s t ,  wie vorherzusehen: 

Im andorn Falle wird, wenn wir k ins Unendliche wachsen lassen: 

10) X f n ( x , y , v ) = f n ( ~ + 1 , I / , ~ ) + z i m ( ( - l ) ~ + ~ C k + l ) k = s .  

Der Quotient - Cir+i: Ck nahert sich der Eins,  also strebt (- l )k+l  Ck+i 
einem bestimmten Werthe zu. Um ihn zu erhalten, beginnen wir (-l)k+iCk+i 
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(-..)(l-II) S . .  ( k - 1 1 )  . 
mit dem Factor - und multipliciren Zahler und Nenner 

1.2 ... k 
r(-  11) r ( x  + 1) r ( ~  + u +  - 1) mit -- 

~ ( y )  r (x+v+l ) - -  
; dadurch wird: 

( - l ) k f '  Chfl = 
r(y! r ( x + t . + u  

( z + u + ~ ) ( Y - z + n - l i  r ( -R)  r ( ~ + l ) r ( y + ~ + n - l )  

Mittels der bekaunben, für sehr grosse Werthe von p geltenden Formel: 

% p f i  
 PI = JP(e) 

lasst sich aber leicht der Satz beweisen: 

Demgemass ist der zweite Factor anf der rechten Seite der Gleichung 
11) für k =  cn Eins, und es folgt aus 10): 

Xfn (5, Y1 v )  
T(Y) r ( x  + v + 1) -- 

= f n ( x + l l y ~ v ) + ( x + ~ + ~ ) ( y - I ; + ~ - ~ )  r(-n) r ( x + ~ ) r ( ~ + v + n - ~ )  
oder 

( Y - x + n - l ) ( x +  
f n  ($1 Y, v) = v+")fn!x+l .  YI .) 

12) < Y - X - ~ ) ( Z + V !  
UY) us  + v) p. 

+ c v - x - i ) r i - ~ ) r ( z + ~ ) r ( y + v + n - ~ )  

Diese Gleichung entmickeln wir weiter durch Erhohung von x um je  eiiie 
Einhcit. Zucrst wird : 

fahren wir in dieser Art  fort und eliminiren aus den entstehenden Gleich- 
ungen die Functionen f, (X + 1, y, v),  fn (x + 2, y, v) etc., so bleibt zuletzt 
rechts f.(w, y, v) stehen, und wir mtissen sehen, was das ist und wie es 
sich mit der Convergenz verhalt. Wenn wir die Falle, in denen y oder 
x + v Nul1 oder eine negative ganze Zahl ist , wodurch f, ( x ,  y, v) unendlich 
wird ,* ein- für allemal ausschliessen, convergirt f,(z, y, v) ftir alle end- 
lichen Werthe der Argumente, denn es k t ,  wobei zu beriicksichtigen, dass 
die Glieder bei gentigend grosser Gliedxahl gleiche Vorzeichen erhalten: 

* und ewar, wenn nicht etwa ein anderes Argument Kull ist, nicht un- 
beetimmt, sondern wirklich m, wie aus dem einfachen Falle n = i eu erschen id. 
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so dasv die Differenz des Coefficienten von k2 in Nenuer und in Zahler 2 
und somit das Gauss 'sche Kriterium der Convergenz erfüllt ist. Anders 
aber, wenn x unendlich wird; dann giebt Gleichung 6): 

und hier gehort zur Convergenz der Reihe, dass 1 - v positiv ist [wie auch 
aus 13) für x = CE, wenn man den Coefficienten von k bildet , zu erschliessen]. 
- Bei Ausführung der beabsichtigten Elimination erhalten wir :  

Die Bedingung 1 - u  > O ist zugleich die Convergenzbedingung fiir die in 
den Klammern { 1 eingeschlossene Reihe. 

Will man ferner von f,, ( a ,  y, v )  zu f,, (x, y, v + 1) gelangen, so muss 
man Ersteres mit 

niultipliciren, doch unterdrlicke ich die Rechnung, die im Wesentlichen der 
früheren ahnlich ist, um nicht zu umstandlich zu werden, und schreibe nur 
die Hauptgleichung hin,  zu der wir im Laufe derselben gelangen wtirden: 

so dass wiederum D k t i  verschwindet, wenn dies bei uk+i der Fa11 ist;  
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Mittels Ueberganges zur Grenze k = m  (wenn eben uk+l mit endlichem 
Index nicht verschwindet) erhalten wir jetzt: 

Setzen wir hierin v + 1 statl  v und vorhalten uns tîberhaupt B O ,  mie beim 
vorigen Falle, so gelangen wir schliesslich zu der Gleichung : 

wobei y + a - x ) O gleichzeitig die Bedingung der Convergenz von 
fn(x1 y, 00) und ftir die in  den 1 eingeschlossene Reihe ist. 

Zu spaterem Gebrauch ftîge ich noch die den Gl~ichungen 12) und 16) 
entsprechenden fur y und a hier an:* 

( Y - ~ ) ( ~ + ~ '  f n ( x , g + l ,  u )  f n b 9  Y. v) = y ( y - x + n )  
17) 

- 1 r i y  + 1) r ( x  + v )  

und : 
Y (Y - x + 12) rL- us) UY + v + n )  

Den nachstliegenden Zweck erreichen wir ohne deren Benutzung leicht in 
folgender Art. 
. Schroibt man f, (x, y, v )  in der Form: 

so siaht man,  dass es  im Ztihler sechs Anordnnngen und d a m  im Nenner 
je zwei, also im Ganzen zw6lf Anordnungen gieht, welche die Reihe un- 
gekndert lassen ; die ersten sechs, in s ,  y, v, TZ ausgedrtickt , sind: 

Argument x is t  zu eraetzen: 
a) durch x ,  6) durch y + v + n - 1 ,  c)  durch y + v + n - 1 ,  

d) durch - n ,  e) durch -n ,  f) durch x ;  

Argument y ist  zu ersetzen: 
a) durch y ,  b )  durch y, c) durch x + v, d) durch x + v, 

e) durch y, f) durch x + v ;  

* Vergl. bezüglich des Beweises die Anmerkung au GLeichung 26). 
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Y ~ Y - Y - Y C I ^ ^ L _ - X - ^ - - - - - -  

Argument v ist zu ersetzen: 

a)  durch v ,  b )  durch l+ x  - y  - n,  c)  durch 1- v - m ,  
d )  durch y + n ,  e) durch x + a + l a ,  f )  durch y - x ;  

Argument n  ist zu ersetzen: 

Die anderen sechs , namlich: 

s zu ersetzen: a') durch x, b') durch y  + v + n - 1, c') durch y  + v + n  - 19 
d )  durch - n ,  e') durch - n ,  f') durch x ;  

y zu crsetzcn: a') durch y,  b') durch y, c') durch x +  v ,  d') durch x + U ,  

e') durch y,  f )  durch x +  v ;  

v zu ersetzen : a') durch v ,  b') durch 1 + x  - y  - n, c') durch 1 - v - n ,  
d') durch y  + n ,  e') durch x  + v + n, f ' )  durch y - a ;  

n zu ersetzen: a') durch la,  b)  durch - a ,  c') durch - x ,  a') durch 
1 - y - v - l a ,  e') durch 1 - y - v - n ,  f ' )  durch 7 2 ,  

sind den ersteren bez. aquivalent und bedürfen daher keiner weiteren Berlick- 
sichtigung. 

Wenden wir diese Vertauschungen suf die Gleichung 1) a n ,  so geht 
sie durch a )  in  sich selbst zurllck, diirch b)  in II) tiber; d i e  anderen ver -  
tauschungen c)  , d )  , e) und f )  geben b e ~ .  folgende Gleichungen III), IV), 
VI und VI): 

Peltsoiuift f. Mathemalik II. Phyiik XXXVI, 5. 18 
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-- - - 

r ( ~ + v ) r ( l - n - y ) r i y )  r ( l - n - ~ - ~ )  
f n ( x l  y1 ')= r ( ~ 1  r ( i  + x  - n.-g) r ( y  - X I  r(i- n. - 

- 1 r ( ~ )  r ( x  -+ 0 )  

V) 
1 - n - y  r(1-12) r ( x ) r ( y + t i + n - l )  

v( l+x-12-y ' l  
x ( l +  ( 2 -  -' n - y ) ( l - n )  - 

v ( ~ + 1 ) ( 1 + ~ - 1 ~ - y ) ( 2 + x - n - y )  
+ ( Y - n - y ) ( S - n - y ) ( l - - n ) ( 2 - n )  

1 - n - x - v > o ;  

ny) r ( 1 - ? I )  r ( ~ +  V )  r+v+~)  
f" (x 1 y, 1 , )  = - 

r , ~ + n )  r ( 1 - V - B I  r ( ~ + ~ + ~ ) r ( i - ~ + x - ~ ~ )  
1 - -  ri^! r ( x  + V )  

V 1) 
1 -v  r ( - n ) r ( i + x i  r ( y + ~ + n - 1 )  

(!4+'>2)(1--fl-v) 
( 2 - v ) ( l + x )  

( y + n ) ( y + n . + l ) ( L - n - v ) ( 2 - n . - ~ !  -~ - 

+ ( 2 - ~ ) ( 3 - ~ ) ( 1 + ~ ) ( 2 + x )  
+...), 

1 - y + x A O .  

Die ersten Suminauden au€ der rechten Seite dieser Gleichungen bezeichne 
ich in 1)  und VI) mi t  R,, in I I )  und I I I )  (wie bislier) mi t  R ,  in IV)  iind 
V) mit Ii', und die in den Klammern eiugeschlossenen licihen bez. mi t  

SI , Se , S3 , 4, S5, SE. Zwischen B o ,  R ,  R' ergeben sich mittels Anwen- 
dung des Satzes: - n 

UP) r ( l - ~ ) =  - sin. (y n )  
folgende nesiehungen : 

s in(n+y - x ) n  sin(n.+v)z r o s ( y - x - v ) z -  cos(2n.+y - z + v ) n  
R, = R ~ 

sin (y  - x )  n .sinu n cos(y-x-v)n- COS(^-z+v)n f l ,  
B ~ S O  -.-. . 

20) R,, = R ,  wenn n ,  oder wenn y - z + v  eine ganze Zahl k t ;  

, ~ in (v+n) ï c . s i n ( y - x+n)m C O S ( ~ + V - ~ ) ~ - C O S ( ~ ~ + ~ - X + ~ ~ ) ~  
R ='- - R =  -. - R, 

s i n ( c + n . + x ) n . s i ~ ( y + n ) z  cos(x+v-y)n-cos(Zrz+y+x+v)rc 
also 

21) R'= R ,  wenn x ,  oder wenn a + y  + 2 n  eine ganze Zalil ist;  

sin(x+a+n)n.sin(y+n)rr , cos(x+v-y )%-ros (2n+y+x+v)n:  
R, = R = - R', 

s in (y -x )  z . s i nvn  cos(z+v-y)z -COS(%- u -  y)m 
also 

23) R,= K', wenn y +  v + n ,  oder wenn x f n  eine gunze Zahl ist. , 

mir wollen nun die Gleichungen 1) bis VI) in zweifacher Art zur An- 
wendung bringen. Erstens zeigen s iel  in welchen Fiillen sich f , ( x ,  y, a )  
in geschlossenem Ausdrucke darstellen lasst. 

1. ra = ganzer positiver Zahl. 

I n  1) geht der zweite Sumrnand, des Nenners T(-n)  wegen, fort, 
wenn S, convergirt, a190 wenn 1 - a > O ist;  ist  dies nicht der Fall, a!so 
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o > l ,  so giebt die Gleichung 1) kein sicheres Resultat; dann ist aber in 
III) v + n > O ,  also entweder f, (x ,  y, v) = R, oder = R,  d. i. aber 
wegen 20): 

23) f n ( ~ j  Y, v)= RI,= R 
[womit die Gleichung 1) iieu bewiesen ist]. Gleiches Rosultat liefern auch 
die Gleichungen II) und FI) .  

2. x = negativer ganzer Zahl (abgekürzt: n. g. Z.), wobei ich 
die Nul1 in diesem Zusamrnenhange auch immer im Folgen- 
den zu den negativen ganzen Zahlcn rechnen werde. 

I u  I I )  geht der zweite Summand fort ,  wenn y + n - z > 0; ist aber 
y + lz < x ,  also negativ, so ist  in IV) 1 - n - g  > O ,  also mit Rücksicht 
auf 21) : 

23 a) f,,(x, y, v )  = R = R'. 
Gleiches Resultat liefern auch die Gleichungen III) und V). 

I n  1) geht der m e i t e  Summand fort ,  wenn 1 - t~ > 0 ;  ist aber v )  1, 
so muss y +  n negativ sein, tllso ist 1 - n -y in  IV) positiv, also mit 
Rticksicht auf 22) : 

23 b) fn ( 2 ,  y, o) = Ro = Il'. 

Gleiches Resultat liefern auch die Gleichungen V) und VI). 1st ausserdem 
noch n oder x eine ganze Zahl, so ist nach 20) oder 21) R, = R'= R ,  so 
dass also in diesen Fallen auch die Gleichung 1 )  bestehen bleibt. 

Die Reihe f, (x, y, v )  lasst sich durch eine endliche Reihe von 1 - x - v  -a 
Cliedern, multiplicirt in  einen aus Gammafunctionen zusammengesetxten 
Ausdruck, summiren, ngmlich vermoge 1) , wenn 1 + x - y  keine n. g. Z., 
und vernioge II), wenn v + n keine n. g. Z. ist. Im ersten ausgeschlossenen 
Falle ware die Differenz x + v + n - ( l + x - y ) ,  d. i. y + v + n - 1  eine 
ganze Zahl, im zweiten ware x eine ganze Zahl; ist die betreffende ganze 
Zahl negativ, so ist  die Summe sehr leicht nach 3., bez. 2. auszuftihren. 
Andernfalls, zumal wenn 1 + x - y und v + n gleichzeitig negative ganze 
Zahlen sind, hietet sich eine andere fiethode dar, die aber auch überhaupt 
den vorliegenden Fa11 (x + v + n = n. g. 2.) vollkommen erledigt. 

Sei also x + v + n gleich der negativen ganzen Zahl -9, so ist 
- n = x + v + g  und daher: 

Nun zerlege ich , wie schon ofter tihnlich geschehen, folgendermafisen: 
19' 
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und sammle die Coefficienten von ( g > r  -- ( r = 0 ,  1, ..,, j), 
so ist deren Summe: 

( x + v )  ... ( x++++-1)  

( ~ + ~ + + - - 1 ) . . . ( y + v + f i + r - 2 )  r (y+r)  r(g+l-r) x ( x + ~ )  ...( x+r-1) ----, - 
Y ~ Y + I ) . . .  (Y+-1) ~ ( Y - x )  r ( i - ~ - ~ )  

Demnach ist: 

Dies is t  die angektindigte Formel. Für  y  = z+  k wird sie: 

WXre k -g - 1 ( O, so liesse sich der Ausdruck fur f, ( x ,  y, v )  in ein 
Product von Gammaf~inctionen ziisammenziehen, wie bereits vorher gesagt. 
Aus diesem Ausdrucke iat .n ganz eliminirt, der Werth von v + n  ist also 
auf denselben ohne Einfluss. 

Ich halte mich nicht weiter bei den anderen FaIlen 5. bis 9. auf, in 
denen namlich v ,  oder 1 + x - y  - n ,  ode] y  + n, oder y - x ,  oder endlich 
1 - v - A  eine n. g. Z. ist ,  da sie sich alle in ahnlicher Art  erledigen lassen, 
wie dies besonders in der Bezeichnungsart der Gleichnng 19) ersichtlich ist. 
Mit Benutzung derselben k6nnen wir ntimlich sagen: 

L oder f,(x, y, o )  lasst sich durch eiue endliclie Anzahl von Glie- 
dern und r- Functionen ausdrlicken : 

1.-3. wcnn eino der Grossen a ,  b,  b', 
4.-9. ,, c ' - a , c ' - b , c ' - b l , c - a , c - b , c - b  

eine negative ganze Zahl ist. 

Ferner lasst sich die unendliche Eeihe f,(x, y, v ) ,  von gewissen Aus- 
nahmefallen abgesehen, in eine endliche umwandeln, wenn a ,  oder b, oder 
b' eine positive g. Z., d. h.' n. eine n. g. Z., oder x oder y + 2: + 12 - 1 eine 
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_ _ _ _ _ _ _ _ M M _ W _ _ - - Y - . - / - " - w " u " - w - " ~  

worin C eine gewisse von p unabhtingige Constante is t ,  also: 

y - 1 > 0 ,  1 - n ) ~ ,  
woraus : 

1 1 1 + --- -+... 
-n<y-1) ( l - n ) y + ( 2 - n ) ( y + l )  

30) 
- - 

1 - 1  ), 
O 

y-1>0, 1-,&>O, 

welche Gleichung sich nachtrkiglich unschwer beweisen lXsst und ftir y = 1- n 
zu der ebeufalls richtigen Gleichung: 

ai 
1 1 1 1 

31) 7+w+m+prqi n < O  
führt. 

Sind y + p und y + p oder eine dieser Grossen negativ, so sei k eine 
derartige ganze positive Zahl, dass p + p  + k und p + p+ k positiv sind 
(dabei braucht k nicht nothwendig die kleinste derartige Zahl zu sein); 
dann folgt durch Differentiation der Gleichung 

+ L / ' t ~ + q + k - ~  - t ~ t ~ t k - 1  

1 - t  
O 

welche also a n  die Stelle von 28) zu setzen kt.* Gleicher Art  sind dann 
auch die Gleichungen 29) -31)  zu modificiren; z. B. wird, wenn .n zwi- 
schen O und 1 liegt,  s ta t t  31):  

* Sol1 p + q nach der Diffcrentiatian der n. t. Z. - g gleich gesetzt werdeu, 

= ( - 1 ) g g i .  r (p-q-g) .  
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(wobei der obigen Remerkung Liber k zufolge eine untere Grenze für m an- 
zugeben nicht nothig ist). 

1st y = 1 - n ,  und v +n  nicht Null, so ist  analog 29): 
1 

diese Gleichung bedarf aber einer ails dem Obigen ableitbaren Modification, 
wenn die Bedingungen v > O, n < 1 nicht erf i l l t  sind. 

1st in 26) x = 2 und v + n  + 1 = 0, so ist nach derselben Methode: 

f n ( 2 ,  y, - p a - l )  
34) 1 

= - - -- - - 
( ~ $ 1 2 - l ) ( y  C m - 2 )  1-t 

d t } .  

Die Behandlung des analogen Falles x = 2 ,  y = m - 2, sowie die even- 
luelle Modification der Gleichung 34) m6ge nicht weiter ausgeflihrt werden. 
Erwahnt aber werde noch einmal , dass der allgemeine Fa11 , in welchem in 26) 
x eine positive ganze Zahl und x + a f n - 1 = 0 oder y - z + n = 0, 
sich auch durchfiihren Iasst, wenn man die mit x gleichzeitig wachsende 
Unbequemlichkeit der Rechnung niclit scheut ; und sodann, dass mittels 29) 
[bez. 33)] und der Gleichungen 26) und 26a)  sich f,(x, y, v )  finden llisst, 
wenn v +lî, (bez. y - 1 + n) = O ist,  und dass mittels 34), 26) und 26a)  
f,, (s, y, v )  sich auch bestimmen lasst, wenn v + n + 1 = O ist. 
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1. Beitrag zur kinematischen Theorie der Gelenk- 
mechanismen. 

Von 

JOHANN KLEIBER , 
Assistent a. d. Hgl. Techn. Hochschule ln Manohen. 

Hierzu Taf. X. 

Auf Veranlassung des Herrn Professor Dr. L. B u r  m e s t e r  theile ich 
aus meinen Studien, betr. die ,tîbergeschlossenen Mechanismenu folgende 
bosonders auf dio R O b e r t s'sche simultan dreifache Erzeugung der Koppel- 
curve (three bar - motion) beztiglichen Resultate mit ,  welche geeignet sind, 
den der letzteren zu Grunde liegenden Gelenkmechanismus in genetischem 
Zusammenhang mit anderen kinematischen Gebilden erscheinen zu lossen. 

1. 
Das invariable Dreieck. 

Denken wir uns die Basis A B  eines beliebigen Dreiecks ABC in la 

willkürliche Theile durch die Punkte 

Al ,  4, An-1 

zerlegt und durch diese Punkte je  die Parallelen zu den übrigen Dreiecka- 
n 7 b - 1  

seiten gezogen (Fig. l), so wird die Fliicho des Dreiecks in - 
2 

Paral- 

lelograrnme und n unter sich und dem Ausgangsdreieck ABC iihnliche 
Dreiecke, welche als K e  t t e  an die Basis A B  angeheftet erscheinen, ab- 
getheilt. 

Fassen wir nun diese Dreiecke und Parallelogramme als selbstandige 
Gebilde auf ,  d. h. die Dreiecke und Parsllelograrnmseiten als starr und 
untereinander gelenkig verbunden, so gewinnen wir hiermit den Typus 
eines e b e n e n Mechanismus, von welchem folgender Satz gilt : 

,,Wie man auch diesen Mechanisnius verzerren rnag, die Gestalt 
des Dreiecks der drei Eckpunkte A ,  BI C bleibt invariabel." 

Dieser Satz ist  direct als wahr zu erkennen, wennman beachtet, dass 
in  allen Verzerrungen die ,polygonalenu Seiten AB, AC, B C  lihnliche Linien- 
ztige vorstellen. 
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n. 
Der Sylvester'sche Pantograph.* 

A u s t a u s c h  d e r  D r e i e c k e  u n d  P a r a l l e l o g r a m m e  i n  e i n e m  
Id ech a n  i s m u s .  - Sei A B C  irgend ein Dreieck in einem Mechanismus Ml 
u p y  d irgend ein Parallelogramm desselhen, das in  irgend einer Ar t  mit dem 
Dreieck A B C  in Verbindung steht,  so kann man es immer durch Zufiigung 
von Parallelogrammen (wie Fig. 2 angedeutet) erreichen, dass das Dreieck 
A B C  einem Parallelogramm b e n  a c h b a r t wird. 

Von zwei solchergcstalt benachbarten Figiiren erkennt man leicht dic 
Eigenschaft : 

,, Jeder Eckpunkt des Dreiecks kann durch Ver  s c h i e  b u n g des 
Dreiecks als ein Eckpunkt eines Parallelogramms dargeatellt werden." 

Es liegt sben dieser Satz in  der Vertauschbarkeit der Summanden bei 
der ,Streckenadditionu begriindet. 

Wir wollen nunmehr dieses Resultat auf den von uns unter 1 gewon- 
nenen Mechanismns in Anwendung bringen, indem wir der Zahl f i  succes- 
sive verschiedene Werthe beilegen. 

Sei zunachst f i  = 2 ,  so erhalten wir, wie Fig. 3 zeigt, den P a n  t O - 
g r a p  h e n  S y l v e s t e r  'S. Denn es ist klar, dass bei festgehaltenem EckpunktA 
des Parallelogramms n, die beweglichen Ecken B und C der beiden Drei- 
ecke A l ,  A, mit A ,  vermoge unseres Satzes 1, das Dreieck von invariabler 
Gestalt bilden. - E s  ist hier noch anznmerken, dass ein Austausch von Drei- 
ecken und Parallelogrammen, z. B. von Al und nl, wie er gestattet ware, 
zu keinem neuen Typus Veranlassung giebt. 

6 ILI. 
Roberts'sche simultan dreifache Erzeugung  der  Koppelcurve. 

Fiir f i  = 3 geht der unter 1 entwickelte Mechanisnius in Pig. 4 tiber. 
Der sirnultane Austausch von Dreieck A,  und Parallelogramm a,, von 
Dreieck A, und Parallelogramm n, liefert den bekannten Mechanismus der 
D r e i s  t a b b  e w e  g u n g ,  was man wohl ohne Weiteres erkennt. 

Beim Festhalten der Eckpnnkte A ,  B bleibt vermoge unseres mehr- 
fach erwahnten Satzes auch C fest, trotz aller Beweglichkeit der drei Drei- 
ecke , welche im Punkte P zusammengekoppelt erscheinen. 

H i e r m i t  d I i r f t e  w o h l  e i n  B e w e i s  f t i r  d i e  s i m u l t a n  d r e i f a c h e  
E r z e u g u n g  d e r  v o n  d e m  K o p p e l p u n k t e  P b e s c h r i e b e n e n  s o -  
g e n a n n t e n  , K o p p e l c u r v e u  g e g e b e n  s e i n ,  d e r  a n  E i n f a c h h e i t  
k a u m  a u  w ü n s c h e n  i i b r i g  l a s s t .  

Man vergl.' hier und im Folgenden: Dr. L. B urmeete r ,  Lehrbuch der 
Kinematik, Leipzig 1888, wo die einschlagige Literatur auuführlich bezeichuet iat. 
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Bevor wir von dem so erhaltenen Typus zu anderen iibergelieu, wollen 
wir noch einige wichtige sich hieran anknlipfende Betrachtungen einschieben, 
wclche uus zu einer neuen Erzeugung derselben Koppelcurve hinleiten wcrden. 

IV. 
Nachweis der Existenz von m2 Ruhepunkten im bewegten Meohanismus 

der  Koppelcurve. (Pig. 5.) 

Seien Si, S,, S, drei entsprechend ge lcgen~ Punkte in den drei unter 
sich Zhnlichen Dreiecken 

Al* Azr 4 3 ,  

P der letzteren Koppelpunkt, so gilt der Satz: 
,Der Gegenpunkt S zu P in dern aus den drei Strecken q, --  

P S 2 ,  PS, zu consh i renden  (ebenen) Parallelepipede ist ein ,,Robe- 
punktu, wie sich auch P auf der Koppelcurve bewegen mag.' 

,Der Punkt S hat  ilbrigens zum festen Dreieck A B C  dieselbe 

Lnge, wie irgend einer der Punkte Si in einem beweglichen Drei- 
ecke Ai .' 

Der Beweis kann entweder mit Hilfe der unter 1 und II entwickelten 
Satze geftihrt werden und ist hiernach auf rein geometrische Basis gestellt, 
oder auch mit der Methode der ,,Coordinatenadditionu, wclche wir an dieser 
Stelle folgen lassen. 

Seien zu dern Ende die Coordinaten von entsprechenden Eckpuukten in 
dcn vier Dreiecken: 

A B C :  1 X,Y, %Y, %,Y, 

Da sich nun bekanntermassen die Coordinaten des Gegenpunktes S vcn P 
in  einem Parallelepipede als 

Isl=lsll+ls2l+l~3l-21PI 
(die Parenthese deutet a n ,  dass es sich um die 3- oder y -Coordinaten des 
eingeschlosvenen Punktes handelt) ergeben, so folgt: 

' a ( x  + X , ~ + Z ~ ~ - ~ X )  

+ p(x9' + x +xs2  - 2 4  
+ V ( Z , ~ + Z , ~ +  x - 2 ~ ) .  

A, : 
A ,  : 
a, : 

x Y 2,' Y%' x,l 
xi2 yi2 x Y ~3~ ~3~ 

x13 yi3 xZ3 yZS x Y 
(wobei , wie ersichtlich , x , y die Coordinaten des Koppelpunktes l'rsind). 

Hiernach ergeben sich die Coordinaten der obcn niiher bezeichneten 
Punkte S,,  S,, S, zu: 

si: &= Lx + ~ X ~ ~ + V X ~ ~  

8 2 :  Ea=Ax12f P X  

8,: k,= A x , ~ + E . ' x , ~ +  v x  

q,= l y  + p y 2 1 + v y J 1  
qz=Ayl" P Y  + v y :  
rls=1.y13 + pyZ3+ v y ,  

wobei: 
A + ~ + v = l .  
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Wegen der Parallelograrnme n,, x , ,  n3 redncirt sich dies auf: 

und analog 

womit unsere Behauptung erwiesen ist. 

V. 
Verallgemeinerung der  Erzeugung der Koppelcurve. 

Construiren air uns drei der unendlich vielen Ruhepunkte der Art S, 
welche nicht in einer Geraden liegen, so konnen die solchergestalt ge- 
wiihlten Punkte 

die Rolle der festen Punkte A ,  B, C vertreten. D. h.: Wir  konnen in 
diesem Falle die Dreiecke 

4, 4, 4 
von A ,  B, C losl8sen, ohne die Erzeugung der Koppelcurve durch P zu 
beeintrachtigen. Hieraus entspringt aber eine neue verallgemeinerte Erzeu- 
gung der letzteren, welche sich wie folgt aussprechen Iiisst: 

"Werden in drei irn Punkte P zusammengekoppelten ebenen 
Parallelepipeden pl, q,, 9, die drei Gegenecken zu P festgehalten, 
die auf den diirch P laufenden Kanten liegenden Eckpunkte 

geordnet und als die entsprechenden Eckpunkte von starren unter 
sien a h  n 1 i c h  e n Dreiecken betrachtet , so beschreibt P die Koppel- 
curve in simultaner dreifacher Erzeugung.' 

, Wenn slmmtliche drei Parallelepipede V I ,  Vsr Qs (welche ge- 
msss der zuletzt vorgeschriebenen Bedingung der Aehnlichkeit der 
drei Tripeldreiecke nicht vollig unabhhgig  voneinander sind) i n  
Parallelogramme degeneriren, so erhalten wir d e n  a n s  g e ze i c  h - 
n e t e n  S p e c i a l f a l l  d e r  g e w o h n l i c h e n  s i m u l t a n e n  d r e i -  
f a c h e n  E r z e u g u n g  d e r  K o p p e l c u r v e . '  , 

Zwischen diesen zwei Typen von Mechanismen liegen noch jene, welche 
aus dem allgemeinen Falle oben dadurch hervorgehen , dass entweder ein 
oder zwei Parallelepipede in Parallelogramme ausarten. 

Da uns nichts hindert, die Zab1 der gewahlten Punkte fi", S", ... 
beliebig zu vermehren, so kann man jcderzeit und zwar in  grosser Varietiit 
Mechanismen angeben, die nicht blos eine ,,dreifacheY, sondern ,,beliebig 
vielfacheu simultane Erzeugung derselben Koppelcurve reprasentiren. 

Neben diesen ,,m e h  r fachenu Erzeugungen, denen ilbergeschlossene Me- 
chanismen zu Grunde liegen, kann man auch noch die ,einfachenu be- 
trachten. Man ha t  zu dern Ende dann nur zwei ebene Parallelepipede (bez. 
Parallelogramme) entspreehend zwei Fixpunkten in Betracht zu ziehen. 
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Es ergiebt sich dann hierbei insbesondere der Satz: 
,Koppelt man zwei willkiirliche Dreiecke : 

in A zusammen, erganzt die von A auslaufenden Seifenpaare zu 
den Parallelograaimen 

und llisst von den Punkten x ,  A ,  y der Reihe nach den ersten fest 
sein, den zweiten auf einem Kreise Inufen, so beschreibt der dritte 
eine Koppelcurve. 

Hierbei mag bemerkt werden, dass X ,  A ,  y diesen drei Operationen 
gegentiber beliebig unter sich vertauscht werden diirfen. (Fig. 6.) 

VT. 
Eine weitere Form simultan dreifacher Erzeugung der Koppelcurve 

ergiebt sich, wenn man in der Leitfigur von Fig. 4 a  das Di-eieck A, mit 
dern Parallelogramm n, vertauscht. Der entstehende Mechanismus ist in 
Fig. 7 angegeben und zeichnet sich ebenfalls durch allseitige Symmetrie 
(im erweiterten Sinne) aus. Wahrend beim gewtihnlichen Mechanismns de r  

Koppelpunkt P drei Dreiecke varbindet, stossen nun hier drei Parallelo- 
gramme in ihm zusammen. 

Fllr die FLlle -n> 3 finden wir einige ausgezeichnete Mechanismeu 
skizzirt, so ftir f i  = 4 in Fig. 8, für  a = 6 in Fig. 9 ,  welche man nocli 
beliebig weiter vermehren kanu.' Ein Mechanismus, welcher der Zahl a 
entspricht, h a t ,  abgesehen von den drei Eckpunkten A ,  B ,  C, von denen 
der dritte fest bleibt, wenn die beiden anderen festgelegt sind - was wir 
annehmen wollen -, noch eine (w - 2) - fache Beweglichkeit. Sol1 diese zii 

einer einfachen werden, so haben wir es noch in der LTand, irgendwelche 
n-3 einfache Bedingungen (Laufen auf Curven von bestimmten Piinkten, 
sofern solches mit dem Charakter der letzteren vertr8glich erscheint) dem 
Mechanismus aufzuerlegen. In  diesem Falle hat dann jeder von De- 
dingungen nicht getroffene Punkt  eine zwangliiufige Bewegung auszuführen. 

* Trotz erhohter Bewegliclikeit des Mechanismus kann man auch hier die 
Existenz von me Ruhepunkten, analog dem Falle I V ,  nachweisen. Zor besseren 
Charakterisirung dieser Art  von Rubepunktcn moge die Bcmcrkung dienen, dass 
dieselben selbst dann ihre Eigenschaft nicht verlieren, wenn man - liei festgelinl- 
tenen Eckpunkten A ,  B, C des Mechanisin~is - letzteren von der EeschrLakuiij 
blos ,, ebener " Beweglichkeit befreit. In dem zuletzt angezogenen Falle kann aiicli 
die Bedingung der Aehniichkeit der aiiftretenden Dreiecke aufgegeben werden. 
Was die Beweisführung anlangt, so wird diese iin Allgemeinen, wie unter IV, aiit 
Coordinatenaddition gestiitzt; gleichzeitig geometrische Beweise aber, wie dort, 
sind nicht zu erbringen. 
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Znm Schlusse sei es gestattet,  noch auf einen Specialfall unseres 
Satzes unter 1 hinzuweisen, der auçh auf P o l y g o n e  d e s  R a u m e a  ail- 

gewendet werden kann. 
Beachtet man, dass die schraffirten Dreiecke in Pig. 1 zu Basen die 

Seiten eines Polygonzuges haben und unter einander ahnlich sind, so erkennt 
man, wenigstens für den Fa11 der Ebene, dass, wenn die HGhen der be- 
fiagten ahnlichen Dreiecke gleichzeitig Nul1 werden, was durchweg einer 
Sheilnng sarnmtlicher Polygonseiten nach demselben Verhaltnisse gleich- 
kommt, auch der -dritte Eckpunkt C unseres Nechanisrnus 1.) fest bleiben, 
2.) die Strecke A B  im selben Verhaltnisse theilen muss. (Fig. IO.) 

E'ührt man das ebene Polygon unter Festlassung der Eckpunkte A ,  B 
in ein raumliches über und betrachtet die orthogonalen Projectionen des 
kinematischen Gebildes auf drei zu einander senkrechte Ebenen, so beweist 
man leicht fiir jede einzelne Projection, dass der Projectionspunkt von C 
bei aller Beweglichkeit der Polygonseiten fest bleibt und zwar die Verbin- 
dungslinien der Projectionen von A ,  B im selben Verhiiltnisse theilt. Hier- 
nach ist klar, dass der Punkt  C selbst auf A B  fest bleiben und diese Strecke 
im erwahnten Verhaltnisse theilen muss, genau so,  wie es auch bei Be- 
trachtung des ebenen Polygonzuges der Fall war. 

Wenn in unserer Fig. 1 die Znhl der Theile PZ au€ der Bwis der end- 
lichen Strecke A B  sehr bedeutend wachst, so gehen die auftretenden Poly- 
gonzüge in Curvenstücke iiber, welche in ihrer Gesammtheit ein Netz mit 
,reinu parallelogrammatischen Yaschen reprasentiren (Fig. 11). Natürlich 
bleibt auch für dieses ,Netzu unser unter 1 abgeleiteter Satz von dem frei- 
willigen Festbleiben des Eckpunktes C bestehen. Das Gleiche gilt auch, 
wenn wir die Ebene unserer Figur einer Verbiegung ohne Dehnung unter- 
werfen, wodurch wir eine Flache vom Krüuimungsmaasse (G) = 0 erhalten. 
Auf eine solche kann man sowohl die Fig. 1, mie das daraus abgeleitete 
Ketz übertragen, indcm man sich letztere etwa als Fadenfiguren vorstellt, 
mo die einzelnen Fadenstücke (-Elemente) geodiitische Linien der Flache 
reprasentireri. Wir konnen also den unter 1 gefundenen Satz auch für 
Flachen vorn Ci a u  s s'schen Krümniungsmat~sse O als bewiesen erachten. 

München,  Juli 1890. 
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Kleinere Mittlieilungen. 

XV. Mathematische Miscellen. 

Unter diesor Ucbcrschrift beabsichtige ich an dieser Stelle aus einem 
Werke, das ich demnachst unter dem Tite1 ,Die Division in der Theorie 
der ganzen Punctionen einer Variabelen. Relcanntev und Neues in neuer 
Forrnu zu veroffentlichen gedenke, Mittheilungen in der gewohnlichen Dar- 
stellungsweise zu maühen. 

Vorbemerkung. Wir sehen die Grosse a,, wenn sie in  einer güneen 
Function a t e n  ,Grades von x  dcn Coefficienten von sr darstellt, ftir einen 
jedcn Werth von r, der kleiner als O odcr grosscr als TZ is t ,  als eine von 
Nul1 nicht verschiedene Grosse au und bezeichnen ferner beispielsweise deii 
Quotienten der Determinanten 

1. Independente 1)nrstelliing der  bei der 1)ivisioii sweier ganxen Functioiieu 
auftreteiiden Qiioticnten nnù Reste ùiirch deren Coefflcienteii. 

a,, a,, a,, 
' 2 1  '22 ' 2 3  

a,, a,, a,, 

Es  stellt bei der Division der Function 

f ( x )=a ,xn+  ..+a,xO 
in die Function 

<P(x)=amxm+ .. + q,xO 

a,, a,, ' 1 3  

' < I  %> 1 ' 2 l  ' 2 2  ' 2 3  1 
und a,, a,, diirch a,, a,, a,, 

nach fallenden Potenzen von x der Determinaritenquotient 

cP (4 %, u m - 1 .  . 
O f ( x ) x " - ~  

f ( x )  x " -~ - '  

. - 1  

und nach steigenden Poterizen von x der Ueterminantenquotient 

a, a . , ~ .  . 
an+i . . 

. . 
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wenn die ins Unendliche gehende Anzahl der IIorizontal- und Veïtikal- 
reihen, die erste Horizontal- und Vertikalreihe nicht mit eingerechnet, 
auf B eingeschrankt wird, den nach B Theildivisionen bleibenden Rest und, 
sobald in der ersten Vertikalreihe das erste Element durch O ersetzt 
und aus den folgenden Elementen die Fiinction f ( x )  entfernt wird, mit 
dem entgegengesetzten Zeichen den nach z Theildivisionen auftretenden 
Quotienten dar. 

Den Coefficienten von or im Quotienten oder den Divisionscoefficienten 
der Grosse xT erhalt man ,  wenn man i n  der den Dividendus bildenden 
Determinante die Horizontalreihe, welche das Element f ( x ) x T  entlialt, mit 
der crsten Borizontalrcihe vertauscht, alsdann die erste Horizontal- und 
Verlikalreihe entfernt und nun in ihr son-ohl, wie in der den Divisor bil- 
denden Determinante die Anzshl der Horizontal- und Vertikalreihen bei der 
Division nach fallenden auf m - .)z + 1- r und bei der Division nach stei- 
genden Potenzen von z auf r +  1  einschrankt. Er ist mit dem entgegen- 
gesetzten Zeichen der Coefficient der Grosse f ( s ) x r .  

Zur Bestimmung des nach s Theildivisionen auftretenden Quotienten 
bedarf es aber der Berechnung des Divisionscoef6cienten der Grosse X' für 
r = m - n ,  . . , m - n- 8 + 1  bei der Division uach fallenden und für 
r = O, . . , z - 1 bei der Division nach steigenden Potenzen von x, und der 
nach a Theildivisionen bleibende Rest ergiebt sich, dem gew6linlichen 
Divisionsverfahren entsprechend, wenn m m  in der ersten Vertikalreihe die 
denselben Werthen von r entspreçhenden Functionen f ( z )  xr mit den bezilg- 
lichen Divisionscoefficienten multiplicirt und von der Function cp (x) sub- 
trahirt. 

So hat be i sp iehe ise  bei der Division der Piinçtion 

2 z 2 + 3 x + 1  
in die Function 

1ox4+ m x 3 -  3 ~ ~ + 5 ~ +  9 

nach fallenden Poteuzen von x der iiacli drei 
die Form ' 

1 0 x 4 + 1 9 x 3 - 3 x 2 + 5 x + 9  
2 x 4 +  3 x 3 +  
z x 3 +  3 x ~ +  
2 x 2 +  3 x  + 1 

Theildivisionen bleibende Rest 

und der nach drei Theildivisionen auftretende Quotient die Form 

Die Divisionscocfficientcn der GrUssen x2, x', xU stellee sich in der F o r q  
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dar und haben die Werthe 5, 2 ,  -7. Der Quotient ist also 

5 x 2 + 2 x - 7  
und der  est 

1 0 a 4 + 1 9 x 3 - 3 x 2 + 5 x + Y - 5 ( 2 ~ 4 + 3 x 3 + x a )  
- 2 ( 2 x 3 + 3 x 4 + x ) + 7 ( 2 x e + 3 x + l )  

= 24xf16 .  

II. Independonte Bestimiiiiiug der  Partinlsiihler bei der  Zerlegiiiij 
einer gebrochenen Function i n  Partialbrücho. 

Die aus den ganzen Functionen 

< P ( x ) = ~ m x m + . . + ~ o x O  und f ( x ) = a n x n + . . + a o z Q  

gebildete gebrocheue Punction <p(x) :  f ( x )  Iasst sich, wenn von den n Wur- 
zeln der Cleichung f ( x )  = O  v,, . . , vu Wurzeln den ungleichen Grossen 
x y , ,  . ,, XY/' glcich sind und unter der Voraussetzung a. = 1 

f (x) = (x - zy,)~1 . . (x - xyP)"tL, v1 + . - + vW = n 

is t ,  in einen ganzen Theil und in p aus Partialbrüchen zusammengesetzte 
Aggregate von der Form 

Au, O &,W-l 

(a - + * - +  ( z - & , ) l  
füs v = vl , . . , vu zerlegen. 

Der ganze Theil, der im Falle m < f i  Nul1 ist,  k t  der ganze Q u o -  
t ient,  der aus der Division der Function f ( x )  in die Function ~ ( a )  nach 
fallenden Potenzen von x entspringt, und stellt sich in der E'orm 

der, in der der Coefficient von xr sich dadurch Lestimmt, davs man in der 
Determinante die Horizontalreihe , welche das Element xT enthalt, mit der 
ersten Horizontalreihe vertauscht und alsdann die erste und die r letzten 
Horizontal - und Vertikalreihen cntfernt,. 

F ü r  die Partialbrüche aber gilt folgende Regel: 
Um für  ein gegebenes v ,  und einen der Zahlenreihe O, . ., v l  - 1 an- 

gehorigen Werth von r den m m  Partialnenner 

gehorigen Partilolziihler zu bestimmcn, hat  man die Eleuiente eines aus n 
Horizontal- und v Vertikalreihen bestehenden Gebildes von der Form 
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oder von der Form 

in beliebiger Wahl für TZ = v , ,  . . , vc, zu berechnen und die diesen Werthen 
entsprechenden Gcbilde zn einer Determinante zusarnmenzustcllcn, den Wcrth 
D disser Determinanto zu berechnen, alsdann aus ihr die erste Horizontal- 
reihe und von den dem gegebenen v ,  entsprechenden Vertikalreihen der 
Reihe nach die erste, die zweite n. a. f. ,  schliesslich, je nachdem für das 
v ,  die erste oder die zweite Form des Gebildev gewahlt worden i s t ,  die 
( r + l ) t e  oder die letzte, v, te  Vertikalreihe zu entfernen, die dadurch ent- 
stehcnden Determinanten abwechselnd , je  nachdem jenen Vertikalreihen eine 
gerade oder ungerade Anzahl Vertikalreihen vorangeht, mit dem Plus-  und 
dem Minuszeichen oder dem Minns- und dern Pluszeichen zu versehen und 
ihre Werthe zc,, . ., zc, oder v, ,  . ., vu , - l  zu bestimmen, ferner die Function 

Da rp (x) : a ! 
für G = 0, . . , r oder die Function 

DT<y(x) xe : r !  

Tür Q = 0, . ., vL-1  darzustellen und ihre Werthe G ~ ,  . ., G, oder Q,, . ., g,,-1 

fiir x = x., zu berechnen und endlich den Ausdruck 

(ciru.,+..-+ G,u.,):U oder ( g , v , + . - . + ~ v , - i v y L - l )  : I l  
zu hilden. 

Sol1 hiernach heispielsweise die aus den Functionen 

und 

gobildete gcbrocheno Function y (x) : f ( x )  in  Partialbrüche zcrlegt wcrdcii, 
so ist auf Grund der Gleichung 

f ( x )  = (x - 1)3 (X - 2)' (X + 1)' 
ersichtlich 

v1=3,  1 , ~ - 2 ,  v 3 = l ,  l t=6  
und 

xu, = 1, xl,, = 2, Xya = - 1 

zu setzen und zun:chst am einfachsten die Determinante 
Zeitachrifk f. Mothematik u. Physik XXXVI. 6. 20 
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( -  . . (O) r (:)2-1 ($20 (0)-u0 1 
in die Form 110  5 1 8 0  32 -11 

zu bringen und zu berechnen; aus dieser Determinante sind dann die erste 
Horizontalreihe und der Reihe nach die erste, die zweite u. S. f . ,  schliess- 
lich die sechste Vertikalreihe zu entfernen und die dadurch entstehenden 
Determinanten abwechselnd mit dem Plus- und dem Minuszeichen zii ver- 
sehen und ihrem Werthe nach zu bestimmen, und endlich ist die Function 

D G r p ( x ) :  a! 

mit Rücksicht darauf, dass der grosste Werth von v 3 ist ,  für 

G = o ,  1, 2 
in der Form 

2 ~ 5 +  3 x ~ - ~ ~ z ~ + ~ ~ x ~ - ~ I x + I ~ ,  
10x4 + E x 3  - 6 6 x S +  462 - 11, 
20x3+ 18x2 - 662 + 23 

darzustellen und fur die Werthe 

X = 1 ,  G = o ,  1 ,2 ;  X = 2 ,  6=0 ,  1 ;  % = - I l  6 = 0  

zu berechnen. Die bezüglichen Werthe sind 

7 2 ;  36, 54, 81; 24 ,  -80; -1 
und 

1 0 , - 9 , - 5 ;  21, 7 3 ;  72. 
Aus diesen Werthen sind nun die Aggregate 

10.36, - 9.36 + 1 0 . 5 4 ,  - 5 . 3 6  +- 9.54+ 1 0 . 8 1 ;  
21.24, 73.24+21.-80; 7 2 . - 1  

zu bilden und durch 7 2  zu dividiren. Die daraus entspringenden Zahlen 

5, 3, 2 ;  7, 1 ;  -1 
sind alsdanu die den Nennern 

(Z - 1 ,  x - i 2  x - 1 ; x - 2 x - 2 (Z + 1)' 

entsprechenden Zihler der Partialbrüche. 
Ferner gill  für  die Partialbrüche folgender Satz: 
Berechnet man die Functionen 

D"(x):G!, Z z f ( x ) : z !  
ftir die Werthe 

G = O ,  .., Y - 1 ;  z = v ,  .., 2 Y - 1  
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und den Werth x = xv - die den Werthen z = O, : . , v - 1 entsprechenden 
Functionen verschwinden für diesen Werth -, und bildet aus den ermittolten 
Werthen ciy, ~ - 1 ,  . ., ci pi,^ und I Z , , ~ - ~ ,  . . , a , , ~  die Functionen 

Pv(x)=<Yv,v-lxY-'+.,+ ciï,0x0 
und 

frr(x) = a y , v - ~ ~ v - l  t . ~ + a ~ , ~ x ~ ,  

so sind die v ersten Divisionscoefficienten, welche bei der Division der 
Function f,, (x) in  die Function rpv(x) nach fallenden Potenzen von x auf- 
treten, die den Indices r = 0, . . , v - 1 entsprechenden Werthe des zum 
Partialnenner (x - x , ) ~ - ~  gchorigen Partialz~hlers. 

Um hiernach in einer einfacheren Weise ftir die Functionen 

c p ( x ) = 2 x ~ + 3 x 4 - 2 2 ~ + 2 3 x ~ - 1 1 x + 1 5  
und 

f ( x ) = ~ 6 - 6 x ~ + 1 2 x 4 - 6 x 3 - 9 x 2 + 1 2 x - 4 ,  
fiir welche die Grossen x, und v die Werthe 

1, 2 ,  -1; 3, 2, 1 
haben, die Partialzfihler zu bestimmen, hat man die Functionen 

D"(x):G!, Dzf (x) :z !  
mit Rücksicht darauf, dass der grosste Werth von v 3 und der kleinste 1 
ist,  ftir G = O ,  1, 2 ;  r = 1 ,  2,  3, 4 ,  5 
in der Form 

2 ~ 5 +  3 ~ ~ - 2 2 ~ ~  + 2 3 ~ ~ - 1 1 ~ + 1 5 ,  
10x4+12x3 - 6 6 x 2  + 4 6 x  - 11, 
20x3 + 18x2  - 6 6 x  + 2 3 ;  

6 x 5 - 3 0 ~ ~ + 4 8 ~ ~ -  18s '-18~+12, 
1 5 & - 6 0 ~ ~ + 7 2 ~ ~ - 1 8 ~  -9, 
2 0 x 3 - 6 0 x 2 + 4 8 x  -6,  
15x"3Ox + 12,  
62 - 6  

darzustellen und fiir die Werthe 
2 = 1, G = O, 1,  2, 2 = 3 , 4 ,  5; 
x = 2 ,  G=O, 1, z = 2 ,  3 ;  
x=-1 ,  G = O ,  r = l  

zu berechnen, und erhalt alsdann au8 den in der folgenden Tafel: 

- 7 2  

verzeichneten Werthen die zur Bestimmung der Partialbrüche dienenden 
Funct,ionen in der Form 

102-92-5, 2 x e  -31;; 2 1 x +  73, 3 ~ + 1 0 ;  72, -72 
und für die den Wurzeln 1,  2 ,  -1 entsprechenden Partialzahlcr selbst die 
Werthe 5,  3, 2 ;  7, 1; -1 
nach folgendem Schema: 

20' 
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Stellt man endlich das Aggregat der auf die Wurzel x, bezüglichen 
Partialbrüche als eine gebrochene Function mit dem Nenner ( x - x , ) ~  dar, 
so ist  der Zahler, die auf die Wurzel x, bezügliche Partialzahlerfunction, 
der Quotient, der sich bei der Division der Function fv (y) in die Function 
rp, (y) nach fallenden Potenzen von y = ( x -  xy)- '  nach v Theildivisionen 
ergiebt, und somit von der Form 

XVI. Beitrag zur Kenntniss der  algebraischen Flachen mit Mittelpnnkt. 

- 

gehoren, die Partialzahlerfunction in der Form 

Wenn eine algebraische Flache n t e r  Ordnung einen Mittelpunkt besitzt, 
so vertritt dorselbe, jo nachdem n gerade (= 2 p )  oder ungerade (= 2 v -  1) 
ist,  bekanntlich* 

- 

* Vergl. S a l a  on-Fied le r ,  Analyt. Geom. des Raumee II, S. 683, 3. Aufl. 

und der zum Partialnenner (g - x,)V-' gehorige Pttrtialzahler ergiebt aich 
aus ihr dadurch, dass man i n  der den Dividendus bildenden Determinante 
die Horizontalreihe , welche das Element (x  - z,)' enthtilt, mit der ersten 
Horizontalreihe vertauscht und alsdann die erste Horizontal- und Vertikal- 
reihe und darauf, wie auch in der den Divisor bildenden Determinante, die 
letzten v - r - 1 Horizontal. und Vertikalreihen entfernt. 

So erhiilt man in dem obigen Beispiele für die Wurzel 1, zu der die 
Punctionen 

10xa-9%-5, 2 x 2 - 3 s  

O ffv,y-1 . . ff , ,II  
(x - xv)" 

0 10 - 9  -5 

~ V , Y - I  . . a,," 
. m .  

. . .  

(x-l)O 
- 1 )  
(2- 1 ) 2  

und aus ihr die Partialzahler 5, 3, 2 i n  der Porm 

2 - 3  
O 2 - B "  
O O 2 

2 - 3  O 

10 - 9  -5  

~ 

:z3. 

( X - Z ~ ) " - ~  

B e r l i n ,  11. Januar 1891. IAEOPOLD SCHENDEL. 

a v , 2 ~ - 2 .  . a,,,,-l , 
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jhrer bestimmenden Punkte. 
1st der Mittelpunkt gegeben, so sind, wie sich leicht ergiebt, zur voll- 

standigen Bestimmung der Fliicho im Allgemeiiien 

( P + ~ ) ( E L + ~ ) ( ~ P +  3, -1 . ( v + 1 ) ( 4 ~ + 5 )  -1 
6 6 

Punkte ntithig. 
Wenn der Mittelpunkt jedoch nieht gegeben ist und man vermehrt die 

Anzahl der Punkte, die ausser dem Mittelpunkte zur volligen Bestimmung 
der Flache im Allgemeinen nothwendig sind, um einen weiteren, durch 
den die Flache ebenfalls gehen so11, so kann der Mittelpunkt nicht mehr 
beliebig liegen, sondern muss sich auf eine Ortsfliiche beschriinken. Die 
Bestimmung <der allgemeinen Ordnungszahl dieser Flache ist der Zweck 
der folgenden Zeilen. 

a) 12 sei geradc (=2p) .  

In  diesem Falle handelt es sich um die Beantwortung der Frage: 
,,Von welcher Ordnung ist die Ortsfliiche der Mittelpunkte der 

Fliichen 2 ptsr Ordnung, die durch ( ~ + l i ( ~ + 2 ) 1 4 ~ + 3 )  gegebene 

Punkte gehen?' 
6 

Verstehen wir unter q1(0 quaternsre Formen vom Grade Z P  und sind 
Ai Parameter, ,so ist die Gleichung einer FlXche 2pter Ordnung, welcbe 
durch die obige Anzahl von Punkten geht ,  von der Form: 

Diese Flacho hat nun den Punkt  [ zum Mittelpunkt, wenn folgendtis 

System von - "(' +1 ' (4p  +5) Bedinguugsgleichungen beatebt: 
6 

akf  
'1 apavuap 

= O ,  wobei p + ~ + - c = k  und k = 1 ,  3, 5, ..., 2p-1 .  

Nach E u l e r ' s  Theorem von den homogenen Functionen ist aber: 

a k i - z f  ak+2  f 

+ 2 ~ s a ; p a , a a r + l  as +@aipaV.ayasz 
infolge von 1). 

I n  dem System 1) ha t  man somit jede Gleichung 
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mit Ausnahmo derjenigen , für welche k = 2 y - 1, durch die entsprechende 
Gleichung 

ôk+l f ak+2f  

2 k s a * ~ + l a e u a t < a a  + 2 7 4  a l~a ,u+ la i r aa  

- . -  
zu ersotzen. 

Führ t  man nun nach dieser Substitution .Zlicp[') in  das System der 
Bedingungsgleichungen ein und eliminirt die Parameter I l  so reprlisentirt 
dio gleich Nul1 gesetzte Resultante die Gleichung der Ortsflache des Mittcl- 
punktes. Wie man leicht sieht, ist diese Resultante in  Bezug auf 5 ,  7 ,  f 
vom Grade: 

3 ( 2 / ~ - 2 )  + 1 0 ( 2 / ~ - 4 ) + 2 1 ( 2 ~ - 6 ) + - ~ ~ + ~ ( 2 p + 1 ) . 1  
= 3~((~"+5)((*+1) - 3) 

und folglich künnen wir sagen: 
,Die Ortsflllche der Mittelpunkte sllmmtlicher Flachen von gerader 

Ordnung, welche durch (' ('+ 2)(4p '3 gegebene Punkte gebeo, iit 
6 

im Allgemeinen eine Fltiche von der Ordnung: 

4 ,P ( (~9  55) ip + 1) - 3) = $, ((129 220) (12 + 2) - 241." 
Auf dieser Oberfliiche liegen auch die Mitten der Verbindungslinien der 

gegebenen Punkte. 

b) n sei nngerade (= 2 v  - 1). 

Hierbei lautet die Frage: 
.Welcher Ortsflache gehoren die Mittelpunkte der Flxchen 2 v  -1tor  

Ordnung a n ,  die durch u ( v + 1 ' ( 4 v  + 5, gegebene Punkte gehen?' 6 
Bezeichnen wir wiederum mit cp( ')  quaternare Formen und zmar vom 

Grade 2 v  - 1 und durch Ai Parameter, so lautet die Gleichung einer Flache 
2 v  - l t 0 r  Ordnung durch die obige Anzahl von Punkten: 

u ( v + l ) ( 4 v - 1 )  
f = X l i q A i ) = O  für i=1, 2 ,  3, ..., -, 6 

Der Punkt  k\ 7 1 5 ist nun Mittelpunkt dieser F l k h e ,  wenn 

= O  fur e + ~ + z = k  und k=O, 2 ,  4, 6, ..., 2v-P.  
2, a k r a q o a r  

Nach E u l e r ' s  Theorem hat man aber: 
\ 

a k t 2 f  3k-i~ f 
+ 2 6 4 a P a q a a r e + l a a  + 02aieaqaaT aa2 

infolge von 2). 
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I n  dem Gleichungssystem 2)  hat  man folglich jede Gleichung 

a k f  
a t e a v  ô L % = O ,  

mit Ausnahme derjenigen, fur welche k = 2 v  - 2, durch die entqrecliende 
Gleichung : 

a k + 2 f  a k t 2 f  
2S' a g e t l a q a y a s  + '7' a k ~ a ~ u + l ô t z a a  . - 

a k t z f  p f 2 f  = O  

zu ersetzen. + 2 1 ' a ( p a a y + l a o  + " a i e a u a a r a o 2  
Wenn man nun nach dieser Substitution XAi p(') in  das System der 

v ( u + l ) ( 4 v - 1 )  
Ci 

Bedingungsgleichungen für den Mittelpunkt einführt und 

die Parameter A. eliminirt, so stellt die gleich Nul1 gesctzte Resultante die 
Gleichnng der Ortsflache des Mittelpunktes dar. Diese Resultante ist in 
Uezug auf 6 ,  7 ,  f vom Grade : 

1 ( 2 ~ - 2 )  + 6 ( 2 v - 4 ) +  l 5 ( 2 v - 6 ) + - - - + v ( ~ v - 1 ) . 1  
= ;v( (vz+5) (v-1)+  3 )  

und demnach hat  man: 
,,Die Ortsflkche der Mittelpunkte aller Flacheu von ungerader Ordnung, 

welche durch (v + ' ) (4v + 5, gegebene Punkte gehen , ist irn Allgemeinen 
6 

eine Flache von der Ordnung: 

$.((v2+5)(v-1) +3)=$B(n+1)[((n+lle+2~)(n-1)+24].u 
Diese Flache geht 
1. durch die gegebenen Punkte selbst, 
2. durch die Mitten der Verbindungslinien der gegebenen Punkte. 

N a i n z .  Dr. KABL STOLTZ. 

XVII. Ueber Invarianten der linearen Differentialgleichungen. 

A. Transformirt man die lineare Differentialgleichung 

dY + ?a p'"-')(x) $ gdn) (3) Y, 

so ergiebt sich, abgekürzt geschrieben: 
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. . . . . . . . . . . . m . . . .  i . . ,  

Ferner folgt aus 1) durch die Substitution 

die weitore, abgekürzt geschriebene Gleichung 

Diese Gleichung 6) kann man aus 3) durch die Substitution 

ableiten. Setzt man n2mlich in 3) fùr P, ... Pn die unter 4) angegebenen 
Werthe und transformirt alsdann durch die Substitntion 

so erhalt man die Gleichung 1) wieder, weil 3) durch 2) aus 1) erhalten 
worden i s t ;  durch die Substitution 5) folgt dann weiter die Gleichung 6). 
Also folgt 6) direct aus 3),  wenn man in 8) für y seinen Werth aus 5) 
setzt, d. h .  also durch die Substitution 7). Es ergiebt sich somit folgender 

S a t z :  Die Gleichungen 1) und 3) - wenn man in letzterer für 
I', ... Pn die unter 4) angegebenen Werthe setzt - werden durch die Sub- 
stitutionen y = B 9 (x) beziehungsweise 

9) 

auf dieselbe Mittelforrn 6) gebracht. 

B. Transformirt man die Gleichung 3) - ohne vorlaufig für Po ... P, 
die in 4) angegebenen Werthe zu setzen - durch eine aus ihren Coeffi- 
cienten gebildete Substitution 

10) Y = z j P ( P o , . .  P,), 
so ergiebt sich, abgekürzt geschrieben : 

Durch die n h l i c h e ,  aus ihren entsprechenden Coefficienten gebildete Sub- 
stitution 

12) = " F ( p o  . . . p . )  
geht die Gleichung 1) der Symmetrie wegen aber  in: 
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-___- __.,--- --_M__rr________-- ----- 
wo f a  in  11) und 13) dieselbe Function - hier von po . . .p,, dort von 
Po . . . Pd - bedeutet. 

Setzt man in 10)  fur Po ... P, die uutcr 4) angegobcncn Werthe, so 
erhalt man die entsprechende Transformirte, indem man in 11) fur  P o . .  . En 
ihre Werthe aus 4) substituirt. 

C. Wahlt man'nun die Bunction F [Gl. 10) und 12)] derartig, dass 
mit Rücksicht auf 4) die identische Be~iehung besteht: 

14) 
1 

F(Po ... P ) - - P ( p o  . . .pn) ,  
" - v(x) 

von 14) die Substitutionen 10) und 12): 

( Y = s F ( p , . - . ~ n ) i  

genügen aber der Bedingung 9). Daher werden die 

so lauten auf Grund 

151 

Diese Substitutionen 
Gleichiingen 1) und 3) durch die Substitutionen l5), bezw. 10) und 12) 
auf dieselbe Mittelform gebracht. Die Gleichungen 13) und I l ) ,  welche 
diesen Substitutionen entspreühen, müssen also - wenn man in 11) für 
Po .. . P, ihre Werthe aus 4) substituirt - vollstandig identisch sein. E s  
muss also mit Rücksicht auf 4) die identische Beziehung bestehen: 

16) f a ( / :  ... P,) = f 'a (p ,  ..p,). 

Das hcisst aber: f a ( p ,  . . . p,) iat; eine Invariante. Es  ergicbt sich also 
folgender 

S a t  z: Transformirt man die Gleichung 1) durch eine aus ihren Coeffi- 
cienten gebildete Substitution 

1'7) y = . ~ F ( p o  m . .  P.), 
wo F der Bedingung 14) genügt, so sind die Coefficienten der so erhal- 
tenen Transformirten Invariantcn. Diese Cocfficicnten erhëlt man,  indcm 
man - der speciellen Substitution 17)  entsprechend - in  4) für r p ( x )  
den speciellen Werth F ( p ,  . . . pn) substituirt. 

1 
So genügt z. B. der Ausdruck - der Bedingung 14); denn auf Grund 

von 4) ist: Po 

7 8 )  
1 1 1  -= -.-. 

Po Po 9 (z) t 
s 

Transformirt man daher die Gleichung 1 )  durch die Substitution y = - 1  so 
sind die Coefficienten der erhaltenen Transformirten Invarianten. 

D. Derartige Punctionen F, welche der Bedingung 14)  genügen, er- 
gehen sich nach folgender 

R e g  e l :  Man bilde aus den Coefficienten der Gleichung 3) einen be- 
liebigen Ausdruck f ( P ,  ... P,) und setze denselben +ich einer Constanten. 
Substit,uirt man alsdann in diesem Ausdrucke fIir Po ... P ,  ihre Werthe ans 
4) und bereühnet q(z)  aus der B O  erhaltenen Gleichung 
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19) f (Po ... P,) = c ,  
so geniîgt der für 9 ( ~ )  gefundene Werth 

20> ~ ( X ) Z ~ ( P O  --.P~I C )  
der Bcdingung 14). Derartige Ausdrucke sind z. B. : 

Setzt man die rechten Seiten dieser Gleichungen gleich Null, gleich 1 oder 
gleich einer sonstigen Constanten, und berechnet cp (x) sus  den so erhaltenen 
Gleichungen, so genügen die gefundenen Werthe der Bedingung 14). 

B e w  e i s :  Transformirt man die Gleichung 3) - ohne für Po . .. Pm 
ihro Wcrtho aus 4) zu sctzcn - durch dio Substitution: 

22) Y = B  w(x) 
und bildet aus den Coefficienten 

q= p"w(x) ,  
23) 17, = rû PD wf(z) + Pl w (2) , . . . . . . . . . . . cf. G1. 4) 

der erhaltenen Transformirten 

21) 

die zu 19) analoge Gleichung 

25) f P O . . .  n n > = c ,  
setzt fü r  IIo .. . die in 23) angegebenen Werthe und berechnct w (x) aaus 
der erhaltenen Gleichung, so ergiebt sich wegen der Analogie von 4) und 
23), 19) und 23): 

26) 4 W(X) = F ( P o  ... P,,, c ) ,  

wo P diesellie Function bedeutet wie in  20). 
Die Gleichung 24) kanii man nun aber aus 1 )  durch die Substitution 

27) Y = a 9 Cz) (2) 

ableiten; denn durch die Substitution y = Y rp (x) folgt aus 1) die Gleichung 
3), und durch die weitere Substitution Y =  r w(x) ergiebt sich Gleichung 
24). Daher hat man auch: 

no = Po [9 ( 4  w (41 9 

n, = "Po [9 ( 4  w (x)IP+ P, [9 ( 4  (41 1 . . . . . . . . . . . . . . . cf. G1. 4). 

I 

p,,==pucp(x), Pl-n-=cp(x) "3 pl-12-1 21 
d x 

p, =  PO 9 ' ( 4  + P l  <p ( 4  1 

12-1 dPl- - 1  ~ ~ ( l z - l ) d p ,  12-1 d p  , 
- L d x  - 1P1(4 lTPi - 2- zl + 1P (4 IP2 1 -T & 

?%(fi-1) d 2 P o -  12 (fi - 1 )  dp,l 
Pz- da;"- 2 T-JY4 /@ - 1) P l  - 7 z\ 

1 
r, (n  - 1) d2p, + cp (2) (pz - 7 =J etc. 

\ 
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Diese Ausdrücke unterscheiden sich von 4) nur  dadurch, dass dort cp(x) 
und hier [ i p  (x) OJ (x)] steht. Setzt man daher diese Werthe 28) in 25) ein, 
so unterscheidet sich die erhaltene Gleichung von 19) nur  dadurch, dass 
dort q ( x )  und hier [cp (x) ~ ( x ) ]  steht. Aus diesem Grunde folgt daher aus 
der letzteren Gleichung 23) 

1 
29) ~ ( x )  ~ w ( ~ ) = F ( p , . . . ~ n ,  c)1 ~ ( ~ ) = - F ( p ~ . . - p n ,  c), 

cp ( 4  
Dieser letztere Werth von w(x) ist nur eine andere Form des unter 26) 
gefundenen Werthes und kann aus 26) dadurch erhalten werden, dass man 
dort ftir P o . .  . P,, die i n  4) angcgebenen Werthe setxt. Bus 26) und 29) 
folgt also die identische Beziehung: 

30) 
1 

F(Po ... P,, C) =- 
cp (4 

F(P ,  .. . p n ,  c)  , q. e. d. 

1st J ( p ,  .. . p,) eine Invariante, und genügt F ( p ,  . . .p,) der Bedingung 
14) bezw. 30), so genügt auch J.F dieser Bedingung. Ebenso genügt 

F a 2  
p ' n b ,  - etc. der Bedingung 14), wenn i;a und F; jener Bedingung 

F b  
genügen. Auf diese Weise ergiebt sich eine unendliche Menge von Aus- 
drücken F, welche der Bedingung 14) genügen und zur Erzeugung von 
Invarianten verwendet wèrden konnen. 

E. Durch die Substitutionen y = aF(po . . . p,) bezw. Y = s F ( P ,  . . . P,) 
werden dio beiden Gloichungen 1) und 3) auf dicscllso Mittclform M ge- 
bracht. Bezeichnet man also ~ammtliche Gleichungen, welche durch eine 
Substitution y = z q ( x )  aus einander abgeleitet werden konnen, als eine 
Gruppe und denkt sich dann die Gesarnmtheit aller moglichen Differential- 
gleichungen der Ordnung dnrch die niimliche, aus ihren entsprechenden 
Coefficienten gebildete Substitution y = s  P ( p o  . . . p R )  transformirt, so werden 
alle Gleichungen, welche zu derselben Gruppe gehoren, auf dieselbe Mittel- 
form gebracht. Die Coefficienten dieser Mittelform sind Invarianten. 

Ferner kann die Gleichung 3) durch die Substitution 

y=Y (Po - - pn) 
F(tO . . . P.) 

aus der Gleichung 1) abgeleitet werden. Durch die Substitution y = 8 P ( p o  ...p,) 
geht namlich die Gleichung 1) in M über, und auu M folgt durch die 
Substitution s = Y / F ( P o . .  . Pn) die Gleichung 3), wcil N aus 3) durch 
die Substitution Y = B F ( P ,  . . . P,) erhalten werden kann. 

Konnen also zwei Gleichungen iiberhaupt durch eine Substitution 
y = Y<p (x) auseinander abgeleitet werden, so werden sie auch durch die 
Substitution 31)  i n  einander tibergeführt. 

B e r l i n .  DIETRICHKEIT, Cnnd. math. 
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XVILI. Kri te r ien  der  Thei lbarkei t  dekadischer Zahlen. 

Ob eine Zahl durch 3 getheilt werden ksnn ,  ist  aus der sogenannten 
Quersumme ersichtlich. Analoge Regeln lassen sich für  jeden Theiler n 
aufstellon. 

Um z. B. zu entscheiden, ob &ne gegebene Zahl Z durch 7 theilbar 
is t ,  denke man sich die Ziffern 

6, 4, 51 1 1  3, 2 
zu einem Cyklus geordnet, multiplicire die Einer mit 6, die Zehiler mit 4, 
die Hiinderter mit 5 etc., die Millioner wieder mit 6 etc., iind addire diese 
Producte. 1st die erhaltene Summe durch 7 theilbar, so ist das ein Kri- 
terium, dass Z durch 7 getheilt werden kann. 

Man darf übrigens die Multiplication mit einem beliebigen Gliede des 
obigen Cyklus beginnen, also z. B. die Einer mit 3, die Zchner mit 2,  die 
Hunderter mit 6 etc. multipliciren. 

Nehmen wir z. B. 
Z = 4006 1 

und boginnen dio Multiplication mit der Ziffer 5, so ergiebt sich 

5 + 6 + 0 + 0 + 2 4 = 3 5 ;  
beginnen wir mit 6, so: 

6 + 2 4 + 0 + 0 + 1 2 = 4 2 .  

Ein iihnlicher Zifferncyklus lasst sich nun auch für viele andere Theiler n 
nach folgender Regel aufstellen: Man verwandle den Bruch l/n in einen 
Decimalbruch. Die Reste, welche sich bei der Division ergeben, bezeichne 
man der Reihe nach mit Y , ,  rp i  ri3, . . . D a m  ist der gesuchte Zifferncykluv 

n - r , ,  .Ub-r,, ? % - T g ,  ... 
Nehmen wir z. B. n = 7 und f i =  13. Die Brüche 117 und 
nun durch folgeude Divisionen in Decimalbrüche verwandelt: 

11 1 3  werden 
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Die bei diesen Divisionen sich ergebenden - fett  gedruckten - Reste sind 
also fur fi = 7 

r i = ] ,  r , = 3 ,  r , = 2 ,  r ,=6 ,  r 5 = 4 ,  r,=5, 
und für n= 13: 

r l = l ,  r 2 = 1 0 ,  r , = 9 ,  r , = 1 2 ,  r 5 = 3 ,  r G = 4 .  
Llaher ist der gesuchie Zifferncyklus fiir .it = 7 :  

und für n= 13: 

Ein solcher Cyklus ergicbt sich immer, wenn der Bruch l/.it einen rein 
periodischen Decimalbruch liefert. Nehmeu wir dagegen z. B. n. = 2, so 

liefert die Division : 2/1= 0,500 . . . 
O 
1 0  
10 - 
00 

O - 
00 
0 
O 

In  diesem Falle ist also r ,  = 1 ,  7, = O,  r ,  = O,  . . . Obige Regel ergiebt 
daher die Ziffernreihe: 

1, 2, 2, 2, 2 ,  ... in. ilzfilzitum. 

Es ist dies kein geschlossener Cyklus, und man hat daher die Einer mit 1, 
die Zehner mit 2 ,  die Hunderter mit 2 etc. zu multipliciren. 

Wortlich dieselben RRgeln gelten ftir ein jedes Zahlensystem, welches 
dern dekadischen malog gebildet ist;  nur der Ausdruck ,,Decimalbruchu 
müsste eine andere Benennung erhalten. 

B e r l i n .  DIETRICHKEIT, Cand. math. 

XIX. Bemerknng zur Transformation der  Differentialgleichnngen 
von  Punkt  - i n  Liniencoordinaten. 

Uiese Transformation kommt bekanntlich d~trauf hinaus, dass man in 
eine Differentialgleichung die gleichzeitig bestehenden Substitutionen 

av 
x = - 3  

a v y=u--,), -=<I 
au au d x  

einführt, und sie gewahrt Nutzen , wenn sich die transformirte Gleichung 
als integrabel erweist. Auf solchem Wege habe ich bereits im XXIV. Jahr -  
gang dieser Zeitschrift die Differentialgleichung* 

* Diese Gleichung geht durch die erwahnten Substitutionen in die B e r -  
noulli'sche dv -- vqJ(u)-vmx(u) 

du- 9 ( U )  + U V ( ~  

über; mittels anderer Methoden dürfte ihr übrigens kaum beizukommen sein. 
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z~(y~)+y~(i)+(xy-y)m.x(i)=~ (i=gj 
integrirt und bei dieser Gelegenheit ein specielles Beispiel angeführt, wel- 
ches mich spater zu einer Berichtigung veranlaest hat. Vergl. diese Zeit- 
schrift , Jahrg. XXXI. 

Nach dieser Berichtigung kann es scheinen, als ob in  meiner ersten 
Note ein falsches Integral anfgestellt worden ware, iind so hat  es auch der 
geschiitzte Herr Referent in dern ,, Jahrbuch über die Fortschritte der Mathe. 
matiku, Bd. XX,  Jahrg. 1888 aufgefasst. - D e r  i n  F r a g e  k o m m e n d e  
I n t e g r a l a u s d r u c k  i s t  j e d o c h  k e i n e s w e g s  f a l s c h ,  wohl aber ist er 
vieldeutig, und er enthzlt ausser der gesuchten Losung noch andere fremd- 
artige , welche der Differentialgleichung nicht gentigen und nachtraglich aus- 
zuscheiden sind. Die erwiihnte Berichtigung sollte deshalb den Weg zcigen, 
wie man direct auf die zulassige Losung kommen und die fremdartigen von 
vornherein vermeiden kann. 

Damit nun jeder Zweifel über den Vorgang beseitigt und auch das 
fragliche Integral rehabilitirt wird, mochte ich nochmals auf die Angelegen- 
heit kurz eingehen. 

Die betreffende Differentialgleichung lautete 

1)  x + y - (xy'-tJm = O  
oder auch 

1 a> d *_Y+~JX, z - m 

und,  indem wir davon absehen, dass selbige auch leicht auf andere Weise, 
z. B. durch die Substitution y =  xt intcgrirt werden konnte, führen n i r  die 
anfangs erwahnten Substitutionen (zc, v )  ein. Es entsteht 

und dieser Gleichung gentigt 1 
-- 

3) v = ( l + u ) ~ c - ( l + ~ ) ~ ~ - ~ ~ ' - ~ ,  

wobei C die Integrationsconstante bedeutet. Hieraus ergiebt sich weiter 

d v d9 
und weil nun - = x, wiihrend zc = - den unter 1 a) aufgeschriebencn 

du d x 
Werth besitzt, so geht 4) liber in 

5) $ = { c - ( Y + ~ r " - l } +  

Das ist der Ausdruck, welchen ich in meiner ersten Kote im XXIV. 
Jahrgang dieser Zeitschrift mitgetheilt habe, und welcher neben gewissen 
fremdartigen Losungen das r i  c h  t i g e 1 n t  e g r a 1 der Difforentislgleichung 
1) enthalt. Revor wir letzteres aus 5) heraussch%len, wollen wir es uns 
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direct verschaffen; wir werden dabci zuglcich die Stclle auffinden, a n  wcl- 
cher eine unnothige Complication eingetreten ist. Die betreffende Stelle 
liegt bei Gleichung 4); denn vermeidet man diese und benutzt s ta t t  der- 
selben Gloichung 3), so ergiebt die A u f l h n g  nach dcr Constanten 

3 a) ( i + ~ ' - ~ ) ( L + u ) ~ - l =  C 
oder, wenn 

m -  Y+ î;/~-, v = J x + y  
u =  .. 

oder i - m  m-1 

6 a) 
1 

wobei B = C; eine willkürliche Constante vorstellt. 
Dieses ist der v o n  f r e r n d a r t i g e n  L o s u n g e n  f r e i e  1 n t e g r a l . a ~ ~ -  

d r u c k ,  wie ich selbigen in der erwiihnten Berichtigung angegeben habe, 
und man kann sich durch directes Differenziren leicht davon tiberzeugen, 
dass er der Differentialgleichung wirklich genügt. 

Um schliesslich noch den Beweis zu erbringen, dass die Losung 6) 
resp. 6 a )  in  5) enthalten is t ,  substituire man in 5) 

m - 

7) C = x ' - m g m ,  x +  y=(w-l)"- l l  
dann erhiilt man nach einfacher Umformung 

~m - g m - l  = ~ r n - ~ r n - l  

und dieser Gleichung kommt unter anderen die Wurzel z = w zu ,  also ist 
mit Riicksicht auf 7) ,-m - - m-1 

c m = .  ( l+  ( x + y ) y J .  

Die Wurzel a =  w hat demnach auf das Integral 6 a )  gefuhrt; alle anderen 
Wurzeln sind als fremdartig zu verwerfen. 

Ans unserer speciellen Untersuchung geht nun Folgendes hervor: 
Wenn man eine Differentialgleichung erster Ordnung 

0 )  

mittels der Substitutionen 

in eine andere 

3' u, v, - = O  ( du )  
transformirt und für  letztere das Integral 

Wer Geschmack an algebraischen Spitzfindigkeiten hüt,  den dürfte viel- 
leicht dieëer Ausdruck für C, der sich noch nach y auflosen liesse, interes~iren; 
denn man wird für den ersten Augenblick nicht iibersehen, daes die Gleichung 6 )  
eine, wenn anch nur particulare Auflofiung nach C, bez. y in geschlossener Form 
erlaubt, wie aie im Ausdruck 6) thatsachlich vorliegt. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



320 Kleinere Mittheilungen. 

Y> FI tu, a, c) = O 
gefunden hat ,  so ergiebt sich das Integral der Gleichung a) durch Elimi- 

d?l nation von - aus den beiden Gleichungen 
d x  

oder, was auf dasselbe hinauskomrnt, durch Elimination von u aus den 
beiden Gleichungen 

F ( u ,  u s - y ,  x ) = O  und F l ( u , u x - y ,  c)=O. 

Hait man diese Ordnung bei der Elimination nicht ein, sa kann man zu 
unnothig verwickelten Integralformen gelangen und ist dann am Ende ge- 
zwungen , die richtige Losung aus den fremdartigen auszuscheiden. 

P l a u e n  i. V. W. HEYMANN 
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XX. 

Ueber einen Specialfali der hype~~eometrischen Reihe 

dritter Ordnung. 

Von 

Prof. Dr. LOUIS SAALSCFI~TZ 
in Etinigsberg. 

9 3. 
Eine andere A r t ,  die Gleichungen 1) bis VI) anzuwenden, besteht 

dariii , die Reihen auf der rechten Seite derselben miteinander zu vergleichen ; 
und dabei kommen wir, uns auf Beziehungen wesentlich verschiedener Art 
beschrankend, mit einer geringen Anzahl von Vergleichungen aus. 

Wir setzen dabei voraus, dass SI selbst einen endlichen bestimmkn 
Werth habe und nicht mit der gewohnlichen hypergeometrischen Reihe zu- 
sammenfalle. Dies giebt die Bedingungen : 

35) 1 -v>O,  z und I f s - y  keine n.g.Z.  

Weitere Bedingungen sind bei den einzelnen Fiillen hinzuzufligen. 
1. Wir  vergleichen 1) mit II) und erhalten dabei zunkhs t  eine Gleich- 

unp von der Form: " 

36) =- z 8 2  - + p - 8 ,  
Y - z - 1  (v+ra)(y+v+n-1)  

worin : 

P =  r ( i + ~ )  r(-fi) r ( y + ~ + ~ - i )  ~ ( v + I Û )  r ( y + n - s )  
? 

Jetzt nehme ich a n ,  dass v eine n. g. Z. sei, d a m  bricht S,, wie Gleich- 
ung II) zeigt, ab ,  und verschwindet P wegen des Factors r(v) im Nenner, 
falls nicht v+  n oder y + v + ra- 1 eine n. g. Z. ist ,  so dass auch nicht 
n =  O sein darf; bei Nichterftillung dieser Bedingungen erschiene die rechte 
Seite von 36) in  der unbestimmtan Form ou - m. Bei Erftîllung derselben 
konnen wir aber noch i n  Q ausser r(1- v )  auch die Quotienten 

r ( -n ) :  r (1-ra-u)  und r ( y + v + n - 1 ) :  r (y+n)  
Zoituchdft f. Mathematik a Phgsik XXXVI, B. 2 1  
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i n  geschlossener Form darstellen. Es erscheint jetzt aber zweckmassig, 
s ta t t  der voneinander unabhiingigen Gr6ssen X,  9, V, ra die ebenso unab- 
hingigen u ,  P ,  y, rî durch die Gleichungen: 

x + v + a = a  

37) 
l + a - n - y = !  

mit den Aufl6snngen: 
l + ~ = ~  

2 + ~ - y = 6  
einzuftihren. Dadurch werden die Bedingungen 35) : 

38) y+8-or-p-1>O1 y und 8 keine n.  g. Z . ,  
und die in Rede stehende Gleichung lautet niin: 

( a + P + Z - y - 4  a ( m + I ) ( u + B + 2 - ~ - 6 ) ( f f + P + 3 - ~ - 6 )  + - -- 39) ( l + ( u - y + r i ( f f - a + s )  (ff-y+z)(a-y+3)(a-a+e)(ff-a+3) 

+ (- 1)rtd-a-p-1 1 . 2 . 3  . . . (y+  3- IY-p-2)  
( I Y - ~ + ~ ) ( L Y - Y + ~ )  . . . (a-p-  l ) ( a - 6 + l ) ( a -  6 + 2 )  ...(y-p- 1) 

r ( ~ )  w) x- 
U f f )  rm 

mit den Bedingungen : 
weder a - y + l ,  noch a - d + l  eine n . g .  Z., 

40) { a + p + 2 - y - 8 e i n e n . g . Z .  

Nun k6nnte noch der Einwand erhoben werden, bei Vergleichung der 
rechten Seiten der Gleichungen 1) und II) sei u. A. mit r(-lz) multiplicirt 
worden, man mtisse ~ 1 9 0 ,  um das Resultat nicht illusorisch zu macben, 
die Bedingung hinxufiigen, dass fi oder 6  - fi - 1 keine positive ganze Zahl 
sei. Dieser Einwond kann jcdoch diirch Continuitiitsbotrachtungcn, bczogcn 
auf beide Seiten der Gleichungen 39), entkraftet werden. - Wir  erhalteri 
aus 39) und 40) eine andere Gleichung mit den zugehorigen Bedinguugen, 
wenn wir or mit /3 vertauschen. 

2. Der Vergleich von 1) mit III) giebt in den neuen Bezeichnungen 
die Gleichung : 

41 1 8 1  - -- ( i - y ) S 3  + p l - Q , ,  
1 - 8  ( 1 - / 3 ) ( f f - S + l )  

worin: 

Nehmen wir jetzt a n ,  dass 2 -  8 eine n. g. Z. sei, so mtissen wir 
ausser 38) noch die Bedingungen stellen, daes a - 6 + 1  keine n. g. Z. 
und dass p keine positive g. Z. sein 9011, damit nicht (gleichzeit.ig) 
S, : (1 - p)  (u- d +1) und QI unendlioh werde. Bei Erftlllung dieser Be- 
dingung wird P, = O und wir erhalten: 
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mit den Bedingungen : 

43, { 2 - 6  n. g. Z., weder a - 6 + 1 ,  noch 1 - p  n. g. Z.; 
y + d - r u - f i - 1 > 0 .  

Wir erhalten hieraus drei andere Gleichungen durch Vertauschung von CY 

mit p und von y mit d. 

3. Vergleichen wir endlich 1) mit VI), so erhalten wir: 

6-1 
8, = 

y + d - a - j 3 - 1  

mit den Bedingungen : 

45) y + 6 - r u - / 3 - l > 0 ,  6 - 1 > 0 .  
Diese Gleichung ist besonders verwondbar, wenn y  - ru oder y - B eine 
n. g. Z. ist , in  welchem Falle die Bedingung 6  - 1 > 0  fortgelassen werden 
kann. - Durch Vertauschung von y  mit 6  entsteht aus 44) noch eine an- 
dere Gleichung. 

Alle anderen Vergleichungen ergeben nichts wesbntlich Neues. 

4. Seien ci und y (oder /3 und 6  etc.) positive ganze Zahlen und zwar 
y > cr, also gewissermassen Fa11 2. ohne beschrankende Bedingungen. Wir  
behandeln zuerst den Fa11 ru = 1, y = 2  und ftihren dann die anderen suc- 
cessive auf diesen zurllck. Bus 1) folgt direct: 

46) 
- ~ + 1 -  6) r ( p + l -  6 )  r ( ~ )  

r ( a + B + l - d )  r ( ~ + i - a )  
x ( ~ - l ) f d - p - i ( y - l ,  1 + y - 6 ,  c i + , Y + 2 - y - o ) i  

y + a - a - p - 1  >O, 
a180 ist für  ru = 1 ,  y = 2: 
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Wie man sieht,  ist hier (in der früheren Rezeichnung) o = - n ,  1, 
also kommt 29) zur Anwendung und somit wird: 

1 - 

oder, wenn man fur f ( .  . .) direct die Reihe setzt: 

Sind die ersten beiden Bedingungen i n  47) nicht erfüllt ,  so ltisst sich die 
Reihe 1 1 i n  48) nach Absonderung der Anfangsglieder, soweit es n6thig ist, 
mittels Gleichung 30) durch ein Integral ahnlicher Form wie in 47) aus- 
drücken. Erscheint die rcchte Seite von 48) in der Form m - CO, so ist 
sie deshalb nicht minder richtig; für = !, 6 = 4 z. B. erhalt man eine 
bekanute Identitiit ; für f i  - 6 + 1 = 0 und 6 = 4 entsteht durch Vereinigung 
je eines Gliedes der links stehenden mit einem Gliede der rechts stehenden 
Reihe: 1 1 + 1 

46 (1 + n:) = (1.4i2-72+(;r.4)2-7~ (3.4)2-72 +... 
Wir wollen nun sehen, was aus S, wird, wenn entweder y, oder wenn u, . . 

oder wenn zugleich y und a um eine Einheit erhoht wird. I m  ersten Palle 
Y  a 7 . a  

entstehe SI aus SI, im zweiten SI, im dritten Palle SI. 
Setze ich in 46) ~ + l  statt  y,  so geht (Y-1, l+  y -  6, a4-P 

+ Z - y - 8 )  in  fa-p--i(y, 2$y-6, a+8+1-r-d) oder fn (x, y, v )  in 
fn ( 1  +-X, y + 1, v - 1) über. Setzen wir nun in 16) s+l, Y + 1, v - 1 
stat t  bez. X ,  y ,  v, ferner in 17)  x + 1  ~ t a t t  s und nehn~en  noch Gleichung 

12) hinzu, so konnen wir aus diescn drei Gleichungen fn (x + 1, y + 1, v )  
und f,(x +1, y, v )  eliminiren und somit fn(x $1, y +1, v -1) durch f , , (x ,  y, v )  

ausdrücken; die Aenderung der anderen Grossen in 46) bietet keine Schwie- 
rigkeit und wir gelangen so zu der einfachen Gleichung: 

Noch leichter geschieht die Erhohung von a um 1, da,  wie die Gleich- 
ungen 37) xeigen, a nur in v vorkommt, und ftîhrt zu der Gleichung: 

7 
Setzen wir in 50) y +1 stat t  y und eliminiren S, mittels 49), so entsteht: 
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und hieraus, wenn SI die Reihe bezeichnet, die sus  SI durch Erniedrigung 
von y und ci um je 1 entsteht: 

1st nun SI mit beliebigen positiven ganzen or und y > a zu bestimmen 
vorgelegt, so kann man von 47) oder 48) (a = 1, y = 2) ausgehen und 
dann zuerst oi und y mittels 51) um gleichviel Einheiten erhohen, bis das 
richtige (Y erreicht is t ,  und sodann y allein (wenn y > or + 1 ist) mittels 
49) bis zum richtigen Werth desselben vergrossern. 

F ü r  (Y = 1, y = 3 erhalten wir in dieser Art  

2 ( 1 - 6 ) ( a - p )  msilzprr 2(6-1) 2 (â -p ) (d -1 )  
SI = --- 

( L - p ) ( 2 - / ? )  sin6nsin(8-,L?)n 2-0  2 - P  

und hieraiis noch specieller für 8 = 1, 6 = 3 : * 

5. Sei von den Bedingiingen 40) nur die letzte erfiillt, sei also 
~ + f l + 2 - ~ - d  eine n. g. Z., aber auch z. B. or-y+l eine n .g .  Z . ;  

. dann ist /3 - 6 eine ganze Zahl; is t  sie positiv, also 8 - /3 eine n. g. Z., 
so ist die Summation durch 44) (nach Vertauschung von y mit d) aus- 
fiihrbar; ist  aber 8- 6 negativ, also 6 - 8 eine positive g. Z., so ist  zuerst, 
vorausgesetzt, dass 8 > 1 ist ,  SI durch die rechte Seite von 44) zu ersetzen 
sei nun ~ - ( Y = ( Y ~ ,  y- /3=p1,  ~ + 6 - a - / 3 = ~ , ,  y = d l ,  so sindor,und 
y, positive ganze Zahlen und zwar y, > a,, also die Summation nach dem 
vorigen Falle auszuftihren. 1st jedoch d < 1 (6 = n. g. Z., wie tiberhaupt, 
I ausgeschlossen), so ist zunachst 6 um diejeuige ganze positive Zahl k zu 
vermehren, welche 6  +k = 6') 1 macht, dann SI mit 6' statt  8 so wie 
angegehen zu berechnen und schliesslich durch oftere (k-fache) Anwendung 
der Gleichung 49), nach Vertauschung von y mit 6 ,  das vorgelegte SI aus 
dem durch Erhohung von 6 entàtandenen abzaleiten. 

Fassen wir noch die Falle 1) bis 5) zusammen, so lasst sich SI durch 
geschlossene Ausdrlicke oder endliche Reihen mit Adjunc,tion von r-Punc-  
tionen und des bestimmten Integrals in  47) summiren, wenn entweder y 

* Das Reoultat beatiitigt sich durch die Gleichung: 

welche ihrerrceits entsteht, indem man ~ ( a r c s i n x ) ~  integrirt, dîs Resultat durch 
x3 dividirt und den Quotienten nach s differentiirt. 
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(oder S) eine ganze positive Zahl, ~ d e r  y - o r  (oder etc.) eine n. g. Z., oder 
endlich a + /3 + 2 - y - 6 eine n. g. Z. (einschliesslich der Null) kt;. 

8 4. 
Ich gehe noch einmal zur Gleichung 25) zurlick und vergleiche sie mit 

dem aus 1) fur den Fa11 x  + v + lz = - g ,  y = x  + k  , k  > g  + 1  zu erzielen- 
den Resultat. Dasselbe erscheint zuerst in  der Form ao - cz, flihrt aber 
schliesslich [unter Benutzung von 3 2 ) ]  su folgender Gleichung: 

f n ( x ,  Y, O ) =  
( x + g + l ) ( x + g + 2 )  ... ( x + k - l )  

( g + l )  ... ( k - l ) ( x + v )  ... ( x + v + g - 1 )  
53) x {(k-2),(1 ç x )  ... ( g + x ) + ( k - 3 ) , - 1 ( 2 + x )  ... ( g + x ) ( x + u + l  + g -  k)+... 

+ ( k - 2 - g ) , ( x + v + l + g - k )  ( x + v + 2 + g - k )  ... ( x + n + 2 g - k ) I ,  

Vergleiçht man diesen Ausdruck mit der rechten Seite von 2 5 )  und ltisst 
den hier in  53) vorhandenen, dort leicht herzustellenden Factor 

( x + g + l )  ... ( x f k - l ) : ( g + l )  ...( k - l ) ( x + v )  ... ( x + v + g - l )  

beiderseits fo r t ,  so gelangt man zu folgender Umwandlung e i n  e r endlichen 
Beihe i n  eine andere, wobei k -  2 = m gesetzt ist:  

( m ) g x ( x + l )  ...( x + g - 1 )  + ( m - 1 ) , - 1  x(x+l)...(x+g-2)(~++21g-1) 
+ ( 7 7 1 - 2 ) ~ - 2 x . . .  (x+g-3)(x+~+g-1)(2:+v+g-2)+- . .  
+(m-g)0(x+v+g- l j (x+v+g-2)  -- .  ( ~ + v )  

54)  = ( m ) , ( z + i ) -  ... ( z + g ) + ( m - l ) , - 1 ( ~ + 2 )  ... ( x + g > ( z + v + g - n i - 1 )  
+ ( m - 2 ) , - 1  (z+3) ... ( x + g ) ( x + v + g - m - l ) ( x + v + g - m ) $ - . -  
+ ( r n - g j ,  ( x + v + g - m - 1 ) ( x + o + g - m )  ... ( ~ + v + 2 g - m - 2 ) .  

Dicso Gleichung will ich niin unabhangig von der Art ihrer Gewinnung, 
u n d  z w a r  f ü r  e i n  b e l i e b i g e s  rn, beweisen. Bezeichne ich ihre linke 
Seite mit U l ,  ihre rechte Seite mit Ur, so ist:  I 

Dabei mag  der Fa11 eines positiven ganzen rn vorla~ifig ausgeschlossen 
B bleiben. I n  den Ausdruck WI geht SI 3 1 + - + . . über, wenn 

v d 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Prof. Dr. L. SAALBCH~TZ. 327 
p Y _ V _ _ _ _ _ n _ _ - - - - - P - -  - 

gesetzt wird. Will ich nun in Wt x um 1 erhohen, so geschieht dies, 
indem ich in  SI a! und y um je 1 verringere, also wird nach 52): 

2 

wl= x ( z + v + g )  wt - m + l  
( x + g ) ( x + v - m + g - l )  x f v - m + g - 1  

und somit: 

Setzt man hingegen : 
c r = x + u - m + g - l ?  ,ô=-g, y = x + l ,  6 = - r n ,  

Y O  geht S, in Wr über; um hierin x um 1 zu erhohen, muss dasselbe mit 
or und y geschehen und daher 51) angewandt werden. Dadurch erhalten wir: 

1st also für  irgend ein x Ut = Ur, so bleibt die Gleichung bestehen, 
wenn x urn 1 oder eine andere ganze Zahl vergrossert wird; jetzt ist aber 
ftir x = O nach dem Factoriellensatze Ul = Ur, also auch für jedes positive 
ganzzahlige x ,  und da  Ut wie Ur ganze Functionen von x von endlichem 
Grade sind, so Sind ~ i e  tiberhaupt einander gleich. 

Die Formel 54) bleibt nun endlich auch für  ein positives ganzes m 
richtig, was entweder aus Continuitatsbetrachtungen hervorgeht, oder aus 
dem Umstande, dass Ul und Ur auch ala ganze Functionen von m sich 
auffassen lassen, geschlossen werden kann. 
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XXI. 

Beitrag zur Theorie der übergeschlossenen 
Gelenkmechanismon. 

II. Artikel. 

Von 

JOHANN KLEIBER, 
Assistent a. d. Kgl. Teohn. Hochachule i n  Miinohen. 

Hierzu Taf. XI. 

III der hier folgenden Nittheilung sol1 versucht werden, die hohe Be- 
deutung des im vorigen Aufsatze entwickelten Elementarmechanismus , der 
bei der Erzeugung der Koppelcurve (three bar  motion) so sinngemlisse Ver- 
werthung gefunden httt, auch in Bezug auf das bekannte P r o  b l e m  d e r  
G e r  a d  f ü h r u n g nachzuweisen. Bci Verfolgung dieses Gedankenganges, 
welcher sich vorzüglich an die , U r n k e h r  d e s  E l e m e n t a r m e c h a n i s -  
m u s U  knüpfen wird, ergiebt sich dann nicht nur der , , G r u n d t y p u s  a l l e r  
K e m p e ' s c h e n  a u f  G e r a d f i l h r u n g  b e z l i g l i c h e n  M e c h a n i s m e n  ", 
sondern wir werden selbst Gelegenheit haben, eine wirklich ,,n e u e  L t i s u n g  
d e s  G e r a d f i i h r u n g s p r o b l e m s "  zu erkennen. 

Bei diesen Betrachtungen werden wir bereits genothigt sein, unser 
Augenmerk auch dem , i r r e g u l a r e n  E l e m e n t a r m c h a n i s m u s U  zuzu- 
wenden, von welchem im ersten Aufsatze noch nicht die Rede war und der 
sich vom regularen dadurch unterscheidet, dass an Stelle einer Kette abn- 
licher und shnlich gclegener Dreiecke eine solche von willktirlichcn Ele- 
menten tritt .  Die hier gewonnenen Resultate werden von uns zunlichst 
blos i n  ihrer Negation beachtet werden, d. h. sie sollen uns blos dazu 
dienen, zu verhtiten , Bedingungen einzuführen , welche in Wirklichkeit 
unmoglich oder überfllissig sind. 

In einem Schluasparagraphen ist dann ohne ursachlichen Zusammen- 
hang mit dem Vorangehenden eine Ellipsenerzeugung und hiermit verbun- 
dene Geradftihrung angegeben, welche zwtilf Stabe aufweist, wtihrend die 
Kempe'sche acht,  die von uns in  früheren Paragraphen zu entwickelnde 
26 Stabe hat. 
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4 1. 
Tixirnng des Umkehrnngsproblems für  den regu la ren  Elementar-  

mechanismus. 

Durch eine Kette von i i h n l i c h e n  und i i h n l i c h  a n e i n a n d e r  g e -  
h e f t e t e n Dreieckeri und des sich daranschliessende N e t  z v O n P a r  al  - 
l e l o g r r a m m e n  erhielten wir einen , R e s u l t a n t e n p u n k t U ,  der mit den 
E n d p u  n k t e n  d e r  R e  t t e ein Dreieck (veriindarlicli gross) bildete , das den 
Dreieckselementen der Kette selbst iihnlich ist , aber, aIs s c h li  e s s e n  d e s 
Glied àer  Kette betrachtot, invers goheftet erschoint. Werden die ,,End- 
punkte der Ketteu festgehalten , so bleibt natürlich - obiger Eigenschaft 
gemiiss - auch der ,Resultantenpunktu fest, und zwar , f r e i  w i l l i g  u, 
d. h. trotzdem eine eventuell vorgenommene Abzahlung seiner Beweglichkeit 
eine beliebig hohe Zahl ergeben kann. 

Wir wollen nun ,  m m  besscrn Verstindniss des Folgenden, die die 
Kette constituirenden Dreiecke durch ihre Eckpunkte, wie folgt, bezeichnen: 

so dass also z. B. die Grundlinie, î die Spitÿe eine Dreiecks ist  und 
die polygonale Pigur  0 1 2 3 ... 12 die Kette bildet. 

Anfangspunkt der Eette ist 0, 
Endpunkt  n n n f i v  

h 

Resultantenpunkt ,, ,, Et!= ( î+%+.s.+f i ) - (~+2+. . .+ (a-lj). 

Diese Festsetzung gelte auch für ,ir r e g u  1% r e u  Ketten , bez. Elemen- 
tarmechanismen. Dabei denken wir uns die Dreiecke durch drei gelenkig 
verbnndene S&be (Seiten vorstsllcnd) und nicht als massives Feld vor- 
g e g e b l .  (So waren also 01, Tl, 10 die drei Stàbe des ersten Dreiecks, 
0, 1, 1 zugehorige Gelenke u. 5. W.) 

Die Aehnliohkeit der Dreiecke, welche den ,r e g u  la r  e n Y  Elementar- 
mechanismus charakterisirt, erfordert dann noch die Proportionalitst der 
oben angeführten Stiibe. 

Um nun das Umkehrproblcm für  den reguliiren Elemcntarmechanismus 
einzuführen, s e t z e n  w i r  h i e r m i t  f e s t ,  d a s s  d i e  S t a b e  

w e l c h e  d i e  K e t t e  f o r m i r e n ,  w e g g e n o m m e n  s e i e n .  Die I?olge*fir 
unsorn Apparat ist eino Erhohung sciner Bewcglichkeit; um die Zahl f i ,  

aber auch die, d a s s  d e r  b i s h e r  r e g u l t i r e  M e c h a n i s r n u s  i n  d e n  
, fipeciell i r  r e g u l i i r e n  übergeht, da ja  Aehnlichkeit der die (nunrnehr 
ideelle) Kette formirenden Dreiecke nicht erhaIten werden wird, abcr die 
Erhaltung der Proportionalitiit der verbliebenen Seiten (der ursprünglich 
ahnlichen Dreiecke) die Definition ,speciell irregularu rechtfertigeh mag. 
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Auch der Resultantenpunkt des ursprlinglich regulbren Apparates wira 
n i  c h t  m e  h r f c s t bleiben , sondern , ebenso wie im allgemeinen irregularen 
Falle, eben die Reweglichkeit besitzen, welche ihrn eine Abz&hliing zuweist 
(allerdings wird ein Ueberscliuss liber die Zahl 2 ,  weil der Punkt  die Ebene 
nicht verlassen soll, nicht geaussert). Halten wir ihn nun in irgend einer Lage 
fest (die Endpunkte O und n. der Kette sollen dies immer sein, wenn etwas 
Gcgcntheiliges nicht ausdrücklich bemerkt wird), so beschrankt dicse Be- 
dingung, im Falle n eine grosse Zahl (n. > 2) k t ,  die Beweglichkeit des 
Mechanismus nur unbedeutend; n o c h  w e n i g e r  a b e r  g e n ü g t  d i e s e s  
F e s t h a l t e n  d o s  R e s u l t a n t e n p u n k t e s ,  u m  d e n  i r r e g u l s r e n  A p -  
p a r a t  i n  e i n e n  r e g u l a r e n  u m z u w a n d e l n ,  was wohl eines weiteren 
Beweises nicht bederf. Es tritt  also a n  uns die Aufgabe heran: 

,,Mittel ausfindig zu machen, um die angedeutete Verwandlung des 
,,specielll' irregulsren in einen regularen Elementarmechanismus zu be- 
wirlien, und zwar unter Pesthalten des Resu l tan tenpunkte~ .~  

Dies das Umkehrproblem. 

Es  wird sich xeigen, dass die H i l f s m i t t e l ,  welche S y l v e s  t e r  und 
Ii e m p e bishcr ziir Erzeugung der Geradführiing im Princip benutzten, 
auch hier das Problem losen, dasv sie sich aber als heterogene Neben- 
16sungen neben eine Hauptlosung stellen, welche durchweg auf dem Boden 
der von uns beschriebcncn Elernentarmechanismen erfolgt. 

§ 2. 
Mechanismen von Sylvester und Kempe znr Losung. 

A. Im regulzrcn Elemcntarmcchanismus stossen die zur Ketto vcrbun- 
denen Dreiecke mit nicht homologen Ecken aneinander, es werden also auch 
im Allgemeinen die zugehorigen Winkel a n  einer solchen Stelle von ver- 
schicdener Grosse sein. Wenn wir aber die Dreiecke zu Parallelogrammen 
erganzen und zwar so,  dass die Dreiecksseite, welche mgleich Kettenseite 
is t ,  zur Diagonale wird (Fig. 1) (was auch bei irregularen Ketten m6glich 
ist),  so wcrden wenigstens die Parallelogramme gleichwinklig aneinander- 
stossen. Um den ,speciellu irregularen Mechanismus, dem wir, wie eben 
beschrieben, Parallelogramme erganzt haben, in  einen regularen zu ver- 
wandeln, haben wir also nur dafiir zu sorgen, dass die in einer Ecke zu- 
samnienstossenden Parallelogrammwinkel einander gleich bleiben b e i v e r  - 
S n d e r l i c  h e r  G r  6 s s e. Bekanntermassen gelingt dies durch Einschiebung 
des S y 1 v e s t e  r'schen Winkelverdoppelungs -8pparates (Fig. 2). 

Dass diese L6sung eine dem Problem aufgezwungene, fremdartige ist, 
braucht wohl nicht weiter betont zu werden, fliesst sie ja doch nicht aus 
speciellon Eigenschaften des irregularen Mechanismus, wie es eigentlich 
wünschenswerth erschiene. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von J. KLEIBER. 33 1 
----- 

C o r  011 a r. Setzen wir etatt der Parallelogramme Rhomben, die ein- 
ander im regular gemachten Mechanismus ahnlich werden, und setzen in 
jeden derselben - proportional zu dessen Seiten - ein gleichschenkliges 
Knie , dcsson Schonkel gelenkig verbunden sind , ein , so beschreibt der 
Resultantenpunkt der ,Kniepunkteu die Verbindungslinie der Eettenend- 
punkte. Man erkennt dies daraus, dass die Kniepunkte i n  den Ketten- 
seiten affin entsprechende Punkte, aber von verbderlichem Theilungsverhiilt- 
nisse sind. 

Bei Pesthalten der Kettenendpunkte erhalten wir hier also eine Gerad- 
führung. Doch ist sie als solcho nicht p r i n c i p i c l l  wichtig: habcn wir 
doch S y l v e s t e r ' s  Winkelverdoppelungs - Apparat Lenutzt , sondern um des- 
willen, weil die Art ,  wie diese Curve zu Stande kommt, interessant ist. 

Wie wir nhmlich bisher gewisse Punkte keiinen gelernt haben (unsere 
Resultantenpunkte), welche innerhalb eines Mechanismus von grosser Be- 
~egl ichkei t  ,freiwillig festY bleiben, trotzdem ihnen nach gewohnlichen 
Abztihlungen eine Beweglichbeit zuzukommen hatte, erkennen wir im letzt- 
erwiihnten Palle das Beispiel einer Curve, welche ,freiwillig zwanglBnfigu 
von einem Punkte beschrieben wird,  dem eigentlich eine diesbezügliche Ab- 
zahlung eine grossere Beweglichkeit zuerkennen müsste. 

Sehr verschieden hiervon is t  der Fall, den wir bei Betrachtung der 
Koppelcurve (Dreistabbewegung) im R O b e r  t s'schen Mechanismus vor uns 
haben. Hier weist der ,RoppelpunktU eine grossere Beweglichkeit auf, als 
ihrn eino vorghgige  Abzahlung hatte zumuthen konnen. Die von ihm bc- 
schriebene Curve ist also gleichvam eine, welche vom Mechanismus ,freiu 
gegeben wird, und wir konnten sie als eine ,FreicurveU bezeichnen; im 
Gegensatz hierzu wiire eine Curve erster Art  eine ,,Festcurveu, eine von 
einem beliebigen Punkte von uneingeschrankter Fahigkeit, seine Beweglich- 
keit zu Eussern, eine ,Zwangscurveu zu nennen. 

B. Wir  wollen uns nun auf den allereinfachsten Fall,  wo n - 2 ist  
(der im erstcn Aufsatzo mit dem Storchschnabel in Verbindung gebracht 
wurde), in  den weiteren Betrachtungen beschranken. Das Umkehrproblem 
reducirt sich hier auf die Frage: Wie muss der Zusammenstosspunkt 1 der 
beiden Kettendreiecke von 

0 1 2  
î 2 

gefUhrt werden, dass die letzteren selbst ahnlich bleiben? Seien zu dem 
h A 

Ende die Seiten 0 1  und 11 des ersten Dreiecks a und b, die homologen 
h A 

Seiten des zweiten 1 2  und 22 bez. ea und gb, dann wird Aehnlichkeit 
statthaben, sobald die dritten Seiten der beiden Dreiecke auch im Verhalt- 
niss 1 : p stehen. Dieses erfordert aber, dass der Punkt  1 auf einem Kreise 
lauft, der auf der Verbindungslinie der Kettenendpunkte 13 senkrecht steht 
und deren Entfernung innerlich und ausserlich im Verhaltniss 1: g theilt. 
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Bei c o n s t a n t  g e h a l t e n e r  E n t f e r n u n g  i2 kann ein diesbezilglicher 
Mechanismus (Fig. 3) leicht hergestellt werden, nicht aber, wenh 12 ver- 
kinderlich wird. 

Hiermit ist  die Losung des Umkehrproblems auch fur  den angegebencn 
singrilsren Fa11 erledigt. - Wenn aber, wie eben vorauszuuetzen, die 
Punkte 1 und 2 in unveranderlicher Entfernung voneinander sind, so kann 
natürlich - einen regularen Mechanismus vorausgesetzt - der Resultanten- 
punkt keine willkürliche Lage haben. Wir  kGnnen auch die diesbezügliche Frage 

A 

nach seinem Orte leicht losen, wissen wir doch, dass das Dreieck 1 R 2  sich 

zwar verandert , aber immer den Kettendreiecken 0 î 1, 1 2 2 ahnlich bleibt. 
Hieraus folgt, dass A A 

l I ! : R S = a : b  

is t ,  cl. h. 2 beschreibt einen auf der Berbindungslinie 12 senkrechten Kreis, 
der die Entfernung der Punkte 1, 2 innerlich und ausserlich im VerliXlt- 
niss a : b theilt. 

C o r  O 11 a r. Wenn a : b = 1, d. h. wenn die Kettendreiecke gleichschenk- 
lig @ber der Kettenseite) sind, danu beschreibt der Resultantenpunkt eine . 
G e r a d e ;  dies ist aber im Princip die Kempe'sche Methode der Gerad- 
führung, wie sich leicht ergiebt, wenn man dieses Resultat mit dem im 
ersten Aufsatze ausgesprochenen Gedanken der Vertauschbarkeit von Drei- 
ecken und an sie stossenden Parallelogrammen entsprechend ausnützt. 

k3. 
Invarianzeigenschaften des allgemein i r regu la ren  Elementar-  

mechaniemns. 

Bevor wir zur LGsung des allgemeinen Falles und insbesondere des 
Falles n = 3 schreiten, wollen wir uns zunachst mit den Eigenschaften 
vcrtraut machen, welche auch dem irregultiren Mechanismus in Bezug auf 
den Resultantenpunkt erhalten bleiben. 

Eine erste Eigenschaft ist in folgendem Satze enthalten: 

,Bezieht man die Dreiecke der Kette a f f i n  s o  aufeinander, dass die 
Affinitat in  Aehnlichkeit tibergeht, wenn die Kette zur Kette ahnlicher 
und iihnlich aneinander geheftetcr Dreiecke würde, so liefert der Rcsul- 
tantenpunkt ftir die ,, Dreieckskette mit selber Basis, aber affinen Punkten 
a h  Spitzen nber der Kettenseite" den affin entsprechenden Punkt im  

A 

,,Resultantendreieck l R n U ,  d. h. dem Dreieck aus den Endpunkten und 
dem Resultantenpunkt der Kette.' 

Der Bcweis ergiobt sich wie folgt: 

Die affinen Punkte in den einzelncn Dreiecken der Ketten (a18 Spitzen 
der neuen Dreiecke) sind 
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A 

if= x o  + ~ l + ~ î ,  
S'= x i  + A . z + ~ ~ ,  
. . . .  . . . . .  . . ,  x + A + p = l  
A A 

n = x ( r , - l ) + A n +  p n ;  

Der neue Resultantenpunkt R' heisst also 
A A 

R'= (l'+Y+ ...+ 2)-  (1+2+ ...+(a- 1)) 
* A 

=P(1+2+ ...+ ~ ) + x 0 + ~ n + ( x + ~ - l ) ( l + 2 + ~ ~ ~ + ( n - l ) )  
A 

= x 0 + A n + p ( 1 + 2 +  ...+i)-FL(1+2 ... (a-1)) 
= x O + A ~ + ~ R ,  

momit die Richtigkeit der Behauptung gezeigt ist. 
Was die Construction ,affiner PunkteU anbetrifft, so wird sie durch 

das Parallelogramm geleistet. Theilen wir z. B. im ersten Kettendreieck 
A A 

(allgemein irregnliir) die Seiten 01 = a und 12  = O nach beliebigen Ver- 
A 

haltnissen (s, A') bez. (y', p) ,  so wird der Gegenpunkt zu 1 in einem Paral- 
lelogramm von 1 nach den Theilungspunkten der Punkt 

A A 

l ' = % O  +Al+ pz. 

Diese Construction au£ die iibrigen Dreiecke libertragen, liefert dann die 
affin homologen Punkto in  diesen. 

Einen shnlichen Satz wie oben konnen mir ferner wie folgt gewinnen. 
Wir wollen n%mlich an die ursprüngliche Kette noch eine zweite Reihe 
i r r e g  u l  a r  e r Dreiecke anheften , denon der neue Resultantenpunkt R" ent- 
sprechen m6ge. Ueber jedem Kettengliede liegt nunmehr je ein allgemeines 
Viereck als componirt aus zwei Dreiecken mit den entsprechcnden ,Spitzenu 

A î 2 2 .,. n, 
h 1.1 9. 2. P. ... 

Wie diese Bezeichnung andeutet, wollen wir die neuen Dreiecksspitzen als 
,nicht affineu Punkte der alten Dreiecke angesehen wissen. Dann ist doch 

h 
zunlichst k l x ,  dass, selbst bei festgehaltenem Dreieck l i n ,  der Punkt  R" 
II i c h  t freiwillig fest bleibt , sondern seine volle Beweglichkeit nnein- 

geschrinkt besitzt. F ü r  das von 1RnR.r gebildetc Viereck gilt dann die 
Bemerkung : 

,,Affine Punkte i n  den Kettenvierecken liefern einen Resultanten- 
A A 

punkt R"', der der im Viereck l R n K  affin entsprechende ist." - 
Beweis wie oben. 

A 

Wenn wir nun den Punkt  R" auch festhalten, so dass das Viereck 
A A 

1 R n  R" festgelegt ist  , so konnen wir fragen: bleibt nun auch der i n  ihr 
zu construirende Punkt  

R " ' = ~ I + A ~  + , u R + v ~ ? '  v . + A + p + v =  1  
fest? Zunichst ist  klar, dass dies bei vorgegebenem x ,  A ,  u ,  v offenbar 
dcr Fa11 ist. Ferner is t  aber klar, dass dem im ersten Viereck gewahlten 
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Punkte î'" nicht nur  e i n  Werthesystern ( x  A p v )  zukommt, sondern gleich 
ein lineares Wcrthegebiet solchcr Systeme. Zu dieser Tliatsache wird inan 
geftihrt, wenn man das Viereck als Projectionsumriss eines rlumlich ge- 
dachten Tetraeders auffasst. Dann entspricht eben dern ,,Projectionspunkteu 

î'" eine auf der Projeetionsebeno scnkrecht stehende Gerade, deren einzelne 
Punkte eben das dem Piinkte 1"' zukommende Werthegebiet ( r .Apv)  reprii- 
sentiren. Suchen mir nun zu den Elementen dieses Werthegebietes die snt- 
sprechendcn Punktc in  den übrigen Vierecken, so ergiebt eine neuerliche 
Interpretation der letzteren a18 Tetraederprojectionen, dass dem Punkte 1"' 
je eine Gerade von entsprechenden Punkten in den einzelnen Vierecken 
zugeordnet ist. Nur in  einem speciellen Falle t r i t t  dieses nicht ein. Sollen 
nümlich - riiumlich genommen - die i n  den betrachteten Tetraedern lie- 
genden ,entsprechenden Geradenu i n  der Projection zu Punkten werden, so 
ist nothig, dass sie ebenfalls senkrecht zur Projectionsebene seien. Tritt 
solches aber ein, so entspricht . d a m  jeder Parallelen zur Senkrechten im 
ersten Tetraeder immer wieder eine Parallele den der Senkrechten in den 
übrigen Tetraedern zugeordncten: d. h. jedem Punkte des ersten Viereckv 
entspricht blos je e i n  Punkt  der folgenden Vierecke als homolog affiner; 
dann aber mtîssen nuch die zuerst als willkürlich ,,nicht affinu in den Ketten- 

A A A  A 

dreieckcn gelegen angenommenen Punkte 1 ", 2", 3", . . . , fi" nunmehr doch 
affin entsprechend sein. 

Dern Resultantenpunkte von î"', S.", . . . kommt dann aiich ein lineares 
A A 

Werthgebiet zu, e r  müsste also variiren , wenn namlich das Viereck 1 R R'h 
als allgemein vorausgesetzt werden dh-fte. Dieses ist  aber n i  c h  t der Fall. 
Kach dem zuerat entwickelten Satze verliert namlich auch der Resultanten- 
punkt R" seine Willktirlichkeit, e r  entspricht homolog affin im Dreieck 

A A h 

1 K N den Punkten l', 2', . . . Hiermit ist bewiesen, dass der Punkt 2' 
in  jedem Falle fest bleibt, soliald die Punkte i H k n  festgehalten werden. 

Den vorstehenden Ertirterungen ist noch anzufügen: 
,Setzen wir in dern angeführten Satze s tat t  ,,affine PunkteU den 

Wortlaut: ,iiicht affine Punkte", d. h. beliebige Punkte, so erhiilt der /. 
zugehorige Resultantcnpunkt R"' scine volle Beweglichkeit w i ~ d e r . ~  

a 4. 
Hauptlosnng der  Umkehrproblems. 

Da wir es hier mit dem ,speciell irregulËrenWechanismus zu thun 
haben, so wollen wir die im vorigen Paragraphen entwickelten Satse blos 
in  ihrcr Wirkung auf dcnjcnigcn Mechanismus verfolgen, der entsteht, wenn 
man liber der Kette eines ,speciellU irreguliiren Apparates A einen weiteren 
,,speciellu irregularen Apparat B anbringt. Dementsprechend erscheint tîber 
jedem Gliede der (zu denkendcn) Kette ein allgemeines Viereck, Y o n  de  m 
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w i r  v o r a u s s e t z e n ,  dtass e s  k e i n  P a r a l l e l o g r a m m  sei.* Dann wird, 
wie obcn erliiutcrt, auch das Rcsultantenviorcck 1 RA R ~ l i  ein v6llig belie- 
biges sein, dessen Beweglichkeit nicht beschrankt ist. 

Wir setzen überdies voraus, dass, wenn die Kettendreiecke des Appa- 
rates A zueinander tihnlich werdeu, auch die des Apparates B Lhnlich wcrdcn 
sollen. Die Folge davon ist,  dass in dem Momente auch die s h m t l i c h e n  
Ketteuvierecke unter sich und dem Resultantenviereck ahnlich werden. 

,,Wenn wir also die Ecken des Resultantenvierecks, das zunachst 
beliebig sich ergiebt, durch Stiibe so verbinden, dass es im Fallo 
regularer Mechanismen der angegebenen Aehnlichkeit g e n i i g  e n 
k a n n ,  so haben wir die Beweglichkeit des speciell irregularen Mecha- 
nismus z u  G u n s t e n  d o s  r c g u l t i r e n  b e s c h r ~ n k t . ~  

Durch Anfiigung weiterer ,,speciellu irregularer Mechanismen C, D, . . . 
über der ideellen Kettenlinie des ersten, und durch Verbinden der ihnen 
entsprechenden Rcsultantcnpunkte mit dcn Endpunkten der Kette durch 
StaLe in bestimmten Verhaltnissen, wie sie oben für den Apparat B be- 
schrieben wurden, konnen wir diese erste Beschrankung der Beweglichkeit 
z n  G u n s t e n  d e s  g e f o r d e r t e n  r e g u l a r e n  M e c h a n i s m u s  n o c h  b e -  
l i e b i g  e r h o h e n ,  bis wir eben das gewünschte Resultat der Umkehr des 
Elementarmechanismus erhalten haben; dann aber würde eine auf diesem 
Wege versuchte n o c h  w e i  t e r  e Beschrankung aus bekannten Gründen 
illusorisch. 

Wir sprechen dies in dem S a t ~ e  aus: 
,Anh%ngen beliebig vieler ,speciellu irregularer Mechanismn 

obigen Charakters an die Kettenlinie des ersten und entsprechendes 
Verbinden zugehoriger Kesultantenpunkte mit den Endpunkten der 
Kette verwandelt die speciell irregularen Nechanismen in r e g u l ~ r e . ~  

Hiermit ist das Umkehrproblem gelost. 
Es mag nur bemerkt werden, dass die geringste Zahl von anzuhiingen- 

den ,speciellu irregularen Mechanismen von der Zahl der Kettenglieder urn 
2 iibertroffen wird. Der durch diese Thatsache als cinfachst charaktcrisirte 
Pal1 ist der filr PZ c 3 ,  also der Mechanismus, der uns auch im ersten Auf- 
satze vonüglich interessirte. Derselbe is t  in Fig. 4 gegeben. Bei dem 
Apparate wird natürlich jctzt nicht mehr vorausgesetzt, dass die Kcttcn- 
endpunkte festgehalten werden müssen, obwohl man dies kann. 

0 5. 
Geradenerzengung durch d e n  Elementarmechanismus. 

Wir beschranken uns hier zunachst auf den zuletzt bezeichneten Mecha- 
nismus der Fig. 4. D a  ist dann zunachst klar, dass, wenn wir von drei 
conseciitiven Punkten der ideellen Kette den ersten und letzten festhalten, 

- - -  

* Um Affinitiiten zu vermeiden. 
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der mittlere auf einem Kreise zu laufen hat. Man erkennt dies daraus, 
dass die in ihm zusammenstossenden Vierecke fortwzhrend ghnlich bleiben 
miissen, woraus zu entnehmen ist,  dass die in ihm zusammenstossenden 
Seiten der Kette in Proportion bleiben. (Vergl. auch 5 2B.) 

Haben wir aber die beweglichen Seiten der beiden Vierecke so ein- 
gerichtet, dass letztere congruent und nicht nur  lihnlich sind, so ist klar, 
dass der vom gemeinsamen Punkte beider Vierecke beschriebene Kreis in 
G e r a d e  tibergeht. 

Zugleich haben wir (blos ahnliche Kettenvierecke vorausgesetzt) anch 
für das S y l v e s t e r ' s c h e  P r o b l e m  d e r  W i n k e l v e r s c h i e b u n g  (was 
der Verdoppelung %quivalent ist) eine neue Losung. Wir  brauchen jedes 
(oder eines) der Vierecke nur  ,umzulegenu, so dass die Endpunkte im 
Kettengliede vertauscht erscheinen, um unserer Porderung entsprechend 
,gleiche veranderliche Winkel von beliebig veriinderlicher LageU in einem 
der Eckpunkte der Kette zusammenstossen zu lassen. (Vergl. Corollar zu 

5 28.1 
Aber nicht allein a n  ein und demselben Punkta konnen wir die Gleich- 

heit verinderlicher Winkel erreichen, sondern - der Umkehr der Vierecke 
an verschiedenen Punkten der Kette entsprechend - a n  verschiedenen be- 
liebig vorzugebenden Punkten. 

Weiterhin gestattet unser Apparat auch das B e s c h r  e i b e n  e i n e s  
K r e i s e s  v o n  v a r i a b l e m R a d i u s .  Legen wir zu demEnde  i n d a s c e n -  
trurn des Kreises einen Ketteneckpunkt , in  dern zwei c O n g r  u e n t e  Vier- 
ecke zusammenstossen, und stellen von den zwei benachbarten Kettenpunkten 
den einen auf einen Kreispunkt ein, BO ist  aus unseren Entwickelungen 
ohne Weiteres klar, dass der zweite den Kreis in v o l l e r  A u s d e h n u n g  
beschreibt. 

_ Wir brechen diese Entwickelungen hier a b ,  um auf eine Geraden- 
erzeugung zu sprechen zu kommen, welche deswegen interessiren dlirfte, 
weil dieselbe auf vorgLngig s e l b s t a n d i g e r  E l l i p s e n e r z e u g u n g  beruht. 

8 6. 
Ellipsenerzeugung. 

Das Rollen zweier congruenter Ellipsen aufeinander giebt zur Betrach- 
tung eines Gelenkvierecks Anlass, das aus dem gew6hnlichen Parallelo- 
gramme durch Ueberkreuzung eines Paares Gegenseiten entsteht.' Hait 
man von den nicht direct tiberkreuzten Seiten dieses Vierecks (Fig. 5) die 

* Man sehe die Erzeugung der Lemniskate von A. W. P h i l l ip ' s  Americ. J. 
of M. ,  Vol. 1. 
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eine, e. B. AB, fest,  so beschreibt der Kreuzungspunkt der andern bekann- 
termassen die Ellipse, wahrend die Gegenseite zur festgehaltenen die Ver- 
bindiingslinie der Brennpunkte der abrollenden Ellipse darstellt. Wir  unter- 
suchon nun den Or t ,  welchen der beztiglich des Mittelpunktes der fest- 
gehaltenen Ellipse der ,,reciprokeu Punkt  des 'Mittelpunktes der andern 
beschreibt. Wie wir sehen werden, is t  dies eine Ellipse, coaxial mit der 
festgchaltenen. Wlhrcnd man aber die letztere durch einen Apparat nicht 
erzeugen kann, ist dies mit der ersten sehr wohl moglich. 

x2 
Zum Beweise sei die Gleichung der festen Ellipse - + -- 1 = O, der 

oe bs 
%O Y0 Rreuzungspunkt E der Stabe xo y,, , die Tangente in diesem X- + Y - 
a2 . bg 

-1 = O ,  dann ist die Entfernung der Mittelpunkte der festen und ab- 
2 m2 

rollenden Ellipse = R = - - = -. 

Die Richtung rp der Verbindungslinie der angezogenen Mittelpunkte 
aber ist gegeben durch 

50 
p~ !!! 
ag xO m2 b2 

=- . -Y  sin(p= Yo m2 = -. -. 
aZ e b" 

x 2  
Da aber 2 +- - 1 = 0 ist ,  90 folgt 

a2 be 
a2 pz cos" + b2 pz sin2q - m4 = O 

oder 

na2 9n2 
wobei die Axen A = -- > B = - t also, abgosehcn vom Inversionsfactor, 

a b 
die reciproken Werthe der ursprtinglichen sind. 

Die Inversion wird nun durch den bekannten Rhombus mit eingesetz- 
tem Gelenkknie ausgefiihrt und zwar sind dessen Dimensionen so zu wahlen, 
dass die Differenz der Quadrate der Rhombus- und Knieseiten = m%ird 
(Pig. 6). 

Jn Fig. 7 beschreibt sohin Punkt P eine Ellipse mit den angegebenen 
Axen. 

An die Ellipsenerzeugung gründet sich, wie bekannt, die Erzeugung 
von zwei senkrechten Geruden (ihren Axengeraden). Zu dem Beliufe ergiebt 
eine Retrachtung der Fig. 8, wo zwei concentrische Kreise von Grosse der 
Halbaxen gezeichnet sind , dass, wenn P ein Ellipsenpunkt ist ,  P Q R eine 

Zeitschrift f .  Yathematik u. Physik XXXVI, 6. 22 - 
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Strecke von unveriinderlichem Maaasverhtiltniss darstellt, worin Q und R 
die Axen beschreiben. Dabei ist, 

Q R = A - B ,  
P Q = B ,  
O S = $ Q R  = + ( A - B ) ,  
P S =  é ( A + B ) ;  

S ist hierbei Mittelpnnkt von Q R. 
Wenn wir also im A p p a r ~ t  der Ellipsenereeugiing zwiachen dem El- 

lipsenmittelpunkte O und dem Ellipsenpunkte P ein Kniegelenk einschieben, 
so dass der an O stossende Stab die Llinge f ( A -  B), der an P stossende 
die Lange $ ( A +  B) hat ,  so kann man auf dem letzteren leicht die Punkte 
R und Q markiren, welche die Axen beschreiben. (Fig. 8.) 

München ,  Januar 1891. 
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XXII. 

Ueber eine besondere Transformation algebraischer 
Curven und damit in Verbindung stehende Satze 

Jacob Steiner'$. 

von 

HENEDIKT SPORER. 

5 1. Einleitung. 

1st irgend eiu Leitkegelschnitt Ca und ein Pol P gegeben, so k6nnen 
wir irgend einem Punkte Q der Ebene einen zweiten Punkt, QI (S. Figur) 
so zumdnen, dass QQ, 
durch den festen Pol P 
geht und Q von Q, durch 
den Kegelschnitt C%ar- 
monisch getrennt sind, 
dass also, wenn Q Q, den 
Kegelschnitt in D und E ' 
trifft , Q, Dl Q, , E vier 

harmonische Punkte Y 
sind; oder auch, dass Q 
auf der Polare von Q,  , 
und ebenso Q, an€ der ' 
Polare von Qgelegen kt.* \ 

Bus dieser F'estsetzung 
ergeben sich nun sofort 
die fundamentalen Slitze 
dieser Transformation, 
narnlich : 

1. Die Punkte Q und 0, k6nnen gegenseitig vertauscht werden, so 
davs also dem Punkte Q auch der Punkt Q, entspricht. 

* Diese Tr;insformation, welche nur eine Verallgemeinerung der Methode 
reciproker Radien kt, wurde bereits früher von Herro A. J a c o b i  in  Crelle 's 
Journal, wenn wir nicht irren Ud. 31, gegeben und zwar unter (lem Titel: Auf- 
Iosungen von einer Reihe von Lehrsatzen und Anfgaben der ebenen Geometrie. 

22 * 
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2. 1st AB die Pol- von P in Bezug auf den Leitkegelschnitt C2, 
so entspricht jedem Punkte von AB der Pol P und umgekehrt dem Pole 1)  
jeder Punkt  von AB. 

3. Jeder Punkt  von C 2  ist sich selbst zugeordnet. 
4. Einem Punkte der Tengente PA von P a n  C Z  entspricht der Re- 

rtihrungspunkt A und umgekehrt dem Punkte A jeder Punkt  von P A ,  
Ebenso ist dies bei der Tangente PB der Fall. 

5. Jedem 'Punkte der unendlich fernen ceraden entçpricht ein Punkt 
eines Kegelschnittes Ga, der çlurch P, A ,  B, dcn Mittolpunkt von C2 und 
die unendlich fernen Punkte von C 2  geht. 

6. 1st iusbesondere der Pol P ausserhalb des Kegelschnittes C 2  gelegen, 
sind also die Berlihrungspunkte A und B der Tangenten von P a n  C e  reell, 
so sind fur Strahlen PO, welche den Kegelschnitt in reellen Punkten D 
und E schneiden, die Punkte Q und QI ferner so beschaffen, dass die Ge- 
radcn AQ,  die Geraden B Q  in cincm Punkto H auf C2 und ebenso, dass 
auch AQ auf BQ, sich in einem Punkte F auf C2 treffen.* 

. 5 2. Abbildung algebraischer Curven. 

1. Bewegt sich der Piinkt Q auf einer C'urve Cn, so wird das Rild 
von 0 ,  d. h. der Punkt Q I ,  ebenfalls eine Curve Cx beschreiben, und zwar 
folgt aus dern Obigen sofort, dass diese Curve C r ,  da sie die Geradeu AB, 
PA und P B  je fi-mal schneidet, irn Allgemeinen auch die Punkte P, A ,  B 
zu PZ-fachen Punkten hat. Ucberdies wird sie den Kegelschnitt C2 noch 
in denselben Punkten treffen, die C h i t  Cn gemeinsam hat; und weiter 
sind die unendlich fernen Punkte der Curve Cx gegeben durch die Schnitt- 
punkte von Cn mit dem Kegelschnitt G! Die Curve Cz wird also im 
Allgerneinen mit Oz 4n und mit der unendlich fernen Geraden 2n Punkte 
gemein haben. Schon hieraus konnten wir schliessen, dass der Grad der 

i 
Curve Cs irn Allgemeinen gleich 2 n  ist. Stillschweigend haben wir jedoch 
dabei vorausgesetzt, dass CVuurch keinen der Punkte A ,  B oder Y geht. 
Zur weiteren Untersuchung des Bildes von Cn dient folgende Betrachtuug. 

2. 1st die Curve zuntichst eine Gerade, so erhalteu wir sofort die Satze: 
a) Den Punkten Q einer Geraden durch P sind Punkte 9, derselben 

Geraden conjugirt, und zwar bestimmen Q und QI auf der Geraden eine 
involutorische Punktreihe. 

b) Jeder durch A gehenden Geraden L ist eine Gerade I,, durch B 
zugeordnet, und ebenso ist das Bild jeder durch B gehenden Geraden eine 
solche durch A. 

* Analytisch findet diese Transformation ikren Ausdruck durch die Gleichuog: 
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c) Dreht sich L um A ,  so beschreibt die ihr zugeordnete Gerade LI 
ein zum Büschel der L projcctivisches mit dem Mittelpunkte B. 

d) Das Bild irgend einer Geraden Cf, die durch keinen der Punkte P, 
A oder B geht, ist ein ~ e ~ e l s c h h i t t  K2, der dnrch P, A und B geht. 
[Folgt aus c).] 

e) Jedem Kegelschnitte Ka durch A,  B, P entspricht ebenso eine 
Gerade C', die durch keinen der Punkte P, A oder B geht.* 

3. 1 s t  ferner eine Curve nten Grades Cn gegeben und hat  dieselbe die 
Punkte P, A ,  B zu n-, a- und (3-fachen Punkten, so folgt ferner aus dem 
Umstande , dass ein Kegelschnitt durch P, A ,  B mit C n  noch (2 f i  - n - a  - P )  
Piinkte gemcin ha t ,  dass auch eine Gerade, die nicht duich P, A oder B 
geht , mit dem Bilde von Cn je (2 n - n - ci - 8) Punkte gemein ha t ,  oder 
dass die Abbildung vom Grade (21û - n - a - j3) ist. Hicraus und aus den 
weitereii Punkten von Cn, die auf P A ,  PB und AB, ausserhalb P, A  und 
LI gelegen sind, folgt jedoch: 

1st der Ort des Punktes Q eine Curve ntBn Grades mit P, A und B 
alu n-, a- und @-fachen Punkten, so ist der Ort  des Punktes QI eine 
Curve vom Grade (212 - n - a- ,B), C2"-n-a-P, mit Pl A ,  13 ais  
(n - cr - ,û') -, (n - ct - m) - und (fi - - z) - facben Punkten. 

4. Heissen wir die eine Curve die Inverse der andern, sa ergiebt sich 
daraus noch insbesondere : 

a) Die Inverse eines Kegelschniltee durch zwei der Punkte P, A  oder 
B ist wieder ein Kegelschnitt durch zwei dieser Punkte. 

6) Die Inverse eines Kegelschnittes dureh einen der Punkte i', A ,  B 
ist eine Curve dritten Grades, welche in einem der drei genannten Punkte 
einen Doppelpunkt hat. 

c) Die Inverse eines Kegelscbnittes durch keinen der drei Puukte A,  
B, P ist eine Curve vierten Grades, die A ,  B und P zu Doppelpunkten bat. 

d) Die Inverse einer Curve dritten Grades durch Pl A und B ist 
wieder eine Curve dritten Grades durch diese drei Punkte. 

U. S. W. 

§ 3. Satze a b e r  Ortscnrven. 

Die in Obigem erorterte Abbildung lasst sich manchmal mit Nutzen 
auf Fragen nach dem Grado des Ortes gewisser Punkte verwenden. Wir  
werden uns jedoch nur  auf zwei Beispiele beschriinken. Hierbei werden wir 
kurz die drei Punkte A ,  B und P als Grundpunkte der Abbildung be- 
zeichnen. 

* Nicht ohne Interesse ist es, die Beziehungen zu iintersuchen, die zwischen 
einer Geraden und ihrem Bildo herrschcn. So geht z. B. die Abbildung K2 von 
C' auch durch den Pol von C' in Bezug auf Ce, und führt dies auf verschicdene 
Satze der Kegelschnittlehre. 
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1. Durch sieben Punkte p gehen unendlich viele Curven dritten Grades, 
welche nebstdem noch einen Doppelpunkt hrtben. Setzen wir nun voraus, 
der Ort dieses Doppelpunktes sei eine Curve vorn Grade x ,  mit den Punk- 
ten p als y -fachen Punkten, so ir6nnen wir drei der sieben Punkte p als 
Grundpunkte Pl A ,  B beliebig wahlen und hierzu einen Kegelschnitt C2 
entsprechend annehmen. Denken wir uns nun von dem gesammten System 
von Curven dritten Grades mit Doppelpunkt, welche durch die sieben 
Punkte p gehen, auch das System Inversen, so sind letztere nach 5 2, 4d 

nothwendig auch Curven dritten Grades, welche cinen Doppelpunkt haben 
und die durch sieben gemeinsame Punkte gehen, namlich durch die drei 
Grundpunkte und vier Punkte p, die den weiteren nicht mit F, A und B 
zusammenfallenden vier Punkten p als Bild entsprechen. Durch die vor- 
genommene Transformation andert sich slso die Aufgabe, die den Ort des 
Doppelpunktes bestimmen soll, nicht, oder mit anderen Worten, durch 
die vorgeno&rnene Transformation ist der Grad der Ortscurve des Doppel- 
punktes ungehder t  geblieben. Dies giebt lins die Gleichung: 

2 x = x + 3 y ,  x = 3 y .  
Legen wir fernor durch die Punkte Pl A und B und zwei weitere 

Punkte p einen Kegelschnitt, so kann dieser Kegelschnitt nun ausser den 
fünf Punkten p mit der Ortscurve nur noch xwei weitere Punkte gemein 
haben, ngmlieh die Punkte,  in welchen er von der Verbindungslinie der 
beiden letzten Punkte p geschnitten wird. E r  hat also im Ganzen mit der 
Ortscurve gemein 5y + 2 Punkte, d. h. wir erhalten weiter 

2 z = 5 y + 2 ,  also x = 6 ,  y = 2 .  
Dies giebt nun den Satz: 

S o l l  s i n e  C n r v e  d r i t t , e n  G r a d e s  d u r c h  s i e b e n  P u n k t e  p 
' g e h e n  u n d  e i n e n  D o p p e l p u n k t  h a b e n ,  s o  i s t  d e r  O r t  d i e s e s  

D o p p e l p u n k t e s  e i n e  C u r v e  s e c h s t e n  G r a d e s  m i t  d e n  P u n k t e n  p 
a l s  D o p p e l p u n k t e n .  ( S t e i n e r ,  Ges. W., Bd. 2 S. 499 u. 526.) 

2. Wenn ebenso eine Curve Cs durch sechv Punkte p gehen und einen 
Rückkehrpunkt haben 9011, so erleidet auch dieae Frage bei der obigen 
Abbildung mit drei Punkten p als Grundpunkte keine Aenderung. Sei auch 
hier der Ort wieder vom Grade x mit den Punkten p als y-fachen Punkten, 
so haben wir aiich jetzt: 

2 x = 3 y + x  oder x = 3 y .  

Legen wir ebenso durch fünf Punkte p einen Kegelschnitt 7c2, so hat 
derselbe mit der Ortscurve auiiser den fünf Punkten p je y - f w h  zahlend 
nur  noch die beiden Punkte gemein, in welchen die  tangente^ vom sechsten 
Punkte p an Es, E2 berühren. Dies giebt wieder: 

Daraus folgt: 2 x = 5 y + 2 ,  also 2=6, y = 2 .  

S o l l  e i n e  C u r v e  C3 d u r c h  s e e h s  P u n k t e  p g e h e n  u n d  e i n e n  
R u c k k e h r p u n k t  h a b e n ,  s o  i s t  d e r  O r t  d e s  R t i e k k e h r p u n k t e s  
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e i n e  C u r v e  s e c h s t e n  G r a d e s  m i t  d e n  s e c h s  P u n k t e n  p s l s  D o p -  
p e l p u n k t e n .  ( S t e i n e r ,  Ges. W., Bd. 2 S. 499 u. 526.) 

Betreffs dieser Ortscurve ist ferner zu bernerken, dass 42 woitere 
Puukte ausser den Doppelpunkten p leicht construirbar sind, nlimlich die: 

30 l'unkte o r ,  in welchen ein Kegelschnitt durch vier Punkte p die Ver- 
bindungslinie der letzten zwei Punkte p beruhrt,  

und die: 
12 Punkte p ,  in welchen die Tangenten von je einem Punkte p a n  den 
Kegelschnitt durch die tibrigen ftînf diesen bertihren. 

A n  m e r  k. Bevor wir diese Satze verlnssen, wollen wir noch auf eine 
Reihe weiterer Eigenschaften der Curven dritten Grades, die S t e i n e r  g a b ~  
aufmerksam machen. Es  sind dies die Stitae, die er unter den Titeln gab: 

Geomctri~che Lehrsatee. Gcs. W., Bd. 2 S. 369-374, und 
Satee über Curven zweiten und dritten Grades. Ebenda S. 375-380. 

Da dieselbon nur auf Vei-allgemeinerungen Bezug nehmen, die sich auf 
die Wendepunkte beziehen, resp. sich aus den Kegelschnitten leicht mittels 
der gegebenen Abbildung ableiten lassen, so wollen wir dieselben hier nicht 
weiter erortern. (Vergl. hicrzu ferner: C l e b s c h ,  Journ. f. Math., Bd. 63 
S. 94-121.) 

Satm über Btwührnng algebraischer Curven. 

4 Osculirende Kegelschnitte. 

1. Die in 5 1 gegebene Transformation giebt uns noch die Mittel in die 
Hand, andere Fragen einfach zii erledigen. Sind z. B. irgend drei Punkte 
A ,  B und C gegeben , so konnen wir die Frage aufwerfen : Wieviele Kegel- 
schnitte geheu durch diese drei Punkte A ,  B und C und osculiren nebst- 
dem noch irgend eine Curve? Um diese Frage zu erledigen, wahlen wir 
die drei Puukte zu Grundpunkten und bilden in Bezug aiif diew die Inverse 
der gegebenen Curve d e n  Grades Cn. Jeder Kegelschnitt, der die verlangte 
Redingung erfullt, wird in der Inverse von Cn Wendetangente. ünsere 
Aufgabe ist alao auf die zurtickgeführt, die Anzahl der Wendetangenten 
gewisser Curven zu bestimmen. Da die Inverse im Allgemeinen vom Grade 
212 ist und die Grundpunkte A ,  BI C zu n -fachen Punkten hat, und letz- 
tere von gleichem Einflusse wie # n  ( n  - 1) Doppelpunkte sind, so folgt aus 
der P 1 ii c k e r 'schen Gleichung 

~ = 3 g ( ~ - 1 ) = 6 8  
(W Wendepunkte, g Grad, 8 Doppelpunkte einer Basis Cg), wenn wir ftir 
g und 6 die Werthe 2 %  und $n( lz -  1 )  einsetzen: 

W -  3a(in-l). 
Dies giebt uns den Satz: 

S o l 1  e i n  K e g e l s c h n i t t  b e s c h r i e b e n  w e r d e n ,  d e r  d u r c h  d r e i  
P u n k t e  g e h t  u n d  e i n e  C u r v e  n t e n  G r a d e s  C R  o s c u l i r t ,  80  g i e b  t 
e s  iin A l l g e m e i n e n  
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3~(11-  1) 
L 6 s u n g e n .  ( S t e i n e r ,  Ges. W., Bd. 2 S. 615, 1, und betreffs des aua- 
lytischen Beweises B i s c h O f f ,  Journal f. Math., Bd. 56 S. 175.) 

2. 1st einer der Punkte, etwa C (= P) auf der Curve selbst gelegen, 
so ist die Inverse vom Grade (2.n-1) und hat einen m-fachen und zwei 
(la-1)-fache Punkte. Bestimmen wir fur  diese die Anzahl entsprcchender 
Doppelpunkte, so erhalten wir ftir die Anzahl der zugehorigen Wendepunkte 
3 n ( m  - 1) - 3. Hierbei ist  jedoch derjenige Kegelschnitt nicht mitgerechnet, 
der durch die drei Punkte A ,  B, C geht und C n  mit osculirt. Ztihlen wir 
diesen mit,  so ist  die Anzahl der Losungen gleich 3 n  (la - 1) - 2. Tritt 
ein zweiter Punkt  B in die Curve, so finden wir ebenso, dass die Anzahl 
der Wendepunkte sich um weitere droi, dio Anzahl der Losungen um weitere 
zwei vermindert. ,Dasselbe ist der Fal l ,  wenn auch der dritte Punkt A in 
nie Curve C" tritt. Dies giebt: 

K o m m e n  d i e  g e g e b e n e n  P u n k t e  i n s b e s o n d e r e  i n  d i e  C u r v e  
s e b s t  z u  l i e g e n ,  s o  i s t  d i e  A n z a h l  d e r  L t i s u n g e n  g e r i n g e r ,  u n d  
z w a r  v e r m i n d e r t  s i c h  d i e s e l b e  f u r  j e d e n  P u n k t ,  d e r  i n  d i e  
C n r v e  t r i t t ,  u m  z w e i ,  s o  d a s s  a l s o ,  w e n n  a l l e  d r e i  P u n k t e  i n  
d e r s e l b e n  l i e g e n ,  d i e  A n z a h l  L 6 s u n g e n  n u r  i s t :  

3fi(12-1)-6=3(1~+1)(1~-2). 
( S t e i n e r ,  Bd. 2 S. 615.) 

5 5. Doppelt bertihrende Kegelschnitte. 

1. Sol1 ebenso ein Kegelschnitt beschrieben werden, der durch drei 
Punkte geht und eine gegebene Curve C" in irgend zwei Punkten berührt, 
so konnen wir auf analoge Weise verfahren. Wir  erhalten als Inverso eine 
Curve 2nt" Grades mit drei m-fachen Punkten. I n  der Inverse treten nun 
diese doppelt bertihrenden Kegelschnitte a18 Doppeltangenten auf. 1 s t  die 
Anzahl der letzteren gleich c,  so erhalten wir, wenn wir in  der P l u c k e r -  
schen Gleichung 2 c = g ( g - 2 ) ( g 2 - g ) - 4 ( g a - g - s - 6 )  

fur g und 8 die Werthe 2.n und i n ( % - 1 )  setzen: 

2 ~ = n ~ + 2 d - ~ w " 6 f i .  
Dies giebt jedoch den Satz: 

S o l 1  e i n  K e g e l s c h n i t t  b e s c h r i e b e n  w e r d e n ,  d e r  d u r c h  d r e i  
P u n k t e  g e h t  u n d  e i n e  g e g e b e n e  C u r v e  n'en G r a d e a  i n  i r g e n d  
z w e i  P u n k t e n  b e r u h r t ,  s o  g i e b t  e s  i m  A l l g e m e i n e n  

+ ( n 4 + 2 m 3 - q n 2 + 6 f i ) = + m ( . n - 1 ) ( n Q + 3 n - 6 ) = a  

L o s u n g e n .  ( S t e i n e r ,  B d . 2  S . 6 1 5 ,  3 ,  u n d B i s c h o f f ,  Jourii. f.Math., 
Bd. 56 S. 174.) 

2. Liegt wieder einer der Punkte,  e tws A ,  auf der Basis Cn selbst, 
so ist die Inverse vom (2m - l ) t e n  Grade und hat einen n-fachen und zwei 
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(n - 1)- fache Punkte. Setzen wir nun in der Gleichung fiir c fur g und B 
die zugehorigen Werthe ( Z n  - 1)  und & (3  na - 7 n  + 4) ein, so erhalten wir : 

c = & ( n 4 + 2 n 3 - 1 3 n 2 + 2 n + 1 6 )  
= B - 2 ( n 2 + n - 4 ) = z l .  

Hierbei ist jedoch die Zahl der Kegelschnitte nicht mitgerechnet, welche 
die Curve Cn i n  A solbst berühren. F d l t  der Punkt A narnlich auf die 
Curve selbst, so fallen von den B Kegelschnitten eine gewisse Anzahl mit 
~oichen zusammen, von denen ein Berührungspunkt mit A vereinigt ist. 
Jeder solcher Kegelschnitt zahlt für den allgemeinen Fa11 zweifach; die 
Anzahl dieser Kegelschnitte ist also (n2 + n -4). Rechnen wir also die 
Losungen mit dem Berührungspunkte A daeu,  i o  haben wir die Zalil der 
Losungen im allgemeinen Falle urn (n2+fi - 4) zu vermindern, uiri die 
Zahl der verschiedenen Losungen zu finden, fallv A auf C" gelegen k t ;  
rechnen wir dagegen nur die Losungen als solche, ftir welche kein Deriih- 
rungspunkt mit A ziisamrnenfallt, so haben wir die Zahl a um 2 (n2 + n - 4) 
zu verkleinern. 

3. In ganz gleicher Weise finden wir, dsss wir auch die Zahl z, um 
(n2 + n - 6 )  resp. 2 (n2 + n - 6)  zu vermindern hahen, wenn ein zweiter 
der drei Punkte auf die Curve fallt. Tri t t  der letxte ebenfalls in die Curve, 
so ist die Anzahl noch woiter um (n2 + n - 8) resp. 2 (n" n - 8) zu ver- 
kleinern. Setzen wir also voraus, dass keiner der ljerührungspuiikte in A 
oder B oder C fgllt, so erhalten wir: 

S i n d  i n  e i n e r  C u r v e  nt=" G r a d e s  Cn d r e i  P u n k t e  A ,  B, C 
a n g e n o m m e n ,  s o  g e h e n  d u r c h  d i e s e  P u n k t e  i m  A l l g e m e i n e n  
s t e t s  

4 ( n 4  + Zn9 - 2 1 n a -  6 n  + 7 Z ) = I  (n+2)(n-3)(n"$n-12)  

s o l c h e  K e g e l s c h n i t t e ,  w e l c h e  d i e  C u r v e  Cn i n  i r g e n d  z w e i  
m i t  k e i n e m  d e r  d r e i  P u n k t e  A ,  B I  C z u s a m r n e n f a l l e n d e n  P u n k -  
t e n  b e r ü h r e n .  ( S t e i n e r ,  Bd. 2 S. 616). 

4. Ein speeieller Fa11 des Hauptsatzes in 1. lautot: 
D u r c h  d r e i  P u n k t e  g e h e n  v i e r  K e g e l s c h n i t t e ,  d i e  e i n e n  

g e g e b e n e n  K e g e l s c h n i t t  d o p p e l t ,  o d e r  d i e  z w e i  G e r a d e  b e -  
r ü h r e n .  

5 6. Speoielle FBlle. 

Sind alle drei Punkte A ,  B, C in  einem auf Cn gelegenen Puiikte 
vereinigt, so erhelten wir aus 5 5: 

S o l 1  e i n  K e g e l s c h n i t t  e i n e  C u r v e  C n  i n  e i n e m  a ~ f  i h r  g e -  
l e g e n e n  P u n k t e  o s c u l i r e n  u n d  n e b s t , d e m  n o c h  i n  z w e i  n n d e r e n  
P u u k t e n  b e r ü h r e n ,  s o  f i n d e n  i m  A l l g e m e i n e u  

3(n4 + 2 n 3  - 21  n4 - 6 n  + 72) 
L U a u n g e n  s t a t t .  ( S t e i n e r ,  B d . 2  S. 617.) Und: 
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S o l l  d e r  K e g e l s c h n i t t  d i e  g e g e b e n e  C u r v e  v i e r p u n k t i g  im 
P u n k t e  A u n d  n e b s t d e m  n o c h  i n  e i n e m  a n d e r n  P u n k t e  b e r t î h r e n ,  
s o  g i e b t  e s  i m  A l l g e m e i n e n  

(n" n - 8) 
L o s u n g e n .  ( S t e i n e r ,  Bd. 2 S. 617.) 

Ebenso erhalten wir sus  5 4 ,  wenn wir von der Gesamrntzahl der 
Losungen diejcnigen drei abziehen, für  welche der Osculationspunkt mit 
einem der Punkte A ,  B oder P zusammenfMlt: 

S o l l  e i n  K e g e l s c h n i t t  e i n e  g e g e b e n e  C u r v e  nien G r a d e s  i n  
e i n e m  f e s t e n  P u n k t e  A u n d  n e b s t d e m  n o c h  i n  e i n e m  z w e i t e n  
P u n k t e  B o s c u l i r e n ,  s o  g i e b t  e s  i m  A l l g e m e i n e n  

3 n ( n - 1 ) - 9 = 3 ( n 2 - n - 3 )  

L G s u i i g e n .  ( S t e i u e r ,  Bd. 2 S. 617.) 

5 7. Weitere  Satze über oscnlirende u n d  doppelt berührendë Kegel- 
schnitte,  

Schon das Bisherige zeigt uns, dass es keine Schwierigkeiten bietet, 
mittels der P 1 iî c k e r'schen Analogien die Zahl der Losungen festzustellen, 
falls die Aufgaben gegeben sind: 

Ein Kegelschnitt soll durch drei Punkte A ,  B, P gehen und: 
a) eine Curve osculiren, 
b) eine Curve doppelt b e r t h e n ,  

wenn die Basis zudem noch irgendwelche Singularitaten besitzt. Von den 
vielen Liierher gehorigen Fallen wollen wir jedoch nur  diejenigen auswahlen, 
d i e  S t e i n e r  s e l b s t  b e h a n d e l t e .  Es  sind dies folgende: 

1. Sind auf einer Curve 2nten Grades drei n-fache Punkto gelegen, so 
konnen wir diese zu Grundpunkten A ,  B, C, P wahlen und erhalten als In- 
verse eine Curve nte" Grades mit 3 n ( n  - 2) Wendetangenten und & n ( n  - 2) 
(fi2 - g )  Doppeltangenten. Daraus folgt : 

H a t  e i n e  C u r v e  2 n t e n  G r a d e s  d r e i  n - f a c h e  P u r i k t e ,  a b e r  
a u s s e r d e m  k e i n e  a n d e r e n  v i e l f a c h e n  P u n k t e ,  u n d  s o l l  d u r c h  
j e n e  d r e i  P u n k t e  e i n  K e g e l s c h n i t t  g e h e n  u n d  z u d e r n  d i e  C u r v e  
C 2 n  e n t w e d e r  

a) i n  i r g e n d  e i n e m  P u n k t e  o s c u l i r e n ,  s o  i s t  d i e  Z a h l  d e r  
L o s u n g e n  = 3 n ( n - 2 ) ,  o d e r :  

b) i n  i r g e n d  z w e i  a n d e r e n  P u n k t e n  n o c h  b e r l i h r e n ,  s o  i s t  
n. 

d i e  Z a h l  d e r  L G s u n g e n  =, ( n - 2 ) ( n 2 - 9 ) .  ( S t e i n e r ,  Bd. 2 
S. 617.) 

L 

2. Die Inverse einer Curve 2nten Grades mit zwei n-fachen und einem 
(n  - 1)-fachen Punkte ist eine Curvu ( n + l ) t e n  Grades, wenn wir die drei 
vielfachen Punktc zu Grundpunkten wiihlen. Besitzt die Curve keinen wei- 
teren vielfachen Punkt ,  90 folgt daraus: 
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H a t  e i n e  C u r v e  2 n t e n  G r a d e s  z w e i  n - f a c h e  u n d  e i n e n  (ta-1)- 

f a c h e n  P u n k t ,  s o n s t  a b e r  k e i n e  v i e l f a c h e n  P u n k t e ,  u n d  s o l 1  
e i u  K e g e l s c h n i t t  d u r c h  d i e s e  d r e i  P n n k t e  g e h e n  u n d  z u d e m  
d i e  C u r v e  e n t w e d e r :  

a) i n  e i n e m  P u n k t e  o s e u l i r e n ,  s o  g i e b t  e s  i m  A l l g e m e i n e n  
3 ( l z + l ) ( n - 1 ) = 3 ( n e - 1 )  L o s u n g e n ;  o d e r  

b) i n  zwoi  P u n k t e n  b e r ü h r o n ,  s o  g i e b t  C S  + ( n i -  l)(.ia-1) 
( n - 2 ) ( n + 4 )  L l j s u n g e n . '  ( S t e i n e r ,  Bd. 2  S. 617.) 

3. Sind die Punkte A ,  B, C, P je (n - 1) -fache Punkts einer Curve 
(Sa - 1)'" Grades, welche sonst keinen vielfachen Punkt  enthalt, BO ist 
auch hier die Inverse vom Grade (ta+ 1)  und wir erhalten aus der Zahl 
der Wende- und Doppeltnngenten der Inverse: 

H a t  e i n e  C u r v e  (Zn-l)ren G r a d e s  d r e i  ( n - 1 ) - f a ü h e  P u n k t e  
und s o n s t  k e i n e  w e i t e r e n  v i e l f a c h e n  P u n k t e ,  u n d  s o l 1  e i n  
K e g e l s c h n i t t  d u r c h  d i e s e  d r e i  P u n k t e  g e h e n  u n d  z u d e m  n o c h :  

a) e n t w e d e r  d i e  C u r v e  i n  e i n e m  P u n k t e  o e c u l i r e n ,  B O  g i e b t  
e s  3 ( n + l ) ( m - 1 )  L l j s u n g e n ,  o d e r :  

b) d i e  C u r v e  i n  z w e i  P u n k t e n  b e r t i h r e n ,  s o  i s t  d i e  Z a h l  
d e r  L o s u n g e n  = 4 ( ,a+])  (A- 1) (n-2) ( n + 4 ) .  ( S t e i n e r ,  
Bd. 2 S. 618.) 

4. Ebenso finden wir aus der Zahl der Wende- und Doppeltangenten 
der Inverse einer Curve (212 - ])tan Grades mit zwei (n - 1) - fachen und 
einem n-fachen Punkte in  den Punkten A ,  B, C, P: 

H a t  e i n e  C u r v e  (Zn- l ) ' en  G r a d e s  m i t  z w e i  ( A - 1 ) - f a c h e n  
u n d  e i n e m  n - f a c h e n  P u n k t e  a b e r  a n s s e r d e m  k e i n e n  v i e l f a c h e n  
P u n k t ,  u n d  s o l 1  e i n  d u r c h  d i e s e  P u n k t e  g e h e n d e r  K e g e l s c h n i t t  
d i e  C u r v e  e n t w e d e r :  

a) i n  i r g e n d  e i n e m  P u n k t e  o s c u l i r e n ,  s a  i s t  d i e  Z a h l  d e r  
L o s u n g e n  = 3 n ( n - 2 ) ,  o d e r :  

b) i n  i r g e n d  z w e i  a n d e r e n  P u n k t e n  b e r i l h r e n ,  s o  g i e b t  e s  
k n ( n - 2 ) ( n - 3 ) ( ~ + 3 )  L o s u n g o n .  ( S t e i n e r ,  Bd. 2 S. 618.) 

5 8. Osculirende und doppelt beruhrende Kreise. 

Als specielle Fiille erhalten wir aus Obigem, wenn wir die Punkte A, 
B mit den unendlieh fernen Kreispunkten xusammenfallen lassen: 

D u r c h  j e d e n  P u n k t  g e h e n  i m  A l l g e m e i n e n  j e  3 n ( n - 1 )  
R r ü m m u n g s k r e i s e  c i n e r  C u r v e  n i e n  G r a d e s .  L i e g t  d e r  P u n k t  
a u f  d e r  C u r v e  s e l b s t ,  s o  i s t  d e r  i h m  z u g e h o r i g e  K r ü m m u n g s -  
k r e i s  d r e i f a c h  z & l i l e n d  u n d  d i e  Z a h l  d e r  d u r c h  i h n  g e h e n d e n  
K r t i m m u n g s k r e i s e  i s t  u m  2 k l e i n e r .  ( S t e i n e r ,  Rd. 2 S. 442 ,  8.) 

Ebenso folgt noch: 
S o l 1  e i n  K r e i s  d u r c h  e i n e n  g e g e b e n e u  P u n k t  g e h e n  u n d  

a i n e  C u r v e  n t e n  G r a d e s  i n  e w e i  P u n k t e n  b e r i i h r e n ,  so i s t  d i e  
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Z a h l  d e r  L o s u n g e n  i m  A l l g e m e i n e n  =&n(n- l ){(n+I)( .n-2)-81. 
( S t e i n e r ,  Bd. 2 S. 4 4 2 ,  !t.) 

Liegt insbesondere der Punkt  in der Curve selbst, so wird die Curve 
in  ihm vou ( n ( n  +1) - 4) losenden Kreise berührt und d a m  ist jeder dieser 
Kreise doppelt zghlend oder die Zahl der Losungen wird um ebensoviel 
verringert. 

3 9. Kegelschnitte durch vier  P u n k t e ,  welche eine Curve berühren, 

1. Sind ferner vier Punkte gegeben und sol1 dureh diese eine Curve C2 
gohen, welche eine gegebeno Curve nten Grades bertihrt, so koiinen wir 
drei dieser Punkte als Grundpunkte A ,  B, P wahlen. Die gesuchten Kegel- 
sclinitte werden jetzt Tangenten der Inverse durch das Bild des vierten 
Punktes. Da die Inverse vom Grade 2rt ist und drei n-fache Punkte hat, 
so ist  sie von der Classe 2 .n (2 n - 1) - 3 n ( n  - 1) = n (n + 1). Wir erhalten 
also : 

S o l l  e i n  K e g e l s c h n i t t  d u r c h  v i e r  P u n k t e  g e h e n  u n d  e i n e  
Curv 'e  n t e n  G r a d e s  n e b s t d e m  n o e h  i n  e i n e m  P u n k t e  b e r ü h r e n ,  
s o  g i e b t  e s  i m  A l l g e m e i n e n  n ( f i + l )  L o s u n g e n .  

' Und als speciellen Fall: 
S o l l  e i n  K . r e i s  d u r c h  z w e i  P u n k t e  g e h e n  u u d  e i n e  C u r v e  

n k m n  G r a d e s  b e r l i h r e n ,  s o  g i e b t  e s  n ( r t + l )  L o s u n g e n .  ( S t e i n e r ,  
Bd. 2 S. 443.) 

2. Fallen ferner die vier Punkte paarweise in  die unendlich fernen 
Punkto, so ist die Vorbindungslinie derselben n -  fach als Losung amuselien 
und wir erhalten: 

S o l l  e i n  K e g e l s c h n i t t  z w e i  G e r a d e  i n  g e g e b e n e n  P u n k t e n  
u n d  n e b s t d c m  n o c h  e i n e  C u r v e  ntBn G r a d e s  b e r ü h r e n ,  s o  i s t  d i e  
A n z a h l  d e r  L o s u n g e n  i m  A l l g e m e i n e n  =m2.  Und als speciellen Fall: 

S o l l  e i n  K r e i s  e i n e n  g e g e b e n e n  M i t t e l p u n k t  h a b e n  u n d  
e i n e  C u r v e  nten  G r a d e s  b e r l i h r e n ,  s o  g i e b t  e s  .n%Losungen. Oder: 

V o n  e i n e m  P u n k t e  g e h e n  la2 N o r m a l e n  a u f  e i n e  C u r v e  n t e n  
G r a d e s .  

W e i n g a r t  e n ,  im Septcmber 1890. 
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XXITT. 

Ueber einen orthogonalen Reye'schen Complex. 

Von 

Dr. II. THIEME 
in I'oseii. 

Die geraden Linien einer Ebene, welche von zwei Punkten dieser Ebene 
gleich weit entfernt sind, bildcn bekanntlich zwei Strahlcnbllschel; die 
Mittelpunkte dieser Btischel sind die Mitte und der unendlich ferne Punkt 
der Verbindungslinie der beiden Punkte. 

D i e  G e r a d e n  d e s  R a u m e s ,  d i e  v o n  z w e i  g e g e b e n e n  P u n k t e n  
g l e i c h e  E n t f e r n u n g  h a b e n ,  bilden einen Reye'schen Complex, der 
durch einige Eigenschaften ausgekeichnet ist. Dm Folgende enthalt eine 
elementare Ableitung dieser Eigenschaftcn. 

1. Die beiden gegcbenen Piinkte seien A, und A,, dic blitte von A, A, 
sei A,, der unendlich ferne Punkt  dieser Geraden A,, die Ebene, welche 
in A, auf A,A, senkrecht s teht ,  sei E,, die unendlich ferne Ebeue E,. 

Znnachst ist wie in der Ebene jede Gerade, welche zu A,A, pnrallel 
i d ,  also durch A, geht ,  von A ,  und A, gleich weit entfernt, ehenso jede 
Gerade, welche durch A, geht. Als gleicli anzusehen sind auch die Ent- 
fernungen der Punkte A, und A, von jeder Gcraden in E,, von jedcr 
unendlich fernen Geraden. 

Ferner Iasst sich ohne Schwierigkeit zeigen, dass auch j e  d e G e r  a d  e 
i n  E, v o n  A, u n d  A, g l e i c h  w e i t  e n t f e r n t  ist. 1st iiamlich x einc 
beliebige ( A ,  A, nicht schneidende) Gerade in Eo, und fillt man von A, 
auf dieso das Loth A, P, so steht* x au8 den Geraden A,A, und A, P 
senkrecht, also auch auf der Ebene A,A,  P und damit auf A, P; d. h. 
A,P ist der Abstand des Punktes A, von x. Da nun PAo au€  A,A, 
scnkrecht steht,  so ist A, P =  A,P,  also A, und A, von x gleich weit 
entfernt. 

Die weder E,, noch E, angehorigcn Gernden, welche von A,  und A, 
gleichweit entfernt sind, zeichnen sich durch eine einfache Eigenschaft aus, 
wie aus der folgenden Betrachtung ersichtlich ist. 
-- 

Senkrecht zueiriander heissen zwei Gerade, wenn sie miteinander einen 
rechten Wiukel bilden, sie mogen sich schneiden oder nicht. 
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Bezeichnet x eine derartige Gerade, und A, Pl und A, P, die Lothe 
von A, und A, auf x ,  also A, P, = A,P,, so fille man noch von A, das 
Loth A, P, auf x. Da A, P, , A, Po, A, P, auf x senkrecht sind , so liegen 
sie in drei zu x senkrechten, also einander parallelen Ebenen, und da 
A, A, = A,A, i s t ,  so i d  auch P, Po = PB Po. Mithin ist A A, Pl Po 
- - Ag Pz PO, infolge dessen A, Po = A, Po, ferner A A, A, Po 2 A,A, Po, 
also P , A , I A , A , .  D . h . :  

J e d e  G e r a d e ,  w e l c h e  v o n  A, u n d  A, g l e i c h  w e i t  e n t f e r n t  
i s t ,  s t e h t  a u f  e i n e r  G e r a d e n ,  d i e  d u r c h  A, g e h t  u n d  i n  E, l i e g t ,  
s e n k r e c h t .  

1st umgekehrt x eine beliebige Gerade, welche E, in Po trifft und auf 
PoA, senkrecht s teht ,  sind ferner A, Pl und A, P, die Lothe von A, und 
A, auf z, so I k s t  sich zeigen, dass A, P, = A,P, ist. 

Zieht man namlich durch Po die Parallele zu A, A, und fallt auch auf 
dieve von A, und A, die Lothe A, Q, und A,Q,, so ist AoPo senkrecht 
auf Pl P2 und Q,Q,,  also auf der Ebene der beiden Geraden, ebenso auch 
A, QI und A,&,, da diese zu A, Po parallel sind. P, P, ist damit senk- 
recht auf A, Q1 und A, P l ,  also auf der Ebene A, Pl QI und auf Q, P l ;  
ebenso ist P,P2 seiikrecht auf &,Pz. Daraiis folgt dann die Congruenz 
der Dreiecke QI Pl Po und Q, P,P, und dann der bei QI und Q2 recht- 
winkligen Dreiecke A, QI Pl und A, Q, P, und daraus die Behauptung 
A,P,=A,P , .  Also: 

D i e  G e s a m m t h e i t  d e r  G e r a d e n ,  w e l c h e  v o n  z w e i  P u n k t e n  
A, u n d  AI g l e i c h  w e i t  e n t f e r n t  s i n d ,  w i r d  g e b i l d e t  v o n  d e n  
G e r a d e n ,  w e l c h e  a u f  d e n  S t r a h l e n  d e s  S t r a h l e n b t i s c h e l s  m i t  

d e m  S c h e i t e l  A,, der Mitte von A,A, ,  u n d  d e r  E b e n e  E,, der mittel- 
senkrechten Ebene von A,A, ,  s e n k r e c h t  s t e h e n .  

II. Auf Grund der e n t ~ i c k e l t ~ e n  Eigenschaften lasst sich lcicht die 
Anordnung der Geraden im Raume verfolgen. 

D i e  G e s a m m t h e i t  d e r  G e r a d e n ,  w e l c h e  d u r c h  e i n e n  P u n k t  
Po v o n  En g e h e n  u n d  v o n  A, u n d  A, g l e t c h  w e i t  e n t f e r n t  s i n d ,  
b e s t e h t  a u s  xmei  S t r a h l e n b i i s c h e l n .  

Denn einmal haben alle Geraden, welche durch Po gehen und in Bo 
liegen, die verlangte Eigenschaft und dann alle Geradon , dio in Po auf A, Po 
senkrecht stehen. 

D i e  G e s a m m t h e i t  d e r  G e r a d e n ,  w e l c h e  e i n e r  g e g e b e n e n  
G e r a d e n  i d e s  R a u m e s  p a r a l l e l  s i n d  u n d  v o n  A, u n d  A, g l e i c h e  
E n t f e r n u n g  h a b e n ,  b i l d e t  e i n  p a r a l l e l e s  S t r a h l e n b ü s c l i e l .  

Man erhalt dieses Büschel, wenn man in E, durch A, die Gerade 
zieht, welche auf Z senkrecht steht,  und daun durch die Punkte dieser 
Senkrechten die Paralleleu zu 1 zieht. Selbstverstiindlich bilden diese Ge- 
raden eine Ebene, welche xu l parallel ist und durch A, geht. 
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D i e  G e r a d e n ,  w e l c h e  d u r c h  e i n e n  b e l i e b i g e n  P u n k t  X 'des 
R a i i m e s  g e h e n  u n d  v o n  A, u n d  A, g l e i c h  w e i t  e n t f e r n t  s i n d ,  
b i l d e n  e i n e n  o r t h o g o n a l e n  R e g e l  z w e i t e n  G r a d e s .  

Diese Geraden erhklt man,  wenn man in E, durch A, Strahlen zieht 
und von X aus auf diese die Lothe ftillt. Die Fusspunkte dieser Lothe 
bilden bekanntlich einen Kreis. 1st X ,  die Projection von X au€ E,,, so 

ist AUX, der Durchmesser des Kreises. Da eine Gerade des Kegels - 
XX, - auf der einen Kreisschnittebcine senkrecht steht, so ist  der Kegel 
ein orthogonaler. Die andere Reihe der Kreisschnitte steht auf XA, senkrecht. 

Somit bilden die Geraden der verlangtsn Eigenschaft, die durch einen 
beliebigen Punkt, des Raumes gehen, einen Kegel zweiten Grades, also 
haben wir das Resultat: 

D i e  G e r a d e n ,  w e l c h e  v o n  z w e i  g e g e b e n e u  P u n k t e n  g l e i c h  
w e i t  e n t f e r n t  s i n d ,  b i l d e n  e i n e n  C o m p l e x  z w e i t e n  G r a d e s .  

Diesen Complex werden wir zweckmHssig einen o r t  h O g O l ia  1 e n  nennen, 
da die slimmtlichen Complexkegel orthogonal sind. 

III. Wie wir gesehen haben,  entbalt E, von jedem Coinplexkegel einen 
Kreisschnitt. Die sammtlichen i n  E, liegenden Kreisschnitte bilden das 
Bündel der Kreise, welche durch den Punkt A, gehen. 1st umgekehrt in  
E,, ein durch A, gehender Kreis gegeben, so erhalten wir unendlich viele 
Complexkegel, die durch diesen Kreis hindurchgehen. Die Scheitel dieser 
Kegel erhaIt man,  wenn man A, mit dem Mittelpunkte des Kreises ver- 
bindet und in dem zweiten Schnittpunkte X,  von Kreis und Verbindungslinie 
auf X, daas Loth errichtet. Alle diese Kegel haben die Ebene, welche durch 
dies Loth und die Tangente des Kreises in  X, bestimmt wird, zur gemein- 
schaftlichen Tangentialebene, haben also ausser den Punkten dieves Lothes 
und des Grundkreises keine gemeinsamen Punkte. 

Ein beliebiger Kreis,  dessen Ebene zu Eo parallel i s t ,  liegt suf zwei 
Complexkegeln. Trifft namlich das Loth vom Mittelpunkte dieses Kreises 
nach A,As den Umfang in XI und X,,  so erhalt man den einen Scheitel 
als den Schnittpunkt des Lothes von X, auf En mit der Geraden X z A o ,  
den andern als den Schnittpunkt des Lothes von X ,  ouf E, mit XIA, .  

Z w e i  C o m p l e x k e g e l ,  d e r e n  S c h e i t e l  m i t  A, i n  e i n e r  G e -  
r a d e n  l i e g e n ,  s i n d  e i n a n d e r  k h n l i c h ;  denn die Lothe, die man von 
den Scheiteln der Kegel auf denselben Strahl des Büasahels mit dem Scheitel 
A, und der Ebene En fgllen kann,  Sind einander parallel. Alle Complex- 
kegel, deren Scheitel auf einer durch A, gohenden Geraden liegen, gehcn 
demnach durch denselbeu Kegelschnitt in Em; sie berühren sich ausserdem 
stlmmtlich Iangs jener Geraden. 

Ueber die Kegelschnitte in Eo lësst sich iioch eine Eigenschaft angeben. 
Da das Loth vom Scheitel des Complexkegels auf a0 stets auf dem Kegel 
liegt, so gehen alle Complexkegel durch A,, und da alle Complexkegel 
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in  3, einen Kreisschnitt haben, so erzeugen sie skmmtlich auf der Schnitt- 
linie von E,, und E, dasselbe Punktsystem, gehen sie samrntlich noch 
durch zwei imaginiire Punkte des in E, liegenden Kugelkreises. Also: 

D i e  K e g e l s c h n i t t e ,  i n  d e n e n  E, v o n  d e n  C o m p l e x k e g e l n  
g e s c h n i t t e n  w i r d ,  b i l d e n  e i n e  z w e i f a c h e  M a n n i g f a l t i g k e i t ;  s i e  
g e h e n  s a m m t l i c h  d u r c h  A, u n d  d i e  S c h n i t t p u n k t e  v o n  E, m i t  
d e m  i m a g i n a r e n  K u g e l k r e i s e  i n  E,. 

Die Complexkegel verbinden diese Kegelschnitte mit den in E, liepen- 
den und durch A, gehenden Kreisen; aber nicht jeder Kegel, der durch 
ein Paar  dieser krurnmen Linien geht, ist ein Complexkegel, wie eine 
leichte Betrachtung zeigt. 

TV. Nunmehr fragen wir nach den G e r a d e n ,  d i e  i n  e i n e r  E b e n e  E 
l i e g e n  u n d  v o n  A, u n d  A, g l e i c h  w e i t  e n t f e r n t  s i n d .  

I n  einer Ebene E ,  welche diirch A,A, geht, haben die verlangte 
Eigcnschaft zwei Buschel: 1. die Geraden, wclche durch A, gehen, 2. dic 
Geraden, welche durch A, gehen, a190 xu A, A, parallel sind. 

Ebenso enthalt eine Ebene E ,  welche durch A, geht ,  zwei Btischel 
von Geraden des Complexes: 1. die Geraden durch A, in E und 2. das 
Büschel paralleler Geraden, welche auf der Schnittlinie von Eo und E senk- 
recht stehen. 

Das Gleiche gilt auch von einer Ebene E, die auf E,, senkrecht steht. 
Fallt man namlich von A, auf die Schnittlinie von E, und E das Loth 
AUXo,  so bat jede Gerade in E durch X ,  die verlangte Eigenschaft, da sie 
auf A,X,  senkrecht, tiusserdem noch alle Geraden in E, welche zu A,A, 
parallel Sind (E ist zu A,A, parallel). 

Eine Ebene, welche zu E, parallel ist, enthalt ausser ihrer unendlicli 
fernen Geraden keine Gerade von der verlangten Eigenschaft. 

D i e  G e r a d e n  d e s  C o m p l e x e s ,  d i e  i n  e i n e r  b e l i e b i g e n  E b e n e  
2;: d e s  R a u m e s  l i e g e n ,  u m h t i l l e n  e i n e  P a r a b e l .  

1st namlich 1 der Schnitt von E,, und E ,  so erhLilt man die gesuchten 
Gcraden der Ebene E ,  wenn man Bo mit den Punkten von 2 verbindet und 
in diesen Punkten auf den Verbiiidungslinien senkrechte Elienen errichtet; 
diese senkrechten Ebenen schneiden E in  den gesuchten Geraden. Au3 

bekannten elementaren Eigenschaften der Parabcl folgt .zuniichst, dass dicve 
Ebenen einen parabolischen Cylinder umhUllen, welcher A, A, zur Brenn- 
linie und die Fbene,  welche langs 1 auf Eo senkrecht steht,  ziir Scheitel- 
tangentialebene hat. Dieser parabolische Cylinder wird auch von E in ciner 
Parabel geschnitten. 

E s  Iasst, sich dies auch direct nach~eisen .  Dabei ergiebt sich, dass 
für diese Parabel 1 die S c  h e i t  e l  t a n g e n t e  und der Fusspiinkt des Lotlies 
von A, auf  E der B r e n n p u n k t  ist. 
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Rezeichnet namlich X einen beliebigen Punkt  von 1 ,  s die Schnittlinie 
von E mit der Ebene, welche in  X auf A,X senkrecht steht,  und F den 
Fusspiinkt des Lothes von A, auf E ,  so ist s senkrecht auf B O X  und A, F, 
also auch auf der Ebene A , F X ,  mithin auch auf F X ,  woraus sich nach 
den bekannten Eigenschaften der ParaBel das Weitere ergiebt. 

Jeder Punkt  des Baumes i s t ,  wie aus der Construction von F hervor- 
geht, der Brennpunkt einer Complexcurve. 

V. Der behandelte Complex ist in der Ueberschrift ein Reye 'scher  
genaniit worden. Dass er ein solcher is t ,  zeigt dic folgende Betrachtung. 

Eekanntlich erhalt mail einen R e y  e'schen Complex als die Gesammt- 
heit der Geraden, welche die entsprechenden Geraden zweier projeotiven, 
beliebig im Raume liegenden Strahlenhiischel treffen. Die Scheitel der 
beiden Btîschel sind zwei ausgezeichnete Punkte,  die Ebenen der Uüschel 
zwei ausgezeichnete Ebenen des Complexes. Die beiden 13üschel bestimmen 
auf der Scbnittlinie ihrer Ebenen zwei projective Punktreihen. Die zusam- 
menfalleuden Elemente dieser Punktreihen bilden zwei weitere ausgezeichnete 
I'nnkte, die Verbindungsebenen der sich treffenden entsprechenden Strahlen 
zwei wejtere ausgczeicbnete Ebenen. 

Auch der Complex der Geraden, die von A, und A, gleich weit ent- 
fernt sind, ist das Erzeugniss zweier solchen Blischel. Das eine BHschel 
hat A, zum Scheitel und Xo zur Ebene, das andere hat  A, zum Scheitel 
und Em zur Ebene; entsprechende sind die Strahlen der BBschel, die zu- 
einander senkrecht, also für den imaginaren Kugelkreis im Unendlichen 
zueinnnder conjugirt sind. A, und A, sind zwei ausgezoichnete Piinkte, 
E, und E, zwei ausgezeichnete Ebenen des Complexes; die tibrigen aus- 
gezeichneten Elemente (die Schnittpunkte von 3, mit dem imaginaren Kreise 
in E, und die Verbindiingslinien dieser Punkte mit A,A,) sind imaginlir. 

VI .  Man kann nun weitcr die Frage stellen nach der Ges  a m m t h e  i t 
d e r  G e r a d e n ,  w e l c h e  v o n  d r e i  g e g e b e n e n  P u n k t e n  g l e i c h  w e i t  
e n t f e r n t  s i n d .  

Die drei gegebenen Punkte seien A, ,  A,,  A,, die Mitten von A, A,, 
A, A,, A, A, seien M3,  H2, M l ,  die mittelsenkrechten Ebenen entsprechend 

R3r E2, El. 

Eine Gerade 1, welche von A, ,  A, und A3 gleich weit entfernt sein 
8011, muss die drei Ebenen E,, Z,, El in drei Punkten P,, P,, P, so 
schneiden, dass sie auf P,M;,, P,N , ,  P I M I  seukrecht steht. Zieht mau 
urngekehrt in  E3 und E, durch al3 und M2 je  eine Gerade und construirt die 
Gerade, welehe diese beiden senkrecht schneidet, so hat man eine Gerade, 
die von A , ,  A, und A, gleich weit entfernt i s t ;  da sie auf der Geradeu 
durch M3 in E, senkrecht steht,  ist sie von A, und A, gleich weit ent- 
fernt, und da  sie auf der Ceraden durch M, in Z2 senkrecht steht, ist sie 
von A, und A9 gleich weit entfernt. Man erhalt die sammtlichen Geraden, 
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die von A, ,  A,, A, gleich weit entfernt sind, wenn man in E, alle Strahlen 
durch DI, und in E, alle Strahlen durch M, zieht und zu je einem Paare d i~ser  
Strahlen in E3 und in E, die Gerade construirt, die beide senkrecht trifft. 

Die Zahl von Geraden der verlangten Eigenschaft, die durch einen 
Piinkt P gehen, ist  hochstens vier; denn die Geraden dnrch P, die von A, 
und A, gleich weit entfernt sind, bilden einen Kegcl zweiten Grades; 
ebenso die Geraden, die von A, und A, gleich weit entfernt sind, und 
zwei Kegel zweiten Grades mit gemeins~mem Scheitel schneiden sich in 
hochstens vier Geraden. 

Die Zahl der Geraden, die in einer Ebene E liegen, ist hGchstens drei. 
Die Geraden in E, die von A, und A, gleich weit entfernt sind, umhüllen 
eine Parabel,  ebenso die Geraden, die von Al und Ag gleich wcit entfernt 
sind, und zwei Parabeln haben ausser der unendlich fernen Geraden hüch- 
stens drei geineinsame Tangenten. Also: 

D i e  G e r a d e n ,  w e l c h e  v o n  d r e i  g e g e b e n e n  P u n k t c n  A,, A, 
u n d  A, g l e i c b  w e i t  e n t f e r n t  s i n d ,  b i l d e n  e i n e  C o n g r u e n z  v i e r -  
t e r  O r d n u n g  u n d  d r i t t e r .  C l a s s e .  

D u r c h  d i e  M i t t e  e i n e r  S e i t e  d e s  D r e i e c k s  A , A , A ,  gehen nicht 
vier Strahlen der Congruenz, sondern e i n  g a n z  e r  R e g  e 1, z. B. durch M:3 
der Kegel der Geraden, die von A, und As gleich weit entfernt sind; von A, 
nnd A, hahen sie von selbst gleiche Entfernung. Diese drei Kegel schneiden sic11 
in den drei Kreisen, welche die Hohen des Dreiecks M,M,B3 zu Durchmes- 
sern haben, wihrend ihre Ebenen auf der Ebene A,A,A3 senkrecht stehen. 

D u r c h  e i n e n  b e l i e b i g e n  P u n k t  i m  U n e n d l i c h e n  g e h t  n u r  
e i n e  G e r a d e  v o n  d e r  v e r l a n g t e n  E i g e n s c h a f t .  Nach II bilden nam- 
lich die Geraden, die einer gegebenen Geraden parallel sind und von A, 
und Ag gleich weit entfernt sind, ein paralleles Strahlenbüschel, ebenso die 
St,rahlen, die von A, und A, gleich weit entfernt sind; die beiden Büschel 
haben nur einen gemeinsamen Strahl. 

Eiiie Ausnahme bilden aieder d i e  u n e n d l i c h  f e r n e n  P u n k t e  d e r  
G e r a d e n  .M,B,, MIN3, M2M,; durch jeden dieser Punkte geht e i n  
g a n z e s  B ü s c h e l  p a r a l l e l e r  G e r a d e n .  Die Ebenen dieser Büschel 
stehen auf der Kbene A, A,A,  langs der Geraden Hl BI2, Jl, M, und M2J4 
senkreçtit. Ausserdem ist eine jede dieser Ebenen eine gemeiasame Tan- 
gentialebene zweier der drei zur Congruenz gehorigen Kegel zweiten Grades; 
die Berührungskantc ist dio Gerade, langs wclcher die Ebene auf A,A2A, 
senkrecht steht. 

Wahrend iu einer beliebigen Ebene nur drei Strahlen der Congruena 
liegen, u m h ü l l e n  d i e  G e r a d e n ,  d i e  i n  c i n e r  d e r  E b e n e n  El, E,, Z3 
l i e g e n ,  j e  e i n e  P a r a b e l ;  z. il. sind die Geraden der Ebene El an und 
fiir sich von A, und A3 gleich weit entfernt; die Geraden von E,, die aucli 
von A, und A, gleiche Entfernung haben, umhtillcn nach I V  eine Parabel. 
Diese drei Parabeln hxben in dem Sclinittpunkte der Holien des Dreiecks 
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a, M2 M, den Scheitel gemeinsam ; das Loth in diesem Punkte auf der Ebene 
A,  A, A, ist die gemeinsame Scheiteltangente , die li'usspuukte der H6hen des 
Dreiecks Ml M2M, sind die Brennpunkte der drei Parabeln. 

Durch den Schnittpunkt der Hohen des Dreiecks M, lll, M , ,  also den 
Jlittelpunkt des Umkreises von A, A,A,,  geht nur eine Gerade der ver- 
langten Eigenschaft, namlich das Loth in diesem Punkte auf A,A2  A, .  
Auch eine Ebene, welche durch dies Loth hindurchgcht, enthBlt keine wei- 
tere Gerade; die drei zu einer derartigen Ebene gehorigen Cornplexparalseln 
berübren sich in jenem Punkte und im Unendlichen. 

Die Geraden, welche von vier Punkten des Raumes A , ,  A,,  A, ,  A, 
gleich weit entfernt sind, bilden eine geradlinige Fliche. Durch die Mitte 
jeder Kante des Tetraeders A,A,A,A, gehen vier Geraden der Flache. 
Ferner schneiden sich von don zw6lf Ebenen, welche auf den Tctraeder- 
fliichen llings der Verbindungslinien der Kantenmitten senkrecht stehen, 
immer die zwei Ebenen, die einer Kante parallel sind, in einer Geraden 
der Flliche. 

Macie jewo,  im Juli 1891. 
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XXIP. 

Ueber die involutorischen Gebilde, welche eine ebene 

Cremona - Transformation, speciell die quadratische 
enthalten kann. 

Von 

Ili.. ICARI, I)OE:HT,EMANN 
in Xiluohen. 

Hierzu Taf. XII. 

E r s t e r  Absc l in i t t .  

Allgemeine Siitze iiber involutorische Gebilde eiuer Trans- 
formation. 

5 1. Die aus  einer  Transformation ,, abgeleitete" Transformation. 

1. Hat man aine Ebene, die durch eine Crernona-Transformation nt"' 
Ordnung auf sich selbst bezogen i s t ,  und bezeichnen wir sie insofern als 
E, und als X,, so kann man irgend einen Puukt  dieser Ebene als in der 
E, oder Ey befindlich auffassen und demnach mit Q, oder Rg bezeichnen. 
J e  nachdem entspricht ihrn dann ein Punkt Qy bezw. R,. Diese neuen 
Punktepaare liefern eine neue Ueziehung der Ebeue auf sich selbst, die 
wir als die ,,abgeleiteteu Transformation bezeichnen wollen. 

War die nrsprüngliche Beziehung nicht involutoriseh, 80 wird es auch 
die abgeleitete nicht sein. Ware die gegebene Beziehung involutorisch ge- 
wesen, sa würde die abgeleitete eine Identitat. 

Wir wollen den allgemeinen Fa11 nehmen in der Lage der  Fundamen- 
talpunkte beider Ebenen, der darin bestebt, dass von den Fundamental- 
punkten der E, (deren Ordnungen bezw. r, > r, . . . 7 r,,) keiner mit einern 
Fundamentalpunkte der Xy xusamnienftillt. Die Fundamentalpunlite der E, 
mogen die Ordniingen s, > s, . . . 2 sh besitzen. 

Verfolgt man dann, welche Curvc einer Geraden in der abgeleiteten 
Transformation entspricht, sa ergiebt sich: 

,Die abgeleitete Transformation i s t ,  wenn .n der Grad der ge- 
gcbenen Transformation und die Lage der beiden Ebenen eine all- 
gemeine ist,  von dem Grade n2.' Perner: 
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,,Enthalt die gegebene Transformation ein Punktepaar, das sich 
involutorisch entspricht, so etellt dies für  die abgeleitete Transfor- 
mation zwei Coincidenzpunkte var.' 

2. Um die Fundamentalpunkte der abgeleiteten Transformation zu be- 
stimmen , bernerken wir : ein Fundamentalpunkt der neuen Transformation 
ergiebt sich doch in folgenden zwei Fallen: 

a) 1st A,, ein Fundamentalpiinkt der E, von der Ordnung r i ,  so ent- 
spricht ihm eine Fundamentalcurve von der Ordnung ri und dieser ent- 
spriclit, wenn sie als in der Ex befindlich angenommen wird, in der Ey 
eine Curve von der Ordnung (%ri). Also ist Ari ein Fundamentalpunkt 
von dor Ordnung (nri) für die abgeleitete Transformation. Dabei konnte 
allerdiugs diese Fnndarnentalcurve xerfallen, wenn narnlich die Fuudamental- 
curven der einen Ebene durch Fundamentalpiinkte der andern Ebene hin- 
durchgingen. 

b) Nimmt man einen li'undamentalpunkt A,; der E, als einen Punkt 
der Eyi  so entspricht ihm ein bestimmter Punkt  der E,. Dieser Punkt ist 
offenbar ein ri - facher Fundarnentalpunkt der abgoleiteten Transformation. 

Man erkeunt also : 
,,Die abgeleitete Transformation hat  bei allgemeiner Lage der 

beiden Ebenen in jeder Ebene Fundamentalpunkte von den Ordnungen: 

und xwar sind die letzteren die Fundamentalpunkte der gegebenen 
Transformation, die erstereu sind die Punkte,  welche den Funda- 
mentalpunkten entsprechen, wenn man sie als Punkte der andern 
Ebene betrachtet.' 

Da man die abgeleitete Transformation immer bilden kann,  so folgt 
auch : 

,,Hat niau eine Cremona-Transformation n'Bn Grades mit Fun- 
damentalpunkten von der Ordnung r , ,  r,, ..., r h ,  bezw. s,, s,, ..., S A ,  

so sind 
r l i  r2, ..., TI, ,  n r , ,  n r , ,  ..., a r h  

und 
s l ,  s a ,  ..., s h ,  m l ,  n s p ,  ..., a s h  

die Ordnungen der Fundamentalpunkte für  eine neue Transformation 
vom Gradc n2.U 

Die Cremona-Transformation vierter Ordnung mit drei Doppelpunkten 
und drei eiufachen Punkten kann als ein Beispiel einer aus der quadra- 
tischen Transformation ,abgeleitetenY Transformation dicnen. 

Dass die genannten, neuen Systeme von Fundamentalpunkten den noth- 
wendigen Gleichungen gentigen, ergiebt sich unmittelbar; dass sio aber 
auch geometrisch existirende Systeme vermitteln, zeigt erst die obige Be- 
trachtung. 
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Würden die gegebenen Systeme von Pundamentalpunkten so liegeu, 
dass ein Fundamentalpunkt von der Ordnung ri zusammenfiele mit einem 
von der Ordnung sk, so wiire die abgeleitete Transformation von der Ord- 

5 2. Involutorische Pnnktepaare.  _Involutorische Curve. 

1. Wir  haben schon gesehen, dass jedes involutorisch sich entsprechende 
Punktepaar der gegebenen Transformation zwei Coincidenzpunkte der ab- 
gclcitctcn licfert. 

Nun bat die abgeleitete Transformation im Allgemeineii n2 + 2 ,  die 
gegebene Transformation im Allgemeinen n + 2 Coincidenzpunkte. Die Co- 
incidenzpunkte der gegebcnen Transformation sind natlirlich auch solche Punkte 
fur die abgeleitete. Dann ergiebt sich aber, dass die gegebene Transformation 

sich involutorisch entsprechende Punkte hat. Also : 
12'12-11 

,Eine allgemeine Transformation vom Grade n enthLlt 7 
involutorische Punktepaare. 

2 

Sind Pl und P, zwei solche einander involutorisch entsprechende Puiikte 
und ist keiner der beiden ein Fundamentalpiinkt, so entspricht einer Ciirve 
durch P l ,  wenn man eie als in  der einen oder andern Ebene gelegen bc- 
trachtet, je eine Curve in der andern Ebene, die aber immer durch Pz ggeht. 
Ordnen wir die Tangenten an entsprechende Curven einander au,  so er- 
giebt sich : 

,Hat man ein involutorisches Punktepaar Pl P,, so giebt es im 
Allgemeinen durch jeden Punkt  zwei und nur zwei Richtungen, so 
davs diese Richtungen e i n  a n d  e r  i n  v o l  u t  o r  i s c h eiltsprechen.' 

Ein solches Punktepaar soll ein involutorisches Punktepaar der ersten 
Art  heissen. Es kann aber auch sein, dass ein involutorisches Punktepaar 
die Eigenschaft ha t ,  dass j e d e r  R i c h t u n g  d u r c h  d e n  e i n e n  P u n k t  
i n v o l u t o r i v c h  e i n e  R i c h t u n g  d u r c h  d e n  a n d e r n  P u n k t  e n t -  
s p r i c l i t ;  ein solches Punktepaar soll dann ein involutorisches Punktepaar 
von der zweiten Art heissen. 

n(n - 1 )  
2. Die - 

2 
Paare involutorischer Punkte einer Transformation 

wurden zuerst von S. K a n t o r *  auf folgende Weise bestimmt: Nimmt man 
irgend einen Punkt und den Strahlenbüschel durch ihn ,  so werden dem 
Punkte, wenn man ihn als Pz und zugleich als R, nimmt, zwei Punkte P, 
und R, entsprechen. Jeder Geraden des Büschels werden ebenso zwei 
Curven nter  Ordnung zugewiesen sein. Wenn die G ~ r a d e  den Strahlbüschel 
beschreibt, so durchlaufen diese Curven, von denen die eine immer durch 
Ti,, die andere immer durch P, geht ,  projective Biischel. Diese erzeugen 

* K a n t o r ,  Annali di Matematica, X ,  2 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Dr. K. DOEHLEMANN. 

in ihren Schnittpunkten eine Curve (2n)ter Ordnung, welche durch sarnmt- 
liche Fundarnentdpunkte der beiden Ebeilen hindurchgeht, iind zwar durch 
jeden so oft,  als seine Ordnung angiebt; ausserdem geht die Curve noch 
diirch Il, und lJy . 

Nimmt man nun noch einen beliebigen andern Punkt V Z =  TVy, so 
erhalt man durch Vermittelung des zu ihm gehorigen Strahlenbüschels eiue 
aweite Curve (212)ter Ordnung. Diese beiden Ciirven schneiden sicli 

a) in den Fundarnentalpunkten der beiden Elienen, 
b )  in den n + 2 Coincidenzpunkten. 

Also schneiden sie sich ausserdem noch in 4 n2 - 2 2' T , ~  - n - 2 
1 

= 2n2 - n Panktcn. Dem Verbindungsstrahl der beiden Büs~helmit tcl~i iukte  
entspricht ein Curveripaar, dm sich in beiden Biischeln findet, und die n2 
Schnittpiinkte dieser beiden Curven gehoren den beiden Curven (2n)ter Ord- 
uung an. Diesen ne Punktcn entsprechen die na Punktepaare der abgelei- 
teten Transformation, die auf der Verbindungslinie der Biischelmittelpunkte 
gelegen sind. Die iibrigen Schnitt,piiukte der beiden Curven (212)ter Ordnung, 
deren dnzahl demnach 212" n - n2 = n (n - 1) is t ,  müssen die Eigenscliaft 
h b e n ,  daçs das zu ihnen gehorige Punktepaar der abgeleiteten Transfor- 
mation soaohl ;tuf eiiler Geraden dnrch den ersten, als auch auf einer Ge- 
raden durch den zweiten Büschelmittclpuilkt gelegen kt. Dies ist aber nnr 
d a m  moglich, wenn dieses Punktepaar sich vereinigt. Also sind die 12 (n -1) 
Schnittpuiikte der beiden Curven Orduung die involutorischen Punkte- 
paare der Transformation. 

3. Wir wollen uns nun dio Frage vorlegen, ob eine Transformation 
nicht nur einzelne involutorische Punktepaare, sondern auch eine gauze 
Curve enthalten kann, die involutorisch auf sich selbst bezogen is t ,  oder 
auch zwei Curven, die cinander iiivolutorisch entsprechen, wahrend trotz- 
dem die Trausformation irn Ganzen noch nicht involutorisch ist. Diese 
Transformationen, die ich nirgends erwiihnt fand, stehen dann so zu sagen 
in der Mitte zwischcn den Transformationcn mit einzelucn involutorischen 
Punktepaaren und deiien, die ganz involutorisch sind. Diese Transforma- 
tionen mit involutorischen Curven sind dann auch die Verallgemeineriing 
der Transformationen mit festen Curven, d. h. mit Curven, die sich Punkt  
für Punkt selbst e n t ~ p r e ~ h e n .  Die Relationen, die ich anderweitig' für diese 
letzteren Transformationen abgeleit,et, gelten auch fiir die Transformationen 
mit involntorischen Curven. 

Die bIijglichkeit ciolcher Transformationen ist leicht einzusehen. Wir  
dürfen nur annelimen, dass bei der vorhin besprochenen Construction der 
invuluBorischen Punktepaare die beiden Curvenblischel ntBr Ordnung eiiie 
Curve j2n)ter Ordnung e r z e u g e n ,  v o n  d e r  e i n  T h e i l  f e s t  i s t ,  d. h. 

* D o e h l e m a n n ,  Xathematische Annalen, Jahrg. 39, 1891. Ich citire diese 
Brbeit mit Dort finden sich auch weitere Literaturangaben. 
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bilde.  Da nun aber auf einer beliebigen Geraden nach dem Obigen blos 
ein einziges Punktepaar dieser Transformation liegen kann,  so ist sie dem- 
nnch von der Classe 1, also hochçtens von der vierten Ordniing. (Vergl. 

n.1 § 5.) 
Es ist also N < 4  

- 

und demnuch 
2n - 1 = 3 oder 212 - 1 = 2-oAer 2 n  - 1 = 1, 

also 
n= 2 oder a =  1. 

Sieht man ulso von der Collineation iind deil untcr b) zu besprechen- 
den Transformationen a b ,  so ergiebt sich, da spater noch die Existenz dieser 
Traiisformation nachgewiesen werden sol1 : 

,Die quadratische Transformation ist die einzige, welche eine 
involutorische Curve von h6chstmoglicher Ordniing enthalten kann. 
Sie ist auch die einzige Transformation dieser Art ,  bei der die beiden 
Ebenen in allgemeiner Lage,  d .  h. in solcher Lage, dass sicli keine 
Fundamentalpunkte decken.' 

b )  Es  ist aber auch der Fa11 moglich, dass der Schnittpunkt S der zwei 
Geraden, die sich als ~ r g a n i u n g  der Curve von der Ordnung 2 n  - 1 ergeben, 
ein fester Punkt ist. Die abgeleitete Transformation zeigt daun die Eigen- 
schaft, dass die Verbindungslinien je zwei entsprechender Puukte immer 
durch einen Piinkt (S) laufen , sie muss also eine Jonquiéres - Transformatiou 
seiu und zwar eine ,perspectiveu. Da die feste Curve dieser Transforma- 
tion voin Grade 212 - 1, so ist dies auch der Grad der abgeleiteten Sraas-  
formation. Die festc Curve muss also eincn Zn - 1 - 2 = (2 a - 3) - fachen 
Punkt in S haben. Da nun die Lewegliche Restgerade auch immer noch 
durch S geht ,  BO hat  die Gesammtcurve einen (212-2)-fachen Punkt  in S. 
Dies ist aber nur dadurch m6glich, dass in S zwei (n - 1) - f a c h  Funda- 
rnentalpunkte der erzeugenden Büschel sich decken, d. h. die ursprtiugliçhe 
Tiansformation ist eine Jonquières-Transformation mit in S zusammenfal- 
lenden (n - 1) - ftichen Punkten. Die projcctiven Büschel S müssen natürlich 
dann invohitorisch gelegen sein, da sonst nicht die abgeleitete Transfor- 
mation perspectiv sein kiinnte. 

Da die Lage der beiden Ebenen gegen einander nicht mehr einc all- 
gemeine, so lasseri wir die Frage, ob diese Transformationeu allge~riein 
existiren, zuniichst offen; ein Beispiel für dieselben wird sich bei der qua- 
dratischen Transformation ergeben. 

4. Sind P, und P, zwei nicht mit Fundamentalpunkten zusarninenfal- 
lende, einander involutorisch entsprecbende Punkte der involutorischen Ciirve, 
so sind die Tangenten in Pl und involutorisch entsprechcnde Riühtungcn. 
Daun gie'ot es durch Pl und IJ2 noch je eiue Richtuiig, so dass auch diese 
beiden Richtungen einnnder involutorisch ent,sprechen. Diese letzteren Rich- 
t,iingen werden eine Umhüllungscurve bilden. Geht man zur abgcleiteten 
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Transformation Liber, so wird die involutorische Curve für  diese eine ,, festel' 
und die eben erwzhnte Umhüllungscurve wird die Cmhtillungscurve H (siehe 
D. 3 4) für die abgeleitele Transformation, woraus sich ilire Classe be- 
stimmen lasst. 

Wir  wcnden une jctzt zur Betraehtung der involutorischen Gebilde 
einer yuadratischen Trausformstion, die also insofern besondere Eeachtung 
verdienl, als sie die eiuzige is t ,  die bei allgemeiner Lage der beiden Ebenen 
eiue involutorische Curve von moglichst hoher Ordnung entlialten kann. 

Z w e i t e r  A b s c h n i t t .  

Die ii~volut~orischen Gebilde der quadratiscl~en Transforiii:~tioiieii. 

5 3. Ueber Involutionen auf einer  Curve d r i t t e r  Ordnung. 

Wir  wenden uns jetzt zur Betra~htui ig der involutorisehen Gebilde. 
die in eincr quadratischen Transformation vorkommen konnen. Die Trans- 
formation ist ja insofern aiisgezeichnet, als sie die einzige is t ,  die bei all- 
gemeiner Lage der beiden Ebenen eine involutorische Curve von moglichst 
hoher Ordnung enthalten kann. 

1. Betrachten wir eine allgemeine Curve dritter Ordnung C3,  so i ~ t  
bekannt,* dasd dieselbe zwei Arten von eindeutigen Transformationen in sich 
selbst zulasst. Von dioscn entsteht die einc dadurch, dass man durch einen 
Punkt  der C 3  Strahlen zieht; jecler Stralil schneidet zwei entsprecheiide 
Punkte aus. Diese Beziehung ist also gleichzeitig involutorisch , sie liefert 
die ,,centrale Punktinvolution ". 

Die zweite, eindeutige Beziehung auf der allgemeinen CS ist im All- 
gemeinen n i  c h  t i n  v o 1 u t  o r  i s c h , kann es jedoch in drei speciellen Fiillen 
wcrden.** Diese drei,  nicht centralen Punktinvolutionen sind die drei 
Systeme von ,,correspondirenden" Punkten, die es auf der C3 giebt,  wobei 
unter correspondirenden Punkten solche veratanden werden , deren Tangenten 
sich auf der C 3  schnciden. 

Die letztgenannte, nicht centrale eindentige Beziehung besitzt keiiie 
Coincidenzpunkte, die centrale Involution im Allgemeinen vier in den Be- 
rührungspunkten der vom Centrum dcr Involution aus an die C3 gehcnden 
r 7 1 augenten. 

2. Betrachten wir jetzt eiue rationale C3, so sind auf ihr ebenfalls 
zweierlei Involutionen zu unterscheiden Wie ntimlicli auch die Involution 
auf der C3 beschaffen sein mag, jedenfalls müsseu ihre Punktepaare vom 
Doppelpunkt ails durch involutorische Strahlbüschel projicirt werden und 

* S a l m o n ,  Geometrie der hoheren ebenen Clirven. - H a r n a c k ,  Matherna- 
tische Annalen, Bd.  IX. 

** Wey r ,  Sitÿungsberichte der Wiener Akademie, Bd. 87, 1883. 
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wir erhalten die moglichen FiAle, wenn wir untersuchen, welche Lage in- 
volntorische Strahlbüschel aus dom Doppelpunkte zu der C3 einnehmen 
konnen. Dabei sind folgende Piille m6glicli : 

a) Die Doppelpunktstangenten entsprechen einander in  der involuto- 
rischen Beziehung der Strahlbüschel n i  c h t. Dann entspricht also dem 
Doppelpunkt ein anderer Piinkt,  je nachdem man sich ilim auf dem einen 
oder andern Aste der Curve nkhert. Di-e Schnittpuukte der beiden Doppel- 
strahlcn der involutorischcn Büschel mit der CS sind die einzigcn Coinci- 
denzpunkte dieser Involution auf der Cs. 

b)  Die Doppelpunktstangenten sind einander mtsprechende Strahlen der 
Strahleninvolution. Dann f d l t  in den Doppelpunkt eine weitere (dritte) 
Coincideuz. Sind aber dann X und X ,  die Schnittpunkte von irgend zwei 
entsprechenden Strahlen der involutoriscben BLischel mit der C3 und ist J 

der letzte Schnittpunkt dcr Goraden X- mit der Cg, so kann man mit .l 
als Centruni eine centrale Involution auf der C3 herstellen, deren Punkte- 
paare vom Doppelpunkt aus projicirt wieder eine Strahleninvolution liefern. 
Diese muss aber mit der nrsprünglichen identisch sein, da  sic zwei Strahlen- 
paare mit ihr gemein ha t ,  namlich das Strahlenpaar durch X, XI und das 
Paar der Doppelpunktstangenten. Also miissen die Verbindungslinieii a l l e r  
entsprechendcn Piinkte der Involution auf C3 durch J laufen, d. h. die In- 
volution ist eine c e n t r a l e ,  wiihrend die unter a )  geuannte keirie cen_tr~le 
war.  - Wir ktinnen aueh sagen: 

,,Wenn eine Involution auf der rationalen C3 im Doppelpunkt 
eine Coincidenz besitzt, so ist sie eine centrale. Dabei muss die 
Coincidenz im Doppelpunkt aber die Eigenschaft haben, dass der 

Doppelpunkt sich sclbst entspricht, mag man sich ihm auf dem einon 
odcr andern Curvenaste nahern." 

3. Ueber die centrale und nicht centrale eindeutige Beziehung an€  der 
allgemeinen CS gelten nun folgendc Satze ( W e y r ,  1. c.): 

Beliebig viele nicht centrale Beziehungen konnen in ihrer Auf- 
einanderfolge durch e i n e  nicht centi ale Beziehung ersetzt werden. 

Beliebig viele aufcinaudcrfolgendc centrale Bcziehungcn konnen 
durch eine centrale oder nicht centrale ersetzt werden, je nachdem 
ihre Anzahl ungerade oder gerade. 

Beliebig viele Beziehungen (beidcrlei Art) konnen durch eine cen- 
trale oder nicht centrale Beriehung ersetxt werden, je nachdein die 
Anzahl der irn Ganzen auftretenden centralen Beziehungen eine un- 
gerade oder gerade. 

Qaraus ergiebt sich dann leicht folgender Satz: 
, ,Ha t  man auf einer allgemeinen C3 eine centrale Punktinvolu- 

tion oder auch eine der drei (festen) nicht centralen Involutionen, 
und wahlt man auf der C3 einen Punkt A, ganz beliebig, so 
schneidet jeder Strahl durch A, die C3 noch in zwci Piiiikten. Nimmt 
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man die dieven Punkten in der Involution entsprechenden Piinkte, 
so geht die Verbindiingslinie derselben stets durch einen bestimmten 
Punkt BI der Cs." 

Dieser Satz, dessen Beweis auch leicht direct gelingt, gilt auch fur 

die rationale CS, sofern die auf ihr gegebene Involution eine centrale. Denn 
die Punktepaare, die den Pnnktepaaren auf Strahlen durch A, entsprechen, 
bilden offenbar wieder eine Involution, die im Doppelpurikte eine Coinci- 
denz der beschriebenen Art hat ,  also eine centrale sein muss. 

Hsttc man dagegcn auf der rationalen Cs eine nicht centrale Involu- 
tion, so ist der Doppelpunkt nicht nothwendig eine Coincidenz der neuen 
Involution. Es giebt vielmehr nur eine Lage des Punktes A, ,  in welcher 
der Satz wieder gilt. Schneiden namlich dic Strahlen, welche dcn Doppel- 
punktatangenteu in der Strahleninvolution entsprechen, die C3 noçh in R 
und S, so liefert RS im letzten Schnittpunkte mit der C3 eine Lage des 
Punktcs, für welche der obige Satz gilt. 

4. Jedem Punkte A, entspricht nach diesem Satze involutorisch ein und 
nur ein Punkt  B I .  Es bilden also die Punktepaare A, El, A', B', , A", B", 
u. S. f., die wir als ,,zugeordneteu Punkte bezeiehuen wollen, eine Involu- 
tion, und da diese nnr eine centrale sein kann, so folgt: - -  

, ,A ,  B , ,  A', B',, ... u. S. f. gehen .durch einen Punkt der C3." 
1st die Involution auf der C3 eine centrale mit dem Centrum X, so 

kann man durch A, auch den Strahl A I N  ziehen, wdcher Strahl uoch in einern 
dritten Punkte dic C3 trifft, der mit (A,) bezeichnet werden mag. 1st dann 
Ml der Schnittpunkt der Tangente in M mit der CS, also der sogenannte 
,,TangentialpunktLL von M ,  so entspricht Ml in der Involution dem Punkte M. 
Da ferner dem Punkte (A, )  der Punkt  A, entspricht, so folgt: 

, ,Hat man auf der CS eine centrale Involution mit dem Cen- 
- 

trum M, so gehen die Verbindungslinien zugeordiieter Piinkte A, RI, 
A', B', u. B. f. durch den Tangentialpunkt M, von M." 

3 4. Die allgemeine quadratische Transformation mit einem sich 
involutorisch selbst entsprechenden Curvensystem dri t ter  Ordnung. 

1. Die Trausforniation enthHlt eine Cnrvo dritter Orùiiung. 
Wir  nehmen a n ,  wir htitten eine allgemeine oder rationale C h n d  auf 

ihr einc centrale Involution mit 111 a1s Centrum. Wir  wollcn untcrsuchcn, 
ob eine quadratische Transformation, ohne ganx involutorisch .zu sein, diese 
C%ls involutorisches Gebilde enthalten kann. 

Wir werdcn in einfacher Weise eine solehe Beziehung direct herst,cllen. 
Wahlen wir zwei Punkte A, und A', auf der C3 beliebig, so sind dann 
zwei zngeordnete Punkte B, und BPI bestinimt. Die Strahlbüschel A, und 
B , ,  sowie A', und B', sind nun projectiv und zwar schneiden entsprechende 
Strahlen entsprechende Punkte der Involution auf C3 aus. Den Punkt nun, 
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der einem Punkte Q der C3 in der Involution entspricht, also den dritten 
Schnittpunkt von mit der CS, wollen wir kurz mit (0) bezeichnen. Die - 
Gerade A, A', m8ge nun der C3 noch begegnen in einem Punkte,  den wir 
einstweilen mit (BI',) bezeichnen wollen, wahrend DI(B",) den Punkf R", 
ausschneidct. (Fig. 1.) - 

Nehmen wir jetzt A, A', als Strahl des Btîschels A,, 80 entspricht ihm 
-- 

ein Strahl durch (A;) und durch A",. Nimmt man den Strahl A, A', da- 
gegen als Strahl des Btischels A',, so entspricht ihm ein Strahl,  der (A,), 
Br', und B', enthiilt. Also iat B", der Schnittpunkt der Strahlen B,(A',) 
und B',(A,) und liegt auch auf der C3. Ebensc? erhalten wir dann einen 
Punkt A", der CS irn Schnittpunkte der Strahlen (B,)A',  und (B' , )A, .  

Vermittelst der Bllschel A, , A', , B,, B', kGnnen wir jetzt aber jedem 
Punkte Px der A-Ebene e i n e n  Punkt  Y, der B-Ebene  zuordnen. Wir  
xiehen ntimlich von Px nach A, und A', die Verhindungsstrahlen, diesen 
enteprechen bestimmte Strahlen in den Büscheln B, und B', und diese 
schneiden sich in dem entsprechenden Punkte P,. 

Ratte man auf der allgemeinen CS statt  d e r  centralen eine nicht cen- 
trale Involution, so liesse sich die punktweise Beziehung der Ebene den- 
noch in ganz gleicher Weise durchführen, da ja die Eigeiiscliaft der Rüschel 
A , ,  B, und A', , B', auch für  diesen Fall erhalten bleibt. 

Es ist nun leicht einzusehen, dass unter diesen Voraussetzungen P,, 
eiiien Kegelschnitt diirch B, , B., , B", beschreilit , wenn Pz eine Gernde 
d ~ i r c h I % ~ ~ f t ,  und dass man überha.jipt damit eine quadratische Transformation 
Lastimmt ha t ,  f ü r  welche A , ,  A', , A'', , bezw. 8, , B', , die Fundamen- 
talpunkte sind. 

Die Piiiikte der C3 entsprechen sich dabei involutorisch. 
Kaltirlich sind auch A", und Bu, zugeordnete Punkte und die Strahl- 

tiüschel aus diesen Punkten ebenfalls projectiv. Da die drei Fundamental- 
punkte in jeder Ebene aiif der C3 gelegen sind. so kann die C3 in der 
That sich selbst entsprechen. E s  folgt also: 

,, Eine quadratische Transformation kann eine allgemeine C3 mit 
centraler oder nicht centraler Involution oder eine rationale C3 mit 
centraler Involution als involutorisches Gebilde enthalten. Die Ver- 

-~ - -  - 
Lindungslinien A, il,, A; A', , A", H", zugeordneter Fundamental- 
punkte gehen dann durch einen Punkt der C3. - 1st die Involution 
eine centrale und M ihr Centrum, so ist dieser Punkt der Tangen- 
tialpunkt Ml von M; ferner liefern die von M aus a n  die C3 gehen- 
den Tangenten i n  den Berührungspunkten Dl, Dp, D3,  D4 die vier 
(reellen oder imaginaren) Doppelpunkte der Trausformation. Hat  die C3 
einen Doppelpunkt, so fallen in ihn zwei dieser Doppelpunkte. Die 
C3 ist ferner die ieologe Curve des Punktes M. 

1st die Iiivolution auf der allgemeinen C3 nicht central, so knriii 
die Transform~tion keine Doppelpunkte enthalten." 
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Ferrier ergiebt sich noch: 
, ,Ein weiteres involutorisches Punktepaar kann die Transforina- 

tion in keiuem Falle mehr enthalten." 

D i e  a b g e l e i t e t , e  T r a n s f o r m a t i o n  ist von der vierten Ordniing 
iiiid hnt die involutorische Curve dritter Ordnung als ,,festei' Curve. Sic 
gehort also zu den Tinr~sformatiorieu der ersten Classe. Die Pundarricrital~ 
piinkte der eineii Ebene sind natürlich A , ,  A',, A", , ( A , ) ,  (A ' , ) ,  ( A " , )  und 
in der andcrn Ebcne B , ,  B', , Bu, ,  (II , ) ,  (B',), (R" , ) .  Rezeichnen wir 
diese mit r,, r,, r3, rj: r4, rli und s,, s,. s,, s5, S.,, s6, wobei r , ,  r,, r , ,  
s17 s,, s, die Doppelpuilkte, wahrend die übrigen Punkte einfache Funda- 
mcnt:ilponkte sind , so entspricht 

(lem Fundamentalpunkte s, der Kegelschnitt ir,r,r,r,r,;s,), 

Y I  I I  s2 1 ,  7 1  (rl TZ r3 rd Y(; sy ) i 
11 1 7  -93 t v  31 (ri rJ r.1 r5 s:J r 

> I 91 s, die Gerade (r,r, s,) , 
> 1 71 SE! r i  1 7  ( r l r 2 s 5 ) l  

1, 1, 6 7,  ,, Pl ~ 2 % ' .  
Aehulicli ist es für die Fundamentalpunkte der andern Ebelie. Jede 

I~nndainentalcurve geht einfach durch den Fiindamentalpunkt hindurch, dem 
sie entspriclit. Die Transformation hat übrigens die specielle Eigenschaft, - - -  
dass r , s , ,  r,s,, r,s3 sich iu einern Punkte Hl der festen Curve schneiden. 

S p e c i e l l  e r  F a l l .  Wir haben schon gesehen, dass die vier Coinci- 
denzpnnkte D, , D, , D3,  n4 der Transformation zweiten Grades ein Viereck 
liilden, dessen Schnittpunkte der Gegenseiten auch auf der CY gelegen sind. 
Ferner gehen die Tangenten in diesen Schnittpunkten durch Hl. 

Wahlen wir niin A, wieder beliebig auf der C3, A', degegen in einem 
der Schuittpuukte der Gegenseiten dieses Vierecks, so fallt B', mit A', zu 
sammen. Im Uebrigen ergiebt sich die Transformation genau in der gleichen 
1Qeise. Die Büsehel A', und B'l aber sind jetzt concentrisch und natürlicli 
in involutorischer Lage. Da eine quadratische Transformation auch a19 
Jonquières - Transformation aufgefasst werdeu kann, so ist dies der in 5 2 b 
erwiihute Fall. Die a b g e l e i t c t e  T r a n s f o r m a t i o n  ist in dicscm Fa lk  
von der dritten Ordnung und zwar eine perspective Jonquières - Transfor- 
mation mit A', 81s Mittelpunkt. 

Verschiedene Annahmen des Involutiorscentrums M auf der C3 liefern 
keine wesentlich neuen Falle. Würde man M in einen Wendepunkt der C" 
verlegen, so erhielte man überhaupt keine quadiatische Transformation mehr. 

11. Die Tr:~nsforinatioii eiitliiilt eiue zerf:illene Curve dr i t t e r  Ordnuiig. 

A. Die serfallene Curve besteht  a u s  einem Kegelschnitt  
und einer  ,Geraden. 

Nehmen wir (Fig. 2 )  eincn Kegelschnitt K und ausserhalb eincii Puiikt M. 
Durch deu Strahlbüscliel in M wird dann der Kegelschnitt involutorisch auf 
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sich selbst bezogen, und dies ist Uberhaupt die einzige ?cI6gliclikeitI auf 
eiuem Kegelsclinitte eine Involution herzustellen. Wir wollen nun wieder 
sehen, ob es eine quadratische Transformation giebt,  die ,  ohne im Ganzen 
involutorisch zu sein, diesen involutorischen Kegelschnitt enthlilt. Wir wlihlen 
wieder A , ,  A e l ,  B I ,  B', beliebig au€ dem Kegelschnitte; ferner seien ( A , ) ,  (A' , ) ,  

(i?,), (B',) die Punkte,  welche in der Involution auf K den Punkten A , ,  A', , 
B I ,  D', entsprechen. Dann knnn dei  Kegelschnitt E wieder dazu dienen, die 
Rüschel A, und B,,  sowie A ' ~  und B'l projectiv aufeinander zii beziehen. 

Jeder Strahl durch A ,  z. B. sohneidet K in einem weiteren Punkte, 
diesem entspricht in der Involution ein gewisser anderer Punkt von E und 
diirch diesen, sowie durch B,  geht der entsprechende Strahl. Einem Punkt 
Pz, dem Schnittpunkte zweier Strahlen aus den Büscheln A, und A', , ent- 
spricht dann der Schnittpunkt 1; der entsprechenden Strahlen in U, und Br, .  
Man erhalt dadurch wiedeï eine quadratisclie Transformation und zwar sind 
die fehlenden Piindamentalnunkte 

-- 
A''~ der Schnitt von A, ( H ' , )  und A', ( B , ) ,  

sowie 
' , ,, r r  B, ( ~ ' 1 )  I l  8'1 ('41)- 

Diese liegen nicht auf K. - 1st non aber M, der Schnittpunkt der Strahlen 
.- 

A, f?, und -4', n',, so erkennt man leicht, dass dem Punkte M i n  der Trans- 
formation der Punkt Ml i n v  o l  u t  O r i s  c h  entspricht. 

Betrachten wir niin die isologen Curven des Punktes M. Diese müssen 
jedenfalls in den Kegelwhnitt K zerfnllen und in eine Gerade, die in der 
einen Ebene durch Ml Ml, A'', geht, in der sndern Ebene durch M, NI, B", , 
also folgt: 

, ,Ml M , ,  A", , B", liegen auf e i n e r  Geraden, die sich involu- 
torisch sclbst entspricht." --- 

Es gehen auch hier wieder A, B,, A', B., , A", B", durch einen Punkt  
I f , .  hian bemerkt aiich noch: Die Büschel A, B,, sowie A', BI1 und A",B", 
ereeugen bei jeder qnadratischen Transformation je eineii Kegelschnitt und 
diese drei Kegelschnitte schneiden sich in den vier Coincidenzp~ipkten Dl, 
a,, B,, D,. In unserem Falle liagen zwei von diesen vier Coincidenz- 
purkten auf dem Kegelschnitte K (essind die reellen oder imaginaren Doppel- 
punkte der Involution), die anderen beiden liegen anf MM, (als die Dop- 
pelpunkte dieser Involution). 

Die a b g e l e i t e t e  Transformation ist wieder von der vierten Ordnung 
und enthiilt den Kegelschnitt K und die Gerade MM, als feste Curven. 

B. Die eerfaiiene Curve besteht a u s  drei  Geraden. 

Zuniclist ist zu untersuchen, ob eine quadratisclie Transformation zwei 
Gerade enthalten kann,  von denen jede sich selbst involutorisch entspricht. 
Damit dies moglich, muss jede Gerade xwei einandcr zugeordnete Funda- 
menialpunl~te enthalten, also etwa die eine A, und R , ,  die andere A', , R', . 

-- 
Dann ist aber  der Schnittpunkt von A, und A', B', nothwendig ein Co- 
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- 
ineidenzpunkt, etwa D, (Fig. 3). Auf A, B ,  wird dann noch ein Coinci- 

p~ .. 

denzpunkt D,, auf A', h", ein Coincidenzpunkt D, gelegen - - sein. 
H a t  man nun die beiden Geraden AI B ,  und A', B', willkiirlich an- 

geuommen, daren Schnittpunkt Dl iut, und sind A , ,  B I ,  A', ,  BI,, D , ,  D, 
beliebig gewiihlt, so ist dann A", und B", durch folgende Ueberlegung 
bestimmt: Dem Strahl v, entspricbt im Uüçchel Hl der Strahl 
und dieae beiden Stmhlen müsseu auf A', B',  ein Punktepaar der Involutioii 

-- 

ausschneiden. Also muas A, A", durch den vierten harmonischen zu B', 
bezüglich D l ,  D, gehen. Ebenso muss A', A", durch den vierten harmonischen 
zu R ,  bezüglich B , ,  D, gehen. Dadurch e r h d t  man A", und ganz iu 
ghulicher Weise h"', . 

Nehmen wir jetzt den Strahl i", B", , so ktiunte dieser in P und Q 
die beiden involutorischen Geraden schnciden, welchen Punkten die Punkte 
Pl und ,QI entsprechen würden. Da dann aber dem Strahl A", PQ der Strahl 
B", F>, Q1 und dem Strahl A", P Q  der Strahl A'; Pl Q, entsprechen muss, 
so müssen pl und Q, mit A'', und B", auf einer Geraden liegen, a l s o  
m u s s  d",6i", e i n e  s i c h  s e l b s t  e n t s p r e c h e n d e  G e r a d e  s e i n .  

Betrachtet man nun aber die isologe Curve des Punktes Dl, so muss 
dicse offcnbar zerfallen in die beiden involutorischen Goradcn und in die 

----p. 

sich selbst entsprechende Gerade A", K"l. Ginge nun A", niclit durch 
das Centrum D, der Isologie, so mtisste sie dann nothwendig eine ,,festeY 
Gcrade sein. Dann ware die Transformation eine sogenannte S t e i n  er'sche, 
von der wir irn 5 6, 2 seheu werden, dass sie keine zwei iuvolutorische Gernde 
enthalten kwnn. Also muss A", B", aiicli durch Dl hindurchgeben und noch 
einen Coincidenzpunkt D, enthahen. 

Wendet man je tz t  wieder die Construction a n ,  welche uns die invo- 
Iiitorischen Punktepaare einer Transformation liefert (5  2), so muss im vor- 
liegenden Falle die Curve vierter Ordnung, wie sie sich als Erzeugniss - dei. 
zwei Kegelschuittbüschel ergiebt , zerfallen in die zwei Geraden A, Hl und 
A', B', , der übrig bleibende Theil muss drirch A", , B", und D, gehen; 
also muss auch A", Br', sich involutorisch entsprechen. Wir habén demnach: 

,,FnthZlt eine quadratische Transformation mit nicht zusammen- 
fallenden Pundamentalpunkten zwei in  sich selbst involutorische 
Gerade, so enthalt sie immer noch eine dritte involutorische Gerade, 
die durch den Schuittpunkt der ersten beideu hindurchgeht. D i e s ~ r  
Schnittpunkt is t  ein Coincidenzpunkt zweiter Ar t ,  in ihm schneiden -- 
sich A, BI , d', R', , A", R", .'& 

Die abgeleitete Transformation ist von der vierten Ordnuug und ersten 
Classe und enthiilt die drei durch einen Punkt  gehenden Geraden als feste 
Curven. D, ist auch für die abgeleitete Transformation ein Coincidenzpunkt 
zweiter Art.  Von Interesse ist das symmetrische System der Fnndamental- 
punkte (Fig. 4). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Dr. K. DOEULEMANN. 369 
d- 

^~, ̂ . -_MXWIIII<i - - 
5. Die allgemeine quadrat ische Transformation mit einem Gebilde 

dritter Ordnung, dessen Thei le  e i n a n d  e r involutorisch entsprechen. 

Im Folgenden sollen d i e  quadratischen Transformationen erledigt wer- 
den, die zwei involutorisch a u  f e i n a n d e r bezogene Gebildc enthalten. Da 
der Gesauiuitgrad des involutorischen Gebildes 3 nicht überschreiten kaun, 
so k b n e n  dies zwei Gerade oder eine Gerade und ein Kegelschnitt sein. 
EB sind also folg'ende Fragen zu untersuchen: 

1. Kann eine qundratische Transforrriation zwei Gerade alu involuto- 
risch einander entsprechende enthalten, wenn dieselben i n  allgemeinster 
Weise pmjectiv aufeinander bezogen? 

S. Kann eine quadratische Transformation einen Kegelschnitf und eiue 
Gerade als einander involutoriach entsprechende Curven enthalten, wenn diese 
iu allgemeinster Weiee projectiv aufeintinder bezogen? 

ad 1. Soll die eine Gerade der aiidern i n  der Transformation eut- 
spi.echen, so mtissen nothwendig auf jeder Geraden zwei Fundamentalpunk te, -- ~ 

einer der einen und einer der andern Ebene, gelegen sein. E s  sei dl B', 
die eine, A', fi, die andere Gerade; bei der allgemeinen projectiven Ijeziehung 
derselben aufeinander entspricht dem Schnittpunkte clerselben ein Punkt SI 
oder R ,  je nachdem man ihn als S oder R, nimmt. Sind nun P und Pl 
irgend zwei entsprechende Punkte der Punktreihen (wobei P auf A', fi,, 

Pl auf A, B', gelegen), so entspricht dem Stralil A, P der Strahl B i  1:. 
Ebeneo müsste dann aber aiich dom Strahl d, RI der Strahl 6,  R eiitsprechen, 
was unserer Voraussetzung widerspricht, also muss H mit A, zusammen- 
fallen und ebenso S mit SI und es folgt,: 

,, Soll eine quadratische Transformation zwei Punktreihen auf 
zwei verschiedenen Sriigern als einander involutorisch entsprechende 
Gebilde enthalten, so miissen die Punktreihen perspectiv liegen." 

C o n s t r u c t i o n  d e r  T r a n s f o r m a t i o n .  Die wirkliche Durchführung 
der Transformation geetaltet sich nun genau so, wie in 5 4,  II, A ,  nur 
dass an Stelle des Kegelschnittes das Geradenpaar tritt. 1st also (Fig. 5) 
&1 das Perupectivitatscentrun~ , so wiihlen wir A, , A', , BI ,  B', auf den beiden 
Geraden willkürlich. Dann sind wieder die Büschel A, und H l ,  sowie A', 
und fj', projectiv. Die Punkte A", uud H", finden sich wie dort und es 

schiieiden sich wieder AT und AZ iii einem Punkte N I ,  der ïK iuvo- 
lutorisch entspriclt. Auf MM, liegen auch A", und B" Die drei Ver- _ 1' - 
bindungslinien zugeordneter Fundamentalpunkte, AI Hl, A', B', , .4", Hf', , 
schneideri sich wieder in 2 2 , .  Der Schnittpunkt Dl der involutorischen 
Geraden ist ein Coiucidenzpunkt uud wir k h n e n  bemerken, dass die Büschel 
eutsprechender Hichtungen in ihm i n  v O 1 u t  O r i s  c h sind. Ferrier eiitspriçht - 
sich auch M M l  wieder involutorisch, so dass wir wieder ein involutorisches 
Gebilde dritter Ordnung habeii. Halten wir dies zusammen mit den beiden 
letzteu E'iillen, su ergiebt sich demuach der Satz: 

Zeitsohnft f .  hlatharnatik u. k'hysik XXXVI,  6. 2 4 
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,, Wenn eine quadratische Transformation mit  nicht zusammen- 
fallenden Fundamentalpunkten ein involutorisches Qehilde zweiter 
Ordnung enthalt, so enthalt sie immer noch eine involutorische Ge- 
rade, wodurch der Grad des involutorischen Systems zu dem hochst- 
moglichen erganzt wird." 

Ein Unterschied zwischen dieser Transformation und der in 5 4 ,  II, A 
besprochenen ist weiter durch die Lage der Coincidenzpunkte gegeben. Die 
Kegelschnitte namlich , welche die projectiven Büschel A, B I ,  A', R', , A", R", 
erzeugen, berühren sich in diesem Falle in Dl. 

I n  der Tliat, bestimmt man mittels des Pasca l ' schen  Satzes an den 
Kegelschnitt diirch A,, B, und D l ,  sowie an den Kegelschnitt durch A',, 
R', und D l  die Tangenten in Dl, so zeigt sich, dass dies immer die Ge- 
rade is t ,  welche zu den beiden involutorischen Geraden bezuglich ND, har- 
monisch liegt. Es sind also in dieser Richtung zwei Coincidenzpiinkte zu- 

- 

sammengerückt, wghrend die anderen beiden auf M M l  liegen. - 
Die Schnittpunkte K und L der Geraden Mal, mit den involutorisctien 

Geraden bilden ein iuvolutorisches Punktepaar der zweiten Art  ($ 2, 1). 

Bemerken wir, um dies einzusehen, zuniichst, dass nicht j e d e s  lie- 
liebige Paar  entsprechender Punkte der beiden involutorischen Geraden ein 
solches involutorisches Punktepaar der zweiten Art  sein kann. Denn wenn 
dies der Fa11 wBre, so hatte die abgeleitete Transformation, die von der 
vierten Ordnung, das doppelt zu zahlende involutorische Geradenpaar und 
die dritte involutorische Gerade als feste Curven aufzuweisen, also ein Ge- 
bilde fünfter Ordnung, was nicht moglich. Zieht man nun durch L z. B. 
irgend eine Gerade LX, so entspricht derselben, mag man sie als in der 
einen oder andern Ebene befindlich annehmen, je ein Kegelschnitt, der aber 
immer durch E hindurchguht und durch den Punkt ,  der dem Schnittpunkt 
von IX mit A, B', entspricht. Da ferner au€ LX blos ein Punktepaar der 
abgeleiteten Transformation gelegen sein kann,  so konnen sich diese beiden 
Kegelschnitte bl'oe noch in einem, mit keinem der nusgezeichneten Punkte 
zusaminenfallenden Punkte schrieiden. Ih r  vierter Schnittpunkt mnss nach 
K racken, womit die Eigenschaft der involutorischen Punktepaare zweiter 
Art  nachgewiesen ist. 

Die a b g e l e i t e t e  T r a n s f o r m a t i o n  ist von der vierten Ordnung iind 
enthalt die drei Geraden als feste Curven. Die drei Schnittpunkte dersellien, 
D l ,  K ,  L,  sind Coincidenzpunkte der zweiten Art. 

B e  rn e r k u n g. Eine quadratisclie Transformation kann natürlich auch 
blos e i n e  in sich selbst involutorische Gerade enthalten, indem man ja 
irnmer zwei einander entsprechende Gerade involutorisch zur Deckung bringen 
kann. Die Transformation wird d a m  im Allgemeinen keine weitere invo- 
lutorisclie Gerade mehr entbalten. Wiîrde die Transformation aber noch 
eine zweite involutorische Gerade besitzen, so ware immer auch noch eine 
dritte involutorische Gerade vorhanden. 
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ad 2. Wenn eine Gerade g und ein Kegelschnitt k projectiv aufein- 
ander bezogen sind, so entsprechen im Allgemeinen den Schnittpunkten 
von g mit k andere Punkte,  je  nachdem man einen solchen Punkt  als auf 
g oder k befindlich annimmt. Sol1 nun in einer quadratischen Transforma- 
tion der Geraden g der Kegelschnitt 7c involutorisch entsprechen, so mtissen 
offenbar die Fundamentalpunkte A,, A ' , ,  A'',, B,, B',, B", auf k gelegen 
sein. Die projectiven Rüschel A, und B, erzeugen einen Kegelschnitt durch 
dicse Punkte; ist X einer der weiteren Schnittpunkte dieses Kegelschnittes 
mit k ,  so würden ihm zwei verschiedene Punkte auf g entsprechen; ~ l s o  
miiss X in einen der Schnittpunkte von g mit k fallen; dann muss aber 
X ein Coincidenzpunkt sein. Demnach folgt : 

,,Wenn eine quadratiscbe Transformation einen Kegelschnitt und 
eine Gerade als einander involutorisch entsprechende Gebilde ent- 
haltcn soll, so miissen die Schni t tp~nkt~e  der Geraden und des Kegel- 
schnitteu Coincidenzpunkte sein, und die involutorische Beziehung 
zwischen beiden Gebilden wird durch einen Strahlhilschel erzeugt, 
der einen Mittelpunkt auf dem Kegelschnitte hat." 

Denn wenn die Schnittpunkte Dl und D, von g und k Coincidenz- 
punkte sind, so sondern sich von dem Strahlbüschel dritter Classe, den g 
und k erzeugen, zwei Strahlbtischel gewohnlicher Art a b ,  so dass noch ein 
Strahlbüschel erster Classe ilbrig bleibt, der dann seinen Mittelpunkt M 
auf k haben muss. 

Dann folgt aber ganz ebenso wie frilher, dass auch ftir dieses rerfal- 
lene System drittcr Ordnung der Satz von den zugeordneten Punkten A, ,  
B, u. S. f. gilt ( 5  3). Somit kss t  sich die Moglichkeit dieser Transforrna- 
tion genau in derselben Weise darthun, wie filr die allgemeine involutorische 
Curve. 

Von den Coincidenzpunkten der Transformation haben sich in Dl und 
D, je zwei vereinigt und zwar in den Richtungen von Mn, und ND,. 
Die Verbindungslinien zugeordneter Fundamentalpunkte A, B, , A', B r , ,  
A", B", gehen wieder durch einen Punkt Ml von g ,  der dem Punkte Bf 
entspricht. Die Btischel entsprechender Richtungen in Dl und D, sind in- 
volutorisch. F u r  die abgeleitete Transformation, die von der vierten Ord- 
nung ist und den Kegelschnitt und die Gerade zu festen Curven ha t ,  sind 
D, und Da Coincidenzpunkte zweiter Art. 

LLsst man A, in  einen der Berührnngspunkte der von Xl aus an den 
Kegelschnitt gehenden Tangenten fallen, so vereinigt sich B, mit A, und 
diese Büschel liegen dann involutorisch. 
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5 6. Specielle quadratische Transformationen. 

1 . Die qiiadrntische Trmsforniation iiiit eiiiciii festeii Kegelschiiitte. 

Der Vollstihdigkeit wegen sol1 auch untersncht werden, was fiir in- 
volutorische Gebilde bei den speciellen Fiillcn der qiiadrntischen Verwaudt- 
schaft auftreten konnen. 

Die quadratische Verwandtschaft kann bekanntlich einen Kegelschnitt 
als feste Curve cntlialten, d w  durch A , ,  A', , B I ,  B', gcht (Fig. 6). Die 
l'ransrorination ist daiiii eiue perspective und zwar ist  der Schnittpunkt von - -- 

AIR' ,  iind Hl A', , der als A", und gleichzeitig nls B", zu bezeichnen, der 
P 

Mittelpunkt. Schneiden sich dann A, A', und Bi B., in Po,  so cntspricht 
sich das Punktepaar P,A", oiTeubar involutorisch, also gilt dncl Gleiche 
von der Geraden A",P, tiberhaopt. Also folgt: 

,, Die perspective qundratische Transformation enthtilt i ui rn er  
eine und n u r  e i n e  iuvolutorische Gerade durch den Mittelpuiikt 
- 

A", Pn ." 
Von d m  tibrigen selbstentsprcchenden Geraden des Büschels A", kauu 

keine weitere involutorisch sein. Es  ist ja auch die abgeleitete l'ransfor- 
mation von der dritten Ordnung und kann alço hikhstens eine Curve dritter 
Ordnung als festcs Gebilde enthdtcn. Diese Transformation dritter Ordnui~g 
ist übrigens insofern specieller Natur ,  als von den vier Fundamentalpunkteu 
eister Ordnung in jecler Ebene je zwei in der Ricbtiing der Tangente an 
den festen Kegelschnitt zusammengerückt sind. 

2. Die Steiner'sclie Ferwandtscliaft. 

S t e i  n or hat  durch ein Strahlensystem erster Ordniing und erster 
Classe zwei Ebenen des Raumcs quadratisch aufeinander bezogen. T&st 
man nachher diese Ebenen zusarnruenf~llen, so erhalten wir eine quadratische 
Beziebung der Ebene auf sich selbst, die aber insofern s p e c i e l l e r  Natur, 
als sie eine ,,festeu Geradc cnthëlt. Wahlt man A, ,  A', , R, , B',, sowie 
die feste Gerade g beliebig, so ergiebt sich im Schnittponkte von g mit - 
B,B', der Fundamentrtlpunkt A", und irn Schnittpnnkte von A, A', mit g 

der Fundamentalpuakt B", (Fig. 7). Dnnn folgt aus der B e t r a ~ h t u n ~  der 
projectiven Btischel A , ,  B I ,  sowie A' , ,  A', für diese Beziehung, die die 
S t e i n e r ' s c h e  heisst: 

,, Die S t e i  ner 'sche Verwandtschaft ist  die einzig mogliche 
Transformation zweiter Ordnung mit einer festen Geraden.Ii 
- 
A, B, und A', R', entsprechen sich selbst, aber im Allgerneinen wird 

keine von diesen beiden Goraden involutorisch sein. Dcr Schnittpunkt der- 
selben ist der einzige isolirte Coiucideiiapunkt der Transformation. E i n e  
der beiden selbstentsprechenden Ceraden kann involutorisch werden, die 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



zmeite dagegen nicht. Ebenso wenig kann die Transforniation einen invo- 
lutorischen Kegelschnitt (Geradenpaar) enthalten, da in dieoem Falle immer 
noch eine weitere involutorische Gerade auftreten müsste. 

3. (jiindrrtti*cliu Triiiisf'uriiiatiotieii iiiit xwei riisainiiieiifallcn~le~~, 
xiigeorùneten Piiiikten. 

Wir haben schon in § 4, 1 einen speciellen Fall erwahnt, wo in der 
q~~ctdratischen Tr~nsformation zugeordnete Fundame~italpunkte (A',  und B r , )  
zusanimenfielen und die zugehorigen l3Uschel involutorisch lagen. Die Doppel- 
strahlen des IWschels waren dann selbstentsprechende (nicht involutorische) 
Gerade. 

Es fragt sich nun ,  wenn die zugeordneten Furidamentalpunkte A", und 
8'; ziisammenfallen, die Biischel A", und B", aber in allgemeiner (nicht 
involutorischer) Lage, ob e i n e r der Doppelstrahlen involutorisch werden 
kann und ob dies bei b e i d e n  eintreten kann'? 

Giebt man sich A", - B", , den einen Doppelstrahl 8, durch diesen 
Punkt und die Involution anf ihm, ferner A,  und B, belicbig, sowie dic 
projective Bezieliung der Büschel A", und B",, so ist dadurch die quadra- 
tische Beziebnug vollstiiudig bestimmt. Denn durch die Involution au€ SI 
werden die Uüschel .dl und 8, projectiv aufcinander bezogen und ausserdem 
müssen entspreçhende Punkte durch erituprechende Stmhlen der Büschel 
A", und H", prqjicirt werden. 

Man sieht dilnn, dass n,x und HX sich auf 8, in dem Punkte 
schneideii müssen, der A", in  der Involution entspricht. 

Geht man zur abgeleiteten Transformation über, so ist diese eine (nicht 
perspective) Jonqiiir!res-Sransformation vom dritten Grade mit eiuer festen 
Geraden. Da diese (vergl. D. ,  $j 7) keine anderen festen Gebilde eiithalten 
kann, so folgt: 

,, Liegen in einer quadratischen Transformation mit zusammen- 
fallenden zugeordneten Fundamentalpunkten A", ,  B", die Büschel 
A",, I I ' ,  allgemein (also n i c h  t iuvolutorisch), so kann die Trans- 
formation h 6 c h  s t e n s e i n  e n  der Doppelstrahlen der Büschel A", , 
A'', als involutorische Gerade enthalten. Auf diesem schneiden sich 

A - 
dann A ,  H, und A ' ~  B ' ~  .'< 

Nehmen wir dagegen a n ,  dass die Büschel A",, B", involutorisch ge-  
legen sind, so kann man die Transformation i n  der gleiclien Weise con- 
struiren. Dia abgeleitete Transformation ist dann aber eine ,,perspective" 
JonquiGres-Transformation und muss als solche eine fcsto c u v e  dritter 
Ordnung enthalten. Also muss i n  der quadratischen Heziehung noch ein 
involutorisch auf sich bezogener Kegelschnitt auftreten, so dass sich ergiebt: 

,, Liegen in einer quadratischen Transformation mit zusammen. 
faIlenderi zugeordneten Fundarnentalpunkten A", , B", die Büschel 
A", , B", involutorisch, und ist einer der Doppelstrahlen derselben 
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eine involutorische Gerade, so enthalt die Transformation stets noch 
einen involutorischen Kegelsehnitt, der durch die tibrigen Fundamen- 
talpunkte geht ,  aowie durch die Coincidenzpunkte auf dem zweiten, 
selbstentsprechenden Doppelstrahle. Das Centrum M der Involution 
auf dern Kegelschnitte liegt auf dern involutorischen Doppelstrahle 
und die Verbindungslinien zugeordneter Fundamental punkte A ,  B I ,  
A', B', gehen durch den Punkt M l ,  der in der Involution auf dem 
Doppelstrahl dern Punkte M entspricht." 

Man kann diesen Fa11 auch aus 5 4, I I A  ableiten, wenn man dort 
A", mit B", zum Zusammenfallen bringt. - - 

Endlich k6nnen noch A, B, und A', B', sich selbst involutorisch ent- 
sprechen. WLihlen wir niimlich die Fundamentalpunkte A, und B, so, dass 
- 
A,B, dnrch einen (Dl) der Doppelpuckte der Involution auf dern einen 
Doppelstrahl hindurchgeht (wBhrend natürlich die Buschel A", 2nd R", in 

- 
involutorischer Lage Sind), so entspricht sich daun A, B, involutorisch. 
Dann rnilss, wie aus der Betrachtung der abgeleiteten Transformation her- 
vorgeht, auch A', B', eino involutorische Gerade sein. Betrachtet man ferner 
die isologe Curve des Coincidenzpunktes D,, so ergiebt sich, dass wiederum, 
wie in 5 4,  IIB, auch A', B', durch Dl hindurchgehen muss. Die Trans- 
formation enthalt also drei je in  sich involutorische Gerade, die durch einen 
Punkt Dl hindurchgehen. 

5 7. Ein Gatz tiber d ie  nicht centrale Involut ion auf  d e r  
rat ionalen C3. 

Wir  haben bisher immer nur die centrale Involution auf einer ratio- 
nalen CS betrachtot, sofern sie in oiner quadratischen Transformation ent- 
halten sein kann. Nun sol1 auch die nicht centrale Involution auf einer 
rationalen CS Berücksichtigung finden. Da bei dieser Involution der Satz 
von den zugeordneten Punkten (5 3) nur für s i n  Piinktcpaar gilt ,  so ist  
blos noch der Fa11 zu erledigen, wo die Cs in einem Fundamentalpunkte A , ,  

der mit dern zugeordneten A, sich deckt,  einen Doppelpunkt hat. Aussedern 
muss dio Ciirve noch durch zwei weitere zugcordncte Fundamentalpunkte A", 
und B", gehen. Dem Doppelpunkte entsprechen nun der Involution zufolge 
zwei Punkte E und El auf der Cs und durch diese mtissen B',B", und 
A', A", hindurchgehen. 

Nun entsprechen andererseits den Tangenten im Doppelpunkte in  der 
projectiven Beziehung der Büschel Al und B, die Linien, welche die Schnitt- 
punkte der Fundamentalgeraden mit der Curve C3 verbinden mit dern 

-- -- 

Biischelmittelpunkte. Es  mtissen also A', A", und B', Bol nothwendig der 
Richtung nach sieh decken und der letzte Schnittpunkt dieser Geraden X E ,  
mit der CS muvs sowohl A", als R", sein, d. h. diese Punkte müssen zusam- 

- - 
menfallen. Da ferner dem Strahl 4,A1', der Strahl U, U', und dern Strühl - Tl der Strahl Al A', entsprechen muss, die C3 aber involiitorisch, so fol& 
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dass auch A', und B', sich deckcn müssen, d. h.: die Transformation ist im 
Ganzen involutorisch, weil alle zugeordneten Fundamentalpunkte sich decken. 

Es konnte noch, abgesehen von dem Falle der Spitze, sich ereignen, 
dass von den drei Punkten El XI, A", zwei zusammenfielen. Würde 
die C, in  E berühren, so muss A", nach E, fallen. Denn ware A''~ in  E 
gelegen, so htitte man eine Cs mit Spitze, was gleich besprochen werden 
soll. Aus dem gleichen Grunde muss auch B", (oder B',) in El gelegen 
sein, so dass wieder die Fundamentaldreiecke zusammenfallen. 

Es ist auch leicht, in  einer involutorischen Transformation die Gleich- 
ung einer Curve dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte im Punkte x ,  = 0, 
x, = 0 anzuschreiben, die sich selbst entspricht. Dieselhe wird namlich: 

( a 4 x l a + a 3 x 1 x 2 + a , x , 2 ) x , + a , x , 2 x , + a , x l x 2 e + a , x , s = 0 .  
Dieselbe muss durch zwei Coincidenzpunkte hindurchgehcn. 

C u r v e  m i t  S p i t z e .  Hat die CS in A, eine Spitze, BQ entspricht 
diesem Punkte blos ein Punkt  auf der Curve C3. B, fallt dann wieder mit 
,dl zusammen und es muss CS sowohl A', A", als B', B", berühren. Der 
Rückkehrtangente entspricht aber in dern involutorischen Büschel, das die 
involutorische Beziehung auf der Curve herstellt, ein einziger Strahl,  der 
die C3 noch in einem Punkte trifft. Die Tangente in diesem Punkte giebt 
die Richtung von A", und B', B " ~ .  Es sind dann folgende PLlla moglich : 

1. A', fallt in  den letzten, dritten Schnittpunkt dieser Tangente mit - 
der Cs. Dann würde der Strahl,  der dem Strahl A,A', entspricht, 
auch Tangente der entsprechenden Curve C3 sein, also hatte diese 
einen Doppelpunkt und keine Spitze. 

2. A', fiillt in den BerUhrungspunkt. Dann würdo man auch wieder 
als entsprechende Curve eine CS mit Doppelpunkt erhalten. 

3. Der Punkt ,  in welchem der der RIickkehrtangente entsprechende 
Strahl die C3 trifft, ist  ein Wendepunkt. Fbllt dann A, in  diesen, 
so ist A", der Schnittpunkt der Rückkehrtangente mit der Wende- 
tangente. Dann müssen aber wieder die Fundamentaldreiecke sich 
decken, so dass die ganze Transformation involutorisch wird. 

Die Gleichung der Curve dritter Ordnung mit einem Wendepunkte in 
X, = 0, x, = O, die in einer involutorischen quadratischen ')!ransformation 
sich selhst entspricht, ist  (wenn x, = O  die Wendetangente): 

xla X, + z,~ = O. 
Aus dem Allen folgt endlich: 

,,Eine rationale Curve dritter Ordnung mit einer nicht centralen 
Involution kann b l  o s  in  einer tr 011 s t a n  d i  g involutorischen qua- 
dratischen Transformation enthalten sein." 

Bemerken wir noch, dass solche Transformationen von Anfang a n  auu- 
geschlosseu waren, für welche gewisse Fundamentalpunkte in Gruppen zu- 
sarnmengerückt sind oder ftir welche Fundamentalcurven zerfallen. 
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D r i t t e r  A b s c h n i t t .  

Eiiiiçe Transformationeil adlgemeincr Katnr mit involutorischeu 
Curven. 

$ 8. Transformationen von der  Ordnung 2k. 
Aus den behandelten qi~adratischen ~ransformatione'n lassen sich aiidere 

mit involutorischen Curven auch hoherer Ordnung ableiten. Wir wollen 
niir die eine Moglichkeit betrachten, wo die involutorische Curve immer die 

ursprünglicbe Curve dritter Ordnung ist. 
Hat  man eine qiiadratische Transformation mit einer involutorischen C 

und sind die Fundamentalpunkte der einen Rhene A , ,  A', , A", , die der 
antlern Ebene B i ,  B', , B", , so kann man,  indem man die Involution auf 
der C3 beibehalt, die B-Ebene  als eine C-Ebene nebmen und diese wie- 
derum quadratisch auf eine D-Ebene  bezieben. Von den Tripeln C,, Cc,, 
C",, D,, D',, Du, gilt dann das Gleichc, wie von den Tripeln A iiiid B. 
Auf diese Weise wird dann die A- Ebene in die U - Bbene durch eine Trans- 
formation vierter Ordniing abgeliildet und man erhalt iiberliaupt Transfor- . mationen ron  der Ordnung Zk, wobei man erkennt: 

1. 1st k gerade, so entspricht die CS sich Punkt  für Punkt selbst, ist 
also eine ,,festeY Curve der Transformation. Dies sind also Transforma- 
tionen von den Ordnungen 4 ,  16 u. s. W. 

2. 1st k ungerade, so entspricht die C3 sich i n v o l u t  o r i s c  h.  Die 
Ordnung der Transformation betrzgt, 2, 8, 32 u. S. W. 

Das System der Fundamentalpunkte besteht in beiden FLllen aus: 
3 . . . 2k - '  - fachen Fundamentalpunkten , 
3 . . . 2k-2- faclien n 

3 . . . einfachen Fundarnentalpunkten, 
die siirnrntlich auf der C"elegen sind. F ü r  k = 2 erhiilt man  z. 13. die 
(cinzige) Transformation vicrter Ordnung und erstcr Classe (vergl. D., 5 8) 
mit einer festen Curve C3 von der clritteri Ordnung. 

5 9. Jonquières  - Transformationen, 

1. ZunBclist schicken wir folgenden Satz voraiis: 
,, Jede ,,perspectiveu Jonquikres - Transformation von einer Ord 

nung 72 2 3 kann eine ,,festeu Curve enthalten , die ans einer diircli 
den Mittelpiinkt der Transformat;ioii einfach hindiirchgehenden Curve 
dritter Ordnimg und aus n - 3 durch den Mittelpunkt gehenden 
Geraden bestelit." 

Der Reweis ergiebt sich, indern man diese Transformation wie folgt 
licrstcllen kann. 1 s t  N d e r  auf dcr CS gelegene Mittelpunkt der Transfor- 
mation, so wiililen wir einc Curve An' von der Ordnung n' willkürlich, so 
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dass sie in M einen (12'- 1)-fachen Punkt hat und die Cs mit einem Aste 
in M berührt. Ziehen wir jetzt irgend einen Strahl durch M l  so schneidet 
dieser die CS noch in D, und D,, ferner An' in A. Bezeichnen wir 31 
einen Moment mit B, so ist auf diesern Strahle eine einzige projective 
Beziehung beotimmt, fur  welche D, und D, die Doppelpunkte und A und B 
entsprechende Punkte sind. Zn jedem Punkte aiif diesem Strahle ist dann 
immer ein und nur ein Puakt  bestinirnt, je nachdem man den Punkt  als 
zur Reihe A oder B gehorig auffasst. 

Die 2%' Gerade, welche die Schnittpiinkte der An' mit der CS mit M 
verbinden, machen hierbei cine Ausnahme. Sie werden, wie man leicht 
sieht, Fundamentalgerade. Ferner mussen die m'-2 Tangenten der An' 
in ïü, die nicht die Cs berfiliren, ,,festelL Gerade der Transformation wer- 
den, da auf jeder derselben drei Doppelpunktc der projectivkn Beziehung 
sich ergeben. Man erhalt dann eine ,,perspective " Jonquiéres - Transforma- 
tion von der Ordnung s = n'+ 1. 

Remerken wir noch, dass sich die beiden Fundamentalcurven von d e r  
Ordnung 12 - 1 ausser in den Fnndamentalpunkten noch in (n - 1) Punkten 
schneiden (da sie sich in M auf jedem Aste berühren), so folgt noch 
allgemein : 

,, Jede ,,perspective ", nicht involutorischc Jonquikrcs - Transfor- 
mation Ordnung enthalt s - 1 und nicht mehr i n v o l  u t O r i s  c h e 
Gerade durch den Mittelpunkt." 

2. Nehmen wir jetzt die vorhin abgeleitete Jonquiùres - Transformation 
mit der Cs als fester Theilcurve zu Eilfe, so lrann man deren Ebene wie- 
deriirn qnadratisch abbilden, so dass die Cs in der quadratischen Transfor- 
mation involutorisch wird Verlegen wir einen Fundamentalpunkt (etwa C , )  
nach dem Mittelpunkte der Jonquikres - Transformation, so erhiilt man als 
Resultat der Verbindung der beiden Transformationen eine Jonquières -Trans- 
formation von der Ordnung in + 1 mit nicht; zusammenfallenden n fachen 
Fundamentalpunkten , welche die CS involutorisch enthalt. Die dadurch 
abzuleitende Transformation ist aber rn i n d e s t e  n s von der vierten Ordnung. 

Aber auch schon die Transformation dritter Ordnung kann eine involu- 
torische C3 enthalten, wovon wir uns direct überzeugen: Auf der vorgegebe- 
nen C3 wahlen wir das Centrum M der Involution beliebig. Az und R2 
seien awei sich daraus ergebende ,,zugeordneteu Punkte. Dann entspricht 
jedem Strahl durch A, ein bestirnmter.durch B, und die Schnittpunkte mit 
der Cs sind 7wei Paare entsprechender Punkte. 1st nun (AB)  der Punkt, 
der dem Punkte A2 in  der Involution auf der Cs entspricht, so wahlen wir 
einen Regelschnitt K ,  der durch B, und (A,) geht ,  und wollen die Ver- 
fügung treffen, dass auf jedem Strahlenpaare der Bündel A, und B, dem 
Punkte A, der zweite Sclinittpunkt des entsprechenden Strahles durch B, 
mit X entspreclien soll. Da man dann ferner noch die Schnittpunkte mit 
der C b l s  entsprechende Punkte bat ,  so ist die projective Beziehung auf 
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dem Strahlenpaare festgelegt und jedem Punkte des einen Strahles einer 
des andern xugeordnet. Wie man leicht findet, liefert diese Betrachtung 
dann die Jonquiores-Transformation dritter Ordnung mit einer involuto- 
rischcn C3 und es ist jetzt allgemein bewiesen: 

,, Jede allgemeine Jonquières - Transformation kann eine Curve 
dritter Ordnung mit einer centralen Involution als involutorisches 
Gebilde enthalten. Die Curve dritter Ordnung geht einfach durch 
s a m m  t 1 i c h e Fundamentalpunkte einer j e d e n Ebene. 1st M der 
Mittelpunkt der Involution, Ml der dritte Schnittpunkt der Tangente 
in M mit der C3, so geht die Verbindungslinie A.-, B,-1 der beiden 
(n - 1) - fachen Fundamentalpunkte durch Ml. Sind Ak und Bk zwei 
.,zugeordnetel' Fundamentalpunkte erster Ordniing und schneidet 
A,, -TAk noch in A die Cs, Ba-,  Bk noch in B, so ist Bk = (A) 
und Ak (B), d. h. es liegen Bk und B, sowie B k  und A in  Ge- 
raden durch M. 

Ferner geht die Fundamentalcurve (la -])ter Ordniing der B -Ebene 
durch ( A , - , ) ,  die der A-Ebcne durch ( B , - , ) .  

Die Trausforrnation enthalt die vier Coincidenzen der C3 selbst 
als Coincidenzpunkte." 

München ,  J u l i  1891. 
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Hleinere Mit theilungeii. 

XX. Ueber den Begriff der  Projection einer  geraden Linie. 

Der Begriff der Projection (Central- oder ParaIlelprojection) einer ge- 
raden Linio wird gew6linlich au€ doppelte Weise definirt, namlicb: 

1. D i e  p r o j e c t i o n  e i n e r  G e r a d e n  i s t  d i e  G e s a m m t h e i t  
d e r  P r o j e c t i o n e n  a l l e r  i h r e r  P u n k t ) ; .  

II. D i e  P r o j e c t i o n  e i n e r  G e r a d e n  i s t  d i e  S c h n i t t l i n i u  
d e r  d u r c h  d i e  G e r a d e  g e l e g t e n  p r o j i c i r e n d e n  E b e n e  m i t  
d e r  P r o j e c t i o n s e b e n e .  

Bei allgemeiner Lage der Geraden stimmen beidc Definitionen iiberein; 
deun die projicirende Ebene enthiilt die Gesammtheit der projicirenden 
Strahlen der Punkte der Geraden. Die Uebsreinstimrnung h6rt jedoch auf, 
wenn die Gerade durch das Projectionscentrum geht (bezw. der Projections- 
richtung parallel ist). In  diesem Falle ist die Projection gemass deriI .  De- 
finition ein b l  o s s e r  P u n k  t , nlmlich der Spurpunkt der Geraden. Bei 
der 11. Definition wird die projicironde Ebene unbestimmt, daher ist die 
Projection eine durch den Spurpunkt gehende u n  b e s  t i m  m t e G e r  a d  e. 

Welche dieser zwei verschiedenen Auffassungen verdient nun den 
Vorzug? - Eine Erorterung dieser Frage scheint mir nicht iiberflbssig 
zu sein. 

Man m6chte zunachst geneigt sein, im Anschluss an die hervorragend- 
sten klteren und neueren Lehrbücher sich ftir die erste Auffassung zu ent- 
scheiden. Dennoch dtirfte der zweiten Auffasvung der Vorzog zu geben sein. 

Der hier zu Tage tretende Zwiespalt ist  bedingt durch die Doppelnatur 
der gcraden Linie - eincrsoits als Trggorin der auf iht  liegenden Punkte, 
andererseits als Tragerin der durch sie gehenden Ebenen. In der 1. De- 
finition wird die gerade Linie stillschweigend mit der auf ihr liegenden 
Punktreihe identificirt. So ist denn auch die Behauptung, dase die Pro- 
jection einer durch das Projectionscentrum gehenden Geraden ein blovser 
Punkt sei, nur in  der folgenden Fassung vollig einwandsfrei : ,Eine P u n k  t - 
r e i  h e ,  deren Trsger durcli das Projectionscentrum geht , projioirt sich als 
P u n k t . "  Uei der II. Definition kommen die durch die Gerade gehenden 
Ebenen ins Spiel, und man hat den analogen Satz: ,Ein E b  e n e n b  ü s c h  e l ,  
dessen Trager durch das Projectionscentrum geht ,  projicirt sich als S t r a h -  
l e n b t i ~ c h e l . ~  
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E s  fragt sich nun,  welche Auffassung zu gelten ha t ,  wenn die gerade 
Linie als eigenartiges Raumelement ohne jede Rlicksicht auf die in ihr ent- 
haltenen andersartigen Raumelemente iii Betracht kommt. 

Der Urnstand, dass in der p r a k t i s c h e n  A n w e n d u n g  der darstel- 
lenden Geometrie die Gerade fast ausschliesslich als Punktgebildc auftritt, 
hat wohl dazu geführt,  dass seither die erstgenannte Auffassung auch in 
der reinen Theorie allgemein in Geltung war. Indessen ist zu beachten, 
dass diese Auffassung die b e s  c h r a n k t e r e  ist. Auch hier dürfte an dem 
Grundsatz festzuhalten eein, dass voii zwei Definitionen stets die allgemei- 
nere den Vorzug verdient. Dies ist aber uustreitig die zweite, derzufolge 
die Projection einer Centrumsgeraden eine durch den Spurpunkt gehende 
willkUrliche Gerade ist;  denn sie schliesst die erste Auffassung, welche 
den Spurpunkt allein als Projection annimmt, in sich. 

Die Beschranktheit der ersten Auffassung ist in der Sùat ein Uehel- 
stand, der sich seither durch die ganze Projectionslehre hochst unangenehm 
fühlbar machte. Gleich zu Anfang des Lehrganges wird der Satz aus- 
gesprochen (wir wollen ihn als Satz A bezeichnen): ,,Die Projection einer 
Raumgeraden i9.t im A l l g e m e i n e n  wieder eine Gerade, m i t  A u s n a h r n e  
d e s  F a l 1  es ;  dass die Raumgerade durch das Projectionscentrurn geht (bezw. 
der Projectionsrichtung parallel i d ) ,  wo die Projectioil ein Punkt ist.' 
Dieser Ausnahmefall heftet sich dann der ganzen weiteren Entwiclrelung 
hemmend au die Berse. Rei jeder Aufgabe, in der ilberhaupt eine Gerade 
vorkornmt, versagt die allgemeine Losung ihre Anwendbarkeit auf den Aus- 
nahmefall; dersclbe erfordert stcts eine gcsonderte Behandlung. Dazii soi 
iioch an abziihlende Operationen erinnert,  wo es, wenn das betrachtete 
Raumgebilde eine gerade Linie als Bestandtheil enthalt, unter Umstanden 
vorkommen kann,  dass diese in der Projection einfach verloren geht. 

Diese Misssttinde kommen nun bei der nndern Auffassung gLnzlich in 
Wegfall. An Stelle des Satzes A trit t  dann der folgende (Satz B):  ,Die 
Projection einer Raumgeraden ist i m m e r  w i e d e r  e i n e  G e r a d e ,  welche 
im Allgemeinen bestimmt k t ,  jedoch in deru F a l k ,  dass die Rnumgerade 
durch das Projectionscentrum geht, unhestimmt wird." Letzteres ist jetzt 
kein A u s n a  h m  e f a l  1 mehr, sondern ein S p e c  i a  l f  a l l .  Die allgcmeineii 
Losungen behalten fur denselben ihre volle Giltigkeit. Um sich hiervon an 
einem einfachen Reispiel ails der elementaren darstelleuden Geometrie zu 
liberzeugen, nehme màn etwa die Lfisung der Aufgabe in Grund - und Auf- 
riss: ,,Den Schnittpunkt einer Geraden mit einer durch drei P~ink te  ge- 
gebenen Ebene zu bestimmen.' Die Anwendharkeit der allgemeinen Losung 
bleibt ohnc Weiteres erhaltcn, auch wenn die gcgebene Gerade senkrecht 
zn einer Projectionsebene steht,  sobald m m  als ihre Projection auf die 
letztere eine beliebige durch den Spurpunkt gehende Gerade aiierkennt. - 
Wenn man ferner die allgemeine Losung der Aufgabe: ,Die Schnittlinie 
zweier diirch ihre Spureii gegebeuen Ebenen zu beutimmeuu, auf den Spe- 
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cialfall anwendet, wo beide Ebenen senkrecht zn eiuer Projectionsebene, 
z. H. zur Horizontalebene , stehen , so ergiebt sich als Horizontalprojection 
der Schnittliuie direct eine unbestimmte Gerade durch den Schnittpunkt 
der Horizontalspuren der Ebenen. Dus Gleiche gilt betreffv der Losung der 
entsprechenden Aufgabe in Centralprojection. 

Ein weiteres Licht fallt auf unsere Frage, nenn man die dualistische 
Betrachtung beztiglich der S p u r  einer Geraden anstellt. 81s reciprokes 
Analogon zu dem obigen Satze A würde sicli der Satz ergeben: ,Die Spnr 
einer Raumgeraden is t  im Allgemeinen ein Punkt ,  mit Ausnahme des Fallcs, 
dasv sie in der Projectionsebene liegt,  wo die Spur eine Gerade ist ( u h -  
lich die Raumgerade selbst)." Dem Satze B würde der folgende Satz ent- 
sprechen: ,,Die Spur einer Iiaumgeraden ist immer ein Punkt ,  welcher im 
Allgemeinen bestimmt is t ,  jedoch in dem Falle, dass die Raumgerade in 
der Projectionsebene liegt , unbestimmt wird. Y Wenn hier der Ausschlag 
zu Gunsten des zweiten Satzes erfolgt,  so muss man sich consequenterweise 
auch ituf dem Gebiet der Projection fiîr den Satz Il entscheiden. 

Dies sind die Grlinde, die es mir richtiger erscheinen lassen, a1s Pro- 
jection einer durch das Projectionscentrum gehenden (bezw. der Projections- 
richlung parallelen) Geraden statt  des blossen Spurpunktes eine durch den 
Spurpunkt gehende willkürliche Gerade anzusehen. Da ferner diese An- 
schauung sich als nothwendige Folge aus der Definition des Regriffes ,Pro- 
jection einer GeradenU als Schnittlinie der projicirenden Ebene ergiebt, 
so scheint mir diese Definition vor der andern ( a h  Gesammtheit der Pro- 
jectionen der Punkte der Geraden) den Vorzug zu verdienan. Nur bei jener 
Definition gewinnen die Constructionen der Projectionslehre die nothwendige 
theoretisehe Allgemeinheit und Consequenz, die sie seither bei Zugrunde- 
legung der andern Definition vermissen liessen. 

B e r l i n ,  Juli 1891. G. HAUCK. 

XXI. Arithmetischer Satz. 

Herr Prof. R. S t u  r ni theilte mir einst folgende Bemerkung mit ,  die 
er einer franzosischen Zeitschrift entnommen hatte: 

, ,Die Zahl 999999 ist durch 7 theilbar und diejenigen Zahlen, welche 
das 1-, 2-,  3-, 4- ,  5-, 6fache Siebeutel davon sind, namlich 

142857 
285714 
42857 1 
57 14% 
7 14285 
857142, 

besteben aus genau denselben Ziffern in cyklischer Vertauschung. Icli er- 
kannte deil Grund dieser interessanten Erscheinung in dem Umutande, dasv 
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und 10 primitive Wurzel (mod. 7) ist,  und konnte infolge davon einen all- 
gemeinen Satz herleiten, welcher diese Thatsache als beaonders priignanteii 
Fa11 in sich schliesst. Dieser Satz lautet folgendermassen: 

1 s t  p  e i n e  u n g e r a d e  P r i m z a h l  u n d  q p r i m i t i v e  W u r z e l  
( m o d p ) ,  s o  d a s s ,  w e n n  

1) p-1- 1 - - P . &  
g e s e t z t  w i r d ,  Q e i n e  p o s i t i v e  g a n z e  Z a h l  i s t ,  w e l c h e  o f f e u b a r  
k l e i n e r  a l s  qp-' i s t ,  u n d  m a n  e n t w i c k e l t  n u n  - g l e i c h w i e  i n  
e i n e m  Z i f f e r n s y s t e m ,  d e s s e n  B a s i s  p i s t  - i n  b e k a n n t o r  Woise  
Q n a c h  P o t o n z e n  v o n  y :  

2) Q = c  p - 2 . q p - 2 +  Cp-3 .q1 ' -3+ . . .+C1 .q+Coi  
wo die Coefficienten Nul1 oder positive ganze Zahlen kleincr als p sind und 
wobei man darauf achten muss, diejcriigen Potenzen, welche in der Uar- 
stellung fehlen, bis zur (p  - 2)ten hin ausdrücltlich mit dem Coefficienten O 
hinzuschreiben, s o  g i e b t  d i e  w i e d e r h o l t e  c y k l i s c h e  V e r t a u s c h u n g  
d e r  C o e f f i c i e n t e n  i n  d e r  F o r m e l  2) d i e  s t i m m t l i c t i e r i  V i e l f a c h e i i  

lQ, 2 Q l  ..., k Q ,  . m . ,  ( p - l ) Q  
i n  g e w i s s e r  B e i h e n f o l g e ,  u n d  z w a r  m u s s  m a n ,  u m  k Q  z u  e r h a l -  
t e n ,  d i e  c y k l i s c h e  V e r t a u s c h u n g  h - m a l  w i e d e r h o l e n ,  w e n n  
h = i n d . k  i s t .  

B e w  eis .  Aus 1 )  und 2) folgt die Gleichung: 

also 

Hier muss "O - +' eine positive ganze Zahl r, sein,  und zwar, da  c, h L h -  
Q 

stens p - 1 sein kann , r ,  < p  ; die vorige Gleichung lautet also : 

noriu *- eine positive g a z e  Zab1 r, < p  sein muss, da cl hiiïlistens 
Y 

q -  1 und Y, hochstens p - 1 sein kann; so nimmt die vorige Gleichiiiig 
die Gestalt an : 

q"3=p(~r -2  y P - 4 + - . . + ~ 2 ) + r , ;  

man findet gleicherweise allgemein 

p ~ - ' = p ( c ~ - ~ q P - i - l  - k m . . +  ci-1) $- ri-1, 

worin ri-1 eine positive ganze Zahl < p  ist. Zuletzt wird ebenso 

q 2 = p ( c I > - 2 q +  cp-3) + 5 1 - 3 ,  q'=p.cP-2 $ y p - 2  

gesetzt werden konnen, und die Zahlen 
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1, rl, r$,  " ' 1  rp-3, r,,-2 
rniissen die stimmtliclien Reste (m0d.p) sein. 

Handelt es sich nun z. B. um da8 Vielfache k Q ,  und ist iind. k = 71, 

so muss wegen der dann stattfindenden Congruenz qh G k (mod. p) die Zahl 7c 
identisch sein mit r,- 1 - h ,  so dass 

gesetzt werden kann. Hieraus findet man durch Multiplication mit Q und 

wenn dann für 0 sein Werth 2)  und fur  pQ sein Werth 1 )  eingesetzt 
wird , ohne Weiteres : 

k & = c , - ~ q h f p - 2 + ~ p - 9 p h + ~ - 3 + ~ ~ - + ~ I y h + 1 + ~ o p h  
- cp - ,*h+~-2 - cp-3q*+~-s-  - - .  - C p -  , - f a .  qp- 1 

+ ~ , - 2 * ~ - ~  + cp-39 A - ? +  ... + C ,,-1- * >  
a180 nach Aufhebung der gleichen Glieder entgegengesetzten Vorzeichens: 

kQ=~~-n-,@-~+c,,-h- ~ q p - ~ + . - . +  coqh 
+cp-24*-I + C ~ - ~ Y ~ - ~ + ~ " + C ~ - ~ - I ~  

d. h. liQ entateht, wenn man in dem Ausdrucke 2) ftir Q dia Coefficienten 
um h Stellen cyklisch vertauscht. 

1st z. B. p  = 7,  so kann q = 5  gewëhlt werden und nach der Gleich- 
heit p" 1 = 7.22232 wird Q = 2232. Die Darstellung 2) würde in diesem 
Falle : Q=0.5"3 .54+2 .53+4 .52+1 .51+2  
und man findet beispielsweise 

6Q=4.5" l . S 4 +  2.53+0.5"3.!Y+2, 
a130 durch dreimalige Wiederholung der cyklischen Cocfficientcnvertauschung; 
und in der That iut 

6 = 53 (mod. 7 )  , 
also 3 = ind. 6. 

Z o p p o t ,  1891. RACHMAXX. 

XXII. Eine  Methode zur  numerischen Auflosung einer algebraischen 
Gleichung. 

Es  sei die Gleichimg f (x)  = O  auf die Form gebracht, in welcher der 
Coefficient der hochsten Potenz von x gleich 1 ist. Ferner wird vorausgesetzt, 
dass alle Coefficienten von f ( z )  reell seien und dass die grosste reelle Wurzel 
positiv sei. 1st dann 5, eine obere Grenze der reellen Wurzeln, also > g, die 
man ja auf verschiedene Weisen leicht erhalten kann; zerlegt man ferner f(x) 
in P(x) - Q(z) , wo P ( x )  die Glieder mit positiven Coefficienten enthalt , so ist 
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Kleinere Mittheilungen. 
- -.------ - ---  

Da f ( & )  und t)'((,) bei den gemachten Voraussetzungen positiv sind, 80 is t  
f : S,) $, = 6 ,  - - < toi andererseits ist  aber nach dern Vorhergehenden g1 > g, 
I ko) 

also wieder eine obero Grenze der Gleichung. Hieraus ist zu schliessen, dass, 

bildet,  man sich von Seiten der grosseren x beuthdig der Wurzel nliliert, 
die sich als Grenae dieses Algorithmus daràtellt. 

I m  Vorstehenden ist vorausgesetzt, dass die g r k s t e  reelle Mrurzel unserer 
Gleichung positiv ist. 1st r eine obere Grenze derselben, so braiicht man n n r  
x = r - y zu setzen, um eine Gleichung zii erlialten, wo diese Eedingung für 
a l l e  reellen Wurzeln erfüllt ist. Wenn man darauf verzichtet, die Zahl der 
letzteren a priori zu bestimmen, so karin mau also Lei der Berechnung der- 

selben die Anwendung des S t u r m ' s c h e n  Satzes umgehen; sobeld niimlich 
dau nach Beseitigiing der bereits ermittelten Liriearfactoren ubrig bleibende 
Polynom keine reelle Wiirzel mehr enthiilt, m u s  unser Algorithmus für einen 
endlichen Werth von lc eincn negativen Werth ergeben, und dies ist da3 
Zeichen, dasa slle reellen Wurzeln hereits berechnet siriil. Wie man als- 
dann die cornplesen Wurzeln findet, braucht w o h l  nicht niiher auseinander- 
gesetzt zu werderi. 

B e r l i n .  Dr. TH. LOHNSTEIN. 
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Historisch - literarische Ab theilung. 

Commentar zu dem ,,Tractatus de Numeris Datisu 
des Jordanus Nemorarius.* 

Von 

MAXIMILIAN CURTZE 
in  Thorn. 

E in le i tnng.  
Die Schrift des J O  r d  a n  u s , zu welcher wir hier einen Commentar liefern 

wollen, ist erstmalig gedruckt in  dem Suppiementhefte des XXIV. Jahr-  
ganges dieser Zeitschrift ** durch Prof. P. T r e u t 1 e i n  i n  Karlsruhe. Da 
dieser Abdruck nur  nach e i  n e r Handschrift gefertigt ist , auch mehrfache 
Lesefehler und falsche Aufl6snngen des Textes untergelaufen sind, welche 
das Vorstiindniss sehr oft ersehwercn,*** so gebe ich hier den geroinigten 
Text nebst dessen Uebertragung in die heutige Zeichensprache, indem ich 
mich dabei, so weit als moglich, an die Worte des Verfassers anlehne. 
Welchen Einfluss J o r d m n n s  s u €  das spatore Mittelalter und den Anfang 
der neueren Zeit gehabt hat ,  ist in  der Schrift T r e u  t l e i n ' s  gen'ügend klar- 
gelegt, so dass ich mich darauf nicht weiter einzulassen brauche. Einige 
andere allgemeine Bemerkungen muss ich aber vorausschicken. 

J O  r d a n u  s leidet, wie alle mittelalterlichen Schriftvteller der Algebra, 
an dem Mange1 einer allgemeinen mathematischen Zeichensprache; er hat  
aber einen Schritt tiber alle seine Vorganger hinausgethan, er hat den Be- 
griff einer allgemeinen Zahl nicht nur gefasst, e r  ha t  auch für denselben 
den Ausdruck gefunden, welchen wir heute noch benutzen: die Buchstaben. 
Wahrcnd noch lange nach ihm jede Operation mit allgemeinen Zahlcn nur  
an dem Substrate der geraden Linien geführt wurde, macht er sich von 
diesem Nothbehelf frei und operirt mit seinen allgemeinen Zahlen genau so, 

* Der Commentar zum ersten Buche dieses Tractates ist echon als Abhand- 
lung zum Osterprogramme 1890 des Konigl. Gymnasiums mit Realgymnasium zu 
Thom erschienen. 

" Supplement zur hist. -lit. Abth. des XXIV. Jahrganges. Leipzig 1879, 
S. 125-166. 

*- Man sehe meine Heeeneion: Die Ausgabe von Jordanue ' :  ,,De numeria 
datis" durch Prof. P. T r e u t l  e i n  in Karlsruhe. (Leopoldina, Amtliches Organ der 
EaiaerL Leop. - Carol. Akad., Heft XVI, 1879.) 

Hiut.-Ut. Abthlg. d Zeitsahr. f.Msth. o. Phys. XHXVI, 1 .  1 
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wie wir es jetzt zu thun pflegen. Freilich kennt e r  von Operationszeichen 
nur eines, das auch L e o n a r d o  v o n  P i s a  anwendet: Die unmittelbare 
h-ebeneinandersetzung von zwei Zahlen als Zeichen der Addition - so heivst 
bei ihm z. B. abc nichts Anderes als a + b + c -, alle iibrigen Operations- 
zeichen enthehrt er und muss sich daher dadurch helfen, dass er 2. B. ftir 
die Differenz zweier Zahlen einen neuen Buchstaben einflihrt, für das Pro- 
duct ebenso einen neuen und ahnlich weiter. Alle diese neuen Zeichen sind 
dabei ebenso allgemein aufgefasst, als die ursp~ünglichen Zahlenbezeichnungen 
durch Euchstaben selbst. Setzen wir aber nnsere Operationszeichen au Stelle 
seiner neu eingeführtcn Symbole, so ist der Gang seiner Losungen meistens 
nur in unwesentlichen Puukten von dem noch jetzt zu dem namlichen Zwecke 
benutzten Gange verschieden. Dass e r  dabei , eben seiner mangelhaften Re- 
zeichnung halber, kleine Umwege machen muss, ist  nicht zu verwundern. 

Eigenthtimlich ist es ,  dass noch Niemandem aufgefallen is t ,  dass genau 
dieselbe Klarheit des Zahlbegriffes sich auch in desselben Verfassers ,,Arith- 
metica decem l ibr is  demonstrata16* findet. Man h a t ,  weil auf den Randern 
der Ausgaben und Handschriften dieses Werkes scheinbar ahnliche Piguren 
vorhanden sind, wie sie in  den Euklidischen arithmetischen Riichern und 
sonst existiren, auch einfach geglaubt, es handle sich urn tihnliche Beweis- 
rnittel. Wahrend aber bei E u k l i d e s  und den Uebrigen der Beweis eines 
arithmetischen Satzes a n  einer geometrischen Figur  geftihrt wird, indem 
man fur  die Zahlen Linien einführt, ist in J O  r d  a n u s '  Arithmetik die Figur 
in ahnlicher Weise gebraucht, wie in dem Liber Abbaei des L e o n a r d o  
v O n P i s  a :  Die Liniem dienen mur d a m ,  zu eeigelz, in. weicher Weise die 
gewahltelz Zahlen su verkntïpfen s ind,  es sind nicht Substrate der Zahlen 
selbst. Die Beweise nehmen absolut auf die Figuren keine Rücksicht; diese 
konnten ebensogut wegbleiben, ohne dass das Verstiindniss der Beweise 
auch nur im Mindesten erschwert würde, - sie sind hinzugeftigt, weil der- 
gleichen einmal hergebracht war, brauchen aber noch nicht einmal von 
J o r d  a n u  s selbst herzurühren. Wer einen Satz nebst Reweis aus der 
Arithmetik, z. B. den folgenden (Lib. 1, Satz 17), liast: 

17. S i  numerus i n  duo dinidatnr ,  qnod fit e x  toto i n  se, aeqnnm 
est  e i ,  qnod fit e x  dnctu nnins part is  in al ind quater ,  cnm eo ,  qnod 
fit e x  differentia i n  se. 

Sit ab numerus in duo a et  b diuisus, sitqne b maius, diuidaturque 
iterum b in duo, scilicet in d aequale a et e, differentiam b ad a: dico, 
quod fit ex a b  in se ,  aequum esse ei ,  quod fit ex ductu quater a in b et c 
in  se. Nam per decimam quintam, quod fit ex ab in de, aequum est ei, 
quod fit ex a bis i n  b e t  a in  se et b in se. At per praecedentem, quod 

* Mehrfach durch Paber Stapulensis (Jean Fabre d'lhaples) zu Paris heraus- 
gegeben. Sie findet sich auch haufiger in Handschriften, ein Beweis ihrer grossen 
Verbreitung. 
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fit ex b in  se  cum a in  se, aequali d uni  partium b ,  aequale ei,  quod fit 
ex b bis in a e t  c in  se; quare alternatim per octavam ei,  quod fit ex a 
bis in b et c in  se. Igitur a b  in se tantus est,  quantus a quater in b 
cum differentia a  in  se ,  quod intenditur, 

muss ohne Weiteres die absolute Uebereinstimrnung der Beweisart mit der- 
jenigen der numeri dat i  ancrkennen und einsehen , dass die hinzugefügte 
Figur eher dem Verstllndniss hinderlich is t ,  als dasselbe f6rdert. E s  ist  das 
niimlich nicht etwa die F i g u r ,  wie aie im Euklides sich finden müsste, 
sondern sie sieht im Facsimile nach der Ausgabe von 1513 so ails: 

Sie giebt also nichts weiter als ein Beispiel, 
bei welchem a + b = 6 ,  a = 2 ,  b = 4  is t ;  von dem 
allgemeinen Beweise des J O  r d a n  u s , dass (a + b)a 
= 4 a b  + (a - b)2, ist  aber keine Spur darin ent- 
halten: Sie ist  also vollatandig iiberfliissig, in  ge- e: 
wisser Weise für das Verstandniss des allgemeinen 
Deweises sogar schadlich. Man vergleiche damit die 
eigenthümliche Eeweisfigur der Inder frir den Pytha- 
gorei~chen Lehrsatz bei Ca  n t O r ,  * so wird der 
Unterschied zwjschen einem Beweise arithmetischer e f 
Wahrheiten durch geometrische Betrachtungen und der hier beliebten figür- 
lichen Daratellung eines Specialfalles recht augenfiillig einleuchten. 

Von der dritten arithmetischen Schrift des JO r d a n u s , dem ,,Algorithrnus 
demonstratus", ist die Eigenthirmlichkeit der Zahlenauffassung und Eezeich. 
nung als mit der der numeri dati identisch schon seit langer Zeit von 
Ch a s  1 e s  erkannt worden , wenn auch letzterer diesen Algorithmus einer 
vie1 spiiteren Zeit , namlich R e g  i O m O n t a n ,  zuschreibt. E s  ist  wohl jetzt 
allseitig anerkannt , dass J O  r d a n  u s der Verfasser ist , wahrend die Hand- 
schrift , aus welcher S c h O n e  r denselben herausgab , von R e g  i O m O n t a n ' s  
Hand geschrieben zu sein scheint und vielleicht in Wien noch erhalten kt.** 

Das vorliegende Werk des J o r  d a n  u s zerf%llt,  wie seine Geometrie , in 
vier Bücher, fiir welche sich der Commentar hier. anschliesst. Nehmen wir 
den zweiten Paragraph aus, 60 handelt es sich im ersten Buche immer um 
die Theilung einer Zahl in zwei andere, so dass diese noch e i n e r  Bedingung 
Gentlge leisten. Nur im zweiten Abschnitt ist, wie gesagt, die Anzahl der 
Theile der gegebenen Zahl beliebig. Dieser Abschnitt ist schr nahe ver- 
wandt mit dem sogenannten Epanihern des Tymaridas,*** wie man bei Ver- 

* C a n t o r ,  Vorlesungen über Geschichte der Mathematik. Erster Band. 
Leipzig 1880. S. 557. 

** Die Basler Handschrift (F. II. 33) sowohl, a h  die Dresdner (D b. 86) stammen 
aus dem Anfange des 14. Jahrhunderts, kbnnen also sicher nicht R e g i o m o n t a n  
rum Verfas~er haben. Die Wiener Haudschrift (Nr. 620323) befindet sich in einer 
8ammluug vou Abhandlungen I'eurb ach's.  

*** N.B. C a n t o r ,  a. a. O. S. 371. 
1' 
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4 Historisch - literarische Abtheilung. 

gleichung ohne Weiteres sieht. Nur bei den Indern war es bis jetzt m6g- 
lich , ausser bei T y m a r i d  a s  , eine khnlicbe Betrachtung nachzuweisen. U m  
unserer jetzigen rluffamung solcher Aufgaben gerecht zu werden, babe ich 
nie von der Theilung einer Zahl in verschiedene andere, sondern von der 
Summe mehrerer Zahlen gesprochen, welche dann noch weiteren Bedingongen 
genügen. Aufgabe 7 behandelt eigentlich eine Gleichung nur  mit einer Un- 
bekannten , welche J O  r d a n u s jedoch durch einen leichten Kuustgriff auf 
eine solche mit deren zweien zurückführt. E s  handelt ~ i c h  um die Gleich- 
ung x2 + a x  = b oder x (x + a )  = b. Da namlich ( x  + a)  - x = a is t ,  so 
kennt man Summe und Product der Zahlen z + a,  x. J O  r d a n  u s sucht 
dann das Quadrat der Summe von s+ a und x, also (2% +a)', multiplicirt 
also z8 + a s  = b mit 4 und addirt a< um so (2z + = a" 4 b zu er- 
halten. Das ist ganz dasverfahren der Araber, welche auch, wenn a keine 
gerade Zahl war, euf diesem Wege den Bruch vermieden. J o r d  a n u  s be- 

nutzt denselben aber immer, so dass also auch bei geradem a mit 4 multi- 
plicirt wird. Auf diese Aufgabe fIihrt e r  ungemein viele seiner weiteren 
Abschnitte zuriick. In Aufgabe XVI benutzt e r  dieselben Schliisse auch 
zur Losung einer Gleichung von der Form xe - a x  = b ,  welche er gcnau 
ebenso behandelt, wie x2+ a z =  b. In  diesem Abschnitte ist es auch, wo 
zum ersten Male der Fa11 eintritt, dass eine Gleichung zweiten Grades zwei 
positive Wurzoln besitzt. Hier ltisst J o r d  a n u s  beide Losungen zu, sagt 
aber, man konne nicht entscheiden, welche von beiden die richtige Sei; in 
dem Beispiele zeigt er,  dass beide Losungen der gegebenen Aufgabe ent- 
sprechen. Zwei Losungen, welche irrational werden wtirden, zieht er ein- 
fach nicht in Betracht, obwohl gerade der letzte Paragraph des ersten 
Buches eine solche Irrationalitat bringt. E r  kommt hier auf 1/500, welche 
er zu 22l/, bestimmt , adprozimwn, wie er sagt ,  jedenfalls ein Werth, der 
mir bis jetzt nicht aufgestossen ist. 

Beim Durchlesen dieses Buches wird der Leser besonders iiber das Ge- 
schick staunen, mit welchem am Anfange des 13. Jahrhunderts Umformungen 
von Ausdrtickeu quadratischer Natur in andere, entweder durch Addition 
oder Subtraction , ofter auch durch Multiplication vorgenommen , und so 
complicirte Aufgahen auf früher behandelte leichtere zurüçkgefübrt werden. 
Fast alle diese Umformungen finden sich im ersten Buche der Arithmetica 
Jordani bewiesen, und an zwei Stellen beruft sich der Verfasser auch auf 
dieses zweite eigene Werk. Ich habe a n  den betreffenden Stellen den Wort- 
laut des angezogenen Lehrsatzes nach der ersten Ausgabe der Arithmetik 
von 1496 angegeben. Der oben mit seinem Reweise mitgetheilte Satz 17 
ist eines dieser beiden Theoreme. 

Wie die bei dem ersten Buche benutzten Siitze im ersten Buche der 
Arithmetik des J o r d a n u s  sich finden, sind die im zweiten und dritten 
Buche gebrauchten in dem zweiten Buche der letzteren enthalten. Wie dieses 
zweite Buch von Satzen über Verhaltnisse handelt, so verwerthen das zweite 
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und dritte Buch der numeri dati die dort bewiesenen Theoreme ftir die 
Lo~ung von solchen Aufgaben, bei denen Verhliltnisse allein oder mit anderen 
Beziehungen gegeben sind. 

Im zweiton Buche Sind manche SLtze ganz allgemein ausgesprochen, 
jedoch von J o r  d & n u s  nur  fur  drei oder vier Unbekannte bewiesen worden. 
Ich habe jederzeit, seinen Spuren folgend, die Losung für eine beliebige 
Anzahl von Unbckannten durchgeftihrt. Von besonderem Interesse Sind die 
beiden letzten Paragraphen tiber den falschen Satz der Araber. Die Be- 
merkung T r  e u t l e i  n 's ,  dass hier auch arabische Zahlzeichen auftreten , ist 
hinallig, da der letzte Theil des lctzten Paragraphen nicht von J o r d a n  u s  
herrührt, sondern ein Einschiebsel ist. Er findet sich nur in  der Baseler 
Handschrift , welche jilnger ist  , als die Dresdner. 

Das vierte Buch bringt endlich quadratische Gleichungcn mit e i n  e r 
Unbekannten. Hier habe ich auch die in dem T r  e u  t l e in ' schen  Abdrucke 
nicbt vorhandenen Nummern 97-13 3 aus der Handschrift Cod. Dresd. C. 80 
mit aufgenommen, so dass dadurch eine vollstandige Ausgnbe der interessan- 
ten Schrift vorliegt. Leider hat  diese Handschrift den werthvollsten Theil 
des Werkes, die Beweise in  allgemeinen Zahlzeichen, weggelassen und liefert 
nur zu jedem Satze die in  nnserer Ausgabe mit Perbi gratia eingeleiteteu 
I-Ieispiele. Jedenfalls hat  man aber doch einen Ueberblick über den Gesammt- 
umfang des Werkes, das selbst einige Gleichungen des dritten Grades ein- 
schliesst. 

Was nun die folgenden Seiten betriEt, so habe ich mir erlaubt,  nach 
heutiger Schreibweise quae, aepualis u. dergl. s ta t t  que, epualis etc. drucken 
zu lassen; ich habe auch additio u. A. und nicht, wie die Handschriften, 
addicio u. S. W. mir zu setzen erlaubt; ich glaubte so dem Verstiindniss des 
so wie so nicht gerade leicht lesbaren Textes zu Hilfe zu kommen. Die 
Interpunktion habe ich nach neueren Grundsatzen gehandhabt und lieber 
einmal ein Komma zuviel gesetzt, als durch Auslassiing eines solchen Zwei- 
deutigkeit zu erregen. Die Uebersetzung in dm Mathematische ist derart 
bewirkt, dass die Satire i n  solcher Fassung gegeben sind, wie man dieselben 
heute aussprechen würde. Die Bedingungen sind dann in Gleichungen ge- 
fa&, und diese nach den von J o r  d a n u s  vorgeschriebenen Operationen 
aufgelost worden, wau nicht tiberall gerade leicht war, besonders da ,  wo 
die fehlende Interpunktion zu Zweifeln Anlass gab. Ich glaube tiberall den 
Sinn des Butors richtig aufgefasst zu haben. An einigen Stellen ergab 
das Nachrechnen auch augenfallige Emendationen des tiberlieferlen Textes. 
Diese anzudeuten habe ich unterlassen. Die jedem Paragraphen beigegebenen 
Beispiele sind nicht ilz extenso durchgerechnet, sondern nur  angegeben worden, 
welche Werthe fur die allgemeinen Zahlen einzusetzen sind, um der Reihe 
nach die dem Beispiele entsprechenden Zahlen eu erhalten. 

Thorn, 21. Januar 1890. 
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.. 0- 

Iordani Nemorarii de Numeris Datis Liber 1. 
Numerus datus est ,  cuius quantitas nota est. 
Numerus ad alium datus est ,  cum ipsius ad alium est proportio data. 
Data est autem proportio, cum ipsius denominatio est cognita. 
Proportio ist hier das, was spater ratio, Verhaltniss heisst; unser Begriff 

Proportion wird im Mittelalter durch Proportionalitas gegeben. 
Denmzilzatio = Exponent des Verhaltnisses. 

1. S i  n u m e r u s  d a t u s  i n  d u o  d i u i d a t u r ,  q u o r u m  d i f f e r e n t i a  
d a t a ,  e r i t  u t r u m q u e  e o r u m  d a t u m .  

Quia enim minor portio et  differentia faciunt maiorem, tunc minor 
portio cum sibi aequali e t  cum differentia facit totiim. Sublata ergo diffe- 
rentia de toto remanebit duplum minoris datum; quo diuiso erit minor 
portio data ,  sicut e t  maior. 

Verbi gratia X diuidatur in duo, quorum differentia duo;  quae si 
auferantur de X , relinquentur octo , cuius medietas est quatuor, e t  ipse est 
minor portio, altera sex. 

1. Aus  d e r  S u m m e  u n d  Di f fe renz  z w e i e r  Zahlen  l a s s e n  s ich d ie  
Z a h l e n  s e l b s t  bes t immen.  

Gegebene Gleichungen: 
x + y = s ,  x- y = d .  

Bus dem Begriff der Differenz folgt y  + d = x, also ist 2y + d = x + y  = s, 
daher 2 y = s - d ,  y  = f (s - d ) ,  s = s - y. Man beachte die Eigenthümlichkeit, 
dass J. faet ausnahmslos die kleinere Zahl zuerst sucht. 

Beispiel: s=lO, d = 2 ;  Zy=8 ,  y=4 ,  s=6 .  

II. S i  n u m e r u s  d a t u s  d i u i d a t u r  p e r  q u o t l i b e t ,  q u o r u m  c o n -  
t i n u e e  d i f f e r e n t i a e  d a t a e  f u e r i n t ,  q u o d l i b e t  e o r u m  d a t u m  e r i t .  

Datus numerus sit a ,  qui diuidatur in b, c, dl e ,  sitque e minimuu. 
E t  quia eorum continuae sunt differentiae datae, singulorum ad e datae 
erunt differentiae. Sit igitiir f differentia b ad e ,  e t  g, h differentiae c 
ad e e t  d ad e ;  e t  quia e cum singulis illorum facit singula ietorum, mani- 
festum es t ,  quod triplum e cum fgh  facit illos tres. Quadruplum ergo e 
curn f g h  facit a. Eiis erg0 demptis de a remanebit quadruplum e datum, 
quare e datum erit ,  et per additionem differentiarum erunt reliqua data. 

Hoc opus est. Verbi gratia diuidatur XL per quatuor quorum per 
ordinem differentiae 1111, I I I ,  duo. Differentia ergo primi ad  ultimum IX, 
et secundi ad illum V, e t  tertii ad eum duo, quae simul faciunt XVI. 
Quibus dernptis de XL remanebunt XXIIII, quorum quarta est V I ,  et hoc 
erit minimus quatuor. Additis autem IX ,  V et  duobus prouenient caeteri 
tres VII I ,  X I ,  XV. 

II. E e n n t  m a n  d i e  S u m m e  e iner  b e l i e b i g e n  M e n g e  v o n  Zahlen n n d  
d i e  Di f fe renzen  j e  zweie r  a u f e i n a n d e r  f o l g e n d e n ,  s o  k a n n  man siimrnt- 
l i c h e  Zahlen  e inze ln  bes t immeu.  

Die von J O  r d a n u s  für vier Zahlen gegebene Losung l a s ~ t  sicli leicht, wie 
folgt, verallgemcinern. 
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Gegebene Gleichungeu : 
x 1 + X 2 + X ~ + ~ . . + X n = a ,  
x l - x 2 = d , ,  
x2 - -2s = d2, . . . . . . , 
xn-1 - x n = d n  -1. 

Man erhiilt lcicht: 
xn-I  - ~ n = d n - i = & n - 1 ,  
xn-2 - Z n  = a n - 1  + dn-Z= an-2, 
xn-3-xn=6n-2+dn-3=bn-31 

Also diirch Addition dieser Gleichungen: 

Folglich ist auch, wenn x n  - x n  = O  addirt wird: 

Also sind durch Addition von a , ,  b,,  . . ., 6n-1 auch die übrigen Zablen ge- 
gebeu. 

Beispiel: n = 4 ,  a = 40, dl = 4 ,  &=  3,  d3 = 2. Es ist dann der Reihe uach 
40 - 16 

6,=9, & = 6 ,  6,=2, al80 x,=--=6; x 3 = 6 + 2 = 5 ,  x , = 6 + 5 = 1 1 ,  
4 

s i = 6 + 9 =  15. 

III. D a t o  n u m e r o  p e r  d u o  d i u i s o  s i ,  q u o d  e x  d u c t u  u n i u s  

in  a l t e r u m  p r o d u c i t u r ,  d a t u m  f u e r i t ,  e t  u t r u m q u e  e o r u m  d a t u m  
e s s e  n e c e s s e  e s t .  

Sit  numerus datus a b c  diuisus in ab et  c l  atque ex a b  in c fiat d 
datus, itemque ex a b c  in se fiat e. Sumatur itaque quadruplum d ,  qui 
fit f ,  quo dempto de e remaneat g, et  ipse erit quadratum differentiae a b  
ad c. Extrahatur ergo radix ex g, e t  sit h ,  eritque h differentia a b  ad cl 
cumque sic h daturn, erit  e t  c et ab datum. 

Huius operatio facile constabit hoc modo. Verbi gratia sit  X diuisus 

in numeros duos, adque ex iuc tu  unius corum in alium fiat X X I ;  cuius 
quadruplurn, et ipsum est LXXXIIII ,  tollatur de quadrato X ,  hoc est Cl 
et remanent XVI ,  cuius radix extrahatiir , qiiae er i t  quatuor, e t  ipse est 
differentia. Ipsa tollatur de X et  reliquurn, quod est V I ,  dimidietur, erit- 
que medietas III, et  ipse est minor portio e t  maior VIL 

III. A u s  S u m m e  u n d  P r o d u c t  z w e i e r  Z a h l e n  l a s s e n  s i c h  b e i d e  
Zahlen b e s t i m m e n .  

Gegebene Gleichungen: 
z + y = s ,  z y = d .  

J. findet der Reihe nach ( ~ + y ) ~ = s ~ = e ;  4 x y = 4 d = f i  e - f ~ g = ( x - y ) ~ ;  
z - y = j ' g = h :  alço nach 1 2 y = s - h  u.6.w. 

&&piel: ~ 1 1 0 ,  d = 2 1 .  Manerhül tg=100-54=16,  a l s o h = 4 ;  y = J ,  x=?.  
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IV. S i  n u m e r u s  d a t u s  f u e r i t  i n  d u o  d i u i s u s ,  q u o r u m  q u a -  
d r a t a  p a r i t e r  a c c e p t a  s i n t  d a t a ,  e r i t  u t r u m q u e  d a t u m  modo 
p r a e m i s s o .  

Si enim g, scilicet quadrata coniuncta, fuerit notus, erit  et e notus, 
qui est duplum unius in alterum, subtrahendo quadrata, partium cmiuncta 
de quadrato tot,ius numeri; subtractoque e de g remanebit h ,  quadratum 
differentiae, cuius radix extracta 1 sic nota;  erunt omnia data. 

Opus idem. Diuisus quippe sit X in duo,  quorum quadrata sint LVIII; 
quo de C remanebunt XLII ,  quibus demptis de LVIII  remanebunt XVI, 
radix cuius est I l I I ,  e t  ipsa est differentia portionum, quae fient VI1 et  III, 
u t  prius. 

IV. Desgloichen a u a  d e r  S u m m e  d e r  Z a h l e n  und d e r  S u m m e  ihre r  
Q u a d r a t e .  

Gegebene Gleichungen : 
x + y = s ,  x 2 + y 2 = g .  

J. fiihrt die Aufgabe auf die vorige zurück. Es ist namlich 

und daher ( ~ + y ) ~ - ( x ~ + y ~ )  = s 2 - g = 2 x y = e  
- 

( x - y ) 2 = 2 g - s P = h ;  x - y = v h = l ,  

und also nach 1 Alles bekannt. 
Beispiel: s=10, g =  5 8 ;  also e = 4 2 ,  h = 1 6 ,  1 = 4 ;  die Zahlen daher wieder 

7 und 3. 

V. S i  n u m e r u s ,  i n  d u o  d i u i d a t u r ,  q u o r u m  d i f f e r e n t i a  d a t a ,  
a t q u e  q u i  e x  d u c t u  u n i u s  i n  r e l i q u u m  p r o u e n e r i t  n u m e r u s  d a t u s ,  
n u m e r u m  q u o q u e  d i u i s u r n  d a t u m  e s s e  c o n u e n i e t .  

Maneat superior dispositio , et  1 ,  differentia portionum , sit datus, et 
similiter d ,  qui est productus ex eis,  cuius duplum est e. Sed et e dupli- 
cato addatur h ,  qui est quadratum differentiae, et compositus yit f ,  qui 
erit ex decima septima Arismeticae Jordani quadratus a b c  e t  dâtus, quare 
et  a b c  datus est. 

Verbi gratia differentia portionum sit VI, et  ex ipeis proueniat XVI, 
cuiuli duplum XXXII, jllius quoque duplum LXIIII.  Huic addatur XXXVI, 
scilicet quadratum V I ,  e t  fient C ,  cuius radix ext,racta erit  X ,  numerus 
diuisuv in VI11 et duo. 

V. B u s  d e r  Di f fe rene  zweie r  Z a h l e n  u n d  i h r e m  P r o d u c t e  k a n n  m a n  
d i e  S u m m e  d e r k e l b e n  und  d i e  Z a h l e n  e i n z e l n  f inden.  

Gegebene Gleichungen: 
x - y = l ,  x y = d .  

Der Reihe nach werden gefunden 2 x y = 2 d = e ,  (x - = lP = h und daraus 
( x  + = E, + 2 e = f, x + y = yf. Da 80 die Sumrne bekannt kt, kennt man nach 1 
auch die Zahlen einzeln. 

BFispieZ: 1 = 6 ,  d = 1 6 ;  ale0 4 d = 2 e = 6 4 ;  h = 3 6 ,  f=100;  x+y=10, x=8, 

y = 'hie au. der Arithmetik dea J o r d  a n u s  (Bueh 1) augezogene Stelle lautd:  
Si numerus i n  duo diuidatur, quod f i  ex toto in  se, aequum est ei, puod fit ex 
d u d u  unius partis i n  aliud quater, cum eo ,  quod fit ex differentia in  se. 
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VI. S i  v e r 0  d i f f e r e n t i a  d a t a  f u e r i t  e t  q u a d r a t a  e o r u m  c o n -  
i u n c t i m  d a t a ,  n u m e r u s  e t i a m  t o t u s  d a t u s  e r i t .  

Quadrata eorum coniuncta erant g ,  qui sit  datus;  de quo tollatur h, 
quadratus differentiae , similiter datus, e t  remanebit e datus, qui est duplus 
unius in alterum, additoque e ad g fiet f ,  qottdratus totius; extracta ergo 
radice f erit totus a b c  datus. 

Verbi gratia LXVIII  sint duo quadrata, a quibus tollantur XXXVI, 
qui est quadratus differentiae, e t  remanebuut XXXII, qui est duplum unius 
in alterum. Coniunctis itaque LXVIII e t  XXXII prouenient C. Huius radix 
eut X,  et  ipse erat diuisus i n  VI11 et duo. 

VI. Desgleichen a u s  d e r  Di f fe renz  d e r  Zahlen  u n d  d e r  S u m m e  
i h r e r  Q u a d r a t e .  

Gegebene Gleichungen: 
2 - y = E ,  xe+¶J*=g.  

J. bildet folgeweise: (x - y)*= 1*= TL; 2x y = g - h = e; (X + y)' = e + g  = f ;  
z+ y = Y z  irlso auch uach 1 z und y gegeben. 

Beispiel: g=68, Z=6; h = 3 6 ,  e = 3 ' 2 ,  f=100, also x + y = l O ;  x = 8 ,  y = 2 .  

VII. Si d i u i d a t u r  n u m e r u s  i n  d u o ,  q u o r u m  a l t e r u m  t a n t u m  
d a t u m ,  e x  n o n  d a t o  a u t e m  i n  s e  e t  i n  d a t u m ' p r o u e n e r i t  n u m e r u s  
d a t u s ,  e r i t  e t  n u m e r u s ,  q u i  d i u i s u s  f u e r a t ,  da t i i s .  

Sit numerus diuisus in a e t  i n  b ,  sitque b datus atque ex a in se et  
in O ,  hoc est in totum a b ,  proueniat d ,  qui sit datus. Addatur autem c 
ad a b ,  e t  ipse ait aequalis a ,  u t  sit totus a b c  diuisus in a b  et c. Quia 
igitur ex a b  in c fié d datus, atque differentia a b  ad c l  scilicet b ,  est 
datus, erit a b  et  c datus, similiter e t  a e t  a b .  

Huius operatio est. Verbi gratia sit V I  unum diuidentium, et ex 
reliquo in se et  in V I  fiant X L ,  quorum duplum, id est LXXX, duplicetur, 
et erunt CLX, quibus addatur quadratum V I ,  hoc est XXXVI, et  fient 
CXCVI, cuius radix est X I I I I ,  de quo suhlatis VI et  reliquo mediato 
fient 1111, qui est reliquum , eritque totus diuisus X , coniunctis I II1 et VI. 

VII. A d d i r t  m a n  zu e iner  u n b e k a n n t e n  Zahl  e i n e  b e k a n n t e  und  
m u l t i p l i c i r t  d a n n  d ie  S u m m e  m i t  d e r  u n b e k a n n t e n  Zahl ,  so  i s t  d i e  
i e t z t e r e  b e s t i m m b a r .  wenn  der  W e r t h  des  P r o d u c t e s  b e k a n n t  ist. 

Gegebene Gleichung : 
(x + b) x= d. 

J. bildet noch die Gleichung: 
( x + b ) - x = b ,  

er kennt also jetzt die Differenz der beiden Factoren und ihr Product, und hat 
daher nur V anzuwenden, um x +  b und z zu bestimmen. 

Die Dresdner Handschrift D b. 86 hat hier zu dem Lehrsatze folgende Rand- 
bemerkung: Zilzde patet, puod, si id, puod fit ex numero in Fe et in numevuni 
datum, fucvit toturn datum, eril d i l l e  numerus datus. 
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VIII. S i  n u m e r u s  d a t u s  i n  d u o  d i u i d a t u r ,  e t  e x  d u é t u  t o t i u s  
i n  d i f f e r e n t i a m  e t  m i n o r i s  d i u i d e n t i u m  i n  s e  p r o u e n e r i t  n u -  
m e r u s  d a t u s ,  e r i t  e t  u t r u m q u e  i l l o r u m  d a t u m .  

Illa enim coniuncta sunt tamquam quadratum maioris numeri ex decima 
octava Arismeticae; extracta igitiir radice illius habebis rnaius diuidentium 
et  ita reliquum. 

Verbi gratia diuidatur X in duo, et ex ductu ipsius in  differentiam et 
minoris portionis in se fiant LXIIII ;  radix cuius est VII I ,  qui erit maior 
prirtio, et duo minor. 

VIII. W e n n  a u s s e r  d e r  Summe d a s  P r o d u c t  d e r s e l b e n  in die 
Uif'ferenz d e r  Z a h l e n  p lus  dern Q u a d r a t e  d e r  k l e i n e r n  Z a h l  gegeben 
i s t ,  so k e n n t  m a n  b e i d e  Zahlen.  

Gegebene Gleichungen : 

x + y = s ,  ( " + y ) . ( % - y ) + y P = b .  

Die zweite Gleichuug ist ideutisch mit der folgenden: xP= 71, also ist x = n, und 
daher auch y bekannt. 

Beispiel: s  = 1 0 ,  b = 64. Man findet also ohne Weiteres z = 8, y  = 2. Der 
aua der Arithmetik dca J o r d a n  u s  angezogene Satz lautet dort: Quod fit ex minore 
diuidemtium in se cum eo, puod fit e x  toto in eorum differentiam, tantum est, 
quuntum quad fit ex maiore eorundem per se multiplicato. 

IX. S i  v e r 0  e x  d u c t u  t o t i u s  i n  d i f f e r e n t i a m  e t  m a i o r i s  
d i u i d e n t i u m  i n  s e  f i a t  n u m e r u s  d a t u s ,  u t r u m q u e  e t i a m  d a -  
t u m  e r i t . *  

Esto a b  diuisus in a et  in  b ,  quorum differentia c ,  atque ex ab in e 
fiat d ,  et ex a ,  qui est maior, in  se fiat e ,  eritque totus de  datuu; sed 
e t  a b  in se faciat f, quare totus d e  et  f datus est. Sed quia a b c  duplus 
est  a ,  erit df,  quod fit ex a b  in duplum a. Eri t  erg0 d f ,  quod fit ex 
duplo a b  in  a ,  sic igitur def eri t ,  quod prouenit ex a in se et  in duplum ab ,  
ciimqiie def datum sit e t  diipliim a b ,  erit  e t  a datus'." e t  ide0 71. 

Verbi gratia X in differentiam portionurn et maior portio in  se faciant 
L V I ,  quibus iungantur C ,  et erunt CLVI ,  quorum duplum, hoc est CCCXII, 
duplicetur e t  fient DCXXIIII; quibus addatur quadratum XX, qui est 
duplilm X ,  et fient M e t  XXIIII ;  huius radix XXXII, de quo tollatur XX, 
e t  remanebunt XII ,  cuius dimidium est V I ,  et ipse est maior portionurn X, 
e t  reliqua est 7111. 

* Hier hat die Handschrift Db. 86  folgende Randbemerkung: E x  noma secundi 
Zuclidis in numeris patet, qzcod si lzumerus in  se et in alium ducatur, ut a in  se 
et i n  b ,  guad~atum totius producti curn puadrato b est numerus puudratus, cuius 
rudix est b et duplum a Item patet ex nona et deeinza septimaprimi drismeticae 
Iordani, et per hoc verificatur huius operis executio et veritas, et multarum se- 
quentium. 

** Hier schiebt die Dresdner Handschrift die Glosse ein: ex corroliario 
septimae. Siebe obeu S. 9 Z. 1-4 v. u. 
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IX. Beide Z a h l e n  s i n d  a u c h  b e k a n n t ,  wenn  a u s s e r  d e r  S u m m e  d a s  
Produc t  a u s  S u m m e  u n d  D i f f e r e n z  p l u s  dem Q u a d r a t e  d e r  g r o s s e r e n  
Zahl g e g e b e n  ist. 

Gegebene Gleichungen: 
x + y = s ,  ( x + y ) ( x -  y ) + x P = g .  

J.geht sovor: Esist ( x + ~ ) ~ = s ' z  f i  f + g = x t + 2 ( x + y ) ~ = ~ ~ + 2 s x = : x ( ~ + 2 s ) ,  
also ist oach VU z bekannt, folglich auch y. 

Beispiel: s = 10, g x 66; f + g = 156, also die zu losende Gleichung 
x (x + 20) = 156. 

Nach VII erhiilt man dann 4x2 + 8 0 s  = 624; 4x2 + 8 0 s  + 400 = 1024; 2x  + 20 
=32; 2 x =  12, ais0 x = 6 ,  y=4 .  

X. Q u o d  s i  q u a d r a t a  d i u i d e n t i u m  a m b o  c u m  e o ,  q u o d  e x  
t o t o  i n  d i f f e r e n t i a m ,  f e c e r i n t  n u m e r u m  d a t u m ,  q u a m l i b e t  
e o r u m  d a t u m  e s s e  n e c e s s e  e s t .  

Omnia enim haec sunt tamquam duplum quadrati maioris diuidentis. 
Dimidietur itaque et  dirnidii extrahatur radix, e t  habebitur maior portio. 

Verbi gratia diuiso X quadrata portionum e t  quod fit ex X in  eorum 
differentiam omnia sint XCVIII,  cuius me die ta^ est XLIX, cuius radix est 
VII,  e t  ipse est maius diuidens, minor vero est III. 

X. D e s g l e i c h e n ,  wenn a u s s e r  d e r  S u m m e  d i e  Sum'me d e r  Q u a -  
d r a t e  p l u s  d e m  P r o d n c t e  a n s  S u m m e  u n d  D i f f e r e n z  g e g e b e n  ifit. 

Gegebene Gleichungen: 
x + y = s ,  ~ ~ + 1 / ~ + ( x + y ) ( x - y ) = d .  

Die zweite Oleichung ist identisch mit 2 xt=  d; es ist also x e =  id, x =TG, 
y = s - 2 .  

Beispiel: s = 10, d = 98; also 4 d = 49, und folglich z = 7, y = 3. 

XI. S i  i t e m  q u o d  f i t  e x  t o t o  i n  d i f f e r e n t i a m  c u m  e o ,  q u o d  
e x  u n o  d i u i d o n t i u m  i n  r c l i q u u m  p r o d u c i t u r ,  f u e r i t  d a t u m ,  
e r u n t  s i n g u l a  e o r n m  d a t a .  

Cum sit autem totum ex differentia et diiplo minoris diuidentium com- 
positum, tantum erit totum i n  se ,  quantum semel in differentiam et minor 
portio hiis i n  duplum; sed minor portio in  totum tantum est,  quantum in 
maiorem et in se: si ergo, quod fit ex toto in  differentiam cum eo, quod 
ex minore diuidentium in reliquum , tollantur de quadrato totius , remanebit. 
quod fit ex minore in  se et  in totum datum. Sic ergo ex praemissis et 
ipsum datum erit  e t  reliquum. 

Operis executio. Verbi gratia, quod fit ex X in differentiam, curn eo, 
quod ex uno diuidentium in alterurn, faciat LXXXIX; quo sublato de C 
remanent X I ,  cuius duplum dupletur, e t  fient XLIIII ,  quae cum C sunt C 
et XLIIII ,  quorum radix est XII. Huius ad X differentia est duo, quorum 
medietas est uniim, e t  ipse minus diuidens et  maius IX. 

XI. Desg le ichen ,  wenn  n e b e n  d e r  S u m m e  d a s p r o d u c t  aus  Sumrne 
und Differenz p lus  d e m  P r o d u c t e  b e i d e r  Z a h l e n  g e g e b e u  i s t .  

Gegebene Gleichungen: 
x + y  = s ,  ( x + y ) ( z - - y ) + z y  r d .  
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12 Historisch - literarische Ahtheilung. 

Es ist s ~ - d = ( x + y ) 2 - ( x + y ) ( x - y ) - x y = y ~ + y ( x + y ) = y P + ~ y ,  folglich 
hat man für y  die Gleichung zu Iosen: 

y ( y + s ) = s l - a .  
Es ist also nach VII y  bekannt, daher auch x .  

Beispiel: s = 1 0 ,  d = 8 9 ;  s g - d x l l .  Alsoiot y ( y + i ~ ) = l l .  Daraus fol@ 
nach VI1 y  = 1, x = 9. 

XII. S i  n u m e r o  d a t o  p e r  d u o  d i u i s o  q n a d r a t a  i p s o r u m  cum 
q u a d r a t o  d i f f e r e n t i a e  f u e r i n t  d a t a e ,  u t r u r n q u e  e o r u m  d a t u m  
e r i t .  

Detractjs siquidem omnibus hiis de quadrato totius remanebit minus 
duplo unius in  alterum, quantum est quadratum differentiae, quare minus 
duobus quadratis diuidentium duplum einsdem quadrati; minus erg0 tato 
detracto eius triplum. Cum erg0 ipsum residuum de detracto sublatum 
fuerit ,  reliqui aumatur tertia, cuius radix erit differentia e t  data; omnia 
erg0 data. 

Verbi gratia diuiso X in duo sint quadrata eorum ciim quadrato dif- 
ferentiae L V I ,  qui tollatur de C ,  e t  remanebunt XLIIII ,  e t  hic auferatur 
de LVI,  e t  relinquuntur XII ,  quorum tertia est 1111. Huius radix est duo, 
e t  ipse est differentia portionum. Maior itaclue erit  VI e t  minor 1111. 

XII. E b e n s o ,  wenn  a u s s e r  d e r  S u m m e  d i e  S u m m e  d e r  Q u a d r a t e  
d e r  Z a h l e n  p l u s  dem Q u a d r a t e  i h r e r  D i f f e r e n z  g e g e b e n  iet.  

Qegebene Gleichungen: 
c + y = s ,  ~ ~ + y ~ + ( z - y ) ~ = d .  

Man hat 
s P - d = ( x + y ) ~ - z ~ - ~ 2 - ( x - y ) 1 = 2 x y - ( x - y ) 2  

und daher 
2 d - s ~ = ( ~ - y ) ~ + ( x - y ) ~ + ( ~ ~ - 2 ~ y + y ~ ) = 3 ( ~ - y ) ~ .  

Folglich ist 
( ~ - y ) ~ = + ( 8 d - s ~ ) ,  x - y = y m ,  

also x und y  bekannt. 
Beispiel: s=10 ,  d = 5 6 ;  s 4 - d = 4 4 ,  2 d - ~ " 1 2 ,  daher ( x - y ) p = 4 ,  x - y = S ,  

also x = 6, y = 4. 

XIII. S i  v e r 0  q u i  f i t  e x  d u c t u  a l t e r i u s  i n  a l t e r u m  c u m  q i ie -  
d r a t o  d i f f e r e n t i a e  f u e r i t  d a t u m ,  d a t u m  e r i t  e t  u t r u m q u e  i p -  
s o r u m .  

Totum duplicetur, et fient tamquam duo quadrata e t  quadratum diffe- 
rentiae, quae quoniam data sunt ,  data sunt etiam, quae proponimus. 

Verbi gratia ductum unius in alterum cum quadrato differentiae sint 
XXVIII ,  quae duplata faciunt LVI,  quae sunt  quadrata, u t  supra, et cae- 
tera eodem modo. 

XIII. D e s g l e i c h e n ,  wenn d i e  S u m m e  u n d  da8 Prodi ic t  d e r  Zahlen 
p l u s  d e m  Q u a d r a t e  d e r  Differenz g e g e b e n  is t .  

Gegebene Gleichungen: 
x + y : s ,  x y + ( x - y ) ' = d .  

Man findet 2 d =  2 x y +  2 x 0 -  4 x y  + 2 y 2 = x 2 + y 2  + ( ~ - y ) ~ ,  und damit hat 
man die vorige Aufgabe. 

Das Beispiel ist ebenfalls daseelbe. Es ist s =  10 ,  d = 28, und wiederum 
x = 6 ,  y = 4 .  
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XIV. S i  n u m e r u s  d a t u s  i n  d u o  d i u i d a t u r ,  e t  q u a d r a t o  m i -  
n o r i s  d e  q u a d r a t o  m a i o r i s  d e t r a c t o  r e l i q u u m  d a t u m  f u e r i t ,  
e r u n t  e t  i p s a  d a t a .  . . 

1110 enim noto detracto de quadrato totius relinquitur quadratum mi- 
noris bis e t  quod fit ex ipso in reliquum bis. Si ipsum igitur dimidietur, 
proueniet medietas: quadratum minoris semel et quod fit ex ipso i n  maius, 
et hoc h n t u m  est, quantum si ducatur totum in minorem portionem. Di- 
uidatur ergo per totum, et exibit minus diuidentium. 

Modus operationis. Verbi grâtia diuisus ait X in duo, et quadrato 
rninoris detracto de  quadrato maioris relinquatur LXXX, quod minuit XX 
de Cl cuius medietas est X ;  quo diuiso per X exit unum, e t  ipsum est 
minus diuidentinm e t  maius IX. 

XIV. E b e n s o ,  wenn  a u s s e r  d e r  S u m m e  d ie  Di f fe renz  d e r  Q u a d r a t e  
gegeben  i s t .  

Gegebene Gleichungen : 
x + g = s ,  xe-y2=d.  

s2-d J. geht BO vor: Es ist s2- d=2y2+2xy,  also - = y (z + y) = s y. Dalrer ist 
s2- d 2 

y=-- 9 a  und x = 8 -  y. - 
Beisptel: s = 10, d = 80, also sp - d = 20, daher y = 1, x = 9. 

XV. N u m e r o  d a t o  p e r  d u o  d i u i s o  q u a d r a t i s  e o r u m d e m  d i f -  
f e r e n t i a  a d d i t a  s i  n u m e r u m  d a t u m  f e c e r i n t ,  s i n g u l a  e o r u m  
d a t a  e r u n t .  

Hoc de quadrata totius si detractum fuerit, manifestum est relinqui 
minus detracto, quantum est differentia bis curn quadrato ipsius; quibus 
demptis de numero relinquitur quadratum differentiae cum duplo ipsius, hoc 
est, quod fit ex ipso in  se et in  binerium, qui est datus, quare et diffe- 
rentia data erit. 

Verbi gratia diuisus sit iterurn X per duo, qnorum quadrata addita 
differentia fiant LXII. Ista tollantur de C ,  remanebunt XXXVIII. Haec 
si auferantur de LXII ,  relinquuntur XXIIII ,  qui fit ex ductu differentiae 
in se e t  in binarium. Huius erg0 dupletur duplum et fient XCVI,  quibus 
addantur 1111, quod est quadratum binarii, e t  fiunt C. Huius radix est X, 
de quo subtractis duobus reliqui dimidium, hoc est 1111, erit  differentia; 
sunt erg0 diuidentia VI1 et  III. 

* XV. D e s g l e i c h e n ,  wenn  a u s s e r  d e r  Summe d i e  Summe d e r  Q u a -  
d r a t e  p l u s  d e r  Di f fe renz  b e i d e r  Z a h l e n  g e g e b e n  is t .  

Gegebene Gleichungen: 
x + y = s ,  z 2 + y z + x - y = d .  

Man findet leiüht: 
y - ( x - y ) = 2 x y - ( x - Y ) ,  S E - d = 2 + 2 x y t y 2 - x e -  ' 

und foldich - 
z d s 2 = ( x - y ) 2 + 2 ( x - y ) = ( x - y ) ( x - y + 2 ) .  

Fiir (2- y) als Unbekannte ist also wieder Satz Vil anzuwenden. 
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Beispiel: s = 10, d = 62 ; also s2 - d 3 38, 2 d - sz = 24. Die Gleichung für 
x - y heisst also: ( ~ - y ) ~ + 2 ( . r - y ) =  84. 
Aus ihr folgt nach J.: 4 ( ~ - y ) ~ + 8 ( x - y ) + 4 = 1 0 0 ,  2 ( x - y ) + 3 = 1 0 ,  Z(x-y)=& 
x - y = 4 ,  x = 7 ,  y = 3 .  

XVI. Q u o d  s i  a d d i t a  e o d e m  d i f f e r e n t i a  e i ,  q u o d  f i t  e x  uno  
i n  r e l i q u u m ,  f u e r i t  d a t u m ,  d a t u m  e r i t  s i n g u l u m  e o r u m .  

Sit a b  numerus diuisus, e t  quod fit ex a i n  6 addita differentia sit c, 
e t  ipsum duplicatum sit d l  quadratum autem totius sit e, de quo detracto 
d remaneat f. Qui si fuerit minor d ,  videittur quanto, quia si minor qua- 
tuor, differentia erit duo, si t,ribus, differentia erit  tria vel unum, sed hoc 
determinari non potest;  non vero, praeter si  aequales fuerint d et  f ,  diffe; 
rentia erit quatuor. Si ver0 f excedit d ,  videatur quanto, sitque g, eritque g, 
quod fit ex ductu illius, qoo differentia excedit duplum binarii, in se et in 
illud dnplum,* qiiare e t  ipsum daturn erit,** et tota differentia a ad b data. 

Huius operatio es huiuemodi. Verbi gratia diuidatur IX i n  duo, e t  ex 
ductu unius in  alterum addita differentia fiant XXI ,  cuius duplum, quod 
est XLII, tolla,tur de LXXXI, et  remanebunt XXXIX, quae minuiint III de 
XLII. Potest erg0 esse differentia unum et  I I I ,  e t  utrumque contingit. 
Unnm eri t ,  si  diuisus fuerit IX in V e t  1111, e t  V in I I I I  addito uno 
faciunt X X I ;  tria erunt diuiso IX in VI et  I I I ,  et similiter I I I  in  VI  ad- 
ditis tribus faciunt XXI. I n  hoc erg0 error incidit. - Item diuiso aliter 
IX proueniant XIX, cuius duplum XXXVIII. Hoc si auferatur de LXXXI, 
reliquentur XLII I ,  qui illiim excedit V. Huius dupliim dupletur, et fiunt 
XX;  huic quadratum additmur 1111, qui est duplum duorum, et  erunt, XXXVI, 
cuius radix V I ,  de quo detracto III1 reliqui dimidium erit  unum, e t  hoc 
cum I I I I  facit V, et ipse est differenh portionum, quae sunt VI1 et  duo. 

XVI. E b e n s o ,  w e n n  d i e  S u m m e  z w e i e r  Z a b l e n  u n d  i h r  P r o d u c t  
v e r m e h r t  u m  i h r e  D i f f e r e n z  g e g e b e n  s ind .  

Gegebene Gleichungen: 
x + y - s ,  x y t x - y - c .  

J. setzt: ( ~ + y ) ~ = s ~ = e ,  B C = ~ ,  e - d = f ;  dann ist also 

und daher 

* Hier ist in Db.86 folgende Randbemerkung gprnacht: Si enim fuerint duo 
numeri inaequales, quadratum m.aioris maius est muitiplice eiusdem a minori de 
nominatione, qzcantum est, quod fit ex  eorundem differentia in se ipsum d i n  mi- 
norem dueta. S i t  ab maior numerus, aquo subtrahatwr minor, sciiicet a, d reiin- 
quatur b pro differentia, et pudratzcîn totius a b  sit de; a q w  subtrahatur mul- 
tiplex a b  dexominalum ab a ,  quod sit d, et relinquatur e. Inde  ex d ~ m l u  a b  i n  
se fit de,  et ex ductu a b  in a fit d ,  ergo, quae est proportio a b  ad a ,  ea est d e  
ad d per septimam secundi Arzsmeticae. Xrgo permutatim, qzcue est a b  ad de, eu 
est a ad d ,  ergo et eadem est b ad e per puintarn secmdi  Ari~meticae. Sed a b  est 
pars de  denominata ab -.sa ab ,  ergo b est pars e denominata ab eadem, Ergo ex 
ductu b in a b  fit a, ergo e fit e s  ductu. b in se et in a per deeimam quartam 
seczcndi,Arismetime, et hoc est propositum. 

** Hier setzt Db.  86 e h :  ex corollario septhue.  
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< .  Hier ist zu unterscheiden, ob d  - f = O 1st. > 
1. d  t f =O; d a m  w b e  entwcder x  - y  -.O oder x --y = 4. Deu ersten Werth 

beachtet J. nicht. 
2. d  - f  > O ; dann kann offenbar diese Differenz, damit x - y  reell und ganz- 

znhlig bleibt, nur die Werthe 3 ,  4 annehmen, denn für d -  f r  1 ist x -  y - 2 
+ V3;  fur d  - f = 2: z - y  = 2 2 iind fur nicht ganze Werthe von d - f  wird - 
x - y ebenfallu irrational , für d - f> 4 aber imaginar. Dieee Falle Iâsst J. ausser 
Uetrachtung, doch wohl, weil sie irrationale Werthe ergeben. 

Fiir d - f = 3 ist x - y = 2 1, also entweder 3 oder 1. 
Fiir d - f  = 4 ist x - y  E 2 ,  da dann die Gleiohung für x - y sich auf 

reducirt. (x- y ) ' + 4 ( x - y ) + 4 =  O 
3. d - / < O .  Jetxt heisst die Gleichung für x 7 y :  

( ~ - y ) ~ - 4 ( x - y ) = f - d ,  
woraus sich in gewohnter Weise nach VI1 x - y ergiebt. 

Bei d-  f = 3 fügt J .  hinzii; sed hoc determinari non  potest, das sol1 jedenhlls 
heissen: es ist nicht zu entecheiden, welchcn der beiden Werthe von x - y,  3 oder 
1, man wiihlen rnuss; sie sind beide zulassig. 

Beispiel für d f ) O :  s = 9 ,  e=21;  e3 ist d - f - 3 ,  also x - y = 1  oder 
x - y = 3 .  

Für den ersten Fa11 ist z = 6, y  = 4, und es iet 5.4 + 1 = 21. Für den zweiten 
Fa11 ist x 1 6 ,  y = 3 ,  und es ist 6 .5+3=?1 .  

Beispiel für d - f < O :  s = 9, c = 1 9 ;  danu ist f - d = 5, die xu losende Gleich- 
ung also ( x -  Y ) ~ - ~ ( X -  y )=5.  
Bus ibr folgt nach VI1 x - y =  5, also x z 7, y = 2 ,  und es ist 7.2 + 5 = 19. 

XVII. D a t o  n u m e r o  i n  d u o  d i u i s o  s i ,  q u o d  f i t  e x  u n o  i n  r e -  

. l i q u i i m :  p e r  d i f f e r e n t i a m  d i u i d a t u r ,  e t  q u o d  e x i e r i t ,  f u e r i t  
d a t u m ,  e r i t  e t  u t r u m q u e  d i u i d e n t i u m  d a t u m .  

Quia enim, quod fit ex uno in reliquum, quater cantinetur in qiia- 
drato totius minutl qutidrato differentiae, erit ,  u t  differentia ducta in se et  
in quadruplum dati numeri - non totius, sed secundarii - qui exeat, 

faciat quadratum numeri diuisi, data ergo erit differentia.* 
Verbi gratia diuidatur X in duo, e t  quod fit ex uno in reliquum, 

diuiso per differentiam exeat XII. Huius quadruplum est XLVIII; dupli 
igitur C surnatur duplum, huic addetur quadratum XLVII I ,  quod est a. 
CCC et  1111, et fiant ÏÏ. DCC et  1111, cuius radix est L I I ,  de quo sub- 
tracto XLVIII reliqui medietas est duo,  et ipse est differentia portioniim. 

XVII, Die  e i n a e l n e n  Z a h l e n  Sind a u c h  b e k n n n t ,  wenn  a u s s e r  d e r  
Summe d e r s e l b e n  d e r  Q u o t i e n t  ttus dem P r o d u c t e  d e r  Z a h l e n  d u r c h  
ih re  Di f fe renz  g e g e b e n  ist. 

Gegebene Gleichungen: 
z + y = s ,  --- x y  - C .  

"-Y 
Es ist ( X - Y ) ~  + 4 x y  =(x+ yY und folglich 

(x- y)(" - y + 4 c ) = ( ~ + y ) ~ = s ~ ;  
also ist x - y nach VLI gegeben, folglich auch x iind y. 

Hier in Db.  86 die Randbemerkung: per eorollariwn septimae. 
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Beisfiel: s =  10, c =  12; die Gleichung für z - y ist also: 
( X  - y)' + 48 ( X  -y) = 100. 

Nach vn hat man daher: 
4(5c-y)'+ 1 9 2 ( x - y ) + 2 3 0 4 = 2 7 0 4 ;  2 ( ~ - y ) + 4 8 = 6 2 ,  5-y=Z, 

ai80 x = 6 ,  y = q .  

XVIII. S i  v e r 0  q u a d r a t a  e o r u m d e m  e o n i u n c t a  p e r  d i f f e r e n -  
t i a m  d i u i d a n t u r ,  e t  q u o d  e x i e r i t  f u e r i t  d a t u m ,  e t  e o r u m  q u o d -  
l i b e t  d a t u m  e r i t .  

Si t  datus numerus a b  diuisus in  a e t  in b ,  quorum quadrata sint cl 
et differentia eorum d ,  cuius quadratum e ,  e t  quadratum totins f. Diuiso 
erg0 c per d exeat g, cuius duplum fit h l ,  qui erit datus. E t  quia qua- 
dratu e et f sunt duplum c,  eri t ,  u t  d in  hl faciat e f .  Sic autem i aequale d ,  
et  quia Z in se facit e ,  tunc 1 i n  h faciat f ,  qui est notus; e t  quia h l  est 
notus, erit  et 2 per tertiam huius e t  h datus, sicque d et  omnia. 

Verbi gratia diuisus sit  X in duo, quoriim quadrata diuisa per diffe- 
rentiam reddant XXVI. Cuius duplurn est LJI: huius quadratum ÏÏ . DCC 
et 1111. Ab hoc tollatur C quater, et remanebunt ÏÏ. CCCIIII, cuius radix 
est XLVIII;  hic detrahatur a LII, et reliqui medietas, quae est duo, est 
differentia portionum. 

XVIJI. E b e n s o ,  w e n n  s t a t t  des  vor igen  Q u o t i e n t e n  d i e  S u m m e  der 
Q u a d r a t e  d i v i d i r t  d u r c h  d i e  Di f fe renz  g e g e b e n  ist. 

Gegebeue Gleichungen: xei- yP 
x + y = s ,  ---- 

" - Y  - 9. 

f e + f = 2 c  und auch 2 d g = B c .  Setzt man nuu - - h  und 2 - 1 ,  BO ist 2 g r h + 1 ,  d  - d - 
e  (2- y)2 ale0 auch d ( h + l )  = 2 c. Nun ist aber -- = - = d ,  d. h. Z = d ;  also ist auch 
d 2-y 

E(h+Z) = 2 c  und daher Z.h= f, denn Z.l= e.  an kennt aber l + h =  2g, al80 ist 
nach III 1 und h einzeln gegeben, und daher auch x und y. 

Beispiel: s = 10, g =  26; man findet 1.h = 100, 1 + h = 52, daher 1 = 2, x = 6 ,  
y = 4. 

XIX. S i  n u m e r u s  d a t u s  i n  d u o  d i u i d a t u r ,  u n o q u e  e o r u m  p e r  
r e l i q u u m  d i u i s o  e x i e r i t  n u m e r u s  d a t u s ,  e t  i p s a  d a t a  e s s e  o s t e n -  
d e t u r .  

Diuidatur a per b, e t  exeat c datum, cui addito uno fiat d;- et quia b 
i n  c facit a ,  et c in  d faciat ab. Diuidatur ergo a b  per d ,  et exibit b. 

Verbi gratia diuidatur X i n  duo, et uno diuiso per reliquum fiat 1111, 
cui addito uno fient V, per quem diuisus X faciat duo, qui est una portio. 

XIX. D e s g l e i c h e n ,  wenn a u s s e r  d e r  S u m m e  d e r  Q u o t i e n t  be ider  
Z a h l e n  g e g e b e n  is t .  

Gegebene Gleichungen: x 
x + y = s ,  - = C a  

Y  
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Man addire zu Gleichung 2 beiderseitig 1, no erhilt  man 
8 

ctl-a, folglich y = - -  
!/ d  

Bei.spie1: s =  10, c = 4; es ist d =  6 ,  also y = 10: 5 = 2, x  = 8. 

XX. Q u o d  s i  u t r u m q u e  p e r  r e l i q u u m  d i u i d a t u r ,  e t  q u a e  
e x i e r i n t  c o n i u n c t i m  d a t u m  q u i d  f e c e r i n t ,  e r u n t  e t  i p s a  s i m i -  
l i t e r  d a t a .  

Diuidatur a per b et  exeat c, e t  b per a et  prodeat d, singulae etiam 
unitates addantur c et d e t  fiant e e t  f, atque ex a in b fiat g. Quia igitur 
ex a in f fit a b ,  atque b in e facit a b ,  erit e ad f sicut a ad b,  quare 
ef ad f sicut a b  ad b ,  e t  permotatim a b  ad ef sicut b ad f. E t  quia a 
in b et in  f facit g et  a b ,  erit g ad a b  sicut b ad f ,  quare g ad  a b  sicut 
a b  ad e f. Quadratum igitur a b  diuidatur per ef, quod est datum, et  exibit 
g datum. Eri t  erg0 e t  a e t  b datum. 

Opus erg0 breue. Verbi gratia diuidatur erg0 X in duo, quorum 
utrumque per reliquum diuidatur, e t  quod exeat totum ait duo et  sexta; 
quibus addatur duo ,  e t  fient III1 et  sexta, per quod diuidatur C, e t  exibunt 
XXIIII, et ipsum fit ex una portione in reliquam. Quater ergo, u t  solet, 
detrahatur de C, et remanebunt 1111, cuius radix est duo,  e t  ipse est diffe- 
rentia diuidentium, quae sunt V I  e t  1111. 

XX. D e s g l e i c h e n ,  w e n n  d ie  Summe z w e i e r  Z a h l e n  u n d  d i e S u m m e  
aus i h r e m  Q u o t i e n t e n  u n d  d e s s e n  rec iprokcm W e r t h e  g e g e b e n  iat. 

Gegebene Gleichungen: 

z + y = s ,  - + - = c + d .  

Gleichuug 2 kann man schreiben 
Y  x  

- 
x Y x+y z + y  
- +l+-+l=c+l+d+l=e+f odcr - + - - - = e + f ,  
Y x d .  h. Y "  

x y  : s = s : ( e + f ) ,  

also ist xy beksnnt, und folglich nach III z und y. 
100 

Beispiel: s = 10, c + d = 2$; alao ist x y  = - = 24, folglich x  - 6, y : 4. 
% 

XXI. D a t o  n u m e r o  i n  d u o  d i u i s o  s i  s e c u n d u m  u t r n m q u e  
e o r u m  q u i l i b e t  n u m e r u s  d a t u s  d i u i d a t u r ,  e t  q u a e  e x i e r i n t  
f e c e r i n t  n n m e r u m  d a t u m ,  e o r u m  q u o d l i b e t  d a t u m  c r i t .  

Cnm c numerus datus per a et  b diuidatur, e t  exeat coniunctirn d e  
datum, iterumque c per a b  diuisus reddat f ;  e t  quia, quod fit ex f i n  
quadratum a b ,  quod sit g, est quantum, quod fit ex d e  in productum ex 
a in b, quod sit h - prouenit enim ntrobique multiplex numerus, scilicet 
denominatus a b  ab ,  si quis subtiliter inspiciat - itemque quod fit ex f 
in g est quantum, quod est ex a b  in c :  ide0 ducatur a b  in  c, et produc- 
tum diuidatnr per d e ,  e t  exibit h datum, qiiare et  a et b datum erit. 

Verbi gratia diuiso X in duo per utrumque diuidatur XL, et  exeat 
XSV. Ducatur autem X in XL, et productum diuidatur per XXV, e t  
cxibit XVI, e t  ipse fiet ex uno diuidentium in reliquum, u t  ex II in VITI. 

Hiut.-lit. Abthlg. a .  Zeitnchr. f M*th. a. Pliya. XXXVI, 1. 2 
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XXI. Desg le ichen ,  wenn a u s s e r  d e r  Summe d i e  Summe der Q u o -  
t i e n t e n  g e g e b e n  i s t ,  w e l c h e  d u r c h  Div is ion  e i n e r  ~ e g e b e n e n  Z a h l  
d u r c h  j e d e  d e r  l ie iden U n b e k a n n t e n  c n t s t e h e n .  

Gegebene Gleichungen : 
C C 

x + y = s ,  - + - = d f e .  
" Y  

c J. setzt - = f i  (x+y)'  = g,  x y = h ,  dann ist einmal f g  = ( d + e ) h  und 
X + Y  C S  

da also x y  bekannt ist, hat man nach III weiter Baides = CS, aleo ist h = d-te, 
zu entwickeln. 

Bàspiel:  s = 10, ~ ~ 4 0 ,  d + e =  2 6 ;  man findet s.c=.400, also x y  = 4;: = l e ,  
und folglich x = 8 ,  y  = 2. 

XXII. S i  v e r o  e x  d u c t u  u n i u s  e x e u n t i u m  i n  r e l i q u u m  p r o -  
u e n e r i t  a l i q n o d  d a t u m ,  u t r u m q u e  e o r n m  d a t u m  e s s e  c o n u e n i e t .  

Fiat enim f ex d in e ,  atque ex a in b fiat h. Quia igitur a in b 
et d fiunt k et c ,  erit c ad  h sicut cl ad b ;  itemque quia ex e in b et d 
fiunt c et f ,  erit f ad c sicut d ad b et sicut c ad h. Si ergo, quod fit 
ex c i n  se, diuidatur per f ,  exibit h. 

Verbi gratia diuiso XL per portiones X ,  et  uno in aliud ducto fiant C. 
per quod si diuidatur, quod fit ex XL in se ,  exibit XVI,  u t  prius. 

XXII. D e a g l e i c h e n ,  w e n n  j e n e  Q u o t i e n t e n  n i c h t  a d d i r t ,  aondern 
m i t e i n a n d e r  m n l t i p l i c i r t  e i n e  g e g e b e n e  ffr6sse b i lden .  

- - 

Gegebene Gleichungen: 
C c 

x + y = s ,  - .-- x  y - f .  

1st z y  = 72 und 5 = d l  al80 d x  -- c, so musa c :  h = d :  y sein; ist = 
2 

e, 
Y  cP also e y = c  und d e = f ,  soist f : c = d : y ,  alsoauch =c :h ;  folglichist h = x y = - -  9 

daher wieder nach III zu rechnen. f 
Hier ist so recht klar zu sehen, welche Umwege J. machen mues, urn zn 

eincm Rcsultate zu kommen, das wir ohne Weiteres hinschreiben konnen, nur weil 
ihm iinscre Operationszeichen fehlen. 

Beispiel: s = 10, c = 40,  f = 100; wie in NI. XXI ist z y  = 402 = 16, also 
x = 8 ,  y = 2 .  

1 00 

XXIII. Q u o d  s i  u n u m  e o r u m  p e r  r e l i q u u m  d i u i d a t u r ,  e t  
q u o d  p r o u e n e r i t ,  d a t u m  f u e r i t ,  s i n g u l u m  e o r u m  d a t u m  e r i t .  

Esto,  u t  prius, quod c diuidatur per a e t  b ,  e t  proueniant d et el 
atque d diuidatur per e ,  e t  exeat f datum; et  quia, quod fit ex a in d, 
est  quantum quod ex b in e, scilicet c,  erit  a ad b sicut e ad d. Diuiso 
erg0 d per e tantum er i t ,  quantum s i  b diuidatur per a, quod cum datum 
sit , palam, quod omnia data esse constat. 

Verbi gratia diuiso X in duo per utrumque diuidatur XL,  e t  eorum, 
quae exierint, uno diuiso per alterum exeat quarta, erunt erg0 portiones X 
duo et  VIII. 

XXLII. D e ~ g l e i c h e n ,  w e n n  n i c h t  d a s  P r o d u c t  d e r  Quot ien ten ,  
s o n d e r n  d e r  Q u o t i e n t  d e r s e l b e n  g e g e b e n  i e t .  
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Gegebene Gleichungen: 
C C x + y = s ,  - : - = f .  " Y  

Unter Beibehaltung der früheren Bezeichnung ist d x  = c und ey  = c und 

folglich z : y  = e : d ,  also i a t  f = 3 nnd daher nach XIX z und y bekannt. x  

XXIV. N u m e r o  d a t o  p e r  d u o  d i u i s o  s i  a l t e r u m  p e r  a l t e r u m  
d i u i d a t u r  e t  i l l i u s ,  q u o d  e x i e r i t ,  q u o t a l i b e t  p a r s  d i u i s o  a d -  
d a t u r ,  u t  t o t u m  d a t u m  s i t ,  u t r u m q u e  e o r u m  d a t u m  e r i t .  

Diuidatur a per b, e t  quod exierit sit c ,  cuius medietas, quae sit d, 
addatur a ,  u t  fiat a d  datum. Perpende igitur, utrum sit maius a b  a n  a d ,  
sitque, u t  a b ;  e t  maiori superaddatur tota pars unius, qnota pars c addi- 
tur a ,  u t  a be, sitque e dimidium unius. Quia igitur d in b bis facit a, 
et in e bis facit Be ipsum, er i t ,  u t  in  a b  bis ductum faciat totum ad. 
Posito ergo, quod g sit  differentia a b e  super a d ,  itaque d bis in  se et 
in g facit a d ,  semel erg0 ductum in se e t  in  g faciet dimidium a d ,  quod 
cum sit datum, etiam g datum erit  et d e t  a datum. Quod s i  ad  maius 
fuerit, et tunc b i n  se et  in g faciet dimidium a b ,  e t  i ta similiter diffe- 
rentia erit nota. Si ver0 a d  et  a b  sunt aequalia, erit ,  u t  b i n  se e t  in 
dimidium uniue, quod est e ,  faciat dimidium a d ,  e t  sic eadem ratio erit. 
Sciendum, etiam hoc opus triplex contingere. 

Verbi gratia diuiso X i n  duo ponatur alterum per alterurn diuidi, e t  
medietas eius, quod prodierit ,  addatur diuiso, u t  sit totum IIII e t  tertia, 
cuius ad X et  dimidium unius differentia est FI et  sexta. Itaque IIII et  
tertis dimidietur, e t  dimidium, u t  solet, quadruplicetur, cui addatur, quod 
fit ex VI e t  sexta in se ,  et erunt XLVI et duae tertiae e t  trigesima sexta; 
cuius radix est VI et duae tertiae e t  sexta. Ab hoc tollantur VI et  sexta, 
et relinquuntur duae tertiae, cuius dimidium tertia est ,  qua sublrtta de IIII 
et  tertia remanebunt 1111, e t  ipse est, altera portionum. 

XXIV. K e n n t  m a n  a u s s e r  d e r  S u m m e  e w e i e r  Zahlen  noch d i e  
Summe a u s  d e r  e i n e n  und e i n e m  a l i q u o t e n  T h e i l e  d e s  Q u o t i e n t e n  
beider Zahlen ,  B O  s i n d  b e i d e  Z a h l e n  b e k a n n t .  

Gegebene Gleichnngen : 
1 x 

2 + y = s ,  z+;.- = h .  
Y 

J. setzt n = 2 ; wir werden, fieinen Fussspuren folgend, die allgemeine Losung 
gebsn. 

x 1 I.Fall. s > h .  Es sei - : d ,  dann ist n y . d = x  und - . n d = d ,  also 
'nY n 

1 1 
( y + ; ) n d = x + d .  Ea sei ferner s + - - h = g ,  12 ao ist g = y + - - d ,  n 

1 
g +  d  = y +- i daher (g + d ) n d  x +  d  = h. Folglich ist auch 

n  h 
d ( d + g )  = ;- 

Da g bekannt ist, kennt man d nach Vil. 
2 * 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



1 1 II. Fall. s < h. Setzt man jetzt h  - s + - = g, so erhalt man g - d + -- -y1 
~t n 

1 n d y - t y -  1 
g + y = d + - , und folglich y(g + Y) = - - - (X + Y). 

n n n 
S 

Für y gilt daher die Gleichung y (y + g) = -, wir haben also wieder Satz Vi l .  n 
1 x 

III. Fall. s =  h. Dann hat man, wenn man beidereeits x weglnstit, y = , 
n 

1 1 s  1 nlso auch y + - = -. - -+- -. Multiplicirt man mit  y, so erlialt man y 
n ~y n 

-- - z+y  = s7 Lat also wieder nach VII zu rechneu. " n 
Beispiel iat nur zum 1. Fa11 vorhanden: s = IO, n = 2 ,  h = 45. Man findet 

g = 6;. Die Gleichung für d ist also 
dg+ 6+d = 2Q. 

Sie giebt d =  f ,  also x = 4 ,  y = 6 .  

XXV. D a t o  n u m e r o  i n  d n o  d i i i i s o  e t  a l t e r o  d i n i d e n t i u m  p e r  
d a t u m  n u m e r u m  m u l i i p l i c a t o ,  p r o d u c t o  q u o q u e  p e r  a l t e r u m  
d i u i s o  s i  e i u s ,  q u o d  e x i e r i t ,  q u o t a c u m q u e  p a r s  p r o d u c t o  a d d i t a  
t o t u m  f e c e r i t  d a t n m ,  s i n g u l a  d a t a  e s s e  n e c e s s e  es t .  

U t  si a per C,  datum numerum, multiplicetur e t  proucniat d ,  qui 
diuidatur per b, e t  exeat e, cuiuv pdrs quotalibet s i t  f, quae addatur c l ,  ut 
fiat d f  numerus datus,  qui totus diuidatur per c ,  e t  prodeat g h ,  fitque g 
aequalis a ,  eritque h ,  qui multiplicatus per c fnciat f ;  e t  quia c ad b sicut 
e ad a ,  e t  quia c in h facit f, erit ,  u t  b in h faciat totam partem a ,  qui 
sit i, quota pars f est e ,  e t  quia totum g h  datum, erit e t  a h ,  e t  ob hoc 
a e t  b detum. 

Verbi gratia diuidatur X in duo, quorum alterum per V multiplicetiir 
e t  producto per reliquum diuiso medietas eius, quod exierit, eidem producto 
addatur, u t  sit totum L ;  quod diuidatur per V, et  exibunt X, restatque 
nunc opus praemissae, ubi ïncidit aequalitas. Medietas igitur X quadrupli- 
cetur, et fient XX, cui addatnr qnadratum dimidii, hoc est quarta, et 
erunt XX et  quarta, cuius radix est III1 e t  medictas unius, de quo sublato 
dimidio et reliquo dimidiato exibunt duo, e t  ipse est unum diuidentium. 

XXV. i l e r e e l b e  S a t z  w i e  XXIV, n u r  d a s s  d i e  l i n k e  S e i t e  von 
G l e i c h u n g  2 m i t  e i n e r  b e l i e b i g e n  Z a h l  m n l t i p l i c i r t  i s t .  

Gegebene Gleichungen: 
cx x + y = s ,  e x + - = d + f .  
"Y 

J. dividirt Gleichuug 2 dureh c und erhalt dadurch - x  
x + - = g + h ,  

"Y 
ist also damit auf XXlV zurückgekommen. 

d + f  Bei,spiel: s = 10, c 5 ,  lz = 2, d + f = 50; hier i d  -- = 10. Von XXlV 
C 

ist also der 3. Fa11 ~orliegend; die Gleichung für y wird hier 

yp+;y = 6 ,  
u n d  es i d  daher y = 2 ,  = 8. 
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XXVI. S i  n u m e r u s  d a t u s  i n  d u o  d i u i d a t u r ,  q u a e  p e r  s i n g u l o s  
dtltos n u m e r o s  d i u i d a n t u r ,  e t  q u a e  p r o u e n e r i n t  c o n i u n c t a  d a t u m  
n i imerum c o n s t j t u u n t ,  q u e m l i b e t  e o r u m  d a t u m  e s s e  c o n u e n i e t .  

Diuidatur a per c et b per d datos numeros, e t  exeant e et  f, sitque 
e f  datum, maior autem numerorum c et d sit c l  cujus ad d differentia sit g ;  
ducatur itaque d in ef et fiet .nm, ut  m sit aequalis b, sed quo nrn minus 
est a b  sit 1. Diuidaturque 1 per g e t  exibit e datum, quia, quota pars e 
est a ,  tota pars g est 1 ,  sed hoc est secundum e - quod autem sit sic, 
ut dixi. patet intuenti -, quare et a e t  b  data.* 

Verbi gratia, u t  solet, X in duo secetur, quorum alterum diuidatur 
per III e t  alterum per duo, et exeant quatuor, i n  quae ducantur duo, e t  
fient octo, et reliqua duo de X diuidantur per uniim, quod est differentia 
trium ad duo, e t  exeant duo, in quae ducantur t r ia ,  e t  fient V I ,  quae est 
m a  portio. 

XXVI. 1 s t  d i e  S u m m e  z w e i e r  Z a h l e n  u n d  d i e  S u m m e  zweier  a l i -  
quoter  The i le  d e r s e l b e n  g e g e b e n ,  so  Sind b e i d e  Zahlen  b e k a n n t .  

Gegebene üleichungen: 
x 

x + y = s ,  - + Y = e + f .  
c d 

a s  
Es ist - + y  = n + nt, wo natürlich la = e d ,  m = f d = y gesetzt ist;  dies 

von 1. subtrahirt, giebt 
c - d  
- . x = s - ( n + m ) =  1, 

z.c und es ist daher x = -- also auch y bekannt. 
c - d  

Beispiel: s = 10,  c = 3 ,  d = 2 ,  e + f = 4; man erhalt 1 = 2 ,  und also 
2 .3  

z= -- = 6,  y =4.  
1 

XXVII. S i  v e r 0  a l t e r u m  i n  a l t e r u m  d u c a t u r ,  f u e r i t q u e  p r o -  
d u c t u m  d a t u m ,  o m n i s  d a t a  e s s e  d e m o n s t r a b i t u r .  

Diicatur e in f, e t  fiat g datum, ducaturque c in g e t  fiat h, quod 
tantum erit, quantum si f ducatur in productum ex c in e l  hoc est in  a. 
Ducatur item d in  h et producatur 1, quod etiam tantum erit ,  quantum 
si a ducatur in prodiictum ex d in f ,  hoc est in b ;  quod cum datum, erit 
et a  et b datum. 

Verbi gratia diuiso erg0 X in duo unumque per 1111, alterum per 
duo partiatur, e t  qiiae exierint unum ductum in alterum faciat duo,  quae 
duo multiplicentur per III1 et  productum per duo, e t  exibunt XVI, et  ipse 
erit, qui fit ex ductu unius diuidentium i n  reliquum, quae ex hoc con- 
stabit esse VI11 et  duo. 

* Hier die Randbemerkuug in Db .  86: Nola et eo~ro2larium pulc~um,  scilicet 
quod, cum sit proporkio primi ad secundum sicut tertia ad quartum, erit, puae 
primi a d  tertiurn, ea differentiae inter primum et secundwn a d  differentiam, quue 
ut inter tel-tiutn et quarturn. 
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XXVII. E b e n s o ,  wenn  n i c h t  d i e  S u m m e ,  sondern  d a s  P r o d u c t  der 
Q u o t i e n t e n  g e g e b e n  i s t .  

Gegebene Gleichungen: 
Y -  x + y = s i  c . d - g .  

J. muas folgenden Umweg maçhen. En ist, wenn man Gleichung 2 mit c 

multiplicirt, y = e .  g = h;  rnultiplicirt man wieder mit d ,  so hat man enillicb 

x y  = d .  h = 1 ,  daher kennt man y nach III. 
Beispiel: s = 10, c = 4 ,  d = 2 ,  g = 2 ;  es ist xy = 16, alsa x = 8 ,  y = 2 .  

XXVIII. D i u i d a t u r  a l t e r u m  p e r  a l t e r u m ,  t u n c  s i  e x i e r i t  
q u o d c u m q u e  d a t u m ,  o m n i a  d a t a  e s s e  c o n a e q u e t u r .  

Diuidatur e per f et exeat h datum, diuidatur item h per d et pro- 
deat k, e t  k mnltiplicetur per c ,  e t  fiet 1 ;  quia igitur f in h facit e ,  etiam 
b in 76 facict e ,  e t  sic b in Z producat a. Si erg0 a diuidatur pcr b,  
exibit 1 ,  quod cum sit datum, erit a et b datum. 

Verbi gratia X diuidatur in  duo, e t  quarta unius diuidatur per dimi- 
dium alterius, e t  exeat tertia, cuius dimidium quadruplicetur, exibuntque 
duae tertiae. Diuidatur ergo, u t  solet, X per unum et duas tertias, et 
prouenient V I ,  e t  ipse est una portio X. 

XXVIII. D e ~ g l e i c h e n ,  w e n n  n i c h t  d a s  P r o d u c t ,  s o n d e r n  d c r  Q U O -  
t i e n t  d e r  a l i q u o t e n  T h e i l e  g e g e b e n  is t .  

Gegebene Gleichungen: 
O + ? j = 9 ,  - : % = h .  

C 
x hc Es ist - = - ,  al80 ist x und y nach XIX bekannt. 
Y d  

Ir c 
B e i s p i e l :  s=10,  c - 4 ,  d = 2 ,  h = + ;  dann ist = g ,  also x = 4 ,  y = 6 .  d 

XXIX. S i  n u m e r u s  d a t u s  i n  d u o  d i u i d a t u r  a t q u e ,  q u o d  f i t  
e x  t o t o  i n  a l t e r u m ,  a e q u a l e  s i t  q u a d r a t o  a l t e r i u s ,  e r i t  u t r u m -  
q u e  d a t u m  a d  p r o x i m u m .  

S i t ,  u t  ex a b  in b sit  quantum ex a in se;  e t  quia, quod ex ab in se, 
est quantum, quod ex a b  in a et in b, erit etiam, quantum quod ex a in 
se e t  i n  a b ,  cumque sit a b  datum, et  a et, b datum. 

Verbi gratia X diuidatur i n  duo i t a ,  quod X in alterum fit, quantum 
reliquum i n  se. Atque X in se facit C ,  cuius dupli duplum sumatur, et 
erunt CCCC; huic addatur, u t  solet, quadratum X ,  et  erunt D ,  cuius 
extrabatur radix ad proximum, et erit  XXII et tertia, de quo tollatur X, 
et reliqui medietas erit VI e t  sexta, e t  ipsum erit  maior porcionum, quae 
ducenda est  in se. 

XXIX. E b e n s o  n a h e r u n g s w e i s e ,  s o b a l d  ai iaser  d e r  S u m m e  der  
Z a h l e n  b e k a n n t  i s t ,  d a s s  d iese  m i t  d e r  e i n e n  Z a h l  m u l t i p l i c i r t  gleich 
d e m  Q u a d r a t e  d e r  z w e i t e n  iat .  

Gegebene Gleichungen: 
x + y  = s ,  y ( x + y ) = û L .  
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Commentar z. d. ,,Tractatus de Numeris  Dat isu  d. Jordanus  Nemorarius. 23 
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Es ist (x + y)' = x (x + y) + y  (x + y). also s1 = s x + 2'. Daher erhalt man 
s S -  

x = - - + - v 6 ,  
2  2 

und da J% sich nur niiherungsweise bestimmen Iisat, so ist auch der Werth von x 
nur niiherungsweise zu finden m8glich. 

- - 

- 
Beispiel: s = 10; d a m  ist x = l0 + vboO. Diese bestimmt J. in aiem- 

2 
lich roher Annaherung zu 224,* wodurch er naherungsweise x = 6; findet, aleo 
y = 3%. Nun ist 10.3: =38) und (66)' = 38&, d. h. um fi zu klein Dass übri- 
gens die Aufgabe nichts Anderes ist ,  als die Theilung einer Linie nach deru gol- 
denen Schnitte, ist unmittelbar einleuchtend. 

* v600= 2'4 diirfte folgendermassen bestimmt sein. Nach der schou den 

hat  J o r d a n u s  erhalten: Y600 Griechen bekannten Formel va'+ b a + - 
-- 

2 a + l  
= Y484;+ 16 <u 2.21-f. Nun ist statt if gesetzt )+ = f ,  also /"a N 224. - Einer 
Zuschrift des Herrn Director Dr. H e i l e r m a n n  in Essen entnehme ich die Be- 
merkung, dass J"6% = 229 gerade die beideii ersteu Glieder umfasst, welche man 
erliiilt, wenn man dieselbe in Sexagesimalbriichen entwickelt. 

(Portiatinng iolgt.) 
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Recensionen. 

Ueber aie geraden Kegel u n d  Cylinder , welche dnrch  gegebene Pnnkte 
des Ranmee gehen ader  gegebene gerade Linien dea Baumes be- 
rtihren. Beilage zum Programm der tburgauischen Cantonsschule pro 
l887/88 ,  von Dr. A. KIEFER, Conrector. Frauenfeld, Iiuber. 

Gegenstand der Schrift ist die S t e i n  e r'sche Aufgebe : ,Welches ist 
der Ort des Mittelpunktes der geraden KegelflSche, a) welche durch irgend 
vier oder fünf gegebene Punkte irn Raume geh t ,  oder b) welche irgend 
vier oder fünf gegebene Gerade im Raume berührt?" 

F ü r  a) gegebene ,,vier Punkte' wird als Ort eine Flache der 14. Ord- 
nung,  für ,fllnf PunkteY eine Curve 144. Ordnung gefunden, und durch 
sechs Punkte lassen sich noch 1888 gerade Kegel legen. Diese Resiiltate 
ergeben sich infolge rein geometrischer Betrachtungen, welche durch Elegauz 
und Einfachheit ausgezeichnet sind. Besonderes Interesse verdienen die 
mtiglichen geraden Kreiscylinder. Zu ihrer Bestimmung führt der Ort  ihrer 
unendlich fernen Spitzen, riamlich die Schnittcume obiger F 1 b i t  der un- 
endlich fernen Ebene. Diese Curve zerf'àllt iu die zweifach zahlenden Seiten 
dos Vierseits, welches die Ebenen des durch die gegcbenen vier Punbte be- 
stimmten Tetraeders ausschneiden, in die einfach zahlenden Diagonalen 
jenes Vierseits und in eine eigentliche Curve dritter Ordnung, welche die 
sechs Ecken des Vierseits enthslt. Nur dio Punkte dicser Ciirve liefcrn 
nicht zerfallende Kreiscylinder, so dass man sagen bann: Die Axen der ge- 
raden Kreiscylinder, welche durch vier gegebene Punkte gehen, sind zu den 
Erzeugenden eines Kegels der dritten Ordnung parallel. Ferner giebt es 
sechs Cylinder, welche durch fünf gegebene Punkte gehen, und deren Axen 
sind sechs Erzeugenden eines Kegels zweiter Ordnung parallel. 

F ü r  b) ,vier, f h f ,  sechs Gerade wird bez. eine Flache zwolfter Ord- 
nung, eine Curve 96. Ordnung und eine Gruppe von 576 Punkten als Ort 
der Kegelspitzen gefunden. Die Schnittcurve der Plilche mit der unendlich 
fernen Ebene zerfàllt nicht und daher findet auch keine Reduction der Zahlen 
fur die Rotationseylinder statt. 

Des Weiteren wird noch die unter a) gefundene Curve dritter Ord- 
nung untersucht. Die Resultate lassen sich jedoch nicht in Kiirze wieder- 
geben. 

H a n n o v e r .  C. RODENBERG. 
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Synthetische Eintei lnng der  ebenen Linien III. Ordnnng von Dr. MORITZ 
BAUR, Professor am Realgymnasium zu Stuttgart. Mit 24 Figuren 
im Text und 6 lit,h. Tafeln. Stut tgart ,  Metzler. 1888. 

N e w  t O n hat ohne Beweis den Satz ausgesprochen , dass s%mmtliche 
Linien III. Ordnung als Centralprojectionen von flinf derselben, den 90- 

genannten divergirenden Parabeln, angesehen werden konnen. Der Verfasser 
fiihrt auf Grund rein geometrischer Betrachtungen diesen Beweis, setzt dabei 
aber die Satze tiber das Auftreten der Wendepunkte und der singuliiren 
Punkte als bekannt voraus. Durch Projiciren der Wendetnngente eines stets 
vorhaudenen reellen Wendepunktea i n  die unendlich ferne Gerade kann jede 
der Linien III. Ordnung in eine divergirende Parabel iîbergeleitet werden, 
und es fragt sich darnach nur, auf wieviele Formen dieser speciellen Curven 
man durch das angegebene Verfahren geführt wird. Dieser Frage wird, 
nach M Gb i u s '  Vorgang , durch Untersuchung der spharischen Linien III. Ord- 
nung, d. S. die Projectionen der ebenen Curven dieser Art  auf die Kugel- 
flache vom Mittelpunkte der Kugel aus,  niiher getreten. E s  ergeben sich 
fünf weseutlich voneinander verschiedene Formen, jeder entspricht eine Form 
der divergireriden Parahel oder, wenn man will, ein Typiis der ebenen Curve 
III. Ordnung. Auf den beigegebenen Tafeln sind alle verschiedenen Ge- 
stalteu der Linien III. Ordnung, welche man nach ihrem Verhalten zur un- 
endlich fernen Geraden und den moglichen Singularitaten i~nterscheidet, in 
96 Figuren dargestellt. 

H a n n o v e r .  C. RODENBERQ. 

Die Theorie der ebenen Cnrven dr i t t e r  Ordnnng. Au€ syiithetisch -geo- 
metrischem Wege abgeleitet von Dr. HEINRICH SCHROTEB, Professor 
der Mathematik an der Universitat zu Breslau. Leipzig, B. G. 
Teubner. 1888. 

Der Gedanke zur Herausgabe des vorliegenden Werkes, welches ganz 
im Sinne von S t e i n e r  - S c h  r 6 t e r ' s  ,,Kegelschnitteu abgefasst ist, wurde 
bei dern Verfasser durch den Umstand wachgerufen, dass i n  allen Lehr- 
bllchern die Curven dritter Ordnung wesentlich auf analytischer Grundlage 
behandelt werden. Nur C r e m  o n  a's Werk tiber hohere Curven bildet hier- 
von eine Ausnahme, aber die Curvc dritter Ordnuug erscheint mehr als 
Beispiel der Anwendurig einer allgemeiuen Theorie, wahrend im vorliegenden 
nur Curven dritter Ordnung hehandelt und keine Ausblicke auf eine Ver- 
allgemeinerung abgeleiteter Satze geboten werden. Hierdurch mag die gegen- 
seitige Stellung dieser beiden wichtigen Werke charakterisirt sein. 

Der Verfasser heginnt mit der folgenden Ueberlegiing. Aehnlich, wie 
zwei perspective Strahlenbüschel zu einer speciellen Curve zweiter Ordnung, 
dem Geradenpaare, führen und wie man durch Aufheburig der Perspecti- 
vitiit zii einer a l1 g e m e i n e n  Curve gelangt,  mag es rnoglich sein, durch 
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Busgang von einer zerfallenden Curve dritter Ordnung zur allgemeinen 
zu gelangen. Sei dementsprechend des System "Kegelschnitt und Geradeu 
gegeben, so sind zwei Pnnkte der Geraden conjiigirt in Beziig auf den 

Kegelschnitt, wenn jeder auf dcr Polare des andern Iiegt. Werden aber 
weiter zwei Punkte des Kegelschnittes als coujugirt bezeichnet, wenn sie 
mit dem Pole der Geraden auf einem Strahle liegen, so ist jedem Punkte 
der complexeii Curve ein ganz bestimmter anderer Curvenpunkt conjugirt. 
Die C~irve selbst erscheint als Ort solcher Punkte der Ebene, von denen aus 
drei Paare conjiigirter Punkte durch sechs Strahlen in Involution projicirt 
werden. Durch Aufsuchung diescs Ortes (der allgemeinen Curve dritter 
Ordnung) ftîr d ~ e i  beliebig gegebene Punktepaare wird man dann sofort zur 
einfachen Construction beliebig vieler neuer Paare gefuhrt, welche vom Ver- 
fasser im 5. Bande der Mathem. Annalen, S. 50, gegeben wurde. Daran 
anschliessend wird die Erzeugung der Curve durch zwei projective Strahlen- 
involutionen in halhperspectiver Lage gegeben, wodurch eine bessere Ceber- 
sicht des Verlaufs der Curve, als durch die erstere discontinuirliche Con- 
struction gewonnen wird. Auch ergiebt sich, dass die Curve von jeder 
beliebigen Geraden in drei Punkten getroffen wird, was frtiher nur ftir die 
Verbindungslinie eines Paares einleuchtete. 

Ein Paar conjugirter Punkte kann als zerfallende Curve zweiter Classe 
sufgefasst werden. Durch den Nachweis, dass jedes der drei die Curve 
dritter Ordnung bestimmenden Paare durch eine allgemeine Curve zweiter 
Classe ersetzt werden kann, erscheint jene als Ort aller Punkte, deren drei 
Tangentenpaare nach drei Kegelschnitten eine Involution bilden. Es folgt 
naturgemass die Betrachtung des durch die drei Kegelschnitte bestimmten 
Gewebes und dessen Beziehung zur Curve dritter Ordnung. 

Die Erkenntniss , dass durch die Verbindungslinien conjugirter Paare 
eine Curve dritter Classe umhtillt wird, vermittelt den Uebergang zurn 
dualen Gebiete. Genannte Curve wird denn auch durch ein Kegelschnitt- 
netz erzeugt. Mit der Uehandlung der Curven dritter Ordnung und dritter 
Classe als Tripelcurven wird nach dieser Richtung ein gewisser Abschluss 
erzielt. 

Die jetzt folgende C h a s l  e s'sche Erzeugung der Curven dritter Ord- 
nung durch ein Strahlenbtîschel und ein ihm projectives Kegelschnittbtîschel 
giebt Veranlassung zu zahlreichen neuen Constructionen, führt  namentlich 
auch zum Begriffe der conischen Polare eines Curvenpunktes und zum Nach- 
weise der Constanz des Doppelverhiiltnisses des von ihm a n  die Curve 
gehenden Tangentenquadrupels. Ferner wird die Bestimmung der Curve 
durch neun gegebene Punkte und die Bestimmung einer Gruppe von neus 
associirten Punkten, durch welche unendlich viele Curven hindurcbgelien, 
erledigt. Bekanntlich wurden fur die erstere Aufgabe von C h a s l e s  zwci 
Losungen gegeben, welche beide aufgenommen sind; einmal werden vier 
beliebige der gegebenen Punkte 81s Basispunkte des Kegelschnittblischels 
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gewihlt und darauf das , , b e n  gegenüberliegendeY Centrum des Strahlen- 
btischels bestimmt, - das andere Mal wird umgekehrt verfahren. Die letzte 
Methode gah C h  a s l e  s ohne Eeweis, der vorliegende des Verfassers ist  neu. 

Eine umfassende Untersuchung der Tangentenquadrupel ftihrt zur H e  s b: e - 
schen Configuration (4, 3);;. Die vier Bertihrungspunkte eines Quadrupelv 
lassen sich auf drei verschiedene Weisen zu Paaren ordnen und die Punkte 
eines jeden Paares sind conjugirt in  dem anfanglich gebrauchten Sinne. 
Diese Bemerkung ftihrt auf die drei verschiede~en Systeme conjugirter 
Punktpaare, welche es auf der Curve giebt, und zur Eintheilung dieser 
Curven in solche elliptischen, hyperholischen oder dualen Charakters - nach 
der Art der Involutionen, durch welche die Curve aus conjugirten Punkten 
projicirt wird. 

Nun werden gestaltliche Untersuchungen, allerdings nur  flir Curven 
dritter O r  d n u n g , erledigt. Die Beigabe der dualen Untersuohungen, welche 
wohl schwieriger und mit IlUcksicht auf die von K l e i n  aus den Classen 
curven abgeleiteten R i e  m a n  n 'schen Flachen sehr wichtig sind, ware bei 
einer spateren Auflage deshalb wlinschenswerth. Der Charakter der Invo- 
lution, welcher jeder der verschiedenen Formen zukommt, wird angegeben. 

Die Polareigenschaften werden, ihrer Bedeutung entaprechend , sehr 
eingehend behandelt; als Ort der Doppelpunkte der ersten Polaren wird die 
Hesse'sche Curve gefunden und damit die Theorie der Wendepunkte an- 
gebahnt. Ers t  spiiter wird diese Theorie, namentlich was die Angabe der 
Wendepunktsdreiecke anlangt, zum Abschlusse gehracht. Eine Aufstellung 
der metrischen Specialf%lle der bisherigen Stitze und Constructionen bildet 
eine erfreuliche Beigabe. 

Die C a y l e y  'sche Curve dritter Classe war schon frtiher al8 Ort  der 
Verbindungslinien conjugirter Pole der H e s s  e'schen gefunden worden. 
Jetzt wird der Zusammenhang beider Curven mit der Grundcurve niiher 
untersucht. 

Den Schluss des Werkes bilden d ie  von K ü p p e r  und S c  h o u  t e ge- 
gebenen Beweise des S t e i n  e r'schen Schliessungssatees. Auf die Behand- 
lung, welche der Gegenstand inzwiscben durch F i  e d l e r  im 3. Bande seiner 
,Darstellenden Geometrieu, $ 56, und zwar zugleich îtir die Raumcurven 
vierter Ordnung erster Ar t ,  als deren Projectionen die allgemeinen ehkhen 
Cnrven dritter Ordnung und die Curven vierter Ordnung mit zwei Doppel- 
punkten sich epgeben, erfahren haben, eei schon an dieser Stelle hingewiesen. 

H a n n o v e r .  C. RODENBERO. 

Anfgaben n n d  Lehrsatze ana der  analytiachen ffeometrie de8 Banmee, 
insbesondere der Flachen zweiten Grades. F ü r  Studirende an Uni- 
versitaten und technischen Hochschulen bearbeitet von Dr. Fr. GBAEFE, 
Professor. Leipzig, Teubner. 
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Diese Bammlung reiht sich der früheren von Aufgaben aus der ebenen 
Geometrie a n  und bildet ebenfalls ein werthvolles Hilfsmittel zum Studium 
des Gegenstmdes, denn allen Gebieten sind Aufgaben entnommen. 

Zunachst werden Aufgaben über die elementaren Beziehungen von Punk- 
ten,  Geraden und Ebenen gegeben, und zwar unter Benutzunp von tri- 
metrischen Punlrt. und Ebenoncoordinaten. Die Behandlung in Linicncoor- 
dinateu ware bei einer spateren Auflage doch wohl ein~ufiechten. Bei der 
Einfiihrung von Tetraedercoordinaten gelangen auch die Gleichnngen der Colli- 
aear i ta t  und Reciprocitiit mit ihren metrischen Specialfjllen zur Verwerthung. 

Im Ganzen ist der Gang der Eutwickelung bei den Pliichen xweiten 
Grades so ,  wie in den Werken von H e s s e  und S a l m o n .  Es werden 
zuniichst Aufgaben gegeben, welche sich auf die Transformation der Flliche 
auf specielle Coordinaten beziehen; d a m  folgen solche Iiber Biischel und 
BUndel von Flachen, sowie tiber andere wichtige Mannigfaltigkeiten, ins- 
besondere shnliche und iihnlich gelegene Flacben. 

Besonders reich an interessanten Aufgaben ist die sich auf Focaleigen- 
schaften beaiehende Gruppe. Einige Aufgaben betreffen die Krümmung der 
Fliichen. Die geometrische Deutung der I n -  und Covarianten von einer 
und mehreren Nachen liefert ausgedehnten Stoff. Von nun an werden die 
früher nachgewiesenen speciellen Gleicbungsformen der Flachen zu Grunde 
gelcgt , und die Aufgaben beziehen sich demgemass auf besondere Gattungen 
von FlZchen. Der Kugel, dem Kegel und den spharischen Kegelschnitten 
is t  ein besonderes Capitel gewidmet. 

- 

Unter den ,vermischten Aufgaben" finden sich hauptsBchlich solche, 
welche Fliichen hoherer Ordnung, die sich aus Flachen zweiten Grades ab- 
leiten lassen, betreffen. 

Man darf nach dem reichen Inhalte erwarten, dass das Werk die ver- 
diente Verbreituug finde, zumal wenn der Wunsch urn baldiges Erscheinen 
der Losungen in Erfüllung geht.* 

H a n n o v e r .  C. RODENBERG. 

Anwendung der  Differential - und In tegra l rechnnng  auf  die allgemeine 
Theorie d-er Flachen und  der  Linien doppelter Kriimmung von 
F. J O A C ~ I M S T ~ A L .  III. vermchrte Auflage, bearbeitet von L. NATANI. 
Leipzig 1890, bei B. G. Teubner. X ,  305 S. 

Eine Seitenza'nl von 174, 242, 308 Seiten ist das gussere Kennzeichen 
der Vermehrung, welche das allbekannte Buch von der 1. zur II. und von 
dieser zur III. Auflage erfahren hat. Der Name des Herausgebers bürgt 
dafür, dass die Yermehrungen auch Verbesserungen waren. Diese wenigen 
Worte konnten genügen , auf das erneute Erscheinen aufmerksam zu machen, 

' Diese Losungen sind, wie ich bei der Correctur hier bemerke, soeben in 
einem starken Bande von 353 S. erschienen. 
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wenn wir nicht es fur Pflicht hielten, wenigstens einige der neu hinzugetre- 
tenen Dinge kurz anzudeaten. Eine ganze Anzahl von Zusatzen bezieht 
sich auf Ausnahmefalle. ,,Wenn man,  um die Anwendung eines Satzes an 
einem Beispiele zu zeigen, wLhrend der Vorlesung irgend eine Gleichung 
aus dem Kopfe hinschreibt, 80 trifft man gewohnlich auf einen Ausnehme- 
fall, bei dem die Sache nicht geht." So eagte uns einmal einer unserer 
ersten deutschen Mathematiker, und er setzte mit nicht geringem Rechte 
hinzu, diese Ausnahmen seien gerade am interessantesten. Herr N a t  a n i  
hat nun solche Beispiele mehrfach eingeschaltet. So behandelt e r  den Fall, 
in welchem eine Oberfliiche zweiter Ordnung durch eine Ebene in einem 
Linienpaare geschnitten wird,  den Uebergang der Tangentenebene i n  einen 
Tangentenkegel, den Ausnahmefall, in welchem zwar der Me u snier 'sche,  
aber nicht mehr der E u l e r ' s c h e  Satx Geltung hat ,  den Uebergang von 
Krtimmungslinien des Ellipsoids in  dessen Nabelpunkte u. S. W. Andere 
Zusatze gelten mechanischen und optischen Untersuchungen, wodurch z. B. 
die Wellenfliiche dem Leser bekannt wird. Weit  ausführlicher als in  der 
II. Auflage ist die Lehre von der Evolution behandelt, die an den ver- 
schiedensten Stellen wiederkehrt. Endlich ftihren wir aus dem Anhange, 
der gleichfalls neben den Zusatzen im forilaufenden Texte beibehaltcn ge- 
blieben is t ,  eine ganz neue Abhandlung a n  über die Aufgabe, den Punkt  
zn finden, dessen Summe der Entfernungen von n gegebenen Raumpunkten 
ein Minimum Sei. Wir haben damit keineswegs alle neu hinzugetretenen 
Dinge erschtipft; der Leser wird bei genauer Vergleichung vielmehr finden, 
dass auch in solchen Paragraphen, welche ihren Inhalt beibehalten haben, 
durch kleine Aenderungen Neues eingefligt i s t ,  kurzum dass, wie wir am 
Anfange es andeuteten, Verleger und Herausgeber sich nicht zu scheuen 
gehabt hatten, wenn sie statt  ,,vermehrteu Auflage auf das Titelblatt gesetzt 
hatten "vermehrte und verbesserte Auf lageY. CANTOR. 

Ii periodo anreo del la  geometria greca.  Saggio storico di GINO LORIA, 
Prof. di Geometria si~periore nell' Università di Genova. Torino 1890, 
Carlo Clausen. 79 pag. Estratto dalle Memorie della Reale Acca- 
demia delle Scienze di Torino Serie II, Tom. XL. 

Referent ha t  1867 unter dem Tite1 ,,Euclid und sein JahrhundertU eine 
Studie vertiffentlicht, in  welcher die Leistungen der vier grossen griechischen 
Geometer: E u c l i d ,  A r c h i m e d ,  E r a t o s t h e n e s ,  A p o l l o n i u s  geschildert 
waren. Ungefshr den gleichen Inhalt besitzt die heute vorliegende Abhand- 
Iung , und um so interessanter ist , wenigstens fur den Referenten, der Ver- 
gleich gewesen, wievide und welche Arbeiten in den Anmerkungen an- 
gcftihrt werden konnten, welche zwischen 1867 und 1890 an die Oeffent- 
lichkeit traten, und ferner welche Veranderungen in den geschichtlichen 
Anschannngen diese Arbeiten hervorbrachten. Wir glauben es aussprecben 
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zu diirfen, dass die Vertiffentlichungen weit zahlreicher waren, s l s  die durch 
dieselben nothwendig gewordenen Aenderungen , und da  auch uosere eigene 
Studie wesentlich Neues nur in geringer Menge enthielt, so zeigt sich, dass 
das Wissen von dem Standpunkte der àlathematik zur grossen griechischen 
Zeit vor etwa 30 Jahren schon ebenso gesichert war, wie heute. Sol1 
damit gesagt sein, es sei gar kein Fortschritt vorhanden, und Herrn Lor ia ' s  
Schrift eine iiberflüssige? Gewiss nicht. Der Fortschritt seit 1867, ja seit 
1880,  wenn wir die Jahreszahl des Erscheincns iinseres 1. Bandes der Vor- 
lesungen aber  Geschichts der Xathematik betonen dürfen, ist unverkennbar, 
aber fiir die von Herrn L o r i a  behsndelte Zeit nur mittelbar von Bedeu- 
tnng. Keues ist entdeckt worden aus der Zeit vor, aus der Zeit nach dem 
grossen Jahrhundert und hat die Auffassung mancher seiner Erscheinungen 
andern miissen. Berr  L o r i a  hat  von allen diesen Arbeiten Kenntniss ge- 
nommen und sie in  seiner Abhandlung zur Kenntniss gebracht. - Die am 
weitesten von der îrtiheren Meinung sich entfernende Auffassung ist die von 
Herrn Z e u t h e n in seinem Werke von 1886 : ,,Die Lehre von den Kegel- 
schnitten im Altertumu vertretene. Refcrent schatzt dieses Werk als das eines 
glanzenden Geometers, welcher gezeigt ha t ,  dass mit dem Handwerkszeuge 
der Griechen Kunstwerke der heutigen Industrie sich herstellen lassen. Der 
Beweis, dass die Griechen selbst diese Kunstwerke hervorbrachten, hat uns 
nicht iiberzeugen konnen. Wir  waren urn so gespannter darauf, wie Herr 
L o r i a  eich zu den betreffenden Fragen stellt, aber eine Entscheidung in 
dem einen oder dem andern Sinne fanden wir nicht, eher ein Non l iquet ,  
und wir sind berechtigt, anzunehmen, solches sei in  der Tha t  ftir's Erste 
Herrn L O r i a 's  Standpunkt. Wir  sind aber auch weiter berechtigt, anzu- 
nehmen, Hem L o r i a  werde seine Forschungen iîber griechische Geometrie 
fortsetzen, und wir freuen nna zum Voraus auf seine weiteren Arbeiten auf 
diesem Gebiete. CANTOR. 

Dar Problem von der  Qnadratur  des Zirkele von Prof. Dr. B. RUDIO. 
Ztirich 1890. 51 S. 

Wir  haben in Bd. XXXIV dieser Zeitschrift, hist.-lit. Abth. S. 152, 
eine Abhandlung des Herrn S c h u b e r t  besproehen, mit welcher die des 
Herrn R u  d i  O manche Aehnlichkcit besitzt. Herr R n  d i O stellt dieses so 
wenig in  Abrede, dass er seinen Vorgiinqer wiederholt anftihrt. Es  ware 
aber sehr ungerecht, mollte man nur die Verwandtschaft zwisehen beiden 
kleinen Schriften hervorheben. Wir sagten im XXXIV. Bande, man brauche 
nicht Mathematiker zu sein, um die S c  h u b e r  t'sche Studie zu verstehen. 
Wir  werden uns wohl htiten, das Gleiche von des Rudio ' schen  Abhand- 
lung zu behaupten, selbst auf die Gefahr hin, zu dem Herrn Verfasser in 
eine Art  von Widerspruch zu gerathen, da dieser in  der Anmerkung rtuf 
S, 1 nur solche Leser beansprucht, welche, o h m  gerade Mathematiker zu 
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sein, doch mit der mathematischen Sprache vertraut sind. Da t raut  er, 
meinen wir, doch einem allzugrossen Kreise Kenntnisse zu, welche diese 
Verbreitung nicht besitzen. Mathematiker aber werden mit wahrem Genusse 
die verhaltnissm5ssig leicht geschriebene Darstellung der verschiedenen Me- 
thoden lesen, welche man im Laufe der Jahrhundcrte anwandte, die Auf- 
gabe von der Quadratur des Zirkels zu losen, beziehungsweise die UnmCg- 
lichkeit der L k u n g  nachzuweisen. Vielleicht ware bei Erorterung der 
Vieta'schen Formel es angezeigt gewesen, eine Untersuchung uber die 
Convergenz des eigenthtimlich gebauten Ausdruckes einzuschalten, eine Unter- 
suchung, die unseres Wissens noch niemals ver6ffentlicht worden is t ,  so 
nothwendig sie erscheint. Unter den Versuchen, die Transcendenz der 
Zahl n zu beweisen, steht der von L a m b e r t  obenan. Herr R n d  i o  hat  
mit Recht ausfbhrlicher liber ihn berichtet, als es sonst Uehung ist. W i r  
vermissen dagegen die Erwiihnung von E i s e n  s t e i n 's Abhandlung in den 
Monatsberichten der Berliner Akademie 1852, S. 441-443. Eine Neuauf- 
nahme des Versuches, die dort ausgesprocbenen Satze liber Transcendenz 
von Punctionen, die in Reihen von einer gewissen Form sich entwickeln, 
zu beweisen , scheint um so wtinschenswerther , nachdem die H e r m i t e  - 
L i n  d em a n n'schen Ergebnisse einem besondern Falle Wahrheit gesichert 
haben. CANTOR. 

B. MOHIC, Vermessungsrevisor a. D., Das enthiîilte Qeheimniss der Pgthia 
oder die Kunst,  ohne Kenntniss der lateinischen Sprache auf mathe- 
matischem Wege lateinische Hexameter zu machen, die zugleich 
weissagend auf eine vorgelegte Prage Antwort geben. Mit einem 
Vorwort von Dr. A. AYTHOR. Hannover, Schmorl & v. Seefeld Kachf. 
1890. 15 S. 

Die Verse, welche diesem Orakel zur VerfUgiing stehen, habe ich zu 
sammenzustellen vermocht. Es  sind neun Hexameter, von denen jeder aus 
sechs Worten , bez. wo&ruppen besteht. Die Hexameter bezeichne ich mit 
arabischen und die Wortgruppen mit r h i s c h e n  Ziffern. 

1 II III IV v v 1 
1. Dico etenim fausto rumpet tibi foedera fatum. 
2. Ista petis cupido complebit talia casua. 
3. Ecce scias licite non indet prospera numen. 
4. Tanta nimis dubie solvet tibi commoda sgdue. 
6. Forte lubens votis promittit gaudia hic annus. 
6. Jure satis certo praedicit jubila thema. 
7. Mille magis dominans vovet tibi soecula carmen. 
8. Nonne optas vitae non reddet proemia tempiis. 
9. Credo quidem mento donabit debita coelum. 

Diese Verse sind so gebaut, dass jede Wortgruppo eines Hexameters 
mit der entsprechenden Wortgruppe jedes andern Hexsmeterv vertauscbt 
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werden kann , ohne dass der Satz auf hort,  einen orakelhaften Sinn zu haben. 
Die Anzahl aller mijglichen Hexameter ist  nach Dr. A m  t h o r ' s  BerechnunO 
531441. Zu einem solchen KunststUcke ist die lateinische Sprache wegen 
der prosodischen Gestalt ihrer Worte und noch mehr wegen der Freiheit 
ihrer Wortstellung wie keine andere geeignet. Die sechste Stelle jedes 
Verses nimmt das Subject, bezw. Hauptsubject des Satzes ein. Als Suhject 
verwendet wurde Das, was etwas zu gewahren vermag (Gottheit, Gestirn, 
Zeit, Jahr ,  Spruch u. A.) .  I n  der fünften Stelle erscheint das Object, d. h. 
Das , was dem Rathfragenden gewahrt wird (Vortheile , Freuden , Bcloh- 
nurgen u. A.). In  der vierten Stelle findet sich das Zeitwort mit oder ohne 
tibi (Dir, d. h. dem Rathfragenden). Das Zeitwort drtickt immer ein Ge- 
wahren aus oder das Gegentheil (rumpet, non). E s  ist bezeichnend, dass 
unser Orakel unter je neun Antworten j e  sechs günstige und nur je drei 
ungünstige ertheilt. Die Worte in den drei ersten Stellen dienen zur Küan- 
cirung der Antwort oder Sind blosses Füllwerk. Ein paar Mal sind Adjec- 
tiva d a ,  die znm Subject in der sechsten Stelle gehoren (lubercs, donainans); 
auch finden sich Adjecta, die sich auf den Rathfragenden ( t ib i )  heziehen 
(fausto, cupido; cf. votis, vitae). Mit dem Object stehen gleichfalls einige 
Worte unmittelbar oder mittelbar in Verbindung (ista, tanta, mille). Die 
Nüancirung des Ausspruches ist besonders durch Adverbia vorgenomrnen 
(licite, dubie ,  certo, merifo). Alle übrigen Worte  sind mehr oder weniger 
Ptillworte; niir einzelne von ihnen geben bei gewissen Vertanschungen eine 
weitere Nuance des Gedankens (besonders nimis, satis, mugis). 

Auf jede nicht zu eingehende Frage von m i n  d e s  t e n s  s e c  h s Wor t en 
(eine Redingung, die i n  unserem Buchlein nicht erwahnt wird) giebt das 
Orakel eine allgemein gehaltene Antwort, zuweilen i n  Gestalt einer zu be- 
jahenden Frage  onne ne). Man hat nichts weiter nothig, als die Buchstaben 
der letzten sechs Worte der Frage zu zahlen. Die Buchstabensumme jedes 
Wortes oder, wenn sie tibcr neun hinausgeht, ihre Diffcrenz von neun be- 
zeichnet die Nummer des Hexameters und das letzte Wort  der Frage die 
erste Wortgruppe (1) des betreffenden Hexameters, das vorletzte die zweite 
(II)  und so fort. Ein Beispicl sei die Frage:  ,Wird der Himmel zugeben, 
dass meine Feinde Uber niich siegenPU Die Buchstabensummen der letzten 
sechs Worte sind: 3, 5, 6, 4, 4 ,  6. Nehmen wir aus dem sechsten Ilexa- 
meter (6) das crste Wort (11, aus dem vierten (4) das zweite ( I I ) ,  ferner 
4 III, 6 I V ,  5 V, 3 VI,  so erhalten wir die Antwort: Ju re  nimis dubis 
praedicit gaudia numen. Etwas gtinstiger lautet in unserem Palle die Ant- 
wort ,  wenn wir die betreffcnden Worte oder Wortgruppen in umgelrehrter 
Ordnung aufsuchen (3 1, 5 TI, 6 III, 4 IV, 4 V, 6 VI) : Ecce, lubens certo 
solvet tibi commoda fatum. 

Damit ist  das Raderwerk dieser Orakelmaschioe klargelegt. Der Ver- 
fasser unserer Schrift hat  tîber das Ganze einen mystischen Schleier zu 
werfen gesucht, iudern er, statt  die Hexameter einfach mitzutheilen, flir die 
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Buchstaben bestimmte Zahlen einsetzte, um den Rathsuchenden ers t  nach 
einigen Umwegen die betreffenden Buchstaben und dann die Antwort finden 
zu lassen. E r  hatte fur die Buchstaben des lateinischen Alphabets der 
Reihe nach die Zahlen 1 his 23 (u und v als gleichbedeutend genommen) 
verwenden ktinnen; e r  hat  es aber  nicht gethan, offenbar um einerseits 
diirch Vorfiibrung grosserer Zahlen das Geheimnisa besser zu wahren und 
um andererseits allzu verwickelte Vorschriften zu vermeiden. E r  zerlegte 
vielmehr jedes W o r t ,  bezw. jede Wortgruppe i n  hochstens sechs Buchstaben 
oder Buchstabenpaare, und zwar derart,  dass jedes Buchstabenpaar mit einem 
Vocal schloss. Hieiauf legte er eine Tabelle (Nr. IV) mit sieben senkrechten 
Spalten an. I n  der ersten Spalte wurden den Buchstaben a bis a die Zahlen 
1 bis 23 gleichgesetzt. Dieselben Buchstaben wurden in die folgenden 
Spalten eingetragen, nur  jeder einzelne vermehrt i n  der zweiten Spalte um a, 
in der dritten um el  darauf uiu i l  O ,  u ,  y. Den Buchstabenpaareri a a  bis 
sa wurden dann die Zahlen 24 bis 46 beigeschrieben und so fort,  so dass 
die letzte Spalte die Buchstabenpaare ay his ay und die Zahlen 139 bis 
161 enthielt. Jetzt konnten die Buchstaben und Buchstabenpaare, in  welche 
die Worte, bezw. Wortgruppen zerlegt wacen , durch die entsprechenden 
Zahlen der Tabelle ersetzt, ~ammtliche Hexameter also i n  Zahlen aufgelost 
werden. Am einem rein praktischen Grunde war es hierbei wünschens- 
werth, ftir jedes Wor t ,  bezw. jede Wortgruppe sechs Zahlen zu gewinnen; 
dies gcschah durcb beliebig eingestreute Nullen. So wurde beispielsweise 
der erste Hexameter wiedergegeben durch die Zahlen: 4 ,  9, 0, 3, 0, 14 
(Wort,  bezw. Wortgruppe 1); 5, 65, 13, 0,  9, 1 2  (II); 6, 1, 20, 18, 19 
14 (III); 132, 12, 61, 19, 88, 71 (IV);  O, 6, 60, 0, 50, 40 (V); 6,  1, 
19, 0, 20, 12 (VI). Die Wiedergabe der Worte durch Zahlen findet sich 
in Tabelle III unseres Btichleins. Die Zahlen werden aber in  dieser Tabelle 
nicht in  der Reihe aufgeftihrt, in welcher die Buchstaben oder Buchstaben- 
paare in jeder Wortgruppe aufeinander folgen, sondern, ohne Zweifel wie- 
derum zur bessern Wahrung des Geheimnisses, nach einem bestimmten 
Plane umgestellt. Bezeichnen wir die sechs Zahlen, durch welche jede 
Wortgruppe ersetzt war, der Reihe nach mit o l p y c S ~ [ ,  so folgen sie sich in  
der Tabelle im ersten, vierten und siebenten Hexameter wie a y e [S g ,  im 
zweiten, fünften und achten wie BAI y s e t  und im dritten, sechsten und 
neunten wie CES y p a .  Selbstversthdlich musste eine solche Umstellung 
ausgeglicben werden. Hierzu dienen die Tabellen II und 1, deren Einrich- 
tung und Bedeutung zu besprechen überfltissig sein dürfte. 

Wer die Absicht haben sollte, unser Orakel nach den Vorschriften des 
Btichleins- zu befragen, wird gut  thun,  zuvor einige Druckfehler in  Tabelle 
III zu berichtigen. Es ist  zu lesen: 4 statt  8 in a I 1 ,  9 s t ~ t t  5 in pI2, 
57 statt 51 i n  6 IV2 ,  4 statt  14 in d V 4 ,  20 statt  70 i n  ~ V 1 2 ,  5 statt  
18 in tIII8. Zugleich sei darauf hingewicsen, dass die Orthographie eine 
veraltete ist (coelum, proenziu. soecula, sydus) und dass die Hexameter metrisch 

Hi&-lit. Abthlg. d. Zeitiahr. i .Msth.  u. Phyi. XXXVi, 1. 3 
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nicht ohne Fehler s ind,  da in zwei Worten (1-ovet, thema) der erste kurze 
Vocal als Lange dicnen muss. 

Das Obige war in allem Wesentlichen niedergeschrieben, als ich von 
Freund A m t h O r in Hannover ein Biichlein zugesandt erhielt , das sich im 

Besitz des Herrn Militaroberpfarrers K n  o c  h e  befinde t. E s  ist in Cdlcu 
im Jahre 1766 bei Johan Jacob Horst in  lateinischer Sprache mit gegen- 
überstehender Uebersetzung erschienen; abgefasst ist  es aber nach der Vor- 
rede bereits irn Jahre 1745. Der Tite1 lautet: Vaticinium caballisticuni 
hexametro - arithmeticum , aptissimas et  futura contingentia in se continentes 
responsiones, ad omnes datas quaestiones exhibens = Caballistische durch 
die Rechenkunst in Versen gefundene Weissagiing, welche u. S. w. Dies 
Büchlein enthalt ganz dieselbe Lehre wie das unsrige, nur Sind einerseits 
die Vorschriften etwas khs t l i cher  und Sind andererseitv Druckfehler ver- 
mieden. Der letztere Umstand erm6glichte eine fehlerfreie Peststellung der 
zu Grunde liegenden Hexametcr. Die Abhangigkeit des Verfassers unsere9 
Büchleins von jenem alteren ist in  die Augen springend. Man braucht nur 
die Tabellen zu vergleichen, u m  dies einzusehen. Tabelle IV  stimmt bis 
auf's Tüpfelchen mit der entsprechenden Tabelle der alteren Schrift, und 
die einzige Abweichung in Tabelle III beruht auf einer andern Zerlegung 
des mortes  copnmoda in 4V. In  der alteren Schrift nlimlich ist das Wort 
ersetzt durch die Zahlen : 3 (c) , 14 (O) ,  12 (m), 12 (na), l4 (0) ,  27 (da). Unser 
Verfasser hat statt  der vierten iind sechsten Zahl 104 (mo) und 1 (a)  ein- 
gesetzt, dabei aber wahrscheinlich unterlassen, die fünfte entsprechend ab- 
zuandern, d. h. 4 j d )  statt  14(0)  zu schreiben. Verfasser und Herausgeber 
unserer Schrift sind ilbrigens nicht ein und dasselbe. In der Vorrede 
heisst es, dass Herr M o h r  in einem Tagebuche vom Jahre 1797 seines 
Vaters, des Gymnasiallehrers ;M., Andeutungen gefunden habe, die er selbst 
zum Abschluss gebracht hat. Das mag sein. Aber dcr Hcrausgebcr hat 
nicht ebenso wie der Urheber jenes illtere Büchlein eingesehen, denn sonst 
wtîrde er vermieden haben, den ersten Hexameter ganz falsch mit hic O 

statt  mit dico anfangen zu lassen. 

M t i n c h e n ,  15. Juni 1890. G. OEHMICHEE~. 

Lehrbnch der  Meteorologie für Studirende und zum Gebrauche in der 
Praxis von Dr. W. J. VAN BEBBER. Mit 120 Holzschnitten und 
5 Tafeln. Stuttgart,  Verlag von Ferd. Enke. 1890. 80. XII, 391 S. 

Der Verfauser, bekarint als Abtheilungsvorstand der deutschen Seewarte, 
steht mitten inne in  der Itagtiglichen Praxis der austibenden Witterungs- 
kunde , is t  aber gleichsehr nuch zugewandt den theoretiscben Studien , welche 
die Erfahrungswissenschaft vom Wetter mehr und mehr rstionell aufhellen 
und erkl&-en. Ein Mann von solcher Stellung und Erfahrung muss in erster 
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Reihe geeignet erscheinen, ein Lehrbuch der Meteorologie zu verfassen; e r  
fühlt und weiss, wo und wie Wesentliches von Unwesentlichern zu scheiden, 
wo willkürliche Hypothesen aufzugeben oder doch zurückzudrtingen sind 
gegenüber richtiger gewiihlten Grundlagen mathematisch-physikalischer Natur, 
wo Thatsachen der Natiir und wo theoretische Speculation mitzutheilen und 
aie beide am besten zu verkntipfen sind, einander gegenseitig zu sttitzen, 
wohl auch zu controliren. Gerade durch solche wie eben gekennzeichneten 
Vorzüge nun zeichnet sich das vorliegende Buch aus. Nicht so sehr die 
geschichtliche Entwickelung der Wetterkunde will es aufzeigen, sondern es 
will im Wesentlichen den heutigen Standpunkt der meteorologischen Wissen- 
schaft tibersichtlich darstellen, und es will diese seine Absicht verwirklichen 
und es verwirklicht, sie in  der That in  erster Linie mit Hinblick aiif Stu- 
dirende, sowie xum Vortheile von Lehrern der Naturkunde; aber auch der 
Pachmann wird darin rasch die Hauptergebnisse der neueren meteorologi- 
schen Forschung nachschlagen konnen. 

In  den acht eruten Abschnitten behandelt das Buch der Reihe nach die 
Erdatmosphare , die Temperatur, den Luftdruck, den Wasserdampf in  der 
Atmosphare, die Bewegung der Luft , die Niederschlage , die elektrischen 
und dann die optischen Erscheinungen in der Atmosphare. Es werden hier 
jeweils die für die betreffenden Abs~hni t t~e  bedeutungsvollen Grundlagen der 
Phgsik kurz angegeben iind alsbald fur das vorliegeilde Thema verwerthet, 
es werden dann, oft in mehrfacher, praktischer Auswahl und durch eine 
reictilich genügende Anzahl von guten Abbildungen erlautert, die Methoden 
iind Instrumente beschrieben, nach und mit welchen man heute die beoüg- 
lichen Witterungselemente einzeln bestimmt, und hiersuf werden die so 
gewonnenen Shatsachen der h'atur den Augen und dem Geiste des Lesers 
vorgeftihrt. 

Und gerade wie dies Letztere geschieht, verleiht dem vorliegenden Buche 
sein besonderes Gepriige. Zunachst werden die an den verschiedensten Theilen 
der Erde gewonnenen und aus der ganzen Literatur zusamrnengesuchten Beob- 
achtungsergebnisse zahlenmassig in tiberaus reichem und doch wieder sich 
uicht zu sehr vordrangendem Tabellenwerke vorgelegt; es werden dabei stets 
die hbanderungen der Elementengrossen i n  Raum und Zeit, ihr Wechsel bei 
waage- und bei senk~echter  Ortsiinderung, ihr oft periodisches Ab- und 
Zunehmen im Verlaufe des Tages, des Jahres und der Jahrzehnte ausführ- 
lich genug und doch nicht zu breit dargelegt. Der Verfasser hat vollauf 
Recht mit seiner Meinung, dass einerseits physikalische Thatsachen der 
Natur genau nur durch Zahlen angegeben werden konnen, andererseits aber 
- und das kennzeichnet den Standpunkt des Lehrbuches  - gewinnt der 
Leser so den Vortheil, Zahlentabellen lesen zu lernen, d. h. sie rasch über- 
sehen, das in  ihnen erkennbare Gesetzmlissige wirklich erkennen und das 
Schwankende, das Unsichere darin auch dem Grade nach beurtheilen zii 
lernen. Die vorgeftihrlen Zahlenwerthe versinnlicht der Verfasser aber auch 
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reichlich durch Diagramme und durch Ksrten,  und e r  prhgt so das Typische 
lcicht genug ein. 

Nachdem in den genannten acht ersten Abschnitten die einzelnen Ele- 
mente der Witterung mehr oder minder unabhangig von einander betrachtet 
sind, geht der nounte Abxhnit t  d a m  liber, der Art und dem Grade nach 
di0 , Wechselwirkung der meteorologischen Elementeu darzulegeu , um dann 
die Entstehiing der verschiedenen Witterungszustinde und ihren Wechsel 
kennen zu lehren: dieser Abschnitt ist besonders anregend und verdienstlich 
wegen der hübschen Verschmelzung von theoretisch interessanten und von 
praktisch wichtigen Dingen und weil er den meisten Einblick gewinnen lasst 
in das Getriebe der Wetterfabrik; hier besonders findcn auch die vielfachen 
und mühsam gewonnenen eigenen Studienergebnisse des Verfassers ihre Ver- 
werthung. Besondere Reachtung verdient in diesem Abschnitte die den 
neuesten Stand unserer Kenntniss darstellendo wortliche und bildliche Dar- 
stellung der Zugotrassen der barometrischen Mindevtwerthe und der an die 
letzteren sich anlehnenden sogenannten ,,Wetterlypenu für  Westeuropa, d. h. 
der durchschnittlichen Verhaltnisse der Witterungsvorghnge in schematischer 
Uebersicht. 

Ein Abschnitt über ,,StürmeU und über ,praktische Meteorologieu, d. h. 
über Featstelliing und Vorherverklindung der Witterung, letztere haupt- 
sacblicb, wie sie seiten der deutschen Seewarte geiibt wird, beschliessen 
das Buch. 

Ehe wir uns von diesem verabschieden, seien schliesslich noch einige 
Bemerkungen und Wlinscbe geiiussert, die man uns im Interesse der doch 
wohl bald zu erwartendeii zweiten Auflage des Buches verstatten m6ge. 

Zunachst hetreffs der Figuren und Kartchen. Rtihmenswerth an diesen 
ist ihre gleic2mlissige und meist recht deutliche Ausfiihrung. Aber manche 
von ihnen erkliireu sich nicht genügend deutlich durch die unmittelbar bei- 
gegebenen oder im Texte enthaltenen Erlauterungen. So dürfte z. B. in 
Fig. 6 die Bedeutung der Zahlen durch Beischrift angcgeben sein, in Fig. 33 
yind die Zahlen und Klammern am linken Rande nicht von selbst verstand- 
lich, bei den Figuren S. 325flgg. sollte betreffs der Zeichenbedeutung hin- 
gewiesen sein auf S.  339 odor 368, in Fig. 118 oben links ist doch wohl 
ein Versehen klar. 

Bezüglich des Textes sei hier geschieden zwischen Inhalt und Form. 
Gewiss hat sich der Verfasser Mühe gegeben, recht deutlich xu sein. 

Aber die S. 127 flgg. gewahlte Art der Einftîhrung des B u y s -  B allot'schen 
Gesetzes (nach S p r u n g )  is t  doch wohl zu unvermittelt mathematisch, ins- 
besondere dürfte die Erwahnung der Tragheitscurve, des Kreises nicht klar 
genug sein. Die Lehre von den Cyklonen is t  an verschiedenen Stellen des 
Buches zerstreut gegeben; sollte nicht ein strafferes Zusaminenfassen und 
Abmachen an einer Stelle deutlicher wirken? Zur Begrtiudung sei daraiif 
hingewieseu, dass die ganze Tabelle S. 275 und die cinleitende Erkliirung 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



dam an diesem Orte vorerst noch wenig veistandlich ist. Auf S. 22 flg. 
sind die that,sschlichen Angabcn ganz gu t ,  aber die Wirkungen auf da3 
Klima sollten doch wenigsteus angedeutet sein; auf S. 20 sind die von den ' 
Sounenstrahlen durchlaufenen y e g e  33,5 u. S. W. bedeutungslos ohne Angabe 
des Verhaltiiisses von AtmosphZren-, besser Lufthüllendicke zum Erdradius, 
In die Tabelle S. 31 müsste doch wohl e i n  in einer ,,SandwUsteu (S. 29!) 
gelegener Ort aufgenommen, dafür lieber ein anderer weggelassen werden, 
etwa um die 18O - miiss doch wohl 3a0 heissen?! - grosster Ampli- 
tude zu versinnlichen. Ausser den S. 237 angegebenen hgpothetischen 
Quelien der Lultelektricitit waren doch wohl auch noch einige audere an-  
zudeuten. Endlich , wo bleibt die genügende Berücksichtigung der Neeres- 
stromungen? Zweimal wird die Ablikngigkeit der Lufttemperatur von ihnen 
gestreift, nicht gentigend ausgeführt. 

Detreffs der Textgestaltung sei hier hingewiesen auf manche Uneben- 
heiten des Ausdrucks, die leicht auszugleichen sind. Die Temperaturangaben 
für W. auf S. 37, 59 und 76 stimmen nicht zusammen; Grksenangaben 
wie ,,18 cm breit und 100 mm langu (S. 15) sind nicht sch6n; ,,kalteu 
und gar ,kaltesteu Tempp-aturen (S. 60) giebt es doch niclit; auch Ge- 
schwindigkeiten yon ,,Geschtitzenu im Werthe von 60 m dürften kaum vor- 
kommen; der verfehlte Gebraucli von ,,welchesu an Stelle von ,,wasU ist 
gewisa storend (S. 13 z. B.); auch das Hineinstecken eines Thermometers in  
Schnee bis tîber den Gefrierpunkt (S. 14) dürfte schwer zu bewerlistelligen 
sein; vollig unnothige Fremdworter, wie Area u. a., sind auszumerzen; das 
freilich vielgebranchte, aber darum nicht minder falsche Wort ,,Fortpflan- 
zungu statt ,, Wanderungu oder , Ausbreitungu und ebenso ,,Fortpflanzuugs- 
richtungu sollte getilgt werden. Der Wertli des Buclies als ,Lehrbuchu 
dürfte nur gewinnen, wenn grossere Abschnitte desselben in deutlich 
erkennbare Unterabthcilungen gegliedert würden oder diese Gliederung 
wenigstens durch gesperrt gedruckte Stichworter hervorgehoben würde, wenn 
der Hinwcis auf bereits Erklartes meist nicht blos mit dem Worichen ,oben" 
abgemacht, sondern wenn die betrcffendc Seitenangabo beigefügt ware, wenn 
wenigstens 'in manchen Tabellen und irn Texte die anniihernde geographische 
Lage der aufgenommenen Orte, sei's zahlenm%ssig, sei's sonstwie, angegebeii 
ware. Denn nioviele Lernendc und Golehrte solbst - Fachmcteorologeu 
ausgenommen - dürften wissen , brauchen zu wissen , wo Nukuss (S. 30 
und 76), oder Barnaul (S. 31), oder Zikawei (S. 159), oder Ocliteityrhe 
(S. 280) licgt, oder wo die Chassiahills (S. 206) sich finden? Da ist ki O h n 
doch rücksichtsvoller (z. B. dessen 3. A d .  S. 27) ! Musseri denn E s p y  's 
Worte (S. 161) in  englischer Sprache angeführt werden? Würde man die 
selten gehorte und zudem nichtssagende Ortsangabe der ,Rossbreitenu nicht 
lieber vermeiden? 

Die vorstehenden Bemerkungen sollen nur unser Interesee an dem vor- 
liegenden werthvolleu Buclie bekunden; wir mtichten es gern vollkommen in 
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jeder Beziehung sehen. Jeder flihlt ja ,  welche Schwierigkeiten bei Abfassung 
&es Lehrbuches der Meteorologie zu liberwinden sind: oinerseits die ungeheuer 
reiche Fülle von Thatsachen, die darzulegen sind und deren innere Ver- 
knüpfung und gegenseitige Bedingtheit aufgeklgrt werden sol1 - anderer- 
seits die in so manchen Capiteln noch fehlende oder erst halb gewonnene 
rationelle Erkliirung. Mari rnuss gestehen, der Verfasser bat jene Schwie- 
rigkeiten tiberwunden oder soweit moglich zu liberwinden gestrebt; manch- 
mal rntichte man grtindlichere Aufkltirung wunschen. Gleichwohl ist der 
Verfasser zu loben, dass er da und dort der Versuchung wideraiand, liber- 
kommene mehr schablouenhafte, aber im Grunde doch nur scheinbar ge- 
nügende Erkllirungen zu geben. Auch die àllingel der Wissenschaft am 
rechten Orte zu gestehen und zu ihrer Abstellung anzuregen, geh6rt zur 
Darstellung der Wissenschaft. Dank drum dem Verfasser des Buches, nicht 
minder auch der strebsamen und arbeitsfreudigen Verlagàhandlung, welche 
seit Jahren mit Erfolg zur werthvollen Bereicherung unserer wissenschaft- 
lichen Literatur beitragt. 

K a r l s r u h e .  
-- 

P. TREUTLEIN. 

@rnndriss  d e r  ebenen Trigonometrie von FEBDINAND ROESE, Oberlehrer 
in Wismar, 1889, Hicetorff'sche Hofbuchhandliing. 61 S. 

Das kleine Werkchen ist ,fur die Bedlirfnisse solcher Sçhnlen ge- 
schrieben, welche ihre Zoglinge so zeitig als moglich an dau praktische 
Leben abgeben sollenu. Innerhalb der hiermit bezeichneten Grenzen ist der 
Stoff geschickt behandelt und zwar wird mehr geboten, als die Seitenzalil 
vermuthen lasst. Das einleitende Capitel, welches den Uebergang von der 
Planimetrie zur Trigonometrie vermittelt, ist auch in theoretischer Hinsicht 
recht gelungen. Der Beweis f ü r  die weitergehende Giltigkeit der Formeln 
des erstan Quadranten ist absichtlich nicht gegeben, weil derselbe unver- 
haltuissmassig vie1 Platz in Anspruch nehmen wtirde; vielleicht entschliesst 
sich der Verf. bei eiiier neuen Auflage, diese Lficke nach der Methode aus- 
zuflillen, welche ich in meiner Goniometrie etc. (Braunschweig, 1888) ent- 
wickelt habe. 

Zahlreiche Uebungsbeispiele erlautern die Theorie in sachgemiisser Weise. 

B r a u n s c h w e i g .  ALEX. WERNICKE. 
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Bistorisch -1iterarische A btheilung. 

Commentar zu dem ,,Tractatus de Numeris Datis" 
des Jordanus Nemorarius. 

Von 

NAXIMITJAN CIJRTZE 
in Thorn. 

( B o r t s e t z o n g . )  

Iordani Nemorarii de Numeris Datis Liber II. 

1. S i  f u e r i n t  q u a t u o r  n u m e r i  p r o p o r t i o n a l e s ,  e t  t r e s  e o r u m  
d a t i  f u e r i n t ,  e t  q u a r t u s  d a t u s  e r i t .  

Facta enim alterna multiplicatione idem numerus producitur. Sumptis 
ergo alternatim, quoniam duo sunt dati,  alter in alterum ducatur, e t  pro- 
ductus per unurn reliquorum, qui datus est,  diuidatur, et exibit reliquus, 
qui fuerat prius n o n ,  datus. 

Verbi gratia sint XX ad aliquot sicut V ad 1111. Quia igitur ducendus 
est antecedens datus in consequentem alterius daturn, ducatur XX in 1111, 
et fient LXXX, qui diuidatur per V, et exibunt XVI, qui erit consequens 
XX prius non datus. 

1. Kennt  m a n  i n  e i n e r  P r o p o r t i o n  d r e i  G l i e d e r ,  so  i s t  aiich d a s  
vier te  gegeben .  

Gegebcn ist a : x = b : c .  

Hierauu folgt die Productengleichuug a.e = O.x, und es ist also z=-. 
b  

Belsp%el: 2 0 : x = 6 : 4 ;  es wird 5 2 ~ 8 0 ,  also x=16. 

II. S i  d a t i  n u m e r i  a d  a l i q n e m  f u e r i t  p r o p o r t i o  d a t a ,  e t  
i l l u r n  d a t u m  e s s e  c o n s e q u i t u r .  

In multiplici proportione iibilibet facile, in  aliis autem facile quidem, 
si consequens datur ,  quoniam referuntur ad partes, quas datas esse haut 
absurdum. Ipsum erg0 multiplicabitur, si necesse fuerit, e t  partea, quas 
debet adiungantur, e t  habebitur antecedens; si ver0 antecedens datur idem 
diuidetur per denominationem, et  exibit consequens. Vel aliter: Surnetur 
numerus, qui huius partes habet, ponaturque consequens, et inuenietur 
antecedens in illa proportione, e t  sic praomissa operatio. 

Hist.-lit. Abthlu. r i .  Zeitschr. f. Math. u. Phys. XXXVI, 2. 4 
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Verbi  gra t ia  si t  numerus ,  qu i  cum tanto  e t  i te rum tanto  atque dimi- 
dio e t  dimidii dimidio faciat C. Diuidatur erg0 C per  t r i a  e t  dimidium et 
qua r t am,  e t  exibunt XXVI  e t  duae tert iae,  e t  hoc e s t  consequens. Item 
est  'numerus,  cuius quar ta  e t  sexagesima sit XXVI e t  duae  tertiae. Sumatur 

numerus ,  qui habet quar tam e t  sexagesimam, e t  ipso est  LX, cuius quarta 
e t  sexagesima es t  XVI. Ducatur erg0 L X  in  XXVI e t  duas tertias, et 

fient MDC. Hic diuidatur pe r  XVI ,  e t  exibit C, qu i  es t  consequens. 

II. K e n n t  m a n  d a s  V e r h a l t n i s s  z w e i e r  Z a h l e n ,  v o n  d e n e n  d i e  eine 
g e g e b e n  i s t ,  s o  i s t  a u c h  d i e  a n d e r e  b e k a n n t .  

J. unterscheidet zwisclien proportio multiplex, wenn der Exponent des Ver- 
hkltnisses eine ganze Zahl,  und p r q o r t i o  i n  partibus, wenn er ein Bruch oder 
gemischte Zahl ist. Irn ersten Falle ist die zu losende Gleichung, falls die ge- 
suchte Zahl der Antecedent ist ,  x : a = b, also x a b ;  ist  sie aber der Consequent, 

a 
so heisst die Gleichung a : x = b, also ist x =- --. Bei der proportio i n  partibus 

h 
ist das Verfahren, welches an erster Stelle abphandel t  wird,  genau dasselbe, wie 

im ersten Palle. 1st z. B. das zu beutimmende Verhiiltniss z : a = rn + -, so ist 
P P z = m a + E a ,  und ist  a : x = m + - ,  so ist %=a-- - aq . - AD zweiter 

4 4 P W ¶ + P  m+; 

Stelle lehrt J. aber für den letzten Fa11 noch eine &l&ode, welche in der Ge- 
schichte der Mathematik gewohnlicli Regula fulsae posilionis, Regel vorn fahchen 
Ansatz, genannt wird. Zuniichst sucht man eine Zahl s, die durch p aufgeht, 
deren pten Theil man ale0 bestimmen kann, setxt diese Zahl als Consequent und 
beetimmt nach dern gegebeneu Verhaltnisse dazu den zugehorigen Antecedent t. 

a s  
Dann hat man die Proportion t : s = a : z, und folglich nach 1 x = T .  

Reispide: 1. 100 : x = 39 + a  = 3#; dann ist x = 100 : 32 = 2Gg. 2. 267 : .x 
= ++ &; 60 ist eine Zahl, welche sowohl durch 4 ,  wie durch 60 aufgeht. Ihr 
Viertel und Sechszigstel kt zueammen gleich 16. Wir haben daher die richtige 

Proportion 26z : cc = 16 : 60, daher nach 1 z = 263.6' = 100. 
16 

III. Si p r i m i  a d  s e c u n d u m  f u e r i t  p r o p o r t i o  d a t a ,  e t  s e c u n d i  
a d  p r i r n u m  p r o p o r t i o  d a t a  e r i t .  

Diuidatur enim unum per  denomiuationem proportionis primi ad secuu- 
dum,  e t  quod exierit ,  e r i t  denominatio secundi ad primum. 

Verbi gra t ia  pr imum continet secundum bis e t  eius duas  tertias. Per 
duo erg0 e t  duas  tert ias diuidatur unum,  e t  exibunt t res  octauae: erit erg0 

secundus trea octauae primi. 

III. K e n n t  m a n  d a s  V e r h a l t n i s s  e i n e r  Z a h l  z u  e i n e r  z w e i t e n ,  s o i s t  
auc t i  d a 8  V e r h a l t n i s s  d e r  z w e i t e n  Z a h l  z u r  e r s t e n  g e g e b e n .  

1 
1st a : b = p ,  so ist b : a = - .  

P 
1 3  Beispielr a :  b =2$ ,  dann ist  b :  a =  - =-. 
23 8 

1V. S i  t o t i u v  a d  d e t r n c t u m  p r o p o r t i o  d a t a ,  e t  r e s i d u i  a d  
d e t r a c t u m  p r o p o r t i o  d a t a ;  q u o d  s i  r e s i d u i  a d  d e t r a c t u m  d a t a  

f u e r i t  p r o p o r t i o ,  e t  t o t i u s  a d  d e t r a c t u m  s i m i l i t e r  d a t a  e r i t .  
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Hoc facile est. Si enim a proportione totius ad detractum tollatur unum, 
remanebit proportio residui ad detractum; si item proportioni, quae est 
residui ad detractum, addatur unum, fiet proportio totiiis ad detractum. 

Verbi gratia X continet tria ter e t  eorum tertiam, itaque VI1 continet 
tria bis e t  eorum tertiam. Conuerso modo VI1 continet tria bis e t  eius 
terliam, erg0 X continet tria ter et insuper tertiam. 

IV. Keni i t  man  d a 8  Verha l tn i ss  e i n e r  Summe zu e i n e m  S u m m a n -  
den, so  i s t  a u c h  d a s  Verh i t l tn i ss  d e s  a n d e r n  S u m m a n d e n  zum ers ten  
g e g o b e n ,  u n d  u m g e k e h r t .  

Gegcben : x + y  - 
( x + y ) : x = a ,  d .h.  - = a .  

5 
Subtrahirt man beiderseits 1, so erhilt man 

1st umgekehrt gegeben y :  x = a ,  so ist auch = a ,  also auch 
x 

X + Y  - + 1 = - -  = a + l ,  also ( x + y ) : x = a + l .  x x 
Aeispiel: 10 : 7 = 34,  folglich 7 : 3 = 2$; uud umgekehrt 7 : 3 = 24, also 

lO:3 =34. 

V. Si t o t i u s  a d  d e t r a c t u m  f u e r i t  p r o p o r t i o  d a t a ,  e t  t o t i u s  
a d  r e s i d n u m  e r i t  p r o p o r t i o  d a t a .  

Si enim totius ad detractum proportio fuerit data ,  e t  residui ad de- 
tractum erit data, quare detracti ad residuum, erg0 et  totius ad residuum. 

Verbi gratia X continet V I  et eius duas tertias, erg0 Il11 est duae 
tertiae. Diuidatur erg0 unum per duas tertias et exibit unum e t  medietas, 
quare VI  continet III1 semel et dimidium, erg0 X bis e t  dimidium. 

V.  1 s t  d a s  V e r h a l t n i s s  e i n e r  S u m m e  zu e i n e m  S u m m a n d e n  g e -  
geben ,  so  k e n n t  m a n  a u c h  d a s  Verhi i l tniss  d e r  S u m m e  zu dem a n d e r n  
Summanden.  

Gegebeii ist ( x + y ) : x = a .  
Mau findet der Reihe nach gemass den friiheren Satzen: 

- IJ -=-- -- 1 x+~=~+L,  ais0 (x+y) :  y = i + .  
x y a - 1 '  y a -1 a - 1  

VI. S i  n u m e r u s  d a t u s  d i u i d a t u r  i n  d u o ,  q u o r u m  p r o p o r t i o  
f u e r i t  d a t a ,  u t r u m q u e  e o r u m  d e t u m  e r i t .  

Si enim proportio unius ad  reliquum data fuerit, et totius ad idem 
data erit proportio. Cum erg0 totum ait datum, erit e t  illud datum e t  ob 
id reliquum. 

Verbi gratia diuidatur X in duo, quorum unum quadruplum alteri. 
Itaque X erit ei quintuplum, e t  ipsum est duo. 

VI. Aus d e r  S u m m e  zweier  Z a h l e n  und  i h r e m V e r h % l t n i s s e  l a s s e n  
sich b e i d e  Zahlen  f inden .  

4 * 
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Gegebene Gleichungen : x + y = s ,  x : y = p .  
S Bus 2 folgt nach IV: (x + y) : y = p  + 1, d ,  h. s : y = p + 1, also iet nach II y = -. 

P+' 
Beispiei: s = 10, p = 4 ;  folglich y = Jfl = 2, x = 8. Man vergleiche Lib. 1 

Nr. XIX. 

VIL S i  p r i m u m  a d  s e c u n d u m  d a t u m ,  e t  a d  q u o d  s e c u n d u m  
h a b e t  p r o p o r t i o n e m  e r i t  d a t u m ;  q u o d  s i  a d  i i l u d  f u e r i t  d a t u m ,  
e t  a d  s e c u n d u m  d a t u m  e r i t .  

Denominatio enim proportionis primi ad secundum in denominationem 
proportionis secundi ad tertium ducatur, ed fiet proportio primi ad tertium. 
Item proportio secundi ad tertium diuidatur per proportionem primi ad 
tertium, et  cxibit proportio primi ad secundum. 

Verbi gratia primum continet secundum et eius tres septimas, e t  secun- 
dus tertium e t  eius duas quintas. Ducatur ergo unum e t  tres septimse in 
unum e t  dua,s quintas, e t  prouenient duo, qunre primiim est duplum tertie. 
I tem duo diuidantur peï unum et duas quintas, et exibunt unum et tres 
septimae. Itaque aliter positis primum continebit secundum et  eius tres 
septimas. 

VII. K e n n t  m a n  von  d r e i  Zahlen  d a s  V e r h a l t n i s s  der  e re ten  zur 
z w e i t e n  und  d a s  d e r  z w e i t e n  z u r  d r i t t e n ,  so  i s t  a u c h  d a s  V e r h a l t n i ~ s  
d e r  e r s t e n  z u r  d r i t t e n  g e g e b e n ;  u n d  umgekehr t .  

Gegeben: a : b = p ,  b:p:r. 
Durch Multiplication folgt dann unmittelbar a : g = p . r .  1st aber gegeben 

a : p = p ,  b : q = r ,  

so folgt ebenso durch Division a :  b - 2. 
Beispiel: n : b = 1;3, b : p = l?; a.lso a : q = l?: 1: = 2. Iat aber a :q = 2, 

2 
b : q - I $ ,  so ist a : b = - = 1 $ .  

1% 

VIII.  S i  q u i l i b e t  n u m e r i  a d  u n u m  p r o p o r t i o n e m  h a b u e r i n t  
d a t a m ,  e t  t o t u m  e o r u m  a d  e i i n d e m  p r o p o r t i o n e m  h a b e b i t  d a t a m .  

Denominationes proportionum omnium ad illum coniuugantur, et corn- 
positum erit denominatio totius ad idem. 

Verbi gratia primum continet quartus semel e t  tertiam, secundum bis 
et  quartam, tertium bis e t  dimidium, quae faciunt V I  e t  duodecimam, quare 
primum, secundum et  tertium continebunt quartum sexies e t  diiodecimam. 

VIII. W e n n  d i e  V e r h a l t n i s s e  e i n e r  b e l i e b i g e n  Anzahl  von Grossen 
zu d e r s e l b e n  a n d e r n  g e g e b e n  s ind ,  so k e n n t  m a n  a u c h  d a s  Verhalt- 
nias  d e r  Summe a l l e r  b e l i e b i g e n  G r o s s e n  zi i  d e r  andern.  

Gegeben ist: 
. % : n = a , ,  ~ : n = a , ,  s , :n=:a, ,  ..., x , : n = a , .  

1)araus folgt 
9 = a ,  2 2  -- - - - x a a2, A = _ ,  ..., 3 -  
n n n 3 -%i 

uud hieraus durch Addition 
x , + x 2 + x 3 + . . - + x p  
pp - 

n - a l + a 2 + a 3 + . . . + a , ,  
nlso auch 

( x , + z , + z ~  +. . ,+  x p ) : n = a l + a 2 + u , +  ...+ a,.  
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Beispiel: a, = i+ ,  a, = 2 t ,  a, = 2: ; es folgt also (s, + x, + x,) : n = i+ + z t  
$24 = 6+%. 

IX. S i  u n u s  n u m e r u s  a d  q u o t l i b e t  p r o p o r t i o n e m  h a b u e r i t  
d a t a m ,  e t  a d  e x  i l l i s  c o m p o s i t u m  p r o p o r t i o n e m  h a b c b i t  d a t a m .  

Si enim ille ad illos, etiam ipsi ad eum proportionem habebunt datam, 
quare et compositus eorum ad eundem, e t  ipse ad compositum. 

Verbi gratia s i t ,  u t  unum contineat e t  eius duas tertias, e t  alium et 

eius dimidium. Diuidatur itaque unum per unum et duas tertias, e t  exi- 
bunt tres quintae; e t  iterum per unum et  dimidium, et exibunt duae tertiae. 
Coniunctim erunt nnurn e t  quinta et  quintadecima. Per  hoc diuidatur 
unum, et exibunt quindecim undeuigesimae; itaque illud erit quindecim un- 
deuigesimae illorum coniunctorum. 

IX. H a t  e ine  Z a h l  e i n z e l n  zu b e l i e b i g e n  a n d e r e n  Z a h l e n  g e g e b e n e  
Verha l tn i sse ,  so  h a t  a ie  a u c h  z u r  S u m m e  d e r s e l b e n  e i n  g e g e b e n e s  
Verhal tniss .  * 

Gegeben ist: 
n : x , = a l ,  n : x p = a 2 ,  n : x Q = a 3 ,  ..., m : x p = a p  

Nach II1 ist dann: 
1 1 1 1 

x i : n = - - ,  X p : T 3 - i  X a : A = - r  . a . ,  x p : n = -  
also nach VI11 : al a, a3 a~ 

1 1 1  1 
( X I + Z Z + X , + . . . + X ~ ) : ~ = - +  + + ...+ -, 

und daher nach III): 
al a, a3 ~ L J  

n : ( x , + x 2 $ x ~ + ~ . . f  x ) - 1 

P - l  1 1  1 
-f --+-+...+- 
al u, a, a~ 

1 1  
Ueispiel: ai = 1;-, % = 1:; also + -  = 2 +$ = 4.3, und daher n :  (xi-+ x2) 

= t4. ai a, 

X. S i  a d u o b u s  n u m e r i s  d a t i s  d u o  n u m e r i  d e t r a h a n t u r ,  
f u e r i t q u e  d e t r a c t o r u m  e t  r e s i d u o r u m  p r o p o r t i o  d a t a ,  n o n  
a u t e m  s i t  e a d e m ,  q u a e  t o t i u s  a d  t o t u m ,  e r i t  e t i a m  q u o d l i b e t  
e o r u m  d s t u m .  

Sint niimeri dati a b ,  c d ,  detracta a ,  C ;  et quia a ad c non sicut 
totum ad  totum, non erit  a ad c sicht b ad d ;  sit igitur a ad e sicut b 
ad d. Erit  erg0 a b  ad  ed sicut b ad d ,  et quia a b  datum, similiter et 
e d ,  quare et  differentia c ad e ,  quae sit g ,  et  sic igitur proportione a ad c  
et ad e data erit  et ad g;  subtracta enim minore proportione a maiore 
remanebit proportio a ad g ,  qui est differentia. Sed g est datum, quare 
e t  a ,  singula erg0 data. 

Verbi gratia sint dati numeri XX et  X I I ,  et detractum XX sit duplum 
detracto XI I ,  e t  residuum XX sevquialterum residui XII. Sit autem XX 
doplum ad quiddam, e t  ipsum est X ,  cuius differentia ad  XII est duo; e t  
quia, siquidem est sesqualterum ad totum et  duplum ad duo, est sescuplum 
ad reliquurn, erit  residuum XX sescuplum ad duo, erit ergo XII ,  e t  de- 
tractum VIII ;  detractum vero XII  erit  1111, e t  residuum ipsins erjt VIII. 
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X. Z i e h t  m a n  von zwei  g e g e b e n e n  Z a h l e n  zwei  a n d e r e  Zahlen 
a b ,  und i s t  s o w o h l  d a s V e r h a l t n i s s  d e r  s u b t r a h i r t e n z a h l e n ,  a l s  d a s -  
j e n i g e  d e r  R e s t e  g o g e b e n ,  so  i s t  j e d e  v o n  d e n  Z a h l e n  b e k a n n t ,  wenn 
d a s  V e r h a l t n i s s  n i c h t  m i t  d e m  d e r  g e g e b e n e n  Z a h l e n  übereinstirnmt. 

Gegeben ist: x + y = s ,  z + v = s , ,  
x : z = p ,  y : v = q .  

Es ist aber nicht x : 8 = (x +y) : ( z+v) ,  sonst wLre niimlich x : z =y  : v, alao p = q, 
6 

und es müsste also si z - sein; es verhiilt sich also auch nicht x : z  = y : v. Nun 
P 

verhalte sich x : t = y : v, dann verhalt sich auch (x + y) : (t+v) = y : v, d. h. es i d  

s : ( t + v )  = q ,  also t + v  = s ;  es ist aber z + v  = s i ,  also ist z - Z = si- s= g. 
4 4 

z 1 t 1 8-t 1 1 P 4 
Nun kt aber - = - und - = -, also - = - - - , foglich ist :g  = --, 

X P  z 4 X P q  '2-P 
x 

dadurch hat man aber y = e - x ,  z x - i v=s1-z .  
Beispiel: s = 2 0 ,  s,=12, p - 2 ,  q = l ; ;  dann k t  t + v = 1 0 ,  also t - Z - 2 = g  

2.14.2 u n d p - q = + ,  und daher a : = ~ = l 2 .  Folglich y = 8 ,  v = 4 ,  z=8. 
A 

XI. S i  d u o  n u m e r i  f u e r i n t  a d  i n u i c e m  d a t i ,  n u m e r o q u e  
d a t o  a b  a l t e r o  d e t r a c t o  a l t e r i q u e  a d d i t o  s i  p o s t m o d u m  p r o p o r -  
t i o n c m  h a b u e r i n t  d a t a m ,  e t  p r i u s  s u m p t a  d a t a  e r u n t .  

Sint ad inuicem dati numeri a b  e t  c ,  e t  a b  a b  detrahatur a datus 
numeru3, et c  addatur d datus numerus, u t  s i t  etiam b ad c d  proportio 

data; sit item e  ad  a sicut cd  ad b, quare c d a  ad a b  erit proportio data. 
Sed c ad ab proportio data ,  ergo et  d e  ad a b  proportio data erit ,  atyue 
d e  est datus, erg0 e t  ah  atque c dati erunt. 

Verbi gratia sit  maior minori sesquitertius; maiori detracto VI[ et afii 
addito V I  sit totum minoris duplum residuo alterius. Sit igitur numerus 
duplus V I I ,  et ipse est XIIII ,  qui addatur toti  minoris, e t  composituv 
fiet duplus maiori additque super minorem XX, e t  quia minor est tres quartae 
maioris , auferantur tres quartae de  duobus, et remanebunt quinque quartae: 
itaque XX continet maiorem semel e t  quartam, et  ipse est XVI ,  minor- 
itaque erit XII. 

XI. V e r m i n d e r t  m a n  d a s  V o r d e r g l i e d  e i n e s  g e g e b e n e n  V e r h i l t -  
n i s s e s  u m  e i n e  g e g e b e n e  Z a h l  u n d  v e r m e h r t  d a s  H i n t e r g l i e d  u m  
e i n e  a n d e r e  g o g c b e n e  Z a h l ,  u n d  m a n  k e n n t  da8 V e r h i i l t n i s s  jener  
Di f fe renz  e u  d i e s e r  S u m m e ,  so  s i n d  die  bc iden  Gl ieder  d e s  c r s t e n  
V e r h a l t n i s a e s  e i n z e l n  b e k a n n t .  

Gegebene Gleichungen : 
( a + x ) : y = p ,  x : ( y + d ) = q .  

1 1 J. geht so vor: Es sei e : a = ( y + d ) : x = - ,  dannietauch ( y + d + e ) : j a + x ) = .  
1 4 4 Es ist aber y : (a+x) = - , folglich 
P 1 1  

( d + e ) :  (a+x) = ---. 
4 P 

Da aber d und e, also auch d + e bekannt sind, so ist a + x  gegeben, also auch y. . . 
Bezspzel: p = l ) ,  a = 7, d = 6, p = 4. Man findet der Reihe nach e = 14, 

1 1  
d + e = " ,  ---=il-,  a - x = 2 0 . + = 1 6 ,  y=1% 

4 P 
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XII. S i  d u o b u s  n u m e r i s  d a t i  n u m e r i  a l t e r n a t i m  a d d a n t u r  
e t  d e t r a h a n t u r ,  e t  p o s t  m u t u a m  a d d i t i o n o m  e t  d e t r a c t i o n e m  
s i n t  s e m p e r  a d  i n u i c e m  d a t i ,  u t e r q u e  e r i t  d a t u s .  

Sint numeri a b  e t  d e ,  e t  dati sint a e t  cl, itemque dati c  e t  f. Si 
ergo a b c  fuerit datus ad  e l  etiam d e  f ad b ,  erunt a b  et  d e  dati. Quia 
enim abc est datus ad e ,  detractoque ab eo dato numero a c  et  alteri dato 
addito, qui est df ,  fit d e f  ad b  datus per praemissam operationem. 

Verbi gratia minori detrahatur 1111, e t  alii additis duobus sit totum 
maioris duplum residuo alterius; atque minori additis tribus et  maiori 
demptis III1 sit totum residuo sesquitertium. F e r  operationem ergo prae- 
missae totum minoris erit XVI, e t  maioris residuum X I I ;  maius ergo XVI, 
et minus XII  non acqualos. 

XII. A d d i r t  m a n  e u  e i n e r  Z a h l  e i n e  g e g e b e n e  e w e i t o  u n d  a u b -  
t r a h i r t  v o n  e i n e r  d r i t t e n z a h l  e i n e  g e g e b e n e  v i e r t e ,  s u b t r a h i r t  d a n n  
von d e r  e r t e n  e ine  g e g e b e n e  Z a h l  u n d  a d d i r t  zu d e r  d r i t t e n  e i n e  
ebenfallo g e g e b e n e ,  u n d  e s  i s t  b e i d e m a l e  d a s V e r h i i l t n i s s  d e r  S u m m e  
zur Di f fe renz  b e k a n n t ,  B O  s i n d  a u c h  d ie  n i c h t  g e g e b e u e n  Z a h l e n  
bekannt .  

Gegebene Gleichungen: 
( a + s + c ) : y = b ,  ( d + y + f ) : x = q .  

Die Aufgabe ist mit der vorigen identisch, wenu man a + c an Stelle von a und 
d + f an Stelle von d setzt. 

Beispiel: a = 4 ,  c = 2 ,  d = 4 ,  f = 3 ,  p = 2 ,  q = ! .  Man findet nach XI  
z + a = 1 6 ,  y + d = 1 2 .  

XIII. S i  a d u o b u s  n u m e r i s  d a t i s  d u o  n u m e r i  a d  i n u i c e m  
d a t i  d e t r a h a n t u r ,  u t  r e s i d u o r u m  s i t  d i f f e r e n t i a  d a t a ,  s i n g u l a  
e o r u m  d a t a  e s s e  n e c e s s e  e s t .  

Sint dati numeri a b  et  c d ,  atque a  ad  c datus, e t  differentia b ad  d 
data, quae sit e ,  sitque f differentia, quam addit a b  super c d ,  e t  differen- 
tia a et  c  sit g .  Si igitur b maius d atque e maior f siue minor, semper 
erit, quae eorum differentia, ea ,  quae et  a et  c. Quod si b  minus d ,  tunc 
a et f facient g ,  quare semper g datum, ergo e t  a  et  c ,  sicque b e t  a.* 

Verbi gratia dati sint XV et  I X ;  detractum antem a XV eit triplum 
ad detractum de IX,  et  differentia residui I X  ad residuum XV sit duo, 
quae addantur super differentiam XV ad I X ,  et  fient VII I ,  qui est diffe- 
rentia detractorum, ideoque erunt XII  e t  1111, residua I I I  e t  V. 

XIII. Wenn m a n  von z w e i  g e g e b e n e n  Z a h l e n  zwei  a n d e r e ,  d e r e n  
Verhal tniss  b e k a n n t  i s t ,  s o b t r a h i r t ,  und d i e  D i f f e r e n z  d e r  b e i d e n  
I leste  i s t  g e g e b e n ,  so  k e n n t  m a n  a l l e  v ie r  Zahlen .  

Gegebene Gleichungen: 
a + b = s , ,  c + d = s , ;  

Es ist entweder a : c  = p ,  b - d = e .  

* Hier in Db. 86 die Randbemerkung: Si enim fueril aliquorum tum pro- 
portio g m m  differentia dutu, ipsa sunt data,  scito, puid est maius et quid minus. 
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s i -+=(a-c )+(b-d) ,  d .  h. f = g + e ,  also g = f - e ,  wenn b)d, 
- 9 , - + = ( a - 4 - ( d - b ) ,  d. h f = g - e l  alio g = e + f ,  venu b < d ,  

Man kennt also immer g = a  - c und a :  c, also a und c einzeln, folglich auch 
b und d .  

Beispiel: s, = 15, s, = 9, p = 3, d - b = e = 2. Es liegt also der zweite Fa11 
vor. Man findet g = 6 + 2 = 8 ,  hat also a - c = 8 ,  a : c = 3 ,  und folglich a=12,  
c = 4 und daher b = a ,  d = 5.  

XIV. S i  a d u o b u s  n u m e r i s  d a t i s  n u m e r i  d e m a n t u r ,  q u i  s i n t  
a d  s e  d a t i ,  e t  e x  r e l i q u o  i n  r e l i q u u m  d a t u s  n u m e r u s  p r o u e n i e t ,  
q u i l i b e t  e o r u m  d a t u s  e r i t .  

Sint dati numeri a b ,  de  e t  a ad d datus, e t  quod fit ex b in e sit 
datum, quod sit f ;  sit autern sicut a ad d i ta  a b c  ad de, quare b c  ad e 
datum est. Ergo quod fit ex b in b c  sic datum ad f ,  e t  differentia t i c  
ad b, que est c, sic data: erit e t  b e t  b c  datum, et  sic omnia. 

Verbi gratia sint dati XII et X ,  demptumque a XII ad demptum ex X 
sit sesqualterum, a t  ex reliquo in reliquum fiant XXXVI. Es t  autem XV 
ad X sesqualterum e t  L I I I I  ad XXXVI sesqualterum, qui cum contineatur 
sub duobus numeris, quorum differentia III, que est XV ad X I I ,  erit unus 
IX et  alter VI ,  qui est una portio XII ,  e t  d i s  VI ;  portionesque X erunt 
III1 et  VI. 

XIV. N i m m t  m a n  v o n  zwei g e g e b e n e n  Zalilen zwei  a n d e r e  w e g ,  
welche  e i n  g e g e b e n e s  V e r h a l t n i s s  b e s i t z e n ,  und  m a n  k e n n t  d a s  P r o -  
d u c t  d e r  b e i d e n  Di f fe renzen ,  so k e n n t  m a n  d i e  s u b t r a h i r t e n  Zahlen 
einzeln.  

Gegebene Gleichungen: 
a + b = s ,  d + e = s 2 ;  
a : d  = p ,  b . e = f i  

Es sei (a + h + c) : (d  + e) = a :  d = p ,  folglich c bekannt, dann ist ( b +  c):  e 
= a : d = p ,  also auch b(b+c) :be=p ,  d. h. b ( b + c ) : f = p ,  Man kcnnt also 
h ( h  + c) und (b + C) - b = c l  also nach lib. 1, V b + c und b einzcln, also auch a, 
folglicli d und daher auch e. 

Beispiel: s ,=12 ,  se= 10, p = $, f - 3 6 ;  J. findet c = 3 ,  b(b+c)=64 und 
folglich b + c = 9, b = 6. Es ist also auch a = 6 und daher d = 4 ,  folglich e = 6. 

XV. S i  n u m e r u s  i n  q u o t l i b e t  d i u i d a t u r ,  q u o r u m  u n u m  da-  
t u m ,  e t  t o t u m  a d  r e l i q u o r u m  s i n g u l a  p r o p o r t i o n e m  h a b u e r i t  
d a t a m ,  e r i t  t o t u s  n u m e r u s  d a t u s .  

Si enim ad singula eorum proportionem hahuerit datam, et  ad com- 
positum ex eis, quare et ad residuum, et quia illud est datum, erit ipsum 
totum datum. 

Verbi gratia diuidatur totum in quatuor, quorum unum est tertia, al- 
terum quarta, alterum quinta, e t  relinquentur VI et dimidium. Sed tertia, 
quarta et  quinta sunt quadraginta septem sexagesimae, erunt erg0 VI et 
dimidium tredecim sexagesimae, unde est numerus XXX. Ergo XXX diuisiis 
est,  cuius portiones X ,  VI1 et dimidium, VI ,  e t  remanebunt VI et dimi- 
dium. 
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XV. 1 s t  v o n  den  T h e i l e n  e i n e r  Z a h l  e i n e r  und  d a s  Verh i i l tn i ss  
der g a n z e n  Z a h l  eu d e n  e inze lnen  ü b r i g e n  T h e i l e n  b e k a n n t ,  tio i s t  
auoh d ie  ganzo  Zahl  b e s t i r n m b a r ,  s o w i e  d ie  e i n z e l n e n  The i le .  

~ e ~ e b e n e  Gleichungen: 
x = ~ ~ + a + x ~ + . . . + a ;  

Z:ZI=Pl; X:Xr=P2,  X:XS=p3, 
Nach IX ist x : (xi + + x3 + - .  .) bekannt, folglich nach 1V auch x : a ,  al80 x 
und daher auch x,, x,, x,, ... gegeben. 

Beispiel: a = 64, pi = 3, p, = 4,  p, = 5. Es folgt x :  (xi + x 2 + x 3 )  = f!-, al60 
ist X :  64 = Qg, d. h. x = 30, folglich xi = 10, X, = 74, X, = 6 ,  und es ist wirklich 
l O + i ' ~ + 6 + 6 ~  =3O. 

XVI. N u m e r o  i n  q u o t l i b e t  d i u i s o  si u n u m  e o r u m  c u m  d a t o  
n u m e r o  f e c e r i t  n u m e r u m ,  q u i  a d  t o t u m  s i t  d a t u s ,  r e l i q u i s  a d  
ipsum t o t u m  d a t a s  h a b e n t i b u s  p r o p o r t i o n e s ,  i p s e  n u m e r u s  d i -  
u i s u s  d a t u s  e r i t .  

Cum enim singula eorum a d  diuisum proportiones habeant datas, et 
compositus ex omnibus ad eurn proportionem habebit datam, quare et re- 
siduum, quod est datus numerus, habebit ad eum proportionem datarn, quare 
et ipse datus erit. 

Vcrbi gratia diuidatur numerus in t r ia ,  quorum unum sit  tertia; aliud 
quarta, reliquum cum ternario sit eius duo tertiae; quare omnia cum ter- 
nario continebunt enm e t  eius quartam, ternarius erg0 eius quarta ,  et ipse 
erit XII. 

XVI. 1 s t  v o n  d e n  T h e i l e n  e i n e r  Zahl  d a s  Verha l tn i ss  j e d e s  e in -  
zelnen zu der g e t h e i l t e n  Zahl  und dae  V e r h a l t n i s s  d e s  l e t z t e n  T h e i l e s  
plus e i n e r  g e g e b e n e n  Z a h l  e n  d e r  g a n e e n  Zahl  b e k a n n t ,  s o  i s t  a u c h  
die l e f z t e r e  b e k a n n t .  

Gegebene Gleichungen: 
x = x ~ + x ~ + x , + . . .  +x,; 

x l : x = p t ,  x 2 : x = p 2 ,  ..., (x.+a):x=p.. 
Es ist 

( x , ~ X , + x , + ~ - ~ + x ~ + a ) : x = p i f  pz+.-.+p, ( x + a ) : x ,  

aleo fi = p i  +pz  + . .. + p ,  -1, daher x bekannt. x 3 
Reispiel: a = 3 ,  p , = + , p , = ) ,  p , = j .  Eafolgt ( x + 3 ) : x = l $ ,  -=a ,  x=12. 

Z 

XVLI. N u m e r o  i n  q u o t l i b e t  d i u i s o  s i  e o r u m  a l i q u o d  c u m  
n u m e r o  a d  t o t u m  d a t o  f e c e r i t  n u m e r u m  d a t u m ,  e t  r e l i q u a  a d  
t o t u m  p r o p o r t i o n e s  d a t a s  h a b u e r i n t ,  i p s u m  n u m e r u m  d i u i s u m  
d e t u m  e s s e  c o n u e n i e t .  

Cum enim ad singula reliquorum proportionem datarn habeat, et ad  
coniuncta habebit, e t  sic ad prius sumptim e t  ei additum; quaro et  ad  
compositum habebit proportionem datam, quod cum datum s i t ,  e t  jpsum 
datum erit. 

Verbi gratia diuidatur, u t  prius, in t r ia ,  et unum sit medietas, e t  
unum tertia, e t  tertium cum eius qusrta faciat V. E t  quia dimidium et 
tertia sunt quinque sextae, erit reliquum sexta, quae, quoniam cum quarta 
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facit V, erit  V eius quarta et sexta, hoc est quinque duodecimae, qusre 
ipse est XII. 

XVII. Die g e t h e i l t e  Z a h l  i s t  a u c h  b e k a n n t ,  wenn  e in  The i l  plus 
e i n e r  Z a h l ,  we lche  zu der  g e t h e i l t e n  Z a h l  e i n  g e g e b e n e s  Verha i tn i~s  
h a t ,  b e k a n n t  i s t ,  und  d i e  ü b r i g e n  T h e i l e  zu d e r  g e t h e i l t e n  Zahl  b e -  
k a n n t e  V e r h i i l h i s s e  bea i tzen .  

Gegebene Gleichungen: 
x = x , + x o + . . . + x " ;  

x x n f - = a .  
Es ist m 

9 + ~ z + ~ ~ + . . . + ~ n - i = ( p l + p , + . . . + p n - i ) ~ ,  ~ n = ( l - p , - p ~ - . ~ . - p , - ~ ) ~  
and folglich 

a =  ( I : ~ ~ - ~ ~ - . . . -  pn-i+ G) I X ,  
also x bekanut. 

Rel,spiel: p l = ; ,  p z = $ ,  m = 4 ,  a = 5 .  Eafoigt S = ~ ~ X ,  ais0 ~ ~ 1 2 .  

XVIII. S i  n u m e r u s  d a t u s  i n  q u o t l i b e t  d i u i d a t u r ,  q u a e  con- 
t i n u e  p r o p o r t i o n e m  h a b u e r i n t  d a t a m ,  e r i t  q u o d l i b e t  eorum 
d a t u m .  

Quia enim primum ad secundum datum et  secundum ad  tertium, erit 
primum ad tertium datum, quare similiter ad secundum et  tertium, et 011 
hoc totum ad ipsum datum, et cum totum datum s i t ,  erit  etiam primum, 
e t  ide0 secundum atque tertium. 

Verbi gratia diuidatur LX in t r ia ,  quorum maius duplum secundo, 
secundus triplum tertio, quare primum sescuplum tertio, quare secundum 
e t  tertium duae tertiae primi. Totum ergo continet primum et  eius duas 
tertias, erit  ergo illud XXXVI, secundum XVII I ,  tertium VI, quae simul 
faciunt LX. 

XVLII. S t e h t  von  d e n T h e i l e n  e i n e r  g e g e b e n e n  Z a h l  j e d e r  z u  dem 
n a c h s t f o l g e n d e n  i n  e i n e m  g e g e b e n e n v e r h i i l t n i s s e ,  so  s i n d  d ie  Theile 
e i n z e l n  bekannt .  

Gegebene Gleichungen : 
X1+X2+-..+Xn=U; 

XI :X2=pi ,  Xz:LC3=plr .m., Zn-i:Xm=pn-1. 
Es ist 

x1:x3=p1p2, x , :x*-p , .p2p3> ...; 
X1:Xn=~jP2PS m . .  - 1 ,  

also 
1 1  1 

( x 2 + x 3 + . . . + x n ) : x 1 =  -+-+--+...+ 1 

Pl PlP2 P1P2P3 p, Pz . m .  p n 4 ,  
folglich 1 1  1 

a : x ,  =l+-+- -+  ...+ 
Pi Pl Pz Pt PP ... P.-1 

Man kennt also xl und daher auch x,, ..., 3,. J. führt den Bcweis nur für drei 
Theile, wir haben seinen Gedankengang verallgemeinert. 

Beispiel: a = 60, p ,  = 2 ,  p, = 3. Es folgt: xl : x, = 6, (x,+x,) : x, =$, folglich 
6 0 : ~ 1 = 1 3 ,  x t=36 ,  x , = l S ,  z ,=6.  

XIX. N u m e r o  d a t o  p e r  q u o t l i b e t  d i u i s o  s i  s i n g u l i s  eorum 
d a t i  n u m e r i  a d d a n t u r ,  u t  c o m p o s i t o r u m  s i t  c o n t i n u e  p r o p o r t i o  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Commentar z. d. ,Tractatus de Numoris DatisU d. Jordanus Nemorarius. 51 
____M^^Y___ -,--SÎ Y--̂ -- 

d a t a ,  e r i t  p r i u s  s u r n p t o r u m  d i u i d e n t i u m  p r o p o r t i o  s i m i l i t e r  
d a t a ,  e t  i p s a  d a t a .  

Numeri dati pariter additi dato nurnero diuiso addantur, e t  fiet numerus 
totus datus, quam constat diuisum esse in  numeros ad se continue datos, qui 
constant ex diuidentibus primi numeri et numeris datis, quare composites 
illos datos esse constat. Ex quibus si dati numeri auferantur, relinquentur 
portiones propositi numeri dati. 

Verbi gratia XX diuidatur in t r i a ,  quorum uni addantur 1111, alii 
unum, alii V, u t  sit primum secundo sesqualterum, secundum tertio duplum. 
Itaque 1111, V, unum addantur XX, et  fient XXX. Quod si diuisum fuerit 
secundum illas portiones, exibunt XV, X et  V. Auferantur ab illis dati 
numeri, a XV 1111, et  a X V, et  a V nnum, et remancbunt XI, V, 1111, 
in  quae constat diuisum esse XX. 

XIX. D e r s e l b e  S a t z  w i e  XVIII, n u r  dass  j e d e m  T h o i l e ,  eiie d a s  
Verhkltniss b e s t i m m t  w i r d ,  e i o e  g e g e b e u e  Z i ~ h l  a d d i r t  wird. 

Gegebene Gleichungen: 
~ ~ + x ~ + ~ ~ - + x , , = a ;  

(xi+b,):(x2+b2)=pl1 (xt+b2):(x3+b3)=p2, .--, ( x n - i + b n - i ) : ( ~ n + b O n ) = p n - i i  

Addirt man zu Gleichung 1 beiderseits b, + b, + + bn, so hat man fiir die Grossen 

die Entwickeluug des vorigen Satzes; diese Grossen sind also gegeben, iolglich 
auch: xi, xz, . . ., x,. 

Beispiel: a = 20; b, = 4 ,  6, = 1, b, = 5; pi = +, pz = 2. Nan findet, dass 
a+b ,+be+b,=30  in die Theile x i+4=16,  x ,+5=10,  x , + l = r 5  getheilt k t ,  
erhiilt al60 x, = 11, x2 = 5, xa = 4. 

XX. S i  s u m a n t u r  q u o t l i b e t  n u m e r i ,  q u o r u m  p r a e c e d e n t e s  
cum d a t i s  n u m e r i s  a d  s e q u e n t e s  h a b u e r i n t  p r o p o r t i o n e s  d a t a s  
i t a ,  u t  e t  u l t i m u s  a d i u n c t o  d a t o  n u m o r o  h a b o a t  p r o p o r t i o n e m  
d a t a m  a d  p r i m u m ,  s i n g u l o s  e o r u m  d a t o s  e s s e  d e m o n s t r a b i t u r .  

Sint tres numeri a ,  b ,  c l  e t  dati numeri totidem d l  e l  f, sintque a d  
ad b, et b e  ad cl e t  cf ad a dati. Sicut igitur a d  ad b ita sit g ad e, ut  sit  
totus g d a  ad b c sicut a d  ad b ,  e t  hoc datus. Cum ergo sit O e  ad c datus, 
g d a  etiam datus ad c ;  sit item h ad f siciit gda  ad c l  eritque h g d a  ad 
f c  datus. Sed f c  ad a datus, ergo h g d a  ad a datus est ,  quarc e t  h g d  
ad a datus; sed h g d  datus, ergo et a datus, similiter b et  c. 

Verbi gratia sint numeri t res ,  sitque prirnus cum VI continens secun- 
dum et eius duas tcrtias; secundus cum IIII continens tertium bis; tertius 
cum duobus sit quinque septimae primi. E t  quia V I  et duae tertiae con- 
tinent III1 e t  eius duas tertias, addantur primo, lit sint ipse et  XII et duae 
tertiae continentes secundurn cum I I I I  et eorum duas tertias. Contibunt erg0 
tertium ter et eius tertiam. Sed e t  V I  et duae tertiae continent duo ter 
et eius tertiarn, itaque primns cum XIX et tertia continet tertium cum 
duobus ter et eius tertiam. Sed tertius curn duobus cum sit quinque sep- 
timae primi, primus et  XIX et  tertia continebunt primum bis et eius duas 
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septimas e t  duas vigesimas primas; quare XIX e t  tertia continebunt eum 
semel et  eius duas septimas et  duas vigesimas primas, e t  primus erit erg0 
XIIII ,  et secundus XII, tertius autem VIII. 

XX. H a t  v o n  n g e s u c h t e n  Z a h l e n  d i e  S u m m e  a u s  j e  derpten ge. 
s u c h t e n  und  e iner  g e g e b e n e n  Zahl  zu der  (p+l) ten g e s u c h t e n  Z a h l  
e in  g e g e b e n e s  Verha l tn i ss ,  so  d a s s  f ü r  p = n  p+1= 1 wird,  8 0  kennt 
m a n  samrnt l i che  g e s u c h t e  Zahlen.  

Gegebene Gleichungen : 
x , + u ~ = & x , ;  x2+a2=A2x3,  ..., x p + a p = l p x p + i ,  ..., Xn+an=ilnxi. 

Man suche zunachst b, aus der Proportion 
(z1+a1):x2=b, :a ,  = A - , ,  

so dam also b, bekaunt ist, dann hat man auch 

folglich zi + al + b, = Il 12x3; dann bestimme man & durch die Proportion 

" l + a i + b ! = L A J 2 ,  
5 3  a3 

so ist auch 
~ l + a t + b , + b , - ~  --- - A 

1 09 
2 3  + a, 

und folglich wieder - 
x i + a l  i- hl+ bp = Al& A3m4, 

x8 + al wo 7- - 1, benutzt ist. Fahrt man so fort, so erhalt man schliesslich: 

-a,;b,+b,+-..+ bn-t 
1- -. Daher kcnnt man auch G ,  xa, ..., 2". 

1iI2;Ls . . a  A n - 1  

Beispiel: J o r d a n u s  nimmt n=3 und setzt a l = 6 ,  a 2 = 4 ,  a ,=2 ;  1,=14, 
AI = 2 ,  = 3 und findet 6, = 69, b, = 6;; a, +- bl i- bz = 19; ; 1, A,& = 25 A, folglich 
xi =19+: 1&8rl4, x2=12,  x3=8.  

XXI. S i  n u m e r u s  d a t u s  i n  d u o  d i u i d a t u r ,  q u o r u m  a l t e r u m ,  
v e l  n u m e r u s  a d  i p s u m  d a t u s ,  c u m  n u m e r o  d a t o  a d  r e l i q u u m  
f e c e r i t  n u m e r u m  d a t u m ,  u t r u m q u e  d a t u m  e r i t .  

Diuidatur ab in a e t  6, et sit c datum ad b ,  atque ac sit numerus 
datus. Cuius differentia ad a b  sit  e data, et ipsa est differentia c et  b ;  et 
quia c ad b datum, erit  e ad b daturn, c.umque sit e datus, erit et b et a 
datus. 

Verbi gratia XII  diuidatur in duo,  quorum unum cum tertia reliqui 
faciat V I ,  cuius ad XII differentia est V I ,  qui etiam est differentia tertiae 
ad totum suum: quare V I  duae tertiae, et totum IX,  residuum I I I ,  quod 
cum tertia I X ,  hoc est cum t r i b u ,  facit VI. 

XXI. K e n n t  m a n  d i e  S u m m e  zweier  Z a h l e n  und  ausserdem die 
S u m m e  d e r  e i n e n  (oder  e i n e r  i h r  p r o p o r t i o u i r t e n  Zahl)  und einer z i i  

d e r  a n d e r n  p r o p o r t i o n i r t e n  Z a h l ,  so s ind b e i d e  Z a h l e n  bekannt .  
Gegebene Gleichungen : 

Al 
x + y = s l ,  R) x + ? / = S l ,  

z+ny  =s,; m z + n y = s ? .  
wan iindet 
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alsa auch x bekannt. J. betrachtet nur den links stehenden Fa11 seines Lehrsatzes. 
Beispiel: s, = 12, sp = 6; n =3.  EB ist al80 y 2 6 : 3 = 9 ,  x = 3 ,  und es ist 

3$8=6. 

XXII. N u m e r o  d a t o  i n  d u o  d i u i s o  s i  a l t e r u m ,  v e l  n u m e r u s  
ad i p s u m  d a t u s ,  c u m  n u m e r o  d a t o  f e c e r i t  n u m e r u m  a d  r e l i -  
quum d a t u m ,  u t r u m q u e  e o r u m  d a t u m  e r i t .  

Ut prius a b  parciatur in  a et  in b ,  atque a cum c dato faciat a c  
numerum ad b datum. Addatur ergo c ad a b ,  u t  sit totus a b c ,  qui 
diuisus est in  b e t  a c ,  quorum proportio data ,  utrumque erg0 datum. 

Yerbi gratia XII  diuidatur i n  duo, quorum alterum cum duobus faciat 
tres quartas reliqui. Duo iungantur XII  et fient XIIII, qui diuisus est 
secundum illam proportionem, quare alterum erit VIII, alterum V I ,  a quo 
subtractis duobus remanent 1111. 

XXII. E b e n s o ,  wenn  a u s s e r  d e r  S u m m e  d e r  Z a h l e u  das  V e r h i l t -  
nisa der e r s ten  Z a h l  (oder e i n e r  zu i l i r  p r o p o r t i o n i r t e n )  p lus  e i n e r  
gegebenen Xahl  z u  d e r  z w e i t e n  g e g e b e n  i s t .  

Gegebene Gleichungen: 
x + y = s , ,  x + y = s ,  

*) z + c = p y ;  m z + c = p y .  
Man hat bezüglich 

( x + c ) + y = s + c ;  ( m x + c ) + ? n y = m s + c ,  

kennt also jedesmal die Somme und dae Verhaltniss zweier Zahlen, also nach II, 
VI beide einzeln. 

BeispieZ: s = 1 2 ,  c = 2 ,  p z $ .  Man findet y=8, x + 2 = 6 ,  x=4.  

XXIII. S i  n u m e r u s  d a t u s  i n  q u o t l i b e t  d i u i d a t u r ,  q u o r u m  
q u o d l i b e t  s u m p t u m  p r a e c e d e n s  s e m p e r  a d  c o m p o s i t u i n  e x  d u o -  
b u s  r e l i q u i s  p r o p o r t i o n e m  h a b e a t  d a t a m ,  q u o d l i b e t  e o r u m  
d a t u m  e r i t .  

Diuidatur datus numerus in  a ,  b, c, d ,  atque a ad bc,  e t  b ad cd, 
et c ad d a  proportionem habeat datam. Diuidatur erg0 a in  e e t  f, sitque 
b ad e et  c ad f sicut bc  ad a. Item quia b ad cd habet proportionem 
datam atque b ad e ,  erit  e ad c d  datum, quod diuidatur in g e t  h secun- 
dum proportionem c ad d. Cum igitur f g  ad c sit datum, atque c ad 
a d ,  erit f g  ad d a  datum. Resolvatur g i n  k ,  1 secundum proportionem d 
ad a ,  eritque a tamquam h k l ,  cumque sit Z ad  a datum, erit similiter 
et hk. Sed hk ad d datum, qu i re  d ad a ,  atque h ad a b  et ad a ,  quare 
a et b et  similiter a c ,  omnia ergo ad se e t  ad totum, quare singula data. 
Qood si quinque fuerint,  nt a ,  b, cl d l  e ,  resoluetur modo dicto a in de, 
atque eadem ratione e in d c  et d in  c b  et  c in b a ,  eritque a ad b datum, 
et sic de caeteris. 
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Verbi gratia, u t  sit  exemplum in quatuor, diuidatur siquidem XXXII 
in  quatuor, qnorum' primum sit septima secundi et tertii; secundum quin:a 
tertii  e t  quart i ;  tertium medietas quarti e t  primi. Ducatur itaque septima 
in quintam e t  erit trigesima quinta; e t  septima in dimidium, et  fiet decima 
quarta; e t  trigesima quinta in  dimidium, et  fiet septuagesima; fietque pri- 
mum tamquam sua septuagesima et  dccimaquarta, hoc ost scx septuagcsimae, 
et septuagesima e t  trigesima quiiita et quatuordecima quarti, hoc est octo sep- 
tuagesimae. Itaque sexaginta quatuor septuagesimae primi sunt octo septua- 
gcsimae quarti, et quia octo octaua sexaginta quatuor, erit  primus octaua quarti. 
Sed et  primus septima secundi et  tertii ,  quare quartus continet secundum eh 

tertium et  eorum septimam; sed secundus est quinta tertii et quarti, et quinta 
quarti tamquam quinta et  trigesima quinta secundi et  quinta et trigesima 
tertii ,  quare secundus est tamquam quinta et  trigesima quinta sui, hoc est 
octo trigesimae quintae, et duae quintae et  trigesima quinta tertii, hoc est 
eius quindecim trigesimae quintae. Itaquae eius viginti septem trigesimae 
septimae sunt quindecim trigesimae septimae tertii; secundus erg0 ad ter- 
tium sicut XV ad XXVII. Sed secundus ad tertium et  quartum sicut VI 
ad XLVIII ,  quare primus ad secundum ut V I  ad XV, e t  quia VI ,  XV, 
XXVII,  XLVIII faciunt XCVI, qui est triplus XXXII, erit XXXII diuisui, 
in duo,  quinque, I X ,  XVI secundum sumptas habitudines. 

SXlII. Gegeben  i s t  die  Summe von  n Grosaen  u n d  d a s  Verhaltniss 
e i n e r  j e d e n  zu d e r  S o m m e  d e r  be iden  f o l g e n d e n  - wobei  d ie  auf d i e  
.rite G r o s s e  fo lge i ide  d i e  e r s t e  i s t  -; d a n n  s ind  s i . m m t l i c h e  Grossen 
b e k a n n t .  

Gegebene Gleichngen: 
X ,  J r . Z 2 + Z 3 + . . . + ~ n = ~ ;  

Man findet leicht: 

durch xi ausgedrückt, so dass endlich Gleichung 1 den Werth von xi und dainit 
alle Werthe der n. Unbekannten liefert. Für n = 4  würde die Ilechnung so zu 
führen sein: Es ist 
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xi = (PlP2P3 +P,P!2 + ~ 1 2 3 3 ) ~ ~  + (~1~221,  S P ~ P , ) ~ ,  
iind folglich 

2, = 
'- Z)l P2 -P1~2~13-. 

PIPZ +Pl?% +PiTJnP3 X I .  

Beispiel für vier Grossen: s = 32; p, = 3, p2 = j ,  p, = 4. Es ist d s o  

' + A  x 1 = - ~ ~ ~ 3 ~ - z , = ~ x l ,  1 - 1 ais0 X , = I & .  & Z ~ = ~ , X , ;  
3 5 

2 2 = 1 & - + x , = & x 4 r  und daher 32= [A+$,+&+l)z,=2x4, 

XXIV. S i  s u m a n t u r  q u o t l i b e t  n u m e r i ,  q u o r u m  q u i l i b e t ,  c u m  
n u m e r o  d a t o  h a b u e r i t  p r o p o r t i o n e m  d a t a m  a d  c o m p o s i t u m  e x  
r e l i q u i s  o m n i b u s ,  s i n g u l i  e o r u m  d a t o s  e s s e  n e c e s s e  e s t .  

Sint numeri quatuor a ,  b, c, d ;  datus numerus sit e ,  et quia a e  est 
datus ad b c d ,  esto a e  diuisus in f g h ,  u t  sit  f ad b, e t  g ad c, e t  h ad d 
datus sicut a b  ad bcd. Sit item k ad e sicut f ad b, et quia be est ad 
c d a  datus atqye fk ad b e l  erit fk ad c d a  datus. Diuidatur ergo secun- 
diim proportionem eorum in 1, ml n ,  sitque item c ad a sicut g ad c, 
quare k e  ad c erit u t  c a l g  ad h ;  sed eb ad  a c d  est datum, atque a c d  
ad a u t  c n l g  ad h ,  cui est aequalis ke ad c l  quare e b ad k e a c  daturn 
erit. Sed k e n c  ad a e  est datum, atque a c d  est datum, quare e b  ad e u  
datum, similiter ea ad e c  atque ed. Itaque e u  ad triplum e et b c d  datum ; 
sed ea ad b c datum, quare triplum e ad b c d  datum, ipsum erg0 datum e t  
a datum, et sic de omnibus diuisim. 

Verbi gratia datus numerus V I ,  sintqne quatuor numeri, quorum pri- 
mus et I V  sit nona reliquorum, secundus et VI  sit tertia reliquorum; ter- 
tius et VI  sit tres quintae residuorum, quartus vero et  VI sit reliquis con- 
iunctis aequalis. Ducatur itaque tertia in nonam, e t  fiet vigesima septima; 
itemque tertia ducatur in unum e t  nonam, et  fiet tertia et vigesimasep- 
tima, quae diuidantur per nonam et  vigesimam septimam, et exibunt duo 
et dimidium. Itemque nona ducatur in  tres quintas, et exibit quintadecima; 
atque tres quintae i n  unum et  nonam, et  erunt tres quintae e t  quinta- 
decima, quae diuidantur per nonam e t  quintadccimarn, e t  exibunt tres et  
tres quartae, quare tertius et  V I  conlinent primum et V I  ter e t  tres quartas. 
Quia iterum quartus e t  V I  snnt ut residua semel, ducenda erit nona i n  
unum, et  fiet nona, quod si etiam unum ducatur in  unum et nonam, fiet 
unum et nona, qiiae diuidentur per duas nouas, e t  exibunt VI quare quar- 
tum et  V I  est quintuplum primo cum VI. Itaque secundum, tertium, 
quartum e t  ter VI continent primum e t  sex undecies et quartam. Sed illa 
tria continent ea noiiies, p a r e  ter  VI, hoc est XVIII ,  continet primum 
et  sex bis et quartam, sunt  erg0 VII I ;  demptisque V I  remanent duo, quod 
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est primum. Scd et secundum e t  VI  erit X X ,  quare secundum est XIIII; 
tertium cum VI XXX,  atque ipsum XXIIII; quartum cum V I  X L ,  quia 
quintuplum VII I ,  ipsum ergo XXXIIII. 

XXIV. Add i r t  m a n  e i n e  g e g e b e u e  Z a h l  e i n z e l n  zu gesuchten 
Z a h l e n ,  u n d  d i e  so e r h a l t e n e n  Z e h l e n  h a b e n  e u  d e n  jewei l igensum-  
m e n  a n s  d e n  ü b r i g e n  g e s u c h t e n  Z a h l e n  g e g e b e n e  VerhiLltnisse, so 
k a n n  m a n  s i m m t l i c h e  Z a h l e n  f inden.  

Gegebene Gleichungen (J. benutzt nur vier Unbekannte): 

~ ~ + ~ = m n ( X ~ + x , + . - ~ + X n - 2 + Z n - l ) .  

Durch ahnliche Schlüsse, wie in der vorigen Nummer, will J. das Verhaltnise 
jeder Unbekannten zu der gegebenen Zahl bestimmen. Wir werden hier es Tor- 
ziehen, den Gedankengang des J o r d a n u s  an dem von ihm gewahlten Beispiele 
von vier Uriliekannten darzulegen. Ea ist also gegeben: 

Der Text des J o r d a n u s ,  wie er vorliegt, ist in seinen spateren Theilen absolut 
unverstandlich. Der Anfang aber hat folgende Umformungen zu bewerkstelligeo: 
Er  verwandelt die beiden ersten Gleichungen in , 

Alles Uebrige ist jedenfalls so verdorben, dass der weitere Sinn nicht zu ent- 
rathseln ist. 

Auch das Reispiel, dessen Gleichungen 
~ i + 6 = ~ ( ~ ~ + ~ 3 + ~ i ) ,  
zz+6 = + ( Z J + ~ ~ + X ~ ) ,  
X 3 + 6  =+(X4+x1 +XE), 
x , + 6 = x l + x p + x 3 .  

s ind ,  giebt für die Art der Losung nicht genügende Fingerzeige. Seine richtige 
Losung ist: 

XXV. S i  p r o p o n a n t u r  i n  o r d i n e  q u o t l i b e t  n u m e r i ,  q u o r u m  
s i n g u l i  c u m  n u m e r o  a d  p r o x i n i u m  s e q u e n t e m  d a t o  d a t u m  n u -  
m e r u m  c o n s t i t u a n t ,  q u i l i b e t  e o r u m  d a t u s  e r i t .  

Sit  datus numerus e e t  quatuor numeri a ,  b, c, d ,  atque f datus ad a, 
e t  g ad b, et  h ad c, e t  k ad  d ;  atque a cum g et  b cum h ,  et  c cum k 
e t  d cum f faciat e. Sicut autem g ad b ita ai t  2 ad h ,  e t  sicut 1 ad c, 
its m ad k ,  e t  sicut m ad d i ta B. ad f ;  itaque g2 e t  lm  et  mm dati erunt. 
E t  quia, quae est differentia a g  ad g h ,  ea est a ad 1 ,  erit differentia a 
ad 1 data. Similiter differentia 1 ad  a, quare et  differentia a ad m data. 
Sed cum sit  a ad la datus, erit e t  a et  n ad differentiam datus, uterqiie 
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erg0 datue, cumqne eit a datus, si detrahatur ab e ,  relinquetur g datus, 
quare et b datus er i t ,  e t  reliqui similiter. Quod si quinque fuerint poeiti 

a,  g, I ,  na, n, c ,  cum sit differentia a ad 1 data atque Z ad r a ,  erit  et a 
ad n differentia data. Cum nc datum si t ,  si fit a minus n et dato minus, 
ipso detracto de ~ z c  dato remanebit c a  datus, quare utrumqiie datum; si 
vero maius, quia dato maius, ipso addito ad nc fiet a c  similiter datum, 
et utrumque datum. 

Verbi gratia datus numerus sit  CXIX, sintqoe alii quatuor numeri, 
quorum primus cum dimidio secundi faciat CXIX, secundus cum tertia tertii, 
tertius autem cum quarta quarti ,  quartus cuui quinta primi constituant 
ipsum. Ducatur itaque medietas in tertiam, et erit  sexta; e t  sexta in quartam, 
et fict vigesima quarta; et vigcsima quarta in quintam, et prouenict ccn- 
tesima vigesima. Quia ergo primus et medietas securidi sunt CXIX, et 
medietas secundi et  sexta tertii sunt LIX et dimidium, primus excedit sex- 
tam tertii LIX et  dimidio; et quia sexta, tertii et vigesima quarta quarti 
sunt X et IX e t  quinque sextae, et vigesima quarta quarti e t  centesima 
vigesima primi sunt I I I1  et  viginti tres vigesimae quartae, differentia sextae 
tertii e t  centesimae vigesimae primi erit XII11 et  vigintiuna vigesimae quartae. 
Differentiw, erg0 primi ad  centesimam vigesimam sui est LXXIIII  e t  novem 
vigesimae quartae, quod si multiplicetur per CXX, fiet VI11 milia DCCCC 
et XXV. Quia primus ad illud sicut CXX ad  CXIX, si productus diuidatur 
per CXIX, exibit LXXV, et  ipse est primus. Quo detracto de CXIX re- 
manebunt XLIIII ,  quo duplicata fiet secundus LXXXVIII. Hoc tunc dempto 
de CXIX relinquentur XXXI, quo triplicato fiet tertius XCIII, et isto sub- 
lato de CXIX residuus erit XXVI,  quo quater sumpto fiet quartus CIIII, 
sed et si iste auferatur de CXIX, remanebunt XV, qui est qdinta LXXV, 
qui est primus. 

XXV. H a t  von e i n o r  b c l i e b i g c n  A n z a h l  von Grossen  j e d e  e i n z e l n e  
m i t  e i n e r  e u  d e r  n i c h s t f o l g e n d e n  g e g e b e n e n  Z s h l  e in  und  d i e s e l b e  
gegebene Zahl  z u r  Summe,  so eind a l l e  Grossen  b e k a n n t .  

Gegebene Gleichungen : x,  + m l x 2  = e ,  
x,+m,xs  = e ,  
x3 + m 3 x 4  = e, . . . . . . . 

Es ist 

folglich 

aber 
nll W12X3+W8, m2x3xd =m,nz,e, 

also 
z, +mlm,m,.z, =( l -m,+nz ,n~, )e .  

Ferner ist 
lnl nL2 1n3 x6 + ml nz, m,m,x, = m, ni, m, e ,  

alao wieder 
xl  -m,m,m3rn4x5 = (1-ml  -t mim2--mlm,m,)e. 

Wie man hier fortfahren kann, ist ohne Weiteres klar. Msii erhklt scliliesalich 
nist . - l i t .  Abthlg. d. Zeitschr. f. Mnth. o, Pbys.  XXXVI, 2. 6 
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damit kennt man x, ,  uud folglich ergeben sich aus den ursprünglichen Gleich- 
ungen leicht die übrigen Grossen. 

Beispiel: Für VL = 4 ;  e = 119; ml = 4 , ni, = 5 ,  m3 = f i  m, =+. Dann erhilt 
niau nz,m,rn3nz4=T;r, 1-7?t,+m,m2-mim,nl,= 1 -:+ 6 . -  4, = A ? ,  es ist alio 
(1--' 120 ) x i  = $ 8 .  119, x, = 120.4P = 75, also ;n:,= 119-75 = 44, x2 = 88; ;z:, 
- - 119 - 88 = 31, z3 = 93; +x4 = i l 9  -93 = 2 6 ,  x, = 104; als Probe id endlich 
+x, = 119 - 104 = 16, x, = 75, wie vorher. 

XXVI. P o s i t i s  q u o t l i b e t  n u m e r i s ,  s i  q u i l i b e t  e o r u m  cum 
n u m e r o  a d  c o m p o s i t u m  e x  r e l i q u i s  d a t o  f e c e r i t  n u m e r u m  
d a t u m ,  s i n g u l i  e o r u m  d a t i  e r u n t .  

Sit  datus numerus t, et  numeri propositi a ,  b, c, d sitque efg  datus 
ad a b c ,  qui cum d faciat t, atqiie h k i  datus ad  b c d ,  qui cum a faciat .I, 
sed et  m n o  dat,us ad cd  a ,  e t  ipse curn O faciat c, atque p qr datus ad 'dali, 
qui cum c faciat u ; sitque h k l  ad b c d  minor proportio quam mn O ad cda,  
e t  istorum minor quam p q r  ad d a  b ,  e t  horum minor quam e fg  ad a b c .  
Quia igitur k ,  1 minores sunt quam n ,  O ,  tollantur ab eis, e t  rcmanent s 
et  t ;  eruntque a h  maius rn b ,  sed s i  h est maius 6, erit  a minor m, 

quoniam maior est proportio m ad a quam h ad b ;  ablatis erg0 a de m 

e t  b de h rcineneant x ,  v ,  eritquo v tamquam xst. E t  quia r n o  minus 
pr  et  b minor h ,  erit c minor n, et quia p q  minu8 c f  et  c minor g, quia 
minor N ,  erit d minor r. Sic ergo, quia 0 resolvitur in x s t ,  quae sunt 
data ad a c d ,  similiter e t  b resolvetur in tria data ad a c d ,  atque quodlibet 
datum c in tria ad a b c ,  sed et quodlibet datum d in  tria data ad abc, 
et sic tantuni a non resolvitur. Atqui si h esset minlis b, fieretque a 
maior m, et tunc b c  reeoluetur in reljqua ueque ad d. Si erg0 a non 
resolvitur, quodlibet redueetur in datam ad a et datum ad unum reliquorurn 
(est eniin v tamquam xst, sed sunt tamquam Ezy data ad abc). Dempto 
ergo y de v remanet fe, eritque f e  u t  x z  et t i ,  similiter t i  erit ut nc,  pc 
data ad a b ;  dempto erg0 ai de f e  relinquatur v e ,  eritque 0 e tamquam p t o .  
Sed cuni sit  71 ad ne et  p t e datum ad  a ,  erit b datuin ad a et  ita quod- 
libet eorum datum ad u erit;  ergo a datum ad h k l ,  quare et  ad t corn- 
positum, singula igitur eorum data. 

Verbi gratia sit datus numerus XXVIII, et siut quatuor numeri, quo- 
rum primus cum trip10 reliquorum faciat XXVIII , secundus autem cuin 
trip10 reliquorum et quarta ,  tertius cum triplo residuorum et  quatuor sep- 
t,imis, quartus cuni quadruplo reliquorum XXVIII constituat. Ablatis ergo 
primo de triplo et  quarta sui atque trip10 tertii et triplo quarti de triplis 
e t  quartis corum, secundo autem de triplo ipeius, remancbit duplum seeundi 
quantum duplum primi et quarta atque quarta tertii et quarti. Eadem 
ratione duplum tertii et quarta erit u t  duplum secundi et  quatuor septimae 
e t  nouein vigesimac octauae primi et  quarti. E t  quia duo et quarta con- 
tinent quartam nouies, si diuidatur per nouern duo et quatuor septimae et 
nouem vigesimae oçtauae, fiet quarta tertii u t  duae septimae secundi et 
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una vigesima octaue primi e t  quarti. Demptis quoque duobus septimis de 
duobus, fient unum e t  quinque septimae secundi tamquam duplum primi e t  
quarta et vigesima octaua itemque quarta et  vigesima octaua quarti. Verum 
quia duplum quarti e t  quatuor septimae quarti sunt u t  triplum tertii e t  tres 
septirnae priini et secundi, e t  quia duo et  quatuor septimae continent quar- 
tarn et vigesirriam octauarri nouies, erit quarta et vigesirna octaua quarti 
quantum tertia tertii e t  vigesima prima primi et  secundi; e t  quia duplum 
tertii et quarta continet tertiam sexics et eius tres quartas, erit tertia tertii 
ut octo vigesimae primae secundi et ana vigesima prima prirrii e t  quarti. 
Sublata igitur vigesima prima quarti  de quarta e t  vigesima octaua, remane- 
bunt viginti quatuor octuagesimae quartae quarti u t  nouem vigesimae primae 
secundi et  duae vigesimae primae primi. Sed viginti quatuor octuagesimae 
quartae continent octo vigesimas octauas: quinque sextae erunt ergo octo vige- 
simae quarti, tres septimae e t  tres trigesimae quintae secundi e t  duae vigesimae 
primae primi et duae centesimae quintae eiusdem. Quia igitur secunduin 
semel et quinque septimae sunt tamquatm duplum et quarta et vigesima 
octaua primi atque quarta et  vigesinia octaua quarti ,  sublatis tribus sep- 
timis et  tribus trigesimis quintis de uno et  quinque septimis, remancbit 
unum et septima et duae trigesimae quintae secundi tamquam duplum primi 
et quarta et  vigesima octaua et  duae vigesimae primae et  duae ceutesimae 
quintae eiusdem , hoc est quingenti quatuor quadringentesimae vigesimae 
secundi u t  mille octo quadringeritesimae vigesimae primi; e t  quia MVIII 
continent DIIII  bis, erit secundus duplus primi, e t  quia secundus semel et 
quinque septimae, si  tollatur primum bis et  quarta et vigesima octaua, 
remanebit primum semel et  septima, hoc est triginta duo vigesimae octauae, 
quantum quarta et  vigesima octaua quarti, hoc est octo vigesimae octauae; et 
quia XXXII est quadruplus VIII, erit quartus quadruplus primo, e t  quia 
duplnm secundi et quatuor septimae atque nouem vigesimae oütauae prinii 
et quarti sunt ut prirnum sexies et  tres quartae, erit duplum tertii e t  
quarta tantumdem. E t  quia V I  et tres quartae est triplum duobus et 
quarta, erit tertium triplum primo. Triplum igitus secundi, tertii et 
quarti est u t  XXVII e t  unum, quae cum faciant XXVIII,  erit primum 
unum, et ob hoc secundum duo,  tertium tr ia ,  quartum quatuor. 

XXFI. E b e n s o ,  wenn d i e  Siimme e i n e r  j e d e n  Grosse  p l u s  e i n e r  zu 
der Siimme a l l e r  ü b r i g e n  Grossen  g e g e b e n e n  Zahl  e i n e  c o n s t a n t e  
gcgebene  Grosse  i s t .  

G egehene Gleichungen: 

Die Aufgnbe untcrscheidct sich nicht wescntlich von Nï. XXIV. Auch hier 
ist der Gedankcngang an den von J o r d a n u s  benutzten vier Gleichungen (also 

G * 
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12.1 4) vollst&ndig klar zu Icgen. Ich begnüge tnich aleo auch hier mit dieeer 
specielleren Aufgabe. Es sind also folgende Gleichungen gegeben: 

~ 1 - t m l ( x 2 - t x 3 - t ~ 4 )  = a ,  
z ~ + ~ ~ ( x ~ + ~ L ~ + I , )  = a ,  
x3 + ( 5 ,  + xi i- xq) = a ,  
x4 + na, ( x ,  + x2 + x,) = a. 

J. setzt voraus na, < W ,  < nt, <ml. Subtrahirt er jetzt 2 von 1, 3 von 2 ,  4 von 3, 
so erhiilt ei: nach einiger Umformung folgende Gleichungen: 

Er eliminirt jetzt sus der ersten und zweiten dieeer Gleichungen xa und crliklt 
so eino Gleichung von der Form 

P n G  = P i x i  - t P 4 X 4 .  

Ebenso bestimmt er aus dm zweiten und dritten Gleichung durch Elirnination von 
x3 eine Gleichung 44x4= 4iXi f ' In%.  

Nun erbalt er durch Elirnination von al resp. x ,  
x 2 = T ~ x 1 ,  X 4 = = I A X I .  

lu khnlicher Weise bestimmt er s, = T , x , .  

Jetzt hat er aieo aus Gleichung 1: 
xi +gn,(~,+r,+~a)cc,=a, 

und damit ist die Aufgabe geloat. 
Beispiel: Nan hat hier die gegebenen Gleichungen: 

x l +  3 ( 2 p $ ~ 9 + ~ 4 ) = 2 8 1  

T C ~ $ ~ $ ( X ~ $ . Z ~ + ~ ~ )  =: ZR,  
. X , + ~ $ ( Z ~ + X ~ + X ~ )  =ZR, 
X( + 4 (xi -t xz + x3) = 28. 

Man erbiilt zunschst 
2 a , = 2 ~ x , + + ~ ~ - t f z , ,  2 + ~ , = 2 + s , J r ~ ~ x ~ + , l q ~ 1 ,  

oder 
2% = 3% + Px24 + &xi- 

Dies zu der vorhergehenden Oleichung addirt, liefert: 
1-;cc,= 2 * , y z ,  + d  &x4= 23x1+ ;x4, 

Durch Bubtraction der vierten Gleichung von der dritten erhiilt man weiter 
P+x4 = 3 z a + + x l  + $ x 2 ,  

also auch 

#xr = j+xi  (!xi J. ist jeder Bruch mit 12 erweitert), 
also i d  

2, = 22, .  
Nun findet man leicht: 

Z d ç d 4 X 1 ,  X 3 - 3 2 1 ;  
folglich ist aus Gleichung 1 
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XXVII. O p u s  a u t e m  A r a b u m  i n  p a r t i b u s  t a n t u m  c o n s i s t i t ,  
e s t q u e  h u i u s m o d i .  

Exempli causa suinendi sunt quatuor numeri, quorum primus cum me- 
dietate reliquorum faciat XXXVII, secundus cum tertia,  tertius curn quarta, 
quartus cum quinta omnium reliquorum faciat XXXVII. Ponatur igitur 
numerus plures ex his partibus habens, u t  est XII ,  cuius medietas est VI, 
tollaturque de XII  numerus, qui cum tertia reliqui faciat V I ,  e t  ipse est 
III;  item alius, qui cuin quarta residui constituat V I ,  e t  hic est 1111; 
tcrtius quoque, qui cum quinta reliqui faciat ipsum V I ,  qui erit IIII e t  
dimidium, coniunganturque III, 1111, I I I I  e t  dimidium e t  fient XI  e t  di- 
iiiidium, quod ipsi nominarunt ad X I I  in positione esse falsi. Reliqiii~rn 
igitur ad XII ,  hoc est dimidium, parciatur per tria,  et eueniet sexta, e t  
hebeliimus loco primi sextam, loco secundi tria e t  sextarn, loco tertii I I I I  
et sextam, loco quarti I I I I  dimidium e t  sextam. Cumque sex, qui est 
dimidium XII,  cum sexta continet sextam trigesies scpties, de quaesitis 
numeris primus erit unum, secundus XIX, tertius XXV, quartus XXVIII. 

D e m  o n s t r  a t i o. Sint quatuor nurneri a ,  b, cl d ,  sitque inter partes 
maioris denominationis e ,  quae cum a facit datum nurnerurn; sitque f u t  
bcd: erit igitur a minimum, Esto enim g pars a c d ,  quae cum b con- 
iungetur, e t  quia pars c d ,  quota est e ,  est maior quain pars eorum quota 
est g, erit e pars a ,  quota est g ,  maius quam a curn parte b, quota est e. 
Dempto igitur illis partibus de a et b erit  residuum b maius residuo a, 
quare et  parti simili g detracto a b ,  quia minus est residuum, quoque 
niaius erit residuo a. Itaqiie b rnaior a ,  et alii simili modo. Auferantur 
crgo a singulis acqudia a ,  et sint h ,  k ,  1 ,  reliqua m, lz, o. Quia igitur 
b curn parte a c d facit a e ,  et m curn iota parte eorurudem faciet e ,  quia b 
aequale ml et  ideo m cum tota parte b et  c d ,  hoc est cum tota parte 
rcsidui sui ad f, faciat e. Simili modo enim cum parte, quae adjnncta c 
faciat a e ,  faciet e ,  hoc est cum parte k d b ,  quod est reliquum ad f, atque 
c curn parte, quae cum d f a i t  a e ,  faciet d ,  hoc est curn parte 1 b c ,  cpod 
est residuum ad f ;  detractisque m, f i ,  O de f remanebunt h ,  k ,  2 ,  quod 
si diuidantur per numerurn b c d ,  fient h k l  aequalia a. Habebilrius ergo a, .. 
et adiunctis h ,  k, Z curn m ,  fi, O fient b, c ,  d ,  secundum quod in opere 
factum est. 

XXVLI. D e r  , ,Falsohe S a t z u  der  A r a b e r .  
Er behandelt Shnliche Aufgaben, als die in den vorigen Nummern enthal- 

tenen. J. kennt also riur den einhcheten Fa11 der ~ e g u l a  falsae positionis, mit 
einer falschen Annahme, wie ihn schun A h m e s  im Papyrus Rhind benutzt. 
(Cantor a. a. O., S. 36.) 

Das erste in diesem Paragraphen abgehandelte Beiapiel ist i n  folgenden 
Gleichungen aiirgcsprochen . 

XI + ;(x2 + z3 + x,,) = 37, 
x2 + $ (x3 + xq + 2 1 )  = 37, 
~ ~ . 3 + ~ ( ~ 4 $ ~ ~ + ~ ~ )  ~ 3 7 ,  
2 4 + & ( ~ , + 2 ~ + 5 ~ )  = 37. 
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Statt 37 aetzt er die Zahl 12,  weil diese mehrere. Theile von der in der Gleichui~~ 
gegebenen hat,  namlich Drittel, Halbe und Viertel, und aetzt 

= 6 und & ( x ' ~  + xrg + x ' ~ )  = 6 .  

Er sagt nun, ich knnn die Gleichungen aufstellen 
x ; +  a(,', +,',+,',) = 3 +O, 
zT3 + f jx', + z', + c',) = 4 + 8, 
2 ' 4  + +(IL . ' ,  + xt2 + z'J = 4: + 7:. 

Dns giebt iu Summa . - 

~ e + x ' 3 + ~ ' ~ + $ ( - .  . ) + ) ( .  . .) ++(,..) = l l b +  24;, 
also ist ~ ' , + s ' , . + x ' ~ ,  welches nach der eraten Annahme 1.2 sein müsste, u n  A zu 
klein, also jedes einzelne um j ; ,  ao dass also, damit auch die Gleichung 1, nkmlich 

x', $ à (x', + x', + x P 4 )  = 12, 
richtig ist, gesetzt werden muss 

x " ~  = E;, x " ~  = 3 k ,  x", =4+ ,  x ' ' ~ =  4; &; 

x ' ~  aber mus6 6; sein, und da j! in 6fi 37mal euthalten k t ,  so wird der AufgaLe 
entsprochen, sobald fiir $ in den Werthen J",, z",, x",, z", je die Einheit gesetzt 
wird; es ist also z, = 1 ,  x ,  = 19,  r3 = 25, z4 = 28. 

XXVIII. N o n  d i s s i m i l i  m o d o  p o t e s t  o p u s  p r o c e d e r e  i n  q u a -  
l i b e t  p r o p o r t i o n e  a d i u n c t o r u m  h o c  p r a e o s t e n s o ,  q u o d  a d i u n c t a  
o i n n i a  v e l  s i m u l  e r u n t  m i n o r a  v e l  s i m u l  m a i o r a  h i i s  a d  q u a e  
a d d i t a  s u n t .  

Si enim est aliter, possibile ponatur, sintque quatuor nurileri, ut supra, 
a ,  b, c,  d ,  atque a  cum e f g  dato ad  b c d  fiat z; atyue b cum h k l  dato 
ad c d a  faciat eundem; sitcjue e f g  maior bc  d ,  et hkE minor cda. Naior 
est igitur e  quam b, addatque m. Itacliie a curn mfg facit h k l ,  et quia a 
maior h ,  erit  k l  maior mfg. Sed f g  maior c d ,  e t  cd maior k l ,  p a r e  f g  
maior mfg,  quod est impossibile. 

Reducamus igitur suprapositum exemplum (XXVI), in quo primns cum 
triplo reliquorum trium facit datum numerum. Sumamus itaque LXXXIIII 
loco XII  superius posito, sitque semper primurri, quod cuul il10 additur, 
quod ad  reliqua minorem habet proportionem, si fuerit maius, n t  hic tri- 
plum. Sit igitur triplum riginti octo octuaginta quatuor et rninuaiiius 
numerum a LXXXVIII, qui curri triplo e t  quarta residui Saciet LXXXIIII, 
et ipse est tres et  nona; itemque alium, qui curn triplo e t  quatuor septi- 
mis rcsidui faciat LXXXIIII ,  e t  hic est V I  c t  duae nonae; tcrtium ctiam, 
qui curn quadruplo residui faciat LXXXIIII ,  et ipse est IX et tres nonae. 
Quae simul iunctae faciunt X V I I I  e t  sex nonas, super quae XXVIII addit 
IX ct tres nonas, cuius tertia est tres et nona, et hic erit pro primo. 
Ipsum etiam addatur singulis aliorum, et fiet loco secundi VI et duae nonae, 
loco tertii 1X et tres nonae, loco quarti XlI et quatuor nonae, inter quae 
est proportio superius inventa. [In ista autein operatione vero erit IAXXiIII  
quasi numerus datus et quod aggregatur ex ipso et primo innento, scilicet 
JXXXIIII et una nona, sicut patet  per operationem et  per rationem. Et 
istius aggregati a d  primi~m propositoin inuentum considerabitur proportio, 
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scilicet LXXVII e t  una  nona a d  III et. unam nonam,  e t  es t  vigeçupla octupla, 
e t  talis erit XXVIII ad pr imum suorum,  scilicet ad unitatem. Et hoc mani- 
feste docetur in opere pnr t ium,  quo u tun tu r  Arabes. Comparat  enim sex 
et sextam ad sextam,  quod es t  loco pr imi ,  et  sic inueniat  proportionem 
XXXVlJ ad unum.] 

XXVIII. A n d e r e s  B e i s p i e l  f ü r  d e n  , , F a l a c h e n  S a t z  d e r  A r a b e r Y .  
Hier sind die gegebenen Gleichungen wieder 

X, + 3 ( ~ 2  + 2 3  + z,) = 23 ,  
2, t 3à- (z, + Z, + z,) = 28, 
2 3 + 3 4 ( ~ , + ~ 1  + X Z )  = 28, 
4- 4 (XI + 2 2  + 2s) = 28. 

J o r d a n u e  setzt versuchsweise 

3  ( z ' ~  3 z'$ 4- z',) = 84 (al60 x', = O )  , 
und es sollcn ihm auaserdem die Gleichungen richtig werden: 

z ' ~ + ~ ~ ( x ~ + x . ~ + z ~ )  = 3 & + 8 0 8 ,  = 8 4 ,  
x ' ~ + ~ ~ ( z , + s , + z ~ )  = 6!+ 779 = 84, 
r', + 4  (x, + z2 + x,) = 95  + 748 = 84. 

Durch Addition folnt alsdann - 
2 ' 2 + x ' g + 2 ' , + 3 ~ (  ...)+ 34(  ...)+ 4 (  ...)- 18g + 2 3 3 $ = 2 5 2 ,  

a!so ist 
x', + x', + x ' ~  = 188. 

Es sol1 aber diese Summe gleich 26 eein; es ist also zu wenig um 9$, d. h. fiir 
jedes um 3; .  Er hat so erhalten 

G''~ = 38,  x " ~  = 68, z", = 183-, x", = 124. 

Mit diesen Werthen giebt die Oleichung 1 aber 878; sie darf aher nur 28 ergeben, 
28 slço musa jede Zahl mi t  - = ,9, maltiplicirt werden, um die gesuchten Zahlen 

874 
eu erhalten. Man bekommt B O ,  wie oben, 

x , = l ,  x 2 = 2 ,  z 3 = 3 ,  x4=4 .  

Ll'ortsstzung folgt. ) 
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Recensionen. 

Lehrbuch der  ebenen und sphilrischen Trigonometrie nebst einer Samm- 
lung von Uebungsaufgaben zum Gebrauche a n  Gymnasien. Von 
Professor R. NETZHAMMER in  Einsiedeln (Schweiz). Paderborn 1 88 9, 
Ferdinand Schoningh. VI ,  211 S. 

Das vorliegende Werk ist eine gute  Darstellung der Trigonometrie 
innerhalb der Ebene und innerhalb der Kugelflache. Irn Einzeluen ist Mau- 

03 -- ches zu bemerken. So ist z. B. die Formel --- - rtuf S. 45 
m.tfiga h g a  

durchaus unzulassig. So scheint uns ferner die weitergehende Giltigkeit der 
Formeln des ersten Quadranten mit allzuviel Aufwand von Platz bewiesen 
zu sein; zudem sind die beiden d a m  verwendeten , M e  t h o  d e n  Y gerade 
nicht ,, m e t  h o d i s c h  geschieden. So dürfta ferner der Fa11 a ,  71, a oder fl 
auf S. 84 und 85 eine eingehendere Discussion beanspruchen, zumal die 
entsprechenden Aufgaben der Sphkrik genauer behandelt sind u. S. W. 

B r a u n s c h w c i g ,  ALEX. WERNICKE. 

Lehrbuch der  ebenen Trigonometrie in stufenmassiger Auordniing für den 
Schulgebrauch, nebst einer sich eng an dasselbc anschliesscnden 
Sarnliiluilg von Uebungsaufgaben. Von Oberlehrer Dr. F. ~ O N R A D T  

in  Belgard. Leipzig 1889, B. G. Teubner. V I I I ,  176 S. 

Der Schwerpunkt des sorgfiltig gearbeiteten Werkes liegt in der giit 
angelegten und reichhaltigen Sammlung von Uebungsaufgaben. Die Gonio- 
metrie von der Trigonometrie in der Darstellung eines Lehrbuches scharf 
zu trcnncn, halten wir im Gegensatz zu dem Verf. für methodisch durchaus 
erforderlich, wahrend der Lehrer allerdings bei der ersten Einführung in 
das Gebiet diese Trennung mir soweit aufrecht erhalten darf ,  als es das 
Interesse der Schüler vertragt. Den Winkel von vornhorein zu Gunstcn 
des Bogens zurücktreten zu lassen, scheint uns bedenklich, da der Kreis in 
den Elernenten erst mit Eilfe der Dreieckscongruenzen einer Behandlung 
fahig wird. Warum auf S. 18 statt  des zweiten Schemas nicht die Sinus- 
curve u. S. W. gegeben wurde, ist  uns unerfindlich, zumal die Einführung 
der Parallelcoordinaten bereits im ersten Paragraphen erfolgt ist. Bei der 
Behandlung der Gleichung xn = 1, deren Aufnahme wir dorchans billigen, 
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vermissen wir den Hinweis auf die Theorie der symmetrischen Gleichungcn 
U. S. W. 

Ueberhaupi hatte der Verfasser unserer Ansicht nach an verschiedenen 
Stellen tiefer schneiden inlissen; so ist z. B. die Beziehung der arithmetisch 
gegebenen Function ( 5  6) zur empirischen Formel der Physik (Spannung 
des Wasserdampfes etc.) njcht klar genug bestimrnt, so ist ferner der 
Xoivre'sche Satz für gebrochene Exponenten und ftir beliebige rcellc Ex- 
ponenten nicht ausreichend dargestellt (k - Deutigkeit der Wurzel etc.), so 
ist endlich die Eindeutigkeit von sinx bei gegebenem x und die Vieldeu- 
tigkeit von x bei gegebenem sinx nicht scharf genug gefasst. 

B r a u n s c h w e i g .  ALEX. WERNICKE. * 

GÜNTHER , Prof. Dr. S., Handbnch der  mathemat i~chen  aeographie.  XIV, 
793 S., mit 155 Abbildungen. (Bibliothek geographischer Kand- 
bücher, herausgegeben von Prof. Dr. FR. RATZEL.) Stut tgart ,  Engel- 
horn. 1890. Preis 16 Nk. 

R a t  z el 's hochverdienstliche und werthvolle Bibliothek geographischer 
Handbücher, in  welcher Sammliing bis jetzt die Anthropogeographie von1 
Herausgeber, die Klimatologie von H a  n n  , die Oceanographie von B o  g u  s - 
l a w s  k i - E r t i m m e l ,  die Gletscherkunde von I I e i m  und die allgemeine 
Geologie von v. P r i t s c h erschienen sind , hat durch G ü n t h e r 's mathe- 
matische Geographie eine neue Bereicherung erfahren. Dieses jüngste Werk  
des Verfassers , der sich uin die mathematischen Wissenschaften, und inner- 
halb derselben nm die geschichtliche Forschung so vielfache Verdienste er- 
worben hat ,  ist für den Geographen und fur den Mathematiker in gleicher 
Weise von Bedeutung. Ftlr den Ersteren hat  Beferent dasselbe im Juli- 
heft,e von P e t e r  m a n n ' s  Mittheilungen (1 890) angezeigt ; hier sol1 es soweit 
zur Besprechung gelangen, 81s es für den Mathematiker von Interesse ist. 

Das Vornort  unseres Buches giebt über den Standpunkt, den der 
Verfasser zii  seinem Gegenstande einnixnmt, genaiien Aufschluss und ist 
daruni ftir die Beurtheilung des Ganzen tiberaus wichtig. ,Eine Verstan- 
digung über den Inhalt der mathematischen Geographie, wie nicht minder 
über die Art  der Darstellung ist von vornherein dringend geboten; der 
Leser mus8 durch die Vorrede bereits in den Stand gesetzt werden, sich ein 
Bild von dein zu machen, was das Buch ihm bieten werde, damit e r  auf 
der einen Seite nicht zuviel erwarte, aber auf der andern auch nicht, diirch 
die eingehendere Erorterung solcher Fragen, welche man bfsher nicht als im 
Vordergrund stehend zu betrachten gewohnt war, sich enttauscht fühle." 
Rezüglich der Art der Darstellung ist des Verfassers Auffassung von dem 
Wesen eines ,Handbuchesu inassgebend und bestiinmeiid, welche dahin geht, 
dass ein solchcs, wenn irgend angangig, auf jedc vom Leser zu stellesde 
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Anfrage eine Antwort bereit haben muss, keine erschopfende zwar, aber 
doch eine, die ausreicht, um den Fragesteller über gewisse Punkte aufzu- 
klaren und ihm mittels sorgfaltiger Literaturnachweise die Moglichkeit 
grtindlicher Belehrung zu verschaffen. 

Was den Inhalt der uiathematischen Geographie betrifft, so gelangt der 
Verfasser durch eine geschichtliche und methodologische Untersuchung 
(S. 1-39), i n  wclchor auch auf die Frege nach dem Wcscn iind den 
Grenzen der Geographie kurz eingegangen wird, zu dem Schlusse, dass der 
mathematischen Geographie d a s  a l l g e m e i n s t e  O r t s b e s t i m m u n g s -  oder  
O r i e  n t i r  u'n g s p r o  b 1 e m zur vollst$indigen Auflijsung zuzuweisen sei. Es 
wird also, und zwar mit vollstem Rechte, aber auch im wohlerwogenen 
Gegensatz zu aahlreichen Lehrbüchern und Leitriden der uathematischen 
Geographie , vom Lehrbegriffe der Astronomie gruiidstitzlich Alles aus- 
geschlossen, was nicht zwingend mit der Aufgabe der Ortsbestimmung auf 
der Erde zusammenhangt. Diese letztere lasst sich in drei Eirizelprobleme 
zerlegen, welche sich der Reihe nach befassen mit der E e s  t i m  m i i n g  d e r  
G e s t a l t  u n d  G r o s s e  d e s  E r d k o r p e r s ,  mit der B e s t i m m u n g  d e r  
L a g e  j e  d e s  P u  n k t  e s  auf der Erde durch ein auf dieser eindeutig ge- 
gebenes Coordinatensystem, endlich mit der B e  s t i m m u  n g  d e s  m o m e n -  
t a n e n  O r t e s  d e r  E r d e  i m  W e l t r a u n l  gegenüber einem als stnbil be- 
kannten Gebilde, falls ein solches existirt. 

Sind hiernach Inhalt und Umfang unserer Disciplin festgelegt und 
gegentiber der Astronomie soweit abgegrenzt, als die3 bei sich so vielfach 
bertihrenden, ja  selbst durchdringenden Nachbarwissenechaften moglich ist, 
so wird weiterhin a ~ i f  die unumgBngliche Voraussetzung tüchtiger Kennt- 
nisse in  der praktischen Geometrie hingewiesen, mit welchen der Geograph, 
insbesondere der wissenschaftliche Forschungsreisendo vertraut sein muss, 
wenn er seiner Aufgabe gewachsen sein will. Geodatisches Wissen und 
K6nnen und,  damit unzertrennbar verbunden, Instrumentenkunde, das sind 
Dinge, die das vorliegendo Werk in sein Programm durchaus richtig auf- 
genommen ha t ,  da deren Redeutung fiir d m  Studium und die Ausübung 
der mathematischen Geographie nicht hoch genug angeschlagen werden kann. 

Auf die literarischen Quellen und gleichzeitig auf den geschichtlichen 
Gang der Entwickelung unserer einschlagigen Kenntnisse ha t  der Verfasser, 
entsprechend seiner bereits mitgetheilten Auffassung vom Wesen eines Hand- 
buches, aber auch i n  Uebereinstimmung mit seinen personlichen Neigungen 
grosses Gewicht gelegt, so dass unser Handbuch in ahnlicher Weisc, wie 
des Autors Geophysik und die meisten seiner Arbeiten als Nachschlagewerk 
immer von Werth sein wird. Bezüglich des mathematischen Apparates ver- 
tritt  G ti n t h e r  den Standpunkt, dass in dem vorliegenden Werke seiner 
ganzen Natur und Anlage cach die Mathematik nicht Selbstzweck sein dürfe; 
elementare Hilfsmittel sind demnach übcrall denjenigen schwierigerer Theo- 
rien vorzuzielien und vorgezogen; allein auf die Mittel der letzteren darf 
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nirgcnds verzichtet werden, wo ohne sie an einer wichtigeren Frage vor- 
übergegangen werdeu miisste. 

Eine kurze Inhaltsangabe mag zunachst eine Vorstellung von der Reich- 
haltigkeit des mitgetheilten Stoffes geben. Auf die methodologisch -biblio- 
graphische Einleitung folgt S. 40- 456 der erste Hauptabschnitt: G e  s t a 1  t 
und  G r  6 s s e d e r  E r  de. Ausgehend von den altesten Anschauungen iiber 
die Gestalt des Erdkorpers , werden gemass dem unmittelbaren Sinnesein- 
drucke Himmelskorper, Horizont, schcinbare Umdrehiing der Himmelskugel, 
Eintheilung des Horizontes, Bewegungen von Sonne, Mond, P lmeten  be- 
sprochen. Daran reiht sich ein Abschnitt tiber die Principien und die 
geschichtliche Entwickelung der astronomischen Beobachtungskunde nebst 
einer Darstellung alterer und neuerer astronomischer Apparate. Es folgen 
die sphirischen Coordinatensysteme und ihre Transforniation, einzelne Auf- 
gnben , wie die Berechnung der Sichtbarkeits - und Unsichtbatkeitsbogen, 
des Dammerungsbogens, der kürzesten D h m e r u n g ,  der H6he und des Azi- 
mutes, die ein Stern naeh bestimmter Zeit erreicht hat,  endlich der Zeit- 
dauer des Auf- und Unterganges von Sonne und Mond. 

Die Besprcchung der Grundlagcn von Zeiteintheilung und Zeitmessung 
beschliesst den ersten Theil unseres ersten Hauptabschuittes. Jetzl erst 
wird zu den Thatsachen tibergegangen, welche sich bei Aeuderurig des Re- 
obachtungsstandpunktes auf der Erde crgcben; wir gelangcn zu der Vor- 
etellung, dass diese eine frei schwebende K u g e l  is t ,  und es werden nun- 
mehr die Versuche und Methoden vorgetragen, welche zur Griksenbestim- 
mung der Erde geführt haben. Die ntichstlicgcndcn Conseyucnzen aue der 
Kugelgestalt, namlich das geographische Coordiriatensystem , Datnmsgrenze, 
Zoneneintheilung, kürzeste Entfernungm au€ der Erde, Sichtliarkeitsgrenzen, 
sowie eine Besprechung der wichtigsten Lehrmittel der mathematischen Geo- 
graphie, Globiis, Astrolabium, Tellurium u. S. W., reihen sich au. 

Zweifel an der Kugelgestalt (S. 278), Pendel- und Gradmessungen, 
dcren ,Gcschichte ausführlich zur Mittheilung gelangt , lehren, an Stelle der 
Kugel das aligeplattete Ellipsoicl oder S p h a r o i d  zu setzen, für  welches 
die geographische Breite im Gegensatz zur geocentrischen neu definirt 
werdcn mus3; die Ergebnisse der Gradmessungen des 19. Jahrhiinderts 
lasseu sich mit den neueren Pendel- bez. Sçhweremessungen nicht in  volle 
Uebereinstimmung bringen; die Potentialtheorie zwingt endlich zu dem Ver- 
zicht auf die Miiglichkeit, die Erdgestalt ala geometrischen K6rper durch 
drei Coordinaten xu bestimmen, und es tritt  an seine Stelle die nur phy- 
sikalisch zu definirende N i  v e a  u f l ~ c h e ,  welche stets auf der durch die 
Ccntrifugalkraft alterirten Lothrichtung senkrecht steht. Jcdc G c o id  f l a c  h e , 
d. h. irgend eine der uuendlich vielen Niveauil~cfien, welche wir als im 
Innern unserer Erdrinde verlaufend anzunehrnen haben, is t  für lins der 
wahre Repraçentant der Erdgestalt und ha t  die Eigenschaft, dass ein gleiches 

. Maass von Arbeit aurgewendet werden muss, um einen schweren Punkt 
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vom Mittelpunkte der Erde aus bis zu einem beliebigen Punkte jener Flache 
heranzubringen. 1st nun auch das Geoid der Jfethode der analytischen 
Geometrie unzughglich,  so lassen sich doch Potentialausdrticke ableiteu, 
welche den Breitelinien und Meridianen der Flache entsprechen. Dieselben 
führen zur Gleichung einer geschlossenen, spharoidisch gekrtimmten Flache, 
welche mit dem Geoid moglichst genau tibereinstimmt und N i v e a u s p  h i -  
r o i d  genannt wird. Diese Flache hat  in  der Aequatorebene eine S p -  
rrietrieebene und in der Rotationsaxe sine Symmetrieaxe und weicht von 
einem Rotationsellipsoid gleicher Abplattung so wenig a b ,  dass es gerecht- 
fertigt erscheint, das Geoid, bezw. seinen geometrischen Eeprasentanten, 
das Niveausphkoid, abgesehen von gewissen Abweichungen localen und con- 
tinentalen Charaktcrs, mit einem zweiaxigen abgeplatteten Ellipsoid, dem 
R e  f e r e n  z e l l i  p s O i d ,  wo nicht xu ideutificiren, 6 0  doch in engste Beziehurig 
zu setzen. 

Nunmehr ist diejenige Grundlage geschaffen, auf welcho sich dic Or  t s - 
b e s t i m r n u n g e n  zu beziehen haben, und damit sind wir zum zweiten 
Hauptabschnitte des G ti n t h e  r'schen Werkes gelangt (S. 457- 593). Nach 
Erledigung der Frage,  inwieweit ftir die Ortsbestimmung die Abweichung 
der Erde von der Rugelgestalt in  Betracht komme, werden die Fehlerquellen 
der Coordinatenbestiminung , besonders aber die Strahlenbrechung behandelt, 
und dann kommen HBhen -, Breiten -, Zeit - bezw. Langenmessung zu am- 
führlicher Darlegung. E s  werden behandelt das einfache und das Prhcisions- 
nivellement, die trigonometrische, barometrische und thermometrische Hohen- 
meseung; weiterhin etwa ein Dutzend Methoden zur Breitenbestimmung, 
Langenbestimmungen auf geodiitischem Wege , mittels der Nagnetnadcl, 
durch Messung einer Hohe, durch correspondirende Hohen, durch Signale, 
durch Verfinsterungen , durch Xonddistanzen , Chronometer und durch den 
elcktrischen Tclegraphen. 

Der überaus iimfangreiche Wissensstoff, der bis zurn Schlusse des 
zweiten Capitels behandelt werden konnte, war zu gewinnen auf Grund der 
altcn gcocentrischen Weltanschauungen, die erst im 16. Jahrhundert dem 
Ropernikanisçhen System zu weichen anfangen mussten. 

Ni t  der E r d e  a l s  b e w e g t e m  K 6 r p e r  i m  R a i l n i e  und mit der 
Bestimmung ihrer momentanen Lage in demselben befasst sich der dritte 
Hauptabachnitt des Werkes (S. 596 bis zum Schlusse). Ausgehend von der 
Aufgabe der astronomischen Fernenbestimmung gelangen wir mit dem Ver- 
fasser zu der Erkenntniss, dass nicht alle Himmelskürper, insbesondere zu- 
nachst nicht diejenigen unseres Sonnensystems gleichweit von der Erde entfernt 
sind, womit der Begriff der Himmeiskugel hinfallig wird. E s  kommen nun 
die Erklarungsversuche der astronomischen Erscheinungen seit den altesten 
Zeiten bis K o  p e r  n i  k u  s ,  die Weltsysteme des Alterthums, des Nittel- 
alters und der beginnenden Neuzeit zur Sprache, denen sich endlich das 
heliocentrische, jetzf; allgemein angenommene System anreiht. Auf Grund 
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desselben finden nunmehr alle nstronomischen Erscheinungen ungezwungen 
und naturgemass ihre Erklarung, die bekannten Beweise für  die Rotation 
und Revolution werden ausführlich mitgetheilt; es folgen die Darlegungen 
der K e p  ler7schen Gesetze und der N e w  ton'schen Gravitationslehre, das 
St6rungsproblem1 Pracession und Nutation und endlich die P r a g ~  nach der 
Fortbewegung des Sonnensystems im Baume. Damit erscheint, entsprechend 
der zu Anfang gegebenen Begrenzung der Ailfgabe, das Ortsbestimmungs- 
problem vollsGndig gelost. 

Suchen wir zu dem Inhalt des vorliegenden Werkes, wie er hier niir 
in den allgemeinsten ZHgen angedeutet werden konnte, sowie zu der Art,  
wie er behandelt ist ,  einen Sbandpunkt zu gewinnen, so bietet sich uns i n  
der oben schon mitgetheilten Auffassung Giin t her ' s  vom Wesen eines 
Handbuches die richtige Würdigung. Der gelehrte Verfasser wollte au€ jede 
zii stellende Frage eine Antwort geben, menn auch keine erschopfende; er 
wollte weiterhin durch moglichst viele Literaturnachweise m m  Studium der 
Originalquellen anregen, und dieses Ziel der denkbar grossten Vielseitigkeit 
in Stoff und Literatur ist wohl als erreicht anzusehen. Allein, ist dieses 
Ziel wirklich dasjenige eines Handbuches? Andere hahen es anders nuf- 
gefasst; sagt doch - urn nur  eine einzige abweichende Andicbt zum Wort  
kommen zu lassen - H e i m  im Vorwort zu seiner Gletscherkunde, die j a  

derselben Sammlung angehort,  wie das vorliegende Werk:  ,Ich habe nicht 
blos neben einander gestellt, was über Gletscher bisher beobachtet worden 
ist. I n  manchen Capiteln ist die Grundauffassung mein Product. . . . Das 
Hauptgewicht musste ich auf die Darstellung der allgemeinen Erscheinungen 
und Gesetze des Phanomens legen. Ich konnte nicht jede interessante Ein- 
zelthatsache anführen; das liegt in der Natur der Sache und im Plane 
der Handbücher. E s  mag mir auch manche in der Literatur niedergelegte 
Beobachtung entgangen sein. . Dem Referenten scheint diese Heim'sche  
Auffassung vom Wesen des Handbuches vor der G ü n t h e r'schen durchaus 
den Vorzug zu verdienen. Sie will zwar weniger geben, aber das voll- 
stàndig; sie will nicht andeuten, sondern die Frage soweit als moglich ab- 
schliessen. I n  unserem Werke, dessen Literaturnachweise dasselbe, wie 
schon bemerkt, zu einem unentbehrlichen Nachschlagewerke werden lassen, 
macht sich dieses ,,Andeutenu vielfach bei der mathematischen Behandlung 
des Stoffes geltend. Gewiss sehr viele Mathematiker von Beruf, noch mehr 
aber die Mathematiker unter den Geographen, seien es Lehrer wie Lernende, 
ftir die ja das Buch i n  erster Reihe bestimmt is t ,  sind nicht immer in der 
Lage, den grossen literarischen Apparat, um den es  sich handelt, zur Ver- 
fügung zu haben, und da wiire es vielen mehr nur theoretisch oder. histo- 
risch interessanten Dingen gegentiber sicher werthvoller, wenn grossere, 
principielle Entwickelungen vollstZndig durchgeführt, wenn sie von tahel- 
larischen Zusammenstellungen und Rechnungsbeispielen begleitet wiiren. 
Unvollst$ndige mathematische Entwickelungen haben immer etwas Missliches, 
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cntweder machen sie den Leser obcrfliichlich, oder sie schrecken, weil der 
Zusammenhang nicht ohne Weiteres klar is t ,  ab. Wkren also z. B. die 
mathernatischen Deductionen, welche die Fortschritte unserer Kenntnisse von 
der Erdgestalt vermitteln , vollsttindig durchgeführt , so wtire das ein grosser 
Vorzug, weil dann ziim ersten Male in grosserem Zusammenhange die 
neueren Anschauungen von den einschlagigen Fragen weiteren Kreisen zu- 
g%nglich wiirden , für welche H e  1 m e  r t7s  herrliches Werk in seiner Bedeu- 
tung vielleicht noch nicht ganz erkannt ist. Auch das vollstandige Durch- 
reclinen einer oder der andern Orts- oder Zeitbestimmungsaufgabe, etwa 
im Anschluss an J o r d a n ,  ware sehr z u  wünschen; daran hat  der Leser, 
besonders der Studirende, mebr als von der Kenntniss so und so vielcr, 
ihm zumeist unerreichbarer Quellennachweise von nicht in erster Reille 
wesentlichen Einzelheiten. Wiihrend auf der einen Seite schwierige mathe- 
matische Partien vielfach racht kurz gefasst sind, sind anderwiirts elemen- 
tare  Dinge oft tiberflüssig breit behandelt und mit Citaten belastet. Bei den 
allgemeinen Voraussetzungen des Buches erscheint z. B. der Hinweis au£ 

B a l t z e r  (S. 204) gelegentlich des Gatzes, dass die Krümmung des Radius 
umgekehrt proportional dem Radius iet, recht unnothig, ebenso der auf 

W t i l l n  e r  (S. 214) wegen der Spiegelungsgesetze, oder auf E u  k l i d  (S. 217) 
wegen des Secantensatzes, u. a. m. 

An Lücken, die dem Referenten aufgefallen sind , sollen iiur zwei kurze 
Erwiihnung fiuden. Die eine betrifft im Capitel von der Erdgestalt die 
Orometrie als die Lehre von den Raumverhaltnissen des ErdoberflLclienreliefs, 
die nach den dem Buche gesteckten Grenzen, beziehungsweise nach dem, 
was als Aufgabe der mathematischen Geographie und ihres ersten ITaiipt- 
theiles festgestellt worden i s t ,  füglich hatte Aufnahme finden konnen; als 
zweite erscheint das Feblen jeden Hinweises auf die neuerdings für die 
Ortsbestimmung überhaupt und als Ersatz für complicirte Langenbestim- 
mungsmethoden (Monddistanzen) im Besondern so wichtig gewordene Con- 
struction von Reiserouten. Der systematische Entwurf eines Itinerarc, wie 
ihn z .  B. J O  r d  a n  in der zweiten Auflage von N e u m  a y e r ' s  Anleitung zu 

irissenschaftlichen Beobachtungen auf Reisen bebandelt , sollte heutzutage in 
ciner mathematischen ,,Geographieu nicht fehlen. 

Unrichtigkeiten und Ungenauigkeiten, wie sie z. B. beim Spiegelseu- 
tantcn, bci dcr Zcitrechnung der Astronomcn, bci der Refraction, beim 
Kochthermometer, sowie bei einem oder dem audern Citat mit untergelaufen 
sind. lr6nnen auf den ersten Rlick verwirren und sind um so bedauerllclier, 
als sie alle leicht hatten vermieden wcrdcn konnen. Es sol1 ihnen aber 
hier nicht soviel Gewicht beigelegt werden, urn sie einzeln zii besprechen, 
da sie dem kundigen Leser ohne Weiteres von selbst auffallen. 

Wichtiger als sie und auch wesentlicher als die obenerwahnten Lücken, 
die Referent gerne ausgefüllt gesehen hatte, ist  diesem der principielle Ge- 
sichtspunht, dass die grosse Arbeit, welche die Zusammenfassung der in 
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dem vorliegenden Werke niedergelegten weitverzweigten Forschungsergeb- 
nisse reprasentirt , verdienstlicher und nutzbringender hatte verwendet werclen 
botmen, wenn , wie schon durch den Gegensatz gegen H e  i m hervorgehoben 
worden k t ,  weniger auf die Beantmortung a l l e r  etwa zu stellenden Frageri 
Rücksicht genomrnen worden ware, als daranf, in den gesteckten Grenzen 
sozusagen den eisernen Bestand des Lehrgebaudes zu geben, diesen aber so 
eingehend und auch mathematisch so ausfthrlich, dass jeder genügend ge- 
schulte Leser durch das Buch in den Stand gesetzt wtirde, den gebotenen 
Stoff grtindlich beherrschen zu lernen und die Methode seiner Aneignung 
jederzeit wieder zu reproduciren. 

F r e i b u r g  i. B. L. NEUMANN. 
- 

Gesammelte Kathematische Abhandlnngen. Von R. A. SCHWARZ. 2 Bande. 
gr. 8'. Berlin, Julius Springer. 1890. 1. Bcl. mit 64 Textfiguren 
und 4 Bigurentafeln, XI und 338 S.; II. Bd. mit 62 Textfiguren, 
VI11 u. 370 S. 

Diese Ausgahe stellt eine Neuerung dar;  liegt doeh bisher von keinem 
andern der lebenden Mathematiker eine vollstàndige Sammlung seiner Arbeiten 
vor. Da der Verfasser und Herausgeber keinen Grund für die Neuerung 
nnführt, ist man dafür lediglich auf Vermuthungen angewiesen; hoffentlich 
aber ist die am nachsten liegende Vermuthung, dass derselbe jetzt schon 
mit seiner mathematischen Thatigkeit abgeschlossen habe, unbegründet. So 
müssen wir un3 auf eine Abwsgung des Bedürfnisses nach dieser Sammlung 
beschranken. Haben die einzelnen Abhandlungen derselben in ihrer iso- 
lirten, durch langere Zeitraume getrennten Veroffentlichung bisher kcin 
richtiges Bild ihres Zusarnmenhangs und ihrer Bedeutung aufkommen laasen? 

Oder waren sie durch ihre Zerstreuung bisher zu schwer zuggnglich? , 
Die erste Frage i s t  unbedingt zu verneinen: dia Bedeutung der Auf- 

satze des Verf. für eine Reihe von grundlegenden Fragen und Problemen 
ist vollstindig anerkannt. Die auf Minimalflachen bezüglichen Entwicke- 
lungen , die Existenzuntersuchungen von Functionen , die Arbeit über die 
hypergeometrische Reihe sind in den festen Bestand der Literatur über- 
gegangen, wie etws für  das erstera Gebiet der erste Band des D a r b o u x -  
schsn Werkes ,,Leçons sur la thborie g h é r a l e  des SurfacesY bcwcist. Die 
Beantwortung der zweiten Frage ist zweifelhafter; jedenfalls ist für Viele 
die Zugiinglichkeit zn mancher der Arbeiten jetzt erst ermoglicht, wie zu 
der in den Acta der finnliindischen Gesellschaft (1885) publicirten: ,Deber 
ein die Flacben kleinsten Fl%cheninhalts betreffendes Problem der Variations- 
rechnung. Y 

Wie dem auch sei: sicher is t ,  dass die Abliandlungen von H. A.  
S c h w a r z  sich zu eincr Sammlung besonders eignen, weil sie im Wesent- 
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lichen in mehrere Gruppen von unter sich eng zusammenhiingenden und sich 
erggnzenden Arbeiten sich ordnen , die je einen grosseren Plan verfolgen 
und ohne gleichzeitiges eingehendes Studium fremder Arbeiten - so sehr 
sie auch an W e i e r  s t r a s s  anschliessen - verstandlich sind. Dies gilt 
zuniichst von dem ganzen ersten Bande, der ausschliesslich eine e r s t e  
Gruppe von Arbeiten, über M i  n i  m a 1 f 1 a c h e n  , enthalt, von 1865 -1887 
hin. Man lernt hier nicùt nur  die allgemeinen Ideen und Entwickelungen, 
insbcsondoro die subtilercn Fragen der Variationsrechnung, die Existenz- 
fragen der Losungen wichtiger partieller Differentialgleichungen nnter vor- 
gesehriebenen Bedingungen etc., kennen; man erhiilt auch eine Zahl inter- 
essanter Einzeluntersuchungen , die analytischcn Formulirungen untersttitzt 
durch geometrische Betrachtungen, die um so forderlicher sind, als sie an 
die Anscbauung ziemliche Ansprücho stellen. Vortreffliche Zeichnungen 
erleichtern aber die Auffassung. Ein sehr zweckmiissiges Vorstudium filr 
die Arbeiten dieses Bandes bietet tibrigens der erste Band des oben ge- 
nannten D a r  b O ux'schen Buches, in  melchem auch die Beziehungen zur 
übrigen Literatur noch eingehender, als in dem Anhang zu dieser Samrn. 
lung dargelegt sind. 

Die Arbeiten des zweiten Bandes, welche chronologisch geordnet sind 
und von 1863-1884 laufen, will ich in folgende Gruppen theilen: 

Z w e i t e  Gruppe: Arbeiten Iiber c o n f o r m e  A b b i l d u n g ;  Nr. 4,  5, 
6, 24. Deren Werth beruht nicht nur  darauf, dass sie zuerst filr einfacliere 
Abbildungsaufgaberi wirkliche Functionsbestimmungen angaben, und dass 
sie auch zu den ersten Untersuchungen des ersten Bandes tîber Minimal- 
flachen die Veranlassung wurden, sondern besonders darin, dass in ihnen 
(ungefahr gleichzeitig mit C h r i s t  o f f  el) vom D i r i  c h l e  t'schen Princip zum 
Beweis der Existenz der Abbildungsfunction abgesehen und eine directe Constan- 
tenbestimrnung wenigstens versucht wurde. Dieser letztere Umskdnd führte zur 

D r i t t e n  Gruppe: E x i s t e n z b e w e i s e  von Punctionen, die gewisse 
Bedingungen erfüllen, vor allem solcher, welche der Gleichung d u  = 0 
unter vorgeschriebenen Grenz- und Cnstetigk~itsbedingungen genügen; Nr. 7 ,  
8, 9, 10, 12, 20. Von den vom Verf. entwickelten Methoden, von denen 
die erstere a i ~ f  der Darstellnng einer Punction durch den bekannteu P o i s -  
s O n'schen Integralausdruck, die zweite auf einem ,Grenzübergang durch 
alternirendes Verfalirenu beruht - wesentlich ein Schluss von auf zwei 
Gebiete bezüglichen Punctionen auf ein aus den beiden combinirtes Gebiet -, 
ha t  die zweite Methode ihrer Aufgabe, eine Grundlage für  allgemeine 
Untersuchungen, wie die R i e m a n n ' s c h e  tiber A b  el'sche Functionen, zu 

werden, iii hohem Grade, wenn auch noch nicht fiir alle Palle der Begren- 
zung des Gebietes, entsprochen. 

V i e r t e  Gruppe: P r i n c i p i e l l e  Fragen der A n a l y s i s ,  in Bezug auf 
Existenz von Differentialquotienten, Definition des Fliicheriinhalts einer ge- 
krümmten Plache etc.; Nr. 15, 16 ,  19, 22, 26. 
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Ftînf t e n s :  Die Arheit ,Ueber die Falle, in welchen die h y p e r g e o -  
rn e t r i s c h e  Reihe eine a l g e b r a i s c h e  Function ihres vierten Elementes 
darstelltu (Nr. 11, 13; Cr. J. Bd. 75, 1872) hat  ein besonderes Interesse: 
Nicht mir, dass sie, wie die erste Gruppe, aus der zweiten Gruppe erwachsen 
ist, sondern wegen ihres Zusammenhanges mit der Theorie der reguliren Poly- 
eder, und infolge dessen mit der Entstehung der ganzen modernen Theorie 
der Functionen mit linearen Transformationen in sich. Zu den betreffenden 
Arbeiten von K l e i n  und Po i n  c a r  6 giebt es keinen lehrreicheren Zugang, als 
durch die S ch w a r z 'sche Abhandlung hindurch , an welche Jene  ankntipften. 

S e c h s t e  Gruppe: A l g e b r a i s c h - g e o m e t r i s c h e  Arbeiten, anknüp- 
fend an den R i e  m a n  n'schen Gcschlechtsbegriff; Nr. 2 ,  3, 17, 18. Der 
wesentliche Inhalt der Aufsatze iiber abwickelbare und Regelfiachen ist 
Hbrigens in  S a l  m O n's Raumgeometrie iîbergegangen. 

Einige weitere Arbeiten, meistens Einzelausftibrungen, machen das 
Bild eines erfolgreichen Schaffens, welches dieses Weïk bietet, noch leben- 
diger. Die A ~ f ~ a t z e  konnten fast vollsthdig in der urspriînglichen Form 
herausgegeben werden - ein Zeugniss f ü r  die Scharfe, mit der der Verf. 
arbeitet. Am Schlusse jedes Bandes sind Anmerkungen zugefügt, die nicht 
nur einzelne Stellen weiter ausführen, sondern vor Allem den Zusammen- 
hang mit der frliheren und spiiteren Literatur andeuten. Dass die Ausstat- 
tung des Werkes vorztiglich ist,  braucht kaum gesagt zu werden. 

E r l a n g e n ,  3. August 1890. M. NOETHER. 

Ueber die Natnrwissenechaften bei den Arabern. Vortrag von Professor 
E. WIEDEMANN in  Erlangen. Sammlung gemeinverstBndlicher wissen- 
sehaftlicher Vortrtige , herausgegeben von VIRCHOW und WATTENBACH. 
Neue Folge, ftinfte Serie, Heft 97. Hamburg, Verlagsanstalt A. G. 
(vormals J .F.Richter) .  1890. 8O. 32 S. 

Schon auf der Schule hat der Verfasser des Vortrages, wie der Bericht- 
erstatter als dessen früherer Lehrer sich wohl erinnert,  das Studium des 
Arabischen als stille Nebcnbesch~ftigung gewahlt und ist so heute einer der 
wenigen Vertreter exactcr Naturwissenschaft, welche zu den bezüglichen 
Qucllen altarabischer Literatur selbst hinaufsteigcn konnen. In  dankens- 
werther Weise hat  derselbe denn auch seit Jahren, meist in seines Vaters 
Annalen der Physik und Chemie, Einzelergebnisse seiner Quellenstudicn zur 
Geschichte der Naturkunde vcroffentlicht : so erst neulich wieder im 39. Bande 
jener Annalen. Hier* zeigt er, dass ein arabischer Porscher schon um 
1300 n. Chr. die Ar t  der Brechung von Lichtstrahlen bei ihrem Durchgange 
durch eine Wasscrkugcl theoretisch erortert und experimentell gcprlift hat 

* W i e d e m a n n ' s  Annalen, Bd. 39 (1890) S. 565--676: ,Ceber das Schen 
durch eine Kugcl bei den Arabern.Y 

Est . - l i t .  Abthlg. d .  Zeitsohr. f .  Math. u. Phgs. XXXVI, 2. 9 
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und dass er darauf die heute übliche Erklarung des IIaupt- und des Neben- 
regenbogens grundet; er weist ferner nach," dass A l  K h a z i n i  im 12. Jahr- 
hundert schon einen Satz ausspricht und beweist, den man und dessen 
Beweis man bis jetzt R o g e r  B a  c o n  zugeschrieben hat; er stellt ferner 
fest,** dass nicht, wie in den Geschichten der Physik zu lesen, erst im 
11. Jahrhundert I b n  a l  H a i t  a m ,  sondern schon 100 Jahre vor ihm an- 
dere Araber die aristotelische Auffassung zu Ehren brachten, dass die 
Gegenstande Lichtstrahlen aussenden, im Gegensatz zu P 1 a t O ,  der von den 
Augen fühlflidenartigc Strahlcn ausgchen und dureh sie die Gegenstande 
gewissermassen betasten liess; endlich ha t  auch W i e d  e m a n n  in letzter 
Zeit*"" die Uebersetzung einer Abhandlung des 1 b n  a l  H a i t  h a m  (f 1038) 
veroffentlicht, wo dieser die Frage untcrsucht, ob Planeten und Fixsterne 
Selbstleuchter biiid oder nicht. 

Nach solchen Quellenstudien i j t  der Verfasser des in der Ueberschrift 
genannten Vortrages gewiss berechtigt, über sein Thema zu sprechen, und 
man darf wohl erwarten, dass er aiich Neues zu bringen. weiss. 

I m  einleitenden Theile seines Vortrages schildert er in kurzen Zügen 
die allgemeinen Verhiiltnisse politischer, religioser, ethnologischer, literarischer 
Natur, welche für  die Entwickelung der Wissenschaften bei den Arabern 
in Betracht komrnen, um daun zur Besprechung ihrer Thiitigiceit auf natur- 
kundlichem Gebiete tiberzugehen. Hier werden zuerst ihre Leistungen in  
Astronomie und Mathematik vorgeführt, dann die i n  Mechanik, in der 
Optik, insbesondere bezüglich ihres Wisseus von Hohlspiegeln, von Lirisen 
und von der Lehre vorn Sehen, hierauf ihre theoretischen Auffassungen und 
praktischcn Lcistungen in der Chemie bezw. Alchcmic, bcsonders ihro Vcr- 
vollkommnung der chemischen Arbeitsmethoden, endlich wird noch ihr Ver- 
dienst um die beschreibenden Naturwi~senschaften als Thatsache angeführt. 
Der knappc Raum eines Vortrags gestattete natürlich bei al1 diesen Dingcn 
nur  ein flüchtigeu Berühren, um so mehr, alu auch noch die Wege, auf 
denen die arabische Wissenschaft sich ins Abendland verbreitete , und die 
Gründe für  den Verfall jener Wissenschaft und selbst die traurigen jetzigen 
Ueberreste derselben noch eine Erwiihnung finden mussten. Ueber Einiges 
liesse sich mit dem Vortragenden streiten: so über die Einftihrung der 
,,besserenu Zahlenschreibweise, tîber die Redeutnng des Wortes Algebra, 
über des Kullzcichen der Alexandriner, über die Nothwendigkeit des Ein- 
schiebens einer Schilderung von B h a z a s 1  Lebensgang. Aber dies sind 
Nebensachen. Die Hauptsache , wieder einmal die Ehrenrettung eines lange 
Verkaiinten vorgenommen, mit begründetem Urtheil den Blick hierauf ge. 
lenkt zu haben, verdient allen Dank. P. SKEUTLEIN. 

* a. a. O.: ,,Inhalt eines Gefisses in verschiedenen Abstanden vom Erdmittel. 
punkte nach Al Khtzinî und Roger Baco." 

** Ebenda, Bd. 39 (1890), S. 470-474: ,,Lw Geschichte der Lehre vom Sehen." 
*** Wochenschrift fiir Astronomie, Neteorologie und Geographie, Jahrg. 1890, 

Nr. 17: ,,Ueber das Licht der Sterne nach Ibn al Haitham." 
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Knrzer Abriss einer Geechichte der  Elementar  . Mathematik mit Hinweisen 
auf die sich anschliessenden hoheren Gebiete. Von Dr. KARL FINK, 
Professor an der Reslsc2iule zu Ttibingen. Tübingen 1890. Verlag 
der H. Laupp'schen Buchhandlung. X, 269 S. 

Der Gedanke des Verfassers , die Forschungen über Geschichte der Matho- 
matik, welche das seit M o n  t u c l  a 's Werk vergangene Jahrhundert gezeitigt 
hat, in übersichtlicher Kllrze zusammenzufassen, und so dem Lehrer an Mittel- 
schulen einen Leitfaden znr Belebung des mathematischen Unterrichts durch 
geschichtliche Einstreuungen in die Hand zu geben, ist an sich ein glück- 
licher. Es  wird auch bei der Nothwendigkeit, den mathematischen Unter- 
richt nach Fachern zu trennen, richtig sein, dem geschichtlichen Leitfaden 
die gleiche Form zu geben, also nicht das Bild eines einzelnen Zoitalters, 
sondern das einer einzelnen Disciplin, Rechenkunst , Algebra, Geometrie, 
Trigonometrie u. S. W. als einzeln betrachteten Abschnitt zu unterscheiden. 
Wir sind also im Ganzen mit Plan und Einrichtung des uns vorliegenden 
Uuches einverstanden. Leider konnen wir nicht zn dem gleichen Urtheile 
über den Inhalt uns verstehen. Herr F i n k  hat sich, scheint es uns, die 
Arbeit doch etwas gar  zu leicht gemacht. Zu den Quellen scheint er so 
gut wie niemals aufgestiegen zu sein, und dia Geschichtskundigen, auf 
welche er sich statt  dessen verliess, hat  er auch nicht immer sorgf'altig 
benutzt. E r  hat  endlich wahrend des Druckes viele Irrthümer stehen lassen, 
die geradezu sinnentstellend wirken. Die demotische Hieroglyphens~hrift 
(S. 7 Z. 13), die ganz verkehrte Rechnung bei der Erklërung befreundeter 
Zahlen (S. 27 2. 8-9), die Verwechslung des Sohnes von Albanna mit 
Albanna selbst (S. 58 Z. 6 v. u.), nirisos (S. 59), Bézont (S. 109) hatten 
doch verbessert werden sollen. Neben diese offenbaren Druckfehler stellen 
wir einige Fltichtigkeitsfehler. Wir trauen Herrn F i n k  zu,  dass er die 
griechische Bezeichnung der Zahlen durch Buchstaben <r =. 1, /3 = 2, . . . , 
L = 10, x = 20, ..., .G = 3 0 0  11. S. W. so gut kennt ,  wie Jeder, der ein Gym- 
nasium besucht ha t ,  und nui schreibt e r  S. 8 ,  diese Buchstaben seien in 
anscheinend beliebiger, aber ein-  für allemal fest gewihlter Ordnung für  
die Z a h l ~ n  1 bis 24 in den Text eingestellt worden! S. 36 wird der erste 
Gebrauch des Wortes Million R u d o l f f  oder S t i f e l  oder P a c i o l i  zu- 
geschrieben; wir meinen, der e r s t e  Gebrauch kann doch bei drei Bewer- 
bern nur von dem Aeltesten gcmacht worden sein. S. 154 ist aus dem 
Problem der Kreisquadratur ein Theorem gemacht. S. 162 sol1 A p o l l o  - 
n i u  s einen besonderen mechanischen Apparat zur LCsung der Delischen 
Aufgabe construirt haben, offenbar eine Verwechslung mit E r  a t O s t  h c II os. 
S. 164 verwendet , H i p p i a s  die vielleicht von D i  n o s  t r a t  u s  erfundene 
Quadratrix" und doch lebte H i p p i a s  mehr als ein halbes Jahrhundert vor 
D i n o s t r a t u s .  S. 168 kommt x = 3; im Arcerianus vor, sol1 heissen bei 
V i t r u v i u s ,  dern Architekten. S. 228  steht buchstablich: ,Die Ende  des 
15. oder Anfang des 16. Jahrhunderts eingeführte STerkürzung Cosilzus fiir 
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complementi sinus rührt  von dem Englander G u n t  e r  (t 1626) her. S. 186 
ist angegeben , P a s  c a l ' s  Geometrie der Kegelschnitte sei 1779 veroffeut- 
licht worden, wahrend sie verloren ging und niemals im Drucke erschien. 
S. 226 gilt als Verdienst V i e t a ' s ,  neue Falle des spharischen Dreiecks be- 
handelt zu haben, z. B. denjenigen, der einen Winkel in den drei Seiten 
auszudriicken gestattet, als ob diese Aiifgabe nicht schon durch A1 B a t -  
t ann erledigt wordeu ware. S. 156 heisst es : Von H e r  o n  stammt ein 
Buch über Geometrie (nach T a n n e r y  ein Commentar zu E u k l i d ' s  Ele- 
menten). I n  dem Eingeklamrnerten wird das Wortchen a u c h  fehlen, denn 
wenn Hem F i n k  Heron anch nur  aus Ausztigen kennt, des wird er doch 
gewiss nicht glauben, dass dessen feldmesserisches Werk ein Commentar zu 
Euklid gewesen sei. S. 118  ist der leider landlanfige Irr thum ausgesprochen: 
Die Zeit der Entdeckung wirksamer Convergenz- und Divergenzkriterien 
beginnt mit C a u  ch y (1821), und doch weiss es Herr F i n k  besser, denii 
nur eine Seite früher ist  von der hohen Bedeutung der 10 Jahre alteren 
G a u  s s'schen Abhandlung tiber die hypergeometrische Reihe die Rede. Bei 
einigen anderen Dingen sind wir zweitélhaft, ob wir noch von Plüchtigkeit 
reden dürfen. Hier mtîsste ein starker tadelndes Wort  gebraucht werden. 
Wir  ftihren wieder Beispiele a n ,  die aber keineswegs den Anspruch auf 
Vollstandigkeit erheben. S. 31 wird behauptet , Fi  b O n a c c  i habe Dupla- 
tion und Mediation als besondere Operationen. Das Gegentheil ist wahr 
und von einer hcrvorragenden Wichtigkcit, da gerade darin ein Merkmal 
der Zugehorigkeit zur Schule des F i b o n a c c i  oder zu der des J o r d a  n u s  
besteht, von welcher letzteren, wie von ihrem B e g r b d e r  Herr  F i n k  kein 
Wortchen sagt. - Was denkt sich ferner Herr F i n k  nnter Zeichenregel? 
S. 119 nennt er dieselbe einen Satz, ,welcher das Bildungsgesetz der Coeffi- 
cienten einer algebraischen Gleichung aus ihren Wurzeln enthLltu, und S. 73 
sol1 gar  1484 bei C h u q n e t  die Regel auftreten. Der letztere Irrthum 
gehort bereits Herrn M a r r e ,  dem Herausgeber C h u q u e t ' s ,  an ,  aber die 
erstere Unklarheit ist  IIerrn F i n k ' s  unbestrittenes Eigenthum. S. 137 

d 2 v  de ,  d2v 
wird als wichtig die Aufstellung der Gleichung - + - + , = O her- 

d x s  dyZ d s L  
vorgehoben , auf welche D i r i c h l  e t bei seinen Arbeiten über das Polential 
gestossen war. Ganz richtig, aber D i r i c h l e t  hat , wie alle anderen Mathe- 
matiker, die Gleichung a18 die von L a p l a c e  bezeichnet, welcher schon 
1789 sie aufgestellt hat. S. 80 gilt nach S t i f  e l  5 al8 die Uiametralzahl 
zu 3 und 4, weil 32+ 4a=52. Schade, dass es nicbt wahr ist. S t i f e l  
nennt 12 die Diametralzahl zu 3 und 4 und allgemein a b  zu a und O, 
wenn a2 + b2 = cB  ganzzahlig erftillt ist. Richtig is t ,  was Herr F i n k  
S. 1 7 3  aus S t i f e l ' s  Ausgahe von R u d o l f f ' s  Coss abdruckt,  falsch, was 
er dmin findet. Unrichtig ist auch, dass der Ausdruck Richtungscoefficient 
vop H a n  k e 1 herrühre. H a n  k e l ' s  Doctordissertation ist von 1861, fruher 
hat er iiberhaupt Nichts drucken lassen, Richtungscoefficient wird aber schon 
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1855, wenn nicht frtiher, gebraucht. Das Verhaltniss der beiden Erfindungen 
von B t i r g i  und N e p e r  ist S. 230 in ganz schiefer Beleuchtung dargestellt. 
Wir wollen damit unser Stindenregister schliessen. E s  ist bedauerlich , dass 
so zahlreiche Miingel, welche zum guten Theil leicht hatten vcrmicden 
werden konnen , die Brauchbarkeit des hübsch geschriebenen Buches wesent- 
lich einschranken. Auch manche Lticken wiireu ohne Schwierigkeit auszu- 
fullen gewesen. Wir  wollen nur  zwei solche nennen. I n  einer Geschichte 
der Elernentarmathematik darf die Erfindung der Methode der unbestimmten 
Coefficienten durch D e s c a r t  e s ,  die des Schlnsses von -n aof m f 1 durch 
P a s  ca l  nicht fehlen. CANTOR. 

Der Astronom, Mathematiker  u n d  (feograph Endoxos von  Knidos. II. Theil : 
Mathematik, von HANS K ~ N S S B E R G  , kiinigl. Reallehrer. Programm 
zum Jahresbericht der viercursigen konigl. Realschule Dinkelsbtihl pro 
1890. 61 S., 1 Figurentafel. 

Wir haben heute die nngenchme Pflicht, unsere Lescr auf das Er -  
scheinen des mathematischen Theiles der Untersuchungen über E u  d O x O s 
aufmerksam zu machen, als dessen Vorliiufer wir Bd. XXXIV, hist.-lit. Abth. 
S. 74-75 ein Programm des gleichen Vcrfassers fur das Jahr  1888 an- 
gezeigt haben. Wiederum hat  Herr K t i n  s s b e r  g seine Aufgabe darin ge- 
funden, die ziemlich zahlreichen Vorarbeiten anderer Gelehrten zu sammeln, 
zu vereinigcn, zu ergfinzen, und ktinftig wird man sich um so eher mit  
dem Hinweis auf seine Studie begnügen honnen, sls e r  alle Beweisstelleu 
im griechischen Wortlaute vollst%ndig abdrnckt. Die mathematischen Ver- 
diensto des E u d  0 x 0  s gliedern sich von selbst in verschiedene Abtheilungen. 
Zuerst werden die Leistungen i n  der Pr  O p o r  t i o  n e n l e  h r e  besprochen; 
eine zweite Abtheilung führt die Ueberschrift: E x  h a u  s t i o  n. t e r  e o  - 
m e t r i e .  S p h a r i k ;  auf diese folgt: d i e  a n a l y t i s c h e  M e t h o d e  u n d  
d e r  g o l d e n e  S c h n i t t ;  den Schluss bildet: d i e  W ü r f e l v e r d o p p e l u n g  
und  d i e  B o g e  n l i n i e n .  A19 Anhang ist noch ein kurzer Abschnitt P h y  s i k  
beigefügt. Das bekannte Scholion des P r  O k 1 O s , welches das ganze fünfte 
Buch der euklidischen Elernente als Eigenthum des E u d  0 x 0  s in Anspruch 
nimrnt, ist auch für Herrn K l i n s  s b e r g ,  wie für  den Unterzeichneten von 
unbestreitbarer Beweiskraft; e r  sichert somit E u d O x O s das Erfinderrecht 
auf eine wissenschaftlich geordnete und ausgebildete Proportionenlehre. Dass 
die Exhaustionsmethode E u  d O x O s angehort , sagt kein Geringerer , als 
A r c  h irn e d  , der zweifellos hervorragendste Anwender dieees Verfahrens. 
Herr K ü n s s b e r g  sieht, auf A r c h i m e d ' s  Angaben gesttitzt, in  den hei 
E u  k l i d  X I I ,  2 und 10 erhaltcnen Beweisen dafür, dass Kreise sich wie 
die Quadrate ihrer D u r c h m e ~ s e ~  verhalten, und dass Cylinder und Kegel 
von gleicher Grundfiache und H6he im Verhaltnisse von 3 :  1 stehen, und 
nicht minder in  XII, 7 und 18 wortliche Fragmente des E u d  0 x 0 8 ,  eine 
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Auffassung, die uns sehr anmuthet. Auch der Nokk'schen Ueberzeugung 
schliessen wir mit Herrn K t î n s s b e r g  uns a n ,  dass E u d o x o s  das kilteste 
Lehrbuch der Sphlirik verfasste. Der Frage ,  was die r.a,uiciArr~ YBaPp'~ 
des E u  d O x O s waren , durch welche die Wiirfelverdoppelung gelang , ist 
Herr K t î n s s  b e r g  gleichfalls niiher getreten. Da E u d  0 x 0 s  Schliler des 
A r c h y t a s  war, so wird zuerst die A r c  h y t a s  'sche stereonietrische Würfel- 
verdoppeluug besprochen. Der richtigen Bemerkung , dass A r c h y t a s  sich 
des Durchschnittes eines Cylinders, eines Kegcls und eincs Wulstcs bediente, 
hatte hinzugeftlgt werden dilrfen, dieses sei das erste Vorkommen der Spire, 
welche P e r s  e u  s spiiter schneiden lehrte. Herr K a n  s s b e r g  geht nun einen 
Schritt weitcr und sieht mit Horrn P a u l  T a n n e r y  die r.apnv'h17 yguppy' 
in der senkrechten Projection der Schnittcurve von Kegel und Wulst auf 

den Grundkreis 'des Cylinders, d. h. in der Curve von der Gleichung 
cz2x4 = b4(x2+ y"). Dieser Schritt scheint uns allzu ktihn. Bevor wir ihn 
mitwagen, müsste uns irgendwo in so alter Zeit eine Projection nacli- 
gewiesen werden. Nichtsdestoweniger k6nnen wir es nur billigen , dass 
auch diese Hypothese mitgetheilt wurde; die Vollst6ndigkeit der Darstellung 
verlangte es geradezu. CANTOR. 

Bibliographie 
vom 16. Decernber 1890 bis 28. Februar 1891. 
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HELMERT, R., Da8 konigl. preuse. geodat. Ins t i tu t  Berlin, Mayer & Müller. 

2 Mk. 
Dreiecksnetz der Schweiz, herausgeg. v. d. geodiitischen Commission. V. Bd. 

Zürich , HGhr. 10 Mk. 
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Die Anziehung homogener Ellipsoide. Abhandlungen von Laplace, Ivory, 
Gauss, Chasles und Dirichlet, herausgeg. v. A, WANGERIN. (Aus Ost- 
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FUERMANN, A., Anwendungen der Infinitesimalrechnung in den Nabrwis- 
senschaften , im Hochbau und der Technik. 2. Theil. Berlin, Ernst 
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\ 

WINKELMANN, A., Handbuch der Physik. 1. Bd. Breslau, Trewendt. 24 Mir. 
HEERWAQEN, F., Ueber die Schwingungsgesetze der Stimmgabel und die 
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Observatorium bei Potsdam. Berlin, Mayer & Mtiller. 2 Mk. 50 Pf. 
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B e r i c h t i g n n g e n .  

In meinem Auf~atze ,,Zur Aufstellung arithmetischer Identit%tenfL sind fol- 
gende Verbesserungen vorzunehmen : 
S. 2  Z .  5 v. o. statt nX(") lies xXrn) ;  
3, 3 1 1  2 3 ,  9 ,  ,, ~ m , i ( ' )  91 Tn,d2); 

I l  6 9 ,  14 ,, 11 7, =4 9 ,  4 i 
9, 7 17 2 ,, 91 2 9 ,  5 i 

m=O i =  m 

,, 8 ,, 11 ,, ,, fehlt der Factor c o s ( t p + l ) @  ausserhalb der geschweiften Klainmern; 
,, 8 ,, 3 P. U. statt ist lies 1st; 

,, 10 ,, 10 v. o. fehlt der Factor 
(2zJ . 
('::?)' 

,,IO ,, 2 v.u. statt + 2 v  lies - 2 v .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Bistorisch - literarische A btheilung. 

Commentar zu dem ,,Tractatus de Numeris Datis" 
des Jordanus Nemorarius. 

Von 

MAXIMILIAN CURTZE 
in Thorn 

Iordsni Neniorarii de Numeris Datis Liber III. 

1. T r i u m  n u m e r o r u m  c o n t i n u e  p r o p o r t i o n a l i u m  s i  d u o  e x -  
t r e m i  d a t i  f u e r i n t ,  e t  m e d i u s  d a t u s  e r i t .  

Extremus in extremum ducatur, et tantum eri t ,  quantum medius in se 
ductus. Illius erg0 radix extrehatur, et habebitur medius. 

Verbi gratia IX et  I II1 extremi s int ,  ducaturque unus in alium e t  
fient XXXVI, cuius radix est VI ,  e t  ipse est medius in continua propor- 
tionslitate inter I X  et 1111. 

1. K e n n t  man  i n  e i n e r  s t e t i g e n  P r o p o r t i o n  d i e  Lieiden A u s s e n -  
g l ieder ,  so  i s t  a u c h  dan M i t t e l g l i e d  b e k a n n t .  

üegebene Gleichuog: 
a : x = x : b .  

Mm hat 
z2 = ab, also x = VTb. 

II. S i  t r i u m  n i i m e r o r u m  c o n t i n u a e  p r o p o r t i o n a l i t a t i s  m e -  
d i u s  c u m  a l t e r o  e x t r e m o r u m  d a t u s  f u e r i t ,  e t  r e l i q u u s  d a t u s  
e r i t .  

Si enim medius in se ducatur, e t  prodiictum per alterum extrernorum 
datum .diilidatur, exibit reliquus. 

Verbi gratia sit III1 alter extremorum et  VI  medius. Uucatur erg0 
VI in se ,  e t  fient XXXVI, qui diuidantur per 1111, e t  exibunt, I X ,  e t  ipse 
est tertius in continua proportionalitate post III1 et  VI. 

ii. E b e n s o  i ~ t  d a a  d r i t t e  G l i e d  b e k a n n t ,  wenn  d a s  e r s t e  u n d  da8 
M i t t e l g l i e d  g e g e b e n  i s t .  

Hist.-Lit. Abthlg. d. Zeitachr. f. Math. u. Phgs. XXXVI, 3. 7 
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Gegebene Gleichung: a : b =  b:x. 
hat  wieder die Productengleichung 

a x  = be und dolglich x = be : a. 

Beispiel: 4 :  6 = 6 : x ,  dann ist x = 36:  4 = 9. 

III. S i  t r i o m . n u m e r o r u m  c o n t i n u e  p r o p o r t i o n a l i i i m  p r i m i  
a d  s e c u n d u m  f u e r i t  p r o p o r t i o  d a t a ,  e t  p r i m i  a d  t e r t i u m  d a t a  
e r i t .  

Proportio siquidem primi ad sepundum in proportionem secundi ad 
tertium facit proportionem primi ad tertium, in se ergo ducta facit eandem. 
Cum erg0 ipsa nota sit ,  in se ducta faciet extremorum proportionem datam. 

Verbi gratia proportio primi ad secundum sit sesquitertia. Ducatur 
erg0 unum e t  terfia in se: et fient unum et duae tertiae e t  nona: primurn 
ergo continebit tertium et duas tertias e t  nonam ipsius. 

LiI. K e n n t  m a n  v o n  d r e i  Z a h l e n  i n  a t e t i g e r  P r o p o r t i o n  das  Ver. 
h a l t n i s s  d e r  e r s t e n  zur  z w e i t e n ,  8 0  i s t  auch d a s v e r h a l t n i s s  der  ersten 
z u r  d r i t t e n  b c k a n n t .  

Gegebene Cleichungen: a : b = b : c ,  
a : b = m .  

AUE 1 und 2 folgt b : c = m. Multiplicirt man also diese Gleichung mit Gleich- 
ung 2, so entsteht a : c = mP. 

Beispiel: m = 1 4 ,  dann ist a : c = 14 4 = 16. 

IV. T r i u m  n u m e r o r u m  c o n t i n u a e  p r o p o r t i o n a l i t a t i s  s i  
p r i m i  a d  t e r t i u m  f u e r i t  p r o p o r t i o  d a t a ,  e t  p r i m i  a d  s e c u n d u m  
p r o p o r t i o  e r i t  d a t a .  

Quia enim proportio primi ad secundum in se ducta facit proportionem 
primi ad tertium, si proportionis primi ad tertium radix extrahatur, habe- 
bitur proportio primi ad seciindam data. 

Verbi gratia primus contineat tertium bis et eius quartam, hoc est 
novem quartas, cuius radix est tres medietates, quare primus continet 
secundum semel et medietatem. 

IV. K e n n t  m a n  ebenso  von d r e i  Zahlen  i n  s t e t i g e r  P r o p o r t i o n  das 
V e r h a l t n i s s  d e r  e r s t e n  z u r  d r i t t e n ,  s o  i s t  a u c h  d a s  d e r  e r s ten  zur 
zwei ten  gegeben .  

Gegebene Gleichungen: a : = : c, 

Aue der vorigen Nummer folgt augenblicklich, dass 
a : b = f i  

sein muse. 
Beispiel : m = 2;, dann ist a : b = V2$= 1;. 

V. S i  t r i u m  n u m e r o r u m  c o n t i n u e  p r o p o r t i o n a l i u m  m e d i u s  
d a t u s  f u e r i t ,  e t  c o m p o s i t u s  e x  r e l i q u i s ,  s i n g u l i  e o r u m  d a t i  
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Sit a ad b sicut b ad c l  sitque b datus et  a c  datus; c t  quia, quod 
fit ex b in se, tantum es t ,  quantum quod ex a in c ,  er i t ,  quod ex a in c 
producitur, datum, quare e t  utrumque datum. 

Verbi gratia sit  XI I  medius, e t  compositus ex extremis sit  XXVI,  qui 
in se ductus faciet DCLXXVI. Unus autem in alium faciat CXLIIII ,  quo 
quater detracto de DCLXXVI remanebit Cl cuius radix est X ,  e t  ipse est 
differentia extremorum. Erunt  erg0 VI11 et XVIII. 

V. 1 s t  i n  e i n e r  s t e t i g e n  P r o p o r t i o n  d a s  M i t t e l g l i e d  u n d  d i e  
Summe d e r  b e i d e n  a u s s e r e n  G l i e d e r  g e g e b e n ,  130 k e n n t  m a n  a u c h  
beide Lussere G l i e d e r  e inze ln .  

Gegebene Gleichungen: : = : y, 

x+y=s. 
Aus 1 folgt z y  i b2; man kennt also die Summe und das Prodnct der beiden 
ausseren Glieder, dieselben sind mithin nach Biich 1, III gegeben. 

Beispiel: b = 12, s = 26. Man findet in gewohnter Weise z - y = 10, und also 
x=18, y=8 .  

VI. T r i u m  n u m e r o r u m  [ c o n t i n u e ]  p r o p o r t i o n a l i u m  s i  c o m -  
p o s i t u s  e x  p r i m o  e t  t e r t i o  d a t u s  f u e r i t  a d  m e d i u m ,  i i t e r q u e  
ad  i l l u m  d a t u s  e r i t .  

Si6 a c  ad b datus, e t  quia ipsius ad b est proportio composita ex pro- 
portione a ad b et  proportione c ad b, cum sit proportio a: ad b ad unum 
sicut unum ad proportionem, quae est c ad b, cumque ait unum, quod est me- 
dium, datum, et compositum ex illis proportionibus datum, erunt utraque data. 

Verbi gratia compositum ex extremis contineat medium bis e t  eius duo- 
decimam. Itaque duo et duodecima ducantur i n  se et  fient I I I1  et  quadra- 
ginta novem centesimae quadragesimae quartae. Dempto ergo, quod fit ex 
uno in se  quater, hoc eut 1111, remanebunt quadraginta novem centesimae 
quadragesimae quartae, cuius radix est septem duodecimae. Ipsum si tol- 
latur de duobus e t  duodecima, relinquentur unum e t  duae quartae, cuius 
medietas est tres quartae, quare minor erit  tres quartae medii, et medius 
simiIiter maioris. 

VI. P e n n t  m a n  i n  e i n e r  s t e t i g e n  P r o p o r t i o n  d a s  V e r h a l t n i s s  d e r  
Summe d e r  be iden  A u s s e n g l i e d e r  zum M i t t e l g l i e d e ,  B O  i s t  a u c h  das 
Verha l tn i ss  j e d e s  e i n z e l n e n  zum M i t t e l g l i e d e  gegeben .  

Gegebene Gleichungen: 
: = : y ,  

(z + y) : b = m. 
x 1 Es ist - = - , also besteht die Proportion 
b - Y 

b z Y - 1 z l : -  
b : b 

und dadurch ist in Verbindung mit Gleichung 2 die Aufgabe auf die vorige zu- 
rückgeführt. 

arispeZ: = 24%. Man findet der Reihe naeh ($ + f y= &+Er,>,. al60 

x x 
(:-+).=+A, und daher x=+, b T = l ; .  

7 * 
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VII. T r i b u s  n u m e r i s  [ c o n t i n u e ]  p r o p o r t i o n a l i b u s  s i  a l t e r  
e x t r e m o r u m  f n e r i t  d a t u s ,  r e l i q u u s q u e  c u m  m e d i o  f e c e r i t  n u -  

m e r u m  d a t u m ,  q u i l i b e t  e o r u m  d a t u s  e r i t .  

Sint proportionales a ,  b, c l  sitque a datus,  e t  b c  faciat numerum 

datum; ducaturque a in b c  et fiat d e ,  u t  sit  d ex ductu a in b, et e ex 

ductu a in c ,  itemque et  ipse e fiet ex b in se ,  quare quod fit ex b in se 
et  in  e ,  qui datus est ,  erit  datum: ipse ergo datus. 

Verbi gratia alter extremorum sit VI I I I  e t  compositus ex reliquis 

XXVIII. Ducetiir itaque VII I I  in XXVIII ,  e t  fient CCLII, quod quater 
sumptum facit MVIII; quibus addatiir quadratum VIIII ,  e t  fient NLXXVIIII, 
cuius radix est XXXIII. Sublato VII I I  remanent XXIIII ,  cuius dimidium 

est XII ,  e t  ipsc est medius trium, tertiusque erit XVI. 

VII. K e n u t  m a n  i n  e iner  s t e t i g e n  P r o p o r t i o n  d a s  e r s t e  Gl i sd  und 
d i e  S u m m e  a u s  dem zwei ten  u n d  d r i t t e u ,  so  s ind  a l l e  Ql ieder  einzelri 
b e k a n n t .  

G egebene Gleichungen : 
a : x = x : y ,  

Es ist a x + a y  = a s ,  aber a y  = $ nach 1, folglich ist die Gleichung 
S + a s = a s  

nach Buch 1 ,  VII zu behandeln. Dadurch erhalt man x, also auch y. 
Ueispiel: a  = 9, s = 28. Die zu losende Gleichung wird hier 

xe + 9 x = 252. 
Aus ihr folgt x = 12, a180 y z 16. 

Vin. Si a l t e r u m  e x t r e m o r u m  c u m  m e d i o  a d  r e l i q u u m  e x -  

t r e m o r u m  d a t u i n  f u e r i t ,  u t r u m q u e  a d  m e d i u m  d a t i i m  e r i t .  

E t  sit a b  ad c proportio data, atque ipsa constat ex proportione a  ad c 
e t  b ad c. Sed proportio a ad c ad proportionem b ad c, sicut proportio 
6 ad c ad unum: per praemissam erg0 utraque earum data erit. 

Verbi gratia si+ alterum extremorum cum medio sescuplum ad tertiurn; 
itaque sex quater sumptum facit XXIIII ,  cui addito uno fient XXV, cuius 
rad ix~V,  de quo dematm unum, et reliqiii dimidium erunt duo, quare me- 
dium minori e t  maius rnedio duplum erit. 

ViII. K e n n t  m a n  i n  e i n e r  s t e t i g e n  P r o p o r t i o n  d a s  Verha l tn i ss  der  
S n m m e  d e s  e r s t e n  und z w e i t e n  G l i e d e s  zum d r i t t e n ,  s o  s ind  d i e  Ver- 
h a l t n i s s e  d e r  be iden  a u s s e r e n  G l i e d e r  ziirn m i t t l e r e n  e inze ln  gegeben .  

Gegebene Gleichungen: 
x : y = y : c ,  

( x + y ) : c  z m. 

Nach Früherem iat x : c z ( y  : c)e, alao besteht die Proportion 

Y - Y.", 1:- 
C C C  

Z und da nach Gleichung 2 3 + - z rn bekannt iilt, so ist man auf die vorige 
C c 

Aufgabe zurückgekommen. 
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Beispiel: m = 6. Hier heisst die zu Iihende Gleichung 

($)'+ = 6 

Folglich ist 3 = 2 und also z : y = 2. 

IX. S i  d u p l u s  m e d i i  c u m  u n o  [ e x t r e m o r u m ]  d a t u m  n u m e r u m  
f e c e r i t  r e l i q u o  e x t r e m o r u m  e x i s t e n t e  d a t o ,  s i n g u l i  i p s o r u m  
d a t i  e r u n t .  

Ut si a cum duplo b fecerit numerum datum, atque c datus fuerit. 
Ducatur erg0 c in se, e t  fiat d ,  e t  in a ,  et  fiet e, e t  in b bis, e t  fiant f, g, 
eritque totus d e f g  datus. Sed et  quia, e ,  quantum quod ex b in se ,  erit 
defg, quod fit ex b c  in se. Extracts  erg0 radice habebimus Oc datum, 
et quia c datus, e t  b atque a. 

Verbi gratia alter extremorum sit duo,  duplurnque rnedii cum reliquo 
faciat XVI. Ducatur erg0 duo in se et  XVI ,  e t  fient XXXVI, cuius radix 
est, VI, demptoque binario remanent 1111, e t  ipse medius, tertius VIII.  

IX. E e n n t  man  d i e  S u m m e  a u s  dem d o p p e l t e n  M i t t e l g l i e d e  u n d  
einem A u s s e n g l i e d e ,  sowie d a s  z w e i t e  A u s s e n g l i e d ,  so s i n d  d i e G l i e -  
der e inzeln b e k a n n t .  

Gegebene Gleichungen: 
x:y=y:c, 

x+2y=s. 
Es ist cZ+cx+ 2cy = cZ+ 2cy+ yP= (c+ yj2 = c2+cs. Folglich kennt man c +  y 
- 

=VcZ+cs, daher auch y ,  und aomit aueh x. 
Bnspiel: c = 2 ,  s = 16; es ist ca+ cs  = 36, folglich c+ y = 6, y 5 . 4 ,  also 

z = 8.. 

X. T r i b u s  n u m e r i s  [ c o n t i n u e ]  p r o p o r t i o n a l i t e r  s u m p t i s  s i  
c o m p o s i t u s  e x  o m n i b u s  d a t u s  f u e r i t ,  e x t r e r n o r u r n q u e  p r o p o r t i o  
d a t a ,  q u i l i b e t  e o r u m  d a t u s  e r i t .  

Si enim extremorum proportio fuerit data ,  et extremi ad medium e t  
medii ad tertiurn erit proportio data. Compositiis erg0 secnndum hoc pro- 
portionabiliter diuidatur, e t  habebirnus illos tres. 

Verbi gratia compositus ex tribus sit XIX, et extremorum alter alte- 
rum contineat bis e t  quartam. Duorum erg0 e t  quarta extrahatur radix, 
et erit unum et  dimidiurn. Diuidatur igitur XIX per t r i a ,  u t  primus se- 
cundo sit sesqualterum et  secundus tertio, et Gent. 1111, V I ,  VIIII.  

X. Kennt  m a n  i n  e i n e r  s t e t i g e n  P r o p o r t i o n  d i e  S u m m e  der  d r e i  
Glieder  nnd d a s  Verha l tn ios  d e r  b e i d e n  A u s s e n g l i e d e r ,  so Sind a l l e  
drei G l i e d e r  e i n z e l n  g e g e b e n .  

Gegebene Gleichungen: x:y =y:#, 
z+y+z=s, 

X : Z  = mP. 

Nach Früherem muss x :  y = m  sein, ebenso y: z m ;  man hat also s nur nach 
dem Verhiiltnisse von x :  y : z  zu theilen, um die Aufgabe zu Iosen. 

Beispiel: s = 1 9 ,  me = Z# ,  dann ist  m = î;, und es verhalt sich X: y : Z  

= 2 t  : 1; : 1, also ist x = 9, y = 6, r = 4. 
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XI. S i  c o m p o s i t u s  ex.  t r i b u s  n u m e r i s  [ c o n t i n u e ]  p r o p o r t i o -  
n a l i b u s  f u e r i t  d a t u s ,  a t q u e  e x t r e m o r u m  d i f f e r e n t i a  d a t a ,  i p s i  
e t i a m  d a t i  e r u n t .  

Data autam differentia aufferahr et item addatur composite et proue. 
nient data: duplum minoris trium cum medio, itemque duplum maioris cum 
medio. Unumque in alterum ducatur, e t  quia, quod ex duplo minoris in 
duplurn meioris ducitur, est,  quantum quod ex medio in se quater, erit, 
quod producitur, quantum quod ex' medio i n  se tor e t  in compositum bis 
datum, quare quod fit ex medio in  se e t  in duas tertias compositi daturn 
erit ,  cumque tertia sic data e r i t ,  medium datum, et sic extrema. 

Verbi gratia compositus ex tribus sit  XXXVIII, differentia extremo- 
rum X ;  quo detracto de XXXVIII e t  tunc addito fient XXVIII et XLVIII, 
unoque in alterum ducto fient MCCCXLIIII, c k u s  tertia CCCCSLVIII. 
Hic quadruplicetur, e t  erunt MDCCCXCII, cui addatur quadrat,um duaruin 
tertiarum XXXVIII, hoc est XXV et tertia,  e t  fient ÏÏCCCCXXXIII et 
duae tertiae et nona, cuius radix est XLIX e t  tertia; de quo ablatis XXV 
et  tertia reliqui medietas est XII ,  e t  ipse est medius, compositusque ex 
reliquis XXVI, quare unus VI11 et  alter XVIII. 

XI. E b e n s o ,  wenn  a t a t t  d e s  V e r h a l t n i s s e s  d e r  be iden  Aussen- 
g l i e d e r  d i e  Di f fe renz  d e r s e l b e n  g e g e b e n  i s t .  

Gegebene Gleichungen: x : y = y : z ,  

x + y + s = s ,  
x - z = d .  

Man fiudet 22 + y  = s - d ;  2 2  + y  = s + d, und folglich 
4 x z + 2 ( x + ~ ) y + y 2 = s 2 - d ?  

Es ist aber 4x2  = 4yz ,  aleo ist auch 3 ye + 2 y ( x  + y + z )  = s2 - d2, folglich hat man 
folgende Gleichung zu losen: 

s2 - do 
y P + 3 s y = - '  

3 * 
au0 ihr folgt y, und dann aua den beiden Gleichungen 

x 2 = y z ,  x - z = d  
die beiden anderen Glieder. 

Beispiel: s = 38, d  = 10. Die Gleichung heisst hier 
y2 + y = 448. 

Bus ihr folgt y  = 12, und x und z  müssen daher aus den Gleichungen 
x - 2 = 10, x.2  = 144 

gefunden werden, welche schon oben geliht sind. Es ist dann x = 18, z  = 8.  

XII. T r i b u s  n u m e r i s  [ c o n t i n u e ]  p r o p o r t i o n a l i t e r  s u m p t i s  
s i  c o m p o s i t u s  e x  d u o b u s  e x t r e m i s ,  i t e m q u e  c o m p o s i t u s  e x  m i -  
n i m o  e x t r e m o r u m  e t  m e d i o  d a t 8 i  f u e r i n t ,  o m n e s  e o s  d a t o s  e s s e  
c o n u e n i e t .  

Sint tres numeri proportionales a ,  b, c, maximus a ,  sintque dati a c  
et  b c ,  medietasque differentiae a ad c sit d. Manifestiimque, quod c d  est 
medietas ac, quadratum itemque c d  est velut quadratum b et  quadratum d, 
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quia quadratum c d  elit velut quadratum d  et quod fit ex d  in c et  c d  in c. 
Sed cd cum d facit a ,  atque a in c  velut b  in se. E t  quia b c  notum est, 
e t  cd datum, erit  differentia eorum data ,  quae est differcntia d ad b, quare, 
cum quadrata eorum data ,  compositus ex eis e t  uterque datus erit ,  cumque 
sic b datus, e t  a c  erit e t  a et  c  datus. 

Verbi gratia compositus ex maximo et minimo sit XXXIIII ,  et ex me- 
dio et minimo ait XXITII, atque medietas XXXIIII e t  XVTI, cuius qua- 
dratum est CC e t  LXXXIX, e t  ipsum constat ex quadratis medii et dimi- 
diae differentiae extremorum , quorum etiam differentia est VII. Quadrato 
igitur VI I ,  hoc est XLIX, sublato de CCLXXXIX remanebiint CCXL, qui 
cum aliis iuncti facient DXXIX, cuius radix XXIII ,  de quo ablato VI1 
reliquoque dimidiato fient VII I ,  et residuum de XXIII erit XV, qui est 
medius, et sic duo extremi prouenient VIIII  et XXV. 

XII. D e s g l e i c h e n ,  wenn  d i e  S u m m e  d e r  b e i d e n  i u s s e r e n  G l i e d e r  
und d ie  des  M i t t c l g l i e d e s  u n d  d e s  d r i t t e n  g c g e b e n  s ind .  

Gegebene Gleichungen: x : y  = y : z ,  
x + z = s , ,  
y + z - S Z .  

Es k t ,  werin x - B = 2 t  gesetzt wird , B + t = 4 S, ; ee ist fcrncr 
( z + t ) ' =  z ' + z ( z - z ) + & ( x - z ) Z = ( x - z + z ) z + t e = x z + t 8 =  y2+ t= .  

Es ist ferner y - t = s2 - as , ,  und man kann also y und t ,  also auch x - s finden, 
und folglich auch x und s  einzeln. 

Beispiel: s, = 3 4 ,  s8 = 24;  man findet also 
yz + tP = 289, y - t = 7 und hieraus t = 8, y = 15, ' 

und aus den beiden Gleichungen x + 5 = 34, x - e = 16 folgt endlich x = 25, z = 9. 

XIII. S i  u e r o  c o m p o s i t u s  e x  d u o b u s  e x t r e m i s  i t e m q u e  e x  
m a x i m o  e t  m e d i o  d a t i  f u e r i n t ,  t e r m i n o s  p r o p o r t i o n a l e s  d u p l i -  
c i t e r  a s s i g n a r i  c o n t i n g i t .  

Ut si a c  e t  a b  sint dati,  possibile erit dupliciter sumi a ,  6, c. Esto 
enim quod d sit  medietas differentiae portionum a ,  c ,  quae sit e maior e t  
f  minor, semper enim a c  maior duplo b :  dico erg0 quod d proportiondis 
erit inter c e t  f ,  atqiie cd quantum f b .  Quia enim fb  est medietas ac, 
erit quadratum eius quantum quadratum b  et  d ;  remanet erg0 quadratum d, 
quantum quod fit ex b  in f bis et f in f ,  et  quia f b  e t  item e b  sunt ut c, 
erit quadratum d ,  quod fit ex c in f i  quare d inter c e t  f i  Sed e t  cd  con- 
stat ex dimidio a c  et  b  et  d ,  et  a b  simili modo aequalia, ergo eint data, 
cum erunt d ,  et b.  Cum enim a b  datum atque dimidium datum, erit  d b ;  
sed quadrata eorum data ,  utrumque erg0 datum, ob hoc etiam et  e et f 
atque a et  c data erunt. 

Verbi gratia compositum ex maximo et medio sit XXVIII e t  ex maximo 
et minimo XXV. Dimidium autem XXV est XII  e t  dimidiuh,  cuius qua- 
dratum est CLVI et quarta. Eiusdem differentia ad XXVIII est XV e t  dimi- 
dium; huiua quadratum est CCXL e t  quarta ,  de quo tollatur CLVI e t  quarta 
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e t  relinquentur LXXXIIII ,  cuius a d  CLVI et  quartam differentia est LXXII 
e t  quarta ,  cuius radix VI11 et  dimidium; quo dempto de XV et dimidio 
e t  reliquo mediato exibunt tria et dimidium, quod cum X I I  facit ipsum: 

igitur tam X I I ,  quam tria e t  dimidium potest esse medium. E t  si fuerit 
XII ,  erunt extrema XVI e t  VI I I I ;  si  tria et dimidium, erunt extrema 

XXIIII et dimidium maius e t  dimidium tantum erit  minimum. 

XIIL D e s g l e i c h e n  in  d o p p e l t e r  Weise ,  w e n n  d i e  S u m m e  d e r  beiden 
A u s s e n g l i e d e r  u n d  d i e  d e s  g r t i s s e r e n  A u s s e n g l i e d e s  u n d  des  Mi t te l -  
g l i e d e s  b e k a n n t  sind. 

Gegebene Gleichungen : x  : y = y : a ,  
x + z - s i ,  
x + z = s , .  

Setzt man, wie vorher, x - z = Zt,  so ist z + t = As, und ye + te = )s i2;  diesmal 
i d  aber S p - a s l = ~ + y - z - t = ~ - z + y - t  = ~ t + y - t = y + t .  

Es ist also ye + tg = und y + t  = + - jsl bekannt, al80 wieder y und t einzeln, 
also auch 2 - z und daher auch x und z. 

Beispiel: si = 25 ,  s, = 28; es ist = 156$, - Ss, = 164, folglich 2yt 
= (15$)P - 156; = 84 und folglich (y - t)2 = 721, also y  - t = + 84. y  ist daher ent- 
weder 12 oder 3f und entsprechend t = 3; oder 12, also x  - z  entweder 7 oder 24, 
also x entweder 16 oder 246, und z entweder 9 oder :. Die Proportion ist also 
entweder 16:12=12:9,  oder 24$:3%=3$:;.  

XIV. S i  f u e r i n t  q u a t u o r  n u m e r i  p r o p o r t i o n a l e s ,  f u e r i n t q u e  

p r i m u s  e t  q u a r t u s  d a t i  a t q u e  c o m p o s i t u s  e x  s e c u n d o  e t  t e r t i o ,  
o m n e s  q u o q u e  d a t i  e r u n t .  

Quia enim primus e t  qnartus dati ,  e t  quod fit ex primo in quartum, 

quantum quod ex tertio in secundum, er i t ,  quod ex tertio in secnndum 
producitur, datum, et cum compositus ex ipsis datuv s i t ,  utrumque eorum 

datus erit. 
Verbi gratia primus XV, quartus V I ,  compositus ex secundo et  tertio 

XIX. Ducatur ergo XV in V I ,  et erunt XC. Sed et  quadratum XIX est 
CCCLXI, de quo tollatur quater XC,  e t  remanebit unum, cuiue radix est 

unum, et  ipsum est difforentia tertii ot  socundi, quare ipsi erunt X et VIIII, 
sed non est diutinctio, quod sit  tertium, quod secundurn. 

XIV. K e n n t  m a n  i n  e i n e r  P r o p o r t i o n  d i e  b e i d e n  Zusseren  Glieder  
u n d  d i e  S u m m e  d e r  b e i d e n  i n n e r e n ,  so s ind  b e i d e  a u c h  e i n z e l n  g e -  
geben .  

Gegebene Gleichungen: a : = : dl  
x + y = s .  

Aue 1 folgt x y  = a d ,  man kennt also Summe und Product der beiden iuneren 
Glieder, daher nach Buch 1 ,  LU beide einzeln. 

Beispiel: a = 15, d = 6, s = 19;  es ist ey = 90 und folglich ( x  - y)P = 1g2 
- 4.90 = 1 ,  x  - y  = - + 1, alao ist x  = 10 oder 9 und y  = 9 oder 10, also auch hier 
eine doppelte Losung. 

XV. P r i m o  a u t e m  e t  q u a r t o  d a t o  s i  d i f f e r e n t i a  s e c u n d i  e t  
t e r t i i  d a t a  f u e r i t ,  u t e r q u e  e o r u m  d a t u s  e r i t .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Commentar z. d. ,Tractatus de Numeris Datisu d. Jordanus Nemorarius. 89 
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Eadem enim de causa, qua c t  prius, quod fit ex secundo i n  tertium 
datum erit ,  cum erg0 sit eorum differentia da ta ,  consequitul; eou datos esse. 

Verbi gratia primus X I I ,  quartus I I I ,  differentia secundi e t  tertii 
quinque. Itaque ex ductu X I I  in tria fiunt XXXVI, quod quater sumptuni 
cum quadrato V faciet CLXIX, cuius radix est YII I ,  de quo dempto V 
reliqui rnedietas erit 1111, qui est unus, e t  reliquus I X ,  sed erit indistinctio, 
quis tertius , quis secuudus. 

XV. D e s g l e i c h e n ,  s o b a l d  n i c h t  d i e  S u m m e ,  s o n d e r n  d i e  Differenz 
der  I n n e n g l i e d e r  g e g e b e n  i s t .  

Gegebene Gleichungen: a : = y : 

x - y  =p. 

Hicr kennt man xy = a d  und x - y  = p ,  ale0 nach Buch 1, IV x und y  einzeln. 
Beispiel: a = 1 2 ,  d = 3, p = 5; man findet leicht x = 9, y =4. 

XVI. S i  i t e m  p r i m u s  e t  q u a r t u s  d a t i  f u e r i n t ,  e t  p r o p o r t i o  
s e c u n d i  a d  t e r t i u m  d a t a ,  q u i l i b e t  e o r u m  d a t u s  e r i t .  

Si enim dati sunt primus et quartus, erit eorum proportio data, quae 
constat ex proportione primi ad tertium et tertii ad secundum e t  secundi 
ad quartum. Sed cum proportio tertii ad secundum data s i t  diuisa per 
ipsum proportionem primi ad quartum, data erit  e t  composita ex proportione 
primi ad tertium et  secundi ad quartum. Sotius ergo radix extrahatur et 
habebitur proportio primi ad tertium, quare tertium datum; sed et proportio 
secundi ad quartum, et ab hoc secundum datum. 

Verbi gratia primum sit XVIII ,  quartum duo, secundum quadruplum 
tertio. Sed XVIII continet duo nouies, itaque nouem diuidantur per quar- 
tam et  exibunt XXXVI,  cuius radix extrahatur, e t  erit VI. Primum ergo 
continebit sexies tertium, erit erg0 tertius t res ,  et secundus sexies duo ,  e t  
ipse secundum hoc erih XII .  

XYI. E b e n s o ,  wenn  d a s  V e r h i i l t n i a s  d e r  b e i d e n  I n n e n g l i e d e r  be-  
k a n n t  i s t .  

Gegebene Gleichungen : a = y : 

x : y  = p .  
Es ist 

a - a  Y x - --.- . -  
d y x d  

x a oder, da -=-, 
d  Y 

d y d 
a x  also ist - = - bekannt, und folglich x und y. 
Y d  

1s x 
Beispiel: a = 18, d  = 4, p = 4; dann ist ( f ) '=9.4=36,  d s 0 = 6 ,  = 6 ,  

d . h .  ~ 1 1 2 ,  y = 3 .  Y 2 

XVII. S i  f u e r i n t  q u a t u o r  n u m o r i  p r o p o r t i o n a l e s ,  p r i m u s q u e  
e t  q u a r t u s  d a t i ,  f u e r i t q u e  c o m p o s i t u s  e x  p r i m o  e t  s e c u n d o  a d  
t e r t i n m  d a t u s ,  s i n g u l o s  e o r u m  d a t o s  e s s e  c o n u e n i e t .  
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Sint  proportionales numeri a ,  b, c, d ,  datique sint a e t  d ,  e t  ab ad 

c datus. E t  'quia  proportio a b  ad c constat ex proportione a b  ad a et a 
ad c ,  sed proportio a b  ad a est u t  proportio b ad a e t  unum, erit ,  ut 
proportio a ad c ducta in proportionem b ad a e t  unum faciat proportionem 
ab  ad  c. Sed proportio a ad  c ducta in proportionem c ad d facit pro- 
portionem o ad d;  sicut igitur proportio a ad d ad proportionem a b  ad c ita 
proportio c ad d ad proportionem b ad a e t  ad unum. Sed quia proportio c 

ad d ad  unum sicut unum ad proportionem b ad a ,  utrumque ad medium 
datum esse consequitur, quare utraque data ,  e t  sic b e t  c data erunt. 

Verbi gratia prirnum sit XVI ,  quartum tr ia ,  atque primus et secundus 
quadruplum eit tertio. Cumque sit XVI continens I I I  quinquies et  eius 
ter t iam, V et tertia continebunt 1111 et  eorum quartam et duodecimam. 
Itnque tres quartae quater sunt t r i a ,  quibus addatur unum, et fient 1111, 
cuius radix est duo,  de quo siibtracto uno et reliquo mediato proueniet 
medietas unius. Secundus erg0 medietas XVI ,  et est V I I I ,  tertius duplus 
t r ibus,  e t  es t  VI. Aliter sumatur quarta X V I ,  quae est 1111, sicut tertius 
est primi e t  secundi, e t  ducatur III in 1111, e t  fient XII ,  cuius quadruplum 
addito quadrato III1 faciet LXII I I ,  cuius radix VII I ;  de quo demptis III1 
et reliquo mediato fient duo, quae cum III1 facient VI, e t  ipse est tertius, 
secundus VlII. 

XVII. D e s g l e i c h e n ,  wenn  a u s s e r  den b e i d e n  ~ u s s e n ~ l i e d e r n  das 
V e r h a l t n i s s  d e r  S u m m e  d e s  e r s t e n  und  z w e i t e n  Gl iedes  zum d r i t t c n  
g e g e b e n  i s t .  

Gegebene Gleichungen: a : x =  y : d ,  
( a + s ) : y = m .  

Es ist 

ferner ist 
a a - - y .f  und . Y:? 
d -- a (;+l)=a:(;+l), 

daa heiset 
Y d Y  

Es ist aber auch 

z m a n  kennt also aua den beiden letzten Gleicbungen sowobl - ala $, und daher 
a 

a u c h  x und y. 
Beispiel: a = 16, d r 3, m = 4; d a m  hat man also 

5 : : 4 = 1 $ j , = i +  und Y = I : ? .  
d a  

Man erhiilt a190 fiir 5 die Gleichung 

x (:) + - = $  oder 

r 
a l so  ist 2 = b ,  5 = 2 und folglich x = 8, y  = 6 .  

a  
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Oder man erhalt fiir 3 die Gleichung: 
d (y)'-. ( y )  = 12; 

darnus folgt dann 

XVIII. Q u a t u o r  n u m e r i s  p r o p o r t i o n a l i b u s  s i  c o m p o s i t u s  e x  
p r i m o  e t  s o c u n d o ,  i t o m q u o  e x  t e r t i o  e t  q u a r t o  d a t i  f u e r i n t ,  
p r i m u s q u e  a d  q u a r t a m  d a t u s ,  s i n g u l o s  e o r u m  d a t o s  e s s e  n e -  
cesse  e s t .  , 

Cum enim compositi dati sunt e t  proportio eoriim data; sed quae pro- 
portio compositi ex primo et  secundo ad compositum ex tertio et quarto, 
ea primi ad tertium, erg0 haec data. Cumque primi ad quart,um data ,  erit  
primi ad compositum ex tertio et  quarto data. Datum ergo primum, sicque 
tertium, sicque secundum e t  quartum. 

Verbi gratia compositum ex primo e t  secundo XXV et  ex tertio et  
quarto X,  sed et  quartus sit quatuor quintaedecimae primi; cumque sit X 
duae quintae XXV, erunt quartus et  tertius deccm vigesirnae quintae primi, 
cumyue tertius et quartus sit X,  erit primus XV, secundus X ,  tertius VI, 
quartus 1111. 

XVIII. Kenii t  man  e b e n s o  i n  e i n e r  P r o p o r t i o n  d i e  Summe der  V o r -  
d e r g l i e d e r ,  d i e  d e r  H i n t e r g l i e d e r  und  d a s  Verhi i l tniss  d e r  b e i d e n  
Anssengl ieder ,  so s i n d  s a m m t l i c h e  G l i e d e r  g e g e b e n .  

Gegebene Gleichungen: 
: y = : v, 

x + y = s , ,  z+v=sg, 
x d v .  

Es verhalt sich 
(z+y):(z+u)=z:s, d. h. s,:s,=x:e, 

also ist 

daher auch 

Hieraus ist x gegeben, also auch y, a und v. 
S2 1  Bkspiel: s, = 25, & = 10, t = fi; d a m  ist - = 42, - = 14F, also = +#, 
S1 t x 

d.h. x=16, und folglich y = 1 0 ,  v = 4 ,  z = 6 .  

XIX. S i  v e r o  c o m p o s i t u s  e x  p r i m o  e t  q u a r t o  a t q u e  e x  s e -  
c u n d o  e t  t e r t i o  d a t i  f u e r i n t ,  e t  p r o p o r t i o  p r i m i  a d  t e r t i u m  
d a t a ,  q u i l i b e t  e o r u m  d a t u s  e r i t .  

Ut  sit a d  atque b c  dati,  itemque proportio a ad c  data. Eri t  erg0 
proportio ab ad c d  data, cumque totus a b c d  datus, erunt a b  et  cd dati. 
Differentia ergo b ad  d  data atque differentia a ad c. Sed quae proportio 
differentiae a ad c  ad  differentiam b ad d ,  ea est proportio ac ad d b ,  toto 
ergo a b  cd dato, dati erunt ac et  b  d ,  cumque differentiae a ad c et b ad d  
data sint,  eos omnes datos esse consequitur. 
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Verbi gratia sit primus curn quarto X V I ,  secundus cum tertio XlIIi, 
atque primus sesquialter tertio. Iuncto igitur uno cum uno e t  dimidio erit 
compositus ex omnibus, hoc est XXX, ad compositum ex tertio et quarto 
duplus sesquialter, ipse ergo erit XII. Sed quartus cum primo erat XVI, 
ergo primus superat tertium 1111, erg0 quartum est dimidium tertii, ipse 
erg0 erit  VI I I ,  e t  primus XII ,  secundus V I ,  quartus 1111. 

XIX. D e s g l e i c h e n ,  w e n n  d i e  Summen d e r  Aussen-  u n d  der  Innen-  
g l i e d e r ,  s o w i e  d a s  V e r h a l t n i s s  d e s  e r s t e n  G l i e d e s  zum d r i t t e n  be- 
k a n n t  s ind .  

Gegebene Gleiühungen : x : y = z : v ,  
x + v = s , ,  y + s = s 2 ,  

z = ts. 
Es verhait sich wieder (z + y) : (z + v )  = x : z, also hat man die Gleichung x + y  

+ = t. Daraus kann man x + y = A ,  z + v = p bestimmen. + z + v = s + s , ,  - 
z + v  

Also ist auch 
Z ~ - V = L - S ~ = S ~ -  p ,  x - z = s , - p  -1-s,. 

Es ist aber 
(x-z) : (y-v) = ( x +  z) :(y + v ) ,  

also kennt man, da wieder x + y  + z + v = si + s2 k t ,  
x + z = A i ,  y+?)=.,, 

hat also jetzt alle Gr6ssen einzeln. 
BeispieE: sl = 16, s,: 1 4 ,  t = j ;  man Gndet leicht x -  12, y =6, z = 8 ,  v = 4 .  

XX. S i  f u e r i n t  q u a t u o r  n u m e r i  p r o p o r t i o n a l e s ,  t o t o q u e  e x  
o m n i b u s  c o r n p o s i t o  d a t o  f u e r i n t  d i f f e r e n t i a e  p r i m i  a d  s e c u n -  
d u m  e t  t e r t i i  a d  q u a r t u m  d a t a e ,  o m n e s  e o s  d a t o s  e s s e  d e m o n -  
s t r a b i t u r .  

Si enim differentiae primi ad secundum e t  tertii ad quartum datae 
fuerint, erit differentia primi et tertii ad secundum et  quartum date ,  quare 
cum compositus ex omnibus datus sit ,  uterque eorum datus erit. Sed 
unius ad alium proportio ea primi ad secundum e t  tertii ad quartum-, pri- 
mus erg0 ad secundum et  tertius ad qunrtum est datus. Primus igitur et 
tertius ad differentias suas ad illos dati erunt,  cumque sint differentiae 
datae et ipsae, erunt dati e t  reliqui. 

Verbi gratia compositus ex omnibus sit  XXXV, et  differentia primi ad 
secundum V et tertii ad quartum duo. Primi erg0 et  tertii differentia ad 
secundum et  quartum erit VI I ,  quo subtracto de XXXV residui medietas 
erit XIIII, qui componitur ex secundo et  quarto; compositusque ex primo 
et  tertio XXI,  qui cum sit triplus ad VII, quae est differentia ipsius ad 
XLILI, erit primus triplus ad V et tertius ad duo,  quae sunt differentiae 
ipsorum ad secundum et  quartum: primus erg0 XV, secundus X ,  tertius VI, 
quartus iILI. 

XX. D e s g l e i c h e n ,  wenn  d i e  Summe a l l e r  v i e r  G l i e d e r  und d ie  
Di f fe renzen  d e s  e r s t e n  uiid z w e i t e n  u n d  d e s  d r i t t e n  u n d  v i e r t e n G l i e -  
d e s  g e g e b e n  s ind.  
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Gegebene Gleichungen: 
x : y  = z : v ,  

x + y + Z + v = s ,  

Man hat 

kennt also aus dieser Gleichung und der gegebeneu zweiten x  +- z  und y + z  
einzeln. Nun ist aber 

x : y - ( z + z ) : ( y + v ) = z : v ,  
folglich kennt man auch (x- y) : x und ( z - v )  : z ,  also, da die Differenzen gegeben 
siud, z  und z ,  folglich auch y und v. 

Beisjuiel: s = 35, d, = 5, d, = 2 ;  mau hat also 
( x + z ) - ( y + 7 1 ) = 7  

und daher 
x + z = 2 1 ,  y + v = 1 4 .  

Es verhLlt sich also 
x : y = 2 1 : 1 4 = 3 : 2 ,  

folglich auch 
x : ( x  - y )  = 3 : 1 und ebenso z : (z - v )  = 3 : 1. 

Man erhiilt so z = 15, z = 6, uud daher y = 10, v  = 4. 

XXI. Q u a t u o r  n u m e r i s  p r o p o r t i o n a l i t e r  d i s p o s i t i s  e t  c o m -  
p o s i t o  e x  o m n i b u s  d a t o  s i  d i f f e r e n t i a e  p r i m i  a d  q u a r t u m  e t  
s e o u n d i  a d  t c r t i u m  d a t a e  f u e r i n t ,  s i n g u l o s  c o r u m  d a t o s  e s s e  
c o n s e q u i t u r .  

Composito ex a ,  b, cl d dato sit e differentia a ad d l  e t  h differentia 
b  ad c  data, posito quod sit a maximus et  b maior c. Quia igitur differen- 
tia a ad b  e t  b ad c et  c ad d ,  si de e tollatur h l  remanebit differentia a 
ad b  cum differentia c ad d faciens quiddam datum, quod erit differentia 
a c  ad b d  data,  cumque totus abcd sit datus, erunt a c  e t  b d dati. Quia 
igitur differentia a ad c constat ex differentia a ad  b et h ,  itemque diff8- 
rentia b ad d  ex h et differentia c  ad d  (sed haec quatuor differentiae sunt 
ut e et h) ,  erit e cum h differentia ab ad c d  data, quare e t  ab  et  r d  
data. Sed quae proportio a b  ad c d ,  ea est a  ad c et  b ad d ,  quare haec 
data, cumque sint ac et b d  dati,  erunt a et  c ,  similiter b e t  d dati. 

Verbi gratia sit  compositus ex omnibus XLV, differentiaque primi ad 
quartnm VI1 et secundi ad tertium duo. Demptis erg0 duobus de VI1 
remanent V, quibus detractis de XLV reliqiii medietas erit XX, et ipse 
componitur ex secundo e t  quarto, primusque et  tertius erunt XXV. Item 
iuncto VI1 cum duobus faciunt I X ,  quibus demptis de XLV residui dimi- 
dium erit XViiI ,  qui constat ex tertio et  quarto, e t  XXVII ex primo et 
secundo. E t  quia XXV addit super XX eius quartam, primus continebit 
secundum e t  eius quartam. Itaque XXVII continet secundum bis et eius 
quttrtam, ipse erg0 erit X I I ,  e t  primus XV, sirque tertius X , e t  quartus VIII. . 

XXT. D e s g l e i c h e n ,  wenn a u s s e r  d e r  Summe a l l e r  v i e r  Q l i e d e r  d i e  
Di f fe renz  dea e r s t e n  und  v i e r t e n  u n d  d i e  d e s  z w e i t e n  und  d r i t t e n  
g e g e b e n  s ind.  
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Gegebene Gleichungen: x : y  = z : v ,  

x + y + z + u = s ,  
x - v = e ,  y - z = h . '  

J .  setzt voraua, dafis a > y  > z > u ist. Zunachst ist e  - h = (x - y) + (z  - v) - (x + z)  - ( y  + u) , a180 folgt au5 Gleichung 2, dasa x  + z und y+ u  gegeben sind. 
Ebenso k t  e + h = (x + y )  - (z + v),  also wiederum auch x  + y und z + v gegeben, 
aber x : z = y : v = ( x + y ) : ( ~ + v ) ,  a180 ist,  da z + z  und y + u  schon gefunden 
sind, x  und z, sowie y und v  gefunden. 

Beispiel: s = 45, e  = 7 ,  h  = 2; da e  - h = 5 ist, so erhilt man y + v  = 20, 
x  + z  = 25. Da ferner e  + f = 9, so erhilt man z + v = 18, x + y ; 27. Nun ver- 
halt sich (x + z) : ( y  + v )  = 5 : 4, also ist z = l$y  = 27, also x + y = 2 ) y  = 27; das 
heisst y  = 12, x = 15, z = 10, v = 8. 

XXII. S i  t r e s  n u m e r i  [ c o n t i n u e ]  p r o p o r t i o n a l e s  t r i b u s  a l i i s  
c o n t i n u e  p r o p o r t i o n a l i b u s  c o m p a r a n t u r ,  p r i m i q u e  a d  p r i m u m ,  
a t q u e  t e r t i i  a d  t e r t i u m  f u e r i t  p r o p o r t i o  d a t a ,  m e d i u s  q u o q u e  
a d  m e d i u m  d a t u s  e r i t .  

U t  si a ad b sicut b ad c l  itemque d ad e sicut e ad f, sitque pro- 
portio a ad  d et c ad f data: erit  e t  b ad e proportio data. Continuentur 
enim proportio a ad d et  proportio c ad f ,  et  composito extrahatur radix, 
e t  ipsa erit  proportio b ad e. 

Verbi gratia primus contineat primum et  eius octauam, tertius sit 
duplus tertio. Ducantur ergo duo in unum et  octauam, et  fient duo et 
duo octauae, quod erit  denominatio proportionis compositae, si continuentur. 
Eius extrahatur radix et  prouenient duodecim octauae, hoc est unum et 
dimidium. Itaque medium continet medium semel et  eius medietatem. Pro- 
portio enim ex proportionibus extremorum continuata est tamquam proportio 
mediorum duplicata. 

XXTI. K e n n t  m a n  i n  z w e i  s t e t i g e n  P r o p o r t i o n e n  d a s  Verha l tn i ss  
d e s  e r s t e n G l i e d e s  zum e r v t e n  u n d  d a s  d e s  l e t z t e n  zum l e t z t e n ,  s o i s t  
a n c h  d a s  V e r h a l t n i s s  d e r  b e i d e u  M i t t e l g l i e d e r  gegeben.  

Gegebene Gleichungen : a : b = b : c ,  
d : e = e : f ;  

Beispiel: = 1+, m2 = 'L ; man h d e t  
m,mg=2f, al80 b : e = l & .  

XXIII. Si  q u o t l i b e t  n u m e r i  c o n t i n u e  p r o p o r t i o n a l e s  t o t i d e m  
a l i i s  c o n t i n u e  p r o p o r t i o n e l i b u s  c o m p a r a n t u r ,  f u e r i n t q u e  p r i m i  
a d  p r i m u m ,  s e c u n d i  a d  s e c u n d u m  p r o p o r t i o n e s  d a t a e ,  r e l i q u o -  
r u m  a d  r e l i q u o s  p e r  o r d i n e m  p r o p o r t i o n e s  d a t a s  e s s e  c o n u e n i e t .  

Quae enim differentia proportio& primi ad primum ad proportionem 
secundi ad  secundum, ea erit proportionis primi ad secundum ad propor- 
tioriem primi ad secundum, ea etiam proportionis necundi ad tertium ad 
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proportionem secundi ad tertium, et ita per ordinem. Sed quae differentia 
proportionis secundi ad tertium ad  proportionem secundi ad tertium, ea . ~ 

proportionis secundi ad secundum ad proportionem tertii ad tertium, quare 
continue, quae differentia proportionis prirni ad primum ad proportionem 
secundi ad secundum, ea proportionis secundi ad secundum ad proportionern 
tertii ad tertium similiter in addendo et diminuendo et ista ad extremos. 
Illa erg0 differcntia continue dernpta relinquetur reliquorum ad  iuuicem 
proportio. 

Verbi gratia quatuor comparantur ad quatuor. Primum continet pri- 
mum et eius tertiam, secundus est secundo aequalis. Iiaque per unum, a 
quo denominatur aequalitas, diuidatur unum et. tertia, et exibunt unum et 
tertia, et per unum e t  tertiam diuidatur unum, et exibunt tres quartae. 
Tertius ergo tertii erit tres quartae; atgue tres quartae diuidantur per 
unum et  tertiam, et  exibunt novem sextae decimae, quartus ergo quarti 
erit novem sextaedecimae. 

XXli l .  Wenn e i n e  b e l i e b i g e  A n z a h l  s t e t i g  p r o p o r t i o n i r t e r  Zahleri 
mit  e i n e r  e b e n s o l c h e n  A n z a h l  a n d e r e r  s t e t i g  p r o p o r t i o n i r t e r  Zahlen  
verg l ichen  w e r d e u ,  u n d  m a n  k e n n t  d a s  B e r h % l t n i s s  d e r  e r s t e n  z u r  
e r s ten  u n d  d e r  z w e i t e n  Zahl  zur  z w e i t e n ,  so i s t  d a s  Verh i i l tn i ss  je  
aweier c n t s p r e c h e n d e r  Zahlen  g e g c b c n .  

Gegebene Gleichungeu: 
a : b =  b : c = c : d = d : e =  . . . ,  
a l : b , = b l : c , = c i : d , = d , : e , =  

a -- b  
-pi ,  -=Pz. 

ai 
Es kt der Reihe nach b, 

a b  b - h  c  - . ._= E.Cdl=d:+- -.- b bI C C ~  c d  uud -: - = d :  , = -: - U. S. W . ,  
a, ' L, b ' b, c q bj ' c, c  cl ci d, 

also d& Aufgabe ie16st. Hierbei muss man aich erinncrn, dass~proportionern a 
proportio& szlbt~ahere im Mittelalter liedeutet da8 erste VerhUtniss durch das 
zweite dividiren, wührend proportiorem proportion; addere die Multiplication der 
Verhzltnisse andeutet. Man sehe den Alyol-ismzls proportionum detl Fi c 01 e 
Oresme. 

Beispiel für vier Grossen: p, = 1+, pz = 1; dann ist pi : p, 14 und also 
d 

?=p,:lf =$,  ferner - = g : i $ = - & .  
'A di 
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Recensionen. 

Des Oeminos Isagoge nach Inhalt und Darstellung kritisch beleuchtet von 
Dr. KARL MANITIUS. Sonderabdruck aus den Commentatiouea Fleck- 
eisenianae. Leipzig 1890, bei B. G. Teubner. 25 S. 

Zu den mannigfachen Fragen, wolche in der Gcschichte der alten 
bIathematik und Astronomie noch ungelost oder doch wenigstens nicht mit 
allgemein anerkannter Losung dastehen , gesellt sich durch die Bernühungen 
der Herren F. B l a s s ,  M a x  C. P. S c h m i d t ,  M a n i t i u s  auch eine Gcmi- 
nus - Prage. Hat  es nur  einen G e m  i n u s gegeben, der ebensowohl die E ~ G U -  

py+ E ~ S  rd ~ ~ a ~ v o ' ~ ~ v t r ,  als auch ein geometrisches Werk e ~ w ~ l a  &v 

p c y ~ r p c k w  schrieb, von welchom letzteren ein Abschnitt den besonderen 
Tite1 z i & r s  F ~ V  p a p ) 7 p & ~ v  führte, und wenn es nur Einen gab,  wann hat 
e r  gelebt? Eine kurze Besprechung ist nicht der Platz, an welchem das 
gesammte Streitmatcrial vorgeführt werden kann. Wer für dasselbe sich 
interessirt , wird an den Stellen nachlesen müssen, welche Herr M a n i  t i u s  
genau angiebt. E r  selbst behauptet: Erstens sei der in der Isagoge an- 
geführte B oe t h i  il s ein Studiengenosse S t r a b O n ' s ,  der früheste Zeitpunkt, 
in welçhem jenes Buch verfasst sein konnte, falle demnach etwa auf 30 
vor Christi Geburt; zweitens seien in der Isagoge Fehler, die e r  des Nalieren 
nachweist, welche eines bedeutenden hhthematikers unwürdig seien; folglich 
sei dritfens der Verfasser der Isagoge, wenn er überhaupt G e m i n  u s hiess, 
von dern Mathematiker Ge m i  n u s  zu unterscheiden. Auf die Frage nach 
der Lebenszeit des Letzteren wird gar  nicht eingegangen und eine Beant- 
wortung nicht einmal versucht. Dem Ileferenten liegt,  der ganzen Rich- 
tung seiner eigenen Forschungen gemass, gerade am meisten an dieser letzt- 
erwahnten Frage,  und er m6chte nicht gern auf die Isagoge zur Losung 
derselben verzichten. Sollte aber dieses wirklich nothwendig sein? Wir 
wollen LTerrn M a n i  t i u  s zugeben, die Isagoge leide a n  Pehlern, welche 
mehr sind als Abschreibesünden. Wir wollen ihm zugeben, die Isagoge 
sei, wie sie heute vorliegt, das schriftstellerische Werk eines Fabrikanten, 
der etwa im ersten nachchristlichen Jahrhunderte aus verschiedenen an sich 
tadellosen Einzelheiten recht unverstandig ein Ganzes zusammenstellte. Aber 
zwingt uns das Citat bei A l e x a n d e r  v o n  A p h r o d i s i u s  nicht, einen 
Restandtheil doch einem G e  m i n u s zuzuschreiben? 1st dieser G e  m i nu s 

von dem Mathematiker verschieden? Wir glauben es nicht. Die beider- 
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seitigen Beziehungen zu P o l  y b i u s ,  die Thatsache, dass P r o  k l  u s  nur  von 
Q em i n u  s schlechtweg redet , ohne ein unterscheidendes Beiwort , ja  die 
Umwandlung einiger Capitel der Isagoge zur Sphaera Procli in Vereinigung 
mit der vielfachen Benutzung des Mathematikers G e m  i n u s durch P r  O - 
k l u s ,  das scheinen uns gewichtige Griinde, an jener Einheit festzuhalten. 

CANTOR. 

Die Arithmetik u n d  die  Schrift  liber Polygonalzahlen des Diophantus 
von Alexandria, Ubersetzt und mit Anmerkungen begleitet von 
G. WERTHEIM, Oberlehrer an der Realschule der israel. Gemeinde zu 
Prankfurt am Nain. Leipzig 1890, bei B. G. Teubner. I X ,  346  S. 

Die S c  h ulz'sche Diophant - Uebersetzung , die letzte , welche in eine 
neuere Sprache versucht wurde, ist 68 Jahre alt und nachgerade zu einer 
buchh&ndlerischcn Seltenheit geworden. Die Bcarbeitung von Herrn H e a t h  
(Cambridge 1885),  soviel Schatzbares in  ihr enthalten is t ,  ist keine Ueber- 
setzung. Wir begrtissen daher den neuen deutschen Diophant des Herrn 
W e r t h  e i m  mit Freuden, und wir hegcn die Zuversicht, er wcrde unter 
den Lehrern an unseren Mittelschulen diejenige Benutzung finden, ,welche 
er heute noch verdient. M6gen anderthalb Jahrtausende vergangen sein, 
seif D i  o p  h a n  t schrieb, mag die griechische Algebra der modernen in ganz 
anderem Maasse untergeordnet sein, als dieses bei der griechischen Geo- 
metrie der Pal1 ist: die Kunstgriffe , mittels deren D i  o p  h a n  t schwierige 
Aufgaben zu losen wusste, seine Fertigkeit in der Wahl der zweckmassig- 
sten Unbekannten sind heute noch unübertroffen, sind heute noch wie für  
den Schulunterricht geschaffen, bei welchem es gerade um so mehr auf 
ahiiliche Dinge in der Gleichiingslehre ankommt, je weniger eine allgemeine 
Theorie der Algebra mit MittelschIllern durchgenommen werden kann. Herr 
Wer t h e  i m hat sich aber nicht mit einer einfachen Uebersetzung begnügt, 
er hat zahlreiche Erlauterungen hinzugeftigt. Dieselben sind zweifacher 
Natur. Ersteus hat Herr We r t h e i m  alle diejenigen Anmerkungen tiber- 
nommen, beziehungsweise übersetzt , welche seinerzeit P e t  e r F e r m a t  ver- 
f a d e  und welche mit der Diophant-Ausgabe von 1670, in  welcher sie zum 
Abdrucke kamen, kaum mehr aufzutreiben sind. Er hat  tiberdies diesen 
F e r  rn a t 'schen Anmerkungen Erlauterungen beigegeben , welche sie kaum 
entbehren konnen. Zweitens hat Herr W e r  t h  e i m  auch eigene Anmer- 
kungen m m  Texte des D i  op  h a n  t hinzugeftigt. Sie sind meistens elemen- 
tarer Ar t ,  aber gerade dadurch nur um so geeigneter, im Unterrichte Ver- 
werthung zu finden. Insbesondere ist der Grund gewisser Bedingungen, 
die a n  die L6sung geknlipft sind, scharf hervorgehoben und ist hkiufig ge- 
zeigt, wie eine Verallgemeinerung der Aufgabe moglich k t .  Eine Gattung 
von Anmerkungen findet sich nicht: solche von geschichtlicher Natur. Herr 
We r t h e i m  hat sie nicht etwa vergessen, sondern in vollbewusster Absicht 

Hiat.-lit. Abthlg. d.  Zeltnchr. t Math. n. Phys. XXXVI, 3. 8 
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weggelassen, wie er im Vorworte erortert. E r  meint,, die Ergebnisse der 
seither angestellten Forachungen seien nicht so gesicherter Natur, dass man 
sie als geschichtliche Wahrheiten aususprechen vermoge, welche von dem 
Leser einfach anzuerkennen seien, auch ohne dass e r  in  den Gang der 
Untersuchungen , welche zu jeneu Ergebnissen führten , eingeweiht werde, 
und darin hat  er unbedingt Recht. E r  meint ferner, die Auseinandersetzung 
der widerstreitenden Ansichten un3 der dafür und dagegen geltend gemachten 
Umstlinde würde zu weit geftilirt haben. Das ist eine personliche Meinung, 
zu der jeder Schriftsteller berechtigt ist. E r  hat es mit sich auszumachen, 
wie weit e r  gehen will. Jedenfalls hat aber Herr  We r t h e i m seinen Lesern 
nicht vorenthalten, was sie nicht bei ihm suchen dlirfen, und er hat mehr 
gethan: e r  hat sie an den betreffenden Stellen, wo geschichtliche Fragen 
sich aufdrangen müssen, auf Werke verwiesen , wo dieselben , wenn nicht 
irnmer Erledigiing, doch ausführliche Erorterung fanden. So Sind auch 
diese Lücken, wenn man sie als solche empfindet, nicht unausfüllbar, und 
die Werke,  wo man Weiteres zu suchen h a t ,  sind nicht unauffindbar. Die 
Uebersetzung selbst liest sich leicht und angenehm. Sie ist dem griechi- 
schen Geiste so treu als moglich geblieben und hat nur eine Neuerung sich 
gestattet,  welche wir durchaus billigen mtissen: das diophantische Zeichen 
der unbekannten Grosse ist fortwahrend dnrch x ersetzt. CANTOR. 

I n h a l t  und  Methode des planimetrischen Unterrichta. Eine vergleichende 
Planimetrie von Dr. HEINRICE SCHOTTEN. Leipzig 1890, bei B. G. 
Teubner. I V ,  370 S. 

Der erste, aus ftinf Capiteln bestehende Rand liegt uns heute vor. 
Die Ueberschriften der Capitel lauten: Der Raum. Geometrie. ltaumgebilde. 
Die Ebene. Die Gerade. Ihnen voraus geht eine einleitende Abhaudlung: 
Ueber die Refurmbestrebungen auf dem Gebiete des planimetrischen Unter- 
richts. Die Anordnung ist folgende. Der Verfasser spricht Ansichten über 
die in Frage stehenden Dinge aus. Er vertheidigt diese Ansichten mittels 
einer Vertheidigungsweise, welche langst auf allen Gebieten als die zweck- 
massigste sich bewiihrt hat: durch Angriff auf ihnen entgegenstehende An- 
sichten. E r  stellt zum Schlusse jcdes Abschnittes in genauen Citatcn fcst, 
dass e r  den einzelnen Schriftstellern gerecht geworden ist. E r  begleitet 
diese Citate selbst mit fortwahrenden Anmerkungen. Die Eigenartigkeit 
dieser Anordnung lcuchtet e in;  Ileferent hat wenigstens kcin ahnliches Werk 
in Erinnerung. Urenn mir eine kleine Ausstellung an der Anordnung zu 
machen haben, so bezieht sich dieselhe auf die Reihenfolge der Citate. Wir 
hstten gewtinscht, sie der Zeitfolge genau angepasst zu sehen. Es wlire 
sehr interessant gewesen, zu erkennen, mie diese oder jene Schrift gewirkt 
oder nicht gewirkt hat,  Anklang oder Widerlegung fand,  sofort oder erst 
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nach langerer Zwischenzeit ihren Einfliiss auslibte, und zu dieser auch vom 
Verfasser gewünschten Einsicht ftihrt keine andere Ordnung, als dio chro- 
nologischs. Vielleicht entschliesst sich Herr  S c h  O t t e n  fur  den II. Band, 
dem wir mit  Begierde entgegensehen, unserem Wunsche zu entsprechen. 

In  diesem Wunsche liegt zugleich die Anerkenniing, welche wir aber 
noch besonders aussprechen wollen, dass wir die Untersuchungen des Ver- 
fassers fur h 6 c h ~ t  fruchtbare halten, und dass sie geeignet sind, geschicht- 
lichen und pzdagogischen Forschungen als nahezu unentbehrliche Grundlage 
zu dienen, jedenfalls dss  Material fur  solche vorzubereiten. Eine von 
dieser Anerkennung durchaus unberührte Frage ist die, ob wir Herrn 
S c h o t t e n ' s  Ansichten theilen oder nicht. Referent hat niemals a n  einer 
Nittelschule unterrichtet. Was e r  für  dort crreichbar M t ,  beruht also 
nicht auf Erfahrung a n  der Schule, sondern nur  au£ der a n  einzelnen Schü- 
lem, die ihm naher standen ; ausserdem hat Referent, wie vermuthlich jeder 
denkende Gelchrte, seine eigenen halbphilosophischen Ansichten über Dieses 
und Jenes, und ans diesen beiden ungleichen Bestandtheilen ha t  sich sein 
Glaubensbekenntniss mathematischen Schulunterrichts gebildet. 

Herr S c  h O t t e n will, der mathernatische Unterricht solle mit Geo- 
metrie beginnen. Ers t  in  Secunda solle Arithmetik hinzutreten. Vielleicht 
handelt es sich bei unserer hier schnurstracks entgegengesetzten Meinung 
um einen geringeren Unterschied, als man zunlichst glauben sollte. Will 
Herr S c  h O t t e n , wollen seine zahlreichen Gesinnungsgenossen den Rechen- 
unterricht sofort auf h6ren lassen, sobald der mathematische Unterricht be- 
ginnt? Sol1 dann in Secunda unvermittelt die allgemeine Arithmetik auf- 
treten? Wenn das die Meinung sein sollte, dann würde freilich eine un- 
überbrtickbare Kluft uns trennen. Das Gymnasium, und zwar auch das 
humanist,ieche G y m n a ~ i u m ,  z11 dessen Freunden wir mit Stolz uns zlihlen, 
hat freilich nicht die Aufgabe, lauter Zacharias Dase zu bilden, aber das 
kann man verlangen, dass der Gymnasiast immerhin rechnen lernt,  und 
dazu reichen Sexta und Quinta nicht aus. Quarta muss zum Rechnenlernen 
noch mithelfen. Dann aber halten wir es für  geboten, das Rechnen i n  
Quarta mit Zahlen und Duchstaben zu treiben, die allgemeine Arithmetik 
hier schon zu beginnen. Freilich setzt dieses Eines voraus: dass der Unter- 
richt im Rechnen von Sexta a n  durch einen wirklichen Siathematiker ertheilt 
werde, damit der Quartaner nicht als erste Aufgabe vor sich sehe, ver- 
gessen zu müssen, was or zwei Classen hindurch gelehrt wurde. 

Nun ziir Geometrie und ihren Grundbegriffen. Wie kommen dieselben 
zu Staude? Herr  S c  h O t t e n ltisst sie aprioristisch bilden. Wir gehoren 
zu Denen, welche in der Geometrie eine Erfnhrungswissenschaft sehen, d. h. 
die Grundbegriffe Sind fur uns aus den Anschauungen abstrahirt. Dieser 
Gegensatz ist ein wirkliclier und nimmt uns die Rerechtigung, den voin 
Verfasser verfochtenen SLtzen unsern eigenen Maassstab anzulegen. Nur 
eine Bemerkuug, welche S. 255 Note 2 niedergelegt is t ,  giebt uns Ver- 

8 * 
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anlassung , einen Satz auszusprechen , welchen , soweit unsere Kenntniss 
reicht, auch die Erfahrungsmathematiker noch nicht geaussert haben. 

,,Etwau Anderes wie Korper finden wir irn Leben nicht.' So heisst die an- 
geführte Note. Wir behaupten umgekehrt: K6rper finden wir n i e ,  sondern 
nur  Oberflschen; dass hinter der Oberfliiche ein Korper steckt,  das ist erst 
secundare Folgerung , aber nicht Anschauungsergebniss. Der erste geo- 
metrische Begriff ist deshalb für uns der der Oberflache oder kurzer gesagt 
der Fiiiche. An ihr 'und mit ihr sind die Grenzen, also Linie und Punkt 
gegeben. Der zuletzt auftretende Uegriff ist uns der des Kkpers .  

Ausser diesen wenigen Bemerkungen zu mehr als über Herrn S c h  O t - 
t e n ' s  Buch mochten wir noch auf zwei mathematisch interosaante Dinge 
hinweisen , welche als sein Eigenthum betrachtet werden dürften. S. 261 
und ebenso S. 272-273 sind die Definitionen von Kugel, Ebene und Ge- 
rade in  einen hübschen Zusammenhang gebracht. Geometrischer Ort der 
constanten Entfernung von einem Punkte ist die Kugel, der gleichen Ent- 
fernung von zwei Punkten die Ebene, der gleichen Entfernung von drei 
Ponkten die Gerade. Das Andere finden wir auf S. 127, wo Herr S c h o t t e n  
da3 an Stelle des Parallelenaxiorns vorgeschlagene Axiom von der Summe 
der Dreieckswinkel in  die Worte kleidet: D i e  W i n k e l s u m m e  i n  [ebenen]  
P o l  y g o n e n  i s t  c o n s  t a n t .  Aus diesem Axiome, welchem wir nur des 
bei Herrn S c  h O t t  n n weggelasvene Wort ,, ebenenu eingeftigt haben, folgt 
sofort (S. 130) die wirkliche Winkelsumme jener Polygone. Sei z die Win- 
kelsumme des Dreiecks ABC. Aus einem innercn Punkte O zerlegt man 
e d  durch 08, O B ,  O C  in drei Dreiecke, deren Winkel die des ursprüng- 
lichen Dreiecks nebst den Winkeln um O sind; also x + z + z  = x + 4 R 
und x = 2 R. Beirn Viereck A B  CD findet wieder von cinem inneren 
Punkte O aus die Zerlegung in vier Vierecke s tat t  durch Hilfslinien von O 
nach Punkten der vier Seiten, die zwischen deren Endpunkten liegen. Heisst 
die constante Winkclsumme wieder x ,  und Uberlegt man ,  dass die Winkcl 
der vier kleinen Vierecke aus den Winkeln von 0, aus vier Paar Nelien- 
winkeln und den Winkeln des ursprünglichen Vierecks bestehen, so ist 
4x=x+4R+4.2R, a190 x = 4 R  u. a. W. CANTOR. 

WOLDEMAR HEYMANN, Stndien tiber d ie  Transformation und Integration 
der  Differential- u n d  Differenzengleichungen nebst einem Anhang 
verwaudter Aufgaben. Leipzig, B. G. Teubner. 1891. X u. 436 S. 

In  dem vorliegendeil Werke hat  der Verfasser seine Abhandlungen aus 
dem Gebiete der Differentialgleichungen, die in  verschiedenen ZeitxhriCten 
veroffentlicht waren , unter einheitlichem Gesichtspunkte zusammengefasst 
und durch neue Studien vervollstiindigt und bereichert - ein ttîchtiges 
StUck Arbeit,  das einen stattlichen Band fUllt und das Gebaude der Mathe- 
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matik nach verschiedenen Richtungen hin weiter aiisbaut. U m  in dieser 
Reziehung Einiges sogleich hervorzuheben, erscheinen dem Ref. die Trans- 
formationen gcwisser hyperelliptischer Integrale, welche sich unter Umstanden 
auf elliptische reduciren lassen, die Untersuchungen über Differenzengleich- 
ungen und besonders die Auflosung der algebraischen Gleichung nten Grades 
mittels Differentialgleichungen von besonderer Redeutung. 

Gehen wir nunmehr auf den gesammten Inhalt des Buches niiher ein. 
Das erste Capitel enthiilt die Transformation und Integration verschieden- 
artiger Differentialgleichungen und beginnt (Studie 1) mit der Transforma- 
tion der Differentialgleichungen von Punkt -  in Liniencoordinaten. Dies ist 
der geometrische Ausdruck für die Substitution von zc und v a n  Stelle von 
x und y mittels der Gleichungen 

Dieselbe wird auf Differentialgleichungen erster und zweiter Ordnung an- 
gewandt und ftihrt meist zu bequemerer Integration, wie z. B. bei der 
Gleichung 

welche auf eine integrirbare lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 
zurückgeführt wird. Nach Einführung und Besprechung homogener Co- 
ordinakn (welche u. A. die Integration der Gleichung 

auf eine nach bekannter Methode integrirbare der ersten Ordnung aurück- 
führt) folgen Beitrage zur Integration der Gleichung Md y + N d x  = 0, 
worin ail und N  ganze rationale Functionen zweiten Grades in  x und y 
sind. I n  dem Falle, dass M eine Function zweiten Gradev ftir x allein 
k t ,  wird die Gleichung integrirt, d. h. auf integrirbare Gleichungen zweiter 
Ordnung, und zwar im allgemeinen F a l k  auf die Gleichung der hypergeo- 
metrischen Reihe , reducirt und dann untersucht, unter welchen Umstiinden 
sich die allgemeine Gleichung auf diese speciellere zurückführeu lasst. 

Andere Falle der allgemeinen Gleichung werden mittels quadratischer 
Substitution behandelt resp. integrirt. 

Die folgende Studie zeigt, wie im Allgemeinen eine Gleichung von der 
Form : 

9'. f0.vr'+ 'p. fi .v1+ f2.v 1 0 ,  

worin cg und f, , f, , f, ganze Functionen von x sind , transformirt werden - - -  
kann, so dass sie den Factor cg ausscheiden lasst, und lehrt im Besondern 
die Integration der Gleichung: 
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und die nachste bespricht ausftihrlich die Differentialgleichungen zweiter und 
erster Ordnung, denen durch hypergeometrische Functionen hoherer Ordnung 
genügt werden kann. Daran schliessen sich Untersucliungen tiber siinul- 
tane Differentialgleichungen, welche durch hypergeometrische Functionen 
integrirt werden konnen, und die Ableitung zweier Satze über die Determi- 
nante der Integrale simultaner Differentialgleichungen, welche sich ihrcr 

in welchem y, und y, die particularen Integrale der linearen Differential- 
glcichung : 

f, (x)Y"+ fi ( 4  Y'+ foc4 = 0 
bedeuten , anschliessen. Dieser Abschnitt , der von Differentialgleichungen 
verschiedener Art handelte, wird durch zwei Studien beschlossen , deren 
erste die Differentialgleichung 

M d x + N d y + P ( z d y - y d x ) = O ,  

J a  c O bi 's  Untersuchungen erweiternd , in dem Falle, dass M und N homo- 
gene Bunctionen vom nten, P die Summe dreier homogener Functionen vom 
bez. n - lten, n - 1 + aten, n - 1 - aten Grade sind , auf eine R i  c c a t i'sche 
Gleichung reducirt und z. B. für n = 2,  a = 1 (nach Aufl6sung einer cubi- 
schen Gleichung) durch hypergeometrische Functionen integrirt, wiihrend 
die andere Studie einige hübsche Beispiele fiir die Anwendung integrirender 
Factoren bei Differentialgleichungen zweitcr Ordnung liefert. 

Die beiden folgenden Studien beschaftigen sich mit der Auflosung ge- 
wisser algebraischer Gleichungen (und hiermit im Zusammenhange mit der 
Auewerthung gewisser irrationaler Integrale) mittels Differentialgleichungen 
und bereiten dadurçh auf ein spiiteres bereits erwtihntes Capitel vor. 

Und nun folgen in Studie XII1 Reitrage zur Transformation hyper- 
elliptischer Integrale. Der Verfasser beginnt mit einem Satze tiber die Dis- 
criminante d x der Gleichung : 

v ~ + A , . ~ v " - ' + ~ ~ ~ + A ~ v + A , - ~ = ~ ,  

worin die Ai Constanten sind und A bis auf einen constantcn Factor die 
Form hat : 

Getzt man hierin fur x seinen Werth x = vn + - . . + A, = q ( a )  ein, so l a ~ s t  
sich aus d rp ( v )  der Factor (rp'v)' ausscheiden, wobei der Quotient q~ [v) : rl 
vom (n - l)(fi- 2)ten Grade ausf'illt. Dieser Satz wird in  d e r  Art zur 
Transformation angewandt , wie folgendes Beispiel zeigt. Sei <p (v) = v4 
+ 6 B v 2 + 4 C v + D ,  so folgt d ( x ) = ~ + 3 p x 2 + 3 q x + ~ ,  wobei p, g, r 
in bestimmter rationaler Ar t  von B, C, D abhangen. 1st nun das Diffe- 
rential: d x d v= - 

ix" + p z ~ +  3 y a  

gogeben, so ist , wegen d a  = ip'v d a  : 
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und es kann nun umgekehrt das lelztere specielle hyperelliptische Differen- 
tial, wenn man die Gleichung q ( u )  = x nach v auflost, in  ein elliptisches 
umgeformt werden. Verf. führt dies Verfahren ftir eine Reihe Annahmen 
über cp (v) durch und verallgemeinert es noch, indem x, statt  zu A,, zu 
einem a n d e r ~  A subtractiv hinzutritt, wodurch die Trausformationsformel 
eine gebrochene wird. Sodann wird noch eine andere Transformation vor- 
getragen, durch die ein Differential von der Form v P  de : /m, wobei 
~ ( v )  eiue reciproke Fuuction (im Siune wie bei den reciproken Gleichungen) 
2nten Grades und p von lz abhangig is t ,  in die Summe z ~ e i e r  Differen- 
tiale, bei denen je eine Function ?a + l t e n  Grades oder eine Function des 

und eine des lz + Zten Grades im Nenner unter der Wurzel stelit, zer- 
legt wird. Dabei zeigt sich z. B., dass die Integrale 

pseudoelliptisch sind, also elementar ausgewerthet werden konnen. Der 
Raum verbietet AS,  den Inhalt diever besonders interessanten Stiidie zu er- 
sch6pfen, und aus gleichem Grunde sind wir gezwungen, aber  den weiteren 
(etwa noch zwei Drittel des Buches füllenden) I n h d t  uns erheblich kürzer 
zu fassen. Dies is t  auch um so eher moglich, als das Material, das i n  den 
folgenden Capiteln verarbeitet wird , durch die Ueberschrift derselben vol1 
stlndig charakterisirt wird, was bei dem besprochenen ersten Capitel nic'nt in  
dem Milasse der Fa11 ist. 

Das zweite Capitel behandelt die Integration linearer, nicht homo- 
gener Differentialgleichungen durch Siipplementarintegrale. Der Verfasser 
versteht unter diesem Aiisdrucke nach dem Vorgange andcrer von ihm ge- 
nannter Mathematiker (zu denen noch B o  O l e  hatte Binzugeftigt werden 
konnen) ein srticulares Integral der nicht reducirten Gleichung , welches 
zu dem vollst; 'igen Integral der reducirtcn hinzugefügt. das vollat%udige 
Integral der  ersteren ergiebt. Der Verfasser lehrt dieselbeu unter gewissen 
Voraussetzungen für die rechte Seite der Gleichung methodisch finden und 
discutirt sic; und die gewonnenen Resultate erscheinen dem Ref. besonders 
daruru wichtig, weil in vieleu Fiillen die Variation der Constanten wegen 
der Form des Integrals der reducirten Gleichung (z. B. als bestimmfes Inte- 
gral) in praxi undurcbführbar wird;  der Verf. kommt dabei tifters durch 
Annahme einer iihnlichen Form des Supplementar - oder des volIstSndigen 
Integrals wie bei den reducirten Gleichungen zum Ziele, wobei die Auf- 
16sung gewisser mit dem Integralzeichen behafteter Functionalgleiçhungpn 
sich nothwendig erweist und geleistet wird. Auch Systeme simultaner nicht 
reducirter Differentialgleichungen sind in Betracht gezogen worden. 
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Dlts dritte Capitel ist der transcendenton Auflosung der algebraischen 
Gleichungen und der Theorie der Differentialresolventen gewidmet. Nach einer 
Einleitung, in der u. A .  auch auf die vorhandenen Arbeiten auf diesem 
Gebiete (von denen tibrigens unabhlingig die ersten Untersuchungen des 
Herrn Verfassers ausgeführt wurden) hingewiesen wird, wendet sich der 
Verf. der trinomischen Gleichung zn - a s  - b = 0 zu , sucht die Differen- 
tialgleichung auf, welcher die Wurzeln der genannten algebraischen Gleich- 
ung oder eigentlich zweier aus ihr abgeleiteter gentigen, und entwickelt 
deren Integral in  Reihen, so dass s%mmtliche Wurzeln der gegebenen 
Gleichung dnrch convergente Reihen dargestellt werden konnen. Dasselbe 
geschieht nun auch f ü r  d i e  a l l g e m e i n e  a l g e b r a i s c h e  G l e i c h u n g  

G r  a d  e s , von deren sammtlichen Wurzeln beliebige Potenzen durch 
bestirnmte Tntegrale oder convergente Reihen ausgedrtickt werden. Dies 
Capitel erscheint dem Ref. hochst beachtenswerth, sowohl des Princips und 
der allgemeinen Gesichtspunkte wegen, wie auch wegen der glücklichen 
Ausführung im Einzolnen. 

Das vierte Capitel endlich , betitelt : ,,Transformation und Integration 
der linearen DifferenzengleichungenU, bringt diese mit den linearen Diffe- 
rentialgleichungen in Zusarnmenhang und lehrt sie auf diese Art zu inte- 
griren, wobei eine Anzahl von Analogien zwischen den Differenzen- und den 
Differentialgleichungen aufgefunden wird.* 

Wie die mehr oder weniger ausftihrliche Inhaltsangabe zeigt, bietet 
Herrn H e  y m a n  n's Werk vielfach wissenschaftlich werthvolle Resultate und 
mannigfache Anregung, die noch durch den Anhang, welcher 130 theils 
vollstandig, theils andeutungsweise geloste Aufgaben enthalt, reichliche 
Nahrung findet. - Wo der Herr Verf. bei scinen Untersuchungen Anschluss 
gefunden hatte, wird der Leser durch genaue Literaturangaben orientirt, 
und durch ein ausfihrliches Inhaltsverzeichniss wird ihm die Uebersicht 
erleiohtert. Wir cmpfchlen das gediegcne Buch dem Studium der Mathe- 
matiker. 

W. WOLFF: VollstLndiges Sachregister zu: Die Physik anf Grundlage der 
Erfahrnng  von Moussoa. 3 Dande. III. umgearbeitete und ver- 
mehrte Auflage. Zürich, Verlag von Fr. Schultheus. 1890. 78 S. 
Preis 2 Mk. 

M o  u s s o n  glaubte , mit Rücksicht auf die tibersichtliche Anordnung 
seines Werkes, auf ein alphabetisches Inhaltsverzeichniss verzichten zu dürfen. 

Ref. mochte dabei in formaler Beeiehung bernerken, dasa es eweckmassig 
erschienen ware, die zu Beginn der Untersuchung ails der Differentialgleichung 
abgeleitete Gleichung in die leicht zu erzielende Form einer wirklichen Differen- 
zengleichunp umzu~eteen, wiihrend aie jetzt eigentlich als Functionalgleichung be- 
zeich.net werden m ~ b b t e .  
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Indessen giebt es eine Reihe von pbysikalischen Erscheinungen, die bald 
da, bald dort untergebracht werden; in diesen Fiillen wird oin ausfiihrlichos 
Saehregister ungemein fordedich sein, zumal wenn es sich um ein rasches 
Nachschlagen handelt. Durch die nachtragliche Herausgahe dieses Registers 
haben sich sowohl Verfstsser, ~ l s  auch Verleger volle Anerkennung erworben. 

B. NEBEL. 

A.  GI,EICHBN, Die Hanpterecheinungen d e i  Brechung u n d  Reflexion des 
Lichtee, dargestellt nach neuen Methoden. Mit Figuren im Text. 
Leipzig, Verlag von B. G. Teubner. 1889. 47 S. 

Der Inhalt zerfsllt in vier Capitel, die sich mit den Grundvorstellungen 
über das Wesen der Lichtwirkungen, der Refiexion des Lichtes, der Brech- 
ung an ebenen Flbchen und der Brechung durch Kugelflkichen beschaftigen. 
Dabei geht der Verf. nicht von einzelnen Lichtstrahlen ails, sondern legt 
seineu Betrachtungen immer einen Strahlenkegel zu Grunde, dessen Spitze 
dem betreffenden leuchtenden Punkte angehort und dessen Basis mit der 
Pupille unseres Augos zusemmenfallt. Zunachst wird das Entstehen zweier 
Bildpunkte bei der Brechung an einer spharischen Fiache nachgewiesen und 
hierauf die diesbeztiglicheil Formeln abgeleitet. Diese bilden die Grundlage 
fiir das Folgende, indem Sie einer Reihe von speciellen Fallen als Ausgangs- 
punkt dienen. Bei der Reflexion am Concavspiegel ware es wohl einfacher 
gewesen , den Sinn ftir den Kugelradius anzugehen , wie dies zuvor auch für 
die anderen Strecken geschehen is t ,  statt den leuchtenden Punkt  und den 
Bildpunkt mit einander vertauscht zu denken, was schliesslich zu dem 
gleichen Resultat fiihrt. 

Sehr anregend und lehrreich Sind die vorliegenden Entwickelungen für 
solche Schiiler, welche mit der Grundlage der Physik schon bekannt sind; 
indessen Sind wir nicht demit einverstanden, dass die Reflexion und Brech- 
ung des Lichtes in  dieser doch etwas schwierigen Weise dem Schtiler mm 

ersten Male mitgetheilt werden soll. Ausserdem glauben wir, nach unseren 
SchulverhSltnissen zu schliesuen , dass , wenn auch die iibrigen Theile der 
Physik in der gleichen Ausführlichkeit behandelt werden sollen, die hierfür 
ausgesetzte Zeit nicht ausreichen wird. B. NEBEL. 

J. BISCHOFF, Ueber das  Geoid , mit einer Figurentafel. Inaugural - Disser- 
tation. Miinchen 1889,  F. Straub's Buchdruckerei. 32 S. 

Der erste Theil dieser Schrift enthalt einige Satze in Bezug auf das 
Geoid , die, mit Hilfe des Dreikantes bergeleitet , hochst einfache Beziehungen 
zwischen Punkten des Geoids zum Ausdruck bringen. Der zweite Theil 
sucht s u s  Mondbeobachtungen die Gestalt der Erde zu ergrliuden und zwar 
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------- MYnM_M,,̂  ,.------ ---- -- 
in einer neuen Weise, die von den bisher angegebenen, welche auf die 
Ermittelung des Radius vectors hinauslaufen, vollig abweicht. Der Verf. 
weist hier nach, dass, wcnn die Beobachtungen dos Mondos in einer belie- 
bigen Azimutalebene dieselbe Sicherheit, wie jene im Meridian haben, Ano- 
malien der Erdgestalt aufgedeckt werden, welche diese letztere bei Erhiihung 
der Pracision genauer bestimmen lassen. Das Problem ist bis jetzt rein 
theoretischer Natur, indem solche Mondbeobachtungen, wie sie für den vor- 
liegeuden Fa11 nothig sind, zur Zeit noch nicht vorliegen und vielleicht auch 
in absehbarer Zeit nicht erreicht werden konnen. Verf. unterlLsst es nicht, 
auf die Schwierigkeit solcher correspondirender Beohachtungen hinxuweisen. 

B. NEBEL. 

W. B I N D E I ~ ,  " D a s  graphische RückwBrtseinschneiden (Stationieren) als 
prakt ische Messtischoperation. 24. Jahresbericht der niederoster- 
reichischen Landes - Oberrealschule und der Fachschule für Masahinen- 
wesen in Wiener - Neuutadt 1889. Selbutverlag der Lehrinstalt. 
19 (51j S. 

Verf. weist zunachst darauf hin,  dass der Messtischapparat in jeder 
Ueziehung in Oesterreich eine grosse Ausbildung und Verbesserung erfahren 
bat ,  weil daselbst nach gesetzlicher Bestimmung die Detailaufnahme stets 
mit dem Messtische zu erfolgen hat. Nach einer kurzen geschichtlichen 
Notiz wird das P o  t h e n o t ' s c h e  Problem, um dessen L6sung es sich hier 
handelt , erliiiitert und die Construction von T O b i a s  M a y  e r mitgetheilt. 
Zu den directen Methoden, von denen die B o h  n e  n b e r  g e r - B e s s el'sche, 
sowie die G r  11 n e  r t7sche auseinandergesetzt werden , gehort auch die vorn 
Verf. angegebene, welche auf die Anwendung der Punkt -  resp. Strahleninvo- 
lutionen der neueren Geometrie basirt. Dieselbe Methode wurde in ihren 
Grundzügen schon irn 83. Bd. der Sitz.-Ber. der Wieuer Akad. d. Wissensch., 
Jahrg.  1881, S. 659 veroffentlicht. Sol1 jedoch diese Methode nicht rein 
mechanisch ausgeführt werden, so müssen die Geometer auch mit der syn- 
thetischen Geometrie vertraut sein, was nicht überall der Fa11 sein wird. 
I n  dem zweiten Theile werden die indirecten Methoden hehandelt, wobei 
namentlich den praktischen Arbeiten Rechnung getragcn wird. 

B. NEBEL. 
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7. Verallgemeinerung des Entstehungsgesetzes der Fusspiinktcurven E. J a n i s  c h. 

Grnn. Archiv 2. H .  VIII, 171. 
8. Potentielle d'un triangle dont les ci3tés sont en progression g6ométrique. 

D é  p r e z .  Mathesis X, 68. 
9. Ueber Parabeln hfiherer Ordnung. H i m s t e d t .  Grun. Archiv 2. R. Vli!, 210. 

10. Sur  une courbe du 3 e  ordre. D é p r e z .  Mathesis X, 172. 
11. fitude géométrique sur la cissoïde et  la strophoïde. CI. S e r v s i s .  Mathesis X, 9. 
12 .  Sur l a  courbe (xy-%i + yx-K)(x%+ y%)% = 1. H. B r o c a r d .  Mathesis X, 165. 

Envelonne des taneentes d'une courbe soumicies ii un certain mouvement de 
rkiation. J. fi eu b e r  g. Mathesis X, 142. 

Lieu du  centre d'une surface de révolution roulant sur deux tiges qui se 
trouvent dans un pian horizontal. A n d e r s o n .  Matheais X, 87. 

Propriét6 de la chainette d16gale résistance. E C e s k r o .  Mathesis X, 237. 
Vergl. Ellipse. Punctionen 74. Hyperbel. Kegelschnitte. Kreis. Lernnis- 

çate. Trajeçtorie. 

Analytische Qeometrie des Baumes. 
Sur quelques questions de signes en  géométrie analytique. E d .  L u c a s .  Ma- 

thesis X, 5. 
Zur Hestimmnng der Curven durch die Relation zwischm Kriimmnngs- und 

Torsionswinkel. R. H o p p  e. Grun. Archiv 2. fl. VilI ,  335. 
TJeber rationale Curven und Regelflichen. A. B r i l l .  Mathem. Anual.XXXVI, 230. 
Zur sphiirischen Schleifeiilinie. E. J a n i s c h .  Gruu. Archiv 2. B. VIII, 184, 334. 

[Vergl. Bd. XXXlII, Nr. 20. 
Sur iine surface régl6e du 88 or Cl re. M o s n a t .  Mathesis X, 121. 

Vergl. Cubatur. Oberfiachen. Oberflachen zweiter Ordnung. Rectification. 

Astronomie. 
Ueber eine Verallgemeinerun~ des dritten Kepler'sehen Gesetzes. P. B o  h 1. 

Zeitschr. Math. Phys. X X ~ V ,  188. 
Zur Theorie der astronomischen Strahlenbrechuog. E. O e k i n g  h a  us. Grun. 

Archiv 2. E. VLII, 92. [Vergl. Bd. XXXV, Nr. 25.j 
Vergl. Geschichte der Mathematik 98, 99 
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Bestimmte Integrale. 
h = " - l  2 h 2 n i  - 

23. Summirung der Gauss'schen Reihen 2 e n . L. K r o n e c k e r .  Crelle 
cv. 267. h=O 

24. $galités impossibles entre deux integrales définies. P. M a n s i o n .  Mathesis X, 4 0 .  
Vergl. Abel'sche Transcendenten 4. Reihen 189. 

C. 
Combinatorik. 

25. Ein Satz über Binomialcoefficienten. J. H e r  mes .  Grun. Archiv 2. R. VUI, 269. 
26. D6montrer l - ~ ~ , ~ f ~ P ~ . ~ - ~ ~ ~ , ~ + - . . + l = ( - l ) " C p ~ , ~ .  J .  B e g e n s .  Ma- 

thesis X, 63. - D é p r e z  ibid. 6 4 .  
27. Zahl der Combinationen, die n Steine auf dem Damenbrctte von 100 Feldern 

bilden konnen. C. B o e c k l e n .  Grun. Archiv 2. R. V U ,  326. 
28. Bemerkung zum Koniginnenprohlem. R. Hoppe .  Grun. Archiv 2. R. VIII, 333. 

Vergl. Keihen 200. Wahrscheinlichkeitsrechnuug. 

Cnbatnr. 
29. Zur lnhaltsrechnung der Korper. L i g o w s  k i .  Grun. Archiv 2 .  R. VIII, 319. 
30. Berechnung der krummrn Oberflache und dea korperlichen lnhalte eines Icugel- 

Auaschnittes zwischen zwei beliehigen, die Kugel und einander schneiden- 
den Ebenen. E. C z n b e r .  Crelle CV, 180. 

31. Surface et volume du tore. E. G e l i n .  Mathesis' X, 190. 

D. 
Determinauten. 

52. Valeur d'uu déterminant dont les 6lements sont s i n a ,  s i n ( a  + a), silz (a + 2 a), 
..., s i n ( a + ( n - 1 ) U ) .  J. N e u b e r g .  Mathesis X ,  117. 

Vergl. Differentialgleichungen 33. 

Differentialgleichnngen. 
33. Ueber eine Determinantenbcziehun in der Theorie der Differentialgleichungen. 

L. H 6 n i g p  b e r g e r .  Crelle Ev, 170. 
34. Ueber lineare Differentialgleichungen, deren Integrale nur einen singuliiren 

Punkt  im Endlichen besitaen und im Unendlichen sich reguliir verhalten. 
P. G ü n t h e r .  Crelle CV, 1. 

35. Ueber eine Methode, die su einem singularen Punkte einer linearen homo- 
genen Differentialgleichung gehorige Fundamentalgleiçhung zu bestimmen. 
P. G ü n t h e r .  Crelle CVI. 330.  

36. Zur ~ h e o r i e  der ~iffer~ntialgleic'hungen mit  rationalen Coefficienten. P. S c h a f -  
h e i t l i n .  Crelle CVI, 235.  

37. Ueber Recursionsformeln der Integrale linearer homogener Differentialgleich- 
iinaen. 1,. H e f f t e r .  Crelle CVI. 269. - L. F u c h s  ibid. 283 .  

38. Ueber dye algebraischen Integrale al&bra&her Differentialgleichungen. E. 
J a h n k e .  Zeitschr. Math. Phys XXXV, 148. 

39. Ueber gewisse homogene quadratische Relatiouen unter den Integralen einer 
linearen homogeuen Differentialgleichung sech~ te r  Ordnung. M. R O s e n - 
k r a n z .  Zeitschr. Math. Phys. XXXV, 82, 139. 

40. Beitrag m m  Studium der algebraischen Differentialgleichungen erster Ordiiung, 
dcren Intcgrale fcste Verzwcigungepiinkte bcsitzen, insbesondere der- 
enigen, welche die Ableitung bis zum 3. Grade enthalten. G. W a l  l e n -  

{erg.  Zeitschr. l u t h .  Phya. XXXI ,  191, 157 ,  321. 
41. Ueber die lineare Differentialgleichiing zweiter Ordnung mi t  linearen Coef'fi- 

cienten. L. P o  c h h a m  mer .  Mathem. Annal. XXXVi, 8 4 .  
42. Zur Integration der binomischen Differentialgleichuug drit ter  Orduung. E. 

J a h n k e .  Zeitschr. Math. Phys. XXXV, 576. 
a z a2 43. Int6grer a ~ ~ - + ~ x 4 z + a x ~ y - a x ~ ~ )  - = 2ax2yz - 2u2yS. H. B r o c a r d .  
a 2  

Mathesis X, 6 0 .  
a Y 

Vergl. Invariantentheorie 129. Mechanik 162. 
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Differentialqnotient. 
44. Ueber einigc Verallgemeinerungen der Leibniz'schcn Differentiationsformel und 

des polynomischen Lehrsatzes. A. H u r w i  tz .  Ztschr. Math. Phys.XXXV, 56. 
45. Sur l'interversion des dérivations partiellea. G .  P e a n o .  Mathesis X, 153. 
46. Ueber algebraische Belationen zwischen den Entwickelungscoefficienten hoherer 

Differentiale. F r .  Me y e r. Mathem. Annal. XXXVI, 453. 
Vergl. Functionen 73. 

Dreiecksgeometrie. 
47. Ueber den Brocard'schen Kreis als geometrischen Ort und die demselben ver- 

wandten Kegelschnittschat~ren. A. M ü l l e r .  Grun. Archiv 2. R. VIII, 337. 
48. Der Feuerbach'sche Satz Yom ebenen Dreieck. R. S l a w y k .  Zeitschr. Math. 

Phys. XXXV, 36. 
49. Sur un nouveau cercle associE à un triangle. W. F u h r m  a n n .  Mathesis X, 105. 
60. Complément do théorie des polygones harmoniques. J. C a s  ey.  Mathesis X, 96. 
61. Thkorèmes de la géométrie récente du triangle. V e r n i o r  y ,  B e y  e n s ,  D ép rez .  

Mathesis X, 166. 
52. Sur quelques séries de  points remarquables dans le triangle. A .  P o u l a i n .  

Mathesis X, 246. 
Vergl. Geschiühte der Mathematik Ill, 112. 

E. 
ElektnciUlt. 

53. Methode zur Bestimmung des specifischen Leitungsverm6gens des Erdbodens. 
R. U l b r i c h t .  Zeitschr. Math. Phye. XXXV, 121. [Vergl. Ud. XXXIV, 
Nr. 224.1 

54. Allgemeine SBtze über die clektromotorische Induction. G. A d l e r .  Zeitschr. 
Math. Phys. XXXV, 123. 

Eiiipse. 
55. Propriété des points de rencontre des normales à une ellipse avec le cercle 

circonscrit a u  rectangle cles axes (cercle de Monge). V. J a m e t .  Mathesis 
X, 207. - K 1 u y v e r  ibid. 209. 

56. Propriété des points dans lesquels lea rayons menés des deux foyers à un point 
de  l'ellipse rencontreut l'ellipse une seconde fois. D é  p r e z. &thesis 
x ,  261. 

57. Propriété d'une ellipse tournant autour d'un de ses foyers. S t u  y v a e r  t, D é -  
p r e  z. Mathesis X, 148. 

58. L a  sécante MM' &nt tirée par  un point donna P de l'axe focal d'une ellipse, 
dont un foyer se trouve en E; i l  existe une constante r donnant au  pro- 
duit ( F N +  r )  (FM'+ T) une valeur constante. Ch  o i s  i s etc. Mathesis X, 
46. - D é p r e s  ibid. 253. 

Vergl. Maxima und Minima 160. Eectification 188. 

F. 
Factorenfolge. 

59. Identit6 entre un produit et une serie de fonctions trigonom6triques. M o s n a t ,  
F a l i s s e ,  D e  BGz6ky. Matheeis X, 125. 

60. Expression do e en  produit infini. Mathcsis X, 156. 

Formen. 
61. Ueber die Theorie der algebraischen Pormen. D. H i l b e r t .  Mathem. Annal. 

XXXVI, 473. 
62. Ueber die Bedingungen, unter welchen zwei quadratisclie Formen mit ratio- 

nalen Coefficienten in einander rational transformirt werdeu konnen. II. 
M i n k o w s k i .  Crelle CVI, 5. 

63. Theorie der biquadratischen Formen. G. F r o b e n i u s .  Crcllc CVI, 125. 
62. Bemerkungen zu v. Gall's Untersuchungen über die Grundsyzyganten zweier 

simultanen biquadratiscben binaren Formen. E. S t r  O h.  Mathem. Annal. 
XXXVI, 164. 

65. Ueber die symbolische Darstellung der Grundsyzyganten einer biuaren Form 
sechster Ordnung und eine Erweiterung der Symbolik von Clebsch. E. 
S t r o h .  Mathem. Annal XXXVI, 262. 
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Pnnctionen. 
66. Ueber einen Ausnahmefall bei der Bestimmung des Radius ,des Grenzkreises. 

L. F u c h e .  Crelle CVI, 1. 
67. Allgcmeine Parameterdarstellung von Substitutionen involutorischen Charak- 

ters, welche eine rationale Function in sich selbst überführen. F r .  H o f -  
m a n u .  Grun. Archiv 2.  R. VIII, 225. 

68. Zur Theorie der Fuchs'achen Fiinctionen. L. S c h l e s i n g e r .  Crelle CV, 181. 
69. Ueber bedingt periodische Functionen eines beschrankt veranderlichen Argu- 

mentes uud Anwendung derselben auf Mechanik. O. S t a u d e .  Crelle 
C]V. 2SR. . . 

70. Zur ~ h e o r i e  der eindeutigen Functionen. P. S t a c k e l .  Crelle CVI, 189. 
71. Ueber die Jacobi'schen Functionen dreier Variabeln. G. F r o b e n i u s .  Crellc 

cv, 35. 
72. Ueber den gemeinsamen Theiler zweier ganzcr Functionen einer Vcrander- 

lichen. E. N e t t o .  Crelle CVI, 81. [Vergl. Bd. XXXV, Nr.  152.1 
73. Ueber Theilbarkeitseigenschaften ganzer Functionen hoherer Differentialquo- 

tienten. F r .  M e y e r .  Mathem. Annal. XXXVI, 435. 
74. Sur une courbe qui remplit toute nne aire plane. G. P e a n o .  Mathem. Amal .  

XXXVI. 157. 
Vergl. ~ b e l ' s c h e  Transcendenten. Bestimmte Integrale. Determinanten. Dif- 

ferentialgleichungen. Differentialquotient. Factorenfolge. Formen. Hyper- 
elliptische Transcendenten. Integration (unbestimmte). Invariantentheorie. 
Kettenbrüche. Logmithmen. Mittelgrossen. Reihen. Thetafunctionen. 
Transformationsgruppen. Zahlentheorie 229, 233, 234. 

Qeometrie (descriptive). 
75. Ueber die Fundamentalaufgabe der Axonometne. A. Beck .  Crelle CVI, 121. 

Qeometrie (hohere). 
76. Sur la transformation pa r  rayons vecteurs réciproques. L a i s  a n  t. Mathesis X, 224. 
77. Sur la réversibilit6 de l a  transformation linéaire. Cl. S e r v a i s .  Mathesis X, 132. 
78. Ueber algebraische Correspondenzen. S ecialgruppen von Punkten einer alge- 

braischen Curve. A. B r i l l .  ~ a t % e m .  Annal. XXXVI, 321. 
79. Ueber Schnitt uuktfiguren ebener algebraischer Curven. E. S t udy.  Mathem. 

Annal. ~ X X Y I ,  216. 
80. Ueber die Anzahl der Losungen gewisser Aufgaben und allgemeine Eigeuschaf. 

ten algebraischer Curven. B. S p  O r e r .  Zeitschr. Math. Phys. XXXV, 
237. 293. 

7 - - - -  
81. ~ e b e r - & s  sphirische Polarsystem und seine Anwendung auf daa Tetraeder. 

Th.  Meyer .  Grun. Archiv 2. R. VIII, 363. 
82. Ueber lineare Mannigfaltigkeiten projectiver Ebenenbüschel und collinearer 

Bündel oder Raume. T h .  R e y e .  Crelle CVI, 30, 316. [Vergl. Bd. XXXV, 
Nr. 95 1 

83. Eine ~la&ification der allgemcinenEbenensysteme. V. E b e r h a r d .  CrellcCVI, 89. 
84. Ueber eine merkwürdige Configuration gerader Linien im Haume. H. Maachke .  

Mathem. Annal. XXXVI, 190. 
85. Eine Constrnction fur das Chasles'sche l'roblem der Projectivitat. EL S c h r o  e -  

t e r .  Zeitschr. Math. Phys. XXXV, 59. 
86. Ueber einen Satz aus der projectivischen Geometrie. Th .  M e y e r .  Zeitschr. 

Math. Phys. XXXV, 381. 
37. Proprieté de deux triangle8 homologiques. J. N e  u b e r g .  Mathesis X, 230. 
88. Sur le quadrilatère inscriptible. M a n n  he im.  Mathesis X, 155. 
89. Ueber die Configuration, welche durch die Aehnlichkeitspunkte und Aehnlich- 

keitsgeraden von la Krcisen der Ebene gebildet wird. J a n  d e  Vriee .  
Zcitschr. Math. Phys. XXXV, 61. 

90. Ueber die Polarfiguren der ebenen Curven drit ter  Ordnung. F. L o n d o n .  
Mathem. Annal. XXXVI, 696. 

91. Ueber ein System linearer Gleichungen, welches in Verbindung mit einer ebenen 
Curve dritter Ordnung auftritt. J .  Ros  a n  e S. Mathem. Annal. XXXVI, 316. 

92. Lineare Constructionen des neunten Schnitt unktes zweier Curven dritter Ord- 
nung. F. L o ndon .  Mathem. ~ n n a l .  %XXVI, 585. 

Vergl. Oberflachen. Singularititen. 
Rist.-lit. Ahthlg. d.  Zeitachr. f. Math. n. Pliya. XXKVI,  3. 9 
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Oeschichte der Mathematik. 
93. Sur les bibliographies des sciences mathématiques. G. E n  e s t r O m. Biblioth. 

math.  1890. 37. 
94. E'rogra&&e d G - i & i r s  universitaire d'histoire des rnathérnatiqnes. G. E n e -  

- s  t r o  m. Biblioth. math.  1890, 1. 
95. Sur le ~ r o c é d é  employé dans le papyrus de Rhind pour réduire les fractions 

en auantièmes. V. B o b v n i n .  Biblioth. math. 1890. 109. 
96. ~ e m i n u s . ~  M. S t e i n  s c h n e i i e r .  Biblioth. math. 1890. i07. 
97. Beitrage z u r  Geschichte der ~ a t h e m a t i k '  im ~ i t t e l a l t e r .  J. L. H e i b e r g .  

Zeitschr. Math. Phys. XXXV, hist.-lit. Abth. 41, 81. 
98. Dio crste Anwcndung des Jakobsatabes zur geographischen Ortsbestimmung. 

S. G ü n t h e r .  Biblioth. math. 1890. 73 - M. S t e i n s c h n e i d e r  ibid. 107. 
99. Intorno ad un trattato anonimo sull '~stro1abio riconosciuto opera di Pros- 

docimo de' Beldomandi. A. P a v a r o .  Biblioth. mat,h. 1890, 81. - P. 
R i c c a r d i  ibid. 113. 

100. Ueber die mathematischen Handschriften der amplonianiechen Sammlung. 
M. S t e i n s c h n e i d e r .  Biblioth. math. 1890, 65. 

101. Ueber eine lateinische Bearbeitunp von Zarkali's Süahea. M. S t a i n s  ch  n e i -  
d e r .  Biblioth. math. 1890. lï 

102. Ueber die ersten ~e~e l schn i t t zh -ke l .  A. v. B r a u n m ü h l .  Zeitschr. Math. Phgs. 
XXXV, hist.-lit. Abth. 161. 

10s. La formulo d'0zanau eat due à W. Snell. L e  P a i g e .  Mathesis X, 34. 
104. Sur quelques écrits mathématiques publiés en Espagne aux XVI e t  XVII. 

sif.cles. G. Vicuf i a  Biblioth math. 1890. 32. 
105. Ueber Marcus M ami de  Kronland. W. L A  s k a. ' Zeitschr. Math. Phys. XXXV, 

hist.-lit. Abth. 1. 
106. &rit posthume de Descartes intitulé ,,De solidarum elementisu. E. d e  J o n -  

q u i è r e s .  Biblioth. math. 1890, 43. 
107. Note historique sur la gomme des valeurs inverses des nombres carrés. G. 

E n e s  t rom.  Biblioth. math. 1890, 22. 
108. Bibliographische Notiz über die mathematisch-historischen Studien in der 

Schweiz. H. S u  t e r .  Biblioth. math. 1890, 97. 
109. Bibliographie espagnole de  l'histoire des mathématiques. G. V icu i i a .  Bibl. 

math. 1890, 13. 
110. Sur les écrits d'histoire des mathématiques piibliés en  Portugal. F. G o m e s  

T e i x e i r a .  Uiblioth. math. 1890. 61. 
111. Crelle ou Brocard? P. M a n s i o n .  Mathesis X, 28. 
112. Esquisse hist,onque sur la marche du développement de l a  géométrie du 

triangle. E. V i g a r i é .  Mathesis X, Supplément. 
113. De propositione novae Bibliothecae mathematicae italicae seculi XIX. P. R ic -  

c a r d i .  Biblioth. math. 1890, 56. 
Vergl. Logikkalkül. 

Oleichnngen. 
114. Ein neuer Beweis der Unmoglichkeit, allgemeine Gleichungan hoheren Grades 

algehraisch aufiulosen. A. K n e s e r .  Crclle CVI, 48. 
115. Résolution graphique des équations numdriques du 3" e t  du 4e degré. R e u s c h l c .  

Mathesis X, 55. 
116. Posant X , + g = x X , , - ~ - 2  e t  X,=l ,  X = z - 1  ou bien X , = 1 ,  X g = x + l  

on cherche les racines de  Xzp = O. .f. G. U a r  boux. Mathesis X, 91. 
117. RBsoudre l'équation (x9- 3 q x + p 8 -  3 p  )2 4 ( p s  + q)j = 0. J. G. D a r b o u x .  

Mathesis X, 150. - E. C a t a l a n  i&dr165. 
118. RBsoudre l'éouation - - 

- 1  

V u b z ( z - a - b ) + ~ b ~ ~ ~ ( x - b - ~ ) + ~ c a z ( l ; - u - c ) = ~ a b c ( a + b + c ) .  
D e  S t r é k a l o f .  Mathesis X, 259. 

Neues Verfahren zur Bestimmung der reellen Wurzeln zweier numerischer 
aleebraischer Gleichuneen mi t  zwei Unbekannten. R. M ehm'ke.  Zeitschr. . - 

~ a t h .  Phys. XXXV, 17i. 
Résoudre le système x 2 ( y - z ) = a ,  y 2 ( s - x ) = b ,  z e ( x - y ) = c .  B e y e n s ,  

D e n y s ,  V e r n i o r y  etc. Yathesis X,  44. 
Condition nécessaire e t  suffisante pour l a  compatibilité des equatione y2 + z2 

- 2 a y a = z ~ + z 2 - 2 b z x = x ~ + y ~ -  2cxy:O. B r o u d z a .  Mathesis 
X. 22 
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Hyperbel. 
122. Construction des Schnittes einer Geraden mit einer Hyperbel. h'. R u t h .  

Grun. Archiv 2. R. VLII, 315. 

Hyperelliptische Transcendenten. 
123. Untersuchuogen aus dem Gebiete der hyperelliptischen Modulfunctionen. H. 

B u r k h a r d t .  Mathem. Annal. XXXVI, 371. 

1. 
Integration (nnbestimmte). 

J ' 2 x 2 + x - 1  d x  
124. Trouver la valeur de  l 'intégrale 

22 - + yL1:4-L W. M a n t e l .  Ma- 

thesis X, 38. 
X". d x  

125. Valeur de  l'integrale -- ou l'on a posé 

Invariantenthsorie. 
126. Eine beaondere Art von Covarianten bildender O eration. E. W i l t h e i s s .  

Mathem. Annal. XXXVI, 134. [Yergl. Bd. X X ~ ,  Nr. 565.1 
127. Ueber die Hesse'sche Covariante einer ganzen rationalen Function von ter- 

nkren Formen. E. W 6lf f i n g .  Mathem. Amal. XXXVI, 97. 
128. A simple proof of the existence of irreducible invariants of' de  rees 20 aud 

30 for the binarg seventhic. 1 H a m m  O od. Mathem. 4 n n a i . b ~ ~ ~ ,  255. 
129. Ueber eine Invariante der linearen Differential leichung zweiter Ordnung. 

D i c t r i c h k e i t .  Zeitschr. Math. Phys. X X X ~  52. 

K. 
Kegelschnitte. 

130. Foyers, directrices, axes de coni ues d'après l a  conception de Plücker. V. L a c  
d e  B o s r e d o n .  Mabhesis 2, 265. 

131. Zur Construction der Kepelschnittslinien. F r .  S c h i f f n e r .  Grun. Archiv 2. R. 
VLII, 317. 

- 
132. Ueber die Systeme derjenigen Kegelschnitte, die eine bicirculare Curve vierter 

Ordnung viermal berühren. 0. R i  ch t er.  Zeitschr. Math. Phya. XXXV, 
Supplemcnt. 

133. Sur les coniques osculatricee. Ed.  D e  wu l f .  Mathesis X, 55. 
134. Les coniques passant par un point donne et  osculant en un autre point donné 

une même ligne ont leurs centres sur une conique de centre donné. S e r -  
va i s .  Nathesis X, 18. - K e e l h o f f  ibid. 19. - M e u r i c e  ibid. 20. 

135. Die Curven, welche von Punkten von Kegelschnitten, die sich ohne zu gleiten 
l'ange anderer Curven walzeu, beschrieben werden. H. E k a rn a. Grun. 
Archiv 2. R. VIIi, 388. 

136. Coniques inscrites dans un quadrilatère donné. D é p r e z  et  D e  c a m p e .  Ma- 
thesis X, 235. - B a u d r a n  ibid. 236. 

137. Valeur du  rap  ort anharmonique de quatre points d'une conique. A n d e r -  
Bon, Cl .  8 e r v n i e .  Mathesis X, 258. 

138. Conique lieu du point de rencontre de  deux circonfërences dont les centres 
se trouveut à distance constante sur la même droite. D e  B 6 z o  kg etc. 
Mathesis X, 18. 

139. Beitrage zur Theorie der Kegelschnitte und des geraden Kreiskegels. F. R u t h .  
Grun. Archiv 2. R. VLtI, 1. 

140. Zur Theorie der Ke elschnittslinien. E. C z u b  e r .  Grun. Archiv 2. R. VLII, 108. 
141. Sur une propri6té Seii couiquea. Mdme. P r i m .  Ma the~ i s  X, 252. 
142. Ueber zwei Kegelschnittsitze. O. I t i c h  t e r .  Zeitschr. Math. Phgs. XXXV, 125. 
143. Die merkwürdigen Punkte derjenigen Tangentendreiecke einer Curve zweiter 

Ordnung, welche von zwei festeu Tangenten und einer beweglichen ge- 
bildet werden. T h .  M e y e r .  Grun. Archiv 2. B. VIX, 307. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



116 Historisch - litararische Abtheilung. 

Sur  quelques coni ucs se trouvant en rapport  avec le mouvement dans un 
cercle donné %'une corde de  longueur constante. Ve r  n i  O ry. Mathesis 
X, 256. - CI. S e r v a i s  ibid. 267. 

Vergl. Dreiecksgeometrie. Ellipse. Geschichte der Mathematik 102. Uyperbel. 
Kreis. Parabel. 

Kettenb~che .  
Extraction de  l a  racine carrée en fraction continue périodique. C a  r r  a r a .  

Mathesis X, 16. - C a t a l a n  ibid. 17. 

Kinematik. 
Ueber die Bewegung eines starren ebencn Syatems in seiner Ebene. R. 

M e h m k e .  Zeitschr. Math. PhYs. XXXV, 1, 65. 
Die n~oment~ane R e w ~ g u n g  dreier starrer Geraden mit  einem gemeinschaft- 

lichen Puukte in einer Xbene. M. G r ü b l e r .  Zeitschr. Math. Phys. 
XXXv,  217. 

Kreis. 
Six points des côtés d'un triangle situés sur une même circoui'irence. D e n  y a. 

Mathesis X, 26% 
Sur deux cercles qui touchent deux cotés d'un tr iangle et qui ont, le premier 

un contact intdrieur, le second un contact cxtdrieur avec l e  cercle circon- 
scrit au  triangle. D e p r e z .  Mathesis X, 67. .- J. N e u  b e r g  ibid. 68. 

Propriété des quatre cercles tangents aux catés d'un triaugle. D ép  r ez .  Ma- 
thesis x, 88. 

Triangle des trois tangentes communes à trois circonfërences prises deux à 
deux. D é p r e z .  Mathesis X, 211. 

Condition suffisante pour qu'un hexagone soit inscriptible à une circonférence. 
F r a n q o i s  etc. Xathesis X, 94. 

Hexagones dont les sommets s ont situéa deux à deux sur trois circonférences 
ayant une corde commune. P. B. S c h o u t e .  Mathesis X, 42. 

Vergl. Dreiecksgeometrie. 

Lemniskate. 
Die Lemniskate. E. O e k i n g h a u s .  Grun. Archiv 2. R. VItI, 24. [Vergl. Bd. 

XXXV, Nr. 207.1 
Engendrement de  l'ovale d e  Cassini. D é p  rez .  Mathesis X ,  64. - G e  n e s  e 

ibid. 66. 

L'expression symbolique (Ha)" - a - ')" dans laquelle HP représente la 
un 

sornuie des p premiers ternier du la &rie haruiouique, teud ver8 Icga, 
lorsque n croît ind6finiment. E. C e s a r o .  Mathesis X, 85. 

Logikkalküi. 
Eine Berichtigung m m  1. Bande meiner Algebra der Logik. E. S c  h r  6 der .  

Mathem. Annal. XXXVI, 602. 

M. 
Xaxima and Minima. 

Maxima géométriques trouvés sans employer le calcul différentiel. J. K e n -  
b e r  g. Mathesis X, 170. 

Ueber eiue Maximalaufgabe zur angeblichen Dreitheilung eines Winkels von 
Averdieck. E. L a m p e .  Crelle CV, 355. 

Triangle équilateral maximum ou minimum circonscrit à une ellipse donnée. 
H. B r o c a r d .  Mathesis X, 144. - A. T h i r  6 ibid. 146. 

Valeurs de la fonction x e - 2 a z + 3 0 -  
S o h i e ,  D e n y s ,  D e c a m p s .  Mathesis 

x 2 + a x - 2 b  
X, 149. 

Mechanik. 
Sur le problème des trois corps e t  les Bquations de l a  dynamique. H. P o i n -  

c a r  6 .  Acta math. XIII. 
Ueber die analgtische Verwendung des Energieprincips i n  der Mechanik. G. 

H e l m  Zeitschr. Math. Phys. XXXV, 307. 
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164. Beitriige zur Theorie ebener Kraftesysteme. F. K o s c h .  Zeitschr. Math. 
Ph S. XXXV, 155. 

165. Ueber Eleichgewichtspunkte der Anziehung von Linien. R. H o p p e .  Grun. 
Archiv 2. R. VIlI, 94. 

166. Inkreiscentrum als Gleichgewichtspunkt. R. H o  p p  e. Grun. Archiv 2. R. 
VIII. 112. 

167. ~ehn1ichl;eitsiunkt als Gleichgewichtspunkt der Anziehung ebenec Flachen- 
stücke. Grun. Archiv 2. R. VIII, 221. 

168. Gleichgewicht der Anziehung einer ringformigen Ebene. R. H o p p e .  Grun. 
Archiv 2. R. VIII, 223. 

169. Ueber die Beweeunî freier Ketten in  rotirenden Linien. F. A u e u s t .  Zeitechr. 
Math. P ~ ~ ~ ~ X T X V ,  97. [Vergl. Bd. XXXIV, Kr. 185.j  " 

170. Courbes dicrites endant le déplacement d'un plan mobile sur un plan fixe. 
&feurice. JaathesiN X, 203. 

171. Problème sur le billard circulaire. A. d e l  'Re. Mathesis X, 217. 
172. Courbes décrites par  les sommets d'un cadre rectangulaire suspendu sur un 

clou, l a  corde de suspension, dont les extrérnités sont attachées à deux 
sommets d u  cadre, venant à glisser. H. B r o c a r d .  Xathesis X, 201. 

Vergl. Astronomie. Elektricitit. Functionen 69. Kinematik. Schwerpunkt. 

Mittelgrkissen. 
173. L a  moyenne arithmktiqae de plusieurs nombres positifs est supérieure à leur 

moyenne géométrique. E. B e r  nbs. Mathesis XI 113. 

174. Rein geometrische Untersuchungen über algcbraische Minimalfliichen. R. 
S t u r m .  Crelle CV, 101. 

175. Ueber die durch ein lineares Flachensystem nmr Ordnung de6nirten mehrdeu- 
tieen involiitorischen Raumverwandtschaften. Ch. S t e i n m e t  z. Zeitschr. 

176. Paradoxe 'sir&ant dans l'&aluation de  l'aire d'une surface courbe. P. M a n -  
s ion .  Mathesis X, 222. 

Vergl. Abel'sche Transcendenten. Analytische Geometrie des Raumes 18, 20. 
Gleichungen 119. 

OberfiRchen zweiter Ordnnng. 
177. ThBorémes sur des quadriques. V. J a m e t .  Mathesis X, 158. 

P. 
Parabel. 

178. Theoremes sur l a  parabole. C. B e r g m a n s .  Mathesis X, 116. [Vergl. Bd. 
XXXIV, Nr. 206.j 

119. Mouvement d'une parabole donnee pendant qu'elle resjx tangente à une droite 
donnée en un point donnti. P i s a n i .  Mathesis X, 205. 

180. Sur un groupe de trois parabules. H. M a u d a r t .  Mathesis X, 30. 

Planimetrie. 
181. Sur un porisme d'Euclide. A. C. Mathcsis X, 115. 
182. Trois droites dans un triangle Bquilatéral qui se coupent en un même point. 

L a u r e n s ,  JeGabek.  Mathesis X ,  20. - E m m e r i c h  ibid. 20. - De-  
c a m p s  ibid. 21. - D e  B o z o k y  etc. ibid. 21. 

183. Relation entre les côtés d'un trian le. A n d e r s o n .  Matheais X ,  213. - J. 
N e u b e r g  ibid. 214. - D e  ~ i ? l ~  ibid. 214. 

184. Triangle non-équilatéral dans lequel une hauteur, une bissectrice, une mé- 
diane partant chacune d'un autre sommet sont 6gales. L e m o i n e ,  D e  
R o c q u i g n y .  Mathesis X, 119. - R o c h e t t i ,  D e p r e z ,  G o b  ibid. 120. 

185. Sur trois triangles semblables dans un même plan. Mdlle. B o u w m e e s t e r  etc. 
Mathesis XI 69. 

186. Sur l'ennéagone régulier. A. Denys .  Mathesis X, 162. 
Vergl. Dreiecksgeometrie. Kreis. Schwerpunkt. 
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E. 
Rectification. 

187. Ueber die Rectification der Krümrnungslinien auf RohrenKichen. A. A h  r e n d  t. 
Grun. Archiv 2. R. VIII, 442. 

188. Anwendung de8 Taylor'schen Satzes eur Rectification dcr Ellipse und zur 
Complanation des Ellipsoids. C. Bena .  Grun. Archiv 2. R. VIII, 378. 

Beihen. 
189. Bemerkungen über die Dawtellung von Reihen durch Integrale. L. K r o n -  

e c k e r .  Crelle CV, 167, 345. 
190. Sur 12 ddveloppcment des fonctions en séries. B r u n o  d e  C a b e d  o. Mathesis .-. 

A, 114. 
191. Die harmonische Reihe. H. S i m o n .  Grun. Archiv 2. R. VLII, 113. 
192. Ueber harmonische Reihen ungerader Ordnung. F. R o  ge l .  Grun. Archiv 

2. S. VLII. 320. 
193. Eiri alleernei&s Sheorem aus der Theorie der recurrirenden Ueiheu. W. ~ - .  - . - 

~ G k a .  Grun. Archiv 2. R. YIII, 222. 
194. Untersuchung der Eigenschaften einer Gattung von unendlichen Reihen. R. 

L i p s c h i t z .  Crelle CV, 127; CVI, 27. 
195. Inde~endente  Darstelluneen der  Tannenten- und Secanten-Coefficienten. F. 

IRO g el. Grun. ~ r c f f v  2. R. V L I ~  295. 
196. Sunimation einer gewissen endlichen Reihe. A. 1 1 Mathem. Annal. 

XXXVT, 361. 
z 

197. Sommation de B ( s i n h n j 2 ~  depuis h = 1 jusqu'à h = a pourvu que a = - et 
2 a 

p < 2 n .  D e  BGzoky ,  M o l e n b r o e k ,  D E p r e z .  Yathesis X I  62. 
198. Sur une question de limites. E. Cesh ro .  Mathesis XI 25. [Vergl. Bd. XXXV, 

Nr. $96.1 1 z x3 x W ( r + f )  
199. Soit p,= ( 1 - z ) ( l -  x2) ... (1-5)  on a -- - +--- -... - + ---- -1. 

Pr PiPr-t pnP~-e  Pr 
K l o m ~ e r s ,  D é p r e z .  Mathesis X, 86. 

200. Démontrer que L.C~+~.C~,Z+~%.C~,~+-..= A-++;-. .. W. 
1.2 .4  3 .4 .4  

M a n t e l .  Mathesis X, 200. 
201. Eine Summationsforrnel. L. S o a l s c h i i t z .  Zeitschr. Math. P h  S. XXXV, 186. 

Vergl. Abel'sche Sranscendenten 4. Deiitirnmte Integrale 23. bifferentialquo- 
tient 44. Factorenfolge 59. Zahlentheorie 233. 

S. 
Schwerpnnkt. 

202. Deux triangles ayant même centre de gravit& P. H. S c h o  u t e. Mathesis X, 41. 

Singnlarittlten. 
203. Ueber Raumcurven-Singularitaten. C. F. E. B j o r l i n g .  Grun. Archiv 2. R .  

VLII, 83. 
204. Eintheilung der Strahlencongruenzen zweiter Ordniing mit Brenn- oder singu- 

laren Linien. . R. S t u r m .  Mathem. Annal. XXXVI, 467. 
203. Proprieté des courbes algébriques d'ordre 911 qui ont un point multiple d'ordre 

(m :1). H.  B a l i t r a n d .  Mathesis X, 251. 
206. Ucber die Realitat der Doppeltangenten rationaler Plancurven vierter Ord- 

nung vom Geschlechto Kull. W. B i n d  e r  Zeitschr. Math. Phys. XXXV, 25. 

Btereometrie. 
207. Sur le tétraèdre orthocentrique. G. d e  L o n g c h a m p  s. Mathesis X, 49, 77. 
208. Sur deux tétraèdres dont l'un est triple de l'autre. Mo s n a t .  Yathesis X, 253. 

Vergl. Geschichte der Mathematik 106. 

209. Ueber die Beziehuneen zwischen den 16 Thctafunctionen von zwei Variabeln. 
p. S c h o t t k y .  " ~ r e i l e  CV,233.  

210. Eine algebraische Gntersuchung über Thetafunctionen von drei Argumenten. 
F. S c h o t t k y .  Crelle CV, 269. 
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Topologie. 
Ein Satz au8 der Topologie. V. E b e r  h a r  d. Mathem. Annal. XXXVI, 121. 

Trajectorie. 
Trajectoires orthogonales des courbes y?+ 3 x 2 -  a x  = O. Aire d e  l a  boucle 

formée par  nne de ces trajectoires. H. B r o c a r d .  Mathesis X, 61. 
Toute développante de chaînette rencontre sous un angle constant une infinité 

de circonférences Bgales ayant leurs centres eur une droite. K .  Ceskro .  
Mathesis X, 138. 

Transfomationsgrnppen. 
Die Xueamm~nsetzung der etetigcn endlichen Transformationegruppen. W. 

K i l l i n g .  Mathem. Annal. XXXVI, 161. [Vergl. Rd. XXXV, Nr. 706.1 
Bestimmung der grossten Untergruppen von endlichen Traneformationsgruppen. 

W. K i l l i n g .  Mathem. Annal. XXXVI, 239. 

Trigonometrie. 
Démonstration des formules siw(a + b) e t  cos(a + b) .  T h i  r y.  Mathesis X, 64. 

- B. J. C l a s e n  ibid. 112. - - -~ - -  

Conséquences ' tirées de l'équation s i n ( ~  + P )  + sin.(P + y )  + s i n ( ~  + a)  = O .  J. 
B e  y ena. Mathefis X,-122. 

Uémonstration élémentaire de l'inégalité x - s i n x  < &x3. Ll ~ s m  on s ,  G e l i n .  
Mathesis X, 58. - E. U e r n è a  ibid. 112. - J. S m e e t s  ibid. 157. 

Das Problem der Winkelhalbirenden. W. H e  y 111 ann .  Zeitschr. Math. Pliys. 
XXXV. 254. . 

Résolution de l'équation cosx + a.sz'nx = b. Goudin . .  Mathesie X, 54. 
Trouver les valeurs des coefficients dans l'identité A, s inx  i- A, s i n 3 x  +. . 

+ A ,  s i n m x  = (cosx)m-1 s tnx .  K l o m p  c r s  etc. Mathesis X, 90. 
Limite d'une cxprcssion so rapportant à la partition d ' m  a rc  de cercle en m 

parties Cgalea. S e r v a i s  etc. Mathesis X, 149. 
Dans un triangle rectiligne on a toiijouru 4 R = b (tang 4 A + tang g R )  

+ c (tang 4 A + tang 4 C). Mme. P r i m e  etc. Mathesis X, 239. 
Vielecke, deren E6henlothe sich in einem Punkte schneiden. R. Happe. 

Grun. Archiv 2. R. VlII. 447. , ~ 

1 1 1  
Dans un heptagone régulier A B C D Z F G  on a - = - +- A B  AC A D -  E m m e -  

r i c h ,  R u s s o .  F o u l o n ,  B r o c a r d  etc. Xathesis X, 47. 
Vergl. ~ a c t o r e n f o l ~ e  59. 'Geschichte der ~ a t h e m a t i k  103. Maxima und 

Minima 159. 

Wahracheinlichkeitsrechnang. 
Probabilite d'une certaine relation arithmétique entre 3 nombres tirés a u  

hazard parmi les li. premiers nombres. B e l l e n s ,  D e n y  s ,  M e u r i c e .  
Mathesis X, 43. 

Ueber eine Formel für empirieche Zahlenreihen, insbesondere zum Eraatz der 
Sterbe- und Invaliditiits - Tafeln. E. S e l l i n  g. Crelle CVI, 193. 

Zahlentheorie. 
Sur qiielqiies theoremes de Dirichlet. P. T a n o .  Crelle CV, 160. 
Ueber Gattun en, welche diirch Corn osition von zwei anderen Gattiingen eut, 

stehen. 5. H e n s e l .  Crelle C$ 326. 
Zur Bestimmung der Anzahl Primzahlen unter gegebenen Grenzen. F. R O g e 1. 

Mnthem. Annal. XXXVI, 304. 
Sur les nombres parfaits. E d. L u c a s .  Mathesis X, 74.  
Beweis eines Liouville'schen Satzes. X. A. S t e r n .  Crelle CV, 250. 

s= ¶LI! 

Ueber die Function gZ [Pp-. E. Biische.  Crelle CVI, 65 
z = l  
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234. Zur Theorie der Function E(x) .  M. A. S t e r n .  Crelle CVI, 337. - L. R r o n -  
e c k e r  ibid. 846. ~ - - - . - . - - - - - - . 

235. Bemerkung über eine zahlenthcoretischo Formel. C. Hos s fe  ld. Zeitschr. 
Math. Phys. XXXV, 382. 

236. Criterium pour la formiile de Paoli. Ed. Lucas.  Mathesis X, 129. - E. 
C a t a l a n  ibid. 197- 

237. Sur l'analyse ind&e&&5e du premier degré. E. Ca ta lan .  Mathesis X, 220, 
241. 275. 

238. ~ivisibiiité P a r  1 3  de ( 1 3 p  - 4"r) lo"l".t'n + 1-. A n d e r s o n  etc. Mathesis 
x, 151. 

239. Lorsque n est impair Czbin+  OC^,,-^,^-, est divisible par n4-2. Emme- 
rioh. Mnthcsis X, 257. 

240. Mettre 24(1" 2. + 35+--. .+ .n5) + 1 sous la forme ~2 + v4. E. Lucas.  Ma- 
thesis X, 253. 

241. Resoudre en nomhres entiers les Bqiiations 4 2  $ 6  = us, 5 2  + 4 = v2. E m -  
merich. Mathesiri X, 174. - DBprez ibid. 175. 

Vergl. Reihen 194. 
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Commentar zu  dem ,,Tractatus de Numeris Datisfi 
des Jordanus Nemorarius. 

Von 

MAXIMILIAN CURTZE 
in Thorn 

( S o h l u s s . )  

Iardsni Nemorarii do Kumoris Datis Liber 1V. 
1. S i  d u o  n u m e r i  p e r  a l i o s  d u o s  d i u i d a n t u r ,  e t  i s t o r u m  e t  

i l l o r u m  f u e r i n t  p r o p o r t i o n e s  d a t a e ,  d i u i d e n t i a  q u o q u e  p r o -  
p o r t i o n e m  a d  i n u i c e r n  h a b e b u n t  d a t a m .  , 

Ut si a e t  b par c et  d diuidantur, e t  exeant e e t  f, fueritque a ad b 
e t  c datum ad d. Ijiuidatur proportio a ad b per proportionem c ad cl, 
e t  exibit proportio e ad f, quoniam proportio a ad b continuatur ex pro- 
portione c ad  d et proportione e ad f. 

Verbi gratia diuisoris ad diuisorem sit proportio dupla et  inter diui- 
SOS sit tripla proportio. Diuidantur erg0 tria per duo, e t  exibiint unum e t  
dimidium, quare inter diuidentia erit proportio sesquialtera. [Nota quod 
diuisor uocator hic numerus, per quem fit diuisio, numerus diuidens uocstur 
numerus quotiens.] 

1. K e n n t  m a n  von  z w e i  Bri ichen d a s  V e r h a l t n i s s  d e r  Z a h l e r  und  
dan d e r  N e n n e r ,  fi0 k e n n t  m a n  auch dae  Verha l tn i ss  de r  B r ü c h e  s e l b s t .  

Gegebene Gleichungen: 
x : y = m ,  z : v = n .  

x x Gesucht ist : Y .  Man h ; ~ t  direct -: Y = p. 
z v Z V  n 

Beispiel: rn = 3, TL = 2 ; dann ist also - : = $. z v 

II. Q u o d  s i  i n t e r  d i u i s o r e s  e t  d i u i d e n t i a  f u e r i n t  d a t a e  p r o -  
p o r t i o n e s ,  e t  n u m e r i  d i u i s i  e r u n t  a d  i n u i c e m  d a t i .  

Ducatur siquidem altera in aiteram et ~ ~ r o d u c e t u r  illorum proportio 
simili de causa. 

Rist.-lit.  Ahthlg. d. Zeitsïhr. f. Msth. n. Phys. XXXVI. 4. 10 
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Verbi gratia diuidens diuidenti sit sesquialterum et  diuisor diuisori 
sesquitertius. Itaqiie unum e t  dimidium in unum et tertiam ducantnr, et 
fient duo, quare numerus diuisus alii duplus erit. 

II. K e n n t  m a n  e b e n s o  d a s  V e r h a l t n i s s  d e r  N e n n e r  und  da8 der  
B r ü c h e ,  B O  k e n n t  m a n  a u c h  d a s  V e r h a l t n i s s  d e r  Zahle r .  

Gegebene Gleichungen : z : v  =m. 

Gesucht wird x  :y. Man findet umgekehrt wie vorher sofort x :  y = m.n. 
Beisp'el: n = 1?j, m = 1;; also ist x: y  = 2. 

III. S i  n u m e r u s  d a t u s  p e r  d u o s  n u m e r o s  d i u i d a t u r ,  q u o -  
r u m  d i f f e r e n t i a  a t q u e  d i u i d e n t i u m  d i f f e r e n t i a  d a t a e  f u e r i n t ,  
i p s i  e t i a m  d a t a e  e r u n t .  

Sit  numerus datus a ,  qui diuidatur per b e t  c ,  quorum differentia d 
data,  e t  exeant e e t  f ,  quorum differentia g data,  sitque sicut b ad d ita 
b ad c ;  sed sicut b ad d i ta  f ad g, quare f ad g sicut 72 ad c. Sed f i n  
c facit a ,  erg0 et h in  g facit a. Item b in c faciat 1 ;  igitur et d in h 
faciet 1. Itaque a ad 1 sicut g ad d ,  quare a ducatur in  d et productuin 
diuidatur per g, et  exibit Z datum, quare, cum differentia b ad c sit data, 
erit  b et  c data et  O\ ,  hoc e et f. 

Verbi gratia XXIIII diuidatur per duos numeros, quorum digerentia 
ait unum, et  exeant duo numeri,  quorum differentia duo. Ducatur ergo 
unum in XXIIII ,  et erunt XXIIII ,  qui diuidantur per duo, e t  fient XII, 
quorum quadruplo addatur quadratum unius, fientque XLIX , cuius radix 
V I I ;  de quo sublato uno et  reliquo mediato prouenient t r i a ,  e t  ipse erit 
minor diuisorum et  maior 1111, diuidentia VI11 e t  VI. 

111. T h e i l t  man e i n e  g e g e b e n e  Z a h l  d u r c h  zwei  a n d e r e ,  deren  
Di f fe renz  m a n  k e n n t ,  u n d  i s t  z u g l e i c h  d ie  Di f fe renz  d e r  b e i d e n Q u o -  
t i e n t e n  b e k a n n t ,  B O  s i n d  aiich d i e  b e i d e n  u n b e k a n n t e n  Z a h l e n  g e -  
g e b e n .  

Gegebene Gleichungen: x - y = d ,  
a a ---- 
y 

a a J o r d a n u s  se tz t -=e ,  - =  f und x : d = h : y .  Es ist aber 
x  Y 

- -- " -5 folglichist f : g = x : d  und daher auch f:g=h:y. Daaber  f . y=a  
s - y -  d '  d a ist, so ist aucti g.h = a. 1st uun x y  = 1 ,  no ist auch d h  = 2 = 2, also kennt man 

xy, und da z  - y  gegeben kt ,  so ist nach Buch 1, m auch x  undyy einzeln bekannt. 
a .d  Beispiel: a = 2 4 ,  d = 1 ,  g = 2 ;  hier ist -=12, also ist x-y=1, z y  =12,  
9 .  woraus in gewohnter Weise x = 4, y  = 3 folgt. Die beidenQuotienten aber sind 6 und 8. 

IV. Si ver0 diuidentiurn differentia data fuerit, compositusqiie ex diui- 
soribus datus, quilibet eorum datus erit. 

Dispositio superior remaneat, praeter quod b c datus est et non d ;  sed 
etiam proportio a ad g, quae 1 ad d. Si igitur 1 per d diuidatur proueniet 
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quiddam datum, cumque cl sit differentia c e t  b,  qui faciunt unum datum, 
et  1 fiat ex c in  b, erit  c et b datum, et sic e e t  f data erunt. 

Verbi gratia XX diuidantur per duos numeros, ex quibus componitur 
VII ,  e t  proueniant duo numeri, quorum differentia est VI. Diuidatur ergo 
XX per V I ,  e t  exibunt tria e t  tertia, cuius quadruplum est XIII  e t  tertia, 
cuius quadratum si addatur quadruplo quadrati VII ,  fient CCCLXXIII e t  
septem nonae, cuius radix est XIX e t  tertia. De quo subtracto XIII  e t  
tertia reliqui medietjas est I I I ,  quo subtracto de VI1 reliqui dimidium est 
duo, qui est unum diuiaorum, reliquus V, diuidentia quoque X et  1111. 

IV. E b e n s o ,  wenn  s t a t t  d e r  Di f fe renz  d e r  D i v i s o r e n  i h r e  S u m m e  
g e g e b e n  i a t ,  ~ o n s t  a b e r  d i e  A u f g a b e  u n v e r a n d e r t  b l e i b t .  

Gegebene Gleichungen: 
X + l / = 8 ,  

Cenau wie vorher kann man ableiten 
a : g = x y :  (a-y). 

Man hat al80 die beiden Gleichungen zu losen 
x + y  = s ,  

a - y -  g '  
was Buch 1, Nr. XVIZ geseipt ist. - - 

Beispiel: a z 20, s = 7, g = 6;  es ist a : y = 39 und nach 1, XVII erh5lt man 
also für  x - y die Gleiçhuug: 

(2 -  y)(x-y+13+)=49. 
Aus ihr folgt in gewohnter Weise x - y  = 3, also ist y = 2 ,  x = 5 ,  also die Quo- 
tienten 10 und 4.  

V. S i  d u o  n u m e r i  f u e r i n t  a d  i n u i c e m  d a t i ,  e t  u n u s  i n  a l i u m  
d u c t u s  f e c e r i t  n u m e r u m  d a t u m ,  u t e r q u e  e o r u m  d a t u s  e r i t .  

U t  si a ad b datus, e t  unus in alium fecerit c datum. E d o  erg0 
diquis ad c sicut a ad b, qui fit d et  datus, atque ipse fiet ex a in se; 
extracta ergo radice illius habebitur a datus, e t  sic b datus erit. 

Verbi gratia unus alteri sit sesquitertius, unusque in alterilm faciat 
XLVIII. Addatur ergo XLVIII  sua tertitb, e t  fient LXII I I ,  cuius radix est 
VII I ,  et ipse est ille unus, e t  reliquus erit VI. 

V. K e n n t  m a n  d a s  F e r h a l t n i s s  und  daa P r o d u c t  zweie r  Z a h l e n ,  
8 0  s i n d  b e i d e  g e g e b e n .  

Gegehene Gleichungen : x : y = m ,  

x . y = c .  
Aus x : y  = t : x y  folgt t = x2 = mc,  ee ist also x und daher auch y gegeben. 

Heispiel: m = 14, c = 48; es ist mc = 64, al80 x2 = 64, x =8, y z 6. 

VI. D u o b u s  n u m e r i s  a d  s e  d a t i s  s i  q u a d r a t a  e o r u m  c o n -  
i u n c t a  f e c e r i n t  n u m e r u m  d a t u m ,  i p s i  e t i a m  d a t i  e r u n t .  

Ut si a ad b datus, e t  ex a in se fiat c, et ex. b in  se fiat d ,  sitque 
c d  datus. Est  autem c ad d proportio a ad b duplicata, quare e t  data; 
sic erg0 et  c e t  d datum erit. 

10 * 
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Verbi gratia alter alteri duplus e r i t ,  e t  quadrata eorum coniuncta 
faciunt D. Quia erg0 unum uni quadruplum eri t ,  erit  D eidern quintuplum, 
et  ipsum erit Cl cuius radix est  X I  e t  ipse est minor, maior autem erit XX. 

VI. K e n n t  m a n  von  zwei  Z a h l e n  d a s  Verh i i l tn i ss  u n d  d i e  Summe 
i h r e r  Q u a d r a t e ,  so s i n d  b e i d e  Zahlon  b e k a n n t .  

Gegebene Gleichungen : x : y = m ,  
x e + y t = s .  

Man hat 
se : y= =2 

und also für xY und y2 als Unbekannte nach 1, xrx zu losen. 
Ba'spiel: m = 2, s = 500; man findet x P  = 4y1, also 5 y2 = 500, y'- 100, y =  10, 

x = 20. 

VIL D a t i s  n u m e r i s  d u o b u s  a d  i n u i c e m  s i ,  q u o d  f i t  e x c o m -  
p o s i t o  e x  i p s i s  i n  e o r n m  d i f f e r e n t i a m ,  d a t u m  e r i t ,  u t e r q u e  
e o r u m  e r i t  d a t u s .  

Quod enim fit ex composito in  eorum differentiam, est,  quod addit qua- 
dratum maioris super quadratum minoris, cumque quadrati ad  quadratum 
sit proportio data, e t  illius ad  ipsum data er i t ,  quare quadratum datum, 
ob hoc latus eius e t  similiter reliquum. 

Verbi gratia alterum alteri triplum s i t ,  e t  compositum ex ipsis in 
eorum differentiam faciet XXXII. Cum orgo quadratum quadrato sit no- 
nuplum, e t  ipsum erit eidem octnplum, quare quadratum rninoris erit 1111, 
et  ipse erit  duo, e t  reliquus VI. 

VII. E b e n s o ,  wenn  a u s s e r  dem V e r h a l t n i s s  daa  P r o d u c t  a u s  d e r  
S u m m e  u n d  d e r  Ui f fe renz  z w e i e r  Z a h l e n  g e g e b e n  is t .  

Gegebene Gleichungen: x : y  = m l  
( x  + y )  (x - y )  = a.  

Man hat sofort die Gleichungen 
x2: y2 = me, 
x L - y Z = d ,  

d ais0 (?il2 - 1) y' = a ,  y = JZ . 
Beispiel: rrs = 3, d = 32; es ist m2- 1 = 8, also y'= 4, y = 2 und daher 

x = 6. 

VIII. S i  q u a d r a t u s  c u m  a d d i t i o n e  r a d i c i s  s u a e  p e r  d a t u m  
n u m e r u m  m u l t i p l i c a t a e  d a t u m  n u m o r u m  f e c e r i t ,  i p s e  e t i a m  
d a t u s  e r i t .  

Sit  quadratus a ,  radix eius b multiplicata per c d ,  ut et c e t  d sit 
eius medietas, atque ex b in c d  fiat e l  sitque a e  datus. Quia igitur b cd 
secundum b multiplicatus facit ae ,  quadrato d adiuncto ad a e fiat ae f ,  eritque 
aef ,  quod fit ex bc  in  se, cumque sit a ef datus, erit  e t  b c datus. Sub- 
tracto igitur c remanebit b dntus, e t  sic a datus erit. 

Verbi gratia sit quadratus, cuius radix si multiplicatur per V et  pro- 
ductum ei  addatur, fient XXXVI. Cui addatur quadratum duorum et di- 
midii, quae suut dimidium V, et  fient XLII  et  quarta, cuius radix est sex 
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et  dimidium, de quo ablatis duobus et dimidio remanent 1111, qui est radix, 
e t  quadratus est XVI. 

VIII. A d d i r t  m a n  e u  e i n e m  Q u a d r a t e  d a s  P r o d u c t  au8  d e r  Wurze l  
u n d  e iner  g e g e b e n e n  Z a h l ,  so  Bann  m a n  W u r z e l  u n d  Q u a d r a t  b e -  
s t imrnen ,  w e n n  j e n e  S u m m e  b e k a n n t  i s t .  

Gegebene Gleichung: s 2 + p x  = 4. 

Jord. setzt p = c +  d l  wo c  = d z 2 k t ;  dann hat er 
2 

x P + 2 c x  = p; 
addirt er daher c2 = d 2  hinxu, so entsteht 

( x + c I 2 =  d 2 + p ;  
also erhalt er 

z + c = v Z q ,  

- 
Beispiel:p=5, q = 3 6 ;  dannist c = d = 2 & ,  d 2 = 6 # ,  q + d e = 4 2 ) ,  y q + d 2 = 6 ; - ,  

al80 z = 4,  xo = 16. 
Man vergleiche hiermit die Auflosung 1, VIX. 

IX. Q u a d r a t u m ,  q u i  c u m  a d d i t i o n e  d a t i  n u m e r i  f a c i t  n u m e -  
r u m ,  q u e m  r a d i x  i p s i u s  p e r  d a t u m  n u m e r u m  m u l t i p l i c a t a p r o -  
d u c i t ,  c o n t i n g i t  d u p l i c i t e r  a s s i g n a r i .  

Sit  enim idem quadrstus a ,  radix 6, numerus datus additus cl atque 
de  datus, in quem b ductus facit ac, cuius medietas d ,  et  ipsius quadra- 
tum f ,  atque differentia b ad d sit g. Quia igitur b in d bis facit ac ,  
addunt a et  f super ac quadratum g. Itaque a utrobique dempto addit f 
super c quadratum g. Dempto erg0 g de d potest remanere b, e t  addito 

g ad  d potest fieri b, p a r e  dnplicitur assignabitur a. 
Verbi gratia sit quadratus, qui cum additione VI11 faciat numerum, 

quem radix sua per V I  multiplicata producit. Medietas erg0 V I ,  quae est 
I I I ,  in  se ducta facit I X ,  qui addit unum super VII I ,  cuius radix unitas, 
quae erit  differentia radicis praedicti e t  ternarii. Hac igitur differentia 
dempta et addita ternario habebimus duo e t  1111, quorum quadrata III1 e t  
1 .  Utrique igitur addantur VII I ,  e t  fient XII  e t  XXIIII ,  quae fiunt 
ex ductu senarii in duo et  quatuor, secundum quod propositum fuerat. 

- 
IX. Wenn e i n  Q u a d r a t  p l u s  e i n e r  g e g e b e n e n  Zahl  g l e i c h  dem 

P r o d u c t e  a u s  s e i n e r  W u r z e l  i n  e i n e  a n d e r e  g e g e b e n e  Z a h l  i s t ,  s o  
l a s s t  s i c h  d a s s e l b e  a u f  d o p p e l t e  Weise best immen.  

Gegebene Gleichung: z2 + c = p z .  

Auch hier setzt Jord. = d  = e ;  er setxt fcrner d2 = f und z - d = g. Er findet 
4 

z 2 + f = 2 d x + ( x - d ) 4 = x ~ + c + ( x - d ) 2 ,  
folglich i ~ t  (z - d)e = f - c. Nun kann in der Differenz x - d sowohl x  alti d die 
grossere Zahl sein, i'olglich kann sowohl z -  d -1 pf- sein, wie d - 2 = 
also ist z entweder d - V f T  oder d + Fc. 

Beispiel: c = 8, p = 6 ;  es ist  Vf - c = Tg-8 = 1 und daher x entweder 2 

oder 4, also z2 entweder 4  oder 16, und es ist sowohl 4 + 8 = 6.2, als auch 16 +8 = 6.4. 
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X. S i  e x  m u l t i p l i c a t i o n e  r a d i c i s  s u a e  p e r  d a t u m  n u m e r u m  
a d d i t o  d a t o  n u m e r o  f i a t  q u a d r a t u s ,  i p s e  e t i a m  d a t u s  e r i t .  

Si t ,  u t  prius, a quadratus e t  b  radix, et c d  datus numerus multipli- 
cans et e additus. Differentia igitur b ad c d  sit  g, u t  sit gcd tamquam b, 
e t  quia b in  se facit a ,  quam etiam producit in c d  addito e ,  constat e 
fieri ex h in  g ;  et quia g c  in se est,  quantum b in g  et d in se ,  erit 
etiam quantum d in se cum e, quae cum data s int ,  erit  et gc  daturn, 
quare e t  g datum atque gc d ,  qui est b ,  sicque a. 

Verbi gratia sit quadratus, qui fit ex additione XII super multiplica- 
tionem radiciv per 1111. Itaque quadrato dimidii 1111, quod est 1111, super- 
addatur X I I ,  e t  fient XVI ,  cuius radix est 1111, de quo dimidio III1 dempto 
remanebunt duo, quae addito similiter III1 faciunt V I ,  et ipse est radix, 
quadratusque XXXVI. 

X. M u l t i p l i c i r t  m a n  e i n e  Z a h l  m i t  e i n e r  g e g e b e n e n  Z a h l  u n d  e n t -  
s t e h t  d u r c h  S d d i t i o n  e i n e r  a n d e r n  g e g e b e n e n  Zahl  zu d e m  P r o d u ü t e  
da6 Q u a d r a t  d e r  e r s t e n  Z a h l ,  so k a n n  man d i e s e  b e s t i m m e n .  

Gegebene Gleichung: 
( c + d ) z + e = z 2  ( e = d ) .  

I s t z - ( c + d ) = g ,  also x = g + c + d ,  so ist 
( d + c ) x + g x = ( c + d ) x + e ,  d. h. g x = e .  

Es ist aber g + c  = x - d ,  also (g + c ) ~  = a? - 2 d z  + dZ = xg + d e  = d2 + e l  folglich 
g + c bekannt, daher auch g + c  + d = x,  a180 auch xe. 

Beispiel: c + d = 4 ,  e = 12 ; dann kt d2 + e = 16, also g + c = 4, x = 6, xe= 36. 

XI. S i  n u m e r u s  a d  q u a d r a t u m  d a t u s  c u m  a d d i t i o n e  n u m e r i  
a d  r a d i c e m  i p s i u s  d a t i  f e c e r i t  u u m e r u m  d a t u m ,  e t  r a d i c e m  e t  
q u a d r a t u m  d a t o s  e s s e  c o n s e q u i t u r .  

Si t  a radix et  b quàdratus, e t  c datus ad a, et  d datus ad b, u t  sit 
cd  datus; esto autem sicut b ad d ita g  ad c ,  itaque g b  ad c d  sicut b 
ad d ,  quare h g  datus. E s t  autem e t  g ad a datus, ipsiusque ad illum 
proportio s i t  e ,  quare a in e datum facit g ,  qui cum b quadrato facit nu- 
merum datum; erit igitur e t  a e t  b datus. 

Verbi gratia tertia radicis e t  quarta quadrati facient X I ,  igitur qua- 
dratus cum radice et  tcrtia eius faciet XLIIII.  Huic itaque addatur qua- 
dratum duerum tertiarum, q w e  sunt dimidium unius e t  tertiae, et fient 
XLIIII  et quatuor nonae, cuius radix est viginti tertiae, hoc est VI et duae 
tertiae. Ablatis igitur duobus tcrtiis remanent V I ,  e t  ipse est radix, qua- 
dratus ver0 XXXVI. 

XI. H a b e n  z w e i z a h l e n ,  von  d e n e n  d i e  e i n e  zu e i n e r  Zahl ,  d i e  a n -  
dtire z u  d e r e n  W u r z e l  i n  e i n e m  g e g e b e n e n  V e r h a l t n i s s e  s t e h t ,  e ine 
g e g e b e n e  S u m m e ,  so  is t  s o w o h l  d i e  Zahl ,  a l s  die  W u r z e l  g e g e b e n .  

Gegebene Gleichnng: rnxe+Tzx = S .  

Man findet leicht 
9 +ZZ - - S, 

rn ?n 
was nach Ynl aufzulosen ist. 
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Bm'sp'el: m = i ,  n = 4, s = 11 ; dann heisst die zu losende Gleichung 
xz + gz = 44. 

Aus ihr folgt (x + +)2 = 448, al60 x + ) = 6 3 ,  x = 6, x0 = 36. 

XII. S i  n u m e r u s  a d  q u a d r a t u m  d a t u v  c u m  n u m e r o  d a t o  
f e c e r i t  n u m e r u m  d a t u m  a d  r a d i c e m ,  e t  r a d i x  e t  q u a d r a t u s  
d a t u s  e r i t .  

Si t ,  u t  prius, a radix et  b quadratus, et d datus ad b ,  qui cum c 
dato numero faciet cd datum ad a. Sicut igitur d ad b ,  i ta  sit e ad c, 
quare e  datus, atque be  erit  numerus datus ad a; erit  ergo similiter et a 
et b  datus. 

Verbi gratia vicesima pars quadrati cum XXV faciat triplum radicis. 
Itaque quadratum cum quingentis faciet sexagintuplum rsdicis. ~ è d i e t a s  
igitur LX in se faciet DCCCC, qui addit CCCC super D ,  cuius radix XX, 
et ipse est differentia radicis quadrati e t  XXX. Addita erga hac differantia 
et ea dempta a XXX habebitur radix e t  X et L,  quorum quadrata C et 
ÏÏD. Utriusquae vicesima sumatur, quae sunt V et  CXXV, utrique additis 
XXV fient hinc XXX , triplum X I  illinc CL triplum L , ut  propositum fuerat. 

X11. 1 s t  d i e  S u m m e  a u s  e i n e r  g e g e b e n e n  Zahl  u n d  e inem a l i q u o t e n  
T h e i l e  e ines  Q u a d r a t e s  g l e i c h  e i n e m  a l i q u o t e n  l ' h e i l e  d e r  W u r z e l  
desse lben ,  s o  s i n d  W u r z e l  u n d  Q u a d r a t  g e g e h e n .  

Gegebene Gleichung: m x 2 + c =  f is .  
Man hat ahnlich wie vorher n z z + c ,  - 

w nax' 
aleo ist nach IX die Rechnung leicht durchzuführen. 

Bm'spiel: rn = 4, , n = 3, c = 25; die zu losende Gleichung ist dann 
x2 + 500 = 602. 

Daraus f'olgt x = 50 oder 10, also x2 = 2500 oder 100, und es ist sowohl 125 + 25 
= 3.50, als 5 + 25 = 3.10, wie verlangt wurde. 

XIII. S i  n u m e r o  a d  r a d i c e m  d a t o  a d d a t u r  n u m e r u s  d a t u s ,  
u t  p r o u e n i a t  n u m e r u s  a d  q u a d r a t u m  d a t u s ,  u t e r q u e  s i m i l i t e r  
d a t u s  e r i t .  

Dispositio eadem sit ,  praeter quod d sit  datus ad a ,  et  cd totus datus 
ad b. Eadem autem modo sicut b  ad cd ita sit e ad c et  f ad d l  quare 
e datuu, e t  f ad a datus, atque e f  aequalis b. Itaque ex hoc et  a e t  b  datus. 

Verbi gratia triplum radicis cum XII  facit sesquialterum quadrato, ergo 
duplum radicis e t  VI11 facit quadratum. Secundum operationem ergo de- 
cimae praesentis proueniant radix 1111, e t  quadratus XVI. 

XIII. D e s g l e i c h e n ,  w e n n  e i n  a l i q u o t e r  T h e i l  e i n e r  W u r z e l ,  ve r -  
m e h r t  u m  e i n e  g e g e b e n e  Zahl ,  g l e i c h  e inem a l i q u o t e n  S h e i l e  des  
Q u a d r a t e s  ist. 

Gegcbene Glcichung: m z  + c = nxe. 
Die zu losende Gleichung lautet diesmal: 

m c - z + - z x z .  
n n 

Es ist also nach X die Losung gegeben. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Beispiel: rn = 3, n = l a ,  c = 12;  die zu losende Gleiçhung wird: 
2 x + 8  = x2. 

Daraus folgt also x =4,  x 2 =  16. 

XIV. S i  c o m p o s i t u s  e x  d n o b u s  n u m e r i s  f u e r i t  a d  t e r t i u m  
d a t u s ,  q u i q u e  e x  i l l i s  p r o d u c i t u r  a d  q u a d r a t u m  i p s i u s  d a t u s ,  
u t e r q u e  i p s o r u m  a d  e u n d e m  d a t u s  e r i t .  

Ut  si ad a sit b c  datus, atque ex a in se fiat d,  e t  ex b i n  c fiat e 
datus ad à. Sit auteni proportio b c  ad a f g ,  cornposita ex proportione b 
ad a e t  c ad a ;  proportio autem e ad d sit h ,  e t  ipsa producitur ex f in g. 
Cum ergo f g  datum, e t  ex f in  g fiat datum, erit  e t  f et g datuni, 
itaque et b e t  c ad a datum. 

Verbi gratia sit compositus ex duobus ad tertium quintuplus, et quod 
ex uno in alterum fit, sit quadrato eius sextuplum. Igitur V I  tollatur 
quater de quadrato V, e t  remanebit unum, cuius radix unum, quod tollatur 
de V, et  reliqui medietas erit  duo. Unum erg0 illi duplum, e t  reliquum 
erit triplum. 

XIV. Wenn d i e  S u m m e  z w e i e r  Z a h l e n  z u  e i n e r  d r i t t e n  e in  g e -  
g e b e n e s  Verha l tn i su  h a t ,  d a s  P r o d u c t  a b e r  zu dem Q u a d r a t e  d e r s e l b e n ,  
80  k e n n t  m a n  d a s  Verh i i l tn i ss  j e d e r  e i n z e l n e n  a u  d e r  d r i t t e n  Zahl. 

Gegebene Gleichungen : 
l: + y = mz, 
c g  = nzg. 

x Setzt man - = f und = g ,  so hat  man die beiden Gleichungen: 

aus ihrien findet man e und f, was verlangt ist. 
Beispiel: na = 5, TL= 6 ;  die zu losenden Gleichungen sind 

e + f = 5 ,  e f = 6 ,  
also e =  2 ,  f=  3, so dass x = 22, y = 32 ist, oder umgekehrt. 

XV. S i  v e r o  c o m p o s i t u s  a d  t e r t i u m  d a t u s ,  e t  q u a d r a t a  
e o r u m  s i m u l  a d  q u a d r a t u m  i l l i u s  d a t a ,  i l l a  q u o q u e  a d  i p s u m  
d a t a  e r u n t .  

Dispositio superior remaneat, praeter quod quadrata b  et  c sint f et g 
atque ex f in se fiat 72, et  ex g  in  se fiat 1. Eritque h proportio e ad d 

et  2 proportio c ad d ,  sicque h l  datum eri t ,  cumque fg  datum, erit 
f et  g datum, itaque et  b et  c erit datum ad a. 

Verbi gratia compositum sit triplum illi ,  et compositum ex quadratis 
additis sit simili modo quintuplum quadrati eius. 

XV. D e s g l e i c h e n ,  w e n n  n i c h t  d a s  V e r h a l t n i s s  d e s  P r o d u c t e s ,  
s o n d e r n  d a s  d e r  S u m m e  d e r  Q u a d r a t e  d e r  g e s u c h t e n  Zahlen  zu dem 
Q u a d r a t e  d e s  d r i t t e n  g e g e b e n  ist. 

Gegebene Gleichungen: z + y = m z ,  
xP f yP = nzL. 
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Auf dieselbe Art wie vorher gehen die Gleichungen über in: 
e + f ' = m ,  

e 2 +  f Z = n ,  
BO dass also e und f nach Früherem bekannt ist, was verlangt wurde. 

Beispiel: nt = 3, n. = 5; die Gleichungen sind dann e + f = 3, eZ + f = 5, also 
e = 2, f = 1 odcr umgekchrt, also ist e = 2 2 ,  f = 2 oder umgekehrt. 

Hier brechen die bis jetzt zur Herausgabe benutzten Handschriften 
beide mit demselben Worte ab. Da mir bekannt wurde, dass in  Dresden 
in der Handschrift ,,C.8ULc sich ein vollst%ndiges Exemplar befande, so 
erbet ich mir dieses Manuscript von der Konigl. Gffentl. Bibliothek zu 
Dresden, und wurde mir dasselbe ber~itwilligst xur Benutzung überlassen, 
woftir ich hier auch offentlich meinen ergebensten Dank zu sagen nicht 
unterlassen kann. Leider ist ,  obwohl die Lehrsiitze vollstiindig sind, der 
sonetige Text darin ganzlich abgeandert. Es  sind nur die in  Jordanus mit 
,,Ver b i g r  a t i a "  eingeleiteten Abschnitte und auch diese mit veranderten 
Zahlen und veriindertem Texte hinzugefligt, so dass man aus ,, Msc. C. 80" 
nur ersehen kann, welche weitere Probleme JO r d a  n u  s noch behandelt hat. 
Eine Bitte an die Rais. Konigl. Hofbibliothek zu Wien um Ueberlassung 
eines vollstindigen Exemplares des J o r  d a n '  schen Werkes aus dem 14. Jahr- 
hundert ist absolut unbeant.wortet geblieben, so dass ich mich genothigt 
sehe im Folgenden den unvollstandigen und veranderten Text des ,,Codex 
Dresd. C. 80 " hier folgen zu lassen, um so wenigstens ein abschliessendes 
Urtheil über das von J o r d a n u s  Behandelte gewinnen zu lassen. Um 
einen Vergleieh der Texte zu ermoglichen, werde ich mit dem eben be- 
handelten Lehrsatz XV die aus diesem Manuscript zu entnebmenden Ab- 
schnitte nochmals beginnen.* 

XV. S i  v c r o  c o m p o s i t u s  a d  i l l u m  d a t u s ,  e t  q u a d r a t a  e o r u m  
s i m i l i t e r  a d  q u a d r a t u m  i l l i u s ,  i l l a  q u o q u e  d i u i s i m  a d  i p s u m  
d a t a  e r u n t .  

Exmplum. Compositus ex a et b est triplus ad  c ,  e t  quadrata a e t  
b simul continent quadratum c 4 e t  4, quaeritur, quae sit proportio eorum 

Die fragliche Handschrift C. 80 ist von W a p p l e r  in seinem .~wickauer  
Prograxnm von 1887: Zur Geschichte der deutschen Algebra im 15. Jahrhundert, 
eingehend beschrieben und gewürdigt worden. Auf einige Stücke, welche aber 
wedcr er, noch der Verfasser des Lkesdner tIandsclinftenkataloges erkannt hat, 
m6chte icb jedoch noch hinweisen. Blatt 201-207. enthalt den Algorismus Pro- 
portionum de8 N i  c O 1 a u s Ore ~m e ohne Figuren und nicht in Allem mit der von 
mir besorgten Angabe (Berlin 1868) übereinstimmend. Ebenso enthiilt Blatt 234 
bis 241 die andere Abhandlung des Or esme über Proportionen. Beginnt: ,,Incipit 
liber Proportiolzum, Omnis ratic-naiis opiwio de velocitute motuum pmit eam 
sequi aliquum propo~tionem." Am Schlusse dieser Abhandlung steht ein Pfeil und 
der griechische Buchstabe <p, was Beides auf I3latt 201 am Anfàng des Algorismus 
proportionum wiederholt ist. Der Schreiber oder Adnotator kannte also den Zu- 
samrnenhang beider Abhandlungen und die Identitat des Verfaesers. 
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quadratorum diuisim ad quadratum c. 45 duplentur et fient 9;, de quibus 
tollatur quadratum 3 ,  scilicet 9 ,  e t  remauet 4, cuius radice subtracta de 
3 et reliquo mediato proueniunt 4. Alterum ergo duoruni a vel b orit 
sesquitertium ad c et alterum superpartiens 3 ;  c ergo 3, a 4,  quare b 5, 
üt a b sit triplum ad c. 

XV. Gegebene Gleichungen: + 'U mZ, 

2 folglich -15, Y-5. setit man z = 3 ,  so erhalt man also x = 4 ,  y = 5. 

XVI. I t e m  s i  d i f f e r e n t i a  e o r u m  f u e r i t  a d  i p s u m  d a t a ,  q u i -  
q u e  e x  u n o  i n  a l t e r u m  p r o d u ü i t u r  a d  q u a d r a t u m  d t t t u s ,  u t e r q u e  
a d  e u m  d a t u s  e r i t .  

Ezernplum. Differentia a ad b sit dupla ad r ,  et quod fit ex a in b 

sit octuplum ad qiiadratum c. 8 quadraplentur, e t  fiunt 32, quibus ad- 
datur  quadratum 2 et  fiunt 36, a quorum radice subtrahatur 2, e t  reliquo 
mediato remanent 2. Unus ergo erit  duplus ad c e t  alter quadruplus, quare 
d e  8, a Ci, b 12, c 3. 

XVI. Wie XIV, n u r  dans s t a t t  d e r  S u m m e  d i e  D i f f e r e n z  d e r  Zahlen 
e i n  g e g e b e n e s  Verh5l tn i ss  z u  e i n e r  d r i t t e n  h a t .  

Gegebene Gleichungen: y = s,  

x y = n z 2 .  
Man hat wieder, wie früher, 

e - f = m ,  e f = n ,  
woraus leicht e und f zu finden. 

Beispiel: m = 2 ,  a = 8 ;  man hat m P + 4 n = ( e + f ) 2 ,  also e + f = 6 ,  e - f=2 ,  
BO dam e = 4 ,  f = 2  und, wenn z 3 gesetzt wird, x = 12, y = 6 wird. 

XVII. C u m q u e  s i t  d i f f e r e n t i a  a d  e u m  d a t a ,  s i  q u a d r a t a  
s i m u l  a d  q u a d r a t u m ' e i u s  d a t a  f u e r i n t ,  i p s a  e t i a m  a d  i l l u d  d a t a  
e r u n t .  

Emmplum. Differentia inter a e t  b sit dupla ad c, quadrata vero a 
et  b simul contineant quadratum c vigesies. Duplum 20 est 40, de quo 
sublato quadrato 2 relinquuntur 36, de quorum radice demptis 2 residui 
medietas erit 2, qnare unum duplum e t  reliquum quadruplum. Proportio 
quadratorum semper dupletur e t  ab eo subtrahatur qurtdratum proportionis 
ab ad c, et a radice residui proportio a b  ad c ,  et  tunc relicti medietas 
erit  propositum. 
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XPIT. Wie XV, n u r  dan a u c h  h i e r  an S t e l l e  d e r  Summe d e r  Z a h l e n  
i h r e  Di f fe renz  t r i t t .  

Gegebene Gleichungen : 
- y = m 8 ,  

xe + y2 = na2. 
Hier heissen die Gleichungen e  - f  = m ,  e2 + f = n. Es ist Zn - m2 = ( e  + f ) 2 ,  also 
Alles gegeben. Gnser Manuscript giebt eine allgemeine Regel, wobei man freiiich 
a b  nicht a  4- b ,  sondern a - b  lesen muss. 

B&piel: n =  20, m =  2 ;  es id  2 ~ - m 4 = 2 6 ,  also e + f = 6 ,  e - f = 2 ,  d .h .  
e = 4 ,  f = 2 ,  wie vorher. 

XVIII. S i  d u o  n u m e r i  a d  t e r t i u m  f u e r i n t  d a t i ,  a t q u e  e t  
i p s i s  p r o u e n e r i t  a d  e u n d e m  d a t u s ,  o m n e v  e o s  e s s e  d a t o s  c o n -  
u e n i e t .  

Exemp7um. Sit a sesqualterum e t  b scsquitertium ad c ,  e t  productus 
ex a in  b contineat c octogesies quater. Ducatur proportio a ad c in  pro- 
portionem b ad  c e t  prouenient 2 ,  per quem diuidatur 84, et  proueniet 42, 
quae erit c. 

XVIJI. K e n n t  m a n  d a s  V e r h a l t n i s s  zweie r  Zahlen  u n d  i l i res  P r o -  
duc ten  zu e i n e r  d r i t t e n  Z a h l ,  so  s i n d  a l l e  d r e i  Z a h l e n  g e g e b e n .  

Gegebene Gleichungen: 
a = m c ,  b = n c ,  a b = p c .  

Bm'spie2: m= i l  n = +, p  = 84; man findet m n  = 2 ,  also c =  8 4 :  2  = 4 2  und 
daher a = 6 3 .  b = 66.  

XIX. S i  q u o d  f i t  e x  l a t e r e  i n  l a t u s  d a t u m  f u e r i t ,  e t  e o n -  
i u n c t u s  e x  q u a d r a t i s  d a t u s ,  q u i l i b e t  e o r u m  d a t u s  e r i t .  

Ezernplum. a in b sit  35, et  quadrata eorum simul 74, cuius qua- 
dratum 5476, de quo sublato quadrato 35, scilicot 3225, quater, remanent 
5 7 6 ,  quorum radix subtraüt-a de 74 reliqui dimidiam est 25, qui erit qua- 
dratus minoris, quadratus maioris 49. 

XIX. G e g e b e n  dan P r o d u c t  z w e i e r  Z a h l e n  u n d  d i e  S u m m e  i h r e r  
Q u a d r a t e ,  d a n n  s i n d  d i e  Q u a d r a t e  e i n s e l n  g e g e b e n .  

Gcgebene Gleichungen : 
XY =P7 

x 2 +  y2=s.  
ist (x2 + y2)ï = s4, 4x2y2= 4p2, al80 (x2- 4 p 2 ,  daller ist xz- yZ ge- 

geben, also auch x2 und yyP eiuzeln. 
Bei8pzei: p = 35,  s = 74 ; es ist s2 = 5476, 4p2 = 4900, alfi0 (x2 - y2)2 = 576, 

x2-y2=24, al80 x P = 2 5 ,  y2=49. 

XX. S i  p r o d u c t o  e x  l a t e r i b u s  d a t o  f u e r i t  q u a d r a t o r u m  d i f -  
f e r e n t i a  d a t a ,  s i n g u l i  e o r u m  d a t i  e r u n t .  

~zemplum. a in b fiet 15, e t  differentia quadratorum 16. Itaque unum 
quadratum in aliud fit 225, quo quater sumpto addatur quadratum 16, et 
fiunt 1156, cuins radix 34. De hac subtractis 16 reliquoquo mediato 
fiunt 9, minor quadratus, alter 25. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



132 Historisch - literarische Abtheilung. 

XX. D e s g l e i c h e n ,  wenn  n i c h t  d i e  S u m m e  d e r  Q u a d r a t e ,  sondern  
i h r e  D i f f e r e n z  g c g e b e n  i s t .  

Gegebene Gleichungen: z y  = p ,  
xg  - yg = a. 

Hier ist (x2 + y2)z = d2 + 4p2, und folglich wieder alles bekannt. 
Beispiel: p = 15, d = 16; es ist d2 = 256, 4pP = 900, folglich (x' + y2)' = 11661 

a190 x 5 + y 2 = 3 4 ,  y 2 = 9 ,  x 2 = 2 5 .  

XXI. S i  c o n i u n c t u s  e x  l a t e r i b u s  e t  p r o d u c t u s  e x  q u a d r a t i s  
d a t i  f u e r i n t ,  s i n g u l u s  e o s  d a t o s  e s s e  c o n s e q u i t u r .  

3xempium. Coniunctus ex lateribus 8, productus ex quadratis 225, 
cuius radix 35, et  ipse erit  productus ex lateribus, cumque sit  datus ex 
illis coniunctus, erunt secundum praemissam 3 et 5. Melius secundum 
primam et  tertiam primi huius a quadrato 8 subtrahatur 15 quater, et radix 
residui est differentia a b ,  per primum erg0 prirni huius habentur numeri 
qui prius. 

XXI. K e n n t  m a n  d i e  S u m m e  zweier  Z a h l e n  u n d   da^ P r o d u c t i h r e r  
Q u a d r a t e ,  B O  k e n n t  m a n  a u c h  d i e  Z a h l e n  s e l b s t .  

Gegebene Gleichungen: z + y = s ,  
xe y2 = p z .  

Man hat x y  = p ,  kann also nach Buch 1, III und I ohne Weiteres s und y  be- 
stimmen. 

Beispiel: s  = 8, pz = 2 2 5 ,  also p = 15. Dann ist nach Buch 1 ,  III x - y  = 2, 
also x  = 5, y  = 3. 

XXIJ. I t e m  s i  d i f f e r e n t i a  l a t e r u m  a t q u e  p r o d u c t u s  e x  p r a e -  
d i c t i s  d a t i  f u e r i n t ,  s i n g u l a  d a t a  e r u n t .  

Exemplum. Productus ex quadratis est 100, differentia laterum est 3. 
Quadratus differentiae addatur quadruplo radicis 100, et fiunt 49. Huius 
radix 7 componitur ex lateribus, modo per primam prirni huius erunt 
latera 2,  5. 

XXII. D e s g l e i c h e n ,  w e n n  d i e  Ui f fe reuz  d e r  Z a h l e n  und  d a s  P r o -  
d u c t  i h r e r  Q u a d r a t e  b e k a n n t  i s t .  

Gegebeiie Gleichuugen: - y = 

x2 y' = pz. 
Es ist x y  = p ,  und also nach dem ersten Buçhe leicht x + y ,  daher auçh x und y 
einzeln zu finden. 

Beispiclc d = 3 ,  -100; es ist x y = 1 0 ,  ~ + y = 7 ,  ~ = 6 ,  y=3.  

XXIII. I t e m  s i  d i f f e r e n t i a  l a t e r u m  e t  d i f f e r e n t i a  q u a d r a -  
t o r u m  d a t a e  f u e r i n t ,  e t  h a e c  e t  i l l a  d a t a  n e c e s s e  est .  

Differentiae radicum 3, quadratorum 51. Diuidatur differentia quadra- 
torurn per differentiam laterum, e t  proueniet coniunctus ex lateribus, scilicet 
17. Modo per primam primi huius exibunt 7 et  10. 
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XXIII. D e s g l e i c h e n ,  wenn  a u s s e r  d e r  Di f fe renz  d e r  Z a h l e n  
Di f fe renz  i h r e r  Q u a d r a t e  g e g e b e n  i s t .  

Gegebene Gleich!ngen : x - y = d ,  
x2 - y' = pe, 

- 2 P' Es ist -2 = x +  y =-, also wieder nach Buch 1, 1 zu rechnen. 
"-Y d 

Beispiel: d = 3, p e  = 51; es ist x + y  = 17 und daher x = 10, y  = 7. 

133 - 
d i e  

XXIV. S i  f u e r i n t  d u o  n u r n e r i ,  q u o r u m  q u i l i b e t  a d  q u a d r a -  
t u m  a l t e r i u s  s i t  d a t u s ,  u t e r q u e  e o r u m  d a t u s  e r i t .  

Exemplum. Quadraturn a continet b quinquies et  Q I  e t  quadratum b 
continet a decies octies. Ducatur erg0 18 in quadratum 5$ ,  qui erit  284, 
et  fiunt 712, cuius latus cubicum est 8, et ipse est minor siue a. Si 
uero ducatur 58 in quadratum 18, proueniet 1728, cuius latus cubicum est 
12, e t  ipse est maior siue 6. 

XXIV. 1s t  von  z w e i  Z a h l e n  d a s  V e r h a l t n i s s  e i n e r  j e d e n  z u  d e m  
Q u a d r a t e  d e r  a n d e r n  b e k a n n t ,  so  s i n d  b e i d e  g e g e b e n .  

Gegebene Gleichungen: y e - m x ,  
x P = n y .  

Es ist y4 = nztz', also ?p = mPny, y3 = m2m, y =f&, und ebenso & = k y g ,  
3- 

x4=n9mx, x3=n2m,  x=Vn2m.  
Ueispid: m = 5 j ,  n = 18; m2n = 712, also y  = 8 ; nzm = 1728, also x  = 12. 

XXV. S i  n u m e r u s  e x  d u o b u s  c o n i u n c t u s  f u e r i t  d a t u s ,  a t q u e  
e x  i l l i s  p r o d u c t u s  a d  e i u s  c o n i u n c t u m  d a t u s ,  c a e t e r a  e s s e  d a t a  
c o n u e n i e t .  

Exernplzcm. Quod fit ex a in b duplum est ad  coniunctum ab, sitque 
ab  103. Ducatur 8 in ab e t  prouenient 854, quae diuidantur per 4,  et  
prouenient 2 1 3 ,  quod fit ex a i n  b. Ulterius per tertiam.primi huius ope- 
rando erit a 23, b 8. 

XXV. Wenn d i e  S u m m e  z w e i e r  Bahlen und d a s  VerhLl tn i ss  i h r e s  
P r o d u c t e s  z u r  S u m m e  g e g e b e n  i s t ,  s o  s i n d  be ide  Z a h l e n  g e g e b e n .  

Gegebene Gleichungen: 
z + y = 3 ,  

2%- 
x + y  

Man hat xy =ps,  also ist nach Buch 1, ï ~ r  x und y  bekannt. 
Beispiel: s = 103, p = 2. Der Verf multiplicirt erst p mit 4, daon mit s und 

dividirt dann wieder durch 4, um xy  = 214 zu erhalten. Er  findet 80 x = 8, y =2'$. 

XXVI. S i  f u e r i n t  d u o  n i i m e r i ,  q u o r u m  q u a d r a t a  p a r i t e r  
a c c o p t a  f u e r i n t  a d  c o m p o s i t u m  e x  i p s i s  d a t a ,  a t q u e  q u i  e x  e i s -  
d e m  n u m e r i s  p r o d u c i t u r  f u e r i t  a d  c o n c u n c t u m  d a t u s ,  u t e r q u e  
e o r u m  d a t u s  e r i t .  

Exemplum. Sint a ct b,  quorum quadrata coniuncti a b  38, et pro- 
ductus ex a in b continent coniunctum a b  1%. Productus erg0 bis et duo 
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quadrato contineat a b  septies iuxta quartam seciindi Euclidis, quare a b  

datus,  e t  quia productus datns, e t  a et O datus. 

XXVI. X e n n t  m a n d a s  Verl i i i l tniss  d e r  S u m m e  d e r  Q u a d r a t e  zweier  
Z a h l e n  z u r  Surnme d e r s e l b e n  u n d  e b e n s o  d a s j e n i g e  d e s P r o d u c t e s  zur 
S u m m e ,  so s i n d  b e i d e  Z a h l e n  g e g e b e n .  

- 
2' + y2 = ICY = a. 
X+Y 2 + y  

Es ist m + 2 n = ~ + x + y l  folglich z y = n  (m+2m) und somit z und y 
IL: + u 
- ' O 

nach 1, 111 gegeben. 
Beispiel: m = 34, n= 14; es i d  na+ 2 n  =7, also x +  y -7, x.y = 1 2 ,  und 

daher x = 4,  y = 3. 
Hier ist der Text der Handschrift unvnllstandig 

XXVII. S i  a d  u n u m  n u m e r u m  d u o b u s  n u m e r i s  d a t i s  u t r i q u e  
e o r u m  d a t u s  n u m e r u s  a d i i c i a t u r ,  u t  e x  t o t o  i n  t o t u m  p r o u e n i a t  
n u m e r u s  d a t u s ,  i l l u m  q u o q u e  d a t u m  e s s e  o s t e n d e t u r .  

Exemplum. % e t  4- radicis addantur t r i a ,  et ex toto in  totiim fiat 66. 
5 autem radicis l a  facit 35 quadrati. Ducantur erg0 numeratores in se, 
e t  fiunt 2 ,  qui subtrahatur a 66, et  residuum, scilicet 6 4 ,  diiiidatur per 
12, et  proueniunt 5 integra et  142. Numerus integrorum, scilicet 5, super- 
ponatnr diuisori fiii~e denominatori, scilicet 12, et erunt 9% attribuendae 
quedrato, e t  residuum, scilicet +2, siue 4, parti ad radicem. Ergo i)z qua- 
drati cum + radicis valent 64, quare quadratus cum + radicis valent 1539. 
Medietur $ radicis et medietas ducatur in se e t  proueiiiunt &, quae addan- 
tu r  ad 1532 e t  fiunt F, cuius radix y, de quo demptis 4 reliquuntur 
fi siue 12, qui est radix quadrati siue numerus quaesitus. Iterum aliter 

5 
stantibus positionibus loco ni~meratorum ducatur numerus dat,iis addendus, 
scilicet 3, in se ,  et fiunt 9, quae tollantur de 6 6 ,  e t  de residuo Bat ut 
prius, e t  prouenient 4 quadrati e t  2z radicis, quae valent 57. Reliqui 
debent per quadratum diuidi, scilicet per T ,  e t  proueniunt 4- radicis et 171, 
radix medietur e t  fient g ,  medietas in se ducatur, e t  fiunt i), quae ad- 
dantur 1 7  1 et  exeunt ==. Horum radix ", a qua sublatis # rema- 

6 4 8 
nent 12. 

XXVII. A d d i r t  m a n  zu z w e i  VielFachen e i n e r  Z a h l  d i e s e l b e  g e -  
g e b e n e  Z a h l ,  so d a s s  d a s  P r o d u c t  b e i d e r  S u a m e n  g e g e b e n  i s t ,  so  i s t  
d i e  v e r v i e l f a c h t e  Zahl  b e k a n n t .  

Hier ist die Rechnuug nur an dem Beispiele und so durchgefiihr?, davs der 
Gedankengang sich nicht klarlegen lasst. 

Die gegebene Gleichung ist: 
(3s + 3)(f s + 3) = 66. 

Der Verfasser der Bearbeitung formt dieselbe einmnl um in: 
15,x2+&x=64, also xZ++x=i53-2 ,  

sus welcher x = 12 folgt, ein anderee Mal in 
+ X ~ + ~ ~ Z =  57, also xe + l x  = 171, 

wodurch x wieder gleich 12 gefunden wird. 
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Da die gegebene Gleichung nur auf 
x O + y x =  342 

reducirbar ist, so ist augenscheinlich der Gedankengang ein sehr eigcnthümlicher. 
J o r d  anu s dürfte kaum 00 gerechnet haben. 

XXVIII. I t e m  s i  a l t e r i  a d d a t u r  d a t u s ,  u t  t o t u s  i n  r e l i q u u m  
d u c t u s  f a c i a t  n u m e r u m  d a t u m ,  e t  i d e m  d a t u s  e s t .  

Exemp1u.m. Dimidium radicis addito 3 in  quartam facit 10. Sed dimi- 
dium in quartam facit octauam quadrati,  e t  1 in quartarn facit quartam 
radicis, quare 10 iuxta praemissam tertiam u t  quarta radicis e t  octaiia qus- 
drat i ,  e t  8 exit radix. 

XXVIII. E b e n s o ,  wenn  dem e i n e n  e i n e  Z a h l  h i r i z u g e f ü g t  und  
d ie  S u m m e  m i t  d e m  a n d e r n  m u l t i p l i c i r t  wird.  

Gegebene Gleichung: (mx-l- lz)  p x = y .  
Es ist einfach m p x P + n p x = q ,  
welche Gleichung schon früher gelost ist. 

Beispiel: m = f ,  n = 1, p = ), q = 10. Die Glcichung heisst daher: i x 2  + )x = 10 
oder xP + 2x = 80, also x  = 8. 

XXIX. S i  a d u o b n s  n u m e r i s  a d  u n u m  d a t i s  d u o  n u m e r i  d a t i  
s u f e r a n t u r ,  u t  e x  d u c t u  r e l i q u i  i n  r e l i q u u m  p r o u e n i a t  d a t u s ,  
e t  i l l e  u n u s  n u m e r u s  d a t u s  e r i t .  

Exemplum. Unus numerus radicis duplus, alter triplus. A trip10 tol- 
latur 6 a duplo 4, et  residuum in reviduurn faciant 150. Sed duplus i n  
triplum facit sextuplum quadrati et 6 in 4 24. Iterum triplum in 4 facit 
duodecuplum radicis et duplus in  6 similiter duodecuplum radicis, erg0 sex- 
tuplum quadrati e t  24 sunt i n  radice vigevies yuater et 150. Demptis ergo 
24 de 150 remanebunt 126  e t  radicis vigesies quater u t  quadratum sexies, 
q k r e  quadratum similiter est u t  radix quater et 21. Quadratum erg0 di- 
midii 4, quod est 4 ,  addatur ad 21, e t  erit 25, cuius radix 5; cui addatur 
dimidium 4,  e t  fiunt 7, et  ipse est radix. 

XXIX. Z i e h t  m a n  zwei  V i e l f a c h c n  e i n e r  Z a h l  zwei  g e g e b e n e  
Zahlen  a b ,  u n d  d a s  P r o d u c t d e r  b e i d e n  D i f f e r e n z e n  i s t  b e k a n n t ,  so  
i s t  a u c h  j e n e  Z a h l  gegeben .  

Gegebene Gleichungen: 
( m x - p ) ( n x -  q)  = r. 

J. findet n ~ x 2 + p p = ( m q + n p ) x + r  
oder 

,1= !! %LnP - p  p, 
m x + ~  

welche er nach der in diesem Buche X ailseinandergesetzten Methode loat. 
Beispiel: rn = 3, y = 6, n = 2, p =  4, r  = 150; hier wird die Gleichung 

x a = 4 x + 2 1 ,  
ans welcher x  = 7 folgt. 

XXX. S i  v e r o  a b  a l t e r o  d e t r a h a t u r  n u m e r u s  d a t u s  u t  e x  
r e s i d u o  i n  r e l i q u u m  f i e t  n u m e r u s  d a t u s ,  i l l e  q u o q u e  d a t u s  e r i t .  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



136 Historisch-literarische Abtheilung. 
----̂ --xxx_.- --A--A-A ^^-_-^- 

Exemplum. Esto b duplum ad a ,  et c ipsius a ,  e t  de b 4 ablatis et 
residuo ducto in  c fient 12. Si autem totum b ducatur in c fiunt 4 qua- 
drat i ,  e t  4 ductus in c facit i radicis; ergo + quadrati sunt u t  + radicis 

e t  12. Secundum operationem erg0 praemissarum crit radix 5, quadratum 

25, b 10, c 2. 
XXX. E b e n s o ,  w e n n  m a n  v o n  dem e i n e u  e i n e  g e g e b e n e  Zahl  sub-  

t r a h i r t ,  u n d  i h r e  Diff 'erenz m i t  d e m  a n d e r n  m u l t i p l i c i r t .  , 

Gegebene Gleichung: (mz - nx = r.  

J. erhalt wieder die Gleichung 
m n x 2 = n p x + r ,  

was genau wie vorher zu losen ist. 
Bez'spiel: m = 2 ,  A = 5 ,  p = 4 ,  r  = 12; die Gleichung wird hier 9x2 = #x + 12, 

d. h. x2 = 22  + 16 und hieraus x  = 5. 

XXXI. S i  f u e r i n t  d u o  n u m e r i  a d  u n u m  d a t i ,  a l t e r i q u e  d a t u s  
n u m e r u s  a d d a t u r ,  e t  a b  a l t e r o  d e t r a c t o  d a t o  n u m e r o  s i  p r o -  
d u c t u s  m o d o  e x  s e  d a t u m  n u m e r u m  f a c i a n t ,  n u m e r u m  i l l u m  

d a t u m  e s s e  c o n u e n i e t .  
Elçemplum. Esto a 3 c  et b +c, ab a tollatur 1, et b addatur 3, et  sic 

ex eis fiet 35. Sed a in b e t  3 facit 3 quadrati e t  quadruplum cum -a- 
radicis, et l in b e t  3 manebit + radicis e t  3 ,  quare $ quadrati e t  43 
radicis minus 4 radiciv et  3 valent 25, quare ulterius 2 quadrati cum 4 
radicibus valent 28. Itaque iuxta praemissas operationes patet radix, sci- 
licct 4. 

XXXI. Desg le ichen ,  wenn  man zu dem e inen  V i e l f a c h e n  e i n e  ge-  
g e b e n e  Zahl  a d d i r t ,  v o n  d e m  a n d e r n  a b e r  s u b t r a h i r t ,  u n d  wieder  d a s  
P r o d u c t  d e r  S u m m e  u n d p i f f e r e n z  g e g e b e n  ist.  

Gegebene Gleichung: ( m x + p )  ( n x  - q )  =r .  
J. findet zunachfit m n x 2 + p n x -  qnx  - p q = r ,  
und daraus n ~ n x q ( p m - q n ) x = r + p q ,  
was wieder unter Nr. VlII fillt. 

Beispiei: m = +, p = 3 ,  oz = $, p = 1, r  = 26.  Die Gleichung wird hier 
$ x e + 4 x = 2 8 .  Aus ihr folgt x=4.  

XXXII. S i  v e r 0  i i s d e m  n u m e r i s  d a t i  n u m e r i  a d d a n t u r  v e l  
d e t r a h a n t u r ,  u t  p o s t  h o c  p r o u e n i a t  n u m e r u s  v e l  a d  q u a d r a t u m ,  

v e l  a d  r a d i c e m  d a t u s ,  e t  r a d i x  e t  q u a d r a t u s  d a t u s  e s t .  

Exemplum. Sit a Q c  et b 2 c ,  a addentur 2 et  b 3? e t  ex ipsis tunc 
proueniat sextuplum iuadrati.  De quo, quod fit ex solo a in solum b, 
dempto remanet 33 quadrati,  quod valet octuplum radicis e t  6. Ulterius 
iuxta praernissa e t  decirnurn huius erit radix 3 e t  quadratum 9. 

XXXIJ. E b e n s o ,  w e n n  d e n  b e i d e n  V i e l f a c h e n  g e g e b e n e  Zahlen 
h i n z u g e f ü g t  o d e r  w e g g e n o m m e n  w e r d e n  und  d a s  d a r a u s  g e b i l d e t e  
P r o d u c t  e i n  V i e l f a c h e s  d e r  g e s n c h t e n  Z a h l  o d e r  von  d e s s e n  Qua- 
d r a t e  i s t .  
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Von den vier moglichen Fallen diefles Satzes: 
( m x + p ) ( n x + p ) = r x ,  ( m x - p ) ( n x - p ) = r x ,  
( m x + p ) ( n x  + q)=rx2 ,  (mz-p) (nx-  p) = r x 2 ,  

l-iehandelt das Beispiel der vorliegenden Bearbeitung niir den dritten. Da dem 
Wesen nach nichta gcandert wird bei den übrigen Falien, hat der Bearbeiter dies 
wohl für geniigend gehalten. 

Die beiden ersten Gleichungen liefern die Form 
m n x 2 - + @ n + m n q i r ) x + p p = 0 .  

Die beideu anderen (r- m n ) x 2 ~ ( p n + m g ) s = p q ,  
wodurch die Losung sich von sclbst nach Früherem ergiebt. 

Beispiel: m=+,  n = 2 ,  p = + 2 ,  q = + 3 ,  r = 6 .  
Die gegebene Gleichung ist also 

( + ~ + 2 )  (2x+3j=6x2.  
Die uuigeforrnte Gleichung liefert also die Form: 

3+x2= 8 x  + 6, so dam also x = 3, x b  9 folgt. 

XXXII. I t e m ,  s i  a l t e r i  d a t u s  n u m e r u s  a d d a t u r  v e l  d e t r a -  

h a t u r ,  d e i n d o  i n  r e l i q u u m  d u c t u s  p r o d u x e r i t  n u m e r u s  a d  q u e -  
d r a t u m  v e l  r a d i c e m  d a t u s ,  r a d i x  c u m  q u a d r a t o  d a t a  e r u n t .  

Rxemplum. Esto a + c  e t  b ac, addatur 2 ad a ,  ut  produetum ex con- 

iuncto in b : quadrati. Sed ; radicis in + eiusdem facit & quadrati et + 
radicis in 2 facit 3- radicis, quae valent + quadrati, quare radix erit  f 
quadrati, ergo radix, sive c, erit 3, a 4 ,  6 1. 

XXXIII. D e s g l e i c h e n ,  wenn m a n  d e m  e i n e n  e i n e  g e g e b e n e  Z a h l  
a d d i r t  o d e r  s u b t r a h i r t ,  m i t  dem a n d e r n  m u l t i p l i c i r t ,  und  d a e  P r o -  
d u c t  e i n e m  Vie l fachen  d e r  Z a h l  oder  i h r e s  Q u a d r a t e s  g l e i c h  i s t .  

Gegebene Gleichung: 
(mx-kp) n x = r x  oder =rzP. 

Es iat also nanx2k wpx = r x  oder rx2, 
d. h. entweder r k NP m m x 2 = ( v T m p ) ~ ,  X=- 

mr, 
oder 

Beispiel: m = ! ,  m = g ,  p = 2 ,  r - 5 ;  die Gleichuug wird ( $ x + 2 ) . $ z = f x 2 ,  
also i d =  32,  x = s .  

XXXIV. Si  v e r o  d a t o  n u m e r o  n n i  a d d i t o  e t  a b  a l t e r o  a b l a t o  
p o s t m o d o  f e c e r i n t  n u m e r u m  a d  q u a d r a t u m  v e l  a d  r a d i c e m  d a -  
t u m ,  q u a d r a t u s  c u m  r a d i c e  d a t u s  e r i t .  

Exemplum. Sit a duplus ad c et b triplus ad c et  4 addatur ad a 
et 6 tollatur de b ,  et  producturri per coniuncturn contineat quadratum 3.5. 
Quia autem ex a in b et 6, e t  ex 4 in b et 6 prouenerint 6 qiiadrata iuxta 

24, quae valent quadrati,  24 valent $ quadrati, quare quadratum valet 9, 
et radix 3;  a ergo erit 6, et b 9, quod fuit propositum. 

XXXIV. D e s g l e i c h e n ,  wenn  dem E i n e n  e i n e  Z a h l  a d d i r t ,  vom 
A n d e r n  s u b t r a h i r t  w i r d  und  d a s  P r o d u c t  e i n  Vie l fachee  d e r  Zahl  
oder  d e s  Q u a d r a t e s  wird.  

Hiut.-lit. Ablhlg. d. Zeitschr. f. Math. n. Phys. XXXVI, 4 11 
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Gegebene Gleichungen : 
( m x  + p )  ( n x  + p) = r x  oder rxZ. 

Es ist 
m n x 2 + ( p n - m q ) x - p q = r x ;  rx2, 

also entweder 
m l z x 2 + ( p n . - m q - r ) x = p q  

oder 
( m n . - r ) x Z + ( p n . - m p ) x = p q ,  

wodurch beide Male die Losung gegeben 1st. 
Ueispiel: nz = 2 ,  12 = 3, p = 4, g = 6 ,  r = 3f. Die gegebene Gleichung ist also 

(2 x + 4)(3x - 6 )  = 33x0. 
Da sich hier die Cflieder mit x  heben, tio entsteht 6x2 - 24 = 3+x" also 3 xa = 24, 
folglich x2 = 9, x = 3. 

XXXV. si n u m e r u s  a d  q u a d r a t u r n  d a t u s  i n  s e  f é c e r i t  n u m e .  
r u m  a d  r a d i c e m  d a t u m ,  r a d i x  e i u s d e n z  data e r i t .  

Exemplum. + quadrati in  se faciat numerum qui continet 54 radices. 
In  se facit & quadrati et quater 54 faciunt 216, cuius latas cubicum, sci- 
licet 6, est radix. 

E t  s i c  e s t  f i n i s  hu iuu .  

XXXV. Wenn d a s  Q u a d r a t  einos V i e l f a c h e n  des Q u a d r a t c s  o iner  
Z a h l  e i n  V i e l f a c h e s  d e r  Zahl  s e l b s t  g i e b t ,  so  i s t  d i e  Z a h l  gegeben .  

Gegebene Glcichiing : 
(nt xZ)a = p x. 

U n d  so h a t  dan W e r k  e i n  E n d e .  
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Recensionen. 

Ueber d ie  Convergenz einer  von Vieta  h e r r ü h r e n d e n  eigenthümlichen 
Productentwickelung. Von F. RUDIO. (Bus einem Schreiben an 
Herrn Prof. Dr. M. CASTOR.) 

I n  Ihrer Besprechuug meiner Abhandlung: ,>Da5 Problem von der Qua- 
dratur des Zirkels" (Vierteljahrsschrift der naturforschenden Gesellschaft in  
Zurich, Bd. 35 S. 1) haben Sie einen Beweis für die Convergenz der eigen- 
thümlichen , von V i e t a* herrtihrenden Formel : 

a. n: 1 

als wünschenswerth bezeichnet. Gestatten Sie mir, dass ich Ihnen nacli- 
triiglich einen solchen vorlege. 

Ich habe in der genannten Arbeit (Seite 17, Anmerkung) auf die Ver- - 

allgemeinerung aufmerksam gemaclit, welche die V i  e t a'sche Formel spiiter 
durch E u 1 e r erfahren bat. I n  der Abhandlung : ,,Variae observationes circa 
angulos in progressione geometrica progredientesU (Opuscula anelytica 1, 
pag. 346) giebt E u 1 e r für  den Kreisbogen s die Formel : 

s i n  s 
s - -. 

S s s s 
C o S - - ~ C o S - ~ C o S - ~  C O S - .  m . '  

2 4 8 1 6  
7z 

Da diese für s = 2 mit der V i e  t a'schen Formel identisch wird es ( 

etc.), so hnndelt es sich nur urn den Nachweis der Convergenz des unend- 

lichen Productes : 
m 

3) 
S S S .  S S p = cos - . cos - . cos - .cos - . . . = n cos - - 
2 4 8 16 ,=1  2* 

21 Mit Rücksicht auf die Formel cos u = 1 - 2 sifi2 - kann man aber schreiben : 
2 

* Francisci Vietae Opera müthematica (Ausgabe besorgt von S c  h O o t en', 
Lugduni Batavorum lG46), pag. 398 400. 

11' 
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Man nennt nun bekanntlich ein unendliches Product 
v = 1  

a b  s O 1 u i convergent, wenn fl (1 + 1 u, 1 )  convergirt (unter 1 u, 1 den ab- 
v = 1  

soluten ne t rag  von u, verstanden) und u n  b e d i n g  t convergent, wenn es 
unabhangig von der Anordnung der Factoren convergirt. D a m  gilt der 
von D i n i  (Annali di Mat. 2 ,  ser. II pag. 35. Siehe auch: S t O l z ,  Vor- 
lesungen liber allgem. Arithrnetik, Bd. 2 S. 238) vervollsthdigte W e i e  r - 
s t r a s s ' s c h e  Satz: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung fur die a b  s O 1 u t e  Con- 
- - 

vergenz des unendlichen Productes (1 + uu) besteht in der a b  a O 1 u t  e n 
*=l  ~ - 

OD 

Convergenr der unendlichen Reihe 2 u, . Das a b  s 01 u t  convergente Pro- 
*= 1 

duct convergirt auch stets u n  b e  d i n  g t (Pr i n g s h e i  m , Mathem. Annal., 
Bd. 33 S. 134. Es sei übrigens bemerkt , dass ein e l e m  e n  t a r  e r  Reweis 
des in Rede stehenden vollstandigen Satzes schon im Sornmersemester 1878 
von Herrn W e i  e r s  t r a as  vorgetragen wurde). 

E s  bleibt also nur übrig, die Convergenz der unendlichen, aus posi- 
tiven Gliedern bestehenden Reihe : 

nachzuweisen. Der Quotient zweier aufeinander folgender, zu den Indices 
v und v +  1 gehorender Glieder nahert sich aber wegen: 

der Grenze g = 9, womit die Convergenz von S und folglich auch die un- 
bedingte Convergenz von P bewiesen ist. Es convergirt daher auch das in 
der V i e t  a'schen Formel vorkommende Product und zwar iinabhangig von 
der Anordnung der Factoren. 

Z ü r i c h ,  25. Marz 1891. 

G. Ta. FECHNER, Elemente der Paychophyaik. Zweite unveranderte Auf- 
lage mit Hinweisen auf des Verfassers spatere Arbeiten und einem 
chronologisch geordneten Verzeichniss seiner sammtlichen Schriften. 
2 Biinde. Leipzig 1880, Verlag von Breitkopf & Htirtel. 

Da F e c  h n  e r  sich nicht entschliessen konnte, eine Neubearbeitung 
seines Hauptwerkes vorzunehuien oder auch nur  eine unverk le r te  Neu- 
ausgabe desselben zu veranlassen, so unternahm es nach seinem Tode 
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W. W u n d t ,  das sich langst fLihlbar gemachte Bedurfniss nach einem Neu- 
druck zu befriedigen. Die neue Auflage wurde dahin erweitert, dass der 
Herausgeher die spiiteren psychophysischen Arbeiten F e  c h n  e r 7 s  an den 
betreffenden Stellen mittels Noten hier hereingezogen hat. F e c h n e r ' s  bahn- 
brechende Arbeiten , namentlich auf dcm Gebiete der Psychophysik , sind so 
bekannt, dass es liberfltissig ist ,  noch naher darauf hinz~lweisen. Der An- 
hang mit dem chronologischen Verzeichnisse der Werke und Abhancliungen 
G. Th. F e c h n e r ' s  muss als eine iiusserst wiinschenswerthe Zuthat bezeichnet 
werden. Diese Neuausgabe der Psychophysik wird überall mit Freuden 
begrüsst werden. B. NEBEL. 

R. KLIMPERT, Lehrbnch der allgemeinen Phyeik (Die Grundl~egrifTe und 
Grundsatze der Physik), mit 549 Erklarungen, 5 4  in den Text ge- 
druckten Figureii und einem Formelnverzeichniss nebst einer Samm- 
lung von 120 gelEsten und u~ge los ten  analogen Aufgaben, mit den 
Resultaten der ungelosten Aufgaben. F ü r  das Selbststudium und 
zum Gebrauche an Lehranstalten bearbeitet naeh System Kleyer. 
(Kleyer7s Encgklopadie der gesammten mathem., techn. u. exacten 
Naturwissenschaften.) Stuttgart 1389, Verlag von Julius Maier. 
372 S. Preis 8 Mk. 

Das K 1 e y e r 'sche Sys tem hat den Charakter einer w;ssenschaftlichen 
Frage-  und Antwortübung, auf dem linken Theile der Seiten stehen die 
Fragen, auf dem rechten die Antworten. Da die letzteren stets mehr Raum 
in Anspruch nehmen, als die ersteren, so cntstehen dadurch grosse Lücken, 
die aber in den meiaten Fkillen durch sogenannte Erklarungen ausgefiillt 
sind. Ausserdem macht sich hier und da  das Redürfniss geltend, einzelne 
Dinge namentlich geschichtlicher Natur doch im Zusammenhang zu be- 
trachten; hierftlr sind nun grossere Anmerkungen vorgesehen. Schliesrslich 
finden sich noch eingestreut Figuren,  Tabellen, geloste und ungeloste Auf- 
gaben, Hilfsrechnungen; Alles ist sorgfiiltig m i t ,  der laufenden Nummer 
versehen, so dass man beim Umwenden einiger Dlatter lesen kann: Frage 
182, Figur 2 4 ,  Erklkrung 167, Anmerkung 2, Tabelle, Aufgabe 41, Hilfs- 
rechnung 3; ein Zustand, der bei einem Statistiker ein ungemein wohl- 
thuendes Geftihl erregen muss. 

Sehen wir von der iiusseren Forw. ab und wenden wir uns dem Inhalt 
zu, so finden wir die Anschauungen bis au€ die neueste Zeit verfolgt, was 
sich iusbesondere in  den geschichtlichen Theilen zu erkennen giebt; auch 
das absolufe Vaasssystem kommt zu seiner Geltung. Der Inhalt erstreckt 
sich auf die physikalischen Grundbegriffe: Raurn, Zeit, Ruhe , Rewegung, 
Materie, Kraft, sodann auf die allgemeinen Eigenschaften der KErper und 
schliesslich au€ die allgemeinen Krafte: allgemeine Anziehung, Schwere, 
Cohksion , Adhasion, Affinitat. B. NEBEL. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



142 Historisch - literarische Abtheilung. 

R. KLIMPERT, Lehrbuch der  Dynamik fester Korper (Geodgnamik), mit 
694 ErklLrungen, 400 in den Text gedruckten Figuren und einem 
aiisführlichen Formelnverzeichniss nebst einer Sammlung von 500 
gelosten und ungelosten analogen Aufgaben, mit den Ilesultaten der 
ungelosten aufgaben. P ü r  das Selbststudium und zum Gebrauch an 
Lehranstalten, sowie zum Nachschlagen für Fachleute bearbeitet nach 
System Kleyer. (Kleyer's Encyklopgdie dcr gesammten mathemat., 
techn. u. exacten Naturwissenuchaften.) Stuttgart 1889, Verlag von 
Julius Maier. 704 S. Preis 13 Mk. 50 Pf. 

Bezüglich des Systems K l e y e r  sei auf das Vorhergehende verwiesen. 
Zuerst wird die rein mathematische Beweguugslehre in  dem Capitel ,Pho- 
ronomieU behandelt, daran schliessen sich a n  die Dynamik des materiellen 
Punktes und diejenige fester Korper. Die Lehre vom Stoss fester Korper 
bildet den Schluss. Das hier behandelte Material ist ausserordentlich reich- 
haltig, die zahlreichen Aufgaben sind, wo immer es moglich war, dem 
praktischen Leben enfnommen, und die Figuren erganzen den Text durch 
schematische und bildliche Darstellung. 

Das vorliegende Werk mit seiner groasen Zahl Aufgaben kann Jedem, 
der sich in die Dynamik gründlich einarbeiten will, nur besteus empfohlen 
werden. B. NEBEL. 

Dona~s~co  TESSARI, La cinematica applicata a l l e  macchine ad uso delle 
scuole d'applicazione per gli ingegneri degli iugegneri, e costruttori 
meccanici. Torino 1890, Ermanno Loescher. 133 P. 

Die erçten Capitel behandeln die Bewegung eines Punktes und deren 
graphische Darstellung, daran reiht sicli die Rewegiing eines ~ t a r r e n  Kor- 
pers im Allgemeinen nnd diejenige e ims  unver&nderlichen Systems, welche 
parallel zu einer festen Ebene erfolgt. Ilieses führt zu der Trajectorie und 
der iiiiheren Betrachtung ihrer Curve. Die beiden letzten Capitel sind den 
Cykloiden und den Umhüllungscurven gewidmet. Sechs Tafeln mit 145 
Figuren, welche sehr fein und schGn ausgeführt sind, bilden den Anhang, 
auf welchen an den betreffenden Stellen des Textes verwiesen wird. 

B. NEBEL, 

C. IBENKRAHE, Ueber die Fernkraf t  und  daa durch  Paul du  Bois -Reg. 
mond aufgestellte d r i t t e  Ignorabimus. Leipzig 1889, Verlag von 
B. G. Teubner. 64 S. 

Das Vorliegende ist eine streng durchgeführte Zurückweisung der von 
P a u l  d u  R o i s  - R e y  m o n  d gemachten E i n w k d e  gegen die mechanischen 
Erklarungen der Gravitation, insbesondere gegen die vom Verf. vertreiene 
Aetherstosstheorie. Cleichzeitig wird die Unhaltbarkeit des von P a u l  d u  
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B O i s - R e  y rn O n d gegebenen Bewcises : ,die Erkltirung der Fernkraft gehore 
in die Theorie der unlosbaren Probleme" nachgewiesen, so dass demnach 
das dritte Ignorabirnus als verfrüht bezeichnet werden miiss. Den Schluss 
bildet eine kritische Untersuchung der von P a u l  d u  B o i s -  R e y m  O n d als 
Ersatz für die mechanische Construction der Gravitationserscheinungen dar- 
gebotenen Anschauung. Dabei ergiebt sich, d a s ~  diese letztere nicht neu ist 
und schon mehrfach angegriffen wurde. Verglichen wird dieselbe mit den 
Anschauungen Z 6 11 n e  r 's und der letzten von N e w  t O n. B. N ~ ~ ~ ~ ,  

GUIDO LAMPRECRT, Wetter ,  Erdbeben und Erdenringe.  BcitrCigo zur astro- 
nomischen und physikalischen B e g r h d u n g  der Wetterkunde. Zittau 
1890, Verlag der Pahl'schen Buchhandlung (A. Haase). 40 S. 

Nach Feststellung der Aufgabe der Meteorologie wird die Dauer der 
Sonnenrotation auf der v. R ez  O 1 d'schen PeriodicitSt der Gewittererschei- 
nungen und mit den Pcriodenlangen für dia vcrschiedencn Bethiitigungcn 
des Erdmagnetismus verglichen, Um nun ails dem ungeheuren Zahlen- 
material der Wetterberichte einen periodischen Charakter fcststellen zu 
konncn, bedarf CS vor der wirklichcn Bcrcchnung der Perioden mothemati- 
süher Kennzeichen, deren der Verf. vier angiebt. Im  Polgenden werden 
einige Wetterperioden wirklich bestimmt, und zwar wiirden bearbeitet die 
Ueldungen grossten rnonatlichen Niederschlags im Konigreich Sachsen, Ue- 
obachtungen des Thierkreislichtes , Tage mit Sonnenhofen und schliesslicli 
Erdbebentage. Dau Ergebniss dieser Berechniingen veranlasit den Verf. xu 
einer astronomischen ErklLrung der Wetterperioden, auf welche hier nur 
hirigewiesen werden kann, da Derartiges besser im Zusammenhaiige gelesen 
wird. Das Letztere gilt auch bezüglich der Hypothesen über die Schwing- 
ungen, welche der Wtirme und ElektricitBt zu Grunde gelegt werden. Aus 
einer Reihe von elektrischen Erscheinungen glaubt Verf. die + Elektricitat 
auf Liingsschwingungen, die - Elektricitat auf Qiierschwingungen zurück- 
führen zu müssen. Die physikalische Erklarung der Wcttervorg8nge be- 
trachtet die Wiirmeunterschiede, die elektrischen Spannungsiinterschiede und 
die Bewegung der elektrischen Kraftflacheii als die Ursachcn, aus welchcn 
sich s%mmtliche in  der Witterungskunde bekannten Wirkungen ableiten 
lessen. Au£ Grund der mitgetheilten Perioden stellt Verf. eine angenaherte 
Vorausberechnung des Wetters a n ,  die indcssen noch sehr allgerncin ge- 
halten ist. Im  Schlusscapitel macht der Verf. noch einige Vorschl%ge, die 
darauf abzielen, geeignetes Beobachtungsmaterial fur das Auffinden von 
Wetterperioden zu sammeln. B. NEBEL. 

PRICE , A t reat ise  on infinitesimal calculus; containing differential and 
iptegral calculus, calculus of variations, applications ta algebra and 
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gcometry and analytical mechanics. Vol. IV. Dynamics of material 
systems. Second edition. Oxford 1889. At the Clarendon Press. 
689 pag. 

Der vorliegende Band umfasst die Bewegung eines schweren Systeme. 
Als Einleitung dienen geometrische Untersuchungen, darauf folgt die Kine- 
matik eines starren Korpers. Des grosse Capitel der auf ein schweres 
System angewandten Dynamik zerfallt in eine Reihe von Abschnitten. Das- 
selbe gilt für das nachste Capitel, in welchem die Bewegungsgleichiingen 
ftir einen starren Korper mit Hilfe von Winkelgeschwindigkeiten und deren 
Differentialen aufgestellt werden; in engem Zusammenhang damit stehen die 
Hauptaxen und das TrLgheitsmoment,. Die weitereu Capitel betrachten die 
Rotation eines Korpers um eine feste Axe, die Rotation eines Korpers, bezw. 
unveriinderlichen Systems um einen feston Punkt ,  die Bewegung eines 
starren Korpers oder eines unveriinderlichen schweren Systems, welches 
keinerlei Zwang unterliegt, die relative Bewegurjg eines schweren Systems 
und die Bewcgung gewisser elastischer Korper. Das Schlusscapitel ist  thco- 
retischen Betrachtungen über Dynamik gewidmet. - Diese zweite Auflage 
wurde nur in  einzelnen Theilen erweitert, das ganze Werk indessen einer 
vollstandigen Revision unterworfen. - Der exacte, übersichtlichc Druck der 
Formeln, sowie die sorgFdtig hergestellten Figuren verdieneu besondere 
Erwiihnung. B. NEBEL. 

GRASHOF, Theoretische Maschinenlehre. 3. Band: Theorie der Kraft- 
maschinen. 5. Lieferung (Schluss des Werkes). Hamburg u. Leipzig 
1890, Verlag von Leopold Voss. Preis 8 Mk. 

Mit dieser 5. Lieferung ist nun das G r a s  h o  f'sche Werk zum Abschliiss 
gekommen. Dasselbe sollte ursprünglich auf'vier Bande ausgedehnt werden, 
deren vierter eine theoretische Untersuchung von Arbeitsinaschinen enthalten 
sollte. Diese letzteren sind aber in  der Zwischenzeit von anderer Seite 
behandelt worden, so dass das Werk mit drei Banden abgeschlossen wurde. 
- Die letzte Lieferiing besteht aus einer Fortsetzung der Dampfmaschinen 
und dem zweiten Theil der Warmemotoren, d. i. den Luftmotoren. Ini 
Uebrigen muss auf die Besprechung der früheren Lieferungen verwiesen 
werden. B. NEBEL. 

W. B Ü ~ L E R ,  Zwei Materien mi t  drei Fundamental  - Gesetzen nebst einer 
Theorie der Atome. Erklarungen der verschiedenen Zustande der 
Materien, namlich der Atome, Aggregatformen und chemischen Ver- 
bindungen , sowie der WËrme , Elektricitat und des Magnetismus 
nebst einigen Anwendungen der Atomtheorie auf die Himrnelsktkper. 
Stuttgart 1890, Verlag von Kohlhamrner. 62 S. 
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Verfasser, ein Gegner der kinetischen Gast,heorie , legt seinen Unter- 
suchungen drei Gesetze zu Grunde, nkmlich die Anziehung der ponderableil 
Materie oder das Gravitation~gesetz , die Abstossung der Aethertheilchen 
oder das Aethergesetz, und die Anziehung zwischen ponderabler Materie 
und Aether oder das Cohksionsgesetz. Dabei treten Constanten auf, über 
deren Grosse der Verf. Annahmen macht, wiihrend der Leser nichts von 
deren ,,reiflicher Erwagungu erführt und somit auf dns Glauben resp. Nicht- 
glauben verwiesen ist. Dasselbe gilt auch bezüglich spaterer Annahmen, 
bei welchen jede Begründung fehlt; so ist z. B. der feste Aether, also auch 
die WLrme wagbar. Das Capitel tiber Elcktricitat und Nagnetismus beginnt: 
,,Elektricit%t ist e i n f  a c h Schrauben- oder Korkzieherbewegung des A e t h e r ~ . ~  
Verf. hatte dem frtiher ihm gegebenen Rathe Folge leisten sollen, namlich 
seine Ideen wiseenschaftlich durchzuführcn, statt  Unfertiges dem Druck zu 
übergeben in der Hoffnung, dass Andere auf diesem Bundament weiterbauen 
sollen. Derartiges passt nicht in die heutigen exacten Naturwissenschaften. 

B. NEBEL. 

HEINRICH W E B E R ,  Elektrodynamik mit Rerücksichtigung der Thermoelek- 
tricitlit, der Elektrolyse und der Thermochemie. Braunschweig 1889, 
Verlag von Friedrich Vieweg & Sohn. 177 S. Preis 6 Mk. 

I n  dem Vorwort führt der Verf. den Grund a n ,  weshalb als Tite1 des 
Buches statt  Grundlagen der Elektrodynamik kurzweg Elektrodynamik ge- 
wahlt worden ist. Als Basis dient diesem Werke die Anschauuag M'il- 
h e l m  W e b e r ' s  tiber das Wesen galvanischer Strome, womit die wichtig- 
sten Gesetze aus dem grossen Gebiete der Elektrodynamik einheitlich ab- 
geleitet werden. In dem Abschnitte über den galvanischen Strom wird nach 
allgeineinen Betrachtungen iiber denselben das O hm'sche Gesetz hergeleitet 
und die Siitze über die Stromverzweigungen aufgestellt; daran reiht sich 
die Einführung neuer Maasseinheiten. Das Gesetz von der Erhaltung der 
Energie wird einer eingehenden Behandlung unterzogen, und sodann die 
Energiegleichung für den galvanisçhen Strom entwickelt. In  der Thermo- 
clektricitàt wcrden zuerst die experimentcllen Thatsaehen mitgcthoilt, an dio 
sich sodann theoretische Betrachtungen anschliesseri. Bei der Elektrolyse 
wird von sttichiometrischen Betrachtungen ausgegangen und sodann F a r  a -  
d a y ' s  elektrolytische Gesetze erlautert. Dies fiihrt zu den secundgren Pro- 
cessen, den galvanischen Elementen und der elektrolytischen Strominten- 
sit%tsmessung. Nach den thermochemischen Betrachtungen wird der Strom- 
kreis mit Elektrolyth untersucht. Das grosse Schlusscapitel umfasst die 
Wechselwirkung linearer galvanischcr Strome. Darin wird zuerst das Gesetz 
vdn der Erhaltung der Energie auf zwei Stromkreise angewendet, sodann 
die Arbeitsgrossen bestirnmt und die Wirkung des einen Stromkreises auf 
den andern ermittelt; das Letztere bildet den Uebergang zu dem Grund- 
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gesetz von W i l  h e l m  W e b e r .  Nachdem die elektromotorischen Kriifte 
naher bestimmt sind, werden die Coefficienten der gegenseitigen Induction 
und der Selbstinduction abgeleitet. Den Anhang bildet die Zusammenstel- 
lung einiger Formeln aus der Elektrodynamik. - Es ist wohl sicher anzu- 
nehmen, dass sich dieses Buch tiberall einer warmen Aufnahme zu erfreuen 
h a t ,  und dass es mit grossem Nutzen bei einem allgemeinen Colleg über 
mathematische Physik zu Grunde gelegt werden kann. B. NEBEL. 

I Iosns ,  Berechnung elektrischer Messungen, dargestellt an zahlreichen 
Beispielen. Bus dem Englischen übersetzt von 0. KITZER. Halle a. S. 
1890, Perlag von W. Knapp. 97 S. Preis 2 Mk. 

Der Zweck dieser Aufgabensammlung is t ,  junge Stiidenten der Elek- 
tricitnt mit dem Ohm'schen Gesetz vollig vertraut zu machen. In  13 Ab- 
schnitten kommt die vielseitige Anwendung des genaniiten Gesetzes zur 
Geltiing. Aufgaben, wie Nr. 24 und 28 auf S. 11, konnen unmoglich auf 
Nessungen beruhen, so dass der Tite1 nicht ganz correct ist. I n  Deutsch- 
land kennt man keine Galvanometer, die bei 12000 Volt Spannungsdifferenz 
und 6000 Ohm Widerstand eine StromstLrke von 2 Ampère zulassen. Der- 
artige Aufgaben sind lediglich Rechenexempel und tragen kcineswegs dazu 
bei,  die jungen Leute auf die elektrischen Verhiiltnisse aufmerksam zu 
machen. - Hoffentlich findet dia Unterscheidnng in der Bezeichnung nach 
echten und unechten Brtichen keine weitere Nachahmung, so dass wir auch 
künftig AmpBre, Volt, Ohm schreiben und nicht, wie dies hier der Pal1 
i s t ,  für die letzteren Ampikes, Volts, Ohms. - Der Uebersetzer hatte das 
O hm'sche Gesetz in der bei uns üblichen Weise J== E/ W schreiben und 
nicht die englische C =  E'/R beibehalten sollen. Wenn der Englander seinen 
Schülern das Lernen des Ge~etaev durch die Anfangsbuchstaben der eng- 
lischen Worte zu erleichtern sucht,  so sehen wir nicht e in,  warum dies 
nicht auch im Deutschen der Pal1 sein 6011. l n  der Vorrede des Ueber- 
setzers wird darauf hingewiesen, dass die englischen Maasse auf die deut- 
schen umgeïechnet seien, nichtsdestoweniger finden wir noch Yard in den 
Aufgaben. Wtinschenswerth ware es gewesen, wenn der Uebersetzer die 
Zweckmassigkeit der Beibehaltung der englischen Schreibweise '5 anstatt 0,5 
niiher begrtindet hatte; wir sind mit der in Deutschland vollstandig fremden 
Schreibweise durchaus nicht einverstanden, zumal sie eher Nachtheil als 
Vortheil bringt. 

J. J. THOMSON, Anwendungen 
Autorisirte Uebersctzung. 
372 S. Preiv G Mk. 

der  Dynamik auf Phys ik  und  Chemie. 
Lcipzig 1890, Verlag von Gustav Engel. 
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Das vorliegende Bueh behandelt den Hauptinhalt einer Reihe von Vor- 
lesungen, die der Verf. im Herbst 1886 am Cavendish Laboratorium zu 
Cambridge gehalten hat. Obwohl einige der Resultate schon in den Philo- 
sophical Transastions of the Royal Society flir 1886 und 1887 erschienen 
sind, so hielt es der Verf. doch ftir angezeigt, dem Stndirenden die Er-  
scheinungen, welche a n  der Greuze zweier Gebiete der Physik liegen, in  
etwas vollsttindigerer Form eigen zu machen. Verf. geht nicht von den 
Gesetzen der Thermodynamik aus,  sondern von den rein dynamischen Prin- 
cipien, und untersucht, welche Resultate sich auf diese Weise erzielen lassen. 
Diese dynamische Methode, welche sich nur auf ein Princip stlitzt, hat 
einen vie1 fundamentaleren Charakter, als das zweite Gesetz der Thermo- 
dynamik, und jst auf Fragen anwendbar, in denen keine Umwandlungen 
anderer Energieformen aus oder in  Wiirme vorkommen. Andererseits hat 
aber diese dynamische Methode den Nachtheil, dass die Resultate derselben 
lediglich dynamische Grossen sind, weshalb noch die Kenntniss anderer 
Bsziehuogen erforderlich is t ,  wenn physikalische Grossen, wie Temperatur, 
Stromsttirke u. S. W . ,  aus jenen Resultateu abzuleiten sind. Verf. ist sich 
vollstandig bewusst, dass die dynarnische Methode nicht in allen Ftillen 
direct zum Ziele führt ,  weist aber darauf hin, dass deren Anwendung in- 
sofern von Interesse i d ,  als sich dabei zu erkennen giebt,  welcher Theil 
der Probleme gelost werden kann mit Hilfe der Dynamik, und welcher nur 
durch Betrachtungen, die aus-der Erfahrung abgeleitet fiind. Im zweiten 
Capitel werden die von H a m  i 1 t O n und L a g r a n g e  eingeflihrten Methoden 
niitgetheilt und diejenigen dynamischen Gleichungen zusammengestellt, die irn 
Folgenden am meisten zur Anwendung kommen. Darauf folgt die hnwen- 
dung dieser Principieii auf die Physik. Es würde zu weit fiihren, wollten 
wir auf die zahlreichen Capitel dieses hochst interessanten Buches niiher 
eingehen, dessm Studium unsere Kenntuisse nur zu bereicher; vermag. - 
Leider ist die Zahl der Druckfehler so gross, dass mit deren Anführung 
vier Seiten angefüllt sind. B. NEBEL. 

MICHAEL FARADAY, Experimental  - Untersnchungen über Elektricitat.  
Deutsche Uebersetzung von S. KALISCHER. II. Band. Berlin 1890, 
Verlag von J. Springer. 303 S. Preis 8 Mk. 

Dieser zweite Band entspricht dem im Jahre 1844 erschienenen zweiten 
Bande der Experimental Researches; indessen ha t  der Uebersetzer noch drei 
weitere Stüçke aufgenommen, die dem Inhalt und der Zeit iiaeh in den 
Rahmen dieses Bandes gehoren. Es sind : 1. Ein Brief F a r  a d  a y 's  an den 
Hcrausgcber dcs London and Edinburgh Philosophical Magazine über die 
Passivitat des Eisens, 2. F a r a d a y ' s  erste Arbeit über Elektricitiit und 
Magnetisrnus , und 3. eine kurze Notiz , Contact in voltaic Electricity. - 
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Im Uebrigen sei auf die Besprechung des ersten Bandes in dieser Zeit- 
schrift hingewiesen. M6ge der dritte Band dieses klassischen Werkes bald 
erscheinen ! B. NEBEL. 

ZETZECIIE, Der  Betrieb und die Schal tungen d e r  elektrischen Telegra- 
phen,  bearbeitet unt i r  îvîitwirkung von mehreren Fachmlnnern. 
Zugleich als II. Halfte des III. Bandes des Handbuchs der elektri- 
schen Telegraphie. Hoft 1, mit 11 7 i n  den Text gedruckten Ab- 
bildungen. Halle a. S. 1890, Verlag von W. Knapp. 196 S. 

Das vorlicgonde Heft mit zwei weiteren, welche noch vor Ende 1890 
erscheinen sollen, bildet ein ftir sich abgeschlossenes Werk ,  das zugleich 
auch betrachtet werden kann als zweites des dritten Bandes des Handbuchs 
der elcktrischen Telegraphio. Welchen Werth die Hcrausgabe cincs solchen 
Werkes für  die Telegraphie besitat, darauf hinzuweisen ist vd l ig  über- 
flüssig, zumal dieselbe von einem Manne herrührt,  der früher selbst im 
Reichsdienste praktisch thatig war und mit der Literatur auf's Innigste 
vertraut ist. Seitdem die Telegraphie in  den Lehrplan der technischen 
IIochschulen aufgenommen worden is t ,  war deren wissenschaftliche Behand- 
lung besiegelt; denn das Telegraphenwesen ist heutzutage derartig an- 
gewachsen, dass ein rein praktisches Erlernen niçht mehr ausreicht. - Die 
erste Abtheilung dieses IIeftes behandelt die telegraphischen Bet,riebs- und 
Schaltungsweisen im Allgemeinen, wahrend die zweite die Schaltungen für 
die einfache Telegraphie betrachtet. Die letztere zerPAllt wieder in solche 
für Leitungen ohne Ladung und in solche für Leitungen mit Ladung. Wer 
in  derartigen Dingen sich Raths zu erholen hat ,  findet ihn am besten in 
diesem Werke,  weshalb es wünschenswerth i s t ,  dass auch die beiden an- 
deren Hefte moglichst bald erscheinen. B. NEBEL. 

R o s c o ~ ,  Die Spectralanalyse in einer Reihe von sechu Vorlesungen mit 
wissenschaftlichen Nachtriigen. III. Auflage , neu brarbeitet vom 
Verfasser und ARTIIUR SCHUSTER. Mit 123 Holzstichen , Chromo- 
lithographien, Spectraltafeln etc. Braunschweig 1890, Verlag von 
Friedrich Vieweg & Sohn. 466 S. Preis 16 Mk. 

Die vorliegende deutsche Ausgabe schliesst sich eng an die vierte eng- 
lische an und enthiilt die Errungenschaften bis in die neueste Zeit; nur 
solche Fragen wurden ausgeschlossen, welche von den Fachgelehrten als 
noch nicht genügcnd abgeschlossen betrachtet werden konnen. Schon die 
aussere Form, die gesammte Spectralanalyse in sechs Vorlesungen wieder- 
zugeben, deutet darauf hin,  dass dieses Werk zunachst für eili grosseres 
Publicum berechnet ist;  daftir spricht auch die allgernein verstandliche Er- 
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l iuterung der Erscheinungen. Glcichzcitig bemerkt man das Bestreben, 
ailch dem Fachgenossen eine vollstandige Zusammenstellung zu liefern; dies 
giebt sich natiientlich in den zahlreichen Anhangen, sowie in dem ausführ- 
lichen Literaturverzeichniss deutlich zu crkennen. Auf den rcichen Inhalt 
des Buches niiher einzugehen, würde zu weit führen. Dem h i e n  sowohl, 
als auch dern Pachgelehrten kann es nur warmstens ernpfohlen werden. 

B. NEBEL. 

W. WAGB, Netze zum Anfertigen zerlegbarer Krystallmodelle. F ü r  hohere 
Lehrttnstalten und zum Selbstunterrichte herausgegeben und erliiutert. 
13 Tafeln und Text. 2. vermehrte und verbesserte Auflage. Berlin 
1890, L. Gartner's Verlagsbuchhandlung (8. Heyfelder). Preis 3 Mk. 

Gegenüber der ersten Auflage ist die vorliegende bedeutend erweitert, 
so dass sich jetzt Iiher 60 verschiedene, zerlegbare und unzerlegbare Kry- 
stallmodelle snfertigen lassen. Derartige Modelle, von den Schülern selbst 
hergestellt, sind in  jeder Beziehung nützlich; einmal wird das Interesse des 
Lernenden wesentlich gesteigert, wenn er genothigt k t ,  selbst Hand anzu- 
legen, sodann bleiben diese Gegenstande in seinem Besitze, wodurch spa- 
tere Recapitulationen ungemein erleichtert werden; schliesslich ruht  die 
Gehirnthatigkeit wiihrend der Anfertigung mehr oder weniger aus, worauf 
bei dem heutigen Unterricht sehr geachtet wird, wahrend die stereo- 
metrische Auffassung sich gleichsam spielend befestigt. Wenn irgeiid die 
Zcit es gestattet, sollten derartige Ucbungen nicht versaurnt werden. 

W. VOIQT, Ueber die  innere Reibung der festen Korper, insbesondere 
der  Krystalle.  Gottingen 1890, Verlag von Dieterich. 47 S. 

Mit der vorliegenden Arbeit eroffnet der Verf. eine Reihe von Unter- 
suchungen, deren Zweck is t ,  die Erscheinungen der inneren Reibung auf 
fundamentale Constanten zurtickzuführen. Wahrend die erste Mittheilung 
ausschliesslich theoretische Grundlagen enthalt, so sollen die folgenden die 
Bestimmungen der Reibungsconstanten fur eine Reihe isotroper und aniso- 
troper fester Korper bringen: B. NEBEL. 

CH. AUG. VOQLER, ffeod&tische Uebnngen f ü r  Landmesser und Ingenieure. 
Mit 36 eingedruckten Abbildungcn. Berlin 1890, Verlag von Paul 
Parey. 216 S. Preis 7 Mk. 

Die grosse Zuhorerzahl des Verf. war die Ursache zur Herausgabc 
dieses Uebungsbuches; derin es ist in  diesem Balle unm8glich, jeden Kin- 
zelnen bei seinen praktischen Uebungen zu unterweisen. Daher ist es zurn 
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Bedtirfniss geworden, eine Reihe von Aufgaben zu lbsen, welche a1s Vor- 
bild bei den weiteren Uebungen dienen sollen. Dabei wurde haupts%chlich 
darauf Werth gelegt, nicht zuviel Aufgaben zu geben, sondern die einzelnen 
gründlich durchzuführen. Die Aufgaben behandeln die Flachentheilung und 
Grenzregelung , das Abstecken von Geraden und Kreisen , die Polygon - und 
Klcinpunkte , die Trjangulation , die Punkteinsohaltung , das Nivelliren, die 
trigonornetrische und barometrische Hbhenmessung , die Tachymetrie, die 
Instrumentenkunde und die Ausgleichungsrechnung. - Da ein derartiges 
Buch bisher fehlte, so wird es gewiss auch an anderen Hochschulen viel- 
façh Verwendung finden. 

' B. NBREL. 

A. FOPPL, Leitfaden und Aufgabensammlung f ü r  den  Unterr icht  i n  der  
angewandten Mechanik. 1. u. 2. Heft. Leipzig 1890, Verlag von 
B. G. Teubner. 140 u. 180 S. 

Dieser Leitfaden ist dem Unterricht an einer Gewerbeschcle entsprungen; 
indessen glaubt der Verf., dass auch die Lehrer der Physik a n  Gymnasien 
und Realschulen Nutzen daraus ziehen werden. Mit dem Inhalt des ersten 
Heftes, welcher die Elementarmechanik behandelt und diese auf die ein- 
fachen Maschinen anwendet, konnen wir uns ganz einverstandcn erklk-en. 
llasselbe gilt auch f ü r  die beiden ersten Abschnitte des zweiten Heftes. 
Was aber den 3. und 4. Abscbnitt des letzteren liber die W % m e  und die 
Elektromechanik betrifft, so schcint der Inhalt für die gcnanntcn Schul- 
kreise denn doch zu hoch angelegt xu sein. Dabei zeigt sich, dass der 
Verf. eigentlich Physiker ist und die genannten Disciplinen zu sehr in die 
Mechanik hereinzuziehen sucht, wtihrend das Meiste in der Physik behan- 
delt werden sollte. Verf. weicht vielfach von dem herkommlichen Wege 
a b ,  was derselbe auch in dem Vorwort hervorhebt, was ja anerkannt werden 
rnuss, wenn nur das Verstiindniss nicht Noth leidet. Der Uebergang von 
dem elektrostatischen zu dem elektromagnetischen Maasssystem scheint fur 
einen homo lzo~us denn doch zu schwierig, da  ware der althergebrachte 
Weg wohl besser gewesen. Mit $5 195 und 196 des zweiten Heftes uud 
den entsprechenden Figuren sind wir nicht ganz einverstanden. W i r e  als 
Einheit der Abscisse die Widerstandseinheit, als diejenige der Ordinate die 
Potentialeinheit gewahlt worden, so hatte sich aus der Neigung der Gefall- 
linie die Stromstarke ergeben, die natürlich für alle Theile des Stromkreises 
die gleicho sein rnuss. Dia Diction ist durchweg kurz, die nicht gerade 
zahlreichen Aufgaben sind pracis und knapp üusgedrtickt, ohne Mittheilung 
bezw. Andeutung der Losungen. Daraus folgt,  dass es sich nnr mit Hilfe 
des Lehrers verwenden llisst, dass es aber in  diesem Falle guto Dicnste 
leisten wird. B. NEBEL. 
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8. F. Monrus, Hauptsbtze der  Astronomie. 7. Auflage, umgearbeitet und 
erweitert von H. CRANZ. Mit 29 Figuren und einer Tabelle. (11. Bd. 
Sammlung Goschen.) Stuttgart 1890, Verlag von G. J. Goschen. 
111 S. Preis geb. 80 Pf. 

Das lrleine Buch enthalt eine Menge Wissenswerthes aus der Astro- 
nomie und wird daher von Allen, welche sich für die Astronomie inter- 
essiren, sich aber nicht niiher darnit beschaftigen konnen, mit Preuden be- 
griisst werden. Von grossem Werthe ist die beigefügte Tabelle. Für eine 
nkchste Auf lage mochten wir der Verlagsbuchhandlung empfchlen , stat t  der 
Zusammenstellung der Namen der vorzügliclieren bei uns sichtbaren Stern- 
bilder ein kleines einfaches Kartchen beizufügen, in welchem die zu einem 
Sternbilde gehorigen Sterno dureh Linien vercinigt sind, wodurch es dem 
Laien ermtiglicht wiii-,e, sich selbst am'Himmelsgew6lbe zu orientiren. Dass 
hierdurch das Büchelchen wesentlich an Werth gewinnen wtirde, wird Jedein 
einleuchten. - Die ganze Ausstattung verdient volle Anerkennung. 

FR. BUCHHOLTZ, Die einfache Erdzeit mit Stundenzonen und festem Welt- 
meridian als Zifferblatt ohne Storung der Tageszeiten für alle Lander 
und Volker der Erde. Berlin 1890, C. P. Conrad's Buchhandl. 31 S. 

Verf. ist  auch fur die Einführung der Stundenzonen, glaubt aber, dass 
wir Menschen nicht berectitigt seien , von dem Greenwicher resp. Pariser 
Meridian auszugehen, sondern dass wir einen sogemnnten Weltmeridian zu 
Grunde legen müssen, dcr nur durch die Behringsstrasse gehen konnte. 
Verf., ein pensionirter Prediger, kommt dabei vom Hundertsten ins Tau- 
sendste und besehhftigt sich mit Dingen, die keineswegs Reweisgründe für  
diesen Weltmeridian liefern. B. NEBEL. 

F. KEKZ , Weitere Ausbildung der  Laplace'sehen Nebularhypothese. Erster 
und zweiter Nachtrag. Leipzig und Berlin 1888 und 1890, Verlag 
von 0 t t o ' ~ ~ a m e r .  127 und 66 S. Preis 3 Mk. und 1 Mk. 60 Pf. 

Der erste Nachtrag ist eine rechncrische Umgestaltung seiner früheren 
Arbeit, in welüher einige Hauptfehler untergelaufen sind. Der zweite Nach- 
t rag behandelt die ganze Nebularhypothese in populiirer Form, wobei die 
im ersten Nachtrag gewonnenen Rechnu~gsresu l t~ te  nur mitgetheilt werden. 

B. NEIIEL. 
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Die Elemente der  Geometrie mit  Rücksicht auf die absolute Geometrie. 
Von Dr. MAX SIMON, Oberlehrer am Lyceum zii Strassburg. Strass- 
burger Druckerei und Verlagsanstalt, 1890. go. 

Eine gehaltvolle und anregende Druckschrift von I V  und 72 Seiten. 
Der Verfasser veroffentlicht in derselben seinen Lehrgang in den Elementen 
der Geometrie und führt sodann durch eine Reihe von Anmerkungen den 
Leser ein in die Elemerite der nicht- Euklidischen oder absoluten Geometrie. 

Nach den Definitionen und Axiomen der Einleitung folgt als erstes 
Capitel die Lehre von der ,Congruenzu. Ausgehend von dem fruchtbaren 
Begriffe der Gegenpunkte bezüglich einer Axe luegrtiridet der Verfasser u. A. 
die Satze von den Kormalen zu einer gegehenen Geraden, von den Schnitt- 
punkten zweier Kreise odcr eines Krcisos und einor Geraden, von den 
gleichschenkligen Dreiecken, sowie die Congruenesiitze. Alle diese Satee 
gelten unabhangig von dem Parallelenaxiom. Da zwei Gerltde einer Ebene 
sich nicht schneidcn, wenn sie zn derselbcn dritten normal sind, so tritt  
uns irn zweiten Capitel vom  p par al le lis mu^^ alsbald die Frage entgegen: 
Gielit es in der Ebene Nichtsichschneidende, welche nicht aiif denselben 
Geraden senkrecht stehen ? Das Parallelenaxiom E u  k l i  d 's verneint diese 
Frage,  indem es in der Ebene zu einer Geraden durch einen Punkt nur 
eine Nichtschneidende, die Parallele, zullisst. Dieses von Mathematikern 
und Philosophen so vielfach discutirto Axiom is t ,  wie der Verfasser naher 
ausführt, identisch mit jedem der folgenden Satze: Durch drei Punkte, die 
nicht in einer Geraden liegen, ist stets ein Kreis moglich; eine Gerade der 
Ebene,  welche auf der einen von zwei Parallelen senkrecht steht,  is t  auch 
eu der andern normal; es giebt in  der Ebeue ein Rechteck; es giebt ein 
(endliches) Dreieck, dessen Winkelsumme zwei Rechte ist (L O b a t s c h e w s k y); 
durch jeden Punkt innerhalb eines Winkels Iasst sich eine Berade ziehen, 
welche beide Schenkel schneidet ( L e  g e d d  r e) ; zwei Gerade einer Ebene 
sind parallel, wenn sie von irgend einer dritten unter gleichen Wechsel- 
oder Gegenwinkeln geschnit,ten werden. - Das dritte Capitel handelt ,vom 
Kreiseu, seinen Sehnen , Tangenten, Peripheriewinkeln etc., und beiliiufig 
von den merkwürdigen Punkten des Dreiecks. Das vierte und letzte Ca- 
pitel ist Ilberschrieben ,,Streifensysterneu und erortert die Sntzgruppe des 
P y t h a g o r  a s , dann die Theilung und Mesuung , endlich die Aehnlichkeit. 
Die Systeme congruenter Streifen, welche in der Ebene von %qu%stanten 
Parallelen begrenzt werden, bilden die gemeinsame Grundlage dieser Erorte- 
rungen. 

Ein besonderes Interesse bieten die Anmerkungen über die ,,Elemente 
der absoluten Geometrie" auf den letzten 32 Seiten der Druckschrift. Zu 
dieser einwurfsfreien nicht -Euklidischen Geometrie gelangt man bekanntlich, 
wenn man von dem Parallelenaxiom absieht und zugiebt, dass in  der Ebene 
zu einer Geraden verschiedene Nichtschneidende durch einen Puiikt mijglich 
oder denkbar sind; zu einer Geraden gehen d a m  z ~ e i  Parallele durch jeden 
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Punkt und unendlich viele Nichtschneidende, welche in  zwei von den Paral- 
lelen gebildeten Scheitelwinkeln liegen. G a u s s  hat schon 1792 mit der 
nicht-Euklidischen Geometrio sich beschiiftigt; doch kennen wir von seinen 
Ergebnissen nur  die wenigeu bedeutenden Satze, welche in seinem 1860 
bis 1865 veroffentlichten Briefwechsel mit S c  h u m a c  h e r  ( I I ,  S. 268 u. 
431; V, S. 246)  enthalten sind. L o b a t s c h e w s k y  und J. B o l y a i  Sind 
seit 1829 bezw. 1 8 3 2  die Begrtinder der absoluten Geometrie geworden, 
und R. B a l t z e r  ha t  dau Verdienst, xuerst in  eiuem Lehrbuche, seinen 
,Elementen der MathematikU (1874, 4. Aufl.), dieselbo berticksichtigt zu 
haben. Whhrend aber B a l  t z e r  sich auf wenige oben angeftihrte SBtze 
beschrankt , dringt die vorliegende Druckschrift Dr. S i  m O n's weit tiefer ein 
in die absolute Geometrie. 

Da in weitereu mathematischen Kreisen die absolute Geometrie noch 
wenig bekannt i s t ,  so dürfte die folgende Uebersicht der wichtigeren, in 
der Druckschrift noch enthaltenen Satze von allgemeinerem Interesse sein. 
Die Lothe aus den Punkten einer Geraden g auf einer zu g parallelen Ge- 
raden g, nehmen in der absoluten Geometrie ab nach der Seite des gemein- 
samen unendlich fernen Punktes hin;  zugleich werden die ,,Parallelwinkelu, 
welche die Lothe mit g nach dieser Seite hin bilden, immer grosser. Die 
Punkte,  welche in der Ebene von einer Geraden einen gegebenen Abstand 
haben, liegen niimlich nicht in zwei parallelen Geraden, sondern in  zwei 
,Abstandslinienu, die mit keiner Geraden mehr a18 zwei Punkte gemein 
haben. Zu jodcm Abstande zwischen zwei Parallelen (d. h. eines Punktes 
der einen von der andern) gehort ein bestimmter Parallelwinkel, und um- 
gekehrt; z w e i  b e l i e b i g e  S t r e i f e n  z w i s c h e n  j e  z w e i  P a r a l l e l e n  
s i n  d f O 1 g 1 i c h c O n g  r u e u  t. Zu zwei sich nicht schneidenden Geraden der 
Ebene giebt es nur  eine gemeinsame Normale; die Abstande der Punkte 
der einen Geraden von der andern nehmen zu mit ihren Abstlinden von 
dieser Normale,* und der kleinste Abstand fallt auf die Normale. 

I n  der absoluteu Geometrie geht ein veriinderlither Kreiu, wenn sein 
Mittelpunkt von einem gegebenen Kreispunkte unendlich sich entfernt, nicht 
in eine Gerade über, sondern in eine Curve, den ,,Grenzkreisu. Jede Tan- 
gente des Grenzkreises ist zu dem Radius ihres Berührungspunktes normal, 
jede Sehne desselben bildet mit den Radien ihrer Endpunkte ein gleich- 

* Zum Beweise dieses Satzee führt Dr. S i m o n  an,  dass, wenn die letzteren 
Abstiinde zunehmen, die ersteren entweder fortwahrend wachsen, oder fortwahrend 
abnehmen, und dass irn Falle d B  Abnahme die beiden Geraden zwei Punkte, 
sei es im Endlichen oder im Unendlichen, gemein haben wiirden. Dieser Be- 
weis genügt nichf; denn die Absthde konnten trotz ihrer Abnabme einer end- 
lichen unteren Grenze sich nihern, und die eine Gerade konnte von einer Ab- 
standslinie der andern eine Asymptote sein. Uiese Lücke in der Beweisfahrung 
wird um so empfindlicher, als gleich hernach nus jenem Satze gefolgert wird, dass 
in der absoluten Geometrie die UTinlrelsiimme jedee Dreiecks kleiner als awei 
Kechte ist. > 

Hiablit .  Abthlg. d. Zeit8chr.E Math. n. Phys. XXXVI, 4. 12  
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schenkliges Dreieck, dessen dritter Eckpunkt unendlich fern liegt. Drei 
Punkte eines Grenzkreises und ebenso einer Abstandslinie konnen weder 
durch eine Gerade, noch durch einen gewohnlichen Kreis verbunden werden. 
Der Grenzkreis is t ,  wie die Gerade, der Kreis und die Abstandslinie in sich 
obne Biegung verschiebbar, also liberitll gleichf6rmig. J e  zwei Greiizkreise sind 
congruent und lassen sich zur Deckung bringen. Concentrische Grenzkreise 
werden durch ihre parallelen Radien Pnnkt  ftir Punkt aufeinander bezogen; 
ihre homologen B6gen stehen zu einander in  constantem Verh%ltniss, wel- 
ches nur von dern Abstande k ihrer homologen Punkte abhangt. Der Ab- 
stand k ,  filr welchen das Verhaltniss concentrischer homologer Grenzkreis- 

1 
bogen gleich der Zahl e bezw. - ist , bildet das (absolute) Langenmaass. 

e 
Die Eigenschaften der Geraden in der Euklidischen Geometrie vertheilen 
sich in der absoluten Geometrie auf die Gerade als kürzeste Linie, den 
Grenzkreis und die Abstandslinie. 

I n  der Ebene begrenzen die beiden Abstandulinien, deren Punkte von 
einer Geraden einen gegebenen Abstand haben, einen ,Abstandsstreifenu, 
welcher dem Streifen der Enklidischen Geometrie analog ist. Mit Rilfe 
solcher Abstandsstreifen lasst siüh ein Dreieck in ein fliichengleiches mit 
gegebener Grundlinie verwandeln; Dreiecke von gleicher FlBche aber haben, 
wie hierbei sich ergiebt, gleiche Winkelsummen. Von zwei Dreiecken hat 
dasjenige die grassere Flikhe , welches die kleinere Winkelsumme ha t ,  und 
umgekehrt; und es giebt ein a b s o l u t  g r o s s t e s  D r e i e c k ,  dessen Winkel- 
summe Nul1 ist und dessen Eckpunkte unendlich fern liegen. Schon G a u s s  
betont a. a. O.: ,,In der Euklidischen Geometrie giebt es nichts absolut 
Grosses, wohl aber in der nicht- Euklidischen; dies ist  gerade ihr wesent- 
licher Charakter.u Die Fltichen zweier Dreiecke verhalten sich wie ihrc 
ebenen Excesse, wenn die Differenz zwischen 180' und der Winkelsumme 
eiues Dreiecks als dessen ebener Excess bezeichnet wird. Das absolut 
gr6sst.e Dreieck hat demnach eine endliche Flache. 

Die ,,AnmerkuiigenLL, welche diese bemerkenswerthen SXtze enthalten 
und begründen, sind nicht geiade leicht zu lesen. Die Form der Darstel- 
lung ist nicht selten gar  zu knapp, auch fehlen 6fters die Figuren und sind 
wegen storender Druckfehler des Textes manchmal schwer herzustellen. 
Mochte in  nicht zu k r n e r  Zeit eine neue Auflage die angeftihrten Miingel 
der inhaltsreichen Schrift beseitigen! 

S t r a s s b u r g  i. E., 25. Januar  1891. TH. REYE. 

Erleichterungstafel fiir Jedermann zur Erzielung fehlerfreier und zugleich 
rascherer und bequemerer Ausführungen von Nultiplicationen und 
Divisionen. Nach Angaben A. Steinhauser's, k. k. Regierungsraths 
i n  Wien,  herausgegeben von JOSEPH BLATER. Wien 1889, Verlag 
voii Alfred Helder, k. k. Hof- und Universitlitsbuchhkdler. 
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Unter den vielerlei Multiplicationsmethoden, deren die Inder sich be-  
dienten, und welche wahrscheinlich durch arabisehe Vcrmittelung nach Italien 
drangen, von wo sie sich weiter Iiber ganz Europa verbreiteten, sind es 
besonders zwei gewesen, welche, als Gëgensatze aufzufassen, unsere S n f -  
merksamkeit auch heute noch auf sich zu ziehen vermogen: die krenzweise 
und die netzartige Multiplication. Jene schreibt gar  kein Zwischenproduct, 
sonder11 gleich da8 endgiltige Ergebniss nieder; diese schreibt Alles, was 
nur überhaupt geschrieben werden kann, und verschmaht es nicht, das 
etwa zweiziffrige Product einer Multiplicatorstelle in eine solche des Mul- 
tiplicanden ganz hinzuschreiben, anstatt die Zehnerziffer im Kopfe zu be- 
halten. Wer der Meinung i s t ,  die meisten Rechenirrthümer beruhen auf 
Schreibfehlern, der wird auch heute noch die kreuzweise M~lt~iplieation 
iiben , welchen Herr G i e  s i n  g nenen Eingang zu verachaffen gesucht hat  
[vergl. Bd. XXX dieser Zeitschrift, hist.-lit. Abth. S. 113-1 141; wer dem 
Gedachtniss misstraut, wird der netzartigen Multiplication das Wort  reden, 
wird sic noch durch zum Voraiis netzartig hergestellte Producte aller eiu- 
ziffrigen Zahlen untereinander zu erleichtern suchen. Das beabsichtigte 
N e p e r  , im XVII. Jahihundert durch seine Stiibchen (Neper's bones), das 
hat Herr B l a t e r  durch eine ganz ahnliche Vorrichtung neuester Zeit ge- 
lcistet. F ü r  diese Einriclitung mag als Empfehlung dienen, dass ein so 
bckannter und allgcmcin ,hochgcsehatoter Rcchner wie Herr S t e  i n h a u s  e r 
in Wien sie als zweckmassig erachtet. Ikferent steht auf dem andern der 
beiden genannten Standpunkte und multiplicirt niemals anders, als nach 
dem kreuzweisen Verfahren. CANTOR. 

Naturwissenschaftliche Anwendungen der  Integralrechnung.  Lehrbuch 
und Aufgabensammlung, verfasst von Dr. ARWED F U H R ~ A N N ,  ordentl. 
Professor an der Konigl. Technischeu Hochschule zu Dresden. Mit 
73 Holzschnitten. 268 S. Herlin 1890, Ernst & Korn (Wilhelm 
Ernst).' 

Das 1. Heft der F u  h r  m a n  n'schen Ailfgabensammlung ist Bd. SXXIV, 
S. 105-196 der hist.-lit. Abth. besprochcn. Wie dort die Formeln der 
Differentialrechnung an naturwissenschaftlichen Aufgaben geübt wurden, so 
ist es gegenwartig auf nahezu doppeltem Raume mit den Formeln der 
Integralrechnung der Fall. Wie die betreffenden Aufgabcn zu den bei ihneu 
in Anwendung kommenden Pormeln in  Ueziehung treten, ist nicht erortert, 
und es k6nnt.e die 'Fraga aufgeworfen werden, ob darin nicht ein Wider- 
spruch sich offenbare? Wird nicht, wer die Ableitung der Formel kennt, 
die Integration vollziehen konnen? Wird nicht Dem, welcher an den Inte- 
grationen strauchelt, die Ableitung der Formel unverstiindlich sein? Ein  
solühes Dilemma k ihn te ,  sagen wir, erzeugt werden, aber doch wohl mit 
Unrecht. Man darf den Lnterschied zwischen Wissen und K h n e n  nicht 
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ausser Augen lassen. E r  allein begründet die Berechtigung auch rein 
mathernatischer Aufgabensammlungen, und es ist nicht aheuselien, weshalb 
die angewandte Mathematik in dieser Beziehung übler fahren sollte. Nicht 
a19 ob ein aus Formelableitung und Formclaiiwendung vereinigt hergestelltes 
Buch - ein Seitenstück zu D o l p ' s  vielgebranchten Aufgaben zur Differen- 
t i d -  und Intcgralrcchnung - undenkbar wBrc, aber bei der grossen Man- 
nigfaltigkeit der naturwisseiischaftlichen Anwendungen würde es zu eiriem 
Umfange anwachsen und einen Preis nothwendig machen, bei denen die 
Benatzbarkcit thatsachlich aufhoren miisste. Man lese nur in den von dem 
Verfasser den beiden bisherigen Heften angehangten Literaturverzeichriissen 
die Titel der kleineren, aber auch der grosseren Schriften nach, auf welche 
ZIerr F u  h r m a n n  sich als Quellen beruft, um eine Ahnung von dem 
dienstbar geinachten Material zu erhalten. I n  der Vorrede ist der Wunsch 
ausgesprochen, die Studirenden der Chemie mochten bei der Richtung, 
welche diese Wissenschaft in dam letzten Jahrzehnt etwa eingeschlagen hat, 
verharren und sich zu diesem Zwecke mit der nothigen mathematischen 
Ausr~stiing' versehen. Der Lehrer der Mathematik a n  Universitit und Poly- 
technikum wird sich gewiss damit einverstanden erklbren, aber wird der 
Lehrer der Chemie seinen Schiilern die Zeit dazu tibrig lassen? Dorthin 
scheint uns in  erster Linie die Anforderung gerichtet werden zu miissen, 
welcher man nicht mit der wohlfeilen Entschuldigung ausweichen kann, 
die Mittelschule solle die jungen Leute besser vorbereitet entlassen. Der 
Infiuitesi~ualcalcul gehort nicht auf die Mittelschule, deren Zoglinge ihrem 
Aller nach dafür noch niclit reif sind. Will man auf der Hochschule den 
Infinitesimalcalcul anwenden, so muss man es crm6glichenl dass er dort 
von Denen, die ibn anwenden sollen, zuvor erlernt werde. 

CANTOR. 

Einfache Versicherungsrechnungen von UARL LEMBCKE , Seminarlehrer. 
1. V e r s i c h e r u n g e n  a u f  d e n  T o d e s f a l l  mit 13erücksichtigung 
der Rechnungsgrundlagen des Lebensversicherungs-Vereins für meck- 
lenbiirgische Lehrer; II.  V e r s i c h e r u n g e n  a u f  d e n  L e b e n s f a l l  
mit Berückuichtigung der Rechnangsgrundlagen der Kaiser Wilhelms- 
Spende elementar entwickelt und dargestellt. 77 u. 49 S. Parchim 
i. M. 1890, bei H. Wehdemann. 

Der unmittelbare Zweck des Verfassers ist der, seine heimathlichen 
Berufsgenossen mehr und mehr dern Lebensversicherungsvereine für meck- 
lenburgische Lehrer und der Kaiser Wilhelms- Spende zuzuführen, dem 
ersteren Vereine für  Versicherungen auf den Todesfall, dem zweiten für 
solche auf den Lcbensfall. E r  sncht diesen Zweck dadurch zu erfüllcn, 
dass e r  mit grosser Klarheit die Regeln ttuseinandersetzt, welche die jedes- 
mal erforderten Einnahmen der Versicherungsgesellschaft bereühnen lassen, 
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und dass e r  zeigt, wie die beiden von ihm empfohlenen Vereine in ihren 
Satzungen jene Regcln befolgen. Hcrrn L e m  b c k e's Auseinandersetzungen 
zeichnen aich vor manchen lihnlichon auch dadurch aus,  dass von der Uil- 
dung der Sterblicbkeitslisten gehandelt ist , wahrend dieselben sonst einfach 
als vorhandcn vorauagcsetzt zu werdcn pflegcn, und durch ein, wenn auch 
nur kurzes Verweilen bei dern Vertheilungsverlitiltnisse der Jahresüberschüsse 
in Gestalt von Dividenden. Einer wichtigen Remerkung sind wir allerdings 
bci Herrn L e m  b c k c  niclit bcgegnet, der niimlich, dass bei sonst gleicheu 
Satzungen diejenige Versicherungsgesellschaft die grossie Sicherheit gegen 
die Gefahren einer Uebersterblichkeit bietet,  welche ihre Mitglieder über 
den grossten Fliichenraum verthcilt besitzt, weil nur dadurch strichweise 
auftretende Kranklieiten ihren schadigenden Einfiuss einbüssen. Fïeilich 
spricht diese Thatsache gegen jede eng localisirte Versicbernngsgerneinschaft, 

und so auch gcgcn jcnc der mecklenburger Lehrcr, so vortrefflich sic ge- 
ordnet und verwaltet sein mag. Auch im Versicherungswesen gilt das Wort 
vorn grossen Ganzen, dern man mit Vortheil sich anzugliedern bestrebt sein 
müsse, und wir würden den mecklenburger Lehrern vie1 eher, al8 den Rath 
aurn Eintritt  in ihren Sonderverein, den entgegengesetzteu Rath ans Herz 
legen : mit ihrem ganaen Vereine einer der bestehenden grossen deutschen 
Gegenseitigkeitsgesellschafteu beizutreten , die in Gotha, Karlsruhe, Leipzig, 
Stuttgart ihren Sitz haben. Die Kaiser Wilhelms-Spende dagegen ist über 
ganz Deutschland ausgedelint und kann deshalb fur Versicherungen auf den 
Lebensfall um so unbedcnklicher empfohlen werden, als jeiie genanntcn 
Gegenseitigkeitsgesellschaften dieser Gattung von Versicherungen sehr kühl 
gegeniiberstehen, wenn sie überhaupt sich darauf einlassen. CANTOR. 

Elementary Algebra editcd for the Syndics of the University press by 
W. W. R o u s ~  BALL, fellow and mathematical lecturer of Triuity 
College, Cambridge; author of a history of mathematics, a history 
of the study of mathematics u t  Cambridge, etc. Cambridge 1890 
a t  the University press. XV, 486 pag. 

Das uns zur Anzcige vorlicgende Buch ist einc durchaus auf die An- 
fangsgründe sich besclirlnkende Ruchstabenrechnung. Irgendwelche An- 
sprüche auf wissenschaftliche Strenge oder auf neue Entwickelungen zu 
erheben, ware dem ausgesprochenon Zwecke des Buches gegenüber un- 
gereclit. Unter deil Lehrbüchern niederster Ordniing wird es vermoge der 
zahlreicli aufgenommeneu Beispiele und der liübschen Ausstattuag eine 
immerhin ehrenvolle Stelluug einnehmen. CANTOR.  
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Geometry i n  Religion and the exact dates in biblical history after the 
monuments or tho fundamental principles of christianity, the pre- 
cessional year etc. as based on the leaching of the ancients by the 
cube, square, circle , pyramid etc. London, A. Breusinger. Leipzig, 
A. Twietmeyer. VII ,  96 S. 

Referent qlaubt, der Verfasser beabsichtige zu zeigen, dass kein ein- 
ziges Wort und keine einzige Zahl in den Schriften des alten und des 
neuen Testaments so zu verstehen seien, wie der Wortlaut besage. Ueberall 
sind dem Verfasser symbolische Bedeutungen klar, zu welchen er den 
Schltissel meistens aus Aegypten sich verschafft. Indessen scheint auch 
rabbinische ITabalistik des Buchcs Yezirah und engliech - amcrikanische Frci- 
maiirermystik ihr Scherflein beigetragen zu haben. Gern würde Referent 
die Hauptpunkte hervorheben , wenn es ilim gelungen wtire, das Büchlein 
zu verstehen; allein es wurde ihm dabei so dumrn, als ging' ibm ein Mühl- 
rad im Kopfe herum. CANTOR. 
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Recensionen. 

Dr. ERNST SCHRODER, Vorlesungen tiber die Algebra  der Logik (Exacte 
' Logik). Erster Band. Leipzig, Teubner. 1890. 8". XII u. 717 S. 

S c  h r 6 d e  r hat  in  seinem , Operationskreis des Logikkalkulsu (1877) 
eine kurze Uebersicht der von B o o l e  schon 1847-1854 geschaffenen rech- 
nenden Behandlungsweise der Logik in einer Darstellung gegeben, die vor 
dern Original eine consequentere Behandlung, die systematische Einfiihrnng 
der Negation und die Vermeidung aller sus  der Arithmetik herüber genom- 
menen Symbole voraus hatte. I n  der Zwischenzeit, die zwischen dem Er- 
scheinen des genannten Schriftchens und dem des hier anzuzeigenden Buches 
liegt, hat  der Verf. mit unermtidlichem Fleisse die Fortschritte verfolgt, 
welche wir den Engliindern und Amerikanern, vor Allen C h a r l e s  S. 
P e i r c e ,  in  dem Gebiete des Logikcalculs verdanken, und giebt uns nun 
in dem oben genannten Werke eine ausführliche, systematische, mit einer 
grossen Zahl von werthvollen eigenen Untersuchungen durchwebte Darstel- 
lung der ganzen Theorie, wie sie heute vorliegt. 

Selbstverstandlich liess sich a n  manchen Stellen eine Erorterung und 
kritische Würdigung der Ansichten der Philosophen über Streitfragen aus 
dem Gebiete der Logik nicht vermeiden. Ueber diese Theile des Buches 
hier ein kritisches Urtheil abgeben zu wollen, kann mir als Mathematiker 
nicht beifallen. Ich kann nur  erklëren, dass ich mit den vom Verf. auf- 
gestellten Ansichten ilbereinstimme und musa mich im Uebrigeu auf den 
mehr rechnenden Theil und dessen Behandlung beschranken. 

Dies ist sofort der Einleitung gegeniiber am Platze, wo z r h c h s t  die 
schwierige Frage erortert wird , wie ein f O 1 g e r i c h t i g e s Denken moglich 
i s t ,  dessen Gesetze die Logik geben soll, wie die Bedenken nnd Zirkel zn 
vermciden sind, die sich im Bcgriffe des W i d e r  s p r n  c h e s  finden. S c  h r  6 - 
d e r  entscheidet sich ftir die S i  g w  a r  t'sche Ansicht, derzufolge das Denken 
,l O g i  s c h u  zu nennen ist,  wenn eine Denknothwendigkeit uns zwingt, das- 
selbe zu vollziehen mit der Ueberzeugung absoluter Gewissheit und der Ver- 
bindiichkeit für  alle Intelligenzen. Dieses logische Denken ha t  die Form 
der Deduction aus identischen Urtheilen. Und die Aufgabe des Logikcalculs 
in  seinem ersten Theile ist es nun ,  eine Technik zu entwickeln, welche zu 

Hiet.-lit. Abthlg. d. Zeitaohr. f. Math. IL Phya. XXXVI, 5. 13 
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gegebenen Pramissen oder Annahmen unfehlbar slle Folgerunpen liefert oder 
etwaige Widersprüche aufzeigt. Eine philosopliische Abschweifung über den 
Ursprung des logischen Denkens, die auch die Ansichten, welche Verf. 
nicht theilt, in umsichtiger Weiso beachtet, loitot dann über zu eincm 
Abschnitte liber Zeichen und Namen, der sich hauptsXchlich an T r e n -  
d e l e n b u r g  anschliesst. E s  wird gezeigt, wie sich allmalig in einer cie- 
duetiven Wissenschaft das Studium der Dingo durch das Dcnken mit den 
Zeichen ersetzt , und erortert , welche Bedingungen die Zeichen erfüllen 
müssen , wie sie besonders e i n s i n n i g  sein müssen. Passende Beispiele 
und Hindeutungen auf interossante psychologischc Fragen bclcben die Dar- 
stellung. Der Beweis, d a s ~  neben den Eigennamen noch Gemeinnamen 
nothwendig sind, leitct über zu dem B e g r i f f e ,  in  dem eine hestimmte, 
von anderen untorschiedene Gruppe von Mcrkmalen zusammcngcfasst wird. 
J e  nachdem man nun den Inhalt des Begriffs, d. h. die Gesammtheit der 
in ihm vereinigten Merkmale betrachtet, oder den Umfang, namlich die 
,C 1 a s  s e u  der unter den Begriff fdlenden Individuen, kann man eine Logik 
des Inhalts oder eine des Umfangs bilden. Die alte Logik hatte das erstere 
Ziel. FIir die Logik des Umfangs kampft S c h r o d e r ,  besonders gegen 
L o t  z e ,  und sie ist es, die der exakten Logik zu Grunde liegt. Aus zwci 
Begriffen, oder vielmehr den durch sie bezeichneten Classen, setzt sich das 
U r  t h e i l  zusammen, das aussagt , dass die Subjectclasse ganz in der Classe 
des Prsdicats enthalten ist. Dic Wortsprache ist h m g  nicht sehr geeignet, 
dies Verhaltniss mit der nothigen Genauigkeit darzustellen, wahrend die 
Zeichensprache der exakten Logik dies mit grosster Kilrze u n d  Priicision zii 
thun vcrmag. WBhrend die altc Logik unfruchtber war, indem sie neue 
Probleme nicht aufzeigte, ha t  die rechnende Logik, ahnlich wie die ganze 
Mathematik, den Charakter, dass sie stets neue Aufgaben stellt. 

Das Hauptzeichen des Logikcalculs ist das Zeichen der S u  b s u m  - 
t i o n ,  das in  der Formel a b aussagt : die Classe a sei in der b enthal- 
ten oder mit ihr identisch, und das gewtihnlich mit ,,ktu iibersetzt werden 
kann. Wie in Worten ausgedrtîckte kategorische Urtheile in  die Zeichen- 
sprache der Subsumtion zu übersetzen sind, welche Vorsichtsmassregeln 
bezüglich i e r  Einsinnigkeit der Wor te ,  besonders bei solchen wie ,Einigeu 
u. dergl., zn treffen sind, wird ausftihrlich erortert. Dann wird, zunachst 
in rein formaler Weise, ein Calcul aufgestellt, den Verf. als ,,ide n t i  s c h e n  
C a l c u l  bezeichnet. E s  wird angenommen, es sei definirt, was das Zeichen 
x$ bei irgend einer Mannigfaltigkeit von Dingen bedeute. Diese Definition 
sei derar t ,  dass der ,Satz der Identitatu a a gelte und dass aus a x$ b, 
b =f c folge a c. ALM diesen Annahmen wird dann diirch strenge Schltisse 
bewiesen, dass a = a ,  dass aus a b und b* c a c folge. Dureh die 
Subsumtionen O % a ,  a 1, die für jedes a gelten sollen, werden nun zwei 
Gebiete O und 1 adjungirt, von welchen besondors die Nul1 iusserst wichtig 
kt, indem nur bei ihrer Einführung alle Operstionen ausfiihrbar werden. 
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Es folgt, dass a  % O  die Glcichung a = O, und 1 + a  a  = 1 nach sich 
zieht. Nach P e i r c e  werden nun , wieder rein formal, ab  und a  + b definirt 
durch die Subsumtionen: wenn e  n und b  is t ,  so soll gesetzt werden 
c =s$ a b  und wenn a  c und b  c i s t ,  so soll gesetzt werden a  + b =t$ c 
und jeweils umgekehrt. Diese Definitionen haben die Folge, dass ab + a 
und + b ,  dass a  und b*a+b  sind, dass O . a = O ,  l . a = a ,  O+a=a,  
1 + a  = 1 ist. Wahrend durch die gegebenen Definitionen a b  nur als Pra -  
dicat und a f b  nur  als Subject definirt ist ,  ergiebt sich aus ihnen, ver- 
mage der früheren Definitionen und Prhmissen, auch wie a b  als Subject 
und a + b  als Pradicat zu definiren i s t ,  indem namlich a b  c i s t ,  wenn 
ails den Snbsumtionen x* a und x b  stets auch x c folgt,  bezw. 
c*a+b  is t ,  wenn aus a*x und b*x e*x  folgt. 

Im weiteren Fortgang werden das Commutations- und das Associations- 
gesctz für Addition und Multiplication, die beiden nTautologiegesetzeu 
a  a = a ,  a  + a  = a, und die Rechengesetze bewiesen , dass aus a  + b folgt 
a r: bc,  a + c b + r, als specielle Palle der Combination der Snbsum- 
tioneu a + b ,  a'+ b' zu au'+ b  b' und a  + a'+ b  + b'. Mit Hilfe der 
Multiplication und Addition kann man die Subsumtion a  + b  auch in Form 
der Cleichnng a  = a b  oder in der a + ?J = b  schreiben. Endlich folgen 
noch die Gleichungen a(a  + b)  = a,  a  + a b  = a ,  die eine der wichtigsten 
Rechnungsregeln giebt, ab  + a  c a  ( b  + c)  , a  + b c ( a  + b )  (a + c) , die 
einen Theil des Distributionsgesetzes ausdrücken, und wird gezeigt, dass 
aus 1 = a b  stets a = 1, b  = 1, aus a + b  = O jeweils a  = 0, O = O folgt. 

So weit, aber nicht weiter geht die strenge formale Deduction aus den 
an die Spitze gestellten Pramissen und Definitionen. / 

Frcilich wird sie im Buche nicht in der ununterbrochenen Reiho vor- 
getragen, in der wir hier die wichtigsten Resultate angeftîhrt haben, son- 
dern sie wird unterbrochen durch eine Vorlesung liber die D e u t n n g  der 
Operationen, bei welcher deren meteriale Scite ihr Recht erhiilt. Insbeson- 
dere ist dabei hervorzuheben, dass a h  zu deuten ist als die Classe, welche 
den gemeinsamen Theil der Classen a  und b  nmfasst, bezw. als Nullclasse, 
wenn sie keinen gemeinsamen Theil besitzen, und a  + b  als d i e  Indivi- 
duen umfassend, welche entweder zu a ,  oder zu b, oder zn beiden gehoren. 
Die Eigenschaften der O hat dabei die N u l l c l a s s  e l  die gar  nichts ent- 
hait. In  ausftihrlicher Weise wird die Uebersetzung aus der Wortsprache 
in die Zeichensprache behandelt, und bei der Summe a  + b  die Bedeutung 
von ,oderu genau studirt,  welches ja ,n&imlichu (s ive) ,  ,oder aberY (aut) 
.und ,,oder auchU (vel) bezeichnen kann. Die Zulassung der Nullclasse be- 
dingt die von Satzen wie n Alle gleichseitigen , rechtwinkligen Dreiecke sind 
gleichseitigu, die freilich unsinnig erscheinen. S c  h r 6 d e r  hebt zu ihrer 
Verttieidigung mit Recht hervor, dass haufig in  der Wissenschaft solche 
Satze an die Spitze von Deductionen gestellt werden, um zu beweisen, dass 
gewisse Dinge nicht existircn. Aber die Adjunction der Nullclasse hat noch 

13 a 
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die Folge, dam eine Subsumtion a b nur dann etwas aussagt, wenn a  
nicht gleich Null ist. 

Eine Xusserst wichtige Untersuchung bezieht sich auf den Sinn, der der 
Clas. 1 beigelegt werden kann und darf. B o o l e  glaubte darunter die 
Gesammtmasse alles Denkbaren verstehen zu dtirfen. S c h  r 6 d e r  zeigt, 
dass dies nicht angeht, indem er Widersprtiche nachweist, die sich sonst 
bei den Subsumtionen ergeben. J a  man darf nicht einmal als Gebiet der 
Subsumtionen ansehen eine Menge von Individuen zugleich mit Classen, die 
aus diesen gebildet s ind,  wenn man den Sinn des Zeichens =c$ für beide 
Arten von Individuen festhalten will. 

Obwohl gegen die Strenge der ganzen Deduction sich nichts erinnern 
Iasst, und es interessant is t ,  zu sehen, wie weit man in den Folgcrungen 
aus den Annahmen kommen kann, ohne den formalen Standpunkt zu ver- 
lassen, glaube ich doch, dass durch diese Darstellung die ganze Theorie 
einen recht abstracten Charakter erlangt hat. Besonders die Definitionen 
von a b  und a +  b haben diesen in hohem Maasse an sich und sie mtissten 
durch einige Beispiele erliiutert werden. Die Adjunctionen der Null und 
der Eins dürften rein forma1 genommen ebenfalls einem nicht mathemati- 
schen Leser Schwierigkeiten bereiten. Ich glaube, dass Verfasser besser 
gethan und vielen seiner Leser einen Dienst erwiesen hatte, wenn e r  die 
materiale Definition i n  den Vordergrund gestellt hatte, wie er es 1877 that, 
und die formale Deduction hatte folgen lassen. 

Bei der Deutung der Zeichen ergiebt sich auch noch das Distributions- 
gesetz a @  + e )  = a b  + a e ,  wahrend aus den früher erwahnten Prlimissen 
nur a b  + a c a ( b  + c) geschlossen werden kann. Dass es auf dem f O r - 
m a l e n  Standpunkte in der That nicht m6glich ist zu beweisen, dass in 
der letzten Subsumtion das Zeichen + durch das Gleichheitszeichen ersetzt 
werden darf,  wird von S c h  r E d e r  in  eigenthlimlicher, sehr seharfsinniger 
Weise dargcthan, indem er  auf die Individuen eines bestimmten Gcbietes 
die Subsumtionen anwendet. Das Gesammtgebiet besteht hier auu den 
990 Gleichungen, welche sich unter gewissen Einschrankungen aus einer 
Function von zwci Variabeln und ihron beidon Umkehrungen bilden lassen. 
Zu Classen oder, wie Verfasser sagt , A l g o r  i t h m e n  sollen diejenigen dieser 
Gleichungen zusammengefasst sein, welche von einander bedingt werden, 
aber keine andcren, der Classe nicht angehorigen Gleichungen nach sich 
ziehen. 

Dass die 990 Gleichungen vertraglich sind, isf vom Verfasser früher 
[ H o p p e ' s  Archiv 1887 (2), 5, 225-2781 bewiesen und wird auch hier 
durch ein Beispiel dargethan. Die siimmtlichen 990 Gleichungen bilden so 
einen Algorithmus Uo. Ein Algorithmus A sei 4 einem andern B, wenn 
alle Gleichungen von A auch zu B gehtiren. Unter AB sei das den beiden 
Algorithmen gemeinsame System von Gleichungen verstanden, das entweder 
Null is t ,  wenn keine gemeinsamen Gleichungen existiren , oder selbst ein 
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dürfen. E s  ist also sicher a c  + bc nicht = (a + O) c. - E s  musa somit zu 
den früheren Pramissen noch eine weitere hinzukommen. Als solche wiihlt 
S c h r o d e r  die, dass a(b+c)*ab+ac  gelte, wenn bc=O ist. Dann 
ist b  + c  eine sogenannte ,,rediicirteY Surnme. Um nun von da  auu das 
Distributionsgesetz zu beweisen, benutzt S c h  r 6 d a r die N e  g a t i O n. 

Die Negation der Classe a  wird mit a, bezeichnet und forma1 definirt 
durch au,  + 0, den Satz des Widersprucb,  und 1 a + a,, den Satz des 
ausgeschlossenen Dritten, aus welchen Subsumtionen auch noch die Ein- 
deutigkeit folgt , wenn die Existenz bewiesen ist. Es  wird dann (a,), = a, 
a + b  = a + a,b. Die Frage , wie Urtheile, die Verneinungen enthalten, in 
Worte zu tîbersetzen seien, macht eine genauere Untersuchung der Bedeu- 
tung des Urtheils . A ist nicht B' nothig. S c h  r 8 d e r  schliesst sich, gegen 
S i g w  a r t und L O t z e , der alteren, aristotelischen , Ansicht a n ,  indem er 
dieses Urtheil mit  W u n d t  al3 ein negativ pradicirendes auffaest, das mit 
A+ B, zu übersetzen sei. - Von der Negation gelten die wichtigen Sitze 
(ab) ,  = a, + b,, ( a  + b), = a, b, ; aus a  b folgt b, + a , ,  und die Subsum- 
tion a  + b  kann entweder durch ab,  = O oder durch a, + b  = 1 ersetzt 
werden. Wenn a b  6 c ,  so ist a  b, + c. Ferner kann a = b  durch 
ab ,  + a, b  = O auf Null oder durch ah + a,  b, = 1 auf Eins gebracht werden. 
Nach diesen und einigen frllheren Satzen kann man nun jedes System von 
gleichzeitigen Subsumtionen und Gleichnngen i n  e i n e  Gleichung vereinigen, 
die auf der einen Seite Null und auf der andern (mathematisch gesprochen) 
eine lineare homogene Function jedes Buchstabens und seiner Verneinung 
ha t ,  so dass man im Logikcalcul überhaupt nur mit e i n e r  l i n e a r e n  
Gleichung zu thun hat. Eine Reihe von gut  gewahltcn Beispielen dicnt 
zur Erlauterung und Uebung der gewonnenen Regeln, wobei insbesondere 
die Entwickelung einer Eunetion in eine Summe oder in  ein Product aus- 
führlich erortcrt wird. Die Gleichungen sind nun entweder a n  a l  y t i s c  he  
- identische -, oder s y n t  h e t  i s e  h e ,  d. h. Gleichungen, die nicht iden- 
tisch gelten. Bei den letzten ist eine Aufl6sung anzugeben. Aus der Gleich- 
ung caz + bx1 = 0 folgt nun b + x a,, womit zugleich i n  b  6 a, oder 
a b  = O die Bedinguup der Moglichkeit , d. h. die R e  s u l  t a n  t e gegeben ist. 
Man kann aber auch sagen, dass x=bu,+ a,u der Gleichung geniigt, 
wobei zc eine unbestimmte Classe vorstellt. Dass dioso letztc Form in der 
That  alle x enthalt, welche die Doppelsubsumtion oben erfüllen, war schon 
vorher dargethan, so dass die fragliche Form die allgemeine Losung der 
Glcichung darstellt. 

Wie einfach gestaltet sich also hier im Logikcalcul AuflCsung und 
Elimination gegenüber den entsprechenden Aufgaben der Zahlenlehre! Und 
dies gilt auch für  mehrcro Unbckannte, bei wolchcn im Princip nichts 
Neues zur Anwendung kommt, wo nur hinsichtlich der Form des Resultats 
mannigfache Abanderungen mCglich sind. Die einzige Bemerkung von 
grosser Wichtigkeit, die sich aber ergiebt, ist ,  dass m a n ,  um aus mehreren 
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Gleichungen durch Elimination die umfassendste Resultante zu erhalten, 
erst die Gleichungen zu einer vereinigen und dann erst eliminiren muss. 

Wenn man nach den gegebenen Regeln x einmal aus x +  ZI = a ,  das 
andere Mal aus x b  = a  bestimmt, kommt map auf Formen, die der logi- 
schen Subtraction bez. Division entsprechen. Die Bechnungsregeln für diese 
Operationen werden von S c h  r 6 d e r  entwickelt, gezeigt , wie weitlsufig und 
wenig angenehm sie werden, und nachpewiesen, dass sie der Negation 
gegenüber gar  nicht gebraucht werden, indem diese Operation vie1 bequemer 
Alles leistet, was jenen zugemutliet wurde. 

Obgleich die Bestimmung der Unbekannten aus einem Gleichungssystem 
principiell keine Schwierigkeiten darbietet, so ist  es doch oft nicht leicht, 
jà manchmal sogsr unm6glich1 die Losungen i n  einer bestimmten Form zu 
crhalten. Wenn z .  B. die gcgebenen Gleichungen durchaus symmetrisch 
sind, so gelingt es nicht immer, auch symmetrisch gebaute L5sungen zu 
finden, die nicht zu viele und nicht zu wenig willkürliche Gebiete auf- 
wciscn. I n  einfacheren Fallcn ist cs S c h r  6 d e r  durch eine besondere 
Methode gelungen. SO wird z. B. die Gleichung xy = O  in allgemeinster 
und symmetrischer Weise durch x = a & ,  y = a, @ erfiillt, wo a ,  ganz 
bcliebige Gebiete bezeichnen. Die Mcthode aber ftihrt manchmal zu den 
zu losenden Gleichungen zurück und folglich nicht zum Ziele. Wenn aber 
solche besondere Bedingucgen, wie die erwahnten , nicht gestellt sind , so 
fiihrt di0 allgemeine Betrachtung rasch und zuverl8ssig zum Rosultate, wie 
an einer Reihe von speciellen Aufgaben gezeigt wird, wobei auch der Unter- 
schied der B O O 1 e'schen L6sung von der vom Verfasser angegebenen , oben 
angef~lhrten Modification derselben an einigen Beispielen erortert wird. Wir  
wollen nur eine Aufgabe, vielleicht die alteste der rechnenden Logik, da 
sie schon von L a m  b e r  t 1731 mit Zeichensprache behandelt wurde, heraus- 
greifen: Wenn die x ohne die a einerlei sind mit den b,  und die a ohne 
die x zusammenfallen mit den c, wie drückt sich z durch a ,  b und c aus? 
In  Zeichen heisst dies a,x = b, ax, = c und daraus folgt zuerst die Resul- 
tante ab+a,c=O und die L5sung x =  (a+b)c ,  (was L a m b e r t  durch 
a + b - c darstellte). 

Freilich kann man die Losung eines Gleichungssystems auch noch in 
anderer Weise erreichen. J e v o  n s  z. B. theilt das Gebiet 1 mit yilfe der n in 
der Aufgabe vorkommenden Gebietssymbole und ihrer Negationen in Zn sich 
ausschliessende Theile. Durch Vergleichung mit den Priimissen ergiebt sich, 
dam x in einzelnen dieser Theile nicht liegen kann; die übrig bleibenden 
lieFeru dann die zu ziehenden Schlüsse, die nach S c  h r  6 d e r  passend durch 
Rechnung gefundcn werdcn. V e n n  modificirt das Verfahren, indem er  die 
J e v  O n s'sche Tafel durch Diagramme ersetzt , deren einzelne Felder, je einem 
Theile entsprechend, nach Vorschrift der Prlimissen freigelassen oder schat- 
tirt  werdcn. Eine andere Mcthode rühr t  von P e i r c e  her und ist in der 
Aenderung, die S c  h r 6 d e r  an ihr anbringt , wie es scheint, sehr praktisch. 
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Bei ihr werden alle Priimis'sen in Subsumtionen dargestellt und diese nach 
der Unbekannten links in  Summen-, rechts in  Produütform entwickelt, so 
dass jede Pramisse die Form erhalt: 

az+ ba,*(a+x,)(B+z). 
Durch Zerlegung, nach den Definitionen von Product und Summe, und 
Umformung entsteht hieraus x =f cr + a,, b x , so dass bj3 4 x + o! + a, 
folgt. Durch Combination der bei den einzelnen Pramissen gefundenen 
Resultate erhiilt man dann den Werth von x und gleichzeitig die Gesammt- 
resultante. Eine andere, von Mc Col1  herruhrende Art der Behandlung 
erweist sich als von der modificirten Boole 'schen Methode nicht allzu ver- 
schieden und Ubertrifft weder aie, noch die P e i r  ce'sche. 

Damit iat eigentlich der Inhalt des Bandes erschopft. E s  erübrigt 
noch die Anhiinge zu erwhhnen. Ein erster giebt einige Erorterungen über 
die Addition und Multiplication, der xweite ist ein Excurs über Klammern, 
der fiir den Mathematiker wenig Neues bietet; in1 dritten Anhanga wird 
die UnabhLngigkeit des Productes bezw. der Summe von mehr als drei 
Fsctoren von der Anordnung des Processes bewiesen, wesentlich nach H e r -  
m a n  n G r  a s s m a n n  mit der von S t o l z  heniihrenden Vereinfachung , wie 
sie von Zahlen ohne Weiteres auf die Gcbicte ühertragen worden kann. 
Die Anhinge 4 und 5 sind ihrem Inhalte nach schon oben bei den Bemer- 
kungen über das Distributioiisgesetz skizzirt. I m  Anhang 6 endlich wird 
zuerst bewiesen, dass die ,,Gruppeu aller Ausdrilcke, die man aus n Sym- 
bolen dnrch Addition, Multiplication und Negation herstellen kann,  wenn 
sie vollstllndig ist, d. h. so beschaffen i s t ,  dass die Anwendung der drei 
Species auf Ausdrticke der Gruppe wieder einen schon in der Gruppe ent- 
haltenen Ausdruck liefert, 2" Ausdrücke enthalt,  wobei jeweils O und 1 
mitgerechnet sind. Die AnsdrUcke einer Gruppe kann man i n  T y p e n  
zusammenfassen, indem man immer die vereinigt, welche auseinander durch 
Buchstabenvertauschung hervorgehen. Zwei complernentiire Typen, von 
welchen namlich der eine die Negation des andern is t ,  bilden xusammen 
einen Haupttypua. Die Aufsuchung der Typen kann , wie S c  h r  6 d e r zeigt, 
darauf reducirt werden, von den 2" Ecken eines Würfels in einem Raume 
von n Dimensionen auf alle m6glichen Arten 1, 2 ,  3 u. S. W. herauszu- 
wahlen. Alle Gruppen von rn Ecken liefern dabei denselben Typus, die 
durch Deckbewegungen des Würfels ineinander tîbergeführt werden konnen. 
Filr n = 2 ergeben sich so sechs Typen und vier Haupttypen, für  fi = 3 
findet S c  h r 6  d e  r die schon von Miss L a d d  gegebenen 22 Typen wieder, 
die in  14 Haupttypen zerfallen; fur n = 4 giebt es nach C l i f f  o r d  398 
Typen mit 238 Haupttypen. 

Die Resultate, welche sich ftir rn = 3 darbieten, benutzt S c  h r 6 d  e r ,  
um noch einen Beweis fu r  die Nichtbeweisbarkeit des Distributionsgesetms 
zu liefern, dessen Grundgedanke mit dem des friiheren Beweises überein- 
stimmt, dann aber hauptsachlich, um zu zeigon, dass eine symmetrische 
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allgemeine Auflosung der Gleichung z y a  + zl y ,  a, = O mit drei unbestirnm- 
ten Symbolen nicht angeht. Der  Beweis wird auf zwei Arten geliefert,. 
Bei der einen wird zu den drei Gleichungen x = <p ( a b c ) ,  y = $(abc) ,  
a  =  abc) die durch Eliinination von a b c  entsprechende Resultante ganz 
allgcmein berechnet und gezeigt, dass sie, wenn (abc)  = cp (b ea), 
;I(a b e) = <p (CU b) is t ,  nicht mit jener Gleichung identificirt werden kann, % 

ohne dass WidersprIiche entstehen. Rei der zweiten Ar t  werden diejenigen 
Gruppen von drei Symbolen x ,  y, a aufgestellt, die symmetrisch sind; 
deren sind es 14. Indem nun weiter Pür die 44 moglichen Pormen der 
Function cp ( a b c ) ,  die wesentlich Verschiedenes geben, die Resultanten wirk- 
lich berechnet wcrden, zeigt sich, dass im Ganzen 5 Formcn von den 14 
nicht vorkommen, unter welchen die oben angeführte ist. 

Den Schluss des Buches bildet ein ausftihrliches Literaturverzeichniss 
tiber die gewohnliche und die rechnende Logik, in  dem etwa 130 Autoren 
verzeichnet sind. 

Die vorstehende Inhaltsangabe, i n  der ich versucht habe, wenigstens 
die Hanptsiitze der exacten Logik amuftihren, erschopft bei Wcitcm nicht 
den reichen Inhalt des Werkes; sie zeigt nur  dau aussere Gerippe, dessen 
Püllung manchmal lange Untersuchungen oder Rechnungen bilden. Die 
Darstellung ist durchwcg aussorst klar und auch für den nicht mathcmatisch 
gebildeten Leser wohl leicht verstandlich; auch die Rechnungen, die durch 
den Reichthum rtn Umformungen eines Ausdrucks oft iiberraschen, Sind mit 
der ntithigen Ausfiihrlichkeit gegeben. 

Den zweiten Band, der den Aussagencalcul und die nchwierige Lehre 
von den particularen Urtheilen bringen wird,  werden wohl alle Leser dieses 
ersten mit Spannung erwarten. J. L ~ R O T H .  

Ueber das Zeichen. Pestrede bei dem feierlichen Acte des Directorats- 
Wcchscls a n  der Grossh. badischen Technischen Hoohschule zu Karls- 
ruhe am 22. November 1890, gehalten von dem Director des Jahres 
1890/91 Dr. ERNST SCBRODER, ord. Professor der Mathematik. Karls- 
ruhe 1890, Drnck der G. Braun'schen Hofbuchdruckerei. 24 S. 

Lieblingsneigungen verleugnen sich nicht und sollen sich auch nicht 
verleugnen. Sio bilden einen wesentlichen geistigen Zug des Menschen und 
gestatten dem Leser eines Buches, in dem Inhalt ausser dem, was an 
Thatsachlichem darin enthalten ist, gewisssrmassen ein Bildniss des Ver- 
fassers zu erkennen. Was Horr S c  h r  6 d c r auch geschricben hat , man 
erkennt überall mit Leichtigkeit den Schriftsteller, welcher der Algebra der 
Logik sein Denken gemidmet hat ,  und so verhalt es sich auch mit der 
Dircctoratsrede von 1890. Dieses Titelkupfer dient ihr keineswegs zur 
Uneierde. Directoratsreden sollen dem grossen Zuhorerkreise verstandlich 
sein, dern kleinen Kreiiie von anwesenden Fachgenossen nicht Allbekanntes 
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bieten , und da ist , wie wiederholt gesagt worden ist , Niemand tibler daran, 
als ein mathematischer Directoratsrednor. -Geschichtc der Mathematik und 
Wahrscheinlichkeitsrechnung, das sind die Gebiete, aus welchen meistens 
die Stoffe gewahlt wurden. Dem Grenzgebiete zwischeu Algebra, und Logili 
ihn entnehrnen zu konnen, sind nur Wenige in  der Lage, weil sie eben 
jenes Grenzgebiet, wenn überhaupt, doch nur  nothdtirftig kennen. Herr 
S c  h r  6 d et- geht vom Zeichen in der allgemeiusten Bedeutung des Wortes 
aus. Schriftzeichen leiten ihn hinuber zu mathemqtischen Zeichen. Von 
ihnen gelangt e r  zur allgemeinen Zcichenschrift, welche, ohne Worte zu 
schreiben, die Begriffe darzustellen sich als Aufgabe setzt und dadurch her- 
vorbringt, dass ein und dasselbe Wor t ,  beispielsweise das m o r t  ,,istu, bald 
durch ein Zeichcn , bald durch ein anderes Vorsinnlichung findet, je  nach 
dem Sinne, den es gerade hat. Dass diese Gemeinsprache dem Volapük 
überlegen sei,  bezweifeln wir so wenig als IIerr S c  h r t i d e r .  Ob sie aber 
eine solche Zukunft habe,  wie Herr  S c h r t i d e r  es erhofft, mochten wir 
nicht unterschreiben. Noch weniger ktinnen wir den Zukunftsphantasien 
zwischenplanetarischen Zeichenverkehrs eine ernste Seite abgewinnen. In- 
dessen - es sind schon unglaublicliere Dinge zur Wahrheit geworden! 

Der aeschmack in der  neneren Mathematik. Antrittsvorlesung, gehalten 
am 24. October 1890 in der Aula der Universitat Leipzig von Dr. 
FUIEDRICH ENGEL, a. O. Professor. In Commission bei Alfred Lorentz 
in Leipzig, 1890. 19 S. 

Auch die Wissenschaft ist  der Mode unterworfen. Referent war viel- 
leicht der Erste, welcher auf diesen Erfahriingssatz hinwiea , wclcher zur 
Erklarung mancher sonst schwer verstBndlichen geschichtlichen Thatsachen 
vortreffliche Dienste leistet. Der Satz ha t  aber nicht allein von Wissen- 
schaft zu Wissenschaft Geltung, so dass die hervorragenden Geistor einer 
Zeit sich mit Vorliebe dieser oder jener Geistesbeschiiftigung widmen, auch 
in der einzelnen Wissenschaft kommt die Mode zur Geltung, und es ist eine 
vielfach unbewusste, aber um so tiefere Wahrheit,  welche man ausspricht, 
wenn man der Wortverbindungen ,moderne Algebrau, ,moderne Geometrieu 
11. S. W. sich bedient. IIerr E n g e l  hat  nun in seiner Antrittsvorlesung 
versucht, dem Moderncn in der Mathematik auf den Grund zu gehen und 
zu zeigen, dass die heutige Mode es verlangt, dass die Hilfsmittel, welche 
ein Gebiet mathematischer Forschung zu Gebote stellt, vol1 und ganz aus- 
gebeutet werden, und dass kein Mittel Anwendung finde, das der Aufgabe 
nicht naturgemtiss sei; - d a m ,  aber auch nur  dann sei eine Untersuchung 
schon, d. h. fiiï den Geschmack befriedigend. Es is t  zweifellos, dass diese 
Bestimmung des mathematischen Schtinheitsbegriffes ausreichend k t ,  um 
manche Untersuchungen neuester Zeit als schon erkennen zu lassen, und 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Herr E n g e l  hat  offenbar gerade dieses beabsichtigt. Ob aber niir dann 
SchUnheit mathematischer Forschung zu rühmen i s t ,  wenn kein fremdrtrtiges 
Forschungsmittel in  Anwendung kam, das rnochten wir bezweifeln, irotz- 
dem schon A r i s t o t e l e s  das Uebergreifen aiif ein anderes Gebiet ver- 
dammte. Schon nannte man beispiclswcisc schon oft und, wie wir glauben, 
mit vollem Bechte solche Untersuchungun, welche zeigen, wie vorher uu- 

sichtbare Brücken von einer mathematischen Disciplin zur aiideru hinüber- 
führcn , und welche so den J a c O b i'schen Ausspruch rechtfcrtigen , es sei 
nothwendig, die ganze Mathernatik zu kmnen ,  um einen beliebigeu einzelnen 
Abschnitt derselben zu veistehen. Dieeer unser Widerspruch beabsichtigt 
kcineswegs, Herrn E n g e l  in seiner Grundnnschauung, welcho er in an- 
ziehelider Sprache auseinanderzusetzen weiss, zu widerlegen. Wir  wollten 
nur zeigen, dass auch über den mathematischen Geschmack verschiedene 
Geschmiicker moglich sind. CANTOR. 

Erkenntnisstheoretische Einlei tung i n  die Geometrie von MAX RASCHIG, 
Oberlehrer. Wissenschaftliche Bcilage zum Jahresbericht des Konigl. 
Gymnasiurns zu Schneeberg (1890. Progr.-Nr. 537). 38 S. 4'. 

Der Verfassor schickt der oigcntlichcn Bchandlung der gcomctrischen 
Grundbegriffe zwei Abschnitte vorauu; in dem ersten pracisirt er seinen 
Standpunkt zur Frage nach der Erkenntniss einer realen Aussenwelt dal-iin, 
dass er des empirische Element auf Kosten des apriorischen crmeitcrt, ohne 
letzteres zu beseitigen, indem er  die Hypothese aiifstellt von der Existenz 
einer realen in uns sich spiegelnden Aussenmelt; im zweiten wird .Erfah- 
rung und Abstraction in der MathematikU besprochcn und im Zusammen- 
hang mit Absçhnitt 1 behandelt. Durch das ,,Verrnogen der AbstractionU 
wird aus der Erfahrung Erkenntniss geaonnen, durch das Hinzuthun der 
,,durchgehenden GesetzmLssigkeitu wird das Abstrakte von dem Empirischen 
streng geschieden. Verfasser glaubt auf diese Weise dem Empirismus einer- 
seits, dem Apriorismus andererseitv gerecht zu werden. Der dritte Ab- 
schnitt, . Classenformen geometrischer Gebilde #, entwickelt ausgehend vom 
KGrper, den wir durch Abstraction erhalten, vermittelst des Grenzbegriffes 
Flache, Linie, Punkt ,  dia als Begriffe ,Postulateu genannt werden; die 
Erzeugung der Gebilde durch Bewegung schliesst sich an. ,,Ceber den 
Ursprung der Raumvorstellungu definirt nach einer Besprechung der neueren 
Raurnbypotheson den Raum als einen ,,Begriff *, abgezogcn aus der Vorstel- 
lung des Raumes als eines dreifach und stetig, aber ohne Grenzen Aus- 
gedehnten. 

I n  dcm folgenden Abschnittc, ,,GesotzmLssigo Bewegung, ihre Erkennt- 
niss und Wiederholung der geometrischen Construction", Godet sich folgen- 
der bemerkenswerthe Satz: ,Dass nun die Natur durch die i n  ihr obwal- 
tende Tendenz der Bildung gewisser gcsetzmiiesiger Ilorper unsere Raum- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



172 Historisch - literarische Ahtheilung. 
-U___WIII_WIWX__--- 

phantasie anregt und leitet bei Rildung unserer geometrischen Formen, 
darin beruht das e m p i  r i s:c h e Moment dersclben; darin aber, dass Ver- 
nunft , jene Tendenz erkennend , die annahernde Identitat vollendet postulirt 
und für die denkendo Betrachtung, fur  geometrische Schltisso und Bcweise 
von den Anomalien der Wirkliehkeit frei erhalt, darin bcruht das ~ p r i o  - 
r i s c h  e Noment nnd damit die von Erfahrung unabhsngigc Gewissheit der 
Geometrie.' 

Die folgenden Capitel behandeln ,,die Geradeu, ,die Ebeneu, ,, das elfte 
Axiom Euklid'sY. I n  dem Capitel ,,die Gerade" ist Lehrsatz (5) wichtig, 
die Entwickelung des Begriffes der normalen Lage aus demjenigen der 
Hauptlinie des gleichschenkligen Dreiecks neu und achon. Im letzten Capitel 
betont Verfasser noch einmal seinen Standpunkt, die Geometrie auf Phoro- 
nomie zu gründen; der G ü n t h e r ' s c h e n  Fassung des elften Axioms wird 
vor derjenigen von P e t  e r s  e n  der Vorzug gegeben. 

Die sehr lesenswerthe, gediegene Abhandlung, die der vorhandenen Lite- 
ratur  iiberall gerecht wird, sei den Herren Fachgenossen zu eingehendem 
Studium angelegentlichst empfohlen. Personlich giebt Referent gcrn seiner 
Frcude Ausdruck, in  fast allen Punkten mit dem Verfasser übereinzustimmen. 

S c h m a l k a l d e n ,  Deccmber 1890. Dr. H. SCHOTTEN. 

Die Harmonie in der Bauknnst.  Nachweisung der Proportionalitat in  den 
Banwerkeii des griechischen Alterthums von W. SCHULTZ. Erster 
Theil: Mathematische Grundlagen des angewcndeten Proportionirungs- 
systems. Mit 60 Holzschnitten. Hannover - Linden 1891, Verlags- 
anstalt von Car1 Manz. VIiJ, 124 S. 

Was ist schon? Dasjenige, was die Sinne angenehm berührt. Was 
berührt aber die Sinne angenehm? Die Antwort auf diese Frage kann nur 
erfahrungemtissig gesucht werden, weil von den beiden in Wechselbezichung 
tretenden Grassen das durch die Sinne zu Erfassende zwar als allenfalls 
bekanut, die Umsetzung der sinnliehen Erfassung in dau GefUhl des An- 
genehmen oder Unangenehmen dagegcn als noch durchaus rathselhaft er- 
achtet werden muss. Erfahrungsthatsache ist es ,  dass der Zusammenklang 
von Tonen dem Ohre angenehm is t ,  wenn deren Schwingungszahlen in 
Verhaltnissen stehen, welche durch kleine ganze Zahlen sich ausdrticken 
lassen, und so ha t  man auch den angenehmen Eindruck auf das Auge mit 
Verhaltnissen der Abmessungen der angeschauten Dinge in Zusammenhang 
zu bringen gesucht. Vor Allem übt  der goldene Schnitt au€ das Auge eine 
befriedigende Wirkung, d. h. das Verhaltniss einer kleineren Strecke (Minor) 

k g 7c zu einer gr6sseren Strecke (Major) g, welches durch die Gleichung - = -- 
g : 2  s k+g 

ausgedriickt ist, die wiederum zu - = 4 (p'm) sich urnformen l m t ,  
k 
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ist dem Auge angenehm. Soviel wusste man schon seit Jahrhunderten. 
Herr S c h n l t  z ha t  die Schonheit fiir das Auge in der Raukunst weiter ver- 
folgt. E r  hat  zu diesem Zwecke Abmessungen von thatsachlich schonen 
Bauwerken des griechischen Alterthums, welche mit glaubwürdiger Genauig- 
keit bekannt sind, durcheinander dividirt, beziehungsweise diirch verschie- 
dene Rechnungsverfahren miteinander in Verbindung gesetzt; e r  hat  die so 
hervortretenden Zahlen darauf hin geprüft , ob sie stets dem Verhkltnisse 
eines Minor zu seinem Major mit gentigender AnnLherung entsprechen. E r  
erhielt ein erstes unter allen Umstknden anzuerkennendee Ergebniss: bei 
einigen wirklich sch6nen Bauwerken stellen gewisse Abmessungen einen 
Minor und einen Major dari  bei anderen nicht minder schonen Bauwerken 
sind es andere Abmessungen, die das gleiche Ergebniss liefern; bei noch 
anderen Bauwerken treten Verhiltnisszahlen auf, welche dem goldenen 
Schnitte nicht entstammen und welche gleichwohl das Sch6nheitsgefihl 
durchaus befriedigen. Darnit war bestatigt, wns man geneigt sein mnsste, 
von vornherein anzunehmen, dass namlich nicht nur  ein Schhheitsmodell 
in der Baukunst vorhanden is t ,  so wenig die Tonkunst auf eine einzige 
wohlklingende Folge von TGnen angewiesen ist. Herr  S c h u l t z  fiihlte sich 
weiter versucht, an die Frage heranzutireLen, ob jene schonen Bauwerke von 
Denen, welche dieselhen errichteten , wir mochten sagen instinktiv, oder in 
dem Bewusstsein hergestellt wurden, jene bei ihnen auftretenden Verhalt- 
nisszahlen seien die Grundbedingungen optischer Harmonie. Schriften über 
diesen Gegenstand aus deni griechischen Alterthum gieht es heute nicht mehr. 
Auch der R6mer V i  t r  u v i  us  spricht nur von einer vorhandenen Verhalt- 
nissmassigkeit, nicht davon, wie sie zu erzielen sei. Wieder konnte also 
nur eine Art  von Wahrscheinlichkeitsrechnung angestellt werden. Herr 
S c h u 1  t z sa$ so : Bei den Bauwerken, welche der Rechnung in dem frtiher 
erwahnten Sinne unterworfen wurden, kamen Zahlen heraus, welche sehr 
annahernd mit jenen Irrationalwerthen sich deckten , die dem goldenen 
Schnitte und trigonometrischen Functionen des Winkels des regelrnassigen 
Fünfecks und Siebenecks entsprachen. Es  wgre ein wunderbarer Zufall, 
wenn wirklich nur Zufall dieses Zusammentreffen bewirkte, also haben die 
griechischen Baumeister des perikleischen und schon die des vorperikleischen 
Zeitalters gewusst, dass sie mit jenen geometrisch definirten Zahlen es zu 
thun hatten, oder, anders ausgesprochen, die Herstellung des regelmassigen 
Fünfecks und des regelmassigen Siebenecks, wenigstens durch angenahert 
richtige Construction, war ihnen bekannt, und die Anwendung jener 
obcngenannten Winkclfunctionen bei Tempelbauten ist es, welche P h  i l  O - 
l a o s ,  welche P l  u t a r c  h im Sinne hatten, wo sie von der Beziehung ein- 
eelner Winkel, eineelner Zahlen zu dieser und jener Gottheit sprachen. 
Herr S c h u l t z  ftihlt , wie unmoglich es is t ,  so weitgehende geometrischc 
Kenntnisse griechischen Baumeistern in  einer Zeit zuzusprechen, in  welcher 
die Geometrie eben erst sich einzubürgern begann, und er l6st die damit 
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a--- ------ 
auftretende Schwierigkeit, indem er jene Kenntnisse zu dem eisernen Be- 
stande des aus Aegypten Eingeführten rechnet. Der Boschungswinkel der 
agyptischen Pyramiden, d. h. der Winkel,  welchen die Seitenfiache der 
Pyramide mit ihrer Grundflache bildet, und dessen Cotangente gefunden 
wird, indem man die halbe Seite des Grundquadrates durch die senkrechte 
II6he der Pyramide dividirt, ist  bei den wirklich gemessenen Pyramiden, 
sowie bei denen, von welchen in dem bekannten Rechenbuche des A h m e s  
die Rede is t ,  zwischen den Grenzen 51° und 63a0 eingeschlossen. Gewohn- 
lich nimmt man a n ,  die Mittelgrosse von etwa 5Z0 sei beabsichtigt ge- 
wesen, und die so weit zurlickliegende Zeit der Erbauung habe schon das 

M6gliche geleistct, indem sie keine grosseren Abwcichungcn, nls solche von 
nicht ganz 2 hervorbrachte. Herr  S c h u l t z  dagegen rechnet von Fa11 zu 

Fall. E r  findct cinrnal jenc Cotangcnte nahczu = 0,809017 = 1 ((5 + 1) 

= cotg5101'5",27 ; ein anderes hTal findet er sie = 0,786151 = 4 Ji ( ~ 5 -  1) 
= cotg 51 49'38",3, und e r  sielit nun in beiden Fallen einen goldenen 
Schnitt beabsichtigt und erzielt, wenn man nur andere Abmessungen an der 
Pyramide in beiden FYllen als den Minor und den Major zulasst. 

n a b e n  wir soweit uns einfach berichtend verhalten, so glauben wir 
nicht umhin zu kb'nnen, nunmehr unsere vielfach widersprechende Meinung 
- denn Dur urn Meinungen kann es sich handeln - zu aussern. Wir 
geben zu, dass iii perikleischer Zeit der goldene Schnitt und was geome- 
trisch damit zusammenhing, bcwusstes Eigenthum der Baumeister war. Die 
Rauhütte des Mittelalters wahrte das alte Erbe,  vielleicht unter Abschwach- 
ung der geometrisclien Einsicht. Auch vorperikleische Baukunst mag als 
schtin bekanntc Bauverhültnisse angewandt haben, in  welchen man spater 
goldenen Schnitt u. B. W. erkennen durfte, aber ihren Künstlern und gar 
den Aegyptern , als deren Lehrmeistern , dies geometrische Wissen zuzu- 
schreiben, welclies unseres Daflirhaltens erst bei den Pythagorliern und in 
der Akademie vorkonimt, das erscheint uns d~irchaus unzul%ssig. Einen, 
wie es scheint, schlagenden Gegengrund liefert das einzige bisher bekannt 
gcaordcne schriftlichc Zcugniss des kigyptischen Alterthums, das Rcchcn- 
bucb des A h m e s .  Dort ist ein Quotient ,Seqtu berechnet, welclier in  den 
vier Beispielen von Pyramiden mit 51a0 und 53Q0 B6schungswinkel ge- 
wonnen wird, indem man mit der Kante der Pyramide in die hslbe Diago- 
nale ihres Grundquadrates dividirt. Das sind a190 die Abmessungen, von 
welchen wir aiiadrücklich wissen, dass die Aegypter sie in ein Verhaltniss 
zu einander zu setzen pflegten, und nur von diesen Abrnessungen wird man 
zunaclist ausgehen dürfen. E s  erscheint nach den Xessungen an vorhan- 
denen Pyramiden und nach den Beispielen des A h m e s  nicht ganz aus- 
geschlossen, dass der Seqt die Grosse haben sollte. Will Herr S c h u l t z  
mit diesem durch sehr kleine Verhiiltnisszahlen sich empfehlenden Bruche 
weitcro Versuche machen, so konnten viclleicht Ergebnisse erscheinen, fiir 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



welche wir uns zu erwarrnen vermikhten. An einen goldenen Schnitt, a n  
ein regelm&isiges Fünfeck bei den Aegyptern zii glauben, dazu sind wir 
nicht im Stande, und noch vie1 weniger vermag ein so altes regelmiissiges 
Siebeneck uns Vertrauen einzuflossen. CANTOR. 

Die nautischen Instrumente bis ziir Erfindung des Spiegelsextanten. Von 
Dr. A. BREUSISQ, Director der Seef'ahrtschule in  Uremen. Bremen 
1890, bei H. W. Silomon. 46 S. 

Ursprünglich ein Vortrag, gehalten 1383 auf dem Geographentage in 
Frankfurt a. M., kam die kleine Abhaudlung als Begrüssnngsschrift der 
Naturforscher-Versammliing bei deren Tagung in Bremen zum Drncke. Der  
verdiente Beifall, den sie bei dieser Gelegenheit erntete, veranlasste den 
Verleger, sie auch weiteren Rreisen noch zuganglich zu machen, und wir 
konncn diesen Entschluss nur  billigen. Wer noch nicht wüsste, dass Herr  
B r  e u  s i n g  auf dern Gebiete der gescliichtlichen Instrumentenkunde aller- 
erste Antoritat is t ,  würde aus der anmuthig geschriebenen Abhandlung die 
Ucberzeugung davon geminnen, und mit dem beruhigtcn Gcfühlc, iiiir Er- 
geh isse  zuverliissigster Forschung vor sich zu haben, den reichen Inhalt 
in sich aufnehmen. Nur als Beispiel heben wir hervor, dass (S. 16 - 17) 
die C a r d a n  o'sche Aufhiingung auf ihren Ursprung untersucht ist ,  wahrend 
wir in den Geschichtswerken über Physik hochstens den Namen derselbeu 
vorfinden. Auch die Uderscheidung des Baculus geometricus von dem 
Baculus astronomicus (S. 36 flgg.) ist  gehorig betont und damit auf die 
Quelle von Ungenauigkeiten hingewiesen, welche in  manchen Werken vor- 
kommen, deren Verfasser beide durchaus verschiedene Vorrichtungen mit- 
einander vcrmengten. CANTOR. 

Christoph Scheiner als Mathcmatiker, Phyaiker und Astronom, von ANTON 
VON B R A U N M ~ H L  (XXIV. Band der Bayerischen Bibliothek, begründet 
und herauegegeben von KARL VON REINFIARDSTOETTNER und KARL 
TRAGTMANN). Bamberg 1891, Buchner'çcheVerlagsbuchhandlung. 92 S. 

I n  der allgemeinen deutschen Biographie hat  Rerr  S. G i i n t  h e r  (Rd. XXX 
S. 718-720) C h r i s t o p h  S c h e i n e r  auf zwei Druckseiten behandelt. Die 
uns vorliegende urnfangreiche Lebensgeschichte des gleichen Mannes liefert 
uns gewissermassen die Ausführung des dort Entworfenen, liefert uns aber 
allerdings auch nicht unwesentlich mehr, da insbesondere die Verd ien~te  
S c h  e i n  e r 's um die Beobachtung der Sonnenflecken wohl nirgend so griind- 
lich gowürdigt worden sind. Wir erfahren , dass Sc  h e i n e r  einige Ent-  
deckungen machte und veroffentlichte, welche unbeachtet bli+en, bis sie i n  
neuester Zeit zum zweiten Male genauen Beobachtern sich enthüllten. Dazu 
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gehort namentlich die Thatsacbe, dass die Balin der Sonnenflecken mit der 
Ekliptik nicht zusammenf%llt, sondern einen Neigungswinkel zu ihr besitzt, 
den S c h  e i n e r aus seinen zahllosen Beobachtungen anf 73 Grad bestimmte, 
wshrend man heute seine Grosse mit 7-t Grad ansetzt. Von S c h e l n e r  
rührt  Entdeckung und Name der sogenannten P e n u m b r  a her, des Halb- 
schattens , welcher die Sonnenflecken umgiebt. S c h  e i n e r erkannte die 
trichterartige Vertiefung der Fleckenkerne, welche er sogar der Messung unter- 
warf, wenn auch hier seine Messungsergebnisse mehr als in  andemn FLllen 
von den heutigen Annahmen abweichen. Nicht minder, als bei Beobachtung 
der Sonnenflecken hat  auch auf anderen Gebieten der Astronomie S c  h e i n e r 
Wichtiges entdeckt und zum Tbeil richtiger, als sein grosser Gegner G a l i l e i  
erklart. Dazu gehort insbesondere die elliptische Gestalt der Sonnenscheibe 
am Horizonte als Folge des Brechungsvermtigens unserer Atmosphëre. Wir 
habcn G a l i l c  i und S c  h e  i n  e r als Gegnor bezeichnet. Allgemein bckannt 
sind die zwischen Beiden gewecbselten Streitschriften, aber ein vollkommen 
richtiges Bild von jenen Peindseligkeiten gewinnt man selten, weil Schil- 
derungen derselben ausschliesslich bei Schriftstellern vorkommen , die sich 
vorzugsweise mit G a l i l e i  beschaftigten und dadurch begreiflicherweise die 
Neigung gewannen, auf seine Seite zu treten. Herr v. B r a u n m ü  h l  wird 
dem ,,Audiatur altera parsU gerechter. Man dürfte mit ihm zur Annahme 
gelangen, dass G a l i l e  i in  ziemlich unbegrfindeter Streitlust den Kampf 
eroffnete , wahrend der Verdacht allerdings an S c h  e i n  e r haften bleiben 
dürfte, den Kampf nicht immer offen geführt zu haben. Streng bewiesen 
freilich ist es nicht, dass S c h e i n e r  zu den geheimen Hetzern gehorte, 
welche U r  b a n  VIII., G a  1 i 1 e i's frllheren Gonner, gegen denselben auf- 
brachten, aber sehr wahrschrinlich gemacht ist es. Auch für  die genauere 
Schilderung dieser Beziehungen is t Herrn v. B r  a u  n m ii h 1 Dank zn wissen. 
Einen Irr thum, der ihm unterlief, bat e r  inzwiscben bemerkt und den 
Referenten brieflich am 19. Marz 1891 darauf hingewiesen. S c h e  i n  e r  hat 
nnmlich noch am 16. Jul i  1633 von Rom aus an G a s s e n d i  geschrieben, 
war also wahrend der ganzen Dauer von G a l i l e i ' s  Process in Rom an- 
wesend. Nach Ablauf desselben verliess e r  Rom. Wenigstens ist seine 
Anwesenheit in Wien 1634 festgestellt. CANTOB. 

Die darstellende Geometrie i n  organischer Verbindung mit der  Geometrie 
der  Lage. Von Dr. WILHELM FIEDLER. Dritte erweiterte Auflage. 
III. Theil: Die construirende und analytische Geometrie der Lage. 

Dia Steiner'schen ~ c h l i e s s n & s ~ r o b l e m e  nach darstellend geametriseher 
Methode, Von Dr. MARTIN DIBTELI, ~ s s i s t e n t  am Eidgenossischen Poly- 
technikum i n  Zürich. Mit 10 lithogr. Tafeln. Leipzig, Teubner. 1888. 

Beide Werke stehen im engen Zusammenhange miteinander, durch wel- 
chen Umstand ihre gemeinscbaftliche Anzeige am Platze erscheint. 
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Wie nach der ausdrticklichen Betonung der a n  a l  y t i s c h e  n Geometrie 
im Tite1 des F i e d l e r ' s c h e n  Werkes zu erwarten steht,  hat  der vorliegende 
Band in der gekennzeichnetcn Richtung gogentiber dem entsprechenden Thcile 
der zweiten Auflape wesentliche Erweiterungen erfahren. Der Band besitzt 
einen ganz selbstandigen Charakter, der schon bei der von Voraussetz- 
ungen der Elernentargeometrie unabhtingigen strengen Begründung dcr 
Projectivittlt nach S t a u d  t -D  a r  b O ux'scher Methode, mit welüher die Ent-  
wickelung beginnt,  hervortritt,. 

Die Gruppirung des Inhalts in  drei Absehnitte: 
A. Die Grundlagen der Geometrie, die imaginaren Elemente, die Co- 

ordinaten und Parameter; 
B. Die Parameter und die Projectivitat Erzeugnisse der projectivischen 

Gebilde erster Stufe ; 
C. Die projectivischen Gebilde, speciell die Elementargebilde zweiter 

iidd dritrter Stufe, 
ist beibehalten. 

A. Kach der oben bereits hervorgehobenen Begrlindung der Projecti- 
vitat ist besonders hervorzuheben die Darstellung eines imagintiren Punktes 
durch das symmetrisch zilm Mittelpunkte $1 einer elliptischen Involution 
gelegeue Paar  NN' sich entsprechender Punkte. Nirnmt man noch aaf 
dem Trzger einen Anfangspnnkt O a n ,  setzt die Entfernung O H  = na, 

ferner NN'= 211, so eind die Punkte der Ebene, aus welchcn die Invo- 
lution durch Circularinvolution projicirt werden (narnlich die Endpunkte 
des zu NN' senkrecht stehenden Durchmessers eines Kreises , welcher durch 
N N '  goht und M zum Mittelpunkte hat) ,  die im Gauss 'schen Sinne ge- 
gebenen geometrischen Darstellungen der Punkte m + ni.  I n  Shnlicher 
Weise werden dann auch die iibrigen imaginaren Elemente : die imagingre 
Gcrade erster Ar t ,  die imaginiire Ebene, die imagintirc Gerade zweitcr Art,  
bez. durch einen Winkel zweier Linien, einen Winkel zweier Ebenen und 
durch einen von zwei Erzeugenden eines hyperbolischen Paraboloids ein- 
gcschlosscnen Streifen, dargestcllt. Auf diescr Grundlage werden dann 
spiiter Constructionen mit Elementen, welche durch imaginiire Coordinaten 
definirt sind , durchgeführt. 

Die Einftihrung der projectivcn Coordinaton als DoppelschnittverhLlt- 
nisse geuchieht, wie früher, unter Annahme der Fundamentalpunkte und 
des Einheitspunktes, dessen samintliche Coordinaten der Einheit gleich ge- 
setzt werden. Bemerkenewerth sind jedoch gewisse, als Permutationsgruppen 
bezeichnete Gruppen von Punkten , deren Coordinaten entweùer dieselben 
absoluten Werthe haben und sich nur durch die Vorzeichen unteracheiden, 
odcr andererseits tiberhaupt dieselben Werthe haben, aber diese in Bezug 
auf die Bundamentalelemente des Coordinatensystems vertauscht zeigen. 
Curven und Plachen, welche durch eine Anzahl solcher Punkte bestimmt 
sind, enthalten dann vielfach auch die Iibrigen der Gruppe. Ein Beispiel 

Hiut.-lit. Abthlg. d. Zeituchr. f. Math. n. Phys. XXXVI, 5. 14 
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hierfiir is t ,  dass der Kegelschnitt, der durch fünf d e r  sechs Punkte mit 
den Coordinaten a b c ,  ac b etc. in allen Vertauschungen geht ,  auch den 
sechsten enthalt. 

Eine wesentliche Erweitcrung bat die Thcorie der  speciellcn Coordi- 
iiatcnsysterne erfahren, welche durch Annahme unendlich ferner Fundamental. 
elemente hervorgehen. So treten in der Ebene die Streifencoordinaten mit 
einem unendlich fernen Punkte den cartesischen mit unendlich ferfier Geraden 
als duales Gegenstrick bei, und ebenso kommen im liaurne die prisrnatischen 
Coordinaten, aber dann weiter die Keilcoordinaten mit einer unendlich fernen 
Fundamental g e r a de  n hinzu. Anderer Natur Sind die Deiitungen der Para- 
meter in  linearcn Mannigfaltigkeiten als Coordinaten. Die neuerdings viel- 
fach verwandten Potenzcoordinaten der linearen Kugelsysteme finden als spe- 
cielle Fiille jenes allgemeinen Begriffes in  verschiedenen Beispielen Aufnahme. 

Nach dieser Kennzeichnung des Inhaltes vorn Abschnitt A sei es ge- 
stattet,  noch einmal zurtickgreifend einen Punkt  in  der  Wiedergabe des 
D a r  b o u x'schen Beweises für den , Fundarnentalsatzu xu bertihren. Die 
Scliwierigkeit liegt bekanntlich in dern Nachweise, dass es zii zwei Punkte- 
paaren A B ,  CD, welche sich nicht trennen, jedenfalls ein Punktepaar giebt, 
welches sowohl A B ,  als C D  harrnonisch trennt. Der  Verfasscr behauptet 
(S. 21), es sei evident , dass auch nur  ein e i nz i g e  s Paar  existire, und 
das erscheint mir nicht allein nicht evident, sondern sogar unrnoglich auf 
Grund der D a r  b oux'schen Ueberlegungen zu beweisen. Denn man weiss 
nur, dass einer von zwei Punkten eine gewisse Strecke, ein anderer einen 
Theil jener Strecke durchlauft, und kann nur erkennen, dass innerhalb der 
letzteren die Punkte irgendwo einmal zusammenfallen müssen, ohne ein 
Urtheil darüber zu haben, wie oft das geschieht. 

B. Dieser Abschnitt hat wohl die wescntlichsten und wichtigstcn Er- 
weiterungen erfahren. Wir  nennen die P 1 ii c k e  r 'sche Parameterdarstellung 
der Curven auf dem Hyperboloid und insbesondere der involutorischen Regel- 
schaarcn in projectiver Zuordnung und ihrer Erzcugnisse. Vorbereitcnd für 
spatere Untersuchungen ist die Erzeugung der ebenen Curven vierter Ord- 
nung mit zwei Doppelpunkten ails zwei projectivischen Kegelschiiittbüsche!n, 
welche durch Projection der Grundcurve eines Fl~chenblischels zweiter Ord- 
nung gewonnen wird, sofern das Centrum kein Punkt  der Raumcurve iut. 
Rückt dieses auf die Curve, so folgt die Erzeugung der jetzigen Projections- 
curve dritter Ordnung aus einem Strahlenbüschel erster Ordnung mit ihrem 
projectivischen Kegelschnittbüs/el. Aber auch die Erzeugung der all- 
gemeinen Curve dritter Ordnung aus projectiven Strahleninvolutionen in 
halbperspectivischer Lage entspringt der namlichen Quelle, wenn man die 
Basiscurve des FlKchenbüschels als Durchdringung von zwei Kegeln des 
Quadrupela construirt. Durch die anziiwendenden Hilfsebenen werden die 
Erzeugenden des einen, wie des andern Kegels in  einfach unendlich viele 
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einander entsprechcnde Paare geordnet. Die Paare auf jedem Kegel bilden 
demnach eine Involution zweiten Grades, und da das Gesagte in  gleicher 
Weise für i r g e n  d z w e i  Kegel des Quadrupels gilt ,  so bildet dieses e+e 
Gruppe von vier Fllichen, deren Erzeugende durch die Rasisciirve in pro- 
jectivischen Involutionen geordnet werden. Besonders folgenreich wird die 
Demerkung, dass a n  Stelle jener vier Kegel unendlich viele Gruppen von 
nicht singularen Flachen xweiter Ordnung des Rtischels treten konnen. 

Ails Rd. II, namentlich S .  173-179, ist bekannt, dass jede Bisecante 
der Grundcurve, insbesondere jede Tangente derselben mit ihr ein einfaches 
Hyperboloid bestimmt, fü r  welches ihre zweiten Bisecanten aus den Punkten 
der gegebenen (oder die Verhindungsgeraden unter den Punktpaaren der 
Curve in den Ebeuen des Büschels der gegebenen Bisecante) die Erzeugen- 
den der andern Schaar sind. I n  jsder der beiden Regelschaaren des Hyper- 
boloids giebt es vier Tangcntcn der Grundcurve: acht Gerade einer Gruppe 
in der aus e i n e r  beliebigen unter ihnen die übrigen als entsprechende in 
den involutorischen Centralcollineationen der Durchdringungsfigur mit sich 
selbst, hervorgeheu und die sich in  zwei Gruppen von gleichem Doppel- 
verhaltniss theilen. Nach solchen Vierergruppen von Tangenten treten nun, 
wie des Weiteren ausgeftihrt wird, zu jedem Hyperboloid des BUschels drei 
andere Hypcrboloido , und es kommt dahcr 3 + 3 = 6 -mal  vor, dasv unter 
aolchen vier Flichen einer Gruppc zwei zusammenfdlende auftreten. Jede 
solche Doppelflache ist also dadurch insbesondere ausgexeichnet, dass ihre 
b e i d e n Regelschaaren durcli die Grundcurvo in projectivische Involutionen 
geordnet werden und die Projection der Curve aus irgend einem Punkte 
der Flache liefert die Erzeugung der ebenen Curve vierter Ordnung mit 
zwei Doppelpunkten durch projectivische Involutionen von Strahlen aus diesen 
Doppelpunkten oder dieselbe Erzeugung der Curve dritter Ordnung aus 
zweien ihrer Punkte, je  nachdem das Centrum nicht auf der Curve oder 
auf der Curve liegt, und damit den Nachwcis der S t e i n e r  'schen Schliessungs- 
satze fur n = 2 aus derselben Quelle f ù r  beide Arten von Curven. Zur ein- 
fachsten Construction jener sechs Fliichen fiihrt aber die Betrachtung der 16 
Schcitel der Grundcurve oder der Bertihrungspunkte der stationaren Schmie- 
gungsebenen , da dio 4 16.15 - 4.6 = 96 Verbindungslinien dieser Punkte, 
welche nicht Mantellinien der Kegel sind, sich auf die sechs Flachen zu je 
1 6  vcrtheilen und zwar acht auf die eine, acht auf die andere Schaar. 

An dieser Stelle setzt nun D i s  t e l i ' s  Schrilt ein durch Xbleitung der 
S t e i  n er'schen Satze für alle Weithe von n > 2; zunachst für alle Werthe 
von der Form n = 2" sodann ftir f i =  3Ll und n= 2k.3kl ;  pl = 5", 
m =  2k.3k1.5k2 und schliesslich für die allgemeine Zahl n. Auch die von 
S t e i n e r  an1 Schlusse seiner ersten Mittheilung gegebene Bemerkung, dass 
die geradlinigen Seiten der Polygone diirch Regelschnitte ersetzt werden 
konnen, erhalt ihre Bestiitigung. Die Wiedergabe der Methode ohne An- 
lehnung an die ausserst verwickclten , allerdings mustergiltig gezeichneten 

14* 
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~ i ~ u r e n t a T e l n ,  von denen die eine auch dem F i e d l e r ' s c h e n  Werke bei- 
gcfügt i s t ,  will mir nicht gelingen. 

E s  folgt jetzt (bei P i e d  1 e r )  die Projectivitat der Fl%chenbüschel 
zwcitcn Grades unter sich (vermittelt durch die ProjectivitLt der Polar- 
büschel in  Bemg auf einen beliebigen Punkt) ,  womit dann die Erzeuguug 
von Gebilden vierter, bez. dritter Ordnung von zwei Dimensionen durch je 
zwei jener Gebilde und der Raumcurven durch drei ders~ lben  gegeben ist. 
I n  analytischer Darstellung schliesst sich hieran die Theorie der Polarflacheu 
auf Grund der C r  e m O n a'schen harmonischen Mittelpunkte, sowie eine rein 
geometrische Ableitung der Polaren nach einer Angabe des Berichterstatters 
und damit die Begründung der P 1 ü c k e r'schen Forrneln ftir ebene Curven. 
Auch andere geometrische Ableitungen dieser Pormeln von B e c k  und 
H e m m i n  g sind angereiht. Die Uebertragung auf Raumcurven ist dann 
durch die Entwickelungon des zweiten Bandes 5 22 gegeben. Mit der Be- 
stimmung der Doppelpunkte von Polaren und der dadurch definirten Kern- 
flachen schliesst dieser Abschnitt. 

C. Der  Ausgangspunkt bildet die Transformation der homogenen Co- 
ordinaten unter besonderer Beriicksichtigung der Coefficientenrelationen fiir 
metrisch speciellc FS11e. Die Untersuchung dringt in diescr Richtuiig bis 
zu den Invarianteu und Covarianten der Curven und Flachen zweiter Ord- 
nung und ihrer Büschel vor. Die C l i f f  o r d - R e  y e'sche Erweiterung des 
Polarenbcgriffs, in dem statt  des Poles eino Curve auftritt ,  und die Apola- 
ritlitstheorie werden noch gestreift. 

n e i  den Projcctivitiiten der Elementargebilde zweiter und dritter Stufo 
ist gelegentlich der Construction der Hauptelemente collinearer Ebenen bei 
vereinigter Lage, sowie spater der collinearen Riiume die eingehende Rück- 
sicht auf die Formcn der-Affinitët, Aehnlichkeit und Congrucnz zu bemerken, 
Alles unter steter Rücksichtnahme auf die Unterschiede nach Gleichheit und 
Ungleichheit des Siniles dieser Gebilde. Die Berücksichtigung der kine- 
matischcn Bctrachtungsweisen, welche nach Ansicht aller urtheilsfühigen 
Kreise in  den Bahmen der darstellenden Geonietrie hineingehh-en und in 
Prankreich namentlich durch M a n n h e i m ' s  Werlr Iangst Eingang gefunden 
haben, is t  überall zu sptiren; es sei hier nur auf die Construction der 
Schraubenaxe zweier congruenter starrer Systeme, welche eine vollstandige 
Durchführung gefunden hat ,  hingewiesen. Aber auch in den Erzeugnissen 
der Elernentargebilde sind vielfach Erweiterungen nach dieser Richtung 
gegenüber der früheren Auflage bemerkbar. Ueberall werden diejenigen 
Erzeugnisse besonders betrachtet, welche man durch metrische Specialfille 
der allgemein projectivischen erhalt,  z. B. der tetraedrale Complex von zwei 
congruenten starren Punkt- oder Ebenenriiumen. Die letzten Paragraphen 
eroffnen Ausblicke auf die Erzeugnisse von mehreren collinearen rliumlichen 
Systemen und enthalten die Anange  von Untersuchungen, wie sie seit 
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einiger Zeit Gegenstand einer noch nicht abgeschlossenen Gruppe hoch- 
bedeutonder Arbeiton von R e y e im K r  o n  e c k e r'schen Journal sind.* 

Der Gesammtinhalt des Werkes is t  ein ungeheurer. Konnten schon in 
frtiheren Auflagen manche, selbst wichtige Dinge nur in  Form von Bei- 
spielen dem Texte angereiht werden, so ist jetzt noch umfassender in  dieser 
Richtung verfahren worden und a n  die Zahigkeit des Lesers werden bis- 
weilen dadurch hohe Anforderungen gestellt, dass im Text auf solche Bei- 
spiele zuriickverwiesen wird , die ihrerseits nur skizzenhaft behandelt sind. 
Doch sehen wir lieber dartiber hinweg und freuen uns, in der  deutschen 
Lideratur durch das vorliegendo ein Werk zu besitzen, welches bei geo- 
metrischen Untersuchungen unter allen Umstanden mit Erfolg zu Rathe 
gezogen werden kann. 

H a n n o v e r .  C. RODENBERG. 

Metrische Beziehungen an Tangentenfignren d e r  Kegelschnitte.  Von Ober- 
lehrer HANDEL. Abhandlungen zum Osterprogramm der Ktinig Wilhelms- 
schule zu Reichenbach in Schlesien. 1889. Progr.-Nr. 209. 20 S. 
Text und 2 ~ i ~ u r e n t a f e l n .  

Zwei Kïeiseigenschaften sind es vorxugsweise, um dorcn Verallgemei- 
nerung für Kegelschnitte es sich handelt: 1. die algebraischen Beziehungen, 
welche zwischen den Seiten eines Dreiecks und den durcb seine vier Be- 
rührungsseiten gebildeten Seitenabachnitteu bestehen, und 2. die von S t e i n e r  
umfassend klargelegten Eigenschaften des von vier Kreistangenten begrenzten 
einfachen Vierecks. 

Zur Erzielung einer bequemen Ausdrucksweise bezeichnet der Verfasser 
als ,,ProjectionU einer Tangentenstrecke ihre orthogonale Projection auf eine 
Gerade, welche zu dem einen oder dem andern, nach dem Berührungs- 
punkte der Tangente gehenden Brennstrahlen senkrecht steht. Wie leicht 
ersichtlich, ist die Lange der Projection von der Wahl des Brennstrahls 
unabhhgig. Dann gipfelt da3 Resultat der Arbeit in dem Satze: I n  jedem 
einfachen (convexen, concaven oder überschlagenen) Viereck, dessen Seiten 
einen Kegelschnitt beriihren, ist  die algebraische Summe der Projectionen 
zweier Gegenseiten gleich der algebraischen Summe der Projectionen der 
beiden anderen. Dabei sind die Seiten, in Bezug auf welche der berthrende 
Theil des Kegelschnittes entgegengesetzte Lage ha t ,  mit entgegengesetzten 
Vorzeichen zu versehen. 

H a n n o v e r .  C. RODENBERO. 

Diesclbo ist jetzt vollendet, wie ich bei der Correctur hinzufüge. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



182 Historisch - literarische Abtheilung. 

Ein mit  d e r  Theorie algebraischer  F lachen  zusammenhangendes plani- 
metr isches Problem von Dr. B ~ T E R E R Q E R  , Lehrer der Matheniatik 
in  Langenthal. Bern,  in Commission von Jen t  & Reinert. 1889. 
31 S. go. 

Das planimetrische Problem fordert die Bestimmung eines Dreiecks aus 
den gegebenen Langen der Winkelhalbirenden. Vorbereitend wird eine Auf- 
gabe gelost, in  der a n  Stelle der ganzen LBngen der Wirikellialbirenden nur 
die Strecken von den Ecken des Dreiecks bis m m  Mittelpunkte des ein- 
geschriebenen Kreises treten und welche drei Liisungen zul%sst, von denen 
zwei auf reelle Dreiecke flfhren. Die schwierigere ursprltngliche Aufgabe 
erfordert die Aufl6sung der drei Gleichungen 

X y  ( ~ + y + z ) ( - X  f y+#) = 0 ' ( ~ + 8 ) ~  ~ t c . ,  

in  der X ,  y, B die gesuchten Seitenllingen des Dreiecks, a, /l, y die gegebe- 
nen Strecken sind. Behufs Beststellung der A n z a h l  der Liisungen werden 
x ,  y, 4 a18 rechtwinklige Coordinaten aufgcfasst. Jene Anzahl ist  danu 
durch die Zahl der Durchschnittspunkte der drei durch obige Gleichungen 
dargestellten Flgühen gegeben. Nach Abzug der durch die gemeinschaft- 
liche Durchschnitts c u r  v e jcner FlLchen absorbirten Punkte bleiben von den 
43 Schnittpunkten noch 12, welche eigentliühen Losungen angehiiren, und 
auch diese ordnen sich zu Paaren centrisch-symmetrisch in Bezug auf den 
Ursprung. Eine Aufstellung der Gleichung sechsten oder, wio der Verfasser 
vermuthet,  vielleicht nur  dritten Grades, auf welche das Problem hier- 
naeh führen mllsste, wird zwar nicht gegeben, aber bei den zur Erreich- 
ung dieses Zieles gemachten Versuchen sind doch manche bemcrkenswerthe 
Eigenschaften jeder der auftretenden Flachen erkannt worden. Z. B.: Die 
Reciprokalflliche ist mit der gegebenen von derselben Art. - Die Flache ist 
der Ort  eines Punktes, dessen Abstande von zwei sich unter rechtem Winkel 
schneidenden Geraden constante algebraische Summe ,au haben. Treten 
a n  Stelle der beiden Geraden zwei beliebige windschiefe, so ist der Ort der 
Punkte noch immer eine Flache vierter Ordnung und diese ist  insbesondere 
die S t e i n e r ' s c h e  (Romer-) Fliiclie, wenn a der senkrechte Abstand der 
Leitgeraden ist. 

H a n n o v e r .  C. RODENBERQ. 

Elemente d e r  projektivischen Geometrie. Auf Grund neuer, vom Pro- 
fessor KARL KÜPPEB herrührender Definitionen und Beweise leicht 
fasslich zusammengestellt von WILHELM RULF, Profcs~or an der K. K .  
deutschen Staatsgewerbeschule in Pilsen. Mit vielen in  den Text  
eingedrnckten Holzschnitten. Halle a .  S., Nebert. 1889. V I  u. 
96 S. 8O. 

I m  Vergleiche mit dem geringen Umfange ist der Inhalt der Schrift 
ein ausserordentlich reicher. Als wesentlichste und sehr bemerkenswerthe 
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Eigenthtimlichkeit mag hier gleich die Art der Begrtindung der  Projectivitat 
bezeichnet und etwas eingehend dargelegt werden. 

Die Definition der Grundgebilde iut die übliche. Zwei Punktreihen 
heissen dann weiter perspectivisch, wenn sie Schnitte eines und desselben 
Strahlenbtischels sind. Aber nun wird, was charakteristisch für  die Schrift 
ist ,  unter Anwendung von Proportionen, n i c h t  von Doppelverhiiltnissen, 
bewiesen: Zwei perspectivische Punktreihen konnen dadurch in eine neue 
perspectivisclie Lage gebracht werden, dass man zwei homologe Punkte der- 
selben zur Deckung bringt. Hieran schliesst sich daun die Definition der 
Projectivitat: Werden zwei Punktreihen derart aufeinander bezogcn, dass 
einem Punkte der einen nur  ein Punkt  der andern entspricht, und lassen 
sie sich durch Deckung von zwoi homologen Punkten in perspectivische 
Lage bringen, so nennt man sie projectivisch. Die ausdrückliche Forde- 
rung, dass einem Punkte nur e i n  Punkt  entspreche, erscheint bei dieser 
Auffassung der Projectivitit überflüssig, da die Moglichkeit der perspec- 
tivischen Lage ein solches Entsprechen schon bedingt. Die letzte Definition 
l h s t  dann sofort schliessen, dass zwei projectivische Punktreilien durch drei 
Paare homologer Eleuiente bestimmt sind, und eine kurze Uetrachtung von 
bhnlichen und congïuenten Reiben fiihrt auf den Pundamentalsatz: Stimmen 
zwei projectivische Punktreihen in drei Elemcntcn überein, so sind sie con- 
gruent. 

Von nun an geht die Entwickelung in gewohnten Bahnen weiter und 
dringt vor bis zum Kegelschnittbtischel und der S t e  i n 0 ~ ' s c h e n  Verwandt- 
schaft. RXumliche Erzeugnisse projectiver Gebilde werden nicht betrachtet. 
Hervorgehoben zu werden verdient noch die eingehende Behandlung der 
Construction eines Kegelschnittes aus theilweise imaginiiren Elementen. 

I n  einer spiiteren Auflage mochte die Aufgabe ersten Grades des 5 18 
doch auch l i n e a r  und nicht mit Hilfe eines Kreises gel6st werden. Die 
dort auftretenden projectiven Reihen b a B und b'a'C sind , wie nicht bemerkt 
zu sein scheint, perspectiv ahnlich und damit liegt eine lineare Losung auf 
der Hand. Diese Kleiuigkeit thut natürlich der sonstigen Vortrefflichkeit 
des Buches keinen Abbruch. 

H a n n o v e r .  C. RODENBERO. 

HEINRICZI SCIIROTER, Cfrundztigè einer  rein-geometr ischen Theorie  d e r  
Raumcurve vier ter  Ordnung erster  Species. Leipzig, B. G. leubner .  
1890. V I  u. 100 S. 

I n  seiner bekannten durchsichtigen Darstellungsweise und im engen 
Anschluss an seine vorhergegangene Publication tiber ebene Curven dritter 
Ordnung giebt Hcrr  Schr. hier eine Uebersicht iîber die interessanten 
Eigenschaften der Raumcurven C, . Nit  besonderer Vorliebe verweilt e r  
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bei gewissen Configurationen, zu denen ausser den stationtiren Punkten 
auch die sogenannten ,Tripelu und ,Quadrupelu der Curve Veranlassung 
geben. 

Nachdem in drei einleitenden Paragraphen Skitze riber das zu C4 ge- 
horige Flachenbüschel und ihre Bestimmung durch ~ c h t  Punkte gegeben 
sind, beschtiftigt sich Herr  Schr. in  den $8 4-6 mit den Tripeln von 
Punkten, welche den letzten Schnittpunkt der sie verbindenden Ebene zum 
gemeinsamen Schmiegungspunkte haben. Mit ihren drei Tangenten be- 
stimmt er die Schmiegungsebenen der Punkte. D a  die Betrachtung auf 
Tripe1 reeller Punkte eingeschriinkt wird,  so folgt aus dem Satze, dass eine 
allgemeine ebene Curve dritter Ordnung drei in  einer Geraden liegende reelle 
Wendepunkte besitzt, dass ein Purikt von C4 e i n e m  Tripel angehort und 
ein Schmiegungspunkt e i n  Tripe1 bestimmt. Herr Schr. geht nun von dem 
H a r n a c k ' s c h e n  Satze aus, nach welchem der Ort  der Punkte,  von denen 
au8 zwei Dreiecke durch dreifach perspectivische korperliche Ecken projicirt 
werden, eine C4 i s t ,  welche die sechs Punkte, 911, a,, as; BI, B,, B,, 
selbsf enthtilt. Drei Hyperboloide, welche oine solche Curve miteinander 
gemein hnben, werden, wie Herr  Schr. sehr einfach zeigt, durch Geraden- 
tripe1 festgelegt , deren jedes ST, ST, Tl3 und ein aus B,B, 23, durch cyklische 
Verschiebung der Indices entstchendes Tripe1 ausschnoidet. Mit SI, a, %, 
bestimmt ein anderes Tripe1 QL!&D3 von Punkten der C4 in entsprechen. 
der Weise die anderen Geradentripel der Hyperboloide , die ' von 8, 8, W, 
ausgehen. In derselben Beziehung zu BI B2 23, steht ein Tripcl BI B, 6,. 
Die neuen sechs Punkte konnen aus den ersten linear mit Hilfe der Ebenen 
gefunden werden, die zwei Punkte 2 und einen Punkt 8, bez. einen Punkt 
YI und zwei Punkte 8 enthalten. Sechs neue C4 enthaltende Hyperboloide 
werden nun mit Hilfe der Geradentripel bestimmt, die einerseits das Tripe1 
BI %, B,,  bez. ST, 9I,ST, ausschneiden, andererseits aber ein aus Dl 13),*C), , 
bez. &, E3 C& durch cyklische Vertauschung entstehendes Tripel. Jedes der 
ersteren drei enthtilt in  seiner andern Geradenschaar die Tangente in einem 
der drei Punkte ST,, a,, g, und die Verbiudungslinie der beiden anderen. 
Da nun eine Tangente der C4 ein sie enthallendes Hyperboloid bestimmt, 
von dem auch die zweite vom Berührungspunkte ausgehende Gerade der 
Schmiegungsebene desselben angehort,  so mussen nothwendig 91, , W,, Tl, 
den lezten Schnittpunkt ihrer Ebene zum gemeinsamen Schmiegungspunkte 
haben. Da diese charakteristische Eigenschaft auch den Tripeln 8, B2By, 
El Gz Qs , Dl QD, zukommt, so ist hiermit die Moglichkeit gegeben, un- 
endlich viele Punkte der C4 aufzufinden. 

Ein vorliegendes Tripe1 bestimmt mit  vier gewohnlichen Punkten eine 
Curve C4 eindeutig und vertritt daher vier gewohnliche Punkte. Bus den 
obigen Bcziehungen kann gefolgert werden, dass ein Tripel von einer 
beliebigen Secante aus in ein anderes projicirt wird. Auch schneiden die 
Ebenen,  welche von einem Punkte der Curve aur die Seiten eines Tripel- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Recensionen. 185 

dreiecks oder die Tangenten in seinen Punkten projiciren, die Punkte eiues 
neuen Tripels sus. 

Drei b o l i e  b i g e  Tripe1 3, &YI,, BI 9,B3, O, Q,E3 einer Curve C4 
ergeben 27 Ebenen, deren jede einen Punkt  aus jedem Tripe1 enthiilt. 
Zu je neun gehen diese Ebenen durch die drei Punkte eines vierten Tripels 
. Eine Tabelle dieser Ebenen ltlsst sich aufstellen, wenn die 
Reihenfolge der Punkte 8,, B,, B, so gewahlt ist, dass sie in der oben 
angegebenen Art  mit Z,, 'II,, %, drei 6, enthaltende Hyperboloide be- 
stimmen und Entsprechendes von 0,, Eg1 G3 gilt. Verschiebt man a n  vier 
Punkten , die auf einer Ebene liegen, die Indices zweimal hintereiriander 
cyklisch, so erhalt men die Ecken zweier Tetraeder, deren Seiten paarweisa 
die Punkte der bestimmten der 27 Ebenen ausschneiden. Zwei so zusam- 
mengehorige Tetraeder sind noch ausserdcm einander anbeschrieben, d. h. 
es wird jede Kante des eiuen von einer solchen des andern getroffen. 

Nachdem er in  5 7 die Reye'schen Entwickelungen über Gruppen 
associirter Punkte gegeben ha t ,  wendct sich Herr Schr. i n  den $5 8,  9 
zu den Quadrupeln der Punkte der Cd; es sind dies solche Punktgruppen, 
deren Tangenten hyperboloidische Lage haben, d. h. derselben Geradenschaar 
eines G, enthaltenden Hyperboloids angelitken. Zusarnmengahorig heissen 
solche Quadrupel, die man aus den beiden Regelschaaren desselben Hyper- 
boloids erhalt. Dass alle Quadrupel projectivische llangentengruppen er-  
geben, kann aus dem bekannten S a l m  O n'schen Satze über ebene Curven 
dritter Ordnung geschlossen werden. Bus dern bekannten Satze über Vier- 
ecke von Punkten solcher Curven, die den Tangentialpunkt gemein haben, 
kann gefolgert werden, dass von irgend zwei Punkten eines Quadrupels 
zwei Ebenen ausgehen, auf denen die des zugehorigen Quadrupels zu zweien 
vertheilt liegen. Hieraus folgt, dass zwei zusammengeh6rige Quadrupel von 
vier Raumpunkten 01,  O,, O,, O, sus ineinander projicirt werdeii , und zwar' 
entsprechen jedesmel die zugehorigen Tangontengruppen einander projec- 
tivisch. Diese Punkte sind die Spitzen der C, enthaltenden Kegel, und es 
leuchtet nach der Art ihrer Auffindung augenblicklich ein, dass sie das 
allen Pliichen des Biischels (C4) gcmeinsame Polsrtctraeder bilden. 

Ein Quadrupel wird von jeder Secante der C, aus in  ein Quadrupel 
projicirt,. Die drei Punkte, welche einen gegebenen zu eiuem Qiiadrupel 
crganzen, bostimmen mit ihm Secanten, deren jede zwei gegenüberliegende 
Kanten des Polartetraeders trifft. Legt man von den Punkten eines Qua- 
driipels aus die Geraden, welche zwei gegenüberliegende Eanten eines an- 
dern Quadrupeltetraeders treffen, so schneiden dieselben alle die Curve noch 
einmal und ewar in den Punkten eines dritten Quadrupels. Vertauscht man 
die beiden gegebenen Quadrupel, so gesellt sich zu ihnen noch eiu viertes. 
Unter den eo entstan lenen 16 Punkten bestehen interessante Beziehungen, 
insbesondere ergeben sich 24 Paare 1iZ 6 b i us'scher Tetraeder, von denen 
jedes dem andern eingeschrieben ist. 
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5 10 beschaftigt sich mit den von den Herren Vo s s ,  A m e s  ed  e r  und 
W e s t  p h a l  betrachteten Hyperboloiden. Die 16 Geraden, welche die Punkte 
eines Quadrupels mit denen eines undern verbinden, liegen zu je vier in hjper- 
toloidischer Lage. Wenn das zweite Quadrupel eines von drei bestimmten 
zu dem ersten gehorigen i s t ,  so liegen die vier so bestimmten Regelschaaren 
paarweise auf zwei Hyperboloiden. Die so entstehenden sechs Hyperboloide 
enthalten C4. Sie sind die einzigen, welche ziinhhst ein und hernach un- 
eudlich viele der C4 eingeschriebene Vierecke vollut5ndig enthalten. Wie 
man auch das erste Quadrupel wahlen mag , man erhalt stets dieselben drei 
Paarbre von Hyperboloiden. Die drei zugehorigen Quadrupel werden von 
Hyperboloiden ausgeschuitten, deren jedes ausser dem ersten Quadrupel 
zwei Paare gegenliberliegender Kanten des Polartetraeders enthalt. 

Nach den vorangegangenen Entwickelungen sind die Schnittpunkte der 
C4 mit den Ebenen des Polartetraeders leicht als Wendebertihrungspunkte zu 
erkennen (5  11). Es  gelingt, die Gesammtzahl der vier Wendeberilhrungs- 
punkte enthaltenden Ebenen auf 116 festzustellen und eine Tabelie dieser 
Ebenen zu entwerfen. Mit ihrer Hilfe werden in 5 12 die Tetraeder be- 
trachtet, deren Ebenen sLmmtliçhe 16 Wendeberuhrungspunkte enthalten. 
Die Zahl dieser Tetraeder wird gleich 745 gefunden, was mit frtihereu ana- 
lgtischen Erorterungen der Prage in Einklang steht. 

B e r l i n ,  im Februar 1891. ERNST KOTTER. 

J. B. ECK, Ueber die Verthei lnng d e r  Axen der  Rotationsfliichen 2. Grades, 
welche durch gegebene Punkte  gehen. Inaugural-Dissertation 
(Münster). Bonn, Car1 Georgi. 1890. 145 S. 

Die umfangreiche Abhandlung zerftillt in  einen einlcitenden Abschnitt 
und in drei Hauptcapitel, in denen nacheinander die Mannigfaltigkeiten der 
Rotationsflichen zweiten Grades überhaupt, der Rotationscylinder und der 
Rotationskegel abgehandelt werden. Die Einleitung wird nothig , um den 
parabolischen Cylindern ihre Rolle zuzuweisen. Da als Rotationsflache jede 
E'lùche zweiten Grades gilt ,  die den unendlich fernen Kugelkreis ,Q2 in zwei 
Punkten bertîhrt, so treten aiich sie unter den betrachteten Placben auf. Da 
dio Axe einer Rotationsfl%che einmal hinsichtlich 522 zur Beruhrungssehne 
polarreciprok sein muss und andererseits die Mittelpunkte der FlZchenkreiae 
enthalt,  so betrachtet Herr E c k  als Axe des parnbolischen Cylinders die 
unendlich fcrne Gerado der Ebcncn, welche zu den Geraden dcs Cylinders 
senkrecht stehen, als Mittelpiinkt den Schnittpunkt der Axe mit der Be- 
rührungskante. Als Axe eines Paares paralleler Ebenen kann jede zu ihnen 
aenkrechte unendlich ferne Gerade gelten. 

Vorzüglich kommen die entwickelten Resultate durch die Combination 
dreier Stammcomplexe zu Stande. Der erste, R,, besteht aus den Axen der 

A,,  A2, A,,  A, enthaltenden Rotationsflachen, der zweite, i5,, aus den 
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Axen der Rotationscylinder, die A l ,  A, enthalten, und der dritte,  E:, , aus 

den Axen der Rotationskegel, die drei Punkte A , ,  A g ,  A3 enthalten. R4 , 
bereits von L a  g u e r r e untersucht , ist vom dritten Grade; von seinen acht 
Strahlenbtindeln hat  eines den Mittelpunkt C der A,A,A, A, umschriebenen 
Kugel zum Centrurn, die anderen Centren liegen unendlich fern auf den 
Lothen i k r ,  die von C aus auf die Ebenen des Tetraeders A,A,A,A, sich 
fjllen lassen, und auf den Geraden CZlk,l,,, , die von C ausgehen und die 
Paare gegeciibeiliegender Kanten desselben treffen. Der Complerkegel eines 
beliebigen Punktes P enthiilt ausser PC die Parallelen zu den cikr und den 

langs 'der ersteren bertihrt er die Ebenen Pc ik l ;  er verschiebt sich 
also zu sich selbst parallel, wenn P von C ails auf einer Geraden fort- 
schreitet. Die Cornplexcurve in irgend einer Ebene n berIihrt die unendlich 
ferne Ebene zweifach, die Ebenen y i k ,  die in den Mittcn der Kanten A, Ak 
senkrecht stehen, einfach, so dass das erstere Strahlenfeld zwei-, die letz- 
teren einfach znm Complex gehoreu. ($5 17 -54.) 

Eine Gerada gehort dem Complex 2, a n ,  wenn die zu ihr und zu A, A, 
senkrechte Gerade i n  dem Halbirungspunkte B,, der Strecke A,A, trifft. 
Da demnach der Complexkegel eines Punktes P den Kreis projieirt, wei- 
chen auf y,, die Kugel tiber PB,, ausschneidet, so ist  ii, ein Reye 'scher  
Complex, dessen Tetraeder ausser BI, den unendlich fernen Punkt X,, der 
Geraden A,A2 und die Kreispunkte von y,, zu Ecken hat. ($5 74-85.) 

Am meisten Schwierigkeiten macht der Complex K3. Um die Axen der 
Rotationskegel durch A, ,  A,, 8, zu erhalten, die von einem Punkte P aus- 
gehen und in einer Ebene x liegen, benutzt Herr  E c k ,  dass, wenn eine 
Gerade p in x um P sich dreht, die Spitzen der beiden Rotationskegel mit 
der Axe p und den Punkten A,, A, auf einer Curve kI2 vierter Ordnung 
mit dem Doppelpunkte P fortschreiten. Auch der zweite Schnittpunkt der 
Rugeln liber PA, und PA, mit n ist ein Doppelpunkt der Curve. Sie ent- 
halt die Kreispunkte von n. Die Beruhrungspunkte der von P a n  k,, 
gehenden Tangenten liegen auf deu erwahnten Kugeln und werden von den 
Regeln ausgeschnitten, die von A, ,  bez. A, aus ,Q2 projiciren. Wird A, 
für  A, eingeführt, 80 entsteht eine analoge Curve k,,. Von den zw6lf 
Schnittpunkten ausserhalb P zwischen k,, und k,3 führen aber nur sechs auf 
Geraden der gesuchteu A r t ,  die beiden Berührungs - und Schnittpunkte, 
welche auf der Kugcl liber A, P liegen, hingegen auf Geraden, die der 
Aufgabe fremd sind. E, is t  somit Yom sechvten Grade. 

In a (= Al Ag) liegen als Cornplexcurven drei Parabeln, von deneu 
jede eine Ecke des Dreiecks Al A$ AB zurn Ereniipunkt, die gegentiber- 
liegende Seite aber zur Directrix hat. I n  jeder zu a senkrechten Ebene p 
ist  eine Cornplexcurve der eine Focalkegelschnitt der Curve zweiteu Grades, 
die ( y u )  zurn einen Durchmesser hat uud A l ,  A%, A3 enthalt. Ein vier- 
faches StrahlenbUndeI des Complexes geht von dern senkrecht über a im 
Unendlichen liegenden Punkte & aus , einfache senden die Schnittpunkte 
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der Ebenen y,k mit Q B  und die beiden Punkte aus ,  von denen aus R2 in 
den A, A, AS umschriebenen Kreis projicirt wird. Einfache Strahlenebenen 
sind y, , ,  y,, , y,,; mit Hilfe von etwas subtilen Betrachtungen atellt Herr 
E c k  den Satz auf ,  dass die nnendlich ferne Ebene dreifach zum Com- 
plex gehort, vierfach aber ausser den unendlich fernen Strahlen von & die 
Tangenten von Ba zahlen. Der erste Theil der Behauptung hatte sich auf 
andere Weise sehr einfach erledigen lassen. ($5 102 -131.) 

Zwei Complexe R,, deren jeder zu vier von ftinf Punkten A,, A,,  . . . , Ag 
gehort, haben ein Strahlensystem R, siebenter Ordnung und zweiter Classe 
(7, 2) gemein, dessen Strahlen Axen von Rotationsfliichen sind, welche die 
fiinf Punkte enthalten. Die Congruenz erweist sich, Herrn K u  m m e r ' s  
Entwickeluugen entsprechend, als frei von singuliiren Punkten: Die zehn 
Curven dritter und die eine Curve sechster Classe, welche die allgemeine 
Theorie fordert, lassen sich in  den Ebenen yik ( i l  k = 1, 2 ,  . . . , 5) und dor 
unendlich fernen Ebene nachweisen. ($9 55-66.) 

Das zu A,, . . ., Ag gehorige Strahlensystem R, und der zu A,,  A,, AS,  A, 
gehorige Complex R4 haben die Axm der Rotationsflachen miteinander ge- 
mein, die alle sechs Punkte enthalten. Ihre Regelflache ist zunachst nach 
der H a l p h e n ' s c h e n  Formel von der 27. Ordnung, aber es losen sich als 
fremde Bestandtheile die unendlich fernen Geraden von R, zweifach und 
die in yZ3 , y3,, yl, liegenden einfach a b ,  so dass eine Regelflache sechster 
Ordnung übrig bleibt. Sie hat mit jeder Ebene y i k  drei, mit der un- 
eudlich fernen Ebene vier Erzeugende und einen Kegelschnitt gemein. 
Diese Ergebnisse bestatigen in verschiedenen Arten,  dass vier Rotatioiis- 
flachen durch sieben Punkte sich legen lassen. ( $ 5  68 -73.) 

Nebenher geht im ersten Haupttheile die Untersuchung der Rotations- 
paraboloide. J e  nachdem drei, vier oder fiinf Punkte vorliegen, erhiilt man 
ftir die Axen eiuen Complex dritten Grades ( 5  40),  ein Strahlensystem 
siebenter Ordnung und aweiter Classe ($ 43) oder eine Regelflache sechsten 
Grades (5 67). Bemerkenswerth ist  der Kegelschnitt, den die letztere Flache 
ausser vier Erzeugenden im Unendlicheu hat. Seine Punkte senden sich harmo- 
nisch trennende Tangentenpaare a n  R2 und den Kegelschnitt, welchen die 
Uerlihrungskanten der parabolischen Cylinder des linearen Systems umhüllen. 

Die beiden zu Al,  A, und A,,  As, gehorenden Comploxe 2, haben ein 
Strnhlenvystem 2, vierter Ordnung und dritter Classe gemein, welches die 
Axen der A,, A, ,  A, enthaltenden Rotationscylinder aufweist. Singulare 
Punkte des Systems sind B,,, B,,, B,, und FU23, FU3,, FUl2,  ferner die 
Schnittpunkte von ,R2 mit den Ebenen y,,, , y,,. Ausser den Ebenen yik;, 
deren jede die Tangenten einer Parabel aum System beitragt, wiire uach 
Herrn E c k ' s  Entwickelungen noch die unendlich ferne Ebene singular und 
zwar enthielb sie das Strahlbiischel, dessen Centrum senkrecht Uber u liegt, 
und die Tangenten von ,Q2. Ein eigenthümliches Verhalten zeigt die Gerade cl 
die im Mittelpunkte des A, A, A, umschriebenen Kreises zu or senkrecht ateht; 
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ohne eine Doppelgerade des Systems zu sein, ist sie doch zweifach in jeder 
c enthaltenden Ebene enthalten. (5s 85-96.) 

Sind von den Rotationscylindern vier Punkte A,, .4,, AB,  A4 gegeben, 
so hat  der zu A,, A g ,  A,, A,, gehorige Complex R, mit dem zu A,, A,,  A, 

gehorigen System ZS ausser den in yzs, ysi, yiz liegenden Geraden von Z3 
und den zweifach zahlenden unendlich fernen Geiaden noch eine Regelfiache 
neunter Ordnung gemein, der die gesuchten Axen angehoren. Die Flache 
hat je drei Gerade in den Ebenen y i k  und sechs im Unendlichen. Ebenso 
muss die Regelflache aber entstehen, wenn man das zu A,, A, ,  A, gehorige 
System 2, mit dern A,, A, zugehorigen Complex 2, schneidet. Hierbei 
nlirdo sich nach Ablosung dor unendlich fcrncn Bestandtheile von 2, 
eine RegelflLche elfter Ordnung ergeben. Zur Losung dieses Widerspruchs 
nimmt Herr E c k  a n ,  dass Zz und Z3 die Tangenten von Q2 zweifach mit- 
einander gemein haben. Die Zahl der Rotationscylinder durch fünf Punkte 
findet Herr  E c k  im Einklang mit einer von Herrn K i e f e r  herrührenden 
und verwandte Probleme behandelnden Schrift gleich 6. ($5 97-101.) 

Die Rotationskegel durch A,, A2, A,, A, haben ihre Axen zugleich in 
dem zugehorigen Complex R4 und in dem A,, A , ,  A, entsprechenden Com- 
plex 14. Das System derselben ist von der 14. Ordnung und der sechsten 
Classe. Singuliir sind die unendlich ferne Ebene und die Ebenen yak, in  
denen Curven elfter, bez. sechster Classe sich vorfiuden ($9 132 - 140). 
Den Complex Ks mit einem zu A , ,  .. ., Ag gehorigen Strahlensystem R, 
xhneidend,  kommt man zu einer Regelflache 18. Ordnung ftir die Axen der 
diese Punkte enthaltenden Botationskegel ($5 141-142). Die Zahl der 
Rotationskegel durch sechs I'unkte ergiebt sich auf verschiedene Weise 
gleich 12 (5  143). I n  manchen Einzelheiten kommt Herr E c k  zu anderen 
Resultaten als Herr K i e f e  r. 

B e r l i n ,  im Februar 1891. ERNST ROTTER. 

CHRISTOPH DIETSCH, Leitfaden der darstellenden Geometrie. 2. Auflage. 
Erlangen und Leipzig, Andr. Deichert Nachl. 1889. I V  u. 136 S. 

Die erste, 1886 erschienene Auflage dieser Schrift hat nach einem bei- 
liegenden Circular eine recht wohlwollende Aufnahme gefunden. Referent, 
dem nur  die neue Auflage zughgliçh ist,  kann nur  bestiitigen, dass d3s 
Buch eine sehr eindringlich geschriebene und leicht fassliche Enhwickelung 
der Elemente der darstellenden Geometrie bietet und einen ganz besondern 
Werth durch die Hinzufügung zahlreicher gut  gewahlter Aufgaben und 
Zahlenbeispiele erhalt. Storend wirkt bei einem Schulbuche die nicht un- 
betrachtliche Zahl von Berichtigungen, die sogar auf eine der Figurcn sich 
erstrecken. 

B e r l i n ,  im Februar 1891. ERNST KOTTER. 
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Ein Cykloiden -Apparat, 
Herr M a x  S p  O t t ,  k. Reallehrer für Zeichnen in Neustadt a. d. Haardt, 

hat  zum Sciiulgebrauche einen sehr einfachen und zweckentsprechenden 
Cykloidonapparat construirt, welchcr an jeder Scliultafel befestigt werdcn 
kann. E s  lasst sich hierrnit a n  derselben mit Kreide in gehoriger Grosse 
die Erzeugung der Cykloide, Epicykloide und Hypocykloide zeigen. Der 
Apparat ist zusammenlegbar und kann in einem Kastchen verpackt zum Preise 
von 25 Mk. von Herrn C a r 1 F a u  1 h a b  e r  i n  Neustadt a. H. bezogen werden. 

N e u s t a d t  a. d.  II. DICKNBTHER. 

Theory of Differential Equations. Part  1. Exact Equations and Pfaff's 
Problem. By A N ~ R E W  RUSSELL PORSYTH, SC. D., F. R. S. , Fellow 
of Trinity Collcge, Cambridge. - University Press. I W O .  - XII1 
u. 340 S. gr. 8'. 

Der Herr Verfasser spracli im Vorwort seines friîher erschienenen Lehr- 
buches der Differentialgleichiingen (Uebersetzung von M a s e r ) ,  durch wel- 
ches er in  Deutschland ziemlich bekannt geworden sein dtirfte, die Absicht 
RUS,  einen zweiteii Rand zu bearbeiten, in welchem neuere und neueste 
Unterauchungen aus der Thcorie der Diffcrentialgleichungen BerIicksichti- 
gung firiden sollteu. - Mit der oben bezeichneten, uns vorliegenden Schrift, 
welche den ersten Theil des Werkes bildet und d i e  e x a c t e n  D i f f e r e n -  
t i a l g l e i c h u n g e n ,  sowie d a s  P f a f f ' s c h e  P r o b l e m  behandelt, hat er 
begonnen , sein Verspreclien einzulosen. 

Den ersten beidcn Capiteln des Uuches entnehmen wir ungefiihr Fol- 
gendes : 

Sclion E u l e r  hatte totale Differentialausdrücke wie 

P d x + Q d y +  R d z + . . . = O ,  

in  denen P, Q ,  R ,  ... Functionen von x, y, a ,  ... bedeuten, zum Gegen- 
stand seiner Untersuchuugen gemacht. E r  hielt aber streng daran fest, 
dass solche Differentiale aus einer einzigon Integralgleichung 

@ ( x ,  y, B ,  .-.)=a (a = const.) 

hervorgegangen sein mussten, wodurch den Coefficienten des Differentiales 
bei Anwesenheit von p Veranderlichen bekanntlich $ p  (p - 1) (p - 2) Be- 
diugungsgleichungen auferlegt werden, die aber nicht vollig unabhingig 
voneinander sind und sich schliesslich aiif + ( p  - 1)(p - 2) Gleich~ngcn 
reduciren. Solche Differentiale, welche die eben bemerkte Eigenscbaft haben, 
bezieheutlich nach. Multiplication mit einem integrirenden Factor erlangeu, 
nannte er ,,reellu, alle anderen ,,absurdu. Man vergl. Inst. Calc. Int. Vol. III, 
P. 1 5 1 c. 1. 

F ü r  die reellen oder - um den gewohnlichen Ausdruck zu gebrauchen 
- exacten Different.inlgleichungen hat E u l e r  eine bereits ausreichende 
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Integrationsmethode aufgestellt, die, wie bekannt, darin besteht, dass nur  
zwei Grossen, etwa x und y, als veriinderlich gedacht werden, und dem. 
gemass zuerst nur die Gleichung 

P d x + Q d y = O  

in Prage kommt. Das Integrül der letzteren, welches eine willkürliche 
Punction dr r  iibrigen Veranderlichen z, tc, v ,  .. . mit sich fiilirt, wird total 
differeuzirt und in Uebereinstimrnung mit dem mehrgliedrigen Differential 
gebracht, wodurch sich die willkürliche Function bis auf eine absolute 
Constante ergiebt. 

Die Bestimmungagleichung für den integrirenden Factor y findet man 
leicht aus der Forderung, dass das mit p rnultiplicirte Differential exact 
sein ~011; bei derselhen Celegenheit ergeben sich auch die Bedingiingen, 
welche zwischen den Coefficienten P, O ,  ... stattfinden müssen. 

Eine elegantere Methode hat  B e r t r a n  d entwickelt. Vergl. Comptes 
Rendus, t. LXXXIII (18761, pag. 1191-1 1%. E r  ftihrt die Integration 
einer exacten Differentialgleichung zwischen drei Veranderlichen mittels 
Ilerbeiziehung eines Systems von zwei sirnultanen Gleichungen auf eine 
Gleichung zwischen zwei Veranderlichen 

Mdn+Nd/3=0  

zurück. Letztere enthtilt aber nicht , wie bei E u  1 e r ,  die ursprüiigliclien 
Veranderlichen x ,  y, B, sondern zwei Parameter a ,  /3 von der Beschaffen- 
heit, dass 

~ = ( P , ( ~ : , Y I  4, B = T , ( x , Y ,  4. 
Die Methode B e r t r a n d ' s  ha t  F o r s y  t h  au€ den FaIl von 92 VerSrider- 
lichen au~gedehnt,. 

Auch N a  t a n  i hat in seiner Abhandlung ,,Ueber totalo und partielle 
DifferentialgleichungenU, C r  e l l e ' s  Journal ,  Bd. 58 S. 301 flgg., 5 2 (1860), 
den Fall einer exacten Differentialgleichung behandelt. E r  zerfallt die vor- 
gelegte Gleichung ebenfalls in solche, bei welchen nur zwei  Grossen als 
~eranderl ich betracht,ot werden; den übrigen Variabelen werden behufs Bil- 
dung von ,,T1auptintegralenu ganz bestimmte constante Werthe ertheilt. 

Eine Methode, die sich durch geometrische Einkleidung und besonders 
auch dadiirch von den vorigen nnterscheidet, dass sie sich auf eine totale 
Gleichung 

orstrcckt, in  welchcr zwischcn den Coef6cientcn zunxchst kcino beschriin- 
kende Bedirigung angenommen wird , hat D u  B o i s  - R e  y mo n d irn 70. Bande 
von C r e l l e 7 s  Journal,  S. 219 -313 (1869) unter dem Titel ,,Uebcr die 
Integration linetirer totaler Differentialgleichungen, denen durch ein Integral 
Genüge geschiehtU veroffentlicht. Es  wird hier die vorgelegte Differential- 
gleichung nach und nach mit zwei vtillig willktirlichen Flkhengleichungen 
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in Verbindung gesetzt, so dass zwei gewohnliche Differentialgleichungen 
zwischen zwei Veranderlichen entstehen, welche zu integriren sind. Nach 
Elimination der Integrationsconstanten , rosp. willktirlichen Coordinaten er- 
giebt sich schliesslich eine Gleichung der Form 

@ ( X I  Y, a ,  2 0 1  Y,, BO) =O, 
wobei xo, y,, a. irgend ein Punkt  der Flache X =  a ist. 

W a r  die vorgelegte Gleichung eine exacte, so lasst die letzte Gleich- 
ung stets eine Aufl6sung zu, wie folgt : 

9 ( x ,  Y, 4 = Y ( % ,  210, zo), 
d. h. 

cp (x , y, a )  = const. 

Analytisch k t  die Methode von D u B o  i s - R  e y m o n  d mit der von N a t a n i  
verwandt. Bci letztgenani-iter ist niirnlich speciell 

~ = z = a ,  x i = y = 0 .  

Handelt es sich um ein System von exacteu Differentialgleichungen, 
also urn Gleichungen, welche durch totale Differentiation des nachstehenden 
Systemes : 

O r ( u l ,  u 2 ,  ..., u,, x,, .,., x m ) = a ,  ( r = l , 2 ,  ..., n) 

entstnndcn sind, so treten zwei Fragen auf: erstens die, wie man ftir ein 
beliebig vorgelegtes System vou r. Gleichungen die integrirenden Factoren 
bestimmt , und zweitens , wieviele voneinander unabhangige Redingungen 
alsdann noch nothwendig sind, damit das System aus nur  exacten Gleich- 
ungen bestehe. Die Anzahl dieser Bedingungsgleichungen iàt i n  m (m - 1), 
und selbige lassen sich in mannigfacber Form anschreiben, wie namentlich 
P r o  b e n  i u s in seiner Abhandlnng ,Ueher das Pf~ff 'sche Prohlem", C r  e l l e ' s  
Journal Bd. 82, S. 276flgg. (1876) gezeigt hat. 

Falls alle Dedingungen erfüllt sind, ergiebt sich schnn auf Grund der 
Entstehung des nifferentialgleichungssystemes eine Integrationsmethode, 
welche daher als eine Verallgemeinerung des E u 1 e r 'schen Verfahrens an- 
zusehen ist. - Ebenso hat N a t a n i  in  seiner bereits erwLhnten Abhand- 
lung die daselbst beniitzte Nethode auf ein System von Gleichungen aus- 
gedchnt ( C r c l l e  Bd. 58, S. 303). Mittels seines Processes kommt man 
zuletzt auf m verschiedene Systeme von TZ gewohnlichen Differentialgleich- 
ungen ersler Ordnung. 

Eine wesentliche Vereinfachuiig hat A. M a y e r  hcrbcigcführt, indem 
er zeigte, dass man durch eine gewisse Transformation die Integration auf 
nur e i n e s  der genaiinten m Systerne beschranlren kann. Diese Transfor- 
mation is t  mit jener verwandt, welche von D u  B o i s - R c y  m o n d  a. a. O. 
gebrauclit worden ist. Vergl. A. M a y e r ,  ,Ueber simultane, totale und 
partielle Differentialgleichungen", Fathem. Annalen Bd.  V, S. 448 - 470 
(1872). Die Mayer ' sche  Methode ist um so wichtiger, als durch solbige 
das Iutegrationsproblem der niclit linearen pattiellen DifFerentiülgleiühungen 
erster Ordnung erheblich vereinfacht wird. 
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Der Zusammenhang, welcher zwischen simultanen particllen Difforen- 
tialgleichungen und den exacten Systemen besteht, kann auch umgekehrt 
benutzt werden, um fur die letzteren eine Tntegrationsmethode zu begriinden, 
und das ist von B o  01 e goschchen. Vergl. Phil. Trans. 1862, pag. 437-454, 

Die vorerwlihnten Methoden in ausfllhrlicher Darstellung bilden den 
Inhalt der ersten beiden Capitel des F O r s y t h'schen Buches. - Ein zweiter 
und umfinglicherer Abschnitt des Werkes handelt von dem P f a f f 'schen 
Problem und umfasst elf Capitel. 

E s  kann nicht die Aufgabe eines Referates sein, die mannigfaltigen 
Methoden, welche zur Losung dieses vielgenannten Problems ausfindig ge- 
macht worden sind , nur einigermassen eingehend vorzuführen , schon des- 
wegen, weil hierzu ein sehr grosser analytischer Apparat nothwendig 
werden wtîrde. Selbst ein kritischer Vergleich der in den Originalabhand- 
lungen niedergelegten und von F o r s  y t h reproducirten Resultate dtirfte 
recht umfangreich werden. Wir  begnügen uns daher mit folgenden Angaben. 

E u l e r  hatte, wie schon bemcrkt, die Integration einer totalen Diffe- 
rentialgleichung, sobald sie nicht exact war, fur widersinnig und unrnoglich 
erkllirt. 

Y o n g e  war der Erste, der gegen E u l e r ' s  einseitige Auffassung Ein- 
spruch erhob. Man vergl. Mém. de l'Acad. Royale des Sciences (1784) 
pag. 335. E r  wiea darauf hin,  dass in  einer Gleichung von der Form 

X d x +  Ydy  + z d 8 = 0  

an sich kein Widerspruch liegt, wohl aber in der Forderung, dass die 
Gleichung bedingungsloa durch e i n  Integral befriedigt werden soll. 

Indem er die vorgelegte Differentialgleichung mit der Gleichung einer 
willkürlichen Oberflache 

C ~ ( X , O / ,  a )=O 
zusammenstellte und auf diese Weise eine Differentialgleichung zwischen nur  
zwei Veranderlichen herleitete, welche integrirt eine zweite Oberflache 

I# ( x ,  y, a) = const. 

daistellt , konnte e r  das Resultat aussprechen : Jede totale, n i c h t exacte 
Differentialgleichung erster Ordnung zwischen drei Verauderlichen stellt auf 
einer willktirlichen Obcrfkache eine einfach uncndliche Schaar von Curven 
dar. - M o n g e  hat  seine Untersuchung auch auf Gleichongen mit n Ver- 
anderlichen ausgedehnt , ohne indessen da8 eigentliche Integrationsproblem 
irgendwic zli fhdcrn.  

Ers t  im Jahre 1815 fand die Aufgabe eine tiefer gehende Losung durch 
P f  a f  f , welcher der Berliner Akademie die berührnt gewordene Abhandlung 
,Nethodus generalis aequationes differentisrum partialium nec non aequa- 
tiones differentiales vulgares , utrasque primi ordinis , inter quotcunque 
variabiles complete integrandiU vorlegte. Vergl. Abhendl. d. k. pr. Akad. 
d. Wiss. zu Berlin, S. 76-1 36. 

wst.-lit. ~ b t h l g .  d. Zeitnahr. f. ~ a t h .  n. ~hyi. XXXVI, 5. 15 
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Daa Hauptresultat der P f a f  f'schen Untersuchung besteht darin , dass 
totale Differentialgleichungen von der Gestalt 

2 xi dzi = O, resp. zXi dzi = O, 
i- 1 i = L  

in denen die Xi beliebige, voneinander unabhangige Functionen der Ver- 
anderlichen s, bedeuten, auf Gleichungen derselben F o r a  mit hochstens lz. 

Veriinderlichen, nlimlich auf 
n - l  2 aux, resp. U, du, +? ~1 duk = O  
= 1 

reducirt werden konnen, wobei die Uk, Uo und U A  ebenfalls Fnnctionen der 
z, sind, u.,, aber eine willktirlichc Function der Veriinderlichen vorstellt. 
Die Integrale der urspranglichen Gleichung sind sodann 

uk=const., k = l , 2  ,..., TL, resp. k = O , l ,  ..., lz-1. 
Die Bedeutiing, welche das Pfaff ' sche Problem für  die partiellen 

Differentialgleichungen erster Ordnung besitzt, insbesondere fiir diejenigen, 
wclche in  der hlechanik auftreten, hat J a c O b i  sehr frühe erkannt; sie hat ihn 
daxu geführt, das Pfa f f ' sche  Verfahren zu vereinfachen. E r  zeigte in  der 
Abhandlung ,Ueber die Reduction der Integration der partiellen Differeren- 
tialglcichungen orster Ordnung zwischen irgend einer Zahl Variabeln auf 
die Integration eines einzigen Systems gewohnlicher Differentialgleichungen', 
C r e l l e ' s  Journal Bd. 17, S. 97-162, 5 12 (1837), dass die n. Systeme 
simultaner Differentialgleichungen, wclche der P f a f  f'sche Proccss mit sich 
bringt,  vollig unabhiingig voneinander integrirt werden koriuen. 

Diese und weitere Vereinfachungen, welche z. B. in dern gleichzeitigen 
Bekanntsein zweier odcr mchrerer Integrale bcstehen ( P O  i s s O n - J a c O b i - 
sches Theoreni) , wurden fiir N a t  a n i  die Veranlassung , das P f a f f'sche 
Problem einer neuen Bearheitung zu unterziehen , wodurch eine besondere 
und vollstiindige Theorie dcr totalen und partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung entstanden ist. 

Auch C 1 e b s c h hat  i n  zwei grosseren Abhandlungen , C r e 11 e 's Journal 
Bd. 60, S. 193-251 (1860) und Bd. 61, S. 146-- 179 (1861) das Inte- 
grationsproblem der P f a f  f'schen Gleichung aufgeziornmen, und sein ~ a i i ~ t \  
bestreben geht dahin, die Anzahl der Integrationen moglichst herabziidrücken. 
E r  schliesst sich demgemiiss direct J a c o b i  a n  und i ib~r t rag t  dessen Inte- 
grationsmethode für partielle Differentialgleichungen vollkommen auf die 
P f a f f  'sche Gleichung , so narnlich , dass die Integration schliesslich nur von 
einem einzigen System simultaner Gleichungen abhangt. - In1 Allgemeinen 
unterscheidet sich aber C l e b s c h  von N a t a n i  mehr in der Art  der Dar- 
stellung, durch canonische Formen und durch die Beweisfiihrung, weniger 
in  den Resultaten. 

Anknlipfend an N a t a n i  und C l e b s c h ,  hat dann endlich F r o b e n i u s  
in einer umfangreichen Arbeit, vergl. C r e l l e ' s  Journal Bd. 82, S. 230 bis 
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315 (1876) nochmals das Pfeff ' sche Problem in Angriff genommen. Seine 
Darstellung tragt,  indem er sich bemiiht, die Invariantentheorie zur Gel- 
tnng zu bringon, den algebraischon Charaktor, und es gelingt ihm, etliche 
Schwierigkeiten hinwegzuriiumen, die bei seinen Vorgkgern  verblieben 
waren. So berichtigt e r  gewisse Punkte in der Clebsch ' schen  Unter- 
scheidung des , determinirten und indetcrminirten Fallesu ; Cr uutersucht 
den von C 1 e b s c h unerledigt gelassenen Fa11 , in  welchem die Determiriante 
der Elemente 

verschwindet. 

ax, ax, 
a,t = ,--- 

G X t  3%. 

Verwandt mit den Gntersuchungen von F r  o b  e iii u s sind die D a r  - 
boux'schen, entstanden 1877, veroffentlicht in Comptes Rendus t. XCIV, 
pag. 835 und Darb. Bull., 2me Sér. t. V I ,  pag. 14 et 49 (1882). Auch 
D a r  b o n  x legt mehr Gewicht auf die formentheoretische Seite der Aufgabe, 
als auf die eigentliche lnt~grat ion.  

Ausser den bisher g ~ n a n n t e n  Autoren haben noch G r a s s  m a n n  und 
L i e  ihre charakteristi~chen Methoden auf die P f a f f'sche Gleichuug an- 
gewendet. Diese Mathematiker behandeln das Problem zunLchst weniger 
nm seiner selbst willen, als vielmehr um die Tragweite ihrer Nethoden z u  
keunzeichnen. Man vergl. ,Die Ausdehnungslehre, vollstandig und in 
strenger Form bearbeitetU von H e r m a n n  G r a s s m a n n ;  Berlin, 1862. - 
S. L i e  und E n g e l ,  "Theorie der Transformationsgruppen Ul 2. Abschnitt ; 
Leipzig, 1890. 

Hiermit ist  etwa der Stoff augedentet, den der Herr Verfasser im 
eweiten Abschnitte seines Buches frei bearbeitet hat. Im letzten Capitel 
kommt er noch auf simultane Systeme von Pfaff ' schen Gleichungen zu 
sprechen, also auf Systeme der Form 

$ & = - - d ~ , + k +  Akl ~ Z ~ + A ~ ~ ~ X ~ + * - - + A ~ , ~ C ~ X ~ = O  
& = l ,  2, .,., n),  

welche bei der Integration der linearen partiellen Diffcrentialglcichungen 
zweiter Ordnung, überha'upt bei den dynamischen Differentialgleichungen 
eine wichtige Rolle spielen. 

Solche P f a f  f'sche Systeme werden nach Methoden behandelt, die als 
Eïweiterung jenes Verfahrens anzusehen sind, welches schon bei e i n  e r 
Gleichung zum Ziele führt ,  wie z. B. das N a t a n i ' s c h e  und das von 
C l e  b s c h .  Indessen treten hier auch Fülle auf, in denen jene Mothoden 
varsagen. F o r  s y t h uriterbcheidet deren drei und spricht von vollstandig-, 
unvollst&ndig- und nicht integrabelen Systemen. Erwiihnt, resp. benutzt 
werden in diesem Capitel ontsprcchendo Abhandlungen von R O O 1 e , B i e  r - 
u i a n n ,  E n g e l ,  Vosv u. A. 

Durch diese etwas allgemein gehdtenen Angaben, die uns nicht über- 
flussig erschienen, haben wir aber noch keineswegs den gesammten Inhalt 
des F o r s  y t h'schen Werkes gekennzeichriet. E s  sind Tor Allem die zahl- 
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reichen Uebungsbeispiele zu erwiihnen, durch welche der Verfasser die vor- 
getragene Theorie in  ein helles Licht zu setzen versteht. 

Wenn schon J a c o  b i  und C a y l e y  es nicht als überflfissig erachtet 
haben, gewisse Unvollkommenheiten der P f a f  f'schen Integrationsmethode 
a n  dem speciellen Falle einer viergliedrigen Gleichung ausfUlirlicli zu be- 
sprechen - man vergl. C r e l l e ' s  Journal Bd. 29, S. 253 und Bd. 57, 
S. 273 -, so wird man bei einem ersten Studium jener schwierigen Par- 
tien wohl auch an vielen anderen Stellen ein instructives Beispiel zu sehen 
wünschen. Dass der Herr  Verfasser hierauf Rücksicht genommen hat, 
erh6ht den Werth des Ruches ungemein. 

Jene Uebungsbeispiele sind theils den einschltigigen Arbeitsn entnom- 
men und rühren von J a c o b i ,  K r o n e e k e r ,  T a n n e r ,  Voss ,  F r o b e n i u s ,  
D a r b o u x ,  E n g e l  u. A. her; die meisten jedoch hat F o r s y  t h  selbst 
hinzugeftigt. 

Ein anderer Vorzug des Werkes, der nicht genug gewürdigt werden 
kann,  ist der, dass der Verfasser grosses Gewicht auf literarhistorische 
Notizen und genaueste Quellenangaben legt. So enthtilt das dritte Capitel 
einen geschichtlichen Ueberblick zum Pf s f  f'schen Problem; dem 13. Ca- 
pitel, welches von Systemen Pfaf f ' scher  Gleichungen handelt, ist das be- 
treffcnde Autorenverzeichniss mit ausftihrlichstem Quellennachweis vorgesetzt. 
Am Schlusse des Buches findet man ein Verzeichniss, welches noch einmal 
alle Autoren nennt und ausserdem eine Uebersicht der technischen Aus- 
drücke, der verschiedenen Methoden u. dergl. giebt. 

Das B o r  s y t h'sche Buch in seiner freien und kritischen Bearbeitung 
eines hervorragenden Problems wird sich zweifellos nicht nur  in  England, 
sondern auch bei uns viele Freunde erwerben. Und wir erwarten mit 
Spannung den zweiten Theil des Werkes, welcher andere und neueste For- 
schungen im Gebiete der Differentialgleichungen bringen soll. 

W. HEYMANN. 

Uebnngsbnch znr Arithmetik und Algebra , enthaltend die Formeln, Lehr- 
satze und Auflflsungsmethoden in systematischer Anordnung und eine 
grosse Anzahl von Fragen und Aufgaben. Von Dr. E. WROBEL. 
Rostock, 1890. Theil 1 Mk. 2,60, Theil II Mk. 1,40. 

Wir  besitzen gegenwiirtig fur die Gebiete der Arithmetik und Algebra 
Sammlungen und Uebungsbticher, die sich seit einer Reihe von Jahren als 
brauchbar erwieven haben; es sei nur a n  M a r t  us ,  B a r d e  y ,  H e i s  u. A. 
erinnert. Gleichwohl erscheinen noch alljiihrlich neue UebungvbUcher und 
Sammlungen, die aus dem angegebenen Grunde einer scharfen Kritik noth- 
wcndig begegnen, und in der That erfüllt nur ein Theil die Forderung, 
nicht blos neue Aufgaben zu bieten, sondern in didaktischer Hinsicht einen 
Fortschritt zu versuchen. Zu diesen wenigen gehoren u. A. F e n k n e r ' s  
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,,Arithmetische Aufgabenu, denen Refercnt vor Kurzem a n  dieser Stelle eine 
Besprechung gewidmet ha t ,  und zu ihnen gehort ohne Frage auch die vor- 
liegende zu gleicher Zeit erschienene Sammlung, welche in  der Anlage mit 
der ersteren Manches gemein hat. Beide Vcrfasser haben dio Theorie mit 
den Aufgaben in passende Verbindung gebracht,  indem sie den Aufgaben- 
gruppen die zugehorigen Formeln, Lehrsatze und praktische Regeln voran- 
gestollt hraben. Die Angabe der Beweise der Lehrsatze und die Entwicke- 
lung der Pormeln ist - und wohl mit Recht - unterbliehen. Was  nun das 
W r O b e l'sche Uebungsbuch auch vor dem F e n  k n e r 'schen voraus hat , das 
ist einmal der grossere Reichthum an Aufgaben, sodann die grossere Zahl 
von praktischen Winken und endlich die Ptille von Fregen,  welche der 
Schiiler fast durchweg selbst beantworten kann und welche gleichfalls die 
Auflosung der sich anschliessenden Aufgaben vorbereiten. I n  der Algebra 
sind viele Aufgaben mit Berücksichtigung moglich verschiedenartigster Ge- 
biete, namentlich der Geographie, Meteorologie und Statistik neu erfunden. 
Auch sogenannte Vexiraufgaben sind mit Geschick aufgenomrnen. Zu be- 
dautirn ist, dass auch in diesem Uebungsbuche auf die Determinanten- 
methode Verzicht geleistet ist ,  und bleibt zu wtinschen, dass der Verfasser 
sich der Mühe unterziehen mochte, sein Buch nach dieser Richtung hin zu 
vervollsttindigen. Die Schule wird natürlich die Determinante nur  als ab- 
gektirzten Auedrnck zur Erleichterung der Operation einführen dlirfen und 
sich auf diesen einfachsten Begriff zu beschrxnken haben. Dies Wenige ge- 
nügt aber, um dem Schüler das bei Anwendung der Determinanten auf- 
tretende Eliminationsverfahren vorzuführen , ihn auf die durch sie ermog- 
lichte Eleganz und Durchsichtigkeit der Eliminationsresultate hinzuweisen. 
(Vergl. Aiiwendung der Determinanten und Elemente der neueren Algebra 
nuf dem Gebiete der niedern Mathematik, von Prof. Dr. D i e  k m a n n.) 

Das vorliegende Buch gelangt in  zwei Theilen zur Ausgabe. Der erste 
schliesst mit den Gleichungen ersten Grades mit mehreren Unbekannten und 
umfasst somit den Cursus, der auf den meisten Gymnaaien und Realgym- 
nasien bis U. II. incl. zu absolviren ist. Besonderes Gewicht ist auch auf 
die abgekiirzten Rechnungen mit Decimalbrüchen gelegt; ferner sind einige 
Satze zur Bestimmung der Periodenzahl beigeftigt. Der zweite Theil ent- 
h i l t  die quadratischen Gleichungen mit einer und mehreren Unbekannten, 
die Reihen, die Zinseszinsrechnung , die Kettenbrtiche, die diophantischen 
Gleichungen , die Combinationslehre mit Anwendung der Wahrscheinlich- 
keitsrechnung und den binomischen Lehrsatz für ganze positive Exponenten. 

Referent kann das Uebuugsbuch don Fachgcnosscn empfehlen. 

Dr. E. JAHNKE. 
-- 

Znr Theorie der  algebraischen Gleichnngen, von Dr. J. SCEUMACHER. 
Erlangen und Leipzig, 1890. 
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Die vorliegenden Untersuchungen schliessen sich an die Arbeiten der 
Herren K l  e i n  (Vorlesungen über das Ikosaeder) , K r  o n e  c k e r (Festschrift) 
und F e  t t  O (Substitutioustlieorie und ihre Anwendung auf die Algebra) an. 
Sie geben eine kurze, tibersichtliche Darstellung der Gattungstheorie der 
algebraischen Gleichungen, wobei einzelne Punkte durch Vorführung expli- 
citer Darstellungen weiter ausgeftihrt werden. 

Der Verfasser geht von einem Gattungsberoich aus,  der durch eine 
algebraische Gleichung definirt wird. E r  legt ausflihrlich dar, wie man 
Wurzelfunctionen bilden kann, die für  die Substitutionen einer Gruppe G 
unverandert bleiben. Wird jede symrnetrische Bunction des Fundamental- 
systems in solche Gattungsfunct'ionen zerlegt, so spielen die gewonnenen 
Functionen in Bezug auf ihre Gattung G eine iihnliche Rolle, wie die 
Functionen des Pundameutalsystenis in Bezug auf die Gattung der syru- 
metrischen Functionen und heissen deshalb Gafhngselemente. Urn sodann 
dio Function V eirier Gattung G durch die Gattungselemento darzustellcn, 
wird das Leitglied derselben so in  zwei Factoren zerlegt, dass jeder von 
ihnen als das Leitglied einer bereits dargestellten Gattnngsfunction angesehen 
wcrdcn kann. Das Product der bcidcn lctztgcnannten Functionen muss 
jener darzustellenden Function Tl vermelirt urn andere Functionen Pl, V2, . . . , 
die im Allgemeinen derselben Gattung angehoren, gleich sein. Sind nun 
VI, V2, .. . bereits als Functionen der Gattungselemente ausgedrückt, so 
wird auch V aus dieser Kelation berechnet werden konnen; wenn nicht, 
wird man mit ihrem Leitgliede ebenso wie mit dem von T' verfahren und 
diesen Procesv so lange fortsetzen, bis die Darstellung von V durch die 
Gattungselemente erfolgt ist, Nach dieser Methode werden sammtliche 
Gattungselemente der Gleichungen zweiten, dritten und vierten Grades ex- 
plicite aufgestellt. Rei den Gleichungen ftinften Grades werden vornehmlich 
die Gattungselemente der metacyklischen oder Diedergruppe aufgesucht. Der 
Verfasser kornmt zu dem Ergebniss, dass alle ganzen und rationalen meta- 
cyklischen Wurzelfunctionen einer Gleichung füriften Grades ganxe und ratio- 
nale Functionen von 

W - Z1 5;x1 xg , WY = 2' X ~ X ~ ~ Z ~ ,  
l-20 20 

sind. . 
Im zweiten Abschnitte wird der Begriff der Gattungselernente dahin 

rrweitert,  dass eine lincare Darstellung der Gattungsfunctionen verlangt 
wird. Der Verfasuer giebt einen Beweis des K r  o n  e c  k er 'schen Sittzes, mo- 
nach fur jede p - werthige Punctionsgattung stets g - 1 linear voneinander un- 
al~hiingige Fiinctionen w, existiren von der Eigenschaft, dass alle der Gat- 
tung angehorigen ganzen Functionen durch sie und die Coef'ficienten der 
zu Grunde gelegten Gleichung ganz, rational und linear ausdrtickbar sind, 
und im Anschluss hierau eine Methoda zur Bestimmung der w -  Functionen 
unter der Voraucsetzung, dass diejenigen von ihnen, durch welche eine blos 
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rationale Darstellung moglich i s t ,  nach dem im ersten Abschnitte erorterten 
Verfahren gefunden seien. Hier711 wird die Bildiing der Productgleichungen 
fur w," wzu, w ,  , . . . , w, wp -1 erfordert. Diese durch ihren ausgcsprochenen 
Invariantencharakter ausgezeichueten Gleichungen werden für die einzelnen 
Functionsgattungen der Gleichungen xweiten , dritten, viertcn und fiinften 
Grades aufgestellt. Darnach wird gezeigt, auf welche Weise aus diesen 
Productgleichungen die Gattungsresolventen abgeleitet werden konnen, und 
auch hier folgt eine ~xplici te  Aufstellung der Gattilngsresolventm der kubi- 
schen und der biquadratischen Gleichung. F ü r  die Gleichung fünften Grades 
wird eine metacyklische liesolvente sechsten Grades entwickelt, wobei die 
Gleichung ftinften G r a d ~ s  in  einer Form angesetzt wird, wie sie Herr H e r  - 
m i t e  zurn Ausgangspunkte seiner Unterenchungen genommen hat. 

Ein weiteres Capitel ist der Transformation der Functionsgatturigen 
g~widmet .  Es w e r d ~ n  die wichtigsten Transformationsgleichungen der Gat- 
tungen für eine Gleichung zweiten, dritten, vierten und fünften Grades 
au fgestellt. 

Die Abhandlung liest sich g u t ;  sie wird i~ ich t  blos Demjenigen, der 
den Gegenstand vollig beherrscht, ein willkommener Beitrag xur Gleichungs- 
thearie sein, sondern sie mochte auch Denen, welche in dieses Gebiet erst 
eindringen wollen, m m  Studinm zil empfehlen sein. Dr. Em JA1iNKE. 
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KLEIN, Vorlesungen über die Theorie der elliptischen Modul- 
functionen, ausgearbeitet und vervollstkindigt von Dr. R O ~ E R T  FRICKE. 
Erster Band: Grundlegung der Theorie. Leipzig 1890. BU. 

Die an Methoden und Resultaten so tiberreiche Theorie der elliptischen 
Functionen, welche ja den Ausgangspunkt fur  die ganze Entwickelung der 
Analysis in unserem Jahrhundert gebildet ha t ,  erweckte sehr bald nach 
ihrer erfolgten Begrbndiing das Verlangen nach Weiterführung resp. Ver- 
allgemeinerung. Schon dem Scharfblick A b e l ' s  blieb es nicht verborgen, 
dass , sofern man bei Functionen einer Variabeln stehen blieb, eine solche 
Weiterfbhrung nicht in  der Weise geschehen konne, dass a n  Stelle zweier 
Perioden dercn mehrerc treten ; als jedoch J a  c O b i , auf dem A b e  l'schcn 
Theorem fussend, durch sein Umkehrproblem die M6glichkeit mehrfach 
periodischer Punctionen von mehreren Veranderlichen dargethan hatte und 
die Weiterentwickelung der Theorie der Abcl 'schen Functioncn in den- 
selben eine genuine Verallgemeinerung der elliptivchen Transcendenten er- 
kennen liess : schien keine weitere Veranlassung vorhanden, nech einer 
andern , im Bereiche einer Variabeln verharrenden Generalisirung zu suchen. 
- Und doch barg schon die Theorie der elliptischen Punçtionen selbst den 
Keim zu einer solchen Generalisirung in sich. - Die von Herrn H e r m i t e  
in die Analysis cingeführte Modulfunction, welche den Xodul k q e s  ellip- 
tischen Integrals erster Gattung in seiner Abhiingigkeit vom Periodenquo- 
tienten darstellt, bietet das erste merkwürdige Beispiel einer eindeutigen 
Function, die bei gewissen linearen Transformationen des Arguments ihren 
Werth nicht v e r h d e r t ,  zeigt sich also mit einer Eigenvchaft behaftet, als 
deren besonderer Fa11 die Periodicitat aufgefasst werden kann. 

Aber dieses liingst bekannte erste Glied der Kette von Transcendenten, 
die Herr P O i n c a r  6 als F u c h  s 'sche und K 1 e i n'sche Punctionen bezeichnet, 
war nicht im Stande, dan Geometern die Existenz dieser ganzen Xette zu 
offenbaren, erst die von Herrn F u c h s  begründete Theorie der linearcn 
Differentialgleicbungen führte allmilig zur Erkenntniss dieser Existenz. 

I n  einem Briefe an Herrn H e r m i t e  ( B o r  c h  e r d t ' s  Journal ,  Bd. 83) 
hatte Herr F u c h  s , ausgehend von den linearen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung, welchen die Periodicittitsmoduln der elliptischen Integrale 

Hiet.-lit. Abthlc. d.  Zeitaolir. f .  Math. u. Phya. XXXVI, 6.  16 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



202 Historisch - literarische Abtheilung. 
.---- ""-<" / -- - - - 

erster und zweiter Gattung gentigen, die Ursachen dargelegt, zufolge deren 
die unabltingige Variable dieser Differentialgleichongen, d. i. der Modul ke,  
ais eindeutige Punction des Quotienten der Perioden eines Integrales erster 
Gattung, nicht aber als ebensolche des Qiiotienten der Perioden eines Inte- 
g i d e s  zweiter Gattung erschcint, und cinige Jahre spiiter, bei Gclcgcnheit der 
Formulirung seiner Verallgemeinerung des J a c O b i'schen Umkehrproblems, 
allgemein die Frage aufgeworfen und i n  Angriff gencmmen, wann in eiuer 
l i n e a r ~ n  homogenen Differentialgleichung zweiter Ordniing die unabhkgige 
Variabele, aufgefasst als F ~ n c t ~ i o n  des Integralquotienten, eindeutig ist. 

Diese Art der Fragestellung, welche erst die wahreii Quellen für eine 
Classe von Functionen aufdeckte, von der einzeliie besondere Fiille (ausser 
der Modulfunction) schon frtiher, wie z. B. in den Arbeiten der Hwren 
S c h w a r z  und S ch o t t  k y ,  aufgetreten n7aieri, vernnlasste H e r m  P o  i n  - 
c a r 6  xu seinen Arbeiten iiber diese Functionen. Nebst der allgemeinsten 
Erledigung der von Herrn E' u ch s aufgeworfenen Ehdeutigkeitsfrage ent- 
hielteli diese Arbeiten auch zum ersten M d e  den Nachweis, dass iilirilicli 
wie sich ein elliptisches Integral zweiter Gattung eindeutig darstellt durcli 
Einführung des eindeutig inversiblen Integrals erster Gattung als nenei. 
unabhangiger Veranderlichen, auch die Losungen jeder linearen homogenen 
Differentialgleichung mit algebraischen Coefficienten eindeutige Functionen 
werden des Integralquotienten einer gewiasen linearen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung, in welcher die unabhangige Variable selbst eindentig von 
diesem Quotienten abhangt. Und damit w u  nunmehr die Generalisirung 
der elliptischen Transcendenten im Gehiete der Functionen einer Variabdn 
vollzogen; das elliptische Integral erster Gattung erscheint bei derselben 
nicht in seirier Natur als besonderer Pal1 des Integrals einer allgertieirieu 
algebraischen Function, sondern als hesonderer Fall eines eindeutig inver- 
siblen Integralquotienten einer linearen homogenen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung mit algebraischen Coefficienteu. 

Nach dem Erscheinen der P o i n c a r é ' s c h e n  und der auf den gleiclien 
Gegenstand bezüglichen Arbeiten des Herrn F. K l e i n  wandte sich das III.  
teresse in erhohtem Maasse jenem langst bekannten, soziisagen eiufaclisten 
Falle der neuereu F'unctionsclasse , der elliptischen Modulfunction zu , deren 
Theorie durch die Arbeiten der Herrcn D e d e k i n d ,  F u c h s ,  H e r m i t e ,  
K l e i n ,  S c h w a r z  und - iast not least - R i e m a n n ' s  schon in verlialt- 
nissmiissig hohem Grade entwickelt war. 

Die Modulfunction bot jetzt ncbst dem ihr cigenthümlichen Reize und 
der Fülle der ihr auliaftenden interessanten Eigenscbaften die Auvvicht dar, 
dass sieh einzelne dieser Eigenschaften auf die neuen allgemeineren Func- 
tioncn würden übertragen lassen, eine Aussicht, die sich z.  B. in Beziig 
auf die Transformationstheorie (d. h. die Theorie der Untvgruppen) zuni 
Theil schoii erfUllt h a t ,  in  Bezug auf algelsraische Anwcndungen der rnatlie- 
matiscben Forschung noch ein weites Feld der Untersuchung offen liiast. 
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Es  erschien daher in  erster Ileihe wtinschenswerth, die in  verschiedenen 
Abhandluligen zerstreut vorliegcnde Theorie der Modulfunctioncn zu Sam- 
meln und in einheitlicher, systematischer Form darzustellen; diesem Wunsche 
Rechnung zu tragen, ist das umfangreiche Werk bestimmt, welches Herr  
I< l e i n nach seinen Vorlesungen durch Herrn Dr. F r i c  k e ausarbeiten lasst 
und dessen erster Band uns gegenwartig vorliegt. 

Wie die Vorrede hervorhebt, sol1 dasselbe als ,erweiterte FortsetzungY 
der die Sheorie der endlichen Gruppen linearer Substitutionen behandelnden 
, Vorlesungen über das Ikosaeder erscheinen und eventuell durch eine 
,L)arstelliing der allgemeinen Untersuchungen liber eindeutige Functionen 
mit linearen Substitutionen in sichY gefolgt werden. 

Der hier zu bespechende erste Band enthalt die Definition der Modul- 
fiinction mit Hilfe der L e  g e n d r e 'schen linearen Uifferentialgleichung zweiter 
Ordnung und eine breit angelegte Behandlung der Gruppe ganzzahliger 
linearer Substitutionen der Determinante 1, einschliesslich der Theorie ihrer 
Untergruppen und der zu denselben gehorigen algebraischen Functionen der 
&dulfunction; die zu den Entwickelungen erforderlichen Hilfsmittel der 
Theorie der elliptischen Functionen , der linearen Differentialgleichungen, 
der allgemeinen Gruppenlehre und der Lehre von den algebraischen Func- 
tionen einer complexen Variabeln werden theils nur flüchtig skizzirt, theils 
in besonderen Abschnitten eingehender dargelegt und schliesslich als Bei- 
spiele die besonderen, den Transformationen fiînfter und siebenter Ordnung 
der elliptischen Functionen entsprechenden Falle vorgeftîhrt. - Auf den 
Zusammenhang der dargestellten Untersuchungen mit der Transformations- 
theorie der elliptischen Functionen wird jedoch weder bei diesen Beispielen, 
noch bei den vorangehenden allgemeinen Darlegungen Bezug genommen, 
dagegen werden allenthalben geometrische Hilfsmittel nicht nur  zur Illustra- 
tion der analytischen Verhaltnisse benutzt , sondern auch methodisch bei den 
Deductionen in Anspruch genommen. - Sowohl in Bezug auf die Resul- 
tate, als auch in Hinsicht der zur Herleitung derselben angewandten Me- 
thoden bleibt da8 Buch im Wesentlichen im Rahmen des bereits anderweitig 
bekannten Jlaterials, weiin dieses manchmal auch in  etwas fremdartigem 
Gewande, wie z. B. die Affecteigenschaften der Modulargleichungen i n  Ge- 
iitalt der Eigenschaften der ,,HauptcongruenzgruppenU, erscheint. 

Das Buch zerftllt in  drei Abschnitte. Der erste behandelt i n  seinem 
ersten Capitel in vollkommenster Ausführlichkeit die Invariantentheorie der  
binLiren biquadratischen Form und ihre Anwendung aiif die Reduction des 
elliptischen lntegrals erster Gattung auf die verschiedenen in der Literatur 
auftretenden canonischen Formen, als da sind die L e g e n d r e  - J a c  obi 'sche, 
die H e r m i t e  - W e i e r s  t r ass 'sche und die von Herrn F u c h s  in scincn Arbei- 
ten in den Blinden 71 und 83 des B o r c h a r d  t'schen Journals eingeflibrte, 
welche als . R i e m a n n  'sche Normalformu bezeichnet wird. Im zweiten Capitel 
werden die Perioden des elliptischen Integrals erster Gattung definirt, ihre 

16 * 
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Eigenschaft als transccndente Invarianten der unter dem Integralzeichen vor- 
kommenden biquadratischen Form hervorgehoben und für die ,Wei  e r - 
s t r a s s  'sche Normalformu die L e g  e n d r e'sche Differentialgleichung zweiter 
Ordnung aufgestellt, welcher dieselben als Functionen der rationalen abso- 
luten Invariante J gentigen. Diese Differentinlgleichung bildet den Ausgangs- 
punkt für  die Theorie der Perioden. Nach den Fuchs ' schen  Principien 
werden die Entwickelungen der Integrale in der Umgebung der singillaren 
Punkte, sowie die Coefficienten der zu diesen Punkten gehorigen Fiinda- 
mentalsubstitutionen hergeleitet, d ~ n n  der Periodenquotient w und die durch 
denselben befriedigte Differentialgleichung dritter Ordnung eingeführt, eine 
Differentialgleichung, welche mit der für den Integralquotienten einer alge- 
braisch integrablen hypergeometrischen ~ i f f e r e n t i a l ~ l e i c h u n ~  giltigen, als 
Specialfall einer allgemeinern, in den ,,Vorlesiingen über das Ikosaeder" 
behandelten erscheint. Als Quellen für die in diesem Capitel exponirten 
Theorien werden nebst der Abhandlung von Herrn F u c h s  in Bd. 66 des 
Borch. Journals auch beilaufig die Arbeit desselben Autors in Bd. 71 und 
für die letzterw%linten Resultate die von Herrn S c h w a r z  iu Bd. 75 citiït, 
dagegen wird des Puchs ' schen  Briefes an LIerrn II e r  m i t e (Bd. 83), an 
welchen sich die gegebeuen Entwickelungen sowohl in Bezug auf die an- 
gewandten Methoden, als auch in Bezug auf die Eorm der Resultate auf's 
Engste anschliessen, keine Erwiihnung gethan. - Das dritte Capitel behan- 
delt die durch Umkehrung einer eindeutigen Function hestimmte Gehiets- 
eintheilung insbesondere für die rationalen Functionen , welche die absolute 
Invariante J als Functionen des Doppelverhiiltnisses x, resp. der Quadratwurzel 
aus dem L e  g e n d  r e 'schen Modul darst,ellen , sowie für ebendieses J als 
Function des Periodenquotienten w. Die hierbei entstehende Eintheiliing 
der Ebene in Kreisbogendreiecke, ebenso wie die in Betraclit kommenden 
Verhaltnisse der Kreisverwandtschaft, Symmetrie iind Beziehungen zu lineaien 
Substitutionen werden im Bnschluss an die S c  h w a r  z'sche Arbeit in Bd. 73, 
Borch. J., %ausführlich erortert und die Projection auf die Kugelfliiche vor- 
genommen. Allgemein schliesst sich hierau das Studium der einer "regn- 
liiren Dreieckstheilung der EbeneU entspreclienden Functionen, speciell der 
eindeutig iimkelirbaren, für welche die Differentialgleichung aufgestellt und 
eiue Sonderung in solche mit realem Orthogonalkreis, mit HBufungspunkt 
(elliptische Functionen) und endlich mit ima,ginlirem Orthogonalkreis (alge- 
braische) vorgciiommen wird. - Von den ersteren, zu welchen die eigent- 
lichen Modulfunctionen w(J) und w(A) ,  d. h. der Periodenquotient ala 
Funetion der absoluten Invariante und des DoppelverhXltnisses gehtireu, 
wird gczeigt, dass sie nur innerhalb des Orthogonalkreises existiren; wir 
müssen jedoch gestehen, dass wir ftir die Erhiirtung dieser fundamentalen 
Thatsache noch einen andern, als diesen sich nur aiif geometrische Betrach- 
tiingen stützenden Reweis gewünscht hiitten. Dass die beiden wesentlichen 
Eigenschaftcn der Modulfunetion, Eindeutigkeit und Existenz in beschrlink- 
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tem Bereiche einerscits, Invariani! bei den ganzzahligen linearen Substitu- 
tionen der Determinante 1 andererseits, nicht aus dersclben Quelle flicssen, 
indem nimlich die erstere aus der Dreieckstheiluug, die letztere aus der 
Differentialgleichung erwiesen wird, scheint uns methodiscb aiich nicht ganz 
einwurfsfroi, zumal die Eindeutigkeit durch die Dreieckstheilung eigentlich 
nur anschaulich gemacht wird (ihnlich im Capitel V für die elliptisclien 
Functionen); scharfe analytische Beweise flir die letztere Eigenschaft dünken 
uns nur der aus der Differentialgleichung fliessende F u c h s  'sche (Borch. 
J., Bd. 83) und der Po incarb ' sche  mit Hilfe der ,fonctions theta fuch- 
siennes '. 

Im IV. Capit,el wird naeh Herleitung der L e g e n d r  e'schen Relation 
durch einen Differentia'tionsprocess [der im Wesentlichen derselbe i s t ,  wie 
jener schon bei R i e m a n n  (Geu. Werke, S .298  u.301) vorkommende, welcher 
vom Integralquotienten einer homogenen linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung zu den Integralen selbst führt] der Charakter der Invarianten g,, 
g, und der Discriminante d der biquadratischen Form als homogener Func- 
tionen der Perioden, die bei den linearen ganzzahligen Substitutionen der 
Determinante 1 ungeandert bleiben, erortert und hieran eine sehr inter- 
essant durchgeführte Analogie zwischen dieseu ,&iodulformenu und den ent- 
sprechenden Ikosaederformen geknüpft. - Die Weiterführung dieser Ana- 
logie auf Modulgleichung J ( w )  - J =  O und Tkosaedergleichung führt ent- 
sprechend der Theorie der Resolventen der Ikosaedergleichung, zur For- 
mulirung des Transformationsproblems der Modulfunction, welches sich in 
das gruppentheoretische Grundproblem, d. i. die Aiit'suchung der in  der 
,Modulgruppeu enthaltenen Untergruppen, und das functionentheoretische 
Grundproblem, d. i. die Bestimmung der bei den S~bstitutiorien einer Uiiter- 
gruppe invarianten eindeutigen Functionen von o (Modulfunctionen im all- 
gcmcinsten Sinne) spaltct. - Das nun folgende V. Capitel bringt cine Skizxe 
der aus der Ttleorie der elliptischen Functionen erforderliçhen Satze, wobei 
die von Herrn W e i  e r s t r a  s s in  seinen Vorlesungen eingefuhrten Functionen 
und Bezeichnungen benutzt werden; es enthslt insbesondere die bekannten 
analytischen Ausdrücke der Xodulformen g, , g3, d durch die Perioden o, , 
w,, von welchen hervorgehoben wird , dass Herr D u r  w i t z  dieselben m m  
Ausgangspunkte seiner independenten Theorie der Modulfunctionen genommen 
habe. - Es scheint uns ein entschiedener Vorzug des zu besprechenden 
Buches, dass in demselben weder jene Reihen, noch die Dreieckstheilung 
oder, was dasselbe is t ,  die Cruppe, sondern die einzig naturgemasse Grund- 
lage , uamlich die L e g e n  d r e'sche Differentialgleichung , den Ausgangapunkt 
bilden; nur hiitten wir, wie sehon bei der Eindeutigkeitsfrage hervorgehoben, 
gewünscht, dass dieeer Ausgangspunkt aucli nnch jeder Seite hin consequent 
festgehalten werde, dass also auch jene der Theorie der elliptischen Punc- 
tionen eutnomkenen Darstellungen direct aus der L e  g e n d r e'sclien Diffe- 
rentialgleichung hergeleitet wcrden, wozu sich z. B. Andeutungen in der 
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eine Untergruppe, und zwsr eine ,ausgezeichneteu, der Modulgruppe, be- 
steht aus denjenigen Subutltutionen, durch welche oinc quadrstische Form 
in die ihr, nach Herrn K r  on  e c k e r 's Ausdrucksweise v 011 s t a n d  i g  %qui- 
valenten Hbergeführt wird; ihr Fundamentolbereich entsteht durch Vereini- 
gung von sechs benachbarten Fundamentalbereichcn der Modulgruppe und 
wird von vier sich bërührenden Kreisen reap. geraden Linien begrenzt. 
Diese Anzahl 6 heisst der I n d e x  der betrachteten Untergruppe, eine Be- 
zeichnung, die ebenso wie die der ,gIeichberechtigtenu Untergruppen, d. h. 
solcher, die durch Transformation mit einer Substitution der Xodulgruppe 
auseinander hervorgehen, auch ftir beliebige Untergruppen fixirt wird. Als 
ausgezeichnete Untergruppe ist die betrachtete Gruppe nur sich selbst gleich- 
berechtigt. 

Bei diesen Betrachtungen und in noch hoherem Grade bei den ganz 
allgemeinen der noch folgenden Capitel dieses Abschnittes macht sich die 
stricte Sonderung der ,giuppent,heoretischenu von den ,,functionentheore- 
tischenu Theorien in einer die Lecture erschwerenden Weise bemerkbar. 
Viele Anschauungen, welche für die be iden  Gruppen invarianten Functionen 
hochst cinfach und natiirgemasa ersclleinen, machen sich in der abstracten 
gruppentheoretischen Fassung iiusserst schwerfallig und gekünstelt , und 
selbst die geometrische Interpretation ist in  der Itegel nicht im Stande, 
eine so klare Vorstellung von den vorzuführenden Verhahiesen zu geben, 
mie sie bei sofortigem Eingehen auf die fiinctionentheoretische Bedeutung 
entstehen würde. 

Schon der Hegriff des ,,Repr%sentant,ensystemsu einer Untergruppe mit 
endlichem Index kann diirch nichte so klar gemacht werden, wie durch die 
verschiedenen Wurzeln der algebraischen Gleichung, welche zwischen den 
beiden der Untergruppe und der ursprtinglichen Gruppe entsprechenden ein- 
deutigen Punctionen besteht. Die zu diesen verschiedenen Wurzeln gehori- 
gen Untergruppen sind gleichberechtigt; ist die gedachte Gleichung eine 
Gtal ois'sche (d. h. jede Wurzel eine rationale Function jeder andern mit 
rationalen Coefficienten), so sind die betreffenden gleichberechtigten Unter- 
gruppen identisch, die Untergruppe ausgezeichnet, ihr Fundamentalbereich 
wird durch die Substitutionen eines Repr&sentantensysterns in sich selbst 
transformirt, ist also regular. 1st die Gleichung keine G a l  O i s 'sche , die 
einer Wurzel eutsprechende Untergruppe also nicht ausgezeichnet, so ist  die 
der G a l  O i s'schen Resolvente dieser Gleichung entsprechende Untergruppe 
ausgezeichnet und ihr Index gleich der Ordnung der Xonodromiegruppe. 
Diese letztere ist holoedrisch isomorph den Transformationen des Funda- 
mentalbereichs jener ausgezeichneten Untergruppe in sich selbst; dies giebt 
eine klare Vorstellung von der zu einer ausgeaeichneten Untergruppe von 
endlichem Index ,geh6rigenu endlichen Gruppe. 

Diese und iihnlichc Bcgriffe werden im ftinften Capitol für die Modul- 
gruppen erih-tert, die betreffenden anttlytischen Deutungen aber erst i n  dem 
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dem ,functionentheoretischen GrundproblemU gewidmeten dritten Abschnitte 
gegeben. Bringt man niimlich durch Biegung des Fundamentalbereichcs 
einer Untergruppe mit endlichem Index p je zwei correspondirende Seiten 
zur Deckung, so entsteht eine geschlossene FlLche, durch deren Zusammen- 
hang das G e s c h l e c  h t der Untergruppe bestimmt wird. Die Abbildung 
dieser Flache auf die J - E b e n e  ftihrt dann im dritten Abschuitte zu einer 
CL - bliittrigen R i e  m a n n'schen Fliiche , ftir welche auf Grund des D i  r i c h - 
1 e t 'schen Princips, beeiehungsweise der R i e  rn a n n'schen Existeriztheoreme 
(deren Beweise sich nach S c h w a r z  und N e u m a n n  in den spater zu be- 
sprechenden ersten Capiteln des dritten Abschnittes skizzirt finden) die zu- 
gehorigen algebraischen Punctionen construirt werden; dieses sind die ein- 
deutigen Functionen von w, welche boi den Substitutionen der Untergruppe 
ungeandert bleiben und die des analytivche Substrat der abstracten Aus- 
fiihrungen des zweiten Abschnittes bilden. 

Zur Auffindung der Untergruppen mit endlichem Index dient der im 
sechsten Capitel dieses Abschnittes gegebene , ,Verzweig~ingssatz~, demziifolge 
durch eine geschlossene Flache, auf welcher eine gewissen Bedingungen 
genügende Dreieckstheilung vorhanden i s t ,  stets eine Untergruppe mit den 
ihr gleichberechtigten definirt wird. - Die Untergruppen, bei denen die 

1 1 1  
Integralquotienteu [s (% i , ; 1 J) in der Bezeichnung von Hrn. S c  h w a r r 1 
einer hypergeometrischen Differentialgleichung, deren unabhangige Variable J 
eine eindeutige Function von s k t ,  ungelindert bleiben , sind ausgezeichnete 
Untergruppen vom Geschlechte 0, die aber nur  fur n = 2 ,  3, 4, 5, wo s 
algebraisch wird, von endlichem Index sind. - Mit Hilfe der fllr n > 6 
entatehenden Untergruppen (dem vz = 6 entsprechen die elliptischen Punc- 
tionen) r(n 1 wird eine ,,ClasseneintheilungLL der Untergruppen mit endlichem 
Index vorgenommen, welche zur Aufstellung zweier ausgezeichneter Unter- 
gruppen f,, und rIE8 (die angehangten Zablen bedeuten die Indices), sowie 
deren Fundamentalbereiche und Fundamcntalsubstitutionen benutzt wird. - 
Eine weitere Kategorie von Untergruppen wird im siebenten Capitel als 
,,HauptcongruenzgruppenL' bezeichnet und die ,,Hauptcongruenzgruppe fitor 

StufeLL definirt als die Gesammtheit jener Modulsubstitutionen 

a z + B ,  
y z + 6  

für welche ~r = 6 + 1, y r O (mod. n). Dieselbe ist von Classe, 
in der durch eine Spiegelung erweiterten Modulgriippe ausgezeichnet ent- 
halten, und ihr Index p(%)  durch die Anzahl incongruentcr Losungen der 
Congruenz 

u 8 - P y = 1  (m0d.a) 

bestimmt. Das Geschlecht ergiebt sich durch die R i e  m ann'sche Formel 
w - 212 = 2 p  - 2 uud eu werden die Gruppen rT2 unil rIs8 des vorigen 
Capitels ais Hauptcongruenegruppen sech te r  resp. siebenter Stufe agnoscirt. 
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Interessant ist die Bemerkung, dass die die Substitutionen der Hauptcoii- 
gruenzgruppe nter Stufe I''(,) definirenden Bedingungen die einzigen aritli- 

metischen Charakteristica sind, die den Substitutionen der zu s 

gehorigen Gruppe rl (welche j a  eine Untergruppe von Pp(,ji ist) zukommen ; 
alle tibrigen besonderen Eigenschaften dieser Substitutionen lasseil sich nicht 
durch Congruenzen angeben. Die zu der Hauptcongruenzgruppe rp cn> ge- 
horige endliche Gruppe (vergl. S. 207) G,(,> is t ,  wie wir der Orientiriing 
wegen bemerken wollen, im Wesentlichen nichts Anderes, als die Gruppe 
der G a l o i s  'schen Resolvente der zur Transformation nt" Ordniing der ellip- 
tischen Functionen mit der absoluten Invariante J gehorigen Xodulargleich- 
ung; die den Wurzeln dieser Gleichung und denen ihrer verschiedenen Re- 
solventen (Multiplicatargleichung etc.) , also den verschiedenen Untergruppen 
der endlichen Gruppe Gp(,,) entsprechenden Untergruppen der Modulgruppe 
werden als Congruenzgruppen schlechthin eingeführt. Diese Bedeutung der 
betrachteten Gruppen wird in  dem vorliegenden ersten Bande nicht erwahnt; 
wir hlitten aber doch wcnigstens einen kurzen Hinweis auf diesen Zusam- 
menhang gewtinucht, theils um den mit der Yaterie vertrauten Leser aufmerk- 
mm zu machen, dass ihm in den folgenden Auseinandersetzungen zumeist nur 
langst bekannte Resultate in etwas ungewohnter Form geboten werden, 
theils auch, um dem Lernenden den historiechen Ursprung der vorzutra- 
genden Theorien zu Bewusstsein zu bringen. - I m  achten und neunten 
Capitel werden für den Fa11 einer Primzahlstufe p die Untergruppen der 
endlichen Gruppe Gp(q) aufgestellt; es ergeben sich nebst cyklischen Unter- 
gruppen insbesondere (p + 1) gleichberechtigte halbmetacyklische Unter- 

gruppen von der Ordnung ( --- - ) (entsprechend den g + 1 Wurzeln der 
2 

Modulargleichung), und es wird gezeigt, dass die diesen letzteren ent- 
sprechenden (q + 1) gleichberechtigten Congruenzgriippen vom Index q + 1 
im allgemeinen Falle die Congruenzgruppen von niedrigstem Index dieser 
Stufe sind, welche in der Modulgruppe vorkommen. Nur für  q = 5, 7, 11 
giebt es noch, ftir q = 5 ein,  für q = 7, 11 zwei Systeme von q gleich- 
berechtigten Congriienzgruppen des Index q,  was der G a l  O i s'sche Satz von 
der Erniedrigung der zu den Transformationen 5 . ,  7., 11. Ordnung der 
elliptischen Punctionen gehorigen Yodulargleichungen ist. 

Wie schon erwiihnt, ist der dritte Abschnitt dem ,,functionentheoreti- 
sclien Grundproblem" gewidmet und beginnt mit einer zwar zum Theil nur 
skizzenhaften, aber doch klaren und übersichtlichen Darstellung der wich- 
tigsten Ergebnisse der R i e  m a n n'schen Theorie algebraischer Functionen 
einer complexen Vnriabeln. - An die im ersten Capitel exponirten Existenz- 
theoreme schliesst sich im zweiten Capitel das eingehendere Studium der 
algebraischen Gebilde vom Range 0 und 1 und für die Gebilde hoheren 
Ranges der R i e  m a n n  'sche Satz mit der B r i  11 -N 6 t h  er'schen Erweiterung 
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und der Nachweis fur die Invariane der aus den Integrandcn erster Gat- 
tung gebildeten Quotienten bei rationalen Transformationen. Ein System 
von v linear unabhhgigen Functionen, die nur  an m vorgeschriebenen 
Stellen der R i e  m a n  n'schen Fliiche unendlich erster Ordnung werden, 
lassen sich als Coordinaten eines Punktes in einer v-fachen ebenen Mannig- 
faltigkeit (v-diinensionaler Raum) auffassen, in welcher also die , , % q u i -  
v a l e n t e  n oder c o r e s i d  u a l e n "  Punktsysteme (Niveaupunkte nach Herrn 
C. N e u m a n n )  auf eincr Curvo rnter Ordnung liegen. Wenn die Stufe v 

der Mannigfaltigkeit die mfiglich groaste ist (also v = m - P + T ,  z die An- 
zahl der ftir ein Punktsystem verschwindenden p's), s~ heisst die Curve 
eine N o r ~ n a T c u r v e .  - Nachdem an der einem Systern von Integrandcn 
erster Gattung entsprechenden Normalcurve die Scheidiing der hyperellipbi- 
schen von allen anderen algebraischen Gebilden klargelegt worden, bringt 
das dritte Capitel die von uns bereits ermëhnte Construction der zu einer 
Untergruppe von endlichem Index der Modulgruppe gehDrigen eindeutigen 
Punctionen von w, welche sich, w i ~  gezeigt wird, stets durch J und eine 
algebraische Fnnction z von J rational darstellen lassen. 1st die Unter- 
gruppe vom Geschlecht O, so ist J s e l b s t  rational in  diesem z ,  welches dann 
als  H a u  p t rn O d u 1 bezeichnet wird; irn Falle einev beliebigen Geschlechteu 
werden im Allgemeinen die p linear unabhangigen Integrauden erster Gat- 
tung ,  fur ein hyperelliptischcs Gobildc das System einer an nur 2 und einer 
a n  2 p f Z  Stellen unendlich werdenden Punction a h  ,,vollstandiges Modul- 
system" zu Grunde gelegt. 1st der Fundamentalbereich der Untergruppe 
in 3eeug auf einen Kreis symmetrisch, BO kann a stets so gewtihlt werden, 
dass die Coefficienten der zwischen e und J bestehenden algebraischen 
Gleichung real sind. Bei Erorteruug der Thatsache, dass die zu den dge-  
braischen Functionen z von J gehorigen Integrale, ebenso wie die Functiou 

.? (k 1 

n, J )  eindeutig in w werden, vermissen wir die nachdrtickliche Re- 

tonung des Umstandes, d a ~ s  tiberhaupt jede mehrdeutige Function des Doppel- 
verhaltnisses A, die niir clie Punkte O, 1, m eu Verzweigungspunkten bat,  eine 
eindeutige Function von w sei, ein Umstand, der uus, abgesehen von seiner 
weiterreichenden Bedeutung, auch darum besonderv erwlhneuswerlli scheirit, 
weil dadurch erst der Umfang des Problerns, alle Untergruppen der Modul- 
gruppe aufiustellen, tibersehen werden kann,  indem er z B. erkennen lasst, 
dass jede algebraische Function von A ,  die sich nur  in den Punkten O, 1, cc 
verzweigt, eu einer Untergruppe mit endlichem Index Veranlassung giebt. 

Die nachfolgcilden Untersuchungen werden auf ausgezeichnete Unter- 
gruppen,  d .  h .  ,, Ga10 i s'sche Moduln ", beschrankt, da diese in Verbindung 
m i t  der Zerlegung der zugehorigen endlichen Gruppen den Weg zu alleu, 
auch  nicht ausgezeichneten Untergruppen balinen. Für  p = O giebt es nur 
vier G a10 i s'sche Rauptrqodulil, n%rulich die Integralquotienten der alge- 
braisch integrirbareu hypergeornetrisclien Differerit ialgleichunge~~, für den 
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hyperelliptischen Fa11 bei p = 1 unendlich viele, wahrend für ,u > 1 niir 
zwei ausgezeichnete Untergruppen mit den Indices 48 ( p  = 2, vollstiindiges 

3iodulsystem p l  p'p (1 - p4)) und 120 (gi = 5 ,  vollstandiges Modulsystem S, 
/c(c10 + 11 b j  + 1)) gefunden werden. - Die eingehende Discussion der aiif 
p = O bezüglichen Problome (Darst,ellung der unabhëngigen Variabelen J und 
des Integralquotienten s als eindeutige Functionen von w, beim ,, IkosaederLL 
wird das-Gleiche auch fur die Wiirzeln der Resolventeu fünften und sechs- 
ten Grades geleiutet) füllt das vierte, die der beiden hyperelliptischen Fi l lc  

n -  n - -  
das fünfte Capitel. Im letzteren werden überdies noch die zu {A, J1- d 
gehorigen Untergruppen aufgestellt, welche aber niir fur n = 1 ,  2 ,  4 ,  8 
,, Congrueiizgruppen" sind , und fur V I ,  der H s r  m i t  e'schen Modiilfunc- 
tion, die das Verhalten dieser Punction bei Anwendung einer beliebigen 
Modulsubstitution darstellenden H e r m  i t e 'schen Transformationsforme1ii ent- 
wickelt. Eine Stelle ist in diesen Ausftilirungen dadurch bemerkenswerth, 
dass es die einzige des ganzen Buches is t ,  an welcher auf die von uns 
mehrfach angeführte F u  c h  s'sche Abhandlung im 85. Bande von Borçh. J. 
Bezug genommen wird, indem narnlich einer Bemerkung von Herrn H e r  - 
m i t e  Hrwiihnung geschieht, die Herr E' u c h s  iii einer Pussnote zu seiner 
Arbeit reproducirt. 

Den zum allgemeinen (nicht byperelliptischen) Falle p > 2 gehorigen 
aiisgezeichneten Untergruppen sind irn dritten Capitel einige allgerneine Aiis- 
einandersetzungen und einern hierher gehorigen wichtigen und int,eressanten 
Heispiele die beiden letzten Capitel des Buches gewidmet. Allgexuein wird 
gezeigt, dass das aus einem System von Integranden erster Gattung for- 
mirte vollstXndige Jlodulsystem bei Anwandung der Substitutionen der 
Modulgruppe homogene lineare Suhstitütionen erleidet und dass die aus 
diescn gebildete Gruppe holoedrisch isomorph sei,  mit der zu der betrach- 
teten ausgezeichneten Untergruppe gehorigen endlichen Gruppe. Das er- 
wahnte Beispiel ist das der Hauptcongruenzgruppe siebenter Stufe I ; , , ,  
welcher eine nicht hyperelliptisch algebraische Function vom Range p = 3  
entspricht. Die das vollstandige Modulsystem darstellenden drei Integranden 
erster Gattung y , ,  y,, y, erfithren bei Anwendung der Substitutionen der 
Modulgruppe 168 lineare homogene Substitutionen der Determinante 1, 
welche die linke Seite der zwischen y , ,  y,, y, bestehenden hornogenen 
Relation 

f ($5, Y2 - ~ 4 )  = Y,% + ~ 4 %  + = O  

in sich selbst transformiren. Polglich genügen die y , ,  y,, y, ciuer alge- 
braisch integrirbaren hornogenen linearon Differentialgleichung dritter Ord- 
nung mit in J rationalen Coefficienten, welche aiich den Gegenstand von 
in!eressanten Uiitersuchungen der Heiren H a l  p h  e n , H u  r w i t z und P o i  n - 
c a r h  gebildet het. Diese Untersuchungen werden niclit vorgeftihrt; irn 
Anschlusse an  dieselben sei jedoch die Remerkung gestattet, dass in jener 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Differentialgleichung die unabhangige Variabele J eine rationale Function 
der durch die algebraische Gleichung 

verknüpften Integralquotienten i s t ,  eine Erscheinung, welche Interosse ge- 
miiint, wenn man die allgerneinen Untersuchungen von Herrn F u c h s  (Acta 
Mathem., Rd. 1) über lineare Differentialgleichungen dritter Ordnung , zwi- 
schen deren Iutegralen eine nicht lineare homogene Relation besteht, auf 
den vorliegenden besonderen Fa11 anwendet. I n  diesen Getiankenkreis gehort 
auch das im Buche hergeleitete Itesultat, dass die Covarianten von f ,  Vodul- 
funclionen erster Stufe, d. h. ratioilale Functionen von J sind. Dagegen he- 
ziehen sich die weiteren Retrachtungen insgesamint auf die Zerlegung der 
zu r,6, gehb'rigen endlichen Gruppe in ihre Untergluppen und die Auf- 
stellung der entaprechenden Resolventen. - Wenn wir uns der üblichen 
Terminologie bediencn, so wird in erster Linic die zur Transformation sieben- 
ter Ordnung der elliptischen Functionen gehorige Nultiplicatorgleichung achten 
Grades aufgestellt und die Darstellung ihrer Wurzeln, resp. der Quadrat- 
wurzeln aus densellien durch die vier J a c o b  i'schen A angegeben, welch' 
letztere als homogene Coordinaten eines Punktes im Raume interpretirt 
durch die von ihnen erftillten vier homogenen cubischen Relationen eine 
Raumcurve sechster Ordnuug bestimmen, welche als ,,Kegelspitzencurvei' 
eines Bündels von Flachen zweiter Ordnung erkannt wird. - Dann werden 
die zufolge des G a  1 o i s  'schen Satzes existirenden Resolventen siebenten 
Grades aufgestellt, also Gleichungen siebenten Grades mit einer Gruppe von 
168 Permutationen, wie sie den Gegenstand der hekannten Arbeiten der 
Herren K r o n e c k e r ,  H e r m i t e  u. A. gebildet haben. 

Ein Ausblick auf die Theorie der eindeutigen Functionen, welche durch 
lineare Transformationen ungeiindert bleiben, ftir welche auch wieder eine 
neue Bezeichnungsart vorgeschlagen wird, beschliesst das Buch. 

Der folgende zweite Band sol1 die Transformationstlieorie der ellipti- 
schen Funetionen nebst zahlentheoretischeu Ariwendungen behandeln und 
dürfte sonach eine willkornmene Erganzung des im ersteu Bande gebotenen 
rcichhalt'igen Materials darbieten. 

B e r l i n ,  Marz 1891. SCHLESINGER. 

Oeuvres de Fermat, publiées par les soins de ;\IJ.I. PAUL TANNEBY et 
CHARLES HENRY. Tome 1. Paris,  Gauthier-Villars e t  fils, 1891. 

Irn 16. und 17. Jahrhundert haben sich um die Mathernatik und die 
Naturwissenschaft,en eine Reihe von M'Iannern vcrdient gomncht, deren Be- 
rufsthatigkeit von diesen Wissenschaften ganz abseits lag,  welche denselben 
also uur ihre Musseaeit widmen konnlen. 
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Zu diesen Mannern gehort P e t  r u s d e F e r m a t  (1595 -l665), Raths- 
herr am Parlamente seiner V a t e r ~ t ~ ~ d t  Toulouse, wo er für einen der tlich- 
tigsten Rechtskundigen und einen der gemissenhaftesten Beamten angesehen 
wurde. Seine freie Zeit widmete er dem Studium der klassischen Sprachen 
und der Mathematik, und obwohl bei seinen Lebxeiten nur eine kleine 
Schrift von ihm (De linearuin curvarum cum lineis rectis comparatione) und 
noch d a m  anonym (als Anhang einer Arbeit des Jesuiten L a l o u v  è r e über 
die Cykloide) im Druck erschienen war, hielt man ihn doch wiihrend der 
letzten Jahre seines Lebens allgemein für den ersten Mathematiker in ganz 
Europa. E r  hatte in  allen Theilen der Mathematik mit Erfolg gearbeitet 
und seine Resultate rnlindlich und brieflich mitgetheilt; er hatte mit an-  
deren Gelehrten, so mit C a r t  e s i u  s ,  wichtige Controversen gehabt und, 
nach der Sitte der Zeit, die Mathematiker anderer Volker, besonders die 
Englander, durch Stellung schwieriger Aufgaben herausgefordert. 

Fiinf Jahre nach F e r  m a t ' s  Todc (1 670) veranstaltcte sein Sohn S a m  u e 1 
P e r m  a t  eine neue Ausgabe des Diophant. Dieser von seinen Landsleuten 
nicht verstaudene grosse Mathematiker, der Erfinder der Algehra, ist im 
Grunde genommcn erst von F e r m a t  fortgesctzt worden. Zwar hatten ihn 
schon die Araber eifrig studirt;  es war ihnen auch gelungen, ein wenig 
über D i o p  h a n  t hinauszugehen ; aber dieser Fortschritt war ein sehr gering- 
fügiger, und die Schriften der Araber geriethen , wie D i o p  h a n  t selbst, 
bald in Vergessenheit, in der sie einige Jahrhunderte hindurch blieben. Ers t  
gegen Ende des 16. Jahrhiinderts fing man wieder a n ,  sich mit D i o p  h a n  t 
zu beschaftigen. B o m b e l l i ,  X y l a n d e r ,  V i e t a ,  S t e v i n ,  B i l l y ,  B a c h e t  
u. A. studirten ihn eifrig. Auf den Rand eines - leider nicht mehr vor- 
handenen - Exemplars der B a  c h  e t'schen Ausgabe hatte nun F e  r m a t 
kurze Anmeikungen geschrieben, welche theila Verallgemejnerungen oder 
andere Losungen der Aufgaben D i  o p  h a n  t 's , theils neue schwierigere Auf- 
gaben euthalten , theils auch SLtze der Zahlentheorie aussprech~n,  welche 
- ohne Reweis gegeben - die Mathematiker bis in dieses Jahrhiindert 
hinein beschaftigt haben und zum Theil noch nicht ganx erledigt siiid. 
Diese Anmerkungen verleihen der Y e r  m a  t'schen Ausgabe des Uiophant 
einen besonderen Werth ; was Correctheit des Textes betrifft, so ist bekannt- 
lich die B a c  h e t  'sche Ausgabe bei Weitem die bessere. 

Zweitens geb S a m u e l  F e r m a t  1679 unter dem Tite1 ,,Varia opera 
mathematicau die mathematischen Arbeiten und diejenigen Briefe seines 
Vaters heraus, von denen er sich treuo Copien verschaffen konnte. Von 
diesem Huche haben K. Priedlander u. Sohn in Berlin 1861 durch Heliotypie 
einen Neudruck hergeatellt. 

Beide Büclier siud nun im Laufe der Zeit recht selten geworden. Es 
ist aber Pfliclit eines Volkes, dafür zu sorgen, dass die Werke seiner her- 
vorïagenden Geister nicht verschwinden oder durch ihre Seltenheit s ~ h r  
tbeuer und somit für die Triiger der Wissenschaft unzugiinglich werden. 
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Von dieser E r w Q i n g  ausgehend, hatten schon 1843 die franztisischen Kam- 
mern auf Antrag der Eegierung beschlossen, eiue neue, vollst~ndige Ausgabe 
der Werke F e r m  a t  's zu veraustalten. Mit der Ausftîhrung dieses Beschlusses 
war 1844 G. L i  b r i  beauftragt worden. Die unliebsamen V o r g h g e ,  die 
mit dern Namen L i  b r i  verkntipft sind , vereitelten die Sache, die erst 1879 
durch C h a r l e s  H e n r y  wieder in Flu'ss gebracht wurde. 1881 stellte der 
Fürst B a l d a s s a r e  B o n c o m p a g n i  in Rom, dem wir auch die scli6ne 
Ausgabe der Schriften des L e o n a r d o  P i s a n o  verdanken, ewei in seinen 
Resitï. ubergegangene Manuscripte F e r m a  t ' s  zur Verfügung, die zu den 
von L i b r i  erworbenen gebort hatten. Die Ordnung des Materials konnte 
aber nicht abgeschlosuen werden, so lange man hoffen durfte, unter den 
von I ~ i b r i  nach England gebrachten Büchern ivcitere Ausbeute zu finden. 
Diese Hoffnung he t  sich nicht erfüllt, und 90 stand der Vollendung der 
neuen Ausgabe Nichts mebr im Wege. Um einen rnoglichst correcten Textw 
zu geben (ich habe nur einen Fehler bemerkt, der aus der alten in die 
neue Ausgabe übergegangen ist: S.  325 Z. 3 muss g N  + 1 - 22' Q gelesen 

8 
werden), ist  dau gcsammte gedruckte und handschriftliclie Naterial auf das, 
Sorgfàltigste geprüft worden. Der Sarnmlung und Ordnung der Documente 
hat sich Herr C h a r l e s  H e n r y  gewidinet; die Revision des Textes und 
die Abfassung der - auf besonderen Wunsch der Commission - moglichst 
kureen Noteu ist Herrn P a u  1 T a n n e r  y Iibertrageu worden, welcher liber 
dieser neuen Arbeit hoffent,lich die versprochene Textausgabe des D i o -  
p h a n t  nicht vergossen wird. . 

Das Werk ,  von welcheru jetzt der erste Band in sçhiher Ausstattung 
vorliegt, a i r d  ans drei Banden bestehen. Der zweite Rand sol1 die ge- 
sammte Correspondenz F e r  m a t ' s  in chronologischer Reihenfolge gcben, 
sowohl die Briefe, welche F e  ï m a t  geschrieben , als auch diejenigen , welche 
er erhalten bat. Der dritte Baud wird mehr\ein Erg%nzungsband sein. Er  
sol1 il. A. eine franz6eische Uebersetzung der lateinisch geschriebcnen Ar- 
beiten F e r m  a t ' ~ ,  des Commercium epistolicum von Wallis und der in der 
F e r m a  t'schen Uiophant -Ausgabe abgedruckten Arbeit von J a c o b  d e  
H i l l  y enthalten, in welcher dieser eine Zusammenstellung alles Dessen giebt, 
was F e r m a t  ihm brieflich über die doppelten und dreifachen Gleichungen 
rnitgetheilt hat. 

Der erste Band entbalt aiisser den in den Varia Opera abgedruckten 
noch einige Arbeiten F e r m a t ' s ,  die theils jetzt zum ersten Male veioffent- 
licht werden, theilv aus P a s c a l ' s  Werken, in die sie unter Angabe des 
Ursprungs aufgenomrneii waren , herrühren. Die Heransgeher haben die 
Beihenfolge, in welcher die Arbciten in  den Varia Opera stehen, nicht bei- 
Lehalteu , sondern dieselben nacli folgenden Gesichtspunkten geordnet : 

De,n Anfang rnachen P e r m  a t's Arbeiten tiber Geometrie , behandelt im 
Sinne der Alten. Es folgt dann die wichtige Schrift: Ad locos planos et 
solidos isagoge, welche dis Elemente der neiieren tlnalytisehen Geometrie 
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und bevonders eine Discussion der allgemeinen Gleichung zweiten Grades 
mit zwei Unbekannten giebt ,  uud welche, wie wir durch eine Anmerkung 
der Herausgeber erfahren, vor dern Erscheinen der Geometrie von C a r t e  - 
s i u s  abgefasst und mitgetheilt worden ist. Hieran schliesst sich die jetzt 
num ersten Male veroffentlichte Schrift: Isagoge ad locos ad superficiem, 
welche den ersten bekannten Versnch iiber die allgemeine Theorie der Ober- 
fiachen zweiten Grades enthalt. Weiter giebt der erste Band die auf die 
Theorie der Maxima und Minima und der Tangenten bezüglichen Arbeiten, 
au€ Grund welclier F e r m a t  von L a p l a c e ,  ' L a g r a n g e  u. A .  für  den 
eigentlichen Erfinder der Diffcrentialrechnung gehalten wird. In dieaem 
Absühnitte finden wir auch F e r  rn a t  's Erorterungeii über die Brechurig des 
Lichtes, die auf dem Gedanken beruhen, die Natur befolge bei dem Port- 
plianzcn der Eewegung eine Art Gesetz der Minima, wodurch F e r  m a t .  zutn 
Urheber desjenigen Princips geworden i s t ,  welches man gewohnlich als das 
der geringsten Wirkung bezeichnet. Darauf folgen die auf die Theorie der 
Glcichungen, speciell auf die Elimination bezliglichen Arbeiten, dann dic- 
jenigen, welche die Quadratur von Curven zum Gegenstande haben und die 
Keime d,er Integralreclinung enthalten. Den Schluss bilden die schon be- 
sprochenen Anmerkungen zu D i O p h a n t  , denen das zum Veratiindniss Aller- 
nothwendigste beigeftigt ist. Von besonderern Interesse dürfte darin eine 
Note des Herrn T a n n e r y  sein, welche eine bisher allgemein nicht ver- 
standene Bemerkung F e r m a  t ' s  verstandlich maclit. Darnach hat F e r m a t  
den Begriff ,,Saule einer Polygonalzahlu gebildet. E r  versteht darunter dalj 

Prodnct aus rn in die nte Polygona1~ah1, so dass die Siiulen der Viereekzahlen 
mit, den Cubikzahlen identisch sind. Wie nun aus der Reille der ungeraden 
Zahlen durch Additionen sic11 die Cubikzahlen bilden lassen : 3 + 5 = y', 
7 + 9 + 11  = u. S. W . ,  so geht ails der aritlinietischen Reihe 

1 ,  a - 1 ,  2a -3 ,  3 a - 5 ,  ... 
die Beihe der Saulen der a-Eckzahlen 

1, a ,  3 a - 3 ,  6 a - 8 ,  ... 
hervor. E s  ist ntimlich, wenn sllgîmein Pk die $90 a-Eckxahl und AA die 
kte Dreieclizahl bezeichnet , 

(a-1) + (L'a-3) - ( a - 4 ) d ,  = 2P,, 
( 3 a - 5 )  + ( 4 a - 7 )  + ( 5 a - 9 ) - ( a - 4 ) d , =  3 P 3 ,  
, . , . . . . . . . . .  . . . . . . . . .  

Von den Reigaben, welche der erste Band bringt, seien niir zmei lier- 
vorgehohen : ein schones Portrait F e r m a t ' s  , welches nach dem de:. Origi- 
nalausgabe der Varia Opera beigefügten gestocheu und auch in vergrossertein 
hlaassstabe erhiiltlich i s t ,  und zweitens ein Facsiniile der Haidsclirift F e r -  
in a t ' s ,  welches, wie die Herausgeber hoffen, zur Auffindung von Büçhern aus 
P e r rn a t ' s  Bibliothek, der seine Notizen immer nur auf den Rand seiner Uticlier 
schrieb, führen wird. M6ge diese Eioffnung iu reiclieui &Iaasse sich erfiilleu. 

F r a n k f u r t  a. M., 22. April 1891. Cf. WERTHEIY. 
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Rechenbuch für G ymnasien, Realgymnasien , Ober - Realschulen , Realschulen, 

hi5here Bürgerschulen, Seminare etc. Von Prof. HARMS und Prof. 
Dr. KALLIUS. 15. Auflage. Oldenburg 1890. Preis Mk. 2,25. 

Es liegt uns die 15. Auflage des bekannten liechenbuches vor, auf 
dessen vortreffliche Eigenschaften an dieser Stelle noch einmal hingewiesen 
werden mag. Als ein entschiedener Vorzug des Buches ist zu betoiien, dass 
es nur Aufgaben enthLlt, deren Losung auf jeder neuen Stufe durch wenige 
hestimmte Fragen angedeutet wird; es sol1 also nicht gleichzeitig Lehrbuch 
sein, und andcrerseits macht es ein solches durchaus tiberflüssig. 

Ebenso kann Referent es nur billigen, wenn die Verfasser den Rechen- 
unterricht als eine Vorstufe der Arithmetik auffassen, wenn der Schüler 
daher schon beim Anfangsuntcrricht z. B. in des Verstiindniss der Klammern 
eingeführt und ihm schon a n  dieser Stelle der Begriff der Potenz klar ge- 
macht wird, und wenn des Weiteren schon in der Quarts das Denken in 
Gleichungen zur Geltung gebracht wird, ein Verfahren, wozo ja aiich der 
geometrische Unterricht hindriingt, welcher der Aritlimetik vielfacli bedmf. 
IZerr Prof. K a l l i u s  hat  die Grundgedanken, welche bei Abfassung des 
Buches leitend gewesen sind, wenigstens soweit sie den Unterricht bis 7ur 
Sexta betreffen, in einer besonderen beachtenswerthen Schrift ,Die vier 
Species in ganzen Zahlen u. S. W.' ausführlich dargelegt. 

Die 15. Auflage unterscheidet sich, wie die beiden vorigen, nur darin 
von der zwolften, davs in einem Anhange die Neunerprobe Aufnahme ge- 
funden hat. Dr. E .  JAHNKE. 

Die vier  Species in ganzen Zahlen  (2. ,4ufl.) und das  Münz-, Mass- und 
Gewichtssystem i m  Rechenunterr icht  (4. Aufl.), von Prof. Dr. KAL- 
LIUS. Oldenburg 1881). Preis Mk. 1,20. 

Der Verfasser setzt hier die Ergebnisse einer langeren Erfahrung des 
Naheren auseinander, welche dem von ihm im Verein mit Herrn Prof. 
H a r  m s heraiiegegebenen, jetzt in  der 15. Auflage erschienenen bekannten 
Rechenhuche zu Grunde gelegt worden sind, soweit der Unterricht bis zur 
Sexta in  Betracht kommt. Nur einige von den Vorschliigen seien hier her. 
vorgehoben. Bei der schriftlichen Subtraction wird das Aufwartseahlsn an- 
gcwendet, weil dadurch Fehler im Subtrahiren eher vermieden werden und 
sich daraus auch sonst manche Iiechenvortheile ergeben, wie derjenige, dass 
bei der Division die Theilproducte nicht hingeschrieben zu werden brauchen. 
Bei der Multiplication wird - im Hinblick auf die abgektirztc Multiplica- 
tion - von Anfang an mit der hochsten Ziffer des Multiplicators begonnen 
und jede Ziffer in die ihrer Stellennummer entsprechende Stelle eingerückt, 
eine Darstcllni.ig, die geeignet i s t ,  das Rechnen mit decimalen Zahlen oor- 
zubereiten. Was die Verwendung des Münz-, RIaass- und Gewichtssytems 
im Rechenunterricht anbelangt, so verlangt der Verfasser mit Recht, dass 
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man dem Schiiler nicht mehr Bezeichnungen vorführen solle, als solche im 
praktischen Leben auftreten. Wenn Referent etwas hinzufügen dllrfte , so 
ware es der Wunsch, dass auf Grund der K a l l i u  s'scben Vorschlage in  den 
beim elementaren Rechenunterrichte anzuwendenden Verfahrungsweisen end- 
lich einmal eine gewisse Uebereinstimmung erzielt werden mochte. 

Dr. E. JAHNKE. 

Arithmetische Aufgaben nebst Lehrbnch der  Arithmetik für hobere Rür- 
gerschulen , Realschulen , Progymnasien und Realproggmnasien , von 
Dr. E. BARDEY. 6.  Auflage. Leipzig 1890. Preis M. 2. 

,,Arithmetische AufgabenU und nicht ,Aufgaben - Sarnrn l i~ng~ lautet im 
Gegeneatz au der grosseren, für Gymnasien, Realgymnasien und Oberreal- 
schulen bestimmten Aufgaben - Sammlung der Tite1 dieses Buches, womit 
der Verfasser andeuten will, dass die hier aufgestellten Aufgaben mit wenigen, 
selbstverst~ndlichen Ausnahmen von ihrn herrühren. Ein weiterer wesent- 
licher ~n te rsch ied '  zwischen den beiden Büchern liegt dar in,  dass in dem 
vorliegenden den Aufgaben eines jeden Abschnittes eine Tbeorie voran- 
geschickt ist. ,,Die Theorie bildet, eoweit die Aufgaben reichen, ein voll- 
standiges Lehrbuch der Arithmetik und sol1 ein besonderes Lehrbuch über- 
flüssig m a ~ h e n . ~  Es muss anerkannt werden, dass die theoretische Behand- 
lung manches Gelungene bietet. Der Verfasser hat  sich bemüht, die An- 
fangsgründe der allgemeinen Arithmetik in anregender Weise darzustellen : 
dei. Gang der Theorie ist  einmal so eingerichtet, dass der Schüler schon 
nach wenigen Stunden Gelegenheit zu geeigneter Selbstthiitigkeit findet; an- 
dererseits wird der Schüler angeleitet, seine im Rechnen mit gemfihnlichen 
Zahlen erworbenen Kenntnisse bei der allgemeinen Arithmetik zur Anwen- 
dung zu bringen. Vielleicht dürfte es sich empfehlen, diesen zweiten 
Gesichtspunkt, das Numerische bel der Begründung der allgemeinen Arith- 
metik heranzuzichcn und cin allzuetarkes Buchstabcnanh&ufen zu vermeiden, 
noch starker zu betonen. Indessen leiden die theoretischeu Erorterungen 
(vergl. besonders die Abschnitte über die negativen, die gebrochenen und 
die imaginaren Zahlen), wie der Verfasser selbst schon bemcrkt hat ,  an 
einem Mangel. Bei der Einführung in die Aritlirnetik muss das Postulat 
an die Spitze gastellt werden, dass eine Erweiteriing des bekannten Zablen- 
gebietes nur dann statthaft i s t ,  falls die neuen Gebilde gleichwie Zahlen 
gebraucht werden k h n e n ,  d. h. falls sie den nanilichen oder wenigstens den 
Hanptregeln unterworfen sind, die für den natürlichen Zahlenbereich Giltig- 
keit haben. Zur Begründung dieser Forderung genügt es, zwei Gesicbts- 
punkte anzuführen: einmnl werden dadurch die grundlegenden Operationen 
zu allgemeingiltigen erhoben, und zweitens bilden die neuen Gcbilde nur 
dann eine fruchtbare Erweiterung des Zahlenbereiches , falls das Postulat 
erfüllt ist. Dieser Forderung ist jedoch der Verfasser nicht gerecht 
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geworden. Was seine Stellung zu deu irrationalen Grossen anbetrifft, so 
wird deren Existenz derselben zugelassen, ohne dass eine hinreichende 
B e g r h d u n g  des Irrationalen versiicht würde. Soweit die Aufgabensamm- 
Iung in Betracht kommt, ist die Trefflichkeit des Buchcs bekannt; es bietet 
eine Ftille von Aufgaben aus den verschiedenen Zweigen des Unteirichts; 
auch Sind die Aufgaben dieser Sammlung, von wenigen abgesehen, der 
grossercn Sammlung nicht entlchnt,  was manchem der Herren Fachgenossen 
willkommen sein dtirfte, weshalb noch einmal dürauf hingewiesen sein soll. 

Dr. E. JAHNKE. 

Die ffrnndlagen der Arithmetik un te r  Einführung formaler Zahlbegriffe, 
von Prof. Dr. O. REICHEL, Berlin. Theil 1 : Xatürliche, algebraische, 

- gehrocliene Zahlen. 1886. Theil II : Die irrationalen Zahlen. 1890. 
I n  seinen Vorlesungen zur EinfUhrung in die Theorie der analytischen 

Functionen pflegte Herr Wei  e r s  t r  a s s  eine arithmetische Einleitung zu 

gebcn, wo er sich fur die Definition der in  den indiEecten Operationcn 
wurzelnden Zahlen auf den formalen Standpiinkt stellte, so dass bei der 
Einftihrung der negativen , der gebrochenen , der irrationalen und der imagi- 
niiren Zahlformen die Regriffe des Gleichscins, des Addircns u, B. W. beson- 
ders featgesetzt werden muusten. Uei dieser Erweiterung des bek~nnte~i  
Zalilgebietes wurde die Porderung erhoben, dass die neuen Zahlgebilde den. 
selben Hauptgesetzen unterlagen, welche für den natlirlichen Zahlbereich 
Giltigkeit haben. Erst nachdem sich herausgestellt hatte, dass die fuuda- 
mcntalen Rechnungsvorschriften auch ftir aie noch bestehen bleiben, wurde 
die Bezeichnung ,Zahlu auch aof sie ausgedehnt. Hiei'mit ist auch die 
Auffassung gekennzeichnet , welche diesem ,, Hlllfsbiich fur den Unterricht" 
zu Grunde liegt. Wie der Verfasser diesen Grundgedanken im Einzelnen 
weiter ausgeftihrt ha t ,  wollen wir an dem Beispiel der negativen Zahlen 
erlautern. Aufgestellt sei eine Zahlverbindung von der Form 5 - 7, welche 
dem Uegriffe des Subtrahirens zufolge keine Zahl im bisherigen Sinne dar- 
stellt; sie sagt nur  noch B U S ,  ,,eine gewisse, wenn auch unlosbare Auf- 
gabe habe doch gestellt werden dürfen", wie die Ausdr\icksweise des Vcr- 
fassers lautet. W e m  man gleiühwohl, flihrt der Verfasser fort,  Dif- 
ferenzzeichen wie das genannte beibehalten hat ,  so reicht deren Bedeu- 
tung RIS blosse Zcichenvcreinigungen für die Arithmetik vollig aus, falls 
der Gebrauch , welcher von denselben gernacht werden soll, durch besondere 
Festsetzungen ers t  erklart wird. Und in der That  ist es zur Begründung 
der  negat,iven Zahlformen vom rein wissenschaftlichen Standpunkte aus nicht 
nothig, zu Begriffen wie Schulden und Vermogen, VorwLrts- und Rtick- 
wartsbewegung und Lhnlichen seine ZuRucht zu nehmen. Andererseits 
scheint es dem Referenten keinem Zweirel zii iinterliegen, dass der PLda- 
goge der letztcren Auffassung den T70rzug gchen wird, wohingegen die 
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erstere, die eigentlich wissenschaftliche erst einem Schtiler zugemuthet werden 
dürfte , der die Grundlagen der Arithmetik schon kennen gelernt hat. Eher 
am Platze scheint dem Referenten dagegan die entsprechend lautende wissen- 
schaftliche Erklfirung flir die gebrochenen Zahlen, welche der ZGgling ails 
zahlrejchen Ueispieleri des alltaglichen Lebens schon in frUheren Classen 
kennen gelernt hat. Was des Verfassers Regriindimg des Irrationalen an- 
betrifft, so lassen sich dagegen, wie dem Referenten scheint, dieselben Be- 
denken erheben, wie sie von Herrn I l l i g e n s  (im 33. Bande der Mathe- 
inatischen Annalen) gegen die bezliglichen W e i e r s t r a s s  - C a n  t O r 'schen 
Çntersuchungen geltend gemaclit worden sind. Vielleicht dürfte es sich auch 
fur die Padagogen empfehlen, riacli dem Vorgange von Herrn K r o n e c k e r  
irrationale Zahlen, welche ja  nie, weil immer nur naherungsweise gegeben 
sind, überhaupt nicht einzuflihren; im Grundc genommen ereetzt man doch 
stets die sogenannten irrationalen Zahlen, sobald sie angegeben werden 
sollen, durch rationale Werthe. - Was die Bezeichnungsweise anbelangt , so 
benutzt der Verfasscr die Bczeichnungen ,, GrenzclL und ,, Function ", welche 
er in den Unterricht eingeflihrt wissen will. Ueber die Renutzung des 
13uches hat sic11 der Verfasser dahin ausgesprochen, dass der Lehrer beim 
crston Unterricht nicht ctwa die einzelncn P a r ~ g r a p h c n  Zeile ftir Zeile mit 
den Scliülern durchgehen dürfe, vielmehr mGglichst von Beispielen, wie sie 
sicli zahlreich eingestreut finden, aiisgehen und an diesen das Durchzuneli- 
mcnde erklaren ~ d c r  durch Frngen von den Schlilern selbst entwickeln lnsscii 
iritisse, wobei es nicht etwa als erforderlicli oder auch niir als rathsam tiin- 
gestellt wird,  mit der Classe die sammtlichen Beweise dnrchzugehen. 

Das in zwei Theilen crschicncne Buch bchandelt seincn Stoff in knapper 
Form auf wenigen Bogen und zeugt von einern grossen E'leisse des Ver- 
fassers. Wenn sich auch Referent in  ma.ncher Hinsicht mit dernselben nicht 
einvcratanden erklkiren kann, so m6chtc er es doch den Fachgenossen 
wenigstens als HUlfsbuch flir den Unterricht zur Beachtung empfohlen habeii. 

Ein dritier Theil, die complexen Zahlen behandclnd, sol1 biiinen Rurzem 
naclifolgen. Dr. E. JAHNKE. 

Ueber ternare Formen mit l inearen Transformationen in eich eelbst, 
Inaugural - Dissertation vou P. MUTH. Giesseu 1890. 

Es ist bekannt, dass eine Curvc dritter Ordnung im Allgerneineu 18 
lineare Transformationen in sich selbst besitzt. Diese Zalil kann sich in 
einzelnen FWen noch erhohen. Unter diesem Gesichtspunkte betrachtet der 
Verfasscr den besondern Fnll eincr aquianliarmonischen und einer harmo- 
nischen Curve dritter Ordnung und sucht von hier aus theils schon bekaiinte 
Satze am der Theorie der Curven dritter Ordnung zn rerificiren, theils 
neue Wahrheiten zu gewinnen. Bei der erstgenannten Curve eigiebt sich 
die Anzalil der in Rede stehenden Transforniationen gleich 54. F a r  das 

l ï  * 
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weitere Studium derselben bedient sich der Verfasser der Parameterdarstel- 
lung, er kann dann die stimmtlichen Sransformationen in drei Gruppen zu- 
sammenfassen, die sich bei weiterer Untersuchung theils als involutorisch, 
theils als cyklisch dritten odcr sechstcn Grades herausstcllen. Ein von Herrn 
L i n d e m  a n n  gegebener Satz wird zu folgendem erweitert: Jede der vier 
fiquianharmonischen Curven des syzygetischen Büschels wird von der zu- 
gehorigen Combinante in sechs Dreiecken geschnitten, welche sowohl der bc- 
treffenden Curve , als aucli der Combinante ein - und zugleich umgeschrieben 
sind. Die 18 Schnittpunkte liegen zu je drei auf 18 Geraden, welche zu 
je sechs d~irch die drei Eckpunkte des Dreiecks geben, in welches die 
H e s s  e'sche Curve der betreffenden aquianharmonischen Curve zerfiillt. 
Ebenso uatersucht der Verfasser die harmonische Curve dritter Ordniiug 
und findet, auf demselben Wege 36 lineare Transformationen, welche 
sie in aich überführen; 18 von diesen sind cyklisch vierteil Grades. Es 
ergiebt sich hierbei eine correctere Form für einen in C 1 e b s c h - L i n  d e - 
m a l i n ' s  Vorlesungen über Geometrie angegebenen Gatx, die sa lautet: nie  
Combinante des syzygetischen Büschels beiührt jede der sechs haimonischen 
Curven in rieun Punkten, deren jeder einen Wendepunkt zum Tangential- 
punkt hat. Wiihrend bisher nur die einzelne aquiaiiharrnonische oder har- 
monische Curve in Botritcht gezogen wurde, unterwirft der Verfasser nun- 
mehr das Verhalten der Curven des syzygetischen Büscbels, d. h. der Gruppe 
der vier aquianharmonischen und der Grlippe der sechs harmonischen Curven 
gegentiber den Transformationen der obcn genannten Gruppcn eincr bcson- 
deren Betrachtung. Es gelingt ihm auf diesem Wege ohne Rechnung die 
Zalil der linearen Transformationen der Combinanten des syzygetischen 
Rüschcls in sich zu bcstimmen; dieselbo ergiebt sich gleich 216. Als An- 
wendung rlieser Cntersuchungen wird gezeigt, wie die genaue Kenntniss der 
linearen Transformationen einer Curve in sich auf h6chst einfachem Wege eine 
geometrische Untersuchung derselbcn gestattet. Der Verfasser wahlt als Bei- 
ypiel die schon rnehrfach genannte Combinante und leitet ftir sie dss  Re- 
sultat a b :  Ihre 108 Doppeltangenten schneiden sich zu je zw6lf in den neun 
Wendepunkten und ihre 72 Tripeltangenten gelien zu je sechs durcli die 
zwolf Ecken der vier Wendepunktsdieiecke der Curre dritter Ordniing, von 
welcher die Combinante abhtingt. Ankntipfend an die trilineare Collinea- 
tion, welche bei der Untersuchung der aquianharmonischen Curve aufgetreten 
i d ,  gelit der Verfasser auf dieselbe nalier ein und entwickelt sodann die 
hierbei gewonnenen Resultate auch auf algebraischem Wege. 

Die Arbeit,, aus welcher man einen Auszug in den Mathematischen 
Annalen, I W J ,  Cd. 33 abgedruckt fiudet, ist als ein sch%tzenswertlier Bei- 
trag zur Sheorie der Curven dritter Ordnung anzusehen. 

Dr. E. JAHNKE. 
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Ueber Differentialgleichungen, welche durch doppeltperiodische FWC- 
tionen zweiter Qattung erftillt werden. Von P. B ~ N O I T .  Pro- 
grammabhandlung des Dorotheenstldtischen Realgymnasiums zu Berlin, 
1891. 

Herr P i c a r d  hat  bewiesen, dass eino linearc Difforentialgleichung 
mte* Ordnung, deren Coefficienten doppeltperiodische Functionen erster Art; 
und deren Integrale eindeutig sind, stets doppeltperiodische Functionen 
zweiter Art zu Integralen hat. Die explicite Darstellung der Inlegralfunc- 
tionen war schon von den Herren H e r  m i t e und F u c h s  für gewisse Ftille, 
speciell für den Fa11 ?la = 2 bei einer Differentialgleichung geleistet worden, 
auf die L a m é  zuerst kam,  ohne sie für allgemeine Werthe der Constanten 
integriren zu konnen. Von dieser Differentialgleichung geht der Verfasser aus. 
Wird cach H a l p h e n ' s  Vorgang die J a c o  bi'sche Bezeichnungsweise durch 
die W e i e r s t r a s s  'fiche ersetzt, so tritt  aiif der rechten Seite eine lineare 
Function der p - Function als Factor auf. Der Verfasser beirachtet nun eine 
etwas allgemeinere Differeiltialgleich~ing: sie unterscheidet sich von der 
L a m  k'schen dadurch, dass jener Factor der rechten Seite eine allgemei- 
nere doppeltperiodische Function erster Art darstellt, eine solche n&m- 
lich, die zwar aueh nur eine wesentlich singuliire Stelle im Unendlichen 
besitzt, die aber durch G-Quotimten, p u ,  p'u und darstellbar ist. F ü r  
die Integration dieser Differentialgleichuug geht der Verfasser nach Ein- 
führung der H e r m  i t e'schen Substitution von der Darstellung eiuer doppelt- 
periodischen Function erster Art aus,  welche der Zerlegung der rationalen 
Functionen in Païtialbrüche entspricht, und gewinnt vermittelst des Ad- 
ditionstheorems behurs Bestimmung der Unbekaunteo eine lineare Differen- 
tiitlgleichung vierter Ordnung, von der bekannt k t ,  dass ihr eine ganze 
rationale Function genügt, ein Verfahren, das von dem verschieden ist, 
welches Herr H e r m i t e  in seinen Applications angewendet hat. Als eiu 
Integral ergiebt sich die von Herrn H e r m i t e  a. a. O. p. 7 F (x) genannte 
Function. Die hier behandelte Differentialgleichung ist ein besonderer Fa11 
der von Herrn F u c h s  untersuchteu. 

Die Fiille, wo die p-Function in die Exponentialfnnction und in die 
trigonometrische Function ühergeht , finden ihre besondere Erledipung. 

Dr. E. JAENKE. 
- - 

Lehrbuch der  angewandten Potentialtheorie, beaïbeitet nach System Kleyer 
von Dr. HOVESTADT. RLEYER'S Encyklopiidie der gesammten mathem., 
techn. u. exacten Naturwissenschaften. Stuttgart 1890. Preis M. 7. 

Ueber die Potentialtheorie btisitzen wir eine Iteihe ausge~eichneter Be- 
arbeitungen, welche nihht nur die Bedeutung des Potentialbegriffes für die 
Mathematik, auf deren Boden dersellie entstmdeu is t ,  darlegei,  sondern 
sich a ~ c h  mit den verschiedeneu Anwendungen beschiiftigen, die dersellie 
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in  der fheoretischen Physik, besonders in dem Abschnitte der elektrischen 
Erscheinungen gefunden hat. Es lassen sich eben die fundamentalen Satze, 
welche die Mathematik Uber das Potential aufgestellt ha t ,  in  die Sprache 
der physikalischen Mechanik ttbersetzen. Es ist niin sehr wohl denkbar, 
eine Darstellung der ~ngewandten Potentialtheorie zu geben, welche von 
den abstracten Begriffcn der Mathematik absieht, uni die in Rede stehenden 
Anwendungen auch dern verstiindlich zu niachen, welchem eine Kenntniss 
der hoheren Matheniatik abgeht. Diesen Versuch hat der Verfasser unter- 
nommen nach einer Methode, die ihren Stoff in Form von Erkltirungen, 
Frage und Antwort vorführt; jedem Abschnitte sind erlauternde Beispiele, 
sowie Uebungsaufgaben angehhgt .  Die Elektrostatik wird besonders ein- 
gehend behandelt. Nachdem die Regriffe des Kraftfeldes und Potentials an 
der Gravitation der Erde erlkitert worden sind, werden die verschiedenen 
Maasse aufgestellt, mit denen mari Elektricitatsmengen misst, und sodann jene 
Begriffe für 1, 2 und schliesslich n elektrischo Puukte, weiter für eine iso- 
l i r te ,  leitende, mit Elektricitkit gcladene Kugel (mit Anwendung auf den 
Erdkorper) und auch fur ein eliensolches Ellipsoid erklart. Es folgen Ab- 
sclinitte liber die Anordnung der Elektricitat auf einem isolirten leitenden 
Ellipsoid, desgloichen auf leitenden Korpcrn, deren Form sich au3 den 
Rottttionsellipsoiden ableiten lasst. Auch die Wirkung ivolirter Elektricittits- 
mengen, die sich in einem Hohlranme innerhalb eines leitenden Ktirpers 
befinden, wird cingehend dargestellt, ebenso dio Wirkung zwischen zwei 
leitenden Kugeln, von denen sich jede im Icraftfelde der andern befindet. 
Weitere Abschnitte sind den Condensatoren und der Llestimmung von Po- 
teiitialwerthen durch Elektrorneter und durch die Schlagweite des elektri- 
schen Funkens gewidmet. Den Schluss bilden Abschnitte tiber Berührungs- 
elektricitat, den elektrischen Strom und dns elektromagnetische Kraftfeld. 
Der Anhang A ,  wo alle mitgetheilten Formeln zusammengestellt sind, ist 
rccht brauchbar. Die eigentliche Darstollung ist durchaus elementar gehaltcn, 
k i t t e  aber strengere Entwicklungen geben konnen. 

Das Buch ist besonders denen zu empfehlen, welche sicli auf miiglichst 
elementarem Wege mit den Ergebnissen der Potentialtheorie rasch bekannt 
machen wollen. Dr. E. JAHNKE. 

Ueber den Satz von der  Winkeleumme im Dreieck. Von W. FR. S C H ~ L E R ,  
Kgl. Heallehrer. - Programm zu dem Jahresberichte der Kgl. Real- 
schiile in  Ansbach pro 1889/90. Ansbach 1891, Driick und Verlag 
von C. Brügel u. Sohn. IV, 50 S. 

Verfasser will das elfte Axiom E u k 1 id 's  begeisen und stUtzt sich 
ùabei angeblich nnr au€  die beiden Axiome, dass es tiberbaupt gleiche 
Strecken giebt und dass man eine Strecke durch eine Zahl wiedergeben kann. 
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Die Arbeit zerftillt in  vier Theile: A. Der arithmetische und rtlgebraische 
Theil; B. Die geometrischen Grundgebilde und Grundoperationen; C. Die 
Transversalen der unbegrenzten Ebene; D. Der Satz von der Winkelsumme 
im Dreieck. 

A. behandelt nach einer Definition der linearen mathematischen Grosse 
die lineare Gleichung mit zwei Unbekannten; B. betrachtet die Gerade, das 
Messen von Strecken und deren Verhaltnisse, die Darstellung von Punkten 
durch Zahlen, das Feld, die ebene Fliche, Winkel und Ebene; die Ab- 
sçhnitte C. und D. sollen durch Bechnung die Schwierigkeit tiberwinden, 
die in  dem Uebergang vom Unbegrenzten zum Unendlichen liegt. 

Die Abhandlung, die an verschiedenen Stellen stylistische Bedenken 
erregt, zeiclinet sich weder durch Klarheit, noch durch gute Anordnung 
&us und bietet im Einzelnen viele zweifelhafte Punkte. Ihre  Beweis- 
fuhrung hat uns nicht tiberzeugen k6nnen , noch weniger das eigenthtimliche 
Schlusswort. 

S c h m a l k a l d e n ,  den 11. Mai 1891. Dr. H. SCHOTTEN. 
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335. Sur uiie transcendante reuiaiquable dkcouverte par M. F r e d h o l n i .  M i t t a g  - 

L e f f l e r .  Compt. rend. CX, 627. 
336. Sur l a  fonction exponentielle. S t i e l t j  e s  Compt. rend. CX, 267. 
837. Die En twicke lnn~  der Exnonentiellen in eine uuendliche Factorenf'olee. F r .  - - 

R o g e l .  G& Archi'v 2. R. l x ,  206. 
" 

338. Sur l e  développrinent des fonctions iinplicitcs. F. G on1 es  T e i x  e i r a .  
Journ. math .  Ser. 4,  V, 67. 

339. Zur Theorie der iloppelintegrale expliciter irrationaler Functionen. O. H i e r -  
mar in .  Wien. Akad.-Ber. XCVlII. 840. 

340. Sur la théorie des fonctions al&briques' de deux variables. Eiii. P i c a r d .  
Journ. niath Ser. 4 ,  V, 136. 

341. Sur les fonctions de deux variables à vliisieurs naires de périodes. P. A u i ~ e l l .  . - 
Compt rend. CX, 181. 

3 4 2 .  SurlesfOnctionsp6riodiquesde deux variables. P. A p p  e l  1. Compt rend. CXI, 636. 
Vergl. Abel'sche Functioneri. Ucstiminte Integrale. Rinnmii~lcoefficientcn, 

1)iEerentialgleiehungen. DiEerentia]quotient. Elliptische 1ranscendent.en. 
Forincri. Ciainmafunctionen. HyperelliptiscIie Functionen Integration 
(unbestinirnte). Invariantentlicorie. liettenbrüche. Kugelfurictionen. 
Mannigfaltigkeiten. Maxima uiid Minima. Quaternionen. Iieihen. 
Substitutionen. Thetafunctionen. 

Qammafunctionen. 
943. Sur l e  déveloni~einent de  loo riui. P.J. 8 t i e l t i e  s Journ.matli. Ser.4.V.425. 

. A  ., < , 
Sur l a  formule de Stirlirig pour le produit 1. 2 .  3. . . m .  14. Roi ic l ié .  c o k p t .  

rend. CX, 513. 
Oeodhie. 

Sur l a  détermination d'un poiut. I l a t t .  Coiiipt. rend. CX, 1027. 
Remarque relative à uiie cause de variation des latitudes. IL Rad t tu .  

Compt. rend. CXI, 558. 
Sur le zéro international des altitudes. Ch.  L a l  1 e innnd .  Compt. 

rend. CX, 1323. 
Sur le nivellement géneral de la France. M. LOv y.  Conipt. rend. CX, 1233. 

Vergl. Cartographie. 
Qoometrie (descriptive). 

Note de géométrie descriptive. H. P. d u  M o t e l .  N. ann. math.  Ser. 3, l x ,  46. 
I 

Oeomstrie (hohere) 
Considerazioni comparative intorno a ricerche geometriche recenti. F e l .  

K l e i n .  Annali m;tt. Scr. 2 ,  XVII, 307. 
Sur les figures planes directement eernblables. P. 13. S c h o u t e .  Com1)t. rend. 

CX, 499. - 
Massinin diiriensioiie dei ~ i s t emi  lineari di cicrve pi;ine di dato geriere. 

G.  C a ~ t e l n i i o v o .  Annali mat. Ser. 2, XVII!, 119. - G. J u n g  ibid. 1?8. 
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383. Sur  le  théorème d'Abel e t  quelques unes d e  ses applications à la Géométrie. 
G. H u m b e r t .  Journ. math.  Ser. 4 ,  V, 81 ;  VI ,  233. [Vergl. U d .  XXXIV, 
Nr. 86.1 

354. Tangentenconstruction für  Fusspunktcurven. E d .  J a n i s c h .  Grun. Archiv 2. 
R. I X .  19fi. 

355. Ueber die 'Steiner'schen Mittelpunktscurven. K. B o  b ek .  Wien. Akad.-Ber. 
XCVIiI ,  5 ,  394, 526. 

356. Ueber Dreischaarcurven. K. B o  b e k .  Wien. Akad.-Ber. XCVIII, 141. 
357. Sheorie der cvklischen Proiectivitaten. A d.  A m  e s e d  e r .  Wieu.  Akad.-Ber 

X C V ~ I I ,  h o .  
358. fieber die Doppelpiinkte bei der  projectivischen ebenen Correspondenz. 

S o r s k e n  B r o d é n .  Grun. Archiv 2. R. IX,  226. 
359. Theorje der  Elementen t r i~e l  e i n s t u f i ~ e r  Elementareebilde. B. K l e i n .  Annal. 

mat. Ser. 2 .  XVIIL. i13. 
" 

Zur ~ l i e o r i e  de; Netze 'und Configurationen. K. Z i n d l e r .  Wien. Akad.- 
Ber. XCVLII, 499. 

Çeber gewisse, der  allgemeinen cubiechen Ciirve eingeschriebene Configura- 
tionen. J. d e  V r i e s .  Wicn.  Akad -Ber. XCVIII. 446. 

Ueber gewisse configurationen &f ebenen &ibischen C'urven. J. d e  V r i e s .  
Wien. Akad.  -Ber. XCVIII, 1190. 

Sur  une classe d e  courbes planes,  e t  sur  une surface remarqiiahle d u  qua- 
t r i t h e  ordre. G. H u m b e r t .  Joiirn. math .  Ser. 4 ,  V1, 423. 

Die Quintupellage collinearer Hiume. Ad.  A m  e u e d  e r .  Wien. Akad. -Ber .  
X c v I u ,  583. 

Vcrgl. Elljptischc Transccndcnten 324. Gleichungen 381. Invarianten- 
theorie 406. K i n c m a t i k  Kriirnmung. Mchrdimensionille üeoinctrie. 
Oberfllichen. Oberfiicheu zweiter Ordnung. Topologie. 

Geschichte der Mathematik. 
Sur l'histoire d e  la  balance hydrostatique e t  de quelque# autres appareils et 

proc6dés scientifiques. B e r t h e l o t .  Compt rend. CXI, 935. 
Sur  un mémoire de Liescartes longtemps inédit. D e  J o n q u i è r e s .  Compt. 

rend. C X ,  Zfil, 315, 677. [Vcrgl. Nr. 106 nnd 6.10.) 
The  history of t h e  doctrine of radiant  energy. R a y l e i g h .  Phil. h g .  

Ser. 5 ,  XXVII, 265. 
Notice siIr E d  Phillips. IT. L é a u t é .  Compt rend. CXI ,  IO:+. 
Georges Henri Ilalphen 30. X. 1814 23. V. 1389. Eni .  P i c a r d .  Con~pt. 

rend.  C X ,  489. 
Georges H d p h e n .  C. J o r d a n .  Jouru. math.  Ser. 4 ,  V, 345. 
G~is t .  Ad Hirn 21. VIII. 1815- 14. 1. 1890. M a s  c a r t .  Compt. rend. CX, 115. 
Felice Casorati -f 11. I X .  1890. F. B r i o s c h i .  Annal. math.  Scr. 2 ,  XVIII, 264. 

Gleichnngen. 
Théoreme d e  d'Alembert. E. A m i g i i e s .  X. a m .  math.  Ser. 3 ,  I X ,  116. 
Sur les rncines d'une éqiiation algébrique. A .  C a  y 1 e g .  Compt.rend. CX, l i4 ,?16 .  
Formnle de War ing .  A u r i c .  Y. ann .  inatli. Ser. 3 ,  I X ,  561. 
Sur les équations binomeu. C h .  B i e h l e r .  N. ann .  niath. Ser. 3 ,  lx, 472. 
Iouve l le  méthode de diacumion d e  l 'équation en S. Ch. B r i s s e .  N. m u .  

math .  Ser. 3 ,  IX, 367. 
Sur le théorème de Sturm. B. N i c w e n g l o m s  k i .  N. ann. math.  Ser. 3, IX, 181. 
Sur la  méthode d'approximation de Newton. G .  P o u r e t .  N. aiin. m a t h  

Ser. 3 ,  I X ,  567. 
Sur l'équation modnlaire pour la  transformation de l 'ordre 11. A. C a y l e y .  

Compt. rend. CXI, 447. 
Démonstration e t  applications d'un théorème d e  Liouville sur  l'6liminntion. 

G . I F o u r e t .  N . a n n . m a t h . S e r . 3 , I X , 2 5 8 .  
flésolution électromagnétique des équations. F. I , u  c a  B. Compt. rend. CXI, 965. 
Sur ln. résoliition an to ina tqne  e t  l ' intégration des équations. H. P a r e n t g .  

Compt. rend. CX, 1055. 
Vergl. Hyperelliptische Functionen. 

Giraphische Statik. 
Sur l a  s tat ique graphique des arcs élastiques. He r t r a n d  d e  S o  11 t v i  O 1 a n  t. 

Compt. rend. U X ,  697. 
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H. 
Hydrodynamik. 

585. Ou the oscillations of a rotating liquid Spheroid and the  genesis of the Moon. 
A. E. H. L o v e .  Phil. Mag. Ser. 5 ,  XXVLI, 254. 

386. Sur la théorie dea figures des planètes. 81. H a m y .  Compt. rend. C X ,  124. 
387. Sur l a  théorie générale de l a  figure des planètes. M. H a m y .  Journ. niath. 

Ser. 4 ,  VI, 69. 
388. Ecart entre la surface de la Terre euppos6e fluide et  celle d'un ellipsoïde de  

révolution ayant mêmes axes. 0. C a l l a n d r e a u .  Compt. rend. CX, 993. 
389. Die Euergie der Wogen und des Windes. H. v. H e l m h o l t z .  Berl. Alrad.- 

Ber. 1890, 853. [Vergl. Bd. XXXV, Nr. 654.1 
390. Mémoire sur la propagation du mouvement dans un fluide indéfini. H. H u -  

g o n i o t .  Journ. math.  Ser. 4,  IV,  155. [Vcrgl. Bd. XXXIV,  Nr. 133.1 
391. Theorie du régime permanent graduellement varié qui se produit près de  

l'entrée 4vnseé d'un tube fin. J. Bo i i s s inesq .  Conipt. rend. CX, 
1160, 1238, 1292. 

392. Sur la distribution des pressions et  des vitesses dans l'interieur des nap.; es 
liquides iseiies de déversoirs sans contraction latérale. Baz in .  Compt. 
rend CX, 321. 

393. On the vibrations of an  atmosphere. R a y 1  e i g h .  Phil. Mag. Ser. 5, XXIX,  173. 
394. On two pulsating spheres in a liquid. A .  L. S e lby .  Phil. Mag. Ser. 6,  

XXIX. 113. , ---. 
395. Ueber die Oberflachenspannung einer Flüssigkcit mit kugelformiger Obcr- 

flache, K. Fucha .  Wien. Akad.-Ber. XCVlII, 740. 
396. Directe Ahleitunp einiaer Cavillaritatsfunctionen. K. F uchri. Wien. Akad.- 

Ber. XCVII~-, 196% A 

397. On the  theory of surface forces. R a y l e i g h .  Phil. Mag. Ser. 5, XXX, 285, 456. 

Hyperbel. 
398. Ueber den Schnitt einer Hy crbcl mit einer Geraden. F. R u t h .  Grun. 

Archiv, 2 R., IX, 216. [Bergl. Nr. 122.1 
Vergl. Krümmung 429. 

Hyperpoloid. 
399. Bemerkungen, hetreffend eine Classe von Curven auf deni einschaligen Ro- 

tations -Hyperboloide. Ed. J a n i s e h .  Grun. Archiv 2.  K. I X ,  219. 
400. Ueber einige Formen von Deusimetern, bei welchcn gleichen Dichteninter- 

vallen gleiche Theilstrichdistanxen entspreckien. Ed. J a n i s c h .  Grun. 
Archiv 2. R.  IX,  332.- 

Hyperelliptische Fnnctionen. 
401. Sur la résolution, par leu fonctions hyperelliptiques, de l'gquation du 27"  

degré,  de  laquelle dépend l a  détermination des 27 droites d'une surface 
cubique. F. K l e i n .  Journ. math. Ser. 4 ,  I V ,  169. 

402. Réalisation e t  usage des formes imaginaires en 
N. ann. math. Ser. 3 ,  IX, 6 0 ,  161, 375,  436 ,  

Vergl. Quaternionen. 
Integration (unbeatimmte). 

403. Sur les intégrales pseudoelliptiquee d'Abel. J. 
Ser. 4 ,  VI, 293. 

g60mCtrie. Max .  M a r i e .  
608. 

D o  l b n i a .  Journ. math. 

Invariantentheorie. 
404. I3eweis der Darstellbarkeit irgend eines ganzen invarianten Gebildes einer 

binjlrcn Form ale ganze Function einer gcschlossencn Anxahl solcher 
Gebilde. F. M e r t e n s .  Wien. Akad.-Ber. XCVIlI, 73. 

405. Ueber invariante Gebilde quaternarer Formen. F. M e r t e n s  Wien. Akad.- 
Ber. XCVIII. 691 

406.  Zur ~nrariantentheorié der Liniengeometrie E m. W a e  1 s ch. Wieu. Akad.- 
Ber. XCVIII, 1528. 

Vergl. Differentialgleichungen 286,  287. 
HistLlit. Alith. d. Z t ~ c l i r  f'. Math. n. Phys. -VI, G. 18 
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K. 
K~gelschnitte. 

407. Ueber das allgemeine circulare Polarsystem. T h e o d .  Meyer .  Grun. Archiv 
2. B. IX, 18. 

408, ktiide géométrique des propriét6a des coniques d'aprhs leurs définition. 
L. M a l e g x .  N. a m .  math. Ber. 3 ,  lx, 240 ,  314 ,  424,  481, 586. 

409. Remarques au sujet du théorème de Carnot,. C. A. L a i s a n  t. N. ann. math. 
Ser. 3 ,  l x ,  b. 

410. Démonstration des théorèmes de Pascal et  de Brianchon sur les hexagones 
inscrits e t  circontlcrits. P. S o n l i  e r. N. ann. math. Ser, 3 ,  I X ,  629. 

411. Ueber Kegelschnittc, die zu dem verallgemeiiierten Brocarcl'schen Dreiecke 
in  Beziehung stehen. A n d r .  Mi i l l e r .  Grun. Arcliiv 2. It. IX, 113. 

412. [Teber die einem Kegelschnitte iimgeschriebenen Kreisvierecke. E. C z u h e r. 
Grun. Archiv 2. I. l X ,  101. 

413. Sur les coniques inscrites dans le quadrilatère formé par les tangentes com- 
munes ii un cercle e t  une parabole. P a p  e l i e  r. N. ann. math. Ser. 3, 
lx, 35. - G. L e i n e k u  g e l .  Ebenda 41. [Vergl. Bd. X X X V ,  Kr. 577 ] 

414. Propriétés focales des coniques et  des quadriques. R a v i e r .  N. aun. math. 
Ser. 3 ,  l x ,  233. 

415. Sur 3 coniques qui en définissent une quatrième. L. Bosi. N. ann. inath. 
Ser. 3 ,  IX ,  666. 

416. Sul sistema di due couiche. F r a n c .  Q e r b a l d i .  Ann. mat. Ser. 2, XVII, I f i l .  
417.  Coniques passant par  les points d'intersection d'une ellipse donnée avec deux 

droites parallèles aux  bissectrices des angles des axes e t  pruvenant d'un 
point donné. Ch. B r i s s e .  N. ann. math. Ser. 3 ,  I X ,  410. 

418. Sur un faisceau de  coniques. Ch. B r i s s e .  N. ann. math. Ser. 3 ,  IX,  403. 
Vergl. Ellipse. Hyperbel. Kriimmung. Normaleu. Oberfliichen zweiter 

Ordnung 4%. 

Kettenbrüchc. 
419. Zur Theorie der Kettenbrüche. L. G e g e n b  a u e r .  Wien. Akad.-Ber. XCV111,673. 
420. Eine Eigenschaft der Entwickelung einer ganzen Punction nach den Niiheriings- 

wcrthen von gewissen regularen Kettenbrüchcn. L. C: e g e n  b a u  er.  Wicn. 
Akad. -Ber. XCVlII, 867. 

Kinematik. 
421. Théorème de géométrie cinématique. A. M a n n h e i m .  N. ann. math. 

Ser. 3 ,  IX,  227. 
422. Sur un mode de  transformation en géométrie cinématique. A. Maunhe in i .  

Compt. rend. CX, 220 ,  270. 
423. Transformations en géométrie cinématique. A. M a n n h e i m .  Compt. rei~il. 

CX, 391. 
424. É:tude du mouvemcnt d'un double cane paraissant remonter, quoique dc- 

scendant, sur un plan incline. B. R e s a l .  Compt. rend. CXI, 647. - 
A, M a n n h e i m  ibid. 634 ,  817. 

Kriimmnng. 
425. Remarques sur I'osculatiou. E. C e s a r o .  N. ann. math.  Ser. 3 ,  I X ,  1.13. 
426. Ueber Errnittelung von Krürnmungshalbmessern von Kegelschnitten auf sgn- 

thetischem Wege. R u d .  Sku t t i ch .  Grun. Archiv 2. R. l x ,  95. 
427. Construction du rayon de  courbure des courbes triangulaires symmétriques, ~ P Y  

courbes planes enharmoniques et  de^ lignes afiymptotiques de la surface 
de Steiner. 

428, Elementare Bestimmung des Krümniiingsmittelpunktes der Parabel. W. H u 1  f. 
Grun. Archiv 2. R. l x ,  212. 

429. Construction du rayon de courbure de certaines classes de courbes, notamment 
des courbes de  Lam6 et des paraboles et  hyperboles de divere ordres. 
C;. F o w a t .  Compt. rend. CX, 843. 

430. Sur l a  courbure d'une podaire. H u s q u i n  d e  R h é v i l l e .  N. ann. math. 
Ser. 3 ,  I X ,  140. 

431. Sur l'abermtion de  courbiire. H u s q u i n  d e  I l h é v i l l e .  N. ann. math. 
Ser. 3, lx, 138. 
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432. Sul problema di terovare la, curva di cui è noto il luogo de' suoi centri di  
curvatura. ü em.  P i r o n d i n i .  Annal. mat. Ser. 2 ,  XVIT, 65. 

Vergl. Ellipse. 
Kugelfunctionen. 

133. Quclques remarques un sujet des fonctions sphèriques. E. B e l t r a m i .  Couipt. 
rend. CX, 934. 

434. Sur l a  valeur asyniptotiquo des polynômes de Legendre. S t i e l t j e s .  Compt. 
rend. C X ,  1026. 

Magnetiamus 
435. Ucber die Restinimung von magnetischen Moinenien, Horizontalintensititen 

und Stromstarkeii iiach absolutem Maasse. P. L i p p  i c  h Wien. Akad.- 
Ber. X C V U I ,  188. 

436. Extension des thdorèmes relatifa à l a  conservation des flux de  force e t  d'in- 
d u ~ t i o n  magnatiques. P a u l  J a n e t .  Conipt. rend. ÇX, 366. 

437. Pllolecular theory of induced magnetism. J.  A.  E w i n g .  Phil. Mag. Ser. 5, 
X X X ,  205. 

438. Sur l'aimantation transversale des conducteurs magnétiques. P .  J a n e t .  
Conipt. rend. C X ,  453. 

Mannigfaltigkeiten. 
439. Fondamenti della teoria dei tipi ordinati. G. Vi  v a n t i .  Annalimat. Ser. B,XVIi, 4. 
440. Sulle corrispondenze [in, qn . . . mi] continue che si possono stabilire t r a  i 

punti di n gruppi. il. ( l e  P a o l i s .  Anuali mat. Ser. 2, XViiI,  93. 

Maxima und Minima. 
441. Méthode élémentaire pour Btudier les variations des fonctions continnes. 

Maxiinums e t  minimums. L. M a l e y  x. N. ann. math. Ser. 3 ,  I X ,  502. 
Vergl. Olierflachen 483. Quadratur 624. 

Mechanik. 
442. Principes généraux sur le choix des unités. Jos B e r t r  a u d .  N. ann. math. 

Scr 3.  lx. 21. - 2 - -  

443. On eome facts 'c&nected with the systenis of scicntific unit of mcasurenient. 
'i'. H. B l a k e s l e y .  Phil. Mag. Ser. 5, XBVII, 178. 

444. On the  %unr>remed dimensions of nhvsical auantities. A. W. R ü c k e r .  Phil. 

445. On tlie7'defiuitio'n of the teiiiis , ,Energyu and ,, WorkLL.  S. N e w  c o m  b. 
Phil. Milan. Ser. 5, XXVLI, 115. 

416. Sur une transformation de  mouvement. D a u t h e v i l l e .  Compt. rend. CXI, 877. 
417. Mouvement d'un point assu.jetti à rester sur une surface S. rendant le mou- 

vement rotatoire de cette surface De S a i n t  - G e r m a i n  N. ann. math.  
Ser. 3 ,  l x ,  118. 

448. Sur les composantes des accdlérations d'ordre quelconque siuvant trois diree- 
tions rectangulaires variables. P h .  G i l b e r t .  Journ. mathein. Ser. 4, 
IV, 465.  

449. Sur un cas particulier de mouvement d'un point dans un milieu résistant. 
A. D e  S a i n t - G e r m a i n .  Compt,. rend. C X ,  1184. 

450. Sur le mouvenierit d'un solide dans u n  liquide. G. H. H a l p h e n .  Journ. math. 
Ser. 4 .  IV, 6 .  

451. Sur le mouvement d'un prisme, reposant sur deux appuis, soumis à l'action 
d'une force normale variable suivant une loi particulière, appliqu6e en 

oint déterminé de la fibre moyenne. H. R e s a l .  Corn t. rend. CY, 1167. 
-154 Sur ~'~l!~soïdc d'inertie. D o  S a i n t - G e r m  a i n .  N. ann. mat%. üer. 3, lx, 546. 
45% Sur le mouvement du pendule de  Foucault. De S p a r r e .  Compt. rend CX, 496. 
454. Sur l a  thdorie e t  le mode d'emploi des appareils seismographiques. G. L i p p -  

m a n  n .  Coinpt. rend CX , 440. 
455. Diagrammoinètre, auxiliaire mécanique pour les études des courbes. K O z -  

lof f .  Compt. rend. CXI,  166. 
496. Sur 1111 dynunornètre de transmission à lecture directe e t  enregistrenieut 

photographique. M ;la c a r t .  Compt. rend. CX, 605. 
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457. Ln locomotion aquatique étudiée par la Photochronographie. M a r e  y. Compt. 

rend. CXI ,  213. 
458. Appareil photochronographique applicable à l'analyse de toutes sortes de 

mouvements. M a r e y .  Compt. rend. CXI, 626. 
459. On photogra hs of rapidlg moving objects and on the oscillating electric 

spark. 8. V. Boys .  Phil. Mog. Ser. 5 ,  XXX, 248. - N . K h a m o n -  
toff  ibid. 606. 

Vergl. Akustik. Astronomie. Elasticitat. Elektricitat. Gleichungen 381, 
382, 983. Hydrodynaiuik. Magnetismus. Molecularphyeik. Optik. Po- 
tential. Quaternioneu 527. Wkrmelehre. 

Mehrdimensionale Geometrie. 
460. Le omografie in une spazio ad  un numero qi~alunque di diniensioiii. P. P r e -  

de l l a .  Annali mat. Ser. 2.  XVII.  113. 
461. Ueber Congruenz und  inme met rie' der Gebilde von beliehig d e n  Dimeusionen. 

R. H o p p e .  Grun. Archiv 2 R. I X ,  108. 
462. Erweiterung der Siitze über das Tetraeder,  dessen Hohen aich in einern 

Punkte schneiden, auf mehrere Dimensionen. R H o p p e .  Gruo. Arch. 
2. R. I X ,  327. 

Molecularphysik. 
463. On the law of nioleculor force. W. S u t h e r l a n d .  Phil. Mag. Ser. 5, 

XXVLI, 305. [Vergl. Bd. XXXV, Nr. 626.1 
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