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Funzioni ipersferiche poliarmoniche 
ad una variabile. 

(Di VIRGILTO GIULOTTO, a Mautova.) 

INTRODUZIONE. 

L e  fiinzioni clie formano oggetto della presente leinoria sono integrali 
- - 

clelln seguente eyuazione differenziale : 

la quale per N =  3 e q = 1 si riduce a quella degli ordinari polinoini di LE- 
GENDRE. 

Esse, conie verri  in seguito dinlostrato, rappresentano la successione dei 
valori che una fuilzione di N wriabili razionale, iritera, oiiîogenea, di grado. 9% 

e q-nrmonics assume nei punti di una ipersfera, col centro nell'origine delle 
coordinate, quando le rariabili indipendenti su detts superficie si riducaiio 
ad uns  soltanto. Per yuesto denoininiarno tali integrali funzioni ipersferiche 
poliarmoniche ad uila variabile (di LEGENDRE) di diinensione N, d'arnoni- 
cità q, d'ordine n, e. le rappresentiamo col simbolo X;,,. 

Ne1 caso particolare di q = 1 le nostre funzioni si riducoiio a quelle di 
LEGENDRE del campo ad Nditnensioni, studinte per la prima volta da1 CAYLEY (") 
lin da1 1848. Esse formarono già argornento di una inia Meinorin (**) e di unn 
pregevole e pih recente del prof. ~ A ~ C O L O N G O  (***) in Cui sono aggiunti 

(*) CAYLEY, Sur les fonctiolzs de Laplace (Jourual de Mathématiques, vol. XIII, 1815). 
(**) GIULQTTO, Sulle fuwioni sfericlze simînetriche del campo ad N clit~zensioni (Gioriiale 

di Battaglini, vol. XXXIX e XLI). 
(***) MARCOLONGO, Sulla teoria delle fitn2i.io)l.i sfericlte ( A t t i  della R.  Accacleinia Pelori- 

tana, anno XVII). 

Anrtali di ,Naternatica, Serie III, Toino XIX. 1 
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2 G i u l o t  t o  : Fzcnzioni i p e r s f e ~ i c h e  policcra~oniche a d  ztnn ucrricrbile. 

nuovi cenni bibliografici n yuelli clie nella mia sono dati su tale wgo- 
~neiito. 

Ne1 cnso itlvece di N =  3 e q c~unluiic~ue dette funzioiii si riducono a 
quelle studinte per la prima volta da nie (") nellt~ Meinoria : S o p r a  m a  n u o v a  
estensiolze delle f i inzioni sferiche d i  Legendre.  

La teoria di queste nuove funzioni, delle quali nella presente Menloria 
ci proponiamo soltanto di iniziare 10 studio, ci seinha interessmte perchè, 
corne risulta da queste nostre ricerclie, inostra il legame fra dimensioni del 
campo e giwlo d'nrinonicità, e concluce ad alcuni teoreini clie riguardnuo 
anche çli ordinari polinolni di LEGENDRE. 

Altre notevoli proprietà delle nostre funzioni non sarà difficile O aliile~io 
iiiipossil~ile rintrncciare, seçueiido i procedimeriti già noti per le ordinarie X ,  
O altri da noi inclicati nelle due precedenti Memorie e teneiido presenti gli 
studi interessanti del DINI (**) sopra : Un'app l i caz io~w della teorin de i  residzii, 
dove fra l'altro, con modo tutto n,ztui.de e con  processo uniforme, vengono 
estese forniole e proprietà iiiteçrali dei poliiiomi di LEGENDHE n fiiimioiii 
inolto più gerierali. 

CAPITOLO 1. 

1. Urla fiinzioiie f,, (a, iz, . . . x,) del campo 21, razionale, intera, 01110- 

genea, di grado 12, p-arnionica, ossia sodclisfaceiite alla A: f = O in cui le va- 
riabili si pensino collie coorclinate d i  un punto dell'ipersfera col ceiitro nel- 
l'origine e raggio uno, vale a dire si consiclerino legnte dalla relnzione : 

si clirü, per analogia con la teorica delle funzioni sfericlie ordinarie, f m a i o n e  
ipers fer ica pol iarmonica d 'ordine  n. 

Sia G (1%) il riuiliero di tali funzioni liriear~nente indipendeiiti e rappre- 

(*) GIULOTTO, Soprn, una lzuova esteizsione delle funsioni sferiche di Legelzdre (Rendiconti 
del Circolo Matematico di Palerino, tom. X V I I ,  1903). 

(**) DINI, Un'~pp1icazione della teorin clai ~*esiiZui delle fumioni di  variabile cowzplessa (Reale 
Accadeniia dei Lincei, Classe scienze fisiche, inntem., iiat., serie 5.", vol. I I .  - Aiinali di 
hiatrinatica. tom. 1 della swie III, png. 39). 
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sen tinino con 

il niiniero delle derivate n"'" di f,, . 

alnieno f i t ~ l i è  1% 5 2 g rapprescnta il nuinero delle relazioui (di cui non è 
provata l'iiidipendenza e la coiupatibilità) clie si ottengono uguagliariclo ideri- 
ticamente a zero il polinomio A; f, di grade 12 - 2q ,  e mppresciita aiicora 
il numero clelle relazioni (certamente indipeildenti perc11S i i ~  ognuiia coinpa- 
risce almeno uiia iiuova derivata) clie si Iianno derivando A; f,, = O a,  volte 
rispetto ad 8 , .  . . sc, volte rispetto ad x, colla condizioiie r r ,  +.. ,+ orx= 1%-  3q  
(relazioni clie potrebbero pero non easere tutte quelle clle sussistono fra le 
derivate a"'" di una funzione q-armonica), si deduce essere, uiln prima volta : 

G (42) 2 a - 11, 

uim secolitla voita: 
G (PZ) 5 X - ) 

e, preinesso clle in seguito trovereiiio l'effettisa esp~.essioiic cielle f~iiizioili 
sfericlie, il clie iiuplicitanieii te proverà la colnpatibilittl clelle p. relazioni, si 
conclude clle è : 

In casi particolari I'espressione di G (n) si seinplifica notevolinente. Segue 
clie fra le derivate 11."" di uuiia fuiizione q-arinoiiica in y, sussistono p=I=O O 

y. = O relazioni a seconda clle è n 2 S q oppure 72 < 8 q. 
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Poniamo : 

.F=.Y2lf,, (r = \I.;;. . . sk). 

Tenendo presente il teoretna di EULERO per le funzioui ornogenee dedu- 
ciamo : 

At2 P= rPiitZ fn $-p  (p+'g n+ N -  8) rP-' fw 

e col medesirno procedimento da A', P ricaviarno : 

Dico essere in generale : 

con 

A(Q) - 1 O - 

AlQ) = ( ; ) p ( p - 9 ) . . .  

. .  [ ~ - ~ ( s - 1 ) J [ p + 9 n + N - B q ] [ p + B ~ z + i ~ - ~ ( ~ - 1 ) ] . . .  

. . . C p t  2 m + N - 2 (  q t - 1  -s)] (s  = 1, 2 .. .). 

Applicando infatti l'operazione A ,  ai due membri della (l), teliendo pre- 
sente il teorema di EULEKO e cambiando poi in s - 1 l'indice s di soinma- 
zione, si h a :  

con 

Dall'essere poi : 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



e la, (l), vera per q  = 1 e per q = 2, è vera in geiierale. 
Pér 

p = - ( h + N - 2 q )  

antiullanclosi le At1 con s-l= O, ln (1) diventa : 

A; F = r- (2nSN-%) A; LA 

c r~uest'uguagliatiza niostra clie le due equnziolii A:E'= O-e '2 f,, = O soiio . 

uaa conseguenza clell'altra. 

con f,, q-arnioiiicn ed oiiiogenea. 
l'er il teorema precedente è q-arinonicn ed oniugetier~ aiiclie la 1i' e 

clove f,,,,, rappresei;ta, corne rnostrano i calcoli, un polinoiiiio oniogeiieo di 
g r d o  N A  + 1.  Per 10 stesso teorema f,,+, è anche q-armonica; Procedendo iii 
inodo nnalogo concludiamo clie le funzioni 

sono polinomi q-arinonici. 
Assunto 112 = O ed f ,  = 1 deduciaino clie le f~uizioni 

a* ,ZP-N 

f i ,  = (a, +. . .+ z N = 1 2 )  
axpl.. . a 

cpmdo  vi si pensino le variabili legate dalla relazione x: If- xi + . . . x&= 1 
sono, salvo un fattore nulnerico, funzioiii ipersfericlie poliarinoiiiclie d'or- 
dine 12. Siccoine per la q-nrmonicità della fra le sue 1 clerivate n"'" sus- 
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6 G hi lot  to:  P u w i o i ~ i  ipers fwic l~e  p o l i a t ~ ~ i ~ o ~ z i ~ l ~ e  ntl uim unritzbile. 

sistono p. relazioni, la (1) definisce tutte le c (n) funzioni ipersferiche poliar- 
inoniclie cl'ordine ÎZ linearniente indipendenti. Posto in particolare: 

si ottiene una speciale funzione sferica dipendente da una sola variabile clle 
noi rappresenteremo in generale col siinbolo X;,, la quale, moltiplicata per 
un conveniente fattore IL; si riduce per q = 1 N =  3, coine iisulterà dalle 
considerazioni del seguente paragrafo, al noto polinomio di LEGENDRE. 

È dunyue: 
Op--3 - 

Bq-N - 
Nella. funzione (x: + 2)  ' diamo ad z (l'inclice della variabile è inutile) 

l'incremen to - a  ; arrenlo : 
Pq-N op-N - - 

( a 2 + $ ' - 9 c r x + t 2 )  " ( ( 1 - h x + a 2 )  P 

e, supposto cc abbastxnza piccolo, sviluppato il secontlo nieiiihro iii serie di 
poteme di ir., il coefliciente di a" s a r i  per la (2), iildipeiidentciiielite clnl iiiodo 
col quale si ottiene Io sviluppo, il polinomio X;,,. 

Possiaino dunque afferniare : 
.Le fiinxioni ipersferiche poliarmotziche ad m a  unviccbile soizo i coefiicie~zti 

del10 sui lu]q~o in  serie, secondo le potenze d i  a ,  dell'espressioue : 

4. Si giiinçe ad lin tale sviluppo se si osserva clie, posto x = cos y, 
SI ha :  

Q - N  9q-N - 2q-N - - 
2 2 e (1 - 2 a  x + a 2 )  = ( 1  - a  et)') . ( 1  - u e-')') . 

Nell'ipotesi poi di N dispari oppure pari nia li~açgiore di 2 q, d i  y reale 
e di iiiod. cc < 1 le due serie : 

oq- N - 
- 1 )  f i  eq (1 - X e i ' )  i - 

2 

.r-O 2 ,. 
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Giulotto: Fuwioni igersfericl~e poliar~rzoniche ad utaa variabile. 7 

essendo assolutainente convergenti, è lecito moltiplicarle meinbro a inembro 
, e orclinare il prodotto secondo le potenze di a, 

In ta1 guisa (accoppiündo i terinini in cui sono scainbiati i valori di r 
e di s) si ottiene corne coefficiente di cr per n =I= 0 : 

essenclo invece 
x;,, (cos y) = 1. 

Si deve poi tener presente che ne1 secondo inernbro bisogna arrestarsi 
al termine in cos y se n B dispari ed a quel10 indipendente da y se n è pari. 

Nell'ipotesi poi di N pari e minore di 2q, l'espressione di Xi,,, sarebbe 
la stessa essendo perb rz 5 '2 q - N +  1 ;  nott vi sono dzc~zque fu~zaio~zi XN,, 
~012 N pari e minore d i  2 q d'ordine ~z > B q - N + 1. 

5. È noto che cos n z  y si pub espriinere linearinente medinnte cos"' y, 
cosm-: y , .  . . onde è certo che X k ,  è esprinzibile co~z ?ma futzzione raziounie 
intera di cos y ossia di x. Noi per6 giungeremo a questa nuova espressione 
di X&, col proceditnento già seguito dall'illustre lord KELVIN nelln seconda 
edizione della Natural Plzilosoplzy per le funzioni sferiche orclinarie. 

Si prova con processo d'induzione clie è :  

ossia : 
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8 Giulo t to: Funzioni ipersferic7~e poliannoniche ad una variabile. 

il secorido iiieiiibro diventa : 

yuindi avendosi i n  çenerale : 

" (- 1)" 
f(x-.)= -- f '"' (x) cr" 

N-I, z (n)  
erf-N - e concludiaino clle il coefficiente di cr" dello sviluppo (1 - 2 a x + a?) secoiiclo 

le po tenze di a è : 

per n I =  0. 
Ne1 caso invece di tq= O è X,  = 1. 
Per PZ pari e minore di S q dovrà riteliersi l z  5 S q - N t  1. 

2q-AT -- 
92 Per le cose dette 10 sviluppo di (1 - 9 a x + a" è valido per mod a < 1 

e per valori di x coiiîpresi fra + 1 e -- 1. 

6. Il Dirr  (*), applicando la teoria'dei residui, ottieile per i coenlcienti 
Z,,, dello sviluppo intorno al punto z = O dell'espressione (a,, 2% a ,  x + n , ) ~  
(dove p è renle 'O coinplesso e a,, a,,  a, sono funzioni clelln variabile x) I'e- 
spressione segueiite : 

(*) DIXI, lT~~'applicrtzio?ze tlvllm teoria tlel resi<li~i, eec. . . . (Aiiilnli di Mnteinatica, tom. 1, 
serie III, pag. 39). 
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Giu 1 ot t o : Fu~zaioni ipersfericha policcr1uo1aic7~e c d  una ca~iccbile. 9 
--- - 

valida quando la parte renle di y. sia superiore a - 1 fiiichè a (che è coiil- 
1 preso fra + 1 e - 1) non sin uguale a 2 1 e superiore a - - se a = + 1. 
2 

2 q - N  
, Ora la prima parte di questa forinula, ,quand0 si ponga p. = -- B 

almcno con le dovute liinitazioni per ' - conduee alla formula (1) del 
9 

2 q - N  precedente paragrafo, la seconda parte di essa per y. = 
2 eonduce 

alla forinula notevole : 

2 p - n: Bq-N die, per tr: cornpreso fra - 1 e + 1 e > - 1 oppure per 1 
2 9 > - 9  

yuando sia a =  t 1, estende alle nostre funzioni, qualuricpe sia 18, la notis- 
sima forniula di DIRICHLET (*) per le ordinarie X,.  

7. Estendiamo alle nostre funzioni anche l'espressione analitica che 
nella teorica degli ordinari polinomi di LEGENDRE è coinunemente cletla a i  

Per questo si osservi che, integrando la (1) del prececlente paragrafo p 
volte noll'interrallo 0 .  . . x, si ottiene : 

e che la soinmatoria del secondo meinbro coiilcide con 10 s~ i luppo  

(*) DIRICHLET, Sur les séries cZont le terme yé~aéral cldpeizd de deux aizyles, etc. (Jolirila1 
flir die reine und aiigewandte Mathematik, XVII). 

Attnali di Mntewntiea, Serie I I I ,  Tonio XIX. "I 
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10 G i u i o t t o :  Pul.zsioizi ipersferiche polinrrlkolziche n d  m a  vn~inbile. 

il clie esige, cloveiido essere p e k nuineri interi e positivi, clle sia N di- 
spnri e ne1 cnso di N-Sq<O, si nbbin n > 2 c y i V + I .  

Si deduce : 

Quest'esprcssioiie di XN,, è certo valida Der N dispari e iiel caso in cui 
sia anclle fV- 2 q ( 9 ,  per 91. > - ( N  - 9 q)  + 1. 

8. Cliiudiûwo questo primo capitolo con la cletermiunzione clcll'eyua- 
zione differeilziale alla quale socldisfa In 

Posto 
oq-N - 

e ~ $ = ( 2 - - 2 c c x + a ? )  
si ricava : 

aEN -= ( N -  2 q)  a  Hg:' a z 

aHN -- - ( N -  2 q) ( x  - cc)  HF1 a cc 

~ W H N  = ( N -  Sq)(N+B -9p)  ( x -  a)' HG-'- ( N  - 2 q )  I ~ N ' ,  
a az 

ed essendo per le precedenti relazioni : 
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si ottieiie : 

e poicliè per niod a < 1 i: 

applicaiido come è lecito la derivazione per serie, si ciecluce clle la S& 6 
integrale della seguente equazione differenziale : 

x-2q-1 

la quale, inoltiplicata prima per (1 - x?) 2 e posto poi x = cosy, nssuii:e 
le seguenti forme : 

CAPITOLO II. 

1. Ioiziereii~o queslo iiiio~w ciipitolo espoiieiitlo alciiiii iiiteressai~ti leo- 
reiiii che tlisce~itloiio senz'altro dalla funzioiie generatiice delle iiostre S. 

Prelnesso clle lie1 seguito con la. derioini~iaziorie cli ftiizziolze i p m f e r i ç n  
poliarmorticcc intendereino üccerinnre a quella. dipenderite da uii'iiiiica varia- 
Ijile, vale a dire alla X$, ,(x) ,  osserveiwiio clie da un seiiip1ic.e esailje tlell'e- 
sponente della funzione geiieratrice delle nostre X, si cleduce: 

S o  i i  è p a r i  e mirtore d i  9 q il n t m e r o  delle fzuzzioxi ipers fwiche policcr- 
u~onic7ce è n = 9 q - N +  1. 

S e  iV è dispari oppztre mccggiore d i  2 q (è il caso clelle f tmzioit i  sferiche 
or.dirmriej u i  soi20 f tcwio~ai  i l~ers fer iche yolinr1r~ottic7~e d'orclirze 1 1  grande  a 
picccere. 

S e  N = 2 q delle X 12012 c'è c7ze Zcc X, = 1. 
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Si deduce ancora facilinente il seguente 
Teorenia. S o n o  ugzcali tzctte le f icmioni  ipersferiche policrrntoniclze d i  or- 

diwe 12 ilz cu i  l a  d i f l e r e m n  f rn  i l  doppio  dell ' indice d i  armorzicith e i l  nztwero 
delle dirîtensiotzi del cmupo  è una q u a n t i t h  costnîite, en le  a d i r e :  

Dalla precedente relazione si ricava : 

e questa forniola mostra clle : 
N - -  3 N- 4 

pet" q > ~  se iV è d i s p a r i  e per  y > - se iY è p a r i ,  10 s tudio  a 
dello SN,,, d i  un campo  a d  N d i l ~ ~ e ~ z s i o n i ,  s i  ridztce al10 stzrdio d i  mznloglze 
f imsioni  r ispet t iun~nente  dello s p m i o  ord inar io  e di  pue110 a qzlccttro t l i ~ ~ m z -  

N-- 3 
s ion i  dotnte d i  zcn conveniente y rndo  q' d i  nrmonici th ,  e s s e d o  p'= q -- --- 

9 
N - 4  

ne1 pr imo cnso e 2' = q - - ne1 secondo. 2 
In particolare, poicliè per N =  B q + 1 è q' = 1, possiaiiio enunciure il se- 

guente interessante 
Teoreiiia. Ogni  funzione ipersfericch pol iarmo~uicn rl'ol-dirte n i n  czri i l  u z c -  

mer0  delle divteîzsioni del c a q 1 o  è ugzcalc a l  doppio  dell'ilzdice d'clrr,~onicitih 
più a n o ,  é uîza fui~lzzione s fer icn o r d i n a r i a  del10 stesso orcli~ia. 

Esso ha iinportniiza notevole percliè inostra,come si possa çiungeïe in 
infiniti inocli alla determinazione degli ordinari polinoini di Lç GEXDHC. 

Iiiipoiieiitlo clunque a q le liinitazioni per la validità delle (2), lo studio 
delle XN,, con ,V dispari si riconduce a quel10 di  f~mzioni da noi giA stii- 
diate in una precedente Menioria (") e 10 studio delle S;,, con N pari a 
cluello di analoghe fiuizioni del cainpo quattro volte esteso. 

Assuineildo, coiue fareino in generale ne1 scguito, q ad arbitrio, la (1) 
potrebbe servire anche a dare il sigtiificato e a defiilire arialiticaiiîente le 
funzioi-ii di L E ~ E N D I ~  di armonicità negativa. 

(*) GIULOTTO, Sapa uita nuoua estensioize del le  f t ~ m i o l ~ i  sfeviche di Legendre (Reudicoiiti 
Circolo Matematico d i  Palerino, toiii. XVII). 
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G i u l o t t o :  Funsiolzi ipersfericke poliar.inonic7~e ad  u n a  unriabile. 13 

Essa giustifica le seguenti definizioni : 
Per funzione d i  LEGEKDRE del campo ad  N dimensioni e d i  arnzonicittc 

9aegativcc -.q s'intende ln funzione d i  LEGEXDRE semplice~nente nmzonica del 
campo ad N +  9 (q + 1) dinaensioni.. 

In particolare : 
Per fuîzzione d i  LEGENDRE del campo ordinnrio e d i  arnzonicità negativn 

- q s'intende ltc funzione d i  L E G E N D ~ ~ E  seuzpliceaze~zte armonica del caiupo a  
3 + 52 (q  + 1) dimen.sioni. 

8. Per il primo leoreina del precedente paragrafo ogni funzione iper- 
sferica poliarmonica è individuata dalla clifferenza N- 9 q. 

Noi porreino quindi talvolta N -  '2 q = (v), dire1110 (v) l'indice della, fun- 
zioue clie rappreseiiteremo allora col simbolo XI). - È oviiio clie XE) rap- 
presenterà l'ordinario polinomio di LEGEXDHE. 

Supposto ~ n o d  u < 1, derivando i due nie~nbri dell'uguaglianza 

rispetto ad x, applicando al secondo la derivazione per serie, si ottiene: 

Sicchè, ugiiaglianclo fra loro i coefficienti di an+', si avrà:  

O anche, cainbiando 'v in v - 8 : 

Da quest'ultiiiîa disuguaglianza, derivandone i due ineinbri successira- 
mente p - 1 volte rispetto ad x e crimbiando poi n in n + p  - 1 e v in 
v - 2 p  + 9, si  deduce in generale : 

Ne1 caso particolare delle funzioni sempliceinente artnoniche dell'iper- 
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sfera usaildo i primitivi sitiiholi si lia : 

1 X ri- +p x k,,, = -- 
( N -  2 p  - 2) ( N -  9 p ) .  . . ( N -  4) d X" 

e per le fu~ iz io~ i i  di L E G E N D I ~  poliarii~oiiiclie del10 spazio ordiliario 

et1 è eviclente d i e  yuest'ultima forniula lia il suo inaggioi. interesse per y < O 

e P < I Q I .  
Ln forniuln ('2) lia irnportnnzn i io te~o le  e mosti-a coine r ipart i te  le ~zostre  

fitizxio~ti in d u e  classi  nssegnando a l la  p l - i m n  tzctte pzlèlle d ' indice  p a r i  ecl a l la  
seconda tzctte quelle d' indice d i s p a r i ,  aeua fzctwioîze qua iunque  di t ie twut i~zato  
ilzdice nppnrtenente  nt1 zana clccsse possa, declztl-si con se~ iqd ice  der iunzioi~e,  a 
?neno d i  un fattore nztmovico, d a  m ' ~ c l t ~ a  d ' indice  i~z fer iore  (belzchè d'ordirte 
super iom)  appnrte?mzte  a l la  classe stcssci. 

In particolare polielido v = CL p + 1 e v = 1 si decluco~io ~ispettivarnente 
le foriliule seguen ti : 

3. Partendo ora dalla no ta relnaione : 

supposto al solito inod a < 1, derivaido i due meiiibri rispetto a d  9 ap- 
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plicnndo al secondo ln. derivazione per serie, si ottiene: 

od anche, esseuclo 

àIutnndo quiildi in ~z - 1 ecl uguagliailclo frn. loro i coefficieiiti d i  a", 
si giiiiige alla foriiiiila : 

la yuale 6 pnrticolarnieiite interessailte ilel caso di (.J) <O.  - Abbiaino iri- 
fatti per le SL.* ((v) >O) : 

e pei. le X; ,  ((v) < O) : 

T 2 q - 3  x ;,, = -- [S:,;:, - x ,Y,:,]. n 

4. Altra foriiiula notevole si ricava col segueiite procediiiieiito : 

s d u p p a n d o  i n  serie di cc si ottiene: 
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ugungliaiido quiildi i coefficienti delle stesse potenze d i  sr si ha iiîlirie: 

Da cpesta formula si deduce in geiierale : 

clove le (v,) . . . (v,), in  nulnero di s G (Y), variano soddisfacendo alla coiiclizione 
( \d l )  + (4 + - + (va) = (Y). 

Dovendo le î t ,  . . . 12, soddisfare alla n, + - . - + n, = ~.z, ln soinnîatoria. del 
secondo iiieinbro conterrà 

terniini, percliè tale è il nuinero delle combinazioni con ripetizione di s ele- 
menti ad n ad 12. 

Kel caso particolare delle funzioni seinpliceinen te armoniche dell'iper- 
sfera si ha : 

XN,, = E XN,,,,l XN,,, . . . XLa,+,, 
ni+ ... ns=n 

colla condizione N, +- . . - N, = N + 2 ( s  - 1) avendoai poi s r iV - 8. 
Non scririamo ln formula analoga per le funzioni sfericlie poliarmoniclie 

percliè, essendo valida solo ne1 caso di q < O (dovendo essere s > O) e per 
ralori dispari di s, è priva di speciale interesse. 

Osserviaino piuttosto che, ove si supponga v = s p, se si assulue 
v ,  = . . . = v, = p, la forrnola (8) si muta in quest'altra : 

che per p = 1 diventa : 

purchè in yueste due formule si eviti di attribuire alle n, quei sisteini di 
valori che si deducono nlediante perinutazioni, ed 3 ,  P ,  ... , y stieno a rap- 
presentare clic per ogni sistenia di valori attribuiti nlle u,., a di esse sono 
uguali fra loro, F iigiinli fra loro e cos1 via. 
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Giu 10 t t O : Funxioni ipersferiche poliarmoniche ad %na variabile. 17 

Dalla (3) si ricava per le funzioni sempliceniente armoniche dell'iper- 
sfera : 

rnentre non sussiste per le funzioni poliarmoniche del cainpo ordinario la 
formula analoga altro che per p negativo. 

I n  ta1 caso si h a :  

Le (3), (h), (5) mostrano rispettivainente che : 
Ogni funxione ipersferica poliarmonica è esprimibile mediante somma d i  

prodotti di funxioni sferiche ordinarie. 
Ogni fi~nxione ipersferica senzplicenzente arsîconica è esprisnibile nzediante 

somma d i  prodotti d i  funxioni sferiche ordinarie. 
Quando l'indice di arrnonicità sia u n  numero negativo, una funzione sfe- 

rica poliarmonica è esprinzibile mediante somma di prodotti di ficnzioni sfe- 
riche ordinarie. 

5. Terminererno queste nostre ricerche con un breve studio sull'anda- 
iiîento delle nostre funzioni nell'intervallo - 1 + 1. 

Per x = _+ 1 l'espressione : 
Pq-N - 

4 ( I - - - ~ U X + ~ ~ )  = X*(x)an 
n=O 

diventando : 
(1 , a)""-" = X,, (f 1) a" 

n=O 

ed avendosi per 10 sviluppo binomiale : 

B q - N '  x-a, (.t 1) = ( ) (T 1). 

O più distesamente : 

Annali di  Matematka, Serie III, Tomo XIX. 3 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



18 GiuZo t to  : Punzioni ipersferiche poliarwoniche a d  m a  variabile. 

Se y è reale X;,, (cos y) almeno nell'ipotesi di N- '2 q  > O e ne1 caso di 
N - 2 q  < O per '2 n < - (X-  8 q )  + 9 (corne risulta dalla ( 1 )  Cap. 1, § 4) 
assume il suo massimo valore assoluto per i valori zero e î~ dell'angolo y 
ossia per i valori + 1 e - 1 di x = cos y, perchè in tali ipotesi i coeficienti 
del coseno hanno certo 10 stesso segno. 

Ne1 caso di N- 2  q  < O  la (2) ha - (N- 2 q )  + 1 termini mentre la (l), 
a meno che non sia N pari ne1 qua1 caso ha un egual numero di termini, 
ne dovrehbe avere infiniti. 

Segue clie ne1 caso di N  dispari e minore di 2  q,  sono nulle ai poli della 
sfera tutte le XN,, con n > - ( N -  2 q)  + 1, ma per quanto precede non si 
pub affermare che in ta1 caso la funzione assuma ai poli rispettivainente il 
valore massimo e minililo. 

In ogni modo la (3), pur non rappresentando sempre i valori inas- 
simo e minimo della funzione, annullandosi quando .sia N- 2 q  < 0 per 
n  > - ( N -  2 q)  + 1, rappresenta in ogni caso i valori della funzioiie ai poli. 

E se si osserva clle per N- 9 q > O i fattori al nuineratore della (3) 
vanno crescendo in valore assoluto e per N - 2  q  < O vanno decrescendo, si 
comprende corne due funzioni del10 stesso ordine n assumano ai poli valori 
rispettivamente uguali ma di segno contrario, se fra le rispettive differenze 
v = LV - 8 q,  v' = IV' - 42 q', per ipotesi di diverso segno, sussista la relazione 

Una seniplice ispezione all'espressione analitica (1) (Cap. 1, 5 5) mostra 
poi che la X;,, acquista all'equatore (dove è x = O) il valore zero se if. è 
impari ed il valore 

( N - 2 q ) ( N - 0 2 q + 2 ) .  . . ( N - - 2 q + n - 2 )  
n - 

(.- 1 )  
8 . 4  . . .  n 

se w è pari. 
Onde è evidente che ne1 caso di N- 8 q  > O ed n pari, la funzione acqui- 

n sterà all'equatore valore positivo O negativo a. seconda che - sarà pari O 
9 

dispari e che ne1 caso di N - 9 q  < O (se fosse anche N  pari si dovrebbe al 
solito respingere l'ipotesi n > 2  q  - iV + 1 )  acquisterà valore seinpre positivo. 

Dalla stessa espressione analitica si deduce facilinente la formula: 

la quale inostra che la XK, assume valori simrnetrici rispetto d'origine O 

valori uguali e di segno contrario a seconda che l'ordine n è pari O dispari. 
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Giu 10 t t o :  Funxioni ipersferiche poliarmowicl%e ad una variabile. 19 

6. Per veder meglio l'andamento della funzione nell'intervallo - 1 + 1 
converrà studiare, almeno limitataniente alle restrizioni richieste per la va- 
lidità della (l), Cap. 1, $ 5, la distribuzione delle radici dell'equazione X$,,= O 
nell'intervallo stesso. 

Ricordiamcl che ne1 caso degli ordinari polinonii di LEGENDRE, tali radici 
furono calcolate da n = 1 fino ad n = 7 con sedici deci~nali del Gauss (*) il 
quale se ne servi per la sua nota fornîula di quadratura e che il MARKOFF (**) 
ha s u  quest'argomento un lavoro importante ne1 quale determina intervalli 
in cui le radici sono comprese ad una ad una. 

Noi ci limiteremo ad osservare che, almeno sotto le limitazioni per cui è 
N-2qtOn-1 

valida l'espsessione di IVORY e JACOBI, l'equazione (d- 1) 2 
= O 

N-Bq+Bn-i avendo iiei punti + 1 e - 1 
2 

radici reali, ed ogni equa- 

zione clie si ottiene con successive derivazioni avendo senipre una radice 
doppia di ineno ed una mova  nell'intervallo - i + 1, la X$,,(x) = O, almeno 
ne1 caso di N impari, N -  2 q ( O  e quindi n 2 - ( N -  2 g) + 1, ha nello 
stesso intervallo (gli estremi esclusi) N - B q + n - 1 radici reali (un numero 
pari se n è pari, dispari se n è dispari e simmetriche rispetto all'origine! e 
ne1 caso di N - 2 q > O ne ha sempre n. 

Mantova, Dicembre 1911. 

(*) GAUSS, Opere, III, pag. 193. 
(**) MARKOFF, Sur bs r a c i n e s  de c e r t a i n e s  bqztations (Mathematische Aiinales, XXVII, 

pan. 143, pag. 177). 
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sopra un teorema di esistenza per le soluzioni 
delle equazioni alle derivate parziali del 
secondo ordine. 

( D i  EUGENIO ELIA LEVI, CG Genova.) 

Coi~t i?~unzioi~e e f i lbe, v e d i  Toino XVIII, Serie III (pqq. 287 a segg.) 

S E C O N D A  

1. Richianco  della classificozione delle equazioni pnroboliche. In que- 
st'ultirno paragrafo mi popongo di trattare brevemente il caso delle equazioni 

le quali hanno le caratteristiche coincidenti,' O coine si dice, il caso delle 
equazioni paraboliche. 

È noto (") che le caratteristiche doppie di un'equazioue di ordine n, si 
distinguono in due (-) grandi classi : le caratteristiche della prima classe 
sono curve di elementi tali che non esiste più alcuna arbitrarietà per i va- 
lori delle derivate dei varii ordini di unit soluzione z nei punti della carat- 
teristica medesima; le caratteristiche della seconda classe invece sono di na- 

(*) Vedi la mia Memoria già citata: Caratteristiche multiple e problema d i  Cauchy. An- 
nali di Matematica, Tomo XVI, Serie 3.a, pag. 161-90% 

(**) Ahneno quando non si  consideri il caso, che pu6 dar luogo a nuovi tipi di carat- 
teristiche doppie, che l'equazione delle caratteristiche abbia radici generalmente semplici. le 
quali per sistemi particolari di valori delle coordinate dell'elemento vengono a coincidere. 
Cfr. la  Memoria sopra citata. 
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88 E. E. Levi: Soprn .un teoroma di esistenscc per le solzczioni delle equccsioni 

tura assai più simile a yuella delle caratteristiche semplici, poichè, fissata 
una caratteristica arbitraria, le funzioni che danno i valori delle derivate di 
ordine superiore di una soluzione che la contenga nei punti della caratteristica 
dipendono ancora da parametri afbitrarii il cui numero cresc,e di due unità 
ogni volta che cresce di un'unità l'ordine delle derivate che si onsidera (*). 

Ne1 caso delle equazioni di secondo ordine paraboliche si haiino corri- 
spondentemente due classi di equazioni: le equazioni generali le quali pos- 
seggono caratteristiche della prima classe: tipica fra queste è l'equazione 
della propagazione del calore 

e le eyuazioni ctie posseggono invece caratteristiche della seconda classe, le 
quali diremo equazioni di GOURSAT - VON WEBER perchè la loro speciale natura 
fu appunto scoperta e studiata da yuesti autori nelle Meinorie già citate nel- 
l'introduzioile. ' 

2. Le eqtsaxioni garabolic7~e generali. Kiguardo alle equazioni della prima 
classe non posso dare clie assai scarsi risultati, ed essenzialmente negativi. 
Riferiamoci senz'altro. all'equazione (9). È noto che una soluzione .di (8) se 
ammette in un certo campo le derivate di primo ordine finite e continue, 
aiiimette le derivate di ordine quanto si vuole elevato, ed è funzione analitica 
regolare di x in ogni puiîto appartenente al campo inedesimo. E clie su queste 
proprietà si fonda la dinlostrazione che il problenla di CAUCHY non ammette 
in generale soluzione da1 puiito di vista delle funzioni di variabili reali (**). 

Affatto analogamente questa proprietà delle soluzioni di (2) permette di 
diinostrare che il problema di trovare una funzione avente le derivate prime 
finite e coiltiniie che soddisfaccia a (2) e clie prenda assegnati valori su due 
curve y, e y, che si tagliano in un puilto O in generale won ammette soluziotze 
da1 punto di vista delle funzioni di vccriabili reali. Supponiaino invero per 
inaggior comodo che O sia l'origine e che i tratti A, O, A, O di y, e y, giac- 
ciano ne1 semipiano delle g positive, i tratti O B ,  ed O B, ne1 semipiano 

(*) Altre analogie tra le caratteristiche della seconda classe e le caratteristiche sem- 
plici ho rilevate iiella Memoria citata e altre compariranno da quanto segue. 

(**) Vedi HOLMGREN, Owz Cauchy's problem virl de lilzeüvu, etc. (Archiv for Mateinatik, 
Astronomy och Physik, Stockholm, Vol. II) e la mia Nota: Sul problenm rli Cuucky (Ren- 
diconti dell'ilccademia dei Lincei, 1909, Vol. XVI, pag. 105-118). 
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ulle derivate parxiuli del secondo ordine. 83 

delle y negative. Siano A, ed A, su  una stessa parallela all'asse delle x ;  ne1 
triangolo curvilineo limitato dalle curve O A , ,  O A, e dalla caratteristica A, A, 
esiste (*) una ed una sola soluzione z, di 
assegnati valori. Per vedere quindi se il 
problema proposto è risolubile basterà 
vedere se la detta soluzione 8, si pub 
prolungare al di là delle. curve O A, ed 
O A, continuando ad avere le derivate 
prime finite e continue. Per la proprietà 
generale raminentata sopra delle solu- 
zioni di (8), cih non pofrà certo accadere 

(9) la quale su O A, ed O A, prende 

Y b  

se i valori assegnati su O A, ed O A, non ammettono tutte le derivate; onde 
segue l'asserto y). 

Ma. se ci inettianîo da1 punto di vista delle funzioni analitiche,. se cioè 
supponianio y, e y, analitiche e clle si cerchi una soluzione di (8) regolare 
analitica in O la quale su y, e y, si riduca ad assegnate funzioni analitiche, 
il ragionamento precedente non serve piS nè ad escludere nè ad affermare 

(*) Vedi la mia Memoria: Sull'equazione clel ealore (Annali di Mateniatica, Vol. XIV 
della serie 3.", pag. 187 e ss.). 

(**) Cosi resta escluso che il problenia possa avere senso in quanto inimediata geiieralizza- 
zione di quel10 trattato nella Parte Prima per le equazioni iperholiche. Potrebbero tuttavia 
essere poste domande analoglie. Ad es.: cosa avverrebbe se si chiedesse ehe la soluzione esista 
in tutto un iutorno di O, nia non si  chiedesse che le derivate prime di essa siano continue anche 
nei punti di y, e 7,?  Tuttavia è facile vedere che, anche posto cosi, il probleina perde ogni 
interesse. Invero se anche esso fosse risolubile e z fosse una sua soluzione, certo la solu- 
zione non sarebbe più unica. Infatti si conduca per B, la caratteristica BI Cm e si  costruisca 
la fnnzioiie C nulla ovunque in un intorno di O tranne che ne1 campo liinitato da  A, O, O B, e 
B, Ca, e che in questo campo 6 definita dalle condizioni di essere soluzione di (9), di an- 
iiullarsi su A, O ed OB,, e di  prendere valori arbitrariainente assegnati su B, Cm : tale fiin- 
zione esiste per i risultati della Memoria citata nella nota precedente : z $1; è allora un'altra 
soluzione del problema propostoci sopra. 

Similmente si potrebbe pensare di porre il problema ne1 modo acceiinato al II. 8 del § III 
per le equazioni iperboliche: e cioè ne1 cercare una soluzione di (8) che prende valori as- 
segnati su y, e y, ed esista in uiio solo degli angoli A, O A , ,  A ,  OB, ,  B, OB,, B, O A , .  Sempre 
in virtù della Memoria citata risulta che il problema ammette una ed una sola soluzione 
per il caso dell'angolo A, O A, ; ne aminette infinite per gli augoli A, O B, , B, O A,. Non so 
ilivece se è risolubile O no per l'angolo B, O A, ; ma ritengo che in generale la soluzione 
non esiste se si  chiede che la soluzione sia ancora continua e derivabile in O, O in altri 
termini che in generale una tale soluzione abbia in O qualche singolariti. 
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24 E. E. Levi: Sopra u n  teorelm di esistenxa per le soluzioni delle equazioni 

la risolubilità del problema. Esso tuttavia non è certo risolubile in generale 
se y,  e y, sono tangenti tra loro in O oppure se una. almeno di esse tocca 
in O l'asse delle x (*); ma, esclusi questi casi banali di impossibilità, non 
mi è riuscito di decidere se è ancora ver0 oppure no il teorema di esistenza: 
se è lecito esprimere una presunzione dir6 che io credo che il problema sia 
da questo punto di vista sempre risolubile fuori clie nei due casi accennati (**). 

3. Le equazioni della classe d i  GOURSAT - VON WEBER. LOTO proprieth. 
Per un'equazione della classe di GOURSAT - VON WEBER darenio risultati assai 
più precisi: in quanto che noi dimostrereino che, assegnate due curve ne110 
spaxio le puali si incontrino i n  u n  punto O, esiste una ed una sola superficie 
soluxione di essa la quale passi per dette due curve, purchè non avvenga che 
una delle curve sia tangente alla direxione della caratteristica cui appartiene 
l'elentento di secondo ordine della superficie da costruirsi ne1 punto O (e che 
per quanto si not6 già al n. 1 del § II è da queste condizioni iniziali pie- 
namente deterniinato). 

Ci occorrerà anzitutto specifjcare quali sono le equazioni della classe 
di GOURSAT - VON WEBER; ma non ci conviene ricorrere alla forma esplicita 
speciale che detti autori hanno loro assegnata perchè troppo complessa: più 
opportun0 ci pare descriverne le proprietà caratteristiche. Pero per non tor- 
nare più tardi su  alcuni cambiamenti di variabili, e sulle conseguenti varia- 
zioni nelle notaziani, direiiio subito clie in modo analogo a quanto si fece 
al n. 1 del § II supporremo .che si voglia senz'altro trovare la soluzione clie 
passa per gli assi x ed y; e che questa condizione porti che ne1 punto O 
debbono annullarsi tutte le derivate dei primi tre ordini della funzione in- 
cognitz. z. In particolare l'eleinento di secondo ordine iniziale sarà quindi 
l'elemento cr; = y  = z = p = p = r = s = t = 0; e l'ipotesi che nè l'uno n è  
I'altro asse abbia la direzione della caratteristica in esso porterà clie l'equa- 
zione assegnata si pu6 pensare risoluta in s:  infine neli'elemento iniziale le 
derivate rapport0 ad x ed y del primo menîbro dell'eyuazione saranno 
nulle. lntroducendo al solito per niaggiore simmetria le notazioni p,, = a, 

(*) Tali casi di impossibilità si ricoiioscono subito ove appena si tenti di calcolare i 
valori che debbono avere in O le derivate dei varii ordini di z.  

(**) Se tale presunzione è vera, risulterebbe provata uiia piena analogia tra questo pro- 
blema ed il problema di CAUCHY, che appunto ilel caso analitico è risolubile anche per le 
equazioni paraboliche del tipo della (2) purchè la curva su cui sono assegnati i dati iniziali 
non tocchi una caratteristica. 
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aà+k 

Pia = a xi a gk 
scriveremo l'equazione neIIa forma 

e supporrenio F ed f finite e continue insierne alle loro derivate dei prinii 
tre ordini rapporto alle variabili da cui dipendono. 

Sono queste in sostanza le stesse ipotesi già fatte ne1 5 II per le equa- 
zioni là. studiate. 

La condizione che (3) sia paraholica porta che si abbia 

aIiE chiamerenlo A la raclice (doppia) di - a P  
1 2  - - aF 

A+--  - 0, che per (4) a Pm a P I ,  a Po, 
sarà 

Equazioni delle caratteristiche sono allora corne al solito le 

cui si aggiuiige l'equazione 

ÛF a~ a~ S P  i3P d p l 1  1 d p , ,  
+ - % ' o i t  7 p i 1  + - p o 9  +- a~ a~~~ d PIO a P O ,  a ~ , .  =+Y K -  - 0 (% 

che si ottiene dalla 

mediante ie sostituzicvni 

dove A, è una quantità arbitraria: essa scompare nell'equazione ( G ) ,  grazie 
al valore (5) di A ed all'identità. (4). 

Annali d i  Matematica, Serie I I I ,  Tomo XIX. 4 
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Caratteristico della classe di equazioni di GOURSAT - VOX WEBER è ora il 
fatto che, corne conseguenza delle (6),, (6),, (6),, (6), fin qwi scritte, si ha l'u- 
guaglianza 

aP -- S F  1 a F d h  'h+--- -- - = O ,  
a pl ,  a P,, 2 a P,, d x  (9) 

per modo che, affinchè una curva di elernenti d i  secondo ordine soddisfacente 
alle (G),, ..., (6), appartenga ad uncc soluzione di (3) e cioè sia u92a caratteri- 
stica per (3), è necessario che sia ancora soddisfatta utz'equaxione del tipo 

Tale equazione (G),  si deduce dalla 

mediante le sostituzioni (8) e 

A,,  A, essendo nuove quantità arbitrarie, le quali scompaiono da1 risultato (6), 
della sostituzione di (11) in (10) in virtù dell'uguaglianza (9), delle (4) (fj), e 
dell'uguaglianze che si deducono da (4) derivandola rapport0 ad una qua- 
lunque o delle variabili x, y, p, : 

La funzioiie H che compare in (6)" dipende dunque dalle derivate seconde 
di F. 

4. Le loro caratteristiche. Le equazioni (6) costituiscono un sistenia di 
7 equazioni nelle 7 funzioni incognite y, p,,, p l , ,  p,,, pl,, pl , ,  p,, di x che 
deterininano le caratteristiche di (3), e poichè di tali equazioni, una, la (6),, 
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è uil'eq~azione in termini finiti, un7altra7 la (6),, è di secondo ordine, ed in- 
fine le altre sono tutte del primo ordine, possiamo conchiudere che le solu- 
zioni delle (6) dipendono da 7 costanti arbitrarie, e che corne tali si possono 
assumere i valori iniziali pg  , pg , p$), p K  p g ,  pi$ che le funzioni y, poo , 

assuinono per a: = O. Avreino dunque che le caratte- Pi03 '01, Pz07 Po27 d, 

ristiche si potranno rappresentare colle equazioni seguenti : 

Importa per il seguito fare alcune osservazioni su tali funzioni. Intanto, 
poichè i secondi membri delle (6) ammettono tutti le derirate del primo or- 
dine rispetto alle variabili da cui dipendono, è chiaro per i teoremi generali 
della teoria delle equazioni alle derivate ordinarie che tutte le funzioni y, 

"O' amrnettono le derivate prime e seconde che non conten- P007-..> P o 2 7  

gono più di una derivazione rapporto ad x nè più di una rapporto alle co- 
stanti arbitrarie. Segue quindi in particolare che sarà : 

p., essendo una funzione finita e continua di x, e delle costanti iniziali. 
E di qui seguirà che p,, avril tutte le derivate che non contengono più 

di una derivazione rapporto ai valori iniziali nè più di B rapporto ad x 

Dalla (6),, e dalla eyuazione che si ,ottiene derivando rapporto a x 
dp11 la (6). si deduce allora che i valori iniziali delle -]i, - - rammen- 

d x  d x  

8, e 8, essendo funzioni che si annullano per valori tutti nulli dei loro ar- 
gomenti, e A, = A (O y(O)p$, . . . , PO!). 
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Ci6 posto, si osservi che i coefficienti delle (6),. . . (6), sono forniati 
colle derivate prime di P; ne seguirà subito che le y, p,, ,. . . , p , ,  hanno 
tutte le stesse derivate che ora si vide possedere poe; e precisamente si 
avrà 

e le p,, pl,. .., ps sono come pl e p, funzioni finite e continue delle variabili 
5, y(O) ,..., p g .  

5. Costruziorze della solzczione csrcata. Il probleina proposto si riduce 
quindi ora al  problema di determinare in (13) le costanti arbitrarie y('", 
pOY) ,. . . , p'g in funzione di una di esse, ad es.: di per modo che la sein- 
plice infinità di caratteristiclie cosi ottenuta ricopra una superficie soluzione 
di (3) soddisfacente ai dati iniziali. 

La caratteristica della superficie da costruirsi cui appartiene l'elemento 
in O è subito determinata: per ottenerla basterà porre 

come immediataniente risulta dall'ipotesi, fatta al  n. 3, che le condizioni ini 
ziali imposte alla superficie di ar~nuilarsi sugli assi portino che in O la P 
debba annullarsi colle sue derivate terze. 
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Le altre caratteristiche corrispondenti a valori di y") =1= O dovranno evi- 
dentemente determinarsi per modo che per = O sia p,, = pot = p,, = O e 
che irioltrs ne1 punto di esse in cui y = O sia pure poo =pi; =pz, = O. Per 
soddisfare la prima condizione basta fare in (13) p$ =PO;' =pg = 0; cosicchè 
per ottenere le caratteristiche cercate basterà per ogni valore di y!" =k O de- 

Ora poichè un sistema di valori che soddisfanno alle (17) è 

basterebbe che per tali va10i-i fosse a (Y' O' PO') =I= 0 perche le (17) ri- a (%, PE, P$ , PZ) 
sultassero risolubili rapport0 a x, p$ ,  pz, p'g almeno in un intorno di y(') 
sufficientemente piccolo : ma evidentemente invece il precedente Jacobiano 
è nullo. 

Per superare tale difficoltà introduciaiiio le funzioni ausiliarie 

u. (a, y(O), pf , pg , &'), v (x, y(O), . . . , pl!), w (x, yCO', . . . , p1$1) 

mediânte le 

dove nei secondi nlembri si immagina posto per le p,, i valori (13) con 
p z  = pt,) = pg = O. È chiaro che il sistema di equazioni 

g - u = v = w = o  (19) 
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è equivalente al sistema (17) tutte le volte che x-I=0. Quindi potremo so- 
stituire (19) a (17): ben tenendo presente che un ulteriore esame richiederà 
solo la ricerca delle soluzioni di (17) le quali eventualmente annullassero 3;. 

D'altro canto per le (14) si ha 

dove v,, v,, v, sono corne le p funzioni finite e continue delle stesse varia- 
bili che u, v,  W. Ma da yueste e dall'ultima delle (14), segue che il sistema 
di va1or.i 

x = = p<o) - p<o) - p'<O) - 
10 - 20 - oe - 0 (21 ) 

è una soluzione di (19); ed inoltre clle pei. tali valori (21) si lia 

onde segue che le equazioni (19) ammetteranno sempre una ed una sola so- 
luzione per valori sufficientemente piccoli di y('); da esse le p s ,  p g ,  p$ si 
otterranno quali funzioni di y'') finite e continue, che si riducono a O per 
y@"] =O. Chè, se si nota inoltre che dall'ultima delle (14), segue che affinchè 
si abbia una soluzione di y = O per cui sia x = O occorre che y'") = 0, noi 
conchiuderemo che tale soluzione sarà anche la sola soluzione di (17) per 
y(")=I=O, e si ridurrà quando y(') tende a zero ai valori (16). Abbiamo CO- 

struito pertanto una successione semplicemente infinita e continua di carat- 
teristiche, la quale contiene la caratteristica (16) : e soddisfa alle condizioni 
iniziali enunciate in principio di questo numero; ed è questo anche l'unico 
modo di costruire tale successione di caratteristiche. Non ci rimarrà quindi 
da provare se non che dette caratteristiche formano una famiglia di curve di 
elementi realmente appartenenti ad una superficie. 

6. Verifiche. Indichiaino con 
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il sistema di caratteristiche da noi ottenuto ne1 numero precedente, le y, P 
saraniio soluzioni del sistema (6). Grazie alle equazioni (6), per dimostrare 
che yueste sono curve di elementi di secondo ordine appartenenti ad una 
superficie basta provare che si ha 

A tale scopo poniamo 

Si tratterà di mostrare che x ,  p, u sono nulle identicamente. 
È facile trovare un sistema di equazioni lineari cui devono soddisfare le 

;i, p, a, cercando le coridizioni di compatibilità di (6) e (95). 
Infatti intanto dalla (6), e dalla prima delle (6), segue 

derivandola rapporto ad y'') e confrontandola con quella clle si ottiene de- 
rivando la prima delle (25) rapporto ad x, si ottiene per le altre (6), e (45) 

Analogamente derivando rapporto a y'" le due ultime equazioni (6),, rap- 
porto ad x: le due ultime (25) e confrontando si ha 
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onde pure 

Osservando l'analogia tra le (89) e (7), le (87) e (8) si riconosce subito 
che il risultato della sostituzione di (8Û), (87) in (89) d i  

Ma è JI= O, quindi si avrà che le ?c, p, 6 soddisfanno l'equazione 

Infine si osservi che da (89) segue ch€ si lia pure 

D'altra parte dalle (25) (87) derivando rapporto ad s ed y(') si ottengono 
3 " 6 ,  a "P,, facilmente le a espresse mediante le - a ,,ce e le derivate di x, G, p clie 

non contengono più. di una derivazione rapporto a y''): eseguendo la sosti- 
tuzione in (30). sempre ricordando le (41, (5), 49) si ottiene facilinente l'equa- 
zione 

dove il segno S indica al solito la derivazione totale e si è posto 

a2 L =--+L' " ,  *, "") 
' - a m 2  2 X ,  p, 'J, - ( a m  soc 8% 

L', essendo una funzione lineare omogenea delle variabili da cui dipende. 
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Si coiicliiude duiique clie si  deve avere per (6),,, (Ci),, (%), 

Le funzioni x, p, a soddisfanno dunque corne funzioni di x al  sisteiiia 
delle 3 equazioiii differeriziali lineari oiiiogenee (26): le quali sono evidei~te- 
nie~ite itidipenderiti. Corne tali, esse sarailno tutte della forma: 

n (x zJO)) do) + b (X y(')) P(") + c (X f)) 4(') + d ( X  c / ( ' ' ) )  { ( O ) ,  

dove le a,  b,  c, d sono funzioni finite e continue delle variaidi  x etl j(O), 

a ?  e do), +O)', do), ?'(O) indicano i valori cui si riducoiio le 7 ,  p ,  c, - 
as 

quando v i  si poiiga x = O. Basterà quindi dimostrare clie le x, p, o sotldi- 
sfanno a condizioni tali che necessariamente è a(" = =(O) = a'" = ?'(" = O. 

Ora ricordiamo clie per x = O è 

Poo (O p) = Pol (O y(O)) = Po, (O y(')) = O 

quindi le nostre funzioni TL, p, CJ dovranno soddisfare alle 

ï c  (O y(')) = 5 (O $(O))  = O 

e cioè dovrà essere intanto 
;;(O) = Ci(') = O 

Inoltre se x = x: (y'") è la soluzione dell'eyuazione Y (x y'"') = O deve es- 
sere identicaniente Poo (x (y'')), y(')) = Pl, (x (fi'')), y(')) = Pzo (x (?/(')), y(')) = 0; 
e yuindi pure 

a P,, a Y a P,, a Y -- + - -  = O  a x a a a x 

le quali per (6), e (6), e (25) ci dànno 

K (X (y'0') y'") = 0 

p (x (y'") y(')) = o. 
O in altri termini le eyuazioni 

y (x g'O') = ;i (x y'O') = p (x $'O)) = O 
sono simultanee. 

AwtaEi di Mutematica, Serie III, Tomo XIX. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



34 E. E. Levi: Sopra u n  teorelna di esistenza per le solztzioni delle eqacazioni 

A queste equazioni occorre infine aggiungere per y'') = O  la 

Per ottenere quest'ultima si osservi che per y(') = O la x (y'") è nulla : ina 
a ~ , ,  a l r  a ~ , ,  a~ 

d'altro canto per P,, (x (y'')), ,(O)) = 0 si lia - - a a + 8 g(0) a x = O die  

ricordando che per x = LJO) = O tutte le a Pi* sono nulle dù a poO (0 9 . Si 
a z a $O) 

confronti Con (97) ricordando che B, (y(") = a P o 2  (0 = O, si avrà a y(O) 

che associata con (go), dà appunto (34). 
Ed ora siamo in grado di di~nostrare che le K, p, a sono identicanlente 

nulle. Per y(") = O  ci6 risulta subito dalle (31), (32), (34). Per y(') = / = O  si os- 
servi che da (31) e (26) segue clie le n, p, a hanno la forma seguente: 

dove T', , T ' ~ ,  T", , T',, r", sono fuiizioiii finite e continue di %, 3'"'. 
Se quindi si pone 

e le equazioni Y= a=? = O  sono equivalenti per x + 0  alle equazioni (33) : 
Y = x = p = O. Ma, poichè si ha 

le equazioni Y = w = p = O  a~nmettono una sola soluzione rispetto a x, +O),  {(O) 

tale che per y''' = 0 queste quantità si annullino : ma evidentemetite una 
soluzione di tali equazioni è 

X = (y(O)), p ( O )  =; ((O) s 0 ; 
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quindi questa è l'unica soluzione di esse O delle equazioni (33) che sono loro 
equivalenti per y(') -k O. 

Ne segue clie è identicamente 7i = p = u = 0. c. v. d. 
È yuindi completamente dimostrato il teorenla eiiunciato ne1 n. 3. 

7. A completare il risultato precedente non sa r i  forse inutile ricordare 
che l'ipotesi che le curve y,  e y, non siano tangenti alla caratteristica è real- 
mente essenziale. Basterà a ta1 fine esaminare un'equazione particolare della 

ô2 Z 
classe considerata : ad ese~npio l'equazione = a. La soluzione più gene- a X? 

1 
rale di essa è z = Y, + Y, x + - a a.' dove Y, ed Y, sono funzioni di y sol- 2 
tanto: le caratteristiche sono le parallele all'asse delle x. Ora se si richiede 
che per x = O  e per y = O essa la z si annulli è chiaro che si cade in una 
irnpossibilità se a -I= 0 ; inentre se a = O il problenla risulta indeterininato. 
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Sopra il cangiamento di variabili indipendenti 
nell'integrale triplo. 

(Di CESARE RUSSYAN, a Rharkofl) 

Nei la  Nota presente vien dimostrata la forinola del cangiamento di va- 
riabili indipendenti nell'integrale trip10 mediante la forniola di GREEN ne110 
spazio. 

1. Anzitutto io dedurrb secondo E. GOURSAT y), nîa con alcune modifi- 
cazioni, la dipendenza fra l'area A dell'insierne di valori di variabili x, y e 
quella A, dell'insieine di valori t ,  u, legate fra loro dalle formole 

x = f ( t ,  a ) ,  y= '9 ( t ,  zc) , . . . ,  (1) 

supponendo clie x ,  y siaiio funzioni continue e ad un  sol valore di t ,  zc, 

' f  ' f  , 9, 9, "af siano anche esse continue nei- e viceversa, che - , - 
a t  8% a t  au a t a ~  

l'insieme A ,  e che per semplicità, i contorni dell'aree siano seinplici. 
In  virtù della prima proprietà delle formole (1) corrisponde a ciascun 

contorno in A colla direzione determinata un contorno in A, anche colla di- 
rezione detertninata. 

Si ha che 

l'integrale essendo preso lungo il contorno L dell'area A nella direzione iden- 
tica con quella della rotazione dall'asse O y a quella O x. Se poniamo 
x = f ( t ,  w ( t ) ) ,  u = ZL ( t )  essendo l'equazione del contorno L, dell'area A , ,  

(") Cours d'analyse, 1910, p. 314. 
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lungo il coiitorno L, nella direzione corrispondelite. 
Quindi 

a f A = j? ( t ,  u ( t ) ?  - ci t + 1; ( t  (u)7 2,) " ta. a t a lc 
L, I;, 

Di qui si ottiene inediaiite ln forinola di GREES su1 piano (*), clie 

il segno essenrlo più, O meno secondo clie la direzione del contoriio LI è 
dall'asse O t a yuella Ozc, O vice-T-ersa. 

Dunque, si ha geiieraltiien te 

supponendo, clie aila clirezione del contoriio L identica con quella clella ro- 
taziorie dell'nsse O x 
dall'asse O t n quella 

Ne s q u e  clie 

a quella O I/ coi~rispoiida la direzioiie del contor~io Il, 
O u. 

( taua)  esseiido un punto cleterminato ne1 A, - cioè la forniola cercata. 
Siccoine questa forniola rale per ciascuiia parte di A, A,, in ciascuna 

parte di dl r i  è aliiirno un puiito, ne1 qunle il Jecol~iaiio a ("' ") è diverso 
8 ( 1 ,  4 

I (*) Questa formola Ft : ( t u  a i u t =  ~ ( t @ d u +  ~ ( t w ) d t .  P ( t u ) ,  

-4 1 
a 16 

LI 

Q ( t  w) esseiido coiitinue Iiingo L, , e - a --continue in A, ; l'integrsle destro t preso 
a t J  2% 

lungo LI nella direzione identica con quella della rotazione intoriio all'origine dall'asse O t 
a quella Ou. 
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dallo zero e positivo; essendo la funzione continua in A , ,  questo non vi è 
mai negativo e non pub annullarsi che in punti isolati, O lungo liiiee. 

S. Ritornialno al nostro problenra. Cerchianio dappriiiia la relaziorie fra 
i volurni V, VI degl'insieini di valori di rariabili indipendenti x, y, z e t ,  u, v, 
legate fra loro dalle forinole 

x = f ( t ,  u, v), y = ? ( t ,  u, u), x = O ( t ,  U, 21) ,..., (3) 

sotto la s~ipposizione clie x, y, z siano furizioni continue e ad un sol valore 
di variabili t ,  zc, v, e vice-versa; che le derivate del prim'ordine delle funzioni 

f, y ,  8, e le derivate sevoirde delle funzioni f, rg : ô ' f  -- r et. siano anche 
a t a u  

coi1 tinue in VI . 
Supponianio itioltre clie si possa scomporre la superficie S  del volume V 

in parte ahbastatiza piccole tali che essendo x = x,  (x y) l'equazione di una 
tale parte, zi (x  J )  sia una funzione continua e ad un sol valore insieme alle 
sue derivate del prini'ordine. 

Analogaiireirte, per lit superficie S, del V, . 
Consideriairio i coiitorni sd l a  faccia esteriore delle superficie S  e S I .  

Dialno a yuelli della superficie S  una direzione qualunque determinata. Si 
çorrispoiideranno ad essi in virtù della proprietà delle formole (3) i contorrii 
sulla superficie SI  in uiia clirezione anche determinata. Le projezioiri dei due 
colitorni di S  su1 piano p. es. O x y hanno le medesime, O contrarie direzioni. 
secondo che cose~ii ( n e ,  Oz) hanno i medesimi, O contrarii segni. 

Analogametite per S,  . Sia ora la direzione dei contoriii della S  scelta 
in modo clie la direzione della projezione su1 piano x o y del contorno sulla 
faccia superiore (cosen (ne, O a) 2 0) sia quella della rotazione dell'asse O x: 
a O y ;  sia allora la direzioire corrispondente della projezione su1 piano t Ou 
del contorno della faccia superiore di SI  (cosen (ne, O v) 2 O) quella della ro- 
tazione dell'asse O t a Ou. 

Scomponiamo ora le superficie S,  S I  in parti S i ,  S I ;  corrispondeuti ab- 
bastanza piccoli e tali che le supposizioni suddette intorno a xi (x y), v, ( tu )  
siano soddisfatte. 

Le foriirole x = f (t, zc, vi (t  u)), y = p (t, u, vi (tu)) definiscono x, y coiue 
fuuzioni continue e ad un sol valore clelle variübili t, u, e vice-versa; queste 
foriiiole sono le relaziorii fra le cooidinate x, y e t, u dei puriti delle pro- 
jezioni oi, 5,; di Xi, Sli sui piani O x y e O t u rispettivaniente. Corisiderianio 
l'aree u ~ ,  a,, positive, o negative secondo che cos (n,, 0 z) ,  cos (vh,,, O a) sono 
rispettivaniente positivi, O negatiri. 
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Allora avremo che 

in virtù della formola (2), (t ,  zc,) essendo un punto deterininato di G,;  e 

Si pub considerare questa formola, corne la generalizzazione della for- 
mola (8). 

3. È conosciuto che 

l'integrale è preso lungo la faccia esteriore di S ta1 che 

u, essendo positivo, O negativo secondo che cos (ne ,  O z )  è positivo, O nega- 
tivo. Trasfortniamo yuesto integrale per le formole 

In virtù della formola (4) si avrà che 

2 [f TI . . 
V = lim 0 ( t i ,  zc;, vi ( t ;  ui)) - a [ f  91 

a [ti 
5" = 1 .) 0 (t, u, v (t  N ) )  - a [t NI 

SI 

L'ultimo integrale si prende lungo la faccia esteriore di S, ,  poichè è 
positivo, O negativo secondo che cos (.ne,, O v) è positivo, O negativo. Siccome 

noi otterremo clle 
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Trasformiamo i due ultimi integrali per introdurre la variabile v al luogo 
di t e di z~ rispettivamente.'Basterà. esamiriare l'integrale 

Siccorne la direzione della projezione su1 piano O t u  del contvrno sulla parte 
superiore di 8, (cos (a,,, 0.v) O) è quella della rotazione dali'asse O t a O u, 
ne segue che la direzione della projezione su1 piano O a u del contorno sulla 
parte destra di S, (cos ta,, , O t )  1'- 0) è yuella della rotaziorie dall'asse O zc a Ou. 

Dunque si avrà, appunto corne ne1 caso precedente, cbe 

questo integrale è uguale a 

Analogamente, 

tutti glYintegrali sono presi lungo la faccia esteriore di S,  . 
Annali di Matematica, Serie III, Tomo XTX. 
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Donde, per la formola di GREEN ne110 spazio ("), si ottierie che 

Uf?)  + 6 a ( f 0  d t d u d v ,  
~=.II'/[a"V("(tu~)~#)+&(~a(Vt)) v, aat(  

ovvero differenziando 

a ( f i p o )  d t d z c d v .  

VI 

Quindi, per la continuità del10 Jacobiano, 

( t ,  zc, u,) essendo uri punto determinato ne1 V,, è la forinola cercata. 
Questa formola vale per ciascuna parte di Ir, V,; cos1 in ciascuna parte 

di VI vi è seinpre almeno un punto tale che lo Jacobiano V f y 4 )  
a ( t u  v )  

è diverso 

da110 zero e positivo ; per la sua continuità ne1 & esso non vi è mai negativo 
e non s'annulla che in punti isolati, O lutigo linee, o superficie. 

4. Sia, infine, dato a transforniare l'integrale trip10 

colle formole (3) la fuiizione P ( x y x )  essendo continua iii K Si ha eviden- 
temente clie 

V f ? O )  d t d u d s ,  ~ = j " J J F ( f ( l . v ) ,  P ( t 4 '  W.)) wu) 
v, 

(*) Questa formola è:  

a @ a - continue i n  V, ; l'in- P, &, B essendo continue lungo la superficie SI, e fi , fi, 
tegrale destro è preso lungo la faccia esteriore di SI. 
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ovvero, infine, lo Jacobiano essendo positivo, 

e l'ordine delle funzioni f, cp, O e delle variabili t, y v ne110 Jacobiano è già 
tutt'affatto arbitrario. 
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On Fundamental Points 
in Cremona Space-transformations. 

(By HILDA P. HUDSON, Cambridge.) 

N o m m H  y) has pointed out that Ilie foriiiulae for the postulation aiid 
equivalence of a fundaniental iiiultiple point A of a homaloidal faliiily of sur- 
faces (8) require modification when the tangent cone at A degenerates and 
contains a fixed part, owing to the passage through A of certain branches 
of fundamental curves. 

Now it may be assigned as  an independent condition that the tangent 
cone shall contain a giren fixed part, irrespective of the passage tl-irougli A 
of fundaniental curves. It is the purpose of this note to determine tlie ecpii- 
valence and postulation of such a condition upon the surface. This condition 
rnight be regarded a s  assigning a certain nuinber of simple fundamental points 
adjacent to A and lyirig on the fixed part of the cone, but the nuinber of 
such points would be different according a s  we are dealing with equivalence 
or postulation. Just a s  a fundamental point of contact may be regarded as  
four simple points with respect to equivalence, but as three with respect to 
postulation, and cannot be regarded as a combination of simple points with 
respect to the transformation a s  a whole, so a multiple point with a fixed 
part of the tangent cone must be regarded as  a new and separate element, 
and 11ot as a combination of siinpler elements, of the fundamental systen~ 
of the faniily of surfaces. 

We may also go further and impose the condition that certain sl-ieets of 
the surfaces shall have contact of higher order a t  the multiple point; this 
gives rise to a further set of new elements. 

In the same way, when we pass frorii fundamental points to curves, we 
must consider not only simple and multiple curves, but also curves of con- 

(*) Awn. di Mat. (?!), t. V, p. 165, 1871. 
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$6 H. P. Hudson  : On Pzutdametttal Poi~its 

tact of any order and multiple curves aloiig wliich certain sheets of the sur- 
faces have co~itact of any order. This however is a far niore coinplicated 
problem and requires separate treatment. 

1. lsolated multiple points. 

(i) Simple contact. 
If two surfaces S,  5' have a coinnion 1-fold point A, the tangent cones 

having a coiuinon fised part of order k, then their curve of intersection C 
has '12 + 7 branches througli A, of wliich (1 - k)Voucli the. variable parts of 
the tangent coiies, and k (9 1 - k + 1) toucli the fised part. 

A third surface of the saine nature will nîeet G' in 

points coinciding at A, so tliat, with respect to equivalence, tlie assigned de- 
generation of tlie tangent cone nlay be regarded as  eyuivülent to k (3 l - k + l) 
assigned siinple points. 

Let the coordinates of A he (1, 0, 0, O), and let the equatioii of the fa- 
mily of surfaces be S = x" f ,  + x"-' f ,  + . . - + x"-' fz  + . . . + f, = 0, wliere fz 
is a liomogeneous function of 9, x ,  l u  of order 1, the coefficients of wliicli are 
paraiileters of the family. 

If A is an l-fold point, and if the tangent cone lias a fixed part of order k, 
then f, . . . f,-, rnust vanish identically, and f, y,. f  ,-,, where is a fixed 
function of y, z ,  W. The nuniber of conditions iinposed is 

so tliat, with respect to postulation, the assigned degeiieration of the tangent 
1 

cone may be regarded as equivalent to - 7 (2 1 - k + 3) assigned simple 2 
points: 

Coinparing the values just found for the additional equiraleiice ancl 
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pos tulütioli, 
E"= l z ( 3 l - k + l ) ,  

1 P ' = - k ( 2 1 - k + 3 ) ,  
3 

whence E t - 9 P f = =  k (  l - e ) > O ,  

with the known (") values for a simple point of order t - 1, 

whence Et-2P,=- t < O ,  

we see that E'; P' cannot be sinlultaneously regarded as arising from the 
coincidence of any set of simple points of contact with an  ordinary multiple 
point. 

As an example, let us make an application to those transformations of 
order n which have no fundamental curves, and for wliich, therefore, the 
reverse transformation is of the maxin~uin order n2. It is known tliat if the 
fundamental systeni contains only simple points, points of contact of any 
order and ordiriary multiple points witliout contact, then the only transfor- 
mations of order (n, nz) that exist are inonoidal, and there are four such, 
of orders 1, 2, 3, 4, respectively y*). But admitting fundamental multiple 
points of the kind Iiere considered, we can find transformations of order 
(n, n2), both monoidal and other, for al1 values of n y**). 

Consider first the nionoidal family 

The curve of intersection C of two members S, 8' of this family is of 
order n b n d  it projects into the plane curve of order n+X 

showing that C has n" ((n + A) = (n  - 1)' + k branches tlirough A. 

(*) NOETHER, 1. c., p. 175. 
(**) BELOCE, Ann. d i  Mat. (3), t. XVI, p. 68, 1909. 

(***) TUMMARELLO, Remd. R. Acc. Napoli, Fasc. IO0,  1911, who has obtained independently 
some of these results. 
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If S is fixed and S' varies within a homaloidal fatnily, tlien f varies 
within a plane hoinaloidal fan~ily, always passing through the n A fixed points 
given by f x  = O ,  f, = O. These points, and in general others as well, forin 
the base points of the plane family. 

Now if (8) has no fundamental curve, ( f )  has no fixed part,. nor does 
it pass again through any of the n A points, for if so, (S)  would contain the 
fixed straight line joining that point to A. Therefore (f) has a t  least n A simple 
base points; it may also have other simple or multiple base points, to w1iicl-i 
there correspond on (8) equal numbers of fundanlental simple points or points 
of contact of corresponding orders. 

Now the maximum nuinber of simple base points of a plane hoinaloidal 
family of order t is 2 (t  - l ) ,  when there is also a single (t - 1)-fold base 
point (*). Therefore when n is given, h must satisfy the inequality 

nA<S(n+X-  - l), 

The cases n = 1, B are well known ; n - 3 has been treated already (**). 

If n = 4, then A = 0, 1, 2 or 3, and k = 3, 2, 1 or O ; 
if n>4 ,  then A=0, 1 or 2, and k = n - 1 ,  n - 2  or n-3, 

verifying the theorem quoted above, that a monoidal transformation of order 
(n, n" with k = O does not exist if n >4. 

Thus the monoidal space-transformations of order (n, n" are in 1, 1 cor- 
respondence with the plane transformations of the foilowing four types if 
n = 4 :  

(i) those of order 4, 

(ii) » » ' » 5 with a t  least 4 simple base points, 

( )  » » » 6 » » » 8 » >> * 7 

(iv) » » » 7 » » » 12 » >> » ; 

and of the following three types if n >4 : 

(i) those of order rc, 

(ii) » » » n + 1 with at least n simple base points, 

(iii) » » » n f 8  » » » B n  » >> » .  

(*) CAYLEY, Coll. Math. Papers, vol. VII ,  p. 405, 1869. 
(*") Ameràcan Jourlzal of Mathematics, Vol. XXXIV, p. 403, 1914. 
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The number of the first type becomes infinite with pz. CAYLEY enunîe- 
rates 15 plane transforn~atioris wliich catl be written down wlien n is given. 
His results also sliew that there is only one plane transforniation of eacli 
of the l a d  two types. 

To find tlie reiiiaining transfornîations of order (4, 16) we must consider 
the rational quartic surfaces other than irionoids, of wliicli tliere are tliree 
types, two liaving unodes, m-11ich do not present any special features for the 
present, and one having a point of self-contact (*). 

For a cointnoti point of self-contact witli a fixed tangent plane, both the 
equivaleiice and postula Lion have higlier values than are given ahove. Tllrougli 
such a point tliere pass eight branches of C and each ineets a tliird surface 
liaving the sanie singularity in four coincidetit points. The equivalence is 32 
and tlie postulation is 13. Tlius if tlie fundamental system of a quartic faniily 
consists of a points of self-contact, b, double points at  whicli tlie fixeti part 
of tlie tangent cone is of order k and c, siniple points of contact of order 

a Ions t - 1, tliese nurnbers must satisfy the rel t '  

Here we liave assuined that the conditions iniposed by the separate parts 
of the fundamental system are al1 independent. This is always the case pro- 
vided the order of the surfaces exceeds a certain b i t .  Througliout tliis paper, 
wlien the order is not specified, it is supposed great enough to ensure tliat 
the total postulation is the suri1 of the postulations of the separate parts. In 
each of the particular cases discussed it can be verified that tliis is the case. 

From the above equations we find a = 1, witli five sets of values for b, c ;  
in four of these cases tliere are also fundamental curves, and the reverse 
traiisforiiîation is of lower order; tlie fiftli case is tliat wliicli arises from 
cornpoundinç two transformations of order (2, 4). 

There are iii al1 six space-traiisformatioas of orcler (4, 1G) iiivolving iiiul- 
tiple points with simple coritrtct, specified as  follows. 

(*) NOETHER, Mutlz. AILIL. ,  X X X I I I ,  p. 5Z6, 1889. 

Aurluli t l i  Muteinuticu, Serie I I I ,  Toino XIX. 
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60 II. P. Hudson:  On Futzdamental Poi~zts 

1. The fundamental system consists of a triple point with a fixed part 
of order 

(i) 3, and also ( x )  3 sitnple poirits and 3 points of contact, 
(F) 6 simple points and a point of osculation, 

(ii)  8, and also 4 simple points and a point of contact of third order, 
(iii) 1, and also 4 simple points and a point of contact of fourtli order, 
(iv) 0, and also a point of contact of fifth order (the transformation given 

].)y signa BELOCH) ; 
II. The fundamental system consists of a point of self-contact, 

3 nodes, 3 simple points and a point of contact. 

(ii) Higher contact. 
Next, let it be required that the sheets of the surfaces which toucli the 

fixed part of the tangent cone shall also osculate each other. The eyuation 
of the family being as before 

the second approximation to the surfaces, at  points of those sheets which 
toucli p, = O, is given by 

Since the sheets osculate, the right hand side of this, simplified if ne- 
cessary by use of the first approxi~iiation y, = O, mus1 take an  assigned form, 
independent of the paranleters contained in f,-, . 

the coefficients of cp,,, being also assigned. 
The curve of intersection C has ( 1  - k)Qranches not touchiog the fixed 

part of the cone, and each meeting a third surface of the family in 1 points 
coinciding a l  A ;  and it lias k (8 1 - k + 8) branches touchirig the fixed part, 
and eacli meeting the third surface in 1 + B points coinciding at A. The equi- 
valence is 

The cofactor of xn-'-', which fortnerly contaiiled (1 3, arbilrary coef- 
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ficients, lias heen reduced to depend on ( - + arbitrary coefficients. 

i The additional postulation is therefore - k (2 1 - k + 5) and 
9 

Note tliat here the multiple point is specialized with regard to eacli iri- 
dividual surface, as well a s  with regard to the intersection; for the nodal 
edges of the tangent coiie, given by p, = O, f, , = O, osculate the surfaxe, 
lying on the cone giveii by the cofactor of xU-"-'. 

For contact of order i, let the assigned ath approxiniation be I<= = O ,  so 
that Ii, is sinall of order a + k a t  points of the slieets in coiitact. wliere 

Theii the equation of the family is 

where in-the last sum there may be any nuniber .fi of factors K the saine 
or different, and the suiniiiation extends to al1 sets of values of x ,  p... . , a, 
ri, y ,  v such that: 

the degree of the term is n ;  i. e., a +  p . .  . + i ,  + a ( k  - 1 )  f 3 8  + v  = n ;  
the point is 1-fold on the surface ; i. e., v 5 j t ,  -- 1 ; 
the term does not occur in the first liiie; i. e., v > r L  - 1 - i ; 
and the order of smallness of the tertiî is at  least 1 + i ;  

i. e., a + @ + - - . + A . + . c k + ~ . ~ l + i .  

We have now Z" i k bra.nclies of C through A, and 

E'=l(l-k)2+(Z+i)k(021-k+i)=13+ik(31-lz+i). 

The postulation of such a singularity is very coiiîplicated and depends 
on the relative magnitudes of n, 1, k, i. In the case of a monoid, Z = I L  - 1. 
and the equation has the forln 
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assuming n > (i - 1) k ; and the postulation is 

1 
- (II'  -- 1) + I i k ' B n - (i - 2)  k + 3 1 - k (k  + 1). 6 9 1 \ 

Note tliat this family contaiiis the fixed straight liaes given hp 

l u  tlie foregoiiig work we have assuined tliat y, lias no repeated factors. 
Consider iiow the case of a unode on a quartic surface 

If tliere is riest higher contact witli S',, this caii only differ froin S,  by 
the ternis x y f ', + f ', . 

Tliere are seven branches of C tlirough A, aiid E = 96, P= 13. 
We have here not two distinct slieets, but a single cuspidal sheet, and 

to raise tlie order of contact by unity only iriduces one more branch of C 
tlirougli A. 

As a flirtlier exaiiiple of possible coniplicatioiis, consider the fatiiily 

whicli yossesses a biiiode witli two fixed tangent planes, along 011e of wl-iich 
tliere is osculiitioii. Tllere are seven branclies of C tlirougli A, the tangents 
heing 

x = 0, f 2  - f ' ,  , the branclies toucliing a tliird surface of the family, 
y = O, 8 ( f 4  - f f 4 )  = y3 (f2 - f 'J, the branches osculating tlie third surface. 
We thus coinplete the list of eight transfornîatioiîs of order (4, 16) by 

adciing the two whicli involve multiple points witli liigher contact, specified as 
follows. 

111. The funtlaniental systeni consists of a point of self-contact and 
also 

(i) a hinode with osculation along one slieet, a simple point and 2 points 
of contact, 

(ii) a biiiode with osculatioii along one sheet and contact alorig tlie otlier, 
and 5 sitiiple points. 
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II. Multiple points on fundamental curves. 

( i )  Simple contact. 
Nom; consider the case in which j I~ranclies of fuiidaniental curves paso 

tlirough A. Unless tlieir tangents a t  A al1 lie in a plane, A is of necessity 
a multiple point on (8);  if tlieir positions are general, and 1' is the least 
integer for ml-iich 

l (11+ 1)(Lt+2)>j,  2 

tlien A is a t  least an 2'-fold point on the surface. 
Now let the fundamental curve Cm have j, branches through A touchii~g 

the fixed part of the tangent cone and j ,  branches toucliing Ilie variable 
part, so that j  = j, +j,  . Then the variable curve C'  of intersection of S, S' 
has siniilarly j', +j', branches througli A, wliere 

j ,  +jl, = k (9 1 - k + l), j ,  $-j, = ( 1  - ?c)~. 

Consider (*) tlie locus f,,,-,, = O of points wliose polar planes with re- 
gard to S, S' ineet in a line which ineets an arbitrary straight line; this 
locus passes tlirougll al1 tlie points of contact of S, S', and at A it lias a 
9 ( 1  - 1)-fold point, and the tangent cone to f has the saine fixed part as (8). 
Now if (besides the point A,) C possesses d simple nodes, I intersections 
witli C' and h apparent double points, then tlie d + I points are points of 
contact of S, S' and lie on f ;  the nuinber of intersections of C, f which 
coincide a t  A is (2 1 - 1) j ,  + (2 1 - 2) j ,  and of tlie 9 m (n - 1) intersections 
of C, f, the remainder are the r points of C a t  which the tangent line to C 
ineets the arbitrary straiglit line wliicli deterinines f, where 
of C, and has the value 

+n (ln - 1) -- 9 72. - 2 d - j (j - 1). 

r is the rank 

and the nuinber of those of the n (na - m) intersections of C' with a third 
surface of the family which lie on C is I +  1 j' + j', . 

(*) Cf. S A L M O N ,  Geometry of thvee d i m e t ~ s i o m ,  § 346, 5rn ed., p. 358? 1919. 
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54 H. P. Hudson : O n  Fundnezental Points 

Hence the equivalence of the system of A and Cm is 

The first term would be tlie equivalence of C if A were not a singular 
point; the second terni would be tl-iat of A if C were not a fundamental 
curve; and the last term is the reduction in equivalence due to the passage 
through A of the j branches of C. 

To evaluate tlie postulatiori, as before, we assume the equation of the 
family containing the singularity A to be 

having imposed on the general surface of order n 

For the moment replace C by its j tangents a t  A. This tnethod of sub- 
stituting straight lines is due to NOETHEH (*), who observes tllnt the reduction 
in his case depends only o n  the nature of C in the neighbourhood of the 
point of intersection. It does not give a proof of the general forniula stated 
below unless we assunie that the reduction depends only on 1, j, j ,  and not 
on any other characteristics of C. With this assuinption, which is plausible, 
the reduction in postulation is the same for C a s  for the j straight lines, 
and the latter we now consider. 

To make S contain one of the j , lines, we niust impose n -- 1 + 1 con- 
ditions, one on each of the cones given by f,-,, f,+, ,. .. , f , ;  but for the j, 
lines the first condition fiills on cpk and not on f,-,, and is already satisfied. 

Therefore the postulation of the system of A and the j lines is 

(*) NOETHER, Ann. di Mat .  @), t. V, p. 164, 166. 
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1 
as if, of the - j ( j  - 1) intersections of the j lines at  A, there were 1 j + j ,  9 
real and the rest apparent. 

We infer that for the systeiiî A, C the postulation is probably 

These expressions for E, P are valid whatever the arrangement of the j 
branches of C. If this is such that the passage of S through C makes f, de- 
generate, then the fised part so determined must he part of y,; the only 
assumption is that f,-, has no fixed part. In both formulae, putting k = j ,  = 0, 
j ,  = j, we have NOETHEH'S expressions. 

As an example, consider those monoidal transformations of order (4,4) 
which are given by equations of the forrn 

where y, is a cubic function of y, x ,  w, etc. 
Here the homaloidal quartic family has the forrn 

where f ,  is a variable plane through the triple point. The fundamental curve 
C,,  is given by 

x+P++S=O, ~ y S + ? * = o ,  

and the variable intersection is the plane quartic curve 

with three branches tlirough A. We see that n = 4, 1,= 3, 91% = 19, P = 31, 
E=63 ,  and the various cases can be tabulated thus, the numbers being 
calculated directly from the equations of C,, . 
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l Specialization j, 

In al1 tliese cases the nature of the singularity ab A is fullg deterniioed 
by the' passage of S,  tlirough Cl, ; in the second and third cases the position 
of the j tangents to C a t  A is specialized. The formulae of equivalence and 
postulation are satisfied by al1 four sets of nuiribers. 

(ii) Higher contact. 
For contact of order i of tlie slieets touching c p ,  the foregoing argument 

is modified as follows 

jl +j ' ,  = k (2 1 - k + i), j, + jt2 = (1 - k)'. 

c2(,-,, lias a 2 ( 1  - 1)-fold point at  A, and has contact of order i with the 
she.ets of the fainily which touch y,. 

The reduction in postulation is 1 -hi for eacli of tlie j, branches and 1 
for each of the j, branches, giviiig 

P = (postulation of curve) + (postulation of point) - ( 1  j t i j,). 
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Osservazioni 
Sulla « Réclamation de priorité >> 

del sig. Zindler. 

(Di  GGSTAVO SANKIA, a Torino.) 

I l  sig. ZIRDLER nei SS 48, 49 del vol. II delln sua L i , ~ i e r ~ g e o ~ ~ d r i e  r d  
Antvendangetz ha studiato le variazioni del parametro d i  dis t~i~buzione delle 
riga.te passanti per un raggio di un coniplesso, dopo d i  arerlo espresso conle 
quoziente di due forme diffcrenziali quaciraticlie. Ora, nella sus  « Iléclnamtion 
de priorité » (*), osserva che queste forme coincidono, almeno per il loro si- 
gnificato geonietrico, con quelle ehe io ho assunto mine fondanientali ne1 
Saggio d i  Geometria differenziale dei complessi d i  rette (*); in ci6 egli vede 
una ragione sufficiente per reclamare la priorità sull'uso di queste foriiie 
nello studio dei complessi, corne aveva gii fatto precedenteinente (**") in oc- 
casione dei nîiei lavori sulle congruenze di rette. 

In tutto cib vi è un  equivoco che conviene dissipare. 
Nei niiei varî lavori ho voluto dirnostrare conîe la geoiiietria differeli- 

ziale delle congruenze e dei complessi di rette possa essere portata alla stessa 
perfezione di quella delle superficie, diinostrando che nî~che  per le coîqrzcewe 
e per i complessi esiste zcncc coppia d i  forme differenziali quadraticlte legccte 
d a  epuazioni ( u n a  per le cotzgricenxe e quattro per i co~nplessi) a~znl.og1ze a 
quelle d i  GAUSS-CODAZZI, le quali godono delle segzcenti proprietà : 

1.' individuano l a  congruema O i l  cotnplesso, n meno d i  un movifiwzto; 
8.' riconducono p t ind i  Zo s t t d io  delle proprieth geometriche della con- 

grzcenxa e del complesso al10 studio d i  espressioni O equccaioî~i ccimti cnruttere 
invariccntivo rispetto al sistema delle due forme; 

(*) Cfr. questi Anlzali, serie III, tom. XVIII, 1911. 
(**) Ibid., tom. XVII, 2910. 

(***) Matlzematische Annalen, B. 69. Si legga anche l 'ngyi icnta della IZedazione [lei M. A. 

~ n i t a l i  d i  Matematica. Serie 111, Toiiio XIX. 8 
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58 S a n n i a :  Osservazioni sulla « Récla+)zation de priorité » 

3 . O  permettouo di trnttnre cou uniformità di metodo i problemi relntivi 
alle cotîgruenze ed ai covtplessi e conducono, per &uni d i  essi, a risoluunioni 
aventi ut& grado d i  sewplicita mmi priwn rccggiuthto. 

In tutto ci6 io stimo che consista il probleina di riduwe lo studio delle 
congrueîzze e dei coî~cplessi al10 studio di wza coppia d i  forme differe~lziali 
qzcaclraticlw. Questo prohlema, la cui risoluzione apporta un effettivo e no- 
tevole progresso alla Geometria clifferenziale dello spazio rigato, non ers  niai 
stato risoluto nè da1 sig. ZINDLER, nè da altri. 

È ben vero clie dei tentatiri in yuesta senso erano già stati fatti per 
le sole congruenze (mai per i cornplessi) da alcuui Geometri (BURGATTI, CI- 
FARELLI), adoperando le due fornie difl'erenziali introdotte da1 KUMMER; ma 
questi tentativi restarono infruttuosi. Il lettore se ne potrà convincere leg- 
gendo il cap. XII- della Differential Geometry di L. P. EISERHART: egli vedrà 
clie in tutta la teoria le due forme di KUMMER (O alli~eno una di esse) 
fanno la figura di semplici comparse e che le quantita che verainerite en- 
trano in gioco sono certo sette funzioni 

di due variabili. L'inanità dei tentativi è dovuta, non certo ai Geonietri, ma 
alle forme stesse, in c~uanto clie vi sono infinite congruense distinte che danno 
origine alle atedesim forwe di KUMMER (*). 

Concludeiido: le due forine da me adoperate intervengono nei lavori 
del sig. ZINDLEH mediante il loro rapport0 ed i loro coefficienti coinpaiono 
in alcune forinole; ma io credo clle ci6 nulla tolga alla originaliti delle 
mie ricerche. 

Il sig. ZIKDLER lia pure reclaniato la priorità dello studio dei conqdessi 
definiti mediante eyuazioni paranletriclle. Osservo che questo nioclo di de- 
finire i cornplessi è ben antico ed affatto naturale, e yuindi non è il caso 
di porre su di esso uns quistioiie di priorità. Ne1 niio Snggio ho afferriiato 
di avere adoperato per la prima volta in modo sistematico la rappresenta- 
zione parametrica, in cpanto che rie ho fatto uso esclusivo e costante; 
mentre che il sig. ZINDLER l'ha adoperata solo per alcune questioni, trat- 

(*) Cfr. l'ltztvodrezione alla niia Nota : Sull'itwiluppnta media di uiia eouyvuewa cZi rette 
(R. Accademia delle Sçienze di Torino, vol. XLV, 1909). 
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tando tutte le altre con l'uso costante dell'equazione del complesso in coor- 
dinate oinogenee di retta e supponendo irioltre che yuesta eyuazipne sia 
algebrica. 

AGGIUNTA DELLA REDAZIONE ALLE PHECEDENTI U OSSERVAZIOR'I » 

DEL SIG. SANNIA. 

Dopo quanto lianno scritto il sig. Z~R'DLEK (Am.  di Mot. (3), XVIII (1911), 
püg. 335) e il sig. SANR'IA, consideriaino per parte nostra coine definitivamente 
chiusa questa breve poleinica (Vedasi anche Natl~. Annale),, Tom. 69 (1810), 
pagg. 447-8). 
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62 C a l a p s o :  In torno  alle stcperficie applicabil i  sulle quadriche 

Pren~esse al 5 1 le considerazioui relative alle qiiadric~lie di rotazione da cui 
le presenti ricerche lianiio avuto origine, ho  ordinato la materia in otto parti. 

Nella parte priiiia viene stabilita con procediineilto diretto l'esisteiiza 
delle trasformazioni B, ; la cliinostrazione S basata su1 teorema fondamentale 
della tilia Meinoria del 190% assuinendo ci06 l'equa.ziorie della yuadrien. sotto 
la fornia 

( a ,  b, c,  assuinenclo costan Li clualuiique renli od iininagiiinrie) e porieiido 

co~zdiz ione tzecessnria e suf ic iente  nfllmhè le (9) r q q w e s e l t t i ~ l o  ln quad~iccç  ( 1 )  
r i f e r i t n  ad un sistema cottizcgato coa1me ntl esscç e a d  2 . ~ 1 2 ~ ~  superficie appli-  
cabile, è che le fwzzioni X,, Y,, 2, soddisfino o l  sistemcl : 

Le forniole relative a (pesta trasforniazioiie coiisistoiio in un sistema di 
eyuazioni differenziali alle derirate parziali di primo ordine, illiiliitatatnerite 
int egrabile. 

Nella parte II, segueiiclo un procecliiiiento analogo n cpello seguito nella 
parte 1, si perviene alla niiol-a rappresentazione ailalitica delle Bk sotto il 
nuoro aspetto desideixto; 10 studio di queste trnsforiiinzioili è accompagtiato 
da un'aecurata discussione sui casi singoli~ri. 

Nella parte III \-engono stnhilite le relazioiii tra la n u o w  rappresenta- 
zione delli~ 23, e la sua forma originale, secoiido la quale p e r  qzin7tttzque SM- 

perficie S uppliciibile s o p m  mrc qtcndsicn esis to~to  m\o,?grlce?ue t-ettilinee 
c l ~ e  i i  reitrlo S / , C r .  p r i u u  ftrldta focctle hnlt /&o le loro secoude falde focctli S ,  a$- 
y l i c  ibili s d l n  ~ ~ t a c i r s i ~ m  qtiorlt.ica. 

Sella parte IV  rieiie ricliiaii-inta la. tiasfor~iinzioiie di GUICHAHD del 1905, 
( In  III stiicliii t;i is i  I I  na precedente RIeriioria (*), clie ho diinostrato essere ri- 

(") P. CALAPSO, I U ~ O ~ I L O  alle sicperficie upplicabili szclle qucrd~iclze erl alle loro trasfolrizn- 
zioizi [l. c.,  tom0 XXXII (1911), pagg. 365-3851. 
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ducibile a d  una D, (per un coiiveniente valore della costante LW). Trovo che 
tale trasforrnazione appartiene ad un tipo più generale clle si pub definire 
ne1 modo seguente : 

Se X', ,  Y',, Z', è una soluzione clel sistema (3) e Su3,  Y",, Zn3 è la 
nuova soluziorie (trasforinata della priina), si consideri siilla sfera 

x;+ ya3+z;=1 

la. corrispondenza in cui al punto S',, Y',, Z', corrisponde il punto S",, 
Y",, Z",; note le fuiizioni X',, Y',, Z',, si d'eteriiiinano Su,, Y",, Z",, colla 
condizioiie clie le tangenti alle linee a e fi della suddetta sfera in punti cor- 
rispondenti si tagliaiio rispettivamente. 

Nelle forinole relative a questa trasforinazione si pub iiitrodurre una 
costaiite arbitraria k ;  siccliè indico essa con G,. 

La trasformüzione del 1'305 & in coliseguenza. indicata con Gu,:. 
Siissistoiio anche per le G, le trasforniazioiii singolari G,. 
l n &  vengono stabilite le forinole relative alla trasforiirnzione If del 

BIANCHI, riportata al Cap. V del voluine III cielle Lesiolti; e ci6 seiiipre da1 
nuovo aspetto da nie coiisiderato. Siffatta trasforiiiazioiie involutoria (a pe- 
riodo 9) fa passare da una deforliiata della cpadrica (1) ad ULM deformata 
della quadrica 

Trovo allora l'iiriportante teoreilin : 
La trasforiiiazioiie f1 caiigia uiia coppia di superficie applicabili siilla (1) 

legate tra loro da unn Gk in un'altra coppin di superficie applicahili siilla (1)' 
legate tra loro da una G,, . 

La relazioiie ben seinplice fia h e k' è data dalla foriilola 

Il' teorenia annlogo per le trasfoniiazioni R, sussiste et1 è stnto stal~ilito 
da1 BIANCHI (1. c., pag. 230); ln  relazione fra k e TL' è senlpre la (2)'. 

Orn da. cpesta per lz = - cc2, si lm kt=  cc ; ilutque la consiclernzione 
delle B, permette di enuiiciare il teoreiiia seiiza eccezioni. 

Nella parte V viene effettuato il coilfronto tra le trasforniazioni G, e 
le Bk, e si diinostra che coinponendo due Bk colla iiiedesinîa costante k ed 
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opposte tra loro, si ottiene una G,; viceversa una trasfornlazione G, pub seinpre 
ottenersi corne prodotto di due B,; cioè si ha il teoreina 

Questo teorema, già iioto per le ricerche di BIANCHI (*), viene nella pre- 
sente Menloria esteso al caso k = oo; giacchè si ha pure 

In particolare riferendoci alla trasfornîazione di GUICHAKD del 1905, si lia 

cioè essa è equivalente al prodotto di due B, singolari. 
Nella parte VI viene esposta unn diniostrazionc diretta di un impurtan- 

tissiino teorenia dovuto al BIANCHI e defto dall'autore di perwtutabilit& (1. c., 
Cap. IV); ed qstendo il teorema anche nlle trasformazioni singolari facendo 
entrare in coinposizione le Bw . 

Nella parte VI1 stabilisco il modo di ottenere trasforiiiazioni reali; di- 
scutendo separatamente le tre specie di quadriclie reali. 

Nelle quadriclie a punti ellitlici sussistotlo delle trnsformazioni clie con- 
ducono da superficie reali applicabili renltnente sulla cluadrica a superficie 
reali pure applicabili realniente sulla quadrica; esse si ottengono coniponendo 
due trasformazioni Bk,, Bk,, i~nmaginarie coniugate (k, e 12, cos tanti com- 
plesse coniugate). 

Si pub anche otteriere una trasfonnnzione reale con una sola B, (k es- 
sendo uiia costailte reale arbitrariainerite presa fra convenienti limiti), per 
coine ha stabilito il BIAKCHI;  essa conduce perb da una superficie reale al'- 
plicabile renlmente (idealniente) sulla yuadrica a superficie reali applicabili 
idealinente (realniente) sulla quüdrica. 

In quanto alle B,, isolatairiente applicate non conducono mai da una 
superficie reale a superficie renli ; occorre senipre eseguirne un  nuinero pari. 

In particolare conîponendone due, si ha uns  G, e sussiste il teorema: 
Lrc trasforlitazione G, fa pnssnre dn  cm superficie renle npplicabile ideal- 

mede szclla quadrica ad infinite ~zztove superficie reali applicabili idealmente 
sullcc quadrica. 

(*) Sulle trasforilea~ioni d i  GUICHAKD delle superficie applicnbiti sulle quadviclze (Reiidiconti 
dell'iiccademia dei Lincei, 5 febbraio 1911). 
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Donde poi segue : 
&a trasformazione Bk Cm R,, (per convetzieîzti vcclori di 1% e k') fa deriuare 

da zcna superficie renle ' npplicaBile renlmeîzte sulla ywadrica infinite superficie 
reali applicabili , renl~rteîite sulla qzcndriccc. 

Nell'iperboloide ad una falda la trüsfori~îazione Bk, per k p e s o  fra con- 
venienti limiti, è reale; e trasforina seiilpre una superficie reale applicabile 
realmente (idealniente) su lh  quadrica in superficie reali applicnbili realinente 
(idealpente) sulla quadrica. 

Anche in questo cas0 si lia il teorenia: 
La trasforrnaxio~ie G, fa pnssare dcc zuza superficie renle applicnOile ideal- 

mente sulla qwadrica ad  i~tfinite nuove superficie reclli applicabili idealmente 
sulla qzmclrica. 

Nella parte VI11 vengono stahilite alcune importanti proprietà geonietriclie 
delle trasforti~azioni B k ,  donde le trasforinazioni clle 'abbiaiiîo cliiaiilato B, 
appariscono clal punto di vista geoinetrico coine caso limite delle Bk. 

Quest'ultinîa ricerca, basata sulla considerazione delle defortiîazioni in- 
finitesime che corrispondono alle B k ,  mi è stata suggerita da1 BIANCHI per 
corrispondenza del clie vivaliiente ringrazio l'illustre geometra. 

Ne1 caso delle B, la deformazione infinitesima corrispondente si riduce 
ad una traslazione isotropa; e sernbra assai notevole clie ad ogni traslnzione 
isotropa di una superficie applicabile sulla cluadrica corrisponde uiîa B, e 
l'integrazione del relativo sistema differeiiziale si co~npie con soli calcoli al- 
gebrici e di derivazione. 

Se in particolare la quadrica è una sfera si ha la proposizione seguente: 
Data zcna superficie a curvatura costante S ,  le 00' superficie derivate da S 

con la trasforw&axione co~t~plementnre sono costruibili i n  termivi finiti, quatado si 
conosca la sztperficie S corrispontlede ad S per trasformazio~ze di HAZZIDAK~S. 

111 ci6 clie segue introdurrenio secondo il solito le funzioni ausiliarie 

X - 
1 ax, 1 ax, 

I - \ j E ,  aa 7 X, = - --- 
CIG" 

Anlzali d i  Matematica, Serie III, Tomo XIX. 9 
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ed il sistema di relazioni fondainentali 

colle andoghe in Y e 2 ;  e yuaiido occorra considereremo le trasfor~nazioni 
per tutto il sistema di funzioni 

dE 7 dG 7 

XI 7 YI 7 2 1  , 
x2 7 y 2  , 2 2  , 
x 3  7 y3 7 2 8  . 

1. Supponiamo che la quadrica (1) sia di rotazione (a = b =  1). 
In ta1 caso, secondo è stnto stabilito nella mia citata Meinoria del 1908, 

per ottenere la, soluzione più getlerale del sistenia (8), basta assumere una 
soluzione dell'equazione 

ed integrare il sistema completo 
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- - (k, ee - 12, e 0 )  u. + (k ,  e 

. in cui 4 k ,  = n4 = 1 ; 4 k,  = 2 c2 - 1 ; ad opportune condizioni iniziali ; cioh 
in modo da aversi 

In questo modo le funzioni 

soddisferanno al sistema (3). 
8. Partendo da una soluzione O dell'equazione (7) e da1 sistema di fun- 

zioni corrispondenti u, u, A, p, ed applicando la trasformazione di BAKLUND 

a e ,  a e  
= i, + i senh cr senh 8 cosh O, + i cos11 G cosh 0 senh 8, , acl. d l ,  

3 - - a e - i - + senh dcosh 8 senh 8, + cosh G sen11 8 cosh 8, , a p a ~r 

avremo una nuova soluzione 8, dell'equazione (7); inoltre corne sistema di 
funzioni corrispondenti possiamo assumere 

i i 
F M ,  = ee12.- i eO1 -- 

'2 
senh G (u+ v) +- - cosli G (u - v), 

2 

T A, = - (hi ee 4- k ,  eëe) u + (h, ee + k ,  e-0) v + B p. + i A A, 

T F ,  = i ( k , e e - k , e - e ) z c - i ( k , e ~ - k , e - ~ ) v - i D i ~ . + C A ,  
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in cui abhianio posto per brevità 

A = sen11 c senh 6 senh O ,  + cosli a cosli 0 cosh O , ,  

B = senli G seiili 9 cosli 9, $- cosli 6 cos11 6 senh O, , 
C = senh c cosli 8 senli O ,  + cosh G sen11 tl cosh O,  , (11) 

D = senli o cos11 9 cosli 9, + cosh G senh 8 senli O, ("), 

e 7 indica una costante qualuique di proporzionalità. 
Infatti si verifica con facile calcolo clie le funzioni u , ,  u , ,  'h,, p, soddi- 

sfnno alle equazioni 

1 "  a = e-01 y,, 

d'altra parte si lia iclenticamente 

(+) Vedasi la ricerca allaloga del BIANCHI, reiativa ai paraboloidi, 1. c., pag. 848 e 2 3 .  
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e quindi in forza della (8) sa r i  pure 

k ,  (u: + vS) - 2 k ,  u, V, + 'A: + pi = 0. 

Se ora poniaino 

avreiiio una nuova soluzione del sistema differenziale (3). 
Il passaggio dalla soluzione X,, Y,, 2, alla soluzione X',, Y',, Z', co- 

stituisce la trasfor~nazione che volevarno ottenere. 
La nuova soluzione X',, Y',, Z', contiene due costanti arbitrarie, cioè 

la costante G che comparisce esplicitamente nelle (9) e la costante introdotta 
dall'integrazione. 

3. Ora se scriviamo le prime due delle relazioni (10) sotto la forma 

i i 
eei (1 - i P )  = T u, 4- - senh G (zc -+ u) - - cosh G (u - v:, 

9 2 

i i 
eëel ('A + i p) = - 7 v, - sen11 c (ZL + v) - - cos11 6 (u - a), 2 2 ,  

e inoltiplichiaino niembro a meinbro, tenendo conto della (8), dopo selilpli- 
ficazione avremo 

di U V  è nullo, e indichiaino con k la costnnte arbitraria - c" 
9 pos- cos11" 

sian10 assumere 
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ossia per le (8)" e (19) 

,- 
c \ I a ' + k ~ , ~ ' , + c ~ a "  k Y,  Y',+\/ca + k Z 3 Z ' , = c ;  

e tenendo conto della coridizione a = b = 1 scriveremo meglio per siinmetria 
ne1 seguente modo : 

C Ne1 caso escluso cosh G = t - la (13) diventa 
a 

i i 
T u, u, + - senh 5 (u + u) (u, + u,) + - cosIl G (U - u) (u, - 21,) = 0 ,  

2 B 

ossia 
7 

( X i  + i Y 'J ( X ,  - i Y,) - i senh o Z,Z1, = i cosli o. (1 5) 

Infine assuinei~do 

 COS^ a = 0, s ed i  G = i, 7 = c, 

la (13) prende la forma 

ossia 
c ( X ,  X', + Y,  Y',) + Z, Z', = 0, 

clle scrivereino ineglio per siminetria ilel seguente modo : 

b c X 3 X 1 , + c a Y ,  Y ' , + a b Z 3 Z f , = 0 .  (16) 

4. Ne1 caso particolare a = b - c = 1 ,  in cui la yundrica si riduce alla 
sfera di raggio 1, la trasforniazione ultimamente osdervata si interpreta cos1 : 

Sia S una superficie a curvatura costante positiva, coll'elemento lineare 

e siano E;, ri, < le coordinate d i  un punto della superficie. Applichiaino alla 
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superficie S la trasformazione cornplenlentare 

senh w, a E icosli a E " < - - -  -- 
3 1  - senh o B a cosh a> ' 1 

senhw, 3-0  icosli w, a YI 
YI, = - f i  - -- 

senhw, a'S icoshw, i3C 7 9 1  -CA--- - 
senh w a a cosho ap ' 

o, essendo una soluzione cpalunque del sistema coinpIeto 

a m ,  --- a m  
a a  - 

i -- + senh w cosh o, , a P 
a w ,  a m  
-- = i -  +icosli  w senh w ,  ; a p  a a  

otteniaino cosi una. nuova superficie SI a curvatura 
lerilento lineare 

costante positiva coll'e- 

La trasformazione di HAZZIDAKIS cangia la coppia d i  superficie S, SI in 
un'dtra coppia S, S, ; e se X,, 'Y3, 2, è la soluzione del sistema (3) corri- 
spondente s S, e XI,, Y',, Zr, quella corrispondente ad SI ; sarà 

= c0sllP O , ax, ax, ax, 
= T G  = 0, x = senli2 w ,  

(n2)P = c0sli2 0, , E X  axf3 axl, m = O ,  L (m) axf3 = senh2 a,. 

Ora si verifica, tenendo presenti le (19) e le (6), che si passa dalla solu- 
zione X,, Y,, 2, all'altra X', ,  Y',, Z', ponendo 

X' ,  =  COS^ a ,  XI + i senh m, X2 , 
Y rS  = cosh w, Y, + i sen11 o, Y, , 
ZVs =  COS^ W, Z, + i senh w, Z2 , 1 

doncle segue subito la relazione 
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Dunyue denotando con H la trasformazione di HAZZIDAKIS e con B la 
trasformazione c~inplementa~e.  potreino rappresentare la trasformaziorie os- 
servata con 

H" B H. 

È dimostrato in cib clie segue clie le relazioni (14) e (16) itidiviclunno 
per sè sole le trasformazioni osservate; di più esse sussistono per quadriclie 
generali, riteriendo cioè per a,  b, c costanti qualunque. 

Passiatno quindi al10 studio delle trasformazioni indiriduate rispettiva- 
mente dalle relazioni (24) e (IG), trattando d'ora innanzi il problenia per 
quadriclle generali. 

P A R T E  1. 

Le trasformazioni individuate dalla relazione (16) 

§ 11. LE FUNZIONI TRASFORMATHICI. 

1. In questo paragrafo stabilireino un sistenia di forinole relative alla 
soluzione X,, Y,, Z,, del sistetma (9) e alla soluzione X',, Y',, Z',, legata 
alla pritna dalla relazione (16). 

Introdilciamo secondo il solito le futizioni ausiliarie 
zione nuora X', , Y', , Z',; cioè : 

relative alla solu- 
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colle analoghe in Y e Z. 
Indi poniamo 

a xf - 

-" = lIG'o X', , a B 

b c X'; X', + c a Y, Y', + a  b Zi Z', = 'Fi, . 
Avremo subito ili hase alla (16) 

Inoltre teneildo conto che le nove funziorii 

costituiscoiio un determinante ortogonale, e cos1 pure le fiinzioni 

XIl YI1 

X', Y', Z', 
avremo dalle (86) 

b c X ' ,  =iIr12 XI +Y,,  X,+W,, X,,  

c a  Y', = Yin Y, + Y,, Y, + 'T:,, Ys , 
abZ'2=P.12 Z1 f z2+Y32 z3, 

Altnali d i  Matematica, Serie III, Toino XIX. 
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b c X ' , = Y , , X , + Y 2 , X 2 ,  

Ca Y', = Y,, Y, + w,, Y2 , 
i (39) 

a b Z f , = ~ Y , ,  Z ,  +lu,, 2, , 
b c Xi = V I ,  X", + Y , , X 1 ,  + Y , , X f 3 ,  

c a  Y,  = i ~ , ,  Y', + Y , ,  Y ' ,  + y,, y',, 1 
\ 

(33) 

a b  Z ,  = Y , ,  Z ' ,  + Y 1 2  Z ' ,  + y,, Z r S  , 
b c  X, = IF,, X ' ,  + Y z 2  XI2 + y 2 3  XI3 , 
caY2=\ I ' , ,  Y'1+Ys2  Y ' 2 t ' I ^ 2 3  Y',, 1 

1 (34)  
f'3 b 2, = Y 2 ,  Z ' ,  + 'Y,,  Z', + y,, Zr3 , 
b c X ,  = Y,, X ' ,  + \Ysz XI2 , 
c a Y ,  = y,, Y', + Y,, Y', , (55) 
a b Z , = Y , , Z ' , + ~ ~ , , Z ' , .  

8. Per mezzo di queste foriiîole possianio ricavare varie espressioni 
delle \yi, procederido ne1 seguente modo. 

Derivando la (13)  e tenendo presenti le (6) e le (25) otteniamo 

D7altra parte dalle (3%) e (35) quadrando e soiliinando si ricavano le re- 
lazioni 

w:, + = b2 ca X'; + c2 a2  Y'; + a 2  b2 2'; , 

che per la terza del sistema (3) si possono scrivere 

Y?, + Y;, = E", - Cr', , 
Y:, + lu:, = E, - Go . 

Da yueste e dalle (35)" troviamo 

(*) Delle quaiitità (lz, (lg, (lz, si intende scelta una determinazione e mante- 
nuta in tutto ci6 che segue. 
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Siinilinente dalle (33) e (34) quadrando e sornniando e tenendo conto 
delle espressioni trovate di iu,,, Y,, otteniamo 

Infine dalle (33) e (35) moltiplicando ordinatainente e sornniando troviaino 

e siniilinente 

JE, Y , ,  + i <Go 'Y,, = - (be c2 X, X, + c 2  a2 ITg Y3 + a2 b2 2, Z3). (4.0) 

Si vede allora che per mezzo delle (36), (37), (38), (39) e (40) tutte le 
funzioni iIri, sono esprilnibili rnediante le funzioni \IF,, ,/G', , e mediailte gli 
elementi relativi alla soluzione X,,  Y,, 2,; onde daremo alle funzioni VE',, \/G',, 
il nome di funzioni Irasformatrici. 

E fin da ora osserviaino che note le funzioni X,, Y,, Z,, e note le fun- 
zioni trasforiiiatrici J E ,  iz, le nuove funzioni X',, Y',, Z',, sono espresse 
dalle forniole 

i 
' xr3 = , (\iE, X, + i jgl  x 2 )  , 

3. Fra le funzioni trasformatrici passa uria notevole relazione, clle si 
deduce esprimendo che le funzioni X',, Y',, Z',, soddisfano ln. prima del si- 
stenia (9). Essa è della forma 

A,,E",-A,,G',+2iA12\i'E", \IG',=i, (42) 
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Introducendo ancora le quantità 

avreino in tutto sei funzioni A,, formate esclusivamente cogli elementi relativi 
alle funzioni X3, Y,, Z,, e per i'uso che dovremo fame in seguito stabiliremo 
le forinole clie rie espriinono le derivate parziali prime. 

A tate scopo basta derivare le ( I3) ,  osservaiido le (6) e le (43) stesse, e 
troviaino cosi peï le derivate ridiieste le espressioni seguenti : 
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§ 111. IL SISTEMA DIFFEREMZIALE PEK LE FUNZIONI TRBSFOHMATKICi. 

4. Da cluanto abbiaino stabilito ne1 precedente pxragrafo, faciln-iente 
si ricavn. un sistema di equazioni differenziali per le funzioni trasforrnatrici 
JE, JGlg. 

Per formare yuesto sisteina basta esprimere che le funzioni X f i ?  Y',., Z f i 7  
date dalle (30), (31) e (394, verificano le relazioni (25). 

Derivando la prima delle (33), e sostituendo per le derivate di X,, X,, X,, 
le loro espressioni date dalle (6) otteniamo 

a q.,, I aJE , - 'YI 3 jZ a x, + JE, &) + 

Sostituendo in questa per v,,, qr2,  le loro espressioni (36), e tencndo 
conto che per essa e per la prima delle (30) deve essei-e soddisfatta la terza 
delle (%), troviaino 

Aiinlogaiilente 
due altre relazioni 

($? + JEo A y l -- a JE' + i Ir,, \ig 
\jG, aii 

operando sulla seconda e terza delle (33) perveniamo a 
che si deducono da questa scainbiando X in Y e poi 
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75 Ca 1 a p  so : I~ztorno alle superficie applicabili oulle quadriche 

i n  Z, siccliè coricludiamo che si  dovrà avere separatalnente 

Al10 stesso modo ricaviarno 

5. Ci6 posto derivinmo la (499, e sostitiiiaino per le derivate prime 
delle funzioni \lE',, JG',, Ai,, le loro espressioni date dalle precedenti e 
dalle (44). Ponendo per brevitti 

t rovia~no con calcoli facili 

D'altra parte dalla (37) e dalla (39) si ricava 

(JE,Y,,-~ J G , ~ u , , ) ~ = ( E ~ - G ~ )  - ~ ' ~ - + b ~ c ~ ~ ~ + c ~ a ' ~ ~ + n ~ l i ~ ~ ~  1 / 
(49) 

b%' XI X ,  + c2 cc2 Y ,  Y ,  + a? bb' 2, Z3 , 

che si pub anche scrivcre 
1 ' 1  

(JE Y,, - i dG Qri1)? = - a4 b4 c4 E', (A,,  AZ2 - A;J - A2, 

inentre la (49) si pub anche scrivere 

N2 - - Eto (Al l  AZ2 - 2 - A:?) + A,,. 
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ed alle loro trasformazioni. 79 

Quindi deduciaino 

4% vlz-i J G V , ~  .= E as bz c W 2 ;  ( E = &  1) (50) 

e da (pesta e dalle (45) otteniaino 

Ed allora riunerido queste con le (39) e (40) e risolvendo rispetto alle Y,,, 

avreino : 

Y, ,= 1 
E, - Go 

(P,  JE, - i E a2 b2 c2 JK N,),  

in cui abbiaino posto per brevità 

Pl = - ( b  a c2 XI X 3  +- c2 a2 Y, Y3 - a2 bZ Z1 Z3),  
(53) 

Q I  = - (b2  c2 X2 X3 + c2 a2 Y2 Y,  t a2 b2 Z2 2,). 

Siamo cos1 conclotti al seguente sistema di equazioni clifferenziali 

aJZ - -- - I a JE, 
i JzJ= a a + ~ l l  JZ, a R G, 

- i a J c ,  -- 
a PJ 

- i JEo - - - 
JE, ac' 

iv22 dg, 

(in cui per le Y;, si debbono intendere poste le espressioni (58)), clle deve 
essere soddisfatto insielne alla relazione 

- ,- 
A, ,  E',, - A z 2  G',, + 2 i A,, JE, \iGJ0 = 1, (55) 

delle funzioni trasformatrici. 
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80 Calapso: I~.ztorno alle superficie applicabili sulle qzcndriclw 

Notiaino infine che ha luogo identicamente la relazione 

Pl Dl + QI 1% = D3 (Eo - Go), ( 56) 

e clie la (55) introducendo le funzioni 

E= E, ( n e X : + b Z  Y:+c2  Z;), 

.F = JE, JG, (a2 ,Y, X, +- V Y ~  Y,  + c q 1  Z J ,  1 (57) 
G = Go (a": + b2 Yi + c2 Z;) ,  

che danno i coefficienti della prima forma quadratica fondamentale della 
quadrica Q, si pud anche scrivere sotto ln fornia 

S III. TEOHEMA POKDAMENTALE. 

6. 1 risultati clie abbiaino stabilito fin qui sono stati tutti ricavati in 
base ali'ipotesi dell'esistenza della soluzione X',, Y',, Zr3, del sistema (3) le- 
çata alla soluzione X,, Y,, Z, dalla relazione (16). 

Ora diinostrerea-io inrersamente clie qualunque sia ln soluzione partico- 
lare X,, Y,, Z,, del sistenia (3) esislono sernpre infinite soluzioni X' , ,  Y',, Z',,  
del10 stesso sisteina. legate alla prima dalla relazione (16). 

Da quanto abbianio esposto ne1 primo paragrafo, conosciaino questo 
teorenia per le yuadriclle di rotazione; nia qui voglianio diniostrarlo per 
yuadriche generali, cioè lasciando per a, b, c valori costanti qualsiasi. 

Il teorenia clie vogliaiiio dirnostrare pub enunciarsi ne1 modo segueiite: 
Se X , ,  Y,, Z,, è una soluxione particolare qualunque del sistema (3), il 

sistema di equccxioni diffwemiccli (51) (55) nelle funxioni incognite \IF,, 4% 
è illi?nitatamente integrabile. Asszmendo uîza soluxione e0, di guesto 
sistema, e ponendo 

1 X~,=,(JEX,+~JF~X,) ,  \ I 
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ecl alle loro trasfor?raazioni. 81 
-.- 

avrewo una W O U ~  soluzio?ae del siste~~za (3), co~ltenente una costante arbitraria, 
e legata alla prinba dalla relazione (16). 

Infatti osserviamo anzitutto clie dalle (58) seguono le (48); quindi dalla 
prima delle (54) e dalla (55) segue la seconda; e dalla terza delle (54) e 
dalla (55) segue la quarta ed inversamente. 

Inoltre dalle espressioni (62) delle Y, sono soddisfatte le (371, (38), (39) 
e (40); e si lia pure 

donde per derivazione facilmente si deducono le relazioni seguenti: 

ayi i  -- - 1 aJG,  
- i q r I 2  - - - 1 aJZ Irzi -- - - 

a z JE, ac' \iG, ali ,  'G+ E, - E'o 

aw, 1 
- 

-- 1 aJG - - i y Z 2 -  - 1 a J E ,  
+Y1,- --- a ~c 

- i Jco JG'~ ,  
JE', a c' \iG, a P  

awzi - 1 a JE, i \yzz - --- - i a Jg 
a B 

Tl , - -  -- 
JG, a P  J E  a~ i P . 2 1  y,, + Jz JK 

a w 1 2  i a J G ,  1 aJg - - 
} (60) 

- = i ~ ~ ~ -  - - v ~ ~ ~  T + ~ ~ 1 1 ~ 1 2 + i  J E ~ ~ / G , ,  a K JE;, 3~ 

3 - -iY,,Jz i aJg -@-v,,- i a J G ,  - + i  Y,, w,,  -JE Jc, 
a a JE, a c c  

a Y,, -- 1. a JG, 
- i W o i  - - 1 a J E ,  

a JE, a a  
+ur12 - --- JG, ali ,  + 

y12 WZl , 

a y 2 2  - -- 
1 aJK 

i Y z l -  -- 1 a\/G 
a B 

'Pl , -  - 
JG, a P  JE, a a  

+ i Vi l  + i G, - i G', . 

Tenendo conto di queste e dell'equazione di Gauss 

si verifica subito che le condizioni d'integrabilità del sisteinü (5h), (55) soiio 
soddisfatte, sicchè esso sistema è illimitatainente integrabile. 

Annali di Mateinatica, Serie III, Tomo XIX. Il 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



82 C a l n p s o :  h t o r n o  nlle superficie applicabili stdle qundriche, ecc. 

Riinane aiicora da diinostrare clle le funzioni XI,, Y',, Z,, soddisfano 
al sistema (3). 

A tale scopo insienie alle funzioiii X',, Y',, Zr, consideriaino le funzioni 
X',, Y',, Z', , e X',, Y',, Z', , date dalle (30) e (31); in forza delle (54) e delle 
(60), le funzioni X', , 5 , , S', , soddisfano al sistema (25)  ed al10 stesso si- 
stema soddisfano Y',, Y',, Y',, e Zr,,  %', , Z',; inoltre si lia per la (55) 

XI; + y'; 4- 2); = 1, 

rlonde segue subito die  il determiliante 

X', Y', Z', 

X', 1 '  Z', 

X', 1 -  Z',  
è ortogonale. 

Ed allora avrenio clalle (25) 

ma dalle (59) si lia inoltre 

dunyue le funzioni S', , Y',, Z', soddisfano al sistenia (3); di più risulta 
dalle (59) stesse clle la relazione (16) è verificata. 

Ne1 teoreina ora stabilito consiste la trasforrnazioiie che volevarno otte- 
nere, la yuale è la naturale generalizzazione a yuadriclie aualuiiyue della 
trasformazione II-' B H delle superficie applicabili sulla sfera. 

FINE DELIiA PARTE PRIMA. 
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Sopra la traslazione uniforme 
di un solido in un liquido indefinito. 

(Di U. CISOTTI, CC Pndovn.) 

B i  consideri la traslazioiie uniforme di un solido 4 iminerso iii un li- 
quido indefinitainente esteso, e su1 quale non agiscono forze esterne. 

II moto di C tiiantiene nella inassa liquida circostante una perturbazione 
(nveute carattere perniitiient~ rispetto a C stesso) clie si rende evanescente 
a grandi distanze cla C. 

' 1 consueéi nie.todi della idrodinamica razionale consentono, coni'è ben 
noto, di caratterizzare analiticainente la questione, riconducendoln, ne1 caso 
irrotazioiîale, a d  un problenia arnionico esterno. - In inodo preciso si è 
eondotti alla ~ieerea di ulia funzione (potenxinle di velocits) ariiionica e re- 
golare rie110 spazio esterno a C, cche soddisfa alle solite condizioni all'infinito, 
e della quale sono assegnati, sopra il contorno di C,  i valori (dipendeiiti 
dalla velocità e dalla forma del solido) della derivntü noriiide. 

Si tratta insotnina del probleinn di NEUMANN; in titl ~ I O C ~ O ,  da1 punto di 
vista teorico, la questione pub ritenersi risoluta. 

Ma è desiderabile, in via concrets, di possedere inezzi clie conducano 
direttainente a espressioni definitive ed esaurienti clegli eleiileiiti del inoto, 
espressioni analoglie a quelle che, ad es., si linrino ilel caso elassieo del so- 
lido sferico. 

Per quanto mi consta, iiessun tentative in questo senso é stctto fatto per 
risolvere in modo altrettünto esauriente il caso gerierale in eui C lia fornia 
qualunque. 

Un notevole progresso pub essere raggiunto se ci si lin~ita al problenîa 
piano (profilo rigiclo piano elle si muore ne1 proprio piano). 

La preventiva aiialisi dell'andameilto qualitative del fenoiiieiiq giova a 
poïre la questione in terniini precisi. 

Indi, l'utile iinpiego della teoria delle fuiizioiii, seguendo il inetodo do- 

A?a%ali di Mateinatica, Serie III, Tomo XIX. 18 
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vuto a LEVI-CIVITA (") e già cosi fecondo di concrete applicazioni, consente 
di assegnare l'integrale generale dei irioti in yuestione. 

In modo preciso, si perviene alla coricliisione clie ad ogni fiiiizioiie ana- 
litica w ([) della variabile coinplessa < = : + i YI, regolare per [ 1 > l (punto 
all'infinito compreso), corrisponde il iiioto liyuido subordinato alla traslazione 
uniforme di un  certo profilo rigido. - 11 profilo viene in ta1 nîodo caratte- 
rizzato a posteriori (**). 

Che se si pone il probleiiia della determinazione della funzione w cor- 
rispondente ad  un profilo prerentiramente assegnato, giova distinguere tre 
casi : 

a)  il profilo è poligonale (a segmenti rettiliilei); 
b )  il profilo è curvilineo a puilti orclinari (non angolosi); 
c) il profilo è inistilineo e presenta un numero finito di punti angolosi. 

Kel primo caso si riesce ad assegnare la definitiva espressione di w ;  ne1 
secondo la funzione o rimane caratterizzata da uns  relazione funzionale, tra 
ln parte reale ed il coefficiente dell'iminaginnrio, clie dev'essere soddisfiltta 
al contorno 1 '! / = i del cercliio di regolarità; il terzo caso dipende ilianife- 
stainente da convenienti conibinazioni dei due primi. 

Come illustri~zione, particolarmeilte seinplice, di profili curvilinei, assegno 
l'integrale w corrispondente al profilo di forliîa circolare. 

Si ritrovano in ta1 inodo risultati ben noti. 
Quale eseinpio di profili poligonali, prendo in esatne il caso più sem- 

plice in cui il profilo consta di una lnniiiia rettilinea coinunque inclinata sulla 
direzione del suo moto. Si valutano agevolmente tutte le caratteristiclie del 
ino to liquido, in particolare le pressioni clie il licpido eserci ta sugli eleinenti 

(*) Scie e leyyi d i  resistettza [Reiidicoiiti del Circolo Mat. di Palerino, 1907, Tomo XXIII, 
pag. 1-37]. 

(**) Non mi seiiibra superflu0 h r  rilevare il vantaggio contenuto in questo risultato. 111- 
fatti,. a prima vista si sarebbe tratti a riteiiere che l'origiiiario problema di NEUMANX non è 
ehe uii'altra forma dell'integrale generale della questione. Ora, assegnata, ne1 piano del moto, 
ima funzioue arrnonica + (furwioite cZi cori.ei~te, coriiugata al potenziale d i  velocità cp) regolare 
all'infinito, é bensi vero che ad ogiii liiiea JI = costante, cliiusa, e tale che, ne110 spazio ad 
essa esteriio, la rj, s i  coiirporti regolariiietite, corrispoiide un profilo rigido (e la J, stessa ca- 
ratterizza il moto siibordinato del liquido), nzu il cnttzpo c7i reyolarità della + visulta i n  ta1 
modo una ii~coyizita frmzio~ie clella $ stessa. - Colla iiitrodiizioiie d'uila opportuna funzione 
analitica w (S) i l  calnpo cli reyolaritù é inuece salnpre, la regione esterîta alla circonferenza 
1 C l - 1 .  
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della lamina. - Coin't: noto (") queste pressioni si ritlucono ad un'unica coppia. 
- Essa è nulla solünieiite quando la lamina forma colla direzione della tras- 
lazione uii angolo nullo, oppure di <JO0 (com'è del resto e d e n t e  essendo 
questi i due soli casi possibili cli simutetria). 

Non è più nulla negli altii casi: la coppia tende nllora a fare assunlere 
alla lamiin direzioiie iiorn~nle a quells di tiaslazioile. 

Tale cor~clusione non è priva di interesse, speciiilmente se si iiiiiiiagina 
di passare (nietiiaote il noto artifizio di inipriniere a tutto il sistenis solido- 
liquido uiia traslazione uniforiiie opposta a cjuella del solido) al problenia 
(aiialiticaniente equivaleiite) della corrente liquida clle investe la lainina fisscc. 

Siipposto clie invece di essere fissa, la lanîina sis semplicemente fissnta 
nel S ~ O  pzuzto di urezzo, la conclusione precedente consente di asserire clie 
la lamina pub trovarsi in equilibrio soltanto in due posizioni: quando forma 
colla direzione generale della corrente investitrice un angolo iiullo, oppure 
di 90°. 

In quest'ultiina posizione, l'equilibrio è stabile; instabile nell'altra. 
Posta iti una posizioiie interniedia, la lainina va ad assuinere quella di 

equilibrio stabile. 

Sia C u n s  porzione di piano, dotata di traslazione unifornie (ilel suo 
stesso piano) con velocità unitaria, in vitlore assoluto, e la cui direzione 
assumeremo come verso negntiuo di un asse a, rigidnniente collegato con C. 

Sia y il contorno di Cf (profil0 rigitio). 
Iinniaginiaino C immerso in un liquido (fluido oinogeneo incompriinibile, 

la cui densità, costante, converrà assuinere eguale ad 1) clie rienipie tutto 
10 spazio S esterno a C, e libero da forze di massa. 

11 moto di C provoca ne1 liquido clle trovasi in S una perturbazione, 
avente carattere stazionario (rispetto a C) e che si rende tanto nieno sen- 
sibile quanto più ci si discosta da C. 

Supporremo che in S il moto sia corbtiltuo ed irrotccaionale. 

(*) Cf. CISOTTI, Sa1 moto pei-rnairet~te di ztit soliclo i n  U I L  fluido irdefinito IA4tti del R. Isti- 
tuto Veneto di Scieiize, Lettere ed Arti, 1909, Torne LXIX, pag. 4441. 
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86 Ciso t t i  : Sopra la traslnxione utziforwie 

Poichè, conie si è già rilevato, 1' influenza della traslazione di C su1 li- 
quido diviene evanescente in punti lontani da C, si deduce, in particolare, 
clle la  velociti~ coiiiiinicata da  C alle iriolecole liquide, tende a zero in punti 
infinitamente loiitarii da Cs 
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locità è nul10 in O e in O' e niaggiore di zero in ogni altro punto di S ;  più 
precisaniente esclusi degli intorni (coiiiuiicpe piccoli) di O e 0', il valore as- 
soluto della velocità aiiimette un limite inferiore positivo (*). 

Il probleriia della traslazione di C e  quel10 della. corrente investitrice sono 
analiticamente ecjuivalenti. 

Gioverà rifeiirsi a yuest'ultimo, clie riposta a eleineiiti assoluti del moto. 
Assuinereiiio la prora O coine origine delle coordinate. 
Sieno : 2 ol l'aiigolo delle tangenti in O a a, e a,, considerate ne1 verso 

del flusso (2 cc = n yuando O è un puiito orditlario, ilon angoloso) ; 8 +- cc 

l'angolo che la tangente a mi ne1 senso del flusso, forma colla direzione po- 
sitiva dell'asse x ;  l'angolo clell'analoga tangente a a, s a r i  allora 8 - or. 

Parimenti siaiio : B a' l'angolo delle tangenti iii O' a m, e o, , considerate 
sernpre ne1 verso del fiusso (01 1' = - x quando O' è un punto ordinario, 
non angoloso); S'+ or' l'angolo che la tangente a o, , ne1 verso coiisiderato, 
foiriia colla direzione positiva dell'asse x ;  I'aiigolo dell'analoga tangente a a, 
sarà allora 8' - cc'. 

6 e 8' sono nulli quando il profilo y è siiimetrico e siminetrieamente 
oïientato rispetto alla direzione dell'asse x. 

Poichè, per ipotesi, in S il moto è regolare ed irrotazioiiale, dette u e v 
le cornponenti della velocità ne1 punto generico P ( x ,  y) si avranno: u n  110- 
tenziccle di velocith y (x, y) ed una f u r d o n e  di corrertte # ( x ,  y), arnioniclie e 
regolari in S,  definite dalle eyuazioni 

colle deterniinazioiii cp = + = O in O. 
L'ipotesi che i filetti liyuidi suffjcieiiteiiiente lotitani clt~ C scorrario pa- 

ralleli fra loro ed rill'asse x con ~eloci tà  unitaria, si traduce aiialiticainente 
iielle condizioni 

Le condizioni al corltorno y provengono dall'esprirnere elle -; è costituita 
da liiiee di flusso. - Coiii'è ben noto, ci6 dà luogo alla conclizione 1 = co- 

(") Non è esrluso che il valore assoluto della velocità possa aniiullarsi anche i n  un nu- 
niero finito di puuti (angolosi) del profilo y ; vorrà dire che esso ammette u n  limite iuferiore 
positivo in S, qiiando s i  escludano, con iiitor~li coniunque piccoli, anche questi pui;ti. 
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88 Ciso t t i: Soprn ln Irnslazioue ut) i formc 

stante sopra y, e poichè + = O in 0, avreliio 

+ = O  sopra y. (3) 

Ci6 posto, si pub intanto co~icludere clle la + è funzioiie linifornie. Per 
poter üsserire altrettanto per la nssociata y basta riotare clie la circolazione 

1 (rc d x + u d t~), relativa ad una circonferenza di raggio infinitainente grande, 

è per (2) identica mente nulla, se si amniette - corne facciarno - clie a grandi 
distanze da C, u - 1 e v si aimullino di ordine superiore al primo. 

II senso del nioto è ovunqiie ben deterniinato, per essere 

eccettuati i punti O e O' [ed eventualniente un numero finito di punti di -y 
(cfr. la nota a pag. 87)] in cui V= 0 ;  designando percib con d s l'elemento 
d'arco di una generica linea di fiusso, contato positivamente ne1 senso del 
flusso, si avrà 

in ogni punto, eccettuati O ed O' (e gli eventuali altri punti, angolosi, di y). 
Anzi, siecoiiie esclusi due intorni I e If, comunyue piccoli, di O e O' [ed 

eventuali piccoli intorni di punti angolosi di y] il limite inferiore dei valori 
di V è una costante E > O, potremo riteiiere in tutti i pui1t.i di una generiea 
linea di flusso esterni a detti intorni, 

Ora, detto .g' il valore di y in Of, per essere cp = O in O, dalla precederite 
diseguaglianza scende clle ln. cp va seiiipre crescendo, quando si procede ne1 
senso del flusso, sia sopra a! clie s o l m  w, , assuinendo in erilranibi i casi 
tutti i valori da O fino a y'> O. 
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9. - La funzione a. 

Posto, al  solito 

per le (l), IV ed f risultano funzioni della variabile cornplessa x = x +- i 9, e 
le (I) stesse si coinpendiano nella relazione 

La funzione ?V (zj è uniforme in S, per le (9) all'infinito 1 IV = V= 1, 
mentre 7v 1 = V>O nei punti di S al finito, eccettuati i punti O e O' [ed 
eventualinente un numero finito di punti appartenenti a y], in cui 1 I U  1 = 0. 

La funzione f (a) è regolare (id finito) e per (6) è > 0 entro S. 

Poniaino 
92) = 

facentlo la convenzione che per x = oo [ 1 I U  = 1 1 ,  sia w = O ; rimane cosi 
definita. una funzione o (a), uniforme in S, finita e continua anche su y, ad 
eccezione dei punti O, O' {ed eventualrnente un nuinero finito di punti). 

Dalle (6), posto 

si deducono le relazioni 

La parte reale 9 di (1, definisce, come si vede, l'ongolo che in ogni punto, 
la linea di flusso die 10 contiene, forrila colla clirezioiie positiva dell'asse a. 

Per le ipotesi fntte, facilmente si riconosce che 9 Ta contato fra - x e r;, 
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90 Ciso t t i :  Sopra la traslaaione uniforme 

positivamente ne1 verso x 3 y, partendo dalla direzione positiva clell'asse x ;  
negativainente ne1 verso opposto. 

Per yuanto si è visto a1 n.O 1 si ha senz'altro, 

lin1 4 = 8 3 EC, avvicitmldosi a O sopra a,, 

liin 4 = 8 - cc, nvvici~iaridosi a O sopra a,, 

liin 4 = 8' +af ,  avviciilanclosi ;L O' sopra Q, , (9) 

liin J = 6' - ct', avvicinandosi a O' sopra a, , 

la 4 dovendo naturalmente seguire anche negli altri punti di a, e w, l'anda- 
mento del profilo rigido. 

Lasciando per ora indeterininata la fonna del profilo y, ci hasterà tenere 
presente che la fuwione w (2) = 4 (x, y) -+ i r (x, y) dea'essere regolare in S, 
nnnullarsi all'infi~zito, e su1 contorno y la szca parfe rede deue soddisfcrre 
alle (9). 

3. -- Cambiamenti di variabile. 

Converrà eseguire dei cambiainenti di variabile clie consentano di sosti- 
tuire al canîpo S ,  la parte di piano esterna a una circonferenza di raggio 1. 

Comincianîo col rappresentare ne1 piano coniplesso f = p +- i rl, i valori 
clie assume la fimzione f (a), col variare di a in S. 

Qnando a si trova su1 profilo y, f è reale, in causa di (3); in particolare 
al punto O corrisponde f = O. Procedendo poi da O su 7,  in uno qualunque 
dei due sensi fino a O' (percorrendo cioè a, oppure m,), f assume tutti i valori 
reali compresi fra O e y' [Cfr. r i . O  11; c' B quindi corrispondenza (1, 9)  fia 
il profilo y del piano z e il tratto (O, y') dell'asse reale del piano f .  

La corrispondenza si rende inanifestamente biunivoca imi~îaginarido di 
praticare ne1 piano f ,  un taglio lungo il segment0 (O y') dell'asse reale. 

In ta1 modo il tratto (O, y') riinane sdoppiato, e per la biunirocitü della 
corrispondenza, bastn uonvenire clle, p. es., il leinbo superiore clel taglio 
(quel10 rivolto verso il semipiano +)O)  rappreseiiti i valori presi, da f, 
sopra a, ,  il leinbo inferiore i valori clle f assume sopra a, . 

Dopo ci& se si tiene presente [Cfr. n.O 91 che f ( a )  si inantiene, in S ,  re- 
golare per valori di x il cui rnodulo è finito, inentre clie per x = oo è f = m, 
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abbiaino quanto basta per poter concludere che la relazioiie 

f=f(Xi, 

stabilisce una corrispondenza biunivoca fra il campo S e il piano tagliato f, 

gjj, -.-Q=T+LY A 

Considerando pertanto la z corne funzione di f ne1 piano tagliato, la z 

si mantiene regolare, al finito, e diviene infinita per f infinito. 
Vogliaino ora eseguire un cambiamento di variabile per cui il piano ta- 

gliato f venga sostituito dalla parte di piano esterna ad una circonferenza 
di raggio 1. 

Basta porre a ta1 uopo 

designando 5 = 5 +- i ïi una nuova varinbile complessa. 
Si vede tosto clle; illediante yuesta relazione, si pub sostituire al piano 

tagliato f il campo di punti 1 < 1 1: 2 clel piano ?, = E + i II .  

Posto infatti 
Y -  
% - p e iQ ,  

dalla (IO), che diviene 

A f i ~ a l i  d i  Matematica, Serie III, Tonio XIX. 13 
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scendono le relazioni seguenti 

Per p = 1, le precedenti diveilgono 

Ci6 intanto mostra clle ai punti della 
circonferenza 1 5 1 = 1 del piano 5 fanno ri- 
scontro punti appartenenti all'asse reale del 
piano tagliato f. 

Poichè, come risulta dalla prima delle 

,3$ 33E- (Il'), facendo variare G da z fino a O, op- 
qid'' pure da - s; fino a O, y assume in entrarnbi 

- L i casi tutti i valori da O fino a <, si pub 
1 concludere che alle semicirconferenze (- 1, 

i, 1) e (- 1, - i, 1) si possono far corri- 
spondere i leinbi, rispettivainente superiore e inferiore, del taglio del piano f. 
Ai punti O e y' [rappresent;ttivi della prora O e della poppa Of] fanno ri- 
scontro i punti - 1 e + 1. 

Notiaino infine che per p 1 e O G 5 r z è + 2 O;  mentre per p 2 1 e 
- i r & G L O  è +f O. 

Ci6 significa che ai punti del piano [ esterni alla circonferenza 1 ( 1 = 1, 
corrispondono punti f del piano tagliato non appartenenti ai lembi del taglio, 
e precisainente ai punti di ordinate di un determinato segno dell'uno, punti 
di ordinate del10 stesso segno dell'altro, e in particolare a punti appartenenti 
all'asse reale dell'uno, punti dell'asse reale dell'altro. 

Pertanto la (10) definisce l'annunciata corrispondenza biunivoca fra il 
piano tagliato f = q, + i + e il campo 1 5 s 1 del piano ( = 5 + i -4. 

Facilinente si scorge clie, a coppie di punti z sim~netrici rispetto all'asse 
reale, fanno pure riscontro nei rispettivi piani f e I ,  coppie di punti simme- 
trici rispetto all'asse reale. 
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Cià posto, considerando la w = 2 + i r, del numero precedente, coine 
# 

funzione dell'argomento [ ne1 campo 1 '! 1 & 1 ,  essa dev'essere regolore per 
( [ 1 > 1 ,  annullarsi all'infinito, e per le (9), la sua parte reale 4 deve coazpor- 
tarsi, sopru 1 C 1 = 1 ,  ne1 modo seguente 

lirn 4 = 8 + a quando '5 si avvicina a - 1 luiigo l'arco (- 1, i ) ,  
l i m J = 8  - a  » » » » - 1  » * (- 1 ,  - i l ,  

lim 4 = 8' + a' » N >> » 1 »  B ( 1 7  à ) ,  (9') 

lim 4 = 8'- a' » » B » 1 »  » ( 1 ,  - i l .  

4. - Integrale generale corrispondente a profili poligonali. 

Immaginiamo decornposta la semicirconferenza ( 1 ,  i ,. - 1)  del piano I: in 
p parti, e la semicirconferenza (- 1 ,  - i ,  1 )  in n - p (n  >p) parti, mediante 
n - 1 punti di divisione . 

Cl = et'', ï - h2 - e"'2 , . . . , < = e"P = e'z = - 1 7  

Poniamo 

La funzione w (9, ora definita, è regolare per 1 C (> 1, finita all'infinito, 
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e sopra la circonferenza. 151 = 1 la parte reale 3 di w prende (*) 

il valore JOl per O < G < G, , 

Per [ = m. dev'essere w = O [Ch.  n.' 31 ; questa condizione dà luogo alla 
seguente relazione tra le costanti G, e 4,.: 

Tenendo conto di questa ideritità, la (13) definisce una funzione o (2)  che 
soddisfa a tutte le volute condizioni [Cfr. la fine del n.O 31. 

Essa è pertanto integrale del problema che stianio trattando. 
Vediaino a yuale tipo di profili riçidi corrisponde. 
Tenendo presente il significato di 9 [Cfr. ne0 21, ed il comportainento 

della parte reale della o 1C) definita da (13), scencle tosto che il profil0 y è 
costituito di segnîenti rettilinei, corrispouden ti agli arclii (1, c l ) ,  (r,, c,) ,.... 
ed inclinati sull'nsse x rispettivaniente degli angoli J I ,  3, ,... (naturalmente 
considerato ciascun seginen to ne1 verso del flusso ). 

Possialno adunque concludere che la (13), tenuto conto di (14), costituisce 
l'integrale generale corrispondente a profili poligonali coinunque assegnati. 

Ne1 cas0 particolare e notevole di profili simnletrici e sirnmetricamente 
orientati rispetto all'asse z, alla condizione (14.) sono da aggiungersi le ovvie 

(*) Per.la costriizione della o (F) definita da (13) si pu13 segnire del tutto il metodo che 
ho già avuto occasione di esporre [Cfr. C~SOTTI, Vene fiue~zti. Rendiconti del Circolo Mat. di 
Palerino, 1908, Tonio XXV, pag. 166 e seguenti]. Il calcolo è stato fatto recentemente da1 
sig. VILLAT, Sur le problème d e  Dirichlet relatif au cercle [Bulletin de la Société math. de 
France, t. XXXIX, 1911, pag. 4$3 e seguenti]. 
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condizioni (condixioni W siwzmetria) [Cfr. n.' 31 

5. - Profili ciirvilinei a punti ordinari (non angolosi). 

Poniarno 

La funzione o, (<) è regolare per 1 !: 1 > 1, si annulla per ): = CO ; di più 
sopra la circonferenza 1 < 1 = 1, soddisfa alle condizioni (9') in cui si faccia 

Posto infatti nella prececlente < = e", e on = 5, + i  T,, si ricava 

4n = 5 - 
2 ' 7n = log 2 + log sen G Per Of G G  X ,  

'i7 
9 ,=5 , fOL?  - ~ l o g 2 + l o g l s e n c ~  per - Z G G G O ,  

j (16') 

Risulta appunto da queste che la parte reale 4, di o, lia sopra la cir- 
conferenza / '! 1 = 1, il cornportanlento acceniiato, c. d. d. 

La o,, soddisfacendo a tutte le volute condizioni [Cfr. n.O 31 è un inte- 
grale particolare della questione. 

Vedremo tra poco a quale tipo di profili essa corrisponde; cerchiaino 
ora di assegnare l'integrale generale cui danno luogo i profili curvilinei senza 
punti angolosi. 

Designi 0 (C) una funziorie di C, regolare per C ( z 1, riulla per C = oo 
e tale che 

Si pub concludere che la funzione 
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soddisfa ne1 modo più generale alle condizioni specificate alla fine del n.O 3, 
nell'ipotesi clle i l  profilo y sin n puizti ordinari (nom angolosi). Essn ne co- 
stituisce pertanto l'iîztegrale generale. 

Poichè n (0 è fiinzione regolare per 1 i: 1 z 1, e si annulla per !: = ao, 
essa si pu6 rappresentare mediante una. serie di TAYLOR 

i ciii coefficienti (cornplessi) c, rend0110 la. serie stessa convergente fuori e 
sopra la circonferenza / C 1 = 1. 

Le condizioni (17), portano tra le costanti c,, i vincoli espressi dalle due 
relazioni seguenti 

Vedianio quali semplificazioni consente di introdurre l'ipotesi che si tratti 
di profili siiiinletrici e siinii~etricariieiite orientati rispetto all'asse x. 

In tale ipotesi, in punti siinmetrici rispetto all'asse x le velocità pure 
devono essere sitnmetriche, si hanno cioè per n, = u - i v ralori coniugati; 
in particolare sull'asse reale dev'essere IV reale. 

A norma della (6) 
12) = e-'"J 

7 

anche i 6) deve assumere valori coniugrati in puiiti coniugati e, in particolare, 
reali sull'asse reale. Ma s coppie di punti coniugati del piano z fanno ri- 
scontro coppie di punti coniugati riel piano '5 [Cfr. n.O 31, in particolare si 
corrispondono i rispettivi assi reali. Pertanto i o dev'essere reale sull'asse 
reale. 

Se si nota che i è reale per '5 reale e > 1, e che c~uando c'è simine- 
tria, 8 = 8' = O [Cfr. i1.O 11, si pub concludere che yer profili sir~i~netrici e 
sinnteetricamente or%e~ztnti rispetto all'nsse x, 6 = 2' = O, e n è funzione d i  [ 
puramente ilwaaginaria sull'rcsse renle. 

Lo sviluppo di n (r) risulta yuindi del tipo 

1 i 
dove b,  sono costanti reali. 
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Le coridizioni (17') vaiino naturalmente sostituite colle seguenti 

O, ci6 che è 10 stesso, colle seguenti 

le quali si possono enunciare breveinente dicendo clle la somma dei coefii- 
cienti d' indici par i  e la somma dei coemcienti d i  indici  d i spar i  sono entra+nbe 
nulle. 

Ad ogni 6> che rientra nella (18) corrisponde adunque il moto subordi- 
nato alla traslazione uniforme di un deterininato profilo, che in ta1 modo 
vierie deterininato a posteriori. 

Ma pub rhiedersi, corne si debba determinare la o che dere corrispon- 
dere ad un profilo preventivamente assegnato. 

Coine ora vedreiiio, la o riinane allora caratterizzata da una relazione 
funzionale tra la sua parte reale 4 ed il coeficiente r di i, clie dev'essere 
sodclisfatta sulla circonferenza 1 [ 1 = 1.  

L'espressione dell'elemento lineare del piano s, cioè di 1 d s = Jd  x2 + d g  1, 
è, a norma di (5) ,  (6) e (7), 

L'angolo di contingenza lungo una generica linea di flusso (in partico- 
lare, luiigo y) è d 4 ; designando con c la curvatura, si lia, per la prececlente 

Ora da (IO), differenzirtndo si ottiene, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



d i  un solido in  un liqzcido indefinito. 99 

Scrivendo c (@) si è voluto mettere in evidetiza che c è a ritenersi fun- 
zione di @ conosciuta, quando si risguardi nota la fornia geometrica del 
profilo y. 

Infatti, dato y, la curvatura c è nota coine funzione del punto corrispon- 
dente, e quindi anche coine funzione di un qualunque paranletro atto a de- 
finire y stesso; in particolare coine tale parametro pub assutnersi il 4 e 
quindi, per la (IH), o. 

In definitiva, per  un contorno assegnato, la f ~ n z i o n e  n (e q u i n d i  w) ri- 
sul ta  cara,tterizzata : da l la  relaeione funzionale (95) t r a  @ e T su1 contorno 
1 < 1 = 1, oltre che d a l l a  condixioîae d i  an?ttcliarsi per  [ = 00, e dalle cokzdi- 
z ioni  (17). 

Ci. - Profilo circolare. 

Ahbianio già veduto al nutnero precedente, che alla soluzione particolare 
w = w, (0 =O) corrisponde un profilo y di forma circolare. 

Ci proponiamo di ritrovare questa conclusione per via diretta, e ricavare 
le espressioni ben note pel potenziale di velocità e per la funzione di cor- 
rente. 

Da (b), (6), (16), (88) scende la seguente relazione differenziale 

da cui, integrarido, si ottiene 

1 
z - z(, = T y' < (a,, costante di integrazione). (96) 

Da questa relazione lineare che lega le affisse dei punti dei due piani 
coinplessi z = x + i y, C = 5 + i TI, ne1 caso particolare che si considera, scende 
iinmediatamente che, quando < clescrive la circonferenza 1'5 1 = 1, il purito z 
descrive la circonferenza 

.1 cioè la circonferenza di centro sa e raggio - p. 4 

Annali d i  Matematica, Serie I I I ,  Tomo XIX. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



100 Ciso t t i :  Sopra la  trnslazione uwîforme 

Iinmaginiaino di riferirci al centro, e ' d i  chiatnare r il raggio, si ha al- 
1 lora z, = O e - cp' = r ,  e la (96) assume l'üspetto ancor più seinplice 
4 

Per questa Ia jlG), tenuto conto di (6) e (5), permette di definire la ve- 
locità !ru e la funzione f ne1 modo seguente 

r2 
f = x + + costante. 

a 

Ponendo in quest' ultinia f = p + i +, z = x + i y, e separando la parte 
reale da1 coeficiente di i, si ricavano pel potenziale di velocità y, e per la 
funzione di corrente y!~, le ben note espressioni (*) 

+ = y  1 -  r2  2] + costante. I x2+?( 1 

7. -- Lamina rettilinea. 

La (14) è identicamente soddisfatta se, ponendo in essa n = 4, si assume 

La (13) diviene in ta1 caso 

(*) Cfr. ad es. LAMB, Hydrodynamics [Cambridge, University Press, third edition, 1906, 
pag. 741. 
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Dalle (89) scende che il profilo y è costituito da una lamina rettilinea, 
inclinata di un angolo n sopra l'asse z. 

Ci6 del resto 10 si puh dedurre direttamente. 
Infatti da (5 ) ,  (6) e (88) si ricava 

da cui, integrando, 

2, designando la costante (coinplessa) di integrazione. Poichè a r = - 1 cor- 
risponde z = O, avremo 

I 

z 0 - ~ ( l + e 2 ~ ,  - 

e quindi in definitiva 

Per avere le equazioni parametriche del profilo y, basta porre in questa 
r = e", z = x + t y e separare la parte renle dalla parte puramente inirnagi- 
naria. Si ottiene cos1 

Di qua eliininando il parametro G si ottiene I'equazione del profilo y 

Si ritrova che il profilo è rettilineo ed inclinato di un angolo sr sul- 
l'asse x. 

Lunghezza della lamina. - Ai punti P e P t  (estremi della lamina) fanno 
riscontro i punti i: = - e" e e = eia del piano [; si avranno quindi le coor- 
dinate dei punti P e P' ponendo nelle (38) rispettirainente u =  si + a e 
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CI 
xp = - pf cos a sen" 1 
yp = -. ?'sen a sen2 -- a ; \ 2 ,  

CI 
xpl = pl cos a cos2 9 1 

= p' sen a cos" - 
2 

Da queste si ricava 

- 
sominando ineinbro a membro e chiainaildo 8 1 la luughezza PP' della lainina, 
si deduce il seguente notevole significato della costante positiva 9' 

Portando q.uesta espressione di y' in (39) si deducono le definitive espres- 
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sioni parametriche delle coordinate dei punti della lamina : 

X = 1 COS a C O S  2 + COS (ri - a [ 11. i 
a + cos (cr - a )  

Posixioni della prua O e della poppa 0' rispetto al centro della lamina. - 
Le coordinate del centro C della laniiiia si possono ricavare iminediatamente, 
tenendo presenti, p. es., le (33). 

Si ottiene in ta1 modo 

zc= x,+ 1 COS rr. = 1 COS' n, 

y, = yP'+ 1 sen cr = 1 Sen GC COS a. 
(37) 

La distanza della prora O da1 centro della lamina sarà conseguen- 
temente - 

O C =  (\/x~+& = ~ I c o s a I .  (38) 

Dalle (37) scende che se i'angolo forlnato da P P' colla direzione positiva 
dell'asse x E acuto ( z  ( O )  x, e y, sono entramhe positive e quindi O si 
troua spostato dal centro della Iatni~ta uerso quella banda che si protende 9zella 
direxione de1 I N O ~ O  ("). 

Se si iminagitia di riferire il moto al centro C della. lamina (rimanendo 
beninteso immutata la orientazione degli assi) alle (39') vanno sostituite le 
espressioni più seniplici 

3~ = Z COS C( C,OS (G - aj, 

y = 1 sen cr cos (G - a). t 
Vediaino ora di caratterizzare la posizione della poppa 0'. 

A ta1 uopo si noti che la prua e la poppa corrispoildono rispettivainente 
ai vnlori ;c e O del parainetro G; d'altra parte le precedenti espressioni di x 
e y niutano solta.nto di segno quando si fi una prima volta rn = r ed una 
seconda 5 =O.  Si pub concludere clle la yoppa O' e la prora O sou0 sitzcate 
da parti opposte e ad egual distawa da1 celatro C della laoîina. 

(*) Alla medesima coiiclusione qualitativa si perviene quaildo si teiiga coiito della scia. 

[Cfr. LEVI-CIVITA, loc. cit., pag. 871. 
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Velocit&. - Per le (6) e (30) la velocità ni rimane definita, in funzione 
dell'ausiliaria C, dalla relazione seguente 

In  particolare, per i punti appartenenti alla lamina essendo r = e'", si ottiene 

Se & designa il coniugato di ru, si lia per il quadrato della velocità, 

- - 1 e-zfa - 1 sen2 a 
V 2  = = p - ,m. e-2t0 e-afe = sena (0 - a )  (40) 

e quindi 

v=l 1 
sen (G - a)  

Corne si vede V non cambia quando a G si sostituisce o +  x ;  inoltre ri- 
sulta da (39") che alla coppia G, G +  z di valori del parametro G, corrisponde 
una coppia di punti della lamina opposti iispetto al centro C, di cui uno va 
considerato appartenente alla banda rivolta a monte e l'altro alla banda af- 
facciata a valle. 

Dopo cib si pud concludere: i n  punti della lamina, egualwente dis tadi  
dal suo centro e rivolti %no a monte e l'altro a vnlle, i valori assoluti delle 
uelocita sono eguali. 

Pressionc. - Trattandosi di moto irrotazionale e permanente in assenza 
di forze di niassa, le equazioni idrodiiiainiclie si compendiano in una rela- 
zione tra la pressione p ed il valore assoluto V della velocità (ricordiamo 
di avere assunto eguale a 1 la densità di liquido). Tale relazione è 

1 
p = -- - Vz + costante. 

9 

Se indicllianlo coi1 p, la pressioiîe idrostatica, yuella cioè clie il liquido pos- 
siede a grandi distanze da1 profil0 7 ,  e si ricorda che a tali distanze è V =  1, 
si deve avere 

1 
PO = - - + costante. 2 
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Eliminando la costante fra questa e la precedente si ottiene la seguente re- 
lazione 

1 
P = P . + ~  (1 - V2). (4.1) 

Questa, tenendo conto di (39), definisce la pressione in ogni punto. 
In particolare, sopra la lamina, avuto riguardo alla (40), O più precisa- 

mente alla conclusione relativa ai ralori che la velocità assuine in punti op- 
posti rispetto al centro della lamina, si pu6 asserire: in puwti della lamina,  
egualmente distatzti da1 suo centro, e rivolti uno a monte e l'altro a valle, le 
pressioni hanno e g u d i  il?tensità. 

In particolare è nulla la loro risultante (W). Non è per6 nul10 il loro ino- 
rnento, poniaino rispetto a1 centro della lamina, corne ora vedrerno. 

Azione deviatrice della corrente. - Iininaginiamo di percorrere la laniina 
seinpre ne110 stesso senso partendo d a  P fino a P' ne1 seguire il lembo della 
Ianiiria rivolto a monte, e ritornare da P' al punto di partenza P sopra l'or10 
rivolto a valle. 

Ci6 posto, designi d y un elemento della lamina, n la normale a d y  volta 
verso la destra di chi percorre la latnina ne1 senso indicato; diciaino pl d y 
la pressione che si esercita sopra un generico eleniento d y, dalla banda ri- 
volta a monte, e p, d y la pressione che viene esercitata sullo stesso elemento, 
dalla banda che guarda a valle. 

11 inomento risultante delle pressioni subite dagli elementi della lamina, 
ha nianifestamente per espressione 

x cos (n y) - y cos (n x) d y, 1 
l'integrazione aridando estesa a tutto il cammino rettilineo PP'; esso tende 
a provocare rotazione attorno alla normale al piano [ne1 verso x 9 y, o nel- 
l'opposto, secondochè A l  è positivo O negativo]. 

Dette Ir, e V, le velocitH (valori assoluti) di due punti affacciati (e geo- 
metrieamente coincidenti) della lainina, di cui il primo a monte, e a valle 
l'altro, si ha da (41), 

(*) Cfr. CISDTTI, loc. cit., Sul moto permanente, ecc., pag. 444. 
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D'altra parte, essendo d x e d y le componenti dell'arco elenlentare d y, 
si ha 

c o s ( n x ) d y = d g ,  

c o s ( x y ) d y = -  d x .  

Avrenlo quindi, SOS tituendo, 

Ora, poichi: da (38') scende clie a coppie di valori del paraiiietro G la 
eui somina è 2 a ,  corrispondono, sulla lamina, coppie di putiti affacciati (e 
geometricamente coincidenti), si ha per (40), 

~ q -  v;= sen2 u - sen2 (9 a - G) = 9 sen 9 cc cot (O - x ) .  
sen"(o - u )  

Ijalle (38") stesse si ricava inoltre 

Sarà quindi 
a+n 

JI= 1' sen 2 cc cos2 (G - cc) d G. ;i 
II valore di questo integrale è I*, avremo dunque in clefinitiva 

9 

Da questa risulta clle Jl è nullo: o quando la lamina è ortogonale al- 

oppure quando è parallela (cc = O, oppure a = t n). 

In tutti gli altri casi Jf esprime la tendenza del liquido a fare assumere 
alla lamina direzione ortogonale al corso generale della corrente (*). 

Padova, aprile 1918. 

1 
(*) Per a =450 si lia M E -  a Z9 [Cfr. LAMB, loc. cit., pag. 811. 8 
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Intorno alle superficie applicabili sulle quadriche 
ed alle loro trasformazioni. 

( D i  PASQUALE CALAPSO,  a Palenno.) 

Coî i t i~~un~iowe,  vedi  Tomo X i X ,  Serie III,  Fascicolo 1.' ( p a y .  61 e seyy.) 

P A R T E  II.' 

Le trasformazioni individuate dalla relazione (14) 

1. v eniaino ora al10 studio delle trasformazioni inaividuate dalla re- 
lazio~ie (14), per le quali stabilireiiio un sistema d i  foriilole analoghe a quelle 
del secondo paragrafo. 

Poniamo per brevità 

e introducianio nove funzioni si, colle formole 

Avremo subito per la (14) 
@,, = a b C. (63) 

Iiioltre dalle (68) ottenialno 

a ' b c X ' , = @ , , X , + + , , , Y ,  + + , , X , ,  

a b' c Y ' ,  = a,, Y ,  + a,, 3'2 + @,, Y, , ('34) 

a b c ' Z 1 ,  = + , , Z ,  + ( P 2 , Z ,  + @ , , Z , ,  , 
Annali di Matentatica, Serie 1.11, Tonio XIX. 15 
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1 08 Ca 1 apso  : Idonzo alle superficie applicabili sulle q~adriche 

a' b c X, = a,,  X', + a,, X', + @,,,Y', , 
a 71' c Y ,  =- a,, l-', + as, Yr2 + @,, Y'$. (69) 

a b c ' Z ,  =*,, Zr,  + c i ) , ,  Z', + @ , , Z r ,  , 

2. Per inezzo di yueste foriuole possianio rieavare varie espressioni 
delle @;,, procedendo ne1 seguente modo. 

Derivarido la  (14) e tenendo presente le (6) e le (2.)) ottenianîo 

clie per la (63) e per la terza del sisteilla (3) si ~ ~ ~ s s o i i o  scrivere 

(D:, + q, = k (E',  - G',), 

@ Y l  + (Bi2 = k (Eo -- G o ) .  I 
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ed alle loro trccsforw~azior~i. 1 O9 

Da queste e dalle (70) troviamo 

Siinilmente dalle (67) e (68) quadrando e sonmando e tenerido conto 
delle espressioni trovate di a),, , a,, , otteniamo . 

@il + ai, = a"' c2 - k El, + k (b2 c2 X i  + c2 a2 Y: + a2 b2 Z:) ,  (73) 

CD;, + = a2 bs c2 + k G', + k ( b 2  c2 X i  + c2 a2 Y: + a2 be 2;). (74) 

Infine dalle (67) e (69) inoltiplicando ordinatainente e sonlmaiîdo, tro- 
viamo 

e similmen te 

Si vede allora che anche in yues.to caso per mezzo delle (72), (73) ,  (741, (75) 
e (76), tutte le funzioni a;, sono esprimibili rnediaiite le funzioni JE',, JG', , 
e mediante gli elementi relativi alla soluzio~ie X,, Y,, 2,; onde darenio alle 
funzioni J E ,  e JG', il nome di funsio.>zi trasformatrici. 

E conviene osservare che note le funzioni X,, Y,, Z , ,  e note le funzioni 
trasformatrici Jz, JG',, le nuove funzioni X ',, Y', , Z',, sono espresse dalle 
formole 

Y '  - 1 
- (Jk  JE, Y, + i  Jk JG', Y, + a b c  Y , ) ,  

' - c a J b 2 + h  

1 
2' - - (Jk J ~ z ,  + i Jh JG;, Z,  + cc bc 2,). 

3 - a b J ~ a + k  I 

(") Delle qiiantità dg, dg, \/E',, JG',, , J k , s'intende scelta una determiiiazioiie c mari- 
tenuta in tutto cià che segue. 
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1 10 C a  lap so : lntorno alle superficie applicabili sulle quadriche 

3. Fra le funzioni trasformatrici passa una notevole relazione che si 
deduce esprimendo che le futizioni X',, Y',, Z', soddisfano la prima del si- 
steina (3). Essa è della forma. 

in cui si è posto 

ed importa notare che le derivate prime di yueste funzioni lianno le espres- 
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ed alle loro trasformazioni. 11 1 

perfettaniente analoglie alle (44) della Parte Priina. 

4. Coine al paragrafo terzo vogliatno ricavare un sistema di equazioni 
differenziali per le funzioni trasformatrici JE', , JG', . 

Per forinare questo sistema espriiiierenio al  solito che le funzioni X'i, 
Y',, Zf i  date dalle (64), (63) e (66), verifkario le relazioni (Ba). 

Derivando la prima delle (66), e sostituendo per le derivate di X I ,  &, X,, 
le loro espressioni date dalle (6), otteniaino 

Sostituendo in questa per a),,,  Q,,, a,, le loro espressioni (63) e (7'2), e te- 
nendo conto che per essa e per la prima delle (64) deve essere soddisfatta 
la terza delle (go), troviamo; 

- 1 a\iE, al, a b c  + i c G ' , -  
JG-, - 2 - r  - ~k JE, + +JE) 0 

Analogamente operarido sulla seconda e terza delle (66) pervenianio a 
due altre relazioni clie si deducono da questa scambiando X in Y e poi in Z, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



112 Calapso:  Intorno alle superjiçie appliçnbili sullc q ~ . ~ ~ ~ € r i ç l w  

sicchè concludia~iio che si dovrà avere separatamente 

8 v'z - aJE. D,, a b c  
- - G ~  T+-JE--Jz, a a G, J k  J k  

a 
(81) 

JZ' 8 \/Eo -. O,: - - i a a 
 JE^ . "dG. 7- \ / k  

Al10 stesso modo ricaviaino 

8 a ,'G Q~~ ,- 
a fi = i  G ,  - - + 7 v G 0 ,  

E 3 %  \I k 

ada ' .  a \ i ~  o~~ .- a b c  - 
(89) 

- = i  E ,  a B 
-i-dGtO + i  - , /Go. v'E, T F  v'k JX 

5. Cid posto deriviaiiio la ('78) e sostituiamo per le derivate prime delle 
funzioni \jzo, d g ,  H,, le loro espressioni date dalle precedenti e dalle (80). 
Ponendo per brevità 

troviamo con calcoli facili 

D'altra parte dalla (73) e dalla (75) si ricava 

clle ponendo 

h = a4 b4 c4 (a2 -+ k )  (b2 + k )  (c2 -1- k ) ,  (85) 
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ed alle loro trasforwtaxioni. 133 

ed osservancio le (79) possiamo anche scrivere sotto la forma 

mentre la (78) si pub anche scrivere 

- - 
~ ~ ; - - k E ' , ( H , , H , , - ~ ~ ~ ) - 9 c c b c ~ k  ~ E ' ~ ( H ~ ~ H ~ , - H , , H , , )  

e da questa e dalle (84) otteniamo 

Ed allora riuneiido queste con le (75) e (76) e risolvendo rispetto d l e  si, 
avremo : 

in cui abbiaino posto per brevità 

P = cc b  c iE', - \I (bZ c", X ,  + c k 2  Y ,  Y, + a2 b2 Z, Z,), 

~ = i a b c d F ~ - \ i K ( b ~ c ~ ~ ~ ~ . + c ' a ~ ~ ~  Y3+a2b 'Z ,Z , ) .  
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114 Ca iapso: lntorno alle superficie applicabili sulle quadriclze 

Siamo cos? condotti al seguente sistema di equazioni differenzinli: 

(in cui per le @i, si debbono intendere poste le espressioni (88)), che deve 
essere soddisfat.to insieme alla relazione 

delle funzioni trasformatrici. 
Notiamo infine che la relnzione (91) si pub anche scrivere sotto la forma 

orvero introducendo le funzioni 

clie danno i coefficienti della prima forma quadratica fonclnmentale della 
quadrica Q potreino anche scrivere : 
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$ VII. DIMOSTHAXIONE DEL TEOHEMA FONDAMENTALE. 

6. 1)imostriaino ora il teorenla. ailalogo a quel10 del parngrafo quarto, cioè : 
Se X, ,  Y , ,  2, è una solueio~ze particolare qualunque del sistema (2), i l  

sistema di epunzioni d i  fferercaiccli (90) (9 1 )  gtelle fulzzioni incognite \/Ei", , 
è illimitataivzente irttagrnbile. Asstcmendo ~ l l o  solwione JE', , \/(T', di questo 
sistenm, e pone~zcfo 

nvremo u m  soiuzioue mous del sistema (8) corrteneizte due cosfadi crrbitrurie 
e legata alla prima dalla relnxione (14). 

Per la diriiostrazione osservianio aiizitutto clie dalle (88) e dalla (92) se- 
guono le (84); quindi dalla prima delle (90) e dalla. (91) segue la terza ; dalla. 
seconda delle (90) e dalla (91) segue la quarta, ed inversamente. 

Itioltre dalle espressioni (88) delle a,,. soiio sodtlisfatte le (73), (74), (75) 
e (76); e si lia pure 

donde per derivazioiie faciliiieiite si deducono le relazioni seguenti: 

Annali d i  Matematica, Serie I I I ,  'llomo XIS.  16 
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116 Calapso: Intorno olle superficie applicabili sulle quadriche 

Tenendo conto di queste si verifica subito che le condizioni d'integrabilità 
del sistema (90) (91) sono soddisfatte, sicchè esso sistema è illiinitatamente 
integrabile. 

Rimane arlcora da. dimostrare che le funzioni X',, I',, Z', soddisfano 
al sistema (3). 

A tale scopo insieme alle hnzioni X',, Y',, Z', consideriamo le funzioni 
X',, Y',, Z', , X',, Y',, Z',. date dalle (64) e (65); in forza delle (90) e delle 
(96) le funzioni X', , X , , X', soddisfano al sistema (95), ed al10 stesso si- 
sterna soddisfano Y',, Y', , Y',, e Z',, %', , Z',; inoltre si lia per la (91) 

s'g+ Y': + 2'; = 1, (97) 

donde segae subito che il determinante 

X', Y', Z', 

X', Y' Z', 

è ortogonale. 
Ed allora avremo dalle (85) 

ina dalle (95) si ha inoltre 

b k 2  (a2 + k )  X' i  +- c2 cc2 (b2 + k )  Y': + a' bz (c' +- k) 2': = a2 b2 c2 + k (El, - G',), 

quindi per la (97) e per le (98) otteniairio infine 

axr 

Duilque le fiinzioni X' ,  , Y',, Z', soddisfano al  sistema (3); di più dalle 
(90) stesse risulta che è verifieata la relazione (14). 
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§ VlII.  ESAME DEI CAS1 SIKGOLAKI. 

7. Esaiiiiiiiamo ora il caso fin qui implicitaineiite escluso in cui si a n -  
nulla uiîa delle costanti a" k, b" k, cZ+ k. 

Al10 scopo coiisideriamo le equazioni 

1 aJG -- - -- a b c  

a B 
i? JG',+i- JG, , JE a a  J F ,  d k 

in cui si suppone Jk = t i c ,  e le ai, sono date dalle formole 

ed aggiungiaino a queste la. relrrzione 

In forza delle (loi), dalla prima delle equazioni (99) e dalla (108) segue 
la terza; dalla seconda delle (99) e dalla (102) segue la quarta ed inversamente. 

Inoltre dalle (100) e (101) teiiendo corito della (102) e dell'attuale valore 
di k,  si deducono facilinente la (74) e (76); e si lia pure 
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118 Calapso: Intorno d e  superficie applicccbili sulle qzcadriche 

onde coine al § VI1 lianno luogo le (96), e i l  sistema (99) è illimitatainente 
integrabile. 

Sin (E',, \jG', uiia soluzioiie di questo sistema, e poniaiiio: 

X' ,  = 
1 

( d ) , ,  X, + (fi,, X, -dK & x 3 ) ,  
bc\/cc"k 

Y', = 
1 

-- (a,, Y, + (f),, - ,IF ii& Y3), 
ca\j= 

Le funziotii S', S', Sr, soddisfano alle (25) e cosi pure le funzioni 
Y', Y', Y',; iiioltre le niedesime equazio~ii (95) sono soddisfatte dalle funzioni 

' x ' - f 3 - x ' 3 ' ,  %' ,=X'3Y' , -X'1Y' ,7 X',=X',Y',-X",Y', (105) 

e si lia: 
Y':+x'; +xl; = 1, 

Y', Y', + S', Y', + x ', Y', = 0. 

JI de tertiiiiiailte 
X I  Y', Z ' ,  

Y', Y', %'? 

X ' ,  Y', %', 

è quinrli ortogonüle, e allora avreino dalle (93) 
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Ma dalle (103) e (104) si ha inoltre 

b2 cZ (a2 + k )  X'i + c2 a' (b2  + k )  Y': = k E', - k G', f cc' b2 c2, 

quindi 
k (b2  c9 X-3 + c2 aZtY': + a"' Z',) = k E', - k G',. 

Epperb si conclude che anche in questo cas0 singolare le fnnzioni X' , ,  
Y',, Z', date dalle (103), (10%) e (105) sono una nuova soluzioiie del sisteina 
differenziale (3). 

§ IX. OSSEHVAZIONI COMPLEMENTARI RELATIVE ALLE QUADRICHE DI K O T A ~ I O N I ~ .  

8. Tutto yuanto abbiamo detto nei priiiii sette paragrafi sussiste qua- 
lunque siano le costanti n, b, c clie entrano nell'equazione della quadrica, 
quindi i risultati sono valevoli per quadriche generali ed in particolare per 
le yuadriche di rotazione e per la sfera. 

Non cos? la trasformaziorie del VIIT (Jk= t i c), clie mentre è ancor 
valida per urin quadrica d i  rotazione nttorno all'asse 2, cade in difetto per 
le altre cjuarlriclie di rotazione e pei. ln sfera. 

Per completare ch ique  la. ricerca coiisidei.ianio a parte una quadrica di 
rotazione attorno all'asse x ( b  = c); poniamo al solito le equazioni (99) in cui 
si suppone Jx= +- i c, e le ai, sono ora date dalle forinole (100) e dalle 
formole 

( y ,  + i 2,) + a,, (Y, t i 2,) = \lk \IE (Y, + i Z,),  ) 
~ , 2 ( Y , t i Z , ) + ~ , , ( ~ r 2 + t ~ z ) = i l / k ~ / C T , ( ~ 3 + i ~ , ) ,  1 (106) 

,IFo ( Y ,  +- i %,) $- i \'/z (G', ( Y 2  + i Z2)  + a b c (Y ,  + i 2,) = 0. (107) 

Si vede al solito modo clie il sistelna cos1 fornîato è illiinitatamente in- 
tegrabile; di più assuinendo una soluzione \/E',, \/G', , di questo sistema, le 
(103) soddisferanno le (%), e sarà 

x'; + x'p + xl: - 1 ; 
- - 

onde le (25) per siflatte funzioni JE', \/G', fornieranno del pari un sistema 
illimitatainente integrabile. 
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Ed allora se X'?, X'f), X'r) sono i valori clie assuinono le fuiizioni 
XIl7 XI,, XI3, per a=u,,, (i=p,,, e 

sono delle costaiiti clle con X"$'", S'Io), S'3) foriiiino i coefficienti di uiia so- 
stituzione ortogoiiale, assuli-iereino i tre sisteini iiltegi'ali delle (25) 

Y',  Y', Y', 

Z', Z', Z', 

clle pelr u = a,, 3 = ( i o  assulnoiio i valori ~xefissati e d i  cui le Xi coiilcidono 
evidenteiuente con le (100). 

Sarà allora 

inoltre dalla terza delle (103), e dalla (17), segue facilinente 

doncle si vede clie la funzione S', data dalla terza delle (103) e le funzioiii 
Y',, Z', sopra determinate, formai10 ancora una nuova soluzione del sistenia 
differenziale (3). 

9. Infine se la quadrica si riduce alla sfera di raggio uguale ad 1, po- 
niamo le equazioni (99) in cui si suppone dk= -t i, e le @,, sono date dalle 
formole 

ed aggiungiaiiio la coiidizione 

B'" - G', = 1, 
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Il sistenia cosi formato è anche in questo caso illiinitatamente integra- 
bile, e per una. soluzione JE,, \lG', di esso anche le (85) forniano un si- 
stema illimitatainente iiitegrabile. 

Eci allora assuniendo tre sistemi integrali 

Y' Y', Y ' ,  

che forinino i coefficietiti di una sostituzione ortogonale, le funzioni X',, Y',, Z', 
socldisfano ancora al sistetna (3). 

Ititorno ai risultati del precedeilte paragrafo occorre fare un'ultiriia os- 
servazioue. 

Se invece di peilsare le trasforliiazioni degli itltegrali del sisteiiia (3), 
perisinriio le tiasforrnazioni die  suhiscono i coeffkicnti E,, Go dell'elemento 
lineare sferico, possiamo afferinare clie le formole (go), (73), (74), (75), (76), 
(95)* sono valide in tutti i casi ordinari O singolari, per c~uadriclie generali 
oppure speciali Hi rotazione e per la sfera. 

A queste va sempre aggiiitita una condizione cornpleinentare, la quale 
esprime clie le (724, (74), (70), (76), (95)* algebricainente considerate nelle ai, 
sono coesistenti. 

Da questo punto d i  vista il coinportaniento delle trasformazioni singo- 
lari non differisce da quel10 delle trasformazioni ordinarie. 

È interessante osservare clie dalle (73), (74), (75), (76), (95)" segue facil- 
mente la relazione 

k E', k G', 
t B F  

k i \ j E  JG', 
E ~ ' b ' e 2 ~ o  G a 2 b 2 c 2 ~ o  a2 b2 cZ JE, JG, t 

validn coiiie le pi.ecede~ili per tutti i casi. 
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P A R T E  I I I .  

S X. IDENTIFICAZJONE DELLE TRASFORMAZlONI STABJLITE NELLA PAHTE II,  

COLLE TKASFOKMAZIONI B, . 

1. Le trasfornîazioni clie abbiaiiio stabilito iiella parte precedente con- 
ducono da uiia soluzione particolare yualunque X,, Y,, 2, Ciel sisteiiia dif- 
ferenziale (3) ad una soluzioiie nuova X',, Y',, Z', , conteneilte due costanti 
arbitrarie. 

Alla soluzione X', , Y,, Z, mrrispoiide una superficie S applica bile sulla 
quadrica ed alla soluzione Y',, Y',, %', corrisponde iiiîa nuova superficie S,  
pure applicabile sulla quadrica. 

Ci  proponianio di ~ ~ e d e r e  cotiie si passa ctirettauiente dalla superficie S 
alla superficie SI. 

Denotiarrio con x, y, z le coordinüte di un  punto P della yuadrica Q, 
clie si esprimolio con le f~inzioni X, ,  Ir3, %, inediaute le (9 ) ,  e poniaino 

La coiigiuilgente il puuto P di coordiliate x;, y, x col yunto F, di coor- 
cliiiüte x, y ,  z, è tangente i n  F alla yuadrira Q. 

Deforiiîiaiiio ora la yuadrica in guisa da assuniere la configurazione S, 
seco trascinando invariahilmente corinessi i segnieiiti tangeiiti FFI ; e diino- 
striamo clie la superficie 2: luogo dei puilti Pl riella nuova configurazione 
coincide con la superficie 8 , .  

A tale scopo osserviaino aiizitutto che denotando con 5, s, '5, e con s r , ,  
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n,, 5, le coordinate dei punti E' ed F, iiellü iluova posizione a ~ ~ r e n i o  

clonde derivaildo, osservando le (90)) (75)) (76), (95)") ed eliniitiaiido le deri- 
vate seconde delle funzioni $, ri ,  '5, colle forinole forida~iientali della teorin 
della superficie, o t t m i n  mo: 

colle analoglie in x e C; nelle quali X, Y) Z indicano i coseni direttori clellü 
normale alla superficie S, e le quantità A e A" hanno le espiwsioiii 

Da queste fomole  discelidono üncora pei coseiii direttori della iioiniale 

Al~iiali di Mritetitntica, Serie III, Tonio XIX. 17 
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1 Ca lap  so : Imtorno alle superficie applicabili sztllc qzcadriclr e 

alla superficie le espressioni 

abc JEG-~r' 
(1 14) 

colle analoghe in Y e Z, in  cui p indica un fattore di proporzionalità. 
Si determina p dalle precedenti quadrando, soinniando ecl osservarido 

la (log), e si trova 

p-=-. 1 .. b2 (& - (E'n - (1 le)  

2.  Cib premesso proviaiiio che l'eleiiieiito lineare della superficie Z: 
coincicle con quel10 della superficie S. 

Caso 1 . O  Nessuna delle costanti a" f ,  b" t, c" t k nulla. 
Confrontaildo le (110) coii le (77), troviaino 

do ide  si  vecle d i e  il putito FI giace attualniente sulla yiiadrica &, d i  eyua- 

coiifocale a Q. 
Applicl~~ldo alle (110) il procetliiiietito teiiiito per le ( I l l ) ,  otteiliamo 
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ed essendo per formole note 

che dimostrano il teorema. 
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126 Ca 1 aps  O : Itztorv~o alla superficie applicnhili sulle puatlricl~e 

Caso 8.' La costante Fz Ila il valore Jk= -+ i c; la yunclrica, siü generale 
oppure di rotazione attorno all'asse z. 

Confr.oritanclo le (110) con le (log), (103), (104), trovialiro 

siccliè il puilto BI sta attualiiiente siil pialio z ,  = 0. 
Sussistono anche i n  cjuesto caso le (119); iiioltre dalle precedenti si ha 

sostituendo le yuali ilelle (119) ed ossewando le (119)" si ricavano nuova- 
mente le (190). 

Caso 3 . O  La costailte h abbia il valore \II= +- c e la quadrica sia di ro- 
taziorie attorno all'asse x. 

Confroiitantlo le (110) con le (103) e (107), troviümo 

siccliè il punto Ii', sta attualniente sulla coppia di piani 9; +z;  = 0. 
Sussistotlo sempre le forniole (19); clle per6 in questo citso ussuniono 

la forma più seniplice 

a.: 2 2  a ( ~ ,  
\'Z -=-- - 

a p  ? a  a ? '  

Tenelido coiito della prima delle (1%) e delle (119)*, troviniiio 
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clie nell'ipotesi attuale b = c coincidono con le (120). 
Caso 4.O J,a costaiite k abbia il valore \Ik= 2 i e la yuadrica sia la sfera 

di raçgio uguale ad 1. 
[II ta1 cas0 le (110) tiiostrano direttainente che il punto FI sta su1 cono 

e le (102) in forza delle (108) diventano 

colle analoglie in n e '!, donde quadrarido e sommando facilmente si ricavano 
le espressioni 

clie ne1 caso attuale a= b = c = 1 coincidono con le (120). 
Dall'analisi fatta resta dutique provato clie in ogni caso la superficie L 

definita dalle (111) lia lo stesso elemento lineare della superficie S,  . . 
3. Per potere coiirludere cl-ie le superficie S ,  e coincidono, basterà 

allora far vedere che sulla superficie x le linee s( e P sono isotermo-coniugate. 
Per dimostrarlo osserviamo clle dalle espressioni (114) dei coseni direttori 

della normale alla superficie e dalle (111) si lia 

la yuale espriirie che il segiilento F F ,  tocca iii F, la superiicie x; cioè le 
superficie S e Z sono le due falde focali della congrueiiza PP, .  

Questa congruenza i: inoltre una congruenza W. 
Infatti denotando con n l'angolo delle normali alle superficie S e ;i, si 
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donde 

e per la (109) e (115) 

1 -- k E', go ,! (-En - O,) (E',, - Gr,) seno n = E al l i 2  c2 
- 

J O  

Ma il secondo membro di questa eguaglianza rappresenta il quadrato 
della distanza dei punti F ed F I ;  cioè la precedente si pub scr i~ere  

(t l  - E l 2 +  (q --m)' + ( C l  - = - 1 
cY (E, - Go) (E', - G',) sen", (123) 

Ed allora, tenendo conto clie le curvature totali delle superficie S e 
hanno le espressioni 

(6' b2 c' a"2 C' 

per un noto teorema di KIBAUCOUR potreino aflermare clle la coiigrueiiza F F I  
è una congruenza W; di più le linee a e essendo isoternio-coniugate su  S 
lo saranno anche su x, oncle risulta itifitie clie la superficie I: coincide con 8,. 

Rimane quiildi provato clie le foririole (11 1,) clàniio in ogni caso l'effet- 
tivo passaggio dalla superficie S alla superficie S I  corrispondenti rispettira- 
niente alla soluzioiie S,, Y,, 2, ed alla soluzione X',, Y',, Z', del sistema 
fondamentale (3); e iiel tempo stesso le trasforrnazioni stabilite nella Parte 11 
rimangono identificüte coi1 le trasfor~imziolii Bk. 

Denoterenîo d'ora iiiiianzi con B, le trasformazioni stübilite nella Parte 1, 
potendosi dedurre la. (16) dalla. (14) poiiendo k = oo. 

Risulta intanto che le B, sfuggoiîo till'cirdinaria rappresentazioiie ana- 
litica della Il,, giaecliè le ( 1  11) non lianno senso per k = m. 

FINE DELLA PAHTE TERZA. 
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P A R T E  I V  

1. È noto da uria mia precedeiite Mernoria (*) clie la trasforinazioiie di 
GU~CHARD delle superficie applicabili siille quatlriche fattn conoscere dall'au- 
tore ilel 1905, è riciucibile ad una D,. 

Siffatta trrtsformazione pu6 definirsi nretliaiite le forniole (60), (51) e (36) 
della citata Menioria. 

Se inclicliiamo con S',, Y,, Z', ed X",, Y", , Z", due soluzioni del si- 
stema (3) legate fra loro dalla siiddettn tiasforniaziorie di G U ~ ~ H A R B  e con- 
siclerianin siilla sfera 

'i; + 1-3 + %d = 1 

la corrispoiidenza i n  cui al punto X",, Y',, Z', corrisponde il punto X",, 
Y", ,  Z",, le relazioni (50) e (51) esprinioilo clie le tangenti alle linee cr e p 
della suddetta sfera iri punti corrispoiidenti rispettivanmite si tngliano. 

Le condiziorii (50) e (51) non hastütio per sè sole a definire la trasfor- 
rnazione, occorrendo ancora la condizione coiiîpleiiientare (56). 

Trascurando yuest'ultima condizioiie e considerando la trasformazione 
che le (>O) e (al) per sè sole definiscoiio, otterrenio una trasformazione più 
generale clie evidentenîente comprende quella di GUZCHAKD sopra ricordata 
e clle, corne lia fatto conoscere SERVANT (**), comprende quella data da GUI- 
CHAHD ne1 1897. 

Per stahilire le forinole relative a yuesta trasforniaoione proponiarnoci 
direttainente il problema sotto la seguente forma: 

Nota una soluzio~ie X',, Y',, Z', del sisteina (3) deterininiaino ne1 modo 

(") P. CALAPSO, Intorno alle superficie npplicabili sulle quadriclze ed alle loro trasforma- 
zioni [Reiidiconti del Circolo Matematico di Palermo, tom0 XXXII (1912), pp. 365-3851. 

(**) M .  SERVANT,  Sur les tramformations des surfaces applicables sur les szrrfr~ces du  se- 
cond degré [Comptes rendus, tom. CL1 @.O seiiiestre 1910), pp. 1107-IlOY]. 
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più generale una soluzione nuova X",, Y",, Z", per la quale i deterininanti 

sono nulli. 

Z', - Z", 

a zf, 
a a 

a zJ1, - 
a a 

Zr3 - Z", 

a Z', 
a B 

a z0, 
a P 

, 

Le derivate delle funzioni incognite X",, Y",, Z", si esprimeranno ine- 
diante relazioni della forma 

colle analoghe in Y, e Z, ,  in cui m,,  f i , ,  m,, PZ, sono funzioni di X",, Y",, Z n , ,  
XI,, Y',, Z', e delle derivate di X',,  Y',, Z', che vogliamo determinare. 

Per la prima equazione del sisteina (3) sappiamo che sussistono le re- 
lazioni 

ed espritnendo che esse sono verificüte dalle espressioni precedenti otteniamo 

Esprimendo inoltre che per le (126) è soddisfatta la terza eguazione del 
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sistelna (4, e teiieiido conto delle precedenti ti*ovialiio 

S. Questa e la precedente non bastano aricora per c1eterniiiiai.e I M , ,  m,,  
n,, n,; bisogria ancora esprimere che le (126) soddisfano alle coridizioni 

e le ansloglie in Y, e 2,. 
Sostituentlo in qiieste per le derivate di X", Y", X", le espressioiii (1%) 

ed opportunn.liiente seinplificando pervenianio alle relazioni seguenti: 

Ci6 posto introduciaino uiia funzioiie ausiliaria colla posizione 

l u l  El, - 11t2 G r ,  = b2 ca X', X " ,  + ca CC' Yng  $- a9 b' Z', Z" ,  

- a? b2 c2. x (1 - 2: X', XI',). 

Espriiiiendo clle le funzioni m,, m,, n,, n,, dedotte dalle (1%), (129) e 
(131). verificano le (130) vediaino con facile calcolo che si dovrà avere 

quindi ;C = cost. 
3. L'analisi precedente, adoperata per la ricerca della soluzione X",, 

Y" , ,  Z",, per la quale i deterininanti (124) e (125) sono nulli, ci lia condotto 
al sistema (126) in cui m ,  m, n ,  n, sono date dalle (198), (1%1)), (131) con 
K =  COS^. 

Inversaineilte partiaino da una soluzione particolare yualunque S', , Y,, 
Z', del sistenia (3);  e consideriamo il sistema di equazioni differenziali (196) 
iielle funzioni incognite X",, Y ",, Z", in cui m,, In,, 12, , 12, sono dati dalle 
(12S), (189), (131) con x = cost.; indi aggiuiigiaiiio la condizione 

S "3 + y ''a + 2"; = 1 . (13%) 

Aiamdi tli flf(ctenzatica, Serie III, Toino XIX. 18 
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Facilmente si vede che le uc, , w,, p h , ,  th,  soddisfano le (130), e quiiidi 
il sistema (126), (132) è illimitatamente in tepbi le .  

Si hanno cosi dsll'integrazioi~e le funzioni ,Y", , Y", , 2 ,  con due costanti 
arbitrarie clie, teiiendo conto delle (188) e (129), vediamo subito clie soddi- 
sfano al sistema (3). 

Adunque la più generale trasfoririazio ne per la c~uale i deterlninaiiti (124) 
e (125) sono nulli si ottiene aggiutigendo la coiidizione (131) con x = cost.; 
ossia poneiido 

D'altra parte le (126) stesse niostrano clle si pub assuinere 

sicchè la precedente si pub wrivere 

k (JE', \m - \'G', \ z) = k ( t i2  c T f ,  S ", + C' cc"-', Y ",+ a2 b2 27, Zna)  ) 
(1 33) 

- cd2 b2 c2 (1 - XI',). ) 

Iiidicheremo con G, la trasforrnazione cosi definita, siccliè yuella del 1905 
inclicli~reino in conseguenza con G-,? (*). 

Vedreiiio in seguito in che modo questa trasforinazione sia legata con 
le Bk e ci6 per tutti i valori di k, in particolare pei valori - c2 ed m. 

4. Prima pero crediamo opportuiio fare un brere cenno intorno ad 
una trasforinazione d'altra natura (trasforazaxione H), dovuta al BIAKCHI, la 
cui coiisiderazioiie estende notevolniente i risultati relativi alle trasfornia- 
zioni B,. 

Per espriinerla nelle nostre formole procedianio rie1 seguetite iiiodo. 
Sia X,, Y,, 2, utla soluzione del sistenia ( 3 )  e poniaiiio 

(*) Vedasi la (56) clella inia citata Memoria 
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Derivando e tenendo presenti le (G) ,  avreino 

donde segue facilinente clie le funzioni X,, Y:,, Z ;  sodtlisfano al sistetua 

ax, ax, 
-- -- = O, 
a u .  a p  (136) 

ax 
b2 cc? X; + c? (ni - b2)  Y; + b2 (a" cc?) z:. 

Si vede allora che le (104) fanno passare da uiia soluzione del sistema (2) 
ad uiia soluzione del sistema (136); le medesinie conducono per altro da una 
soluzione del sistema (136) ad una soluzione del sistema (3). 

Ora le (136) quand0 a" b6' e a? - cc" sono diversi da zero determinano 
uiia superficie applicabile sulla quadrica 

La trasforirrazione H fa dunque passare da una deforimta della qua- 
drica (1) ad una deforinata della (137), e viceversa. 

5. Qui fareino conoscere un teorema che sembra molto importante per 
la teoria della superficie applicabili sulle yuadriclie. 

Esso pub enunciarsi cos]: 
La trasforr~zcczione H cangia coppia d i  superficie applicabili sulla ( 1 )  le- 

gnte tra loro da una G,, in ~ n ' a l t r a  coppia d i  slcperficie applicabili szclla (137) 
legate tra loro da una G,,. 
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Il teorema risulta subito osservando che la collineazione (134) che tras- 
forma il sisterria (3) ne1 sisteina (136) e trasforma, come abbiamo visto, in 
sè stessa la sfera 

x: + Y : + z ~ ~ =  1, 

conserva evidentemente la proprietà che le tatigenti alle linee a e P in punti 
corrispondenti rispettivamente si taçliano. 

Perb occorre il valore di 12' quando è dato k. 
Per determinare k' osserviaino che si ha dalle (135) 

donde 

e quindi tenendo presente la (133) e le (138) troviaino 

Segue 

donde 

oppure 

Ricordiaino infine che, come è noto dalle ricerche del BIANCHI (*), SUS- 
siste un teorenia analogo per le trasfor~nazioni B,, cioè: 

(*) Leaiok, vol. III, pag. 930, 
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La trasforwmzione H cccngia zcna coppia di superficie npplicabili sd la  ( 1 )  
legtcte tra loro da utm Bk, irt. zu~'altva coppia di superficie ayylicabili szclln (1S7) 
lepte  tra loro da  uua Il,, . 

Dareino di yuesto teoreiiia uua diinostrazione nuova, che prese~iterà il 
varitaggio oltre ad essere brevissii-iia di fare corioscere il vnlore di k' qluando 
è dato k. 

Consideriaino al10 scopo due soluzioni X , ,  Y,, 2, ed S',, Y',, Z', del 
sisteina (3) legate da una trasforiiiazione B,<, cioè legate dalla relazioiie 

Applicando la trasformazione H, questa diverita 

Espriniendo che i coefficienti e il termine noto sono proporzioiiali d l e  
cluantità 

si ottengono tre relazioni in k e kl.clie si riducono tutte alla (141). 
Cid diinostra chiarainente il teorerna, di più la (141) dà il modo di cal- 

colare k' quando è dato k. 
In particolare per k = - u2 la (141) dà k' = cro; duiique la considerazione 

delle trasforinazioni B, permette di estendere quest'ultimo teorenla al caso 
eccezionale k = - a2. 

Ne1 tempo stesso rimane dimostrato che si ha 

PINE DELLA PAHTE QCAHTA. 
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P A R T E  V 

$j XI. COMPOSIZIONE DI DUE TRASFORMAZIONI Bk OHDINAHIE. 

1. In questo paragrafo voglianio studiare la trasforniazione clie si ot- 
tiene coinponendo due trasforrnazioni Bk con la medesima costante k e di 
classe opposta, corrispondenti cioè ai due valori opposti di e nelle (88). 

Applichiamo dunque ad una stessa soluzione X,,  Y,, Z3 del sistenia (3) due 
trasformazioni Bk di classe opposta; le funzioni XIi,  Yi, 2';) JE, JGI,, 
che si ottengono con la prima trasformazione e le funzioni Xni, Y";, Z";, 
JFo, J z ,  @lik, che si ottengono con la seconda trasformazione, sono espresse 
dalle formole 

1 -- - y' - - -  
3 - ( J k  JE', ~ , + i  Jh JG', ~ , + c c b c ~ , ) ,  (1 46) 

cc& Jb2 + k 

1 - - - - y" - r 
3 - - (4 k JE", Y, +- i J k JG", Y, + a b c Y,), ) (147) 

c a  Jb" tk I 

[abc JZ JE - Jlc JE. (b'c'X,X,+c'n2 Y ,  Y8+a%'Z,Z3) 
\ 

@ I l  = 
E,-G, i 

- i \jt JG (Jk JE ïïg,+i Jk JE H,,+ccbc~,,) 1 .  1 (1'48, 
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- - 
h - +\jk JE, (Jk JE alti Jk JG', ~ , , + n b c ~ , , ) ]  

(149) 
of, ,= [iabc J& JE-2 Jk J& (b'o'X,X,+020' Y ,  L;+n2b'Z,Z3) 

3 0 -  Go 

Cib posto consideriaino il determinante 

1 X f ,  - S " ,  Y', - Y", Z', - Z", 
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e in esso sostituiaino per X',, Y',, Z'i le loro effettive espressioni date dalle 

tlonde ponendo per le ai, s',, le espressioni (148), (160) e tenerido conto 
della (75) facilmente vediaino clle il deterininarite è nullo. 

Similinente vediamo che è nullo il deterniitiniite 

(l46), (147), ecc.; clopo seniplificazione esso prende la forma 

Di più dalle 

k JE, JE', E", 
--- 

nZbZcBJcc" k J b 2 + k \ c ' + k  

S', - X", Y!, - Y", zt3 - Ztf3 1 

JZ-JE",, i(JK-JG",) O 

<DI , CI)2, 1 

+ ' I l  . 1 

:146) e (147) otteniaiiio 

che si identifia colla (133); quititli la coinposizioiie di due B, ordinarie di 
classe opposta dà luogo ad uiia trast'or~ilazioiie G,. 

9. Sussiste anclie il teorenia inverso. 
Iiifatti consideiiaino al solito una soluzioiie X',, Y',, Zr, del sistelna (3) 

ed una soluzione X " ,  Y ", Z", cledotta dalla priiiia, con una G,, per la quale 
nessuna delle quantità cc" k, b2 + k, c" k è èiulla, e introduciamo nove 
funzioni Xi, Y;, Zi mediante le equazioiii 
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Queste si possono risolvere algebricamente rispetto alle Xi,  Yi,  Zi ne1 
seguente modo. 

Dalla prima e dalla quarta possiaino ricavare XI ed X, mediante la X, ; 
e siinilmente per Y, ed Y,, per Z, e Z 2 .  Indi esprinîendo clie le (153) sono 
soddisfatte e tenendo presenti la (189), la (133) e la terza del sisten~a (3), 
troviamo corne coiiclizioni necessarie e sufficienti le ielazioni 

Da queste si ricavano X,, Y,, Z,, donde restano deterrninate le altre. 
Le relazioni (189), (133) e la terza del sistema (3) espriiiiono altresi clie 

per le funzioni Xi, Y,, 2, ricavati ne1 modo sucldetto, il determinante 

.Y, Y, 

X, Y ,  2 1 
x, 1 - 3  2, 

è ortogonale. 
Ed importa osservare clle le espressioni 

/:! b c v a  + k ( ~ ' ,  - S " , ) X , + C ~  Jb2+k (y f ,  - Y",) Y +  

+ a b Jc" k  (Z ' ,  - z",) iT, , 

b  c  J a 2  + k ( X I ,  - s",) X, + c a Jb2 + k (Y, - Y",) Y ,  + 
+ . a b  Jc2+ k  (Z', - Z",)Z,, 

in forza delle (126) e della seconda e terza delle (154) sono nulle. 
Poniamo ora 

Annuli di Matematica, Serie 111, Tomo XIX. 19 
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O ci6 che è 10 stesso per l'osservazioiîe or fatta 

dalle (154) tenendo conto delle (i5S) e della ortogonalità del deterininaute (156), 
avremo 

donde 
ax ax ax, 

X(ja.0)  = Eo , Xe- ô p 

Iiioltre associando alle (156) la secoiida delle (154), e risolvendo rispetto 
ad X, ,  Y,, Z3 otteriian~o 

donde quadrando e soininando ricavianlo infirie 

E cosi rinîane clirnostrato cbe se X',, Y',, Z' ,  e X",, Y",, Z", sono due 
soluzioni del sistema (3) legate fra loro da una trasformazione G, le (154) 
fmno couoscere in terinini finiti una nuova soluzione del sistelna (3); di più 
le (154) nîedesiine esprimono clie la soluzione X,, Y',, Z', è deducibile dalla 
soluzione X,, Y,, 2, inediante una Bk ordinaria, e cos1 pure la soluzioiie 
X",, Y",, Z",. 

Risulta dunque il teorenla espresso dalla for~nola 
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8 XII. COMPOSIZIONE DI DUE Bk SINGOLANI. 

3. Faccian~o ora una ricerca analoga per le trasformazioni B, singo- 
lari occuparidoci in primo luogo delle B,. 

Applichiatno dunque ad una stessa soluzione X,, Y,, 2, del sisterna (3) 
due trasformazioni B, di classe opposta; le funzioni XI., Y',, Z',, \/z, \/G', , 
wi,, che si ottengono con la prima trasformazione, e le funzioni X1',, Y:,  Zni,  
JE, JE, Vi,, che si ottengono con la seconda trasforinazione, sono espresse 
dalle formole 

1 
Y', = - (JZ, Y, + i a Y,),  c a (158) 

'If,, = 
I 

[P, JE6 - i a' bP 8 4% (JE A,, + i JE A.,)] 
Eo - Go 

(160) 

Y',, = Eo = Go [ P , J ~ + ~ ~ ' ~ ~ O ~ J G . ( J ~ A ~ ~ + ~ J ~ A , ~ ) ] ~  , 
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yZ2 = l [i Q JG, - az b2 o2 JE (@. A,,  + i A,<) ]  , E, -- Go 
(163) 

v',, = [i Q do, +.az bz oa @G (JE", A,,  + a ,/c A , ~ ) ]  . 
E, - Go 

Se ora consideriamo il deterniinante 

XI, - X", y, - Y", Z', - Z", 

a xf, a Y!, a zf, 
- - a a a a u 

ossia 
X', - XII3 Yf3 - YtJ3 zl, - zpt3 

JE,, Y', 

e in  esso sostituiaino per Xi,, Y',, Z', le loro espressioni date dalle (158), 
(159), ecc. ; dopo semplificazione avremo 

donde ljonendo per le \Pi,, Y',, le espressioni (160), (162), ed osservando la (42), 
trovianio subito che il determinante è nullo. 

A110 stesso modo troviamo altresi che è nullo il determinante (195); di 
più dalle (158) e (159) o'tteniamo s 

che facil~iiente si identifica colla (133) per k = m. 

Ne risulta che la composizione di due trasforn~azioni B, di classe op- 
posta d%. luogo ad una trasformazione G, . 

4. Inversamente ogni trasformazione G, è seinpre otténibile rnediante 
la composizione di due B,. 

Infatti consideriamo una soluzione X',, Y',, Z', del sistema (3), ed una 
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soluzione X",,  Y",, Z", dedotta dalla prima con una G,; e ~oniarno  

X ", - m2 X13 X 1 = b c  JE. (112~ - 112i) 

Y " ,  - 9n2 Y', 
Y , = c a  JE ( # M l  - W b 2 )  ' 

Z n s  - lnz Z' ,  
& = a b  

JFo (ml - 1 1 4  ' 

x " , - 9?21 X lp 
X , = b c  

i JFo (m, - 112,) ' 
Y ", - 112, Y ', 

Y , = c a  
2 (?ta2 -- Wb,) ' 

Z1I3 - lwl Z t 3  
Z 2 = a b  

i dK ( 9 1 2 ~  - ml) ' 

a' b c (Y', Z n 3  - Y " ,  Z',) x, = Y,  Z ,  - Y,  z1 = - 
I JEo JG', ( 1 1 2 ~  - 1 1 2 ~ )  1 

a b2 c (Zr3 X C 3  - Ztr3 XI,) Ir3 = ZI x2 - z2 XI = - 
i JE JE (1121 - m2) 

(167) 

a b cP (X' ,  Yug  - X n 3  Y',) 
Z , = X , Y , - X , Y , = -  - - : I 

i JE, JG '~  OC, - 111,) I 

Tenendo conto clle XI,, Y ' , ,  Z', soddisfano al sisterna (3 )  ed osservando 
altresi la (129) e la (133) con k = oo, deduciaino le relazioni: 

è ortogonale. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



142 Calapso:  Itetorno alle super/icie nyplicnbili sulle qurctlriche 

Poniümo inoltre 
i a' b2 ca 1 a XI,  JE, = - ~ X V ,  -y- 3 Tg J JC ( ( l i l ,  - tn,) J~ I ,  a b  / 

iridi scriviamo le (167) sotto la forma 
- - 

i JE, JG', (112, -- m,) X ,  = - nV c ( Y ' ,  z", - Y'!, z',), 

e derivando rispetto ad a ottenianlo 

- a YI, - a 2  b c ( Z u ,  Y", - a 21, + m., - JE', 
a u 8 a JG', 

colle analoglie in Y e 2; donde moltiplicando inembro a membro con le (165), 
sominando e tenendo conto della ortogonaljtà del determiilante (168), ot- 
teniamo 

Siinilmente otteniamo altresi 

e quindi 

In modo analogo si ha 

ed in coiiseguenza 

ax, LI a x, a x, ax, qZ)=~"  '= - a B = O ,  +) a B =. o .  
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Di più dalle (167) e (169) segue facilinente 

E,, - Go = b2 C' X i  + c2 CG' Y i  + a V b "  2:; 

ed allora riniane diinostrato che se X',, Y', , Z', e X", ,  Y",, Z", sono due 
soluzioni del sistema (3) legate fra loro da una trasformazione G,, le (167) 
fanno conoscere in terniini finiti una nuova soluzione del sistema (3). 

lnoltre dalle (167) si ha subito 

b c X , X 1 ,  + ca  IT3 Y' ,  + a b  Z, Z', = O ,  

bcX,Y",+ca Y3 -,"',+ab Z3Z"8=0, 

cioè la soluzione X',, Y',, Z', è deducibile dalla soluzione X, ,  Y,, 2, mediaiite 
una trasformazione B, e cosi pure la soluzione X",, Y", ,  Zn3 . 

Risulta duiique anche in questo caso il teorema 

G, = B, B',. (170) 

5. Il risultato si estende facilinente al caso k = - a'. 
Considerianio infatti una trasformazione GPGz e la corrisporidente G, data 

dalla relazione 
G, = II -' G ,&? Hi 

Segue per il teorema diinostrato 

H-' G-,.: H = B, Brcxi , 
donde 

G-U2 = H B, HP' H B', H-', 
ossia per la (145) 

G ,? = B-,? B'-w?. 

In yuesto modo la trasformazione di GUICHARD del 1905 viene ad otte- 
nersi componendo due Bk singolari. 

S XIII. OSSERVAZIONI COMPLEMENTARI SULLE QUADRICHE DI HOTAZIONE. 

6. Voglianio qui trattare il caso di una quadrica di rotazioiie attorno 
all'üsse z (a  = h = 1) e si voglia nttribuire a k il valore - 1. I n  ta1 caso as- 
suniendo l'equazioiie della cjuadrica sotto la forina. 
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sussiste una trasforinazione per la quale si ha 

con r costante arbitraria. 
Questo ci è noto dalla (16) del § 1. 
Volendo €are la coniposioi'one di due trasforniazioni di yuesta iiatura 

converrà attenerci alle forniole del detto paragrafo. 
Ad una inedesinia soluzione dell'equazione (7) applicliiaino due trasfor- 

mazioni di BAKLUND di classe opposta (*), ciqè 

a 8, - a e 
i - + i seiih a senh 4  cosli 9 ,  + i cosli ci cosli 8 senh 8, , 

h a a P 
a e ,  - a e i (174) 

a P 
- - i - + seiih I; cosh 9 seiih 0 ,  + cosh a sen11 8  cosh 8 ,  , a a 

a 8 2  --- - a 4  
a z i - + i seiih G se1111 5 cosh O2 + i cos11 G cosh 4  seldi 9, , a B 
a 8, - a O i - - senh a cosh 4  senh 9, - cos11 o senli 9 cosh 9 ,  , a P a a  

e considerianio il sistetna di funziorii rispettivaniente corrispondenti date dalle 
formole 

i 
7. v1 = - e-61 ), - i e - e ~  (1. - - i 

sen11 G ( u  + v) - - cosh G ( u  - v) ,  
2 B 1 

' c l l = -  ( k ,  ee + k,  e-O) u + ( k ,  ee + k ,  e-0) v + B p + i A A, 

7 p l  = i ( k ,  ee - k,  eëe) zc- i (iz, ee-k,  e-0) v -i Dr.+ C l ,  

A = senh a setih 8 senh 4 ,  + cosli a cosh 8 cos11 9, , 
B = senh o seiili 9 cosh 8, + cosli G  COS^ 0 sen11 0 ,  , 
C = senli G cosh 0 seiih 8, + cosh a senh 9 cosh O , ,  1 
D = senli G cosh 9 cos11 0 ,  + cosh a senh 0 senti 6, , 1 

(*) Si deducono I'una dall'altra cainbiando il segno delle quantità i, senho, cosh o. 
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i i 
7 u ,  = eo- X + i eoz p. - - senli O (u + v) + - cosli u (u - v) ,  2 2 l 

i i 
r v 2 - - - e-02 A + i e-6% p - - sen11 G (u + a )  - - cosli G (u - v) ,  

-2 e 
71, = - ( k , e  o + h , e - e ) u + ( k 2 e e + k , e - ~ ) ~ + B ' p + i A ' X ,  

T p z  = - i ( k ,  eQ - k ,  e-0) u + i (k ,  ee - k,  e-Q) v + i D' [J- - C' A, 

A' = senh G senli O sen11 8 ,  + cos11 G  COS^ O cosh f 1 2  , 
B' = - seiih G senli 0 cosli 8 ,  - cosh G cosh 8 sen11 8, , 
C'  = seiili G cos11 O senli 8 ,  + cosh G senli 0 cos11 8 ,  , 
D' = - senli G cosh 9 cosli 0, - cosli a senh 0 senli O , ,  1 

in cui 
4 k ,  = 1, 4 k ,  = cosh" + senli". 

Le funzioni u,, v , ,  X,,  pi, soddisfano le (7)*, e cosi pure le funzioiii 

U * ,  a,, 1 2 ,  p z ,  0 2 .  

Ora dalle (176) e (177) si ricava 

7 (ul - u2) = (e81 - eez) A - i (eOl+ ee:) p, 

(w, - 21,) = ( ë 0 :  - eel) h - i (e-02 + e-QI) [J., 

donde 
(u, - u,) = ea2 (a, - v,), 

e per conseguenza 
(u, - 2 4 2  e-0% 0% = (v ,  - ,Je di &. 

Moltiplicando ora per 1, A2 ed osservaiido le (7)* otteninmo 

nioltiplicando invece per p., p 2  otteniamo 

aa  a u ,  a U ,  a U ,  
(ul - U - = (v ,  - 21,) , -r; a a a  aag a b  d l i  

Sono dunque soddisfatte le relnzioni (50) e (51) della mia precedente Me- 
inoria. 

Calcolialno ora 
JE', JE", - JG', JG",. 

Amzali di  Matewzntica, Serie III, Toino XIS. 
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Dalle (54) della suddetta mia Memoria sappiamo che questa espressione 
si riduce alla forma 

donde sostituendo per ui,  v,, Â i ,  p.; le lorc espressioiii date dalle (176), (177) 
e ponendo per brevità 

9 A cos11 0, f 2 i ,m sei~li  @, +- i cosli c (u  - v) 1 
avremo a calcoli fatti : 

- 9 i Â. zc coshs o (cos11 8, + cosh O,) - 2 i A u senh3 6 (senh O, + senh O,) 

- 9 i l v senh3 c (senh 9, + senh 9,) + 9 i A v cosh3 o   COS^ O, +  COS^ se) 
+ B p. u senh" (cosh O, - cosh 9,) + 2 p u cosh3 G (senh 0, - sen11 4,) 

+ 2 ,a v senh3 G (cosh O, - cosh OL) - 9 p. v cosh3 G (senh O, - senh 9,) 

+ 4 ,az (senhe o cosh 8, cosh 6, - cosh2 c sen11 8, seilEl 8,) 

+ 4 i 1 p. (cosh" 6 senh2 a) (cosli 8, senh 8, - cosh O, senh 9,) 

+ 4 X"senh% senh O, senh 8, - cosh2 o  COS^ 8, cosh Oz). 

Al10 stesso risultato si perviene calcolando l'espressione 

Dunque concludiamo la relazione 

JE Jz - JG', JE= cosh2 o - Z', Z n ,  senh", 

la quale coincide con la (133) per 

a = 1,  b = 1, c = cosh", k = - 1. 
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7. Inversamente partendo da@ elementi relativi a due superficie legate 
fra loro da una trasformazione di GUICHAND, avremo dalla (181) ' 

4 (Al  A, - pi p,) = senh2 u (u, + v,) + v,) - cash" (u, - v, )  (u, - v,). (182) 

Inoltre derivando la (178) otteniaino 

(eel+ ee:) (1, - X ) - -' + 2 ( zc ,  - u,) , -(a: a:) 
a o ,  a o '  

(eO1 - eBz) ( p i  + pl) = (a; + 2) (ul - th,) . i. a p ,  

Da queste tenendo presente la (182) e la relazione (8) a cui soddisfano 
A , ,  pl, a , ,  v l  e A,, p,, u,, v ,  ricaviaino 

Questa relazione esprime che le due equazioni 

a9,  a e  
- + -" = i senh G senh 9 (cosli O ,  + cosh 9,) 
a t (  a a  

+ i cosh o cos11 8  (senh $, + senh 9,)  , 

a 9 ,  a e ,  
7 + -- - senh G cosh 9 (senh 9 ,  - senh 9,)  
C I .  a p  

t cosh G senh 6 (cosh 8, -- cash 9 , ) ,  

nella funzione incognita 0 sono coesistenti. 
Si vede allora con facile calcolo che le funzioni O , ,  9, e la funzione 0 

cosi determinata verificano le (174) e (175); dunque esiste una soluzione 0  
della (7) dalla quale sono deducibili 8, e 8 ,  con trasfor~nazioni di BAKLUND 
di classe opposta. 

Rimane percib dimostrato anche in questo easo il teorerna 
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Non si pub parlare in senso stretto di trasforinazione G-a2 per le super- 
ficie applicabili sopra uns  sfera di raggio a,  non potendo in ta1 cils0 sod- 
disfare le (A') (B') (Cf) della inia precedente Memoria con valori non tutti 
nulli di C o ,  ri,, r,, 5 ' 0 7  -O(,, '5'0, Io  e P O .  

FINE DELLA PARTE QUINTA. 

P A R T E  VI .  

XLV. IL TEoiwaia Dr PEBMUTABILIT~. 

1. La teoria delle trasformazioni delle superficie applicabili sulle yua- 
clriche viene notevolmente perfezionata in base ad un iinportnntissiriio teo- 
reina, dovuto al BIANCHI e detto teoreîm di per?mtabilith. 

Esso si enuncia ne1 modo seguente : 
Se di una superficie S applicabile sulla qltadrica, si coizsiclernno dbce szb- 

yerficie trasformate contiyzie S ,  , S ,  per mezeo di due trnsforî~&axio~~i Bk,, Bkn a 
coslanti k , ,  k ,  differenti, esiste una quarta deforntnta S' della medesima qzha- 
drica, che si trovn rispettivawe~zte legata a S I ,  S, da trasfolnmzio~bi B,,, B,, 
colle costanti inuertite. Note le tre deformate S ,  S ,  , S,, la qt~arta S' è perfet- 
tamente deter.îlzinata e costruibile i n  termini finiti. 

Qui dimostreremo direttümente yuesto teorema deducenclolo dalle for- 
mole superiori; ne1 tempo stesso crediarno di apportare un notevole coin- 
plemento facendo entrare in coniposizione anche le trasforriiazioiii singo- 
lari B, . 

Partendo da una soluzione X,, Y,, 2, del sistema (3) denotiamo con 
X',, YIi, Zli, Jz , , alij , e con X", ,  Y",, z",, JE",, JG",, auij le fun- 
zioni che rispetlivamente si ottengono per mezzo delle trasformazioni B,, , BA.,, 
che supponian~o ordinarie. Indi introduciaino le fuiîzioni ausiliarie l ,  p., vij, 
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mediante le equazioni 

v l l  - JK*f f l l )  + Y ? ,  ( J ~ Z Q ' ~ ~  - \litla"lz) i- 

+ Jk, (@"il + O":, + 8, E",) - 

- JfZZ ( ( P ~ ~ ~  41tl + mr12 + JK, 4% -FIO) = O, 

Y , ,  (J jCze '21 -- Jhi*~,,) + v z l  (v'K*'?~ - JK*1122) i- 
- - + JF(sv, ,  an,, + aui2 Q > ~ ~ ~  + i k2 JE,, JGI I~)  - 

- - 
- J&(z,lll a",, + a',, *",, + i Jkl Jk, JE', JR) = O, 

Y , ,  (JG@'ii - JK @'ll) t Y 2 2  (JK @'12 - JK@"l2) + 
+ Jc(9t111 drZ1 + drlz d'22 + i k3. a JE) - 

- - 
- 4% ,  JI,, + a",, a',, + i Jlc, JK JE', JG',) = O, 

Y,, (J&a)fz l  -JK,o''~,> t v z P  (JFc,q)',,- Jttl(~>",,)+ 

+ JK (s''il + (1)";, - lz, Guo) -- 

- 4% (+'BI < P " ~ ~  + 9'2, - JK J& Gto) = O, 

clle per l'ipotesi k ,  =/= k ,  si possoiio risolvere rispetto a 3 ,  p, v,. 

Si vede con calcoli algebrici clle le funzioni cosi definite verificano lerelazioni 

1, ' 
v;, + v;, = a"' c' - k, 2' +-A (<br:, + 4?l - a2 bz c2 + k1 Bo), 

h 1 

y? + = U"? - k 
21  . (q)';, + elp, - a' b2 c2 - 72, G,), ,C+lil  

k ,  
v L 1  v z l  + v I 2  v 2 ?  - - i k2  x ?I. t - ( < D ' , ~  ( D ~ ~ ~  + <1>'21'@'?2 +- à f i ,  C ! ~ O  \./G), 

f i  1 

JIt, 7 JE': v , ,  + i ' J I 2  = a b C A - - (blho a',, + i Jc '!''ai - a b c JE,), 
JK 
JF 7 JEo v z l  + *i v 2 %  = i  a b c p  -- (dh arI2+ i d,, - i a b c  dG0), 
1 61 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



132 Calnpso: I~ctorno alle superficie npplicabili oulle qzcndricl~e 

clle potreino anche scrivere 

D'altra parte le derivate delle funzioni A e p. date dalle (183), tenerido 
presenti le (183), (18$), (183) si possono mettere sotto la forma 

a 1 - 1 a &O QJ',, v,, a b c  
- Û or -IJ*--- ~;J.-+A=-- JE, a u  \ik 1 vk2 dZ 

8 ,LI. 1 8, 'hT , @'2 I V ,  , 
-1,- t X - - - i i ~ . ~ + i - -  -- LI Cs', . \/c0 ajl> \/k , JK \ k ,  - 1 

Dunyue clopo quanto ahbiaino di~nostralo al § VII, possiamo affermare 
d i e  ponendo 

avreino uila iiuova soluzione del sistema (t)). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ed alle loro trasfornza~io~zi. 153 

Le relazioni (183) mostrano che le (189) si possono anche scrirere 

1 
3-"'3 = -- (A \IF Y", + i p  KY", + ab c Y",), 

ca ,171" tlz, 
(190) 

i 

Ora dalle (189) e (190) si lia subito 

b c Jm xX", x', + c a &TI Y'", Y', + \ 

cioè la nuova soluzione X"',, Y", , Z"', si trova rispettivamente legata alla 
soluzione X',, Y',, Z', ed alla soluzione X",, Y",, Zn, da trasformazioni 
Bk?, B k , .  

Poicliè la nuova soluzione del sistema (3) é data dalle (190) in termini 
finiti, rimane cornpletamente dimostrato il teorema. Ed ilnporta osservare 
che se t', x', sono le coordinste del punto clie descrive la superficie S , ,  la 
superficie S' è, per le (Ili), data dalle formole 

in cui 'h e p sono date dalle (153). 
8. Mostrianio ora che il teorema continua a sussistere anche se si 

fanno entrare in coinposizione le trasformazioni siiîgolari B,. 
Partendo sempre da una soluzione X,, Y,, Z, del sistema (3) denotiamo 

con X:, YJi, Z'<, JE', , Jp,, v~~ e con X " ; ,  Y ",, ZVi, JE",, JG", @, le fun- 
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zioni che rispettivamente si ottengono per inezzo della trasformazione B, e 
di una B, ordinaria; ed iinitando il procedimento superiore introcluciaino le 
funzioni ausiliarie A, p., v, colle forrnole 

Si vede anche in questo caso che le funzioni introdotte verificano le 
relazioni 

ossia 
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v , ,  v,, + v l ,  v,, = - i 1 p. + b2 c2 X" ,  Suz + c2 a2 Yir1 Y1la + a2 bP Zlfl Z f t2  , 

J Z v l 1  + i Jc v i 2  = - ( b2  c"", XI1, + c2 a' Y' ' ,  Y'', + a2 b2 Z", Z113) , 

Jz v Z l  + i JE v,, = - (b2  c T X " ,  X", + cZ a' Y",  Y", + cc"' ZttZ ZJf3)  ; 

meiitre le derirate di À e p sono espresse dalle formole 

a fJ- -- a p  - 1 J, - 1 --- aJEU 3 p  + ~ - - i p v , , .  a,, 
G 0- 

Siccllé in base al risultato del S IV possiaino anche ora affermare che 
ponendo 

1 
X'", = - ( A  X ", f i :I. X"?) ,  

b c 

1 Y "', = - (A Y "l + i ,u. Y ",), 
C CG 

1 (1 96) 

1 
Z'", = - (1 Z",  $- i p. Z",), 

a b  

avreiiio una nuova soluzione del sistema (3). 
Le (193) mostrano altresi che le precedenti si possono scrivere 

Amtali di Hate~natica, Serie I I I ,  Tomo XIX. 81 
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sicchè dalle (196) e (197) ricaviamo 

cioè la soluzione X"', , Y"',, Z'", è legata alla X',  , Y',, Z', dalla. trasfortnazione 
B, ed è legata alla X",, Y",, Z",  dalla trasfortnazione B, e il teorema è 
dimostrato. 

Tutto quanto abbianio detto per il caso delle trasformazioni B, e B, è 
anche valido ne1 caso particolare Jk = _t i C; soltanto la terza delle (197) 
cade in difetto (*). 

Non pertanto sussiste anche iiz questo caso il teoretna; iiifatti le prime 
anno due delle (197) d' 

ma tenendo conto delle espressioni di h. e p date dalle (193) ed osservando 
che ne1 caso in esame han luogo le (101) si trova con facile calcolo clie l'e- 
spressione 

~ J k ~ ' , + i ~ . ~ i s z ' ~ + a b c ~ ' ,  

conie avevanzo asserito. 
3. Siano infiiie S , ,  S ,  due superficie applicabili sulla yundrica (1) de- 

dotte da una medesima superficie S ,  la prima mediante la trasformazione 
singolare B--2, l'altra mediante una trasformazione B, ordinaria O singolare 
(JZ= + i c). 

La trasformazioize H cangia le superficie S, S I ,  S, in certe altre S', 
S ' , ,  Sr, applicabili sulla (137); di più S ' ,  sarà legata alla. S '  mediante la 
trasformazione B, e la Sr, sa& legata alla S' inediante una Bk, ordinaria 
o singolare (JE= t i c'). 

("1 Qui escludianlo da1 nostro ragioiiaiileiito il caso nota delle quadriche di rotazioiie e 
della sfera. 
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Per ci6 clie abbiamo diinostrato esiste una quaïta superficie S', appli- 
cabile sulia (137) legata alla S', mediante la. B,, e legata alla S', mediante 
la B,. 

La trasforma.zione H cangerà allora la S ' ,  in una superficie S, app1ica.- 
bile sulla (1) che sarà legata alla S, mediante la B, e s a r i  legata alla 8, 
mediante la trasformazione B-@2. 

Il teoreina è cosi dimostrato in tutti i casi. 

FINE DELLA PARTE SESTA. 
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Intorno alle superficie applicabili sulle quadriche 
ed alle loro trasformazioni. 

(Di PASQUALE CALAPSO, a Palernzo.) 

Continuazione e fine, vedi Tomo XIX,  Serie III, Fascicolo 2.' ( p a g .  107 e segg.) 

P A R T E  VI1 .  

§ xv. SUL MODO DI  OTTENERE THASFOHMAZIONI REALI. 

1. Vogliamo stahilire il modo di ottenere trasformazioni reali me- 
diante opportune combinazioni di trasformazioni B,; osservando particolar- 
mente il rnodo di comportarsi delle B, al10 scopo di rilevare il contributo 
che esse apportano alla teoria anche da1 punto di vista reale. 

E qui avvertiamo anzitutto che intendiamo occuparci esclusivamente di 
deformazioni reali di quadriclie reali. 

La discussione dovrà essere fatta separatamente per le tre specie di 
quadriche. 

1.' Ellissoide; a, 71, c costanti reali. 
Sia X,, Y,, Z, una soluzione reale del sistema (3); X',, Y',, Z', una 

nuova soluzione dedotta dalla preceden te mediante la trasformazione Bk, (k, 
essendo una costante coniplessa qualunque). 

Le funzioni X', , Y', , Z', sono complesse, e le funzioni coniugate X ", , 
Y",, Z", costituiranno evidentemente una nuova soluzione del sistema (3) 
che sarà legata alla X,, Y,, 2, mediante la trasformazione B,,, k, essendo 
la quantità coniugata di k ,  . 

La quarta soluzione del teorema di permutabilità si esprime mediante 

Annali di Matematica, Serie I I I ,  Tomo XIX. 93 
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160 Calapso : Intorno alle superficie applicabili sulle qzcadriche 

le funzioni Xi, Y,, Zi, colle formole 

e le analoghe in Yi e 2,. Ora è facile vedere che le funzioni X"',, Y"',, Z'", 
cosi ottenute sono reali. 

Infatti E', ed E ,  sono coinplesse coniugate; similmente G', e G", . 
Sicchè dovendo essere soddisfatta la (91) tanto da E',, G',, k,,  che da 

- - - - 

E", , G", , k,,  concludia tno che Jk,  JE', e Jk,  J E ,  sono complesse coniugate ; 
mentre JF JG', e Jc JG",, differiscono per il segno della parte reale. 

Segue da ci6 che JJE,  a',, e dit ,  ed anche Jc a',, e JG @",, sono 
cornplesse coniugate; mentre Jk, a',, e dK O",, e cosi pure dK d,, e \/K @',, 

differiscono per il segno della parte reale. 
Dunque le (183) risolute per A e y. dànno funzioni reali, donde risulta 

facilmente che le funzioni X"',, Y"',, Z"', date dalle (198) sono reali, come 
volevanio. 

8. Possiamo pure ottenere una trasformazione reale coniponendo due 
Bk colla inedesiina costante reale k. 

Infatti supponiamo come di solito 

ed assuiniamo per k un valore negativo -s2  soddisfacente alla condizione 

Indi ad una medesima soluzione X,, Y,, 2, del sistema (3) applichiamo 
le due B, di classe opposta corrispondenti al valore di k scelto ne1 suddetto 
modo. Per quanto abbiamo visto al § XI e al XII le funzioni ottenute 
X',, Y',, Z', ed X", ,  Y",, Z", sono legate tra loro daila trasformazione G,. 

Questa è reale, perchè le (196), (128), (139), (131), (138) hanno forma 
reale; di più la (189) e la (131) sono per ta1 valore di k conipatibili con va- 
lori reali di m,,  rn,, X",, Y",, Z",. 

3. Daremo infine un ultimo procedimento che conduce pure a trasfor- 
mazioni reali, in cui faremo entrare in composizione le B,. 
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A tale scopo coininceremo con effettuare la trasforinazione Bk tutta in 
forma reale secondo ha stabilito il BIANCHI. 

Poniamo 

ed allora le equazioni differenziali (90) prendono la forma 

in cui si ha : 
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e la (91) diventa 

Le (800), (801), (208) hanno in questo modo forma reale; purchb la CO- 

stante 
h = a4 b4 cc' (a" 2)  (b2 - 6') (c2 - 0') 

sia negativa e la ('208) sia compatibile con valori reali di h e p. Or si vede 
facilmente che supponendo 

a 'r b > c (ellissoide generale, oppure di rotazione schiacciato) 

queste condizioni sono soddisfatte prendendo 

Le forrnole (111) che dànno l'effettivo passaggio dalla superficie S alla 
superficie SI diventano 

ed esprimono che la superficie S ,  è reale. 
Supponendo invece 

a > b = c (ellissoide di rotazione allungato) 

ed assumendo \lx= i c, potremo soddisfare le (99), (100), (106) e (107), Ponendo 

d - XI JIZ\~E,= a b c - ,  x, 
X3 id-&= a b c - ,  X3 
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e le forinole che dànno la superficie S, saranno in ta1 caso 

e provano che anche in questo caso la superfice S,  è reale. 
Le funzioni trasformate X',, Y',, Z', sono date ne1 caso generale dalle (77), 

ove per Jz, J E ,  Jk si pongano rispettivamente i A, y., i o. Avremo in ta1 
modo 

- 1 y' - -- 
3 - -- ( U A  YI + G,U. YY, - a b c  Y3), 

6 c Jb" o2 

donde vediamo subito che X' , ,  Y', sono reali; Z', puramente immaginaria. 
Ne1 caso dell'ellissoide allungato, la terza delle (103) tenendo conto delle 

(205) diventa 

ed è reale maggiore di 1. Le funzioni Y', , Z', sono quindi complessse e, con 
una conveniente rotazione attorno all'asse K, potranno ridursi ad essere Y', 
reale e Z', puramente iminaginaria. 

Al punto 5 , ,  r i , ,  Cl della superficie reale SI sopra ottenuta corrisponde 
nell'applicabilità il punto immaginario 

della quadrica; in altri terrnini la superficie reale luogo del punto E l ,  r i , ,  cl 
è applicabile idealmente sulla quadrica. 

Partendo dunque da una superficie reale S applicabile realmente sulla 
quadrica, si deducono per trasformazione Bk infinite superficie reali appli- 
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cabili idealinente sulla quadrica (una sola ne1 caso dell'ellissoide di rotazione 
allungato). f 

Inversainente si dimostra con analogo procediinento che partendo da 
una superficie reale SI  applicabile idealmente sulla quadrica si deducono per 
trasformazione B, infinite superficie reali applicabili realinente sulla quadrica 
(una sola ne1 caso dell'ellissoide di rotazione allungato). 

4. Ci6 posto possiamo subito vedeie in che modo si possa ottenere 
una trasforinazione reale facendo estrare in coinposizione le B,. 

Al10 scopo ricordiamo di avere diinostrato al S VI1 clie componendo due 
B, di classe opposta si ottiene una G,; ed osservianio altresi che le (126), 
(128), (129), (131), (132) conservano forma reale scambiando Z', e Z", in 
iZ', e i Z", . Di più la (199) e la (131), per x = O, sono compatibili per va- 
lori reali di m,,  .In,, X',, Y',, i Z',, X",, Y",, i Z",. 

Ne viene clie la trasformazione G, permette di dedurre da una solu- 
zione X',, Y',, Z', con X',, Y', reali e Z', puramente inimaginaria infinite 
soluzioni nuore dèlla medesima forma; ora se XI,, Y',, Zf, determinano una 
superficie reale S ,  applicabile idealinente sulla quadrica, nei punti reali di 
S I  sarà E', negativa e G', positiva, ed a causa delle relazioni 

10 stesso avverrà di E", e Gu, ;  quindi: 
La trasforinazione G, fa derivare da una superficie reale applicabile 

idealmentc sulla quadrica infinite nuove superficie reali lutte applicabili ideal- 
mente sulla quadrica. 

La trasforn&azione Bk G, Bk. (per convenienti valori d i  k e k') fa derivare 
da una superficie reale applicabile realmente sulla quadrica infinite nuove 
superficie reali tutte applicabili real~nente szclla quadrica. 

5. 2 . O  Iperboloide a due falde; a costante reale, b e c puramente iin- 
maginai-ie. 

Sappiamo clie le superficie reali applicabili realmente su questa super- 
ficie si ottengono in corrispondenza alle soluzioni del sistema (3) con X ,  
reale e con Y, e 2, puramente iinmaginarie. 

Ad una soluzione di questa forma applicliiamo la trasforinazione Bk, (ki 
essendo una costante complessa. qualunque) e sia X',, Y',, Z', una delle so- 
luzioni nuove cosi ottenute. 

Se indichiamo con X", la funzione coniugata di XI, e con Y",, Z", le 
futlzioni che differiscono da Y',, Z ' , ,  per il segno della parte reale, le fun- 
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zioni X",, Y",, Z", costituiranno una nuova soluzione del sistema (3) che 
sarà legata alla prima inediante la trasformazione B,,, k ,  essendo la yuan- 
tità coniugata di k, . 

La quarta soluzione del teorema di permutabili tà sarà della stessa forma 
della primitiva; s a r i  cioè X"', reale, Y", e Z"', puraniente immaginarie. 

Sussiste quindi un primo nletodo per ottenere una trasforrnazione reale 
perfettarnente analogo a quel10 sopra stabilito per l'ellissoide. 

6. Un altro metodo che conduce parimenti ad una trasforrnazione reale 
si ottiene componendo due Bk con la medesima costante reale k  e di classe 
opposta; giacchè supponendo ad esempio 

ed assumendo k 5 - bht te r remo una G, reale. 
7. Anche per questa superficie si pub stabilire un procedimento per 

ottenere trasforll~azioni reali, in cui entrino in coinposizione le B,. 
Basta al10 scopo imitare il procedinlento tenuto per l'ellissoide, e si trova 

che le superficie reali applicabili idealmente sull'iperboloide si hanno in cor- 
rispondenza alle soluzioni X,, Y,, Z, del sistema (3) con X, e 2, reali e con 
Y, puramente immaginaria, in una regione in cui E', è negativa e G', po- 
sitiva. 

Si dimostrano facilmente le seguetiti proposizioni : 
1. La trasformazione B, 

(oppure k = - c2 se l'iperboloide è di rotazione) fa derivare da una superficie 
reale applicabile realmente sulla quadrica infinite superficie reali applicabili 
idealmente sulla quadrica (una sola se l'iperboloide è di  rotazione); ed i ~ -  
versamente fa derivare da una superficie reale applicabile idealmente sulla 
quadrica infinite superficie reali applicabili realmente sulla quadrica (una sola 
se l'iperboloide è di rotazione). 

I I .  La trasforrnazione G, fa derivare da una superficie reale applica- 
bile idealmente sulla qzcadrica infinite wuove superficie reali tutte applicabili 
idealmente sulln quadrica. 

I I I .  La trasformazione Bk G,B,, (per convenienti valori di k e k t )  fa 
derivare da una superficie reale applicabile realmente sulla quadrica infinite 
nuove superficie reali applicabili realmente sulla quadrica. 
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La (91) diventa altresi 

k E', Hl, + k  G', H z ,  +8 kJE ' ,  JG', Hl, + 
(2 1 O) 

+ 8 a b c J t J E ' , ~ , , + 8 a b c J J E J G ' , ~ , , + a '  ~ ' c ' H ~ ~ = I ,  

e le funzioni trasformate X',, Y',, Z', sono date dalle formole 

X' - 1 
3 - 

b c \ l m  
(JZ JE", x ,+J% JG', x Z + a b ~ x 3 ) ,  i 

1. z', = (Jiz JE, Z, + Jk JG', Z,  + a b  c  2,). 
ab\,- 

Ora ricordialno che le deformazioni reali e proprie dell'iperboloide ad 
una falda si ottengono in corrispondenza alle soluzioni del sistema (207) con 
X 3 ,  Y, reali e Z, puramente immaginaria in una regione in cui E, e Go 
hanno segno contrario. 

Noi dimostreremo che partendo da una soluzione X , ,  Y,, 2, soddisfa- 
cente alle condizioni ora dette si deducono per trasformazioni B, infinite altre 
soluzioni della medesima forma. 

Infatti supponiamo per fissare le idee che sia Eo negativa e Go positiva; 
indi supponendo a 2 b  assumiamo k nell'i!~tervallo 

Le (208), (209) e (210) assumeranno forma reale nelle funzioni incognite 
\ik JE',, i 4% JG', e la (210) sarà compatibile con valori reali di queste 
quantità. 

Atznali. d i  Matenzatica, Serie I I I ,  Tomo XIX. 93 
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Integrato allora il sisteina (808) (809) (810) in guisa che \/% JE', , i dk 
risultino reali si avranno in conseguenza dalle (81 1) le funzioni X' ,  , Y', reali 
e Z', puramente immaginaria e di più E', e G', saranno di segno contrario. 

Ritroviamo cosi il teorema del BIANCHI: 
La trasformaxione B, (k preso nell'interuallo considerato) fa deriuare da 

una szcperficie reale upplicabile reahnente sull'iperboloide infinite superficie 
reali applicabili realmente sull'iperboloide. 

Il risultato è anche valido per la seconda classe di deformazioni. 
9. Veniamo ora alle deformazioni della terza classe che anzitutto vo- 

gliamo definire con precisione. 
Sia X,, Y,, Z, una soluzione reale del sisteina (807) e consideriaino i 

coefficienti dell'elemento lineare della superficie applicabile sulla quadrica 
dati dalle formole 

E=E, (aa X i +  b2 Y;+cV;) ,  

F = JE, Go (a2 XI X2 + b2 Y, Ye + ce 2, Z2) ,  P8) 
G = Go (aa X i  + be Y;  + c";), 

da cui 
E G - F" Bo Go (Eo + Go). 

Abbianlo dunque 
(213) 

E G - - 8 ' 3 0 .  (Si4) 

D'altra parte dalle (818) si ricava 

A causa della (814) il primo menibro di quest'ultima ha il segno di E, 
ma il secondo membro è essenzialmente positivo, quindi 

Ne viene che la forma quadratica 

è definita positiva; inoltre i coefficienti della seconda forma quadratica sono 
dati dalle formole 

e sono reali. Dunque la superficie applicabile sulla quadrica che si ottiene 
in corrispondenza delle soluzioni reali del sistema (907) è reale. 
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Al punto reale ( K ,  p) della superficie corrisponde nell'applicabilità il punto 
imniaginario dell'iperboloide 

la superficie è dunque applicabile idealmente sulla quadrica. 
Intorno a questa classe di superficie applicabili sull'iperboloide si ha il 

teorema : 
10. La trasformaxione Bk fa derivare da una superficie reale applica- 

bile idealmente sull'iperboloide infinite superficie reali applicabili ideahente 
sull'iperboloide. 

Infatti supponendo come di solito a 2 b ed assumendo k negativa sod- 
disfacente alla condizione 

O < -  k<b2,  

le (208), (909) e (210) daranno per le incognite JE,  wo funzioni reali; ed 
inoltre le funzioni X',, Y',, Z', date dalle (211) sono reali. 

11. Infine mostriamo che, analogarnent,e a quanto abbiaino visto per 
le quadriche a punti ellittici, si ha il teorenia: 

La  trasformasione Goa fa derivare da una superficie reaie applicabile 
ideaknente sùlla quadrica infinite nuove superficie reali applicabili ideahente 
suZ2a quadricm. 

Infatti scambiaino dapprima nelle (126), (128). (129), (131) & in i fi ed n, in 
- i n2 ; in siffatto modo la trasformazione G, sarà rappresentata dalle forinole 

rrz;E', G', = b 2 c Z X r ' ~ + c Z a z  Y":+a2 b 2 Z " : ,  

m, E', + nz, G', = b2 ca Xf3 X1I3 + c2 a2 Y', yti3 + a' bP Z', Z1I3 , 

Ora partendo da funzioni reali X' , ,  Y',, Z',, questo sistema di equazioni 
ha forma reale rispetto alle funzioni iricognite X",, Y",, Z",; di più le (915) 
sono compatibili con valori reali di wz,, m,, X", ,  Y",, Z", . 

FIXE DELLA PARTE SETTINTA. 
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P A R T E  VI I I .  

§ XVI. LE DEFORMAZIONI INFINITESIME DELLE SUPERFICIE 

APPLICABILI SULLE QUADRICHE. 

1. Consideriamo una superficie S applicabile sulla quadrica (1) ed una 
superficie S' derivata da S mediante una trasformazione Bk. Se escludiamo 
per un moment0 il caso k = 00, avremo che le due superficie S ed S' sono 
le due falde focali di m a  congruenza W; quindi la superficie S è suscettibile 
di una deformazione infinitesima nella quale ciascun suo punto si sposta 
parallelamente alla normale ne1 punto corrispondente alla 8'. 

Noi ci proponiamo anzitutto il calcolo di questa deformazione infinitesima. 
Denotando come precedentemente con 5, 7, [' le coordinate di un punto 

della superficie S e con E J , ,  r i , ,  <, le coordinate del punto corrispondente della 
superficie S', abbiamo visto che si hanno le formole 

a ( , -  -- JE", 
a E a b c (E, - G,)  

JG - [abc  ~ ~ - i - ~ ( ~ ~ ~ m , , - i  JO,+,,) 
JZ 

. JG, ô i  J k d g  - ~ E ( J E , ~ , , - i \ i G , ~ i )  -+ - A X ,  
O 1 a p  a b c d ~ ,  

8 5, i JG', a E 
__i 

JE, -JG, [abo jz-iD (JE.*,,-i JG.,~)] G+ a F    abc(^,-G,) JE O 

) (917) 
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Volendo stabilire dapprima la deformazione infinitesima della S' basterà 
osservare che le formole relative sono del tipo 

in cui T è una costante infinitesima di cui si trascurano le potenze di grado 
superiore alla prima; X7 Y, Z sono i coseni direttori della normale alla su- 
perficie S, e p è una. conveniente funzione da determinarsi in guisa da aversi 

Or esprimendo che p soddisfa a questa condizione, si perviene alle equa- 
zioni 

che per le (917) diventano 

?log P - -- l [a a c d ~  JE, - i \IG, (il% m l ,  - i d G ,  ml,) a a ,lx (E,, - Go) 

81% P - 
(219) 

-- 
1 

1 
[iabc~~ij~o-i\/z ( d ~ ;  m , , - ~ J G  m,,)]. a p 4% (E, - Go) 

Da queste formole avremo la funzione p per quadrature, donde rimane 
determinata dalle (218) la deformazione infinitesima della 8'. 

8. Analogamente si determina la deformazione infinitesima della S, 
ricordando le formole (114) che dànno i coseni direttori della normale alla 8'; 
avremo cosi: 

+ a b c  (290) 

colle analoghe in ri e T. Per avere p basta determinare per quadrature una 
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funzione p' dalle formole 

indi si ha per la p l'espressione 

P. 
-- 

= JE. JG, (E.  - O,)  JE. - G.. ' 

3. Veniamo ora alle trasformazioni B,; la relativa deformazione infi- 
nitesirna della S si deduce dalle (220) per k = m osservando che le funzioni 

si riducono alle r,; siffatta defornuczione infhitesima è in puesto caso 
\/k 
%na traslazione isotropa. 

Questo importante teoreina mi è stato comunicato da1 BIANCHC per cor- 
rispondenza, come è detto nella prefazione. 

Noi qui dimostreremo direttamente il teorema, ed avremo occasione di 
dediirne conseguenze assai notevoli per la teoria delle superfic,ie applicabili 
sulle quadriche. 

Allo scopo ricordiarno anzitutto le relazioni 

JE, Y , ,  - i JG, v,, = aa b2 C ~ H ~ ,  JE', + i H,, JG.',) 
- 

JE, Y,,  - i JG, Y,, = -a"' c2 ( H , ~  JE + i H , ~  Jg) 
da cui 

ne viene che le (220) si possono ora scrivere ne1 seguente modo 

donde segue facilmente 
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È utile osservare altresi che le (8%) si possono anche mettere sotto la 
forma 

Noi introdurremo per comodità di notazione le frazioni ausiliarie 1, p, v 

ponendo 

sicchè rappresenteremo la deformazione infinitesima colle formole 
L-' -; , 8 - , + ~ p l ,  dz=n+;p,v., ? , = c + . ~ p v .  

Cid posto deriviamo le (888) ed elirniniarno le derivate delle funzioni Y,, 

colle (60); eliminiamo altresi le 'derivate prime di X, Y, Z e le derivate se- 
conde di {, r,,  '5 osservando le formole fondan~entali della teoria delle super- 
ficie ; ponendo 
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avremo a calcoli fatti 

Se ora esprimiamo clle è soddisfatta la condizione 

d t d ( p i I ) + d r i d ( p p ) + d ! d ( p v ) = O  
troviamo 

Si vede dunque che le quantità ph, p y., p v sono eostanti, e in base a 
cib ed alla (826) possiamo affermare che le (889) dànno una traslazione iso- 
tropa della superficie S. 

Rimane cos1 stabilita la proposizione coinunicatami da1 BIANCHI. 
4. Inversamente dimostreremo che partendo da una superficie S ap- 

plicabile sulla quadrica, ad ogni traslazione isotropa della superficie corri- 
sponde una ben deJerminata trasformazione B,, e ci6 che sembra assai no- 
tevole è che, nota la superficie S, si determinano le funzioni trasformatrici 
JE', , JG', con soli calcoli algebrici e di derivazione. 

Per dimostrare questo teorema assuiniamo tre costanti qualunque c,  , 
c,, c,,  soggette perb alla condiziorie 
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Esse si possono risolvere rispetto a queste incognite. perchè il determi- 
nante 

è diverso da zero ; ed osserviamo fin da ora che le (T35) ottenute dalle (234) 
per risoluzione algebrica soddisfano alla relazione 

corne risulta subito quadrando e sommando le (234) e tenendo conto della (233). 
Or eseguendo la effettiva risoluzione delle (23$), troviamo 

p i a b c J ~ J ~ ~ ~ o - 8 0 = c l X + c ,  Y + ~ , z ,  
G pJG(JE,~,.-iJGYyIl)= E G - F 2  

F 

p J E , ( J E . ~ , , - i \ i ~ o ~ , l )  
E 

Annali d i  Matematica, Serie III, Tomo XIX. 
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una sola costante arbitraria esseriziale. Le (239) dànno pertanto I'integrale 
generale del sistema differenziale (54). 

5. È interessante osservare corne pu6 interpretarsi il risultato or con- 
seguito ne1 caso particolare delle superficie a curvatura costante. 

Siano 5, 4, < le coordinate di un punto di una superficie a curvatura 
costante 8, riferita aile linee di curvatura e consideriamo le infinite super- 
ficie S che si deducono dalla S con 

Ponendo 
la trasformazione complementare. 

determinare una soluzione del sistema 
1 

per ottenere una superficie S' occorre 

a el --- - a e i - + senli 9 cosh 4, a ~c B 
a 0, - a e w- i - + i cosh 9 senh 6, a a 

dopo di clie le coordinate di un punto della superficie S' saranno espresse 
dalle formole 

- - 
Ora da quanto sopra abbiarno visto risulta elle indicando con 5, n, [ le 

coordinate della superficie S ,  derivata da S per trasformazione di HAZZIDAKIS 
e con X, Y, Z i coseni direttori della normale ad S ,  l'integrale generale 
delle (244) è dato in termini finiti dalle eyuazioni coesistenti 

- 
a sr i3 il ô 5 

i c , - + C , ; + c , G  d 
senh O, = 

a 
cash Y (c, X + c, Y + c, Z) ' 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



178 Ca 1 a p  so: Intorno alle superficie applicabili sulle quadriche, ecc. 

dunque : Data una superficie a curvatura costante S, le superficie S' derivate 
da  S con la trasforrnasiorze com,plernentare sono costruibili in termivbi fini&, 
pando sia nota la superficie S, derisata da S per trasformaaione di HAZZI- 
DAKTS. 

Palermo, 94 Marzo 1919. 

FINE DELLA PAKTE OTTAVA ED ULTIMA. 
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Sur les transcendantes élémentaires 
et les nombres de Bernoulli et d'Euler. 

PREAI~ERE PARTIE. 

Applications des foiictions trigonométriques 

M. M'osrn~znr- (*) a donné, à l'aide de deux déreloppeaieii ts des foiir- 
tioils de BEI~NOUIJ,~,  m e  suite de représentations indépendantes cks 11oiiii)res 
de  BEHNOULLI et  c l ' E u ~ ~ i i .  

Or, comme je le démontrerais dans une autre occasion (*"), les deus  for- 
inules fonda~nentales susdites de M. WOI~I~ITZKY ne sont que des représeii- 
tants isolés d'une infinité de formules contenant u n  paramètre quelcouque e t  
doniiant, pour une valeur spéciale de ce paramètre, les forniules en cpestioii. 

Du reste, la méthode d e  M. WOHPITZKY est assez partielle; car les po- 
lynomes entiers de x, définis comme coefficients des séries de puissances 
de K ,  obtenues pour les fonctions 

(*) Jourttal de Cvelle, t. 94, p. 303-835 ; 1883. 
(**) Dans un Mémoire qui paraîtra dans les Am~ules de l'École Normale. 
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nous donnent aussi, pour des \deui.s spéciales de x, les ilonibres de BEN- 
NOULLI  et ~ ' E C L E R .  

Dans nos recherclles suivarites nous üvoils à donner un nonihre de re- 
présentations indépendantes des polynoiues susdites et par conséquent des 
rioiiihres de BEHNOULLI et ~ 'ELTLEH.  

Quant aux séries de puissaiices obtenues pour les fonctions (l), soit y ( x )  

iirie foiictioii analytique, iégu1ièi.e aux environs du point 1 = O ,  et telle que 
?(O) = 1, il existe un nonibre positif p, de sorte que (a) est, pour a <p, 
régulière et différente de zéro. 

Soit eiisiiite x un iioiuhre coiiiplese c~uelconcjue, la série de puissances 

a son rayon de conrergence plus grand que zéro; de plus, il existe un nonihre 
positif r ,  de sorte que la série (2) est uniformérrierit convergente et par rap- 
port à x et par rapport à a, pourvu que ' a 1 l r  - et 1 x 1 sli;< cio. 

En se rappelant les identités 

013 conclut que f,, (x) est un polyrioine entier de a ,  dont le degr6 ne peut 
jaiiiais être plus grand que pz. 

Posoris maintenant, dans (%, g au lieu cle x, puis n~ultiplions d'après la 
règle de CAUCHY les deus séries de puissances ainsi obtenues, nous aurons, 
pour les polynonles f, (x), la forniule d'addition suivante 

Quant aux coefficients des polynonles f,, (x), différentions p fois par rap- 
port ü x la. formule (2), puis posons x = 0, nous aurons 

P ii=m f p  (O) 
a" , 

formule qu i  inoiitrera clairement que les polynoin$s f,, (x) sont génériilement 
d'une ~ ia ture  très compliquée. 

Posons dans (4) y = 1 ,  puis diîf'érentioiis par rapport à a, il résulte 

y' ( )  - '"" ' f ',, (O) -- - - 2 y (.) 1t=l (IL - 1)  ! ."-l ; 
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-- 

différeritiolis ensuite par rapport à x; la formule ('9, ce qui donnera 

puis iii~iltiplions, d'après la règle de CAUCHY, les deux séries de puissarices (8) 
et (a), nous aurons pour les polynomes f, (x) les formules récursives 

s=n-1 

f" (x) = X  . 
s=I 

Prenons inaintenant pour point de départ l'identité évidente 

puis reniarquons qu'il existe un nombre positif a, de sorte que nous aurons, 
pour 1 a 1 < 6, constamment 1 1 - p, (cc) j < 1, la formule binomiale donnera 

où la série qui figure au second membre est uniformément convergente et  
par rapport à x et par rapport à cc, pourvu que nous ayons à la fois 
x 5 K< a, 1 a 1 (_ o - 8, o ù  S désigne une quantité positive arbitrairement I - - 

petite. 
Cela posé, nous aurons, pour les polynoines f, (x), les représentations 

indépendantes 

Or, il faut bien remarquer que des représentations indépendantes de la 
forme (8) ne sont pas particulières pour les polynonies définis à l'aide d'une 
série de puissances de la forme (8). 

En effet, soit n un positif entier et p un nombre entier, tel que 
O 5 - p - < n, nous aurons par décomposition (en posant s0 = 1, pour s = 0) : 

soit ensuite 

f (x)  = a,xn+ai xn-' t. .. + a,,-, x + a ,, 
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un polynome entier quelconque du  degré n par rapport à a, puis rnultiplioris 
par a,-, les deux nîembres de (y), nous aurons 

ou, ce qui est la ntêine chose, 

Désignons maintenant par 7 ,  F et x trois nombres complexes cjiielcon- 
ques, par F ( x )  un polynorne entier de x du degré n au  plus, nous aurons 
immédiatement, en vertu de (11). cette autre formule plus générale 

Nous ne nous arrêtons pas par la généralisation, à l'aide de (19), de la 
formule (8), ce qui ne joue aucun rôle pour nos recherclies suivantes. 

II. DÉKIVÉES SUPÉHIEURES DE L A  FONCTION (COS y)-e 

Pour étudier la. première des fonctions (1) du paragraphe 1, nous aurons 
par la conclusion ordinaire de n à n + 1 u w  expression de la forme 

a,+* 

où (2) est, pour tous les n, un polynoine entier précisément clu degré n 
et par rapport à x et par rapport à a. 

Supposons ensuite que p ne soit pas de la forme /p + -:) z ,  où q est , / 

un nombre entier, la série de puissances 

a,= 

= -- 

cos cp , 
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a son rayon de convergence égal au plus petit des nombres 

où p désigne un entier quelconque. 
Posons tg p, = a, nous aurons en ~ e r t u  de (2) 

a+) y.. (cos g - x sin y)-= = -- 

n=O n !  

a,* 
Quant aux polynoines (a), nous aurons sans peine, en vertu de (2) et (3), 

ces deux équations fonctionnelles 

a,n+l a,% a,% 

a (x) = (1 + x2) Dr (x) + a x Q) (x) 

d'où, en posant x = O ,  

Posons pour abréger 

w , ( u ) = u ( ~ ( + I )  . . . (  a + n - 1 ) ,  n>1, 

nous aurons pour les six premiers des pol~\.iioiiies en questioli les expressions 
suivantes 

a 9  
(i, (x) = w,  (a) x2 + u  

a,3 
(x) = o, (a) x3+ (3 u2 +B u)  x 

a,O 

@ (x) = (a) x6 + 10 o, (r) ( u  + 2) x3 + (15 sr3 + 30 3' + 16 cc) x, 
Annali di Matematka, Serie I I I ,  Tomo XIX. 95 
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Kemarquotls que la formule (3) donnera pour a = - 1 
-&en -l,%n+l n-i 

@ ( = - 1 )  (x;) = (-1). X) (7) 

nous aurons, en vertu de la formule d'addition (3) du paragraphe 1, cette 
équation aux différences finies par rapport à a 

n-i 
ST 

n <- 
6% a-1,n u,n-9s-1 - 2 a+-% 

(ac, - (a) = x . x - ( ) X )  + x - l S 1  ( )  (8) 
s=o s*l 

On voit que la hrmule générale (19) du paragraphe 1 ne donne aucun 
résultat simple pour notre fonction o. Or, il est très facile de donner d'autres 
représentations indépendantes qui sont plus simples. 

A cet effet, appliquons l'identité évidente 

nous aurons 

où la série ainsi obtenue est du même caradère que celle qui figure dans 
la formule (7) du paragraphe 1. 

Posons pour abréger 

nous aurons en vertu de (9) et en cherchant, dans la série qui figure au second . 

membre de (9), le coefficient de la puissance y" 

a,* p=n + p  - 1 e - 9  
(tg y) = (- i n  (- ( ) G (x) . (2 cos p s o  

(11) 

représentation indépendante qui est très curieuse. 
En effet, remarquons que le premier membre de (11) est toujours réel 

pour des valeurs réelles de ct et y ,  nous aurons, outre les représentations 
indépendantes chercliées, savoir 

a,% ~ 2 n  
o (tg !p) = 1 (- l)+ ( 

p= ) 
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ces deux identités 

p=8n 

p s i  P (2 cos y)" 

Cela posé, les formules de MOIVRE 

<x 
-- Cos p 9 = -i (- Ils (;SI (tg ?y 
(COS 'P)P s=o 

P-1 r- 
s inp  cp 2 -- 

(COS cf jp  SEO 

a,% 
donnent finalement, pour le polynome @ (cc), les représentations indépendantes 

a,% p=Pn a + p - - 1  ( l + i ~ ~ + ( l - i c c ~  
@ (s)  = 1 (- l y + p  

p=o p+ 1 (16) 

a,gn+i p=gn+l ( I + i ~ ) " - ( l - i x ) ~  
(5) = i . (- I )*+~  ( 

p z 1  P p+' . (17) 

Remarquons que la formule (1) donnera pour x = 1, u = 9 respective- 
ment 

nous venons de donner des représentations indépendantes de ces deux dé- 
rivées d'ordre supérieur. 

M. JENSEK a trouvé, il y a trente ans à peu près, de telles représenta- 
tions indépendantes, et un grand nombre d'autres formules, à l'aide du calcul 
symbolique; mais malheureuseinent il n'a pas publié les très beaux et très 
importants résultats qu'il a trouvés par ce procédé (*). 

(*) Dans une confGrence, faite à la Société Mathématique de Copenhague dans la séance 
du 85 janvier 1918, M. JENSEN a développé les plus importants de ses résultats susdits. 
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III. ÉTUDE DES FONCTIONS PAHTICUL~ÈHES. 

Posons dans la formule (3) du paragraphe II x = O, a = x, nous avons 
à étudier les polynoines 

ce qui nous conduira à la série de puissances 

L'équation fonctionnelle (5)  du paragraphe II donilera daris ce cas 

a,,, b )  = X (X + 1) a* (X + 9) - x"., ( x ) ~  (3) 

d'où particulièrement 

al,,+l ( O )  = a, ('4, a* (- 1) = (- l)", (4) 

de sorte que les séries de puissances 

1 n= m E, al" 
=1+ ----- 

COS a %=i (9 n)!  

où les E, sont les nonlbres ~ ' E U L E R ,  les TM les coeficients des tangentes, don- 
nent ces valeurs spéciales 

Appliquons ensuite les forniules (3) et (6) du paragraphe 1, nous au- 
rons ici 

ce qui donnera pour les six premiers des polynomes a, (x) les expressioiis 
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suivantes 
a, ( x )  = 1 

a ,  (x)  = x 

a, ( x )  = 3 x2 + 8 x 

a,(x)=15xS+30aY+16x 

a, ( x )  = 105 x4 + 480 x3 + 588 x2 + 872 x 

a, ( x )  = 945 x5 + 6300 s4 + 16380 x" 18960 x2 + 7936 x. 

Nous avons encore à déterminer le nombre entier a,, (-p), où p> 1 
est un entier. 

A cet effet, nous appliquons la fornlule élémentaire 

1 
(cos x y  = - - $ ( y  ) ~p-P .  cos ( p  - 2 S )  a, 

gp  S=O 

où il faut admettre E, = 1, mais E,, = 8 pour m 5 1. Posons pour abréger 

nous aurons 
(- 1)" D z  (cosp a).=, = y Y:, 

d'où la valeur cherchée 

- , t h  2 1.  a " ( - ~ ) = ~  

Cela posé appliquons, pour P = O, cc = q, où q désigne un positif entier, 
la formule générale ( 1 8 )  du paragraphe 1, nous ai;rons pour a, (x )  la repré- 
sentation indépendante 

d'où particulièreinent pour q = 1 

Combinons maintenant les formules ( 1 )  et (18), (13) du paragraphe II, 
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nous aurons, pour a ,  (a), ces deux autres represéntations indépendantes 

D'autres représentations indépendantes peuvent être déduites à l'aide des 
identités 

1 . a - 

COS a =  1 - 2 ~ m ~ - = ( 1 - ~ i n ~ a ) ~ ,  
52 

ce qui donnera 
x 

(sin a)'", (14) 
P 

de sorte que nous avons à calculer les dérivées 

D: [(sin a ) ~ )  , 
a=o 

où n et p sont des positifs entiers. 
A cet effet, appliquons les forniules élémentaires 

P s=p 
(sin = - 

puis posons pour abréger 

nous aurons 

D: (sinp a), = ~I-Y A i ,  n - p = B q > O .  - (16) 

Cela posé, nous aurons, en vertu de (IP), ces deux autres représentations 
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indépendantes 

Étudions encore la série de puissances 

les formules ~ ' E U L E H  

où les B, sont les nombres de BERNOULLI, donneront 

De plus, nous trouvons en vertu de (16) 

ce qui donnera, en vertu de la formule générale (12) du paragraplie 1, cette 
représentation indépendante 

où q désigne un positif entier quelconque. 
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DEUXIÈME PARTIE. 

Applications de la fonction exponentielle 

IV. GÉNÉRALISATION D'UNE SÉRIE D'EULER. 

Soient x et a deux nombres donnés quelc.onques, il existe un nombre 
positif p, tel que la série de puissances de y 

a 9% 

a son rayon de convergence égal à p ;  pour les coefficients Y (x) nous trouvons 
sans peine les équations fonctionnelles 

a.n+l a,n a,n 
Y (x) = (a +nx) Y (x) - x (x - 1) D, 'V ($1, (3) 

a,% 
d'où nous obtenons pour les six premières fonctioiis Y (x) les expressions 
suivantes 

a,O 
Y (x) = 1 

a& 
Y (x) = r x3 + ((7 a' + 4 a)  X" (6 a3 + 4 x 2  + a )  z + u4 
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Combinotis ces valeurs spéciales et les équations fonctionnelles susclites, 
a,n 

nous verrons que lu (x) est un  polynome entier et par rapport à cr et par 
rapport à a, et ce polynome est du degré n par rapport à a inais du degré 
t z -  1 par rapport A x; dans le dernier cas il faut supposer ?z> - 1. 

Posons r = -- 1, nous aurons 

ce qui donnera, en vertu de la. formule d'addition (3) du paragraphe 1, l'équa- 
tion aux différences finies 

La même formule d'addition donnera, en vertu de (2), cette autre formule 
spéciale 

a,fl+i U , I E  CB(,~) a,"-s 19 
' Y ( x ) = z V ' ( x ) + a x . I :  V ( x ) Y ( x j  

:=l .'? (5) 

qui nous sera très utile dans ce qui suit. 
a,n 

Il est très facile de trouver, pour les Y (x), des représentations indépen- 
ctsntes; car l'identité évidente 

- e-Y(=-l' e-"'"- " - 1 
= i -  

x - l  1 

donnera la formule 

qui est du même caractère que la formule (7) du paragraphe 1. 
Appliquons ensuite la formule, où  p est un positif entier, 

puis posons pour abréger 

où L; (n) est la fonction définie par la forinule (10) du parngraplie I I ,  nous 
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aurons 

d'oh, en vertu de (1) et (6), la représentation suivante 

Ordonnoils maintenant, selon des puissances ascendantes de x, le se- 
cond iriernbre de (8), puis posons 

r s p - 1  
v; (a) = 

P - r  

Clierclions ensuite, au second irîembre 
sance (p - Y)", ce coefficient dwiendra 

de (IO), le coefficient de ln puis- 

nous aurons pour $; ( c c )  cette autre expression 

Inversenient nous aurons en vertu de (9) et (10) 

Iiltroduisons maintenant dans (9) et (3j les ercpressio~rs (Il) et (IO), nous 
aiirous les foriliules iEcursives 

LPi' = p  (Tl; + L;-,) (13) 
$;+' (a)  = p F; (a) + ( 1 7  - p + 2) J?;;:_, ( z ) ,  ( 14) 

dolit la première est due ii GRUNEKT (*). 

(") Mrcfhetnr~tische ABltanrZEui~gen, Altoiia, L8%. Citatioii d e  M. ~ r o ~ ~ ~ ~ z r i r ,  dans le J o u w d  
( l e  Grolle. t .  9l-, p. 210; 1883. 
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Posons dans (1) x = O, x = 1, la foiiction qui figure nu preiiiier iiieiiibre 
deviendra respectiveinen t 

e-"", ( 1  + y)-a, 
ce qui donnera 

d'où en vertu de  (8) et (9) ces deux d6veloppements 

La première de ces deus formules est due à CAUCHY (*) et joue uii 

rôle fondairienta1 dans les recherches de M. W'ORPITZKY. 

Le cas particulier de nos recherches prtcédentes qui correspond à a = 1 
est clitssiyue. 

Posons pour abréger 
&fi 

(4 = y (4, 

l'équation fonctionelle (2) du paragraphe IV donnera 

c'est-à-dire que nous aurons ces deux séries de puissances 

(*) Résumés A+~alytiyues, p. 35; Turin, 1833. 
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tandis que les fortnules (4) et (5) du paragraphe IV donnent ici 

s=n 

9. (x) = S=L F ( ) (x - ) (x), w 2 - 1 

Posons pour abréger 

nous aurons ces deux représentations indépendantes 

$n (x) = 2: Lp (m - 1)"-l' 
p= 1 

dont la seconde est indiquée par EULER (*) et démontrée par LAPLACE y*). 
EULER (***) a calculé les huit premiers des fonctions +,(a), savoir 

9 0  (a) = 1 

9 1  (x) = 1 

9 2  (x) = X + 1 

+,(x)=x2+4x+l 

+,(x)=s"ll x2+lIx+1 

~ , ( x ) = x 4 + ~ 6 x ~ t 6 x x " + 2 6 x + 1  

9 ,  (x) = x 5 + 5 7 x 4  +302x3+ 3018~" 57 x+ 1 

#, (x) = x" 1180 x% 1191 x4 + 2416 x3 + 1101 xa + 120x + 1. 

Il saute aux yeux que ces polynotnes spéciaux sont réciproques; appli- 
quons la formule récursive ( 5 ) ,  nous aurons la proposition suivante due à 
SCHEKK (****) : 

(*) Iwstitutio*~es calculi differer~tialis, p. 486 ; Saint-Pétersbourg, 1756. 
(**) Voir LACROIX: Traité du calcul diffërentiel et ir~tégral, t. 3, p. 110 ; Paris, 1819. 

(***) Iustitutiones ccnlculi clifferetztialis, p. 485-486. 
(****) Jouraal de Crelle, t. 4, p. 308; 1869. 
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L e  polynonze +, (a) est, pour  ?L 2 1, un polynoîîte réciproque d u  degré n -- 1 ,  
savoir 

(9) 

de sorte que nous aurons,  pour 1 s p  < n : 

e; = ?;-P+l ' 

Remplaçons maintenant dans (9) y par y :  (x'- l), il en résulte 

d'où eu posant - e"' au lieu de x et 2 h i  au lieu de y 

ce qui donnera, en vertu des identités 

la série de TAYLOR 
n=w i n - 1  ybn (- &22i) e-(n-l)xi h" 

t g ( x + h ) - t g x +  E 7 

~ = i  n I (cos x)"+' 

de sorte que nous aurons en différentiant n fois par rapport à h, puis po- 
sant h = O 

Cela posé, introduisons dans ( I l )  le développement (7), nous aurons 

ce qui donnera les deux représentations indépendantes 

o p - 1  p=-n-l siiip z 
D',"tgx=--. r, ( - I ) " + P L & -    COS^ P=I (9 cos x)P 

92n p=2l& 
DFfl tg = -- . cosp x 2: (- l)*+" . -- 

(cos p=O (2 cos x)" 
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et les identités 
p='>n 
1 (- 1y-1 ~pyt l  . sin p  x = O  

p=3 (2 cos x)" 

p =àn-1 cos p x 
2: (- 1y LZI - -- = o. 

p=O (2 cos x)" . 
On voit que ces forinules sont du même genre que les foi.iiiules plus géné- 

rales (12), (13) et (14), (15) développées dans le paragraphe II, niais que les 
coefficients ne sont pas formellement les mêmes. Nous ne nous arrêtons pas 
à l'étude des relations numériques ainsi obtenues. 

Introduisons ensuite dans (11) le développenîent (8). nous trouvons les 
for~ilules de SCHEKK (*) 

p=n-î sin ( 2 p +  1) x: 
D:tgx=B. (- ly?r-p.  

p=o (COS x)~"+' 

p z  p=n- l 
DXt' tg x = --- - 2 .  (- lp?;:$l. cos (Bp  + 2) x 

(cos p=o (cos x ) ~ " + ~  . (18) 

Posons dans les formules du paragraphe IV x = - 1 et x au lieu de cc, 

nous avons à étudier les fonctions 
x,n 

cn (x) = (- (1) 

ce qui nous conduira à la série de puissances 

"=" (- 2)" c,, (x) (y="= E P 

10=0 12 ! 7 a l <  2 . 

Dans ce cas nous aurons l'équation fonctionnelle 

et les représentations indépendantes 
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p=n 
C" ( 5 )  = y (- 1 jl'-l' P i  (x), 

p=l 

ce qui donnera. les valeurs spéciales 

Co ( x )  = 1 

C ,  ( x )  = X 

C2 (x) =x2  - X 

C ,  ( x )  = x3 - 3 z2 

C , ( X ) = X ' - ~ X ~ + ~ X ~  + 2 x  

c , ( ~ ) = x ~ - 1 0 x ~ + 1 5 x ~ + 1 0 ~ ~ .  

Reinarquons que l'équation fonctionelle (3) donnera 

nous aurons, en vertu de la série de puissances 

8 f l = m  (- 1)" T,, 6121-1 x 

I t e %  = l +  .=f i (2 n - l)! , ( x ) < ~ ~  

ces valeurs nu~riériyues 

Pour déterminer les valeurs numériques c, (-p), où p est un positif 
entier, nous posons 

et nous aurons, en vertu de l'identité 

l'expression suiwnte 
c f ,  (- p)  = (- 1)" 2"-2 Bi, 

de soi-te que la forliiule g6iiérnle (19) du paragraphe 1 donnera cette autre 
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représentation indépendante 

où q est un positif entier quelconcjue. 
Nous avons encore à considérer le développement suivant 

rnultiplioris par a-" les deux membres de (18), puis différentions par rapport 
à a, il en résulte l'équation fonctionelle 

x dm-, (x)  - x d, (X + 1 )  = ( n  - x) d, (x); (1 3) 

c'est-à-dire que nous aurons pour n 2 1 
- 

Cela posè, la série de puissances 

où les B, sont les noinhres de BERNOULLI, donnera les valeurs numériques 
suivantes 

- ) B , dt,.+. (O) = O (O) = - 2 n 

Dans ces forniules il faut admettre généralement n 2 - 1 ; mais l'expi-es- 
sion de d,,, (9) n'est pas appliquable pour n = 1 ; clans cette expression il faut 
supposer 97 > 2. 

Appliquons ensui te l'identité 

où p est un positif entier, ilous aurons en vertu de la définition ('7) du pa- 
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ragraphe IV la série de puissances toujours cbii~ergente 

(- l)'? I,;+j' a*, 

ce qui donnera 

d'où la repi'ésentatiori indépendante 

où q. est un positif entier quelconque. 
Rerimryuons en passant que les polyiioiiies d,, (a) sont i ti t inibrrient liils 

avec les fonctioiis tle STIKLIXG y). 

TKOISIEME PARTIE. 

T a b l e  d e s  f o r m u l e s  numér iques  

llésignons par q ut1 positif entier quelconque, tandis que 116 est un entier 
qui doit satisfaire aux contlitioiis indicjiiées, iious auroiis les i.epi.éseiitatioiis 
indépeiitlatîtes qui contiennent les deux iloiiibres s u  et q :  

(- l)"+" Tw = _ 
$ 1  p q . Y q - l  (11) , Ill 2 9 1 .  - 

(*) Voir mon Hmdbuch der TheorLe der Gairzinnf~cnkfioic, p. 71-77 ; Leipsic, 1906. 

Amiali di  Matelnatica, Serie I I I ,  Toiiio XIS.  97 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



"LOO Nie 1s Ni el s e n :  Sar les transcendantes é&~nentaires 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



et les nombres de Bemozclli et d'&,der. 201 

Remplaçons maintenant toujours m par sa plus petite valeur, puis po- 
sons q = 1, et posons encore dans (3), (6), (9) et (IO), (13) et (14) p = 9, nous 
aurons les formules plus particulières et plus simples 

1. 

II. 

III. 

IV. 

V. 

VI. 

VIL 

VITI. 

IX. 

X. 

XI. 

XII. 

XIII. 

XIV. 

p=Zn (- I)=+P OJ~*-P 

T,, = 
p=l P 
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xv. 

XVI. 

XIX. 

1 =l*l+l (.- l)9~+2Jf' (2 n + 1) ! 
XX. B, = X (UL,n+Sp+l)! 

y=l 

Dans ces formules nous avons posé pour abréger 

De plus, nous avoiis entres les Tm et les B,, la relation suivante 

Les représentatioiis indépendantes d'une forme plus simple que nous 
verions d'indiquer pour les fonctions a,, (x) et c, (x) donnent une suite d'au- 
tres formules numériques, savoir : 

XXI. 

XXII. 
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et les no+»bres de Bernoulli et d'Euler. 003 
- 

XXIII. 

XXIV. 

XXV. 

XXVI. 

XXVII. 

XXVIII. 

XXIX. 

XXX. 

XXXI. 

XXXII. 

XXXIII. 

XXXIV. 

xxxv. 

XXXVI. 

XXXVII. 

XXXVIII. 
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Les deux derniers développements sont tirés des formules (14) et (18) 
du paragraphe V. 

Dans les forniules de XXlII XXVI il faut poser 

ce qui donnera 
L," (O) =P. L;. 

Quant à la fonction ?; (x) qui figure dans les formules XXXVII et XXXVIIi, 
nous avons 

ce qui donnera 

On voit que plusieurs des quarante représentations indépendantes par- 
ticulières que nous venons d'indiquer sont bien connues. 
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the Projective Differential Geometry 
Spreads Generated by CO' Flats. 

(Rjy ARTHUR RANUM, Ithma, N. Y.) 

INTRODUCTION. 

A ruled surface may he regarded as a two-diinensional spread generated 
by m' one-diniensional flats (straiglit lines). Among the most fundanlental 
projective differential properties of ruled surfaces in three-dimensional space 
are (1) the distinction between skew and developahle surfaces, (9)  the relation 
which exists between a developable surface and its edge of regression, and (3) 
the incidence relations betweetl a clevelopable and its tangent planes. A space 
curve 8, , its tangent developable S,,  and the locus S, of its osçulating planes 
form what 1 call an ascencling series of spreads. 

In tliis paper I have studied the analogous projective differential pro- 
perties, in n-diiliensional space,' of wt-diinensional spreads generated by CO' 

(gn - 1)-dimensional flüts, or linear spaces, and of the ascending and descend- 
ing series of spreads whicli they determine. The three-dinieiisio~ial facts, 
however, are too simple to afford even a hint of the udiinensional state of 
nffairs. I t  is only wlien we reach four-dimensional space tliat sonie of the 

'most cliaracteristic features, for exmiple hi-anch series of spreads, begin to 
appear; and the interesting case in which a secondary series coilnecting two 
brancti series exists does not occur in space of less than nine dimensions. 

Only tliree writers, so far as  I aiil aware, have ever touched upon tliis 
subject. In 1910 SEGHE published a paper in the Rendiconti d i  Palenno, vol- 
ume 30, page 87, etititled Preliminctri d i  . u m  leoricc delle varietà luogl&i di 
spaxi, in which lie devoted four pages to Vavieta ao' di spazi. He there gave 
the first brief introduction to the general problein of this paper. A special 
case in wliicli the given syread deterinines what I call a regular series of 
spreads had, liowever, been considered in 1901 hy MORENO in a paper On 
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ruled loci in w-fold space, in the Proceedings of the Awerican Academzj, vol- 
ume 37, page 121. In 1905 WILCZYNSK[, in his book on Projective Differential 
Geometry of Curues and Ruled Surfaces, Leipzig, Teubner, while not consid- 
ering tliis very problem except in the three-dirnensional case (pages 130-131), 
set up the corresponding analytical apparatus for the n-diinensional case 
(pages 6 and 51-54). The syste~n of linear hoinogeneous differential equations 
with which he starts is essentially the saine as what 1 call the fundamental 
linear relations (*). 

Homogeneous coordinates and parametric equations have been cliosen as 
the most appropriate tools to use; and the results apply to a large class of 
non-arialytic, a s  well as aiîalytic, spreads. 

P A R T  1. 

Elmeiitary Tlieorg, Includiiig a Stiidy of Asceridiiq Rraiich Series. 

1. Let the fundanlental space witliiii wliicli we are operating he a linear 
space or Bat, P,,+,, of - 1 dii~îensions, which may be Euclidean or noil- 
Euclidean, but is governed hy the laws of projective geometry. Let c-, 
( * I L  < n) be a linear space, or ln - 1 fZat, containecl in F,-, . Since FM. , is 
cletermined by In independent points, we shall call rn its point-value (*). 

A siniply infinite continuous system of a a  - 1 flats will generate an nz- 

diinensional spread,(space, variety) S,, in general non-linear, whicli we ~hii11 
call an m-spread. These 112-spreads are the object of Our investigation. For 
the sake of duality we include the case where = n - 1,  althouçli S,, is 
then not a spread in the ordinary sense of the terin. 

(*) See also SEGRE, 1. c . ,  page 88, equations (4). 
(**) Cf. SCHOUTE, Mehr-ditnensiowale Geometrie, voluiiie 1 (LOB), page 1% 
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2. Let A,  (i = 1 ,..., 1%; j = 1 ,..., n) be the hoinogeneous coordinates 
of rn independent points P, lying in the generator F,--, . If we regard A, as 
functions of a parameter o and introduce the ratios cc, : . . . . : a,, as additional 
parameters, we can write the parametric equations of S,, in the form 

111 

Xi  = 2 cc, A,,i (a), where j = 1 ,. . . , 1 1 .  
i=l 

(1) 

If in (1) we let o be fixed, we obtain the equations of a generator <,-, . 
If, on the otlier Iiand, we let a,  ,..., a, be functions of o, we obtairi the 
equations of a curve enclosed in S, and meeting each generator in at  least 
one point. Every such curve we cal1 a directrix of 8,. III particular, the loci 
A, ( i  = 1 ,..., nz) of the points Pi forin a set of .în independent directrices, wliose 
equations are 

Ki= A;,{(o), j =  1 ,..., I l .  

If these 112 directrices are given and witli thein the point-correspondence 
established on tliern by the II& sets of functions A, (o), then S,  is determined; 
it is generated by tlie flnts whicli connect corresponding points of the  IL 

cmves. In this seiise Sm is determined by tlie m directrices, and we can use 
the notation 

s,,, = [A,  , . . . 7 A,,,]. ('4 
The most general transformation to a liew parameter o and to a new 

set of independent directrices A , ,  ..., is evidently giveii by the equations 

wliere f (o) and ccki (o) are arbitrary functioils of o, such tliat the determinant 
1 cc,, (w) 1 does not vanish. In particulsr, if tlie directrix Ad is left ixnclianged 
by Ille transformation, that is, if Ai = Ai, then 

a, (w) = ai; (O) . A,  (o) ( j  = 1 , . . . , I I ) .  (4 

3. In al1 that follows we sliall assume that tlie Functioiis A, (w) are 
continuous and possess a certain finite number of successi\-e derivatives de- 
pndi i ig  on circunistances (See s 44). We deiiote deril-atives by primes. 
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If on a directrix Ai a point P, corresponds to a given value of w, we 
define the derivative (*) o f  P, as a point Pli whose coordinates are the values 
of the derivatives of the coordinates of Pi for the sarne value of o. Tlie 
tangent to Ai a t  tlie point Pi evidently passes tliru P',. The position of P f i  
on the tangent is obriously changed if A; is trarisforined iiito itself by (c ) ,  
but not hy (a).  

4. Let us now consider the flat 3' determined by the m points Pi and 
tlleir derivatives P',. F is the connecting flat of tlie tangents to the direc- 
trices A, at  their corresponding points Pi ,  and may also lje regarded as the 
connecting flat of the generator Fm-, and its consecutive generator. Hence 
we sliall call F the tangent Bat to S,,, along the generator Pm-, . It is deter- 
iniiied by S,, and Fm-, , and is tlierefore not changed wlien S,, is traiisforined 
into itself by (a)  or (b) .  

5. The point-value of R7 being not less than m, sliall he denotecl hy 
+ r. It is evident that m + r is eyual to the rank of tlie inatrix 

of which the first 112 coluinns constitute a partial inatrix J I  of rank m. Tlie 
rank of JI' is easily seen to be invariant under the transformations (a)  
and (b). 

The positive integer r is the difference between the rank of 31' and the 
rünk of AI. We shall call it the range of the spread S,  along the generator 
F9,-,, because it increases with the diniensionality nz 4-r  - 1 of the con- 
iiecting flat E' of Fm-, and its consecutive generator. 

It satisfies the ineyualities 

(*) See SEGRE, 1. c., page a. WILCZYN~KI also uses the sanie coiicept, 1. c., page 54; but 
applies the term derivative to a sornewhat different, though related, concept, page 147. 
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One extrerne case, r = m ,  arises when the 2 nt points P,, P', are inde- 
pendent and the tangent flat F is of point-value 9 m; tlie opposite extrenie, 
r =O,  occurs wlien the points P', al1 lie in Ii',-,, and the latter inay he 
called a statioaary generator, coinciding with its consecutive generator. 

THE TANGENT SPHICAD. 

6. We detine the derivative of n clirectrix A as a curve A' çerieraled 
hy tlie derivatives of the points of A. Let us consider the spread 

determined by the directrices of S,, wzd their derivatives. 8 is obviously tlie locus 
of the tangent flats to Sm along its generators, and so sliall be called tlie 
tangent spread of S,, . Its dinlensionality is equal to tlie niaximum point-value 
m +r of its generators and therefore also equal to the maximum value of 
the rarik of the matrix Al'(@), which is obtained froin M' by regarding its 
elements as funetions of the paraineter o. So we write S = fi',,+,. . We cal1 
the 9 nz curves A,, A', a systepn of fundamentai  directrices of S,*+, (altho only 
m + r of then? are independent), beeause every directrix of S,,,+,. is linearly 
dependent on them. 

7. The quantity r is then the maximum, 'or general y), value of the 
range of S,, along its different generators, and mTe shall cal1 it simply the 
range of S,,. To denote this, we write S,,, =Sm. So the range of a sprend 
generated by  mi flats is the difference betrveen i t s  dinze.lzsionalitg a n d  that o f  
i t s  tangent spread. It deperids only on the spread itself and not on tlie form 
of its equations. 

(*) The terni yetaeral is used, because for the siriipler classes of spreads the value of the 
range is less than its maximum value onlÿ dong  a finite nuinber of generators. 
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8. If the range of a spread along any particular generator falls below 
the general value, tliat generator is singular. Hence a singular generator is 
one along which the tangent flat is of lower point-value tlian usual. A sin- 
gular generator along wliiclî the range is zero is stationary. 

9. If an rn-spread is of range zero along al1 its generators, they are 
al1 stationary, tliat is, the spread consists of a single (fixed) In - 1 flat; and 
heing (m - 3)-dimensional instead of rn-dimensional, it is not, strictly speaking, 
ail nh-spread at all. Nevertlieless, in order to establisli a more cornplete agree- 
ment between the analysis and the nomenclature, we extend the definition 
of ~wspreads to cover this case. Hence tue define an m-spread of range zero 
to be an m - 1 flat ; in symbols, SI, = F ,,,-, . 

10. Let us now consider those particular directrices of Sn,, if any, wl~ose 
derivatives are also directrices of Sn,. On aiiy such directrix let P be a point 
corresponding to a particular value of w and therefore lying in the corre- 
spondinç generator Fm-,. The derivative P' of P will also lie in F,,,-, and P 
will lie in the flat of intersection P of Fm-, and its consecutive generator G,-, . 
Conversely, the derivative of every point of P lies in Fm-, . 

11. We call F the focal Bat (*) of S: i n  the generator Fm-, . It  is inva- 
riant under the transforniations (cc) and (b ) ,  S 8. If Fm-, is a non-singular 
çerierator, the connectiiîg flat of P,+-, and G,-,, as we have seen (SS 4, 5), 
is of point-value m +- r, and their flat of intersection is therefore (**) of point- 
value na - r ;  tlmt is, F = F ,,-,-,. On the other hand, if Fm-, is a singular gen- 
erator, the point-value of the corresponding focal flat F is greater tlian 9%-r. 

12. The nuinber of independent directrices of Sm lvhose derivatives are 
cclso directrices of SL we now see to be .în - r. They determine a spread Sm-,., 
which we call the focal spread of S:, hecause arnong its generators are the 

(*) This is the spazio singolare of SEGRE, 1. c., page 89. 
(**) See SCHOUTE, 1. c. ,  page 14 ; and BERTINI ,  Geolnetria Proiettiva de& lperspazi (1907), 

page 9, 3 Il .  
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focal flats of Sm in the non-singular generators of the latter. The focal spread 
of a developable surface Si is evidently its edge of regression. 

13. As a parallel theorein to that of 7 we see that the range of cc 
spread i s  the difference between its ditnensionality and that of its focal spread. 
It is clear tliat the operation of descending from a spread S,,, to its focal 
spread is dual to the operatioil of ascending from S, to its tangent spread, 
while the concept of range is self-dual. Tlius if S; and S;_, are correlative 
spreads, tlie focal spread, 8,-, of the first and the tangent spread 8,-,+, of 
the second are correlative spreads of the same range. 

14. A spread of range zero obviously coincides witli its tangent spread 
and with its focal spread. An m-spread of range m lias no focal spread; its 
consecutive generators do not meet, in general. For the sake of duality, how- 
ever, we shall indicate this fact by saying that the focal spread of an S", 
is SO = P ,  , just as the tangent spread of an Sn-, is Sn = Pn-,. A simple 
self-dual example in three-diinensional space is a skew ruled surface Si, whose 
tangent spread is Si and whose focal spread is 8:. 

15. We now proceed to find the equations of the directrices of tlie focal 
spread S,,-,. . Since among the 9 m colunms of the matrix Al' (w) just m + r 
are linearly independent, there inust exist nz - r linearly independent rela- 
tions, identities in o, of the form 

112 m j=  1, ..., n; s 1,; (m) A; (w) + ?: hki (O) AG (o) = O [ 
i=l i=l , k= 1, ..., 9n-r 

wliicli may be written more briefly in the form (W) 

(*) The equations (5) may be regarded as a systeiii of linear diffeerential equations in 
which w is the independent variable and A,, . . . , A, are the dependent variables. The equa- 
tions (4) then express the fact that the system (6) possesses the .n solutions 
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and also in the form 

d m  m - lki  A, = (Zvki - hki) A; ( k  = 1 ,. . . , tu - r). 
d i=1 i= L 

This shows that the directrices o f  S; represented by the wz -- r sytnbols 

are such tliat their derivatives are also directrices of Sm. Moreover, they are 
independent, tliat is, the niatrix ( l , , ) ,  which has m columns and l î z  - r rows, 
is of rank m - r for general values of a; for if not, it would be possible to 
eliininate A',, ..., A', from the eyuations (5) and obtain an  identical relation 
ainong the directrices A , ,  . . . , A,,, , wliich would contradict the hypothesis 
that these are independent. 

16. Hence the required directrices of the focal spread Sm-,. are given 
by (7); in otlier words, 

Sm->. = [LI, .. > L1ll-C]. (8) 

Comparing (5) and (7), we see that i f  the independent directrices Ai of an 
m-spread alzd their derivatives are connected by  exactly n h  - r independent 
linear relations of the forln 

i t s  focal sprend i s  determined by the 9 t h  -- r independent directrices 

f k  (A,, . . a ,  A,, O, .  . . , O). 

17. A spread S,, shall be said to be e.ncZosed in a spread S,,,., if every 
generator of S, lies in, or coincides with, the corresponding generator of 
S,;; every directrix of S,, is tlien included among the directrices of 8;. Any 
spread Sm is obviously enclosed in its tangent spread S,,,,,. and encloses its 
focal spread S,,,-,. . Moreover, it follows from the definitions (@ 6, 19) tliat SI 
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is enclosed il& the focal spread S,,+,-, of its tangent spread Sm+,., and dually 
that S*, encloses the tangent spread Sm-,+, of its focal spread StL ("). 

18. Hence the range r of a spread Sm is equal to, or greater than, the 
range s of its tangent spread Sm+, and is also equal to, or greater than, the 
range t of its focal spread SI-,. . If r>s ,  S,,+,.-, is of higher climensionality 
than Sm, while if r = s, the two spreads coincide. Dually, if r > t, S,,-,.+, is 
of lower diinensionality than Sm, while if r = t ,  tliese two spreads coincide. 
Consequently, if the first of two spreads of the same range i s  the talzgeîzt 
spread of the secotzd, t71e second is  t7he focal spread o f  the first, and conversely. 
ln  tliis case the two spreads forln a regular descending series (See 24). 

19. We nom consider certain relations that nîay exist between the four 
spreads 

Firially, suppose 
(b') that every 

is a directrix- of S. 

where Tl is the focal spread of T and Si is the tangent spread of S. In the 
first place, if S is enclosed in T,  , S' is enclosed in T, and conversely. For 
it is evident that either of these conditions is equivalent to saying: 

(a )  tliat the directrices of S and their derivatives are directrices of T. 
Hence we have the two correlative theorenis: 

that S encloses T l .  This is equivalent to saying : 
directrix of T, whose derivative is also a directrix of T,  

If the tangent spread of a spread 
S is enclosed in a spread T, then S 
is eiiclosed in the focal spread of T. 

(*) See SEGRE, 1. c., 

If the focal spread of a spread T 
encloses a spread 8, then T encloses 
the tangent spread af S. 

Art. 4, page 90. 

20. Next, suppose that S' encloses T. This is equivalent to saying : 
(b )  that every directrix of T is linearly dependent on the directrices 

of S and their derivatives. 
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28. We define the 2nd tangent spread of a spreüd S as the tangent 
spreatl of the tangent spread of S, and set up corresponding definitions for 
the 7th tangent spread and the 7 th  focal spread. The 2nd tangent spieacl of 
Sm is evidently an Sm+,.+, (s 2 r )  and the 2nd focal spread is an Sm-,-, [ t z r ) .  

23. A spread and its first, second, etc., tangent spreads forni an a s c e d -  
ing series G of spreads, whose ranges forln a non-increasiiig series of in- 
tegers. If the series G is continued far enougli, a spread of 'range zero will 
I)e reached, namely a fixed flat S:,= F,,,-, (m, 5 n),  within which al1 the otller 
spreads of the series are eiiclosed. 

Dually, a spread and its first, second, etc., foca.1 spreads forin a descend- 
ing series H of spreads, wliose ranges ngain fortn a noti-iiicrensing series of 

The conditions ( b )  and (b ' )  are geometrically, althougli not analytically, 
correlative. They are obviously independent of one another. If conditions (a )  
and (b) a.re both satisfied, T coincides wit.h S1, and conversely. If (a) and (b') 
are botli satisfied, S coincides with T, , and conversely. Hence : 

Conditions ( a )  and  (b) together 
constitute a necessary and  sufficient 
condition that  T i s  the tangent spread 
o f  S. 

Conditions (a) atzd (b')  together 
constitwte a necessar.y and  sufficient 
condition that S i s  the focal spread 
of T. 

Combining these two theorems, we see that T and S fortn a regular de- 
scending series, if and only if the three conditions (a),  ( b )  and (b') are al1 
satisfied. 

21. If the range of S is eyual to the difference between the diinension- 
alities of T and S, tlien either (a)  or (b) is alone sufficient to niake T the 
tangent spread of S. 

Dually, if the range of T is eyual to the difference between the diinen- 
sionalities of T and S, either ( a )  or (b') is sufficient to tnake S tlie focal 
spread of T. 

If the ranges of T and S are botli equal to the clifference between tlieir 
diiiieiisioiialities, and' if aiiy one of tlie tliree conditions ( O ) ,  (O), (b') is satis- 
fied, tlien T and S forni a regular descending series. 
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integers (*). If continueci far enougli, H will iriclude a spread of range zero, 
say Sm, = F,,,2-1, where fi$, 2 0. If ln, > 0, eve1.y other spread in the series is 
a conical spread, wliose generators al1 enclose the fixed flat P,,,-,; if na, = 0, 
the generators have no fixed fiat in coinmon. 

45. If an ascending series deterrnined by a spread S and ending with 
a spread T is also a desceuding series determined hy T, that is, if every 
terin of the series is the tangent spreacl of the precetling ter~i i  and tlie focal 
spread of the succeedinç term, the series is said to be regular (""). Al1 the 
spreads of a regular series are of tlie saine range, and tlieir dimensionalities 
forni an arithmetical progression. The whole series is deterinined by any 
one of its terms. A simple example of a regular series in tliree-diinensional 
space is one that coiisists of a twisted curve S i ,  its tangent surface S : ,  and 
the locus Si of its osculating planes. An ascending (or descending) series of 
spreads of the same range is obviously regular; and if the diriiensionalities of 
the i spreads of an  ascending (or descending) series form an arithmetical 
progression, the first i - 1 spreads of the series are certainly regular. 

23. The theorenis of §S 19-81 can easily be çeneralized to apply to 
itli tangent spreads and itli focal spreads. Consider tlie two series of spreatls, 
one desceriding and the other ascending: 

Ti, l , . ,  1 ,  T, 

S, s ,  . S"', Si, I 
(*) The equivalent of this t he~ren l  was proved by SEGRE, 1. c.,  p. 01. 

(**) Regular series were studied by MORENO in the paper referred to above. 
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28. If we take the itli tangent spread of the jth focal spread of the kt11 
tangent sprearl, etc., of a given spread S, and let i, j, k ,  etc., Vary in al1 pos- 
sible ways, we sliall obtain a finite nuinber of distinct spreads derived from S. 

where TA is the Ath focal spread of T and Si  is the Ath tangent spread of S. 
If S is enclosed in Ti, Si is enclosed in T, and conversely. For either of tliese 
conditions is equivalent to sayiiig: 

( a )  tliat the directrices of S and their Ist , .  .., ith derivatives are al1 
directrices of T. 

Hence : 
If the i th tangent spread of S i s  If the itli focal sprcad of T en- 

enclosed in T, S is enclosecl in the itli 
focal spread of T. 

closes 8, T encloses the itli tangent 
spread of S. 

26. To say tliat Shnc loses  T is equivalent to iinposing the condition: 
(b) that every directrix of T is liuearly dependent on the directrices 

of S and tlieir Is t ,  .... ith derivatives. 
Dually, to say that S eiicloses T* is equivalent to the coridition : 

(b') that every directrix of T, whose ls t , . .  ., itli derivatives are al1 di- 
rectrices of T, is a directrix of S. 

Contlitio.izs ( a )  and ( b )  together con- 
stitute a necessnry atld szcFcient con- 
dit io~r that T i s  tize ith talzgent spread 
o f  S. 

Condi f ious  (cc) n n d  (b')  togetlzer con- 
stitztte a tzecessary aîzd szcflicient con- 
di t ion t l zd  S is the itlz focal sprend 
of T. 

Conditions (a) ,  (b) and (b') together constitute a necessary and suEcient 
condition tliat S and T are the first and last ternis of a regular ascending 
series of i + 1 terms. 

27. If Si and T have equal di- 1 If S and T,  have equal dimen- 
memionalities, eitlier ( a )  or (b) is alone 
sufficient to nîake T the ith tangent 
spread of S. 

sionalities, either (cc) or (b')  is alone 
sufficient to makeS the ith focalspread 
of T. 

If S and S h a v e  the snme ditnensionalities as  Ti and T, respectively, 
tlieii any one of the tliree conditions (a), ( b ) ,  (b') is alone sufficient to niake S 
and T the first and last ternis of a regulai. ascending series of i + 1 terins. 
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(*) Where there is any danger of confusion, we shall use the sginbol Sa, for the  ath 
focal spread of S and reserve Sa for a spread of diinensionality a. 

This systein of spreads, togetlîer witli S itself, we cal1 the tree determinecl 
by S. I t  includes the ascending series G and the descending series H de- 
termined by S, the various desce)tcling brcr,zch series deterniitîed hy the spreads 
of G, the ascending brnnch  series determined hy tlie spreads of H, the sec- 
ondary branch series detern-iiried by the spreads of tlie latter, and so 011. 

In the study of tlie projective differential properties of spreads generated 
hy a single infinity of flats, it is clear that the structure of the trees deter- 
mined by tlienî is of fundameiital importance. Hence we shall try to inves- 
tigate the morphology of these trees. 

89. Let Si denote the Ath tangent spread of S, S i p  the (~.tli focal spread 
of Si, SXp* the vth tangent spread of SAP, etc.; similarly, let S, denote the 
ath focal spread of S, Sa! the Ijth tangent spread of Sa,  etc.; further, let 
Sv = SSP, Sog = SB, S., = SOL(3), etc. It is clear that if a spread S encloses a 
spread T, SIpU will enclose T)py, Sa,+, will enclose Tep,, and indeed, euery 
spread of the tree determined by S wil l  enclose the corresponding spread of  
the tree determitzed b y  T. 

30. I t  has been shown in 5 17 that S (= S,,) encloses SI,, and SI,, and 
that SI,, encloses S,,, and S,,, . By the remark just made S,,, , the tangent 
spread of SI,, , encloses S,,, , the tangent spread of S,,, . Hence S,, encloses 
al1 tlie spreads S,,,, SI,, , S,,,, S,,, , and S,,, . Similarly S,, encloses S,,, 'ancl 
S,,,, besides al1 the others just rnentioned. 

By an easy generalization and the use of duality it' follows that 
Sir encloses every spread S, for 

fi-liich the conditions X 5 - i and 
A - p ( - i - j are satisfied, and that 
S encloses every spread Sij for which 
j 5 i. In particular, Sij encloses every 
spread Si+kJ+k (k > O) , Si; encloses 
every spread and S encloses 
euery spread Si,. 

SAP is enclosed in every spread 
S" for which the conditions 1 < i aiid - 
A - p. 5 i - j are satisfied, and tliat - 
S is enclosed in every spread Sv for 
which j 2 - i. In particular, SI' is en- 
closed in every spread S ' + k 7 j + k  (k >O), 
Si" is enclosed in every spread Si+k,i+k, 
and S fis enclosed in m e r 3  spread ,yi. 
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THE  TH SPECIAL ENCLOSED (ENCLOSING) SPREAD. 

34. Returning to the spread S= Sm, as  defined in SS 1-18, we easily 
see that its second tangent spread is given by tlie synlbolic equation 

s2 = s,,,+,.+, = [A,, A', , A", ( i  = 1 ,... , w&)j, (11) 

31. In view of tlie last clause we define 

where al1 of the directrices A,, r of the directrices A',, and s of the direc- 
trices A", are independent; the 3 WL fundamental directrices are connected 

the ith special ewlosed spread of a 
given spread S as the ith tangent 
spread Sii of the ith focal spread of S. 

the ith special enclosing sprenrl of a 
given spread S as  the ith focal spread 
Si' of the ith tangent spread of S. 

If S coincides with its i th special enclosed (enclosing) spread, it evidently 
coincides with every intermediate special enclosed (enclosing) spread. 

39. It is also easy to see tliat if the conditions A si, A - p. < - i - j, 
h - p. + v - 5 i - j + k are satisfied, then 
Sxpv will enclose S,, , 1 S i ~ v  will be enclosed in SUk. 

Putting A = k = O in the left-hand theorem, we find that if v - p. < - i - j, 
S p V  will enclose S,,. Again, if ,u. 2 j - i and p. - v - 2 j - i - k,  then 
SpV will enclose S,, , 1 S,, will be enclosed in Syh:. 

33. As a special case of the last theorein we see that S">i+j, which is 
the same as always encloses Sj,j+,,j+i, and that Sj,,+, , which is the sanîe 
a s  (S,,)" is always enclosed in g>i+jli+j. Hence : 

The jth focal spread of the ith 
special enclosing spread of S encloses 
tlie (i + j)th special eiiclosing spread 
of the $11 focal spread of S. 

The ith tangent spread of the jth 
special enclosed spread of S is en- 
closed in the (i + j)th special ericlosed 
spread of the ith tangent spread of S. 

Tr i  other words S i 7 " + j  and Sj,,+; are so related that the (i + j)th tangent 
spread of the first encloses the second, and dually the first encloses the 
( i  +j)th focal spread of the second. 
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by the ~ P L  - r relations (5), by . îi~ - r relations obtained froin (5) by differen- 
tiation a s  to o, and by r - s additional relations due to the fact (if r > s )  
that S' = X,,, is of lower range than Sm. In a similar manner we can write 
the equations of the third arid higher tangent spreads of S:. If the jth tan- 
gent spread is of range zero, the ( j  + 1)st derivatives of al1 tlie directrices 
A, are linearly dependent on the derivatives of lower order and on the di- 
rectrices A, the~nselves. 

35. To find the equations of the second and higlier focal spreads of 8; 
is more difficult. The duality between tangent spreads arid focal spreücls 
applies only to tlie geometrical results and not to the analytical methods we 
are employing. We could, to be sure, give a dualistic interpretation to Our 
coordinates, letting A ,  ( j  = 1 ...., 1ô) be the coordinates of an n - 8 flat in- 
stead of a point, and so express all our pairs of correlative theorems in the 
sarne analytic form. The equations of the second focal spread S,,, =Sm-,-, 
would then appear in a form similar to (11). But we shall need its equations 
in point coordinates, and we can find thein by treating the eyuation (8) and 
tlie directrices L, soinewhat as the equation (8) and the directrices Ai were 
treated in 98 15, 16. 

36. To do this we consider the matrix 

and let L be the matrix obtained from by omitting the last column. The 
first m - r rows of L form a matrix of rank m - r, as we saw in $j 15, and 
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L itself is of rank sz - r + t. Hence the range t of any spread Sm,, whose 
fundamental directrices L, are independent linear furictions, satisfyiwg (7) 
and (6), of a set of independent directrices Ai is equal to the rank of the 
matrix L minus tlie dimensionality of the spread. 

37. The 9 (.in - r )  rows of L are therefore connected by .iu - r - t lin- 
early independent relations of the form 

identities in o, in which al1 the yuantities involved are functions of w. If we 
multiply (12) by Ai and take the summation for i = 1 ,. . . , m, we can the11 by 
rneans of (7) and (6) throw the result into the simple form 

which gives a set of independent linear relations between the fundamental 
directrices of 8:-, and their derivatives. Accordingly, by tlie principle of 3 16, 
we see that the required independent directrices of the second focal spread 
Sm-,.-, are 

na-r 

2: Lk ( j  = 1 , . . . , tn - r - t) .  
k = l  

38. A somewhat different set of fundamenta.1 directrices, expressed as 
determinants, can be found as  follows. The matrix is of rank O - -  r+ t + 1, 
and al1 its non-vanishing determinants of order m - r t t + 1 involve ele- 
ments taken from the last coluinn and are therefore linear homogeneous 
functions of L I ,  ..., Lm-,. It is easy to see that these determinants represent 
directrices of Sm-,-, and that they. are precisely suficient to deterinine it, 
m - r  - t of them being independent. 

A NORMAL SYSTEM OF FUNDAMENTAL DIRECTRICES. 

39. In order to penetrate more deeply into the theory of the succes- 
sive focal spreads of 8 2  (= S )  and of the ascending branch series determined 
hy theiii, it will be necessary to tlirow the equations of Sm into a simple 
forin by finding a normal sylstem of fundamental directrices. 
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Let t + 1 be the number of spreads in the complete descending series 
deterlnined by Sm, the lowest term of which is of range zero (See § 83). We 
denote the spreads of the series by 

S z ,  is then the ( t  - i) th focal spread of Sn,. 
40. If m0> O, S" is a fixed +no - 1 flat and is therefore deterininecl 

by m, independent fixecl points Cl,. . . , Cm,, whicli iiiay be regarded as  its fun- 
da.nienta1 directrices. Synîbolically, 

Since Ske  is the focal spread of Sm,, the theorein of $j 13 shows tliat 
ml = 112, + r , ;  and we cal1 choose as independent directrices of Sn,, the q1z0 

fised points determinhg SI, and r,  curves, wllich we denote by 2, ,. . , A,,, , 
Thus we have 

S & = [ C  ,,..., C,,; A ,,..., A,,]. (19) 

I f  m0 = 0, the fixed points CI are absent and 8 2 ,  is determined by the di- 
rectrices Aj. alone. 

41. Since the tangent spread Sm,+, of 82, is deterinined by the direc- 
trices of 82, and their derivatives and since the derivative of Cj. coincicles 
with CI, we have (denoting derivatives by upper indices) 

But the number of directrices indicated in this equation, namely 
nr, + 2 r ,  = ml + r ,  , is exactly equal to the dimerisionality of the spread; 
hence they are al1 independent. Assuming t>  1, we have the equations 
mg = 112, + r2 = m, + r,  + r ,  , r,  2 r ,  ; and S,,,+, is  the first special enclosed 
spread of 82,. Therefore 8, is deterinined by the directrices of S,,,,,,., to- 
gether with r,  - r ,  additional independent directrices (if r, > r,), which me 
denote by A:,,,, ..., A&. We write these with upper indices, not because they 
are the derivatives of other curves with which we are concerned, but inerely 
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for the sake of simplicity in the statement of later theorems (See S$ 68-93). 
S yilibolically, we have 

82, = [CA (A = I , . . - , %O); A,, (p l  = 1 . ) A ,  (p .  = 1 7.. . ] (21) 

If r,  = r ,  , S:, coincides with its first special enclosed spread S,,,,,., and 
forins with its first focal spread 82, a regular series. 

49. Ascending further to the tangent spread S,,,,,., of S2,, which is de- 
termined by the directrices indicated in (23) and their derivatives, we find 
that tliese derivatives indude exactly r ,  additional directrices, namely 

whicli are therefore independent of eacli otlier and of tlie rest. But the tan- 
gent spread of Sm,+,., is similarly deterinined by adjoining to s,,,, tlie r ,  ad- 
ditional directrices Ai (?, = 1 ,.. ., r , )  ; and the latter are independent, beiug 
ii~cluded ainoiig the directrices (82). Hence S,,,,, is of range r ,  and its tan- 
gent spreacl is an s,,+,,,; that is, Sm, and S2,+, foirn a regular series, whe- 
tlier r,  = r,  or r,  > r ,  . Assuining t > 9, S,,,L3n and S,,l+2,1 are the Iirst and 
second special enclosed spreads, respectively, of Sz, . As independent direc- 
trices of the latter spread we choose those already found for S,,,,,,, together 
with r,  - r,  additional curves (if r ,  > r , ) ,  which we denote by 

and so obtain the symbolic equation 

Hence .m, = m, + r ,  + Y, + r ,  . 
43. Continuing as before, we easily see that Sm&, is of range r ,  a d  

S,,,,,,, of range r ,  . It follows that Sm, and its tangent spread SI;L,+,, form a 
regular series of two terms, and that S:, and its first and second tangent 
spreads S,+, alid S21+2, form a regular series of three terms. If r ,  = r, = r ,  , 
82, coincides with its tirst and second special enclosed spreads, and fornîs 
a regular series with its first and second focal spreads. 

4 4  By nîeans of a simple induction proof, whicli is here omitted, the 
preceding line of argument can evidently be continued until the original 
spread Sm is reached. Tlius we find tliat any spread Sm (= S), whose descend- 
ing series uf focal spreads is given by (15), is determilied by a normal 
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systeni of independent directrices of the forq 

A1 . . . .  A,., 

The ( t  - i)tlz focal spread Si:, of S is determined by tlie directrices wliose 
symbols are written in tlie i + 1 bottoin rows of this array, and is tlierefore 
given by the syinbolic e c p  n t' ion 

wliere A i L  = APi , and where 

The eyuations (H), (tg), (21), and (23) are special cases of (%), and the equa- 
tion of S; itself is another specinl case, in whicli i = t. 

45. When we ascend from S;, to its first t-i successive tangent 
spreads, we merely adjoin to its flindamental directrices their successive de- 
rivntives, wliich are confined to the r, left-hand coluinns of the array (84). 
Thus we find that the jth tangent spread of SZi (j < - t - i) is of range ri-and 
is given by the equation 

Tliat is, its fundamental directrices are those contained in a rectangle sit- 
iiated in the lower left-liand corner of the array (24) and having r ,  coluiniis 
and i + j + 1 rows, including, howerer, the entire bottoin row. 

Aiwali tli Muteirzatica, Serie I I I ,  Tomo XIX. 30 
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In particular, putting j = t - i ,  we obtain the (t  - i)-tli special enclosed 
spread S,-,,,-, of S, and we see that its determining directrices are simply 
al1 those contained in the ri left-liand columns of the array, agaia including 
the entire bottoiil row. 

46. The tangent spread S,,,+,. of Sm is ohtairied by adjoining to the 
array (94) an additional row at the top, consisting of the directrices of the 
t th order A: , . . . , A:. The a +  r directrices of the augmented array so fornîed 
are al1 independent. 

Sinlilarly, the tangent spread 8,-,,,-,+, of the- (t - i)-th special enclosed 
spread of S*, is deterinined by the ri left-liand colutnns of the augmented array, 
and is tlierefore not itself enclosed in Sm, unless rd = O (Cf. § 30). 

I)ually, the focal spread S""" of the itli special enclosing spread Si' of' 
a given spread S does not itself enclose S, unless the range of Sii is zero. 

47. By the use of the normal systern of directrices just explained 
(SS 39-46) we cnn iminediately derive the following tlieorems (&$ 47-49). 

The focal spread Si, of cc given 
spread S i s  also the focal spread of 
its own tangent spread Si, . Shitt is, 
a focal s ~ r e a d  and its taîzgent sprend 
are of the same range. Hence a gieen 
spread and its first special enclosed 
spread have the same focal spread. 

48, The itli focal spread Si, of 
a given spread S is also the jth focal 
spread of its own jth tangent spread, 
provided j _L i. 

The tangetzt spread Si' of a given 
-spread S i s  also the tangent spread of 

its own. focal spread Si'. That is, a 
tangent spread and its focal spread 
are of the satne range. Hence a given 
spread and its first special enclosing 
spread have the sanze tangent spread. 

The ith tangent spread Si' of R 

given spread S is also the j th tangent 
spread of its own jth focal spread, 
provided j 2 i. 

AH ith focal (tangent) spread and ils Ist, 2nd,. . . , i t72  tangent (focal) spreads 
are al1 of the same range. A given spread and its itli special enclosed (en- 
closirig) spread have the saine itli focal (tangent) spread. 

49. The East spread of a descending (ascending) series G of i + 1 ternzs 
determines a n  ascending (descending) series rrul~ose first i + l terms form a 
regular series W. If G is itself regulnr, it coincides with H. If the last j terms 
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of G are al1 of the sanie range, tliey are cotninon to G and H. If any t e r ~ n  
of G is of lower range tlian the precedirig term, it is the startingpoint of 
a regular ascending (descending) brnnch series. 

Hence a descending (ascending) series lias as  many distinct ascending 
(descencling) branch series, al1 regular, as  tliere are reductions in range in 
its pairs of successive ternis. 

If a regular desceiidiiig (ascending) series of i spreads is continued down- 
ward (upward) by a spread S of lower range tlirin the rest, S deterniines 
a regular ascending (descending) bbrünch series of i + 1 spreads. 

50. Given a set of positive integers r , ,  mi, n and t, satisfying the condi- 
tions (16), (26), (97) and (48), it is always possible to find in ( n  - 1) dimensional 
space an infinite number of spreads S:, each having a descending series of 
t + 1 focal spreads of the form (15) (*). For we have only to choose the di- 
rectrices A,  ,.. ., A,., arbitrarily, except tliat they and their I st,. . . , t tli deriva- 
tives are independent, then to choose the nest set of directrices Ai,,+, . . . . , A',, 
arbitrarily, except that tliey and tlieir Ist, . . . , ( t  - 1)-st derivatives are inde- 
pendent of eacli otlier and of the preceding directrices and their Ist, ..., tth 
derivatives, and so on. But the total nuinber wc+ r of directrices and deriv- 
atives so obtained is not greater than n; so tlieir independence is always 
ohtainable. Hence S';, can alwaya be found and its determination depends on 
the clloice of r arbitrary directrices. 

Dually, it is alwsys possible to find an infinite number of spreads eacli 
Iiaving an asceîzding series of tangent spreads of given raiîge. 

SPHEADS HAVIKG A GIVEK  TH FOCAL BPKEAD. 

51. On the other hand, the question whetlier it is always possible to 
find a spread liaving a given spread as  its focal (or tangent) spread is to be 
atlswered in the negatire. For if a given spread Sm is a focal spread, its 

(*) Cf. SEGRE, 1. c., page 91. 
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normal directrices togetlier witli the first and also the second derivatives of 
tliose of highest order rnust form an independent system, and tliis condition 
is not always satisfied. If it is satisfied, S';, is the focal spread of its own 
ta.rigent spread c+, and also, if I ~ L  + B r' I - n, of an infinite nuiiîher of spreads 
Sm,, of range r ' )  r .  The determination of the latter depends on the clioice 
of r'-  r\directrices, which are arbitrary except that tliey and tlieir first de- 
rivatives are independent of one another and of tlie directrices of the 2nd 
tangent spread Sm+,, of 8:. 

Siinilar results hold for the more genernl case in wliich S';, is an itli 
focal spread. 

59. Hence a necessnry and sufiicient condition that a given sprend S,,,,  
of range r,  is an itlz focal spead  i s  that its ith tangent spead  be also of 
range r ,  tliat is, be an SI,,. When this condition is satisfied, S; is the itli 
focal spread of only one spread of the miniinurn dimensionality 1n -+ i r ,  na- 
inely Sm,. itself, and of an  infinite nuniber of spreads of higher dimension- 
ality m', and therefore of higher range r' (provided nt' + r ' s n ) ,  the determ- 
ination of which depends on the choice of Y'- r arbitrary directrices. 

Dually, a mcessary and suflicient condition that a giveîz spread S,, of 
range r i s  an ith tangent spread is that its ilh focal speccd be also of range r ,  
tliat is, be an S*,-,. Wlien tliis condition is satisfied, S: is the itli tangent 
spread of only one spread of tlie maximum :dimensionnlity 4 t h  - i r ,  nainely 
S k i ,  itself, and of an  infinite number of spreads of lower diiiîensionnlity lu', 
and tlierefore of Iiiglier range r', provitled m' - r' 2 - 0. 

P A R T  II .  

Advanced Theory, Includiiig a Study 
of .the Relations between Ascending and Descending Branch Series. 

53. We now proceed to derive the parametric equatioris of the spreads S A p  
belonging to the various descending brancli series deteriiiiried by the tangent 
spreads of S. Thel  will help us to discover soine of the relations which exist 
between the spreads 8'11 on tlie one liand and the spreads SGlb on tlie otlier, 
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and also to gain additional information about the spreads SW and SaFU. We 
shall assume tbrougliout tliat the equations of S are expressed in terins of 
the normal system of independent directrices (%). 

54. It is obvious tliat s systein of fundamental directrices of Si is ob- 
tained by adjoining to the array (2s) i additional rows a t  the top, containing 
the Ist, %id,,. ., and itli derivatives of tlie directrices in tlie upper row. The 
directrices of the augmented array so obtairied are not necessarily indepen- 
dent, unless i = ? (See § 46). Tliey are independent, if Sc-' is of the sanie 
range as  S; while if S"' is of lower range tlian S, the fundamental directrices 
of Si are connected by certain identical linear relations. In terms of the coef- 
ficients involved in these relations we can write, as  we sliall see, the equa- 
tioris of the successive focal spreads of Si-'. 

Since the treatment of the general case is somewliat complicated l q  
reason of the numerous suffixes that seem to be reyuired, it will tend to 
clarify the general liiie of argument, if we çive a preliminary discussion of 
a special case, 

ILLUSTKATIVE ESAMPLE, o$$ 55-67. 

55. Let S lje a six-ditnenuional spread (geiierated h y  cw' 5-flats) of 
range 3, wliose first and second focal spreads are of ranges '2 aiid 1, re- 
spectively, and whose first and second tangent spreads are of ranges 3 and 2, 
respectively. In the notation of 39-45, t = 3, r ,  = 1 ,  r ,  = 2, v, = r = 3, 
WG, = 0, tt2,  = 1, 1 ~ 2 . ~  = 3, w1., = 111. = 6. Hence 

and its normal directrices are those indicüted iii the tliree bottoiii 1-ows of the 
array 

A: A: A: \ 
A: A," A5 

A; A; di 

A; A; A: 

A; Af 

Al 

= Sl = [A , ;  il:, dl,] aiid S,,, =Si = [A,]. 
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Moreover 

SI," = Sy = [A ,  ; A:, Ai ; Ai ,  Ai (A = 1, 9, 3)], 

S " O = S ? ,  = [ A , ;  A:, A:; A;, Ai, A i @ =  1, 2, 3)1, (33) 
S"O=Sl ,= [A, ;  A : ,  A: ;  Ai,  Ai, Af,  A i ( l = i ,  9, 3)]. 

The twelve fundamental directrices of S:, aie those written in the five bottom 
rows of the array (31) and are independent, while the fifteen fundainental 
directrices of SI, are those of the entire array and are connected by one 
linear relation. 

The diinensionality n - 1 of the fundamental flat Fa-, within which S 
is enclosed inust he at  least equal to 13; if it equals 13, SI, is of range zero 
and coincides with PR-, . 

TKANSFORMBT~ON 010 THE LINEAR RELATION. 

56. The linear relation just mentioned we write in the form 

where tlie suiiîmations liold for 1 = 1, 8, 3. The coefficients hgl as well as 
the quantities A{ are a11 functions of w, and the equation is a n  identity 
in o. Upper indices, as before, denote differentiation as to o. Obviously the 
three leading coefficients ho,, ho,, ho, cannot al1 be identically zero. 

It  will be convenient for Our purpose to transform that part of (34) 
which involves tlie second aiid liigher derivatives, and write the equation 
in the form 

57. We wish to show that this is always possible and to find the equa- 
tions of transformation. That is, we wish to show that twelve quantities t,), 
functions of w ,  can always be found to satisfy the ecjuation 
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wliich is an identity i n  the twelve quantities A: (A = f ,  2, 3; 8 = 9, 3, 4, 5) 
as well as in w. 

The left-hand member, by means of LE~BNITZ'S theorein on the derivatives 
of a product, becoines 

Hence, by equating the coefficients of the quantities Ai, we derive tlie equations 

= hox , \ 

whicli nlay be written coinpactly in the form 

Regarding tlie qunntities 1,x as unknown. we easily show that these equa- 
tions, whicli are clifferential equatioiis in form, but allgebraic in essence, have 
one and only one solution, nümely 
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wliicli can be written 

58. We wish to verify this fact by a inethod whicli is sufficiently qeii- 
eral to apply without essential change to the general case to be considered 
later ( 5  78), and wllicli will müke a restatemerit of the argument uiiileres- 
sary at  that point. 

Taking the (F - ?)-th derivative of both sides of (3s') and substituting 
the value of Zp so found in (377, we obtnin 

~ e r e  p - 2 y, and when p = y ,  y varies froin zero to F ;  liencc we can rearrançe 
tlie terins and write (39) in the form 

But (40) is identically true, because by a well-known combinatory forniula (*) 
tlie coefficient of h$;r in the right-hand meniber vanishes, except when y = 8. 

Consequently the ecjuations (38') constitute a solution (and evidently the 
only one) of the equations (U), and tlierefore also of the equation (36) ; and 
by llieir means e~-ery linear relation (34) can be written in the forin (35). 

59. We now introduce three auxiliary quantities 

wliere the summations are again for 'h = 1, 2, 3. 

(*) See NETTO, Combinatovik (1901), page 16, second foriiiula, puttiiig +t = 3 -- 7 afid 
m = P - 7 .  
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These will enable us to mi te  the equations of the Ist, 2nd and 3rd 
focal spreads of SqO, whose dimensionalities and ranges, as  determined by 
the theorenis of $§ 48 and 49, are indicated by the notation 8%' =S:,, S2*' =Ss, 
8%' = S ,  ; the range of S ,  is undetermined, but must be I 8 .  - 

We wish, nainely, to prove that their eyuations are a s  follows (S'fO is 
included for the sake of completeness): 

s ' * O  = = [A, , A: , A: ; Ai , Al , di (A = 1, 2, 3)] , 1 
8 ' 7 '  = S,', = [A,, A:, A: ; Ai,  A; (A = 1, 8, 3) ; L%], 

8%' =Si = [A,, A:, A: ; Ai (À = 1, 8, 3) ; LA,, L: , ] ,  t (43) 

sq3 = s, = ('A,, A: ,  A:; L o s ,  L i , ,  L,,]. 1 

60. Proof. Provisionally, let us denote the spreads defined by the Bnd, 
3rd and 4th systems of curves of (42) by the syiiibols (48,), (48,) and (48,). 
Tlieir fundamental directrices, as  so given, are independent, because the fun- 
darnental directrices of 83," are independent, and the coefficients l , ,  , Io,, l,, 
cannot al1 vanish. Accordingly, the dimensionalities of (48,), (42,) and (48,) 
are equal to 10, 8, and 6, respectively. 

It  will be sufficient, therefore, in view of the first theorem (right-liand) 
of 87, to prove that the condition (a) of § 85 is satisfied in al1 three ca.ses. 
Indeed, if it is satisfied in the case of the spread (48,), it obviously will be 
in the other two cases. Hence we inerely have to show tliat the fundamerital 
directrices of (48,) and their ist, 2nd and 3rd derivatives are directrices of 
8%'. Part of this statement is iminediately evident and the rest becomes so 
by nieans of the relation (35). For instance, LI ,  and L:, are directrices of SZ9', 

because they involve no derivatives of the quantities Ax higher than the 4th; 
while Lf, is expressible, by means of (35), in terms of derivatives not liigher 
than the 3rd; and Li,, therefore, is expressible in terlns of derivatives not 
liigher tlian the 4th. A sirnilar argument holds for the other fundaiiienisl 
directrices of (hg,), and the proof is complete. 

THE SUCCESSIVE TANGENT SPHEADS OF S:,, AND OF S,,, . 

61. Since the entire tree determined by S is also determined by S'y" 
(although the corresponding spreads are not the saine), therefore the ascen- 
ding brancli series determined by Si ,, which is in this case the 2nd focal spread 

Alznali di Matematcca, Serie III, Ton10 XIX. 31 
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of S',", is regular for a t  least three terrns. The first four terins of this series 
are given by the equations 

S , , o = S ~ = [ A l ;  Ai ( 1 ~ 1 ,  2)], 

SI,, -- S,"= [A,; Ai ,  Ai (A = 1, S)], 

S , , ,=S?=[A, ;  Ai ,  Ai ,  A;Z ('h=1, 2)], 

S,,,=S, = [ A , ;  Afi? Al,  Ai ,  AQ, (A = 1, 2)]; 

their fundanlental directrices al1 lie in tlie first two columns of the array (31). 
The range of SI,, inay be 2 or 1, but riot 0. For if it were 0, the direc- 

trices of the first two colunins of (31) would be connected by two indepeii- 
dent linear relations; whereas the directrices of the entire array are con- 
nected by only one relation, riainelÿ (35). Hence SI,, is of range 2, unless 
the condition 

1,,=113=1,,=1,,=0 (44) 

is satisfied, in wliicli case it is of range 1. 
62. Sirnilarly, the ascending branch series determined 

by S,,, is regular for a t  least four terrns, and its first five 
terins are given by tlie equations 

s,,, =s: = [ A , ] ,  

s,,, =si = 1.4 7 4 1  7 

S2,2=Sg=[A,y A:, Al], 

s,,, = 5': = [Al 7 A: 7 A; 7 4 1  , 
S,,, = S,  = [A, , 4 ,  A:, 4 ,  4 1  . 

S5 is of range 1, uriless the identical relation (34) or (35) 
6 involves only the elernents of the first coluinn of (31), in 

wliicli case it is of range O. 
63. We have now found al1 the spreads, seventeen 

in number, of the tree detertnined by S7 so far as  they 
can be found merely by the given definition (s 65). Their 
climensiona.lities are indicated scliematically in the adjoining 
table. The remaining spreads of the tree depend for their 
nuinber and distribution on the further specialization of S ;  
but the arnount of variation in the different distributions 
is narrowly restricted, as  we shall see. 
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6L Taking up the case in wllich (44) is satisfied and SI,, is of range 1 
(=Si), we see that SI,, will then determine a secondary descending hranch 
series of which the first four terms are regular. Their equations can obviously 
be obtained by the metliod just explained (§ 59) for the descending series 
determined by S"', and are as follows: 

In the definition ($1) of the yuantities L,, , LI, and L,, involved in (49) 
and (46) it is to be observed that in view of (44) the suminations can now 
be limited to I = 1, '2. 

Coinparing (48) and (46) we discover tlie remarkable fact that S"I" coin- 
cides with s,,,,, and is therefore of range 1 (= SB). Hence Sa,' and SI,, (= Si), 
which belong to the two distinct branch series (48) and (43)) respectively, 
are in  this case connected by still another series (46), which is regular and 
deterinined by both spreads, and which we mag cal1 their cotanecting series. 

Consequently 8%' is the the 3rd special ericlosing spread of SI,, (= S:), and 
their coinmon 3rd tangent spread is S,,,; dually, SI,, is tlie 3rd special en- 
closed spread of 8%' (= S:,), and their coinmon 3rd focal spread is 83,". 

65. If, however, Si,, is of range 8, the principle of duality shows that 
S2l3 is also of range B Hence S"', like SI,, , may be of range '2 or 1, but 
not 0 ;  and the two spreads are either bot11 of range 8, or both of range 1. 

To find additional terins of the three ascending series (33), (43) and (45), 
when the ranges of their respective spreads S3>0, SI,, and S,,, are known, is 
a simple matter, requiring no further mention. 

To find additional terms of the descending series (49) is more diffjcult 
and requires, in general, the use of the principle of 5 16, somewhat a s  wns 
done i n  $9 36-38. 

66. Tlius, to find the equations of S'14, we are led to consider the 
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matrix 

- 
L= 

and the partial lnatrix L formed by ihe first six columns of Letting p be 
the range of SZp" we see that 4 + ? and 5 +  p are the ranks of the matrices L . 

and L, respectively. The non-vanishing determinants of order 5 + p of are 
directrices of S2y4 and 5 - p of them are independent; together with A, they 
form a systein of fundamental directrices of S4. 

For instance, if p = 2; we easily find that 

ANOTHER TRANSFOHRIATJON OF THE LINEAR RELATION. 

67. On the other hand, if 8%' is of range 1, we have also a t  our dis- 
posa1 an  entirely different and more advantageous method of finding S ' y '  

(in this case an S,), in which the identical relation (34) is treated in a new 
way. We now write (34) in the forin 
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instead of the form (35). That is, we employ the derivatives of linear homo- 
geneous functions of A: and A; instead of the derivatives of linear honioge- 
neous functions of Al, AB and A:.  This is now possible, because tlie con- 
dition ho, = hl ,  = h,,  = h,, = O, which is equivalent to (U), is satisfied. The 
equations of transformation, arialogous to (38), could easily be written. In- 
troducing the quantities 

we can now rewrite the equations of the spreads of the two descending se- 
ries (49) and (46) by substituting for the quantities L,, , LI, , L,, and tlieir 
derivatives the corresponding quantities BA,, BI,, BA, and thejr derivatives. 
In particular, for their coininon spread we mi t e  

This metliod of choosing t.he fundamental directrices of S27Vimmediately 
enables us  to descend to the required spread 

By another application of the method of 5 66 wc! could easilg descend one 
step further to the spread S"5. 

In the gerieral discussion, to whicli we now returri, we shall use a 
~iietliod which can be applied, according to cireunistances, in any one of a 
number of ways, analogous to the two ways just described of writing the 
relation (34). 

ASCER'DING SEHIES A N D  SUCCESSIVE KEDUÇTIOKS Ih' RANGE. 

68. As in 95 53, 54 let S be the general spread S:, given by tlie di- 
rectrices (%), § 4.L Let tlie ascending series determined by S consist of thc 
.u + 1 distinct spreads 

Si~"s~::, ( k 0 ,  1 ,  ..., u), 

O tlie liighest of whicli, S"9O (= SZ::, = Sm:+. = Pn,*+,,-i), is a fixed tlat witliiii 
which al1 the spreads of the tree determitied by S are enclosed. We can 
obviously write 
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where S denotes the system of curves (84). The conditions 

are evideiitly satisfied. 
Let s, denot,e the reduction in range tliat tükes place in nsceriding from 

S"hO to Si>'. Tlien the conditions 

Tt+$ = r - (s, +- .+si) 
( i =  1, ..., u -  1) ,  ! (09) 

- - =%+1 + . - + su 

are also satisfied. 

69. Silice the range r,,, of S19O is s, units less Llian tlie range of S, 
tlie fundamental directrices of 8%' must be connected, if s, >O: by si ilde- 
pendent linear relations, or differential ecjuatioas, of the form 

In these and al1 similar eyuations every cluantity Aj, not alrencly defined in 
§ 44 is assiiined to have the value zero. That i s ,  A$ = O, when j < t - 1 and 
1 > ~ j + , .  
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Since tlie left-liant1 ~iieiiibers of the equations (69) are independent lin- 
ear functions of Ai+',. .., A I ' ,  the niatris of the coefficients of tliese quan- 
tities, nainely 

inust be of rank s,  for general values of W. 

Ascending one step further, we find the funtlainetltal directrices of S310 

connected by 2 s, + s, independent linear relations, nnniely (a) the s ,  equa- 
tions (G%, (b) s, equations of the forrn 

obtained froin (62) ])y differentiation a s  to w, and (c) s, additional eyuntions 
(if s, > O) of tlie forin 

Since tlie left-hnnd members of the s ,  + s, equations (G3), (GL) are independent 
linear functions of AYg, ,. . . , Ar8, the matrix 

whose elements are the coefficients of Aite,. .. , Ar2  in these ecpations, must 
be of rank s, -+ s, . 

70. Continuing in tliis way, we see tliat the fundamental directrices of 

S"+'yO, nz + (i + 1) r in nuinber, are connected hy \y (i - S + 1) ss independent 
&l 

linear relations, of which the following: 

s, + . . . + si in nuniber, niay be regardecl as fzc~zdaszental, and the rest are 
obtaitiecl from tlieni by differentiation as ho o. Slie niatris 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



838 R a  num:  O n  the fiojective Differential ~eomeirg 

whose elements are the coefficients of the highest derivatives of the quan- 
tities Ax in the equations (66), and which lias r columns and s,  +. . - +- si 
rows, is evidently of raiîk s, + . +si. 

The relations (61) and (64) are included among the relations (66), and 
correspond to the values E = 1 and E = S. Putting i = u in (65), we obtain 
the coinplete set of fundamental relations, s, + . - - + s, (= r )  in number, in 
virtue of which S'"+'~O coincides with Su,' and is of range zero. 

71. We next consider the ascending series determined by Si,, whose 
range is r,, and whose equation was found in $ 45. For its i lh  tangent 
spread we have the eyuation 

Let the successive reductions in range a t  the different steps of the ascent 
froni Sjj  to Sj,j+, be s I j  ,..., s,; then the range of Sj,,+; will be 

( ~ i j t "  ' t s i j ) ,  (67) 
and the inequality 

S l j  + ' ' ' + Si j  5 Tt-j 

must hold. 
(68) 

72. Every reduction in rmge indicates the existence of one or more 
identical relations among the fundamental directrices of Sj.j+i+i ; every such 
relation is a relation among the fundamental directrices of S"', and so inust 
be linearly dependent, on the relations (65) and their derivative ' relations. 
Among those which involve A:+",. . . , At+i ,,, the number of independent re- 

lations is sI j  + . . + s, ; hence 

This theorem and its correlative may be stated as follows. 
In  ascending frow the jt7z special 1 In  descevzdiny from the itlz special 

enclosed spread S j j  o f  a given spread S 
to its itlz tangent spread SjIj+( the re- 
sulting reduction i n  range cannot he 

enclosing spread S'i of a yiven spread 
S to its jth focal spread S'>'++-l the re- 
sultivzg reduction i n  range cannot be 

greater than that wltick takes place i n  
a,scending from S to its ith tangent 
spread S'O. 

grenier than that which takes place in 
descending fro~n S to its jtlz focal 
spread Sj,o. 

It  is to be observed that altliough s , ~  < s,  , s, (E > 1 )  is not necessarily < - se. 
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73. Coinparing (59), (67) and (69), we see that tlie range of Sj,j+i cannot 
be less than Y,+, + r,, - r (= r'). If r' > 0, tliis is an actual restriction on 
the range of Sj,,+,; and the special case in whicli its range is ec~ual to r' 
exists and is characterized by . tlie eyuation sI j  + . - . + s, = s, + . . - + si. 
This case is obviously the one in wliicli the relations (63) involve only the 
fundamental directrices of Sj,j+i+l, atid in w71iicli, tlierefore, the equations 
s, = s, ( E  = 1 ,. . . , i )  al1 liold. Hence : 

74. We sliall assume that the fuildaniental relations (65) have been 
selected as follows: 

First choose a set of independent relations (if an7 exist), which, together 
with their derivative relations, fix the liiiear dependence of the f~indanlental 
directrices of S,-l,,+i, and which, tlierefore, involve oilly the quantities in first 
r ,  coiumns of  (244) and their derivatives; tlien clioose a. set of additional re- 
lations, independent of those already cliosen and of each otlier, wliich, to- 
getlier with those already cliosen. and their derivative relations, fix the linear de- 

If the total reduction in range is 
the satne in ascencling frotri S, to 

and from S to S1, the partial 
recluctions are the saine for each step 
of tlie ascent. 

Anrtali di Içlatematica, Serie III, Toino XIX. 32 

If the total reduction in range is 
tlie same in desceiidilig from Si' to 
S'?;+j and fïoin S to Sj, the partial 
reductions are the same for each step 
of the descent. 

The following theorem lias now been proved : If a spread S, its itlz tan- 
gent spread S i h n d  its jth focal spread s,, are of ranges r ,  r,+i and r,,, re- 
spectivelg, rvhere y,+, + r, ,  - r 2 - O, tlzen the mini+)tum value of the range of 
Sj,j+i, and also of Si,+', i s  r++ + r,, - r ; 
and if Si,,; has ils iiiinirnum range, 
each of the sprends Sj,j+i ,..., Si,j+i-i 
lias also its miniinuni range. 

and if S i p i + j  lins its niinitnuiii range, 
each of tlie spreads Si,'+' ,,.., 
lias also its miniinuin range. 
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pendence of the fundamental directrices of 8,-,,,+,-, ; and continue this process 
until the coniplete set of relations is obtained. Nuinber thein in sucli a way 
that those which involve only tlie fundamental directrices of Sjjti+, are ob- 
tained, for every value of j from 1 to t - 1, by giving to p, in ( 6 ) ,  the values 
1,9,.,., stj ( E =  l , . . . ,  i). 

THE SRANSFOXMATION OF THE FUNDAMENTAL IIELATIONS. 

7 5  We now proceed to find the directrices of tlie successive focal 
spreads of Si>' and of Sj,.+; (j = 1 ,. . . , t - t), in eacli case einploying the cor- 
respondinç part of the relations (65). 

Following the method used in the special case (9s 56-58), we first trans- 
form the equations (65) and write tliein iii the form 

(y = 1 , ..., S E ;  E =  1, ..., i), 

where G is a fixed non-negative integer to be c7tosen as sruall as t7ze conditions 
o f  the particular case will allow, and fi,,, (A,  C) denotes a linear hoilloge- 
neous function of the quantities Ajn and CA involving no derivatives of Al 
lligher tllan the (o- 1)-st. Eviiiently G can always be chosen < t -  1. 

The transforina.tion can always be accomplislied and the new coefficients 
can be found by means of the equations 

The old coefficients are expressed in terms of the new by means of the 
equations 

In particular, puttiiig p=  O in (71), we have 
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The matrix 

.. is of rank s, +. + si for general values of w. 

76. As in § 59, we introduce, for each value of G, a. set of auxiliary 
quantities 

V-P 

( v = O  ,... , t + ~ - G -  1 ;  p=1, ... , SC; & = 1 ,  ..., i). 

In particuIar, for v  = O, we have 

LT,,,,, involves the (v + a)-th, but no liigher, derivatives of the quantities Ai .  
In terms of these auxiliary quantities we can write the equations of the 

first t + i - a focal spreads of Si'', as  follows: 
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77. Since the proof of these for~nulae is not essentially more dificult 
tlian that given in § 60 for the special case, we shall omit it. Only one point 
requires mention. The si directrices of the spread S'jl are independent 
of one another and of the directrices of S " ' y o ,  altho the r curves Ai+'-', ..., 
Ari-', on which they are linearly dependent, are themselves not independent 
of the directrices of Si-'¶'. 

This follows from (74) and the fact tl-iat the linear dependence of these 
curves is fixed by the first i - 1 sets of relations (70), whereas the directrices 
under consideration depend on the itl-i set of relations. Sirnilarly, in the gen- 
eral case of the spread Si' the directrices Li7,ao-" are al1 independent of one 
another and of the directrices of or Sv-,,, as  the case niay be; and tlie 
dimensionality of gv is equal to that of (or plus the nuniber of 
the additional directrices. 

78. If G cannot be chosen < t - 1, the formula (78) determines only 
one spread S'$+'. Sirice the descentling series of spreads Si" is regular as  far 

i 

as S ", inclusive, therefore S" (0 < v g - i) is of range r,+; (= r - ss) and di- 
s=1 

mensionality nt,,; - v r,+i. 
When v > i  and Si' is determined by (78), its dimensionality is 

i 
ltl.t-,+i + z (V - i + 6 )  sa and its range (escept when v = t + i - 6) i~ 

k 1  
i 

- x SJ = + - r. This is the smallest value tliat the range of 
s=i 

Si* can have, for given values of r, r,+i and r,-Y+,. 
When v = t + .i - CT, the range of Si' can be found and the equations of 

its focal spread S'>'+l, which are not given by (78), can be obtained by a 
method analogous to tliat of § 66. 

79. In order to write the equations of tlie successive focal spreads of 
S,,,+,, we employ only those particular relations (70), s , ~  + . . . + s, in nuinber, 
which involve the directrices of Sj,j+i, and the corresponding auxiliary quan- 
tities (75); and we find that 
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S . .  I , ~ + I : v  . = [ S . .  ,,)++,,; ($=O,.,., v-i+~-1 ; y=I,...,  SE^ ; ~=i,..,, l)] { 
( v = i + l , . . . ,  i + j ) ,  (80) 

LY~,~+,,,, = [Sv-;; L~'$~'-" (p=O ,... , Y-i+~-1; p=1, ... , Sry; ~=i,..., 1)) 

( v = i + j + I ,  . . . ,  t+ i - a ) .  1 . (81) 

In tliese formulae o can be cllosen 5 t - j - 1 ; if G = t - j - 1, tlie for- 
niuln (81) determines orily one spread Sj,j+i,j+i+, The descending series of 
spreads Sj,,+,,, is regular, of range 

a s  für a s  Sj,j+i,j+; and since S,,j+i is evidently of dimeiisionality 

tlierefore, if v - _< j + i + 1 ,  Sj,j+i,, is of diliieiisioiiality 

i 
m,, + (i + j - v )  r,, + E (Y - i + 8) SS, . 

a= 1 

In particular, SJ,,j+i,j+i is of dimensionality 

i + E (j+- 8 )  .sSj . 
S=l 

The descending series (SI), like (7S), can be coiitinued one step furtlier 
by tlie metliod of S 66. Comparirig (79) and (80) with (77) and (78), we easily 
verify the fact that Sj,j+i,, is eilclosed in Si'. 

THREE SPECIAL CASES, 80-89. 

80. We shall now consider tliree special cases in wliicli G, in forliiulae 
(77) and (78), can be cliosen < t - 1. 

First, if it  Iiappens tliat r ,  = r,-, = . . . = r, j ,  tlien 6 can be ctioseii as 
srnall as  t - j -  l , .and tlie equations of the spreads Si9+', ..., will be 
given bÿ (78); lience the descending series of focal spreads of will con. 
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tinue regular, of range r,,,, as far as This was to be espected, hecause 
the entire tree determined by S is in tllis case also deterniined by Sj, and 
8 ;,+j = (sj)+j,+.i 

THE CASE IN WHlCH Sj,j+i IS OF JIINIMUhI RAKGE. 

81. The second special case, wl~icli is niore interesting, is the one con- 
siclered in § 73, in wliich s,  = s~ (E = 1 ,. .. , i), and in wliicli, tlierefore, the 
identical relations that fix the linear dependence of the fundamental direc- 
trices of S i + ' 7 0  involve only the directrices of the first r,-, columns of the 
array (22) and tlieir derivatives, nainely the fiindainenta1 directrices of Sj,j+i+i. 
An example illustrating this case was given in $3 64 and 67. 

We cati again clioose c as srnaIl as t - j - 1; and the sprends S"'fi , - . .Y  

Si>,'+' wilk be given by the equations (78), but will no longer necessarily fornî 
a regular series. 

82. In this case, putting v = i + j in (78) and (80), we discover that 
Si9i+j coincides with Sj,j+,,,+i, and tlierefore tliat t l~e  ( i  + j)-th focal spread of 
Sj,j+,, which, as ;we saw in § 33, is always ericlosed in Se.'+', i n  this case 
coincides mit12 Si>'+j. In otlier words, is the ( i  t j)-th special enclosed 
spread of 85,"; and dually Sci+j is the (a + j)-th special enclosing spread 
of Sj,,". 

53. Hence and S,,i+i are of the sanie range + - r (= r' 2 - O), 
which, in view of §S 72, 73, is a rninimu~n for both; aiid if r'> 0, tltey forut 
the first and last terms o f  a regular co~z~zecting series of i + j + 1 sprends. 

The two following tlieorems, both converses of the one just given, are 
evidently true : 

If the ranges r, rt+i aizd r,-j of 8, Si)' and S,,,, respectivelg, sntisfg tlze 
ittequality rtti +- r, ,  - r (= r') 2 0, and i f  the range of one of t7te tlvo sp~eads  
S"7'kj  a t ~ d  Sj,,+, has its ~ninirnunr value r', the same i s  trzte of the otlzer, and 
tlce first is  tlze ( i  +- j)-th focal spread of tlte secorzcl. 
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If Si,'+' is t72e (i +$-th focal spread of S,,,,+;, then r' 2 - O and bot72 spreads 
are of ~ ~ t i n i m u w  range r'. 

84. Moreover, i f  S i 9 + j  is t7ze ( i  + j)-th focal spread of S,,+,., it i s  clear 
tkat Sa9a+t3 ( K  2 i, 5 j) is tlze (a + p)-th focal syvead of Sp,.+a, and tlierefore 
tlint they also are connected by a regular series. This connecting series will 
be merely a pa.rt of the one connecting S'?+j and Sj,,+;, if Si'' and Sap0 are 
of the sanie range and if Sj, and S p ,  are of the same range; otlierwise it will 
be n distinct series. Hence if the numher of reductions in range that occur 
in tlie aseent froiii S to S.?' is i' (si) - and the riuinber of reductioiis in range 
tliat occur in tlie descent froin S to S,,, is j' (Lj), - tlien tlicre are exactly i'j' 
distilzct cotznecti~zg series between the spreads Sa,"+? (a = 1 ,. . . , i ; F = 1 ,. . . , j) 
on the one liant1 and the spreads SP,?+. on Llie otlier. 

8 . .  = S'>'+.!=A FIXED FLAT. 
J7J 

85. A subcase of sotne interest is the one in wliich r' = O; S'++qs tlien 
of range zero and coincides witli S,,,+<. 

Thnt is, i f  r,+i +- r,, - r = 0, and i f  the (i + j)-th focal sprend of Si?' i s  
a fixeii? flat F, then li' is  also the (i+j)-th tangent spread o f  S,,, - Every 
spread of the entire tree determined by Si>"encloses F, and erery spreacl of 
the tree determined by S,,, is enclosed in IF. 

Moreover, if S.-',' is of liigher range tl-ian Sc0, the former does not eii- 
close F, and tlie spreads Sj,o, S,,, , . . . , S,,i+, (= F) are al1 distinct. Dually, if 
8,-,,, is of Iiigher range thaii S,,,, Ille fornier is not enclosed in F, and llie 
spreads $'3', Si?' , . . . , S i 7 ' + , j  (= P)  are al1 distinct. 

A CASE IR WHICH Sj,,+; ENCLOSES  si^"+'. 

86. A third specid case i n  which 6, in (77) and (78), can be cliosen 
< t - 1, and whicli inclildes the second case but is soniewliat more general, 

i 

is tliat in wliich s , , ~ - ,  = s, (E = 1 ,. . . , i), and in wliicli the I: (s,  - s,j (= s') 
e= l  

iclentical relations (70), tllnt are inclepeiiclent of tliose fixing tlie linear depen- 
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dence of the fundamental directrices of Sj,j+i+i, involve iiierely the r,,,, - r,, 
curves 

At-' At-' 
rt.j+ I - - . 7 )**-j+~ 7 (86) 

and not any lligher derivatives of the same. Obviously s' 5 - ri,+, - r,-j. We 
cari clioose G = t - j. 

Putting a = t - j and p = j + e in tliose particular eyuations (70) tliat 
involre tlie yuantities (86), we find tliat the coefficients of these quantities 
are Z + , X ~ ~ , ~ - ~ .  But these coefkieiits are not involved in the ausiliary yuan- 
tities L y , s , t - j ,  cleiined by (73); for the liigliest value of p occuring there is 
j + ~ - - 1 .  

Hence, putting v = i + j  in (78), we see tliat the quantities (86) are not 
involved in the expression for the directrices of Si3'+j7 and tliat the latter 
spread, therefore, i s  enclosed i n  Sj,,{. Moreover, it is easy to see that 
rt+; + riPj - r (= r') 2 - O, and that S"+j a?td Sj,+; are of t72e same range 
r ' t s ' ,  althougli they do not necessarily belong to a connecting series. 

87. To illustrate tl-iis case take tlie example considered in # 55-63, 
aiid let the relation (34) or (35), of $j 56, involve Ai but not A;, A; or A;; 
tliat is, let l,, = il ,  = l , ,  = O and l,, =I- O. Take i = 8 and j = 1; then ri+i = 2, 
r,-j=27 r '=  1 ,  s'= 1 ;  S"'+J'=S"3=S,, as given by (49); Sj,j+i=Sl,S=S9, 
as giren by (43); S, and S, are both of range Y'+ s'= 2. Equations (41) 
show tliat L,,, L , ,  and L,, do not involre A3 or its clerivatives, and there- 
fore that S, is enclosed in S,. But S, is evidently not a focal spread of S,, 
as in 8 64. 

Si?'+' COINCrDING WlTH SjJ+;. 

88. In the subcase in wliicli r' = O the fundamental directrices of S"ji+j, 
as  given by (7Q include exactly enough linear functions of the quantities 
Ai = 1 ,. . ., r,,; 8 = t - j , . .., t + i - 1) to deterniine al1 of the latter, and 
Sd2'+j coincides with Sj,;+(. 

Henee, if r,+i + r,, - r = O and the conditiom of 8 86 are fillfilled, S",'+' 
i s  of  rarzge s' a~zd coincides 1vit7t Si,;+,. Consequently, Si7'+j, its first i + j focal 
spreads and its first i + j  tangent spreads together forin a regular series of 
2 (i + j )  +- 1 terms, al1 of range s'. 

89. To illustrate this subcase we can again return to the example of 
$jS 66-63. This thne let i = j = 8; tlien r,+i = 8, r,, = 1,  and Y' = O. Let (34) 
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involve A: but not any of the other ele~nents in the 2nd or 3rd columns 
of (31). Accordingly, (34) caii be written in the forrn (49), of 5 67, and the 
condition 

bpi= O(1=8, 3; p=0,.1, 2, 3), b,,=I-0, (87) 

is satisfied. fij,,+, = S,,, = S,, as given by (45), and Si+'= = S, , as given 
by (58). The quantities Bo , ,  B,,, B,,, B,,, determined by (QO), involve only 
A, and its derivatives. Hence S'I~ coincides with S,,, and is of range 1. 
It deterinines a regular series of nirie spreads, including its first four focal 
spreads and its first four tangent spreads. 

If we alter the above condition (87) merely by putting b,, = O ,  we get 
an illustration of the case of 85. S27' will still coincidc with Es,,, but will 
now be a fixed flat 3'. The spreads (42) will al1 enclose F, wliile the spreads 
(45) will al1 be enclosed in F. 

90. Returning to the general case (§§ 68-79) and itnposing the one cori- 
dition that 

~ r + i  t Tt-, - r < - 0, (88) 

we find, in view of (59), 9 '68, that s, + . . . +si must be > - r,-,. This means 
that the nuinber of independent relations involving A;+' (1 = 1 ,..., r) is large 
enough to make it possible for the r,, curves Al '  (A = 1,  ..., r,,) to be di- 
rectrices of S ' O .  If so, s",', which always encloses Sj,j+i will also enclose its 
tangent spread Sj,,+;+, But this is obviously impossible, unless (88) is satisfied. 

Hence, i f  S"' enc1os.e~ Sj,j+i+i, or, dwQ, if S,,, is ewclosed in S'9'+jf1, the 
condition (88) uzust be sutisfied. 

91. In al1 tliat follows let r, denote the integer r,+i +r,, - r, where 
Y, rttr and r,, are, as usual, the ranges of the spread S, its ith tangent 
spread S.?', and its jtli focal spread S,,,, respectivelÿ; also let d denote the 

Annali di Mqtematica, Serie III, Toino XIX, 33 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



248 Ranunt: Ott the Projective Differetctial Geottzetry 

dimensionality of SjPj+, , the ( j +  i)-th tangent spread of Sj,, ,  and d' the di- 
mensionality of SCi+j, the (i + j)-th focal spread of Si!'. n7e wish to prove the 
inequality 

ci - d l z  ci + j )  ($9) 

Proof: I t  follows froni § 83 that if r,  2 O and if LS,,~,, and Si?'+j are both of 
minimum range r,, then d - d' = (i + j) r, . If the ranges of tliese two spreads 
are increased above tlieir minimum value, the dimensionality d of Sa+; will 
not change, unless the range of Sj,j+i-l is also increased, and if the value 
of d changes a t  all, it is evidently increased ; siriiilnrly, the dimensionality d' 
of S " y ' + j  will not change, unless the range of g>ifJ.-' is increased, and if the 
value of d' does change, it is decreased; for both reasons, therefore, the 
value of d - d' is either increased or not changed. Hence, if rij>O, (89) holds 
true. But if r,< O, it obviously holds true a fortiori; and the theorem is 
proved. 

In particular, i f  r, > 0, the dimensionality o f  Sj,j+i exceeds that of S"'"SJ 
by at least (i +- j) r, units; i f  r,  = 0, the dintensionality o f  S,,j,, is at least 
as great as that of Sili+j; and if Sj,;+; is of lotver diuwrzsionulity than S'yi++j, 
rij .i,mst be negative, and the difference betrueen their diwt,ensionalities cantzot 
exceed (i + j )  . 1 rij 1. 

9% If d .- d' = (i + j) ri j ,  the range of Sj,j+i-, inust have its ininiinum 
value ri -,,, (2 O> which means (5 73) tlia t s , , ~  = s, ( E  = 1 ,. . . , i - 1) ; and the 
ranoe a of Si$'+j-' inust have its ininiinun~ value ri,j-, (2 O), wliich ineans tliat 
S ~ . ~ - ~ = S C  ( s = l ,  ..., i): 

Hence, a ~~ecessary and sufficient condition that d - d' is exactly equd 
to (i + j) rij is that 2 O, rij-,  2 O ,  and that Sj,j+jt;-l and are of  
m i~ t ivwn  ranges r,-l,j and .r+, , respectivelg. This nieans that 

sEJ = sE (E = 1 , . . . , i - 1) and si,j-l = si . (90) 

In otlier words, tliose particular relations of the set (65), or (70), which 
fi's the linear dependence of the fundamental directrices of S",' must involve 
only the fundamental directrices of Sj,j+i, and those additional relations, if 
any, which are independent of the former and tlieir derivative relations and 
which lielp to fix the liiiear dependence of the fundamental directrices of 
Si+'*" must involve only the fundamental directrices of Sj-l,j+i. 

In particular, if r, = 0, (90) is a necessary and suficient condition that 
Sj,,+, and Si.+' are of the sanie dimensionality. It  is also possible for rij to 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



o f  IV-dimensional Sprends Getwrated bg w' Plats. 249 

be negative; in that case (90) is a necessary and sufficient condition tliat 
dl -d=( i+j ) . l r i j l .  

93. A little attention to forlnulae (78) and (80) will niake the following 
tlieoreins clear : 

I f  Sj,j+i encloses Sf'+j and does not coittcide with it, rij is yositiue; if 
Sj,j+i coincides with S'?'+j, rij vknishes; and i f  Sj,j+i is enclosed in  Si3.+j ncclzd 

a Ive. neg t' 

does not coincide guith. it, r,  i s  tzegative. 

Corne11 Uiiiversity, June, 1919. 

If Sj,j+i encloses AS"'+" ( k  < j ) ,  S,,, 
and S , ,  are of the sanie range, and 
r ,  > 0. 

If Sj,j+i is a fixed flüt F, Sila and 
al1 its focal spreads enclose 3') and 
rij 5 O. 

If Si2"+j is e ticlosed in Sj.j+i*. (k < i),  
S'a0 and 8'9' are of the snme raiige, 
and r,zO. 

If S"i+j is a fised flxt F, Sj, ,  and 
al1 its tangent spreads are enclosed in 
F, and r,  < - 0. 

If Sj,j+i and Si>+ are botli fixed flats and do not coincide, r ,  must be 
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Sui sistemi obliqui di W eingarten. 

(ûi LUIGI BIANCHI, a Pisa,.) 

PREFAZIONE. 

sistemi di superficie pseudosferiche di egual raggio clie studio ne1 pre- 
sente lavoro costituiscono una generalizzazione di quelli che, in antiche mie 
ricerche, ho chiarnato sistemi ortogonali di  WEINGARTEN (*). Con questi ultiiiîi 
i nuovi sistemi hanno a coinune la proprietà che: nella corrispondenxa se- 
gnnta sulie superficie psezdosfe?iche del siste9iza dalle trujeltorie dei singoli 
pwzti, le linee asintoticke si corrispondono per archi e p a l i ,  e si corrispondono 
quindi anche le linee di curuatura. Ma, inentre negli antichi sistemi di WEIN- 
GAKTEN le curve trajettorie seguono la direzione normale alla superficie, nei 
nuovi invece esse tagliano le superficie pseudosferiche del sistema sotto an- 
golo costante non retto. Quest'angolo pu6 del resto essere una costante as- 
soluta, ovvero, più generalrnente, variare (con continuità) dall'una all'altra 
superficie pseudosferica. 

Di più i sistemi considerati nella presente Memoria si generano colla ri- 
petizione continua della trasfor~naxioîze infiniiesimu d i  BACICLUND, nella stessa 
çuisa coine i sistemi ortogonali di WEIKGARTEN (a flessione costante) vengono 
generati dalla ripetizione continua della trasformazione infinitesinia co91zple- 
mentare. Questo rnodo stesso di generazione dei nuovi sistenii, che saranno 
indicati per brevità corne sistemi obligui di WEINGARTEN, conduce a ricono- 
scere, mediairte considerazioni geometriche infinitesiinali, la loro esistenza 
ed il loro grado di arbitrarietà, conle dipendente da quattro funzioni arbi- 
trarie, ciascuna di una sola variahile. Ke risulta altresi un sistema fonda- 

(*) Vedi l a  Meinoria : Sapl-a i sistemi tripli ortogonali di WEINGARTEN ne1 Tom. XIII, 
Serie !2.a di qu&ti Atznali, ovvero il Cap. XXIV, Vol. II delle mie Lezioni d i  yeowetria dif- 
fererzziale (2." edizione). C f .  anche DARBOUX, Lecons szcr les systhémes orthogorzaux, livre I I ,  
Chap. VI (!Pa édition). 
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mentale di equazioni alle derivate parziali per due funzioni incognite di tre 
variabili (le equazioni (A), (B) $j 6), dalla cui integrazione clipende la ricerca 
di questi sisteiiii obliqui; e dalle proprietà generali dei sisteini di equnzioni 
a derivate parziali si potrebbe trarre la ditnostrazione analiticn. rigorosa dei 
teoremi di esistenza. 

Il risultato più iiiiportante n cui arriviamo ne110 studio dei nuovi sistemi 
consiste ne1 provare clie : nîzche ai  sistemi obliqz~i d i  WEINGARTEX è npplica- 
bile Zn trasformaxione di BACKLUND, in pnrticolnre la cow@ewentare, per de- 
durre infiniti di tnli sistelni da une iîzizialazelzte ?loto. Si vedrà anzi che pei 
sistemi obliqui la trasformazione conipleiiîentare si coinporta i~ffatto coine la 
generale di BACKLUND e ci06 : si pui) nsseglzare ad nrbitrio per una super- 
ficiepseudosferica inieiale del sistema la trnsformata cowple+rzentare O d i  BACK- 
LUND, e ne-resta individuata una corrispotzdente trnsfor?nazione dell'intero si- 
stema. È ben noto invece che pei sisterni ortogonali di WEINGARTEN ln tra- 
sformazione cornplemeritare si comporta in modo eccezionale. 

Per costruire effettivamente i sistemi obliqui derivati da uno iniziale per 
trasformazione di BACKLUND, O coinplemeritare, occorre integrare dapprirna 
un'eyuazione differenziale del tipo di RICCATI, dopa di che l'applicazione suc- 
cessiva del procedimento di trasforiiîazione ai nuovi sistemi derivati richiede 
dapprinia sempre nuove quadrature. Ma anche qui, come per le superficie 
pseudosferiche isolate, si diinostra clle sussiste il teorema d i  per~nutabilità., 
col!'ajuto del quale il procedimento si seinplifica, risparmiando le quadrature. 

Fra i sistemi obliqui di WEINGAHTEK si distingue per singolari proprietà 
geometriche quella classe jn cui le c i m e  trajeltorie tagliano tutte le super- 
ficie pseudosferiche sotto il niedesimo angolo. Indicando con O il comj$emento 
del detto angolo, chiamereino (na) yuesti particolari sisteini obliqui, di cui 
trattano diversi pnragrafi della IîIeinoria. Ne1 caso particolare in cui sia c = O 
si hanno sistemi ortogonnli di WEIYGARTEN e più precisanîente, come sopra 
abbiaino già accennato, di quella classe in cui le trajettorie ortogonali clcl 
sisteina sono c ime  colla inedesima flessione costünte. Cosi i sistemi oitogo- 
nnli di WETSGARTEX ;L flessione costante costituiscono una particolare classe 
di sisteini (0,). E si vecirà d'nltra parte clie i genernli sistenii (na) si deducono 
dai sisteini ortogonali di N'EINGARTEK a flessione costante coll'applicare alle 
singole superficie pseudosferiche di questi ultiiiii sistemi una medesima tra- 
sformazione L, di LIE. 

Nei sistemi (na) le trajettoiie isogonnli del sistema godono della singo- 
lare proprietà di essere tutte cttrve di BERTRAND, della inedesiina famiglia; 
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in particolare per c = O esse sono curve colla inedesima fiessione costante, 
coine è detto sopra. Inversamente, presa urla yualuiique superficie pseudo- 
sferica S,  ed uria curva C di BEHTKAXD nffatto arbitraria, clle esca da un 
punto di S (in convenieiite orientazione), ne resta individuato un sisteina (O,), 

che contiene S fra le superficie del sistenia e la curva C fra le trajettorie. 
Cosi le trajettorie isogonali nei sistenii (O,) sono le pi.ù gonerali czcrve d i  
BERTRAND. 

Coiiie i sisteini di WEINGARTEN a fiessione costante si presentano a coppie 
di sisteini conipletiientari, cos1 i generali sisleiiii ((2,) si preseiitano a coppie 
di sisteini che diciaino coniupti ,  ciascuna coppia di curve trajettorie corri- 
spondenti constarido di curve coniugate d i  BEKTHBND, clle hanno a cornune 
le norinali principali. 

A ciascun sistema (0,) è poi collegata uns  doppia iiifiiiità di deforniate 
rigate dell'iperboloide rotondo ad una falda, ciascuna rigata essendo il luogo 
delle normali alle superficie pseudosferiche del sistenia nei punti d'incontro 
con una delle cw\urve di BERTRAND C trajettorie del sisteina; per ogni 
singola iigata la trajettoria C viene ad essere la linea di stringimento. 

Sen-ibra notevole clic, in yuesti sisteiiii (n,), vengono a trovarsi riunite 
le curve di BERTRAND colle deforinate rigate dell'iperboloide clle le hanno 
per linee di stringinlento. Le trasforinazioni cornpleinentare e di B ~ K L U N D  
pei sistemi (O,) si traducono, in riguarclo alle c i m e  trajettorie, nelle trasfor- 
inazioni delle curve di BERTRAND già studiate da DEWAI~THES e RAZZABONI, e 
per le deforn-iate rigate dell'iperboloide in quelle trasformazioni Bk clle fu- 
rono il punto di partenza pei miei stucli sulle defomîazioni delle qua- 
driclie. 

Indicati cosi soinmariainente i risultati delle attuali ricerche, aggiungianio 
clie essi valgono non solo nell'ordinario caso del10 spazio euclideo, ina anche 
più in gerierale per gli spazî di curvatura costante, positiva o negativa. La 
Memoria pcrcià 6 divisa in due parti, di cui la prima tratta la teoria dei si- - 

steini obliqui di WEINGARTEN in geoiiletria euclidea, inentre la seconda ne 
estende brevemente i risultati alla geoinetria ellittica. ed iperbolica, con par- 
ticolare riguardo alle proprietà delle curve di BERTRAND in questi spazî. 

Da ultimo acceniierb che i principii del metodo qui applicato sono su- 
scettibili di estendersi con egual successo in molte diverse direzioni; iii par- 
ticolare : 

1.' ai sistemi analoghi di quelle superficie (generalizzazione delle pseu- 
dosfericlie) che si preseiitano nella teoria delle congrueilze IlT u falde focali 
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di egual curvatura e sono caratterizzate dalla espressione 

della loro curvatura nei parametri zc, u delle linee asintoticlie, 
2 . O  ai sistemi di superficie applicabili sulle quadriclie generati dalla ri- 

petizione continua di trasformazioni infinitesime Bk. 

PARTE PRIMA. 

1 sistemi obliqui di Weingarten nello spazio euclideo. 

Di una superficie pseudosferica S', il cui raggio R si assunierà seinpre 
rie1 seguito, per seniplicità, eguale all'unità lineare (R = l), si considerino le 
ml superficie pseudosferiche S (di egual raggio) trasformate per una stessa 
trasformazione B, di BACKLUND. Ad ogni punto P' della S' corrisponde, sopra 
ciascuna S, un determinato punto P, ed il luogo dei punti P è il circolo di 
raggio = cos o tracciato col centro in P' ne1 piano tangente di S'. Questi oo2 

- 
circoli (trajettorie) tagliano le superficie S sotto l'angolo costante A - G e 2 
segnano sopra di esse una corrispondenza clie conserva le linee asintotiche 
col loro arco (e le linee di curvatura). Il sisterna delle CQ' superficie S dà 
il primo e più semplice esempio di sistelni (Q,), che diremo sistemi (n,) ele- 
mentari. 

In un tale sisteina elemeiitare (Ch) il passaggio da uiia superficie qua- 
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lunque S del sistenia alla successiva S ,  viene dato da utla trasformazioiie 
iniiriitesiiiîa, che si dirà la trnsformanione infinitesima di BAGKLUND, e si in- 
dicherà con B',". Essa. gode delle proprietà fondainentali sopra segnalate e 
cioè : 1.' le direzioni PP, degli spostamenti iinpressi dalla BQ ai punti P - 
della S sono inclinate dell'angolo costante 2- G sulla superficie? 2 . O  la BO' OL 
conserva le linee asintoticlie col loro arco, indi le linee di curvatura. Ln tra- 
sforrnazione infinitesima .Bb) della superficie pseudosferica S resta fissata 
quando si fissi la trasformata S' della S per la B,, e deve yuindi considc- 
rarsi in relazione colla. congruenza pseudosferica di cui S ed S' sono le falde 
focali, le congiungenti PP' dei punti corrispondenti essendo i raggi della 
congruenza. Per la definiziorie stessa della Bg', le direzioni PP, degli spo- 
stainenti impressi ai punti di S sono norniali ai raggi della congruenza 
pseudosferica e giacciono nei iispettivi piani tangenti della trasformata S' 
(nei secondi piani focali). Si vede quindi clie : O p z i  superficie pseztdosferica S 
possiede cioZ trasformwioni infinilesime B,!$ di B~CKLUND,  corrispo~zdenti bimi- 
vocamente alle cioB co~zyrztenxe pseudosfeî.icl~e, d i  czci S é la prima fnldn focale. 

È utile confrontare ogni trasforinazione infinitesima B(IE) con quella de- 
formazione isogo~aale infinitesi~na della superficie pseudosferica S (riguarclata 
coine flessihile ed inestendibile) nella yuale cinscun punto si sposta normal- 
mente a l  secondo piano focale della congruenza pseudosferica appartenerite 
alla B". Le direzioni degli spostamenti che avveligono nei due casi sono, 
per ogni punto della superficie, ortogonali fra loro ed ai  raggi della con- 
gruenza pseudosferica, ed inclinate sullü superfjcie dell'angolo G per ln de- 
formazione isogonale e dell'aiigolo coiiip1ernentui.e per la @). 

Dalle formole clle stabilirenio prossiinari~eiile (Cj 3) risulterà poi clie le 
ampiezze di queste .due specie di spostnnîenti sono eguali (O proporzioiiali). 

Partendo da una superficie pseudosferica 8, si applichi a cpesta uiia. 
trasforniazione infinitesinia B(a che la traduca in ilna superficie iiifiiiitaliieiite 
yiciiia S I ,  iiicli alla S, un'altra tiasforniauioiie infiiiitesiinn d i  B.iç~ir.r;m nd 
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ançolo 'i in generale variato (di una costante infinitesima), e cosi si proceda 
illimitatamente. È intuitivo che dalla ripetizione contiilua della trasfoririazionc: 
infinitesima di BACKLUKD nasce cosi un sistema oblipto di WEISGARTEN, e 
l'arbitrarietà clie resta ogni volta nella scelta della trasforniazione iniitiitesima 
si traduce in un certo grado di arbitrarietà (fuiizioni arbitrürie) irierente ai 
sisteini obliqui di WEINGAHTEF generati. 

Tutto ci6 vielle precisato col teorema : Data ad nrbilrio m a  superficie 
pseudosferica S, ed una curva C uscente da z c l z  punto P di S obliquamenta 
alla stxperficie, esiste uno ed -MPZ solo sistema obliplo d i  WEIXGAHTEN, che cokz- 
tiene S fro le superficie psetidosfericlte, e nel qztale la trajettoria descritto da1 
pzcuto P coincide colla czlrva C nssegîzafa. 

Questo teorenia fondamentale d'esislenza è affatto analogo a quel10 che 
sussiste per le defortnazioni isogomli continue delle superficie pseutlosfe- 
riche y), e pud in effetto stabilirsi niecliaiite considerazioni geonletriche in- 
iinitesirnali simili a quelle usate per l'a1ti.o casc. 

Si tracci invero nel piano tangente in P alla S il raggio norlnale alla 
trajettoria C, e diretto dalla parte verso cui la C volge la concavità, e preiidüsi 
su questo raggio un segniento PP' di luiîçliezza = cos 3, dove O è il corn- 
pleinento dell'angolo ii'inclinazione della tangente in P alla C sulla super- 
ficie. Ne risulta individurita una congruenza pseudosferica di cui S è la prirua 
falda focale, e PP' un segmeiito iriiziale focale, iiientre il secondo piano 
focale è quel10 deterrriinato da1 segmetito PP' e dalla tnnçerite in P alla C. 
Applicando alla superficie pseudosferica S 1ü trasformazione infinitesiiiia ap- 
partenente alla delta congruenza, il punto P descriverà i'eleinento lineare 
PP, della curva C, e la S' sar i  cangiata iti uiia nuova superficie pseudo- 
sferica SI infinitamente vicina. Si ripeta ora la medesiina costruzione per la 
nuova superficie SI, associata alla stessa curva C che esce da P, , ed avreiiio 
una seconda trasformazione infinitesinia di BACICLUND, tielln yuale Pl de- 
scriverà l'elemento lineare successi~o Pi P, della C. Lü ripetizione contiriua 
di yuestn costruzione conduce a generare, in niodo unico, il richiesto sisteriia 
obliquo di WEINGARTES. 

Avvertianio poi che, sebberie nella costiuzioiie indicnta siasi iriteso escluso 
il caso in cui C esca da P normalinente alla S, questo non è veramente un 

(") Vedi le mie due Mernorie: 1) S o p r a  u iza  classe d i  de formaz ioni  cor~t inue  delle s iqer-  
ficie pseicrlosferiche. - I I )  S o p r a  le de for i i zn~io i i i  isogoiiuli (Iclle superj?cie a c ~ m x ~ t z c r n  costal~te 
i i z  yeonzetria ellittica ed iperbolicn ( i w l  Toino XVIJI, Serie 3" di qnesti Antzali, p q .  1 e 283). 
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caso d'eccezione, bastando allora assuniere il raggio inizinle della congruema 
seconclo la normale principale (positiva) di C ne1 punto ed il seginento fo- 
cale P P' = l. 

È nianifesto che i sisteini obliqui di WE~NGARTEN, costruiti in base al 
teorema precedente, vengoiio a dipenclere da qzcnttro f.unzioni arbitt.arie, due 
delle quali inerenti alla superficie pseudosferica S e le altre due alla trajet- 
toria C. Si vede inoltre che l'angolo c risulterL, in geilerale, variabile ciall'uiia 
all'iiltra siiperficie del sistema, e solo yuando ln curva C soddisfi a. coilre- 
tiienti condizioni, che verranilo stabilite più oltre (5  S), l'angolo .; sa r i  uiin 
costante assoluta ed avreirio un sistema (O,).  

Aggiurigiai-no in firie esplicitamente che le considerazioni infinitesiinali 
clcl presente paragrafo hanno soltanto un carattere provvisorio, e serrono 
a dirigere le seguenti ricerche analitiche per la fornxiizione clel sistema di 
equnzioni a derivate parziali da cui il nostro problenia dipende. Sulle pro- 
prietà di qiiesto sistema differenziale pub fondarsi la dimostrazione rigorosa 
clei risultati sopra indicati, cib che faremo almeno ne1 caso çeoinetrieaineiite 
piil interessante dei sistenii (n,) (Vedi § 9). 

Coininciamo la nostra trattazione analitica da1 caso dei sistemi (O,) ele- 
mentari; cib è tanto più opportun0 clie le forniole relative a questo caso 
elementare, generalizzandone corivenienteinente solo la interpretazione, si ap- 
plicano al caso dei sisteini obliyui generali. 

Siano S, S' due superficie pseudosferiche (di raggio R = 1), trasforrmte 
l 'ma  dell'altra per tnezzo di una trasfortriazione B, di BACICLUND. Ritenendo 
tutte le notazioni adoperate iielle Lezioni (Vol. II, 5 373), supponiaino die  
S, S' corrispoiidano rispettivainente alle due sol~izioni 8, p della equnzioiie 
fondainentale 

. . .  az O az 9 --- 
3 ~ . C I  a v2 

- sen 8 cos 8, 
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legate fra loro dalle formole della trasformazione B, di BACKLUND: 

8 9  8 4  - cos 9 sen ? + sen G sen fJ COS cp 
~ + a v -  cos G 1 

a 4 sen û cos cp + sen c cos 4 sen? ( a?++=-- 
av au COS fi i 

Il passnggio dalla S alla S' é allorn tlato dalle foriiiole 

X", = ( c o s 9 c o s p - s e n ~ s e n 8 s e n q ~ )  . X I +  

+ (cos 9 sen ? + sen G sen 9 cos v) . X ,  - COS G sen 8 . X, 

S', = (sen 4 cos p + sen c cos 9 sen cp) . X, + (3) 
t (sen 4 sen - sen G cos 8 cos p) . X, + cos a cos 4 S, 

X ' : , = c ~ ~ ~ s e n ~ , . X ~ - c o s ~ c o s ~ . X , - s e n ~ X ~ ,  

colle analogl~e per g', x'. 

lasciando di scrivere le analoghe in Y, 2. Conviene riportare anche le for- 
mole corrisporidenti alle (g), (3) ne1 pxssaggio inrerso : 

Fra i nove coseni di direzione 

x = s' - COS G (cos 9 XTtl + sen 9 a',) (2%) 

X, = (cos 8 cos ? - sen a sen 9 sen y ) .  X', + 
+ (sen 9 cos cp i- sen 5 cos 9 sen p) . X'? + cos 6 sen 2 .  Xi, 

X, = (cos 8 sen + sen .; sen 8 cos y ) .  X', + (3*) 
+ (sen 4 sen y -sena cos 8cos ?).  X ' ,  -cos CJ cos x', 

X , = - c o s ~ s e n O . X ' , + ~ o ~ ~ c o s 4 ; r i - ' ~ - s e n c X ' , ,  

principale relativo alla S e gli analoglii, da iiiclicarsi con acceiiti, per la S' 
sussistono le relazioni : 

x, 1- Z, 

X ,  Y, & 
x - 3  - 3  2 3  

insietlie alle forinole del yundro segiiente clie danno lc derivate rapporto 

dei tre spigoli del triedro 
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ad u, v  di x, XI, X, ,  X, ,  ecc. (Vol. II, pag. 391) ("): 

a ax, ar ,  a x, ---. a e - = C O S ~ . ~ ' , ,  --- -X9-sen0 .X3,  -- a~ a l ~  a~ P U  a v XI 7 

axa-- -- - COS 6. x, . a v 

Ora supponiaino clle, tenendo fissa la S', Zn S percorra tutte le w1 sue 
trasforntate per la Bo e descriva cosi ztn sistewza elementnre (0,). Delle due 
soluzioni 0, ? della (1) la seconda p resta fissa, mentre la prima 0, seiiipre 
legata a p, dalle (A), varia in una seinplice infinità, contenendo una costante 
d'integrazione. Indicheremo questa costante, o pnrametro arbitrario, con lu 
e la riçuardereino come terza  ariab bile oltre u, IJ. Gli elementi relativi alla 
superficie S coine 8, x, XI ,  X ,  , X ,  saranno funzioni delle tre vnriahili u, v, w,  
nientre invece quelli relativi alla 5'': cp,, x', X',, X",, X', saranno indipen- 
denti da ru. 

Se in primo luogo deriviaino le formole (A) rapport0 a IV, otteniamo le 
segue tl ti 

aP e 
cos 5 - = (sen O sen O sen p, - cos 8 cos 9)  

a ~ a ~ v  

a2 O a e cos o - = (sen 5 cos 9 COS y - sen 8 sen lg) -- - 
a v  ~ I U  a 

Poi, derivando siinilinente le (8"), nbbiamo 

a a O 
- = COS G - (sen 8 X', - cos 8 X',), 3 !Yu a 

che, osservando le (3!, si scrivono 

ax  -- - COS G .- sen G sen lg X ,  + sen c cos p X ,  - cos G XJ - (5) a~ O a e  YU 1 1 
(") Le citazioiii coine questa si iiitetidoiio riferite aile mie : L e ~ i o n i  rli geometria clifferen- 

~iccle (2" ediz.). 

Annal; di Matematica. Serie III, Tomo XIS. 35 
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a  x, Collo stesso metodo potrernino cûlcolnre dalle (3*) le derivate - , a 
a x, a x, 
- y  -. Ma, per la estensione del significato delle nostre formole al caso a~  al^ 
dei generali sistemi obliyui di WEIKGARTEN, conviene meglio dedurle coilie 
cotzdizioni d'integrabilitci da quelle già stabilite. Per questo, coiifrontnndo 
la (3) colle due prime in colonna clel quadi-o (a), si scrivano le due coiitli- 
zioni di inteçrabilità 

Esegneiido le deiivazioni a destra, osserrando le (a) e le (B), si t r o ~ a :  

axi- a e  
(- sen G XZ + COS 5 COS y Xs) a a  

a x r ,  a o  
-- - - 
a  - a  (sen 6 XI i- COS <T sen X,) ,  

ax e I'altra derivata -2 si calcolerà dalla a 
a x -  a x, x, -'+x,--+x, a>;o=,, a a a 

clle segue clalla condizione d'ortogonnlità X; + Xi + X; = 1, onde 

a x, -=- a FI 
a COS O -- (cos cp X i  + sen cp X,). a 

Riuniaiiio le forn~ole ottenute ilel seguente quûdro (a') da aggregarsi 
alle (a) : 

ax - - - a  e 
COS a - a w a Tu (- seil a sen P XI + sen c cos cp XT, -- COS O x,) 

LX, - - a O 
a gv -- (- sen G x2 i- COS G COS ? x8) d IV 

a  5 
-- (sen G Xi + COS Q sel1 X,) a w 

a  x, -- -- a t~ 
a IV 

cos 5 -- (cos ? X, + sen cp &). a  lu 
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Dalla prima di queste si vede che, indicando con H l'ampiezza dello spo- 
starnento prodotto per ogni punto della superficie S dalla trasformazione in- 
finitesiina di BACKLURD 

onde dalle (B) seguono 

a H  - senasen8sei iy-cos8cosp 
- - 
au cos (T 

a H sen G COS i COS p - sen 0 sen p - - - H. a v COS a 

Ma queste sono le formole stesse clle nelle Lezioni (Vol. II, pag. 397) 
furoiio trovate per definire l'aiupiezza p dello spostamento nella deforma- 
zione isogonale infinitesinia corrispondente alla BF) (alla medesii-na congruenza 
pseudosferica). I,e due ampiezze H, p sono dunque eguali (o proporzionali), 
corne si era asserito alla fine del § 1. 

PRIME E'OKMOLE PEI SISTEMI OBLIQUJ DI WEINGAHTEN. 

Da1 caso dei sisteini eleinentari (0,) orü trattato passialno ai più genernli 
sisteini obliqui di WEINGAHTEN, generati per ripetizione continua della B$) al 
modo del 3 8. 

Suppongasi di ayere un ta1 sisteii~a, la cui superficie pseudosferica ge- 
nerica indichiamo con S, inentre S' indieherà la seconda falda della con- 
gruenza pseudosferica associata a quella trasforimzione infinitesima Bg) cile 
caligia S nella successiva S, del siutetna. Tutti gli eletnenti 8, 1 ;  x, d ;  X, ,  
X ,  , X, ; Xf1, X',, X', delle due superficie S, 8' saranilo funzioni di tre va- 
riabili, e cioè dei due  parametri u, v delle linee di curvatura (per ipotesi 
corrispondenti) e di una terza variahile o paranietro .IV, che fisserà la posi- 
zione di S ne1 sisteina; iiioltre G sarà in çenerale unn funzione di IV ,  even- 
tualmente una costante assoluta. 
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Poichè le due superficie pseudosferiche S, 8' sono trasforrnate l'una del- 
l'altra per una B,, varranno certamente le forniole (A) di questa trasforma- 
zione, e iiostro primo scopo sarà di provare che sussistono necessariaacei~te 
insieme anche le (B). 

A ta1 fine cominciamo dall'osservare che ne1 passaggio dalla S alla suc- 
cessiva S,  colla B?), i coseni di direzione degli spostainenti clie subiscono i 
punti di S son dati dalla espressione 

colle analoghe. Se indichiaino quindi con H = H (u ,  v ,  w) l'ampiezzn del10 
spostamento, avremo 

a x  
= H(- sen o sen p X ,  + sen u cos X, - cos G X,). 

O ru (a') 

Ora dalle forniole 

(B u)' (; :y a x  Û X  
S - = cos", S - = sen2 0, S - -- = O 

au  a u  

(il siinbolo sommatorio S inteso riferito alle tre coordinate), derivando ri- 
spetto a IV segue 

ax  a2x - a 6 a x  a2x  - S -  - - s e i ~ I c o s O - ~  S -  - a e 
= sen fl cos 0 

au ~ U S W  a ? ~  a~ ~ V ~ I U  a 
a x  ; I $ X  ax  a 2 x  (6) 

Sav aua;;+s, mz=o. 
Ma si osservi die  le formole del quadro (a), come relative alle superficie 

pseudosferiche isolate, sussistono necessariamente, e percib, derirando la (5') 
rapport0 ad u, u, si ottiene: 

I aH + sen G cos cp -- - set1 G sen au 

aH 
- cos u -- + sen u sen 9 sen H X, a u 
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Sostitueildo questi valori ilelle due prime (G), ottenianlo : 

e dalla terza l'altra 

a~ a II 
sen 8 cos p -- - cos FI sen = a N av 

+ c o s e e o s y ( ~ : + ~ R ) ~  u l H. 

a 0 Eliininando -- dalle (6') si ottiene inolti-e : a gv 

a H  -eosHsenpaH+senOcosp au a v = 

- ' cos 4 cos 
- i 

a e  id3 811) * 

a H  a H  e, risolvendo le due ultime ecpmzioiîi seritte rapport0 alle derivate -- , 
3% av ' 

abbiamo 

a~ \ ( s e n ' O - ~ e n - y ) ~ =  senpcos ï  ,Y+- + s e n 0 c a ~ 0  
d u  1 ( a u  E) 
a H  I (senz 8 - sen") - = sen 9 cos 0 ( a q i  a 4  
a v ,  1 (ôu+è;)+sen?cos? 

Ma a causa delle foumole (A) ,  clie sussistorio ne1 caso i~ttunle, s i  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



trora 

-- 
sen a sen 8 sen cp - cos 8 cos ? 

(seri' O - seii2 y) 
cos ci 

- sen G cos 9 cos - sen 6 sen p -- - . (sen' F) - sen2 cp), 
C O S  G 

onde, soppri~iiendo nelle due precedenti il fattore sen" - sena rg rion nullo, 
restano precisamente le formole (B') 3, le quali potevano anche scriversi 
a priori come deteriziinanti l'ampiezza H dello spostamento i~îfinitesirno (*). 

a H  a H  Ed ora hasta introdurre yuesti valori di - , -- nell'unn O neli'ültra a u  a~ 
delle (6'1, e ne  risulta per H il valore 

dopo di clie le citate forinole (B') si traducono precisaniente nelle (R); 
(pes te  sussistono adunque anche pei generali sisteini obliyui di WEINGAHTEN, 
corne si era asserito. 

Risultn cosi stahilito clle anche pei generali sistemi obliqui valgono le 
formole (A), ( U )  § 3, coiiie ilel caso dei sisteiiii eleaientari (R,); soltaiito è 
da ricordare clle ne1 cüso attuale G pub essere una funzione di I V ,  in parti- 

(*) Si  è prefwito dednrre ii~iovnineiite (pes te  formole dalle ((;), le qiinli eraiio d'altroiide 
iiecessarie per giungcre alle (7) che dù l'ampiezza H dello spostamento. Cosi rieiic inoltre 
stabilito che la direzione dello spostamento rie deierinina coinpletamente l ' a n q i e z ~ a .  
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colare unn costante, e la funzione p dipende, coine 8, anche dalla terza va- 
riabile 121. Ma ora facilmente diinostriaino che sussistono ancora insieme le 
foriiiole dei quadri (a) (a') § 3. Per le (a) cid è stato osservato sopra; quanto 
alle (a') ln prima di esse combina appunto colla eyuazione (5') cledotta al 
paraçrafo precedente, ove per H si ponga il valore dato dalla (7). 

Ma allora, ralendo le formole (B), il calcolo stesso eseguito al S 3 di- 
inostrn clie le nltre formole del quadro (a') seçuono dalle condizioni di in- 
tegrabili tü, 

Importa orn diinostrare inversnnîente che, se (O, y)  è una coppia di fun- 
zioni di u, e, ?v che soddisfano il sisteiila sirnultaiieo (A), (B) § 3 (dove c 

significlii una funzioiie di IV ovvero una costante assoluta) ne  resterà indi- 
vicluato u n  sisteina obliquo di FEIKGARTEN. E invero dalle (A) segiie ititanto 
clie 4 è uua soluzione della equazione (1) 

az 0 a? 9 -- - sen 9 cos O ,  a u 2  a u 2 -  
alla quale soddisfa anche p. In virtù di questa e delle (A), (R) stesse, le for- 
iiiole dei quadri (a), (a') relative alle derivate di XI,  X,, X, costituiscono, 
coiiie facilinente si verifica, un sistema ortogonale contp7etamente integrabile. 
1 ralori dei iiove coseni 

1 "1 x2 '7;3 1 

delle direzioni principali ne restario cosi deteriiîinati, a ineno di una sosti- 
tuzione ortogonale a coeficienti costanti. Dalle formole della prima riga nei 
quadri (a), (a') si hanno poi le derivate rapport0 ad u, v, IV di x, y, z e le 
condizioni d'integrabilità sono identicamente soddisfatte, a causa delle (A), 
(B), e sono quindi determiriate x, y, 2 a ineno di costanti additive. 

Dopo cib possiamo enunciare il risultato finale : 
I sistenzi obliqui d i  WEIKGARTEN corrispondono biuniuocanzente nlle coppic 

(0, rg) d i  funzioni d i  u ,  u, ?v che soddisfmo al seguente sisfe?na d i  equacioni 
a derivccte parzinli : 

al a e  -+-= cos 6 sen cp +sen c sen 8 cos p 
au a v  COS G 

a e  
2+-=- 

sen O cos o, + sen G COS O seil o, (*/ 
au  a?& 9 

C O S  7 1 
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aZ e cos a ---- = (sen 6 sen 0 sen 9 - cos 0 cos ?) 
a e 

a ~ a l v  a 121 ' 1 
a2 8 

a 9  " (B) 
COS u --- = (sen G COS O COS Y -- sen r) sen T) -- , 

avaqv . oi IV 

dove c = 5 (w) è una funxione di IV,  ovvero qtna costnnte assoluta. Nota la 
copyin di funeioni ( O ,  y) ,  i l  corrispondeîzte sistema obliqzto d i  WEIKGAKTE,I' è 
indivitluato, a meno di movinzenti tzello spaxio, da'lle forltzole (a) (a') 8 3. 

Osserviaino ancorn clie se si calcoln, i n  coordinate u, s, w, I'eleiiiento 
lineare dello spazio dalle foriilole (a), (a') risulta 

a e - 2 s e n ~ c o ~ a ~ o s 9 s e n ~ - - d u d 1 v +  a 9z7 
a e t "Zen c cos c sen 8 cos -- d v d w, a 9v 

e da questa forma del d s' è i)ctrimecawe)?te determinato il sistenîa obliquo 
di WEINGAHTEN. Per il seguito conviene scrivere la formola clle dà l'eleazento 
td V d i  volume clello spazio iii coordinate zt, v, W. Il discriminante della 
forma (8) lia il valore 

e la formoln cercata è quindi 

1 SISTEMI (a,) CONIUGATI. 

Coii~inciaino ora n studiare il caso particolarmente interessante che I'sn- 
3010 cr sia uiia costante assoluta, e si tratti quincli di un sistema (0,). 111 
ta1 caso, se si clerirano le (A) rapport0 a le, osservailtllo le (B ) ,  si ottengoiio 
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le altre 

a2 'P a 'P cos c - = (cos 8 cos 1 - sen G sen O sen 9 )  -- a ?l a le aw 1 
ô" (B*) 

cos u --, = {sen O sen rq - sen c cos O cos y) -- , 
a u  ~ I v  a w 

che sono nffatto siiriili alle (B) e si deducono da queste ponendo al posto 
di 9, .J rispettivaiiierite s; + rq, 9, colla yuale sostituzione le forinole (A) ri- 
niangono inalterate. Segue di qui che la coppia di funzioni (b, y) deterinina 
ititrinsecanlente un secondo sistenia (Of,), corrisponderite alla foriiis (8) del 
tls" nelia yuale sia effettuato il detto cangiatnento, ci06 alla 

a + 2 sen s cos G sen 0 cos p, d u d IV - a 
Ô D 

- 2 sen u cos c cos 6 set1 y -I d v d IV. a IV 

Ora è assai notevole die, una volta trovato il primo sistema (na), il se- 
condo (n',), clie diremo il co.lziugato del primo, si ottiene prendendo di cia- 
scuna superficie pseudosferica S di (na) ln trasforiiîata 8' secondo yuella tra- 
sforriiazione di BACKLUND B a  cui appartiene la trasformazione infinitesinia B:'. 
Per diniostrare questo basta partire dalle forinole (2) § 3 clie danrio yueste 
trnsforiiiate S' : 

~ ' = x + c o s ~ ( ~ o s ? X , + s e n y X ~ ) ,  

e derivandole rapporto ad u, u, 18 si ottiene per le (a), (a') (cf. Vol. II, § 374): 

F x' 8 xf 
= cos 'P X ' ,  , -- a XI 

a l.d a v = sen .p X',  , -- - a 'P 
- cos G à;; (- sen, X, + cos p x,), 

delle quali l'ultima, a causa delle (3") § 3, pub scriversi anche 

a II;' 
- = cos s a (- sen r set1 O X' ,  - sen 6 cos O X', - cos o X',j. a IV a 

Queste formole ~l i inost~ano appunto clle le superficie S', cosi collocate 
ne110 spazio, foriiiano il seconclo sistema (n',) corrispondente alla fortna (8*) 
del d st2. 

Amtali d i  Matenzatica, Serie I I I ,  Toi110 XIX. 36 
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Osserviaino ora un  caso particolare importante di sistemi (cl,), (n',) co- 
niugüti, il caso G = O dei sistemi ortogoilali di WEINGAHTE~\', ne1 quai caso le 
formule (A), (B), (B*) diventano 

a2 e - -- a 9 
cos 4 cos y -- 

au al^ a 
a2  4 - sen O cos o, - 

a O sen O sen -- 
a v a l ~  a 7v 

Queste, canginte leggerinente le notazioni, coincidono colle formole clie 
al 3 441 delle Lexioni (Vol. II, pag. 554-555) definiscono una coppia di si- 

demi cowplementari d i  WEINGAHTEN o flessiotte costante; a questa coppia ri- 
ducesi pertanto quando c - O la coppia di sisteini (na), (n',j coniugati. 

1 sisteini coinplementari di WEINGAHTEN a Bessione costante sono dunque 
un caso particolare di sistemi coniugsti (n,), (a',); ina ora andremo a dinio- 
strare clle inversamente da quei sistemi complementari si passa alle coppie 
generali di sistemi coniugati (O,), (flf,'l con una. trasforinazione ben nota nella 
teoria delle superficie a curvaturct costante (trasforinazione di LIE). Con questo 
risultato i teoremi di esistenza pei sistemi (n,) 1-engono ricondotti a quelli 
già analiticamente stnbiliti pei sistenii di WEINGAIITEN a flessione costante 
e ricevono cosi una cliri~ostrazione rigorosa. (Cf. 3 2 in fine). 

LE COPPIE DI SISTEMI CONIUGATI (Ra), ( R ' ~ )  E LA TRASYORMAZIONE: L a .  

Indichino @, (t, due funzioni delle variabili u', v', ru' che soddisfino al 
sistema di equazioni a derivate parziali caratteristico per le coppie di sisteini 
coinplementari di WEIKGARTEN a flessione costante : 

a*  a @  az o 
-+--cos @ sen @ -- a U' a V' - cos O cos ql -- 

a u t a n ,  

a *  a @  ô- 
--+,=-sen@ cos* - -- a ~ '  a l 4  a 9' 2 qr sen O sen @ -- a 7U 
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ijz 
= COS O cos Q> 

a @ 

a tc' a gv 
an 1 ' 

= sen o sen a - 9 

a u p a n ,  a IV 

che è quello già scritto sopra, cangiata soltanto la denominazione ai pa- 
rametri delle linec di curvatura in th ' ,  u' e indicate le funzioni con lettere 
majuscole. 

Se operiamo sulle variabili u', v' la sostituzione lineare 

, %-useno , - u s e n ~ + u  
21 = > a=- 7 

COS 5 cos O 
(10) 

indi poniamo 

O (ut, ul, 9v) = 4 (u, U' .IV), 4 (u', v', !lu) = ) (u, u, lu ) ,  ( IO*? 

vediamo subito che 4, y vengono precisamente a soddisfare le eyuazioili (A), 
(B), (B*); e inversamente se O, y verificano le (A), (B), (B*), le funzioni @, a 
calcolate dalle (IO*) soddisfano le ( a ) ,  ( p ) ,  (p*). 

L'interpretazione geometrica di questi risultüti segue dall'osservare che 
le formole ( I O ) ,  (IO*) corrispondono precisamente, per ogni singola superficie 
pseudosferica Y U =  cost., alla trasformxeione La di LIE (Vol. II, pag. 439-434)' 
siccliè ogni superficie pseudosferica S del sisteina (0,) i: la trasformata, per 
inezzo della L, di LIE, della corrispondente ne1 sistenia di WEINOARTEN. 
Tale risultato è tanto più notevole i n  quanto clie la La,  applicata ad una 
superficie pseudosferica isolata, ha soltanto un significato intrinseco (ana- 
litico), e qui invece, nella trasforniazione siniultanea di tutte le superficie di 
un sistema di WEINGARTEN a flessione costante, viene ad acquistare un ef- 
fettivo significato geometrico, che possiamo enunciare cosi : 

Se alle superficie pseudosferiche di una coppia di sistemi cowplementn~i 
a flessione costante d i  WEIKGAHSEN si applica 2111a tr~sforllla~iolbe La d i  LTE, 
le superficie trasformate, convenientemente collocnte ne110 spaeio, costituiscono 
due sistemi coniugati (O , ) ,  (Cl',). 

Od anche possiamo dire più breveiiierite : La  trasforemzione La di LIE 
cangia ana coppia di sistemi co~~zpZe)~eentari di WEJNGARTEX CG flessione costante 
i n  una coppia di sistemi (fi,), (O1,) coniugati. 

E poichè le trasfortiiazioni La d i  LIE a1 variare di G formano un gruppo 
continuo (ad un parametro) rie segue più in generale : Oglri coppia di sistemi 
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270 Biancl t i :  Sui sistemi obliqzti d i  Weirzgarteit,. 

(O,) (Of,) conizcyati è cangiata d a  qzcalu~zqzte traufor~îzccsione d i  LIE i n  zin'altra 
tale coppia. 

In  fine osserviamo che7 se si confronta u n  sistema (W) di WEINGA~~TEN 
a flessioiie costante col sistema (cl,) derivato per trasforinazione L, di LIE, 
ne  resta altresi fissata (a ineiio di  rnovimenti) una rappreseiitnzioi~e clello 
spazio sopra sè  stesso, esseiido punti corrisponderiti in (W), (0,) yuelli dati 
dalla stessa terna di valori di TA, v, W. Ora per la forinola (9) l'eleniento di 
volume relativo al sistema (n,) è 

e quello d V' relativo a (W) in coordinate zc', u', lu 

e per cib in coordinate 24 u, lu ,  osservando le (10) (IO*), 

Si lm diinque seinpliceinente 

d V = cos2 u d V' ,  

e per ci6 : La rappresentrnzione del10 spnzio sopl-cc si! stesso che cnngin il si- 
stewza ( W )  nel sistemx (O,) cotzserva la p~oporzio~zalità dei colztmi. È notevole 
poi che per le superficie pseudosferiche corrispondeiiti nei due sistemi ln 
rappresentazione stessa è una trasformazione di LIE e conserva le aree, meiitre 
per le trajettorie (vu) conserva la proporzionalità degli arclii. 

Prendin1110 ora a studiare nei sistemi (clG) le singole trajettorie isogo- 
nali (vu) deçcritte dsi punti delle superficie pseudosferiche. Risulta già dalle 
coi~siderazioni geoinetriclie del S 2 clle queste trajettorie ilon possono essere 
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c w ü e  qualutzqace, ed, esaminando la questioiie più da. vicino, trovereiiîo clle 
esse debboiio appartenere alla classe delle ctcrve di BERTRAND. 

Sin C una c~ualuiicpe di queste trajetbrie, lungo le quali restano costanti 
21 e v ( t h  = ZC,, e = eo) e varia IV. Indichiaino con s l'arco di C e, mantenelido 
le usuali notazioni della teoriü delle curve, deriotiaino ancora con 

a,  $, y i coseui di direzione della tangente 

5, T, ,  c * % nonnale principale 

l , p . , v  » . >> binorinale, 

1 1 .  
in fine con - , r~spettivaniente la flessione e la torsioiie della curva. 

P T 
Abhiaino in primo luogo 

r=--.--, 

COS G 
a e  a ? ~  
a IV 

cioé per la prima (a') 5 3 

a = - sen G sen cp X', + sen a cos cp X'? - COS Q X, , ( 1% 

colle analoglie per p, y. Differenziaiiio queste rapporto a I V ,  serveudoci a si- 
nistra delle forinole di FRENET, a destra di quelle del cpadro (a') $ 3, ed 
nvrem O 

a e  5 a 9  
c o s o .  a 10 =(a<u- sen a a \ (cos > X ,  + sen ? x,) a $9, 

colle analoglie per ~ i ,  <. Quadrando e soiiiniaiîdo ne riene 

- -- tg O 

Q? - COS G 

% IV 

per cui avreiiio 

1 
= S .  

F COS '; '=-, ' 
a 121 t a ?  
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272 B i n  rachi: Sui sistemi obliqui  di Weirrprterc. 

essendo E = t 1 secondo che il secondo fattore a destra è positivo O iiega- 
tivo (*). Dopo. ci6 la formola per 5 resta . 

e valgono le analoghe per -4, c. Ora dalle (18) e (14) risultano i n,lori dei 
coseni di direzione della binormale 

A = E (COS Q sen cp X, - cos G COS ? X2 - sen CJ &), (15) 

colle analoglie per p., v. Se si torna a differenziare quest'ultima rapporto a lu, 
osservando le formole di FRENET e quelle del quadro (a'), si trova subito: 

1 Sostituendo iiellü (13), ne risulta die  fra le curvature -, - intercede 
P T 

la relazione lineare a coefficienti costanti 

sen G E COS c 

T +- = 1, 
L 

onde risulta il teorenia: In o p i  sistemcc (O,) tzctte la  trajettorie isogonali (ru) 
dalle superficie psezcdosferiche del sistemn soao curtie d i  BERTRAND della me- 
desima famiglia (17), che dipende solo d a l l ' a ~ ~ g o l o  c. 

Si osservino qui due casi particolaii: 1.O Se o, è indipendente da I V ,  ri- 
1 

sulta - = 0, = cos G, cioè le trajet torie sono circoli di ragçio = cos O ,  e il T 
1 

sistema (Q.) è elemeiitare; 9.' Quaiido a = O risulta - = 1 ed il sistema (ne). 
P 

è Lin sistema di WEIKGABTEX a flessione costante = 1, 
In fine si coiifrontino le forn~ole generali precedenti con quelle clie si 

liailno pel sistema (IV) di WEINGAI~TEN da cui deriva il nostro sistema. (9,) 

colla trasforn~nzione L, (5  7). Inclicando con 
1 1  

P' ' T' 
le due curvature per 

(*) Si ricordi the, per le coiiveuzioiii fondamentali, l a  flessione ' si assume sempre 
P 

positiva. 
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B i n n c h i :  Su i  sistemi obliqzci d i  Weitagnrfem. 213 

la C' ne1 sisteiila ( I lT) ,  abbiamo, per le (13), (16) stesse, 

e inoltre 
d s = c o s c d s ' ;  

dunque : la cuwa C '  n flessione costante e la curua C d i  BERTRAND si corri- 
s~ondono per amhi  proporxionali ed egtcaglianza di torsiotre nei punti cowi- 
sporzdetzti. 

Le formole stabilite a l  paragrafo precedente conducono a d  al tre notevoli 
conseguenze che qui vogliamo esaminare. 

Si osservino i n  primo luogo le (14) ; queste ci dicono che ne1 sistema (0,) 

le normüli principali delle trajettorie ( I V )  coincidono colle congiungenti le 
roppie di punti corrispondenti nei due sistemi c o n i u p t i  (O,), (n',), ossia coi 
raggi delle relative congruenze pseudosferiche. E poichè la medesima pro- 
prietà compete, per siminetria, alle trajettorie (ru) ne1 sisteina coniugato (O#=), 

ne segue clie due trajettorie corrispondenti C, C f  in' (O,), (n',) lianno a 
coinune le normali principali, onde si rileva nuovainente che esse sono curve 
di BERTRAND: 

In due sistemi (O,), (O1,) coniugati le coppie C, C f  d i  trajettorie (ru) corrâ- 
spondenti sotzo curue co?ziugate di BERTRAND (aventi a comune le normali 
principali). 

Prendiaino ora le formole (15) pei coserii di direzione della binorinale 
e osserviaino che, per le ultime (3) 5 3, possono scriversi: 

in parole: La binormale alla t~ajettoria ($0) i ra  u n  p n t o  P è parallela alla 
norr~zale nel puîzto corrispondente P' della superficie pseutlosferica S r  glel si- 
stewa coniqato, ovvero anche : 
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I piani osculatori delle trajettorie (w) nei puv~ti di una superficie psen- 
dosferica S del sistenza (0,) iwiluppano En saperficie S' corrispondetzte uel 
sistema coniwgato (Ofu). 

Ora si ricordi clie, per una proposizione dovuta a BIOCHE,  se si condu- 
cono iiei punti di una cur\Ta C di BERTRAND le parallele alle bi~iorniali iiei 
punti corrispondenti della curva C f  di BEHTIIAND coniugata, la rigata loro 
luogo ha la linea C per linea di stringiinento ed S applicabile sull 'iperh- 
loide rotondo ad una falda. 

Abbiarno yuiiidi l'altro teorenia : 
In ogni sistelru (Ru) le normali nlle superficie pseudosferiche nei loro purdi 

d'incontro con u91a delle curve C di BERTRAND 2 0 ~ 0  trnjettorie isogonali for- 
112nîzo una rigatcc clze 72a C per lirzen d i  stringiruenlo ed è upplicabile sull'iper- 
boloide rotondo ad una fddn  ( d i  senzi-assi a = cos G, b = seri G). 

Senza ricorrere alla proposizione d i  BIOCHE, è facile constatare colle no- 
stre formole yuesto risultato. Si coiisideri invero ixna tale rigata e dicasi + 
1' arc0 della curva C ( u  = zn,, v - v,), e t il tratto di gelleratrice, contato a 
partire da C. Per le coordinate x,, go,  x ,  di un  punto della. rigata, espresse 
per le variabili IV,  t ,  arreiiio 

x ,=x+tX, ,  y ,=y+t  Y,,  zo=z+tZ3  

Calcoliamo l'elemento lineare d s  di  yuesta vigata in coorcliiiate t, ) os- 
servaiido che si ha 

e yuiiidi per le (u') $j 3 

a xo - (scn o sen ? + t cos y) S, + (sen G cos p - t sen rg) & - COS G X S ;  a + 
e poicliè 

Questa forma d'eleinento liiieare appartieiie appunto all'iperboioide ro- 
tondo ad una falda di seini-assi a = cos c, b = sen G (cf. Vol. 1, pag. 4G9). 
Ln stessa cosa risulta dalla fonnola stessa, ore si consideri clie non dipeiide 
affatto da1 particolare sisteim (O,) consiclerato. Si 1)reiicla. allora per (O,) uii 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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sistei-iia elenientare; la rigata diventa. precisatiiente I'iperboloide rotorido ail 
5C 

una falda con raggio n = cos G del circolo di gola, e coll'angolo - G d'in- 
2 

cliiiazione della gerieratrice sull'asse. 
Da ult.iino possiaiiio ritornare su1 teorenia d'esistenza (S 52) ne1 caso dei 

sistemi (rra) e dinlostrarlo ora in iiiodo rigoroso. Si ricordi per ciil che un 
sistema (Wr) di  WEJNGAHTEN a flessione costante è individuato d a  uria su- 
perficie pseudosferica del sisteina e da iina trajettoria a flessione costante, 
elriiienti yuesti che possono darsi ad arhitrio. Una trasforinazione L, di LIE 
carigia il sistema (W) in un sistenîa (Pa), ne1 quale resta arbitraria una su- 
perficie pseudosferica S del sistema ed una curva C di BERTRAR'D della fn- 
miylia (17), purcliè esca da un punto P di S colla iiorn~ale principale diretta 
ne1 piano tangente, nientre la normale di S coincide colla. generatrice della 
rigata applicabile sull'iperboloide rotondo ed avente la curra C per linea di 
striiigiinento. hbl~iaino dunque il risultato : 

In un sistelun (nu) possoao darsi ad arbitrio una superficie pseudosfericn 
S del sistelna ed una carva C d i  BEH'I'HAR'D uscede da un punto d i  S in  con- 
ueniente oriedn~ione. 

Prima di procedere oltre, alla teoiia delle trasforinazioni, consideriaino 
dineno un eseinpio di sisterni (O,) che non si riducono a sistemi elementari. 

Per yuesto partianio da1 noto sistema di WEIKGAHTEFI' a flessione costante, 
rostituito da elicoidi pseudosferiche congrueati per traslazione lungo l'asse 
(Vol. II, pag. 559-560), ed applicliiamo ad un tale sistenia ( W )  la trasforma- 
zioiie Lu di LIE per cletlnrne, conforme al § 7, un sisteina (na). Siccome la Lu 
caiîgia uii'elicoide pseudosferica iii un'altrn tale elicoicle, il sistema (nu) sarà 
conîposto ancora di elicoidi pseudosfericlie eguali e cli più, coine risulta dalle 
forniole effettive, congruenti per traslazione luiigo l'asse. È poi da osservare 
clie yualunque elicoide pseutlosferica d i  luogo, per traslazione liingo l'asse, 
ad iii i  tale sistenia (0,). 

Seiiza tratlerierei a dare qui in terinini finiti le equazioni di questo si- 

Anriali di A ~ I C ~ ~ I I L C ~ ~ ~ C I L ,  Serie III, Tomo XIX. 37 
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stelna (n,), basterà deiiliirlo intrinsecamente coi valori di 4, cq che 10 indivi- 
duano ($j 6). Indichi k il modulo di una classe di futizioni ellittiche di JACOBI, 
k' il inodulo complementare, e pongasi 

(k' - sen 5 )  zc + (1 - k' sen 6) u 
T = 

12' cos s + 9t1, 

indi si assumano le funzioni cq, 9 definite dalle fortnole segueiiti 

si vedrà Che, avendosi 

le equazioni fondamentali (A), (B), 5 6 risiiltano soddisfatt~. 
Siccoine poi nella forinola (8) pel d s 9  coefficieilti risultano fiiriziorii solo 

di r, ne segue che questo d s2 ainmette due gruppi ad un parairretro peririu- 
tahili fra loro di trasformazioni in sè (rnovimenti). In uno di questi .ru resta 
fissa e percib le singole superficie pseudosfericl.ie strisciano ciascuria sopra 
sè stessa e sono quindi elicoidi coassiali. Il seconclo nioviineilto scainbia le 
elicoidi fra loro; esse sono yuindi congruenti per traslazione lungo l'asse. 

Un cas0 particolare notevole si ha prendendo k = cos G, k' =seri G; al- 
d 

lora r = - + n, e le elicoidi si riducono a superficie pc~eutlosfericlie di ro- 
k 

tazione del tipo ellittico. 

L'EQUAZIONE DI RICCATI PEH LA TRBSFORMAZIONE COMPLEMENTARF: B,, 

Riprendianîo ora la  teoria generale dei sistemi obliqui di WEIXGAETEX, 
nei quali Yangolo G pub variare da una superficie pseudosferica all'altra del 
sistetna, per stabilire la teoria delle trasforinazio.ni per questi sistemi. 

Coinincia.ndo dalla trasforn-iazione complementare B o ,  supponiaiiio di 
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preiidere di ciüscuna superficie pseudosferica S del sistetna oljlicjuo iniziale 
zcnn trasformatü coinplementare S data dalle formole 

x = x + c o s W X ,  +sen9'X2, ( 18) 

dove 8' è una fuilziotle di zc, v, tu, clle sodtlisfa alle eyuazioni della trasfor- 

niazione coiiipleiiieiitare Bo: 

a e f  s e  
- +-=cos 9 sen 8' 

au a m  
a w  i l e  
-- -+ - = - seii 0 cos 5'. a~ au 

Koi vogliüino oia ricercare se è possibile assoggettare 9' ad ulteriori coii- 
dizioni per modo die  le CO' superficie S ,  complementari della S, formino uii 
nuovo sistenia ohliquo di WEINGARTEN, corrispondente al nîedesimo angolo 
G = 6 ($1.). 

Coiniilciauio da1 derivare le (18) rapport0 a IP, il die, tenendo conto 
delle (a') 3 3, ci dà 

a ;  8  4  -- 
a r u  
- / seii a - (seii 9' - cos G sen y)  - seil 9' - a~ ~ ~ ; i - x , +  

G 9 
+ seii s - 

a 9 7  
(COS o cos p, - cos 5') + cos e f  a 121 

a IL' / XP + 
+. cos o [cos (91 - p) - coso X ,  , a w 1 

e, quadrando e sommaildo colle aiialoghe, viene : 

' a  9' S-- = -  ( a : ~  ( a  -8sen.- a~ - a a5 ' [  I - ~ ~ ~  G e o s ( ~ ' - ~ ) ] +  

Om, affinchè le S formino un sisteii~a obliquo di WEINGAHTEN corrispon- 
dente all'angolo G? è in primo luogo necessario che si abbia (3 4) 
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e queuta, confrontata colla precederite, si scrive 

alle equazioiii (19) per 9' dobbiaiiio duiiyue aggiuiigere l'altra 

a H 
- = 1 - COS d Cos (4' - i g )  --- . a qU I- ] aqc 

Iutailto osservia~iio die  le (lc)), (1'3*), assuiiiendo per ineogtiitit t ~ r  
9' 
2 

t'ooi.tiiano un sisteiiia differenziale del tipo di Kiccia~r; di più, se si scriroiio 
le condizioni d'integrabilità per questo sistema, si trovaiio icleiiticaineiite sod- 
disfatte in forza delle equazioiii (A), (B) $$ 5, onde si rileva clle il sisteiiia 
(19), (19") è co~wpletccnaente integr-nbile. Lü sua soluzioiie più geiierale O' con- 
tiene duilque una costante arbitraria; e rioi vogliaino diiiiostrare clie, co- 
inunque si scelga questa soluzione O', le forinole (18) daraniio in effetto uii 
iluovo sistema ohliquo di WEINGAHTEK corrispotldente al niedesiiiio aiigolo o. 

1)iniostriaino in primo luogo clle ne1 sistema foriiiato dalle conipleiiieii~ 
tari S, definito dalle (18), le trajettorie (ru) sono inclinate su queste s del- 

7C 

l'angolo - 6. 2 
In effetto i cose~ii di direzioiie ,Y,, Ys, ii, della norinale alla s sono 

dati da 
- 

X S  = sen 0' X, - cos 0' X, 

colle analoglie, e quelli delle trajettorie (ru) da 

a b p  ' G 
COS 6 -- a w 
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ed analoghe. Per il coseno dell'angolo compreso si trova quindi dalle (20) 

a e  [ 
a 0' setia- 1 -cos~cos (W - y) --- a w 1 a~ - -- a et COS 'i, 

COS G 7 
0 n, 

ci6 che prova l'asserto. 
In secondo luogo basterà ora provare che si puh determinare un angolo 

y' legato a 9' dalle equazioni (A), (B) § 5 e tale clle sussistano inoltre le 
forniole 

e le analoglie, dove xi, X,, X,, ecc. iiîdicano i coseni delle direzioni prin- 

cipali per la S. Ora dalle (3)' 3 3 al~hianio 

X, = cos 8 (cos 0' Xi + sen 8' X,) -- sen 4 X ,  

X, = sen 8 (cos 6' Xi + sen VX,) + cos 4 X, 
- 

X ,  =sen W X ,  - cos O'X,, 

e introducendo questi valori neile (81), yoi paragonando i coefficieiiti di X,, 
X ,  , X ,  cogli ornologhi nelle (20) si otteiigono (soppresso il fattor comune 
sen O =/= O) le tre seguenti equazioni : 

i a~ a b  [ ] a  go 
a 

(sel1 6' - cos 0 sen ~q) -- = COS G COS 0' sen ( 9  - ~q') + seil a sen 0' -- 

(- cos 0' + cos G COS 9) COS o sen O' sen (4 - y') - seil G cos 6' 

Ma, se si ha riguardo alla (19*), queste tre si riducono alle due concor- 
d m t i  

sen u seri (8' - q )  
sen (8 - y') = 1 - cos u cos (0' - 
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rhe possor~o anche compendiarsi nell'unica ey uivalente 

In yiieste (B), (YB") riconosciaino le forniole del t eorer~m d i  perrnîttabilits 
per le quattro soluzioni 6, (3, Y, y' della equaxione foiidameiitale (1) 

a20 a20 
-- - - -seil Q cos O 
au2 a v 2  - 

(Vecli Vol. II, S 383); ne segue d i e  siccome 0 è legata a y, 6' rispettivamente 
da  utla B, e da una  Bo, la yuarta soluzione y' sarà legata a 4' dalla B,, 
a y dalla Bo. In particolare siissisteraimo diinque fra Of, ?'le equazioni (A) S 6 

sen 9' cos y' + sen 6 COS 6'  sen y' 
COS G 

Resta ora duilque soltanto da diiiiostrare clie 6', y' soddisfano anche 
le (B) 8 5 : 

a2 t l l  
COS 6 -- = (sen o sen 0' sen y' - cos fi' vos cp ) a 16 a 10 

(23)  a2 O' 
COS a -- = (se11 o COS 9'seii y' - sen 9' sen y')  . 

a v  a 1 0  6 10 

_- , CosG a2 9 

ed in queste si poiigano p r  cos a 8 ,  a MI 
au i valori dati dalle 

(B) g o. 
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- - - - -- - - - -- 

Cosi le formole (93) da dimostrarsi diventano 

a et (sen li sen 4' sen y' - cos 4' cos p' - cos G cos 6 cos 9') -- = 
à IV 

;7 4 = (sen O sen ~p - sen 5 cos 4 cos y - cos G sen 9 sen 4') -- 
a 9U 

a fJ' (sen r; cos 4' cos y' - sen O' seri y' - cos G sen 4 sen 8') -- = 
a 12, 

a e = (cos F) cos p, - sen a sen 4 sen cp -- cos G cos 4 cos 8') -- a qv 

Ora dalle (99) risulta 

i sen rq' = sen 9 cos (8 - y') - cos 0 sen (4 - -  y') = 

cos y' = cos 9 cos ( O  - y') + sen 9 sen (9 - y') = 

cos a [cos (6' - y)  - cos 171 + sen G sen O sen (8' - y) 
- 

1 - cos a cos (O' - y)  

foimole clie per la ( IF )  possiamo scrivere 

a 0' 
sen a -- sen ap' = sen O cos (6' - y )  - cos G - sen G cos 0 sen ( O '  - s) a $0 i ' 1 

a 9' 
sen G - cos a' = ' cos 6 cos (4'- y) - cos o + sen n sen 0 sen (9' - y) 

a l v  I 1 
Se ora nelle (93*) introduciamo questi ultiini valori, esse si mutano in 

relazioni liiieari oinogenee in sen 0, cos 9, clie con semplici calcoli trigono- 
rnetrici si verificano essere identiclie. Corne conclusione della nostra ricerca, 
formulianîo il teoreina : 

Noto un s is tema obliquo d i  WEIXGARTEN, se si a p p l i c a  a ciasczma sua 
superficie pseudosferica S una trasfontzazione complementare Bo c7ze l n  trn- 
d u c a  i n  unn trasforfizcrta S, secondo le (IS), nelle qua l i  per  6' si ponga utta 
yz~alunprce soluxione del s is tema iîztegrabile (19), (19*), le mi slhperficie c o ~ n -  
p l e m d a r i  s forqizmzo un ~ z z ~ o v o  sisiream obliquo di WEINGARTER'. 
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Cosi ogni sistema obliquo d i  WEIKGAHTEK, in tegrata  l'eqztnziorze di RICCATI 
della tras foramsione co+)zplementare R, ,  ne fa nascere una seinplice iniinità 
di nuovi. In tutto questo perd i-ioi abbiaiiio supposto setl'o 1=O, ed in effetto 
il caso sen'c = O  è veramente un caso eccezio~iale; qui il sistema diventa 
un sistema ortogoiiale d i  WEINGARTEN ed anilnette un solo sisteii~a coniple- 
nientare. Del resto la forliiola stessa (19") rende ragione di questo caso d'ec- 
cezinne, percliè se si suppone 

essa si riduce a cos (4' - 9 )  = 1 e dà, coiiie unico sisteiua coiiipleiiieritai-e, il 
coniugato. 

~~~~~~~~E DI RICCATI PEH LA THASFOI<MA%IONE GENEHALE BI BACKLUND. 

Da1 easo della trasfor~nazione eninplei~ientare R,, trattata nei due para- 
grafi precederiti, passianio alla generale trasfoririazione i?, di BACKLUND n 
costante fissn c, per coinpiere uiia ricerca perfettanieiite analoga. Di ciascuna 
siiperficie pseudosferica S del dato sistema obliquo di %'EINGARTEN prendiaino 
$cm trasforniata s secondo la R,, data dalle forinole 

x = x t COS c (cos 9' x1 + sen fi' x,), (94) 

(love questa rolta 8' soddisfa alle equazioni per la trasforiiiazione B,: 

a 9 '  a 9  
-- + -- - - ros 9 sen 6' + sen c sen 9  cos 9' 
au a v  COS c 

a e l  a 4  
(5) 

sen 9 cos 9' + sen c cos 8 sen 4' 
-&tal(=- cos C . I 

Precisainente conie al § 11, cercl~iai~io a yuali ulteriori cotidizioni dob- 
~,ir2111o assoggettare 9' per ottenere che le siiperficie trasformate S fortnino 
111i niiovo sistema obliquo di WEINGARTEK (col10 stesso aiipolo 6). Percib, de- 
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rivando anzi tutto la (24) rapporto a gzl, deduciamo la 

indi, quadrando e soinmando, 

- 

[ 
a e  a9 '  s (el= cos2 c (,%)'- U? sen o cos c cos c - cos a cos (91 - 5) - - 

a m  1 a IV a t 

+ 1 cos2 r + cos2 c sen2 a - 9 cos c cos a cos (O' - )) + 

Dobbiaino eguagliare yuesta eapressione (cf. 9 11) al valore cos' 5 - (as): 
â 4' - 

onde segue per il rapporto =* l'eyiiazione quadratica a 4 

(sen2 a - sen2 C) 52 - 9 COS c sen G cos c - cos a cos (9' - y) E + i 1 
+cos2 ~ T + C O S '  csen2 a-U?COSCCOS ncos(9'-y)+ 

+ COS" cosa G cosq (0' - qJ) = 0. 

Il discriminante di questa eyuazione in 5 è il quadrato perfetto di 

onde risolvendo la ('27), col sz4pporre senS G = / =  sen2 c, abbiaino 

Annali d i  Matewzatica, Serie III, Tonio XIX. 38 
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dove E = i4 1. Per togliere l'iridecisione lie1 segno ricorriamo all'altra condi- 
zioiie (cf. $ 11) 

XJ = COS c (sen 9' SI - cos 6' ,Y,) - seil c X3 , 

la (09) ci dà per la (26) 

Il confronta colla (98) diiiiostra che si dere preiidere 

dopo di clie le due equazioni comhinano, e sopprili-ieiido a l  numeratore cl 

rleiioininatore della formola il fattore sen c + seLi 5 (per l'ipo tesi sen2 r3 - sen' c 
non nullo), resta la forinola definitiva 

a 6' - 1 - sen c sen G - COS c COS 5 COS (HI  - (P) 8 8 -- . - .  ( 93) a IV sen o - sen c ô IV 

Si è escluso iiella disc,ussiolie il caso sen' 6 =  sen'c; nia è facile vede1.e 
che in questo caso sarà sen o = - sen c e varrà ancora la stessa eyuazioiie 
h a l e  (%*). 

Difatti per sen2 5 = sen3 c, la (97) diventa liiieare in E e dà 

a 0'  1 + sen2 c --- COS c COS cos (et - a 0 
a= 9 sen G a' (3  O) 

rnentre I'eyuazione tratta dalla. (29) non pub essere coiiipatihile con questa 
se lion riduceiidosi all'identit.à, ci6 die  avviene solo per seil c = - sen T, ecl 
allora la (30) si riduce appunto alla (95"). 

La discussiorie fatta suppone per altro clie la (97) non sia un'identità, 
cib che lia luogo per sen' o = sen", cos c = cos G cos (9' - y ) .  Questo è vera- 
mente uii caso eccezioriale, ove si pub fare 5 = c, 8' = cp, ed il sistema di- 
venta ad angolo a costante, inentre le ("2) dàniio in effetto il passaggio a l  
sistenia coniugato (Q',) (S 6). Questa particolare trasformazione B, d i  un si- 
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stema (fi,) ne1 coniugato (n',) è durique da riguarclarsi come t ras fornaasiow 
s ingolare  (*). 

Ritornando al caso generale, vecliaino che ailclle qui abhiamo per cle- 
terniinare 8' un sistema differenziale del tipo di RICÇATI, cioè: 

cos 6 sen 4' + sen c sen 8 cos 4' 
cos C 

seil 4 cos 6' t sen c cos 4 sen 4' 
cos C 

sen a - sen c 

clle, ilel caso particolare c = O, si riduce naturalinente al sisteina (19), (19*) 
S 1 2  per la trasforrnazione complenienlare. Ma anche ne1 caso di c qiialunque 
il sisteina (1) risulta completame~zte ilztegrabile, a causa delle equazioni (A), 
(B) § 5; la sua soluzione generale 4' contiene quindi una costante arbitraria. 

LE me THASFOHMAZIOKI DI BACICLUNI) PEH UN SISTEMA OBLIQUO D I  WEINGAHTEN. 

Immaginiaino fissata una qualunque soluzione 8' del sistema (1) e sosti- 
tuiainola nelle forrnole (24) ;  vogliaino dimostrare clie le oo' superficie tras- 
formate ~ f o r i n a t i o  un nuovo sisteina ohliquo di WEINGARTEN. III primo luogo 
osserviaino che, pel modo stesso come abbiaino dedotto al paragrafo precedente 
la terza delle (I), ossia la (%*), le trajettorie ( lu)  ne1 sistema formato dalle S 

- 
taglieranno queste superficie pseudosfericlie sotto l'angolo " - 6. Dopa ci0, 

02, 

cotne al § 12, tutto si riduce a provare cl-ie si pub deterininare un angolo y' 
legato a '4' dalle equazioni fondrtineiitali (A), (B) $j 5, e tale clle sussistano 
insieme le (!JI), § 18 

a i i - = cos G - - sen o sen yfXI + sen D cos y l X ,  - cos r s,\ a a lu e'l 
(*) In particolare pei sisterni ortogouali di WEINGARTEN a flessione costante la trasfor- 

mazione singolare è la  coinplementare. 
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- - -  
i valori attuali di X ; ,  X,, X ,  essendo (cf. § 3):  

X, = (cos 8 cos 9' -- sen c sen 9 sen 6') X, + 
+ (cos 4 sen 6' + sen c sen 9 sen 4') X, - cos c sen 8 X, 

= (sen 8 cos 19' + sen c cos 8 sen 0') X ,  + 
+ (se11 4 sen 8' - sen c  cos 8 cos 6') ,Y, + cos c cos 4 X, 

Xg = COS G (sen 6' X, - cos 4' ,Y,) - sen c  X ,  . 
Sostituendo questi valori iiella precedente, e confrontando colla (46), ri- 

sultan0 le tre equazioni 

A causa della terza delle (1), queste si riducoiio alle due concordatiti 

(sen o - sen c) sen (8' - p) seri (8 - y') = 
1 - sen c sen G - cos c cos o cos (9' - y) 

121 1 

(1 - sen c sen G) cos (8' - y )  - cos c cos u \O1l 

cos (9 - 9') = \ 1 - sen c sen G - cos c cos o cos (9' - 9) , 

che si cornpeildiailo nell'unica 
a + c  , COS--- 02 9' - p tg-=-- .tg--. 

4 a - C  02 
sen 

Qui riconosciaino nuovamente (cf. § 102) le forinole del teorema. di per- 
niutabilità per la quaderna (4, p, 8', y') di soluzioni della equazione fonda- 
mentale (1) § 3. Ke risulta in particolare che 4', ?' sono certamente legate 
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fra loro dalle (A) § 5, e resta solo a prorare clie sono sodciisfatte anche 
le (B). Ci6 si verifica con uii calçolo perfettainente aiialogo a quel10 giA ese- 
guito al S le. 

Possiarno riüssuriiere i iiostri risultati (clle coiiipreridono üiiclie la tra- 
sformüzione cornpleinentare) ilel teoi-eiiia: O g t ~ i  s is tema obliquo d i  WEIKGARTEN 
possiede CQ' sistemi n îmlogh i  der ivnt i  per t r . n s f o r ~ m z i o n e  B, d i  BACKLUND cc 
costante c yua lanque;  per  i u d i v i d u a r e  il s is tema deriuato bnstn  scegliere d i  
uncc superficie p s e u d o s f e r i m  iniz in le  S del sistema (ad nrbitrio) l n  t rns for-  
mccta 8, e l a  deter~thinazione effettiva del s is tema d e r i m t o  richiede l'integrn- 
xione d i  un 'equazione d i  RICCATI. 

Se si fa poi variare anche la costailte c,  si ottiene una t loppin  infiraith di 
sistenii trasforiiiati, contigui al sistenia dato per trasforinazio~ie di BACKLUXD. 

Se di u,n sistema obliyuo di WEINGARTEN ne eonoscial~io un0 contigu0 
per trasformazione B,, tutti gli altri si ottengoiio per  quadra ture ,  giaccliè 
della corrispondente equaziorie di RICCATI conosciaiiio una soluzione parti- 
colare. Questa osservazione si applica in particolare quaildo si vogliario co- 
struire di un sisterna derivato i sisteini trasformati per la stessa LI,, poichè 
uno di essi, l'iniziale, è già noto. Cosi, a yuesto punto della teoria, la ripetuta 
applicazione del processo di trasformaz'ione ricliiede, ad ogni passo, nuove 
quadrature. Ma anche qui, colne per le superficie pseudosfericlie isolate, il pro- 
cedimento pub notevoliiiente perfezioiiarsi sino a risparmiare affatto le qua- 
drature, facendo uso del teorema d i  perwutabi l i tà ,  clie vale aiicora in yuesto 
caso. Basterà enunciare e dimostrare il teorénia stesso, le ciii conseguerize 
pel processo d'i~itegrazione non differiscorio da quelle per le superficie pseuclo- 
sfericlie isolate. 

TEOREMA DI PERMUTABILIT~:  D i  U I L  s is tew~a obliqzco (x) d i  W E L N G ~ T E N  
s i a n o  peoti d u e  ta l i  s is temi  contigui (r,), (y,) derivnt i  d a  (x) per trnsfol-wa- 
z ioni  d i  BACKLUND B,,, B,, a costnnti c , ,  c, differenti. S i a n o  S ,  S , ,  S,  tre 
qua lunque  superficie pseudosferiche, corr ispo~zdent i  nei  tre sistemi,  e col teorema 
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di pernautccbilità per le superficie pseudosferiche isolate (Vol. I I ,  pag. &Il),  si 
costruisca la quartcc superficie S, dopo S ,  S, ,  8,: pes ta  quarta szcperficie 
yseudosfericn S, descrive u n  quarto sistema obliyuo (x,) legato a (2,) da u m  
B,, ed a (X,) d a  una  B,,. 

Indiclii (8, 5 )  la coppia di soluzioiii delle equazioni fondai~entali (A), 
(13) 5 5 appasteneiite al sistetna (x), e siano siinilnieilte (4,) y,) ,  (9,, y,) quelle 
che itldivit~uaiio rispettivanierite (El), (E,). Queste sarütiiio legate alla (4, y) 
dalle forniole delle rispettive tsasformazioni B,,, BC2, secondo i $8 13, 14 in 
particolare avremo per la (1,) 

a O ,  1 -- sen c, sen G - cos c, cos G cos (8, - p) ô r-i -- - 
a  10 sen G - sen c, 

a 9, - 1 - sen C ,  sen G - COS C ,  COS G COS (0, - p) a O \ -- a lu sen G - sen c, 'KU. 

Ora, secondo l'enuticiato del teorema, si determini la funzione 8, corri- 
spondente alla yuarta superficie S, dalle forniole del teorema di permuta- 
bilità (Vol. II, pag. 415) 

(sen cl - sen c,) sen (8, - 8,) 
sen (8, - 4 )  = 

COS r;, COS c, cos (8, - 8,) + sen c, sen c, - 1 

COSC, COS C ,  + (sen cl sen c,-1) cos (8,- 6 , )  
cos (9, - O) = 

COS cl COS c2 COS (8, - 4,) + sen c, sen c, - 1 ' 

Si deve dimostraw che la futizione 9, di u ,  w,  tu  cos1 deteriniliata è le- 
g t a  alla (€&, y,), secondo le formole (1), da una B,, e cioè che sussistoilo le 
equazioni 

a 0, ô 4 ,  -$-= COS 6 ,  sen 6, + sen c, sen 8, cos 4 ,  
au a u  cos C ,  I ,- . . 
a 9, a 4, sen 9, cos 9, +sen cl cos 9, sen O, \ (34) 
-+-=- a ~  au cos c, 

a 0, - 1 - sen cl sen a - cos cl cos G COS (4, - y y )  a 0, 
23- sen o - sen c, '2%) (34") 
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siinilmente 8, dovrà essere legata all'altra coppia (O,, 1 , )  da una RIZ. PerG 
basterà provûre la prima cosa, l'altra seguendolie per sininietria. Ora, le (34) 
esseiido uti'iininediata conseguenza del teoreiiia di perinutabilità per le su- 
perficie pseudosfericlie isolate (cf. Vol. II, pag. 416, foriiîole (ho*)), resta solo 
a provare clle sussiste anche la (34*). Per questo si coniinci a derivai-e rap- 
porto a IV la (33*), ci6 clle dà 

8, - 4 
a o ,  a e  

- B O 4 ,  a O, 
G -- aj (35)  

C l  - c2 sen -.-- 
2 

2 cos2 - 
2 

poi si osservi clle, per la seconda delle (33) 

[COS ( C l  - C,) - I j . Y COS* I' 8, - 8  
2 - - - 1 +cos (O, - O )  = 

9 
9 COS cl COS C ,  COS (4,- 4,)  + sen cl sen c, -1 ' 

e in Iiiogo della (35) si potrà scrivere 

Per verificare la (349  basta diinque provare clie si lia identicamente 

1 - sen cl sen .; - cos cl cos 5 cos (8,  -- y,)  8 4 ,  - a 8 .--- 
sen .i - sen c, ~ I V  a n ,  + 

sen c, - sen cl  
+ cos cl cos c, cos ( 6 ,  - 8 . )  + sen cl sen c, - 1 

8 0  a 4  a 6 
Se in questa poniaino per -' 9 i valori ( 3 9 ,  poi dividianîo per - 9 a IU a a 

l'ideiltità da dimostrarsi resta : 

1 - sen cl sen G - COS cl COS G COS ( O ,  - y,) 
sen ir - sen c, 

1 - sen c, sen a - cos c, cos o cos (9, - cp) - 
- 

sen G -- sen c, 

- sen c, - sen ci 
- 

+ cos c, cos c, cos (6, - 8,) + sen cl  sen c ,  - 1 

( 1 -sen cl sen G - COS cl COS G COS (O1 - pi) 

1 
- 

sen cr - sen ci 

- 1 - sen c, sen G - COS c2 COS o COS (F), - ?) ( 
sen G - sen C- I ' 
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Ora le forinole (32), applicate a O,, pz,  dànno 

(sen G - sen c,) sen (9, - 9 )  
sen (9 - y,) = 

L - sen c, sen 5 - cos c, cos 5 cos (4, -y) 

(1 - sen c, sen c) cos (8, - y) - cos c, cos u 1 cos (6 - W) = 
\ 1 - sen c, sen a - cos c, cos a cos (8, -- y) ' 

dalle quali, calcolando 

cos (8, - y,) = cos (9, - 8) cos ( 8  - (o,) - sen (4, - b) sen (4  - T,), 

risulta l'identità : 

' 1 - sen c, sen a - cos c, cos G cos (4, - y) 1 
l I ' \ 

I 
. I cos c, cos c, cos (O, - 8,) + sen c ,  sen c, - 1 ' cos ( O 3  - c p o )  = 

I 
- ' cos cl cos c, + (sen c, sen c, - 1 )  cos (9, - 6,) - 1 } (37) 
- 1  

I 
I . ' (1 - sen c, sen a) cos (6, - p) - cos c, cos c + 
I 

+ (sen C, - sen cl) (sen 5 - sen c,) sen (8, - 4,)  sen (9, - cp). 

Ci6 posto, se si moltiplica la (36) pel prodotto dei denoniinatori, utiliz- 
zando la (37) e l'identità 

cos (O, - 9 )  - cos (9, - 8,) cos (9, - ") + sen (9, - 8,) sen (4, - p), 

la (36) si riduce ad una relazione lineare in cos (9 ,  - y ) ,  cos (O? - c p ) ,  
cos (O, - 8,) con coefficienti tutti nulli. Il teorema di perinutabilità t cosi 
diinostrato. 

LE TRABFORMAZIONI DR1 RJRTEMT (0,). 

La teoria delle trasformazioni pei sistemi obliqui di WEINGAHTEN che 
abbiaino sriluppato iiei paragrafi precedenti, a coininciare da1 § 11, vale in  
generale per G = G ( 1 2 9 )  variabile O per G rostante. Ma in quest'iiltitno caso, 
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cioè ne1 caso dei sistemi (fi,), iriterrengono niiove interessanti proprietà che 
andian10 ora ad esaminare. 

a)  Si è visto clie i sisteiiîi (na) si preseutano senipre a coppie di si- 
stenii coniugati (a,), (Q',) e la trasî'orniazione che fa passüre da un sisteiiia 
( O , )  al sistema coniugato (f)',) è la trasfownazione singolare Be (cf. § 13). 
Abbiaiiio poi osservato, al  § 14, clie ogni altra trasforliiazione di B ~ C K L U N D  B a  

cangia ogni coppia di sistenii (a,), (n',) coniugati in un'altra tale coppia, di- 
cialno (%), (O1,). 1 quattro sistemi (O,), (n',), (O,), (8,) staiino allora cliiara- 
niente frü loro nella relazione stessa. del teorerna di permutabilità per le 
trasforiiiazioiii Ba,  B,, di cui ln priiiia singolare ; dunque : Pei sistemi (na) 
i l  teore~rm di  yetwutnbilitic resta ualido, am%e se delle dtce trnsformazioni 
co~~bponenti w e i c  coimirle colla sir~golare Ba . 

b)  Quando, per uiezzo di una B,, si trasforiiia un sistenia (Ra) in un 
altro (Er) ,  le superficie yseudosfericlle dell'uno si caiigiano nelle corrispon- 
denti dell'altro, e in pari tempo le curve di BENTHAND trajet,torie isogoiiali 
di (rr,) iielle corrispondenli di (n,). Considerate per le singole coppie (C, C) 
di c u n e  corrispoiideuti di BEHTHAND queste trasforliiazioni B, vengono a 
coincidere con tiashriiiazioiii ben note. Se diciaiiîo P, P u m  coppiü di punti 
corrispoiidenti sopra C, 12 e Y', p' i loro oiiiologhi per le due curve di BEH- 
THAND C', rispettivanlente coniugate di C, C, abbiamo: I l  segmeîzto Y P 
h a  ln  lz~nghexaa costtwzte = cos c e giace szclla intersezione dei due piani  oscu- 
latori in P', Y' alle czcrue coniz tp te  C ' ,  c f ;  le b i n o r ~ m l i  d i  C, C rzegli estrenzi 

7C 
P, P foriunno f m  loro l'a~.zyolo costnttte - c. Le proprietà geometriche 

2 
ora indicate caratterimano quelle trasforniazioni delle curve di BEKTHANU 
che vennero studiate in  generale da R ~ z z A ~ o x r  (*), dopo che DEMAHTRE~ ne 
aveva fatto conoscere il caso particolare c = O, corrispondente alla trasfor- 
niazione conipleliientare. 

Anditicainerite si prova la coincidenza delle due specie di trasforinazioni 
ricorrendo alle forinole del 5 13, coll'osservare che il segmento P P è inclinato 
sulla riorniale principale di C di un angolo + dato da d, = 8' - y, inentre l'ele- 

ô 6 
inerito d'arco ci s della C è dato (la d s = cos G - . du. Con questo, arendo 

d m  

(*) Atti del Eeale Istitztto Veneto, Sonio LX (LW-1901) ; cf. anche il § 43 della mia Meinoria: 
Teoriuc delle tru~formazio~bi delle sape?-ficie ccpp1icabil.l; sulle quadriche d o n d e  (Meinorie della 
Società Italiana delle Scieiize, Serie 3.a, Toino XIV (1905). 
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98 B i a n c h i :  Sui sistemi obliqui di Weingnrten. 

riguardo alle foririole del 5 8, la terza delle (1) €j 13 si muta nppunto nella 
equazione differenziale (di RICCATI) data da RAZZABONI per le trasformazioni 
delle singole curve di BERTRAND. 

In fine rioteremo d ie  da1 teorema di permutahilità per le trasforn-iazioiii 
dei sistemi (a,) (5  15) segue ora subito un  corrispondente teoreiiia per le 
trasformazioni delle curve di BERTRAND. 

PAHAGONE COLLE THASFORMAZIONI DEI  SISTEMI (w) A F1,FSSIONE COSTANTE. 

Ritorniaino ancora sulle relazioni stabilite al 8 7 fra i sisteliii (O,) ed i 
particolaii sistetni (n,), O sisteini oitogonali (IV) di WEI~-GA~<TEN a ilessioncl 
costante. Ivi si è visto clle da uiia coppia (W), (W') d i  sistemi complenieii- 
tari di WEINGAK'I'EN, intrinsecainente determinata da iina c01)piii di funxioni 

8 (u', u', wu), a) (u', Tl', 9v) 

soluzioni delle (a), (p), (p*) 5 7, si passa ad  unit coppia (O,), (fi',) di sisteiiii 
coniugati apparteriente alla coppia di funzioni 

colle formole (IO), (IO*) della trasformazione L, di Lm. 
Ora una trasforniazione B, di BACKLUND cangia la coppia (41) (*) di si- 

steini (O,) coniugati in un'altra tale coppia (FJ', T I ) ,  alla quale corrispontlerà 
alla sua volta, per trasforinazione di Lin, una coppia (@', CD') di sisteini coiii- 
pleinentari di WEINGAKTEN, secondo le forinole 

0' (u, v, l u )  = 0' (u', v', 'IV) 

y' (u,  W ,  ' I V )  = @' ('Ut, 'Ut, ?v). 

Ora si doinanda: IN yuale rela~ione stanno fra loro le t h e  coppie di si- 
d e m i  complemer~tari d i  WEINGAHTEN (@, @), (@', @')? 

(*) Siccorne la coppia d i  futizioiii ( O ,  g) individua iiitriiisecaineiite la coppia di sisteiiii 
coni~igati (a,), (a',), cosi indichiaino anche quest'ultiina coppia con (0, y).  
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Diniostrerenio che yueste due coppie, convewie~ztewente collocccte uello spcc- 
zio, sono trasformate l'una dell'altra per una trasformazione di BACKLUKD B,,, 
la cui costante c' dipeiide in certo inodo (forinole (38)) da c  e da o. 

Per questo osservialno le funzioni 8, 0' sono legate fra loro clalle for- 
mole (1) § 13 della trasforliiazione B,, e queste, trasformate in coordinate zc', 

d, ove 
, Z C - v s e n ' ~  , - usen a+v 

'lc = > v =  9 

COS 6 COS ci 

diventano 

a @ '  ? o  1 -sen csen G sen c  - sen 6 , a;lifm= 
cos O sen 0' + sen r-1 cos o' 

COS c COS a COS c COS cr 

\ a o .  -+-=- a 0  I -- sen c sen I; sen c - sen G sen o cos @' - a a m r  
COS O sen (9' 

COS C COS 0 COS C COS a 

1 ô of 1 - sen c sen o - cos c cos o cos (of - @) 8 w - 
7- .-. 

\ a n ,  sen u - sen c a 

Si prenda ora c' dalle relazioni concordanti 

sen c  - sen G COS c COS G 
sen cf = COS cl= 1 - sen c sen G 1 - sen c sen G ' 

e le precedeiiti si scriveranno 

/ 86)' a @  COS (-) sen @' + sen d sen o cos 0' 

\ a » !  ae sen O cos of + sen c' cos o sen o' 
j m - F m = - -  COS C' 

Ma yueste, secondo le (1) stesse ove si faccia 6 =  O, sono appunto le for- 
mole per la trasformazione B; applicata alla coppia (w, @) di sistelni coin- 
plen-ientari di WEINGARTEN, clle si trasforma cosi nella coppia (~@', @') corne 
è enunciato ne1 teorenia. Si osservi che le forinole (38) si scrivoilo inversa- 
mente 

sen c' + sen u COS c' cos a 
sen c  = 9 cos C =  1 + sen c' sen o 1 + sen c'sen 6' 

(38") 

Alla trasforinazione singolare B., dei sisteiiii (0,) corrisponde, secondo 
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994 B i a n c h i  : Sui  sistemi obliqui d i  Weingarten. 

yueste formole, la trasforniazione complementare con c ' = O  dei sistemi di 
WEINGARTEN, clle per questi sisteiiii rappresenta appunto la trasforinazione 
singolare (5 13 nota). 

Possianio coiripendiare i risultati ottenuti ne1 teorenia : 
La trasformaxioîze L, d i  LIE c a n ~ i a  due coppie (w, a), (of, a') di sistemi 

complemeî~tari d,i WEINGAHTEN, leyate fra loro da una trasformasione B; di 
B A C K I ~ ~ N D ,  in due coppie ( 8 ,  y), (b', y') di sistemi (O,) coniuyati, legate fra 
loro da una corrispondente B,, la relazione fra le costanti c, c', essendo dala 
dalle (38) o (38*). 

Simholicarrierite cpesta dipendeiiza fra le E, pei sisteiiii (0,) e le B; pei 
sistemi (W) di WEINGARTEN a fiessione costante pub esprirmersi colla for- 
mola 

PARTE SECONDA. 

1 sistemi (O,) negli spazî a curvatura costante 

THASFOHMAZ~ONI DI BACKLUND NELLO SPAZIO ELLITTICO. 

In questa seconda parte vogliaino estendere la ricerca al cas0 dei sisteiiii 
obliqui di WEINGAKTEN negli spazî di curvaturü K costante, positiva o neçativa. 
Supporreino senz'altro K = + 1 se si tratta del10 spazio ellittico, e = - 1 
ne1 caso del10 spazio iperbolico; inoltre ci limiterenio, per brevità, a stu- 
diare il caso geoinetricainente più interessante che l'angolo t~ d'iriclinazione 
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delle trajettorie sulle superficie a curvatura costante del sistema sia una co- 
stante assoluta e chiamerenio yuesti sisteiiii sistemi (0,) (*). 

Coininciaino da110 spazio ellittico + 1) ed in primo luogo esten- 
diamo le ricerclie del 8 3 sui sistemi elementari (ils). Si consideri una su- 
perficie S del10 spazio ellittico a curratura relntiva costante e iiegativa 

1 - - 1 - -- (a  costante). 
PI  P z  ae 

Rifereiido la S alle sue linee di curvatura u, v, avreino pel suo eleiriento 
lineare (**) 

tl s 2  = a2 (cos2 4 d u2 + sen" 8 v2), (1) 

e per le curvature principali 

dove 9 è una soluzione della equazione a derivate parziali : 

a z 4  a 2 e  - -- - a?? av2 
- (1 - a') sen 4 cos 4. 

Indichiaino con (x,, x , ,  x Z 7  x3) le coordinate di WEIERSTHASS di un putlto 
mobile sopra S, con (E,, (,, E,, t3) quelle del piano tangente, in fine con 
(%, V I ,  XZ, x3), (Co,  c,, C,, 5,) quelle dei due piani principali. Allora ne1 de- 
terminante ortogonale destrorso (= + l )  

gli eleinenti di ciascuna coloiina sono legati dalle foririole fondainentali del 

(") Si avverta che qui, per ragione di coiifronto con formole stabilite in altre Memorie, 
I'angolo o ha il significato cotnplemetztare rispetto alla notazione usata per 10 spazio euclideo 
iiella Parte pririia. 

(**) Per le formole utilizzate iiel preseiite paragrafo vedi s$j 1, 2 delle mie: Ricerche stilla 
defornzazione delle puadriche ne1 Sotiio 92 dei Reiidiconti del Circolo matematico di Palermo 
(19M), inoltre la Memoria: Sopra alcume classi d i  congvuenee l'ettilinee neyli spazii d i  cuvva- 
tura costante ne1 Tonio X ,  Serie III di questi Atmali  (1904). 
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quadro seguente (dove ornettianio per hrevità di scrivere gli indici): 

Ora si sa clie esistono infinite congruenze pseudosfericlie di cui S è la 
prima falda focale e nelle yuali l'angolo a dei piani focali e la distanza r 
fra i due fuoclii sono costanti, legate fra loro dalla relazioiie 

sen -T = a sen o. (4) 

Inversamente, scelte le costanti u, T, in guisa da soddisfare la prece- 
dente (4), si lianno 00' di tali congruenze, le cui seconde falde S' sono su- 
perficie pseudosfericlie del medesimo raggio; ciascuna S' è una trasformata 
di S per la trasformazione B, di BACKLUND. 

Per gli elementi di questa trasformata S' abbiamo le formole 

dove (p è una funzioiie di u, v legata a 0 dalle equaxiorii di trasformazione 

che foririano un sistema completamente integrabile. Gli altri elementi 5', ri', 
r' della superficie S' sono dati dalle formole 

+ (cos T sen O sen cp + cos U- cos 8 cos ~p) . '!, Î 

e scriviamo altresi le fortnole inverse delle (5) 

x= COST .XI- sen7 (cos0 ~l'+senfJT). (5") 
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FORMOLE PEI SISTEMI (a,). 

Suppongasi ora ctie resti fissa la superficie S', e la S percorra tutte le 
ooL trasformate della S' per la B,, descrivendo cosi un sistenia elementnre 
(0,) (cf. 3). 

Delle due soluzioni 0, cp della equazione (3) la cp resta fissa, mentre la 4 
varia in una sernplice infinith dipendente da una costante arbitraria w ,  clle 
assunierenio come terza variabile. Tutti gli eleinenti di S' sono clunque iii- 

dipendenti da w ,  invece quelli relativi alla S contengono, oltre N,  v, anche 
la terza variabile tu. 

Si coininci da1 derivare le (A)  rapporto a 7v, coll'osservare la (4), e si 
otterranno le altre 

a 2  0 - - a 9 
sen <T - - (COS : COS 6 COS cp + cos cr sen 4 sen y) - a ~ a ~  a lu  1 

as  9 a 0  \ ('3) 
sena- - -=- (cos~~enfJsencp+cos~;  cosOcoscq) - . a v a ~  a 7v 

a x  
-= 

a 0 
a senr  - (sen 0 -0' - cos 0 y), a 

clie per le (6) possiamo scrivere 

a . l l .  a <  at 01.a per calcolare le derivate - - si proceda conie al  § 3, e 
?$<^, a' 

paragonando le due prime (a) colla (7) si formino le condizioni d'integrabilità 

a a i a e  a î- (COS O . ri) = sen r - - 
d .IV au i  a  l u ( -  

senr5+coscse i i Ip  . r i  -coso .  cos? .  C) 1 
\ 

a a i a e  
a - (sen 0 .  c) = sen r - a 721 a  lal la (- sen o : + cos r sen .p . r -- cos. cos p 1 9 

\ 
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svolgendo a destra colle formole (a) e (B). Cosi si ottengoiio a n  a < ,  8%' fi 
a s' per avere anche - basta ricorrere alla formola a 

che segue dalla identità 

~ ' + i " ~ ~ - + t ~ =  1 .  

Kiurieiiclo le foriiiole cosi otteriute alla (7) ,  si lia il seguente yuadro (a') 
da aggregarsi al c~uadro (a) : 

a 5 a o - sen 6 -- (sen T x - COS 7 COS cp -ri - COS 7 sen cp '5) a- a w 

a n  a e  (a') 
-- -- a l v  a w (- sen : cos o sen y .  x: + cos r sen G COS y .  5 + cos r cos ='C) 

at a e  -- 
1 

- - (sen 7 COS G COS p .  lu: + COS T sen u sen g 5 - cos r COS 3 4). 
~ I V  a l v  i 

Stabilite queste formole pei sistemi elementari  (O,) iri geoinetria ellittica, 
un procediinento affatto analogo a quel10 esposto nei 9s 4, 5, che qui non 
stareino a ripetere, coiiduce a ricoiioscere che le medesirne forinole valgono 
pei sisteini (O,) più generali; soltanto, ne1 caso generale. ambedue le fun- 
zioni 8, y dipenderanno da tutte tre le variabili u, v ,  IV, sempre dovendo sod- 
disfare alle equazioni (A) e (B). 

Dopo di ci6 le forinole dei quadri (a), (a') dànno un sistema ortogonale 
cowzpletamente integrabile e defitiiscono (a ineno d i  niovimenti nello spazio) 
il sistema (n,) corrispondente. Abbiaiiio dunque il risultato: 

I sistemi (O,) dello spazio  ellittico corrispo~rdorzo biunivocamente alle coppie 
d i  f i lnxio~zi O, y delle tre variabili zt, v, ru che sodd i s fano  a l  s is tema d i  equa- 
~ i o n i  a derivate parz ia l i  (A) e (B) .  Note (1, i n  funaione d i  u, v ,  lu, i l  s i s te~nm 
(0,) è cleterminato, a m e n o  d i  wzovimenti, dal le  forwtole d e i  q u n d r i  (a), (a'). 

Osser~ianio clie derivando le ( A )  rapporto a I V ,  coll'aver r iguado alle (B), 
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ne  seguono le analoglie 

a2 a  seri 5 - y = (COS .r cos A cos rp +- cos 5 sen û seil y )  2 a ~ a n t  a  ( 
az  (B*) 

sen .; = (cos r sen 8 set1 cp + cos o cos 9 cos 9) - . a 8 a l t l  0 Ic 

- 
Noterole è il caso G = '* i l  quale pei-i), a causa delle (4), pu6 a r e r  

2 
liiogo solo per. a < 1; alloua il çisteiiia (Q,) direiitn u n  sistema ortogoiiale 
di WEIKGARTEN (;L flessione costantej e le eyuazioni (A),  (B), (B") si ricliicono 
alle segiieriti: 

a ?  a >- - cos : cos 9 cos a 9 
ô ~r a 11. a  gu 1 

a)  La perfetta tlunlità che, anche per le proprietà meti-iclie, rige ne110 
spazio ellittico fa si die,  uoto in  qiiesto spazio LIU sistenia (Qu), se  ne ot- 
tieiie subito un secondo prei-ideiido di ciascuna superficie pseudosfericn S 
del priiiio la yolnre (pa rallela distante di lin cl liadraiite) ; questo secoii tlo 
sisteina si d i r i  il sistema polnre del primitive. Piii precisaiiiente nbbiauio il 
teorenia : 

Ogni sislemn (O,', del10 spnzio ellittico hn per sistenzm polcrre u n  siste~un 
(Cl,), gli augoli G, r essendo legnti frrc loro dalla (4). 

La diinostrazioiie risiilta suhito tlall'osserrare clie le coordinate di un 

Aimali cli Alr~te~nuticu, Serie I I I ,  Toriio MX. 44) 
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piinto tlellii siiperficie polnre sono nppiitito le F e c~uelle del silo piaiio tafi- 
gente le a, e per le for~ilole (a'), corrispondeiitenieiite alle relazioni 

(; :>y ax s - = senZ: (  SI^=- a 
sen o seil T - a tu  

- 
Notevole rie1 teorema pi.ecedeiite è il caso piii.tico1ai.e G = 2, rlie eiiiiii- 

9 
ciuiiio esplicitaniente cos1 : Ogui s i s t e ~ w a  cc f7essio11e costnllte d i  W.ll'eisc:.\ii~~~ 
jtello sprrzio ellittico Im per  s i s t e w m  polnre 1 1 1 1  s i s t e l ~ t n  obliqua (Cr,), col1 
s = arc seil a .  

b) Kitornando al crtso gciiernle di uii sisteina. qiii~liiiique (ne\, si co- 
struisca per ogrii superficie S del sisteiiia la congrueiiza (pseiidost'erica) i cui 
raggi soiio cor~dotti ~ i e i  piatii tutigenti di S tioi.iiialiiieiite iille tra,jettoi.ie ( 1 ~ ) .  

La secoiitlii falda focale Sr di yuesta coiigrueiiztt è iiria secwiitlü s~ilwrlicit. 
pseiitlosterica per la yuale valgorio le (5 ) ,  (ci) § 18. Derivando le (5) r;il)l)orto 
ad 91, v, I V ,  otteiiiaiiio per le (O) 

a X I  ê ?  \ 
- = sen r - - seii 6:' - cos G seii F1 n' + cos 5 srii 4 <' . 

E ,IL> a 121 1 \ 

Baata corifroiitare queste forniole colle (a), (a') per tletliiriie il teoi-eii~a : 
Le mcperficie pseudosferiche S' fornzmto utz n ~ ~ o v o  s i s t e m a  (of,). Questo si (1 irà, 
come nello spazio euclideo, il c o n i q j n t o  del priiuitiro. 

c )  Ora dinlostiiaiiio clie anche tiello spazio ellittico si otteiigoiio tutti 
i sistemi (il,) trasfoi-tiiaiiilo colla I,, di LIE i sistemi ( I V )  a flessione costante. 
Suppotiialiio d i e  ne1 nostro sisteiixi (cl,) sia l a 1 < 1, cioè la c~irvatiira re- 
lativa della S sia, in valore assoluto, > 1 ; cifi è lecito percliè ilel caso con- 
trario basterebbe passnre a l  s i s t e m  polare secondo a). Esseiido tliiiique rc < 1, 
potremo pori'e n = sen x, con a costaiite reale, e la (4) si scr-ive14 : 
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Coi~sideriamo orü un sisteina di WEINGAHTEN a flessioile costante, detiiiito 
secoticio le (K), (F), (p*) da iiiia coppia di funzioiii 

a2 a 
a 7 7 9 0  

= COS G! COS O COSCD 7 

a2 (I, (B'") 
2 v T l u  

= COS x sel) (3 sen - . 
d rc 

Se prendiaiiio uiia costaiite c dalle relazioiii coiicordanti 

COS u seu I; cos a 
set1 c = > COS c = , 

COS 7 COS 7 

poi facciamo le sostituzioiii della trasforiiiazioiie di LIE 

, u - e se t l c  - ZC COS 7 - v COS u 
ZC = - 

COS c sen G cos a 

- ~ ~ s e i i c + u  -ucos3s+vcos :  
%i) = - - 

COS c sen G COS 3 

iisulta subito clie le equaziorii (a'), (p l ,  (kt*) si caligiaiio nelle folidameritali 
(A) ,  (B), (B*) 5 19. Duuque: Lcç trasformccsio~ze L,. d i  Lis cattgicc zcua co~picc 
di sistemi conzplemefitari di  W E I N G ~ T E N  a flessiot~e costaazte im urta coppia 
di sistemi (O,) coniugnti. 
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Andiaino ora a stahilire pei sisteini (n,) dello spazio ellittico Ir propri~tà 
atialoglie a quelle osservate nei $5 8, 9 per lo spazio euclideo. 

Cotlsiderianio un sistema (O,) ed uria cuiva C trajettoi-ia iiel sistetiia. 
L'elenîeiito d'arco della C è dato da 

a e 
d s = sen : - . ri! ru, a +U 

e noi designerenio con 
1 1  
P ' T  

rispettivan~eiite la flessioiie e la torsioue di 

t , ,  t , ,  t , ,  t ,  i coseiii d i  direzioiie della tangente 

no, 4, %, % > >> nonnale principale 

b o ,  b , ,  b , ,  6 ,  % >> binorinale. 

Per le forniole di FHENET i t l  geometria ellittica (Vol. 1, pag. 457), omet- 
teiido di scrivere gli indici, abhiamo 

h l l a  (10) e dalla prima delle (a') si calcola quiiidi subito 

Derivando rapport0 a w ,  coli'osservare la (10) e ' l a  ( i l , ) ,  vietie 
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ed esegueiido le clerivazioni a clestra colle formole del quailro (a') 

Si iiiimagini scritte le yuattio equnzioiii (1.3) per IL,, n , ,  I L , ,  r z , ,  e clua- 
drando e sotnmando risulterà 

1 
designando E l'uriità positiva o negativa presa coii ta1 seg~io cla reridere 

positiva. Uopo cib la (13) -ci  dà  
P 

onde segue inmediatamente (*) 

Se iii fine derivianio yuest'ultiiiia rispetto a 121, a sinistra colla (1 1,) d i  
FRENET, a destra colle formole del quadro (a'), troviaiiio 

a ?  
a l ;  Eliiniriando fra la (14) e la (17) il iapporto - risulta il teoreiiia: a tt 

- - -- 

(*) Si ricordi clie il deterininante è ortogoiiale desti-orso (= + 1 ) .  
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IIÇ o p i  sisterlm (r!,) clello spnzio  ellittico con superficie pseudosferiche d i  
1 1 c w v n t u r n  re lat iva  - = - , , le trajettorie isoyotznli ( I V )  del sistema h a m o  

P I  PZ n 

le d u e  c u r u a t w e  2 1 l e p t e  dnllcc relccaior~e litleare a coeffïcienti costcwti 
p ' T  

Le curve tlello spazio ellittico colle due curvature legate liiieai-niente si 
tliranno aiicora curce d i  BEHTHAKD, percliè le loro proprietà sono affatto aua- 
loglie a quelle che si liaiiiio nello spazio euclideo. Sarebbe facile coiistatarlo 
tlirettaiiiente sulle forniole di FHENET ( I l )  inlitando l'analisi ben nota nello 
spazio euclideo (Vol. 1, p g .  20-51); nia risulterii aiiche da1 paragrafu seguente. 

Iritanto si osservino qui tre çasi particolari delle foruiole superiori: 

1.') Se si suppoiie fi = O, risulta a 

e le tmjettorie (ru) sono circoli di iaggio = 7 ;  il sistei~ia (Q,) è un sisteiiia ele- 

WE~NGARTEN, 111a la. foi.liiola 

stema è a fiessione costnnte. 

sistema (12,) diventa UII sisteiiia oi.togonale 

1 
(14). clle dive11 ta = cot r, tiiiiiostra clle il 

P 

77 3.' Suppongasi ora ilivece r = - e per ci(, n = 
2 sen ' a > 1; la (18) 

di 

si- 

di- 

e le c i n e  d i  BERTHAND trajettorie isogotiali del sistenia lianno in questo oaso 
costante il rapporto delle (lue curvature. 

È poi da osservar~i clle, per quanto si è detto al paragrafo precedeiite, 
i sisteriii (O,) corrispondeiiti a yuesti due iiltimi casi sono polari l'uno del- 
l'altro. 
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Le forinole (16) ci dicono che le norinali priilcipali delle trajettorie (w) 
ne1 sisteina (n,) coincidono coi raggi della congruenza pseudosfei-ica avente 
S ,  Si per le due falde focali. Manifestainé~ite la iiîedesiiiia proprietà coinpete 
alle trajettorie (IV) ilel sisteina coniugato (Q',), onde si ha il t.eoi.euia: Dzte 
trajettorie corrispondenti (lu) nei due sistemi coniugati (O,), (fi',) hctnno a CO- 
mwte le non?taEi principali. E questa è appunto la proprietà clie caratterizza 
qui nello spazio ellittico (coine nell'eiiclideo) le coppie di curve di BERTRAND 
coni ogate. 

Si osservi poi clle le foiiiiole (16) possoi~o scriversi bi = E 5',. (i = 0, 1, 9, 3) 
e tliiiiostrano die:  i l  piano osculntore della trajeftoria (n,) coincide col piano 
tal~gerrte della superficie S' nez sistemn co~tiugato. 

Considerianio ancora la rigata delle norinali alle superficie pseudosfericlie 
S nei loro punti d'inco~itro con iitia loro trajettoria (127), e iiidicliiamo con + 
l'arco d i  questa ciirva C, con t il tratto di generatrice contato a partire da C 
(cf. 5 9). Per le coordinate X , ,  X,, X,, X ,  di uii punto d i  questa ïigntn 
avremo 

~ = x c o s t + 4 s e n t ,  
(la. cui ricaïiaino 

a x 
a t - = - sen t + 5 cos t, 

a s  COS - 
cosasenrqcost-- a 

+ j T s e n p  sen t -  COS 0 COS p, cos .; <, 1 
e quinrli per l'eleinento lin-eaw ds ,  di questa rigata, in coordinate t ,  +, 

\ cos2 - d s ; = = d t 2 - S s e n g d t d + +  seii%+cos2acos2t+- 
I 

sen" d y'. ( 18') 
u2 \ 

Questa forina del d s ,  non dipende clie ditlle costanti a, a e iiulla affatto 
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306 B i a  n c h i :  Sui sisterui obliqui d i  I l é inyar ten .  

dallo speciale sisteina (a,), e dalla trajettoria (ru) in esso considerata. Ma se 
si preride uii sistenia (a,) elemeiit.are, la rigata è generata da1 rotare cli uiia 
retta attorno ad un asse sghenit)o coi1 questa ed 6 quiiidi un iperboloide 

it 
rotoiido ad una falda, clip diventa per altro uiia sviluppabile yuando i = - 

9 ' 
corne è conferniato dalla (lû'), la forriia t l  iffereiiziale ciel secondo ineiiibro 
diventando allora d i  curvatura = + 1, vioè apparteneiido al piano della geo- 
inetria elli Ltica. 

Abbiaiiio dunque : Le ~ t o r l t ~ a l i  alle s tcpr j ic ie  pseudosfericlt,e d i  N I L  sist~uicc 
(!r,) n e i  p u ~ b t i  d ' i n ~ o i ~ t r o  con u n a  lova t r a j e t t o ~ i a  i s o g o m l e  (czwvn d i  BERTRAND) 

for~narzo una rigcltn ccpplicabile sull'ipevboloide m t o n d o  a d  zrrm fnldn uel caso 

TL --- . - unn suilumabile) 

Se si considera poi clie le curve di BERTRAND trüjettorie isogoiiali iiei 
nostri sistemi (0,) sono le più getierali possibili, potendosi yuülunque curva 
colle due cuivatirre legate da uiia relazioiie lineare inserire in  un sisteiiia (O , )  

yuale trajettoria isogonale ( lu)  (*), possiaiuo dare alla proposizioue precedente 
l'altra fornia clle corrisponde al teoreiiia di BTOCHE ne110 spazio eiiclideo: In 
ogizi coppia  d i  curue conizcgate d i  BERTHAND del10 spnaio ellittico (auent i  a 
c o u u n e  le nornznli  pritzcipali)  le n o r w ~ a l i  co~zdotte pei  p u ~ c t i  d e l l ' u w  petyen-  
dicolnnlzente (c i  p i a n i  oscttlcltori dell 'nltro f o n ~ m n o  unci rigccto c~~pplicabile szcl- 
l'iperboloide rotoudo, itz particolare qnna sviluppnhile y ~ m n d o  è costalcte i l  rap-  
porto delle date ciwvnture.  

Sarebbe facile cotiferiuare yuesto teoreina appoggiandosi unicamente 
sulle foriiiole di FRENET; nia qui 10 fareliio soltatito pel caso particolare delle 

curve con = cost. per far conoscere altre seinplici proprietà di queste curve T 
nello spazio ellittico, clie non seinbrano osserrate fiiio ad ora. 

(*) Qnesto si provrrebbe precisaiiiriite coiiie i i d  caso euclidro (5  !) i n  fine). 
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[JE CURVE =  COS^. I N  GEOMETRIA ELLITTICA. T 

Coiiiiiiciano da1 diniostrare il seguente teorema: 

a) Ogui curua C del10 spas io  ellittico  cor^ = vost. l m  a c o w u m  le nor-  T 
rrlcrli pr inc ipn l i  con tcrtn seco~trln czct-.cn C' che d i s t n  d a  C d i  un q ~ ~ c c d r a n t e  ed 
hc( 10 stesso rnppot-to costnnte y e r  le c u r v n t w e .  

Sopra. opiii normale principale ,7151' della supposta curra  C riportiaino 
7c 

un segment0 n l B l f =  e veriticliianio clie la clirva C' luogo del punto A l '  9 
gode delle proprietà ora. enunciate. Riprendendo ora per la ccirra C le usuali 
notazioni (Vol. 1, 5 W1), indiclierenio cogli accenti le quantità. relative alla C' 
ed arrenio quindi in primo luogo 

x' = = 
3. 

Deriraildo rapport0 a d  s colle forniole di FHERET (Vol. 1, pag. 4.37), risulta 

Poichè è costante, poniamo T 

? = tg Q (O costante), 
T 

ed avreino dalle precederiti 
1 d s  a s  =- 

p cos 0 

a' = - 2 COS G - h sen o. 

Uiia nuora clerirazioiie porge 

1 " E 
- - ( , i ) = e o s c ( x -  p cos rj ; ) -sen6 T , 

Annala d i  Matematica, Serie I I I ,  Tonio XIX. 
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308 H i a n c h  i : Sui sistelni oblipni di Weingnrte?t.  

da cui 

ed anche 
5' = x. 

Dopo ci6 risulta 
1' = - r sen ci + X COS ri, 

1 
T '  

= p cos 5 sen o. (2 1") 

La (98) dimostra clle C' lia le stesse iiormali principali d i  C, e ilalle 
O 

(Il) ,  (!Al*) segue dividelido : J, = tg 5 = ; il teorema è diiiiostrato. 

Le eurre con 1 = eost. si preseiitano iluiique a eoppie aqenti a coinune 
T 

le nori~iali principali e distanti di un quadrante ; iria anche iiiversamente : . 
b)  S e  d u e  curve C, C' hal lno n colnune le izormali pr incipnl i  e distmzo 

d i  un qundran te ,  esse h a n n o  egual i  a d  una medes ima  costante i roppor t i  

- 3 ' delle d u e  Zorn curuatrire. 
T T '  

Per diinostrare questo teoreiiia basta ripreiidere il calcolo superiore e, 
fatta la posizioiie (19), rerificare clie G é necessariaiiieiite uiia costaiite. E 
iilfatti, sussisten\do per ipotesi la (48), clalla derivazione delle (40) risiiltn 

Pretidiüino ora una coppia c~ualunyue (C, C') di tali curve coiiiugate e 
facciaiiio la costruzione indicata iiel teoreiiia iinale al paragrafo precedente 
pPr verificare clie le rigate cosi ottenute sono svi luppabi l i .  Ma noi diniostre- 

reino insieine altre notevoli proprieta clie collegano le cul-ve con ' = cost. 
T 

iiello spazio ellittico colle curre a flessione costante, contenute ilel seg~iente 
teorenia : 
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c) S e  ( C ,  C r )  P: unn coppia d i  curce coniugnte con  = cost. (aven t i  T 
q u i n d i  a coututte le n o r m n l i  principccli e d i s tnn t i  di z c n  qundrat t te) ,  si c o ~ t d u c a  
per o y n i  purzto X di C l n  perpew%colnre a l  p i n n o  osculntore del ln  con iugn tn  C' 
ne1 pun to  corrispo~zdeute e s u  questn  re t tn  s i  stncchi un segment0 31 eguccle 
a d  un qzcndrnt~te. La c u w a  C' luogo degli  estremi 111 gode delle d u e  seguetlti 
proprietic: 1." essrç ha per tangelde in III i l  s e p w n t o  JI M, 2." l n  s u a  flessione 

Indicando infatti con x; le coordiilate di abhianio 

e di qui derivando detluciamo gli elenienti della curva C. Una prima deri- 
vazione porge 

e una seconda derivazione 

ossia 

quiiidi 

Le forliiole (W),  (24) di~iiostrano la proposizione eiiunciata. Si vede poi 
facilmeiite clle eseguendo la costruzione del teorema c)  per la  curva coniu- 
gata C ' ,  anzicl-iè per la C. la nuova curva C' a flessione costarite è il luogo 
dei centri di curvatura della C. Nè si deve lasciare di osservare clie la C è 
altresi il luogo degli estreini di quadranti staccati sulle hinorniali di C' (a. 
partire d a  C '  stessa), cioè la curva polare di C', e n~edesimainente C' è la 
polare di C. 

In fine invertiamo i risultati precedeiiti dimostrando il seguente teorema: 
1 

d )  S e  u a a  c u r v a  C del10 spazio  ellittico 7m l a  flessione - costante e sulle 
P 

t a n y e i ~ t i  e sulle b inormal i  d i  C, n partire d n l  punto JI della curva ,  si r ipor tano  
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310 B i a n c h i :  Sui sistemi obliqui d i  Weittgarten. 

s e g n ~ e d i  JIllI', AIAI" egwali cc quctdrmzti, le curve C g ,  C" lzcoyo dei  rispetl ivi  
1 T' T U  

estremi JI', 172" kawno  cos ta t~ t i  ed egual i  a - i rnppor t i  - delle d u e  
P P P" 

curvature  e sono curve cortiugnte ( h a ~ o ~ o  a colnune le n o r r m l i  p r i n c i p i i  e di-  
stano d i  un qundrante) .  

1 
Calcoliatno invero gli elenienti delle curve C',  C". Poichè - è costante 

P 

Per la curva C i  abbiaino 
& = x ,  

e derivando 

Uiia nuova derivazione dà 

ossia riducendo 
1 sen5 COS a ., - - 

pl - T 
9 <=-1. 

Per conseguenza avreino 

A'= x COS G +  [ sen o, 

e con uiia nuova derivazione 

T' 1 
Dividendo la (23) per (95") risulta = çot a = - , cib clle dà uria prinia 

P' ? 

parte della proposiziotie enuriciata. Ed ora calcolando gli elenienti della. 
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ciirva C" polare della C abbianio le formole (valevoli per yualunque curra C) 

I T I  -- - 
2"' 1 - T ;  -=-, , -- 

P" P Tt' P" P 

e queste, paragonate colle precederi ti, completano il teorenia. 
Da tutto ci6 si raccoglie clie ne110 spazio ellittico la determinazione delle 

curve a tlessiolie costante e quella delle curve in cui è costante il rapport0 
delle due curvature sono problemi perfettamente equivalenti. 

Ritornianio ai sisterni gerierali (O,) e aiidiaiiio a stabilire, anche per 10 
spazio ellittico, la teoria delle trasforiiiazioni. 

Di ciascuiia superficie pseiidosferica S del sistenia düto (O,) prendasi zirzn 
trasformata S' di BACKLUKD secontlo uria trasfoi.~iiazione B, a costailte c fissa. 
Questa S' sarà data dalle forinole (5 18) 

X' = COS C' . x + sen c' (cos f i ' .  ri -+ sen 8 ' .  r), ( 2  6) 

dove la costante c' è legata alla c dalla relazioiie (4) 5 18 

sen c' = a sen c, (27) 

e la funzione 0' di 24, v soddisfa alle equazioiii (A) di trasformazione ($ 18) 

a e l  a o  --+--= a c o t c ' c o s 0 s e n 9 ' - c o t c s e n 8 c o s 0  
au  a v  

a o l  a e  
-- + = - a cot c' sen 8 cos 8' + cot c cos 0 sen 8'. a~ e u  

Doniandiamo se è possihile scegliwe ulterioriiiente 4' in guisa clie le su- 
perficie trasforniate S' formirio un iiuoro sisteina (n'.) Per yuesto è aiizi 
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tutto iiecessario clie siano soddisfatte le due relazioni 

a b 1  
~ f ~ ' ) ' = j e n ~  . (-1 8 ~ '  a x' = k sen ci sen T ô O' (as) a tu  a tu a 10 a w 

sono i coserii di direxione della iiorniale alla S'. Ora deriva~ido la (26) rap- 
1)oito a 10, col teuer coiito delle equazioni fondati~eiitali, si trova: 

a xp a s  
a = sel1 cf sen T cos u sen (O' - 7) . x , a tu 

e, formatido le condizioni (28), con procecliniento analogo a quel10 tenuto 
ne1 $ 13, si giunge alla eyuazioiie di condizione: 

Aggregando questa aile (I), si ha un sisteina (clel tipo di RICÇATI) com- 
pletamente integrabile, a causa delle ( A )  e (B). Ed ora si pub rlimostrare clle, 
prendendo per 8' una qualunque delle ml soluzioni del sistelna (1), (I"), le 
formole (26) vetlgono in effetto a defiilire un nuovo sistema (fi',). Per questa 
verifica basta procedere conîe al 5 14 e calcolare la funzioiie y' associata 
a O', corne prima y a 8. Paragoilando le (30) colle altre 

si trovano per definire le due formole concordanti: 

(sen'c-seriea)sen(9'-y) 
sen (O-?') = 

~ e n c ~ e ~ ~ ~ i ( c ~ s c ~ ~ o ~ ~ o s c ~ o ~ r ) ~ o ~ ( C , ' - y ) - ~ e t i ~ c c o ~ ' i ~ o ~ ~ - ~ e ~ ~ ~ ~ ~ o s c ~ o s c '  
(3 1 1 
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clle possono coiiipendiarsi nell'uiiica 

7 + c J  C + G  
, sen--- B 

cos -- 
O - % '  = 2 9'- p, 

l g  g s - c  C - 0  .tg- 2 
sen -- 

B 
cos -- 

9 

Con queste forinole, corrispoudenti alle (SI), (Sl*) 5 14 pel caso euclideo, 
le altre verifiche si conducono ilel medesimo modo. Pousiaiiio tlunque coii- 
cludere : 

I sistemi (O,) dello spazio ellittico awtitzettono tmsfo~. i i~axiotz i  d i  RACKLUKI) 
( e  complementari) rzella stesscc gwernlit i i  colite nello s p z i o  eztclideo. 

È bene eviderite poi che, consiclerando l'effetto di queste trasforiiiazioiii B,. 
sulle curve di BERTRAKD trajettorie isogoiiali, si è coiidotti a trüsfor~iiazioni 
di yueste curve clre corrispoiidono esattainente a quelle di R~zziieoxr e Ds- 
MARTRES per 10 spazio euclideo. 

SISTEMI (Rb) DI SUPERFICIE A CURVATURA NULLA. 

Esaiuiniamo il caso particolare notevole in cui le superficie S del sisteina 
(n,j hanno nulla la curvatura assolutn (sono applicabili su1 piano eiiclicleo). 

Coine si sa, queste superficie dello spazio ellittico godono di proprietà 
affittto singolari (*) ed è quindi interessailte ossermre coine si coiiipoi tailo 
iiei sistenii (n,). 

Otteniamo il caso delle superficie a curvatura nulla poiienrlo iielle iiostrr 
foriiiole generali la costante n = 1 e yuindi per la (4) 18 

sen T = sen O, COS r = f COS o. 

1) Intünto la foi.iiiola (IS), g 21 clle lega le currature delle trajettorie 

-- 

(") Vedi Lezioni, Vol. 1, $$j 900, 919, 290 e più diffasaiiieiite la iiiia lleiiioria: Sulle super- 
ficie a curvaturn v d l a  geo~mtria ellittic@ iirl Tomo %, Serie %"di questi  Airi~nli (1885 . 
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isogonali ( n i )  dive11 ta qui 
1 
- 

1 
P = cost. 

- + 1  
T - 

1  
Il detiotninatore + 1 di questo rapporto è la rosi detta torsione di 

T -  
CLIFFORD (n) della. curva (destroi.sa o siuistrorsa), e le curve caratterizzate 
dalla relttzione superiore vengono dette le elic7ze della geometria ellittica, 
poiclît: corrispondono alle eliclie della geometria euclidea conie geodeticlie 
delle rigate a curvatura iiulla. Abbiaiiio dutiyue il primo risiiltato: Nei  si- 
stenti (0,) d i  superficie n c m r v a t w n  ~ t ~ l l n  in geowzetvia ellittica le trajettorie 

ii 
i sogo~in l i  (10) del sistemcc sono eliclze ciliwdriche. 111 particolare quando G = 

8 ' 
1 

riscilta = O  e le eliclie sono rette, ossia il sistema (O,) è un sistema d i  
P 

superficie a curva tiiiaa tiulla parallele. 
2)  Esaiiiiriialiio ora le rigate die  si foruiano (cf. S 9'2) couducentlo nei 

puiiti di una tnyettoria (rv) (elica cilindricü) le i~oriiiali alle superficie di curva- 
tara nulla del sisteliia. La forino1;i (18'1, $ B,essendo qui n = 1, cos%= cos", 
diventa 

d s ; = d t 2 - 2 s e s e i i a d t d + + d $ "  

e diinostra clle queuta i'iga.ta è a curvatura iiulla, onde le sue generatrici 
sono parallele ne1 seiiso di C~rwo i tn  (Vol. 1, pag. 507). Abbiaiiio dunque il 
teoreina: 

L e  ~ z o r m a l i  nlle superficie n c w u n t ~ c r n  ~ z u l l n  di 2 ~ 1 1  s iste~tza (Ra) ne i  punbi 
d'incolztro con w m  m e d e s i w t  trnjettorin (elica cilitzclrica) sono parallele ne1 
serlso d i  CLIFFOKD. 

E siccolîle le trajettorie ( w )  segalio sotto aiigolo costante un sistema d i  
parallele di CLIPP-ORB, segue nuovainente che esse sono eliche cilindriclie. 

D'altra parte ricordiaino clie le ilorrriali ad una superficie a curvatura 
nei punti di una sua linea asintotica sono pure parallele, rie1 senso clestrorso 
o sinistrorso a seconda del sistenia cui l'asintotica appartiene. L'uno 9 l'altro 
- 

(*) La deiiomiiiazioiie veiiiie data da1 FUBINI nella sua tesi: Sul parallelisnzo di CL~F-  
FORD [Antiali della Sciiola Normale Superiore di Pisa. Vol. IX (1900)l. 
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di yuesti due sensi combinerà con quel10 delle nortuali lungo una trajettoria, 
e percib : Le normnli alle superficie a ctcrvatura nulla d i  u n  sistemcc (O,) 
luwgo asintotiche corrispondenti d i  irno dei due sistelni sono parallele ne1 
senso di CLJFFOKD (forwmno cioè una CotqpCenm d i  CLJFFOHD). Sarehbe facile 
coiifeririare aria,liticainente qiiesto teorema da1 calcolo dei parametri di scor- 
riniento (destrorsi O sinistiorsi) delle normali (cf. $ 10 della Menioria s~tlle 
deforncccsioni isoyonali citata al $j 2). 

3) Consideriamo ora il sisterna di eyuazioni a derivate parziali (A), 
(B), (B*) S 19 da cui dipende la ricerca degli attuali sistemi (0,). Pongasi 
p. e. i n  queste equazioni n = 1, r = 5 ;  esse diventano 

a ?  a 0  a2 0 
- + - = cot c sen (9  - O), 

a 0 
- cot a cos ( y  - 8) - 

au av  a l27 
a p i a  =co ta  sen (î -01, -- a e cot 5 cos (19 - O) ----- a~ ô~ a v a l ~  a 

a Y = eot c cos (p - 9) - . lm a 
Si cangino le variabili u, v delle linee di curvatura in quelle a, F delle 

linee asintoticlie colle forinole 

e si cangi anche di funzioni incognite ponendo 

il sisteina proposto diventa 

a2 4 
= 2 cot G sen 0, --- - 

a p a w  - O, 

Per consegueiiza la  n iioil contiene p e clere soddisfare in cc, w l'equa- 
ziorie del 3 . O  ortline 

Anlzali d i  Matematica, Serie 111, Tomo XIX. 42 
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Viceversa se n socldisfa la (So?;), si indiclii con a, quella funzioiie (delle 
sole a, YU) d ie  ha per differenziale totale 

e il valore più generale per @ s a r i  

coi1 + (p) fuiizione arbitraria di (3. In particolare se si fa + (p) = O ( O  costanle), 
le superficie a curvatura nulla del sistema (O,) sono tutte rigate. 

Conie si vede, la determinazione dei sisteini (O,) di superficie a curvatiira 
nulla è ridotta. alla integrazione della equazione del 3.O ordine (39) .  

4)  Trasforwzazione parallela. Ne1 caso attuale dei sistemi (0,) di super- 
ficie a curvatura nulla esiste un'altra trasfortiiazione seniplicissiina data da1 
teorerria. seguente : 

Se d i  cinscunrc superficie S n curvatal-a nulla. del sistema (O , )  si prerzde 
la parallelcc S a distaitxn fissa costatzte 1, yueste superficie S cosfiticiwono i.cn 
nuovo sistetna (0,). 

La dimostrazione risulta subito calcolando gli elenienti della S,  pei c p l i  
abbianio 

11 nuovo sisteina (0,) corrisponde alla coppia.di soluzioni (8 + 8, p + 8 )  - 
delle eyuazioni fondaineiitali; i n  particolare per 8 = '* si lin il sisteiiia po- 

2 
lare del primitivo. 

È poi da osserrarsi d ie  la trasforiiiazione parallela risulta geoiiietrira- 
niente da1 coniporre due trasforniazioiii coinp1eiiietitai.i successive (cf. il 19 
della seconda Meiiioria citata al fj 9) .  
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Passialno ora a studiare i sistemi (0,) nello spüzio iperbolico (R= - l) ,  
liiiiitandoci per altro ad indicare i moinetiti priocipali della ricerca. 

In geoirietria iperbolica souo da distinguersi due specie diverse di sisteuii 
(0,) a seconda che le superficie pseiidosfericlie del sistema Iianno la curvatura 

1 
relativa -- iiegativa o positiva. Direnio sistemi (a,) di prima specie quelli 

P i  Pz 

1 1 
con - < 0, di secok~dcc specie quelli con -- > 0. Coniincianio lo studio da 

Pl P? P l  Pz 

quelli di 1." specie, le cui forniole derivano con leggieri caiubianieiiti dalle 
formole già stabilite per la geoinetria ellittica. - 

Una superficie S a curvatura (relativa) costante negativa 

del10 spazio ipei-bolico, riferita alle sue linee di curvatura u, a, è defiiiita 
dalle formole (cf. 18) 

d 8% az (cos2 9 d u2 + sen2 0 d v2) (33) 

dove 8 è una soluziolie della eyuazione a derivate parziali 

az e az e --- 
aaa aa2 

= (1 +a2) sen 0 cos 9. 

Usando poi le solite notazioni per gli eleinenti della superfjcie S, ab- 
biaino le formole foridament:tli 

a -- a~ a~ a e -acosF) .x-sen65+-5  - = -- a u  a~ azc a 2, 
. 8 5 -  

= a sen 0 . 5 ,  - -cos O .  I, 
d v au 
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Si consideri ora una congruenza pseudosferica, cor1 S per prima falda 
focale, di cui sia G l'angolo dei piani focali e z la distanza dei fuochi; fra le 
costanti G, T sussiste la relazione 

senli T = a sen B. (36) 

La seconda falda S', trasforniata di S per una B,, è data dalle foriiiole 

e analoglie, dove l'angolo y soddisfa alle eyuazioni di trasforiiiazione 

- + - = a cotli 7 cos S sen p  - cot CJ sen 0 cos cp i 1 a ,  a e  -+-= - a coth r sen 8 cos ? + cot a cos 8 sen p. 
\ a u  au 

Suppongasi ora, corne al s 19, di tener fissa S' e di far percorrere ad S 
le oo' trasfornîate di S' per la B,; cosi S descrive un sistema eleinentare (n,), 
e dalle foriuole ottenute pei sisterni elementari si passa a quelle pei sisteini 
(O,) in generale collo stesso inetodo del 3 19. Cosi si giunge al risultato firiale 
seguente : 

1 sistemi (Q,) d i  p r i m a  specie nello spaxio iperbolico corrispotzdono bizc- 
ttiuocccmente cclle coppie (9, y )  d i  funaioni u, u, IV che s o d d i s f i n o  a l  seyzletrte 
s is tema d i  equazioni  a derivate para ia l i :  

a i  a 0  
- + = a cotli r cos 8 sen cp - cot G sèn f) cos p 
au a u  

a a e  -+Px- a coth 7 sen 8 cos Y + col u cos 8 sen s 
a u  au 

az 4 - sen 6--- - - (cos11 T COS 0 COS y + COS G seIl 0 COS (P) . a ~ a ~  
é" sen6 --- - - a e - ( C O S ~ T  sen 4 sen .p + cos rj cos ô cosy) - -. 

E ~ U ~ W  a uu 

Note le fzmzioni 8, p, il corrispondente s is tema (Cl,) è determittuto,  a metto 
d i  movimewti  nello spazio,  dal le  eyuazioni  del yzcadro (c )  a c u i  s i  aggreyhino 
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8% -- - a 9 
am senli T -- (- sen G 5 + cos a seri cp ri - cos G COS !) a w 
a 5 a O 
a=- sen a - (senh T . d~ + cosh r COS cp ri + cosli T sen (i, 2) a 
fi- - - a e (senh T cos a sen y x + cosil T sen 6 COS y E + cosil T COS ri C) 

(C') 

a~ a~ 
at - a o  , 
- (- sen11 : COS a COS cp x + cosli r sen G sen rg E; - cosli r cos o 3). 

&-am 

Una volta trovato questo sistenia (a.), se lie ha iiiiiiiediatamente in ter- 
iriine finiti un secondo (a',) dalle foriiiole (37). Questo secoiido sistenia de- 
riva da1 primo per trasforniazione B, ed è da dirsi il coniugato del prinio. 

Esaniiniaiiio, in uno di yuesti sisteini (O,), le curve ( I V )  trajettoiie iso- 
gonali delle superficie pseudosfericlie col piocetliiiierito stesso del 21 ; sol- 
tanto qui in luogo delle (11) dovreino servirci delle formole di FHENET in 
yeotnetria i p e r b o l i c n  (Vol. 1, pag. 408), che scrivianio 

a) Avremo in primo luogo 
a 4  

t = s e n . ; 5 + c o s a s e i i c p r i - ~ o s ~ c o s c p ~  d s = s e i i h ~  .ci  r o  a w 
poi derivando rapport0 a w, a sinistra colle for~iiole di FRENET (1 1*), a destra 
con quelle del quadro (e'), troviamo : 

1 + ~ 0 t h  7 (e = * 1) 
P 
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b = s (cos o i + sen (r sen p -ri - sen c cos ci, 'C). (41) 

Una nuova derivazione di queste ultime rapport0 a l u  porge 

1 sen o alv 
- - 

T senh r 3 4 ' 
àw 

1 1  
quiridi fra - , - la relazione lineare a coefficienti costanti 

P T  

o sen I; cos G cos11 7 - 
T P a 

(43) 

clle caratterizza le trajettorie (w) conie curue di BERTRAND. Le forniole (40) 
poi dimoshano clie le normali principali delle trajettorie (in ambedue i si- 
stemi coniugati (%), (a',)) coincidono coi raggi delle congruenze pseudosfe- 
riche a falde focali 8, S' ,  onde abbiamo anche qui : Ogni coppia di  trajet- 
torie corrispondenti i n  due sistemi coniugati (O,), (R',) è formata da  due cz6r.ô.e 
coniugate di  BERTRAND, auenti a c09nune le nornhali principali. 

iT  
6) Si osservi che ne1 cas0 u = - a = senh T, il sistema (R,) diventa 9 

1 
un sistema ortogonale di WEINGARTEN a flessione costante = cotli T > 1 ; 

P 
e col solito procedinlento si dinlostra: I siste~îri (O,) di 1." specie ne110 spaxio 
iperbolico derivano con zcna trasfor+tra;czione di LIE (*) dai sistemi di  WEIN- 
GARTEN (;G fle~sione costante > 1. 

c) Si consideri la rigata delle nornlali alle superficie pseudosfericlie S 
nei loro punti d'incontro con una trajettoria (ru).  Usando le niedesime no- 
tazioni che al § 28, troviamo per l'elen~ento lineare d s, di una tale rigata 

cos1i2 r 
d s ; = d t ' - 2 s e n o d  t d # +  1 sen' .;+cosz ~oosh't+-- 

a2 
senh' t 1 d +', 

I 

COS 5 (*) Per la costante o' di questa trasformazioiie di LIE si trovano le formole : sen o'= --- 
C O S ~  r ' 

sen cr 
COS O' = 

coshr  ' 
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analoga alla (18), e dalla quale si traggono conseguenze affatto simili, c.he 
non importa neinmeno fortnulare. 

d) Da ultinlo dimostriamo l'esistenza delle trasformazioni B, di BAcK- 
LUND per gli attuali sistemi ($2,) coll'addurre le formole relative. Prendasi la 
costante cf legata alla costante c dalla relazione 

senh cf = a sen c, 

e si assuma per O' una funzione di u, v, n, che soddisfi al sistema di RICCATI 
conipletamente integrabile : 

a 9 1  a 4  -+-= - acothcfsen8  c0s9~+cotccos8  sen Y' 2 v  ilu 

P 9' sen c sen o (cos11 cf cos G+ cos c coshr) cos (8'- p) - sen2 c cos cosh 7 - sen2 G cos c cosh c' a 9 -- - a sen2 c - sen8 G 

I 
a w '  1 

le formole 
s' = cosh c' . x + senh c' (cos V a  + sen 8' <) 

daranno il sisterlia trasformato. 

g as. 

PAHAGONE COLLE FORMOLE DELLO SPAZIO EUCLIDEO. TRAPFOHMAZIONE B. 

Le equazioni fondamentali (A), (B), 5s 18, 19, dalle yuali abbiamo fatto 
dipendere la determinazione dei sistemi (a.) nello spazio ellittico, corne pure 
la (A'), (Br), $j 26 pei sistemi (ne) di 1." specie nello spazio iperbolico, of- 
frono stretta analogia colle corrispondenti (A), (B), § 5 per Io spazio euclideo. 
Ma possiamo andare più oltre sino ad identificare i due sistemi di formole; 
con ci6 verremo a porre una corrispondenza biunivoca fra i sistemi (a,) nello 
spazio euclideo e quelli nello spazio curvo. 

Per esaminare la cosa più da vicino, prendiaino le formole (A), (B) del 
€j 5 nelle yuali la costante c si cangierà in 5' e le variabili u, v si muteranno 
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in kzc, k v, con k costante, da scegliersi poi convenienternente. Dopo ci6 le 
forniole ricordate si scrivoiio 

a ?  2 6  cos 9 sen rp + seno' sen 8 cos 
%+Y= O v k 

COS O' , r . .  

a 4 sen 8 cos y f sen G' cos û sen y, 
(L) 

a v + = - ,  - 
a v  a u  Cos O' 

aZ e 
COS O' - 

a e 
= k (sen 7'sen 9 sen lg - cos 8 cos y) 

a ~ a l v  O IV 

az e a 4 
(11) 

cos 6'- - - k --- (sen G' COS 9 COS y - sen 4 sen y). 
a v a l 0  8 9~ 

Prendiamo ora nello spazio ellittico un sistenla (rru), esclucle~cdo yer altro 
i l  caso che le superficie I Z ~  = COSI. siccno n curvntura assoluta nulla, suppo- 
nendo cioè (a)  ='= 1, e ]loi riterremo che sia (a )<  1 ,  hastando ne1 cas0 op- 
posto passare al sisterna polare di (0,). Le (C), (D) si identifirano colle (A), 
(B), $5 18, 19 se si prendono le costaiiti k, G' per modo da sotltlisfare le e c p -  
zioni 

k COS 7 , k tg o' = - cot (i. 
cos G' - sen o 

Da queste, quadrando e sottraenclo viene 

e quindi per le formole richieste 

, JZ sen G COS G 
k = J 1  - a 2 ,  C O S G  = ----, seilGr=-p 

COS r C O S  : 

Siniilniente si iclentificlieranno le (C), (D) colle (A'), (B') S 86, ponendo 

, k sen G cos Q 
k = J 1 + n 2 ,  cosa =--- sena'=--. 

rosh r cosh r 

Ad ogni coppia (6, y,) di soluzioni delle equazioni fondarnentali cosi iden- 
tifirate corrisponderà un sisteriia (aor) nello spazio eurlideo ed un sistema (0,) 

nello spazio ellittico od iperbolico. E se riguardiamo coiiie punti corrispon- 
denti iiello spazio euclideo e 11~110 spazio curro quelli clie corrispoildono alle 
medesinie terne (11,  v, 10) di valori delle variabili, avreino arizi ima rappre- 
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sentazione dell'uno spazio sull'altro clie cangia ogni superficie pseudosferica S' 
del primo sisteiiia in  una corrispoiidente S del secondo. Si vede subito clie 
nella corrispoiideiiza frit S, S' le due forme y uadrativlie fondaiiientali dell'una 
superficie sono proporzioriali, per fattoi-i costanti, alle corrispondeilti dell'altra 
e per ci6 : le d u e  superficie S ,  S' s i  corrispondono i r ~ s i e w e  per linee geocleticlze 
e per sistemi colzizcgccti, sort0 cioè coniugate ilz. deforinazioue (Vol. III, Cap. V). 
Il passaggio dall'una all'altra superficie è dato tlalla cosi detta trnsfornztc- 
ziotze H (Vol. III, 5 73). Possiaiiio diiiique dire : Lm tr-~bsformcczione H c a ~ g i a  
i sistemi (12,) del10 spnz io  euclicleo in sistelni nrmloglzi del10 s p m i o  ellittico od 
iperbolico, e q?.cindi le curve d i  BERTRAND (trmjettorie) del10 spaxio ezcclideo i k z  

corr ispo~zdent i  curve d i  BERTRAND del10 spazio  ellittico od iperbolico. 
E la. rngioiie ultiina di qnesta corrispondeiiza stabilita tlalla trasforma- 

zioiie H fra le cuive di BEHTRAND dei due spazî sta ilel fatto clie Ir rispet- 
tive rigate applicabili sull'iperholoide rotonclo ad una fahln elle le Iiaiino per 
linee di stringiiiiento sono nuovameiite superficie coniiigate in tleforniazioiie. 

Da ultiino cornpletiaino le riostre rirerelie sui  sistetni (a,) nello spazio 
iperbolico colla corisiderazione dei sisteini (a,) di 2." specie (§ SC>), nei cluali 

1 
la curvatura relativa - delle superficie pse~cdosfwiclze (a curvatura nssoluta 

P l  22 
iiegatira) del sisteina è positiva. Poniaiiio 

con a costante (positira) > 1, nffinchè la eurratura assoluta 1 
-- 1 sin ne- 

P l  P z  
gativa; e noi fareino quiildi 

con GC ~ o ~ t m t e  r e d e  P l)ositiutr. Pei. ogni singola superficie S, riferita alle sue 
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linee di curvatura u, v valgono le formole 

1 coth 4 
- 

1 - - tghB 
- - 

p, cosh u ' p, cosh rr 

dove r) è una soluzione della equazione 

a? e az 4 
aUT + senh2 a. senhb cash B. 

Inoltre per gli elelmenti s, 5, 3, r di 5' sussistoiio le formole foiidnmeii- 
tali del quadro: 

a y; a e ,  â;i . a e  
-= cosh K cosli8 .x- serili9:-- - -- a ,u, a ~ "  

2s a s (C ! 
-- = cosh cc senh 9 .  c, - - a v 

- cosh b . [, a v 

Ora se 4 indica una qualurique soluzione della (46) e c urla costa.iite 
arbitraria, il s i s t e m  differenziüle per utla nuova funzione iiicogriita clato 
dalle equazioni 

a s  z 6 ~  - + - = senh a (sen c senh fl cos w + coq c cosh 9 sen w) 
au a v  

a e  ;6J 
- A -  = senh a (sen c cosh 9 sen w - cos c senli F) cos w) 
au au 

6 cornpletamente ititegrabile, e qualunque sua soluzione 63 soddisfa all'altra 
eyuazione a derivate parziali 

a a o  a z w  + = senh2 a .  sen w  cos o. a ' U ~ V  

Viceversa, se w soddisfa a quest'ultiiiia, le (C*) dànrio un  sistema inte- 
grabile per 0,  e questa è una soluzione della (46). .. 
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Cib preinesso, suppoiigasi plie 4 e o siano fiiiizioni anclie di una terza 
viii.iabile IL ,  e wddistiiio, insieiiie alle (C*), anclle le altre 

a2 0 a 0 
= senli a -- (sen c cosli 6  cos w + cos c sen11 4 sen o) 

G U ~ ~ U  a IV 

a2 4 -- a 4 - s e  (sen c sen11 û sen w - cos c cos11 9 cos o). 
a v a l v  a I U  

Ad ogni tale coppia (O, o) di  soliizioiii delle (C*), (D*) corrisponde, ne11o 
spu io  iperbolico, uii sisteilla (O,) d i  2." specie, clie si ottieiie ne1 iiiodo se- 
guente. Preiidasi iii priiiio luogo la costante O legata a c ed r dalla relazione 

cot G = seiih a cos c, (47) 
e pongasi 

k = sen G + seldi a cos c COS G = sen O (1 + senli2 a cos' c). (48) 

Se aggregliiamo alle foniiole del quatlro (C) le altre 

a F  a e  ( 
k $ =  cosli a sen CÏ r - sen c senli r (eoso TI + sen w t) 1 
o w  a g u )  \ 

cosh a cos u sen w . x + seii c senh sen G cos w 5 - 

il sistenia cos1 
le (C*), (D*); 1' 

-- sen c COS G seiili a . 

1 
' - eosli a cos o cos w . x + sen c seiili a sen o sen o E + 

+ sen c cos a s e n ~ i  x . s 1 . 1 
I 

ottenuto per x, 5, -O, t è coinpletaineiite integrabile, soddisfatte 
a sua integrazione dà il sistema (O,) di 2." specie corrispoii- 

dente, deterininato anclie qui a meiio d i  iiioviiiienti rie110 spazio. 
Questi sisteiiii (n,) di seconda specie soiio ben differeiiti, da1 punto d i  

vista reale, dai sistenii di 1." specie, iiè si possono otteiiere conie cluesti dai 
sisteini (O,) dello spazio euclideo per trasforin~izioiie H (reale). 
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P H O P H ~ T À  DEI SISTEMI (0,) DI 8." SPEGIE. 

Esaminiamo ora le trajettorie ( ru)  degli attuali sisteini (0,). Maiitetiendo 
le notazioni del S 27 ed usando analogo procedimento, troviamo .pei coseni 
di diréziotie dei triedro principale le forniole 

1 1  
e per le due curvature -, - le altre 

P T  

a 
1 Fc cos a aru 
P 

a w 

1 - ksen a 
T w s h  a 8 B ' 

1 1  
indi fra -, - la relazione lineare a coefficienti costanti 

P T 
sen a cos O -- + cT - E sen c sen a tgh a. 

P 

Abbiarno dunque anche in questo caso il teorema: Le trajettorie isoyo- 
nali (PU) i n  un sistema (Ra) d i  2." specie sono curve d i  BERTRAND, colle nor- 
mali prinripalli dirette wei piani tangenti delle superficie S' del sistema. 

La differenza da1 caso dei sistemi di 1." specie consiste in cib che qui 
il sistema coniugato è imnzaginario e cosi pure le curve di BEKTRAND attuali 
hanno curve coniugate itnmaginarie. 

Si osservino i due seguenti casi particolari di sistelni (cl,) di 2." specie: 
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1 . O  Nelle (C*) suppongasi o indipendente da s u ,  con clie dalle (C*) se- 
guono per derivazione le (D*). LP foriiiole (50) dàiino allora 

I 1 
2' = 0, = se11 c tgh a < 1 ,  

P 

onde si rileva che le trajettorie isogonali del sistema sono ciicoli, perb con 
curvatura < 1 e yuindi a centro ideale. 

7r z 
8 . O  Supyoiigasi a = e quindi per la (47) ailclle c = - la piiiiia 9 2 ' 

delle (50) dà 

ed il sistema (a,) diventa u n  sisteina ortogonale di WE~NGAHTEN a flessiolle 
costante < 1. Per questi particolari sistelni le eyuaziotii fondaiiieiltali (C*), 
(D*) diventano senîpliceiiiente : 

a @ " - sen11 .z se1111 o cos r2 a % f t a , -  
a @  an 
- -- - = senh a cosli o sen n 
a u f  au1 

az o 
= senh cr cosh o cos n a t i a ~  

a2 o 
= senh x senh @ sen ri 8 .  j 

a v ' 2 ~  a 

D'altra parte, se effettuiamo sulle variabili u', v' la sostituxioile ortogoiiüle 

d = zc sen c - v  cos c, v' = zc sen c + u cos c, 

indi poniamo 

il sistetna (E), (F) si traduce ne1 sistema (C*I, (Il*); dunque : I sistemi (0,) 

d i  seconda specie ?le110 spnzio  iperbolico s i  deduco~ro d a  qqcelli o r t o y o m l i  d i  
WEINGARTEN a flessiol~e costaute < 1 per mezzo della tras forwmziot~e d i  Lw. 
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Dopo cib la ricerca delle trasforniazioni di questi sistemi (O,) è ricon- 
dotta a quella pei sisteini di WEINGARTEN a flessione costante e risoluta dalle 
formole date in altra mia Meinoria y). 

Viareggio, Agosto 1918. 

(*) Sui sistelni di  WE~NGARTEN weyli spazii di cwruatura costante. Memorie della R. Ac- 
cademia dei Liiicei. Serie 4.", Vol. IV (1887). 
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