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*l'ai doniontré (*) lc i+sultat suivait : .ri, ,r2, . . . . T,, ,  zI. : ? ?  . . . -./, 

tlésignant + /L variaIh:s, rcprésciitons par 

(1) 

(9 

SI f , X*f> ."..., X,f  

XI ( i ) f '  , Xf") .f , . . . . . . , x!' f 
9' ii-;iii.;ïormations iiirinitésirnales 1iiii.airemciit iiid8peiidmtcs ct par 

1cs transformations précétlcntes prolongécs jusqu'a un ccrtniii oidi*c i, 
k desvariables, z l >  z2, .. . ., ZA par esemplc, étant coiisidi.i.0cs comtiic 
dvs fonctions (les 21 autrcs, il n'existe, lorsque t est suffisainnient grand, 
aiicun système de fonctions W,, \Tio, . .. . . , \t; de si, rf, . . . . . , T,,, 

z ~ ,  zf, ....., Z A  et des dkri\-bcs tlc z I ,  z?,  ...., zh qui satixhssciit ii 
l'tjyuat ion 

(3) \Vi X,('Jf+ IV% X , ' ' ! f +  . .. .. . -f \V,X;,'.f = o. 
Je me propose en premier lieu d'indiquer une gén6raliwlioii1 d'ail- 

leurs trSs facile, de ce tliéoréme, puis dc montrer qu'il est 1wssiLle dc 
l'établir, quand les transformations (*) engendrent un groupe, par 
une méthode dilïérente de celle que j'ai employoe ct  susceptible de 
donner dans certains cas des résultats plus précis. 

Il est commode d'employer le langage géométrique : les variables 
clil, zz, . . .., zn, zi, zz, . . . ., ZA seront considérées comme les çoordon- 
iiées d'un point dans l'espace n + h dimensions, a un système de h 

(*) Bulletin den sciences mathématiques, 2. sarie, t. XXXII, p. 221 ; 1908. 
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rolatioiis indbpendantcs entre les coordonnées d'un point correspond 
dans ce1 espace unc multiplicité h n dimensions, nous dbsigncrons e n  
général par hl, une telle mull.iplicitb. En chaque point d'unc riiultipli- 
citb hi,, les valeurs de .z,, z2, . . . . , zn, z, ,  z2, . . . . , z h  et des d6rivCcs clc 
zi, z2,  . . . . , z h  dont l'ordre ne dépasse pas le nombrc entier cx définissent 
i i ~ i  élément d'ordre U appartcnant la multiplicité. 

1. ,lppelons k,, >?, . ,. ., A, r constantcs quelconques, la trai1stoïr1lit- 
tion iufinitésimalc 

(4) ? b l ) ; l t  4- ) \?X2f '+  ....... + ; \rXr-/  

cngcndre un groupc ii itn pariiinétrc, l'eiisciiible dcs ti*anïfor.riiii t I (  IJIS tlc 
( 'CS groiipcs dépend des r pariiniètrcs csscnticls À,, j . ? ,  . . . . , ir ; CI'S 

ti-ansforinatioiis font corrcsponclrc ii iinc multiplicitb ll,, qii(~1conqiie 
iine famille (Fj de v3' miiliiplic.it6s analogues, défiiiics par  i in y s t i b i i i t t  

(l'hqi ta t ions 
zi = y i  p,: .cz, . .. ., cç, ; A , ,  A,, . . . ., il.), 
a? = y t  (zi. =O?, . . . :, zn ;'.il, À 2 ,  . . . . , L), 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 zh = ( h  ( s i .  3 2 ,  . . . , I ' n  ; At,  1.2, . . . . . j . 1 ) .  

(-4 

Rcmarqiinns qiie. s'il csistc entre ICS ti.ansfoi.iriiiliciii~ (2) 1) i * t ~ l i ~ I i c ~ i t ~  

distinctes telles que (3j, chaque Olément d'ordre 1 (le JI,, appoititwi it 
e p  multipliciths dc la filmillc (8') puisque les transforiniitions iriiiniié- 
siiiiales ( 4 )  qui laissent invariant cet élbrnent tl6pcndent dc 1) - i 
paramètres. 

Poiir simplificr l'bcritiirc nous représmtcroiis par !J., Ic noiiilm (les 
clérivécs d'ordre i d'uiic fonction dc n variables et nous poscroiiz 

Il (1 + y-1 $- p? + . ... + ;AI) = T 
En écrivant qu'un Olénient (e) d'ordre t (1 < Y) appailiciit A i i n ~  

rniiltiplicité dc la. famille (In) nous obtenons T équations indépcnd;iiites, 
iiiiagin'ons que ccs équations puissent être résolues par rapport ii i in  

certain nombre 1" dcs quantitbs À i ,  X2, . . . . , Àr. 

Si r' est 6gal i 1- la multiplicité hi, qui coiiticiit l'élénient (L ' )  est 
dfiterminéc, ou c h  moins ses équations ne renferment pas des para- 
iiiètres variant d'une manière continue, d'après la remarque faite yrbccb 
demment X , ( q f ,  X,(i)f, . . . . , XFf ne satisfont & aucune égalit6 de la 
forme (3). . 

Nous voyons aussi qu'il n'y a pas, quand r' cst inférieur k r ,  plus de 
r - r' relations linéaires entre les 'transformations (2) puisque les 
niultiplicités sur lesquelles se trouve l'élément donné ne psiivent 
dépendre de paramètres dont le nombre d6passe r - r'. 

Nous allons montrer que dans ce dernier cas le nombre r' est su@- 
rieur ou égal A t +.i. b s  T équations que nous avons obtenues peuvent 

. .  
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s,J p:irl;iger en t + 1 systémes : le premier système coniprcnd h équa- 
tions et espriiiic quc la multiplicitb passe par le point qui supporte 
l'élément (e) ,  le second système se compose de hp, équations formées 
en écriviint que l'élément du premier ordre contenu dans (e )  appartient 
il la midtiplicitb et ainsi de suite. Du premicr système on peut tirer la 
caleur de certaines des quantitës A,, Àe, . . . . , ir ; imaginons que l'on 
r,.iilpl;~cc ces paramètres par les expressions trouvées dans les équations 
llit scc.oritl système qui seront résolues par rapport à quelques-uns des 
l,:lrarnctrcs non calculés e l  que l'on poursuive ainsi, cc qui sera possiiile 
tarit. q w  l 'm n'arrirera p s  & un systCme dont toutes les équations 
soient iiiclkjJcndaiites de À,, A,, . . . . , iLr après que lcs opérations précé- 
, I ~ I I I ~ S  ont étO eiît:(:luécs. Si celte circonstance se prkscnlait pour lc ie 
systkinc. (i f t + 1) 011 oblicridrait ainsi un s y s t h e  d'équations aus 
({bi*ivi'c\ particlles du (i - l ) p  ordre auxquelles dcvraient satisfaire les 
fonctioii.; y , ,  pi, . . . . , ye, ces équations perniettraicnt dc calculer toutes 
les (litrivées cl'ordrc i - 1 en fmction de xl,  x., . ..., xn puis de 
xl, L, . . . ., Zh et de leurs tl&rirbes jusqu'i l'ordre i - 2 ,  la coiidition de 
contenir un éléineiit d'ordrc i - 2 dbûnirait compléteiiieiit iinc riiiilti- 
plicii.4 de la faiiiille, les transformations infinitésimales 

X p - z ) f ,  &i-%f, '""', s y f  

xpy, xpj ,  . . . . , X!"f 
C I  pi i ï  conséquent 

(6 )  
ne scraiciit liées par aucune relation de la forme (3). L)'aillcurs r' scieait 
&al à T ,  sinon Ics muItiplicités M, ne dbpendraient pus d e r  piiE\nlEtres: ; 
c'est le a s  que nous avons examiné et écarté. 

Le nombre r' est donc supérieur ou égal à t + 1 si r' est moindre que 
7*,  puisqiic chacun des't + 1 systèmes d'équations que nous avons consi- 
d&rk plus haut permet de calculer une ou plusieurs des quantités 

Le rapprochement des résultats précédents niontrc que le iionibre 
des relations linéaires et homogknes distinctes entre les transformations 
(6) ne dépasse jamais r - t - 1 ; en particulier 

. .  
A l ,  Ag,  - . . . > A r .  

Xt(r.- lyy X,(r- 115 . . . . . y  xf - *'f 
ne satisfont i aucune relation de cette espèce. 

2 Faisons maintenant une hypothése plus spéciale sur les transfoor- 
mations (1) et supposons qu'elles engendrent un groupe (G) ; les trans- 
formations (2) engendrent un.groupe que nous désignerons par (GW) qui 
n'est autre que le groupe (G) prolongé jusqu'i l'ordre t .  Imaginons t 
assez grand pour que T soit égal ou superieur a r ,  (G('1) possède au 
moins I I  invariants, c'est-&dire qu'il existe au moins n invariants diffé- 

* G  
IRIS - LILLIAD - Université Lille 1



50 XlITHÉZiAïlQUES, ASTROXOMIE, GÉODÉSIE E ï  b1i~C:WIQUE 

renticls d'ordre t de (G), ces invariants sont en eni.1 lcs intégralos du 
système 

qui  est composo clc r équations linéaires aux dérides pat;ticllcs du 
premier ordre où figiircnt n + T variables. Nous allons montrcr que si 
lcs trrtnsforinntioiis (2)  sont liées par un certain nombit q dc wlations 
ind6pcndantcs telles que (3), les transformations 

(7) X p f =  O, X,{'Jf= O, . . .: .. . , , xi'] f = O 

(8) X,(l+I)f, x2(l+1)j; . ....., x!+'J-f- 
qui  sont oLtcniics ci1 prulongcant X,f, X , f ,  . . . ., X r f  jusqu' i i  1'urclr.c 
1 + 1 et qui cngcndrcnt le groupe (G"+I)) ne satisfont pas ii p111\ tlc 
q - 1 équations analo, mues. 

Les transformations (3) peuvent être rangées de fij:,\Con qii'il n'j- ail 
entre les 1- - q premières aucune relation de la formc (3) taritlis que 
x!:- + If, C L  + zf, . . . . , sont des fonctions linéaires et ~ioiiio- 

gkies (le X,('1 f, X0(';f, . . . . X!L pf, le système (7) se réduit i 
(O) );,(II f=  O, &('If= O, ...... , XP-,f=O. 

imaginons qii'il existe le niêinc norti1)i.o de relations linhaires et Iionio- 
g h r s  ciitrc les transforinations (3) et (S) ; les invariants d'orc1i.v t + i 
cic (G) sont les intégrales tln système 

7 d  + 1) (10) xl(f+ly = O ,  &(l+I)f= O, ......, LI.-* .f = O, 
les bquations qui coniposent cc système sont indbptwlantc.; p i q u e  
les équations (9) le sont, de plus les équations 

X r - g + l f = O ,  + 1) ..: ....> XT+"f=rO 

sont des conséquences des précédentes si les transformations (3) satis- 
font à Q relations distinctes telles que (3). Le systéme (10) est donc 
complet, il admet toutes les intégrales de (9)) il admet en outre d'autres 
intégrales dont le nombre est égal au nombre des dérivées d'ordre t+ i 
de z ,  , xd7  . . . , c'est-&-dire hpt + 1. Ces nouvelles intégrales sont des 
fonctions indépendantes de ces h y t +  1 quantités, en effet, s'il en était 
autrement, elles satisferaient h une équation linhaire et lioniogène ( E )  

qui contiendrait les dérirées du premier ordre de f par rapport à ces 
dérivées (t + i)" de z1 , zz, . . . . , zr) cette équation ne pourrait être 
qu'une conséquence des équations (10)) on l'obtiendrait en égalant i 
zero une combinaison linhaire et homogène des premiers membrqs et 
on en déùuirait 

Hi,  H2, . . . . , Hr - O  désignant des fonctions de a*, al) . . . . , a,,, zi , zz, 
. . . ., ah et des dérivées de ai, zl, . . ..) zh) puique X,('+l)f, X Z ( ' + ' ) f ,  
.. . . .) x!'-+:'fsont formées en ajoutant certains termes &X,( ' ) f ,  XZ(') f, 

(11) H,X,('lf+ H , X z ( ' ) f +  ..-..-.- + H r  - qX?- q f =  07 
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. . . . , x!L q f e t  que les termes contenus Cians ces dei-iiiércs cspr(xsxioiis 
ne peuvent figurer dans le premier niem~irc Cie ( 5 ) .  P a r  ~iypo~i~sc : ,  i l  
n’existe aucune relation telle que (il), les invariants d’ordre t + 1 sont 
donc des fonctions indépendantes des (lérivées ( t  + 2 ) r s  do ;[, ut, 

Considérons une multiplicité M,, quelconque, si nous écrivoiix clans 
les invariants diII‘éïentiels de (G) d’on1i.e inférieur ou égal it t + 1, au 
licii tlc z4, z?, . . . . , Zh et (le leurs dérivCes, Iciirs v a l w i s  cii fniictioii dc 
xi, x2, . . .., x,, et si nous blimiiioiis z,, x?, . . .., 2% nous ol)ti>noiis tics 
relations entre les invariants d’ortlrc. t +- 2 ct les iiivariiiiits (I’oi*tli.o 
inoindre, les premiers peuvent être calciilGs cii fonction des itiiti.cs. 
Remplaçons dans ces relations les invariants psi' Icurs esprcssiioiis 
gi:nbrales, nous trouvons un certain noiiibrc d’6qtiiI tions a u  d6rivbcs 
Imrticlles auxquelles doivent satisfi1ir.c les iiiitltip1iciti.s tïitiisfoi’iiiCl,es (le 
11”) d’aprés ce que nous avons démontré pour Ics invariants tl‘oi~Irc 
t + 1 ces équations peuvent être résolues par rapport â u s  dérivées 
( t  + de zl, z2, . .. . , a h ,  la condition de contenir un 616iiient d’ordre 
t définit donc uiic transformée tle bl, : nous avons vu qu’il ne peut y 
avoir dans ce cas une relation du type (3) entre les ti-dnsforiiiatioiis (2). 

3oiis arrivons aiiisi B une contrritlictioii en supposaiil que 1 ~ 5  iraiis- 
I’oriiititions (2) et (8) sont liées par Io iiièiiie noiiibre tle relatioiis liiiiyiires 
c.t Iiomogénes, le nombre de ces relatioiis diiiiiiiuo d’uiic unité au iiioiiis 
quand on passe de l’ordre t A l’ordre t + 1. En pouixuivant le I- diSOI1- ’ 

iiemcnt, on démontre qu’en prolongmit les tiwnsforiiiat ions (1) jiisqii’i 
un ordre assez élevé on obtient des transformations telles qu’il ii’esistc 
aucune relation. 

On conçoit facilement que cette seconde inétliode peut fournir 1)arfois 
(les résultats meilleurs que la premiére. Imaginons que l’on connaisse 
le nombrc s des équations linéaires et homogènes ausqiicllcs satisfont 
les expressions (1) et que le iionil~re t défini comme nous l’avons 
expliqué (T 1“) soit moindre que r - .s - 2 ,  il n’y a 1x1s  lus (le s 
relations distinctes analogues A (3) et nous venons de démontrer qu’après 
avoir prolongé le groupe jusqu’li l’ordre 1 + s, on trouve des traiisfor- 
mat.ions infinitésimales cntrc lesqiwllcs il n’y a pas de relations linhaires 
et Iiomogénes : le nombrc! t + s est plus petit que r - 1. 

...., Z h -  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1


	Sans titre

	a: http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine
	d: © 2002 Tous droits réservés.


