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U e b e r  A c h r o m a s i e .  

Von 

F. KESSLER. 

Hierzu Taf. 1 u. II. 

Das Problem der Achromasie, zwei verschiedenfarbige Bilder eines 
ebenen Objectes zur  Deckung zu bringen, lasst sich in zwei Elementar- 
probleme theilen: nlmlich entweder die Bilder von gleicher Grosse her- 
zustellen oder sie i n  eine Ebene zu Icgcn. Jedes  dieser beiden niederen 
Probleme k a n n ,  wie irn orsten und  xweiten Abschnitt der folgendan Ab- 
handlung gezeigt werden soll,  für sich mittels einer Einzellinse gelost 
werden , wahrend das vollstandige Problem, dem der dritte Abschnitt 
gewidmet ist u n d  zu dessen Losung mindestens zwei Linsen erforderlich 
sind, durch die  ersten unter  neue Gesichtspunkte gebracht wird. Viertens 
sollen die Beziehungen der Ersatzlliichen*, die sich fur zwei E'arben zu 
Ersatzlinsen combiniren lassen, zu den Achromasien verschiedener Art 
untersucht werden. 

Indem hier  von der spbarischen Aberration abgesehen is t ,  also nur  
nahe der Axe verlaufende, sogenannte Centralstrahlen hetrachtet werden, 
dient zur graphischen Darstellung und zu den bexüglichen Beweisen da8 
durch die TVerke von R e u s c h " *  und  von F e r r a r i s * * *  genugsam be- 
kannte Verfahren, die Abstande in der zur  optischen Axe normalen Rich- 
tung unerrnessliçti zu vergrosseru, so zwar, dass die brechenden spha- 
rischen Flachen a h  Gerade erscheinen. Alsdann wird der  gebrochene 
Strahl construirt, indem man das durch den Einfallsstrahl abgeschnittene 
Stück der Ordinate des Kriimmung~mittelpunktes proportional dem Brech- 
ungsverhiiltniss verlangert resp. verkürzt rind den Endpiinkt mit dem Ein- 
fallspunkt verbindet. Die  Abstande i n  der Riclitung der AXA werden 

* Ann. d. Phys. u. Chem. N. F. XVI, 362-365. 
** Constructionen zur Lehre von den Haupt- und Brennpunkten eincs Linsen- 

systems. 1870. 
*a* Die Pundamentaleigenschaften dioptrischer I~~strumente, übersetzt von 

F. L ipp ich .  1879. 
Zeitechrift f. Mathematik o. Physik XXIX, 1. 1 
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2 Ueber Achromasie. 

positiv gezahlt vom ersten Scheitelpnnkte weg im Sinne der Lichtbeweg- 
u n g ,  Erümmnng~halbmesser  von der Flache aus zum Mittelpunkte ge- 
nommen. 

E r s t e r  A b s c h n i t t .  

Zwei vcrschiederifarbige Bilder von gleicher Grosse. 

1. Bedingnngen gleicher Grosse verschiedenfarbiger Bilder. I n  Fig. 1 
siiid O, und O, Schcitelpunkto, cl und c, Krümmungsmittel~iunktc zweier 
Tjinsenflachen, O,, Oz, C l ,  C2 die in diesen Punkten  normal aur Axe gc- 
führten Geraden,  n der R r e ~ h u n ~ s q u o t i e n t  des Linsenmittels für eine 
hestimmte Farbe. Schneidet ein auf den  Piinkt a,, der  Axe gerichteter 
Strahl die 0, in  el,  die Cl in u,, so macht man auf letzterer c,zl, = c,u , /n ,  
zieht e,v, bis al  auf der Axe ,  wodurch O2 in es, Lk in u, geschnitteri 
wird,  zieht u,a,, dns C, in v, schneidet,  woluit c,v, = 71 .c2u2 wird, und 
zieht e,v2 bis a, auf' der Axe. Dann ist a, das  ers te ,  n, das z w ~ i t e ,  
d. h. das durch die Linse gegebene Uild von uo. F ü r  zwei verschiedene 
Farben ,  z. B. rot11 u n d  blau,  im 'I'ext,e diirch dic Zcichcn -, nntcr- 
schiaden, erhalt man alle genannten Punkte  und Linien doppelt,  also 

" " 
schliesslich auch zwei Austrittsstrahlen ë,< und c2v,, wie zwei Rilder Ü2 

und L,, die ,  sofern sic zu e i n e m  gemischtfarbigen ~ t r a i l e  resp. Objccte 
conjngirt s ind ,  g e g e n  f a r b i  g genannt  werden sollen. 

Bezeichnet man durch grosse Bnchstahen die Grosse der Bilder in 
den gleichlautenden Punkten  resp. in den diesen entsyrechenden Ebenen, 
so wird das Grtissenverhaltniss der Bilder - bekanntlich gleich dem Ver- 
haltniss deren A b s t h d e  von dem Nittelpuukte der sie conjugirenden 
Flache - durch folgende Gleichungen ausgedrückt: 

A , / A ~ = ( A , / ~ ~ . ( A , / A , , ) = ( ~ , ~ , / ~ , ~ , ) . ( ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ) ~  
1) f " " "  " " " 

A z / d o  = ( A 2 / A , )  . (A , /A , )  = (c,n,/c,(~~) .(cl~l/clrr,) .  

Setzt man voraus, dass die bcidrn in Ü, und ((z hcfindlichen 13ildcr des 
- b 

Ohjects a, untcr sich glcich gross wcrden, dass also d, = . , f , ,  so folgt 
hieraus 

- - 
2 1 

Y " "  

c2 ( 1 , .  cl al/c2 nl = C, CI, cl a,/c, (1 , .  

- - " " " " 
Da naçh der Construction cl {/c, 6, = cl u,/c, v, auch cl al/c, n, = cl uI/c2 vg, 
B O  geht Gleichung 2) über i n  

- - " " 
3) c2~12[cZZ;2 = c2a,(czv2. 

" "  
Mithin sind alsdann die Linien und a 2 v 2  parallel. Also: 

Z w e i  g e g e n f a r b i g e  S t r a h l e n  w e r d e n  p a r a l l e l ,  w e n n  d i e  
i h n e n  z u g e h o r i g e n  B i l d e r  g l e i c h  g r o s s  s i n d ,  und umgekehrt: 
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S i n d  z w c i  g e g e n f a r h i g e  B i l d e r  g l e i c h  g r o s s ,  s o  s i n d  d i e  z n -  
g e h o r i g e n  S t r a h l e n  p a r a l l e l .  

Durch ein analoges Verfahren ergeben sich aus derselben Bedingung 
Reziebuugen zwischen der Dicke der Linse,  dem zweiten Krümmungs- 
radiuti und anderen in Betracht koqmenden  Strecken, welche sicli kürzer 
ausdrücken lassen, wenn man ol cl = r l ,  02cg = r2, 0,  o 2  = (1, cl cZ = j 
setxt, übrigens abr r  die Abfitande der auf der  Axo liegendcn Punkto  
vom ersten Sclieitellinnkte ol durch die sclilichten Namen dieser Punkte 
selbst bezeichnet. So wird z. B. 

Uieve Gleichungeu lehren,  daas, wenn von eiuer Linse die erste Flache, 
zwei gegeofarbige Brectiiiugsquutienten und ein Objectpurikt, mithiri die 
ersten gegeofarbigen Bildpunkte gegebr~n s ind ,  f'ür gleicli grosse grgen-  
farbige zweite Bilder die Dicke der Lirise und der zweite Kriimmunge- 
radius gegenseitig lineare Functioncn sind. 1st d =  O oder die Linse 
unendlich d ü n n ,  fin ist  c, = r ,=  r , .  Mit waclisendem d nimmt c ,  zu, 
r ,  a h ,  so dass d =  r ,  u n d  r ,  = O ,  wenn 

k t .  MTZchst d nnch weiter, so wird r2 negativ, d. h. die Linee biconvex. 

2. Isometrische Pnnkte  einer Linse. Dezeichnrt man einen Object- 
puukt a, f ü r  den Fall der gleichcn Grosse seiuer xweiten gegenfarb ig~n  
Uildei mit g ,  eben dadurcli alsu aucli dessen Abstand von ol im Sinne 

der Liclitbewegung und setzt die Wertlie von 4 und  i, aus iliren Cou- 
junctgleicliungen mit g, uaa l ich  - 

in cinc der bciden Gleichungen 5b) oder 6 a ) ,  so ergiebt sicli daraus 
f o l p n d e  Gleichung für den Abstand des Punktes  g vom crstcn Sclieitel- 
punkte 

1 * 
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Ueber ~chromas ie . '  

y =  W . .  

T l  d 
" i 

- r ,d  --. " - 
n - r - ( n n - d )  d - n n i  

Die Gleichung 9) erm6glicht es also, fiir zwei durch ilire Brecliungs 
quotienten gegebene Farben aus den  Dimensionen eincr L i m e  den Ab- 
stand einer in jenen Farben leuchtenden Ebene  so zu bestimmen, dass 
diese Ebene  mittels der Linse zu zwei unter  sich gleich grotisen gegen- 
farhigen Bildern conjngirt ist. 

Uenkt  man die Lichtbewegung in entgegengesetzter Rictituog, 6 0  

findet sich ein dem Punkte  g analoger P u n k t  y', dessen Abfitand von 
dem zwaiton Scheitclpunkte, aber im Sinne  der ursprünglichen Licht- 
bewegung gemessen, ist 

Io) y'- d = 
r2 d r2 d -P. 

" - " - " - 
n n ( r , - r 2 ) - ( n n - 1 ) d  d - n n i  

Die  beiden P u n k t e  y und y', wie auch die  ihnen zugehorigen Ebenen 
sind nicht etwa untcr cinandor conjugirt, sondern jeder derselben ist su 

" I  

zweien anderen: & und  g,, resp. g', und  g ,  so conjugirt,  dass sowohl 

die i n  & u n d  g, bcfindlichcn gogcnfarbigen Bilder unter sich, als auch 

die in z2 und g'2 nnter  sich gleich gross sind. Man kann diese Punkte  
g und  g' deshalb , , d i c h r o m a t i s c h - i s o m e t r i s c h L L  "der auch innerhalb 
d m  vorliegendcn Bereiches schlechtweg ,, i s  o rne  t r i s c  h nennen. Ilen 
G a n s s ' s c h e n  Hauptpunkten würde dagegen nach einem von J. B. L i s -  
t i  n g (? 24. Dec. 1882) mir im Marz vorigen J a h r e s  brieflich gemachten 
Vorschlage die vielleicht auch sonst schon gebrauchte Bezeichnung 
, , t a n  t o m  e t r i s  c h "  gewahrt bleiben. Letztere fallen bei Linsen und 
Linsensystemen zusammen mit den Knotanpunkten,  den t a u  t o g O ri a l  e r i  

( L i s t i n g ) ,  niçht aber  bei Systernen, deren Anfangs - und Endmittel 
ungleich dicht sind. Offenbar würden hei letzteren also nuch noch be- 
sondcrr, ,, i s o g o n a l e lL  Punkte  für  zwei Farben  zu unterficheidcn scin. 

Die  Gleichungen 9) und  10) s ind,  wie sich mit Voraus~ich t  auf 
Gleichung 12) zeigt ,  analog constrnirt mit dcncn fiir die Abstande dcr 
Hauptpunktc. einer Linse von ihren entsprechenden Schcitcln, n u r  ist d m  
dortige einzclne Brcchungsquotient hier durch das Product der  heiden 
gegenfarbigen ersetzt. Man kann daher sagen:  D i c  h r  orna t i  s c h  - i e  o - 
m e t r i s c h e  ( i s o g o n a l e )  P u n k t e  e i n e r  L i n s e  s i n d  t a n t o m e t r i s c h e  
( t a n t o g o n a l e )  P i i n k t e  e i n e r  c o n g r u e n t e n  L i n s e ,  d e r e n  B r e c h -  
u n g s q n o t i e n t  g l e i c h  d e m  P r o d u c t e  a u s  d e n  b e z ü g l i c h e n  b e i -  
d e n  g e g e n f a r b i g e n  B r e c h u n g s q u o t i e n t e n  d e r  e r s t e n  L i n s e  i s t .  
Ueispielsweise würden die Hauptpunkte einer Linse für n = 2 ,4  (1)iamaut) 
dieselbe Lage haben ,  wie die isometrisehen Pnnkte  einer Glaslinse f'ür 

n = 1,5360 nnd  = 1,5625, d a  in  diesem Pal le  n = .; ware. 
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Von F. KESBLEB. 5 

3. Eigenschaften von Linsen, deren isometrische Pnnkte nnendlich 
weit entfernt sind. Die Gleichungen 9) und 10) lehren, dass, wenn 

k t ,  beide isometrische Punkte unendlich weit entfernt sind. In  diesem 
Falle ist also ein parallel der Axe einfallender gemischtfarbiger Strahl 
zu zwei unter sich parallelen gegenfarbigen Austrittsstrahlen conjugirt, 
uud die gegenfarbigen Brennweiten werden einander gleich. 

Solcho Linsen haben bezüglich der Lage ihrer Hauptpunkte noch 
besondere Eigenschaften. Setzt man den Wcrth von d ans Gleichung 11) 
in die bekannte Gleichung für den Abstand irgend eines, z. B. des ersten 

rothen Hauptpunktes k einer Linsa vom ersten Scheitelpunkte derselben 
ein, so erhalt man 

" 

15) 
'-2 h l - d = .  

n- 1 

Da die rechten Seiten der Gleichnngen 12)-15) ebenfalls gewisse 
Brennweiten einzelner Linsenflachen ausdrücken, so treten also bei einer 
derartigen Linse folgende Coincidenzen auf: 

1 rotlier Hauptpunkt der Linse mit 11 blancm Brennpunkt der 1. Fliiche, 
1 blauer ,y , ,, ,, II rothem 7 9  ,y 1 7, 

II rother y ?  ,, ,, ,, 1 blancm Y i 7, 1 ,y 

II blaucr ,y ,, ,, ,, 1 rothem Y ,  ,, 11. ,, 
oder allgemein: E i n  f a r b i g e r  H a u p t p n n k t  e i n e r  L i n s e  m i t  u n -  
e n d l i c h  e n t f o r n t e n  i s o m n t r i s c h e n  P u n k t e n  c o i n c i d i r t  m i t  d e m  
g e g e n f a r b i g e n  u n d  g e g e n z a h l i g e n  B r e n n p u n k t  d e r  g l e i c h -  
z a h l i g e n  F l a c h e .  

Diese Coincidenzen sind in Fig. 2 für eine convex-concave und in 
Fig. 3 für eine biconvexe Linse dargeetellt und zwar, wie es bei graphi- 
schen Beispiclan in so kleinem Maassstabe nnverrneidlich iut, unter An- 

nahme der etwas übernatürliclien Uispersion i=3/2,  ;=14/9. Für r,= 30, 
r2 = 10 wird Gleichung 11) zufolge d = 35 und,  wenn man die Flacheu- 
brennpunkte, resp. ihre Abstande von O, mit b bc~eichnet ,  die Haupt- und 
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6 Ueber Achromasie. 

Brennpunkto der Linse u. S. W. desgleichen mit h  und f ,  ao werrlen hier 
-, "t -, " I  - f = - 9 ,  f =-Y, h = b 2 = 6 3 ,  h = b , = 6 5 ,  h=hY,=84,  hY=h7 1 -90 ,  - 

?= 156, f = 162 ,  die Brennweiten der Linfie P= P =  72 (Fig. 2). L)ie 
Narnen der Hauptpunkte sind (für beide Farhen gumeinscliaftlich) an 
ihren Ordinaten da eingetragen, wo man diesen bei der gewohnlichen 
Construction zuerst begegnet: auf dem I)urchschnittspunkte des 1~;infalls- 
und seines conjugirten bustrittsstrahles. Das von hier nocb in der Farbe 
des Hauptpunktes  auf die Axe gefallte Loth trifft dauri jedesrual den 
gegenfarbigen Brennpunkt  der durch das obige Scherna oder Gesetz ari- 
gezeigten Flache. Die von rechts nach links dem Weg ac e, el machcn- 
den Strahlen,  fernerhin als ,, r ü c k g e  h e n  d e t '  zu bexeichnendcn Strahlen 

liefern 8, und 5, ais erste Rrennpunkte der zwcittm Flache,  h und hu als 

ersto Hauptpunkte und f und als erste Brennpunkte der Lirise, die 

von links nach rechts auf x'e', et, ,, h i n g c  h e n  d e n "  Strahlen aber Orl ,  
als  zweite Brennpunkte der ersten Flache u. s. W. 1st dagegen r2 = - 10, 

" - - " 
sn wird d = 70, h'= b2 = 40, hf= bb, = 42, ,f = 48, f= 54, f'= 76, ?= 78, 
- " 
h = b ' , = 8 4 ,  hY=b",=90, ~ ' = i ; " = 3 6  (vergl. Fig. 3). 

Das  Vorherpehende lehrt auch,  dass die bekannte Gleichung f ü r  die 
Brennweite einer Linse,  in  welcher n einen Brechungsquotienten bedeutet, 

und die  nach n aufgelost zwar gew6hnlich1 d. h. bei dünnen Linseu nur  
e i u e n  ,, brauchbaren" Werth hierfür liefert , sich nicht uuter allen Ur~i-  
stariden so verhalt. Setzt nian in  dieser Gleichurig beispielsweise rl = 10, 
r 2 = 3 ,  d = 1 2 ,  P = - 1 9 & % ) ,  so wird n = 1 , 5 4 9 2 5 + 0 , 0 1 3 2 5  oder 

" 
n = 1,5360, n .= 1,5625, welche Werthe recht wohl vorkommen konnen. 
Es ist also nicbt richtig, wenn man schlechtweg sag t ,  eine I h s e  aus 
einem Stück konne  nicht für zwei Farben dieselho Brennweite haben. 

4. Isometrische Punkte  eines Systems mehrerer  Linsen. Bezeichnet 
man die E'nndamentalpunkte und Brennweiten eines Linsensystems wie 

bisher bei Einzellinsen, den Abstand von hinter h durçh d h ,  den von 

und  Yh hinter dem ersten dichromatisch-isometrischen Punkte  g mit y 
" - " 

und y, so dass also y - y = Ah i s t ,  habe sodann das rothe Bild des 

Punktes  g den Abstand z vor und das blaue den Abstand y vor hu', 
so  wird vermoge der Ortsgleichungen dieser Bilder 

16) ( F -  ;) ( F  + x) = PZ, 

17) ( ; - [ ; - d h ~ ) ( P + ~ )  = Pz, 
und wegen gleicher Grosse der gegenfarbigen Bilder nach der Grossen- 
gleiçhung 
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Von F. KESSLEB. 7 

18) i / ( j - d h )  = y/x 
sein. S u s  diesen Glaichungen ergiebt sich durüh Elimination von z und y 

nnd aus den mit Gleichung 18) analog aufzustellenden 

wouach sicti die Lagen der isometrischen P u n k t e  eiues Linsensystems aus 
den Lagen der gegenfarhigen Fundamentalpunkte bestimmen lassen. F ü r  
jedwedes Linsensystern ist demnach 

oder in W o i t e n :  D i e  A b s t a n d e  d i c b r o m a t i s c h - i s o m e t r i s c h e r  
P u n k t e  v o n  i h r e i i  z u g e h i j r i g e n  H a u p t p u n k t e n  v e r h a l t e n  s i c h  
1. b e i  g l e i c h e r  Z a h l  ( N u m m e r )  w i e  d i e  E r e n n w e i t e n  d e r  e n t -  
s p r e c h e n d e n  F a r b e n ,  2. b c i  g l e i c h e r  F a r b e  w i e  d i e  A e n d e -  
r u n g e n  d e r  L a g e  d e r  e n t s p r e c h e n d  g e z a h l t e n  H a u p t p u n k t e .  

5. Constrnction eines Linsensystems, dessen isometrische Pnnkte  
unendlich weit  entfernt sind. Die Gleichungen 19) - 22) lehren,  dass 
die isometrischen Punkte eines Linsensystems uneudlich weit entfernt 
liegeu, wenn die gegenfarbigen Brennweiten gleich sind und dahei die  
gegenfarbigen Hauptpuukte nicht çoixicidireu. Zuuiiclist handelt es sich 
also dariim, das Linsensystem so einzuriçhten, dass die,von einem parallel 
zur Axe einfallenden Strahl herrührenden gegenfarbigen Thei le  das System 
paralle1 nuter sich verlassen. B e s c h r b k t  man ~ i c h  dahei auf die am haufig- 
s t r n  gebrauchten Combinationen von zwei plancouvexen, mit ihren gleich 
artigen Fliichen nach derselhen Seite gewendeten 1,insen derselhen Glaç- 
sorte (Huyghens Ocular und Umkelirunga~ystem d ~ s  terrestrischen Fern-  
robrs), so lasst sich die Aufgahe zweimal variiren. Man kann erstens des 
System so stallen, dass die Endflaclie entweder convex oder plan is t ,  und  
zweitens entweder den Halbmesser der spharischen Fliiche der zweiten 
Linse oder den Abstand dieser Linse von einem b e k a n n t e i  Punkte  aus  
den übrigen Daten bestimnien. Daraus ergeben sich vier Falle. 

1. D i e  E n d f l a c h e  i s t  s p h a r i s c h  u n d  d e r e n  K r ü m m u n g s -  
h a l b m e s s e r  g e s u c h t .  Mau berechuet aus  deu L)aten die  Or te  der von 
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8 Ueber Achromasie. 
--------A-- 

der dritten E'liiche entworfenen Eilder & und & (Fig.  4 ,  wo der Dcut-  
lichkeit halber die Bildorte mit Fortlassen des R u c h ~ t a b e u  lediglich durch 
die Indices bezeichnet s ind) ,  hestimmt sodann die Lage des D i v e r p n z -  
punktes der bezüglichen Strahlen , resp. defisen Projection m3, die nun 
als Abscissennullpunkt gilt. D a n n  wird mit Riicksicht auf Gleicliung 4a ) ,  
5 1 der Abstan'd des Mittelpunktes c, der vierten Flache von w, 

II. D i o  E n d f l a c h e  i s t  s p h a r i s c h  u n d  d e r  A b s t a n d  d e r  
z w e i t e n  L i n s e  g e s u c h t .  Natürlich miissen d i e D i c k e d , u n d  d e r E n d -  

halhmesser r, der zweiten Linse gegeben sein. Sind alsdann iz nnd a, 
die durch die erste Linse entworfenen Bilder (Fig. 4)) welche durcb O3 

nach i3 u n d  a, gebracht werden,  und  ist w, die Projection des Diver- 
genzpnnktes der an 0, einfallendeu Strahlen,  zugleich Abscissenuull- 
p u n k t ,  wahrend w3 die des gleichen der a n  O3 aiistreteuden Strahlen - " 
noch unbekanut  is t ,  so  setxe man a, - w, = :cl a s -  ws = y ,  0 3 -  wg = z. 

Uann ist 

u n d  mit Riicksicht auf  Gleichung Ga), 5 1 

woraus nach Elimination von x, y, z der  Abstand des dritten Sçheitel- 
punktes O, vou w, sich ergiebt: 

III. D i e  E n d f l L c h e  i s t  p l a n  u n d  d e r  K r ü m m n n g s h a l b m e s s e r  
d e r  v o r l e t z t e n  F l a c h e  g e s u c h t .  (Fig. 5.) Auch hier geht man, 

wie bei II ,  von i,, &. und w, aus. D a  die Richtung der a n  der End- 
flache 0, austretenden Strahlen unabhangig von dem Ortc dieser Flache 
i s t ,  so kann  man sich diese behufs der Demonstration durch den Krüm- 
mungsmittelpunkt c3 der vorletzten Flache gelegt denken. Zieht man 
dann  in beiden Parben e,a2 bis es auf O3 nnd  bis us auf C 3 ,  macht r3r3  
= r3 u , / n ,  zieht e, v, bis a,  auf der Axe und  bis e, auf O, ,  zieht endlich zu 

n,u3 eine Parallele durch e4 bis a, auf der  Axe, so sind n4 und  die l e t z t ~ n  
- - " "  

gegenfarbigen Bilder. Damit aber, wie verlangt,  a , e ,  und  n,e4 parallel 
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Von F. KESSLER. 9 
\ .̂  - ^ ----.--^YY_~~ ...,.,__'_,,- Y II;.------ 

- - " "  
seien, müssen auch sclion a3u, und  asu,, weil sie jenen parallcl sind, 
unter sicli parallel geweseri sein. Aus dieser Bedingung ergiebt sich dann 
leicht folgender Werth für den Krümmungshalbmesser r3 der vorletzten 
Flache - alle Abstande: cl O, a von w, RUS eu ~ a h l e n  -: 

" .." - 
[(h-i); ,-  ( i - i )LB103-(n-n)aBa, .  

31) r3=c3-O,= - " - 

a2 - a2 

IV. D i e  E n d f l a c h e  i s t  p l a n  u n d  d e r  A b s t a n d  d e r  z w e i t e n  
L i n s  e g e s  u c h  t. Bezeichnet O, den Abstand des ersten Scheitelpunktes 
der zweiten Linse von w,, so transformirt m a n ,  da  hier r, gegcben sein 
muss, Gleichung 31) direct in  

Als Bqspiele  zur Anwendung dieser Formeln dienen die in  Fig.  6 
und 7 gezeichneten Linsencombinationen, bei denen aus früher ( 5  3) ange- 

führtem Grunde die stark differenten Brechungsguotienten ;=3/2, ;= 14/9 
zu Grunde gelegt sind. Fig. 6 giebt i n  einem Grundmaasse von *mm 
ein Huyghens - Ocular von folgenden llimensionen: Dicke des Sammel- 
glases dl = 28, des Oculars d2 = 1 2 ,  lichter Abstand beider o3 -O, =IBO, 
r,  = 156, r, = 50. Hieraus ergeben sich diè Abstande der Fundamental- 
punkte von O , :  

8,= 108,  &= 118, d h , =  10, b', = 290,8, o, = 3213 ,  dbr= 3 0 t 5 .  

E'ig. 7 giebt den Umkehrungsapparat eines terrestrischen Fernrohrs ,  ohne 
Strahlenlange, dessen Uimensionen bei Q mm Grundrnaass genommen 
sind; dl = d2 = 3 5 ,  O, O, = 360,  r, = r ,  = -- 200,  woraus die Abstande 
von O,: 

?= 79 2 = 2 2  h = 3 9 1 $  F r 4 0 6  
F = 384. 

j = 4 6 +  i'=m IrY-430: f ' = 4 4 6  
--- 
d f = 3 9 $  d h ' = 4 0  d h =  39T df '=  40 

& , = 1 8 + ,  c2=5 '79 ,  db,=39+ ,  ? , = 3 9 5 ,  & = 4 3 5 ,  dti1,=40. 

Uiese Berechnungen lehren,  dass das Ij 3 f ü r  Einzellinsen, deren iso- 
metrische Piinkte nnendlich weit entfernt s ind,  bewiesene Coincidenz- 
gesetz für derartige Linsensysteme nur  a n  n a h  e r n  d giltig ist. Allem 
Anscheine nach würda es  aber auch hier absolute Geltung erhalten, wenn 
man,  wie dies bei theoretiechen Entwickelungen g~meinigl ich gesçhicht, 
die Dtcken der Linsen vernachlassigte. 
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1 O Ueber Achromasie. 
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Es ist einleuchtend, dass die vorbehandelten Combinatiouen, auch 
abgeseben von der übertriebenen Dispersion, noch nicht praktisch brauch- 
bare Formen darstellen. Zunachst wurde, wie dies auch i n  theoretischen 
Lehrbüchern allgemein gwchieht,  angenommen, dass ein unendlich ent- 
ferntes Object vorlage,  wahrend bei dem wirklichen Gebrauch das Object 
ein Uild in endlichem Abstande, zwar hei dem Huyghens-Ocular  hinter, 
bei dem Umkehrungsapparat vor der  ersten Linse ist. Die deshalb etwa 
nottiige Abanderung in der Constructiori erstreçkt ~ i c h  jedoçh niclit auf 
die entwickelten Formeln 25) und 30)- 32),  da  diese schon das durch 
die dritte resp. zwuite Flache der Combination entworfenc Bild als ge- 
geben annehman. Nach dieser Berichtigung würde noch zu bedenken 
sein,  dass auch bei gleicher Grosse der  gegenfarbigen Bilder diese doch 
vermoge ihres verschiedenen Abstandes vom Augenpunkte ungleich gross 
erscheinen werden. Dies jedoch, wie auch die spharische Aberration in 
Betraçkt zu ziehen, wurde von vornherein hier niçht beabsichtigt. 

@ 

Z w e i t e r  A b s c h n i t t .  

Zwei verschiedenfarbige Bilder in einer Ebene. 

6. Bedingungen der  Lage gegenfarbiger Bilder in einer Ebene. Wcnn 
man eine,  Fig.  1 analoge Zeichnung mit dem Erfolge ausfübrt,  den  Fig. 8 

" L, 

zeigt,  dasa die Geraden ë2Ü, und e,v, ,  anstatt  parallel zn  werden, sich 
in  einem Punkte  t, auf der Axe sçhneiden, so wird diese Coincidenz an 
die Bediuguug 

- " - " 
33) 02e, /o ,e ,  = c , u , / c , E ~  

- - -  L , " "  

geknüpft sein. D a  alsdann c2v ,  = n  .c ,u ,  und  c,  v,  = n . c ,u , ,  also auçh 
- -  - - - 

3 4) 
j 0 2 e p / ~ z . c 2 ~ 2 = ( ~ l - d ) / t l ( a l - d - r 2 ) ,  

" -  " " "  
o s e z / n . c , u , =  ( & d ) / n ( a l - d - r s )  

is t ,  sa ergiebt sich mit Rüçksicht auf Gleichung 33) 

Hieruach kann  man liei gegebener Dicke einer Linse den Haltiuiesscr 
der zweiten Linsenflache so bestimmen, dass die durch die erste Flache 

getrénnt in  den Punkten cil und  1; entworfenen Bilder eines gegebeuen 
Strahlpunktes der Axe wiedcr in einem P u n k t e  t2 der Axe vereinigt wer- 
d e n ,  resp. die gegenfarbigen Bilder eines ehenen Objects wieder in eino 
und diefielhn Ebene zn liegen kommen. Natürlich werden diese Bilder, 
wie aus 5 1 folgt, iingleich gross sein. Solcha I'unktpaare, die also wie 
f, - so werde a, in  diefiem Falle bezeichnet - und t, für zwei Farben 
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zugleich conjugirt s ind ,  kann man ( d i c h r o m a t i s c h - )  i s o t o p i s c . h o  
Punkte ncnncn. S ie  entsprechen den S y m p t  o s e n  L i s t i n g ' s ,  i n  dcnen 
für eine Farbe Ohject und EIild - ebenfalls verschieden-gross - i n  
eine Ebene fallen. Man konnte zur Analogie die Symptosen alsdann 
t a u t o t a p i s c h e  Punkte  nennen. 

Die Gleichung 35) lasst sich, wenn r, gegeben is t ,  nach d l  der  
Dicke der Linse, auflosen. Fallen die  Strahlen parallel der  Axe ein, 

so Sind il und  a, die gegenfarbigen Brennpunkte der  ersten Flache und  
deren Abstaude vom Punkte  O, sind bei gleiçhzeitiger Einführung einer 
Abkürzung (m) 

" 
T i r ,  - Y ri 1‘ 

36) a 1 -  ---- - - m r l ,  a =L- " 
1 u - m r l i  

n - 1  n - 1  

welche Werthe in Gleichung 35) eingesetzt z u  der Gleicllung 
" - 

d" [(m + m )  r ,  - r,] d = rn m r, (r ,  - r , )  

führen. Somit kann  man aus  gegebonen gegenfarhigen Brcchungsquo- 
tientcn und den Halbmesaern beider Linsenflachen die Dicke der  Linse 
so bestimmen, dass Strahlen,  die  parallel der Axe von einer bè~timmten 
Seite eiufallen, nur  einen Vcreinigungspunkt hahen,  oder dass die Linse 
fiir die beiden Farben  einen g e m e i n s c h a f t l i c h e n  z w e i t e n  B r e n n -  
p u n k  t besitzt. Sol1 aber für denselben Sinn der Lichtbewegung ein die 
Axe schneidender Strahl zweien axenparallelen Austrittsstrahlen conjugirt 
sein,  so liat man die Linse nur  umgekehrt zu denken oder in Gleich- 
ung 37) r, durch - r2 und r, durch - r i  zu ersetzen. Man findet danu 
die IXcke, für welche die Linse einen g e m e i n s c l i a f t l i c h e n  e r s t e n  
R r e  n n p  11 n k t erhalt. Natürlich führt die Auf losung der Gleichung 37) 
zuweilen auf complexo (imaginare) Werthe von ri, wahreud nur  reelle 
und ausserdem positive physikalisch brauchbar sind. F ü r  den ersten 

Fa11 we,rden beispielsweise beide W.urzeln positiv, wenn rl = 3 ,  r, = 1, 
" 

n 2 1,s , n = 1 , 6  gegeben s i n d ,  mithin nach 36) ,  37) 

d Z - 1 6 d = - 4 8 ,  daher & = 1 2 ,  dp=4 

erfolgt. Setzt man für den zweiten Fal l  r,  = 22, r,  = 3, so wird d, = 24, 
dp = - 19. 

7. Eigenschaften einer  Linse, bei  welcher  zwei verschiedenfarbige 
Brennpnnkte coincidiren. Bezeichnet m a n ,  wie fcülier, deu Abstaud der  
Krümmungsmittelpiinkte der  Flachen mit i ,  su erhalt man für axenparal- 
lele E i n f a l l s s t r a h l e n  gemass 35) ,  36), ohne die Abkürzung m zu 
benutzen, 
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Setzt man diesen Wer th  in  die Gleichnng für den Abstand eines zweiten, 
z. B. rothen IIauptpunktes  von der zweiten Flache e in ,  so wird dieser 

r Z d  [ ~ ~ , - ( ~ - l ) d ] [ ~ ï ~ - ( 1 ~ ~ l ) d ] ' - n r , - ( n - l ) d  nr 
39) 2-ci= - C -- -1- - " " d, 

d-ni ~ i r , - i r 1 - ( ~ - ~ ) ( i - l ) r l  n - 1  n-1 
folglich 

" 

40) 
- n r1 h = -  " 

n - 1  
und analog - 

41) 
Y, nrl  h = - - .  

n - 1  

Ferner  erhalt man für axenparallele A u s  t r i t  t s s t r a h l e n  analog die 
Gleichungeu 

u 

42) 
- nr2 
h = --- 

" 
n - 1  

und 

43) 
u n r ,  
h=-. - 

n - 1  

Die  Gleichixngen 40) - 43) lassen sich folgendermassen schcmatisiren : 

1st gemeinsam : so coincidiren : 
1 Brennpunkt  1 rother Hauptp. mit 1 blauem Brennp. d. I I .  Flache, 
1 9 9  1 blauer ,, ,, 1 rothem ,, ,, II. ,, 

II 71  II rother ,, ,, II blanem ,, ,, 1. ,, 
II ,Y  II hlauer , ,, ,, II rothem :, 7, 1- ,, 

I n  Worten:  W e n n  b e i  e i n e r  L i n s e  z w e i  g e g e n f a r h i g e  B r e n n -  
p n n k t e  c o i n c i d i r e n ,  8 0  c o i n c i d i r e n  a u c h  d i e  d e m  g e m e i n -  
s a m e n  B r e n n p u n k t a  g l e i c h z a h l i g e n  H a u p t p u n k t e  m i t  d e n  
g l e i c h z a h l i g e n  u n d  g e g e n f a r b i g e n  B r e n n p u n k t e n  d e r  g e g e n -  
z a h l i g e n  F l i i c h e .  

Diese Linsen unterscheiden sich von den  in 5 3 behandelten wesent- 
lich i n  Folgendem: Die e r s  t e n  hahen fur zwei Farben gleiche Brenn- 
w e i t e n .  Infolge dessen liegen bei einer Linse b e i d e  i e o m e t r i s c h e  
Punkte  im Unendlichen; ihre Conjuncte sind die v i e r  Brennpunkte und 
es coincidircn v i  e r  H a u ~ t p u n k t e  mit v i  e r  ~ l a ' c h c n b r e n n ~ u n k t e n .  Die, 
z w e i t e n  haben einen gemeinsnmen Brenn p u n k t ,  dessen Conjunct ein 
im Unendlichen liegender i s  o t o  p i s c h  e r  Pnnkt  ist. Das  zweite P a a r  
isotopischer Punkte (vergl. 9) liegt im Endlichen und  es coincidiren 
z w e i  IIanptpunkte mit z w e i  FlSchenbrennpnnkten. 

E i n e  Linse mit zwei Paareu gemeinsarner Breunpunkte ist niclit dar- 
~itellbar, da  eiue solclie von symmetrischer F o r ~ n  sein müsste und alsdann 
Gleichnng 37) stets complexe Werthe für d liefert. 
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8. Graphische Behandlnng des Vorigen. Die  eben nachgewiesenen 
Coincidenzen lassen sich auch aus Satzen der neueren Geometrie ableiten. 
So ist allgemein bewiesen worden,  dass ,  wenn man zu zwei homocen- 
trischen Strahlenbüscheln S(a, b, C) und S'(a', b', c') die Verbiridungslinien 

I I 
1 = a .  b'- a'. b,  m = a . c  - a .  c ,  n = b .c'- b'. c zieht, die  drei (feraden Z, 
m ,  n homocentrisch sind.* Hierans fol@ bezüglich Fig.  8 ,  wenn zuerst 

" - " -  " -  
cl ( u , ,  a, , a,,) und a,(&, , G,, no) die heiden Büschel s ind,  dass e, e,, n, w2, 
- "  " - " 
a, ni, homocontrisch werden , und  wenn 14 ,  (al,  al, a,,) und 02(&,w,ao) die  .,_ " _  - "  
beiden Büschel sind , dass v, u,, "a, îu, , al ?us homocentrisch werden. Al60 

- - -  - "  
werden die vier Gcraden hi8 ,  ~ J , v , ,  n,îu2, a, ni, homocentrisch. D a  aber 
die beiden ersten derselben normal zur  Axe ,  also unter sich parallcl 

" - 
sind,  so sind auch a,&z und  alw, nnter  sich para1101 und normal zur  
Axe. Dies gilt aber  anch in dem besondern Fal le ,  wo elu, parallel zur  

Axe is t ,  wo alsq dic Fusspunkte der aus &, und G, auf die Axe gef811- 
ten Lothe die Hauptpunktc sind. Hiermit erweisen sich die Coinciden- 
zen des 5 7. 

Analog Iiisst sich die eingangs 5 6 analptisch behandelte ~ u f ~ a b e  
graphisch losen. Sind (Fig. 8 )  die durch die Vorderflache O ,  m m  Strah- 

" - 
lenpunkte a,, conjugirten Bildpunkte u,, al und der Scheitelpunkt O ,  

" . -  .. " 
gegeben, so zieht man zur Axe durch a, und al Normale bis ni, und  ni, 

- d " "  
auf e,u,,  verbindet al und  a, mit u , ,  zieht e,w, und e,w,, die u,a, resp. 

- 

" - - - "  
u,a, in v2 und I I ,  schneiden, zieht endlich a,v,, das die Axe in c,, dem 
Krümmungsmittelpiinkt der Endflache O , ,  schneiden wird. 

Die oben nachgewiesenen Coincidenzen sind in Fig. 9 und 10 dar- 
gestellt. Fig. 9 ist eine Linse mit gemeinsamem z w  e i t e m  Brennpunkt 
f' von den Dimensionen der  zuerst in  5 7 berecbneten, zwar von der  - - 
kleineren der  beiden rnoglichen Uicken , dg = 4 ,  woraus dann h'= b', = 8, 
" " 
h'= b', = 9, der  Abstand des zweiten Brennpunktes von der  zweiten -" 
Flache, f"- d = - 5 wird. Dagegen ist in Pig. 11 der e r s  t e Brennpunkt - " 
gemeinsam bei den  Dimensionen r ,=  2 2 ,  r p = 3 ,  d = 2 4 ,  woraus h= b,  

" - _ U 

= 3 2 ,  h = b , = 3 3 ,  f = 4 4  erfolgen. 

9. Bestimmnng der isotopischen P n n k t e  eines Systems von Linsen. 
Sind die Fundamentalpunkte eines Systems békannt und werden die 

Brennweiten z=p ,  P z q ,  der Abstand des ersten blauen Brennpunktcs 
hinter dern ersten rothen,  df = a:, der des zweiten blanen Brcnnpunktes vor 
dem zweiten rothen,  - A f = /3 gesetzt,  der Abstand eines isotopischen 

Ohjectpunktes hinter 7 mit z, der des ihm conjugirtcn Bildpunktes vor 

* W i t z s c h e l l ,  Grundlinien der neueren Geometne (1858), S 39. 
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14 Ueber Achromasie. 
A--,-----..---A - 

% -  

- 
f' mit y bezeiclinet, so ist die Corijunction der beiden isotopischen Punkte  
für beide Farben ausgedrückt durch die Gleichungen 

44) X Y  = p2, 

45) (x -a) (Y - B )  = q2, 
deren Wurzeln,  wenn 

46) p"q2+aP=rn 
und  - 

47) . J ( p 2 - q 2 + e ~ ) ~ - 4 e ~ p 2 = ~ ~  

Die  hiernach zu bestirnrnende Lage dieser Punkte  wird abei vielen Syste- 
men imaginar, z. B. dem Huyghens-Ocular ,  dem Umkehrungssystem des 
terrestrischen Fernrohres und dem Ramsden - Ocular. Bei denselben ist 
auch die Lage der tautotopisçhen Punkte  imaginiir. Reell sind jedoch 
sammtliche Punkte  dieser Art bei gewohnlichen Biconvex-Linsen. Um 
dies zu zcigen , ist eine solche von  den Dimonsioncn rl = 29, r2 = - 58, - 
d = 8,7 mm (also r, : r, : d = 10 : - 20 : 3) mit der Dispersion n = 3/2, 
n = 14/9 erstens Fig.  11 24 mal vergrossert von 7 bis 7 und  c, , dann 

Fig.  12 zehnmal vergrossert von s bis s' (Symptosen) gezeichnet. I n  
die letzte F igur  Sind ausser den  isometrischcn Punkten g, g' auch ihre 

. A " - "  

Conjuncte g p l  g 2 ,  g',, gt2 oingetragen. 

10. GlrOssenverhOltnisse isotopischer Bilder. B ~ z e i c h n e t  man die 
Grosse eines Objecta in der Ebene von 1, mit XI, die seines conjugirten 

rothen Bildes i n  der Ebeno von t, mit Y,, dic des blaucn daselbst mit 

&, die snalogen d ~ s  isotopischen Paares  t',ta mit X.,, Y,, und das 
Grossenverhaltniss eines rothen Rildes zu dem i n  gleiclier Ebene  liegen- 
den blauen mit X ,  resp. x, ,  welche Zahl , , c h r o m a t i s c h e  V e r g r o s s e -  
r n n g "  h ~ i s s e n  soll, so wird nach bekannten Grossengleichungen und mit 
Rücksicht auf die Gleichungen 44) - 51) 

53) 

mithin 

54) 
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Von F. KESSLEB. 15 

Aus dan Gleichiingen 44)-51) lassen sich aber auch folgende Gleich- 
ungeu ableiten: 

55) (P-Y~/(x,-P) = Y,/P =p/x,, 
56) ( x , - ~ - ~ ) / ( ~ + B - Y I ) = ~ ( ( Y ~ - B ) = ( x I - ~ ~ ) / ~ ~  

vermoge welcher die  Gleichnng 54) -iibergeht i n  

Ganz analog erhalt man ausgehend von den Gleichiingen 44)-51) 

Multiplicirt man 55, 1) mit 58, n) oder 57, II) mit 58 ,  I), so erhalt 
man 

59) 
Y1 ("1 - ff) oder n i l e  = y2 (% - ff) , 

Xi Xz = 
2 2  (y2 - Pl .l (Y, - P )  

was, da nach den Gleichungen 48)-51) xlyl = x 2 y Z ,  uyl = Px2 und 
ag2 = Px1 k t ,  auf 

60) xi-Xz = 1 
fühit. Diese Gleichung lelirt, dass d i e  c h r o m a t i s  c h e n  V e r g r r i s s  e -  

r u n g e n  d e r  B i l d e r  z w e i e r  c o o r d i n i r t e r  i s o t o p i s c h e r  P u n k t e  
e i n e s  S y e t e m s  r e c i p r o k  s i n d .  

IIiermit ist die Analogie zwischen den isometrischen (isogonalen) 
und isotnpieclieu Puukteu  einerseits und den tautometrischen (tantogona- 
len) und tautotopischen Punkten  andererseits vollstandig durchgefiilirt. 
Was für die erstgenannten Punkte  be t r~f f s  der gegenfarbigen Bilder eines 
Objccts hier bewiesrn wurde,  das gilt bekanntlich auch für die lrtzt- 
genannten Punkte  bctreffs des Objects u n d  seines Bildes bei einer Farbe. 

D r i t t e r  A b s c h n i t t .  

Zwei verschirdenfarbige gleich grosse Bilder in einer Ebeiie. 

ii. Das vol ls tandig achromatische System im Allgemeinen. E in  
dioptrisches System k a n n ,  wie 5 4 gezeigt wurde, abgesehen von dem 

Fal le ,  wo sowohl d F, als auch d h oder d h'= O is t ,  nicht mehr als zwei 
dichromatisch-isometrische P u u k t e  haben. J e d e r  derselben iet zwar mit 
zwei gegenfarbigen Bildpunkten conjugirt, jedoch bleibt es dabei müglicli, 
dass Systenie bestehen, in welçhen die  beiden gegenfarbigen Corijuncte 
eines isometrischen Pnnktes  coincidiren. I n  diesem Fal le  wird aber letz- 
terer Ceincidenzpnnkt selbst zum zweiten isometrischen Punkte ,  desseri 
gegenfarbige Conjuncte in dem ersten isometrischen Punkte  coincidiren. 
Folglicli kann für ein dioptrisches System hochstons ein Paar  Ebenen die 
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16 Ueber Achromasie. 

Eigenschaft hahen,  dass ein Object in der einen zweien farbigen tinter 
sich gleich grossen Bildern in  der andern conjugirt ist. Selbiges Paar  ist 
demgemass dann auch ein P a a r  isotopischer Ebenen ,  u n d  zwar von der 
chromatisclien Vergrossernng Eins. Ware  in diesem Fal le  noch ein zweites 
P a a r  isotopischer Ebenen vorhanden, so müsste nach $ 10 Gleichung BO) 
die chromatische Vergrtissermg dasilbst ebenfalls gleich Eins  sein, d. h. 
es ware auch noch ein zwcites P a a r  isometrischer Ebenen  vorhanden. 
1)a dies aber  dem ehen Geschlassenen widerspricht, so folgt der Satz:  

W e n n  i n  z w e i  d u r c h  e i n  d i o p t r i s c h e s  S y s t e m  c o n j u g i r t e n  
E b e n e n  d i e  g e g e n f a r b i g e n  B i l d e r  s i c h  d e c l r e n ,  s o  e x i s t i r t  
w e d e r  e i n  z w e i t e s  P a a r  d e r s e l b e n  A r t ,  n o c h  e i n  P a a r  E b e n e n  
v o n  d e r  A r t ,  d a s s  e i n e m  O b j e c t e  i n  d e r  e i n e n  z w e i  u n g l e i c h  
g r o s s e  g e g e n f a r b i g e  B i l d e r  i n  d e r  a n d e r n  c o n j u g i r t  s i n d .  

Damit nun ühcrhaupt zwei gegenfarbigc Bilder zur  Deckung gelangen, 
ist n u r  erforderlich, dass die von einem ursprünglich gemischten Central- 
strahle herrührenden zerstrenten gegenfarbigen Theile auf der  letzten 
Flache sich treffen und  dass die Krürnmung dieser Flache den heiden 
gegenfarbigen Austrittsstrahlen ein und dieselbe Richtung verleiht, sie 
also als einen einzigen Strahl austreten lasst. Dass dies mit E incr  Linse 
nicht zu erreichen is t ,  liegt auf der Hand.  Uoch spricht vorlLufig Nichtv 
dagegen, den  Erfolg mit zwei Linsen von einer Glassorte zu erzielen. 
So crhollt aus F ig .  5, d a m ,  wenn dort dio zwcite Linsc so dick genom- 

" "  
men wird ,  dass dcr Schnittpunkt der Strahlcn ;,a, und e,v, in dio letzte 
plane Flache zu liegen kommt, dam d a n n  nach der letzten Rrechiing 
beide Strahlen als ein einziger austratcn, mithin zwei sich deckende 
Bilder geliefert werden. Indessen würde eine so bedeutende Dicke der 
Linse derartige andere Nachtheile im Gefolge haben,  dass man auf die 
Anwendung dieser Metliode in der Praxis  verziclitet u n d  sich darauf 
beschriinkt, zwei verschieden stark zerslreuende Nittel z u  cornbiniren. 

12. Achromatische Combination flir einen endliohen Objectabstand. 
Mikroskop - Objectiv. Angenommen, die beiden Mittel bestehen aus 
Kronglas und  Flintglas mit ihren resp. gegenfarbigen Brecliungequotien- 

" - " 
ten n l ,  nl u n d  TL,, n,, es seien der Abstand des Strahlpunktes, beide 
Krümmungshalbmesser und die Uicke der ersten (Kronglas-) Linse ge- 
geben, auch werde die Endflache derselben von der Vorderflaclie der 
Flintglaslinse vollstandig berührt: so wird anch schon iiber die Dicke und 
den Endhalbmesser der Flintglaslinse, sowie über den Abstand des Bil- 
des verfügt sein. I lenn die (Fig.  13) in F ,  anf 0, eingefallenen u n d  dort 
divergent gewordenen gegenfarbigen Theile des Strahls werden hei der - - 
zweiten Rrechung nus Kronglas in Flintplas in  E, und E, auf 0, (bei 
geeigneter Krümmung dieser Flache) wieder convergent und  hestimmen 
durch d ie  Lage  ilires Schnittpnnktes E~ den Ort  der Endflaclie Os. De- 
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zeichnet man mit a2 und u, die Abstiinde der durch die zweite Brechung 
entwarfenen Bilder von der Endfliiche O,, so ergiebt sich der Halbrnesser 
r, dieser sus der Gleichung 6a), & 1 oder 35), 5 6 ,  dereii jede bei d =  0 in 

übergeht. Hiermit ist dann auch der mit no für die beiden Farben con- 
jugirte Punkt a, bestimmt, und wie aus dem Satze § 10 erhellt, sind 
dann a,, und as die einzigen durch dieses System fur beide Farben zu- 
gleich conjugirten Punkte (Ebenen) mit gleicher Grosse der gegenfarbigeu 
Bilder. 

Um diefie Reziehungen graphisch deutlich und richtig darzustcllen, 
sind folgende exorbitant differente, resp. hohe Breehungsquotientcn für 

die beiden klittel angenommen: il= 1,5,  4 = 1,6 für Kronglas und 

n, = 1,7, 4 = 1,9 für Flintglas. ~ef index sich der Strahlpunkt a,, alsdanri 
im Abstande 630 vor u ,  und ist r ,  = 90, dl = 10, r, =- 40, so berech- 
nan sich Dicke der Flintglaslinse d, = o,o, 3 760189, Endhalbmesser 
r, = - 1316l60/8633 und Abstand des zu a, conjugirten Punktes a, von 
O, weg olas - 52650/181. nieses Conjiinctpaar, die Scheitelpunkte und 
die Fundamentalpunkte liegen dann in folgender Reihe: 

a, f i  O, h h  O, $ 2  a, rf+ as 

und man erhalt die Abstande 

f i ,  = 190,707 220 O,? = 205,066 274 

O, h = 3,455 334 o 1 2 =  10,903 720 

F i =  194,162 554 = F - % F r =  194,162 554 

70, = 190,258 271 O,?' = 204,978 570 

Fu, -70, 3 -0,448 949 = d f, ol h - ol h = 0,647 380 C= d h ,  

O , f- " o,f'= 0,087 704 = A f ' ,  O,!?- a,P= 0,286 135 = Ah', 

Es coineidircn also wedcr gcgenfarbigc Breanpunkte, noch werden solche 
Brennweiteu gleich. Dagegen lassen sich rnittels dieser Werthe folgendo 
bereits allgemein bewiesene Qesetze verificirm : 

1. Weil no und a, i e o m e t r i s c h e  Punkte sind, so muss mit Rück- 
sicht auf die Gleichungen 23), 24) für das vorliegende Beispiel sein 

- " - " - - " " 
a , h : a o h = h ' a 3 : ~ n , = F : F ,  a o h : h ' a , = a o h : h ' a 3 = d h : d h ' .  

II. Weil a" und a, i s o  t o p  i s c h  e Punkte sind, so folgt aus den 
Gleichungan 44), 45) 

Zeitachrift f. ~ s t h e i s a t i k  n. Phyaik XXJX, 1. 2 
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18 Ueber Achrornasie. 
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- - " "  
170f.f'ag=k2, ~ ~ f . f ~ ~ = ; ' .  

III. Weil a, und a, e o w o h l  i s o r n e t r i s c h e  a l s  i s o t o p i s c l i e  
P u n k t e ,  d. h. wirkliche achromatische Conjiinete sind u n d  kein anderes 
P a a r  dieser Art  vorhanden ist, so dürfen die Gleichungen 4 4 ) ,  4 3 )  hier 
n u r  ein Wurzelpaar geben. Dieses fiodet s ta t t ,  wenn der durch Gleich- 
ung  47) substituirte Werth n, gleich Nul1 ist. 

Aus der Gleichung 

62> ni= p'(pZ-q"+f18)2- 4 ( Y p p 2 = 0  
folgt aber  

6 3) B =  (P -q Ia  
oder gemass der auletzt gebrauchten graphischen Bezeichnung 

64) df.df  = ( L I F ) ~ ,  
was überall numerisch genau übereinstirnmt. 

Die Gleichung 64) zeigt am deutlicbsten das charakteristische Merk- 
mal eines vollkornmen achromatisehen Systems : a s  P r  O d u c  t d e r  A e n - 
d e r u n g e n  d e r  L a g e  d e r  B r e n n p u n k t e  i s t  g l e i c h  d e m  Q u a d r a t e  
d e r  A e n d e r u n g  d e r  B r e n n w e i t e .  

Man kann ein solches System von dem folgenden untersclieiden durch 
die Benennung: Mikroskop- Objectiv - natürlich nur  in theoretiscliem 
S i n n e ,  da  die wirklichen Mikroskop - Objective aus mehreren derartigen 
Systemen bestehen. 

E i n e  Zcichnung de r  hauptsiichlichsten Strahlengange irn Mikroskop- 
Ohjectiv konnte bei den trotz der ühertriebenen D i ~ p e r ~ i n n  verhaltniss- 
massig sehr kleinen Aenderungen der Lage der  Fundamentalpunkte nur 
stückweise wiedergegeben werden. F ü r  Fig. 1 3  ist die Einheit des Hori- 
zontalmaassstabes 2 mm, und wenn man den oberen Thei l  der Figur  um 
298  mm hober stellt ,  so dass z. B. c'le, 360 mm über der Axe liegt, so 
werden die verlangerten Geraden E~ aO , F~ a3 ,  e, f, e', f' in  den verhaltniss- 
massig richtigen Abstanden, z. B. Elao i n  1SGOmm vor al die Axe treffen. 

13. Achromatische Combination für  einen unendlichen Objectabstand. 
Teleskop-Ohjectiv. Die Construction einer auf  unendlichen Abstand des 
Ohjeçts xu acliromatisirendeu Kron-Flintglas-  Combiuation folgt geuau 
den i n  5 12 dargelegten Grundsatzen.* Pig. 14  zeigt den Durchgang 
axenparallel einfallender Centraléitrahlen durch eine Doppellinse, zu wel- 
cher wieder die vorigen Brechungsquotienten, ferner r ,  = 108 ,  dl = 16, 
r ,=  - 4 8  angenommen sind. Demgcmass wird d,  = 75/7  und r,= 

* Uiese sind natürlich fiir die Praxis uicht ohrie Weiteres massgebend, da 
bei wirklich herzustellenden Combinationen die Aenderung der Dicke beider Glaser 
nach dem Rande hin oder der Einfluss der Rugelgestalt auf die chromatische 
Aberration berücksichtigt werden musa, daher die Flintglaslinse sich als dünner 
wie hier berechnet irri Verhiltniss zur Kronglaslinlie herauostellt. 
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- 186,309. Dann coincidiren die  gegenfarbigen zweiten Brennpunkte und 

Hauptpunkte 7 mit f' und % mit 2, nicht aber  7 mit auch nicht mit h. 
Es  gelten also die Gleichungen 

6 5 )  d f ' = O ,  

6 6 )  d F = O ,  
6 7 )  d f Z 0 ,  

und numerisch werden 

jo ,=233 ,223  ..., f 0 , = 2 3 1 , 9 3  ..., o 1 h = 3 , 4 n o  . .  ., o l h =  4,820 ..., 
ol?= oi hl= 14,026 . ., o l f V =  O,?= 250,739 . . ., 

- " 
F =  F= 236,713 .. ., df  = d h  = 1,330 .... 

Die Einheit des Horizontalmaassstabes der  Zeichriung ist 14 mm, den 
oberen Theil derselben hat  man sich um 252 mm erhobt zu denken ,  um 
die Lageu der Brennpunkte gemass der Rechnuug zu erhalten. 

Bei einem achromatisirten Teleskop - Objectiv erscheint also der  
zweite Brennpunkt  als zweiter isometrischer und  zugleich als ein iso- 
topitictier Punkt .  D e n n  man k a n n  siçh ja deu Einfallsstrahl als von 
e i  n e m immerhin unendlich weit entfernten Punkte  aufigegangen denken,  
der dann dor gemeinsamo Conjunct ist. Dies würde nach der Deduction 
des 5 11 das Vorhandensein irgendwelcher anderer solcber P u n k t e  aus- 
schliessen, wenn nicht hier die dort aus 5 4 iibernommene Einschrankung 
auftrate, dam sowohl Ah' als d f '=  O s i n d ,  also der Abstand des zweiten 
isometrischen Punktes  von den zweiten I lauptpunkten nach den Gleich- 
ungen 2 1 ) ,  2 2 )  

- F .  dh' , ;. Ah, - 
A F  ' '=dP 

in die Form 0 1 0  übergingo. Dies führt mit den Orts-  und  Grosscn- 
- - 

gleichungen des Systems zu dem Schlusse, dam jeder P u n k t  der  Axe  
vermittelst der  rückgehenden Strahlen zwei nnter  sich gleich grosse und  
nm die Strecke A k' abstehende Bilder liefert. Also : D a  s v 011 s t a n d  i g 
a c h r o m a t i s c h e  T e l e s k o p - O b j e c t i v  h a t  u n e n d l i c h  v i e l e  z w e i t e  
i s o m e t r i s c h e  P u n k t e .  

V i e r t e r  A b s c h n i t t .  

Reziehungen der isotopischen Punkte dioptrischer Systeme 
zn deren Sgmptosen und Ersatzflachen. 

14. Bestimmnng der  isotopischen Punkte  eines Systems durch  dessen 
Ersatzflachen. Ersatzlinse. E s  ist nnlangst auf analytischem Wege hc- 
wiesen worden*, dass man sammtliche axialen Conjuncte ciner Linse für 

Ann. d. Phys. u. Chem. N. F. Bd. 16 S. 362 - 365. 
2 * 
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eine Farbe  i n  unveranderter Lage darstellen kann durch cine einzige 
Flache , deren Scheitel- u n d  Mittelpnnkt die beiden Symptosen sind und 
deren Brechungsquotient gleich dem Verhaltniss der Abstiinde der beiden 
Brennpunkte von einer Symptose ist. E s  1Ssst sich aber  von vornherein 
zeigeu, dass dies für alle dioptrischen S y ~ t e m e  gilt und  nur  bei imagi- 
niirer Lage der Symptosen unverwerthbar wird. 

Bei jedem dioptrischen System ist namlich das Product  sus  den Ab- 
standon zweicr conjugirten Punkte  der Axe von iliren zugehorigen Brenn- 
punkten constant. D a  nnn eine Symptose ihr eigener Conjurict ist ,  so 
geniigen speciell die Orte  der Brennpunkte und  einer Symptose zur Be- 
stimmuug aller übrigen axialen Conjuncte desjenigeu Systems, welchem 
sie angehoren. E i n e  brechende F'iache aber, deren Scheitelpunkt oder 
deren Krümmnngsmittelpunkt eine Symptose ist und deren Brennpunkte 
dio jenes Systems s ind,  h a t  hierdurch mit demse,lben so viele Daten ge- 
mein, als zur  Bestimmung aller übrigen axialen ~ o n j u n c t e  nothig sind. 
Mithin müssen dann auch d e  iibrigen axialen Conjnncte der Flache nnd 
des Systems iibereinstimmen. 

E s  sei (Fig. 15) eine Linse mit den Flachen 01, 02, dereri Scheitel- 
- "  

punkte ol, O , ,  Mittelpunkte cl,  c,, und mit solchen Brechungsquoticnten n ,  n 

gegeben, dass die Brennpunkte nach f ,  f ,  f', 7, die Syrnptosen nach i, 
i l  s', S' fallen. Die  Punkte  2,  su' sind in Fig.  15 nahe bei einander auf 
etwa $ der Strecke clo2 nachzutragen. E i n  Paar  isotopischer Punkte  sei 
1, und f , .  Dann wird ein den P u n k t  i, auf dem Ilinwege passirender 
Strahl ,  der in el auf 0, einfallt, dort in  zwei gegenfarbige Strahlen zer- 

- " - 
legt  werden,  d ie ,  nach e, und e, auf 0, gelangt ,  dort weiter uach e3 

" - - " "  
u n d  e3 so gebrochen werden, dass e,e, und e2e3 nach 1, cunvergiren. 

Stellt  man = u n  eine Ersatzflache, z. B. S, deren Sclieitelpunkt s-, Mittel- 
- - -  - -  

punkt  ;' und  Brechungsquotient v = s f f / [ s  is t ,  so wird ein von e auf to 

zu gerichteter, in  E auf s einfallender Stralil dort nach t, gebrochen wer- 
u 

den. Stellt  man dagegen die Ersatzflache S mit dem Scheitel s ,  Mittel- 
" ." U "  " Y  

pnnkt  s' u n d  Brechungsquotient v = s f ' / f s ,  so muss ein auf dem vorigen 
L. 

Wege i n  E auf s einfallender Strahl dort ebenfalls nach f, gebrochen 
werden. - 

Invertirt  man aber den zuerst f'ür S angenommenen Brecliurigsquo- - - - - - -  
t ienten v in v l=  ~ S I S ~ ' ,  wahrend der von S ungeandert bleibt,  und ver- 

bindet beide E'liichen au einern System, so wird ein auf der Goraden ;; 
gegen 1, gerichteter Strahl in E nach E auf S, also gegen Io, i n  E aber 
wieder nach t2 gebrochen werden. Der  P u n k t  t ,  wird also dann zu einer 

- 
Symptose eines aus den heiden Ersatzflachen S und S gebildeten Systems, 
das  demgemass ,, E r s a t  z l  i n  s e"  genannt  werden kann.  Die  beiderseits 
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Von F. KEGSLER. 21 - - 
diese Linse begrenzenden Mittel sind jedoch unter sich von ungleicher 
optischer Dichtigkeit. 

Ebenso gut konnte man natürlich der Flaçhe S ihren ursprünglichen 
" 

Brechungsquotienten belassen und den von S invertiren. Dann  würde 

ein gegen to gerichteter, von e nach E gelangender Strahl  hier nach 
" 

E' gcgen t, und  in E' wieder nach t, gebrochen werden,  und  ware 1, die 
Symptose dimer zweiten Ersatzlinse. F ü r  die crste Ersatzlinse kann  man 
aber to und für die  zweite l2 den , , i n  n e r e n  C o n  j l in  c t  der Symptose 
nennen. Also: 

E i n  P a a r  i s o t o p i s c h e r  P u n k t e  e i n e s  S y s t e m s  w i r d  g e -  
b i l d e t  v o n  e i n e r  S y m p t o s e  u n d  d e r e n  i n n e r e m  C o n j u n c t ,  
b e i d e  g e l i o r i g  z u  e i n e u i  S y s t e m ,  d a s  a u s  z w e i  g e g e n f a r b i g e n  
E r s a t z f l a c h e n  d e s  u r s p r ü n g l i c h e n  S y s t e m s  b e s t e h t  m i t  d e r  
A b a n d e r u n g ,  d a s s  d o r  B r e c h u n g s q u o t i e n t  e i n e r  d e r  b e i d e n  
E r s a t z f l a c h e n  i n v e r t i r t  w i r d .  

Natiirlich ha t  irn Allgemeinen die sogenannte Ersatzlinse i n  jeder 
von beiden Versionen noch eine zweite Symptose, die auch nicht der 
innere Coujunct der ersten ist; also ha t  das nrsprüngliche System dann  
auch noch ein zweites P a a r  isotopischer Punkte.  Dieses, mit 1; und  L ' ~  
zu bezeichrien, liegt bei d e n  für E'ig. 15 angenommenen Daten der ur- 

" 
sprünglichen Linse,  r,  = 2,  r ,  = 1, d = 4 (mm), i- 3 / 2 ,  n - 14/9 ,  so 
nahe a n  oz und  noch niiher unter sich zwischen s' und c e ,  davs w-eder 
seiue Lage,  noch der bezügliche Strahlengang angedeutet werden konnte. 

Wenn man n n n  dic übrigen noch moglichen Combinationen von j e  
zwei gegenfarbigen Ersatzflachen, deren jede in zwei Versionen hestehen 
kann ,  noch sechs andere,  im Ganzen also acht Ersatzlinsen aufznstellen 
vermag, so liefert doch jedes derartige Flachenpaar, wie auch ohne be- 
sondern I3eweis aus der Natur  der Gleichungen 441, 45),  ( 5  9) ein- 
leuchten wird, immer wieder die namlichen zwei Paare  isotopischer 
Punkte,  welche n u r  unter  Umstanden, wie sie der  besondere Pal1 des 
5 12 mit sich bringt,  zu einem Paare coincidirt, sonst aber auch eine ima- 
ginare Lage erhalten kann. 

15. Besondere Eigenschaften der Ersatzlinsen v o n  mehr  oder weniger  
vollkommen achromatischen Systemen. Die soeben als ausfütirbar ge- 
zeigte Nethode, die jsotopiechen Punkte  eines Systems zu finden, indem 
man die Symptosen desselben ermittelt, daraus eine Ersatzlinse bildet 
und die Symptosen der letztcren aufsucht, würde in der T h a t  graphisch 
h u r  eiu unsichercr, aritbmetisch ein weiter Umwcg sein. Immerhin k a n n  
sie behufs theoretischar Vergleichung dioptrischer Systeme von verschie- 
denen Graden der Açhromasie einigen N-zen gewahren. 

So erhalt man darnach aus einem System mit zwei coincidirenden 
gegenfarbigen Brennpunkten,  wie sie i n  $ 7 hehandelt wurden,  bei vier 
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22 Ueber Achromasie. 
.- 

von acht moglichen Cornhinationen j e  eine Ersatzlinse, von welcher der 
zweite Brennpunkt der ersten Flache mit dem ersten Brennpunkte der 
zweiten Flache coincidirt, also e i n  t e l  e s  k o  p i s c  h e s S y s t e m. Wahrend 
in dem ursprünglichen System der  gemeinschaftliche Urennpunkt und 
sein im Cnendlichen liegender Conjunct zusauimen ein P a a r  isotopiscli~r 
P u n k t e  ausrnachen, also noch ein zweites vorhanden is t ,  besteht letzteres 
in  dcu gedachten vier Fallcn dann aus der einzigen im Endlichen liegen- 
den Symptose der Ersatzlinse (teleskopisches System) und deren innerem 
Conjunct. Man bemerkt eben bei dieser Gelegenheit, d a m ,  wie bisher 
wohl kaum beachtet worden ist - mit Ausnahme eiues noch z u  bespre- 
chenden Falles -, e i n  t e l e s k o p i s c h e s  S y s t e m  s t e t s  e i n e  i m  E n d -  
l i c h e n  l i e g e n d e  S y m p t o s e *  h a t ,  wahrend die andere nebst siimmt- 
lichen sonstigen Fundamentalpunkten - über dereu relative Lage man 
jedoch aus der Katur  des Systems Aufsckiluss erhalten k a o n  - im Un- 
endlichen liegen. 

Sind namlieh (Fig. 16) ml u n d  w, die Scheitelpunkte der  Flachen 
einer Ersatzlinse, ql ,  g ~ ' ~  und  q,, deren Flachenbrennpunkte,  80 ist 
dieselbe bekanntlich teleskopisch, wenn ,  wie die F igur  bei negativem @, 

darstellt , 
68) ml Wz = CDt1 + ma 

ist ,  also rp', und rp2 coincidiren. Bezeichnet man den  Abstand cplcp'2 

durch K I  den Abstand einer Symptose 6 hinter cp', mit x ,  also hinter 
<pl mit x + K I  den ihres inneren Coujuncts EL vor  JI^, a160 auch vor q', 
mit y, so ist zufolge Ortsgleichung 

69) ( X + ~ Y = @ ~ . @ ' ~ ,  

70) "y = m2. @'%> 

woraus 
di,. ai',.K 

x =  - 
CDl. a)'l - di2. @', 

resultirt. I n  der F igur  ist numerisch Q, = 21, v ,  = 3/2,  6 = 35, v, = 314, 
Q, = 7 angenommon, demgemass x = 16. 

Die Gleichung 71)  lehrt ,  dass ,  wenn @,.a)', = di,.@', is t ,  x =a, 
wird. D. h.: Wenn bei dern urspriinglichen Systern, das  wir uns anu 
Linsen mit Luf t  umgeben bestehend denken ,  nicht nur  zwei gegenfarbige 
1 3 r e n n p n ~ k t e  coincidiren , sondern auch zwei gegenfarbige Brennweiten 

gleich werden, also p= k und auch,  weil = al. @', und  i2 = @,. d,, 
mithin c D ~ . @ ' ~ = @ ~ . @ ' , ,  so liegen b e i d e  S y m p t o s e n  d e r  E r s a t z -  
l i n s e  i m  U n e n d l i c h e n .  Diese ist also dann noch ein teleskopisches 

* Die Ersatzflache eines teleskopischen Systems ist eine durch die Symptose 
gelegte Ebene, deren Brechungsquotient gleich der Elongation des Systems. 
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System besonderer Art ,  namlich ein solches, dessen E l  o n g a  t i  o n  g l e i  c h  
E i n s  ist - nicht auch dessen Vergrosserung. Denn d ie  Elongation - 
kurz definirt: die relative Geschwindigkeit, mit welcher sich Object und 
Uildpunkt auf der  Axe bewegen - ist nur speciell bei d e n  Systemen mit 
gleichem Anfangs- und Endmittel gleich dem Quadrate d e r  Vergrtisserung, 
allgemeiner gleich dieser Grosse, multiplicirt mit dern Product  sus  den 
Brechungsquotienten sammtlicher Flachen oder mit dem Quotienten aus  
den Dichtigkeiten des Anfangs- und Endmittels. 

Schliesslich verdicnt noch die Eigensehaft der Erfiatzlinfie hervor- 
gehoben zu werden , die dem achromatiscben Mikroskop - Objectiv ( 5  12)  
entspricht. Sie ist meder ein teleskcpisches System, noch ha t  sie coinci- 
dirende Brennpunkte oder gleiche Brennweiten, wohl aber  z w e i  i m 
E n d l i c h e n  c o i n c i d i r e n d e  S y m p t o s e n .  Wenn namlich -. um,  wie 
in  5 1 2 ,  von einem dreiflachigen System auszugehen - no ein Strahl- 
punkt  und a:, dessen Conjunct für zwei Farben is t ,  diese beiden aber  
zugleich die einzigen ihrer Art s ind,  so wird bei vier Ersatzlinsen des 
Systems a, Syrnptose und a, ihr innerer Conjunct,  bei den  vier übrigen 
as Symptose nnd  a. deren innerer Conjunct. 

D a  dies apagogisch sich leicht nachweisen lasst, s o  moge folgendas 
Beispiel zur  Erlauternng genügen. Man denke sich ein dem Mikroskop- 
Objectiv analog gebiidetes System, dessen Fundamentalpunkte (Fig. 17) 

u " 
so l iegen,  dass df= 4 ,  df8= 1 ,  &= 5 0 ,  F '=52,  ff'= 1 2 5 ,  also die 
Bedingungsgleichung 64) :  d f .  A f'= ( d  F ) 2  erfüllt ist. D i e  Gleichungen 

" 
46) - 51) liefern alsdann X, = x2, a f = 100 ,  yl = y2 = f ' 6  = 25. Der  i n  

"" 
5 1 4  beschriebene Weg dagegen giebt die Lage der Symptosen f s = 2 5 ,  
U U 

f s'= 100 ,  fi= 6 0  - 8 ml fs'= 6 0  + 8 iz. Nimmt man hiernach d ie  

Ersatzlinse mit den Scheitelpunkten il und  den Mittelpnnkten 2, z, 
demgemass für Q den Rrechungsqnotienten ;= 100/25  = 4 und für ;den 

d 

invertirten := (60 - 8 /14)/(60 + 8 JE), 80 w ~ r d e n ,  die Haiiptpunkte d e r  
Ersatzlinse durch 11 bezèichnet, wie Fig. 1 8  in kleinerern Maassstabe 

" 
zeigt , cp'f - 2700,  f rp = 2500,  nlso v'rp = 5200, w i h r e n d  @' 

= 6000 - 800 ffi,  7 rp = @ = 1500 + 200 /cl also a. 0'2 6760000 
=26002, der Abstand der S ~ m p t o s e n  der Ersatzlinse vom ersten Brenn- 
punkte v u =  2600, also nur eine Syrnptose, u n d  der  Abstand des  
innern Conjunctes dieser Symptose vom zwei ten0~rennpunkte  ril rp'= 2400, 
also coincidiren G mit a und 6, mit b .  

E s  lassen sich also folgende Satze anfstellen: 

1. D i e  h a l b e  A n z a h l  d e r  E r s a t z l i n s e n  e i n e s  S y s t e m s  m i t  
z w e i  c o i n c i d i r e n d e n  g e g e n f a r b i g e n  B r e n n p u n k t e n  s i n d  j e  
e i n  t e l e s k o p i s c h e s  S y s t e m ,  d e s s e n  E l o n g a t i o n  g l e i c h  i s t  d e r  
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24 Ucber Achromasie. Von F. KESSLEB. 
_̂II_̂̂y*--------- 

c h r o m a t i s c h e n  V e r g r o s s a r u n g  f ü r  d e n  g e m o i n s c h a f t l i c h e n  
B r e n n p u n k t  d e s  u r s p r ü n g l i c h e n  S y s t e m s .  E i n e  Symptose der 

Ersatzlinse liegt im Endlichen, die andere im Unendlichen. 
II. D i e  h a l b e  A n z a h l  d e r  E r s a t z l i n s e n  e i n e s  v o l l k o m m e n  

a c h r o m a t i s c h e n  T e l e s k o p - O b j e c t i v s  s i u d  j e  e i n  t e l e s k o p i -  
s c h e s  S y s t e m  v o n  d e r  E l o n g a t i o n  E i n s .  Beide Symptosen der 
Ersatzlinsen liegen (getrennt,) im Unendlichen. 

III. S a m m t l i c h e  E r s a t z l i n s e n  e i n e s  v o l l k o m m e n  a c h r o -  
m a t i s c h e n  M i k r o s k o p - O b j e c t i v s  s i n d  j e  e i n  S y s t e m  m i t  e i n e r  
e i n z i g e n  S y m p t o s e ,  d. h. die beiden Symptosen der Ersatzlinse CQ-  

incidiren im Endlichen. 
W i e s b a d e n ,  im Juni 1883. 
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II. 

Ueber Lange und Vergrosserung, Helligkeit und 
Gesichtsfeld des Kepler-, Ramsden- und Campani- 

Von 

1)ï. C .  EOHN 
in Aschnffonburg. 

.- -- 

Hierm 'I'aL III E'ig. 1- 9. 

Welches Ocular ist am vortheilhaftesten für ein Fernrohr, da& zia 
messenden Beobachtungen aus endlicher Entfernung dienen soll? 

Was ich hierüber in  den ausführlicher vom lpernrohr handelnden 
Lehr-  und Handbüchern der  Geodasie gefunden habe,  scheint mir nicht 
ganz zu genügen und  namentlich halte ich die Zusammenstellung der  
Vorzüge und Nachtheile der verschiedenen Oculare einer Verbesserung 
fàhig. Die genauere Prüfung  der Frage  nothigt die L a n g e ,  Vergrosse- 
rung,  Helligkeit u n d  das Gesichtsfeld der Fernrohre mit gleichem Oh- 
jectiv, aber verschiedenen Ocularen naher zu untersuchen, als i n  d e n  
Werken der  allgerneinen Physik oder auch der  Optik eu geschehen pflegt. 
Dort wird fast ausschliesslich der Fa11 unendlicher Entfernung des Gegen- 
standee und  unendlicher Sehweite des Beobachters betraclitet. S o  weit 
mir bekannt, ist der Einflusu, den verschiedene Entfernung des angeblick- 
ten Gegenstandes, verschiedene Sehweite, verschiedener Abstand des  
Auges hinter dom Ocular anssern, am oingehendsten besprochen i n  moinen 
,,Ergebnissen physikalischer Forfichung" (Leipzig 1878). Immerhin em- 
pfiehlt sich eine weitere Annaherung i n  den Formeln für die Vergrosse- 
rung und eine Ausdehnung der Untersuchnng. 

Die Dauptgegenstande dieser Abhandlung sind in der Ueberschrift 
genannt. Die  Vergleichung der  verschiedenen Oculare hinsichtlich der  
mehr oder minder ausreichenden Unsch%dlichmachung der spharischen 
u n d  der chromatischen Aberration wird erst am Schlusse zur Sprache 
kommen; sie Iasst sich nicht  so allgemein und zahlengemass durchführen, 
wie dio Vergleichungen hinsichtlich Lange,  Vergrossernng, Eelligkeit und 
Gesichtsfeld. 

Ansser den hier betrachteten xusammengesetzten Ocularen, dem 
R a m s d e n ' s c h e n  und  dem C a m p a n i ' s c h e n  (oder H ~ ~ g h e n s ' s ç h e o )  
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Von Dr. C. BOEN. 27 

D i e  V e r g r o s s e r u n g  e i n e s  j e d e n  F e r n r o h r s  h a n g t  a b  v o n  
d e n  B r e n n w e i t e n  d e r  d a s s e l b e  z u s a m m e n s e t z e n d e n  T , i n s e n ,  
f e r n e r  v o n  d e r  E n t f e r n u n g  d e s  a n g e b l i c k t e n  G e g e n s t a n d e s ,  
v o n  d e r  W e i t e ,  a u f  w e l c h e  d e r  B e o b a c b t e r  s e i n  A u g e  a c c o m o -  
d i r t  h a t ,  u n d  d e r  E n t f e r n u n g ,  i n  w e l c h e r  e r  e s  h i n t e r  dern  
O c n l a r  hait. 

Kepler - Fernrohr .  

Das Ocular besteht aus einer einfachen Linso von der Brennwcite f. 
B B P Statt des Verhaltnisses - setze man --'> wo p, die Grosse des reellen 
Y BI  Y 

Bildes ist ,  das vom Objectiv (dessen Brennweite F sei) entworfen wird. 
Nach der bekannten dioptrischen Hauptformel findet man 

p - f + d - e  n n d  &=p. F 
PI f y G - F  

Dicse Werthe in  1) cingesetzt, erhalt man : 

2) 
F G+l+e f + d - e  v K = - . p . -  - 

- f G - F  d  

Die in diesem Ansdrnck noch enthaltene Fernrohrlange 2 ist gleich dom 
G P  

Abstande des reellen Bildes vom Objectiv, B = - vermehrt um die 
G - P  

f ( d - e )  
Entfernung des Augenglases vom reellen Bilde, --- . somit die Fern-  

f + d - e '  
rohrlange : 

3) 

Fiir unendlich fernen Gegenstand wird: 

F ü i  nnendlich weitsichtiges Auge wird: 

F ü r  nnendliche Gegenstandsweite und  Accomodation anf unendliche E n t -  
fernnng wird : 

l K = P + f  ( G = m  und  d = ~ ) .  

Setzt man den  Wer th  von l K  aus Formel 3) in  den Ausdrock 2) für die 
Vergrtisserung, so erhalt man d e n ~ e n a u e u  Ausdruck: 

4a )  

Das zweite Glied ist klein im Verhaltniss m m  ersten;  man kann  es, 
wenn man sich mit einer Annaherung begnügen will, fortlassen und  
erhalt dann:  
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Eine  andere Annaherungsformel findet man durch die bequeme Annahme, 
die Entfernung des Gegenstandes vom Auge sei gloich jener vom Objectiv 
au nehmen, also durch Vernachlassigung von I f e  gegen G .  Diese An- 
nahme liefert: 

F G f + d - e  . 
4 ~ )  v, = - -- . - . . 

f G - P  d 

Ans der genauen Formel 4a )  erschliesst man die Sonderfiille: 

für unendlich ferrien Gegenstand : 

für unendliche Sohweite : 
P 2 v K = - . ( b )  + *. f + e  
f G - P  f G - P  

( d  = w); 

für unendliche Gegenstandsweite und unendliche Sehweite: 

Der Einflnss, den die Gegenstandsweite auf die Vergrtisserung ans- 
üb t ,  dann der Grad der Abweichnng der Annaherungs- von der genaueren 
Formel wird leicht ans folgendon ausgerechnetan Beispielen ersichtlich. 

Zahlenbeispiele fUr Vergrdsserung u n d  Lange des  Xepler-Fenirohrs. 

1. P = 3 0 c m ,  f = 2 c m ,  d = S O c m ,  e = l c m .  

a) 15,7599, 
G = 1000 m,  VK = /3) 15,7595, l K  = 31,82 cm; 

y) 15,7547, 

a)  15,8494, 
G =  100m, V x = P ) 1 5 , 8 4 4 9 ,  IK=31,91cm;  

y) 15,7974, 

(Y) 16,2790, 
G = 20 m, V K  = P) 16,2334, I K  = 32,27 cm; 

y) 15,9899, 

G = m ,  d = m ,  VK=15 ,  ZK=32cm. 

II. B = 4 0 c m ,  f = l c m ,  d=20ürn ,  e=O,l>cm. 
u)  41,0334, 

G = 1000 m ,  Vx = /3) 41,0328, ZK = 40,95 cm; 
y )  41,0164, 

a) 41,3360, 

G S  100 m, Vx= ,S) 41,3300, l K = =  4 1 , l l  cm; 
y) 41,1647, 
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Ramsden - Fernrohr. 

Die Rrennweite des Augenglases sei f ,  dann ist die  des Collectiv- 
glases Qf  und  der  Abstand beider L i n s h  #f. Das reelle Bild entsteht 
vor dem Collectiv in eincr Entfernung y, und das Collectiv entwirft 
tiavon ein virtuelles Bild in  der  Entfernung I i ,  vor dern Collectiv. Dieses 
virtnelle Bild wird durch das Angenglas wie durch eine L u p e  betrachtet, 

f ( d -  4 muss also nach der Tlieorie der Lupe vur derselhen im Abstapde ---- 
f + d - e  

liegen. Mit Zuziehung von 
1 1 5  ---=- 

findnt man 
Y1 6 ,  9 f  

9 f  b, 
g 1 = 5 b , + ~ f  

und da 
f ( d -  e )  b ,  =--- - f ( 1 - e - 4 f  % f = -... 

5 f + d - e  f + d - e  

Die Lange des R a m s d e n - F e r n r o h r s  ist aber gleich dem Abstande des 
reellen Bildes vom Objectiv, vermehrt um dessen Entfernung vom Col- 
lectiv und den Abstand zwischen Collectiv und  Augenglas. Die Werthe 
einsetzend . erhalt man : 

GP f 49(d-el-  1 6 f .  
Z R  = - +- 

G - F  25  2 ( d - e ) +  f 
Tm Resondern : 

f ü r  nnendlich fernen Gegenstand: 

fur nnendliche Sehweite: 

fur nnendliche Gegenstandsweite und  Accomodation auf parallele 
Strahlen : 

I R = F + # f  ( G = m  und  d=oo) .  

U m  die Vergrosserung xn erhalten, ersetze man in Formel 1) da8 

B P B, B Verhaltniss - durch - . - .Ai  wobei wieder die Grosse des dnrch 
Y B P  Bi Y 
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30 Ueber Lange u. Vergrossernng, Helligkeit n. Gesichtsfeld etc. 

das zueammengesetzte Ocnlar gesehenen virtuellen Bildes bedeutet, p, 
die Grosse dee vom Objectiv entworfenen reellen Bildes und P, die 
Grosse des virtnellen Bildes, welche8 von diesem reellen das Collectiv 
a l1  e i n  entwirft. Beachtend, dam: 

B f + d - e  F - = ,  &=-5, !L-, 
f f% pi 91 Y G-8-  

erhalt man (die oben anfgestellten Werthe für b, und g, benützend): 

6) 
E B+E+e /+2(d-e) vR=*.-.-. 
f G-P d 

u n d  setzt man hierin den Werth für 1, wie ihn Formel 5) angiebt, so 
erhalt man nach einigen Znsammenziehnngen die genane Formel: 

Durch Weglassnng des verhiiltnissmastiig kleinen zweiten Gliedes erhalt 
man die erste Annaherung: 

Dic beqneme Vernachlassignng von Z+e gegen G hingcgen ginbt in 
zweiter Annaherung : 

Ans dem genauen Ansdrncke 7 a )  folgen die Sonderfalle: 

für nnendlich fernen Gegenstand: 

für nnendliche Sehweite : 

für nnendlich fernen Gegenetand bei Accomodation anf parallele 
Strahlen: 

Zahlenbeispiele für Vergrossemg und Lange dee Ramsden-Fernrohre. 

1. P = 3 0 c m ,  f = 2 c m ,  d=2Ocm,  e = l c m .  

a) 16,6771, 
G = 1000 m, VR'= 8) 16,6767, E R  = 31,Bl cm; 

y )  16,6717, 

a) 16,7718, 
G = 100 m, FTE = /3) 16,7671, I R  = 3l ,99  cm; 

y) 16,7168, 
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a) 17,2018, 
G = 20 m ,  V R  = f i )  17,1782, ZR = 32,43 cm; 

y )  16,9205, 

G = x ,  d = w ,  Va=16,6667, la=31,96cm. 

II. P = 4 0 c m ,  f = l  cm, d = 2 0 c m ,  e=0,5cm.  

a) 44,4615, 
G = 1000 m ,  Va = p )  44,4609 , Z R  = 4O,% cm; 

y) 44,4475, 

a) 44,7084, 
G = 100 m ,  V R =  f i )  44,7020, Z R =  41,06 cm; 

y)  44,5660, 

a) 45,8303, 
G = 20 m, V a  = j3) 45,7979, ZR = 4l ,55  cm; 

y )  45,1109, 

G =&, d = c ~ ,  1 7 ~ =  44,4444, la = 40,98 cm. 

Campani - Fernrohr.. 

Die Brennweite des Augenglases sei f, dann ist die des Collectiv- 
glases 3 f und der Abstand beider Linsen 2 f. Das reelle Bild entsteht 
zwischen dem Collectiv und dem Augonglase, und da es nach der Lupen- 

theorie um f(d-e' var dem Augenglase liegen musa (damit das vir- 
f+d-e  

tnelle Bild in der Entfernnng d vom Auge oder d-e vor dem Angen- 
glase entstehe), so liegt es nm 

d-e 2 f + d - e  
2f - f - -  -f = b,  

f + d - e  / + d - e  
hinter dem Collectiv und die aus dem Objectiv tretenden Strahlen con- 
vergiren also gemasa dor Linsenformel 

1 1 1  --+-=- 
91 b1 3 f  

nach einer Ebene, die um g, 
2 f + d - e  

g i = 3 f ' f + 2 ( d - e )  
hinter dern Collectiv liegt. 

Die Lange des C am p a n i -Fernrohres ist gleich der Entfernnng, in 
welcher das reelle Bild hinter dem Objectiv entstehen würde, wenn die 
Strahlen nicht vorher anf das Collectiv fielen, vermindert um die Ent-  
fernung g, ,  um welche das Collectiv weiter nach vorn steht, und ver- 
mehrt nm den Abstand zwischen Collectiv und Angenglas, oder gleich 

G F  -- 
G - F  si + 21; 

worans nsch Einsotznng des bereits sbgeloiteten Werthes von gl folgt: 
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, . a  

Im Besondern : 
für unendlich fernen Gegenstand: 

für nnendliche Schweite: 

für unendliche Gegenstandsweite und Accomodation aiif parallele 
Strahleu : 

Z c = F + & f  (G=w und d ~ w ) .  

Um die Vergrtisserurig durcli dns C a m p  a n i  - Fernrohr  zu erhalten, 

B ersetae man i n  der  allgemeinen Formel 1 )  das Verlialtniss - durch 
Y 

.---, wobei wiedcr die Gr6ssc des ixn Fernrohr  gesohenen vir- % BI Y 
tuellen Bildes bedeutet , die des von Objectiv und Collectiv z u s  a m m  e n 
entworfenen reellen Bildes und  Pl die Grosse, wclcho das rcellc. Bild 
haben würde, wenn es durch das Objectiv s l l e i n  entworfen worden 
ware. Beachtend , dass : 

erhalt man ,  die oben aufgestellten Werthe für g, und  für b1 benützend: 

9) 
F G + l + e  f + 2 ( d - e )  V c = + . - .  
f G-P d 

Und setzt man hierein den Werth Air Z ,  wie ihu Formel 8) angiebt,  rio 

erhalt man nach einigen Zusammenzichungen dia genauo Formel: 

Dnrcli W e g l a s ~ u n g  des verhaltnissmassig kleinen zweiten Gliedes erhalt 
man in erster Annahernng: 

I O P )  vc=+.- K (  f - d i - P  G ) ' f + 2 d - e ) -  - 

Die bequeme Vernaehlassigung von l + e  gegen G ergiebt die minder 
gcnaue Annaherungsformel: 

F G f + 2 ( d - E )  
~ O Y )  v,=+.--.---. f G - F  d 

Bus dam geuauen Ausdrucke 1 0 ~ )  folgen die Sonderfalle: 

für unendlich fernen Gegenstand: 
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für unendliche Sehweite: 

P 9 f - 2 e  
(d = m); 

fü r  unendliche Gegenstandsweite und Accomodation auf parallele 
Strahlen : 

P 
V c a + . r  ( G = m  und d = m ) .  

Aus den folgenden Zahlenbeispielen erkennt man,  dass, wahrend 
bei K e p l e r  - und bei R a m s d e n  -Fernrohr bcide Aunaherungsformcln 
zu kleine Werthe fiir die Vergrosserung lieferten, bei C a m p  s u i -  Fern- 
r o h ~  die erste Aunaherungsformel (/3) einen sehr wenig zu grossen, die 
zweiten (y) einen zu kleinen Werth der Vergrosserung finden lasst. Die 
Annaherung geht aber bei C a m p a  n i -  Fernrohr so weit,  dass die fünfte 
Decimalstelle berechuet werdeu musste, um den Unterschied deutlich 
erkennen zu lassen. 

Zahlenbeispiele für Vergr5sserung und Lange des Campani-Fernrohrs. 

1. F = 3 0 c m ,  f s 2 c m ,  d = 2 0 c m ,  e = l c m .  

a )  10,00597, 
G = 1000 m l  Vc = /3) lO,OO6OO, , lc = 30,56 cm; 

y) 10,0030, 

ci )  10,05992, 
G = 100 ml Vc = 8) 10,06027, l c  = 30,64 cm; 

y) 10,0309, 

a )  10,30512, 
G = 20 m ,  Vc = 8) 10,30689, E c =  31,Ol cm; 

y) 10,1523, 

G = cio, d = a, Vc = 10,0000, E c  c 31,OO cm. 

II. P = 4 0 c m ,  f = l c m ,  d = 2 0 c m ,  e = 0 , 5 c m .  

a) 26,65261, 
G = 1000 m l  Vc = P )  26,68263, l c=  40,40 cm ; 

y) 26,6747, 

or) 26,82715, 
G = 100 m ,  Vc = f i )  26,82738, Ic = 4O,5l cm; 

y) 26,7469, 

a) 27,48386, 
G = 2 0 m ,  Vc = /3) 27,48504, lc = 41,00 cm, 

y )  27,0728, 

C = oo, d = m, V c  = 26,667, l c  = 40,50 cm. 
ZeitsoMft f. Mathematik o. Phpik  XXIX, 1.' 3 
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Fernrohre gleicher Vergrtisserung. 

Fragt  man nach dem Verhaltniss, welches den Brennweiten der 
Augenglaser des K e p l e r - ,  R a m s d e n -  und  C a m p a n i - O c u l a r s  zu geben 
i s t ,  damit bei gleichem Objectiv, gleicher Gegenstandsentfernung, gleicher 
Sehweite uud gleichem Augenabstande die Fernrohre gleich stark ver- 
grossern, so liefert die genaue Reclinung aus Gleichsetzung der Ans- 
drücke 4cr), 7 a ) ,  1 0 ~ )  hochst unbequeme Werthe. Man gelangt zu qua- 
dratischen Gleichungen mit stets reellen Wurzeln , deren eine negativ 
i s t ,  also eine andere E'ernrohrart andeutet.  E s  ist zu  bernerken, dass 
ausscr der Sehweite d (richtiger d-e) sowohl die Gegenstandsweite G, 
als aiich die Objectivbrennweite F in den  Werthen der gesuchten .ver- 
lialtnisse verbleiben. W e n n  es also zwar moglich is t ,  für eine ganz 
bestimmte Sehweite (d - e) Oculare verschiedener Art herzustellen, welche 
mit demselben Objectiv für eine b e s  t i m m  t e Gegenstandsweite gleiche 
Vergrijsserung geben,  so ist es nicht moglich, sie su einzurichten, dasa 
aie für v e  r s  c h i e d e n e (wenn auch für die verschiedenen Fernrohre 
jeweils gleiche) Gegenstandsweiten gleich stark vergrossern. S o  bleibt es 
auch,  wenn man die Sehweite etwa unendlich macht oder annimmt. Noch 
weniger moglich ist e s ,  die Oculare so einzurichten, dass für v e r s  c h i  e - 
d e n  e S e h  w e i t e n gleiche Vergrosserungen erzielt würderi. 

Begnügt man sich aber  mit den Annaherungsformeln 4P) ,  7P), lO/3j 
oder 4 y ) ,  7y), 1 0 ~ 1 ,  so findet man die  fraglichen Brennweiteverhaltnisse 
unabhangig vou der Gegenstandsweite und der Objectivbrennweite, aber 
noch abhangig von der Sehweite, genaucr  von d-e. Die Naherungs- 
formeln p )  und  y) liefern d a  s s e l  h e Ergehniss. 

Rezeichne fE die Brennweite des K e p l e r -  Oculars, fA und  fc  die 
Hrenuweiten der Augenglaser des B a r n s  d e n  - beziehungsweise des C a m  - 
p a n i - O c u l a r s ,  so  e r h ~ l t  man mit der A n n i h ~ r u n g  der Formeln 6 )  oder 
y) gleiche Vergrosserungen, hei beliebigem, aber gleicheni Objectiv, bei 
belieliiger, aber gleicher Gegens tand~ent fe rnung ,  bei bestimmter, deut- 
licher Sehweite d  und Augenabstand e ,  wenn die Verhaltnisse bostehen: 

lof,' ( d -  e )  

für G = m  
2 f ,  ( d  - e l  

für G <  m 

Werdon die Fernrohre s u r  Betrachtung unendlich ferner Gegenstande 
verwendet,  so sind die in I l ) ,  12) ,  13) angegebenen Verhaltnisse der 
Augenglasbrennweiten g a n  z g e n  a u  
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Es  bleibt a lso,  selbst wenn man nur  unendlich weit,e G e g e n s t h d e  
hetrachtet oder bei endlich fernen G q e n s t a n d e n  sich mit einer Naherung, 
wie die der Formeln p )  oder y) begnügt ,  u n m  O g l i c h ,  d ie  Oculare so 
einzurichten , dass sie für j e d e Sehweite d und  für j e d  e n  Augenabstand 
e gleich stark vergrijssern. 

Wird die Sehweite unendlich gross angenommen oder durch passende 
Zerstreuungsbrille so gemacht, so lassen sich c o n s t a u  t e Brennweitever- 
liiiltnisse der Augenglaser der verschiedenen Oculare derart wahlen,  dass 
bei Betrachtung unendlich ferner Gegenstande gane genau u n d  bei Be- 
trachtung gleich weiter, zwar beliebig, aber  glcich entfornter (und nicht 
zu naher) Gegenstonde sehr angenaliert d i  e s  e l  b e Vergrosserung erhalten 
wird. Diese Verhaltnisse sind: 

Die gefundenen Werthe sind dio a q u i v a l e n t e n  B r e n n w e i t e n ,  
d. h. wenn die znsammengesetzten Ociilare eine dem einfachen ( K e p l e r -  
schen) a q u i v  a 1 e n t e  Brennweite haben,  so erhalt man mit jedem Ociilar 
gleich s tarke Vergrosserung, vorausgesetzt, dasa die Sehweite unendlich 
gross ist;  ganz genaii ist  das allerdings nur  für unendlich grosse, aber 
annahernd auch für  j e  gleich weite, beliebige, nur  nicht z u  kleine E n t -  
ferriung des Gegeuutandes. 

Cm bequern iiborsehen zu konnen ,  welüher Unterschied in der Ver- 
grosseruog verbleiht,  wenn die Oculare nach Anleitung der  Formeln 11)  
und 12) ,  die nur  für unendliche Entfernung genau s ind,  berechnet wcr- 
den,  sind nachsteliende Zahlenbeispiele aufgefiihrt worden ('Strich oben 
am Index sol1 bedeuten ,,gleich stark vergr6sserndU). 

1. P = 3 0 c m ,  d = 2 0 c m ,  e = l c m ;  
A ~ g e n ~ l a s b r e n n w e i t e n  f K  = 2 cm,  f R =  2,1229 cm,  fc = 1,2459 cm; 

G = m ,  V K # = V R . = V C ' = 1 5 , 7 5 ;  

1 
Vx* = 16,7599, 

G = 1000 ni, TTR, = 15,75991, 
Vcl = 15,75935; 

I 
Vx. - 10,8494,  

G = 100  rn, VR, 15,84956, 
=. 15,84394;  

1 
s 16,2796,  

G = 2 0  m l  vfl 16,25683, 
y,, 5 16,22841. 

II! F = 4 0 c m ,  d = 2 0 c m ,  e = 0 , 5 c m ;  
A~genglasbrennweiten f K  = 1 cm, fR = 1,08638 cm, fc = 0,644628 cm ; 

3 * 
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G = m ,  VKl = V R .  = Ver= 41,OO; 

1 
VRl = 41,0334, 

G=lOOO m, V p  = 41,03239, 
Vc* = 41,03277; 

1 
VK.  = 41,3360, 

G =  1 0 0 m ,  Vfii = 41,33515, 
V c f  = 41,32945; 

I FK, = 42,7209, 
G = 2 0 m ,  VHl = 42,72116, 

Vc* = 42,68772. 

Also selbst bei der sehr kleinen Gegenstandsweite von 20 m sind 
die Unterschiede in den Vergrosserungen noch so gering, daub: man sie 
praktisch aubeachtet laasen kann. Um so mehr bei grtisseren Entfer- 
nnngen. 

Hingegen fallen dio Vorgrosserungen s a  h r  verschieden a m ,  wenn 
mi t  anderer Sehweite, als jener, die der Rechnung zu Grunde lag ,  be- 
obachtet wird. Einige Beispiele werden genügen, hiervon eine Vorstel- 
lung an gehen. Es  sei F =  30 cm und die Brennweiten wie oben für 

d = 20 cm gerechnet. Man Godet: 

i d = 20 cm, V K .  = 15,75, VR,  = l5,75, vc, = l5,75, 
für G = w 

d =  10 ,, = 16,5000, = 15,7983, = 15,4474; 

i d  = 20 cm, V K f  = 16,2796, V p  = 16,2568, Vc- = 16,2284, 
für G = 2 0 m  

d = 1 0  ,, = 19,2145, = 18,4659, = 15,3251. 

Ferner, es seien die Brennwciten für  nnendliche Sehweiten berech- 
ne t ,  um gleiche Vergrosserung zu erhalten, und die Gegenstsndsweite 
sei unendlich gross. Man erhalt: 

1. F = 3 0 c m ,  e = l c m ,  G = m ;  

V g  : VR,  : 
d = m :  15,0000 15,0000 
d = 1 0 0 c m :  15,1500 15,1167 
c l =  30 ,, 15,5000 15,0555 
d =  20 ,, 15,7500 15,0833 
d =  1 5  ,, 16,0000 15,1111 
d =  10 ,, 16,5000 15,1667 

II. F = 4 0 c m ,  e = 0 , 5 c r n ,  G = m ;  , 
VKl : VRr : 

d = m :  40,0000 40,000n 
d = 100 cm : 40,4000 40,0222 
d =  30 ,, 40,6667 40.0740 
d = 2 0  ,, 41,0000 40,1111 
d= 1 5  ,, 41,3333 40,1481 
d =  10  ,, 42,0000 40,2222 
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Wie man sieht ,  fallt der Unterschied am grossten für K e p l e r -  und  
am kleinsten für R a m s d e n  - Fernrohr aus. 

Die Fernrohre mit gleichem Objectiv, deren Oculare so berechnet 
sind, dass sie für eine bestimmte Sehweite d und bestimmten Augen- 
abstand e gleiche Vergrosserung geben (genau bei unendlichen, sehr an-  
nahernd bei gleichen endliühen Gegentltandsweiten) sind n i  c h  t g l e i c  h 
l a n g .  l h r e  Langen berechnen sich, wenn f die Brennweite des K e p l e r  - 
Oculars bedeutet,  folgenderrnassen : 

Hieraus schliesst m a n ,  dase das gleich s tark vergrossernde R a  rns d e n  - 
Fernrohr 1 a n  g e r ist als das K e p  1 e r - Ferurohr ,  das C a m p  a n  i - Fernrohr  
aber am k ü r z e s t e n  ist. Und zwar iindet man:  

f ( d -  e )  4f-  ( d - e )  
20) l K . - Z R '  = i . i + , ; ë .  qi+ g ( d - e l  

(also das R a m s d e n  langer, weil 4 f < d - e  ist), 

F ü r  nnendlichc Sehwoitc berechnen sich: 

Z K p =  B + f  I R p - Z R .  =-&f 
(d=ao)  und  l g ~ - l c ~ = + ~ f  ( d  = a ) .  

Zc, = B + & f  Z R ~ - l c ~  =+a2 f 

B. Helligkeit der Wahrnehmung durch Fernrohre. 
Um den Znsammeuhang i n  der  nachfolgenden Vergleichung der  

Helligkeit der verschiedenen Fernrohre* au wahren,  miiss Einiges hier  
angefülirt werden, was mit melir oder minder Ausführlichkeit und Deut-  
lichkeit a n  verschiedenen Orten bereits dargestellt ist. 

Niçht alles von einem strahlenden P n n k t e  ausgehende Licht wird zn 
dem Bilde verwendet,  das ein Beobachter schliesslich s ieht ,  sondern n u r  
ein Bruchtheil, gleich dem Qnotienten der Ansdehnung der anfnehmen- 
den Flache (Pnyillartiffnung, Objcctivflache, Spicgelfliiche u. e. W.) u n d  
der Ausdehnung jener  Kugelflache nm den  lenchtenden P u n k t  als Cen- 

Der Kürze halber mag dieser nicht ganz richtige Ausdruck gestatkt sein. 
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trum, von welcher die auffangende Flache ein Theil ist. Sie wird sllrr- 
dings im Allgemeinen nnr nnnahernd als ein Thei l  der Kugelwellenfliiclie, 
etwas genauer als eine diese beriihrcnde Flachc angeuehen werden diirfen; 
allein da die Kugelhalbmesser immer relativ sehr gross s ind,  wird die An- 
nahcrung eine sehr weitgehende sein. 1st p der Durçhmefiser der Pupillen- 
offnung, S der Durchmesser der Objectiv6ffuuug, s e  verhalt sich die 
,, Lichtmenge ", welche beim Sehen mit blossem Auge zur Verweridiiug 
kommt, zu jener, die in das Fernrohr eindringt,  wie 

wenn G die Entfcrnung des strahlenden Punktes  vom Objectiv, E die 
Fernrohrlange, e der  Abstand des Auges hinter dem Ocular, also G + l + e  
die Entfernnug des strahlendcn Punktes  vom Auge ist. 

G e l a n g t  a l l e s  d u r c h  d a s  O b j e c t i v  i n  d a s  F e r n r o h r  g e -  
d r u i l g e n e ,  von dem P u n k t e  herkouirneride L i c h t  s c l i l i e s s l i c h  i n  
d a s  A u g e ,  ço rerhalten sich die Helligkeiten der  Wahrnehmungen des 
Punktes durch das Fernrohr und  mit unbewaEnetem Augo, wie 

wo p einen echten Bruch bedeutet,  d a  ein gewisser Verlust a n  Hellig- 
keit durch Absorption des Lichts i n  den Linsen und  Rcflexion an ihren 
Flachen utattfindet. 

Vorstehend ist die Helligkeit der  Wahrnehmnng e i n  a s P u n k  t e s 
durch das Fernrohr ,  die P u  n k t h e l l i g k  e i t  oder sogenannte a b s  o l n t e  
H e l  1 i g k e i t des Fernrohrs  angegeben. 

Man kann freilich noch bedenken, dass die von einem P u n k t e  her- 
gekommenen Strahlen niemals mathematisch genau in einem Punkte  der 
empfindenden Netzhant wieder vereinigt werden, sondern daus s ie ,  wegen 
der Aherrationen i ~ n  Fernrohr  und im Auge uelhst, ferner wegen statt- 
findender Heugnng des Lichts, über e i n m  kleinen Zerstreuungskreis aus- 
gehreitet werden. Die Berücksichtigung dieses Umstandes verwickelt die 
Untersuchung erheblich und macht, dass sie wohl nicht mebr allgemein 
durchführbar bleibt. Wenu und  wo es sich aber  um V e r  g l e i  c h  u n g  der 
Helligkeit der Wahrnehmung durch verschiedene Fernrohre und durch 
das nnbewaffnete Auge handel t ,  darf von der Zerstreuung abgeschen 
werden,  denn man darf annehmen,  dass sie in  alleu Fal len nahezu dic- 
selhe bleibt , demnach alle Helligkeiten mit nahezn d e m s  e l  b e n  Bruche 
zu mnltipliciren waren. 

F r a g t  man nach der Helligkeit nicht mehr eines Punktes ,  sondcrn 
eines a u s g e d e h n t e n  Bildes, so müssen jene a b s o l n t e n  H e l l i g -  
k e i  t e n  noch durch die E'lachenausdehnung der Bilder getheilt werdeu. 
Die F l a c h e n h e l l i g k e i t  oder r e l a t i v e  H e l l i g k e i t  H e i n e s  Fernrohrs 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ist also die P u n k t  - (oder absolute) Helligkeit desselben, getheilt durch 
das Qnadrat der  Linearvergrosserung: 

Die Frage, ob und wann die im Drucke hervorgahobene Bedingung 
dieser Formel erf i l l t  sei, namlich dass das ganze durch das Objectiv in  
das Fernrohr  gedrungene Strahlenbündel in das Auge durch die Pupille 
&lange und  zur Bildung des Netzhautbildes verfügbar sei,  soll nun sofort 
an drn besonderen Fernrohren geprüft werden. Dem Lichtverluste durch 
Absorption u n d  Reflexion ist diirch den Coefficienten p bereits Recbnung 
getragen. 

Die scheinbare IIelligkeit eines Fernrohrs  ist nicht über das ganze 
Gesichtsfeld hin ' die gleiche. Es soll die vereinfacbende und  zugleich 
für die Praxis der Fernrohrbeobackitungen wichtigste Annahme gemacht 
werden, es handle sich nur urn eincn sehr kleinen Theil in der  M i t t e  
des Gesichtsfeldes, d. b. auf der optischen Axe des Fernrohrs. 

Kepler - Fernrohr. 

Damit der ganze auf das Ohjectiv fallende, nach der  Rrechung irn 
Objectiv nach dem (auf der Axe gelegenen) Rildpunkte convergirende 
Strahlcnkegel znr  Nutzung,  d. h .  in das Ange gelange, muss, wie ans 
Pig. 1 leicht ersichtlich k t ,  sein: 

S f(d- e )  
s > -.- ans S:s= R :  f(d-e)  , 

8 f + d - e  f + d - e  

ans s : p = d - e : d .  

s bedeutet. den Durchmesfier der nicht abgeblendeten Oeffnnng des Ocu- 
lars,  alle anderen Zeichen dasselbe wie früher. Nur  e bedeutet nicht 
wie bei der Untersuchuiig über Vergrosscrung (und spiiter wieder bei 
jener über das Gesichtsfcld) den Abstand des optischen Mittelpunktes 
des Anges, sondern jenen der Pupil le  vom Augenglase. E s  wird hier, 
wie spater immer, vorausgesetzt, die im Rohre des Teleskops angebrnch- 
ten Blendungen seien weit genug,  nm alle n ü t z l i c h e n  Strablen dnrch- 
zulassen. 

Die Bedingung 26) lehr t ,  dass die  für die Helligkeit nutzbare Ocu- 
d - &  

laroffnnng ein wenig kleiner ist als die  Pnpillentiffnung, namlich - - 
d 

mal so gross, i n  den früher angeführten Beispielen ta- und % - m a l  so gross. 
Man pfiegt a n z u g e b m ,  der Oeffnnngsdurchmesser einer Linse dürfe 

bis zu 0,6 der  Brennweite steigen, ohne die Aberration storend e u  
machen. Die Objective der Beobachtungsfernrohre haben aber  immer 
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eine vie1 kleinere Oeffnung, durchschnittlich etwa der  Urennweite 
also weniger als 0 , l  der Bildweite B, die i n  den  Formeln vorkommt. Es  

S 
soll aber übertrieben - = & angenommen werden. 

R 

Die Erfüllung der  Bedingung 25) verlangt d a n n ,  dass 
1. wenn f = 2 c m ,  d = 2 0 c m ,  e = l c m ,  sein soll s = 0 , 2 2 6 c m 1  

= 0,113 f ;  
2. wenn f = l c m l  d = 2 0 c m ,  e = 0 , 5 c m ,  sein sol1 s = 0 , 1 1 9 c m ,  

= O,ll'il f. 

Es bleiht somit die Nutzoffnnng für die Helligkeit weit nnter  der wegen 
der Kugelabweichung zulassigen Greuze. 

Die Bedingung 26)  für die Pupillenweite liefert 
im ersten Fal le  p ) - 0,238 cm,  
im zweiten Fal le  p ) 0,12 cm. 

Dio Pupillenweite h d e r t  bekanntlich mit der Intensitiit des anlangen- 
den Lichtes; zieht sich die Pupille unter die mittlere Oeffnung zusammen, 
so ist die Helligkeit schon belastigend; man dürfte also für die Rechnung 
sogar etwas mehr als den mittleren Oeffnungsdurchmesser der Pupille 
ansetzen. Dieser kanu  zn  0,5 cm angenommen werden. 

F ü r  K e p  1 e r  - Fernrohre mit Objectivtiffnung von 3 der Brennweite 
(and sogar noch für weitere Objective) sind die Bedingungen.[%) nnd 
26)] für die Erzielung der grosstmtiglichen Helligkeit [24)] sicher erfüllt, 
wenn auch die Ocularbrennweite - was wohl ~ e l t e n  vorkommt - be- 
trachtlich grosser als 2 cm sein sollte. 

Durch Einsetzung des Werthes von VK [nach 2)] in die Formel 24) 
erhalt man die relative Jlelligkeit des K e p 1 e r -Fernrohrs  g e n a n zu : 

Zahlenbeispiele für die Heiiigkeit des Kepler  -Fernrohrs .  

1. F = 3 0 c m ,  S = a c n i ,  f = 2 c u l ,  d = 2 0 c m ,  e = l c m ,  p=O,Scrri; 
8 

G =a: 1 O O O  m: 100  m: 20 ni: 

HK = 0,22675.p 0,2266. p 0 , 2 2 5 4 . ~  0 , 2 2 0 0 . ~ .  

II. F = 4 0 c m ,  S = y c m l  f = l c m ,  d = 2 0 c m ,  e = 0 , 5 c m ,  p = 0 , 5 c m ,  

G =a: 1000 m: 1 0 0  m : 20  m: 
HK = 0,0595. p 0,0593. p 0,0585.p 0,0571 .p. 

Ramaden -Fernrohr. 

Darnit der ganze dnrch das Objectiv gedrnngene, von einem Punkte  
der optischen Axe des Fernrohrs ausgegangene Strahlcnbündol ans dem 
Angenglaso treten und  auch ganz i n  das Auge gelangen konne,  müssen, 
wie ans Fig. 2 leicbt zo  entnehmen is t ,  die Verhdtnisse bestehen: 
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Von Dr. C. BORN. 41 

S : s ,  = B : g, ( s ,  ist  der  Oeffnungsdurchmesser des Collectiva), 
s, : s  = b,  : b1 f Qf, 
s : p  = d - e :  d ,  

woraus unter Beachtung, dass (siehe S. 2 9 )  

d - c - 4 f  f d - e - 4 f  
1 b --. f ( d - e )  

g ~ = h f . ~ + ~ ( ~ - ~ )  1- f + d - e  und  b ~ + % f = p  f + d - e  

ist ,  die Bedingungen sich ergeben : 

S d - e  s 2 2 f  . .  ~ 

- B 2 i d - e ) + f '  

S 
Nimmt man wieder - = + a n ,  so verlan@ die Erfüllung der  Beding- 

B 

ungen 2 8 ) ,  2 9 )  und 30),  dam: 

1 .  wenn f = 2 c m ,  d = 2 0 c m ,  e = l c m ,  sein soll 
s, > 0,02475 cm ) ~- - 0,012375 f 

oder sl > 0,0!)69 Collectivbreunwoite, 
ferner s  > 0,21375 cm > 0,1069 f 
u n d  p 2 0 ,225  cm; 

2 .  wenn f = 1 cm, d = 20  cm, c! = 0 , 5  cm, sein soll 
s, 2 0,0174 cm 2 0,0174 f 

oder s, > 0,0097 ~ollect ivbrennweite  , 
ferner s  2 0,197 cm > - 0,197 f 
u n d  p ) 0,1125 cm. 

Die Bedingungen für die  grosste Helligkeit [24)] sind also bei einem 
R a m s d e n -  Fernrolir leicht edüllbar, selbst wenn dessen Objectiv6ffnung 
merkliçh grosser als + Brennweite und  wenn die Augenglasbreriuweite 
noch grosser als 2 cm ware. 

Durch Einsetzong des Werthes von V R  [nach 6)] in die Formel 2 4 )  
erhalt man die relative Helligkeit des R a  m s d e n  - Fernrohrs  zu 

Vorgleicht man die  rolativen Helligkeiten eines R a m a  d e n  - und  
eines K e p l e r  - Fernrahrs  mit gleicher Brennweite f der  Augenglaser, 
ferner demselben Objectiv, gleicher Entfernnng n. 8.  W., so findet man:  

im Beeondorn , bei unendlicher Weitsichtigkeit : 

E B = 0 , 8 1  ZTK (d=a>).  
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42 U e h ~ r  Lange u .  Vergrosserung, Helligkeit u. Gesichtsfeld etc. 

I n  Wirklichkeit wird das Helligkeitsverhiiltniss noch etwas kleiner sein, 
als hier berechnet, d a  der Coefficient p (der hier für  beide Fernrohre 
gleich genommen wurde) für das R a m s d e n  - Fernro%r, das eine Licht 
absorbirende und reflectirende Linse m e h r  als das K e p 1 e r -Fernrahr  hat, 
etwas kleiner sein mms. 

Die geringere Helligkeit (Fliichenhelligkeit) des R a m s d e n  -Ferri- 
rohrs, wie sie aus 3 2 )  sich ergiebt,  rührt n u r  von der  starkeren Ver- 
grosserung her. Denn  fragt man nach dem Helligkeitsverhaltniss g l  e i c h  
s t a r k  v e r g r o s s e r n d e r  R a m s d e n  - und  K e p l e r  - Fernrohre (bei 
gleichem Objectiv, Gegenst~ndsweite  u .  S. W.), so is t  i n  der  Formel 31) 

l O f ( d - e )  
statt  f  [nach I l ) ]  zu setzen -- und nach dieser Einsetzung 

9 ( d - B )  + 4f 
gelangt man z u :  

33) 

d. h.: La& man don geringon Verlnst a n  Licht durch Absorption in und 
Reflexion a n  der Collectivliuse ausser Acht ,  so ist d i e  H e l l i g k e i t  
e i n e s  R a m s d e n - F e r n r o h r s  gwade so gross, a l s  d i e  e i n e s  g l e i c h  
s t a r k  v e r g r o s s e r n d e n  K e p l e r - F e r n r o h r s .  

Campani - Fernrohr .  

Damit der ganze durch das Objectiv gedrungene,  von einem Punkte 
anf der o p t i ~ c h e n  Axe herriihrendo Strahlcnbiindel s u s  dem Fernrohr 
treten u n d  ganz i n  das Auge gelangen konng,  müssen, wie aus Fig. 3 
leicht z n  entnehmen is t ,  folgende Verhaltnisse bestehen: 

S: s, = B : gl (s, ist der Oeffnungsdurchmesser des Collectivs), 
s , : s  = b, : 2 f - b , ,  
s : p  = d - e :  d ,  

woraus unter  Beachtung, dass (siehe S. 31) 
2 f + d - e  2 f + d - e  d - e  

g 1 = 3 f f + 2 j d - e ) 7  b l = f  d - e  und  2 f - b l = f -  
f + d - e  

k t ,  die Bedingungen sich ergeben : 

S 
Nimmt man wieder - = + a n ,  so verlangt die Erfiillung der  Beding- 

R 
ungen 34) ,  39) ,  36),  dass: 
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1. wenn f = 2 cm,  d =  20 cm,  e =  1 cm, sein sol1 
s, > 0 ,4312  cm 2 0,2156 f 

oder s, > 0,072 Co~cct ivbrcnnwcite ,  
ferner s > 0,3562 cm > 0,178 f 
u n d  p 2 - 0,375 cm; 

2. wenn f = 1 c m ,  d = 20 cm, e = 0,5 cm, sein snll 
s, > 0,201 6 cm > 0,2016 f 

"der s, L 0,067 Collectivbrennweite, 
ferner s >0,1628  cm>0,1828f  
u n d  p 0,1875 cm. 

Die Bedingungen fiir die grosste Helligkeit [24)] sind also bei einem 
C a m p  a n  i -  Fernrohr  leicht erfüllbar, selhst wenn dessen Objectivoffnung 
etwas grijseer als + Brennweite und  wenn die Augenglasbrennweite noch 
g r o ~ s e r  als 2 cm ware. 

Durch Einsetzen des Werthes von Vc [nach 9)] in die Formel 24) 
erhalt man die relative Ilelligkeit des C a m p  a n  Ï -Fernrohrs  zu 

Vergleicht man die relativen Elelligkeiten eines C a m p  a n  i -  uud 
eines K e p l e  r -, dann eines R a  m s d e n - Fernrohrs mit gleichem Objectiv 
u. e .  W .  und namentlich gleicher Brennweite f des Augenglases, so findet 
man : 

38) 

woraus im besondern Fal le  unendlich grnsser Sehweite folgt: 

dann 

39 j 

Es  ist hier bei Aufstellung dieser Verhdtnisse wieder der  Coefficient p 
der Formeln überall gleich gmomuien,  was für R a m s d e n -  und C a m -  
p a n  i - Pernrohr, die aus gleichviel Linseu bestehen, wohl ganz unbedenk- 
lich i s t ,  h i n g ~ g % n  die Helligkeit deri K e p l  e r -Fernrohrs  ein wenig ge- 
ringer erscheinen lasst, 91s sie wirklich ist. 

Jcdenfalls folgt aus  38) und  39), dass das C a m p a n i -  Ocular be- 
deutand hallere Bilder liefert, als ein K e p l e r -  odrr  gar als ein R a m s -  
d e n  - Ocular mit gleicher Brennweite f des Angenglase~ .  Die grossere 
Helligkeit ( F l ~ c l ~ ~ n h e l l i ~ k e i t )  des C a m p  a n  i -  Oculars rührt aber n u r von 
der geringeren Vergrosserung her. Denn fragt man nach dem Hellig- 
keitsverhaltniss g l e i c h  s t a r k  v e r g r o s s e r n d e r  C a m p a n i -  und  K e p -  
l e r - F e r n r o h r  (bei gleichem Objective n. 8. W.), so ist i n  Formel 37) stritt 

f [nach 12)] zn setzen: . 
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44 Ueber Lange und Vergrtisaerung etc. Von Dr. C. BORN 

u n d  man erhalt:  

u n d  mit Rücksicht auf  33) 

n i e  dureh die Formeln 33), 40) und  41) ausgedrückten Satze konnen 
vie1 einfacher gewonnen merden: Bei gleicher Beschaffenheit der  Objec- 
t ive,  gleicher Gegenstandsweite u. s. W. gelangt gleichviel Licht i n  die 
Ii'ernrohre; d a ,  wie naühgewiesen, die Bediogungen zur Nutzbarrnachung 
sammtlichen Lichtes.leicht erfüllbar s ind,  so wird, wenn diese Beding- 
ungen erfüllt sind , die absolnte (oder P n n k t  -) Helligkeit der drei Fern-  
rohre gleich, u n d  ist ihre Vergrosserung auch die gleiche, d a n n  aiich 
ihre  Flachenhelligkeit. D i e  nmstandlichere Herleitung aus den  allgemeinen 
Formeln kann also wie eine Probe auf deren Richtigkeit und wie eine 
Versicherung gegen Rechenfehler angeseheu werden. 

Sind die Oculare nach E'ormeln 14) und 15) so berechnet, dass die 
Fernrohre bei unendlicher Sehweite (die man durch passende Brille immer 
künstlich erzeugcn kann) gleiche Vergrossernng geben, wird durch die 
Fernrohre aber  mit Angen von der Accomodationsweite d gesehen, so 
findet man die Helligkeitsverhaltnisse nicht mehr gleich 1, sondern*: 

D i e  Helligkciten sind desto woniger verschieden, j e  kleiner f im Ver- 
haltniss zu d-e k t .  Bemerkenswerth i s t ,  dass nnn die Helligkeit der 
Fernrohre mit zusammengesetzten Ocularen sogar etwas g r  o s  s e r wird 
als  die  des K e p l  er-Fernrobrs .  

* Die Doppelstriche am Index sollen andeuten nicht genau, sondem nur 
annahernd gleiche Vergrosserung. 
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III. 

Ueber die Partialbruchzerlegung der Functionen, mit 
besonderer Anwendung auf die Bernoulli'schen. 

Von 

J. WORPITZKY. 

1. I m  42. Bande des C r e l l  e'schen Journals  hat  R a a b e  die B e r -  
n ou1  l i lschenFunct ionen durch Sinus- und  Cosinusreihen dargestellt (S. 348. 
Zurückführung eiriiger Sumrnen u n d  bestimmten Integrale auf die Jacob  
Bcrnoulli'sche Funçtiou). E r  gelangt zu seinen Resultaten durch I n -  
duction, indem er  von der bekannten Relation zwischen x und  den Sinus 
der Vielfachen von x ausgeht, welche n. A. durch die  Entwickelung von 
l ( l + e i ( f i - x ) )  nach Potenzen von  e i ' f i - r )  gewonnen wird. Spater ba t  
S c  h l  O m i l c  h (im 1. Bande seiner Zeitschrift für Mathematik und Physik) 
dieselben Ausdrücke ans seinér Formel  

für die B e r n o u l l i ' s c h e n  Funct ionen abgeleitet: in der Weise, dass e r  
diese Formel bei der  Auswerthung der Coefficienten der F O u r i  e r 'schen 
Reihe verwendet,  durch welche (x, n) dargestellt werdeu soll. 

Ich mochte hier zeigen, dass die fraglichen Formeln aus 1) durch 
die blosse Zerlegung der  rechten Seite i n  Partialbrüche hervorgehen. 

2. Die Ableitung des uns  hier interessirenden Satzes über die Par -  
tialbrnchzerlegung erfordert kaum mehr Raum,  als seine hlosse Anführung. 
E r  entsteht so:  

E s  sei f ( z )  eine nebst ihrer Uerivirten f ( z )  in  deui Thei l  T der  
z -  Flache überall eindeutige Function von z mit n u r  e i n  f a c  h e u  Polen 
a,, a,, a 3 ,  .. ., a, innerhalb dieses Flachentheils. Dann  ist uach einem 
bekannten C a u c h y  'schon Satze 

T Z 
du -Jf(4 d u  yp(u) d u ,  -- 

U - z  U - i  1.=1 u - z  

wo die linke Saite das Grenzintegral um d ie  grrnze Flache T herum, die 
einzelnen Summanden der rechten Seite aber  die Grenzintegrale nm die 
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46 Uebcr die Partialhruchzerlegung der  Functionen etc. 

einzelnen Pole der Function f (u) : (11 - z )  i n n e r h d b  T herum bedeuten. 
Liegt daher z innerhalb T, sa folgt 

a 

d 
und ferner folgt 

a. 

2) or = lim . ( z  - a,) f (2) 
z=ar  

bedeutet. 
BezeicLnet man noch 

7' 

3) 

sa folgt aus 

4) 

Dies ist dio 

dem Obigen die Rclation 

Grundformel für die Partialbruchzerlegung. 
Dehnt  man die Flache T a l l m ~ l i g  über den ganzen Thcil dcr z-Flaclie 

aus ,  in welchem die Pole von f ( z )  liegen, so kann es vnrkommen, dass 
R hierbei sich einem Grenzwerthe lim .R  = 3 nahert ,  welcher dann eine 
in  T überall endliche Function von z sein wird oder auch eine nur von 
den Parametern der Fiiuction f i z )  abliangende Coustarite, wie dies be- 
kanntlich gescliieht bai den unecht gebrochenen rationalen algebraischen 
Functionen mit einfachen Polen. Es braucht aber auch kein cndlicher 
Grenzwerth von R zii existiren. 

Diejenige Funct ion,  mit welrher wir uns hier vornehmlich beschaf- 
tigen wollen, ist  geeignet , die sammtlichen Fal le  zu illustriren, welche 
hierbei auftreten konnen. 

3. Die  Function 
e x z - I  

f (2) = F, 

besitzt nur  einfache Pole,  u n d  zwar bei z = i .  2 kn;, wo k jede beliebige 
poeitive oder negative ganze Zahl bedeutet,  mit Ausnalime von Nuil. 
D a  namlich f ( z )  überall stetig oein soll, wu es nicht unendlich wachst, 
so muss für f (O) der Werth Zim. f ( z )  = x genommen werden. 

z:o 

Die einzclnen Partialbrüche in 4) haben daher  die Form: 
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Zuni Zweck der Auswerthung des Restes R wahlen wir als Begren- 
zung von T einen Kreis u = v.ei<P, dessen Radius v der  Bedingung 

gemass angenommen ist,  wobei m  eine hinreichend grosse absolute ganze 
Zahl bedeuten soll,  und bewirken dadiirch, dass der Kreis ausser dem 
Punkte z die 2m Pole von f ( z )  umschliesst, in denen k die Werthe - m ,  
- ( m - 1 ) ,  ..., - 2 ,  -1, f l ,  $2, ..., + ( m - l ) ,  + m  annimmt, sowie 
dass er durch keinen Pol  hindurctigeht. 

d u  
Da nun  - - i. dcp ist ,  so folgt aus 3), wenn noch der  Kiirze wegen 

U 

v c o s p  = TV, v sin cp = t gesetzt wird : 

Dies lasst sich auch so schreiben: 

Die Integrationswege der beiden znletzt geschriebenen Integrale hahen 
eine endliche Lange  TC. Sehen wir vorlaufig von den Endpunkteii  der- 
selhen a b ,  so entsprechen in alleu iibrigen Punkten  einem unendlich 
grossen v beim ersten Integral- positiv unendlich grosse Werthe von ni, 

beim zweiten negativ unendlich grosse Werthe von ni; in  den  eiuzelnen 
Endpunkten selbst ist dagegen ni = 0. 

Daher nahert sich, wenn O < x < 1 angenommen wird, der Integrand 
des ersten Integrals generell dem Grenzwerthe O (deun eit wird nictit 
= O), derjenige des zweiten aber generell dem Grenzwerthe + 1 ,  wahrend 
beide in  den Endpnnkten zu der unbestimmt endlichen Grosse 

springen. Mithin ist  in diesem Fal le  (da die Integrationswege, wie ge- 
sagt, eine endliche Lange haben) 8 = lim. R = + 4. 

1st X =  0 ,  so ergiebt der vorletzte Ausdrnck von 2 z . R  sofort den 
Werth 3 = 0 ,  und  ist x = 1, so ergiebt er ebenso leicht: 
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48 Ueber die Partialbruchzerlegung de,r Funct ionen etc. 

Das  bisher gewonnene Resultat ist  also dieses: 

F ü r  O 7 x _ <  - 1 g i l t  d i e  E n t w i c k e l u n g  

e s  i s t  % = O  f ü r  x = O ,  %=+*  f ü r  O < x < + l ,  % = + 1  f ü r  
x = + 1 7  u n d  i m  e r s t e n  A u s d r u c k  f e h l t  d a s j e n i g e  G l i e d  d e r  
S u m m e ,  i u  w e l c h e m  k = O  z u  s e t z e n  w a r e .  

4. Untersuchen wir jetzt den Erfolg der Partialbruchzerfallung bei 
der Function des vorigen Abschnittes, wenn x nicht in  dem reellen In -  
tervall (O, 1) enthalten ist,  so leuçhtet es zunaclist ohne Rechnung ein, 
dass es  einen Grenzwerth 3 = lim. R gar  nicht geben k a n n  , wenn x eine 
complexe Zahl is t ;  denn dauli divergirt die Partialbruchreihe auf der 
rechten Seite von 5)  zweifellos, weil die  Zahler bei wachsendem k 
sclineller wachsen als dio Nenner. 

Es bleiben also zur Untorsuchung n u r  noch dicjenigen roollen Werthe 
von x übrig, welcho ausserhalb des Intervalls (O, 1) liegen. 

Rezeichnen mir wietier, wie schon früher, mit rn eine absoliite ganze 
Zahl und  setzen a: + m =  x', indem wir unter  x eine Zahl des Intervalls 
(O, 1) verstehen, so bleibt die Partialbruchreihe i n  5) offenbar von glei- 
chem Wer the ,  o b  man in ihr x oder X' schreibt. Die Differenz zwischen 
f ( z ,  a') und f ( z ,  X) lie@ alti0 einzig u n d  allein i n  der  Uiffereuz der Reste 
8 u n d  X', u n d  zwar so, dam 

%'- 3 = f(z7 x') - f ( 2 ,  x )  

ist. Man braucht daher zur  Emitteluug von Dt' nicht auf  den Ausdruck - 

3) für den Rest surückzugreifen, sondern k a n n  die soeben niedergeschrie- 
bene Relation benutzen. 

E s  folgt: 
&z-  ez.2 e t m ~ -  1 

%'=in+ ez- l  = % + e x " .  ez-1 
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Von J. WORPITZKY. 49 
\_-,--- 

Hinsichtlich der Partialbruchzerlegung verhalt sich also die  Fnnct ion 
fYZ-1 9 

bei reellen Wertben von x ganz ahnlich, wie eine gebrochene 
ez -1  
rationale algebraische k'&nction. 

5. Wir  wollen jetzt die  Anwendung auf die  B e r  n O u 1 lilschen Fnnc-  
tionen rnachen, indem wir dabei selbstverstandlich für x reelle Werthe 
voraussetzen. 

F ü r  n = 1 ergiebt sich ans 1) u n d  5) : 

k-i 

wobei %=++ fiir O < x < l ,  % = O  für x = O ,  % = + 1  für  ~ = + l  
ist, w&end im Uebrigen s u  8 dieselbe positive oder negative ganze 
Zahl addirt werden muss, um wolche das x die hier hervorgehobeuen 
Werthe übersteigt, - wie es ans dem vorigon Abschnitt hervorgeht.* 

m7ird in  1) die Zahl  n > l  angenommen, so  folgt ans der  ersten 
Form der Gleichung 5 ) ,  d a  man die letztere gliedweise differentiiren darf: 

( - ly - l . zn .n !  
6 )  23 (x, n) = lim . Sn. 76" m = a  

k=-m 

für O 2 x (+ 1, i n  welcher Siimrne aber  das Glied mit k = O ausfiillt. 
Sol1 x andere reelle Werthe X ' = X  + m haben,  so kommt nach dem 
vorigen Abschnitt hinzu : 

n . [  + ( s + l ) n - ' + . . . + ( x + m - l ) n - ' ]  füi: x l = x + m ,  
- n . [ ( ~ - 1 ) " - 1 + ( ~ - 2 ) n - ' + . . . +  (x-rn)"-' ] für x '=x-m. 

I m  Besondern ergiebt dies für O x ( + 1 : 

Wahrend der  Ansdruck 7) mit dem entsprechenden R a a b e ' s c h e n  iden- 
tisch is t ,  bedarf der Ausdruck 8) der  Identificirung wegen noch einer 
Transformation. 

E s  geht namlich ans 7) diircli die  Differentiation nach x hervor: 

* R a a b e  schrankt die Giltigkeit dieser Entwickelung auf das Intervall 
0 < x < 1 ein, weil er von vornherein B = f auswahlt. 

Zeitechrift f. Mathernstik u. Phynik XXIX, 1. 4 
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50 Ueber die Partialbruchzerlegung der Fuuctionen etc .  
------.- ---- "---- ----- 

und  hieraus ergiebt s ich,  weil die nLe B e r n o u l l i ' s c h e  Zalil hekan~itlicli 
durch die Relation * 

%'(O, 2 n + 1 )  = ( - 1 ) ~ + ~ . ( 2 n + l ) . n ,  

definirt werden kann : 

Wendet  man diesen Ausdruck auf die erste Form von 8) a n ,  so geht 
die letztere i n  die R a a b e ' s c h e  Gleichung über: 

6. Unter  denjenigen Autoren, welche den vielseitigsten Gehrauch 
von der Partialbruçhzerlegung gemacht haben,  nelinien B r i o  t und 
B o u  q n e t (, ,Théorie des fonctions doublement périodiques. 1859 " und 
dia zweite Auflage von diesem Werke:  ,,ThCorio des fonctions elliptiques". 
1S73") wohl die ergte Stelle sin. Sie henutzen dieselbe nicht nilr zur 
Zerlegung einer Function f ( z )  i n  eine Summe, sondern auch in ein 
Prodnct nach C a u c h y ' s  Vorgang, indem zunaçhst 2 f ( z ' l  i n  eine Summe 
verwandelt wird. Bei der Beurtheilung der Reste legen sie Gewicht dar- 
a u f ,  d a s ~  der Ausdrnck 3) a ~ c h  in der E'orm 

dargestellt werden k a n n ,  sobald r n o d . u > m o d . z  auf der ganzen Begren- 
zung von T i s t ,  und leiten daraus a b ,  dass von der ganzcn Klammer 
bei unendlich wachsendem u nur  der erste Snmmand zur Bestimmung von 
% = 2im. R übrig bleibt,  wenn der Werth von f ( u )  nirgends unendlicli 
miichst. Damit schielien sie von vornherein diejenigen Functionen bei 
Seite, welche '8 als eine Function von z ergeben; und da  sie sich mit 
anderen Functionen nicht beschaftigen, als hei welchen % = O wird, so 
ist dies für ihre  ~ w e c k e  meistens auch praktisch. Desgleichen ist es bei 
den doppeltperiodischen Jhnc t ionen  praktisch, dass sie zur Begrenzung 
von T ein Parallelogramm wahlen', welches wegen der eigenthümlicheu 
Vertheilung der  Pole dieser Functionen über die z - Fliiclie d ie  geeiguetste 
Gestalt ist, n m  die in  T eintretenden Pole vollstandig aufzuzahlen. Trotz 
dieser Vorsicht sind sie dem Irrthum verfallen in 5 206 der  Auflage von 
1873 ,  wo nach dem mir privatim mitgcthcilten Befunde des Prof. Sch i i  - 

* In 5 94 der neuen Auflage haben die Verfasser nach brieflicher Besprech- 
ung zwischen uns ihr friiher nniatandliches Verfahren bei der Reilrtheilung der 
Convergenz der T a y  l o r ' s c h ~ n  lleihe verlassen, um sich meines Verfahrens zu bedie- 
nen: die Kriterien auu dem Kestintegral abzuleiten, nur dass aie nicht die kussersteri 
Consequenzen daraus ziehen. Ich merke dies an, weil ich schon von einigen Seitcn dar- 
auf aufmerksam gemacht bin, d a s ~  ich ebenso verführe, wie Brio t und B o u  qu e t. 
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Von J. WORPITGKY. 5 1 
_ ^ _ _ _ L I ^ Y Y Y Y - - - Y Y _ ~ ~  P 

n' 
m a n n  die Formel fur v ( z )  nnr  dann  richtig is t ,  wenn man Iirn., = O 

m 

anniinmt, wahrend die Verfaswr hervorhebcn: ,,Quelle que soif la mnnière 
dont fasse augmenter m' et n' & l'infini, le quolienl land vers la même limite 

~ ( z ) . "  Denn der Grenzwerth des dort aufgestellten Doppelproducts ist 
nach S c h u m a n n :  

Uebrigens bedarf es der obigen Reihenentwickelnng nicht ,  um zn jenem 
angestrebten Resultat z u  gelangen. Denn man k a n n ,  wenn u E v . e i 8  
gesetet wird, den Restansdruck 3) auch sa schreiben: 

2% 

und da  hier der Integrationtiweg anch bei nnendlich wachsendem u end- 
d v 

liüh ist, so darf man im Integranden, wenn f ( u )  u n d  - endlich bleiben, 
d 

bei der Bestimmung von l im.  R auch 1 - 5 durch seinen Grenzwerth 1 
iZ 

ersetzan. Besitzt aber die Begrenzung von T nnr  keine Cnrventheile, 
d o  

welche Tangenten d e s  zngehlirigen Vectors v s ind ,  so bleibt - überall 
d<p 

endlich, nnd  es ist deshalb 
T 

in allen Fa l len ,  in denen f (u )  endlich bleibt. 
Wahlt  man znr Regreuzung von T einen Kreis u = v ei'P, der durch 

keinen Pol  hindurchgeht, so lantet der  volle Restausdruck 3): 

Derselbe bietet bei d e n  einfaoh perioditichen Fnnctionen und deren Ver- 
wandten ohne irgendwelche Umgestaltnng mindestens dieselben Vortheile, 
wie der abgeanderte von B r i  o t nnd B o n  q u e  t ,  u n d  eignet sich anssey- 

' dsrn besser znr übersichtlichen Controle des Werthes von 53 in  allen d e n  
Fallen, i n  denen '8 nicht verschwindet. Wir wollen dies noch a n  einem 
Beispiel erlantern, zn  welchem die oben behandelte Fuuction den Anlass 
giebt. 

4 * 
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52 Ueber die P a r t i a l b r ~ c h z e r l e ~ u n g  der Func t ionm etc. 

7. Die bisher behandelte Function f ( z )  uud sammtliche Kreisfunc- 
tionen lassen sich durch die Function 

CI* 5 

f<+e"  . 

ausdrücken. Man erhalt ihre sammtlichen Pole <y,, wenn man für k  in 
dem Ausdruck i .2kn: die ganzen positiven und negativen Zahlen mit 
Einriçhluss der Nul1 setzt. 

Die Partialbrüche haben daher die Form:  
1 ( z - i . 2 k z ) e r z  e i . 2 k n z  

l im . - 
z - i . 2 k n i  . = i , 2 k l r  e Z - 1  z - i . 2 k n  

E'ür den R e ~ t  ergiebt sich nach 11): 
2 n 2 n 

. e z n i + i . s f  2n.R=[=-.5:/ eu - 1  e ~ + i . t  - 1 . d v z 
1-- 1-- 

u 
O O 

7c 3 z +- - 

e- ( l -z ] ,m+i .z t  . p u i  + i. x t 

==Cf- 
v .-. 

e i . t - p - ~  p + i . t  - 1 Z 
1 - - 1 - -  - 

z -- 32 
- 

2 2 

Geht man znm Grenzwerth für a = û, über, so werden für 1 -x> 0 
nebst G >  0 beide Integrale 2 0, mithin 8 = O ;  fiir x = O wird das erste 
Integral = O ,  da~i  zweite = - n ,  mithin YI=-&; für IL. = 1 wird da0 
erste Integral = + n uud das zweite = 0,  rnithin D i  = + +. - Zur Erlau- 
terung brnucht hier nichts hinzugefügt zu werden,  da  die nothigen Er- 
ganznngen bereits im dritten Abschnitt vorgetragen sind. 

E s  i s t  d a h e r  b e i  0 T x < 1 :  

ezz  k = + m  & . Z k n z  

12) -- -- Oi + lim . 
eZ - 1 m = w  r - i . 2 k x  

k = - m  
k=" =9i+;+p 2 z . c o s 2 k n x  - 4 k x . s i n 2 k z x  

= 1 
zZ + 4 k 2 z e  

m i t  d e r  B e d e n t u n g  %=-  f ü r  z = O ,  R=0  f ü r  0 < x <  1 u n d  
% = + i  f ü r  x = + 1 .  

Die Gründe,  weslialb die Convergenz aufhort,  wenn x einen com- 
plexen Werth hat , brauchen hier nicht wiederholt zn werden. 

Uesgleichen treten offeubar auch hier dieselben Veraridmungen von 
9 l  auf ,  welche im vierten Abschnitt für den  Fal l  gefunden s ind ,  dass x 
sich um eiue ganze Zahl andert.  

8. Die Herleitung der  Gleicliung 5) aus 1 2 )  bedarf keines Commentara. 
Es diirften aber noch die folgenùen Betrachtungen einiges Interesse bieten. 
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Substituirt man in 12) 1-2 für re, so  geht sie über in:  

so dass nach Abschnitt 4 bei 0 < x  < 1 gewonnen wird: 

p z  - e - x z  k = m  s i n 2 k n z  
= + e - - -  s,.E 

ez-1  
k= 1 

z2+  4 k 2 n 2 '  

Die Abanderungen , welche diese Formeln erfahren, wenn 
Scala nicht mehr genügt ,  sind au5 Abschn. 4  zu ersehen. 

x der  obigeu 

l + x  Wichtigere Formeln erhalt m a n ,  wann man zunachst -- für x 
2 

und 22 für r setzt. D a n n  gelit 12)  ühor in :  

Hier wird 8 = t $ fiir x = t 1 und !JI = O fiir - 1 < x < + 1. 
Setzt man hier, indern unter a: ein Werth des Intervalls (0, +1),  

unter 8 der zugehorige Wer th  des Restes und  nnter  m eine ganze ab- 
solute Zahl verstanden wird , x, = + (x + 2 m),  so muas man für CR den 
Werth 

setzen, wie man aus Abschn. 4 leicht findet. 
U. a. folgt aus  13): 

k s i n k z x  

ze + k'n' 
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54 Ueber die Part,ialbriichzorlegung etc. Vom J. WORPITZXY. 
-^A- - 

Schreibt man in 13), 14) und 15) i n z  für Z, so erhalt man zuniichst 
für -1zx(+l: 

cosnxz 1 cos kicx 
16) %.--. sin n: z z z2 - k2 

k= m 
s i n n x z  k.sinknx 

17) ic.--= an.%+ 2 . 2  (-1)" .2-k3 . 
sin n z 

Setzt man aber auf den linken Seiten von 16) und 17) X +  2 m  fur 
r c ,  BO kommen auf den rechten Seiten beziehungsweise noch die Summan- 
den hinzu: 

s i n n m z  sinicmz 
- 2n.sinn(z+m)z----  und + S n . c o s n ( x + r n ) z . ~ -  

sin n: z s~n n z 
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Kleinere Mittheilungen. 

1. Eine Ableitnng des Additionstheorems ftir elliptische Integrale  
ans der  Theorie  eines Kegelschnittbüschels. 

Fiir ein Kegelschnittbüschel, welches dnrch die Schnittpunkte zweier 
beliebiger Kegelschnitte bestimmt ist,  hat  P o  n ce1  e t den  interessanten 
Satz bewiesen: , ,Wenn einem Gliede eines solchen Büschels ein n-Eck 
eingezeichnet is t ,  welches mit (n-  1)  Seiten (n-1) andere Glieder des 
Büschels berührt,  so muss, wenn es diesen Bedingnngen entsprechend 
seine Form andert ,  auch die  nt' Seite des Polygons ein Büschelglied nm- 
hüllen." Dieses Theorem steht ,  wie J a c o b i  es zuerst für  ein Kreis- 
büschcl darlegte, in engster Verbindung mit der elliptischen Differential- 
gleichung. Durch sie Iasst sich die Schaar jener  Kege l~chni t to  darstellen 
und jener P o n c e l  e t ' sche Satz  unmittelbar begründen; es l a s ~ t  sich aber  
auch aus der Natur  solcher Kegelschnittschaar leicht der algebraische 
Zusammenhang zwischen den  Grossen ableiten, welche durch die ellip- 
tische Differentialgleichung verknüpft sind. 

Om diesen Gedanken durctizuführen, ist es nothig, i n  Kürze ein Kegel- 
schnittbiischel durch vier Grundpunkte in Form der elliptischen Differen- 
tialgleichung zur  Darstellung zu bringen, wie ich solches in  der  Ahhand- 
lung: , ,Die Steiner'sehen Kreisreihen in ihrer Beziehnng zum Poncelet- 
schm Schlie~si ing~theorern" (Wissenschaftl. Reilage m m  Programm des 
Ascanischen Gymnasinms i n  Berlin, Ostern 1883) gethan habe, und  e s  
acheint mir darauf noch einmal einzugehen um so mehr geboten, a ls  der  
Ort der Publication wenig Gewahr bietet, dass die Abhandlung Denen zu- 
ganglich werde, welche an diesen Fragen  Interesse nehmen. 

Lasst man von einem P u n k t e  eines Kegelschnittes drei Gkrade aus- 
laufen A ,  B, Cl so wird eine vierte Gerade 8, welche durch jenen P n n k t  
geht, in ihrer Lage dnrch das Doppelverhaltniss x beschrieban werden 
konnen, welches sie mit den  drei  anderen hildet, also durch 

sin ( X  A )  sin ( C A )  a = -. ---- . 
s in (XB) ' s in (CB)  

Die Gerade X bestimmt eindeutig auf dem Kegelschnitte den P u n k t  (x) 

und jeder P n n k t  (x), welcher auf dem Eegelschnitt  galegen is t ,  die 
Gerade X. Ein zweiter P u n k t  mage durch den W e r t h - y  gegeben sein, 
beide bestimmen eine Gerade,  und für sie konnen die Zahlen x und  y 
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56 Kleinere Mittheilnngen. 
~ ~ . . ~ . ~  

als Cdordinaten geltan. Alle Geraden,  welche dnrch einen beliebigen 
P u n k t  der Ebene gehen, setzen x und  y in  eine wecbselweis eindeutige 
Beziehung, und  d a  jedes Werthepaar X ,  y  vertauschbar ist ,  so muss die- 
selbe durch eine in x und  y symmetrische Gleichung ausdrückbar sein, 
welche in Bezug auf jede einzelne Coordinate den ersten Grad nicht 
überstoigt, also i n  der Form 

x!/ + a ( x + y )  + b = 0 .  

Diese Gleichung kann als die Glcichung eines Pnnktcs  i n  Liniencoordi- 
naten angesehen werden. Dorch zwei Gcrade,  also durch zwei Werthe- 
paare x, y sind die beiden Constanten a  und b bestimmbar, und der Pnnk t ,  
i n  welchem sich die gegebenen Geraden schneiden, ist in  analytischer 
Form durch eine Gleichung in Liniencoordinaten ausgedrückt. 

Wird ein beliebiger Kegelschnitt als Enveloppe seiner Tangenten 
aufgefasst, so wird die Lage jeder Tangente  durch ein Werthepaar x, y 

beschrieben. Jedem Werthe x entsprechen zwei Werthe y,  und um- 
gekehrt jedem Werthe y zwei Werthe x; jedes zusammengeh6rige Werthe- 
paar  ist aber  vertauschbar. E s  muas d e ~ h a l b  die Gleichung des Kegel- 
schnittes durch eine in x und y quadratische Gleichung zum Ausdruck 
kommen, welche ausserdem i n  x und y symmetrisch gebildet ist. Der 
Kegelschnitt stellt sich also dar i n  

Durch fünf beliebige Gerade, also durch fünf Werthepaare x. y  sind die 
fünf Constanten des Kegelschnittes bestimmbar, und der durch sie de- 
finirte Kegelschnitt ist alsdann in  der gegebenen Form durch seine 
Gleichung analytisch dargestellt. 

Difforcnzirt man dicse Gleichnng und führt i n  den Cocfficicnten von 
d x  für  x den Werth y e i n ,  welcher sich dnrch AiifIosimg der Gleichnng 
nach 5 ergiebt,  so wird der Coefficient von d x  rein durch die Grosse y 
ausgedrückt, u n d  zwar durch eine Quadratwnrzel einer Function vierten 
Grades i n  y. Diese Function wird für vier Wertlie zn Null,  das sind 
die  Werthe a ,  ,ô, y, ô, für welche obige Gleichung gleiche Werthe x 
ergiebt; sie ist also i n  der  Form x (y - or) (y - p )  (y- y) ( y  - 6) darstellbar, 
wo x irgend eine Constantn hedeutet.  D a  aber  auch die Differential- 
gleichnng sich symmetrisch i n  z n n d  y bilden muss, 60 mnss sie, wenn 

man J& heranshebt, die Form gewinnen: 

oder 

D i e  Z ~ h l e n  <Y, P ;  y, 6 bestimmen diejenigen Pnnkt.e (a) ,  ( p ) ,  (y), (6) auf 
dem Grundkegelschnitt, in denen zn  einem x gleiche y gehoren; dies 
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tritt aber für die P u n k t e  ein,  in  welchen derselbe von dem dargestellten 
Kegelschnitt getroffr,n wird, also sind (u), ( P ) ,  (y) ,  ( 8 )  die Grundpunkte 
beider Kegelschnitte. Die Differentialgleichung stellt mithin irgend einen 
Kegelschnitt dar, welcher dnrch diese vier P u n k t e  hindiirchgeht; aie i ~ t  
der allgemeine analytische Ansdruck für ein Kegelschnittbüschel durch 
vier Punkte. 

Ana dieser Uarstellungsform geht unmittelhar das P o  n c e l e  t'ache 
Thecrem in seiner allgemeinsten Fassung hervor. Ueuu  wenn man irgend 
eioen Kegclschnitt d r s  Büschels als Grundkcgc.lschnitt auffasst und  von 
einem Punkte  x desselben eine Tangente a n  ein Glied des Büschels legt, 
welcbe dan Grundkegelschnitt in r, schneidet,  von diesem P u n k t e  aus 
aber a n  ein zweites Glied des Büschels eine berührende Gerade zieht, 
welche den Grundkegelschnitt in  x, trifft, und in dieser Form die Con- 
struction bis zu einem Puiikte X, fortsetzt, so hangen die Zahlen s, s , ,  
x,, . . . a, durch dau Gleichungssy~tem zusammen : 

d r -- - + - dx, 

J ( X - ~ ) ( ~ - P ) ( X - Y ) ( X - ~ )  ~ ~ ~ l - ~ ) ~ x ~ - ~ ~ ( x l - ~ ) ~ ~ l - ~  
d x2 =+  - - - .  . + -  d x n  

9 - - 
J(xe - a )  ixz - P )  (re- Y (12 - 8 )  J(3.n-  a )  (an - P )  (5"-Y! (xn-6) 

und man schliesst, dass der erste P u n k t  (x) mit dem letzten P u n k t e  (n,) 
durch eine Differentialgleichung verknüpft i s t ,  welche das geometr i~che 
Gesetx ausspricbt , dass die Verbindungfilinie beider Punkte  sich als T a n -  
gente auf einem Kegelschnitte des Büschels wiilzt, wenn der  erste P u n k t  
den Grundkegelschnitt durchlauft. 

Will man die elliptische Differentialgleichung in die Normalforrn 
überführen, so ist dies leicht durch eine geeignete B e ~ t i m m u n g  der Co- 
ordinatenelemente, iiber die noch niçht verf'ügt worden is t ,  zu bewirken. 

I n  der T h a t ,  mogen die vier Grundpunkte reell oder imagiuar sein, 
es gieht stets eine 'reelle Tripelgerade, welche den Grundkegelsçtinitt 
reell schneidet. Diese Gerade m6ge als die Gerade A gewahlt werden, 
die Tangente i n  einem ihrer Schnittpnnkte mit dem Grundkegelschnitt 
als die Geradc B, dio Gerade C aber m6ge vom Schnittpunkte jener  
beiden nach einem der  Grundpunkte lanfen, etwa nach (cr). Alsdann 

1 1 
Sind die Grnndpunkte gegeben durch die Zahlen kl und t - 9  wo - 

X X 

irgend eiuen Zablenwerth ha t ,  und  zwar mogen, um bestimmte Vorstel- 
lungen festzuhalten, die Punkte ( a )  und  ( p )  durch + 1,  und  die Punkte 

1 (Y) und (8) durch 2 - in ihrer Lage heschrieben werden. Unter diesen 
X 

Annahmen mnss also das Kegelschnittbüschel durch die elliptische Diffe- 
rentialgleichung in der  Normalform znm Ausdrurk kommen , ntimlich 
durch 
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Nach dem D u a l i t a t ~ p r i n c i ~  ist in  derselben Form ein Eegelschnittbüschel 
ansdrückbar, welches durch die vier gemeinsamen Tangenten zweier be- 
liebigeu Kegelschnitte bestimmt ist. Denn nimmt man auf einer beliebi- 
gen 'Tangente eines Gliedes dieser Scliaar drei Punkte  A ,  B, C a n ,  so 
kann jeder Punkt  X dieser Tangente durch das Doppelverhaltniss x be- 
schrieben werden, welches X mit A ,  B, C bildet,  also durch 

X A  C A  a:=-: -. 
X B  C B  

Jedem Werthe x entspricht ein P u n k t  und  diesem eine Tangente (x) an 
den Grundkegelschnitt ,  und  umgekehrt bestimmt jede Tangente dieses 
Kegelschnittes eine Zab1 X. Zwei derartige Zahlen x und  y bestimmm 
zwei Tangenten ,  diese ergeben einen Durchschnittspunkt, und für ihn 
k6nnen z und  y als Coordinaten gelten. I n  diesen Coordinaten würde 

eine Gerade u n d  xy +a(x+y)+b=O 

~ ~ y ~ + a x y ( x + ~ ) + b ( x + y ) ~ + r z y  + d ( s + y ) + e = O  

einen K ~ g e l s c h n i t t  darstellen. I n  diesen Formen ist demnach der  Aus- 
drnck für ein Eegelschnittbüschel, welches durch vier Tangenten bestimmt 
i s t ,  in der  Diffcrentialgleichung gegeben 

Ganz analog den früheren Schlussformen tritt  demnach der  Satz in 
Evidenz : 

, , I s t  einem Gliede eines Kegelechnittbüschels, welches durch vier 
Tangenten bestimmt ist,  ein n - E c k  umgeschrieben, von welcbem (n - 1) 
Ecken auf (n- 1) Gliedern des Büschele gelegen s ind,  so bewegt sich, 
wenn dies n - E c k  jenen Bedingungen entsprecbend- seine F a r m  andert, 
anch der nte P u n k t  auf einem Gliedc des B ü ~ c h e l s . ~ '  

Confocde Kcgelschnitte hilden cin Biischel solcher Art ;  dia vier 
Tangenten sind die imaginaren Geraden, welche von den .gemeinsamen 
Brennpunkten nach den imaginaren Kreispunkten laufen. F ü r  aie gilt 
also das Gesetz: 

,, 1st einem Kegelschnitte ein n - E c k  nmgeschrieben, von welchem 
(tz - 1) Ecken auf (n - 1) confocalen Kegelsçhnitten gelegen s ind,  so 
mnss, wenn das n-Eck jenen Bedingungen gemass variirt ,  auch die nte 
Ecke einen confocalcn Kegclschnitt durchschreiten." 

Dieser Satz findet sich in  S a l m  o n ' s  Geometrie der Kegelschnitte, 
bearbeitet von W. F i e d l e r ,  S. 293. Hier  folgt er aus den einfachsten 
analytischen Grundlagen, und deshalb scheint mir seine Deduction der 
Beachtung werth. 
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Es  ist aber eine andere Gedankenreihe, anf die ich die Aufmerk- 
samkeit lenken mochte, 'das ist die Herleitung des Additionstheorems für 
elliptische Integrale erster Gat tung ans  der Theorie eines solchen Kegel- 
schnittbüschels. Zu Grunde gelegt mag ein Kegelschnittbüschel durch 
vier Pnnkte werderi. 

Nach den vorangehenden Betrachtungen stellt jede elliptische Diffe- 
rentialgleichung von der Form 

ein Kegelschnittbüschel dar, und jedes Glied desselben ist eine partiku- 
lare Losung. Als Coordi~iatenelemente sind hierbei zu Griinde gelegt 
die gemeinsamc reelle Polare des Büschels, welche den Grundkegolschnitt 
in P und Q schneiden mag,  ferner die Tangente in P und  die Gerade, 
welche von P nach einem Grundpunkte des Rüschels larift. Die  S a n -  
gente in Q schneidet die  Tangente i n  P in  einem P u n k t e  R; dieser ist 
der zur Polare PQ gehtirige gemeinsame Pol  des Büschels. Zieht man 
von P a n  ein Glied des Büschels die beiden Tangenten ,  so wird deren 
Berührungssehne durch den Pol R laiifen, und zwar wird sie durch K 
und seine Polare PQ harmonisch getheilt. E s  bilden also diese beiden 
Tangenten mit den Geraden PQ und  P R  harmonische Strahlen. J e d e  
dicser Tangenten bestimmt auf dem Grnndkegelschnitt einen Schnittpunkt, 
,Tl und N. Legt  man dnrch einen derselben, z. B. M, von dem P o l  R 
eine Gerade, so  muss diese auch durch den P u n k t  N hindurchgehen; 
denn auf dieser Geraden bestimmt sowohl der Grnndkegelschnitt ,  als 
anch die beiden Geraden PM und Ph' ein Punktepaar, welches dem 1'01 
und dem Durchschnitt mit der  Polare harmonisch zuger~rdnet ist. Be- 
schreibt man also die Lage des Punktes  M durch + a gegen das gewiihlte 
Coordinatensystem, so wird A' durch -a  beschrieben. D a  des Entspre- 
chende auch für  die  Tangenten gilt, welche von Q ans a n  das bctrachtete 
Büschelglied gezogen wcrden, Ra werden auch deren Sehnittpunkte mit 
dem Grnndkegelschnitt von P aus unter  zwei Gesichtsstrahlen erscheinen, 
welche mit P R  und  PQ harmonisch sind. Bestimmt man demnach den  
einen dnrch f z ,  so wird der  andere dnrch die Zahl -z  beschrieben. 

Das  betrachtete Glied, welches i n  der  generellen Form 

seinen Ausdruck findet,  muss demnach bei der besondern Annalime der  
Coordinatenelemente für x = O y =& t und  für x = cx, y = + a ergcben. 
Das  Eine  erfordert,  dass 

y 2 C + y E + 1 = 0  

die Wurzeln z ,  das Andere,  dass die Gleichnng 
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1 
die Wnrzeln t a  habe. E s  ist demnach E =  O ,  6-- - , 1 R=O, A = - .  

z2 z2 a2 

Uemnach bat  die Gleichung dieses Büschelgliedes die  Fnrm 

~ ~ y ~ - a ~ ( x + y ) ~ + D ~ a ~ z ~ x y  + O ~ Z ~ = ( ) .  

Die Discriminante dieser Gleichung ist 

Zu den Wumeln dieser Gleichung gehoren gleiche W e r t h e r y ,  es sind 

1 
also die M7urxeln dio Grundpunkto des Büschels t 1 u n d  + -. Es 

X 

sein. Znr Bestimmung von D erhalt man demnach 

- 
Rezeichnet man, wie gebrauchlich, J(1- 9) (1 - 29) durch d z ,  so ist 

E s  giebt also, da D zweideutig i s t ,  zwei Büschelglieder, welche die 
Bedingung erfullen , dass für x = O  y = + z wird. Sie  finden iliren Aus- 
druck in der Gleichnng 

Will man sie heide un terscheiden, so kann dies dadurch geschehen , dass 

d Y man den Werth von - für x = O  festsetxt. Dieser iet, wie die Rech- 
d x  

nung  srgieht ,  + d z ,  so dass, j e  nach der  Wahl  der Zeichen, das  eine 
oder das andere Büschelglied gemeint ist. H a t  man sich für den Werth 
f dz entschieden, -so ergiebt die obige Gleichung zu einem x zwei Wur- 
zeln y ,  namlich 

Will man dieses Büschelglied ans  der  Differentialgleichnng 

bestimmen, so hat man die Forderung festzustellen, dass für x= 0 

d y  y = + z werde und - für x  = O den Wer th  d z erhalte. 
d x  

Die xweite Fordernng fiihrt zu der Gleichung 

und  die erste au 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Es  findet demnaçh die transcendente Gleichung 

in der algebraischen Form 
x d z  & z d x  

y =  1-$$z22 
ihre Losung. . AD. SCHUMANN. 

II. Einfache Darstel lnng der Tragheitsmomente von Korpern. 

Schon im 10. Bande dieser Zeitschrift (1865) ha t  Horr  R e y e  be- 
wiescn , dass ein raumliches Massensystem hinsichtlich seiner Triiglieits- 
momente auf unzahlige Arten durch vier materielle P u n k t e ,  e in ebenes 
Massensystem dagegen durch drei solcher ersetet werden kann. Nachdem 
die paktisdiie Anwendung dieser Satze lange Zeit,  wie es scheint,  von 
Niemand versucht worden war, bat H e r r  R e y  e selbst in  einer sehr lesens- 
werthen Abhandlung (,, Einfache L)arstellung der  Tragheitsmomente ebener 
Figuren", Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure, Jahrgang  1875, 
S. 401-408) die  Zurückführung auf einzelne ~ a s s e n ~ n n k t e  a n  einer 
Anzahl e b e n e r  Figureu - am Dreieck , Parallelogramm, Trapee ,  Para-  
belsegment, ferner a n  der  Ellipse und der  durch concentrische Kreise 
oder durch alinliche Parallelograrnme begrenzten Kingflacha - wirklich 
durchgeführt. Bei r a u m l i  c h e n  Massensystemen ist die R e  y e'sche Dar- 
stellung der Tragheitsmomente meines Wissens immer noch nicht aus- 
gefiihrt worden. E s  m6ge deshalb gestattet sein,  auf diesen Gegenstand 
einzugehen. 

Herr  R e y e  geht i n  der  zuletzt erwahnten Abhandlung von dem 
Satze aus, davs zwei Massensysteme, welche beide dieselbe Gosammtmasse 
haben, dann u n d  b l o ~  danu aquivalent sind (d. h. i n  Bezug auf jede 
beliebige Axe oder Ebene  des Raumes dasselbe Tragheitsmoment liefern), 
wenn ihre Centralellipsoide zusarnmenfallen. Hierauf gründet e r  den fol- 
genden : 

, , C o n c e n t r i r t  m a n  i n  j e d e m  E c k p n n k t e  e i n e s  P a r a l l e l o -  
g r a m m s ,  d e s s e n  S e i t e n  d i e  C e n t r a l e l l i p s e  e i n e s  e b e n e n  M a s -  
s e n s y s t e m s  h e r ü h r e n  u n d  z u  z w e i  c o n j u g i r t e n  U u r c h m e s s e r n  
d e r s e l b e n  p a r a l l e l  l a n f e n ,  e i n  V i e r t e l  d e r  G e s a m m t m a s s e  d e s  
S y s t e m s ,  s o  e r h a l t  m a n  e i n  S y s t e m  v o n  v i e r  g l e i c h e n  P n n k t -  
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m a s s e n ,  d e s s e n  T r a g h e i t s m o m c n t  b c z ü g l i c h  j e d e r  b e l i e b i g e n  
A x e  d e m j e n i g e n  d e s  g e g e b e n e n  M a s s e n s y s t e m s  g l e i c h  ist." 

Auf diesem Satze , der selbst bei beliebig begrmzten ebenen Figuren 
leicht angewendet werden k a n n ,  beruht ein grosçer l'heil der  von Herrn 
H e  y e mitgetheilten liesultate. - Welches itit nun der entsprechende Satz 
für r a u m l  i c h e Massensysteme? 

Nenncn wir bei eincm Parallclopiped zwei Eckon b e n  a c h  b a r t ,  wcnn 
sie Endpunkte  einer Kante  s i n d ,  so zerfallen die acht Ecken in zwei 
Gruppen von j e  vier n i c h t  b e n a c h  b a r t e n .  D i e  Ecken einer solchen 
Gruppe bilden ein Tetraeder, dassen Kanten für das Parallelepiped Diago- 
nalen der Seitenflachen tiind. E s  gilt nun folgender Satz:  

U m s c h r e i b t  m a n  d e m  C e n t r a l e l l i p s o i d  e i n e s  M a s s e n s y -  
s t e m s  e i n  P a r a l l e l e p i p e d ,  d e o s e n  S e i t c n f l a c h e n  p a a r w e i s e  
d r e i  z u  e i n a n d e r  c o n j u g i r t e n  D i a m e t r a l e b e n e n  j e n e s  E l l i p -  
s o i d s  p a r a l l e l  s i n d ,  u n d  d e n k t  m a n  s i c h  i n  v i e r  n i c h t  b e n a c h -  
b a r t e n  E c k e n  d e s s e l b e n  j e  e i n  V i e r t e l  d e r  G e s a m m t m a s s e  
a n g e b r a c h t ,  s o  e r h a l t  m a n  e i n  S y s t e m  v o n  v i e r  g l e i c h e n  
P u n k t m a s s e n ,  d a s  d e m  g e g e b e n e n  a q u i v a l e n t  i s t . *  

Donn das virrpunktige und  das ursprüuglich gegebene Massensystcm 
haben,  wie man leicht einsieht,  bei gieicher Gesammtmasse das Central- 
ellipsoid gemeinschaftlich. 

Merkwürdigerweise gestaltet sich also die Zurückführnng eines Massen- 
systemu auf eine mbglichst kleine Zahl von Punktmassen im R a u m e  fast 
einfacher, als i n  der E b e u e. Uenn  wahrend durch den oben angeführten 
R e y e ' s c h e n  Satz ein ebenes Massensystem erst auf vier, aleo noch nicht 
auf die kleinstmoglicho Anzahl von materiellon Punkten zurückgeführt 
wird,  ist 1,etzteres bei einem raumlichen Massensystem bereits der Fall, 
wenn man das oben aufgestellte Analogon jenes R e  y e'schen Satzes an- 
wendet. Wenn es auch nach dern Obigen verhaltnissmassig leicht ist, 
eiri raumliches Massensystem auf vier materielle Punkte zu reduciren, so 
ist es doch in manchen E'#llen bequemer u n d  nicht weniger praktisch, 
des System durch fünf, sechs oder mehr materielle Punkte  zu ersetzen. 
I n  der  folgeriden Zul;amrnenstellung etlicher, auf die einfachsten E6rper 
sich beziehenden Resultate sol1 in erster Linie auf derartige, nicht 
ans dem oben mitgetheilten Satze folgende Darstellungen Rücksicht ge- 
nommen werden; dieselbe macht natürlich keinen Anspruch auf Vollstan- 
digkeit,  vielmehr sind darin nur  die einfachsten der sich in  Nenge  dar- 

* Das aus jenen vier Punkten gebildete Tetraeder kann auch so beschrieben 
werderi: Es wird in den Mittelpuukten seiner Kanten vom Centralellipsoid berührt 
und die drei Verbindungsstreeken gegenüberliegender Kantenmittelpunktë bilden 
drei conjiigirte Durchmesser des Ellipsoids. Die Ecken aller derartigen Tetraeder 
liegeu offenbar auf einem zweiten Ellipsoid, welches dem ersten ihnlich und ahn- 
lich zu ihm gelegen ist und 113 mal so grosse Dimensionen hat. 
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bietenrlen Etesultate mitgetheilt. Würde  man auch negative Massen be- 
nützen, wogegen j a  thoorctisch nichts einzuwendcn is t ,  so würden sich 
noch weit mehr und theilweise interessantere Satze orgeben. Noch werde 
bemerkt, dass im Folgenden überall Massen von c O n s t a n  t e r D i  c h t i g 
k e i t vorausgesetzt sind. 

1. Tetracder. 
Dasselbe kanu  ersetzt werden:  
a) (Reduction auf 7 Punkte )  durch die sechs Kantenmittelpunkte j e  

mit A, sowie d e n  Schwerpunkt mit der Masse des Tetraeders;  
h) (5 Punkte )  durch die vier Ecken j e  mit & nnd den Scbwer- 

punkt  mit # der Tetraedermasse; 
c) (4  Punkte)  durch die vier P u n k t c ,  welcho die  Strecken vom 

Schwerpunkte nsch den Ecken im Verhdtn i ss  1 : (1/5 - 1) theilen, 
j e  mit der Gtisammtmaese. 

2, Dreiseitiges Prisma (mit paraiielen Endflacben). 
E s  konnen angebracht werden:  
u) (9 P.) j e  & der gesammten Masse in  den  Ecken des Pritima u n d  

den  Schwerpunkten seiner Endflachen, sowie 3 der  Masse im 
Schwerpunkt des ganzen Korpers ; 

h) (8  P.) j e  & der Masse in d e n  Ecken des Prisma,  j e  3 in  d e n  
beiden Punkten ,  welche die Verbindungsstrecke der  Endflachen- 
schwerpunkte in  drei gleiche Theile zerlegen; 

c) (6 P.) j e  der Gesammtmasse i n  den  Mittelpunkten der  drei  
parallelen Kauten ,  je Q in  den  Schwerpunkten der beiden E u d -  
flachen, sowie im Schwerpunkt des Prisma; 

d)  (5 P.) j e  2% der Masse in d e n  Mit,telpunkten der drei parallelen 
Kantcn,  4 i n  jedem der boiden P u n k t e ,  wclcho die Verbindungs- 
strecke der Endflachenschwerpunkto im Verhaltniss 1 : 5 resp. 
5 : 1 theilen; 

ri) (4 P., ~ n s ~ m m e t r i s c h )  je  -& der Masse in  den Schwerpunkten 
zweier Seitenflachen, j e  & der Masse in  den Halbirungspunkten 
derjenigen beiden Kanten  der dritten Seitenflache, welclie zu- 
gleich den Endflachen angeboren. 

3. Parallelepiped. 
Man conccntrirc von der Gesammtmasse ontweder 
a) (6 P.) j e  & in  den  Mittelpunkten der Seitenflachen, oder 
b )  (5 P.) j e  T\ in  vier nicht benachbarten Ecken ,  # i m  Schwer- 

punkt des Korpers ,  oder 
c) (4 P.) j e  1 in  den vier Pnnkten ,  welche die Strecken vom 

Schwerpunkte nacb vier nicht benachbarten Ecken im Verhaltniss 

1 : (fl- 1) theilen. 
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4. Schiefer elliptiseher Cylinder (mit paralleleu Endflacheu). 

Derselbe ist u. A. aquivalent dem Schwerpunkt des Cylinders und 
den  Mittelpunkten der  beiden Endilachen, je  mit Q der Cylindermasse, 
zusammen mit den vier Endpunkten von irgend zwei conjugirten Uurch- 
messern derjenigen Ellipse, i n  welcher eine durch den Schwerpunkt 
parallel a n  den Endflachen gelegte Ebene  den Cylinder schneidet, je mit 
Q der ganzen Masse. 

8. Schiefer Kegel mit elliptiseher Basis. 
Man versehe die  vier Endpunkte von irgand zwei conjugirteii Durch- 

messern der Basis u n d  den Mittelpunkt der letzteren j e  mit der Masse 
des Kegels, ferner mit + der gesammten Masse denjenigen I'nnkt, wel- 
cher die  Strecke vom Basismittelpunkte nach der  Kegelspitze im Verhdt- 
niss 3 : 2 theilt ,  so erhalt man ein sechspunktiges Massensystem, welches 
dem homogenen materiellcn Kegel aquivalent ist. 

6. Ellipsoid. 

Man erhalt eine Reduction auf sieben Massenpunkte, wenn man j o  
& der  Gesammtmasse in den sechs Endpunkten von irgcnd drei zu ein- 
ander  conjugirten Durchmessern, sowie % der Masse im Centrum des 
Ellipsoids anbringt. 

Zum Schluss moge noch ein recht merkwürdiger Satz über die homo- 
gene niaterielle 

7. KugeloberflZche 
mitgetheilt werden. Namlich : 

B e s c h r e i b t  m a n  d e r s e l b e n  i r g e n d  e i n e n  d e r  f ü n f  r e g e l -  
m a s s i g e n  K o r p e r  e i n  u n d  v e r t h e i l t  d i e  M a s s e  d e r  K u g e l -  
o b e r f l a c h e  g l e i c h m a s s i g  a u f  d i e  E c k e n  d e s  r e g e l m a s s i g e n  
K o r p e r s ,  s o  e r h a l t  m a n  e i n  S y s t e m  v o n  P u n k t m a s s e n ,  w e l c h e s  
d e r  m a t e r i e l l e n  K u g e l o b e r f l a c h e  a q u i v a l e n t  i s t ,  

D e r  entsprechende Satz in  der Ebena heisst: E i n  e h o m o g e n e  
m a t e r i e l l e  K r e i s l i n i e  i s t  a q u i v a l e n t  d e n  (sich gleichmassig in die 
Gesammtmasse theilenden) E c k e n  i r g e n d  e i n e s  e i n b e s c h r i e b e n e n  
r e g e l m a s s i g e n  V i e l e c k s .  

W a s  den Beweis der  mitgetheilten und  namentlich die A u f s u c h -  
n n g  Lhnlicher Resultate betrifft, so süheint dazu die Methode der Car- 
tesischen Coordinaten sich am wcnigsten zu eignen. Ganz wie für diesen 
Zweck geschaffen erweist sich dagegen die Tu1 O b i u s -  G r a s s m  ann'sche 
Punktrechnung. Wie  dieselbe auf diesem Gebiet zu verwenden sei ,  haba 
ich i n  eiuer kurzen Mittheilung zu zeigen versucht,  welche demnachst 
i n  den  ,,Mathematischen Annalen" ersçheinen wird. 

S t u t t g a r t .  Dr. R. MEHMKE, 
Bepstent  a m  Polytochnikorn. 
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IV. 

Beitrage zur graphischen Dioptrik. 

Von 

F. KESSLER. 

Hierzu Taf. IV Fig. 1 - 17. 
-- 

Wenn ein homocentrisches Liclitstrahleubüscliel gespiegelt oder ge- 
brochen wird, so entwickelt sich ans den abgelenkteri Strahlen im Ail- 
gemeinen dio sogenannto Brennflache. I n  bcsonderen FaIlen wird diese 
zu einem Brennpunkte; beispielsweise bei der Brechung an einer Hohl- 
kugel vom Radins r und Brechungsverhaltniss n ,  wenn der  Strahlpunkt 
ri (Fig. 1) um eine centrale Strecke ( t z  + 1) r von der  Oberflache o ab- 
steht und die  gebrochenen Strahlen sich dann in einem P u n k t e  6 aiif 
derselben Centralen im Abstande ( n + l ) r / n  vor o schneiden. Betrachtet 
man aber ein u n e n  d 1 i c h  d ü n n e s  homocentrisches LichtstraEilenbüschel 
nach seiner Brechung a n  der  Ebene  oder der Kugel ,  so ergiebt sich 
unter Voraussetzung endlicher Einfallswinkel, dass im Allgemeinen die 
Brennflache auf zwei raumlieh gesonderte, nnendlich kurze gerade Linien 
eingeschrankt wird. E ine  derselben, welche man das p r i m i i r e  Rild 
genannt ha t ,  liegt n o r m a l  z u r  E i n f a l l s e b e n e ,  i n  der Brennflache, 
die andere, das s e c u n d a r e  Bild, in  der Axe der Brennflache, a190 in 
der Einfallsebene, n o r m a l  z u m  b r e c h e n d e n  F l a c h e n e l e m e n t .  

Diese den  Mathematikern seit  geraumer Zeit bekannte,  auch von 
Physikern, z. B. E. K e u s c h , *  H. v. H e l m h o l t z , * *  V. v. Lang ,"*  
bebandelte 'i'hatsache findet in  den elementaren Lehrbüchern der Physik 
selten Beachtung. Meistens wird daselbst beim Beginn der Dioptrik die 
Brechung ans Wasser  nach Luf t  wie Fig. 2 gezeichnet, namlich zu dem 
Stiahle a e o  ein dem Auge O erscheinendes Bild des Gegenstandes a an- 
gegeben, zwar uur  eines, entweder auf der  kaustischen Flache in k (des 

* Reflexion und Brechung des Lichts an sphiirischen FlLchen unter Voraus- 
setxung endlicher Einfallswinkel. P o  g g e u d  orff ' s  Annnlen 130, S. 497- 517 (1867). 

** Physiologische Optik (1867). 
*** Einleitung in die theoretische Physik (1873), S 182. 

Zs&hrift E Methemntik ii. Phgiik XXlX. P. h 
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primare) oder auf der Axe derselben in c (das secundare), oft aher auch 
jcnseits c in  u ,  wo sicb wirklich weder das eine, noch das andere he,- 
findet. Letzte  Darstelli~ngsweise ist also vollig falsch, jede der beiden 
ersten hikhstens halb richtig. Denn mit einem Ange kann  man trotz 
des Accommodationsverm6gen~ nicht heurtheilen, wo sich ein Bild befindet. 
Elier geschieht dies mit zwei Augen,  wenn man folgendermassen verfahrt. 
Man füllt ein moglichst grosses und  ticfes durchsichtiges Gefass, etwa 
ein Aquarium, ganz mit W a ~ u e r ,  Iegt auf den Boden ein weisses Stein- 
chen a ,  darüber aiif einen durch die Wande  des Gefasses gestützten 
Glasstreifen ein zweites h .  Blickt man dann  bei aufrechter Stellung des 
Kopfes,  wie Fig. 3 in Cavalieri - Perspective darstellt , mit beiden Aiigen 
r, 2 schrag auf die Wasseroberfliiche, so sieht man u nach E> zn geliobrn 
u n d  stets senkrecht darunter,  in c. h'eigt man sich aber, beeonders den 
Kopf ,  so weit zur Sei te ,  dass, wie Fig. 4 im Durchschnitt zaigt, beide 
Angen r ,  1 mit dem Object in derselban Verticalebene l iegen,  so erblickt 
man n hoher gehoben und vor h in k ,  so dam die Briicke mit h eine 
Strecke nach dem Beobachter z u ,  bis 1; gescbohen werdeu muss, w*enn 
n wieder unter  6 erscheinen soll. Der  P u n k t  c ist dc r  Ort  des secun- 
daren Bildes von n ,  wogegen k nahezn der seines primaren. 

Zeigt dieser Versuch schon in etwa, dass, wie R e i i s c h  a .  a. O. 
eagt,  , ,noch Manches Eigentburn der elementareu Optik werden kann", 
so dürfte es sich auch lohnen, die dort behandelten Prohleme durcli 
Ueberführen auf das rein graphische Gcbiet oline goniometrische Func- 
tionen oder nurnerisçhe 12eçbnungeri zu ltjsen und sie damit der elemen- 
taren Behandlurig, urn nicht zii s a g m  leichter, doch von einer andcrn 
Seite zuganglich zu machen. Hierfür eignet sich besonders die sclion 
früher von mir ziir Losung dioptrischer Probleme beniitzte Methodalx 
d e n  gehrochenen Lichtstrahl mittels zweier, der  brechendën Kugel con- 
centrischen Kreise zu zeichnen, wobei man nach einer für jede brechende 
F lache  einmal gemachten Vorzeichnung n u r  gerade Linien zu aiehen hat. 
Indem ferner für centrale Stralilen jenc Kugeln in  Ebenen ,  Kreise in 
Gerade übergehen, lassen sicb gleicherweise die Bildgrossen, die Lagr 
der  Fundamentalpnnkte und alle auf die Brechung der Lichtutrahlen in 
centrirten Linsensysterneri bezüglichen Gesetze leicht anffinden. 

1. Bestimmung der Lage des primLren Bildes an der Kugel. Stellt 
(Fig. 5 )  der Krcis K iirn c den Durchiichnitt der Einfallsebene mit e i n ~ r  
Kugeloherflache dar und ist n das Rrec.hiingsverli~ltniss,  so heeclireibt 
m a n ,  nm sofort beliehige Strahlengange zeiçhnen zu koonen ,  aus  c noch 

--  -- 

* Annaleu der i'hysik und Chemie, Neue Folge 15, S. 330-334 (1882). 
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zwei Kreise: K ,  mit n mal grosserem und Ki/. mit n -mal  kleinerem 
Halbmesser a1s K. Trifft dann  ein in  der Richtung s a  kommender Strahl 
den Kreis K in n ,  und  scbneidet derselbe den Kreis Km auf der a ent-  
gegengesetxten Seite in O, E O  zieht man bc bis d auf Elln und erhalt a d  
als Austrittsstrahl. Denn  weil hc/uc = n c lcd ,  so ist A a h c  N d a r ,  mit- 
tiin der Austrittswinkel c a d  = n b c ;  und wird dieser mit @, der Einfalls- 
winkel b a c  mit a bezeichnet, so ist s ina/s in@ =. b c / a c  = n. 

Um nun das primare Bild eines best.immten auf der  Geraden s n  

tiefindliclieri und in dieser Ricbturig sirahleuderi Punktes  p zu zeichnen, 
denke man sich zwei von p ausgeliende, mit P a  unendlich wenig diver- 
girende, in derselben Einfallsehene l i rgcndc Strahlcn p a l ,  pu2 analiig 
hehandelt, also b, ,  b, auf ri,, dl, 4 auf KI/,, scliliesslich die Anstritts- 
stratilan al d ,  , a, d, construirt, welche n d in q ,  dem primaren Bildpunkte 
von p ,  schneiden werden. Beschreibt man über a c ,  bc ,  c d  Halbkreise, 
deren erster und zweiter o b  in O ,  arster und dritter a d  in e schneiden, 
zieht c o l  ferner o e  bis 2 auf bc,  so ist L c o e = c a e = c b o ,  folglich o l  
nnrmal Dc, L n c o = d c e ,  also 

Uenkt man sich die Geraden O (a,, oz,  6, , b,), e (u, , r i , ,  d l ,  d2), c (a,, a2) 

gezogen und setzt L u l p n 2 =  6 ,  L nlca2 = E ,  L 6 , c h 2 = ~ ,  L nlqri2= l, so 
wird mit Ilücksictit auf die über n c ,  b c ,  c d  beschriebcnen Halbkreise 
L n l o n , = a , e a , = a , c n 2 = ~ ,  L b , o b 2 = h , c b 2 = d l e ~ = q ,  und wegen un- 
endlicher Kleinheit dieser Winkel  

~ / l = a y / a e ,  S/p= d e l d q ,  also ~ / p = a q . d e / a e . d q ,  
ferner 

~ / & = a p / c t o ,  6 / v = h o / h p ,  also ~ / p = a p . b o / a o . b p , '  
also 

2) 
np .de  a p . b o  -- --p. 
a e . d q  a o . b p  . 

D a  wegen der Aehnliclikeiten 1) b o / a o  = a c i d e  is t ,  so  folgt ails 2) 
ho2 b p . a q - a e "  -- - - - -  
noe-ap.<lg de" 

Nimmt man anstatt  p einen unendlich weit entfernten Strahlpunkt w 

 RU^ 11s an und ist dessen Conjunct g, so folgt ails 3), indem b w = a w 

gesetzt wwden k a n n ,  a g l d g  = bo2/aoe. Liegt dagegen ein P u n k t  f auf 
so s o l  dass sein Conjunct uueudlich weit  fallt, so folgt analog bf/af  
= ne2/ad2, und Gleichung 3) erweitert sich zu 

1) 1 III) IV) VI 

4) 
h o 2  h f  h p . o q  ng ue2 ----. -=-=---- - 
ao2  n f  np .dq  d g  de2 

Die Gleicbung II)-IV) dieser Kette lehrt ,  dass die ans den Aehnlicb- 
keiteu 1) erhellende Proportionalitat der einzelnen Stücke der  I h e i e c k ~  
rha  und d a c  sich auch auf  die Verlangrrungen af  und dg erstreckt. 

5 * 
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68 Beitriige znr graphischen Dioptrik. 

Diescs wie ferncr z n  Schlies~icndes wird besonders klar, wenn man den 
zweiten Schnittpnnkt des Kreises K auf dem Einfallstrahl durch h be. 
zeichnet, desgleichen den von anf dem Anstrittsstrahl durch i l  womit 

h o = o a ,  i e = e d  wird,  dann A c b a  nebst a f  aus Fig. 5 umgekehrt in 
Fig. 6 mit A c a d  nebst dg  i n  den gleichen Winkeln c zusammenlegt, 
anch noch A c l o  ebenso binzufügt. Man ersieht dann  leicht, welchcr 
Weg von der  Gleichung 4) 1) -II) auf  (Fig. 5) 

5 )  b h / h o  = o a / a f  - b o l 0  f, 

sowie von Gleichung 4 ) ,  IV)-V) auf 

6) a i / i e = e d / d g = a e / e g  
führt , und  warum schliesslich 

7) o a l a f  = o e l e l ,  sowie a e l ~ g  = oe/el ,  

mithin a g  p a r a l l e l  f l ,  auch af  p a r a l l e l  g l  ist. 
Setzt man f p = x ,  g q = y ,  d g = z ,  a g = m . z  und  Leachtet, dasshc 

- - n .a c ,  folglich (vergl. E'ig. 6) af = n . z , 6 f = n . m .  z ist ,  so gelit Gl~ ich-  

uug  4)  III) -IV) über i n  

worane folgt 
n . r n . z a = s . y  

oder restituirt 

8) a f . a g  = f p . g q .  

Gleichung 8),  nebst dem ans Gleichnng 7) unmittelbar Gefolgerten, 

dass af  lg  ein Parallelogramm ist, lehrt ,  dass j e g l i c h e  G e r a d e ,  w e l c h e  
z w e i  a u f  d e m  g e b r u c h e n e n  S t r a h l e  s a d  g e l e g e n e ,  w i e  p und 

q c o n j u g i r t e  P n n k t e  v e r b i n d e t ,  d u r c h  d e n  P n n k t  1 gehen  
m n s s ,  oder: dass der  P u n k t  1 ein F i x p u n k t *  für derartige Verbin- 
dungsgeraden ist. 

* Die Lage dieses Fixpunktes 1 ist bereits von R c u s c h  a. a. O., aber mehr 
arithmetisch als graphisch bestimmt worden. In sciner Fig. 6, welche die Abbil- 
dung an der Kngel allgemein erlautern 8011, befindet sich derselbe mit J bezeichnet 
an einer Stelle, die er in keinem der aus den Alternativen n. 1, r 3 0 ~ i c h  er 
gebenden vier moglichen Falle wirklich erhalteu kann, namlich bei a (J) unserer 
Fig. 6 ,  a u s  s e r h  a l  b des von den secondaren Brennstrecken gebildeten Parallelo- 
gramms asct .  Daher schneidet bei R e  usch die Verbindung des primireu und 
des secundiren Fixpunktes (letzterer ist der Mittelpunkt der Kugel) den Einfalls- 
strahl in einem Punkte A ,  der identisch mit unsercm Punkte b sein sollte und 
doch scheinbar auf der entgegengesetzten Seite von a liegt. Diese Figur (6, 
Reuac  h) ist also graphisch unrichtig und hat nur eine analytische, keine dar- 
stcllcnde Bedeutung. Dagegen haben in R e u s c h  Fig. 10 (Abbildung durch eine 
Linse) die Fixpunkte J,  Ji richtige Lagen. Die von Reusch  gegebenen Coordi- 
naten des Fixpunktes 1, bezüglich des Einfalls- und Austrittsstrahles als Axen, 
finden sich auch nus unsercr Figur leicht, z. B.: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Hiernach bestimmt sich die  Lage von  ale des primiir mit p über 
den Einfallspunkt a conjugirten Pnnktes  folgendermassen. 

Man zeichnet, wie eingangs beschriehen, den  Anstrittsstrahl ad,  
zieht C O  normal eu a b ,  01 normal zn b c ,  endlich p l  bis q anf  a d .  

F ü r  einen zwischen f u n d  a gelegenen Strahlpunkt p' (Fig. 5) würde 
der Conjnnct auf die Verlangernng von a d  über a  hinans fallen. 

2. Bestimmung der Lage  des pr imaren Bildes an der  Ebene dnrch 
Ableitnng ans vor iger  Construction. .Denkt  man sich (Fig. 5) den Ra- 
dius der  Kugel veranderlicli, den Einfallswinkel aber  constant,  ao bleibt 
bis auf p ,  q und die davon abhangigen Strahlen die F igur  sich selbst 
ahnlich, insbesondere die Richtung n l  dieselbe. Wird also der Radius 
der Kugel unendlich, mithin das Flachenelement a,a2 eben,  so liegt 
daher der Fixpunkt  1 im Unendlichen. Die Lage  von q bestimmt sich 
alsdann dadiirch, dans man zu der Geraden a l  der  F igur  dnrch p eine 
Parallele bis q anf a d  zieht. Oder  ist (Fig. 7) p das Homocentrum eines 
auf 'die Ebene  Ml fil2 fallenden unendlich dünnen Strahlenfachers, a h  das 
Einfallsloth, n das Brechurigsvarlialtniss, und  sol1 das primare Bild des 
Punktes p constrnirt werden, so nimmt man auf u h oder auf dessen Ver- 
Iangerung über a beliebig einen P u n k t  c a n ,  au8 welchem man mit den 
Radien n  . a c ,  a c / n  die Kreise K,,, K I / ,  beschreibt, findet,  wie liei Fig. 5, 
die Punkte  6, d, O ,  1 und  zieht zu a l  dnrch p eine Parallele, die a d  in  
dem gesuchten Funkte  q schneidet. 

Man kann aucb,  nachdem mit d die Richtung d ~ s  Austrittsstrahles 
gefunden ist,  zu Ml M ,  durch p eine Normale ziehen, die auf a d  in q' 
die Lage des secundaren Bildes bestirnmt, b c  verlangert i n  s schneidet. 
Zieht man dann sl normal zn bp, l u  normal zu b s ,  so  schneiden sich 
u p  und a d  in dem primaren Bildpunkte q. 

3. Directe Construction der  Lage des pr imaren Bildee an der  Ebene. 
Will man den speciellen Fal l  der Brecliung und  Abbildung a n  der  Ebene 
unabhangig von dem allgerricinen bezüglich der Kngel  behandeln, B O  ist  
auch erst graphisch das Aeuderungsge~etz conjugirter Brechungswinkel 
an der Ebene  zu ermitteln. 

Licgt (Fig. 8) das Homocentrurn c eines unendlich dünnen Strahlen- 
fachers in  der brechanden Ebene ,  ist c h  das Einfallsloth, n das Brechnngs- 
verhaltniss, so beschreibt man ans c  zwei Kreise K, K,,, deren Radien 
sich wie 1 zu n verhalten. Schneidet X den Strahlenfacher i n  a,, a ,  a,, 

so legt man zum Einfallsloth durch a,, a ,  a, Parallelen bis b , ,  6, 6, a u €  
Kn und zieht den  Strahlenfacher c(b, ,  b, b,). D a n n  sind a c h ,  b c  h oder 
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70 Beitrage zur graphischen Dioptrik. ------ 
c a O ,  c b O d ie  conjugirten Brechungswinkel, a, cu2 = d a ,  6, c b, = d/i 

deren relative Aenderungen. Zieht man die  Geraden O (n,, n,, b,,  11,) , so 
s i n d ,  wie die über a c ,  bc beschriebenen Ilalbkreise, beide durch O gehend, 
zeigen, L alon,= d u ,  O , u b a = d p ,  also dar/dP= bo/uo. 

U i l d e n  a l s o  z w e i  c o n j u g i r t e  B r e c h u n g s w i n k e l  e i n  U r e i -  
o c k ,  s o  v e r h a l t e n  s i c h  d e r o n  A e n d e r u n g e n  i n d i r e c t  w i e  d ie  
i h n e n  a n l i e g e n d e n  A b s c h n i t t e ,  i n  w e l c h e  i h r e  g e m e i n s c h a f t -  
l i c h e  S e i t e  d u r c h  d a s  a u s  d e r  d r i t t e n  E c k e  g e f a l l t e L o t h  ge-  
t h e i l t  w i r d .  

Goniometrisch heisst derselbe Satz:  d a / d P  = tgar/tg@ und  wird als 
Ableitung aus dem Brechungsgesetz gewohnlich in der  E'orm du/d/3 
= n .cosfi/cosu gegeben. 

Das  Ganze ist in Fig. 9 besonders dargefitellt. Sind a ,  conjugirte 
Brechungswinkel,  so verhalten sich die ihnen gegenüherliegenden Seiten 
Dc, a c wie die Geschwindigkeiten des Liçhts in den zugehorigen Mitteln. 
1st  c O normal zu a 6 ,  und natürlich L b c a = y der  Ablenkungswinkel, sa 

is t  d o r / b o = d ~ l r i o  = d y j a b .  
U a  nun bei Strahlen a n  einer Ebene die Einfallswinkel durch irgend- 

welche Parallelvcrschiebung nieht geandert werden, so kann  man un. 
beschadet der Anwendung des eben Bewieseneu das Homocentrum auch 
nach a ausserhalb der brechanden Ehene  verlegen und dafür (Fig. 10) 
gesonderte Einfallspunkte c l ,  c ,  c2 annehmen. Um dann  moglichet ein- 
fach zu allen durch n gehenden Strahlen dia coujugirten Anstrittsstrahlen 
e u  erlialten, tri@ man auf dem Lothe ou die Strecke a d  = n.oa ab, 
zieht zur  hrechenden Ehenc durch d cine Parallele, die den Strahlen- 
Tacher in el ,  e l  e, schneidet,  beschreibt sus  c , ,  c ,  c, mit c,e,, c e ,  c,e, 
Kreise bis b,, 6, 6, auf O B  und zieht alle c b, die sich in f, dem Con- 
juncte von a ,  schneiden müssen. 

Die Lage des Puuktes f lasst sich, wie früher die von q ,  analytisch 
bestimmen. Denkt  man sich durch f einen Kreis gelegt,  der die Ebene in c 
berührt ,  so müslien, da auch cl, c2 alti in  dessen Peripherie liegend an- 
gosehen werden dürfen, allc auf c , ~ ,  stchenden und auf j encr  Peripherie 
scheitelnden Winkel  gleich c, fc ,  = d/3 sain. Schneidet derselbe Kreis 
den Einfallsstrahl i n  g, und denkt  man sich g(c,, c,) gezogen, so wird 
also auch L c, g c, = dB ~ e i n .  D a  aber d u  = c, a c,, nach dem vorigen 
Satze d a / d p  = bolu O und L c,ac,/L cl gcz = g c l a c  wegeu unendlicher 
Kleinheit dieser Winkel is t ,  so muss bo/ao = g c l u c ,  d. h .  bg parallel C O  

werden. Schneidet endlich gedachter Kreis das  mittlere Einfallsloth in h, 
so sind L cgh  und L c f h  Rechte und  man kann  also die  Lage des Punktes 
f folgendermassen finden. 

Man zeicbnet, wie ehen erklart,  die Richtung des Austrittsstrahlas 
b c ,  legt zu C O  durch b eine Purallele bis g aiif c a l  zieht zu cg  dorch g 
eine Normale his h auf dern Einfallaioth, eudlicti h f normal auf bc. 
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Bei der Ausfiihrung von Fig.  10 war n = 413 angenommen. Fig. 11 
seigt dieselbe Construction nebst Beweishilfslinien uuter gleiclier Bezeich- 
nung f ü r  den reciproken Werth n'= 3/4. 

Nimmt die Zeichnung ein zu grosses Feld in Anspruch,  so zieht 
man (Fig. 10) von einern bcliebigen P u n k t e  u des Einfallslothes die  Lothe 
U N  auf a c ,  u u  auf bc ,  endlich zu 9vv durch g  cinc Parallele bis f auf  
hc. Oder, da  L f f r g z L  f c g = y ,  L f g h = f r : h = P ,  also L c f g =  %-<Y 
- - 1-96,  daher A c g f w  c b g ,  so ist c l r l c g  = cg /c f ,  u n d  man k a n u ,  nach- 

dem 6 uud g erhalten s ind ,  f auçh folgendermasseu bestimman. Mau 
b e s c h i b t  aus c mit cg einen Kreis bis i auf  c h ,  zieht zu c i  durch g 
cine Parallele bis f auf tic. B e u s c b  zieht,  nachdem 6 erhalten ist 
(Fig. 12), zu o c  Parallelen durch a his s ,  durch b bis 1 auf dom Ein- 
fallsloth, s u  normal auf o c ,  IV normal nuf dc, endlich zii u a  durch a 
eine Parallele bis f auf b c .  Aehnlich ist Fig. 10: n x  normal auf a n  bis 
auf brechende E b e n e ,  x b  bis h und dann wie oben. 

4. Zeichnnng centraler  S t r a h l e n g h g e .  W e n n  aiif eine brechende 
Kugelflache Strahlen unter unendlich kleinen Winkeln einfallen, so er- 
geben sich die Austrittsstralilrn uach unfierer Methode dadurch,  dass man 
die erforderliclie Vorzeiclinung in einem normal zur Axe unendliçh ver- 
grosserten Maassstabe entwirft, d .  h. a n  Stelle der Kreise die  Ordinaten 
ihrer Scbeitelpunkte treten Iasst. Die  unendlich kleinen Brechungswinkel 
crscheincn dann in endlichcr Grosse. Dieser Uebergang ist von Fig. 13 
nach Fig.  14  dargestellt. I n  Fig. 13 sind oberhalb der Axc die Wege  
zweier von p ausgcgangener, nnter  endlichen Winkeln auf die Flache K, 
deren Radius oc  = r kt,  eingefallenen Strahlen mittels der  Hilfskreise- 
K,, KI,, ùeren Itadien c s  = n . r ,  c l  = r/n, construirt, woraus der nach 
den Grogsen des Einfallswinkels p ,  v veriinderlich gelegene secundare 
Conjunct u p ,  u, hervorgeht. Unterhalb der  Axe (Fig.  13) gilt ein reci- 
probes Brecliiingsverhaltniss n'= i j n :  dsher  dieselben Hilfskreise i n  nm- 
gekehrter Redeutung und Henutzung. I n  ejnem Fa l le  ist hier der Con- 
junct u'. F ü r  unendlich kleine Einfallçwinkel geht diesc Figur  i n  Fig. 14 
mit analogcr Rezeichnung über. A n  Stelle der Kreise h', K., KI,, treten 
die nach den S ~ h e i t e l ~ u n k t e n  henannten Normalen O, S ,  T. Der alsdann 

ZU p conjugirt sich ergebende IJuukt  uo wird offenbar nnabhangig von 
der Elevativn des S t rah les  p n , ,  coincidirt also auch mit dem diesfalligen 
primaren Conjunct. 

Die Beziehung, in weIchcr unsere Constructionsrnethode zn anderen 
bereits hekannten dirser Art s teht ,  mag aus Fig. 15  ersehen werden. 

1. Fiir die Methode R e u s c h *  lassen sich S u n d  T b e n u t a e n ,  weil j a  

( r  f n r ) / ( ~  + r /n)  = n j l  ist. D e r  Einfallsstrahl schneidet T i n  g. Man eieht 
- - 

* Constructionen zur Lehre von den H a u p t  und Brennpunkten eines Linsen- 
w t e m s .  1870, 5 2 S. 3. 
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z u  a c  durch g eine Parallele bis h auf S und erhalt a h  als Austritts- 
strahl. 

II. F ü r  die Methode G a v  a r  r e t ' dienen die Ordinaten F, F' der 
Rrennpnnkte f ,  f '. Wird P vom Einfallsstrahl in  i geschnitten, so zieht 
man zn c i  durch a eine Parallele, welche der  Austrittsstrahl ist. Oder 
man zieht zum Einfallsstrahl durch c eine Parallele bis j auf F', wonacli 
n j  der Austrittsstrahl ist. 

III. F ü r  die  von F e r r a r i s r *  benutzte Methode macht man ,  wenn 
der Einfallsstrahl die Mittelpunktsordinato C i n  k schncidet,  anf letztcrer 
c l  = c/i/n, alsdann ist u 1 der Austrittsstrahl. O 

E s  lenchtet e in ,  dass a h ,  a j ,  a 2 mit dem nach unserer Methode ge- 
zeichneten Wege  a d coincidiren. 

Als Beispiel allgemeiner Anwendbarkeit dieser Methode folge die 
Bestimmnng der  Fnndamentalpnnkte einer Linse,  sowie die  eines Bild- 
ortes und  Bildgr6ssenverhZltnisses bei derselben. Sind (Fig. 16) O,, O, die 
Scheitelpunkte, c l ,  c2 die Mittelpunkte der  Flachen einer Linse,  sind anch 
die  Ordinaten O,, O,, dann nach dem Brechnngsverhaltniss, wie bei 
Fig. 14,  SI, Tl fur die ers te ,  S,, T, für  die zweite Flache construirt, und 
schneidet ein axenparallel zuerst anf  0, in a', einfallender Strahl die SI 
i n  b', , so zieht man c, D', bis d', auf Tl, a', d', bis a', auf 0, und bis 
be2 auf S, ,  c,br, bis d', anf Ta,  d', a'2 bis f '  auf der  Axe und  bis g' auf 
dem Einfallsstrahl, zur  Axe normal durch g' bis h' auf der  Axe. Als- 
dann ist f' der zweite Brennpunkt ,  h' der  zweite Hauptpunkt  der Linse. 
Geht man von einem axenparallcl in entgegengesetzter Richtung zuerst 
auf O, einfallenden Strahle aus ,  80  ergiebt sich analog f als erster Brenn- 
pnnkt ,  h als erster Hauptpunkt. 

Um den Ort  des Bildes eines Objecta, das  in  einer zur  Axe senk- 
rechten Ebene l iegt ,  sowie das Gr6ssenverhaltniss beider unabbangig von 
der  Kenntniss der Fundamentalpunkte zu finden, nimmt man,  wenn die 
Objectebene von der  Axe i n  p geschnitten wird,  einen belicbigen von p 
ans i n  (al) auf 0, einfallenden Strahl und  orhalt nach ohigem Verfahreu 
die  P u n k t e  (6,) , (dl),  (a,) ,  (b,), (d , ) ,  q ,  wonach p das Bild von p ist. [Be- 
hnfs grosserer Deiitlichkeit durch Ersparniss von Linien in  Fig.  16 ist 
der Einfdlsstrahl so gefübrt,  dass (hl) mit hll, (dl).mit d' ,  coincidirt.] 
Schneidet sodann der  zur  Construction des zweiten Brennpunktes be- 
nntzte Einfallsstrahl a; b', (anstatt  welches auch ein belicbiger anderer, 
nnr  nicht ein durch p gehcndcr Strahl genommen werden dürfte) die 
Objectebene i n  p', der  zn  a; h', conjngirte (hier durch f' gehende) Aus- 

* Constructionen etc. 5 6 S. 8. 
** Die lhndamentaleigenschaften der dioptrischen Instrumente. Uebersetzt 

von F. Lippich.  1879, Art. 4 S. 5.  
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Von F. KESBLER. 73 
.M_.,V<I-.- I.W--ll----_-I----.̂ YM- 

trittsstrahl d',a', die Bildebeno in q', so ist q' das Bild von p', mithin 
q q'lPpt das verlangte Rildgrossenverh~ltniss. 

Um lediglich die Hauptpunkte einar Linse zu bestimmen, ist als 
Beispiel in Fig. 17 eina convex-concave dicke Linse mit analoger Be- 
zeichnung gewahlt .  Mao zieht durch rl eine heliebige Gerade bis b, auf 
S, und bis dl auf  Tl, parallel hierzu durch c, bis b, auf S, und bis d ,  
auf T,, ferncr dlb4 bis ai anf 0, und bis az auf O,, a ,b ,  bis hl auf der 
Axe, desgleichen a, dz bis h, . Alsdann riind, wie leicht zo beweisen, h l ,  hy 
die Hauptpnnkte der Linse. Die  Geraden b, d , ,  b ,d ,  schneiden sich ühri- 
gens in dem optischen Mittelpunkte nt der  Linse. 

W i e s b a d e n ,  Scptember 1883. 

B e r i c h t i g u n g e n .  

fieite 2 Zeile 13: u, a, s ta t t  ~l, a,. 

,, 4 ,, 1: im Nenner der Cleichung 9) (;% - 1 ) d  statt (;% - d). 

,, 8 ,, 24: im Nemer  der Gleichung 30) &, s h t t  Ü, a. 
,, 9 ,, 21: Ahr- 957 s t a t t  Ah = 9;. 

,, 9 ,, 22: Ab;  - 3 0 5  statt Abr= 30&. 
" " "  

,, 1 0  ,, 26: o,e,/ m. c,u, stak  o,e,/ 6. c,;. 

, 17 ,, 6: 5 11 s t n t t  5 10. 

,, 1 7  ,, 26: fh statt fh und hrf' stat t  hf'.  

,, 20 ,, 28: li' s t a t t  sr. 
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Ueber Lange und Vergrosserung, Helligkeit und 
Gesichtsfeld des Kepler-, Ramsden- und Campani- 

Fernrohrs. 

Von 

Di. C. BOHN 
in Aachzffenburg. 

C. G e s i c h t s f e l d .  

Die nach E u l  e r ' s  Vorgang allgemein übliche Beschrankung des 
Gesiçhtsfeldes auf solche P u n k t e ,  von denen noch der H a u p  t s t r a h l ,  
d. h. der durch den optiechen Mittelpunkt des Objectivs gegangene Strahl 
ins Auge gelangt ,  werde auch hier beibehalteu. 

F ü r  die mit Sammellinseu-Ociilar versehenen Ferxirohre lasst sich 
bekanntliçh eiu P u n k t ,  der sogenannte A u g e  u p u n k t ,  auf der optischen 
Axe angeben ,  durch welchen a l l e  vom optischen Mittelpunkte des Ob- 
jectiva gekommene und ans dem Augenglase tretende Strahlen tiin- 
durchgehen. E s  ist dae der P u n k t ,  in welchem das reelle Bild des 
optischen Mittelpunktas des Objectiva durch das Ocular (einfaches oder 
zusammengesetztes) entmorfen wird. Dieser Augenpunkt  liegt um etwas 
mehr als die aquivalente Brennweite des Oculars hinter dern optischen 
Mittelpunkte der  a n  ihre riçhtige Stelle gedaçliten, dern Oçularlinsen- 
system aquivalenten Linse. Die g e n  a u e Berechnung des Abstands de8 
Augenpunktes vom Augenglase ist urnstandlich, derselbe tritt als \Viirzel 
einer qnadratischen Glcichung aiif,  - die sweite Wnrzel  ist negativ und 
bat keine physikalische Bedeutiing. Fiir den besondarn Fal l  unendlicher 
Gegenstands- n n d  unendlicher Sehweite berechnet sich eiufach der Ab- 
s tand des Augenpnnktes vom Ocular gleich 

E s  k t  nicht nothig, das  Auge so weit liinter das Augenglas zu entfer- 
n e n ,  um das ganze Gesichtsfeld auf einrnal s u  übersehen. I lenn die 
Pnpille ha t  oine g e w i ~ s c  Ocffnnng jmittlerer Durchmesser 5 mm) und man 
k a n n ,  ohne Einbusse am Gesichtsfelde zu erleiden, das Auge daher 60 
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weit vorrücken, bis die Pupillenoffnung gleich ist dem Querschnitte des 
aus dem Augenglase des Oculars t r e t ~ n d e n ,  vom optisçhen Mittelpunkte 
 de^ Objectivs lierkomrnenden und naçli der11 , .AugenpunkteLL couvergireii- 
de,n Stratilenbiindels. Hierauf beschrankt sich bei Fernrohren mit Sam- 
mallinfien-Ocular der  Einfluss der Pupillenweite auf das Gcsichtsfeld, 
wahrend bei G a l i l e i ' s c h r m  Fernrohre (mit zerstreiiendem Ocular) dio 
Grosse des Gesichtsfeldes wesentlich von der Orffnung der Pupille be- 
dingt wird. a 

Kepler - Fernrohr. 

Das Gesiclitsfeld des K e p 1 e r  - F e r n r o h r ~  ist ein Kegel , dessen Spitze 
der optisclie M i t t e l ~ u n k t  des Objectivs, dessen Grundflaclie der nicht 
abgeblendete Theil des Augenglases ist. Dezeicbnet 9 den halben OeiT- 
nungswinkel dieses Kegels oder Gesichtsfeldes, so findet man für  das 
K e p l e r - F e r n r o h r :  

S 
43) @(PK 

wenn wieder s den Oeffnungsdyrchmesse,r des Augenglases und  1 d ie  
Fernrohrlange liedeuten. Setzt man den Werth von 2~ nach Formel 3) 

G F 
ein, schreiht aber der Kürze halber B für - I so erhiilt man:  

G - F  

46) 
S 

f l J g > ~  =-. f + d - e  
2 Rf + (d -e ) (B+ f )  " 

woraus die Sonderfille: 

für unendlich fernen Gegenstand: 

für unendlich grosse Sehweite: 

für unendlich fernen Gegenstand und  Accomodation auf  parallele 
Strahlen :" 

* Siehe B ohn: Ueber das Gesichtsfeld des Galilei'schen Fernrohre~. Car  1's 
Repertorium lx, 97 (1873). 

** Nimmt man an, es sei die Ocular6ffnung allezeit derselbe Bruchtheil der 
Brennweite, so lasst sich die Tangente des lialben Ge~ichtsfeldes für den beson- 
dern Fall Ci = m und d = m in die Form bringen: 

(G=m und d = m ) .  
-+1 f 

Der haufig in den ~ehrbüchern vorkommende Satz , das Gesichtsfeld des Kep  1 e r - 
Fernrohrs sei verkehrt proportional der Vergrosfiermg, ist aiso aelbst bei Annalime 
der besonderen Uedingungen, die oben ausgesprochen sind, - nur eine massige 
Annaherung. 
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76 Ueher Lange u. Vergro~serung ,  Helligkeit il. Gesichtsfeld etc. 
--̂ -- Y X Y I - . , ~ . , ~ ~ - V V  

( G =  m u n d  d = a). 

E s  ist also allgemein das Gesichtsfeld (genaner die Tangente des 
halben Oeffnungswinkels desselben) des K e p  1 e r -  Fernrohrs 

1. proportional dern Oeffnuugsdurchrnesser des Oculars, 
2. verkehrt proportional der  Lange des Fernrohrs. 

Das hcisst, es wird 
3. mit zunehmender Rrennweite F des Ohjectivs k l e i n e r ,  
4. mit zunehmender Gegenstandsentfernung G g r o s s e r ,  
5. mit zunehmender Ocularbrennweite f k l  e i n e r ,  
6. mit zunehmender Sehweite d k l e i n e r .  

B e m e r k u n g .  D e r  Augenabstand e ist nicht mehr willkürlich, wenn 
daa gr6satm6gliche Gesichtsfeld überhlickt werden soll,  solidern mus6 die 
ohen angegebene Grenze sinhalten. 

Zahlenbeispiele f ü r  d a s  Gesichtsfeld d e s  Kepler-Fernrohrs .  

II. F = 4 0 c m ,  f = l c m ,  e = 0 , 5 c m ,  s = 0 , 4 f = 0 , 4 c m ,  
- d = ~ ,  G =m, cpx = 16'46"; 

Ramsden - Fernrohr ,  

Das Gesichtsfeld der  Fernrohre mit Collectivglas ist  ein Kegel,  des- 
sen Spitze der optische Mittelpunkt des Objectivs ist und  deesen Grund- 
flache der  w i  r k s a m e  Thei l  des  Collectivs i s t ,  d. 11. j ener  Thei l ,  durcli 
dessen Verengerung der Strahlenkegel,  welcher (ursprünglich vom opti- 
schen Mittelpunkte des Objectiva hcrkommend) schliesslich s u s  dem Augen- 
glase tritt  und nach dem ,,Angenpunkte" convergirt, verengt würde. 

D i e  für das  Gesichtsfeld nützlichen Oeffnungen von Collectiv und 
Augenglas hedingen einander derart,  dass das ganze aus dern Collectiv 
tretende Strahlenbündel,  welches vom optischen Mittelpunkte des Objec- 
tivs ausging und nun nach einem Punkte  auf der  Axe in der Entfernung 
x  hinter dem Collectiv convergirt, dass dieses ganze Strahlenhündel auch 
Durchgang im Augenglase finde. 1st  s der Oeffnungsdurchmesser des 
Bugenglases und  .Y, jener des fiir das Gesichtsfeld nützlichen Theils des 
Collectivs, so muas sein hei R a m s d e n -  Ocular: 

s : s 2 = x - g f : x .  

Die Grosse x is t  aber bestimmt dnrch: 
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Von Dr. C. BOHN. 77 
--- - - 

5 1 - 4 f  , = i f .  -- und x - $ [ = i f .  251+ 16f 
5 1 - 1 3 f  5 1 - 1 3 f '  

Dies benutzend, erhiilt man : 

und dio Verh%ltnisso der Oeffnnngsdurchmesser zu den Brennweiten der 
Linse verhalten sich : 

s 2 5 1 - 2 0 f  3.-= 
j f ' f  251+16f '  

Das heisst: die für das Gesichtsfeld nützliche Oeffnung des Cullectivs i%t 
ein k 1 e i n e r e r Brnclitheil der  Brennweite, als das heim Augenglase s tat t -  
hat. F ü r  gegebenes Augenglas dem Collectiv die für das  maximale GA- 
sichtsfeld erforderliche Oeffnung au  geben,  ist also hinsichtlicli der Aber- 
ration unbede.nklich. 

1st n u n  die Collectivoffnung von der geniigonden Grosse f, (oder 
darüber), so berechnet sich die Tangente des halben Oeffnungswinkels 
des Gesichtsfeldes irn R a m s  d e n  -Fernrolir:  

und nach Einsetzung des Werthes von la [nach Formel 5 ) ] ,  Ausdrücken 
von s, dureh s und einigen Zusamrnenziehungen komrnt: 

woraus die Sonderfalle: 

fur unendliche Gegenstandsweite: 

für unendliche Sehweite: 

S 
t g q ~  = - -  9 O  

2 5 0 R + 8 1 f  
( d  = m); 

für unendliçhe Gegenstandsweite uiid Accornodation auf parallele 
Strahlen : 

t g q ~  = 5 .  - 90 
2 5 O F + 8 1 f  

(G =m und a=&). 

Allgernein lassen sich für das Gesichtsfeld des R a m s  d e n  - Fernrobrs 
dieselben Schlüsso ziehen, die  unter  l ) ,  dnun 3) bis 6) für des Gesichts- 
feld des K e p  1 e r  - Fcrnrohrs  bereits aufgestellt wnrden. 
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78 Ueber Lange u. Vergitisserung, Helligkeit u. Gesichtsfeld etc. 

Zahlenbeispiele für das Gesichtsfeld des Ramsden-Fernrohrs .  

II.  F = 4 0 c m ,  f = l  cm, e = 0 , 5 c m ,  s = O 1 4 f = 0 , 4 c i n ,  
d = ~ ,  G = w ;  (p f i=2gt47";  

G=lOOOm 1 0 0 m  2 0 m  
d = S O c m  1 

1 cpri = 29'46" 29 '40"  29' 19". 

F ü r  Ausrechniing dieser Beispiele mar, da  schon früher die Fern- 
rcJiilangen berectinet waren (S. 30),  eine andere I h r m e l  bequem, die 
aucli selbststandig Iut,eresse geriug bietet, um hier  riiitgetheilt zu werden. 
Namlich: 

49) 

Die Vergleichung der Zahlen in d ~ n  Bei~pie len  für R a m s d e n -  
Fernroliie und für K e p  l e r  - Fernrohre mit gleichem Objectiv, Gegen- 
stands - und Sehweite und gleichen Brennweiten des Augenglases lehrt 
sclii)nl dass dxs Gesiclitsfeld deti H a m  s d e n  - fast doppelt so gross ist, 
RIS jenes des K e p l e r  - Fernrohrs. Die allgemeine Vergleichung liefert: 

im Besondern für iinendliclie Gegenstandsweite und Accomodation auf 
parallele S trahlen : 

Will man das Gesiclitsfeld g l e i c h  s t a r k  v e r g r o s s e r n d e r  R a m s -  
d e n  - und K e p 1 er  - Fernrohre bei gleichem Objectiv u. s. W. vergleichen, 
so muss man die Brennweite des Augenglases am R a m s d e u - O c n l a r  

10 f ( d - e )  
grosser maclien, uiirnlicli nach 11) gleich ------. Dadurch wird 

9 ( d - e ) + 4 f  
das Gesiclitsfeld des R a m s d e n  - Fernrobrs ein wenig kleiner, namlich: 

ein Ausdruck, der etwas pinfacher is t ,  als der früher [48)1 gegebene, in 
welchem die Brennweite des Augenglascs durch ein einfaches Zeichen ( f )  
dargestellt ist. 

F u r  uneridliçhe Gegenstands- und  Setiweite folgt: 

( G = w  und d = m ) ,  
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wie man leichter durch unmittelbarc Benutzung der E'ormeln 1 4 )  und des 
brtrrffenden Sonderfallr; von 48) finden kann. 

Schliesslicli ergiebt sich: 

Dar; gleich stark vergr6ssernde R a m s d e n  -Fernrolir liat also bei 
gleichem A b s o l u t w  e r t h e  der  Augenglasoffniing (s) ein annalirxrnd + 
mal so grosses Gesiclitsfeld, als das K e p l e r  -Fernrohr ,  glciclirs Objectiv 
11. S. W. vorausgesetzt. D a  das Augenglas d ~ s  gleich stark vergi.6ssrrndrn 
R a m s d e n  -0cu la rs  eine grtissere Brennweite als das K e  p 1r i; Aiigenglas 
h a t ,  so wird, wenn man beiden Augenglasern gleiche r r 1 a t i v e Oeff- 
nungen (im Verhiiltniss zu ihren nrennweiten) giebt,  das  Gesiclitsfeld des 
R a m s d e n  - Fernrohrs nocli etwas grosser. Und  zwar wird a n  n iih e r n  d 
( g e n ~ u  hei G = oo und d = cm) bei gleicher relativer Oeffnung der Werth 
drs Augenglases am R a m  s d e n  - Ocular y mal jctnem des K e p 1 e r - Ocu- 
lars, demnach b e i  g l e i c h e r  r e l a t i v e r  O e f f n u n g  d e r  A u g e n g l i i s e r ,  
d a s  G e s i c l i t s f e l d  d e s  g l e i c h  s t a r k  v e r g r o s s e r n d e n  R . a m s d e n -  
F e r n r o h r s  nicht annahernd a ,  uondern a n n a h e r n d  z w e i m a l  s o  
g r o s s ,  a l e  j e n e s  d e s  K e p l e , r - F e r n r o h r s .  Genau:  

fg<pa,- - 10F+10f 

G ~ V K ,  5 F + 9 f  
(G=w und d = m )  

(der untere Strich am Index  sol1 andeuten gleiche Vergriisserung der 
Fernrohre und gleiche r e l a t i v e  Oeffnung der  Augenglsser). 

Campani - Fernrohr. 

Die einleitenden Worte  zur Untersuchung des Gesiclitsfeldcs des 
R a m s d e n  - Oculars waren hier zu wiederholen. 

Damit die gauze OeIïnung Cs) des Augenglases fiir das Gecichtsfeld 
des C a m p a n i - F e r n r o h r s  uutzbar werde,  muss der Uurclimeus(.r s, der 
Collectivtiffuuug der Bedingung genügen : 

wenn x bedeutet die Entfernung des Punktes  (auf der optisclien Axe), 
nacli welchem die ursprünglich vom optischen Mittelpunkte des O h j ~ c t i v ~  
herkommenden Strahlen nach der Brechung im Collectiv (Brennweite 3 f )  
canvergiren. Zur  Bestimmung von x dient :  

1 1 1 -- - + --- - 
z 1-2f 3 f '  

woraus: 
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80 Ueber Lange u. Vergrosserung, Helligkeit n. Gesichtsfeld etc. 
Ir ^ ̂ - l _ l _ _ X ^ _ _ - _ _ _ ^ - X _ _ _ X V ~ ~ ~  

Dies benntzend , ~ r h a l t  man: 

nnd die Verhaltnisse der  Oeffnungsdurchmesser zu den Brennweiten der 
Linsen verhalten sich : 

s 1 - 2 f  3.-=- 
3 f ' f  1 + 4 f '  

das heisst : das Collectiv braucht nur  eine r e 1 a t i v g e r i n g e r e Oeffnnng 
z u  haben,  al8 das Angenglas des C a m p  a n  i -  Oculars, nm das Gesichts- 
feld des C a m p a n i - F e r n r o h r s  zu dem von der  Augenglasoffnung ab- 
hangenden Maximum anwachsen eu lassen. Die Vorbedingnng für dieses 
ist also leikht erfüllbar. 

1st nun die Collectiv6ffnung von der  genügenden Grosse s, (oder dar- 
über), so berechnet sich die Tangente des halben Oeffuungswinkels des 
Gesichtsfeldes im C a m  p a n i  - Fernrohr:  

und nach Einsetzung des Werthes von lc (nach Formel 8), Ausdrücken 
von se durch s u n d  einigen Znsammenziehungen kommt 

54) 
s 3 [ f + 2 ( c i - e ) ]  

t g ( p , = - .  
2 ~ f + ( d - e ) ( 2 ~ + 9 f I '  

woraus die Sonderfalle: 

für unendlich ferne Gegenstandsweite : 

für nnendliche Sehweite : 

für uiiendliche Gegenstandsweite und Accomodation auf parallcle 
Strahlen : 

S 
tgcpc = -. 6 

2 2 F + 9 /  
(G=w u n d  d=m).  

Allgemein lassen sich fur das Gesichtsfeld des C a m  p ani-Fernrohrs  
dieselben S c h l ü s ~ e  ziehen, die unter l ) ,  dann 3) bis 6) für dae Gesichts- 
feld des K e p l e r - F e r n r o h r s  (S. 76) und für jeues des F i a m a d e n - F e r n -  
rolirs (S. 77) bereits aufgelitellt wurden. 

Zahlenbeispiele für d a s  Gesichtsfeld des  Campani-Fenirohrs .  
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TI. F = 4 0 c m ,  f = l c m ,  e = 0 , 5 c m ,  s = 0 , 4 f = 0 , 4 c m ,  
d = m ,  G = w ;  < p c = 4 ( j ' 2 l W ;  

Für Ausrechnung dieser Beispiele war, d a  schon frühor die Fernrolir- 
Iangen berechnet waren (S. 33) ,  bequemer die Formel: 

Obige %alilen lehren,  dass das  Gesichtsfeld des C a m p x n i - F e r n r o h r s  
sehr erlieblich griisser, 81s das des K e p l e r -  und  auch recht merklich 
grosser als das des R a  m s d e n  - Fernrolirs ist ,  welche gleiches Ohjectiv 
und gleiche Brennweite des Augenglases haben, - gleiche Sehweite 
u. s. W. vorausgesetzt. 

l l i e  allgerrieine Vergleichiirig liefert: 

E'ür den Sonderfall unendlicher Gegenstandswcite und Accomodation auf 
parallele Stralilen folgt : 

4 9 c  6 , - F + f  

19 ' P K  2 F + 9 f  (G = CD und  d = cc). 

Dcm grossern Gesichtsfelde des C a m p  a n i -  Fernrohrs steht eine ge- 
ringere Vergrosseriing gegeniiher. Wil l  man das Gesichtsfeld g l  e i  c h 
s t a r k  v e r g r o s s e r n d e r  C a m p a n i -  nnd K e p l e r - F e r n r o h r e  verglei- 
clien, so muss man (gleiches Objectiv u. S. W. vorausgesetzt) i n  dem Aus- 

2f(d-e) drucko für t gyc  [54)] statt  f ,  gemass Formel 12), setzen --- 
3 ( d - e ) + i f  

und findet dann : 

woraus für  den besondern Fa11 unencllicher Gegenstands- und  Sehweite: 

s 3 
tgcpe= - . --- ( G = w  und d = a ) ,  

2 F + 3 f  

wie leichter diirch -unmittelbare Verwendung der Ausdriicke 15) nnd  des 
Sonderfalls zu 54) hatte abgeleitct werden konntm. 

Leitscliriit f. Mathematik ii. Phyoik X X T g ,  2 .  6 
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- - - 

Die  Vergleicbung liefert nun  : 

u n d  

60) "=+. 5 B f + ( d - e ) ( 5 B + 9 f )  
9 R' ~ / + ( d - e ) ( ~ + s l ) '  

in  dem besondern Fal le  iinendlicher Gegenstands- und Sehweite: 

Das  Gesichtsfeld des gleicl~ stark vergrosseriiden C a m p  a n  i - Fern- 
rohrs ist also gr6sser als das des R a m s d e n  - Fernrobrs  (gleiches Objectiv 
n. s. W. voraiisgesetzt), w e n n  d i e  A b s o l u t w e r t h e  d e r  A u g e n g l a s -  
o f f n u n g e n  g l e i c h  s i n d .  D a  aber das Augcnglas des R a m s d e n -  
Ocnlars eine grossere Brennweite ba t ,  als das  des gleich stark vcrgrns- 
sernden C a m  p a n  i - Oculars , so kann der Oeffnung~durchmesser, ohne 
schadliche Aberration hefürchten zu müssen, bei R a m  s d e n  - Ocular ab- 
solut genommen gr6sser als bei C a m  p a n i  - Ocular gewahlt und damit 
das  Gesichtsfeld des R a m s d e n  - Fernrohrs vergrossert werden. 

Nimmt man in dem gleich vergrossernden C a m p a n i  - und R a m s -  
d e n  - Fernrohr die Augenglas~f fnungsdurchmc~~cr  r e l  a t  i v g l  c i c h  (d. h .  
gleiche Bruchtheile der  Rrennweit,en), wiihlt sic also von den Verhalt- 
nissen, welche durch die Formeln 11) bis 13) angegeben s i n d ,  so fiodet 
man - d r r  Strich uuten am Index sol1 gleiche Vergrosuerung und gleiche 
relative Oeffnung der Augenglaser andeuten -: 

und im Sûnderfalle unendlicher Gegenstands- und  Sehweite, wie ein- 
facher aus dern besondern Fal le  xu 54) und  14) bis 16) abgeleitct wer- 

den k a n o  : 
QPc, - -- 

5 F + 9 f  
( G = m  und d = m ) .  

W R ,  5 ~ +  15 f  

Daher das Ergehniss : 
I I a s G e s i c h t s f e l d  e i n a s  C a m p a n i - F e r n r o h r s  i s t  nicht grnsser, 

sondern e t w a s  k l e i n e r  a l s  d a s  e i n e s  R a m s d e n - F e r n r o h r s  g l e i -  
c h e r  V e r g r t i s s e r i i n g  u n d  g l e i c h  g r o s s e r  r e l a t i v e r  O e f f n u n g  
d e s  A n g e n g l a s e s ,  gleiche Objective, Gegenstandsweite, Sebweitc und  

Augenabstand vorausgesetzt. 

Das Gesichtsfeld des C a m p  a n  i - Fernrohrs übertriff't immer noch sdir 
erbeblich das eines gleich stark vergr6sserndcn K e p l c r - F e r n r o h r ~  , bp i  

gleich grosser relativer Oeffnnng drs Aiigenglases, ferncr gleirhem Ob- 
j ~ c t i v  11. S. W. E s  ist n%rnlich 
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_ _ 1 ^ _ _ 5 _ - X I X _ _ I - ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ Y I X X Y ^ _ Y ~  

~ ~ C O C ,  - f ( c i - ) (  f )  ci- e 
62) - 6 .  - - - .  

G, N / . + ( d - e ) ( 8 + 3 f )  3 ( d - e ) + 2 f a  

und fiir den Sonderfall unendlicher Gegenstandsweite und Accomodation 
auf parallele Strahlen : 

tg <P c, -- F f f  - 2 .  - (G = CE und d =  m). 
LITE, F + 3 f  

1). Weitere Tergleicliung von Ramsden - und Canipani - Ocular. 
wird das vom Objectiv entworfene Bild als ganz vollkommen an-  

genommen, su ist die Leistung eines K e p l e r -  Fernrohrs  dennoch so u n -  
geniigend, dass wenigstens an neueren Instrumenten der  Geodasie das 
eintache Ocular nicht mebr angebracht wird. Es findet überhaupt n u r  
noch eine ausnahmsweise Verwendung, d a n n ,  wenn man mit der starkst- 
moglichen Vergroeserung Gegenstande hetrachten will ,  ohne messende 
Reobachtungen mit Fadenkreuz u. S. W. zu machen. D a s  schliessliAh ge-  
sehene Bild ist namlich mit den zwei, bei eiufacher Linse ungemindert 
verbleibenden Abweichungen behaftet. E s  liegt sehr nahe ,  s ta t t  e iner  
e i n f a c h e n  eine a c h r o m a t i s c h e  Linse zu wkhlen, die zugleich, d a  
über mindesteus drei Krümmungen zu verfiigen is t ,  fast ganu aplanatisch 
gemacht, jedenfalls so berechnet werden k a n n ,  dass die verbleihende 
Kugdabweichung keine praktieche Bedeutung mchr hat. Unerl%sslich ist, 
dic Reschrankung a u €  geringe Oeffnung der  Linse. Die Achromatisiriing 
wird erzielt durch Anfügung einer  Zerstreuungslinse (aus Flintglas),  wo- 

' durch die Brennweite. des  zusammengesetzten, nun  von der Farben-  
abweichung genügend befreitrn A u g ~ n g l a s e s  bedeutend grosser wird. 
Dadurcli wird daiiri die Vergrosserung des E'ernrohrs erheblich geringer. 
Will oder kann man niçht auf stgrkere Vergrosserung verzichten oder 
diese durch ein Objectiv grvssarer Brennweite erzwingen, so  müssen die  
Krümmungen der zusammengesetzten Ocularlinse weit starker gemacht 
wrrdeu, als des bei der  cinfachen ntithig ist ,  um die  für die Vergrosse- 
rung unent,behrlich knrae Rrennweite des Augenglases zn erzielen. D a -  
durch entsteht aber sofort die Nothwendigkeit, die  freien Flachen der  
Linse sehr stark zu verengen, wovon eine ungemeiue Verminderung des 
Gesichtsfeldes wieder die Folge iet. Beide Nachtheile, zwischen denen 
man die Wahl  ha t :  Abnahme der  Vergrtisseriing oder des Gesichtsfeldes, 
sind so bedeuteod , dass F r  a u  n ti O f e r  nach einigen wenigen Versuchen 
(an Mikroukopen wie an Fernrohren) es aufgegrben h a t ,  das K e p l e r -  
Ocular durch Achromatisiren zii verbessern , uud man allgemein durch 
Einfügung eines Collectivglases die schadlichen Wirkungen der  E'arhen- 
abweichung zn beklimpfen sucht. 

G 
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Welche Art  von Ocular mit Ctrllectiv erxielt nun in rlieser Hinsicht 
den  besten Erfolg? E i n e  kurze und allgemeine Antmort wird sicli hier- 
auf nicht geben lassen, d a  der  Erfolg bei ganz gleicher Gestalt und Stel- 
Iiing der Linsen betr~cl i t l ich von dem mittleru Brechungsexponenten und 
von dern Zerstreuungscoefficienten der arigewandteu Glasart atiliiirigt. Urnn 
die Oculare mit Collectiv haben das gemeinsam, dass die spharische Ah-  
weichung der  chromatischen entgegenwirkt und durch das Gegcnwirken 
beider ein besseres Bild gemonnen werden soll. D i c  Farbenabweicl~i in~ 
ist aber sehr verschicden, j e  nach dem Zerstreuungscoefficienten, und 
dic wegen der Kugelgrstalt  andert  etwas mit dem Brechiingsexponeiiten. 

Die ausfülirlichc Besprecliuiig beidcr Oculare liat eiii liervorragen- 
der praktischer Optiker, dessen Ausspriiche wegen seiner grosseu Er- 
falirung und seiner scliarfcn Ueohachtung vie1 Ansehen geniessem, ge- 
liefert in  ,, Das orthoskopischa Ocular etc.", von C. K e l  l n  e r ,  Braiin- 
schweig 1849. (Das in vieler Hinsicht vortreffliche Schriftchen ist im 
Buchhandel vergriffen und  selten geworden. Die naclist ansfülirliclie Er- 
ortcrung, die sich sehr  a n  K e l  l n e r ' s  Besprechung anlehnt ,  stelit in dem 
bekannteu Lelirbucbe von H u  ri g u s ,  ,, Uic geornetriwhen Instrumente 
der gesammten praktischen Geometrie, deren Theorie ,  Beschreibung und 
Gebranch", Hannover  1864.) 

Rei jeder Vergleichnng wird zun5chst betont , das C a m p  a n  i -  Ocular 
zeichne sich aus  durch grossere Helligkeit und grosseres Gesichtefeld. 
Das sind unbestreitbar wichtige Vortheile, aber sie sind erkauft dureli 
Verxicht auf starkere Vergrosserung. Nun liegt,  wenn es sich um die 
Wahl  eines Oculars handel t ,  die Frage wohl imnier ao, dass ein b e -  
s t i m m t e s  O b j  e c  t i v  gegeben ist (die Kosten des Objectivs betrageo 
selbst bei massig grosseu E'ernrohren ncun Zehntel,  bei grossen nocli 
rnehr, des Ge~ammtpreises  des Fernrohrs) iind eine h e s t i m m t e  Vpi- 
g r  O s s  e r u n g  verlangt wiril. Die Frage mnss deshalb so gestellt werden: 

, , W e l c h e s  O c u l a r  i s t  f ü r  d a s  B e o b a c h t u n g s f e r n r o h r  das 
v o r t h e i l h a f t e s t e ,  n m  i n  V e r b i n d u n g  m i t  g e g e b e n e m  O b j e c t i v  
e i n e  g e g e b e n e  V e r g r o s s e r u n g  z u  e r z i e l e n ? "  

Nun bat  die vorsteheride Untersuchung uachgewieseri, dass die Hel- 
ligkeit gleich stark vergrossernder C a m p  a n  i -  und R a m s d e n  -Fernrolire 
(bei gleichem Objcctiv II. S. W.) glcich ist,  dass des Gesichtsfeld dcs 
C a m p a n i - F e r n r o h r s  aber keineswegs grosser i s t ,  als das des gleich stark 
vergrossernden R a  m s d e n  - Fernrohrs ,  sondern urngekehrt sogar k l  e i n  e r ,  
wenn man in beiden Ocnlaren dem Augenglas gleiche r e l  a t i v e Oeffnung 
ertheilt, a190 die Abweichiiug wegen der Kugelgestalt iu gleichem Maasse 
duldet. W a s  also bisher üherall als der Hauptvorzug des C a m p a n i -  
Oculars ausgegeben wurde,  besteht in der  T h a t  gar niclit, aobald man 
die Vergleichung nn te r  sonst glcichen Umstanden vornimmt oder die 
Brage richtig stellt. 
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K e l l n e r  hebt,  um die Vorsüge des von ihm erfundenen orthosko- 
pischen Oculars zu zeigen, die Miingel der Doppeloclllare beider Classen 
hervor. Zuerst spricht e r  von dem k r u  m m e n  B i l d e  und der Ursacho 
der Krümmiing. E r  sag t :  

(S. 9 der genannten Schrift.) ,, Das Bild , welches von dem in Rede 
fitelienden Ocular ( C a m  k an i) dargestellt wird, tritt namlich nur  in der 
hlitte des Gesichtsfeldes klar hervor, und  j e  reiner man dasselbe haben 
will, mit einer desto kleineren Ausdehnung wird man sich begnügen 
miissen. Schiebt man die Ocularrohre um eine sehr geringe Grosse 
gegen das Ohjoctiv hin,  so erwoitert sich zwar der deutliche Kreis ;  es 
legt sich aber alsdann iiber den Mittelpunkt ein nebliger F leck ,  der in  
dem Maassstabe wachst, i n  welchem durch ferneres Hineinschieban des 
Oculareinsatzes der deutliche Kranz  sich erweitert, und so lauft das Bild 
bei anhaltendem Weiterscliieben i n  Gestalt einer ringftirmigen Welle dem 
Bande des Gesichtsfeldes m.'' 

Dann wird die Perspective des Bildes besprochen: 
(S. 11 unten.) , ,E in  sehr schwerwiegender Vorwurf, den man dieuem 

( C a m p a n i - )  Ocnlar ferner machen muss, ist die aus der spharischen 
Abweichung der einfallenden Lichtkegel entstandene Verzerrung des Ge- 
sehenen. ... Das Ocular vergrossert demnach gegen den Rand des Ge- 
sichtsfeldes hin s t k k e r ,  als in der Mitte desselben. Diese hassliche Eigen- 
tichaft . . ." 

Um einen recht klaren Begriff von der Grosse der Kugelahweichung 
zu erhalten, wird ein B e i s p i ~ l  durchgerechnet: 

, , E i n  schlagender Beweis für das eben Gesagte liegt auch schon 
darin, dass, wenn die ins Auge tretenden Centralstrahlen aus der E n t -  
fernung von 10 Zoll, der  Weite des deutlichen Sehens, divergiren, die 
Randstrahlen alsdann, ohiger Abweichung gemass, aus  dem Abstande 
von 22,6 Zoll herzukommen scheinen." 

(S. 13 iinten.) , ,Auch von der Farbenzerstrenung in der Axe ist 
dioscs Ocular .. . nicht frei. E s  gilt sogar die ganze anf die Zerstreu- 
ung der Farben beziigliche Einriclituug streng genommen nur für die 
aus der Mitte des Objectivs herkommenden Eauptstrahlen,  also nur  f ü r  
die Axen aller einfallenden Lichtkegel. . . . Zwar sind die anf solche Art  
übrig bleibenden Reste der Zerstreuung durch ihr regelloses Ineinander- 
wirken nicht im Stande ,  farbige Rauder  a n  den Kanten  der Objecte her- 
vorzurufen, tragen jedoch immer dazu bei,  die Deutlichkeit zu hinter- 
treiben und dem Bilde, anstatt  Scharfe und  Correctheit, eine gewisse 
Weichheit zu ertheilen." 

Schliesslich wird der blaue Rand  des Gesichtsfeldes erwahnt und  
erklart. 

Nun werden die Nachtheile des Doppeloculars qweiter Classe be- 
sprochen: 
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(S.  15.) , ,Dieses  von R a m s d e n  eingefiihrte u n d  spXter von F r a i i n -  
h o  f e r  bedeutend verbesserte Ocular bleibt im Allgemeinen an guten 
Eigenschaften n o  c h  w e i  t h i n  t e r  dem Doppelocular erster Classe z u -  
r ü c k ,  ha t  jedoch vor diesem den g r o s  s e n  Vorzng, dass sein Fadennetr 
nicht nur  i n  erhohter Ansdehnung rein gesehen wird,  sonderri auch der 
Ort  desselben weder von der grossern oder geringern Entfernung der Ob. 
j ec te ,  noch von der  Accomodation des Auges crheblich abhaugig ist ,  wel- 
cher Tugend  sich ersteres ( C a m  p a n i - )  Ocular keineswegs riilimen kann.'' 

D e r  letzte 'I'heil dieses Satzes, von , ,sondern" bis , .abhangig ist", 
stelit gortlich auch i n  H u n a u s ,  Geometrische Instruinente, S. 56, und 
bedarf eirier Bernerkung. 

Von der grossern oder geringern Entfernung der Gegenstande hangt 
der Ort  des Fadenkreuzes gana genau in gleicher Art bci R a m s d o n -  
wie bei C a m p a n i - O c u l a r  ab. Man erkennt  dafi einfachst,, wenn man 
die Fernrohrlange (bei deren Abanderiing die Fadenplat te  vr,rfichoben 
wird) lx und lo  [Formeln 5) und  5 ) ]  nach der  Gegenstandsweite diffe- 
rentiirt;  man findet dann:  

d G  d G  

Ueberhaupt ist die Ortsanderung des Fadenkreuzes,  welche durch 
Aenderung der Gegenstandswcito bcdingt wird,  nur  vom Objcctiv ah- 
hangig uud  d i e s e l b  e l  wie immer das Ocular beschaffen sein mag. 

Anlangend den Einfluss der Accomodation des Auges, so ist die 
Lage der Fadenplat te  gegen das Objrctiv ganz unabhangig (bei jeder 
Ar t  von Fernrohr)  von der Sehweite, niclit aber die Lage gegen das 
Augenglas u n d  das Collectiv. Es ist der Abstand des reellen Bildes 
(also auch der  Fadenplat te)  vom Collectiv des I i a m s  d e n - Oculars schoo 
früher gefunden worden (S. 29): 

8-4f 
g1= Af 2)+j9 

wenn man statt  d - e  einfach 6 achreibt. Um zu wissen, wie sich g, mit 

und findet, was auch durch Diffe- der  Sehweite ander t ,  bilde man - 
d d 

rentiirung der Fernrohrlange nüch der Sehweite gefunden wird: 

Beim C a m p  a n  i - Fernrohr  ist  die für andore Schweite erforderlichc Vcr- 
schiebung der Fadenplatto: 

E s  ist  alfio allerdings bei R a m s  d e n  - Fernrohr die gleicher Aenderung 
der  Sehweite entsprechende nothwendige Verscliiebung der Fadenplatte 
nnr  A m a l  so gross, ais die bei C a m p  a n  i -Fernrohr  mit gleicher Augen- 
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Von Dr.  C. H O E I N .  87 -~ - 
gia~brennweite erforderliche. Frag t  man nach dem Verhkiltnisse der glei- 
c h e ~  Aenderung der Sehweite cntsprechenden nothwendigen Verschie- 
bungen der Fadenplat te  in g l e i c h  s t a r k  v e r g r o s s e r n d e n  R a m s -  
d e n  - und C a m p  a n i -  Fernrohren , so erhalt man ein wesentlich anderes 
Ergehniss. Das C a m p  a n  i - Augenglas ist dann von erheblich kürzerer 

d le, 
Brennweite und - nimmt einen kleinern Wer th  a n ,  der  unter jene 

dl3 
d IR. 

von - ~i r ik t .  Bekanntlich ist das für gleiche Vergrosserung geforderte 
d 8  

Verlialtniss von fR , :  fcp veranderlich mit der  Sehweite. Nimmt man die 
Sebweite unendlich a n ,  so findet man: 

d ZR. d l c ,  . - -  1 0 6 + 3 f  " 
d S  ' d S  - 

in Anbetracht der Kleinheit von f gegen die Sehweite also entschieden 
grosser als 1, d. h. die Fadenplattenverschiebunf:, entspringend s u s  ge- 
anderter Accomodation, ist im R a  m s d e n  - Fernrohr  grosser als im C a m  - 
p a n i - F e r n r o h r  g l e i c h e r v e r g r o s s e r u n g .  Uebrigenswirdgewohnlich 
in C a m p  a n i -  Ocularen nicht da8 Fadenkreuz verschoben, bis seiue Stel- 
luug der besondern Sehweite passt,  sondern das  Augeuglas gegen das 
Fadenkreuz und gegen da8 Collectiv und  damit da8 zusamrnengesetzte 
Ocular vertichlechtert. 

K e l l n  e r fahrt in  der Vergleichung der zwei Oculare folgender- 
massen fort: 

(S. 15 a. a. O.) Die Mange1 des R a m s d e n  - Oculars sind der  IIaupt-  
hache nach dieselbeu wie die des C a m p  a n i -  Oculars, und  beruhen auch 
auf ganz ahnlichen Ursachen; , , s ie  treten indesyen vermoge der  vertinder- 
ten Construction hier i n  einer andein Mischung und  Starke hervoril ,  

,,Die Krürnmung des Bildes ist . . .  e t w a s  g e r i n g e r  ..." 
,, Die Verzerrung der  P e r ~ p e c t i v e  ist ehenfalls e r t r  a g l i  c her . "  
, ,Die Farbenzerstreuung ausserhalb der  Axe der Linsen ist aber auf  

der andern Seite nur  unvollstandig gehoben, daher  dieses ( R a m s d e n - )  
Ocular die Objecte gegen die Begrenzung des Gesichtsfeldes hin mit z i e m -  
l i c h  h e r v o r  t r e t e n  d e n farbigen Siiumen darstellt und folglich i n  dieser 
Hinsicht der vorigen Einrichtung ( C a m p  a n i )  b e d  e u t  e n  d n a c h s t e h t . "  

,,Bciderlei Abweichungen in der A x e ,  sowohl die spharische, als auch 
die chromatische, sind hinwiedcrum hier etwas v O 11 s t a n d  i g c r g e h  o h  e n ...&' 

, ,Der  blaue Rand des Gesichtsfeldes ist  f a s t  ebenso s ta rk ,  als bei  
der vorigen Einrichtung." 

(S. 16.) , ,E in  weiterer Nachtheil ist  noch der, dass der Or t  des  
Bildes allxu nahe an die erste Flache der Linse (des Collectivs) f i l l t ,  
wodurch der zufallig daraufliegende Staub in die  Vorstellung des Ge- 
sehenen sich storend einmischt; wenn man indessen stets reinlich zn W e r k e  
geht, so hat  dieser Umstand w e n i g  o d e r  g a r  n i c h t s  zn bedeuten." 
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I n  dieser Zusammenstellung K e l l n e r 7 s  ist Alles z u  Gunsten des 
Ma ni ri d e n  - Oculars, bis auf den farbigen E a n d  gegen die Grenzen, des 
Gesichtsfeldes, der eu Ungunsten von R a m s d e n  zahlt. Nun ist der- 
selbe a n  und fiir sich bei dem Beobachtungsferurohr nicht sehr ettirend, 
mehr ein Schonheitsfeliler, findet sich aber aucli bei C a m p  a n  i - Ocular, 
nur  weniger lebhaft,  d. h. die Farbe  ist weniger von Weiss verschieden, 
da die den einzelnen Spectralfarben entsprechenden Rander  , , so  regcllas 
ineinander rücken "; ist die Lebhaftigkeit der  Farbung  gtaririger, so ,,wird 
jedoch immer die Dciitlicbkeit hintertrieben und dem Bilde anstatt Scharfe 
und Correctheit eine gewisse Weichheit ertheilt". Ganz anders fallen 
die von der spharisclien Abweichuug herrührenden Mangel, die bei C a m -  
p a n i -  Ocular die sehr vie1 starkere Krümmung und Verzerrung des Bil- 
des bewirken, ins Gewicht. E s  sei daran er innert ,  dass iu den spha- 
rischen Zerstreuungskreisen die Lichtintensitiit gegen den Rand hin zu- 
nimmt , i n  der cliromatischen aber a b ,  und die gewohnlich augenommene 
ZulXssigkeitsgrenze für *sphiirische Abweichungskreise 1 Secunde,  fiir 
chromatische Abweichungskreise bis zu 5 Minuten Halbmesser betriigt. 

F ü r  das B e o b a c h t u n g ~ f e r n r o h r  kommt noch ein Umstand in 
Betracht ,  dessen K e l l  n e r  nicht gedenkt ,  der  aber in  manchen Lehr- 
büchern der Geodiisie und  in meinen schon einmal angefübrten ,,Ergeb- 
nissen physikalischer Forschung" (§ 644) besprochen wird. Tm Cam-  
y a n i -  Fernrohr sieht man das Fadenkreuz n o r  durch das Augenglas, also 
nicht m6glichst deotlich, da die zwei Abweichungen der benutzten e i n  en 
Linse ungemindert bleibeu. D e n  angezielten Gegenstand aber sieht man 
durch das g a n  z e Ocular und  die Stellung und Einrichtung des Oculars 
ist j a  B O  gewahlt,  die Aberrationen weniger storend zu machen. Gegen- 
stand und Fadenkreuz werden irn C a m p  a n  i -  Ferriruhr also niemals gleicb 
scharf und deutlich gesehen, sondern das virtuelle Bild des letzteren ist 
etwas m a n g e l h a f t e r  als das des Gegenstands. E s  ist sogar die Stellung, 
die man ,  um das ganze Ocular moglichst gu t  zu machen, dam Augen- 
glase giebt ,  namlich mit der convexen Seite dieser planconvexen Linse 
gegen das Fadenkreuz gewendet,  für die Fadenkreuzbetrachtung die un- 
günstigere,; das virtuelle Bild der P a d e n  würde weniger mangelliaft sein, 
wenn die ebene Seite der Linse gegen die F a d e n  gekehrt ware. 

Im B a m s  d e n  - Fernrohr  hingrgen werden das reelle (fehlerfreie) 
Bild des entfernten Gegenstandes und das Fadenkreuz durch da8 g a n z c  
Ocular betrachtet , das heisst durch e i  n u n  d d i e s  e 1 b e Linsenziisam- 
menetellung, welche die virtuellen Bilder des G ~ g e n s t a n d e s  und des 
Fadenkreuzes i n  g l  e i c b  e ni M a a  s s e ,  m6glichst vollkommen und thun- 
lichst befreit von den Aberratioueo entwirft. 

E s  wird zuweilen angegeben, das R a m s d e n  - 0 c u l a r  soi aiizuwenden 
bei Mikrometervorrichtung der Faden und  das C a m p a n i - O c u l a r  sci u n -  
brauchlar,  wenn die Faden  gegen einander verschohen werden sollen. 
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bas ist aber nicht richtig, man kann auch im C a m p a n i -  Ocular die 
mikrometrische Bewegung der F a d e n  anbringen. Nur ist das ctwas 
weniger bequem, weil die F a d e n  zwischen Augcnglas und Collectiv, also 
im Innern der Ocularrohre liegen müsson. 

I i u n  a u a  (Geometr. Instrum. S. 54) meint ,  das R a m s d e n -  Ocular 
sei nicht au gebrauchen, weiin man die stiirksten Vergrosserungen au- 
wendeu wolle, weil das reelle Bild zu nahe an die Vorderflache dea 
Collectivs rücke, uni die Aufstellnng der  Fadenplat te  zu gestatten. N u n  
Sind aber die starksten Vergrosserungen, 'wclcho bei geodatischen Fern-  
rohren anznwenden noch Sinn h a t ,  hochstens 60 fache. Man kann  sie 
erzwingen durch Vergroseerung der Objectivbrennweite, was allerdinga 
die Unbequemliclikcit der Verlangerung des Fernrohra mit sich bringt, 
oder durch Verminderung der A ~ g e n ~ l a s b r e n n w e i t e ,  waa erhebliche Ver- 
ringerung des Gesichtsfeldes nacli sich zieht. Mit Rücksicht auf Letz- 
teres wird man aelten R a m s d e n  - Oculare a n  geodiitischen Fornrohren 
finden, deren Angrnglas eine geringere Brannweite als 1 cm bat. 

d - e - 4 f  
Nachstehend berechne ich die Entfernung g, = g5 f .--- - 

2 ( d - e )  + f  
(S. 29) ,  das ist die Entfernung des Fadenkreuzas vom Collectiv f ü r  die 
E'alle der Sehweiteri 20 cm und uueudlich und die Augenglasbreunweiten 
1 cm, Q cm uud & cm: 

1 d - e =  19,s cm. 1 d - e = m .  
-- -- - - 

E O r l 8  cm 
f = 0,75 cm 1 y, = 0,112 cm g, = 0,135 cm 

g, = 0,0797 cm gi = 0,09 cm 

Es  bleiht also i n  den etwa noch vorkommendcn Fallen über 1 mm 
und selhst in dem extremen Fal le  von nur  $ c m  Brennweite des Augen- 
glases noch mehr als Q mm Ahstand, und  damit Gelegenheit, die Faden-  
platte var dam Collectiv anzubringen. 

Noch ein zu Guusten des R a m s d e n  - Ociilars sprechender Umstand 
ist erwiihnenewerth. Sieht der Beobachter daa E'adenkreuz nicht dentlich, 
ao hat  er nur das ganze,  zusammengesetzte Ocular gegen die Fadenplat te  
entsprechend e u  verschieben, um die  Anpassung a n  die besondere Seh- 
weite zn erzielen; das Ocular wird in seiner optischen Wirksamkeit - 
auf Verminderimg der  Abweichungen - nicht im Geringsten geandert, 
wahrend die für C a m p  a n  i - Ocular bestehende Uebung,  wie erwahnt, 
das Ocular verachlechtert. 

Das C a m p a n i - F e r n r o h r  hat vor dem gleich s tark vergrtisseruden 
R a m s  d e u  - Fernrolir (mit gleichem Objectiv u. a. W.) auch einen V o r -  
t h e  i l ,  es ist namlich kürz  e r ,  was für die Construction der  geodatischen 
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Werkzeuge erwünscht ist. Der  Langenunterschied ist iwForrnel 22) an- 
gegeben; sein Wertti ist B O  unbedentend - für unendliche Sehweite 
der  Aiigetiglasbrennweito des gleich stark vergr6sscrnden K e p  1 c r  - Fern- 
rnhrs -, wird in den praktischen FaIlen niir wenige hlillimeter betragen, 
dass h i e r d u r c h  die Vergleicbung n i c h t  nu Gunsten des C a m p a n i -  
Fernrohrs  gewrndet wird. 

Manche Schriftsteller, wie H u r i  g u s ,  empfehleti lebhaft das Barns-  
d e n  - Ociilar für Distanzmesser und überhaupt für die Fa l le ,  wo auch 
ausfierhalh der optischen Axe genau beobachtet werden 8011, hingegen das 
C a m p  a n i -  fiir Theodolithfernrohre und viele andere. Nachdem durch 
meine Untersuchung dargethan i s t ,  dass die oft angeführten Vorzüge des 
C a m  p a n  i - Oculars - grossere Helligkeit und  grosseres Gesichtsfeld - 
nur  vermei~itliche sind , niiuilich bei richtiger Vergleichung g l  e i c h  s t a r  k 
v o r g r 6 s  s e r n  d e r  Fernrohre gar nicht hestehen, sprichc gar kein ernst- 
hafter Grund für Anwendung von C a  m p a n  i -  Ocular, hingcgen Alles zur 
Empfehlung des R a m s d e n .  Oeiilars. Auch so die Ergebnisse meiner 
Untersuchung über den Einstellungsspielraum des Fernrohrs (Zeitschr. f. 
Math. u. Phys. X X V I I I ,  S. 129 -149). 

Liest man die bei den Schriftstellern vorkommenden Urtheile, so 
kann  man den Gedanken nicht unterdrücken, dass eine gewitise Vorein- 
genommenheit zu Gunsten dos C a m p  a n  i -  Oculars bestehcn müsse, denn 
wenn ich auch die nicht giltigen Vorziige hinsichtlich Helligkeit und 
Gesichtsfeld gelten l a ~ s e n  will, so kann ich, nach den von Anderen ge- 
maçhten Zusamrnenstellungen der  Eigenschaften beider Oculare, nicbt zu 
dem von J e u e n  gezogenen Schlusse kommen, sondern muss schon dar- 
nacb dern R a m  s d e n  - Ocular einen Vorzug einraumen. 

Ebendiese Begünstigung des C a m p  a n  i - Oculars zeigt sich in der 
Praxis. Ich habe uur  ein oder zwei Mal bei sehr vielen Beobachtungs- 
fernrohren , die ich schon benutzte ,  ein R a  m s d e n  - Ocular gefunden, 
sonst immer C a m p a n i - O c u l a r e .  Auf mein Ersuchen haben die Vor- 
s tande einiger grtisseren geod#tischen Sammlungen i n  Deutschland Ab.  
zahlungen der R a  m s d e n  - und der C a m p  a n  i - Oculare a n  den verscbie- 
denen Instrumenten der hetreffenden Sarnmlungen anstellen lasson, wofür 
ich jenen Herren zu Dank verpflichtet bin. Das Ergebniss ist ein ganz 
entschiedenes Ueberwiegen des C a m p  a n  i - Oculara. Verhaltnissrnassig 
am reichsten (oder am wenigsten arm) a n  R a m s d  en-Ocularen ist die 
geodatische Sammlung der Münchner polytechnischen Schule, das Ver- 
haltniss ist 29 R a m s d e n  auf 40 C a m p a n i .  

D e r  Hauptschluss, zn dem ich nach vorsteliender Untersuchung 
komme, ist der :  gar kein C a m p  a n i -  Oeular zu vorwenden, sondcrn immer 
da8 R a m s d e n - O c u l a r .  

A s c h a f f e n b u r g ,  15. Juli 1882. 
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Ueber spharische Vielecke, die einem Kreise 
eingeschrieben und einem andern Kreise um- 

geschrieben sind. 

Von 

Dr. STOIJ,, 
Gjmnaaiallehrer in Uen~heim. 

Für  ein rechtwirikliges C o o r d i n a t e n ~ ~ s t e m  ifit die Gleichung eines 
Kegels, dessen Spitze im Anfangspnnkte der  Coordinaten liegt,  dessen 
Axe mit der Axe der z zusammenfallt u n d  dessen Erzaugende mit der- 
selben'den constanten Winkel  r bilden: 

1) z2 = (x2 + y 2  + z2 )  L ' O S ~ T ,  

eine Gleichung, die man vermittelst Einführung des veranderlichen Para -  
meters q durch folgende zwei ersetzen kann:  

1 4 x = z t  y r coscp, y = z tgrsincp. 
Dalier ist die Gleichung einer Ebene ,  welche durch diejenigen Erzeugeu- 
deu p h t ,  deuen die Paraxneter g>, uud tp2 angehoreu:  

5 Y 
Igrcoscp, tgrsincp, 1 = O ,  
Igrcascp2 tgrsincp2 1 

oder entwickelt : 
= l 

2) x cos$ (9, + ,,) + y ,in+(cp1+ cpz) = 2 19' "0" ((<pi- Y,). 
Die Gleicbnng eines zweiten Kegds ,  der mit dem ersten die  Spitze 

gemeinschaftlich h a t ,  dessen Axe mit der  z - Axe den  Winkel 6 ,  mit der  
x -Axe  den Wirikel 90'-6 und mit der  y - A x e  den Winkel  90° maçht, 
dessen Erzeugende endlich gegen seine Axe nm den constanten Winkel  
p geneigt s ind,  ist folgende: 

3) (x sin 6 + z c 0 s 6 ) ~  = (x2  +y2 + z2) cos2p. 

Die beiden Kegel 1) und 3) erzeugen auf einer Kugeloberfiache, 
deren Mittelpunkt in  den Anfangspunkt der Coordinaten fallt ,  zwei kleine 
Kreise von den sphiirischen Radien r und  e ,  deren Mittelpuukte um den  
Bogen 6 von einander entfernt s ind ,  und  die Ebene  2) schneidet diese 
Kngeloberflache in einem Bogen eines grossten Kreises, der  eine Sehne  
des kleinen Kreises mit dern Radius r ist;  dabei ist zn  bemerken dam 
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!! 2 Ueber spharischc Vielecke ctc. 

Um dieser Gleicl~ung eine fiir unsern Zweck mehr dienliche Form zu 
geben,  ersetzen wir xuu%chst die Cosinusse der  halben Winkelsummen 
und Winkeldifl'erenzen durch ihre ausgeführten Werthe und erhalten so: 

[(lg r cos 6 + sin 6 )  sin 4 cp,  sin y2 + (19 r cos 6 - sin B )  cos 4 [pl cos 4 9 2 ] z  

= [1+ tg2r cos 4 pz + sin* q, s i ~ i h ~ , ) ~ ]  s in2p,  

die Parameter ql und 9, die beiden Wirikel hedeut,en, welclie die uacli 
den Endpunkten dieser Sehne gerichteten Hadien des Kreises r mit dem 
Verbindungsbogen der Mittelpunkte der  Kreise r und q (der C e n t r a l e )  
machcn. Sol1 nun  diese Sehne den kleinen Kreis mit dem Radius p 
beriihren oder, was dasselhe is t ,  die Ebene  2) eine Tangentialebcne deb 
Kegels 3) sein,  so findet dafür folgende Bedingungsgleichung statt:  

ader  nach Ansfiihrung der  angezeigten Opcrationen u n d  neuer Anordnuiig 
der  Glieder: 

[ ( [ g r  cos 6 + sin 8)2 - tg2 r sin2 pl  sin2 & cgl sine 4 cp,  
.+ [(tg r cos B - sin d)2 - tg2 r sin2 cos2 4 (p l  cos2 + q2 
+ 2 [(tg2 r cos2 B  - sin2 8 )  - tg2r sin2 ,] sin 4 rp1 sin 4 q, cos + 9, cos 4 q, = siri", 

Drückt man endlich die Sinusse und Cosinusse der halben Winkel  durch 
ihre  Tangenten auu, so nirnmt die Bedingungsgleiçhung scliliestilich die 
Form a n :  

[sine (r  + 8 )  - sin2r sin2 pl  ig2 h rpi 1g2 q2 
+ 2 [sin ( r +  6 ) s i n ( r -  8 )  - sin2r sin2,] ig&cgl tg+cp2 + s in2(r-  8 )  - sitr2r sén2p 
= ( 1  + tg" q 1 )  ( 1  + tg" a,,) sin2 p cos2r, 

cos2 p - sin2 6 O - sin S cos S cos8 ( ' P I  + 92) 

0 cos2@ 0 sin h (ml + 9 2 )  

- sin 8 cos 6 O cosZe - cos2d - tgr  C O S  a (q,  - q,) 
C O S  3 (9 ,  + q2) sin ( 'P I  + 'PZ)  - tg' ' 0 s ;  ( ' P I  - ' P Z )  O 

oder, wenn man nach vorgenomme.ner Reduction der Abkürzung lialber 
statt lg$cpl nnd t g+q2  t ,  und t, schreibt und di8 Grossen 

= 

sin2 ( r  + 6 )  - sin2 p 

l - 
sin2 p cos2 r - Cl, 

sin2 ( r  - 8)  - sin2 p 
< = b ,  
1 sin" cos2?- 

oder  entwickelt: 

sin ( r  + 8 )  sin ( r  - 8 )  - sinzp sinZr 
= c  

sin2 p cos2 r 
setzt : 

5) a tla tZ2 + b + c tl tz = 1," +1,2. 
Legt  man daher von irgend einem P u n k t e  der  Kreisperipherie r,  

dessen Parameter pl i s t ,  a n  den Kreis p eine spharische Tangente,  sa 
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erlijilt man den Parameter des zweiten Sclinittpunktes derselben mit dem 
Kreise r durch die Gleichung 5); legt man ferner von dem Purikte q, 

in derselben Riclitung, in  welcher rpl und q2 gemesseu s ind,  eine zweite 
spliiirische Tangente an den Kreis e l  so erhalt man den Parameter C J J ~  

ilires auf dem Kreise r gelegenen Endpunktes durch die Shnlich gebildete 
Gleichnrig : 

n1 ,21JP+b+Ct21g= t22+132 .  

Wenn man so fortfabrt und immer vom Endpunkte der letzten T a n -  
gente an den Kreis Q eine iicue Tangente legt ,  so hekommt man eine 
Rcihe solcher Gleichungen zur Bestimmung der aufeinander folgenden 
Parameter, so dass endlicli der  Parameter des Endpnnktes  der n'en T a n -  
gente dnrch die Gleichung 

a1RtA+1+h + c L t n + l = G + c - + ~  
gefiinden wird. Wenn der Endpunkt  der n'en Tangente niit dern An- 
fangspiinkte der ersten zusammenfallt, so liat man ein g e s c h l o s s e n  e s  
Vieleck von n Seiteu;  die Bedingung clafür, dass dies stattfindet, ist 
y.+! = 360°+  rp,, und infolge dessen gilt dann für die letzte Seite des 
Vielecks die Gleicliung: 

n ln2 t12 + b + c t , t ,  = tn2 + fi2. 

Wir wolleo nun den Aufarigspunkt der ersten Tangente auf der 
Kreisperipherie r um einen uneudlich kleinen Bogen d 9 ,  i n  der Miçli- 
tung, in det  die cp gezalilt sind, verschieben, dann verschiebt sich itir 
Endpunkt urn den unendlich kleinen Bogcn d y 2 ,  der Endpunkt  der zwei- 
ten Tangente um drp, etc., der der  nien um drp,+l. Alle aiese Incrcmeute 
haben dasselbe Zeichen, weil mit dem Wachsthum v o n  cp, alle ührigen 
cp wachsen. Um das gegenseitige Verhkltniss derselben kennen zu ler- 
nen, differentiire man die Gleichung 5) nach ql und  CJJ,, wodurch man 
whalt : 

[2tl (ni2' - 1) + ct2](1 + 4') (ICP, + [2 t, (ailz- 1) + cf,] (1 + 1:) (Ivz = 0. 
Durcli Buflosung der Gleichung 5) nach tl findet man aber:  

2 1 , ( ~ t , ~ - 1 ) + ~ 1 , = +  J 4 0 t 2 4 + ( c 2 - 4 , t 1 > - 4 ) 1 2 2 + 4 / ~ ,  

u n d  durch Auflosung nach t z :  

2 t , ( r r t , e - 1 ) + c t , = + / 4 a t 1 4 + ( ~ 2 - 4 ~ b - 4 ) t l P + 4 b j  
dahar ist : 

-- 

J4n=(c2-406  - 4 ) i z a + 4 6  J 4 a t I 4 +  (19-406-4) t ,Z+40 
1 + t Z 2  

d v ,  = 
1 + 4" d ~ , ,  

wo die Zeichen r e c h t ~  und links positiv genarnmen wurden,  weil, wie 
oben bemerkt, die Incremente d q l  und drp, dassalbe Zeichen haben 
miissen. Wenn man die  Coefficienten vou  d q ,  und  d q z  kurzweg mit f 
und f ,  bezeichnet, so liat die letzte Gleichung die Gestal t :  
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für das  Verhiiltniss von drp, und drps findet man ebenso : f3 dcp2 = f ,  dq,, 
für das  von drp,  und drp,: f4 d y 3 =  f3 d q 4  etc; endlich für das von d p ,  

und  d 9 . +  1 : f n + 1  drp, = f ,  drp,+i .  Die Multiplication aller dieser Gleicli- 
nngen ergiebt: 

f n t l  d ~ l  =fl d 9 n + i ;  

nun ist nher, im Fal le  das urspriingliche Vieleck g~sch lossen  wnr, fnti 

= fl ,  daher ist dann auch d q ,  = d ~ , + ~ ,  d. h. der Endpunkt  der letsten 
Tangente  fallt auch jetzt wieder mit dem Anfangspunkte der ersten su- 
sammen und man hat  ein neues ,  wiederiim geschlosseues Vieleck, das 
dem Kreise r e i n -  und dem Kreise Q umgeschrieben ist. Indem man 
den  Anfangspiinkt der erfiten Tangente stetig irnmer weiter iu derselben 
Richtung auf der  Kreisprripharic r fortrücken l a s ~ t ,  werdcn bci jeder 
auch e n  d l i  c h  e n  Verrücknng d i e ~ e u  Anfangspunktes immer nriie gr- 
schlossene Vielecke entstehen, so dass man den Satz aussprechen kann: 

A.  D r e h t  m a n  e i n  s p h a r i s c h e s  n - E c k ,  d a s  e i n e r n  R u g e l -  
k r e i s e  I- e i n g e s c h r i e b - e n  u n d  e i n e m  a n d e r n  E u g c l k r e i s e  
fi u m g e s ç h r i e h e n  i s t ,  s o ,  d a s s  s e i n e  n E c k p u n k t e  i m m e r  
a u f  d e r  P e r i p h e r i e  d e s  e r s t e n  K r e i s e s  f o r t r ü c k e n ,  s e i n e  
n - l  e r s t e n  S e i t c n  a b e r  d e n  z w e i t a n  K r e i s  b e r ü h r e n ,  
i n d e m  s i c  s i c h  a u f  d e m s e l b e n  h i n w i i l z e i i ,  s o  b e r i i h r t  
a u c h  ~ e i n e  n t e  S e i t e  t a r t w a h r e n d  d e n s e l h e n  K r e i u .  

Dieser Satz gilt in sainem ganzen Umfange auch für die Ebene, 
weil, wenu msn den Radius der Kugelnberflacbe bis ins Unendliche 
wachsen Iasst,  fiich a n  der ganzen Schlussweise nichts andert.* 

Dagegen gilt n u r  f i i r  d i e  E h e n  e ein anderer, schon hekannter 
Sa tz ,**  den wir jetzt herleiten wollen. Denken wir uns namlich d e n  
Kreis r in  der Ebane  als fest und gegehen, dagegen i n  derselbcri Ebene 
eiue Schaar von Krriscin mit verariderlictirrn ltadius g ,  welche mit dern 
Krcise r dieselbe Potenzlinie liahen, so hat man,  um die Gleichung d e r  

letxteren zu finden, die beidcn Glcichungcn 

s 2 + y 2 =  r 2  und (z - 6)" y2 = 

von einaridcr abzuzielien, was 2 dx = r2+ J 2 - g 2  ergiebt; berüçksichtigt 
man aber, dass fur  dirsen Fa11 die zwci crsten der  Gleichungen 4)  
iu  (r + 8)" g y n  + 1) und (7.- 6)" =g"(l> + 1) iiborgehen, class folglicli 
2 ( r 2 +  O z - g Z )  = g 2 ( a + 6 )  und 4 r 8 =  $ ( ( a - I I )  ist, so o rha l t  dic Gleichung 
der Potenzlinie die Gestalt: 

* Für die Ebene hat den Sata mit Heransiehung der elliptischcn Functionen 
bewiesen J a c o b i  in Crellc 's Journal Bd. 3. Vergl. D uri:ce, Theorie der ellipt. 
Funct., 2. Aufl., S. 181. 

** Vergl. D u r a g e  a. a O. S. 180 
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Man kaon daher die Forderuug,  dass die Potenzlinie für die ganze 
Schaar von Kreisen diejselbe sein solle, in die Form kleiden: das  Ver- 
haltnifis a : b  ~ o l l e  constant sein,  wenn auch die u  und t selbst für  jeden 
Kreis der Schaar verschiedene Werthe haben. Legen wir nun von irgend 
einem Punkte der  Kreisperipherie r, dessen Parameter F~ k t ,  an einen 
Kreis dieser Schaar eine Tangente ,  so finden wir den Parameter ihres 
Endpunktes auf dem Kreise r ,  wie oben,  durch die Gleichung 5 ) :  

a t12 [22 + 6  + c t1 L2 = 112 + iZ2. 

Der Parameter des Endpunktes  einer zweiten Tangente ,  die  man 
vom Endpunkte der ersten an einen andern beliehigen Kreis der Schaar 
l ~ g t ,  wird e r h d t e n  durch 2ie Gleichung: 

0 ' 1 ~ ~ 1 : +  O ' + c ' ~ , t , = = t ~ ~ + t , Z  u. S. w. 

Indem man nun  de,n Anfangspiinkt der ersten   an gente unendlich 
wcnig verschiebt und sonst dieselhe Schlussweise m w e n d e t ,  wie obcn, 
ciliNlt man narheinander die Differentialgleich~ingen: 

t ' + ( c e - 4 n l i -  4 ) 1 , q - 4 6  1 J 4 a ~ , 4 + j c ~ - 4 ~ ( , - 4 ) t , " + b  

1 + 1," 
d91  = 

1 + i l "  
d v ,  

J 4  a1t34+ ( ~ ' 2  - 4 ~ ' 6 ' -  4)  t3)! + 4 h' 

1 + r," dF2  

Nun gelit aber fur die Ebene die dritte der Gleicliungcn 4) über i n :  
2 (9- -J2) = $ c ,  was mit den zwei anderen schou oben gebraucliten: 
( r  + d;;12 = g 2 ( ~  + 1) und (r -  CS)^ = Q 2 ( b  + 1) die Relation giebt : c2 = 

4 ( « +  1)(h+ l ) ,  aus welcher c2- 4 n b  - 4 = 4 ( a + b )  folgt. Dividirt man 
daher diese Diffcrentialgleichungen der Reihe nach mit b,  II' il. S. W. und 
bezeiclinet das Verhiiltniss n : b  = r<':b' il. 8. W. mit A ,  ferner einen Ails- 

druck wie /TA tk4 + 4 (L + 1 ) + 4 h  mit fk, so bat man aucli hier wieder 
1 + Lk2 

f2 ddrpl=f, d q , ,  f3 d q , =  f, d q s  n. S. n-. u n d  zuletzt fn+i  d q ~ ,  = fn d<p.+l, 
worans durch hZiiltiplication, wie ohen,  fn+1 d q ,  = f l  d q ~ , + ~  folgt. H a t  
man abrr  vom Endpunkte d r r  vorletzten T a n g ~ n t e  eine Verbindungsl ini~ 
nach dern Anfang der ersten gezogen, so dase das Vieleck sich schliesst, 
no wird auch diese nothwendig irgend einen Kreis de.r Schaar berühren 
und rntn wird liabrn : f n + ,  = fl ,  folglich ancli d q ,  = d ~ , + , ,  d. h.  der 
Endpunkt der letzten Tangente fallt aiich jetzt wirder mit dem Anfangs- 
piinkt der Prsten zusammen, und  es  gilt der Satz:  

B. W e n n  i n  d e r  E b e n e  e i n  f e s t e r  K r e i s  m i t  d e m  R a d i n s  r 

n n d  e i n e  S c h a a r  v o n  K r e i s e n  m i t  d e m  v e r a n d e r l i c h e n  
R a d i u s  e g e g e b e n  s i n d ,  w e l c h e  a l l e  m i t  d e m  B r e i s e  r 
d i e g c l b e  P o t e n z l i n i e  b e s i t z e n ,  u n d  i n a n  l e g t  v o n  i r g e n d  
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96 Ueber spliarische Vielecke etc. 

e i n e m  P n n k t e  d e s  e r s t e n  K r e i s e s  a n  e i n e n  b e l i e b i g e u  
K r e i s  d e r  S c h a a r  e i n e  T a n g e n t e ,  v o n  i h r e m  E n d p u n k t e  
a n  e i n e n  z w e i t e n  K r e i s  d e r  S c h a a r  e i n e  z w e i t e  T a n -  
gente u n d  s o  f o r t ,  s o  w i r d  d i e  V e r b i n d u n g f i l i n i e  des 
E n d p u n k t e s  d e r  l e t z t e n  T a n g e n t e  m i t  d e m  A n f a n g s -  
p n n k t e  d e r  e r s t e n  i m m e r  d e n s e l b e n  K r e i s  d e r  Schaar  
b e r ü h r e n ,  w e n n  m a n  a u c h  d a s  d a d u r c h  e n t s t a n d e i i e  
V i e l e c k  s i c h  s o  d r e h e n  I a s s t ,  d a s s  s e i n e  E c k p u n k t e  anf 

d e r  P e r i p h e r i e  d e s  K r e i s e s  r  f o r t r ü c k e n  u n d  d i e  1 1 - 1  
o r s t e n  S e i t e n  d e s s e l b e n  f o r t w a h r e n d  d i c s e l b e n  K r e i s e  
d e r  S c h a a r  b e r ü h r e n .  

F ü r  die K u g e l  Iasst sich ein Zbnlicher Satz n i c h  t aufstellen. I l m n  

sollte obige Sclilussweise auch hier zulassig sein,  so müsste sich erstens 
dip Grosse c2 - 4 a 6 -  4 durcli eine mit u o d w  b multiplicirte Funçtiou 
von n : 6 ausdriicken lassen,  und zweitens müsste die Uedinguug, welclip 
erfüllt seiu miiss, damit alle Krciso der  Scbaar mit dem Kreise r die- 
s d h e  Potenzlinie hesitxen , aine Fnnction von a : b allein sain. Keiiies 
von beiden iet der Fall.  Die oben Gleichung 4) gegebenen Werthe von 

a ,  b ,  c liefern namlich: 

( a  c o s Z r  + 1 )  s inZQ = s in2(r  + a), ( h  cosZr  + 1 )  s in2 ,  = s zkz ( r  - 6 )  
und  

( c  cos" + 2 s iner)  sin2B = 2 sin ( r  + 8 )  sin ( r  - 6) j 
daraus folgt : 

4 ( a  ras" + 1)  ( 6  cos2 r + 1) = [ ( c  - 2 )  cos2 r  + 212 
und  daraus 

c - 2 = -  2 ( 1 + t g 2 r )  + 2 / ( a + 1 + t g % ) ( b + 1 + t g " r ) .  

Dies giebt endlich : 

cz - 4 u b  - 4 4 4 ( a  + 6 + 2 tg2r) + 8 t g2r  { ( a  + I + t g2r )  ( I )  + 1 + t#r) .  

Um die Gleichung des Potenzkreises zu finden, müssen wir aus den 
~ l e i ç l i u n g e n  1) und  3) die Griisse a? + y Z +  z ~ l i r n i n i r e n ,  wodurçli rnao 

z2 m s B g  = (5 s in -+  z  COS^)^ cosZr  oder x sin 8 c o s r  = z ( - c o s 8  cos r  + cosq)  

erhal t ,  d. 11. die Gleicliurigeri zweier grossten Kraise der Kugel. Es  lisst 
sich leiclit zeigen, dass der erste derselhen, für den das positive Zeicben 
gilt ,  die Eigcnucliaft besitzt, dass dic von cincm beliebigcn Punkte des- 
selhen a n  die Kreise r  und p gelegten spharischen Tangenten einander 
gleich s ind ,  walirend die von einern Punktc  des zweiten a n  den Kreis r 

und  den Gegenkreis von e gezogenen Tangenten gleich sind. . In  der 
T h a t ,  sind 

x sin 8 cos r  = z (- cos8  cos r + cos B )  
und  

y s in6cosr=Az( -cos6cosr+cosp)  

die Gleichungen der  geraden Lin ie ,  dic mau vom 1Jrspriing nach einem 
Punkte  des ersten Potenzkrcises gezogen h a t ,  so findet man den W i n k ~ l  
k ,  welchan d i e ~ e  Grrade  m i t  der  t - A x e  maclit, tliircli die Crleiclinng: 
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wo - cos 6 cosr  + cos@ = p sin 6 cos r  gesetzt ist; dagegen wird der Winkel  
x ,  den dieselbe Gerade mit dem Kugelradius nach dcm Mittelpunkte des - 

Kreises q macht, hostimmt durch die Gleichnng: 

Bedeutet non t die Lange der von jenem Punkte  des ersten Potenz- 
kreises an den Kreis r ,  und r die Ilange der von demselhen Punkte  a n  
den Kreie p gezogeuen spharischen T a n g e n t e ,  so ist  nach einem für 
reclitwinklige Dreiecke geltenden Satze der spharischen 'I'rigonometrie: 

cosk  = cos r  cost  und  cosx  = cos p cos 5 ,  

also (cosd + p sa1 6) cosr  cos t = cosp cosz  oder, wenn man die Gleicliuug 
- cos d cos r + cos e = p sin ô cos r heranzieht : 

cos t  = c o s z ,  

woraus die erste Behauptung unmittelbar folgt. Kimrnt man statt  des 
Kreises q eirieri andern uiit dern Radius pl= 150'- p, so ist di8 Gleicli- 
ung seines ersten Potenzkreises : X sin 8 cos r = z (- cus 6 cosr  + cos p') oder 
a sin d C O S  r = z (- C O S  6 C O S  r - C O S  9 ) ,  di  b. die Gleichung des ersten Po- 
tenzkreises der Kreise r und p' ist identisch mit der Gleichung des zwei- 
ten I'otenzkreise~ der Kreise r und  q ,  womit die zweite Behauptung 
erwiesen ist. 

Wenn also eine Schaar von Kreisen mit dem Kreise r den ersten 
llotenzkreis, der hier allein in Betracht kommt, gemeinschaftlich h a t ,  so 
muss, weil für einen coustanten Werth vou p auch p lgr  eine Con- 
stante ist ,  

( p  fgr  s i n d +  cos<î) c o s r = c o s p  

n s in2(r  + 8 )  - sin2 
sein. Nuri ist aber - = I woraus si7r2 p = sin" cos26 

b s in2(r  - d )  - s i n Z p  
u + 11 + cus2r sin2S - 2- sin r cos r  sin6 cos6 folgt. Daller muss: 
a - 6  

[ p  t g r  sin d + cos J I 2  cos2r 

s i 7 ~ ~  r cosZ 8 + C O S ~ ~  si112 6 - 2 - '3 sin r cos r sin 6 cos d 
a - 6  1 

oder 

[ p t y r 1 g S + l ] ~ = ( l + t g ~ r ) j 1 + 1 g ~ 6 ) -  

oder endlicli 

sein Wenn man cntwickdt  und den Fact,or tg6 weghrht,  so wird daraus:  

2 [ ~ ( a - h )  - - -  ( n + b ) ] =  ( a - b ) j l - p z )  l g r i q 8 .  
Zeitsahrift E Mathomatik u. Physik XXIX. 2. 7 
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98 Ueber s p h % r i s c h  Vielecke etc. 

E s  ist aber  weiter: (cc- b )  sin" c o s 2 r  =sinP(r+S) - s i n 2 ( r  - 8 )  und ( n t h  
- c  + 2 )  sin" coss" r = [ s i n  ( r  + ci) - s in  ( r  - S)]" daher kommt durch Divi- 
sion : 

a - b  - sin ( 1 .  + S) + sin (7 - 6) 
= l g r  c o t y d ,  

a + b - ç + 2 -  sin ( r + d )  - s i n ( r - F )  
also 

2 [ ~ ( n - 6 )  - ( r c + b ) ] = ( a +  b - c  + 2 ) ( 1 - p 2 ) t g 2 r  

oder, wenn man fur a + b - c + 2  seineu obeu gefundenen Wertti setzt: 

2 [ p ( n - b )  - ( r l f b ) ]  

= [ ~ + 1 , + 2 ( 1 + t ~ ~ ~ )  + 2 J ( r l + 1  +fyBr)(/l+ 1 + t y 2 r ) ]  ( 1  - p 2 ) f g 2 r .  

1 h 8  ist also die Bedingung, dass eine Schaar von Kreisen mit verSrider- 
lichem Radius Q zugleich mit dem festen Kreise r cine gcrneinschaftliche 
Pntenzlinie bssitzt, ailsgedriickt als Fiinction von zi nnd 6 .  Daraus er- 

sieht man sofort,  dass sie niclit von dern Verhaltniss der Grossen n u n i  

6 abhangig ist,  woraus, verbunden mit der Form des Ausdrucks, den 

wir für c 2  - 4 a  6 - 4 gefuuderi haben ,  folgt, dass der Satz B für die 
K u g e l  n i c h t  gilt. 

Unter den Vielecken, welche derri K r e i s ~  r  e i u -  und dem Kreise Q 

umgescbrieben s ind ,  besitzen die von gerader Seitenzahl einige besondere 
Eigenschaften ; fiir e b e n  e Vielecke findet man eine derselben entwickrlt 
und aiisgesprochen bei il u r  k g e  a. a. O. S. 183 (vergl. untcn Satz  C ) .  

Fiir ein 2 n - E c k  namlich gelten folgende 271 Gleichiingen, die alin- 

lich der  Gleichung 5 )  gebildet s ind :  

a l I 2  t2"+b + c l ,  t 2 =  i l2 + tZ2,  

n t: t32 + 1, + c t,  t3 = tZ2 + t3e, 

a 112  + h + C l Z n  tl = f 2 n 2  + i l 2 .  

Eliminirt man aus der i n  + 1)''" dieser Gleichirngen und der ersten, d ~ r  
(n+2)LE" und der zweiten u. S. W .  die Grorise c ,  so erhalt man die r~ 

neuen Gleichungen : 

( l ) - a t , l , t n + i ~ n + ? ) ( i n + ~ ~ n + z - t l ~ p )  = ( f 1 l n + 1 - t ~ l n + ~ ) ( ~ l ~ n + ~ - l y  1 n t 1 ) i  

( b - a t 2 t , t n + 2 t n + 3 ] ( f n + 2 t n + 3 - t 2 t 3 )  = ( t s t n + 2 - t ~ t n + 3 ) ( ~ ? t n + 3 - t 3  tn+?!i ' .  

( b - a L t n t i t z n i l )  (12n4 - l n l n + i ) =  ( t n t 2 n - t n + i l l )  ( t n l l - t n + ~ h n ) .  

Man kann diescn n Gleichongeri zugleich dadurch Geniige t h u n ,  dass man 

t l [ n + ~ = t 2 t n + l ,  IZ~n+3=t3 ln+2> . . .  lnll = t n + ~ h n  

setzt.  Ilenn das Product aller dieser Relationen ist:  t,"t,+,S1", woraus 
il - + in+,  folgt. Nimmt man das positive Zeichen , also tl = i n + ,  , so 
folgt aus der ersten Relation 1, = t , + 2 ,  dann aus der  dritten t3 = tn ts  etc . ;  
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infolge dessen sind auch die aiif der rechten Seite obiger Gleichungen 
vorkommenden zweit,en Factoren gleich Null. Wahlt  man aber das nega- 
tive Zeic,hen, namlich t, = - so erhalt man ebenso nacheinander: 

1, = - t n S 2 ,  ig = - tnS3 etc., und die erwahnten Factoren werden aucli 
jetzt wieder Null. Aber obgleich die genannten Ilelationen obige Gleicli- 
ungpn in beiden FaIlen identisçb erfüllen, so darf man aie doch nicht 
als wirkliçh bestehend anselien; denn im ersten Fal le  müsste <pl = 360' 
+cpnti, p, = 360°+ q , + 2  etc. se in ,  d .  h. die gegenüberliegenden Ecken 
des Vielecks müssten zusammenfallen, im zweiten Falle aber müsste 
rp, = 360°-q ,+ l ,  cp, = 360°- q , + 2  etc. sein,  d .  h .  die gegenüberliegen- 
den Ecken des Vielecks müssten s ~ m m e t r i s c h  liegen gegen die  Centrale, 
was ebenfalls urimoglicli ist. I 

Dem gegenüber müssen wir uns  nach anderen Relationen iinter den 
1 umsehen, welche obige Gleiçliungen erf'ülieii ; solche erhalt man aber 
tiuicli Nullsetzen der ersten Factoren auf der  rechten Seite der genann- 
trn Gleichungen, so dass 

wo 1 eine Constante bedeutet. I n  der  Tliat geheri dadurch die genann- 
teri Gleictiungen üher  iu : 

( 6  - n 1,) ( A 2  - 1,' lZ2) O ,  
( h  - a A2) (A2 - tZ2 t 3 7  = O ,  

die zweiten Factoren auf der linken Seite konnen niclit zugleich Null 
spin, weil sonst t I2  = 132, tz2 ='id2, iS2 = f5', . . . tn-1' = I ~ ~ . ~ ~  folgen wiirde, 
wan nicht moglich ist. Man Lat daher den ersten Factor auf der rechtrtn 
Seite = O eu swtzen, also 

damit die Gleichungen vollstandig crfüllt werden. Demzufolge bestehen 
für jedes Vieleck von gerader Seitcnzahl die Relationen: 

Bei der Radicirung hat  man das p o ~ i t i v e  Zeichen zu nehmen, wcnn die 
Kreise r und p sich nicht einechliessen; im andern Fal le  das negative. 

Nun ist die Gleicbung einer Diagonale, welche die g~genüberlit=gen- 
den Eckpunkte von den Parametern k und u + k  verbindet,  nach Gleich- 
ung 2 ) :  

x c o s j ( c ~ k f  '?n+k)+ Y 5 i p 1 ~ ( ~ k + < ç n + k ) = 2 1 ~ r c o ~ ~ ( ~ k  --'?'n+k) 
oder, nach ik und f u + k  entwickelt: 

7' 
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--n-~.-^_. 

Ersetzt  man hier t n + k  durch -- /:, so e r h d t  man:  
tk 

tkP Jn- b 
= z tgr  

5 + y  t k 2 / ; + b  

D a ,  wie man sielit, die Gleichungen aller Diagonalen sich nur  durch 
den Coefficienten von y unterscheiden, so schneiden sich alle in e inem 
P u n k t e  pl der Kugeloberflache, dessen Cuordinaten 

J.- Ji 
y,=O und x , = z ,  t g r . -  / a+  Ji;' 

iilso u n a b  h a n g i g  v o n  d e n  t sind. Daraus folgt der  Satz:  

C. D i e v e r b i n d u n g s b o g e n  g e g e n ü b e r l i e g e n d e r  E c k e n  eiries 
s p b a r i s c h e n  V i e l e c k s  v o n  g e r a d e r  S e i t e n z a h l ,  das 
e i n e m  f e s t e n  K r e i s e  r e i n g e s c h r i c b e n  u n d  c i n c m  f e s t e u  
K r e i s e  e u m g e s c h r i e b e n  i s t ,  s c h n e i d e n  s i c h  i n  e inem 
P u n k t e ,  w e l c h e r  u n v e r a n d e r t  d e r s e l b e  b l e i h t ,  wenn  
m a n  a u c h  d a s  P o l y g o n  v e r s c h i e b t ,  s o b a l d  n u r  s e i n e  
E c k e n  a u f  d e r  P e r i p h e r i e   de^ K r e i s e s  r b l e i b e n  und  
s e i n e  S e i t e n  d e n  K r e i r i  p b e r ü h r e n . "  

Wir  wolleu uns  jetet die Auf'gabe stellen: den Schuittpunkt zweicr 
gegeuüberlirgenden Seiten des Vielecks zu finden. Die Gleichung dcr 
Seite k ,  k + 1  kt:  

" ( l - i k t k + i )  + ~ ( t k + t k + l ) = ~  f g r ( l + t k ~ k + ~ ) ,  

und die der Seite n + k ,  n + l i + l :  

~ ( 1 - ~ m + k ~ n + k + l )  + ~ ( t n + k $ h z + k + ~ )  = Z  t g r ( l + t n + k t n +  k + 1 ) .  

- Uurch die Substitution t n + k  - - - 
t k  fl 

und b + k ~ i  = -- 
t k  t l  

geht letztere über i n :  

~ ( ~ t k t k + i - ~ ) - y ( t k + t k + i ) / ~ = z i y r ( n t k f k + i + b ) .  

F ü r  den Schnittpunkt erhalt man demnach nach leichter Rechnung: 

D a  die Gleichung zwischen x und z die Grossen tk und t h + ,  nicht 
mehr enthal t ,  so licgon die Schnittpunkte irgend zweier gegenüberlicgen- 
den Seiten auf einem und demselben grossten Kreise, dessen Schnittpunktp, 
mit der Centrale der Kreise r und p bestimmt wird durch die Gleichungen: 

* Für e b e n e  Vielecke findet sich, wie schon obeu bernerkt, dieser Sntz crit- 
wickelt bei D u r è  g e  a. a. 0. S. 183 
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Wenn man den Quotienten a , :  z, in Gleicliung 7) mit /gel  und den 
Quotienten x,: z 2  in  Gleichung 8) mit f g ~ ,  bezeichnet, so ha t  man durch 

- - 

Multiplication : 
tg  el tg e,  = t g2r ,  

woraus man schliesst, dass die Punkte pl und  p, den auf der Centrale 
liegenden Durchmeuser des Kreises r  harmonisch tlieileu, oder dass der 
durch p ,  gehende grosste Kreis in  Bezug auf den P u n k t  p, dieselbe 
Rolle spielt, wie i n  der  Ebene die Polare in  Bezug auf den P o l ;  dalier 
gehen bekanntlich die Berühriingssehnen aller von irgendwelchen Punkten 
dieses Polarkreises an den  Kreis r gelegten Tangentenpaare durch den 
Pol p,. 

Wir konnen ferner noch die Frage  aufwerfen, welclier P u n k t  p der 
liarrnonische Pol des durch pz gehenden grossten Kreises in  Bezug auf 
den Kreis Q Sei, oder welcher P u n k t  p zugleich mit p, den auf der Cen- 
trale licgenden Durchmesser des Kreises Q harmonisch theile. Nennen 
wir dcn Winkel,  den der nach diescm Punkte  gerichtctc Kugclradius 
mit der 2- Axe bildnt, c ,  so miiss demgemass: 

f g ( ~ - 8 )  t g ( p z - 6 )  = t g z e  
sein. wo 

J;+ ~h Ig 7. ( fa  + JL) - tg 6 ( ~ ù  - JI,) [y c, = tg r -- r also tg ( p z  - 8 )  = 
Ji-  Jb Ji- ~ b f  g r  tg 6 (Ji+ Jb) 

ist. Es  ist aber: 

oder anders geordnet : 

n - (tgr+igd)"(l-tgrtgJ)"g2g- 
- - - - - - 

6 ( t g r - t g ~ T ) " ( l + t q r l g S j V g "  
Dies giebt: 

( t g r  - l g S ) " O ( t g r +  1gS)' 
'y2 Q - .(i+-CjZij Sj-i - tg r tg  a j P  

odcr, wenn man die Diffcrenzen im Ziihler und Nenner  der rechten Seite 
in Producte zerlegt : 

durch andere Anordnung der Glieder auf der rechten Seite bekommt 
diese Gleichung schliessliçh die Gestalt: 
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102 Ueber spharische Vielecke etc. 

D e r  zweite Factor  iechts is t ,  wie oben bemerkt,  gleich (y (e2-a) ,  

also is t :  
tg. ( i n -  JI,) - fg s (Ji+ JL) 

t g ( e - 6 )  = - F -  Ji- Jh 
- 1  d. h.  ! g e = t g r . - - - ,  

fa+ f b + t g r t g 6 ( ~ n -  JO)  Ji + Ji 
womit bewiesen is t ,  dass der P u n k t  p mit dem I'urikte p , ,  d ~ m  Scliriitt. 
punkte der Diagonalen, zusammenfallt .  

Die  beiden P u n k t e  p, und pz  theilen daller sowohl d r n  auE d e r  
Centrale liegenden Unrchmesser des Kreises r,  als auch den ebenso liegen- 
den  Durchmcsscr des Kreises Q harmonisch, oder sie Sind die Doppel- 
punkto der von den Endpunkten  dieser Dnrchmeseer au€ der  Centrale 
gehildeten Involution; infolge dessen ist der durch pz gehende grosste 
Ere i s  der  Polarkreis des Punktes  p, auch in Bezng auf den Kreis Q, 

oder die Berührungssehnen j e  zweier von irgend einem Punkte  dieses 
Polarkreises an den Kreis Q ~ e l e g t e n .  Tangenten ,  folglich auch die Ver. 
bindungsbogen der Berührungspuukte je zweier gegenüberliegenden Seiten 
schneidcn sich in dem Punkte  p l ,  dem namlichen Punkte  also,  in dem 
sich auch die Verbindungsbogen j e  zwcier gegenüberliegenden Ecken 
schneiden,  und zmar findet dies Alles s tat t  unabhangig von den verschie- 
denen Wer then ,  welche die t annehmen konnen,  also auch dann ,  wenn 
man das Vieleck in der oben angegebenen Weise verschieht. Weil wir 

- 
1 

bei nnaerer Untorsnehung jedesmal die Snbstitution t n + k  = - -f: 
tk 

gebrauchten, die nur  dann gi l t ,  wenn der Kreis r den Kreis Q ein- 
schliesst, so sind vorerst die gewonnenen Resultate anch nur  in diesem 
Fallo richtig; wenn aber  die Kreise r und Q auseinandorliegcn, man also 
fiir tn+k da8 positive Zeichen walilen muss, so hat dies n n r  die Folge, 
daes die spharischen Absc i~sen  der  P u n k t e  p ,  und pz ihre algebraischen 
Werthe vertauschen, ohne dass die Eigenschaften dieser Punkte  selbst 
sich andern:  der innerhalh des Kreises r liegende Doppelpuukt der In- 
volution bleibt such jetxt noch Schnittpunkt der Verbindungsbogen j e  
zweier gegenüberliegenden Ecken des Vielecks sowohl, als des Vielecks 
der Berührungspunkte; der  ausserhalb liegende bestimmt den grossten 
Kreis ,  auf dem die Schnittpunkte je  zweier gegenüberliegenden Seiten 
des Vielecks liegen. Weil aber  der gemeinschaftliche Schnittpunkt der 
Verbindungsbogen j e  zweier gegenüberliegenden Ecken des Vie l~cks  der 
Berührungspunkte der P u n k t  pl ist ,  so  müssen nothwendig die Schnitt. 
punkte  j e  zweier gegeniiberliegenden Seiteu des Vielecks der  Berührungs- 
pnnkte anf dem grossten Kreise l iegen,  der durch den diesem harmonisch 
zugeordneten P o n k t ,  namlich den P u n k t  p z  bestirnmt wird. Das Ge- 
sammtergebniss unserer Untersuchung enthiilt folgender Satz : 

D. F ü r  e i n  s p h a r i s c h e s  V i e l e c k  v o n  g e r a d e r  S e i t e n z a h l ,  
d a s  e i n e m  f e s t e n  K r e i s e  r e i n g e e c h r i e b e n  u n d  e i n e ~  
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f e s t e n  K r e i s e  Q u m g e s c h r i e b e i i  i s t ,  S i n d  d i e  D o p p e l -  
p u n k t e  d e r  v o n  d e n  E n d p u n k t e n  d e r  D u r c h m e s s e r  b e i -  
d e r  K r e i s e  a u f  d e r  C e n t r a l e  g e b i l d e t e n  I n v o l u t i o n  z w e i  
r n e r k w ü r d i g e  P u n k t e ,  v o n  d e n e n  d e r  e r s t e ,  i n n e r h a l b  
d e s  K r e i s e s  r l i e g e n d e  d i e  E i g e n s c h a f t  b e s i t r t ,  d a s s  
d i e  V e r b i n d n n g s h n g e n  j e  x w e i e r  g e g e n ü b e r l i e g e n d e n  
E c k p u n k t e  s o w o h l  d e s  V i e l e c k s ,  a l s  a u c h  d e s  V i e l e c k s  
d e r  B e r ü h r u n g s p u n k t e  d u r c h  i h n  h i n d u r c h g e h e n ,  w a h -  
r e n d  d e r  z w e i t e ,  a u s s e r h a l b  d e s  K r e i s e s  r l i e g e n d e  
e i n e n  g r t i s s t e n  K r e i s  b e s t i m m t ,  a i i f  d e m  d i e  S c h n i t t -  
p u n k t e  j e  z w e i e r  g e g e n ü b e r l i e g e l i d e n  S e i t e n  s o w o h l  d e s  
V i e l e c k s ,  a l s  d e s  V i e l e c k s  d e r  R e r ü h r u n g s p i i n k t e  s i c h  
h e f i n d e n .  A l l c s  d i e s  b l e i b t  u n v e r a n d e r t ,  a u e h  w e n n  
m a n  d a s  V i e l e c k  s o  v e r s c h i e h t ,  d a s s  s e i n e  E c k p u n k t e  
a u f  d e m  K r e i s e  r b l e i b e n  u n d  s e i n e  S e i t e n  f o r t w a h r e n d  
d e n  K r e i s  p b e r ü h r e n .  

Wenn in den festen Kreis r ein spharisches Vieleck von bestimmter 
Seiteuzahl eingeschriebeu werden soll,  dessen Seiten einen andern Kreis 
mit dern Kadius Q berühren, so muss zwischen den GrosBen r, S und p 
eine gewisse Relation bestehen, d ie ,  wie aus Satz A erhellt ,  unabhangig 
ist von den Werthen der Parameter der Eckpunkte des Vielecks. Man 
konnte d ie~e lhe  dadnrcb erhalteil, dass man ails den n Gleichungen: 

n tl"2" b + ci,  /(, = t12 + t:, 
~ ! t ~ ~ ! : + b +  ~ t ~ t ~ = t ~ ~ + t ~ ,  

a tn2 t12 + b + c in tl = 1," il2 

die Grossen t,, t3, . . . in eliminirte, wodurch man eine Endgleichung be- 
kamc, die nur  noch l ,  enthielte. Wegen der Willkürlichkeit von 1, müssten 
aber sammtliche Ci~efficienten dieser Gleichung gleich Nul1 sein,  also 
eincn gemeinschaftlichen Factor besitzeu, der, gleicli Nul1 gesetzt,  die 
fragliçhe Relation lieferte. F ü r  ein Ureieck ha t  man beispielohalber die 
drei Gleiçhungen : 

a i l e  iZ2 + b + c 4 t2 = tI2 + tZ2, 
u 1," tS2 + b + c t, t, = t2" tS2, 
cc t,2 t12 + h + c t3 t1 = 132 + t12. 

Die Elimination von 5 aus den beiden letzten Gleicliungen giebt des 
Kesultat : 

(ab-l)2]122+ [ ( a b + 1 ) c 2 - 2 ( a b - 1 ) 2 ] t l t , + h c 2 - ( a h - 1 ) ~ 1 , 2 = 0 .  

Schreibt man die erste Gleichung in der Form:  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



104 Ueber sphiirische Vielecke etc. 

so erhalt man durch Elimination von t, aus dieser und  der  vorhergehen- 
den Gleichung : 

Aus dieser Determinante kann  man dan Factor n h - 1 - c ausscheiden; 
denn sie wird identisch gleich Null,  wenn man u h - 1 = c setzt, weil 
dann zwei Vertikalreihen, nachdem man sie durch eZ dividirt 'hat, den .- 
beiden anderen Vertikalreihen gleich werden. Also ist a b  - l'&y c die 
verlangto Relation. 

I .  

Es würde jedoch, wie man a n  diesem Beispiele sieht,  zu sehr un- 
erqnicklichen Rechniingen führen,  wenn man in d i ~ s e r  Weitie auch die 
Relationen für Vielecke hoherer Seitenzahl entwickeh- wollte. Da bietet 
nun aber der ~ a i z  A ein wil lkommene~ Mittel, um die aufzuwcndendc 
Mühe ganz bedeutend zu verringarn. Weil namlicl, darnacb die fragliche ' 
Relation hei jeder Lage des Vielecks, d. b. bei jedem Werthe des A n -  
fangsparameters cp, gelteri muss, so kann man auch dem cp, den speciel 
len Werth Null geben,  wodurch bewirkt wird, dnss die übrigen Ecken 
des Vielecks eine symmetr i~che  Lage gegen die Cestrale  annehmen. ~ 4 ,  

C; ein Vieleck von gerader Seitenzahl 2 n wird namlich dann : .  cp, = 36% 
- < P Z , , ,  rp3 = 360'- rpz,-l .. . etc. und endlich <p,.+l= 360°  - <p,+~ O& 

q.+ i  = 180°, und infolge dessen: izn = - t , ,  t z , - i  =- t3 . . . etc. und 
eodlich t,+i = cn; für ein Vieleck von ungerader Seitenzahl 2 n  + 1 aber 
bat man d a n n :  cp, - 360°-  q z . + i ,  cp3 = 3 6 0 " - ( ~ ? ~  . .. etc. und endlicli 

<pn+i= ~ ~ O O - - < P ~ + Z ,  und  infolge dessen: t 2 , + ~ = =  - t,, l zn=-  tg . . . etc. 
und  endlich = - t , t i .  Wenn man zunachst in die 2 n  für ein 
Vieleck von gerader Seitanzahl geltenden Gleichungen die eben für die 
t gefundenen Werthe substituirt ,  so werden die n letzten Gleichungen 
identisch mit den n ersten und man Lat deshalb die  n Gleichungen: 

Ebenso erhalt man für ein Vieleck von 2 n  + 1 Seiten die n + 1 Gleicli- 
ungen : 
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Aus diesen beiden Gleicliungssystemen kann man noch eincn merk- 
würdigen Schluss ziehen. Siibstituirt man namlich aus der ersten der 
Gleichungen 9) den Werth von I2 in  die zweite, sa erhalt man: 

Wenn mari daher mit fk kiirzweg eine Functiou der beiden Grossen a h  

und c bezeichnet, KI ist t , =  f 0 / L > .  Dies in die dritte der Gleicliurigen 

9) snbstituirt, giebt. a b  f o 2 f 4 2  + II + c f n V b l 4  = f2b + t,,2, woraus i4 = / O  
-- 

- c f o  + / c 2 f 0 2 -  4 ( 1 - f n 2 ) ( a 6 f 0 2 -  
X- 1)s a .  h. wieaer cine mit Ji mui- 

2 ( u 6  pu2- 1) 

tiplicirte Fnnction von ( t h  und  c folgt, sa dass man setzen kann : 1,, = f, J l i ;  
dann folgt in  der n&nliclicn Weise t5= f , i 6  etc.; die letzte Gleich- 
ung giebt daun aber n b f n  s2 = 1 ale verlaugte Belation, die sich dem- 
nach al6  eine Functiou der b e i d ~ n  Grossen a b  und  c ausweist. Setzt  
man den in der ntimlichen Wcise aus der vorletzten der  Glciehungcn 10) 

gcwonncnen Werth von namlich f n - 2 J b  i n  die letzte, so entsteht: 
n t e  f m - 2 4 +  b - cb f n - z 2 =  2 6 f n - 2 2  oder nach der Division mit b :  a b  fn-24 

+ 1 - c fn-z2 = 2 fn-22 als verlangte Relation, die rtlso ebenfalls eine 
Function der beiden Grossen n b  und  c  ist. Man kann diese beidcn 
Resultate in  den Sa tz  zusammenfassen: 

E. D i e  f ü r  i r g e n d  e i n  s p h a r i s c h e s  V i e l e c k  v o n  b e s t i m m t e r  
S e i t e n z a b l ,  d a 8  e i u e m  K r e i s e  m i t  d e m  R a d i u s  r  e i n -  
g e s c h r i e b e n  u n d  e i n e m  K r e i s e  Q u m g e s c h r i e b e n  i s t ,  
g e l t e n d e  R e l a t i o n  z w i s c h e n  r ,  e u n d  S i s t  e i n e  F u n c -  
t i o n  d e r  b e i d e n  G r o s s e n  

s i n ( r + d + Q )  sin(?-+ 6 - Q )  s i n ( r - a + @ )  s i n ( r - a - @ )  
a b =  

sin4 Q cos4 r 
u n d  

2 (sine r cos" - sin2 8 )  
c = --- 

sinZe coser 

Wenn man von der Kugel  zur Ebene übergeht, so bleibt der eben 
geschilderte Ban der Relationen derselbe, nnr  ha t  man 
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2 ( r Z  - S 2 )  
statt  a b  und statt  c zu aetzen. Nun lasst sich aber das Pro. 

e2 
diict ab  für die Kugel auch auf die Form: 

[sin"(r + g)  - sin2 61 [sin2 (r - g) - sine d] 
-- 

sin4 g cos4 r 
{ [ s i n r  ro se  + sine cosrIe - s i n S e i  { [ s i n r  cos p - s i t ~ g  cosr]" .sVi2d1 

2 

si?r4 p cos4r 

briugen, weil s irr (r+6+ p) sin ( r -  = ~ i n ~ ( r + ~ )  - sit?d und sir i  (r$d  

- p) siri ( r  - 6 - g )  = s i n y r  - p)  - sin26 ist. i l a raus  kanri man folgeride 
Schlussfolgerung zielien : 

F. D i e  R e l a t i o n  z w i s c h e n  r ,  g u n d  13 f ü r  e i n  s p h i i r i s c h e ~  
V i e l e c k  v o n  b e s t i m m t e r  S e i t e n z a h l  l a s s t  s i c h  a u s  d e r  

f ü r  e i n  e b e n e s  V i e l e c k  d e r s e l b e n  S e i t e n z a h l  d a d u r c ?  
a b l e i t e n ,  d a s s  m a n  s i n a  s t a t t  6 ,  s i n r  c o s g  s t a t t  r u n d  
s i n  g c o s r  t i t a t t  g s e t z t . '  

Dieser Satz  ist  für die Herleitung der aiif spharische Vielecke be- 
xüglichen Relationen von grosser Wichtigkeit,, weil es i n  vielen k'allcn 
leichter is t ,  die Relationen fiir ebene Vielecke zu finden, wofür weiter 
un ten  Beispiele vorkommen werden. 

E s  bleibt uns nur  noch übrig, für einige der einfachsten Falle dicse 
Relationen wirklich zu entwickeln, u n d  zwar wollen wir mit Vielecken 
gerader Seitenzahl den Anfang rnachen, weil sich für diese die Aus- 
führung der Rechnnng am leichtesten gestaltet. 

1. Fiir ein V i e r e c k  hat  man uach 9) die zwei GleicLringen: 
h = 1,' und a = 1, worans sofort: 

a b - 1  = O  
oder 

sin ( r  + S + g) sin (r + 6 - ,) sin (r - 6 + ?) sin ( r  - 6 - g) = sin4 p cus4r ** 
als verlangte Relation folgt. F ü r  die Ebene geht dieselbe über in:  

( r + s + ~ ) ( r + 6 - e ) ( r - J + g ) ( r - 6 - g ) = g 4  
oder 

( r Z - e 2 ) 2 -  2 d ( r 2 + $ )  + d4=g4.  
Dies giebt: 

cl2 = r 2 +  + , J4rz+ g2, 

wo das obere Zeichen für den Fal l  gilt ,  dass der Kreis 9 ausserlialb des 
Kreises r l iegt,  dae untere für den E'all, dass der Kreis r den Kreis Q 

* In etwas anderer Form findet sich dieser Satz, durch Vergleichung der 
Werthe der lnvarianten d, A', 8 und 0' für die Ebene und die Kuçel abgeleitet, 
bci S a l m o n  - F i e d l e r ,  Aiialyt. Geometrie des Raiimes le, S. 316. 

** Genau in derselben Gëatalt, aber ohne Bemeis giebt S t e i n e r  diese Itela- 
tion Gesammelte Werke 1, 159, wo er aiich die Itelationeu für das ebene Drei-, 
Vier-, Fünf-, Sechs- und Achteck rnittheilt. 
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einsclilie~st. Cnigekehrt Itnitet man daraiis durçh Anwendung des Satzeli 
E' fiir das spli#rische Viereck folgende Form der Relation her: 

- -- -- - - 

sin2 6 = s in2  T cos2 g + sinZ, cos2 r  + sin p cos r (4 sin4 1. cos2 p + siuBg cosZ r. 

2. F ü r  ein S e c h s e c k  gelten die drei Gleichungen: 

6  = I , ~ ,  cr 1,"1,2 + 6 + c f2 l3 3 tZ2 + $21 O tj2 = 1 ,  

wurxus nach leicliter Reclinung die Relation ( n  6  - 1 ) 2  = c%n 6 folgt , d. 11. : 

[sin ( r  + S + p) sin (r + S - g) sin (, - d + p) sir! (r - 6 - e )  - sin4 p cos4rI2  

= 4 (sin2r cos" - sinn" aln" sin (r + ô + Q) sir1 (r + 8- @) s in(r -  B + ,) si11 ( r  - 6 - e).  

3. F ü r  ein A c h t e c k  erhalt man ans den vier Gleichungen: 

6  = tZ2, a  f Z 2  t32 + b + c l2 t3 = lZ2 + tsZ1 a  tg2 td2 + b  + c t3 l1 = t32 + 14', u t4' = 1  

ehenso leicht die Relation : 
( a 6  -lj4 = c4ab .  

4. Was das Z e h n  e c  k betriEt, so kijnnte es scheiuen , dass die He- 
lation für dasselbe ( a 6  - 1)6  = c6 a 6  heissen müsse, weil man fiir da6 
Viereck (ci 6  -Il0= co n 6 ,  f'ür das Sechseçk ( a  b  - 1 ) 2  = c2 a b ,  f'ür das 
Achteçk ( u  6  - 1)4 = c4 u b  ha t ;  aber  diwer A n a l o g i e ~ ç h l u s ~  ist falscli, wie 
aus der folgenden Darstellung hervorgeht. Von den fünf Gleichungen: 

6  = t:, a 122 tS2 + 0 + c I2 t3 = tZ2 + t3', 

a  t3Vz + b + c 1,1, = 1," id2, 
a t ~ 1 , 8 + b + c t 4 1 , = t 4 ~ t ~ ,  a t ;= l  

gieht namlich zunachst die zweite und vierte mit Hilfe der ersten und 
fnnften : 

( a b - 1 ) t 3 + c  J ~ = D  und c J a t 4 + r r b - 1  = O .  

Durch Substitution der darans gewonnenen Werthe von t3 und t, in  dia 
dritte Gleichung erhalt man: 

2 a b ~ ~ ( a b - l ) ~ + c ~ ( a b - l ) ~ ~ ~ % = n b c ~ +  ( a 6 - 1 ) 4  

oder anders geordnet: 
~ ~ ( a b - l ) ~ ~ ~ = [ ( a b - l ) ~ - c % b ] ~ - c ~  a O ( u 6 - 1 ) .  

Durch Quadriren geht diese Gleictiung über in:  . 

c6 ( a  b - 1)4  a  6  = [ ( a b  - 1)' - C' a bI4 - 2 c4 a 6  ( n  b  - 1) [ ( ab  - 1)' - c2 n 61' 

+ ~ ~ a ~ b ~ ( a b - l ) ~  

oder, wenn man dae Glied links auf die rechte Seite bringt: 

O=[(ab-1)" c c e a 6 ]  { [ ( 0 b - l ) ~ - c ~ a 6 ] ~ -  2 c 4 a 6 ( u b - I ) [ ( n 6 -  1 ) 2 - ~ 2 a 6 ]  
- c6 n O ( n ! 1 - 1 ) ~ 1 .  

Wie man sieht,  Iasst sich der Factor  ( a b  - 1 ) 2  - c2 u 6 ,  welcher dern 
Zeitneck frernd is t ,  weil er, gleich NuIl gesetxt, die Relation fiir das 
Sechseck liafert, ausscheiden, und die Relation fiir da8 Zelineck nimmt 
demnach die Gestalt a n :  

[ ( u b - l ) a - c % b ] ~ 2 c 4 a b ( a b - 1 ) [ ( a b - 1 ) 2 - ~ 2 ~ 6 ] + ~ 6 a 6 ( a b - I ) e .  
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1 08 Ueber spharische Vielecke etc. 

Indem man die l inke Seite in die zwei Posten ( a b -  l ) " ( a b - l ) Z - ~ ~ o b ] ~  
- c2 a h  [ ( a b  - 1)" c'a h l2  zerlegt und den zweitcn auf die  recbte Seita 
br ingt ,  erhalt diese Gleichung die beqiiemere Form:  

( a h  - l)"(ah - 1)2- c Z  a bI2 = c2 a b  [ (ah  - 1)2 - c"le, 

wodurch durch Radicirung die zwei Relationen: . 

( n b - l ) [ ( a b - 1 ) 2 - ~ 9 a b ]  =+ c [ ( a h - 1 ) " c 2 ] J , b  

entspringen, von denen die erste für den Fal l  gi l t ,  dass der Breis r  den 
Kreis p einschliesst, die zweite, mit dem negativen Zeichen rechts, fü r  
den Ii'all, dasa die Kreise T und p auseinanderliegen. 

5. Endlich wollen wir nocli die Itelation fiir ein Z w o l f e c k  ent. 

wickeln. Aus der ersten und  zweiten, vorletzten und letzten der bierzo 
dienenden Gleichungen erhalt man wieder wie oben: 

( a h - 1 ) t 3 + c  / ; = O  und  c  J a t 5 + a b - l = 0 ,  

wodurch die beiden mittelsten Gleichungen übergehen in: 

[ ( ~ b - l ) ~ - c ~ a b ]  t , a + c 2 f b ( a b - 1 )  t , +  b [ c 2 - ( c c b - 1 ) 2 ]  = O ,  
a[?-(ab-1)" ~ ~ ~ + c ~ ~ ~ ( a O - l ) t , +  [ ( a I i - 1 ) 2 - c % b ] = 0 .  

Als Resultante dieser beiden Gleichungen findet man nach den bekann. 
ten Methoden : 

( a h - l ) 2 [ ( a h - 1 ) ~ c e " ~ ~ ] { [ ( ~ ~ b - 1 ) 2 + c 2 J ~ ] 2 - ~ 4 ( 1 + ~ a h ) 2 / l ï b ~ = 0 .  

I)ie beiden ersten qiiadratischen Factoren sind dem Zwolfeck fremd, 
denn sie gelten für das Viereck und Achteck. E s  bleiben somit als 
Relationen für das Zwijlfeck, wenn man entwickelt und neu ordnet: 

( u b - 1 ) ~ ~ ~ ~ 1 b = f - c ~ [ c ~ ( c c b + 1 ) - 2 ( a b - l ) ~ ] f i b ,  

von deneu die erste, mit dem positiven Zeichen, wiederum fiir den Fall 
gilt ,  dass der Kreis r den  Kreis e einschliasfit, die zweite für den Fall, 
dass beide Kreise auseinanderliegen. 

Die  Relationen für  Vielecke ungerader Seitenzahl folgen ebenso 
leicht aus den Gleichungen IO), und  zwar hat  man 

1. für das  D r e i e c k  h = t Z 2  und a t 2 4 + b - c t 2 2 = 2 t z 2 .  Daraus f indet  
man sofort nach Ausscheidung des Factors 6:  

a b - 1  = c ,  
d. h. 

s in ( ( r+d+p)  ~ i n ( r + d - ~ )  s ~ n ( r - 6 + ~ )  s i n ( r - d - ~ )  
= sin2 e cos2r [sin2 c m 2 r  + 2  sin" cos2p - 2 s i r ~ ~ d ] .  - 

Fiir die Ebene geht diese Relation über i n :  

(r"p2)2- 262( r2+a2 )+d4=g4+2g2( r2 -SZ)  
oder 

d 4 -  2 r 2 d e + r 4 - 4 r 2 g 2 = 0 .  

Dies giclit aber die bekannte E u l e r ' s c h e  Relation d 2 =  r2 + 2 r e ,  folg- 
lich nach Satz F für das spharische Dreieck: 
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sin2 6 z sin r cosp (sin r cos g + 2 sin p cos r )  * 
oder in andeier Form: 

sin2 cose r = sin ( r  + p + O') siii ( r  & g - 8). 

2. Das F i i n  f e c k  erfordert die G l e i c h ~ i n ~ e n :  

h  =t,2, U ~ y 2 1 , q  6 + ~ t ~ ~ = t ~ ~ + t ~ ~ ~  a134+b-~132= 21,~. 

I)ie rrstc und zweite Glcichung gabrn (nb - l ) t3 + c f $ =  0 ,  wodurcli die 
dritte Gleicliung nacli Sufischeidung des Factors b iibnrgelit in : 

a b c 4 +  ( ( a b - 1 ) 4 = ~ B ( ~ + 2 ) ( u 6 - l ) 2 .  

Wenn man derselben die Form giebt: 

[ ( a b - 1 ) 2 - c 2 ] 2 = c S ( u b - l ) [ a b - l - c ] i  

Y O  kann man den Factor ah - 1 - c l  welcher dem Dreieck angeh6rt1 hier 
also fremd ist,  ausscheiden und  erhalt so endlich 

[ a b - l + ~ ] ~ [ n b - l - c ]  = c 3 ( a I ) - 1 ) .  

Für  das e b e n e  Fünfeck kann man sich mit Vortlieil der folgenden 
Reduction hedienen. Man setze ( r + 6 )  : p = u ,  ( r -  d )  : g = ,8, so ist 
u = a 3 - 1 ,  6=p"1 , c = 2 u , 3 ,  a b - l = a 2 f i 2 -  a -pz ,  was wir kurz- 

weg mit A bezeiclinen wollen. Die  Gleichung ( a b  - 1)4 - c2(c+ 2 ) ( n h  - 1 ) 2  
+ abc" O geht daun über iu A4 - 8 rr2p"(ab +1) A2+ 16a4p4(az-1)  (Pz-1). 
1)ies gieht aber = 4 0 ~ ~ 8 ~  [a,8 + 1 + ( a + B ) ,  alti0 eutweder 

(a2P2- ciZ- = 4azB2(or+ 1)(P + 1) 
oder 

(rrS(j2- rr2-p2)2 = 4rr2p2(Ct- 1)(,8-1). 

Dit: erste dieser Gleichungen ist durch or/? + or + p theilhar, die eweite 
durch or,?l-rr- b ;  durch Ausführung der Diviriioneu bekommt man fur 
da8 ebene Füufcck die zwei Relationen: 

a3 + + 3 - a 3 P 3 = ~ P ( ~ + P ) ( u . + 1 ) ( B + 1 ) ,  
n 3 + p 3 -  ~ ~ p ~ = a p j ~ t + p ) ( 0 ~ - 1 ) ( , 9 - 1 ) , * *  

von denen die erste gilt ,  wenn die Kreise r uud p sich schneiden, die 
zwcitt., wenn der Kreis e vom Krcise r cingeschlossen wird. Nach Wie- 
dereinfiihrung der Werthe von rr und  f l  und  durch Anwendung des Satzes 
F erhalten die Relationen ihre Ausdehnung auf die Kugel. 

3. Der Einfachhoit halbcr wollcn wir gleich von vornherein das 
e b en e S i  e b  e n e c k  betrachten und dabei die namlichen Bezeichnungen 
beibehalten, wie in  der  vorigen Nummer. Man hat  auszugehen von den 
Gleichungen : 

* In etwas anderer Form steht dieso Relation bei S a l m o n -  F i e  d l e r  a. a. O. 
S. 316. 

'* Vergl. damit die E'orm dieser ILelation bei D u r b g e  a. a. O. S. 186;  durch 
Iiatioualisiren und Aussuheidung des freinden Factors T + 6 + Q kann man derselben 
die obige sgmmetrische Gestalt geben: 
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- 
A U R  der ersten und zweiten Gleichung ergiebt sich ' 4 1 ,  - - 2 cup J/,? -1, 
aus der  letzten Gleichung aber erhalt man entweder (a-1)1,2=/3+] 

oder ( a + l ) ~ , ~  = 8- 1. Nehmen wir zunachst den ersten Werth,  ço wird 

die dritte Gleichung, nachdem man die Nenner  weggebracht iind mit 

dem frernden Factor + 1 dividirt hat :  

4 ( 1 y ~ - l ) ( P ~ - I ) a ~ / 3 ~ +  ( a - 1 ) ( ~ - 1 ) ~ ~ 4 a ~ p ~ ~ ( c r - i ) ( P - 1 )  
= 4 a " 2 ( a - l ) ( P - l )  + A2 

oder, wenn man b e r ü c k ~ i c h t i ~ t  , d a ~ s  (a" 1) ( P Z -  1 )  = 1 - A ist: 

Dies gieht nach der  Rediiction: 
- 

(~~-4e~P~j(ni-cu-~)-4(r~fi~~=4a~(j~~/(rr-1)(~-1). 

Erlieht man jct,zt ins Qnadrat ,  so f d l t  rechts und  i i n k ~  das Glied 1 6 ~ ~ p ~ ~ ~  
fort,  iind nach Weghebung des fre.mden Factors ( Y P  - cu - P bleibt nu r  

oder in einer rnehr symmetrischen Form 

(A2  - 4  a2P2)2 ( a  - 1 )  ( P  - 1 )  = ( 4  asP2 A2 + A2 - 4 a2 

Diese Entwickelung gilt fiir den F a l l ,  dass der Kreis r den Kreis Q ein- 
scliliesst. Ha t tc  man aber d rn  andern Werth von t ,  ails ( c c +  l)!," = P-1 
genommen und gerade so gerechnet,  so hatte man als Relat,ion fiir d e n  
Fa l l ,  dass beide Kreise sich schneiden , erhalten : 

Dabei waren die Factoren fi - 1 und a @  + IY + fi weggefallen ; das Prndiict 
des bei der ersten Relation ausgeschiedenen Factors nP - a -  fl mit IY? 

+ n + /3 gieht aber (r2,32 - ( a  + p)2, was annullirt  die ltelation für das 
Ureieck ist, ein Beweis, dass wir das Recht liatten, diese beide~i  Facto- 
ren we,gzuwerfen. 
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ICleinere Mittheilungen. 

III. 

1. 

Ueber dreifach - orthogonale Flachensysteme. 

Geumetriwhe Iriterpretation der  Gleichiingen 

1 )  = f ( , ) ,  y = q ( u , v , 7 ~ ) ,  Z = ~ \ ~ ( U , U , ~ ~ ) .  
In den Gleichiingen 1) seien X ,  y, z die gewohnlichen rechtwink- 

ligen Raurncoordinaten, 11 ,  v und nt drei von einander v6llig nnabliangige 
Paianiete,r, so ist klar, d a ~ s  jedern Werthsystem von u ,  v, ni ein oder 
niehrere Werthsysterne von 1, y, z ,  d. II. ein oder rnehrere Punkte des 
Raumes antspreehen, j e  nachdem die genannten Gleichungen linear oder 
116lieren Grades sind. Setzt  man nun eine der  Variableri - etwa u -- 

glrich constant und Iasst niir v und 71i variiren, so wird man ,  wenn sich 
v und ni continuirlich andern ,  im Raume ein ganzes Continunm von 
Punkten, d. b. eine Flachc erhal ten,  in deren sammtlichen Punkten 
I L  = consiunl ist und deren Gleichung durch Elimination der Grossen v, n> 

aus 1 )  gel'unden wird. Denkt  man sich dem u einen anderu constanten 
Werth beigelegt, so bekommt man eine andere Flaühe;  lasst man u alle 
moglichen Werthe von - m bis + oo annehmen,  betrachtet aber bezüglich 
eines jeden dieser Werthe die Grossen a, TV als variabel,  so bekommt 
man ein gaiizefi System von unendlich vielen Flachen,  von denen jede 
die Eigenschaft besitzt, dasi  in ihren sammtlichen Punkten rr. = const. ist. 
Wir wollen dieses System von Flachen das S y s t e m  d e r  u - F l a c h e n  
neunen. Es ist nun klar, dass es ehenso ein System von unendlich vie- 
leu Flaclien giebt,  auf denen überall v = c o n s t .  ist. MTir nenneu dieses 
System d a s  S y s t e u i  d e r  v - F l a ü h e n .  Ebenso g i e l ~ t  es ein System von 
Flachen, auf deiien überall ni=consl. i s t ,  d. h. ein S y s t e m  v o n  m - F l a -  
ch en. 

Es entspricht daher jedem Werthsystem von U ,  v ,  TV ein bestimmter 
Punkt des Raumes,  der als Schnittpunkt dreier Flachen - einer u-Flache, 
einer v -  Flache und einer m -  Flache - erscheint,  und man k a n n  sonach 
jeden Punkt  des Raumes als Schnittpunkt dreier sogenannter Fundamen-  
taIflachen adfassen.  E s  ist  dadurch der BegriE des allgerneinsten Raum- 
coordiriatensystems gegeben. So bekommt man z. B. das gewühnlicbe 
rechtwinklige Coordinatensystem , wenn 

x = u ,  y = v ,  z = n '  
gesetzt wird. 
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112 Kleinere M i t t h e i l ~ n ~ e n .  
-- PA---- 

Setzt man 
x = u COS v COSTU, y = IL sin v COS TV, z = u sin ni, 

so hekommt man das Polarcoordinatensystem. Denn setat man u = consi., 

so crlialt man durch Elirnination von ZJ und n, cine Gleichung 

z 2 + y B + z 2 =  llB1 

d. h. eine Kugel ,  deren Mittelpiinkt der Anfangspunkt und  dcren Radius 
gleich 16 ist. Jedem andern constanten Werthe von u entsprieht eine 
andere Kugel ,  und man eihal t ,  indem u der Tteilie nach alle moglichen 
Werthe zwisclien - m  und + oo beigelegt werden, ein gaiizes Systea 
vou concentrischen Kugeln. 

Setzt man ni= const., so ist cosru, als auch sinm constant; ist etwa 
cm?v=A,  s inlu=B, so ist 

x=Anicosv,  y=Azts inv ,  z = B u  
odr r  

d. 11. man erliiilt einen geraden Kieiskegel, dessen Scheitel der Anf'angs- 
punkt und in dessen sammtlichen Punkten  m = ronst. i ~ t .  

Setzt mun v = const., so bekommt man 

d. h.: die  Flache v = consl. ist eine Ehene ,  d ie  durch die z -  Axe gelit. 
E s  ersclieint somit auch irn Polarcoordinatensystem jeder Punkt als 

Schnittpunkt dreier Fundamentalflachen. - 
Wir  wollen ferner jede Linie der  tr-Flache, in der nebst u =  co~isi .  

auch v=consi. i s t ,  welche also Schnittlinie der u -F lache  mit einer 
v-  F l  a c h e  i s t ,  eine U V - L i  n i e  nennen und  haben snnach zwischen 
U V - L i n i e n  und u m - L i n i e n  der u -F lache ,  zwit;chen U V - l i n i e n  iind 

vw-T,iniei i  de r  u-Flache und zwischen u n i - L i n i e n  und un!-Linien 
der lu-Flache zu unterscheiden. Ferner  soll die Curve einer F l ~ c l i e ,  iu 

der  diese von einer ni-Flache gcsclinitten wird , eine nt-Li II i e dieser 
Fliçlic. genannt  werden u. P. W. 

Es  solleri folgende Bezeichnungen eingeführt werden : 
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---"--.---------.---n?-"--"----- -- --,----,.---- 

a2 + b2 + c2 =&, 
LL ff' + b b' + c C' = F O I ,  

ar2 + bt2 + c'a = FI, ,  

a of'+ b b"+ c  cf' = F,, , 
a',,"+ br6"+ c ' c " ~  F,, , 
a"B + + " 8' = F2,; 

b", c 

a', 6' 1 a.., b.',=c12. 

Sind nun d s  und d s ,  zwei vom Punkte  (u ,  v,  w )  ausgehonde Linien- 
elemente, eo  zeigt einc Bechnung , die wir . hier übergehen 211 konnen 
glauhen, dass das durch sie begrcnzte Fl~cl ienelement  d(F) durch: 

-. 
4 d (F)' = ( FOo F2, - Fo;) (du1  d m  - d u  d  

+ (&,, Fll - Fol2) ( d u  du, - d v  du,)2 

+ ( F , ,  F2, - FI:) ( d u  dru, - d  w  d  v1)2 

+ 2(Fo1 Fc2 - F,,F,)(du du1 - d u  d u l ) ( d m  d u 1 - d u  dm1)  

+ 2 ( 4 , F , ,  - F O , l i ; , ) ( d u d ~ l  - d v d ~ ~ ~ ) ( d v d ~ v ~ - C I m d v , )  

+ 2 ( & , F , 2 - l i ' , 1 ~ 2 ) ( d m  d u 1 - d u  d m l ) ( d v r l w l  - d u l  d m )  

gcgeben ist. 

Die Lage dieses Fl%cheneleriients, somit aueh die Richtung der zu- 
gehorigen F l içhe  i ru  Punkte  (u, v ,  7u) ist gegeben durch die Rielitung der  
Ebene, welche mit der  Flaühe,  der dieses Element  angchort ,  dioses ge- 
mcin Iiat, d. h. diircli d i c  Richtung der Tangentialebene im Pnnkte 
(u, v ,  70) oder der E b e n e ,  die durch :  

' 4  1 v ,  ml 

? + d u ,  v + d v ,  n ) + d w  
nnd 

~ + d l t , ,  71+dVl, 7U+d7Ul 

geht. Nachdem aber die Gleicliung dieser Ebene  

6 - x ,  1 1 - Y *  5 -  1 

a d u + n ' d v + o " d m ,  b d u + b P d v + b " d n i ,  c d u + c ' d r ~ + c " d m  

n du ,+  a'dv,+ n''drul, 6 d u ,  f h'dvl+ bl 'dwl ,  c dri, + c'du, + c''dml 

Zeltachriit  f .  Mathamatik n. Physik XXiX, 2. 8 
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ist, so sind die Richtiingscosinus der im Punkte ( u ,  el ni) auf diese Ehme 
errichtaten Senkrechten , d. h. der hezüglichen Flachennarmale gegeben 
durch : 1 

c o s { N , x ~ = - - {  A,,(dutfv,-dvdu,) 
M 

$ An, ( d u  d ml - dm d ul) 

+Alz(dudw,  - d n ~ d a , ) / ,  

1 
COSIN, z l  = - { Col ( d u  du,- dv du,) M + Cn,(dudw,- dm du,) 

+ C,,(dudni,- d?vdv,)t,  

wobei M die Quadratwurzel aus der Sumrne der Quadrate der drei Za l i l~ r  
bedeutct. 

Bür die  Fundamentalfiachen selbst ergehen sich folgande Gleicli- 
ungen : 

AI 2 (=ie C O S { L Y , Z ~ ~ , ~ = - ~  C O S ~ N , ~ ] , ~ % ,  C O S { N , Z ~ ~ = - - ~  
4, A12 A12 

wenn d2+ Bf + C2  = d gesetzt wird. 
Ebenso ist: 

'"P C O S { N , ~ ] ~  =- COS 1 N, xi ,=c  = - COSIN, il. =- ci,,, 
4 z  4, 

und 
d o 2  

E s  ist nun leicht,  den Winkel anzugeben, unter welchem sich j~ 
zwei der  zu einem ( 1 1 ,  0, w ) - P u n k t e  gehorenden Fundamentalf#clicri 
schneiden. 

Es ist namlich: 

B + C O , C , ~  cos(u,m) = C O S  {Nul  &) -'M2Lni l Z  

und 
, d o 1  4 2  

cos{v,7u~ = A", 4, + 4, Bo2 + Co, Co,. 
4 1  4 2  

Sollen sich überdies die Fundamentalflachen im  P u n k t e  (11 ,  v,  ni) recl i t .  
w i n  k l  i g durchschneidcn, so müssen die Gleichungen 

A )  

bsstehen. 
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Sind überhanpt fiir jeden P u n k t  des Ranmefi diese Gleichungen 
erfüllt, so ist jeder Punkt  des Kaumes als Schnittpunkt dreier sich in  
ihm rechtwinklig schneidender Fliichen aufzufassen und man ha t  sich 
den ganzen Raum von lauter sich reclitwinklig durchschneidenden F I &  
chen ausgefüllt zu denken ,  so dasb: jeder P u n k t  des Baumes Schnitt- 
p u k t  dreier solcher Flachcn ist. 

Uurch das Gleichungssystem A) Sind also die n o t h  w e n d i  g e n  und  
h i  n r c i c  h c n d e  ii Bcdingungen gegeben , die drei Flachenschaaren zu 
erfüllen hahen, damit sie ein d r e i f a c h  - o r t h o g o n a l e s  F l a c l i e n -  
s y s t e r n  bilden. 

Dncli erlauben die hier aufgestellten Bedingungen eine einfachere 
und elegantere I)arstellung. Mit Rücksicht auf die eingefülirten Bezeich- 
nungen kann die erste Gleichung des Systems A) auçh so geschriehen 

1 h b' + r c', h b"+ c c" c c' + (1 a', c c"+ a a" 1 + a u' + h 6'. a a"+ b h" 1 
O = , hP/,"+ b1'2+ 1 + 1 + d.2 a'a"+ b'b", + b"2 

odcr 
o ri' + li b' + e c', a a"+ ii b"+ c c"I - 1 n $, a O" 1 Ih h'+ c;', - b h:$~?l  0 = 3 .  
cl'(lf'+ b't,"+ c'c", alfZ + b"2 + c " ~  * i z ~  F22 

I 
a a 

- b h' ,  b b" c c'+ a a', c c"+ a a" 1 F I ,  1 - 1 8'1': b' i  1 
cc' c c  n u'+bi,', a af'+hb" 

F 2 ,  ' - 1  CC/;, c.J"- 

oder 

BI 

1 Ebenso is t :  

F123 4 0  = / und  
1 Fm, roo l 

F",, FOI = 0 
IFZl1 41 . 

Durch das Gleichungoeystem B) sind also die  n o t h w e n d i g e n  u n d  
Ilin r e i c h e n  d e n  Bedingungen für dreifach -orthogonale Flachensysteme 
gegeben. Auch erkennt  man sofort, dass als h i  n r e i  c h  e n d e Reding- 
nngen fur die gegenseitige Orthogonalitat der drei Flachensysteme schon 
die Erfüllung der Gleichungen: 

8 
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C) F o l = O ,  E o 2 = 0 1  q 2 = 0  
genügen. 

E s  seien e .  B. die dnrch: 

x = f ( u )  . C O S  p  ( v )  . C O S  (ni) ,  

D ) y = f (u) . C O S  p  (II). sin q (ni), 
z =  f (u ) . s in<p(v )  

gegebenen E'lachensysteme zu untersuchen ( f i  cp und  sind be1iebig? 
Functionen). 

Hier  is t :  

TC= ( ~ + o r ) K . c o s l i . c ~ s n i ,  

y =  ( i 1 + j 3 ) ~ . c o s v . s i n w ,  
z = ( I L  +Y)% . sin v  

R =  ~ ' ( u ) . c o s ~ ~ . c o s + ,  
I i = f ' ( u ) . c o s c p . s i n ~ ,  
c  = f  ' ( u )  . sin rp 

ein dreifach-orthogonales E'lachensystem dar?* 
Es ist hier :  

a"=-f. . ip' .cosp.sinq,  
b"- ~ . ~ ' . c o s ~ . c o s ~ ,  

0 

C O S  v COS ni 
n =  a'= - sin v cos m nt'= - sinv sin 771 i&, 

2 JG' 

und  daher:  
ElOl = 0 ,  Fo2 = O ,  RIZ = 0 .  

E s  ist also durch D)  ein dreifacli-orthogonales F l~chensys tem gegcb~ii. 
Et; sol1 nun folgende Frage  behandelt warden. 
Unter welchen Bedingungen stellt : 

C O S V  sin TU 
II - b"= c o s v c o s m i u + d ,  

2 JFB' 

und  daher :  

F12 = (U  + ~ 1 )  sin v C O S  v  sin 7u cos ?u -- ( u  + P )  sin u cos v  sin 7u cos m.  

Sol1 nun E) ein ortliogonales Systern bilden, so muss, um B) zu 

gcnügen,  cntweder noch F,,, = O oder F12 = 0 sein. Nachdern aber Fm 
hier nicht Nul1 sein k a n n ,  so m ü ~ s t e  FI,= 0 sein. Dies ist aber d u  
Fa l l ,  wenn or = ist und sonach die eine Fliichenschaar, welche niin 
dnrch : . 

gcgeben ist,  einc Scliaar von Rotationsellipsoiden daratellt. 

* Es ifit dies ein çpecieller Fall der von T i s s 6  r a n  d (Comptes rendus, Bd. 72 
behandelt,en Frage. 
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Die durch C) gegebenen Bedingungen lassen eine einfache geome- 
trische Deutung zu. F,, = O drückt - wie eine kleine Ueberlegnng zeigt 
- die Redingung a m ,  dass sich die u o -  und  uni-Liiiien der u -  Flache 
rechtwinklig schneiden. Die gegebenen Definitionen dieser Linien lehr- 
ten aber, dass diesu die Curven eind, in  denen die IL-Flache  von den 
b d e n  anderen Fundamentalflachen geschnitten wird. Dies für die an-  
deren Fundamentalcurven der  übrigen Flachen in Betrscht gezogen, sowio 
die Berücksichtigung der Gleichungen F,, = O ,  Fol = O gieht folgendcn 
wichtigen Satz : 

,,Schneiden sich drei Flachen sa ,  dass die drei bezüglichen Schnitt- 
cuiven im gemeinsamen Schnittpunkte aufeinander senkrecht s tehen,  so 
sclineiden sich auch die Fliichen daselbst reclitwinklig." 

W i  e n ,  im J u u i  1883. Dr. ED. MAHLER. 

IV. Berechnnng der Modnln Rosenhain'scher Thetsfnnctionen. 

In der Tlieorie der elliptischen Functionen gelingt es bekanntlich 
in elcganter Weise, den Modiil der  Thetafunctionen durch den Classm- 
modul oder, was dasselbe ist,, durch den Werth eines Thetaquotienten 
mit verkhwindendem Argument auszudrücken. Die analoge Aufgabe für 
die R o  fi e u h a iu'schen Functionen gestaltet sich bei Weitem complicir- 
ter. I n  meiner ,,Sammlung von Formeln, welche hei Anwendnng der 
elliptischen und ltosenhain'scben Functionen gebraucht werden ," ist unter 
114) eine Naherungsformel gegeben, deren Begründung auf S. 20 versncht 
is t ,  von der aber infolge eines Versahens heim Rechnen n u r  das erste 
Glied hraiichhar ist ,  mobei die vernachlassigten Gliedcr von der dritten 
Ordnung waren. Hierauf wnrde ich privatim durch Her rn  K r  a u s  e und  
jiingst durch Herrn v. B r a u n m ü h l  in den Leipziger Annalen XX, S. 565 
aufmerksam gemaclit. Ea ist leicht,  mit der i u  der Sammluug an-  
gewandten Methode die Genauigkeit bis auf Glieder fünfter Ordnung zu 
verscliXrfen; will mon aber  weiter gehen,  so wird die Sache sehr com- 
plicirt. Ich will hier, um eu grosscrer Genauigkeit zu gclangcn, Formeln 
aufstcllen, in  welclien die vcrnachlassigten Glieder von der 20. Ord-  
nung sind. 

worin die Doppelsummen ciich über alle ganzen pociitiven u n d  negativen 
Zahlen ni , ,  m, zu erstrecken haben. Zur Abkürzung sei ferner 

= eifltil , = z,, = eZinm% + e-2inrnlL2 Q = Q i r  

8" 0 - n,n - 0 
":O - (Y, a$:= p ,  :),,O- Y ,  l , i  = 8 ,  
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dann  sind die Grossen 

als b e k a n n t e  Grossen anzusehen,  weil die Quotienten der 9. als Classen- 
moduln zu betrachten sind. Nun sind ans den Gleichuiigen 

die Grossen pl q ,  Q s u  berechnen. Nennen wir p l  q ,  p q p  kleine 
Grossen erster Ordnung ,  so sind R p ,  Bq ,  B,. (z. B. da8 Glied p4ySe,)  
von der  siebenten Ordnung. Das in der  Sammlung begangene Verselieu 
besteht darin, dass p y4 p,, q p 4  Q~ bez. durch p q 4  pl  q p 4 p  ersetzt sind; auch 
dürfen B p ,  Bq ,  Br nicht als Reihen bezeichnet werden,  die nach Poten- 
zen von p l  y, p q p  fortuchreiten. - Schreiben wir nun  

so sind jetzt die e von der fünften Ordnung. Hieraus folgt mit Unter- 
drückung von Grossen derselben Ordnung 

W e n n  die vernachlassigten Glieder von der fünften Ordnung geuannt 
werden, so itit nicht Q ,  sondern p q  e als  zu bestimmende Grosse so- 
gesehen; sol1 Q selbst bis anf Grossen fiinfter Ordnung  genau sein,  so ist 

zn  setzen. So sind die Thetamoduln,  wenn man noch das Vorzeichen in  
de r  Glcichnng 

2eZ i*%= ~ + ~ ~ ~ - 4  

nach den i n  meiner Sammlung gegebenen Vorschriften bestimmt, gefun- 
den. Die von Herrn v. B r a n  n m ü  h l  gegebenen Formeln sind in Bezug 

auf p,, qo unsymrnetriscb, aber  die für y stimmt mit der hier abgeleite. 
ten überein. 
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Um nun eu genaneren Forrne,ln zu gelangen, bedienen wir uns  von 
Ilerro R O s e n h a i  n gegebener, von Herrn W e  b e r bequem * zusammen- 
gestellter Formeln 

O O' @ ~ : P ' = L 4 - p 4 - ( i 4 ,  @ : : Q ' ; = ~ 4 - , , 4 - $ ,  @,:, = i 4 - p 4 - v 4 + & 4 - d ,  

( ~ 2  5 2  - ) 2 Z - 0  4  . an i : i  O' = ( ~ 4 - F L 4 - ~ 4 + ~ 4 ) ~ 4 - ~ 8 ,  

so  dass 
+ ( A 4 - p 4 - ~ 4 + 6 4 )  - ; 1 / ( ~ ~ - p ~ - v ~ + $ ~ )  - 4 ( A 5 i 2 - p Z ~ 2 ! 2  

ist. Das negative Zeichen dcr Wurzel  ist gcwahlt,  damit rcchts das von 
p ,  q freie Glied fortfalle. - Nnn werde 

0::; + 0;;; - 0:;; - 0:;: : 0::; + 0;:: + 0:;: + @:':y 
- A + ~ ( ~ ~ - ~ ~ - G ~ ) - ~ ( À ~ - ~ ~ - G ~ )  - Y ( A 4 - p ' - v 4 +  k 4 - < i 4 )  

= 2 p  - - 
O - A + V(A4- w4 - <i4) + V(k4 - v4 - ( i4)  + 4 / [ A 4  - p 4 - V 4 +  i4 - d)' 
- - A - ~ / ( A ~ - ~ ~ - G ~ ) + ~ ( L ~ - ~ ~ - G ~ ) - ~ ( ~ ~ - - ~ ~ - V ~ + ~ ~ - G ~ )  

2y,= -- 

A + ~ / ( A ~ - ~ ~ - G ~ )  +v(A4-v4-( i4)+F/(h4-p4-v4f  k 4 -  G 1 '  
- A - v ( h 4 - p 4 - ~ 4 )  - ~ / ( A ~ - v ~ + - , G ~ )  + ~ / ( A ~ - ~ ~ - - V ~ + & ~ - C T ~ )  

27- -- O -  A + ~ ( ~ ~ - ~ ~ - G ~ )  + ~ / ( A ~ - v ~ - G ~ )  + ~ ( ~ ~ - p ~ - v ~ + & ~ - < i ~ )  

- - -  
gesetet, 60 dass p , ,  yo, r,  bekannte Grossen s ind ,  weil die Verhaltnisse 

A :  u : v :  & durch 8 - Quotienten gegeben s ind ;  alsdann sirid die Formeln 

bis a u f  Glicder von der 20. Ordnung richtig und demnach wohl meist 
ausreichend, freilich niclit mühel2s zu bereclinen. 

I Y ~  4 = 0 ,  sind die Furiçtionen elliptische, und  ist 8,': 9; a @, 
YO ist 

2 j 0 = ( 1 - ~ 1 - w ' ) : ( 1 + ~ 1 - w 4 ) ,  m = ( ~ -  J k f ) : ( i +  J k ' ) ;  
- 

wird dann p = y p ,  gesetzt, so ist der  9.-Modul bis anf kleine Grossen 
20. Ordnung genau gcfunden. 

In  Bezug auf die Formel 109) meiner Sammlung ist eu bemerken, 
d a m  die rechte Scite dia Form 0 : 0 : 0 . . . besitzt. 

* Crelle'n Journal Bd. 84 S. 336,  337. Bei dieser Gelegenheit will ich be- 
merken, dass der an dieser Stelle von Herrn W e b e r  vermisste Beweis Rosen-  
h a i  n'scher Formeln erweitert auf alle Clossen ultraclliptischer Functionen von mir 
Bd. 71 S. 280 des C r e  11 e'schen Journals gegeben ist. 
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V. Znsammenhang der  Hyperbeln und  Lemniscaten hoherer Ordnnng 
mit d e n  Ausgangspnnkten der  Functionentheorie. 

Transformirt man ein Strahlenbüschel nebst üoncentrisclier Kreio- 
schaar mittels der Umkehrung einer gebrochenen rationalen Furiction 
complexen Arguments in eine andere Ebene ,  so entstelit ein isotlier- 

misches Netz von Hyperbeln und  Lemniscaten von der  Ordriung fl'i 
m 

die sich in folgenden Gleichnngen fichreiben lassrn : 

1)  ( ~ i + ~ , + . - - + ~ n ~ - ( l i + ~ a + . . . + ~ n z ) = ~ i  

2) ~(P,.P,...P~) - $ ~ ( V , . ~ , . . . Y , J  = y ,  
wobei n und rn den  Grad der Punctionen irn Zahler, resp. im Neuner 
bedenten,  die p und  q  aber Radii vectores s ind ,  die von den sogenann- 
ten Wurzolpnnkten dcr  beiden Bunctionen ausgehcn , wiihrend die qi und 

die Neigungswinkel dieser Radii vectores sind. 
Da die Wnrzeln in  Gruppen zu v oder p gleich sein konnen,  so 

ist  die allgemeinste Schreihweise dieser algebraischen Curven: 

3) (Y~P)~+V~T~+. . -+V~T~) - (P ,~( I+P~X~+. - .+ ( I~X~)=Y~ 

4 )  Ig (y1%. pzT? . . . pnV.) - lg ( q / '  qeB? . . . q m p m )  = c. 

Die  wesentlichen Eigenschaften derselben, die  zugehorigen R i e m a n n -  
schen F l ~ c h e n ,  ihren Zusammerihang mit der  Glcichung des logaritbmi- 
schen Potentials,  de r  aie geniigen, ebenso ihre phpika l i sche  Deutnng 
findet man i n  des Verfassers , ,Einführung in die Theorie der  isogonalen 
Verwandtschaften ". 

I n  letzterer Beziehung sei hier wiederholt, dass es sich um Niveau- 
curven und Stramlinien handelt , die auftreten, wenn man durch die einr! 
Gruppo von Wurzelpunkten Elcktricitxt* mit den Intensitaten v l ,  v,, . . . v, 

einstriimen, i n  den snderen mit den Intensitaten pl ,u2, . . . pm ausstro- 
men lasst, wobei die Plat te  eben und unbegrenzt zu denken ist. Dies 
gilt zunachst n u r  von dcm Fal le  2% = Z r ,  denn wenn 23 > ZZ< ist ,  so 

sind Ausstromnngspunkte i n  der  durch die Differenz gegebenen Zalil im 
Unendlichen zn  Hilfe zu nehmen, bei Zg < 2j. liegen dafür Einstro- 
mungspunkte im unrndlich hrr icn Berciche. F ü r  endlich begrenzte 
Platten handelt es sich immer iim den Fa11 Zr= ZT. 

Den 26. Band der Zeitschrift f. Math. u. Phys. eroffnet .eine sebr 
lesenswerthe Abliandlnng des Herrn Vel t m a n n : ,, Ueber die Bestimmung 

* Der Verfmser hielt diese Bezeichnung fïir zweckmiissiger, als den von 
D a r  b o u x  aufgestellten Namen ,, Cassinoiden ". Vergl. Progr. 1880 der konigl. 
Gewerbeschule zu Hagen; Crelle 's Journal, Bd. 83 S. 38; Zeitschr. f. Math. u. 

Phys., XXVI S. 231, oder des Verfassers Einführung in die Theorie der isogona.cn 
Verwandtschaften, Leipzig 1882, Cap. IX-  XI,  wo die einschlagende Literatur 
citirt ist. 
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einer Function auf einer Kreisfiache sus  gegebenen Randbedingungen", 
die schneller in die Grundlagen der neueren Fnnctionentheorie einführt, 
als melircre andere Arbeitcn iihnlichcr Tendenx. Im Anscliluss a n  den 
ersten 1'1ieil dieser Arbeit sei die isotliermische Hedentung der obigen 
Curven an dem Beiripiele einer einfachen Kreisplatte erorte.rt. 

Auf  dern Rande einer Kreisplatte . m6gen eine Anzahl beliehiger 
Bogen h l ,  b z ,  . .  . 6, auf constanten Temperaturen O,, o z ,  ... U, gehalten 
werden. E s  liandelt sich uui die bekannte Aufgabe, den s ta t ionken  
W%rmeziistand zu untersuchen und  zugleicli die durch jene Bedingungen 
bestirnrnte Function complexcn Argurncnts aufzufinden. 

Zu diesem Zwecke verhinde man einen beliehigen P u n k t  P im Innern 
mi t  den Endpunkten der obigen Bogen und bezeichne die Ljingen der Vcr- 
bindungslinien mit p , ,  p,, . . . p,, ihre Neigungsw-inkel mit v l ,  q,, . .. qn, 

so dass die "ou ilinen eingeschlossenen Winkel sind ( 9 ,  -p l ) ,  (9,-q,), 
, . . Endlich bezeichne man die zu den Bogen geliorigen Centri- 
winkel mit ,!Ill pz, . . .  P,,. Je tx t  ist eine Function TI zu suchen,  die am 
Rande die gegrbeneu Werthe v,, v,, .. . v, annimmt. Als solche ergiebt 
sich durcli eine einfache Winkelbetrachtung ganz von selbst 

drnn Iafist man z. B. P auf den Bogen 6 ,  rücken,  so gehen die Winkel- 
diff~renzen (y3- ye)  U. a .  W. in  die Halften der Centriwinkel über, w5h- 

P rend cp,- cp, = n+' wird ,  so d a s ~  in der Tha t  nur  v, stelien bleibt. 
2 

Der eine Theil der Function cornplexen Arguments ist  also gefunden 
und die Isothermen des Problems sind die  Ciirven 

6, ( U , - U ~ ) < P ~ +  ( v i - v p ) ( P B + " ' f  ( " " - I - V ~ I ) ~ * = ~ I  
wobei von den Constanten ahgesehen ist. Sie sind also von der Form 
3), und xwar handelt es  sich um den  Fal l  Z v =  ZF, denn die Sumrne 
der samxntlichen Factoren ist Null. 

Des zngehorigc u bestimmt sich folgendermassen: Zii drm Tlieile 

P P (~,-rp,) geli6rt ale ergiinzende Function ly 2 ,  denn lg + i(yz- rpl) 
Pi Pl 

k t ,  in rechtwinkligen Coordinaten geschrieben, eine Function des com- 
plexen Arguments (z+ yi).* Demnach ist das gesuchte u 

* In Capitel LI1 der citirten Einführung werden die Bicircularcoordinaten 
Pl l g -  und ( p  9 , )  behandelt, auch gezeigt, dass sie der Gleichurig d u  = O ge- 
Ps 

niigen. Man kann aber auch u durch Integration der Differentialgleichung d u  
% V  a v  = - d z  - - d y bestimmen, die per se integrabilis ist. Vergl. § 36. 
3~ a~ 
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so dass, abgesehen von den Confitanten, die Stromlinien des Problems sind: 

81 l7 ( p , U n - ~ ~ .  p 2 U , - s , .  , p , v n - 1 - v n  ) = C I  

so dass es sich um die Gleichungen 4) in  dem Fal le  2% = XP handelt. 
Die gesuchte Functiou cornplexen Arguments ist also, bifi auf die 

ziizufügende cons tan te ,  

Statt  nun am Bande  in die einzelnen Bogen constaute Warme ein- 
stromen e u  lassen, kann man dies aucb mit constanter Elektricitat thun, 
so dass gegen die friihere elektrodynamiache Deiitung die bekannte Ver- 
triuschung der Strom- und Niveaulinien eingetreten ist. 

Rückt  P in  die Rlitte, su hat  man dort  die I'emperatur 

denn  daun wird in  Gleichung 5 )  (v2- qi) = B i ,  '((PJ - = etc. Dies 
ist der bekannte mittlere Werth der Randwerthe,  der für die Verzeieh- 
n u n g  der Isothermen von Bedeutung ist. 

Durch Reciprocitiit geht man leicht vom Innern des Kreises znm 
Aeussern über und durch Vereinigung beider Probleme findet man den 
Zustand der  gesammten Ebene bei kreisformiger Vertheilung der singu- 
laren Pnnkte.  Da aber für jedes Problem nur  e i n  e Losung moglich ist, 
80 ergiebt sich sofort. folgender Satz:  

L i e g e n  d i e  A u s g a n g s p u n k t e  d e r  R a d i i  v e c t o r e s  d e r  Cur-  
v e n s c h a a r e n  3) u n d  4) a u f  e i n e m  K r e i s e ,  s o  g e h o r t  i m  F a l l e  
LP=B z u  d e r  S c h a a r  3) s t e t s  e i n  K r e i s ,  d e r  d i e  S c b a a r  4) 
o r t h o g o n a l  s c h n e i d e t .  

P .  '2 P S o  werden z .  B. die Curven - = c,  die Curven - = c l  stets durch 
r2 Y 

P - 9 einen Kreis orthogonal gesclinitten, die Curven -= c dann ,  wenn die  
r . 9 

Ansgangspunkte der  Radii vectores auf einem Kreise liegen. 
Der  auf den ereten Blick überrascheude Satz folgt fiofort aufi dern 

s~lbstverstiiudliçhen Satze,  dass, wenn alle Kin-  und Aiisstr6mpuriktr 
der  Elektricitat auf eirier Geraden liegeu, diese selbst eum System der 
Stromlinien gehort,  ein Satz ,  der,  durch reciproke Radii vectorcs traos- 
formirt,  auf den vorigen fülirt. Fügt  man aui'tieiden Seiten der Geraden 
symmetrisch ewei gleictiartige Piinkte zu,  80 bleibt der  Satz bestehen, 
u n d  transformirt man von einem dieser Pi inkte  r u s ,  su erhalt man Ein- 
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oder Ausstrümungspunkt~e i n  der Mitte der Platte und im unendlichen 
Puri kte. 

Auch durch geometrische Untersuchurig der Peripherir,winkel liisst 
sic11 der Satz beweiscn. Auf § 43 der citirten Einfühiung,  der die Fal le  
der Symnietrie und Reciprocitat bei gewissen Isothermenschaaren bahan- 
delt, brriucht nur hingewiesen zu werden. 

Aber nicht nur  die Abbildung mittels reciproker Radii vectores, auch , 

jrde aridere Abbildnng mittels einer Functiori complexeu Arguments giebt 
leicht zu deutende Krsul tate ,  besonders die Abbildnng mittels der Urn- 

kehrungen rationaler Functionen. So gelit z .  B. bei z = Ti! jeder Radius 
vector p über in ein Product p , ,  p z ,  . . . p , ,  jedes <p in eine Siimme 
qi $ qz + . . , + 'pn , 60 dass die Curven 6) und  8) ihre Gleichungen trotz 
der Transformation im Wesrntlichen beibrhalten. So erkannt m a n ,  i n  
welchen Fallen bei Vertheilnng der singularen Punkte  auf einer Lemnis- 
cate hoherer Ordnuug diese selbst zu den Stromlinien gehort,  kurz ,  zahl- 
reiche Probleme lasscn sich durcb solche Ueberlegungen wrsentlich er- 

- - 

leichtern. 
Die gegebenen Resultate sind grosaentheils nicht neu ,  in diesem Zu- 

sammenhangc aber wahrscheinlich noch nicht dargcstellt. Jedcufalls aber  
bat sich gezeigt, dass die Lemniscaten und H y p c r h ~ l n  hoherer Ordnung 
mit den Ausgangspunkten der neueren Functionentheorie auf's Innigste 
verknüpft s ind,  fur die abstract en Satze derselben leichtverstandliche 
Beispiele bieten und  omit das eingeliendste Studium verdienen. 

H a g e n ,  den 6 .  December 1883. Dr.  G. H O L Z M ~ L L E R .  

VI. Bemerknngen über  die Mittelpnnkte von Kegelschnitten einer 
FlZlche zweiten Grades. 

1. 

S a t z .  D i e  M i t t e l p u n k t e  d e r  K e g e l s c h n i t t e ,  w e l c h e  d i e  
E b e n e n  e i n e s  B ü n d e l s  m i t  d e m  S c h e i t e l  P a u s  e i u e r  F l a c h e  
z w e i t e n  G r a d e s  -- F 2  - s c h n e i d e n ,  l i e g e n  a u f  e i n ~ r  n e u e n  
F l a c h e  z w e i t e n  G r a d e s  - F,,,' -, w e l c h e  d u r c h  P u n d  d e n  
M i t t e l p n n k t  v o n  F4 g e h t .  

B e w e i 8. Wir  erhalten im Allgemeinen den Mittelpunkt des Kegel- 
schnittes, in  welchem eine Ebonc  die Flacho PZ schncidet,  indem wir 
den znr Stellnng der Ebene conjugirten Durchmesser der Flache be- 
stimmen. E r  trifft die Ebene  in dem gesuc.hten Mittelpunkte. Nun 
erfüllen die zu den Stellungen der  Ebenen eines Bündels conjugirten 
Dnrchmesser ein zu dem Ebenenbündel reciprokes Strahlenbündel. Das 
Erzengniss zweier solchen Bündel - i n  unserem Fal le  der Ort  der er- 
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wshnten Mittelpunkte - ist bekanntlich eine Flache zweiten Grades, 
welche durch d ie  Scheital der ~ ü n d e l  geht. Sornit ist unser Satz hewie- 
sen und  wir bemerken üb i r  Fm2 noch Folgendes: 

Dem Strahle M P ,  welcher die Scheitel der erw#hnteu Bündcl ver- 
bindet,  entsprechen Ebenen ,  deren Stellung die conjugirte zum 1)urcli- 
mesEcr IWP der Flache F2 ist. Folglich ist ,VP ein Durchmesser der 
Flaclie Fm2. 

Construiren wir die Tangentialebenen ans  P a n  F2,  so sind ihre 
Berührungspunkte alu Mittelpunkte der Kegel~chnit te  aufzufassen, in 
denen diese Tangentialebenen Fz schneiden. Bestirnnieu wir ferner die 
Ebenen durch Il, welche den Tangentialebenen des Asymptotenkegels 
von F2 parallel s ind,  so echneiden diese F2 in Kegelschnitten, deren 
Mittelpunkte nnendlich fcrn sind. Wir  schliessen also: 

F 2  h a t  m i t  Fma d e n  K e g e l s c h n i t t  K Z  g e m a i n s a m ,  i n  w e l -  
c h e m  d e r  H e g e l  a u s  P d i e  F l a c h e  E2 b e r ü h r t ,  u n d  d e n  H e g e l -  
s c h n i t t ,  i n  w e l c h e m  d i e  u n e n d l i c h  f e r n e  E b e n e  F2 s c h n e i d e t ,  

2. 
Die Construction von Fm"h#ngt nur  ah von dem Punkte  P und der 

Involution von Durchrnessern und  Durchmesserebenen um M. Wir erhal- 
ten daher für alle Flacben F2, bei denen dicse Involution die namliche 
ist, welche also deriselben Asymptotenkrgel haben,  die gleiche Flac11~ 
L2. Letzterc hat  mit jeder der ersteren je  den Kegelschnitt gemeinsam, 
den dio Polarebene von P sus  i b r  schneidet. Daraus ergieht sich aucli 
folgende Erzeugung von FmZ: q 

W e n n  w i r  d i e  P o l a r e b e n e n  e i n e s  P u n k t e s  P i n  B e z u g  a u f  

die F l a c h e n  z w e i t e n  G r a d e s  b e s t i m m e n ,  w e l c h e  d e n g e l b e n  
A s y m p t o t e n k e g e l  h a b e n ,  s o  s c h n e i d e n  d i e s e  E b e n e n  i h r e  
r e s p e c t i v c n  F l a c h e n  i n  K e g e l s c h n i t t e n ,  w e l c h e  a u f  e i n e r  
n e u e n  F l a c h e  zw e i t e n  G r a d e s  l i e g e n .  

3. 
Die F l k h e n  h2 für reelle Pnukte  P des Baumes Sind stets reell. 

1st daher F 2  imaginar, also Kugel  oder Ellipse, so konnen wir an Stelle 
dieser imaginaren Flache eine rcclle Flaclie F,na setzen. Dabei l k ~ t  fiich 
dnrch passende Wahl  von P noch erreichen, dass Pz nnd Fm2 eich in 
einer der  Congruenz analogen Lage befinden. 

Sei namlich x ein Durchmesser von F 2  und  auf demselben sei die 
Involution harmonischer Pole durch M und ein P a a r  ZE, gegeben. Wir 
bezeichnen die Potenz dieser Involution mit k," BO dass k,2= MX.MX, .  
D a n n  wahlen wir auf X den P u n k t  P in der Weise,  dass 2 M P=  k, ist, 
vo kz der  absolute Werth der Wurzel  der  Potenz Sei. 

Die zu diesem P gehorige Flache Fm"at die Eigenschaft,  daçs die 
Potenzen der Iuvolutionen harmonischer Pole auf ihren Durchmessern 
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dem absoluten Werthe nach rrsp. glcich den Potonzen der  Involutionen 
aiif para l l~ len  Durchmessern von F 2  sind. 

Daben wir nun  Constructionen für die imaginare Flache F 2  a u s m -  
führen, 9 0  übertragen wir dieselben auf eine reelle Mittelpnnktsflache Fm2, 
welche nach obiger Angabe bestimmt ist. 

Sei z. B. der Po l  P zu einer Ebeiie P in Bezug auf die imaginare 
Flache F2 gesiicht, so construiren wir den P o l  P* von P in Bezug auf 
FmZ. 1st dabei "M* der  Mittelpunkt von FmZ, so ziehen wir durch M - 
den Mittelpunkt von F z  - eine Parallele s u  M" P* n n d  bestimmen auf ihr 
P so, dass IV P gleich M * P *  i s t ,  aber  den  entgegengesetzten Sinn von 
M* P* hat.' 

4. 
Zn jedem Kegelschnitt der Flache Fa gehort einc Flache Fm" welche 

durch den Pol der Ehene  des Kegelschnittes in  Bezug auf F2 geht. Ver- 
allgemeineru wir die gegenseitige Beziehung von F h n d  Fm" indem wir 
zu diesen Flachen die collinearen Flacheri zweiten Grades bestimmen, 
so erlialten wir den 

S a t z :  W e n n  e i n e  F l a c h e  z w e i t e n  G r a d e s  - Fm2 - m i t  
e i n e r  a n d e r n  - F2- e i n e n  K e g e l s c h n i t t  g e m e i n t l a m  h a t  u n d  
durc l i  d e n  P o l  d e r  E b e n e  d i e s c s  K e g e l s c h n i t t e s  i n  B e z u g  a u f  
F h e h t ,  s o  e n t l i a l t  s i e  a i i c h  d e n  P o l  d e r  E b e n e  d e s  z w e i t e n  
K e g e l s c h n i t t e s ,  d e n  s i e  m i t  F2 g e m e i n s a m  h a t .  

5.  

Zu jedcm Punkta P des Raumes gehort  in  Bczug auf P e i n e  und 
nur cine Flache Fm2. R e w e g t  s i c h  P a u f  e i n e r  G e r a d e n  y ,  s o  
z e i g e n  w i r  n u n ,  d a s s  d i e  z u  d e n  P i i n k t e n  v o n  g g e h o r i g e n  
F l a c l i e n  F,,,z e i n  B ü s c h e l B 2  b i l d e n .  Denn e r s t e n s h a b e n a l l e d i e s e  
Fl%clien den unendlich fernen Querschnitt gemein. Ferner  gehen sie 
durcli M und die l Junkte  A ,  B, in deneu die Tangentialebeuen aus g die 
Fliiche F2 berühren. Folglich liegen die  zweiten Querscbnitte, welche 
j t4e Flache mit der andern gemeinsam h a t ,  in  der  durch A ,  R, ,Tif be- 
~timrnten Ebene. Sie  gehen durch A ,  B, M und durch die xwci Punkte ,  
i i i  denen die erwahnte Ebene den unendlicli fernen gemeinsamen Quer- 
sclinitt schneidet, mitbin falleri sic in  einen Kcgelschnitt Km2 zusammen. 
Es ist  der zwei te~a l len  Flacheu gemeiusame Querschnitt u n d  unsere Be- 
hauptung ist bewiesen. 

1)s Kma allen Flachen F,,2 xemeinsam ist,  so ist dieser Kegelschnitt 
der Ort der Mittelpunkte der Kegelschnitte, welche die Ebenen eiues 
-- -- 

* Verschieben wir Fmg parallel zu sich um MM*, 80 erhalteu wir eine Fliclie, 
welche zur imagiuiiren Flache F2 gleichsam centrisch-symmetrisch ist. Diescr 
Da.rstelliingsweise der imaginiiren Flache diirch eine centrisch-symmetrische bc- 
dient sirh m& geehiter Lehrer Herr F'iedler seit Jahren in seinen Vorlesungen. 
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Büschels durch g ails F 2  sçhneiden. Die Ehene des Kegelschnittes Km2 
ist die xur Stellung von g conjugirte Iliametralebene der E'laçhe F2. Wir 
scliliessen also : 

S a t z :  D i c  K e g e l s c h n i t t e ,  w e l c h e  d i e  E b c n c n  e i n e s  Bii-  
s c h e l s  m i t  d e r  S c h e i t e l k a n t e  g a u s  e i n a r  F l a c l i e  zwei te i i  
G r a d e s  s c h n e i d e n ,  h a b e n  i h r e n  M i t t e l p u n k t  i n  e i n e m  K e g e l -  
s c h n i t t  K,:, d e s s e n  E b e n e  d i e  z u r  R i c h t u n g  v n n  g c o n j u g i r t e  
D i a r n e t r a l e b e n e  d e r  F l % c l i e  i s t .  

6. 
Keliren wir wieder zum Biischel Ba der Flachen L2 zurück, so be- 

merken wir, dass die Mittelpunkte M *  der Flacheii dieses Büscliels i n  
einer Geraderi y* liegen, die durüh den Mittelpurikt von Kv,2 gelit urid 
zu y parallel ist. In g* befinden sich aber auch die Pole der Ebene 
von K,Vn Beziig auf die Flachcn dcs Büschels, dcnn dirse Polc müs- 
sen j e  auf der Geraden l iegen,  welche den klittelpunkt der resp. Flache 
Fm2 mit den1 Mittelpunkte von Km2 verbindet. 

Nun ist das  Büschel B2 dadurch charakterisirt, dass seine Grund- 
curve , in  zwei Kegelschnitte eerfallt, wovon der eine uriericlliçli feru ist. 
E s  ergiebt sich also fiir solclie Büschel der Satz:  

D i e  M i t t e l p u n k t e  d e r  F l a c h e n  z w c i t e n  G r a d e s  e i n e s  B ü -  
s c h e l s ,  w e l c h e s  d u r c h  e i n e n  u n e n d l i c ' h  f e r n e n  K e g e l s c h n i t t  
g e h t ,  l i e g e n  i n  e i n e r  G e r a d e n .  I l i e s e  i s t  a u c h  d e r  O r t  d e r  
P n l e  d e r  E b e n e  d e s  a n d e r n  g e m e i n s a r n e n  K e g e l s c l i n i t t e s  in 
B e z u g  a u f  d i e  F l a c h e n  d e s  B ü s c i i e l s .  

Uebertragen wir diesen Gedanken auf ein zu dem erwiilinî.cn Bü- 
scliel collineares , so folgt: 

H a b e n  dici F l a c h e n  z w e i t e n  G r a d e s  e i n e s  R i i s c h e l s  zwei  
K e g e l s c h i i i t t e  g e m e i n ,  s o  l i e g e r i  d i e  P o l e  d e r   bene en d i e s e r  
K e g e l s c h n i t t e  i n  B e z i i g  a u f  d i e  F l a c h e n  d e s  B ü s c h e l s  i n  d e r -  
s e l b e u  G e r a d e n .  

7 .  

Mit Hilf'e der Flachcn Fm2, welche zu einer Geraden g in Bezug auf 
F 2  gehore~i ,  I6sen wir folgende Aufgahe : 

Gegeben seien zwei Gerade g, h und eine Flache Pz. E s  sollen 
dirjenigen Transversalen i zu g und h grsuçht werden,  deren Schnitt- 
pnnkte mit der Flache F 2  durch den Schnittpunkt mit h halbirt werden. 

W i r  constriiiren dann zu g das Büschel der Flaçhen F,,,! Zu jedern 
P u n k t e  P auf g geh6rt einc? solçhe F lache ,  wclche von h in zwei Punk- 
t en  x ,  y geschnitteri wird. Die Verbindungslinien von P mit latzteren 
Pnnkten sind Linien t .  

Xun bilderl die Punkte  x ,  y, i n  welchen h die Flaclien des Bü-  
schels schneidet, eiiie Involution. Zu jedem Punkte  auf q gehort pin 
P a a r  dieser Involution, also ist letztere zur Punktreihe auf g projecti- 
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visch. Punktreihe und  Involution aber, die in  einer derartigen Bezieliung 
zu pinander stchen, erzeugen bckanntlich cine Regelflache dritten Gra- 
des, fiir welche der Trager  der Punktreihe eine noppclgerade ist. Diese 
Regelflaclie gieht uns den Ort  der Geraden t an. 

Redenken wir, dass die Schnittpunkte von h mit t auch die Mittelpunktc 
der Involutionen harmonisclier Pole auf I in Bezug auf F%intl, so sagen wir:  

D i e  G e r a d e n  t,  w e l c h e  e i n e  L i n i e  y s c h n e i d e n  u n d  f ü r  
w e l c h e  d i e  M i t t e l p u n k t e  d e r  l n v o l u t i o n  h a r m o n i s c h e r  P o l e  
i n  B e z u g  a n f  e i n e  F l a c h e  z w e i t e n  G r a d e s  i n  e i n e r  G e r a d e n  
h l i e g e n ,  e r f ü l l e n  e i n e  R e g e l f l a c h e  d r i t t e n  G r a d e s ,  d i e  y z u r  
I l o p p e l g e r a d e n  h a t .  

Mittels dieser Regelfliiche ktinuen wir aueh d i e  Transversaleu zu 
drei windschiefeu Geraden g, h ,  f b~st iuirnen,  fiir w e l  c h  a die Mittel- 
punkte der Involutionen harrnonischer Pole in Bezug aiif eine Flache 
zweiten Grades in  h liegen. E s  gieht drei derartige 'l'ransvcrsalen. Sie 
gehen durcli die Schnittpunktc. von f mit der diirch g, h uud F Z  hestimm- 
ten Regelflache. 

Z ü r i c h .  - Dr. BEYET.. 

VII. Bachtrag zur  XVI. Mittheilung im 20. Bande dieser Zeitschrift 
S. 369: ,,Beweis einiger Satze über  Potenzreihen." 

A b  e l  hat in dem 4. Lehreatze über die Reihen* gezeigt, dam, wenn 
eino Potenzreihe L a , x n  für den reellen Werth s = r  convergirt, ihre 
Summe f ( z )  in alleu Punkteu des Interral ls  (O, r) mit Einschluss der  
Grenzen stetig sei. Das  ist von Her rn  P r i n g s h e i m  mit Recht gegen 
die von mir am Ringange der obigen Mittheilung aufigesprochene Ansicht 
hervorgehoben worden."" A b e l ' s  Entwickelung giebt zunachst den Satz:  
,, 1st die Potenzreihe Xa,xn für den reellen Werth x= r convergent, 
so convergirt sie auch fur joden Werth von x im  Intervallo (O, r )  und  
zwar g l e i c h m a s s i g  für alle diase Werthe von s." - Diesen Satz k a u n  
inau in folgender Ar t  ausdetinen auf complexe Werthe von x :  , , I s t  die 
Potenzreihe Xa,xn i n  einem P u n k t e  x, ihres Convergenzkreises vom Ra- 
dius R convergent, so convergirt sie g l  e i c h  maris i g  fiir alle Punkte  einer 
Strecke x, z,, wo x, einen festen, übrigens heliebigen P u n k t  innerhalb 
des Couvergenzkreiçes K bedeutet." Denn  mau hat  mit Banutzung der 
von mir a. a. O. gebrauchten Bezeichnungen, falls x = x1 - h ein P u n k t  
innerhalb der Strecke xlxo is t ,  

w w 
m+s 

P " , ( x , = ~ n . . x n = ( l - ; ) ~ d . ( q )  , 
m also 

(D E Q 2 E 

a) iprn(x)/ <e"s cm+'< r o î m - p '  

Eiat die Sehne z,~, die Lange  R ( 2 c o s c p - a ) - a  >O-,  so ergiebt sich 
2 e 

hieraus, wenn p < 2 c o s 9  - B ,  / Pm (z) 1 < - . 1st n u n  eine positive Zahl 
IY 

* Veral. Oeuvres complètes par S y 1 o w & Lie ,  1 p. 223. 
** Mathem. Annalen Bd. XXI S. 376. 
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el vorgelegt, so denke man sich E < + u e ,  und bestimme darnach den 
Index  m ,  worauf man auf der  ganzen Strecke X , X ~  firidet ( Pm (z) 1 < E , .  

Aus dcm sochen erwnhnten Satze folgt sofort der  Satz S. 370: ,,Wenn 
die Reihe Zunxn f'ür den P u n k t  x = x ,  ihres Convergenzkreises conver- 
gir t ,  so ist ihre  Summe f (s) für sammtliche P u n k t e  einer solchen Strecke 
2,x, stetig." - Dass aber, wenn diese Potenzreihe fiir allc Punkte  eines 
continuirlichen Stückes ihres Convergenzkreises convergirt ,  ihre Surnme 
f(x) Iangs desselben stetig sich audere,  sclieint bis jetzt nicht erwieseu 
z u  sein. D e r  Satz leuchtet c in ,  wenn die Reihe für x=x, unbedingt 
convergirt. - Der  a .  a. O. vorgetragene Reweis des erstereu Satzes wird 
a n  Klarheit gewinnen, wenn man m zunachst einen festen Werth des 
Stellenzeigers sein l%sst. Dann muas es aber heissen: 

(Eine ahnliche Bemerkung tritt  ein beim B e w e i ~ e  des zweiten Satzes, wo 

rum dritten ül iede der  Gleiohung 5 )  noch -2 nans,n- l  zuzufügen ist.) 
in 

Die hierdurch bedingteu Abanderungen des Folgenden bedürfen um so 
weniger der n lheren  Ausfübrung, als man auch hier ahnlich wie mit der 
Relation a) verfahren kann.  

Dass der Satz in Nr. 2 sammt seinem Beweise, wenigstens für reelle 
Werthe der Glieder a,, b,, schon bei A b  e l  vorkommt, hat Hr. P r i n  gs- 
h a i  m ehenfalls bemerkt. 

Der  zweite Satz (Nr. 3) laçst heute  noch einen andern Beweis zu. 
Herr  U i n i *  hat  n%rnlicIi gezeigt: , ,Wenn in einer endlichen Umgebung 
(a-  E , ,  a + P ~ )   ine es Punktes  n dio Reihc 2'fn(x) convergirt und  jcdes 
ihrer Glieder eine endliche Ableitung besitzt, und  wenn die aus den Ab- 
leitungen gebildete Reihe 2 ffn(x) irn genanuteii Bereiche von x g l e i c l i -  
m % S E  i g convergirt , so ha t  die Function f (x) = Z fn ( le )  im Punkte  x = a 
eine endliche Ableitung nnd zwar gerade 2f0,(a).'' D i n i ' s  Beweis gilt 
auch für den Fa l l ,  dass die f , ( x )  complexe Functionen der reellen V R ~ -  
anderlichen x sind und  dass nur  e i n e  Seite des Punktes  x = a  bctracli- 
te t  wird. n e r  letztere Umstand tritt  aiich hier e in ,  indem die Reille 

n z n  gleiclim&sig convergirt Wr slmmtliolie P n n k t e  der obcn 
L 

eingeführten Strecke x, ru. 

Der erste Theil des dritten Satzes (S. 373) ist  vie1 zii allgemein 
pAal ten :  mit Sicherheit ist er richtig in solchen von x, verscliiedenen 
Z'iinkten des von x, a u s  beschriebenen Kreises, w o  a u  c h  d i e  T a v l o r -  

s c h e  R e i h e  2 f--) ( r -  zo)" C O  n v e r g i r t .  D a r  folpt leicht ails dem 
11 ! 

ersten Satze. Der  Irrthum erklart sich daraus,  dass a. a. O. eine Formel, 
die nur  für positive, echt-gebrochene Werthe von x~:x' gilt ,  auch für 
complcxe Wertlie dieses Quotienten henutzt worden ist. -- S. 376 Formel 
11)  setze man stat t  cp'jm+l) - cpf(m) die en tg~gengesc tz te  Differenz und 
in der  Sclilusdormel a k t a t t  g, y. 
- - 

* Fondamenti etc., p. 115. 

I n n s b r u c k ,  29. J a n u a r  1884. Prof. O. STOLZ. 
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VII. 

Ueber die Krümmung der  Flachen. 

Von 

I)r. O. I ~ O K L E N  
in Ileutlingen. 

Hierzu Taf. V Fig. 1 

§ 1. 
I n  einem frühercn Aufsatze dieser Zeitschrift (XXVII, S. 369) haLe 

idi die Bexiehungen zwisçhen den centrischen Flaclien zweiten Grades 
untersuçht, welche mit irgend einer Flaclie P i n  einem beliebigen T'iinkte 
S derselben von gleichartigrr Krürnrnung eirie Berühruiig erster oder 
zweiter Ordnung haben. Da nuu durch S zwei Krümmungslinien gehrn ,  
in walchen Ii von zwei weiteren Fl$chen F' und  F" ortlicigonal gesciinit- 
ten werden k a n n ,  so giebt es drci confocale Flachen zweiten Grades (A), 
( p ) ,  ( v ) ,  wovon die erste, das E l l i p ~ o i d  , mit P, die zweite , das einmant- 
lige I-Iyperboloid, mit F' u n d  die dr i t te ,  das zweimantlige Hyperboloid, 
mit F" j e  eina Berührung zweiter Ordnung hat.  

Uui die Uezieliungen solcher Tripe1 von Confocalen zu untersuclien, 
gelien wir von ihrcn Gleichungen 

x 2  y2 z2 5% z2 x2 y" - 2  1) = 1 3 -+-- y 2  + - = I r  -+--fL=l, 
A A-p  A - y  r P - S  P - Y  v V - p  Y - Y  

i> y > y > B > v  

aus. Bezeictinet man die Hanptkrümmungshalbmesser von (A) mit L und 
L', d ie jen ipn  von ( p )  mit 1%' und M', von ( v )  mit N und N', so i ~ t  

4) 
1 1 

N = , A - ) '  ( - V ,  N'= 7, ( p  - v)'12 ( A  - v) ' /?  
7E 72 

1 

-- -~ 

- -  z'= J'(p-p)(Y-p)l 7t"=~'v(~-v)(~-v). 

S ist der Uerührungspunkt von P mit (A), von F' mit ( p )  und von 
F" mit (4. Vom Mittelpunkt O der  drei Confocalen f i l l e  man auf die 
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drei durch S gehenden l'angentialebenen die Perpendikel p,  und p", 

Ails den Gleichungen 2) bis 4) ergeben sich folgende Relationeu: 

also 

7) 

Von diesen leteten Gleichiingeu folgt jedc aus  den bciden anderen, so- 
mit siud die sechs Krümmungshalbmesst?r an ewei Bedingiingsgleicliung~n 
gebunden nnd die sechs Gleichiingen 2) bis 4) sind also nur  vier von 

einander unahhangige Relationen, welche zur Restimmung von den füuf 
Unbekannten A ,  p ,  u, p ,  y niclit liinreichen. E s  giebt altju uneridlicb 
viela Tripel von Confocalen, welçlie unter  einander iu eiriem Piinkte S 
eine Berührnng eweiter Ordiiung Liaben oder osculiren, worunter im Fol- 
gendcn immer eu vertitchen k t ,  dass allc Ellipsoide der  Tripcl  dieselben 
Krümmungshalhmesser L und  L', d ie  einmantligen Eyperholoide die Krurn- 
mungsradien M u n d  M', die zweimantligen die  I<rümrnungsradien N und 
N' haben. 

Durch Combination mit 5) findat man ferner:  

9) I - 

M' P' N' ' L' 
P--- , --- !5= -.  
P L p " - M '  p N 

Hieraus folgt: D i e  M i t t e l p u n k t e  O a l l e r  T r i p e l  v o n  C o n f o c a l e i i ,  
w e l c h e  i n  e i n e m  P u n k t e  S u n t e r  e i n a n d e r  o s c u l i r e n ,  liegeii 
a u f  e i n e r  d u r c h  S g e h e n d e n  G e r a d e n ,  w e l c h e  d u r c h  d i e  Gleicl i -  
u n g e n  9) b e s t i m m t  i s t .  

Aus 2) - 5) erhalt man 

10) L.p=A-(*, i l )  M .pf= p-v, 12) N. p"= A - v ,  
I I L'.P=A-V, M .P ='- (A- P I ,  nr'. PT,= ,U - V .  

Betrachten wir zunachst das Ellipsoid (A). In  demsclben Sind A - p  

und A-v die Quadrate  der LEalbaxen desjanigen Centrulsclinittes, wel- 

cher mit der T a ~ ~ e n t i a l e b e n ~  vom Punkte S parallel,  dessen corijiigirt~r 
Halbmessar also O S  k t .  Diese Halbaxen sind parallel den Tangenten 
der  Krümmungslinien in  S, also sind sie hei allen Ellipsoiden unter sich 
parallel. Dic Grossen L I  L', Y, . . . ~ i n d  verrnogr. der Aufgabo constant 
und  d a  sich der  Mittelpunkt O auf  der  Geiaden SO, deren Gleichi~n~en 
9) s i n d ,  bewegt, welche mit den Normalen der  Confocalen (A), ((*), ( v )  

i n  S der Reihe nach die Winkel CI, P ,  y hilden 6011, deren Werthe durcli 
9) bestimmt s i n d ,  so sieht man sofort,  dass die Centralschnitte der Ellip. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



132 Ueber die Krümmung der  Flachen. 

Berührungspunkt; ebenso wird P' von der  Geraden in' in Q' und P" von 

der verlangerten ml '  iu Q' berührt. 

Uurch den Mittelpunkt O des Confocalentripels gehen die drei Haupt- 
ebeneu desselben, auf welche sich die drei Gleichungen 1) beziehen; 
die ergte dieser Hauptebeneu oder die .ry -Ebene  sclineide die drei durch 
S gchenden Normalen oder die &-, q., 5-Axen der Reille nach in den 

Pnnkten XI Y, Z,  sa bat man die Gleicliungen 

d. h.: die Linie X Y ist eine 'i'augente der Parabel i"'; 

d. h .  die Gerade XZ berührt die l'arabe1 1''. Ebenso beweist man, dass 
d ie  Vrrlangerung von k'Z die Parahcl P berülirt, woraus folgt,  d ~ s s  dir 
x y - E b e n e  die drei Paraheln berührt. Das Gleiclie findet auch bei den 
zwei anderen Hauptehenen x z  und zy ~ t a t , t ,  wie sich auf analob% Art  

zeigen Iasst. 
Die bis jetzt angeführten Eigenschafteri der drei Parabeln hat Mann- 

l i e i  m angegehen, aber auf andere Weise begründet (Journal  de Natlie- 
matiques pures e t  appliquées, 3m0 série t. V l I I ,  1882). 

Man hat  demnach den Satz:  D i e  d r e i  H a i i p t e h e n e n  a l l e r  Tri- 
p e l  v o n  C o n f o c a l e n ,  w e l c b e  i n  e i n e m  P u n k t e  S t i n t e r  e in -  
a n d e r  o s c u l i r e n ,  h c r ü h r e u  d r e i  h e s t i m m t e  P a r a h e l n ,  w o v o n  
j e d e  z w e i  d e r  d r e i  d u r c h  S g e h e n d e n  ' J a r m a l e n  i n  z w e i  
K r ü m m u n g s m i t t e l p u n k t e n  t a n g i r t  u n d  d e r e n  D i r e c t r i c e n  also 
d u r c h  S g e h e n ;  a i e  s i n d  d i e  P r o j e c t i o n e n  d e r  G e r a d e n  O S  auf 
d e n  E b e n e n  d e r  N o r m a l e n .  

D e r  letzte Thei l  des Satzes laçst sich so beweisen: 0"s ist x. B. die 
Projection von O S  auf der & c -  Ebene,  welche die :c -, y-, z -  Axeu in eincm 
Dreieck x y z  sclineidet, dessen Hohendurchschnitt 0" ist. Da nun die 
Parabel  P' die drei Seiten dieses Dreiecka berührt., so geht ilire D i r ~ c -  
trix durch O"; sie geht aber auch diirch E, weil ihre zwei Tangenten SI' 
und S n  rectangular sind. Man kann nocli weiter hineufügen, dass die 

Breunpunkte der drei Parabeln die Fusüpunkte der von S auf d i e  Ver- 
b i ~ d u n ~ s l i n i e n  mn', t i l ' ,  lm' gefkllten Perpendikel sirid. Die Verbiridungs- 
ilnien O x ,  Oy, O r  siud die drei Axen deti Tripela. 

W e n u  eine Ebene wiihrend ihrer Uewegung zwei feste Curven br-  
rührt ,  so umliüllt sic eine entwickelbare Flache, deren Ereeugende dir 
Verbindungslinie der Beriiliruiigspunkte ist;  berülirt die Ebenc also drei 
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Von Ilr.  O. R O K I . E N .  133 

Curven ziigleich, so müssen die drei Berührnngfipunkte stets in gerader 
Linie fiein, welche in ihren aufeinauderfolgenden Lagen Tangente einer 
Rmrncurve sein wird - der Rückkelirkante der entwickelbaren Flache -; 
die bewegliche Ebene enthalt alsu stets zmei unendlich nahe Tangenten 
dieser Raumcurve und somit ist ~ i e  Osculationsebeoe derselben. Die drei 
Hauptebenen jedes Confocalentripels osculiren demuach eine bestimmte 
Raumciirve, und da sie sic11 im Mittelpunkte O des Tripels schneiden, 
welclier auf der durch die Gleichungen 9) bestimmten Geraden S O  liegt, 
so folgt daraus, dass die fragliche Raurncurve die Eigenschaft h a t ,  dass 
je drei rectangulare Osculationtiebenen derselben ein Trieder  bildeu, 
dessen Spitze auf einer bestimrnten Geraden lie@, welche man die Direç- 
tiix der Curve neunen k a n n ,  nach Analogie der ebenen Parabe l ,  bri der  
je zwei rectanguliire l'angcnten fiich ehcnfalls auf einer Geradcri oder 
Directrix schneiden. Dirse Raumcurve ist also eine specielle cnbische 
Parahel. 

Um die Gleichungen derselben zn finden, wahlen wir die x z -Ebene 
oder die zweite Hauptebene der  Confocalen, welche die Normalen 
von S i u  dem Llreieck X'Y'Z'  sçhneidet. Die drei Seiten desselben be- 
rühren die Parabeln in A ,  B I  C, uud zwar sind dies der  lteihe nach die 
Ueriihrungspunktc von Y'Z'  mit P, von Z'X' mit F' und  von der ver-  
Iiingertcn X'Y '  mit P"; die Gerade A B C  ist also Tangente der Raurn- 
curve. 1st A' C r  die Projection von AC in der ( l - E h e n e ,  so hat man 

SA' Y ' A  SZ'  
SZf= JSA'JN' und a n a l ~ ~  SX'= JSC'JÏ,. 

I)a aher X'Z'  die Paiahel  EJ' berührt,  so ist 

sz' S X '  Jsc' /SA' 
-+--=1 oder --i-+-- 

N L' L N 
- 1. 

Hieraus folgt, dass SA' und S C '  die Coordinaten einer Parabel sind, 
L'2 

welcho die k- Axe in der Entferniing - und die l -  Axe in der Entfer- 
L 

N 2  
nung - berührt; somit iimhüllt die Projection A'C' i n  der LS-Ebene die  

N' 
Curve 

Die I'rojectionen von A B C  in  der  67-, q l -  und l k - E b e n e  umhüllen 
also die Curven 
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134 Geber die Krümmung der Flachen. 
c------- 

Von diesen drei Gleiühungen, in  welühen, wie in  den vorhergehenden, 
zu beachten ist,  dass M' nach 3j  negativ zu nehmen i s t ,  folgt jede ans 
den beiden aridcren, wenn man die Formeln 8) berücksichtigt. Sic sind 
die Projectionen der Raumcurve auf den drei Tangentialebenen von S, 
welche im Raume das Analogon der drei M a n  n h e i  m'schen Parabeh in 
der Ebene ist. Wiihrend diese in einem Confocalentripel j e  zwei X'or- 

malen des geineinschaftlichen Durchschnittspunktes S, sowie auch jede 
der  drei Hauptebenan b e r ü h r  e n ,  eo o s c n l  i r t  die Raumcurve die drei 
Tangentialebenen von S und  cbcnfalls dio drei Hauptebenon. 

Die Osculationspunkte in  den Tangentialebenen sind die obongenann- 
!Tl '" N e  

t en  Pnnkte  QI  Q', y''. Die Coordinaten von Q sind r ]  = - und t=-ii 
iM N 

N '2 L" L'Z IN 
von Q' l= - und  & =- 1 vou 0'' {= und q =  -,- Man überzengt 

N L' il1 
sich hiervon, wenn man z. B. die Ebene X Y Z  sich der TL-Ebene niihern 
lasst;  im Grenzfall werden die Punkte  A ,  B, C auf 0, n ,  m' fallen. 

N B  
Setzt man nun in 18) i =  -, i so wird mit Berüüksichtigung von 8) 

N  
M'Z 5'-N N 

q =  - und  - 
hl 

c -,- Ebenso lasst sich der Beweie für die zwei 
T M  

anderen Punktc  führcn. 

Ilas Vorhergahende kann man so zusammenfassen: 

D i e  H a u p t e b e n e n  d e r  C o n f o c a l e u t r i p e l ,  w e l c h e  i n  einem 
P u n k t e  S u n t e r  e i n a n d e r  e i n e  R e r ü h r u n g  d r i t t e r  O r d n u n g  
(S. 5 2) h a b e n ,  o s c a l i r e n  e i n e  c u b i s c h e  P a r a b e l ,  d i e  eine 
g e r a d l i n i g e  L l i r e c t r i x  L a t ,  a i i f  w e l c h e r  d i e  S p i t z e n  d e r  rect- 
a n g i i l i i r e n  T r i e d e r  l i e g e n ,  d e r e n  S e i t e n  d i e  C u r v e  oscu l i ren .  

§ 2. 
Um das Bisherige auf die Tbeorie der  allgemeinen Fl5chen anzu- 

wenden, nehmen wir eine beliebige Flache F a n ,  welche in dem Punkte 
S gleichartig gekrümmt is t ;  auf der Normalo liegen die bcidon K~iim- 
mungsmittelpuukte 1 und l', S I =  L u n d  SI'= L' sind die Hauptkrùm- 
mungshalbmesser von F, L' ) L.  Die Normale ist  die  & - A x e ,  wahrend 
die  Tangenten  der zwei dnrch S gehenden ~ r ü m m u n ~ s l i n i e n  von F die 

Axen der  7 und  5 sind. Uie Ebeneu  der Krüuirnuugskreise von L und 
L' gelien durch die 11- u n d  durch die  5-Axe.  Zwei nnendlich nahe c o o  

jugirte Tangenten des die Krümmungslinic { (dcren Tangente  die [ - A x e  
ist) beruhrenden Normalschnittes von F, namlich die  r ]  - Axe ' und die 
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nachstf'olgende conjugirte Tangente  dieses Normalschnittes schneiden sich 
im Piinkte m auf der ?-Axe.  Nun werde !,'von cincr zweitcn Flache F' 
senkrecht geschnitten, welche die t l -  Ehenr. in  S berührt uud deren 
durch die qb-Ehene  bestimmter Hauptschnitt  den Kiümrnungsmittelpunkt 
m habe, so dass Sm-rl i  der eine Hauptkrümmungshalbmesser von F' 

ist. Zwei aufeinariderfolgende conjugirte Tangeuten des die Krümmungs- 
linie 11 beriihrenden Noru~alschnittes von P sclineiden sicli in n', eine 
dritte Flache E'" berührt die k q - E b e n e  ebenfalls in S, und ri' sei der 
Kiiimniungsmitt~lpiinkt des in der q 5-  Ebcuo liegenden Hauptschnitts 
von F", dann iet Sn'= N' der eine Hauptkrümmiingshalbmesser von 
P". Die vier Grossen L ,  L', dl und N' sind beliebig und habeu in 
jedem IJunkte S von F wieder andere Wertbe;  wenn aber die drei sic11 
svnkreclit schneidenderi Flacheu F, P', F" die Eigenschaft hahen sollen, 
dass sie in F von einem Confncalentripel in zweiter Ordnung berührt wer- 
den konncn, so  sind dio zwei weiteren Hauptkrümmiingsbalhmesser M' von 
F' u n d  N von F" nicht mehr heliebig, sandarn a n  die B e d i n g ~ n ~ s g l e i c h -  
ungen 8) gebunden, d a  nach denselben, wenn die vier Grossen L ,  L', 
III und fi' gegeben s ind ,  aucb die zwei auderen M '  und  ni bestimmt wer- 
den. Hieraus f'olgt der Sa tz :  

W e n n  d r e i  s i c h  i n  e i n e m  P u n k t e  s e n k r e c h t  s c h n e i d e n d e  
F l a c h e n  v o n  e i n e m  C o n f o c a l e n t r i p e l  s o l l e n  o s c u l i r t  w e r d e n  
k o n n e n ,  s o  s i n d  i h r e  s e c h s  H a u p t k r ü m m u n g s h a l b m e s s e r  f ü r  
d i e s e n  P u u k t  a u  z w e i  B e d i n g u n g s g l e i c h n n g e n  g e b u n d e n .  

1st auf irgend einer Flache F ein P u n k t  S gegeben, so sind für 
diescn Puukt auch die vier Strecken L I  L', M und N' bestimmt und  also 
auch die zwei anderen BI' und  N; es lassen siüh somit immer zwei weitere 
Flachen P' und Ir" denkeu ,  welche F in S senkrecht sehueiden. Auf 
diese Voraussetzung gründen sich die folgenden Satze: 

D u r c h  j e d e n  P u n k t  (von gleichartiger Kriimmung) e i n e r  F l t i c h e  
g e h t  e i n e  d u r c h  d i e  G l e i c h n n g e n  9) b e s t i m m t e  G e r a d e ,  a u f  
w e l ç h e r  d i e  M i t t e l p u n k t e  a l l e r  C o u f o c a l e n t r i p e l  l i e g e n ,  
w e l c h e  d i e  F l a c h e  u n d  d i e  z w e i  a n d e r e n  s i e  s e n k r e c h t  s c h n e i -  
d e n d e u  o s c u l i r e n .  D i e  d e n  d r e i  T a n g e n t i a l e b e n e n  d e r  Fla- 
c h e n  p a r a l l e l e n  C e n t r a l s c h n i t t e  d e r  C o n f o c a l e n  l i e g e n  j e  
auf  c i n e m  P a r a b o l o i d ,  d i e  H a u p t e b e n e n  d e r  C o n f o c a l e n  b e -  
r ü h r e n  d r e i  P a r a b e l n  u n d  o s c u l i r e n  e i n e  c u h i s c h e  P a r a b e l ,  
d e r e n  I l i r e c t r i x  d i e  g e m e i n s c h a f t l i c h e  C e n t r a l l i n i e  d e r  C o n -  
f o c a l e n t r i p e l  i s t .  

U m  ein solches Confocalentripel zu construiren, wahle man anf der 
Normale der Flache eiuen P u n k t  A', x. B. xwischen S u n d  1 ,  lege durch 
X eine Ebene, welche die Parabeln P" und  P' tangirt und  die Tangen- 
ten der Krümmungslinien in Y und Z schneidet. Man hat also die 
Gleichuugen 
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---A--? .--------. 

Dadurch sind die Punkte  Y uud Z und somit auch die Ebene selbst 
bestimmt. I h r  Durchschnitt mit der Centrallinie 9) giebt den Mittclpunkt 
und  mit einem gewissen Kegel die Pocalellipsc des Tripels ,  wodnrch 
dasselbe vollstandig bekannt ist. Der  Kegel (diese Zeitschrift XXVII, 
S. 371) entspricht den Gleichungen 

S X  
-- - S X  - L ,  --= L'. 
cos2 m cos2 W' 

E r  bat seine Spitze in  S ,  die Normale zur Axe und  chn ne id et die Ebene 
SX Y in zwoi Geraden,  welche mit der Normale den Winkel w, und  di^, 

Ebene  S X Z  in zwei anderen Geraden,  die mit der Normalc den Winkel 
w' bilden. 

Die Focallinien dieses Kegels liegen in der S X Z - E h e n e  und bilden 
L 

mit der & - A x e  den Winkel  der  durch die Relation cosZq'= ge. 
L 

geben ist. 
Wenn der Mittelpiinkt O des Tripels  gefunden i s t ,  so kennt man 

auch seine Abstande p, p' und P'' von den drei Tangent ia leben~n oder 
den 7 (-, [ & -  und & q  - Ebenen u. S. W. 

Wahrend also durch einen beliebigen Purikt X zwisclien S und 1 auf 

der  Normale ciner Flache F sich unendlich vie10 Ebenen  legen lassen, 
deren jede  durch ibren Schnitt mit dem diesem I'unkte coiijugirten Kegel 
(1. c. S. 371) die F i i c a l ~ l i i p ~ e  eiries F in S in zweiter Ordnung heriiliren- 
den Ellipsuids hestimmt, sn giebt es durch denselben P u n k t  X nur Eiur. 
Ehene X PZ, welche durch iliren Schnitt mit der  Centrallinie den Mittel- 
punkt  und damit auch das einzige, dern Purikte X fzntsprechende oscil- 
l irende Confocalentripel angiebt. Uuter den genannte,n unendlich vielm 
dem Punkte  X en t~prechenden  Ellipsoiden, welche sammtlich mit F die 
heiden Krümmungshalhmesser L u n d  L' gemein hahen,  ist also nur ein 
eiuziges, welches dem osculirenden Confocalantripel angehort,  d. h. wel- 
ches F im Punkte  S in dritter Ordnung  beriihrt. 

Betrachten wir nun weiter die  drei Paraholoide, deren gemeinschaft- 
licher Durclimesser die CentraIlinie SO ist und welübe die drei Flaclirn 

F, F', E" im P u n k t e  S ebenfalls in zweiter Ordnung  berühreu. Das 
rcellc elliptieclie Paraholoid hcrührt F,  auf ihm liegen dio durch die 
Mittelpunkte O auf der Centrnllinie gehenden,  dem Halt~messer SO con- 
jugir ten,  mit der Tangentialebene 7 P von F parallelen Centralsclinitte 
der Ellipsoide jedes Tripels. Uie Halbaxen eines solchen Centralsclinit- 

1, 
' - p l  so sind ihre tes sind f c v  und /CL und  da nach 6) 7 = -- 

L A-v 
Quadrate  den beiden Hauptkrümrnungsha lhmcf i s~~r~ i  von F proportional, 
d. h .  jeder  solche Centralschnitt ist  eine I) u p  i n ' s c h ~  Indicatrix. Zieht 
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Inan in demselben einen beliebigen Halhrncsscr, der mit Jp< bezeiclinet 

werden sol1 und mit der Axe C u  den Winkel o bildet,  6 0  ist 
1 cosZa s i n Z n  
- +- oder uach 10) p p  l - v  A-p 

1 cas20r ain2u 

welche Gleichung das E u l e r ' s c h e  Theorem iiber die Krürnrnungslialb~ 
mcsser der Normalschnitte entlialr. Somit habcn wir den Satz:  

1 ) ie  C e u t r a l l i n i e  d e r  C o n  f o c a l a n t r i p e l  i s t  z n g l e i c h  D u r c h -  
mesf ie r  e i n e s  a l l i p t i s c h e n  P à r a b o l o i d s ,  v o n  d e s s e n  m i t  d e r  
T a n g e n t i a l e b e n e  d e r  F l a c h e  p a r a l l e l e n  S c l i n i t t e n  j e d e r  a l s  
I n d i c a t r i x  d e s  B e r ü h r u n g s p u n k t e s  b e t r a c h t e t  w e r d e n  k a u r i .  

In  dem Bisherigen wurde der Einfachheit wegen stillsctiweigend die 
Voranssetzung gemaclit, dass P in S von den Ellipsoidcn des 'I'ripels 
beriihrt wird. Um dan xweiten FaIl xi1 heiiicksichtigen, wo an die Stelle 
der Ellipsoide die zweimantligen Hyperboloide t reten,  darf man nur  in 
den Formeln des 5 1 I und u gegenseitig vertauschen und demgemass 
statt L ,  L', .%' der Reihe nach W', h', M '  setaen. Dadurch bleibeu die 
E'orrnelri 6) bis 8) ungeandert ,  wahrend in 9) p mit p" eu vertanschen 
ist. Man erhalt also in  diesem Falle fü r  F dieselbe Centrallinie, nur  mit 
dcm ünterschiede, dass die hlittelpunkte der  osculircnden zweimantligen 
Hyperbolriide auf der der Flache F entge.gengesetzten Seite der Tangen- 
tialehene liegen. D a  nun die Confocalen, welche einem osculirenden 
Confocalentripel angahoren, mit je einer von den k'l%chan F, F',  F" eine 
Berühriiug dritter Ordnung liaben, indem z. B. bei den osculirenden 
Ellipsoiden zu der Bedingung, dass ihre Krümmurigstialb~riesser L uud L' 
zugleich d i~ jen igen  von F s ind ,  noch die w ~ i t e r e  hinzutritt ,  dam die 
Schnittpunkte von zwei unendlich nahen conjugirten Tangenten dcr die 
Krümmung~linien von F berührendcn Norrnalschnitte Krümmungsmittol- 
punkte des osculirenden Confocalentripels sein sollen, so lasst sich dern 
oben angeführten Satze auch die Form geben: 

D i e  M i t t e l p u n k t e  a l l e r  E l l i p s o i d e  o d e r  ~ w ~ i m a n t l i g e n  
H y p e r b o l o i d e ,  w e l c h e  e i n e  P l a c h e  i n  e i n e r n  P u n k t e  v o n  
g l e i c h a r t i g e r  K r ü m m n n g  i n  d r i t t e r  O r d n n n g  b e r t i h r e n ,  l i e g e n  
r u f  e i n e r  d u r c h  d i e s e n  P u n k t  g e h e n d e n ,  d n r c h  d i e  F o r m e l n  
9) b e s t i m m t e n  G e r a d e n .  

I h r c h  jeden Punkt  von gleichartiger Krürnmung einer Flache gehen 
also ausser der Normale und den Tangenten der beiden Krümmungslinien 
noch drei merkwürdige Linien: 

F ü r  die Beriihrung eweiter O r d n u ~ g  die (von mir sogenannten) Fo-  
callinien; sie liegàri in der Ebeue des g r o s e r e n  Krürnmnngskreises und  

L 
bilden mit der Normale den Winkel  cosZq'= Auf ibnen liegen die L 
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Brennpunkte der  osculirenden Rotation~flachen zweiten Grades, und sie 
bestimmen ein System von confocalcn Kegcln,  auf denen die Focalcur- 
ven aller osculirenden Ellipsoide und zweimantligen Hyperboluide liegen. 

F ü r  die Berülirung dritter Ordnung die Centrallinie; auf ihr liegen 
die Nittelpunkte aller Ellipsoide nnd  zweimantligen Hyperboloide, welche 
die Flaçlie in  dr i t t r r  Ordnung berührrn;  ~ i e  i ~ t  durch die Gleichungen 
9) b~s t immt .  

Diese Gerade ist zugleich Directrix einer cubisclien Parabcl, welche die 
drei Hsuptehenen der  Ellipsoide oder zweimantligen Hyperboloide osculiren. 

E s  unterliegt nuu keinem Anstande,  diese Untersiichungen auch auf 
Punkte  vou ungleichartiger Krümmung auf den Flachen auiizudehnen. 
Die Flaclie E", welclie von dem einmantligeu Iiyperboloid des Coufuca- 
lentripels osculirt wird, ist in  S ungleichartig gekrümrnt. Aus der Focal- 

immer, M '  negativ zu nehrnen ist;  die Focallinirn fiind also die gerad- 
linigrn Erzeugenden des einrnantligen Hyperboloids oder die Tangenten 
der Asymptotencurven von F'. Uuter  den centrischen Flachen zweiten 
Grades konuen nur  die einmantligen Hyperboloide mit einer solchen 
Flache eine Beriihrung hoherer Ordnung hahen. Sind uun von F' niclit 
blos die zwei Krümrnungshalbmesser M und M' gegeben, sondern auch 
die Dorchschnitte~iunkte 1' und n von zwei unendlich nahen conjugirten 
Tangenten der die Krümmungslinien beriihrenden Normalschnitte, so kennt 
inan die sechs Krümmungshalbuiesser L ,  L', M ,  . . . des osculirenden Cun- 
focalentripels, woraus sich nach 9) die Riclitung der Centrallinie bestim- 
men lasst ,  auf welcher die Mittelpuukte von den einmantligeu Hyperbu- 
loiden liegen, welche die Flache i n  dritter Ordnung berühren. 

9 3. 
Auf' der Centrallinie SO liegen die Nittelpunkte aller im Vorlier- 

gehende~i  betraçhteten Confocalentripel, die fiich in  S in zweiter Ordnung 
berühren. Unter  denselben wahlen wir ein bestimmtes aus ,  dessen Mittel- 
punkt  O ist und  a u €  welches sich die Gleichungen 1) fipeciell beziehen 
sollen. Die drei .durc l  O gehenden Axen desselben s ind ,  wie bisher, 
die Axen der x ,  y, z (uamlich die Geraden Oz, Oy, O z  in der Fipir). 
Die drei durch S gehenden Normalen S & ,  S q ,  S c  sollen uun  die Axen 
eines zweiten Tripelv sein,  welches durch O geht u n d  den Gleichungen 

PZ P I Z  p'12 P " P'2 p f ' Z  

20) --+-+-- = I l  21) -+- + - = 1  
A - P  y - P  v-P A-Y P - Y  Y - Y  

entspriçht. pl p', p" s i n d ,  wie bisher, die Coordinaten von O in Bezieliung 
suf  die Axen S5, S r ,  s f ;  also sind A ,  y ,  v die Quadrate der  Eialbaxen 
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des Ellipsoids, A-p, p -p l  Y-/3 des einmantligen und A-y, p-y, 

Y - y  des zweim~ntlignn Hyperboloids vcm zweiten Tripel.  Nach Ana- 
logie der Gleichungen 2)  bis 4) hat man für dit: sechs durch O gehenden 
Hauptkrümmungshalbrn~sser  des zweiten Tripels die Relationen 

P =  J G l  P'= J ( ~ - P ) O - B ) ( V - B ) ~  pl1= J P - Y ) ( P - Y ) ( v - Y ) .  
Die Confocaleu des zweiten 'I'ripels berüliren in O die Haiiptehrnen 

des ersten, narnlich das Ellipsoid die yz- ,  das einmantlige Hyperboloid 
die zx- und das zweimautlige die x y - E b e n e .  l 'ragt man also aut' der 

$-Axe zwei Strecken a b  gleich 2 und  Z', auf der y - A x e  gleich 93 uud 
-m'; auf der e -  Axe gloicli 91 und !YI', so erhiilt man sechs Krürnmurigs- 
mittelpunkte des zweiten l'ripels, 1 und  Irl  m und  d, n und nt, welclie, 
wie beim ersten Tripel ,  drei Parabeln bestimmen, Q, Q', 9''; 9 in der 
yz-Ebene berührt die y - A x e  in ni und die z - A x e  in n', 9' in der  zx- 
Ebene berührt die z -  Axe in n und die % - A x e  in t', '$" in  der xy- 
Ebene berührt die x -  Axe in 1 und die y - A x e  in ml. 

Retrachten wir zunachst das Ellipsoid vom zweiten ï'ripel; der durch 
S parallel mit der $2-Ebene gehende Centralschnitt desselben ist eine 

Ellipse, dereii Halbaxan =Ji und /B und parallel mit der  z -  und  

y-Axe sind. Die Coordinaten von S sind Z, y, z ,  also irit x JpJy 
B =3/h;LY = p , sornit 9 = - I F= 1 - Beim einmautligen Hyperboloid liat 
x Z 

der mit der z x - E b e n e  parallele Centralsçhnitt die Halbaxen /p und  

JFy und beim zweimantligen sind /-y, JG die iuiaginiiren Halb- 
axen des mit der x y - E b e n e  parallelen Centralschnittes; somit hat man 
fulgende Zusammenstellung: 

Hieraus leitet man weiter ab:  
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Mau kann nun ewei F i l l e  unterscheiden: Erstens die &immungs-  
lialhrnesser 2 ,  Q', W,  . . . siud gegeben, welche drei orthogonalen Flaclien 
angehorcn F, F', E"; P berührt die y z - E b e n e ,  P' die z x -  und F" die 

z y z  
z y - E b e n e  j e  in  O. Dann  sind nach 29) die Verha i tn i~se  - 1  - 7  - 

Y z x  
bestimmt, also auçh die Richtung der Directrix O S ,  auf welcher die 
Mittelpunkte aller Confocalentripel liegen, welche F, F', F" in O oscn- 
liren, und es lasst sic11 auf dicse Tripel  Alles anwenden,  was iu 5 1 

P l  r-P gesagt wurde. D a  die Gleichungen 28) nur  die Verhaltnisse - 
Y B  

niclit diese Giiissen eelbst bestimmcn, so entspricht jedem Punkto S auf 
der  Directrix, des~er i  Coordinaten x ,  y ,  z gcgeben s ind ,  ein andare8 
Confocalensystern mit dem Mittelpunkt O, drssen Focaicurven durch die 
Relationen P = x 2 ,  y = x 2' ebenfalls gegeben sind. 

Zmeitens: und y, also auch y - 8 sind gegeben, d. h. die drei 
Focalcurven des Systerris vou Confocalen mit O als Mittelpunkt sind 
hestimmt. I n  diesem Falle sind nach 28) nur  die Verl6ltuisse von je 
zwei in einer Richtung liegcnden Krümmungshalbmrssern, also nicht diese 
selbst gageben; die Rich t i~ng  der Geraden OS ist ziifolge 29) unbestimmt. 
Die Mittelpunkte S der  Confacalentripel, welche in O mit F, F', F" in 
dem beschrankten Sinne eine Berührung hoherer Ordnung liaben, als das 
Verti%ltuiss vou je  zwei in  gleiclier Richtiing liegenden Krüuimungalialb- 
ncssern gleich demjrnigen der eritsprechenden Krümmungshalbmesser von 
F, F', F" k t ,  kauneu also helicbig im Raiime angenommen werden. Es 
gelien mithiu i n  diescm FaIle durcb O unendlich viele Gerade OS, auf 
welchen die Punkte  S angenommen werden konnen;  nach 29) i ~ t  das 
Verhaltuiss vou zwei in verschiedenen Richtungen liegenden ICrümmungs- 
halbmessern des Tripels für jede Gerade O S  ein anderes. Sollen aber 
die  ~ e c h s  Krüuimungsradien des Tripels ciuzeln denjenigen von F, Ir", F" 
gleich w i n ,  dann  giebt es nur  E ine  Gerade O S ,  und auf derselben nur 
E inen  P u n k t  S ,  da  nun  auch /3 und y gegeben s ind,  welche der Be- 
d i n g i ~ n g  genügen. 

Das  Vorliergehende lisfit sich in folgenden Satz zusammenfassen: 
W e n n  e i n  S y s t e m  v o n  C o n f o c a l e n  ( d u r c h  s e i n e  F o c a l c u r -  

v e n )  g e g e b e n  i s t ,  s o w i e  d r e i  s i c h  i m  M i t t e l p u n k t e  O r e c h t -  
w i n k l i g  s c h n e i d e n d e  F l a c h e n  Ir, li", i."', d e r e n  K r ü m m u n g s -  
l i a l b r u e s s e r  d e n  B e d i n g u n g e n  28) g e n ü g e n ,  B O  I a s s t  s i c h  j e d e r  
I ' u n k t  S d e s  B a u m e s   al^ C e n t r u m  e i n e s  C o n f o c a l o n t r i p e l s  
a n s c h e n ,  w e l c h e s  m i t  d e n  F l a c h e n  i n  O e i n e  B e r ü h r u n g  zwei -  
t e r  O r d n i i n g  b a t  i n s o f e r n ,  a l s  d a s  V e r l i a l t n i s s  v o n  j e  z w e i  
i n  g l e i c l i e r  R i ç h t i i n g  l i e g e n d e n  K r ü r n r n ~ n ~ s r a d i e n  d e s  T r i -  
p e l s  g l e i c h  d e m j e n i g e n  d e r  e n t s p r e c h e n d e n  K r ü m m u n t ; s -  
r a d i e n  d e r  P l % c h e n  iiit. D i e  H a u p t e b e n e n  d e 0  T r i p e l s  s i n d  
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d i e  T a n g e n t i a l e b e n c n  d e r  d r e i  d u r c h  S g e l i e n d c n  C o n f o c a -  
l e n  u n d  b e r ü h r e n  d r e i  P a r a b e l n  9, $', Q", d e r e n  D i r e c t r i c e n  
d i e  P r o j e c t i o n e n  v o n  OS a u f  d e n  H a u p t e b e n e n  d e s  s r s t e n  
S y s t e m v  s i n d .  

Kin System von Coufocalen ist durch zwei Constante /3, y definirt, 
man kann es deshalb mit (P, y) bezeichrie~i. Nirrirnt rrian iui Raume eiueri 
Punkt S oder (x, y, z )  a n ,  so sind nach 25)-27) auch die Grossen 52, 
€Y, . .. und sornit die drei Paiabeln 9, Q', 9" bcstimmt, d .  h. jedem 
Punkte eutspricht ein besonderea oder ihm conjugirtes Parabelntripel; 
al10 diese l'ripe1 haben jedoch eine gemeinsame Eigenschaft, welche durch 
die Relationen 28) ausgedriickt ist. Bewegt sich der  P u n k t  auf einer 
durch O gezogenen Geradeu,  B O  haben die Parabeln dieselben Directri- 
cen, namlich die Projectionen der Geraden auf den Bauptehenen. J e  
weitcr sich der P u n k t  S von O entfernt ,  um so mehr ziehen sich die 
Parabeln seines conjugirten Tripels gegen O zusammen und umgekehrt 
[25)-271. I n  einem gegebeuen System ( p l  y) giebt es  nur Einen 
IJiinkt S,  welchem gegebene Wertlie der  Grtisseri 2 ,  P', . . . entspreclien. 
Llieriri liegt eine neue Eigeriscliaf't der Co~ifocalensysteme, welche sic11 
in  dem Satz ausdrücken lasst: 

I n  j e d e m  S y s t e m  v o n  C o n f o c a l e n  b e r ü l i r e i i  $ i e  d r e i N o r -  
n i a l e b e n e n  c i n e s  P u n k t e s  d r e i  i h m  c o n j u g i r t e  P ' a r a b e l n ,  
d e r e n  D i r e ü t r i c e n  d i 6  P r o j e c t i o n e n  d e s  n a c h  d e m  P u n k t e  
g e z o g e n e n  R a d i u s  a u f  d e n  H a u p t e b e n e n  s i n d .  J e d e  d i e s e r  
d r e i  P a r a b e l n  b e r i i h r t  z u g l e i c h  d r e i  A x e n  d e s  S y s t e m s .  

Die Theorie der  Confûcalen stelit in enger Verbindung mit der 
Sheorie der Tragheitsmomente; wenn O der Schwerpunkt eiries Korpers 
iut und u > 0 > c die  Quadrate der Haupttragheitsradien von O sind, 

.xz y2 z2 
so construire man das Grundellipsoid - + + - = 1 und setze /3 = a - h l  

u 6 c  

Y = ( , - C ,  y - P = b - c ,  so ist ( p , y )  oder (a-6,  u - c )  das durch das 
Griindcllipsoid bestirnrntc C]onfocalcnsystem. 

Die Eiaupttraghcitsaxen von irgend einem Punkte  S des Korpers  
sind die Normalen der drei durch S gehenden Confocalen des Systems; 
ihre Ehenen tangiren also drei Parabeln,  welche durch die Gleichungen 
25) - 27) bestimmt s ind,  wenn man darin fl = a - 6 ,  y = n - c  setzt: 

D i e  E b e n e n  d e r  H a u p t t r a g h e i t s a x e u  i r g e n d  e i n e s  P u n k -  
t e s  i m  I n n e r n  e i n e s  K o r p e r s  b e r ü h r e n  d r e i  d e m s e l h e n  c o n -  
j u g i r t e  P a r a b e l n ,  d e r e n  D i r e c t r i c e u  d i e  P r o j e c t i o n e n  d e s  
vom S c h w e r p u n k t e  a n s  n a c h  d e m  P u n k t e  g e z o g e n e n  R a d i u s  
a u f  d i e  E b e n e n  d e r  d r e i  H a u p t t r a g b e i t s a x e n  d e s  S c l i w e r p u n k -  
t e s  s i n d .  J e d e  d i e s c r  d r e i  P a r a b e l n  b e r ü h r t  z u g l e i c l i  z w e i  
H a u p t t r a g l i e i t s a x c n  d e s  S c h w e r p u n k t e s .  
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142 Uefier die Kriimmiing der Flaclien. 

. Um ein slieciclles Beispiel zu wahlen, oeirn R > b > c die Kanten. 

y2 " 2 

liingen einm rechtwinkligen Parallelepipeds, so ist 7 + -2, + 
b 4-C" + a  a + b  

a2- b2 a2 - c z b2-c2 
= -& das Grundellipsoid , mithin P = - 1 y = --- 1 y - p = - - .  

12 12 12 
Setzt man nun dime Wertlie in 2.5)-27) e in ,  so erhiilt man für jeden 
P u n k t  8 oder (x, y, z) des Korpers die Grossen 2 ,  Y', . .., d. h. die Ab- 
s tande der, B e r ü h r ~ n ~ s p u n k t e  1, 1', m, . .  . der conjngirten Parabeln vom 
Schwerpunkte; diese B c r ~ h r u n ~ s p u n k t e  liegen ~ a a r w e i s e  auf den Hauyt- 
traglieiteexen de8 Schwerpunktes. Die Gleichurigen 29) bastimmen die 
zugehorigen IXrectricen. 

§ 4. 
Zum Schlusse folgt nun noch eine Anwendung der  vorgetragenen 

Satze auf ebene Curven,  indem dia Dezieliungcn der centrischen Kegel- 
schuitte nntersucht werdrn ,  welçlie zwei belietiige sicb in einern I'unkte 
rechtwinklig ~clirieidende Ciirven osculiren. Dirse U n t e r s ~ c h u n ~ e n  stelien 
mit der Theorie von der Krümmung der Flaclieil insofe,rn in Verhindung, 
als sie sich auf die Normalebenen der  Confocalentripel direct iibertragen 
lassen. 

Zwei belietige Curven C und C' schneiden sicli in einem Punkte S 
reçhtwinklig, auf der  Normale von C liegt der  Krümrnungsr~iittelpuiikt l ' ,  

auf der  Normale von C' der Krümmungsmittelpiinkt i l .  Welches sind die 
Bezichungen confocaler Kegclschnittupaare, wovon d ie  Ellipsen E dir 
Ciirve C und die Hyperbeln die Curve C' in S o s c u l i r ~ n  , deren Kriim- 

mungsmittelpunkte also 1' und ri sind? Hierbei gahen wir von d ~ r n  Satze 
aus :  Die Tangente und Normale von einem Punkte  S einer Ellipse El 
deren hlittelpunkt O, bestimmen mit den beiden Axen von k' im Ganzen 
vier re,clitwinklige Dreiecke, deren umbeschriei~ene Kreise sieh in einrm 
Punkte  F schnoiden, wclcher der Brcnnpunkt  einer Parahel ist ,  die 
sowahl beide Axen ,  als auch die Tangente und Normale, emtere irn 
Krümmungsrnittelpunkte n der durcli S gehenden confocalen Uypeihel H, 
letztere im Krümmung~mit telpunkte 1' der  Ellipse E berührt. (Man ver- 
gleiclie hierüber den Aufsatz von Z i m m e r m a n n  i n  dieser Zeitsclirift 
1883 ,  5.  56.) Eincn Theil dieses Satzes Iiat M a n n h e i m  angtyeben 
(Noiiv. Annales 1857, S. 328):  Wenn eiue Parabel die Axrn einer Ellipse, 
sowie aoch die Tangente und Normale eines iiirer Punkte  berülii.t, so ist 
der Beriihrungspunkt auf der Normale Krürnmungsmittelpunkt der  El l ipse .  
Die Construction des Brennpunktes beruht darauf, dass die Drennpunkte 
der  Berührungsparabeln eines Dreiecks auf dem umbesehriebenen Kreise 
liegen und ilire Dirwtricen durcli den Hohendurchschnitt  gelien. D a  nun 
nach der Aufgabe die Punkte  S ,  2' und n fest s ind,  &O auch die Pa- 
r a \ ~ ? l  und ihre Directrix OS, so darf man nui. auf letztcrrr d r n  Puiikt 
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çich tiewegen lassen und die  beiden sic11 in O sçlineidendeu l'arabeltan- 
genten, am Riittelpunkt u n d  Axenrichtung aller confocalen Kegelsclinitts- 
paare zu bekommen, welche die gegebenen Ciirven C und C' in S osculiren. 

Bexeiclinet man die heiden Krürumuugsliall~niesser,  wie in $ 1 mit L' 
und N und die Abstaude eiiies Punktes  0 von der Normale uud T a n -  

die Gleichuug der Directrix. Die Abstande des Brennpunktes von der 
L'Z N L ' N 2  

Sormale und Tangente sirid i , p  und  - 
L'" N N" 

Die Brennpunkte f 

nnd f o  von E und H b ~ s t i m m e n  ein System von confocalen Ellipsen und  
Hyperbeln. Die Polareii von allen diesen Confocalen, deren gemein- 
schsftliclier Pol S i s t ,  sind T a n g e n k n  der  Parabel ;  jede Polare sclineidet 
ilire Confoeale i n  zwei Puiikten f' und f 'o oder f"  und  f"o U. S. W. 

Die Mitteu dieser Selinen liegeu auf der Directrix O S ;  zieht mari in den 
Endpunkten einer S ~ h n e ,  aleo z .  B. f' und f',, die Normalen der Con- 
focalru, auf der sie liegcn, sn sind letztere ebenfalis Tangenten der 
Parabel. Nun sind f '  und  f'" oder f" und f w 0  u. s. w. die Brennpnnkt,e 
je von einem Paar  confocaler Kegelschiiitte, welche die Curven C und C' 
in S osculiren; also liegen diese Brennpunkte auf der Fusspunktencurve 
einer Parabel, wenu die Perpendikel auf die Tangenten von einem 
Puukte S der Llirectrix gefallt werden. Sie ist eine Curve dritten Gra- 
des und wurde von Q u e  t e l e t  unter  dem Namen focale à mezirl nnter- 
sucht. Das Vorhergehendc laset sich i n  dern Satze ausdriicken: 

D i e  M i t t e l p u n k t e  a l l e r  c o n f o c a l e n  K e g e l s c h n i t t s p a a r e ,  
welche  z w e i  s i c h  s e n k r e c h t  i m  P u n k t e  S s c h n e i d e n d e  C u r v e n  
o s c u l i r e n ,  l i e g e n  a u f  e i n e r  G e r a d e n  O S ,  w e l c h e  d u r c l i  d i e  
G l e i c l i u u g  30) b e s t i m m t  i s t .  I h r e  A x e n  s o w o h l ,  a l s  d i e  i n  d e n  
B r e u n p u n k t e n  a u f  d e n  n a c l i  S g e e o g e n e n  B r e n n s t r a l i l e n  e r -  
r i c h t e t e n  P e r p e n d i k e l  b e r ü h r e n  e i u e  P a r a h e l ;  a l s o  l i e g e n  d i e  
B r e n n p u n k t e  a u f  d e r  F u s s p u n k t e n c u r v e  e i n e r  P a r a b e l ,  w c n n  
d i e  P e r p e n d i k e l  a n f  d i e  T a r i g e n t e n  v o n  e i n e m  P n n k t e  S d e r  
D i r e ç t r i x  g e f a l l t  w e r d e n .  D i e  E n d p u n k t e  d e r  d e m  H a l b m e s -  
s e r  O S  c o n j u g i r t e n  I > u r c h m e e s e r  l i e g e n  b e i  d e n  E l l i p s e n  a i i f  
e i n a r  r e e l l e n  u n d  b e i  d e n  H y p e r b e l n  a u f  e i n e r  i m a g i n a r e n  
P a r a b e l .  

I ie i i t l ingen,  Januar 1883. 
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VIII. 

geometrische 

Es sol1 im mat 

Ueber Differentialgleichungen, welche durch hyper- 
Functionen integrirt werden konnen. 

Von 

WOLDEMAR HEYMAKN 
in Plauen i. Y. 

en Theile diefier Arbeit diejenige lineare 1)iffe 
gleichung zweitcr Ordnung hchandelt werden,  der geniigt wird durch das 
l ~ ~ p e r g e o m e t r i s c h e  Tritegral dritter Ordnuug  

h 

y = (11 - n,)bl- l  (11- uZ)B2- i  (11  - ~ ~ ) ~ 3 - 1 ( , ~  -x)p du. . r 
9 

LTerr L. P o  c h  h a m m e r  h a t  diejenige linearc Differentialgleichung 
1 r t C r  Ordnung  aufgcstellt, welche durch hyprrgeoinetrisclic. Integrale nt': 
Ordniing iritegrirt werden kann.' I m  Falle n = 3 karin man derselben 
folgeude Form ertlieilen : 

und  ihr geoiigt particular 
h 

wobei 
x / ; = x - R k ,  Z l k = 1 4 - u k  

und y und h irgend zwei de r  Zahlen o,, o,, tr3 hedeuten. 
Setzt man dio Bedingung 

1 - p - ( 1 1 ,  + 6 ,  + b,,) = O 

f it 
fest und sçhreibt y s ta t t  - r so lautet die letztc Differentialgleicliuug 

rl s 

* P o  c h  hamm e r ,  Ueber hypergeometrische Functionen hoherer Ordnung, 
71. Ed. des Journal8 Kir die reine und angewandte Matliematik. - Vergl. auch 
S. S p i t z e r  , Neue Studien über die Integration liuearer Differentialgleichungen 
( S t l i l ~ ~ s ) ,  Wien 1883. 
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Dass diese Gleichung die einzige der varlangten Art  k t ,  welcher durch 
das aufgestellte Integral genügt wird, geht durch die folgende Unter- 
suchung hervor. Mau verlangt,  dass der Ausdruck 

y = i(u-x)p d u ,  
. .I. 

9 
wobei 5 durch die UiiTerentialgleichuiig 

gegeben ist , einer Gleichung zweiter Ordnung  

genüge. Nach dem Vorgange von E u l e r  und  J a c o  b i *  musa nun 

~ ( u - x ) ~ - 2 { p ( p - l ) ~ ~ - p ~ , ( u - x ) +  X,(~-x)~jdic J' 
= p I l l  112 us 5 (u - x)fi - l, 

und bieraus folgt unter Berücksiclitigung der Gleichung a) 

und da alle diese Gleichungen identisch stattznfinden haben,  also auch 
fiir I I=  Z ,  so ergiebt sich mit Renutzung der  Bedingung 

* J ac  o b i ,  Untersuchungen über die Differentialgleichung der hypergeome- 
trischen Reihc, 56. Bd. des Jonrn. f. d. reine u. angew. Mathematik. 

Zeitaohrift f. Mathsrnatik n. Physik XXIX, 3. 10 
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Von W. HEPMAN&. 147 

V 
If=- 

& 
7 x=-- 

l + A v  l + A k  
ein, so entsteht 

h 
y = ~ i ( l - A ~ , ) v - a l ~ b l - l  { ( I - L O ~ ) I J - - ~ ~ ~ ~ ~ - ~  ~ ( ~ - A O ~ ) U - ~ ' ~ ~ ~ - ~ ( V - & ) ~  

( l + A u ) ~ - I +  b l + b 2 + b s  ( l + i & ) P  
d 1 ~ .  

9 
Setzt man noch 

9 
Nun kann man aber über A  so verf ignn,  dass das vorstehende Iiyper- 
geometrische Integral dritter Ordnung in eines der zweiten Ordnung 

1 
übergeht. Wahlt man etwa A  = so vercinfacht sich das vorigo Inte-  

wobei 

und der vor das Integral tretende constante Factor stets iinterdriickt 
werden darf. 

In  analoger Weise Iasst der  Ausdrnck 

. .. 
nnter Anwendung der Formel * 

folgende Umgestaltung z u  : 

d - p - l  j ( l - ~ ~ ~ ) ~ - ~ ~ { ~ ~ - l  j ( l - a f 1 2 ) k - n 2 p 1  j ; ~ - ~ ~ ~ & - ~ ~ p - l  
y =  ( ] + A & ) - w -  d 5-P- 1 (1  + L g ) ~ - l + b ~ - k f ~ + b ~  
oder für 

* O. Sch lomi lch ,  Zeitschrift f. Math. u. Physik III, S. 65. - S. S p i t z e r ,  
Studien über die Integration linearer Differentialgleichungen, VLI. Abschn. S. 50. 

10' 
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148 Ueber Differentialgleichungen etc. 

u n d  wegen b) 

1 
Auch hier gewinnt man bei specieller Wahl  des 1 ,  etwa A =  7 einen " , 
Ausdruck 

d-Ç-1 

>i = gE" ( 5  - q)'1- '  ( I  - .,)b'-l. 

welcher, falls p ganz und  negativ i s t ,  einer Differentialgleichung genügt, 
die  sonst mit hypergeometrischen Integralen zweiter Ordnung zu inte- 
griren ist. Die oi haben die vorige Bedeutung. 

Da sich die Integrale der Diifcrentialgleichung 1 )  durcli gebrochene 
Substitutionen von der dritten Ordnung auf die zweite erniedrigtn lassen, 
so wird sich auch die Differentialgleichung selbst i n  entsprechender Weise 
reduciren lassen. 

I n  der T h a t ,  transformirt man die Gleichung 

so  ist 

n n d  mau bekommt, nachdem gcordnet und die Bedingnng b) beriicksicli 
t iz t  worden k t .  

b , ( 1 + A 6 , ) ( 1 + A k 3 ) t 1  
+ b n ( l + A & ) ( l + A t l ) & z  
+ b , ( l + A E , )  ( 1  + A É , ) i 3  

Hierbei dieut zur Abkürzung 

Ïk = ( 1 - A a k ) t - n k .  
I3eachtet m a n ,  dafis 

~ + i ~ k = =  i + ~ l ( l - i n r ) i - n k  = ( i - L n k ) ( l +  AL), 1 
so  geht die letzte Differentialgleichung iiber in  
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Von W. IIEYMANN. 149 
----XÎ -- _--*___IX_______Y__------ 

Sotzt man jetzt ,  wie früher, durchweg 

so wird die l e t z t ~  Gleichung durch 4, theilbar und es  entsteht 

wie zu erwarten war. 

Es kann daher einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnnng 
uiit algebraischen Coefficienten nicht durch eigentliçlie hypergeometrische 

Integrale dritter Ordnung genügt werden. Deun die hier in Frage  kom- 
menden Integrale sind wohl der Form nach von der dritten Ordnung;  

sie lasscn sich aber durch gebrochene Substitutionen auf die zweite Ord- 
herabdrücken. - Obschon man bei wirkliçher Durcliführung einer nume- 
rischen Rectnung imrnnr auf die letate Differentialgleichung zurückgehen 
wird, so bleibt doch das Integral 2) der Gleichung 1) formel1 interessant 
und verdient bei allgemeiner Darstellung wegen der Symmetrie den Vor- 
zug, weil in demselhen keiner der singularen Punkte  a,,  a , ,  a, aus- 

gezeiçhnet itit. 

Da sich die heiden particulgren Integrale der  gewohnlichen hyper-  
geornetrisçhen Differentialgleichung zweiter Ordnung in den Grenzen nicht 
unterscheiden, so musa es nioglich sein,  auch für die DifferentialgleichuRg 
1)  ein zweites particulares Integral herzuleiten, welches dieselben Gren- 
zen bcsitat, als das Integral 2). Hiixzu dicnt  folgende Transformation.* 
JIan substituire in dia  Gleichung 1) 

* Es giebt noch andere derartige Transformationen, insbesondere wenn eine 
oder zwei der Grossen v gleich Nul1 genommen werden, und man konnte leiçht 
eine vollstandige Analyse der Gleichung 1) geben, wobei die Untersuchungen über 
die Differentialgleichung der gew5hiilichen hypergeometrischen Reihe massgebend 
wiiren und auch voliutiindig aumeichten. Wir haben die obige Umformung dcs- 
wegen herausgegriffen, weil aie sehr allgemein 1st und noch zu anderen Zwecken 
dient. Vergl. S. 105 flgg. 
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150 Ueber Differentialgleichn~g~.n etc. 
-̂̂^̂r̂Û_V_IV_M_Y__MY_W_WIYM__U___UYU~~~_V_IV_M_Y__MY_W_WIYM__U___UYU_V_IV_M_Y__MY_W_WIYM__U___UYU 

.Wahlt  man' die  v derar t ig ,  dass 

v l - l + b 2 + b 3 = 0 ,  v , - l + b 3 + t t , = 0 ,  v , - l + b , + b , = O  

und beachtet hierbei die Bedingung 

p-  1 + b , + b 2 + b 3 = 0 ,  

so vereinfacht sich die Differentialgleichung 5) zn 

Eine Gleichung mit denselben Coefficienten erhalt man jedoch aucti, 

wenn man in 

setzt. Bezeichnet man sonach das frühere Integral 2) oder 4) der Gleich- 
u n g  1) durch Y = f  ( b k ,  ~ k ) ,  
R O  ist ein zweites Integral dieuer Gleichnng 

yl = xlVl xzV1 X3*~ f (1 - b k ,  z k ) .  

Das allgemeine Integral lautet daher  in eldenso 

Cl U l b i - i u , b * - l  h - l ( U - 5 ) i - b ~ - b , - b s d u  i? 
6 ) y =  LI 

+ C, x l l - b ~ - b a  z 1 - b s - h  531-b1-b3 u -61 u -1' u - h (U- x ) ~ L +  & + & - 2  dl', 
2 9 K z 3  

wobei die b  positive echte Brüche sein müssen oder solche complexe 
Zahlen,  dercn reeller Theil positiv und  echt gebrochen ist. 

In  dem speciellen Fa l le ,  wo 

h 1 = h p = b 3 = . + ,  

sind die beiden particularen Integrale von einander nicht verschieden. 
Nimmt man znnachst 

h l =  b p = b 3 =  b ,  
ao hahen dieselben folgende Gestalt: 
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Von W. HEYMANN. 15 1 
-_ ^ . . _ Y _ _ - - - P p - >  

y = (U,U,U,)~-~ ( U - X ) ' - ~ ~  d u ,  .P 

9 
Nun gmügt  der Gleichung 1) offenbar auch 

9 
oder für b= 4 la 

d u  x x x u u u  
kJ ' " l 2  3 -  (u - x)3 

9 
Mithin lautet in diesem Specialfallc das  vollstandige Integral 

h, 

Y 
Vertauscht man in der  angezeigten Weise die Buchstaben auch in dem 

welclier Werth ein Integral der  Gleichnng 1) ist,  so lange y eine ganze 
positive Zahl incl. Nul1 bndeutet. 1st sonach p ,  also auch b,+b2+ b, 

üherhaupt eine ganze Zahl, so genügt stets einer der oben angegebenen 
hüheren Differentialquotienten. 

Es rniigen nnn zwei lineare Differentialgleichnngen zweiter Ordnung 
Erwahnung finden, welche Specialfalle der Gleichung 5) sind und daher 
durch hypergeometrirsche Functionen i n t ~ g r i r t  werden konnen. 

Die Gleichung 5) bat  die Form 
d m  

7 )  r o + p x  + y ~ 2 + ~ ~ 3 ) 2 ~ + ( ~ + ~ ~ + y ~ 2 + d ~ 7 ~ ~ l + ~ l ~ + y , ~ 2 ) ~  

+ ( ~ o + ~ O x ~ y O ~ 2 ~ 8 0 x 3 + ~ o x 4 ) ~ = ~ .  

Vergleicht man die Coefficienten dieser Gleichnng mit den  entsprechen- 
den der Gleichnng 5), 80 erhalt man ein Gleichungssystem znr Restim- 
mung der nenn Grossen n k ,  b k  und  v k .  I)a aber elf Gleichnngen zn 
befriedigen s ind,  so bleiben zwisclien den Cnefficienten der Gleichung 7)  
zwei Bedingungen übrig. 
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152 Ueber Differentialgleichungen etc 

Wer2en die Coefficienten a,, und E,, entwickelt,  so Andet man 

1 ( 2 * + 1 - P + b l - 2 u J a t  
~ J ~ : d = - ( v - ~ )  + ( 2 v + 1 - p  + ba-2u,)ai  ' 

+ i S v + l - p + b : , - 2 ~ ~ ) a ,  
€,,:a= (Y-p)(v+l-hi) ,  

wobei zur Abkürzung 
Y, + vp + v3 = 

1 
gesetzt wurde. Mali erkennt ,  dam beide Coefficienton verschwinden, - 

wenn v = p., und  dass ausserdem in diesem Fa l le  

yl:B= ' 2 ( ~ + 6 ~ + b , + b , ) = 2 ( v $ 1 - ~ ) = 2 .  

Mithin ist die Differentialgleichung 

+ (uo+ B O X  +yOxa), = O 
mit Hilfe der  Snbstitntion 

w = (x - a,)-vl (x - U , ) - ~ Z  (5 - a3)-?l y 

a u f  die Gleichnng 1) zurückführbar, wenn uur  die a i n e  B e d i n p n g  
y i = 2 6  

besteht,  v , ,  v,, v3 gewisse zu bestimmende Zahlen sind und a,, a,, a, 

die Wnrzeln der Gleichung 
a + ~ ~ + ~ x ~ + d x ~ = O  

bedauten. - Im zweiten Theile dieser Arbeit wird sich zeigen, dase auf 
die letzte D i f f e r e n t i a l g l e i c h ~ n ~  7a)  eine bemerkenswerthe Gleichnng erster 
Orduung zurückgeführt werden kann.' 

Dar Coefficient verschwindet auch ,  falls v = p- 1 ,  und daun ist 

l P v ,  + + 6 , )  a, 
4, : 6 = - + (2 vz + b, + b,) a, - 

+ ( 2  Y;, + 61 + b2) 1 
Wiililt man, um So zum Verschwinden zu bringen, 

v =- ~ ( h 2 t h , ) ,  V B = -  &(b,+hl), v3=-&(bl+h4), 

so annnlliren sich gleichzeitig die Coefficienten a,, p, und y,, und es 
bleibt die Gleichung 

3 z d 2 m  7 b )  ( a + P x + y x e +  8x1 d 7 + ( ~ o i - P o x + ~ o ~ a ) ~ = 0 ,  

i n  welcher die Coefficienten keiner Bedingnng mehr unterliegen.** Um 
ans diesen Coefficienten die Parameter ak und  b k  des Integrals zu finden, 
h a t  man zun#chst 

* Vergl. S.  155. 
*Y Hierbei wurden die v unabhkngig von den drei Wurzelwerthen a be- 

stimmt. Vcrfàhrt man weniger speciell, 80 kann man die v aiich so wahlen, dajr 
folgende Gleichung erscheint: 

d2 w dw 
( a + f i x + y ~ ? + ~ x ~ ) ~  d;p S . ~ ~ ( ~ + ~ X + ~ X ~ + ~ X ~ ) -  + ( < ~ , + ~ ~ , X + Y ~ X ~ ) W = ~ ,  dx 

deren Integration wir aber bereits bei anderer üelegenheit erortert haben. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Die Zahlen c r , ,  P o ,  y, bestimmt man s o ,  dafis man der Reihe uach x = a, ,  

O , ,  a3 setzt und den Coefficienten von m in  Gleichung 5) ins Auge fasst. 
Man erhalt au€ diese Weise 

Y, ( u l  - 1 + b2 + by) ((il - a J 2  ( a ,  - a3)" ((a, + Bo a, + y ,a lZ)  : de etc. 

oder, weil 
v ,  = - 4 (6, + b,) etc., 

- i (h ,  + 6,) [a (6, + b,) - 11 [(al - a,) - 4 1 z  = (ao + Bo ni + yu u12) : d 2  etc. 

12s ergeben sich also die b aus drei gleichartig gebauten quadratischen 
Gleichungen, von denen  die erste folgendermaséien lautet :  

Nach diesen Rechnungen hat man wegeu ni = xl-'l X , - ~ Z  x,-ï y und mit 
Hinzuzieliung der früher gewonnenen Integralform 6) für die Differential- 
gleichung 

d 2 w  
7b) ( a + B x +  ~ X ~ + S ~ ~ ) ~ ~ + ( O C ~ + P ~ ~ + ~ ~ Z ~ ) ~ = O  

folgendes vollstandige Integral:  

h + b .  h t b ,  b , + b ,  
h 

C , X , '  xZ X, U Z b - I  U3ba-1 - x ) l - b L - & - b a  d u  

?U= 9 
h 

+ C Z z l  2 x 2  2 b ~  uZ-b2 119-b1 x ) b l + b l + b ~ - 2  d u ,  . 
9 

die b als positive echte Brüche oder als complexe Zahlen gedacht,  deren 
reeller Theil positiv echt gebrochen ist. 

Sollta b, + b8+ b3 eine ganze Zahl sein,  so genügt der  letzten Diffe- 
rentialgleichung auch stets einer der Ausdriicke 

Im zweiten Abschnitte dieser Arbeit mogen eiriige Differentialgleich- 
ungen erster Ordriung Erwahnung finden, welche auf die früher betraçh- 
teten Gleichuugen zurückgefülirt werden konnen und denen sonach hyper- 
geumetrische Integrale genügen. 

Vorgelrgt sei die d ~ m  Counex (1, 2) entsprrchende Differential- 
gleichung 
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154 Ueber Differentialgleichungcn etc. 

Verlangt man,  dass dieser Gleichung drei durch einen Punkt  gehende 
Gerade particular genügen, und verlegt der Einfachheit halber diesen 
I'unkt in den Coordinatananfang, so muss die Gleichung fiir 

y = (Lx 

identisch erfüllt! sein;  das  heisst, e s  muss 

A l x e +  R I p 2 x 2 +  C , p x e +  D 1 x +  t i l p x +  Pl 
ideutisch O + ( 4 x 9  fR,y2x" + Z P X ~ +  nys+ E 2 p X - t  F2v 

oder 

pl + (4 + ~ I ) P  + (4  + 4) pP + ~ ~ p q  x 2  
identisch O. + p l +  ( D 2 +  E J ~ +  4/++ + 4~ 

Annullirt man den Factor von x 2  so ,  dass man für p jede der  drei Wnr- 
seln der be t re f fe~den  cu l i schm Gleiçhung zulasst,  so geliort zur Iden -  
t i tat,  dass 

D 1 = D a + d  = E , = F , =  F 2 = 0 ,  

und Iasst man noch die überflüssigcn Grosecn 17, und  E3 fort, dann 
resultirt als Normalforrn der vorgelegten Differentialgleichung 

Setzt  man hierin 

so  entsteht eine R i c ü  at i ' sche Gleichung 

d v  
O - - F  v 2 - v u - S L = 0 ,  

d u  
in  welcher 

@ = A , +  ( A , + C , ) U + ( B ,  + + , ) u 2 ~ ~ , u 3  
F= A,+ C,u + R,u2 
5 2 5  A S +  C3u + Bgu4 

und F, seinen Werth beibehalten hat. 
Der  Uebergang zu einer linearen Differentialgleichnng zweiter Ord-  

n u n g  wird nun dureh die  Substitution 

vermittelt; man erhalt 

* Wenn F3 = O ,  so i s t  diese Substitiition unbrauchbar, aber aiich überfliis~ig, 
weil Gleichung 8) in diesem Falle homogene Coefficienten hat. 
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und diese Gleichung ist von der Form 
d m  

in) i u + B ~ + Y ~ ~ 2 + d ~ 3 ) 2 ~ + i ~ + ~ ~ + Y ~ 2 + d ~ 3 ) ( ~ l + ~ l t ~ + Y I ~ 2 ) -  d u  d ic 

wobei insbesondere + ~ ~ o + P o ~ + ~ o ~ ( ~ ) ~ = O ,  

d = B , ,  y l = 3 R 2 - B , ,  
sonach 

y1 = 2 6. 

Unter dieser Bedingung kann aber  die obige Gleichung durch hyper- 
geometrische Functionan integrirt werdeo,  wie im ersten Abschnitt gezeigt 
worden ist. Mit Gleichung 7a) ist auch Gleichung 8) integrirt ,  ohne 
dass dabei eine particulare Losung dieser Gleichung ausgezeichnet wor- 
den ware. Denn die Richtungscoefficienten der drei Geraden , welche 
der Gleichung 8) particular genügen,  sind die singuliiren Punkte der 
Differentialgleichung zweiter Ordnuug ,  auf welche man durch die Traiis- 
formation schliesslich geführt wird.* 

Mau kann noch einen andern Specialfall der Gleichung 

KI dLT+ K , d y  + K, (s dy  - y  d z ) =  0 ,  

K i = B i x e +  Biy"Cirüy+ D i x +  E i y +  Fi 

mittelst hypergeometrischer Funct ionen integriren, der vielleicht an dieser 
Stelle erwahnt werdeo darf. 

Die vorliegende Differentialgleichnng sei geometrisch dndurch aus- 
gezeichnet, dass derselben eine Hyperbel sammt ihren Asymptoten par- 
ticnlar genüge, und mau wtihle, um die Kechnuog einfacher zu gestalten, 
die Asymptoten als Coordinatenaxen. Die Gleichung der Eiyperbel lautet 
dann xy  = k und die der  Asymptoten x = 0,  rcsp. y = O. Soll der ge- 
gehenen Gleichung x = 0 und y = O genügen,  so rnü~sen  Kl nnd K2 
nachstehende Form haben : 

h ' l = ( f l , ~ + b , ~ + c , ) y ,  K z = b z x + ~ , ~ + ~ z ) ~ : ,  
wahrend K3 stets in  folgender Gestalt vorausgesetzt werden darf: 

K , = n , r B +  b s y 2 +  c 3 x y ,  

da  alle anderen Glieder i n  K,  und K2 eingehen. 
Soll nun noch d i e  Hyperbel x y  = k genügen,  so mus8 wogen 

z d y + y d x = O  

("x + bh,y +cl) - (a2" + b,y + c,) - 2(a,x2 + bgy2+ cg ~ y )  identisch O 
cider 

(a,-uz)x + (bl-bg)Y + (ci-cz) - 2 (a3s2  + bgye + c,k) identisch O. 

IIierans folgt 

Eine andere Behandlungsweise der Differentialgleichiing 8) findet man im 
ZIXVIII. Bande dieser Zeitschrift, S. 54. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



156 Ueher Differentialgleichnngen etc. 

u 2 = a l l  b ,=b , ,  a , = O ,  b 3 = 0 ,  c l - c l - 2 c S k = 0 ,  

so dass die Differentialgleichung einfach lautet 

9)  ( u 1 y  + h l ~ + c , ) ~  d x + ( u 1 x + b , y  + r , ! x d ~ + c : , ~ y ( ~ d y  - y d ~ ) = O .  
Bus  geometrisclien Gründen liegt die Substitution x  y  = u sehr nahe; 

denn der Hyperbel x y  = k  ~ n t s p r i c h t  dann u = l c ,  und  den Asymptoten 
x  y = O - als Linienpaar aufgefasot - entspricht u = O. Die neue Dif- 
ferentialgleichung mit den Variabelxi u und y wird daber dadurch ans- 
gezeichnet sein,  dass ihr zwei parallele Gerade particular geniigen , nam- 

lich die y -Axe und eine irn Abstande k =e2 von dieser Axe geso- 
2  c3 

gene Parallele. Thatsachlich geht die Gleichung 9),  welche auch 
folgendermassen geschrieben werden kann:  

( ~ , ~ + b , ~ ) ( ~ d ~ + y d ~ ) + c ~ ~ d ~ + c , ~ d y + c , ~ y  ( x d y - y d x ) = = O ,  

für xy = u über i n  
dY 2 c 3 u ( u - k ) -  + b l y s -  c 3 u y  + a , u +  r.,y = O ,  
d u  

und  da  dieses ein Specialfall von 

ist,  so kann die vorletzte Gleichung in die Differentialgleichung der 
G a u  s s'schen hypergeometriechen Reihe übergeführt werden.* 

Genügt also der Differentialgleictiung 

KI d x  + Ii', d y  + K, ( X  d y  - y  dx) 

eine Eyperbel  mit ihren Asymptoten, so kann  man sie durch lineare 
Substitutioneu, d. h. durch eine Verlegung des Coordinatc~is~stenis  strts 
auf die Form 

9) ( a l z +  b l y ) ( x d y + y d ~ ) + c l y d x + c 9 s d y + c , x y ( l i : d y - y d z ) = 0  

bringen und  dann durcli hypergeometrische E'uuctionen iutegriren. 
Am Schlusse dieser u'ntersuchungen sol1 noch gezeigt werden, dass 

auch die  DiEerentialgleichung 

in die  Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe transformirt 
werden kann.  

Ausgehend von der  anfangs betrachteten Gleichung 

* Vergl. hieriiber die Aufsatze des Verfassers im 1. und 6. LIeft des XXVII, 
Jahrganges dieser Leitschrift. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von W. HBYMANN. 157 

xk = x - a k ,  p = l - ( b l + b 2 + b 3 ) ,  
hemcrkt m a n ,  dass aus dieser in  sehr einfacher Weise eine Differential- 
gleichiing erster Ordnnng ahgeleitet werden k a n n ,  wenn man uetzt 

i i n t ~ r  y das Intagral der Gleichung 1 )  verstanden. 
Die zuletzt aufgestellte Differentialgleichung ist aoch  sehr speciell; 

allein man erkennt durch successive Zusammenstellung der Suhstitutio- 
nen, welche für die Integration in  Betracht kommen,  daus die Gleich- 
uug auch dann noch auf die Differentialgleichung der hppergeometrischen 
Reilie zurückgeführt werden k a n n ,  wenn die Coefficienten allgemein sind, 
wie in Gleichung 10). 

Am schnellsten überzengt man sich hiervon auf folgende Weise. 
Man fiihre in  die Gleichung 

die gebrochenen Substitutionen 

1 + L u  a = -  - 1  

l + x a  

u "'=--Y 
ein, dann entsteht 
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158 Ueber Differentialgleichungen etc. 

Man sieht ,  dass durch passende Wahl  der  Grossen A und x  diese Fac- 
toren annnllirt  werden konnen,  so dass eine Gleichung von der Fora 

zuriickbleiht, die ,  wie bereits au€  S. 156 erwahnt ,  durch hgpergeouis- 
trische Functionen integrirt werden kann. 

Die  Gleichung 10) bleibt der Gestalt nach unverandert ,  d. h., es 
tritt  in  derselben nur  eine gewisse Vertanschung der  Coefficienten unter 

1 
sich e i n ,  wenn man a n  Stelle von & oder die reciproken Werthe - 

k 
1 

oder - setzt. Man kann daher bei der  Transformation anch die Snb- 
rl 

stitntionen 

bonutzen, und das ist besonders dann angezeigt, wenn in der Gleichung 

( ~ 1 + B 1 ~ ) ~ 2 + ( ~ 2 + B 2 A ) ~  + ( a 3 + 8 3 A )  = O '  
die Coefficicnten der  Unbekannten verschwinden, so dass für x kein 
endlichcr Wer th  gefunden wird. 

I i e g t  die einfachere Gleichung 

J q  ( ~ " + & 8 ,  + ( a , + B l L ) $ +  ( f f2+B2t)1 + ( ~ s + B ~ E ) = o  
vor, auf welche übrigens auch der Speüialfall von Gleichung IO), in 
welchem 

a+Bt+  y P + J  k 3 =  ( C < ~ + B ~ & ) ( ~ ~ ' + B ' V ,  
führt ,  so Iasst man zweckmarisig eine Modification in der  Transformation 
eintreten. Man substituire, wie früher, 

so daas entsteht 

u n d  hier ist  der Factor  von v2  
. 

( 0 ,  + B, k )  ." (a" B2k)  % + ( a 3  + 8 3  8. 
Um die letzte Differentialgleichung direct in eine lineare zweiter 

Ordnung  zu varwandeln, hestimme man x und einen constanten Propor- 
tionalitatsfactor so,  dass 

( f f , + B , & x V  (((Y + f 2 t ) ~  + ( a 3 + B 3 k J  = e ( ~ ~ + B ~ k ) -  
Diese Gleichung zerfallt in  

~ 1 ~ 4 + ~ g ~ + ~ 3 E ~ 0 ~  

8 , ~ "  PB,. + P, = Poe 
mithin nach Elimination von p 
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. __̂ -_M_____I_YXr----.----- 

( a ,  Bo - 0 o B J  ~9 ( a 2 1 3 0  - .O BA. + ( a 3  8 0  - = 0. 

Hieraus ergiebt sich v. und aus einer der vorigen Gleichungen p. 

Nunmehr lautet die Differentialgleichung 

+ (a ,  i- Bi 6) = 0 
und geht für 

d tu 

über in 

Bus dem Integral dieeer sehr hekannten Gleichung* kann man das der 
vorgelegten Gleichung construiren; man findet für daseelbe unter Berück- 
sichtigung der verwendeten Substitutionen folgenden Ausdrnck: 

Anf weitere Specialfiille der  Gleichung 10) gehen w i r  nicht e in,  denn 
dieselben decken sich mit den Sonderfallen der  linearen Gleichungen 
zweiter Ordnung, auf welche man zurückkommt~ und welche schon oft 
ausführlich discutirt worden sind. 

* Vergl. O. S c h l o m i l c h ,  Zeituchr. f. Math. u. Phys., Bd V, und S. S p i t z e r ,  
Studien über die Integration linearer Differentialgl. (Wien 1860). 
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Einige  Satze  ü b e r  Kege lschni t te .  
Von 

II. SCHROETER 
in Breaian. 

Hicrzu Taf. V Fig. 2 5. 
- -  

1st eiii Dreieck SIB& und ein P u n k t  ZR gegeben, so giebt ee tie- 

kanritlich drei Kegelschnitte, welche 'Dl zum Mit,telpunkt haben und von 
d r n e n  der erste dem Drcieck 21 B 6 umbascbrieben, der zwcitc demselhen 
einbeschrieben ist und der dritte dafi Dreieck zu eineni selbstconjugirten 
h a t ;  nennen wir diese drei Kegelschnitte eu, R i ,  8, und bestimmen f ü r  
jeden das Product der Potenzsn der  Lnvolutionen auf den beiden Haupt- 

axen (das Product der Quadrate der Hauptaxen), welche entsprechend 
Pu, Pi, I>, lieissen mogen, so i ~ t  bekanntlich, wie S t e i n e r  angegeberi 
liat *: 

pc = ~ P L P * P ~ ~ ,  

Pi = 4 z ,n2n3 r,  

Pu = pi2 ~ 2 ~ ~ 3 '  
r ,  

'5 7% '=3 

ma pipsp3 die Perpendikel ans 1111 auf die Seiten des Dreiecks 3236, 
r der  Radius des dernselben Dreieck umschriebenen Kreises nud n,n,z, 

die Perpeudikel aus XQ auf die Seiten desjrnigen Dreiecks a b c  bedeuten, 
dessen Ecken die Mitten der Seiten 236, &a, a23 sind,  woraus bei- 
1aufig folgt: 

PCZ, Pu. Pi. 
Es Iasst aber das Verhdtniss  

pl p z  p3 

'=2 7% 

verschiedene geometrische Deutungm zu ,  wenn man zu dem Mitteo- 
dreieck abc  die Polarfiguren aufsncht in  Reeug auf  die Kegelschnitte 

* J. S t e i n e r ,  Teoremi relativi alle coniche inscritte e circonscritte, in 
Crel le 'a  Journal f. Math., Bd. XXX S. 97. - Die Beweise dieser Batze habe icli 
in  dem Aiihange der ersten Auflage meiner ,,Theorie der Kegelschnitte" (Leipzig 
1867) gegeben. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Einige Satze über Kegelschnitte. Von H. SCHROETER. 161 
--<A--- - ----- - 

P,,, R i ,  Q c ,  welche drei neue Dreiecke hilden. Zwischen den Flachen 
d i ~ s e r  Ljreiecke, der Flache des gegebenen Dreiecks und der  Plache des 
von den Beriihrungspunkten des einheschriebenen Kegelschnitts gehil- 
d ~ t e n  Dreiecks bestehen namlich schr einfache Beziehnngen, auf welche 
Herr C. F a z z a r i *  aufmerksain gemacht und die e r  durch analytiscli- 
,geom~trische R ~ c h n u n ~ e n  abgeleitet hat. 

Diese und andere Beziehungen ergeben sich unmittelbar aus der  
Figur diiich e l e m ~ n t a r e  syntlietische B~tracl i tungen , welche ich mir 
erlaubo, im Polgenden mitzutheilen. \ 

1. 1st ein Dreieck 'UBQ und ein Punkt  beliebig gegebeu, so 
wird der Kcgrlschnitt Q, eindeutig bestimmt sein,  fiir welchen IDZ der  
Mittelpiinkt und '2l8 Q ein selbstconjugirtes Dreieck ist; von dem Strahle 
1a'$3( ist Q der Po l ,  von dem Strahle 1%65 i ~ t  23 d ~ r  Pol ,  von dem 
Stralile IXilJIl ist der unendlich entfernte P u n k t  von 18 61 der  Pol  in  
Rpzug auf diesen Kegelschnitt; ist daher a die Mitte von 236,  so wird, 
weil von vier harmoni~cheu I'unkten die Polaren allemal vier harmonische 
Stralilen s ind,  die Polare von a der  vierte harmoniselie Stralil au 1 fl'Z 1 ,  
1iJCS;I und j2I9Jl sein. 

Z i e h e n  w i r  d a l i e r  IVl!Di, 12?iUl, IQEazl u n d  c o n s t r u i r e n  z n  
j e d e m  d i e s e r  S t r a h l e n  d e n  z n g e o r d n c t e n  v i e r t e n  h a r m o n i -  
s c h e n  S t r a h l ,  ~o b i l d e n  d i e s e  e i n  n e i i e s  D r e i e c k  % , & Q I ,  
w e l c h e s  d i e  P o l a r f i g u r  irct d e s  M i t t e n d r e i e c k s  a b c  i n  R e z n g  
a n f  d e n  K e g e l s c h n i t t  $,. 

Das Vorhaltniss der Flachen der beiden Dreiecke 'U 8 Q und 'U, Bi Ql 
zu einander bestimmt sich in folgender Weise. 

Seien die Schuittpunkte (Fig. 2 ) :  

(%Dl, % Q ) = â ,  ( B 1 6 , ,  'DQ)=B, 
so ist nach bekannten harmonischen Bezieliungen 

iiud, wenn wir durch ('U96) die Flache des Dreiecks 

2 1 1 
- =-~- - \ + - - -  
('II % 6) ( B I  23 8) ( G I B  8) ' 

nnn verhalten sich aber 

Blcuni Teoremi suile coniche, pel 
zeiisohrift f. Msthematik n. Phgsik XXIX. 3. 

'11 23 6 bezeichnen, 

Dott. G a e t a n o  F a z z a r i  (Napoli 1884). 
11 
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_ _^___XI-X_Y_X--- ---- -p. 

Ails dem Dreieck !X1!l3,il3, welches von der Transverijale 1 '&i1)10,) 

geschuitten wird , folgt 

Z , 0 , . ~ ~ . % l Q = ~ 1 6 . B L ~ . B Q ,  

und  aus dem Dreieçk S1, B I & ,  welches von der  Transversale 1 Y3FD1B11 
gescl~nitten wird, folgt 

2 ( l ~ l . ~ ~ t . B 6 1 = B ~ 6 . 6 1 m . ~ l B ,  
folglicli 

~ l % , . ? I , 6 1  !ULB1.W61 - 
Z1B.'21,G rnB.rnz6 

uud hierans 

Bezeichuen wir nnn  für den Augenblick die Abstande der Punkte 
gl B1 6121 von 13 61 durch a l b l c l a ,  so haben wir 

bernerken wir aber, dass und %, die Punkte  % und  3 harmouiscli 
t iennen und aus bekannten harrnonisçhen Beziehungen folgt 

cix lG mu1 2 . - - =  , 
so ergiebt sich endlich 

6 

2 ( 3 , p I P ' , )  ~ l t ~ l . ~ ~ l . ~ ~ l  - - - - - - - - - -- 
( 3  P c i  

- J x l ~ . & t p . $ m - l  
d. h.: 

I l i c  P r o d u c t e  a u s  d e n  A b s t a n d e n  d e r  E c k e n  de.s  D r e i c c k s  
fl,B,Q, u n d  d e s ' m i t  i b m  p e r s p e c t i v  l i e g o n d e n  D r e i e c k s  %%Q 
v o n  dern P e r s p e c t i v i t a t s c e n t r u m  Dl s t e t i e n  i n  d e m s e l b e n  Ver- 
h a l t n i s s  z u  e i u a n d e r ,  w i e  d i e  d o p p e l t e  F l a c h e  d e s  D r e i e c k s  
Zl?3,01 z u  d e r  F l a c h e  v o n  386. - 

Dies Verhlltniss gestattet nach bekanriten harrnonischen Beziehungen 
noch eine andere Ausdrucksweise: 

Hezeichnen wir, da !X und 8 durcli und %, harmonisch getrcniit 
werden, für den Angenblick mit nt die Mitte zwischen den ziigeordnetm 
I'unkten S1 und a ,  so ist 

d. h., weun wir des Mittendreieck a b c  lierstellen : 
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Von H. SCIIROETER. 163 

wo 11, und n, die  Abs tande  des  l 'nnktes 93  von dan  Dreiecksseiten 1 BQ1 
und 1 bel bedeuten. H ie raus  folgt: 

2 (3, Pl a,) --P&P? .- - (a@@) Pl% % 
oder nach dem Obipen 

2. 1st  ein Dreieck '2186 u n d  e in  P u n k t  ER beliebig gegeben ,  so 
wird der Kegelschnitt  Qu eindeut ig  bestirrimt se iu ,  wrlüher dem Dreieck 
%!BE iimschriaheii ist und !Dl zum Mit te lpunkt  bat. Sind a ,  6, c die 
BIitten de r  Seiten 230, 63, '21% u n d  man  zieht %Ra, s o  i s t  B a  ein 

1)uichmesser des Kegelschnitts  und  z u  d e r  B ich tung  d e r  Sehne  BQ con- 

jugirt. Bezeiühnen wir d i e  S c h n i t t ~ u n k t e  (Fig. 3) mit  

ço wird in  dem vollstandigen Viereck F3 6 9 8  d m  Dreieck '%Da das  Dia-  
giinaldreieck se in ,  folglich muss <11D durch den zu a zugeordneten vier- 
trn liarmonischen P u n k t  g e h e n ,  und  d a  a die Mit te  von B E  i s t ,  so  muss 
nl D parallel zu S Q  s e i n ,  u n d  muçs auch l ia lb i ren ,  folgliçli 
muss der Kegelsctinitt 9, durcb den viert,eri P u u k t  D gel ien ,  und  d a  e r  
d ~ m  Viereck !XDQiS) umschrieben i s t ,  s o  i s t  das  1)iagonuldreieck diases 
Vicrecks ein selbstconjugirtes U r r i e c k ;  folglich sind 9 n n d  8 ein P a a r  con- 
jugirter I'unkte auf dam Ilurclimesser % l a ,  also TR9. die Po tenz  d e r  
Piinktinvnliitinn auf diasem Durchmesser.  Zu d e r  S e h n e  236 k t  auch 
die Gersde b c  parallel;  der  P o l  von b c  in Rezug au f  den  Kegelsçhriitt 
Ru lirgt also auf' dem Durchmesser m a  u n d  zwar  in demjmigen  P u n k t e  
Y[,, für welchen das l lechteck 

EDi%,.D?a, = iDigI!.iDIk 
wird, wo a, = (b C ,  TJ? a) Gedeutet. 

Nuri ergiebt ahe r  d ie  F igur  unmittelbar d i e  Verlialtnisse aus  d e r  
ahnliclien Lage  

Sind daher !II2, E2, 6, d ie  Pole  de r  Sei ten  IJC, Ca, a6 d ~ s  Mit tendie i -  
ecks abc ,  so liegen dieselben nuf den  Stralilen m a ,  b ,  E R c  i n  solrhen 

Abstiinden, dass 
11' 
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i s t ;  das  Polardreieck %,B40,  des Mittendreiecks a b c  in Bezng auf den 
Kegelschnitt 9, ist also ahnlich und a h n l i c h - l i ~ g e n d  mit a b c ,  folglicli, 
wie unmittelbar einleuclitet, aiich mit dem ursprünglichrn Ilreieck %BQ, 
und es verhalten sich die Flachen dieeer Dreiecke, wie dir Quadrat~ 
iihnlich - liegender Strecken. Hieraus folgt 

2 4 2 
( 3 2  P 2  QZ2) , Ppi PB Ps - pu 
japqi) - 4'z,"22z1'131-z' 

also in  Worten:  

W i r d  e i n e a  D r e i e c k  as& e i n  K e g e l s c h n i t t  $, u m s c h r i e -  
b e n  u n d  b e s t i m m t  m a n  z u  d e n  M i t t e n  d e r  S e i t e n  d i e  P o l a r e n ,  
s o  b i l d e n  d i e s e  e i n  n e u e s  D r e i e c k  X?1,'i8264, w e l c h e s  m i t  dem 
M i t t e n d r e i t i c k  a b c  a h n l i c h  i s t  u n d  r ü c k s i c h t l i c h  d e s  K e g e l -  
s c h n i t t m i t t e l p n n k t e s  EJI a l s  A e h n l i c h k e i t s c e n t r u m  s h n l i c h  
l i c g t .  1 ) a s  c o n s t a n t e  V e r h i i l t r i i s s  a n a l o g e r  S t r e c k e n  d e r  b s i .  

d e n  a h n l i c h e n  D r e i e c k e  w i r d  a u ~ g e d r ü c k t  d u r c h  d a s  Ver- 
h a l t n i s s  d e r  P r o d u c t e  a u s  d e n  d r e i  A b s t a n d e n  d e s  M i t t e l -  
p u n k t e s  %JI v o n  d e n  S e i t e n  d e s  i i r s p r ü n g l i c h e n  D r e i e c k s  u n d  

d e n e n  d e n  M i t t e n d r e i e c k s .  
Vergleichen wir dieses Resultat mit dem vorigen in l ) ,  so folgt: 

a. h.: 
1 s t  e i n  D r e i e c k  % B E  u n d  e i n  P u n k t  !Dl g e g e b e n ,  s o  g ieb t  

e s  e i n e n  K e g e l s c l i n i t t  R,, f ü r  w e l c h e n  )ZR d e r  M i t t e l p u n k t  und 
% B a  e i n  ~ e l b s t c o n j u g i r t e s  L l r e i e c k  i s t ,  u n d  e i u e n  zwei ten  
K e g e l s c l i n i t t  Ru, f ü r  w e l c h e n  'Ul d e r  M i t t e l p u n k t  u n d  a36 
e i n  e i n h e s c h r i e b e n e s  D r e i e c k  i s t ;  s i n d  a ,  b ,  c d i e  M i t t e n  d e r  
~ r e i e c k s s e i t e n  % & ,  Qn, '2IB u n d  b c a t i m m t  m a n  d i e  P o l a r e n  
v o n  a ,  6, c i u B e z u g  a n f  d i e  b e i d e n  K e g e l s c h n i t t e  8, u n d  Ru, 
s o  e r h a l t  m a n  z w e i  n e n e  D r e i e c k e  2ILi?3,&, u n d  %,8,$; d i e  
E ' l i i c h e  d e s  ü r e i e c k s  '%BIQl i s t  dam g e o m e t r i s c h e  M i t t e l  a u s  

d e n  F l a c h e n  d e r  b e i d e n  D r e i e c k e  u n d  U,@,Q,. 

3. 1st cin Dreieck YI il? & und ein P u n k t  'Ul gegehen,  eo wird der 
Kegelschnitt .Qi eindeutig bcstimmt sein, melcher !Dl zum Mittelpunkt hat 
u n d  die Seiten des Dreiecks fl B & b~r i ih r t .  Die R~riihriingsp11nkt.e dieses 

Eegelschnitts mit den Ilreiecksseiten lassen sicb auf f o l g ~ n d e  Weiw 
finden. 

Seien a ,  6, c die Jlitten der Dreiecksseiten a&, QZI, a 8 ;  ziebt 

man ma und nennt  die Schnittpunkte 
I 

( m a ,  bc) = m ,  (am, BE) = N', 
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so ist SI' der gesuchte Berührungspunkt auf der  Seite BQ und  analog 
findet man die übrigen. 

Uenn bekanntlich durchscl ineid~n alle Paare  paralleler Tangenten 
einrs Kegelschnitts irgend eine feste Tangente B 6 desselben in Punkte-  
paare,n einer Involution, deren Mittelpunkt der Berührungepunkt von 23 6 
mit dem Kegelschnitt ist. Prnjicirt man diese Involution von SI aus auf 
die Gerade bc,  welche mit B 6 parallel lauft,  so erhalt man auf 6 c eine 
Involution, deren Mittelpunkt die Projection des Mi t te lpunkt~s  der vorigen 
Involution ist. (Fig. 4.) Die Tangente a& des Kegelschuitts und dia 
211 ihr parallele treffen BQ in P u n k t e n ,  welche von 'U aus auf ' bc  pro- 
jicirt die i'unkte b und b' lieferii, und  es ist wegen der  Parallalitat:  

die Tangente 21 Y3 des Kegelschnitts und  die mit ihr parallele treffen 23 Q in 
Punkten , welche, von SI aus auf 6 c projicirt , die P u n k t e  c und  c' liefern, 
und es ist wegen der Parallelitat:  

1x16 m a  ,=- 
ÏZ m m '  

folglich 
m c  m b  -=- oder mc.rnc'=mb.rnb', 
ni b' rn c' 

also iii der Mittelpunkt einer Involution, von welcher bb' und cc' zwei 
I'aare cunjugirtc:r Punkte sirid; mithin wird die  Projection von m auf 
86, d .  h. der P u n k t  a' dnr Mittelpunkt der  Involution auf B Q ,  also 
der gesuchte Beriihrungspunkt sein. 

Da in die Mitte von 2121' is t ,  so konnen wir, sobald ein Kegelschnitt, 
ein ihm urnschriebenes Dreiseit und  die  Berührungspunkte desselben ge- 
gehan sind, den Mittelpunkt des Kegelschnitts folgenderrnassen finden: 

W i r d  e i n e m  I l r e i e c k  %BQ e i n  K e g e l s c h n i t t  e i n b e s c h r i e -  
ben ,  w e l c h e r  d i e  S e i t e n  B E ,  QSI, %B i n  d e n  P u n k t e n  SI'B'G' 
h e r ü l i r t ,  u n d  s i r i d  d i e  P u n k t e :  

a d i e  M i t t e  v o n  BE,  a' d i e  R l i t t e  v o n  %SI', 
b ,, 7, ,, Q % ,  b' 7, >, 9 ,  2 3 2 3 ' 9  
c ,Y ,? ,, EB,  c' ,, ,. ,, QQ', 

tio s c h n e i d e n  s i c h  d i e  d r e i  V e r b i n d n n g e l i n i e n  

a a', b b', cc'  , 

i n  d e m  N i t t e l p u n k t e  %il d e s  K e g e l s c h n i t t s .  
Dass auch die drei Verbindungslinien 

a%' ,  8 23, &Q' 
sich in einem Punkte  O schneiden, ist zwar bekannt ,  folgt aber euch 
hier nnmittelbar; denn die Verbindungslinien d e r  Ecken des Dreiecks 
abc mit dem Punkte  treEen die Gegenseiten in a'b'c', folglich itit 
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166 Einige Siitze über Kegelschnitte. 

a' b b'c c'a -- 
a'c b'a c ' b -  11 

mithin wegen der ParallelitXt 

woraus folgt,  dass %YI', BB', QQ' sich in einem I'unkte D schneiden 
müssen. 

Bemerken wir nun (Fig. 5) die Beziehung, welche das von der 
Transversale 1 S) 23 23'1 geschnittene Dreieck 6 %a' liefert : 

und die Beziebung, welche das von der Transversale 1 %Rb b'l geschniitene 
Dreieck ca a' liefert: 

a b ' . c b . a 7 m - ,  
cb' .a'b.am- 

oder 

2) 
9 l a  ab' cb ----.-. 
m a ' - c 6 '  a'b 

Aus 1) und  2) folgt aber  durch Division 

DSL Dia' cb'.cb'.a'b c6'.bc' - - - - -- 
oiu"-ma abf.ab'.a'c a 6 ' . a < '  

also durch Fortsetzung und  Multiplication 

folglich üP3.fDp.COa $XIa.J%lb.&Ic 
@,. 637 = -&7 -- 

a .  @ b r . $ X I i  

Bemerken wir aber, dass, wenn p l p , p s  die Abstande des Punktes 
von den Seiten des Dreiecks %BQ u n d  ninans die Abstande des 

Pnnktes  '132 von deu Seiten des Mittendreiecks abc  bedeuten,  

nnd  d a  nach 1. das Verhiiltniss 

S)%.DB.D(CS - 2(SL23(CS) 
D a'. O 3'. O (CS' - (U' 8'6') 

k t ,  d. i. gleich dem Verhiiltniss der doppelten Flache des Dreiecks 8 8 6 
zur Flache des Dreiecks V'g'Q', so folgt 
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d. h.: 
W i r d  e i n e m  D r e i e c k  Xi236 e i n  K e g e l s c h n i t t  Ri e i n b e -  

s c h r i e b e n ,  w e l c h e r  d i e  S e i t e n   de^ D r e i a c k s  i n  d e n  P u n k t e n  
X'B'Q' b e r ü h r t ,  s o  v e r h a l t  s i c h  d i e  d o p p e l t e  F l t i c h e  d e s  D r e i -  
e c k s  U Q z u r  F l a c h e  d e s  D r e i e c k s  %'%'B' w i e  d a s  P r o d n c t  
a u s  d e n  A b e t a n d e n  d e s  M i t t e l p u n k t e s  d e s  K e g e l s c h n i t t s  v o n  
d e n  I l r e i e c k s s e i t e n  B Q ,  62, e u  d e m  P r o d u c t  a n s  d e n  
A b s t a n d e n  des '  M i t t e l p n n k t e s  v o n  d e n  S e i t e n  d e s j e n i g e n  
D r e i e c k s ,  w e l c h e s  d i e  M i t t e n  d e r  S e i t e n  d e n  D r e i e c k s  VI36 
xi1  E c k e n  h a t .  

Nach der früheren Rezeichnung folgt 

und der Vergleich dieses Resnltats mit dem i n  1. ergieht 

(a@ a))" = (3 'P'W (3, @, a,), 
d. Il. : 

I e t  e i u  D r e i e c k  2I8Q u n d  e i n  P n n k t Y X  g e g e b e n ,  s o  g i e b t  
r s  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  Pc, f ü r  w e l c h e n  '%JI d e r  M i t t e l p u n k t  u n d  
1196 e i n  s e l b s t c o n j u g i r t e s  D r e i e c k  i s t ,  u n d  e i n e n  x w e i t e n  
K e g e l s c h n i t t  Ri, d e r  z u m  M i t t e l p n n k t  h a t  u n d  d i e  S e i t e n  
d e s  D r e i e c k s  % B Q  b e r ü h r t .  S i n d  Xr8'E' d i e  B e r ü b r u n g s -  
p u n k t e ,  a b c  d i e  M i t t e n  d e r  S e i t e n  d e s  D r e i e c k s  8 8 6 ,  u n d  
n i m m t  m a n  d i e  P o l a r e n  v o n  a b c  i n  B e e u g  a u f  d e n  K e g e l -  
s c l i n i t t  R,, s o  e r h a l t  m a n  e i n  n e u e s  D r e i e c k  W,Bl&l; d i e  
F l a c h e  d e s  D r e i e c k s  %BQ i s t .  d a s  g e o m e t r i s c h e  M i t t e l  a u s  
d e n  F l a c h e n  d e r  b e i d e n  D r e i ~ c k e  2 1 , ~ , Q I  u n d  YI'%'&'. 

Eheuso leicht lasst sich die  aus den vorigen beiden Beziehnngen 
liervoreehende : 

4. In Bezug auf den dern Dreieck %BQ einbeschriebenen Kegelschnitt 
R i ,  der den Mittelpunkt Y J  ha t  und die Dreiecksseiten in den Punkten . 
VI' 23'6' berührt, kaun  man lricht die Pole von den Seiten des Mittendrei- 
wks a b c  finden ; denn !Dl a' ist ein Ilurchmcsser dieses Kegclschnitts nnd 
30 die Tangente in einem Endpunkte  'U' dirses I)urchmessers; ferner Ianft 
b c  d i ~ s e r  Tangente parallel; fnlglich liegt der Pol YI, der Geraden 
b c  iiuf dern 1)urchmesser i7Jlx' in einem solcben Abstande von !Dl, dass 

glaich ist dem Rechteck aus ?Dl%, und dem Stiick, welches b c  
ru€ 9i'U' von 2Jl aus abscbneidet. Bezeichnen wir also für den Angen- 
blick diesen Sçhnittpunkt mit 
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. ____I--------~- 

pl-̂ ,-I_XX.-_ - l--Xlil_lyl ----* 

(!Dl%', b c ) = 8 ,  
so wird 

m'21'. a%'= rrn%,.ma; 
nun verhalt sich aber 

!Dl%' Ema P, , -=---- 
,132à na'- n, 

folglich wird 

und  wir erhalten 

Wir  erkennen aller noch eine zweite Eigenscliaft des I'unktea l , ,  
namlich des Poles von b c  in  Bezug auf den Kegelschnitt &; denken wir 
uns noch durch % eiue Parallele zu BE gezogen, so mnss der Pol der- 
selben auf dem Durchmesser miUr l iegen, und weil B'B' die Polare von 
M i s t ,  so muss derselbe Pol  auch auf 8'4' liegen; er ist also der Scboitt- 
punkt  

(rn a', B'6'). 

W i r  haben nunmehr drei Gerade durch SI, a', SI' parallel zu 9 6  
und  nehmen die unendlich entfernte Gerade y, als vierte liiuzu; weil i 
die Mitte zwischen %M' i s t ,  so bilden diese vier Geraden ein harmoni- 
sches Parallelstrablenbüschel, folglich die vier Pole dicser Gcradcn in 

Bexug auf Ri vier harmonische Punkte  auf dem Durchmesser IUiSL'; diei;e 
Pole s ind:  

(a %', ~ ' 6 ' ) ~  a', 24, %Ti, 

und zwar die beiden ersten einander zugeoidnet,  wie die beiden letzten; 
- 

wir konnen demnach den P u n k t  Sr, auch so construiren, dnss wir auf 

dem Strahle %JI%' den vierten harmonischen, zu zugeordneten Punkt 
fl, aufsuchen, wehrend '21' und der  Schnittpunkt mit 3'6' das andere 
P a a r  zugeordneter Puukte  ist. Bei dieser Construction ergiebt sich in- 
folge des Resultatee von 1 .  das Verhaltniss: 

und  wenn wir dieses oben snbstituiren: 

D e r  Vergleich dieses mit dem i n  3. erlangten Resultat zeigt 

W i r d  e i n e m  D r e i e c k  %8($; e i n  K e g e l s c h n i t t  e i n b e s c h r i e -  
b e n  u n d  n i m m t  m a n  v o n  d e n  M i t t e n  d e r  D r e i e c k s s e i t e n  
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Von H. SCHBOETEH. 169 

d i e  P o l a r e n  i n  B e z u g  a u f  d e n s e l b e n ,  s o  b i l d e n  d i e s e  e i n  
n e u e s  D r e i e c k  21,23,$, w e l c h e s  m i t  d e m  u r s p r ü n g l i c h e n  i n -  
h a l t s g l e i c h  i s t .  

A u  m e r k u n  g. V e r l ~ g t  man den Punkt  %il in  die Unendlichkeit, 
so werden die drei Krgelschnitte Ru, Ri, $, Parahelri und das Verhalt- 

f ' 1  Pz Pz niiis -2 reducirt sieh auf die Einhei t ,  folglich wird das Ureieck 
3 % 

W18'Q' doppelt so grosv als das Dreieck 8B&, das Dreieck 21,9,&, 
lialb so gross als das Dreieck ViB O, das Dreieçk %, B,Q, ein Viertel 
von der Flache des Dreiecks (11236 und das Dreieck 2l3Z3C% bleiht, wie 
im Allgemeinen , mit dern Dreieck (11 8 Q inhaltsglcich. 

Nimmt man die vier Punktc  S1, 9, 6, !Dl gleichberechtigt als die 
Eckeu eines vollstandigen Vierecks a n ,  so treten bammtliche ohen an-  
gest~llten Betraçhtungen viermal auf und es ergeben sich j e  vier Kegel- 
gchnitte Le$, Ri, zwisçhen denen mannigfache Beziehungen obwalteri ; 
z. B. ergiebt sich folgende Eigenschaft eines vollstiindigen Vierecks, die 
auch o posleriori auf elementarem Wege  leicht verificirt werden kann: 

S i n d  d i e  d r c i  D i a g o n a l p u n k t c  e i n e s  v o l l s t a n d i g e n  V i e r -  
e c k s  '11BGS): 

( B Q , )  = ( Q Z ,  3%) = g ,  (XB,  633) = 8 ,  

so g i l t  d i e  m e t r i s c h e  R e l a t i o n :  

In  den speciellen E'allen eines Kreisviereçks oder eines aus einem 
Dreirck und seiriem Hohenpunkte bestehenden Vierecks zeigt diese Rela- 
tion bekannte Re~nl ta te .  

Bres lau ,  den 6. April 1581. 
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Kleinere Mittheilungeri. 

VLII. Lineare Construction einer FlBche zweiten Grades aus neun 
gegebenen Punkten. 

(Hierzu Taf. VI Fig. 1-4.) 

1. 
E i n e  F lache  zweiten Grades  sei durch n e n n  P u n k t e  - 1, 2 ,  . . . 9 - 

gegeben. Dnrch  ach t  d i e s e r  P n n k t e  wird bekannt l ich  eiu Büschel von 

F lachen  zweiten Grade8 bes t immt,  dessen Grundcurve  - C 4  - von der 
v ier ten  Ordr iung iut. W i r  erhalten die  'I 'augente i n  einern Punkte  P 
diefier Ci i rve ,  indern wir in P a n  zwei F lachen  des Biischels die Tan- 

gent ia lebenen const rui ren  u n d  ihre  Schnitt l inie zeichnen. Diese ,  als Tan- 
gen te  a n  C4 im P u n k t e  /), muss auf  allen ' I 'angentialebrnen l i e g ~ n ,  
welche wir  i n  P a n  die F lachen  des Büschels construireri k o n n e n ,  also 

auch auf  de r  Tangent ia lebene an  d i e  ~ l k b e ,  walcbe durch die gegebe- 
nen  n e u n  P u n k t e  geht.  

Gelieu wir  n u n  a u s  vori den Fl~ct ienbüschelr i  durcb die  IJuukte 1 
his 8 u n d  2 bis 9 u n d  seien ihre Griindcurven Cl: u n d  CZg4. Zeichnrn 
wir a n  letetere in  d e n  P n n k t e n  2 u n d  3 die resp.  ' l 'angenten, s o  bestiin- 
men diese d ie  Tangent ia lebenen a n  nnsere  Flache i n  diesen I 'unkt~n. 
Damit kennen  wir in j ede r  E h e n a  dnrch 2 ,  3 u n d  a inen weiteren Pnnkt 
d e r  F lache  e inen Kegelsclinit t  derselben und  zv7ar durch dre i  Piinkte und 
dia  Tangen ten  in  zweieu. Letz tere  sind die  Schnitt l inien de r  E b e n e  
mit den  erwabnten Tangeut ia lebeneu.  

D i e  L)nrchführnng dieser Gedanken  erledigt die Construction der 

Flache. 

2 .  

Ziir Construction d e r  Tangent ,en  in  P n n k t e n  de r  Ih ichdr ingungs-  
çurve  zweier F lachen  zweiten Grades  - F, F* - bemerken wir Fol- 
gendes  : 

Liegen auf  d e r  Sebne  g zwei solche P n n k t e  - f' und  Q - utid 
construiren wir .LU g die conjugirten Geraden h ,  hF i n  Bezug  auf' F, F', 
tio s iud  diese  d ie  Schuitt l iuien der  Tangent ia lebenen in  k' und Q an F 
resp.  F*. Nun haben wir oben e rwahn t ,  dass diese Taugentialcbeneri 

sich in den T a n p u t e n  von  Punk ten  d e r  Durchdr ingungscurve beider 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Flachen schnciden. Folglich sind diesc 'I'angentrn die Transvcrsalcn aus 
P und eu h und h*. Wir drücken dies dahin ans:  

D i e  T a n g e n t e n  i n  z w e i  P i i n k t , e n  d e r  D u r c l i d r i n g u n g s -  
c u r v e  z w e i e r  F l a c h e n  z w e i t e n  G r a d e s  s i n d  d i e  T r a n s v e r -  
galeri d u r c h  d i e s e  P u n k t e  z u  d e n  L i n i e n ,  w e l c h e  d e r  V e r b i n -  
d u n g s l i n i e  h e i d e r  P u u k t e  i n  B e z u g  a u f  d i e  z w e i  F l a c l i e r i  
e e n j u g i r t  s i n d .  

I)ie Liiiien h ,  h* wcrden im Allgemcincn zii cinandcr wiudschief 
sein. Wie lcicht zu selien, treffen sic sicli niir daiin, wenn g diircli eine 
Ecke des gerneinaamen Quadrupels von Pol iiud Polarcbenen der beiden 
Flachen geht. 

3. 

Obige Erorterungen füliren zu folgeuder rein linearer Construction 
der Flache zweiten Grades aus neun Punkten :  

Wir gehen aus von dem Fliichenbüschcl durch die Punkte  1 bis 8 
und bestimmen zwei Hyperboloide - II, R* - desselben. Auf II liege 
die Gerade, welche die P u n k t e  6 7  verbindet,  auf H* die Gerade durch 
die Punkte 7 und S. Damit sind heide Hyperboloide gegeben. Suchen 
wir nun in den Punkten 2 ,  3 - deren Verbinduugsliuie g sei - die 
Tangentialebenrn an die durch neun Punkte  gegebene I'l#che zweiten 
Grades, sa habcn wir zunachst zu y die conjugirten h ,  h* in  Bezug auf 
H ,  F I *  zii construiren. 

Zu diesem Zwecke ziehen wir durch 1 die Transversale zu y und 
67. Sie treffe g in  A, und  67 in R I .  Bestimmen wir sodann zu A, 

den vierten harmonischen Cl in Bezug auf 2 ,  3 und den vierten harmo- 
nisctien 11, in  Bezug auf B, und  1, so ist die Linie C L D I  - sagen wir 
1,  - die conjugirte zu A, B, in Bezug auf  Ii (Fig. 2). 

Indern wir auf aualoge Weise die Transversalen durcli 4, 5, 8 zu g 
und 6 7  construiren und ihrc conjugirten i n  Bczug auf 17, also die Linien 
l,, t 5 ,  tg hestimmen, erhalten wir drei weitere Gerade von d ~ r  Refichaffen- 
heit, dass durch eine jede derselben eine Polarabene eines Punktes  von 
g in Bezug auf H geht. D a  alle diese Polarebenen ein Biischel bilden, 
deseen Scheitelkante die zu g conjugirte Gerade h iet,  so mus8 letztere 
die vier Geraden t l ,  14, t g ,  ts schneiden. Diese werden von y getroflen. 
Es giebt zn ihnen pine zweite Transversale, welche bekannt,lich auf 
lineare Weise construirt werden kann. Diese Transversale ist h. 

Eine analoge Construction miissen wir ausführen, iim h* zu erhalten. 
Wir benutzen d a m  das Hyperboloid H* und ziehen diirch 1,  4 ,  5 ,  6 
die Transversalen zu g nnd 78. Dann Eestimmen wir ihre conjugirten 
t,', id*, tg*,  tti* in  Bezug a'if h*. Le.tztere Geraden werden - ausser von 
g - noch von einer zweiten Linie geschnitten. Diese is t  h*. Kun gehen 
wir iiher zum Flaclienbüschel diirch 2 bis 9 und wiederholen für das-  
selhe die eben dnrcbgefiihrte Construction. Wir  setzeu ein Hyperboloid 
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- R - des Büschels so fest ,  dass auf ilim 6 7  liege. Auf einem zweiten 
- R* - befinde sich 78. 

Uann haben wir durch 4 ,  5, 8, 9 die Transversalen zu g iiud 67 
zu ziehen und ihre conjugirten in Bezug auf H zu  befitimmen. Von letz- 
teren kennen wir bereits t , ,  t 5 ,  t A i  es bleibt uns also nnr  noch i9 zu 
construiren. Die Gerade,  welche - ausser g - die vier Linien t,, t 5 ,  

i,, 1, schneidet, ist r, die conjugirte zu g in Bezug auf R. 

Wenden wir uns zum Hyperbcloid RF, so müssen wir die Transver 
salcn durch 4 ,  5, 6, 9 zu g und 78 und ihre c~ i i jug i r teu  in Bezug auf 
R* çoustruiren. Zu letzteren gelitiren die bereits bekannten Geraden t:, 
* * Indem wir noch 19* bestimmen, so ist r* d i e  Transversale zu  
I,*, t,*, /,*, welche nicht mit g zusammenfallt. 

Ziehen wir endlich dnrch 2 ,  resp. 3 zii hh* und r r "  die Transver- 
salen c,hl fZr und  e t ,  fZr, so bestimmen diese die gesuchten Tangential- 
ebenen in 2 und  3 a n  unsere Flache. 

I n  Fig. 1 ist dieea Construction f ü r  G-rnnd- und Aufriss durch- 
geführt. Dabei ist die Ebene durçh 1, 2 ,  3 alti Aufrissebene augenommen 
und  die Grundrissebene geht durch 7 und  steht senkrecht zu 23. Es 
liat dies den Vortheil, dass die Grundrisse der Geraden t in den Linien 
aus 2' nach l', 4', . . . liegen. Nachdem wir sodrinn die Aufrisse der 1 

- -  nach der in Fig.  2 ge,ge,benen Skizze - construirt ,  zeichnen wir die 
Geraden h ,  r. Wie dies geschieht, ist in Fig. 4 dargestellt, wo die vier 
Geraden il, t 4 ,  t 5 ,  1, gegeben und  h gesucht wird. Wir nehmen s u  dieseni 
Zwecke auf t, zwei P u u k t e  A ,  B a n  und  ziehen durch sie die Trans- 
versalm zu t1L5, welche t5 i n  A, resp. Hl sçhneideii sollen. Lhnn con- 
s t r u i r e ~  wir die Transver~a lcn  durch A und  B zu t 8 ,  t , ,  sowie ihre 
Schnittpunkte As, B8 mit t 5 .  Damit sind aiif t6 zwei projectivische R~ihen 
bestimmt, für  welche G ,  der Schnittpunkt von g mit t 5 ,  ein Doppelele- 
ment ist. Entsprechende Paare der Reihen sind A, -4, und  BI B5. Con- 
s t r u i r e ~  wir ihreu zweiten Doppelpunkt fj, so geht durch ibn h. Ana- 
loge Beihen ergeben auf l5 die Punkte  R ,  H*, R*, durch welche die 
resp. Geraden r, h*, r*  gehen. Die  Tangentialebenen T, ,  T ,  endlich in 
2 und 3 a n  unsere Flache schneiden die Aufrissebene in t , ,  t3. Diese 
TAnien sind Tangenten in 2 und  3 a n  den Kegelschnitt Ii2 unserer Flache, 
der  in der Aufrissehene liegt. Somit ist dieser Kegelschnitt bestirnmt 
u n d  seine weiteren Punkte  k6nnen auf bekannte PC'eise gefunden werden. 

4. 

Veranschaulicheri wir uns nun die gegmfseitige Lage der Construç- 
tionslinien. 

Wir  baben zchn Trausversalcn t  zu g. Unter ilinen liegen t,, t,* 

in  einer Ebene dnrch 1 und g. Weiter befinden sich in Ebenen durch 
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g die Geraden t4 ,  Id* und der  P n n k t  4 ,  ferner t5, t5*, 5;  t9 ,  t,*, 9; t s 1  

8 und endlich t,*, 6. 
h ist eine Transversale zu L1l4t5tS, r eine solche zu t4t5f8tg. Die 

Linien i,f,t,, welche im Allgerneinen zu einander windschief s ind,  be- 
stimmen ein Hyperboloid, auf dem g liegt. t, resp. t9 sçhneiden dieses 
Hyperboloid - ausser in g - noch in j e  einem Punkte.  Die Traiis- 
versalen durrh diese Puiikte xu t4t5t8 Sind die Geraden h und r .  Folglicli 
Sind dies ebenfalls Erzeugende des erwahnten Hyperboloids. Daraus 
schliessen wir, dass h und r -  zu einander windschief Sind und dass bci 
jeder hdiehigen Projectionsrnethode die Projectionen von g, t,, t , ,  ls, h l  r 
cinen Kegelschnitt umhüllen. 

Ein analoger Gedankengang ergiebt,  dass g ,  t4*, i,*, t ; ,  h*, r* auf 
einem IIyperboloid liegen. Also sind auch h*r* zu eiuander windschief 
und die Projectionen obiger sechs Linien sind Tangenten eiries Kegel- 
sclinittes. 

Tritt  bei Durchfülirung der construction der Fa11 c in ,  dass h h* odr r  
rr* sich schneiden, so befinden sich nach der Schlussbemerknng von 2. 
die Hyperboloide HH* oder R R *  in Bazug auf g in  specieller Lage, ohue 
dasa dies auf die allgemeine Lage der Punkte  der  gegebenen Flaclie 
Einfliiss hatte. 

Anders ist dies, wenn h und r sich schneiden. Uann müssen durch 
iliren Schnittpunkt S zwei der  Geraden t4, i5, tg gehen. Daraus  chl lies sen 
wir, dass dicso zwei Geraden mit g in einer Ebene liegrn, in der sich 
auch die dem Index der t correspondirenden Punkt,e der  Flache zweiten 
Grades befinden. 

Sind sprciell t,, t5 die Geraden,  welche sich in S treffen, so wissen 
wir, dass diese mit g und  t,* reup. t5* in einer Ebene  liegen. Also wer- 
dian letztere Geraden sicli ebenfalls in  der Ebene  S g  befinden und durch 
iliren Scbuittpunkt S* müysen hT u n d  r* gehen. 

ï'reffen sich in S die drei Geraden t 4 ,  t5, t , ,  so folgt, dass diesn 
und also auch die Punkte  4 ,  5 ,  8 mit 2 3  i n  einer Ebene  liegen. 

Finden wir, dass h ,  r und h*, r* fiich in einem Pnnkte  S schneiden, 
so gelien durch ihn und 2 resp. 3 die Geraden pzh,  e,' und cQh, esT. 

Ilaraus schliessen wir, dass sich sarnmtliche t u n d  t*  in  S treffen müssen. 
Es liegen daller die Punkte  4 ,  5, 6 ,  8 mit 2 3 in einer Ebene. Aus 
der ersteren - sagen wir 4 ,  5, 6 - konnen wir S bestirnmen. Soll 
dann auch i, durch S gehen,  sa muss sich 8 mit 2, 3, 4 ,  5, 6 auf einem 
Kegelschnitt befinden. F ü r  denselben ist S Pol  und  g die zugehtirige 
Polare. 

Wir fassen das Erorterte dahin zusammcn: 
S c h n e i d e t  h d i e  G e r a d e  r o d e r  h* r*, s o  d e n t e t  d i e s  d a r e u f  

h i n ,  d a s s  d i e  g e g e b e n e n  i i e u n  P u n k t e  d e r  F l a c l i e  s i c l i  i i i c t i t  
in  a l l g e m e i n e r  L a g e  b e f i n d e n .  
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5. 

Wir  wollen nnn hervorhaben, wie die allgemeine Construction sicli 
in einigen speciellen Fal len gestaltet. 

n) Nehnion wir a n ,  d a s s  v o n  d e n  n e u n  g e g e b e n e n  P u n k t e n  
v i e r  i n  e i n e r  E b e n e  P l i e g e n .  Tndem wir die oben eingeführte 
Bezeichnungsweise beihehalten, benennen wir die erwahnten vier Punkte 
mit 2 ,  3, 4,  5 und bestimmen 'die Tangentialebene in 2. 1)abei ergiebt 
siçh, dass t,t,, /,*t,*, also auch ihre resp. Schnittpunkte S, S* in E liegen. 
Kennen  wir dieselben, so haben wir aus S die 'I'ransversalen zu l,ta 

und  zu s8sG zu  ziehen. Dies sind dit: Linien h und  r. h* und  r* aber 
erhalten wir als Trausve,rsalen aus S* zu tl* tü* und zu i,*I,*. Ziehen 
wir dann  ezh e,', so schneidet die Ebene dieser Geradeu p in einer 'l'an. 
gente  des K~gelschni t tes  durcli 2 3 4 5. Damit ist dieser Kegelscbnitt 
bestimmt und  die Construction der Flache ist auf Uckanntes ziirück- 
gefübrt. 

b) Sei insbesondare die gegebene Flache ein H y  p e r b  o l o i  d und 
kenuen wir  von demselbeu eine Gerade 1 und  sechs Punkte ,  so führeu 
wir die Construction auf  die vorhergehende 2urüc.k. W i r  legrn durch 1 

und einen der sechs P u n k t e  -- sagen wir 2 - eine Ebena P und lie- 
stimmen in 2 die Tangentialehene a n  die Flache. Sie  schneidrt P in 
einer zweiten Geraden derselben. W i r  wahlen also auf 1 die Punkte 3, 
4 ,  5 und bestimmen S, S*. Wir  konnen nun über diese W a h l  so  lie- 
stimmen, dass SS* ein harrnonisclies Paar  in Bezug auf 2 3  ist. Wir 
erreichen dies auf  f'olgende Weise. Seien B 6 ,  Bs die Schnittpunkte vuu 

6 7  u n d  78 mit der Ebene P. Wir ziehen 3% und 27*, welçlie Linien 
1 in  L6 und L, treff'en sollen. Der  Sclinittpunkt der Verbinduugslinien 

L,  R, und L8 Bg sei E. I jann nelirnen wir '2 als die Verbinduugslinie 

von 2 uud  3 an ,  B O  dass 3 im Schnittpunkt von E'Z mit 1 lie& Setzen 
wir dann  S' auf 2 3  beliebig fest,  bestimmen wir daraus 4 ,  5 in 1, so 

finden wir weiter, dass S* der vierte harmonische zu S in  Bezug auf 2 3 
ist (Fig. 3). Xiin construiren wir weiter, wie im Falle a). 

c) G e b e n  w i r  v o n  d e r  F l a c h e  z w e i t e n  G r a d e s  d i e  S a n -  
g e n t i a l e b e n e  T i n  e i n e m  i l i r e r  P i i r i k t e  -- etwa in 3 - u n d  
a n s s e r d e m  n o c h  s i e b e n  P u n k t e ,  so construiren wir nach der all- 
gemeiueu Methode die Tangentialebene in einem der letzteren Punkte. 
Einp Vereinfachuug der  Construction ~ r g i e b t  sich dahei durch folgende 
Be~nerkung:  Haben wir h bestimnit, st, wissen wir, dass e3h von h uud IL' 
geschnitten wird. Nun liegt e3h iu T,  geht durüh Punkt  3 und den 
Schnittpunkt von h mit ï'. Wir  konnen e3h also leicht cnnstruiren und 
finden daun h* al8 eine Transversale zu esh und zu dreien der  t* - 
sagen wir zu .  t,*, f,*, t,*. 
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In analoger Weise werden wir aus r und 3' die Gerade esr bestim- 
men und erhaltrn r* als die Transversale zu e3', t,* L;+I,'. Wir branchen 
alsn s,' m d  SB nicht zii construiren. 

6. 

Schliesslich wollen wir den Fall besprechcn, in dcrn z w e i  d e r  
g e g e b e n e n  n e u n  P u n k t e  d e r  F l a c h e  - etwa 2 ,  3 - i r n a g i n a r  
sind und durch eine elliptische Involution (a y x, y,) aiif g \~rst immt 
werden. 

Wir construiren die Tangentialebenen in 2 und 3. Dabei erhalteri 
wir die t ,  h ,  r ,  h* und r* reell. Denn die bei Bestimniung der t auf '  
tretenden Yuiikte A, Cl . . . sind harmonische Paare  in Deziig auf 23, also 
Paare der Involiition, durch welche uns 2 3  gegeben ist. 

Es  handelt sich rnitbin nur  darurn, d i e  ï'rarisversalen eBh e2r, eJh P~~ 

richtig zu interpretiren. Bleiben wir eunaclist bei der Coustruction von 
Wir legeu dazu durcli h und h* Ebencn naeh 2 und 3. Diese 

schneiden sich in den erwahnten 'Yransversnlen. D a  aher  2 und 3 ima-  
ginar sind, so werden auch die Ebenen ans h und h* nach 2 und 3 irna- 
ginar sein. Wir bestimmen sie durcli die elliptischen Eheneninvolutionen 
aus h und h* iiber der IuvoIution (x y x, Die durch 2 uud 3 gehenden 
Sühnittlinien diesei Ebenen sind rein imaginare Gerade und  wir suçhc!n 
vou ihnen weitere Punktepaare auf reellen Geraden anzugeben. 

Die Ebeneniuvolutionen aus h und h* sehueiden letztero Geraden 
in je vier Piinkteu, deren 1)oppelverliiiltniss gleicli dern von (XY X, yl) 

kt. Also bestimmt jede dieser I'unktgruppen sine elliptische Involution 
und die Doppelpnukte dieser Involutionen liegen auf e,h e,", d. h. es s ind  
die Schoittpunkte letaterer Geraden mit h und  h*. Wir k6nnen dies 
auch so ausdrücken: Die Transversalen l , ry . , , )  alis x y xi yi zu h und h* 
treffen h und Ir* in  je zwei Paaren vou elliptischon Involutiouen, durch 
deren Doppelpunkte e,he3h gehen müssen. Nun bestimmeu y, h l  Ir* die 
eine Schaar eines Hyperholoids, eu d c v ~ e n  anderer Schaar die Trans-  
versalen I(,y.,,, pli t i ren.  Letzterc schneiden auf jeder weiteren Geraden 
der ersten Scliaar eine Gruppe von vier I'uukten aus ,  deren 1)oppelver- 
lialtnisti gleich d e u  von (x y x ,  y,) ist. Also bestirnmt jede solche Gruppe 
eine elliptische Involution, deren L)oppelpunkte auf eZh e,h liegen. 

Aiif analoge W<,ise finden wir, dass y ,  r ,  r* Gerade einer Scliaar 
eines Hyperboloids U r  sind,  dessen andere Schaar die Trausversalen aue 
( x J x , ~ , )  zu rr*  enthalt. Es werclen auf r r' und auf jeder weiteren 
Geraden der ersten Scliaar durch diese virr  Transversalen zwei  Paare 
einer elliptiselien Involution ausgeschnittcn , welclic zwei Punkte  auf r2T[.r 

bestimmt. 
Nnn konneu wir von ezhe> und van b2rf3r leliebig viele Punkte-  

paare bestimmen. 
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Wir brauchen aber P a a r e ,  welche in  derselhen Ebcne liegen. Dahcr 
suclien wir zwei sich schneidende Gerade m und n ,  von denen eine der 
Schaar g des Hyperboloids R h  und die andcre der Srhiiar g des Hyper- 
boloids IIr angehort. Auf der  einvn liegt ein imaginares Piinktepaar der 
Geraden e,hpsh, auf der andern ein solches der  Geraden fiArfi,'. Verbin- 
den wir die imaginaren Punkte auf e,h f< und auf e," fSr mit-eiuander, 
so werden diese Verbindungslinien durch eine elliptische Strahlcninro- 
lution mit rerllem Scheitel S bestimmt. Z i ig l~ ich  eind sie die Schnitt- 

h i e n  der Ebene  n% mit den Tangcntialebenen in 2 und 3. Mithin ist 
S ein P n n k t  der Schnittlinie dieser Tangentialebenen. 

Zndern wir ein zweites sich schneidendes P a a r  von Geraden der 

Schaar g der Eyperboloide IIh resp. Br c«nstruiren, erhalten wir einen 
zweiten P u n k t  S. Die Verbindungslinie s der  zwei Punkte S ist die 
Schnittlinie der beiden imriginaren Tangentialebenen. Sie ist eine gernein- 
same Transversale zu d r u  vier rein imaginaren Geraden eZh cgh, fZrfgr und 
die conjugirte zu g in Bezug auf unsere gegehene Flache zweiten Grades. 

.Tede Ebene P durch g und einen Pnnkt  der  Flache scbneidet letz- 
tere in einern Kegelschnitte, fiir den der Schnittpnnkt von P mit s der 
Pol  zu g ist. D a  wir ü b e r d i ~ s  die Involution harmonischer Pole (xy  xIyI) 
auf g kennen,  so ist  dieser Kegelschnitt bestimmt und die Construction 
der Flache erledigt. 

Z ü r i c h ,  den 15. Nov. 1883. Dr. C. BEYEL. 

IX. Ueber da8 gemischte Kegelschnittbüschel. 

Die erste Andeutiing über dasjenige Gebilde, welches im Folgenden 
g e m i s c  h t e s  B ü s c h e l  genannt  wird a n d  aus solchen K~gelschnitten 
heçteht, welche durch drei I'iinkte gchen und eine Gerade berührcn, 
findet man hei S t e i n e r  in der , , S y s t e m a t i s c h e n  E n t w i c k e l u n g  
5 59: U e b e r  A b h a n g i g k e i t  e i n i g e r  S y s t e m e  v e r s c h i e d e n a r t i -  
g e r  F i g n r e n  v o n  e i n a n d e r . "  

Doch geht S t  e i n e r  nicht naher auf diesen Gegenstand e in ,  welcher 
sodann von S c  h r  6 t e r  wieder aufgenomrnen wurde in seiner , , T h e o r i e  
d e r  K e g e l s c h n i t t e L ' .  

Das  Folgende ist eine Zusammenstallung der  wenigen bisher über 
d a s  gemischte Büschel bekannt gewordenen Satze mit Einzufügung einer 
Anzahl neuer. 

1. 

U m  ein gemischtes Büschel zn construiren, dassen Grundgerade g 

und dessen Grundpunkte SI,, &, 213 sind,  kann  mac zwei Netze an- 
nehmen,  welche diese drei Punkte ,  von denen zwei nicht reell zu sein 
branclien, e u  Tripelpunkten haben. 
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Die conjiigirten zu den Punkten p der Geraden g bilden einen Kegel- 
schnitt @, der dnrch die Tripelpunkte geht. E ine  Tangente von $'Sei 1'. 

Die zu ihren Punkten conjugirten bilden einen Kegelschnitt 8, welcher 
durcli die Tripelpunkte gelit und g berülirt. Lassen wir 1' auf 9' rollen, 
sr, durchlauft ,$? das gemischte Büschel. 

II. 
Auschauliclier als jene Erzeugungsart ist diese: Man wahle die  

Seitcn des Grunddreiecks SI,'U2S13, von denen zwei imaginar sein kon- 
nen, und die Gerade g zum Grundvierseit einer gewohnlichen Kegel- 
schnittschaar. Von einem Punkte  p der  Geraden g ziehe man die zweitcn 
Tangenten an allc Individuon dcr Schaar. Die  Rerührpurikte dieeer 
Tangenten bilden einen Kegelschnitt ,QI welcher durch die Pnnkte ?Il, 
QI,, 913 geht und g in P berührt. Bewegt sich p auf g, so dnrchlauft $ 
das gemischte Buschel. Mithin : 

III. 
Die Individnen eines gemischten Büschels erfüllen dieselhen be- 

kannten Felder der Ebeue ,  welche vou derjenigen Kegelschnittschaar be- 
striçhen werden, welche die Grundgerade g und die Seiten des Grund- 
dreiecks berührt. Diese vier Geraden sollen zusamuien das G r u  n d - 
vie r s  e i t des gemischtcn Büschels heissen. 

IV. 
J e  nachdem man eine Seite eiries Vierseits zur  Grundgeraden und 

die Eckeu des iihrig bleibenden Dreiseits zu Grundpunkten wahlt,, erbalt 
man vier verschiedene gemischte Büeçhel, welche diesdhen Felder der 
Ebene erfiillen und c o n  j u g i r t heisscn sollen. 

Y. 
Bekanntlich giebt es in einem gernisçhtm Büschel zwei Individuen, 

welche durch einen brliebigen I'unkt p gehen. Die Reellitat der beiden 
Individuen hangt nach III davon a b ,  o b  der  P u n k t  p i n  einem Fe lde  
der Ebcne liegt, welches von dem gcmischtcn Biischel bestrichen wird, 
oder nicht. 

Die Entscheidung über die Reellitat der vier Individuen des go- 
mischten Büecbels, welche bekanntlich von einer beliebigen Geraden 
berührt werden, lasst sicli hier uicht bequem geben,  denn diese Frage  
geliort naturgemass in  die Betrachtung derjenigen Kegelschnitte, welche 
zwei Gerade berühren und durch ewei Punkte  gehen. 

VI. 
I n  Bezug auf die Gattung der Kegelschnitte des gemischten Rüsehels 

ist bereits von S c h  r O t e r  a .  a. 0. des Wichtigste gesagt worden,  nam- 
lich: Es kommen im Allgerneinen zwei Gruppen Ellipsen und zwei 

ZeitscMft f .  Mathematik n. Physik XXLX, 3. 12 
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Crrnppen Hyperbeln vor, dercn Uehergange durch vier Parabeln vermit- 
t e k  werden. Aus~erdern sind drei Linienpaare vorhanden, narnlich je 
eine Diagonale des Grundvierseits und  diejenige Seite des Grunddreiecke, 
welclie mit der Diagonale nicht durch denselben Grundpunkt  geht. Fer- 
ner  kommen noch zwei gleiçhseitige Hyperbeln vor. 

Indessen Iasst siçh noch Folgendes hineufügen: 
1. Liegen die Grnndpunkte auf verschiedenen Sciten der Grund- 

geraden, so hesteht  da^ gemischte Biischel nnr  aus liyperhsln. 
2. Liegen alle Gruudpnnkte auf derselhen Seite der Griindgerad~n 

und ist diese einer Seite des Grunddreiecks parallel, so fallen von deu 
erwahnten vier Parabeln zwei znsammen; es miissten also im Ganzen 
eigeutlich drei Parabeln vortianderi eein. Aber, indem jene beideu Pa- 
rabeln coincidiren , arten ~ i e  zugleicli in ein P a a r  paralleler Geraden aus, 
sa  dase im Ganzen n u r  zwei wirklichc Parabeln übrig bleiben. Gleich- 
zeitig verschwindet die aine Gruppe Ellipseu, walirend die heiden Griip- 
pen Hyperbeln erhalten hleiben. Auch fallen zwei von den Feldern der 
Ehene  zusammen, welche von dem gemischten Büschel frei gelasfien werden. 

3. Die  beiden gleichseitigen Uyperbeln decken einander, wenn die  

Grundgerade durch den Holienpunkt des Grunddreiecks gelit. 1st dieses 
nicht der P a l l ,  so ist iiber die Keellitat der beiden gleichseitigeu Hyper- 
beln nach V zu entschaiden. 

4. 1st die Grundgerade uncndlich entfernt,  so besteht das gemisclite 
Hiischel nur  sue Parabeln. 

TII. 
Die Individuen des gemischten Büschels lassen sich in Paare  ordnen, 

welche entwader 
1. einander in einem Grnndpunkte a, berühren, oder 
2. deren vierter Schnittpunkt entweder auf einem beliebigen festen 

dnrch die drei Grundpunkte gehendan Kegelschnitte, oder 
3. a u €  einer beliebigen festen durch einen Grundpunkt gehenden 

Geraden liegt. 
Die  Paare  jeder  dieser drei Anordnungen berüliran die Grundgerade 

i n  conjugirten Punkten einer Involution. 

TIII. 
E i n  f e ~ t e s  Individuurn ,Q deu gemischten Biischels hat  mit jedern 

Paare  einer der in der  vorigen Nummer genannten Anordniingpn zwei 
Punkte  gemein, deren Verbindungslinie durch einen festen Piinkt geht. 

IX. 
Dnrchliinft der Kege l~chni t t  D der vorigen Nummer das gernischte 

Büschel u n d  nimrnt man für die erste Anordnung der Paare  in Nr. VI1 
in  Bezug auf jedes 2 die Polare des entsprechenden Punktes  3 ,  so urn- 

l d l t  diese einen Kegelschnitt, welcher die drei Diagonalen des Grund- 
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vierseits herührt, und zwar die nicht durch X, gehenden in ihren Schnitt- 
punkten mit der Grundgoraden. 

X. 
Die Enveloppe der Verbindungslinie dwjenigen beiden P u n k t e ,  in 

welcheu ein Individuum des gemischten Büschels zwei feste Gerade II ,  Z, 
triift, die durch zwei Grundpunkte X I ,  SI, gehen,  ist ein Kegelschnitt iï. 

Wir wollen die Seiten des Grunddreiecks naeh den  Gegenecken 
durch n , ,  u z ,  o3 bezeiehnen, wahrend die Diagonalen dcs Grundvierseits 
je nach dcm Grundpunkt ,  durch welchrn aie gehen,  dl,  d2,  d, heissen 
sollen. Dann gehort der Grundpunkt  dam Kegelschnitt K an nnd d3 
ist seine Tangente. Ferner  s ind 

(21 4) i (4 dl) i ( 4  g )  i (k.7) 
vier Punkte von K. Die Tangenteu des ersten rlieser beiden Punkte-  
pxare gelien bez. durch (a ,&) ,  (al ll). Eierdurch ist K niehr als bestimmt. 

XI. 
Ein durch zwei Grundpunkte !XI, 2, gehendcr fester Kegelschnitt Q 

ist gegeben. Die E n v e l o p p ~  der Geraden,  welche die S c h n i t t p u n k t ~  ver- 
hindet, die ein Individuum des gemischten Biischels auf Q markirt, ist  
ein Kegelschnitt K, welcher d3 i n  VI3 beriihrt.. Ferner  geht K durch die 
Sclinittpunkte von Q mit O, ,  O,. Die Tangenten dieser Punkte gehen 
durch diejenigen P u u k t e ,  in  welchen 9 hez. von d z ,  d, getroffen wird. 
Ausserdem geht k' durch die Sclinittpunkte von g und R .  Iiierdurcli 
ist h' mehr als bestimmt. 

XII. 

Zwei von einem Grundpunkte XI ausgeliende feste Gerade 1 ,  1' wer- 
den vou den Individuen des gemischten Biischels in j e  zwei Punkten 
getroffen, dcren Verbindungslinie eine Curve vierter Classe fünfter Ord- 
niing urnhiillt. IXeselhe ha t  die Geraden 1, 1' zn Doppeltangenten uud 
ri, ziir Rückkehrtangente. Ausserdem beriilirt die Curve diejenigen beiden 
Lliagonalen des Grundvierseits,  welche nicht durch VI, gehen. 

Um die Curve naher zu charakterisiren, verbinde man BI, mit dam 
Schnittpunkte I von g und 1 ,  und SI3 mit dem Schnittpunkte 1' von g 
und  I'. (Hier und im Folgenden kanri man aucli 1 und 1' vertauschen.) 
Dann construire man dt~njanigen Kegelschnitt K, welcher die erhalteuen 
beide~i Geraden und ausfiardem u,, 1 und 1' berührt. Die Verbindungs- 
liuien von P I 2 ,  X, hez. mit den Schnittpunkten von K und r i 2 ,  a, treffen 
die Doppeltangenten l ' ,  Z in  ihren Herührpunkten. Dar  Wrndepunkt  der  
Riickkehrtengentc? X, ist ihr Sobnittpunkt mit der Grundgeraden. Die 
Grundpunkte Z2, 3, gchoreu der Curve a n ,  und ihrc Tangenten gehen 
bez. durch die I'unkte, in  welchen Z, 1' von K heriihrt werden. Die  
Doppeltangenten 1 ,  2 '  werden in den Punkten  von der Curve gescbnitten, 
wo sie bez. von '&1' und %,I getmffen werden. 

12 * 
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X I I .  
Die Polaren eines festen Punktes  in Bezug auf die Individuen 

des gemischten Büschels umhüllen einen Kegelschnitt K. Die beidm 
Taugenten ,  welche sich von q a n  Ii ziehen lassen, berühren in !$ die- 
jenigen heiden Individuen des g~misch ten  Büschels, welche durch !!3 gehen. 
Drei weitere Tangenten von K ergeben sich mit Hilfe der Linienpaare 
des gemischten Büschels. 

Befindet sich !$ aiif der Grundgeraden, 00 is t  dan Gruuddreieck i n  
Bezug auf  B ein Tripeldreieek. 

Liegt  !J3 auf einer Seite a, des Grunddreiecks, so gehen die Polaren 
von durch den vierten harmonischen P u n k t ,  welcher in  Bezng auf !Bk, 
B, dem zugeordnet ist. 

XIV. 
D e r  Ort  der Pole einer festen Geraden 1 in Bezug auf die Indivi- 

diien des gemischten Büschels ist im Allgemeinen eine Cnrve vierter 
Ordnung sechster Classe, welche also drei Doppelpunkle hat. Construirt 
man auf einer Spite des Grunddreiecks zu*dem Schnittpunkt derselben 
mit 1 und zu den beiden Grundpunkten als conjugirten den vierten har- 
monischen, so ist das  ein Doppelpnnkt der Curve. E s  ist lcicht,  nocli 
sieben P u n k t e  derselben aneugeben. Namlich die Curve geht durch die- 
jenigen vier Pi inkte ,  in welchen I von Individuen des gemischten Bii- 

schels berührt wird,  und durch die drei Schnittpuukte der  Grundgeraden 
mit den Seiten des Grnnddreiecks. 

Geht  die Gerade 1 durch einen Grundpuiikt SI,, so bleibt die Curve 
von der vierten Ordnung und berührt 2 in Z, von beiden Seiten. Ausser- 
dem ist der zu dem Schuittpunkt von 2 und rrl in Bezug auf VI,, US zu- 
grordncte vierte harmonische Punkt  ein Doppelpunkt der Curve mit stets 
reellen Tangenten. Dio Curve gcht noch durch die Schnittpunkte der 
Grundgeraden und  der  Seiten des Grilnddreiecks. 

1st  die Gerade 1 eine Diagonale des Grnndvierseits, welche z. B. 
durch den Grundpunkt  8, geht ,  so ist der  Ort  ihrer Pole eine Curve 
dritter Ordnung vierter Classe, welche 1 i n  211 herührt und durch den 
Schnittpunkt von 1 und  a,  geht. Der  vierte harmonische zu diesem 
Schnittpnnkt in  Bezug auf die Grundpunkte a2, 3, ist der Doppelpunkt 
der Curve und ha t  stets zwei reelle Tangenten. Die Curve geht noch 
dnrch die Schnittpunkte von g mit a,, a,. 

Fa l l t  die Gerade l mit einer Seitc a, des Grunddreiecks zusammen, 
so ist der  Ort  ihrer Pole ein Kegelschnitt ,  welcher die Seiten des Grund- 
dreiecks beriihrt und zwar a z ,  a, i n  ihren Schnittpunkten mit der Grund- 
geraden g.* 

* Vergl. H e a r n ,  Researches on ciirves of the second order, London 1846, 8.39. 
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XV. 
Von einem festen Punkte  aus  ziehe man einen beliebigen Strahl  

p ,  der die Grundgerade g des gemischten Büschels in  einem Punkte  g 
treffen tuijge. In g wird die Grundgerade von einem Kegelschnitt des 
gemischten Büschels beriihrt, welcher von p in einem zweiten Punkte  p 
gcschnitten wird. Wahrend sich p um 9 dreh t ,  beschreibt p eine Curve 
dritter Ordnung vierter Classe, welche zum Doppolpunkt hat  u n d  
durch die sechs Ecken des Grnndvierseitu geht Mithin ist die Curve 
dieselbe für die vier conjugirten gemischten Büschel. Die Tangenten des 
Doppelpunktes gehen durch die Asymptotenpunkte desjenigen Punkt -  
systems, welches auf g von demjenigen Kegelochnitthüschel fixirt wird, 
dessen Grundpunkte %,, STz,  213 u n d  !# siud. 

XTI. 
Von dem polar gegeniihcrstehenden Satze heben wir folgenden he- 

sondern Fa11 heraus,  welchen S c  h l a f  l i  fand und S t e i n  e r *  veroffent- 
liclite. Man denke sich die Kegelschnitte, welche die Seiten eines 
Dreiecks berühreu und durch den Hohenpunkt  desselben gehen,  und 
construire fur jeden Kegelschnitt zu der Tangente de5 Hohenpunktes die 
parallele. Letztere umhüllt diejenige dreispitzige Hypocycloide, welche 
clic! Seiten und Hohcn des Dreiccks berührt. 

XVTT. 

Lirgt der in Nr. XV erwahnte F u n k t  !J3 auf einer Seite des Grund- 
dreiecks, z. B. auf al, so betlchreibt p einen Kegelschnitt $, welcher nl 

i n  !$! berührt und durch die Ecken des von a,, a, und g gehildeten Drei- 
eeits geht. Bewegt sich !$ auf a , ,  so durchlauft $ dasjenige conjugirte 
gemischte Biischel, welchrs a, beriihrt. Nimmt man statt  a, die Geraden 
n,, O,, so erhalt man die übrigen beiden der vier conjugirten Büschel. 

XBIII. 

Für ein Iudividuum 9 des gemischten Büschels denke man sich i n  
den Grundpunkten die Tangenten construirt. Die Berbindungslinien j e  
eines Grundpunktes mit dem Schnittpunkt der Tarigenten der beiden 
übrigrn Grundpunkte mogen sich in p treffen. Wahrend P da8 gcmischto 
Biischrl durchlaiift, beschrciht p cinen Kegelschnitt Q', wclcher dcm Grund- 
dreieck einbeschrieben ist. D e r  Reriihrpnnkt einer Seite des letztern ist 
der vierte harmonische zu ihrem Schnittpunkt mit g in  Bezug anf die 
beiden auf ihr l i e g e n d ~ n  Grundpnnkte. 

* Uel~er eine besondere Curve dritter Claese und vierten Grades, C rel l  e ,  
Bd. 53 S. 231 flgg. Verpi. Crem o n a ,  Sur i'hgpocycloïdc etc. a. a.  O. Bd. 64 S. 101 
Sr. 31. 
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Besteht das gemischte Büschel ans  laiiter Parabeln,  so ist $' die 
grosste Ellipse 6 ,  welche dem Grunddreieck einbeschrieben werden kann. 
Ein beliebiger dem Grunddreieck umbescliriebener Kegelschuitt ist Ellipse, 
Parabel oder Hyperbel ,  je nachdem fur ilin der P u n k t  p innerhalb, anf 
oder ausserhalb C$ lie@.* 

XIX. 
E i n  Individuum des gemischten Büschels sei R. Seine Tangenten 

in den  Ecken des Gri inddreieck~ treffen die bez, Gegenseiten in drei 
P u n k t e n ,  welche bekanntlich in  einer Geraden 2 liegen. Wahrend R das 
gemischte Büschel durçhlauft, umhüllt I eine Curve dritter Ordnung vierter 
Classe, welche die Seiten des Grunddreiecks in den Punkten ,  wo eie 
von der Grundgeraden g getroffen werdeu, berülirt und schneidet. Die 
Carve bat einen Einsiedlerpuokt, welcher also der  harmonische Pol der 
Grundgeraden in Bezug auf das Griinddreieck ist. 

W c n n  die Grundgerade einer Seite des Grunddreiecks parallel ist, 
so wird diese eine osciilirende Asymptote der Curve, wo nicht,  so nahert 
sich die Curve der reellen Asymptote auf verschiedenen Seiten. 

XX. 
Für  das aus  Parabeln bestehende gemischte Büschel hat die Curve 

die Seiten des Grunddreiecks au osculirenden Asymptoten und seinen 
Schwerpunkt zum Einsiedlerpnnkt. Die drei Zweige der Curve befinden 
sich i n  den Scheitelraumen der Dreieckewinkel; die den Asymptoten 
parallelen drei Tangenten haben ihre Rerührpunkte auf den hlittellinien 
des Grnnddreiecks und umschliessen ein Dreieck von neunmal so grossem 
Inhalt. Das von j e  zwei Asymptoten und der  aur dritten parallelen 
Tangente gebildete Dreieck ist neunmal so kleiu als das  Grunddreieck. 

XXI. 
I n  dem F a l l e ,  welcher au Nr. XIX das polare Pendant  bildet , treten 

Centralprojectionen der dreispitxigen Hypocycloide anf und als Reeonder- 
heit erhalten wir folgenden Satz: Man construire für eine Ellipse, welche 
einem gleichseitigen Dreieck einbeschrieben ist und  durch den  Schwer- 
punkt  desselben geht ,  denjenigen Punkt  p ,  in melchem sich die Verbin- 
dnngslinien j e  einer Ecke des Dreieçks und des Berührpnnktes der 
Gegenseite schneiden. Wiederbolt man diese Construction bei allen 
Ellipsen der  angegebenen Art ,  so bilden die erhaltenen Punkte p die- 
jenige dreispitaigo Hypocycloide, welche die Ecken den gleichfieitigcn 
Dreiecks zu Rückkehrpunkten hat. - 

* Für die Gattung 'der einem Dreieck ein- oder umbeçchriebenen Kege1schnitt.e 
gab mit Berücksichtiguug der Lage des Mittelpunktes ein Kriterium S t e i n e r ,  
Teoremi relativi alle coniche inscritte e circoscritte. Ges. Werke Bd. II S. 327. 
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Was die g e rn i s c h  t e S c h  a a r der Kegelschnitte anbetrifft, welche drei 
Gerade berühren und  dnrch einen Purikt gehen,  so findet man das ,  was 
nicht eine polare Uebertragung des Obigen is t ,  in dcm bekannten Worke 
von S c h r o t e r .  

G r e i f s w a l d .  H. E. M. O. ZIMMERMANN, Stud. phil. 

X. Das ZweieokschnittsverhaItniss. 

Neben dem B o p p e l s c h n i t t s v e r h 5 1 t n i ~ s  tuhrt M o b i n s  im hary- 
'centriticlieu Calcul S. 300 das Z w e i e c k s c h n i t t s v e r h a I t n i t i s  ein. 
Wahrend er es bicr nur  gclcgcntlich (2. B. S. 337) anwendet,  nothigt 
ihn C r e l l e  TV S. 115  das D.-V. bcim Uebergang m m  Dreieck- und 
Vielcckschnittsverhaltniss zn einer Inconsequenz resp. z n  einem Zeichen- 
aechsel und in der Theorie der  Kreisverwandtschaften (Abh. d. math.- 
phys. Cl. d. konigl. saçbs. Ges. d. Wise., Bd. I I ,  1853, S. 530) geht er des- 
halh vom Zweieckschnittsverhaltniss aus ,  benutzt aber für dasselbe den 
Nauien Ihppelverhaltniss. U a  letzterer jetzt allgemein für Doppelschnitts- 
verhaltniss gebraiicht wird, ist es notbig, für das  dem Werthe nach dem 
D.-V. allerdings gleiche, der  Form und zurn Thei l  den Eigenschaften 
nach aber verschiedene Zwcieckschnittsverhalt~iss zurn ersten Namen 
zuriickzukehren. Die Beobachtuugen, welche M o  h i u s  dort am Kreise 
macht, lassen sich auf die Gerade übertriigen und nnterscheiden sich hier 
von den fiir das D.-V. bekannten Erscheinungen durch cyklische Anord- 
nung der Elemente, Uebertragbarkeit auf Dreieck - nnd  Vieleckschnitts- 
verhaltnisse und einige besondere Verwendungen ( C r e l l e  I V  S. 121). 

Sind A ,  B, ' C drei Punkte einer Geraden, so sind A B  und B C  die 
Theile der Strecke A C ,  nnd A B :  EIC heisse demnach das S c h n i t t v e r -  
h a  1 t n i s s  von A C  in R, welches positiv bei innerer, negativ bei ausserer 
Theilung ist (vgl. J o a c h i m s t h a l ,  Anal. Geom. S. 121). Das  S c h r i i t t -  
v e r h a l t n i s s  d e s  Z w e i e c k s  A C ,  C A  durcli B und  D ist dari P r o d n c t  
d e r  S c h n i t t v e r h a l t n i s s e  

dasselbe ist seinem Werthe nach gleich dern D.-V. ( A R  CD) und tbeilt 
dessen Eigenschaften mit entsprechenden Abanderungen. 

1. D u r c h  U m k e h r u n g  w i r d  d a s  Z.-V. n i c h t  g e a n d e r t ,  A B C D  
7- 

= D C B A .  
II. D u r c h  eine c y k l i s c h e  V e r t a n s c h u n g  e r h a l t  d a s  Z.-V. d e n  

7- 1 
r e c i p r o k e n  W e r t h  A B C D  =--. 

B C D A  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



184 Kleinere Mittheilungen. 
-__YI____----- "- a 

III. V e r t a u s c h t  m a n  d a s  z w o i t e  u n d  d r i t t o  o d e r  v i e r t e i i n d  - -- 
e r s t e  E l e m e n t ,  s o  e r g a n z e n  s i c h  d i e  Z . - V .  zu 1 B B C D + A C A D  

-7 - 
=1, A B C D + D B C A = l .  

IV. V e r t a u s c h t  m a n  d a s  e r s t e  u n d  z w e i t e  o d e r  d r i t t e  und 
v i e r t e  E l e m e n t ,  s o  e r g a n z e n  s i c h  d i e  r e c i p r o k e n  W e r t h e  der -- -7 

Z.-V. z u  1. l : A B C D +  l : B A C D = l .  
Wahrend 1 und II ans der Definition folgen, liegt der Beweis für 

III und  I V  in der bekannten Identitat A B. C  D + A  6.  D B  + A D .  P C = 0. 
Die  24 Permutationen liefern demnach die 6 bekannten Werthe 

Sol1 e i n  e cyklische V e r t a i ~ s c h n n ~  den Werth des Z.-V. nicht andern, 
so erhalt man x2 = 1, d. h. D fallt auf B  oder es ist  A B :  AC= - AD:DC 
-1 

und  A B C D = - 1  stellt auch hier die h a r r n o n i s c h e  T h a i l u n g  dar. 
7- --- 

E s  i ~ t  dann A C  D  R = 2 ,  A B D  C = 3. Verlangt m a n ,  dass nur  zwei ver- --- - --- 
schiedene Werthe auftreten sollen , so mus8 A B C D  = A D LI C = A C  D B 
sein, woraus die  Werthe 

f ( - l + i W ) ,  4 ( - l - i V 3 )  
folgen, d. h. nicht alle Punkte kiinnen dann reell sein. Vergl. C r e m  ana, 
Curve piane,  27. (Aequianharmonisches Verhaltniss.) 

V. D a s  Z.-V. v o n  v i e r  P u n k t e n  e i n e r  G e r a d e n  w i r d  a n s  
d e n  Z.-V. z u  d r e i  G r u n d p u n k t e n  d i e s e r  G e r a d e n  d u r c h  e n t -  
s p r e c h e n d e  c y k l i s c h e  A n o r d n u n g  d e r  D i f f e r e n z e n  g e f u n d e n  

7- c- -- 7- 

7- A B C D - A R C E  A R C F - A B C G  
- -. D E F G  = ,--- -- 7- 

A B C E - A B C F  A B C G - A B C D  
Denn es ist  zunachst - -- - 

A B C E . A B C D . A D C E =  1 
r -  

oder, da  A E C B . A B C E = l :  - 7- - 
A D C E = A B C E :  A B C D ,  

ebenso 
y-- -- --T 

A P C E =  A B C E :  ABCE" 
und  endlich r-- 7- - -- - A B C E - A B C F  

A D E F =  A C E U :  A C B F =  - -. 
1 7- 

A B C E -  A B C D  

Die drei Grundpunkte bilden demnach für die  Gerade ein Coordinaten- 
system, welches in das übliche übergeht,  wenn C der Nullpunkt, A  un- 
endlich fern und B  dcr negative Einheitspnnkt, d a  dann  
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Sind 11,  y, r ,  s di? gerneinen Coordinaten von P, Q ,  R, S oder ihre 
Z.-V. mit A B C, so ist 

r-- p - q  r - s  
PQRS=-~. -  

q - r  S - p  

VI. D a s  2.-V.  w i r d  d u r c l i  P r o j e c t i o n  n i c h t  g e a n d e r t .  
r- 7- 

A B C U  = A ' B ' C ~ D I ,  

wenn A A', RB', CC' ,  DB' Geraden e i n e s  Büschels. 

. Denn sirid O und  Q die Scbnittpunkte von 8 ; 1 ' B B '  und ARIA'B' ,  
so ist 

Q A :  A B  = QA'O: A'BO nnd  QA': A'B'= Q A ' O :  A'B'O, 
also 

Q A -  QA' B'O B C  B'C' - 
v A B ' A ' B ' - B O  C Q '  C'Q 

oder 
7- -- --- -A- 

Q A B  C = QA'B'C' und  ebenso Q RCII = Q R'C'D'. 

Vier Strahlen eines Biischelri theilen demnach jede hüschelfremtle Gerade 
nach dernselben Z.-V. und dies heisst Z.-V. d e s  B ü s c h e l s .  So ist 
ferner - r-- -- Y 

o ~ B C ~ = ~ B C D = o ' d ~ C D ,  

wenn A, R,  C, D Punkte  einer Geraden ,  O und  O' beliebige P u n k t e  der 
Ebene. Weitere Betrachtungen sind streng analog denen beim D.-V., so 
wenn O, P, Q,  R ,  S Punkte einer Ehene,  aber je  verrichiedener Geraden, 
so ist 

-7 ? - - -  
O P O R S =  O P , O Q , O R , O S = O P ,  O Q ,  R , S =  ... 

7- , . 
. . -  P, op,  R ,  O S =  P , Q ,  O R ,  OS,  

wann man nnter  dem letzten das Z.-V. versteht, welches OR und O S  auf 
der Geraden PQ bilden. 

Weiidet man diese Satze auf das Dreieck a n ,  su findet man: 
I n  j e d e m  D r e i e c k  t h e i l e n  d i e  S e i t e n ,  e i n  ' i ' r a n s v e r s a l e n -  

b i i s c h e l  u n d  d i e  F n s s l i n i e n  d i e s e s  B ü s c h e l s  e i n a n d e r  h a r m o -  
nisch.  

Im Dreieck A R C  seien durch O die Transversalan AA', BB', C C '  
gezogen; die Fiisslinien R'C', C'A', A'B' magen die  Seiten in il, E, F 
schneiden und von den Transversalen in A", B", C"  gesclinitten werden. 
Uann ist nach VI  - 7 - i  -7 

A B  AICD = C'A"B'D = O C A ' B D ;  
F 7- 

da nnn B S ' C D .  C A'BD = 1 nach II, so ist 
7- ?-- 

H A ' c D = C A ' B D = - 1 ,  
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d. h. die Seiten sind harmonisch getheilt. Diirch Projection von den 
Eckpunkten firidet man die Fusslinien, durch Projection von den Fusa- 
pnnkten die Transversalen harmonisch getheilt. 

D i e  S c h n i t t p u n k t e  d e r  F u s s l i n i e n  u n d  S e i t e n  l i e g e n  auf 
e i n e r  G e r a d e n .  

7- - - 
Denn B A ' C D  = C B'AE =iA B'CE;  da  B A  und  A'B' durch F gchen, 

muss anch D E  durch F gehen. 

Versteht man jetzt unter dem D r e i e c k s c h n i t t s v e r h a l t n i s s  d a s  
P r o d u c t  a u s  d e n  S c h n i t t v e r h a l t n i s s c n  d e r  S e i t e n  e i n e s  D r e i -  
e c k s  ( M o h i i i s  a .  a. O.), d .  h. - AC'  BA' CB' 

A C ' B A ' C B ' = ~ . - . .  
c R A'C B'A ' 

so ergeben sich die unter den Namen C e v a  und  M e n e l a u s  in etwas 
auderer  Form bekannten Sa tze :  

D a s  D r e i e c k s c h n i t t s v e r h a l t n i s s  d u r c h  e i n  T r a n s v e r s a  
l e n h ü s c h e l  i s t  1. 

D a s  I > r e i e c k s c h n i t t s v e r h a l t n i s s  d u r c h  e i n e  G e r a d e  i s t  -1. 
Nach vorigem Satze ist  

AC '  BA' CB' A F  R D  C E  --.-.- = 
C ' B  A'C B'A FR D C  E ' A  

Nnn ist 
AC'  A C 0  B.4' R A 0  CB' C R 0  

- 

C ' R -  C B O '  - -  A ' C - A C O '  -=- B'A B A O '  

also die  linke Scite und damit die rechte Seite der Gleichung gleich 1. 
Andere Beweisc JO a c h i m  s t h a l ,  Anal. Gcometrie Cap. IX; C r  e l l e  IV 
(1829) S. 120. 

F ü r  das D r e i e c k s c h n i t t s v e r h a l t n i s s  überhaupt gelten die ent- 
sprechenden Regeln wie für Z. -V. ,  insbcsondere e r  ha1 t m a n  d u r c h  
Eine c y k l i s c h e  V e r t a u s c h u n g  d e n  r e c i p r o k e n  W e r t h ,  d u r c h  
U m k a h r u n g  d e n s e l b e n :  

Wie  auf der Geraden,  kaon man auch auf anderen Linien.von Z -V. 
und Dr.-V. sprechen. F ü r  den Kreis inshesondere ist  dietle Arheit auch 
mit derselben Bezeiçhnung von M o  b i u s  a. a. 0. geleistet. Fiir Kegel- 
schnitte findet sich Entsprechendes G a l m  o n ,  Conics, Art. 260. Erwahnt 
sei die Relation - -7 

PQRSTU= P Q K S . P S T U ,  

welche da8 Dr.-V. auf das L V .  zurückführt. 

LI e r l  i n , November 1883. 
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X I I  Erzeugnng von Complexen ers ten und zweiten GIradea a u s  
l inearen Congrnenzen. 
(Hierzu Taf. Fig. 6 - 7.) 

Diese Mittheiliing bildet eine Erganzung meiner friiheren Ahhand- 
lung über diesen G ~ ~ e n s t a n d  (diese Zeitschrift Bd. XVIT S. 257). Ich 
habe nachtraglich gefunden, dass für einzelne jener Complexe sich noch 
andere Erzeiigungsweisen aus specieilen Congruenzen angeben lassen. 
Ferner erreicht mari in  einigen weiteren F a l l e ~ i  durcti nietrische Speciali- 
sirungen, dass der bezügliçhe Complex durch Rotation oder Parallelver- 
schiebnng einer Congruenz entsteht. 

Wenn die Singularitatenflaehe ails einer doppelt zahlenden Flache 
zweiten Grades besteht, s a  ergehen im Allgemeinen die Erzeugenden der 
einen Schaar i n  [2, 21-deutiger Zuordnung die Directricenpaare der liriearen 
Congrnenzen des Complexes. Die Erzeugenden der transvrrsalen Scliaar, 
die Doppelgeraden des Complexeri, sind tiierbei die Brenncurven von be- 
sonderen Congruenzen zweiten Grades des Complexes: In  jedem Punkte  
d einer solchen Transversalen 1 giebt es zwei Ehenen A l ,  A2 durch 1, 

so dass die Büschel AB,,  AA, aus  Complexgeraden bestehen. Die hieraiis 
abgeleitete Zuordnung der Punkte  A und Ebenen A von 1 ist offenbar 
[2, 21 - deutig (so dass u.  A. für vier Punkte  auf  t ein Doppelhüschel auf- 
tritt). Uiese Linien t sind also Directricen von , ,speciellenCL Congruen- 
zen zweiten Grades. Uiese specielleu Congrueuzen zerfallen jedoch bei 
[ ( I l l )  (1 1) 11 etc., d. h. wenn die [Z, 21 - resp. [ l ,  21 deutige Zuordnuug 
der Erzeugenden der ersten Schaar i n  projectivisehe Zuordnung übergeht. 

1.  D e r  C o m p l e x  [(11)(11)11],  Nr. 3,  e n t s t e h t  d u r c h  R o t a -  
t i o n  e i n e r  a l l g e m e i u e n  C o n g r u e n z ,  wie folgendeBetractitung zeigt. 

Die zwei Flacheu zweiten Grades FI, F, (vergl. die gegehene E r -  
z~:ngungsweise) seien hier einschalige Rotationshyperboloide mit derselben 
Axe a ,  so berübren sie sich in  den imaginaren Kreispunktcn einer z?i a 
senkrechten Ebene A. J e d e  der FlBchen trifft a in zwei imaginaren 
Punkten und wenn man für beide Flachen das namliche P a a r  erhalt,  so 
findet in diesen Punkten ebenfalls Berührnng beidar Flachen statt. Die  
Flachen berühren sich nunmehr iu vier Punkten und hahen ein (imagi- 
nares) windschiefes Vierseit gemeinsam. Sind m l  73 zwei (raelle,) Erzeu- 
geude dieser Flachen,  b und  c ihre k ü r z e s t e , ~  Abstande von a ,  @ und y 
ihre Neignngswinkel gegen a ,  sa  müssen b, c i n  derselben zu a senk- 
rechten Ebene liegen und  es musa b. t g y  = c . t g p  sein,  damit der  genannto 
metriscbe Specialfall vorliegt. Sind d a m  endlich m, n mit Bezug anf a 

in demaelben Sinne geneigt,  sa beschreibt die Congruenz m, n bei der 
Rotation um a den Complex. 
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2. Um den Complox [(111)(11) 11, Nr. 4 ,  zu erhalten , bringt man 
die Strahlen einer Regelschaar zweiten Grades in  allgemeine projectivische 
Zuordnung. J e d e r  Strahl ha t  alsdann einen vor -  und einen rückwarts 
entsprechenden. F ü r  die Strahlen a, b, c der  Schaar seien dieselben 
bezüglich a', b', C' und  a", O", c", so dass der  Complex au0 den Con- 
gruenzen a"a, . . ., CI a', . . . zusammengesetzt ist. E ine  beliebige Erzeu- 
gende 1 der transversalen Schaar werde von a ,  b ,  c ,  . . . bezüglicb in den 
Punkten A ,  B, C, . . . geschnitten. Llann sind einerseits die Rüschel Au", 
Rh", Cc", . . ., andererseits ebenso die Büschel t l n ' ,  Bb', Cc', . . . in ihrer 
Gesammtheit j e  eine specielle lineare Congruenz des Complexes von der 
gemeinsamen Directrix t. 

D e r  C o m p l e x  [(111)(11)1] k a n n  a u f  e i n e  A r t  a u 0  a l l g e r n e i -  
n e n  u n d  a u f  z w e i  A r t e n  a u s  s p e c i e l l e n  C o n g r u e n z e n  e r z e n g t  
w e r d e n .  

Auf dia Erzeiigande durch Rotation einer allgemeinan Congruenz ist 
bereits hingewiesen worden. E s  g i e b t  a u c h  z w e i  E r z e u g u n g s -  
w e i s e n  d u r c h  R o t a t i o n  e i n e r  s p e c i e l l e n  C o n g r u e n z .  E s  seien d 

eine Erzeugende eines Rotationshy perboloidç 11; n ,  O, c drei Erzeugende 
der auderu Sçliaar auf H, welche d in den Punkten A ,  Zi', C schneiden. 
Dreht  man a ,  6 ,  c um die Axe von 19 um einen Winkel  6 ,  so m6grn 
sie übergehen in a', b', c'. Alsdann bestimrnen die Büscliel ~ a ' ,  Bb', Cc' 
eine specielle Congruenz, welche durch Rotation um die Axe von H den 
Ccmplex liefert. U u d  man erhalt denselhen Cornplex, wenn man hci der 
Construction der Congruenz um den Winkel 6 rückwarts tireht. 

F ü r  8 = 1 8 0 °  erhalt man die E r z e u g u n g  e i n e s  l i n e a r e n  Corn- 
p l e x e s  a u s  s p e c i e l l e n  C o n g r u e n z e n ,  deren Directricen eineltegel- 
schaar zweiten Grades bilden. J e d e r  liueare Complex besitzt oine , ,Axeu 
und man erkennt ,  daas jeder lineare Complex ohne Weiteres auf a9 
Arten in genannter Weise durch Rotation erzeugt werden kann.  

3. Der  Complex [(211) (il)], Nr. 1 4 ,  best.eht aus Congruenzen, 
deren Directricen zwei projectivische Büschel A A ,  R B  bilden, wobei A 

und B i n  A B  liegen. 
Den  Strahlen d ,  e ,  f von AA mogen d ' ,  e', f '  von B B  entsprechen 

(Hg.  5). Man wahle in  A einen durch R gehenden Strahl :c und be- 
zeichne dessen Schnittpnnkte mit d,  e ,  f durch D, E, F. Alle Strahlen, 
welche d ,  d '  und  x schneiden, bilden nebst BA den Büschel Dd', dessen 
Ebene  x enthalt. Sn liefern die Congruenzen dd', ce', ... die Büschel 
D d', ~ e ' ,  . . . von Complexstrahlen , welche x schneiden. Ihre Gesarnrnt- 
heit ist eine lineare Congruenz und  weil x in einer Ausnahmeebene des 
Complexes dnreh einen Ausnahmepunkt desselben geht ,  so kann x nur 
die Ijirectrix jener einen Congruenz sein. - Lasst man z den Büschel 
B A  beschreiben, so ist  damit eine Erzeugiing des Complexes au0 spe- 
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ciellen Congruenzen gegeben u n d  es lasst sich diese Erzeugung leicht 
mit Hilfe von drei allgemeinen Congruenzen ausführen. 

Die Strahlen des Büschels A B  sind die Directricen einer zweiten 
Schaar aolclier Congruerizen: d e r  C o r n p l e x  i s t  i m  G a n x e n  a u f  d r e i  
A r t e n  a u s  l i n e a r e n  C o n g r u e n z e n  e r z e n g b a r .  

Wird die Ausnahmeebene, z. B. B,  als die unendlich ferne Ebene 
des Kaumas gew#hlt, so sind auch A ,  B unendlich fern. Die Drehiing 
von x in A um B bedeutet jetzt eine Parallelverechiebung und  weil hierbei 
die zugehorige Congruenz unverandert bleibt , so folgt : l l  e r  C o  m p l  e x  
e n t s t e h t  d u r c h  P a r a l l e l v e r s c h i e h u n g  e i n e r  s p e c i e l l e n  C o n -  
g r u  e n  z. - Geschieht jedoch die Parallelverscliiebung in der  asyrnpto- 
tisçhen Ebene der Congruenz, sa entsteht d e r  a l l g e  m e i  n e 1 i n  e a r  e 
Co mp lex.  Denn es ist in diesem Falle dio unendlicli fernc Goradc, A B 
ein eelbst,entsprechender Strahl  der Büschel A A ,  BR.  

4. Der Complex [(21) (1 1 l ) ]  , Nr. 1 5 ,  ist ein directer Specialfall von 

[1(11) (11 1)l. Man bringt hier die  Strahlen einer Ilegelschaar zweiten 
Grades so in projectivische Zuordnung,  dass die  beiden sich selbst e n t -  
sprechenden vereinigt sind. Hierbei seien a i ,  bb',  cc' drei der Paare  
von Directricen. Sie mogen von einer Geraden x der transversalen 
Regelschaar in  A A ' ,  B B', CC' geschnitten werden, sn bestimrnen die 
Büschel A a', Bb', Cc' und andererseits ~ ' a ,  6'6,  C'c je  eiue specielle 
Congrnena des Complexes: D e r  C o m p l o x  k a n n  i n  z w e i f a c h e r  W e i s e  
a u f g e f a s s t  w o r d e n  a l s  e i n e  S c h a a r  v o n  s p e c i e l l e n  C o n g r u e n -  
z e II, deren Directricon dieselhe Regelschaar zweiten Grades bilden. 

5. Es  ist [(12)(12)], N r . 2 8 ,  ebenfalls ein R o t a t i o n s c o m p l e x ,  
aber es konnen dann die Directricen der (allgemeinen) Congrnenzen nicht 
mehr reell sein. Man wahlt zwei Kegelschnitte, welche sich in  einem 
(reellen oder imaginaren) Scheitel osculiren, und  rotirt sie um die ge- 
meinsame Axe. So entstehen die früher genannten Flachen F I ,  F,. 
Wahlt man auf jeder Plache eiue Erzeuge,nde der zur  Axe in gleichem 
Sinne geneigten Schaar, so bilden diese die Directricen einer Congruenz, 
die durch Rotation um jene Axe den Complex beschreiht. 

6. F ü r  \ ( I l )  (22)], Nr. 29,  sind bereits drei Erzeugungen au8 all- 
gemeinen Congruenzep bekannt. E r  e n t h a l t  a b e r  a u c h  e i n e  S c h a a r  
v o n  s p c c i e l l e n  C o n g r u e n z e n ,  wie sich aus jeder der gegebenen 
Definitionen glefch cinfach ergiebt. 

\ 
Ais Directricen habe man die projectivischen Büschel d ,  e ,  f ,  . . . 

und d', e', f', . . ., resp. A C  und  C E  (Fig. 6). Eiii Strahl x des Bü- 
schels C C  ist Directrix einer zerfallenden Congruenz (bestehend aus C 

und C) und einer speciellen, nicht zerfallenden. Sind uamliçh B, E ,  F 
die Schnittpunkte von z mit d ,  e ,  f, so ist jene Congruenz bestimmt 
durch die Büschel D d ' ,  Ee', F'f'. Dreht man x in C um C und con- 
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struirt  man j e  mit Hilfe von dreien der Congruenzen ee' (x. B. d d ' ,  e t ,  
f f ' )  die zugehorige Congruenz, BU hat  man die v i e r t e  E r z e u g u n g ~ -  
w e i s e .  

1st speciell C senkrecht eu der Schnittlinie A B  und sind A ,  B die 
unendlich fernen Kreispunkte in C l  so bleibt der  Complex durch Rota. 
tion um A B  nnverandert. B e ~ c h t e t  m a n ,  dass bei dieser Specialisiri~n~ 
A B  unendlich fern ist und dass dem Schnittpunkt F von x mit A B  die 
Ebene xf '= C entspricht,  su erkerint mari, dass x sicb in der asymptri- 
tischen Ebene  der Congruenz dreht. Ferner  gehort zum Schnittpunkt 
von x mit A B  die durch chendiese Geraden gclegte Ebeiie: D e r  C a m -  
p l e x  e n t s t e h t  d u r c h  R o t a t i o n  e i n e r  s p e c i e l l e n  C o r i g r n e n z ,  
w o b e i  d i e  R o t a t i o n s a x e  d i e  D i r e c t r i x  e c h n e i d e t  u n d  s e n k -  
r e c h t  s t e h t  z u  d e r  a s y m p t o t i s c h e n  E b e n e  d e r  C o n g r u e n z  und 
d e m  S c h n i t t p u n k t  d e r  A x e  m i t  d e r  D i r e c t r i x  i n n e r h a l b  der 
C o n g r u e n z  d i e  E b e n e  d i e s e r  b e i d e n  G e r a d e n  e n t s p r i c b t .  (Die 
Diractricen der allgemeinen Congruenzen sind hier imaginar.) 

Auf die E r z e u g u n g  d e s  n a m l i c h e n  C o m p l e x e s  d u r c h  P a -  
r a l l e l v e r s c h i e b u n g  e i n e r  a l l g e m e i n e n  C o n g r u e n z  ist bereits 
hingewiesen worden. Bei der Erklarung gaht man ails von den projec 
tivischen Biischeln A B ,  BB. 1s t  C unendlich fern,  so haben die in -4 B 
auftretenden projectivisclien Reihen die Doppelpunkte im unendlicli ferneri 
Punkte  dieser Geraden vereiriigt, su dass entsprechende Punkte stets 
denselben Ahstand zwischen sich habeii müssen. - Liegt die Verschie- 
bungsrichtung insbesondere i n  e.iner s u  deu Directricen paralleleu Ebene, 
s o  c n t s t c h t  d e r  a l l g e m e i n e  l i n c a r a  C o m p l c x  d n r c h  e i n e  d e r -  
a r t i g e  V e r s c h i e b u n g  e i n e r  a l l g e m e i n e n  C o n g r u e n z ,  h e i  w e l -  
c h e r  d i e  D i r e c t r i c e n  z w e i  p a r a l l e l e  E b e n e n  d u r c l i l a u f a n  
(vergl. 3 ,  Schlussbernerkung). 

7. Zwei projectivische Büschcl liefern stets die Directriceripaare von 
a9 Congruenzen eines Corriplexes zweiten Grades. Liegen beide Büschel 

in einer Ebene  und  ist die  Zucrdnung eine allgemeine, so treffen sic11 
die Directricenpaare i n  Punkten  cines Kcgelschnittes und es entstelit 

[ (2 2 2)1, (A). Haben dagegen die Biischc.1 denselhen Scheitel,  so ergeben 
die Directricenpaare die l'angentialebenen eines Begels und  es entstelit 

K22211, (W. 
Beide Complexe entstehen auch auf andere Weise aus linearen (zer- 

fallenden) Congruenzeu. F ü r  ( A )  z. B. wahlt man einen Kegclschnitt K,  
darauf einen festen P u n k t  Pl der mit den Punkten A ,  R, C l  . .. von K 
verbunden einen Büschel a ,  b ,  c, . . . bestimmt. Alsdann sind n, b, c, . . . 
und die in A ,  B, C, .. . a n  K gezogenen Tangenten u', b', c', . . . in der 
Zuordnung u cl', b h', c cf, . . . die Direetricenpaarc. Diese Erxcugnng ist 
je  aiif cd Arten ausführbar, die ~ o r h e r ~ e n i i n n t e  m" mal. 
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S. Nach der früher mitgetlieilten Erzei~gungsweise bilden bei [(3 3)], 
Nr. 47, die Directricen der allgemeinen Congruenzen zwei projectivische 
Eüsehel AB ( r l ,  e,  f, . . .) und  BA (d', e', f ' ,  . . .), s. Fig. 7. 

Ein Strahl x des Büschels AA treffe d ' ,  é, f '  in D', fi', P', so ist 
jedesmal durch die drei Uüscliel D'd, E'e, P'f eine specielle Congruenz 
des Complexes vc?n der  Directrix z bestimmt. Daraus geht unmittelbar 
d i e  E r z e u g u n g  d e s  C o m p l e x e s  a n s  s p e c i e l l e n  C o n g r n e n z e n  
hervor. 

Durch die vor~ tehenden  Ergiinzungen fallen die in der erstsn Mit- 
thcilung gegabenen Zusammenstellungen als nicht ganz vollstandig ausser 
Betracht. 

Die Angabe der singularen Linien bei diesen aus linearen Congruen- 
zen besteheuden Complaxen ist hier nicht übcrall durchgeführt. Dagegen 
sind in einzelnen Fallen (z. B. bei [ ( I l )  11111, erste Mittheilung S. 261) 
liierüber Andeutungen gegeben, welche man auf die übrigen Falle an- 
wendeu niag. - Bei [ ( I l  1)  1111 beatehen u. A. die singuliiren Linien aus 
vier von den linearen Congruenzen des Complexes und die Cons t ruc t i~n  
des Complexes aus linearen Congruenzcn zeigt, wie je  die e i n e  Directrix 
zwei zusammenfallendc entsprechende Directricen b a t ,  wenn ihre Linien 
singulare sind. J e n e  eine Directrix der Congruenz liefert alsdann eben- 
sowohl die singularen Punkte ,  als die singularen E b e n e n ;  das Verhalten 
der beiden Directriccn ist kein dualistisches.* 

H o t t i n g e n - Z ü r i c h ,  im September 1882. Dr. A. WEILER. 

XII. Bemerknngen tiber einige Complexe. 

Die Complexe zweiten Grades, deren Strahlen Paare von Fliichen 
zweiten Grades in  conjngirt - harmonischan I'unkten treffen, sind vor Kur-  
zem Gegenstand eingehender Untersiichung geworden."* IXese Cornl~lexe 
treten auch dann noch a u f ,  wenn die eine Flache in einen Kegelschnitt 
oder einen Kegel ausartet. 

1s t  der Kegelschnitt der imaginare Kugelkreis,  so gehen au13 den 
Complexgeraden au die  verbleibende Flaclie senkrechte Tangentialeheuen 
und die singularen Liuien tiirid zudem , ,AxeuL '  der E'lZche (welche ilire 
Polaren rechtwiuklig krenzen). , 

Wenn dagegen die  eiue Flxche zu der Piinktkugel vom Mittelpnukt 
O wird, wobei O gegen die andere Flache F erst in  allgemeiner Lage  
sein 9011, so gchen allemal ans O nach den Sclinittpunktcn eincr Cum- 

' Hierauf hat neulioh Herr S e g r e  aufmerksam gernacht; vergl. ,,Note sur 
les complexes quadratiques etc.", Nathem. Annalen XXIII, S. 236. 

** Tergl. Herren S e g r e  und L o r i a ,  Mathem. Annalen Bd. XXlII 
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plexgeraden mit F die Schenkel eines rcchten Winkels;  die Singulari- 
tatenflache ist in  diesem Palle ein Tetraedroid. 

1st  O der Mittelpunkt von F, so ist die Singularitatenflache eine 
Wellenflache. (Von den CompIexkegelschnitten i n  Ebencn ,  welche E in 
Kreisen açhneiden, lasven sich zwei Brennpunkte sofort augeben: der 

eine ist der Mittelpunkt jenes Kreises, der  zweite fallt i n  den Fuss- 
punkt  der aus  O anf die Ebene gefallten Senkrechton. E ine  singulare 
Complexg~rade  S ist so golegen, dass ihre  Polare fiir F die in O auf der  
Ebene  O s  erricbtete Senkrechte schneidet. - F ü r  eine Rotationsflaclie 
entsteht der Complex [ ( I l )  (1 1) 111, für eine Kugel der Flachencomplex 

K l l ~ ) ( ~ l ~ ) l .  
Liegt O auf F selbst, so entstelit im Allgemeinen [2 2 21 (B), desseii 

SingularitZtenflüchr die S t c i  n c r'sche Flache ist. - Die specielleren Falle 
Sind aus den Resultaten der Herren S e g r e  und L o r i a  abzulesen. 

Der Complex [il 11) (1  1 )  l ]  ha t  ahnliche Eigenschaften wie der tetrae- 
drale. Die Directricen seiner linearen Congrueneen sind die Erzeugen- 
den einer Regelschaar zweiten Grades, welche man iii projectivisclie Zu- 
ordnung gebracht hat. E s  seien a = a' und 6 = b' die sich selhst eut. 
sprechcnden Erzeugenden. E ine  beliebige Erzeugende t der transversa- 
len Sc$aar (brsteherrd aus Complexdoppelgeradcn) treffe O ,  b in A ,  R und 
bilde mit ihnen die Ebenen A ,  B. Endlich sei F die Flache der zwei 
Regelschaaren. Dann  gelten folgende Satze: D i e  Corn p l e x g e r a d e n  
s c h n e i d e n  F u n d  j e d e s  E b e n e n p a a r  A ,  B u n t e r  c o n s t a n t e m  
L ) o p p e l v e r h i i l t n i s s .  D i e  E b e n e n  a u s  j e d e r  C o r n p l e x g e r a d e u  
n a c h  F a n d  n a c h  d e n  P u n k t e p a a r e n  A ,  B h a b e n  e b e n f a l l s  e i n  
c o  n s  t a n  t e s  D o p  p e 1 v e r h  51 t n i s S. Dieses ~ o ~ ~ e l v e r h a l t n i s s  stirnrnt 
iiberein mit dem der projectivischen Suordnung bci den Directricen. 

Wie das Beispiel von zwei concentrischen Kugeln zeigt, entstehen 
auch Complexe zweiten Grades, wenn man zwei Flaçhen zweiten Grades, 
die sich Iangs eines Kegelscbnittes berühren, nnter constantem Doppel- 
verlialtuiss schneidet. 

H o t t i n g e n - Z ü r i c h ,  im Marz 1884. Dr.  A. WEILGR. 

X I E  Erklarung. 
Der Unterzeichnete fiihlt sich zu der Erklarung verpflichtet, dass die 

von ilim als neii bezeichnete Erzeugungsweise der rationalen Curveu vier- 
t e r  Ordnung (Heft  5 des Jalirgangs 1883 der Zeitselir. f. Math. 11. Phyti.) 
schon 1679 durch Herrn A m e s e d e r  i n  Wien  gelcistet und im LXX1X. 
Baude der Sitzuugsbcrichte der kaiserl. Akadernie der Wissenschaften ver- 
Bffentiicbt worden ist - wie Unterzeichnetem erst uacb Erscheincn seiner 
Arbeit l iekannt wurde. 

I)er auf S. 296 mitgetheilte S a t z  dürfte indesseri iieu sein. 
J e n a ,  den  10. Uecember 1883. Dr. CAHL HOSSFELD. 
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Einführung unvollstandiger Beobachtungen in die 
Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Von 

W. K Ü T T N E R  
in Bwgk bai Dreadan. 

Nictit ixnruer ist es  moglic'h, die Beobachtungen auf alle Ereignisse, 
die zur Ableitung cines Wabrscheinlichkeitswerthe~ a posleriori eu dienen 
Iiabcn, zu erstrecken, weil der Eintr i t t  eiues andern Ercignisses die Rc- 
obachtung iinm6glich maclit. 1st aber  die Wahrscheinlichkeit bnkannt, 
daes rin solches die Beobachtung verhinderndes Ereigniss eintritt, so ge- 
t;tatten diese F a l k  eine besondere mathematische Behandlung, die  den 
Gegenstand vorliegender Abhaudlung bildet. 

1. 

Ein Ereignifis, desaen Eintritt  mit der Wahrscheinlichkeit p beobachtet 
werden kann ,  ist a -mal  beobaehtet worden. Man verlangt die Wahr-  
sclieiuliçhkeit, dass as nicbt w e n i g e r  als go-mal  und  nicht m e l ï r  als 
p, - mal stattgefunden hat. 

Ueber die Anzahl von Malen, die das Ereiguiss stattgefnnden hat, 
konnen wir unendlich viele Hypothesen aufstellen. Nehrnen wir a n ,  sie . 
sei z gewesen, so verleiht diese specielle Hypotliese dem beobachteten 
Ercignisse a priori eine Wahrscheinlichkeit von 

x! 
a !  (x- a ) !  

wenq 1 - p  = 9 gesctzt wird. Nach dern Satze von B a y  es  ist aber die 
Walirtichaiuliclikeit w,, dass das beobachtete Ereigniss in  der l'hat der  
fioeben aufgestellten Hypotliese xuxuscbreiben i s t ,  gleieh 

Die Entwiçkelung des Nenners giebt 
Zaitsahrift f. Mathernatik n. Phgsik XXIX, 4. 
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194 Einfiihrnng unvollstandiger Beobachtungen etc. 
M____----------A----.--.̂ ~lx~ 

womit 

2) 

folgt. 

x! 
w, = *"-a 

a !  ( z - a ) !  

F ü r  irgend eineu Wer th  von z wird oz eiri Maximum werden. Um 
letzteres zu finden, setzeu wir in 2) für x einmal x-1 und das andere 
Mal x + l .  Dadurch erhxlten wir 

Sol1 nun  w, ein Maximum werden,  so muss 

x-(I  
ws - <w, und m x  

(.+l)s 
2 - a + l  < w,, 

9 x 

se in ,  wo E einen von a und p abhangigeu echten Bruch bezeichnet. 1st 
a sehr gross, so k a n n ,  wo es  sich um Errnittolung des Àlaximalwerthes 
von w, handolt ,  für obigen Ausdruck 

f l  

gesztzt werden. Im Uebrigen ist aber fiir s die zwischen 

-- a 1 und a 
P P 

liegende ganze Zahl zu nehmen. 
Unter  der  Voraussetzung, dass a sehr gross is t ,  konnen wir  nun 

zur Losung nnserer Aufgabe ein Verfahren einschlagen, .welches in  der 
Regel bei Ableitung des B e r n  o u l  li 'schen Theorems Anwendung findet. 
Bei einem sehr grosscn a dürfen namlich in 2)  für x!, a !  und ( x - a ) !  
die Werthe der  S t i r  1 i n g 'schen Naherungsformel für Factorielle eiii- 

geführt werden,  in  welchem Falle wir nach entsprechender Reduction 
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finden. Wird hierin für x dor Werth -a substituirt ,  so folgt als Xaxi-  
P 

malwerth von w, 

a 
Setxen wir weiter in 5) für x dan Werth -+el, so folgt 

P 

Nun ist aber 
1 p x  ' 

1 .  ( 1 + -  "1) =- )(-,y+), 
u q 

1 
z a y  

nnd 

2 a 

1st nun a q  so gross, diiss iu vorstehenden Entmickelungen Glieder von 
1 

der Orduung -- selbst fü r  die Grenzwerthe von a vernachliissigt wer- 
uzq2 

den konnen, B O  wird man 

setzen diirfcn. womit sofort aus 7 )  

folgt, was auch mit Veruachlassigung der Glieder, die im Nennr r  n y  in 
einer holieren als der erstan Potenx enttialten, 
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196 Einführung u n ~ o l l s t i i n d i ~ e r  Reobaclitiingen etc. 
_ -̂- I.,I-._____.,..-_-----. - -__ _XII____,.._ ---- "Y_C^ 

geschriehen werden kann.  Aeudert mau jetzt das Vorzeiehen von x und 
addirt den so erhaltenen Ausdruck zu 9 ) ,  so findet man weiter 

Die gesucbtc Wahrscheinlichkeit o endlich, dasa die fragliclie An- 
n 

zahl innerlialb der Grenzen C, = - r, utid pi = -+ X, liegt, ist nach 
P P 

dern Princip der totaleri Wahrscheinlichkeit 

Wird jetzt der mit dem Summenzeichen Z' hehaftete Ausdruck nach 
E u l e r ' s  Formel 

b 

eutwickelt, wobei a = 1 zii setzen ist und die Differcntialqiiotienten, da 

1 .  
sic - in einer hohereu als der ereten Potenz enthal ten,  vernachlasfiigt " 'i 
werden konnen ,  so folgt: x, -2 - 2 

oder mit 

xIs 
Die Anwendung diescr F o r n c l  wird durch die Bedingung, dast: 7 

u L y 2  

niçbt nur  klciuer als 1, sondern überhaupt eioe se,hr kleine Grosse sein 
muss, ernpfiudlich eingeschrankt. Auch darf nicht übersehen werden, 

dass si nicht grosser als genotnrnen werden darf ,  weil die gesuchte 
P 

Auzahl z nicht kleiner als n sein kanu.  F ü r  die untcrc Grenze hahail 
wir namlich die Gleicliung 

-- a x , = a ,  
woraus P 
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Von W. K ~ T T N E R .  197 
__^^__M__Y_- 

folgt. 
1st a  nur klain odor q naliezu Nul l ,  fin ist iiherhaupt die  Formel 

11) 
zur 

der 

u n b r a u c h b a r .  I n  diesPm Falle ist P R  nothig,  aine andere Formel 

Bercchnung von  w zu rntwickeln. 
Nach dem Princip der totaleu Wahrscheinlichkeit lasfit sich zufolge 

darstellen, wenn die gesuchte Anzahl z inuerhalb der Grenzen a- 
P 

no 

uud :+n, licgen soll. Hieraus folgt leicht 
P 

- a - no-1 
P 

x !  2'--- - - P.<I-.-z - x! -2 X! 
a !  (x-a)! a o !  ( x - a ) !  a ! ( x - a ) !  p a  

%+%+ 1 

wuraus mau mit 
x! 1 

pa q x a = -  
P 

weiter 
-- a n o - 1  

! pa-l-i  ( = - a i  
4 a !  ( x - a ) !  

P 
fiudet. Setzt man jetzt 

so erlialt man. zunachst 

woraus nach leichter Umforrnung 

( a + n , + l i h + n 1 + 2  ( . + n , + ~ , ) * ~ + . , + , ,  - -- - -- 

folgt. ( j 3 t ? z l + l ) ( / 3 + n l + 2 ) . .  . (P+n,+x,) 
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Se i  n u n  allgemein 

so erhalt  m a u  , wenri mit  c ~ - ~ + ' i '  multiplicirt  u n d  sodann  differe.ntiirt 

w i r d ,  

Wi rd  je tz t  wei ter  mit  d'-Y multiplicirt u n d  sodann  in tegr i r t ,  so  fiilgt 

Nnn ist aber offenbar 

mithin auch .  weun  

gese t r t  w i rd ,  

u u d ,  weun nochmals differer~tiir t  w i rd ,  

u n d  da raus  endlich 
Z 

 TI)&'+^-^ d z  
(.A-I).Z X ea c?x + ci. 

Mit  Hilfcr der soeben gefundenen Formel  surnmireu wir  zuniicliat 
d ie  Re ihe  
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Von W. K ~ T T N E R .  199 
---- - p u - - -  - 

Zii dipsem Beliufe hahen  wir i n  14) A = t =  p= @-no, v = U-no u n d  
:L= q zu setzen u n d  durchgangig  dati u n  t e r  e Vorzeiçhen z u  nehmen.  
Wir fiuden 

O 

Da für p = O  die  obige Re ihe  II>) sich auf das  einzige Gl ied  

reducirt ,  so  baben wir ziir Bestimmuug de r  Constante  C d ie  Gleichung 
n 

woraus 

folgt. W i r  haben somit  

16) 
(6 - no1 pp-a- l  

" = ( u - n o ) ( a - n o - l )  . . .  ( m - p + l )  

- (~-7lO)p-"-' X P - " O - ~ ( ~ -  x ) = - P  d ~ .  s" O 

Um die Summe d e r  Beihe  

zn erhalten,  haben  wir i n  14) l = m ,  ~ = n + n , + l ,  v = p + n l + l ,  

A = @ +  711 und x = g  zu eetzen u n d  durchgaiigig das  o b e r e  Vorzeichen 
zo nelimen. F e r n e r  i s t ,  d a  innerhalb  d e r  In tegra t ionsgrenzen z < l  
bleibt, znfolge des  Satzes ,  dase fü r  A > 1 

auch 
(u+m)hxW=O 

zo setzen. W i r  finden 
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200 Einführung nnvollstandiger Beobachtungen etc. 
__M_M__----_ - 

D a  für q = O auch y, = O, so ist C = O und mithin aucli 

O 

Substituiren wir jetzt die Ausdrücke 16) und  17) in 13) ,  so folgt 

In  der Theorie der Gammafunctionen wird aber die Gleichung 

bewiesen, so dass auch 
1 

gesetzt werden kann. D a m i t  e r h a l t  m a n  a b e r  d i e  b e m e r k e n s -  
w e r t h e  R e l a t i o n  

Man bemerkt leicht, dass nnsere gesnchte Wabrscheinlichkeit die 
Differenz der Wahrsçheinlichkeiten zweier Hypothesen i s t ,  und üwar ist 
P ,  die Wahrscheiuliçhkeit fiir die Hypothese,  dass die Wahrscheinlichkeit 
des Ereignisses, das bei (a-71,- 1) Beobachtungen @-no- 1) -mal ein- 
getroffen i s t ,  innerhalb der Grenzen O und g l iegt,  wabrcud P2 die 
Wahrscheinlichkeit für die Hypotheae is t ,  dass die Wahrscheinlichkeit 
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des Ereignisses, das bei (cl + n,) Beobachtungen (p+ n,) - mal cingetroffen 
ist, ebenfalls innerhalb dicser Grenzen liegt. 

'Die Gleichiing 19) stcllt iibrigens o i n  aller Strenge dar und gilt 
fiir jedes n und p. Die nnmerische Rerechnung der im Zahler stehenden 
bestimmten Integrale kann allerdings, wenn die Exponenten von x und 

(1 -r) beirles grosse Zablen s ind ,  uur  durch eine Naherungsformel ge- 
schehen, da die directe Tntegration auf eiiie Reihe fiihrt, die mindesteus 
ein Glied mehr besitzt, als der  kleinste der beiden Exponenten von x 
und (1-a) Einheiten enthalt. 

1st jedoch q schr klcin - und direem Umstnnde gelten ja vorzugs- 
weise die ~ o e b e n  angestellten Untersuchnngen -, so kann aucli 

nur sehr klein sein,  und  deslialb wird sich P, in d i e ~ e m  Falle immer 
direct ermitteln lassen. F ü r  no = P ist 

Pl = 1 
zu setzen. 

Schwieriger ist die nnmerischo Bestimmung von P, .  Da indess bei 
Aufgahen der vorliegenden Art sclten cirie sehr grosse Genauigkeit gc- 
fordcrt wird, so barin man  sich hierzu hei  dem der  Voraussetznng nach 
s e h  r k 1 e i n e n  Integrationswege der Formeln f ü r  die mechauische Qua-  
dratur hedienen. I n  den meisten Fallen dürfte schon die Formel 

20) O t ~ ( x ) d x = t v ( 0 ) + 8 m ( i ) + i ~ ( l )  

genügen. 
4 

Setzl m m  in J~+ni (1 - x]a-B d z  fü r  u den Werth p - p z ,  BO hilgt 

Wird jetzt auf das rechter B a n d  stehende Integral die Formel 20) an-  
gewandt, so erhalt man 

und,  wenn dieser Werth in die Gleichnng für Pz eingeführt und gleich- 

- x)a-P d s  sein Werth 
ta+,,,+ 1 ) .  

O 
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2 02 Einf'ührung unvolls t~ndiger  Ueobachtungen etc. 

oder, nacli Antvendung de i  S t i r l i  n g'schen Nalierungsf'ormcl f'ür Fac- 
torielle, 

E s  ist nicht schwer, den Genauigkeitsgrad der soeben abgelcite.ten 
Formel durch eino grossere Anzahl vnn Zwischenwerthen zu erhoheo. 
In diesem Fal lc  wird man sich aber, weil der Voraussrtziing nach (a-!) 
sehr gross i ~ t ,  anch nicht mit siebenstelligen Logarit,hmen beguügen 
dürfen. 

II. 
Zwei Ereignisse E und F, von denen das eine das entgegengesetzte 

deu andern k t ,  konnen nur  nnvollkommen beobachtt:t werden, und zwar 
I a s ~ t  sieh E nur mit der Wahischeinlichkeit p und F nur mit der Wahr- 
scheinlichkeit p ,  beobacliten. Es wird nach der Wahrscboinlichkcit ge- 
f ragt ,  dass ,  wenu R a - m a l  und F />-mal  beobachtrt worden s ind,  die 
Walirs:lieinlichkeit f ü r  das Eintreffen von E innerlialb der Grenzen Q, 

und p, liegt. 
Wenn p die Wahrscheinlichkeit i s t ,  dass E h a t  beobachtet werden 

konnen ,  so ist 1 - p  = y die Wahrscheinlichkeit, dass RS n i c h t  h a t  
beobachtet werden konnen,  und nach 1, Formel 2) 

U !  + 1 p- a 
n !  ( u - a ) !  

die Wahrscheinlichkeit, dass es - wenn a - m a l  beobachtr,t - u-mal 
stattgefunden hat. 

I n  gleicber Weiee findet man die Wahrscheinlichkeit, dass das li-mal 
beobachtete Ereigniss P v - mal stattgefunden h a t ,  gleich 

wenu 1 -pl = gl gesetzt wird. 
Stellt man jetzt die Hypothese auf ,  dass das Eintreflen des Eheig- 

nisses E von der Wahrscheinlichkeit x abbangt ,  so würde dicse Uypo- 
thesa dem beohachtete.1 Ereignisse E eine Wahrficheinlichkeit gleich 

verleihen, wenn as i n  der Tha t  u - m a l  eingetroffen u n d  v-mal  nicht ein- 
getroffen wiire, wofür aber  nach dem Ohigen die Wahrsclieinlichkeit 
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ist. D a  nun aber u den Werth jeder ganzen Zab1 v o n  a bis CC und u 

den Werth jeder ganzen Zah l  voii h bis cr, annelirnen kann iind diese 
Annahmen sich g ~ g e n s e i t i g  aussch l i~ssen ,  60 verleiht die aufps te l l t e  
Hypotl~ese dem beutiactiteteri Ereiguirjse E oreubar  eirie Wahrschei~ilich- 
keit gleich - 

Die Wat~rscheinlichkeit w, der  aufgestellten HypotIicse ist daher  

7 qu-a q i e - b . c U ( l  - x ) t ' d x  
u - a j !  ( u  -6). 

n 

= (u+ b j !  ( I - X ) ~  (1 - q l ( l - . ~ ) ) - ( ~ t b + l )  

und mithin auch 

2) q"-a q lU-a  .z* ( 1  - x)" 

P'erner ist  U z P  

3, u z a  2 ~ ~ " - a x u ( l - p , + q i ~ ) - ( u + b + l )  

Substitoirt man die soeben unter  2) und 3) gefundenen Ausdrücko i n  11, 
80 folgt ~ ~ ( l - x ) ~ ( l - - ~ ~ + ( q ~ - q ) x ) - ( ~ + ~ + ~ ) d x  

4) W z  = 

a - b - R I + ~ I  - p i Z ) - ( a + b + l ) d ~  

O 

Setzt  mari hierin p = O und  ql = 0 ,  80 folgt, wie es sein muas, 
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O 

denn in diesem Fal le  sind keine die Beobachtung btorenfien Ereignisbe 
vorhanden, also alle Beobachtungen moglich. 1)asselbe Resultat erlidt 
Irian, wenn q = q ,  ist. 

Sol1 w, eio Maximum werden,  so muss 

sein. 
Die letztere Gleichung reduçirt nich auf 

5) (4 ,  - d x 2  - ( a p l +  ' ) P + Y ,  -da: = - UP,, 
worau6 

6) x = n ~ , + h ~ + g , - q - J - 4 a 1 ) , ( q ~ - g ) + ( ( ~ ~ ~ + ~ ~ + ' 1  - 9 -  
2 (41 - 4) 

folgt. S ind  a und  b grosse Zatilen, so kann in 5) p, - q = O gesetzt 
werde,n, in welcliem Fal le  man 

7 
a Pl 2: - 

a p , +  ;,P 
oder 

8) 

erhalt. 
Die  gesuchte Walirscheinlichkeit w, dass die Wahrscbeinliçlikeit für - 

das Eintreffen des Ereignisses E. innerhalb der  Grenzen und 9 ,  liegt, 
la& sich nun mit Hilfe des Ausdruckes für w, leicht errnitteln. Nach 
dem Princip der  totalen Wahrscheinlichkeit ist  namlich 

O 

Sind a und  b nur kleine Zahlen,  so führt die directe Integration 
zur  Berechnung von w. Anders verhalt es sicli, wenn a und b gross 
s ind ;  denn in diesem Falle muss, gauz wie bei Au~wer t l iuug  der bestimm- 
teu Integrale in 1, zu Naherungsformeln gegriEen werden. 
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mir  beachten ennaclist, dass 

" ~ ( 1  - * ) b ( l  APi+  ( q i - g ) x ) - ( a + b + ' j  d x  
- ( 1 - p , ) - ~ " + b + ~ ) Z a ( 1 - 5 ) b ( 1 + k x ) - ( ~ + b + ' ) d ~ l  

wenn 

gesetzt w i r d ,  und firiden damit weiter 

Siibutituirt man diesen Ausdruck in 9 ) ,  s o  fol@ 

Nach einem bekannten Satze der Integralrechnung ist aber 

u LY 

\oo E ein positiver ecliter Rruah ist. Wenden wir diesen Satz auf 11) 
an,  so erhalten wir 

nnd 
1 + le,+ e (e, - e,)l - + 
- -- - - - - - 

l + € I ' f  
gesetzt, in welchem Falle 

€'< ke1 ,  
so folgt endlich 
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296 Einführung unvollstandiger Beobachtungen etc. 

wenn 

gesetzt wird. 

Mit der Aufstellung der Gleichung 13) ist unsere Aufgabe anf eine 
bekannte zuriickgafülirt wordan. B e h u f ~  der  numerischen Bcrechnung 
von schlagen wir  aber jetzt folgendes Verfahren ein. 

1 
a !  b !  

1 - zjbdz:  seinen Werth - und setz' 

n 
(u+O+i)! 

W G  s für a+b steht ,  so folgt 

; - 1 0  

-- 
S Li 

Wir stellen jetzt die Gleichung 

auf und  finden, wenn beiderseits die Logarithuien genommen werden und 
sodann nach t differentiirt wi rd ,  

Indem man die linke Seite dieser Gleichixng nach steigenden Potenzon 
von a entwickelt , falgt 

oder reducirt 

woraus siüh die unbekannten Coefficienten k ergeben, namlich 
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I l ami t  folgt  abe r  

-- a A D  

(s+l)!a"bb - 
15) w=(l+;)--- dl. 

a! 6 !  sa 
a -- 
s Li 

Führ t  m a n ,  um abzukürzen, die  Bezeichnung 

eiu und  entwickeIt  d e n  iinter dem Integra lzeichen s tehenden Ausdruck 
i n  eine Reille,  so folgt 

Entwickelt  man die  in  d e n  Klammern s tehenden Ausdriicke,  so e r l i d t  
man endlich 
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ist die Anwendung der  Formel 16) riiciit immer ausgeschlossen; alleiu 
aie führt sodann auf sehr langwierige Kechnungan, die es vortheilhafter 
crscheinen lassen, w mit Hilfe der mechanischen Quadratur  nach Formel 
13) zu lewirkeu. 

A& Schlusse vorliegenden Abschnittes mochte ich noch darauf auf- 
merksam machen, dass die Einschraukung der Formel 16) bez. 18) auch 
für das B e r  n o n l l i ' s c b e  Theorem gilt ,  so weit es sich auf die Watir- 
scheinliçhkeit von Hypothesen bezieht. E s  genügt also nicht allein, wie 
man bisher fast allgemein angenommen ha t ,  dass s sehr gross is t ,  son- 
dern es muss noch als weitere Bediogung hinsutreten, d a s ~  

ist. 
Auch ist die  erweiterte E'uruiel, welche H. L a n r e n  t in  seinern 

,,Traité du  calcul des prohabilités " fïir die Wahrscheinlichkeit vou Bypo-  
thesen giebt,  sowie der glcichfalls dort abgeleitcte obere Grenswcrth für 
diese Walirscheinliclikcit, wie  au^ eincr Vergleichung mit den vorstehen- 
den Entwicke.lungen scifort folgt,  nicht genau. 

Aufgaben der  soeben behandelten Art  enthalt die mathematische 
Statistik in  grosser Menge. Hier  ein einfaches Be i~pie l .  

Eine Gesarnrntheit, deren Glieder nnr  durch Tod ausscheiden, be-  
stelit uach Wegrechnung der  im Laufe des Jahres  neu aufgctretenen 
Activen nnd Invaliden am Schlusse den Jahres  aus 250 invaliden und 9750 
activen Personen. E s  wird mit Riicksicht auf diese Gesarnmtheit gefragt: 

(1) nacli der wahrscheinlichen Anznhl m der am A n  f a n g e  d e s  
J a h  r e s  vorhandenen Activen, 

11) nach der Wahrscheinlichkeit w, dass m von der wahren Anzahl 
nicht uielir als 1 Procent abweicht, 

c) nach dem wahrscheinlichsten Wertlie v der  Walirsclieinliclikeit, 
am A n f a n g e  d e s  J a h r e s  invalid zu se in ,  und 

d) nach der Wahrscheinlichkeit w', dass v von dcm wahren Werthe 
ebenfalls nicht mehr alti 1 Procent abweicht. 

Die Lehanswahrscheinlichkeit inrierhalb des in Betrac,ht komrnenden 
Zeitabschnitts sei für  Active 2=0,99301 und  f ü r  Invalide L I =  0,94870, 
wabrend die Invaliditatswahrscheinlichkeit i =  0,00124 sein soll. 

%eitaclirift  f. Mathematik n. Pliynik XXIX, 4.  14 
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210 Einfülirung unvollstandigar Beobachtnngen etc 

I n  vorliegender Aufgabe bilden das Sterben und das Invalidwerden 
die Ereignisse, welche sich der Beobachtung der ursprünglich, d. h..der 
am Anfange des Jahres vorhanden gewesenen Activen hindernd in den 
W r g  stellen. Die Wahrscheinlichkeit pl dass jeder ActivitZtsfall beob- 
achtet werden kann,  fallt daher mit der Activitatswahrscheiulichkeit zu 
sammen und ist nach Z e n n e r  

Durch Einsetzen der Werthe für 1 und i in diese Formel erhjilt mau fur 
die Berechnnng von rn 

p = 0,99177, q = 0,00823, 

wahrend aus der Aufgabe direct 
a = 9750 

folgt. Nach 1, Formel 4 b) ist daher 

9750 -- 0750 
0,99177 

l < m <  - 
0,99177 ' 

folglich 
m = 9830. 

Ferrier hat man zur Bestimmnng van w 

ar=9830, /3=80, n o = 8 0 ,  n l = 9 8 ,  
womit 

Pl = 1 
und nach 1, Formel 22) 

1,08. .  . Pz = --- 
IO1" 

gefnnden wird. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit, dass die Anmhl der 
in der That  am Anfange des Jabres vorhanden gewesenen Activeu nicht 
mehr als 1 Procent grosser oder kleiner als m ist, ist somit 

F ü r  die Berectinuug des wahrscheinlichsteri Werthes O der Wahrschein- 
lichkeit des Invalidseins am Anfange des Jahres hat man 

a = 250, b = 9750. 

Die Wahrscheinlichkeit pl dass jader Invaliditatsfall (Ereiguiss E) he- 
obachtet werden kann,  fallt hier mit der Lehenswahrscheinlichkeit der 
Invaliden zusammen und ist folglich 

p = 0,94870, p = 0,05130, 

wahrend die Wahrscheinlichkeit p l ,  dass jeder Activitatsfall (Ereigniss F )  
beohachtet werden kann,  nach dem Vorstehenden 
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Von W. KÜTTNEH.  211 -- 
a 

p, = 0,99177, q, = 0,00823 
ist. Damit folgt nach II, Formel 7) 

er = 0,02611. 
Ferner k t ,  d a  a Yom wahren Werthe nicht mehr als 1 Procent ab- 
weichen soll, 

p, = 0,02585, p, = 0,02637, 
wahrend nach I I ,  10) 

k = - 0,04540 
ist. Damit ergiebt sich aber 

A, = 0,02471, Al = 0,02520, 
sowie 

womit für vorliegenden Fa11 die Anwendbarkeit der Formel 16) bez. 18) 
unter II srwiesen ist. 

Da nun ferner 
y, = - 0,09058, y, = 0,13134 

gefunden wird, s o  folgt endlich ans II, 18) 

w'- +(1+ É) [0,14734 + 0,101921 
oder 

w'== O, 12463- 0,00015 E,, , 
wo zo < 1 ist. 
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XI. 

Ueber die Krümmungsmittelpunkte der Polbahnen. 

Von 

MARTIN GRÜBLER , 
Privatdocent in Ziirich. 

- 

Hierzu Taf. V I  Fig. 1 u. 2. 

I m  Folgenden sollcn die Krümmungsradien, sowie die Lagen der 
Krümmungsmittelpunkte der  Polbahnen ermittelt werden,  wenn die Be- 
wegung des starren ebenen Systems durch die Enveloppen ( e , )  und ( e , )  
zweier Systemcurveu (cl) uud ( c z )  (Taf. VI1 Fig. 1) gegeben ist. Sind 
II', u n d  K2 die Krümmungs~nittolpunkte der Enveloppen i n  der  gegehenen 
Lage des Systems, Cl u n d  Cg diejenigen der Systemcurven; dann liegt 
das Momentancentrurn (der Pol)  der augenblicklichen Bewegung bekannt- 
lich itn Schnitt  der beiden Berührungsnormalen Ir', Il, und I(, R , .  Die 
Polbahntangente M T erhalt man mittels der B o  b i 11 i e r'schen Construc- 
tion *, indem man L K~ 171 7'= L KI IV A' antriigt; die zu M T  senkreclite 
Polbahnnormale Mh',, bildet mit der Geradeu KI K2 einen spitzen Winkel, 
welcher mit bezeictinet werden mag. Ertheilen wir dem System eine 
uncndlich kleine Bewegung, derar t ,  dass die Berührungspunkte KI und 
Bz nach B',, beziehiingsweise BIz, folglich die Centren Cl und C2 nacli 
CP1, beziehungsweisa C', rücken , so wandert das Momentancentrurn 
offenbar auf der Polbahntangente weiter und liegt im Schnittpunkte N' 
der benachbarten Berührungsnorrnalen BI und K, Die Polbahu- 
tangente u n d  -Normale im Punkte  M' findet sich wie vorher mittels der 
B o  b i 11 i e  r'schen Construction; im Schnittpunkte K p  der beiden benach- 
barten Polhahnnormalen erhalt man dann den  ges11chtc.n Kriirnmiings- 
mittelpunkt der sogenannten festen Polbahn, d. i. des geometrischen Ortes 

der Momentancentren M. 
U m  einen Ausdruck für den Krümmungshalbmesser K p  .'M = p,, z u  

erlangen, gehen wir von der Relation 
d o  = p P . d r  

* Vergl. hierüber: Aron  h O 1 d ,  Kinematische Mittheiliingen. Verhandlungen 
des Vereins zur Beforderung des Gewerbfieiwev in Preussen. Berlin 1872. S. 141. 
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Ueb. die Krürnmung~mi t te l~ , .  cl. Follialinen. Von M. GRÜBLER. 213 
--------------- 

autl, in welçher du das Elernent Jl /Il' der  festen Polbahn und  d t  den 
Contingeozwinkel bezeichnet. Weil  ahcr walirend der uneudlich kleinen 

'Lagenanderiing des Systerns die Gerade II, K2 ibre TAage beibehalt, so 
ist d r  = d g ,  also 

1 tip -- - -. 
QP d u 

IJuter Berücksichtigung der sofort aus Fig. 1 sich ergebenden Beziehungen 
ci, =q,+P, wZ= yZ+/3, in  welchen 9, und q, die im gleicheu S inne  
gemessenen Winkel der Strahlrn M K ,  und M K 2  mit der E'olbahnnorniale 
bezeichnen, erlialt man dnher weiter 

Zirlien wir um K I ,  ~ P Z W .  K2 die nnendlicb kleineu Kreisb6gen MM', 
und MM', (Fig. l ) ,  so ist offenhar L M f l  M M ' =  g ~ , ,  LM',  LM M'= (p B 3 

fiilglich 
MM',=da.cos<p,,  M i M ' , = d ~ . c o s < p ~ .  

Setze? wir ferner IMK, =r, ,  MK2= r2 und  berücksichtigen, dass 

l r = r . 1 a 1 ,  ,WMP:,=rz.d<u2, 

so erhalteo wir die briden Beziehungen 

1 
durch deren Benutzung geheu aus den beiden für - oben gefundenen 

PP 
Ansdrücken die Relationeu 

1) dQ'l = 
Y - - 1 cos9,  1 dcps-cos% -- 

d u  r~ Pr d O rs Q P  

bervor. Die Grossen d<p, und d y 2  siud nun an eine Gleichung gehun- 
den, zu welçhw wir auf folgendem Wege gelangen. 

1st W der Durcbmesser dae Wendekreises f ü r  die momentane Be- 
wegung des Systems u n d  setzt man MC, = RI, MC2= R,, so bestehen 
bekanntlich * die beiden Relationen 

ans welcheu durch Elimination von W nod  nach Rinfuhrung der Abkiir- 
- - 

znngen r,- R, - KI C, = a,, r2- R, = K,C2 = Q, dia eine Gleichung 

3) ezr1 R, cos <pz = Q, r, R, cos <pl 

hervorgeht. Differenziren wir dieselbe und  ziehcn in Erwagung ,  dass Q ,  

und Q, constant s ind,  weil die Kriimmungsmittclpnnkte Cl und C2 wahrend 
der uiiendlich kleinen Lagenanderung des Systems sicli anf Kreisbogen 
urn K,,  beziehentlich K2 bewegen, so folgt wegen der Beziehungen 

* Vergl. 11. A.: S c h e l l ,  Theorie der Bewegung und der Kriifte. 2. Aufi., 
1. Thl. S. 468. 
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214 Ueber die Krümmnngsmittelpunkte der Polbahnen. 

Dieselbe lasst sich jedoch von den unendlich kleinen Grossen befreien, 
wenn wir benntzen, dass M', M'= dr,,  IV', M ' = d r z  und dass aus deii 
nnendlich kleinen Dreiecken MM'M', und  MH'M', sich 

da.sinrpl= M', M'= dr, ,  da.sinrp, = JI', M 1 = d r Z  

ergiebt. Man erhalt dann znnachst,  indem man die  vorstehendo Glcicb- 
u n g  durch pl pz .  d 6 dividirt ,  

dm d'?', und nach Substitution der  Wer tbe  1) für 2 und - 
d o  dr i  

L. 15 2 ' sin pl - sin q 2 [  e~ 4 2  el 

Diese Gleichnng gestattet aber  noch weitere Vereinfachnngen. Zufolge 
3) ist 

es  orgiebt sich daher sofort 

1 1s sin - - sm q2 
e p  Pz B i  

- 
' l R 1  . I 

rz.P ' 2  sin q2 cos ml - sin ql cos m, - -- 
Qi @a 

Dividiren wir diese Gleichung mit cosq,.cosrp, und  beachten, dass au€ 
Grund der  Relationen 2) 

' 2 %  '1 R1 --- - - W 
el ~ 0 s ' ~ ~  e2 cos 'PZ 

i s t ,  so erhalten wir schliesslich 

als Gleichnng zur Rerechnnng von p p .  
Der Krümmungsradius Q ,  der beweglichen Polbahn,  also des geo- 

metrischen Ortes der  Pnnkte  im beweglichen System, welche nach ein- 
ander  Momentancentren werden , e r g i ~ h t  s ich,  indem wir vorstehende 
Gleichnng auf die umgekehrte Beweguog anwcnden. Die letztere kommt 
dadnrch zu Stande,  dass wir das beweglicbe Systern ziirn riihenden 
machen und nmgekehrt, dass also die  Pnnkte  K und  C ihre Rollen 
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wechseln. Demgemass habeu wir in I a )  nur  r mit R zu vertauschen* 
und erhalten dann sofort 

W 
I b )  - (ton rn, - (on q,) = tan ml - R 2 + 2 r 2  tunp,. 

en el 9% 

Subtrahirt man eratere Gleichung von letzterer, so ergiebt sich 

' 2  - Rz ~ ~ i a n r p ~ - t a n p , )  tan Tz 
Q 2 

= llan ml - tan p z ,  
also die bekannte Beziehung 

4) 
1 1 1  

---=y- 

en ep w' 
welche aiissagt , dam dcr  Krümmungsmittelpunkt der beweglichen Polbahn 
eine Ralin besch@t, daren Kriimmi~ngfimittelpunkt mit dem der feston 
Polbahn momentan zusammenfallt; denn die feste Polbahn kann als die 
Enveloppe der beweglicben angasehen werden. 

Die Gleichungen I a )  und I b )  erhalten jedocli eine etwas andere 
Gestalt, sobald das Mouientancentruiri M nicht ausserhalb der Strecken 
KIL; und KzCz  l iegt,  wie in Fig. 1 und  bpi der Entwickeluug vorl#ufig 
angmornmcn wurde, sondern innerhalb der  eincn oder beider Strecken, 
weil die Gleichungen 2) Acnderungcn in den Vorzeichen erlciden. Um 
nun nicht in den verschiedenen hier moglicheri Fallen die Ausdrücke fiir 
die Krümrnungsradien der  Polbahnen einzeln aufstellen zu müssen, for- 
men wir die Gleichungen l a )  und  I b )  entsprechend um, beziahentlich 
bringen sie auf eine solche Gestalt ,  welche von der erwabnten Lagen- 
ariderang des Momentancentrums niclit beeinflusst wird. Substituiren wir 
in der Gleichung l a )  auf der  rechten Seite 

1 -- W 
-- 

1 - w' 1 

Q I  ~ " P I  r1 RI Q ,  cos% r d  
60 erhalten wir 

w - (tan <pl - la11 vp) = W 7-1 + 2Rl  r ,  + 2 R, . sin q1 - W - szn 
Q P  r~ % r 2  4 

1 2  
sinipl- ~ ~ ( ~ ; + - ) s i n p , ;  

7-2 

aus diesel Gleichung entfernen wir mittels der Relationen 2) die Grossen 
1 1 
- und - 1  wodurch wir finden, dafis 
Rl R, 

* Für die umgekehrte Bewegung fallt bekanntlich der Wendepol auf die 
andere Seite der Polbahntmgente; es wiirde demnach in Ia) an Stelle von [pl und 
rp2 1Ro0 + y ~ , ,  bezw. 1800 + <pz gesetzt werden müssen. Da jedoch tan(180° + rp) 

=talzrp, so hat die Lagenanderung des Wendepoles auf die Gleichung keinen 
Einfluss. 
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21 6 Ueber die Krümmungsmittelpiinkte der Polbahnan. 

W 
- (tan rp, - tan F,) = W' 3 W 

sincp, - W -- + -4 sin cp, 
PP ( r ,  c o s v ,  

Verstehen wir in  dieser Gleictiung unter cpl und p, die Winkel ,  welche 
die vom Momentanceiitrum M nach den Krümmungsmittelpunkten KI und 
K, gezogenen Stratilen mit dem von M nach dem Wendcpole gezogencn 
Strahle in  gleichem Sinne gemessen eilischliessen, so bleibt die Gleichung 
I I a )  dieselbe, welche Lagen Cl und C, gegenüber iM h a b ~ n ,  weil die Grossen 
R in  ihr niclit auftreten; sie unifasst demnach :ille müglichen Falle. 

Uurch die analoge Umformung geht I b )  über in  

und  hicrin bezeichnen c p ,  und cp2 diesolben Winkel  wie in Ha) .  
Setzen wir zur  Abkürzung 

sin cp, sin rp, 1 

so. bedeutet in der  Gleichung 

5) 
1 1 1  ---- -- 

e p  "O W 
r, den Abstand des Krümmungsmittelpunktes Ko der  B a h n ,  welche der 
mit K p  momentan zusammenfallende Systempunkt beschreibt. Charakte- 
ristisch ist n n n ,  dass sich dieser P u n k t  K, mittels eincr sehr einfachcn 
geometriscben Construction finden Iasst. Um auf diese Construction 
geführt zu werden, formen wir zunachst den Ausdruck für ro entspre- 
chend um. Ziehen wir namlich (Taf. VI1  Fig. 2) M D 1  MN, so folgt aus 
den  Dreiecken M K , D  und M K p  D  - - 

M D . c o s ~  M D . c o s ~  
rl= - 1 r2 = 

srn a, sin a2 

falls znr Abkürzung L MIVD = E gesetzt wird; andererseits ans den Drei- 
ecken KI M N  und K2 MLV 

a l = L Z l ; M N + ~ ,  ctp=L&MN+~. 

A u €  Grund der  B o h  i I l i  e r 'schen Constriiction ist aber  

L T M K , = L  /(,MN= 90'-17,: 
also 

LKl , l lN=  9 0 ' - q p ;  
infolge dessen wird 
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- cos ( E  - 9,) niiz rp, - cos (e - <pl) sin q, - 
M .  cos E 

Sonaçh ergiebt sich K, sofort ,  indem wir !MD'= & M D  maclien und durch 
Il' eine Parallele zu M N  ziehen; dann sind die Sclinittpunkte K,, uud  
Kaz derselben niit den Stralileii M K 1  u n d  MK, die Projectioneu des 
Pnnktes K, auf diese Strahlen;  damit ist aber  auch Ko bestimmt. Sucht 
man nun in hekannter Weise nnter I3cnutzung des Wcndepoles zu K,, 
alç Krümmungsmittelpuiikt den zugehorigen Systernpiinkt, so ist letzterer 
der Kriimmiing~mit, telpiinkt Ii, der  ruhendeu Polbahn. Bestimrnt man 
ferner zu Kp als Krümmungsmittelpunkt den zugehorigen Systempnnkt, 
so ist letzterer und zwar au€  Grund der  Relation 

der Krümmnngsmittelpunkt K, der beweglichen Polhahn. 
Selbstredend lasst sich K ,  auch direct ermitteln, indem man den  

Punkt Co aufsucht, d .  i. d e n j e n i p u  Systempunkt, dessen zugehoriges 
Bnhukrümmungscantriim sich momentan mit & in Deckuug bcfindet. 
Bezeicbnen wir den Abstand dieses punk te^ C, vom Momentanceutrum 
mit  Ro, so ist zufolge I I b )  

1 - 3 sin rp, sin q, - 
4 

gesetat wurde; forrnt man letzteren Ausdruck iu ganz ahnlicher Weise 
1 

nm, wie deu für  - 9  so erhalt man schliesslich 
'-0 

8) 
1 3 C O S  rp, COS 9, -= I 

4 M E  

fa118 E den Schnittpunkt de r  Geraden C, C, mit M D  bezeichnet [Fig. 2). 
.- 

Man findet folgli& Co in g a n ~  analoger Wèise wie K,, indem man M E  
in drei Theile tlieilt und  durch den ersteri Theilpunkt E' eine Parallele 

M N  zieht,  welche letztere die beiden Strahlen HGl u n d  M C ,  in  Col, 
bezw. Co, schneidet; die. Senkrcchten, welche man in Col zu flJCol und 
in Co2 Zn M G 2  erricbtet, treffen siçh auf der  Polbahnnormalen in Co. 
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218 Ueher die Kriimmungfirnittelpunkte der Polbahnen. 
----------A- ----A ^^^^^^^n;---_x- ----. 

Die Construction der beideu P u n k t e  X,, und  K, kaun jedoch rioch 
weiter vereinfacbt werden und zwar auf Grund der  folgenden Ueber- 
legung. Die Krümrnungsmittelpunkte der  Systemcurven und diejenigcn 
der Enveloppen der letzteren auf irgend einem Norrnalstrshl* bilden zwei 
perspectivischa ziisammenfallende Punktreihen,  deren Doppelpunkte im 
Momentancentrum vereinigt liegen. Verbinden wir die  Krümmungsmittel- 
punkte der  Systemcurven sammtlich mit E ,  die der  Enveloppen mit D 
durch Strahlen,  so erhalten wir zwei perspectivische Strablbüschel; die 
einander entsprechenden Strahlen schneiden sich folglich auf einem Nor- 
malstrahl, desscn Richtiing dieselbe ist , wie die der  correspondirenden 
einander parallelen Strahlen in  den Rüecheln. Die Richtung der letzte- 
ren aber ist diejeniga der Geraden D'ho, wie spater gezeigt werden sol]; 
es reducirt sich deshalb die Construction der Krümrnungsmittelpunkte der 
Polbahnen auf die nachstehenden einfachen Operationen. 

Man ziehe M D  senkrecht zu MN, mache MD'= +Mi20 und  lege durch 
D' eine I'arallele zu MN.  Errichtet man in den Sçhnittpunkten Kol und 
Ko, der letzteren Gcraden mit den heiden Normalstrahlen MC, und MCE 
Senkrechte, so schneiden sich diese in  K,, einem P u n k t e  der Polbahn- 
normalen. Trifft nun  die Verhindi ing~gerade von ki mit P den durch 
M parallel zu D'Ka gelegten Strahl in G ,  so schneidet die Verbindungs- 
gerade E G  auf der Polbalinnormalen d e n  Krümmungsmittelpunkt Kp der 
festeo Polbahn aus. I len Krümrnuugsuiittelpuukt b', d r ~  beweglichen 
Polbahn findet man dann sofort,  indem man die Gerade D K p  bis zu 
ihrem Schnittpunkt H mit MG verlangert und dia Geradc EH zieht; 
letztere schneidet die Polbahnnorrnale in  K,. Natürlich kann man mittels 
des Punktes  Co zuerst auch K, und danu K p  ermitteln. 

Wie  aus  dem Vorhergehenden ersichtlich wird, bat die Lage der 
Punkte  B, und B, (Fig. l ) ,  in denen die Systemcurven ihre Enveloppen 
momentan berühren, keinen Einfluss auf die Gestalt der Ausdrücke I I a )  
und I Ib ) ;  es bleiht folglich die hier mitgetlieilte Construction dieselbe, 
wenu die Punkte  Al und 8, mit C,, bezw. C, zusamnienfallen, die Be- 
wegiing des Systems also dnrch die Bahuen zweicr Systempunkte bc- 
stimmt is t ,  oder wenn RI und R2 mit K I ,  bezw. K2 sich decken, also dia 
Bewegung dadurch erzeugt wird, dass zwei Cnrven der beweglichen 
Ebene immer durch zwei feste P u n k t e  gehen. 

Wenn dagegen die  beiden P u n k t e  C, und C2 oder KI und Ii ins 
1 1 

Unendliche rücken,  so vereinfachen sich die Ausdrücke fiir -- und - 
Q P  Qn 

ganz erhehlicb, weshalb d i w e  Specialfalle hier noch Platz  firiden mogcn. 

* Wir nennen nach A r o n h o l d  (ibid. S. 1:E) jeden durch das Momentancen- 
trum gehenden Strühl der beweglichen Eliene Normalstrahl. 
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1. Sind dia beiden Systemcurven Geraden,  liegen also Cl und C, 

im Unendlichen, so  ist RI = R, = cc, fclglich nach 2) 

rl = - W. COS <pl , r2 = - W .  cos cp, ; 

man erhalt dann aus I I a )  
1 
- - - 3 1 2 --+ --=--, 
PP w w w 

also 
W e~=-z 

und damit aus 4) en=- W. 

Diese beiden Kesultate enthalten den S a t z :  Wird die Bewegung eines 
Systems dadurch erzengt, dass zwei Systcmgeraden langs zweier gegebe- 
ner feeter Cnrven gleiten, so liegt der  Kriimmnngsmittalpunkt der fefiten 
Polbahn symmetrisch znm Mittelpunkt des Wendekreises und der Krüm- 
mungsmittelpunkt der  beweglichen Polbahn symrnetrisch m m  Wendepol 
in Bezng auf das Momentancentrum. 

2. Sind die beiden Enveloppen der Systemcurven gerade Linien, 
fallen also h', und K, in  das Unendliche, so ist r, = r,  = cm, folglich 
nach 2) R, = Wcosp,,  R2= WcosV,; 

dann ergiebt sich ans I I b )  
1 3 1 2  

@a=- 2 
und damit aus  4) 

Pr = W. 

Wir haben also den S a t z :  Wird  die Bewegung eines ebenen Systems 
dadurch erzengt, dass zwei Systemcnrven Iangs zweier fester Geraden 
gleiten, so liegt der Krümmungsmittelpnnkt der festen Polbahn im Wende-  
pol und der der beweg1iche.n Polbahn im Mittelpnnkt des Wendekreises. 

Ein bekanntes Beispiel für die letztere Bewegung liefert die  sogenannte 
Hypocykloidenbewegnng des C a r  d a n  O (vergl. u. A.: S c h  e l l ,  Theorie 
der Bewegung und  der Krafte, 2. Anfl., 1. Thl. S. 230). Zwei P u n k t e  
des Systems bewegen sich auf gegebenen Geraden; es f d l t  also R, mit 
Ii, und B2 mit znsammen. D a  i n  diesem hesondern Fal le  ausserdem 
W constant ist, so sind die beiden Polbahnen Kreise, deren Radieq 
gleich dem Durehmesscr, bezw. dem Radins des Wendekreises werden. - 

Mittels der  gefundenen Ausdrücke für die Krümmungsradien der  
Polbahnen lasst sich leicht die  F r a g e  beantworten, welche Systembewe- 
gnngen mit einer gegebenen ansser dem Momentancentrum die Krüm- 
mungsmittelpnnkte der  Polbahn gemeinsam haben. Nennen wir in Riick- 
sicht anf moglichste Kürze der Ansdrnckaweise nach A r  O n h O 1 d (ibid. 
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220 Ueber die Rrürnmungsrnittrlpunkte der Polbahnen. 

S. 138) jedes Viereck, welches von den beiden Krümmungsmittelpunkten 
Cl und C2 zweier Syetemcurven und den Krümmungscentren KI und K2 
ihrer Envcloppen gcbildet wird , cin P o  1 v i e  r e c k ,  so besteht unsere 
Aufgabe in der  Ermittelung aller Polvierecke, bei denen das Momentan- 
centrnm nnd  die Krümmungsmittelpunkte der Tolbahnen  gemeinschaft- 
lich sind. 

Zunachst wollen wir die geornetrischen Eigenschaften aller derjeuigen 
Polvierecke aufsuchen, deren Eckpunkte auf zwei gegebenen Normal- 
strahlen liegen. Wic  A r  o n  b O I d  (iliitl. S. 146) nachgcwicsen hat ,  geh6rcn 
die cinandcr zugeordneten Pnnkte  C und  K auf zwei Narmalstralilen 
einem collinearen System a n ,  dessen Collineationsaxe die Gerade MN 
(Fig.  2) ist. EH schneiden sich folglich die Verbindungsgeradeu correspon- 
dirender P u ~ i k t ~ p a a r e ,  d. h. die heiden nicht mit den Normalstrahlen 
zusauirnenfallenden I'olvierecksseiten siirnrntlicb auf der Geraden MN. 
Alle derartigen Polvierecke haben das Momentancentrum und den Wenda- 
1101 gcmeinsarn. Dicjenigen Polvierecke nn t r r  ihnen,  welche auch die 
Kriimmungsmittelpunkte der Polbalinen gemeinsam hahen,  besitzen ausser- 
dem die Eigenschaft,  dass die Verhindungsstrahlen der Punkte C des 
beweglicben Systems sammtlich dnrch E ,  die Verbindungsstrablen der 
zugeordneten Krümmungsmittelpnnkte K dnrch D gehen müssen, dass 
also die beiden oicht mit den Normalstrahlen sich deckenden Seiten 
jedas solchcn Polviereck6: homologc Strahlen zwcicr perspectivischcr Strahl- 
büfichel, deren Trager  in  B I  bezw. E l i ~ g e n ,  s i d .  Man erkennt die 
Riçhtigkeit der letzteren Behanptung wie folgt. Eliminiren wir ans den 

1 
drei Relationen 4), 5) und 7)  - 1  so erhalten wir die beidcn Beziehungen 

W 

ergiebt; substituiren wir hierin die aus 6) und  8) folgenden Werthe für 
1 1 - und  - 1 so finden wir die Ausdrücke 

ro RO 

Berücksiclitigeu wir, dass für alle Polvierecke anf denselben Normal- 
strahlen 9, und cp, diesclben Werthe haben,  so erhalten g p  und Q, die- 
selbe Grosse für diejenigen Polvierecke, bei denen M D  und M E  die 
gleichen Wcrthe besitzen; Letztercs ist aher der Fa11 bei allan Polvier- 
ecken, welche die  vorerwahnte besondere Eigenschaft aufweisen. 

Unter diesen Polvierecken ist d m  dam unendlich fernen Pnnkte der 
Collineationsaxe M N  zugeordnete, namlich Do, Du, E;, E,, (Fig. 2) dadorch 
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ausgezeicl~net, dass die Eckpunkte Do, und  Do,,  sowie Eo, und E,,, die 
Projectionen eines Paares  entsprechender P u n k t e  Do, E, der  Polhalin- 
normalen auf die beiden Normalstrahlen sind. D a  namlich 

A M K o l K o , ~ A M D , , D , , ~ A M ~ o , ~ 0 2 i  

so schneideu sich die in no, und Do,, bezw. Eo, und Eog zu den Normal- 
strahlen errichteten Senkrechten auf  der  Geraden M K o ,  also auf der Pol- 
bahnnormalen; ferner ist  

1 1 - cosmi cospa -cos<p, cosp, - 
IV E, MDo M E  MD 

woraus hervorgeht, dass Do der  Krümmurigsmittelpunkt der Hahn ist, 
welche Eo momentan beschreibt, dass also Do u n d  E,, einander entspre- 
chande Punkte der Polbahnnormalen sind. Beachten wir n u n ,  dass DDo 
parallel E E ,  ist ,  so Sind die letztgenanuten Geraden die beiden einander  
zugeordneten parallelen Strahlen in denjeuigen perspectivischen Strahlen- 
büscheln, welche entstehen, wenri wir die correspondirenden Punkte  auf 
der Polbahnnormalen mit D,  bezw. E verbinden. Die Richtuug der Pro-  
jectionsaxe dieser Strahlhüschel ist aber diejenige der beiden Parallel- 
strahlen; es ist folglich die Projectionsaxe M G  parallel B Do,  hezw. E E o ,  
und,  weil auch D'Bo und E'C, letzteren Geraden p r a l l e l  s ind,  parallel 
D'Ka, bezw. E'C,, was noch nachzuweisen war. 

E r w a h t  se i ,  dass die beiden Puukte  D und  E l  welche bei der Con- 
struction der Krümmungsmittelpunkte der  Polbahnen die Hauptrolle spielen, 
kein Paar  einander zugeordneter Punkte  auf ihrem Normalstrahl bilden. 

Nachdem wir den Zusammenhang aller der  Polvierecke auf zwei 
gegebenen Normalstrahlen, denen die Polbahnkrümrnungscentren gemein- 
sam sind , festgestellt und  dabei gefunden haben,  dass die Punkte  D u n d  
E diesen Z ~ s a r n m ~ n h a n g  vermitteln, vermogen wir den Zusammenhang 
xwischen den entepreclienden Polviereckeu der gauzen Ebeue  dadurch zu 
fimden, dass wir die geornetrischen Orte  der Punkte  D und h' bei sich 
anderuder Lage der beiden Normalstrahlen aufsuchen. Uerücksichtigen 
wir, dass Q~ und Q, dieselben Werthe behalten, wenn r, und Ro sich 
nicht andern ,  so konnen wir diese geornetrischen Orte  vermittekt der  
Relationen 6) und 8) direct angeben. Aus 6) folgt ohne Waiteres, dass, 
wenn z. R.  <pl variirt und 9, constant bleibt,  der Ort  des Punktes  ~ ' e i n  
Kreis iiber ND,, als Durchmesser ist. Indem wir nun ferner noch 9, 

sich andern lassen, erhalten wir ein System solcher Kreise, deren llurch- 
messer die von M ausgehenden Sehueu des über M D o  errichteten Kreises 
sind. Das Analoge gilt vom Ort  der Punkte  E. Die zur  Festlegung 
der Polvierecke nothigen Projectionsaxen M N  liegen senkrecht zu den 
Strahlen MD, bezw. ME. 

-- -- - 
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XII. 

Inhaltsbestimmung der einem Dreieck einbeschriebenen, 
umschriebenen und conjugirten Ellipsen. 

Von 

MAX GL~EIIJIILI , 
kanigl. Reallohrer in Regenaburg 

Der Inhal t  einer Ellipse, die einem Dreieck einbeschrieben, um- 
schriehen oder conjugirt i s t ,  lasst sich zum Thei l  durch die senkrechten 
Abstande ihres Centrums von den Seiten des Dreiecks, theils durch die 
Abstaude desselben von den Seiten des Mittendreiecks, sowie durch den 
Radius des dem Dreieck umschriebenen Kreises ansdrücken. Die  hieranf 
bezüglichen Satze wurden zwar schon von S t e i n e r ,  S c h r o t e r  und 
K a n t  o r  aufgestellt uud bewiesen; jedoch die Herleitungen derselben auf 
analytischem Wege, sowie mehrere sich hierbei ergebende Beziehungen 
dürf ten,  wie ich glaube, einige Beachtung finden und  bilden daher den 
Gegenstand der folgenden Untorsuchungen. 

Ee sei :  

al1Xl2 + aZ2X2' + ug3Xg2+ 2a,,XlX2 + 2aI3X1X3 + 2a2 ,X2X3= O 
die Gleicliung eines beliehigen Kegelschnittes in  Bezug auf ein Funda- 
mentaldreieck XI X2 Xg , dessen Seiten durch die Gleichungen : 

X , ~ x e o s ~ , + y s i n ~ ~  -dl=O, 
X 2 e x ~ ~ ~ ~ 2 +  y s i n ~ ~ - 6 ~ = O ,  
X 3 = X C O S E , +  - y ~ i n € ~ - d ~ = O  

gegeben seien. Briugt man nun obige Gleichung durch Substitution der 
Werthe von XI, Xe, X ,  auf die Porrn: 

c o 0 x 2 f  f f l l ~ ' f  2 f fo1xy  + 2 ~ 0 Z x  + Z % ~ Y  f ~ 2 2 = O  

so bestehen für die Langen X und  23 der Halbaxen des Kegelschnittes 
( G r  u n e r t  's Archiv für Math. u. Phyuik 57, Thei l  X X I I )  die Relationen : 

1) 
dB 

x 2 ~ k  - %2+ = - (ann+v,,)d , 
d3 d2 

Setzt man ferner: 
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aZL Cos €1 f 0 2 ,  cos E2  -k a23 Cos €3 = uz 3 c121 sin r, + sin F~ + aZ3 sin E,  = v,, 
a2181 +a2262 +a23d3= ru,; 

as, C O S  E l  + COS E2 + "33 C O S  €3 = U3, sin zl -+ ay2 sin F~ + a33 sin &, = v,, 

' 3 1  ' 1  + a32 dq  + a33 63 W 3 ,  
9 3  findet man:  

Uo0 = u1 COS El  + U q  C O S  E2  + U3 C O S  EQ = ' Y u  COS E , 

al,  vl sin E~ + vg sin E~ + v3 sin = 2 v sin e ,  

a 2 E = ~ 1 6 1 + ~ 2 6 ,  + 7 ~ 3 6 ~ = 2 7 ~ 6 ,  

(YO1 = u1 sin rl + ug sin E ,  + u3 sin E~ = v1 C O S  s1 + vp  C O S  E ,  + v3 COS r3 = ZU sin E 

= z v  COS El 

UoZ = - u 8 - u 6 - uy if3 = - ml cos E ,  - nr, cos E ,  - ru, cos E~ = - PU 8 1 2 2  
- - -.z'n, COS E, 

a , 2 = - v 1 d 1 - v 2 6 z - v g 6 3 = -  ru1 s i v ~ ~ -  ~ ~ ~ s i ~ ~ ~ , - n , , s i n ~ : , = - Z v  d 

=- Zn, sin E. 

Somit  wird : 

oder : 

4J2 J - Kreises, so findet man für die letztere Determinante den Werth --- -- 
Sl S z  S3 R 

C f l S E 1 )  C O S E , ,  coss3 

sine,, sin E , ,  sin E ,  = 

und erhëlt somit, wenn man die sus  den Coefficienten a,A gebildete 

. ' 1 1 1  ' 1 2 ,  ' 1 3  

a21r  "22  1 a23 
"51 1 ' 3 2  1 ' 3 3  

Determinante mit [ a ]  bezeichnet : 

2) 
J 2 

= 3 [al. 

4, 6 2 ,  a3 
Seien ferner s,, s2 ,  s3 die Langen der  Seiten des Fnndamentaldrei- 

ecks, J der  Inhal t  desselben und R der  Radius seines umschriebenen 

Ferner ist: 

Ô = ~ u c o s ~ . . z ' ~ s i n & - 8 u s i n e . ~ v  C O S E  

oder: 

d = sin (e2 - E ~ )  (u3 v2 - u2 va) + sin ( E ~  - el) jul v3 - U 3  + sin (el - f e )  (u2 ' J ]  - ul us). 

Sind <i l ,  ( i2 ,  ci3 die den Seiten s,, s,, s, gegenüheiliegenden Winkel  
des Dreieçks, so hat  man: 

und somit ist: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



224 ~ n h a l t s b r s t i m m u n ~  der einem Dreieck einlwschr. etc. Ellipçen. 
~ ~ - - --._ 

nnn ist aber:  

Hezeichnet man die letzte Determinante mit [a, s], oo  erliiilt man fiir 

den  Inhal t  P des betrachteten Kegelschnittes die Beziehung: 

+ ail E= al, + a,, + aVd + 2 ( I ~ ~  COS ( F ~ -  fg) + 2 a13 COS (2,- E ~ )  + 2 U , ~ C O S  ( E ~ - E ~ )  

= a,, +a,, + arJ - 2 as, cos G, - 2 a13 cos u2 - 2 u12 C O M ~  

ist ,  so folgt au8 1): 

4) f2 = 16 J V R "  (2 clz3 COS G, + 2 a,) COS ciy + 2 a12 cos G:] - al, - a,, - a3J 

x [a] : [a , s] e. 

E i n ~  diirch die Gleicbung: 1 A, Xl  + 1, A, + k3 X ,  = O dargestellte 
Gerade trifft den betracliteten Kegelschnitt in zwei Punkten ,  für dewu 

Abstarid tf die hekannte Relation (vergl. F i e  d l e r ' s  Geometrie der Kegel 
schnitte S. 529) besteht: 

Setzt 

5 1  7 a12, 4 
('21 7 

a229 a23 7 12 1 
'311 

O31 i a32 i a339 4 
A,, A,, 4 3 ,  O 9 , SI, 

man der Kürze balber: 
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Von M. GREINER. 225 

a23' - "22 a 3 3  = 11.11, a132 - a 1 1  a 3 3  = ~ s z  3 '12 - c l i l  ((28 = ~ 3 3 ;  

($1 - ' 1 3  = hi a22a13 - % ($3 = p l 3 9  a ~ 3 a ~ a  - " 1 3 ~ 2 3  = P i z ;  

ae2s; + f133 s22 - 2 a23 S 2 S 3  = U l l  , u33 S I 2  + al ,  sgP - 2 a13 S I  S3 = U Z 2  , 
a,, s,2 + ciz2 S12 - 2 a,, s ,  s, = u:,:, ; 

S I ( -  f123s1 + a l s s z  + n 1 2 s J  - a 1 1 ~ 2 s 3 =  ~ 2 3 7  

' 2  ('23 ' 1  - ' 1 3  ' 2  + ' 1 ,  ' 3 )  - a22S1 ' 3  = ' 1 3  , 
~ 3 ( ~ 2 3 ~ 1  + a13 ' 2  - ' 1 ~ ~ 3 )  - ' 3 3  ' 1  ' 2  = Y 1 2  i 

so liefert die Entwickelnng der beiden in 5) vorkommeuden Determinan- 
ten die Ausdrücke: 

[ a , A ]  = A 1 2 P , 1 +  A : ~ g ~ + ~ ~ ~ ~ g j + 2 A 2 A 3 P a ~ + 2 A l A 3 ~ 1 l 3 f  2 1 1 A 2 ( l . l e r  

6, [ ' Y  A 9 = ull f v12 + 1; vgs + A Z A 3  v 2 3  f Al 13 V l 3  f 2 Al vlZ 
Die Coordinaten des Kegelschnittcentrnms ergeben sich aus den 

Gleichungen : + a12 X 2  + ' 1 3  X3 = , 
~ Z I X I  + azzJ'2 + ~ B S X S  = x S ~ ,  

a 3 1 X 1  + a 3 z X z  + f l 3 3 X 3 =  xss  
und man erhalt hierfür die mit einem Proportionalitatufactor noch zu mnl- 
tiplicirenden Ausdrücke: 

X'l = ' 1  pl1 + ' 2  p l 2  + ' 3  p l 3  9 

X ' 2  = ' 1  p l 2  + ' 2  11.22 + ' 3  (l .23, 

x'3 = ' 1  11.13 + ' 2  P23 + ' 3  11.33. 

Zugleich erkennt m a n ,  dass: 

s, X'l + s, X' ,  + s, x', 
= s ~ ~ P ~ ~  + s2'pz2 + ~~~v~~ + 2 ~ ~ ~ ~ ~ 2 3  + ~ S I S J ~ L ~ ~  + 2 ~ 1 s 2 ~ 1 2 =  [a, S I  

ist. Wahlt man niin statt  der oben genannten Geraden 8 den zilr Seite 
X,  des Fundamentaldreiecks parallelen Durchmesseï des Kegelschnittes, 
den man a19 die Verbindungslinie des Mittelpunktes (xP1, X I 2 ,  x',) mit 
dern uuendlich fernen Pnnkte  ( O ,  - s3,  ss) der  Seite X I  betrachten kann 
und desmen Gleichung somit : 

Xl  ( X ' ,  s, + X', s,) - X,  X ' ,  s, - x3 X', s3 =: O 

wird, so e rh l l t  man ans obiger Beziehung 5 )  die Lange dl dieses Durcti- 
messers, wenn man darin 1, = si X'2 + s3 XIS ,  A,  =-se x', , 1, = - s, x', 
setzt. Da nun auch A, = [ a ,  s ]  - s,  X g l  i s t ,  so hat  man: 

Al2 f b: + A3' - 2 ?., A, COS cil - 2 A I L 3  C o s  6, - 2 Al A, COS G3 

= [ a ,  S ~ ~ S ~ ~ X ' , ~ -  2 ~ ~ X ' ~ [ a ,  s]  + X , Z [ ~ , ~ + s , B - 2 s , s ,  c o s r i , ]  

+ 2 X r l  (s3 C O S  (i2 + sp C O S  u3) ( [ a ,  s] - s, x'J = [ a ,  SI'. 
Ferner ist: 
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226 lnhaltsbestimmnng der einem Dreieck einbeschr. etc. Ellipçen. 

Da aber der Ausdruck S, vl1 + s2vI2 + ~~v~~~ sowie die Determinante 

La, S, SI ,  welche zwei gleiche Keihen besitzt, i d e n t i ~ c h  Null sind, so 
folgt : 

[a, A ,  s] = vil  [ a ,  slZ 

und hiermit ergiebt sich nach 5): 

Ganz ahnliehe Auodriiçke erhalt man fur die IAngen dg und d, der 
mit den Seiten X, und X, parallelen Diirchmesser des Kegelschnittes. 

Bezeichnet man mit pl ,  p,, p3 die senkrechten Abstiinde des Kegel- 
scliuittcentrums von den  Seiten des Fundamentaldreiecks, so hat man : 

Die  Verbindungslinie der Mitten der Seiten X, n n d  X3 des Funda-  
mentaldreiecks bat  die Gleichiing: - sl X, + s, X ,  + s3 XS = 0 ,  die dadurcb 
auf die Normalform gebracht wird, dass man sie mit dem Ansdrucke: 

' 

el  = [(- sl cos E, + s, cos rs + s3 cos F , ) ~  + (- sl sir1 z1 + s2 sin E ,  + s3 sin s,)~]% 

dividirt. Nun ist aber:  

a1'2, a 1 3 1  s 1  

a21 "22 Ue3 i Sz 

aai a,, UJS i Sg 

SI, s,, sj, O 

1 '11 3 '12 7 '13 

X a211 a,,, a 2 3  

pi = [si2 + szZ + s32 - 2 Sz Ss COS Gi + 2 S, S, COS 6, + 2 SI Sz COS G,]% = 2.5 

und  daher lassen sich die  senkrechten Abstande p',, p',, p'3 dm Kegel- 
schnittcentrums von den Seiten des Mittendreiecks ansdriicken durcli: 

: ' '31 1 '32 1 .33 
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Von M. G R K I N E R .  227 

Ir 
p', " - - (- s, X ', + .Y, X', + s, X , 

2 SI  

A 
P' - - (s ,  x', - s, x', + s3 X'3) 1 - 2s2  

A 
p' - - (s ,  X', + s, X', - s, X'J  , 

3 - 2 ~ ,  

und weil hierfür die Reziehung besteht: 

Ir A 
J =  S l ~ ' 1  + s, P', + s,P', = (SI x; + s, XI2 + SQ Xf3) = - [ a ,  SI 1 2 

so findet man: 
J  

PI=- (- s l g r 1  + snX'2 + s , X ' J ,  
[a 7 SI 

J 
p 3 = -  (si X', + s, X', - s, X',). 

SJ l a  ,.YI 

Will man+nun das hisher Gefundene auf eine beliehige, dem F u n -  
darnentaldreieck e i n b e s c h  r i  e b e n e  El11  i p s e  übertragen , welche durch 
die Gleichung: 

K,~a,ZX,2+u22K22+n~X~-2~2n3X2X3-2nlu3X1X3-2al~2XlX~= O 

dargest~llt  werden k a n n ,  s o  hat  man nur  zu setzen: 

u11-a12, a22=n221  a33=a321  a 2 3 = - ~ 2 ~ 3 ,  al,-=-crina 

und erhalt somit hierfür: 

Für den Inlialt F, der Ellipse Ke erhalt man somit nach 3): 

, J 3 s l s 2 s ~ n , n , a J - 4 J 4 R w  u u 
L)a aber: p ' l p ' , p 3  r-- - - ifit,  so folg-t: 

m3 7n 

15 * 
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H a t  d a s  C e n t r n m  e i n e r  b e l i e b i g e n  e i n e m  D r e i e c k  
e i n h e s c h r i e b e n e n  E l l i p s e  v o n  d e n  S e i t e n  d e s  M i t t e n -  
d r e i e c k s  d i e  A b s t i i n d e  p'l ,  p'2,p'3 u n d  i s t  R d e r  U m k r e i s -  
r a d i u s  d e s  e r s t e r e u  D r e i e c k s ,  s u  i s t  d e r  I n h a l t  d e r E l -  
l i p e e :  

10) F,= 2 %  J R ~ ' ~ ~ ' ~ ~ ' ~ .  
Aus  7) ergiebt sich: 

f i4R2J4a ,agr tJ  - E R 2 J 4 a  a a  4 F," ,j2=-- 1 2  3,- 
1 oder F e = & n r i l p , ,  

m ( ~ 2  ff, + s3 aJ2  - ple m3 PL2 TE2 

wrshalb fnlgt : 
S i n d  pi, p I ,  ps d i e  A h s t a n d e  d e s  C e n t r i i m s  e i n e r  

b e l i e b i g e n  e i n e m  D r e i e c k  e i n b e s c h r i e b e n e n  E l l i p s e  
v o n  d e n  S e i t e n  d e s  D r e i e c k s  u n d  d l ,  d , ,  <I, d i e  L z u g e n  
d e r  m i t  d e n  D r e i e c k s s e i t e n  p a r a l l e l e n  D u r c h m e s s e r  der 
E l l i p s e ,  s o  i s t  i l i r  I n h a l t :  

11) F e = + n d l p , =  & n d , p 2 = j n d 3 p 3 .  
Zugleich ergieht sich: 

12) D i e  z u  d e n  D r e i e c k s s e i t e n  p a r a l l e l e n  D u r c h m e s s e r  d e r  
E l l i p s e  v e r h a l t e n  s i c h  u m g e k e h r t  w i e  d i e  s e n k r e c h t e n  
A h s t a n d e  i h r e s  C e n t r u m s  v o n  d i e s e n  S e i t e n .  

Ferner  ha t  man : 

13) d12p12 + d 2 2 p 2  + d32pg2 = 48 ~~i p'2p',. 

L)ie Berühruugspunkte des Kegelsclinittea K, mit den Seiten des 
Fundamentaldreiecks haben die Coordinaten 0, a s ,  uz;  as ,  O ,  a l ;  u2 ,  a , ,  O 
und  daller ha t  das von ihnen gebildoto Dreieck den Inhal t :  

worans sich ergiebt : 

1 4 )  D e r  I n h a l t  d e s  v o n  d e n  B e r ü h r u n g ~ p u n k t e n  d e r  dem 
D r e i e c k  e i n b e u c h r i e b e n e n  E l l i p s e  g e b i l d e t e n  U r e i -  
o c k s  i s t :  

P', P', P', . de = 2 J --- 
PlP2 P3 

Wace K, aine Parabel ,  so hatte der  Quotient P' ---- ' " P ' ~  den Werth 
, Pl P2P3 

Eins ,  da  die Grossen p alle unendlich gross sind. Daber der hekannte 
Satz  : 

15) D e r  I n h a l t  e i n e s  v o n  d r e i  P a r a b e l t a n g e n t a n  g e b i l d e t e n  
D r e i e c k s  i s t  d i e  H a l f t e  v o m  I n h a l t  d e s j e n i g e n  D r e i -  
e c k s ,  w e l c h e s  d i e  d r e i  B e r ~ h r u n g s ~ u n k t e  h e s t i m m e n .  
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Aus 4) folgt: 

Urn die geometrische Bedeutung diescs Ausdrucko ermittoln z u  ken-  
nen, ist Folgendas vorausziischicken: 1st die Gleichung eines Kreises in 
trimetrischen Coordinateu gegehen , rio k a n n  man sich dieselbe durch Ein-  
führung der Ausdrücke für XI, X 2 ,  X, in  rechtwinklige Coordinaten über- 
geführt denken, so dass die Kreisgleichung, wenn x,, y, die rechtwink- 
ligen Coordinaten des Kreiscentrums und  g  den Radius des Kreises be- 
deuten, die Form annimmt : 

A [ ( ~ - ~ , ) ~ + ( y - y , ) ' - g ~ ]  = 0. 

Denkt man sich nun  i n  dieser Gleichung a n  die Stelle von x und  y die  
Coordinaten x,, y, eines beliebigen Punktes  gesctzt, wodiirch man erhiilt: 

A [ ( ~ ~ - x r n ) '  + (Y -Y,)' - g 2 ]  = X ,  

so stellt der Ausdruck ( z o - x , ) ' +  ( y , -  ymI2 d a s  Quadrat  des Abstandes 
der Purikte sol y, und x , ,  y, vor und man hat  somit für die Lange  1 

der vom Punkte x, ,  y, a n  den Kreis gelegten Tangente  die Beziehung: 

17) A tZ  = .. 
Der dem Fundamentaldreieck conjngirte Kreis hat  die Gleichung: 

X14SI C O S  1.7, + X: S2  C O S  b2 + X 3 2 ~ g  C O S  Gg = O ,  

es ist also hierfiir: 

1 = s, C O S  6, + S2 C O S 6 2  C O S ~ E ~  f S3 C O S  6, 

oder auch: 
I = sl cos ri, sin2 E~ + s2 cos <i2  in^^^ + s3 C O S  u3 

und daher durüh Addition beider Gleichuneen: 

1st t die Lange  der Tangente ,  die vom Mittelpunkte des Kegel- 
R 

schnittee Ke an jenen Kreis gezogen werden k a n n ,  so hat  man:  i2=- 
J 

wobei die Grosse x dadurcli erhalten wird, dass man in der Gleichung 
des Kreises statt  der rechtwinkligen Coordinaten diejeiiigen des Mittel- 
punktes von Ke oder statt  der Ausdrücke XI, X z ,  Xg die Ahstande pl, 
pz,  p ,  des Centrnms von den Seiten des Dreiecks setzt. Daher ist:  

x = p: C O S  bl + p 2 2 ~ 2  C O S  G2 + P: cig C O S  G3 

- - JE 
- [sl (s2 ci3 + s3 a2 )2 C O S  <il + s2 (sl a3 + s3 al)' C O S  a2 + Sg (sl  a2 + S2 al)' COS ~ g ]  
m2 

und somit: 

also ist nach 16): 
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230 Inhaltsbefitimmung der einem Dreieck ainheschr. r t c .  E l l i ~ s e n .  
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und  es ergeben sich die bekaunten Satze:  
18) D i e  S u m m e  d e r  H a l b a x e u q u a d r a t e  e i n e s  dern Ure ieck  

e i n b e s c h r i e b e n e n  K e g e l s c h n i t t e s  i s t  g l a i c h  dern Q , u a -  
d r a t e  d e r  T a n g e n t e ,  d i e  Yom M i t t e l p u n k t e  des r ie lben  
a n  d e n  d e r n  D r e i e c k  c o n j u g i r t e n  K r e i s  g e l e g t  werden  
k a n n .  

Da der  dern Dreieck coujugirte Kreis den Hijhenschnittpuukt  de^ 
Dreieçks m m  Centrurn h a t ,  go folgt: 

19) D i e  M i t t e l p u n k t e  a l l e r  e i n e m  I l r e i e c k  e i u b e s c h r i e h e .  
n e n  K e g e l s c h n i t t e ,  f ü r  w e l c h e  d i e  S u m m c  d e r  H a l b -  
a x e n q n a d r a t e  c o n s t a n t  i s t ,  l i e g e n  a u f  e i n e m  K r c i s e ,  
d e s s e n  M i t t e l p u n k t  d e r  H o h e n s c h n i t t p u n k t  d e s  D r e i -  
e c k s  i s t .  

20) D e r  O r t  d e r  M i t t e l p u u k t e  a l l e r  ~ i n e r n  U r e i e c k  e i n b e -  
s c h r i c b c n e n  g l e i c h s e i t i g e n  H y a r b e l n  i s t  d e r  d e m  D r e i -  
c c k  ç o n j u g i r t e  K r e i e .  

- 
Betrachtet man nun  einen dem D r ~ i e c k  u m s c h r i e b e n e n  K e g e l -  

s c  h n  i  t t  , dessen Gleichung kt :  

K u = a l X , X , +  n 2 X , X 3 + a g X 1 X 2 = 0 ,  

so ha t  man in den früheren Entwickelungen nur  a,, = aeP = a33 = O ,  

uZ3 = a l ,  alg = a2,  al, = a3 z11 setzen und erhalt sodaun : 

- s l2aI2 - s22u2& - ~ ~ ~ a ~ ~ +  2sps3a2u3  + ~ S ~ S ~ ~ ~ ~ U ,  + 2 s l ~ 2 ~ l ~ e  = P Z ,  

- s I u l + s Z a Z + s S a S = p l ,  S ~ I Z , - S ~ ~ ~ + S ~ U , = ~ ~ ,  ~ ~ a , + s ~ a ~ - ~ ~ f l ~ = g ~ ,  

so werden: 
2 Ja1 PI 2 Jae  pa 

9 1 1 2 = 7  
2 J a s  es . 

Pl = Ps= , 
J p i  Qe J B S P ~  , J @ i 0 3  , p 3 -  

~ ' i  = 
Sa lZ s3 

und  daher:  

F ü r  den  Inhal t  Fu der Ellipse Eu folgt uun sus  3): 
256  x V 4  Rs al2 oz2 n,2 

Fu" - - 
n3 1 

da  aber nach 21): 
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r , ,  ~ 1 ~ ~ 2 ~ ~ 3 " ~  

1 3 = 256 J4 R al:! a2~2 ist, so ergiebt sich: 
H a t  d a s  C e n t r u m  e i n e r  b e l i e b i g e n  e i n e m  D r e i e c k  

u m s c h r i e b e n e n  E l l i p s e  v o n  d e n  S e i t e u  d e s  D r e i e c k s  
d i e  A b c i t a n d e  pi,  p z ,  p3 n n d  v o n  d e n  S e i t e n  d e s  M i t t e n -  
d r e i e c k s  d i e  E n t f e r n u n g e n  p'2i pf3,  u n d  i s t  R d e r  
U m k r e i s r a d i u s  d e s  D r e i e c k s ,  s o  h a t  m a n  f ü r  d e n  I n h a l t  
d e r  E l l i p s e :  n 

22) ~ . = n p ~ p ~ p , J ~ .  I P Z P S  

Ans 7) folgt: 
64 R V Z a  a  4 R p , p , ,  

dl2 = 2 3,- 
S2 S3 P'i 

daher ergiebt sich: 
F ü r  d i e  L a n g e n  d l ,  d 2 ,  d, d e r  m i t  d e n  D r e i e c k s s e i t e n  

p a r a l l e l e u  D u r c h m e s s e r  e i n e r  d e m  D r e i e c k  n m s c h r i e -  
b e n e n  E l l i p s e  b e s t e l i e n  d i e  B e z i e h u n g e n :  

Da ferner: 
84 R 3 p I Z p ~ p J P  = 64 R2 Fu8 

(4 d2 4)' = TT- & 
ist, so folgt: 

D e r  I n h a l t  d e r  d e m  D r e i e c k  n m s c h r i e b e r i e n  E l l i p s e  
i s t  a u c h :  

24) 

Die Tangenten d e s  Kegelschnitts & in  den Eckpunkten des Drei- 
ecks habeu die Gleichungen : 

a 2 - X 3 + a J X z = 0 ,  a , X 3 + a 3 X l = 0 ,  a l X , + n , X , = O  

und die gegenseitigen Schnittpunkte dieser Tangenten haben daher die 
Coordinaten - a,, a z ,  a 3 ;  a i ,  - a z ,  a3 i a l ,  a s ,  - ns und bildeu ein Dreieck, 
für dessen Inhal t  Au man ha t :  

- a l ,  a21 as 

1 1 ,  

= 4 sl s2 s3 J al a2 a3 : 8 a , % a , s l s , s , ~ l ~ 2 ~ ,  . 
Pl Pz p3 

9 

Bus 4) folgt in diesem Fal le:  
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233 Inhaltsbeotimmung der einem Dreieck einbeschr. etc. Ellipsen. 

D e r  Neunpunktkreis des  Fundamentaldreiccks hat hekanntlich die 
Gleichung : 

X l e S l  C O S  6, + XZ2 S 2  C O S  Ci ,  + Xg2 S 3  COS G ,  - S I  X2 X ,  - S 2  X I  X3 - S 3  Y I  X2  = 0, 

daher  sind die Coefficienten von se und y2 dieser Gleichung: 

A = S I  cos G ,  cos2 E~ + S ,  C O S  Ge cos2 E~ + S s  COS G 3  COS' E 3  - S I  COS &, COS E ,  

- S E  COS E l  C O S  E3 - S g  C O S  El COS E ,  

u n d  
= si cos a, sin2 + sp COS G ,  sin2 E~ + s3 C O S  (i3 sine e, - s, sin E,  sin E, 

- s, sin E, sin E~ - s3 sin E~ sin E ,  , 
daher  : 

2 A = Si C O S  6, f S 2  C O S  6, + S a  COS 6, - S I  C O S  (€, - E ~ )  - S 2  COS ( E ,  - .El) 

- S 3  COS ( E ~  - E P ) ,  

woraus folgt : 
2 J  a = C O S  + S ,  COS G,  + s3 C O S  6, = - . 
R 

1st 1 die Lange  der vom Centrum des Kegelschnittes Ku an den Nenn- 
punktkreis gehenden Tangente ,  BO ha t  man : 

wobei: 

- s, a, as pz 9 8  - sz a3 P I  Q 3  - s a  a ,  QI PZ] 1 

also : 

so is t ,  abgesehen von dem Vorzeichen : 

P =  R'~ (a1 cos G, + a2 cos G~ + a3 ~ 0 s ~ ~ ) .  
4 a,  a,  a,  J 2  

Mit Rücksicht auf 26) u n d  21) geht n n n  hervor: 
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D i e  Surnrne  d e r  H a l b a x e n q n a d r a t e  e i n e s  d e m  U r e i -  
e c k  u n i s c h r i e b e n e n  K e g e l s c h n i t t e s  l a s s t  s i c l i  d u r c l i  d i e  
A b s t a n d e  s e i n e s  M i t t e l p u n k t e s  v o n  d e n  S e i t e n  d e s  
D r e i e c k s ,  s , ) m i e  d u r c h  d i e  A b s t a n d e  d e s s e l h e n  v o n  d e n  
S e i t e n  d e s  M i t t e n d r e i e c k u  u n d  d u r c h  d i e  L a r i g e  d e r  
T a n g e n t e ,  d i e  v o m  C e n t r i i m  a n  d e n  N e i i n p u n k t k r e i s  
d e s  D r e i e c k s  g e z o g e n  w e r d e n  k a n n ,  a u f  f o l g e n d e  Vl-eise 
a u s d r ü c k e n :  

Ziigleich geht hicraiis hcrvor, dass der geometrischc Ort  der Mittclpunkte 
aller einem Iheieck nmschriehenen gleichseitigen Hyperbein der Neun- 
punktkreis des Dreiecks is t ,  weil hierfür 'llP+B2 = O wird. 

Ein dem Dreieck c o n j u g i r t e r  K e g e l s c h n i t t  ha t  die Gleicliung: 

I ~ ' , ~ A ~ X , ~ + ~ , X ~ + A ~ X ~ ~ = O ,  
weshalb : 

all  = Al , aPl = a=,  aSB = A B ,  aZ5 = aI3 = a l *  = 0 
zu setzen s ind ;  und man ha t  daher:  

y 1 = - 4 4 ,  ( I22=-4 '43 ,  3 - 1  P23=pis=p12=0;  
X f 1 = - s , A , A , ,  X f 2 = - s , A , A , ,  X ' ,=-s ,AIAz;  

[ ~ , S ] = - ( S ~ ~ A , A , + ~ , ~ A ~ A ~ + S ~ A ~ A ~ ) ,  [a]=AlA2A3 

und,  wenn man: 
s ~ ~ A , A , + s , ~ A ~ A ~ + s ~ A ~ A , = u  

setzt, so werden: 
2s, A,A3 J 2s,Al A 3 J  2 s,.4, A,.? 

pi = -- ' Pi  = 
74 

' p3= u 

E'ür den lnha l t  Fc der Ellipse Kc findet man sornit nach 3) die Beziehung: 

6 4 z 2 J 4  R2AI2Az2d,2 
Fep = -. 

us ' 
weil aber: 

32 R J 4  A t 2  A,? As2 
Pi Ps Pa = u3 

ist,  so ergiebt sich der von F a u r e  bewiesene Sa tz :  
D e r  I n h a l t  e i n e r  d e u i  D r e i e c k  c o n j u g i r t e n  E l l i p s e  i s t :  

28) Fc = 7~ f2 BPI PZ Pa- 
Ans 7) folgt: 

d,' = - 6 4 K Z  J2 A, A, A, 

so ist ,  wenn man mit h ,  die znr Seite s l  gehorige H6he des Fnndamen- 
taldreiecks bezeichnet: 
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mit Kiiüksicht auf 28) folgt soriiit: 
H a t  d a s  C e n t r u m  e i n e r  b e l i e b i g e n  e i n e m  D r e i e c k  

c u n j u g i r t e n . E l l i p s e  v o n  d e n  S e i t e n  d e s  D r e i e c k s  d i e  

A b s t a n d e  p l ,  p , ,  p ,  u n d  s i n d  f e r n e r  h l ,  h , ,  h ,  d i e  Hol ien  
u n d  R d e r  U m k r e i ~ i r a d i u s  d e s  D r e i e c k s ,  s o  b e s t e h e n  
f ü r  d i e  z u  d e n  D i e i e c k s s e i t e n  p a r a l l e l e n  L ) u r c h m e s s e r  

* d , ,  d , ,  d ,  d e r  E l l i p s e  u n d  f i i r  d e r e n  I n h a l t  F, d i e  B e -  
z i e h u n g e n :  

Ferner  folgt aus  4) 

30) a 2 + B 2 = -  
1 6 J P R 2 A l A , A ,  

u2 ('4 + 4 + 4- 

und die Coefficienten von z2 und y2 dieser Gleichung s ind :  

A = s ,  cos  E2 C O S  E ,  + S ,  C O S  E ,  cos  E s  + S ,  COS E l  C O S  E , ,  

A = s ,  sin E~ sin E ,  + S, sin E~ sin 7 1 ~ ~  + S ,  sin E ,  sin E, , 
daher: 

F ü r  die  Lange  t der vom Mittelpnnkt des Kegclschnittes h', a n  den 
Çrnkreis gezogenen Tangente  hat  man somit: 

wobei : 
4 s , s , s , J P A ,  A, A s  

x = ~ , P , P ~ + ~ ~ P , P ,  + % p i  P,= uZ (Al  + A z + A , ) ;  
es wird also nach 30): 

1' = er2 + TBz, 
d. Il.: 

31) D i e  S u m m e  d e r  H a l b a x e n q n a d r a t e   ine es b e l i e b i g e n  
d e m  D r e i e c k  c o n j u g i r t e n  K e g e l s c h n i t t e s  i s t  g l e i c h  dem 
Q u a d r a t e  d e r  v o n  s e i n e m  C e n t r u m  a n  d e n  U m k r e i s  d e s  
U r e i e c k s  g e l e g t e n  T a n g e n t e .  

Es  liegen daher auch die Mittelpunkte der einem Dreieck conjugir- 
ten Kegalfichnitte, wofür die Summe der Halbaxenquadrate constant ist, 
anf eiuem Kreiae, der das  Umkreiscrntrum des Dreiecks zum Mittelpunkt 
ha t ,  und die Mittelpunkte aller e i n ~ m  Dreieck cunjiigirten gleichseitigen 
LIyperbeln befinden sich auf dem Umkreise des Dreiecks. - 
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1st ein Dreieck und cin beliebigcr P u n k t  p gegebcn und  wahlt man 
denselben als Mit,telpunkt von drei Kegelschnitten K u ,  K, und Kc, welche 
dem Dreieck beziehungsweise umschriebeu , einbeschrieben und conjugirt 
sind, so haben in den Formeln IO), 14) ,  22) ,  25) und 28) die Grossrn 
pi, p z ,  p s i  plL, pP3 gleiche Werttie und  es ergiebt sich zunachst aus 
IO), 22) und 28): 

32) H a t  m a n  d r e i  c o n c e n t r i s c h e  K e g e l s ç h n i t t e  Ku, hé u u d  
h',, w o v o n  d e r  e r s t e  e i n c m  g c g e b e n e n  D r c i e c k  u m s c h r i e -  
b e n ,  d e r  z w e i t e  d e m s e l b e n  e i n b e s c l i r i e b e n  u n d  d e r  
d r i t t e  d e m  D r e i e c k  c o n j u g i r t  i s t ,  s o  b e s t e h t  f ü r  d i e  
I n h a l t e  d i e s e r  K e g e l s c h n i t t e  d i e  B e z i e h n n g :  

Aus 14) und 25) folgt: Fc2= F , . P c . -  

33) 1 s t  v o n  z w e i  c o n c e n t r i s c h e n  K e g e l s c h n i t t e n  d e r  e i n e  
Bu e i n e m  D r e i e c k  u m s c h r i e b e n ,  d e r  a n d e r e  Ke d e m s e l -  
b e n  e i n b e s c h r i e b e n ,  s o  i s t  d e r  I u h a l t  d e s  U r e i e c k s  d a s  
g e o m e t r i s c h e  M i t t e l  z w i s c h e n  d e n  F l a c l i e u  j e n e r  h e i -  
d e n  D r e i e c k e ,  w e l c h e  v o n  d e n  B e r ü h r u n g s p u n k t c n  d e s  
K e g e l s c h n i t t e s  fie u n d  v o n  d e n  T a n g e n t e n  d e s  K e g e l -  
s c h n i t t e s  Ku i n  d e n  E c k p u n k t e n  d e s  g e g e b e n e n  D r e i e c k s  
g e b i l d e t  w e r d e n ;  d. h.: 

J 2 =  d,.d,. 

Auslierdem hat man noch die Relationen: 

34) I r ; :  F e =  J : A , = d , :  J.  
1st die Lage des Punktes  P eiue derartige, daas ein P a a r  der drei 

concentrischen Kegelschnitte inhaltsgleich wird, so sind alle drei Kegel- 
schnitte flachengleich; zudem haben alsdann die beiden Dreiecke de und 
du mit dem gegebenen Dreieck gleichen Fliicheninlialt. D e r  erwalinte 
Fa11 tritt aber  dann ein,  wenn für den Punkt  P: 

Pi Pz Ps = 2pri P', P', 
ist. Bezeichnet man die Coordinatan von p  mit X i ,  X,, X,  und  den  
Ausdruck s, XI + s, X,  + s, A', mit @, so hat man zufolge 8) und 9): 

~ S ~ S ~ S , X ~ X ~ X , =  ( 8 - 2 s l X 1 ) ( 8 - 2 s , X 2 ) ( 8  -2s,X,) 

und es wird daher  die Gleichung des geometrischen Ortes für den P n n k t  P: 

U = @ ( S , ~ X , ~ + S ~ ~ X ~ ~ + S ~ ~ X ~ -  ~ S , S ~ X , X ~ - ~ S ~ S ~ X , X ~ - ~ S ~ ~ , X ~  X,)  
+ 12s , s , s ,Xlx2X,  = o. 

Da aber die Gleichung: 

slL XIZ + sEP.Y; + s ~ ~ X ~ ~  - 2 .Y2 Ss XP XS - 2 SI SI XI X3 - 2 Sl SI XI Xe = O 

denjenigen Kegelschnitt darstellt ,  welcher die Seiten des Dreiecks i n  
ihren Mitten berührt,  so berührt auçh die Curve U die Seiten des Drei- 
ecks in ihren Mitten und enthalt üherdies noch die nnendlich fernen 
PnnktB dieser Seiten. 
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236 Inhaltsbestimrnung der einem Dreieck einbeschr. etc. Ellipsen. 

Zugleich folgt mit Rücksicht auf 27): 
35) W a h l t  m a n  e i n a n  P u n k t  P d e r  C u r v e  U a l s  M i t t e l p n n k t  

e i n e s  d e m  D r e i e c k  u m s c h r i e b e n e n  K e g e l s c h n i t t c s  X,, 
u n d  b e z e i c h n e t  d i e  L a n g e  d e r  v o m  P n n k t e  P a u  d e n  
N e u n p u n k t k r e i s  d e s  D r e i e c k s  g e l e g t e n  T a n g e n t e  mi t  t, 
s o  i s t  d i e  S u m m e  d e r  H a l b a x e n q u a d r a t e  d e s  K e g e l -  
s c h n i t t e s  Ku g l e i c h  2t2.  

Betrachtet man einen P u n k t  M als den gemcinsamen Mittelpunkt 
zweier l<egelschnitte K, und K , ,  wovon der eine dem Dreieck einbeschrie- 
ben ,  der a n d ~ r e  demselben conjugirt is t ,  so müssen, im Fai le  für beide 
Kegelschnitte die Summen der  Halbaxenquadrate gleich gross sein sollen, 
die vom Purikte W a n  den dem Dreieck conjugirten Kreis und an den 
Umkreis gelegten Tangenten nach 18) und  31) gleich lang sein, weshalb 
M der Potenzlinie beider Kreise angehoren muss. 

Sei  u, X I  + u, X, + u, X ,  = O die Gleichung dieser Geraden, so hat man: 

x ( s ,  X, x3 + S ,  X I  X, + S ,  Xi X, )  + a ( X 1 2 s ,  C O S  6,  + X Z 2 S ,  C O S  6 ,  + X ~ S ~  C O S G ~ )  

= P ( S I  XI + S2 X* + S 3  X*) - (211 XI + 112 XO + U s  Xi) , 
woraus folgt: 

b U i : U z : U 3 = C O S G 1  : C O S G 1  : C O S G 8 .  

E s  is t  daher  die  Gleichung der genannten Potenzlinie: 

1 
welche als die Harmonikale des Pnnktes  H r  - 

1 1 
1 - - t  -- 7 nam- 

C O S  G I  C O S G 2  C O S G ,  

lich des H o h e n ~ c b n i t t ~ u n k t e s  des Dreiecks .Y, X,  X ,  angesehen werden 
k a n n ,  weshalb sich ergiebt : 

36) W a h l t  m a n  i r g e n d  e i n e n  P n n k t  d e r  H a r m o n i k a l e  d e s  
I I 6 h e n s c h n i t t p n u k t e s  e i n e s  D r e i e c k s  a l s  C e n t r u m  
a w e i e r  K e g e l s c h n i t t e ,  w o v o n  d e r  e i n e  d e m  D r e i e c k  e i n -  
b e s c h r i e b e n ,  d e r  a n d e r e  d e m s e l b e n  c o n j u g i r t  i s t ,  s o  i s t  
f ü r  b e i d e  K r g e l s c h n i t t e  d i e  S u m m e  d e r  H a l b a x e n q n a -  
d r a t e  g l e i c h  g r o s s .  

Das Mittendreieck ist mit dem gegebenen Dreieck ahnlich und ahp- 
l ich-l iegend,  und der  gerneinschaftliche Schwerpunkt S beider Dreiecke 
ist ihr -4ehnlichkcitspunkt; alle Strecken des Mitteudreiecks verhalten 
sich zu den entsprechenden Strecken im gegebenen Dreieck wie 1 : 2 .  
Jedcm Pnnktc  P d r s  Dreiecks entspricht ein ganz bestimmter Punkt  Q 
im Mittendreieck derar t ,  dass der  Schwcrpunkt auf der Verbindungslinie 
beider P u n k t e  liegt u n d  von P doppelt so weit entfernt ist als von 0. 
Daher sind die  Abstande p l ,  p z ,  ps  des Funktes  P von den Seiten des 
Dreiecks doppeit so gross als die Abstande p l , ,  q',, q', des Punktes Q 
von den Seiten des Mit tendreieck~.  Beetimmt niau nun  einen Kegel- 
schnitt, der P zum Centrum ha t  und dern Lheieck conjugirt ist ,  60  hat 

man für seine Flache Pc nacb 28) : Pc = x J2 R ~ ,  p,p,;  wahlt man'ferner 
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Q zum Mittelpunkt eines dem Ureieck einbeschriebenen Kegelschnittes, 
- 

'so ist dessen Flaclie Q, nach 10):  Q, = 27z J H ~ ' ,  g', weil aber *', 
= hpl, q ' O = & ~ n r  4'3 -; *p3 ,  60 fol@: P,= 2Q, und man hat den Satz:  

37) B e s t i m m t  m a n  z u  d e r n  M i t t e l p u n k t e  e i n e s  dern  D r e i e c k  
c o n j n g i r t e n  K e g e l s c h n i t t e s  d e n  e n t s p r e c h e n d e n  P u n k t  
i m  M i t t e n d r e i e c k  u n d  w a h l t  d i e s e n  a l s  C e n t r u m  e i n e s  
d e m  D r e i e c k  e i n b e s c h r i e b e n e n  K e g e l s c h n i t t e s ,  s o  i s t  
d e r  I n h a l t  d i e s e s  K e g e l s c h n i t t e s  h a l b  s o  g r o s s  a l s  d e r  
I n b a l t  d e s  e r s t e r e n .  

Der H6henechnittpunkt des Ureiecks hat  ziim entsprechendeq Funkt  
irn Mittendreieck das Umkreiscentrum; berücksichtigt man ferner, dass 
der dem Dreieck conjugirte ~ e & l s c h n i t t ,  welcher den H6benschnittpunkt 
ziim Centrum ha t ,  der conjugirte Kreie i s t ,  so folgt nach 37):  

38) D i e  F l a c h e  d e s  e i n e m  D r e i e c k  c o n j u g i r t e n  K r e i s e s  i s t  
d o p p e l t  s o  g r o s s  a l s  d i e  d e r n  D r e i e c k  e i n b e s c h r i e b e n e  
E l l i p s e ,  w e l c h e  d a s  U r n k r e i s c e n t r u m  z o m  M i t t e l -  
p u n k t  h a t .  

D a  dern Umkrei~centrum im Mittendrcieck das Neunpunktkreiscen- 
trum entspricht, so ergiabt sich auch:  

39) D i e  m i t  d e r n  U m k r e i s e  c o n c e n t r i s c h e  dern  L l r e i e c k  c o n -  
j u g i r t e  E l l i p s e  i s t  d o p p e l t  s o  g r o s s ,  a l s  d i e  m i t  dern  
N e u n p u n k t k r e i s e  c o n c e n t , r i s c h e  dern  D r e i e c k  e i n b e -  
s c h r i e b e n e  E l l i p s e .  

Jeder  Kegelschnitt, der mit einern dern Dreieck umschriehenen und 
durch die Gleichung Ku e n ,  X ,  X, + a, XI X ,  + a, XI X,=O gegabenen 
Kegelschnitt homothctisch i s t ,  l h t  sich durch dio Gleichung darstellen: 

Sol1 dieser Kegelschnitt aber überdies noch dern Dreieck conjugirt sein, 
so müssen die Bezichungen bestchen: 

woraus man erhiilt, wenn man: 

Daher ist die Gleichung des mit Ku homothetischen und dern Dreieck 
conjugirten Kegelschnittes : 

Der Mittelpunkt P dieses Kegelschnittes hat  aber  die Coordinaten: 

sp sa p, p 3 ,  si s3 pl gs, s;s, pl p,, wesbalb seine Abstande p l  , P e i  p3 von den 
Seiteu des Lheiecks die folgenden s iud:  
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Das Centrnrn Q des Kegelschnittes Ku hnt die Coordinaten a l e , ,  o , ~ , ,  

a s e s ,  so dass dessen Abstande von den  Seiten des Mittendreiecks sind: 

Qz Q3 f QI Q3 + QI  Pz = Si Q i  + Sz "z Pz + ~'3 '3 Q3 

i s t ,  so folgt: 
P ] = ~ P ' , ,  p , = 2 4 ' , ,  P,==29'3 

und somit liat man nach 35) den Satz:  
B e s t i m m t  m a n  zu e i n e r n  d e m  D r e i e c k  u m u c h r i e b e n e n  
K e g e l s c h n i t t e  Ku d e n  h o r n o t h e t i s c h e n  d e m  I l r e i e c k  c o n -  
j u g i r t e n  K e g e 1 s c h n i t . t  K,,  s o  g e h t  d i e  V e r b i n d u n g s l i n i e  
i h r e r  M i t t e l p u n k t e  d u r c h  d e n  S c h w e r p u n k t  d e s  D r e i -  
e c k s ,  d e r  v o n  d e m  C e n t r u m  d e s  l e t z t e r e n  K e g e l s c h n i t -  
t e s  d o p p e l t  s o  w e i t  e n t f e r n t  i a t ,  a l 6  v o n  d e m  C e n t r u m  
d e s  e r s t e r e n ;  f e r n e r  i s t  d i e  F l a c h e  d e s  d e m , D r e i e c k  
c o n j u g i r t e n  K e g e l s c b n i t t e s  d o p p e l t  s o  g r o s s ,  a l s  d i e -  
j e n i g e  d e s  d e m  D r e i e c k  e i n b e s c h r i e b e n e n  u n d  m i t  Ku 
c o n c e n t r i s c h e n  K e g e l s c h n i t t e s .  
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Kleinere Mittheilungen. 

XIV. Znm Normalenproblem der  E l l i p s e .  
(Hierzu Taf. VI1 Fig. S.)  

Lias Normalenproblem der  Kegelschnitte, d. i. die Construction der 
durch einen Punkt  gehenden Normalen beschaftigte  cho on die alten Geo- 
meter und A p p o  10 n i  u s  v o n  P e r g a e  loste dasselbo mit Hilfe ciner 
gleichseitigen Hyperbel ,  welche durch den  gegebenen P u n k t  und den 
Mittelpunkt des Kegelschnittes geht und deren Asymptoten den Axen 
des Kegelschnittes parallel eind. Eineu einfachen und eleganten Beweia 
für diese Construction gab C h a s l e s  in  seinem Trai té  des sections 
coniques. Wir hefassen uns iin Folgenden mit demselben Problem, in- 
sofern es sich auf die Ellipse bezielit, und geben für die erwahnte Con- 
struction einen neuen auf raumliche Betrachtungen fussenden Beweit;. 

Sei E (Taf. VI1 Fig.  3) die durch die Axen A . 4 , ,  RB, gegebene 
Ellipse, O ihr Mittelpunkt und  M ein in ihrer Ehene gelegenar Punkt ;  
es sollen die diirch le tzkren  gehenden Normalen von El resp. deren Fuss- 
pnnkte bestimmt werden. 

Die Ebene der Ellipse sol1 im Folgenden stets 11 genannt merden. 
Einem hekaunten Theorem von D a n  d e l  i n zufolge lassen sicb durch 

B zwei Rotationscylinderflachen legen, welche in Bezug aiif die Ebene 
H zu einander in oxthogonaler Synirnetrie stehen. Heisse R, eine der- 
selben und sei @ ihre durch O gehende Axe, und fassen wir den P u n k t  
M als die Spur einer auf der Ebene H senkrecht stehenden Geraden auf, 
betrachten weiter diese Gerade ale die Leitlinie einer Rcgelflache, doren 
Erze,ugenden ZUT Flache R, normal sind und  aus leteterem Grunde dio 
Axe g achneiden, eowie auch mit einer aiif e senkrecht geführten Ehena r 

parallel sein müssen, so wird die Flache P von der Ebene H in einer 
Curve 0 geschnitten werden, welche durch die P u n k t e  M und O gelit. 
Der I'unkt I ware ein Schnittpunkt von Q und E ;  als solcher ist  e r  die 
Spur einer Erzeugenden e von P auf der Ebene  H ;  der Erzeugung von 
P zufolge i ~ t  e i m  Punkte  I normal zu R,, also auch normal zu der 
Tangentialebeue von R, langa der  durch 1 gehenden Erzeugenden,  daher 
die auf die Ebene H bezogene orthogourile Projection von e senkreclit 
auf der Trace der genannten 'i'aogeritialebene, d .  i. senkrecht auf der  
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Tangente  der Ellipse im Punkte  I -- mit anderen Worten:  I ist der 
Bnsspunkt einer durch .7l gehenden Ellipsennormale M I .  

Um die Zalil der Sclinittpunktc von 8 und E und  damit auch die 
Zahl  der durch einen P u n k t  gehenden Ellipsennormalen angeben zu 
konnen ,  müssen wir zuvor die Ordnungssahl der  Curve Q resp. der 
Flache P feststellen. 

Die Fliiche P ist  ein liyperbolisches Paraboloid von den Leitliuien 
In, Q und der Richtebene r (erstes System). Die  Richtehene r, des zwciten 
Systems i s t ,  wcil zu M und  Q parallel,  M aber senkrecht auf H steht, 
rechtwinklig zur  Ebene H ,  d. h .  die Richtebenen beider Systeme stehen 
aufeinander senkrecht oder das Paraboloid P ist  ein gleichseitig hyper- 
bolisches. Nachdem nun  die Ebene H der  Schnittlinie der heiden Riclit- 
ebenen resp. der  Axe des Paraboloids nicht parallel i s t ,  so kann @ uur 
eine Hyperbel sein (welche in dem Fal le ,  wo N auf der  Axe A A, gelcgen 
is t ,  in  zwci zu einandor normale Gerade degcnerirt;  gleichzeitig besteht 
in  diesem Fal le  das Paraboloid aus zwei zu einander senkrecht stebenden 
Ebenen). Die Asymptoten von Q sind die Schnittlinien von 17 mit den 
asymptotischen Ebenen der  mit E parallelen Erneugeuden beider Systenie 
von P. Letztere Erzeugende s ind ,  wie leicht zu erkennen,  parallel mi t  
,PA,, BB,,  die Spnren der durch sic gchenden asymptotischcn Ebenen 
anf H sind daher  z u  einander recht,winklig und somit die Hyperbel fj 
eine gleichseitige. . 

, ,Die  Fus6punkte der durch einen gegehenen P u n k t  gehenden Nor- 
malen einer Ellipse liegen tiuf eirier gleichseitigen Hypeïbel ,  die durch 
den gegebènen P u n k t  und  den Mittelpunkt der Ellipse hindurchgeht und 
dercn Asymptoten den Axen der letztcrn parzllel 

Da sich .Q und E als Curven zweiten Grades in vier Punkten 
schneiden, so ist  die  Zahl der durch einen P u n k t  gehenden Ellipsen- 
normalen gleich 4. 

Wir  schliessen hier noçh die Construction der Asymptoten und Axen 
von a n ,  weil sich ans  dersclben eine nicht unintcrcssante Folgerung 
ziehen lasst. Zu dem E n d e  legen wir der Ebene H die Bedeutung der 
horizontalen, der  Rbene,  welche durch A d ,  geht und zu B senkrecht 
ist ,  die daher  als Richtebene r ,  angeseheu werden k a n n ,  die Bedeutung 
einer verticalen Projectionsebene V bei. 

Die Erzeugenden von R, sind parallel den Asymptoten der Focal- 
hyperbel von @, d. i. einer Hyperbel,  wolcho die Erennpunkte von E 
zu Scheiteln und die Scheitel von E zil Brennpunkten besitzt und deren 
Ebene zu H senkrecht, also mit V identisch ist. 1st F, ein Brenopunkt 
von E ,  so ist R FI die Verticalprojection einer mit einer Asymptote der 
Focalhyperbel parallelen Geraden,  daher  ( ( 1  B P I  die verticale, AA, die 
horizontale Projection der Axe von R,,  welche nus  eine Leitlinie von P 
rcprascntirt ,  wahrend die audcra Leitlinio die horizontal projicirende 
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Gerade JI vorstellt. Die Richtebene r, rh (ru l a') des ersten Systems ist 
eiue Verticalprojicirendc, die Richtebene des zmeiten Systems ist V. 

Urn die Asymptoten von Ji zu finden, hshen wir zuerst die mit H 
parallelen Erzeiigenden beider Systeme von P aufzusuchen. Die  mit H 

parallele Erzeugende des ersten Srstems muss, weil sie gleichzeitig der 
Ebene H und der Ebene r parallel sein soll, parallel sein mit der Ge- 
raden BR,; sie içt daber  eine veiticalprojicirende Gerade und ihre ver- 
ticale Projwtion n' ist der  Schnittpunkt von Q' mit M'; die  asymptotiscbe 
Ebene derselben ist mit rUrh parallel, daher die dnrcb n ' r u  r ,  gezogenc 
Parallele rlv die verticale, die durch den Scbnittpunkt a der letztern mit 
rh gezogene Parallele r lh  die horizontale Trace derselben. rIh stellt sonach 
die eine Asymptote tu von 8 vor. Die mit II parallele Erzeugende des 
zweiten Systems sol1 gleichzeitig parallel sein mit den Ebenen il nnd V ,  
folglich auch parallel ihrer Schnittliuie A.4,,  und muss alle Erzeugenden 
des ersten Systerns  chn ne id en. Die Gerade n' ist  bereits eine Erzeugende 
des ersten Systems. Um noch eine zweite solche zn  finden, fiibren wir 
an beliebiger Stelle eine zu r,rh parallele Ebene r,ur,h; diese scbnoidet 
die Leitlinie M nnd p in  den Punkten  (mm') bezw. (vu') nnd die  Ver- 
bindiingslinie (mu, m'v') dieser ist die  zweite Erzeugende des ersten 
Systems. Eine durch n' zu A A ,  gezogene Parallele stellt nun die verti- 
cale Projection der gesuchten mit H parallelen Erzengenden des zweited 
Systems; der Schnittpunkt s dieser Parallelen mit m'v' ist  die verticale 
Projection des Schnittpnnktes der Erzeugenden mit der Erzeugenden 
(mu, m'v'), s die zugehorige horizontale Projection und die durcb letztere 
gehende mit A A, parallcle Gerado tl, die horizontale Projection der  ge- 
anchten Erzeugenden, uud da sie gleichzeitig die  Spur  der entsprechen- 
den asyrnptotischen Ebene  vorstellt ,  so ist tl,, die zweite Asymptote von 0. 

Die reelle Axe ist die Halbirungslinie h jenes rechten Winkels, 
innerhalb dessen die P n n k t e  M und O liegen. Ans  den  Asymptoten und 
einem der beiden Punkte ,  z. B. 0, konnen wir leicht die Lange  der 
reellen Axe,  resp. die  Scbcitel der Hyperbel  finden, indem wir letztere 
auf die Geraden t u ,  t l ,  als die Axen eines Coordinatensystems beziehen; 
es lautet danu  die Gleichung der Hyperbel xy = kZ und für die Scheitel 
gilt specicll x = y  = k. Die Constanten k finden wir a n s  den  Coordinaten 
des Punktes O und  zwar als deren mittlere geometriscbe Proportionale 66. 

Machen wir namlich b O, = b O und beschreiben iiber O O1 ah Dnrchmesser 
einen Haltikreis, sc wird letzterer von der  verlangerten R RI in  G ge- 
troffen und es ist b ~ =  k. Die  durch G zn A A ,  gezogene Parallele 
schneidet h in einem der gesuchten IIyperbelscheitel SI, wodurch auch 
der zweite Scheitel a, bekannt  ist. 

Wenu wir berücksichtigen, dass bei der  Bestimmung der Asymptoten 
t u ,  tl, von Ji die Axenlangen von E gar nicht in Betracht kamen,  son- 
dern d a s ~  auf die Lage  derselben einzig und  allein die  Richtnng der  
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Gcraden Q' resp. RI.;  d e r ,  da  letztere dnrch das Verhaltniss der kleinen 
Halbaxe znr Excentricitat gcgehen ist, das genannte Verhaltniss von Ein- 
fluss war, so konnen wir sofort folgenden Satz  ausêprechen: 

, , D e r  geometrische Ort  der Fusspunkte aller durch einen Punkt 
geheuden Normalen einer Schaar von concentrischen, iihnlich liegenden 
Ell ipsen,  bei welchen da8 Verhaltniss zwischen der kleinen Hnlbaxe und 
Excentricitat ein constantes is t ,  ist eine gleichseitige Hyperhel,  welche 
durch den gegchenen P u n k t  uud  den allen Ellipsen gemeinvchaftlichen 
Mittelpunkt geht und  deran Asymptoten parallel sind den gemeinsamen 
Axen der Schaar." 

A n f g a  be .  Von einer Ellipse sind gegeben die Axen a ,  der 
Lage nach, ferner ist gegeben durch zwei Strecken p ,  v das Verbaltniss - der kleinen Halbaxe zur Excentricitat und eine Gerade N als Nor- 
v 

male der Ellipse; es eollen die Liiiigen der Axen resp. ihre Endpunkte 
bestimmt werden,  sowie auch der Punkt  anzugeben ist,  für welchen IV 
eine Normale der Ellipse vorstellt. 

Nehmen wir auf der Geraden N pinen beliebigen Punkt  llir an ,  so 

w i ~ s e n  wir aus den vorigen Betrachtungen, dass die Fiisspnnkte der vier 
durch denselhen gehenden Normalen der gegebenen Ellipse auf einer 
gleichseitigen Hyperhel Q liegen, welche durch die Puukte  11.1 und O 

gebt und deren Asymptotcn parallel ~ i n d  den Ellipsenaxen a ,  8. Es ist 
daher der P u n k t ,  fiir welchen N eine Normale der Ellipse vorstcllt, der 
von M verschiedene smeite Schnittpunkt der N mit der Hyperbel Q; 
letztere ist durch die P u n k t e  M und  O einerseits und durch die Gerade 
plII RF, ,  wenn OB = p, OF,  = v gemaclit wurde, andererseits vollkomrneu 
bestimmt u n d  die Eruiittelung ihrer Asymptoten und Axen hat in der 
vorangegebenen Weise zu geschehen. 

H a t  man den Fusspunkt  1 vou N gefunden, so kennt  man auch die 
Taugente der  Ellipsc in diesem Punkte  und mit Hilfe dietier findet mau 
leicht die Axenendpunkte der Ellipse. 

B r ü n n ,  im J u n i  1883. CARL SCHIREK,  Cand. prof. 

XV. Zur Theorie der Ranmcurven. 

T h e o r e m :  1 s t  e i n e  R a u m c u r r e  p u L e r  O r d n u n g  R,, a l s  v o l l -  
s t a n d i g e r  S c h n i t t  z w e i e r  a l l g e m e i n e n ,  w e d e r  g e w b h n l i c h ,  
n o c h  e t a t i o n a r  s i c h  b e r ü h r e n d e n  O h e r f l a c h e n  u n d  v ' "  

O r d n u n g  g c g e b e n ,  8 0  k a n n  d i e  d u r c h  r e c i p r o k e  A b h i l d n n g  
d e r  S c h m i e g u n g s e h e n e n  v o n  RF, e n t s t a n d e n e  R x u m c n r v e  
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Rp,  nicht a l s  v o l l s t a n d i g e r  S c h n i t t  z w e i e r  O b e r f l k i c h e n  

a u f g e f a s s t  w e r d e n . *  
U m  dieses 'i'heorem z u  beweisen, sei zunachst  darauf  hingewiesen, 

dass dia Raumcurve Rpa ke ine  wirklichen Uoppelpunktp. enthalteri k a n n ,  
weil sonst  RF, Doppelschmiegungsebenen beeitzen müsste ;  n u n  ha t  e ine  
Kaiimcurve zwar  e ine  bestimmte Anzahl  von  Schrn iegung~ebcnen ,  welcho 

fiir andere  P i ink te  zugleich Tangen t i a l ebenen  s ind ;  dass abe r  von den  
dern Berührungspunkte  e iner  Schmiegiingsebene au f  d ieser  entsprechenden 
n - 3 übrigen Curvenpuuk ten  z u  gleicher Zeit  d r e i coincidirten,  k a n n  
im Allgerneinen nicht vorkommen.. 

E s  ha t  n u n  d ie  Raumcurve  R,, von d e r  O r d n u n g  O =  lcv 

D =  O ( p - l ) ( v - 1 )  
2 

scheinbafe Doppelpunkte**, dagegen iinserer Vorauseetzung zufolge weder  

wirkliche Doppe lpunk te ,  noch Spitzen. Machen wir n u n  d ie  Annahme ,  
dass die durch reciproke Abbi ldung d e r  Schmiegungsebenen v o n  R,, 
erhaltene Raumcurve Re, vou  d e r  O r d n u n g  C = ~ G  der  vollstandige 
Schnitt zweier Oberfliichen gter und  citer Ordni ing s e i ,  s o  fiudet man a ls  

Anzahl ihrer  scheinbaren Doppe lpunk te  d ie  analog gebi ldete  Zah l  

Man s ieht ,  diese Zahl i s t  abhangig  von  d e r  A r t  u n d  W c i m ,  d i e  Grosso 
C in ein P roduc t  zweier Factoren z u  zerlegen. W i r  konnen  abe r  den  
Werth von 1)' noch aiif ande rem W e g e ,  unahhang ig  von de r  Zer legung 
der Ordnungszabl  C d e r  Raumcurve Re,, bilden. Diese  Best immung von  
D' gelingt am einfachsteu mittels A n w e n d u n g  des bekann len  Sa tzes  von 
der Gleiçhheit des  Geschlechts e indeut ig  aufe iuander  bezogener  Curven 

auf R,, u n d  Rp0.  

Nacli d e r  Definition*** des  Geschlechts p muss  dahe r  se in :  

( O - 1 ) ( 0 - 2 )  ( C -  1) (C-  2) = - - D = -- - D' - %' 

2 2 
oder 

worin x' die  Anzalil  de r  Spi tzen von Rp, bedeute t ,  die durch s ta t ionare  
Eerübrungen d e r  Fl5chen $ni u n d  cile'. Ordni ing hervorgerufeu sind. 

* Ich stclle die Betrachtungen deshalb an der R e c i p r o k e n  der Schmie- 
gungsebenenflache a n ,  einmal um complicirte Bezeichnungen zii vermeiden, dann 
um die Buschauung, welche leichter au eiuem Punk tgeb i lde  haftet ,  xu unter- 
stützen. 

** S a l m o n ,  Anaiyti~che Geometrie des Raumes, LI, Art. IOfi.  

*x* S a l m o n ,  ibid., Brt. 107. 
16 * 
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Hierin ist x' noch unbekannt  und es tiandelt sich d a r i i m ,  deo 
Werth diefier Grosse unabhangig von der Zerlegung der Zahl C in ein 
Preduct  zweier Factoren zu hestimmen. 

Bezeiclinen wir mit R den Rang  der gegebrncn Raumcurre R,, 
(d. i. die Ordnung der Tarig~ntenflache) ,  und mit C wie ohen die Classe 
derselben oder die Ordnung der Baumcurve Re, ,  so gelten die Bk- 
ziehungen : 

3 
R =  O ( O - 1 ) - 2  D =  O ( p + v - 2 )  
C = 3 0 ( 0 - 2 ) - 6 D = 3 0 ( ~ + v - 3 ) ,  

und d a  der R a n g  von R e ,  auf R ,  die Classe derselben auf O  zurück- 
f'iihren mufis, so ist analog 

4 )  R = = C ( C - 1 ) - 2 D ' - 3 x ' ,  O = 3 C ( C - 2 ) - 6 1 ) ' - 8 % ' .  

A u s  den Gleichungen des Systems 1) ertialt nian leiçht tien W ~ r t l i  vr:n x' 

= O - 3 ( R - C ) ;  
aus 3 )  aber fol@ 

o = C - 3 ( R - O ) ,  
daher schliesslich 

x'= 2  ( c -  O). 
Setzen wir diesen Werth in 2) ein und vergleichen dann 2 )  mit l ) ,  so 
erlialten wir als Resultat:  

c ( Q - l ) ( ~ - l )  
= ( C - l ) ( C - 2 )  - 4 C f 4 0 -  ( O - l ) ( O - 2 )  + O ( p - l ) ( v - l )  

oder nach gehoriger Reduction 

5) C ( ~ + G - 8 ) =  O ( c r + v - 8 ) .  
Krsetzt man hierin noch C durch 3  0 ( p  + v - 3) und dividirt beidwscits 
mit O ( p + v - 3 ) ,  so ergiebt sich: 

Es zeigt sich n u n ,  dass diese Gleichnng f'ür kein Werthsystem - - 2, 
v > - 2 ,  welches überhanpt reelle doppelt gewundene Curven liefcrt, erfüllt 
ist. I len Fal l  p = 2 ,  v  = 2  miissen wir besonders disciltiren. E r  liefert 
C  = 12,  also Q = 4, ci = 3 oder e = 6, G = 2 ;  die linke Seite wird daher 
- - - 3 oder Null ,  die rechte =- 4;  alle übrigen Fa l le  m6gen durch p>2, 
v  > - 2 charakterifiirt sein;  für sie ergiebt sich die linke Seite ausschliess- 
lich als p o s i t i v e  g a n z  e Z a h l ,  da  das kleinstrnogliche Werthsystem - 
Q = u = p'C bereits für y = 3, v = 2 Q + G = 12 liefcrt, C aber mit p und 
v bcstandig wachst. Die rechte Seite dagegcn ist entweder negativ oder 
(von y + v > 8 a n )  ein p o s i t i v e r  e c h t e r B r u c h ,  wie mansofort  erkennt. 

Die Gleichung 5) ist also für alle in  Betracht kommenden Werth- 
systeme p ,  11, Q ,  rr unmoglich, d h. die Voraussetziing, unter welcher sie 
liestand, ist uuhaltbar. Die Raumciirve BQ, kann in keiner Weise als 
vollst#ndiger Schnitt zweier Oherflachen aufgefasst we,rden. 

J e n  a ,  den  22 .  August 1883. Dr. CAKL HOSSFELD. 
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XVI; Geometrischer Beweis d e r  bekanntesten Eigenschaften einer 
b inaren  cubischen Form. 

Es  ist bekannt . dass das Heaae 'scl ie  Uebertragungsprincip lehrt ,  wie 
man mittelst der eiufachsten Eigenschaften der  Büschel (von Strahlen 
oder Ebeneri) und der Puriktreihen viele projectivische Eigenschaften von 
zusauimengesetzteren Gebilden, insbesondere von den  Kegelschnitten, 
erlialten kann. Andererseita haben die Untersuchungen über die biuiiren 
Formen einer heliebigen Ordnung n und üher die Elementeugruppe, 
welche von der Gleichung dargestellt is t ,  die  man erhalt,  indem man 
eine beliebige Form zu Nul1 gleich setzt ,  klar gemacht, wie nützlich es 
ist, die rationalen Gebilde, von welchen jene Gruppe einen Thei l  bildet, 
zuerst unhestimmt zu lassen. Iu  der  T h a t  giebt jede Bestimmung dieser 
Gebilde eine Reihe von Satzen einer besondern geometrischen Figur. 
Jeder  Eigenschaft eiaer beliebigan dieser Darstellungen entspricht dann 
eine der Form und umgekehrt;  man kann sich daher die Frage stellen, 
ob es rnoglich is t ,  den entgegengesetzten W e g  zu gehen, namlich eine 
besondcre Darstellnng ciner binjiren Form zu definiren und  ana ihrcn 
projectivischen Eigenschaften diyenigen der  Form herxuleiten. Daas 
das im Allgemeinen moglich i s t ,  bedarf keines Beweiaes; wie man das 
für die cubisclie Form bewerkstelligen k a n n ,  beweisen die folgenden 
Zeilen. 

Wir wer'den die cubische Form f auf einem Kegelschnitte K darstel- 
leu durch die drei Punkte  A ,  B, C. . 

Ziehen wir die Tangenten a ,  b, c zu K in den Punkten  A ,  6, C, 
die drei  geraden Linien,  welche 8 ,  /, C resp. mit den Puokten  b c ,  ca,  
a h  verbinden, und  hestimmen endliçh die drei nenen Punkte  A', 6'. C', 
worin diese Linien K wieder r c h n e i d e . ~ .  D e r  W u r f  A ,  RI C, C' ist pro- 
jectivisch seiner Projection vom P u n k t e  A auf die gerade Linin CC'; 
wenu nun L den P u n k t  bezeichnet, wo A B  und CC' sich begegnen, so 
kann man schreiben 

(A, B, C, C') / \ ( a b ,  L, C, C'); 

aber da  die gerade Linie A B die Polare des Punktes  a b  i s t ,  so  sind die 
Punkte a b  und L conjiigirt in  Bezug auf den Kegelschnitt K und daber 
ist der letzte Wurf harmonisch. Also k a n n  man schliessen, dass 

( A ,  R, c,c ' )=-1.  
Eheuso beweist m a n ,  dass 

( B , C , A , A ' ) = - 1 ,  ( C , A , B 1 B f ) = - 1 .  

Da ferner das D r e i ~ e i t  a b c  dem Kegelaclinitt K nmschrieben i s t ,  gehen 
die G e r a d ~ i i ,  welche seine Eckpunkte mit den Rarühriingspunkten anf 
den entgegengesetzten Seiten verbinden, durch denselben P u n k t  O. In-  
folge desseu ist jedes der Punktepaare 
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harmonisch zu den Punkten 
w, NI 

i n  welchen K von der Polaren O des Punktes O geschnitten wird; d. h. 
A ,  A ;  B, B'; Cl C' bilden eine Involution. Daher  hat  man den folgenden 
allgemeinen Satz : 

S i n d  A ,  B, C d r e i  E l e m e n t e  e i n e r  r a t i o n a l e n ,  e i n f a c h  u n -  
e n d l i c h e n  S e i h e  v o n  E l e m e n t e n ,  u n d  A', B', C' d i e j e n i g e n  
E l e m e n t e  d o r s e l b e n ,  w e l c h e  d e n  f o l g e n d e n  G l e i c h u n g e n  ge-  
n ü g e n :  

(B, Cl A , A ' ) = - 1 ,  ( C , d ,  BI B I ) = - 1 ,  ( A ,  BI C , C ' ) = - 1 ,  
s o  s i n d  

A,A';  B,B';  C,C' 

d r e i  P n n k t e p a a r e  e i n e r  u n d  d e r s e l b e n  I n v o l u t i o n .  

Die drei Elemente der cubischen Covariante einer binaren cubischen 
Form kann man definiren als die drei harmonisch Conjngirtcn jcdcs Elc- 
ments der Form in Bezug auf die zwei anderen; wenn aemnach der Tri- 
pel A B C  auf K eine hinare cubisçhe Form darstellt, so wird der Tripe1 
A'U'C' die cubische Covariante Q von f darstellen; den obigen Satz kann 
man daher  folgendermassen ansnpreçhen: 

D i e  d r e i  E l e m e u t e  e i n e r  c u b i s c h e n  F o r m  f u n d  d i e  s e i n e r  
c u b i s c h e n  C o v a r i a n t e  Q b i l d e n  d r e i  P a a r e  e i n e r  I n v o l u t i o n .  

Und da  es ersichtlich is t ,  daris, wenn man den Tripe1 sucht, den 
man mit den namlichen Constructionen erhalt,  die gedient ha len ,  um 
A'B'C' von A B C  zn  erhalten, zum Tripe1 A B C  znrückkehrt,  so kann 
man schliessen : 

D i e  c u b i s c h e  C o v a r i a n t e  b e r  c u b i s c h e n  C o v a r i a n t e  e i n e r  
b i n a r e n  c u b i s c h e n  F o r m  i s t  d e r  u r s p r ü u g l i c h e n  F o r m  p r o -  
p o r t i o n a l .  (Vergl. C l e b s c h ,  T h e o r i e  d e r  b i n i i r e n  a l g e b r a i s c h e n  
F o r m e n ,  S. 123.) 

I n  der  vorigen Darstellang bemerkten wir, dass daii Viereck A ,  A', C, C' 
dom Kegelschnitte K eingeschrieben i s t ;  daher  liegen die  drei Pnnkte 

AC'. A 'C, A A'. C'C, a c 

i n  einer geraden Linie ,  oder die geraden Linicn 

AC' ,  A'C, BB' 

gehan durch denselben Pnnkt. Daraus folgt,  dass auch die  Punktepaarc 

A , C f ;  B ' , C ;  B,B'  

einer Involution a n p h o r e n .  Auf dieselbe Weise beweist man ,  dass das- 
selbe der  Fa11 ist bei den zwei anderen Tripeln von Punktepaarcn:  

P,d'; R ' , A ;  C',Cf; 
L', B'; C', B ; A , A'. 
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Infolge dessen konnen wir einen vorigen Sa tz  vervollstandigen, indern 
wir sagen: 

D i e  d r e i  E l e m e n t e  e i n e r  F o r m  u n d  d i e  s e i n e r  c u b i s c h e n  
C o v a r i a n t e  b i l d e n  a u f  v i e r  v e r s c h i e d e n e  W e i s e n  d r e i  P a a r e  
e i n e r  I n v o l u t i o n .  

Indem wir jetzt zur erstern Involution zurückkehren, eriuneru wir 
daran, dass seine Ordnungselcmente .iM, N die Punkte s ind,  i n  welchen 
K von der Polaren O von O i n  Bezug auf k' geschnitten. wird. D i e  drei 
Pnnkte u.BC,  b.C .4 ,  ç . A B  

liegen auf einer geraden Lin ie ;  da  diese die P u n k t e  a .  R C, b . C A ,  C. A B  
enthalt, so ist sio conjugirt in Bczug auf K jedor der geraden Linien 

~ . b c =  AA' ,  B . c a = B B f ,  C . a b  =CC1, 

d. h. sie deckt sich mit der Polaren O des Punktcs  O,  wo AA', BB', C C  
sich schneiden. Daher  kann man die  Axe o der vorigen Involution an-  
selien als die  gerade Linie ,  welche die Punkte  a .  BC, b .  CA, c .  A B oder 
die Punkte 

AA.BC,  R B . C A ,  CC.AB 

(wo Ad die Verbindungslinie darstellt von A mit dem Kegelschnittspunkte, 
der ihm nnendlich naho liegt u. s. W.) verbindet. Das beweist, dass O 

die Axe der liomographie is t ,  welche von den drei folgenden Paaren 
homologer Punkte  bestimmt ist: 

A,  fi'; B, C; Cl A ;  

nnd dass M ,  N seine Ordnungselemente sind. Infolge dessen bat man 

GW, A ,  R, CI n (111, B, C, A) ; (4  A ,  B, C) n (4 B, C, A) 

und das giebt uns  folgenden Satz:  
J e d e s  d e r  O r d n n n g s e l e m e n t e  M,  N d e r  I n v o l u t i o n ,  w e l c h e  

d i s  d r e i  P u n k t e p a a r e  A ,  A'; B, LI'; C, C' e n t h a l t ,  b i l d e t  e i n e ' n  
a q u i a n h a r m o n i s c h e n  W u r f  m i t  d e m  P u n k t t r i y e l  A ,  B ,  C. 

Uiese Eigeuschaft macht sogleich klar, dass die Punkte  M ,  N die 
Hesse ' sche  Covariante d der Form f darstellcn, welcho durch den 
Tripel A B C  hestimmt ist. 

Bemerken wir, daas man zu der geraden Linie o vom Dreicck A'B'C' 
ansgehend kommt, wie sie erreicht wurde von der Betrachtnng des 
Tripels A B C; also : 

D i e  H e s l i e ' s c h e n  F o r m e n  e i n e r  c u b i s c h e n  F o r m  ' f  u n d  
i h r e r  c n b i s c h e n  C o v a r i a n t e  Q s i n d  n n r  u m  e i n e n  c o n s t a n t e n  
F a c t o r  v e r s c h i e d e u .  

Ans der Construction der  Yunkte A' ,  Br, C', Ji', N erhellt, dass, 
wenn die P n n k t e  R, C znsammenfallen iu  einen einzigen P u n k t ,  sich i n  
diesem auch A', Br,  C', Ml N vereinigen. Uaher:  

W c n n  d i e  G l e i c h n n g  f = O  z w e i  g l o i c h e  W n r z e l n  h a t ,  s o  
s i i i d  d i e  F o r m  Q d e m  C u b u s  u n d  d i e  F o r m  d d e m  Q n a d r a t e  
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d e s j e n i g e n  A u s d r u c k s  p r o p o r t i o n a l ,  w o v o n  f d a s  Q u a d r a t  
o n t h a l t .  (Vergl. C l e b s c h  a. a. O. S. 129.) 

Ehenso erkennt  man: 

W e n n  d i e  G l e i c h u n g  f = O  d r e i  g l e i c h e  W u r z e l n  h a t ,  so 
i s t  d i e  F o r m  Q z n  f p r o p o r t i o n a l ,  w a h r e n d  d g a n z  u n b e -  
s t i m m t  i s t .  

W i r  bemerken noch, dass aus den Eigenschaften, die man schon 
auseinandergesetzt ha t ,  folgt, dass, wenn die zwei Puiikte, welche die 
H e  s s e'sche Form LI darstellen, zusammenf'aIIen , dann  auch mindest~ns 
zwei der P u n k t e ,  die f darstellen , zusammenfallen , und  umgekehrt. 
Diese Bemerkung giebt den Satz:  

D i e  D i s c r i m i n a n t e  d e r  c n b i s c h e n  F o r m  f i s t  p r o p o r t i o n a l  
d e r  D i s c r i m i n a n t e  i h r e r  H e s s e ' s c h e n  F o r m  A. (Vergl. C l e b s c h  
a. a. O. S. 114.) 

Von den drei Punkten  A ,  H, C ist  einer, A ,  immer reell ,  wenn f 
reell  i s t ;  die Punkte Ml N konnen beide reell oder imaginar (conjugirt) 
se in ;  wenn fiI, N reell s ind ,  so sind R und C imaginar und nmgekehrt, 
da die  Würfe  M A  BC, N A  BC iiquianharmonisch sein sollen. Man kann 
also sagen: 

D i e  G l e i c h n n g  f = O  h a t  d r e i  o d e r  e i n e  r e e l l e  W u r z e l ,  j e  
n a c h d e m  d i e  G l e i c h u u g  d = 0  z w e i  o d e r  k e i l i e  i m a g i n a r e  
W u r z e l  h a t ,  d. h. j e  n a c h d e r u  d i e  g e m e i n s a m e  D i s c r i m i n a n t e  
d i e s e r  G l e i c h n n g e n  e i n  g e w i s s e s  Z e i c h e n  o d e r  d a s  e n t g e g e n -  
g e s e t z t e  h a t .  

D a  es  immer moglich ist,  mittels einer projectivischen Transforma- 
tion einen Kagelschnitt ,  von welchem man drei Punkte A,  B, C fcst- 
gestellt h a t ,  in einen Kreis C zu verwandeln,* und  zwar s o l  dam A B C  
zum Eckpnnkttripel eines gleichseitigen in C eingeschriehenen Dreiecks 
wird, so k6nnen wir voraussetzen, dass die biuare cubische Form 
eben von dietiem regnliiren Dreieck dargestellt Sei**. Die cubische Co- 
variante wird so von einem Dreieck A'B'C' dargestellt, welches gleicb- 
seitig und i n  C einge~chrieben i ~ i t  und das  a u  A B C  in Bezug anf den 
Mittelpunkt O von C symmetrisch ist;  endlich werden die Pnnkte  M l  N 
in die Kreispunkte der Ebene von C übergehen. Diese besondere Dar- 
stellung vereinfacht gewisse Beweise. Das folgende Raisonnement kaun 
als ein Beispiel davon dienen. Die geraden Liuien,  welche den Puukt 

' Es ist kaum nothig, zu bemerken, dass man hier keinen Unterschied 
macht zwischeu reellen und imaginaren Elementen. 

** Auf diese bemondere Darstellung haben auch die Herwn B e l t r a m i  und 
Kle in  aufmerksam gemacht; doch ist ihr Ausgsngspunkt vom unsrigen ver- 
schieden. 
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O mit den vier Punkten B, C', Ml N verbinden, bilden einen aqnianharmo- 
nischen Wurf*;  daher kann man im Allgemeinon schliessen: 

D i e  E l e m e n t e  d e r  H e s s e ' s c h e n  C n r v e  A e i n e r  c u b i s c h e n  
F o r m  f b i l d e n  e i n  a q u i a n h a r m o n i s c h e s  D o p p e l v e r h a l t n i s s  
m i t  j e d e m  d e r  E l e m e n t e n p a a r e ,  w e l c h e  m a n  e r h a l t ,  i n d e m  
m a n  e i n  E l e m e n t  v o n  f m i t  e i n e r n  n i c l i t  g l e i c h n a m i g e n  v o n  Q 
v e r e i n i g t .  

Es werden also aquiauharmonisch sein die sechs Würfe:  

(Ml NI B, C ' )  ; (Ml N, C, A') ; (,Tl, NI A ,  B'); 
(JI ,  NI R', G); (M, Ar, C', A ) ;  (M, NI A', B) 

und die sechs Punktepaare 

B'C', BC, C'A', CA, A'B', A B ,  

welche die H e s s  e'schen Covariantan der  cubischen Form darstellen , dia 
von den Pnnkttripeln 

MNA, MNA', MNR,  J lNB' ,  MNC, M N C '  
dargestellt Sind.** 

Wahlen wir nun  beliebig auf dem Kegelschnitte (welçhan wir 
nicht mehr aln Kreis vorausznnetzen nüthig haben) K einen P u n k t  A, 
und bestimmen den zweiten P u n k t  A r l  des Kegelschnittes, welcher auf 
der gcraden Linie Od, liogt, und  die P u n k t e  B,, B', , Cl, C', desselhen, 
die von den Bedingungen bestimmt s i n d ,  dass die Würfe 

aquianharmonisch seien. Man bemerkt dann sogleich, daas die zwei 
&nkttripel A, B, Cl und  A', B; C', 

nnter sich dieselben Beziehungen haben, die zwischen 

A B C  u n d  A'B'c' 

bestehen und  dass I N N  die gemeinsame H e s s e ' s c h e  Covariante darstellt 
der binaren cubischen Formen, die sie darstellen. U n d  d a  man sie bestimmt 
hat vorn Punkte Al ausgehend, welcher nur  gezwungen is t ,  auf dem 
Kegelschnitte zu liegen, so kann  man die Folgerung ziehen: 

E s  g i e b t  u n e n d l i c h  v i e l e  c u h i s c h e  F o r m e n ,  d i e  d i e s e l b e  
H e s s e ' s c h e F o r m  h a b e n ;  m a n  k a n n  s i e  i n  P a a r e  o r d n e n  (vergl. 
C l e b s c h  a. a. O. S. 134), w e l c h e  d i e  E i g e n s c h a f t  h a b e n ,  d a s s  
d i e  F o r m e n  c i n o s  P a a r e s  j e d e  d i e  c u b i s c h e  C o v a r i a n t e  d e r  
a n d e r n  s i n d .  

* Man erkennt das sogleich z. B. indem man bemerkt, dass man für Gleich- 
ungen dieser vier geraden Linien die folgenden annehmen kann: 

s+iy=o, x & G Y = o .  

** Diese Eigenschaft kann man verwerthen, um die Eigenschaften der Figur 
zu vervullst%ndigen, welche die Basis unserer Untersuchungen bildet. 
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So erhalt man diejenige Schaar von cubischeu Formen,  welche man 
gewohnlich in  der Theorie der cubischen Formen mit x f + lQ bezeichnet. 
Die Methode, wodurch wir zu dieser Schaar gekommen sind, lehrt: 

D i e  U i s c r i m i n a n t e r i  d e r  c u b i s c h e n  E'orrrien d e r  S c h a a r  
u n t e r s c h e i d e n  s i c h  n u r  u m  e i n e n  c o n s t a n t e n  F a c t o r  ( C l e b s c h  
a. a. O. S. 123). I n  d e r  T r i p e l s c h a a r  k o m m o n  n u r  z w e i  T r i p e l  
v o r ,  i n  w e l c h e n  E l e m e n t e  z u s a m m e n f a l l e n ;  e s  f a l l e n  d a n n  
j e d e s m a l  a l l e  d r e i  z u e a m m e n ,  u n d  z w a r  g e s c h i e h t  d i e s  in  
d e u  z w e i  P u n k t e n ,  d i e  d d a r s t e l l e n  (a. a. O. S. 131). 

Die vorigen Uetraçhtungen führen eine einfach-unendliche Reihe 
von in K eingeschriebenon Dreiecken e in ,  welche zum Dreieck A,B,C, 
analog sind. Man kann  sic: geometrisch vie1 einfacher definiren, ah 
vorher gesçhehen ist. Um das zu beweisen, bedienen wir nns der be- 
sondern Darstellung, die wir schon anseinandergesetzt haben;  in diesem 
Fa l le  ist A, B, C, ein beliebiges in  C eingeschriebenes g l e i ~ h s e i t i ~ e s  Dreieck 
und  die Seiten aller Dreieüke der Reihe berühren einen Kreis,  welüher 
den Mittelpunkt mit dem gegebenen gemein hat.  Zum allgemeinen Falle 
zurückkehrend, konnen wir also den Satz aussprechen: 

D i e  P n n k t t r i p e l  e i n e s  K e g e l s c l i n i t t s ,  w e l c h e  d i e  c u b i -  
s c h e n  F o r m e n  d a r s t e l l e n ,  d i e  d i e s e l b e  H e s s e ' s c h e  C o v a r i a n t e  
h a b e n ,  s i n d  d i e  E c k p u n k t e  v o n  D r e i e c k e n ,  w e l c h e  e i n e m  
a n d e r n  K e g e l s c h n i t t e  n m s c h r i e b e n  s i n d ,  w e l c h e r  d e n  e r s t e r n  
i n  d e n  z w e i  P u n k t e n  b e r ü h r t ,  w e l c h e  d i e  g e m e i n s c h a f ' t l i c h o  
H e s s e ' t i c h e  E'nrrn d a r s t e l l e n .  

Umgekehrt kann immer eine solche Reihe von Dreiecken angesehen 
werden als die Darstellnng einer Schaar x f+ A Q  binarer cubisçher Formen. 

M a n t u a .  Dr. GINO LORIA. 

XVII. Bemerkungen über  perspectivische Dreiecke auf einem Kegel- 
schnitte und über  eine specielle Reciprocitbt. 

(Hierzu Taf. VI1 Fig. 4 u. 5.) 

1. 

Wir schicken als bekannt den Sa tz  voraus, dass zwoi Dreiecke, 
welche in Rezug auf einon Kegelschnitt K%u einander reciprok sind, 
sich in  perspectivischer Lage  befinden. 

Sei dann Ml M ,  M3 ein dem Kegelschnitt li2 eingescfiriebenes Dreieck 
(Taf. V I 1  Fig. 4)*. Seine Seiten - M,I% oder  m,, M I M S  oder m, und 
M , M ,  oder ms - sollen die  zwei beliebigen Geraden p, q in den resp. 
Punkten Pl P, P,, QI Q2Q3 schneiden. Zn diesen Punkten  construiren wir 

In Pig. 4 und 5 ist an Stelle einea Kegelrichnittes ein Kreis gesetzt. 
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P2M1 oder Pl, auf einer Geraden liegen. I n  analoger Weise entnehrnen 
wir aus den Sechsecken 1% Q, P2 M3 Q, P3 und M3Q3 P3 Ml QI P l ,  dass A, mit 
P', und A:, mit P', auf  Geraden durch Q sich befinden. 

Gehen wir nun zu dem Sechseck hll Q, Mg QI f& Q3 über, so führt uns 
dasselbe zu drei Punkten Q'l Q',Q; - den Scbnittpunkten von N,!&, 
M3Q, u. S. f. -, welche i n  einer Geraden q liegen. Diese ist die Polare 
zu Q in  Bezug anf K 2  und  die Punkte  Q', Q1,Q':, eind dio entsprcchen- 
den zu den S c h ~ i t t ~ u n k t e n  von m1m,m3 mit q i n  der Involution harmo- 
nischer Pole auf  q.  

Endlich schliessen wir sus  den Sechsecken .ni Pl !JI JI2 Pt QI, 
I K P ~ Q ~ M ~ P ~ Q ~  und M3P3Q3MlP,Ql ,  dasv A:, mit Q',, A, mit Q', und A, 
mit Q', auf Geraden durch P licgen. 

m i r  schen i l so ,  dam das Dreieck AIAn A3 als Schnittpnnkt der Ge- 
raden P', Q ,  Q', P - l'',QI Q', P und  Pl3 Q ,  Q r 3 P  gefunden wird. Folg- 
lich muss es  nach dem in 1 Gesagten zu Ml M ,  A', perspectivisch liegen. 

3. 

Nehmen wir a n ,  der P u n k t  Q liege i n  der Periplierie des Kegel- 
echnittes K2, PO fallen in ihrn die Punkte  Q 1 Q 2 Q S  znsammen und das 
I l reieck,  welches diese Q mit den gleichnamigrn P vcrbindet,  degenerirt 
in  die drei Geraden QPl l  Q P 2 ,  O P 3 .  Nach dem in 2 Bewiesenen müs- 
sen diese GeraIBkn die resp. M in Punkten einer Geraden schneiden. 
Diese muss durcli das  Perspectivcentrum P der beiden Dreiecke Ml M, M,, 
El P, P3 gehen. D e n n  sei g diese Gerade,  so miissen sich i n  ihr Q P 3 ,  
Ml M, und Q P, ,  Ml Ms schneiden. Nun bilden aber  31, Ml M3 P, Q P ein 
Sechseck, das K 3  eingeschrieben ist und das g zur Pascallinic hat. Folg- 
lich müssen sich auch M , P 3 ,  Me Pz in  g schneiden, d. h. g muss durch P 
gehen. 

Indem wir die  Dreiecke M, und Pl vertauschen, k i h n e n  wir daher 
sagen : 

S i n d  MIJ?I,My, P I P , P y  z w e i  a u  e i n a n d e r  p e r s p e c t i v i s c h e  
D r e i e c k e ,  w e l c h e  e i n e m  K e g e l s c h n i t t  K B  e i n g e s c h r i e b e n  s i n d ,  
u n d  p r o j i c i r e n  w i r  v o n  i r g e n d  e i n e m  P u n k t e  d e s  K e g e l s c h n i t -  
t e s  a n s  d i e  E c k e n  d c s  e i n c n  D r c i e c k s  a u f  d i e  r c s p .  S e i t e n  d e s  
a n d e r n  (d. h. Pl a u f  Mt.$ o d e r  Ml a u f  P,P, n. S. f.), B O  l i e g e n  
d i e s e  P r o j e c t i o n e n  i n  e i n e r  G e r a d e n ,  w e l c h e  d u r c h  d a s  P a r -  
s p e c t i v c e n t r u m  b e i d e r  D r e i e c k e  g e h t .  

Lassen wir au  Stelle von Q speciell die Punkte  Pl P,P, treteu, so 
erhalten wir a ls  die resp. Projectionen des Dreiecks P,P ,P3  auf die Gc- 
raden m diejenigen Schnittpunkte der Seiten der  Dreieckc Pl Pz P , ,  M, M ,  M,I 
welche nicht i n  dcr Perspectivaxe beider Dreiecke l iegen,  und  ferner die 
Schnittpunkte der  Tangenten in I>,P2P3 a n  K Z m i t  ml reçp. m,, m,. Wir 
schlietisen daher: 
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S i n d  filjl,M2bIS, P , P , P ,  z w e i  e i n e m  K e g e l s c h n i t t  K 2  e i n -  
g e s c h r i e b e n e  p e r s p e , c t i v i s c h e  D r e i e c k e ,  s o  l i e g e n  n n t e r  d e n  
S c h n i t t p u n k t e n  d e r  D r e i e c k s e i t e n  d i e j e n i g e n  se ch^, w e l c h e  
s i c h  n i c h t  i n  e i r i e r  G e r a d e n  b e f i n d e n ,  p a a r w e i s e  i n  S t r a h l e n  
d n r c h  d a s  P e r s p e c t i v c e n t r u m  h e i d e r  D r e i e c k e .  

Dicsc sechs P u n k t e  bilden somit zwei neue perspectivische Dreiecke, 
welche mit den urspriinglichen vier Seitcn gemeinsam baben,  welche also 
die namliche Perspectivaxe besitzen wie diese. 

4. 
Halten wir nnn W l M , M 3  fest,  ebenso Pl P? P3 und lassen wir Q die 

Ebene diirchlaufen, so gehort zu jeder  seiner Lagen ein Ureieck Q I  Q ,  Q3 
resp. B1APA3. Die Seiten des letzteren schneiden nllm,in3 i n  Punkten 
einer Geradeu q. Umgekehrt konnen wir die Schnittpunkte einer Ge- 
raden q uud ml resp. nt,, m3 mit den resp. Punkten  PlP,P3 verbinden. 
Diese Verbindungslinien schneiden K e  ein zweites Mal in  den resp. Punk- 
ten Q , Q , Q 3 .  Ih r  Dreieck ist dem der Punkte  M1M2M3 pervpectivisch in 
Bezug auf Q als Perspectivcentriim. 

Es  ifit somit jedem Punkte Q der Ebene  eine befitimmte Gerade zu- 
geordnet und umgekehrt,  d. h. es ist eine R e c i p r o c i  t a t  in der Ebene  
festgelegt. m i r  heben die speciellen Elemente hervor. 

Nach dem i n  3 bewiesenen Satze correspondiren den Piinkten des 
Kegelschnittes K e  die Geraden des Büschels dnrch P. Den  Punkten  anf 
einer Geraden m correspondirt diese Gerade selbst. Den Punkten  M l  M, M, 
entsprechen die Geraden durch diese Pnnkte .  Die tn ~ i n d  also unend- 
lich vielfache Linien, die M nnendlich vielfache Punkte  der  Reciprocitat. 

Den Punkten ,  welche auf einer Geraden durch ein Jf - z. B. durch 
IM, - liegen, entsprechen die Geraden eines Büschels, deren Scheitel i n  
ml sich befiudet. 

Den Punkten einer beliebigen Geraden g entsprechen die Taugenten 
eines Kegelschnittes. Denn  seien 0, R ,  S, . . . Punkte  auf g,  so construiren 
wir zu ihnen die Punkte  Ql Q D Q g ,  RIRI Rs, S;S,S,, . . . Nun sind die 
Reihen Q ,  R I S l . .  ., Q,R,S,. . ., Q, R,S,. . . per~pect ivisch z n  Q R S . .  . mit 
den resp. Punkten M als Centren. Also sind diese Reihen zn einander 
projectivisch. Mithin sind dies auch die Büschel, welche über ihnen aus  
Pl Pt F3 gebildet werden. Diese schneiden aber ml resp. m,, m, i n  den 
Pnnkten von Geraden , welche Q R S  . . . correspondiren. Also hilden diese 
Punkte auf  den m eueinander projective Reihen. Die Verbindungslinien 
entsprechender Punkte  sind die den  Punkten von g correspondirenden 
Geraden , umhüllen mithin einen Kegelschnitt. Dieser ha t  ml m, mg zu 
Tangenten. Seine Tangenten ans  P entsprechen den Schnittpnnkten von 

g mit K Z  u. s. f. 
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Wir  unterlassen es ,  hier weitcr auf diese qiiadratische reciprokc Ver- 
wandtschaft einzugehen, und erwahnen nur ,  dass sich dieselbe von einem 
allgemeinen Gesichtspunkte aus hetrachten Iasst, wenn wir von der Ebene 
i n  den Raum übergehen. 

6.  
Lassen wir in  2 die Pnukto  P und Q zusammenfallen, so decken 

sich auch die resp. Punkte  Pl Q I ,  P2 O,, P, Q , .  Das Dreieck A, A, A, geht 
über in ein dem Krgelschnitt liz umschriebenes und wir k6unen auch 
von ihm beweisen, dass es zu ,VI &fI,M3 perspectivisch liegt. 

Wie in  2 ,  betrachten wir xuerst das Sechseck M ,  P,M3 0, M, P, und 
finden, dass Y P 3  P', P', auf einer Geraden p liegen, welche Polare zu P iu 
Bezug auf K S  ist. D a n n  wendcn wir uns dcm degenerirten Sechseck zu, 
welches aus M , M ,  nnd den Tangenten i n  Pl P2 befiteht. E s  mnfis in 
demselben J I ,  Pl, M , P ,  odcr 1' mit dem Schnittpunkte A, der Tangenten 
in P, und P, und mit Pl M*, P,Ml oder Pr, auf einer Geraden liegen. 
I n  analoger Weise folgern wir, dass A, mit P', und dass As mit P'3 auf 
(feraden durcb P  gelegen sind. 

Nuu construiren wir einen Kegelscbnitt K*2 ,  dcr dieselbe Involution 
liarmonischcr Polc auf P besitzt wie P. &ben wir daun von noch - 
eine Tnvolution harmonischer Pole - -  etwa auf  P P ' ,  - durch PP', , A 

und  den Schnittpunkt von ni ,  mit P P r l ,  so ist / i * ~ e s t i r n m t .  A , A , A ,  
liegt in Uezug anf  K*2 211 Ml IV, A', reciprok, also auch zu letzterem 
Ureieck perspectivisch. Wir  sagen daher:  

J e d e s  e i n e m  E e g e l s ü b u i t t  u m s c h r i e b e n e  ü r e i e c k  i s t  p e r -  
s p c c t i v i s c h  z u  j e d c m  e i n g e s c h r i e b c n e n ,  w e l c h e s  z u m  D r e i e c k  
d e r  B e r i i h r u n g s p u n k t e  d e s  i i m s c h r i e h e n e n  p e r s p e c t i v i s c l i  
l i e g t .  

Geht 1i2 durcli die Diagonalpunkte M , M , M 3  eines Vierecks, so 
konnen wir die Seiten desselben als Doppelstrahlen dreier Involutionen 
auffassen, für welrhe d i e  resp. Geradeo m l ,  m,, m3 Paare sind. Gehen 
also durch Ml die Seiten g l h ,  des Vierecks, so bestimmen diese eine 
Involution JI, f ü r  welche m,m, ein P a a r  ist u.  S. f. Diese Involutionen 
~ i n d  dadurch specialisirt, dass ihre Doppelstrahlen ~ i c h  viermal 211 dreien 
in  vier Punkten - den Ecken des Vierecks - schneiden. Sei P einer 
dieser Puukte  und gehen durch ihn die Seiten g,, y,, g, des Vierecks 
und schneiden diese K 2  ein zwc,ites Mal in den Punkten Pl, l : ,  p , ,  BO 

erhalten wir die Pole der in Red? stehenden Involutiouen in Bezug auf 
K2, indem wir die Tangenten in Pl P, P3 resp. mit ml m, 7n3 m m  Sclinitte 
bringen. Nach dem oben angeführten Satze ist aber  das Dreieck dieser 
Tangenten perspectivisch zum Dreieck Ml M ,  M,  - mithin liegen die 
erwahuten Pole in einer Geraden. Wir  achliessen daher:  

W e n n  d r e i  I n v o l u t i o n e n  s o  l i e g e n ,  d a e s  i l i r e  D o p p e l -  
s t r a h l e n  s i c h  z u  d r e i e o  i n  v i e r  P n n k t e n  s c h n e i d e n ,  u n d  
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w e n n  d i e s e  I n v o l u t i o n e n  a u f  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  
w e r d e n ,  s o  l i e g e n  i h r e  P o l e  i n  e i n e r  G e r a d e u .  

Die Polaren dr,r Involutionen gehen also durch einen 

ü b e r t r a g e n  

Punkt .  Kun  
ist die Polare von J, die Verbindnrigslinie der  S ~ h n i t t ~ n n k t e  von glhl 
mit K? I n  analoger Weise ergiebt s ich,  dass die Polaren von Jp, J3 

die Verbindungslinien der  Schnittpunkte der gegenüberliegenden Seiten 
des Vierecks mit K Z  sind. Diese Verbindungslinien gehen durch einen 
Pnnkt, d. h. die Schuittpuukte sind Paare  einer Involution. Nun war 

K e  ein beliehiger Kegelschnitt durch M,M2ï2ii'3. Wir sagen also: 
L e g e n  w i r  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  d u r c h  d i e  D i a g o n a l p u n k t e  

e i n e s  V i e r e c k s ,  s o  s c h n e i d e n  d i e  G e g e n s e i t e n  d e s s e l h e n  d e n  
K e g e l s c h n i t t  i n  P a a r e n  e i n e r  I n v o l u t i o n .  

Z ü r i c h ,  J u n i  1884. Dr. C. BEYEL. 

XVIIL Einfache Construction der  Ellipse au6 zwei  conjugirten 
Dnrchmessern. 

(Hierzu Taf. VI1 Fig. 6 . )  

Bewegt sich eine Gerade - Kante  eines Papierstreifens - mit 
zweien ihrer Punkte  a u €  zwei festen Geradeu, so verzeichnet ein belie- 
biger dritter Punkt  eine Ellipse. Stehen insbe~ondere  die Leitgeraden 
au€ einander senkreclit, so sind sie die Hauptaxen der Ellipse; im AIL 
gemeinen uind sie jedoch n i c h t  ein Paar  conjugirter L)urchmesser. Dicse 
Construction ist für den 'I'echniker wolil die heqiiemfite, namentlich dann, 
wenn es sich nnr  um einen Thei l  der Curve handalt,  d a  man sicli stets 
dort beliebig viele Punkte  construiren k a n n ,  wo man eie gerade hraucbt. 
Kun bestimmt man zwar nsch der bekannten Rytz ' schen  Construction* 
(neben anderen) leicht die Hauptaxen aus zwei çonjugirten Durchrnessern 
und ermoglicht damit die  Benutzung obiger Methode. Werden jedoch 
nicht die Hauptaxen ,  sondern nur beliebig viele Punkte  verlangt,  wie 
es z.  B. bei axonometrischen Darstellungen der Fa11 is t ,  so kann man 
bedeutend einfacher verfahrcn und  übrigens schliesslich, wenn es wün- 
schenswerth fiein sollte, die Hanptaxen leicht bestimmen. 

Es seien gegeben die beiden Durchmesser d A l  u n d  B B, oder d und  
d ' .  Man falle von A ein Perpendikel A C  = OR au€  d' und ziehe den  
Dnrchmesser O C oder d". L#sst man danu die Punkte  D uud C mit der 
Geraden A C  au€ d' und d" bezw. hingleitvn, so heschreibt A die Ellipse. 
Zur Construction der Hanptaxen mache man O E = C D  und beschreibe 

* M o s s b r  u g g e r ,  ,,Gr6sstentheils neue Aufgaben aus dem Gebiete der Géo- 
metrie descriptive etc." 1845, S. 125;  oder F i a l k o w s k i ,  ,,Zeichnende Geometrie." 
Wien und Leipzig, Klinkhardt; auch B u  r m es t Cr, ,,Grundzüge der Reliefperspec- 
tive", S. 16. Leipzig, Teubner. 
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+ 
den Kreis über O E, welcher cl in O berührt ,  ziehe darauf die Verbin- 
dnngdinie  seineti Mittelpunktes M mit B, welche den Kreis in zwei Punk- 
teii X und Y schneidpt. Dann sind:  

1. B X  und R Y  die Lange der  heiden Halhaxen,  
2. OY und O X bezw. ihre Richtungen. 

B e w e i s .  Das  ~ o r n & t a n c e n t r u m  der Bewegung fiir die Laga A D C  

ist der Schnittpunkt der  Normalen der Leitgeraden in,  den Puiikten P 
und C. d .  h. C. Polgliçh ist die Tangente in A der Liriie d' parallel. 
Dasselbe gilt für A l .  Folglich sind (1 und d'  conjugirte Durchmesser. 
Die  beideii Ealbaxenliingen sind Maxima und Minima des Abstan- 
de8 des heschreibenden Punktea vom Mittelpunkte. Denkt  man sich 
daher für den  Augenblick die bewegliche Gerade in der  Lage d' fest- 
gehalten und die  Schenkel des Winkels B O C =  n au O und E hin- 
gleitend, so beschreibt O den banutzten Kreis und R X  und  R Y  sind die  
fragliclien Asenlangen. Weiter erkennt man aber, dass bei der rück- 
Iaufigen Bewegung des Wiukels R X  O = der Schenkel BX titets durch 
Y gehen r n n ~ u ,  d. h. O Y  ist die Richtung der einen A r e ,  folglich OX die 
der andern. 

D a r m s t a d t ,  den 11. J u l i  1883. Dr. CARL R O ~ E N R E K O .  

(Aus der Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure, Bd. XXYII S. 803.) 
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XIII. 

Zur Integration der Differentialgleichungen. 

Von 

WOLD. IIEYMANN 
in Planen i. Y. 

1. Verallgemeinerung einer Jacobi'schen 

J a c o  b i  ha t  gezeigt,  dass die Integration der  

O leichnng. 

Gleiçhung 

1) M d ~ + N d y + P ( x d y - y d x ) = O  
auf die B e r n  O u l l i ' sche Gleichnng führt,  wenn M, N u n d  P homogene 
Functionen von x u n d  y sind u n d  N und  N im Grade  übereinstimmen. 

E s  soll hier diejenige Gleichung obiger F o r m  anfgestellt werden, 
deren Inkgrat ion von der  allgemeinen R i c c a t i ' s c l i e n  Gleichung abhtingt. 
Man findet, dass M und N homogene Functionen desselben Grades sein 
müssen, also 

wahrend P additiv aus drei homogenen Functionen von verschiedenem 
Grade zusammengesetzt sein darf ,  und  zwar in  folgender Weise: 

Man überzeugt sich durch folgende einfache Rechnnng von der  Richtig- 
keit der Behauptnng. 

P ü r  y =xt geht Gleichung 1) über i n  

und fur x = z r  erhiilt man 

Weil p + q = 2 n  sein soll, so lanten die  letzten beiden Exponenten von z 

und wird r so bestimmt, dass einer doraelben verschwindet, so nimmt 
der andere den Werth 2 an. 
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Daher wird die letzte Differentialgleicliung zu einer Biccat i ' schen,  
niimlich 

nnter  f Functionen nur  von t verstanden. In  alleu Fal len,  in denen 
Gleichung 2) integrirt  werden k a n n ,  Iasst sich auch das Integral von 1) 
angeben; beisyielsweise also d a n n ,  wenn von Gleicbung 1) eine particu- 

Y lare  L6sung bekannt is t ,  welche nicht etwa die Form -= ct hat ,  wo CY 
x 

eine bestimmte Constante bedentet. 

Specialisirt man Gleichung 1) insofern, als man nur  rationale Coeffi- 
cienten zulasst und ausserdem p= n + l ,  mittiin p = n -  1 setzt,  so 
lie@ vor : 

3) (n,x + a,y)" d x  + ( b o x  + LY)" d y  1 = O ,  
+{(niOx+any)"+ ( ~ o ~ + P n - i ~ ) n - 1 + ( ~ o ~ + ~ n - 2 ~ ) n - 2 ) ( x d ~ - ~  'xi  

wobei symbolisch 

( a o ~ + a , y ) n = ~ o ~ ~ + a l x n - ' y + u z x n - 2 y B +  . . . + u , - ~ x y ~ - ~ + a , y ~ .  

E'ür y =  xt folgt nun  hieraus 

Die Gleichung 3) i s t  geometrisch dadurcb ausgezeichnet, dass i l ir  
n + 1 dnrch den Coordinatenanfang gehende Gerade particular geniigen, 

*deren Gleichungen in der Form X =  l y  enthalten s ind,  wobei fur A j ede  
der Wurzeln der Gleicliung 

5) ( n , l + a , ) n . b + ( b o L + b n ) n = O  
zu setzen ist. Die Glcichung 4) dagegen besitzt n + l  particulare Ge- 
rade,  welclie parallel der %-Axe  verlaufru und durch die Gleichung 
A t  -1 = 0 gegeben sin&, wo A die vorige Bedeutuug hat.  

Dreht man das Coordinatensystem, auf welches die Glcicliung 3) 
bezogen i s t ,  sa dass eine der particul#ren Geraden mit dc ï  y - A x e  zu- 
sammenfallt ,  00  rniiss eirie der Parallelen, welche der Glcichuug 4) ge- 
nügen ,  in  die Unendliclikeit rücken,  das  heisst aber, es  musa in den 
transformirten Gleichungen der dem b,  analoge Coefficient verschwinden. 

dx 
Mitbin wird durcli diese Transformation der  Grad der Factoren von - 

d 1 

u n d  s in  Gleichung 4) um eine Einhei t  herabgedriickt, was f ü r  die In- 
tcgration rorthoilliaft sein kann.  

Um die Coordinatendreliung vorzunelimen, ~ubs t i tu i re  man in 3) 
r = xl + h y ,  watile für  A eine der Wurzeln der Gleichuug 5) und setzo 

Y  schlieeslich - = t .  D i e  neue Gleichung hat  die Form 
5 1  
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__^^NI_^^^^^__^___^^___ ..__.x__^_____.Y^M^^ --- 

1 
Für  x  - trit t  an die zweite Elammer der  Factor  z" wahrend die 

l -  z 

letzte (nach Multiplication der Gleichung mit z 2 )  von z frei wird;  die 
Gleichung lautet also jetzt 

in  w c l c h e r  s i c h  d e r  G r a d  i n  B e z u g  a u f  b e i d e  V a r i a b e l n  1 n n d  
z a n  k e i n e r  S t e l l a  ü b e r  d e n  n t B n  e r h e b t .  

1 
dann folgt für  y = xl t  und x - - eine Gleichung von nachstehender 

l -  Z 

Gestalt: 

und dieso kann mittcls hypergeometrischcr Functionen integrirt  werden. 

b) Um auch ein Baitipicl e u  haben,  bei welchem mit Hilfe einer 
particuliren Losung das vollstandige Integral gewoiinen wird, sei vor- 
gelegt 

(ao$+ a , x 2 y + a 2 x y 2 + ~ s y 3 ) d x + ( b o x 3 + b l x 2 y + b  2 .  zt J'+ b ~ ~ 3 ) d ~ /  = o .  
') + ( ~ ~ 3 + ~ r z y + y ~ y 2 + ~ y 3 + ~ x z + ~ x g + 1 y 2 + 4 r + ~ y ) ( x d y - g d x )  

Dieser G l e i c h u ~ g  genügen zunachst vier Gerade x = Ay, wobei A sue der 
biqnadratischen Gleichnng 

B )  ( a , ~ 3 + a l ~ ~ + 2 A + a , ) A + ( b ~ A 3 + b l ~ 2 + b 2 A + ~ 3 ) = Q  

zn bereclinen ist. Genügt ihr noch ein durch den Coordinatenanfang 
gehender Kcgelschnitt 

Y) ( " o ~ e + p l x ~  + ( 1 . 2 ~ ~ + v o x + v ~ y = O >  
so liisst aie sich durch gewohnliche Quedraturen integriren. - Um dies 
einznsahen, transformire man die Gleichnng a) mittels der früher auf- 

1 
gestellten Snbstitntionen x = l y + x,, y = x1 1 ,  x - - 9  d. h. mittels 

l- Z 

17 * 
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260 Zur  Integration der  Differentialglei~hun~en.  
_X-̂ ^̂ YY_X_~___ _ _ _ x  II~-~z=^-.^,.,-\,-?.-__ ^ _ I ^ ^ x I ~ ~ I - _ _ _ ~  

unter  A eine der  Wnrzeln von Gleichung 0 )  gedacht. 
D i e  veranderte Gloichung steht  unter  der  Form 

d z  

8 )  
( A o + A , t + A 2 ~ 2 + A s ~ S ) - +  ( B o +  n1i)z2+ ( C o + C l t + C 2 t S ) z  

d l  
+ D o + ~ , ~ + D , t 2 + U 3 i 9 = 0 ,  

wiilirend der  Kegelschnitt y )  in  einen andern iibergeht, narnlich 

E )  p'o + pgi t + P ' ~  iz + (v', i- u ' ~  4 = 0 ,  
welcher nun  der  Gleichung 6) zu genügen hat. 

Führ t  m m  den Wertli von : aus der letzten Gleichung in die vor- 
hergeliende Di f f ' e ren t ia lg le ic l~g  ein,  so entsteht eine Gleichung fünften 
Grades bezüglich 1 ,  welche identisch verschminden soll. Indem man 
daller die Cocfficienten dieser Gleichung gleich Nul1 m t z t ,  geminnt man 
vier Gleichungen zur Bmtimrnung der Verhaltnisçe der Kegelschnittscocffi- 
cienten ; die anderen zwei Gleichungen drücken Bedingiingen aus, wel- 
chen die Coefficienten der v o r g e l ~ g t e n  Differe,ntialgleichung infolge Vor- 
aussetzuug der  particularen Losung r )  unterliegen. 

Scliliesslicli sei bernerkt, dass das particulire Integral der DiiTeren- 
t ia lgl~icl iung oi) eine Curve mter Ordnung sein darf ,  deren Gleichung 
symbolisch folgendermassen za lauten hat: 

( ~ O x + ( ~ r n y ) ~  + ( v o x +  ~ m - 1  = 0. 
Denu d u r d i  Einfiihrung der frülieren Substitutionen leitet man hieraus 
einc C u r r e  a b ,  deren Gleichung 

(P'Oep'ml)m + ( ~ ' ~ + v ' , - l l ) ~ - ' . z =  O 
ist und  welclie, wie cine ahnlicbe Abzdlilung ergiebt, ebenfalls unter 
z w e i Bcdingungcn der Differentialgleichung 8) particular genügt. 

II, Verwerthnng von integrirenden Factoren bei Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung. 

E u l e r  hat  im V. u n d  VI. Capitel des II. Abschnittes im II. Bande 
s ~ i n e r  Integralrechnung auf den Vorthril  hingcwiescn, welclien inte- 
gr iwnda Factoren bei der  Integration von Differentialgleichungpn xneiter 
Ordnung - besonders auch be,i n i c h t  l i n e a r e n  - gewahren konnen, 
u n d  an dieser Stelle mehrere cliarakteristisclie Beispiele gegeben. Es  soll 
in Folgendem ~ u f  einige neue Beispiele aufmerksam gemacht merdcn. 

Y Fiir - = z entstelit hieraus 
JG 
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Von WOLD. HEYYANN. 261 

d 2 z  dz 
2 ' -+x-  = F ( z ) ,  

da' d x  
wobei 

F ( z )  = f ( 2 )  + O 2- 

d z  
Der integrirende Factor  der  letzten Gleicliung ist - I und selbige lasst 

d x  
sich unter Verwendung dieses Factors folgendermassen echreiben: 

d x  
oder iutegrirt 

d z  
x - = /cl + z/F(z) di .  

d x 
Eine nochmalige Integration liefert 

und dieser Ausdruck geniigt der Gleichung 2); für Gleichung 1) hin- 
gegen hat man das Integral 

Auf Gleichnng 1) kommt die allgerneine E u 1 e r'sche Gleichung 

zurück, dann snbstituirt man i n  letztero 

l+Au s=- 9 q = - 9  mitliin y"= u3v", 
u u 

so entsteht 

Nimmt man für A eine der  beiden Wurzeln der Gleichung 

or+2/3A+AyZ=0 
und sctzt an Stello von 

r+2@+yA)u 
eine neue Variabele s, so erhalt man 

also eine Gleichnng, welche mit Gleichnng 1) bis anf einen constanten 
Factor x übereinstimmt, welcher bei der  Integration nicht weiter stort. 
Der integrirende Factor von Gleichung 3) lautet 
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262 Znr Integration der  Differentialgleicliungen. 
__Y___--------- ---- 

~ d e r  i n  den ursprünglichen Variabelen mit Benutziing der Substitn- 
tionen P = z ( ~ ) .  dx R 

D i e  Gleichung 3) bietet einige interessante Speeialfalle dar, so z. B. 
die  von E u l e r  behandelte Gleichung 

E i n  Fa l l ,  welcher neu sein dürfte, ist folgender: 

Substituirt man hier 
Y = Y ~ + P ~ + ~ ,  

so entsteht 

und n u n  kann  man über p und v so verfügen, dass die  Coefficienten 

verschwinden. Die vereinfachte Gleichung Iasst sich offenbar iu der Form 

geben u n d  ist sonacli ein specieller E'all von Gleichung 3); man hut 
namlich 

Sollte B = O se in ,  so lassen sich die Substitutionscoefficienten p und v 

nicht bestimmen. I n  diesem Fa l le  benutze man die  schon bei der all- 
gemeineren Gleicliung 3) verwendeten Substitutiouen 

l + L u  
5 = ---- y = y"= u3i ' .  

U 

Vermoge dieser Ausdrücke geht die Diferentialgleichung 4) über in eine 
derselben F o r m ,  namlich 

und nun k a n n  man über A so vcrfügen, dass 

C , = C A + E = O .  

1st etwa auch C =  O ,  so wird diese Restimmung unm6glich und über- 
flüssig. Di0 vereinfaclite Gleichung k a n n  integrirt werden, donn sie ist 
ein Specialfall von 
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welcher Gleichung, wie leicht zu finden, das  Integral 

dru 
= u + k ,  

k l + 2 a w + 2  q~(ni)  dni S 
W = V +  a u 2 + b z r + c  

sukommt. 
I n  einfacher Weise Iasst aucli die Differentialgleichung 

die Integration zu ,  weil sie auf die Form 

gebracht werdcn kann. 
Wir hemerken weiter, dass anch dia Gleichung 

a13 Specialfall von 3) integrirt werden kann. Ih r  integrirender Factor ist 

und ihr Integral 
d z - 1 -- + c a .  

x 

Uieses Resultat ist insofern bemerkenswerth, als die Integration der 

in allen anderen Fallen als ri = 3 zur Zeit n i  c h  t geleistet werden kann. 
Von Gleichung 7) ausgehend, findet man ohne Mühe einige andero 

Differentialgleichungen zweiter Ordnung,  welche einfache integrirendo 
Factoren besitzen. Wir geben sogleich die Resultate. 

Der Gleichung 

8) x 3 i ' + m ( ~ ) . ( ~ i - r ) ~ + < u ( ~ ) = o  

kommt der integrirende Factor  
dl  Y 

, = e " q ( ' ) d L ,  i = -  
OL x 5 

zu, und daher lautet  das Integral  

- 1 - - - t e a .  
5 
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264 Zur Integratibn der Differentialgleichungon. 
---_1__1- ----- - ___Y____ 

F ü r  die  Gleichung 

9) 

findet man 

F ü r  

10) 
ist  

IU. Auf l15snng gewisser algebraischer Ctleichungen mittels Integration 
von  Differentialgleichungen. 

D e r  Gedanke,  algehraische Gleiçhungen auf dem Wege  der Integra- 
tion von Differentialgleichungen z u  losen, findet sich wohl zuerst bei 
J o l i .  L a n d e n ,  welcher im J a h r e  1755 i n  T h e  Mathematical lucubra- 
tions die  cubische Gleichnng i n  gedacbter Weise behandelte. 

L a n d  e n  geht von der GleicbungY 

q - = - ( 2 9 - P X )  

aus, sieht x als unabhangige, q als abhangige Variabele a n  ; er differen- 
zirt die Gleicliung successive dreirnal u n d  erhalt 

Durch  einen zweifachen Integrationsprocese gelangt er rückwarts zu einer 
Differentialgleichung erster Ordnung 

und durcli eiue nochmalige Iutegration gelingt es ,  x durch p und q ex- 
plicite darzustellen ; es erscheint die C a r d a n  i'sehe Formel. 

Bei genauerer Betrachtung der L a n d e n l s c h e n  Methode bemerkt man, 
dass eine dreimalige Differentiation u n d  rückwarts geleitote Integration 
nicht notliig is t ;  es genügt ein einmaliger Proeess. - W i r  wollen dies 
a n  der  Gleichung 

* Vergl. M a t t lii e s s e n , Grundzüge der antiken und modernen Algebra der 
litteralen Gleichungen, 5 133. 
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Von WOLD. HEYMANN. 265 

1) y = x 3 - 3 a e x  
zcigen. Diffcrenzirt man selbige nach X, so folgt 

und quadrirt man beide Gleichungen, so entsteht 
y 2 = ~ 6 -  6 a % 4 + 9 a 4 x 2 =  ( x z - 4 a z ) ( x 4 - 2 u 2 x z + a 4 )  + 4 ~ 6 ,  

Durch eine einfache Combination dieser Gleichungen erhalt mau 

und hier lassen sich dio Variabelon t rennen,  namlich 

Nun ergiebt die Integration 

1 ( z + ~ x ~ - 4 a ~ ) = $ 1 ( ~ + ~ ~ ~ - 4 a ~ + + ,  

und da für  x = O auch y = O ,  60 ist  c = 4 14. 
Nach Beseitigung der Logarithmen findct sich 

und durch Addition gelangt man z u  der C a r d a n i ' s c h e n  Formel 

Bei dieser Behandlung der Gleichung erlodigt sich der casus irredzcciï~ilis, 
wie schon L a n d  e n  bemerkte, in der  natürlichsten Weise. Die Diffe- 
rentialgleichung 2) gestattet namlich auch folgende Schreibweise: 

dri: --- d Y 
- 1 

~ Z a " - 3 ~ / 4 a a " - ~ "  
und dies giebt integrirt 

5 Y 
arcsin - = 3 arcsin - + c .  

2 a 2 ri3 
Setzt man 

oder, wenn man au  den Urnkehrungsfunctionen iibergeht, 
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1)iirch die letzten b e i d ~ n  Aiisdrücke sind die drei L isungen  der Gleich- 
ung  1) gegeben, wenn festgese.tzt wird, dass 

M o i v r e  hat  bekanntlich die Glcichung * 

aufgestellt und gelost. Dieselbe k a n n  mittels einer Para rne te rdars te l l~n~ 

folgendermassen geschrieben werden : 

und hierdurch ist man von ihrer algebraischen Auflosung nicht mehr weit 
entfernt. 

Will man jedoch die Aufl6suug durch Integration bewerkstelligen, 
so bilde man 

Quadrirt  man diese Ausdrücke und  beachtet die Gleichungan 4), 80 

ergiebt sich 
1 na 

( ~ ) ' = - ; 8 ( r ~ - ~ u ~ l l  (g) =Si (yP-4aZn)  

oder nach Division 

li"(yL 4 u2n) 

Hier  lassen sich wieder die Variabelen t rennen;  man erhalt** 

* E u l e r ,  Analysis des Unendlichen, Bd. 3 S. 16. 

** Dieses Besiiltat lksst 'sich auch folgendermassen aussprechen. Das Integral 
1 d y  
nJyv 

wird durch die Substitution 
1 a(n-3) y = x " - - a ~ ~ n - Z  + - a4xn-4 - . . . 
TL 1.2 

übergeführt in 
JL. vx2 - 4 a2 

Solche Transformstionen sind in der Theorie der hyperelliptischen Integrale von 
Wichtigkeit. Würde man etwa in das elliptische Integral 

AL- + j  vv-4a2nJ(y - b )  

für y das Moivrc'sche Polynom einsctzen, so würdc da0 complicirte Int,egral 
d x 

12 
( z g -  raz) a > x n - ~ + .  .- h- 9 

entstchen und also letzteree auf das vorhergehende redncirbar sein. Es würde 
~onach beispielsrveise da8 hyperelliptische Integral 
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und liieraus folgt analog wie früliar 

oder auch 
o + 2 m a  . 

7) x = 2 a sin Y r S I ~ I W = - ~  m = 0 ,  1, 2 ,  ... r i - 1 .  
n 2 an 

Es ist leicht au sehen,  dam die allgemeine Gleichung, welche gegeben 
ist durch 

8) x = a ( k t + ( k l ) - l ) ,  y ~ a ~ ( l " + t - ~ )  
und welche in rationaler Form vom 2 n t e n  Grade in x iiet," de.rselben 
Differentialgleichung 5) genügt ,  orid dass das Integral explicite in y aus- 
gedrückt folpndermassen lautet: 

Da die Grosse k  i n  der Differentialgleichung 5) nicht vorkommt, so stellen 
die Ausdrücke 8) oder 9) das allgerneine Integral der  Gleichung 5) dar. 

Es liegt nahe,  diejenige Differentialgleichung zweiter Ordnung auf- 
zustellen, fur welche 

ein erstes Integral ist."' Man findet 

- j y ~ ~ j p r ~ ~ ~ ~  
verniogc der Substitution 

zurückführbar sein anf da8 elliutische 

Vergl. K O n i g s b e r  g e r , Allgemeine Untersuciiungcn aus der Theorie der Diffe- 
rentialgleichungen (1882), S. 166. 

* 1st beispielsweise pa = 3 ,  so liegt folgende Gleichung sechsten Grades vor: 

worin 

** Fragt man allgemeiner, von welcher Differentialgleichung zweiter Ordnung 
das exacte Differential 

< p ( x ) d x + x ~ ( y ) d y = O ,  x=cons-t. 

ein erstes Integral ist, so findet man 
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266 Zur Integration der Differentialgleichungen. 
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und  für diese L)iEerentialgleichung lantet daher  das allgemeine Integral 

12) x = a ( k l + ( k t ) - ' ) ,  y = ~ " ( 1 ~ + 1 - ~ )  
oder 

wo h und k die willkürlichen Constanten sind. 

Von besonderem Interesse sind gewisse lineare Differentialgleich. 
ungen , deren Integrale ziigleich algebrxischen Gleichnngen genügen.* 

Wir wenden uns a n  eine Diffeerentialgleichung zweiter Ordnung, nm 
mittels Integration derselben die  Auflosnng der  cubischen Gleichnng zn 
bew erkstelligen. Es ist dies die  Gleichung 

l 4 )  ( 4 d  - x ~ ) ~ ' ' - L ~ . ~ ' + ~ ~  = O ,  
welcher particnliir 

15) y 3 - 3 < 1 2 y - x = 0  
genügt. Urn zun5çhst darzutlinn, dass der Ausdruçk 15) der Gleichung 
14)  Genüge leistet, bilde man 

und führe dies in  14) e in ;  es entsteht 

y7- 3 a 2 y 5 - q x y 4 +  3 a 4 y s + 6 a 2 x y e + 2 z ~ - 9 a 6 y  - 3 a 4 x .  
Dieses icrt zwar nicht identisch Null;  da  man aber  hierfür auch 

( y Y - 3 a 2 y  - x ) ( y 4 - 2 x y + 3 n 4 )  

schreiben k a n n ,  so verschwindet es  infolge Auftretens des Factors 

y 3 - 3 a a y  - x = O .  

Urn nun  direct ein Integral der  Gleichung 14) herzuleiten, substi- 
tuire man in jena 

Vergleicht man die letzte Gleichurig mit 

a) 
80 hat man augenblicklich 

r p ' i -  x ~ ,  yi'=Yq, mithin rp = ue-JXdz, @ = [ e . f F d y ,  

und dies giebt, in 
j ' cpdz+xj '~dy=eonst .  

eingeaetzt, dan Integral der von L i o  u v i l l e  auf anderem Wege integrirten Diffe- 
rentialgleichung a), namlich 

Je-Pd- .  d î  + ~ J e f J ' d y  d y  =B. 

* Vergl. S p i t z e r ,  Untersuchungen im Gebiete linearer Differentialgleich- 
ungen, 1. Heft (1884). 
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Von WOLD. HEYMANN. 269 

x=2a3coscp ,  

wodurch diese Differentialgleichnng iibergeht in  

Der letzten Gleichung genügt 
<P 9 y = G l c o s ~ + C z s i n  - - 1  

3 3 
wofür ancb bei veranderten Constanten 

y = C',(cos cp + i sin cp)% + Cg2 (cos cp - i sin cp)fs 

x 
gesetzt werden darf. Beaclitet man ,  dass cosq = - 7  sn erhalt man 

2 [13 

und dao i d  das allgemeine Integral der Gleichung 14). Sol1 dasselbe 
coincidiren mit 

y 3 - 3 a 2 y - x = 0 ,  
60 mnss 

A = E ,  0=2 

sein, wo E dcr Reihe nacb die Wurzeln der  Gleichung 

E S  = 1 
bedeutet. 

Der cnsus irreducibilis erledigt sich auf diesem Wege  glcich anfzng- 
lich, bevor man noch r u  Wurzelgr6ssen tibergtlht. E s  bestimmen sich 
die Constanten i n  

9 '7' y = Cl cos -- + C, sin 
3 

2 m n  
C2 = - 2 n sin -- 

3 
mithin ist die Losung 

2 m n + < p ,  5 17) y =  S U C O S  cosp=--  n1=0,  1, 2. 
3 2a" 

I n  gleicher Weise k a n n  man zeigen, dass der allgemeinere Ansdruck 

18) 2 
cosq  = -- 

2 un 
oder anch 

19) 
der Differentialgleidiuag 
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20) ( 4 n 2 n -  
genügt. 1st s p a c i ~ l l  

2 m n  2 m i z  
C 1 - 2 a c o s - - 1  - C 2 = - 2 n s i n - - ;  m = O ,  1, 2 ,  ,..n-1, 

n n  

so stellen die Aiiedriicke fiir y, wie schon früher bemerkt,  die L6snng 
der  M o  iv re ' scben  Gleichung 

oder in P a r a m e t e r d a r s t e l l ~ n ~  

~ = a ~ ( i n + t - ~ ) ,  y = a ( t + r l )  1 

vol-. 
Specialisirt man die Constanten nicht,  so lautet dae Integral in Para- 

nnd das ist nach Elimination von t in  ratioualer Gestalt ein Ausdruck, 
der  beziiglich y big zum 2nten Grade aufsteigt. Im Falle  n = 3 bat man 

und hierin bedeuten 

der Gleichung 22) genügt sonach 

Da die Glr.icliung 2 2 )  nr igehder t  lileibt, wenn A und  B untereinandor 
vertauscht werden, so hat  man als weitere drei L6sungen 

1st x" 4a" 0 ,  so sind zwei der  Wurzelformen (namlich die, 
welche zn  e = l  gehorcn) reell, die snderen vier complex. 

1 s t  2" 4 riG < 0 ,  8 0  muas, falls die vorgelegte algebraischr. Gleich- 
ung 2 2 )  reelle Coefficienten haben soll, /IV 0 sein;  dann besitzt die 
Gleichung sechs reelle Wurzeln,  welche aber  in  der  imaginaren Gestalt 

erscheinen. Um diesen casus irreducibilis zu losen, führe man in Gleich- 
ung  22) die Substitutionen 

ein,  wodurch selbige übergeht i n  
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A-A-" ~ ~ ~ " 

( 4  cos t3  - 3 cosz  - coscp cos @)e - sin2p si1i2$ = O 
oder 

4 c o s r 3 - 3  c o s t = c o s g , c o s ~ ~ s i n < p s i ? z . i / i  
oder 

c o s 3 z = c o s ( 2 t n n ; + < p  TV). 
Rlithin genügen der Gleicliung 22) im vorliegenden Falle folgendc sechs 
reelle Grossen : 

- 2 m n + ~ " ,  n = 0 , 1 , 2 ,  y = 2 a g c o s  
3 

wobei 

Ganz analoge Forrneln gelten, wenn man es mit der erwahnten 
Glcicliung 2n"" Grades zu thun hat. 

Obwohl alle die hier behandelten Gleichangen eine rein algebraisclie 
Auflosung zulassen und der Differentialbegriff nur  künstlich in die Rech- 
niing gezogen wird, BO darf man das angegebene Verfaliren doch niclit 
als eine überflüssige Complication einfacher Eeziehungen anselien. Denn 
einmal wird durch Untersuchungen godachter Art ein Streifliclit auf dic 
In t~gra le  gewisser Differcntialgleichiingen geworfen, und das anderc? Ma1 
sind die Mittel und Wege fiir die Auflosung hoherer algebraischer Gleich- 
ungen vorwiegend in der Theorie der Differentialgleichungen zu suchen, 
wie das durch die J a e O b i'schen und A b  el 'schen Untersuchungen über 
die Modulargl~ichungen der elliptischen Functionen und  deren Differen- 
tialgleiçliuugen genugsam bekannt ist. 
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Ueber einige Abel'sche Integrale erster Gattung. 

Von 

Prof. II. J. RINK 
in Groniugen rIIolland). 

Anf den folg-enden Seiten hetracbtcn wir einige A b e  l'sche Integrale 
dx 

von der ~ o r m  [F wobei R (x) = (x - Q ~ ) P ~  (x - u Z ) ~ u ~  . . , (x - amV'*. 
R ( 5 )  

A b  e l  hat  in  seiner berülimten Abhandlung ,, Mkmoire sur  une propri6tC 
génkralc d 'une classe très - étendue d e  fonctions transcendantes " *  in 
diesem Falle untersucht,  wie gross die  kleinste Zahl von Integralen ist, 
morauf die Siimme eiuer willkürlichen Zahl von  Integralen reducirt werden 
kann. Wie bekannt ,  ist diese Zahl die narnliche, wie die spater von 
R i e m a n n  durch d m  Namen G e s c h l e c h t  angedentete, u n d  wir frageri 

n -- 
erstens, welche Werthe von n ,  p l ,  p,, . . . pm das Geschiecht von J R ( x ) ~ = I  
ausrnachen. 

 as Geschlecht p wird in dieeem Falla gegeben dur& die Formel 

p=~{(n-l)(m-l)-(vo-l)-(~~-l)-~..-(~m-l)~, 
wo 

v, den gr6sstcn gcrnoinsamen Thei ler  von n und  p,+pz+. . . + p m ,  

7 7  9 7  77 7 7  7 7  71 pl 9 

v 2  ,, ,l 77 .> n ,; p, n. S. W. 

bezeiclinet. 
Wir  nehmen weiter a n ,  dass n ,  pi, p z ,  . . . pm ganze Zahlcn bedeu- 

t e n ,  die nicht siimmtlich einen gemeinsamen Theiler haben;  dass p,, 

p,,  . . . p, siimmtlich kleiner wie n und  pl + pa + . - . f P m  grosser wie 
71 sind. 

Wir  bernerken n u n ,  da68 der grosate Wer th ,  den v, baben kann, 

n ist und  dass v , ,  v,, . . . v,  nie grosser wie -? sein konnen. Ansgenom- 
2 

men den Fa l l ,  dam n = 2 ,  kiinnen nicht sammtliche v , ,  v , ,  .. . v, den 
12 

Werth - haben. Somit is t ,  wenn n > 2 ,  
2 

* Oeuvres complêtes, Nouvelle Edition T. 1 p. 148. 
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(n - l ) (m-1)  -(nz-1)-m 

oder 
p < i+;(-a). 

Iiieraus folgt, dass ,  wenn n > 2 ,  die  Zahl p nui = 1 sein kann , wenu 
nt < 4 ,  also m = 3 oder m = 2. Nur im Fal le  n = 2 kann  m = 4 werden. 

Betracliten wir den Fa11 ai = 3 ,  dann  is t  

2 ri - V" - VI - V 2  - 
P = I +  - 2 3 .  2 

p ist = 1 , wenn vo + v, + vp+  ug = 2 n. Uiese Gleichung kann n u r  daun 
11 

r:rfüllt werden, wenn v0 = 71,  weil v i ,  v,, va nicht grosser wie - uud 
2 

niclit s~mrnt l ic l i  mit n diesen Wertli haben konnen;  ausgenommen ist 
wieder der F a l l ,  dass n = 2 ist. Sumit sol1 v, + v, + v3 = n sein,  und 
diese Glcicliung kann  nur  erfüllt werden in den E'allen 

rlamit aber n ,  p,, p z ,  p, keinen Theiler gemeinsam liaben, kann  im e r ~ t e n  
Falle n nur = 3 ,  irn zweiten iiur = 4 und im dritten nur  = 6 sein. 

1st m = 2 ,  daun ist p=l+;-(n-Y,-v,-v,) ;  p wird = I l  wenn 
v,,+ vl + v2 = n. Durch Shnliche Betrachtungen wie i m  Falle m = 3 fiiidet 
man, dass foigende Werthc dieser Gleichung genügen konnen: 

n = 6 ,  v o = 3 ,  v i = 2 ,  u 2 = l i  

v o = 2 ,  V l = = l ,  v , = 3 ,  
v O = l ,  v 1 = 3 ,  v 2 = 2 ;  

n = 4  , v 0 = 2 ,  v l = l ,  V e = l i  

Y,,= 1 ,  y = 2 ,  v 2 = l ;  

ô x  
Wir werden also zu dem Kesultat gofiilirt, dass vom Ge- 

n- 
R ( x ) ~  

schlcxht e i n s  ist ,  wenn J R ( z ) ~  eine der  folgenden Formen hat:  

Zci tachr i f t  Mathematik n. Ehysik XXiX.  5. 
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B u s  nnserer V o r a ~ s s e t z u n ~ ,  dass sammtliche y , ,  pZi . . . P m  kleiner 
a x 

wie n, und p,+p,$ ...+ p, grosser wie n sein solleu, folgt, dass 
, . .  

für keinen Wer th  von x (weder x = a , ,  u , ,  .. . u,, noch x =  CO) unend- 
lich wird und also erster Gat tung ist. Ohne Hinzufügung einer lriga- 
rithmischen Fnnction kann deshalb die  Summe zweier solcher Intrgrale 
zu einem dritten solchen Integrzl reducirt werden und das Abel'sche 
Theorem giebt die algebraische Relation, welche zwischen den oberen 
Grrnzen dieser Integrale stattfiudet. Diese algebraische Gleichnng ist aber 
da8 allgemeine Integral der Uifferentialgleicliung 

d z ,  d" '? -+= = O  
?f i (x , jk  J ~ ( x ~ j ~  

und die obere Grenze des dritten Integrals ist die Constante der Diffe- 
rentialgleichung. 

Wollen wir also e i m  algebraische Integralgleichung dieser Differen- 
n ,-- 

tialgleichung finden, wobei f R ( x ) ~  eine der oben bezeichnetm elf For- 
men h a t ,  so brauchen wir n u r  nnch dem von A b e l  gclcrntcn Verfahren 
die  Relation z w i s c h n  x,,  x,, x3  aufznsuchen, wenn 

W i e  bckannt ,  besteht dies Verfahren darin, dass man mit der Glcicbung 
gn = R ( x ) ~  eine andere v, + v, y + . . . + v n - i  gn-' = O verbindet, wobei 
Y,,, Y , ,  ... Y , - ,  y"-' gaiine rationale Punctionen von x sind. Diese 
Functionen müsssn und koniien in iinserem Fal le  so bestimmt werden, 
dasa, wenn man y zwischen beide Gleichungen eliniinirt, die resultircnde 
Gleichung nur drei Wurzeln ha t ,  die vcn zwei arbitraren Coefficientrn 
abhangen,  die i n  den Fnnctionen v vorkommen. S l l e  übrigen Wurzeln 
solleu nur  abhangen vori den Coustanten,  welche in  R ( s )  vorkooirnen. 

Man braucht echliesslich diese arbitraren Coefficienten nur  eu elimi. 
niren ans  den &dat ionen ,  welche diase Coefficienten mit den drei Wur. 
xoln x,, x 2 ,  x3 verbinden, um die gesuchtc Gleicliung mi crhaltm. 

W i r  wollen diese Methode anwenden znr Integratian der elf Gleicli 
d .z d ~ 2  

ungen ,  welche entstehen, wenn mau i n  der Gleichung 4 + n__ 
î / ~  (zljk J R  jrr2)k 

= O  die oben angedeuteten Formen gieht. 

I n  Betreff dieser Gleichungen bernerken wir, dass die erste die 
bekanute elliptische Differeutialgleicliung ist und  dass die dritte vou 

A l 1  é g r  e t "  betraclitet k t .  Weser  niimlichen Gleicliung hat  Capitan IIac 

* Couiptes rendus, S. 66 p. 1144. 
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N a h o n *  eine aueführliclie Ahhandlung gewidrnet und  C a y ]  e y  hat  eine 
hociist interessante Note dazugefügt. Uebrigens entstetien die Gleich- 
ungen 2 ) ,  6) , 7), 8) ,  9 ) ,  IO), 11) a u s  den übrigen, wenn eine der 
Grossen a ,  b ,  C ,  d unendlicli wird. 

Vollstaridigkaitstialber werden wir doch alle dieçe Gleichungen lüsen. 

a 1) - 2- ô 2 2  . + -  ---- - = o. 
x - )  ( - , - c )  ( x -  ) f ( x 2 -  0) (x2 - 6 )  (x2 - c j  (22-4 

Man betrachte die Gleicliungen 

wo v, und v, ganze rationale Functionen von x sind. Kach Elimination 
von y entstelit die Gleicliung 

v U 2 - v 1 2 ( x 4 + p x 3 + q x 2 + r x + ~ ) = 0 .  

Die Functionen vo und ir, werden n u q  so bestimmt, dass sic samrn~lich 
zwei willkurliche Coefficienten enthalten iind nur  drei oder vier Wurzeln 
von diesen Coefficienten a b h a n p n .  Dies gescliieht, wenn vo = x 2  + CYX 

+ p  und vl = 1 gesetzt wird. Hie Glricliung d r i t t m  Grades ist dann:  

( 2 a - p ) x 3 + ( a 2 + 2 S - ~ j ) x ~ +  ( 2 a P - r ) x + ( p 2 - S )  = 0. 

Die algebraische Relation zwischen den Wurzeln x,, x2, x, dieser Gleich- 
ung ist die Integralgleichung; wenn y,, y2, y3 die z u  x,, x,, x, grlivri- 
gen Werthe von y sind in der Glaichung y2 = î4+ p z 3 +  q z 2 +  r x  + S, 
so hedeutet diese Relation, dass die  Werthe x, y,, x 2 y 2 ,  x3 yS der Gleich- 
ung x2+ ax + P+ y = O geuiigen, und sie ist in Determinauteriforui 

X , ~ + Y ~ ,  51 ,  l 52S+Y21 x2, 1 = o .  
X ~ ~ + Y , ,  5 3 ,  1 

Ilierbei ist noch unbestimmt, welche der  beideu Wurzeln von y*: y l ,  y2, 
y, bedeuten. Hinsichtlich y, und  y, kann man beliebig wahlen, aber 
dann ist y, dadurch bestirnmt, dass x3, yg beiden Gleichungen genügen 
müssen. 1)ieso Form dcr Integralgleichung ist eine andere, wie die gc- 
nolinlich geg-ebene; a h w  auch diese von L a g r a n g e  gegebcnr, Porm wird 
leicht ans unseren Gleichungen abgeleitet. Offenbar besteht die  folgentio 
Relation: 

AUE der Gleichung y = - (x2  + CYX + fi) folgt aber: 

-. 

* Quarterly Journal of Mathematics, Febr. 1883, p. 158. 
18 * 
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a II) - - -- + a xz - - o. 
y ( ( x 1  - a )  (xl - b)  (x l  - c))' Y((P* - a) (z2 - b) ( x ,  - C ) , Y  

D i e  beiden xu betraclitendeu Gleichungen s ind:  

y3=(x-n)(a-b)(x-c)=x3+px"qx+r 
und  

o. 
E s  ist leicht zu selien, dass ,  wenn man v,= c r x + ~ ,  v, = 1 und v, = O 
setzt ,  die Gleichung, dia nach Elimination von y entbteht,  die sclion 
mehrmals erwalinte Form haben wird. Diese Gleichung is t :  

( a 3 + 1 ) z 3 +  ( 3 c ~ ~ P - ( a + h + c ) ) z "  ( 3 a p e + ( i 6 + n c + b c ) ) x  
+ ( p 3 - a b c ) = O .  

Sind x,, x,, x3 die Wurzcln dieser Gleichung und !ll, y,, y3 die corre- 
spondirenden Wertlie von y in  y 3 = ( x - a ) ( x - h ) ( x - c ) ,  so  erlialt man  
die Iutegralgleiçhung, indem man die Bedingung schreibt, daas x, y,,  x,y,, 

z,ys der Gleichung a x  +- /3 +- y = O geriügen. Dirse Bedingung ist: 

i :  1 
Y 3  3 3  

und das ist die von C a y l e y  gcgebene F o r m  der IutegraJgleichung. FÜF 
y,, y,' kann  nacli Willkhr eincr der drei Werthe von /?'F gmornmen 
werden,  aber  y3 ist dann wiederum bestimmt. 

Auch die von M a c  M a l i  o n  grgebene F o r m  der Integralglricliung 
wird leicht abgeleitet, denn es  bestelien die folgenden Relationen: 

3 a 2 p - ( a + p + c )  
X ~ + X ~ + . Z - ~ = -  

a> 1 
9 

3 a P 2 + ( n 6 + n r + 1 i c )  
X 1  X2 f x1 X 3  + X 2  X 3  = -- 

a3 + 1 
9 

P3 - CL b c 
x ,  xp x3 = - -. 

'2 + 1 
nieraus folgt : 

Eliminirt m m  aber x aus den Gleichuugen 

y 3 = ( z - u ) ( x - b ) ( x - C )  und y + u x + P =  O ,  
denn findct man 
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YlYtY3 =- 
( P + a a ) ! B + b a ) ( P + c a )  

und somit a3+l 

yiSy,%3' = [xi 2, x3 - 5 ( a  + b + c)  (x, x, + x ,  x3 + x, x,) 
+ + ( u b +  ac+6c)(x ,+a. ,+z3)  -abcI3 .  

Hier ist das Integral rational in x, ,  X, und  x,, u n d  in  dieijer Form ist 
dasselbe zuerst von M a c  M a h o n  gegeben. 

Die beiden zu betrachtenden Gleichungen sind : 

y 4 =  ( x - n ) " ~ - h ) ~ ( ~ - c ) ~  und  vo+v ,y+v ,y2+v ,y3=0.  

1st w eine primitive vierte Wurzel  aus  der Einheit,  dann ist die 
Gleichung, die nach Elirnination von y entstelit (wir schreiben der Kürze 
lialber x g - a = A ,  X - b =  D, X - c = C ) : ,  

( v ,  + ~ l i ~ n = / . c x  + .,A PA c'la + v , ~ ~ / z  13~1. cq:.) 
(Uo  + vl w A'/= 8% Cale - vt A ~%c+J1 - v3 w A'/Z B9/e C9/*) 

(vo - l,i ~ ' 1 2  Bsh (>% + v,  /1 H3/2 Ci/% - A% Bq/* C%) 
( v  - v ~ A ' / z  f i ' 4 C 3 / a  - Y A R%C% + y w da'. RYIaC91+) = 0. 

O 1 3 

Macht man vo  = d 2  B2 C2, ivl = <Y A2 B C, V ,  = A B, v3 = 7, 80 k m n  
man A~ B7 C6 au5 dem Producte austreten lassen, und d e r  ührig bleihende 
'I'hcil ist vom fünften Grade. W i r  hahen aber noch drei Coefficienten 
und konnen nnn  diesen solclle Warthe bei legrn,  dass noch ein Factor  
vom zweiten Grade austritt. Dics geschicht, wenn man y = O macht. 
A~ wird Factor und  die resultirende Gleichung, entstehend ans der Eli- 
mination von y a u s  

y4 = ( x  - U ) ~ ( X  - b ) 3 ( x -  c ) ~  
uud 

( x - a ) ( . : - b ) ( x - c ) ~ +  ~ ( x - a ) ( x - c ) y  + p y 2 = 0  
k t :  

(x -b )  ( ( s - c )  + b 2 ( x - 6 ) ) 2  + ( & - ~ ) ( 2 / 3 ( ~ - b )  - C Y ~ ( X - U ) ) ~ =  0. 

Die Elirninirung von or und  aus den Relationen zwischen d e n  
Wurzeln x l ,  x,, ss und den Coefficienten dieser Glrichung würde das  
Integral der Differentialgleichung i n  rationeller Form geben; meil diese 
aber ausserst complicirt k t ,  beschriinken wir uns  darauf, das Integral i n  
der Form zn schreiben, dass es die Bedingiing ausdrückt,  d a ~ s  die Werthe 
X, yl, x,y , ,  X,Y, der  Gleichung 

( x - a ) ( x - b ) ( ~ - c ) ~ +  a ( x - u ) ( x - c ) y +  B y 2 = 0  

genügen, wobei y,, y,,  y, die z u  x,, x,,  Es correspundirenden Wertbe 
von y in der Gleichung y4 = (2 -a)% ( x -  b ) 3 ( x  - c ) ~  ~ i n d .  Diese Beding- 
ung wird erfiillt, wenn 

(2, - a )  (2, - 6) ( 3 1  - c)S (5, - "1 ( x l  - C) y1 
( ~ ~ - a ) ( x ~ - b ) ( x ~ - c ) ~  ( x 2 - a ) ( ~ , - c ) y ,  

,de, ( 5 3  -a) ( 2 s  - 6) ("3 - cl8 ($3- a)  ( 2 3  - c )  Y, ys2 
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Die beideu Gleichungen, woraus das Integral  abgeleitet wird, sind: 

yG = (x - a)3 (z - / J ) ~  (z - c ) ~  
und 

" " + ~ , Y + v , Y ~ + ~ ' ~ Y ~ +  v4y4+v5y5=0.  

Sclireilien wii  wiederum ( x - a )  = A ,  (x- O) = B, (x-c) = C und 
ist o eirie prirriitive seçhste Wurzel aus der  Einhei t ,  so haben wir durch 
Elimination von y :  

(vo + vl A'/. B% cl6 f vp A 8% C%+ p3 A'/? B2 Cs/?+ v4 A2 Bali CLn/a + v5 A5/2 H I J / $  C2%) 

( v o - l .  ,,, ,-,, A' / .  B2/.C5,~+ y 2  8% ~7~ -,, A% B% C%_ ,-,, ~2 /ja13C'% _,, W2 d5hlj'O'3 C'Ys) 
4 5 

(vo+v ,  o"'t~A'/= C ' / G - ~ ~  A A% CC%+ v3 A3/1 3 2  Cs/=+v4 WZ# Bn/aC1%- 5 w i4r '~B19~C'5i~)  

jv0 - v l  A'/" R2!a (>'/6 + v2 A R% C% - v3 ,.jz% ~2 C%+ yq A2 B% CIo/> - v5 Bk% C-16) 

( v  - v ,  w ~ ' h ~ ' %  O z d g  Ra's ~ % f  v3 A a / % ~ 2  ,4nRe/a c I ~ / ~ + ~ ~ ~ ~ A : ~ B ' ~ ~ Ç % )  

( v o  -vi  ,-,,2~'/2R"/s c / r  - yp W A  &% C5/s-v3 ~ ' / 2 R 2 Ç % f  v 4 W 2 ~ 2  @/>C'Ol>f v5 W ~ S 4 ~ ' o h  (,'=/.li) 

a = o. 
Macht man v , = o l A 2 R 4 C 4 ,  V ~ = / ~ A ~ B ~ C ~ ,  V , = ~ A B ~ C "  v 3 = b A R e C ,  
v ,  = B C, v5 = E, dann kommt in obige Gleichurig der Factor  A'' BZO Ce' 
und der  übrig bleibende Thei l  ist  vom siebenten Grade. Wir  haben 
aber fün f  nillkürliche Coefficienten a, P ,  y ,  6 ,  E und drei von diesan 
k6nnen so bestirnmt werden, dass noch cin Factor vom vierten Grade 
austritt; dazu machen wir y = 0 ,  6 = 0 ,  E = O und RW2 wird. ein Factor. 
W i r  bekommen also das Resultat,  dass die Elimination von y aus den 
Gleichungen 

y6 = (X -U)~ (Z . -  b ) 4 ( ~ - ~ ) 5  
u n d  

u ( x - ~ ) ' ( x - ~ ) ~ ( x - c ) ~  + ~ ( x - ~ ) ~ ( x - b ) ~ ( x - c ) ~ y  + y4= O 

zu der Gleichung führt: 

[ ( x - c ) - / ~ ~ ( x - u ) ] ~  + a 3 ( $ - b ) ( ~ - c ) [ a " x - b )  + b P 2 ( x - a ) + 2 ( ~ - c l ]  =O. 

Das Integral  entsteht wiederum, wenn a und  j3 eliminirt werden 
aus den  Gleichungen, die sie verbinden mit d e n  Wnrzeln xl, x,, x3 dieser 
Gleichiing, und  da8 Integral würde dann einc rationale Form haben. 
Sind y,, y,, y, die mit s,, x,, z3 correspondireuden Werthe von y, danu 
k a n n  man das Integral auch schreiben: 

( r i - a ) 2 ( 2 1 - 6 ) 3 ( 2 1 - ~ ) S  ( ~ ~ - a ) ~ ( z ~ - b ) ~ ( z ~ - c ) ~ y ~  y, 
( I L  - a)' (2% - b)' ( x ,  - c ) ~  (5% - a)' (xL- 6)' ( ~ g -  C) ' I /~  yz4 = O 
( x 3  - a)' (zs - b)3  (z3- c)' ( x3  - ( s 3  - b ) 2  (5' - c ) ~  yg y: 

oder  
I 

( x l  - b ) s  ( x l  - c)% ( x ,  - n)lA ( z ,  - c)% (x, - b ) x  
(x2 - b ) x  (x, - c)Y (x, -a)% ( x ,  - c)% (x, - b)3/4 
(xy -b )%(xs -c ) 'h  ( X ~ - U ) X ( X ~ - C ) ' A  (x3-b)% 

= O,  
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Die übrigen Differentialgleichungen entstehen - aus den  hier ge- 
losten, indem man einen der Werthe a ,  b ,  c ,  d unendlich gross werden 
lasst. Und auch die Integralo dieser Gleichungen werden aus den his 
jetzt gefundenen ahgeleitet, weun man i n  den zweitcn Determinanten 
ein,en der  Faetoren (x-a), ( 2 - b )  oder ( 2 - 6 )  = 1 setzt. Die directe 
Losung dieser Differentialgleichungen kann in ganz derselben Weise statt- 
finden, wie die hehandclte, und  darurn beschriinken wir uns  darauf ,  nur 
die Integrale mitzutheilen. 

Aus den Gleichungen 

~ " ( z - a ) ( " - b ) ( x - c )  und  y+cux+p=O 

folgt , dass das Integral k t :  

Y, x1 1 

oder 1;: i: : I o  
4 ( x , x , . ~ ~ - a b ~ ) ( ~ ~ + x ~ + x ~ - a - b - c )  
= ( x , x ,  + x 1 x 3 f  x ~ x ~ - Q ~ - u c -  bec)'. 

VI) 

Dit? heiden Gleichnngen sind : 

y3=(x-a) (z - t )  u n d  y + a x + p = O  

Die beiden Gleichnngen sind : 

y 4 = ( ~ - a ) ~ j x - b ) ~  und  y ~ + a ( x - ~ ) y + ~ ( ; e - a ) ( x - b ) = O  

und das Integral:  
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oder 

Die beiden Gleishiingen sind : 

Die  beiden Gleichungen Sind : 

~ 6 = ( z - n ) ~ ( z - O ) . ~  und  y s + ~ ( z - ~ ) ( x - b ) , y 3 + ~ ( x - a ) 3 ( z - b j 3  

und das Integral ist: 

(xl - a)$ (xi - b)3  (xl - a )  (2 ,  - 1)) yI3 yI5 1 
(x, - a)"x2 - b)3 (a,  - a) ( x ,  - h )  .y,' yZ5  ; = 0 
( x ,  - a)s (x, - h ; 3  (Xs - a )  (x3 - b )  yg3 !h5 1 

oder 
' (xi - a)% (xl - b)s 
( x  - a )  ( X  b )  1 = O. 

l (x3-a) tb  (x3-61% 1 i 

y 4 = ( x - a ) ( x - b )  und g 2 + ~ ( x - I > ) y + / 3 ( x - n ) ( ~ - L ) 2 = 0  

und das Integral :  

( x 3  - a)a ( x 3  - ( x s  - O )  y3 Y; 1 
odr r  

Die beiden Glcichungen s ind:  

y G ( ~ - ~ ) 3 ( ~ - b ) 5  und g 5 + < r ( ~ - a ) ( ~ - I > ) ~ ~ ~ + ~ ( ~ - a ) ~ ( ~ - b ) ~ = O  

uud das Integral ist: 

(x1-a)5 i ( zL- , -b )% ( x l - b ) %  ( x l - a ) ? i  

(x2 - a)% (r ,  - O)% (x? - 1>)1/4 ( x ,  - ci)% 

( rca-u)~h(x3-O)% (a3 -b )G ( x3 -a )% 

= O.  
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( x ,  - O ) ~ ( X ~ -  b )4  (5,  -a )  (2, - 6)21/,3 
(xZ - ( x ,  - 6 ) 4  (x?  - a )  (5 ,  - 6)' yp3 yS5 = O 
(x3 -  a)"xg- b)4  ( x 3 -  ci) (xg- b)ay," yy3 

oder 
( x ,  - 6)% (sl- b ) x  (z,-a)% 

y15 I 
( s z - b ) x  ( 2 , - h ) X  ( x , - a ) %  = O .  
( x 3 - 6 ) x  ( s a - 6 ) s  ( x 3 - a ) A  

Die beiden Gleichungen sind: 

y G = ( x - n ) 4 ( ~ - 6 ) 5  und  t ~ 5 +  ~ ( X - ~ ) ( : L - ~ ) ~ ~ ~ + ~ ( X - ~ ) ~ ( L L : - I ~ ) ~ =  0 

und das Integral ist: 

( x ,  - a)$ (2, - 6 ) 4  ( x l  - a )  ( x ,  - 6)2 y: 
( - a )  ( x  - 6 )  ( x ,  - a) (z, - D)'ySg yz5 = O 
( ~ ~ - a ) ~ ( x ~ - b ) ~  ( ~ ~ - a ) ( x ~ - b ) ~ g g J  ya5 I 

oder 

n --- 
Wie bekannt ,  s ind die Integrale wenn J H ( x ) ~  vnm 

Gcsclilecht eins is t ,  reducirbar zu elliptitichen Integralm.  Am einfach- 
fitrn kann das geschehen, wenn man den von K 6 n i g s b e r g e r *  ge- 
gebenrn R c g ~ l n  folgt. E ine  dieser Regeln sagt aus,  dass, wenn 

jf(s, d 2  reducirbar m i n  6011 e u  elliptiichen Integralen, n den  

Werth 3 ,  4 rider 6 haben 8011, a n d  diese haben wir bestatigt gefuoderi; 
wir werden sehen,  daos auch die iibrigen Bedingnngen in unserem F d e  
erfüllt werden konnen. 

a~ 
Die Ileduction von - ist von K G n i g s b e r -  

v ( ( x - a ) ( x -  b ) ( z - c ) ) "  S 
ger** selbst schon angeführt nnd  kann  also hier wcggelassen werden. 
Wir werdnn uns beschranken auf  die Reduction der  Integrale 

a x 

wril die Rednction der ührigen ganz einfach aus diesen abgolcitct wird. 

* Crel le 's  Jonrn. Bd. 86 und 89; Mathem. Ann. Bd. 15. 
** Allgemeine Untersuchungen aus der Theorie der Differentialgleichungen. 

Leipzig 1882. 5 15 S. 220. 
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Zur Rpduction des e r s tm setzen wir: 

- - ( x - h ) ( x - C )  ( x  - h )  (3: - C) 
z =  / a  oder z" =a 

Y ( x  - 
u n d  bestimmen =a s o l  dass fn rational wird. Dann muss CI der  
Gleichung genügen 

4 ( a - l ) ( a  b c - a Z ) = ( 2 a - a ( b + c ) ) ?  
woraua 

4 ( a - h ) ( c - a )  
a=----. 

( b  - c)' 
Dadurch wird 

a x a 
1 - z4 

WO 

2 (2 
9 =  (u- c)% (c- b ) x  (O-a)+i 

a x 
Zur Rednction von -- setzen wir V ( L L . - U ) ~ ( L :  - b ) 4 ( x - ~ ) 5  

u (x - U ) ~ ( X  - h) ( x  - c ) ~  U ~ ( X - ~ ) ~ ( . T - C )  
z =  oder za = - Y 

( L C - ~ ~ Y ~  [z- p ) 3 ( x - b )  
dann ist:  

-- - (. - O )  (x - C) -- 
Jz (z " l ) =J=a - -  -- / a 3 ( x - a ) 3 ( z -  c ) -  ( ~ - p ) ~ ( x - b )  

(x- P I 2 y  

u n d  wir müssen jetzt a  und /3 so bestimmen, dass 

( ~ ~ X - ' I ) ~ ( L L . - C )  - ( ~ - p ) ~ ( x - h )  
rational wird. 

Einfacher ist  es  aber, a  und  f i  durch folgende Ueberlegung Z R  be- 
stimmen. 

Durch unsere Substitntion wird 

Wcil z und / z ( z 3 - 1 )  rational in  s und y ausgedrückt wcrden sol- 
a z 

l en ,  muas auch sJ2(23-x n n r  auf  ein einziges Abel ' sches  Integral 

führen, und  das geschieht n a r  dann ,  wenn a u n d  P so bestimmt werden 
konnen ,  dass 

einen constanten Werth k bekommt, u n d  das ist hier mvglich. Denn 
setzt man in der Gleichung vierten Grades: 
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z = n l  x = b l  x = c ,  so  findet man 

Setzt man diese Werthe von a ,  p l  k i n  obige Gleichung ein,  R O  über- - 

zengt man sich leieht,  dass noch zwei andere beliehige Werthe von z 

(z. B. x =  O und x = a) der Gleichung geniigen. Die Gleichuog wird 
also dnrch obige Werthe von a ,  f i ,  h eine Identitat. 

Die Conclusion ist ,  dass ,  wenn man setzt 

a x  
- übergeht in  g 9 wo 
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XV. 

Das ebene Kreissystem und seine Abbildung 
auf den Raum. 

Von 

J. THOMAE, 
Profeasor an dor Unirersitat Jeun. 

Veranlasst durch R e  y e l s  Werkchen über die Geometrie der Kugeln im 
Raume,  als einer linearen Geometrie von vier Ausdehnungen, habe ich in 
rneinem Seminar im Winter  1883/84 Aufgaben beharidelu lassen, welche 
sich auf oin Kugelgebüsüh beziehen, dessen Kugeln ihren Mittelpunkt in 
einer Ebene  haben. Da diese Kugeln durch ihre Schnittkreise mit jenen 
Eboncn vollig bestimmt s ind,  s o  bcziehen sich dieso Aufgaben wcsentlicli 
aiif ein System von Kreisen in einer Ebene,  auf das , , e h e n  e K r e i s -  
s y s t e m ". Die  Mannichfaltigkeit dieser Kreise ist ein Inbegriff von drei- 
facher Ausdehnung a n d  lasst sich auf die  P u n k t e  des Raumes eindeutig 
beziehen. Gerade diese Beziehung war es ,  welche mich veranlasste, dem 
Kreissystem für semiuaristische Uebungen den Voreug vor dem allgemei- 
nen  Kugelsystem z u  geben,  weil es s o  dem Lernenden leichter werden 
mochte, e ine nicht R U E  Punkten  odcr Ebeneii bestphende Mannichfaltig- 
keit anfzufassen, indem er durch jeno Beziehiing ein Bild derselben 
in der  P ~ n k t m a n n i c h f a l t i ~ k e i t  des gemeinen Raumes vorfindet. Anch 
konnte j e n e  Beziehung die Quelle werden fur  die Bildung der einfach- 
s ten Mannigfaltigkeiten einer und  zweier Ausdehnnngen im System. 
J e d e m  Punktgebi lde im Raume mnss eine Configuration von Kreisen 
des Systems entsprechen. Jedem Axioui über Ebenen,  Gerade und 
Punkte im liaurne, jedem Postulat über die Verbindung jener Elcmente 
muas ein Sa tz ,  eine Construction im Kreissystem entsprechen. So 
ergab sich e ine  Fül le  von Aufgaben, m m  Theil von S t e i n e r ,  P o n -  
c e  l e  t a n d  Anderen bereits gelost, die hier nnter  neuen anregenden Ge- 
sichtspnnkten auftreten und auf welche durch den  Spiegel des Raumes 
neues Licht fallt. Auch gieht die  Beziehung m m  Baume A n l a s  genug 
zur  Stellnng und Losung v d l i g  m u e r  Probleme, zur Entwickelung neuer 
Satze, so dass mir ein Hinlenken des grosseru mathernatischen Pnblicums 
R U €  diesen Gegenstand nützlich erscheint, weshalb ich hier das ,  was in 
dieser Sache i n  meinem Seminar znr  Sprache kam, u n d  Einiges melir 
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mittlieile. Dahei beabsichtige ich, diesen Mittheilungen soviel als mog- 
lich ein geometrisches Gewand zu geben ,  weshalb ich erlauternde Recli- 
nungen untcr den T e x t  verlege. Allerdings muss ich hierzu manche 
Kenutnisse der  Geometrie des Ranmes voraussetxen, numeiitlicli a ie  
Kenntoiss der  Polarentheorie und der  stereographischen Projection. Dirse 
Projection ist es  eben,  durch welche die Bezieliung zwisclien den Kreisen 
des Systems und den Punkten des Raumes hcrgestellt wird. 

Auf die Systemebene S setze ich eine Kugel auf ,  deren Durchm~sser  
als Maasseinbeit gelten mag und dia ich ferrierhin die  Kugel B nenrien 
will. Der  Berührungspunkt mag Südpol, der gegeniiherliegende Nordpol 
genannt werden. Vom Nordpol aus projicirt man die Kreise des Systems 
anf die Kugel ,  wo aie bekanntlich wieder als Kreise abgebildet werden, 
und umgekehrt, nur  dass allen Kugelkreisen dnrch den Nordpol gerade 
Linien des Systerns entsprechen. Allein diese geraden Linien sind selbst- 
redend dem System zuzurechnen, etwa als Kreise mit unendlich grossem 
Radius. Diese bekannte, znr IIerstellung von Planigloben vie1 benutztc, 
die stereographische Projection hat  die Eigenschaft, .  dass Linien der 
Syotemebene, welche sich unter einem Winkel  rp schneiden, Linien auf 
der Kugel entsprecbm, welche sich dort genau unter  d e m d b e n  Winkcl  
cp schneiden, oder dass Bild und Original in  den  kleinsten Theilen ahn- 
lich sind. 

Clonstrnirt man n u n  zu einem heliebigen Kreise t in S sein Rild x 

auf K nnd bestimmt zur Ehene des Kreises x den Pol  k in Reziig auf 
K,  so giebt es zu jedem Kreise f i n  S einen u n d  n u r  einen Piinkt k im 
Raume, der ihm entspricht. Aber umgekehrt? Umgekehrt giebt eo zu 

\ 
jedern Punkte IC im Raume ausserhalb der Kngel K eine diese in  einem 
Kreise x schneidende Polarebene und einen x stereographiech abbildenden 
Krciéi 1 in  S, welcher den Radius Nul1 Lat, ein I'unktkreis ist ,  weuii 
der Punkt  k auf die Kngel  fallt, und den Badius Unendlich b a t ,  d. h. 
in eine Gerade ausartet,  wenn x durch den Nordpol gelit, also wcnn k 
in dcr Tangeiitialebcne N des Nordpols n lie,@. Den Punkten  im Inuern 
der Kugel aber entspreclien Polarebenen, welche d ie  Kugel nur  in ima- 
ginaren Kreisen treffen, deren stereographische Bilder daher  auch irna- 
ginar sind. Sollten anch diesen Punkten reale Objecte entsprechen, s o  
liesse sich das dadnrch erwirken, dass man statt  der  Kreise die dnrch 
aie bestimmten Polarsysterne einführte, was jedoch die Vorstellung er- 
schweren würde, wesbalb e s  unterbleibt. 

Brkanntlich versteht man unter P o t e n z  d e s  P u n k t e s  m i n  B e -  
z u g  a u f  d e n  K r e i s  £ den Iuhalt des Eechtecks, welches ans  den beiden 
durch t bestirnmten Segmenten einer Secante durch m gebildet wird, 
positiv genomrnen, wenn m ausserhalb 1 l iegt ,  negativ genomrnen irn 
andern Falle. Diese Grosse p,, k t  unabhzngig von der  Wahl  der Secante 
und also für einen iiussern P u n k t  dem Qoadrat  der Tangente  von m un E 
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gleich, so dass ein mit dcm Radius r = Vp, um m geschlagener lireis t 
r e c h t w  i n k l  i g schneidet.* Liegt m innerhalb I, so  schneidet B den 
um m mi t  dem Radius r = y- p, gesclilagenen Kreis d i a m  e t r a l .  Durch 
~ n ~ a b e  des Mittelpunktes eines Kreises f und seiner Potenz p in Bezug 
auf den Südpol der Kugel k-, also durch drei Grossen ist derselbe vollig 
bestimmt. 

I8t aber p grosser als das Quadrat der Entfernung 6 dce Mittelpunk- 
tes vom Südpol, so ist der Radius y ( 6 6 - p )  des Kreises imaginar, so 
dass unsere Mannichfaltigkeit die Eigenthiimlichkeit hat, dass in ibr 
reellen Bestimmnngsstücken , reellen Coordinaten, imaginare Ohjecte ent- 
sprechen kDnnen. 

E s  ist für's Folgende nützlich, einen Ss tz  über Kugelkreise vorauf. 
geben zu lassen. - Legt man duich einen P n n k t  des Raumes 1' Ebenen, 
welche die P ausschliessende Kugel in Kreisen ( x )  schneidon, so stehen 
dio Krcise ( x )  sammtlich rcchtwinklig auf dem Kreisc n;, welcher durçh die 
Polarebene von P bestimmt wird. - Es  ist evident,  dass von den Kreisen 
( x )  diejenigen Krrise (x ' )  auf ri: senkrecbt s tehen,  welche dnrcli diever- 
l~induiigsliuie M P  des Kugelmittelpunktes und  des Punktes 1' gelien. Von 
den übrigeii Kreisen aus ( x )  berührt ein jeder, wie ein Blick anf den 
Tangeutialkegel lelirt, zwei Kreise der Schaar ( x ' )  anf dem Kreise a und 
folglich stehen auch sie senkreclit auf n, W. e .  b. W. 

Liegt  P im Innern der Kngel  K ,  so trifft jede Ebene dnrch P die 
Kugel. Von den so bestimmten Kngelkreisen (n) ist  derjenige der kleinste, 
der seinen AIittelpuukt in P hat. Dieser wird von allen übrigrn Kreisen 
( x )  diametral geschnitten, weil ihre  Ebenen durch seinen Mittelpunkt 
geheu. 

Wir fragen nun znerst: Was für eine Configuratiori von Kreisen in 
S entspriclit den Punkten einer Ebene  im Ranme? Wir  nennen diese 
Configuration K r  e i s  b ü n  d e l ;  sie bildet selbstredend eine Schaar von 

* Kirr.mt man r, I) zu rechtwinkligen Coordinaten in der Ebene S, den 6ud- 
pal von K mm Anfang derselben, und bestimmt durch 7, q den Mittelpunkt, eines 
Kreises f ,  durch die Potenz p des Coordinatenanfanga in Beziehung aui' f seinen 
Halbmesser, E O  ist f durch r ,  I], p vdlig bestimmt, und zwar kt sein Halbniesser 

r=V(rr+qi) -4). 
Der eukprechende I'unkt k im Raume m a g  die rechtwinkligen Coordinaten z, y, 8 

haberi und die x- und y Axe m6geu bee. mit der 1- und 1)-Axe zusarnmenfallen, 
Alsdann bestehen die Beziehungcn 

r=x:(l-z) ,  ~ = y : ( l - z ) ,  p=z:(l-2);  
x=r:(l+p:, y =q:(l+p), z=p:(l+p); 

wenn p die Potenz von k in Dezug auf K ist. Nuu ist p negativ für das Innere 
der Kugel (Ku11 auf der Kugel), folglich iet r  füi solche Punkte irriagi~iar, w i h -  
rend p ,  4 ,  d. h. die Coordinaten des Mittelpunktee des Kreises, immer reell sind. 
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zweifach - unendlicher Mannichfaltigkeit , eine Scbaarschaar. * Wir be- 
traclteu zunlichst solche Ebenen E ,  welche die Kugel K scbneiden. 

Die Polarebenen aller P u n k t e  von E gelien durch eineu F u n k t  O 

susserhalb K, den  P o l  von E ,  und treffen die Kugel  K in  Kreisen ( x ) ,  

welche den Kreis w , den E sus  der Kugel schneidet,  s h m t l i c h  recht- 
winklig treffen. Die  stereographischen Projectionen (E)  der  Kreise ( x )  

treffen mitbin die Projection o von o auch sammtlich reclitwinklig, wes- 
halb wir Q den O r t h o g o n a l k r e i s  des Bündels nennen. Uingekelirt, 
alle Kreise ( f ) ,  welche einen Kreis o rechtwinklig treffen, bilden sich 
stereographimch auf Kreise der  Kugel II a b ,  die  die Projection o von O 

rechtwinklig treEen, deren Ebenen  durch einen Punkt  e ausseihaib Ii 
gelien, deren Pole in einer Ebene E l iegen, die durcli w gelit. Den 
Punkten von E im Innern von B entsprechen keine reslen Kreixe, den 
Punkten auf P entsprechen Piinktkreise des Systems,  welche die Kreis- 
linie o ausfüllen. D e r  Kreis Q als solclier geh6rt niclit zum Iliündel, 
ebenso wenig als O auf E liegt,  wenu E nicht Tangentialebene ist. Den 
Schuittpunkten von E u u d  N entsprechen gerade Linieu iu S, welçlie o 
reçlitwinklig schneiden u n d  daher alle durcli den Mitteluiiiakt vcn o gelien. 
Schneidet ein Kreis E den Kreis o rechtwinklig, so ist scino Tangente 
im Sclinittpunkte zugleich Radius von O ,  nud folglicli ist das Quadrat 
dieses Radius - rorD - die: I'otenz dieser Krrise. Alle Kreise, welche 
O ortLogonal schneiden, also alle Kmise des Rnudels Q haben in Bezug 
auf die Mitte von O ,  den P o t e n z p u n k t  d e s  B ü n d e l s ,  d i p s e l b e  
Poteiiz, genannt B ü n  d e l  p o  t e n  z. 1st E Tangentialebcne, so  gehen alle 
Kreise der entsprechenden Bündel durçb einen P u n k t ,  den einzigeu 
Punktkreis des Biindels, der zugleich Orthogonalkreis 
des Berülirungspunktes von E an  K ist. Urngekehrt 
durch einen P n n k t  ein Bündel ,  d c s ~ e n  entsprechende 
ebene ist. Da die Biindelpotenz Nnll is t ,  so  wollen 
Bundel N n l l b i i n d e l  riennen. 
- 

* 1st A x  + B y + Cz - D = 0 die Gleichung der Ebene, 
des entsprechenden Bündels 

Ar+Br)+(C-D)p-B=û.  

und die Projection 
bildcn die Kreise 
Ebene Taugential- 
wir einen solchen 

so ist die Gleichung 

Znei Kreise ;c, b, V ;  ;c', q', p' sehueiden sich rechtwinklig, wenn 
r x ' + i , v f - & ( v + p 1 ) = O  

ist; folglich schneiden alle Kreisc dès Bündels den Kreis O, dessen Coordinaten 
A r - -  B B  

o - 2 t U - C ) ,  V O = ~ ( U - C ) ~  PO=- z(n-c) 
sind, rechtwinklig. nieser Kreis, der O r t h o g o n a l k r e i s  des  Ründe ls ,  hat 
den Radius r, = ~ ( A A + B R + ~ T ) ( B - c ) ) :  z ~ / ( D - c ) ,  
dessen Qusdrat zugleich die Potcnz allcr Kreise des Bündels in Bezug auf den 
hlittelpunkt des Kreises D ist iind daher Riindelpotenz heisst, auch wenn ro imagi- 
n a ~  kt. Die Yotena des Pnnkks r', q' in Bezug auf den Kreiu x ,  L), p ist 

if+ q'p' - 2 rr'- 2 q q'+ p.  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Irgend zwei diametral gegenüberliegende P u n k t e  des Orthcgonal- 
kreises o sind für alle Kreise des Bündels conjugirt,  und umgekelirt, 
alle Kreise, die zwei gegebene Punkte  zu conjugirten haben,  liegeri in 
einem Biindel, dessen Ortliogonallrreis die Verbindungslinie jener 2wr.i 
Punkte  znm Durchmesser hat. 

Ehe  wir zu Ebenan ühergehen, die  K nicht treffen, hetrachten wir 
eine Gerade im Baume. Sie mag bezeichnat werden durch zwei Ebenen 

( E ; ,  E,), deren Schnitt sie i s t ,  oder durch zwei Punkte  (k,, k,), deren 
Verbindungslinie sie ist. 

1st die Gerade (.Jil, E,) Tangente a n  die Kugel K ,  so haben alle 
Ebenen ,  welche Polarebenen der Punkte  diever Geraden s ind ,  die Gerade 
( O , ,  O,) zur  A x e ,  welche senkrecht auf (El ,  E,) oteht und die Kugel i n  

demselben P u n k t e  als jene berührit. Alle Kreiso ( x ) ,  welche durcli die 
I'olarebenen auf K bestimmt werden, berüliren sich, also müssen sicli auch 
die  stereographischen Bilder (El dieser Kreise beriihren. Mau uennt die 
Configuration von Kreisen,  welche den Pnnkteu  einer Geraden enthpre- 
clien, ein K r e i s b  ü s c h e l  und  bezeichnet diesen entweder durcli zwei 
Kreisbündel ( E l ,  E2) oder dnrch zwei Kreise (II ,  f,). Alle Kreise, welche 
sich i n  e i n e m  Puukte  berühren, entsprechen einer Tangeute an dic 
Kugel ;  einen solchen Büschel wollen wir einen Uerülirungsbiischel nennen. 
1st (El ,  E2) Tangente an die Kugel und also anch ,ihre Piilare (O,, O,), 

so schneiden die Kreise des Büschels (E l ,  E,) die  Kreise des Büscliels 

(O,, O,), welcher der Pûlare (O,, oz) entspricht , sammtlich senkrecht, weil 
dies offenbar mit den Kreisen auf der Kugel  der  Fal l  ist ,  welche die 
stereogrsphische Projection dieser Büschel sind. Tm Büschel (G,, Ci,) i ~ t  
eine Gerade mit enthalten, ebenso in (ol, O,), welche Potenalinie des 
Büschels heisst, weil jeder ihrer Punkte  dia evidente Eigenschaft hat, 
für  jeden Kreis des Büschels dieselbe Potenz zn haben. Die Potenzlinie 
des I3üschels (EL, G,) ist die Centrale des Büschels (O,, O,). 

Trifft die Gerade (El ,  E2) die Kugel K ,  so gehen die Polarebenen 
ihrer P u n k t e  durch eine Gerade (O,, O,), die Polare von (El ,  &), welclie 
die  Kugel nicht trifft. Die Polarebenen der  P u n k t e  anf ( E l ,  E,) srhnei- 
den sich daher auf i i c h t ,  rnitliin scl-ineiden sicli auch die Kreiee des 
zugehorigen Büschels (CS,, 6,) in S n i  c h t ,  wie aus  der  stereographischen 
Verwandtschaft folgt. Zum Büschel (Q,, 62,) gehoren aber  zwei Punkt- 
kreise, die den Sclinitten von ( E l ,  E,) mit K entsprechen. Eine'Ebene 
E durch ( E l ,  E2) t r i a  die Kugel  i n  einem Kreise o, desmn stereogra- 
pliische Projection O i n  S von jedem Kreise des Büschels (G,, (3,) reclit- 
winklig getroffen wird, weil O Orthogonalkreis d e s  Bündcls CF ist ,  der 
der Ebene  E entspricht. Die Gesarnmtheit der  Kreise O hiidet aber den- 
jenigen Büschel, welcher der Polare (O,, O,) von ( E l ,  E,) entspricht. Sind 
zwei Gerade im Raume einander polar i n  Uezug auf K ,  so haben die 
entsprechenden Büschel die Eigenschaft, dass die  Kreise des einen die 
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des andern senkrecht schnciden. Urngekehrt entsprechen Büscheln, deren 
Kreise sich senkrecht schneiden, polare Gerade im Raume. Die sammt- 
lichen Kreise des einen dieser Büschel,  dessen entsprechende Gerade IT 
nicht trifft, gehen durch zwei feste P u n k t e ,  die D o p p e l p n n k t e  des 
Büschels, die Punktkreise desjenigen Büschels, welclier der Ps la re  ent-  
spricht, denn auch diese müssen von allen Kreisen des ersten Büschctls 
rechtwinklig getroffen werdcn. Die  Verbindungslinie der Doppelpnnkte 
liat die evideiite Eigenschaft,  dass jeder ihrer P u n k t e  in  Bezug auf alle 
Kreise des Büschels d i  e s  e l  b e  Potenz hrit; sie gehort selhut mit zurn Rüschel 
nnd entspricht dem Schnittpunkte der  Geraden ( E l ,  E2) mit der  Ehene N im 
Raume. Sie heisst die P o  t a n  z l i n i e  des Büschels. Sie  ist die Centrale des- 
jenigen Büschels, der zur  Polare der dem Büschel im Ranine entsprechen- 
den Geraden geliort. Zii einem Büschel mit Doppelpunkten geliort ein 
klririster Kreis,  auf welctiem die L)oppelpunkte diametral liegen. Zu einer 
Geraden , welche die Kugel  trifft , geliort ein Biiscliel, dessen Kreise sich 
nicht sciineiden, deren Mittelpunkte aber auch auf einer Geraden liegcn, 
der Verbindungslinie der Piinktkroiso. Die Potenzlinio des zur Polaio 
gehorendcn Büschels muss namlich alle Kreise des ersten Büschcls eenk- 
recht schneiden, also durcli alle Mittei~iiinkte gahen. Zii einem Riiscliel 
ohne doppelte Punkte  gehort auch eine Gerade, der Kreis (80 zu sageri), 
welcher dem Schnitt  der Geraden im Raume mit N entspricht; da bie 
die Kreise des I'olarbüschels, rechtwinklig sclineidet, so ist  sie die Cen- 
trale des letxteren, worau8 sofort folgt , dass ihre Punkte  f'ür alle Kreise 
des Biischels dieselbe Potenz haben,  dass sie die Potenzliuie des Bü- 
s c h e l ~  ist. 

Liegt die Gerade in der Ebene N, so hesteht der entsprechende 
Büschel aus einem gewohnlichen Strahlcnbüschel, wir habeu n u r  e i n  i: n 
Doppelpiinkt. Die l'olare dieser Geraden geht durch dan Nordpal,  ihr 
entsprechen concentrische Kreise,  deren Potenzlinie die nnendlich ferne 
Gerade der Systemebene ist. Liegt eine Gerade in N und  gelit sie zu- 
gleich durch den Nordpol, so entspricht ihr ein Parallelstrahlenhüschel.  

Projicirt man einen P u n k t  k vom Nordpol, so geht der Projec- 
tionsstralil durch den Mittelpunkt m des Kreises f ,  welcliem k entspricht, 
weil den Puukteri des Projectionuatrahles concentrische Kreise entsprecheii. 
Biervon lasvt sich sofort eine cichone Anwendung machen. Allen Kreisen 
in SI welche eine Curve (5: berühren, entsprechen die Punkte  einer ab- 
wickelharen, die Kugel K he.rührenden Flache im Raume,  denn die Schaar 
von Kreisen, welche Q i n  einem P u n k t e  berühren, entspricht den Punk-  
ten einer die Kngel Ir' beriihrenden Geraden. Dem Rrümrnnngskreise 
von Q aher in jenem P u n k t e  entspricht der Schnittpunkt zweier unend- 
lich nahe b e n a c h b ~ r t e n  Geraden,  also ist die Flache abwickelbar. Pro- 
jicirt man nun die Wendecurve dieser abwickelharen Flache vom Nord- 
pol in die Systemebene S, BO sind die Projectionspunkte die Mittcl- 

Zsftsohiift t Mathematik n. Physik XXIX, 5. 19 
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werden, so zeichne man znerst den Kreis f', der  durcli m' iind die Punkt -  
kreise geht. Die Tangente  des Kreises 1' in m trifft die Centrale irn 
Mittelpunkte des gesuchten Kreises. Denn dieser Kreis ist der einzige, 
der seinen IIittelpunkt a u €  der Centrale h a t ,  durch m' geht und t' reclit- 
ninklig sçhneidet, Eigeriscliaften, die der gesuchte Kreis f haben muss. 

Diese Constrnction lehrt ,  dass die Mittelpunkto der Kreise E des 
Bündels f , ,  r, die Centrale nicht vollst51idig a u s f ü l l ~ n ,  tinndern ausser- 
halh der Punktkreiso liegen. Die Kreise, deren Mittelpunkte zwischen 
ilinen liegen, habcn imaginare Radien. 1st von dem g e s u c h t ~ n  Kreise f 
nicht ein Punkt  seiner Periplierie, ~ o n d e r n  der Mittelpnnlit 111 gegeben, 
so zielie man durch die Puriktkreise einen belirhigeii Kreis ,  der seinen 
Alittelpunkt auf der Potenzlinie hat. Von m ziehe man an diesen Kreig 
eine Tangente und  schlage mit ihr als liadius um m einen Kreis,  er ist 
der Kreis E. 

Drei Puukte  bestimrnen eine Ebene. Postiilat: sie zu construiren. 
- Drei Kreise bestimmen ein Biindel. Aufgabe: denselben zu con- 
~ r u i r e n .  Wir betrachten den Bündel als construirt, wenn wir seineu 
Potenzpunkt iind seinen Ortliogorialkreis 0 oder seinen Diamet,ralkreis b 
construirt haben. - Die dr r i  Kreise f,, f2 ,  E, bestimmen paarweise ein 
Büschel, mithin drei Potenzlinien. Der  Schnittpuukt der  Potenzlinien 
von (El, fp) mit (Ez, f3) muss auch auf der Potenzlinie (f,, f ,)  liegen, weil 
von ihm aus die Potenz für alle drei Kreise d i e s e l  b e  ist. E r  ist un-  

- bestimnit, weuri die  drei Kreise in e i n  e m  Büschel liegen. Giebt es von 
diesem Punkte aus eine Tangente an eineri uud rriithin an alle drei 
Kreise f , ,  E,, f 3 ,  so  ist sie der Radius des Kreises o. Giabt etl keine 
Tangente, so zeictinen wir die kleinste Sehne für einen der  drei Kreise, 
sie ist der Durchmeeser des L)iarnetralkreises b, womit die Aufgabe er- 
ledigt ist. 

Zwei Ebenen bestimmen eine G e r ~ d e .  Postiilat: diese Gerade zn 
construiren. - Zwei Büridel @,, CS., bestimmen ein Büschel. Aufgnbe: 
denselben zu construiren. - Diese Aufgahe zerfallt in die drei:  1 .  alle 
~ r e i s e  E xu zeichnen, welche O,,  oz orthogonal schneiden; 2. alle Kreise 
f zu zeichnen, welclie b l ,  b2 diametral schneiden; 3. alle Kreise t zn  
zeicbnen, welche 0 ortliagonal und b diametral schneiden. 

Erster Fall.  hian heritimme die Potenzlinie zu O,, oz; aie ist die 
Centrale des gesuühten Büschels und  die Centrale ol, o2 ist die Potenz- 
linie desselben. H a t  der Biischel (O,, O,) reelle Doppelpunkte, so sind 
sie die Punktkreise d m  gesuchten Büscliels; ha t  er Punktkreise, so sind 
aie die Doppelpunkte derselben. 

Zweiter Fal l :  Die Potenzlinie, also ein erster Kreis des gesuchten 
Biischels ist die Centrale b , ,  b,, die beide Kreise diametral triEt. Die End-  
pnnkte der Durchmesser von b,, b,, die auf der  Centrale senkrecht stehen, 
bilden ein Antiparallelogramm, folglich ein Kreisviereck, und  bestimmen 
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so einen zweiten Kreis des gesuchten Büschels, womit derselbe construirt 
ist. E r  hat immer Doppelpunkte. 

Dritter Fall. Sol1 o orthogonal und b diametral geschnitten werden, 
so ist wiedor die Potenzlinie, also ein erster Kreis des gesuchten Büscliols 
die Centrale o b .  Beliebig viele andere Kreise des Uiischels findct man, 
wcnn man durch irgend zwei Diamctralpiinkte von b einen Krcis zieht, 
d r r  O orthogonal trifft. Diese Aufgahe ist niir ein epecieller Frtll der 
hereits gclosten, zu drei Kreisen O , ,  02, O, den Orthogonalkreis zu zeicli- 
neii, indem hier zwei derselben zu Punktkreisen zusarnmengeschriirnpft sind. 

D e r  FaI l ,  dass einer d ~ r  Bündel E l ,  Q, oder beide Berülirungebün- 
del s ind,  kann  seiner Einfachlieit w g e n  übcrgangen werden. 

Postulat :  Den  Schnittpunkt einer Geraden mit einer Ebeue  zu finden. 
- Aiifgabc: D e n  Kreis zii zeichncn, d m  ein Ründel Q und ein Riis~liel 
(O., , Q2) grmein liaben. - Man cmst ru i re  zwei Orthogonalkrrise O,, O, 
des Biiçcliels ( a , ,  @,) und zcicLne den Kreis,  der diese und den Ortbo- 
gonalkreis O von 6 ,  wenn ein solcher vnrhanden is t ,  ebenfalls recht- 
winklig sclineidrt;  es ist der gesiiclite. Besitzt aber  Qr eiuen Uiametral- 
kreis b ,  so zeichnen wir zwei Kreise des Büschels (@,, Q,), welche b 
fiçhnciden. Dic  Verbiiidungslinieii der Schnittpunkte t, b gchen durch 
d e n  Potenzpi inkt  m des Riindels (f, ,  f , ,  b), welcher Bündcl auch den 
grsucliten Kreis euthalt. Zirht man daher durch m eiiien Durchmesser 
a n  b ,  so b~s t imrn t  er die Schnittpunkte des g~suc l i t en  Kreises mit b. 

Zieht man von m Tangenten a n  a ,  so l i ~ f e r n  sie die Beriilirungs- 
purikte der beideu Kreisr ,  Wefclie deni Biischel (G,, (3,) angeh&n und 
b beriiliren. Somit ist nebenbei die wiclitige Aiifgahe gelbst: D i e  be i -  
d e n  K r e i s e  e i n e s  R i i s c h e l s  z i i  f i n d e n ,  w e l c h e  o i u e n  g e g e b e -  
n e n  K r e i s  b a r ü b r e n .  

Pos tu la t :  Dnrch den Schnitt zweier Ehenen und einen gegebenen 
P i ink t  eine E b e n e  zu legen. - Aufgabe: Ein Büschel ist  durch zwei 
Bündel  a,, Gp gegeben, man sol1 denjcnigen Bündel construiren, der 
dirscn Büscliel und eincn Kreis 1, enthalt. - Man construire zu zwei 
Kreiaen des Büscliels T l ,  f, und zu f, den Orthogonal- odrr  Diarnrtral. 
k r r i s ,  eo ist de r  I3iinde1 hestimmt. 

1st  nicht de r  Kreis f 3  grgeben, sondern wird verlangt,  dass der 
Ründe l ,  der (f,, E,) eiitlialt, ein Nollbündel sei,  was nur  mbglich ist, wenn 
( f , ,  f,) reelle Doppelpunkte h t ,  su sind die beideu Bündel ,  welcbe je 
e inen  der  D o p p e l p u k t e  zu Ortliogonalkreisen , hier Punktkreisen, haben, 
d ie  gesuchten. 

Fos tu la t :  Dre i  Ebenen bestirnmen einen Pnnkt ;  denselben zu zeich- 
nen. - Aufgahc:  Drr i  Hiindel bestirnmen einen Kreis; denselben zn 

zcichnen. - Sehen wir von dem einfache,ren Fal le  ab, dass unter den 
g ~ g e b e n e n  Bünde ln  sich Nullbündel vorfiuden, so zerfallt die Aufgabe in 

d ie  vier: 
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Einen Kreis zu zeiclincn, der 
1. O, ,  O,, o3 ort~hogonal, 
2. b,, bp,  b3 diametral, 
3. O , ,  O, orthogonal,  b3 diametial ,  
4 O, ortliogonal, bz, b,  diarn'tral 

trifft. - Im Falle 1 k t  der gemeiiisame IJotenzpunkt Mittelpunkt, und 
die Tangente von ihm an cinen der Kreise ist der Radius des gesucliteu 
Krrises, der auch imaginar sr in  kann. I n  den anderen drei Fallen ist 
die Losnng irnrner reell, weil der  P u n k t ,  den die drei den Biindeln ent-  
~prechenden Ebenen gemein haben,  ausserlialb der  Kugel H l i rg t ,  wenn 
e i n e  von ilinen K nicLt trifft. Uebrigens sind alle vier Aufgaben berrits 
erledigt, denn zwei der gegebenen K r e i ~ e  hestimmen ein Büscliel, und 
es ist nur der Kreis zu zielieli, welchen dieser Uüschel mit dem durch 
den dritten gegebeneu Bündel gemeiu hat. Diese Aufgabe ist aber schon 
gel6st. 

Weiss man a pr ior i ,  dass zwei Büscliel eincn Kreis gemein haben, 
sn ist er mit den bisher gegrhenen Mitteln auch leicht zu finden. Zwei 
Uüschel mit 1)oppelpurikten haben einen Kreis geniein, wenn diese ein 
Kreisviereck hilden. 

Dies dürften die Fundamentalconstructionen se in ,  auf welche die 
linearen Aufgaben zwischen Kreisen, Büscheln und Bündeln füliren; ehe 
wir  aber zu Gebildeu zweiter Ordriung übrrgehen, fügen wir noch eiuige 
nützliche Aufgabeu und Bemeikungeu au. 

Die Aufgabe, denjenigen Kreis eu finden, für welchen zwei Paare  
von Punkten einauder conjugirt s ind,  f'ührt auf eiu Büschel. Denn  dio 
Verhindungslinien der Punkte  j e  eines Paares  sind die Durchmcsser der 
Ortliognnalkreise zweier Biiudcl, denen die gesiichten Kreise angehoren. 
Ein specieller Fall ist der, dass alle Kreise gefunden werden sollen, fiir 
welche ein Punkt  und eine Gerade einander polar sein sollen. Uenn 
der I'unkt bildet mit zwei beliebigen Punkten  anf der Polare zwei Paare  
cnnjugirter Punkte ,  mit der Besclirankung, dass ein Punkt  beiden Paareu 
gemeinsam ist. 

Sucht man die Kreise eines Büscliels (?,, f , ) ,  für welche ein P a a r  
von Punkten conjugirt s i n d ,  so folgt aus dem Geeagteii, dass die Auf- 
gabe darauf hinauskommt, den Sclinitt eines Bündels mit einem Büscliel 
eu finden. I n  einem Biischel aber  befindct sich uicht immer ein Kreis, 
für wclchen zwei Paare von Punkten  conjugirt s ind,  weil zwei Biischel 
niclit imrner einen Kreis gemein haben. Dasselbe gilt  fiir P o l  und Polare. 
1st aber a priori die Gewissheit der Existenz eines solchen Kreioes vor- 
lianden, so is t  auch der  Kreis selbst leicht gefmden .  Ein solcher Fa l l  
tritt ein bei der Aufgabe: diejenigen Kreise eines Büschels zu fiuden, 
fiir welche zwei Gerade einander wnjugir t  sind. Die  Po le  der einen 
Geraden i n  Bezug auf die Kreise des Büschels liegen bekanutlich auf  
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294 Das ebene Kre i ssy~tem und seine Abbildung auf den Raum. 
.A.---,-- ., ~- 

einem K~geischni t te .  H a t  man daher  fünf solcher Pole construirt, so 

construirt man (mit Hilfe von Zirkel nnd Lineal) die beideu Sclinittpunkte 
m und m' des K~gelschni t t es  mit der  zweiten Geraden. Dann  sind die. 
jenigen beiden Kreise zu suclien, fiir welclie die erst,e Gerade und 111 oder 
m' Pol  u n d  Polare sind. Die Existenz dieser beiden ~ r é i s e  hier iet 
evident. 

E s  war noch von einer Vereinfaçhuiig der C[instruction der Potenz- 
linie zweier Kreise (el,  LI) gesprochen. Sie gelit durch den Potenzpunkt 
der  drei Krcise f , ,  f,, f,. Wiihlt man f 3  s o ,  dass dieser Kreis t, und f, 
sclrneidet, so  liefert der  Sclinittpunkt der Verbindnngslinien der t, und 

f ,  gemeinsameu Punkte  und  der f3  und E, gemeinsamen Punkte einen 
P u u k t  der  Potenzlinie, wodurcb dieser bestimmt ist. 

Büscheln, welche dieselbe Potenzlinie habeu , entsprechen im Raume 
Gerade,  welche ~ i c h  in  einem P u n k t e  der  Ebene N schneiden; L>>üschcln, 
welche dieselbe Geiade zur Centrale liaben, entspreçheri im Kau~rie Ge- 
rade ,  welche in  einer Ebene durch den  Nordpol 11 l iegen; Büscheln, 
welche dasselbe Geradenpaar zn Centrale und  Potenzlinie haben, ent- 
sprecht:n die  Strahlen cines ebenen Strahlenbüschels, drssen Ebene durch 
n geht und dessen Centrum in N liegt. 

Allen Raumpunkten zwischen den Ebenen  S und N entsprechen 
Kreise (auch wenn sie imaginzre ILadien haben), deren Potenz in Beziig 
auf den Südpol positiv i ~ t ,  den Punkten  aussertialb soldie ,  deren Poteiiz 
negativ ist. Den Punkten der Aeqiratnrebene entsprechen alle Kreise in 
S, velche den um den Südpol gezogenen Einbeitskreis orthngonxl schnei- 
den. Derjenige Bündel, desscn Kreise denselben Kreis diametral schneiden, 
entspriclit der unendlich fernan Ebene  des Raumes. 

Ein fruclitbares Hilfsmittel ziir Vereinfachung manclier Satze sowohl, 
als aucli zur  Ausführung von Constructionen liefert für das Kreissystem 
die M o  b i u  s'sche Kreisverwandtschaft, d ie  Ahbildung durch reciproke 
Badii vectores, welche ~owoli l  durch einen reellen, als auch durch einen 
imaginsren Kreis vermittelt werden kann. Das  Princip ist allgemein 
bekannt und brauclit deshaib Lier nicht aiiseiuandergesetzt s u  wcrdcn. 
Diese Verwandtscliaft bildet das Kreissystem auf sich selbst ab. 1st f 
der Kreis, in Rezug auf walchsn die Ahbildung vorgenomrnen wird, so 
bildet sich jeder den Kieis 1 rechtwinlrlig sclineidende Kreis auf sicli 
selbst ab,' worans sic11 eine neue Losung der  Aufgabe ergiebt, O ortho- 
gonal,  b diamctral durch einen Kreis zu schneiden. Man bilde i~ Uezug 
auf 0 zwei L)iamt.tralpunkte von b kreisverwandt a b ,  so bestirnrnen die 
Bildpunkte mit den Diametralpunkten ein Kreisviereck und somit den 
gesucliten Kreis. - Bildet man drei Kreise von einem Punkte  ihres Or- 

* Zwei Krcise f, q', p'; y, ))", p" sind einauder in Bezug auf den Kreis T, \!, P 
verwandt, wenn die I3eziehnng statt hat 

i- : q'- 1) : &,- = J''- : q"- q : p"- 0. 
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tliogonalkreises a b ,  80 liegan die Mittelpunkte der Bilder auf einer Ge- 
raden. - Bildet man die Scliaar van Kreisen durch einen P u n k t ,  welclie 
einen Kreis a unter drrn Wirikel A sclirieideu, von jenem Purikte aiis 
ab (d. h. vermittelst eiiies Kreises, desoen Ceritrurri jener P u n k t  ioit), s o  

s i rd  aus der Kreisscliaar eine Sçhaar von Geradeu, welche das Bild a 
von a untcr dem Winkel A sclineiden und also einen Kreis berüliren. 
Die Winkel werden h r i  der  Ahtiildung erhalten, weil dieselbe eine con- 
forme k t .  D i e  K r e i s e  e i n e s  N u l l b i i n d e l s  o d e r  d i e  K r e i s e  
d u r c h  e i n e n  P u n k t ,  w e l c h e  e i n e n  K r e i s  u n t e r  f e s t e m  W i n k e l  
s c h n e i d e n ,  b e r i i h r e n  e i r i e n  a n d e r n  K r e i s .  

Von deri Gebilden zweiter Ordnung will icb haupte%chlich diejenigen 
betracliten, welclie geradlinigen FlXchen entslircclien, aber über die all- 
gemeinen eiiiige Bcmerkungen voraueschiekeu. 

Eino Ober0aclie F zwriten Grades trifft die Kugel k in  einer Curve 
vierter Ordnung,  folglich bilden die Punktkreise der ilir entspreclie,nden 
Schaarsçbaar 8 eine Curve vierter Ordnung mit zwei Doppelpunkten. 
Zcrfallt diese Curve i n  zwei Curven zweiter Ordiiurig, so sind dirse alle- 
mal Kreise, weil ebene Curren auf K immer Kreise s ind,  deren stereo- 
grriphische Projectiorieu wieder Kreise, gelegeritlicli gerade Liuien sind. 
Nur dirjenigen Flachen F machen eine Ausnahme, welche K im PIord- 
pol berühren. Die durch sie b e ~ t i m m t e  Curve vierter Ordnung liegt in  
einrm Kegel,  dessen Spitxe n ist ,  und  wird auf einen Kegelschnitt in  S 
prnjicirt, so dass also in diefiem Fal le  die Kullkraise der  Schaarschaar 3 
einen Kegeltlchnitt erfüllen. 13eriihrt aine Oherflache P vom zweiten 
Grade die Kugel B langs einer Linie, so bilden die Punktkreise von 3 
in S nur e i n  e Kieislinie, die d o p p ~ l t  zu zahlen ist. 1st F eine Kugel, 
so füllen die Puriktkreise von F in  S nur einen (einfachen) Kreis sus ,  
der natürlich aucli irnaginiir sein karin. Uurch die Puriktkreise und  eineri 
Kreis ist  die Schaarechaar zweiten Brades im Allgemeinen gegeben. Zwri  
F1iichr.n zweiten Grades FI, F2 schneiden sich i n  einer Raumcurve vier- 
ter Ordnung (erster Familie). Die Mittelpunkte der Kreiso, welche dcn 
Punkten jener  Curve entsprrchen, liegen auf einer Curve vierter Ord- 
nung mit zwei Iloppelpunkten, der Projection der  Raumcurve von n aus. 
Diase Curve kann  aiich in  zwei Kegelschnitta, oder in eine Gerade und  
eine Curve dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte zerfallen. Iliese 
Curve vierter Ordnnng enthalt acht Punktkreise, die natürlich zum Thei l  
oder auch alle imaginar sein konnen. 

Zu den Kreisen,  welclie d a n s e l b e n  Radius haben,  gehoren anch 
solche, deren Mittelpunkt unendlich weit entfernt is t ,  mithin berührt die  
zugehorige Oberflache die Kngel K, weil die unendlich fernen Kreise die 
einzigen Pnnktkroise der Schaarschaar sind. Die Flache ist offenbar eine 
Rotationsflache. 1st der  Radius dor Kreisc kleiner ale Eins,  fio liegt die 
Polarebene desjenigen unter ihnen,  dessen Mittelpunkt der Südpol der  
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Kugel  K i s t ,  mit diesem anf derselben Seite des Aequatois,  die Flache 
ist ein die Kugcl einsclilicssendns Ellipsoid. 1 s t  der Radius glcich Eins, 
so ist sie ein Kotationsparaboloid; ist e r  grtisser als Eins,  so ist die 
Flache ein Rotationshyperboloid mit zwei ManteIn.* 

Besonders einfaeh sind die Gebilde, welche geradlinigen Flaclien 
zweiter Ordnuug entsprechen , welche wir jetzt untersuchen. 

Alle Krcise, welche einen gegebenen Kreis orthogonal oder dia- 
metral schneiden, liegan in einem linearen Bündel. E s  liegt nahe,** zu 
fragen: was für  eine Maonichfaltigkcit bilden die Kreise, welche einen 
Kreis a unter  dem Winkel  rp oder der  Sehne G schneiden? 1st o = O ,  
so ist  auch rp gleich Nul1 oder gleich zwei Kechten. Dieser einfache 

FaIl  wird zuerst betrachtet. 
Alle Kreise E ,  welche den Kreis a in d e m s  e l b e n  Punkte  berühren, 

bilden eineu Beriihrungsbüsçhel, deriseri Corrt~lat irn Raume eiue die 
Kugel  berührende Gerade ist. Alle diese Büscliel haben den Kreis a 
gcmein, alle entsprechendon G ~ r a d e n  im Raume haben den Piinkt a 
gemein, der dem lireiue a entfipriclit. Also rntsprechen alle Krrise einer 
Scliaarschaar 5 ,  welche einen Kreis a berühren, den  Punkten  eines 
Icegels F, welcher die Ruge l  im stereographisehen Bilde or von a berührt 

und  seine Spitze in a hat. Er ist ein Rotationskegel. 

Ein K~gelschni t t  auf einem Rerührungskegel F entspricht einer Schaar 
von K r e i ~ e n ,  welchn einen Kreis orthogonal oder diametral schueiden 

* Alle Kreise mit dem Eadius r befriedigen die Gleichung 
r I + \ ) t ) - p =  I r  

und folglich ist die Gleichung der entsprechenden Fliiche 

Die Schaarschaar rs + i) t )  + p p  = c gehort zur Flü.che 
x x +  yy+zz=c(1-z) ( l -z ) .  

** Alle Kreise r, q ,  p ,  welche den Ereis F, ,  O,, p ,  unter dem Winkel <p 

schueiden, befriedigen die Gleichung 
cos2<p (s2+q2 - p )  (sQ2  + aR2 - pJ  = (rn + g - S ( p  + 

Die eritsprechende Fliiclie hat die Gleichiing 
cosPcp(x2 t y2 + z  (Z- 1)) jxa2 + ya2 + Z, (a, - 1)) = ( s e ,  + y y, + za, - 4(z+zQ))2. 

Für cp = O oder <p = n ist dies die Gleichung desjenigen die Kugel beriihrenden 
Kcgels, dessen Spitze der Punkt a ist, welcher dem Kreise a im Raume entspricht. 
Für q = 4 li: wird aus der Flache eine Ebene, doppelt genommen. Für beliehig 
rcelle Werthe voo y ist die Flache eiu Rotationshyperboloid, welches die Kugel 
in dein Kreise cu berührt, welcher die stereographische Projection von a ist. 1st 
der Radius des Kreises imaginar, so ist die Flüche nicht geradlinig. 1st z. B. 

T ~ = ~ ~ = O ,  v a - - I I ,  ais0 x , - 0 ,  y.=0, z , = I [ : ( [ I - l ) ,  
so ist die  Gleichiing der E'lache 

- ~ o s ~ r p l ~ ~ + y ~ + z ( z - 1 ) ) I I = ( : z ( 1 + I I ) ~ I I ) ~  
und sie ist daher eiri Rotationsellipsoid. - 1st die Flache, welche dem Kreise 
a u:id dem Winkel rp ziigehijrt, I " ( b , r p )  die zu b und rp gehorende, so sind die 
Schnittrbenen derselben uuabhiingig von rp. 
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Von THOMAE. 297 

und einm andern t~erühren. Da durch einen solchen Regelsclinitt irnmer 
noch ein zweiter K berülirender Kegel gelit, so berüliren diese Kreise, 
wenn sie nicht durch einen P u n k t  gehen, noch einen zweiteri Kreiii. 
Durcb einen Pnnkt  gehen die  Krcise, wenn der K~galschni t t  in einer 
Tangentialchene liegt. - Berülirt e in Kegelschnitt die Kugr l  K in zwei 
Punkten, so giabt es  stets zwei Berührungskegal, in drnen er lit,@. 

An diese Satze Iasst sich naturgemass die Losnng der dpollonischen 
t'robleme ansclilic.ssen, als Correlat der Aufgabe, die aclit Schnittpunkte 
dreier Kegel zu fiuden, welche ein und dieselbe Kugel beriilircri. Mau 
bcdarf dazu des geomet,rischen Satzes: Berühren zwei Oberflachen zwei- 
ten Grades ein und dieselbe dritte,  so  schiieiden sie sich in e b e n  e n  
Curven. Drei ebensolclie Ol~erfliichen schneiden sicli in  nclit Pnnkten,  
die in vier Gcraden von solcher Beschaffenheit l iegen, dass diirch jede 
drei E b e n ~ n  gehen ,  welche Ebenen die Schnitte je  zwrier Oberflachen 
siiid, so dass dirse Geradeu scliou durçh die Sclinittebenen von zweien 
der Ol~crfiiiclieu hetitirrimt sind." 

Aile Kreise ( f ,  a), ( P ,  b), ( E l  c),  welche bez. die Kreisu a ,  '6, c be- 
rüliren, cntsprechen im Raume Kcgelu,  welche die Kngel K hcrühren, 
nnd ilire Spitzen in a ,  h, c den a ,  6, c en tepr~chendeu  Punkten h a b ~ n .  
Die Kegel (a) ,  (b) und die K ~ g e l  ( h ) ,  (c) und ebenso ( c ) ,  (a) schneiden 
sich in ebenen Curvenpaaren, etwa in 

( a l b ) l ,  ( ~ 1 6 1 2 ;  
(6, 4, ( b  l 4 2 ;  
ic,  a ) l ,  (c  , 

Es seieu p ,  v die Combinationen 1, 1 ;  1, 2; 2 ,  1 ; 2 , 2 .  Die E l ~ e n e n  
( ( 1 ,  b),, (b, c), beetimman vier Gerade,  bezeichnet etwa durch (a ,  6, c ) ~ , ~ ,  
durcli welche paarweise auch die Etienen (c, a),, (cl a), gehen. Diese 
vier Geraden treffen die Kegel (a) ,  ( b ) ,  ( r )  i n  acht Punkten ,  welche für 
jeden Kegel dieselben sind. E s  wird daher im Allgemeinen acht Kreise 
geben, welche a ,  b, c zugleich berüliren. 

Der Geraden (a ,  b , c ) ~ , ,  entspricht ein Riiscbel, welcher leicht zu 
construiren ist. L)ie Kreise (a ,  b)fi (in leicht verst5ndlictier Bezeiclinung) 
lie,gen in einem Bündel ,  von welchem man drei Kreise en construirrn 

* 1 s t  E' eine Oberflkhe zweiten Grades, sind E , ,  .EP, E3 ELl~nen, L I ,  4, 1, 
Constante, so sind die Gleichungen dreier F berührenden Oberflachen 

F , = F + A 1 3 , E , = 0 ,  F 2 = F + A 2 E 2 E 2 = 0 ,  1 " , - F + À B 1 $ \ . Z 3 = ~ .  
Die Elieneupartre, in deuen aie sich schneiden, haben die Gleichungen 

(yr, BI - J'h E,) (y& 3, + y& E,) = O, 

(VA,& -v&E3) (y& E, + Yi, E3) = 0 ,  
(via E3 - VA, XI) ( y& E3 + J'& Ei, ) = O. 

Die Ebeneu des dritten Paares gehen d1irt.h die Schnit,te je zweier Ebenen dos 
eraten uud zweiten Paares. Alle Ebenen gehen durch den Schnittpunkt .von El, 

3 8 1  EG. 
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Iiat. Man zeicline drci Rreise ,  welche a u n d  b von aiissen oder iniieo, 
und drei Kreise, welche den einen von aussen,  den a n d ~ r n  von innen 
berübren. Die durcli dia beiden Kreietripel bestirnmten Riindel ( a ,  b ) l ,  
(a ,  b), entsprecheu den Ebenen ( a ,  b), , ( O ,  b), . D a  zu den Berührungs- 
kreisen die Tangpnten mit gehoren, sa l i ~ f e r n  diese, wenn sie vorhandru 
s ind,  sofort die Potenzpunkte der  Bündel,  welche ausserer und innerer 
Aelinlictikeitspuiikt heissen (auch wenn sie niclit durch die Tailgenten zu 
finden sind). Die Constriiction der beiden Tripe1 und folglich der Aelin- 
lichkeitspiinkte ifit irnmer elcmsntar, ehenso die Construction des Ortlio- 
gonal- und Diametralkreises der Bündel,  die z u  den Tripeln gehoren. 

In  gleicher Weise ktinnen die Bündel (b, c),, ( 6 ,  c), , (c ,  a),, (cl il), 
leicht cnnstruirt werden, man bedarf aber nur  der heicten ersten oder d ~ r  
beiden letxten. Um die  K r ~ i s e  zu finden, welche a ,  6 ,  c zugleich be- 
rüliren, hat man die Kreise des Büschels ( a ,  b ,  c ) ~ , ~ ,  welclier den B ü n -  
deln (a ,  b)p, (b , cl,  genivin ist , zu cunstruiren und  dann diejonigm 
Kreise derselben zu zeiclinen, welche a o d ~ r  b oder c berühren, wozu 
die Mittel früher gegeben sind. Jedor  solclier Kreis berührt alle drci 
zugleich. Die Aufgabo ist also gelost. 

Die Potenzlinien der Hiischel ( a ,  b, c ) ~ , ?  gehen durch die Potenz- 
punkte der B ü n d ~ l  ( a ,  b), , (b, c). , sind also die  sogenannten Aehnlicli- 
krituaxen. D a  es nun ,  wie wir sahen,  n u r  einen solchen Büschel giebt 
uud also auch nur vier Potenzlinien, sa  liegcu die acht Aehnlichkeits- 
puukte auf einer Geradau,  auf jeder  liegen drei. Oie vier Geradeu 
( a ,  b ) p I  ( 6 , ~ ) .  gehen durch einen P u n k t ,  den Pol  der  Kegelspitzenebene 
u D c .  L)ie vier Büschel ( a ,  b)c<, (b, c). h a t e n  einen gemeinsamen Kreis, 
den Orthogonalkreis z u  a ,  b, c. Mithin gehen die Centralon der vier 
Büschel durch einen P n n k t  , den Mittelpunkt des Orthogonalkreises zu 
a ,  'b, C ,  welcher dem Pol  der Ebane a b c  entspricht. Die Centralen sind 
also die Potenzlinien der  Büschel (a ,  b), (b, c ) ,  ( c ,  a). Auf jeder Centrale 
liegen ewri Mittelpunkte der acht unsere Aufgabe losenden Kreise. 

Nuu untersuchen wir d i q j ~ n i g e  Schaarschaar 8 von Kreisen, welche 
einen Kreis a unter deui Winkel cp schneiden. Zieht man an a eiue 
Seline, welche a unter dem Winkel cp schneidet - es giebt durch jeden 
Punkt  von a zwei solcher Sehnen -, und zieht iu dem einen Schnitt- 
punkte derselben mit a alle moglichen die Sehne  dort beriihrenden Kreise, 
so echneiden diese a siimmtlich unter  dem Winkel rp. Zu jedem Punkte 
von a giebt es also zwei 8 angehorende Berührungsbüschel, deneu Kngel- 
tangenten irn Raume entsprechen. Die  8 eritsprechende Flaçhe ist eirie 
geradlinige, di0 Kugel im stereographischen Bilde a von a berührende; 
durch j e d ~ n  Berührungspunkt giebt eN zwei Gerade der Flache. Jeder 
Büechel hat mit 8 zwei Kreise gemein, die natürlich auch imaginar sein 
konnen, d. h. deren Blittelpnnkt imaginar sein kxnn. Wir begnügen uns, 
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dies für den FaIl  nac l izuw~is rn ,  i n  welchem der  Büschel reelle Doppel- 
puuktc hat. - W i r  schlagen um einen der Doppelpunkte des 13üscliels 
einen Kreis und bildeii in Uezug auf diesen Kreifi den Riificliel und a 
(kreisverwandt) ab.  Aus dern Büschel wird ein Stralilenbijscliel, d a e  Bild 
von a ist ein Kreis a'. Niin ist es evident ,  dass es nur  zwei Stralilen 
des Büschels gieht,  welche den Kreis a' unter dem Winkel schneiden, 
odtir keine. E'olglich gieht es ,  weil die Abbildung confnrm iut, nnr zwei 
Kreise des urfipriingliclien Büschels, welche a unter 'm Winkel sclineiden. 
Die Flache F ist  demnacli vom zweiten Grade, ist ein h- berülirendes 
Rritationuliy~ierholoid, die Scliaarfichaar 5 ist ein Gebilde xweiten Grades, 
wie eine friiher ausgeführte Anmerkung (auf S. 297) bestatigt. Fal len 
die beiden Doppelpunkte des Büschels zusammen und auf a ,  so liefert 
die angewandte kreisverwandte Abbildung ein Parallelçtrali lerihüscld, 

dessen Strahleu a' alle unter demselben Winkel  sctirieiden. Der  Büschrl 
grliort dann 8 ganz an. Uebrigens ist ( p a n  -vergl. eine r iachfolg~nde 
Bemei-kung des Herrn H o s s f e l d )  der Winkcl cp das Complement des 
Winkrls,  welchen jede Erzeugende des Hyperboloids mit dern Beriihriings- 
k r ~ i s e  cr macht. 1)enn projicirt man eine Erzeugende G von n aus ,  so 
brstimmt die Projectionsebene auf K einen Kreis y, der mit u denselben 
Winkel bildet als G, oder in Zeichen: es ist f. (y, a) = i (G, a). Die Pro- 
jection vciu y in S ist aber  eine a unter  dem Winkel (y, a) sclineidende 
Gcrade 9, welche die Centrale eiues Büschels ist ,  dessen Kreise a unter 
deni Wiukel cp schneiden. Also ist 9 = &n - L ( G ,  a), W. z. b. W. 

Eine bcliebige Ebene  E trifft F in einem Kegclschnitte, durch wel- 
chen sich ein oder im Allgemeinen zwei I3erühriingskegel legen lassen, 
denn der E und F gerneinsame Iiegelsçhnitt beriihrt K in zwei Pnnkten. 
Mithin beriihren die Kreise eiuea Büscliels El welche zugleich 5 angeho- 
ren, einen Kreis a oder im A11~;emeinen zwei Kreise. Und so ist es 
nicht schwer, die beiden Kreise eines Büschels zii construiren, welche 
den Kreiti a a n t e r  dern Winkel  9 schnaiden. Zu dem Elüscliel ( E l ,  Q,) 
zeichnen wir zwei Orthogonalkreise o l ,  oz. Da man die Bündel Q, ,  QI, 
welche den Büschel bestimmcu, nach dern Frühcren immer so wiililen 
kann,  dass sie Orthngonalkreise besitzen, so darf man gich O,, oz als die 
Orihoganalkreise von (Ji,, a, denken. Um beliehig r i e le  Kreise zu zeieh- 
nen,  welche O, reclitwinklig und a unter dem Winkel  <p schneiden, ist 
nur der gemeineiarne Kreis eines BerüLrungsbüschels und eines Biindels 
zu bestimmen, narnlich desjenigen Berührungsbüschels, der eine a unter  
Q, schneidende Sehne zur l'otenzlinie und  deren Piinkt auf  a zum Pnnkt- 
kreise hat mit dern Bündel al .  Drei  oder genauer vier solcher Kreise 
bestimmen den Kreis G, desseri im Bündel F, enthaltene Berührungtikreise 
a saiurntlich unter  dem Winkel cp schneiden. Die  beiden Kreise des 
Biischels (G1. (Ji,), die fi berühren, deren Construction schon gegeben ist, 
siud die gesuchten. 
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n ie rmi t  k a n n  man zur  Lonung der S t e i n  er 'schen Aufgabe sclireiten: 
die acht Kieise zu construiren , welche die Kreise a ,  b, c bez. 'unter den 
gpgebpnen Winkeln q, 7 p ,  x schneiden. Die Hyperboloide, welche den 
Kreisschaaren ( a ,  p), ( 5 ,  q ) ,  ( c ,  X )  entsprwhen und die mit ( a ) ,  (b) ,  (c) 
bezeichnet werden konnen ,  schne.iden sich i n  drei Kbenenpaaren (a ,  b),, 
(a ,  b)2: (b ,  c),, (b ,  c ) ~ ;  (c ,  a ) , ,  (c ,  a ) , ,  von doncn zwei Paaro vicr Gerade 
bestimmen, durcli welche aucli die  letzten gelien. Diesa vier Geraden 
hestimmen auf jedem der Hyperboloide acht Purikte ,  die aber dieselben 
fiir ( n ) ,  ( b ) ,  (c) sind. Die Kreise, welche den Schaarschaaren (a ,  p), 

(b, q )  zugleich angehoren, liegen in zwei Bündelii. E s  ist eiue eleman- 
t a re  Aufgabe, zwei Kreistripel zu wiçhrien, welche die Biindel bestimmrii. 
Ebenso bestimmt man die heiden Hiindel, welchen die  Kreise angehiir~n, 
die den Schaarschaaren ( 6 ,  v), (c ,  X )  gameir~ sind. Die beiden Bündel- 
paare hestimmen die vier Büschel, in deuen unsere Kreise zu suclien 
sind und deren Centralen Leilaufig bernerkt durch einen P u n k t  gehen. 
Die Aufgabe, die Kreise eines Bii~chels  zu bestimmen, welche eineu 
Kreis unter  g e g ~ b e n e m  Winkel schneiden, ist aber bereits erledigt, und 
somit ist  auch die vorliegende Aufgabe gelost. 

Von den Aelinliclikeitspiiukten zweier Kreise ausgeliende gerade 
Linien trcffen die bciden Kreise untor g l e i c h e n  Winkeln. Diejonigen 
Bündel,  welche die Kreise erithalten, die zwei Kreise a und b unter 
gleichen Winkaln schneiden, haben daher d a n s  e l  b e n  Potenzpunkt. Aher 
uicht blos dies, sondern sie eind überhaupt identisch, oder alle Kreise, 
welche zwei Kreise a ,  b uuter gleichen Winkeln schneiden, liegen in 
einem oder vielmehr in zwei Bündeln, deren Potenzpiinkte die  Aelinlich- 
keitspunkte Sind. Dies ergiebt sich ans der Bestimmung des Orthogonal- 
kreises für ein gegebenes 9. Die Polare der Schnittlinie g der beiden 
Ebenen ,  welche durch die stereographischan Projectionen or, auf K d e r  
Kreise a, 'b bcstimmt wird,  ist eine Gerade,  welche durch die  Punkte a, 

b im Raume gelit, die a ,  b in S entsprechen. D e r  ihr entsprechcnde 
Büschel ist der Büscliel (a ,  b). Die Gerade g ist  nun von cp unabbangig, 
jene Ebenen ,  in  deuen sich die (a, rp), ( b ,  cp) entsprechenden Hyper- 
boloide schneidrn,  gelien durch g hindurch. Die Gerade ( a ,  b) entlidt 
daher die Polo aller Ebenen durch g, aller Ebenen ,  in  welchen sich die 
Hyperboloide schneiden. Der  Büschcl ( a ,  b) enthalt die Orthogonalkreiso 
aller Biindel, welche die Krnise der Schaarschaar (a ,  q), (b, 9) entlialteu. 
Das Centrum der Orthogonalkreise ist bekannt ,  es i ~ t  einer der  Aclin- 
liclikeitspuokte. Alle einem Punkte  concentrischen Kreise bilden ein 
Biischel, dieser Büschel kann mit dem Büschel (a ,  b ) ,  wenn er nicht mit 
ihrn zusammerifiillt, was '~us~e l ic l i lossm ist , nur  e i  n e u  Kreis gernein 
hahen, also ist der Ortliogoualkreis unahh5ngig von 9 vbllig bestimmt 
und damit unser Satz erwiesrn. E s  folgt daraus noch, dass die Hype,r- 
boloide, welcha ( a ,  cp), (6, rp) entsprecheu, sich in  zwei von rp unab- 
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hiingigen Ebenen schneiden,  was schon in einer Anmerkung analytisch 
bewiesen wurdc. 

Die Ebenen,  nn tc r  welchen sich die (a ,  cp), (b, q), (c, cp) entspre- 
chenden Elype~boloide schneiden, und  also die vier Geraden,  diirch 
welche immer j e  drei der Schuittebenen gehen,  sind von <p unabliiingig. 
Die Sclinittpunkte der drei Hyperboloide bemegen siçh auf diesen vier 
Geradnri, werin 9 variirt. Die Kreise. welche a ,  b ,  c iinter gleichen 
Winkeln schneiden, bilden vier Büschrl ,  von denen mittels der Construc- 
tion dt~s Apolionischen Prohlems je ewei Kreise gefunden werden (und 
die otyrnhar den Or thogon~lkre i s  xu a ,  b, c gcmein haben), also bestimmt 
sind. Suclit man ehenso die vicr Biischel, d r r e n  Kreise a ,  6, b nnter 
gleichen Winkeln schneidnn, so fülirt die Aufgabe,  d i e  K r e i s e  z u  
f i n d e n ,  w e l c h e  a ,  b ,  c ,  b n n t e r  g l e i c h e n  W i n k e l n  s c b n e i d e n ,  
auf das Aufsuchen der  gemeinsamen Krpise von j e  zwei Büscheln. E s  
giebt a c h t  solclier Kreise, weil jeder der vier Büsçliel (a, 6 ,  b) n u r  mit 
je zweien der Büschel ( a ,  6 ,  c) in dernselhen Bündel lipgt. 

Nun würde die Schaarschaar von Kreisen zo uutarsuchen sein,  deien 
Individutan einen Kreis a nnter  gleich grosser Sehne schneiden. Dies 
Iasst sich aiich so auffassen: Man ziehe alle Tangcnten an einen Kreis 
6, w e l c h ~ r  dem Kreise a concentrisch k t .  Die Tangenten betrachte man 
RIS Potenzlinien von Büscheln, welche die Schnittpunkte dieser Tangen- 
t m  mit a xu Doppelpnnkten haben. Man wird daher etwas allgemeiner 
sein, weun man d a r ~ u f  verzichtet, dass 6 mit a concentrisch sein sol].* 
Die Sehaarschaar, welçbe off'enbar den Kreis a mit enthalt und die mit 
~ E , B  bezeichnet werden mag,  ist von der zweiten Ordnung. Die Kreise 
eines Büschels niimlich trcffen a in Punkten ,  deren Verbindurigslinien 
durch r inrn P u n k t  m gehen. Durch ihn gicbt es z w e  i Tangeriten au 6; 
es giebt al80 in jedem Büschel zwei (reelle oder imaginare) Kreise, 
welche zu S ~ , G  gehoren, wenn der Biischel nicht ganz in enthalten 
ist. Da jeder Büschel, welclier Sa,& ganz angehort,  den Kreis a enthalt, 
sa ist die entsprechende Flache ein Kegel mit der Spitze a, welche dem 
Kreisc a entspricht. Besitzen a und 6 gemeinsame Tangeuten,  so giebt 
es uuter deu Erzeugenden des Kegels Fa,Bi  welclier dar  Schaarschaar 

* Sind X,  Y laufende Coordinaten, so sind alle Kreise, welche den Kreis a 
in den Ponkten schneiclen, welche durch die Tangenten an 8 bestimmt werden, in 
der Gleichung enthalten 

X2+Y8-2X~,,-2Y~a+p,-2l((~-r~)c~sn+(y-~~)sina-r~)=0, 

wonn a und 2. willkürlich ver%nderlich sind. Die Coordinaten dieser Kreise erfiil- 
len die Gleichungen 

r=r,,+lcosa, l)=g4+As2na, p = p , , + 2 A r e f  2 A r p c o s ~ + 2 A g I s i n a ,  
waraus folgt 

h 2 ( ( r - r a ) '  f (l)-%)') = ( ~ ( v - P , )  + h  ( r - ra)+ q ~ ( ~ - l ) a ) ) ' -  
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%a,8 entspriclit , solche, welche die Kugel berühren. Die Tangenten an 
gehoren zu 5,,i, ihnen entspreclien Punkte  der Ebene  N, durch welche 
sich ein Berührungskegcl a n  die Kugel legen Iasst. Diese Kugel friift 
Fa,$ noch in einer zweiten ebenen Curve, folglich giebt es in 30,s 

Kreise,  welche zugleich einern Bündel angelioren und  einen Kreis 8' be- 
rüliren. 

1st 6 mit a concentrisch, so liegen die Punktkreise  der in Sil,a ent- 
lialtenen Büscliel auf zwei (reellen oder imaginaren) Kreisen, der Kegel 
Fa,3 trifft die Kugel in  ehenen Curveu,  in Kreisen. TriEt eine Tangente 
des Kreises 8 a niclit, so bestirnmt sie gleicliwcilil als Potenzlinie mit a 
deu Büschel, welcher S a , a  angehort. 

Eirie allgemeinere Schaarschaar von Kreisen,  die  eiriem Kogel eot- 
spricht,  erlialt man,  wenn man von einam Biinrlel B diejnnigon Kreise 
(@, 8) nirnmt, die einen Kreis B berühren,  und  durch die Sclinittpunkte 
dieser Kreise mit a Büscliel Iegt oder, da  diese den Kreis a nicht reell 
zu schneiden I>rauchen, wenn man die Uüschel construirt, welche durch 
den Kreis a und je  einen Kreis ( e ,  Ci) beatimrnt wrrden. Der  Kreis a 
ixt ~ l l e n  Büschelri gernein, die entsprechende Flaclie ein Kegel mit der 
Spitze a ,  der, wie sofort zu ersahen, vom zweiten Grade ist. Legeu wir 
diirch den Rüscliel ( f , ,  t2) und den Kreis a den Uündel E', so entspre- 
chen dirjenigen Kreise dieers Bündels, welche 8 berühren, im Raiime 
~ i n e m  I<egelschnitte, einenl ebenen Schnitte des Berühriingskegcls (3). 
Unter diesen Kreiseu giebt es also zwei ,  welche dem 13ündel (Tl, f,) 
angehoren. 

Alle Kreise i n  S ,  für welche zwei Gerade 8 ,  8' einander conjugirt 
sind , liegen in einer Schaarschaar 8 ,  welclier ein Hyperholoid irn Ilaume 
entspriclit, das die Kugel  K i n  einern P u n k t e  berührt. J e d e r  Büscliel 
( f l ,  f,) hat  namliçh mit 8 xwei K r e i ~ e  gemein. Die Pole von @ in Be- 
zug auf die Kreise des Büschels (i',, r,) liegen auf einem Kegelschnitte, 
uud dieser hat zwei Punkte  mit @' gemein. Dieser I'nnkt bestimmt aber 
mit @ als Po l  und  l'olare e i n  e n  Kreis des B ü ~ c h e l s  ( f , ,  f,), wenn nicht 
diese Glemente für j e d e n  Kreis des Rüschels Po l  und Polare sind. Die 
Schaarschaar 8 ist also vom zweiten Grade,  die Flache F, welche ihr 
entspricht , natürlich aucli. Die beiden Derührungsbüschel, welche @ oder 
@"zur Potenzlinie und den Schnitt  von @a' zum Punktkreis haben, 
getioren zu 3, es @h6ren also zu F zwei di,e Kugel in  demselben Punkte 
berührende Gerade,  F ist ein Hyperboloid und berührt die Kugel in d m  
dern Schnittpnnkte von @ u n d  (5)' auf h' stereographisch zugehorcndeu 
Pnnkte.  Kreisbüschel mit rrellen Doppelpunktou besitzen kr in  gemeiu- 
sames Polardreieck, wohl aber die Kreise eines Büschals mit imaginaren 
Doppelpunkten. Die Ecken derselben sind der  iinendlich ferne Punkt  
der Potenzlinie und die beiden P u ~ k t k r e i s e .  Daraue folgt, dass alle zu 
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3 g(~11iirenden Büschel Punktkreise haben,  von denen der eine auf @, 
der ande,re anf 8' liegt und deren Verbindungslinie entweder auf @ 
oder aiif' (3' senkrecht steht,  entsprechend den beiden Schaarrn Er -  
zeugender des Hyperboloids. J e d e  Kixeugende des Ilyperboloids trifft 
die Kugel. 

Gleitet eine Gerade H über drei Gerade G,, G,, GS, die die Kugel  
K riicht treffen m6gen und sich nicht  chn ne id en, 80 erzeugt sie ein 
Hyperboloid. Die 1)nppelpuukte der entspreclienden Kreistichaarscliaar 
in S liegen auf einer Cuive vierter Ordnung mit zwei L)nppelpunkteri, 
weil die polare Flliclie des Hyperboloids wieder ein Hyperboloid ist,  und 
es grlit diese Ciirve durch die Doppelpunkte der C l ,  G2, GS entsprrchen- 
den Riischrl. Mitliin l i ~ g a n  alle Punktepaare,  w ~ l c h e  mit drei g e g e h m r n  
Punktepaaren je  ein Kreisviereck bilden, auf einer Curve vierter Ord- 
nung mit zwei Doppelpunkten,  auf welcher die drei gegebenen Punkte-  
paare aiich liegen, obschon sie niclit l'aare s ind ,  die mit den beiden 
andereu Krrisvierecke bilden. Prcijicirt nian das I'olarliyperboloid von 
f i  ails, so piojicireu aiçh die Erxeugenden auf die Tangenten eines 
Krgelsrlinittes. Mithin umhüllen die Verbindungslinien aller Pnnkte -  
paare, welche mit cirei Punktepaaren Krcisvirrecko bilden, eiiien Kegel- 
sclinilt. 

Rieran knüpft  sich die Losung der Aufgal~e:  D i e j e n i  g e n  L e i d e n  
P u n k t e p a a r e  z u  b e s t i m m e n ,  w e l c h e  m i t  v i e r  P u n k t e p a a r e n  
j e  e i n  K r e i s v i e r e c k  b i l d e n .  - Die Büscliel, welche die vier festen 
Punktepuare zu Doppelpiiukteu hnben, seien a, a,, a,, a,, denen die 
Gwaden G ,  G1, G , ,  6 ,  im Kaurne eritsprecheu. Die Doppalpurikte e in t~s  
Büecliels Q, dem die Gerade H im Raume entspriclit, seien noch will- 
küilich. Hat nun  der Büschel JZ mit den Büschrln @,, a,, je  einen 
Krcis gemein, sa bilden aile solche Rüschel eine Schaarscliaar 3 vom 
zweiten Grade. Der  Büticliel @ liat mit 3 zwei Kreise gemein, und ein 
nüscliel Q, wrlclier einen vnn diesen und je  einen Kreis von @, und a2 
enthalt, cnthalt auch eiuen Kreis des Büsche l~  6,. Hahen die Büschel 

8 ,  a , ,  a,, reelle Doppclpunkte, so  liegen die Doppdpunkte  des so 
bestimmten Büschels Q ,  wenn solche vorhanden uiud, allemal mit den  
gegelienen vier Paareri je  in einem Kreisviereck. 

Legen wir durch G,, G2 Ebenen ,  welclie sic11 in Gs schneiden, und 
legm wir aiialog durch al, @ 2  Bündel, die einen ICreis mit @& gemein 
haben, so bestimmen bez. die  Ebenen ~ u f  der  Geraderi G und die Bün- 
del durch ihre gnmeirisamen Kreisa mit @ projectivische Gebilde, und  
zwar sind die ~ i t t e l ~ u n k t e  der hierdurcli bestirnmteri Kreispaare von 8 
projectivische Gebilde. Auf 8 nun sind die sich sellist entspreclienden 
Punkte der projectivischen Gebilde die ,  welche F angelioren, auf @ sind 
die sich selbet e n t ~ ~ r r c h e n d e n  Kreise diejenigen, welche 5 angehoren. 
Da aie durch ihre M i t t e l p u n k t ~  bestimmt s ind ,  so hat  man nur  die sich 
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orlbst entsprechcnden Mittelpunkte zu bestimmen, wa5 diirch eine ele- 
mrn ta re  Constrnction mit HiIfe von Zirkel und Lineal aiisführbar ist. 
Der  Schnitt  der  beiden Bündcl, wclche dnrch einen d i ~ s e r  Kreise und 
die Büseliel 8, und ($5, erzeugt werden, ist derjenige Büschel Q, wel- 
clier mit allen vier Büschrln ($5, @,, a2, einen Kreis gemeiri bat, 
und  wenu 8 Dol?prlpunkte hat, so bilden sie dasjenige h a r  von Punk- 
t e n ,  welches mit jedrm der vier durch @, BI, @&, gegebeiien P;iare 
ein Kreisviereck bildet. D a  es auf @ zwei sich s ~ l t ~ s t  ent8prrchende 
Kreise giebt,  so giebt es ewei Biiscliel 0 und also zwei E'aare von Pnnk- 
t e n ,  wclche der Anfgaho entsprwhen. 

I n  nachfolgrnder Mi t th~i lung  giebt Herr  C. n o s s f  01 d nach eine 
Anwendung des hier aufgestellten Abbildungsprincips. 
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XIX. ~ e b e r  die  mit der  L ~ s u n g  einer Steiner'schen Aufgabe 
znsammenhangende Configuration (12,, 16,). 

Eine Flache zweiten Grades P werde von vier Ebenen E ~ ,  E,, E,,  E ,  

in vier Kegelsçhnitten getrofferi; wir betracliten die vier E'lachenbüschel 
zweiten Grades CD,, O,, 03, 04, welche durch sammtliche langs jener 
Kegelschnitte die  Flache P berührenden Flgchen zweiten Grades gebildet 
werden. I n  jedem der vier Biischel ist F enthalten, ferner j e  ein Kegel 
nnd je eine Doppelebene. Rezieht man nun die vier Flachenbüschel der- 
art projectiviech auf einander, dass der Flache F, s o w i ~  den Doppelebenen 
in allen vier Büscheln derselbe I'arameterwerth zukommt, so zerfallt des  
Erzeugniss von je zwei Flachenbüscheln 

@i@,, a,@,, @ , @ 4 ,  @ Z D 3 l  @ 2 @ 4 i  @ 3 @ 4  

- die Flache vierter Ordnnng - i n  die  Flache P und  in zwei Ebenen;  
Iasst man erstere, welche bei allen sechs Combinationen riuftritt, u n -  
berücksichtigt, so erhalten wir sechs Eheneripaare oder z w 6 l f  E b e n e n .  

J e  drei Fltichenbüschel 

@ l @ e f % r  @ 1 % @ 4 r  @1@9@41 @2@3@4 
erzeugen den Schnitt zweier Ebenenpaare,  d. h. vier gerade durch einen 
Punkt gehando Linien;  wir haben also vier mal vier durch einen P u n k t  
gehende Gerade,  d. h. s e c h z e h  n G e r a d e .  J e d e  derselben enthalt drei  
jener zw6lf Ebenen. 

Sammtliche vier Flachenbüschel 

a, %? a3 @* 

erzengen den Schnitt zweier Strablenqnadrnpel,  welche z. B. durch 

@, @, D3 und Dg D3 m4 
bestimmt werden und  die in den beiden Ebenen ,  den Erzeugnissen von 
D2 a,, gelegen s ind ,  d. h. a c h  t P n n  k te .  Zn vieren liegen dielielben 
in dan gefundenen zw6lf E b e n e n ,  zu zwaien in den  16 Geraden;  fügt 
man ihnen noch die vier Mittelpunkte der vier Strahlenquadrupel bei, 
0 0  erhalt man z w 6 l f  P u n k t e ,  welche zu sechs in  jenen zw6lf Ehenen 
liegen, die ihrerseits zn  sechs dnrch die zw6lf Punkte  hindurchgehen; 
welche ferner zn dreien in  jenen 16 Geraden liegen, die  ihrerseits j e  drei 
der zw6lf Ebeneu enthalten, mit einem Worte:  man ha t  die H e x a e d e r -  
c o n  f i  g n r a t i o n  (12,, 1G3) des Her rn  R e y  a ,  welche neuerdings wieder 

Zeitsohrift f. Mathamaük ri. Physik XXIX. b. 20 
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mehrfach Gegenstand der matheniatischen Untersuchung geworden ist 
(C. S t e p h a n  o s ,  Bnlletin des sciences mathématiques, 2i8me s8rie, t. 111, 
1879, und R e y  e ,  Acta mathcmatica, Bd. 1 IIeft 2 S. 97). 

Ersetet man die Flache F dnrch eiue Kugel K und bestirnrnt ferner, 
dasa auch die in  den F i~c l icnb i i~che ln  auftreteride~i K e g e l  sich entspre- 
chen sollen, so bilden j r tz t  die (reellen oder imaginlirrrt) 12rzcugenden 
von j e  vier in den Büschaln sich entspreçhenden Flacben mit den bcx. 
Bcriilirnngskreisen gleiche Winkel. 

13ildet man nun  mit Hilfe der  im vorstclicnden Aufsatze von Herrn 
IIofratli T h  o m a e  darg~stel l ten Abbildungsart das Rrzeugniss der vicr 
Flaclienbiiscliel auf das ebene Kreissystem a b ,  so erlialtrn wir einc eheoe 
Configuration (12,, lG,), in welclier die Elemente der Kie i s ,  da6 Rreis- 
biisclicl und das Kreisbündel sincl.. Mit  RiIfe des leicht zu erweisenden 
Satzvs, dass E'l5cheri, dereu Erzeugende mit den bez. Beriihrungskrekeu 
k gleiche Winkel hilden, solçlie Kreise in der Ebcne critspreçlien, wrlclie 
die stnreographische Projection von k unter einerlei Winkel scliueiden, 
e rkrnn t  m a n ,  dass von den zwolf Confignrationskrrisen der Configuration 
(12, ,  1G3)  a c  h t die stereographische Project im der vier Ii~rülirungslrreiee 
unter einerlei Winkel  treffen, die übrigeii yicr aber je drei derselben 
ortliogonal schneiden. Wir  haben also den Satz:  

D i e  a c h t  K r e i s e ,  w e l c h e  v i e r  g e g e b e n e  K r e i s e  u n t e r  
e i n e r l e i  W i n k e l  s c h n e i d e n ,  b i l d e n  i n  G e m e i n s c h a f t  m i t  d e n  
v i e r  l T r e i s e i i ,  w e l c l i e  j e  d r e i  d e r  g e g e h e r i e n  o r t h o g o n a l  s c h n e i -  
d e n ,  e i r i e  K r e i s c o n f i g u r a t i o n  j lS6,  lIjy), d. 11. die zwolf Kreise 
l i rgen zu sechs in zwolf Kreisbündeln, wrlclio zu sechs jciie zwolf Kreise 
genieinschaftlich h a b r n ;  sio licgen zu drci in 16 Kreisbüschcln, von derien 
jedes drei der zwolf Kreishündel enthllt .  

.Jeua.  Dr. C. HOSSFELD. 

XX. Ueber die Verallgemeinerung des Pgthagoriiischen Lehrsatzes 
und  des Satzes über die  Lnnulae Hippokratis. 

(Hierzu Taf. VI11 Fig. 1.) 

Zieht man i n  eirieni beliebigen Ureicck a b c  eine Transversale cri  
von willkürlicher R i c h t u n g ,  so zerfallt das  Hauptdreieck a b c  in zwci 
Tlieildreiecke a c d  und  b c d .  Kun kann  man (vergl. R c y  e ,  Die Geo- 
metric der Lage ,  Vortr. 7, II. Thl.) folgendermassen die drei Dreiecke 
auf einander affin beziehen : 

a b c  a b c  c b d  
c 6 d  a c d  a c d .  

Die homologen Thei le  stelien senkreclit unter einander. Dilrch diese An- 
ordnung sind das Hauptdreieck und je  eines der Tlieildreiecke in fol- 
gender Wcisti affin auf oinander bezoger;: 
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Tm Hauptdreieck und  jc einem Theildreieck entsprechen als gemcin- 
same Punkte ihrer affinen Systeme die Scheitelpunkte ihrer gemeinsamen 
Winkel. Ua beide Theildreiecke dem Hauptdreieck affin sind, so sind 
aie auch nnter sich affin und  lasst sich die Affinitatsbeziehung derselben 
i n  folgerider Weise ausdrücken: 

Der den af'finen Systenien der Theildreiecke gemeinsam entspre- 
chende Punkt  ri ist derjenige, in welcbem die von der Spitze gezogene 
Transversale die  Grundlinie schneidet. 

Lhrch diese Hestimmnngen . 'welche die Affinitatsheziehungen der 
Dreiecke festsetzen, sind alle Punkte  der  Ebene auf folgende Art  affin 
auf einander bezogen: 

Bezeicbnen wir e i n m  Punkt  als zum Dreieck a b c  gehtirig mit p3, 
so entspreühen ihm zwei andere affiu zugeordriete Punkte y, und  p, ,  von 
denen p ,  als zu a r d  gehorig, p, als zu b c d  gehorig auzusehen ist. 

Deuken wir uns nun p3 heweglich, so werden, wenn p, eine ge- 
schlosaene Figiir F, beschreibt, die Punkte p, und p, entsprechende Figuren 
8, und 4 heschreiben, welche affin F S ,  also auch affin unter  einander sind. 
Ausserdem existirt unter  diesen Figuren noch folgende Beziehung: 

F , = F , + F , .  

B em eis .  Wir  wenden den in R e y  e im 7. Vortrag des II. Theiles 
abgeleiteten Satz a n :  

,, I u  affinen ebenen Systemen stehen j e  zwei einander entspreçhende 
E'iguren in constantem Verhiiltnis~ zn  einander." 

Wir bezeichnen nun  das zu B b c gehorige System mit seinen Figuren 
als System III; diesem entspricht alsdann das zu c b d  gehorige Systcm 
I I  und das zu a c d  gehorige System 1. 

Einer beliehigen geechlossenen Figur  lis, dia zu a b c  im System I I I  
gehort, entsprechen die Figuren F, im System II und  FI im System 1. 

Bezeichnet man nun den Inhal t  des Dreiecks a b c  und den der übri- 
gen entsprechend durch ( a b c ) ,  so ist nach dem angeführten Satze offenbar 

F (ac r l )  
-1 - --- 
4 ( a b c ) '  

denn dem Dreieük a c d  irn Sys temI  entspricht dasDreieck a b c  im SystemIII.  
Aus gleichem Grunde ist 

( c  b d )  8 -  -- 
F3 (ub C )  ' 

da (lem Dreieck c 6 d  im System I I  das Dreieck u b c  im System III en t -  
spricht. Durch Addition der Gleichungen 

6, -- ( a  c ri) - 
F3 (fl b cl  

( c b  d )  Fi? - 
F3 ( a b c )  

ergiebt sich 
( a c d ) + ( c b d )  . 

F3 (a 6 c )  
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Aher auf der  rechten Seite dieser Gleichung ist der  Zahler gleich d m  
Nenner, da  nach der Fignr  ( a c  d )  + ( c  b d )  = ( a b c )  ist. 

Der  Wer th  der  Brüche ist = 1, ~ l s o  

Diesen Satz kann man RIS don durch die hnhere Geometrie verallgemei- 
nerten Pythagoraischen Lehrsatz anseheu und kanu dernselben folgenden 
Wort laut  geben : 

Man ziehe in einem Dreieck, dem Hanptdreieck, eine Transversale 
von der Spitze auf die  gegeriüherliegende Grundlinie. Hierdurch zerfallt 
das  Iiauptdreieck in zwei l'heildreiccke. Nun beziehe man das Hanpt- 
dreieck affin auf jedes der  Tlieildreiecke und zwar derartig, dass im 
Hauptdreieck und j e  einem der Theildreircke die Scheitelpunkte der 
gt~ineinsamen Winkrl  zugleich dirjenigen Piinkte bilden, welche in beiden 
affinen Systernen einander gerneinsam entsprechen. 

Zielit man nun eine beliebige geschlossene Figiir F, ,  hetrachtet die- 
selbe al6 zum System des Hauptdreiecks gehoi-ig, ciinstrnirt uach den 
festgesetzten Bexiehungeu dann die zu den beiden anderen Systemen der 
Tlicildreiecke gehtirendeu F ignren ,  bezeichnet dieselben mit 12, und F 2 ,  
6 0  ist 

Ans dieser Verallgemeinerung  de^ Pythagoraischen Lehrsatzes erliiil- 
teri wir die bekaiirite Form desselben, indem wir folgende Specinlisirungen 
annelimen. 

Wir  legen ein rechtwinkliges Dreieck a b c  zu Grunde,  in welchem 
die Transversale c d  serikrecht zur  Grundlinie ab  ~ t e h t .  Hierdurch wer- 
den  das Hauptdreieck und die Theildreiecke nnter einander alinlich, also 
w ~ r d e n  aucli unter  einander die Fignren F I ,  F, und F3 abnlich, zwischen 
denen die Beziehung bestehen bleibt 

F 3 = F , + F 2 .  

Nehmen wir a n ,  F3 sei dan über der Hypoteniise errichtete Quadrat, 
so werden 4 und  F, die über den Katheten errichteten Quadrate sein, 
wudurch sich die bekannte Form des Pythagoraischen Lehrsatzes ergiebt. 

Die soeben gef'undeue Verallgemeinerung setzt uns  nun in den Stand, 
auch dem bekannten Satze über die Lunulae Hgppokratis eine allgemei- 
nere Form zu geben. 

Keliren wir wieder znm Dreieck a b c  und  seinen affinen Theildrei- 
ccken n c b ,  cbd  zurück. Durch die verlangerten Seiten a c ,  b c  einer- 
seits,  durch die Grundlinie ab und d ie  Transversale c d  andererseits wird 
auf der unendlich fernen Geraden der Ehene  des Dreiecks n b c  eine 
gewisse elliptische Involution J bestimmt. Nun ist ein Kegelschuitt be- 
stimmt durch drei Punkte  und  die Involution auf einer Geraden. Uem- 
nach konnen wir construiren 
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1. eine Ellipse E3,  bestirnmt durch a b c  und J,  

2. 1, 7, El, ,, 1 ,  a c d  ,, J ,  

3. ,, i 7  , 9 7  ,, b c d  ,, J. 

D a  die Involution J auf der  unendlich fernen Geraden liegt,  so 
wird ab Durchrnesser von E3,  a c  ih rchmesner  von El, c b  Uurçbmesser 
von Ez. 

Diese drei Ellipsen Sind ein speeieller Fa11 der Flaclien F I ,  F z ,  F,, 
also ist 

E3 = El+Ez.  

Also Sind auch die  halben Fliicheiitheile durch die Bezieliung verbun- 
den,  dass 

ist. Jetzt suchen wir die Ea l f ten  der Ellipsen derartig a u s ,  dass 

kt. Dann ist also 

1) a e c f b u = a g c a +  c h b c ,  
2) a e c u f  c f b c =  a e c a  + c f b c .  

Zirhen wir von der  oberen Gleichung die untere a b ,  d. h. die Sunime 
der  Segmente u e c a  $- c f  b c ,  so  erhalten wir 

a e c / b u - ( a e c u + c f b c )  = a y c a + c h b c - a e c a - c f b c  
oder 

a b c  = ( a g c n - a e c a ) + ( c h b c - c f b c ) ,  
d. h. 

a b c = S , + S , .  

Hicr bedeutet SI die î~Iondsiche1 a e c g a  und  S2 dio Mondsichel c h  bf c .  

Somit haben wir zwei von elliptischen Bogeiistücken begrenzte Rfond- 
~icheln construirt, deren Flacheninhalt zusamrnen gleich dern Flacben- 
bha l t  eines Ilreiecks ist. 

Demnach k a n n  man den  Satz über die Lunulae Hippukratis in  fol- 
gender Weise verallgemeiuern : 

Zieht man in einem Dreieck a b c  eine Transversale c d ,  so hestimnien 
die verlangerten S ~ i t e n p a a r e  a c l  b c  einerseits, ferner die verl&igerte 
Seite ab und die Transversal8 c d  anderer~e i te  durch ilire Schnittpunkte 
mit der unendlich fernen Geraden auf derselben eine elliptische Involu- 
tion J. Construirt man nnn über den  drei Seiten de8 Dreiecks crbc als  
Durchmesser diejenigen Ellipsen, welche auf dor unendlich fernen G e -  
raden die eben bestirnrnte Involution J induciren, s o  is t  der  Flacheninhalt 
des siçh hildendan Paares  der el l ipt isch~n Mondsicheln Sl+S, gleich dem 
Flacheninhalt des  Dreiecks a b c .  Diese drei Ellipsen bilden ein Tr ipe l ;  
der eine Schnittpunkt der drei Ellipsen ist der P u n k t  c ;  die anderen 
Schnittpunkte von j e  zwei Ellipsen sind a ,  d l  b.  Da  die  drei Ellipsen 
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auf der  unendlicli fernen Geraden dieselhe Involution inducireu, so sind 
sie nn te r  einander alinlich und  sind ihre Iiomologen Axen parallel. 

A u s  diesem Satze erhalt man die bekanntc Form des Satzes über 
die  Lunulae Hippokratis durch folgenda Specialisirungeu. 

1st das Dreieck a b c  ein recbtwiukliges und  wahlt man zur Traus- 
varsale die  H6he  c d ,  so wird die Involution J durch diese Annahme znr 
Circularinvolution auf dcr  unendlich ferucn Geraden. 

Das Ellipsentripel geht in ein Kreistripel iiher, die elliptischen liond- 
siçheln i n  zwei kreisformige und es bleibt die Beziehung bevtehen 

S,+S', = ( n h c ) .  

Schliesslich sei noch auf folgenden Umstand hingewiesen. Legt man 
eiu beliebiges Dreieck ahc  und eine beliebige Transversale c d  zu Grunde, 
so nimrnt c d  unendlich viele Lageu a n ,  wenu man sich c d  çoritinuirlich 
um c von der Grenzlage c n  bis zur  Grenzlage cb drehen lxsst. Jeder 
einzelnen Lage entspricht daun eiue bestirrirnte Tuvolution J aiif der un- 
endlich fernen Geraden und ein hestimmte~l Ellipsentripel, welches ein 
bestimmtes Mondtiichelpaar entstehen Iasst, dessen Inlialt gleich dcm 
Ureieck a b c  ist. 

D a  wir abe,r dnrçh die Wahl der Lage der Transversale unendlich 
viele Involutionen J annelirnen konnen ,  s o  erhalten wir auch unendlicli 
viele Ellipsentripel. Mithin erhalteu wir aucli eine unendliclie Anzahl 
von ~ londs iche lpaaren ,  die alle gleich dem Inlialt des Dreiecks a b c ,  also 
auch uriter einarider gleiüli sind. 

S o e s t .  Dr.  PAUL SCBOREMANN. 

XXI. Zur  Construction der Wendepunkte. 
(Hierzu 'ïaf. VllL E'ig. 2 u. 3.) 

1 s t  M das RIomrntanccntiurn irgcnd einer Bewrgung ciiios 8tarip.n 
ebenen Systemu iii seinpr E b c n ~  (Fig. 2 ) ,  P ein bt2lirbigrr Systempuiikt 
und Ir' der Kriimmungsmitt<~lpunkt der Uehn, w e l c l i ~  P m o m ~ n t a n  be-  
sclireiht, endlich W der W e n d ~ p n k t  auf drm Stralil M P ,  d. i. d ~ r  Punkt, 
deeseu Rahn ihreu Kiümmiingsrriittrlpuukt augenblicklich irn Unendlichen 
liat,  so bestebt zwisclien den vier Punkten ein Zusammmhang,  welihei 
durçh die Gleiçhung - - 

l'W. K P = /ln2 

(vcrgl. u. A. S c h e l l ,  Tlieoiio der Bewegung und der K r a f t r ,  2. Aufl., 
1. Thl.  S. 462) dargestellt wird. Auf Griind dieser Bezielinng Iasst sich 
der  P u n k t  W finden, falls M ,  P und K gegeben s ind ,  und zwar mittels 
folgender Liuealconstruction. Mau lege durch P irgend einen Strabl g, 
verbinde einen beliebigen P u n k t  A desselben mit W und Ji, ziehe ferner 
durch Al einen Stralil parallel zu Ak', welcher g im Punkte  B schneiden 
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mag, d s n n  trifft d i e  G e r a d e ,  welclie durch B parallel  zu  M A  gplegt 
wird, den Strali l  N P  in deni W e n d ~ p i i n k t e  W. Die Etichtigkeit der  Cou-  
struction mird ersichtl ich,  urenn nian beacli tet ,  dass  

A i 1 1 P B ~ i A  K P A  u n d  A M P A N A  W P B  
ist; denn  es  veil ialt  sich 

= P W :  MF', 
woraus d i e  Rela t ion 

i b t ,  k T =  .@2 

Iiervorgelit R1itti.l~ d e r  g a n z  gleiclieu Construction Iasst sic11 fi' fitidrn, 
weun alisser rll P u n d  Ct' gegeben sind. Sol1 dagegen P aus  N ,  K u n d  
W ermittelt w c r d e n ,  s o  legc  men durch  iM zwei beljebige Strali len N d  

und N B ,  zielie dnrcli R' einen Parallelstralil WU z u  M A ,  ferncr durch 
K einen Parallelstrahl (i A z u  M B ,  u n d  verli inde d i e  Schn i t tpunk te  A und  
R durcli e ine  Gerade  g, so  sclineidet diesc auf  M K  denjeuigeri  Systern- 
punkt  P a u s ,  dessen Hahri li mornentan zurn I(riimrnungsrnittelpurikt liat. 

D ie  hier gegeberie I~inealconst r i ic t ion des  Weridcpunktes ,  welclie 
rneines Wissens bisher uocii niclit mitgethril t  worden i s t ,  liat neben  ilirer 
Einfachlicit den Vorzug ,  das s  zwei de r  zur  Consti-uction notliigcn Stralilen 
willküilich gewalilt wcrdcn diirfen. A n s  dcm letzteron Urnstande vermag 
man in manchen Fi i l len ,  L ~ s o i i d e r s  hinsichtlich de r  Eeweise  einiger S a t z ~  
über die Bewegung  des ebenen Systerns,  Vortheil  z u  ziehen u n d  dies sol1 
im Fo lgenden  noch dargctlian werden. 

Die  Beuregung des eheuen Systems wird gewolinlich bestirnmt durch 
die Batinen (a , )  u n d  ( a p )  zweier Systenipuukte  Pl u n d  P2 (Fig .  3 ) .  1st 
die Uewegung durch die Euveloppen zweicr Systerucurven grgebtw , su 
treten bekannt l ich  d i e  Krijmmungsmittelpunkta d e r  Systemcurven iu  deri 
Berührurigsnormalen .an die Stelle dnr  P u n k t e  Pl u n d  P 2 ;  irn Ueb~igc.11 
wcrden jedocli d ie  folgeridon 13ctraclituiigeri h ierdurch nicht  rnodificirt. 
U m  die  W e n d ~ ~ u r i k t e  ?Tl u n d  W2 anf  den  augenblicklichan ILihriiior- 
malrtn Ml', u n d  M P2 zu e.rmittcln, benutzcn wir in Anwendung  d e r  eiit- 
wickelten Construction als den  e inen willkürlichen Strahl  g d ie  Systeru- 
gerade Pl P z ,  u n d  als d e n  zweiten durcli d ie  Krüminurigsmittelprtnktc ki , 
bezieliurigsweise ti, zii legenden willkürliclien Strali l  d ie  Verbindungsli i i ie 
k;K2,  welclie El Pz i n  N schrieidet. Legen wir u u n  tiorcli das  Blomrn- 
tancentrum M zu K,K2 e ine  parallele G e r a d e ,  u n d  durch den  Sclinitt- 
punkt  A d e r  le tz teren mit Pl P, einen Stralil parallel  zu  M N ,  so triff't 
dieser die. Bxhnnormalen in den Wcndepur ikten W', u n d  TV2. Dirsc  sclir 
einfaclic Construction d e r  beiden \Vendepunkte  mach t  z i ig l~ ic t i  rrsichtlicli, 
d a s s  d i e  V e r b i n d u n g s l i n i e  Wl W2 d e r  W e n d e p u n k t e  p a r a l l e l  
z u r  G a r a d e n  M N  i s t . *  

* Vergl. A r  o n h  O l d  , Kinematische biittheiliingen, Verhandlungen des  Veï- 
eins zur Beforderung dea Gewerlifleissea in Preussen. Bèrlin 1872. S. 149. 
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schneiden sich diese im Wendepol Wo,  durch welchen P u n k t  die Lage 
der  Polbalinnormalen und  folgliçh auch der Polbabntangente MT be- 
stirnmt wird. Da nun 

L W,MT=LM W4WL 

als Peripheriewinkel im Wendekreise iiber derselben Sehnc M W,, und 
ferner 

L W,  V', M = L W, JI il.', 

weil W2 11 MN, so ist folglich 

Aufi dicser Bezichnng folgt sofort eine sehr einfache Constriiction der 
Polbahntangcnta,  welche zuerst von B o  h i  l l i  e r '  g ~ g e h e i i  wordeii ist. 
A r o n h o l d  (ibid. S. 144) nennt  sie deshalb die  B o h i l l i e r ' s c h e  Con- 
struction. 

E ine  weitere einfache Ueziehung, vermittelst welcher man die Weude- 
punkte W ,  und W2 zu construireri veruiag, wenn dau Momentancentriim 
JI  ausserhalb des Zeichnungsraumes liegt,  dagegen N innerhalb desselben, 
erhalt man durch folgende Erwiigung. Lcgt  man durch N eiue Paral- 
lele zu KI PL, welche K2 L', im P u n k t e  C trifft, und  durch C eiue Paral- 
lele zu MN, so içt die Strecke C D  gleich und parallel M N ;  andererseits 

ist  aber  auch A R  gleich und  parallel MN, woraiis bervorgeht,  dass die 
vier Punkte A B C D  ein I'arallelogramm bilden. Dieser Umstand ist des- 
halb von Werth,  weil die Punkte  U" und W", in denen die Gerade CD 
die Strahlen NKl und ATPI trifft, die Wendepurikte der Relativbewegung 
des mit der Geraden K, P, veïbundenen starren Systems gegenüber dem 
durch KI Pl rcpr5sentirtcn System s iud ,  wie die Entstehungsart dieser 
P u n k t e  direct ersiclitlich maclit; da  man nun dieae- Pi inkte  W' und W" 

aiich ohne Benutzung der Geraden hrM zu finden vermag, indem man 
diese P u n k t e  einzeln mittels der vorlier gegebenen Construction aufsucht, 
so k a n n  man sofort C D  ermitteln. Hat  man aber C D ,  so findet sich 
z. B. A,  indem uirin W'8'= C D  maclit und d'A parallel zu KlK2 xieht. 
D i e  durch A zu W'W" parallel gelegte Gerade enthalt dann die Wende- 
punkte W1 und W,. 

Denkt  man sich die vier Punkte  Ki k', P2 Pl i n  dieser Aufeinander- 
folge dnrch vier starre Linien derart verbunden, dass dss  entstehende 
Viereck beweglich bleibt,  so erhalt man ein sogenanntes Gelenkviereck 
oder Gliedervierseit. Wie  die eben angestellten Erorterungen erkennen 
lassen, hesteht der einfache Zusarnmenhang zwischen den vier Wende- 
purikten der i\Iomentanbewegungen zweier zusarnnienstossender Glieder 
de8 Gelenkvierecks darin,  dass die Verbindungslinieu der Wendepunkte 

* Cours de géom6tr'ie, 1Zme tdition, pag. 282. 
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auf den Gegenseiten die anderen Gegenseiten in den Ecken eines Paral- 
lelogramms schneiden. 

Z ü r i c h .  MARTIN G K Ü B L E R ,  Privatdocent. 

XXII. Ueber die znsammengesetzte Centripetalbeschlennigung. 
(Hierzu Taf. VI11 Fig. 4 u. 5.) 

C o r i o l i s *  ha t  beziiglich der  Ueschleunigung der Relativbewegung 
p.ines Piinktes gegen ein sich bewegmdes raumlichcs System auf analyti- 
ticlieru Wegc einen Satz bewieseu, der siüh in der  folgenden wenig ver- 
anderten Gestalt aussprechen lasst. 

Bewegt sich ein P u n k t  gegen ein raumliches starres System, welches 
selbst wieder cine Bewrgung im ruhendeu Raume besitzt, so ist die He- 
sclileunigung der absolnten Bewegung des Punktes  die, Resultirende ans 
folgenden drei Beschleunigungen: 1. der 'Beschleuuigung des System- 
punktes, mit welchem der  bewql iche  Punkt  momentan zusammenflllt; 
2. der Beschleunigung der Relativbewegung des Pnnktes gegen das 
System; 3. der sogenannten zusarnmengesetzten Ceritri~ietalbesclileuni- 
gung, deren Grosse durch den Autidruck 2 w .TU,. sin cc bestirnmt wird und 
welche senkrecht zu einer durch lu, gehendan,  zur  Momentanaxe pairil- 
lelen Ebene,  gleichsinnig mit w, gerichtet ist. Dabei bezcichnet in letz- 
terem Ausdrucko m die Winkelgeschwindigkeit, mit welclier das System 
urn die Momentanaxa rot i r t ,  ru, die Gefichwindigkeit der relativen Re- 
wegung des Punktes  gegen das System und CY den Winkel, welchen diese 
Gescl~windi~kei t  mit der Momentanaxe 'inschliesst. 

Dieser Satz gestattet eine sehr einfache und durclsichtige IIerleitung, 
welche das Vorhandensein der zusammengesetzten Centripetalbesclileuni- 
gung schon i n  den bekannten Ausdrücken für die Uesclileuuigungscom- 
ponenten in Cylindercoordinaten erkeuneu latint. D a  auf diene Ableicuug 
meines Vissens bisher nocli nicht aufmerksam gemacht worden ist,  so 
sol1 aie irn Folgenden mitgetheilt werden. Dieselbe stützt sich anf die 
naclistelienden Erorteriingen. 

Die Bewegung eiues Punktes  werde durch Cylindercoordinaten p ,  cp, 

z auf ein Axensystem bezogen, so dass, wenn S ,  y, z die rechtwinkligen 
Coordinaten dieses I'unktes s ind ,  

x = p c o s q ,  y=psincp 
(Fig. 4) zu setzen is t ;  für dia drei Besclileunigungscornpnnenten in der 
Riclitung von p, ferner senkrecht zur  Ebene durch den P u n k t  und die 
Z -  Axe und endlich in  der Riclitung der letztern ergeben sich dann be- 
kanutlich dio Ausdrücke 

* Mémoire sur les équations du mouvenient relatif des systèmes de corps. 
Journal de l'école polytechnique, cah. XXlV pag. 142. 
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Wenden wir dirselben auf die Bewegung eines Punktes  a n ,  welclie da- 
durch zu Stande kommt, dass der P u n k t  in relativer Bewegung auf einer 
stnrren Curve ,  die mit der Winkelgcschwindigkeit o um die Z- Axe rotirt, 
hegriffrn ist ,  und setzrn wir liierbei voraiis, dam die  Ciirve die L-Axe 
schneide und der bewegliche Punkt  momentan i n  diesem Scbnittpunkte 

d 9 sich beiiude, so erhalten wir, weil dann  Q = 0 u n d  - = w zu setzen kt ,  
d t  

Die beideu Grossen p, und p,  sind aber  die Componenten der Beschlen- 
nigung p ,  d r r  Relativhewegung des Punktcs  auf der  Curve,  denn sie 
bleiben ungeaodert ,  wenn die Curve nicht rotirt ,  also w = O is t ;  es tritt 
folglich wegen der Rotation der Curve zu p ,  noch die Ueschleunigung p,. 
1st  n>, die Gescliwindigkeit der  Rclativbewegung des Punktes  und a  der 
Wiuke l ,  welchen w r  mit der  Z-Axe einncliliosst, so sind die beiden Corn- 
yonenten von w, in der  Richtung der Z- Axe  und senkrecht zu ihr 

demnacli erhalt man 
p ,  = 2 w ru, sin a. 

Bei der Rotation der Curve andert  die i n  der L- Axe liegende Ge- 
d z d e  

scliwindigkeitscomponente - ihre Lage  nicht,  sonderu nur  ; es ant- 
d t d t 

d g  spricht folglich der Eichtungsanderung der  Cornponente - = w r  s ina  die 
d t 

Uesclileunigung pn, welche den vorstehenden Wertli  besitzt u n d ,  wie sofort. 
ersicl~tliclil senkrecht zu der durch w, und  die Z - A x e  bestimuiten Ebene, 
gleiclisinnig mit w gerichtet ist. 

M'enden wir uns nunmehr zur  Herleitiing des vorausgeschickten 
Satzes von C o r i o l i s .  Es sei (c,) (Fig. 5) die Bahucùrve der Relativ- 
bewegung des Puuktes P gegen das sich bewegende raumliche System; 
durch die rnomentane Lage dieser Curve ist,  falls letztere keine Gerade, 
zugleicli die des Systems bestimmt. Auf Grund des Satzes, dass jede 
unendlicli kleine Bewegung eines starreu raumlichen Systems in eine 
beliebig gericlitete Translation und in eine Rotati<iri um eine zur  Momen- 
tauaxe parallele Axe zerlegt werden k a n n ,  bringen wir die  Curve (c,) in 
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die unendlicli henachbarte Lage (c",), indem wir die Curve parallel zn 
sich in der Xichtnng der absoluten Geschwindigkeit ru, eines beliebigen 
ihrer p u n k t e ,  z. B. S, verschieban, wodurcli die C u r v  zuriachst in die 
Lage (c',) nnd der Piinkt S nach S' gelaiigt; eine unendlich kleinr. 110- 
tation, welche iim die zur  M o m e n t a n a x ~  parallclen durch S' gelicnden 
Geraden Z Z  nnd zwar mit der  momentanen Winkelgeschwindigkeit w des 
Systems zu erfolgen b a t ,  bringt danu die Curve (c',) in  die neue Lage 
(c",), womit zugleich das System selbst in  seine nnendlich beuachbarte 
Lage übergeführt ist. Zerlegen wir nun das Bahnelement Pl'" der ab- 
soluteu Bewegnng dee Punktes  P entçprecliend der erwalinten Zrrlegung 
der Systembewegung in die boidcn Componenten PP' nud P'l"', und 
setzen wir voraus, dass S derjenige Systempiinkt sei,  in  welclirm sich P 
augenblicklich befindet, so ist zufolge eines bekannten elernentaren Satzes 
die totale Reschlerinigung des Piinktes P die Resul t i rmde aus der Be- 
sclileunigung des Systernpunktes S und r u s  der Bcsclilrunignng, welche 
der Bewegung des Punktes  von P' riacli P", also waliiend der Rotation 
des Systems, entspriclit. Diese letztere Uewegung stirnmt aber vollig 
überein mit der  vorlier beliarideltcn speciellen Relativhewegung eines 
Punkt,es auf einer rotirenden Curve, da sich hier der bewegliclie Punkt  
P in S', xlsn  NU^ der Rotationsaxe hefiiidet; es entspiiclit folglicli der 
Bewegung des Punktes P von P' nach P"'eine Besclileunigiing, welche 
die Resiiltirende ans der B e s c l i l e ~ n i ~ u n g  p ,  der  RelativUewegung und der 
zusammengesetzten Centripet al hesclileunigung p ,  ist. D a  die (;rosse und 
Kichturig von JI,, sic11 hier in derselben Weise bestimrut, wie vorher an- 
gegelien, so  ist  damit der  Satz von C o r i o l i s  bewicsen. 

Z ü r i c h .  ~ I A K T I N  GRÜBLEH,  Privstdocent. 

XXLII. Die Berechnnng der Rententafeln aus Sterblichkeits- und 
Invalidit&tsbeobachtungen. 

Schon W i t t  s t e i n *  hat wiedcrholt darauf hingewirsen , dass die 
Absterbeordnungen niclit als das eigentliche Ziel der Sterbliclikeitsstatistik 
angeselien zu werden verdienen,  dass sie zmar eine popul#re Form sind, 
die Ergebnisse statistischer Untersiicliungen übersiclitlich darzustellen, die 
wissenscliaftliche Brarheitung aber den tiefer liegenden Ucgriff der Lebens- 
wahrsclieinlichkeit als ihren eigrntliclien Gegenstaud betrachten inüsse. 
In der T h a t  scheint es  mir nur  liiatoriscli - durch die Naclifolge II a l  1 e y's  
- erkliirbar zu sein,  dass irumer wieder die Absterbeordnung als das 
Schlassergetiniss der statistisclien Arbeiten s u r  Grundlage für alla weite- 
-- -- 

* W i t t s t e i n ,  Ueber eine zur Zeit noch nicht exiatirende Wissenschaft, vor- 
getragen auf der 40. Naturforscherversammlung. Harinover 1865, und: Mathema- 
tische Statistik. Hannover 1867. 
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ren Anwendnngen,  insbesondere im Versichernngswesen , gemacht wird. 
Auch die neue preussische Sterblichkeitstafel ist nur  als A b ~ t e r b e o r d n u n ~  
veioffeutliclit w o ~ d e n ;  die Walirscheinlictikeitswerthe, welche duch, wie 
iminer - von ganz seltenpn F a l l i n  abgenehcrn -, das ursprüngliche Er- 
gebniss der statistiechen Ermitteluiigen gebildet haben und  jedenfails 
sllein znm Vergleich der Tafel  mit anderen dienen konncn ,  siud nicht 
mitgetbeilt worden. Ohne nun  den N n t z ~ n  in Abrede stellen zu wollcn, 
den die Zahlen der Absterbeordnung für die Beantwortung einzelner Fra- 
gen ,  auch des Versicbernngswe~ens,  bieten, mochte ich doch im Folgen- 
den darauf aiifmerksem machen, dass für die  hier i n  Betrac!it kommende 
Hauptfrage,  für d i e  B e s t i r n r n u i i g  d e r  R e n t e n w e r t h e ,  die Absterbe- 
ordnung unnothig is t ,  -- ja dass sogar die von ihr  autigebende Bert&- 
n u n g  der  Rentenwerthe nndurchsichtig und weitschweifig ist im Vergleich 
mit der Berechnung ans den Wahrsclieinlichkeiten. 

1. Es bezeichne p.,, die Watir~cheinl icbkei t ,  dass ein m - jghriger rn + 1 
J s h r e  a l t  wird. Von .in heute lebenden Persoiien dee Alters m leben al80 

nach 1, 2 ,  3, . . . J a h r e n  noch M p m .  M p n i P m +  i , M t ) m p m + i ~ m + 2 ,  . . . Niin 
sol1 jeder Lebende jiihrlich die Rente 1 nachschusswcisc empfangen. Ucr 
heutige Werth diesor Zahliingen ist,  wenn e den ~ u f z i n s u n ~ s f a ' c t o r  Iie- 
zaichnet, 

Hz+ P m r + I  PmPrn+l P m + 2  
+ M  $ + ... 

e 
Daher ergiebt sich als  der Wer th  aller pro Person zu zahlenden Renten 

Diese scltcn angewendete* Gleichnng ist zunachst bei weitcm d u r c h s i  c h  - 
t i g e  r ,  als dit: gewtilinliche Formel, nach welcher der  Rentenwerth des 
Alters m als Quotient ans  der Summe aller folgenden discontirten Zalilen 
durch die discontirte Zahl des betreffenden Alters erscheint. Denn jede 
discontirte Zab1 ist wie jede Zahl der Absterbeordnung von den ibr in 
der  Altersordnung vorangehenden Zalilen abhgngig, wahrerid unsere 
Gleichung, ebenso wie eine einfache Ueberlegung, zeigt,  dass der Ren- 
tenwerth irgend eines Alters doch nnr  von den Sterhlichkeitszustanden 
der  hnheren Alter  abhiingt. I n  der gewohnlichen Formel tilgen sich eben 
die  Eiuflüsse der  vorangehenden Altersstufen, i n  den Bestandtheilen un- 
serer Formel erscheinen sie überhaupt nicht. Formel 1) giebt a180 den 
Rentenwerth a n  in seiner Ahhaugigkeit von d e n  Elementen, von denen 
er wirklich nur  a b h h g t ,  enth5ilt nichts Fremdartiges. 

Schon darans k a n n  man schliessen, dass auch die Bechnung nach 
diescr Formel e i n f a  c h e r sein muss , als die gewohnliche, noch dnrchauv 

* Zeuner ,  Mathematische Statistik. Leipzig 1869. S. 204. 
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gebrkiuchliclie. I n  der T h a t ,  ist Rm+i der Rentenwerth fur den (ni + 1)- 
jalirigen, so ha t  man 

P m + !  Pn1+1 P m + ?  
R m , ,  = -- +e -ë- + ... 

e 

Die Vergleichung dieser Formel mit 1) lehrt ,  dass 

oder in leichtverstaudlichen kurzen Worten 

Nachscbussrentenwerth = discontirte r~ebenswahrschttiiilichkeit 
X Vorsclinssrentenwerth des folgendeii Jahres .  

Die Richtigkeit dieser Formel ist auch deshalb evident,  weil sie ein- 
fach aussagt, dass die lieute für die Rentengewahrung liinterlegte Summe 
ausreichen muss, erstens um am Schlusse des ersten J a h r e s  den Ueber- 
letienden die Rente zu zahlen,  u u d  zweitens urn dann fur jeden Ueber- 
lebenden noch soviel in  Xtwerve zu haben, dasn man ilim die ferneren 
ltcnten zahlen kann. J e n e s  erfordert,  dass für M Eintretendo am Jahres-  
sclilusse vorhanden sei filp,, dieses ,  dass M p ,  R,+, vorhanden sei ;  dis- 
contirt man diese Retrage auf den Jahresanfang,  sa erhalt man Formel 2). 

Hieruach kann man die Rentenwerthe recursionsweise berechnen, 
vom hüchsten Alter beginnend. 1st k dieses hochste Alter, so ist  

Pk- 1 , Rk-l = -- 
e 

Die Rechnung nach diesem Schema ist logarithmisch nnunterbroclien aus- 
fülirbar, wenn man die  Tafel der G a u s s ' s c h e n  Additions- uud  Sul~trac-  
tionslogarithrnen benntzt ,  da  diese j a  zum Argumente A = logx sofort 
ergeben den Werth B = log (1 + x). Man berechnet also zunaclist alle 
l o g ( p :  e ) ,  dann hat  man aucli log Rk-1 und  findet weiter l o g ( l +  R k - i ) ,  

log Rk-l, log  (1 + R k - 2 )  , l o ~ R ~ - ~  u. 8. f. mittels der  G a n s s ' s c h e n  Tafeln 
und bloeser Additionen. 

Nicht minder bequepl wie für die  logarithmische Berechnung ist d ie  
Anwendung der Formel 2 )  auf der  Maschine. Mit einem einzigen Divisor 
e findet man alle p : e und hat  dann eine Kette  von Multiplicalionen aus- 
zufübreu, d a  ja die jedesmalige Hinïufiiguug der 1 kaum ale Weiterung 
in Betracht kommt. 

II. Die  obigen Entwickelungon passen ohne Weiteres anch für die  
Berechnung der R e n t e n  a n f  v e r b u n d e n e  L e b e n ,  wenn man fur p ,  
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<las ~rodUctp 'nl~"n+d ans den Wahrscheinlichkeiten der verbundenen Leben 
einsetzt; sie passeu auch für a b g e k ü r z  t e  R e n  t e n ,  wenn man für k nicht 
das  hochstt: erreichbare, sondern das hochste versicherte Alter nirnrnt. 
Waisenrcnten i n  solcher Art  zu bcrcchnon, ist z. B. recbt vortheilhaft. 

Auch in anderen Fallen hewahrt sich die dargelegte Methode. Irn 
Folgrndcn inogo sie noch eur Berechnung der einfachen I n  v a l  i d i  t a t s -  
r e s  e r v  e angewendet w e r d ~ n .  E s  sei qm die Wahrscheinlichkeit, dafis ein 
7n -jahriger Arbeiter im folgenden Altersjahre invalid wird, am die Wahr- 
sclieinlichkeit, dass er wahrand des Jahres  activ bleihe. [Bekanntlich ist 
n = p  - x .  y ,  wo x eiuen Bruch bczeichnet, über dessen Abhsngigkeit von p 

oder von p  und q verschiedone Hypothesen gemaclit worden sind. Kach 
Z e n n e r  ist e. B. r = Z p : ( l + p ) . ]  

Aus ciner tiente vorhandenen Gruppe von M Arbeitern des Alters m 

wird niin wahrsclieinlich invalid 

irn Alter m m + 1  rn + 2 ... 
die Anzahl M q r n  M o m g r n + i  i n a m  a m + ,  qm+2 . . . 

Dicse Invnlidcn wcrdcn vcrfiorgt, indem für J e d c n  die von der Sterblicb- 
keit diefier Invaliden abhangige, nach 2) berechnete Invalidenrente hinter- 
legt wird, also vorscliussweise 

i + R m  l + R m + 1  1 +  R m t z  . . . 
Der  heutige Werth dieser wahrscheinlichen Leistungen ist pro Arbeiter 

Die Berechnnng dieser Invaliditiitsreserve geschieht wieder mittels der Er- 
wagung, dass 

a m + i  
J m + i =  ( l + R m + i ) ~ r n + i  + ( l + R m + z ) T  ~ m + 2 + . . .  

D c n n  die Vergleichung fiihrt aiif die Recursionsformel 

H a t  man sich also erstens ans der Lebenswahrscheinlichkeitp der Activen 
und der Invaliditatswahrscheinlichkeit q die Activittitswahrscheinlichkeit u 

bereclinet und zweitens aus der Invalidensterblichkeit die Invalidenrente R, 
so ergeben sich die Invaliditiitsreserven für die einzelnen Altersjahre in 
folgender Weise. Man bestimmt (1 +H) q  und a :  e für alle Alter. Iet  k 
des hochste Alter, in dem noch Active leben,  so  ist  dann  
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E s  ist also unnotbig, eine Absterbeorduung der  Invaliden nnd  eine Activi- 
tatsordnung zu berechnen. Die Walirscheinlicbkeiten, aus denen man diese 
Zalilcnreihen findot, genügen vielmehr unmittelbar, nm auch die l tenten 
zu berechnen. 

III. Auch V e r s i c h e r n n g e n  a u f  d e n  T o d e s f a l l  konnte man ja 
mittels derselben Methode behandeln. Sol1 für eine jede von '71 bente 
lebcnden Pcrsonen des Alters m beim Todo die Sumrne 1 ausgczahlt 
werden, so ist die lieute dazu erforderliçhe Keserve 

drnn im ersten J a h r e  sterben wahrscheinlich Ms,, von den Ueberleben- 
den Mp, sterben im folgenden J a h r e  Jip,~,+~ u. s. f., wenn man mit 

s,= 1 - p ,  die Steiblichkeit des mten Alterfijalires bezeichnet. F ü r  jede 
versicherte Person ist also die Resnrve zu hinterlcgen 

Indcm man das Deckungscapital für die Lehcnsversichcrung des (m + 1)- 
jalirigeu 

Sm+ I Pm t l  S m t z  
D,+1= - +  - ë T  +... e 

mit d rm für den m-jahrigen vergleicht, zeigt sich, dass 

wodurcb die Reserven I) recnrsionsweise ermittelt werden konnten. Vor- 
theilhafter ist es aber, sie aus den R zu berechnen: mit LIilfe der Suh- 
stitution s = 1 - p  und unter Berücksichtigung von 1) gelit 5) iiber in die 
bekanute Gleichuug 

6 b) 
1 1 1 

D m = - + R , . - -  f i , =  -(l+ R,)-R, .  
e e e 

Auch die für die Todesversicherung erforderliche J a h r e ~ p r a m i e  
findet sich, da ihr heutigcr Werth P(l+R,) iut, nach 6 b) 

Uas sind bekannte Beispiele fiir die Verwerthung der  Punction R 
zur Erledignng einiger Anfgaben des Versichernngswesens. Man kann  
also einige einfache, aber besonders oft vorkommende Fragen beantworten 
auf Grund dcr Rentenwerthe allein, ohne die sonst gebraiichlichen beiden 
Zahlenreihen, dio Werthe der discontirten Zahlen der Lebenden und  die 
Wertlie der Summen dieser Zahlen zn kennen,  und  auch das spricht 
dafür, die Rentenwerthe nicht anf dem üblichen Umwege zn berechnen. 
Im Allgemeinen jedoch reicht selbstverstandlich die Kenntniss dieser einan 
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Zahlenreilie der Rentenwerthe nicht ails,  j ene  beiden X e i h m  zn ersetzen. 
Berechnete man aber  noch die discontirten Zahlen a au8 den  bei Errnitte- 
]ung der Bentenwertbo benutzten Zahlen p :  e mittel8 der  Formeln 

Po Pl Pz . , . PEI ao= 1 ,  a m = - . - . -  
e e e  e 

su  konnte man die  Summen der  d i scont i r t~n  Zahlen aus 

9) A, =u,-i R,-1 
findeu nnd hatte dann in  den Fnnctiouen u und A die gebrXuchlichen 
Gruudlagen fiir die Rebandlnng versicherungstechnisc~ier Aufgaben. Oder 
mit anderen Worten:  Die nach 2) und 8) zu herechnenden Functionen 
R und a genügen,  nm alle Aufgaben zn losen, welche man gebrauçh- 
licherweise mittels der discontirten Zahlen und ihrer Sumrnen behandelt. 

U r e s d e n .  Dr. G E O R Q  HELM. 
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XVI. 

D a s  g l e i c h s e i t i g e  T e t r a e d e r . ?  

Von 

Dr. ADOLF SCHMIDT 
zu Breslau. 

1. 
Als d ie  dem gleicliseitigen Dre i eck  analogc  raumliche F i g u r  erscheint  

anf den ers ten  Blick clas rcgii lare Te t r aede r .  D i e  fundamen ta l e  E i g e n -  

sehaft des  e r s t e r en ,  sich i n  B e z u g  a u f  s e ine  d re i  Se i t en  g a n z  gleich- 

massig zii ve rha l t en ,  kornmt indessen schon e i n e r  weniger  speciellen 

Figur ,  dem von  vier  congruen ten  Dreiecken eingeschlossenen Te t r aede r ,  

m. Ein T e t r a e d e r  d ieser  Art will i c h ,  nach  dern Vorschlage  v o n  Her rn  

Professor S c h r  o e t  e r ,  a l s  g l  e i  c h  s e i  t igtt  bezeichnen. 

Man e r k e n n t  le icht ,  d a m  in e inem solchen d i e  Gegenkan teu  ein- 

ander  gleich s ind  u n d  das s  auch  i lmgekehr t  a n s  d e r  Gleichheit  derse lben 

die Congruenz d e r  Seitenflachen folgt. E s  ist  ferner  ersichtl ich,  das s  d i e  

~ c k e n  in  d e r  Gr&e u n d  Reihenfolge  ilirer S tücke  übereinstimrnen u n d  

mithin congruen t  s ind .  D a h e r  ist  a n c h  das  T e t r a e d e r  sich se lbs t  in ver-  

schiedener S t e l lung  congruen t ,  wie man  e r k e n n t ,  w e n n  man  i rgend e ine  

f Als ich den grossten Sheil  meiner Arbeit vollendet ha t te ,  maehte mich 
Iierr Professor Dr. S c l i r o t e r  darauf aufmerksam, dass in den Kouvelles Annales 
de Mathématiques bereits einige Abhandlungen über denselben Gegcnstand er- 
schienen sind, und war ziigleich so freiindlich, mir einen Einhlick in  diesellien zu 
gewaliren. Ea sind die folgenden: 

Exercices sur le tetraédre; propoaés par M. G e n t g .  1878. T. XVII p .  223. 
Qiielques théorèmes sur les tetrabdres dont les arêtes opposées sont égales deux 

à deux. P a r  M. E m. L e m o i n e .  1880. T. XTX p. 13:l. Herr 1,. hemerkt, 
dass er seine IEesultate zum Theil schon 1875 auf dem Congrès de  l'asbo- 
ciation française pour l'avancement des Sciences, à Nantes, bekannt 
gcrnacht hat .  

Solutions des exercices sur le tétraèdre proposés par M. G e n  ty .  Par M. C h  6 f i k  - 
Bey.  1880. T. XIX p. 403. Diese Arbeit enthalt niir die Beweise zu den 
von Herrn G e  r i t  y ohne Beweis angeçebeueu S i h e u .  

Da die Nouvelles Annales vielfach schwer zugiinglich sein dürften, sa wcrde 
ich in meiner Arbeit diejenigen Resiiltate, welche sich in den genannten AbhanJ- 
lungen finden, dnrch ein Sternchen (*) kennzeichnen. . 

t? Herr G e n t g  bezeichnct ein solches Tctraedcr als isoscila (gleichschenklig), 
wohl mit  Rücksicht auf die Gleichheit der Gegenkanten, von welcher er ausgeht. 

%eltsaiiiift t Mathematik n. l'hysik XXIX,  6 2 1 
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ueiner Ecken mit einer andern zur Deckung brin@, wabei infolge der 
Gleichheit der von ihnen ausgehenden Kauten auch die ihnen gegeriüber- 
liegenden Seitenflachen zusammenfallen. Man findet so d R C D  2 - Rd B C 

C D A B  D C HA. A m  ansçhauliclisten ergeben sich diese Resiiltate - -~ -- 

auf folgende Weise. 
E s  sei A H C D  ein gleichseitiges 'i'etraeder, also A R C D  y> A D C  

DI! B CBA. Die Mittelpunkte der Kanten A C ,  A D  u. S. W. m6gen 

En,  E', u. S. W. iieissen. I n  den congrunnten ilrcieckcn B C D  und C R . 4  

sind alsdann die homologen Sckrw~rprinktstransversaien D En und d E, 
pinander gle,ich; es ist mithin A A E , B  gleichsclienklig und folglich 
En E', 1 A D .  l n  gleicher Weise ergiebt sich En F ' ,  1 R C. Somit gilt 
der  Satz: 

*l. D i e  K a n t e n m i t t e l l i n i e n ,  d. h. d i e  d i e  M i t t e n  d e r  G e -  
g e n k a n t e n  v e r b i n d e n d e n  G e r a d e n ,  e t e h e n  i m  g l e i c l i -  
s e i t i g c n  T e t r a e d e r  a u f  d e n  z u g e l i o r i g e n  K a n t e n  s e n k -  
r e c h t .  

1)s die Ebena zweier Kantenrnittellinien dem durch die dritte ge- 
schnittenen Kantenpaar parallel,  also auf j r n e r  dritten selbst senkrecht 
i ~ t ,  so folgt weiter: 

*2. D i e  d r e i  K a n t e n m i t t e l l i n i e n  e i n e s  g l e i c h s e i t i g e u  T e -  
t r a e d e r s  s t e h e n  p a a r w e i s e  a i i f  e i r i a n d e r  s e n k r e c h t .  

L h s t  man nun das Tetraeder  um eine dieser Geraden,  etwa uui 
ii',E',, eino balbe Umdrchung machen, so gelangen die beiden anderen 
Eb E f b  und E,fS',  in die umgekehrte 1,age Elb  Eb und  E ' ,  E,. Die xwei 
a u f  E, E',  senkrechten Kanten R C  und A D  fallen e b e n f a l l ~  in verkehrter 
Riclitung mit sicli selbst wieder zusammen. Infolge dessen gelangt jede 

der vier ü b r i g ~ n  Kanteri in die bisherige Lage ihrer G ~ g e n k a n t e .  Das 
l 'etraeder komnit daher in verauderter Stellurig mit siçh selbst zur Deckuug. 

3. E i n  g l e i c h s e i t i g e a  l ' e t r a e d e r  h i l d e t  i n  v i e r  v e r s c h i e -  
d e n e n  S t e l l u n g e n  d i e s e l h e  r a u m l i c h e  F i g u r .  E s  g e h t  
a n s  e i n e r  d e r s e l b e n  i n  e i n o  a n d e r e  d u r c h  h a l b t :  U m -  
d r e h u n g  nrn e i n e  s e i n e r  K a n t e n m i t t e l l i n i e n  ü b e r .  

Oder :  Z w e i  c o n g r u e n t e  g l e i c h s e i t i g e .  T e t r a e d e r  
k o n n e n  a u f  v i e r  A r t e n  z u r  I l e c k u n g  g e h r a c h t  w e r d e n .  

Iliernach ergieht sich unmittelbar: 
*4. D i e  v i e r  E c k e n  e i n e s  g l e i c h s e i t i g e u  T e t r a e d e r s  s i n d  

c o n g r u e n t .  
Dieselben gelangen namlich paarweise zur ileckurig, wenn maii d m  

'I'etraeder in die angegebenen Stellungen bringt. Aus demselben Grnnde 
folgt : 

" 5 .  l n  e i n e m  g l e i c h s e i t i g e n  T e t r a e d e r  i s t  j e d e  K a n t e  
g l e i c h  i l i r e r  G e g e n k a n t e .  D a s s e l b e  g i l t  v o n  d e n  an 
i h n e n  g e l e g e n e n  F l a c h e n w i n k e l n .  
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1)ie Umk~hr i ingen  dieser Satxe sind offenhar ebenfalls richtig: 
6. E i n T e t r a e d e r  i s t  g l e i c h s e i t i g ,  w e n n  s e i n e  E c k e n  c o n -  

g r u e n t ,  o d e r  ~ e i n e  G e g e u k a n t e n  g l e i c h l a n  g ,  o d e r  d i e  

F l t i c h e n w i n k e l  a n  l e t z t e r e n  g l e i c l i  s i n d .  
Aus den geruacliten Voraussetzungen ergiebt sich namlich unmittel- 

bar die Congruenz dei. Hegrerizungsdreieüke. 
Der Sa tz ,  dass ein Tctraeder ,  desçen Ecken congruent s ind ,  gleich- 

spitig is t ,  erschrint al6 Analogon desjenigen, dass ein Dreieck mit glei- 
chen -Winkeln gleicliseitig ist. Uebrigens geniigen herei t ,~ vie1 wenigcr 
specielle Voraussetzungen. Es  gclten z. B. f o l g ~ n d e  Satze: 

7. E i n  ' I ' e t r a e d e r  i s t  g l e i c h s e i t i g ,  w e n n  i n  i h m  
a) d i e  S u m m e  d e r  K a n t e n w i n k e l  a n  j e d e r  E c k e  g l e i c l i  

z w e i  R e c h t ~ n  i s t ,  oder 
b) d i e  S u m m e  d e r  F l a c h e n w i n k e l  a n  j e d e r  E c k e  d e n -  

s e l b e n  W e r t h  h a t ,  d e r  
c) d i e  S i n u s  s e i n e r  E c k c n  g l e i c h  g r o s s  s i n d ,  u. a. m. 

b) und c,) sirid selir leiclit zii heweisnn. Die Richtigkeit vnu a )  . 
erkennt man arii einfaclisten, indem man drei der Begrenznngsdreiecke 
i n  die Ebene des vier teu,  etwa in dirjenige von B C U ,  umgelegt denkt .  

Es eritsteht dadurch im Allgcmeinen ein Sechscck AIDA, R A 3 C ,  welches 
irifolge der Voraussetziiug zu einem Dreieck A, A, A, wird,  welches durcli 

die Verbindungslinien der Mitten R ,  C ,  /) seiuer Seiten i r i  vier con- 
g r u e n t ~  Dreiecke R C D, A, li C (-> A D C )  u. s. w zerfàllt. 

Satz 7 a )  ist die Urnkehrung des folgendcn: 
8. I m  g l e i c l i s e i t i g e n  T e t r a e d e r  h e s i t z t  d i e  S u r h m e  d e r  

K a n t e n w i n k e l  a n  j e d e r  E c k e  d e n  W e r t h  v o n  z w e i  
R e c h t e n ,  

drr sicli aus der Uernerkung ergiebt,  dass dicse Winkel denjenigen des 
gegeniiberliegendeu Ureiecks beziiglich gleich sind. D a  in den Ecken,  
welche nothwendig convex s ind,  die Surnine zweier Kantenwinkel grosser 
a h  der  clritte is t ,  so lnuss jeder derselberi klriutzr als ein Rechter sein, 
d. II.: 

*9.  D i e  1 3 e g i e n z u n g s d r e i e c k e  e i n e s  g l e i c h s e i t i g e n  T e -  
t r a c d c r s  k o n n e n  n u r  s p i t z w i n k l i g  s e i n .  

( Im Grenzfalle rechtwinkliger Dreiecke fallen die Flaclicn des T e -  
traeders in eine Ebene. Saine Kanten werdeu Seiten und Diagonalen 
eines Itechtecks.) 

Auch die Satze 2. und 1. sind umkehrbar: 
10. E i n  ' I ' e t r a e d e r ,  d e s s e n  K a u t e n m i t t e l l i n i e n  e i n  r e c h t -  

w i n k l i g e s  L l r e i k a n t  b i l d e n ,  i a t  g l e i c h ~ e i t i g .  

Ein eolches geht namlich offenbar durch halbe Umdrehung um irgeud 
eine der Mittellinieu in sich selbst über, wobei die eioaelnen Begren- 
zungsdreiecke zur Ueckung komrnen. 

e l *  
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11. E i n  T e t r a e d e r ,  d e s s e n  K a n t e n m i t t e l l i n i e n  a n f  den 

z u g e h o r i g e n  K a n t e n  b e z ü g l i c h  s e n k r e c h t  s t e h e n ,  i s t  
g l e i c h s e i  t i g .  

Aus der Voraussetzung folgt zunachst , dass die Mittellinien selbst 
paarweise zu einander normal s ind,  worauf sich die Beliaiiptiing mit Hilf'e 

vori 10. ergiebt.t 
Ich wende mich zu einigen weiteren Satzen,  welche sich aus der 

in 3. angegebenen Grnndeigenschaft des glricliseitigen Tetraeders ergehen. 
Gelangt durch Drehung um E, E ' ,  d m  Piinkt A in die Lage von D und 
die Ebene B C D  in die Lage  von C R A ,  so fallt die von A ail/ f i C 0  
lierabgelassene Senkrechte mit der vou B nach CF: d gehenden zusammen. 

Beide sind einander folglich gleicli. Ebanso gelangen alle Linicn zur 
Deckung,  welche von A ,  bez. D nach homologen Punkten der Gegeri- 
ebene gehen oder, was dasselbe is t ,  homologe Strahlen der Ecken sind. 

Die von den Eckpurikten bis zii den gegenüberliegenden Eberien ge- 
messenen Strecken ~ i u d  dcmnach von glcicher TABnge. Sie sirid fciner 
gcgen die Kanten und Ehenen lieziiglich gleich gerieigt, da die W i n k ~ l ,  
welche aie mit denselben bilden, sich ehenf'alls decken. Es gilt also der Satz: 

12. I m  g l e i c h s e i t i g e n  D r e i e c k  s i n d  d i e  v i e r  H o h e n  e i n -  

a n d e r  g l e i c h  u n d  g e g e n  d i e  E b e n e n  u n d  K a n t e n  be-  
z i i g l i c h  g l e i c h  g e n e i g t ;  d a s s e l b e  g i l t  v o n  d e i l  (nacli 
d e n  S c h w e r p u n k t e i i  d e r  L l r e i e c k e  g e h e n d e n )  E c k m i t -  
t e l l i n i e n ,  v o n  d c n  H o h e n s t r a h l e n  d e r  E c k e n ,  i i b c r -  

h a u p t  v o n  i r g e n d  v i e r  h o m o l o g e n  L i n i e n .  

Als 'einfaclie Folgeriingen von 3. ergehen sich auch die beiden fol- 
genden Satze, welche Herr  L e m  o i n e b ~ w e i s t  : 

"13. E s  g i e b t  e i n e  d i e  v i e r  H o h e n  d e s  g l e i c h s e i t i g e n  T e -  
t r a e d e r s  b e r ü h r e n d e  K u g e l ,  w e l c h e  d e n  S c h n i t t p u n k t  

M d e r  K a n t e n r n i t t e l l i n i e n  z u m  C e n t r u m  h a t .  - E s  
g i e b t  e i n e  K i i g e l  m i t  d e m s e l b e n  C e n t r i i m  M ,  w e l c l i ~  
d i e  i n  d e n  H o h e n s c h n i t t p u n k t e n  d e r  B e g i e u z u n g s -  
d r e i e c k e  a u f  d e r e n  E b e n e n  e r r i c h t e t e n  S c n k r e c h t e n  
b e r ü h r t .  

Uebrigens sind diese heiden Kugeln ,  wie Satz 19 xeigt, idcntiscli. 
- Der  Scbnittpunkt M der Kantenrnittellinien ist bekanntlich zagleicli 

f Eincn von dem hier gewahlten versch ied~ne~ Ausgangspunkt f'ür die Unter- 
siichnng des gleichseitigen Tetrneders bietet die Retrachtiing dea demselben u m ~  
schriebenen Spats. Derselbe ist offenbar r e c h t  w i n  k l i  g ,  wahrerid er bei dei11 
andern speciellen Tetraeder, dem a r t  ho g o n a l  e n ,  gleichseitig ist. (Vergl. B. 
Vogt ,  Das Tetracder mit Hohcnschnittpunkt. Breslau 1881. Progr. d. Friedr. 
Gymn.) Die Wahl dieses Aiisgangspunktes wiire, woraiif mich Herr Professor 
S c h r o  e t e r aufuierksaui niachte, besonders bei eirier Untersuchuug der bei deiu 
Tetraeder überhaupt moglichen speciellen Fornieu zweckmiissiç. 
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derjenige der Eckniittellinien , also der ~ c h w e r p n k t  des Tetraeders, 
und er tbeilt die Eckmittellinien im Verhaltniss 1 : 3. Aus der Gleich- 
hcit der letztercn folgt demnach, dass auch ihre zwiuchen M und  den 
Eckpnokten gelegerien Abfichnitte gleiche Lange besitzen, dass also M 

* zugleich das Centrum der dem Tetraeder  umschriebenen Kugel ist. 
Dirses Resultat folgt übiigens aucli unmittelhar aus 3 . ,  da  nach diesem 
Satze irgend zwei der Geraden M A ,  M B ,  MC, M D  eur  Deckung ge- 
bracht wrrderi k6urien. Auf Grund desselben Satzes niüssen die Be- 
grenzungsebenen des Tetraeders von M gleiche Entfernung besitzen, 
da sie ja  durch I l rehung um diesen P u n k t  i n  einandcr übergehen 

* konnen. -4l ist also auch das Centrnm der dem Tetraeder einbeschrie- 
banen Kugel. Der  M o n  ge 'sche P u n k t  (in welcliem sich die durch 
die Mitteu der 'i'etraederkanten senkre,clit eu den bezüglich gegenüber 
liegenden Kanten gelegten Ebenen sclineiden) fallt ebenfalls mit M 
zuBammeri, da  seiue Verbindurig~linie mit dem Centrum der umbeschrie- 
benen Kugel in  jedem Tetraeder  durch den Schwerpunkt halbirt wird. 

Ueberhaupt gilt der allgeuieine Satz:  

14. I n  e i n e m  g l e i c h s e i t i g e n  T e t r a e d e r  f a l l e n  s a m m t l i c h e  
e i n d e u t i g  d e f i n i r t e n  a u s g e z e i c b n e t e n  P u n k t e  m i t  d c m  
S c L n i t t p u n k t e  s e i n e r  K a n t e n m i t t e l l i n i e n  z u s a m m e n .  

Ein au~gczeichncter  P u n k t  des Tetraeders  darf namlich offcnhar seine 
Lage nicht andern ,  wenu dieses eine halbe Umdrehung um eiue Kanten-  
mittellinie ausführt,  weil dnrch eine solche Drehung die raumliche Figur  
an sich nicht geandert wird. Nun sind M und  die unendlich fernen 
Punkte der hlittellinien die einzigen P u n k t e ,  welche bei keiner dieser 
1)reliungen i n  eine andere Lage gelangen; von dieseu kann indessen nur  
M ein e i  n d e u t  i g hestimmter ausgezeichneter P u n k t  sein. 

Ich nenne M den Mittelpunkt des gleichseitigen Tetraeders. Der 
soeben bewiesene Satz  enthalt , wenigstens soweit die speciell angeführten 
Punkte in  Betracht kommen, wie allc bisherigcn Satze eine charakte- 
1,istische Eigenschaft des gleichseitigen Tetraeders;  es gilt die Umkehrung: 

15. F a l l e n  i r g e n d  z w e i  d e r  f o l g e n d e n  a n s g e z e i c h n e t e n  
P u n k t e  e i u e s  T e t r a e d e r s :  S c h w e r p n n k t ,  C e n t r u m  d e r  
u m s c h r i e b e n e n  E n g e l ,  C e n t r n m  d e r  e i n b e s c h r i e b e n e n  
K u g e l ,  M o n g e ' s c h e r  P u n k t ,  z n s a m m e n ,  s o  i s t  d a s  T e -  
t r a e d e r  g l e i c h s e i t i g .  

Bus Mangel a n  Raum muss ich auf die Beweise der  hierin zusam- 
nieugefassten seclis Siitze hier verzichten. Mit Aiisnahuie des auf die 
beiden zuletzt genarinten Punkte  Bezüglichen bieten dieselben keine 
Schwierigkeit. 

Im Anschluss hieran bewcist mau leicht einige Satze,  welche die 
Umkehrung eines Theiles von 12. bilden: 
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16. E i n  S e t r a e d e r ,  d e s s e n  E ç k m i t t e l l i n i e n  g l e i c l i l a n g  
s i n d ,  i s t  g l e i c h s e i t i g .  

Aus der  Voraussetzuug folgt unmittelbar, dass der S~t iwerpunkt  vol] 

den Eckpunkten gleiclie Abstande besitzt,  also zugleicli das Centrum d e i  

uml~esclr iebenen Kngel ist. 
17. E i n  T e t r a e d e r ,  d e s s e n  H o h e n  g l e i c h  l a n g  ~ i n d ,  ia t  

g l e i c h s e i t i g .  
I n  dieseni Fal le  ist der Scliwerpuiikt mit dem Centriim der ein- 

besçhriebenen Kugel identisch, da  seine Entfernungen von den Flachen 
des 'l 'etraeders, welche bekanntlich allgemein den vierten Ttieilen der 
eutsprechenden Hohen gleich s iud,  infolge der gernachtep Voraussetzung 
einander gleich werden. 

Derselbe Satz Iasst sich folgendermassen auseprechen : 
*18. S i n d  d i e  B e g r e n z u n g s d r e i e c k o  c i n e s  T e t r a c d o r s  f l a -  

c h e n g l e i c h ,  s o  S i n d  s i e  a n c h  c o n g r u e n t .  
Ich fiihre zurn Scliluss noch zwei Satze a n ,  welche eine deutliche 

Vurstellung von der Gestalt eines gleichseitigen Tetraederfi gewahren, 
wenu desseu Begreuxuugsdreieck gegeben ist. 

19. D i e  S t r e c k e  z w i s c h e n  d e m  H ü l i e n s c h n i t t p u n k t  e i n e s  
B o g r e n z n n g s d r e i e c k s  u n d  d e m  F u s s p u n k t  d e r  a u f  
d e s s e n  E b e i i e  g e f a l l t e n  T e t r a e d e r h o h e  w i r d  d i i r c h  da6 
( ! e n t r u m  d e s  d i e s e m D r e i e c k  u m b e s c h r i e b e n e n  K r e i s e s  
h a 1  b i r t .  

20. D i e  H B h e  e i n e s  g l e i c h s e i t i g e n  T e t r a e d e r s  i s t  d o p p e l t  
s o  g r a s s ,  a l s  d i e  m i t t l e r e  P r o p o r t i o n a l e  z w i s c h e n  dc ,n  
A b s ü h n i t t e n ,  i n  w e l c h e  i r g e n d  e i n e  H o h e  d e s  B e g r e n -  
z u n g s d r e i e c k s  d u r c h  d e n  H t i h e i i s c l i n i t t p u n k t  g e t h e i l t  
w i r d .  

Die E c k e n  eines gleichseitigen Tetraeders  s ind,  wie bcreits bernerkt 
wurde, specieller Ar t ;  trie geniigen der Redinguug. dam die Suinrne i h r r r  

Kantenwinkel zwei Kechte betragt. (Ausserdem sind diese Winkel sarnrnt. 

lich spitze.) Aus dieser Bediugung ergeben sich zahlreictie gciniornetrisclie 
Beziehungen zwischen deu Restimmurigsstiiçkeri derartiger Ecken .  Die 
einfachsten derselben sollen hier abgeleitrt werden. 

U m  Unterbrechungen zii vermeiden, stelle icli zunachst einige in der 
Folge anzuwendende, grosstentheils bekannte P'orrneln hier ziimnmen. 

Genügen die Winkel  cr, p ,  y der Bedingung 

1) f f + B + ~ ~ = z ,  
sa gelten folgeude Relationen: 

a\ 
N B Y  sin ci + si11 p + si11 y = 4 cos - cos - cos - B 
2 2 2  
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Ans o r + / 3 + y = x  folgt c o s u = - r o s ( f i + y ) ,  d .  h .  

cos n = - cos ,û CO& y f sin @ szz y. 

Andererseits ist 
cos a = rus /3 cos y + siri /3 siii y c o s A  

Hiemus folgt 

2 cos  ct = siti /3 sir! y (1 + cos A) 
A c o s a  

co.se-= ----, 
2 sin /3 sin y 

- 

A Jros or cos 0 cos y 2 Jcos u cos 6 c o s y  
t g - ;  -- , s i r i f ,  = - --- -- - . 

2 COS ci sin j9  SI^ y 

Den hier, wie aucli den weiterhin suftretenden Quadiatwurzr.111 i u t  
das positive Vorzeiçlieri zu geben, da  a ,  0 ,  y spitze u n d  A ,  8 ,  I- con- 
cave Winkel ~ i n d .  

Auli den soeben erhaltenen Resultaten ergieht sicli 

A 
Mit Berücksichtigurig des für sin2- g e f u n d e n ~ n  Wertlien findet man a 
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Stellt  man noch die entsprechenden Ausdrücke fiir I g p  und l y y  auf ,  s o  

e r h d t  man durch Addition aller drei 

also mit Riicksicht auf  Formel y ) :  

oder 

5) 
A B l- 

cos" + cos2 - + cosz- = 2 
2 2 2 

oder eudlich 
cos A + cos B + cos r = 1. 

E s  giebt bekanntlich sechs wesentlich verschiedene, zur  Bestimrnuug 
einer Ecke dienende Cornhinationen d e r  K a n t e n -  und Flachenwinkel: 

1- a, 8 ,  Y ;  ' 3- A ,  B ,  Y ;  5 .  a, 8 ,  B ;  
2. A ,  B, ri 4. B, r; 6 .  A ,  B ,  p. 

Zwischen den drei in irgend einer dieser Gruppen vereinigten Wiu- 
keln musa natürlich eiiic. Relation stattfinden, wenn die durch sic be-  
stirnmte Ecke einem gleichseitigen Tetraeder  angehoren 8011. 

F ü r  die drei ersten Falle haben sich die  entsprechenden Relationen 
bereits ergeben : 

B r 
E s  ist ferner nach 2) tg - t g -  = casa oder 

2 2 

B r 
Ersetzt man in der hieraus folgenden Gleichung cos2a ctg2 - ctga - 1 

2 
r 

mit Eücksicht auf  2) c l$ -  durch ( t g a l g p - 1 ) ,  so  findet man 
2 

7) 
B 

- 5 .  cosZfY(tgalgj3-1)  c l# -=  1 .  
2 

Ausgehend von 5) findet man endliçh 
A B r 

sin2 - + sin2 - - cos2 - = 1 - - 1 
2 2 2 r A y 

1 + tg" 1 + ccos"/3 ctg" 
2 2 

[_Die bciden suletzt entwickelter Gleichungen lassen sich in folgeride f'ür 
nurnerische Rechnungen beqnemere Formen briiigen : 

8 a) 
B A-  r A + r = t g B  s i n - ,  c o r -  C O S  -- B 

2 
= ctgp sin - 1. 2 2 2 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Dr. A. SCHMIDT. 329 
^ -^,._I~..~ - -  ̂ -^_......I, -,--__ ^ -. ^ .---. 

Die Gleichuog 6) gwta t t e t ,  wenn die Flachenwiiikel grgeben sind, 
die Cosinus der  Kantenwinkel zu bestimmen. Auch die  Sinus der lctz- 
teren sind leiülit zii bercchnun. 1':s ist nach 2) u n d  6) 

oder 

B r 
tg - 1IJ - A rosa 

cos2 - = - - 2  2  
2 sin /3 sin y sin p sin y 

Berechuet man iu gleicher Weise sin y sin lr und sin ci sin f l ,  soi findet 

Inan durch Ausziehung der Quadratwurzel aus  dem Product dicser Autr- 
drücke 

A B r  
tg - tg - t g - -  

A . B . r  
2  2 2  

sin -- s ~ n  - szn - 

9) sifi ru siu p siri y = - - 2 2 2  --. 
A  B  A B  

cns - COS - C O S  - COS- C O S  COS - 
- 2 2 2 2 2 2  

Somit ist 

woraus durch Vergleichung mit 4)  

A B r (cos ci cos@ c o s r  
COS - (.O,,- - (-0s - - - - - -- 2  2 ' 2 - sin ar sin /l sin y 

fol@. Aus den für sinci und  c o s u  gefundenen Wertheu ergiebt sicn 

13) 

Hiernach ist 

tg a = 
B . r '  

sin - szn - 
2 2  

A  
s ine2  sin2 

B r 
2 

sin" 
- - 

2  
14) = sin - A . B . r  szn - szn - = clg ci c ig p r ~ y  y. 

47 9 B Y 2 2 2  

I n  Vorstehendem sind bereits mehrere Uezieliungen zwischeu sym- 

uietrisüh gebildeten Ausdrücken ermittelt worden. E s  lassen sich solche 
noch in  grosser Zahl aufstellen. Man ha t  z. B. 
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lIieraus folgt mit Rücksicht anf die vorausgescbickte Formel or) 

( Y p y ~ ~ r  
siu A +sin B + siil r = 8 COS - C O S  - C O S  - C O S  - C O S  - 

i 5 )  
2 2  2 2  2 ( ' O S 1  

- Jcos a ros p cos y - - - - - P. 
a 0 . Y  sVi - sin - sin - 
2  2  2  

M i t  Benutuuug von 3) findet man hieraus 

A B r  zg - t g  - ry - 
. o r .  B . Y  2 2 2  

S I  - S Z  - S I  - = - - , 
2  2 2 sin A sin B sin r 
n y s i n A + s i n B + s i u i  

16)  ( '0s  - C O S  - COS - = 
2 2 2  A B r  8 cos - cos - c o s  / 

2 2 2  
A . B . T  8 sin - s m  - sin - 

or B Y tg - ig - - tg -- = 
2 2 2  

2  2  2  ( s i n ~ + s i r l ~ + s i > r r ) ~ '  

l u  alleri bislier entwicbelten Beziehungen treteu uur  die Fl#chen- 
und  die  Kautenwinkel der  Ecke auf. Ich  betrachte nun nocb einige 
weitere auf  die letstere hezügliche Grossen. 

Der Sinus der Ecke ,  den ich kurs  dusch S hemichneu will, ergiebt 
sich aus  der hekanuten Formel 

S = sin sin y sin A 

Diirch Einsetzung des für sin A friiher gefundenen Wertlios 2) nimrnt d e r  

~ n g e g e b e n e  Ausdruck die symmetrische Form 2 fcoslr C O S  0 cosy a n .  In-  
dem man mit Hilfe der i n  dem Vorheigehenden entwickelten Relationen 
dieses Resultat umformt, erhalt man 

S = sin sin y sin A = sin y sin lr sin B = sin or si11 @ siii r 

15 )  
A B T  

= 2 /cos a cos cos y = 2 tg - lg - tg - 
2 2 2 

A B T  
= 2 sW a siil sin y cos 2 Cos Cos 3 

- 

B . Y  = 2  sin sin - - sm - (sin A +sin B + sipz i )  
2 2 2  

U. 8. W.  

- 
Der  Ueberscbuss E der Fl%chenwinkelsiimme über eineri gestreçktrn 

Winkel (der sogenannte spharisçhe Excees des der Ecke zugehorigen 
Dreiecks) ergiebt sich i n  folgendeï Weise: 
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A B r  r A B T  r 
= - C O S  c o s  , + A i s i  - + rtrz - w s  - si11 - f si11 A ~ i i i  ' C O S  

2 2 . 2  2 2 2  2 2 2  2 2 

A B r  B . Y  = cos - cos - cos - a  4 sitr - ~ i i t  - szn - 
2 2 2  2 2 2 

1iic:t;er Ausdruck kann wiederum mannigfacli 

erhalt man: 

E a 0 . 7  A B r siil -- = 4 sin - sin - srn - cos - cos -cos - 

2 2 2 2 2 2 2  

S r :  - + ly - lg - t g  - (a211 A  + sin 6 + s i n  r )  
2 2 2  

[nacii ?)]. 

umgefoimt w e r d r l i .  

A B r  
tg - tg tg  

Jcos or cos? cos y 
16: = - - 2 2 

-- - - - - - 

. @ Y  n 8 v  a P r  2cos - ros- cos- 2 cos- cos - c o s  4 c o s  - cos ,cos - 

2 2 2  2 2 2  2 2 2  

B Y ,szn - szn - Y . "  siu - szn ;- a P 
2 2 

srn sitr 
= sitr A  =sin B  2 2 

- = szn r 
(Y Y 

2 2 

t 
I n  iihnlicher Weise lasst sich cos- ermitteln. KY is t  

2 

E 

A . B . ~  A B r A . B  r A ~r 
=-  sir^ szn - sr72 + sin- c o s  cos - + cos- szri - cos - + cos - c o s  - sin - 

2 2 2 2 2 2  2 2 2  2 2 2  

- - A B  AB^ A B 
cos cos - COS - - ry - [y - IY - + ly -'+ k~ - + tg 

2 2 2  ' [ 2 2 2  2 
.- 

2 

Jcos  a cos ,i~ cos y = ~ -- 

'1 
1 

: - [- J ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ + ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  
sir~ ai sin /3 s m  y 

- - 1 
[-cos a cos /3 cos y + C O S ~  C O S  Y + cosy C O S  a + cos a C O S  O )  

s b r  n sin t3 sin y 

- 1 B . Y  
- . 4 siil- sin - n n -  (1  + 2 sin E s i n  E s i n  l) [oaeh r ) ] ,  

sin a sitzp sin y 2 2 2 . 2 2 2 ,  
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332 Das gleichseitige Tetraeder. 

'2 B . Y  1 + 2 sin sin stn 
E 

C O S  = - 
2 O B Y  2 cos - cos - cos - 

19) 2  2 2 

Urn die halbe Winkeloffnung P des der Ecke unischriebenen Rota- 

tionskegels (den Radius  de^ dem zugeliorigen spharischen Dreieçk iim- 
scliriebeuen Kreises) zu bcrechnen, gehe ich vou  der  leicht xu beweisen- 
den  Gleichnng 

c l g ~ l g - ? = c o s + ( t 3 + r - ~ ) = c o s ( ~ - ~ )  2  

a u s ,  iu weloher 1 = 4 (A + B + r) ist. Aus dersslbeu folgt 

Niin gilt allgemein die  Reziehung 
A B r  

c o s ~ + c o s ( 1 - ~ ) + c o s ( 1 - ~ ) + r o s ( ~ - ~ ) = 4 c ~ ~ s - c o s - c o s  2 2 2  . 

Demnach i s t ,  wenn zugleich der Factor  von c t g P  nach [) umgeformt wird, 

P . Y  1 + sin - sin s m  - 
2 2 2  

clg P - 
A B r  

= 4 cas  - cos  - cos - cos I 
a B y  

C O S  - cos  - C O S  
2 2 2  

2 2 2  
A B r  E 

= 4 c o s - c o s -  c o s - + s i ? l -  
2 2 2  2 
A B 

= I cos  - C O S  - cos (1 + s in  2 sin ' sin Y-). 
2 2 2  2 2 2  

Uemnach ist 
u ~ y ~ ~ r  

(:/y P = 4 cos  - cos - cos - cos - cos - cos - 
2 % 2 2 2 2  

= $ ( s i n  A + sin B + sin r) 
S 

0 L . B . Y  = 4 sin - s m  - s in  - 
2 2 2  

' E U B Y  = sin - clg - clg - clg - -  

2 2 2 2  

Sehr einfach gestaltet sich cndlich das Resultat bei der  Btxechnung 
der  halhen Winkeliiffni;ng Q des der Ecke r:inbeschriebenen Rotations- 
kegels. Man findet leicht 

A 
t g p  c l g -  = s i n + ( B + y - u ) = s i n  

2 
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(Was die drei anderen die E'liichen der Eüke berührenden Kotations- 
A B r 

kegel betrifft, so findet man in ahnlicher Weise p, = - = - p - - r 
2 2  C - 2  

ein auch getimetrisch evidentes Resultat.) 
I n  einer Ecke von allgemeinem Charakter sind El P, p oder E ,  P, S 

von einander unabhaugig. Ilagegeu niuss in der Eçke eiues gleiübseitigen 
Tetraeders, die ja  nur  von zwei Constanten abhangt ,  zwischen diesen 
Crrossrn eine Beziehung bcstehen. Dirselbe ergieht sich leictit aus den 
hiciherigen Resultaten. E s  ist nach 18) nnd 19) 

a . B . 7  P .  Y 
E 

l + 2 sin - szn - szn - 4 cos - cos - ( o s  - 
2  2  2  ( , 1 9 -  = 2 2 2  . - -  - - 

2  . P r  S 
2 cos -cos - cos - 

2 2 2  
B . Y  2 + 4 sin - sin - sin - 

- - 
2 2 2  

- -- - -- 
S 

E 
Durch irgend zwei  der drei Grossen - i P, e ist  demnach die dritte 

2 
bis auf ganze Vielfache von i~ bcstimmt, also, iosoweit es sich um die 
g~ometr ische Interpretation handelt,  in eindeutiger Weise. 

Die Ecke salbst ist ,  da  sie nur  von zwei Coustanten abhangt, durcli 
irgend zwei der  Grossen E ,  P, g (oder S) bestimmt. E s  mufis also mog- 
licli se in ,  aus denselben irgendwelche Stiicke der Ecke, insbesondere itire 
E'l%çtienwinkal nnd K a u t ~ n w i n k e l  zu berechneu. D a  E l  Pl Q, S in sym- 
metrischer Weise von a ,  P ,  y ;  A l  B l  r abhangen,  so konnen diese letz- 
teren durcli jene allerdings nur  mit Hilfe von Gleichungeri des dritten 
Grades aiisgedrückt werden. Es sind beispielsweise sin a ,  sin p l  sin y lie- 
kanutlich die Wurzeln folgender Gleichung: 

x3 - (sin a + sin B + sin y )  x2 + ( s i n p  sin y + sin y sin <y + sin a sin @) n. 
- s ina  s ina  sin y = 0. 

Nuri ist 
B Y 2 ! g ~ ,  sin a + sin /l + sin y = 4 cos - cos - cris - = -- 

2 2 2  E 
si'1 2 

B sin /3 sin y + sin y .sin r( + sin u s inp  = - 1 - c'os n cos j3 cos 7 $ 8 cos8 2 2 2  c o s 2  cas2Y 
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Die obige Gleichung nimuit daher folgande Gestalt a n :  

Mit Hilfe der Beziehung 22) kann hirraus nccli irgcnd eine der Grossen 
E ,  P, p eliminirt werden. 

In  alinlicher Weise lassen sich aucli fiir die ührigen Functionen der 

Q ! B Y  Winkel Gleichnngen aufstellen. Man findet z. B. t g -  - 1  tgT? h -  a19 
2 2 

Wurzeln der  Gleicbung 
E 

xZ + x - sin - t g  P = O 2 

A B r  
tg t t g 2  1 ty ergeben sich als M'nrzeln fdgender  Gleichung: 

Die Coefficientcn clieser Gleichungeu sind eindcutige Functionen von 

E l  Pl Q. 1)ie Winkel sind daher (bis auf' Vielfache von 2n) bestimmt. 
Durch iigend zwei der Grossen E ,  Pl Q ist deinnach eine brstimmte Ecke 
(oder die mit ihr syrnmetrische) definirt. 

Im Anscliluss an die vorhergebenden Uutersuchuuge~i  lasst sicti die 
Ei'rage beantworten, innerhalb welcher Granzen die Grossen E ,  P, Q(S) 
liegen müssen, u m  eincm reellcn Tetraeder anzugeboren. Ich muss mich 
aus Mangel an Ranm hier darauf beschrankeri, da5 R ~ s u l t n t  der hatref- 
fenden Untersuchung auzugehen. 

D i e  E c k e n  s a m m t l i c h e r  ( r e e l l e n )  g l e i c h s e i t i g e u  T e t r a e d e r  
b i l d e n  e i n e  d o p p e l t - u n e n d l i c h e  D i I a ~ n i c l i f a l t i ~ k e i t ,  w e l c h e  
s i c h  a m  k l a r o t e n  ü b e r s c h a u e n  I a s s t ,  w e n n  d i e  211 e i n e m  niid 
d e m s e l b e n  W e , r t h e  v o n  g g e h o r i g e n  E c k e n  i n  e i n e  G r u p p e  
z u s a r n m e n g e f a s s t  w c r d e n .  

i z  g k a n n  a l l e  W e r t h e  v o n  O b i s  c r r c l g - j = u r c s i n 3 )  a n n e h r n e n .  
4 

D e f i n i r t  m a n  f ü r  e i n e n  i n n e r h a l b  d i e s e r  ( ; r e n z e u  g e l e g e -  
n e n  W e r t h  v o u  g e i u e u  H i l f s w i n k e l  8 d u r c h  d i e  G l e i c h u - n g  
JS tge=s iTt8 ,  u n d  b e s t i m m t  m a n  v i e r  n e u e  W i n k e l  a,, y,,  a,, 8, 

d u r c h  d i e  G l e i c h n n g e n  

w o b e i  o f f e n b a r  81<8h,<4,<8, i s t ,  s o  g i l t  F o l g c n d e s :  
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26) A l l e  E c k e n  g l e i c h s e i t i g e r  T e t r a e d e r ,  i n  d e n e n  g d e n  
h i e r  a n g e n o m m e n e n  W e r t h  b e s i t z t ,  l a s s e n  s i c h  i n  e i n e  
s t e t i g e  R e i h e  o r d n e u .  D i e  E n d g l i e d e r  d e r s e l b e n  s i n d  
d i e  g l e i c h s e i t i g e u  E c k e n  

1. or=9,, p = y = 8 , ;  I I .  u = l = 8  2 ,  y = a4- 
M a n  e r h i i l t  a l l e  G l i e d e r  d i e s e r  I t e i h e ,  i n d e r r i  m a n  a 
s t e t i g  v o n  8, b i s  6, a n w a c h s e n  l a o s t .  E e  w a c h s t  d a b e i  
g l e i c h z e i t i g  y v o n  9, b i s  i?,, w a h r e n d  /3 v o u  8, a u f  4, 
a b n i m m t .  

N i t  w a ç h s e n d e m  or n i m m t  a u c l i  P z n ,  E d a g e g e n  a b .  
S e i n  M a x i m u m  e r r e i c h t  a l s o  E i n  d e r  g l e i c h s c h e n k l i g e n  
E c k e  1, s e i n  M i n i m u m  i n  I I ,  u u d  u r n g e k e h r t  v e r h a i t  e s  
nicl i  m i t  P. D i e  b e t r e f f a n d e n  W e r t h e  s i n d  

9. 
2 - v2  sin 

8. 6 

E 
2 sin - - JZ sins - + 2 JZ 

- 1  c l g - l =  
2 2 

1 . .  i y P 1 = - -  
8 2  sin 4 

> 

2 cos - 
2 

8 9. 9 - 
2 4 2  

cos 2 
2 ros - - j /Tcos2  - + 2 J2  

E , c 1 g Z =  
2 2 

II. rg P, = - 
4 2 sin Q 

2 sir! 

I2 Für ly p = - reducirt sich diese Reilie auf ein ainziges Glied, nainlicli 
4 

aiif die gleicliseitige Ecke des regulareu 'i'etraeders. Es wird in diesem 

X l'z Jz 
E'alle 8, = 4, = a3 = 8, = r P,  = P, = o i c l y  - 3  E ,  = E, = ctrclg - .  

2 5 

F ü r  e = 0 erhalt man keine Eckeu im eigentlichen S inne ;  es fallen 
die Ebcnen derselhen in einc ~ u s a m m c n .  Ein Kantenwinkcl ist stets 

'JC 
gleiçli - 7 ein Fl&heuwinkel gleiçh 0. Die beiden Grenzfalle sind 

2  

M i t  w a c h s e n d e m  Q n e h m e n  P l  u n d  P, a b ,  E, u n d  E, d a -  
g e g e n  z u .  

Zurn Schluss mogen nocli d i e  aussersten bei reellen Ecken der be- 
trachteten Art moglichen Grenzwerthe von E, P, p und S (= 2 tg?) zu- 
sammengestellt werden. 

Minim. v. E: O ,  v2 Maxim. v. E:  31°35'12"= 2  rcrclg --, 
JZ 5 

,, ,, P: 35" 1 6 ' 5 4 " - - . n r c t ~  - 7  , ,, P: 90°, 
2. 
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336 Uas gleichseitige Tetraeder. 
.-------~- 

Minimum von Q: O ,  J? Maximum v. p : 1 go 28'17"= rirctg - 
4 

3. 
Icli kehre zur Botrachtung des Tetraeders zurück. Die Kanten des- 

selhen nenne ich a ,  b ,  c, die Kantenmittellinien in  eutsprechender Reihen- 
folge 1,  m ,  n ;  für die Winkel benutee içli die im vorigen Paragraphen 
eingeführte Uezeichnung. Ferner  sei r  der Badius der dern Tetraeder 
einbeschriebenen, R derjenige der gleichzeitig ihm und dern zugehtirigen 
Spa t  urnschriebenen Kugel. Mit r, und R, endlicli bezeichne ich die 
Itndien des in ein Begrenxungsdreieck und des um dasselbe beschriebenen 
Kreises. 

1Ja die Kanten des ziigehorigen Spats  gleich 1 ,  nt ,  7 1 ,  die Diagonalen 
seirier Seitenfiiiçhen gleich a ,  b, c s ind ,  so findet man unmittelbar: 

h2  + ce - u z  
Hiclraiis ergieht sich mit ltücksicht auf die E'orrrirl c u s a  = -- 

2 h c  

Ilie Liiiien R ,  R , ,  r hilden ein rrchtwinkliges 1)reieçk mit d e n  dei. 

Kathete R, anliegenden Winkel  g. Man h a t  demnach 

Da 4 FR, = a b c  ist, wenu 6 die Flacbe eines Begrenzungsdreircks 
des Tetraeders  bezeichnet, so  ist auch 

4 )  
Ja2 b2 c 2  + P nz%,n2 a b c  In1 r i  

I;= - - 1 r = - - .  
4 R 4 F 

-- - - -  - 

Bekanntlicli ist I.'= f ) / j u + b + c ) ( b + c - r , )  ( c + n  -6)  (cr+b-c) o d r i  

nacli leiçtiter Urrif'omipng 

' 5 )  I.' = 3 f i 2  >i + ,? 12 + Fm?. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Die für R, nnd  r gefundenen Wertbe lassen sich dalier auch fo lpnder -  

Das Volumen T' des Tetraeders i s t ,  wie eine einfache geometrischc 
Betrachtung zaigt,  gleich dem dritten Theile von demjenigen des zugeho- 

ein Resultat,  welches sich auch durch Substitution des für S geîundenen 
Werthes in  die Formel  V =  4 « b c S  ableiten Iasst. 

Durcli Vergleichuug von P und V ergiebt sich ferner die Tetraeder- 
hohe h.  E s  iéit 

8)  
3 V  n b c S . 4 R  h=---- 0 = l g B . 4 R c o s Q =  4 R s i n ~ = 4 r .  
F 2 a b c  

Dieses Rcsultat ist übrigcns geomctrisch evident,  da der  Mittelpiinkt der 
einbeschrieberien Kugel  mit  dem Schwarpnnkt identisch ist. 

Die Eckmittellinie des Tetraeders ist i  = $ R ;  dern Vorhergehenden 
h 

zufolge ist also t = - D a  t nicht klciner a h  h soin kann ,  so darf 3 sin p 
3 sirtg den Wer th  1 nicht übersteigen. Hieraus ergiebt sich f ü r  p die 

bereits früher erwahnte,  durch sin Q = 4 t g p  = - be.stimmte obere < J42> 
Grenze. (Erreicht p  dicse Grenze,  so wird t mit h identisch, das l'e- 

tracder also regular.) 
Um ro eu berechnen,  benutee ich die bekannte Formel  

. B r  ro = 4 R,, sin - sin - sin - r 
2 2 2 

indem icli den Factor  von Ro mit Hilfe von 5 2 ,  20) umforme. Dar-  
nach ist 

9) 
r o = R o S t g P =  R c u s p . 2 f g P  = 2 R s i n e  l g P ,  
ro= Zr l g P .  

Die Formeln 2) , gestatten eine einfache Berechnnng der Kanteii- 
winkel a, j3, y ans den am Tetraeder  auftretendcn Linien. Um dnrch 
letztere auch die Flachenwinkel A ,  B ,  r auszndrücken, gehe ich von den 
Relationen 2) des vorigen Paragraphen aus,  indem ich in denselben 

. 2 F  P 2 F 
s z n a = - I  C O S U = - I  i g a = -  u. 8. W .  

6 c b c l e  

setze. So ergiebt sich 

ZeitacMft f. Mathematik o. Phyaik XXIX, 8. 22 
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338 Das gleichseitige Tctracder. 

. A rnn A a l  A mn 
10) szn-=-r COS-=-, 

n h  

2 2 P  2 2 F  2  a l  
1 sinA=-. 2 F 

P kann natürlich noch durch i rgend einen der dafür gefniidenen Aus- 
drücke ersetzt werden. 

Stellt  man sowohl für die Eçke ,  wie für  das Begrenzungsdreieck des 
Tetraeders den  Sinussatz a u f ,  an folgt unmittelbar 

D e r  eoehen für sinA abgeleitete Ausdruck führt xi1 demselben RR- 
snltate und  xeigt zugleich, dass der  gemeinsame Wertli  dieser drei Ver- 

2 P  
haltni~so - ist. 

h 
W a s  endlich die für die Ecken des Tetraeders  charakteristischen 

Grossen E, Pl é, S anhetrifft, so ergab sicli bcreits oder ist  aus dem 
Bisharigen leicht abxuleiten 

E E . /  findet man vermoge der  neziehung clg - = tg P + c l g p .  Zii dem für 
2 2 
E E a P 7  

sin - angegebenen Werthe gelangt man von der Formel sin- = tg - 1 g -  Ig- 
2  2 2 2 2  

P X clg P [§ 2 ,  201 ausgehend, indîrn man tg--,  t g j  1 t g f  in  bekannter 
2 

Weise durch rol  a ,  O, c amdrückt. 
W i e  sich am Schlusse des vorigen Paragraphen ergab, bestimmen Q 

und P die dreieeitige Ecke,  mithin auch die Gestalt des Tetraeders ein- 
deutig. Zur vollstandigen Bestimmung des letzteren (abgesehen von seiner 
Lnge) genügt es also,' noch irgend eine in ihm auftretende Linie ihrer 
Lange nach anzugeben. 

Em eine Uebersicht über die gesammte Mannichfaltigkeit der gleich- 
seitigcn Tetraeder  zo gowinncn, kann  man demnach zunachst die Lange einer 
Tinie ,  etwa des Radins der umschriebenen Kiigel,  als c o n ~ t a n t  annebmen 
und  nur  und  P variiren lassen. Man erhiilt so alle überhaupt mog- 
lichen Formen,  welche alsdann durch Veriinderuug jener Linie in jedem 
Maassstab dargestellt werden konnen. 

Alle einar  Kugel einbeschriebenen gleichseitigen 'i'etraeder bilden, wo- 

fern ihre Lage nicht in  Betracht kommt,  eine doppelt nnendliche Man- 
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nichfaltigkeit, d a  sie von zwei Constanten, 9 und Pl ahhangen. Fasst  
man zunlchst  alle diejenigen, für welche Q denselben Wer th  besitzt, in  
eine Gruppe zusammen, so zeigen die Kesultate dieses Paragraphen,  dass 
allen diesen auch r, R,, h ,  1 gemeinsam s ind ,  da diese Linien nur  von 
R und Q abhangen. 

Es gieht also, den verschiedenen Werthen von P entsprechend , ein- 
fach unendlicli viele, wesentlich unterschiedene gleicliseitige Tetraeder, 
welche eine gemeinsanie umschriehene und eino gemeinsame einheschrie- 
bene Kugel besitzen. Ih re  Hohen sind gleichlang, ebenso ihre Eckmittel- 
linien, welche üherdies gegen die zugehorigen Hohen und  daher auch 
gegen die zugehorigen Tetraederebenen dieselbe Neignng hahen. Auch 
die Radien der ihren Regrenznngsdreiecken nmschriebenen Kreise sind 
gleichgross, d i e j e n i p n  der  einbeschriehenen dagegen varschieden. U n -  
gleich Sind ferner die Flachen dieser Dreiecke, mithin auch die Volu- 
mina der  Tetraeder. Ans 5 3 ,  26) folgt nnn ferner: 

F ü r  e = arcsinf,  d. h .  r = 3 R, reducirt sich die eogehorige Grnppc 
auf ein einziges Glied, das  regulare Tetraeder. 

1st s i n e  <+ oder, was dasselbe bedeutet,  r < f i?, so sind fiir P und  
damit auch für r,, (= 2 r  tg P) zwei Grenxwerthe bestimmt. Deuselben ent- 
spricht j e  ein Tetraeder, dessen Eüken u n d  Begrenzungsdreiecke gleich- 
schenklig sind. Diese beiden bilden die Endglieder einer stetigen Reihe 
von Tetraedern,  welche von ungleicliseitigen Dreiecken eingeschlosscn 
werden und die  man erhalt,  wenn man P oder r, von dem einen zum 
andern Grenzwerth allmalig i ibergehe.~ lasst. Alle diese Tetraeder  konnen 
durch eine einfache Construction erlialten werden, welche sich auf den  
am Scbluss des ersten Paragraphen angegebenen Satz 19) stützt. 

E s  seien K u n 2  k zwei concentriscbe Kugeln mit den Radien R u n d  

r ( < &  R). I n  einem beliebigen Punkte  m der letzteren werde an dieselbe 
die Tangentialebene gelegt,  welche K in dem Kreise Ko schneiden rnoge. 
Es werdc ferner auf Ir' ein P u n k t  A bestimmt, welcher von dieser E b e n e  
die Entfernung 4 r  besitzt u n d  von ihr aus gesehen auf derselben Seite 
liegt, auf welcher sich der  Mittelpunkt beider Kngeln befindet. D e m  
Vorhergehenden zufolge k a n n  dann jedes um k und gleichzeitig i n  K 
heschriebene gleichseitige Tetraeder  in eine solche Lage  gebracht werden, 
dass ein Eckpunkt  mit A zusarnmenfallt, wahrend die drei  anderen B, c,' 
U anf dern Kreise K, liegen. Alle hierbei auftretenden Dreiecke B CD 
besitzen denselben Hohenschnittpunkt h und denselben Schwerpunkt S. 
~ é z e i c h n e t  niimlieh a den  Fusspnnkt  der  ans A a u f  die Ebene  von K,, 
gefiilltcn Senkrechten, so  liegt nach 5 2 ,  19) h auf der Geraden m a  u n d  
zwar halbirt m d i e  Strecke ha. Ferner  lie@ bekanntlich in jedem Dreieck 
s auf  der (hier mit m a  identischen) Geraden h m  u n d  es  ist  h s :  s m  = 2: 1 .  
(Die Punkte h ,  s ,  m ,  n liegen also harmonisch.) 

?2 - 
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340 Das gleichseitige Tetraeder. 

Nimmt man also auf Jii" einen beliabigen P u n k t  R a n ,  verlangert 
man B s  über s hinaus um seine halbe Lange und  legt man durch den 
E n d p u n k t  dieser V d a n g e r u n g  die  zu B h  rjenkrechte Sehne C D ,  so ist 
ARCD ein gleichseitiges Tetraeder. DieBegrenzungsdreiecke desselben sind 
gleichschcnklig, wenn B einer der  Endpnukte  des durch u gehenden Durch- 
messers ist. F ü r  zwei in  Resiehung auf diesen nurchmesser symmetrische 
Lagen von B erhalt man zwei symmetrische gleichseitige Tetraeder. 

Wahl t  man endlich p = O ,  so wird auch r = O. Die Begrenzungs- 
dreiecke werden alsdanu rechtwiuklig und fallen in  eiue Ebene susam- 
men. Die zugehorigen Spate  besitzen eine unendlich kleine Kantenlinie, 

noch eine zweite. 

I c h  wende mich m m  Schluss noch zu einer eigeiithümlichen reci- 
proken Beziehung zweier gleichseitiger Tetraeder. 

E s  is t  nach 5 1, 3. unmittelbar ersicbtlich, dass vier homologe Punkte 
der  Ebenen  eines gleichseitigen Tetraeders  oder vier durch seine Eck- 
punkte  gehende *homologe Ebenen  wieder ein gleichseitiges Tetraeder 
bi lden,  welches iiberdies mit dem nrsprünglichen die Kantenmittellinien, 
von deren Lange  abgesehen, geinein hat. Um die vorliegende Arbeit 
nicht allzusehr aulizudehnen, gehe ich hier auf die sich aus dieser Be- 
merknng ergebenden Folgerungen nicht naher  ein,  sondern beschranke 
mich auf die Betrachtnng eines speciellen Tal les ,  der besonderes Interesse 
darbietet. 

D i e  vier auf den Radien M A ,  X B ,  MC, MD i n  deren Endpnnkten 
senkrecht stehenden Ehenen  bestimmeu dem Gesagten znfolge ein neues 
gleichseitiges Tetraeder  A" B" CUI)", dessen Mittelpunkt $1 ist. JI A" steht 
augenscheinlich auf der  E b e n e  des Dreiecks B C D  senkrecht und schneidet 
dieselbe im Centrum m des um dieses beschriebenen Kreises K,,. Es ist 
demnach fi1 A". ~ r n  = fil BZ, d. h. R".r = R2 , wahrend r"= R is t ,  wenn 
namlicli R" der Kadius der  dem ï'etraeder A"B"C"U" nmschriebeneo, r" 
derjenige der  ihm einbeschriebenen Kugel  ist. Werden die soeben erhal- 
tencn Resultato i n  der  Form 

geschrieben, H O  erkennt  man,  dass in einem aus  A"~(''c"D" durch V e r  
kleinernng aller linearen Dimensionen im Verlialtniss R:î .  entstelienden 
Te t raeder  A'B'C'D' 

R'=R, r r = r  

ist. E i n  solches erhalt man nun offenbar, wenn man die Punkte,  in 
denen  die  Xngel  K von N A " ,  MB" n .  S. W. getroffen wird, als A', 8' 

u. S. W. bezeichnet. Die  Ebenen  B', C', D', .. . dieses Tetraeders berühren 
demnach die Kugel k ,  und  die Berührungspunkte eind diejenigen Punkte, 
i n  denen sie d ie  zu ihnen normal steheudeu Geraden M A ,  . . . treffen. 
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13) D i e  b e i d e n  T e t r a e d e r  b e s i t z e n  s o m i t  e i n e  g e m e i n s a m e  
u m s c h r i e b e n e  u n d  e i n e  g e m e i n s a m e  e i n b e s c h r i e b e n e  
K u g e l ;  d i e  n a c h  d e n  E c k e n  d e s  e i n e n  g e z o g e n e n  R a d i e n  
s t e h e n  s e n k r e c h t  a u f  d e n  E b e n e n  d e s  a n d e r n ,  u n d  um-  
g e k c h r t .  

Man erhalt also A R C D  aus A'R'C'D' durch dieselbe Construction, 
durcli welche sich dieses aus jenem ergiebt. Urn die Glcichartigkeit dcr 
gegenseitigen Reziehung, welche zwischen zwei derartigen Tetraedern 
besteht, anzudeuten, will ich diesellien r e c i p  r o  k e T e t r a e d  e r  nennen. 

Ich bezeichne nun die zu A'H'C' gehorigen Grossen durch dieselben 
mit einem oberen Index versehenen Buchstaben, wie die entsprechenden 
auf A B C D  bezüglichen. Nacb dem Bisherigen ist   omit 

R'= R ,  rP= r, also anch p.= p l  Rfo=  ROI hl= h l  t l = t ,  S'= S. 

Um A', B', r' zu berechnen , beachte man,  dass die  E c k e  M (  A B C) 
I'olarecke von D' (A'B'c') k t .  Es ist also A'= n- f B M C, und  daher  

A' . B M C  a 2Rosinor  cos-  = szn -- = - = 
2 2 2 R  2R 

A Sach  5 2 ,  2 )  ifit sin - = i c t g  p ctg y. Hieraus ergiebt sich 
2 

A . A '  . B . B '  r . r  
'15) szn - szn - = s2n - szn - = sin - sin - = sin p = sin p'. 

2 2 2 2 2 2 
Infolge dessen gilt anch die  Gleichung 

. ~ . r  , E T  
s ~ n  - szn- SZB- S I R  - 

2 2 2 2 - sin2@ 
A -  A' - 

- = sin Q 
sin p 

- 2  
sin 

oder, mit Rücksicht auf $ 2 ,  1 3 )  : 

16) ctga ctg or'= cfgp ctg ,B'= c lgy  r i g  i= sin p = sin @' 

Die Gleichartigkeit der gegenseitigen Beziehnng tritt in diesen Formeln 
sehr deutlich hervor. 

ER lassen fiich ohne Schwierigkeit zahlreiche weitere Relationen auf- 
stellen. E ine  davon,  welche die die Ecken beider Tetraeder definirenden 
Constanten v e r k n ü ~ f t ,  mag hier noch abgeleitet werden. Nach 15) ist 

A . B  . r  . A . , B ' . ~ '  
sin - sm - szn - . szn - s ~ n  - szn - = sinS@. 

2 2 2 2 2 2  

Andererseits folgt aus  5 2 ,  la) ,  20) ' 
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342 Das gleichseitige Tetraeder .  Von Dr.  A. SCHMIDT. 
^^^ ,I*X_L___p-.----̂ --I ^-^   XI^^^^^^^^^^___,.,"-- 

a p y A B r A B r  
E 

4 c o s - c o s - c o s - c o s - c o s - c o s - . t g ~ t g t g -  
c l g P  sin - = 

2 2  2 2 2 2 2 2 2  - 
2 . B r  2 cos- cos-  cos- 

2 2 2  
- A B . r  - 2  sin - sin - szn -- . 

2 2 2  
Demuach lasst sich die Ueziehung zweier E c k e n ,  welche zu reciproken 
gleichseitigen Tetraedern gehoren, vollstandig durch die Glcichnngen 

Ke.6 ich noch cinmal zu der vorhin (S. 335) hctrachteten, cinam 
bestimmten Werthe von p entsprechenden Griippe von gleichseitigen Te-  
traedern zurück,  so ist es einlenchtand, dass das irgend einem dieser 
Tetraeder  reciproke derselbeu Gruppe  angehort ,  da  in  diesem g denselben 
Wer th  besitzt. Insbesondere sind die beiden von gleichschenkligen Drei- 
ecken begrenzten Tetraeder, welche als Eodglieder der ganeen stetigen 
Reihe erschienen, einander reciprok. Lasst man also ein gleichseitiges 
Tetraeder  bei constantem Q und R durch allmalige Veraudernng von P 
von dcm einen jener  beiden zurn andern iibergehen, so durchlauft Jas 
ihm reciproke diaselbe Eteihe in umgekehrter Ric1itung.t E s  muss dem- 
nach auch für jeden Werth von p ein sich selhst reciprokes Tetraeder 
geben. Hieraus folgt allerdings noch nicht,  dass auch jeder einzelne 
Winkel sich selbst entspricht,  d. h . ,  dass <y = a', p = p', y =y'  ist. Viel- 
mehr Sind zuniichst drei wesentlich verscliiedene Beeiebungen denkbar, 
namlich : 
u=<y', p=pf ,  y = y r  oder or=P', @ = y ' ,  y = a '  oder (Y=(Y', F=y ' ,  y=$. 

Man erkennt mit Rücksicht auf 16) leicht,  dass die  beiden erstcn Mog- 
lichkciten or = /3 =. y ergebeu und  somit ausschliesfilich aiif das regulare 
Tetraeder  führen. Da sich dieses indessen auch der  dritten Beziehung 
unterordnet,  so ha t  man allgemein für ein sich selbst reciprokes Tetraeder 

01 = a', p = y', y = y', also clg" = sin g  , cty ctg y = sin g 
oder 

COS (Y (1 + s i n g )  + sin" 18) ctgai=Jsrne, C O S ( B - ~ ) = -  -- - 
COS 2  or (1 - sin g )  sin g 

Durch das Bisherige ist nur  hewiesen, dass ein diesen Formelu ge- 
mas8 bestimmtes, zu einem gewisseu Werthe von gehoriges Tetraeder 
dieselben Winkel  besitzt, wie sein reciprokes; es bleibt noch zu entschei- 
den ,  ob es demselben congruent oder symrnetrisch ist. E ine  auf die 
ursprüngliche geometrische Definition der reciproken Beziehnng zurück- 
gehende Betrachtung fuhrt leiclit zn dem Rasultat , dass in  der  Tha t  Con- 
grnenz stattfindet. 

t Dabei kt  von der speciellen Lage, in welcher sich bei der Construction 
das reciproke Tetraeder ergiebt, natiirlich abzusehen. 
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XVII. 

Allgemeine Formeln zur Bestimmung der Cardinal- 
punkte eines brechenden Systems centrirter sphii- 
rischer Flachen, mittels Kettenbruchdeterminanten 

dargestellt. 

Von 

P r ~ f .  Dr. LUDWIG ~ ~ A T T H I E S S E N  
in Bostock. 

Auf die Darstellung und  Discussion der dioptrischen Kettenbrüche 
von G a u s s *  ist in neuester Zeit mehrfach dio 1)eterminantenform mit 
Vortbeil a n g e w e n d ~ t  worden. Cnte r  Anderen*" bediante sich F e r r a r  i s  
derselben zur Ableitnng der allgemeinen Formeln für die Bestimmung 
der Cardinalpunkte eines Systems beliebig vieler centrirter in  Luft  be- 
findlicher Linsen mit Rücksicht auf die zweckmassigste Constructiou von 
Fernrohrobjectivan. Wir  stellen uns die Aufgabe, die Formeln für ein 
System von a centrirten spharischen F lachen ,  welche von a+l verschie- 
den hreçhenden Medien begrenzt tiiud, zu verallgemeinern. Dieselben 
lavsen tiich dann leicht auf eine Combination von beliebig vielen centrir- 
tcn Systemen ühertragen, welche durcb verschieden brechendo hledien 
gatrennt und deren Cardinalpunkte gegeben sind. Sind die trennenden 
Medien von gleichem Brechungsverm6genI so werden die Partialsysteme 
für sich aquifocal und wir gelangen zu den voh F e r r a r i s  aufgestellten 
Formeln. Wahrend F e r r a  r i s  synthetisch verfabrt,  wollen wir zur gros- 
seren Allgemeinheit ein analytisches Verfahren eiuschlagen. 

Sind SI, S,, ... Sa oder Zn, .Ea-l, ... .FI die S ~ h e i t e l ~ u n k t e  der 
aufeinander folgenden Flachen,  P und 0 die beiden Hauptbreunpunkte, 
f und cp die Brennweiten, Ha und 17, die Hauptpunkte,  Ka und Kp die 
Knotenpnnkte, <r, und ol, die Oerter der  Hauptpunkte bezüglich der ersten 
und letzten Flache,  k, und  k, die der  Knotenpankte,  so werden die  
dioptrischeu Gleichungen bestimmt sein,  wcnn gefundcn s ind :  

* G auss,  Dioptrische Untersuchmgen. Gottingen 1841. 
** C a s o r a t i ,  Le proprietà cardinali dei cannocchiali anche non centrati. 

Milano 187.3. S. 10.2. - M a t t h i e s s e n ,  L., Die Differentialgleichungen der Diop- 
trik contiuuirlich geschichteter Liuseu und ihre Anwendung auf d'le Dioptrik der 
Krystalllinse. Zeitschr. f. Math. u. Phys. XXlV, S. 305, 1879; P f l ü  g er'a Arch. f. d .  
gcs. Physiol. XIX, S. 484, 1679. - F e r r a r i a ,  Galileo, Sui cannocchiali con obb- 
iettivo cornposto di piu leuti. Torino 1880. S. 7 ;  Atti R. ACC. di Torino XVI.': 
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1. S,F und  2, @, 
II. H , F = f  und  f f p @ = p ,  

I I I .  J I , , S , = n ,  nnd H,,El= cip, 
IV. K a S I  = k, und K P X l  = k2. 

1. W i r  suchen zunachst die Relationen für die Focaldistanzen S, F 
und  El a. 

Bezeichnen wir die vorderen Brennweiten der  a Flachen bezüglich 
... der  aie einschliessenden Medien mit f,, f , ,  f a ,  die hinteren mit <pl ,  

qB1 ... v a ,  dio Abstaride d m  Object-  und Bildweiten beziiglich der ein- 
zelnen Flachen mit s o l  s , ,  s , ,  . . .  s s a - l ,  so ist 

wobei die  Strecken fm und s2,,,-2 als wesentlich negative Grfissen zu 
betrachten sind. 

Denken wir uns den Hauptobjectpunkt axial oder paraxial vor dcm 
System in B I ,  sein Rild in Bzl  dessen Bild in B3 n .  S. f., und sind d,, 

ri,, ... d a - ,  die gegenseitigen Abstande der Flachen, so wird ofîenbar seiu: 
SI B,  = so . Sl B,  = s ,  = s, + d l ,  
S, R, = s ,  = s, - dl  ; S 2 B 3  = s 3 = s 4 + d 2 ,  
. . . . . . . . .  . . . . . . . a  

Sa Ba = s z a 2  = .?za-3- ~ l ~ - l ;  Sa R a + ]  = s ? .  1.  

Aus der  Gleichung 1) ergeben sich folgende Relationen: 

W e n n  dagegen der  Hauptobjectpunkt hinter dem System in pl liegt, sein 
Bild in  j3, u. S .  f., so wird sein:  
zl Bi S2a- I i 4 = s ~ a - 2  = ~ 2 a - 3 - d a - 1 1  
Z2P2 = ~ ? a - 3 =  ~ i n - l +  d a - ]  , z2 p3 = ~ 2 o  - 4  = S?n - 5 -  d n - ~ l  

. . . . . . . . m . . .  . . . . . . . . . . . . . .  
'Zn Ba = S~ = S ,  + dl  ; E a P a + i = ~ o -  

B u s  den Gleichungen 1) ergeben sich die Ausdrücke: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Werden nun  s 2 , - 1  resp. S, gleich m l  so geht Bi in  F, resp. 8, i n  CD 
über. Aiif diese Weise werden die Focaldistanzen von der ersten und 
letzten Flache'bestimmt durch die beiden Kettenbrüche: 

Wir  fiihren jetzt einige abgekiirzte Bezeichnungen ein. Sind FI und 
@, die partiellen Brennpunkte der Flache SI, F2 und  @, die der Flache 
S2 n. R. f . ,  so nenneu wir 

F , @ , = i , ,  IT,@,=i2 u. S. W. 

die p r i m a r e n  F o c a l i n t e r s t i t i e n ,  

@,F,  = J i ,  D2 F3= Jz n. S. W. 

die s e c u n d g r e n  F o c a l i n t e r s t i t i e n .  

D a  nnn  allgemein 
@ m F m + l = f m + i - q m + ~ m =  Jm 

das mte secundare Focnlinteretitium J, is t ,  so lassen sich die gefundcneu 
Focaldistanzen 4) und 5) durch folgende I)eterminantonquotienten dar- 
stellen : 

D a  man jede Determinante, ohne ihren Wer th  zn veranderu,  um ihre 
Nebendiagonale drehen k a n n ,  80 sind die heiden Kenner  gloichwertbig; 
diese Determinante 

I J 1 %  0 1  

1 1  O O O ' 0  Jl c p ,  O 
: O  - f 2  J,  . 

m a - 1  

O O . - f a - 1  l a - 1  

6 )  S I F =  

nennen wir fortan die  I n t e r s t i t i a l d e t e r m i n a n t e .  Weil ausserdem 

1 

f i  ' p i  0  O 
-fi Ji 9 2  0  

O - f 2  J, 

. a 9 0 - 1  

O O . - f a - l  Ja-1 

v a  <Pa O O 
fa Ja-i v a - i  O 
O - f a - i  J a - 2  . 

'Pz 
O O . - 2 JI 

1 O 0  O 
O Ja-1  pu-i rn O 

: 0  - f a - ,  Ja-2 . . 
'Pz 

0 0 .  - f2 -71 

. 
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346 Allgemeine Formeln zur Bestimmnng der  Cardinalpunkte etc. 

so ergeten sich für die beiden Focaldistanzen die Ausdrüeke: 

Entwickelt man den Kettenbruch 5) nur  bis zum ersten Partialnenuer, 

so  hat der Nenner Ma-, eine bernerkenswerthe geornetrische Bedeutung. 
Es ist namlich 

Ma-1 = da- i  + f a  - 82a-3 = P g  Fa 70, 

und weil P, der  hinterc Bronnpnnkt des vorangehenden Systems von 
a - 1  Flachen is t ,  so hedeutet Ma-l  den  Abstand des vorderen Brenn- 
punktes der hinzutretenden Flache Sa oder .XI vom hinteren Brennpnnkte 
des vorangehenden (wachsenden) Systerns. W i r  nennen deshalb M n - ,  
das s e c u n d a r e  F o c a l i n t e r s t i t i i i m  d e s  w a c h s e n d e n  S y s t e m s .  

Weiter ist nun 

Dreht man dia beiden Z)eterrniuant.cn um ihro R'ebendiagoualen, so erlialt 
man die Relation 

und wenn wir den Kettenhruch 5 )  einführen, 

Es  I a s ~ t  sicli rioch eine andere Gleichung für L.I,-i fiuden. Bezeicli- 
nen wir namlich die hintere Brennweite desselben vorangehenden (wach- 
senden) Systems von a - 1  Flachen mit 9-1 und  den  Abstand seines 
II. Hanptpnnktes vou El mit Da-,, so  ist anch 

a -  

Ja-1 cpa-I O . O 
f a -  - 2  - - O 

0 - f 0 - 2 J a - 3  . . 
- 9, 

O O - f 2 J ,  

: 

1 O O . O 
O J n - 2  q,-2 . O 
O - f a - 2 J a - ~  . . 
. Pi 
0 0 . - fi2 J I  
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Wir  nennen fortan Da-, das s e c u n d a r e  H a u p t p u n k t s i n t e r -  
s t i t i u m  d e s  w a c h s e n d e n  S y s t e m s .  Da die Hauptpnukte der  ein- 
zelnen Flachen in diesen selbst coincidiren, so ist a n  sich klai, dass die 
p r i m a r e n  H a n p t p u n k t s i n t e r f i t i t i e n  gleich Null ,  die s e c u n d l i r e n  
gleich d i ,  d 2 ,  ... d, sind. Der  Werth von D , - I  wird sich durch die 
Iutertititialdeterminante ausdrückm lasseu, werin dies für die Breunmeite 
rp moglich ist. 

2. Wir  suchen demgemass die Relationeu für  die sub II erwahnten 
Focaldistanzen, also für die Hauptbrerinweiten f und <p. 

W e n n  dic: AbstXnde conjugirter P u n k t e  bezüglich der  Hauptpunkte 
B, und HP des ganzen Systemti mit xo und x, bezeichnet werden,  so ist  

Betrachteu wir uach G a n  s s stat t  der Flachen ihre Tangentialebenen 
und denken uns  ein nnendlich düunes Strahleubündel eines axialen oder 
paraxialen leuchteuden Punktes  von vorn i n  das Systern eiutretend, so 
sçhneidet dasselbe die aufeinander folgenden Flachen in Punkten ,  deren 
Ordinaten der Rcihe nach sind: 

S , A = y , ,  S , B = y , ,  S,C=y,, ... S a Z = y a .  

Bus ahnlichen Drciecken orgiebt sich alsdann folgende Reihe von Propor- 
tionen : 

y, : Si = y, : s,, 

Y3 : sg = yg : i . . .  . . . . . .  
y,-1 : S2a-3 = ya : Sza-2. 

1st feruer q die gleiclie Ordinate der Punkte ,  in welchen die beiden 
Hnoptehenen vom eintretenden nnd  austretenden Strahlenbiindel geschnit- 
ten werden,  so ist noch 

r j :XO=yI:SOI ya:Sqa-l=q:xl .  

Die Multiplication sammtlicher Proportionen ergiebt die Gleichung 

1st der vordere Haiiptbrennpunkt F leuchtender P u n k t ,  so ist  x,= f ,  
s,, = SI F und xl = sï,-l =cm, also 

1st dagegen der  hintere Brennpuukt CJ leuchtender P u u k t ,  sa ist x, = cp, 

~ 2 ~ ~ 1  = ;Pl @ und xo = so = w, folglich 
- 

* M a t  t h i  e s se  n, Grundrias der 1)ioptrik geschichteter Linsensysteme. Leip- 
zig 1877. S. 79. 
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Mit  Hilfe der Gleichungssystemc 2) und  3) laseen sich nun die Quo- 

auf folgende Art  i n  Deterrninanten ausdrücken. 
Man findet leicht mit Voransetzung von 6) 

I . . . . I  

u. S. f, 
und  schliesslich 

Uemnach ist Un = 1 und man erhiilt durch Multiplication aller dieser 
Gleichungen 

17)  f = 
fl f2  f s  . . . f a  , 

Ra- 1 

Auf gleiclic Art  findet man 

Aus der Gleichung 12) fol@ dnrch Analogie 

R a p i  = Ra-) .  
R a - 2  == R a - 3 .  Ma-zl 
. . . . . . . . . 
RI = R" . Ml.  

L)a für u = 2 noch R, = Ml = J I  gefunden wi rd ,  so ist N, = l und die 
Multiplication der Gleichungen ergiebt 

19) R a - l  = 'VIl lTlz . . . Ma-,  1 

i n  Worten:  Die Interstitialdeterminante ist gleich dem I'roducte aller auf- 
einander folgenden Focalinterstitien des wachsenden Systems. Somit ist 

* Yergl. Grundrisfi etc. S. 71. 
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Von Prof. Dr. L. MATTHIESSEN. 349 
-" -" - - ~ 4. 

Aus beiden Gleichnngen folgt sofort die bekannte Relation 

22) < p = - n l n  2 . . . n a f = - n f .  

3. Die  lielationen 9) ,  IO), 17) und 18) setzen uns in  den Stand,  
die Werthe der  Hauptpunktfidistanzrn u, nnd u,, sowie der Knotenpunkts- 
distanzen Ir, iind k2 durch die Interstitialdeterminante ausxudrücken. E s  
ist narnlich 

Ha SI = a,  = f - S, F, 
[+Sn= u2= cp  - 'q@, 
K, FI = k ,  = - <p - S, F, 
I ( p S a = k 2 = -  f -El@. 

Man findet demgemass 

<pi  (PZ.. va ( - l ) a - l  24) <r2=  - 
Ra- i 

E s  ]%rit siçh nunmelir anch das secundare Hauptpunktsinterstitium 
des wachsenden Systems mi t  Hilfe von 1 2 )  und  1 3 )  durch die Intersti- 
tialdeterminante ausdrücken; es isi 

Ein Gleiches gilt endlich von dem Interstitium der Hriuptpunkte H a ,  IIp 
und der Knotenpunkte Ka,  h). Dasselbe i ~ t  

28) E =  d + u l - a , =  d + k l - k B ,  
wo d = dl f- (4 4- . . . + da-1 zu setzen ist. 

4. Wenn statt  einer Reilie von brecbeuden E'l%cbon lauter Systeme 
gegebeu s iud,  so gelten siimmtliche Formeln auch für diesen Fall.  Weil  
die Fundamentalformel 1 )  dieselbe bleibt, so bleibt die Interstitialdeter- 
minante nnverandert die gleiche, nur  treten a n  die Stelle der singularen 
Abscissenanfangspunkte S,, S,, . . . die Doppelpunkte 

I I ,  H~,zHz,z,  H1,3Hz,3 U. 8. f. 

Setzt man die  secundgren Hauptpunktsinterstitien der Partialsysteme 
wieder, wie folgt: 
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330 Allgemeine Formeln etc, Von Prof. Dr. L. MATTAIESSEN.  

E s  ist mitliin auch für diesen allgemeinen Fa11 J I =  f,-cp,+rl,. Dahei 
bleibt zu beachten, dass 

a) die Haupt -  und  Knotenpunktsdistanzen a, und k, der Combination 
aller Paitialsysteme vom 1. Hauptpunkte des ersten Systems, rc2 

nnd  k, vom II. Hauptpunkte des Ietxten Systems, 
h) das secundare Focalinterstitinm des wachsenden Systems Mapi 

jadesmal vom II. Brennpunkte der Combination aller voran- 
gelienden Systeme bis xum 1. Brennpunkte des liinzutretenden 
Systems, u n d  

c) das  secundare Hauptpunktsinteretitium des wacheendcn Systems 
Dapl jedesmal vom II. Hauptpunkte der  Combination aller voran- 
gehenden Systame bis m m  1. Hauptpunkte des hinzutretenden 
Systems gerechnet werden. 

W e n n  die begrenzenden Medien von gleichem Brechungsverm6gen 
s ind ,  so wird offenbar fi = - rpl, f2 = -y, n. S. f. und f = -(P. Iu die- 
Sem Fal le  wird die Interstitialdeterminante 

5. W e n n  ein centrirtas System brechender spharischer Flaclien von 
continuirlich variabler optischer Dichtigkeit vorliegt, welcbes von zwei 
Medien bagremt  is t ,  die mit der  'l'rennungsilache gleiche Brecliungsver- 
mogen besi tmn,  so lassen sich mit Hilfe der aufgestellten Gleichungen 
auch die Differenziale der  Variaheln f ,  <pl  u,,  a, nnd  E darstellen, wie 
bereits früher von mir i n  mehreren Abhandlungen gezeigt worden ist.' 

* Man sehe: Zeitschr. f. Math. u Phys. XXIV, 1879; XXVI, 1881; XXVIII, 
1883; und Pf lüger ' s  Arch. f. d. ges. Physiol. XIX, 1879; S X X U ,  1883. Mau vergl. 
auch H e r m a n n ,  Die Differentialgleiçhungen etc., in  Pf 1 ü ger ' s  Arch. XXVII, 
S. 309, 1882. 

R o s t o c k ,  14. April 1884. 
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XVIII. 

Ueber die einer algebraischen Flache eingeschriebenen 
regularen Tetraeder, mit Berücksichtigung der Flachen 

zweiter Ordnung. 

Von 

Dr. CARL ~ ~ O S S F E L D  
in Jena. 

Die nachfolgenden Zeilen beschaftigen sich hauptsachlich mit der  
Aufgabe: E i n e n  U e b e r b l i c k  z u  g e w i n n e n  ü b e r  d i e  G e s a m m t -  
h e i t  d e r  e i n e r  a l g e b i a i s c h e n  F l a c h e  e i n g e s c h r i e b e n e n  r e g n -  
l a r e n  T e t r a e d e r .  

Die Moglichkeit einer die allgemeine Aufgabe determinirenden Frage- 
stellnng ist erst durch die Kenntniss der Mannichfaltigkeit der regularen 
einer Flache eingeschriebenen Tetraeder gegehen. Offenbar kommt die  
Bestimmung dieser Mannichfaltigkeit anf die  Bestimmung der  Mannich- 
faltigkeit aller ahnlichen Fltichen gegebener Ordniing, w-elche einem (he- 
lichigen) Tetraeder  umscliriehen uind, hinaus. Nun giebt es im Raume 
siebenfach-nnendlich viel ahnliclio (und congruente) Fiachen nter Ord- 
nnng für n )  1 (namlich: die sechsfach- unendlicb vielen Bewegungen des 
Raumes verwandeln die gegebeue Flache in congruente Flaclien, hierzu 
kommen fur j ede  Lage derselben die einfach - uncndlich vieleri Aehnlich- 
keitstransformationen i ~ i  Bezug anf ein mit der Flache fest verbuudenes 
Centrum). Also sind unter  sammtlichen einem Tetraeder nmschriehenen 
(oder durch vier feste Punkte  hindurchgebenden) Fliichen ntcx Ordnung 
drcifach - nnendlich viel ahnliche , oder was wcsentlich dassclbe ist : e i n e r 
F l a c h e  n L e r  O r d n u n g  (n >1) k o n n e n  d r e i f a c h - u n e n d l i c h  v i e l  
r e g u l i i r e  T e t r a e d e r  e i n g e s c h r i e b e n  w e r d e n .  

Damit ist  zugleich gesagt,  dass die F lachen ,  Kanten und  Ecken 
solcher Tetraeder  eine dreifach - unendliche Mannichfaltigkeit bilden. Da- 
her muss jede beliebige E b e n e  des Raumes. im Allgemeinen eine endliche 
Anzahl vou Tetraederflacben enthalten; dagegen wird nicht jeder belie- 
bige Strahl die Kante eines regularen eiugeschriebenen Tetraeders tragen, 
vielmehr werden die,se Kanten innerhalb der  vierfach -unendlichen Strah- 
lenrnannichfaltigkeit einen C om p l  e x bilden; endlich muss jeder P n u k t  
der gegebenen Flache Eckpnnkt  von unendlich-vielen Te t raedwn der  
erwahnten Art sein. 
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352 Ueb. die einer algebr. Fliiche eingeschr. regul. Tetraeder  etc. 

Hiernacli treten an Stelle des allgemeinen Problems folgende Haupt- 
fragen : 

1. Wieviel Seiteutlachen regularer, einer Flache nLCr Ordnuiig ein- 
geschriehener Tetraeder liegen im Allgemeinen in jeder  Ebene?  

2. Welches ist der Grad des durch die Kauteu aller regularen, einer 
Flache nter Ordnung eingeschriebenen Tetraeder  gebildeten Strahlencom- 
plexes ? 

3. Welchen Kegel erzeugen die K a n t e n ,  welchen Kegel umhüllen 
die Flachen sammtlicher regularen Tetraeder  im Allgemeinen, welche in 
einem P u n k t e  einer Flnclie nier Ordnung dieser eingeschrieben s ind? 

Diesen unmittelbar sich ergebenden Fragen lasst sich leicht eine Füllc 
weiterer anreiben. I n  der vorliegenden Arbeit wird nur  die erste Haupt- 
frage erledigt; das allgemeine Problem erscheint durch ihre Beantwortung 
als im Wesentlichen gelost. D e r  erste 'I'lieil hezieht sich auf algebraisclie 
Flachen üherhaupt, der  zweite Theil verbreitet sich über die Formen, 
welche die allgemeinen Resultate fiir den besondern Fall der Flachen 
zweiter Ordnung aonehrnen. 

8 1. Darlegung einer fundamentalen geometrischen Betrachtungsweise. 

Die Losung der Aufgabe auf gcomctriscbem Wcge  gelingt mit Hilfc 
einer Betrachtuugsweise, die sich im Allgemeinen folgendermassen cha- 
rakterisiren lasst. Gewisse, zunachst iu der Ebene  sich abspielende Be- 
wegungsvorgange werden als Projectionen raumlicher Configurationen 
aufgefasst, indem man den P a r a m e t e r  d e r  B e w e g u n g  a l s  d r i t t e  
C o o r d i n a t  e d e u  t e t. Uiese Auifassuug kann ale eine rein geometrische 
bexeiçhnet werden, da sie sich nur  aiif die Grundsatze der Projection 
stützt. Die weiterhin verwerthete D e u t u n g  d e s  P a r a m c  t e r s  e i n e r  
r a u m l i c h e n  R e w e g i i n g  a l s  v i e r t e  C o o r d i n a t e  i m  R a u m e  v o n  
v i e  r D i  m e n  s i  O n e n  itit dagegen nur  eine geometrische Interpretation 
analytischer Gleichiingen. 

D u r c h  d i e  v e r a n d e r t e  D e u t u n g  d e r  G l e i c h u n g e n  k o n n e u  
g e w i s s e  E l i m i n a t i o n s r e s u l t a t e  s o f o r t  ü b e r s c h a o t  m e r d e n ,  
w e i l  s i c  n u n  i n  G e s t a l t  b e k a r i n t e r  a l g c b r a i s c l i - g e o m e t r i s c l i e r  
S a t z e  s i c h  d a r b i e t e n .  

Doch wird die allgemeine Auseinandersetzung a n  Verstandlichkeit 
gewinnen durch Betrachtung derjenigen besonderen Fa l le ,  welche fur das 
Spatere  von Wichtigkeit sind. 

1. Eine  Curve Un) nter Ordnung  bewege sich i u  der E b r n e  E derart, 
dass ihre Punkte  parallele ,gerade Linien besçhreiben. Jedes  Glied C,In) 
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der so entstehenden Curvenschaar kann  als Resultat der Parallelprojcc- 
tion eines zu E parallelen ebenen Schnittes E, mit einein über Cc") stehen- 
den Cylinder P) nter Ordnung  angesehen werden; man brancht nur  in 
einer in  der Richtung der Bewegung senkrecht auf E stehenden Ebene  
die Erzeugende des Cylinders F(") und  die  Directrix der  Projection be- 
licbig, aber verschicden von einander anzunehmen. 

I n  der  Sprache der  analytischen Geometrie heisst dies: Man fasse 
in der Gleichung: 

f ( n ) ( " + l , ? / ) = O ,  
welche eine Schaar ebener Curven niPr Ordnung darstellt, wenn man A 
die Werthe von - oo bis + CO ertheilt ,  diesen Parameter als z -  Coordinate 
auf, so erhalt man die Gleichung : 

f (") (5, y, 2)  = 0 
eixies Cylinders nter Ordnung. 

2. Alle ahnlichen und atirilich liegeuden Kegelschnitte Ci(2), welche 
eineri festen Kegelschnitt h'(2) in  der Ebene E doppelt berühren,  kourien 
als successive Parallelprojectionen aller zur  Ebene  E parallelen Schnitte 
E, mit einer Flache zweitrr Ordnung  Fc2) betrachtet werden. Um diese 
Projection herzustellen, construire man über If2) einen Cylinder r(2), lege 
durch einen beliebigen der Kegelschnitte Ci(?) eine Flache zweiter Ord- 
nung, welche r(2) Iangs eines Kegelechnittes berührt,  und betrachte nnn  
als Uirectrix der Projection eine Erzeugende des Cylinders I'(2). 

E s  sei 
f '2' (., y 1 = 0 

die Gleichung des festen Kegelschnitts so  kann  man die  Gleichung 
eines doppeltberüh'renden Kegelschnitts Ci(2) imrner in  der Form a n -  
nehmen : 

worin g(s, y ) =  O die Gleichung der  Berührungssehne darstellt. Bildet 
man nun die  Gleichnng: 

A" -Ang(s, Y) + b(s, y)12 - f (? ' (x ,  Y) = 0,  
so stellt dieselbe, wenn man dem Parameter A alle Werthe von - cx, bis 
+ cr> zuertheilt, sammtliche den Kegelschnitt Kt2) doppelt beriihrende 
Kcgelschnitte d a r ,  welche dem Gj2) ahnlich sind und  mit ihm ahnliche 
Lage haben. Fasst  man hingegen b ale z-Coordinate  auf, so reprasen- 
tirt die Gleichung eine Flache zweiter Ordnung ,  und setzt man = con- 
s tant ,  so erhxlt man die Projection eines ebenen ,  der z y - E b e n e  paral- 
lelen Schnittes, also einen den k - p )  doppelt berührenden Kegelschnitt. 

3. Eine  Flache F[n) titer Ordnung bewege sich im Raume p derart, 
dass ihre P u n k t e  parallele gerade Linien heschreiben. Die  Gleichung der 
so entstehendeu Flachenschaar k a n n  in der Forrn angenommen werden: 

/ ( " ) ( ~ + A , Y ,  z ) = 0 ,  
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worin L einen Parameter bedeutet, dessen successiven Werthen von + cr, 

bis - w alle Glieder der Flachenschaar entsprechen. Man kann aber ii 
als vierte C o o d i n a t e  in Bezug auf ein vieraxiges Coordinatensystem im 
Raume von vier Dimensionen deuten;  dann stellt die obige Gleichung: 

f (n) (x, y, z,1) = 0 

ein Pnnktgebilde n t e i  Ordnung von dreifacher Unendlichkeit dar. Setzt 
man in dieser Gleichiing /=constans, so erlialt man die Gleichung einer 
Flache der Schaar im Raume g,  welche als Resultat der  Parallelprojec- 
tion eines zu e parallelen raumlichen Gchnittes mit dem Gebilde f i n i  (x, y, z,1) 

= O augesehen werden darf; die Richtung der Projection ist diejenige 
der t -  Axe. 

4. Auf Grund analytischer Gleichungen kann man die Schaar ahii- 
licher und  ahnlich liegender Flachen zweiter Ordnung,  welche eine salche 
P(2) im Raume e Iangs Kegelschnitten berühren, als Resultate der Pro- 
jection aller dem Raume g parallelen raiimlichen Schnitte mit einem 
Punktgebilde zweiter Ordnung von dreifacher Unandlichkeit im Raume 
von vier Dimensionen betrachten. 1st  namlich 

/ ( 2 ) ( x ,  y, z )  = O 

die Gleichung der  festen Flache F(?) zweiter Ordnung ,  und 

Y ( x , Y , ~ ) = = ~  
die Gleichung der einen Berülirungskegelachnitt enthaltenden Ebene, so 
kann die Gleichung der in diesem Kegelschnitt die F('J berührenden 
Fliiche zweiter Ordnung  immer i n  der Form angenommen werden: 

~"' (LL. ,  y, z) - [g(x, Y, s)I2= O .  . 
Bildet man nun  die Gleichung: 

P -  2 t g (x, Y, Z) + [g (x, y, z)]" f f 1 2 )  (x, y, 2) = O 

und  deutet t als vierte Coordinate im Raume von vier Dimensionen, so 
stellt dieselbe ein dreifach-unendliches Punktgebilde dar,  und setzt man 
t = consl., so erhalt man eine Flache der Schaar im Raume p. 

5 2. Eilfssatze über regulare Dreiecke und regulLre Tetraeder. 

Hilfssatz 1. D e r  O r t  d e r  M i t t e l p n n k t e  s i i m m t l i c h e r  r e g u -  
l a r e n ,  e i n e r  e b e n e n  C u r v e  n t B r  O r d n u n g  e i ~ ~ e s c h r i e b e n e n  
D r e i e c k e  i s t  e i n e  C u r v e  v o n  d e r  O r d n u u g  

(n - 1) ri (n + 1) 

3 
Es sei Ccn) die i n  der  Ebene  e gegebene Curve nter Ordnung. 1st 

ein regulares, der  eingeschriebenes Dreieck mit den Ecken A ,  B, 
C und  dem Mittelpnnkte LW, und  dreht man die Ebene E im Punkte .fi1 
um g 7 ~  und jn, so dass C(n) in die Lagen C'@) und C''(n)  übergeht, so 
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sind die drei Punkte  A ,  B, C allen drei Curven C(n), C',(ni gemein- 
schaftlich. Gmgekehrt:  Dreht man die Ebene E in einem Punkte  M um 
8 n und i n ,  so dass C(") in die Lagen C'c") und C"(n) übergeht,  und 
haben danu die drei Cuiven einen Puukt  A gemeinsam, so haben sic 
auch noch einen zweiten B und einen dritten G gemeinsam derart,. dass 
A B C  ein regulares der C c n )  eingeschriebenes Dreieck mit dem Mittel- 
punkte 172 hilden. E s  fragt sich n u n ,  wieviel P u n k t e  Mi einer willkiir- 
lich angenommenen geraden Linie g in E die Eigenschaft haben,  'dass 
eine zweimalige Rotation in denselben, wie sie eben angegeben wurde, 
eine Coincidenz dreier Curvcnpunkte hervorruft? 

Führt  man die erwiihnte Dreliung der Ebene E successive in allen 
Punkten der Geraden g aus ,  so erhalt man zwei Schaaren von Curven 

Orduuug Cr(") u n d  C"(n)  mit folgcnder Eigenschaft: Jcdes  Glied einer 
solchen Curvenschaar geht aus einem beliebigen dadurch bervor, dass die 
Punkte des letzteren sich in parallelen geraden Linien fortbewegen, deren 
Richturig gegen g um : n ,  resp. + n  geneigt ist. 

Jedem Punkte  iifk auf g gehort eine Curve CL(") und eine CL(") zu. 
Wir finden nun die auf g gelegenen Mittelpunkte reguliirer Dreiecke, 
wenn wir die Schuittpunkte der mit der ale Or t  der  Schnittpnnkte 
entsprechender C'(") und  C"cn) definirten Curve Q zu reguliiren Dreiecken 
zusammenfassen u n d  deren Mittelpunkte auf~uchen .  Welches ist aber  die 
Ordnung der &? Wir  vcrweiscn die Losung dicser F r a g c  i n  den Raum, 
indem wir die baiden Curvenscliaaren und C"(") als Resultate der  
Pardlelprojection aller zu E parallelen Schnitte E ,  mit zwei über ent- 
sprechenden Curven  CL(^^) und CL(") stehenden Cylindern I'(") und  Y(") 
7 ~ ' ~ '  Ordnung betrachten. Durch Drehuog der  Ebene  E im P u n k t e  Mo 
der Geraden g um +TC und # n  geiie Cn über in  c"") O und C"cn), O g in CJ', 
und g",; i n  den beiden i n  gIO u n d  g o  senkrecht auf E stehenden Ebexien 
17' nnd '1" nehme man nun die Erzeugenden der beiden über Ci(") nnd  
C i ( " )  stehenden Cylinder r'(") und I+"'n) so a n ,  dass sic gcgcn go u n d  
y", resp. gleichc Neigung hahen;  die Directrix der Projection iat dann 
die den Ebenen rl' und  q'' gemeinsame, i n  Mo senkrecht auf  E stehende 
Gerade so. 

E s  treffcn sich nun  die beiden Cylinder T'(").und F"'") nier Ord- 
nuug in einer Raumcurve von der  Ordnung  7 9 ,  deren Projection in die 
Ehene E eine ebene Curve Q von derselben Ordnung ergiebt. Retrachtet 
man j e t i t  die  n3 Schnittpnnkte der C(7L) und 6 ,  eo erkennt  m a n ,  dass 
nicht alle zu regularen Dreiecken gehtiren, namlich diejenigen n Punkte  
nicht ,  i n  welchen C(n) von g geschnitten wird ( u n d  welche offenbar zn 
6 gehoren). Ee kommen also im Ganzen nur  n 3 - n  P u n k t e  in Betraclit, 

n 3 - n  
welche z u  dreien -- 

3 
regulare der C(") eingeschriebene Dreiecke mit 

23 * 
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den Mittelpunkten auf g liefern, oder: die Ordnung der ,,Mittelpunkts- 
curvcLL ist 

n 3 - n  ( n - l ) n ( n + l )  -- - 
3 3 

I W. Z. b. W. 

Zusatz. D i e  M i t t e l p u n k t s c u r v e  d e r  r e g u l a r e n  e i n g e s c h r i e -  
b e n e n  D r e i e c k e  l i a t  ü b e r a l l  d a  e i r i e n  D o p p e l p u n k t ,  wo d i e  
u r s p r ü n g l i c h e  C n r v e  e i n e n  s o l c h e n  b e s i t z t .  

Man lege die  Gerade g durch den Doppelpunkt B der Curve C@]. 
Durch Drehung der Ebene  E irn P u n k t e  1) urn 5 n  und $ n  mag C(n) in 
CU") und c;,'(") übergehen; beide Curven seien die Bascn der bciden Cy- 
linder r'(") und  r"In) ta t r r  Ordnung ,  welche wie vorhin erzeugt sind. Man 
siebt,  dass d ie  durch D hervorgerufenen Tloppelgeraden d' und  d" dieser 
Cylinder in jenem P u n k t e  sich schneiden, dass ihre  Schnittcurve der 
Ordnung n2, u n d  niithin auch deren Projection CS. i n  E im Punkte  D einen 
v i e r f a  c h  e n  P u n k t  besitzt. Von den n3 gerneirifiamen Punkten der (.'(nJ 
u n d  der 6 sind daher ausser den n - 2  Punkten  auf g noch die ac l i t  
in D coincidirenden gemcinsamen P u n k t e  auszunehmen; cs hleiben mit- 
hin nur  

n 3 - ( n - 2 )  - 8 = = n 3 - n - 6  

P u n k t e  übrig, deren drei immer ein rcgulares der C(") eingeschrieb~ries 
Ureieck liefern mit dem hZittelpunkt auf g. Auf dieser durcli D gelicn- 
d e n ,  willkürlich gewahlten Goraden liegen demnach nur  noch 

n 3 - 7 1 - 6  - ( n - l ) n ( n + l )  ----- 
3 3 

2 

Mittelpunkte, oder D ist für die I~Iittelpunktscorve ein I)oppelpunkt. Dic 
beiden der C(n) eingeschriebenen rcgularen Dreiecke, welc,he ibre Mittel- 
punkte i n  D haben, sind N u l l d r e i e c k e .  

Hilfssatn 2. D i e  S p i t z e n  a l l e r  r e g i i l a r e n  T e t r a e d e r ,  d e r c n  
B a s i s d r e i e c k e  e i n e r  e b e n  e n  C u r v e  n t e r  O r d n u n g  e i l i g e s c h r i e -  
b e n  s i n d ,  b i l d e n  e i n e  R a u m c u r v e  v o n  d e r  O r d n u n g  

U e r  Hilfssatz 1  lehrt uns ,  dass die Mittelpuukte aller rcgulgren einer 
Ccn) eingeschriebenen Dreiecke auf einer Curve C,n von der Ordnung 

( n - 1 )  n ( n + 1 )  
3 

liegen. Erganzen wir n u n  jedes dieser Dreiecke nach 

beiden Seiten der Ebene E hin zu regularen Tetraedern,  so liegen die 
Spitzen sammtlicher so entstandenen Tetraeder  auf dem Cylinder r 

( n - l ) n ( n + l )  von dt.r Ordnung -- --  

3 
7 welcher s e n k r ~ c h t  über der Rlittel- 

punktscurve CM steht,, und bilden eine Raumcurve R s ,  welche wir auch 
,, Cnrve der T c t r a e d e r s p i t ~ e n ' ~  nennen wollen. Um die Ordniing dieser 
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Rs zu bestimmen, suclieu wir aie darzustellen als Schnitt  zweier Fliiühen, 
deren eine der erwahrite Cyliucier r ist. W i e  werdeu wir die zweite 
Flacbc definiren, so dass sie nothwendig die gesuchte Raumcurve enthal t?  

Man construire alle regularen Dreiecke, von denen j e  z w e i  Ecken 
auf C(n) l icgen, und  erganse sie nach beiden Seiten der Ebene  E hin e u  
r e p l a r e n  Tetraedern.  D a n n  erfüllen die  Spitzen der letzteren eine 
Flache F, welche nothwendig die Raumcurve Rs vollstandig enthalt.  

Zunaclist macht sich niin das Bedürfniss gel tend,  die Ordnung der  
Flaçhe P zu kennen. Um dieselhe zu finden, nehmen wir eine Gerade 
g' im Baume willkürlich an. E in  P u n k t  Pi derselbeu wird dann  P u n k t  
der k'lache F, d .  Li. Spitze deo Tetraeders  der oben beschriebenen Art  
sein, weun der Fusvpuukt Mi des von ilim auf E gefillteri Lothes das 

Pi Mi - 
Centrum eines Kreises Ki mit dem Radius - i s t ,  auf dessen Peri- 

pheric zwei der Schnittpunkte mit der Curve C ( r l )  um Zn; auseinander 
liegcn. Diese Bedingung laest sich aiich noch anders aussprechen. Dreh t  
man die Ebene E i n  a l l ~ n  Fusspunkten M (welche eine Gerade g erfül- 
leu) successive um + 7 ~ ,  so dass die  Ciirve c[") in  die Lagen C'(") über- 

P M  
gcht ,  construirt auch den zugehorigen Kreifi K mit dem Radius - 

1/2' s0 
müssen sich die beiden entspreçhenden Curven CL(") uud  Bk auf  der C(") 
schneiden, 8011 der  zugeliürige auf g' l iegeude P u n k t  Pk ein P u n k t  der  
gesiichten Flache F sein. Es bilden nun die Curven C'cri) eine Schaar, 
wie sie S. 352 unter 1,  die Kreise K den besondern Fa11 einer Kegel- 
schriittschaar, wie sie S. 353 unter 2 beschriebcn wordeu ist. Es lassen 
sich daher die C'cm) und K als Projectionen ebener zu E paralleler Schnitte 
mit einem Cylinder 1~"In) nt" Ordnung und einem Kegel ~ ( ' 1  zweiter 
Ordnung ansehen,  dereu Schnittcurve 2 1 ~ ~ -  Ordnung i n  die Ebene E pro- 
jicirt den  Or t  der S c h n i t t ~ u n k t e  entsprechender Curven C'(") und  K,  eine 
ebeue Curve 2n'e' Ordnuug liefert. Da dieselbe C ( " )  in 2 n 2  Punkten  
schneidet,  zu welchen 2 n V r e i e ç k e ,  ebensoviel Punkte  M und  P ge- 
horen, BO ist  die O r d n u n g  d e r  F l a c h e  F g l e i ç h  271'. 

m i e  schon gezeigt, mus8 die Curve der Tetraederspitzen Rs auf 
beiden Flachen F und  I' zugleich liegen, also deren totaler oder par- 
tiellcr Schnitt  sein. Eino andere Erzengungsweise der Flache F zeigt 
lins, dass der Schnitt  derse,lben mit r aus zwei getrennten Raumcurven 
besteht, von denen die eiue einfach, die andere dreifach r u  zahlen k t ;  
d i e  d r e i f a c h e  C u r v e  i s t  i d e n t i s c h  m i t  Rs. 

Es tiei sk eine zur Ebene  E senkrechte Gerade,  Nk ihr Schnittpnnkt 
mit dieser. ILire Schnittpunkte mit P erhalt man einfach, indem man E 

im Punkte  iNk um +TC dreht ,  wodurch C(") in C'(") übergeführt wird, 
sodann die p i 2  Schnittpunkte Si ( i=  1, 2,  .. . nP) beider Curven bestimmt 
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und von Mk au8 endlich auf s k  nach beiden Seiten hin die 2 n 2  Strecken 
Mk S i .  (9 abtriigt. 

E s  sei n u n  s,, eine Erzeugende des C ~ l i n d e r s  r, ihr Fusspiinkt Mo 
also ein P u n k t  der Mittelpunktscurve C,tl, so sind drei Strecken M o S j  ein- 
auder  gleich, auf s, fallen also von den 2 n Z  Punkten j e  drei in zwei 
Punkteu zusammeri. D a  dies sich auf jeder .Erzeugenden des Cylinders 
wiederholt, so erkennen wir, dass in  der 'i'hat die Schnittcurve von F 
und r in  eine einfache und i n  eine dreifache Raumcurve zerfallt, welch' 
letztere allein die Curve der T ~ t r a e d ~ r s p i t z e n  Rs reprasentirt. 

Die Ordnung  der  letzteren ist nun fiogleich gefunden. E i n e  z i i  E 

( n - l ) n ( n + l )  senkrechte, übrigens beliebige Ehene 7 enthalt - E ~ ~ ~ ~ -  
3 

gende des Cylinders T, und - da auf  jeder  solchen Erzeugenden 
2 n 2 -  6 einfache und zwei dreifache P u n k t e  der  Plache P liegeu - 

(2 n2 - 6 )  ( " - 1 )  n ( n - i - 1 )  ( n - l )  n ( n  + l )  Punkte  der einfachen und 2-- 
3 3 der 

( n - l ) n ( n + l )  dreifachen Schnittcurve von F u n d  T, in Sumnia also 2nZ- -- - 
3 

P u n k t e ,  d. h. genau soviel, als eine Ebene mit der ScIinittcnrve der 

beiden Flachen bezw. von der  Ordnung 2n"nd ( " - 2 )  n ( n + l )  
3 gemein- 

sarn hahen muss. Daher  ist die Ordnung  der  einfacheu Curve gleich 

( 2  nB - 6 )  ( n - l ) n ( n + l )  
3 

9 die Ordnung  der  dreifachen, d. h. der Raum- 

( n - 1 )  n ( n + l )  
curve Rs, gleich 2 - 

3 
W. z. b. W. 

Zusatz. n i e  R a u r n c u r v e ,  d e r  O r t  d e r  S p i t z e n  a l l e r  r e g n -  
I a r e n  T e t r a e d e r ,  d e r e n  B a s i s d r e i e c k e  e i n e r  e b e n e n  C u r v e  
C(") n t e r  O r d n u n g  e i n g e s c h r i e b e n  s i n d ,  h a t  ü b e r a l l  d a  e i n e u  
v i e r f a c h e n  P u u k t ,  w o  d i e  C(*) e i r i e r i  D o p p e l p u n k t  b e s i t z t .  

E s  sei D ein Doppelpunkt der Ccn); ans dem Zusatz zum Hilî'ssatz 
1  ersehen wir, dass i n  D die  Mittelpunkte von zwei regulfiren, der Ccn) 
eingeschriehenen Nulldreiecken liegen. Hieraus geht sofort hervor, dass 
i n  diesem P u n k t e  die Spitzen von vier Nulltetraedern sich vereinigen. 

tj 3. Die regn l l ren  Tetraeder, welche einer  algebraischen FlLche 
eingeschrieben sind. 

W i r  sind nnn  in der Lage, die erste von uns aufgeworfene Haupt- 
frage, sowie eine mit ihr eng verknüpfte in zwei Lehrsatxen zu beant- 
worten. 

Lehrsatz 1. E i n e  w i l l k ü r l i c h  a n g e n o m m e n e  E b e n e  e n t h a l t  
( n - 1 )  n ( n + i )  

i m  A l l g e m e i n e n  d i e  S e i t e n f l a c h e n  v o n  2n-- - -  
3 

r e g  n - 
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l a r e n  e i n e r  a l l g e m e i n e n  F l a c h e  n t e r  O r d n n n g  e i n g e s c h r i e b e -  
n e n  T e t r a e d e r n .  

Der  Heweis ist sofort gegeben. Die willkiirlich angenommene Ebene  
E schneidet die Flache F ( " )  ntel Ordnung irn Allgemeinen i n  einer Curve 
Ccn) nter Ordnung ohne Doppelpunkte. Nach Hilfssatz 2 liegen die Spitzen 
aller regularen Tetraeder, deren Basen der Ccn) eingeechrieben s ind ,  auf 

der Raumcurve Rs von der Ordnnng 2- ( n -  l! (n +l), welche PI") in 
3 

(12 - 1) n ( 7 1  + 1) 
2 7 1 . -  

3 
- Punkten ,  den Spitzen regularer eingeschriebener Te-  

traeder, deren Basen in der  Ebene  E l iegen,  trifft. 

Zusat~. J e d e  T a n g e n t i a l e b e n e  e i n e r  F l a c h e  n t e r  O r d n u n g  

e n t l i a l t  d i e  S e i t e n f l a c h e n  v o n  2 n .  ( n - l ) n ( n + l )  -- 
3 

4 r e g u l a r e n  

e i n g e s c h r i e b e n e n  T e t r a e d e r n .  
Bekanntlich ist die Schnittcurve einer Tangentialehene irn Beriih- 

rungspunkte mit einem Ilnppelpunkte versehen. B u s  dem Zusatz m m  
Hilfssatz 2 wissen wir n u n ,  dass die Curve der Tetraederspitzen Rs im 
Doppelpunkte der nrsprünglichen ebenen Curve C(n) einen vierfachen 
Punkt  besitzt, hier also die Flache F(") viermal schneidet, ohne endliche 
Tetraeder zu liefern. Dalier muss die im Iieliréiatz 1 gefundene Zahl um 
4 vermindert wcrden. 

Hicrmit ist unscr Zicl im Wcscntlichen erreicht: Wir konnen einer 
gegel~enen algrbraischen Oberfiache heliehig vie1 regulare Tetraeder cin- 
scbreiben, sobald wir die Schnittpunkte dreier bestimmt definirten Flachen 
darstellen konnen. 

Der  eben bewiesene Lehrsatz legt uns die Frage  nahe,  welche 
( n - l ) n ( n + l )  P.aumcurve wohl die 2 n ----,_--- Spitzen der Tatraeder ,  deren 

Basen in einer Ebene  liagen, auf F(") beschreiben, wenn diese Ebene  
parallcl mit sich selbst fortbewegt wird. Znm Zweck de,r Beantwortung 
dieser Frage heweisen wir znnachst folgcnden 

Rilfssatz. D i e  S p i t z e n  a l l e r  r e g u l a r e n  T e t r a e d e r ,  d e r e n  
B a s i s d r e i e c k e  e i n e r  F l a c b e  ntsr  O r d n n n g  e i n g e s c h r i e h e n  u n d  
e i n e r  w i l l k ü r l i c h  g e w i i h l t e n  E b e n e  p a r a l l e l  s i n d ,  b i l d e n  i m  

( 1 1  - 1) n ( 7 ~  + 1) 
A l l g e m e i n e n  a i n e  F l a c h e  v o n  d e r  O r d n u n g  2 -  -- - -  

3 
Die Pliictie, von welcher in  obigem Satze die Rede ist,  wird gebil- 

det durch die Gesammtheit der , ,Curven der Tetraedereyitzen", welche 
zu den eiuzelnen Schnittcurven der  Flache Frn) mit einer Schaar paral- 
leler Ebenen  gchort. 

Wir  wollen diese Fliiche @ nun auf eine andere Weise erzengen 
und aus dieser E r z ~ n g i i n g  ihre Ordnnng herleiten. Es sei E die feste 
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Ehene ,  welcher die eingeschriebenen Basisdreiecke parallel sein sollen. 
Nimmt man eine zur  Ebene E senkrechte Gerade s a n ,  welche F ( n )  in n 
Punkten  trifft, und drcht man n u n  P ( n )  um s als Axe um +7t und + n  
in  die Lagen P'(") und  F"cn), so bilden j e  drei der n S - n  Schnittpunkte 
dieser drei Flachen,  welche nicht auf  s gelegen s iud ,  ein regukres  Dreieck, 
welches Ftn) eingeschrieben und dessen Ebene  parallel zu E ist. Die Spitzen 

n3-n 
der 2 - 

3 
regularen Tetraeder, zu welchen jene Ureiecke erganzt ver-  

den konnen ,  liegen auf s. Man nebme n u n  eine Gerade g beliebig iin 
Raume a u ;  e in P u n k t  Pi derselben is t  dann P u n k t  der Flache CD, wenn 
der Kreiskegel K i ,  dessen Spitze in Pi l iegt,  dessen Axe die aus Pi auf 
E gefallte Senkrechte si i s t  und dessen Oeffnung durch drei in einem 
P u n k t e  zusammeotreffende E a n t e n  eineti regularen Tetraeders hestimmt ist, 
durch einen Schnittpunkt (und folglich auch noch durch zwei andere) der 
drei Flachen Fin), <@), F,"(") hindurchgeht, von denen die beiden letzten aus 
B(n) durch Drehung um si als Axe urn i n ,  resp. 4 %  entstanden ~ i n d .  

Lasst man .nun einen P u u k t  P auf g vorwartsschreiten und construirt 
für jede Lage den zugehorigen Kegel K und  die entsprechenden Flachen 
F'(") und so beschreibt K eine Kegelschaar, wie sie auf  Seite 354 
unter 4,  F'(n) und F"(") zwei E'lachenscliaareri, wie sie S. 353 unter 3 
gekennzeichnet wurden. Die Zahl ,  welche angiebt ,  wio oft die als Ort 
der Schnittpunkte entsprechender FlXchen I;k("), Flcw1, K k  definirte Raum- 
cnrve R die  F@) trifft, ist die Ordnungsxahl der  k'lache CD. 

D e n  Ausführungcn auf S. 354 gemass betrachten wir dia drei FIa- 
chenschaaren als Resultate der Parallelprojection raumlicher Scliuitte mit 
drei Punktgebilden S'(n),  %"("), R(') dreifacher Unendlichkeit im Raurne 
von vier Dimensionen, von denen die ersten beideu nter, das letzte zweiter 
Ordnung  k t .  Diese drei Yunktgebilde haben ein einfach-unendliches 
Punktgebilde der  Ordnung 2 n b i t e i n a n d e r  gemein, dessen Projection in 
den Raum der  Flache F(R) die Ttaurncurve R v'on derselbeu Ordnung 2n2 
ergieht. Jedoch nicht alle Schnittpunkte der  R mit F(") geben zu end- 
lichen Tetraedern Anlass, deren Basisdreiecke der F(n) eingeschrieben 
sind und  deren Spitzeu auf g liegen. I n  den n Schnittpunkten der Ge- 
raden g mit der FlGche Ecn) coincidiren namliçh j e  zwei der 2n2 Sclinitt- 
punkte entsprechender Flacheu PL("), F:("] u n d  Kk ,  welche der Raum- 
curve R angchoren, ohne dass diese Scbnit tpunkte endliche T e t r a ~ d e r  
liefern. Daher  kommen von den 2n3 Schnittpunkten der  F1 mit der Pi") 
nnr  2 n 3 - 2 n  in Betracht,  von denen je drei ein regulares Dreieck bilden, 
welches seinerseits einen P u n k t  der  P iache  @ auf  der Geraden g bestimmt. 

n J - n  
E s  liegen demnach auf der letztern 2--- P a n k t e  der Flache Q, oder: 

3 

die Ordnung  derselben ist gleich 2 (nZ1) n ( n + l )  
3 ' W. z. b. w. 
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Ztcsatz. D i e  F l a c h e ,  d e r  O r t  d e r  S p i t z e n  a l l e r  r e g u l a r e n  
~ e t r a e d e r ,  d e r e u  B a s i s d r e i e c k e  e i n e r  a l l g e m e i n e n  F l a c l i e  
nter O r d n u n g  e i n g e s c h r i e b e n  u n d  e i n e r  f e t l t e n  E b e n e  p a r a l l e l  
s i n d ,  b e ~ i t z t  ? ~ ( n - l ) ~  D ~ p p c l ~ u r i k t e .  

An eine allgemeine Flache nter Ordnung lassen sich n  (n - 1 ) 2  Re- 
rührungsebenen legen,  welche einer festeu Ebene E parallel sind. In den 
Berüliruugspunkten derselbeu baben die Schnittcnrven Doppelpunkte. E s  
sei eine die li'lache F ( n )  in  der Curve C ( n )  mit dem Uoppelpuukte B 
schneidende Tangentialebene. Legt man durch den P u n k t  B eine belie- 
bige Gcrade g ,  so geh6rt derselban einc Raumcurve R von der Ordnung 
2 n e  als Ort  entsprechender Flachen P.("), F"("), K z u ,  deren Schnitt- 
punkte mit F(") zu drei j e  einen P u n k t  der Flache <D auf g bestimrnen. 
Die Raumcurve R hat  in diesem Fa l le ,  wo g diirch den Berührungspunkt 
11 der Ebene j3 hindurchgeht, in B acht Purikte mit Ii(n) gemein. Con- 
struirt man namlich die Flacheu P z )  und  Fi("), indem man F(") um die 
Normale n  in B als Rotationsaxe um 3% u n d  Qn: drcht,  ferner den Kegel 
Ks, defisen Spit.ze in 6 gelegen k t ,  so sind die Spiiren der drei Flachen 
P'?), F;("), JiB auf F(nJ drei Raurncurven mit je einem Doppelpunkt in B.  
F ( n )  hat demnach i n  B acbt P u n k t e  mit der R,aumcurve R gemeinsam, in  den 
übrigen n- 1 Schnittpunkten der g mit F(")  wie gewohnliüh j e  zwei Punkte.  
Daher konimen von den 2 7 t 9  Schnittpunkten der  H mit P(") nur  2rr"Z(~i - l )  
- 8 in Betracht,  von denen j e  drei einen I'unkt der Flache CJ auf g he- 
stimmen. E s  liegen dcmnach anf dieser, wie anf jedcr durch B liindurch- 

plJ-n-3 ( n - l ) n ( n + l )  
gehenden Geraden nur  noch 2 - 

3 
- 2 

3 
- 2 Funkte 

der Flache @, oder: der P u n k t  B ist ein Doppelpunkt der Flache @. 
1st 6'(") allgemein vorausgesetxt, also von der  Classe n (n - l)', so hat  0 
n ( n  -1)' Doppelpunkte, welçlie auf F ( R )  selbat gelegen sirid. 

Lehrsats 2. D i e  S p i t z e n  a l l e r  r e g n l a r e n ,  e i n e r  a l l g e m e i x i e n  
F l a c h e  nt61 O r d n u n g  c i n g e s c h r i e b e n e n  T e t r a e d e r ,  d e r e n  
B a s i s d r e i e ç k e  e i n e r  f e s t e n  E b e n e  p a r a l l e l  s i n d ,  h i l d e n  e i n e  

( n - l ) n ( n + I )  v o n  d e r  O r d n u n g  Zn------- 
3 

m i t  n (n-1)' 

U o p p e l p u n k t e n .  
Die Raumcurve Ps,  von welcher i n  diesem Satze die Rede ist,  ist 

der Schnitt der  Flache F(") nter Ordnung mit @ von der Ordnung 
( 7 1  - 1) n ( t j  + 1) 2 - - - - wie aus dem letztbewiesenen IIilfssatze hervorgelit, 

3 
( 11  - 1) n (n + 1) 

also von der Ordnung 2 n  .- 
3 

FIn) geht durch die n(u-lIa 

Doppelpuukte der E'lache CD liindurch, ohne a n  diesen Stellen Singula- 
ritaten zii besitzen; ihre Schnittcurve mit 0 ha t  also 71 ( 7 1  - 1)' Doppel. 
punkte, W. z. b. W. 
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362 Ueb. die einer algebr. Flache eingeschr. regul. Tetraeder  etc. 

Zusammenstellung der aufgestellten und bewiesenen Satze. 

1 .  Der  Ort  der Mittelpiinkte aller regularen, einer -ebc.nen Curve 
II'" Ordnnng eingeschriehenen Dreiecke ist eine Curve von der Ordnung 

(n-l)n(n+g, welche iihnrall da  einen Doppalpnnkt ha t ,  wo die Grund- 
3 

çurve einen solchen besitzt. 
2. Der  Ort  der Spitzen aller regnlaren Tetraeder, deren Basisdreiecke 

einer ebenen C u r r e  ntei Ordnuug eingeschrieben sirid, ist eine Itaiim- 

( n - l ) n ( n + l )  curve von der Ordnung 2 - - 
3 

- 7  welche überall d a  einen vier- 

fachen Pi inkt  h a t ,  wo die Grundcurve einen Uoppelpunkt besitzt. 
3. Eine  beliebige Ebene  enthalt im Allgemeinen die Seitenflachen 

von 211 (n - l' l n  - +Il, .- e n  Tangentialebene die Seiteiifiilcùen v o n  
3 

( ? a -  1) n ( n + l )  
2 71 -- 

3 4 regularen,  einer allgemeinen Flache Ordnung 

einge~chriebenen Setraedern.  . 
4. Der  Ort  der  Spitzen aller regularen Tctraeder, deren Basisdreiecke 

einer allgemeinen Flxche nt81 Ordnung eingeschriehen und einer belie- 
bigen festen Ebene  parallel sind, ist im Allgemeinen eine Flache von 

der  Ordnuug 2-- ( n - l )  n(n ~- +') -- mit n(n - 1)' Doppelpnnktco. 
3 

5 .  Der  Ort  der  Spitzen aller regularen, eirier allgemeinen Flzclie 
7ltor Ordnung eingeschriebenen Te.tracder, deren Basisdreiecke einer he- 
liebigen festen Ehene  parallel s ind ,  ist einc Ranmcurve von der Ordnung 

( 1 2 - 1 )  n ( n + l )  
2 n 3 -- mit 71 (n - 1)' Doppelpunkten. 

Die im 1. Theile gewonnenen, für Fl%&en heliebiger Orduung gil- 
tigcn Satze liefern unter  der besondern Annahme n = 2 ohne Weiteres 
ebenfioviele Siitzo für die Flachen zweiter Ordnung. 

E s  handelt ~ i c h  nun darnm, die  Verhal tnis~e zii iintersuchcn, iinter 
welclien die allgemeinen Resultate im Fa11 der Flachen zweiter Ordnung 
Modificationen erfahren. Zu diesem Zwecke habeu a i r  znnachst die auf 
Curven nter Ordnung bezüglichen Satze für die Kegelschuitte au bilden 
und  die besonderen Formen,  welche diese Satze annehmen k i h n e n ,  anf- 
xusuçhen. 
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tj 1. Hilfssatze über regulare,  einem Kegelschnitte eingesehriebene 
Dreiecke" und die ihnen entsprechenden regularen Tetraeder. 

1. D e r  O r t  d e r  M i t t e l p u n k t e  a l l e r  r e g u l a r e n ,  e i n e m  K e g e l -  
e c h n i t t e  e i n g e s c l i r i e b e n e n  D r e i e c k e  i s t  w i e d e r u m  e i n  K e g e l -  
s c h n i t t ;  d e r s e l b e  z e r f a l l t  i n  e i n  G e r a d e n p a a r ,  s o b a l d  d e r  
G r u n d k e g e l s c h n i t t  i n  e i n  G e r a d e n p a a r  z e r f a l l t ,  u n d  s e i n  
D o p p e l p u n k t  f s l l t  m i t  d c m j e n i g e n  d e s  G r u n d k e g e l s c h u i t t a s  
z u s a r n m e n .  

Dieser Satz ergiebt sich unmittelbar aus dem Hilfssatz 1 S. 354 
nebst Zusatz für n = 2. 

Wir  fügen noch die leicht s u  verificirende Bemerkung hinzu,  dass, 
im E'alle der  gegebene Kegelscbnitt 1 iu ein reellas (im Endlichen sic11 
schneidendes) paralleles oder imaginares Geradenpaar mit reellem Schnitt- 
punkt zerfallt, der Mittolpunktskcgelschnitt K M  bezw. in  ein reelles, 
paralleles oder imaginares Geradenpaar ausartct. 

2. Z u  a h n l i c h e n  K e g e l s c h n i t t e n  g e h o r e n  a h n l i c h e  M i t t e l -  
p u n k t s c u r v e n  d e r  r e g u l a r e n  e i n g e s c h r i e b e n e n  D r e i e c k e .  

Transformirt man namlich K in einen ahnlichen Kegelschnitt KI, so  
geht der Mittelpunkt M eines dem K eingeschriebenen regularen Dreiecks 
d in den Mittelpunkt M' des transformirteri regularen Ureiecks A' über, 
woraus sich der Satz ergiebt. 

3. G r n n  d k  e g e l s c h n i t t  u n d  M i t t e l p u n k t s k e g e l s c b n i t t  h a b e n  
d a s s e l b e  C e n t r u m ,  d i e s e l b e n  A x e n r i c h t u n g e n  u n d  s i n d  v o n  
d e r s e l b e n  G a t t u n g .  

D a  die  einem Kegelschnitte h' eingeschriebenen regularen Dreiecke 
symmetrisch zu den Axen desselben liegen, so iet dies auch mit den 
Mittelpunkten der Fa l l ,  woraiis die ersten beiden Eigenschaften fnlgen. 

J e d e  Ellipse, Parabel ,  Hyperbel  kaun eiuem Paare  imagiuarer, pa- 
ralleler, reeller, iui Endlichen siüh schneiderider Geraden bezw. ahnlich 
genanut werden,  und umgekehrt. Nach 2 f'olgt hierans, in Verbindiing 
mit der Bemerkung e u  1 ,  die dritte Beziehung zwischen G r u n d -  und  
Mittelpunktskege,lschuitt. 

Anmerkung. Die Mittelpunktsciirve K.* eines Krcises reducirt sich 
anf einen Punkt , ,  das Centrum desselhen. F ü r  eine Hyperbel ,  deren 
Aeyrnptoten eiuen Winkel von 30' einscliliessen, besteht BPI aus zwei 
reellen oder imaginaren Geraden,  j e  nachdem die Hyperbel irn Winkel- 
raum des stumpfen oder spitzeu Winkels der Asymptoten liegt - weil 

* Eine susführliche analytische Behandlung hat dieser Gegenstand in der 
Inauguraldiaeertation erfahren : P. Ru d O 1 ph  , Die Eigenschaften der einem Kegel- 
achnitte ein- und umschriebenen reguliren Dreiecke. 
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für den  zerfallenden Kegelschnitt ,  der aus zwei einen Winkel  von 30' 
einschliessenden Geraden gebildet wird, Kll in  die Winkelhalbirende 
dagenerirt. 1st K eine gleichseitige Hyperbel ,  eo fallt I ~ M  mit I l  vollig 
znsammen. Es geht dies daraus hervor, dass die Cnrve / i w  eines Paares 
rechtwinklig aufeinander stehender Geraden mit diesem identisch ist und 
der  Nittelpurikt einer vom Scheitel einer gleichseitigen Iiyperbel fZ dieses 
eingeschriebenen regularen Dreiecks aiif fl selbst gelegen isi. 

4. D e r  O r t  d e r  S p i t z e u  a l l e r  r e g u l a r e n  T e t r a e d e r ,  d e r e n  
U a s i s d r e i e c k e  e i n e m  K e g e l s c h n i t t e  e i n g e s c h r i e b e n  s i n d ,  i s t  
i m  A l l g e m e i n e n  e i n o  R a u m c n r v e  v i e r t e r  O r d n u n g  v o m  G e -  
s c h l e c h t  l ;  a i e  z e r f a l l t  i n  v i e r  g e r a d e  L i n i e n ,  s o b a l d  d e r  
G r u n d k e g e l s c h n i t t  i n  e i n  G e r a d e n p a a r  z e r f a l l t ,  u n d  v e r -  
e i n i g t  i m  D o p p e l p u n k t  d e s  l e t z t e r n  d i e s e  L i n i e n .  

Dieser Satz ist die besondere Form des IIilfssatzes 2 S. 356 und des 
Zusatzes S. 358 für m = 2. 

5 .  D i e  R a u m c u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g ,  d e r  O r t  d e r  T e t r a -  
c d e r s p i t z e n ,  l i e g t  s y m m e t r i s c h  z u r  E b e n e  d e s  g e g e h e , n e n  
K e g e l s c h n i t t e s  u n d  z u  d e n  b e i d e n  ü b e r  s e i n e n  A x e n  s e n k -  
r e c h t  z u  s e i n e r  E b e n e  s t e h e n d e n  E b e n e n .  U n t e r  d e n  v i e r  
d u r c h  a i e  h i n d u r c h g e h e n d e n  K e g e l n  z w e i t e r  O r d n u n g  s i n d  
d a h e r  d r e i  C y l i n d e r ,  d e r e n  A x e n  d i e  S c h n i t t l i n i e n  d e r  d r e i  
S y m r r i e t r i e e b e n e n  s i n d ;  d i e  S p i t z e  d e s  v i e r t e n  K e g e l s  l i e g t  
i m  M i t t o l p u n k t e  d c s  G r n n d k e g e l s c h n i t t e s .  

1st der gcgebene Kegelschnitt K eino Hyperbe l ,  deren Asymptûten 
einen Winkel  von 30° einschliessen, so zerfallt der eine der  drei Cylin- 
der  i n  ein (reelles oder imaginares) Ebenenpaar, die zugehorige R(') also 
i n  zwei (reelle oder imaginare) Hegelsclinitte. 

1st K eine Parabel ,  so fallen die Axen zweier Cylinder ins Unend- 
liche und  auf' diese selbst. R(*) ist  danu als Schnitt  zweier im unend- 
lich-fernen Punkte von K sicli berührenden parabolischen Cylinder eine 
Raumciirve vierter Ordnung vom Geschlecht O mit einem Doppelpunkte im 
unendlich-fernen Pnnkte  von K. F ü r  den Kreis reducirt sich R(4) auf 
zwei in  der im Centrum desselben senkrecht stehenden Geraden liegende 
Punkte.  

Beeteht endlich X ans zwei einen Winkel  von 30' einschliesseuden 
Linien,  so ist R:4) durch zwei Uoppelgerade reprosentirt. 

Hiermit sind alle besonderen Formeii crwahnt ,  welche die auf die 
Kegelschnitte bezüglichen Satza annehmen konnen ,  und  somit alle Vor- 
bereitungen für die Untersuchung der  Flachen zweiter Ordnung getroffen. 

W l r  besctiranken uns im Folgenden meistens auf die Angabe der 
R e s u l  t a t  e ;  die  Verlialtnisse Sind so einfach und  leicht xu überschauen, 
davs die Beweise, deren Wiedergabe die Darstellung sehr breit rriaclien 
würde, füglich dem Leser überlassen werden konnen. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



§ 2. Die reguliiren Tetraeder, welche einer  F lkche  zweiter Ordnung 
eingeschrieben sind. 

1. E i n e  b e l i e b i g e  E b e n e  e n t h a l t  i m  A l l g e m e i n e n  d i e  
S e i t e n f l a c h e n  v o n  a c h t ,  e i n e  T a n g e n t i a l e b e n e  d i e  S e i t e n -  
f l a c h e n  v o n  v i e r  r e g u l a r e n ,  e i n e r  F l a c h e  z w e i t e r  O r d n u n g  
e i n g e s c h r i e b e n e n  T e t r a e d e r n .  

E ine  Kreisschnittebene enthalt im Allgemeinen keine Seitenflache 
eines regularen eingeschricbcnen Tetraeders; enthalt sic eine, so cnthalt 
sie unendlich viele congruente. I n  jeder der heiden Kreisschnittehenen- 
schaaren einer Flache zweiter Ordnung ohne Doppelpunkt giebt es zwei, 
im Ganzen a k o  vier Ebeneri, welche die Seiteuflachen von unendlich 
vielen regularen eingeschriebenen Tetraedern enthalten. Diese vier Ebe-  
rien reduciren sich auf  zwe,i (im Besondern zusammenfallende), wenn die 
Flache Rotationsflache k t .  Von den Kreisschnittebenen eines Kegels 
zwciter Ordnung enthalt entwedcr keine oder jede unendlich viele Seiten- 
flachen ragillarer eingeschriahener Tetraeder. 

E ine  Ehene ,  welche aus einer Flache zweiter Ordnung eine gleich- 
seitige Hyperbel ausschneidet,  enthalt i m  Allgemeinen die Seitenflachen 
von vier regulart-n eingeschriebenen Tetraedern. 

E i n e  E b e n e ,  welche eino Parabel  herausschneidet, enthalt seçhs 
Seitenflachen regularer eingeschriehener Tetraeder. 

Die  Tetraeder, deren Seitenfiachen in einer Tangentialebene liegen, 
aind entweder sammtlich reell oder samrntlich imaginzr, je  nachdern die  
gegebene Flache z ~ e i t e r  Ordnung geradlinig (aber ohne Doppelpiinkt) 
oder nicht geradlinig ist. 

Die Zahl der  Tetraeder, deren Seitenflachen i n  einer Tangentialebene 
gelegen s ind,  reducirt sich auf zwei, sobald die Schnittcurve der Tangen- 
tialebene ails zwei, einen Winkel 'von 30° einsçhliessenden Geraden l~esteht .  

Eine durch die Spitze eines Kegels zweiter Ordnung hindurchgehende 
Ebene enthalt entweder die Seitonflachen von keinem, oder von unend- 
lich vielen regukren  eingeschriebenen Tetraedern. 

Hilfssat~. D e r  O r t  d e r  S p i t z e n  a l l e r  r e g u l a r e n  T e t r a e d e r ,  
d e r e n  B a s i s d r e i e c k e  e i n e r  a l l g e m e i n e n  F l a c h e  z w e i t e r  O r d -  
n u n g  e i n g e s c h r i e h e n  u n d  e i n e r  w i l l k i i r l i c h  g e w a h l t e n  E b e n e  
p a r a l l e l  s i n d ,  i s t  i m  A l l g e m e i n e n  e i n e  F l a c h e  v i e r t e r  O r d n u n g  
m i t  z w e i  D o p p e l p u n k t e n  u n d  e i n e r n  D o p p e l k e g e l s c l i n i t t e .  

Es folgt dieüer Satz aus dem Hilftisatz auf S. 359 für  n =  2. Doch 
sei er hier besonders bewiesen, ohne Ililf~ivorstellungen aus dern Raume 
von vier Dimensionen heranzuziehen. E s  handelt sich nur  um den Be- 
wcis, dass die Ordniingszahl der als Ort  der Schnittpunkte entsprechen- 
der F l a c h m  FL(2), FL(21, l(k definirten Raumcurve R gleich 8 ist. Kun  
hestimmen, wie man leicht sieht,  die drei Fliichenschaareu Ir'('), F''(') 
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und  K auf einer beliebig gewahlten Ebene L. drei Kegelschnittschaaren 
von der  auf S. 353 unter 2 beschriebenen A r t ;  es kommt daher achtmal 
vor, dass sich drei entsprechende Curven der  Schaaren in  einem Punkte 
treffen. I m  Uebrigen gelten die im 1. Theile  'angestellten Betraclitungen 
und  Schlüsse und füliren zu dem im Ililfseatze ausgesprochenen Ilesultate. 

Die beiden Doppelpiinkte der Flaclie vierter Ordnung  liegen auf der 
gegebenen Flache zweiter Ordnung und  zwar in den Berührungspunkten 
der zur  festen Etlene parallelen Tangentialebenen. 

Dass die Flache einen Doppelkegelscliuitt enthalt,  erkennt  man durch 
folgende Betrachtung: Es  sei S die Spitze eines Tetraeders ,  dessen Basis- 
dreieck A der gegebenen N2) eingeschrieben und  der festen Ebene E 

parallel ist;  dann ist der Punkt  S n ,  welcher auf der den I\Iittelpunkt M 
der Fi2)  mit S vert>indenden,Geraden gleichweit nach der andern Seite 
abstebt , ebenfalls Spitze eines regukren  Tetraeders ,  dessen Easisdreieck 
d' der F(') eingeschrieben u n d  der grgebenen festen Ebene  e parallel 
ist. Conetriiirt man nun  in allen zu E parallclen Ebenen die Dreiecke, 
welche eine der Lage defi Dreiecks A ahnliche Lage haben,  und  erganzt 
sie nacb heiden Seiten der  Ebenen hin zu regularen Tetraedern,  B O  liegen 
die Spitzen S derselben und die ibnen entsprechenden S' in  zwei Kegel- 
schnitten zweier verschiedenen, durch die Berührungspunkte B, und B, 
der zu e paraIlelen Tangentialehenen hindurchgelienden Ebenen. Es 
folgt hieraiis: J e d e  durch die Punkte  B, und  Hz hindurchgehende Ebene 
trifft die FlAche vierter Ordnung i n  zwei Kegelschnitten. Uer Ort  der 
von B, und B2 verschiedenen beiden Schnittpunkte derselben ist nothwen- 
dig ein Kegelschnitt ,  für die Flache vierter Ordnung eine Doppelcurve. 

Zusatz. E'ür den  Kegel xweiter Ordnuug  ar tet  die Plaühe vierter 
Ordnung , welche einer beliebigen Parallelebenenschaar entspricht , in 
einen Kegel  vierter Ordnung aus ,  dessen Spitze mit der Spitze des ge- 
gebenen Kegels coincidirt. 

Die zu einer Schaar paralleler Kreisschnitte gehorende Fliiclie vierter 
Ordnung ha t  sich auf einen Kegelschnitt oder eine Doppelgei-ade redu- 
cirt ,  j e  nachdem die gegebene li'liiche zweiter Ordnung eine allgemeine 
oder eine Rotatiousflache ist. 

S u s  vorstehendem Hilfssatze folgt sofort: 
II. D i e  S p i t z e n  a l l e r  r e g u l i i r e n ,  e i n c r  a l l g e m e i n c n  F l a c h e  

z w e i t e r  O r d n u n g  e i n g e s c h r i e h e n e n  T e t r a e d e r ,  d e r e n  B a s i s -  
d r e i e c k e  e i n e r  f e s t e n  E b e n e  p a r a l l e l  s i n d ,  b i l d e n  e i n e  R a u m -  
c u r v e  a c h t e r  O r d n u n g  m i t  s e c h s  D o p p e l p u n k t e n .  

Ztlsatz. Fiir den  Kegel xweiter Ordnung  zerfiillt dies Haumcurve iri 
acht durch die Spitze desselben laufende Gerade. 

Die eincr Schaar parallcler Kreisschnittebenen entsprechende Ranm- 
curve reducirt sic11 auf vier oder zwei P u n k t e ,  j e  nachdern die gegebene 
Flache eine allgemeine oder eine Rotationsflache ist. 
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kj 3. Construction regularer ,  e iner  FlLche zweiter Ordnnng ein- 
geschriebener Tetraeder. 

Die Aufgabe, die in  einer beliebigen Ebene  gelegenen Seitenflachen 
regularer eingeschriebener Tetraeder  und diese somit selbst zu con- 
struiren, ist  im Allgemei~ien eine irreductible Aufgabe achten Grades. 
Nur für einige specielle Sclinitte reducirt sie s ich ,  wie wir oben gefun- 
den ,  auf Aufgaben sechsten und vierten Grades. Der constructiven, und 
zwar mit dem Lineal  allein auszuführenden Restimmung sind nur  die in  
den Tangentialebenen liegenden Basisdreiecke regularer Tetraeder  zu- 
ganglich. 

Handel t  es sich allein darum, beliebig viel regulare Tetraeder einer 
Fliiche zweiter Ordnung einzuschreiben, so stelle man siçh beliebig oft 
die immer veranderte Aufgabe: 

E i n e r  F l a c h e  z w e i t e r  O r d n u n g  e i n  r e g i l l a r e s  T e t r a e d e r  
e i n z u s c h r e i b e n ,  d e s s e n  L a g e  d e r  L a g e  e i n e s  g e g e b e n e n  a h n -  
l i c h  i s t .  

E s  seien f,, f i ,  f 3 ,  f, die vier Seitenflachen des gegebenen regu- 
laren Tetraeders T, Ii@' die gegebene Flaclie zweiter Ordnung. Wir  
bringen die Ebene  von f, mit 6'1') zum Schnitt u n d ,  wenn letzterer ima- 
ginar, eine z u  f, parallele Ebene e,; das Resultat ist der Kegelschnitt K,;  
nun construircn wir den deui Kl ahnlichen, dem Dreieck in f, umsçhrie- 
henen Regelschnitt  K f l ,  wolcher eindeutig bestimmt içt ,  da zu seiner 
Coustruction fünf Pnnkte  vorliegen. I n  derselben Weise verfahreh wir 
in Bezug auf f, und  f,, und  erhalten demgemass die Kegelschnitte kt2 
und B'3, welche mit Kt1 eine Flache zweiter Ordnung E'c', hestimmen, 
die dem Tetraeder  T umschrieben ist und von welcher beliebig viel ebene 
Schnitte linear construirt werden konnen. Die beiden Flachen Ft2J und  
F'pl sind einander ahnlich und  in  ahnlicher Lage befindlich, denn sie 
haben stlchs u n d  folglich alle P u n k t e  des durch Fi2) auf der unendlich 
ferncn E b m e  bestimmten Kegel~chnit tes  gcmeinsam. Ermittelt man nun 
das Centrum von hierauf die Schnittpunkte zweier parallelen Durch- 
messer von Fi2) und F'(2) mit  diesen F lachen ,  so hat man zwei Paare 
entsprechender P u n k t e  und  somit das Aehnlichkeitscentrum C als Schnitt- 
punkt der  Verbindungslinien entsprechender Punkte.  Von C aus pro- 
jicire man nun T in die Flache Fc2), womit die Anfgabe gelost kt .  

Es geht aus dieser Losung zugleiçh der interessaute Satz hervor: 
I n  e i n e  F l a c h e  z w e i t e r  O r d n n n g  l a s s t  s i c h  i m m e r  e i n  r e e l l e s  
u n d  n u r  e i n  r e g u l a r e s  T e t r a e d c r  e i n s c h r e i b e n ,  d e s s e n  L a g e  
d e r  L a g e  e i n e s  b e l i e b i g  g é g c b e n e n  T e t r a e d e r s  d i r e c t  a h n -  
l i c h  i s t .  

J e n  a ,  den 5. August 1884. 
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Kleinere Mittheilungen. 

XXIV. Bemerknngen tiber die projectivischen Satze v o n  Schlomilch. 
(Jahrç. XVII  S.  350 dieser Zeitschrift.) 

(Hierzu Taf. IX Fig. 1-3.) 

Fig. 1 zeigt in Orthogonalprojectiou ein Fünfflach, dessen Grund- 
flache, ein Vierseit ( A l . . . 4 )  , in  der Zeichenebene liegt , dessen Spitze (R)  
sich in beliebigor H6hc über derselhen befindet. Durch die Diagonale 
1 F G  1 des Vierseits ist eine Ebene  [ F G  A',] = [E] gelegt und  dercn Schnitt 
(A)'~. , . . ,  mit den Seitenflschen des Knrpers gezeichnet. W e n n  man die 
Punkte  ( A ,  A:, A , A 8 , ,  . . .) vcrbindet,  so  chn ne id en alle diese Geradeu 
den Strahl 1 R E ]  i n  deui F u n k t e  ( B , ) ,  welcher (R)  harmonisch zugeordnet 
ist in  Bezug a n f  (El, E ' , ) ,  mie aus der Anschauung des Vierscits 
( A ,  A, A', A', . . .) erhellt. 

Fig. 2 zeigt, dass diese harmonische Zuordnung der '  Punktreihe 
1 BR, E ' E ' ' ~  auch d a a n  eintritt ,  wenn [ E ' ]  und  ( B ' )  bcliehig angenommen 
sind u n d  dass infolge dessen dae Vierseit (A1'1...4) in einer Ebene liegt, 
wie der zweite augeführte Satz ausspricht. Dieser enthalt also eine Ver- 
allgemeinerung des ersteri. D i e  dualistische Uebertragung desselben fülirt 
dagegeu auf  die glciche Vorstellung zurück,  indem er  wohl eine Beziehung 
zwischen Puukten  und Ebenen fcststellt, aber nicht cine Bezichiing zwi- 
schen Punkten  unter sich einer solchen zwischen Ebenen unter sich zur 
Seite steht. 

Ans  Fig. 2 erkennt man ferner, dass die Diagonalen 1 A', A ' ~ ,  A " ~  1 
i n  einem P u n k t e  (E',) des Strahles IBE,j zusarnuientreffen, welclier zu 
1  BE,^ harmonisch lie@ i n  Bezug auf /BA1,  Bn31. Ebenso müssen 
1 A', A',, A'', A",I in (E'& dee Straliles 1 B E ,  1 sich schneiden. Die 
Schnittliuie IE'2E'3)  von [E'l,S, E",,,] geht durch (e,), in welchern 
[ B  E2 E s ,  E',,, , E",,,] zusammentreffen. 

Nehmen wir in dem Vierflach [ R E l z 3 ]  die Grundflache als [ E ' , , ~ ] ,  6 0  

f d l t  IE', Æ',I in dia Spurlinie le, 1 der harmoriisçhen [E",] und wird Axe 
eines harmonifichen Ebenen büschels C?~[DB, E', E",]. E'ig. 3 zeigt den 
P u n k t  (P), in welchern sich die harrrionischen Ebenen [el Er',  , e,  E",, e, Es] 

schneiden, wenn wir auf 1 BE , ,  BE,, BE,(  die Projectiouscentren ( R , 4  8,) 

beliebig annehmen. Es  ergiebt sich d a m  1 e'eWB PI =- 1.  
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Die Lage  der ( y l , ~ , ~ )  in  [B,,,] =[pl ,  nach welchen die Strahlen 
I IZ ,  PI gerichtet s ind ,  beweist, dass (P) eine zurn P o l  von [pl i n  Bezug 
auf das Tetraeder G BE',^,] prnject ivi~che Punktreihe auf 1 Be'\ heschreibt, 
wenn [O] den Ebenenbüschel uni die Spurlinie 1 hl durchlauft. Die beiden 
Punktreihen sind gleichlaufend, so lange 161 ausser dem Dreieck (Eriz3) 
liegt; dieselben werden gegenlaufig, wenn ( b  1 die Seiten von (E12,) schnei- 
det ;  in  jedem Fal le  kanu (P) zweimal mit dem Pol  von [BI zusamrnen- 
fallcn, niimlich dann ,  wenn [iJcj durch die Spitze (B) geht und wenn 
dieselhe mit [e'] identisch ist. 

Schliesulich rnag darauf hingewiesen werden, dass in  Fig.  2 d m  
Vierseit durch einen Kegelschnitt ersetzt werden k a n n ,  für welchen (El) 
Pol  und 1 E2 E , (  die eotsprechende Polare ist. Wir  erhalten dadurch ein 
Kegelpaar, deren Spitzen (B, BI) sind und  welche sich in  zwei ebenen 
Curven [ E t ,  a"] schneiden, worauf schon S t e i n  e r  in seineu ,, Geome- 
trischen Eetrachtungen Bd. 1 von C r e 11 e ' s  Journa l ,  aufmerksam machte. 

Z ü r i c h - H o t t i n g e n .  F. GRABEHO. 
- ~ p p  

XXV. Unterscheidungszeichen der  Fltlchen zweiter Ordnnng. 

Die Unterscheidungszeichen der Pl%chen zweiter Ordnung gewinnt 
S c h l o m i l c h ,  Anal. Genmetrie des Raumes 38, aus der allgemeinen 
Gleichung eweiten Grades durch Specialisiren. Es sei im Folgenden 
gestattet, ziinachst den  umgekehrten W e g  einzuscblagen u n d  aus den 
ordinaren Artengleichungen Bedingungen zu gewinuen, welche auch für 
die allgemeine Gleichnug nothwendig sind. Dass dieselben gleichzeitig 
hinreichend s ind ,  sol1 d a n n  durch die  von B a l t  z e r ,  Leipz. Berichte 1873,  
S. 5 3 8 ,  eingeführte Zerlegung bewiesen werden. Dahei  wird eine Aus- 
dehnung auf die singularen Flachen zweit.er Ordnung  gewonnen werden. 

F l a c h e n  z w e i t e r  O r d n u n g  m i t  n n r  e i n f a c h e n  P i i n k t o n  
werden diirch eine der 'folgenden seçhs Qleichnngen dargestellt, und  
zwar im schiefwinkligen C o o r d i n a t e n ~ ~ s t e m :  

t2 7' c2 k"? 1)  , + - + - + 1 = 0 ,  II) - - - - + y - 1 = 0 ,  
x L  a2 x-2 (U 

EZ v2 III) - - - + , ( = O ;  
x V A 2  

k2 7' t2 t2 SZ IV) - + P + - - l = O ,  x2 A YS V) ; 8 - $ + F + 1 = ~ ,  

&b2 
VI) - + 2 + 5 ' = 0 ,  

x" 

und zwar liefert 1) eine imaginare Flache,  II) ein hyperholisches Hyper-  
boloid, III) ein hyperbolisches Paraboloid, I V )  ein Ellipsoid, V) ein 
elliptisches Hyperboloid, VI )  ein elliptisches Paraboloid. 

Zeitsohrift L Mathematik n. Physik XXIX, 6-  24 
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Die D e t e r m i n a n  t e  vierten Grades der Functionen von E l q ( [  ist 
stets v o n  N u l 1  v e r s c h i e d e n ,  bei den ersten drei p o s i t i v ,  bei den 
letzten drei n e g a t i v .  Dio ersten U n t e r d  e t e r m i n a n t e n  (an der h i -  

ken oberen Ecke)  dritten und  zweiten Grades sind bei 1) und I V )  beide 
positiv, bei II) und V) nicht beide positiv [welches variable Glied man 
auch als negativ nimmt]; bei III) und VI) ist die Unterdeterminante 
dritten Grades null. 

Da diese sechs A r t e n g l e i c h u n g e n  ans der allgemeinen Gleichong 
zweiten Grades durch lineare Transformation gewonnen werden konnen, 
so unterscheidcn sich die Determinanten der allgcmeinen Glcichung und 
der Artgleicliung n u r  durch das Quadrat der Snbstitutionsdeterminante 
als Factor, wodurch die 0be.n gefundenen Eigensehaften [+, -, O] keine 
Aenderung erleiden. 

E s  sei die Gleiçhung der Flaçhe zweiter Ordnung 

u ~ u , x + u , y + u , z + u , = O ,  
wobei 

U4 =d ,z+c i , y  + d , z + d 4 .  
Hier  ist a, = b , ,  b, = c, u. S. W. Die  obenerwahnten Determinanten sind 
dann 

und die aus den Artengleichungen gewonnenen Bedingnogen lauten: 

( a b c d )  positiv, (abc) u. (ab) beide positiv, imaginare Plache; 
7 ,  ,, (a bc) = O [ ( a  6) negativ] , byparbol. Paraboloid; 
7 7  ,, (abc) u. (ab) nicht beide positiv, ,, Ilyperboloid; 

(cr b c d )  negativ, ( a b c )  u. ( a b )  hside positiv, Ellipsoid ; 
,, (abc) = O [(ab) positiv], elliptisch. Paraboloid; 

7 7  ,, ( a b c )  u. ( a  6 )  niçht beide positiv, ,, Hpperboloid. 

Urn zu zeigen, dass diese B e d i n g u n g e n  n i c h t  n u r  n o t h w e n -  
d i g ,  s o n d e r n  h i n r e i c h e n d  s ind ,  wollen wir u in  Quadrate linearer 
Functionen von x 1 y 1 z zerlegen u n d  zwar zunacllst uuter der  Voraussetz- 
u n g ,  dam al  n i c h t  n n l l  ist. 

1) 
a , u = [ a , ~ + a , y + a ~ z + a ~ ] ~ + ( a 6 > ~ ~ 2 ( a c ) y r + 2 ( a d ) y  

+ (0, .,, z" 2 ((3 d,) z + (a, d , ) ,  
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wobei die vorkomrnenden Determinanten zweiten Grades folgende Bedeu- 

1st '(ab) n i c h t  n u l l ,  so konnen wir nach Multiplication mit dem- 

wobei wiederum folgende Abkürznngen gelten: 

dl d2 rl, 
Trjt aucli (abc) v o n  n u l 1  v e r s c h i e d e n ,  so dürfen wir dasselbe als 

Factor hinzufiigen und  gewinnen dadurch die erstrebte Zerlegung: 

a ,  (ab) (a 6 c) u = (a b )  (a b c) [u,  x + a,y + a3 z + a,12 

3) 
+ ( .b~ ) [ ( ab )Y+ (ac )~+ (ac~ ) l "  

+ al [(abc) = + ( a  b d)I2 
+ al(a  b) (abcd). 

Setzt man 

~ = a , x + a , p + a , r f  a,, q c  ( a b ) y + j a c ) z + ( b d ) ,  t = ( a b c ) = + ( a b d )  

und dividirt nnter  der Voraussetzung, dass ( a b c d )  v o n  N u l 1  v e r s c h i e -  
d e n  is t ,  durch a, (n b )  (a bcd) ,  so wird 

Die Gleichung u = O  ist demnach unter der  Voraussetzung, dass 
keine der Determinauten ( a h c d ) ,  (abc) ,  (ab) ,  al verschwindet , stets i n  
die Form (4) = 0 überführbar und diese deckt sich nnter  unseren oben 
angeführten Bedingnngen mit einer der Gleichungen 1), II), I V ) ,  V). 
D i e  B e d i n g u n g e n  f ü r  d i e  i m a g i n i i r e  F l a c h e ,  d a s  E l l i p s o i d  
i i n d  d i e  H y p e r b o l o i d e  s i n d  d e m n a c h  n i c h t  n u r  n o t h w e n d i g ,  
s o n d e r n  a u c h  h i n r e i c h e n d ,  abgesehen von den nur  vorlaufigen Ein- 
schrankungen fiir al und zum Theil ( u  b) .  

1st (abc)  =; O ,  sa  müssen wir bei der  Gleichnng (2) = 0 stehen hlei- 
ben und erhalten in der T h a t ,  wenu wir 

0, [ (ab 4 2  + (a, b:, dJ] = t' 
setzen, die erwartete Gleichung des P a r  a b  o 1 o i d s 

( u b ) P + 9 2 +  t ' = O ,  
welches j e  nach dem Vorzeichen von (ab) elliptisch oder hyperbolisch 
wird. Gleichzeitig erkennt  man ,  dass ( a b )  und (abcd)  in  diesem Pal le  
stets entgegengesetzten Leichens s ind,  so dam d ie  Kenntniss des einen 
sclion hinreicht. 

24' 
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Die Beschrankungen, welche bei der Aufstellung von l), 2) ,  3) 
u n d  4) gemacht s ind ,  eollen nun nach ihrem Werthe geprüft werden. 
Ob a, positiv oder negativ genommen wird, ist willkürlich [vergl. S c  h l 6  - 
m i l  c h  a. a. O. S. 2211; auch das vcrschwindcnde al wird hei der Ver- 
tauschbarkeit von x mit y oder z etwas wesentlich Neues nur  liefern, 
wenn g l e i c h z e i t i g  

D i e  Determinante vereinfaclit sich dann wesentlich [U a l t z  e r ,  Det. ,  9 51: 

(abc) = 2n2c,cp, 
(ab) = - aZ2. 

Will man keine neue Zcrlegung machen, so geniigt die Substitntion 
2 s  = S'+Y', 2 y  = a'-?/' mit der neterminante -4, urn ein 11' zu erhal- 
t en ,  dessen erster Coefficient a', n i  c h t verschwindet. Die neuen Deter- 
minanten sind d a m  

(a'bfc'd')=Y(abcd), ( a ' b ' c ' ) = ~ n , c l c 2 ,  (n1b ')=-*a2.  2 1 

da (ab) hier irnmer negativ, werden wir imaginare l'lachen und Ellip- 
soide niüht erhalten; ebenso wenig elliptisclie Flaclien, da (abc d) stets 
positiv. E s  bleibt ein h y p e r b o l i s c h e s  H y p e r b o l o i d  für den Fall, 
daas cl und  c, und  selbstredend a, von Nul1 verfichieden s ind;  ein 
h y p e r b o l i s c h e s  P a r a b o l o i d ,  wenn eines derselben nul1 ist. 

Man kann  aber auch unter der Voraussetzung, dass oz nic,ht nul1 
is t ,  die  Zerlegung i n  Quadrate  ohne vorhergehende Transformation aus- 
führen. E s  ist 

2 a * U = 4 ( a 2 a : + c 2 z + d , ) ( a , ~ + c 1 z + d , )  -4(c2z+d2)(c,z+d,)  
= 1.2 (X +Y)  + ((:p. + cl) 2 + d2 + d112 - [a2 (CC - Y) + (c, - cl) z + 4 - dl]' 

- 4[c,czzZ+(c1dz+c2dl)z + dld,]. 
1st nun  cl odcr c, nul l ,  so erhalt man die Gleichung eines hyperbo- 
lisehen Paraboloids, d a  die letzte Klammer linear f ü r  z wird:  

\ p - T , 2 +  l'= O. 

Sind cl und C, beide von null verschieden, so konnen wir fortfahren: 

~ u ~ c ~ c ~ u = c ~ c ~ ~ ~ -  ciczq2 - [ 2 c l c z ~ + ~ 2 d 1 + c l d p ] 2 +  (cd)2 

und  erhalten die Gleichung eines hyperbolischen Hyperboloids, da immer 
nur  zwei Quadrate e i n e s  Zeichens werden konnen. Die  für a, angenom- 
mene Beschriinkung beeintrachtigt also in keiner Weise unsere obigen 
B e d i n g u n g e n ;  dieselben b l e i h e n  n o t h w e n d i g  u n d  s i n d  h i n -  
r e i c h e n d .  
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1st ferner gegen die bei 2) gemachte Voraussetzung (ab)  =O,  so 
kann an seine Stelle (ale,), (uc) oder eine andere Unterdeterminante von 
(abc) treten. E iu  besonderer Fa11 wird es aber sein, wenn gleichzeitig 

(nb)=O,  ( a c ) = O ,  (a,c,)=O. 

Es v e r s c h w i n d e n  dann namlich a l l e  U n t e r d e t e r m i n a n t e n  z w e i -  
t e n  G r  a d  e s  v O n (ab c), dies selbst u n d  infolge des Verschwindens aller 
Unterdeterminanten zweiten Grades auch (u b d) ,  (a c d),  (b  cd), somit 
(abcd) ,  d. h. es  ist  in  diesem Falle ( a b c ) = O ,  (abcd)  = O .  D i e  F l a c h e  
z w e i t  e r O r  d n u  n g sowohl, wie der Asyniptotenkegel sind s i n  g u l a r .  
Die Gleichung 1) geht dann über in die Form 

5 ' + v = 0 1  
d. i. die Gleichung eines p a r a b o l i s c h e n  C y l i n d e r s ,  für den  wir die  
nothwendigen und  hinreichenden Bedingungen so gefunden haben. 

1st n11n 
( a b ) = O ,  ( a c ) = O ,  (n,c,)=O, ( a d ) = O ,  (a ,dJ=O,  

a o  verschwinden a l l e  U n t e r d e t e r m i n a n t e n  z w e i t e n  G r a d e s  v o n  
(abc) u n d  ( a b c d ) ,  w e l c h e  n i c h t  d, e n t h a l t e n ,  und  (abc) und  (abcd)  
e e l  b s t .  Die Gleichung 1) erscheint in  der Form 

[o, x + a, Y + ag Z + a4I2 + (fil d4) = 0 ,  
d. h.: die Flache zweiter Ordnung ist r e  d u c i  b e l  und  besteht aus z w  e i  
p a r a l l e l e n  E b e n e n .  

(ab)=O,  ( a c ) = O ,  (a ,c3)=0 ,  ( n d ) = O ,  (a,d,)=O, (a ,d4)=0  

sind sechs nothwendige und hinreichende Bedingungen, dalis die Flache 
zweiter Ordnung e i n  e U O p p e l  e b e n  e ist ,  mit der Gleichung 

[ f l , l r + a 2 y + a 3 z + a 4 ] 2 = 0 .  

D a ~ s  alle anderen Zerlegungen in diesem Fal le  au  derselben Gleichung 
führen, liegt,  wie das Verschwinden aller Unterdeterminanten von (abc) 
bei drei,  von ((1 bcd) bei seçhs Bedingungcn, a n  dem s y m m e t r i s c h e n  
Auf'bau von (abc)  und  ( a b  cd) . .  

Die bei 3) gemachte Voraiissetzung, dass (abc) von Nul1 verschie- 
den sein sollte, wird hinfallig, sobald wir die Gleichung eines Parabo- 
loids vor uns  habeu. Zu betonen ist hier, dam (abc)  gegeniiber d e n  
anderen Subdeterminanten eine besondere Stellung einnimmt, deren geo- 
metrische Bedeutung noch betrachtet werden soll. 

1st  nun  
(ubc)=O u n d  ( a b d ) = O ,  

so nimmt die Gleichung 2) die Form a n  

((1 h )  5" + +al h, 41 = 0 7 

d. i. die Gleichung eines C y l i n d e r s ,  e l l i p t i s c h  b e i  p o s i t i v e m  (ab) ,  
h y p e r b o l i s c h  b e i  n e g a t i v e m  (ab)  [vergl. S c h l o m i l c h  a.a.O. 5241. 
na (ab C )  = O u n d  (ab d )  = O ,  sind die Subdeterminanten (ab) ,  (bc), ( b d )  
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proportionirt und  es v e r a c  h wii i  d e n  infolge dieser zwei Bedingiingen 
a l l e  S u b d e t e r m i n ~ n t e n  d r i t t e n  G r a d e s  v o n  ( a b c d ) ,  w e l c h e  d4 

n i c h t  e n t h a l t e n .  ( a b c d )  ist selhst gleich Null. 
1st 

(aDc)=O,  ( u b d )  = O ,  ( u l b 2 d 4 ) = 0 ,  

so geht die Gleichung 2) über in <. b) [a, X f uzY + (13: + a,]" [ ( a b )  Y + ( u  c )  2 $ (ad)]" O 0, 

d. i. d i e  G l e i c h u n g  z w o i e r  E b e n e n  mit realer endlich ferner Durch- 
schnittslinie. Die Ehenen selhst sind imaginar, wenn ( a h )  positiv ist. 
Zu  bernerken is t ,  dass mit ( a b c ) ,  ( n h d ) ,  (ri ,h2d,)  a l l e  S u b d e t e r m i -  
n a n t e n  d r i t t e n  G r a d e s  v e r s c h w i n d e n ,  wie oben bewiesen ist und 
wie ersichtlich gemacht werden k a n n ,  wenn man setzt 

u =  ( a x + h y + ~ z + d ) ( a ' ~ + b b y + c ' z + d ' ) ,  

w o  ( a b c d ) ,  ( a b c )  und alle anderen Determinanten hoheren als zweiteu 
Grades als Prodocte schmaler Determinanten verschwinden. Da die 
Flache zweiten Grades neun ,  die  zwei Ebenen  sechs unabhangige Coeffi- 
cieriten cntlialtcn, so sind d r e i  B e d i n g u n g c n  n o t h w e n d î g  u n d  
h i n r e i c h e n d ,  dass die Flache zweiter Ordnung r u s  ewei sich schnei- 
denden Ebenen hesteht. 

1st ( a b c )  niclit nul l ,  so  wird die Gleichung 3) noch eine Besonder- 
heit bieten für den Fa11 

( a b c d )  = O ;  
aie geht dann  über i n  

( ~ h ) ( a b c ) ~ ~ f ( a b c ) ~ ~ +  n,12= 0 ,  

d. i. die G l e i c h u n g  e i n e s  K e g e l s  mit dcm Centrnm 4 = 0 1 q = 0 j 5 = 0 ,  
welches real k t ,  wahrend der Eege l  selbst i m  a g i  n a r  sein k a n o  (vergl. 
S c h l t i m i l c h  a.. a. O. S. 2221, was eintritt für den Fa l l ,  dess (ab) nud 
( a b c )  b e i d e  p o s i t i v  sind. A n d e r n f a l l n  ist es  ein r e a l e r  Eegel, 
der je nach der Stellnng der  schneidenden Ebenc  in einer E l l i p ~ e ,  Hyper- 
bel oder Parahol  geschnitten wird [ B a l t z e r ,  Anal. Geom., 5 531. 

Hiermit sind aammtliche ordinlre  und singulare Flachen xweiter 
Ordnung erledigt. E h e  die Uedingungen zusammengestellt werden, sol1 
noch ein Bliçk auf die g e o m e t r i s c h e  B e d e u t u n g  d e r  D e t e r m i u a n -  
t e n  ( a h c d )  und ( a b c )  geworfen werden,  der  ihren Einfluss auf die Ge- 
stalt  der Flache zweiter Ordnung erklart. 

( u b c d )  ist die H e s s e ' s c b e  Determinante von d ,  welche fiir die 
Brümmung der Flache entficheidend ist. D a  dieselbe constant,  ist auch 
die Krfimmnng der Flache constant,  und  zwar enthalt die Flache nnr 
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elliptiscbe P u n k t e  bei negativer Determinante, da die Krümmung dann  
positiv; nur hyperbolisclie Punkte  bei positiver Determinante;  (ah ç d) = O 
macht die Krümmung unendlich, die Flache geradlinig zu einem Kcgcl, 
Cylinder, Ebenenpaar  oder Doppelebene [vergl. B a l t z e r  a. a.  O. 59). 

Die Determinante ( a b c )  ist die Determinante der q u a d r a t i s c h e n  
F o r m  von ~ ( y l z .  E s  sei 

V = V ~ X + V ~ ~ + V ~ Z ,  
wohei 

i : l = a , x + n , y + ~ , r ,  v z = h , x + h , y + l i , z ,  v 3 = c i x + c z y + c , z ;  

dann ist u  = O die Gleichung eines Kegcls mit dcm Ccntrum 010/0 u n d  
der unendlich fernen Geraden der  Flache u = O. Dieser E n  t s c h e i -  
d u  n g s  k e g e l ,  dessen Kanten denen des A s p p t o t e n k e g e l s  parallel sind, 
gestattet n u n ,  d ie  u n  e n  d l i c h  f e r n e  L i n i e  der Flache zu bestimmen 
und daraus auf die Art derselben zu schliessen. 

Wir wenden die entsprechende Zerlegung wie oben an und erbalten 
unter den Voraussctzungcn a, positiv und  ( a b )  nicht null:  

l') n l v = [ a l x $ a e Y  f " s z + r z 4 ] 2 +  ( u ~ ) Y ' $  2 ( a c ) ~ z +  (alc3)229 

2') a , ( a b ) u ~ ( r i b ) [ r i , s + a , y  + a 3 z + n 4 I 2 +  [ ( a b ) y + ( a c ) ~ ] ~ + a ~ ( < z b c ) z ~ .  

Sind nun ( a b )  und ( a b c )  heide pcsitiv, so ist der Kegel und  die 
uuandlicti ferne Linie irriagiliiir. Die F l lche  ist dann imagingr, oder ein 
Ellipsoid oder ein imaginarer Kegel mit realem Centrum. 

Sind ( ab )  und ( a b c )  von Nul1 verschieden, aber nicht bcidc positiv, 
HO .ist der Entscheidungskegel ein realer Kegel ,  die uuendlicb ferne Linie 
ein realer Kegelschnitt und  die Flache kann  demnach ein Hyperboloid 
oder ein realer Kegel sein. 

1st ( a b c )  = O, so ist der Kegel reducibel und  besteht aus zwei  Ebe- 
nen,  die unendlich i'erne Gerade also ans zwei Geraden. 1st ( a b )  posi- 
tiv, so sind diese Geraden imaginar, ihr Durchschnittspunkt real und  die  
Fl#che ist ein elliptisches Paraboloid oder cin elliptischer Cylinder, oder 
sie besteht a u s  zwei imaginaren Ebenen e inef  realcn Geraden. 

1st nehen ( a b c )  = O ,  ( a  D) negativ, 80 sind die  unendlich fernen Ge- 
raden real und  die Flache ist ein hyperbolisches Paraboloid oder ein 
hyperbolischer Cylinder, oder hesteht aus zwei realen Ebenen. 

1st (ab) = O ,  s o  k a n n  die Gleichung 1) benutzt werden und  liefert 
nur Besonderlieiteu , wenn danebeu ( a c )  = O ,  (a l c3 )  = O ;  dann m u  fie sie 
aber an Stelle von 2') treten. Der Kegel ist dann hochst reducibel und 
besteht s u s  einer Doppelebene, die unendlich ferne Gerade s u s  einer 
Doppelgeraden und  die Flache zweiter Ordnung ist ein parabolischer 
Cylinder oder besteht aus zwei parallelen Ebenen,  welche endlich auch 
zusammenfallen konnen. 

Damit ist die geometrische Erklarung der Bedingungen, soweit sie 
aus dem Entscheidiingskegel entnomrnen werden konnte,  geliefert. Da8 
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gewonneno R e s u l  t a t ist folgendes, giltig für schiefwinklige wie reçht- 
winklige Coordinatensysteme : 

1st u = O die Gleichung einer Flache zweiter Ordnung ,  in welcher 
x2 einen positiven Cuefficieriten hat ,  und ist ( a b  cd)  die aus den zweiteu 
Ableitungen [hier Coefficienten] gebildete H e s s  e'sche Determinante, 
(ab  c) , (ah) u. S .  W. entsprechende Subdcterminanten, EO sind dio n O t h -  
w e n d i g e n  u n d  h i n r e i c h e n d e n  B e d i n g u n g e n  f ü r  d i e  15 A r t e n  
d e r  F l a c h e n  z w e i t e r  O r d n u n g  folgende: 

A. (abcd)  positiv: die Flache itit hyperbolisch; 
B. ( n b c d )  negativ: die Flache ist elliptisch; 
C. (ab cd)  = O:  die Flache ist singuliir. 

( abc)  u n d  (ab) beide pooitiv: 
1) A. die Flache ha t  nur  imaginare P u n k t e ,  

IV) B. Ellipsoid, 
VII) C. ein imaginarer Kegel mit realem Centrum. 

(abc)  und  (ab)  von Nul1 verschieden, aber nicht beide positiv: 
II) A.  hyperbolisches Hyperboloid, 
V) B. elliptisches Hyperboloid, 

VIII) C. realer [elliptischer] Kegel. 

(ub c) = O :  a) (ab) negativ, p )  (ab) positiv; 
I I I )  a) hyperbolisches Paraboloid, 
VI) p )  elliptisches Parabdoid.  

( a b c ) = O ,  ( o b d ) = o :  
IX) or) hyperbolischer Cylinder, 
X) p )  elliptischer Cylinder. 

( a h c ) = O ,  ( a b d ) = O ,  (a,b2d,)=0: 
X I I )  a) zwei reale Ebenen einer Geraden,  

XIII) p)  zwei imaginare Ebenen einer realen Geraden. 

(ab) = O ,  (ac) = O, (n,c,) = O :  
X I )  parabolischer Cylinder. 

( u b ) = O ,  ( a c ) = O ,  ( a d ) = O ,  (a ,c3)=0,  (u,d,)=O: 
XIV) zwei parallele Ebenen. 

(ob)=O,  ( a c ) = O ,  (ad)  = O ,  ( a , c 3 ) = 0 ,  (a1d3)=0 ,  (a,d4)=O: 
XV) eine Doppelebene. 

B e r l i n ,  J o l i  1884. A. THAER. 

XXVI. Bemerkang über den Ellipsenqnadranten. 

Bezeichnet C A  = a die grosse, C B  = b die kleine Halbaxe, y die 
Amplitude des F a g n  a n  o'tichen Pnnktes  il, und E die Quadrantenlange, 
so ist  bekanntlich 
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t a n y =  J;, 
O 

nrc B D -  a r c A D = a - b ,  
arc B D  + arc AD = E. 

Aus den beiden letzten Gleichungen fol@ E = 2 arc - a f b ,  d. i. 

E = 2  J ~ % c u s 2 ~ + b ~ ~ i n ~ ~ . à q - a + b .  S O 

Mittelst der Substitution 

ergiebt sich weiter 
1 

und durch theilweise Integration 
1 

1 )  
l"1 ' 

E = a + b - 2 a b  j f ( a + b t 2 ) ( b + a f l .  

O 

Wegen u2+ b" 2 ab ist der Radicand 

( n + b t 2 ) ( O + a t 2 ) = a b + ( a a + h ~ t 2 + c c b ~ 4 > n b ( 1 + t 2 ) 2 ,  
daher 

1 

andererseits folgt aus l ) ,  wenn der Satz f q  < ( 0 1  + j3) fur  a = ri. + big 

u n d  j3 = li + a t2 beuutzt wird, 

Nach Ansführung der auf t bezüglichen Integretion ergiebt sich das nicht 
üblo Resultat 

4) + a - ( 2 - + a ) g <  E < a + b - ( 2 - + n ; ) h ,  
worin g das geametrische, h das harmonische Mittel swischen den Halb- 
axen bedentet. 

Den Genanigkeitsgrad der Ungleichungen 4) zeigt die nachstehende 
'I'abelle, worin a = 1 und zur Abkürznng 

1 + b - ( 2 - i ; x ) g = E , ,  1 + b - ( 2 - a n ) h = E h ,  

E - " ? # = d g ,  E -  E h = d h  
gesetzt- ist. 
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Wie mau sieht,  differirt En wenig von E ,  so lange b 2 0, l  ist;  bci 
nicht sehr exücntrisclien Ellipsen darf also naherungsweifie 

gesetzt werdnn, was .für viele praktische Anwendungen ausreicht. Unter 
den verschiedenen Formeln,  welche eine gleiche Snnaherung  gewahren, 
dürfte sich die obige durch ihre grosse Einfachheit auszeichnen. 

XXFU. Ueber die  cubische Parabe l  mi t  Directrix. 

Wie  die ebene Parabel eine Directrix ha t ,  anf welcher die Schnitt- 
punkte von je  zwei rectangularen Tangenten l iegen,  so  gieht es auch 
eine specielle cubiscbe Parabel mit (geradliniger) Directrix, auf  wrlcher 
die Schnittpunkte von j e  drei rectangularen Schmiegungsehenen liegen. 

I n  S c l i r  O t e r ' s  Theorie der Oberflachen zweiter Ordnung steht der 
Satz : 

, ,Wenn man von ainem heliebig gewahlten festen P n n k t e  D Paral- 
lelen zieht zu sammtlichen T a n g ~ n t e n  einer cnbischen Parabel  und Pa- 
ra l l~ labenen  legt zu sammtlichen S c h m i ~ ~ u n g s e b e n c n  derselben, so bilden 
jene Strahlen einen Kegel zweiten Grades und diese Ebenen sind die 
Brrührungsebenen desselben Kegels." 

Lassen sich nun  a n  diesen Kegel drei rectangulare Tangentialebenen 
lagen, so giebt e8 noch unondlich vicle solche Tripel von r~c tangula rcn  
Tangentialebenen, deren Kanten auf einem xweiten, gleichseitigcrn Kegel 
liegen. Ilieraus folgt der Satz: 

I I a t  e i n e  c u b i s c h e  P a r a b e l  E i n  T r i p e 1  o d e r  T r i e d e r  v o n  
r e c t a n g u l a r e n  S c b m i e g u n g s e b e n e n ,  s o  h a t  s i e  u n e n d l i c h  v i e l e  
s o l c h e  T r i e d e r .  
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E s  sei O die Spitze eines rectangularen Trieders, dessen Kanten 
die x- ,  y-, z -  Axe genannt  werden sollen. Alle übrigen Schmiegungs- 
ebenen sçhneiden die drei Ebenen dieses Trieders j e  in den Tangenten 
einer Parabel ,  z. B. die x y  -Ebene  in der I'arabel P. 1st also 0' die 
Spitzo eines zweiten Triedcrs ,  so bildcn desscn Durchschnitte mit der 
r y - E b e n e  ein Ilreieck A B C ,  descien Seiten P berühren und dessen Hohen- 
durchschnitt H somit auf der Directrix von P l iegt,  welche durch O geht, 
weil Y die X -  urid die y -  Axe  berührt. Nnn ist II die Projection von 0' 

auf der XIJ-Ebene, also liegen die Spitzeu s h m t l i c h e r  Trieder, O', O", . . ., 
auf eiuer diirch OH und die z -Axe  gehenden Ebene ,  weil ihro Projec- 
tiouen H', H" u. S. f. auf der Dircctrix OH liegen. Ebenso hewcist man, 
dass die Triederspitzen 0', O", . . . auf einer dnrcb die y - Axe und die 
Directrix der  Parabel  in der  x z - E b e n e ,  und endlich auf einer dritten, 
durch die X - A x e  und durch die Directrix der  Parabel i n  der y:-Ebene 
gebenden Ebene ,  also auf eiuer durch O gehenden Geraden liegen, 
d. h.: 

D i e  S p i t z  e n  s a m m t l i c h e r  r e c t a n g u l a r e n  T r i e d e r  v o n  
S c h m i e g u n g e e b e n e n  d e r  c u h i s c h e n  P a r a b e l  l i e g e n  a u f  e i n e r  
G e r a d e n .  

Diese Gerade kann man also die Directrix der cubischen Parabel  
nennen. Aus dem Gesagten geht weiter nnmittelbar liervor: 

D i e  P r o j e c t i o n  d e r  D i r e c t r i x  e i n e r  c n b i s c h e n  P a r a b e l  
a u f  i r g e n d  e i n e r  S c h m i e g u n g s e b e n e  i s t  d i e  D i r e c t r i x  d e r  i n  
d i e s e r  E b e n e  e n t h a l t e n e n  P a r a b e l .  

Der  iirn da8 Dreieck A B C  beschriebene Kreis geht durch den Brenn- 
pnnkt der Parabel in der X Y - E b e n e ;  ein zweites Trieder 0' schneidet 
diese Ebene i n  einem andern Dreieck A'R'C',  dessen Umkreis ebenfalls 
durch den Brennpunkt geht u. S. f., oder: 

B e i  e i n e r  c u b i s c h e n  P a r a b e l  m i t  D i r e c t r i x  w i r d  j o d e  
S c h m i e g u n g s e b e n e  v o n  a l l e u  r e c t a n g u l a r e n  T r i e d e r n  i n  
D r e i e c k e n  g e e c h n i t t e n ,  d e r e n  U m k r e i s e  d u r c h  d e n s e l b e n  
P u n k t  g e b e n ,  n i i m l i c h  d n r c h  d e n  B r e n n p u l i k t  d e r  d i e s e r  
S c b m i e g n n g ~ e b e n e  e n t s p r e c b e n d e n  P a r a b e l ,  u n d  d e r e n  
H o h e n d u r c h s c h n i t t e  a n f  e i n e r  G e r a d e n ,  d e r  D i r e c t r i x  d i e s e r  
P a r a b e l ,  l i e g e n .  

F u r  die cubische Parabel mit Directrix giebt es zwei specielle Bei- 
spiele; das erste ist in dem Satze euthalten (S. den Aufsatz über die 
Krümmung der E'lacheu, diese Zeitschr. Bd. XXIX S. 129):  

,, Die Mittelpunkte O aller Ellipsoide (oder centrischen Flaclien 
zweiten Grades), welche irgend eine Flache in einern Punkte  S in dritter 
Ordnung berühren, liegen auf eincr bestimmten, durch S gehenden Ge- 
raden S O ,  und ihre Hauptebenen sind die Schmiegungsebenen ~ i n e r  
cubischen Parabel ,  deren Ilirectrix SO ist. 
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Das  zweite Beispiel erhalt man durch die Noruialenregelflachen, 
deren Basis eiu cbenur Schnitt des Ellipsoids ist. E s  sei namlich 

die Gleichung des Ellipsoids. I n  dem P u n k t e  S oder (&, 7 ,  {) desselben 
ziehe man die Normale und  bestimme auf ihr eiuen P u n k t  M ( x ,  y, t) 
durch die Relationen 

(m ist ein Parameter, welcher die Lage von M auf der Normale durch 

die Gleichung bestimmt m2 = S M . p ,  wo p der Abstand der 'I'angential- 
e b e ~ i e  in S vom Mittelpunkte is t ) ,  so e r h d t  man aus 1) a n d  2) 

3) 
x2 y2 + zZ 

,z 2 + = 1.  
*'(l+I.) 62(1+$?)2 c'(I+$)~ 

F ü r  einen hestimmten Werth von m ist  3) die Gleichung eines El- 
lipsoids, anf welchem der  P u n k t  M liegt; durch Veranderimg des Para- 
meters m erhalt man eine Reihe von Ellipsoiden, welche ich System- 
ellipsoide nenne,  denn die Durchschnittspunkte jeder  Normale von 1) 
mit ihnen bilden ein affin-veranderliches System. 

1st nun 

4) 

irgend eine Ebene ,  welche 1) in der Ellipse E schneidet,  so sind 

die dieser Ebene entsprechenden Systemebenen, wovon jede das einem 
bestimmten Parameter m entsprechende Systemellipsoid in  einer Ebene 
sçhueidet; alle diese Ellipsen liegen auf der Regelflache, welche von den 
Normalen von 1) gebildet wird, deren Fusspunkte auf dem Umfang von 
E liegen. Man setze nun  

so erhalt man durch Elimination von m 

Y z - 
b2-C\Z-C2 

B -  
b2 

c- 
c' 
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Dies sind die Gleichungen von drei Parabeln in  Txngentialcoordinaten, 
wovon jede zwei Axen berübrt;  also herühren alle Syetemebenen 5) diese 
drei Parabeln,  somit osculiren nie eine cubische Parabc,], deren Directrix 
sich in den Directricen der (ebenen) Parabeln 7) projicirt. Diese Dircc- 
tricen eutsprechen den Gleichungen (in Cartesischen Coordinaten): 

8) - C b 2  z A c 2  x B a 2  Y - , - - - - , = - - .  
z B c2 x C a2 y A b" 

Dieselben Kelationeu stellen aber  auch die Projectionen der Geraden vor, 
welche den Mittelpunkt O des Ellipsoids 1) mit dern 1'01 von E ver- 
bindet. D. h.: 

D i e  N o r m a l e n r e g e l f l a c l ~ e n ,  d e r e n  B a s i s  e i n  c b e n e r  
S c h n i t t  E e i p e s  E l l i p s o i d s  ( o d e r  H y p a r b o l o i d s )  i e t ,  w e r d e n  
v o n  d e n  S c h m i e g u n g s e b e n e n  e i n e r  c u b i s c h e n  P a r a b e l  i n  E l -  
l i p s e ~  g e s c h n i t t e n ,  d e r e n  D i r e c t r i x  d i e  v o m  M i t t e l p u n k t  
n a c h  d e m  P o l  v o n  E g e z o g e n e  G e r a d e  i s t .  

Bewegt sicb die Ebene  5) parallel mit sich éielbst, sa  wird sie end-  
lich Tangentialebene des Ellipsoids 1) im P n n k t e  S. Die Directricen 8) 
der drei Parabeln und  somit auch die Uirectrix der cubischen Parabel 
bleiben nnveranderlich. Die  Systemebenen 5) bewegen sich ebenfalls 
parallel mit sich selbst und berühren im Grenzfalle jede ihr Systemellip- 
soid,  woraus folgt: 

J e d e  N o r m a l e  e i n e s  E l l i p s o i d s  n c h n e i d e t  s a m m t l i c h e  
S y  s t e m  e l l i p s  a i d e  i n  P u n k t e n ,  d e r e n  T a n g e n t i a l e b e n e n  
S c h m i e g u n g s e b e n a n  e i n e r  c u b i s c h e n  P a r a b e l  S i n d  u n d  d e r e n  
D i r e c t r i x  d e r  n a c h  dern  F u s s p n n k t  d e r  N o r m a l e  g e h e n d e  
H a l b m e s s e r  i s t .  

Die Normale eines Ellipsoids Iiifist sich also i n  doppelter Weise auf- 
fassen, entweder als Gerade oder als unendlich dünnes Normalenbiiiidel; 
und dann  gehort zu ihr eine cubische Parabel mit ,Directrix, die sic11 
nach dem Obigen leicht construiren lasst. E s  sind jedoch drei specielle 
Falle eu berücksicbtigen : 

1. Die Normale fiillt mit einer Axe  zusammen, dann  stehen die 
Syàtemebenen senkrecht auf derselben. Das Normalenhündel 
ist  das sogenannte S turm' t i che  Konoid (Compt. rend. 1845; ur- 
sprünglich von H a m i l  t O n entdeckt Irish Ac. t. 15); 

2. die Normale liegt i n  einer Hauptebene des Ellipsoids, die System- 
ebenen berühmn einen parabolischen Cylinder; 

3. im allgemeinen Fal le  osculiren die Systemebenen eine cubisclie 
Parabel  mit Directrix. 

R e u t l i r i g e n ,  J a n u a r  1884. Dr. O. BOKLEN. 
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XXVIII. Nachtrag znr Abhandlnng:  ,,Ueber die Krümmnngsmittei- 
pnnkte  der  Polbahnen''. 

(Iliese Zeitschrift, Bd. XXIX S. 212 flg.) 

(Hierzu Taf. IX Fig. 4 u. 5.) 

Die Cotistruction der Kriimmnngsmittelpunkta der  Polbahnen,  welche 
ich i n  dieser Zeitschrift Bd. XXIX S. 218 gegeben habe,  lasst eine Ab- 
anderung z u ,  welche im Folgenden mitgetheilt werden soll. Zu dieser 
modifiçirten Construction gelangen wir durçh Benutzung &les einfacheu 
planimetrischen Satzes ,  auf den meines Wissens bisher noch nicht auf- 
merksam gemacht worden ist;  die Ableitung dessolben mag daher hier 
Platz  finden. 

Ziehen wir in dem Paralleltrapez A, A2Rp R, (Fig. 4 Taf. IX) durch 
den  Schnittpunkt Co der beiden Diagonalen eine Parallele zii A, A,, be- 
ziehentlich B, n,, dann ist d e r  r e c i p r o k e  W e r t h  d e r  S t r e c k e  
CoC,=COC, g l e i c h  d e r  S u m m e  d e r  r e c i p r o k e n  W e r t h e  d e r  
S t r e c k e n Al A2 u n d  B, P z .  Dar  Beweis für die Richtigkeit dieses 
Satzes ergiebt sich sofort, wenn man beachtet, dass  

A A I C I C o ~ A A I B B ,  B, und A R , C , C o ~ ~ ~ l ~ , ~ Z .  
D e n n  es ist  demzufolge 

uud durch Addition beider Belationen erhalt man 

Legt man durch den Schnittpnnkt der beiden nicbt parallelen Seiten 
des Trapezes einen Parallelstrabl zu A, A2 hez. U ,  B2, so wird letzterer 
von den beiden Diagonaleu i n  zwei Punkten getroffen, deren Entfernung 
durch den Schnittpunkt der  nichtparallelen Seiten des Trapezes in zwei 
gleiche Theile zerlegt wird;  es Iasst sich ganz analog dem Vorhergehen- 
den nachweisen, dass dcr reciproke Werth eines fialchen Theiles gieich 
der Differenz der reciproken Werthe der Strecken B I R 2  und A I A ,  ist. 

Was nun den eigentliclien Gegenstand dieser Mittheilung anlangt, 
so bemerken wir, dass u i r  die in der çitirten Abhandluug erhaltenen 
Resnltate als bekannt voraussetzen und  deshalb die gleichen Bezeich- 
nungen wie früber benutzen. Auf S. 218 wurde gezeigt,  dass auf dem 
durçh das Momeuta~icentrurn &1 geheiiden Strahle M G ,  nelcher  zu BD, 
bez. E E ,  parallel ist (Fig. 5),  ein P u n k t  H existirt, dessen Verbindungs- 
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strahlen mit il und  E die Polbahnnormale  MI^, in den beiden Krürn- 
miingsmittelpunkten Iri, und li, der Polhalinen schneideri. Dieser P u n k t  
H lasst sich unter Verwendung des oben angeführten Satzes direct finden, 
d. h. ohue Zuhilfenahme der Punkte  G und J. Beachten wir namlich, 
dass . 

A K , , M H N ~ K , D , D  
ist , so folgt 

M K p : M a =  K p D o : D D o = ~ ~ D , - ~ ~ ~ ~ : D D o ;  

setzen wir hierin der  früher eingefiihrten Bezeicbnnng gemass M K P  = g,, 
so ergieht sich demnach - 

1 - M il, 
- -- 

1 ----P. 
11' fl p p  . D 1)" D Do 

1 
Auf S. 220 fanden wir nun für - den Ausdruck 

e 

welcher unter Berücksichtigung des Urnstandes, dass qi = L Do 1%' n,-, 
qz = L Do MU,, = L Bo, M D  ist , auch i n  der Form 

geschrieben werden kann. Letzteren Werth in den Ausdruck für 
M H  

eingesetzt, giebt - 

1 1 M  Do +-- -; 
l n H - D D u  M E O . D U ,  

wegen der Aehnlichkeit der Dreiecke M D D ,  und M E E o  erhalt man 
schliesslich 

1 - 1 1 
5 1  - =in+.' ECo 

Ziehen wir nun dnrch den Schnittpunkt S ,  der  Diagonden dos Parallel- 
trapezes BEi30  B,, cine Parallele zu BDo bez. Eii:,,, welche D E  in S  treffen 
mag, so ist auf Grund des vorher hewiesenen Satzes 

1 1 1 - =--+-. 
S O S  DU,  Eh',' 

wir erkennen somit, dasa M H = S S ,  ist. D a  aber M H  parallrl zu D O o  
gezogen wurde,  s o  f i n d e n  w i r  FI d i r e c t ,  i n d e m  w i r  v o n  d e m  
S c h n i t t p u n k t e  S o  d e r  D i a g o n a l e n  d e s  P a r a l l e l t r a p e z e s  DD,i$,E' 
e i n  P e r p e n d i k e l  a u f  M N  f a l l e n ;  l e t z t e r e s  t r i f f t  d e n  d n r c h  M 
p a r a l l e l  z u  UD, g e l e g t e n  S t r a h l  i n  d e m  g e s u c h t e n  P u n k t e  H. 

Z ü r  i c  h ,  October 1884. M. G R ~ R L E R .  
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XXIX. Notiz über  d ie  Lambert'sche Reihe. 

Allem Ansçhein nach ioit bisher unbeoierkt geblieben, dass sich die 
L a m b e r  t 'sche Reihe i n  ein bestimmtes Integral umseteen lxsst, welches 
die  elliptische Funct ion sin%mu enthalt. Multiplicirt man narnlich die 
bekannte Gleichnng , 

mit l ( 1 -  2 9  c o s x  + q 2 )  d x ,  integrirt zwischen den Grenzen x = 0 ,  x = n 

und  benutzt die bekannten Formeln 
7C TZ 

m y n  f ( 1 - 2 q c o s x + q 2 )  d x = O ,  c e s n x d z = - -  1 S 
O O 

so erhalt man 
z 

Die anf der rechten Seite stehende Beihe geht i n  die  L a m b e r t l ~ c l i e  
Iteihe über, wenn g durch Jq  ersetzt wird. SCHLOMILCH. 
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Uistorisch - literarische Abtheilung. 

Die arabische Tradition der Elemente Euklid's. 

Von 

JOH. LUDWIG I ~ I B E R G  
in Kopenhagen. 

Hierzu Taf. III Fig. 4-6. 

1. E s  ist bekaunt ,  mit welchem Eif'er die Araber die griechische Fach-  
wissenschaft auf 'nahmm; so giebt ès kaum ein einigermassen bedentendes 
Werk e i n e ~  griechischen Matli&natikers, das  nicht von ihnen ins Ara. 
bische übersetzt und commentirt worden ware. Aber von all' dem Reich- 
thum ist nur  sehr wenig gedruckt und noch wenigeres i n  solcher Weise, 
dass es auch dcm Nichtorientalisten zugauglicb ware. Was bekannt  ge- 
macht worden,  ist sebr d a m  geeignet,  zu zeigen, welch' ein ergiebiges 
Feld hier noch hrsch liegt. E s  muss daher die sorgfaltige und anregende 
Abhandlung von l l e r r u  Ur. K l a m  r o t h ,,Ueber d r n  arabischen Euklid " 
(Zeitschrift der deutschen morgenlandischen Gesellschaft XXXV, 1881, 
S. 270 - 326) von allen Denen mit Frende  begrüsst werden, die sich mit 
der Gcschichte dcr Mathemntik beschaftigen. Dice ist um fio mehr der 
Fall,  als der V e r f a s ~ e r  S. 326 xi1 dem Resultat gelangt ,  dafis 26 Satze 
nebst mehreren Definitionen, Scholien und Corallarien im  griechischen 
Euklid unecht seien,  und dass viele Satxe, besonders im stereometrischen 
Theilc, urspriinglich weit einfacliere Beweise hatten. Ein sa  durchgrei- 
f e n d ~ s  Resultat berechtigt den Verfasser zu der  Fordernng,  ein künftiger 
Herausgeber Euklid's müsse sich auf die eine oder andere mTeise mit der  
arabischen Tradition abfiriden. Das werde ich uieinerseits hier versucheu, 
da in der Gesammtausgabe der W erke E u k l  i d ' s ,  die Herr  Prof. H. M e n  ge 
in Maina und ich unternommen haben,  die Elemente mir zugefallen sind. 

Zucrst werden wir von Herrn K l a m r o  t h  darüber belehrt,  dass die 
herrschende Ansicht , als a b  C a m  p a n u s die arabische Uebersetzung ziem- 
lich treu wiedergebe, irrig ist. Von den Elementen hattcn die Araber zwei 
Uebersetzungen, die des H a j j  a j  (c. 800) und des I s h a k  b e n  H u n e i n  
(c. 900). Von der ersten besitzen wir die Bücher 1-VI allein im Cod. 

Eist.-lit. Abthlg. d. Zeitschr. f. Math. n. Phye. XXIX, 1 1 
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Leidensis 965 (geechr. im J. 1144145) u n d  X I  - XITI vielleicht im Cod. 

Raun .  81 (Saec. XISI), die  zweite,  von T h a  b i  t b e n  K O r r a  verbessert, 
giebt Bodl. 279 (geschr. 1235) vollstandig (Lib. 1 -- X I I I ) ,  wahrcnd Haun.  
81 n u r  V-X entbal t ;  die nic l i teukl idiscl ie~~ Büclier X I V  und  XV, voti 

K o s t a  b e n  L u c x  übersetzt,  siud im Bodl. 279 u n d  Haun .  81 eutlialtcn. 

Die drei genannten Handschrifteri hnben I Ie r rn  K 1 a m r  o t h vorgeleçen, 
u n d  e r  ha t  g e f u n d r n ,  dass die  l a t e i n i ~ c h e  TJcbersetziing des C a m p  a n 11 s 
wrder  mit d e r  e incn ,  noch mit d e r  andern de r  echtrn  arabischen Ueber- 
se tzungen stimmt. 

D e r  Verf. berührt bei dieeer Gelrgenhri t  auch die neuerdings viel- 
facti behandelte F r a g e  über das Verhaltnius zwischen A d e l l i a r d  v o n  

B a t h  u n d  C a m p  a n  u s ,  aber  seine Bernc?rkurigen hierüber wollen wir hier 
nicht naher  herücksichtigc'n. Hier  ist  uns  niir das wictitig, dass er, den 

C a m p  a n u s  betrcffend , zii dem Dilrmma kommt (S. 274): eutweder -ha t  
A d  e l h a r  d - C a m  p a n  u s  selbst Veranrlerungen u n d  namentlich Zusatze 
gcmacht,  oder er benutzte  e ine jet,zt verschollene arabische &cension 
de r  Elemente. Jedenfal ls  gilt , was ich in meinen ,, Studien über ICuklid" 
Cap. 1 über  den Wer th  der arabisclien Uebei.lieferung für die Textkritik 

der  u r o r ~ ~ L n  gesagt ,  furtan n u r  für C a m p a n u s ,  niclit fiir die urspriing- 
lichen arabischen Uebersetzungen. F ü r  diese muss die Untersuchung von 
vorn  angefangen werden. 

Der  Verf. zeigt n u n  a n  Beispielen S. 31 1 flgg., dass H a j j  a j ' s  Ucber- 
~ e t , z u n g  riicksichtliçh de r  'l'relie weit h inter  1 s h a  k znriickhleibt , indern 

H a j j a j  eber  , , e i n  beqnemes Schiilhuch", als , ,e in  treues Abbild dr.8 
Originals" geben wollte. Sonderhar  is t  e s ,  dass die Büchrr  XI-XII1 
im I l aun .  81, die  nach der  Gubscription de r  l I a j j  a j ' s chen  U e b e r s e t z u r ~ ~  

angehoren,  sehr  wenig vcn der  Uebersetzung d ~ s  1 s 11 a k  abweiçheu. O b  
der  Verf. mit seiner Vermutliurig S. 304-305 hieriibvr das  Bicht ig~,  trifrt, 

lasse ich dahin grstellt .  
Dicsc  heiden Uebersetzungen sind noch ungedruckt ,  und  wir erfahren 

üherhaupt er.st diirch diese Arbeit K 1 a m  r o t, 11's Naheres iibrr ihre Be- 
schaffenheit. Gedruckt  sind nur  die XIII ( in  eiriigen FJrernplaren gar  
n u r  X I I )  Büctiet in  der  Rearheitung des N a s i  r e d  d i n  T u s i  (Roinac 
1594). Diese X I I I  Biicher enthaltcn 452 Siitze. Eechne t  man dazu für 
die zwei letzten Büclier uach Codd. Parisu. 1129 u .  1216, die cinen Aiis- 

zrig der  vollstandigeu Bearlieitung N a  s i r e d d i ri's hieten , 16 Sa tee ,  so 
ergiebt sich fiir N a s i r e d d i n  die  Gesammteahl von 468 Sa tzen ,  die vûn 
H a j i  K h a l f a  1 S. 353 fü r  H a j  j a j ' s  Uebersetziing bezaiigt ist. K l a m -  
r o  t h  schliesst l i ieraus, dass T u s i  die  Uebersetenng des H a j j a j  &ri 

Grunde  legte. Es sclieint mir aher  yrhr zweifelhaft,  o b  wir aus  T n s i  
durclinus auf den Bestand der  Satze  bei H a j j a j  scliliessen dürfcn. An 

der  einzigcri Stelle namlicli, w o  sichere Controle moglich i s t ,  scheint 
keine U e b e r e i n s t i ~ n r n u n ~  zu sein. D r n n  bei T u s i  fehlt VI, 12 (S. 277 
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steht unrichtig VIT, 1 2 ) ,  wahrend er hei H a j j a j  (Cod. Leid.) da ist, 
menigstens wenn os erlaubt is t ,  aus dem Schweigen K l a m r o t h ' s  einen 
Schluss zu ziehen. Umgekehrt fehlt im Leid. dern 1. und I I I .  Buche j e  
ein Satz (S. 273), was bei T u s i  nicht der  Fall ist. Auch führen T u  s i ' s  
mor te  bei H a j i  K h a l f a  1 S. 383 eher daraiif', dass T u s i  aus  beiden 
Uebersetzungen mit Ausschcidung der unechten Zusatze sich seine Re-  
cension gebildet (dici l  s e :  p u e  d e  archelypo in edilionihus Iuudulis i n / , ~ -  
m'anîur, ab iis s rparosse ,  qune nccesserint). Ris also weitere Forschnngen 
das Verhaltriiss des T u s  i zu B a j  j a j  fe~ ts te l l en ,  wissen wir i i b ~ r  H a j j  a j  
Nichts, als was der Leidensis giebt; namentlich ist es nicht sicher, dass 
I I a j j a j  wie T u s i  X ,  28-29 wegliess. 

1 s  h a k ' s  Uebersetzung enthalt 478 Satze (vergl. H a j  i K h a l f a  1 
S. 3 5 3 ) ,  indem hier V I ,  12; X ,  28-20 nicht bei T u s i  fehlen und 
XIII,  1-3 scchs Satze bildcn; dazn ha t  I s h  a k  nocb vicr Satze, die 
wcder der griechischo T c x t ,  noch T u s i  kennen [übcrsetzt he,i K l a m  r O t h  
S. 278 flgg.). Dass diese vier Satze unecht s ind ,  ist gar nicht zn  be- 
zweifeln. Warum K l a m  r o  t h S .  279 ,, überzeugt ist ,  dass aie von l s  b a k  
in seiner griechischen Vorlage vorgefunden wurdcn", sehe ich nicht ein. 

Von den hisher genannten Ahweichungen abgesehen, stimmen I I a j j a j  
(BO weit wir itiu kennau) ,  I s h a k  und N a s  i r e d d i  n vollstindig ütiereiri 
und ihr Euklid weicht vielfach von unfierem griechischen ab. D a  nun  
die srabische Tradition bis ins VIII. Jahrhixndert hinaufreicht nnd unseic! 
altcsten Handechriften dem IX.  angchoren, verlangt KI a m r  o t h ,, aus 
historisctien Gründen" (S. 280), man solle dern arahischeu Euklid r n e h r  
Glauben scbenken a h  dem griechischen der Handschriften. 3lan konnte 
hier sofort einwendeu wollen, dass Cod. Vatican. Gr. 190 allem Anschein 
nach eine vortheonische Recension enthalt (Studien über Euklid,  Seite 
157flgg.); wo sie also mit den Theonischen llandschriften stimmt, müsse 
man annehmen, dass wir den T e x t  hat ten,  wie ihn T h e  o n  im IV. Jalirli. 
las. Aber dieser Umstand allein vermag nicht die Ansicht K l a m r o t h ' s  
zu erschüttern. Wenn sonst Nichts gegen ihn oinzuwenden wtire, müsstcn 
wir eher die Intcgritat der Redaction im Vatic. 190 aufgcbcn, und die 
hleiniing annehmen, wofür aiich sonst Einiges ~ p i e c h c n  kountr  , d a s ~  die 
voitheonische Redaction im Vatic. 190 durch Einmischung der Theo- 
nischeu Vnlgata contaminirt sei. 

Wenn man  den Verf. auf 's Wort nehmen wollte (S. 280: ,,sofern 
mich keine griechische Handschrift der Elemente widerlegt, die bis ins 
VIII. Jahrhundert  hinaufreicht ") , w a r e  freilicli die Widerlegung sehr 
leicht. Denn  es giebt eben eine solütie griecliiscle Haudschrift., den 
Palimpsest in  British Museum (Add. 17211) aus dem VIL oder Anfang 
des VIII.  Jahrhunderts ( W r i g h t :  Catalogue of Syriac ms. in the Br. M. 
II ,  S. 549). Ich halie die fünf wertlivollen Blatter im Sommer 1882 col- 
lationirt und werde nachstens meine Lesung vollstandig mittheilen. Hier 

1 * 
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will ich nur  das fiir die vorliegende Frage  Wichtige vorgreifend in aller 
Kürze geben. Van X ,  17 ,  der im Arabischen felilt, finden sich iin 

Palimpsest zwei Fragmente (ed. August I I ,  S. 18, 23-30 und S. 19,  5 
bis zurn Schluss). X I  82 hat im Pal impswt die Kummer zcr (81); un-  
moglich konnen also im Palimpsest, wie im Arabischen, vorher acht Satze 
gefehlt haben; auçb i n  den übrigen griechischen Haridscliriften ist der 
Satz ofters als 81 numerirt. Von X ,  11 3 - 11.1, die im Arabischen fehlm, 
ha t  der  I'alirnp~est Folgendes erhalten: August I I ,  S. 139, i bis zum 
Schluss und X ,  114 (als bis S. 140, 20. X I I I ,  14  ist als 18 nume- 
rirt  (ohne Zweifel waren die analytischen Ueweisn fiir Propp.  1-5 be- 
sonders numerirt);  bei den Arabcrn ist er Prop.  8. Noch wichtiger ist 
es aber, dass der  Palimpsest aiich in  den Lesarten ziemlich mit unsereu 
Handschriften stimmt; namentlich ist die Aehnlichkeit mit dom alten 
Bodleianus überraschend. Aber selbst wenn wir diesen positiven Reweis 
nicht ha t ten ,  ktinnten wir mit Gewissheit behaupteu, dass unsere Hand- 
schriften, worunter mehrere aufi dem IX. -X. Jahrh.  sind und in wescnt- 
lichen Punkten übereiustimmcn, obne nach demselben Original abgeschrie- 
ben s u  sein, eine Redaction reprasentiren, die an Alter der  arabischen 
fast gleich komrnt. Aber wenn auch die ,,historisclien Gründe" K l a m -  
r o  t h ' s  somit wegfallen, sclieiut mir die Frage  doch noch niclit erledigt, 
da  der  Leitunterschied zwischen dcm Palimpsest und  der  altesteu arabi- 
schen Uebersetzung so geririg ist  (etwa 1 Jahrhundert).  

Hekanntlich knnnan wir aber stcllenweise die gricchischcUehcrlieferung 
weit hoher hinauf verfolgen durch Citate bei alteren Schriftstellern, und 
einige dieser Citate widersprechen be~itimmt der arabischen Tradition. D a  
die Abweichungen in den  spateren Büchern a m  haufigsten s ind ,  wo die 
Citate am spiirlichsten vorkommen (besouders das X. Biich wird iiusserst 
selteu citirt), kanu die Zahl der Beweisstellen nicht g r o s  sein. Waun 
aber die Glauhwürdigkeit der arabischen Ueberlieferung auch nur an einer 
Stelle ernstlich erschüttert ist , so gewinnen die angeführten relativen 
Gründe einen erhohten W e r t h ,  und das E ine  mit dam Andern befestigt 
die Aiictoritlt der griechischen Handscliriften. 

Zuerst hebe ich hervor, dass wenigstens die zwei der  von T u s i  wrg- 
gelassenen Satze unm6glich unecht sein konnen,  wie K 1 a m  r O t h geneigt 
ist zu glaiiben (S. 280). Denn V I ,  23 w i r d  von E u  t o  k i u s  zu A p o  l -  
l o n i u s  S. 32 mit dieser Nurnmer citirt; al80 k a n n  V I ,  1 2  nicht gefehlt 
baben,  wenn nicht ein gar sonderbarer Zufall obwaltet. Und X ,  29 ist 
fast wtirtlich von P r o k  l u s  S. 2 0 5 , i û  angeführt ,  und zwar als im X. Buche 
befindlich. Da diese Citate 200-300 Jahrt: alter sind als die arabisclle 
Uebersetzung, verdienen sie doch wobl entschieden den Vorzug. Weil 
aber die genannteu drei Satzc, bei 1 s  h a  k gefunden werden,  kounte man 
meinen, dass T u s i  hier in seinern S t reben ,  den Text  zu reinigen, zu 
weit gegangen sei und die Siitze ohue Stütse der  U e b e r l i e f e r ~ n ~  gestriclien 
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habs. Aber die angeführte Stelle aus E u t o k i u s  (zu Apollon. S. 32) 
spricht auch gegen die Tradition hei 1 s  h a  k ;  denn bei ihm ist V I ,  23 als 
VI ,  25 numerirt. ELenso citirt S i m p l i c i u s  in  Aristot. phys. fol. 1 1 4 b  
VI, 1 O mit dieser Nummer (vergl. Studien üb. Eukl .  S. 206),  wahrend der 
Satz bei I s h a k  V I ,  13 ist. Endlich führt P a p p u s  die Satze X I I I ,  2, 
4 .  16 mit diesen Nummern an (VI S. 430, 27; 420 ,7 ;  42?, 7 ) ;  bei I s h a k  
ist dagegen XIII ,  2 in  X I I I ,  3 und  4 getlieilt, X I I I ,  4 ist  X I I I ,  8 ,  und 
X l I I ,  16 ist als X I I I ,  19 numarirt. Za Guiistcn der Araber konnte 
man geltend macheu wollen, dass E u  t o  k i u s  in Apollon. S. 44 I I I ,  15 
statt III, 16 citirt; denn bpi den Arabern bildrn I I I ,  11+12 nnr einen 
Satz; hier scheint aber bei E u t  o k i u s  nur  ein zufalliger Fehler vorzu- 
liegen, d a  der etwas altere S i m p l i c i u s  in  Aristot. phys. fol. 1 4 a  Elem. 
111, 33 mit dieser Nummer çitirt. 

Bei der angefoclitenen Echtheit der Heronischen Definitionen (vergl. 
jedoch Stud. üb. Eukl .  S. 192) will ich koin grosses Gewicht darauf legen, 
dass H e r o n  ofters mit unseran Handfichriften gegen die Areber stimmt; 
V n e f  12 -- 13 ,  die bei den Araliern vertauscht sind, stehen hei ihm in dieser 
Orduuog (DeE. 126-127, 6); X I  Def. 21- 22 stehen bei den Arabern 
vor nef .  18  und 11, wahrend I I e  r o  n diese vier Definitionen in der rich- 
tigen Ordniing ha t ,  doch a n  verschiedenen Stellen (Ilef. 24; 84,  2 ;  96); 
X I  Uef. 23 und 25-29 stehen so bei H e r o n  (Llef. 96; 100-104), 
fehlen aber bei den Arabern. Umgekehrt darf aber ebenso wenig daraus 
aaf Uebereinstirnmung zwischen H e  r o n ' s  Handschriften von E n k l  i d  
und denen der Araber geschlossen werden ,  datis XI Def. 5-7 bei 
H e r  o n (XI n e f .  4 und 8 sind bei ihm Ilef. 115, 2 vereinigt) wie bei den 
Arabern fehlen; denn H e r o n  Iasst anch XI Def. 16, 19 --20 weg. 

Dagegen ist es  von grosser Bedeutung,  dass, wenn die Angabe 
K l a m r o  th 'o  S. 315 vollstaiidig is t ,  von den im Griechischen vorliande- 
uen Corollarien nur  V I ,  8 ;  V I I I ,  2 und XI 3 auch irn Arabischeu eut-  
halten s ind ,  da wir doch mehrere der übrigen schon im III. und  V. J a h r -  
liundrrt nachweisen konnen. So ist das  Corollar X I I I ,  17 von P a p  p u s  
V S. 436, 5 angeführt, I I ,  4 und I I I ,  1 von P r  o k l n s  S. 304, 2 flgg., 
 da^ iiach V I I ,  2 von demselban S. 303, 22;  IV, 15 von S i m p l i c i u s  
in Aristot. phys. fol 15. 1 ,  15 kennt  schon P r o  k l u s  S. 301. 

Endlich konnen aiich innere Gründe gegen die Glaubwürdigkeit der  
arabischen Ueberlieferung hervorgehoben werdan. Denn wenn es auch 
unerlaubt ist ,  aus einer vorgefassten Ansicht von dem Ingenium eines 
alten Verfassers argumentireri zu wollen, das  und das habe er nicht 
sçhreiben oder weglassen konnen ,  so kann doch bei einem mathematischen 
Schriftsteller, wie Eukl id ,  mit &niger Sicherheit geschlossen werden, dass 
Satze, die hanfig verwendet werden, nicht ursprünglich haben fehlen 
konnen. Nun werden X ,  13 --14, die die Araber weglassen, im Ver- 
laufe des X. Huches sehr haufig angewandt (XI  19, 22, S3, 24, 27 u. s. W.), 
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ebenso X, 17, die  a u c h  im arabischen T e x t  fehlt (X, 19, 27, 37). Auch 
X I I ,  6 und X I I ,  13 siud beziehungsweise für den griechisciien Beweiv 
fiir X I I ,  11 u n d  XII, 15 uuentbelirlich; wie wird der Beweis bei den 
Arabern s u  Standc gebracht, denen jene zwei Satze fehlcn? 

Wenn man dies Alles zusamrnennimmt, wird man ,  wie ich glaube, 
zugeben müssen, da68 die arahische Tradition nicht uur  nicht der der 
griechischen Coaices vor der  I Iand  vorzuziehen is t ,  sondern sogar bedeu- 
t end  hinter ihr zurückbleibt und als mutilirt zu betracliten ist. Dadurch 
ist j a  aber die Moglichkeit nicht ausgeschloseen, dass die den Arabern 
vorliegenden griechischen Handschriften dennoch stelleuweise den unsrigen 
gegenüber Ursprünglicheres bieten konnen. Die Frage  muss also mehr 
im Einxelnen erortort werden. 

II. E s  dringt sich also d ie  Frage auf ,  ob die Araber ganz aus freier 
l l a n d  die ihnen vorliegenden griechischen Ilandschriften mutilirt und 
nrngestaltet haben ,  oder aber  ob die ihuen zugekouirneneri Haridschriften 
schon von dem in unseren gewohnlichen Handschriften überlieferten Texte 
abwichen. Das  Letztere muas unbedingt bejaht wcrden; denn es giebt 
(bisher unbcachtete) griechische Handschriften, die in  gewissan Stücken 
mit den arabischen 1Jebersetzungen so genau iibereinstimmen , dass wir 
nothwendig annehmen müssen, dass Codices dieser Classe von den ara- 
bischen Uebersetzern benutzt wurden. Die Biblioteca communale i n  Bo- 
logua besitzt unter  ihren wenigen griechischen Handschriften einen fichonen 
Euklid aus dem XI. Saec. (Nr. 18 - 19, 2 Voll.). 1üh hatte einen Theil 
der  Handochrift in Bologna collatiouirt, wurde aber erst in Florenz auf 
ihre besondere Bedeutung anfmerksam, und  konnte d a n n ,  Dank  der 
Liberalitat der  Bibliothekverwaltung, durch Vermittelung des zuvorkom- 
menden Ribliothekars der Laurenziana den Codex noch aiif einige Tage 
i n  dieser Bibliothek benntzen. Zu einer vollstaiidigen Collation reichte 
die Zeit aber  nicht aus. W a s  ich notirt  habe, werde ich hier veroffent- 
lichen, indem ich hofie, syater einmtrl meine Mittheilungen vervollstan- 
digen zo konnen. 

Die  Handschrift  enthalt znerst sammtliche ~ e o z ~ ~ ~ r S  der X I I I  
Bücher der Elemente und  der Data (93 Propp . ) ;  dann  n ~ o o i p ~ a  zljç 
y e o p ~ z ~ i u S  (= Variae collectiones 15 - 68 bei H u 1 t s c  h l  Heron S. 252 
bis 274; vergl. W a c h s m u t h ,  Rhein. Mus. 1874 S. 317 flgg.); daun Elem. 
1 -XII I ;  doch fehlt von X I I I ,  18 der  Schluss (von S. 427, 29 ed. Greg. 

a n ) ;  am Rande  steht L E L ~ C .  QXILL. LS. Endlich folgen die  D a t a ,  aher am 
Anfang defect ( A E ~ E L  $ 6 a j [ i  mg.) und  n u r  bis Prop. .88 Greg. (= 86 
Cod.) reichend. I n  den Datis findet sich eine sehr sonderbare Blatter- 
versetzung, indem Prop.  33 extr. ,  33 É;Aiwç, 34 .init. u n d  Prop.  43,  44 
init. ihre Stellen vertauscht haben. N u n  finden wir in  Tdaurentianus 25, 1 
Saec. X I V  genau dieselbe Urnstellung, und  auch sonst stimmt diese Hds., 
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die einst  dem D e  m e t  r i u s C y d o n  i u  s gehor te ,  * i n  diesem Thei le** der- 
gestalt mit Bonon.  übe re in ,  dass sie nothwenig  als e ine  Copie da rnach  

betrachtet  werdeii muss.*** I çh  cit ire dalier im E'olgenderi diese beiden 
Haridscbrif'teri als c i n e ,  ohne  die  k l e inen ,  wenig  bedeu tenden  Var ianten 
zu berücksichtigen. 

I n  den IX ers ten  Rüchr rn  stirnmen Zahl  u n d  O r d n u n g  d e r  S a t z e  

ganz mit d e r  gewohnlichen iibarein. Ich  h a b e  n u r  das  ers te  Unch voll- 
s tandig  collatiouirt , u n d  da raus  ergiebt s i ch ,  dass Bonon.  ein recht  g u t e r  
Vertreter der  Tl ieanischen Handschriftenclasse ist. A m  Schlusse des  
X. Buclies sirid e in ige  t~emerkcnswer the  Abweichungen. X ,  116 Cod. i s t  

S ,  1 1 6  cd. Augus t  ( I I  S. 143)  mit dem Gllwç; d a n n  folgt alti ~ i t  Augus t  
II S. 296 mit d e n  O;hbwS (August  II  S. 297), dann  ohnr, Nummer Augus t  
II S. 2 9 7 2 9 8 .  Am R a n d c  s teht  bei diescn Satxen mit ers ter  I l a n d  
Sugiist  I I  S. 295 Nr.  37 mit d e r  Hemerkiing (man. 1 )  : lariou, etc +i 
todtciu zov' i 9 ~ r n ~ ~ ~ a ~ o ~  ngosct<irs $ &r?j 66ar rrj r o c  QG, O ~ E V  $V torç 

EGU nnflahÉA~r7czn~, 6; xcusayQnq$ xa l  r8  q f y a  ov' t d  a d r d  ~ i ~ r v '  

yearrrr<' Si  EY ;hlw xa i  P L { '  Si0 na; r j F L ~ r S  ~ o ü r o  Z ~ ~ U T E ~ E ~ X ~ ~ E V .  D a n n  
fol@, ebenso a m  R a n d e  man.  1 , August  II S. 295 Nr. 38 mit  de r  Not iz :  

Wan;rws xal zodrov zoV 4 ~ m g ~ ~ a r o g  xp'zatirs ti nv'rq' é c i t ~  ~ r j  .où pl,  
oU pljv I j  xarnypcprj  mi rd q ~ j u r r  &ivy rol av'rci E L G ~ V '  FGTL d i  Z V  ECtEQl 

y.a; p ~ q '  61: ? j ,u~v T C C Y ~ C L ~ ; Y ~ O ~ X T ~ L .  ~ z z a  %O\ ~ B O V  g15 ;V ; X Z ; V ~  $6,) Q L ~  

x.1 ;;fg TL; born&. 
M i t  dem XI. E u c h e  fangen die  Differenzen a n ,  d ie  u n s  h ier  beschaf- 

tige11 ~ o l l e n .  
U m  n u n  die  Uebereins t immung zwischen Bonon. u n d  d e n  Arabern 

zu constatiren,  stelle ich zuriiichst neben  den bctreffenden Satz des  

Bonon. (XII, 6 XII, 7 Greg.)  d i e  Uebersetzung des  arabischen Tex tes  
boi K l a m r o t h  S. 318.  

1 7 ~ ; ~  7 1 p i ~ ~ n  z?iyriivov F ~ o v  P ~ G L V  J e d e s  P r i sma  mit dreieckiger 
O r n ~ p ~ i r n ~  zig t g r i ~  nvenPiOas Luas Basis lasst  sich zerlegen in  dre i  
U ~ i i - r j k ~ ~ ~ ~  t e r y ~ v o u s  po!<i&cs E p v ' < i ~ ~ .  gleiche Pyramiden  mit  dreieckiger 

Basis. 
Euso 7 c g l ~ ~ a  TA A B r d E  Z (Fig. 4) Von dem Pr i sma  A B T A E X  (Fig. 

ser'ywvov Éiov ~ ~ G L V  r$v 1 7 Z d .  kiyw, 5) sei das  Dreieck I ' Z d  d ie  Basis ;  
O T L  t O  A B I I A E Z  n p i ~ p n  ~ L ( ~ L @ E ~ T U L  içh behaupte ,  dass  sich das  IJritima 

* , , M c  liber est Demctrii Chidonii" Fol. lu. Xun war D e m e t r i u s  C y d o -  
n i u  s ein Freund des bekannten N i c o l  a u s  C a b  a s i l a s  (ihr Briefwechsel z. B. bei 
Mont faucor i ,  Bibl. Coislin. S. 458 figg.), und im Uonon. sirid mehrerc Scholien mit 
der üebersohrift @ E o I ? ~ ~ o v  Krrjjauila. lüh vermuthe also, dafis Bonon. der Familie 
Cabas i l a ' s  angiihort hat  und dass jene Scholien Autograph sind. T h e o  d o r u s  
C a b a s i l a s  ist mir sonst nicht bekannt. 

*" Sie enthiilt noch verschiedene astronomiuclie Schriften. 
*** Doch sind Elem. XIII, 18 und ebenso die Data vollstandig. 
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8 Historisch -1itorarische Abtheilung. 
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A B  r A E  Z in  drei 61eiche Pyramiden 
mit dreieckiger Basis zerlegen lasst. 
Wir  ziehen die Linien B A ,  B Z  und 
Z E ,  so ist die Pyramide,  deren 
Basis das  Dreieck I'Bd und dercn 
Spitze 2 is t ,  gleich der Pyramide 
mit der Basis B d E  und der Spitze Z. 
N u n  ist aber die Pyramide, deren 
Basis das Lheieck Bdh' und deren 
Spitze Z kt ,** gleich der Pyramide, 
dcren Basis das  Dreieck A E Z iind 
deren Spitze B ist. Also ist  die 
Pyramide,  deren Basis das Dreieck 
TBd und deren Spitze Z ist,  gleich 
der Pyramide,  deren Basis das Drei- 
eck A E Z  u n d  deren Spitze B kt .  
Al50 ist das Prisma A B  I 'dEZ in 
drei gleichc Pyramidcn zerlegt, deren 
Basen die Dreiecke T B  d ,  B LIE und 
A E 2, und  deren Spitzen die Puukte 
B und Z sind. 

* Zn lesen: ai Brd, B d E .  Da8 Ponsma fehlt in beiden. 
** Die Lacune im Bonon. ist 0 0  zu suppliren: v j  6; nvporpiç I j  @!arv  ~ È v  

E~ovoar zà B d E  refymvov woQv<g7jv 6È r6 Z a r p ï o v .  
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S. 276). Dagegen finderi sich XTT, 13-14 Greg., die den Arahern fehlen, 

im B o n o n . ,  wo XII ,  12-17 = XII, 1 3 - 1 8  Greg. 
I m  Einzelnen brrnerke ich E'olgendes. 
XII, 4 lautet der Hewris (von II S. 206,  23 Aug. an): 

i n ~ i  ydg n n g d l l 1 ~ 1 6 ~  Z G T L V  ri A B  ztj A H , "  g P o ~ d v  Z G T L  ti A B  r te;- 
ywvov r@ A l J r  r p ~ y d v ~ ) .  70 A B 1 '  Leu rpiywvov npRç zd A H r  sgiywvov 

S~nlarilovo: lciyriv  EX^^ j i n ~ ~  N Z * "  xpc~ç z>jv E @ .  mi i c i t ~ v  ois B I '  
xeàS tri' ï A ,  o$ros 4 N E  zgdç r 4 v  Id>. xui Wç <;ICIu rd A B l ~ '  zgiYwvou 

n e i s  r i  AHP zpiywuov,  oGzwS t o  M N Y  ~ ~ i ~ w v o v  neos z0 .ZQZ rgiywvov. 

E>vdldi  Zmlv z ;  A B I '  t p l ywvov  nQdij zd MlYX, o;+wç ro' H A T  
zgiywvov zeOs zo' ZOE r~g iyovov ,*~*  o V t w ~  zo' r g i u p a ,  06 dnevavt iov  Bari 

zd A H r ,  Z @ K  i z i n f 8 u ,  neds zo' n e i ~ p c r .  06 dnfv iuv t iov  .!ciri zd z @ E ,  
P T T  d z i z ~ G a .  dS $@a 4 A B r  (3ci'~iç ngdç  z i u  M N Z  P h v ,  oÜrws z0 

zqicipa, 06 chc~vavr iov  E'ciri t h  A Hl', Z B K  E)zin~Ôff, npOS t d  z g i ~ p a ,  06 
dxivruvriov bürl rd T Q x ,  P T T  b n i n ~ S f f .  :AL; t à  ph ;Y TC ABrd  rtv- 

pcipid~ n g i ~ p f f z a  Ô I ~ ~ I ~ G L ~  ~ G T L  ZOG npicipurog, 05 Gn~vuva iov  doal rd d H r ,  
Z O K  fninsd'a,  zd 6' E'v zyj MIL'S0 a ~ g u p i 8 i  n e i ~ p n ~ a  81nANo~0; E G Z L  ZOG 
~ I ~ ~ G ~ ~ T D s ,  o; d n w a v t i o v  i ~ t i  r h  Z@z, IJT T Enincdn. d ç  4 A B r  
P & G l ç  n ~ 8 ~  zrjv M N  ~ & G L V ,  o&mS t à  dv A B  rd n v ~ a p i d ~  n p i ~ p f f r a i  

ne& ru! dv tij M N E O  n v g a F t i d ~  neiriyaza. 810; rd adrd 64 xal OS { A E  H 
~ ~ 6 1 s  z& z i v  M LlB / ~ C ; G L Y ,  o z t w S  rd Zv r< A EIIZ nvp i ry id~  nP iupara  

ne& t d  bv r+ M n Z P  nvpf fp i8r  % p i c i P C x ~ f f .  dg 6; 4 Z @ K  P ~ G L ~  ne& z?jv 

T P T  Phuiv, oÜzoS t d  EIv t f  Z O K d  nvpcupid~ reiriparu rd i v  t g  
P T T 0  n v ~ u ~ i 8 L  ngi~~crtrr. F G ~ ~ L  ggrc d~ Sv r 6 v  ~ y o u p ~ v w v ,  xg85 Sv z o u  

;nop fvov ,  ."navra rd ~ y o V r ~ v ~  ngiS &cavt.a t d  i d P w a .  E G ~ L V  Gga d g  4 
A B  r j3duiç npoç rq'v M N C  ~ ~ ' G L v ,  oGtwç zd ;v r ,  A B  FA nugaPidr. ngici- 
paru xedç t d  i v  r< M N Z O  n u e a p i d ~  x p i ~ p a r a  n6vsci i ~ o z l ~ 9 . i j .  

XII, 5. Die Buchstaben auf der  F igur  Sind andere;  sonst nur  
kleinere Diirerenzen. So wird statt  S. 210,  24 -26  Aug. nur  gelesen: 
l i y w  a i ,  o n  ov'd'l neOs y ~ î b v .  

XII, 6 Bonon. = 7 Greg. S. oben. 
XII, 8 ist in Laur. 28, 1 (und gewiss auch i n  B o n o n . )  etwav ab- 

weichend; im Satzo selbst ist nach @ G E ~ S  hinzugefügt: nadç olbLr$nç; der 
Beweis lautet: t 

* Die Buchdaben auf der Figur entvprechen einander so: Bonon. A ,  B ,  r, 
d , E ,  Z , H ,  O, K , d ,  M, N ,  X ,  O , I I , P , L ,  T, T, @ = G r e g . A , B , r , H ,  K, 
L ) , A , M , N , E , d , E , Z , @ , 1 7 , Z , P P , T , T , @ .  

** Hier ist eine leicht auszufüllende Lacune. 
** Ebenso. Sie rühren aber vielleicht vom Redactor her. 

.t Gm die gewohnliehe Figur benutzen zu konnen, erinnere man sich, dafis 
die Ruchstaben so correspondiren: 

Greg A B r d E Z H 8 K A M N E O I T P  
Bonon. A B r E Z H d 8 K A M N X O P I I .  
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* ̂-_^Y-YI-yII.^NI --VVV-^_IW-NIV Y_,---I1 -V--VIIY_Y_^XX 

forwrinv O ~ L U L  n z i g q d 6 ~ ç  xai  zpryr;~~ovs  &OUGUL fii6€rS rdS  ABI', E Z H  
u i  ABTA, E 2 1 7 0  xopcpAS 6È zc~! d ,  G ~ ~ E L u ,  mi; furw ?arl 4 vrzÙ 

zOv A B ,  B T  ywvia z f  G d  z;v E 2 ,  Z H  r w v i u ,  4 6;  6,; z 6 v  A B ,  BA 
zrj GnO zWv E Z ,  Z O .  xul hi { dnO zaiv AB, B r  zyj v'no zWv O Z ,  
Z H *  &d.oYoS -** 6; 26ro B r  z$ Z H. A iyw ,  ~ Z L  $ A B  rd nvt1up1~ 

q o ' ç  t-7iv X Z H @  xupapi6a zglnknrikwcx l oyov  .?IIZL $ne@ { B r  n p d s  ZT;V 

1 ~ v ~ ? c e r r ~ ~ ~ d ~ 6 w ~ r * . v  y&Q s& B d M d ,  Z O P O  cirepe&. .!n~i durrv ds 
T; 41' 7 ~ ~ 8 ~  z . 4 ~  BA,*** oÜrwç Z H  neos ZE, na;  ruas y w v i u ~  

zdg 6nd z o v  A B ,  B r ,  E Z ,  Z H  uL n l evgu i  & v d l o y 6 v  E L G L U ,  &oiov oi'va 

h i  z; B M  n a Q ~ l k y l ~ y g f f P p o v  zM Z P n c r g u l l y l o y p ~ p , p y .  8rÙ zd a&d 67; 

m l  zd $ V  Ad z+ E @ O ~ L ~ V  A X L ,  T B  8 N B  Z Il. &lad rd $v BN, 
A d ,  B M  zd T Q ~ U  t-ors .'zevavriov a d r ~ v  z o L ~  A d ,  M N ,  A11 d o ~ i ,  

zd d i  Z P ,  E O ,  Il2 zd .reiu zoïç & ~ v u v r i o v  a&v zoïg 0 0 ,  EO,  PIT 
i'acr fusiv.  o1.o~ aieu rd B A  M A  u z ~ ~ e d v  olY z@ Z  O P O  cizeg~@ o(*or;v 

foz i .  zÙ d i  5 , ~ o r a  U T E Q E ~  ~upaAAqLsn; in~du npeS &hlq la  f v  t~rnkcfri iovr A i y l  
Suzl zWv O p o ~ d y w v  d ~ v p h .  zO B d M A  U Z E ~ E O V  npFç 50 Z O P O  G T E -  

Qe8v ze~nAa~iovcu A o p v  ~ I I F L  { Z P Q  4 BI' ngo'S t j v  Z H .  xui  Z m r  zoü 

B d M A  c i r ~ p ~ o ù  k o v  ,~ ;goç  $ A B  r n u g u p l ~  rot7 dé Z  @ P O  cia~geoü &tov 

PiQoS $ E Z H O  nvpaPig '  xai  A B r d  n v a n p i ç  zPà5 t - i v  E Z H 0  
? c ' V g U p ~ d ~  ' tQ l7d f f~ io~CY  A;)'ov & E L  $RE@ Ti B I '  ?c(Jo's ZY 'V  Z H .  

Uas Porisma felilt, wie im Arabischen. 
Auch X I I ,  7, 9 Bonon. (= X I I ,  9, 10 Greg.) und namentlich X I I ,  

16 Ronon. (= X I I ,  17 Greg.) weichen nicht unbctrachtlich von der Vul- 
gata ab. 

I m  XII I .  Buche findet sich keine der Umstellungen und  sonstigen 
Eigentbümlichkeiten des arabischen Textes. Die ~ V ~ ~ G E L S  und G ~ V ~ ~ G E L ~  

von XTII ,  1- 5 fiuden sich, wie auch in vielen anderen Eidss., nach 
X I I I ,  5;  XI11, 6 fehlt, was bei den Arabern nicht der  Fa11 iüt; zu XLII, 5 
ist ein A'rllws am Rande  beigeschrieben (August II S. 302). E s  kann 
hier erwahnt werden, dass im Paris. 2341 das Ulllwç August  I I  S.  302  
die Stelle von X I I I ,  6 oinnimmt, wiihrend dieser Satz  fol. 3 3 1 V  zwischen 
der Unterschrift des XII .  und der Ueberschrift des X I I I .  Bucties steht mit 
dem Zusatz : zoüzo 8 ~ d g ~ ~ f f  rd g Z G T ~  roÜ ry PrBAiov. Da P e y r a r d III S. 566 
in Bezug auf Paris.  2344  ( e )  i r r t ,  wird dasselbe bohl  von Vatic. 1038 
gelten. D e r  Schluss des X I I I .  Buches, der im Bonon. fehlt, stimmt im 
Laur. 28 ,  1 ganz mit G r e g o r i u s .  

1st nun die Fassung der Bücher X I - X I I I ,  die Bonon. bietet,  als 
die ursprünglictiere zu be t rach tm,  oder ist sie eine Entstellung der Vul- 
ga ta?  Allem Anschein nach das Letztere. Denn  von dan im Bonon. 

* L. E Z ,  ZH. 
** So in der Hds., vielleicht um die Lacune anzudeuten. 

*** L. B A .  
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Die arabische Tradition der Elementa Euklid'fi. 13 

fehlenden Satzen sind die meisten für spiitere Beweise nothwendig, 80 

X I I ,  6 für XII, 11 ; X I I ,  7 Coroll. für X I I ,  1 0 ;  X I I I ,  6 für X I I I ,  17. 
Weuiger von Gewicht ist e s ,  dass P a p  p u s  1 S. 424 ,  7 deri Satz X I I I ,  
16 mit der richtigen Nummer citirt, wahrend er im Bonon. XLII, 15 kt .*  
Um so schwerer wiegt aber die ganze Gestalt der Beweise im Bonon., 
die wenig mit dem umfitandlichen und sorgfaltigen Euklid der  frühcren 
Bücher gemein hat.  E s  tritt  ein Strrben nach Kürzung des Ausdrucks 
und des Beweisganges sehr deutlich hervor, und dabei eine gewisse Nach- 
lassigkeit. Llesonders charakteristisch i n  dieser B e z i ~ h u n g  ist nebst XII, 6 
Bonon., wo am Arifaug alle Begrüudung fehlt, noch XII, 4 (S. oben), 
wo nicht nur ohne alle Vorbereitung plotzlich von zd Bv z!jA E H Z  nu- 

p a p i J ~  z~i(ipu1~01 und  zi 6v zy? Z @ K d nup. ng. gesprochen wird, sondern 
auch der nothwendige Schluss des Beweises weggelassen is t ,  daas man 
mit derselben Construction fortfahren solle. Ich glaube also, dass diese 
Recension einem byzantinischen Mathematiker zuzuschreiben k t ,  der  die 
Euklidischen Beweise zu lang und  zu ermüdend fand und  sich daller 
begnügte, den Gang  anzudeuten. Uass der Kedactor ganze Proyositione~i 
wegliess, die ihrn unnothig schienen, ist hei diesem Streben begreiflich; 
warum er  aber  XII ,  9 vor X I I ,  8 ,  X I I ,  12 vor X I I ,  11 gestellt hat ,  ist 
mir noch nicht klar. 

1)essenungeachtet ist aher der Bononiensis fiir die Bücher XI-XII1 
sehr beachtenswerth. Denn offenbar lag dem Epitomator eine ausgezeich- 
nete Handschrift vor, wahrsclieinlich au8 der vortheonischen Classe, 
deren einziger Vertreter sonst Vatic. 190 ist. Denn selbst die gekiirzte 
und nachlassige Form von XII, 4 lasst deutlich e rkenuen ,  dam der  dern 
Epitomator vorliogende Beweis nicht der der gewohnlichen Theonischen 
Handschriften war, sondern derjenige, den wir im Vatican. 190 (und  
Paris. 2346 sammt 2342 am Rande,  P e y r a r d  III S. 552) finden; vergl. 
namentlich den Schluss. Auch fehlen im Laiir. 25, 1 (und gewiss aiich 
Bonon.) dis Worte  S. 206, 6 flgg. Aug. :  xal  zWv y ~ v o ~ f ' v w v  nugapiûov ixrr- 
riBa d1i a2i)tàv ~ ~ o ' n o u ,  xal zo&o ;EL yiurlsar und  S. 206, 17 flgg.: x d  rWv 
ycvopivwv nvpupidwv ixcu~i~or z8v adto'v zpo'zov V E V O ~ ~ G ~ W  d ~ y p p f ' v ~ ,  xai  
sov'to d ~ i .  ~ L ~ v É G ~ w ,  was sonst nur  im Vatic. 190 der E'all ist. Auch die 
Lesart xV?ov stat t  a~~ulrAqlminE'Sou X I ,  39 ist n a r  Vatic. 190 ,  Bonou. und  
Paris. 2346 gemeinsam. Unter  diesen Umstandeii wird es bedeutsam, dass, 
wahrend im X. Buch und sonst früher sowohl Bonon.,  als Laur. 2 5 ,  1 
die Notiz zîjs Ofovoç ; X ~ ~ B E W ~  mehrmals haben ,  lesen wir i n  den  Büchern 
XI-XII1 nicht solches; nur  ha t  Laur. 2 8 ,  1 am Schlusse des Ganzen: 
E;xh~idou ~ r o ~ ~ ~ i w v  ~y rrjç Ofwvos b x d 6 ~ ~ w ~ ;  das beweist aber für den 
Bonon. nichts, da  in  ihm der Schluss der Elemente fehlt,  und Laur. 28, 1 
- - - - .- - 

* Der Ordnung nach; dcnn die Nummern fehlen im Bonon. in XII, und in 
X I I  von 6 an. 
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hier ohne Zwaifel nach eiuer andern Vorlage geschrieben ist. Auch sonst 
sind Ueberoinstimmungen zwischen Bonon. und Vatic. 190 in diesen 
Büchern nachweisbar; da  aber die Collation P e y r a r d ' s ,  worauf ich bis 

jetzt noch fiir diesen 'I'heil der Elemente verwiesen b in ,  sehr unzurer- 
lassig is t ,  und  da  ich den  Bonon. auch rioch niclit vollstandig kenne, 
beschranke ich mich für diesmal auf dau schon Gesagte. Soviel ist aber 
sicher, dass zur Fcststellung der  vortheoniscben Recension fur die stereo- 

metrischen Bücher (XI-XIII) aufiser Vatic. 190 noch Bonon. mit Laurent. 
28, 1 und wohl auch Paris. 2346 und die Randbemerkungen in Paris. 
2342 tierangezogen werden müssen. Ers t  wann dieses Material vollstan- 
dig vorliegt, wird es m6glich s e i n ,  den gegenseitigen Werth dieser Hand- 
schriften festzustellen und die Frage  zu entscheiden, oh die Besonder- 
heiten des Bonou. allein auf Interpolation heruhen oder vielmehr m m  

Theil eine ursprünglichere Fassung rcprasentiren." 

III. Bei aller L'ebereinutimmung zwischen den Arabern und Bonon. 
bleiben aber auch viele Differenzen zurück,  besonders in den Definitionen 

des X I .  Buches, die Bonon. so hat ,  wie die übrigen griechischen I land-  
schriften, wahrend Lei den Arabern mehrere felilen, und im XIII. Buche. 

E s  fragt sich also,  ob diese Differenzen selbstst5ndige Aenderungen der 

Araber sind oder ob umgekehrt das beiden gemein~ame Urbild ungetrüb- 
ter hei den Araberu erhaltrn ist ,  im Bonon. dagcgen durch Vermengnng 
mit der Vulgata theilweise verwificht. Fiir das  letztere Alternativ knnnte 
sprechen,  dass die Umstellung von XI,  3 3 -  34, die wir in der ara- 

bischen Uebersetzung, nicht aber im Bonon. finden, durchnus der beiden 
gemeinsamen Umstellung von X I I ,  8-9 entspricht. Uas kann aber auch 
sa erklart werden,  dass die Araber, a n  die ihrien üherlieferte Ordnurig von 

X I I ,  8 - 9 auknüpfend , XI,  33 - 3 4  in ahnlicher Weise umstellten. ** 
Dagegen kann  mit vollstandiger Gewissheit beliauptet werden,  dass, 
wenri die Araber das Prisma als nothwcndig dreiseitigee definiren ( K l a m -  
r o t h S. 253 flgg.) , so kommt das anf ihre Rechniing allein. Tlerin diese 

beschriinktere I~efiriitiou ist den griechischen Matbematikern durcbauu 
fremd, und der Epitomator, dessen Werk u n s ,  eei es vollstandig oder 

* So spricht sehr vie1 für die Uuechtheit von XI, 38. Der Satz steht an 
einer sonderbaren Stclle und wird erst XlI,  17 augcwandt, und sclbst da konnte 
man sich mit XI Def. 4 begnügen (Simson: Elem. Glasgiiae 1736, S. 401). Im Vatic. 
190 steht am Rande: Eu TLGL TOU d u r ~ ~ ~ d q m v  O; ( ~ ~ Q E T C Y L  d Aq (nach fre~ndli~her  
Mittheilung des Herrn Dr. A.  Mau). Durch die Freundliciikeit des Herrn H. 
O m o n t  ~rfdhre ich, dass der Satz im Paris. 2346 ghzlich fehlt. 

Gelegentlich bemerke ich, dass im Griechischen die Keihenfolge von XL, 
32 - 33 -34; XII, 5 -8 - 9; XII, 11-12-15 eine vollstindig aualoge ist, wiihrend 
hei den Arabern die Analogie bei den letzten drei Satzen (XII, 11--10 - 12,  im 
Eonon. X I I ,  11-10- 1,L) gebrochen ist. 
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nnr s u a  Thei l ,  im Bonon. vorliegt, und der oU'enbar Mathematiker war 
und seinen Auszug mit Verstand gemacht ha t ,  koniite unmoglich den 
landlaufigen Begriff tindern. Daran ,  dass E u k l  i d selbst die engerc De- 
finition gegeben liabeu iirid diese erst im I m i f e  der Zeit erweitert sein 
sollte ( K  1 am r o t  h S. 284), iat nun  vollonds gar nicht zu denken. Denn 
sclion bei A r c h i m e d e s  ( D e  sph. e t  cyl. 1, 13) hat  z p l u p a  die weitere 
Uedeutung, oline dass er liierin eine Neueruug andeutet ,  und nicht nur  
bei E u  k 1 i d  eelbst (XI, 40; XII, 7) ist es deutlich , dass das dreiseitige 
Prisma nur  eine specielle Gattiing ist,  sondern auch i n  der arabischen 
Ilehersetzung heisst es XII, 6 ( K l a m r  o t h  S. 318): Jedes  Prisma m i t  
d r e i e c k i g e r  B a e i s .  Ueberhaupt ist es mir sehr zweifelhaft, oh neLuPa, 

wie K l a m r o t h  S. 284 vorbriugt,  seinen Kamen von der Aehnliclikeit 
mit dem Z a h n e  einer Sage erhaltcn hat.  Das  Wor t  bedeutrt doch wohl 
uur: das Heransgesagte; man hat wahrscheinlich das Prisma als einen 
durch Sagen eckig gemachten Cylinder aiifgefasst, so dass die Dreiseitig- 
keit auch nicht zurn ursprünglichen Begriffc gchort. Auch ist es mir 
wenig glaublich, dass ein Griecbe die Definitionen der Platonischen 
Knrper (XI, Deff. 25, 27- 29'; vergl. K l a m r  O t h  S. 283) habe weglassen 
konnen. 

Ich glaube also Folgendes mit einiger Wahrscheinlichkeit aufstellen 
su dürreu: Bonon. enthalt von den stereumetrischen Büchern nur  eiu 
Excerpt, das zwar überall mit Verstaud gemacht, in der F o r m  aber 
naclilassig und nur  auf Kürze angelegt ist; als Vorlage d i ~ n t e  dern Epi- 
tomator ein Exemplar der v~)rtheonischeii Redaction. E ine  dern Bonon. 
verwandte Handschrift Iag dem arah i~chen  1Jebt:rsetzer vor, der die Ah- 
weichiingen von unseren ührigen Handscliiiften noch mehrte. 

Natürlich h b g t  aber das Urtheil über die Nichtübereinstimmungen 
zwischeu Bonon. und den Arabern wesentlich davon a b ,  was wir von 
arabiçchen Variauten i n  den übri ien Büchern z11 halten liaben. Uass ein 
l'heil derselben bis auf die griectiische Vorlage zurüçkgehe, kann natür- 
lich niclit absolut geleug.net werden. Es  kann j a  von den Büchern 1-X 
pine ahnlicbe Redaction existirt habcn, wie diejenige, die wir für die 
Bücher XI - XII1 noch im Bonon. besitzen. Die Wahrscheinlichkeit 
dieser Annahme achwindet aher bedentend dadurch,  dafis nach K l a m -  
r o th ' s  Bemerkung S. 316 eben diese Rücher im Arabischen sich ,, durch 
das Fehlen der Zusatxe und durch eirie kürzere Passnng der BeweiseiL 
vor den ührigrn auszeichnen. E s  ist doch gewiss ein heaeutsames Zu- 
sarnmentreffrn, dass aucli bei deri Arabern eiri iiicht unmerkliçher Unter- 
schied gerade da liervortritt, wo sich eine ahweichende Redaction auch 

* X I  Def. 26 (srrgcirdpov) fehlt in  allen guteu griechiscbeli Hùss. und iu t  un- 
echt; Eiiklid gebraiicht sc lbs t  zvprupiç dx s~<i<i$erov r p y d u r o v  k o s A ~ i ; ~ r n u  XUI,  
13 Vergl. aurh H e r o ,  nef. 1110 
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griecliisch erhalten hat. D a  n u n ,  wie im ersten Capitel erwiesen, bei 
den Arabern gar Manches fehlt,  was im echten Euklid nnstreitbar da 
war, hal te  ich es für weit wahrticheinlicher, dass die Variauten,  wenigstens 
in  allem Wesentlichen, den Araliern selbst ziizuschreihen sind. Freilich 
mus8 m a n  dabei den Arabern eine grosse Kühnhei t  in  willkürlichen Aen- 
derungen zotrauen. Ilass dies aber  in der T h a t  nictit so iinerlaubt ist, 
als K 1 a m  r o t li andeutet ,  und dass besorideru die Weglassung von Uefi- 
nitionen und  ganzen Sstzen des Originals,  sowie aucb allerlei Umstel- 
lungen u. dergl. kcineswcgs grschcut wurden,  lchrt am besten die im 
Bodleian. 280 (scr. a. 1260 -1261) enthaltene Vorrede," die ich ails 

N i c o l l  und  P u s e  y :  Catalog. codd. orientt. Bodl. Pars TI, Vol. II Seite 
260 flçg. vollstkindig hierher setze (vergl. Studicn üb. Euklid S. 16 flgg.): 
Liber tamen (trotz der Arbeiten Vieler) non vacnt erroribus,  qui  emendatione 
irrdigeunl et (partium) collocalionern non semper enndcm exfu%et, quod sane 
explicari  oportet, negue est immunzs obscwilalibus (passim) occurrentilius, pro- 
Zixilaiibus frigidis, omissionibus-incom~nodis, supervacn~ieis fasiidium parien- 
tihus n l i i s p e  vitiis, cum scilicel g ~ n e r u l e  pro  particulnri detur, et parliculnre 
pro generali, cum et praemiltenda (definitiones) ad dcmonslrntion~s omnino 
necessrtria resecta sint. eum nutem quarivis preliosissimvm, quanzquam et sum- 
mnm in hac re diligenlirim omnes h o m i ~ e s  adhilmerurit per longum temporunl 
el rinuorum praelerilorum decursunr , non conligil vir i n  /lac ar fe  excellens, 
qui  perfecte enuclearet el errorihus purztm exhiberet. efenim doclor primrrrius 
(Azlirenna) p o s t u l n l a  e t  d e f i n i t i o n e s  r n u l t a s  r e s e c u i t ,  difficiliirni quoque 
et obscurorum resolulionem deireclauil. similiter el fecil Naisuburensis (Abul- 
vn fa  ~ I D u z ~ i r i t i i ) ,  qui n d d i t n m e n l a  n o n  n e c e s s n r i n  inlrorluxit el p l u r n  
m u g n i  t n o m e n t i  o m n i n o  n e c e s s n r i n  r e i e c i t .  in vnn ï s  scilicel locis 
libri V I  el oliorum nimium longus est ,  et in decimo nimium brevis. In 
ILOC enim dernonstruliones upolumarum omnino praetermisil, enrum tamen elsi 
ab ipso non explicalarum ecidtxtiam pro concesso assumsil. proposilionem 
porro decimam qimrlam libri tluodecirtri minus fdiciter e m e n d ~ &  conaius esl. 
quod CET0 ctd ADugirrfurum Aliihazen attinet, ille quiden1 postulatn produxil 
euqueop l ime  concinnuiiil, sed p r o p o s i t i o ? z u m  n u m e r u m  a l g u e  o rd i9 i em  
t i c r b n v i l ,  q u i  p l u r e s  p r o p o s i l i o n u m  f i g l l r a s  i n  u n a m  r e d u x e r i t ,  
el nd v ~ r h o r u m  cornpendin ( p u e r e n d u )  et propusiliones rliminuentlus omissn 
dubiurit~rr e~plicrrtione el ohseuris non sublnlis se applicucrit. Deus outem nos 
arliuuil i n  eu co~icinnnntio , limando, corriyendo , emendaiiifo in silpplendis 
vocnlihus , r e d v e n d i s  conlrrrclis , reiiciendis arltlilis, exponendis utiiibus, in 
tollendo , quicquid i?Z eo esset oliscurum el dulium , et striOiliendo, quicqnid 
necessririo prneroynoscendum essct. in propostltionurn demnnslr-ntione iis innixi 
sunius, quue in anlecedenlibus sluirzlita fuissent, el oslentlimus, cum varietas 

* Die aber nicht von T h  a b i t  herrührt, wie ich in den ,,Studieni6 unrichtig 
angegeben habe. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Die  arabische Tradition der Elemente Euklid's. 14 
-- -me------ 

exislebaf , singularz~m proposilionum lorum , singulisque figuris yuinque, giiae 
in sphaern inscri6icnttir, subiunximus melhodum sphnercim iriscribendi in illis, 
tum inscriptionem illurum /àgurrrrliin yuinque gossiliileni in eu /iguru, in qua 
iriscrihi potest, et noluuimus, quut: i l i  eudem inscribi non possinl. opus tieniyue 
n6solviw~us duobus l ibris ,  quorum aller esl de inscribendis corporibus yuinyue 
iti se invirem! de qua re  exac/is.rime irncluvimus, alter de proporiione inler 
liliera eorum , aliiiudines, hases ,  superfiriris pi niagniludines , quibus subicrnxi- 
mus yuinyue proposiliones de inueniione quinque linearunr consequentium i7i 
proporlione lnlerum enrum , alliludinum , superficierum el rnugnili~diniim , yuae 
o~nniu nos e.rplicuvimus de11~o71slrcilioï1ibz1s ceriis el pruenrissis indubilulis ud- 

hibiio sermone cunciso nique puro. ce ter un^ urdinem librorum et proposiiio- 
num ipsiirs operis (Euclidisj serbval'mus exceplis duodecimo et decimo tertio. 
in X I I 1  enim de eorpori6us (so1irli.s) el in 211 de superficiebus per se truc- 
tu?~imti.s. 

Wenn der Veriasser dieser V o r r e d ~ ,  dem wir also die im Bodl. 250 
enthaltene Redaction verdarikcn , trotz seiiien Berniiliungen urn dia Rein- 
lieit des Textes sicli so grosse Veraridrrurigeii ~ r l a u b t e ,  dass er die O i d -  
uung der Siitze in den Büchern X11-XII1 ganz nach eigener Willkür ge- 
staltete,* kann die Mogliclikeit nicht geleugnet werden, d a ~ s  der  erste ara-  
bische Uebersetzer ebenso veifuhr. Und  die Ueberciustimmung der verschie- 
denen arabischen Eearbeitungen, worauf K 1 a m  r O t 11 grosses Gewicht Iegt, 
verliert ihre Beweiskraft, d a ,  wie oben S. 2 flg. gezeigt wurde, der ein- 
zige von K l a m r  O t h vorgebraclite Beweis dafür, dass H a j  j a j  und 1 s  h a  k 
nacli verschiedenen griecliischen Handschriften arbeiteten, nicht überzeu- 
gend ist. Ilie Uehereinstimmuug im Wesentlichen kann,  so lange nicht 
andere Griinde da8 Gegentlieil heweisen, sehr wohl daraus erklart wer- 
den,  dass I s h a k  die altere Uebersetzung H a j j a j ' s  zu Grunde legte, 
uiid zwar im Einzelncn Vieles, auch mit Benutzung griechischer H a n d -  
scliriften, anderte und verhcsscrtc, aber Zalil und Ordnung der  Satze 
im Grossen und  Ganzen beibehielt, wie fiolches riicksichtlich der Figu- 
ren von K l a m r o t h  als moglicli zugegeben wird (S. 287, vgl. S. 289); 
liierfür spricbt auch der Unistand, dass I s h a k  in den 1)efinitionen und 
q o r d u ~ ~ ~  meist woitlich die Uebersetzung H a j j a j ' s  bewalirt (S. 310 flgg.) 
Nur hat I s h  a k  zehn Satze mehr als H a j j a j ;  da  wir aber, Ù-ie gesagt, 
nicht unmittelhar aus  T u s  i auf H a j  j a j  schliessen dürl'en, konnen wir 
riiçht mit Siclierheit angeben, welche diese zehn Satze waren; im Leiden- 
sis felilen irn 1. und 3. Buütie j e  eiri Satz ( K l a m r c i t h ,  S. 273), und da  
diese Hds. die sechs Bücher in  H a j j  a j ' s  Uebersetzung enthal t ,  hahen 
wir wohl hier die zwei der bei E I a j j a j  fahlenden Satze (welche, wird 
leider nicht gesagt) , die 1s h a  k aus ciner griechisclien Hds.  aufgenomrnen 

* N i c o l l  u .  P u s e y ,  1. c. S. 260: in libro X I 1  e t  X I I 1  a Graeco contextu 
discessu~n est, quorum scilicet hic non con~pleclilur nisi solidu, i l le  nisi superficies. 

T1iat.-lit. Aùtiilg. d Zaitschr. f. Math.  u. Dliys. XXIX, 1 .  2 
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haben wird. Auch ist es einigerrnas~en wahrscheinlich, dass die vier 
Satze,  die bei 1 s  h a  k ,  aber  weder bei T u  s i l  nocli im griechischen Euklid 
stelien (Kl  a m r  o t h ,  S. 278 flgg.) , von 1 s  h a k  fielbst hinziigefiigt sind 
und also bei H a j  j a j  fehlten. Endlich kann I s h a k  selhst die Satze XIII,  
1 - 3 in je  zwei getheilt haben,  was bei ilim, riicht aber bei T u s  i der 
Fal l  ist. W i r  würden so wenigstens das F r h l e n  der neun Satze erklart 
hnben. 

Die  oben ausgeschriebene Vorrede ist aber  auch sonst sehr lehrreich. 
Von den darin genannten Mannern,  die sich mit E u k l i d  beschaftigt 
haben,  ha t  zwar keiner eine eigentliche Uebersetzung des Grundtextes 
gt:geben;* sie sind wesentlich Commentatoren. Man ha t  doch aber offen- 
bar aus ihren Werken den von ihnen hefolgten l'eut erkcnnen konrien, 
und  darin hatten sie nach dem Zeugriiss der  Vorrede allerlei Aeiide- 
rungen der Ucberlieferung vorgenommen, die sich mit den Abweichungen 
der arshischen Tradition der griechischen gegenüber vollstaridig decken. 
Sie haben Definit.ionen weggelaseen - vergl. R 1 a rn r o t h , S. 2S2 flgg. ; 
Zusatza gemacht - wie,  ausser den vier Satzen I s h a k ' s ,  noch arab. 
X V ,  1 ; manches Nothwendige weggeworfen, besonders im X .  Buch - 
worin bei I s h  a k  10 ,** bei T u s  i gar 12  Satze fehlen; es fehlen ausscr- 
den] bei den Arabern,  von den drei bei T u s i  alleiu fehleuden SWtzen und 
den auch nach den griechischen Hdss. auszuscheidenden ganz abgesehen, 
folgende Satzc:  VIII ,  1 6 ,  17; XII, 6 ,  1 3 ,  14;  X V ,  6 ,  7 ,  8, 9 ,  10. End- 
lich hahen sie die Ordnung der  Satze geandert - vgl. K l a m r o  t h ,  
S .  275flgg.; und der Kürze wegen mehrere Satze in eiiien vereinigt - 
wie in der Uebersetzung III, 11-12 und  X I V ,  5-6 ; was K l a m  r 0 t h  
S. 275 liervorhebt, dass eine Ziisammenziehung nur  einmal im e c h  t e n  
Euklid vorkonime urid deshalb uotliwendig hier auch in der griechischen 
Vorlage s tat t fand,  will wenig bedeuton; wer im X I V .  Buclie zwei Satze 
in einen verband ,  der  konnte es  auch im dritten so machen. Hinzu- 
zofügen ware noch,  dass auch umgekehrt zu wiederliolten Malen ein 
griechischer Satz  in melirere zerlegt ist ,  narnlich X ,  32, 3 3 ;  X I ,  3 1 ,  34 ; 
XIV, 2 ,  3 in j e  zwei, X I V ,  4 in  drei. Dass ein solches Zerlegen den 
Arahrrn gelaufig war,  hezeugt der Umstand, dass bei I s h a k  noch 
X I I I ,  1 ,  2, 3 in je  zwei Satze getheilt werden,  was hei T u s i  nicht ga- 
scbieht und ohne Zweifel l s h a k  selbst zu Schulden kommt. 

Müssen wir also die  Annalime, als Iiatten die Araber einen wesent- 
licli ursprüngliclicren Euklidtext gcliabt, als nicht begründet und nicht 

* A vicenna (978-1036) verfauste ein Compendium der Elemente (Wenrich: 
De auct. Graec. verfis. Arabb., S. 189), Abulvaf  a A l b u z g i a n i  (940-998) einen 
Çommentar dam (Wenr ich ,  S. 187) und A b u l g i a f a r  A l k h a z e n  einen Commen- 
t;tr zum X. Buch (Wenrich,  S. 137). 

** X, 7, 8, 13, 14, 17, 25, 113, 114, 115, 117; alle Zahlen sind naçh Grego- 
r i  u s  gageben. Hierunter sind doch n i c h t  die dnoropui (74 flgg.). 
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aahischeinlich zuriickweisen, so bleibt der  arabischen Tradition dennoch 
ihr Werth. E s  vcrhalt sich j a  namlich so ,  wic. man schon früher au8 
C a m p a n  u s  schliessen konnte (Studien üb. Enkl.,  S. 178 flgg.) , dafis die 
Araber ein Exernplar der vortheonischen Redaction henutzten. Das er- 
gieht sich aus dem Fehlen des Zusatzes über den Sector in  V I ,  3 3  
( K l a m r o t h ,  S. 323) ,  der Weglassung von V I I ,  20 und 22  ( K l a m  - 
r o  t h ,  S. 275), die beide iru Vaticauus 190" mit juuger  E a n d  auf dern 
Rande s tehen,  u. S. W. D a  P e y  r a r  d wenig genau collationirt hat ,  ist 
es ja immerhin moglich, dass die neue Collation, die für die letzten 
Bücher noch rückstandig ist, ainigc I)iffcrenzen** heben wird. Ueberhaupt 
darf der Euklidtext nicht nach den vorliegenden Ausgaben beurtheilt 
werden; denn ed. Basil., worauf sie alle tuelir oder weniger fussen, ist 
nacb sehr interpol irkn LTaridsclirifteri gomacht; wenn wir auf die alten 
Haudscbriften zurückgelieri, werdeu die r i r o ~ ~ c i a  eben in die ,,kürzere, 
gleichmassigeie und  einformigere'' Fassuug gebracht, die sich Hn.  K l a m -  
r o t h  (S. 316) au8 den arabischen Uearbeitungen herausstellte. E b e n  in 
den von ibm S. 315 hervorgohobe~ien P u n k t e n ,  den Wiederholungen der 
friilieren Satzc im Beweise und den Recapitulationen am Schluss be- 
stehen aiich unter den griechischen Hdss. grosse Verschiedenheiten. 

D a  die vortlieonische Redaction so sparsam vertreten ist,  w a r e  es 
grosser Gewinn, wenn zur Controle des von Vatic. 190 geboteneu Textes  
die r e i n e  arabische Tradition (denn C a m p a n i i s  ist j a  doch sehr un- 
zuverlassig) vollstandig in Uebarsetzung vorlage. W e n n  das einmal ge- 
schieht, wird man erst mit Sicherheit die  beiden Traditionen gegen ein- 
auder abwagen konnen;  n i e  die Sache jetzt l iegt,  sind gar  manche 
Lückcn unserer Kenntniss fühlhar. So weit wir jetzt urthcilen konncn, 
hesitzen, von den  Eigenthümlichkeiten (Verunstaltungen) der arabischen 
l'radition, die schon beliandelt s ind ,  abgesehen, beide Ueberlieferungen 
ibre besonderen Vorzüge. E i n  Vorzug der  Araher ist das Fehleir  von 
VI1 Def. 10 (nicht 9 ,  K l a m r o t h ,  S. 2 8 3 ) ,  die  schon früher als un-  
echt erkannt war (Studien S. 197flgg.). Aber die Definition wurde doch 
a n  ihrer Stelle von J a m b l i c h u s  gelesen, vielleicht ist  die Definition 
also von den Arabern selbst herausgeworfen ohne die Auctoritat grie- 
chischer Handschriften. Uas würde als g e w i ~ s  bezeichnet werden konneri, 
weun K l a m r o t h  dariu Recht hat ,  dass bei den Arabern V11, Def. 9 
(nicht 10) fehle; denn diese Definition ist wegen IX, 33-34 nothwen- 
dig. Man hat  mir aber gesagt,  dass der arabische gusdruck  cher auf 
O e r r d x ~ ç  Z E Q L G G Ô Ç  führe,  und  dass somit V I I ,  Def. 10 weggelassen ware, 
Def. 9 dagegen erhalten. Eldes eius rei penes auclores esto. 

VII, 20 steht auch im Bodl. am Rande, doch manu 1. 
** So ist ja z. B. XI ,  38, die den Araberu fehlt, auch in griechiacheu Hdsa. 

verd&chtigt (8. oben S. 14,  h m . ) ,  wae bisher unbekannt war. 
? * 
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Ein  Vorzug der  arabischen Tradition ist es weiter,  dass die Er -  
lauterung über r i d v 8 ~ ~ r g  und  c l ' v n ' l v ~ ~ s ,  die iii den  griechischen Hdss. 
nach X I I I ,  5 oder X I I I ,  6 steht (in anderen nach den einzelncn Satzen 
vertheilt),  ganzlich fehlt;  sie kann unrnoglich von I<: u k l  i d herrüliren. 
E s  bleibt aber  immer zweifelhaft, ob nicht die Araher auf eigene Hand 
dieseu Zusatz wegschnitten ; ar  geht ,  wie C a n  t o r nicht unwalirscheinlich 
vermuthet (Vorlesungen üb. Gesch. d. Math., S. 236) auf E u d  ü x o s zu- 
rück,  und  muss sehr früh in die uzoq~Lor aiifgenommen sein. Und ehen 
gegen Alles ,  was als Beiwerk bezeichnet werden k a n n ,  wie Definitionen 
und Corollarien, haben die Araher ,  wie wir sahen ,  sehr frei verfahren. 
Von den Corollarien, die die Araber weglassen, sind einige auch aus 
unseren Hdss. als unecht (theonisch oder noch jünger) zu erkenuen, 
aber andere s ind,  wie gezeigt wurde,  unzweifelliaft echt ;  ein Aehnliches 
gilt von den Lernmata, die alle bai deu Araberu felilen ( K l a m  r o  t h ,  
S. 314), zum Theil aber gewiss echt sind. W e n n  ebenso die f ; l i .w~ bei 
den Araberu vollst%ndig fehlen (nur  bei X ,  106-107, arab. 102-103, 
vrrtreten sie die Stelle der ersten Beweise, K l a m r o  t h  S. 315, iind 
anch der Beweis für V I ,  20 bei K l a m  r o  t h ,  S. 322 flgg., der ihm ursprüng- 
licher scheint,  ist mit dem O;illwg hei A u g u s t  1 S. 288 eng verwandt), 
so ist das insofern ein Vorzug , als sie gewiss nicht von E u  k l i d  lier- 
rühren;  ob sie aber in den griechischen Hdss. der Araber a l l e  felilten, 
ist mir sehr zweifelhaft; nur  wcnige, wie I I ,  4 ,  stelien im Vatic. 190 
am Rande, die übrigen scheinen vortheonisch zu sein. 

Entschieden besser als die arahischc Tradition ist Vatic. 1 9 0 ,  wenn 
e r ,  wie übrigcns auch gute theonische Handss.,  wio Vatic. 1038 und dcr 
alte Bodl., V,  Ilef. 19 nur mit junger Hand am Rande  hat ;  z ~ z u ~ ( * P v ~  

dvaloyia kommt Lei E u k l i d  sorist nicht var. Ebenso ist Vatic. 1 9 0  irn 
Rechte, wenu er V, Def. 8 %  erst mit spaterer Haud  liat;  diese Uefini- 
tion ist ganz unnütz ( H a n  k e l :  Zur Gesch. der  Mathem., S. 395). Beide 
Definitionen finden wir aber bei den Araberu ( ~ l a n i r o t h ,  S. 282), V, 8 
auch bei C a m p a n u s  (V, 4) ,  der dagegen V ,  Def. 1 9  und dit: echte 
Def. 20 weglasst. Auch kann  daran erinnert werden,  dass die uneukli- 
disclio und ohne allen Zweifel unechte VI,  Def. 5 im Vatic. 190 nur 
am Rande  s teh t ,  obwohl manu 1, wahrend sie arabisch erlialten i s t ,  nur 
mit dern Znsatz (im Rodl.), dass T h a  b i  t sie nur  in einigen griechischen 
Hdss. sah  ( K l a m r o t h ,  S. 283);  bei C a m p a n u s  fetilt s ie ,  aher auçh 
VI ,. Def. 4. , 

E s  scheinen sich also die beiden Ueberlieferungen g ~ g e n s e i t i g  zu 
vervollatandigen, was die Veroffentlicbung der arabischen um sn wünsch~ns-  
werther ersüheinen liisst. 

* Bei Au g u s  t;  nach anderen V, Def. 4. 
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Was C a m p a n u s  betrifft, werde ich nicht die Frage:  A d e l h a r d  
oder C a m p  a n u s  ? aufnebmeu, worüber wir hoffentlich Mittheilungen von 
C u r t z e  zu erwarten hahen. Was K l a m r  o t h ,  der freilich die Ahhand- 
lung W e i s s e n  b o r n ' s  nicht mehr beniitzen konnte (S. 326 ,  Anm.), über 
das Verhaltniss Reider andeute t ,  S. 271 , 273 ,  spricht für die Annahme, 
dass A d e l h a r d  der U e b e r s e t z e r ,  C a m p a n n s  der Bearbeiter sei. 
Nach K l  a m r o t h  S. 273 stimmt C a n i p a n u s  meivt mit T u s i  überein, 
doch mit mehreren auffallenden Abweicbungen (er hat  27 Satze mehr, 
und VI ,  20 steht an seiner Stolle, watirend sic sonst hei den Arabern 
V I ,  1 4  ist). Genaueres über das Vcrhaltnifis des C a m p  a n  u s  mi der  
snnstigen Tradition wird sich erst nach der vollstandigen Veroffentlichung 
derselben ermitteln lassen. Doch k a n n  ich nicht umhin,  darauf hinzu- 
weiseu, dass C a m p a n u s  in den Bücliern XIV und X V  eine gewisse 
Uebereinstirnrnung m i t  der  oben S. 16 erwiihuteri Vorrede aufxeigt. Leider 
i ~ t  dieselbe, was diesen Punkt  betrifft, sehr unklar ;  aber  so vie1 geht  
doch hrrvor ,  dass der Verfasser und Redactor 1. eine Methode angab, 
um eine Kugel in die Platonischen Korper einzuschreiben, 2. die 1,ehre 
von der Einschrribiing der platonischen K6rper in einander weiter ent- 
wickelte und 3. die Brschrankungen der Einschreibbarkeit angab. Das 
Alles bezeichnet der Vcrfasser der Vorrede als seine Zusatze, und wir 
finden sie bei C a m p a n u s  wieder 1. X V ,  1 3 :  fabricato quovis puinque 
regularium corporum sibi sphnerom inscrihere:  2 .  X V ,  5 und 7-12; 3. in  
einem Zusatze zu XV, 12. Vollstandig scheint C a m p  a n  ils allerdingfi 
nicht mit der Redaction im Bodl. 280 zu stimmrn; aber so vie1 scheint 
doch hierans hervorziigehe,n, dass er einer arabischen Tradition gefolgt 
ist und nicht aus seinam eigenen Wissen allein geschtipft hat  (vgl. 
K l a m r o  t h ,  S. 274). Nun entbalt Bodl. 280 die T h a  bi t ' sche Bearbei- 
tung der Uebersetzung 1 s  11 a k ' s ,  ist aber  nach Ni  c O I l  und P u s e y  S. 260: 
emendiilus ad rersionem N a s  i r e  d d i n  i T h u s e n s i s .  Mtigliclierweise stammt 
also j rne Vorrede von N a s i r e d d i n  T u s i ;  vgl. H a j i  K h a l f a  1, S. 3 9 3 :  
( N a  s i r e d d i n )  dici t ,  s e ,  quae d e  arche typo  in editionihus laudniis inoenion- 
l i t r ,  ab iis sppnrasse,  quae accesscrint ,  vel  indicio distinclo vel colorum varie- 
tute, quibus schemata p inxer i t .  H a j i  K h a l f a  (1, S. 383) hat  s u s  T n s i  
auch eine Notiz iiber die %alil der Satzr. hei H a j  j a j  und I s h a k ,  die 
ebensowenig, wie jene Vorrede, im gedruckten Euklid des T u s i  zu 
finden ist ( K l a m r o t h ,  S. 274), freilich aber auch nicht in  der bei 
N i c o l l  und  I 'us  e y  gedruckten Vorrede steht. 

Ich schliesse diese Zeilen mit  dem Wunsche ,  dass die Orientalisten 
uns recht bald eiue vollutandige Uebersetzung der arabischen Bearbei- 
tungen der u r o ~ ~ ~ i c u ,  so weit sie noch vorhanden s ind,  s c h e n k ~ n  wollen, 
uiid dass dabpi moglichst viele Handechriften untcrsiicht werden; denn 
die oft genannte Vorrede lasst rihnnn, dass die Uehereinstimmung der 
arabischen Kedactionen bei Weitem nicht so gross ist, als es nach 

t 
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Kl a m r o  t h ' s  Arbeit erscheint. Wenigstens waren mehrero in Umlauf;  
die in  der  Vorrcde genannten Scliriften sind uns  noch erhal ten,  so dass 
an Material kein Mange1 ist. D a n n  wird es mogliçh werden,  das gegen- 
seitige Verbaltniss von H a j j a j ,  I s h a k ,  T u s i  und C a m p a u u s  feçt. 
zustellen, und  die arahische Tradition bni IIerst(:llung des griecliischen 
Teztes  gehorig zu brachtnn. Uass für jetzt das  Material allzu unvoll- 
stiindig kt ,  habe ich bei der Ausarbeitung dieses Aufsatzes mehr als 

einmal gefühli. 

lm 28. Jahrgang, hist -Lit. Abth. S. 213 sollen in Fig. 4 dit: ersten bcidcn .. . . 
Theile statt . . . so heibsen: ' ' ' ' ' ' .. . ... 
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Aiigemeine Untersnchnngen a n s  der Theorie der  Differentialgleichungen. 
Von LEO K O E N I G S B E H G E K ,  Professor a n  der Universitat zu MTien. 
Leipzig, 'i'eubner. 1882. 111 go. X u. 246 S. 

Die Uutersuchungen der neueren Zeit auf dern Gebiete der Diffe- 
rentialgleichungen sind dadurch cliarakterisirt, dass s ie ,  statt  wie früher 
sich auf die Frage ihrer Auflosbarkeit durch Zurückfülirnng auf Quadra-  
turen zu beacliranken, viclmehr darauf ausgehen, ans  der Natur  der  
Differentialgleichungen selbst die Eigenschaften der durch ~ i e  definirten 
Transcendenten zu ermitteln. Als ein ausgezeichnetes Beispiel der  
Fruchtbarkeit dieser neuen Betrachtungsweise erwahiien wir die funda- 
mentalen Arbeiten des l l e r r n  F u c h s  zur Theorie der linearen Diffe- 
rentialgleicliuugen, denen wir die Formulirung und  Losuug der beiden 
. Grundprobleme dieser Classe der l)iEerentialgleichungen verdanken, 
betreffend einerseits die Angabe de8 Verhaltens ihrer Integrale in  der 
Cmgebung ihrer singularen Punkte ,  andererseits die zu ihrer Fortsetzung 
nothige Ermittelurig der Beziehungen, die zwischen den innerhalh ver- 
schiedener Gebiete giltigen Darstellungen zweier Fnndamentalsysteme von 
Integralen stattfinden. 

Handelte es sich in diesen, sowie in den zahlreichen dnrch sie ver- 
anlassten Arbeiten anderer Rlathematiker, wie der Herren F r o b e n  i u s 
und T h o m  é,  urn die Integrale einer und derselben und zwar linearen 
Uifferentialgleichung mit derselben unabhangigen Veranderlichen, eo ver- 
folgen die vorliegenden Untersuchungen, die .sich im Princip auf beliebige 
algebraische Differentialgleichiingen crstrecken, den Zweck, hinsichtlich 
der durch verschiedene algebraische Differentialgleichungen definirten 
Transcendenten für verschiedene Wertlie der iinabhangigen Variablen, 
die miteinander in  algebraiecher Beziehung stehen, allgemeine Satae 
festzustellen, aus denen über einen algebraischen Zusammenhang unter  
ihnen sowohl der Existenz,  als der  Art  nach entschieden werden konne. 
-- Es  lassen sich im  Wesentlichen drei Hauptproblerne bezeichneu, deren 
Beantwortung vermoge der durçh die bae ichne ten  Satze gewonnenen 
ueuen Principien und Methoden in Angriff genommen wird, und nrn 
die sich alle in  den vorliegenden Cntereuchnngen behandelten Fragen 
gruppiren. 
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Die Moglichkeit der Discussion der Intcgrale  linearer homogener 
Differentialgleichungen nter Ordniing beruht anf dem Fundamentalsatz~,  
dass das allgemeine Integral derselben eine lineare liomogene Function 
von n particularen Integralen mit willkürlichen Constanten ist. An diesen 
Umstand ankniipfend wird das allgemeine Problem aufgestellt ,  die Classen 
von nlgebraischen Differentialgleichungen anzugeberi, für welche das 
allgemeine Integral üherhaupt eine algehraische Function particnlarer 
Integrale und willkürlicher Constanten ist - eine Frage ,  die mit der- 
jenigen nach der  Anzalil der durch eine algebraische Diffe~ent ial~leichung 
definirten selbststandigen Transcrndenten i d ~ n t i s c h  ist. Die Behandlung 
dieses Hauptproblems geschieht nicht i i i  ununtrrbrochener Fo lge ,  sondern 
zieht sicb in cinzclnen Absatzen durch mchrerc Capitel des Buchcs hin, 
indem die betreffende Untersuchung an bestimmten Punkten abgehrochen 
wi rd ,  um spater  wieder aufgenommen zu werden,  da  die einzelnen dabei 
zn hetraclitenden Fal le  verschiedene Metlinden erfordern , die sich an 
die Analyse der anderen Prohleme naturgem5ss ankniipfen. Das Problem 
wird fiir Ilifferentialgleichungen erster Ordnung  vollstiindig erledigt. 

Das  zweite Hauptproblem bildet die E r w e i t ~ r u n g  des Ahel 'schen 
Theorems auf die Losungen der  algebraischen 1)iffercntialgleichungen. 

Fasst  man das Integral x ,  y )  dx, wo y eine algebraische Fuuction J( 
von x und f eine rationale Function bezeicbnet,  als das Integral der 
Differentialgleichung erster Ordnurig d: = /(x y) dx auf ,  so liefert das 
A b  el 'schc 'i'heorem eine linpare Beziehung eiues und desselhen Integrals 
der Differentialgleichung für verschiedene algebraisch miteinander ver- 
bundene Argumente. Das ,, erweiterte A b  e l  'sche TheoremlL hat nun 
zum Gegenstande dia Feststellung irgpnd einer algebraischen Beziehung 
zwischp,n den Werthen aines und  desselben particularen Integrals einer 
heliebigen algebraischen Differentialgleichung für algebraisch von einander 
abhangige Werthe der  nnahhangigen V a r i a b l ~ n .  

E n g  verbunden mit dem A bel 'sctien T h ~ o r e m  ist eine audere Heilie 
von Untersuchmgen A b e l ' s ,  die sich mit den  Bedingungen und der 
Form der Reduction Abel ' schcr  Integrale aufcinander und auf Logarith- 
men algebraischer Fnnctionen hescbaftigen. Die Aufidehnung des Kednc- 
tionsverfahrens anf die Integrale linearer Differentialgleich~~ngen baliebigrr 
Ordnung mit algebraischen Coefficienten dient  zum Mittelpunkte einer 
dritten Grnppe von Problemen, denen der zweite Thei l  der  vorlirgenden 
Untersnchungen gewidmet ist und bei deren Behandlung eine h ~ w u n -  
dernswürdige Fül le  von hochinteressanten Methoden und Krgebnissrn zu 
Tage  tritt. Im Speciellen erfalirt hierhei die  'i'beorie der  Intcgrale 
algebraischer Fonctionen r i n r  hochst brmrrkenswerthe Bereicherung, 
indem im Fal le  der Moglichkeit der Rednction eines solcben Integrals 
auf clliptische Integrale gezeigt wird,  dass d i ~ s e l h e  stets durch eine 
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Recensionen. 25 

rationale Transformation hewirkt werden kann.  Die Scliwierigkeit dieseu 
,, rationalen Reductionsproblems" erhellt am hesten daraus,  dass A b e l ,  
der die rationale Rediiction f ü r  hyperrlliptisclie Integrale auf elliptische 
geleistet hat te ,  eben dieeelbe für allgemeine A bel 'sche Integrale seiner 
eigenen Erklarung nach nicht zu bewerkstelligeu verniochte. Hier er- 
scheint die L6snng des fraglichen Problems als hesonderer Fal l  der ra- 
tionslen Reduction von Integralcn lincarer Differentialglcicliung.~n über- 
haupt anf elliptische Integrale. 

Der Verfasser bat in den letzten Jahren  einige Satze und Mcthoden 
aus der Theorie der Differentialgleichungen nebst mehreren Anweodungcn 
in einer Reille von Abharirllungen , die theils im C r  el le 'scl ien Journal ,  
theils in  den Mathematischen Annale11 erschienen s ind ,  veroffentliclit. 
Tm vorliegenden Werkn eind. nun die hierauf bezüglichen Untersucliungen 
im Zusammenhange dargwtel l t ,  wobei die i n  den  erstercn enthaltenen 
Satze eine hetrachtliche Erweiternng erfahren. Durch die Darlegung 
der Theorie, welche jene Untersuchungen in sich befasst, tritt erst klar 
hervor, welche weitausgedehnten Gebicte dnrch dicselben der Forschung 
ersclilossen s ind,  und wie befruchtend audererseits die aus ihne,n fliessen- 
den neuen Methoden und Principien zurückwirken auf die Behandlung 
und Losuiig der irn Grbiete der Abel ' schen  lntegrale  anftretenden Pro-  
bleme, die in der  neuen verallgrmeinerten Fassung an Tiefe und Durch- 
siclitigkeit zugleicli gawinnen. 

D a  die fundamentalen Satze über algebraische Beziehungen zwischen 
den Integralen vcrschiedener DiEerentialgleichungen, die den Ausgangs- 
punkt der vorliegenden Untersuchungen bilden, ahnlich wie in der Theorie 
der algebraischen Gleichungeri, deri Begriff der Trreductibilitat der Uiffe- 
rentialgleichungen voraussetzen, dessen Einführung schon früher Her r  
F r o b e n i u s  in seinrn U n t ~ r s i ~ c h u n g e n  über lineare Differentialgleichungen 
als notliwendig crkannt hattc, sa galt es vor Allcm, dic Irreductibilitiit 
der algebraiscben 1)ifferentialgleichungen im allgem&nsten Sinne zu de- 
f in i r~n  und damnachst Methoden anzngeben, nach d ~ n r n  man entscheiden 
konne, ob eine Differentialglcichung irreductibel ist. Iliese. und andere 
sich dnran kniipfende Fragen maçlien den Inhal t  des ersten Capitels nus. 

Eine 1)iffcreutialgleicliung mtCr Ordnung 

in der f cine ganze Function ihrer A r g u m ~ n t e  n n d  y,,  . . . y, algcbraiscli 
irreductihle Fnnctionen von x bedeuten, wird irrrdiic:tihrl genannt ,  wenn 

d m  z 
sie erstens als algebraische Gleichung in - autgefasst, im algrbraischen 

d xm 

Sinne irreductibel is t ,  zweitens mit keiner Diff~rentialgleichring niederer 
Ordnung von demselbnn Charakter irgpnd ein Intrgial  gemcaiii hat .  Wie 
man sieht ,  ist  in diesar Ilefiriition die der Irreductibilitat f'ür algebraische 
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26 Eiistorisch-literarische Abtheilung. - ----- 
Gleichuxigen (m = O )  mit enthalten. Lloch findet i n  den  ans der  Defini- 
tion hergeleitcten Folgerungen eine bemerkenswerthe Abweichung statt. 
Wiihrend namlich für algehraische Gleichiingen der Satz gi l t ,  dass eine 
eolche Gleichung schon irreductibel i s t ,  wenn nur  e i n e  ihrer Wurzeln 
keiner algebraischen Gleichung niedrigeren Grades genügt ,  kann im 
Gegentheil eine I)ifferentialgleicliung der  oben charakterisirten Art par- 
ticulare lutegrale haben,  die keirier Differentialgleichung niederer Ord- 
nung von gleicher Beschaffenheit genügen , ohne darnm irrednetibel zu 
sein. E i n  solcher Fa11 liegt ersichtlich in einer algebraisehen Differential- 
gleichnng erster Ordnung vor ,  die ein transcendentales und ein alge- 
braisches Integral besitzt, wegen des letzteren also reduetibel ist. Da- 
gegen gilt auch i n  dem Fal le  der  algebraischen 1)ifferentialgleichungen 
der Sa tz ,  dass ,  wenn eine irreductible Differentialgleichung mit eine; 
anderen e i n  Integral gemeinsam h a t ,  sie alle lutcgrale mit derselben 
geuieinsarn haben miisse. Die erstere Differeutialgleiçliu11g heisst dann 
das algebraische Integral der letzteren. 

Die verschiedenen Methoden, deren man sich bedicnen kann ,  um 
die Irrcdnctibilitiitsbedingungen von Differentialgleichungen aufxnfindeo, 
werden a n  einaelnen Classan linearer T)ifferentialgleichungen mit alge- 
braischen Coefficienten erlautert. Bei den linearen Differentialgleichungen 
erster Ordnung hangt  die Frage  nach ihrer Reductihilitat mit derjenigen 
nach den Bedingungen zusammen, iinter denen sich ein Abel ' sches  Iu -  
tegral durch eine algebraische Function resp. den Logarithmus einer 
algebraisühcn Funçtion ausdrücken Iasst. F ü r  die einfachste algebraische 

d2:  
lineare Uifferentialgleichung zweiter Ordnung - = r d .  f (x, y ) ,  worin 

d x2 
y eine algebraische Funct ion von x bedeutet , wird die Frage  daranf 
zurückgeführt , wann das Integral eines A b  el 'schen Integrals algebraisch 
durch da8 letztere ansgedrückt werden konne ,  wobei das interessante 
Resultat sich ergiebt,  dass die algebraische Relation, falls sie existirt, 
stets eiue lineare sein Inuss. Hieran knüpft  sich die Erorterung der 
allgemeineren Frage ,  unter weichen Bediugungen das Integral einer 
Transcendenten algebraisch durch eben diese Transcendenteo darstell- 
bar ist; es erhellt unmittelbar, dass dicse Transcendente & ein Integral 
der Differentialgleichung 

sein rnuss, worin P eine algebraische Function von x u n d  k bedeutet. 
Genügt nun 6 einer anderen algebraischen L)ifferentialgleichung, so kommt 
die Frage  auf eine Irreductibili tatsunterçuchung dieser Differentialgleichung 
ziiriick, din vrim Verfnsser fur den F a l l ,  dam dieselhr! homogrn und von 
der ersten Ordnung ist,  durchgefiihrt wird. Schwiariger ist die Ermit- 
telung de i  Bedingungen, nnter  denen die allgemeine lineare homogene 
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Differentialgleichung zweiter Ordnung mit algebraischen Coefficienten 
irreductibcl ist. N a n  firidet leiçht, dass s ie ,  wcnn zwischen zwei Funda-  
mentaliiitegraleii drrselbcn eino algebraischo Rcziehiing bcsteht, stets 
reductibel ist. Abg-eselien von diesern Falle ergicht sich, dass eine re- 
ductible I)ifferentialgleichung zweiter Ordniing zu ilireni Integral erster 
Orduung eiue l i  n e a r  e h o m  o g e n  e Differentialgleichung mit algebra- 
ischen Coefficirriten Liaben muss. Dieses Resultat wird fiir lineare Lliffe- 
rentialgleichungcn mlw Ordnung dahin ausgedehnt, dass, wenn dieselbe 
reductibel i s t ,  und zwar eine algebraische Differentialgleichung gtei Ord- 
nung zum Integrale h a t ,  wenn ferner zwischea den m Fundamentalintc- 
gralen der  ersteren und ihren Q- 1 ersten Abl~itung-en krine algebra- 
ische Beziebung besteht,  jene Differentialgleichung pter Ordnung eine 
lineare Differentialgleichung mit algebraischen Coefficienten sein muss. 
Diese Ergebnisse stimmen mit den von Herru F r  O b e n i u s  früher auf 
einem andern Wege gefundenen üherein. (Vgl. C r e l l e  J., Bd. 76, 
S. 243flgg.) 

Es  folgt nunmchr im zweiten Capitcl die Aufstcllung eines Funda-  
rnentalsatzes iri der Theorie der  algebraischen Differentialgleichungen, 
der die Basis für die Ausdehnung des Abel 'schen Theorems, sowie der 
Transforrnationsprobleme A b  el ' scher  Integrale auf die durch algebraische 
Differentialgleichungen definirten Transcendanten bildet. E r  fiagt die Unver- 
anderlichkeit von algebraischen Beziehungen zwischen particularen Integra- 
len zweier Systerne von algebraischen L>ifferentialgleichungen ans ,  deren 
unabhangige Variablen miteinander durch eine algebraische Relation ver- 
bnnden s ind,  wenn man für die Integrale des einen Systems, die gewissen 
Irreductihilitatfibedingnngen au geniigen haben,  heliehige andera particiilare 
Integrale desselban Systems, s ta t t  derer des auderen Systems aber  be- 
stimmte andere passende particulare Integrale dieses Systems substituirt. 
In  der unveranderlichen Relation konnen aiich die Ableitungen der 
Integrale verschiedeoer Ordnung,  sowie die Variablen selbst und  die den 
einzelnen Differentialgleichungen algebraischen Irrationalitaten eiutreten. 
Der Beweis der hierher gehorigen Satze wird lediglich mit Hilfe des 
im Vorhergehenden entwickelten Trrednctibilitatshegriffti geführt,  und  
dahei die Aufmerksamkeit auf den wichtigen Umstand gelenkt,  dass man 
den Unhergang der Functionswerthe der  Integrale in die neuen nicht 
etwa in alleu Fal len als durch geschlossene Umlaufe der unabhangigen 
Variablen nm siugulare Punkte hervorgegangen annehmen darf ,  da denn 
die Satze von der Erhal tuug der algebraischen Beziehung zwischen den 
Integralen nnmittelbar evident wiiren. Vielmehr giebt es viele irreduc- 
tible Differentialgleichungen, bei denen man nicht durch gesclilossene 
Umlaufe von einem particularen Integrale zum andern gelangen kaun,  
wofür ein Beispiel in  einer irreductiblen linearen homogenen Diffcrential- 
gleichong mit rationalen Coefficienten aufgestellt wird, deren lntegrale  
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28 Historisch - literarische Abtheilnng. 

überall eindeutig s ind;  die Giltigkeit der erwahnten Satze bleibt dadurcb 
unberiihrt. Dieselbea werden n u n  zunachst auf Differentialgleicliungen 
e r ~ t e r  Ordniing angewandt. Bierhei ergiebt sich der eigent,hiimliche 
Umstand,  dass der Satz von der Erhal tung der Relation zwischen den 
Integralen zugleicli das Mittel bietet,  die Form dieser Relation fest- 

d z 
zustellen. Haben die Gleiçhungen die einfachste F o r m  -=y, (x=1 ,2  ... A), 

fi z 

worin y, eine beliebige algebraische Function von x bedeutet ,  so ergieht 
uich der hekannte Sa tz ,  das8 die pinzig mogliche Form einer algebra- 
ischen Beziehung zwischen Abel ' schen  Integralen die lineare mit con- 
s t a n t e ~  Coefficienten i s t ,  worin der von den Integralen freie Theil eine 
algebraische Fnnction der  Independenten darstellt. D e r  weitere Verfolg 
der Untersuchnng führt zu dem neuen Ergebniss ,  dass in eine algebra- 
ische Relation zwiscben Abel ' schen  Integralen solche -inalytische Func-  
t ionen,  die ein Additionstheorem besitzen, nicht eintreten konnen. Der  
Bewe,is hierfür b ~ r u h t  ansschliesslich suf der Eigenschaft der bezeichneten 
Funct ionen,  einer Differentialgleichnng erster Ordnung  zu genügen, für 
welche sich das allgemeine Integral als algebraische Function eines par- 
ticulzren Integrals u n d  einer willkürlichen Constante ausdrücken lasst. 
D a  sonacb die durch dieses Pllerkmal cliarakterisirten Trariscendenten 
überhaupt in eine algebraische Beziehung mit A bel 'schen Integralen 
nicht eintreten konnen,  s o  tritt hier ziim ersten Male die oben erwahnte 
bedeutsame Frage  aiif, fiir welche C l a ~ s e  von algobraischen 1)ifferential- 
gleichungen das allgemeine Tntegral eine algehraische Function particu- 
Iarer Integrale und willkürlicher C o n ~ t a n t e n  ist. Sie wird hier für die 
L)ifferentialgleichungen erster Ordnnng in dem besonderen Fa l le ,  dass 
in der fiagliçheri algebraischen E'unction di8 unabbangige Variable nicht 
explicite vorkommt , erledigt. 

Mit dem dritten Capitel beginnen nunmehr die Anwendungcn der 
im Vorhergehenden entwickelten Principien und Satze zur Verallgemeine- 

. rnng  wichtiger S#tze der Tntegralrechnnug im eugeren Sinne. Der 
nachste G ~ g e n s t a n d  ist die A u ~ d e h n u n ~  des A b e  l'schen Theorems auf 
Integrale alg~braischer  Differentialgleichungen, wobei das Problem er- 
weitert wird zur F e s t s t ~ l l u n g  irgend einer algebraischen Beziehung 
zwischen den Werthen eiries und  desselben lntegrals für algebraisch 
miteinander verbundene Werthe der unabliangigan Variablen. Bei der 
Entwickelung dieser Beziehung dicnt als leitendes Princip,  dass die durch 
den Sstz  von der Erhal tung der algehraischm Relation zwischen Tnte- 
gralen verschiedener Differentialgleichungen gelieferte Form jener Relation 
fiir den Fa l l ,  dass die Differentialgleichungen in eine zusammenfallen, 
ein gewisses Theorem ergiebt, welches die gesuchte Erweiterung des 
A 1)  el'sclieri 'I'lirorems bildet. S o  war als die allgerneinste Form der 
unvcranderlicher Relation zwischen Integralen des Systems 
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für algebraisch untereinander zusammenhangrnde Werthe von x die 
Gleichung 

2 7  2 2  . . . q = A 
gefundcn wnrdr,n, wo A cinc algehraischc Funct ion van x und c, . . .  C A  
rationale Zahlen hedeiiten Rieraus leitet man sofort das zur Differential- 

d  z 
gleichung - = zy gehtirige erweiterte A h  el 'sche Theorem a b ,  dessen 

dx 

Form vom Geschlecht der algebraischen Function y abhangt. F u r  das 
Geschlecht 1 lautet es ,  wenn y d x  ein Differential erster Gat tung i s t :  
z', = z,z,, wo die algebraische Bezichung zwischen den entfiprechendcn 
unabhangigen Argumenten x',, x,, s, dcrartig i s t ,  dasfi x', und  y (x',) 
rationale Functionen von xl, x2, y(x l )  und y (x2) sind. Hieran knüpft sich 
die allgemeine F r a g e ,  welche Differentialgleichungen überhaupt das er- 
weiterte A b e l ' s c h e  Theorem i n  der Form zr1 = F ( z 1 z , )  hesitzen, wn I,' 

eine algebraische Function bezeichnet , welche, wie oben , die unabhl~ ig i -  
gen Variablen nicht explicite enthalt. Es wird nachgewiesen, dass irre- 
ductible Differentialgleichungen dieser Eigenschaf't von einer holieren 
als der crsten Ordnung  nicht sein konncn und  dass sie die Form 

A ( z )  d ~ = ~ ( z )  dffi  
haben müssen, wo A ( z )  und p ( ~ )  algebraische Functionen von der Art 
sind, dass heide m m  Geschlecht 1 gehorige Differentialien erster Gat tung 
sind. Bus  diesen Grunde wird das erweiterte A h  el ' sche Theorem obiger 
Form dem Geschlecht 1 zugehorig genannt. L l s s t  nian in dasselbe auch 
die unahhangigen Variablen explicite eintreten, so wird man wieder auf 
irreductible Diffcrentialgleichungen erster Ordnung  gcführt, die dadurch 
charakterisirt s ind,  dass ihr allgemeines Integral als algebraische Func-  
tion eines particulgren Integrals u n d  einer willkürlichen Constanten und 
der unabhangigen Variablen dargestellt werden kaon.  Im vorigen Fal l  
war dae allgemeine Integral eine von der unabhangigen Variablen freie 
Function eines particularen Integralb: und einer Coustanten, und die 
Form der zugehtirigeu Differeritialgleicli~ing im vorhergelienden Capitel 
(S. S. 28) festgestellt worden. Hier  iéit n u n  Vararilasaung geloteri , die 
dort bcgonnene Untersuchuug fortzuführen f ü r  den Fal l ,  dass in dic 
fragliche Relation die unahhangige Variable explicite eintritt. E s  werden 
die Fal le  betrachtet,  wo Jas allgemeine Iritcgral eine raticiiiale ganze 
oder gebrochene Function eines particularen Tntegrals is t ,  deren Coeffi- 
cienten von der willkürlichen Constanten und der unahhangigen Variablen 
algebraiech abhangen, die zugehorigen Di f fe ren t ia lg le i~hun~en  erster 
Ordnung aufgestellt und für sie die Form des erweiterteu A b e l ' s c h e n  
Theorems ermittelt. D i e  folgenden Untersuctiungen über das erweiterte 
Abel ' sche  Theorem für JJ = 2 füliren aul' L)ifferentialgleichungen zweiter 
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oder erster Ordiiung von der Beschaffenheit, dass das allgemeir~e lntegral 
eirie algebraische E'nnction z w c i  e r  particiilaren Integrale und zwcier 
rerip. einer willkürlicl~en Constante. Nachdem auch hier mit Beschran- 
kung  auf die Differentialgleicbungen erster Ordnung  die Fa l le ,  in  denen 
die genannte Beziehurig ganz oder gehroclien rational ist, untersuclit worden, 
wird gezeigt,  dass die einzige Classe derjenigen Diferentialgleicfiungen, 
für welche das allgemeine Integral eine algebraische Function zweier 
particularer Integrale und einer willkürlichen C o n ~ t a n t e n  is t ,  i n  welche 
die iinabhangige Variable nicht eintritt ,  die der linearen 1)ifferential- 
gleichungen erster Ordnung  u n d  der durch algebraische Substitution aus 
diesen abgeleiteten ist. Besonders bemerkenswerth ist hier die angewaudte 
Metliode, da  uatnlich die Existenz derartiger algcbraisclier Beziehungen 
von der Integrabilitatsbedingung einer totalen DiEerentialgleichung ab- 
hangig erscheint,  in der das allgemeine Intrgral  und die beiden parti- 
cul%ren Integrale die Veranderlichen sind. Zum Schlnose dieser Unter- 
suchungen wird die Frage nach der Gestalt des Abel 'scl ien Theorems 
für alle homogenen linearen Differentialgleicliuugen beliebiger Ordnung 
erorter t ,  uud  die Form der allgemeinsten algebraischen Uezieliung zwi- 
schen particulGreu Integralen deroelben für algebraisch von einander 
abliangige Werthe der unabhangigen Variablen ermittelt. Beim nahcren 
Eingehen aiif die linearen hamogencn DiEerentialglcichilngen eweiter 
Ordnung  gelangt der im ersten Capitel hei der  Untersuchung reductibler 
Gleichungen dieser Art  ausgeschlossene Fa11 des algeb.aischen Zusammen- 
Langes zweier Fundamentaliritrgrale zur Erorterung. Nach Feststellung 
der  einzig moglichen algebraischen Beziehung zwisclien zwei particiilaren 
Integraleri, wofern diese nicht etwa oellist algebraische Functioneq sind, 
wird da8 für diese Differentialgleichuugen geltende A b  el'eche Theorem 
abgeleitet. 

Im vierten und  letzten Capitr l ,  welches nahezu die Halfte des 
Buches cinnimmt und im Wesentlichen von linearen L~ifferentialgleichuogen 
beliebiger Ordnung handel t ,  wendet sich die Untersuchung zur  dritten 
Gruppe von Problemen, betreffend die Erweiterung derjenigeu Untcr- 
suchungen A b e l ' s ,  die siçh mit den Bedingungen und der Form der 
Rpduction von Integralen algebraischer Funct ionen beschaftigen. Ein 

bckannter A b  el ' schcr  Satz lautet ,  dass, wenn das Intrgral  z =  y il x ,  J' 
wo y eine algebraische Function bezeichnet, selbst algebraiscli is t ,  z 

rational durch x und y ausdrückbar ist. Dieser Satz wird auf Integrale 
von L)ifferentialgleichungen in folgender Weise verallgemeinert: Wenn 
eine lineare niclit liomogene Uifîerentialgleicliung in z mit Coefficienten, 
die a1;ebraische E'unctionen von x sind,  ein algebraisches Integral Iiat, 
so bat aie stets auch ein in den Coefficienten rationales In tegra l ,  wenu 
tiie liiclit eine homogerie odcr durch die Sulistitutiou r =  [ + c o i i s l .  auf 
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eine homogene zurückführbare ist. Dieser und ein ahnlicher Satz über 
Differentialgleicliungen , die eiri algebraisch -1ogarithrnisch~s Integral be- 
&eu, bilden den Uebergang zu einem allgemeinen Theorem, wonach 
ans der Existenz eines einer linearen l)ifferentialgleichung mit algebra- 
ischen Coefficienten genügenden Integrals,  welches additiv ails Logarith- 
men algebraischer Functionen und A bel 'schen I n t e p a l e n  von den resp. 
Geschlecbtern pl,  p e ,  . . .PL zusammengesetzt is t ,  steta die Existenz eines 
andereu lntegrals  derselben 1)iEerentialgleichung von der  Form 

gesclilossen merden kann , worin die 6 Constanten, u ,  v l ,  . . . vp  rationale 
Functionen der Coefficienten der  Differentialgleichung, A eine poeitive 
ganze Zahl und y , .  .. yA algebraische Functionen von s von dcn Gcschlcch- 
tern resp. p, . . .PA bedeuten, wahrend die Integralgrenzen qz). . . llga die 
L6siirigen einer Gleichung p:" Grades s ind,  dereu Coefficienten rational 
au8 d ~ n  Coef'ficienteri der  Uifferentialgleicl~u~ig zusarnme~igesetzt uind. 
Ein weiterer se.hr folgenreicher Satz ist ,  daas für jedes der in obiger 

Formel vorkommenden A b e  l'schen Integrale y, ds  die Summe irgend 

n 

S 
eines Systems von zugehorigen p ,  Integralen erster Gat tung gleich einem 

Integrale ebenfalls crster ~ a t t u n g j  i d l ;  ist , r u r i n  Y ciiic ratiunale 

Function von x und  den Coefficienteo der Differentialgleicliung darstellt. 
Dieser Satz , der  eina Transformation A b  el 'scher Integrale verschiedener 
Irrationalitatcn aufeinnndcr enthtilt, erfordert zu seiner Verweithnng die 
Erforfichiing der Natur der fraglichen Iri.ationalit#ten, womit sich der 
letzte Abschnitt der  vorliegenden U n t e r s ~ c h u n ~ e n  bescliaftigt. Hier wird 
zunachst der Fal l  bervorgehoben, i n  welchem die Coefficienten der die 
Grenzen 7 ,  definirenden Gleichnng p? Grades rationale Fur ic t ion~r i  
v o n  x a l 1  e i  n sind. Dieser bemerkenswerthe LTmstand tritt namlicli 
etets e in,  weriri die Coefficienten der Differentialgleichung als algebraische 
Irrationalitat nur  die nie Wurzel einer rationalen Function von x en t -  
halten und unter  den Integralen derselben ein Abel 'sches Integral 
vorkommt, dessen IrratioualitRt ebenfalls in einer den Wiirzel einer r a -  
tinnalen Function von x besteht. Kommen insbesondere unter  den In te -  
gralen elliptische vor und ist n = &, so erhalt man nach dern erwiilinten 
Transformationssatze, da  hier p ,  = 1 iat , die Transformationsrelation 

worin 7 eine rationale Furiction von x allein ist ,  die linke Seite eiu 
elliptiscties und  die rectite riu liyperelliptisclies 1)iEerrntial erster Gat tung 
darstellt. I n  dieseru Ergel~niss  itjt der Ah e l'bçlie Satz  fauthalten, daas, 
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wenn ein hyperelliptisches Integral auf ein elliptisches dui-ch eine alge- 
braische Transformation reducirbar is t ,  diese Reduction stets durçli eine 
rationale Substitution bewirkt werden kann .  Die Festvtellung der Eigen- 
schaften der in  Rede stehenden rationalen Transformation führt danu 
au dcm interessanten Resultat,  dass nur  für elliptische lntegrale und 
hyperelliptische erster,  zweiter und  dritter Ordnung so vie1 Integrale, 
als das Geschlecht anzeigt,  existiren, die simultan auf  j e  ein elliptisches 
Integral reducirbar sind. 

Die Entscheidung der wesentlich auderen Yrage,  oh ein speciell 
vorgelegtes hyperelliptisches lntegral  auf  ein elliptischeri reducirbar ist, 
hangt mit den Eigenschaften der Perioden des hyperelliptischen Systems 
zusammcn, und es wird a n  einem Bcispiele gezcigt, wio die Thooric der 
'i'ransformation der hyperelliptisclien Thetaf'unctionen ziir Behandlung 
dieaer Probleme verwerthet werden kann. 

Aber niclit blos die Frage der Reduction hyperelliptischer Integrale . 
suf  elliptische, sondern auch die der lteduction hyperelliptischer Inte- 
grale auf solche niederer Ordnung überhaupt wird veruioge des obeu 
angegebenen allgrmeineri Transformationssatzcs beantwortet und das 
Verfahien a n  einzelnen Beispielen erlautert. 

Nachdem darin noch der allgcmeinere Fa l l ,  dass die Int,egralc der 
linearen 1)iffereritialgleichung &lit blos additiv, sondern iiberhaupt al- 
gebraisch aus A b el 'schen Integralen u n d  logarithmisch algebraischen 
Funetionen zusammengesetzt s ind,  betrachtet und die nothwendige Form 
dieiler Verbinduugen festgesetzt worden, wird auf die Eigenschaften ein 
gegangen, welche den algebraischen Grenzen solcher lntegrale unter 
gewissen Voraussetzungen t'ir die reducirten I)iffeerentialgleichungcn zu- 
kommen miissen. So wird u. A.  ht:wiescu, dass, wenn die complete 
Differentialgleicliiing ein algebraisches Integral h a t ,  wahrend die redu- 
cirte kein solches besitzt, jenes sich stets a18 rationale Function der 
Coefficienten darstelleii lasst. Aehnliclie Gatze werden über die rationale 
Ausdrückbaikeit der Orenzen der Integrale ,  die durcli A b e l ' s c h e  Inte- 
grale dartitellbar r iud ,  aufgetitellt. 

Es liandelt sich nunmehr darum, die Beschaffenhe,it der algebraischen 
I i r ~ t i o n a l i t a t r n  der elliptisclieu und algehraischeii Iiitegrale E U  unter- 
suclir:n, aus denen die Integrale eioor nicbt homogenen linearen Diffe- 
rentialgleichnng ziisammengesr,tzt sind. IXesem Gegenstand ist der letzte 
Abschuitt (5 15) diwes inhaltrniclien Capitels gewidmet, der besonders 
lehrreich is t ,  da  die Losung dieser Frage  mit der Tlieorie der complexen 
Multiplication und andererseits mit der Kreistlieilungsl~hre in einen 
merkwürdigeri Zuaammenhang gebracht wird. Ausführliçh behandelt wird 
der Fa l l ,  dass der completen L)iEerentialgleichung ein el l ipt ische~ Integral 
genügt. 1st dasselbe ereter Gat tung - und  auf solche kann man die 
Frage  stets zurückfiihren -, so gilt folgender S a t z :  Genügt der reducirten 
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Differentialgleichung üherhaupt kein A bel 'sches Integral ,  und geht die 
rechte Seite y der completen Gleichung bei einem geschlousenen Umlanfe 
der unabhangigen Variablen, für welchen die Coefficienten der reducirten 
Gleichung unveriindert bleiben, in  ~y über, wo e nach einem bekannten 
Satze eine Einheitswnrzel i s t ,  so ist  der  Modul des elliptischen Integrals 
ein Modnl der complexen Multiplication, wofern nicht c = - 1 i s t ,  und  
E irit der Multiplicator derselben. Hieraus ergieht sich deon nnmittelbar, 
dass E nur  die dr i t te ,  vierte oder sechste Einheitswnrzel sein kann und  
die elliptischen Integrale selhst auf eine der Formen 

reducirbar sein miissen, wahrend die Grenzen,  sowio die dazn gchbrigen 
Irrationalitaten nach dem Früheren rationale Funct ionen der  Coefficienten 
der reducirten Differentialgleichung und von y sind. D a  ein A b  el 'sehes 

d z  
iritegral der linearen Differentialgleichung - = y genügt ,  so liefert der 

d x  
angefiihrte Satz für den Fa l l ,  dass y einer Gleichuog von der  Gestalt 

genügt, wo p einen der  Werthe 2 ,  3 ,  4 ,  6 und  die cp baliebige ratio- 
nale Functionen von s beaeuten, die  einzigen Formen der elliptischen 

Integrale, anf welche das Abel 'sche Integral x reducirbar ist, und  Sy 
zngleich das Mittel, dio dieser Bedingung nnterliegenden A b  e l  'schen 
Integrale sammtlich aufiustellen; die Grenzen der elliptischon Integralo, 
sowie die d a m  gehorigen Irrationalitaten sind rationale Fnnct ionen von y. 
Die vorstebenden Betrachtungen werden dahin verallgemeinert, dass an-  
genommen wird,  es bestehe zwischen einer Anzahl von Zweigen der  
algebraisclien Fuuction von y eine lineare Relation. Bei der  Prüfnng  
dieser Annahme ergeben sich interessante Satze über die Entwickelnngs- 
form der Function y i n  der Umgebung eines Verzweigungspunkte~,  falls 
schon unter den Elementen eines demselben angehorigen Cyklus eine 
linsare Relation stattfindet. H a t  bei der  letzteren Annahme die complete 
lineare Differentialgleichung, worin y die rechte Sei te  bi ldet ,  ein ellip- 
tisches Integral,  ohne dass die reducirte Differentialgleichnng durch 
Abel 'sche Integrale befriedigt wird,  so ist  auch hier der Modnl des 
elliptischen Integrals ein Modul der  complexen Multiplication. 1st ins- 
besondere die Zahl e der  Elemente eines Cyklns i n  der  Umgebung eines 
Verzweignngspnnktes a aine.  Primzahl von der Form p = 3 mod. 4, u n d  
es kommen i n  der  zugehorigen Entwickelung von y nach Znsammen- 
fassung der gleichen gebrochenen Potenzen nicht alla Potenzen von 

1 - 
(x - a ) ~  vor, so wird gezeigt, daes dieselbe nnter  den  genannten 

Hist.-lit. Abthin. a. Zeftschr. f. Math. n. P h p .  H m ,  1. 
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Vorausse tzu~~gen  gerade - gebrochene Potenzen entlialt, deren Zih- 
2 

P - 1  Icr die ---- quadratiechen Reste odcr Nichtrestc von Q sind und dam 
2 

f i  d e r  Multiplicator der  cornplexen Multiplication fiir das elliptische 
Integral  ist. Wie  die Ausdehnung dieser Satze auf den Fa l l ,  dass 
A h  el 'sche Integrale der cornpleten linearen Differcntialgleichung genügen, 
zn bewirken i s t ,  wird in ausführlicher Weise a n  dem F'alle der Existenz 
von hyperelliptischen In tegra len ,  die dann gleichfalls eine' complexe 
Multiplication zulassen , dargelegt. 

W i r  haben irn Vorstehenden versucht, eine Vorstellung von der 
Fül le  des Nenen und Interessant,en zu geben,  das uns in dem Werke 
geboten wird. D a  wir uns darauf beschranken rnusstcn, den eigciitlichcn 
Gegenstand der vorliegenden Untersuchungen in den ,Hauptzügen vor- 
zuführen, waren wir genothigt,  viele Einzelheiten au ühergehen, die in .  
Nebenuntersuchungen ausgeführt s i n d ,  aber  darum nicht minder'wesent- 
liche Stücke zur  Bereicherung der Analysis ausrnachen. Die Darstellung, 
a n  welcher man vielleicht die zu grosse Vorliebe für langatlimige Periodon 
aussetzen konnte ,  ist durch Klarhcit und Strenge in den Beweisen bei 
geringstmoglicher Voraussetzuug ausgczeichnct. F a s t  überall, wo Lehr- 
satze ails anderen Disciplinen entnommen w q d e n  iniissten, Iasst es sich 
der Verfasser angelegen se in ,  in hesonderen Anmerkungen die riothigen 
Erlauterungen zur Orientirung beizufügen. Dem Beweise eines jeden 
Theorems folgt die Verificirung desselben durch dahin geliiirige Beispielr, 
und die Einsiçht in  die veruçliiedeuen Metlioden für  die Behandlung der 
Probleme wird durch voilstandige Ausrechnung zahlreicher specieller Auf- 
gaben in dankenswerther Weise gefordert. Insbcsondere helehrend ist der 
an vielcn Stellen hefindliche Hinweis aiif den  Zusammenhang gewisser 
sçhwieriger Fragen aus verschiedenen Gebieten der Analysis untereinander, 
wodurch dieselben sich gegeuseitig beleuchten und dem Leser Anleitung 
geboten wird,  von den verschiedensten Seiten h e r ,  je  nach den ihm 
gelaufigen Vorstellungsweisen, in  das Studium der i n  Rede sfehenden 
Z'rolileme einxudringen. 

Die  Einsicht in  die Natur  der durch algebraische Differentialgleicli- 
ungcn definirtcn Transcendenten ist durch die vorliegenden Untersucli- 
ungen urn ein miicbtigcs Stück vorwarts geführt,  und in den grund- 
legenden Satzen und Methoden von unübersehbarer 'I'ragweite eine 
fruchtbare Saat  ausgestreut, die eine reiche Ern te  an weiteren wichtigen 
Ergebnissen mit Zuversicht erwarten Iasst. 

B e r l i n ,  J u n i  1983. 
H A M ~ ~ U K G E R .  
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Apolarittit u n d  rat ionale  Cnrven. Eine systematische Voruntersuchnng 
zu i i n e r  allgemeinen Theorie der linearen Rauma. Von Dr. 
W. FRANZ MEYER, Privatdocent a n  der Universitat Tiibingen. 
Tübingen, bei Franz  Fues. 1883. XIV II. 406 S. gr. 8'. 

Dieses Buch hat  zum ausgesprochenen Z w a c k ,  projective Verhal t -  
nisse in Iioheren linearen Riiumen mittels Betrachtungcn in weniger 
ausgedehnten Gebieten zu untersnchrn,  unterscheidet sich also von den 
zahlreicheren Arbeiten, in  welchen uingekehrt jene a n  sich einfacheren 
Verhaltnissc nur  als M i  t t  e 1 zum Studium von weniger ausgedehnten, 
aber niçht linearen Gebilden benutzt werden. Mari kann für dasselbe 
zwei Hauptquellen nachweisen, ans deren Vereinigung der Verfasser 
eine neue algebraisch geometrische Untersuchungsmethode herleitet. 

Die eine Quelle ergiebt sich schon nus dem erfiten Theil des Titels 
und eus der  Widmung an den ,, Begriirider der Apolaritat~theorie, 
' I ' heodor  R e y e .  ( R e y e  in Cr. J., Ede. 72-82.) , , A p o l a r "  zu ein- 
ander (naeh R o s a n e e  in  Cr. J., Bde. 75-90, , , c o n j u g i r t " )  heissen 
zwei Formen von gleich vielen Variahlen, die eine a: von der Ordnung 
n ,  die andere ua von der Classe n ,  wcnn die bilineare Invariante a: 

verschwindet; odar allgemeiner für zwei Formen a.;, u; und etwa n r m ,  - 

weon dio mte Uebcrsch iebun~ für alle x identisch vcrschwindet. 
Fasst man also die Coeff icicnt~n der Formen als P n n k t - ,  hez. Ebenen- 
coordinaten in einem hoheren linearen Raume,  so ha t  man in jenem 
Begriff eine Erweiterung der gewohnlichen Reciprocitiitsbetrachtnog. 

Man kennt  die Rolle, welche der Apolaritatshegriff in  den Aufsiitzen der 
Herren H e  y e und R o  s a n  e e  in Bezug anf Aufstellung linearer Identitaten, 
insbesondere Darstellungen von algehraischen Formen als S u m m e  n v O n 
P o  t e n z  e n  spielt. Die auerst in dem Werke von P a u l  S e r r e t  (1869) behan- 
delten Darstellungen, wie die lineare Relation zwischen den Quadraten der  
Ausdriicke fiir 6 Punkte,  die aiif einem Kegelschnitt l i ~ g e n  etc., wurdan dnrch 
Anwenduug dieses Begriffs auf Syeteme conjugirter Punkte durchsichtig, was 
dann zu einer Reihe schoner und friichtbarer Untersuchungen führte. - E i n  
nenes Licht ist in jiingster Zeit (etwa seit E n d e  1881) von invariantentheore- 
tischer Seite lier aiif diese Heziehiingen geworfeu worden ùorch das von 
B r i l l  (Math. Ann.  XX) und S t  e p h a n c s  (C. R. 1881 , 1882) erschlossene 
Princip: dass zwei Systeme von conjugirteii Formen dieselben Comhi- 
nanten besitzen ; wobei insbesondere der interessanten Untcrfiuchnng über 
da8 auf eine Gleichung fünften Grades führende Problem: ,,ein System 
von zwei (bez. von den conjugirten drei) biquadratischen binaren Formen 
anfzufinden, deren Functionaldeterminante gegeben ie t lLL gedacht werde. 

Die zweite ganz verschiedenartige Quelle für das  Buch ist die 
Theorie d r r  r a t i  o n a l  e u  C u r v  e 11 in Rkiumen von verschiedenen Dimen- 
sionen; oder vielrriehr die geometrische Interpretation der  hinaren Formen 
auf solchen Curven. Vermuthlich schwebte sogar dem Verfasser nrsprüng- 
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lich das letztere Ziel und  die  Ableitung von binar-  invariantentheoreti- 
schen Eigenschaften aus geometrischen Betrachtungen vor; für jene 
Interpretation hat te  e r  eine gute  Vorarbeit a n  dem Stnrm' t i ehen  Auf- 
satze (Cr., Bd. 86), welcher die Darstellung der  cubischen und biquadra- 
tischen binaren Formen und deren Apolaritatstheorie auf der cribischen 
Raumcnrve schon eingehend behandelt. Diesen Curven,  die sich bei 
~ i n e m  System von binaren Formen ja unmittelbar darbieten, insbeson- 
dere dem Nachweis des obigen Conibinantenprincips, widmet der Ver- 
fasser sein erstes Capitel. 

Das  Verdienst des Bnches liegt,  wie schon angedeutet ,  in  der ans 
diesen beiden Quellen hergeleiteten Mcthode, durch welche der Verfasser 
Eigenschaften, vorzugsweise Polareigenscbaften, die zur  t e r  n a r e n ,  q u a -  
t e r n  a r e  n etc. Apolaritat gehoren, in directe BezieLung zu der b i n a r  en 
Apolaritat auf den Raumcurven zu setzen weiss; so vor Allem die D a r -  
s t e l l u n g e n  d u r c h  P o t e n z s u m m e n .  

E s  getichieht dies vom Verfasser i n  m6glichst einfacher algebraischer 
Darstellnngsweise. Unter  ,, Normcnrve Ndt' verstoht er eine rationale 
Cnrve der  Ordnnng  d im Raume von d Dimensionen; deren Coordinaten 
werden einfach zn den  Potenzen eines Parameters A propcrtional gesetzt. 
D a n n  wird jeder  P u n k t  der Ebene durch die beiden Werthe (a, P)  des 
Paramaters A für d ie  von dem P u n k t ~  au  die zu Gruude gelegte N2 
gebenden Tangenten dargestellt, analog jede Gerade der Ebene ,  und 
analog i n  hoheren Raurnen. - Sei  nun  in der Ebene  ein Kegelschnitt 
P D  a,e apolar zn N, (ale Clas~enkc~olscbni t t ) ,  so werden zunachst die 
Coefficienten von aZZ zu aik = ai+k; u n d  für i rgend ein z u  aZ2 conjugirtes 
Pnnktepaar  ( a ,  f i ) ,  ( y ,  d) ha t  man 

aoso + a,s, + azsp + agsg + n4s4 = O ,  
wo d ie  Verhiiltniese der si die elementaren symmetrischen Functiouen 
der vier Parameter a ,  @, y ,  6 bedeuten - eiiie Gleichung, die bei ihrer 
Symmetrie zwischen den vier Parametern sogleich die ai3 - Schaar der 
N, umschriebenen Polvierseite von axa darstellt. 

Dies, mit der bez. Erweiternng für mehrere Dimensicinen, ist die 
ganze G r n n d l a g ~  für die Entwicklungen des Buches, so weit es Polar- 
eigenschaften betrifft. Iusbetiondere folgert der Verfasner in der  bezeich- 

neten Richtnng den Hanptsatz : ,, d a ~ s ,  wenn F = axa apolar ist zu N, 
und  f die binare Form,  welche die vier Schnittpunkte von F nnd N2 
vorstellt; wenn ferner 0 = unZ ein Classenkegelschnitt, welcher ebenfalls 
znr Ordnnngsnormcnrve N, apolar ist u n d  mit demselben das Tangenten- 
quadrnpel rp gemein bat ;  und  es iet f z n  rp apolar - so wird auch F 
z n  @ apolar,  u n d  nmgekehrt ". 

Die Theorie der Ng nmschriebenen Polardreiecke von F, insbeson- 
dere der H-Kegeleohnitte, welchen dieselben einbeschrieben sind - 
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Satze, wie sie auch von E m .  W e y  r u. A. vielfach beliandelt sind -, 
fullt einen betrachtlichen Thei l  des  Buches und  hietet an sich beachten* 
wertho Einzelheiten, wie i n  der Tahelle von- pag. 171. Dem Verfasser 
indess dient diese Theorie ,  iiber frühere U n t e r s u c h u n g ~ n  (von C r  e rn O n a ,  
A s  c h i e r i  etc.) hinausgehend, hauptsachlich zur  Abbildiing des allgemei- 
nen linearen Complexes auf die E b e n e ,  indem die Coefficienten in den 
H- Gleichungeu lirieare Combinationen der Coordinateri von Raumgeraden 
werden. E s  mag dies als Beispiel dafür dienen,  wie der  Verfasser seinen 
im Anheng xum Tite1 und  in den ersten Worten dieser Recension an-  
gedenteten Hauptzweck uiittels der Apolaritatstheorie zn erreichen ge- 
denkt. Freilich für die allgemeine Theorie der  hoheren Ranme erst in  
einem weiteren i n  Aussicht gestellten Werke ,  für welches der Verfasser 
das gegenwtirtige nnr  als eine Einleitung betracbtet und auf welches 
hesonders im letzten,  drittan Capitel haufig Vorausblicke geworfen wer- 
den. Diese Hinweise auf ein erst e u  bearbeitendes Biich würde Refe- 
rent gern beschrankt gesehen haben. 

Eine w ~ i t e r e  Bescbrankung ware in der  Entwickelung der für die 
Ideen des Verfassers a n  sich sehr wesentlichen Partien des Buchee er- 
wünscht gewesen, welche d ie  Involutionstheorie zweier oder dreier biqua- 
dratischer binarer Formen,  iusbesondere das oben geriannte, hier nnter  
dem nicht ganz empfehlenswerthen Namen ,, Brill- Stephauos'scher Satz" 
anftretende Theorem von dcm System, das z n  gegebener Functional- 
determinante gehort,  bebandeln. Hierbei tritt  namlich ein Zug des 
Bnches, aine Reihe von Interpretationen ein und desselben Gedankens 
oder Satzes ausznsprechen , zu sehr hervor. Denn so hanfig auch dieses 
Mittel, und gerade in diesem Bnche, den  Gedankengang unterstützt - 
sobald es über Bedürfniss, wie hier ,  gebraucht wird, citort es  die  Ueber- 
sichtlichkeit und  Einheitlichkeit der  Schlüsse; noch d a z u ,  wenn ,  wie i n  
dem Buche geschieht, eine vie1 zn  grosse Zahl gleichwerthiger Satza alle 
mi t  ausgezeiehnetor Schrift gedruckt sind. Und nieht man genauer au,  
so wird, trotx der vielseitigen Inangriffnahme, die genane Losung des 
eben genannten Problems eigentlich i n  rein alg~braischer  Reduction, welche 
von der Methode des Buches ganz nnabhangig is t ,  geführt;  eine zweite 
Losung aber ,  welche 5 n a r  als untere  Grenze liefert, knüpft,  in inter- 
essauter Weise,  direct gerade a n  jene  Curve vierter Ordnung mit drei 
Uoppelpunkten - oder vielmehr, wie der  Verfasser vorzieht, a n  die 
reciproke Curvo - selbst a n ,  welche schon Herrn B r i l l  anf die  F r a g e  
gcführt hat. - Beiltiufig s e i  bemerkt,  dass Referent der  Meinung i s t ,  es 
mochte wohl eine genauere Discussion dieser Cnrve dem Verf'asser die 
Zahl 5 auch als endgiltige geliefert haben. 

 BR^ dieser Beschrankung waren die leitenden Gedanken sicher ebenso 
hervorgetreten; aber  die Beweisführnng ware weiter hinab in die  Details 
geführt worden oder liesse siçh doch leichter sus  der Masse heransfinden. 
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3 8 Hist,orisch -1iterarische Ahtheilung. 

Insbesondere die invariantentheoretischen Betrachtunçen liatte Referent 
dahei über das vorliegende Maass gern Iiinausgeführt gesehen; in dieser 
Beziehurig ist  aber wohl von dem in Aussicht gestellten Werke eiu 
tieferes Eingehen zu erwarten. 

Wir  konntcn noch manche besondcren Resultate, die sich auf dem 
Wege des Verfassers e r g e b ~ n ,  hervorheben - wie etwa einzelne geome- 
tiische Satze in nnserrn Baume; oder den Beweis für die Existenz des 
Kegelschnitts,  wrlclier die sechs Wendepunkte der oben genannten ra- 
tionaleu Curve vierter Ordnung ausschneidet; ader  die Behandlung der 
'wichtigen Frage nach alleu linearen Ideutit$toii zwisçhen nten Potenzen 
hinarer Formen in nicht speciellem F a l k  etc. -; m-ir resumiren aber 
statt  desscn dag Urtheil dahin,  dass der Verfasser mit dem Biiche zwar 
kein neuee Gebiet e r sch loss~n  l ia t ,  wohl aher  eine n w e  geometrisch- 
algebraische Untersuchnngsmethode, welche zahlreiche Anwendungen zu- 
lasst. Vielleicht ware es  deshalb für den forschenden Leser angenehrner 
und vortheilhafter gem-e~en ,  wenn der Verfasser auch,  statt  Auszüge aus 
Ariwendurigen, seine RI e t h o  d e selbst in den einzelnen Zeitschriftauf- 
elteen fiir sich klar  dargelegt hatte. 

Zum Schluast. muss noch das ausfiihrliche Litcraturverzeicliniss hervor- 
gehoben werden,  wenn auch nicht gerade immcr richtig und übersiclit- 
lich citirt k t .  

E r l a n g e n .  M. NOETRER. 
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IIistorisch - literarische Abtheilung, 

Die Irrationalitaten der Rabbinen. 

Von 

Dr. ~<:DI!ARD ~ ~ A H L E K .  
iu  Wieu. 

Sclion in dem zu Eisenacli hei der dort  vom 18.-21. Septemher 
1883 getagten Versammliing deutscher Natiirforsclier und  Aerzte gehal- 
teneu Vortrag (siehe Tageblatt  der 55. Vers. deutsch. Naturf. n. Aerzte) 
Iiabe ich hervorgelioben, dass im Talmud nebst anderen Stellen, die fur 
die Gescliiclite der  rnatliematischen Wissenschaften von Wichtigkeit sind, 
aucli Begriffe erortert merdiin, die eine Kenntniss gewisser i r r a t i o  n a - 
l e n  Zatilen verrathen. I n  E r u b  i n  57 A sagt die Gemarah: 

:w-? x t n -  hl, 
LLh$~?3-3 w$r,iin yn? y n -  

d. i . :  , , h a t  ( l i e  S o i t e  e i n e s  Q i i a d r a t e s  1 E l l e ,  s o  h a t  d i e  D i s -  
g o n a l e  1% E l l e . "  

Hieranf bernerkt T o s f e t l i ,  dass dem nicht g e n a u  so sei; die Dia- 
gonale ist etwas grosser als 1 %  der Quadratseite, und  begründet dies 
auf folgende Weise: 

E in  Quadrat,  das eine Sei tenl inge von 10 Einbeiten hat, ha t  einen 
E'l%clieninhalt von 100 Quadrateinheiten. Uurcli eiueu passenden Langen- 
und Querschnitt zerf'iillt dieses Quadrat  in 4 Quadrate, von denen jedes 
eine Scitenlange von  5 Eiu'heiten hat. Die Diagonale eines solclien 
Quadrates miisstc also 5 X 1% = 7 Liingeneinheiten baben. N u n  bil- 
den die 1)iagonalcn der genannten 4 Qiiadrate das dem gegehenen Qua-  
dratc eingescliriebene Quadrat ,  das  bekanntlich einen k~l5clieninhalt von 
50 Quadrateinheiten h a t ,  wahrend es nach dem Satze der  Gemarah nur  
49 Quadrateinheiten hatte. 

Bedenkt man n n n ,  dass 1% = 1,4 ist;  berücksichtigt man ferner, 

dass J2, womit die Qnzahl der Maasseinheiten der Seite eineç Qnadrates 
multiplicirt werden muss,  um die  Lange der  Diagonale zn bekommen, 
= 1 , 4 l  . . . ist ,  so erkennt  man, dass 1; der anf eine Decimalstelle be- 

reclinete Wertb von (2 ist und  die Baleh Tosfeth sonach die Irrationa- 
Hist.-lit. Abthlg. d. Zeitschr. f.Math. n. Phye. XXIX. 2.  4 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



42 Historisch-literarische Abtheilnng. 
^ ^  . - - -  ^^^^^^^^^^^^"^^^^_^ 

litat von kannten. D a s s e l b ~  findct man in E r u  b i  n 6 0 B 1  Erubin 
78 A ,  Erubin 51 A ,  Erubin 56 B ,  ebenso iu Succha 8 A ,  Sabbatb 8.5 A ,  
Sabbath 85 B, Baba Bathra 102 A ,  Oliolauth (Misçhnah 12),  Kilajim 
(Mischnah 5). I n  Baba Bathra wird dieser Satz dazu benützt,  um den 
Satz:  , , D i e  S u m m e  a w e i e r  S e i t e n  i n  e i n e m  D r e i e c k e  i s t ,  
g r o s s e r ,  a l s  d i e  d r i t t e  S e i t e L '  zn beweisen. 

Ausser dieser Irrationalitat, welcher auch Prof. G ü n  t h  e r  in einem 
in der Zeitsc,hr. fiir Mathem. u. Physik (1882) publicirten Anfsatze E r -  
wahnung that, habe  ich nach langerem Forschen noch andere gefunden. 
Im Sa  b b a t h  85,B macht T O s f  e t h f'olgende Bemerkung : 

, , D i e  D i a g o n a l e  e i n e s  Q u a d r a t e s  m i t  d c r  S e i t e n l a n g e  = 

1 S p .  h a t  1% S p . ;  h a t  a h e r  d a 8  V i e r e c k  e i n e  L a n g e  v o n  2 S p .  
u n d  e i n e  B r e i t e  v o n  1 Sp . ,  s o  h a t  d i e  L l i a g o n a l e  2 S p .  u n d  
n i c h t  v o l l s t a r i d i g e  Q Sp."  

Berücksichtigt man niin, dass die Maasszahl der  gen. Diagonale = 

2 + 0,23 . . . i s t ,  so erkennt man sofort, dass auch die i r r a t  i o  n a l e  

Z a h l  / 5  den alten jüdischen Schriftgelehrten bekannt  war. Dieselbe 
Irrationalitat wird erwahnt Erubin (Nischnah) 36 B ;  daselbst wird be- 

merkt, fm s e i  111 u n d  e i n i g e  B r u c h t h e i l e  o d e r  c t w a s  w e -  

n i g e r  a l s  112. Niin ist (12500 = i 6 . 2 5 0 0  = 50 . J5 = 111,5 . . . 
Deutlicher findet man diese Irrationalitaten in Rrubin (Rlischnah) 

33B ausgedrüçkt. Dasclbst führt M a i m o n i d  e s  eine Rechnung au,  bai 
welcher e r  die Quadratwurzel der  Zahl 5000 zn  Lenützen hat, und  sagt, 

daes die Berechnung von fm zu einern , 

,"192.? q j ?  j5%En,, 

d.  i. , , z u  e i u e r  R e c h n u n g  o h n e  G r e n z e i L  fiiliren wiirde, d a  mari 
den Werth dieser Zahl n i e  g e n a u ,  sondern uur  a n n a h e r u d  angeben 
kann.  

M a i m o n i  d e s  nimmt für /50(10 den Werth 70-+ an. Reriicksiclitigt 

man ,  da88 f%%6 = 70,710 . . . und 4 = 0,714 . . . is t ,  so erkennt 
man deiitlicli, mit welcher Klarheit dieser, grosse Commentator die ein- 
zelnen Grossen zu überschaiien u n d  mit welcher Gewandtheit er mit den 
irrationalen Zahlen au  operiren wusste. 

Von besonderem Interetise ist die weitere Bernerkung, die M s i m o  - 
n i d  e s daselbst macht : 

, , D i e  Q n a d r a t w n r x e l  v o n  5000 k a n n  n i c h t  genan b e r e c h -  
n e t  w e r d e n ,  e b e n s o  w i e  e s  nnmOglich i s t ,  d a s  V e r h a l t n i s s  
z w i s c h e n  U m f a n g  u n d  D n r c h m e s s e r  e i n e s  K r e i s e s  genan 
a n  z u  g e b e n ,  d R m a n  h i e r  nie zn einer Greuze der Rechnung ge- 
langt." 

t i > i s j  s-3: ~ ' 5  ? 3 , ,  
."ii>+n:! 11; hg9775 
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Also hat  M a i m o n i d e s  auch die I r r a t i o n a l i t a t  d e r  Z a h l  x 

gekannt. 
Ich werde auf diesc Stelle noch zurückkommen. Es wird namlieh 

daselbst zum (Suadrate erhoben, (Suadratwurzel gezogen u. s. W. Sobald 
ich nun für dieses Capitel genügendes Material haben werde (nnd es 
findet ~ i c h  solches im Talmud vor) ,  werde ich dasselbe besprechen und  
auch auf die hier vorgebrachte Stelle nochmals zurückkommen. Bis da- 
hin m6ge vou dem hier Vorgehrachten Kenntniss genommen werden. 

m i e n .  im Juli 1883. 

Recensionen. 

Histoire des sciences mathématiques et physiques par  M. MAXIMILIEN 
NAKIE, répétiteur d e  mécaniqiie et examinateur d'admission 
l'école polytechnique. Tome 1: D e  Thalks $ Diophante. 286 
pages. Tome II :  D e  Diophante Vikte. 315 pages. Paris. 
Gauthier - Villars,  imprimeur -libraire. 1883. 

Bei der Würdigung aines jeden Geisteswerkes konnen drei Fragen 
gestellt werden: W a s  hat  der Verfasser gewollt? 1st seine Absicht ge- 
rechtfertigt? Wie  ha t  er das Gewollte ausgefiihrt? Die Bcantwortung 
der crsten Frage ha t  II. M a r i e  diirch eine Vorrcde erlcichtert, welche 
so kurz is t ,  dass wir sie in wortlicher Uebersetzung hier einzuschalten 
für gestattet halten: ,, Die Geschichte, welche ich zu schreibeu beabsich- 
tigte, ist die der Erzeugung wissenschaftlicher Gedanken und Methoden 
auseinander. Man suche dalier in diesem Werke  weder Versuche von 
Wiederlierstelluug unbekaunter Thatsachen oder verlorener Werke,  nocli 
bibliographische Entdeckungen, noçh Erbrterungeu unsicherer Thatsachen 
oder zweifelhafter Zeitbestirnmung~n, noch auch Vermuthungen über die 
Wissenschaft solchcr Volkcr, welche uns keinerlei sicheres Denkmal ihres 
Wissens hinterlasscn babcn. Ich bin weit entfernt ,  Forschungen nacli 
irgend einar der soehen angegehenen Richtungen für u n n ü t ~  oder ein- 
gebildet zu halten, aber ich habe mich n u n  einmal damit nicht beschaf- 
tigt. E s  ist nicht nothwendig, dass ein und dasselbe W e r k  Alles ent- 
halte, was man i n  ihm behandeln ko,nnte, dafür gieht es andere. Die 
Hauptsache ist , dass es nützliche Uinge enthal te ,  die sich anderwarts 
nicht vorfinden. Ich weiss nicht, ub ich das Ziel erreicht habe, welches 
ich mir vorsteckte, nur  soviel kann  ich sagen,  dass ich immer mit dem 

Gedanken mich trug, dieses Buch zu schreiben, und dass ich seit vicrzig 
Jahreu  micli damit beschiiftige." 

4 * 
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44 Historisch -1iterarische Ahtheilung. 
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An der  Haiid dieser Vorrede konnen wir die zweite Frage im Ganzen 
bejahen. Kein W e r k  ist vollkommen, keines vollstandig. Was dem 
Einen fragwürdig erscheint, ha t  für den Andern: Fragwiirdigkeit nur in 
Bezug auf seinen Werth.  Wozu dern Einen die Quellen reichlich fliessen, 
dazn fehlt dem Andern aucli der geringste Stoff. Auch die Begabung 
des Verfassers leitet selbst bei glcichem Eudziele den Einen auf diese, 
den  Andern auf jene davon weit verschiedene Batin. Warum sollte 

, also ein Buch nicht gwchriehcn werden,  wie H. M a r i e  es sich denkt, 
ein Buch, welches nur  mit dern zweifellos Feststchendcn sich beschaftigt, 
welches, wir mochten sagen, d ie  Gedanken losschalt von der [Personlich- 
keit ihrer Trager  und  sic selhst um ilire Fortpflanzung und  Entwickelung 
hefragt?  W i r  haben das Bewusstsein, in unseren historischen Schriften 
seit reichlich zwanzig Jahren  dem Fortwirken einmal bestohender Ge -  
danken auch an Orten, die von ihrer Heimath weit entfernt liegen, nacli- 
gespürt zu haben, wenn wir zu einer Trennnng  der Mathematik von den 
Mathematikern uns gleich nicht xufziischwingcn vermochten. Warum 
sollte ein anderer  Schriftsteller nicht diese hohere Stufe der Vergeistigun:: 
seines Gegenstandes anstrehen konnen? Eines freilich ersclieint uns da- 
bei unumg?inglich : d a s ~  man n u r  von gesictierten Thatsaclien Gebraucli 
maclie, streitige entweder ganz beseitige, oder aber ,  wenn sie dazu 
einmal nicht angethan s ind ,  von dem Plane des Werkes so weit ab- 
weichc, dass man sicb auf eine gründliclie, allen Riehtungen gereclite 
Erorteruug des fraglichen Punktes  einlasst:. 

H a t  H. M a r i e  dieses ge than?  Wir  begeben uns  damit in  das Be- 
reich der  dritten Frage ,  auf welche wir leider keine Antwort von der 
Art  zu geben im Stande sind, wie sie der Verfasser eines der Desprecli- 
u n g  unterzogenen Werkes zu wünschen pflegt. E i n  wichtiger Gedauke 
zieht als leitender E'aden dnrch beide Bande sich fort:  Die Griechen sind 
es, denen die reine Geometrie, die I n d e r ,  dcnen die rechnende Geo- 
metrio am mcisten verdankt. Die Griechen liaben von uic,li aus nio 
Flachenriiume berechnet, deren begrenzende Strecken eine andere Messung 
als durch ganze Zahlen erforderte; wo sich in griechischer Sprache Solches 
vorfindet, ist indischer Einfluss mit unabweisslicher Gewissheit anzu- 
nehmen. Diese Satze sind gewiss hochat bedeutsaui; aber es sind Lelir- 
satze, keine Grundsatze. Sie  wollen bewiesen sein. Die  Griinde, welche 
scither für die Annahme einer agyptogriechischen rochnenden Geometrie, 
die  sich durch Vermittelung der  Romer bis ins Mittelalter fortsetztt, 
geltend gemacht wurden , müssen cntkraftet werden. H. M a r i e  iinter- 
zieht sich auch dieser Aufgahe. ' H e  r O n , der Schriftsteller des Jalir-. 
hunderts vor Christus, st6rt allein seine Kreise, da  er agyptiscbe wie 
romische Feldmessung ruhig todtschweigt. Die  alte Lehre von den bei- 
den H e r o  n ,  dem alteren und  dem jüngeren,  wird darum aus der ge- 
schichtlichen Plunderkarnrner wieder hervorgebolt. Die Dreiecksformel, 
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die Feldmessknnst, die ganze rechnende Geometrie gehoren dem jüngeren 
H e r  O n an, weil ~ i e  dem alteren nicht angehoren konnen, und der jüngere 
H e r  o n  (geboren muthmasslich zu Constantinopel am E n d e  des VII. J a h r -  
bdts.), kann unmittelbar oder mittelbar aus indischen Quellen geschüpft 
hahen. Die Franzoseu M a r t i n  und V i n c e n t ,  welche den jüngeren 
ITeron für die seitherige Schiile endgiltig beseitigt haben ,  existiren für 
H. M a r i e  so wenig, wïe die Gründe der Verfechter der  gleichen Lehre 
in anderen Landern einer Entgegnung gemürdigt werden. E i n  Gegen- 
griind genügt gegen Alle : H e  r O n v O n A l e  x a n  d r i a k a n n  die ihm sonst 
zugewiesenen: Werke  nicht verfasst haben, delin die Dioptra ist ein 
für die damalige Zeit vie1 zu vollkommenes Messwerkzeug, und  wenn 

H e r o n  die Dreiecksformel d = (s ( s - a ) ( s - 6 )  (J-C) gekannt  hatte, wo 
o, b ,  c dio drei Sei ten,  s dcren halbe Summo bcdeuten,  so müssto 
P t O 1 e m a u s die daraus leicht zu folgernde Formel chorda 2 A - 
- -- 4 / s ( s - n ) ( s - b ) s - c )  -gekannt haben, welche in seinen Schrifteu nicht 

b c 

vorkommt. Wir  üherlassen es unseren Lesern, darüber zu urtheilen, ob 
LI. M a r i e  siçh die Sache nicht zu bequem gemacht hat,  oh wirklich i n  
der Geschichte der Mathematik Satxe, die, wie sich spater zeigte, einfach 
gcfolgcrt werdcn konnten, sofort gefolgert -worden sind, ob man also mit 
derartigen negat,iven Gründen der  Hinwegranmung positiver Gründe 
überboben ist. Letztere hier zn  wiederholen, geht natürlich nicht a n ;  
wir müssten schon gesehriebene Bücher in' ihrem ganzen Umfange wieder 
abschreiben. 

Wir unterlassen es ,  auf viele Einzelsünden hinznweisen, die  H. 
JI a r i e  in den vorliegenden beiden Baudchen sich zu Schulden kommen 
liess. Wir  &kl%ren sie uns daraus,  dass ihm die alten Schriftsteller 
meistens nur  aus Berichten bekannt zu sein scheinen. Wir  hoffcn anf 
Besseres in  den spateren Banden,  in  welchen H. M a r i e  sich mit Schrift- 
stellern zu heschaftigen hahen wird, deren Werke  er selbst gelesen bat. 

CANTOR. 

Ueber das  Ausziehen der  Quadratwnrzel  bei Ciriechen und Indern.  Von 
Obcrlelirer K A R L  HUNRATH.  Reilage zum Oster-Programm 1883. 
Hadersleben 1883. 

Seit Refrrent  in  seirien Bgrirnensoren den  Anstoss zur erneuten 
Untersuchung der Methoden gegeben h a t ,  nach welchen die  Griechen 

- - 

Quadratwurzeln auszogen, s ina  viele Versuche zur  L6sung dieser iuter- 
essanten, aber  ausserordentlich schwierigen Frage  aufgetaucht,  so viele, 
dass ihre Anxahl selbst als Zeugniss aufgerufen werden kann  fiir die  
Vermnthnng, noch habe Niemand die Wahrheit getroffen. Bei uns per- 
siinlich hat  sich im Laufe der  Zeit nur  eine Ueberzengung immer fester 
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herausgebildet, dass namlich die altesten Methoden nothwendigerweise 
geometrisch bewiesen worden s iud ,  womit niülit gerade dieselbe Noth- 
wendigkeit für eine geometrische Entstehung der Metliode in Anspruch 
genommon wird. W i r  sind demnach von vornherein gcncigter,  solchen 
Forschern Glauben zu schenken, welche für  ih revermuthungen  ein geo- 
metrisches Gewand wahlen, das griechischen Schnitt verrath, ale solchen, 
welche arithmetische Formeln allein vorfiihren, wo moglich in der Ge- 
etalt von Algorithmen, die  als solche dem Altorthume unmtiglich liekarint 
sein konnten. H. H u  n r a  t h  bat  offenbar die gleiche Ceberzeugung ge- 
wonnen und  sein Verfahren a n  einer Anzahl von Figuren crlautert, 
welche griechischen Geometern wohl bekannt waren. E r  hat  wenigstciis 
die Quadratwurzelu aus den  niedrigeren Zahlen jede fiir sicli i n  beson- 
derem Naherungsverfahren entwickelt, und  auch Dieses scheint uns  grie- 
chischer Gewohnheit, namentlich der  alteren Zeit, s u  entspreclien. Lei- 
der hort hier  unser Einverstandniss mit dem Verfasser auf ,  denn die 
Nihcrnngsmethoden solbst erscheincn uns doch etwas modern crdacht. 

E s  sei,  sagt H. H u n r a  t h ,  m  die Zahl ,  aus welcher die Quadrat- 
wurzel auszuziehen ist,  und in gauzon Znhlen soi a a > m  > ( a -  1)2 und 

b 
genau m = a2-  b, wo folglich 6< 2  a-1 ,  mithin - < 1 und umsomehr 

2 n - 1  
b  6  - < 1. D e r  Bruch - wird zwischen zwei Stammbrüchen mit, um 1 

2 a 2 a 
2  a 

verschiedenen Nennern liegen müssen, indem z - 1  < 5 z gedacht 

1 6  1 1 b  
jedenfaIl8 -< -4  - macht. D e a n a c h  ist auch n - - > a  - - 1 

z - 2 a  2 - 1  2 :  2u 

b 1 
Andrerseits ist, wegen - < - auch b z -  6 <  2 n ,  d. h. h ( z -  1) 

2 a  2 - 1 '  

b 1  1 
( 2 a - 1  und  -<--- h " 
- S a - 1 - 2 - 1  Fold ich  ( n -  -j2< z-- 1 (n ---) 2 a - 1  . Der 

letztere Ausdruck ist selbst = a'- 
b 2 u 6 - B + b  2 a - 1  +(&y=nz-6--  

2n- 1 
6  " 6 b Z  6  +(,) =.-,+(-) < m .  weiI - 2 0 - 1  - 1  und darum 

h 6 
7 a180 --- ( 2  --- a - 1 )  > O  von m  abgezogen wird. 

2 a - 1  

1 
Somit ist (. -=); rn und rn zwischen zwei Qusdratznhlen ein- 

welche weit naher  bei einander liegen, als (a- 1)2 und a2. 
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Wir haben die elegante Erorternng des Verfassers i n  ihren Grund- 
gedanken angrgehen. Ob unsere Leser gleich uns  deren Künstlichkeit 
als antik zu verwerfen geneigt sein werdon, müssen wir ihnen über- 
lasson. e 

H. H n n r a t h  ha t  in seinem unter  allcn Umstanden, auch wcnn 
man ihm nicht beipflichtet, sehr lesenswerten Programm noch mit man- 
chen andcren Naherungsverfahren, so auch mit der Kreisrechnung der 
Griechen und der Inder  sich beschaftigt. Unter diesen versucht er des 

berüchtigte n = /fi der  Inder  zu erkliiren. B r  a h m  a g u  p t a ,  meint er, habe 
gewnsst (Col  e b  r o o  k e  pag 310, 5 42), dass der Pfeil h , ,  welcher zwischeii 
der Seite s, des S e h n e n - n -  Ecks u n d  dem Krcisumfang sich befindet, 

durch die Formel ?in = fr [d  - fd" snZ], in welcher d den Kreisdurch- 
messer bedeutet,  gegcben sein. Tm Sechseck, wo s, = a d ,  wird h,= 
d - d 
-(2 - 43) = - unter der Voraussetzung f3 = 3. D a  ferner offenbar s,,' 
4 12  - 
= hG2 + 4 ss2 = 22T d 2 ,  so ist 1 2  sI2 = d f10 oder der Umfang des Sehnen- 
Zwhlfecks ist  als mit der Kreisperipherie zusammenfallend zu betrachten, 

um n = (10 zu erhalten. Die  beiden Fragen,  welche wir in  dieser Be- 

rieliurig aufwerfen würdeu, heissen erstlich: wie kommt man zu J3= $ 
u n d  zweitens, welches Recht ha t  das  Zvrolfeck als mit der  Kreisperipherie 
zusammenfallend betrachtct au werdcn? Wir  stellen die erste Frago  un- 
beirrt dadurcb, dass ein so vorxiiglicher Gelehrter wie H. P. T a n n e r y  
die auf keine bestimmt angegebene Stelle grgründete Behauptung aus- 

gesprochen hat, J3= 4 komrne bei H e r o  n vor. CANTOR. 

Die Maasse der Erd the i le  nach Plinins von D. DETLEFBEN, Dir. Ab- 
handlung zum Jahresbericht des Glüçkstadter Gymnasiums. Glück- 
stadt 1883. 

Die Hauptabeicht dieses Programmes gcht dah in ,  einige Fohler eu 
verhessern, welche in  der Pliniusausgabe des Verfassers enthalten sind. 
Ihm war bei deren Fertigstellung nicht bekaniit, dass wesentliche Frag-  
mente der griechischen Quellenschriftsteller, A r t  e m i d  O r v o n  E p  h e s u s  
und I s i d o r  v o n  C h a r a x ,  deren P l i n i n s  i n  seinen geographischen 
Angaben sich bediente, in  der Ursprache erhalten s i n d ,  zwar nicht nn- 
mittelbar, aber mittelbar durçh Auezüge bei spateren Geographen, A g a -  
t h e m e r u s  uud M a r c i a n , w e l c h e M ü l l e r  (Geogr.gr. min.l,  CXXIXflgg., 
2, XLI flgg.) im Driicka veroffentlicht und zur Berichtigung verderbter 
Stellen des P l i n i u s  verwerthot hat. H. D e t l e  f s e n  nimmt die meisten 
Rerichtigungen jenes Gelelirten ohne Weiteres an,  bei anderen begründet 
er seine abweichende Meinung. E r  gelangt dahei z n  der  Uebarzeugung, 
P l i  n i u s  habe, wo e r  die Grossenverhaltnisse der  drei Erdtheile Europa, 
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Afrika, Asien schildert, nicht deren volle Ausdehnung irn S inne  gehaht; 
er habe vieltnehr nnr  anzugeben beabsichtigt, wie weit überall die ro- 
mische Herrschaft vorgedrungen sei (S. 16). P l  i n i  u s  bediente sich bei 
S ü h a t ~ u n g  jener  F lacheg  des falsclien Grundgedankens, den wir (Vor- 
"lsnngen über Geschichte der Mathematik 1, 146-147) geschichtliçh zu 
verfolgen gesucht haben; er halt die FlLchen fiir proportional dem Um- 
fange (S. 6). Wohl mtiglich , dass Q u i n t  i l  i a n ,  der Zeitgenosse des 
P l  i n  i u s ,  diese Stelle im Sinne hatte, wo er jenes Verfahren als irrig 
zu geisseln für nothig halt. F ü r  den Mathematiker is t  der Nacbweis 
von Wichtigkeit, welcher (S. 1) aus  den Iiandschriften des Pl i n  i u s  ge- 
f'ührt wird, dass bei diesem Schriftsteller eine Multiplication mit 100000 
(vorausgesetzt, dass der andere Factor  grosser als 10 ist) durch Ein- 
schliessung zwischen zwei Verticalstrichen und einem Horizontalstrich 
bezeichnet wird, mithin D = 5215500 ist. W e n n  H. e t  l e  fs e n 
dabei unsere Angaben in den Mathem. Beitragen S. 1 6 2  flgg. als vollig 
nngenügend und meist falsch bezeichnet, so liatte es vielleiclit der Billig- 
keit entsprochen, wenn er zugleich auf unsere Vorl. Gesch. Math. 1, 444 
verwiesen hat te ,  wo wir selbst erkliiren , eine Uebereirititirrimung iu der 
Auffassung der einzelnen Stellen sei bei deu einzelnen Sühriftstellcrn, 
unter welchen wir insbesondere T h .  H .  M a r t i n  und  F r i e  d l e i n  nehen 
unseren Math. Beitr. nannten,  nicht vorhanden. Jedenfalls aber ware es 
erwünscht gewesen, durch H .  1) e t l  e f s  e n selbst eine vollauf geniigende 
und unbedingt richtige Darstellung des romischen Zahlenschreihens grosser 
Zahlen zu erhalten. Will er eine solche auf einigen Seiten ver6ffentlichen1 
tio steht ihm nnsere Zeitschrift au  diesem Zwecke sehr gern offen. - 
Ein  sehr sinnentstellender Uruckfehler ist S. 7 des Programmes stelien 
gehlieben: Starnrnbrüche haben die 1 als Z a h l  e r ,  nicht als N e n n e r .  
Auch formel1 als Gleichungen geschriehena, wenn aiich nicht als solchc 
gedachte ~ah lenv&-hindungen  ~ n f  der gleichen Sei te ,  wie 44 =;#, wo 
gemeint ist, 4%. 44 = $42-, storen das Auge des mathematischen Lesers 
i n  empfindlicher Weise. CANTOR. 

Nicolana Coppernicne von LEOPOLD PROWE. Erster I3and : Das  Lehen. 
1. Theil 1473-1512 (XXVIII, 413 S.), II. Theil 1512-1543 
(576 S.) Berliu, Weidmannlsche Buchhandlung. 1883. 

Endlich! Mit diesem Worte wurde wohl ziemlich allgerhein das Er- 
scheinen des Werkes begrüest, welches J a h r e ,  um nicht zu  sagen Jahr-  
zehnte,  l ang  erwartet ,  eine schier sagenartige geheime Existenz geführt 
hatte, an die zu glauben man nicht mehr rechd wagte. Endlich aber ist 
es der Oeffentlichkeit übergeben, die mit strengem Maasse zu prüfen pflegt, 
ob es sich wirklich lohnte, in so gespannter Erwartung dem Werke ent- 
gegenzuharren.  W i r  sind nicht zweifelhaft, dass diese Prüfung  ein all- 
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seitiges J a  als Ergebniss liefern wird. I Ierr  P r  O w e hat  durch die man- 
cherlei Einzeluntersuchungen, die er in Druck gab, selbst d a m  beigetragen, 
dass man Bedeuteiides von ihm verlangte. E r  bat, nacli meiner Ueber- 
zengung, dieses Verlangen mehr als nur  erfüllt. Die Kenntniss des Lebens 
des lteformators der  Sternkunde war im Laufe der  Zeiten eine immer 
weniger gesicherte geworden. Seit G a  s s e n d i  mi t  gewissenhafter Prüfung 
des damals Vorhandenen eine Lebensskizze des C o  p p e r n i c 11 s gab, deren 
Treue man erst jetzt zuwürdigen geleriit hat, ist von Schriftsteller zu Schrift- 
steller ein Etiickschritt eingetreten. Vergessliclikeit a u €  der einen Seite, ab-  
sichtsvolle Legendenbildung auf der andern Seite vereinigten sich zu diesem 
unerwünschten Ergebnisse. D a  waren es einige Forscher aus der nachsten 
Umgehung von des C o p  p e  r n  i c u s  Gehurts- und Wohnstatte, welche mit 
emsiger Miihe theils wiederherzustellen, thcils auszutilgen trachteten, was 
Sorglosigkeit u n d  Absicht in  beiden Richtungen gesündigt hatten. I Ie r r  
P r o w e  war der Besten Einer unter  diesen Forschern. Kaum eine Zeit aus 
dem langen Leben seines Helden ha t  er in seinen Einzeluntersuchungen un-  
berührt gelassen, und maneheFragen,  vol1 denen man nicht musste, dass H e r r  
P r o  w e  sich ihrerL6sung zugewandt hatte, zeugen in ihrer heutigen Behand- 
long dafür, dass der Verfafiser haushalterisch mit seinen Theilveroffentlich- 
nngeu verfahren ist. Auch wer der seitherigen Literatur des Gegenstandes 
nichts weniger als fremd gegenübersteht, wird einer Fülle von neuen Ergeb- 
nissen insbesondere in dem 1I.Theile des soeben erschienenen Bandes begeg- 
nen, Ergehniese, welche Herr  P r o  w e sein eigenstes Eigenthum nennen darf. 
Wo und was C o  p p e r n  i c u s  in  Italien studirte, welche Bekanntschaften 
er dort anknüpfen konnte und  mahrscheinlieh ankniipfte, das Sind Fragen,  
an deren Beantwortung anch italienische Gelehrte ,  und  zwar diese i n  
e,rster Linie ,  mitgearbeitet haben;  aber  das rieben des C o  p p e r n  i e u s  
als Domherr in der Heimath,  seine wechselvolle Thtitigkeit in Heilsberg, 
in Frauenburg, in Allenstein, seine Beziehungen zu den Verwandten mit 
Einschluss einer etwas zweifelbaften A n  n a  S c h i l l i n g s ,  zn den anf- 
einander folgeuden Bischofen, die A n f e i n d ~ n g ~ n  , denen C o  p p e r n i c u s 
in hoherem Alter sich ausgese,tzt s a h ,  das Alles geh6rt in  seiner Auf- 
klarung den nordischen Schriftstellern a n ,  zu dem Allen hat  H e r r  P r  o w e 
sein redliches Thnil und  mehr als das beigetragen. Allerdings war dazu 
eine tiefgehende Kenntniss der ortlichen, ~ taa t l i chan  und  kirchlichen Ver- 
haltnisse so nothwendig, dass nicht einmal der  Leeer deren entbehren 
kann. Herr  P r  o w e  musste darum mit dem Leben seines Helden eine ge- 

naue Geschichte von dessen Heimath verbinden. Hier  ist der  einzige 
P u n k t ,  wo wir nicht rein lobend herichten konnen. I Ierr  P r o w  e hat  
Vielc .~,  für nnsern Geschmack vie1 zu Vieles in  die Anmerkungen ver- 
wiesen, und das erschwert das Lesen des Buches. Wir  hatten gewünscht, 
nnr das eigentlichc gelehrte Rüstzeug in die Anmerkungen gesarnmelt, 
dagegen die Folgerungen in den T e x t  eingeflochten zu sehen. Wir  wissen 
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wohl, wieviel leicliter es is t ,  einen solchen Wunsch anszusprechen, als 
zu erfüllen ; aber  dass wir ihn aussprechen, moge Her rn  P r  O w e beweisen, 
dass wir seiner Gesçhiçklichkeit das Zutrauen sclienken, auch sehr Schwie- 
riges leisten e u  konnen. E s  sollte uns  ungemein freuen,  wenn der ge- 
ehrte Verfasser in den nocli aiisstrhenden Thei len seince Werkes diesen 
unsern Wunsch beherzigen mochte, sei es  auf Kosten einer gewissen 
Gleichmassigkeit des Ganzen. CANTOR.  

A N T O N I O  F A V A I ~ U ,  Qalileo Galilei e 10 studio d i  Padova. Vol. 1 (XVI,  
469 pag.) & II (XI, 520 pag.). Firenze 1583. Successori Le 
Monuier. 

H a t  der Veifasser schon haufig in  weniger nmfangreichen Einzel- 
scliriften sich mit früher unbeachteten oder verkannten Thei len der Le- 
bensgesçhiçhte G a l i l e i ' s  beschaftigt, so bietet e r  uns gegenwiirtig aller- 
dings auch nur  ein Bruchstück, sofern ivir beachten, dass G a l i l  c i ' s  
Lebon ausschliesslich in  der Zeit seines I'aduaner Aufenthaltes den Vor- 
wurf der heiden starken Bande bildet; aber  innerhalh dieser Zeit bahen 
wir ein Ganzes vor uns ,  die Vereinigung alles Dessen, was der auf die- 
sem Gebiete so hervorragende Gelehrte selbst,  was andere Forscher in 
den leteten Jahrzehnten ans Licht gebracht l isben,  und in Verhiudung 
damit vie1 mehr Neues, alfi man bei der  regen Tlieilnahme a n  den Ga- 
lilei-Studien erwarten durfte. Insbesondere die den  II. Band  zur grosseren 
Halfte fü l lmde  Sammlung von Documenten wimmelt von solchen, die 
eum ersten Male der Oeffentlichkeit übergehen werden,  und  die neheii 
der Ausbeute, welche H. F a v a r  O aus ihneu zu ziehen - sagcn wir 
lieber besonders hervorzuhehen - wnsste, noch genug des interessanten 
StoEss bieten , um auçh solchen Schriftstellern zu dienen,  welche einen 
andern Gegenstand als G a  l i l e i ' s  Leben und  Wirken ,  als die Schil- 
derung seiner Zeitgenossen, soweit sie zu ihm i n  perstinliche Beziehung 
traten,  eu bearbeiten wünschen. Die ganze Gelehrtengeschichte Italiens 
um die Wende  des XVI m m  XVII.  Jahrhundert  ha t  Her r  F a v a r o  in 

' sein Werk  liineinziehen müssen, hineinzuziehen gewusst, und e r  hat bei 
Herbeischaffung, bei Anordnung,  bei Darstelluug des überreichen Stoffes. 
die verschiedensten Tngenden bewahrt,  welche der Geschichtsschreiher 
sich aneigncn musa : Floiss, Klarheit,  Geschmack. Fügen wir hinzu, 
dass eiri drei nrockbogen starkes vorzügliches ~ a m e n s -  und Inhaltsver- 
zeiçhnisu auch das Naçhsclilagen in dem Wcrke so sehr erleichtert, als 
mir es überhaupt für mogliçh halten, so glauben wir unseren Lesern den 
allgemeinen Eindruck wiedergespiegelt zu haben, welches das W e r k  auf 
uns  gemacht hat. 

Unsere Leeer sind berechtigt, mehr von uns  zu fordern, eine wenn 
auch noch EO gcdrangte Inhaltsangxbe. Freilich dürfte diesem Verlangen 
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Dass P o n l l o  t - D e l i e l e  schon 1807,  also zu einer Zeit,  zu welcher 
die zahlentheoretischen Arbeiten von G a u s s  in Deutschland selbst kaum 
gewürdigt,  geschweige denn verstanden wurden,  dessen Disqiiisitiones 
arithmethicae in das Franz6sische übersetzte, ist wohl ziemlich allgemein 
bekannt. Die pers6nlichen Verlidtnisse des Uebersetzers dagegen warm 
bisher so im Dunkeln ,  dass selbst sein Name in keinem der biogra- 
phischeu Hilfswerke unserer Zeit vorkommt. Fürst  B o n  c o m p a g n i  
hat  die für sein Leben wichtigen Ilaten eu armitteln gewusst und die 
betreffende Ahhandlung ausser i n  seinem Bullettino auch in einem Un8 
vorliegenden Sonderabzng ver6ffentlicht. E s  geht daraus hervor, dam 
P o u  l l e  t -  D e l  i s  1 e am 17. J a n u a r  1778 geboren ist und am 23. August 
1849 starb. E r  war zuletzt mit der  Aufsicht über  das Schulwesen be- 
trnut. CANTOR. 

Atti  d i  nascita e di morte d i  P ie t ro  Simone Marchese d i  Laplace pnbbli- 
cati da B. BOXCOMPAGNI. Roula, Tipografia delle scieuze matema- 
tiche e fisiche. 1883. 22 S. 

Fürst  B o n  c O m p  a g  n i  hat  es schon mehrmals unternommen, über 
die Personalien hervorragender Mathematiker , wenn erstere noch nicht 
hinlanglich aufgekliirt waren,  diirch seine Forschungrn Licht eu verbrciten; 
wir er innern nur  a n  seine aus mühevollster Arbeit erwachsenen Abhand 
lnngen über die Familie F a g n a n o  und  über das Testament  des T a r -  
t a  g 1 i a. Der  Sch6pfer der ,,Mécanique c6leste " geh6rt einer noch 
nicht so gar  lange h i n t y  uns liegenden Zeit a n ,  und man dürfte er- 
warten,  dass die Daten seiner Gebiirt und  seines Todes  mit vollster Ge- 
nauigkcit crmittelt waren. Ailffalligerweise ist dem jadoch nicht 80. Mit 
jener Bücherkenntniss, die nur  ihm allein eigen is t ,  bat nun der Verf. 
i n  der  vorliegenden Abhandlung,  einem Separatabdruck ans dem von 
ihm herausgegèbenen , ,Bullet t inoLL, nicht weniger als fünfundsechzig Ar- 
tikel und  Schrifren xusammengestellt, in  denen hiographische Augabeu 
über L a  p l a c e  enthalten s ind,  und  diese Angabeu uuter einander ver- 
glichen. Diese Statistik lieferte folgende ltesultate. 15 Mal wird der 
Geburtfitag; 8 Mal der  Todestag verschwiegen; 24 Mal der erstere, 19 
Mal der letztere nnrichtig angegehen, 26 Mal der erstere n n d  38 Mal 
der letztere richtig. Man sieht,  dass die Literaten den  anderen Schrift- 
stellern, welche für  gelegentliche Zwecke biographisches Material wün- 
sclien, dieses durchaus nicht mit der Akribie an die Hand  gehen,  welche 
man zn fordern berechtigt ware,  und  man muss Herrn B o n c o m p a g n i  
zu Uank verpflichtet sein für die von ihm bewirkte Mittheilung der jede 
TJngewissheit beseitigendcn authentischeu Schriftstücke. Das Taufzeug- 
niss befindet sich zur  Zeit im Archiv der Bürgermeisterei von Beaumont 
und besagt,  dass am 25. M a r s  1749 der  - zwei T a g e  vorher geborne - 
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Sohn des P i e r r e  L a p l a c e  und der M a r i e  A n n e  geb. S o c l i o n  ge- 

tauft worden sei. Ausfülirliçher ist aus naheliegenden Grüriden das von der 

Prafectiir des Snine - Departenlents aufbewalirte Sterbeprotokoll: Am 
5. Marz 1827 verscliied in seinem Pariscr Hausc (Kue du  Bac, Nr. 100) 
der Marquis, Akademikrr und Pair  des Konigreiches P i e r  r n S i m a  n 

I l  e L a  l ' l a c e .  Miigen künf'tige Geschichtssclireibrr Herrn B o  n c o rn - 
yagr i i ' s  Arbeit dadurcli lohnen,  dass sie von derrn ltesultaten gebiili- 
rend Nibtiz neh~rien ! 

A n s t i a c l i .  Ilr .  S. G Ü N T H E K .  

Ueber die Principien der neneren Hgdrodgnamik von Dr. Rrcri. REIFF, 
Repetent am math. Sem. der Uriiv. Tübingen. Freiburg und 
Tübingen,  akad. Verlagsbuclilidlg. von Molir, 1882. 

Auch wer im Besitze der K i r c  h h o  ff'ycben Vorlesungen über M e -  
iiik is t ,  abix die in viclen Zeitsçhrifteu xerstreute altere und neueilte 
Literatur nicht ziisammensucben kann oder will, wird in obigerri Sclirift- 
clien cino iiriregung finden. D a m  ist aber wiiuschenswerth, dass eirie 
allenl'allsign zweite Auflagc von cinigcin Sclilacken hcfreit werde; die icli 
narnliaft rnaclien will. 

Im 5 1 (die ~ l l g .  Glcicliungen der  relativen Bewegung) handelt de i  
erste Tlieil von der linearen Dilatation, der zweite von der Rotation. E s  

wird eiri Linienrlement 1 mit der Wi.nkelgescliwindigkeit E rot i rm gelassen 
und der doppelte Bllciieriinlialt der mit deui liadius 1 in der Zeit d l  besclirie- 
bene Sector & d l  auf die 3 Tafeln projicirt. D e r  Verfasser nennt  19 d i ,  

r d i ,  x d l  diese Projectionen dey Sectors. 1)ann Sind aber 8, 1 ,  x  niclit aucli 
die Projectionen von E ,  wie Verfasscr aus Versehm annimmt. D a  8idl 
die Folgen biervon auf den Schluss von 5 1 und aiif 5 3 erstreckrn,  so 
niuss ich dirs nalier ausrinandersetzen. 

Ilie erste Projection von ~ d t  bezeichne i c h ,  abweicliend vom Ver- 
fastier, ruit 8'(11, um die erste Projectiou von E ,  mit ilim ÜIiereiristimrnerid, 
6 rienrien zu kijnnen. .Dariri ist 

wenn a ,  p ,  y iind n,, pl, y,, die Richtungscosinosse von 1 vor und  nach 
der Rotation darstellen. Sind a,, pl, yl wenig von n, P, y verschieden, so 

* Dies fatid Dr. W. B r a u n  dnhier, von dem ich hernach das Schriftchen 
eutlehnte. 
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Alsa wo R a i  f f Çiirderhin 8, L ,  x schreibt, moge der Leser die Indicps 
( ' )  setzen. Dadurch wird das erste der  beiden Schlussresultate des C, 1 
illusorisch u n d  bleibt nur  das zweite, die Umkehrung des ersten, bestehen, 
Iautend: Die Gleichungen V k6nnen z u r  Berechnnng von a', L', x' die,np.ri, 
wenn a, P, y gegeben sind. Alsdann kann  man nach den vorhin angegelir- 
nen Gleicliungcn auch 8, L ,  x bcrechnen. 

5 2 handel t  von der Dilatation, 5 3 wieder von der  Rotation. Der 

letztere beginnt gleich mit folgendem Fehle r :  , 

,, Angenommen, das Plüssigkeitstheilchen rotire mit eincr Gcschwin- 
digkeit,  deren Componenten X ,  W ,  GI seinen etc." Verfasser findet die 
Gleichnngen (15), in  welchen ehenfalls die obigen Factoreu (1 -a2), 
(1 - p z ) ,  (1 - Y 2 )  beizusetzen und überdies noch j e  ein Minus - Zeichen 
fel-ilt. Alsdann heisst es: ,, Sollte dem Flüssigkeitstheilchen eine be- 
stimmte Rotation zngeschrieben werden konnen , so müt;sten die Gleich- 
nngen IV die Stelle der Gleicbungen (15) haben etc.'' N u n ,  diese haben 
sie auch wirklich; man findet nLmlich aus der Identificirung der heideu 
genannten Gleichungssysteme 

und 

wie vorbergeseheri werderi konnte. 

I m  spateren Verlaufe des 5 3 sind dann wieder statt  8 ~ x  die oben 
gezeigten a', L ' ,  n' einzusetzen und es wird deslialb die vom Verfasser vor- 
genommene Identificirung der Gleichungen (12) und (13) mit V und VI 
unmoglicb. Man erkennt dies aiich an dem Resultate, den  Gleichungen 
(18) ,  welche für 8, 1 ,  x die Differenzen, wic ich sio gerade für X ,  y, w 
gegpben hahe ,  aber  mit verkehrten Zeichen, liefern würden. 

I n  den Gleichnngen (19), (ZO), (21) muss man wieder beziehungs- 
weise die Factoren (1 - a'), (1  - P2), 1 - y2) beisetzen. ~ e s g l e i c h e i i  in 
(22), wo aiich in  Consequenz von (15) das Minus-Zeicben fehlt. D a  
denkt  sich Verfasser ,, dem Fliissigkeitstheilchen eine gleichmassige Ro-  
tation ertheilt ,  deren Componenten O, T, K seien IL, und findet dann ,  wie 
natürlich, für letztere wieder obige Diff'erenzen, aber mit dem entgegen- 
gesetzten Zeichen. 

Solche müssen auch im letzten Pr ragraphen ,  4 ,  der die Combiria- 
tion der  rein rotatorischen Bewegung mit der Potentialt~ewwguog znr 
Ueberschrift ha t ,  bftere Male eingesetzt werden. 

Wir  glaiibten zu diesen Bemerknngen uns berechtigt,  anch nachdem 
B. R e i f f ' s  Dissertation im vorigen Bande S. 228  bereits angezeigt ist, 
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und fügen nnr  noch bei, dass selbstverst#ndlich im festen Korper alle 
Theilclien sicb um dieselbe Momentanaxe drehen,  was beim flüssigen Kor-  
per im Allgemeinen uicht der Fa11 ist. Kuiiz. 

Ein neues Gesetz von GROSBANS,  deutsch von ROTE. Leipzig, 1882. 80 S. 

Der Verfasser (Juris t )  stcllt Resultate langjaliriger Stndien über all- 
g~meine  physikalische Gesetze, die  von der chemischen Zusammenseteung 
a b h h g e n ,  der. I n  bestimmten Gruppen flüssiger organischer Verbin- 
dungen verhalten sich die Dichten (gemessen beim Siedepnnkt) wie die 
Atom~umme der Verbindungen. Die Gruppen sind solche, bei denen 
die Formeln nur  wenig verschieden sind. Im ersten Capitel werden ein- 
zelne Reispiele gegeben; in deu folgenden wird die Anwendung nacli 
verschiedenen Richtuugeu hin untersuclit, so auf wzsserige Losungen, 
auf andere als organische Verbindungen n. B .  a. Zuui Schluss werden 
einzelne anscheinende Widersprüehe gegen das neue Gesetz betrachtet. 

P. ZECH. 

Die Bewegungen i m  Sonnenranme, von FOIIRE. Dresden 1882. 128 S. 

Eine der Schriften, welche mit den heutigen Anschauungen über die 
Bewegung der Himmelskorper nicht einve'rmtanden sind. Wic gewohn- 
lich geht der Verfasser von einer ,, allgemein verbreiteten Theorie " aus, 
die nicht richtig sein konne und die  in  der Tha t  auch von keinem Astro- 
nomen angeuommen ist:  es sol1 narnlich die I3ewegung der Planeten her- 
vorgebracht sein durçh zwei Kraf te ,  die Anziehung uud die E'lielikiaft 
oder 'I'angentialkraft, welche letztere die Planeten in d m  Richtung de,r 
Tangente fortstosse! An die Stelle dieser falschen Theorie wird die spi- 
ralige Bewegung des Aetherstroms gesetzt,  der dio Planeten mitnimmt, 
jedem Planeten eine Kaiimspirale zugewiesen, die ans der Sonnenspiralc: 
entsteht, und mit diesen Spiralen gerechnet. W a s  fiir Formelu dahei 
entstelien, moge i n  dem Werke  selbst nachgesehen werden, eine mathe- 
matische Kritik derselben ist unmoglich. P. Z E C ~ I .  

Sta, Sol ,  n e  moveare, von TISCHNEH. Leipzig. 5 kleine EIefte, znsam- 
men 240 S. 

Der Verfasser behauptet,  dass die bei ruhend angenommener Sonne 
geltenden Gesetze der Planetenbewegungen ihre Geltung verlieren, wenn 
sicli die Sonne bewege. E s  i ~ t  ihm also nur  der  Rath zu geben,  zuerst 
dia Satze über relative und  absolilte Rewegung sich klar zn ma clic.^, elle 
er die Gesetze von K o p e r n i k ,  K e p l e r  und  N e w t o n  umstossen will. 

P. ZECU. 
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Handbnch der nantischen Instrumente. Vom hydrographischen Amte der 
Admiralitat. Berliri, 1882. Mittler & Sobn. 432 Seiten. 

E ine  Beschreibung der Instrumente und Apparate ,  welche zur Zeit 
bei der  deulsclien Marine in Gehrauch sirid, dem praktischen Bediirfniss 
angepasst. Der  erste Absclinitt behandelt das Fernrohr  und seine Hilïs- 
instrumente, bcginnt mit  den Grundgcsetzen der Dioptrik, wie sie ge- 
wolinlich in  nriseren I i e h r b ü c h ~ r n  dargestellt werden, betracbtet dann 
(las astronornische Fernrohr nach seinen einzelnen The i len ,  sowie seine 
Prüfung,  ferner kurz das Galilei'sche Fernrohr ,  die Sblesevorricbtungen, 
das Niveau, den küustlichen Horiaont und das Heliotrop. Der folgende 
Absçhnitt beschaftigt sic11 mit den  meteorologischen Instrumenten,  zu- 
nachst mit den verschiedenen Constructionen und Correctionen des Ba- 
rometcru. Unter den Aneroiden werden die von N a  u d e t ,  13 o u  r d O n und 

o l d s  c h m i  d aufgeführt, die Feststellung der Constauten und die Hiilien- 
rnessung an Beispielen erlantert. Dann  folgt 'I'hrrmometer, Hydrometer 
und Ancmometer, Hegen- und Verdunstungsmesser nebst einer Anzahl 
meteorologischer 'I'abellen. Der  dritte Absclinitt ist oçeariischen Becib- 
achtnngen gewiduiet, besonders dem Lothrm, der vierte den Compassen 
und magnetischen Instrumenten,  mit besonderer I3erüçksiclitigung der 
Einwirkung des ScliiEskskorpers auf die Magnrtnadel.  Der  fünfte Abscliiiitt 
giebt die Beschreibung dcr  Winkelinstrurnente ohne St,atif, Sextanten u n d  
Mikrometerfernrnlire. Am ausführliclisten wird der Natur der  Sache nach 
der Sextant belianclelt, insbesondere die Fehler desselben, welche von 
der Stellung des Ferrirohrs uiid der Spiegel lierrühren. Ilir Eiriflufis auf 
den gemessenen Winkel  wird in  Zahlen gegeben und die Art der Cor- 
rectur bestimmt. Auch die prismatische Gestalt der  Spicgc1~;liiscr findet 
13erücksichtigurig; der F ~ l i l e r  der Excentricitat wird a n  einexn Beispiel 
ausdrücklich erlautert. Weniger eingehend ist der Beflexii~nskreis be- 
liandelt; er scheint in der Praxis selten gehrauclit au  werdcri. Bei Thao- 
dolit und Univcrsalinstrument dienen kleincre Inetrumente als Beispiele, 
c:s wird liaupts%çlilicli die Meridianbestirrimung uiid die Anstellurig von 
1)urchgangsbeobachtungen behandelt. 

E i n e  Reille von Tafcln,  vcrschiedene Apparate  iind Instrumente 
darstellend, und  cine grossere Zab1 von Hnlzschnittcn, mi t  grosspr Sorg- 
falt ausgeführt, zieren das Werk. P. Zr.:crr. 

Tafeln zur Berechnnng der  Mondsphasen von Pnrrr. LEHMANN,  vom 
preussischen statistisclieri Bureau lierauegegeben. Berlin 1882. 
78 Seiten. 

E s  licgeri den Tsfelu die  Arbeitcn von H a n s e n  über den Mond 
zu Grunde;  sir, sollen selbst solclien, welclien groseere Uebiing im llechnen 
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abgeht, moglich machen, die Conjunctionen und Oppositionen des Mon- 
des und die damit ausammenhangenden Finsternisse zu berechnen. (Der 
Verfasser ist Mitglied des Rechenbureaus der Berliner Sternwarte.) Die 
Genauigkeit , die mit den Tafeln erreicht wird,  betragt im Durchschnitt 
eine Minute Zeit, die Tafeln sind für vier Decimalstellen eingerichtet, 
die Eerechnung çeschielit durchweg mit vierstelligen Logarithmen. (Vor 
Kurzem ist eine ahnlicbe Arbeit von T h .  v. O p  p o l z  e r  durch die astro- 
nomische Gescllschaft publicirt worden, welche in  der Berechnung eine 
Stplle weiter geht und geühte Rechner voraussetzt.) Die vollstandige 
Berechnung eiuer Sonnenfinsterniss nach ihrem Verlauf auf  der E r d e  
Iasst sich mit den Tafeln von L e h m a n n  in wenigeu Stunden durch- 

führen. P. ZECE. 

Strahlende Elektrodenmaterie von 1)r. pu tu^. Wien 1883. 86 Seiten. 

Eine Zusammenstelliing verschiedener Aufsatze, welche der Verfasser 
über den Durchgang der Elektricitat durch einen sehr verdünnten Raum 
gesclirieben hrrt (C r O O k es' Versuche). Einen vierteu Aggregatzustand 
nach Cr  O O k e s  auzuneliuieu , halt der Verfasser für niclit nothig, e r  sucht 
als wahrscheinlich nachzuweisen, dass die Materie, welche hei jenen 
Versucben den dunkeln Raum füllt, aus mechanisch losgerissenen Elck-  
trodentheilchen hestehe, welche mit statischer negativer Elektricitiit ge- 
fdl t  sind und mit grosser Geschwindigkeit in gerader Richtung progres- 
siv sich bewegen. E s  werden verschiedene ~ e r s u c h e  über Bewegungen, 
welche diese Elektrodenmaterie hervorbringt , beschriehen (besondere in  
Radiometerri), und  a n  der H a n d  jener  Tlieorie zu erklaren versucht. 

P. ZECE. 

Elektricitat und Magnetismns von JAMES CLERK MAXWELL, übersetzt von 
Ur. WEINSTEIN.  2 Bande. 528 und 624 Seiten. Berlin 1883. 

Das englische Original ist  vor zehn Jahren  erschienen, eine zweite Auf- 
Iage imvorigen Jahre.  Doch konnte M a x  w e 11, unr  noch einen kleinen Theil 
derselben durchseheii, durch einen allzufrülien l'od wurde er dér Wissen- 
schaft entrissen. Im Gegensatz s u  dem Werke von W i e d e m a n n ,  das 
jetzt in dritter Auflagc crschcint und  wescntlich dit: Resul tate  des Ex- 
periments anf dem Gebiete der  Elektricitat kritisch sichtet , die mathe- 
matische Theorie n u r ,  soweit efi für diesen Zweck niithig k t ,  behandelt, 
ist für das W e r k  von M a x w e l l  die mathematische Behandlung Selbst- 
zweck. M a x  w e 11 gilt als Aiitoritat auf  diesem Gebiete, seine elektrn. 
magnetische TLeorie des Lichts, seine Uarstellung der  elektrischen Maam- 
einheiten und Anderes wird überall citirt. Aber die Art  der L)arstellung 
bringt vielfach Schwierigkeiten f'ür das  Verstandniss. E s  mag dies zu- 

Hist.-lit. .4hthlg. d Zcitschr. f. Math. e Phya. XXIX, 2. 5 
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sarnmenhangen mi t  d e m  Best rehen M a x w e l l ' s ,  d i e  Anscllauungeri  E ' a -  
r a d a  y ' s  iii niatheuiatisclien Ausdruck zu bririgen. , , F a r a d a y  ", sagt 
M a x w  e l l ,  ,, betrachte t  einen K o r p e r  niemals f ü r  sic11 a l le in ,  e r  sirlit 
n icht  z w i s c h e n  den  Korpc rn  wciter niclits als Dis tanzen u n d  gcht  niclit 
von  de r  Conception s u s ,  als oh sic auf  e inander  nach  i rgend e iner  Pun-  
t ion ihrer  En t fe rnungen  von e inander  wirken. D e r  gesammte Raum iwt 
ilim ein Kraftbereicli ,  e r  spricht von den  Kraf t l in ien  wie v o n  in  gewisserii 
S i n n e  Per t inenzstücken des  Korpe r s .  I c h  g l aube ,  er liat sageri wollen, 
das s  de r  ganze  Baum von vornliereiri vol1 von Kraf t l in ien  ist und  d m  
d i e  magnetisclien i ind elektrisclieu Wi rkungcn  e ines  Korpe r s  von d e n  
Kraftl inien abhangen , die  a n  ihn anstossen." 1) ieçeAnschai iung iin G ~ g e n -  
satz z u  d e r  u n s  gelaufigen F e r n w i r k u n g  erschwert d a s  Verstandniss. 
Durch  die  A r t  de r  Ueber se t znng ,  durcli E r l i i u t o r ~ i n ~ e n  und  durch  Qiiellan- 
angaben  erleicli trrt  de r  Uebrrse tzer  fiir den deutschen Studirenden d i e  

Ueberwindung  j e n w  Scbwier igkei ten ,  u n d  das  i s t  z u m  miridesten eiri 
grosses Verdienst  z u  nenneii .  E s  wird den  deutschen Studirenden nalier 
gcbraclit, was  in  E n g l a n d  in  Matliematik iind Elcktricit i i t  dnrcb Forsclirr, 
wie G r e e n  u n d  H a m i l t o n ,  F a r a d a y  u n d  T h o m s o n  gescliaff'en und 
von  IkI a x  w e 11 z u s a m m e n g r ~ t a l l t  u n d  vielfaçh erweitert  n o r d e n  k t .  

G laube  und Aberg laube  i n  d e r  neue rn  Na tu rwis senscha f t  von Dr.  B o r . z ~ .  
D a n z i g  1882. 43 S. 

W a s  d e r  Verfasser mit  seinein Büclilcin will ,  wird dem Lescr  niclit 
klar.  Zuwei len  scheint  e s ,  nian halie e s  mit e ine r  or thodoxen Opposition 
gegeu die  je tz ige  Naturwissenschaft  zu  t huu .  D a n n  wird abe r  wieder 
freie Forschi ing verlangt:  u n d  Ilarwinismus a ls  selt istverstandlich belian- 
delt:, freilich aucli wieder gek lag t ,  dass  man  d e n  Aether  wie e ine  Gott-  
he i t  feiere! Sonderba r  erscheirit u n s ,  dass d i e  je tz ige  Eu l i e  in de r  ~ ia tu r -  
wissenscliaftliclien Forschurig beklagt  u n d  voni Verfasser gehoEt .  wird, 
e r  wordc diese Bul ie  stijren. Virlleicht l i rg t  dem G a n z e n  pin t icf r r r i  
S i n n  i in t e r ,  d e n  wir niclit finden k o n n t e n ?  P. Z ~ c i i .  

Phys ika l i sche  Aufgaben von H. EMSMANN.  4. Auflage .  Leipzig  1982.  
287 S. 

Schon  d ie  f rüheren A u f l a g ~ n  sind von verschiedener  Sei te  als twff- 
l iche  Hilfsmittel  fü r  d a s  VervtRndniss d e r  Physik  anerkanr i t  w o r d ~ n .  In 
d e r  vor l iegenden neuen  Aiiflage ist das  Meterçystem noch weiter als bis- 
h e r  durcligefiihrt worden (in den  ers ten  Auf l agen  war  d a s  preussisclic 
Maasssystem angenommen) .  Die ers ten  156 Sei ten  enthal ten  die Auf-  
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gal~en,  die Auflosungen nehmen 131 Seiten ein. Die Ausstattung lasst 
Manches zu wünschcn übrig. W c n n  ein Werk  die vierte Auflagc er- 
reicht, ware es wiinschenswerth, Buchetaben und Zablen übersichtlicher 
geordnet zu sehen und klarere Holzschnitte zii findeu. (2. B. S. 104, 1 0 5  
und 109; dann Pig. 3 2  und 34 u. S. W.) P. ZECH.  

Beitrage znr mechanischen Wiirmetheorie von HAEUSSLER. Leipzig 1882. 
76 S. 

Der Verfasser ist mit dem lieutigen Stand der  kinetischen Gastheorie 
niclit zufrieden , er  construirt sich eine besondere Anschauung , wo- 
uach die rotirende Bewogung der Massentheilchen hei starren K6r-  
pern das Gefühl der WHrme giebt ,  das Hinziitreten der  oscillircnden 
Bewegung die Flüssigkeiten und  dss  der fortsclireitenden Bewegung die 
Gase charakterisirt. Darnach wird eine Gleichung aufgestellt, welche 
die Gesammtwarme eines Korpers darstellt. Vermittelst dieser Gleichung 
und einiger Gleiçliungeri von C l a u s i u s  für Vorgange bei der  Ver- 
dampfuug findet sich d a n n ,  dass der absolute Nullpunkt der  Temperatur  
nicht bei 273,  sondern bei 162  Grad unter Nul1 liege. E s  sei dies ein- 
leucbtend, d a  für  t = - 2 7 3  das  G a y - L u s s a c - M a r i o t t o ' s c h e  Gesotz 
ein Volumen Nul1 verlange, was keinen Sinn hahe. EB scheint iiber- 
haupt der Verfasser Gleichungen aus den verschiedensten Gebieten xu 
combiniren, urn neue Resultate zu erhalten. So  wird C l a u s i n s  vor- 
geworfen, dass seine Curve eur  Darstellung der  aussern Arbeit der  Gase 
(die adiabatisçlie Curve) mit deu Zahlenangaben von R e g n a u l t  über 
die Druckverhaltnisse der atmospharischen Luft  nicht stirnme. E s  sollen 
freilich dadurch,  erklart der Verfasser freundlichst, die C 1 a n s  i u  s'schen 
Arbriten nicht verurtheilt werden,  sie hehdten  trotzdem ihren Werth als 
Rahnbreclier auf dem Gebiet der  meclianischen Beliandlung der Warme, 

P. ZECH. 

On the  motion of a projectile in a resisting medium, by GreenhiIl. 
Woolwich 1S82. 32 S. 

Dei Losung der Aufgabe wird angenommen, dass der Widerstand 
auf den M i t t e l ~ u n k t  des Projectils l i n g s  der  Babn  wirke und  der n'en 

Potenz der Geschwindigkeit proportional sei. E s  wird der FaIl ( n  = 3) 
auf elliptische Functionen zurückgeführt, die zur  Berechnung nothigen 
Tafeln werden angefügt, unter bestandiger Hinweisung auf  ,, B a s b  f o r t h ,  
motion of projectiles". P. ZECH. 
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Der Rotationsindnctor von Dr.  H. WEBER. Leipzig 1882. 76 S. 

. Znr Bestimmung des Widcrstandes in absoliitem Maasse wird in 
neuerer Zeit vorzugaweise die Einwirkurig einer rotirenden nialitspule 
auf eine Magnetnadel benützt. E ine  allgrmeine 'L'heorie der hierhei auf- 
tretenden Ersclieinungen wird hier in m6glichst elementarer Weisc ge- 
geben. Zuerst wird die Induction ein's rriagrietisctien Punkts  auf einen 
King, der sicli um eine fieiner Ebene parallele Axe dreht ,  bestimmt uud 
daraus die Induction durch den Erdmagnetismus abgeleitct. Dann  wird 
nachgewiesen, dass ein Magnct keine Induction ansiibt , wenn seine mag- 
nctische Axe mit der Drehaxe des Inductors ziisammeiifallt. Ceherliaupt 
ist die Induction NuIl ,  urenn die Ringebenen der Spule zu der durch 
die niagnetische Axe und durch die Drehurigsaxe des Inductors gel~gtet i  
Ebene  sankrecht stelien. I n  den darauf senkrecliten Stellungen erreicht 
die Induction ein Maximum. W e b e r  lasst daher seiue Spule um eirie 
horizontale Axe sich drehen,  wklirend das Comité der British Association 
die Drehung urn eine verticale Axe anwendet ,  also ein Maximum der 
Induction der Magnetnadel auf die Spule crhal t ,  welclicm Uebclstaod 
drirch Kleinlitit  der Magnetnadel ahgeliolfrn werden soll. 

I n  Folge der Selbstinduction wird die Lage des Inductors ,  bei wel- 
cher die Induction durch den Erdmagnetismus ein Minimum oder Maxi- 
mum wird, i n  der Richtung der Rotation verschohen, bei dem zur Mes- 
sung benützten Inductor bis über siehen Grade. E s  werdeu die Ureli- 
momente bestimmt, welche bei gleichformiger Xotation auftreten,  die 
Gleichgewichtslage der Nadel bei rotirendem Inductor u n d ,  da die ltulie 
nie streng eintritt ,  die Schwingungsgleichune;. Die Windungen des In- 
diictors werden duicli ein aqiiivaleiites System von Ringsn in parallelen 
Ebenen ersetzt und das Potential der Spule herechnet. Zum Schlusse 
folgt die Besclireibung des Tuductors und die getnachten Versuche. AIS 
Mittelwerth ergiebt sich. 

Millimeter 
Ohni = 0,9857 . 1 0 l O y -  - 

becunde 

wahrend die neuesten Versuche des euglisclieu Cornit& (Lord K a  l c i  g h 
und Dr. S c h u s t e r )  0,9893 für den ohigen Coefficienten gcben. 

P. ZECII .  

Uniplanar Kinematics of solids and flnids, b y  Minchin. Oxford 1882. 264 S. 

E in  Lehrbucli der bfechanik der Ebene ,  welches neben der Theorie 
eine Reille von Aufgaben behaudelt. Hauptzweçk  de^ Bucheu ist,  die 
Studirenden auf die neuen Theorien von T h o m s c n ,  ~ I a x w e l l  u. S. W. 
vorzuhereiten. Wahrend Anfangs bei den starren Korpern der Inhalt 
von dem nnserer deutschen Biicber niclit vicl ahweiclit, wird hei der 
Elasticitat und  Fliissigkeit wesentlich anders verfaliren. Irn Capitel Ge- 
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schwindigkeit wird gleich anfangs die harrnonische Bewegung (einfachste 
schwingende Bewegung), F O u r i  e r ' s  Satz und die Zusammensetzung der 
Scliwingungen behandelt. Dann  folgt die relative Bewegung u n d  die 
allgemeine Bewegung eines Korpers ,  wenn die Bewegungen aller tieiner 
Punkte parallel mit einer Ebene vor sich gehen. Bei der Beschleunignng 
wird der Hodograph , die Centralbewcgung, der Mittelpiinkt der  Beschlcu- 
nigung und die B e s ~ h l e u n i ~ u n g e n  verschiedener Orduung dargestellt und  
der allgemeine Satz durchgeführt, dass jede einer Ebene  parallele Be- 
weguog durch das Rolleu einer Curve auf einer andern ohne Gleiten 
liervorgebracht werden kann. Die erste Curve ist der O r t  der Punkte  
im Ktirper, welche von Moment au  Moment keine Geschwindigkeit haben, 
die zweito ihr Ort  im Raum. E s  wird davon i. B. auf A m s l e r ' s  Plani- 
meter eine Anwendung gemacht. Dann komrnt die Tragheitskraft (vis 
irrerticte nach N e  w t o n , Masse mal B e s ~ h l e u n i g u n ~ ) ,  das  Princip von 
d l A l e m  b e r  t und  die Energie. I m  folgenden Capitel werden d ie  kleinen 
Verschiehungen der Massentheilchen und  die dadurch bedingte Form- 
anderung der Korper behandelt,  im sechsten Cnpitel die Flüssigkeiten. 
Sie werden definirt als I<6rper1 bei deren Umformung dor Druck auf ein 
ebencs Element stets normal zu diescm ist. Davon ausgehend wcrden 
die Strornlinien und die Nivaaulinien basprochen. E s  folgen die  Satze 
von den rnelirfach verhundenan Raumen,  von der Unveranderliçhkeit der  
Wirbel uud ihiem elcktrischen Aequivalent,  dann die linearen galvani- 
sclieu Strome, O hmlu  und K i r c h h o f f ' s  Gesetze. Endlich wird i n  
einem Abschnitt über conjugirte ~ u u c t i o n e n  speciell a u €  M a x w  e l  1's 
Buch vorzubereiten gesucht. Fü r  Anfanger ist das werk nicht berech 
net,  es bezeichnet die Zwischenstufe vor dem Studium der neuesten 
Methoden. P. ZECH. 

Die Spectralanalyse von Dr. SCBELLEN. Drit te  Auflage. Zwei Bande 
und Atlas. 518 und  456 S. Braunsc l~weig~  Westermann. 

Der  Verfasser ist  durcli sein Bestreben, die Errungenschaften der  
Wissenschaft auf dem Gebiete der Physik den Gebildeten zugangliçh zu 
machen, bekannt. Die  vorliegende dritte Auflage der  Spectralanalyse 
enthalt in dem Atlas die Originalzeichnungen von K i r c h h o f f  (mit H o  f - 
m a n  n ) ,  V o g  e l  und  A n g e  t r o  m über das Sonnenspectrurn, in sehr cor- 
recter Weise copirt,  dann  die Photographien dee Sonnenspectrurns von 
D r a p e r  und R u  t h e r  f O r d und den ultravioletten Thei l  nach M a s  c a r t  
und Cornlu.  E s  ist damit ein Material durch diesen Atlas geboten, das, 
in den Originalwerken gesammelt, zum Mindesten das Zehrifache des 
ganzen Weikes kostet. Mit grosser Correctheit siud ferner irn Anliiirig 
des ersten Bandes die Zal i len der Wellenlangen der Linien von K i r c h  - 
h o f f  nnd E i o f m a n n ,  ferner die von A n g s t r o m  und  der Metalllinicn 
von T h  a l  e n  xnsammengestellt. Die Zeichnungen der Spectralapparate 
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62 Historisch - literarische Abtlieilu ng. 

sind nach den besten vorhandenen Darstellungen gegeben, die Ausstat- 
tung  des Ganzen nach Papier  und Driick ist ausgezeichnet. 

Was  den Inhal t  der  zwei Bande betrifft, so beschaftigt sich der erste 
mit der Anwendung der  Spectralanalyse auf irdisclie Stoffe, der zweite 
mit der Astropliysik. Nach einer  Einleitung üher die Quellen von Licht 
und Warme wird die Breçhurig des Liclits und  die Uivpersiou beha~idelt.  
Die 1)arstellung leidet hier a n  principiellen E'etilern, die man iu einem 
dnrartigen Werke nicht gerne sioht. W e n n  S. 59 gesagt ist ,  dass der 
Aether, wie die Luft , i n  regelmassige Erschütterungen versetzt werdc 
derar t ,  dass sich die  Phasen der  V e r d i  c h t u n  g nnd der  nachfolgenden 
V e r  d ü n n u n  g in gleichen Zeitabschnitten ~ege lmass ig  wiederholen, so 
ist damit die fundamentale Eigenschaft des Aethers, welche in der Un-  
xusammendrückhai.keit besteht,  ignorirt. Leider zielit sich dieoe falsclie 
Anschauung der Aetherschwingungen durch des ganze Buch:  Schall und 
Licht sollen nur  quantitativ verschieden sein. Damit han@ zusammen, 
dass r in  scliarfer Unterschied zwischen Geschwindigkeit der Aethertbeil- 
chen in ihren Schwingungen und  Fortpflanzungsgeschwindigkeit der 
Bchwingungen niclit gemacht wird. Tn I'olge dessen wird es dem Ver- 
fasser schwer, e ine scharfe Definition der Farben  u n d  des Grundes ihrer 
verschiedenen Brechharkeit zu geben. So wird der  Satz (S. 87), dass 
die Ursache der verschiedenen Farben  eine nothwendige Folge der un- 
gleichen Geschwindigkeit der Aetherschwingurigen se i ,  vom Leser, der 
Belehrung suchen will, falsch verstanden,  und  gleich nachher wird eine 
Wellenlange wieder als Abstand zweier auf einander folgender Aether- 
verdichtungen dargestellt. Bei dem Versuch, die leuchtenden, warmen- 
den und  chemischen Wirkungen der  Aetherschwingiingen z11 trennen 
(S. 406) ,  wird sogar direct gesagt, dass die Verschiedenheit von der Ge -  
schwindigkeit der oscillirenden Thei le  abhange! J e n e r  Versuch misslingt 
in  Folge dieser Unklarheit vollstandig. Erst  S. 173 wird bestimmt von 
der  Fortpflanzungsgescliwindigkeit der Schwingungen gesprochen; aber 
auch hier muss s tat t  eiues logischen Schlusses das W o r t  , ,offenbarCL zu 
dem Zusammenhang zwischen Schwingungszahl, Wellenlange und Fort-  
pflanzungsgeschwindigkeit helfen. Auch bei der Beugung treten eigen- 
thümlicha Behauptungen auf. Der  9 36 bezieht sich, wie am Schluss 
ausdriicklich gesagt k t ,  nur  auf einfarbiges Licht; da  die F i r  a u n  h o  f e r -  
schen Linien kein Licht geben ,  so konnen sie nicht zur Beleuchtung des 
Spalts dienen, also konne anch bei einem Spalt ihre Wellenlange nicht be- 
stimmt werden, dazu brauche man Gitter (S, 208). Sol1 hier wirklich ein prin- 
cipieller Unterschied zwischen Spal t  und Gitter gerrieint sein? Und wenn 
dann (S. 209)  die Sinus der Beugungswinkel der  verschiedenen Bilder eines 
homogenen Lichtbüschels den Vielfachen der Wellonlangen dieses Liclits 
porportional gafunden werden , darf man nachher fortfahren: für jede Farbe 
wachst also die Wellenlange proportional mit dem Sinus des Beugungswinkels? 
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Wir koririteu noch verscliiederie Beispicle anführen , welche nach- 
weisen, dass neben dem wirklich guten beschrcibcnden Theil des Werkes 
das rein 'I'heoretische verfehlt ist. 

Irn zweiten Band wird zunachst die Anwendung der Spectralanalyse 
auf die Sonne behandelt. Der Verfasser ist mit diesem Gebiete durch 
seine B ~ a r b e i t u n g  des Werkes von S e c c h i  wohl vertraut. E s  werden 
vnruehrnlicli die Beobachtuiigen bei Sonnenfinsternissen, die Spectra der 
Protiiberanxen, der Corona und der Chroinoûphare dargestellt und die 
Ver~cliirbung der Spectrallinien in Folge der Bewegung der '1,ichtqnelle 
betrachtet. Auch hier würde Alles klarer,  wenn von früher her  feststande, 
dass die Farbe von der Schwingungsdauer abhangt: die Bewegung der 
Lichtquelle gegen den Beobachter oder v o ~  demselben weg kann diese 
Dauer niclit I n d e r n ,  weil eine Bewegung eine senkreclit dazu vorgehende 
niclit andert ;  wohl aber iindert sie die Fortpflauzungsgeschwindigkeit. 
Also bleibt die Farbe ,  abcr die Brcchbarkeit l n d c r t  sich. 

Es folgt dann eine Beschreibung der Sternspectroskope, eine Zii- 
sammenstellung der Beobachtungen der Spectra des Mouds und  der Pla-  
naten und in eiiier besonderen Abtheilung der Fixsterne mit den Typen 
Seccli, i 's .  Die Bcweguiigen der Fixsterne,  wie sie ans dem Spectrum 
folgen, iusbesondere r ine Tabelle der Rasultate der Greenwichrr Stern- 
warte schliessen dieseri Abschnitt. E s  f o l g ~ n  dann noch die Spectra der 
Nebel, meist nacli H u  g g i  n s , der Kometen und Sternschnuppen, wobei 
der groHse Komet von W e l l s  1882 noch berücksichtigt ist ,  endlich des 
Zodiakalliclits, des Nordliçhts und  der Blitze. 

Man sieht aus dieser kuraen Angabe, wie rcichhaltig die Sarnmliing 
der astrospectralanalytischen Heobachtungen ist. E i n  Sachregister von 
melir als 9 Seiten schliesst das W e r k ,  erleichtert sohr die Orientirung 
und erhlht  seinen Werth als Nachschlagebuch. P. ZECII. 

Das Mikroskop u n d  seine Anwendnng von Dr. LEOPOLD DIPPEL. Braun- 
schmeig, Vieweg. 1882. Erster Theil. Handbuch der  allgrmeinen 
Nikroskopie. 736 S. Zweite Auflage. 

I m  letzten literarischeu Bericht murde die erste Abtheilung des ersten 
Theils kurz augezeigt. Seitdern ist auch die eweite Abtheilung erscliienen 
und damit die allgerneiue Mikroskopie abg~schlosseri,  irisbesoudere die 
optische Theorie des Mikroskops. Neu ist a n  dieser Aut'lage, dass die 
verschiedenen Abhandlungen von A b b e  über das Mikroskop eingehend 
benützt sind. A b b e  hat  zur Darstellung der optischen Vorgange im 
3Iikroskop die G a  u s  s'schen Satze iiber Brennpunkte u n d  Hauptebenen 
fiir seine Zwecke modificirt. An  die Stelle der Hauptebenen tritt  das  
Verbaltniss der Tangenten der Winkel,  unter welchen von den Brenn- 
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puukten aus Gegenstand und Bild gesehen werden. Damit wird ver- 
mieden, von blos ,,idecllen Punktcn  und  Eberien" sprechon zii miissen, 
es scliliessen sich die Entwickelungen unmittelbar a n  die b e O b a c  h t - 
b a r e n  Elemente des optischen Systems a n ,  und da  die Oeffnuiig der 
Strahlenkegel eine grosse Rolle beim Mikroskop   pi el en, so ist die Ein- 
führung von Winkeln von Vortlieil. Der  Brechuugsquotient wird in au- 
derer Bedeutung als gewohnlich eingeführt,  für jede Substauz irn Ver- 
haltniss zum leeren Raum, es fehlt eine genaue Angabe hierüber. Nach 
Aufstelliing der einfaclisten Grundgesetxe werden dit? Formeln fiir Lin- 
sen und Linsensysterne eutwickelt und die Theorie der Achromasie ge- 
geben. 

Die Achromasie beim Mikroskop ist nur eine theilweise; beim Ob- 
jectiv ist nur  verlangt,  dass dievorderen Breunpunkte der verschiedenen 
Farben zusammenfallen. Sind dabei die Brennweiten verschieden, so 
greifen allerdings die blauen Bilder über die rothen über;  aber in der 
Mitte ~ t O r t  dies nicht. Beim Ocular dagegen siicht man gleiche Rrenn- 
weiten fiir die verschiedenen Farben zu erreichen, dann erscheinen die 
Bilder iinter gleichem Gesichtswinkel, fallen aber nicht in dieselbe Ebene. 
Auch der  Aplauatismus kann nur  theilweise erreicht werden. Uei xu- 

geordneten Punkten auf der Axe müsseu die Sinus der  Neigungswinkel 
der  einfallenden und der zugeordneten austreteuden Strahlen constautes 
Verhaltniss hahen. Die Begrenzung der Stralilenkegel, welche duicli 
das Mikroskop gohen, geschieht nach A b b o  durclr zwei zur Axe senk 
rechte Kreise, deren Mittelpunkte auf der Axe liegen und denen er den 
Namen Eintrittspupille und  Austrittspupille gegeben hat. Der  eine ist 
dem andern conjugirt. Daraus ergiebt sich für die Oeffuung des Iu- 
strumehts, welche für Theorie und Praxis des Mikroskops von hoher Be- 
deutung i s t ,  ein Zalilenausdruck, welcher von A b b e ,, numerisühc Aper- 
t u r L '  genannt  wird. 

Bei weitcm der interessanteste Thei l  des ganzen Werkes für den 
Theoretiker ist der zwcite Abschnitt der  Theorie der Rilderzeugung, der 
sich mit den  Beugungserscheinungen beschaftigt, welche durch feine 
Structuren entstehen. Es wird gezeigt, dass hier die Aufgabe zu Iosen 
is t ,  die Lichtwirkung zu bestimmen, welche eiu beliebig gelegener, durch 
ein beugendeli Object vor einem optischen Systern hiudurcbstrahleuder 
leuchtander P n n k t  in  der dem Objecte zngeordneten Ebene  hervorbringt 
und  zwar nnter  Berücksichtignng der  Begrenzung, welche dabei das Beu- 
gungsspectrnm innerhalb der Oeffnung des Systems erfahrt. J e  feirier 
die  Structur is t ,  desto weniger einzelne Beugungsspectra konnen von 
dem System aufgenommen werden. Wird uur  das Hauptmaximum auf- 
genommen, so giebt das Mikroskop kein Bild der Structur mehr. Scliiefe 
Beleuchtung kann bewirkeu, dass noch eiri Beugungsspectrum in das III- 
strumeiit eintritt, uud  dann sieht man die Structnr. E s  kann aber auch 
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Objecte geben mit so feiner Structur, dass für Instrumente auch der  
grossten Apertur nur  das Hauptmaximum aufgenommcn wird,  und dann 
ist es unmoglicli, die Art  der Structur anzugeben. An dem Beispiel 
von Pleurosigrna ongirlalilm werden diese Verlidtniéise im Einzelnen 
dargelegt und gexeigt, woher die verschiedeneu Ansichten über die Struc- 
tur dieser Diatomee rühren. 

I m  zweiten Biich wird das Mikroskop mit Benützung der bisher dar- 
gelegten Theorie der Bilderzeiigiing im Einzelncn behandalt in  eiuer 
Vollstandigkeit, die nichts zu wiinschen ubrig lasst. Das  dritte Buch 
bespricht die HiIfsrnittel zur mikroskopischen Beobachtung, wie sie der  
Praktiker bedarf, P. ZECR. 

Die Grnndgesetze der  Elektrodynamik von MUNKER. Niirnberg 1883. 
27 S. . 

Wenn die gegenseitige Einwirkung zweier Stromelemente nur  von 
itirer Lange, der Stromstarke, dem Winkel der Elemente unter sich und  
mit der Yerbindungslinie ihrer Mitten, endlich von der Eutfernung die- 
ser Mitten abhxngt, so bleibt die Einwirkung natürlich dieselbe, so oft 
alle diese Grossen dieselben sind. Durch Anwendung dieses einleuch- 
tenden Satzes kommt Verfassor zu dom Schluss, dass oiu Strom, wclchcr 
diirch eine Ebene E in zwei antgagengrsetzt ~ymmetr ische Halften ge- 
theilt wird, aiif ein Stromelement, welches durch die Syrnmetrieehene E 
senkrecht halbirt wird, nur  in einer zum Elemente senkrechten Richtnng 
wirken ktinne. Uieser Satz wird wohl keine Anfeclitung erleideu. Ob  
aber dann der Schluss, dass bei Nichterfüllung dieser Bedingungen die 
Gesammtwirkung schief zum Elemtmt sein m üss e , richtig ist , liesse sich 
doch noch bezweifeln. Auch in anderen Theorien wird diese Rechtwink- 
ligkrit befitrittan , die Gesammtwirknng geschlossener Strome auf ge- 
sclilossene ergiebt sich bei alleu gleich; sobald aber ungeschlussene Strom- 
theile auftreten, werden die Componenten sehr  verschieden. I n  dem 
Kampfe zwischen den ersten Autoritateu anf diesem G-ebiete, C. N e u -  
m a n n ,  H e l m h o l t z ,  dem verstorbenen Z o l l n e r ,  W. W e b e r  und  An- 
dercn, ist eine J3ntscheidung nuch riicht erfolgt. Als Beitrag dazu mag 
auch vorstehender Versuch dienen. P. ZECH. 

Untersnchnngen über  Contactelektricit'dt von Dr. v. ZAHN. Leipzig 1882. 
59 S. 

I n  der schwierigen F r a g e ,  ob Elektricitat blos durch Be,rülirung ent- 
stchen konne,  stellt sich der  Verfasser anf die Seite der  Bejahcnden und  
sucht namentlich die Ansichten E x n e r ' s ,  der ganz auf Seite der cbemi- 
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sclien 'I'heorie steht , zu widerlagen. K o  h 1 r a u s c h  und H a n  k e l  liaben 
messende Versuche aiif diesom Gebiete ausgeführt nach verschiedenen 
Metlioden. D e r  Verfasser verwendet cine aus beiden combinirte Methode 
u n d  glaubt , dass seine Versuche jedenfalls der Contacttlieorie giinstiger 
sirid. E r  kommt zum Schlusse, dass die Theorie irnrner noch auf dem 
Standpunkt  s t e h e ,  dass neben der  durch Warmc hervorgebracliten elec- 
trischen L)iEeranz nocli eine Coiitactwirkung diirch die verschiedenen 
R.lnlecularanziehungen m~gl ic f i  sei. P. ZECII .  

Die elektrische Belenchtung in systeqat ischer  Behandlung von A .  BIi.:i< 
L I N G  (Elt~ktrotecliuisclie Bibliothelr von F r .  Vieweg & Soliii. 
1. B a n d ,  1882). 

Aus der gegcnwartig heirfichenden F lu th  in  der Production elektro- 
technisclier Werke tritt  die obige Arbeit vortlieilliaft hefvor durch ilire 
vorziigliche Ausçitattung, durch den Reichthum a n  sehr guten Illustra- 
tionen. Man bekommt einen Ueberblick über alle erwabnenswerthen 
Constructionen von Mascliinen und  Lamperi,  und  es iet deslialb das 
Buch zur Orientirung über das Bastehende aucli fiir Fachmanner zu em- 
pfehlen. Leider konnen wir uns  mi t  manchem Andern uiclit ebenso 
einverstandcn erklaren,  infihwondere fehlt PS hiiufig an Einfachheit und 
Klarheit der Dsrstellung. Auch Ungenauigk~i ten  und Unrichtigkeiten 
machen sich mehrfaçh in storender Weise bemerkbar; wir wollen nur auf 
die  Formel  am E n d e  der Seite 70 (raumliche Vertheililug des Liclits 
einer Bogeulampe) hiriweisen oder a n  den Ausdruck: , , m a n  hat  ermittelt, 
dass das Licht . . . p r o  M i n u t e  e i n e  E i t z a  g l e i c h  3 P f e r d e k r i i f -  
t e n  ausstrahlt '' in der Anmerkung auf Seite 71 erinnern. Man sollte 
fcrner Nachliissigkeiten dcs Ansdrueks, wie ,, 9,81 m ifit die Gesehwindig- 
keit eines im leeren Raum fallenden Korpers"  (S. 58 Anmerkuug) in 
einem wissenschaftlich sein wollenden Werke  vermeiden. Wenn endlich 
der  Vorschlag, bei den elektrischan Kerzen zur Ermoglichung der Ver- 
wendung von Gleichstromen einen spiralformig gewundenen Koblenstab 
als positive Elektrode urrl einen geraden herurnzuführen, als beachtens- 
werth bezeichnet wird (S. 74 Anmerkung) und  wenn der Brushmaschine 
gegenüberliegende Pole entgegengesetnten Vorseicheris gegehen werden 
(S. 166 und 1 6 7 ) ,  obwohl sie als Flachringmaschine s u  bctrachten ist, so 
scheint daraiis I i r rvorzi igrh~n,  dam der Verfasser der elektrotechnischen 
Praxis nicht sehr nahe steht. P. ZECII. 

H I N T Z ,  L., Die Baustatik 20 Dogen 8' mit einer Tafel  und  242 Ab- 
bildungen im Text .  Weimar, Bf. Voigt. 1882. 
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Das Buch ist ~ u n a c h s t  für Fiochbautechniker bestimmt, welche keine 
weitergehenden Studien in Mathematik gernacht haben. Dementsprechend 
hat eo der Verfasser versucht,  die ganxe Baustatik mit elementarer Ma- 
thematik durchzuführen; wo diese nicht mehr ausreicht, beschrankt er 
sich daraiif, die durch , ,hoheres Calcul" gcfnndencn Formeln u n d  Ro- 
snltate ohne weitere Begriindung anzugeben. 

Ausgehend von den  allgemeinen statischen Bedingungen, bestimmt 
er die bei LIochbauconstructionen, Brücken und Stützmauern wirkenden 
Krafte, um sodann in einem folgenden Capitel die  Dimensionen der  s ie  
aufnehmenden u n d  übertragenden Constructionstheile z o  ermitteln; in  
einem Anbang sind endlich eine Anzahl von Beispielcn aus der Bau- 
praxis bis ins Detail durchgerechnet. - LieSert das vorliegende Werk  
zwar nichts Nenes, so enthalt es doeh, bei Verrneidung alles Nebensach- 
lichen und rein Theoretischen, die für  die Baupraxis nothwendigen For- 
meln und Thatsachen i n  recht übersichtlicher und  klarer F o r m ,  so dass 
es sowohl xnm Unterricht in mittleren technischen LehranBtalten, als zum 
Nachschlagen für den Praktiker und die bfehrzahl der Architekten, die 
sicb doch licher mit dem künstlerischen als mit dem mathematischen 
Thcil ihrer Aufgaho eingehend beschëftigeu, ganz wohl zu empfehlen ist. 

Beitrag zur Theorie d e r  bestimmten In tegra le  und zur  Attractionstheorie 
von Dr. Viacnaa N A C H R E I N E R ,  kgl. Studienlehrer. Programm der 
kgl. Studienanstalt zu Neustadt a. d. H. fiir das Schiiljahr 1882/83. 
I V ,  36 S. 

Diese Abhandlung besteht in  Uebereinstimmung mit ihrer Ueber- 
schrift aus zwei Abtheilungen. I n  der ersten Abtheilung werden vor- 

O O O 
f s i n r  m ) ~  . sin 3 m 

W m + a  
d m  unter d m  für ihre Convergenz unerlasslichen Be- 

O 
dingung O < a < 1 discutirt und Ziisammenhange xwischen den beiden 
letzteren nnd den beiden ersten entwickelt, von welchen einige neu 
sein dürfteu. I n  der zweiten Abtheilung, raumlich genan die Half te  des 
Programms bildend, sucht der  Verf. das Potential einer el l ipt i~ch begrenx- 
ten ebenen Oberflache unter der Voraussetzung, dass deren Belegung sich 
nach concentrischen elliptischen Ringen stetig ander t ,  nowie das Poten- 
t i d  eines geraden e l l ip t i~chen  Cylinders, für dessen Dichtigkeit das 
gleiche Gesetz, wie für die Belegung jener Ellipse obwaltet, d. h. dass 
sie nach coaxialen Schichten sich stotig a n d m t ,  wobei als Probe ge- 
wissermassen znletzt der  Sonderfall gleicher Dichtigkeit fur den ganxcn 
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6 8 Historisch - literarisclie Abtheilung. 
? "  -- - - \  - -  - --- - b - - - - - -  

Cylinder infi Auge gefasst wird, welcber schon van Anderen,  insbesondere 
von R o t  h i  g ,  untersucht worden war. CANTOR. 

Analytische Geometrie von Dr. RICHARD BALTZER , Professor an der IJni- 
vernitat Giessen, Mitglied etc. Leipzig, Verlag von S. Hirzel. 

Die  analytische Geonetrie ist  derjenige l'heil der  Mathematik, wel- 
cher z u  verschiedeneu anderen Zweigen dieser Wissenscliaft in nachster 
Ueziehung und Wechselwirkuug sicli befindet. Aus diesern Grunde wird 
der Vortrag eines Lelirsystems der  analytischen Geometrie entweder dic 
g e  o m e t r  i s c h  e n  Betrachtungen hesonders hervorhehen oder mehr den 
r e c h n e r i s c h e u  Erorterungen Aufmerksamkeit schenken ; aber auch im 
l e t z t e r e ~  Fal le  konuen noch die g e o m e t  r i s  c h e n  W a  h r h  e i  t e n  oder die 
f o r m a l e  S e i  t e d e s  C a l c u l s  mehr den leitendcn Gesichtspiinkt abgoben. 

Wie die Vorrede unseres Buches bernerkt, soll dasselbe die a l g e -  
b r a i s  c h  e n G r  u n d 1 a g e n der anal ytisclien Geometrie enthalten ; nur 
gelegentlich sollen 1 n f i n i t e s i m a l  b e t  r a c h t n n g e n  berührt werden. I n  
der Tha t  scheint dem Rdereriten das Ruch eine D a r s  t e l1 u n g  d e r  a n a -  
l y t i s  c h e n  G e o m e t r i e  mit besonderer Beriicksicht,iguug der f o r m  a l e n  
S e i t e  d e r  v o r k o m m e n d e n  a l g e b r a i s c l i e n  R e c h n u n g e n  zu ent- 
halten. Hiermit soll weder ein L o b ,  nocli eiri Tadel  ausgedrückt werden; 
auch konnen wir das Urtliuil dem Leser mit um so grosserer Rulie selbst 
anhcimstellen, als wir cine ziemlich eingrhendo Iuhaltsangabe des mit 
grossem Fleisse und mit entschiedener Sachkenntnifis bearbeiteten Werkns 
zu geben gedenken. 

D a s  ganze Werk  ist 535 Seiten stark und zerfallt in drei Theile: die 
Geometrie des Baumes von einer ,  zwei, drei Dimensionen. Dem ersten 
Tlieil ist  eiri, dem zweiten sind sechs, dem dritten vier Capitel gewidrnet. 

Im ersten Capitel wird der P u n k t  einer Geraden auf zwei Punkte 
hezogen ; wir finden h O m O g e n e ,  insbesondcre die barycentrischen Co- 
ordinaten eines Punktes. Es wird das Doppelverhaltniss von vier Punkten 
besprochen , wobni mit Recht die Leistungen des verdienten M o  e b i u  e 
hervorgehoben werden. Dann folgen die c u 11 i n  e a r  e n  Figuren einer 
G e r a d e n .  , ,Wenn den Punkten A ,  B ,  C l  D ,  ... der Geraden die 
Punkte  A', B', C', D', ... B O  entsprectieri, dass mit A ,  B ,  C und  A', Ri, d 
die P u n k t e  D a n d  D', E u. E' j c  glcicho Doppelverhiiltnissc habeii, so Sind 
die Fi g u r  e n  A,  B ,  C l  D . . . und A', B', C',  D' . . . collinear." E s  folgt die 
Lehre von der Involution, von den harmonischen Centren und Polaren. 
Man sieht,  dass in diesem Capitel einc Fül le  von Stoff auf den relativ 
engen Raurn von 30 Seiten susammengedrangt ist. Die Darstellung ist 
irn Ganzen recht klar ;  aber ein gewisses Uebermaass im Detarminanten- 
mechaniamus und  peinliche Einhal tung der  Gepflogenheit, bei jedern Satz- 
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chen den ersten Autor und den zweiten, dritten Uearbeiter im Texte selbst 
zu citiren, hat auf den Referenten einigermassen ermüdend gewirkt. Beide 
Umstande haben uns durch das ganze Buch hiridurch begleitet, iind wir 
w o l h  derselben daher uiid des letzteren riur hier gedenken;  auch hei- 
zufügen niclit ermangcln, dass diese Bcmerkung eine Gcschrnackssache 
trifft uud der Gesclimack verschieden ist. 

Im folgenden Capitel wird der  Mrinkel zunachst eindentig defiuirt, 
alsdann die ,, im E u  k l i  d ischen Raume giltigeLL Relation a b + 6 c + c a  = O 
besprochen. L)aran schliesst sich die ,,E'lache der Planfigur", wobei die 
Gleicliung, durch welche die ,, Distanzen" eines Punktes  von 3 Geraden 
verbunden sind , besprnclien wird. Es  fol@ die Bespiechung der ,, Nor- 
malprojection" und eiuc ,,PolygonornctrieLL, wobei lins die hübsctic: phy-  
sikalische Ausninandersetzung Seite 42 ebenso s e h  gefallen hat , wie 
uns die trigonometrischen Formeln Seite 38 ü h e r f l ü ~ s i ~  schrinen. Der  
folgende I1aragraph , ,, Centralprojectionen " übersçhrieben , beliandelt die 
eioschlagigen Dinge in recht schoner 1)arstellurig. 

Historiscli interpesant k t  Capitel 3 ,  in wclchem der Begiiff , ,Coor- 
dinaten" entwickelt wird. Ob Herr  B. im Rechte i s t ,  wenn er ,,iinseren 
Hifitorikern I L  in der Vorrede bcmcrkt,  dass sie deri Zusammcnhang zwisclirn 
den Arbeiten der Griechen uud  denen des 17. Jahrhunderts  nicht genug 
hervortreten lasseu , mag billig dahingestellt bleibeu. Doch wollen a i r  
uicht unerwahnt lassen, dass die folgende Bemerkung, wonach die  Co- 
ordinauteu eirie ,, Erfindiing" der Griechen , die übersichtliche ScLreibart 
derselben durch Uuchstabenre,chnung eine Leistung der oeueren Zeit ist, 
sich ihrcm Sinrie nach bei C a n t o r ,  ,,Geschiclite der MathernatikLL, S. 
291 findet. Sowohl a n  dieser, wic anderer Stelle kornmt H e r r  C a n t o r  
ai~sdrücklich darauf ziiriick, dass den Alten die Proportionen unsere 
Cleichungen erse,tzen mussten. N a g  hier auch ein Aecentfehler Seite 52 
in dem Worte ~ n o r ~ ~ v o ' ~ ~ v a ~  erwahnt werden. Uebrigens ist diecies Ca- 
pitel reicb an interessanten Bemerkungen über Affinitat, isogonale Ab- 
bildung, Axiome der  Geumetrie u. s. W. Seite 51 steht die Bemerkung: 
,,Allen realen Coordinaten x,  y entspricht eine , Doppr.lserieL (zweifach 
unendliche Mannichfaltigkeit) von Punkten der Ebene. ,Jedem realen 
Funkte ist eine Doppelserie von nicht realen (imaginaren) Punkten bei- 
geordnet." Ob hier der Rede Sinn oder hlos die Rede dunkel ist, erlanht 
sich Referent bescheidentlich z u  fragen. 

Dieselbe Bemerkung drangt  sich bei dem Satze auf ,  mit welchem 
Herr B. das 4. Capitel einleitet: ,, Wenn f eine Function nten Grades der  
mit 2 gegebrnen Geradeu parallelen Coordinaten x, y eines Punktes  der  
Ebene ist,  eine Functiun des Punktes  X I  y ,  so heisst die Linie f = O eine 
L i n i e  nter O r d n u u  g. Wenn der positive ganze Exponent  n jede ge- 
gebene Zahl ül)ersteigt, und die Fuuction niclit algebraisch is t ,  so heisst 
die Linie f = O transcendant mie die Function." Dann  aber wird die 
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L)arstellung entschieden iuteressant; Kreis und  Gerade ersclieinen in 
liülsçheri, nictit gerade ari jedem Wege  liegendeu Beispielen als geome- 
trische Oerter ;  wir finden die Untersuchungen griechischer Geometer über 
die  Kegelschnitte, die dann nach modernen Methoden und zwar selir 
zweckmassig zunachst a n  geometrisch interessanten Beispielen als geome- 
trische Oerter behandelt werden. W i r  gelangen zu den  a h  n l  i c h e  n ,  
a f f i n e  n ,  C O  n f o  c a l e  n Kegelschnitten, u n d  dieser reiche Inhalt ist in 
so klarer u n d  schoner Weise dargestellt, dass wir es Herrn B. niçlit zu 
hoch anrechnen wollen, wenn er Seite 82 ohne Beweis hehauptet:  ,,Eine ( P )  
tranpcendente Linie hat eine (?) Gruppe von uncndlich vie1 Punkten einer (?) 
Gerade.n." !Auch mag Seite 84 ,, diirch d i e ,  Serie '  von Yunkten eincr Flache, 
welche einer  gegebenen Bedingung genügen, e ine Linie , erfüllt werden ,'l  

welche der O r t des  Punktes  heisst; mag auch Sei te  97 D a n  d e l  i n die BP- 
stimrnung der  Brennpunkte: durcli die  eingeschriebenen Kugeln ,,erfindenU 
a n d  Seite 110 bei zoprjs ein iiberflüssiges inlu siibscr. stehen. Irn folgenden $ 2 3  
wird die Losung cubischerund biquadratischer Probleme i n  ansprecheuder 
Weise behaiidelt. E s  hcfindet sich darunter Seite 133 das bereits von 
A r  c h  i m e d e s behaudclte Problem der Thei lung der Kugel  durcli eine 
Ebene  i n  gegebenern Volumvrrhaltniss. Ich erlaube mir zu bernerken, 
dass ich in einer kleinen Abhandlung ,, Mathematische Miscellen " auf 
eine interessante Beziehung dieser Aufgabe zum r e  g u l  a r  e n  N e u n  e c k  
aui'merksaui gemaçht habe ,  weun es sich urn Halbirung der Haltikugel 
handelt. E s  folgen im S 26 die Linien hoherer Ordnung (S. 140 xiciuos 
mit falscbem Accent), wobei u. A. die Cissoide, die Lemniskate, die Car- 
dioide behandelt werden. Der  § 27 enthalt einigc transcendente T,inien. 

W i r  wollen das tleferat über diases Capitel mit der  wiederholten 
Bemerkung schliessen, dass sein Inhal t  ebenso wie die  Darstellung reich 
an geometrischem Interesse ist. 

Capitel 5 führt dielUeberochrift]: die G e r a d e ,  und enthalt Hetrach- 
tiingen über Liniencoordinaten und trilineare Punktcoordinaten. Die 
Liniencoordinaten erscheinen als ans den Punktcoordinatcn abgeleitet, wie 
cfas leider gewohnlich zu geschehen pflegt, obschon es nicht n u r  didak- 
tisch, sondern anch wissenschaftlich von hohem Interesse ist ,  für  die- 
selben eine selbstandige geometrische Ahleitnng zu besitzen. Vielieicht 
ist Her rn  B. der vom Referenteu (diese Zeitschr. iid. 2 1 ,  S. 278) in die- 
ser Richtung gethane Schritt nicht hekannt geworden. 

Capitel 6 enthalt die ï'heorie der Kegelschnitte. D e r  erste Para- 
graph ist F o r m a t  i o n  der Gleichung überscbrieben. Man discutirt die 
algehraischen Eigcnsctiaftcn einer qiiadratischen Form von 3 Variabeln 
und  geht erst dann  ziir geometrischen Anwendung über;  ebenso zahlt 
man in dem , ,Po l  und Polare" überschriebenen Paragraph bequem ein 
Dutzend ausgeschriebener Determinanten, ehe man zur Definition gelangt. 
L)as ist  w i s s e n s ç l i a f t l i c h  vollkommen einwurfsfrei. Dagegen i s t  5 36, 
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,, Pnnkte und Tangenten eines Kegelsclinittes ", im wolilthuenden Gegen- 
sxtze; man begreift sofort Ziel und Absiclit der Reclinung, und dieselbe 
ist zurlem unter Beriicksichtigung des durch die allgemeinste Gleicliung 
clcfinirten I<egelschnittrs, welclier durch 5 Punkte  g rh t ,  sehr elegant. 
Ehrnso schon ist die Heliandlung des P a s c a l ' s c h e n  Satzesiind seiner Zufiatze. 

Seite 276 Zeile 13 findet sic11 eine ziemlicli confuse Stelle, welclic 
durcli die im Druckfchlerverzeichniss angegebene Correctur uns niclit 
gariz gesund geworden zu sein bedürikt. 

Capitel 7 enthalt die Lehro von den Linien 7ite' Ordnnng und ihreu 
Singularit8ten. Der  Inlislt  ist ein sehr reicher; inan wird kaum eine 
hedententlare Erschainiing auf diesem Gebiete vermissen. Tler Vortrag 
ist wolilgc.ordnet und durch ansprrcliende Reispiele deutlich gemacht. 
Viellriclit hatten einige Liiiien ersten und zwaiten Geschlechts, die seit- 
h ~ r  eirie ausfiilirlichere Behandlung erfabren liaben, namhaft gemaclit 
werden k o n n ~ n :  

Durch die bisherige Uesprechung glaubt Beferent dem TJeser ein Ur- 
tliril über die beiden ersten Theile errn6glicht zii liaben. Ee wiirdrn 
für den dritten The i l ,  welcher die Geometrie rlcç Raumes entlialt, kaum 
neue Gesichtspuukte hervortreten. Mag es daher gastattet sein, dass 
wir uns hier kürzer fassen. 

Capitel 8 und  9 liefern die Vorbegriffe, dann werden die Flachen 
titBi Ordnung behandelt,  denen eine sehr eingeliende Behandlung der  
Cylinder , Kegel- und Kotationsfliichen vorausgelit. Man findet rnetirfaclie 
Flàchenpunkte, die Doppelliuie, elliptische, hyperbolische, paraboliselie 
Punkte, bestimmt die l'olaren der Flachc für einen P u n k t  P, den nm- 
schriebenen K ~ g e l  und untersucht die , ,unebeneiiL' Linien. Uann folgen die 
Flaclien zweiter Ordnung. Durch die Bet,rachtung der quadrstischen Form 
von 4 Variablen ergehen sich nach Ausscheidung singularer Bilduugen 3 
IIauptformen, welche sich durch die Darstellung diirch die 4 Quadrate 
xi2, yI2, zI2, i,', welche lineare Functionen der x ,  Y, 2 ,  1 sind, finden lassen. 
llieriiaüli ergeben sicti 3 Species , ,ordinarer l '  Flachen zweiter Ordnung, 
von denen die erste irnaginar ist ,  die zweite nur  e l l ip t i~çbe ,  die dritte nur 
liyperholische Punkte erithalt. Nachdem sich n u n  fiir t = 1 sechs Haupt -  
gleichuugeu der Flachen zweiter Ordnnng ergeben habon, gründet sicli 
die weitere Classification aiif die Betrachtung der unendlich fernen Linie 
der Flache. Dieses Verfahren, dem man Kürze und Eleganz nicht ab- 
sprechen k a n n ,  rührt von Herrn B. selbst her. 

Ee folgen Betrcchtungen über P o l ,  Polare ,  Centrum, Diameter, 
Axen, und den Schluséi des Werkes bilden 13etrachtungen über die con- 
focaleri Flachen. 

Uruck und  Papier sin? gef'iillig, die Correctur eine sa sorgf'altige, 
dass wir die wenigen von uns arigemerktan Druckfehler alle im angehang- 
ten Verzcichnisse als bereits vom Verfasser berichtigt auffanden. 
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Zu einem L e r n  b u c  h für den Studirenden eignet sich das Buch nacli 
der U e b e r ~ e u ~ u n g  des Referenten nicht i n  allen Thei len,  wenigstens 
nicht beim ersten Studium; dagegen ist es f'ür den mit den Materien be- 
reits im Allgemeinen vertrauten Mathematiker, n a m e n  t l i  c h  d u r  ch  s e i n e  
g e n a u e n  L i t e r a t u r n a c h w e i s e ,  e i n  s o  t r e f f l i c h e s  u n d  a u s g i e h i -  
g e s  N a ç h s c h l a g e w e r k ,  d a s s  m a n  d a s  F e h l e n  e i n e s  i n d e x  rrerum 

d o p p e l t  h e k l a g e n  m u s s .  
Mit diesen Bemerkungen konnten wir unser Referat schliessen, weriu 

wir es niüht für unsere Pflicht hielten, gegen eine gewisse Eigenart des 
Verf., der j a  cin Schriftsteller von anerkanntem Rufe ist, laut  zu protestireu. 

E i n e  Sohne wird ,, Chorde" genannt ,  sich selbst entsprcchendc 
Punkte heissen ,, tautolog ", Entfernungen sind ,, Distanzen ", eine Sçhar 
heisst ,, Serie", senkrechte Linien sind , ,normalLL,  Punktepaare sind in 
, ,Harmonie'L, ein Differentialquotient ist eine , ,Fluxion", ein Kugelsegrnent 
liat eine ,, SagitteLL, Gleicliungen sind ,, congruent '', werden ,, coniponirt ", 
ein Vielseit ist ein ,, Polygramm", welche3 auch ,, centriscli " (Büschel) 
sein kann. Ilalier u.- A. ein bekannter Satz lautet:  , , W e n n  demnach 
zwei gerade Polygone oder zwei plane centrische Polygramme perçpecti- 
visçh s ind ,  so sind sie collinear." 

Der  Verfasser nennt  dies Verfahren ,,in der Terminologie internatio- 
nalen Ausdrüçken den Vorzug geben", wir Anderen nerinen es anders. 

C o e s f e l d ,  im April 1853. K. SCHWERING.  

IIEGEK, Leitfaden für den geometrischen Unterricht. Zweiter Thei l  : 
T r i  g o  n o m e  t r i e .  Breslau, K. Treweudt. 

l)as vorliegende Buch behandelt auf 77 Seiten die ebene und spha- 
rische Trigonometrie. Dasselbe woicht in  manchen Punktcn  von der üh-  
lichen Darstellungsweise ab. D e r  Verfasser verfolgt augenscheinlich den 
Zweck, sich der wit;senscliaftlichen Strenge thunlichst zu 'nahern. O b  
dieser Zweck überall erreicht ist :und ab die Ahweicliungen von der 
ütliclien Darstellung überall als glückliclie bezeichnet werden müssen, 
mag das folgende Referat zeigen. 

5 1 definirt die trigonometrischen Funetionen al8 Quotienten am 
rechtwinkligen Dreieck, drückt alsdaun alle durch o i  n e l  den sin aus, 
liefert mit Hilfe der ein- und  umschriebenen regularen n - E c k  e die nu- 
merischen Werthe für sin 60°, 30°, 15' bis sin 0°0,1'= 0,00003. Eier- 
mit ist natürlich die Bisection anticipirt ,  aber natürlich in geometrischer 
Verliüllung. E s  folgt die Ableitung der Additionstheoreme; und damit 
ist der Leser in den Stand gesetzt,  die  l3ereclinurig von sin 53O 40' prak- 
tisch zu leisten. Im weitere,n Verlaufe will Verfasser die Interpolation 
Lic:grücden und bemerkt, dass, wenn die Winkel  n iind hinre.ichend klein 
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t~ind, sin (n + p )  = sin a + sin ,!3 gesetzt werden darf. Ganz richtig! W e n n  
nur nicht der Schüler geneigt ware, auch dieser Meinung zu sein,  aber 
ohne die Beschr%nknng auf die kleinen Winkel!  

5 2 behandelt das  rechtswinklige und gleichschenklige Dreicck mit 
Zahlenbeispielcn , welche in ausgeschriebener Rechnung hehandelt wer- 
den. Das ist ganz zweckentsprechend. Nur  mit Formeln wie der fol- 
genden : 

Halbe Basis 
Sin. d. halb. Wink.  a. d. Spitze = 

~ c h e n k e l -  

kann sicb Refcrent nun  einmal nicht hefreunden. . Aher das ist j a  Ge- 
schmackssache; in Geuchmackssachen dominirt die launische Crottin Mode, 
und wer weiss, ob nicht solche Formelungeheuer einmal in  die Lehr- 
biicher ihren siegreichen Eineug halten werden. Mogen , , n m  der  Ge- 
rechten willen" die T a g e  ihrer IIcrrscliaft gekürzt werden; und mit die- 
Sem Stossseufzer wideretehen wir der Versuchung, dem Leser noçh wei- 
tere Proben diever Sprachenmathematik vorzuführen. 

Im 5 3 und 4 erscheinen Siiiussatz und Cosinnssatz, ferncr der sog. 
erste Tangentensatz, welche die vier den Kriterien der Deckung ana-  
logen Grundanfgaben Insen. Die Formeln werden zunachst durch Ein-  
führung der Bezeichnungen a ,  b ,  c ,  a, p ,  y u. B. W. , ,durchsichtig" (7) ge- 
rnacht, dann aber  werden die  Sinus stumpfer Winkel  definirt durch die 
Gleichung sin (180'-rp)=sinp, d a  d i e  F o r m e l n ,  w e l c h e  f ü r  e i n  
s p i t z w i n k l i g e s  D r e i e c k  a b g e l e i t e t  w o r d e n  s i n d ,  f ü r  e i n  
s t n m p f w i n k l i g e s  g i l t i g  b l e i b e n  s o l l e n .  Analog wird dercos inus  
crkliirt. Mag noch bemerkt werden,  dass Referent nicht der Ansicht ist, 
dass die Gleichungen sin rp = cos (rp - 90°) und  cos rp = - sin (tp - 90") 
bei der Rechnung ,, etwas vortheilhaft.er '' sind als die gewohnlichen. Fer -  
ner ist sin2 a + cos2 a = 1 ,  worauf Seite 1 9  hingewiesen wird,  an der be- 
treffenden Stelle explicite nicht vorgekommeii; endlich klingt es schlecht, 
werin Verf. sagt: , ,Die  Aufgabe ha t  1 L6sung." 

Der Verfasser gelangt nriiimehr znr  G O n i  o m e t  r iw und  behandelt 
die Snmme von Strecken u n d  Winkeln. Dabei wird nachgewiesen, dass 
die aufgestelltcn Definitionen wirklich den Gesetzen der  Addition ent- 
sprechen. A n s  d e m  B e g r i f f e  d e r  P r o j c c t i o n  f o l g t  n u n  d i e  D e -  
f i n i t i o n  d e r  F n n c t i o n e n  d e s  W i n k e l s  i n  d e n  v e r s c h i e d e n e n  
Q u a d r a n t e n .  Man sieht ,  dass diesmal der  Zugang ein ganz anderer 
ist, als der W e g ,  welcher dem Verfasser im ersten Thei le  seines Buches 
zur Erkenntniso sin rp = sin (180-9) dienen musste; und eiu solcher 
Wechsel der Auffassung unterliegt wissenschaftlÏch ni-cht leichtem, piida- 
gogisch aber dem schwersten Bedenken. 

Bezichungen wie f (p) = + co f  ((p-go), wo cof ,, Cofnnction I L  be- 
dentet und + keine Zweideutigkeit bezeichnen 6011, kaun  füglich entbehrt 
werden. E i n  1)ruckfehler findet sich wohl S. 45 Zeile 4 v. o. und 

HM.-lit Abthlg. d. Eeitsclir. f Math. n. Phys. XXIX, 2. 6 
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46,  Z. I l  v. u .  Bedenklicher Weise wird in  drm Taf le in  S. 49 keine 
Festsetzung über die Vorzeichen der Quadratwurzeln getroffen und ~s 

ist dem Referenten geradezu iinei.findlich, warum S. 51 nicht der M o i v r e -  
sche Lehrsatz selbst, sondern die nacbste Folgerung aus demselben he- 
wiesen wird. 

Der  Verfasser geht nun zur sph%rischen Trigonometrie über, die im  

Ganzen recht a n ~ p r e c h e n d  hehandelt ist. 
Zum Schlusse erlaubt sich Referent noch die  Bemerkung,  dass ein 

neues Gleichheitszeichen für ,, richtungsgleic.he" Winkel eine ,, Erfindung" 
des Verfassers genannt werden k a n n ,  wahrend G a u s s  die nach ihrn be- 
nannten Gleichungen nicht, wie I Ie r r  H e  g e r  S. '75 maint ,  ,,erfunden ", 
sondern e n  t d e c k t hat. 

C o e s f e l d ,  im April 1883. K. SCRWERINQ. 

Vom K6rper hoherer Dimension. Beitriige zu den Elemeriten einpr n -  

dimensionalen Geometrie von K. EUDEL. Kaiserslautern 1892.  
I n  Comm. b. H. Kayser. 

Die  Verallgemeinerung gaometrischer Resultato auf das n - dimen- 
sionsle Gehiet hat  in den letztcn Jahren  in sichtlich zunehmendem Grade 
die Aiifmerksamkeit der Mathematiker anf sich geeogen, namentlich, seit 
Uerechtigung und Nutzen derartiger Untersuchungen Ge,genstand einer 
mitunter ziemlich lebbaftrn Discussion geworden sind. Zwar haben uns 
die analytischen Metboden schon lange gelehrt,  die Geometrien der Ge- 
raden ,  der  Ebene und  des Rauuies als Anfangsglieder e.irier unendlichen 
lieibe zu betrachten, deren Fortsetzung auch Resultate liefern muss, die 
nur  durch unsere Anschauung nicht controlirt werden konnen. Und die 
synthetischen Griiodlagen der n -  dimensionalen Geometrie nehst der aus 
der Natur dieses Gegenstandes erwachsenden Formelsprache hat die 
G r  a s s  m a n n 'sche Ausdebnuugslehre geliefert. Aber die  Scheu, das 
durch Sinneswahrnehmung uns zug:ngliche Gebiet des dreidimensionalen 
ltaumeu zu verlassen, urn i n  abstracten Gebieten ohne die sichere P ü h -  
rung  der  Anschauung auf Entdeckungen von zunachst fragwürdigcm Werthe 
auszngehen, hat  sich den Specialunteisuchungen dieser Art  lange ent- 
gegengestellt. Neuerdings scheint man indessen mehr und mehr su der 
Rrkenntniss zu  kommen, dass ails solchen mehrdimensionalen Unter- 
suchungen auch auf manche Thatsachen der gewohnlichen Geometrie 
nenes Licht fallen kanrf, und dass auch die Analysis,  indem sie sic11 
mehrdimensionalen Problemen anzubequernen genbthigt ist , Nutzen aus 
denselben ziehen wird. Insbesondere haben sich fast gleichzeitig ver- 
schiedene Mathematiker mit oinem Gegenstande brscliaftigt, der einen 
besonders auffalligen Mangel a n  Analogie zwischen der  Geometrie der 
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Ebene und der des Raumes hervortreten lasst ,  namlich den regularen 
I'olygonen uud Polyedern. Dass die Zahl der ersteren unendlich, die 
der letzteran nur gleich fünf ist, ersçheint um so unbegreiflicher, da, 
aenn wir im Raum analoge Gebilde zu denen der Ehene aufsuchen, uns  
sonst überall ein gr6sserer Reichthum an Formen eutgegentritt. E ine  Er -  
klarnng des hier vorliegenden Ausnahmefalles lasst sich aber n u r  von 
der Beantwortung der Frage erwarten : Wievial und welche regulaien 
(den I'olygonen und Polyedern analogen) Gebilde giebt es in  den mehr- 
dimensionalen Raumen, und zunachst im vierdimensionalen? Diese Frage  
itit mehr oder weuiger erschopfend beantwortet worden von den Herren:  
R. H o p  p e in zwei Aufsatzen in G r u n e r t ' s  Arcliiv (Bd. 64 S. 189-213, 
Bd. 67 S. 29 -44) ,  LI. S c  h e f f  l e  r iu  dem Buche: ,,Die polydimensio- 
nalen Grossen und die vollkommenen Primzahlen I L ,  Braunschweig b. Vie- 
weg ($ 14) )  W. J. S t r i n g h a m  in dein Aufsatz ,, Regular Figures in  
n -  dimensional Spaçe" (Americ. Journ.  of Math. Val. 3 p. 1-14), ferner 
vom Ref. in  der Schrift ,,Theorie der homogen zusammengesetzten Raum- 
gebilde" (Nova Acta d. Leop. Carol. Akademie Bd. 44 Nr. 4) ,  erganzt 
durch einen Aufsatz , ,Quelques théorbmes de GBométrie à n dimensions" 
(Bull. de la Soc. math. de  France T. 10). 

Aurh die Schrift von Herru R u d e l ,  über welche hier bericlitet wer- 
den soll, beschaftigt sich mit dieser Frage. Der  Gedankengang dieser 
Schrift ist im Wesentlichen folgender: l m  e r s  t e n A b  s c h n i t t e (1 A) 
werden zunachst allgemeine Benennungen und Bezeichnungen für krüm- 
mungslose n-dimeusionale Gebilde und Gebiete festgestellt. Namentlich 
handelt es sich dabei um Erweiterungen der Begriffe , ,Korper" uud 
,, WinkelLL. E s  folgt dann  eine vom ein- bis zum dreidimensionalen Ge- 
biet aufsteigcndo Untorsuchung übcr die Anzahlen der Greazgebilde eines 
gegebenen Gebildes, wobei natiirlicli aucli der E u l  e r'sche Polyedersatz 
gewonnen wird. Diese Zalilen werden (in Uebereinstimmung mit S t r i n  g -  
hamm) durch Binomialcoefficienten ausgedrückt. Der  Fortschritt von einer 
Dimension zur  andern wird dadurch gemacht, dass ein ausserhalb des 
Gebietes, in welchem ein Gebilde liegt, angenommener Punkt  mit alleu 
Eckpunkten des Gebildes verbunden wird. S o  entsteht der Eeihe nach 
aus dem Punkt  die Strecke, aus dieser das Dreieck, dann das Trtraeder .  
Und da man diesen Bildungsprocoss sogleich als einen solchen erkennt, 
der sich ins Unendliche fortsetzen liisst, so ist hiermit hereits eine erste 
Beihe 1 1 -  dimensionaler ,, K6rperLL gewonnen (,, Elementarkorper erster Gat-  
tung"). Interessant und  'gewiss vielen Lesern neu sind nebenbei die 
Untersuchungen über die Moglichkeit, ans dem Innern eines rings be- 
grenzten Gebildes nach aussen zu kommen, ohne die Begreiizung zu 
passiren. - E s  folgt nun  eine specielle Betrachtung des dem T e t r a e d ~ r  
entsprechenden vierdimensionalen Gebildes. (Dieses Gebilde nenut  K u  - 
d e l  : Vierdimensionales Fiinfeck, S t r i n g h  a m: Pentaedroid, H o p  p e: 
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Polytop 1, Ref.: Fünfzell. Doch haben die anderen Autoren ausser R u -  
d e l  und  dem Ref. nur  das r e g u l a r e  Gebilde im Auge.) Neu ist die 
Bernerkung des Verf., dass a n  diesem Gebilde (wie überhaupt im vier- 
dimensionalen Gehiet) vier neue Massgrossen auftreten. D a  nun im ein- 
dimensionalcn Gebiete (Gcrade) nur  die Strecko als Massgrosse existirt, 
zu welcher in der  Ebene zwei neue, namlich Winkel  und Fliicheneinheit, 
im dreidimensionalen drei neue, iiamlich Keil ,  korperliche Ecke und Vo-  

lumeneinheit l i inzutreten, so sieht man sogleich, dass beim Fortschritt 
in  das nachst hohere Gebiet zu den schon vorhandenen Masseinheiten 
jedesmal soviel neue hinzukommen, ale die Dimensionenzahl des neuen 
Gebietes betragt. Die oben erwahnte Bestimmung der  Anzahlen der 
Grenzgebilde wird nun auch für don vierdirnensionalen und n-dimensio- 
nalen Elementarkorper erster Gat tung ausgeführt, wobei auch eine vor- 
laufig nur  für diese Korper giltige Erweiterung des E u l e r ' s c h e n  Po- 
lyedersatzes zum Vorschein kommt. Einige ahnliche allgemeine Satze 
bildsn den  Scliluss der  ersten Halfte dieses Abschnitts. - Dieselbe Unter- 
suchung wird in der zweiten Halfte ( IB)  für die zweite, mit Strecke, 
Quadrat  und Würfel beginnende Reihe von Gebilden ( E l e m e n t a r k ~ r ~ e r  
zweiter Gattung) durchgeführt, wohei der Uebergang von einer Dimension 
zur  andern durch Errichten von Senkrechten gemacht wird. E s  fehlt 
aber  die dritte, zu der zweiten im Verhaltniss der Reciprocitat stehende 
Reihe, deren erste Glieder Strecke , Quadrat ,  Oktaedeï  sind. (Ausser 
den Gliedern dieser drei Reihen kommen, wie S t r i n  g h a m  gezeigt hat, 
iui n-dimensionalen Raume keine regelmassigen Gebilde mehr vor, wenn 
71 > 4 angenommen wird.) 

D e r  z w e i t  e A b  s c h n i t  t beschaftigt sich aussühliesslich mit dem 
E u 1  e r'schen Polyedersatze. Derselbe wird Anfangs (II A) für den ge- 
wohnlichen Raum, nachher ( I IB)  ganz analog für d a @  vierdimensionale 
Gebiet bewiesen, natürlich unter  den entsprechenden Beschranknngen 
auf  die Elementarkorper. (Auch Her r  D u  r é g e  hat neuerdings diesen 
Gegenstand behandelt; vgl. Sitzungsber. d. k. Akad. d. Wissensch. ILAhtb. 
Bd. 83). Vorher wird jedesmal ein Hilfsproblem erledigt, welches im ertiten 
Fal lc  so lautet:  Wieviel Dreiecke sind zwischen n Punkten einer Ebene 
moglich, wenn jedes Dreieck endlich und jeder P u n k t  ein Eckpunkt sein 
soll? - Wird ziinachst durch Verbindung von n - m  ausseren Punkten 
ein Polygon construirt, welches die übrigen m Punkte  umschliesst, so 
betragt die Zahl der Dreiecke n + 2 (m-1).  Man bemerkt, dass es sich 
beim Beweise des E u  1 er 'schen Satzes auf dieser Grundlage um die Aus- 
breitung der. Oberflache des Polyeders auf einer Ebene bandelt. Die 
allgemeine hierbei befolgte Metbode, geometrische Untersuchungen in das 
Gebiet von nachst niederer Dimensionenzahl zu verlegen, ist, wie der 
Verf. im Eingange zu dieeem Abschnitt mit Recht bemerkt , ein Mittel von 
vorzüglicher Wirksamkeit bei Losung von Aufgaben aus der Geometrie 
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hoherer Dimensioneu. W e n n  der Verf. aber  weiterhin sagt: , ,Für  solches 
Aufbauen oder Abbrechen von dreidimensionalen Grenzkorpern am All- 
korper versagt leider die directe Vorstellung ilire so uothigen Uienste", 
so wird diese Ansicbt durch die  vom Ref. construirten Modelle der drei- 
dimensioiialen ,, Zellgewcbc" der sechs hier in  Betracht konimenden vier- 
dimensionalen Korper wenigstens insofern widerlegt, als die  Uebertragung 
dieser Gebilde in  den vierdimensionalen Raum der einzige unlosbare Rest 
der Aufgabe blaibt. 

I m  d r  i t t e n  A b  s c  h n i t t werden die elf Moglichkeiten, regulare vier- 
dimensionale Korper  s u  bilden, aufgestellt, und fünf davon ausgeschieden, 
Alles ganz iihnlich wie bei S t r i n  g h a m n. A. Von den  sechs übrig bloi- 
benden Gebilden sind zwei die vierdimensionalen Glieder der  oben er- 
wahnten beiden Reihen von Elementarkorperti;  die übrigen vier, die  sich 
allerdings der vom Verf. befolgtenconstruirenden Methode nicht einfügen, 
fehlen hier. E s  kommt nkimlich vor Allem darauf an,  die  Zahl der Grenz- 
korper eineli jeden dieser Gebilde zu bestimmen, eine der directen An-  
schauong wie der  Formelrechnnng gleich unsngangliche Aufgabe, die  sich 
nur durch ein ausserst mühsames, die Construction des Zellgewebes be- 
gleiteudes Zahlungsverfahren mit befriedigender Scharfe,losen lasst. Zur 
Orientirung des Lesers über die Resultate dieser Zahlungen mag hinzu- 
gefügt werden, dass die beiden vom Verf. genauer untersuchten Korper  
vierter Dimension von fünf Tetraedern, resp. acht Hexaedern begrenzt 
werden. Die Begrenzungen der  übrigen sind: 16 ï'etraeder, 24 Okta- 
eder, 120 Dodekaeder, 600 Tetraeder. 

Ein A n  h a n g  der Schrift enthalt in der o r  fit e n  Nummer einen schr 
klaren und anschaulichen Nachweis, dass symmetrische Korper  zur Deck- 
ung gebracbt werden konnten, wenn es moglich ware, sie einem Durch- 
gang durch den vierdimensionalen Raum zu unterwerfen. Die Exempli- 
ficirung auf zweidimensiunale Wesen is t ,  wenn auch nicht n e u ,  doch 
treffend und ein wesentlicher Bestandtheil jedes derartigen Beweises. -- 
Nr. 2 beweist den Satz: Zwei sich kreuzende Ebenen (d. h. Ebenen ohne 
Schnittlinie in  zwei verschiedcnen drcidimensionalen, aber  in  domselben 
vierdimensionalen Raume) haben jaderzeit cinen P u n k t  gemeinsam.* 

Denselben Gegenstand behandelt Nr. 3, worin der im 4. Hefte des 
23. Jahrganges dieser Ztschr. versuchte Nachweis, dass die Annahme sich 
kreuzender Ebenen einen logischen Widerspruch in sich schliesse, ent- 

* Die (ideale) ~x is tens  dieses Punktes lasst sich übrigens auch durch folgende 
Betrachtung leicht nachweisen: Es seien zwei in C sich schneidende Geraden a 
und b gegeben; a bewege sich in einen dreidimensionalen Xaum hinaus und be- 
schreibe dabei eine Ebene or. Diese wird von b in C geschnitten. Jetzt bewege 
sich b in einen andern drcidimensionalen Raum hinaus und beschreibe eine Ebene 
p. Diese hat mit dem ersten Raume nur die Gerade b gemeinsam, daher mit der 
Ebene u nur den Punkt C. 
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kraftet wird, wobei wieder die Verlegung der  Untersuchung eine Stufe 
rückwarts treffliche Dienste leistet. Irn Anschluss hieran wird der Ge- 
dankengang jenes Nacbweises richtig gestellt u n d  das Ergebniss, narnlich 
dia liichtigkeit des in  Nr. 2 aufgestdlteil Satzes, noch durch eiu a l p  
braisches Verfahren bestatigt. Den Schluss dieser Note bildet ein Satz 
über die secbs Schnittebeneu von vier dreidimensionalen Raumen im 
vicrdimcnsionalen Raume. 

Ueberblicken wir uun das ~ a u z ' e ,  so findet sich, dass die Arbeit des 
Her rn  R u d e l  zwar i n  den Hauptresultaten durcli andere über denselben 
Gegenstand veroffentlicbte Schriften iiherliolt ist, dass sie aber  trotzdem 
wegen der consequenteii l)urçhf'ührung eigeuartiger Methoden und wegen 
verschiedenor neuer Beitroge zur n-dimensionalen Geornetrie alln Auf- 
merksamkeit verdient. 

W a r e n .  V. SUHLEGEL. 
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Historisch - literarische Abtheiliing. 

Der Tractatus ,,De quadratura circuli" des 
Albertus de Saxonia. 

Von 

Dr. HEINRICH SVTER 
in  Aarau. 

Eiierzu Taf. VI Fig. 8-14. 

Mit A l h e r t u s  d e  S a x o n i a ,  dem ers ten  R e c t o r  d e r  W i e n e r  Un i -  
versitat, b r g i n n t  a n  d ieser  Hochschule  u n d  damit  aucli i n  Deutschland 
das Sturlium d e r  mathematisclien Wissenscliaften i n  e i n e  n e u e  E p o c h e  
e inzut re ten;  d e n n  in ku rzen  Zwischenranmen folgen sich a l s  Ver t r e t e r  
dieser Dificiplinen a n  j e n e r  Hochschule  A l b e  r t n s  d e  S a x o n i a ,  H e i n  - 
r i c h  v o n  L a n g e n s t e i n ,  J o h .  v. G m u n d e n ,  G e o r g  v o n  P e u e r -  
b a c l i ,  J ri h. E e g i  O rri o ri t a u  n S. Walirend abe r  d i e  le tz teu  beiden be- 
iühuiteri Mattieuiatiker u n d  Ast ionouieu  schon auf  d e m  Boden des  H u m a -  
nisrnus t i tanden, bewegten sicli die ers ten  heiden noch g a n z  auf  dem 
Feldc de r  Scliolastik u n d  musstcn deshalb  j e n e m  mittelalterl ichen L e h r -  
system gemaes ihrc  Krà f t c  auf  verschicdene Crehicte v ~ r t h c i l e n  *:  A l b o  r - 
t u s  g lanzte  l i a u p t ~ a c h l i c h  a l s  Log ike r ,  H e i n  r i ü h  v o n  L a n g e n s t e i n  
als Theologe;  heide aber  hii ldigten a ls  Nominal is ten  e ine r  freieren Rich- 
tung in Kirclie und  W i s ~ e n s c h a f t .  W a s  .Job. v o n  G m u n d e n  anbetrifft, 
so stelit e r  so ziemlich auf d e r  Grenzscheide  von  Scholaotik u n d  I I n m a -  

nismus. 
A l h e r t u s  d e  S a x o n i a  (eigentl ich A l b e r t  v o n  R i g g e n s d o r f  

RIIS  Sachsen) s tammte a n s  e iuer  b ~ n e r l i c h e n  Famil ie  in N i e d ~ r s a c h s ~ i i .  
Er s tudi r te  ziierst i n  J'rag, dnnn  in P a r i s ,  wiirde h i e r  Magister d e r  freien 
Kiinste u n d  nachlier Doc to r  d e r  ï 'heologie,  las  e twa  von 1350 a n  daselhst  

* Indessen beschriinktcn sich auch P e u e r b a c h  und R e g i o  m o n t a n  in ihren 
St,iidien keineswegs aiif hlathematik und Astronomie; als erste Vertreter des I l u m a -  
nismus an der Wiener Universitit widmeten sie sich eif'rig dem Studiuin der 
klassischen Sprachen: G e o r g  P e u e r b  a c h  las 1454 nud 1460 über V e r g i l  's 

Aeneide, 1436 über J u v  e n a l ' s  Satyren, 1458 über H o r a z .  R e g i o m o n t a n u s  
trug ehenfdls 14fil über den V e r g i l  und zwar über dessen niicoliea var. Vergl. 
J. A s  c h b a c  h ,  Geschichte der Wiener Universitit, 1, Bd. S. 353. 

1Iist.-lit. Abthlg. d. Zeitschr. f. Math. II. Phys. XXIX. Y .  7 
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übe r  Aristotelische Philosapli ie u n d  Mathemat ik  niit grossem Beif'all und 

w u r d e  1365 von  H e r z o g  I Z u d o l p h  IV.  als Rector  a n  d i e  n e u  gestiftt.te 
Hochschulo  nach  Wien  be ru fen ,  a h e r  schon im folgcndcn ,Talire von 
Papfit U r b a n  V. s u m  Rischof von Ha lbe r s t ad t  e rnann t .  I n  diescm Amte 
blieh e r  b is  zu aeinem T o d e  (1390). Es w r r d e n  ihm e i n e  hedeutende 
Zah l  von  phil ixophischen , rnathematischen u n d  astronomisclien w e r k ~ n  
zugesch r i eb rn ,  d i e  e r  wahrscheinlich g r o s s t ~ n t h e i l s  in P a r i s  verfasst liat; 

mehre re  derse lben wurden  den  V o r l e s u n g ~ n  in  W i e n  z u  G r u n d e  gelegt." 
Von  mathematisclien W e r k e n  n r n n t  A s c h  b a c h  (a. a O. S. 365): 

1. T r a c t a t u s  d e  l a t i t u d i n i b u s  f o r m a r u m  (gedruckt  Venet i i s  1.705), 
2. 1)e  m a x i m a  e t  m i n i m a  (l iandschrift l .  in Venedig) ,  3. T l i b e r  p r o -  
p o r  t i  o n u m  (in W i e n  u n d  a n d e r e n  Bibl io theken handschrift l ich,  in erste- 

r e r  n u r  a l s  F r a g m e n t ;  ged ruck t  P a d u a e  1482 u n d  1486 zugleich mit 
B l a s i u s '  D e  Pel icauis  u n d  N i c .  O r e s u i e ' s  D e  la t i tud .  forui., und 
Venet i i s  1496). Von deni L i b e r  p r o p o r t i o n u r r i  keririt B o r i c o m p a g n i  
z e h n  verscli iedene Ausgahen ;  ausser  den obengenann ten  noch eiixe aus 
I ' a d u a  1484 (die dr i t te  ist  nach  i h m  a u s  dcm J a h r e  1487, nicht  1486, 
wie A s c h  b a c h  ar ig iebt ) ,  xwai ails  Vened ig  1487 n n d  1 4 9 4 ,  z n e i  ails 

B o l o p a  1502 u n d  1506, e ine  a u s  P a r i s  ohne  .Jahreszatil u n d  e ine  ohne 
A n g a b e  des  Druckor t e s  u n d  d e r  Jahreszahl."" Nehen  diesen voll.stZn- 
digeii Ansgabeu des betreffeuden W e r k e s  e rwahn t  B o n  c o  m p a g n  i 11nc11 
e inen  ged ruck ten  Auszug  a u s  deuiselbeu nrid eiriige Manuscr ip te ;  von 

a l lcn  d iesen W e r k e n  legt e inz ig  d e r  A u s z u g  (verfaset von dem Domini- 

kane rmonch  I s i d o r u s  d e  I s o l a n  i s  von Mai land im Jah r t ?  1522) dem 
A l b e r  t u s  d e  S a x o n i a  d i e  Beze ichnung  be i :  F r a t e r  fiacri O r d .  Praedi -  
critorum. Schou  dieser Ums tand ,  d a s s  d i e  v ie len  a n d e r e n ,  al teren Aue- 
gaben  A l b e r t u s  d e  S a x o n i a  n icht  als Monch k e n n e n ,  d a n n  die  That-  
s ache ,  das s  L u c a s  P a c i o l i  i n  s e inem he rühmten  W e r k e  ,, Srirnma de 
ar i thmet ica ,  geometr ia  i h n  al, F r a n z i s k a n e r  cit ir t  u n d  L) o,m i n i c o  
A n  t O n i  o G a n d  O 1 f O i n  se iner  Diseer ta t io  historica d e  ducent is  celeber- 
r imis Augustinianifi  scr ip tor ibus  soga r  noch  a is  Augustiner,*** machcn es 

* Diese biographischen Notizen sind aus d s c h b a c h  genorumen. Es wurden 
aber auch consultirt: B u l a e u s ,  Historia univers. Paris. Tom. IV, und Ch. G. 
J O  c he r ' s  Allgem. Gelehrtenleuikon, fortgesetzt und erganzt von J. C h  A d  e lu  n g, 
1. Bd., Leipzig 1784; es ist aber nirgends von einem Aufenthalt in Pavia die Kede 
und wir begreifen daher die ohne Quellenengxbe gebrachte Notiz von Fe rd .  
J a c  o l i  irn Bulletino d i  bibl etc. von B o n c o m p  a g n i ,  Tom. I V  pag. 493 niclit; 
auch ist daselbst die Angabe falsch, A 1 b e r  t u s  habe um's J ah r  1Y30 geblülit. 

** Vergl. H o n c o m p a g n i ' s  Bulletirio di bibliog. etc. Torri. IV pag. 498 - 511. 
Nach B o n c o m p a g n i  enthklt die erste und nicht die dri t te Paduaner Auagabe 
(wie ~ u c h b a c h  angiebt) noch die Aiihaudlungen vou B l a s i u s  d e  P e l i c a n i s :  
Quaestiones super tractatu de latitudinihus formarum, und von ' J i  c. Oresni e: 
De 1;ltitudinibus formarum. 

*** Vergl. Bulletino di Boncompagni, Tom. IV png. 511 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Der  T r a c t  ,, D e  quadra t i i ra  circuli " des  Alher tus  d e  Saxonia.  83 
- -  - - -  -- - - -  a-- - - - A  -------A-- -- - 

li0ctist wahrscheiulich,  das s  A 1 b e r t u s keii iem Orden  angeliiirt bat. I n  
der T h a t  ba t  auch  A p  f a 1  t r e r  d ieses  i n  d e n  Scr ip tor .  univers .  Vienn.  1. 
pag. 29 uachgewicscn,  wio A s c  h h a  c h  i n  d e r  erwalinten Gcschichte d e r  
Wiener Univers i ta t  ang ieh t  (S. 363). Nacli dernsclhcn A p  f a l  t r e r  sol1 
auch das  gewohnlich d e m  A l b e r t  u s beigelegte astronomische W e r k :  
Commentaria a d  t abu la s  Al jihansi regis n icht  von ihm verfasst  sein (S. 36.5). 

E s  herrscht  n u n  sowohl beziiglich dieses I ' roportionanwerkes,  ale 
auch der  Abl iandlung ,, D e  la t i tudinibus  formarnm" ke in  Zweifel darüber ,  
dass diese Arbei ten  von A l t i e r  t u s  d e S a x o n  i a  s tamrnen;  aucli d i e  
Abhandlung ,, D e  maximo et minimo ", de ren  Vertiffentlichung seh r  zu 
wüiisçhen ware ,  wird i h m  obne  Widersprucl i  zugeschr ieben.  O b  n u n  a b e r  
die Ahhand lung  ,, 1) e q II a d r a t  11 r a c i  r c II 1 i ", d ie  s ich  im Codex A. 50 
der Berner  Stzdtbib l io thek befindet u n d  a ls  deren  Verfasser  A l  l> e r t u s  

d e  S a x o  n i  a g e n a n n t  i s t ,  sowie e io ige  a u d e r e  Abhand luugen  desselben 
bIanuscriptes, d e r e n  Verfasser  nicli t  angegeben s i n d ,  auch  von unserem 
A 1 b e r t  u s he r rüh reu ,  ist niclit mit  Entschiederiheit  z u  betiaupten ; e ine  
Vergleictinng derse lben mi t  den  a l s  echt  e rkann ten  Scl i r i f ten ,  d i e  mir 
lcider gegcnwar t ig  n icht  zu Gcho tc  s t e l c n ,  k 6 n n t e  vielleicht zu  cinem 
sichern Resul ta te  führen.  E s  ist  e twas  au f f a l l end ,  dass  e ine  solche A b -  
handlung n i rgend  anderswo a19 Manuscr ip t  vorkommt o d e r  e rwahn t  wird*;  

allein eine solche Schr i f t  über  e ine  S t r e i t f r age ,  wie  e s  dieses P rob lem 
damals war ,  w u r d e  n icht  den  V o r l e ~ u n g e n  a ls  Let i rbuch z u  G r u n d e  gelegt ,  
wie dies mi t  d e n  W e r k e n  übe r  P ropor t ionen  u n d  d e n  La t i t ud ines  for- 
marum d e r  F a l l  war, u n d  braucli te deshalb  weniger  vervielfi i l t igt  z u  wer-  
den. E s  gil t  d ies  auch von  d e r  Schr i f t  , , D e  rnaximo e t  minimo", d ie  
nach A s  cl1 b a c l i  aucli n u r  in Vcned ig  h a n d d r i f t l i c l i  vorkommen 8011. 
Uebrigens darf d i e  Schr i f t  ilirem Inl ia l te  nacl i ,  abgesehen von  d e r  weit-  
~ c h w e i f i ~ e n  sçbolastischen L~ars te l lungsweise ,  g a n z  wolil dem A l b e r t  u s  
zugeschrieben werden , o h n e  d(,m Klange  seines Namens  i rgendwie  Ab-  

bruçh z u  thun .  
Urvor  wir u n s  speciell zu  d ieser  A b h a n d l u n g  w e n d e n ,  wird es wohl 

arigezeigt s e i n ,  deri reichhalt igen C o d e x  A. 50 d e r  Berri e r  S t a d t -  

* In Wien beiinclet sidi dieselbe nach meinen Erkundigungen nicht. Es exi- 
btiren aber auch dort die Srhi-iften: De latitudinib?is f'orrnarurii und De riiaxiiiio 
et miniirio nicht. Das Vorhmdeiisein der Abhandlung ,,De quadratura circuli" 
auf der Stadtbibliothek in Bern erwiihnt A d e l  u n g  in seiner Fortsetzung des Ch. 
G. Jijcher 'schen Qelehrtenlerikons, 1. l i i l .  S 455-457, unter dem Artikel ,,Alber- 
tus de Süxonia " : ,, Schrieb Tractatus proportioriiim (Venedig 1496) uud Questio de 
quadratura circuli e t  alia problemata, baridschriftl in der Stadtbibliothek Bern." 
Wie cr dazu kouirnt, auch die übrigcii Abhandlungen so ohne Weiteres dem 
A l b e r t u s  zuziischreiben, ist mir n ' d i t  bekannt;  der neue Handschriftenkatalog 
der Uerner Stadtbibliothek voii H a g e n  beriihrt die Frage des Ursprurigs dieser 
Abhaudlungen gar  nicht. A d e l u n  g nenut den Geburtsort des A l b  e r t u s  Riek- 
niersdorf und bezeichriet die übrigen Lesarten als irrig ; icti bin h s c h b a c  h gefolgt. 

7 * 
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b i b 1 i o t h e  k etwas naher zu. betrachten. Derselbe ist ein Pergament- 
manuscript aus dern Aufang des XV Jalirfiunderts, in  Quar t ,  von der- 
selhen Haud  gescliriebeii, gleichmassig und schon bis zu Eude. E r  entliiilt: 
1. Blatt la-168a die 15 Bücher E u k l i d ' s  mit dem Commentar des 
C a m p  a n  n s , sehr correct und  schon grfichrieben mit frinen , sanheren 
Figuren. Dieselben heginnen : ,, Incipil genmelrin eirclidis rum con im~n~o  

campani. Punctus est illud cui  pars  non est. elc.'< und schliessen: ,,El sic 

si /  finis huius 15. libri et per consequens loliirs 2i6ri geometriae euclidis czini 

commcnio campani anno domirii 1412, feriu qvinla on!e vrilentini marliris." - 
2. 168a-lli9a eine kurze Abhandlung ohne Angabe des Verfassers, be- 
titelt: lncipiunt damonstrationes de  quadratura eirculi. Wir  werden die- 
selhe unten ehcnfalls vollstiindig wiedcrgeben. - 3. 16ga  -172a: Qiic~tio 
Alberti de  Saxonia de quadratura circuli. - 4. 172a-176a fnlgende 
Abhandlung ohne Angabe des Verf'assers: Item alia questio de propor. 
tione dyametri quadrati ad costani ejusdem. Sie beginnt: ,, Lilrum dsa- 

meter alicujus quadruti sit commensurabilis coslue ejzisdem . . ." und sclilinêtit: 
,,,rd 30rn poiesl d ic i ,  quod isle modus urguendi n co~nmulrrhz proporlioiiolil«.& 

non lene1 in illis yune sunl diversarum specierum, modo czim quodralum el 

linea non sin1 ejusdem speciei ratio k?riirl modic'um probnuit. Explicil haec 

queslio." - I l ann  folgt ein kiirzer Absatz, wahrscheinlich zum Obigen 
gehoiig , beginnend : ,, Dyameter qundruli (rd ejzis coslrim est proportio medie- 

falis duplae . . ." und  schliessend: ,, ergo proporlio primi ad secundam est rl 

dlcilur medielas duplar? quae est . a .  b . ad . b . c . scil. dyametri ad coslum." - 

5. 170b -177a die Abhandlung,  betitelt: Datis diiabns lineis inaequalibus, 
inter eas duas medias proportionales invenire. Sie. beginnt: , ,Istud Ilieo- 

rema fui1 antiquilus sic inlroductum . . ." und sch l ie~s t :  ,, I ~ i t w t a e  s1in1 igilirr 

durre linerre etc." D e r  Verfasser ist auch nicht angege,ben. - 6. die Ab- 
handlung 1T7"178h ohne Angabe des Verfassers. Sie  ist betitelt: 
A n p l o  rectilineo dato equum anguluni curvilineum describere et econ- 
verso. Sie beginut : ,, Sit  ongzilus reclilitieus dnius . b .a .  c . . . " iind schl ie~st  : 

,,et per conseyuens urcrcs non essel equalium circulorum. E ~ p l i e i l . ' ~  - 7 .  Auf 
den  Blatteru 180a-190a (Blatt 179 ist leer) die zwei Bücher der Aritli- 
metik den T h  ornas  B r a  d w a r d  i n u s .  T i te l :  Incipit Ariemetica magistri 
Thomae  Rrawardini liber primns. Anfnng: ,,Quaiz/itn/itm nlirz rntrg~dudo dici- 
lur,  alia discretn! quae mdl i tudo sive vumerus uppellolur. Nogi~iludinrrm di(i 

immohilis de qua geomeler considerut, ulia mohilis de qua uslrologus trriclui." 

Schluss: ,, Isla igitur suffîciatll pro senlenlia hu jus  2ibri arismelicae. Explieil 

arisrneticrr ducloris p ro f i nd i  m(zyis1ri Thomae b'rriwardini, anno domini 141 1 ,  
quarla die mensis Junii. - 8. Wieder ohnc Angahc des Verfassers lSOa 
bis 198b einen Algorisrnus proportioniim, und xwar ist es derjcnige des 
N i c. O r e s m e. E r  beginnt : ,,Incipit algcir~srnzts propor/iotium. (Ly na nie- 

dielos in algorisrno proporlionirm scribilur sic &, el una terlia sic $ el dune 

terline sic $ et sic de. oliis." E r  scliliesst: , ,Sic igiiur se hnbent rtspeclus 
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signorum celi secundum isttrm consideraiionern u l  patet in figura. Explicit 
tertius tractatus de proporlionibus irrationalibirs." Dieser Tractat  weicht in  
einigen Stellen von dem von Herrn C u  r t  z r? veroffentlichten ab. - 9. Anf 
den Blattern 199 " - 204 "ohne Angabe des Verfassers einen Algorismus 
de miuutiis. Ti tel :  ,, Incipit algoristrius de tninutiis. In  nomine riomini amen." 
Anfang: ,. (M)odum represenlu~idi  seu represenlalionis rninuciarum vulgarium 
oslendere. Quirr in frartionibus sunt duo numeri ,  scil. numerus kumerans et 
nuriterus denominnns, ideo in f7,ucConiDus primo opportet scire,  quid si1 nunierus 
numerans el numerus denoitiinrins :' Schliiss: ,, Multiplira h n c  2 am per 3 am et 
divide tunc per ptcarlam el erihit qui  fui1 ignolus: quod si sin1 aliae proporliones 
tcimcn non posui plures, quiri islue ad propositum numerum miniiciurum wulgrrrium 
el physicnrum suf/ïciunt. E ~ $ i r i l  Alyurismus de min/rciis." - 10. Als Schluss 
des Manuscriptes Blatt 205a-  2 l 3 V i e  Musik des B o  e t i u  s abgekürzt 
durch C. d e  M u r i .  Ti tel :  Incipit musica Boetii ahbreviata por C. de  
Muri. Anfang: ,,Quoniain musicrr est de snno relrito ad numeros aut econtra, 
neressririum est musicam ulrumque numerum sril. el sonuin considernre." Schluss : 
.,el slalirn in eu videbilur clarissime nionocordum in dyulonico genere, ut hic palet.LL 

8 
Wir geben nun nachfolgrnd die kurze Abhandlung 2 . ,  Demonstra- 

tiones de quadratura circuli, und die dem A l b e r t u s  d e  S a x o n i a  zu- 
gescliriebene 3. wortgetreu wieder; nur in der Interpunction durften wir 
uns nicht mit der mittelalterlichen Kürze begniigen. W a s  die Abhand- 
lungen 4. ,  5. und  6. anhetrifit, so scheint es mir, der Form und dem 
Tnhalt nach zu iirtheilen , ziemlich wahrschrinlich, dass aie von demselhen 
Verfasser herriihren wie 3.;  auch hieten dieselben, wenigstens 4. und 5., 
krin gpringes Interesse dar, so dass eine Veroffentlichung derselben in 
einem spatern LIefte dieser Zeitschrift wohl gerechtfertigt sein mag. 

,, Iticipiunt demonslrationes de yuudralura circuli. 

Circulum yundrare est possibile. Ponulur circulus yuadrondus cujus semi- 
circulus si1 . a .  d . c . , el describar~lur in eo duo lulera qundrdi  inscriplibilis, 
yiroe sunt . a .  d . et . d .  c . ,  el super lineam . a .  d . rlescribalur semicirculus . a .  d .; 
lunulu * eryo . a .  d . sic potest yzratlrari: yuadrutum enim . a .  c . est per penulli- 
mam yrimi Eurlirlis duplum ad quadratum . a .  d . , sed . a .  c .  est dyanieler semi 
rirrtdi . a .  d .c., el . a .  d .  est dyameler semicirruli . a .  d ., ergo per 2am 12. 
fi~ut~1itii.s semicircwl~ts . a .  d . c. est duplus ad semicirculum . a .  d . , erg0 semicit-- 
eirlils .a. d . est equd i s  porlioni . a .  d . b . quue est medietas semicircidi . a .  d . c . 
ergo cum semicirculus . a .  d .  el porlio . a. d . b . (Fig. 8) hnherrnl yuoddam con -  
mune seil. porlionern conteritam ab urcu . a .  d .  el a corda .a. d ., rlemplu istn 
po~tione ab utroqire, erit lunuln . a .  d . eyualis triangulo . a .  d .  b .  S e d  trianyuli 
yu~~riralurn scitirr per ztltimam 2' Er~clidis,  yuare el lunulae. 
- 

+ üeschrieben steht überall limula. 
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Supponalur ergo qitod si1 possiliile quudrare lunulnin super Ialus qua- 
drali desrriptum, et siciit hoc contingif, itrr corifingit quudrnre yrcnnilibel liinu- 
laat super cujirscunqi:c figurae circulo inscriplildis Irtlirs clescriplam? ul super 
lulus exnyoni. Quue suppositio confirmnri potesf per illud principircm, yuod 
praernilli; Cumpanits primo elernenlorum Euclidis , et quo ulifur ih demonslrn~iriu 
2 am l Z i  Euclidis, quia sicul se Iruliel lunulu super lulus yuctdruii descripin ud 
lunulam super lalus exngoni,  i / u  se halie1 qundrnfuro quodrunyue ad uliqiiriil 
alizrd prr  illud principium : Quanta es1 yunclibei mcrgnitrcdo ad a l i p a m  2 am, 
tantam necesse est esse quamlzliet lertiam ud quorlnm. 61 trtnc e x  T a  el 12" 
el 21" 5i Euclidis focile ronrludes hoc qundrrrlum esse eqirnle lunirlae des~.ripitre 
super lotus exayoni ,  facilius lrtmen concludes illud e x  permulrtla pruporlro- 
naliiale. 

Hoc auiem praesupposito dernonslrrztiilur yuerncunque circulum posse yucl- 
tlrari. Si1 enim circulus quadrantlus ut prius cirjus semicirculus si1 . a .  d . c. .  

et sumatur linea duplu ad ejus dyclmelrum, quae si1 . e  . h  ., et super enm 

describnlur semicirculus . e .  f .  g . l i . ,  el in ipso dztcunlicr trin lrrtrru exagoni 
quae sunl . e .  f ., . f .  g . ,  . g.h . et super illu triri lalern descrihnntur lres 
semicirculi, scil . e .  n . f . ,  . f .  1. g ., . g. k. h . (Fig. 9 u. 10.) 'C'urn igitur 
linea .o .  h .  si1 dupln ad linecrm .a .  c . ,  eril yuudralrrm lineae .e .  h .  gundru- 
plicm c~d qtradralum lineae . a .  c .  per 4 am 2 Rucliilis el 18 am 6 ejzrsdem: 
igilur cum sit eadem proporlio circulurum ad invicem, qurze es1 yuadrali dyn- 

melri unius ad quadrtrtum dgtrmetri allerius per 2 -  1 2 i  Ezrclidis, circzrlus 
eujus  dynmeter est . a .  h . es1 qundruplus ad circulum cujus  dyrrmeter est . a .  c . ,  
et semicirculiis . e . f . g .h . yuadruplus est ad semicircrilum . a .  d . c . per 15 am 

5' Bucl. : sed unirsquisyue semirirtuloritm . o .  n . f . , . f .  1 .  g . , . g. k .  h . es1 
equalis semicirculo .a .  d . c . , quia omniuni islorum scmicirculorum &jarnetri sut11 
equales, ergo semicirculi . a .  d .  c . ,  . e .  n . f ., . f  . l .  g ., . g .  k .  h .  srrnl eyualcs 
setnicirculo . e .  f .  g .h . Demplis iyilur iribzrs portionibus . e . m .  f . ,  . f .  t . g., 
. g . p .  h . , quae sunt communes tribus.semicirculis . e .  n . f . ,  . f . l  . g . , . g . k .  h .  
el semicirezrlo . e . f . g . h . , relinqziilur, yuod semicirculus .a. d . c . et tres lunulae 
. e . n . f . , . f .l . g . , . g . k . h . sunt eqtcclles illi quod est residuum de semicirculo 
. e .  f . g . h . post demplionem lrium communium. Es1 ccutem residuum zllud figura 
yuadrila fera  yuue contineltrr a quatuor lineis . e . f . , . f .  g . , . g . h . , . e .  li . sed 
quadratum illius figurae scitur per ultimarn 2' iizrclidis, quare el quad~~ntzcm ei 
eyuale; sed  ei  epuules sunt sernicirczclzis . a .  d . c . et lres lzinulae praedictcre, 
iyititr ipsis  sirnul jztnctis scimus eyurrle quarlratum pusse signare. Sed tres 
lunulae ut prnehubifum est possunt quarirari, p u r e  et folus circulus cujus  d p  
meler esl .a . c .  : con.seÿucnliu ultimn palet: S i  enint tri hi^.^ Iunulzs per se  ES^ 

dare trin puadrata eytrnlia, quihus dicisis in 6 lriangulos ricttitr ununr qiiadra- 
lum eytrale per demonslralioneni ultimae 2' Eucl. : dempfo eryo isto yuudrnto 
eyzrali tribus lunulis de quariruio lotali eyuali lunulis ipsis et sernicircztlo . a . d . c  , 
residitum, yuod est equale setnicirculo remunel figura reciilinea . a .  c .  el per 

consequens ialia quadrnta il1 docelur super iiliimam secundi Eicclidis." - 
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Wir erkennen in dieser Abhaiidlung den Versuch des H i p p  o k r a -  
tes  v o n  C h i o  s (denn als selbststiiudige Arbeit dürferi wir aie wohl nictit 
betrachten), den Kreis veriuittelst der sogenarinten Monde z u  quadriren, 
der von E u d c m o s  in seiner verloren gegangenen Geschichte der Geo- 
metrie beschrieben und uns von S i m p l i k i o s  in seincm Commentar e u  
der l>hysik des A r  i s t o t e l  e s überliefert worden ist. * Der Fehlschluss, 
von der Quadrirbarkeit des Mondes über der Vierecksseite ohne Weiteres 

au€ diejenige des Mondes über der Sechsecksseite zu scliliessen, ist hier, 
wie mau sieht, uiclit urngangeu, sondern im Gegentheil gestützt worden 
durch eiii htichst allgemein gehaltenes Axiom des C a m p  a n u s ,  das er 
seincr Euclid - Ausgabe hinzugefügt bat :  ,,Quanta est nliqua quantifas ad 
yuumlibel alium ejusdem generis, tnnlam esse quamlibel tertiam ad aliyuam 
yuartum ejusdem yeneris in qua~i/itotibus continuis (necesse est)."** - Wenn 

aiich die hier dargestellte Kreisquadratur verfehlt ist ,  so bietet die Ab- 
Iiandlung irnmerhin ein historisches luteresse dar, indem sie zeigt,  dass 
diese nacb ~ r e t s c l i n  e i  d e r  sa wenig beachtete Stelle des S i m  p l i k i o s  
&on Eride des XLV. odrx Anfang dro XV. Jahrhunderts  bekannt war 
und benutzt worden ist. Ob diese Quadratur  ebenfalls dem A l b e r t u s  
zuzusclireihon se i ,  hezweifeln wir; denn eonst würde wohl in der eineu 
Abhandliirig eiii Hinweis auf die andere zu finden sein,  zumal die fol 

gende Schrift die verschiedenen Quadraturenversuche erwahnt. 

C)ueriiitr utrum quatlrure circulum si1 possibile. 
d r p i t u r  primo qziod si l ,  uuctore untifon[is et brissonis, qui  ut  dicit phi- 

losophirs primo ~ l encharum el primo physicarum circulum quadrflre sunt conati. 
prohnlur eliam r a l i m ~ ,  quia cuicumpue es1 dare qurrdrrrtum majus  el quadra- 
luriz minus,  sibi (?) es1 dure yrtadrdum equtde; sed circulo est dare quarlralum 
majus, scil. quadrrrlirni circulo circumscrïpluni, el quariratum ntinus, scil. p ~ d r a -  
tuni inscriplum , igitur elium est (jure qiradrnliim circulo epuale. 2 O. sic : si non 
esset dare quadralurn circulo equule, seyucretur, pirorl /ierel transitus de ma- 
jore ut1 minus,  siue de extremo ad e.rlrenium trrinseundo per  qmnia mediu, 
et tamen nunqtrnni pervenirelur ad ey uale vel ad medium; sed hoc est falsum, 
igitw probo conseyuetilium, quia sit imum yuatlratum circulo inscriplmn et 
iricipiut hoc ronlinue mtgeri uniformiier donec Fat mnjus circido; s i  igitur fuil 
aliqunndo circulo equale, kabelur proposilum, s i  non,  Irunsilits fuclus est de 

* Vergl. B r e t s c h n e i d e r ,  Die Geornetrie und die Geometer vor Euclides, 
1870, S. 100 etc. 

** Aelteste Euclid-Ausgabe nach C a m p  a n u s ,  Venedig 1482, S. 2. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



minore ad majus respectic islius circuli el nunquam pervenium es1 ad equctlc. 
3 O .  sic: sicuf se habcl sphera ad cubicuri, iltr circtilus ad yuudrar i ;  sed 
sphern polcsl cuhicuri ,  ut palet, si ayuanl replenletn vos spherirum infunda- 
mus ad vas quadrnticum sive culiicum. 

Opposilum arguitur sic - si circulus potes1 guridrari, yuudrulum possel 
circuluri;  lenet consequenlia, cum non uideafur esse major  ratio de un0 yuitm 
de  alio : fulsitus conseyuenlis vidclttr lenere,  e x  eo guod non videlur esse trrr- 
dila aliqua urs yundrritum circulandi. 2 O .  s i c :  circulum quodrrrre est qi4~- 
dratum equale circulo invenire, sed hoc ino.enire est impossibile, quia si luteru 
ytradialé exlendantur eyualiter a c f n l r o ,  sztpprficies circtrluris eril multo capu- 
cior quam eral ante ipsum guadratum, yuod poiet e x  libello de corporibils 
isoperimetris, uhi dicilur, spherrr omnium corporum isoperimetrorum esse 
maximum.  Ilem con[erlur e x  alio,  quia non potest inueniri quudraium cujus 
mediclas si1 equalis medielufi r irculi ,  i g i h r  nec polesi reperiri  quudralurn quod 
si1 eyunle c.ircrilo ; tenel consequenlia , yuia,  y uorum dimidia sunt ineyualin, 61 

ipsa : anteredens probalur, quiu omnis figura rectilinea su6 ungulis conlinettir, 
quibus impossibile es t ,  angulos spmicirculi esse eyucdes, igiiur nllllius czrcidi 
medielas medielati quadrali polesl esse equalis; tenet conseyuenlin, quia per 
eguulilatem angulorum Euçlides e1 Cumpanus probanl eqtralilatem figurarum, 
sicut patet in 4a proposiiione el in commenlo ejusdem primi iduclidis gutie i w  
cipil:  omnem duorum etc. Anlecedens qrroad primum ejus parlem pulet, scil. 
quod omnis figura reclilinea sitb ungulis continelur, quia si non sub ungulis 
sed sub ungulo possel coni imri ,  sequeretur quod dztae lineae reclue possenl cluu 
dere superficiem, quod es1 conlra d l imam psiilioncm primi Euclidi.~; sed quiiad 
secundnm parlem palel ,  scil. quod a??guli rectilinei el anguli semicireuli non 
possunt esse squales: nctm hoc demonstratum ' e s t  supra (?) i n  3. hujus  scil. 
Euclidis. I I I  isla yuestiorie primo distinguendum est de quadratura circuli: 
ZO. ponendue sunt conclusiones el redeundurn (?) est yuesito (?).* 

Quunlum ad pr imum,  sciendum (est) quod quadraluram circuli possumits 
intelligere yuinyue modis. Lrno modo quadrnre circulum est ipsum duubus 
dyameiris orthogonaliier se secantibits in cenlro i n  quatuor partes equuliter 
dividere,  el islo modo loquilur Campanus in theorica sua et multi nlii docto- 
r u m  de quadralurn circuli, qunndo circulum jubent quadrari .  Secundo modo 

per yuudraluram circuli possumus inltlligere, i p sum i n  yuadratum vel in figu- 
r a m  aliquall]ter similem qitadrafo reducere (reditci) posse per circumdccisionem 
et enrum siius lransposilio~ieni, e l  islo modo rudes  loyziuniztr el inlelligunl de 
yuadratura circuli. Tertio modo per quadruturom circuli possumzts intelligcre 
invenlionem ulicujus quadrati. non lnman quod sit eqiinle rircitlo, sed lult'ru 
f j u s  simzrl juncla sunt e p a l i a  circumferentiae circuli i n  rectum cxtrinscre, 

* Die beiden letzten W o r t e  sind sehr undeutlich geschrieben; sehr wahr- 
scheinlich ist gemeint, es sei am Schlusse eine Kecapitulation über das Ganzo 
vorzunehmen. 
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el islo modo Cumpnnus quutirafiit circulrlm. (Izrurto modo possumus ilitelligere 
per qundrare circuluni invenive yuridrattrrn eyurile circulo, cu jus  /(&ru simzcl 
jzlncfa rum hoc (?) sin1 eyualiu cirr:umft.renliaii rirruli in reia1um eztensae. 
Quinio modo possumus intellzgere per qundraiuram circuli invenire unum yua- 
d d u m  eqzrale circirlo. - Sr:cundrt dislinctio est i s la ,  quocl qirndratiira circulz 
30. et 5 O .  modo dirla,  quaedam est nii' sensurn, yuuedn~rr ad inlelleclurn, el 
yuarduni ad ulrurnyue. Quadrare circulum lertio modo rrd inlel2ectum est pro- 
bure nliyuod yuadrutunt clrjrrs luterci sirnul junrla sunl equaliu circurnferentinc 
circuli in rectum exlensrre, el isio modo non est duljium quit1 circiclus sic q~ la -  
drari possil, quia 7zon est dubiutn rjvin aliq~iu linea recta si1 eqiialis circum- 
[erenliae in rectum exlensne,  quae si i n  4 partes equales diuidalur, et partes ad 
invicem ud angirlos rectos jurrganlur, comliluiint unum quadrulum. Quudl-are 
rrutem circulztm tertio morio ad sensum est invenire 211121111 yz~adralum, cujus  
lalera simul junetn conslituunl unarn l ineum, .pue  si objicerelur visui unn cum 
circumferentia circuli i n  reclam extcnsa, v i ~ u s  n e p q u a m  posset ponere d i feren-  
ticlm inter i l las,  sed judicaret unam esse iantam quantam aliam. Sic similiter 
yuadrnlura circuli 5" .  modo i!ictrc, quaedam est ad inlellectum, ut  invenire 
u m m  quudratum et hoc den~onslrrrliue probure esse equale circulo: el yziuednrn 
est ad sensurn, ut facere et invenire unum yiiadrntum, iriler yrrod et aliquem 
circulum sensus neyuit ponere difrerentiarn, nec considerrire yuae isturum super- 
firicrum si1 majoris capncitatis, ymo judicat,  unam ulteri esse equalem. Qun- 
drare auiem circuiuui 3 O .  modo rrd uirumyue,  srilzcel tnm ad serisum quam ad 
intellecturn , est aliyuod quadruttrm invcnire et demonstralice probare,  quoil illius 
lulcra simul juncla sint equulia circumferenline aiiczijus circuli in rectum e z -  
te~isac, el cuni (?) hoc quod inler lalera illius qirurlrrili simul juncla el circum- 
/èretitiam circuli i n  rectam extensam sensus non posset ponere difrerenticim: 
sic conformiler dicumus de quadruturu circuli 5 O .  modo dicta ad zrtrzrmpuc scil. 
iarn ad sensum quam ad iîlfellechm. 

Quantum ad secundum principale sit prima conc;nsio isla: yuadraluru 
circuli primo modo dicla est possibilis: hoc palet cuilibet iiifuenli, yuare m u  
oportet ipsum modo demonstrare. 2=. conclusio es t ,  yuod loyumdo de  qua- 
dratiira circuli secundo modo dicta, scil. yuod istne puries circum[erenliae 
circuntjirctae conslituanl qucidralum eyuale circulo, rlicu quod est in~possibilis 
nec sciliilis nec demonstrrtbilis; probatur, quia,  postquunr parles circumferetz- 
line sic sunl circumjnclae,  non resultrrt figiwa qztucfralcr, cirm non omnes e jus  
nnguli sunl recli, ymo nullus ejus angulus est rec lus;  el e z  uliu, quia isla 
figura non est equalis circulo e x  eo quod es1 circuio inscripta. Si l<inzen 
intelligitur, quod circirmferentiu polesl sic dividi in quatuor parles eyuules yuue 
per euruni fru7isposilionem consliluunt talem figuruni aliqualiter sinlileni- qua- 
d r d o ,  non es1 dubium quin hoc sit possibile, sicul posszbile est quadrare cir- 
culzrm primo modo. Tertia conclusio: quadrulura circuli tertio modo dicta est 
possibilis et ad sensum el ut! intellectum. Probalur primo quoud sensum per 
Campanum qui sic puadravit circulum, asserans secundum asserlionem mullo- 
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rurn philosophorirnz , circumfirenliam circuli conliriere diirmeirum ter el sepli- 
mam rjirs parlem, et cunl dinrncler sit Einen rec ta ,  palel quod,  si lres dia- 
meiros rum seplimtr parie ~jusrlem diamelri ad inuicem jungumnrs , coiisliluent 
ztnnm lirieam reclum equulem circwnferenliue circuli in reclom ealensne, yrrue 
si visui o/,jicerclur unu czim circumferentia illius circuli in reclam exlensa, 
ilisus neyuil puricre d i f i r e r ~ i i ~ r m  inter eus. sed penilzis judicuret eas esse eyudcs, 
rlium utlhuc si uua rizleri slrpponeretirr, el istu lineci t u ~ i c  diuirleretzir in qua- 
t~ror  purtes equulzs, el si fïerel unum qundratum e.c i l l ls ,  esset quadrare cir- 
ci~iurri 3 O .  modo et hoc es1 possihile, igilitr elc. Qurid rrulem quudralitru cir- 
culi 3 O .  mudo dicta sil possibilis utl inlelleclzcm, palel uuctore Arisloielis in 
l)rae(l irnme~itis ,  u6i  diri t ,  qzratfralzrra circuli, si est scibilis, nondnim scitn; 
hoc uulern non inirllexit de yuadraturn r i r e d i  primo modo dicta, yuiu illu est 
sci ta,  nec de q~indralirrn 2 O. modo dicta,  quia illa est irnpossiiiilis, nec 4 O .  
nzotlo tlictrr, quia isla etinm es1 impogsiliilis, ut slulim p~obubil i ir ,  nec 5" .  modo 
ciiclu, yzrirr isht est scita, ut  patetil in 2 1 1 1 ~  concl~rsione ponendarum: ergo in- 
lclleail de yirudrulzircr 3 O .  modo dictu. l s lu  enim, quamvis sil scibilis forle, 
~~ondzrrn est scila, e x  eo yiiod forle nondirrti per uriem est inuenlurn ~rec  de- 
n~onstraizcm ad intellt~ctzrm cirrztmfcrenlium c irr~i l i  ho11ere se in proporlio~ie 
lripla sesquise,utz'mn ad diamclrum, nec aliquam linerrrn reclanz equrrleln circum- 
fereriliue : nihilomiwus est demonslraCi[e rtd ililellerlurn piraniois dzf@licilc, el ideo 
piradralzrra ipsius circztli ipsiris Can~pnn i  es1 ad sensum non ad iîitellectzcm. 
Quurla conclusio: yuadralura circu!i quarlo modo diclu est impossibilis, scil. 
aliyuod yuadrnturn esse equule circulo,  cu jus  luleru sirnul junctu sin1 equalia 
cir.czimfererrliue circzrli in reclam exlensae.  Icuec (conclttsio) putet ex eo quud 
figura circztluris inier ornnes alias es1 capacissima. Breviter de ~itudralztra 
rirciili ncc primo modo,  nec sccnntfo, nec tertio , nec yriarto modo principrr- 
liler intendo, sed ri? puadrcllura cirrzili 5 O .  modo dicta prit~cipaliler inlendti, 
scil. demonst?-alive probare crliyztocl qucrdrrrlum esse eyur& circulo. Quinla 
co~iclusio nd probundztrn yziarlrulnrum circuli hic inleniam si1 isla: onmis /igura 
rectilineu eyrtiangu/u et epuilatera est eqzrulis Iriangfrlo orllrogotzo, cnrjus alle- 
runz laleruni reclzim angitlum conlinenlium es1 eqrtule lineae reclae, quoni 
omtiiu lotcru illius /igurae simul junctn ronstilitzmt, C I  rrliqiiuîn Ealertirn angri- 
Zim rectirm corislit~<enlzzim e y u d e  ltneue a centra t j t isdfrn figurne ad aliguud 
sirorr;m luleruni perpcndiculuriler ( luc fae:  verlri grutia: si1 figuru reclilinea 
eyuilalwu . a .  b . ç .  d . et erjuia~lgulu, czq'us cenlrum sit . e . ,  rlucntziryire lineri u 

cenlro . e .  (Fig. I l )  uspue url uliyuo(i lutzls iiliits fiyurue perpetidicziloriler, 
sril. ad Inlus . a .  b . , tungens lutus . a .  b . in puncto . f . ,  silgue lriangu/u.s orlho- 
yoniis . e . f .  g . , cujus  allerurn laterzcm rt'rlîrm angulitnt corz.slilue~ztium, scd. 
. e . g : sét equuIe omnibus lateri11u.ç iliiiis figirrne sirnul junctis , et reliquuiz 
lalcrurn rectum rrngntlzrm conslilzienliirm, scil. . e . f .  sil cyuale lineue, tel si1 
ipsaniel Litieu perpendiculariier duclu a cenlro . e . ad luliis . a .  b . luilyens 
ipsum in  pzrnclo . S.: tirnc tfico yirod figura .a .  b .  c. d .  est equiilis triongvlo 

. e .  f . g . Hoc probulur sic: Illa lata sunl cquaiia, quorum parles similis de-  
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~iominalio!iis u~iiirs sunt rqzrrr1e.s pnrtzhus similis denominntionis nlteri i~s; ~ c d  

modo iicr csl ,  qiroii parles similis denomincltionis fiyurue eguicrnyulae et ey ui- 

lcderue .a. b . c . (1 . srinl e~uci les  parlil~iis similis deno.mïnuiionis iriangzrli . e . f .  g ., 
igitirr etc.: mcrjor es1 ?zoh per zrnnm proposiliorrern quinli Eziclitlis, qiiae sic 

dirii : si fuerint puollibet yuanli[ules ulitrrum yue lotidem eyz~ernuliiplices trirt 

siirgrllr~e singirlis eyuales,  necesse e s l ,  qzrernudmodiini unu eurrrm, lolumyue en: 
his nygr~galuin ud omnes illns pariier c ~ c e p l u s  simililer se hfihere. Sed minor 

prohalirr. ducnm enim a cenlro . C= . nt1 yu~mlibe t  angi~lum figurue pruedicttre 

. a .  b . c .  d .  linenm rectum el erunl qualuor iriunguli equules, scil. . e . b .  a ., 

. e . b .  ç . ,  .e  . c .  d .  el . e .  d . a . ,  qui e x  eo sunt equules qzrod cujiislibel latera 

unius siinl eqirulia l a l e r i t ~ s  ulicrius, el quilibel islurirm lriunyulorum es1 giiurla 

p r s  figitrae equilulerae el eyuiangirlue . a .  b . c  . d . Ricrsus dmidam lulus . e . g . 
triangiili . e .  f .  g . i n  40r. partes eyirriles, yuaelibei illarum prirlium eril eljztrilis 

ilni loteri figurue . a .  b . c .  d . , yuarum una purtium Ideris . e . g . si1 . e .  h., 
aliera . h . l . ,  3 a. . l  . k., 4 a. . k. g .  Poslea ducam u punclo . f .  ad punclum 

. h .  lineue . e .  g .  lineom . f .  h ., et ad punclirm . 1 .  linennr . f  . l . .  el nd punc- 

lirm . k .  lineum . f .  k . , el eril lrirrngulus . e . f .  g . resolirlus in yunlztor lriungic- 

los equales, e x  eo yuod omnes illi trianguli qunluor cadunl super eyuales 

buses, el ulliludo omnium eorum est linecr . A .  f ., qunre per primctn~ s e d i  

Euclidis errmt rrj~cales. Et similiter yztilibet triungulorum . e . f .  g .  frirrnyicli est 

eywl is  cuilihet lrzrtngulorum figurae .a .  b . c . d . , e x  eo quod lrusis riijtislihzl 

triunguli trianguli .e  . f . g . es1 eyuulis hasi cujuslihel trianguli figurue . a .  b . c . d ., 
el iinu est cillitudo om~iiirm , scil. linea . e . f . , quare per primant sexli  Euclidis 

seyzritur eos esse eqiiales; prima enim sexli  Euclidis dicil s ic:  si durrrunl superficie- 

rum equedislanliuni Ealerum sive tritrnyicloritm puerit rrllitudo utlu, iunta cri1 uller- 

zrira earum ad alleram, yu~nitr  suu bosis ad busim cillerius. Brun1 igitur quaiuor 

purles seu qztrrlzior quurtue lriangirli . e .  f .  g . equules qualuor qziarlis figirrue equi- 

cingulae el eguilulerue . a .  lr . c . d . : yuare seyirilur, cum parles similis deno~~iin(i-  

lionis figurae equilulerae el eguiu?zgtiloe . a .  b . c .  d .  sint eyunles tolidem pcirtibus 

similis rlenorninalionis triangirli . e .  f .  g ., seyuilirr lolam sirper/iciem fiyurue 

. a .  h. c .  d . esse egiialem toli superficiei Irinrigirli . e  f .  g . ,  quod fui1 probandum. 

El idem essel, si tulis figura ey uiluleru el eyuiangula esse1 pentugona, vel 

esngona, vel quoli~i~nque cznyulorum, vel polcitnque Iulcrum eqz~ulirim. 

Sexla eonclusio: omnis circulus est e p a l i s  triungulo orlhogono cujus  

rdterum lnlerum reclum ongulzlm conlinenliiim est equalc circumferenIiae in 
reclarn ~ x t c n s a e ~  el rcliyuum lalus rertum angulunr continenlium es1 eljiinle 

scmidirirnetro e j i~sdem circuli. Ad quam conclusionem probandam suppoi,o 

prtmo, omnem figurnm alleri ~nscr ip tam illi cui  inscritilur minorem. esse, 

ejusque lulera simul juncla lateribus illius cui inscrihitur breriora. 2". sup- 

puno, omnium trinngulorum orlhogonoritm illirm majorem esse,  cujus nm6o 

/riterci rcnguliim recluni conslilzienliu sunl rnujoru rdiquis luieribzis r'ehqrti rrnguli 

orlhoyoni cinyulum reclum constiiuenlibus, au1 alierum reliyiro uniirs el ullerum 

reliyuo ipsum rcspicienle eyuule, sicut p u k t  in his [riungulis .e .  b .  c .  cl .e. d .  f .  
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92 Historiscb - literarische Abtheilung. 

et . e . d .  a .  * 3 O. suppono , propositis durchus y iccrnlilatilms continuis a mcqore 
nrrrjorem minore posse resecare(i). I s fu  pale1 e x  eo quod yidi6el excessus, 
quo trnn yuunlilas uliam eacedil, es1 divisibilis. His supposilis pro60 conclic- 
sionem sic: Esio enim circulus . a .  b ., cujus  ceulrum si1 . e ., silque triunguli~s 
orihogonus . e .  b . c . ,  C Z ~ U S  lalus . e.c. sii equale circumferenliae circuli . a .  b.  in 
reclam t ' r l ~ n s u e ,  el reliquzim laius reciurn . e . h .  sit semidiometcr, seu eqirale 
semidinnïelro circuli .a.  b . Tunc  dico tri<inguli~m . e . b c.  esse erjualena cirriclo 
. a . b  (Fig. 12 . )  Probrrlur s i c  quia lriungulus . e .b .c .  nec es1 major nec est 
minor circiclo . a  b ., igilur sibi eyzialis : lenet consequenliir, qzciu omnes q i m -  
l i l u l ~ s ,  yutirum unu noa es1 mujor  nec rnirior d i a ,  su111 eyirules. Sed  probo 
uniecerlens, el primo yuud frinngulus . e .  b c .  non si1 minor circulo . a . b .  ATum 

s i  s i c ,  tunr: per teriiam supposiiionem a circiclo . a . b .  figura major triungirio 
. e  b . c .  possel r cwcur i ,  sed hoc est fulsum: nnm si1 il211 figura ptdigonia q n i -  
lulern et equian,yuln rirculo inscrip/a . f .  g. h i .  k . l .  m .  n ., a cujus  centro . a .  
ducaltrr linea a .  o .  pet~pendiculariler super lalits . f .  g. ( F i g .  13),  lune per con- 
clnsionem quintom j a m  nnle demonslrutnm illu figura poligonia el octoyorria el-il 
equalzs lrianyulo orl/iogono, cu jus  allerum lulerum recium unyuluin conlirien- 
tium esl equale omnihus luteribus illius fiyurue simir2 junciis ,  et reliyicum est 
t p r t l e  linene perpendiciilnri .a.o. ; sed latera pruedictue figurae simul juncla 
circumferenlia circuli in reclarn ezlensa sunl lireuioru, ut pulet per secuntl~rn 
pnrtern primtre supposiiionis, et linea .a  . o .  est brevior semidirrmelro, iyilur 
lriungulus orlhoyonus, cu ju s  duo lulera reclum nngulum constilzceriliu suut 
euedem linerre, est minor lriungulo orihogorro . 8. b .  c  per secundam szcpposiiio- 
rreni, yuem scil. triarrgulum . e .  b . c .  velles esse equolein circulo .a .b . ;  yuure 
eliunz seyuilur fiyurum illum poiigoninm u circzdo resecatum non esse mnjorern 
triangulo .e .  b c .  ; qunre sequiiur, quod circulus . a .  b .  non est major triunguio 
.e .h  .c. yuod fuit probanrlum. Nec polesl dici ,  quod triul~gulus .e .  b.c. sit 
major  circulo .a. b ., quiu sic a friungulo . e .  b.c. p o s e &  unu quuntitas major 
circulo . a .b .  resccari per 3 am. supposilionem, sed hoc esl falsum, quiri si sic, 
iunc reseceizir ab eo irna yuciniilas seir u ~ i a  figuru poligonia, quae si1 .a.p.l.r.s.t.v.x. 

ÿrtae s i  est major circirlo . a .  b. polest sibi, vel eyuuli sibi ,  esse circumscripla, 
quum lumen, si es! circumscripla circulo .a .  b.  probo, yuod impossibile est, ipccnt 
esse niit~orcrn triungiclo .e. b . c .  (Fig. 14). Nam si essel niinor triccngulo .e.  ti .c. 
el resccalu ab eo ,  seyuereliir, triunguluni orthogotiuni, cu jus  ullerum luleruni 
reclum ungulum coizsliluenlium es1 eyucrle omnibus laleribus figurae circuni- 
scripiiie sirnul junclis el reliquum lulerum eqziccle lineae duclae ri centru ejirs- 
dcm fiyurue perpendiculuriier ad unzrm suorum lulerum, esse minorem iricrngzilo 
. e .  b .  c . ,  quod est fdsurn : leilet conseyue~~l io  per quinlum conclusiorrem priils 

rlemonstroiam, e x  EO yuod i s fe  triungitlus est cyualis illi figurae: folsitas con- 

* Bei den Irieiden letaten Vreiecken sind die Uuchbtaben nicht riclitig an- 
gegcben; es sol1 wohl heissen: .e.a.f. et .c .d .a .  Ucbrigens ist  diese Suppositio 
iiochst iiberflüssig. 
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seyuenlis putel, quia omnia lrtleru figurue circumscriplrre sunt longiora circunt- 

fprenliu circuli iriscripli i n  rectum exlensrr, zrl palr.1 per secundum parlem 

priînae supposilionis, yzirte yuidern l u l ~ r u  omniu ljgurue circumscriplue s i m d  

jioicia unum de laleribus trifrnguli eyuulis illi fiyurue poligoniae ungiclum rectum 

contincntiiizts constiluunt, el reliÿuum de eisdem luterihus ungulum rectum con 

stiluentitvs est equale semidiarnelro: igilur per seczmdnrn partem serundoe sup- 

posi!ionis /riongitlus tulis orihogonus, qui  es1 eqicalis figzlrne illi poligonine 

circunrscriptcre circulo. es1 mujor  iriungulo . e . b . c . ,  quare eliam figura illa 

poliguriiu circulo sic circunrscripta es1 mujor triangulo . e. b . c . ,  qztare sequilw, 

qitod non es1 sibi minor,  nec ub eo resecatn, et eodem modo urguerem de 

quacunque olia Fgura poligonia mujor i  ipso circulo. Sic igitur probalum est, 

yuod triungdus . e .  b .  c .  17011 est nlajor nec minor circulo . a .  b. ,  quare sequitur, 

quod si1 equalis, qucid fuit prob~rndwn. 

7". conclzrsio: qzcudralura circzili quinto modo dicta est scibilis el scita, 

rlevwnstrabilis el demonslralu: probaizcr : demonstralitnr es1 circulo eyuulem 

tri~ngulitm ussigrtare, et demonslrulum est qzmrirulum eyuale triunyulu invenire, 

igilur denionslrulum et scilzrm est ,  quadratum eyuale circulo invenire: tenel 

consequentia, quia quaecunyue surtt equalia inter S C ,  yuicquid es/ e q u ~ l e  uni, 

est eq~cale alleri; sed nnlecedens quoad primam ejus pnrlem palel ex diclis, 

el qttocid secunduin e j zu  purtem palel e x  ullima secundi I<uclidis, p u e  dicil, 

drilo lrigono equum yzmdralz~m inuenire. 

Ad ra l i~ ines ,  el primo ut1 raliones ad opposilum. Illue enini pruùunl 

inlenlum : verumtamen (.') ponenles illas raliones ad alium intellrctum iniendebmil 

de  yuadratura circuli, el ad illirm inlelleclum, Arislotcles improhrcvii Rrissonenz 

p l  Anltfonlem . Brisso forte inlendehnt, yuod essel dure quadratum equa2e cir- 

culo, cujus omnza luleru simu2 jzinda essent eyziulia circumferenliae in rectum 

erclensae, . el hoc es1 impussitile sicut dictum es1 in una conclusione, yuumvis 

elzam rulio B r i 5 ~ O n i ~  bene probet yztadralurum circidi, quutnvis non nd inle1 

lzchcm 8rissu?ris, cu?n huc lumen siat et VFru7Il esl, quod major iiiius rutiuitis' 

non est universnliier vera.  quia ungulo portionis* dutur bene anyulus recti-  

liiteus major, sicut esl ungulus rectzts, el angulus rectilineus minor: non 

lumen dulitr nng~ilo pnrtionis u n p l u s  rectilincus equolis, ~t igiiur, qzcnmvis 

verum sit quiid raiio prima concludii, tamen major illius rationis non est 

tmiversaliler veru. Simifiler dico de 2".: yirumvis verttm si l ,  quod ïpsn 

concludil, tumen i l iud ,  quod repulafur esse faisum in en ,  es1 volde pas- 

sibile: polest enim ber i  Ir-unsitus de nlinure ad mnjus  lrunscundo q u o r l l i ~ e ~  

punctunz inler mujus et mitizts, el nunyurrm pervenire ad eqztale. Verhi gralia: 

diqiiis pnim angulus rerlilineus est minor ungulo porlionis el aliquis est mrtjor 
- - -- 

* Unter angulus porfionis ist der Winkel verstanden gebildet vou der Peri- 
plierie und einer Sehne; er spielt nebst dem angzdus contingentiae oder contuctus, 
gebildet von der Peripl-ierie und einer Tangente,  bei Eu c l i d ,  C a m  p a n  11s u u ~ l  
spiiterrn Geometern eine wictitige Rolle; rioch C l a v i u s  widrnet i u  seiuer 3. Eucl id-  
Ausgabe diesen Winkeln 13 Folioseiten (S. 133-145 und S. 245)! 
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eodern , sicul est ungulus reclus : ei possiOile est quod angulus rerlilincus uculus 

continue azcyealur, (foneç fiut eyuulis (ingulo rec io ,  et lumen nunquani fit equalis 

nngulo porlionis, quod palet, s i  aliqua lineu rectu zrna cum diamelro ulicujus 

circuli consliluerel ungulum rcclum. el (di/rmeter) conlinue moverelzir versiis 

linenni cont ingenl~m r i r r i~ l i cm~  donec ipsum cooprriret, et islud salis c l a r ~  ponit 

C,rmpunus et d~ t iuc i t  super 15. proposilionem tertii Eucliilis. 3 ". ralio proliul 

verum,  sicut est i l iud ,  quod nliue ruliones inlendnrnt concludere. 

Posten ud ml iones  quue viu'enlur esse conlra conclusionem principccliler 

iirtenlum. Ad primam : quando dirilztr, si circulus possel quadruri ,  quodr(tlunr 

 OSS SE^ circulari ,  co?~ccdo ad istum intelleclitm, quod possibile es1 inlienire cir 
rulunl equnlem puadralo , sicut est possi6ile inaenire y irudralum equule circuln, 

et hoc ad in ie l l~c ium posifum in gueslione: el gziando dicilur, si iatera alicujus 

quo~lruli  erlrxdunlur rq~ral~ler  a cenlro, non eril super f ic i~s  equulis srrperliciei 

prius exlenlae,  cerie zleruin est ,  nec hoc opor.1~1 ad quudrafuruin circuli: y~no 

diclum e s t ,  quod impossibile es t ,  aliquod quudrulirtn esse equole circulo, cujus 

omnia lulera simul jtincta sin1 equulia circumfcrentirre in reclum exlensac. Ad 

aliam : qua71 du dicehrrlur, impossibile est in venire y r~udrnittm, cujus mediflrrs 

sil epuulis merlietuti circuli ,  hoc nego, el qicnnrlo diceDatrtr, data alipua medie- 

tale rrlicujus qzindrrili, nngirii islius Jiyurue non sunl eyuales uliyuibus anyulis 

sernicirculi, adjulo (?), et yuandu clicitur, igilur nec rnedielas guudruli medieiaii 

rirrttli est equulis, rreyo ronseyuentictin, el quanrlo dicitur, Ezcrlides cl Con:- 

panua per eyuulitalem angulorum probuni eyuulilulem figurnrum, bene vnlo, e z  

hoc tamen non sequilur, p o d  ineyualilnlem ungulorum s~quere lu r  inequu1iln.s 

figurarunz , el celcra. 

Aus  dieser Abhand lung  ersehen wir, rlass A l b e i t u s  d e  S a x o n i a  

d e n  gleichen F e h l e r  begeh t ,  wie a l le  se ine  Vorganger  seit  B o e  t i u u ,  die 

sich mit d e r  Kreisquadratur ,  resp.  Ausmessung d e s  Kreises hychaf t ig t  
h a l e n ,  nanllich d a s  Verhaltniss des  K r e i s u m f a n g ~ s  xurn 1)urchuies~er 

gcuau  gleiçh 3+ anzunehmen.  B o e  t i u s  se lhs t  bedient  sich in seioer 
Geometrie' bci  Berechnuug  d e r  Fliiche eines Kreises u n d  eines Ilalb- 
kreises des  Verhaitnisses 2$; es  k t  indess  a n e u n e h m c u ,  dass e r  die Cn-  
genauigkei t  dieses Wer tbes  wohl k a n n t e ,  denselben ahe r  als fiir die 
P rax i s  genügend  e rkann te  u n d  deshalb bei soinen Il'liichanbe;echnungs 

lieispielan anwandte .  E s  geli t  dies auch a n s  eirier Ste l le  i n  seinem Com- 
men ta r  zu den Kategor ieu  des  A r i s  t o t e 1 e s  hervor,  wo 13 o e t i u  s erklart, 

wae man u n t e r  Q n a d r a t u r  des  Kreises  verfi tehe,  a h e r  kein  weiteree Ver-  
fahreu aug ieb t  ; e r  fïigt danri  liiuzu : ,, Arislotelis y z l i t l~~n  lemporiblrs nori 

fuissa inventum videlur (scil. quadruluni fleqiiccle circulo): post vrro r~~erirrng 

est ,  cu jus  y m n M m  lonya dcrnonstrolio prnclermiltmdu Nach B o p t i u ~  

" Edid.  Y r i e d l c i n ,  Leipzig 1867, S. 423 u .  424. 

** Kach E r s  c h und Cr r u b e  r :  Allgemeine Encyclopadie, il. Theil, schrieb 
B o e t i u s  auçh über die Quadratur des Kreises, welches Wcrk aber verloren ge 
gangcn sei. Woher E r  s c h  und G r u  b c r  diese Angabe habcn, ist  m i r  nicht bekannt. 
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baben G c r L c r t ,  A d e l b o l d  v o n  U t r e c h t  u n d  F r a n c o  v o n  L ü t -  
t i c h *  bei d e r  B ~ r e c h n o n g  d r s  Kreises und  d r r  Kuge l  das  Verhal tn iss  
22 angawaridt ,  abe r  n n r  d e r  Le tz t e r e  h a t  sich mi t  d e r  eigentlichpri Q u a -  
dratur beschaftigt ,  ist  jedocli zu keinem Z i r l e  ge l ang t ,  d a  ihm d ie  Ver-  

wandlung des  Hecli tecks i n  ein Quaclrat rioc11 uiclit \ i~ ,kanur i t  war.** Nach 
F r a n c o  v o n  L ü  t t i c  h wird a ls  nachs ter  Verfasser e i n r r  K i e i s q u a d r a t ~ i r  

genanrit C a m p a n u s  v o n  N o v a r r s .  D i e s e  k u r z e  Sclirift f indet sich an  
inelireren Or t en  ged rnck t ,  fia in dern W e r k e  von T, i i  c a s  G a u  r i c u s ,  
bctitelt: , ,Tet rag»nismns,  id es t  circuli quad ra tu ra  per  C a m p a n u m ,  Arclii- 
medem Syracusanurn a t q u e  Boetiiim , mathematicos p~r sp i cac i s s imos  ad -  
inventa. Venet i i s  1503"; von J o l i .  C e s a r i u s  . J u l i a c e n s i s  nebs t  

rinigeu aude ren  kleiriereri Abl iandlungeu u n t e r  drrn T i t e l :  , , D e  quadra -  
tura circuli demonst ra t in  e x  Campano" ,  1507, u n d  am Schlusse de r  Geonietria 
sprculativa des  T h  o m a s  B r a d  w a r  d i n u s  u n t e r  dem 'I'itcl: , ,Trac ta tus  d e  
quadratnra circuli edi tns  a quodam srchiepificopo ordinis f ra t rum minoriim. 
Paris 1530." Diese r  le tz tere  T i t e l  u n d  auch d e r  Inha l t  d e r  Schrift  liaben 

Zweifel darüber  a u f k n m m e n  l a s sen ,  oh d i rse lhe  d e m  C a m  p a n  11 s a n -  
g e h 6 r ~ ;  allerdings liesse dieee Autorschaf t  pinen bessern Inlialt  e rwar ten ,  
allein C h a s  1 es*** ist duch vielleicht i n  der scliarfeu Verurtheilurig etwav 

zu writ  g r g a n g e n ;  freilich w e n n  C a m p a n  u s  iu se inem Q u a d r a t e ,  dessen 
Seite 53 von d e n  7 gleichen The i l eu  e ines  Kreifidurchmcssers h a t ,  ein 
snlches ge funden  zu  hnben glaubte ,  dessen F l a c h e  gleich der jenigen des  
Kieises s e i ,  so  b a t  C h a s l e s  R e c h t ;  wenn  a b e r  C a m p a  n u s  d i e  Qua-  
dratur des  Kreiees so auffass te ,  e s  se i  e in  Q u a d r a t  z u  f inden,  dessen 
Umfaug gleich demjenigen des  Kreises  i s t ,  so b a t  e r  d i e  Aufgabe  bei 
Zugrundelegurig des  Verhaltr i isses 2% riçhtig ge l e s t ,  u n d  in  d e r  T h a t  ba t  
A l b e r t u s  d e  S a x o n i  a e ine  z u  gu te  Me inung  von den Kenn tn i s sen  des  
C a m p  a n  u s, als  das s  e r  i h n  d e r  ereteu Auffassung fahig  hiclte.  c r  ci t ir t  
ihn als i l en j en igen ,  d e r  u n t c r  Q n a d r a t u r  des  Kreises  d i e  Auf'findung 
einps Quadra t e s  v a n  gleichem Umfange mit dern Kreise  vers tand.  i l a s  
war nun a l lerd ings  e ine  seh r  e infache  Aufgahe ,  wenn  das  Verlial tniss 2 
festgesetzt war,  u n d  von  diesem Gesichtspunkte  a u s  bleibt d i e  Q u a d r a t u r  
des C a m p  a u  u s imrnerhin e in  schwaclies Product .  

!iass d i e  Abha i id lnng  d e n  T h o m a s  L l r a d w a r d i n u s  zum Ver tasser  

* Ii'ür die ersten beiden vergl. P e z ,  ,,Thesaiirus anecdot. nov. Tom. III.", 
und fiir den letzteren die Ausgabe seiner Quüdratura diirch W i n  t e r  b e r g  ini Sup- 
pleiiienthcft min  27. Jahrg. der Zeitschr. f. Math. u. Phys. 

** Nach Z i e g e l  h a u e r :  ,,Historia rei literariae 0. S Bencdicti. Augsbiirg 
und Würzburg 1784", Bd. IV S 309, hat auch H e r m a n n  C o n t r a c t u s  eioe Ab-  
kiandlung ,, De quadratura circuli" gesciirieben. Vergl. auch C h a  s l es  (deutscti von 
S o h n c k c ) ,  Gcschichte der Geometrie, S. 592. . 

' 
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liabe, welche Frage C h a s l e s  den Worten auf S. 6 1 4 x  nach zu scbliessen 

als eine oEene hetrachtet,  kanu mit ziemlicher Sicherheit verneint werden. 

Derin erstens würde zur Zeit des A1b e r t u s  d e  S a x o n  i a ,  der nur etwa 30 
J a h r e  jiinger war als B r  a d  w a r  d i n u  6 ,  eine von diesem Letzteren verfasste 
Kreisquadratur wohl kaum dcm C a m p  a n u s  ziigeschrieben wordcn sein, 
und aweitens, mas noch entscheidender k t ,  ha t  R r a  d w a r  d i n u  s in 
seiner G e  o m e t r i a s p e c u l  a t i v a (quinta conclusio sexti capituli tertii 
tractatus) selbst eine Kreisquadratur gegeben und zwar eine auf das Ver- 

haltniss - gestütxte riçhtige Quadratnr. E r  verwandelt nach drm von 
ihrri citirten Satxe des A r  c h i  m e d e 8 ,  dass jeder  Kreis einem reühtnirik- 

ligen Dreieck a n  Flache gleich sei ,  dessen eine Kathete  der Umfang des 
Kreises und dia andere der Radius desselben sci ,  den Kreis in eiri gleich 
grosses Rechteck und  dieses in  ein Quadrat.** Endlich mag auch noch darauf 
aufmerksam gemacht werden, dass B r  a d w a r d  i n u s nicht dem Franzis- 
kanerorden angehort hat ; "** freilich passt jener  Tite1 noch weniger auf 
C a  ui p a n  ii s ,  der weder Erzbischof war, nocli dem Franxiskanerorden 
angehorte. -f Wir g i a u b ~ n  also die Frage  üher don Ursprung der 

sogenanriten C a m p  a n  us'schen Quadratur insoweit als entschieden be- 
trachtan zii diirfen, als dieselbe nir:ht den T hn  m a s  B r  a d  w a r d  i n n s  
zum Verfasser h a t ;  oh diefielbe nun von C a m p a n u s  selbst,  Oder von 

einem früheren oder von einem in der Zeit zwischen C a m p a n u s  und 

B r a d  w a r d i n  u s lebenden Autor herrühre, ist nicht mit Sicherheit xu 
betiaupten; die Thatsacbe aber, dass Al t i  e r t u s  d e  S a x o n  i a  uud spXtere 
Autoien sic dem C a m p a n u s  zuweisen und nur  eine einzige Quelle uie 
einem Ungenannten ziierkennen will, spricht rher  fiir die crstere Ansic1it.t-t 

E s  ist nun die Ahhandlung des A l  b e r t u s  d e  S a x o n i a  eine ans- 
fiihrlicliere llarstellung der von ZI r a  d w a r d  i ii u s  in seiner G e  om e t r i a  

s p e c i i l a t i v a  gegebenen K r e i s q a a d r a t u r ;  A l b e r t u s  beweist die 
S a t r e ,  die B r a d w a r d i r i n s  nur  citirt, und fügt nocli andere hiuzu; 
ausserdem gictht er eine Uebersicht üher die versch iedcn~n Auffassungen, 
die sich l~eziiglich dieses Problemfi geltend gemacht haben. Wir glaiiben 

aber  nicht ,  dass A l  b e r t u s  j e n ~ s  Werk des englischen Gelehrten gekannt 

' ,,Nach dein, was wir gesagt haben, wird mari vermuthen, dass sie elien- 
sowohl den Namen des D r a d w a r d i n ,  als den des C a m p a n u s  fiiliren dari'." 

** Dies führt C h a s l e s  auch-an S. 613. Um so weniger sirid obigc Worte zii 
bcgreifcn; wir vermutheri, dass statt ,, cbensowohl" es heisseo sollte ,, eùcneowenig". 

*** Vergl. F a  b r i  ci u u ,  nitilioth. med. et inf. lntin., Rd. 1. 
j- Sach 1, ib  r i: Histoire des sciences mathématiques en Italie, Tome Il p. .in, 

war er Caplan des Pap tes  U r b a n  IV. und Canonicus von Paris. 
-;--f Pi t q  [tus, De illustribiis Angliae ~criptorihus, png. 471, ist meines Wiszens 

d e r  Erste, der aus diesem ,,qucidam urchiepiscopo" seinen Landsmnrin B r a d w i ~ r -  
di nus machte; Ba l  eu a ,  Scriptorurri illustriiim niag. Brgtsnn. catalogus, den1 P i  t -  
se us meistens folgt, nennt unter den UTerken H r a  dward in ' s  keiiie pci(lrtrtü~.ct 
circzcli. 
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bat, sonst batte er walirscheinlich seinen Namen nicht verschwiegen, wie 
er ja in der T h a t  altere ( C a m p  a n u s )  und sogar die altesten Mathe- 

matiker citirt, die sich mit diesem Problrm heschaftigt haben ,  wie A n  t i - 
p b o n  und B r y s o n .  Beide, B r a d w a r d i n u s  und A l b e r t u s ,  nehmen 
2;2 als da8 genaile Verhaltniss des Kreisumfangcs zum 1)urchrnesser aiil 
was heim Ersteren um so mehr auffallen muss, als er in seiner Quadra-  
tur die Schrift des A r c h i m e d e s ,  , , D e  m e n s u r a  c i r c u l i "  citirt. Es 
fülirt uns dies auf den Gedauken ,  B r a d w a r d i r i u s  habe diese Schrift 

sdhst nicht gesehen, sondern jene Citata aus A r c h  i rne d e s  auf indirec- 
tam Wege erhalteri. Welclies ist nun  aber diese indirecte Quel le? Dia 

Antwort hierauf findet sich nach unserer Ausicht in dem von A l  b e r  t u s  
.grgebenen Beweise des oben schon angefiihrten Satzes, dass jeder  Kreiu 
glricli einem rechtwinkligen Dreieck sei etc. Uieser Beweis ist im Princip 

deiselbe, den schon A r ç h i m e d e e i n  seiner Kreisrrchnung sehr kurz 
und demnach nicht lcicht verstandlich, riacli ilim aber ausfiihrlicher Z R  - 
n o d o r o s  gegebvn h a t ,  nud der dann ails d e r  iiicht mehr vorhandenen 
Selirift* des Letztaren in  die C 011 e c  t i o  d r s  P a p  p o s  (V. Buch)** und 
in dcn Commentnr des T h e o n  v o n  A l e x a n d r i e n  zum A l m s g e s t  des 
P t  01 e m a o  s"*" iibargegangen ist. Der  Unterschied zwischen dem Be- 
weise des A l  b a r t u s  und  demjenigen des Z e n o d o r o s  besteht blos darin, 
dabv A 1 b e r  t u s das etwas ~c11wi:rige Lemma (Pappos - Ansgabt: von 

H U I  t ~ c t i ,  3. Bd. S. l l 9 5 ) ,  welches beweisen soli, dass man durch fort- 
grsetzte Verdoppelung der Seiterizalil des umgesclirieberien Vielecks end-  
licli eu einem solcheu gelangt , dessen Flaclie k1einc.r ist ale diejenige 
einev den Kreis an k'lache iibertrc~ffeuden Rrchtecks oder rechtwinkligen 
Dreiecks, durçh den Grundsatz erertzt: ,, Proposifis duairus qzîanlilnlibus 

continiiis, a mujorc mnjorrm (pnriwi) minore posse resernri.'' (Wenn man 

zwei strtige Grossen hat ,  go kaun von der grtisseren stets ein Thei l  

w-rggenommen w e r d ~ n ,  der gr6ssi.r ist als die kleinere Grosfie.) W i r  
ktiririen nicht wolil a n n ~ b m ~ n ,  A l  b e r t u s  habe dieseu scliijuen, aber 
keinesw~gs leicliten Beweio selbststandig gef'unden, es wiire hochstens 
denkbar, er habe ihn aus dem kuraen Beweis der A r c h i m e d ' s c h e n  
I<rcisreclinung reconstruirt. Allein wir haben schon ciomal darauf hin- 
gewiesen, dass es hijchst unwahrscheinlich sei,  daas die A r  c h i  m c d'schc 
Kreisreclinung d m  beiden Math~mat ikern  B r a d  w a r  d i n u s  und A l  b e r  - 
t u s  vor Augen gelegen habe,  sqnst liatte wolil auch der eine oder an-. 

dere von ihnen daraiif aufmerksam gemacht, dass 2,2 nicht das genaue 

neel  IciopisQcov G ~ ~ , U ~ Z W Y .  

** Ausgabe von Hu1 t 8 c h ,  1. Bd S. 309 335. 

*** Baseler Ausgabc vom Jahre 1538, S. 11-17. Eine lateinische Gebersetz- 
ung dieser Abhandlung giebt LIultsch in seiner Pappos-Auagabe, 3. Bd. S. 1189 
bis 1211. 

Hist.-lit. Ahthlg. d.  Zaitschr. f. Math. a Fhya. XXIX, 3. 8 
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Historisch -1iterarische Abtlieilung. 

Verhiiltnius von Umfarig zum 1)urchmesser sei;  es bleibt uns also nichts 

Anderes iibrig , als anzunehmen, die beiden mittelalterlichen Mathematiker 

haben aus dem C o m m e  n t a r  des T h e o  n (resp. aus der  Sclirift des 
Z e n  o d o  r O s über die isoperimetrischeu Figureu) oder aus  dem V. Buclie 

der C o l l e c t  i o des P a p  p o s  gescliopft. D a  P a p  p O s das ganze Mittel- 

alter hindurch von keinem mathematischen Autor citirt wird , so wird die 
Wahrscheinlichkeit für T h  en n's Commentar xurn Alrnagest nm so grossar. 

Die Abhandlung des Z e 11 o d O r o s über die isoperimetrischen Figuren 

ist uns  allerdings auch noch in einer Schrift eines griechischen Ano- 
n y m u s  unter demselben 'rite1 erhalten, welcber nach T h  e o  n gelebt 
Iiaben muss, da dieser in  der ALhandlung citirt wird. Uiese Sclirift ist 
von H u  l t s c h ebenfalls in  seine Pappos - Ausgabe aufgenornrnen urid mit 

einer latcinischcn Ikbersetzung begleitet wordan.* Eine solche Ueber- 
sctzung war rrher schon irn Mittelalter und zwar im 13. oder spiitestenfi in 

der erst,en Halfte des 14. Jahrhunderts  vorhanden und befindet sic11 j e t z t  

nocb als Manuscript im C o d e x  F. 11. 33 der B a s l e r  U n i v e r s i t a t s -  
b i  b 1 i O t h e k. ** Wir haben diese Eiandschrift einer genaueren Prüfuug 
unterworf'en urid in der Tha t  in ihr die w o r t  g e  t r  e u  e Ueberrietzurig jener 
Abhandlung des griechischen A n O n y rn u s  gefunden ; auch die Figuren 

stimmen bis auf wenige kleiuere Fehler  mit denen der  gricchischrn Sclirift 
überein. Es ist also hochst wahrscheinlich, dass anch diese Schrift jenen 
heiden Mathematikern des 14. Jahrhunderts  bekanut war, und dass jrnes 
L i b e l l u s  d e  c o r p o r i b u s  i ~ o p e r i m e t r i s ,  welches A l b e r t u s  in seiner 
Quadratura (S. obeu S. 88) citirt, diese Sclirift iiber die isoperimetrischen 

Figuren war.**" Llass es aber nicht dirse Schrift allein sein kaun ,  die 

B r a d w a r d i n u s  und  A l b e r t u s  zu Gebote s t a n d ,  zeigt der Umstand, 
dass jener Beweis des Satzes von der Gleichheit eines Kreises und eines 
rechtwinkl ipn Dreiecks, den R r a  d w a r d  i n  u s  ebenfalls kennt ,  aher nicht 

wiedergiebt,? i n  der Schrift des Anonymus feh l t ; j - t  also müssen die 

beideii Mathematiker noch andere Quellen gehabt hahen.fi.1- 

* Bd. III S. 1138-1165. 
'* Vergl. C a n t o r ,  Vorlesungen über Geschichte der Mathematik, S. 605. 

Wie Herr Cantor  in der Zeitschrift für Math. u. Phys. 1876, h t . - l i t .  Abth. S. 79 
uiittheilt , wurdc er zuerst von Herrn C ur t z c auf diescs Manuscript aufmcrksam 
g emacht. 

'** Eigenthürnlicher Weise citirt er den Satz über die Eugel, statt den ent- 
sprechenden über den Kreis. 

j- ,,Quoniam eam denro.nstrava sequireret nzajorem tsactatum quam s i t  iotud 
capitzdum. 

tj- L)er Satz ist nur citirt. Vergl. H u l t sch  , Pappos -Ausgabe, 3. Bd. S. 1161. 
ttt Thomas  R r a d w  a.rdinus war ohne Zweifel d e i  selbststandigere Arbeiter 

als A l b e r t u s  de S a x o n i a ,  was schon seine Leistungcn über die Sternvielccke 
beweioen; denrioch glaiiben wir nicht, dass die isoperimetrischen Satze, die B r a d -  
via r d i n  u s irn 5. Cap. des II. Tractatus seincr Geomctria spcculativa auf'stellt, 
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Der  Tract .  , , D e  quadra tu ra  c i rcul iLL des  Alber tns  de  Saxonia.  99 
. ..,.,.--A--.. 

Nach diesem glauben wir berechtigt  zu  s e i n ,  a u s  d e r  vergle ichenden 
Betraclitung d e r  G e o m e t r i a  s p e c u l a t i v a  des  T h o m a s  B r a d w a r -  
d i r i i l s  u n d  d c r  h i e r  vrroffrntl ichten Abhand lung  des  A l  b e r t n s  d e  
S a x  o n i  a folgende Schliisse zu  z iehen:  1. E s  ist mi t  ziemliclier S icher-  
Iieit auzunehmen ,  dass  den  heiden Mathematikerri  d i e  lateinisçlie Uebe r -  

setzung d e r  Schrift  de s  griechisclien A n o n y m u s ,  1) e f i  g u r i s  i s o p e r i : -  
n i e t r  i s ,  bekanrit  war.  2. S i e  karinten neben  dieser Abhar id lung noch 

entweder diejeriige d c s  Z e n  o d o r o e ,  aufhewal i r t  im Commentar  d e s  
T b e o n  zum 1.  Buch  des  A lmagrs t ,  odcr  das  V. Buch  d e r  C o l l e c t i o  
der; P a p  p o s ;  d a s  E r s t e r e  sctieint u n s  das  Wahrscheinl i rhere .  3. Ziem- 

licli iinwahrscheinlich i s t ,  dass  s ie  d i e  Kre i s r echnung  des  A r  c h i m e d  e s  
aus eigener Anschauung  k a n n t e c .  

Zum Schlusse se i  es  u n s  ges t a t t e t ,  nnch e inen  Moment  auf  j e n e  
lateinisctie Ueliersetzurig d e r  arionymeri Sclirift iiber d ie  isoperimetrisclien 
Fignren zurückzukommen,  d i e  sich handschrift l ich in  d e r  Bas ler  Univer-  
~it i t t ibihliothek brfindet.  H e r r  M. C a n  t o r scbreibt  i n  seinen Vor lesungen 
über  die Geschic,hte d e r  Mathemat ik  (S. 605): ,, S o  m ü ~ s e n  be i sp i e i swe i~e  

die Arbeiten des Z e n  o d  o r o  s d e n  Arabern  bekanu t  gewesen se in ,  weil 

in eiuer lateiuischen A b h a n d l u n g  über  d ie  isoperimetrische Aufgabe,  
wrlche Iiandschriftlicti in B s s r l  vo rhanden  is t  , d e r  N a m e  A r  c h i  m e n  i d e s  
vorkomrnt." W i r  t iaber~ a n  d e r  Richtigkeit  dieses Schlusseü n icht  ge- 
zweifrlt, his wir  j enes  Basler  Manuscr ip t  z u  Gesicht bekommen u n d  mi t  
der griechisclieri Schr i f t  des  A n  o n  y m u s  verglichen hat ten .  W i r  f anden  
hierbri F o l g e n d ~ s :  E r s t ens  kommt  neben dem Kamen  A r c  h i  m e n  i d  e s ,  
der viermal au f t r i t t ,  auch  eiornal (in d e r  7 .  I'ropositio) d e r  N a m e  A r -  

c h i  m e d e s ,  resp.  d e r  Dat iv  A r  c h i  m e d i deutl ich geschrieben vor. (Das  
Namliche sehen  wir  i n  d e r  Geometr ia  epeculativa von B r a d  w s r  d i n u s ,  

Pariser Ausgabe vorn Ja l i r e  1330, wo iu d e r  Concluxio d e  q u a d r a t u r a  
circiili auch einmal de r  Geni t iv  A r  ç h i m e d i s nehen A r c  h i rn e n i d i s 
vorkommt.) Zwei tens  ist., wie schon e rwahn t ,  d i e  B a d e r  Schr i f t  die 
w o r  t g e  t r  e u  e ~ J c h e r s e t z u n g  d e r  griechischen Abhand lung  des  Auonymns,  
wie sie I I e r r  H u l  t s  c li veroffentlicht h a t ;  es felilt blos d i e  IJeber t ragi ing  
des letzten Al inea ,  beg innend :  , , ~ o r n 8 v  a i  oi'vnyxrriou" etc. Die A n -  
lelinung a n  das  grieçhische Orig inal  i s t  so fi .appant,  dass  wir n icht  umhin  
konnen,  einige Beiepiele davon zu  geb rn .  Die  g r i e c h i s c h ~ n  W o r t e r  
i ~ d d ~ ~ l ~ o q ,  ~ G X E A ~ ~ S . ,  ~ Z I L ~ O G X L A ~ ~  u n d  ande re  sirid unüberse tz t  in8  Ls t e i -  
nische hiuüberpenommen in den  Forruen:  ysuplezirus, ysocheles, anysocheles. 

sein eigenes Product seien; die Beweise jedoch, die von denen des Z e n o d o r o s  
abweichen, sich aber auch nur auf ganz einfache Specialfiille beschrknken, mogen 
von ihm herrührcn; er hielt jedenfitlls die ziemlich umfmgreichen und schwierigen 
Beweiee des Z e n o d o r o s  fùr sein Breve compendinm für unpassend, wie e r  j a  
auch jenen Ueweis des A r c h i m  e d e s  aus dcmselben tirunde weggelassen hat, 
dafür aber nichts Anderes zu substituiren wusste. 

6' 
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100 Eistorisch - literarischo Ahtheiliing. 
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D a s  Quadrat  über der Hypotenuse ,,=O L ~ S  ~ ; A O Z E L V O ; G ~ ~  =àS ig8dctc 
heisst in der  Uebersetzung: , , ( id)  yuod a subfendente reci is";  der Radius 
des Kreises ,,4 Bx roG xiv.cguv " heisst lateinisch ,, yune e cenfro ", das 
Kechteck aus a b  und cd ,  ,,d dnà zljç ah x d  mjç cd'c heisst lateinisch 
, , q u o d  sub a b  el c d  " u n d  so noch andere. Wir  stellen im Folgenden 
noch zwei Siitze in  heiden Sprachen einander gagenüber: 

Es10 dtifus anysorheles  irigonus a b  g ,  
el cunvrniens est0 fucere quod diclicin 
est.  Diviriaiur a g in duo rrequalia se 
cundum d ,  etc. 

Quoniam (quod !) vero gtrod s'ub en 

qurre ex semirlyameti-o el perimelro cir- 
cul i  dupltim circuli demonslrnlirm es1 
Archimenidi in mensurulione circrrli: 
demonslrncil cnim yitod omnis circiilr~s 
eyucrlis trigono orlhogonio,  cujus y u n e  

ecentrri equnlis est un i  qwre cirra cew 
lrum (reclum !), reliqurc vero peri»~e/ro 
circul i*  

E s  ist nnn kanm denkbar, dass eine ans  dem Grirchischen durch 
das  Arabische ins  Lateinische übergegangene Schrift BO wenig Verande- 
rungen  erfahren ~ o l l t e ,  win r s  bci der  vnrlicgendrn der Fa11 k t ,  zurnal 
wenn  man weiss, in welchern Maasse griechische Schriftsteller durch ara- 
bische Uebersetzer entstellt worden s ind;  wir Sind also der  Ansiçht, die 
Uebersetzung unserer  Schrift sei direct nacb d r m  Griechischen gemaclit 
worden ,  n n d  erkliiren uns  das Auftreten des Wortes , ,Arcliirnenide~'~ 
folgendermassen: Bevor die Hauptwc~rke der bedeutenden griechischen 
Mathematiker ans  dem Griechischen ins Lateinische ühersetzt wnren , also 
vor  der  Mitte des 15. Jahrhunderts ,  kannto man einige derselben diircli 
V e r r n i t t e l i ~ n ~  der  Araber, so also auch den A r c h i m e  d e s ,  aber iinter 
dam Namen A r c  h i m e n  i d es. Aber auch griechisclie Manusripte tauch- 
t e n  lange vor j ener  Zeit hier und da aut', wurden benutzt und übereetzt; 
durch solche, z u  denan  wir also auch diese anouyrne Schrift xchnen, 
w u r d e  der Name A r c h  irn e d  e s  bekaunt ,  so dass also im 14. Jahrhundert 

* Diese Uebersetzung ist nicht fehlerlos. Erstens ist hier otr m i t  qucmiaat 
stat t  mit qmd übersetzt; dann giebt das Wort semidynmetro, dae sonst nirgends 
in der Abhaiidliiug vorkommt, hier keinen Siun, es eollte an seiiier Stelle centra 
stehen, wie auch weiter unten radius oder semidiamder wirklich durch quae e 
centro wiedergegebeu ist; schliesslich steht am Ende falschlich centrum statt rectum, 
die Benennung quue c i r e a  rec tum (ungulum) für  Kathetc kommt eiuige Male vor 
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beide Namen neben einander gebraucht wurden. Oder es ware moglich, 
dam dor Uebersetzer unserer anonymen Schrift hier m m  ersten Mal anf 
den Namen A r c h i  m e d  e s  gcstossen ware,  in demselben den durch die 
Araber hekannten A r c  h i rn e n  id  e s  vermnthet und diese mabische Be- 
zeiçbnuug als die vermeintlich richtige der als fehlerhaft voransgesetzten 
griecliischen substituirt ha t te ;  aus Verseheu ktinnte daun einrnal der Name 
A r c h i  m e d  e s  stelien geblieben sein. Die definitive Erledigung dieser 
Frage steht übrigens bei Uenjenigen, die mit der  Ausdrucksweise ara- 
bisclier rnathematischer Schriften vertraut s ind ,  was bei uns nicht der 
Fall ist; haben die -4ral)er ein' hesonderes Wort  fiir Radius, so ware die 
Frage zu unseren Gunsten entscliieden; nennen sie aber  den Radins,  die 
Grieclien nachnbmend, die (Linie) aus dem Centrum, so ware es immer 
noch moglich, dass j ene  Uebersetzung nach dem Arabischen gemacht 
ware; danu hatten wir aber iu dem Basler Manuscript jedenfalls ein 
einzig dastehendes Baispiel der Correctheit einer Doppelühersetznng und  
zwar, was eben das Merkwürdige ware, einer durch das Arabische ge- 
gange,nen. " 

* Wir fanden nachtriiglich, dass in der Campanus'schen Euelid-Ueber- 
setzung der Radius des Kreises bald mit semidiameter, bald mit (lilaea) puae e 
centro wiedergegehen ist, so dass dieser Punkt für die Erledigung der Frage nicht 
entscheidend sein kann; auffallend bleibt aber irnmerhin die wortliche Ueberein- 
stimmung der lateinischen Uebersetsung mit dem griechiechen Text. 
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Abriss der Geechichte der Potentialtheorie. Inaugilraldissertatioo von 
MAX B A C H A R A C H ,  Assistent für Mathematik und  Physik an der 
konigl. Kreitirealschule in  Würzburg. Würzburg,  lhuc 'k  der 'i'hein- 
schen Druckcrei. 1883. IV, 78 S. 

Unseres Wissens hat der Verf. mit vorliegender Schrift auch einen 
von der philosophischen Facultat der Univert;itat Würzburg ausgesetzteii 
Preis  gewonnen. Wir  konnen,  wenn diese Annahme zutrifft, dem Gut- 
achten der Preisrichter nur  zustimmen, denn es iet in der Tha t  eiue 
ttichtige Arbeit, mit welcher wir es zu thun hahen. Die Lehre vcim 

Potential ist  eine ungemein umfassende und greift in die verscliiedeustcu 
Gebiete e in ,  es war also gewiss nicht leicht, die Theorie  sammt itiren 
maunichfaltigen Anwcnduugcn so darzustcllen, dass erstens im geschicht- 
lichen Anfhan  sich keine Lücke nacliweisen liess, und  zweitens eiue 
Uebersicht des reichhaltigen Stoffes ermoglicht wurde. Beidrs zn erreichen, 
ist aber dem Verf. wohl gelungen. 

I n  der Einleitung wird gezeigt , wie aus dem N e w t o n  'schen Attrac- 
tionspro11le.m durch eineri glücklichen Griff L a g r a n g e ' s  der LIegiiff des 

Potentials sieh herausbildete. Hierauf wird die  eine Zeit lang aiifrccht 
erhaltene Gegenüberstellung von ,, Potential" und ,, Potentialfunction" 
erortert und abgelehnt. 5 3 beschaftigt sich mit der partiellen Diff'eren- 
tialgleichung 

a2v a2v a2v. 
d V - - + - + - = O ,  as2  a y 2  

welche L a p l a c e  zuerst in  diese Form brachte, wahrend P o i s s o n  die 
wichtige nnd diirch einen dreifachen Reweis erhartete Bemerkiing machte, 
dass für einen innerhalb der wirkenden Masse gelegenan Puukt  recbts 
vom Gleichheitszeichen - 47rg a n  die Stelle von O zu treten habe. Man-  

cher  Leser  wird , wia Referent , zu seiuem Staunen ersehen , welch' mach- 
tige Li teratnr  durch dieses L a p l a c e  - P o i s  s o u'sche Theorem i n ~  Leben gr- 
rufeu worden ist. Weiter schildert dcr V e r f a ~ s e r  die Untersuchungen, wclclie 
 da^ erste nnd  zweite Differential dm Ktiiperpotentials behandeln und damit 
für die Ausrialiinepunkte und Ausnahmelinien dieser Function die Regeln 
aufstellen. Bis hierher bezog sicb das Potential ausschliesslicL auf Gebilde 
von drei I)imensioiien, die Elektrostatik Iiat aber dazu geführt, auch Fliiçlieii- 
potentiale in Betracht zu ziehen. Der  G r  e en ' sche  Lehrsatz beherrscht 
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dieses Capitel, und um ihn drehen sich denn auch hauptsachlicli die Aus- 
fïihrungen des 5 5, welche auch auf die allerneuesten Arbeiten von P a c i  
und H e i m  Rücksicht nehmen. Das  Lin ien-  und Punktpotential wird 
seiner Einfachheit wegen nur  ganz summarisch abgehandelt,  wahrend 3 7 
wieder ausführlichar bei G r e e n ,  W. T h o  rns o n und  G a u s s  verweilt, 
welch' Letzterer durch seine Studien über den Erdmagnetismus selbst- 
standig zu den auf' ganz anderem Wege  erlangten Ergebnisseu der eng- 
lischen Analytiker kam. R'amentlicli der , , G a u s s l s c h e  Satz des arith- 
~netisclien Mittels ", wie ilin C a r  l N e u m a n n  spater naunte,  bildete i n  
den Hariden seines Erfiuders pin kraftiges Hilfsmittel zur Entdeckung 
neiier Wahrlieiten. Die 1)arstellung gelit nun über zu der functionen 
thcoretischen Begründung der Potentialtheorie, wie sie nameiitlich an-  
gestellt wurden, um fiir ein gewisses Integral die Existenz eines Mini- 
malwerthcs streng zu erweisen, nachdem G r e e n  dieselhe uur  mittelst 
einer eigenthümlichen, aber mehr pliysikalischen, denn mathematischen 
Ueberlegung erschlossen hatte. Natürlich wird auch des D i r i c h l e t  - 
schen I'rincips und der Bedenken eingeliend gedaclit, welche sich gegen 
die in jenern gelegene Ilineintragung der Variationsrechnung in die vor- 
würfige Frage erhoben haben. E ine  wichtige Anwendung der allgemeinen 
Sitze bildet die  Lelire von der , ,#quipotentialen" Massenvertheilung, 
welche, wie hier dargethan wird, durch TAi p s c h i t z ,  S t a h l ,  B r u n s  
u. s. W. im Anschluss an die Reductionsthroreme von I v o r y  (besser von 
L a p l a c e ) ,  C h a s  1 e s  und G a u s s  entwickelt worden ist. Damit ist denn 
Iiereits ein halbwegs pliysikalisrhes Gebiet betreten; der nachste Para-  
grapli ist speciell dem Potential in  der Pbysik gewidruet und verfolgt 
da8 Auftreten dieser wiclitigen Function i n  den verschiedensten Zweigen. 
Angeçichts der ausserst coricisen, ja gedrangten Darstellung, welchrr sich 
der Verf. wohl sus ausseren Gründen hefleissen musste, hblt es schwer, 
aiif tiesondere Einzelheiten die Aufrnerksarnkeit zu richten; doch sei als 
R ~ l e g  für griindliches historischrs Studium dessen gedacht,  dass das erste 
Auftreten der Niveauflacben in der Hydrostatik bei ,Ma c l  a u  r i n  (1742) 
und bei C 1 a i r  a u  t (1743) nachgewiesen, und dass die erste Verwendung 
des Ausdrucks , ,vis poler~lic~lis" deu Basler Matheniatikern , namentlich 
drm D a u  i e l  B e r n o 11 I l i  zugeschrieben wird , von welch' Letzterem 
ilin eincr gar nicht unwahrscheinlichen Vermuthung des Autors zufolge 
G a  11s s entlehnte. L)ic ,, G r  c en'sche Belegung ", wolche H e l m h o l t z  
für seine Throrie  der Lufttichwingungen und W. T h o m s o n  fü r  seine 
die gesamnite Geophysik belierrschende Drfinition der centrobarischen 
JIatisen verwerthete, wird als ein schneidiges Instrument der neneren 
mathrmatisclien Physik cliarakterisirt, namentlich nachdern ihr H e  1 m - 
h o l t z ,  C. N e u m a n n  il. A. die ,,DoppelLelegungL' zar  Seite gestellt 
hahen. Bis hierher reicht,  wenri diese Bezeiclinung gestattet ist ,  die Priu-  
cipieulehre, denu jetzt weudet sic11 der Verf. dazu (iiu 5 13),  die ana- 
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lytischen Alethoden zu schildern, durch deren Mitwirkung Potentialauf- 
gaben gelost werden. Dies sind die Kugel-  iind Cylindeif'unctionen - 
welch' letztere, heilaufig bemerkt,  nicht erst von B e s s  e l ,  'sondrrn nacli 
M a g g i  bereits von B e r n o u l l i  iind E u l e r  der  Arialysis diensthar ge- 
macht worden sind -, die krummlitiigen Coordinatensysteme, das N p  u -  
m a n n ' s c h e  Verfahren des arithmetischen Mittels u. s .  W.; auch crfahi.cn 
wir, für welche Korper  und Flachen die Uestimmung des Potcntials bereits 
endgiltig diirühgefiilirt worden ist. Eiuem besondern Paragraplieu blirh 
die Methode der epharischen Spiegelung ('ïransformation durch reciproke 
Radien) vorbehalten; Gleiches gilt anch fiir das ,,cylindriscbe" oder nach 
neuerer Terminologie , , l ~ g a r i t h m i s c h e ' ~  Potent ial ,  das planare Analogon 
des Gravitationspotcntials, dem allerdings erst N e  i l  m a n  n zur vollen 
Anerkennung seiner Gleicliberechtigung verholfen bat. Den Beschluss 
macht eine Uebersictit über die neueren Versuche, den Begriff des Po. 
tentials sowolil auf eirie ebene Manuichfaltigkeit von n Dimensionen, als 
auch auf  dreidimensionale Raume von nicht verschwindendem Krümmungs 
maasse auszudehnen. 

Jedem Abschnitte ist ein die Citate und naheren Nachweisungen 
enthaltender Anhang heigegeben, und diese Auhange geben dem Verfasser 
volle Gelegenlieit, seine in  hohem Grade auerkennenswerthe Literatur- 
kenntriitis zu tiethntigen. Beferent ist nur  in einem einzigen Falle einen 
kleinen Nachtrag (zu S. 62) zu liefern in d e r  Lage :  der explicite Aus- 
druck für die Kraf t ,  mit welcher ein homogenos Parnllolepipedum auf 
cinen ausserhalb gelegenen P u n k t  wirkt , ist zuerst durch v. F r i e  e a c  h 
in den Verliandlungen des steiermarkischen naturforschenden Vereins 
aufgestellt worden. Fiir junge Mathematiker, welche selbststandig das 

weite Feld der Potentialthcorie hearbeiten wollen, ist die B a c h  a r a c  h'sche 
Schrift besonders schiitzbar, denu in ihr fiuden sie über etwaige Vor- 
arbeiten gewiss jedcn nur wünschbaron Aufschluss. 

A n s b a c h .  Dr. S. G ~ N T H I . : R .  

RBcréations mathématiques par  M. ÉDOUARD LUCAS. II. Paris,  Gautliier- 
Villars,  Imprimeur - Libraire. 1883. 215 S. 

Die erste Ahhandlung dieses interessanten Werkes ward von uns 
bereits in der Zcitschr. f. Math. u. Phys.  besprochen. W a s  die zweitr, 
nunmehr vorliegende anlangt ,  6 0  werden in ihr gewisse Spiele aus alterer 
u n d  neuerer Zeit cror ter t ,  deren Wesen einen unleughar mathernatischen 
Charakter t ragt ;  selbstverstandlich bind weseutlich Combinatorik und Ana- 

l y ~ i s  rilus d i ~ j r n i g e n  Disciplinen, welche bei der  Fragestellung und bei 
der Losung der A u f g a b m  in LIetracht kornmen. Den  Bcginn macht jene 
Ahart d ~ s  Damenbrettspieles, w e l ~ h e  in Frankreich den Namen ,,(hi perd 

gagtie ,', in Siiddeutscliland den etwas prosaischen Namen ,, Steinfresscn " 
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fuhrt. Ed folgt d a s  Domino ,  für dessen auf  d e n  Ste inen zuin Ausdruck 
gelangende Z a l i l w e r t l ~ ~  d e r  Verf.  d re i  fundanieritale Satze  brweist. E r  
lebrt sodann die  S te ine  z u  F i g u r e n  zusammenzusetzan,  welche e r  a l s  
,, magische4' und ,, teuf  lisçtia " Dominos  bezeichriet ,  beliandrlt  algebraisch 
gewisse Kathsel f ragrn  , welche sich aiif das  I>ominospiel hezielian , u n d  

constriiirt r i ne  e l agan te  zwolfeckige F i g u r  aus  Dorninosteii ien,  zusammen-  
gesetzt s u s  14 E inze lquadra t en ,  dc ren  jedes  wieder vier mit d e r  nam-  
liclieu Zahl erfüllte Einzelzel l rn  aufweist .  Natürlicli wird aucli d a s  
Be i s s ' s che  Problem behandel t  , anzugeben ,  wie u n d  wie oft sammtliclie 

Steine im S inne  d e r  Spielregel aneinandergere iht  werdan Ironnen. A n  
das Dominospiel schliesst  sich g a n z  natürlich a n  das  Spie l  de6 Mühle- 
ziehens (,:le jeu de murelle"),  dessen ers te  A n d e u t u n g  H e r r  L u c a s  in  

den , ,Tristien" des  O v i d  z n  finden g lau t t .  Von diesern gieht eo e ine  
ganze Menge von  A b -  u n d  Unte ra r t en ,  deren j e d e  einzelri besproclien 
wird. U. A. wird liierher gerechnet  d i e  hübsche Unte rha l tung  , ,entre 
chiens et (Wolf  u n d  Scbaafe) ;  e s  handel t  sich dabei dar i im,  a u f  

einem Brct tc  von ( n ) V c l d e r n  durch n einer  brstimrnten F a r h e  augelin- 
rige Ste ine  einen einzeluen Ste in  von darselbén F a r h e  darar t  e inzu-  

scliliessen, daas dem letzteren scliliesslich jedwede Bewegung iinmoglich 

gemacht wird. D i e  l 'heorie dieses Spie les  ist  keineswegs e ine  fio laiclite, 
wie man wohl au f  den eraten Blick anaunehmen geneigt  seiu kourite,  
indem die A ~ z a h l  d e r  z u  berücksichtigenden Mogl ichkei tm e ine  seh r  grosse 

ist. Von hier wendet  sich nnse r  S u t o r  zn dem ,,Jeu de paryuel",  dessen 
Grundregeln allem Anscheine  nach hereite f ü r  d ie  Mosaikbodcn de r  
Alteu massgebend waren , drseen ï 'heor ie  abe r  zuers t  ein P a t e r  T r u  c h e t 
zu Beginn des  vor igen Jalirhunderts bearbeitet  hat. Man h a t   nadrat rate, 
dereii jedes du rch  e ine  Diagonale  iu  e ine  schwarze  und  in  e ine  weisse 

Halfte getheil t  i s t ;  es  i s t  die F r a g e ,  wie man diese  Quadra te  so zusam- 
menstellen k o n u e ,  dass  sich syrnrnetrische B iguren  ans  deu  verschieden 
gefarbten Thc i l cn  ergebcn. E s  l a g  fiir d e n  Verfasser d e r  originellen 
,,Tlieorie der G e w e b e 6 < f  nahe ,  die Construction d e r  Pa rke tboden  mit d e n  

,, anallagmatischen Quadraten"  S y l v e s  t e r ' s  i n  organische Heziehiing z u  
setzen und  dabei  a n c h  a n f  d ie  schonen Mosaikornamente e inzugehen,  
deren Theor ie  man  L a i s a u  t u n d  C a t a l a n  verdankt.  

Wiihrend d ie  Sp ie l e ,  von welchen wir bisher z u  sprechen hat ten ,  
wesentlich einen combinatorischen Anstrich ha t t en ,  betreten wir mit d e m  

, , russe  - t d e  chinois " mehr  eiri geometrisclies Gebiet .  Man  stellt tiich die 
Anfgabe, geometrische F iguren  ohne  Aenderung  ihres  Flacheniuhal ts  i n  

' Diese wirklich geistreiche Anweudung der Zablentheorie auf geometrische 
Fragen k t ,  soweit uns bekannt, in Deutschland nur zu geringer Vcrtireitung ge- 
langt. Uis sich vielleicht eiumal ein Uebersetzer fiir L u  cas '  ,, üeometria dei 
tesuuti" (Turin 1876) findet, verweist Refereut auf seinen bezügliüheu hufmte im 
13. Jahrg. der Zeitschr. f. math. u. naturw. Unterricht. 
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andere  F i g u r e ~  von vorgescliriebener Gestalt  umzuwandeln,  e ine Aufgabel 
mit deren L6sung  man nach A u s o n i u s  bereits zur  spatrbmischen Zeit 
den jugendlichen Scharfsinn xu wecken u n d  s u  starkeri liebte.* En 
werden uns  hier, unter  den mannichfaltigsten u n d  - für den Referenteu 
wmigs tens  - theilweise ganz neucn Namen Zerlegiingsprohleme aller Art 
vorgef'ührt, d ie  uubedingt  in den elementargeometrischen IJnterricht auf- 
genommen z u  werden verdienen. Insbesondere mochten wir auf die schonc, 
Constritctionsaufgabe aufnierksam maclien: E in  regelmassiges Fünfcck so 
iri sieben Flachenstücke zu zer legen,  dass diesc, geh6rig znsammengesetzt, 
ein - dem Fünfeck  mithin flacheugleiches - Quadra t  l iefrrn. Hier findet 
auch dau net te  Pariidoxori se ine Stel le ,  welches in d r m  geometrischen Bc- 
waise de r  Relation 64 = 65 gipfelt ; der  Veif. aeigt,  wie die Aufklarung des 
F e h l r r s  anf  die  Re,ihe vou F i  b o n  a c c i  - L a m é  (O, 1 ,  1 ,  2, 3, 5, 8, 13, 21, . . .) 
u n d  auf  den Kettcnbruch 1 : (1 + (1 : (1  + . . . führ t ,  doch hat te  e r  diesen 
Abschriitt nocli etwas reicbhaltiger gestalten k o u n e n ,  wrnn  e r  auf die in 
dieser Zeitsclirift verbfTentlichte Arbeit  V. S c h l e g e l ' s  Ilezug griiommen 
liaben würde. Eii? dankenswertber Anhang  zu dicr;cm Capitel liandelt 
v o n  d e r  Unmtiglichkeit d e r  Krcisquadratur  und  den dieselbe gewalir- 
le is tenden neueren Untersuchungan vnn LI e r  m i  t e  - L i  n d e m a n  n .  Wie- 
derum einen Sanimeltitel reprasent i r t  die nachstfolgende Auf~chr i f t  , , Le s  

jeux de demoiselles", deren Grundzug  in de r  Einbeschreibung gewisser 
halbregelmassiger Sternpolygone in einen Kreis  hesteht ,  wahreud jedocli 
diese Construction nicht sowobl geometrisch, a h  vielmehr durch Bildung 
gewisser Permutat ionen zu erfolgan hat.  E i n e  wesentlich analoge,  jadocli 
in der  Ausführung noch ungleicli schwierigere Problemstellung ist die 
d e r  S u r n k u n s t  entnommeue,  mit welcher sich N a  g e l s  b a c h  im Erlanger 
Gyrnnasialprogramm für 1878 beschaftigte. Von der  Ebene  zum Raunie 
sehen wir u n s  euiporgefïilirt in  dem englischeu Spiele , ,The Travellers 
DociocahedronL', welches keinem Geringeren,  als dem berühmten Erfinder 
d e r  Quaternionenrechnuog,  Sir K o  w a n  H a m i l t o n ,  seine Entsteliung ver- 
d a n k t ;  dasselbe giebt Veranlassiing z u  mancherlei interessanten Excursen 
in  die L e h r e  von den regelrnassigcn Sternpolyedern überhaupt,  nnd nament- 
l ich das  Ikosaeder  iàt e s ,  auf welches n e r r  L i i c a ~ i  die von H a m i l t o n  für 
das  Dodekaeder  e,ntworfenen Spielirgcln ausxudelineu weiss. Eti UIUSS 

J adermaune  Intereëse erregen,  wenn er s ieht ,  wie sich hier ein für die ge- 
sammte I taumwelt  charakteristisches Gesetz,  namlich dasjenige dür Uua- 
l i t a t  oder Reciprocitat ,  in den Dienst  de8 Erfinders stellt ,  u m  neuere nnd 
matiniclifaltigere Spiele des Geistes und der  Combinationskraft zii ersinnrn. 

E in ige  rein matliematische Noten beschliessen das Ganze.  Die eine 
bcliaiidelt d ie  Kri ter ien,  mittelst deren die Theilbarkeit  oder Nichttheil- 

* Uuter dem Namen ,, T,ocuZus Archimediusc' wird das gl tkhe Spiel lxkannt- 
lich - sei es mit Recht, sei en mit Unrecht - auf A r c h i m e d  zurückgeführt. 
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barkeit einar Zahl von der Form ( S m - 1 )  j e  nach dem Charakter der 
Zalil m erkannt werden soll. E i n e  zweite ist einer naherungsweisen 
Rectification des Kreises gewidmet, eine dritte beleuchtet den LI a m i  1 - 
t o n'schen ,, Calcitl iccjsien ", welçher dc=n vou L a i s  a r i  t gegebenen Auf- 
schliissen zufolge eioe Reclinuug mit Operatioriçsyr~ihlen Sur die Wurzeln 
der Einheit darstellt,. Auch zu der ersten Abtheilung der ,,IEécréations" 
werden einige Notizen und Verhesserungen nachgetragen. 

Wir konnen zum Schlusse diaser Anze-ige nur  unfierer Befriedigiing 
darüber Ausdruck verleilien, dass es drrn uoermüdlicheri Autor im Verein 
mit der berülimten Verlsgsfirma gelungen ist , dieses durcliaus eigenartigee 
Werk zu sctiaffen, dern wir in Deutsçliland reçht virle Leser wünschen 
mecliten. 

Handbuch der Klimatologie von Dr. JULIUS HANN, Director der meten- 
rolog. Centralanstalt und  Professor an der Criiversitiit in  Wien 
etc. etc. Stut tgar t ,  Verlag von J. Engelhorn. 1883. X ,  '764 S. 

Trrffliche Lehrbücher der Meteorologie, die den vollen Wissensstarid- 
p u n k t  ihrer Zcit zum Aiisdruck hriugen,  gieht es in grosëercr Aiizahl; 
es genügt, an die Namen K a m t z ,  S ç h m i d ,  M o h n  eu erinnern. I n  
all' diesen Werken ist natürlich auch das klimatologisclie Elament mehr 
oder weniger beriicksichtigt, allein es spielt darin doch mehr nur  eirie 
untergeordnete Rolle, und  zumal Derjenige, der sich iibei. die klirna- 
tisçhen Verhaltnisse einer bestimmten Erdgegend nnterrichten wollte, sah 
sich auf die mühëame Arbeit angewiesen, nus Monographien uud Keise- 
tieschreibungen diu für ihn wichtigen Einzclheiten zusammenzusuchen. 
Wenn sonach auf ein Riicli die vie1 misshraiichte Hezeichn~ing ,, Befrie- 
diguug eines allgemein gefühlten Bedurfniases" angewandt werden kann,  
so ist es das vorliegende Handbuch der  Klimatologie, welches aus der 
Feder eines der berufensten Vertreter der Erdphysik stammt und den 
zweiten Band der von Prof. R a t  z e l  in  München herausgegebenen ,, Geo- 
graph. Handbüçher" bildet. Ein Werk  wie dieties verrnag j a  selbstver- 
standlicli nicht endgiltig Absctiliessendes zu liefern, denn eine solche 
gleiçhmassig theoretischr wie beschreibende Disciplin wird ebcn s u  keiner 
Zeit eine fcrtige fiein; wohl aber haben wir es  mit eincm Repertorium 
zu thun, zu melchern zwar Nachtrage and  Zusatze, kaum aber  Rrgan- 
zungen von principieller Bedeutung sich liefern lassen werden. 

Das Wor t  , ,Kl imaLL f a s t  n a n n  im allgemeinsten S inne ;  die H u m -  
b o l  d t'sche sowohl, wie die P e s c h  el 'sçhe Definition des Wortes wird 
als eine zu erige verworfen und mit lteçbt wird der  ersteren gegenüber, 
die wesentlich 'auf den  Wrclitielbeziehungen zwisclien der Atrnot;ptiBre 
und dcm menschlichen Organismns fusste, darauf hiugewiesen, dass von 
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einem Klirna auf der Erde  selbst fur jene graue Vorzeit gesprochen wer- 
den dürfe, da es  weder eine vegetabiliscbe, noch auch eine animalisclle 
Hevolkerung gab. Il'ir verstt:hen den S i n n ,  welchen unser Verf. mit dem 
Stichworte verhiudet, am basten, wenn wir seiner Reeprecliung der eineelnen 
klimatischrn Factoreu folgen. In erster Linie stehen natürlich die Tempe 
raturverlialtnisse, dereii umfassende Kenninise die Beatimmung der Jalires- 
terriperatur, der Rlonatsmittel, der mittleren Jaliresschwankung, der tag- 
lichen Amplitride, sowie auch Berücksichtigung der unrrgelrnassigen 
Warmeschwankungen zur  V8raussetzuiig bat.  Niclit wenigcr als acht 

*Elernente der r,ut'ttemperatiir müssen fiir'eine Gegend bekannt sein,  ,wenn 
eine geiiügende klimatographische Charakteristik von derselben moglich 
werden 8011. Die strahlende Wiirme feriier, welche für die Meteorologie 
von melir untergeordrietei Bedeutung ist,  spielt in  der Klimakunde eine 
niclit uriwiçhtigr, Eulle , wie es denn fur  agrono~riisclie Zweçke sogar wün- 
schenswertli ~rsct ie i i i t ,  die Quote des von grossesen Wasserflactieu reflec- 
tirten Qnariturns der Sonneiiwarme schatzen zu konnen. Nachtliche Er- 
kal tung und Bûdentamperatur erhrischen gleichfalls eine genaue RIessung. 
Sowohl die absolute, als auch die relative Feuchtigkeit der Luft müssen 
ihren Monatsrnittelii naçh bekaont sein, und zwar ist die letztere der 
klirnatologisch einflussreichere Factor. Ail dritter Stelle kommt der 
Grad der Bewblkung, welçtien man rieurrdings durch Selbstregiatratoreri 
zu bestimmen begonnen ba t ;  liierrnit in  engster Be,ziehung stetit Angalie 
der ncbligen und nebelfreien Tago im J a h r c  und Mesfiung des Thau- 
f'alles. Ilass die \\'inde unter den das Klima i n  seiner Eigenart  gestal- 
tanden Putenzen nicht vergessen werden dürfen,  versteht sich von oelbst, 
und nameutlich ist die Haufigkeit der  verschiedenen Windrichtungen 
niçlit zu unterschatueu; die Luftdruckschwankungen dagegen, deren Stii- 
l i u m  der modernen Meteorologie besonders am Herzen liegt,  treten in 
nnserem Specialfache nicht cben in den Vordergrund. Dagegen sind die 
Verdunstuugsmesser von W i l d  und P i c h e  stetig zu beohachten, die 
Schwankungen in der chemischen Zusammensetznng der E r d -  und Boden- 
luft verdienen Beachtung, obwohl oder gerade weil man über deren 
klimatograpbischen Werth uoch nicht recht im Klaren ist. Endlich ist 
das  Anstellen ptianzenph~nologischer Beobachtungen nicht zu vernach- 
lassigen. Man sielit, das  hier kurz skizzirte Prograrnm ist kein gering- 
fiigigrs, Manches ist darin enthalti:n, worauf bifiher kein oder doch nur 
ein echwacheres Gewicht gelegt wiirde; allein man darf sich wohl über- 
zeugt lialten, dass der Vorstand der altesten und  geachtetsten aller An- 
stalten, welche der  Verfolgung geuphysikalischer Erscheinungen gewidmet 
s i n d ,  Dur Uasjeuige iu sein Programm aufgenommen Liaben werde, was 
ihm nach seiner langjahrigsn Erfahrung als durcfiaus nothwendig erschien. 

Die an dieses Einlcitiingscapitel sich anschliessende throretische Kli- 
matologie zerfallt in zwei Hauptabtheilungen , deren erste das solare oder 
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9. Aussertropisches Südamerika. I I I .  P ~ l a r r e ~ i o n ~ n .  1. Gferlander und 
Inseln des eiiropaisclien Eismeeres; 2. Polares Asien; 3. Polares Nord- 
arnerika; 4. Aritarktisçlier Gürtel.  Ausser den Detailscliilderungen begeg- 
nen wir noch einer klimatographisclien Charakterifitik jeder der drei 
grossen Schilderungcn im Allgemcincn, ?reglichen kleinen hionographi~n, 
aiif welche znmal die Verfasser von geograpliischen und physikalischen 
Lehrhüçhern aufmerksam zu machen waren, weil sie daselbst in nuce  die 
wicbtigsten ihnen nntbwendigen Materialien beisammen finden konneu. 
Beilaufig sei erwalint, dass auch ein so vorsichtiger Meteorologe, wie 

Herr  H a n  n ,  die Versuclie K o e p p e n ' s  mit günstigem Auge ansielit 
(S. 7i)7), zwischen den periodischen Temperaturschwankungen der Tropen- 
zone und der wechsclnden Sonnenfleckenbaufigkcit einen Caudzusam- 
menbang zii ermitteln. 

Von specifisch mathematischem Interesse sind drei Excurse unseres 
Werkes. Die Intensitat der S o n ~ i e n s t r a h l u n ~ ,  mit deren exacter Bcstim- 
mung M e e c h ,  W i e n e r ,  L I a u g h t o n ,  R o l l i n g e r ,  S c h l e m ü l l e r  11. A .  
sich beschaftigt baben,  wird (S. 77 flgg.) durch eine ganz einfache For- 
mel ausgedrückt , die F o r b es 'sche Formel zur Darstellung der mittlern 
Temperatiir eines Breitenkreisrs erfahrt (S 134 flgg.) r inc  eingehcnde 
L~iscilssion, nnd gane b e e o n d ~ r s  verdienstlich ist ein neiies Verfahren, 
um den  Eintluss der Erdrotation auf meridionale Luftstrornungen matlie- 

matisch zu bestimmen. Ilas Princip der Flachenerhaltung fuhrt rascli 
und sicher zum Ziele. 

Einzelbedenken gcgen ein so ausgezeichrietes - u n d ,  nebentiei be- 
mcrkt ,  auch ausserlich trefflich ausgestattetes - Werk wird wohl nur ein 
solcher Rect?risent geltend zu machen in der Lage  sein, der  das hrarbri- 
tete Gebiet mit gleicher Sicberheit beherrscht, wie der Aiitor selbst, uud 
solcher Recenseuten wird es nur  sehr wenige geben. Nur Eine Frage 
sei gestattet:  Sollte nicht auch der Eisgang der Flüsse,  deren alternirrn- 
des Aufgeheu und Wiedergefrieren, iinter den klirnatologischen Factoren 
ein wenn aucli bescheidenes Platzchen verdienen '? H a I l  s t r 6 m's mathe- 
matisch gehaltenc Arbeiten iiber diesen Gcgenstand, vor Allem die i m  
1. Bande  der Acta SOC.  scient. Fenn .  enthaltenen , ,Specimina mutati cur- 
rente saeculo temporis, quo glacies fluminum annuae dissolutae sunt", 
scheinen uns auch beute noch einige Aufmerksamkeit z u  verdienen. 

A n s b a c h .  Dr.  S. G Ü N T H E H .  

Untersuchungen anf dem Qebiete der  trigonometrischen Reihen und der 
Fonrier'schen In tegra le  von OTTO BEAU. Druck von B. G. l'eubner. 
Leipzig 1883. 84 S. 

D i e  beachtenswerthe Abhandlung . deren Verfasser eine erfreuliclie 
Gewandtheit in  analytischen Reclinungen an den 'i'ag l eg t ,  besteht aus 
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drei Absclinitten. Irn ~ r s t e n  Ahscbnitte wrrden drri bekannten Coefficien- 
7c 

2 
+ e n  der  periodisclieri Ciisiniis - und Sinusreihen o, = j;(R) v u .  d u ,  

n. 

1. =Z~;(CY) ..in v u .  d u  ~ o i m e i  eitheilt ,  in welclien Integrale mit nnend- 
7t 

O 
lichen Intervallen vorkommen , n h l i c l i  : 

und 

Der Vnrfasser erhalt dirse neuen Coefficientenformen auf doppelte Art. 
Einmal leitet er sie unmittelbar a b ,  ausgehend von einigen allerdings 
schon bekaunten, aber eelbst neu abge l~ i te ten  bestimmten Integralen ; 
dann giebt er zum Zweiten die Umfurmung der baiden Coefficienten aus 
der neuen Gestalt in die alto, eine Operation, dereu notliwendige Auu- 
fülirbarkeit itim aus dem Satze folgt, dass jede Function nur auf eine 
Weise in periodische Cosinus- oder Sinusroihen entwickelt werden kann.  

Der zweite Abschnitt führt von den periodischen Keihen zu Doppel- 
integralen. Sie bieten das Analogon zu jenen Doppelintrgralen, wclcho 
F o u r i e r ' s  N'amen führen, und hcissen unter der Vuraiissetzung der 
Continnitat von î p ( x )  für x = - ffi bis x = IX: 

+ (x) eine gerade Funct ion;  

(x) eine ungerade Function. 

An diese Doppelintegrale schliessen. sich audere,  welche Fnnctionen von 
grnss~rer Allgemainheit enthalten, ahnlich wie sic in  den F O n r i  er'sclien 
Intepalen vorkommen. Einige s p e c i e l l ~  Beispiele beschliessen den Ab- 
schnitt. 

Der dritte Abscbnitt endlich führt die Ueberschrift: Summation von 
Reihrii mit LIilfe von (F o u  r i e r'schen) Doppelintegralen. Reihen , welche 
nach gewisseu A-Fiirictioii~n fortschreiten und  Coefficienten A,,  B, be- 
s i t ~ e u ,  die aus den f'rüheren a., b,  hervorgelien, werden durd i  Doppel- 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



in tegra le  summir t  u n d ,  nachdem d ie  Converçenz j e n e r  Reihen nacli- 
gewirspn i s t ,  wird die  Methode a n  bestimmten Beispielen geprüft. 

I n  einern A n h a n g e  werden  noch weitere Umgesta l tungen der oft- 

genann ten  Coefficienten O,,  h, besprochen. CANTOR. 

Aufgaben d e r  sph%rischen Astronomie, gelost  du rch  planimetrische Con- 
structioiien u n d  mit Hi l fe  d e r  ebenen Tr igonometr i r .  Von I h .  
A. P E I N ,  ordentl .  I iehrer a n  d .  Hoheren  Bürgerschnle zu Boclium. 
1853. 4". V I I I ,  48 S., 3 Figurentafe ln .  

E i n  den Anforderungen mathematischer S t r enge  genügender  Unter- 

riclit in de r  r;pharischen 'I 'rigonometrie wird jedenfal ls  e i n e  Fundamen.  
talf'urinel stereometrisch beweisen u n d  deren Gilt igkeit  Eür alle ni6glictieri 
P a l l e  da r thun  rnüçswi. Von d i e ~ e r  eirirnol gewonrienen E'undamcntal- 

formel aus  werd rn  a lsdann meistens au f  dem W e g e  analyt ischer  Ahleitung 
aiidere und  ande re  F o r m r l n  critwickelt ,  ande re  u n d  anderr.  Ai i fgab~n 
ge1ot;t. hlan k a n n  aucli den ande rn  W e g  e,inscblagen, namlich unter 

m6glicli ger ingster  A n w e n d u n g  analytischer Ablei tungen j e d e  Auf'gahe fiir 

sich stereometrisch b e t r a c h t ~ r i  u n d  die  ihre  Antwort  en tha l t ende  Forniel 
aue d e r  E'igur zu  e rkenuen  suçben.  Wil l  rnan eiu solcbrs  Verfahrrii 
spharische Tr igonometr ie  n e n n e n  ode r  nicht , d a s  scheint  ziemlich gleich- 
gil t ig,  und den A ~ f i ~ c h l r i g  dafür  diirftc baufig d e r  anssere  IJmstand gebrn, 
ob  der  betreffende Lehre r  a n  de r  betrpffenden Schule  das  Recht hat, 
,, spharische Tr igonometr ie"  vorzutragen , oder  ob  n u r  deren Zwillings- 

schwester ,, mathernatische Geographie"  den Schülern  bekani i t  werdrn  soll. 
H e r r  P e i n  h a t ,  wie es sçlieirit, u n t a r  dern D r u c k e  e ine r  d e r a r t i g ~ n  
X6tliigiing se ine  Anwendung  d e r  zweiten h i e r  erwl l in ten  Methode eine 
planimetrische, n u r  ebene  Tr igonometr ie  heanspruchcnde g c n a n n t .  Wesciit, 
l ich ist dieser Name  nicht fiir d ie  n n s  vorliegende rccht i n t e r e s ~ a n t e  Pro- 

gramrnschrift. U'esentlich ersclieint uns  n u r  das  E i n e ,  dass d ie  verlialt- 

nissmassig ~ e l b s t s t a n d i ~ e  Uehandluiig derjenigen Aufgaben ,  die man sorist 

d i e  rinzelnen F d l e  d e r  spharisclien Trigonometrie a u  n e n n e n  pfiegt, es 

gesta t te t ,  j e  uach Zei t  u n d  Bedürfniss bald die  e ine ,  bald die andere 

Aufgabe z u  bcliaudeln ode r  zu  vernachlassigen , u n d  dass d ie  Einkleidung 
d e r  Aufgahen in d ie  Ruus t sp rache  sphariuche,r Ast ronomie ilinen fiir virle 
Schüler ein erbohtes  Interesfie beilegen wird. O b  dagcgen ande re  Schiller 

durch die S ~ h w i e r i ~ k e i t  d e r  ihnen neuen , f remdar t igen Kunstspraclie 

uicbt abgestosçen werden dürf ' ten ,  hiin@ sicherlich - wie freilich das 
Meiste iu de r  Matliematik de r  Mittelschulen -- vuu dem Lehre r  ab. 
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Vierstellige logarithmisch-trigonometrische Tafeln, bearbaitet V. J. DEN- 
Krcr. S t~reo typausgabe .  Leipzig lS82 ,  bei B. G. Teubner. 

Eine Seite ErklRrung, neun Seiteu Taballen in Duodezformat,  da^ 
ist die gussert. Geetalt dieser S a f e l n ,  die in jeder Brusttasche Platz 
finden konncn und durch ebenso geschmackvollen, als soliden Leinwand - 

einband gegen Zerrcissen geschützt sind. Die Erklaruug hier wieder- 
zugeben w#re iinm6glich, ohne die Tafeln selhst zum Abdruck zu bringen. 
Es geh6rt so wie so eine gewisse, allerdings nicht schwer au erwrrbende 
Uebung dazu, sich a n  die Benutzung dieser Tafelchen zu gewohnen, Oh 
allerdings die iiur sehr geringfügige ArinXheruiig der mittels vierstelliger 
Logarithmeri zu erlialtenden Mectiriiirigsergebnisse mehr als eu blos vor- 
laufigeu Ueberschlagen für spkter noch geiiaiier auszuführende Rechnungen 
dienen konnen, ist dem Refercntcn zweifclhaft. Zu einer Bcjahung dcr 
aufgeworfenen Frage  scheint allerdingt; der Umstand drangen au miiesen, 
dass r s  noch küraer gefasste Tafeln giebt. H a t  doch eine dreistellige 
logaritlimisch - trigonometrisehe ï 'ahelle von B r  ern i k e r durch den Druck 
Verbreitung gefunden. CANTOR. 

Bremiker's logarithmisch-trigonometrische Tafeln mi t  sechs Decimal- 
stellen, neii bearbeitet von Dr. TH. ALBKKCHT,  Profeseor und Sec- 
tionschef im ktinigl. prcwss. Geodat iscl i~n Institut. X. Stereotyp- 
ausgabc. n r r l in  1 883, Nicolai'sclie Ve~rlagsbuchliandl. (R. Stricker). 
XVIII ,  598 S. 

Wir hahrn Bd. XXVII, hist.-lit. Ahtb. S. 142 ,  aiif die 1881 erschir- 
nene VIII .  Sterentypausgabe der bekannten sechsstelligen Tafeln auf- 
m~rksam geinaclit. Zwei J a h r e  grnügten,  iim jane VIII. und auch noch 
eine IX. Ausgahe bucliliiindlerisch aufzuhrauchen, die X. Ausgabe livgt 
ror uns. Von Vei-Xnderungen, diirçh welche dieselbe sich v o n  den $te- 
reu Abdriicken uritersçlieidet, sind awei eu rieuneu. Die von uris früher 
beuiiingrlt~n Maass- und Gewichtsvt.i.gleichungrn mit ihren niclit hlos 
d e m  Gebraiicli, sondern sogar der gesetzlichen Statthaftigkeit entrückten 
Groesenartrn Sind in Wegfxll grkommeu. Hinzugekommen ist dagegeri 
nuf S 188-262 eirie Taifcl der Logaritlimcn d r r  Sinus und der T a ~ i -  
g r n t ~ n  der Winkel bis zu 5O von Srciinde zu Secunde fortsclireitend, 
alinlicli wie sie in den nicht stcreotypirten Ausgaben der sechsstelligen 
B r  e miker 'schen Logarithmen von 1852 und 1860 vorhanden war, in 
d m  stereotypirteri Ausgabon a b ~ r  w~ggelass rn  wurde,  eine Verkiirzung, 
welche von Astronnmen übel vrrmerkt worrieri zii sein scheint. 

CANTOK. 

Rist.-lit. A t b h l ~ .  d. Zoitsohr. f. Math. u. Phgr. XXIX,  3. 
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Logarithmisch - trigonometrische und andere  ftir Rechner  nützliche Tafeln, 
zun#chst für Techniker, sowie fiir den Schulgehrauch uud fiir 

praktische Rechner überhaupt von Dr. MORITZ R ~ H L M A N N ,  konigl. 
preuss. Geh. Regierungsrath und Professor a n  der technischen 
Hochschule zu Hannover, nnd Dr. MO RIT^ R I C H A R D  R ~ H L M A N N ,  
Professor am konigl. Gymnasium zu Chemnitz. IX., voll~tandig 
umgearheitete und hetrachtlich vermehrte Auflage. Leipzig, Arnol- 
dische Ruchhandlnng. 1883. XXXVIII, 320 S. 

Die Logarithmen sind zu sechs Stellrn angegeberi. Der  Drnck ist 
so eingerichtet, dass stets nach j~ fünf Zeilen rin Zwischenraum eintritt, 
wenn auch kein sa scharf hervortretender wie bei anderen 'I'abellen. Die 
Logarithmen der  Zahlen unterhalb der  Eiriheit, also insbesondere der 
trigonouietrisch~n Sinus und Cosinus sind bei positiv bleibender Mantisse 
mit negativer Charaktcristik abgedrnckt. Z. B. log. sin. 4 O  5'= 2,652525, 
wohei die  überstrichene Charakteristik 2 besagen soll,  es sei eigrntlich 
0,852525 - 2 gemein t. Die Verfasser glauben in der Vorrede, ,, znmal 
der Lehrer, dem die Aufgabe zufallt, Ungeübte in den Gebrauch der 
Tafelii einzuführen, werde diese Abiinderung als einen Fortschritt zu 

schatzen wissen". Referent kann einen Fortscliritt unmoglich in einem 
Verfahren erkennen,  welches ihm der Logik der Bezeichnung geradezn 
zu widersprechen scheint. Wir  würden fürchten, unsere Schüler zu den 
tollsten Rechenfehlern zn veranlausen, wenn wir aie eine derartige Re- 
zeichnung kennen lehrten. Wir k6nnen anch keinerlei Grund ahseheo, 
warum von der althergebrachten Sclireibweise 8,852523 (SC. - 10) Abstand 
zu nehmen ware. Die fast 100 Seiten fiillenden anderen als logaiitli- 
mischen Tabellen sind sehr a w e c k m h i g  gewahlt. 

Ausstat tung,  Druck und Papier lassen Kichts zu wünschen übrig. 

CANTOR. 

Sammlung von arithmetischen und algebraischen F r a g e n  und Anfgaben, 
verbunden mit einem systematischen Aufbau der  Begriffe, Formclu 
und Lehrsi tza der Arithmetik, für baherc Schulen von Dr. HER- 
M A N N  SCHUBERT, Oherlehrer ail der Gelehrtenschde des Johan- 
neums in Hambnrg. Zweites Heft: Für obere Classcn. Potsdam 
1 8 8 3 ,  Verlag von Aug. Stein. 224 S. 

W i r  haben da8 zweite I lef t  der  Anfgabensammlung vor uns,  deren 
erstes für den Gebrauch in mittleren Gymnasialçlassen bestimmtes Heft 
wir im vorigen Bande (hi&.-'lit. Abthlg. S. 199) angezeigt haben. Was 
wir damals lobend betonen durf ten,  Strenge mit Fasslichkeit gepaart, 
ge~chmackvolle  Einkleidung der Textaufgaben , vielseitige Anknüpfiing 
a n  sonstige Gegenstande des Gymnasi~lunterr ichts ,  das  findet huchstab- 
lich zu wiederholende Anwendung auch auf das nene Heft. Dem Ge- 
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brauche in den oberen Classen angepasst,  enthalt es natürlich auch 
gewisse Dinge, welche kaum vcr v i t r  Jahrzehnten ihren Einzug in die 
Horsale der Univerçitaten hielten ùnd heute schon der  Mittelschnle nn- 
entbebrlich geworden s ind:  die folgerichtige Begründung der Erweite- 
rungeu des Zahlbegriffes zur  irrationalen und zur  imaginaren Zahl. J e n e  
gewinnt der Verfasser in üblicher Weise, indem er  zeigt ,  dass jede 
Nichtquadratzahl zwischen zwei Quadratzahlen eingeschlossen werden 
kann, welche beliebig wenig von ihr  sich unterscheiden; uns scheint 
indessen damit noch niçht Alles grleistet,, sofern nicht bewiesen wird, 
dass die Commutativitat der  Addition und Multiplication auch bei Irratio- 
nalzalilen obmaltet, ein Beweis , den Referent 1855 in seinen ,, Grund- 
zügen einer Elementararithmetik" S. 57- 59 aus K a s  t n e r ' s  vielverlenm- 
,deten , weil wenig geleseneu Schriften in Erinnerung gebracht liat. Dieser 
Reweis ale get'ührt vorausgesetzt, ist  Herrn S c  h u h e r t ' s  Darstellung des 
Rechnens mit irratir~nalcomplexen Zahlen, wie e r  die algebraische Summe 
eines rationalen uurl aines irrationalen Theiles nennt  ($ 29 FI S. 248 bis 
250), als s ~ h r  gelnngen zu hezeichrien. Daran schliessen sich Bemer- 
kungen üher die fremdartigen Wurze ln ,  welche durch Beseitignng von 
Irratioualittiten in eine Gleichung hineingebracht werden kiinnen, Bemer- 
kungen, welche auf S. 270 in anderer Porm wiederketiren. Das  Rech- 
nen mit den durch die Nothwendigkeit, auch negative Zahlen radiciren 
zu konnen, erzwungenen imaginaren Zahlen behandelt der Verfasser 
S. 260 flgg., bevor er die Versinnlichnng der imaginaren Zahl kennen 
lehrt. E r  hedarf also eines von der  Zahlenebene nicht Gebrauch machen- 

den Bcweises des S l i txe~  (+y-). ( f  J;) = -JE ohne weitere V o r  

sussetzung alo der von (+ J z b ) e = - b .  E r  führt diesen hübschen Re- 

weis folgendermasscn- + J-6 ist Wnrzel der Gleichnng se = - b und  
- + i/- c W u r z d  der  Gleichung y" - r .  Vervielfachong beider Gleich- 

ungeu 

sofern 

sei es 

- - 
liefert x"' = b r ,  xy = + p'b c oder z y - - i b  c,  und zwar kann, 

speciall z = + i-, VJ = + genommen wird, nur a i n  Werth, 
- + i b c  odcr - V b c ,  erscheinen. Die Richtigkeit des Letzteren 

wird an dcrn Sondeifalle c = b sofort erkannt. Wir  denken nnseren 
Imern  an diesem einen Beispiele eirie deutliche Probe des Geistes, in  
welchem das Sufgabenlehrbuch , wie wir Ilerrn S c  h n b e r  t's Bnch nennen 
mochten, verfasst is t ,  gegeben zu haben und sind überzeugt, dasa kein 
Lehrer es bereuen wird,  sich durch eigenen Augerischein mit unserer 
Vorlago bekannt zii machen. CANTOR. 
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Recensionen. 

l m  2. Hefte  dieses Bandes Lat Herr  K n r z  sich mit meiuer Arbeit 
über die Principien der Hydrodynamik beschaftigt und dabei,  wie er siçh 
ausdrückt, allerhand Schlacken gefunden. Ich mtichte auf diesen Angriff 
erwidern, da derselhe die Filudamente meiuer Arheit betrifft; ich werdo 
nnr auf das Sachliche der Recension eingehen. 

Herr K n r z  behauptet,  meine Definition der Componenten der Win-  
kelgeschwindigkeit eines Linienelements sei falsch. Dass seine Definition 
die richtige ist ,  liait er niclit für 116thig xu beweisen, d a  er ja  von I ierrn 
Dr. B r  a u  n die richtigen Formeln erhalten hat.  Ich gedenke nun Herrn 
K n r z  zu beweisen, dass meine Formeln die richtigen s ind ,  daas also 
die Formeln des Her rn  Dr. B r a u n  falsch sind. Dabei ist es wohl nothig, 
etwas ausführlicher zu sein,  als ich es in der Abhandlong war, da ich 
mich vielleicht für den Her rn  Recensenten zu kurz ausgedrückt habe. 

Ein Linienelement d x ,  d y ,  6 2 ,  dessen Richtungscosinus cr, j3, y 
sind, habe nacli einer nuendlich kleinen Zeit d l  die Projectionen 
S z f 8 u  dt ,  6 y +  S v  d l ,  6 2 + d m  cil und die Riclitungscusinus a,, pl ,  y , ;  
die beiden Zlichtungen mtigen einen Wirikel E d t  miteinander rnaclien. 
Dann ist E die Rotatiorisgeficliwindigkeit der  Richtung (Y, 8 ,  y iim ~ i n e  
zn der Anfangs- iind Endrichtiing senkrcchte Axe.  Die Richtungscosi- 
nus dieser Rotationsaxe seien n,, pz, yz, an sind die Componenten der  
l t ~ t a t i o n s ~ e s c h w i n d i ~ k e i t  resp. E C Y ~ ,  E yy (vergl. K i r  c h  h n f f ,  Mech., 
S. 48). Tragt man vorn Coordinatenursprung auf den Richtungen al, pl, y,, 
a ,  p ,  y die Larigeneinhcit ab und verbindet man die Endpunkte ,  so  
entsteht ein gleiclischenkliges Dreieck d ,  dessen doppeltei. Inhal t  gleich 
s i l l ( ~  d l )  ist, und  die Projectionen dieses Dreiecks auf die Coordinaten- 
ebcnen A ,  B, C sind gegeben durch folgende Gleichungen (vergl. H e s s e ,  
Anal. Geom. dcs B., 2. Anfl., S. 8 u. 9):  

2 A = y / l l - p y l ,  2B=ruyl -yu l ,  ~ C = ~ L Y ~ - I Y ~ ~  
Hist.-lit. Abthly. d. Zeitschr. f. Meth. u. Phya. XXIX. 4 .  1 0 
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(wobei g e g m  die Bezeichnung von H e s s e  die  Indices vertauscht sind). 
Nnu  k t  aber  

2 A  = 2 d c r , = s i n ( ~  d t ) . ~ , ,  
2 R = 2 A / ? , t . s i n ( ~  d l ) . & ,  
2 C = 2 A y , - s i ~ 1 ( ~ d l j . y 2 ,  

und d a  d t  ein unendlich kleiner Winkel  is t ,  60 habe ich 

Die Ausdrücke rechter Hand k a n n  i c l i  d e m n a c h  d i e  P r o j e c t i o n e n  
d e s  W i n  k e l  s E d t  n e n n e n ,  und wenn ich der  Rcihe naeh diese Aus- 
drücke = B d l ,  c dl ,  x d l  nenne,  su habe ich 

und wenn ich mit d 1 durchdividire, 

(linker Hand  stehen die Componenten der Wiokelgeschwindigkeit), und 
damit also bewiesen, dass die Grnssen 

die Componenten der  Wiukelgeschwindigkeit E sind. 
Vielleicht versteht jetzt Herr  K u r z  die Entwickelung, deren Bich- 

tigkeit er angexweifelt hat. E r  h a t ,  wenn ich seine F ~ r r n e l n  recht var- 
s tehe,  sich nicht klar gemacht, was man unter  den  Componenten eiuer 

Rotationsgeschwindigkeit versteht. Denn  seine Ausdrücke für 8 d l ,  r d l ,  

x dt  (ich meine damit diejenigen G-rossen, die ich so bexeichuet habe), 
-- 

9. d t  = 8 ' d l J l -  a"1- a,,, 

wo 8' die von Herrn B r a u n  aufgestellte Componente ist , zeigen mir, 
dass er als Camponente der  Winkelgeschwindigkeit nach der X-Axe den 
Winkel  znischen den Projectionen zweier aufeinander folgender Lagen 
des Linienelements auf die y-, z - E b e n e ,  dividirt durch d t  versteht. I n  
jedcm Lehrhuch der Mecbanik aber kann er sich darüber nnterrichten, 
dass die Componenten einer Winkelgefichwindigkeit F uach den Axen X ,  ,y, 

z resp. ~ û ~ ,  E &  , € y 2  s ind ,  wo a,, p z ,  yz die Cosinus der Drehaxe sind. 
Auch die Bemerkung über den Anfang des 5 3 ist so haltlos, wie 

es fehlerhaft is t ,  bei allgemeiner Flüssigkeitshewegung 

zu setzen. 

T ü b i n g e n ,  den 20. Jun i  1884. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Recensionen. 123 
------XIIIIXIx*cI. -̂XMC--MIIII.IIYI--̂  ̂

Theorie der homogen zusammengesetzten Ranmgebilde, von Dr. VICTOE 

S C I I L ~ E L .  Mit 9 l 'afeln. Halle 1883. In  Comm. bei W. Engel-  
mann in Leipzig. Ans: Nova act,a der kaiserl. Leop.-Carol. deut- 
schen Akademie der Naturforscher. Bd. XLIV Nr. 4. 

In eiuer Abhandluug:  , ,Quelqnes théorkmes de géorn6trie A n dimen- 
sions" (Bulletin de la société uiathéuiatique de France. Paris 1882) 
hatte Herr S c h l e g e l  ein h o m o g e n  b e g r e n z t e s  oder h o m o g e n e s  
n-dimensionales Ranmgebilde dure11 die Uvdingung definirt, dass um jede 
Ecke, Kante, Flache n. S. W. b ~ z .  gleichviel Grenzgebilde von hoherer 
Dimensionfizahl liegen, so dass z. B. fiir n = 2 jedes ebene Polygon, für 
n = 3 die fünf im weitereu S inue  zugleich gleicheckigen und  gleichfl~clii- 
gen Polyeder erster A r t ,  von derien die reguliiren (Platouischen) Polyeder 
Specialfalle sind , solçhe homogene Figureii daretellen. Der  Verfasser 
iietrachtet nun in der vorliegenden Schrift die li o m o g  e n  a u  s a m m  e n  - 
g e s e t z  t e n  Raiimgebilde u n d  deren Reziehungen zii den homogenen; er 
nennt ein ( n  - 1) - dimensionales Raumgehilde h o m o  g e n  z n s  a m  m e n  - 
g e s e t z  t ,  wenn alle Tlieile desselben gleichviele Grenzgebilde haben und 
alle diese Grenzgebilde gleiçbvielen Theilen augehoren. 

Ein solches homogen zusammengesetztes (ri - 1) - dimensionales Raum- 
gebilde kann als die A b b  i l d u n  g der Greuze eines homogcnen n -  dimen- 
sionalen Gebildes auf einem einfachen (ebenen) (n - 1) - dimensionalen 
Gebilde angesehen werden. Denn  denkt  man sich eines der (n-1)-  
dimensionalen Grenzgebilde entfernt und deri Complex nller übrigen auf 
einem ebeueri (n-1) - dimensionalen Gebilde ausgebreitet, so resultirt ein 
liomogen zusauinierigesetztes (n - 1)- dimensionales Gebilde, welches fur 
die Falle n = 2 ,  3 ,  4 bez. als K e t t e  des Polygons,  ale N e t z  des 
Polyedcrs, als Z e l 1  g e w  e b e des Polytops hezeichnet wird. Hierhei kann 
fiir n =  2 der zu beiden Seiten der Kette liegende Theil der im Unend- 
lichen geschlossenen Geraden,  für n = 3 der rings um das Netz liegende 
Theil der Ebene ,  für n = 4 der rings um das Zellgewebe liegende Tbeil 
des Euklidischen Raumes als die Abbildung des einen , vorher entfernten 
Grenagebildes angesehen werden. 

U m g e k e h r t  kann ein homogeuee n -  dimensionales Gebilde durch 
Zusammenfaltung eines homogen zusammengesetzten (n - 1) dimensionalen 
Crcbildes im n-dimentiionalen Raume und Hinzufügung des einen fehlen- 
den Grenzgebildes erzeiigt werden. 

In  der vorliegenden Schrift eratreckt sich die Untersuchung im 
Weeentlichen auf die homogen zusammengesetzten Gebilde der E h  e n e 
und des E u k l i d i s c h e n  R a u m e s .  

Der e r s  t e Haupttheil enthalt die Betraclitung der homogen zusam- 
mengesetzten Figuren in der E b e n e  oder der  h o m o g e n e n  p 01 y g o -  
n a l e n  F i g u r e n .  l n  dem e r f i t e n  A b s c h n i t t e  werden znnachst Re- 
lationen zwischen den Gesammtzahlen der Gebilde, den Zahlen der 

10 = 
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ansseren iind inneren Gebilde, speciell auch fiir die v o l  1 s t a n d  i g e n  
derartigen Figuren (für welche die Zahl der in einer Aussenecke und in 
eiuer Innenecke zusammentreffenden Kanten  d i e ~ e l b e  ist) aiifgestellt. Für 
die nahere Bestimmung der verschiedenen Arten der Liomogrnen polpgo- 
nalen Figuren ergeben sich d r e i  Fal le  entsprechend der Formel: 

> d = 2 ( n + p )  - n p  O ,  
(. 

werin n  die Kariterieah1 der l'olygone, p die Anualil der in jeder Inneri- 
ecke zusammentrrffenden Flacben hedeutet. Der  e r  fi t e  E'all: d >  0, liefert 
fünf e n  d l i  c h  e vollstaudige F iguren ,  niimlicli die 3 tlieilige, 'itheilige und 
1 %  theilige triagonale, die 5 theilige tetragùnale u n d  die I l  theilige penta- 
gonale Figiir. I m  z w e i t e u  Fal le:  A =  0 ,  ergeben sich drei u n e n d -  
l i c h e  (d. h. ails einer uncndliclien Anzahl von 'I'heilen bestehende) voll- 
standige Figure11 , den Werthsystemen 

entsprechend. D e r  d r i t t e Fall : d < O ,  liefert keine rol1t;tandigen  fi^ 
gurcn , snndern solche Netac,  wrlche in8 Unendlichc fortgesetzt werden 
k o n n e n ,  doch nicbt gleichmassig, wie irn zweiten Fal le ,  sondern sol dass 
die eutf'ernteren 'ïheile sich mehr zusammendrang~n und der Umfang der 
polygonalen F igur  sich einer Curve als Grenze nahert. Die Construction 
der vollstandigen homogenen Figuren wird sodanu durch Z n s  a rnrnen - 
s e t  z u u  g oder Z e r l  e g u n  g einer gegebeneu Figur  aiisgeführt, wobei 
sicli diese Leiden Processe als symmetrisch verwandt zufolge der Eigen- 
schaft der  U m k e h r b a r k e i t  erweisen. 

Iliejenigen Systeme ehener Polygone, deren Ehenen Winkel hilden, 
d. h. die r a u m l i c h e n  p o l y g o n a l e n  F iguren ,  deren Betrachtung der 
folgende Abschnitt gewidmet is t ,  gehen aus den ebenen polygonalen 
Figuren hervor. Aus den vollstaudigen endlichen Figuren ergiebt sich 
beim Uebergang aus der Ebene in den Raurn und durch Hiuzufügiing 
der vom Randpolygon begrenzten ,, Schlussseite" eine geschlossene Figur 
und damit ein dnrch diese begrenztrs homogenes Polyedcr. Diese letz- 
teren Gehilde leitet der Verfasser auch direct aus der E u 1 e r ' ~ c h e n  For- 
mel her und erhalt so die hekannten fünf Arten dieser Figuren und der 
durch sie begrenzten homogenen Polyeder, wobei die Beziehnngen dicser 
Figuren xu denen der Eheue  (für A > 0) uud auch das gegeuseitige Ent- 
sprechen j e  zweier sich Ieicht ergeben. Die ebenen polygonaleu Figureri 
lassen sich niçht nur als die perspectivischen ebenen Abbilduogen jener 
Korper, sondcrn aucli als Specialfallc derselben ansehen. Analog werden 
den Figuien in der Eliene (fiir A = O)  entsprechend im Raume drei Arten 
o f f  e n  c r  hamogenrr Figiiren mit endlicher Grosee aller E'lachen. namlicli 
die triagonale, tetragonale und  hexagonale Figur, erhalten. 
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In einem weitern Abschnitte wird die h O III O g e n e B e  d e c k u  n g v O n 
O ber f l a c l i e  n (von überall gleichartiger Krümmung) bebandelt,  bei wel- 
chen dic P o l y g o n ~ ~ s t c m e  dnrch kiirzosto Linicn begrenzt werden. Hier 
lassen sich, entsprechend den drei Hauptarten polygonaler Figuren,  drei 
Arten von Bedeckungen uuterscheiden, namlich von Flachen mit positiver, 
verscliwindender und ncgativer Krümmuiig. Sodanu hetrachtet der Ver- 
fasser die g e g e n s e i t i g e n  A b b i l d u n g e n  e i n e r  F l a c h e  a u f  e i n e r  
a n d e r n  und macht i n  dem letzten Abschnitte uoch Anwendungen au€  
die F 1 ac h e n  m e s  s n n g auf der Ebene (Quadrangulation , Triangulation, 
Hexangulation), aiif der  Kugel und der Pseudosphare. 

Der z w e i  t e LI a u  p t t h  e i l  enthalt die Bestimmung und  Untersuch- 
iing der h o m o g e n e n  p o l y e d r i s c h e n  K o r p e r ,  d. h .  der homogen 
zusammengesetzten Polyeder. Kach Herleitung allgemeiner Formeln zwi- 
schen den Ge~ammtzahlen  der Gehilde, den Zahlen der inneren und 
ausseren Grenxgebilde, insbesondere aiich fiir die vollstandigen und  regel- 
massigen polyedrischen Korper wird, da eine der Grosse A bei den 
polygonalen Figuren analoge Function sich hier annullirt ,  zur Ermitte- 
lung der homogenen polyedrischen Korper der folgende W e g  eingeschla- 
gan. D a  die Construction eines solchen Gebildes entweder durch Zer- 
legung oder Zusammensetzung eines gegebenen Borpers  erfolgen kann,  
wobei im letzteren Fal le  die Aussengrcnzc! des fertigen Gcbildes ver- 
schieden ausfallt, j e  nachdem man van der  Gruppirung der Korper um 
einen P u n k t ,  eine Kante ,  eine Flache oder einen Korper  ausgeht, es 
aber von vornherein nicht zu erkeunen ist,  welche dieser Arten der  
Zusammensetzung den  homogenen Korper liefert, so geht man am besten 
von der aussern bekannten Gestalt der r e g e l m a s s i g e n  Korper ans u n d  . 
hestimmt diese durch Zerlegung - wiewohl diese Nethode den Unter- 
scbied xwischen endlichen und unendlichen Bildungen im Allgemeinen 
riicht hervortreten Iasst. Der  Verfasser stellt demgemass die von der  
BeschaEenheit der Aussenflache abtiangigeu Grossen als Functionen von 
P (der Zahl der in j eder  innern Ecke  zusammentreffenden Korper),  die 
übrigen Grossen als E'unctionen von P u n d  C (der Zatil der Korper) dar, 
bestirnrnt alsdann die Werthe für P und ermittelt sçliliesslicti diejenigen 
fiir C in den einzelnen Fallen. Auf diese Weise ergeben sich sechs end- 
lichc! und ein uncndlichcr v o l l s t a n  d i g e r Kiirper (mit endlicher Grosse 
aller 'I'heile) , namlich der  4 theilige, 15 theilige, 599 theilige tetraedrische, 
d r r  23 theilige oktaedrische, der 7theilige hexae,drioche, der  119 theilige 
dodekaedrische und der unendliche hexaedrische Korper, ausserdem noch 
vier u n e n d l i c h e  Korper  mit ins Unrndliche abnehmender Grosse der 
Theile, den Wertben P=12 ,  N = 2 U ;  

P=20, N =  C i ;  
P= 8 ,  ;v=12; 
P = 2 0 ,  N = 1 2  
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entsprechend , wo N die Seitenzahl jedes einzelnen Polyedere be. 
zeichnet. 

Die specielle Untersuchung der sechs endlichen vollstiindigen K6r- 
per, zumnl des drittan und secheten, welche aiemlich cornplicirte Gc,bilde 
darstellen, wird sorgfaltig durch das Verfahren der Zerlegung in Schich- 
ten unter  fortwahrender Anwendung der aufgestellten Formeln durch. 
gefiihrt und  durch die  beigefügten Figuren erlautert. Auch wird das 
Verfahren der Zusarnmensetzung, welches auch hier mit dem der Zerleg- 
u n g  symmetrisch verwandt arweist, kurz erwahnt. 

I n  einem weitern Abschnitte werden n u n  die g e s c h l o s s e n e n  
K o r p e r  und die h o m o g e n  b e g r e n z t e n  v i e r d i m e n s i o n a l e n  G e -  
b i l d e  aus  den polyedrischen Korpern entwickelt. W e n n  man sich je 
zwei benachbarte Polyeder der  letzteren in  verschiedenen Euklidi~chen 
Raumen liegend denkt ,  so konnen die bisher betrachtcten Korper als 
die  Ahbildnngen von vierdimensionalen Gehilden in einem Euklidisclirn 
Raume aufgefasst werden. Bei diesem Uebergang in den vierdimensio- 
nalen Ranm giebt das Polyeder, welches die Aussenflache eines vollstan- 
digen endlich polyedrischen Ktirpers bildete, einen Korper, welcher irn 
Verein mit den Theilen des polyedrischen Korpers eiuen Theil jeries 
Raumes vollstandig begrenzt. So werden ans den  endlichen polyedri- 
schen Korpern sechs homogen bcgrenztc, gcschlossene vierdimensionale 
Gebilde erhalten, fiir welche die Zahl der Grenzkorper iim 1 grosser ist, 
als die  Zahl der Theile des polyedrischen Korpers: das 5-  Zell, 16 - Zell, 
600 -Zell,  24-Ze l l ,  8 -Zell und  120 - Zell. Diejenigen speciellen Falle 
dieser Gebilde, bei welchen die Grenzkorper nicht nur  homogen, soudern 
r e g n l a r sind , d. h. die sogenannteu r e g u  1 a r  e n Vielraurne (Polytope), 
sind bereits von S t r i n g h a m ,  H o p p e ,  S c h e f f l e r  (und auch von 
F O r c  h h a m m  e r )  untersucht worden. Aue den vom Verfaseer nufgestell- 
ten Formeln ergiebt ~ i c h  in  einfachei Woise, dass e s  nicbt moglich ist, 
die homogenen vierdimensionalen Gehilde auch unabhangig von ihren 
Abbildungen in einem Euklidischen Raume zu hestimmen. Auch wird 
hier das  E n  t s p  r e c h e n  der erhaltenen vierdimensionalen Gehilde her- 
vorgehoben und auf die Vorstellung eingegaugen , die polyedrischen Kor- 
per nicht nnr als perspectivische raumliche Abhildungen von vierdimeusio- 
nalen Gebilden, sondern auch als Specialfalle derselben aufzufassen, 
überhaupt anf die Analogie der hier sich darbietenden Beziehungen mit 
den früher beim Uehergang aus dem zwei- in den dreidimensionalen Raum 
hervorgetretenen hingewiesen. 

Ferner  ergeben sich im vierdimensionalen Haum uur eine Art o f f e -  
n e r  homogeuer polyedrischer Korper  mit endlicher Grosse aller Theile 
(der zweite hexaedrisühe) und v i e r  solüher Korper mit ins Uneridliche 
abnehmender Grosse aller Theile: der ikosaedrische, der dritte hexa- 
edrische und zwei dodekaedrische. 
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In  einem meitern Abschuitte wird das Problem der  h o m o g e n e n  
A n s f ü l l u n g  v o n  d r e i d i m e n s i o n a l e n  R a u m e n  von überall gleich- 
artiger und constanter (positiver, verschwindender oder riegativer) Krüm- 
mung durch homogene polyedrische K6rper behandelt,  deron Eckpunktt! 
durch kürzeste Linien verbunden s ind ,  wahrend die von diesen Linicn 
eingesclilossenen Polygone Flache 'n~tücke kleinster Kriimmurig sind. Es  
ergebeu sich so für einen geschlossenen dreidimensionalen l taum mit posi- 
tiver Krümmung sechs Arten vollstandiger homogener Ausfüllung, fiir 
eineu Euklidiscben Raum niir eine (die unendlich hexaedrische), f ü r  eirien 
offeuen dreidimensioualen Raum von riegativer Krümmung vier (unend- 
liche) Arten vollstandiger homogener Ausfüllung. 

E s  folgen dariu uoch Betrachtuugeri iiber die g e g e n s e i  t i g e n  Ab'- 
b i l d u n g e n  d e r  A u s f ü l l u n g  e i n e s  R a u m e s  i n  e i n e m  a n d e r n ,  
insbesondero über die vier Arten der Uebertragungeu der vullstandigen 
Ausfiillung eines positiv gekriirnmten Raumes in den Eiiklidischen. Von 
diesen ist hauptsachlich die Zusammensetzung derjeuigen Abhildungen 
der homogenen Gebilde von Interesse, welche dadurch zu Stande kom- 
meii, dass eine Ekke mit den P i n  ihr zusammentreffendeu Kbrpern weg- 
gelassen und der Rest iu eiriem Euklidischen Raume ausgebreitet wird. 

Eudlich werden auch die Anwendungen auf die d r e i d i m e  na i o n  a l e  
III  ha1 t s b e s t i  uiuiu n g (Raumrriesbuog) für die drei uriterscliiederien Fal le  
besproclien und zum Scbluss die verwandten Arbeiten von H o  p p e l  
S t r i n g  h a m ,  S c h e f  f l  e r u. A. herücksiçhtigt , wobei darauf hingewicscn 
wird, dass durch die Untersuchungen von S t r i n g h a m  auch die Frage  
nach der Existenz endlicher homogener Gebilde fur den n-dimensioualen 
Raum beantwortet ist. -- 

Unser Gesammtiirtheil iiber die vorliegende Arbeit glauben wir nicht 
besser ausdrücken zu konnen ,  als mit fast denselben Worten,  welche 
II. G r  a s  s m a  n n in  der zweiten Vorrede zu seiner linealen Aus-  
del~~iurigslel~re über das ,,System der  Raumlehre" desselben Verfassers 
ausgesprochen hat: ,, 1)er Verfasser hat  mit grosser Klarheit und  zvm 
grossen Theile in  selbststiindiger, der Sache durchaus angemessener 
hlethode die Bedeutung dieses besondern Z ~ e i g e t i  der Ausdehiiungslehre 
dargelegt." Der iu der Schrift behandclte besondere Zweig der Ans- 
dehnungslelire ist in  der T h a t  besonders gecignet,  den Niitzen mchr- 
dimrnsionaler Untersuçhungen vor Augen au führen, welcher ja  nicht 
zum kleinsten Theile darin besteht, die Beziehungen der anschaulich 
vorstellbaren Gebilde der Ebene und des Euklidischen Raumes in ein 
ueues Liclit zu setzen. Die von dem Verfasser angewendeten Methoden 
entsprwhen mehrf'ach dern von C f .  V e r o n  e s e  in  einer inhaltsreiçlien und  
bedeutungsvollen Arbrit  (Math. Anu. XIX, S. 161 flgg.) aufgestellten und 
angewondeten Princip des Projicirens und  Sehneidens. 
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Fügen wir hinzu,  dass die Schrift von S c  h l e g e  1 uoch eine Fülle 
anregender Bernerkungen enthalt,  auf welche in  der obigen Wiedergahe 
des wesentlichm Inhalts nicht eingegangen weiden konnte,  so Iasst sich 
die Erwartung auxsprechen, dass die Schrift von S c h l  e g e l  im  V~rein 
mit den von S t r i n g  h a m  nnd H o p  p e gewonnenen Resultaten , ziimal 
des Letzteren Untersuchungen über mehrdehnige Winkel ,  den Anlass zur 
Aufstellung weiterer iuteressanter Beziehungen geben wird. Referent 
hoEt hierzu in der  Kiirze eiiieri Beitrag liefern zu konoen ,  zu welcliem 
er  im Wesentlichen die Anregung dem Studium der S c  h l  egel 'schen 
Schrift verdaukt. 

Dem ohen ansgesprocheneu Geaammt~irtheil gegeniiber kommen einige 
Bemerkungen, welche wir noch zu machen haben,  kaum in Betracht. 

Bei der Besprechung der  Bedeckung von Flachen mit positiver Krürn- 
mung,  speçiell der Kugel ,  giebt der Verf. für die ikosaedrisclie Bedeck- 
ung  [S. 36 noter  3)] a n ,  man solle auf der Kugelfliiohe s e c  h s  Paar 
Gegenpunkte so annehmen,  dass j e  zwei P a a r  auf eincm Diametralkreise 
liegen, und diese' 15 Diametralkreise construiren. Diese Redingung, 
welche j a  im Allgrmeinen imrner erfiillt. i s t ,  geniigt aber  nicht,  um das 

verlangte Nete zu bestimmen. Von den sechs Punkten (und deien Gegen- 
punkten) sind nur  v i e r  beliebig - nur  so,  dass nicht j e  drei auf einem 
Diametralkreise liegen - annelimbar, die briden anderen aber durcli die 
Bedingung bestimmt, dass die sechs Puiikte die Eckpuukte eiries sphari- 
schen zehnfach - B r i a n  c h o  n'schcn Sechsecks darstellen. (Vergl. des 
Ref.: Einleitung in die Lehre von der Kugeltlieilung. Leipzig, Seubner. 
1883. S.  422 flgg.) 

Bei der  in der Eirileitung (S. 8) gegebenen Definition des E n t -  
s p r e c h e n a  zweier homogenen n - dimensionalen Gebilde hatte wobl die 
allgemeinere Bezieliuug, uach welcher die Zatil der (n - m) -dimensioua. 
len Grenzgebilde des einen gleich derjenigen der (m - 1) - dimensionalen 
Grenzgebilde des andern Gebildes is t ,  Erwahnung verdient. 

Auf S. 11 1 Anm. 3) solltc es s tat t  ,, Rbomhoedcr" heissen: ,, Rhom- 
bendodekaeder ", welches durch die Zusammensetzung von vier Rhom. 
boedern (mit Flachenwinkel = 120 O) resultirt. 

Die Anmerkung auf S. 115, in welcher der Verf. u. A .  als eine 
wahrscheinliche Folgerung der vorhergehenden Betrachtungen die Immate- 
rialitat unseres Geistes hinstellen will, würde nach unserer Ansicht hessar 
fortgefallen sein. W i r  befiirchten, dass der  Inhalt dieser Anmerknng 
I)en5enigen1 deren ,,wissenschaftlicher Tummelplatz das Grenegehiet der 
Philosophie und der Mathematik ist", einen nicht ganz unbegründeteu 
Anlass zu Angriffen bieten und moglicherweise noue Missverstandnisse 
iiber die Bedeutung n -  dimensionaler Untersuchungen bedingen mbchte. 

Schliesslich glautit Referent darauf hinweisen zu müssen, dass, so 
sehr auch die analoge Durclifübrung der Untersuchimgen im zwei- und 
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dreidimensionale[i Raurne und derjenigen im drei-  und vierdirnensionalen 
Raurrie als ein Hauptvorzug der Schrif't zu hez~içhnen  ist,, doch das vorn 
Verf. zufolge der  Analogie für die Herleitung und Beschreibung der 
homogenen polyedrischnn Korper gewklilte V e r f a h r q  niclit das einfacliste 
und xur Einführung in diese Lehren gen ign~ts te  sein diirfte. Iusbeson- 
dere glaubt Ref., dass .Jeder, welcher zuerst eiue genauere Vorstellung 
Ü ~ P I .  die Structur z. B des dr i t ten,  complicirtesten prilyedrischeu Korpers 
(welcher sich aus 599 'i'etraedern zusammensetzt) gkwirinen will, vie1 
einfacher und rascher zum Ziele kornmt, wenn e r  das vom Verf. erwahrite 
und von H o  p p e  (Arc,h. f. Math. u. Phys. T. 67 S. 38 flgg.) für das ent-  
sprrchende regnlare Gebilde durchgefütirte Verfahren der Zusarnmensetz- 
uog, von der Gruppirung der 20 Tetraeder  urn einen P u n k t  ausgehend, 
wiihlen wird. E s  tritt  bei Anwendung disses ~ e r f a h r e n s  die symmetrische 
Gruppirung der Ecken ,  Korper u. s. W. in  Beziehnng auf die mittlere 
Zone, deren Eckpunkte im Falle der Itcgelmassigkeit mit denjenigen eines 
(12 f20 )  -0achigen gleicheckigen 30 - Ecks zusammenfallen , sowie auch 
das Entsprechen des dritten und seclisten polyedrischen Korpers in  allen 
Einzelheiten bei Weitem besser und vollstandiger hervor, al8 bei dern 
vom Verf. gewahlten, wenn auch sorgfaltig durchgeführten Verfahren ber 
Zerlegung. 

M a r b u r g ,  im October 1883. EDMUND HESS. 

Grundriss e iner  elementar - geometrischen Kegelschnittslelire , von H. G. 
ZEUTHEN. Leipzig, B. G.  Teubner. 1882. 

Die Vielseitigkeit, Klarheit und Tiefe der  mathematischen Forschung, 
welche einen in ihrem Berciclie liegendrn Gcgenstand bald von dieser, 
bald von jener Seite betrachtet, auf den verscliiedensten Seitenpfaden 
ihn zuganglich findet und mit anscheinend entlegenen Gegenstanden 
in nachster unerwarteter Wechselwirkung erkennt ,  bat von jeher in der  
Theorie der Kegelschnitte ihre schousten Triumphe gefeiert und die 
Geister mit unwiderstehlicher Gewalt stets auf's Neue arigezogen. Zu 
diesem hohen sachlichen Interesse, welches die rnathematische Behand- 
lung der Kegelschnitte dem Weiterblickenden darbietet,  kommt ihre 
didaktifiche Bedeutung, da  sie f ü r  den Anfgnger die unerlassliche He- 
dingung jedes weiteren Fortschreite,ns darstellen. Man kann es daher 
als in der Natur der Sache liegend ansehen, wenn fahige Bearbeiter die 
Kegelschnitte wieder und  wieder von neuen theoretischen und praktisçlieu 
Gesiçht~pnnkten ans daralllegen und dem Anfiriger fassbxr zu machen 
unternehmen. 

Nachdem der Verfasser des vorliegenden Büchleins auf siehcn Seiten 
der Einleitung die grnndlegonden Satxe über Kreisbiischel mitgetheilt 
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und  die Losung des Tactionsproblems angegeben ha t ,  definirt er die drei 
Kegelschnitte Ellipse, Hyporbel und Parabel ganz nach dcr  Mcthode der 
Alten durch ihre Rrennpiinktseigenschaft. Dieselben werden daranf irn 
Einzelnen durchgenornmen, ihre Form wird festgestellt, es  werden daran, 
narnentlicli in  Uexug auf die Tangenten ,  einige vorlaufige Bemerkungen 
gekoüpft und  die  Grenxformen untersucht. 

Daran schliessen sich Uebungsaufgaben. 
Der  Verfasser schreibt ersichtlich für Schüler, die an streng logische 

Formuliriing jedes Satzchens gewiihnt sind. Aus diesem Grunde werden 
'indeutige Bezietiungen keineswegs sofort umgekehrt,  sondern es wird 
fiir nicht iiberflüssig gehalten , die Berechtigung die se^ Verfahrens aus. 
drücklich nachzuweisen. Uieser Beweis gelingt an einer besonders ge- 
eigueten Stelle in 5 74, wo der betreffende Schluss vollstandig durch. 
geführt und die Bemerkung beigefügt i s t ,  dass man sich irn Folgenden 
ijftcr Beweise für Umkehrungen ahnlich gcführt denkrn müssc. Dabei 
verweivt Verf. auf einen frühern F a l l ,  wo bereits ein analoger Schl~iss, 
dessen sich der Leser vielleicht von der Elementarhank her  erinnert, vor- 
gekrimmen iet  mit gewissermassen berechtigter cuptalio 6en~vo l rn l iue .  Alleio 
noch eiumal in einem spatern Fa l le ,  S. 33 § 115 ,  führt der Verfaiiser 
das Schlussverfahren in kurzer Andeutung nochmals durch. Es iet dem 
Referenten ganz unzweifelhaft, dass diese Darstellungsweise dem au0 
E u  k l i d ' s  formstarrer, aber überzeugender Schule kommenden Anfanger 
gefallen wird. Und auch des Mathematikers scheint es mir wiirdiger, 
solche Kleinigkeiten in  im Ganzeu vielleicht einem Dutzend Zeilen ge- 
bührend zu erledigen, als durch billige Wendungen,  wie: ,, Umgekehrt 
liat nian " oder: ,, Selbstverstandlich ist auch umgekehrt " oder  : ,, Offenbar 
k t t L  darüber fort zu hüpfen. 

A n  dieser Stelle m6ge es mir auch gestattet sein, nach zwei andere 
Gesetze hervorzuheben, die der Verfasser sich anscheinend auforlegt hat. 

Das  eine besteht dar in ,  dass jedem Ahschnitte eine Sammlung von 
Uebungsaufgaben beigefügt ist ,  die sich inhaltlich auf das bereits Vor- 
getragene bezieben und eine wirksame Recapitulation des ganzen bis 
dahin durchgenommenen Lernstoffes errnGgliclien. Uabei ist  jede An- 
deutung einer Losung st,reng vermieden. 

F c r n c r  ist der Lehrstofï zwar kurz und knapp ,  aber  sa klar vor- 
getragen und  mit so grossem didaktischem Geschick jedesmal, wo Zweifel 
entstehen konnten,  auf die vorbereitenden Satze durch Angabe des be- 
treffenden Paragraphen verwiesen, dass Referent hier ein uneiugesclirank- 
tes Lob  zu spenden in der Lage ist. 

Nach diesen allgemeinen Bemerkungen gehen wir in  der Durch- 
sprcchung des Einzelnen weiter. 

Anf S. 17-24 werden Eigenschaften der  Tangenten a u s  den Brenn- 
punktseigenscbaften abgeleitet. Die Darstellung kann hier schon ofter 
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in ganz ungezwungener Weise dem bestinimten den allgemeinen Kegel- 
schnitt substituiren und selbet eine rnehr projeçtivische Eigensçhaft ergiebt 
sich ungcsucht im Làufe deo Vortrags. Zu de,m in 9 72 gegebenen Satze 
vermisse ich eine nebenstrhendc Figur  und S. 21 Z. 29 steht durch Druck- 
fehler S c h  e i t e l  für Schenkel. Unter den Cehungfiaufgaben hebe ich her- 
var: , ,E ine  gemeinschaftliche Tangente an zwei çuncentrische Eegel-  
scbnitte zu legen." 

Im vierten Abscl ini tb ,  welcher bis S. 32 geht ,  werden die confocalen 
Kegelschnitte erortert. Uirselhen führen sich 'durch folgende klare Dar- 
legung ein: , ,Wenn durch einen P u n k t  ein Kegelschnitt mit gegebenen 
Brennpunkten gelegt werden soll, so wird derselbe entweder eine Ellipse 
sein, deren Brennpunktsaxe gleich der Summe, oder eine Hyperbel, 
deren Brenupunktsaxe gleich der Differenz der Brennstrahlc~n an den 
gegebenen Punkt  ist. Diese zwei Curven werden sich noch in drei an-  
deren P u n k t e n ,  die mit dem eroten iu Bezug auf die Axen und das 
Centrum symmetrisch liegen, schneiden, und ihre Tangenten in jedem 
Schnittpunkta sind senkrrcht  aufeinander." (Fol@ Verweisung auf 5s 36 
und 50.) 

Man sieht aus dieser Beifügung, wie angstlich der Verfasser bemülit 
ist, dern studirenden Leser  keine Rathsel aufzugebeii. Der  Tcxt  soll eben 
nech der von mir oben bemerkteu Ahsicht des Verfassers moglichst mühe- 
los verstandliüh sein,  wahrend die Selbstthatigkeit in  den Aufgaben hin- 
rcichenden Stoff zur Bethatigung findet. 

Sprachlich würde ich mich S .  27 fj 103 etwas andcrs ausgedrückt 
liaben, indem ein gewisser geometrischer Ort  wohl e i n  e r  v o n  z w e i  
K e g e l s c h n i t  t e n  sein muss, nicht aber sich ,,von zwei Kegelschnitten 
znsammensetzt". Auch würde ich S. 129 5 106 1. Abs. die drei ver- 
scliiedeneri Bestimmuiigen von Schnittpunkten durch 1) , 2) ,  3) hervor- 
gehoben wissen wollen. 

Unter den Uebungsailfgaben erwabne ich: 
,, 4. Einen Kegelschnitt mit eincm gegebenen Brennpunkte zn con- 

fitrniren, welcher durch einen gegebenen P n n k t  geht und eine gagebene 
Gerade und einen gegebeuen Kegelschnitt mit demselben Brennpunkte 
berührt. 

8.  Eine Parabel zu construiren, welche vier gegebene Gerade be- 
rührt. Zu  zeigen, daas die den von vier willkürlichen Geraden gebil- 
deten Dreiecken umschriebenen Kreise durch einen festen Pnnkt  gelleu." 

Ahschnitt V mit der Ueberschrift , ,Leitlinienii geht bis S.  38. Ausser 
den gewohnlichen Satzeu findcn wir hier in  $5 120 und 121 kurz und 
einfach die Grundeigenschaften von Pol  nnd Polare,  ohne dass dieso 
Regriffe als solche genannt werden, entwickelt. Rbenso in 5 125 den 
Fundamentalsatz über das anharmonische Doppelverhaltniss. Diese G e -  
genstkinde ergehen sich aus dem Lehrgange recht ungezwungen. Nur 
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hat te  der F a l l ,  dass die Berührungssehne durch den Brennpunkt gcht, 
ausdrücklich erwahnt werden sollen und  alo G e d a c h t n i s s ~ i n t c r s t ü t m ~  
ofters der  Kreis mit seinen analogen, dem Studirenden bekannten Satzen 
heraugezogen werden dürfen. Die Beziehung sec+v S. 35 halt Ref. für 
veraltat,  S. 33 Z. 2 v. u. fehlt ein Accent. Die Uebungsaufgaben em- 
pfehle ich dem Leser als treEliche Gelegenheit,  nicht blos den vorlier- 
gchenden,  sondern alle bis dahin vorgctragenen Abschnitte zu rcpetiren. 
Als besonders charakteristisch sei erwahnt: 

,,6. Ein Vieleck ist dem einen von zwei Kegelschnitten, die einen 
Brennpunkt  und die zugehorige Leitliuie gemein haben,  eingeschrieben, 
dern andern uuigeschrieben. Zu beweisen, dass in dieseni Fal le  uuend- 
lich viele Vielecke i n  derselben Verbindung mit den zwei Kegelschnitten 
stehen." 

Zu Aufgabe 13 sei hemerkt,  dass der  P a r a m e t e r  e i n e s  K e g e l -  
s c h n i t t e s  nicht definirt ist und  ich erst nach einigem Suchen in den 
$5 3 3 ,  48, 61 die Definitionen für die drei besonderen Kegelschnitts- 
arten fand. An dieser Stelle habe ich das Felilen eiues index rerum übel 
empfuuden. 

Abschnitt V I ,  über die Durchmcssereigenschaftcn, reicht bis S. 52. 
D e r  Inhal t  ist wieder ein sehr reichar, wohei insbesondere $5 143 und 
152 erwahnt saien. Zu 5 160 vermisse ich die Fignr. Druckfehler fan- 
den sich S. 49 Z. 15 v. o. ,  S. 50 Z. 2 (dieser statt  diese). 

Von jetzt a b  glaube ich mich mit einer kurzen lnhaltsangabe der 
einzelnen Abschnitte unter blosser Hervorhebung einiger geringer Aus- 
setznngen begnügen zn sollen. Ich fürchte sonst ,  durch Wiederholung 
von Lobsprüchen den Leser zu ermüden. Nur eine Ausnahme werde ich 
machen. 

Abschnitt VI1 enthalt die Asymptoteneigenscliafteu und  die Heran- 
ziehung der gleichseitigen Hyperbel.  I n  5 165 ist wohl 146 statt 143 
zu lesen,  obwohl anch das Letztere richtig ist. S. 54 und fionst, a. B. 
Fussnote S. 32, redet der Verfasser von ,,entgegengesetzten Urnlaufs- 
oinnen", wo mir der Plural sprachlich nicht gefallen kann. Ebenda Z. 3 
v. u. steht C durch Ilruckfehler statt  O. S. 55 oben würde ich deu Satz 
ebenfalls sprachlich anders formuliren. 

E s  folgen dann Arealbestimmung und  die Centralprojection, die im 
eigentlichen Sinne $ 193 aiiftritt und planimetrisch schon an früherer 
Stelle durchblickt. n a r a n  reihen sich Satze über Pol  und Polere, wo 
uns Aufgabe 4 S. 76 a n  S. 31 und 213 an S. 34 recapitulirend und 
vervollstandigend gemahnen. Weitere Satze über confocale Hegelschnitte 
und  Anwendungen auf die Wnrfbewegung und die K e p l e r ' s c h e n  Ge- 
setze bilden den Schluss des trefflichen Buches. 

Die  bereits oben angekündigte Aiisnahrne von dieser knrzen Inhalts- 
angabe mache ich zn Gnnsten eines Beweises des Satzes von B r  i a n c  h on. 
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Dersclbe riihrt von dem Herrn F. B i n g  her. E r  lantet wortlich, zunachst 
fur den Kreis giltig: 

, ,Wir nennen die Berührungspunkte der Seiten R I ,  R,, ..., R,. Auf 
den Seiten bestimmen wir weiter P u n k t e  SI ,  S2, . . ., S,, indem wir auf 
alle eine willkürliche Strecke so absetzen, dass R, S, = - R,S, = R,S, 
= - R,S, = R, SS = - R,S6, wo derjenige Sinn einer Tangente als der 
positive gerechnet wird, welcher vom B e r i i h r ~ n g f i ~ n n k t e  aus gesehen dem 
Bogen z. B. rechts liegt. RISl u n d  R4S4 werden dann einen Kreis ( A )  

in SI und S, berühren, RpS, und R5S5 einen Kreis ( B )  i n  S, und S6, 
R,S8 und R6S6 einen Kreis (C) in S3 und S,. Der  Schnittpunkt von 
RISl uud R2S,  hat dann dieselbe Potenz in  Bezug auf die beiden Kreise 
(A) und ( H ) ,  ebenso der  Scbnittpunkt von R,S, u n d  R5S5; die diese 
Punkte verhindende Gerade ist aleo die Potenzlinie von ( A )  und  (B) und 
mnss also durch das Potenzcentrum von ( A ) ,  (R)  und (C) gehen. Das-  
selbe ist der Fal l  mit den beiden arideren Diagonalen, welche die gegen- 
überliegenden Ecken des Sechsecks verhinden." 

Eine so klare und mit so einfaclien Mitteln operirende Beweisführnng 
ist selbst ihre beste Empfehlnng. Und in diesem Geiste ist dao ganze 
Buch verfasst. 

Die deutsche Bearbeitnng rüh i t  von dern Herrn Verfasser unmittelbar 
her. Dass dieselbe von sprachlichen Unreinheiten, die er i n  der Vorrede 
eehr bescheiden in Erwahnung bringt,  durchgehends nach meiner Ueber- 
zeugung frei ist ,  glaube ich dadurch am deutlichsten gezeigt zu haban, 
dass icli an einigen Stellen mein abweichendes Sprachgefühl betnnt habe. 

Sei hiermit das kleine Büchlein, welches auf 97 Seiten so vie1 des 
Trefflicheu bietet, den Studirenden der Rochschulen und  ganz hesonderti 
den TAehrern a n  hoheren Unterrichtsanstalten hestens empfohlen. 

C o e s f e l d ,  im October 1883. K. SCFIWERING. 

Einleitnng i n  d ie  Lehre von der Kngeltheilnng. Mit hesonderer Be- 
rücksichtigung ihrer Anwendung auf die Theorie der  gleicbflachi- 
gen und  der  gleicheckigen Polyeder von Dr. EDMUND HESS, a. o. 
Professor a n  der Universitat Marburg. Mit 16 lithographirten 
~ a f e l r i .  Leipzig,  Verlag von Teubner .  1883. 

I h s  vorliegende Werk behandelt in umfassender, systematiticher 
Weise einen Theil der Baurngeometrie, dem im Allgemeinen auf den 
Universitaten wenig Beachtung geschenkt wird,  das  Problcm der Kugel- 
theilung, alsa die Thei lung der  Kugelfliiche in  eine bestimmte Anzahl 
von glaichen und ahnlichen spharischen Polygonen. Genauer pracisirt, 
nimmt es die folgende Fassung a n :  
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, ,Es sol1 eine gegehene Kugelflache mit einem Netze von gleichen 
und ahnlichcn sphariechen Polygonen überzogen oder es sollen allc Falle 
errnittelt werden,  in  welchen ein spharisches Polygon nehst seinen con- 
gruenten oder  symmetriachen Wiederholungen eine geschlossene Flache 
bildet,  welche die Kugel e in -  oder mehrere Male bedeckt." 

Unter  den e i n  f a c h  e n ,  die Kugelfliiche e i  n m a l  bedeckeuden gleich- 
flachigen und den zugeordneten gleicheckigen Netzen w ~ r d e n  zunachst 
die r e g u  l a  r e n Netze hervorgehoben und dann diejenigen, welche der 
Reihe nach durch ~phar i sche  Dreiecke, Vierecke, Fünfecke gebildet wer- 
den. D e n  gleicheckigen Netzen siud die gleichcckigen Polyeder ein-, 
die gleichflachigen Polyeder umgeschrieben, so dass sich aus jenen Netzen 
die gleicheckigen und gleichflachigen Polyeder ergeben, von welchen die 
Archimedeischen und  Platonischeii Polyeder nur  besondere Fal le  sind. 

Eingeleitet wird die Uxitersuchung dieser Netze durch die Definition 
d m  regularen 'und halbregukren spharischcn Polygone. E in  regulares 
spliarisches n - E c k  wird erhalten, wenn man  die aufeinanderfolgenden 
Thei lpunkte eines i n  11 gleiche Thei le  getheilten kleinen Kugelkreises 
durch Hauptkreisbogen verbindet; ein halbregulares Polygon ist entweder 
uur  gleichseitig oder nur  gleicheckig. Das g l~ icheck ige  Polygon hat 
gleiche Innenwinkel und abwechselnd gleiche Sei ten,  seine Eçkpunkte 
liegen auf einem kleinen Kugelkreise; das gleichseitige Polygon bat 
gleiche Seiten und abwechselnd gleiche Innenwinkel ,  seine Seiten be- 
rühren einen kleinen Kngelkreis. 

Von den  allgemeinen Eigençchaften der Netze wird zuerst die durch 
den E u l e  r'schen Satz ausgedrückte abgeleitet. Bexeiclinet s die Summe 
der lnnenwinkel  einer T L -  eckigen Grenzflache, rn die Anzahl der Flachen, 

p diejenige der Ecken,  k diejenige der  K a n t e n ,  so ergiebt 
man die  Summe der Flacheninhalte der Grenzflachen gleich 
flache se tz t ,  

sich, wenn 
der Kugel- 

u n d .  d a  

Um die ~Bmmtlichen regularen Netze zu erkennen,  denke man sich 
die Kugelflache mit m regularen n - E c k e n  bedeckt. Bedeutet A den 
Innenwinkel eines n -Ecks ,  so gilt die Gleichung 

7 2 0  O 
n A - ( n - 2 ) 1 8 0 ° = - - .  

rn 

W e n n  in jeder  Ecke  v Flachen zusammenstossen, so ist 
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Recensionen. 135 
--------Y_--- -----.-A 

v . A = 3 6 0 ° .  
Ans beiden Gleichungcn folgt 

m =  
4 v 

2 n - ( n - S ) v  

diejenige Gleichung, deren Discussion die sammtliçhen regelmassigen 
Netze ergiebt. 

Es fnllt jetzt die Beçchrankung, dass die Grenzfliichan regular sein 
d e n ;  doch bleiht diejenige bestehen, dass sie congruent oder S p -  

metrisch - gleich sind. 
I n  einem Netze von gleichschenkligen Dreieckeu seien die Winkel  

eines solchen Ureiecks Al, A,,  A3 und A,= AB,  f'erner die Seiten a , ,  a,, 
ctg und ru2 = cis. Wieder gilt die Gleichung 

720 O A1+2A,-180°=-• 
m 

Diejenigen Ecken ,  deren Scheitel die Spitzen der gleichschenkligen 
Dreiecke bilden , seien regular, die  an deren halbregular. Bezeichnet vi 
din Zahl der in einer Ecke zusanimenstossenden gleichen Winkel  A i ,  
e o  ist 

v, A, = v, Ag = 360 O. 

Reide Gleichiingen ergeben die neue Gleichnng 

deren Discussion wieder die sammtlichen Fal le  erkennen lasst. Die wich- 
tigsten Eigenschaften der  so erhaltenen Satze werden in den folgenden 
Paragraphen (16- 23) besprochen. 

* Die gleichschenkligen Ureiecke konnen noch auf zwei andere Arten 
gruppirt werden,  erstens so ,  dass sie g l e i c h  e c k i  g e  Netze liefern, 
i d e m  an jeder Ecke  der Basiswinkel doppelt so oft auftritt ,  als der 
Spitzenwinkel. Geschieht Letzteres k - mal, so kommt noch die Gleichung 
hinzu 

k(A1+2A,)=36O0 
und aus t e iden  

4 k  
m=- 

2-k '  

woraus als einzig moglicher Wer th  k = 1 und m = 4 folgt. 
Eine dritte Moglichkeit für die Anordnung d r r  g l e i c h s ~ h e n k l i ~ e n  

Dreiecke ist die folgende. Von den beiden Basiswinkeln stossen j e  v ,  

Winkel in einer Eçke  zusammen und in einer andern Ecke gleichviel 
Basis- und Spitzenwinkel k von jeder Art. 1st pl die Anzahl der Ecken 
der ersten A r t ,  p, diejenige der xweiten, so erhalt rnan zur Bestirumung 
der m6gliçhen Netze dieser Anordnnng die Gleichnng 

4 v, k m = - ----. 
2 v, - ( Y ,  - 2 )  k 
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I n  ahnlicher Art werden die übrigen h'etze behandelt,  also zunachst 
die Dreiecksnetze mit ungleicben Se i ten ,  dann die Vier- u n d  Fünfecks- 
netze. Auf das reichhaltige Detail kann in einer Besprechung, ohne die- 
sellie zu sehr  ausz?idehncn, nicht nahcr eingegangen werden;  es ist in 
klarer, übersichtlicher Weise dargelegt. Die  so erhaltenen gleicbflachigen 
und gleicheckigen Ketze,  sowie die entsprechenden Polyeder werden dann 
in hestimmte Zlauptclassen und  Gruppen zusammengefasst. 

D e n  Schluss des Capitels bildet eine Anwendnng auf die raumliclien 
Winkelspiegel (Polyederkaleidoskope). 

E s  folgt die analytische Darstelliing der gleichflachigen und glcich- 
eckigen Netze,  sowie der zugehorigen Polyeder, fiir welche sich ein 
rechtwinkliges Coordinatensytem nicht darbietet. 

Uurcli stereographische Projection der erhaltenen Netze werden die 
Beziehungen der  gewonnenen Resultate zu gewissen Problemen der E'unc- 
tionentheorie u n d  der  Algebra dargelegt. Hieran schliesst sich die col- 
lineare und  reciproke Transformation der  gleichflachigen und  gleichecki- 
gen Netze. 

I m  Ietzten Capitel wird die Herleitung derjenigen gleichflachigen und 
gleicheckigen Netze, welche mehrfach die Kugelflacbe bedecken, behandelt. 

Wenn auf einer Kngelflache ein Polygon liegt und wenn die Summe 
der Winke l ,  welche ein nm einen beliebigen P u n k t  sich drehender sphii- 
rischer Radins vector heschreibt, dessen anderer  Endpunkt  den I'krimeter 
des Polygons i n  der durch den Sinn dieses Perimeters gegehenen Rich- 
tung  durchlauft,  6.360' betragt,  so heisst das Polygon von der I,ten 

Art. L % s t  man durch Verlangerung jeder Seita nacli ihrer positiven 
Richtung a n  jeder Ecke einen Aussenwiiikel entstehen und  bezeichnet 
die Somme aller Aussenwinkel mit ZUl  den Excess mit E, so hat man 
für ein Polygon der bten Art  

E + Z U =  h.360°. 

Die  Ar t  einer spharischen Ecke wird durch die Zahl bestimmt, 
wenn die Summe ihrer spharischen Winkel /3.360° betragt. 

Wenn ein spharisches Netz B-mal  die Kugelflache bedeckt, k die 
Zahl der Kanten ,  7n und  p die Zahl der Flachen und Ecken ,  O i  und 
pi die Art  einer Flache und Ecke bezeichnet, so erhalt man die erweiterte 

Zur Herleitung der r e g u l a r a n  Netze h ti h e r e r  A r t ,  welche also 
die Kugelfilclie melirfach bedeckeii, dienen die E'ormeln 

worin nt, n ,  v die auf S. 1 3 4  angegebene Redeutung haben. 
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Die Zahl derjenigen Losungen der ersten Gleichung, welchen con- 
struirliare sphariselie Netze hoherer Art  eritspreclien , reducirt sich durch 
eine wichtige Eigenschaft dieser Netze, welche der folgende Satz aus-  
spriclit: 

Jedes gleicheckige (speciell regillare) Netz hoherer Art ha t  seine 
Eckpunkte mit pinem !gleicheckigen (speciell regiilareu) Netze erster Art 
gemein. 

Es ergeben sich sechs regulare R'etze hoherer A r t ;  vier von ihnen 
führen auf die K e p l e r - P o  inso t ' sc l i eo  Sternpolyeder. 

Den Schluss bildeu die Methoden, die gleicheckigcn und gleich- 
flachig~n Netze hoherer Art herznleiten, und die Bestimmung derjenigen, 
welche sich durch Anwendung jener  Netze ergeben. 

Hiermit ware der  ungemein reiche Inhalt des Buches im Allgemeinen 
angegeben. E s  werde noch hervorgehobeu, dass dasselbe leicht und 
fliessend geschrieben, in1 ersten Thei le  nur  elementare Kenntnisse be- 
ansprucht. J e d e m ,  der sich mit dern behandelten, imrnerliin etwas ab- 
gelegencn Gebiete der Geometrie beschaftigt, gieht es ein klares Bild 
von dem Zusammenhange der ur~endlichen Mannichfaltigkeit der Korper- 
forrnen und eine Fül le  von Anregungen; dem Lehrer aber wird es eina 
reiche Quelle zu interessanten stereomrtrisclien Ai i fpben  sein. S o  wird 
denn das vorliegende Werk dén Wiinsch des Verfassers erfüllen helfen, 
daas dem in ihm behandelten Tlieile der Raumgeometrie mebr Beachtung 
geschenkt werden wird. MILINOWSKI.  

Die Deck-Elemente. Ein Bcitrag zur descriptiven Geometrie von Dr. 
C. REUSCHLE,  Professor an der teçhnischen Hocbschule zu Stutt- 
gart. Mit eiuer lithograpliirten Figurentafel. Verlag der J. B. 
Metzler'schen Buchhandlung. Stuttgart.  8O. 37 S. 

Man kennt  'beit Langem die Nützlichkeit der Bffinitatsaxen bei der 
Bestirnmung ebener Durchschnittsfiguren in der darstellenden Geometrie. 
In der vorlie,genden interessantcu Schrift geht der Verfasser einen wesent- 
lichen Schritt wciter, indcm er  nebcu den ohen angefülirtcn Geradcn 
nnch andere Elemente in den Kreis der Betrnchtungen zielit und ihre 
principielle Hedeutung fiir die deecriptive Geometrie nachweist. Dies 
çeschieht duidch die folgenden Definitionen: 

Ein I'uLkt, dessen beide Projec- E i n e  Ebene ,  deren beide Spuren 
tioneii sich deckeu, heisseUeckpunkt. sicb decken, heisse Deckehene. 

Eine Gerade, deren beide Pro-  E i n e  Gerade,  deren bride Spuren 
jectionen sich decken, heisse Ueçk- sich decken , heisse symptotische 
gerade. Gerade. 

Diesem Hauptgegcnstando der Schrift gehcn in einem Abschnittc 
,,Allgemeines iiber descriptive Geometrie" einige Erorternngen ü h ~ r  die 

Hist.-lit Abthla. d. Zeitachr. 1. Math. u. Yhys. XXIX, 4. 11 
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Anwendung des Reciprocitatsgesetzes voraus. Trotzdem die Coostructionei? 
in orthogonaler Projection einen wesentlich metrischen Charakter haben, 
kann niau,  was ziinachst bef'reuideu  noc ch te, jenes Princip zur Geltung 
hringen und  einen Theil der Aufgahen und  Lctirsatze in zwei einatider 
dual gegenüherfitehende Grilyipen spalten. Ilefinirt man zunj ich~t  behufs 
Erzieliing grosserer Einfachheit im Ausdruck: 

1. als Zenith riner Geraden i n  e i n  e r  Ebene den unendlich fernen 
P u n k t  der Normalen der Geraden,  

2. als Zeuitli einer Ebene den uuendlich ferneri Puukt  itirer Normalen, 
3. al8 Zenithlinie einer Geraden die unendlich ferne Gerade der Nor- 

malebene der Geraden , 
sa k a n n  man unter Benutzung eines aus zwei zu einander senkrrlcbt,en 
Ebenen ,  H- Ehene  und Y-  Ebene ,  bestehenden Projections - oder Grund- 
systems im Raume einaoder gegeniiherstellen: 
der LI-Ebene das Zenith der IZ-Ebene, 
der V- Ebene das Zenit der  V-Ebene, 
dem Grundschnitt,, als Schnittlinie die Zenithlinie, als Verbindungslinie 

von H- und Y-Ebene der Zenithe von H -  und V-Ebene. 
Hieran schliesst der  Verfasser die Darstellung von 

P u n k t  und E b e n e .  
Verbindet man den P u n k t  im Schneidet man die Ebene im I l m m  

Raum mit dem Zenith der  If-Ebene,  durch die IIorizontalehene, so k t  

80 ir;t der Schnittpnnkt dieser Ver- diese Schnittlinie 
bindungslinie 

mit der Zeichnnngsehene (H - Ebene)  
das Bild des Punktes  das Bild der Ebene, 
die sog. H-Project ion des Punktes  die sog. I l - S p u r  der  Ebene 

i n  der Zeichnungsebene (8- Ebene) ,  
so dass also in der Zeichnungsebene nach d ~ m  Reciprocitiitsprincip ein- 
andcr  gegenübereteheu : 

P u n k t  al8 Projection eines Punk- Gerade als Spur  einer Ebene im 
tes im R a u m ,  Raum , 
wahrend im Raum nach dem ranmlichen Reciprocitatsprincip einandrr 
dnalietiscli gegenüberstelieu 

der  P u n k t  im Maum, die Ebene im Baum, 
ferner 

die Verbindungslinie des Punktes  die Schnittlinie der  E b ~ n e  mit der 
mit dem Zenith der H- Ebene ,  da8 11-Ebene, die sog. H-Spur der Ebene. 
-sog. h-projicirende Loth des Punktes, 

I n  derselben Weise wird die Gerade behandelt. 
Fiir den Raum steht nach den anfanglichen Festsetzungen die Kich- 

tigkeit des Entsprechons der auftrctenden Elemente ausser Fragr .  Aber 
es bedarf unserer Ansicht nach der naheren Regriindung, d a s ~  man, um 
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xur ebenen Abbildnng zu gelarigen, fiir das projicirende Loth dessen 
Schnittpunkt mit der  Hildehene substituirrn k a n n ,  und ferner, dass nach 
erfdgter Umlegung die Reciprocitatsbeziehungen forthestrhen , z.  B. dem 
Grundschnitt der Zenithppnkt des Grundsctinitts entepricht, einerlei, ob 
man diese Elernente der H -  oderuder  Y-Ebene angehorend denkt. 

Die volle Kchtigkei t  der Angahe folgt nun  in der T h a t  ans der 
Bemerkung, dass durch die gegebene raumliche Zuordniing Zenith u n d  
zugehorige Grundebene als Pol und  Polare eirier Kugel definirt sind, 
derm Mittclpunkt im Grundfichnitt l iegt,  und dass ferner nach erfolgter 
Vereinigiing der Projectionsehenen die heiden Kreise, i n  welchen die  
Fnndamentalkngel von deri Projectionsebenen geschnitten wird, coinci- 
diren. 

Im Raum entsprechen sich dann 
Punkt  als Po l ,  Ebene  als Polarebene ; 

projicirender Strahl S p u r  
als Polaren. 

Der  Spur  i ~ t  aher i n  j e d o r  P r o j e c t i o n s e b e n e  eindeutig der 
Schnittpunkt des projicirenden Lothes mit der Projectionsebene als P o l  
iu Bezug auf den Fundamentalkreis zugeordnet,  
die b e i  d e n  Pole (Projectionen) die b e  i d e n  Polaran (Spuren) 

in den Projectionsebenen 
bestirnmen den P u n k t  bestimmen die Ebene  

im Raiim 
und man k a n n  dalier Po l  nnd Polare in Bezug auf den Fundamentalkreis 
bez. als Bilder von P u n k t  und Ebene  betracbten n. S. W. 

Andere Satze,  die vom Verfasser anfangs heispielsweise hingestellt 
werden, wie etwa die folgenden: 

l n  einer Ebene  ist 
eine Gerade parallel z u  eiuer zwei- eine Gerade normal zu einer zwei- 
ten Geraden,  wenn sie durch den ten Geraden,  wenn sie durch das 
ca ferripn P u n k t  der  letxtern geht, Zenith der letxtern geht ,  

lassen sich riicht in ahnlicher Weise g~genüherstel len;  wenigstens nicht 
nach dem Reciprocit#tspriricip, wie es di8 Geometrie der Lage beoutzt;  
der Verfasser müsste neu definiren. 

Im weitern Verlauf'e der Scbrift wird die Lage der Deckeleniente 
angegeben : 

Deckpunkte und Deckgerade lie- Deckebcne und  symptotische Ge- 
gen in der zwciten Medianebene rade gehen dnrch's Zenith der zwei- 
( \Vinkel l ia lbir i~n~sebene des zwciten ten Medianebene. 
und vierten Quadranten). 

Als neues Constrnctionselement wird der Centralpunkt A* eines 
Pnnktes ((1, a') eingeführt. E r  ist die Spur der dnrch den l'unkt ( a ,  a') 

I I  * 
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gehenden sympto t i~chen  Geraden,  durch ihn gehen die Spuren aller Deck- 
ebenen des Punktes. E in  P u n k t  ist bestimmt durch eine Projection ncd 
durch seinen Centralpunkt. 

Die  Aufgabe: ,, Gegeben ein fester P u n k t  (C', C*) und ein zweiter 
ju', A * ) ,  gesudit  die Vertiealspur G' der Ve.rbindurigslinie @ beider Punkte", 
wird a h  Fundamentalaufgabe heseichnet und gelost;  nie erweixt sicti 
spater a18 Fundamentalaufgabe der Perspective. 

Sebr ansprechend fiodet sich unter den mannigfachen Anwendungen 
die perspectivische Collineation betiandelt- H -  und V- Spuren 1 2 3 . .  . h m .  

1' 2' 3'. . . werden als entsprechende Punkte angesehen,  dann sind 3, 
22', n, .. . Spuren von Deckebenen des Puuktes ,  welche s~mmtlich 
durch den Centralpunkt gelien. Uieser P u n k t  ist also das Collirieations- 
centrum, die Collineaticnsaxe ist der Grundschnitt. 

Von weiteren Anwendungen eei hier noch die am Schlusse gegebene 
Restimmung der Knotenpunkte cines Linsensystems erwahnt. 

Ref. zweifelt nicht,  dass das besprochcne Ruch von allen Fach- 
genossen mit Interesse gelesen werden wird. 

D a r m e  t a d  t ,  den 23. Octoher 1883. D r .  CARL R O D E N ~ E R G  

Elemente der  darstellenden Geometrie. Von ERNST PRIX, Oherlehrer an 
der k. Realschule zu Annaberg. E r s  t e r  l ' h e i l :  Ilarstellung von 
Raumgebilden durch ortliogonale Projectionen. Z w e i  t e r  Th e i l :  
Sçhnitte von Ebenen und krummen FILçhen. Schiefwinklige und 
axonometrische Projectionen. Centralprojection. Leipzig, B. G. 
Teubner. 1S83. 

Der Verfasser heabsichtigt durch diese Schrift eine Unterlago fiir 
den ersten Untcrricht i n  der  Projectionslehre zu gcben. Da die darstel- 
lende Geometrie a n  den Realschulen vor der  Stereometrie in  den Lebr- 
plan eintritt ,  so werden in der Einleitung die wichtigsten sternometri- 
schen Satze in propadeutischer Behandlung vorgeführt, woran sich eine 
kurxe Uebersicht der  Methoden der Darstellung von Raurugebilden auf 
Ebenen und gekrümrnten Flachen anschliesst. N u n  werden die ortho- 
gonalen Projectionm von Punkten  und Liiiien behandelt und darauf be- 
ziigliche Aufgahen über die Bestimmung der wahren Grosse von Stiecken 
und Winkeln gelost. Eine eingehende Untersuchong wird von krummen 
Linien der Ellipse, welche als Projection des Kreises definirt wird, zu 

Theil. En ist gewiss nur zu billigen, dass bei der nun  folgenden Be- 
trachtuug der allgemeinen ebenen geschlossenen Polygone auf die affinen 
Eigenschafton ihror Projectionen aufmerksam gemacht wird. 
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Damit ist die Gruridlage für die Darstellung der l'olyeder und 
namentlich t'ür deren Construction nus gegebenen Elementen gewonnen, 
welche jetzt vorgenommen wird. Prisma, Pyramide und die fünf regu- 
lare11 Kiirper werden nacbeinander b ~ t r a c h t e t .  I n  der F ig .  30, der  Pro-  
jection des rcgularen l 'e t raeders ,  ist die Hohe ungenau abgetragen. 

Referent mochte hier hinsichtlich der Anordniiug des Stoffes dem 
Herrn Verfasser zur Erwagung anheimgeben, oh es nicht besser sei, v o r  
der Betrachtung der  Punkte ,  Geradeu und Ebenen an s ich,  einige ein- 
fache Korper, wie regulare Prismen und Pyramiden,  abzubilden, d a  der 
Schiiler erfahrungsgemass leichter den ganzen Korper, als jene von die- 
sem ahstrahirten Grenzgebilde aufzufassen vermag. Die Ahleitiingen all- 
gemeiner Lagen i n  Bezug auf die Projectionsebenen aus einer einfachen 
anfanglichen Stellung sind sehr instructiv und anregend. 

D ~ U '  Schluss des ersten ï'heils bilden eiriige Siitze über die Trans-  
formation von Bildebene uud Object. 

Das Bisherige sol1 das Pensum der Obersecunda e i n ~ r  K.ealschule 
1. Ordnung bilden, wiihrend der zweite Theil in den beiden Primen zn 
absolviren ist. Dieser Theil beginnt mit der allgemeinen Darstellung der  
Ebene durch ihre Spiirrn und  mit der Losung der einscblagigen Aufgaben 
über Schnitte und Winkel zweier Ehenen ,  Ahstandsbefitirnmiingen u. s. w. 
Die folgenden Capitel sind den Schnittfigureu der Polyeder, insbesondere 
der Prismen und Pyramiden mi t  Ebenen gewidmet. Da im ersten Tlieil 
bereits der Begrifl' der Affinitat gewonnen wurde, so ist nicbt recht 
ersichtlich, warurn vom Verfasser niçlit auf die affinen bez collinearen 
Eigenschaften zwischen der Basis, den Projectionen der Schnittfigur und 
deren wahrer Gestalt aufmerksam gemacht wi rd ,  um so mehr, da  ihre  
Benutzung fiir die Construction so ungcmein nützlich k t .  

Von krummen Flachen werden Kegel,  Cylinder und Rotationsfiachen 
betrachtet und ihre ebenen Schnittciirven, sowie ihre 'I'angentenebenen 
bestimmt. Letztere Constructionen werdeu iiur ganz allgemeiu besprochen. 
Die besonderen V e r e i n f a ~ h u n ~ e n ,  welche die drei eben aufgeführten 
Flachengattuugen gestatten, verdienten unseres Erachtens eingehend er- 
ortert zn  werden. I n  einem besondern Abschnitte werden viele Eigen- 
scbaften der Kegelschnitte,  als Sehnitte eines geraden Kreiskegels be- 
trachtet , abgeleitet. 

Von Durchdringungen werden ausführlich nur  diejenigen ebenfliichi- 
ger K6rper unter  sich bchandclt,  nur  ganz kurz wird angegeben,  wie 
man bei krummen Oberflachen zu verfahren habe. 

Der  folgende A b ~ c b n i t t  handelt von der Lagenveranderung der Raum- 
gehilde; das Resultat ist der Nachweis des C h a s l  es 'schen Satzes: J e d e  
Bewegung eines raumlichen Systems ans einer Lage R in eine zweite R' 
ist aquivalent einer Schraubenbewegung. 
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Hiermit schliesst der rein geometrische Theil der Orthogonalprojec. 
tion. D e r  folgende Abschnitt : Schatténconstruction , behandelt diese für  

ebenflachige Korper ,  Cylinder, Kegel und Eugel .  lsophoten werderi 
nicht betimmt, was im Interesse der Kiirze gewiss zu billigen k t ;  jeduch 
werden die Kegeln, nach de,nen man bei der Abtonung krnmmer t'la- 
chen zu verfahren ha t ,  in ausreichender Weise auseinandergesetzt. Hierbei 
wird dio von Dr. J O  h. M ü I l  e r in  seiner constructiven ,Zeichcnlehre aus- 
gesprochene Ansicht citirt, dass eine üherall gleich stark erleuchtete 
Flache auch iiberall gleich stark im Tuschton zn  halten sei und man 
nicht etwa dort ,  wo sie a n  eine hellere grenzt ,  die Contrastwirkung durch 
einen tiefern 'Ton hervorzuheben habe,  weil diese Eigenthümliclikeit aus 

denselben Gründen anf der Zeichnung wie in  der  Wirklichkeit schon von 
selbst hervorgerufen würde. Ref. kann sich dieser Ansicht nicht an- 
schliessen, d a  i n  Wirklichkeit die Differenz der  Lichtstarke in  einem sol- 
chen Fal le  vie1 bedeutender i s t ,  als wir sie bei dem schwacheu Lich t~ ,  
in dem eine Zeichnung zu betrachten i s t ,  andeuten k o n n r n ,  und daber 
zum Hervorbringen der  Contrastwirkung noch ein Uebriges zii thun ge- 
zwungen sind. 

Die letzten Abschnitte Sind der schiefwinkligen Projection, Axono- 
metrie und  Centralprojcction gewidmct. Bei Ietzterer vermissen wir un- 
gern die Angabe der  wichtigen Besiehung der Collineation zwischen einer 
ebenen F igur  u n d  ihrem Bilde, welche der Verfaseer vielleicht in einer 
spiitern Auflage noch aufnimmt. 

D i e  Darstellung des Gesammtinhalts ist setir klar und zeichiiet sich 
durch lobenswerthe Kürze aus , die bei einem Schnlbnch, dessen Studium 
die Hilfe eines Lehrers voraussetzt, besonders wünschenswerth ist. Die 
am E n d e  fast jeden Abschnittos angefügten Uebungsaufgaben hieten mehr 
als ausreichenden Stoff zur Behandlong wahrend der  dem Schüler zn 
Gebote stehenden Zeit. Das Buch sei hiermit zur  Aufnahme warmstens 
empfohlen. 

D a r m s t a d t ,  den 23. October 1883. Dr. OAHL RODENBERG. 

Lehrbnch der darstellenden Geometrie ftir Oberrealsehnlen. Von J o s s ~  
MENGER, k. k. Professor au  der Staats-Oberrealschule in Graz. 
Mit 228 Origiiialholzschnitten. ~ i e n ;  Alfred Helder. 337 S. 8O. 

Das  vorliegende Lehrbuch ist im Sinne der  Instruction verfasst, 
welche das osterreichische Ministerium für Cultus und  Unterricht als An- 
schluss a n  den Erlass vom 23. April 1880 Z.  6233 für den Unterricht in 
den Elementen der darstellenden Geometrie an der Oberrealschule heraus- 
gegeben hat. 

D e r  Lehrstoff ist in neun Abschnitte getheilt ,  von denen der erste 
einer kurzen Widerholung der wichtigsten Lehrsatze über die Lagenver- 
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hiltnisse der Geraden und  Ebenen gewidmet ist, wahrend die folgenden 
drei Abschnitte die Elemantaraufgaben der darstellenden Geometrie in 
orthogonaler Projectiou durchführcn. Insbcsondere behandelt der aweite 
Abschnitt die Projection aiif eiiia einzige Rildehene; der dritte Abschnitt 
lehrt die Projection auf zwei zugeordnete Ebenen und behandelt j e n e  
Aufgaben, welche sich auf die gemeinsamen Elemente und  die parallele 
Lage von Geraden und  Ebeuen  beziehen; der vierte Abschnitt erkliirt 
die Transformation der Projectionsebenen und da6 Coordinatensystem, 
zeigt die 1)arstellung von zugeordncten I'rojectionen ebeiier Figuren und 
brhandelt die Aufgaben iiber die normale Stellung von Geraden u n d  
E b e n ~ n ,  sowie dia Construction von Abatanden und Neigungswinkeln. 
Den Schluss des dritten und  vierten Ahschnittes bilden die e i n ~ c h l a g i ~ e n  
Schattenconstructionen. 

Der Artikel iiber das  Ureikant macht den Anfang des fünften Ab- 
sclinittcs, welcher von ebenflachigcn Korpcrn handclt und eiriige Erkla-  
ruiigen über Axonometrie bringt; der sechste Abschnitt ,  welcher dau i n  
des Verfassers ,, Grundlehren der  Geometrie" enthaltene Capitel von den 
Kegelschnittslinien zur Vorau~se tzung  nimmt, hespricht die Evoluten, 
Evolventen, Spiralen und Cycloiden und  zeigt die orthogonale und  schiefe 
Projection der Kreisliuie. Der siebente Abschnitt behandelt die Dar- 
stellung der krummen Flachen,  sowie die Construction ihrer Berührungs- 
ebenen und ebenen Schnitte,  wahrend der achte Abschnitt ihre gegen- 
seitigen I)urchdringungen vorfiihrt und die Construction der Selbst- und  
Schlagschatte,n a n  krummen Flachen lebrt. Der  neunte,  letzte Abschnitt 
enthalt eine kurze Theorie der centralen Projection nebst deren Anwen- 
dung zur perspectivischen Darstellung geometrischer Korper und  ein- 
facher technischer Objecte. Ein Anliang zu diesem Abschnitte enthalt 
einige Bemerkungen über Kartenprojection (nach P o h l k e ) .  

Den einzelnen Capiteln ist eine hinreichende Anzahl vou Uebungs- 
aufgabeu bcigegeben. 

Den Instructionen gemass ist das vorliegende Lehrbuch unter dem 
Gesichtspnnkte abgefasst, dass die nngeübte Vorstellungskraft der Schüler 
vornehmlich durcb einfache Modelle unterstiitzt werde und  dass es nicht 
empfehlenswerth se i ,  anstatt solcher Modelle perspectivische Bilder zu 
benutzen. 

R e f .  halt das selbutstaudige Entwerfen und die  Ausführung von 
Fignren in axonometrischer Projection - welche sehr gut  ohne Kenntniss 
dcr Theorio vorgenommen wcrdcn k a n n  - von Seitcn des Schiilers fiir 
ausserordentlich niitzlich und mijchte nicht gern ouf die Aufnahme einiger 
leitender Figuren verzichten. Wenn dieselben aber durchaus ausgeschlos- 
sen werden sollen, so ist  gewiss die Anwendung der stereoskopischan 
Figiiren fiir den Unterricht in der Stereometrie und darstellenden Geo- 
metrie von J. S c h l  o t k e ,  Hamburg tiei B. S. Berendsuhn, mit deren 
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Benutzung gleichberechtigt - j a ,  man moçhte Eagen, wenn es sich uin 
die Angabe der Durchsichten handelt,  dkn upaken Modellen vorauziehen. 

Das Buch ist klar und ansprechend geschrieben. Wir  empfchleu es 
den Lehrern eur  Benutzung für den Unterricht bestens. 

D a r m s t a d t ,  den 23. Octohcr 1883. Dr. CARL RODENBERG. 

Qrnndzüge der  Relieîperspective, nebst Aiiwendiing eur  Herstelliing relief- 
perspectivisctier Modelle. Als Erganzung zum Perspective - Unter- 
richt a n  Bunstakademien , Kunstgewerbeschulen und technischen 
Lehranstalten bearbeitet von Dr. L. BURMESTER,  Professor der dar- 
stellenden Geometrie am konigl. Polytwhnikum zu Dresdeu. Mit 
drei lithographirten Tafeln und einer Lichtdrucktafel. Leipzig, 
B. G .  Teubner .  30 S. gr. 8O. 

Ueber das vorliegende Werkchen zu berichten, ist für den Referen- 
ten eine Aufgahe, wie aie angenehmer nicht gedacht werden kann. 

Der  Verfasser wendet sich, wie aus Ti tel  und  Vorwort zu entnehmen, 
in erster Linie  an die Künstler und für diese sei daher gleich erwalint, 
dass sie nicht var Beginn der  Lecture nothig haben, die ihnen rneistenli 
innewohnende Scheu vor rnathematischen Dingen zu überwinden, da alle 

- 

Gesetze anf rein anschauliche Weise gewonnen,  hingegen Rechnungen 
durchaus vermieden werden. Aber nichtsdestoweniger verdient die Schrift 
auch in einer m a  t h e m  a t i s  c h e n  Zeitschrift besprochen zu werden, da 
die  Entwickelung mit Strenge durchgeführt ist. 

Der erste Theil:  ,, Begründung der Reliefperspective ", enthiilt naçh 
der  Einleitung die Ableitung der fundamentalen Beziehungeii, welche 
zwischen dom Original und  dem Relief bestehen; Augpunkt ,  Bild- und 
Fluçhtebene werden definirt. Daran knüpft sich die I)arlegung von s p e-  
c i e l  l e n  Beziehungen, welche aufi einer be'sondern L a g e  des abzuhildeu- 
den  Gegenstandes in Bezug auf die Bildebene entspringen. 

Der zweite l'heil erlautert a n  Beispielen die Constrnction aur Her- 
stellung reliefperspectivischer Modelle. Ee wird die Methode entwickelt, 
naçh der dio vor Iangorer Zeit erschienenen Modelle des Verfamers: 

Nr. 1: Würfel mit aufgesetztern Rotationskegel, Obolisk, Rotations- 
cylinder mit Kuge l ;  

Nr. II: Bogenhalle; 
Nr. III: Inneres einer romanischen Basilica 

( in  voraüglicher Weise ansgeführt von C. L e h  m a n n ,  Inspector und Con- 
servator am konigl. Museum der Gypsabgütise, und  von diesem zu he- 
ziohen), hergestellt sind. Auf die vielcu kleinen Vortheilo, die man 
sonst u u r  hei eigenem Modelliren nach u n d  nach kennen lernt ,  wird auf- 
merksam gemacht, 
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Van theoretischen Gegenstanden verdient der einfache synthetiçche 
Beweis fiir die R y t z 'sche Construction der Hauptaxen einer Ellipse aus 
zwei conjugirten Durchxnessern besonderç hervorgehoben zu werden. 

Einige Schlussworte bohandeln die Rcgeln,  nach dencn nnter Um- 
standen nothwendige Abweichungen Ton den.stre,ngen Geeetzen der Re-  
liefperspective vorzunehmen sind. 

Das Buch wird sich unstreitig in Balde viele Ii'reunde der verschie- 
densten Kreise erwerbeu; speciell detn Künstler gegenüber mochten wir 
sogar aussern, dass ilim gewissermassen eine Pflicht erwachst, das Buch 
eu stndiren; w ~ n i g s t m s  hat  fortan kein Nichtmatliematikcr das Keclit, 
Gründe hinsichtlich der Schwierigkeit des Verstandnisses der hier ent-  
wickelten Gesetze als Entschuldigung fur eine Ausserachtlassung der- 
selben anzuführen. 

D a r m s t a d t ,  den 23. October 1883. Dr. C A R L  RODENBERG. 

Elemante der daretellenden aeometrie. Ein Lehrbuch für Oberrealschuleu. 
Im Sinne des mit der Verordnung vom 15. April 1879  Z. 5607 aus-  
gegebenen Normallehrplanes und der hierzu erschienenen Instruc- 
tion verfasst von FNANZ S Y O L ~ K ,  k. k .  Oberrealscliul- Professor. 
Mit 345 in den Text  gedruckten Holzschnitten. P r a g ,  F. Tempsky. 
271 S. gr. 8'. 

Dienes Buch ist sowolil nach Form, als auch nach Inhal t  so  ahnlich dem 
auf S. 142flg. beeprochenen, dass wir uns fast damit hegnügen konnen, 
beide als gleichwerthig zu bezeichnen. Kleine Abweichungen finden wir 
gegenüber. dem M e n  ger 'schen in der Zugahe der dort ausgeschlosfienen 
axonometrisçben Figuren xur Veranschaulichung der Vorgange beim i'ro- 
jiciren. Ferner  sind in Capitel VI ,  ,, Gecmetrische Verwandtschaften 
ebener Gebilde", die Collineation und ihre Specialfalle Affinitat, Aehn- 
lichkeit, Congrucnz kurz behandelt. M.lerkwürdigorweise sind jedoch die 
abgcleitetra Gesetze in dem Capitel über Perspective nicht verwerthet. 

Noch eine Kleinigkeit mochte hier Erwahnung finden. Auf S. 99  
erfahren wir, dass man Herrn S t a n d  i g l  die Definition : ,, Ein G ebi  1 d e 
d e r  d r i t t e n  S t u f e  ist d a s  r a u m l i c h e  S y s t e m ;  das iélt die Gesammt- 
heit aller Punkte,  Geraden und Ebenen des unendlichen Raumes", ver- 
dankt. Andererseits tichreibt de,r Verfasser irn Vorwort, w o  von den 
Zielen der Wissenschaft die Rede ist , den F i  e d 1 e r 'schen * Ausspruch : 
, , D i e  G e o m e t r i e  m u s s  s o  l a n g e  g r a p h i s c h  c o n s t r u i r e r i ,  b i s  
g e l e r n t  i s t ,  o h n e  a u s s e r e  A n s c h a u u n g  r a u m l i c h  z n  d e n k e n " ,  
ab und nennt keinen Namen. Glaubt e r  sich hierzu berechtigt infolge 

* Vergl. deasen ,,Daratelleude Geometrie', Vorrede S. VI. 
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Verwandlung des Wortes , , g a p h i s c h a  in  des weniger bezeichnende 
,, praktisch ' L  ? 

Hierdurch wird selbstverstandlich die volle Brauchbarkeit des Buches 
in keiuer Weise beeintraühtigt. 

D a r m s t a d t ,  den 24. October 1883. Dr. CARL RODENBERG.  

Theilbarkeitsregeln für ein Zahlensystem mit beliebiger ganzer, positiver 
Basis. Von CARL H A A S ,  Dr. phil. Separatabdrnck au8 dem 
XIX. .Jahrcsbericht des Mariahilfer Communal-Real- und Ober- 
gyrnnasiilms. R7ien 1883. I m  Selbstverlag des Verfassrrs. 16 S. 

Wir  haben im XXVIT. Bd. dieser Zeitschrift, hist.-lit. Abth. S. 192, 
auf eine Programmabhandlnng des Herrn H u n r a t h ,  das Rechnen mit 
Systemzahlen betreffend , bingewiesen. Uusere gegenwartigen Zeilen knü- 
pfen a n  eiue Abhandlung iiliuliçhen Inhalts a n ,  welche vor~~elimlicli  mit 
der Aufgabe sich beechaftigt, diejenigen ZahIen aufzusuchen, welche 81s 
Theiler in einer belicbig nach links sich fortsetzendcn Zahl enthalten 
s ind ,  deren sus m Ziffern bcfitehendes rechtsseitiges E n d e  sie theilen. 
J e  nach der Gruodzahl des Systems erscheinen dabei bald mehr, bald 
weniger Theiler, wahrend die Zifferzalil m des charakteristischen Endes 
unverandert bleibt. CANTOR.  
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Uiblioçrapliie 
vom 1. Juni bis 15. Juli 1884. 

Periodische Schriften. 

hfathematische Abhandliingen der knnigl. preussiscliexi Akademie der 
Wissenschaften. (Aus dem J a h r e  1883.) Berlin, Dümmler. 

6 Mk.  50 Pf .  
Physikalische Abliandlungen der kihigl.  preussischeri Akademie d. Wissen- 

schaften. (Aus dem J a h r e  1883.) Ebendas. 6 Mk. 50  Pf. 
Sitzungsberichte der mathem.- physikal. Classe der konigl. bayer. Akademie 

der Wissenschaften. 1884, Heft  1. Münclien, E'ranz. 1 Mk. 20 Pf. 
Jahresbericht des Centralbureaus für Meteoiologie und Hydrographie im 

G r o s ~ h e r z o ~ t h .  Baden. Jahrg.  1883. Karlsruhe, Braun. 4 h:k. 50 Pf. 
Mathematische Annalen,  herausgegebeu von F. KI.E:IS und A. M A Y E I ~ .  

24. Bd (4 Hefie). 1 .  Heft.  Leipzig, Teuhner. pro cornpl. 20 Mk. 
Archiv der Mathematik und Ptiysik, begr. v. A .  GRUNEKT, f o i t g ~ s  V. 

HOPPE. Inhaltsverzaichniss zii l 'heil LV- L X X .  Leipzig, Koch. 
1 Mk. 80 Pf. 

Vierteljahrsschrift der astronom. Gefiellschaft, heraiisgeg. von E. SCHON- 
FELD und A. SEELIGER. 19. J a h r g .  1. Heft. Leipzig, Engelmann. 

2 Mk. 
Astronomische Nachrichtrn , he iausg~geben  von A .  KRSCEK.  109. Bd.  

(24 Nrn.) Nr. 2593. Hamburg,  Jlauke S. pro compl. 15 Mk.  

Qeschichte der  Mathematik und Physik. 

~ I U N R A T H ,  K., Die Berechnung irrtitionaler Quadratwurzeln vor der Herr-  
schaft der Decimalbrüche. Kiel,  Lipsius & Tischer. 2 M k .  40 Pf. 

LEPSIUS, R., Die Langenmaasse der  Alten. Berlin, Besser. 3 Mk- 
R c o ~ o ,  E . ,  Leonhard Euler.  Vortrag. Basel, Schwabe. 60 Pf. 
HOPPE, E.,  Ge~chich te  der Elektricitat. Leipzig, Harth. 13 hlk.  5 0  Pf. 
H E L L E B ,  A . ,  Geschichte der lJhyaik von Aristoteles bis auf die neneste 

Zeit. 2. Bd.: Von Descartes bis R. Mayer. Stuttgart,  Enke.  18 Mk.  

Reine Mathematik. 
B A H D E Y ,  E ,  , Zur E'ormation quadratischer Gleichungen. Leipzig, Teubner. 

7 Mk. 6 0  Pf. 
S C H U H I Q ,  R. , Lehrbuch der Arithmetik. 2. T b l .  : Allgem. Zahleulehre. 

Leipzig, Brandstetter. 6 Mk. 
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L A N G E ,  T u . ,  Hauptsiitze dor Planimctric und Trigonornetric Berlin, 
Guttentag. 1 Mk. 25 Pf. 

V O L K E R ,  C., Die derivirten Curven der Hyperbel und die Lemniscate 
zweiter Art. (Uiseert.) Berlin, Mayer & Müller. 1 Mk.  20 Pf. 

Euclidis opera ornnia, ed. L. HEIBERG et  H. MENCE. Vol. 11. Leipzig, 
Teubuer. 4 Mk. 50 Pf. 

LAGRANGE,  Oeuvres publiées par J. A. S B R R E T .  Vol. X. Paris,  Crau- 
thier -Villars. 18 Frcs. 

Angewandte Mathematik. 

C Z U U E R ,  E., Gcornetrische Wahrscheinliclikr.itcn und Mittelwerthe. Leip- 
zig, 'I'eubner. 6 M k .  80 I'f. 

PICTERSEN J . ,  Kinematik. Deutsch von F I S C H E R - B E N Z O S .  Kopenhagen, 
n o s t  & S. 2 ~ k .  

F I K G E R ,  J . ,  Elernente der reinen Mechanik. 3. Lief. W i e n ,  Holder. 
3 Mk. 20 Pf. 

LIGOWSKI,  W . ,  Taschenbuch der Mechanik. (Phoronornie, Statik und 
Dynamik.) 2. Aufl. Berlip, Ernet & Korn. 2 Mk. 50 Pf. 

Z K I S I N G ,  A. ,  Der  goldene Schnitt. Leipzig, Engelmann. 3 hlk. 
S C I I M I D T ~  M., Ueber die Verbesserung der mit Srhnur  u n d  Gradbogen 

ge,wonnenen Messungsresultate und ein S c h a c h t l o t h ~ n ~ s v e r f a l ~ r e n  mit  
fixirten Lothen. Freiberg,  Craz & Gerlach. 1 Mk. 50 Pf. 

K R Ü G E K ,  A . ,  Zone~ibeobachtiiugen der Sterne zwischen 55O und 65' 
n. Br., angestellt in Helsingfors 11. Gotha. 1. Bd. Leipzig, Engel- 
mann. 20 Mk. 

L A P L A C E ,  Oeuvres publiées sous les auspices de  l'acad. des sc. Vol. X. 
Par i s ,  Gauthier -Villars. 20 Frcs. 

Phgtlik und Meteorologie. 

MOLLER, H . ,  Ueber Resonanzschwingungen gespannter Saiten. Fulda, 
Nehrkorn. 1 Mk. 

J E L I N E R ,  Anleitiing ziir Ausfijhrung metenrologischer Hrobachtungen. 
2 Hefte. Leipzig, Engelmann. 3 M k .  
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1883. 
1. Januar bis 30. Juni.  

Analytische 
1. Sur les coordonnées curvilignes. 

A. 
Qeometrie der Ebene. 
E. M a t h i e i i .  Journ. mat,hém. Sér. 3, VIII, 5. 

d x - d y  
2. Sur les courbes definies par une équation de l a  forme y - - et examinées 

A 1 

en les prosjetant gnomoniquement sur l a  sphère. H. P o i n c a r é .  Compt. 
rend. XC, 673. 

3. Construction de l a  tangente à certaines courbes. D e  L i s l e  f e rme .  Mathevis 
111, 206. 

4. Construction der Tangenten Bquidistanter Curven und der Tangentialebenen 
aquidistanter Flachen. C. S c h i r  e k. Zeitschr. Math. Phys. XXVIII, 183. 

5. Ueber Fusspunktcurven. W e i n m e i s t e r  1. Zeitschr. Math. Phys. XXVIII, 256. 
6. Ueber Rouletten und Polbahnen ebener kinematischer Systerne. Kicli .  S e l -  

1 e n t i n .  Zeitschr. Math. Phys. XXVlII, 116. 
7. Ueber Tripe1 einer Corve dritter Ordnung, welche denselben Hohenschnitt 

haben. Ad .  Arr ieeeder .  Zeitschr. Math. Phys. XXVIII, 53. 
8. Ueber Unicursalcurven vierter Ordnung. C. H o s s f e l d .  Zeitschr. Math. Phys. 

XXVLII, 256. 
Vergl. Ellipse. Geometrie (hohere). Kegelschnittc. Kreis. Krümmung 297. 

I'arabel. Singularitateu, 

Analytische Geometrie des Baumes. 
9. Eine geometrische Auf'fassung der homogenen Coordinaten einer Gcraden. 

A .  T h a e r .  Zeitschr. Math. Phys. XXVIII, 315. 
10. Ueber die iluflosung eines hppelpunktes  einer ebenen Curve im dreidimeii- 

sionalen Baume und ein mit  dieser Curve zusammenhangendes Problem 
der Mechanik. V. S c h l e g e l .  Zeitschr. Math. Phys. XXVIII, 105. 

11. Vsrallgcmeineruug eines analytischen Fundamentalsatzes. H. A. S c h w a r z .  
Aunali mat.  8er. 2, X, 129. 

12. Sur l a  génération des surfaces et  det: courbes à double courbure analogue i, 
celle de Mac-Laurin. Vanebek. Journ. rnathkm. Sér 3, IX, 269. 

13. L)ea enveloppes den courben dan8 l'espace. C o l l e t .  Journ. mathém. Sdr. 3, 
IX, 207. 

14. Ueber den Keye'schen Axencomplex. A. W e i l e r .  Zeitschr. Math. Phys. XXVIII, 
188. 

15. Ein Paradoxon der Theorie der Collineation. Fr. H o  f m  a n n  Zeitschr. Math. 
Phgs. XXVLII, 318. 

16. Plan coup6 par  2 plans verticaux perpendiculairca entre eux. E. Çesa ro .  
Mathesis LII, 142. - I n t e r d o n a t o  ibid. 143. 

17. Note de géométrie. E. C e  s a r o .  Mathesis III, 78, 97, 121. 
18. Die 16 Wendeberührungspunkte der Eaumcurve vierter Ordnung erster Speciea. 

E. L a n g e .  Zeitschr. Math. Phys. XXVIII, 1, 65. 
Vergl. Ellipsoid. Geornetrie (descriptive) Geometrie (htihere). Geometrie 

(der Lage) Hyperboloid. Krümmung 298. Manniçhfaltigkeiteii YU6. 
Obediichen. Oberfkachen zweiter Ordnung. 
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Astronomie. 
19. Eine Anniiherungsinethode im 13roblem der drri  Karper. H. G y l d é n .  Acta 

mathematica 1 ,  77. 
20. Sur l'orbite que parcourt un point matériel attii.8 par un sphcroïde. H. Gy1- 

dén .  Compt. rend. XC1, 957. 
21. Sur le développement de l a  fonction perturbatrice dans le cas où,  lea excen- 

tricites étant petites, l'iucliriaison niutuelle des orbites est quelconque. 
F. T i s s c r a n d .  Compt. rend. LXXXIX, 553, 585. [Vergl. Bd. XXVUI, 
Nr.  436.1 

22. Sur un développement particulicr de l a  fonction perturbatrice. F. T i s s e r a n d .  
Compt. rend. XC, 557. 

23. Sur  la méthode de Cauchy pour le ddveloppement de la fonction perturbatrice. 
Ch.  T r é p i e d .  Compt. rend. XC, 1474. 

24. Sur le développement d'une fonction quelconque du rayon vecteur dans le 
mouvement elliptique. F. T i s s e r a n d  Compt. rend. XCI, 897. 

25. Sur des trauscendarites qui jouent un rôle fondamental dans l a  théorie des 
perturbations planétaires F. T i s s e r a n d .  Compt. rend. XC, 1021, 1093. 
- O. C a l l a n d r e a u  ibid. 1154, 1201, 1540. 

26. Sur des transcendantes qui jouent un rôle importaut dans la théorie des per- 
turbations planétaires. G. D a r  b O ux. Compt. rend. XC, 1416, 1472. 

27. Démonstration, au moyen des fonctions elli tiques, d'un théorème dans la 
théorie de  l a  libration de la, lune. B. & l d  én. Compt. rend. LXXXIX, 
932. 

28. Ueber die Rerechniing der nifferentialquotienten der wahren Anomalie und des 
Eadius vector iiach der Exceutricitiit in  stark excentrischen Bahneri. 
E Weiils. Wien. bkad.-Ber. LXXXUI, 466. 

29. Theoretische Untersuchungen über die Verschiebungen der Radiationspunkte 
aufgeloeter kieteorstr6me. G. v. N i e  ssl .  Wien. Akad.-Ber. LXXXUI, 96. 

30. Loi concernant la distribution  de^ astres du syxtème solaire. L. Gauss in .  
Compt. rend. XC, 518, 593. 

91. Sur la théorie math6matiqiie des changements d'dclat des Btoiles variables. 
Gy  l d  en. Compt. rend. LXXXIX, 598. 

32. Sur les réfractions de Bessel. R. R a d a u .  Compt. rend. XC, 1264. 
33. Etude de  la variation de l a  ligne de l a  visée. L o e w y .  Cornpt. rend. XCI, 6. 
34. Des Problem der kürzcsten Dammerung. S t  011. Zeitschr. Math. Phys. XXVIII, 

150. 
Yergl. Geschichte der Mathematik 224. 

Ballistik. 
35. Ueitrag zum ballistischen Problem. L. A u s t z r l i t z .  Wien. Akad.-Ber. LXXXIV, 

794. 
36. ktude sur les lois de l a  résistance de l'air. E. V a l l i e r .  Journ. mathém. SBr.3, 

Ix, 147. 
Bemonlli'sche Zahlen. 

37. D6monstration du théorème de Clausen e t  de Staudt concernant les nombre8 
de Bernoulli. Ed.  L u c a s .  Mathesis Hl, 25. 

'Vergl Symbolische Operationen. 

Bestimmte Integrale. 
38. Ein allgemeiner Satz über dic Integrirbarkeit von Functionen integrirbarer 

Functionen. P. d u  B o i s - R e y m o n d .  Mathem. Annal. XX, 122. 
39. An extension of a theorem of Leaendre's. J. C. M a l e t .  Annali ma't. Ser. 2, - 

XI, 246, 312. 
40. Intégration des irrationnelle8 du deuxième degré. N. A lexée f f .  Conipt. rend. 

LXXXIX, 403. 
41. Sur une formule gén6rale des intégrales définies. A. D a w i d o f  f. Joiirn. ma- 

thém. Sér. 3, VLII, 389. 
42. Sur un théorème de  M. Dermite E. G o u r s a t .  Acta mathematica 1, 189. 
43. Sur une intégrale définie. 0. C a l l a n d r e a u .  Compt. rend. LXXXIX, 90. 

[Vergl. Bd. XXViII, Nr. 445.1 
41. Sur deux limites d'une intégrale définie. Ch. H e r m i t e .  Mathcsis III, 83. 
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45, 7 9  
d x  = - . J .  G i l l e t .  hlathesis III, 230. 

e x - 1  12 

II Vergl. Ell ipti~che Transcendenten. Garnniafuuctionen. Kugelfunctionen. Qua- 
dratur. Ultraelliptische Transcendenten. 

C. 
CapillaritBt. 

46 Théorie des phénomènes capillaires. E. R o g e r .  Compt rend. XC,  908. 

Combinatorik. - ~ -  - - ~  

47. Permutationen mit  beschriinkter Stellenbesetzung. S. K a n t o r .  Zeitschr. Math. 
f hys. XXVlII, 379. 

48. Sur un wroblème de wermutations successives nommé Battement de Monge. 
J b o u r g e t .  J O ~ .  mathém. Sér.  3, VIII, 413. 

" 

49. Combinaisons avec répétition. S u a r e z  & G a s c o .  Mathesis iII, 197. 
50. Kombre de manières de décomposer un polygone convexe en triangles par  les 

diagonales. G e l i n .  Mathesis i i l ,  105. 
Vergl. Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Cubatnr. 
51. Sur le volume de trois cônes ayant le mênie sommet et  pour bases des courbes 

fermées projectives entre elles. J. N e u b  e r g .  Mathcsis 111, 37. 

D. 
Determinanten. 

52. Sur une propriété de  la, fonction de Poisson. Ph .  G i l b e r t .  Compt. reud. 
XCI, 541. 

53. Sur la valeur moyenne des coefficients dans lc dévcloppemcnt d'un détermi- 
nant gauche ou symétrique d'un ordre infiniment grand et sur les déter- 
minants doublement gauches. S y l v e s t e r .  Compt. rcnd. LXXXIX , 2 1, 
497. 

Vergl. Gleichungen 248, 249. Trigonometrie 441. 

Determinanten (in geometrischer Anwendung). 
54. Applications des déterminants. J. N e u  b e r  g. Mathesis III, 29. 

Differentialgleichnngen. 
55. Exposé des méthodes en mathématiques d'après Wroneki. M. E.  Wes t .  Journ. 

mathém. Sér. 3. VLII. 19. 125: IX. 301. r V e r ~ l .  Bd. XXVHI. Nr. 186.1 
56. Ueber den ~e&qro&'echeb ~ d t i ~ l ' i c a t o r  der eili t ikhen ~i f ferenthlg le ich&g.  

P. d u  R o i s - R e g m o n d .  Mathem. Annal. %XI, 2%. 
67. Ueber den intepirenden Factor der elliptiacheu Differeiitialgleichung. R. S t u r m .  

Mathem. An~ia l .  XXI, 446. 
58. Mémoire sur les courbes définies pa r  une équation différentielle. H. P o  i u  c a r  é. 

Journ. mathém. Sér. 3, VIII, 251. [Verel. Bd. XXVLII, Nr. 73.3 
50. Sur l a  détermination d'intégrdes algébrique8 de différentielles algébriques. 

Z e u t h e n .  Compt. rend. XC, 1114. 
60. Zur Form algebraischer Iutegrale linearer Differentialgleichungen. L.  K O n i  g a - 

b e r g e r .  Mathern. Annal. XXI, 454. 
61. Sur une classe très étendue d'équations différentielles linLaires ir coefficients 

rationnels dont l a  solution dépend de l a  quadrature d'un produit alg6- 
brique irrationnel. G o r a n  D i l l n e r .  Compt. rend. XC1, 616, 687, 721 

62. Ueber die transcendenten Integrale von Differentialgleichungen erster Ordnurig 
mit Coefficienten eweiten Grades. A. W i n c  k l e r .  Wien. Akad -Ber. 
L a x x w ,  940. 

63. Ueber lineare hornogene Differentialgleichungen, zwischen dereu Integralen 
homogene Relationen hoheren als ersten Grades bestehen. Acta mathe- 
inatica 1, 521. 

64 Integratiun der DiEerentialgleiüliung (A,  x2 + B, x  + Ci y') d ü  + (A,$ + Un xy + C z y z ) d y + ( A ~ r z + U 3 ~ y ' +  C 3 r y + ~ , r +  & y + & ) ( x . d y y . d z i - ~ .  
W o  ld .  H e  y rn a u n .  Zeitschr. Math. lJhys. XXV111, 64. 
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d2 v dv 
65. Ziir Differentialgleichiing (a + bx + C X ~ ) ~  + (a  + b 5  + czP)  (al + b1 2)  - 

d x + (cc, + box + c0x2) v = 0. W o l d .  H e y m a n n .  Zeitschr. Math. phys, 
XXVLII. 241. 

66. Cinq probl&es d'intégration d'équations différentielles. H. B r  oc  a r  d. Ma- 
thesis III, 128, 183. 

67. Sur une classe d'dquations différentielles linéaires. E. P i c a r d  C o m ~ t .  rend. 
XC, 128, 293.- 

68. Sulle equazioni differenziali del tetraedro , dell'ottaedro e dell'icosaedro. F. 
B r i o  s c  h i .  Annali mat.  Ser. 2, X, 104. 

69. Sur la théorie des équations diü'érentielles linéaires M i t t  a g  -L  e f f l e r .  Compt. 
rend. XC, 218. 

70. Sur les équations differentielles linéaires à une variable indépendante. Appell .  
Compt. rend. XC, 1477. 

71. Sur la transformation des équations différentielles linéaires. A p p e l l .  Compt. 
rend. XCI, 211. 

72. Sur les équations différentielles linéaires. A p p e l l .  Compt. rend XCI, 686. 
73. Sur une classe d'équations difkentielles linmires. A p p  e l l .  Compt. rend. 

YCI,  972. 
74. Application de la theorie des sinus des ordres supérieiirs à l'intégration des 

équations différentielles linéaires. Yvo n V i l  l a r  c e au.  Compt. rend. XC, 
721 767 . -. 7 

75. Sur l'intégration des équations linéaires, au  moyen des sinus des ordres supé- 
rieurs. Yvon  V i l l a r  ceau.  Compt. rend. XCI, 13. 

76. Sur quelques équations diff6rentielles linéaires. B r i o s  ch i .  Compt. rend. XCI, 
807. 

77. Di una proprietà delle equazioni differenziali liueari del secondo ordine. F. 
B r i o s c h i .  Annali mat. Ser. 2, Y, 1. - H e r m i t e  ibid. 101. 

78. Sopra una classe di  equazioni differenziali lineari del secondo ordine. F. 
B r i o s c h i .  Annali mat .  Ser. 2, X, 4. [Vergl. Bd. XXVI, Nr. 37.1 

79. Sur une classe d'6 uations différentielles linéaires du  second ordre. Br ioschi .  
Compt. rend.%C~,  317. 

80. Sur les équations linéaires du second ordre. M i t t a g - L e  f f l e r .  Compt. rend. 
XCI, 978. 

81. Generalizzazione di  aleuni teoremi dei sigi Hermite, Brioschi e Mit,tag-Leffler 
siille equazioni diiferenziali lineari del secondo ordine. E'. C a s o r a t i .  
Annali mat.  Ser. 2, X, 224. 

82. Sur une équation différentielle linéaire du second ordre. II. G y  l d é n .  Compt. 
rend. XC, 206, 344. 

83. Sur certaines équations différentielles linéaires dn second ordre. E. P i c a r d .  
Compt. rend. XC, 1479. 

8t. Sur quelques remarques relatives A l'équation de Lamé. E s c a r y .  Compt. 
rend. XCI, 40, 102. 

85. Ueber die Integration der Hermite'schen Differentialgleichungen der dritten 
uud vierten Ordnu~ig ,  bei denen die Une~~dlichkeit~stellen der Integrale 
von der ersten Ordnung sind. M i t t a g - L e f f l e r .  Annali mat. Sec. 2, 
XI, 65. - B r i o s c h i  ibid. 81. 

86. Sur les éauations differentielles linéaires à coefficients ~ér iodioues .  G. F l o  a uet. 
CornPt. rend. XCI, 880. 

87. Sur les équations différentielles linéaires à coefficients doublement périodiques. 
M i t t a g - L e f f l c r .  Compt. rcnd.XC, 299. 

88. Sur les systèmes f0rmés d'équations linéaires à une eeule variable indépen- 
dante. ü. L)ar boux .  Compt. rcnd. XC, 524, 596. 

89. Sur  les équations linéaires simultanées et sur une classe de courbes gauches. 
E. P i c a r d .  Compt. rend XC, 976, 1065, 1118.. 

90. Sopra un sistema di eqiiazioni differenziali. F. B r i o s  chi .  Annali mat.  Ser. 2, 
K .  2s.1 
- 7  

91. Int6gration d'un nombre quelconque d'équations simultanl'es entre un même 
nombre de fonctions de  deux variables indépendantes e t  leiirs dérivées 
partielles du premier ordre. L. V. T u r q u a u .  Compt. rend. XCI, 43. 

92. Ueber eine Eigenscliaft der partiellen Ditferentialgleichungen. 1,. K on i g s - 
b e r g e r .  Mathem. Annal. XX, 587. 

93. L a  fonction de Poisson et l'intégration des équations aux dérivées partielles 
du premier ordre. Ph .  G i l b e r t  Compt. rend. XCI, 613. [Vergl. Nr. 52.1 
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94. Sur l'intégration des Gquations aux dérivées partielles du  premier ordre. J. 
C 011 e t .  Compt. rend. XCI, 974. 

95. Sur l 'intégration des équaliouv aux dé r ides  partielles d'ordres supérieurs au  
premier. A. Ii,. P e l l e t .  Compt. rend. LXXXIX, 92. 

96. ~ u r l ; t e ~ r a t i o n  der partielleu Differenlialglaiüliung 2 (x g) + ,$ (x p) = O. 
ax 

N i e  m o  11 e r .  Zeitschr. Math. Phys. XXVIII, 97. 
0 Y 

Vergl. Analytische Geometrie der Ebene 2. Elliptische l'ranscendentcn 123, 
127. üeometrie (hohere) 187. Gleichungen 243. Potential 401. Theta- 
functionen 438. Umkehrungsproblem. 

Differenzenrechnnng. 
97. I l  calcolo delle differenze finite interoretato ed accrevciuto di nuovi teoremi a 

siissidio gincipalmente delle odiirne riccrche basnte sulla variabilitii corn- 
plevsa. C a s o  r a t i .  Annali mat. Ser. 2, X, 10. 

Sopra un rccentissimo scritto do1 sig. L. Stickelberger. F. C a s  o r  a t i. Annali 
mat.  Ser. 2, X, 154. 

E. 
Elasticitat. 

Sulle equa~ioni  generali dell'elasticità. E ug. B e l t r a m i .  Anuali mat. Ser. 2, 
x, 188. 

Sur des intégrations relatives à l'équilibre de  l'élasticité. E. M a t  h i e u .  Compt. 
rend. XC, 739. 

Ueber die Keziehungen der homogenen Deformationen fester Korper zut Re- 
actionsfliiche. J o s .  F i n g e r .  Wien. Akad.-Ber. LXXXUI. 234. 

Sur l'équilibre de  l'élasticité d'un prisme rectangle. E. M a t h i e u .  Cornpt. 
rend. XC, 1272. 

Ueher die Vertheiliing der I)riickkriifte in einem elastischen Kreiscyliuder. 
H. H e r t z .  Zeitschr. Math. Phya. XXVIII, 125. 

Sur l'équilibre d'un cylindre élastique. Sch i f f .  Journ. mathém. Sér. 3, IX, 
An7 

Elektrodynamik. 
Théorie de l'électrostatiaue. H. R e a a l .  Journ. mathém. Sér. 3 V U .  217. 
Exposé des principee de \a théorie des courants électriques. H ~e sa l :  Journ. 

m a t h é m  Sér. 3, IX, 25. 
Sur l a  théorie des coiirants d'induction. N a s c a r t .  Compt rend. XC, 981. 
Sur une formule générale relative à l'éleütrisation par irifliience. B. C l a u -  

fiius. Journ. mathem. Sér. 3, VIII. 73. 
Sur la capacité de  polarisation voltaïque. IL B l o n d  l o t .  Compt. rend. 

LXXXlX, 148, 
Sur,la détermination du niveau potentiel de l'ellipsoïde. H R e s a l .  Jouru. . 

mathum. Sér. 3, VIII, 55.  - D e  S a i n t  G e r m a i n  ibid. 297. 
Sur les lignes équipot~enticllefi d'un plan formé de deux moitiés inégalement 

conductricea. A. G i i éb  h a r d .  Cornpt. rend. XC, 1124. 
Sur le rendement économique des moteurs électriques et  sur la mesure de l a  

quantité d'énergie qni tr,iverse un circuit électrique. M. D e s p r e z .  
( 'ompt. rend. XC, 590, 812. 

Siir les courants alternatifs et  la force électrornotrice de l'arc électriqiie. J. 
J o u b e r t ,  Compt. rend. XCI, 161. 

Sur la loi des machines magnéto-électriques. J. J O  u b e r  t. Compt. rend. 
XCI, 468, 493. 

Ceber die Aufsuchung der Storungsstellcn an  nicht vollkoinmen isolirten 
Leitiingen. L D i t s c h e i n e r .  Wien. Akad -Ber LXXXIIT, 1084. 

Vergl. Differentialgleichungen 96. 

Eiiipse. 
Ueber eine Eipenschaft der Ellir>se. O. B o  k l e n .  Zeitschr. Math. Phys. XXVIII, - 

300. 
Propriétb d'une ellipse circonscrite à un triangle. B r  o c  a r  d. Mathesis III, 

185. - J e i : a b e k  ibid. 186. - T i m m e r h a n s  ibid. 186. 

iiist.-lit Ahtiilg. d.  Zeit ichr f. Math. a I'hya. XXIX, 4. 12 
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118. Sur des ellipses semblaliles passant toutes par un même point. B. B;~bt in .  
Mathesis K I T ,  240 

Vergl. Maxinia und Minima 313, 314, 316. Normalen 346, 347, 348. Recti- 
fication 413,  414. 

Ellipsoid. 
119. Ueber E'adeuconutructioneu des Ellipsoida. O. Y t a u d e  Matheni. Annal. XX, 147. 
120. Ueber geodiitische Bogenstücke von nlgebraischcr Langendifferenz aiif dem 

Xllipsoid. O. S t a u d e .  Mathem. Annal. XX, 185. 
121. Propriétd de l'ellipsoide. Ph .  G i l b e r t .  Mathcs i~  LU, 238. 

Vergl. Elektrodynamik 110. LIydrodynamik 265. 

Elliutische Transcendenten. 
122. Sur quelques applications des fonctions clliptiqucs. H e r m i t e .  Cornpt. rend. 

L X S X I X ,  1001, 1092; XC, 106, 201, 478, 683, 761. [Veral. Ud. XXVIII, 
Nr.  518.1 

123. Sur m e  application de  l a  thkorie des fonctions elliptiques. E. P i c a r d .  Compt. 
rend. LXXXIX, 74. [Vergl. Bd. XXVLII, Nr. 61'7.1 

124. Siir iine relation donnée par M. Cayley d m s  l a  t,héorie des fonctions ellip- 
tiques, H e r m i t e .  Acta niatheuiatica 1, 368. 

125. Sur une représentation analytique des fonctions au moyen des transcendantes 
elliptiques. H e r m i t e .  Annali mat .  Ser. 2, X, 137. 

126. Siir une classe de deux fonctions doublement périodiques. J. F a r k a s .  Compt. 
rend. XC, 1269, 1482. 

127. Sulla generazione d i  una classe di  equazioni differenziali lineari integrabili 
per funaioni ellittiche. F. B r i o s  ch i .  Annali mat .  Ser. 2, X ,  74. 

Vergl. Astronomie 27. Differentialgleichungeu 56, 57, 85. Functione~i 143. 
Geometrie (hohere) 187. Ultraelliptische Transcendenten 446. 

Formen. 
128. Sur l'équivalence des formes. C. J o r d a n .  Compt. rend. XC, 1422. 
119. Sur la réduction simultanée d'une forme quadratique et d'une forme linéaire. 

H. P o i n c a r é .  Camat. rend. XCI. 814. 
130. Ueber Relationen zwischgn ~lassenzahlen  biniirer quadratischer Formen von 

negativer Determinante. J O  S. G i e r  s t er .  Mathem. Annal. XXI, 1. [Vergl. 
Bd. XXVI, ' i r .  325.1 

~ 3 1 .  Sur quelques propriétés des formes quadratiqucs. P o i n c a r é .  Compt. rend. 
LXXXIX, 314, 897. 

132. Sur les formes cubiques ternaires. FI. P o i n  c a r &  Cumpt. rend. XC, 1336. 
139. Ein Batz über lineare IdentitBten zwischen Quadraten binarer Formen. F r .  

hl e y e r .  Mathem. Annal. XXT, 441. 
134. Ucber ternarc biquadratischc Formcn. F. R. S c  h e r  r e r .  Annali mat. Ser. 2, 

X, 212. 
135. Weitcre Untersuchungen über die tern%re biquadratische Forrn f = X , ~ X ~  

+ X , ~ X ~  +x ,~x , .  G o r d a n .  Mathem. Annal. XX, 487. [Vergl. Bed. XXVI, 
Nr. 329, 330; Bd. XXVLII, Nr. 216.1 

Vergl. Gleichungen 246. Invariantentheorie. 

Fonrier'sche Eeihen. 
136. Recherches de M. U1. Dini sur l a  &rie de Fourier e t  autres représentations ana- 

lytiques des fonctions d'une variable réelle. H e  r m i t e .  Compt. rend. 
XCI, 1018. 

Vergl. Astronomie 25. Reihen 427. 

Fnnctionen. 
137. Untersuchungen über die unendlich of't oscillirenden und unstetigen E'unctionen. 

B. H a n k o l .  Mathcm. Annal. XX. 63. 
138. Aggiunte a recenti lavori dei sigi ~ e i & s t r a s s  e Mittag-Leffler sulle funzioni 

d i  una variabile complessa. F. C a s o r a t i .  Annali mat. Ser. 2 ,  X ,  261. 
139. Sopra alcune condizioni caratteiistiche delle funzinni di  una variabile corn- 

plesda. V i t  o Vu 1 t e r r a .  Annali mat.  Ser. 2, XI, 1. 
110. Sur une classe de fonctions Btudiée pa,r M. Heine. A p p e l l .  Compt. rend. 

LXXXIX, 811, 1031. 
141. Sur une généralisation des fonctions phriodique3 et  sur certaines équations 

différentielles linéaires. E. P i c a r d .  Cornpt. rend. LXXXIX, 140. 
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141. Ueber ein Theorem von Liouville, die doppclt- eriodischcn Functionen betref- 
fend II. J. R i n k .  Zeitscbr Math. P h l a  %XYLI1,,48~ 

143. Geometrische Untersuchungen über den Verlauf der elhptischen Transcenden- 
ten im complexen Gebiete. O. I I e r r m a n n .  Zeitschr. Math. Phys. XXVIII, 
19.3, 257. 

144. Ueber svmmetrische Riemann'sche Flachen nnd die Periodicititsmodiiln der .-- ~ 

zugeh6rigen Abel'schen Normalintegrale erjter Gattung. O uid O Wei  - 
ch O l d. Zeitschr. Math. Phys. XXVUI, :i21. 

115. Bemerkurig über den Ausdruck: ,,Theiluug einer Strecke in unendlich kleiue 
Theile." W. F c l t  m a n  n. Zcitschr. Math. Phvs. XXVIII, 64. 

146. Généralisation des fonctions doublement seconde espèce. Ap  p e 11. 
Journ. mathém. Sér. 3, IX, 5 

147. Neue Beitrage zur Riemann'schen Functioneutheorie. F. K l e i n .  Mathem. 
Annal. XXI, 141. 

148. Sur les fonctions uniformes d'un point analytique. A p p e l l .  Acta mathe- 
matica 1, 109, 132. 

149. Esprassione di  funzioni intere che in posti da t i  arbitrariamente prendono 
valori prestabilitk. P. C a z z a n i g a .  Annali mat. Ser. 2, X, 279. 

150. Sur la théorie des sinus des ordres supérieurs. Yvon  V i l l a r e e a u .  Compt. 
rend. XCI, 195. - J. E ' a rka  s ibid. 209, 278, 544. 

151. Remarque relative à deux intégrales obtenue8 par  Lamé dans la théorie ana- 
lytique de l a  chaleur. E s c a r y .  Compt. rend. XC, 1341. [Vergl Bd. 
XXVIII, Nr. 634.1 

15%. Sin les fonctions linéaires A. E. P e l l e t .  Compt rend. XC, 1111. 
153. Sur les fonctions entières. E. P i c a r d .  Compt. rend. LXXXIX, 661. [Vergl. 

Bd. XXVLII, Nr. 5%.] 
154. Sur une propriaté de  certaines f'onctions analogues aux fonctions algébriqnes. 

E. P i c a r d .  Compt. rend. LXXXIX, 1106. 
155. Sur l'impossibilité de l a  relation algébrique Xn+ Yn+ Zn = O. R .  L i  o u v i l l e .  

Compt. rend. LXXXIX, 1108. - A. K o r k i n e  ibid. XC. 303. 
156. Sur l'approximation des fonctions circulaires a u  moyen de fonctions algé- 

hriqiien. L a  g i i e r r  e. Compt. rend. XC, 301. 
151. Ueber eine Reihe muer  E'unctioiien, welche die absoluten Invarianten gewisser 

Gruppcn ganzzahliger linearer Transformationen bildeu. A d .  H u  r w i t z .  
Mathem. Annal. XX, 125. 

158. Ueber eindeutige Functionen mit  linearen Substitutionen in sich. F. K l e i n .  
Mathem. Annal. XX, 49 [Vergl. Rd. XXVUI,  NT. 117.1 

159. Sur les t'onctions uniformes qui se reproduisent par des substitutions linéaires. 
H P o i n c a r é .  Mathem. Annal. XX, 5%. 

160. Théorie des groupes E'uchsiens. H. P o i n c a r B .  Acta mathematica 1, 1. 
161. Mémoire sur les fonctions Fuchsiennes. LI P o i n c a r 6 .  Acta mathematica 1,  93. 
162. I!eweis des Satzes, dass eine eindeutige analytische Function in  unendliclier 

NBhe einer wescntlich singuliren Stclle jedem Werthe beliebig nahe 
kommt. 0. I l o l d e r .  Mathem. Annal. XX, 138. 

16Y. Sur les fonctions analytiques uniformes dans le voisinage d'un point singulier 
essentiel. E. P i c a r d .  Compt. rend. LXXXIX, 745. 

161. Sur les fonctions doublement périodiques avec des points-singuliers essentiels. 
E. P i c a r d .  Compt. rend. LXXXIX, 852. 

165. Ueber eindeutige Functionen mit  linearen Transformationen in sich. F. 
S c h o t t k y  Mathem. Arinal. XX, 299. 

166. Zur Theoria der Functionen mit  mehreren, nicht vertauschbaren Perioden. 
O. R a u t r e n b e r a e r .  Matheui. Annal. XX,  47.. [Veral. Bd.XXVlI. Nr. - - - 
358.1 

167. Ueber eindeutige Fiinctionen mit mehreren nicht vertauschbaren Perioden. 
O. l t a u s e n b e r g e r .  Mathem. Annal. XX, 187; XXI, 59. 

168 Ueber periodische Functionen zweiter Gnttung. O. R j a u s e n b  e r g e r .  Mathem. 
Annal. S X ,  550. 

169. Sur une classe de groupes discontenus de substitutions liliéaires et  sur les 
fonctions de deux variables indépendantes restant invariables par ces 
substitutions. E. P i c a r d .  Acta mathematica 1, 297. 

170 Siir des fonctions de  deux variables à trois ou auatre oaires de oériodes. 
A p p e l l .  Compt. rend. XC, 174. 

171 Sur une classe de fonctions de deux variables independanteil. E P i c a r d .  
Compt. rend. XC, 1119. 
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172. Sur une extension aux fonctions de deux variables du  problème de Eiemaun 
relatif aux fonctions hgpergéométriques. E. P i c a r d .  Compt. rend. 
XC, 1267. 

Vergl. Bernoulli'sche Zahlen. Bestimmte Integrale. Determirianten. DiEeren- 
tialgleichungen. 1)ifferenzenrrchniing. Elliptifiche Transcendenten. Pou- 
rier'sche lieihe. Garnmaf'anctionen. Geometrie khohcre) 182-187. Ima- 
ginares. Integration (unbestimnite). Kugelfunctionen. ~Iannichfdtigkeiten 
305. Maxima und Minima. Potential. llectification 411. Heihen. Substi- 
tiitionen. Thetafunctionen. Ultraelliptische Transcendenten. Umkehrurigs- 
problem. 

Gammafnnctionen. 
173. Sur des intégrales Euleriennea. L. B o u r g  uet.  Acta mathematica 1, 295, 363. 

GeodEsie. 
174. Das Problem der vier Punkte im Sinne der neueren Geometrie. W. B inde r .  

Wien. Akad.-Ber, LXXXIII, 659. 
175. Sur l a  réduction des observations du pendule a u  niveau de la mer. Faye .  

Cornut. rend. XC. 1443. 
176. Ueber den Fehler beim Einatel'en des Fadenkreuzes in die Bildebene. W. 

T i n t  e r .  Wien. Akad.-Ber. LXXXIV, 1315. 
Vergl. Geschichte der Mathematik 222. 

Geometrie (descriptive). 
177. Zur wissenschaftlichen Behandlung der orthogonalen Axonometrie. C. Pe l z .  

Wien. Akad.-Ber. LXXXLII, 3 7 5 .  
178. Anwendung der etereographischeri Projection zur Çonstructiou der Iso hoten 

auf Botutionsfiichen. J O  h M o r a w e t n .  Zeitschr. Math. Phya. $XVIII, 
247 

179. Sur &-po in t  de  l'enseignement de l a  géométrie descriptive. Th .  Ver s t r a e t e n .  
Mathesis IiI, 5. 

180. Raum- Epicycloiden. J. S. V a n e  i e k. Wien. Akad.-Ber. LXXXIII, 69. 

Qeometrie (hohere). 
181. Interprétations géométriques de l a  théorie des substitutions de  n lettres, par- 

ticulitrement pour n = 3, 4 ,  5, 6 en relation avec les groupes de  l'hexa- 
gramme mystique. J. Veronese .  Annah mat. Ser. 2, XI. 93, 284. 

182. Ueber die algcbraischen Curven, welche eine Schaar eindeutiger Sransforma- 
tionen in sich zulasseu. _M. N 0 t h  er.  Matliem. Annal. XX, 59; XXI, 138.  

183. Wieviele cyklische Gruppen giebt es in einer quadratisclien Transformation 
der Ebene? S. K a n t o r .  Annali mat. Ser. 2, X,  64. 

184. Wieviele cgklische Gruppen gielit eu in einer Cremona'schen Transformatiou 
der Ebene? S. K a n t o r .  Annali mat. Ser. 2, X, 71. 

185. Sur le nombre des groupes cycliques dans une transformation de l'espace. 
S. K a n t o r .  Compt. rend. XC, 1156. 

186. Ueber Apolaritat und rationale Curven. F r .  Mey e r. Mathem. Annal. XYI,  125. 
187. Exis te- t - i l  d'antres courbes algkbriques que celles du genre 0 ou 1, dont les 

coordonnées soient suscentible de s'exorimer Dar des fonctions uniformes 
d'un parambtre i discontinuités exclusive&nt polaireii? E. P i c a r d .  
Compt. rend. SCI, 214, 724, 1055. 

188. Ueber b i  uadratische Involutionen erster Stufe. Em. W e y r .  Wien. -4kad.-Ber. 
LXX%III, 300. 

189. Ueber Involutionen zweiter Stufe. E m. W e  y r. Wien. Akad.-Ber. LXXXIII, 
319. 

190. ITeber cubische Involubionen. C. L e  P a i g e .  Wien. Akad.-Ber. LXXXIIT, 351. 
191. Ueber conjugirte Iuvolutionen. C. L e  P a i g  e. Wien. Akad.-Ber. LXXXIV, 233. 
192. Ueber ein Nullsystem zweiten Grades. Ad .  A m e s c d e r .  Wien. Akad. Ber. 

LXXXLII, 385. 
193. Ueber die Bedeutung des raumlichen Nullsystems für cubische Involutionen 

beider Stufen. R m. W e y  r.  Wien. Akad..Ber. LXXXIV, 1264. 
194. Das Problem der Configurationen. Th.  R e y  e. Acta mathematica 1, 93. 
195. Die Hexaeder- und die Octaeder-Configurationcn (12,, 16J. T h .  R e  ye. Acta 

mathematica 1, 97. 
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196. Ueber die Configuration (3, 3) mit den Indices 8, 9 und ihren Zusammenhan 
mit den Curven drittcr Ordniino. S. K a n t o r .  Wien. Akad.-Rer. LXXXI$: - 
915. 

197. Die Configurationen (3, 3)10. S. K a n t o r .  Wien. Akad.- Ber. LXXXIV, 1291. 
198. Ueber eine Configuration (3 ,  3)1, und unicursale Curven vierter Ordnung. S. 

K a n t o r .  Xathem. Annal. XXI, 299. 
199. Détermination de courbes et  de  surfaces satisfaisant à des conditions de con- 

tact double. H. G. Z e u t h e n .  Compt. rend. LXXXIX, 899, 946. 
200. Ueher mehrstellige Reriihrnngen von Curvensystemen mit  Geraden. G u s t .  

G r u s s .  Wien. Akad.-Ber. LXXXIV, 228. 
201. Ueher das Polvierseit. A. B r i l l .  Mathem. Annal. XX, 531. 
202. Sur un grou e de théorèrries et formules de la géométrie énumérative. H. 

G. z e u t i e n .  Acta rnathematica 1,  171. 
203. Ueber cykliach projective Punktquadrupel in zwei collinearen Raumen. H. 

S c h r o c t e r .  Mathem. Annal. XX, 231. 
204. Ueber mehrstufige Curven - und Flachensysteme. E m. W e y  r. Wien. Akad.- 

Ber. LXXXIV, 884. 
205. Ueber metrische Heziehiingen, die in einer Congrnena linearer Complexe statt-  

findeu. C. B o  b e  k. Wien. Akad.-Ber. LXXXLII, 885. 
206. Mémoire de g6ométrie vectorielle sur les complexes du second ordre qui ont 

un centre de figure. G e n  ty .  Jourri. mathém. Sér. 3, ViII, 299. 
207. Produit de trois rapports anharmoniqucs. B a s  t i n .  Msthcsis UI, 226. 
208. Ueber das Doppelverhaltniss von vier Punktepaaren einer involutorischen 

Punktreihe erster Ordnung. B. K le in .  Zeitschr. Math. Phys. XXVIII, 
252. 

209. Ueber zwei projeütivische Sktze. H. S c h r  8 t e r .  Zeitschr. Math. Phys. XXFIII, 
178. - Q u i d  d e ebenda 192. [Vergl. Bd. XXVIII, Kr. 154.1 

210. Zu B. Sturru's Abhandlunrr .,Deber die reciproke Verwandtschaft und damit 
zusammcnhiinoende ~ërwandtschaften".  S. K a n t  or.  Mathem. Annal. XX. 
297. ïVerel b d .  XXVLII. Nr. 131.1 

211. Beweis eiies Sitzcs aus der ~ h e o r i e  dér Raurncurven dritter Ordnung. Ad. 
H u r w i t z .  Mathern. Annal. XX, 135. 

Veral. Diferentialgleichungen 58. Formen 134. Gleichungen 246. Kegel- 

Geometrie (kinematische). 
212. Ueber die Bewegung eines starren r%unilichen Sgstems. A.  Sch o n f l i e s .  

Zeitschr. Math. Phys. XXVIII, 229. 
213. Sur le mouvement d'une droite dans un lan. E d .  H a b i c h .  Compt. rend. 

LXXXIX. 405. Iveroi. Rd. XXVIII, iPr. 11.1 " ~ 

TTergl. Mechanik 322. 
Geometrie (der Lage). 

214. Ceber jcne Gebilde, welche aus krcueformigen Flachen durch paarwcise Ver- 
einigung ihrer Enden und gewisse in sich selbst zurückkehrende Schnitte . 
entstehen. 0. S i m o n y .  Wien. Akad.-Ber. LXXXIV, 237. 

Gosehichte der Mathematik. 
215. Reitrag zur Gcschichte der griechischcn Geornetrie. P. T r e u t l e i n .  Zeitachr. 

Mnth. Phys XXVIlI, hi&-li t .  Abth. 209. 
216. Die Erklarung des Kegenbogens liei Aristoteles F r .  P o s k e .  Zeitschr. Math. 

Phvs. XXVIII, hi&-lit. Abth. 134. 
217. Die archimedischen Nkherungswerthe der irrationalen Quadratwurzeln. H, 

W e i s s e n b o r n .  Zeitschr. Nsth.  Phys. XXVIII, hiat.-lit. Abth. 81. 
215 Ceber die Methode. nach der die alten Griechen (iiishesondere Archimed~a 

- - ~, 
und Beron) &uadratwurz& birechnet h a b e n .  W. S c h  o n  b o r n .  ~e i t s ch I1  
Nath.  Phys. XXVIII, hist -lit. Abth. 169. 

219. Zurri fragmentum mathematicum Bubiense. Joh. L u  dw. H e i b e r g .  Zeitschr. 
Nath. Phvs. XXVIII. hist.-lit. Abth. 121. 

210 .  Ceber eine ~ G d s c h r i f t  der E6nigl. 6ffentl. Bibliothek zu Dresden. M. C u r t  z e. 
Zeitschr. Math. Phys. SXVLII, hist.-lit. Abth. 1, 78. 

221. Ein Beitrag zur Lebensgeschichte des Magister Joanneu de Praga.  J O  S. T e i g e .  
Zeitschr. Math. Phys. XXVLII, hist. lit. Abth 41. 

222. Ueher den Vorschlag des Marino Ghetddi ,  die 1 rosse der Erde zu beatimmen. 
E. G e l c i c h .  Zeitschr. Math. Phys. XXVIII, hist.-lit. Abth. 130. 

223 .  Sin l'invcntcur des luncttes binoculaires. G. Gov i .  Compt. rend. XCI, 547. 
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158 His tor isch  - l i terarische Abthei lnng.  
-A.. - . -, - 
224. Sur les hypotheses de Laplace e t  de Kant. F a y e .  Compt rend. XC, 566, 

637, 1246. 
225. Discours prononcés aux funérailles de M. Chasles. J. B e r t r a n d .  Compt. rend. 

XCI, 1005. - B o u q u e t  ihid. 1008. - L a u s s e d a t  ibid. 1009. - Dumas 
ibid. 1012. - R o l l a n d  ibid. 1013. 

226. Michele Chasles, ccnno necrologico. F. B r i o s c h i .  Annali mat. Ser. 2 ,  X, 
158. 

227. Discours prononcé aux funérailles di1 général Morin. T r e s c a .  Conipt. rend. 
xc, 234. 

228. Annuncio della morte di  C. W .  Borchardt. F. R r i  os  chi.  Annali mat. Ser. 2, 
X,  79. 

Vergl. Differentialgleichungen 5 5 ,  56. Differeuzenrechnung 98. Mechanik 
324, 329. Warmelehre 456. Zahlentheorie 487. 

Qleichnngen. 
229. Démonstration du théorème fondamental de l'algèbre. D u t  o r d  O ir .  Mathesis - 

LlI, supplément 2. 
230. Ueber den Fundamentalsatz der algebraischen Gleichunaeu. H. Ll O cks .  

Zeitschr. Math. Phys. XXVIIl. lZ3. 
- 

251. Sur l a  décomposition des pol nômes. L). C a r r è r e .  Compt. rend. CX, 1329. 
232. Conditions de diviaibilite J e  z ~ + r n x ~ - q y q + r n x ~ - ~ ~ y ~ ~ + y ~  par @+y)'. 

P o l e t  & S o l v a y .  Mathesis III, 69. - G e l i n  ibid. 70. 
233. Sur les équations algébriques. E. W e s t .  Compt. rend. XCI, 698, 664, 718, 759. 
234. Beitrage mir Theorie der algebraischen Gleichungen. J u l  K o n i g ,  Mathem. 

Annal. XXI, 424. 
236. Sulla risolvente di  Lagrange pcr le equazioni d i  grado primo risolvibili per 

radicali. L. B i a n c h i .  Annali mat. Ser. 2, XI, 255. 
236. Sur la fonction rBsolvante de I'éauation xm + vx + u = 0. A. P u j  e t .  Compt. 

rend. XCI, 611. 
237. Eine Veralleemeinerune der Carteaianischen Zeichenrerel. L. Geeenbaue r .  

Wien. xkad -Ber. LXXXIIT,  381. 
- 

238. Ueber algebraische Gleiçhungen, welche nur reelle Wurzeln besitzen. L. 
G e g e n b a u e r .  Wien. Akad.-Ber. LXXXIV, 1102. 

239. Sur  l a  détermination d'équations numériques ayant un nombre donné de racines - imaginaires. L a g u e r r e .  Compt. rend. XC, 180. 
240. Sur l a  théorie des equations numériques. L agi1 e r r e .  Journ. mathém. Sér. 3, 

IX, 99. 
341. Sur l a  séparation des racine8 d'une équation algébrique à coefficients numé- 

riques. L a g u e r r e .  Compt. rend. LXXXIX, 695. 
242. Théorkme relatif à la limite inferieure des racines d'une équation algébrique. 

P r é v ô t .  Mathesis 111, 198. 
243. Sur les équations algdbriqiies dont l e  premier membre satisfait à une équa- 

tion différentielle linéaire du second ordre. L a g u e r r e .  Compt. rend. 
SC ,  809. 

244. Sur  une application de l a  rnécani ue rationelle à la théorie des Bquations. 
F. L u c a s .  Compt. rend. LXX%IY, 224. 

245. Soit a uomhre entier. cr étant une racine de z2-az+l = o .  la auantité 
l + a 2 + a 4 + . . . + n 2 n - e  

n n + l  
- + aun est un nombre entier. E. C e s a r o .  Mathesis 

.. 

DI, 246. 
246. Ueber binare Formeu und die Lleichung eechsten Grades. A. Br i l l .  Mathem. 

Annal. XX 330. 
247. Sur une Bquation du 24. degré résolue au moyen d'une certaiue identité. 

D e b l o n .  Mathcsis 111, 141. - J. N e u b e r  g ibid. 142. 
248. Zur Theorie der  Discriminanten. E. N e t t o .  Acta mathematica 1, 371. [Vergl. 

Bd. XXVI, Nr. 378.1 
249. Sur l'élimination. C. L e  P a i g e .  Compt. rend. XC, 1210. 
250. Résolution de deux équations contenant ni-1 radicaux dont chacun porte sur 

toute l'expressiou qui le suit, P o l e t .  Mathesis 1, 140, 242. 
Vergl. Substitutionen. Ultraelliptische Transcendenten 448. 

Graphische Anflosnngen. 
251. MBthodes de calcul graphique, emploi de  ces méthodes pour la rédaction des 

rojets que comporte le développement du réseau des chemins de fer 
Pranpis. I. L a l a n n e .  Compt rend. LXXXIX, 396. 
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Hydrodynamik. 
252. Fonction des vitesses; extension des théorèmes de Lagrange au cas d'un fluide 

imparfait. B res se .  Compt. rend. XC, 501, 857. - J. B o u s s i n e s q  ibid. 
736. 907. , - -  7 - -  

263. Equations des petits mouvements d'un liquide pesant sous certaines condi- 
tions. J. B o u s s i n e s q .  Journ. mttthdm. Sér. .?, IX, 273, 425. 

254. Ueber die üesetze der Bewegung und Vormveriinderiing homogener, trei um 
ihre Axe rotirender cylindrischer Gleich~ewichtstipiiren und die Verznde 
rung derselben durch Expansion oder Condensatyon. 1,. M a t t h i  e s sen .  
Zeitschr. Math. Phys. XXVIlI, 31. 

255, Sopra i moti che conservano la figura cllissoidalc a una massa fluida ctero- 
genea. E n r .  U e t t i .  Annali mat. Ser. 2, X, 173. 

266. Des vibrations à l a  surface des liquides. F. L e c h a t  Compt. rend. LXXXIX, 
299. 

257. Des vibrations à l a  surface des liquides. 1" L e o h a t .  Compt. rend. XC, 1545. 
238. Formes vibratoires dca bulles de liquide glycérique. C. D e c h a r m e .  Compt. 

rend. LXXXIX, 570. 
269. Tjeber die Hestimmirng  de^ Rcihungs- und Gleitungacoefficienten ans ebenen 

Bewegu~igen einer Flüssigkeit. M. M a r g u l e s .  Wien. Abad.-Ber. LXXXIII, 
5RH. 

260. ~ r e b e y . - ~ e w e ~ u n ~ e n  z iher  Flüssigkeiten und über Bcwegungsfiguren. M. M a r  - 
g u l  es. Wien Akad.-Ber. LXXXIV, 491. 

261. Ceber die Diimpfung der Schwingungen fester E6rper in Flüssigkeiten. I g n .  
K l e  menci;. Wien. Akad.-Ber. LXXXIV. 1-16. 

262. Sur un moyen de diminuer la perte-de force vive dans un ajutage divergrnt 
de grandes dimensions dont l'angle est trop ouvert e t  qu'on peut diviser 
en plusieurs par des siirtaceci coniqiies ayant le même axe. A .  d e  Ca  - 
l igriy.  Compt. rend. LXXXIX, 471, 976. 

2fi3. Sur 11utilit8 des lames courhes concentriques pour amorcer alternativement 
les siphone au moyen d'une colonne liquide oscillante. A. d e  C a l i g  n y. 
Compt. rend. XC, 119. . 

Hyperboloid. 
264. Ueber die Strictionslinie des Hyperboloids als Erzeugniss mehrdeutiger Ge- 

bilde. T h  S c h m i d .  Wien. Akad.-Ber. LXXXIV, 908. 
265. Question algébrique résolue par  les génératrices rectilignes d'un hyperboloïde. 

R a s t i  n. hlathesis III, 38. 
Vergl. Oberflachen zweiter Ordnung 369. 

1. 
Imaginares. 

266. Sur la théorie des imaginaires. G. T e i x e i r a .  Mathesis III, supplément 1. 
267. Principes d'un calcul algébrique qui contient comme espèces particulières l e  

calcul des quantités imaginaires e t  des quaternions. L i p s c h i t z .  Compt. 
rend. XCI, 619, 660. 

Vergl. Gleichungen 239. Zahlentheorie 469. 

Integration (nnbestimmte). 
268. Sur les intégrales de fonctions algébriques. A. E. P e l l e t .  Compt. rend XC, 676. 
969. IntGgration de  certaines expressious dans lesquelles entrent des radicaux d e  

fonctions entikres du  troisikmc degre. D. Roen .  Mathesis 111, 158. - 
P. M a n s i o n  ibid.  159. 

370. Intégration de  différentes expressions irrationelles. J a m  e t. >Tathesis 111. 
170. - R e a l i s  ibid. 172. - P i s a n i  & D. B o e n  ibid 173. -S. G ü n t h e r  
ibid. 174. - D. B o e n  ibid. 190. 

Invariantentheorie. 
271. Ueber die Besse'sche Covariante einer binaren alpebraischen E'orm fijnfter 

Ordnung. F. L i n d e m a n n .  Mathem. Annal. XXI, 71. 
272. Eine neue canonische Form von G r u ~ ~ e n  binarer Formen. F r .  N e v e r .  

1 L 

Nathem. Annal. XXI, 434. 
273. Ein neiies Uebertragiiiigsprincip für hinare Formen, deren Orduungazahl eine 

nicht prime ist. F r .  M e y e r .  Mathem. Annal. XXI, 628. 
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160 His tor isch  - l i te rar ische  Abtbei lnng.  
l__^_____lX______^^ -- .---- .--- A_- ---__- _,__ 

Table des nombres de dérivées invariantives d'ordre e t  de  deeré donnés. an- 
partenant à l a  Forme binaire du dixième ordre. ~ ~ l v é ' s t  cr. corn$. 
rend. LXXXIX, 395. 

Sur l e  vrai nombre des covariants fondamentaux d'un systkme de deux cu- 
biques. S y l v e s t e r. Compt. rend, LXXXIX, 828. 

Sulle relazioni esistenti fra covarianti ed invariauti di uria stessa forma biiia- 
n a .  F. B r i o s c h i .  Annali mat.  Ser.2,  XI, 291. 

Vergl. Functionen 157. 

Kegelschnitte. 
Ueber confocale Kegelschnitte. C. f I o s s f e l d .  Zeitschr. Math. Phys. XXVIIJ, 

294. 
Ein Kenelechnittbüschel mit  vier r e~ l l en  Grundnunkten schneidet auf einer 

~ e y a d e n  in der Ebene desselben eine l>unkt&volution a m .  C. Hoss fe ld .  
Zeitschr. Math. Phys. XXVIII, 51. 

Ueber Strahlenbüschel zweiter Ordnung. Ad. hl e y er.  Zeitschr. Math. Phys. 
XXVHI, 384. 

Synthetische Untersuchung der gemischten Kegelschnittechaar S(31 ,  lp)  mit 
einem imaginaren Tangentenpaar. J O  S. T es  a i. Wien. Akad.- B u .  
1,XXXTV. 194 .. . - - - . - , --- .  

Sur les coniques tangentes à deux circonférences, se coupant entre elles, et 
passant par  leurs points communs. T i  m m e r  h a n  S. Mathcsis I I I ,  105. 
- B a s t i n  ibid. 108. 

Vermischte Lehrsktze über die Kegelschnitte und die Curven dritter Ordnung 
mit  einem Doppelpunkt. H. E. M. O. Z i m m e r m a n n .  Zeitschr. Math. 
Phys. XXVIIl, 56. 

Ueber die involutoriache Lage sich beriihrender Kegelschnitte. Em.  Weyr .  
Wien. Akad.- Ber. LXXXUI. 63. 

Die Ausartungcn biquadratische; Involutionen und über die sieben Systerne 
der eine rationale Plancurve vierter Urdnung vierfach berührenden Kegel- 
schnitte. E m. W e  y r. Wien. Akad.-Ber. LXXXIII, 807. 

Ueber die eine rationale Plancurve vierter Ordnung vierfach berührenden 
Kegelschnitte, welche ein einzelnes System bilden. Ad. A m  es e d e r. 
W ien. Akad.-Ber LXXXILT, 829. 

Somme de trois r a n ~ o r t s  anharmoniaues B a s t i n .  Mathesis HI. 138. 
Der e i k m  ~ r e i e c k  ymschriebene ~eg 'e lschni t t  kicinstcn Inhalts. Id. G r  oi ner.  

Zeitschr. Math Phys. XXVIII, 281. 
Quadrilatères inscrits à une coniaiic. J. N e  u b e r  a.  Mathesis LTI. 219. 
s u r  les olggones inscrits à une Conique et  circonscrits à une autre conique. 

G .  E a r b o u x .  Compt. rend. XC, 85. 
Equation d'une conique assant par les extrémitks de trois cordes dont les 

points milieux sont iSentique8. B a s  t i n .  Yathesis III, 225. 
Vergl. Ellipse. Kreis. Normalen. Oberflachen 363, 364. Parabcl. Triaection 

dea Winkels. 
Kreis. 

Die Gleichunz des Kreises in trimetrischen Punktcoordinaten. I P ~ .  D o r  O oi. - c ,  - 
~e i t s ch r "  Math. Phys. XXVIII, 46. 

292. Tra.jectoire orthogonales des circonférences xe+ y2-  2 Lx + a% 0 .  B. R r o  card .  
Mathesiu LI, 162, 232 ;  LII, 70. 

293. Quelques théor6mes de géométrie élémentaire. E. C a t a l a n .  Mathesis III, 61. 
294. Problèmes sur les cercle8 B a r b a r i n .  Mathesia 111, 126. 
295. Triangles inscrits dans un cerclc ayant tous le meme sommet et  l a  somme 

des carrés des côtés aboutissant à ce sommet constante. D e  R o c q u i g n y  
& P o l e t .  Mathesis LII, 110. - D e r o u s s e a u x  & F a u c h a m p s  ibid. 
111. - B a s t i n  ibid. 111. 

296. Triangle inscrit dans un cercle donné ayant un sommet fixe e t  une valeur 
constante de bo+c2-a2, a, b, c étant les trois côtés. L i é u a r d .  Mathesis 
111, 227. 

Vergl. Maxima und Minima 312. 

grnmmnng. 
297. Zur Theorie der Kriimmung ebener Curven. O. Z i m m e r m a n n .  Zeitschr. 

Math. Phys. XXFiII, 115. 
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Ein Analogon zu GRIISS '  S a t ~  von der Krürnmung der Flachen. R. St i i r rn .  
Mathem. Annal. XXI, 379. 

Vergl. Oberflachen zweiter Orduung 367. 

Kugolfunctiocen. 
299, Sur la propriété des polynonies X ,  de Legendre. L a g u e r r  e. Compt. rend. 

XCL, 84% 
300. Sur le calcul numérique des intégrales définies. U. U a i l l a u d .  Compt. reud. 

XC. 974. 

Magnetismus. 
301. Du magnétisme statique. Li. f i e s a l .  Journ. mathém. Sér. 3, IX. 105. 
308. Beatimmung niagnetischer und diamagnetischer Constauten von Fliissigkeiten 

und Gasen in absoliitem Maasse. J. Sc  hu h m  e i s t  e r .  Wien. Akad.-Bcr. 
LXXXIII, 45. 

303. Entwickelung einiger ziir Restimmung der Dia.magnetisiriingszahl ndtzlicten 
Formelo. L. B o l t z m a n n  \Vien. Akad.-Ber. LXXXLII, 576. 

304. Ueber die Nagnetisirbarkeit des Eisens bri holien Temperatiiren A. W a s s -  
m u t h .  Wien. Akad.-Ber. LXXXLII, 332. 

Vergi. Potentiai 405. 
Mannichfaltigkeiten. 

305. Ueber unendliche lineare Punktmannichfaltigkeiten. G. C a n  t O r. Mathcm. 
Annal. XX, 113; XXI, 51, 546. [Vergl. Bd. XXVI, Nr. 4361 

306. Ueber Korper von vier Dimensionen. H. D u r  ège .  Wien. Akad.-Ber. LXXXIII, 
1110. 

307. Sopra la funzione potenziale in uno epazio di n. dimensioni. Al b. T o n e l l i .  
Annali mat.  Ser. 2, X, 291. 

Vergl. Geometrie (hohere) 181. 

Maxima und Minima. 
308. Ein Deitrag zur 'i'heorie der Maxima und Minima von Functionen. Fr.  I I a -  

l u s c h k a .  Wicn. Akad.-Ber. LXXXIII. 1092. 
309. Ueber eine Minimumsaufn~be. II. B r u n s .  Mathem. Annal. XX. 455. 

a b 3 ~ c x a  1 
310. Valeur maximum de - , a, b, c étant des constantes positives e t  -<1. 

a b - e x  
G i l b e r t .  Mathesis 111, 200. 

311. Limites de certaines cxpreseion~ dans lesquelles entrent V&osCp2+ b2szn$ 
et fi2sinY2 +b%os3. Mathesis III, 211. 

312. Le plus grand polygone qu'on puisse construire avec des côtés donnés est 
inscriptible dans une circonférence. A. P o l e t .  Mathesis III, 112. - E. 
Cesa ro  ibid. 113. 

313. $tant donnécs deux ellipses ayant  même axe,  mener du  mCme côtd de cet 
axe, par le centre et  le sommet A, deux parallèles telles que l'aire com- 
prise entre ces droites e t  les arcs interceptés soit un maximum. Cleveru .  
Mathesis III, 85. 

314. Par l'un des foyers d'une ellipse, on mêne une corde dont on joint les extré- 
mités à l 'autre fo er Etudier l a  variation de l'aire du  triangle ainsi 
forrn6. P i s a n i  & 8le.veru.  Mathegis LII, 42. - J. K e u b e r g  ibid. 44. 

315. Ellipse éclairée par deux sources lumineuses d'intenoitt;~ donnéca placées aux 
foyers. U a s t i n .  Mathesis 111, 184. - J. N e u b e r g  ibid. 185. 

Vergl. Kegelschnitte 287. Mechanik 321. 

Mechanik. 
316. Sur l'intégration des équations differentielles du problème des n corps. G o -  

r a n  D i l l n e r .  Annali mat  Ser. 2, XI, 56. 
317. Das Princip der  virtuellen Geschwindigkeiten und damit verwandte Satze der 

analytischen Mechanik. A. F. S u n d  e l  1. Zeitschr. Math. P h y .  XXV111, 24. 
318. Sur le principe de l a  moindre action. J. A. S e r r e t .  Compt. rend LXXXIX, 57. 
319. Uu problème inverse du mouvement d'un point matériel sur une surface de 

révolution. H. R e s  al  Compt. rend. XC, 889, 937. 
320. Ueber geometrische Eigenschaften von Hrafte- iind ILotationssystemen in Ver- 

bindung mit Liniencomplexen. J O  h. N. F r a n  k e. Wien. Akad.-Ber. 
LXXXIV, 570. 
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321. Détermination de  trois axe@ d'un corps solide sur lesquels les forces centri- 
fuges exercent, par suit,e de  l a  rotation, un efiet maximum. E. Bras s inne .  
Compt. rend. XC, 1271. 

3'22. Sur les différentes branches de la cinématique. H. R e s a l .  Compt. rend. 
LXXXIX, 1090. 

323. Sur quelques théorèmes de cinématique. H. R e s a l .  Compt. rend. XC, 769. 
324. Sur l a  cinématique des ddforuiations des corps soit (.]astiques, soit plastiques, 

soit fluides. D e  S a i n t - V e n a n t .  Compt. rend. XC, 53, 209. 
326. Ceber das Problem der Botation. W. Hess .  Mathem. Annal. XX, 461. 
326. Sur la détermination des éléments d'un mouvement vibratoire: mesure des 

amplitudes, des p6riodes e t  de la phase. E. Me r c  a d i e r .  ' ~ o m p t .  rend. 
LXXXIX, 736, 1071, 1110. 

327. Ueher Momente hoherer Ord i iun~ .  F e r d .  W i t t  e n  b a u e r .  Wien. Akad. Ber. - 
LXXXLII, 357. 

328. Ueber Deviationsmomente. F e r d .  W i t t e n b  Ruer.  Wien. Ak.-Beï-.LXXXIII,972. 
329. Commentaire à la théorie mathématique du jeu de billard. H. R e s a l .  Journ. 

mathém. Sér. 3 ,  lx, 65. 
330. Formules approchées relatives à l'équilibre d'une portion d e  chafne ou de 

corde pesante, comprise entre deux appuis, et  très tendue. H. Resal .  
Journ. mathém. Sér. 3, VUI, 383. 

331. Figure de répos apparent d'une corde iiiexten~ilile en mouvement dan8 l'espace. 
B. L é a u t é .  Compt. rend. LXXXIX, 778. 

33.2. gquations des petites oscillations d'un fil inextensible en mouvement dans 
l'espace. H. L é  a u t 6 .  Compt rend. XC, 290. 

333. DBtermination des tensions moyennes développées a.iix extrémit6s d'une corde 
pesante oscillant autour d'une position de repos apparent W. L 6 a u  t 6 .  
Compt. rend. XC, 354. 

334. Sur le profil des lamea du dynamomêtre de Poncelet. H. L é a u t é .  Journ. 
mathém. Sér. 3, IX, 245. 

335. Sur un procédé permettant d'obtenir, d'un régulateur à boules quelconque, 
le degré d'isochronisme qu'on vent, et de  maintenir ce degré d'isochro- 
nisme pour t,ontes les vitesses d e  régime. H. 1 , éau té .  Compt. rend. 
LXxSIX,  431, 473. 

336. Sur un frein dynamométrique se rdglant automatiquement. C a r p e n t i e r .  
Comnt. rend. LXXXIX. 950. 

337. De la $mpensation des 'te&pératureç dans lee chroriomètres. P h i l l i p s .  
Compt. rend. XC, 483, 561, 649. 

338. Études sur la chronométrie: de la cornaensation C. Rozé .  Compt. rend. XC. 
807, 858. 

339. Sur les régulateurs à ailettes, construits par  M.  Breguet. Yvon V i l l a r c e a u .  
Compt. rend. XC, 1515. 

340. De l'infiueuce de l a  tem éiature et de l'élasticité sur les câbles des ponts 
suspendus. H. ~ e s d  cornPt .  rend. XC, 149 

311. Des causes qui tendent à gauchir les poutres des ponts en fer, et  des moyen8 
de calculer ces poutres, pour résister aux efforts gauchiosants S. Pé-  
r i s s 6  Compt. rend. XC, 1413. 

342. Eègles pratiques pour i'étatilissement des transmissions télodynamiques. H. 
L é a i i t  6 .  Compt. rend. XC, 587. 

343 Recherche du coefficient de régularité d u  mouvement dans les transmissions 
par câbles. H. L é a u t é .  Compt. rend. XC, 498. 

Vergl. Analytisrhe Geometrie des Raiimes 10. Afitronomie. i3a.llistik. Ca- 
pillaritiit. Elasticitiit. Elektrodynaruik. Geomctrie (kinematisehe). Gleich- 
ungen 244. Graphisc'he Auflosungen. Hydrodynamik. Magnetismus. 
Molecularphysik. Oberflachen 352. Uptik. Pendel. Potential Schwer- 
punkt Warmelehre. 

Molecularphysik. 
344. Grundzüge der mathematischen Chemie. W. C. W i t  t w  er .  Zeitschr. Nath. 

P h y ~  XXVI, 337; XXVII, 289, 329; XXVII1, 217, 362. [Vergl. Bd. XXvJ, 
Nr. 140.1 -. 

Normalen. 
345. Sur les normales menées i des conioues. touchant deux droites en des  oints 

donnés, à partir  du point de reicoiitre de leurs deux normales coni&unes. 
B a s t i n .  Mathesis 111, 210. 
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346. 'lieber die Normalen der Ellipse. C. L a u e r m a n  n. Wien. Akad.-Ber. 
LXXXLII, 92. 

347. Lieu décrit par les centres des circonferences qui passent par  les points d'in- 
cidence dca normales abaissées sur une ellipse d'une même point de la 
développée. LI. B r o c a r d .  Mathesis Ill, 39. 

348. Propriéte! des normales à l'ellipse. E. S e r v a i s .  Mathesis III, 117. 
349. Sur les n o r m a l ~ s  abaiss6eu sur une parabole donnée d'un point de l a  para 

bole même. B r o c a r d  Matliesis ilI, 36. 

0. 
Oberflllchen. 

350. Untcrsuchungen über geodiLtischc Curveu. S. Lie .  Mathem. Annal. XX, 357. 
351. Bemerkungen über einige Sransformationen von E'lichen. A. E n n e p e r .  

Mathcm. Annal. XXI, 267. 
352. Sur l'équilibre des surfaces flexibles et  inextensibles. L e c o r n u .  Compt. rend. 

XCI. 809. 
353. Ueber ~ é ~ e l f l a c h e n  mit rationalen Doppelcurven. Em. W e y r .  Wien. Akad.- 

Ber. LXXXlV, 691. 
364. Ueher die geometrische Constriiction von Fiichern zur Darstellung wind- 

echiefer Flachen. P. S c h  5 n e  rn a rin. Zeitsühr. Math. Phvs XXVIII. 213 
356. La surface de l'ondc considérée comme surface limite. A. Ma,nÏ iheim.  ~ o m p t .  

rend. XC. 971. 1333. 
356. Ueber Curven auf Rotationsflachen B i e h r i n g e r .  Zeitschr. Nath.  Phys. 

XXVIII, 157. [Vergl. Bd. XXlII, Nr. 257.1 
337. Ueher die Curven auf der allgemeinen Flache drit ter  Ordnung. R. S t u r m .  

Mathem. Annal. XXI, 457. 
- 

358. Zur Construction des Polarsystcms einer Fl lche  dritter Ordnung H. T h i e m e .  
Mathem. Annal. XX, 144. [Vergl. Bd. XXVIII, Nr. 131.] 

359. Ueber eine besondere Classe von Fllchen vierter Ordnung. F r i  e d r .  8 c h u  r. 
Mathem. Annal. XX, 264. 

360. Ueber eine E'lache sechster Ordnung vom Fliichengeschlecht - 1. SI. No t h e  r. 
Mathem. Annal. XXI, 399. 

361. Des bissectrices d'un réseau de lignes tracees sur une surface quelconque. 
A o u s  t. Journ. math6m. Sér. 3, IX, 43. 

362. Théorèmes de Hachette e t  de Chasles sur les plans tangents a,ux ~nrfaces  
gauches. G o e d s e e l s  Mathesis Il l ,  49. - P. M a n s i o n  ibid. 52. 

363. Sur le contact des coniques et des surfaces. G. D a r b o u x .  Compt. rend. 
XCI, 969. 

364. Sur l e  contact des coniques e t  des surfaces. M o u t a r d .  Compt. rend. XCI, 
1075. 

365. Normalenflache einer Developpablen l k g s  ihres Durchschnittes mit einer 
krummen Flache. G. A .  v. I ' e s c h k a .  mien Akad.-Ber. LXXXLiI, 790. 

366. Normalenfiiche einer krummen Flache liings ihres Schnittes mit  einer zweiten 
kmmmen Flache. G A v. P es  c h  k a. Wien. Aka.d.-Ber. LXXXIV, 30. 

Vergl. Aualy-tische Geumetrie der Ebene 4. Krünimung 298. Mechanik 319. 

Oberfltlehen zweiter Ordnang. 
367. Sur l a  ddtermination, en un point, d ' m e  siirface du second ordre,  des axes 

de l'indicatrice et  des rayons de  courbure principaux. A. M a n n h e i m .  
Journ. nidhém. Sér. 3, ViiI, 167. 

368. Erzeugung der abwickelbaren E'lachen zweiter Ordnung durch Punkte. H. E. 
M. O. Z i m m e r m a n n .  Zeitschr. Math. Phys. XXVIII, 255. 

369 Die Strictiondinien des einmantligen IIyperboloids und hyperbolischen Para- 
boloids. M. B a u r .  Zeitschr. Math. Phgs. XXVIII, 274. 

370. Geber gcodiitiuche Pol one auf den Fliichen zweiten Grades. O. S t a u d e .  
Mathem. Annal. X?fl, 219 

371. Geodatische Linien und ihre Enveloppen auf dreiaxigen Flachen zweiten Gra- 
des. v. f l r a u n m ü h l .  Mathem. Annal. XX, 537. 

372. Intersection d'une droite avec une surface du second degré. L e g r a n d .  Ma- - - 
thesis 111, 177 

373. Ueber einen das System zweier Flachen zweiten Grades betreffenden Satz 
und einen damit verbundenen Strahlencomplex zweiten Grades. Fr .  S ch iir. 
Mathem. Annal. XXI, 515. 

Vergl. Ellipsoid. Hyperboloid. Paraboloid. 
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Optik. 

374. Die Dilferentialgleichungen in der Dioptrik der continuirlich geschichteten 
kugelformigen Krystalllinse der 4 ischc. L. M a t  t h i  e s s en. Zeitschr. 
Math. Phys. XXVIII, 211. [Vergl. Ud. XXVLI, Nr. 206.1 

375. Sur l a  théorie de l a  doiible refraction circulaire. Gouy .  Compt. rend. XC, 
992. 

376. Sur l a  théorie  de^ phénomènes d'interférence où intervient l a  polarisation 
rotatoire. G O oy.  Compt. rend XC, 1121. 

377. Sur l a  propagation de la, lumière. Gouy .  Cornpt. rend. XCI, 877. 
378. Sur l a  propagation des ondes lumineuses, en égard à l a  dispersion. Gouy .  

Journ. mathém. SEr. Y, VIIl, 335. 
379. Ueber den Einstellungsspielra~im am Fernrohr 'und die Parallaxe. C. Bohn. 

Zeitschr. Math Phys XXVIII, 129. 
380. Ueber das Funkeln der St,erne und die Scintillation überhaupt. C. E x n e r .  

Wien. Akad -Ber. LXXXIV, 1038. 
381. Sur un nouveau spectroscope stellaire. L. T h o l l o u .  Conipt. rend. LXXXIX, 

74'1 . 
332. Minimum de dispersion des ; achromatisme de deux lentilles de même 

mbstmce. T ho110 n. ompt. rend. LXXXIX, 93. 
383. Sur l a  loi de repartition suivant l'altitude de la substance absorbant dans 

l'atmosphère les radiations solaires ultra- violettes, A C o r n u .  Compt. 
rend. XC, 940. 

Vergl. Astroriomie 3 1 - 34. Gescliichte der Mathematik 216,  223. Maxima 
und Minima 315. 

P. 
Parabel. 

384. Lieu des foyers des paraboles qui touchent deux droites donuées e t  dont la 
directrice passe par un point donné. S. B. Mathesis I I I ,  67. - J a m e t  
ibid 68. - B a s t i n  ibid. 66. 

385. Lieu des points M tels que les tangentes menées de M à une parabole donnée 
determinent avec une droite donn6e un triangle de surface donnee. L i e -  
n a r d .  Mathesis III, 207. - J. N e u b e r g  ibid. 208. 

386. Sur une parabole se déplaçant parallèlement à elle même. P i s a n i .  Mathesis 
III, 241. - B r o c a r d  ibid. 242. 

Vergl. Normalen 3 i 9 .  
Parabohid. 

387. Sur un paraholoïde de  révolution tangent aux trois faces d'un trièdre tri- 
rectangle. A. P e l l e t r e a u .  Mathesis l i l ,  221. 

Vergl. Oberflachen zweiter Ordnung 369. 

Pendel. 
388. Nouvelle methode Our déterminer l a  longueur du  pendule simple. G. G o v i .  

Com t. rend.  CI, 105. 
389. Théorie l u  pendule simple, à oscillations coniqiies, en ayant &ard à la rota- 

tion de la terre. Yvon  V i l l a r c e a u .  Compt. rend. LXXXIX, 113. 
390. Ueber das zweigliedrige Pendel. M. L u x e n  b e r g .  Zeitschr. Math. Phgs. 

XXVlII. 309. 
391. Ueber das physische Pendel. O. B o k l e n .  Zeit,schr. Math. Phys. XXVIII, 304. 
392. Ueber ein Analogon des Kater'schen Pendels und dessen Anwendung zu Gra- 

vitationsmessungen. Jos .  F i n g e r .  Wien. Akad.-Ber. LXXXIV, 168. 
Vergl. Geodasie 175. 

Philosophie der Mathematik. 
393. Sur le principe de l'homogénéité.. E. C a t a l a n .  Mathesis I i T ,  33,  35. - P. 

M a n s i o n  ibid. 31. [Vergl. Bd. XXViIl, Nr. 3.1 

Planimetrie. 
394. Sur deux triangles dont l'un a les côtés parallèles aux ligneu menées des 

sommets de l'autre à un oint donn6. J e f  k b e k .  T i m m e r  h a n s ,  P i s a n i .  
Mathesis I I I ,  86. - K. (eesar O ,  J. G i l l i e  t ibid. 87 .  

3%. Sur une série de triangles inscrita les uus aux  autre^. P i s a n i .  Nathesis 
HI ,  187. 

396. Triangle dans leqiiel les carrés de l a  hauteur, de la bissectrice e t  de  la mé- 
diane sont en progreseion arithmétique. L i é n a r  d & S e r v a i s .  Mathesis 
111, 93. 
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397. L)eux triangles dont les aires équivalent ensemble à l'aire d'un quadrilatère 
a-jant pour côtés opposés las bases des deux triangles. P i s a n i .  Mathesis - - 
1i1, 146. 

398. Calculer le diamètre du cercle circonscrit B un triangle étant données le mé- 
diane. l a  hauteur e t  l a  bissectrice issues d'uu même fiouimet. P r e v o t .  
Mathésis 111, 243. 

399, Le noeud de cravate en pentagone régulier. Ed .  L u c a s .  Mathesis 111, 54. 
400. Sur deux théorèmes de géométrie. K i e h l .  Mathesis III, 103. 

Vergl. Combinatorik 60. 
Potential. 

401. Sur l'équation aux dérivées partielles du potentiel. E. P i c a r d .  Compt. rend. 
XC, 601. 

403. Intorno ad  alçuni nuovi teoremi del sig. C. Neumann sulle funzioni potenziali. 
E u g .  B e l t r a m i .  Annali mat. Ser. 3, X, 46. 

403. Un teorema relativo alla fiinzione potenziale. A T o n e l l i .  Annali mat. 
Ser. 2, XI, 305. 

404. Sur l a  manière de présenter l a  théorie du  potentiel dans l'hg othèsc géné- 
ralement admise de  l a  discontinuité de l a  matière. J. B o  u s  s i n  e s  q. 
Compt. reud. XC, 792. 

405 Sul potenziale magnetico. E u g .  Bel  t r a m  i. Annali mat. Ser. 2, X,  241. 
Vergl. Differentialgleichungen 96. Elektrodynamik. Mannichfaltigkeiten 307. 

Q. 
Qnadratnr. 

406. Sur les formules de quadrature ?i coéficienta égaux. R. R a d a u .  Compt. rend. 
XC, 620. 

407. Sur la formule de  quadrature de  Gauss. R. R a d a u .  Compt. rend. XC, 913. 
408. Sur l a  f'ormule de quadrature de Gauss. O. C a l l a n d r e a u .  Compt. rend. 

xc, 1067. 
409. Equation et  qi~adrature d'une courbe aya,nt ra,pport à une circonférence. P. 

B a s t i n .  Mathesis ILI, 116. - E. C e s a r o  iliid. 191. 
410. Quarante-six expressions de l'aire d'un triangle. J .  Ma in .  Mathesis III, 136. 

- E. L u c a s  ibid. 167. 
Vergl. Kegelschnitte 287. 

Roctification. 
411. Irrationalitit der Zahl n. P. L i n d e m a n n .  Nathem. Annal. XX, 213. 
11%. Sur la methode des iaoa6rimêtres. A n c i o n .  Mathesis III. 145. 161. 
413. Sur certaines rnojennes géométriques et  sur le phrimètre de l'ellipse. C. B. 

S. C a v a l l i n .  Mathesis HI, $6. 
414. Sur le périmètre de l'ellipse. V u i r  & E. C e s a r o .  Mathesis 111, 102. 

Reihen. 
415. Geber den Giltigkeitsbereich der Taylor'schen Reihenentwickelung. P. d u  

B o i s -  R e  y m o n d .  Mathem. Annal. XXI, 109, 25.'. 
416. Grenzwerthe von Reihen an der Convergenzgrenze. O. I I o l d e r .  Mathem. 

Annal. XX, 535. 
417. Leber die Multiplication bedingt convergenter Ileihen. Alf r .  I ' r i ngshe i rn .  

Mathem. Annal. XXI, 327. 
418. Sur 1'6qiiation différentielle à laquelle satisfait la fonction F(u, p, y, x) de  

Gauss. l3. M a t h i e u .  Journ. mathém. Sér. 3. VlII. 357. 
419. Sur la série hypergéométrique et  les polyn6rnes de ~ a c o b i .  A p p e l l .  Compt. 

reud. LXXXIX, 3 1. [Vergl. Bcl. XXVIII, Nr. 445 ] 
420. Sur les séries hypergéométriqiies de deux vuiables e t  sur des équations diffé- 

rentielles linéaires aux dérivées partielles. A p  p el1 Conipt. rend. XC, 
296, 7J1, 977; SCI, 364. - Journ. mathém. Ser. 3, YiII, 173. 

421. Ueber eine eindeutige Entwickelung von Zalilen in eine unendliche Reihe. 
J .  L ü r o t h  Mathem. Annal. XXI, 411. 

424. Sur les rl6veloppements des fonctions algébriques. D a v i d .  Compt. rend. 
LXXXIX, 219. 

423. Intorno agli  svilu i delle funzioni di  una variabile reale per serio di  funzioni 
Jacobiane. 8 Dini .  Annali mat. Ser. 2, X, 145. 
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Développement d'iine fonction à une seiile variable, dans un intervalle donne, 
suivant lem valeurs moyennos de cette fonctiou e t  de ses dérivees succes- 
sives dans cet intervalle. Il. L é a u t é .  Compt. rend. XC, 1404. 

Développements en &rie d ' m e  fonctiou holomorphe dans uue aire limitée par 
des arcs de  cercle P. A p p e l l .  Mathcm. Annal. XXI, 118 

Développements en serie dans une aire limitée par des arcs de cercle. Appe l l .  
Acta mathematica 1, 145. 

Anwendung der E'o~irier'schen Reille auf die Theorie der Funct,ionen einer 
complexen Veihderlichen. A. H a r  n a ck.  Mdhem.  Annal. XXI, 305. 

Zut Theorie der Modulfurictiouen O. R a u s  e n b e r g e r .  Mathem. Annal. XX, 45. 
Vergl. Astronomie 21 -24. Diflereutialgleichungen 74. 75. Fourier'sche Reihe. 

Functionen 150. Symbolische Operationen. Zahlentheorie 468. 

Schwerpnnkt. 
Sur le centre de  gravité de  l'aire et  de l'arc de l a  chaînette. P. Mans iou .  

Mathesis LII, 81. 
SingnlaritBten. 

Sur les nouveaux points singuliers des courbes planes découverts par Joseph 
Plateau. P .  M a n  s i o  n. Mathesis Ul, 193. 

Vergl. Analytische Geometrie der Ebene 8. Analgtische &ometrie des 
Kaumes 10, 18. Differentialgleichungen 59. Geonietrie (hohere) 187, 199 
Kegelschnitte 282. - 

Stereometrie. 
Zur geometrischen Bedeutung des Sinus eines Trieders. A. T h  a e r .  Beitschr. 

hIatli. Phys. XXVIII, 249. 
Zur Theorie der I'olyeder. F. Id ippich .  Wien Akad.-Ber. LXXXIV, 20. 
Théorème sur un tétraèdre inscrit à une sphère. L i e n a r  d. Mathesim LII, 215. 

Vergl. Cubatur 51. - 
Substitutionen. 

Gruppentheoretische Studien. W. D y c k .  Mathem. Annal. XX, 1 
Ueber Gleichun~en 7. Grades mit einer üruuue von 168 Substitiitionen. Gor -  

L L 

d a n .  ~ a t h e r n .  Annal. XX, 515. 
Sur la réduction des substitutions linéaires. C. J o r d a n .  Cornpt. rend. XC, 598. 

Vergl. Gcometric (hohcre) 181. 

Gymbolische Operationen. 
Principes du calcul symbolique. E. C e s a r o .  Mathesis Ill, 10. 

T. 
Thetafunetionen. 

integration de certaines équations différeritielles à l'aide d e  fonctions 8. 
A p p e l l .  Cornpt rend. XC, 1207. 

Gt:néralisation dc  deux ttiborbmes sur les fonctions O. E l l i o t .  Compt rend. 
XC, 352. 

Sur le problème de l'inversion. E l l i o  t. Compt. rend. XC, 1466. 
Trigonometrie. 

&uation ayant lieu entre les ~ i u u s  de trois angles dont l a  somme est un mul- 
tiple d e  e. O i l 1  e t .  Mathesis 111, 44. 

Calculer le rapport des côtés d'un champ rectangulaire ail moyen des angles 
sous lesqucls on voit les quatre côtés ct  de l'angle des diagonales. P o l e t .  
Mathesis 111, 66. 

Trouver l'aire d'un quadrilatère convexe au moyen des côtés et  de l'angle des 
diagonales. P o l e t .  Mathesis III, G7. 

Proprieté du triangle sphérique rectangle. S 01 v a  y. Matheais LII, 188. 
Vergl. Planimetrie 394. 

Trisection des Winkels. 
'I'risection de l'angle au  moyen de l'hyperbole équilatére. D e l b o e u f .  Ma- 

thesis 111, 130. 

U. 
Ultraeiiiptische Transcendenten. 

Zur Eeduction Abel'scher auf elliptieche Integrale. M. U n  g a r. Wieu. Akad - 
Her. LXXXilI, 759. 
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447. La relaaione di  Gopel per funzioni iperellitiche d'ordine qualunque. F. 
B r i o s c h i .  Annali mat. Ser. 2, X, 161. 

448. Algebraischer Beweis des Satzes von der Anzahl der linearunabhangigen In- 
terrrale erster Gattunp. C h r i s t  off'el. Annali mat. Ser. 2, X, 81. 

449. Die Iv~odu la r~ le i chun~en  &r hyperelliptiçchen E'unctionen erste; 0=dniing fiir 
die Sra.nsf'ormation fiinftrn Grades. M. K r  a i l s  e. Math. AnnaIl. XX, 216.  

450. Uetier Multiplicatorgleich~~ngeu der hyperelli tischen E'unctionen erster Ord- 
nung. M. K r  a u i  e.  Mat'hem. Annal. x i , .  54. 

451. Ueber die complexe Multiplication hyperelliptischer Functionen zweier Ar- 
gumente. E. W i l t h e i s s .  Mathcm. Annal. XXI, 385. 

Vergl. Fuuctionen 144. Geometrie (hoherej 187. 

Umkehrungsproblem. 
462. Sur une classe de fonctions de  plusieurs variables tirées de l'inversion des 

intégrales de solutions des éuuatioua différentielles linéaires dont les 
coef&ients sont des fonctions rationelles. L. F u c h s .  Compt. rend XC, 
678, 736. 

Vergl. Thetafunctioncn 440 

453. Coirime~itaire à la théorie analytique de la chaleur de  Fourier. H. R e s a l .  
,Journ. madhém. Sér. 3, VIII, 79. 

454. Essai théorique sur la loi de Dulong et  Petit. H. W i l l  o t t e .  Coinpt. rend. 
LXXXIX, 540, 568. 

455. Ueber einige das W iirmegleichgewiclit betreffende Sztze. L .  B o l t z m a n n .  
Wien. A k d  - Rer LXXXIV. 136 

456. Méthode synthétique ;apide poil; étctblir les formules fondamentales relatives 
aux changements d'état. C V i r g .  Compt. rend. XCT, 106. 

457. Geber das Gleichgawicht eines festen elastischen Korpers von nngleichffirmiger 
oder ver%nderlicher Teniperatur. J. S t e f a n .  Wiuri. Akad. Ber. LXXXIII, 
549. 

458. Sur la chaleiir spécifique et l a  conductibilité des corps. Mo r i  B O  t. Compt. 
rend. XC, 814. 

469. üeber verschiedene W%rmecapacit%ten und andere in der Warmelehre Tor- 
kommende Grossen. C B o h n .  Zeitschr Math. Phvs. XSVLII, 85. 

460. I?quation gén6rale donnant la relation qui existe pour cous les liquides entre 
leur temp6rature et l a  tension maximum de leurs vapeurs à cette teni- 
pérat,ure. R P i c t e t .  Compt. rend XC, 1070. 

461. Ueber die Verdampfung aus einem kreisf6ruiig oder elliptitich begrenzten 
Hccken J. S t e f a n .  Wien Akad.-Ber. LXXXIII, 943. 

462. Ziir Theorie der Gasreibung. L. B o  1 t z m  a n n .  Wien. Akad.-Uer. LXXXIV, 
40, 1230. [Vcrgl. Bd XXVII, Nr.  473.1 

463. Sur la dilatation e t  l a  compressibilité des gaz sous de fortes pressions. E. 
R. A m a g a t .  Compt. rend. XCI, 428. 

464. Réflexions critiques sur les expériences concernant l a  chaleur humaine H i r n .  
Compt. rend. LXXXIX, 687, 833. 

Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
4fi5. htant  donnés deux nombres quelconques il y a environ 6 i  à. parier contre 39, 

qu'ils s o ~ i t  premiers entre eux E Ce s a r o .  Mathesis III, 224. 
466. Sur une question de probabilites. E. C é s a r  o. Mathesis HI, 233. [Vcrgl. 

1Jd. XXVllI, Nr. 3'39.1 
467. Zur Theorie der Leibrenten. C. J. M a l m a t e n .  Acta mathematica 1, 63. 

5. 
Zahlentheorie. 

468. Sur dea séries relatives à la théorie des nombres. L i p s c h i t z .  Compt. rend. 
L X U I X ,  948, 985. 

.iG9. Sur 1s tiikorie des nombres complexes ideaux. R. D e d e k i n d  Compt. rend. 
XC, 1205 

470. Ueber Primxahlenmengen. M e i s e  e 1. Mathem. Annal. XXI, 304. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



168 Historisch - l i torarischc Abtheilung. 
.-̂ ^N._MMMMMM____I__-- - 
471. Beweis des Satzes, dass jede eigentlich primitive quadratische Form unend- 

lich viele Primzahlen darzustellen fahig ist. H e i n r .  W e b e r .  Mathem. 
Annal. XX, 301. 

472. Sur les fonctions irréductibles suivant un module premier. A. E. Pe l l e t .  
Compt. rend. XC, 1339. 

473. Sur les diviseurs des fonctions eyclotomiques. S y l v e s  t e r .  Compt. rend. 
XC, 287, 345. 

474. Démonstration d'un théorème de M. Sylvester sur les diviseurs d'une fonction 
cyclotomique. P. P e p i n .  Corn t. rend. XC, 226. 

475. Sur les fonctions cyclutomiquee. E l .  L u c a s .  Compt. rend. XC, 855. 
476. Neue Reweismethoden fiir einen Doppelsatz der Theorie der Potenzreste, eowie 

über die Erweiteruug des Conçruenzbegriffes. h'r. H o f n l a n n .  Mathem. 
A n d .  XX, 461. 

477. Comment doit on prendre le uombre premier p, afin que dans l'équation de 
Fermat 2 ~ - ' - 1  =phT le nombre N soit un carré. H B r o c a r d .  Mathesis 
III, 41. - J.  N e u b e r g  ibid. 80. 

478. Zur Theorie der quadratischen Reste. E. S c h e r i n  g. Acta mathemat. 1, 153. 
479. Sur l a  loi de  réciprocité dans la theorie des nombres. S y l v e s t e r .  Compt. 

rend. XC, 1053, 1101. - R. D e d e k i n d  ibid. XCI, 154. 
480. Sur l a  loi de  réciprocité de  Legendre étendue aux nombres non premiers. A .  

Q e u o c c h i  Compt. rend. XC, 300. 
481. Ucber das vcrallgemeinerte Lcgendrc'schc Syrubol. L. G c g e n b a u e r .  Wien. 

Akad.-Ber. LSXXIV, 1089. 
482. Intorno ad  una eongruenza di modiilo primo. C. M. P i u m a .  Annali mat. 

Ser. 2, XI, 237. 
483. Nombre des solutions entières non négatives de certaines équations du pre- 

mier de@. E. C e s a r o  Matliesis III, 87. - H. S c h o e n t , j  es  ibid. 89. 
484. Sur les équationri cubique et  biquadratiqiie. D e s  b O v e S. Compt. rend. XC, 

1069. 
485. La somme de deux cubes corisécutifs est  toujours &gale à une somme de 

nombres eouséciitifs L a m b e r t .  Mathesis I I I ,  63. - D e  l t o c q u i g n y  
ibid. 64. - B. U o n c o m p a g n i  ibid. 78. 

486. Nouveaux théorèmes sur l'équation indéterminée ax4 + b y4 = z2. P. P e p i n .  
Compt. rend. XCI, 100. 

487. Sur l a  résolution de  l'equation zn + yn = zn en nonibres entiers. L e  f 6 bure .  
Compt. rend. XC, 1406 - P. P e p i n  ibid. XCI, 366. 

488. Applications de la dérivation d'Arbogast à l a  solution de  l a  partition des 
nonibres et à d'autres problèmes. D a v i d .  Journ. mathéni. S i r .  3,Vul ,  fil. 

189. Xur Lehre voii der Theilbarkeit der Zahlen. O. K e s s l e r .  Zeitochr. Math. 
Phys. XXV111, 60. 

490. Sur la partition des nombres. D a v i d .  Compt. rend. XC, 1344; XCI, 621. 
491. Sur le plus grand commun diviseur et  le plus petit multiple commun P. 

B a r r i e  u. Mathesis III, 217. 
492. 'l'héorèmes sur l a  divisibilité des nombres. Mathesis III, 104. 
493. Divieibilité de certaines formes de nombres par  7, i l ,  49, 9 etc. Mathesis III, 11.1. 
494. z4n+2+ 7 2 n + 4  est divisible ou non pa r  13, suivant que n est  pair  oii impair. 

n e  G r a e v e ,  B r o c a r d .  Nathesis III, 91. - J. F o u q u e t  ibid. 98. - 
E. C e s a r o  ibid. 9%. 

495. Si n est premier avec 3, le nombre S 2 n +  3'+1 est divisible par  13. J .  G i  l l i e t .  
Mathesis 111, 244 - B a r  b a r i n  ibid. 245. 

n + l  
496. Divisibilité de  - - . 1 . 2 . . a . 1 . 2 . . 6  .... l . e . . l  par  a + l ,  h + l ,  ... a + b + l ,  

1 . 2 . . n  . . .  a + b + c + l ,  ... sous condition de u + b j c +  ...+ 2=n. E . C e s a r o  
& P. B a r r i e u .  Mâthesis 111, 118. 

$97. DScomposition de (1 + x + z2 + ... + x")2 - zn en deux facteurs. Mathesis III, 47. 
498. Dénionstre.t,ion d 'un thGor6nle de Crelle. P. M a n s i o n .  Mathcais 111, 197. 
439. Un curieux tliéurCnie $1. C a t  a l a u .  Mathesis III, 199. 
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Elistorisch - literarische Abtheilung, 

Ueber einige, aus dem Arabischen entlehnte Stern- 
namen. 

Von 

Dr. ARMIN WITTSTEIN 
in Leipzig. 

Im  Nachstehenden beabsiclitige icli eine kurze,  nur  das allern6tliigste 
Beiwerk und sprachliche Detail enthaltende Erklarnng derjenigen ara- 
bischen Sternnamen zu geben,  die sich, mehr oder wrriiger entstellt, 
nocli bei uns im Sprachgebrauclie erhalten habeu und zuweilen in  astro- 
nomischen Ephemrriden,  neben der B a  y e r'schen Bczeichnung , angeführt 
xi1 werden pflcgcn. Sie ist a n  alle Lcser dieser Zeitschrift grrichtet, 
welche. mit dern Interesse a n  d r r  f o r t s c h r e i t e n d e n  E n t w i c k e l i i n g  
der Astronomie auch ein solches a n  der  G e s c h i  ch t e  der wohl altesten 
der Wissenschaften verbinden,  aber nicht selbst Gelegenheit u n d  Musse 
fanden, die Bahn,  anf  der der menechliche Geist in  neinem Ringen nacli 
Erkanntniss und Entr%tliselung des x0uPos, von dern e r  unseren gelelirten 
Annalen gleicheam die Syuren eingedrückt ha t ,  mühsam allmalig vor- 
drang, bis zu jenen kleincn Scitenpfaden, au9 allen Ricbtungen, zurück- 
zuwandcln, auf denen wir - gowisuermaassen ein Callectivname für ihrc 
Vereinigung - den A n  f a n g  d e r  S t e r n k u n d e  suchen müsseii. Ihnen 
Iioffe ich mit der folgenden Zusammenatellnng einen geringen Dienst zu 
erweisen. 

Elie icli von den hierbei hrniitzten, gedruckten Q,uellen Einiges sage, 
liaLe ich vor Allem der mündlichen zu gedenken,  n%rnlicli einmal der 
Belehrung, die icb aus einer Unterredung mit Herrn Geh. Hofrath Prof. 
Dr. K r e h l  über das vorliegande Thema cmpfangen, sodann der  gütigen 
Unteretiitzung, welche jener Gelehrte meinen unbedeutenden Kenntnisoen 
im Arabischen dadnrch hat  angedeihen lassen, dass e r  sich der Mühe 
einer Durchsicht des  lingnistischen Theiles dieses Aufoatzes unterzog. 
Eine so seltene Liberalitat,  wie die ,  mit der  Herr  Geh. Hofratli Dr. 
R r e h l  dia ,  zuwei1e.n etwas wei tg~henden  Wünsche eiiies ilim hi0 daliin 
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vbllig Frernden erfüllte, kann es  mir nur  zur' Pfliçlit auferlegen, genaun- 
tem Herrn hicrmit auch offentlich den Ausdruck tief empfundenen Dan- 
kcs darxubringan. 

Die Abhandlung von F. W. V. L a c  h l  ,, Reitrag zur  orientalischen 
S te inkunde ,  der  Vollstandigkeit wegen, mit einer moglichst genauen An- 
führiing aller Sternnamen verbunden (Allgemeine Bibliotliek der biblischen 
Literatur von J o h a n n  G o t t f r i e d  E i c h l i o r n ,  VIL. Bd. ;  Leipzig 1795 
l i s  1797. KI. Bo.)", betitelt, und die ,,Untertiuctiungen über den Ursprung 
und die Bedrutung der Sternnamen. E in  Beitrag zur  Geschichte des ge- 
stirnten Himmcls von L u d e w i g  I d e l e r  (Berlin 1809,  8', X I  LXII,  
452 S.)" -- waren die Schr i f t e~ i ,  die in erster Linie zu Rathe  gezogen 
werden mussten; die Folge liat gele,hrt, dass ~ i e  mir fast ausschliesslich die 
ITilftimittel liefe,rten, deren içh für meine Zmecke bedurfte. 

I n  der Einleitung hebt L a c h  die Bedeutung des ,  im Museum des 
Cardinals B o r g i a in Velletri aufbewatirten, kufisch - arabischen Hirnruels- 
globus für die Kenntniss der arabischen Strrnbilder hervor und bespricht 
im Anschluss hieran A s  8 e m  a n  n i ' s  Publication (Globus coelestis cufico- 
arahicus Veliterni musei Borgiani a Simone Assemanno illustratus . Patavii 
MDCCXC. 4'.) über dieses alte Kuustwerk. Seine Kritik ist niclit ganz 
frei von 'rade1 und ,  man muss es zugeben,  von gerechtem. Der  Globns 
wurde,  wie eine Auftichrift auf ihm besagt,  in Aegypten um das Jalir 
1225 von einem gewissen C a e s a r ,  von  dessen Lebensuuistanden uichts 
Naheres bekaunt geworden is t ,  verfertigt; er ist aus gelblichem Metalle, 
hat  einen Durchrnesser von ungefahr 219 m m ,  tragt zwei silberno Auf- 
schriften und  enthalt die Sterne,  von deuen die Namen der  wichtigsten 
derselben gleichfalls in  Silber ausgeführt s ind,  bis zur  fiinften Grosse in 
erhabener Silberarbeit. Die wenig kunstvoll entworfenen Sternbilder 
haben doppelte, in  den  Zwischenraumen mit rother F a r b e  ausgefüllle 
Umrisse und zeigen - eine alte arabische Si t te  - die Eigenthümlich- 
kei t ,  dass alle Figuren in einer, mit dem Gesichte von der  KugelflXühe 
abgewandten Stellung verzeichnet s ind ,  wodurch, gegen unsere Auffas- 
siing, stets eine Vcrtauschung von rechts und  links hervorgerufen wird. 

I d e l e r  stiitxt s i ~ h  linuptsachlich auf die Gestirnheschreibung in den 
arabisch gescliriebenen N a t  u r w 11 n d e r n des Persers Z a  c a r i j  j â b e n  
M a h m u d  e l - K a z w i n i ,  die er, nach einem Berliner Codex, sowohl in 
der Uebersetzung, ale auch in der Ursprache ver6ffentlicht. Dieser Perser, 
gehürtig aus Kazwin,  einer etwa 18  deutsche Rleilen südliüh vom Kati- 
pischen Meere gelegenen Stadt  des nordlichen Persiens, des sogenannten 
Gebirgslandes (belad e l -gebâ l ) ,  gestorbcn 1283 ,  lebte gleichzcitig mit 
einem, um Mathernatik und Astronomie sehr verdienten Gelehrteu aus 
T u s ,  der unter seinem Beinamen, NasPr E d d Ç n ,  am bekanntesten ist. 
Neben jener Urkunde leistete I d e  l e r  auch der, im Mathmatischen Salon 
zu Dirstlen aufhewahrte, arabisclie Himmelsglohus mit durchweg bufisclier 
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Schrift, deren Alphaber; I d  e 1 e r mittl~eilt  , wesentliche Dienste. Letzterer, 
eirie messingene Hohlkugel von 144 mm Durchmcsscr, wurda im Jalirt: 
1279 (oder 1289?) zu Maraga von M u l ~ a m r n e d ,  dem Saline des M u -  
w a j  id  e l  - A r  d i ,  verfertigt und mehrere Male beschrieben , zuerst 1605 
von B e i g e l ,  dann 1866 von S c l i i e r  und endlich 1873 (in Karten und 
plastiseher Nachbildung seitdeni im Bucliliiiiidel k5uf'licli) von 1) r e c h s l e r. 

In den Transscriptionen der  einzelnen Sternnamen,  zu denen icli 
niinmchr übergehe, bedeutet: 

d ein lispclndes d ,  iibrilicli dcm engl. th in ihc ,  this ,  l ? ~ r i l :  - 

g das italirnische g var  e u n d  i; 

g ein schnarrendes gutturales r ;  
l! e i n ~ n  selir scharfen, abcr glatten Kelilhaucli; 
i~ das deutsche ch in Kache; 
k ein gutturales, mit Nachdruck gesproclirnes k ;  
r cin mit der Zunge ausgesprochenes r ;  
5 das deutsche sch;  

? das mit Nachdruek ausgrsprochene 1 des oberen Gaiinicns; 
z das franzosische z .  

--O - 
Al gen  i b (y Pegasi) entweder aus _,di : l&, koniib e l -  feres, Fliigrl 

1 .o. 

des Pferdes, oder aus +jj, el .kenib,  lotits, errtstanden. 
7 z 

Ac11 e r n a r  (or Eridani) aus &*I, abir naliar, E n d e  des Flusses (ri G H ~  
soü zozapoü). " 

A l g o l  (/3 Persei). l m  Arabischen heisst Perseus der, den Kopf des 
Damons, das Medusenliaupt Tragende. Aus letzterrm wurde 

, u <  9 b* 

spater j ,.dl y, 0, râs el - g o l ,  Teufelskopf. 
-* G O <  

A l d e b  a r a n  ( a  Taur i )  ;rus c) IJ! & I l  ed-debaran , quod pane esl. Ge- 

meinschaftlicher Name der oeçhs am Vorderkopfe des Stieres 
kenntlichen Sterne y, d :  0, u ,  L ,  r .  

l i i g c l  (9 Orionis), das eineige W o r t ,  das sich aus dem volleii Namen 

siriisler, der linke (rechte) Fuss des Orion, erhalten liat. 
0 -  3 -  

B e t e i g e u z e  (or Oriouis) aus ~:,.sd'l h l  jed el-g'aiizâ, manus Orionis, 
i 

hauptsiichlicti durch Verwecheelung von j mit b liervorgegangen. 

Cal i  o p u s  (or Argus) heisst irn Arabiucheu G, suh51, facilis in deminu- 
tivo a radice & , sahala ,  plantrs , fucilis fuil. ,, Der griechizche 
Kdvw/30S, wof'ur sicli auch, besondersi bei den Romeru, Canopus 
f indrt ,  grhorte nach S t r a  b O ,  ebenso wie I Z L o ' x ~ ~ o s  B ~ ~ ~ Y L x ~ ~ s ,  

13* 
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Haupthaar  der Berenice (Gemahlin des Zgyptischen Konigs 
Ptolemaens Euergetes),  mi denjenigen,  welche damals erst 
tXoi-S xn'i Z ~ & ~ V ,  vor nicht langer  Zoit, eingeführt waren. 
E r a t o ~ t h e n e s  nnd E i i p p a r c h  gebrauchen ihn schon. E u d o -  
x u s  sagt dafür L'qddiliov, das Steuerruder. Ob und welchen 
Bezng der  Name Canobus aiif den Gott und die Stadt  gleichm 
Namens in Gnteriigypten am westlichen Auefluss des Nil hnt, 
ist  uns  unbekannt. ( I d  eler . )"  

# 0 

S i r i u s  (a Can. maj.) ha t  den Namen iéi 'ra, .eigentlich Sirins 

Jemanensis ,  weil er den Arabern in der  Gegend Südarabiens 
untereugehen schien, wahrend s ie  P r  o c  y o n  (a Crin. min.) 
Sirius transiens, d e n ,  einer Fabe l  xufolge, durch die Milcli- 

. strasse flichenden Sirius nannten. Zusammen heissen sie bei 
- r u  W U  

i l n e  , e i  - i i  ' rajgn, die heiden Sirii.' 

S p i c a  (a Virginis). Weil der hellste Stern in der  Jungf rau  a n  der Aehre 
in ilirer linken H a n d  s teh t ,  wird er in dem astronomischen 
Gedichte dee A r a  t u s  (sieho die Schlussbemerkungen) und von 
allen Spateran ~ m ' ~ v ~ ,  spica ( sp icum bei Cicero), Aehre,  ge- 
nannt .  Uei den Alten kornmt das  Sternbild, a i m e r  seinem 
éigentlichen Namen : I l a p ~ i - v o s ,  virgo, unter den my thischen, 
Astraea und Erigone,  vor. Nach eiuem Mythns irn A r a t u s  
namlich lebte d ix$ ,  Just i t ia ,  g o w ~ h n l i ç h  Ar~traea genannt ,  im 
goldenen Zoitalter unter den Menschen, zog sich im silliernen 
von ihnen eurück u n d  verliess sie im ehernen endlich giinz, 
um fortan unter dee  Sternen ihren Wohnsitz aufzuschlagen. 
Uei den Arabern heisst nicht n u r  dieser S te rn ,  sondern aucb 
das ganze Bild, oder ehemals von ihm ausgefüllte Zeichen -- " > a 1, es - sunbela , die Aehre , wahrend *b&J 1 ,  e l  - &A, 
die Jungfrau bedeutet. 

5 s - E  
M i  z a r ( l  Urs. maj. pr.) strirnmt moglicherweise von mPzâr, Gürtel, 

subligaculum, her. 
9 G > 0 I Y  

W e g a  (a Lyrae) ist das entstellts letzte War t  in [,J (4 f ,  en -nasr 
< 

el-wâki', der  fallende Geier (oder Adler). 

* I d e l e r  wirft die Prage auf, ob Sirius und Si 'ra nicht aus Einer Quelle, 
und zwar ails einer orientalischen, geflossen sein mochten? Die Vermuthung, dass 
C ~ i p r u ç  (heiss, brennend, von der Sonneahitze, a h  Substantiv den Bundsskrn be- 
deutend) ein der gricchischen Sprache ursprünglich fremdes Wort sei, iat schou 
lange vor ihin von Aiideren ausgesprochen worden. 
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A l t a i r  (or Aquilae) beLalten aus 9 LbJ 1 4  !, e n -  nasr e t- tâ ir ,  der flie- 

gende Adler. Ausser diesem und dem vorbergelienden, l ia leu 
die Araber noch einen dritten , den gemeinen oder LIaseriadler, 
5 - Y  &, Gkâb, nyicila r~igra leporaria.  

F o m a l h a u t  (or Piscis australis) ist wieder nur eiu Thcil des vollen 
I i u -  (. - 1. 

Namens .+id j U+ j S , fum el- l?aut  el-g'eridbî, Mau1 
Cs32 

des siidlichen Fisches. 

M a r k a b  (ci Pegasi) ha t  sich ganz iinverandert e r l~a l ten ,  denn das ara  
5 L I  

bische Wor t  lautet ebenso & r, markab, ephippiirtrn vcl  
epilitundi locus. Kann als Sattel gcnommen werden. 

Den voraufgehendcn Sternnarnen füge ich noch zwei, wenigstens den  

Astronomen interessirende, arabische Worte  h inzu ,  namlich: 
, r r ' r l i  0 

ci 1  >hd+J 1, al - mukantarât ,  ein kleiner, dcm Horizont paralleler 
Kreis der IIirnmelskugel. I las  Stammwort ist ein verbum qitritlriliteritnz, 
r. '. 
lbhj, kantara,  o p e s  possedit per tnlenta,  oder hesser coucet-vuvil,  er  liat 
aut'gehiiuft. 

9 .  ' 0 

J 1, al - minah, die Geschenke. Hiervon kann moglicherweise unser 

Almanach ahstamrnen, d a  die oricntalisclicn Astronomcn am Neiijahrstage 
ilire Kalender als Geschenke susgetheilt haben sollen - allerdings cine 
rnelirfach angefochtene Ableituug. Mit deni arabischon Wurte  für Kalen- 
der hat jedoch Almanach nichts zu thiin. 

Nur der Vollstandigkeit halber gebe ich meinen Zcilcn noch den 
folgcnden kleinen Appcndix mit aiif den Wng: 

' ~ ~ x t o ü ~ o ~ ,  A r c  t u r  n s (a Bootis), und ' ~ ~ x r o r ~ d i l a t ; ,  Bareuliüter, sirid 
Gynonyrna, da oGgos und  cpdlicr& Wachter bedeuten. 

Das Sternbild des Wagenlenkers, Auriga, liiess bei den Grieclicu 
'Hviopç, der Zügelhalter, wurde auch von den  Romern sri (Heuio~liue) 
geuaunt. 1)ie Bezeiçhnung des hellstcn Sternes darin rnit dem Kameii 
C a p  e l l a  (or Aurigae) drückt das Deminutiv von Copra, Ziege, Geiss, aus, 
unter welch' letzterer Benennung er bci C i c e r o  und H o  r a z  vorkommt. 

Hinsichtlich des Namens A n t a r  e s  fü r  or Scorpii ware eu bernerken, 
dass, nach 1 d e l  e r (und dem Lexikon), die Praposition avri  in der Lu- 
sammensetxung ein Stellvertreten, auch Gegenstück zu etwas bedeuten 
kann, somit ' A V F & ~ ~  soviel sagen will, wie : r+  ''&p ( ' ' A ~ ~ ~  appellati- 
visch fur G e g ,  Mars) t i v  X e o ~ c h  & p ~ ~ ~ S ,  dem Jlarv a n  Farbe %linl i~l i  
Das 2 ~ r & ~ ç  beim Sophocles, das  Missdeutungcn hervorgerufcn ha t ,  sol1 
d ~ t ; ~ ~ ~ ,  gcgenüberstehend, feindlich heissen. 
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D a s  oben angcfül i r te ,  @ ~ r v o ' ~ r i ~ r r  be t i te l te ,  astronomisclie Gediclit deli 
A r a t u s  i s t  s o  eicmlich d i e  a l tes te  Q u e l l e ,  a u s  d e r  air sicliere I C u n d ~  

vom Zos tande  griecliisclirr G c s t i r n b e s c h r e i h n n  scli6pfcri k ü n n c n ,  irisofciri 
es  a l s  Iicprollriction c ines  gleicliriamigcri W e r k e s  voii E u  d o x LI Y aus 
Cn idus  g i l t ,  dessen b r i d e  astronomisclie Scliriften u n s  n u r  nocli iii weiii- 

g e n  Bruclist i icken erl ial tcn s i nd . "~  Verfassr r  ("Agnzog), Arzt uiirl 
Grarntuatikcr, l eb t e  i ingefalir  100 Jalirc, nacli 13 u d o x u s ,  also ctwa 270 
voi. Clir . ,  am Hofe  t lrs  Kon igs  Ant igcr ius  von RIaccdonir~n unil  sclirirli- 

auf' dcs  Le ta t e r en  Vr.ranlaçsung seiii Ccdic l i t ,  von dern O v i d  sa$: ciltu 
s d ç  cl luiin s empw Arnirls cril. C i  c e r o übersetztr ,  es in's Latciuiaclic."* 

Eingabe Johann Kepler's an Kaiser Rudolf II. um 
Ertheilung eines Generalprivilegs f ï ~ r  den Druck 

seiner Werke (1606 vor Marz 3). 

Mitgethcilt 

von Dr. R. DOEBNER, 
Axchivar in Iiannoror. 

Auguslissinle Romtinorum impcrator, 
Htmgnririeque C I  Bohemine rc.L elc. 

Domirw ~'icrr~c~ilissirne: S. C. N l i  Vesirue hun~ilinici ciiin vmcrillione irr 
~iirn~uritrrn revoco supplicutioneni meum,  p l e  niullum iempils Irudikir~i: p r  Sn' 

Lam Mrcni V T n m  sz~bjeclissimc orcizii: iii me Szium Mut lrevw~czin l~  rncuyzic ripcrn 
.J!trlltcm olicrr , qztibus perficimdis M l i S  FTae jussu iucunr Oo (9 unlcnus eu nihi/ 
co~i lru  Inzperulotium Mujesiaiem, Ecclcsiam Cci(ho1icam aut Honos mores roi1 
t ineml)  Ge~icraZi uZipuo Pricilegio in rrnnos aligzmm nzultos (qllud r c q z ~ i r c r ~  

- 

* Die andrre hiess "Evonreov, Spiegel. 
** Koch ein Paar Zeilcn seicn mir über die Etymologie von vier Wortcn Iiinzii- 

ziif'ügen gestattet ,  welche der Astronorn und Geodiit fast t iglich ini Miinde fii1ii.t: 
, G r  

Aus uw \ i  \ W. semt a , r - r k ,  Gegend des Kopfes d e r  Schcitclu, ist Zen i t  
' entçtauden, indem man ni stat t  m las und den Genitiv, a r - rds ,  wegliess. 

" ,  
.r&J 1 ,  en-nabîr ,  driickt eine Wechselçeitigkeit irn optischen Sinne ans, wie von ,-- 

zwei eritgegengesetzteri Punkteri: der eine sieht den andern an. Hieraus 
punclzlrn oppositz~m, Fusspunkt, Na d i  r. 

L :  - 
m' ! , as-  semt : die Biclitung, ist wahrscheinlicli von den Spaniern in A a i  in L, t 

urngewandelt worden. 
, ', 

Unser .Il h i d a d e  komrnt von 3 1 "L-J \ al-hidBd: Grenzmcsser. 
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aidcnltrr Tubulue dstrononiicnc, Ephemerides cl similin) c o ~ z l r ~  dnmnusrcs ï'lypu 
grripliorum imilaiiotzcs el drscripliones praenizrnire clcmcnlissime dig?~crrclirr. 

Etsi igilur Sac CmC M" V'aC nullum tcmpls  prrtcscriDeri: posszon u r p l  
tnc krnrcn praesetis occnsio, pin Ribliopolne ccti Nzmrlinrcs Frtrîtcofio-lcnsrs pro 
/ïciscirr~tiw qriibztscum dc exciidendo irnclalir nico de novu slella (qitcni C L  ro  
icrnporc, grro illn dispuruil, udornar'i) iit libeiiler contruhcrem, ilu cotnnioile 
conlrohere vi.2: possctm quanlispcr hoc Sa" C. AP8 V r n C p r i d e y i o  n o n  ~ Z L C ~ O  niui~iiirs. 

Ul igilur hoc picrlecunpue scriplirnz, yitod Soc Cne Mlis VIaC honori ~11711 
Cliris nsibus consrcrnvi, lnnlo molicriils proderit, Sam C. Mfpm Panr yunm silb 
jeclissinze Oro : 111 super hac men si1pp~icalione, pro golerflii prir:ilcyio i~isl i-  
luta, rlccnenlissimcrm suam volunlnlem dcc1nrrr1.e mcqiie h ~ y u s  sime g~-(zlirie, quue 
rneis stwliis lontopere est nccessuricr, rlc~iiqite pcrrlicipenz fucere dignclzrr. 

S'fC CoE Mli  Vrac nie [cd omnia jzrslissimne sli1,J'cclionis obscq~riu,  u1i sum 
olisiriciissiiniis, il« porcdissinri~nz el fidclissin1um o f e ro .  

STC (,'oc M t i  y r n c  . . 
s u l ~ c c l i s s i ~ n z ~ s  cl 

(ïdehsimirs Malhcmulic~rs 

J o a n n e s  K e p p l c r u s .  . 
Adresse auf der Riickscite des zweiteu Blattes von K e p  1 e r ' s  IIaiid : 

Ad Sncrunl Cncsarcant ~llujeslalem 
Jounnis Keppleri 17Zulhemnlici humilinta suppl icai i~ .  

L)azwisclien von einer Kanzleihand: 
Ad cons[ilium] Aulicum. 

Von derselben Kanzleihand steht obon au[ der Riickseite: 
3. Murcii 1606. Kcpplcrzts J o a ~ ~ n c s  Mrrlhemaliczls Cncsnris pro imprcs 

sorin operitm s i ~ o r u m  Mothemolicortm yrlalenits nihil conliuennl co7ilrn IIIlctn 
In~peririlem, fitiem cnlholicam , bonus mores. 

Daruntar von einer anderen H a n d :  
Detur privilegium ad 15 . an ni^^ 

Die o b m  mitgetheilte Originalringabe K e p l e r ' s  an den  Kaiser ge-  
langte aus der kaiseriichen Kanzlei vermuthlich in Folge der Erstürmung 
der Kleinseitr. von P r a g  im Jal i re  1648 (vergl. E r s c h  & G r  u b e r's E n -  
cyklopadie, 1. J3d. 37, S. 404) in die Elande des als Sammler  hekannten 
schwedischen Erhkammerers des Herzogthums Bremen, A l e x a n  d e r  
E r  s k i  n (t l656) ,  detisen Nachlass spater als sogenauntes lleiçhsarcliiv 
bei der Landdrostei zu Stade verwahrt wurde und von da in das Staats- 
arcliiv zu Hannover  kam. 
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Recensionen. 

Die Berechnung irrat ionaler  Qnadratwnrzeln vor der Herrscliaft cler 
Decimalbrüche. Von KARL HUNRATH.  Kiel  1884 ,  bei L i p ~ i u s  & 
P i d e r .  56 S. 

W i r  haben Bd. XXlX dieser Zeitschrift, hist.- lit. Abth. S. 45-47 
über ein Programm des gleichen Verfassers berichtet, welches mit dem 
Ausziehen der  Qnadratwurzeln bei Griechen und Indern sich beschiifiigte. 
In unserer heutigen Vorlage kniipft H e r r  H u n r a  t h  auf den  ersten 26 
Seiten a n  die ~ e s b r e c h u n ~  inzwischen erschienener Abhandlungen eine 
neue Auaeinandersrtxung seiner eigenen Meinung. D a n n  folgen in kurzer 
Uebersicht die Quadratwnrzelausziehungen der Araber und auf diese 
(S. 29-36) ein L e c r n a r d  O v o n  Pisa gewidrnetev Capitel,  in  welchern 
namentlich der  Auszug aus der Practica geometriae von Interesse ist ,  der 
dio Wurzcln von benanntcu Zahlcn betrifft. I n  dem nnn sich anschlies- 
senden C a p i t ~ l  verfolgt der Verfasser die alten Methoden auch bei Schrift- 
etellern bis m m  XVI. Jahrhundert ,  wo allmalig nnd ziemlich gleichzeitig 
a n  verschiedenen Orten in  vielleicht von cinander unabhangiger Weise 
die Decimalbrüche sich einbürgern! E ine  Nachschrift (S. 51-56) dient 
zur  Auseinandersetzung mit einem Aufsatze von lI. H e i  l e  r m a n  n in der 
Zeitschr. f. matliem. u. nrturw. Unterricht XV, 8 1  flgg., welclier H u  n r a t h  
erst walirend de,s Druckes dicses seines cigenen Schriftchcns bekannt 
wurdc. CANTOR. 

Die Erdkunde  bei den Kirchenvltern.  Vortrag, gelialten in der italie- 
nischen geographischen Gesellsehaft zu Rom am 12. Marz 1852 
von Dr .  G. MARINELLI, Profcssor an d. U n i v ~ r s i t a t  Padna.  Deutsch 
von Dr. Luowrc N E U M A N N ,  Professor a m  Gyrnnasium Heidelberg. 
Mit  einem Vorwortt! von S. G ~ N T H E R .  V l I I ,  87 S. Leipzig 1884, 
bei B. G. Teubnar. 

Wenn auch der  Gegenstand des Vortrags, von dessen Uebersetzung 
wir reden wolleu, nur  i n  entfernter Beziehung zu Titel und Richtung 
dieser Zeitsclirift s teht ,  wenn andererseits Referent eben jenem Gegen- 
s tande zii fern s t e h t ,  nm mehr als nur  objectiv bericliten zu konnen, so 

glauben wir doch unsere Leser auf das Schriftchen mindestens aufmerk- 
sam maçhen zii sollen, das in  1Ierrn N e u m a n n  eincn sprachgewandten 
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Uebersetzer, in Herrn G ü n  t h  o r  einen bevorwortenderi und befürworteii- 
den Faclimann gefunden h a t ,  und  welches ebenso anzichende, als be-  
lehrende Mittheilungen über drei ziemlich lose mit einander verbundcne 
Dinge euthalt. Ein erstes Capitel (S. 5- 36) bescliaftigt siçh mit Reisen 
und Entdeckungen, ein zweites (S. 36-63) mit kosmographischen Vur- 
stellungen, ein drittcs (S. 63-87) mit der Kartographie der Kircheii- 
vater. I m  Grossen nnd  Gauzen verstelit der Vcrfnsser unter Kirchen- 
vatern die cliristlichen Schriftstel1c.r bis etwa ziim ,Jahre 1000; im dritten 
Capitel jedoch geht er vie1 tiefer, bis zur  Mitte des XIV. Jahrh .  liinah. 
Mehrfache Holzschnitte unterstützen das oline dieselben ziemlich schwie- 
rige Verstiindniss jcuer  mittelalterlichen Erdansçhauungen, in  die wir 
uns kaum mehr hincinzudenken wissen und  dereu zalies Lcben nns da- 
durch nur nocli eigcnthiimlicher vorkornmt. CANTOIZ. 

Das Bildnngswesen des Mittelalters. Scliolastik, Unive.rsitiiten, Huma- 
nismus. Von Dr. IJVRENZ V O N  STEIN. 2. iiufl. Stuttgart 1883, 
bei J. G. Cotta. X V I I ,  541 S. 

Der lins zur B e ~ p r e c h u n g  vor l i~gendc  Band gehbrt einern sehr um- 
fassenden Werke über Verwaltiingslehre a n ,  dessen einzelne Tlieile,  Ab- 
theilungen, Uauptgebiete u. S. W. wir hier nicht zu erwalinen haben. 
Niclit einmal den ganzen in der Cebereclirift genannten Band diirfeu wir 
zu nnserem Ucriclite vcrwendeu, wenn wir auch mit hohern Genustie ilin 
durchlesrn haben. S o  gar Vieles in demselben betrifft Dinge,  in deuen 
Referent vollstandig Laie  k t  und nur  kritiklos das Gclesene zu wicder- 
holen irn Stande ware. Wenn mir also nur  , ,einen Theil dee Theils, der 
früher Alles war" besprechen dürfen, um ein eigenes Urtheil daian zu 
knüpfen, so ist es docli genügend,  um der Zuversicht m o r t e  zu ver- 
leihen: es werde auch i n  den Gebieten, die dem Verfasser als National- 
okonoinen arn niichsten lageii, der Façhmann ebenso geistvollen nnd 
interessanteu Untersuchungen be,gegnen, wie i n  den uns vorzugsweise 
fesseluden Abschnittcn. E in  Grundgedanke zieht sich als rother Faden  
durcli das ganze Werk: die Volkerwande,rung trennt die altc von der  
neueren Zeit. I n  ihr  fand die Begegnung des gcrmanische,n Geistes mit 
der schon liochentwickelten hellenischen Cultur s ta t t ,  eine Begegnung, 
die, als E h e  betrachtet, einen Sprossling gebar von wunderbarer Ar t :  
die europaische Gesittung. Mag auch das Europaerthum d a  und dort 
anders gestaltet erscheinen, rnag es da und dort sich weiter entwiükelt 
baben, ein allgemeincr Familienzug bleibt überall zu erkenncn,  wcnn 
man ihn nur  richtig zu suchen wciss, und diesem typischen Zugc nach- 
xiispiiren, ihn namentliçh in dem Rildiingswetien des JIittelalters,  als 
welches das ganze Jalirtausend etwa von 500 bis 1500 nach Chr.  Geb. 

/ 
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aufgefasst wird , nachzuweisen , ist die l ~ i e s e ~ a u f ~ a b e ,  an dcren Losung 
Herr  v. S t e i n  sich gewagt hat. E r  Iasst vor nnseren Augcn die Scliiilc 
entstehen in ihrer doppelten Abart ,  wurzelnd einestlicils als Klosterscliiilc 
in dem Verbande, den die Kirche f i r  Europa darstellte,  andernthcils als 
Katliedralschule dem Staatsgcdanken Kar l  des Grossen entstammcnd. IIicr 
wie dort ist die lateinische Sprache Scliulsprache, hier wie dort bleibt 
das Uebergewicht dieser Sprache erhalten, auch naclidem die Griinde 
niclit rnehr obwalten, welche ihre Einführung bedingten. Noch lieute liat 
die katholische Kirclie, hat  das Gymnasium eiricn wescntlicli lateiniscli- 
sprachlichen Anstrich. Die Scliule erliebt sic11 von den fast aeniger  als 
niedrigen Gegenstanden, die ursprünglicli an ihr gelehrt wurden, zu 
lioheren. Die  Latinitat wird bald selhst Zweck, hald Mittel zum Zwecke. 
Pliilosophische Riclitungen spalten sicli von einauder urid aus ilircui 
Kampfe geht Gewinn für sie alle liervor. Die Pliilosophie wird, wie das 
Trennende , so aucli das Einigende zwischen den allmalig h~rvortreten-  
deu Bcrufsgelohrten. Deren Bildungsstattc nicht weniger als dcren Wirk- 
samkeitsmittelpunkt sind die Universitaten, und diese selbst verandern 
im Laufe der Zeiten virlfach Charakter und Ursprung. Die  ersten eiiro- 
paischen Lniversitaten in dem von I ierrn v. S t e i n  benutzten Sinne 
dieses Heimathnamens e n t  e t e h  e n ;  es ist gleichenm eine spontane Ge. 
burt ,  die sich vollzieht durch Herurnlagernng von Sçliülcrn urn eirien oder 
rnehrere berühmte und  beliebte Lelirer als Kern der Ansammluug; es ist 
mclir eine Universitas der Lernenden als der Lehienden. Die spateren 
Universitaten werden g e g r ü n d e t ;  Rechte werden denselhen verlic~lirn, 
Pflichten auferlegt; sie Sind Anstalten der Kirche mie des Staatcs; die 
Gemeinschaft der Lehrer neben oder iiber der der Lernendcn giebt ihucn 
das uriterscheideride Gepriige. Wir  wissen wohl, dass wir nur  einige 
Sclilagworter ausgesprochen haben,  zu d e n w  wir noch hinzufügen rnüssen, 
dass Herr  v. S t e i n  ganz besonderes Gewicht auf die  Erklarung des 
sogenannten Humanismus legt,  dessen Offenbarungsweise in den verschic- 
rlenen Wiesenschaften eingehend geschildrrt worden; aber das Alles will 
selbst gelesen sein,  und  wir hoffen durch unsere Worte  zur  Empfehlung 
des Bandes mitgewirkt zu haben. 

Es  sei lins gestattet,  einen einzigen P u n k t  hervorzuheben. Niclit 
;ils ob es sich uni ganz besonders Wichtiges handelte; aber  wir benutzen 
diese Gelegcnheit, eine uns zur  Verf'ügung gestellte Notiz z u  veroffent- 
lichen. S. 77  und 243 ist von dem bekannten Tagehuch des Walafried 
S t r a b o  die Rede,  welches in  einem Einsiedler Progrxmm abgedruckt ist. 
Der  Verfasser des Programms, Pater  M a r t i n  M a r t y  (vergl. des Refe- 
renten Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik 1, 723), wnrde schon 
seit geraumen Jahren  auch für den Verfasser des Tagebuchs gehaltcn, 
d e ~ s e n  Inhalt er ans allgcmein ziiganglichen Quellen zusammengestellt 
habe. Gewissheit war aber darüber nicht vorlianden, bis Professor Dr. 
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II. S u t e r  in Aarau sic versclian'te. E r  ermittelte durch IIerrn Rcctor 
Küli n c in ICinsiedeln, dass 1'. M a r t y  sich als Bischof nnd apostolisclicr 
Vicar zu Yankton im Dakota Territorium in Nordamerika befinde, u n 8  
scliricb ilirn an diese A d r c ~ s e ,  woraiif er folgen de Ant,wort erliielt, wclchc 
wir, wio bcmcrkt, vci.6Kentliclien dürfcn : 

,,V(:rclirter Herr! Içh muss sie um Verzeiliiing bitten für dic hIiili<:, 
die, icli Ilirieri veruisacht liabe. Iler Aufsatz war fur S t n d c n t ~ n  ge- 
sclii.iehcn, riiçlit fiir Gelehrte. Ich glaubte berrclitigt zu sc ia ,  die in 
S t r a b  0's Autobiographie gegobenen Andeiitungen ails C a s s i n  d o  r ,  A l  - 
ciii  II und B e  d a zu vervollstandigen. Vielleiclit konnte es andereu 
JI%uricrn, deren Zeit kostbar ist ,  zu Nutzen konirnen, wenn Sie dies 
in einer Anmerkung irgendwo bekannt geben wollten. In  dcr  IIoA' 
iiiing, dass Sie mir nicht zürnan,  grüsst Ilir ergebener N. hl a r t y .  
Fort Yatrs,  I lakota-  Tcr r . ,  Fobr. 9,  1883." 

Ilainit ware Iioffentlich die Versuclinng bescitigt, aus jeueru goist- 
voll eifundenen 'I'agcbuche Ueweismaterial cntnclimen zii wollen, welclics 
es uiclit gewaliren kann. CANTOK. 

System der  Chronologie, unter besonderer B e r ü c k s i ~ l i t i g u n ~  der jüdischeii, 
rümisclien , cliristliclicii und russisclicn Zeitrechnung, sowie der  
Osterreclinung, als Beitrag zur  Culturgescliichte insbesondere für  
Ilistoriker, I'hilologen, Tlieologen und Freunde  der Astronomie, 
sowie für Gebildete aller Stzcde gemcinrerstaudlicli~ dargestellt von 
F. ,T. R K O C K M A N N  , Oberlchrer am konigl. Gymnasium zu Cleve. 
Stuttgart 1883, Verlag von Ferdinand Enke.  VII,  112 S. 

Wenn ein G ~ g e n s t a n d ,  der var beinahe 60 Jahren  eiriem Gelehrten 
vr~m Range I d e l e r ' s  StoE zu zwei dicken Banden gab,  heute, nachdem 
auch auf chronologischem Gebiete manche neuc Entdeckung gelungen 
is t ,  aiif 7 Bruckbogen at~gehandel t  wird, so Iasst sich zum Voraus 
errathen, daes Vollstiindigkeit niçht erreicht, j a  riiçht einnial ertitrebt 
sein kaon. Und so ist es auch.  Herr  B r o c k m a n  n hat niçlit fiir 
Chionologen von Façh oder für Solche, die sich dazu ausbilden wollcn, 
gcschrichen; dor Leserkreis, a n  den er sich wendet und den er iu 
dem ziem!ich langatlimigen Titel  genau gcnug bezeiçhnet, ist ein vie1 
weiterer, und s o l h  fiir ihn nicht ein N a ~ h s c h l a ~ e w e r k ,  ein vollstan- 
diges Handbnch,  sundern ein leiclit lesbares Büchlein geschaffen wer- 
den,  das unter  Umgehung der feinereri Strcitfrtigen die Diuge kennen 
lelirte, die zu wissen aiicli vielen Nichtçlironologen wünsclienswerth odr r  
nothwendig k t ,  dann musste der Kürze,  wie der Verstandlictikeit mehr 
als nur ein Opfer gebracht werden. Referent ist eelbst hinrcichend Laie 
aiif chronologischem Gehiet,e, um die Fasslichkeit der B r o c  k m a  nn 'schen 
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I)arstellurig vollauf würdigen zn k ihncn .  Andererseits haben uns iinsere 
mit chronologischen Dingcn sich haufig bcrülirenden geschiclitliclien Ar- 
beiten liinreiçhend mit den Hanptaufgaben brkannt  gemacht, über die 
wir hei 1 d e l e r  hauptsachlich uns Ra ih  suchen musstcn, um beurtheilen 
zu konnen ,  wie weit das neue Sçliriftchen uns  jenes Nachschlagen erspart 
haben würde. Nach beiden Richtungen konnen wir Herrn U r o  c k m a n  n's 
Zusa~rneristcllurig empfehlen. Sie  behandelt insbwondere das Julianisçlie 
J a h r  und dessen Uebergang zum Gregorianisclien, sowie die christliche 
Osterrechnung in leiclit ver~tandl icher  Weise nnd  s o l  dass der Leser 
wenigstens sieht,  woraiif es bei den zum Thei l  geschiclitlich BO merk- 
würdigeu Strcitigkeiten über diese Dinge wesentlich ankam. Unter den 
Lückcn ,  welclie nothwendig vorhanden sein müssen, ist vielleictit die 
giinzliclie Niclitbeachtung der  islamitisclien Zeitrechnuug bedauerlich. Auch 
cin alpliabetisch geordnetes Inhaltsverzeichniss würde sich als willkommen 
erwiesen habeu. CANTOR. 

Zur Erinnerung a n  die Gregorianische Kalenderreform (October 1552). 
Vortrag von GUSTAV SCHL~BBING , gehalten zu Erfurt  irn October 
1882. IIalle a. S. 1883. 25 S.  

Aukiiüpfend a n  die ausführlicliereu Arbeiterl der Llerren K a l t e n -  
b r u  II n er und S t i e v e ,  hat  der  Verfasser in kurzer, aber ungemein klarer 
und durchsichtiger Weise in ciucm Vortrage, zu welchcru die  Sacular- 
eriurieruug au  die Girgorianische Kalenderreforrn die Veranlassung bot, 
gezeigt, wie die cliristliche Chronologie wesentlich mit der Einrichtung 
von i n  uuzahligen Exernplaren verbreiteten Messbüchern und dergleichen 
in Zusaiiimeuliang s tand ,  die es galt uicht auf einen Schlag unbrauchbar 
zu maclit:n, walirend audererseits eine Uebereinutiuirnung des bürgerlicheri 
mit dern astroriornischcn .Jahro wicdcrhergestcllt wcrden sollto, die  allmalig 
verloreii gegangen nar. D a s  war die grosse Schwierigksit, deren man 
vor uun 300 Jaliren Herr wurde und zu deren Beseitigung man freiliçh, 
wie Heir  S c l i u  b r i II g richtig hervorheht , auf weniger gewaltsame Weise 
mittels Unterdrückung der Julianischeu Schalttage iu  einem 40jalirigen 
Zeitraurn hatte gelangen konnen,  wenn die ebenso reformlustige, ale 
reforrnbedürftige Gcsinunng des XVI .  Jalirhunderts das Wagniss gestattct 
liatte, mit Aussicht auf Erfolg den langsameren Wr,g allmaliger Besserung 
einznschlagen. CANTOR. 

Histoire des sciences mathematiques et physiques par b1. MAXIMILIEN 
&iai~r~, rél~ét i teur  de  micanique, examinateur d'admission l'école 
pdytechnique.  'I'omr, I I I :  D e  Viète à Descartes. 230 pages. 
Paris. Gautliier.Villars, imprimeur -1ihraire. 1684. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Recenoionen. -- o. - - . . - -- - - -A-. > , 

181 
,,*,,-. ,---, ",~ ., . .< ., .?. ,. >,,-*-<<- 

bie srr  L11. 'i'heil deti Werkes, über dessen beide ersten l'heile wir 
1311. XXTX, hi&-lit. Ahth. S. 43 - 45 berichtct haben,  ist in  einigen BB- 
ziehungen jenen vorsuzielien, i n  anderen gleicht er ihnen leider. Wie 
dort, findon sich auch hier geradezu falsctie Angaben in unerlaubter 
Mengc, sind klafeende Lückcn zu beklagen, um so klaffender, alo Namen 
aufgenommen sind, d ie ,  wenu sie fc:hIten, nieniand in eincr Gescbichte 
der matli~matiechen und physikalischen Wissrnschaften vermissen würde. 
Ungleich den ersten The i len ,  sind aher docli wenigstens einige Sclirift- 
steller so behandelt,  dass man erkennt , Herr  M a r i e  hat dieselben studirt 
und mit E'reuden studirt E r  hat in ihren Geist eineudririgcn gesucht urid 
aus ihneii herausziilesen - manchmal vielleicht in sie hineinzulesen - 
gewusst, was die geschichtliche Grosse der  Vrrfasser ausmacht. 

Vor Allen ist es V i e t a ,  d ~ n  Hprr I l l a r i e  dadurch, dass er ilim 
genau ewei Neuntel des ganzen Theiles (S. 6-19 und 27 - 65) widmet, 
auch ;iusserliçh als den geistigcn I le lden darstellt, vor dessen Grosse fast 
alle anderen zurücktreten. Nur  G a l i l e i  (S. 102 -140), K e p l e r  (S. 150 
bis 166), L ) e , s a r g u e s  (S. 201 - 225) sind mit annahernd gleicher Aus- 
führlichkeit behandelt,  eine Aufiwahl, mit welcher man sich im Allgemei- 
nen einverstanden crklaren kann.  Das griisste Gewicht Iegt Herr  M a r i e  
- und auch damit sind wir einverstanden - auf V i e t a ' s  Retonung des 
1Iomogeneitëtsgesctzes. V i  e t a  iet der geometrischste aller Algebristen 
gzwesen. Sein duceîz i n ,  sein opplicave u d ,  welclies I I r r r  M a r i e  sehr  
richtig deni vorher üblicheu nzrdtiplicore und dividere gegc!uüberstellt und 
für da8 erste Wort  sogar die Neubildung duire im E'iar~z&iiscl~en siçh 
gestattet, sind gcwiss mehr als nnr  ncue Worter  gewesen. Es waren 
Begrifc, die freilich weder von Zeitganossen, noch von Nachfolgern g r  
nügend gewiirdigt worden sind. Ein weiteres Verdienst erkenncn wir 
darin, dass Herr  M a r i e  dcm Gedankengangc nachforscht, der V i e  t a zur 

Substitution 3 = - y  fiilirt, mittels deren cr die Gleichiing s3 + 3 p 2 ï  
Y 

= 2 p3 auflost. 
I n  anderen Dingen weicht unsere Meinung von der des Verfassrrs 

ab. Worauf fusst z .  B. dessen Bchauptung (S. 5 9 ) )  V i e  t a habe F e r -  
r a r i ' s  Auf16sung der hiquadrat,ischen Gleichung wahrscheinlicli niclit 
gekannt? W i r  sind der entgegengesetzten Meinung und finden gerade 
ein hervorragendes Verdienst Vi e t a ' s  darin , dass e r  für qiiadratischc, 
für cnhische und  für biquadratische Gleichungen Aufl6sungen suchtr,  
welche von den landl%ufigen sic11 i~nterschieden und eine gewisse Ge- 
meinschaflt unter  sich dadnrch an den Tag legten, dass sie alle drei auf 
Suh~ti tut ionen neuer  Unbekannten beruhten. Die Zetetica unterucheiden 
sich nach Hcrrn M a r i e  (S. 43) dadurch von den Aufgaben des D i o -  
p h a n  t ,  ùass in ibnen von Grossen,  nicht von Zalilen die Rede sei. Ein 
Vergleich des 6. T31iclies 1) i O p h a n  t's wiirdc ilim Aufgahrn g e z ~ i g t  liabnn, 
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in  welclien L)reiecksflaclien und L)reiecksseiten in Rectinung kominen, 
allcrdings unter Vernachlassigung der Hornogeneitat. Aber gerado rla 
durch gewinnen jene Aufgaben fiir V i e  t a ' s  Geistesentwickelung au I3r-  
deutung. Sie Iegvii nalie, wie V i e t a  zur  Betonung cies Honiogeriuitiits- 
gesetzes Veranlassiing faud! 

In  tirm Absclinitte über G a l i l e i  ist  die Meclianik desselben aus- 
fülirlicher erortert, was wir nur  hilligen ktinnen. Uass S. 125 der Saggiature 
mit drrn Gespr%h über die Weltsyçteme verwecliselt is t ,  mag nur eiiier 
der  zahlreichen Druckfehler sein, welche stehen geblieben sind und unter 
welclien wir uns  bereit finden Iaesen, auch den H e n r i  d e  H a n ç o  n ails 
Wandesburg zu zalilen, den S. '75 aus H e i n r i c h  v o n  R a n z a u  iu 
Wandsbeck gemaeht h a t ,  wahrend die Angabe S. 180, J o h .  F a u l h a  h cls 

habe sich vorzugsweise durch seine 1913 ('$.tic!) deutsch veroffentlicliteii 
Récréations niathématiques hervorgethan, une schori ctwas eweifelhaftcr 
liisst. Auch 1613 hat F a u l h a b e r  ein Werk iilinliclieri Titels nicht ver- 
offentlicht, noch in einern andern Jalire. Vielleicbt ist eine Veiwechslung 
rnit S ç h  w e n  tex ' s  Ueliciae niatheuiaticae vorhariden? E 'au  1 h a  b e r ' s  Ver- 
dienste beruhen bekanritlich auf seiner Lelire von den Polygonalzahlcn, 
die Her r  > f a r i e  nicht anführt. Doch wir kehren zu G a l i l e i  zuiück, 
u m  zwc'i Lüekon auszufüllen, welche stiiren. Wir meincn eiumal die 
Erfindiing der Cycloide durch G a  1 i 1 e i ,  die unter  seinen Leistungen niclit 
felilen durfte; wir meineu zweitens sein Verhiiltniss zu den Indivisibilien. 
I Ierr  M a r i e  sagt (S. 134), G a l i l e i  habe diese Methode siclierlich gekannt; 
C a v a l i e r i  , der überdies sein Schüler war, habe dicsclbe 1635  veroffeut- 
lictit. H e r r  M a r i e  thut  hier G a l i l e i  Unrectit. Uieser war vielmelir 
von selbst und früher als C a v a l i e r i  mir Beaclitung der Indivisibilien 
gclangt,  wic z. B. aus einem von C a m p  O r i  1881 vor6ff'entlichten Briefe 
C a v a l i e r i ' s  selhst an G a l i l  e i  vom 4. April 1626 hervorgeht. 

K e p 1 e r'ri Gesetze mit der auf langatlirnige Bechuungen gegründeten 
Beweisführung werden gewürdigt und in das richtige Licht gcstellt. Von 
seincr Stereometria doliorum wird S. 159 g e ~ a g t ,  sic habe cinen gewissen 
Einfluss auf die Geometrie gehabt; die von K e p l e r  ersonnene Metliade 
sei das Vorspiel zur  Erfindung des Infinitesimalcalculs, oeine Idee frucht- 
bar gewesen. Wir  würden etwas warmerer Ausdrücke uns bedient haben, 
wo wir von einern Buche sprecben, das xuerst deri Gedanken des Un- 
endlichkleinen uuverhüllt verwertliete. W i r  würden nicht unterlassen 
liaben, darauf hinzuweisen, dass K e p l r , r  auch dem Tangenteuproblem 
sich naherte ,  dass er dit! erste inverse 'i'angentenaufgabe loste, d ~ s s  er 
eine nahernngsweise Rectification der Ellipse gab ,  dass e r  das sogen. 
K e p l e r ' s c h e  Prcblem den Mathematikern unterbreitete und in ihm eine 
transceudente Gleicliuug zur L6sung stellte - lauter Diuge,  nach wel- 
clieri man hei Herrri M a i i  e vergeblicli ouclit. 
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Auch i n  dem Abschnitte,  der  D e s a r g u e b  gewidrnet ist, mochte 
man die Hervorhebung eines Vcrdienstes leicht vermissen, welches Herr  
P o u d r a  in seiner Aiisgabe von D e s a r g u e s '  Werken geradezu an dia 
Spitze stellt;  D e s a r g u e s  habe gewusst, daes eine nach briden Seiten 
ins Unendliche verlangerte Gerade nur einen unendlich fernen P u n k t  
hesitze. Herr  M a r i e  sagt devon Nicbts, aber  hier ist er irii Rechte. 
Jener Satz steht auch nicht bei 1) c s a r  g u e s  und  dessen Herausgeher 
hat hier mit allzu moderner Brille gclesen. 

Wir hahen sornit diejenigen Dinge hesprochen, bezüglich deren wir 
mehr, alti mit den früheren Banden ,  mit dem letzterschienenen uns  be- 
freundet haben. Wir  müssen daneben auch auf einige der grobsten Irr-  
thümer und der unbegreil'liclisten Lückeu hinweisen, von denen wir 
redeten. Bei S t e v i n  ist vom Keclinen mit Decimalbrüchen Nichts gesagt, 
von welchem ungeheuren Fortschritte in  der Arithmctik iiberhaupt kein 
Wort sich findot. R a r r i o t  sol1 zuerst Gleichungen auf Nul1 gebracht 
haben (S. 93), wahrend R u  r g i  dieses früher that. Auch die abgekürzte 
Multiplication ha t  B u r g i  zum Erfiuder und nicht O u g h t r e d  (S. 166). 
Von V e r n i e r  wird (S. 182) gerühmt, er hahe eine Vorrichtung erfunden, 
welche mit der  des Nonius Verwandtsctiaft eeige; von dem ersten Erfinder 
C l a v i u s  ist  keine 12ede. V i e t a  sol1 (S. 24) die Entstehung der  Bi- 
nomialcoefficienten gelelirt haben;  das  that  aber a o r  ihm M i e  h a  e l  S t i f 0 1  
und nach diesem T a r t a g l i a .  Der Apollonius batavus ist nicht von 
W i l l e b r o  d S n  e l l i u s  verfasst (S. 199j, sondern von dessen Vater. I m  
Eratosthenes batavus, der wirklich vou W i 11 e b r o d S n  e l  1 i u s he,rrührt, 
ist zuervt die Aufgabe des Riickwartseinschneidens behandelt,  welche 
spiiter die durchaus uubereclitigte Benenniing als 1'0 t h  e n o  t 'sche Auf- 
gabe erhielt. Bei Herrn M a r i e  steht davon Nichts. 

Wir wollen m m  Schlusse n u r  noch einc Lücke ausfiillen, deren Vor- 
handensein wir Herrn M a r i e  nicht verübeln. Erst  allerueueste For-  
schungen von Her rn  P a u l  T a n  n e r y  haben hier Auskunft gegeben. 
1)er bekannte Algebraiker A I b e r t  G i r a r d  nannte  sich selbst S a m i e l o i s .  
Wolier war e r?  R o u s s e a u  in der Patria Belgica glaubte, G i r a r d  sei 
aus der Grafschaft Salm im Luxembnrgischen gewesen. Samiens und 
Sauiiuts nennen sich die clortigeri Bewohner heutigen Tages ;  Samielois 
würde eine altere Form darstellen. Ansprechender ist  die von Her rn  
T a n n e r  y im Bulletin des Sciences mathématiques von D a r  b o u x u. s. W. 

veroffentlichto Behauptung, S a i n t  M i  h i  e l  in  Lothringen sei G i r a r d ' s  
Hcimathsort gewesen, der a19 Druckort von Büchern durch die Genetiv- 
form Samieli bis 1630 bezeichnet wird. CANTOR. 
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Festriclirift zur fiinfzigjalirigen Gedenkfeier der am 5. Mai 1534 erfolgten 
Eroffnung der stadtischen ReJschule 1. Ordnung  zu Leipzig, von 
F. GIESEL. 42 S. 4'. Leipzig 1884. 

Seit 50 Jahren  bestelit die stadtische Realschule 1. Ordnung zu 
Leipzig. Seit 10 Jahren  k t  sie in  einem eigens erbauten Hause unter- 
gebracht. Zur doppelten Gedenkfeier fügte H e r r  G i e s  e l  die dritte, in- 
dem er den g ~ g e n w a r t i g  200 ,Jahrr. alten Anfsatz, in  welchem L e i  b n i t z 

der erstaunten Gelehrtenweit die neuerfundene Differentialreclinung ver- 
künde te ,  abdrucken liess, eine 14  Seiteri füllende Einleitung voraus 
schickend, 21 Seiten Anmerkungen engeren Druckes anscliliessend. Dürfen 
wir eine vierte Gedenkfeier mit dieser Anzeige verbinden, wenn sie aucli 
nicht,  wie die anderen ,  runder  Erinnerungszahlen sich erfreut? E s  sind 
26 J a h r e ,  dass Her r  G i e s  e l  dureh sein heute berühmtes erstes Programrn 
iiber die Geschichte der Variationsrechnung uns aiich personlich nalie 
t ra t ,  dass wir in einer Besprechung desselben uns  des neuen hietorischen 
Mitarbeiters freuen durften. Leider hat  die aufreibende, zeitraubende 
Sciiulthatigkeit unserem verehrten Preunde  nicht gestattet,  sich wissen- 
schaftliclien Eigenleistungen sa of't zu widmen, als es ihm, als es der 
Wissenschaft lieb gewesen wiire. Um so mehr frcuen wir uns der neuen 
Gabe,  die er sich von andrangenden Lehrgenossen abringen liess. In 
der Einleitung bietet I l ç r r  G i e s e l  einen auf den  kürzesten Raum zu- 
sammcngedrangten Ahriss der Entwickclungsgeschicl~te der  Mathematik 
bis zum XVII. Jahrhundert ,  d. h. bis zu der  Zeit,  in  welcher man an- 
fing, sich allgemein mit den Aufgaben zu beschLftigen, deren Liisnng 
beute mittels des Infinitesimalcalculs erhalten wird. E r  zeigt dann an je  
einem Beispiclo F e r m a t ' s  Methode der gr6ssten und kleinsten m'erthe, 
da8 van S 1 u s e  angegcbene Tangentenverfabren,  die Quadraturen des 
W a l l  i 8. Hier  schliesst sich, der  geschichtlichen Zeitfolge entsprechend, 
die sammtliche Probleme nmfassende 'I'hatigkeit 1, e i b n i t z e n  s a n ,  in 
ihren Endzielen,  aber nicht i n  ihren Mitteln mit N e w t o n ' s  Fluxions- 
rechnung siçh begegnend. Vielleicht ware dahei zu betonen gewesen, 
dass die rnathematitjche~i Hauptverdienste beider grosser Manner gar  nirlit 
in  diesen Erfindungen liegen, welche, von langer  Zeit vorbereitet, auch 
weniger genialen Personlichkeiten liatten gelingen konnen. F ü r  L e i b -  
n i t z  ist dieser Gedanke wenn nicht durchgeführt,  mindestens angedeutet 
in Gestalt eines Lebensbildes, in welchetn d e s ~ e n  einzelne mathematische 
Leistungen hervortreten. Dam in den Anmerkungen, welche drm un- 
veranderten Abdruçke der Abhandlung von 1684 folgen, eine Fülle von 
Gelehrsamkeit niedergalegt is t ,  wird Niemandem unvermuthet se in ,  der 
IIrn. G i c s e l ' s  früliere Arhciten kennt .  Uns Sind dabei nur  wenige, 
verhaltnissmassig unbedrutende Irrtbümer aufgrstossen. Der  Algorithmus 
demonstratus k a n n  niclit, wie man früher annalim, vnn l l e g i  o m  o n  t a -  
n u s lieirühren, weil PT brreits in dem bekannten Raslrr Codex F. II, 33 
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vorkomrnt, der im XIV. Jahrliilndert geschrieben ist. JSach Herrn T r e u t -  
l e i n ' s  anmuthender Meinung dürfte J o r d a n u s  N e m o r a r i u a  der Ver- 
fasser sein. J o r d a n u s  selbst ist nicht aus der Umgrgend von Mainz 
gebürtig, sondern aus  Mitteldeutschland, wenn auch seine Heimath der 
Diocese Rfainz zugetheilt war. Fuit Teutoniirs de Saxonia, villa yitae dzciitrr 
Borcberge in dioecesa Moyimlia oriundzls, erzahlt der Geschichtsschreiber 
des Predigerordens, und dieser Ort  ist das heutige Borgentreich am wald- 
reiclien Eggegebirg , wodurch der  Beiname N e m  o r a r i u s gerechtfertigt 
ist,  walirend der Vornarne J o r  d a n  u s in westphalischen Geschlechtern 
wiederholt vorkornmt. Die sogenannten inversen Tangentenaufgaben end- 
lie4 gehcn bis auf K e p p  l e r  zurück, der eine solche in seiner lateini- 
schen Nova stereometria doliorum (Opera ed. F r i s  c h ,  IV, 598) gelost 
hat,  wie Referent gelagentlich bemerkte. CANTOR. - 
Die Basler Mathematiker  Daniel Bernoulli  und Leonhard Euler,  hundert  

J a h r e  nach ihrern T o d e  gefeiert von der Naturforschenden Gesell- 
schaft zu Basel. Anhang s u  Thei l  VI1  der Verhandlungen der Natur- 
forscheuden Gesellscb. zu Basel. Base1 1884, II. Georg's Verlag. 95 S. 

D a n i e l  B e r n o u l l i  starb zu Base1 am 17. Marz 1 7 8 2 ,  L e o u h a r d  
E u l e r  zu St.  Petersburg am 18. September 1783. Die Naturforschende 
Gesellscliaft der Vaterstadt der beideu grossen Geletirten hatte d m  Recht 
sowohl als die Pflicht, die hnndertjahrige W i e d ~ r k e b r  dieser Daten als 
Erinncrungstagc z u  hegehen. Die Bernoullifeier fand dementsprechend 
am Samstag, 18. Marz 1882 ,  die Eulorfeicr, mutbmasslich weniger Ge- 
wicht auf die Wahl  des Tages,  als aiif Vermaidung der Universitatsferien 
legend, am Samstag, 17. Novcmber 1883 statt. Festreden hielten bei der 
rrsteren Gelegentieit die Herren F r .  B u r c k h a r d t  iind E d. I I a g e  n - 
b a c h - B i s c h o  f f ,  bei der zweiten ausser den Genannten auch I ia r r  
H. K i n  k e l i n .  Samrntliche fürif Vortrage liegen gedruckt vor uns. Wpr, 
mit der Geschichte der Wissenschaften vertraut,  diese Gelegcnheitssclirift 
diirchliest , wird wohl nicht vie1 Neues finden, anch kaum solclics erwar- 
ten , iiachdem die Einzelforschung wiederholt mit briden hrrvorragenden 
Scliweizcrn sich beschaft,igte. Ein solclier Lcfier wird viellcicht auch zii 
bemRngeln wissen, dass B e r u  o u l l i ' s  Verdienste um die Wahrsclieinlicli- 
keitsrechuung , F, u l  e r's zal~lentlieoretisclie Lcistungen ohne ein Wor t  d r r  
Anerkennung geblieben sind. Wolilthuend wird e r  aber die Warme der  
Farben enipfinden, in  welchen beide Lebens-  und Charaktarbilder ent- 
worfen sind. Um eben dieees Vorzugs willen darf man das Büchelchen 
Denen ernpfelilen , welche erstmalig eine Gesammtdarstelliing dessen s u  
Icçen wünschen, was D a m n i e l  B e r n o u l l i ,  was L e o n h a r d  E u l e r ,  im 
Liclite unserer Zeit gesehen, für  die Wiusensçhaften hedeuten. 

CANTOR. 
K1st.-lit. Abthlg. d. Zeltsohr. 1. Math. u. Phys. XXIX, 5. 14 
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Hietorische Studie über die Entwickelung der  GruudbegriEe der Warme- 
fortpflanzung von ALBEKT RIOGENBACEI. Wissenscliaftliclie 13eilnge 
zurn Bericlit iiber das Gymnasiiim. Schuljahr 1883- 84. Basel. 
39 S. 4O. 

Kaiim ein anderer Thei l  der Physik ha t  in  dem verlialtriissm5ssig 
kurzen Zeitraum etwa cines Jalirliunderts so durchans andere Gestalt 
angenommen, wie die Lelire von der  Warme. Liegt in dieser Tliatsache 
eiri Grund zur Zuversicht oder zur Bennruhigung? Dürferi wir lioffen, 
die Wissenschaft sei Iieute bei.riclit.igen Grundgedanken angelangt, oder 
miisscn wir befürelitcn, das Morgen weide über das EIcutc in glcicliei 
Weise zur  S a g e s ~ r d n n n g  iibergehen, wie (las Heute über das Gestrrri? 
Gescliichtliche Forsclinng fiilirt den Verfasser des Basler Gymnasialpro- 
gramrns dahin,  diese Furclit  wenigsteus einigermassen zu zerstreuen, 
indrm er  zeigt,  dass die Wissenschaft denn doch niclit in jahen Um- 
scliwürigen, sondern i n  allni8liger E'orteritwickelung sich bilde, daljs eiiie 
griissere Strtigkeit thatsachlicli vorlianden Sei, als der  bemerke, der nur 
Anfangs-  und  ICndzustand, niclit aber die dazwischen liegendrn Gsstalteu 
beobacht e. I n  diesem Entwickslungssinne ~cl i i lder t  uns  I i e r r  R i  g g  e n - 
bac11 auf 17  Seiten T e x t  und  ebrnso vielen Seiten ,,ZusRtzei', d. 11. 
beweisenden Zwischenuntersuchungen für das im 'I'ext beweislos Aus- 
gesprocliane , den G a n g ,  den die Warmelehre von N e  w t  O n ,  R i  c h m  a n  n ,  
L a m b e r t  bis auf F o u r i e r  und  demen Nachfolger geriommen hat. Wir 
wolinen der Entdeckung des Warmemischungsgesetzes bei ,  sehen das- 
selbe, kaum gewonnen, bedroht diirch die Mivchung nnglciclier Stoffe, 
gerettet durch den Regriff der latenten Warrne. Nun ersclieint P i c t e t ' s ,  
ersclieint P r é v o s t ' s  Lehre von der Warmestralilung. Vergebens hekarnpft 
R u  m f o r  d ibre stoffliche Auffassung. Seine auf Bewegung~erscheinurigen 
gegrtindete Erklarung ist selbst uoch nicht reif, findet auch keine reifen 
Scliüler. Damit sie Anerkennung finde, muss erst der  von H u y g e n s  
vermuthete, inzwischen vergwisene Aether durch T h o m a  e Yo u n g neuer- 
diugs in seine Rechte eingesetzt werden; so lange die Emanationstheorie 
des Lichtes sieh erhalt,  ist cirie kimtische W#rmethcorie unmoglich. Und 
abgesehen von der I<:rklarung dessen, was Warrne i s t ,  hietet ihre Fort- 
pflanzung noch Rathsel über RRthsel. Warmestrahlung, Warmeleitung 
Sind zwei durchaus verschiedene Ar ten ,  i n  welchen die  Temperaturen 
der Korper sich untereinander ausgleichen. Erst F o u  r i e r ' s  Warmefluss 
hilft über die Schwierigkeiten dieves Gegensatzes liinaus. So die rohesten 
Umrisse des von Herrn B i  g g e  n b a c  h gezeichneten Entwickelungsbildes. 
Es  darf als ein wohlgelungenes bezeichnet werden, und insbesondere die 
Zusatze m?icliten wir a l lg~meinere r  Kenntnissnalime empfehlen. Den 
Scliluss hildet pin auefulirliches Literaturverzeichnies. CANTOR. 
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Das Princip der Infinitesimal-Methode und seine Geschichte. 14Cin r x -  

pitel zur  Grundlegung der  Erkenntnisskritik. Von Dr. HERMANN 
Co~rrix, ordentlicliem Professor der Philosophie a n  der Universitiit 
Marburg. Berlin, E'erd. I)ümmler1s Verlagsbuchliandlung. 1883. 
V I I ,  162 S. 

Der Versuch, a n  der l f a n d  dcr  gcschichtlichcn Entwickeliing in die 
Gelicimnisse der vielfach sogcnannten Metaphysik des htiheren Calculs ein- 
zudringen , ist zweifellos ein allseitiger Billigung würdiges Unternehmen ; 
Pliilos«pheu, Mathematiker und alle Ifaturforscher, die a u  der  Rliiruiig 
der Giundbegriff'e ilirer Wisscnschaft Interesse liaben, sind glcichmassig 
an dern Wunoche betlieiligt, dass jencr  Versuch ein gelungener sein moge. 
In der Tliat haben wir es auch mit eincr gcistvollen und anregenden 
Schrift zu thun ,  deren Lectiire aber - dies zu verscbweigen hahen wir 
keine ürsache - zumal dern Mathernatiker kein leichtes Stück Arbeit 
bietet. Wahrend niimlich in  unserer Zeit die Philosopheu d a n n ,  wenn 
sie sich auf dein Grenzgebiete ihrer eigeuen Disciplin bewegen, die iliueri 
vertraute und  gelaufige Ausdruçks - und  I)arstellungsweise m ~ g l i c h s t  z n  
vermeiden odor doch den Gewohpheiten eines g r o s ~ e r r n  Leserkreises an-  
ziipassen hestreht zu sein pflegen, tritt  i n  unserer Vorlage das Eiistzeng 
der pliilosophischen Arbeit unverhiillt zu Tage. Wir  haben kein Recht, 
Iiieraus dern Verfasser, der in erster Linie für seine Fachgenossen schreibt, 
einen Vorwurf zu machen,  k6nnen aber das Bedauern nicht unterdrückeu, 
t l a s ~  eben durch je.ne Eigenthiimlichkeit das Bekanntwerden und  die Ver- 
breitung des C o  hen ' schen  Bucbes in jenen Kreisen,  an welche diese 
iinsere Besprechung sich richtet,  erlieblich erschwert werden dürfte. 

Der eigeritlicli historischen Untersuchung, als dern Hauptbestand- 
theile der Schrift ,  geht eine orientirende Einleitung voraiis. Der  Ver- 
fasser erortert das Wesen der Logik und  der Erkenntnisslehre, zwischen 
welcheu beiden üisciplinen e r  eine scharfere Grendin ie  gezogen wissen 
will, als dies andere Methodiker, z. B. W u n d t ,  thun mocliten, ja  e r  
wünscht sogar den Terminus , ,ErkenntnisstheorieLL aus der Wisrienschaft 
verbannt und  dafür , ,Erkeuntnisskri t ikL'  gesetzt zu sehen. Erkenntniss. 
kritischcr Erorterung unterliegt auch der  Begriff des Infinitesimalen; mau 
Iiabe dicsen Umstand, so meint der Verfasser, über der  cbenfalls nicht 
liinlanglich klargestellten logischen Bcdeutung des fraglichen Begriffes 
ühersehen. Es sol1 mithin gezeigt werden, ,, dass jene verrni~ste  logische 
Begründung des Differentialbegriffes in einem erkenntnisskritischen Grund- 
satze, und zwar in  dern der Kategorie der Realitat entsprechenden, somit 
in dern Grundsatze der intensiven Grosse oder der Anticipationen ent- 
halten sei". Als vor%ereitend e,rscheiut dern Verfaoser feruer eine Aus- 
einandersetzung mit der K a n t  'schen Schule betreffs des Wesens der 
, ,AnschauungcL; diese ist ihm die Beziehung des Bewusstseins auf ein 
Gogebçnes d e r  besscr auf ein Unbekanntes als Gegebenes. Sehr im 

14 
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188 Historisch - literarische Abtheilnng. 
- --A-- -, - 
Rechte ist  der  Verfasser mit seiner Behauptung,  dass der Differential- 
begriff in letzter Instanz den meclianiachen Problemen seine Formulirung 
zu danken gehabt habe; nicht minder wird man seiner Ehrenrettung der 
D e s c a  r t es'schen Philosophie gegenüber dcu D ü h r i n g ' s c h e n  Bemange- 
lungen nur  bcipflichten ktinncn. E inen  Wunsch,  den der  Verfasser auf 
S. 30 ausepricht, dass n&lich die Redeutnng der  Kosmolagie des G i o r -  
d a n  o B r u n o  für die Behandlung des Infinitesimalen zum Gegenstande 
besonderer Forschung gewahlt werden moge, kann  derselbe nunmehr 
hereits z u  den erfüllten rechnen , d a  inzwischen eine ausgezeichnete 
Arbeit von L a s  s w i t z über die Stellung des italienischen Naturphiloso- 
phen in der  Geschichte der  Atomititik (in der Vierteljahrssçhrift f. wiss. 
Pliil.) erschienen ist. Mit der i n  ihrer Art  freilich ganz wohlbegrüudeten 
und  n u r  eben leicht zn Missverstandnissen Anlass bietenden Bemerkung 
aher, dass der Grenzmethode ,, alle schopferische Pnsitivitat abgelie l i ,  

- wird R e r r  C o  h e n bei dan Analytikern wenig Glück machen. Der Verf. 
verbreitet sich dann weiter üher die kinematiechen Umgehungsversuche 
des XVII. Jahrhunderts ,  üher das Tangentenproblem, über die Wichtig- 
keit des limitirenden Urtheils gerade für die vorwürîigen Fragen ,  über 
den Coutiuuitatsbegriff, dessen Austiilduug wesentlich gefordert zu haben, 
er als ein Verdienst B a r r o w ' s  bezeichnet. Von diesem Lehrer N e w -  
t o n ' s ,  für dessen gründliche Würdigung man jedenfalls dankbar sein 
muss, schreitet die 1)arstellung fort zu G a  l i l  c i ,  der  allerdings, indem 
er zuerst die [jefinition der Beschleunigung und  der  gleichformig be- 
schleunigten Rewegung gab ,  für  die scharf'e Durchdringung und Ver- 
standlichmachung des Uneodlichkeitsbegriffes das Grosste geleistet hat. 
Dies anerkennend und  betonend, fahrt unser Verf. fort (S. 47): , ,Es ist 
also keineswegti die ,,,, Muçkelempfindung "':, welche G a 1  i 1 e i  bei diesem 
Grundgedanken leitet;  mit ~ o l c h e n  tiinnlichen Exemplificationen am eige- 
n r n  Leibe war der dichte Schleier nicht zu Iüften, der über dio ganze 
Natiir ausgebreitet ist." Ohne  dass es ausdrücklich gesagt ware,  ticheint 
uns mit dieser Stelle eine Polemik gegen die bezüglichen Ausuprüche 
von 1) ü h r i  n g [Kritisclie Geschichte der  ~ l l g e m e i n e n  Principien der Me- 
clianik, 2. Aufl., S. 24) und L a  s s w i t z (Atomi~t ik  und Kriticismus, S. 65) 
eroffnet werden zu sollen, u n d  zu einer solchen Polemik dünkt  uns kein 
rechter Gruud voranliege'n. 1)erin es steht eben doch nrkundlicli feüt, 
dass G a l  i 1 e i die hfuskelkraft als die  einzige Kraftausserung , über welche 
dem Menschen eine unmittelbare Erfahrung zusteht,  gewissermassen zur 
Norm des Kraftmaasses sich ausersehen ha t te ,  und  darin sollte man im 
IIinhlick auf die metaphysischen Tiifteleien, i n  welcheri sich sein Zeit- 
alter über den Kraftbegriff zu e,rgehen liebte, einan nngeheuren Fort-  
schritt erkennen. Denn dass G a l i l  e i  in  seinen ,, antropomorphen Vor- 
stellungsweisen '' nicht stecken blieb, ist  j a  bekannt ,  aber nimmer würde 
er,  ohue dieses Vorbereitungsstadium zu~ückge leg t  zu habon,  sich zu 
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seinen hohen Generalisationen haben emporschwingen konnen. Dcr  Vcrf. 
zielit auch dia freilich recht schwankende Terminologie der G a l i l e i ' sc l i en  
Dynamik als Beweis für eine gewisse Schwache der begrifflichen Auf- 
fassung a n ,  allein gerade diese Thatsache lasst anscheinend eine Inteï-  
pretation zu unseren Gunsten z u ,  insofern die  ursprüngliche naive Auf- 
fassung von dem grossen Naturforscher auch wahrend seiuer spateren 
Lebensjahre nicht vollkommen abgestreift werden konnte. 

Wie man aus unserer kurzen Lnhaltsanalyse erschen haben wird, 
war auch schon i n  der , ,Einlei tung6'  des geschichtliciien Materials genug 
vorhanden; es handeltr. sich d a  eben um die Vorgeschichte der eigent- 
lichen Infinitesimalrechnung. Die zweite Abtheilung ist speciell der  
L ei  b n i  z'schen Pe.ricde und deu daran sich anschliessenden Specula- 
tionen über die Principien der hoberen A u a l y ~ i s  bis hereiu in  unser 
Jalirliundert gewidmet. Der  Verf. ist auf das Eifrigste hestrebt,  aus den 
Abliaudlungen und  nocli mehr aus dem Brit.fwcchsc1 von L c i  b u  i z ,  der 
uns auch in der  Tl iat  so nianchen Einblick in  sein Geistesleben zu tliun 
gestattet, die einzelnen Pliasen des gewaltigen Denkprocesses zu isoliien, 
welclier schliesslich zur  Conception des Unendlichkleinen füliite. Deii 
eigentlichen Kern der  L e  i b n  iz'sclien Ucdankenreihe erkennt er in dessen 
,,Gesets der Coutiuuitat", und zugleicli viiidicirt er, was wohl viclen seiuer 
Lcser ueu sein wird, dern Franzoueri V a r i g n o n  die Elire, die beste 
Beiiennung fur dafi neue mysteriose Etwas i n  Vorsclilag gebracht  z u  
liaben, namlicli das Wort  ,,inipuistdAel'. Zur Grosse irn übliclien Sinnr. 
wird fiir L e i b n i z  nach des Verf. Nachweisungen das Differential (lx 
erst dann,  als e r  sich über die Exilitenz und geometrische Bedeutung der 
Iiolieren Differentialquotienten Klarheit verschatft lliat; , ,mit dieser An- 
erkennung des Grades ist das  d x  als Grüsse, ri5rnlich als diejeiiige neue 
A r t  von Grosse anerkaniit ,  von der  die Alten zwar die Alinung liatteu, 
aber keine Bestimmung zu treffcn vcrmocliten: als die in1 Inteiisiven be- 
rulieride, durcli das Inextensive vermitteltc Grosse''. E s  ist  jedenfalls 
von holiem Interesse, durcli den Verf. dariiber belelirt zu werden, dass 
die nicht scltenen Sprünge,  Willkürliçlikeiten und - fiir den modernen 
Leser - Unerklarlichkeiten, mit deuen wir L e i b n i z '  Ilegriindung des 
Uifferential- und Integralcalculs beliaftet sehen, doch immerliin aus einer 
zielbewussten und  systematischen Weltansiclit entflossen sind und im 
Wesentlichen nur  uns Epigonen, die wir irn gesiclicrten Bebitze des kost- 
baren Krbes uns  wohlfühlcn, so erscheiuen, zuglcicli aber eine Vorstel- 
lung von der furchtbaren Scliwierigkeit verleilien, welche die Durcli. 
geistigung eines so sprodcn Stoffes mit sich brachtc. - Zu N c w t  O ii 

übergehend, siicht der Verfasser darxuttiun, dass sowohl in der Griiiid- 
anscliauung, als auch in der 'L'endenz zwischen Ersterem und seinem 
deutschen Nebenbuhler eine wcit grossera Ilarrnonie obwaltete, als man 
gemeiniglich annimmt; beido Forscher hattcn den erkenntnieskritisclien 
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1 DO Historisch -1iterarischa Ahtheilung. 
.- * , - - - - -------- - 

Grund des von ilinen geschaffenen H~griffes  diirchschaut. Nunmelir kiiniuit 

E u l e r  a n  die Reihe,  dessen auf Selbsttauschung beruhende Nullerirech- 
nung  - unseres Eraclitene ein deutlicher Beweis für die  philosoplii~clie 
Scliwaclie des auf seinem eigentliclien Gebiete U~iiibrrtreEbaren - Berr 
C o h e n  wohl etwas zu günstig beurtlieilt, obgleich e r  die Motive von 
E u l e r ' s  Irrthurn scliarfsinnig au analysiren und als warneudes Ueiepicl 
ausziinützen weiss. L ' H u i l i e r ' s  und L a  g r a n g e ' s  Einneigurig ziir 
Grenzwerthrechnung findet, was uns jetzt nicht mehï Wunder  nehinen 
k a n n ,  die Billigung des Verf. nicht ,  wogegen e r  in den  etwas schwer 
verstandlichen Aeusserungen C a r n o t ' s  wenigstens die richtipe Ahnung 
des Coutinuitatsgcsetzes herauefülilen zu konnen glaubt. Auch den deut- 
schen J u n g  - Leibniziaiiern W o l f ,  B a u m g a r t e n ,  L a m b e r t  wird ihr 
lLeclit, und sehr eingehend verweilt die Schilderung selbstveràtiiotllicli 
bri K a n t ,  der mit seiiicrn Terminus der intensiven Grosse doch walir- 
ucheirilicli eben dasselbe habe anridriicken wollen, was seine sammtliclien 
Vorlaufer, von G a l i l e i  a n ,  im Siune hatten. Die Versuche R e n -  
t l a v i d ' s  und E. G. F i s c h e r ' s ,  den Begriff des Unendlichen und des  

Llifferentiales als dern menschlichen Vorstellungsvermogen direct entsprosscn 
liinaustellen, verdienen jedenfalls die ihneu vom Verf. geschenkte Be- 
aclitung, nachdern der Specialhistoriker der deutschen Matliematik sicli 
gar nicht um sie bekümmert hat. Auf F i s  c h e r  stützte sich F r  i e s ,  dem 
ebenso, wio seinem Schiilcr A p  e l  t ,  ein klarcs Verstandniss der strittigeu 
Fragepiinkte nachgeriihmt wird. Endlich lasst der Verf. such noch die 
neueren Vertreter der matheinatisch - pliilosophischen Richtung Revue pas- 
s i ren,  H. S c h w a r z ,  S c l i m i t z - I l u m o n t ,  D ü h r i n g ,  d u  B o i s - l t e y :  
r n u n d  und C o u r n  O t ,  welch' Letzterer sich am meisten dem vom Verf. 
sc?lt)st vertreterien Staridpunkte der Erkeriritriisskritik genahert habe. 

Ueher den dritten Absülinitt, in  welchem dao mathematische Elernent 
p g e u  da8 reiri pliilosophisehe sehr in den Hintergrund t r i t t ,  dürfen wir 
uns a n  diciicm Ortc  kurz fassen. D e r  neuere Atomisaus ,  wie er beson- 
ders bestimmt .von L a s  s w i t  z vertreten wird, wird Çich allerdings mit 
den hier (S. 134 figg.) aufgcstellten Behauptungen auseinanderzusetzen 
liaben. Auch darüber, ob wirkliçh durch die Cohen ' scLe  Fassung des 
Iufiriitesiu~albegrifies die  E'rage nach dern , ,Uing au sich" aus der Welt 
geschafft werden wird,  dürften die Ansichteii auseinandergehen. Ueber 
die Polemik gegen die iibliche Begründung der psychophysisclien Grund- 
gesetze massen wir uns kein giltiges Urtheil a n ;  aber das dürfen wir  

aussprechen, dass der Satz (S. 159) ,  das Verhaltniss von Empfindung 
und Reiz konne nicht als Function im mathematischen Sinne gefasst 
werden, niclit das Richtige trifft. Wie es I>ei seiner wescutlich geschicht- 
lichen Methode zu arbeiteri vollkommeri erkliirlicti ist ,  scheint dern Verf. 
die ungemein einschneidende Erweiterurig des Functionsbegriffes ent- 
gangen zu sein, die man D i r i  c h 1  c t und  seinor Schule verdankt. Ueber- 
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Iiaupt ~ a r e  es dankbar  arizuerkennen, wenu der  Verf. seine Uefiuitionen 
des Uifferentials und  Iutcgrals nun auch recht intensiv daraui'liin priifen 
wollte, oh sie sich aucli v611ig mit den grossartigen Modificationen ver- 
tragen, welçhe die Analysis des Unendlidien in den  letzten 1)eceniiien 
erfabren bat. Dann erst wird e r  auch darauf rechnen diirfen, seine - 
walirlich i n  harter u ~ i d  eindringlicher Gadankenarbeit gcwonncnen - 
Ergebnisse von den Matliematikern allseitig gewürdigt und viclleicht an-  
genornmen zu sehcn;  vorlaufig wird sicli die philosophischc Eiukleiclung 
jencr Rcsultate wohl nocli vielfach als ein Hinderniss erweiseri, welclieo 
~iicli einem allgemeineren 

A n s b a c h .  

Bckanntwerden derselben eritgegenstellt. 

Dr.  S. G Ü N T ~ I ~ B .  

Unsere Natnrerkenntnis , 
Physik. Von Dr. 

Beitrage zu einer 'i'heorie der Matheinatik und 
K. KROUAN, Docent der l'hilosophie a. d. Uni- 

versitat zu l<opeuhageri. Von der  K. diin. Akademic der Wisseu- 
schaften mit der goldeuen Medaille gekronte Preisschrift. Ins 
Deutscho übemetzt unter Rlitwirkuug des Verfassers von Dr. R.  
V O N  F ~ s c i i e ~ - R s , u z o ~ .  Kopenhagen,  A. I". Hiist & Solin. 1883. 
gr. 8'. X V l I ,  458 S. 

Ilicses Werk  itit auch von deutscher rnathernatischer Seite lier freu- 
dig zu begrüssen, d a  es mit einer in  philosuphischeu Arbeiten der Neu- 
zcit seltenen Kenntniss der rnathematisclien und  physikaliachen E'or- 
schungen geschriebeu is t ,  die zu fertigeri philosophisclien Resultateu iri 
klarer l)arstellung durchgearbeitet wird. Dass aber diese Kenntniss imrner 
noch nicht ganz vollstandig ist und  dass sclbst diese kleinc Lücke noch 
wesentlichen Einfluss auf dia Rrsultate ülif., wiinscht Recensent im E'ol- 
genden durch Hervorheben der Differenzpunktn mit dem Verfasser auf- 
zuzeigen. 

Der  Verf. analysirt  die Grundvertialtriisse unseres Naturerkerinens 
und gelangt d a l e i ,  K a u  t gegeuüber und melir iu Uebereinstimmung mit 
Liumr., zii einer Eintheilung aller Wissenschaf't, inshesondere der Matlie- 
matik und Mechanik, in zwei Hauptar ten:  der F o r m a l -  und  R e a l -  
w i s s e n s c h a f t ,  von denen die erstere s e l b s t g e s c h a f f e n e  Objecte 
behandelt und Genauigkeit und Gewissheit liafert, d i e  zweite v a r -  
g e f u n  d e n e  Objecte zum Gegenstande hat, wobei nur  Annaherungen urid 
Wahrscheinlichkeiten zu erreiclien sind. 

Mit einer solchen Theiluni; sind heutzutage wohl die nieisten Matlie- 
matiker einverstanden, und diese Aosicht ist aucti selion haufig aus- 
gosprochen worden (vergl. z. U.  meine Recension über B. E r d  m a n  n ' s  
,,Axiome der Geometrie" in  dieser Zeitechrift Bd. XXIII,  hist.- lit. AOtli. 
S. 82). Dabei mveist der Varf. sçhon in dem formalen 'l'heile der  Wis- 

seoschaft der Anschauung gegebener R a  u m b i l d e r i n  Bezug auf daa  
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Bilde,n der ersten Urtheile, der Axiome, die wesentliche Rolle s u ;  frci- 
lich nur  der  groben Induction vom ,,prirnitiven Ansclinu~ingsseliri t t '~,  der 
unmittelbaren Beurtlieilung einfacher Raumbilder, ans. I4'ür die Geometrie 
und rationelle Mechanik wird dies richtig sein;  aber  selbst für die L o g i k  
sol1 die Einordnurig der Arten in Gattungen brirn Schliessen auf der 
r a u  r n l i c h  e n  Grossenanschauung berulien. Bec. moclite hier fragen, c i t i  

niclit schon der O r  d n u n g s  b e g r  i f f zur  Bildurig des Grossenkegriffs dcr 
Aritlimetik genügc, j a ,  ob  nicht jener Hegriff sogar notliwenrlige Voraus- 
setzung sci zur Auffassung der Raumgrosse? 

Zn diesem formalen Theile der Matliematik ersçheint die Stellung, 
welche der  Verf. gegen die Metageornetrie - die Niclit- Euklidisclio Geo- 
inetric -- einnimmt, am sçhwachsten motivirt. Naclidem er S .  144 weiiig- 
stens die 1i)gisclie Bereclitigung eines solelien Systerns zusugeberi sclieint, 
woriiit fiir den Matlicniatiker schon vie1 gcwonueu k t ,  bestreitet er weitei- 
hin docli die  f'ormale Existenzbereclitiguug jener  Geometrie, als rnit un- 
seren unmittelbaren Anschauungen unvertraglich. Die Auffassung des 
Vcrf. voii der ~pli#risclicn Richt-Euklitlischen Gerimctrie 1Xsst sicli aus 
deni S. 158 stkhcrideri Satze erkennen : ,, Wie werdrn 'die geradestcii 
Linieri Kreisc? Dies muss nothivendig auf einem der folgenden beideu 
Urnstande lierulien : Entweder k a  n n man in eiuern solchen Haurne niclit 
geradliuig von A uacti B gehen,  oder der geradlinige Weg ist nicbt dei 
k ü r z e ~ t e . ' ~  Und seine gariee Beweisführung riülitet siüh nur  gegen diese 
bniden MOglichkeiten. 

n a t t e  der Verf. die von C a y l e y  und F. K l e i n  rntwickrlte Niclit- 
Euklidische Geornetrie genügend gekannt ,  so konnte er niclit zu dern 
sowolil i n  der k'rage, als in der Alternative der Antwort licgenden Miss- 
verstandnisse kornmen. Der Verf. beaclitrt niclit, dass für diese Geo- 
metrie u n s e r  Baum drei 1)imerisiouen Lat; dass dafür in dicseui uuse- 
rem Kaumc allc unsere Ansctiauungcn bestelien bleiben; dass unter den 
,, Goradesten " dcsselben genau die von E u  k l i d  betracliteten gew6bn- 
lichen Geraden gemeint s ind ;  dass wir bierbei insl~esonderc d i e  Anscliaii- 

ung,  dass zwischen ewei Pnnkten nur  e i n e  solche Gerade rnnglicli sri, 
festhalten; dass diese gerade Strecke auch in dem Maassstabe der Niclit- 
Euklidisclien Gconietrie nocli die kürseste bleibt; dass endlich diescr 
Rlaassstab aucli unabli%rigig vom Ort  und constaut ist -- und  dass trutz 
alledem diese iïicht - Euklidische Geometrie das I'arallelrnaxiom nicht 
éntlialt ! Sie giebt r i u r  die Vorstclliing auf ,  dass man durch eineu Punkt  
zu einer gegebenen Geraden e i n  e und n u r  cine diese nicht schiieidende 
Gerade zielien karin, also die Vorsteliung der Euklidischcn Geornetiie, 
dass die Gerade im Unendlichen g e s  c 11 1 o s  s e u ist - was ebenso wenig 
in  u,userer Anscliauung e u  liegen sçlieiut, als die Vorstellunç der hyper- 
bolischen Geometrie, dass man bei gleiclim%ssigern l iessen auf der Gc- 
raden nach cntgegengescteten Seiten hin zwei v e r s  c h i e d  e n  e n  Grene- 
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punkten zustrebt. - Ueberhaupt zeigt jene Nicht - Euklidieche Geometric, 
dsss der Unterscliied i n  diesen verschiedenen Systemen, i n  welche w i r  

uiisere Anschauungen fassen konnen , ausschlieeslicli in  dom angewandten 
Maassstabe l iegt ,  und dass dieser i n n e r h a l b  eines jeden Syfitems con- 
stant ist, dagagen der e i n e s  Byfiterns (auch der der  Euklidischen Geo- 
metrie) relativ veranderlich nur  in Uezug auf ein a n  d e r e s  System. 

Was den Verf. und die Philosopben überliaupt in diesen Sclilüssen 
irregeleitet ha t ,  ist einmal das  Wor t  , , K r ü m r n u n g s m a a ~ s ~ ~ ,  das nur  <Gne 
uiatlieniatisclie Maassçharakteristik ist ohne allen Bezug auf die Vorstellung 
des ,, Gebogcnon ", u n d  sodann die von II e l  m h 01 t z auseinandergelagte 
b i l d l i c  h e Deutung der Niclit- Euklidisclien Geome,trio alti Geometrie auf 
ciner spliarischeu bcz. pseudospharischen Flaclie - ein Bild, das be- 
kanritlicli mit jcncr Geometrie nicht einmal vollstandig stimmt, wenn man 
sicli niclit auf eiuen T h e i l  der Flaclie beschrankt. E s  liesse sicli leiclit 
im Einzelnen aufweiseu, wie allc Sclilüsse des Verf. gegen die Mrta- 
gci~nietrie auf' jeuem Missve.rstaiidnisse des ,, Kiüiiimungsmaasses briuliCn ; 
es wird a h r  genügen,  auf die obige unzutrrffende Frage  und die daran 
gckuüpftc Alternative Iiingcwiesen s u  liaboii. - Endlicli sol1 nocli, S. 164 
und 165 gagenülier, batont werdeii, daso jene verschiedenen Systcmr. aucli 
iiiclit mehr Willkiirliçhes in sich t ragen,  als das Euklidisclie, und dsss 
sie ebenso vollstaridig durcliführbar sind. 

Auch mit der vom Verf. gegebenen Losung der  Frage in  der r e a l e  n 
BIatliernatik: ,,wie so  die f'orrnale Geometrie in  unserem Raunie allgerneirie 
Gikigkeit liabe", sind wir nicht eiuverstandan. Kann es tiefriedigen, 
wenii der Verf. autwortet:  ,, dass dies e,ben n u r  i n s o f e r n  gescheho, als 
die natürliclicn Objecto den Gedankcnohjecten cntsprochen" -- also, wie 
der Verf. crlautert,  dass unsere Geometrie fiir ein Dreieck auf der Nid- 
oberfliiclie eben nur  soweit gelte, als man von den Bergen etc. abselieri 
konne? Will jene F r a g e  nicht vielmehr eine Erklarung dafür, dass man 
von voriiliereiu annehrne, die Euklidisclie Geometi-ie werde sicli uin so 
gonauer bestatigen, je  geiiauere Meesungen in unserem Maasse man an-  
stcllt? 

I n  Bezug auf die Auffassung der rationellcn und realen Mi? c h a u i k 
siud ganz analogo Bc~mcrkungcn zu maclien. Dio rationellc, xuiiaclist 
fiir eine selbst,gescliaffene Natur giltige Meclianik baut der  Vcrf. ails eini- 
gen IIauptprincipien auf - dem G a l  i le i ' scben Triigheitsgesetz, dein 
Gesetz von der  gegenseitigen Unahliangigkeit der Krafte und dem der  
Gleiclihcit von Druck und Gegendruçk -, Piincipien, die aus dem Cau 
salsatz (der nur eine andere Form des furmalen Identitatssatzes sein soll) 
und einigen, aus eirifaçher unuiittelbarer Erfatirung geschopften pbysi- 
sclien Definitionen abgelcitet sein sollen. 

Dicser Aiiffassung konnte sich Ilec. vollstaudig anschlieesen, wenn 
nur das w i l 1  k ü r l  i c h  o Element ,  das in dcri verschiedenen moglichen 
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LI e f i  n i t i  o n  e n  liegt,  hetorit worden ware. Diese Willkürlichkeit ist aber 
gerade das entscheidende Moment für die Zweitlieilung der Mechanik uud 
das Verlialtniss der beiden Theile zii einaudrr.  Sic zeigt sich schon in 
der ersten Anwenclung des Causalsatzes, dass die I h g e  ein ,, constantefi 
Verlialten" haben;  denn für die unmittelbare Erfahrung i s t  nicht klar, 
an welclier Stelle der BegriE , ,Aeni-lerungtt anfangt ,  oh Lei der Ab-  
weichung des Punktes  vom Oite  oder von der Kreisbahn etc. Man kaun 

also die Definition von , ,Kraf tL '  liedt>utend abiindern iri andere herecli- 
tigte Vorausfietziingen für die N a t u r e r k l h ~ . n g ,  und erlialt doch Systenic, 
welche unsere Erfirliiungcn umfassen. Frcilich nur  dure11 Zuriickfiilirung 
auf eine grossere Zahl von P r i n c i ~ i e n ,  also auf cornplicirterc Weise; 
aber dieser relative Vorzug unscres Systems kann doch nicht genügen, 
dasselbe als (auch nur  relativ) n O t h  w e n d  i g hinzustellen. - Diese Ab-  
anderiingsfihigkeit des Systems, welches alle Naturerscliei~iungen um- 
faesen soll,  ist sowohl in dcm Verfahren K i r  c h h o f f's aiisgesprochen, 
der uach und nach passendc Abstractionen aus der Erfahrnng in ein 
m o g l i c h s t  e i n f a c h e s  Systern verarbeitet,  als in der Sche l l ' sc l i en  
Darstellung, der nur  mit weniger Schrittcn zu seinen obersten Satzen 
der rationellen Mechanik, mit Betonung der Willkürlichkeit der Defini- 
t iou,  übergeht. - Ich erinnere ferner au  die au  das Gesetz der Trag- 
heit angeknüpften Betrachtungen: dasselhe bezieht sich in der rationellen 
Mechanik auf die a b s o l u  t e n  Bcwegungen der Rorper ;  d a  uns aber nur 
relative Rewegiingen zur Rrscheinung kommen,  so k a n n  es  durch Er- 
f'ahrung, weder durch augenblickliche, noch diirch beliebig fortgesetete, 
überhaupt nicht als , ,nothnendigL'  erkaunt  werden. Hat  ja  iufolge dessen 
RI ac l i  (Die Mechauik in ilirer Entwickelung, Leipzig, Brockliaus 1883) 
dieses Princip durch die Annalime zu ersetzen gesuclit, dass alle Korprr 
etwa proportional ihrer Entfernung aufeinander wirken. 

Wir  mochten somit den Hauptsatzen der rationellen Mechanik weder 
die Stalliirig von nothwendigeri Principien, noch die von nur  d u ~ c l i  Er- 
f'ahrung zii bestatigenden Hypothesen znweisen; moçhten sie vielrnehr, 
da  sie wolil Voraussetzungen fur die Naturauffassung und -erklarung 
s ind,  aber  nicht unabanderliclie, allein mogliche, eitifach als T h  1. o r  i e n  
bezeicbuen. 

Vou den Besultaten des Verf. bleibt das eine,  i n  welchom cr mit 
B. E r  d m a n n  iibereinstimmt: dass die Existonz der Matliernatik und die 
Untersuchungen iiber die  Axiome nichts über die E'rage der Aprioritat 
der Itaumanschauung lehren,  jedenfalls bestehen. W e n n  sein Werk 
aber  auch in der ganzen Materie, welche es behandel t ,  niotit das letste 
Wor t  gesproohen ha t ,  so glauben wir doch demeelben das Lob ausspre- 
çhen zn  dürfen, dass es  geeiguet scheint,  d ie  Verstiindigung zwit;chcn 
matliematischer und pliilosophiseber Forschiing wesentlich zu fordcrn. 

E r l a n g e n ,  Marz 1884. M. NOETHER. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Ueber die Anwendbarkeit der mathematischen Methode auf die Philo- 
sophie. Kiu Vurtrag von Prasident a. 1). v. K L L L C U ? ~ A N N ,  nebst 
der dabei stattgeliübten Discussion. Neue Folge ,  4. Heft der 
Pli i l  os. Vo r t  r a g  e ,  herausg~g .  von der Pliilosopliischen Gesell- 
schaft zu Brrlin. Halle, C. E. M. I'feEcr. 1883. 66 S. 8'. 

Der Vortrag wirft die F r a g e  auf ,  weshalb die Anwendung der geo- 
metrischeu Methode auf die Pliilosophie niclit ha t  gelingen wollen uud  
riiclit gelingen kanu. Dies sol1 (S. 12 f lgg)  auf drei der Geometrie 
wesentlich eigeuthürnlichen Ijmstiinden heruben: 

1. dass dieselbe allciu im Stande is t ,  ilire obcrsten Grund&tze, mit  
denen sie beginnt,  u n  m i t t e l  b a r  urid für a l  l e Einzelfdle  giltig 
unzweifelliaft zu b e w  e i s  e n ;  

2. dass die Subsumtion der neueren besonderen Gestalten u u t w  die 
vorliergeliendeu bei ihr i r i  Iitichster Gewissheit durch Anschaiiung 
dargelegt werden k a n n ;  

3. dass dic uuendliche Menge der Einzelfalle, die ein geometrisclier 
Uegriff befasst, in der Geometrie üherseben und so de.r a n  einer 
einzelnen bestimmten Gestalt gefülirte Beweis damit zu ï  vollen 
Giltigkeit für alle unter den BegriE fallenden Gestalten erlioben 
werdeu kauri. 

Da diesa drci Umstiinde, sa@ der Vortrag, bei der Philosophie nicht 
vorhanden s iud ,  ist die gcometrische Methode auf sic nicht anwendbar 
und d e s h a l b  auch die gleiche G e  w i s s  h c i  t ,  wie i n  der Geometrie, bei 
ilir nicht zii erreichen. Und in Bezug auf 1. wird (S. 12) ausgeführt, 
dass unter jenem ohersten Lehrsatz der sogleich nach den Erklaiungen 
kommende erste Congruenzsatz gemeint s e i ,  der durch das im Vorstellen 
sic11 vollziefiende Uebereinanderlegeri zweier Ureiecke bewiesen werdeu 6011. 

Hirrmit steht das vom Vortragenden in sciiier lieplik S. 56 Vor- 
gebrachte i m  Widerspruch; donn daselbst wird die Gewissiieit der  Geo- 
mctrie nu€ nicht weiter zn beweisende GrundbrgriEe und Axiome, welcho 
ilen Leliisatzcn voraiisgehen, gestiitzt; und geradt: in  der Existenz jener  
wird der ~ i i t e r s c h i e d  der Dlatliematik von der Philosophie gefunden. 
Dass zudern jeuer  im Vorstellen zu vollziehende Process des Ueberein- 
anderlegens überhaupt noch gar keiue Definition für die Gleicliheit liefert, 
wird nicht beaçlitet. 

Bei dieser schwankenden Grundlage scheint es niclit nothig, auf den 
vom Vortragenden besonders urgirten dritten der drei Umstande nàiier 
eiueugehen; nur  s r i  hervorgelioben, dass hicrbei der . E r f ~ l i r u n g  , dcr 
sinnliclien Anschauung eine wesentliche Rolle zugeschrieben wird. Noch 
muss von rnathematischer Seite her dagegen aufgetreten werden, dass der 
Vortragende die neueren Aufstellungen in Bezug a u €  das Parallelen- 
axiom etc. als Einbrüclie der Philosophie in das tuathematische Gebiet 
und als witxige Spiele des Denkens bezeiclinen zu konnen glaubt - ein 
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1 DG Historisch -1iterarische Abthei lmg.  

vtilliges Verkennen der Aufgabe der  Mathematik, ilire Elemente auf Zu- 
sammenhang und  Abhangigkeit von allgemeineren Voraussetzungen hin 
zu analysiren. 

E r l a n g e n ,  MKrz 1884. M. NDETBER. 

Logik. E ine  Untersucliuog der Principien der Erkenntniss und der Me- 
tlioden wissenschaftliclier E'urscliung vou WILHELM WUNDT. Zwei 
Bande. II. Band. Methodenlehre. Stuttgart 1893, bei Ferdinand 
Enke. XIII, 620 S. Zweiter Abschnitt. Von der Logik der 
Mathernatik. S .  74 bis 219. 

Wir  haben in der Ueberschrift genau den nocli nicht ein Vicrtel dos 
Bandes einnelirnenden Abschnitt genannt ,  über den wir bericliten. Dieso 
raumlich eingesçhrankte Behaudlung der Mathematik zeigt uns klar, was 
der Tite1 des Werkes von vornherein vermutheu Iiisst, dass niclit ein 
Bucli des Matheniatikers fiir den Matliematiker, sondern des Pliilusophen 
für den Pliilosopben uns vorliegt, allerdings eines solchcn Philosoplien, 
der den  Weg zur Psychologie von der  Physiologie a u s ,  deu W r g  m r  
Kenntniss der  Metlioden von der eigerien Erfindung friiçlitharer For- 
scliungsmittel ails, den Weg zur Logik von eingelienden mathernatiscberi 
Studien ails kennen lernte. Diese Eigentliümliclikeit des Verfassers Iiat 
in  Verbindung mit dem Bi1dungr;bereiclie der Leser, a n  die er sich vor- 
augsweise wendet,  und durch welçhen el- sich selbst begrenxt fülilt, deui 
gross angelegtcn Werke seinen Stempel aufgedrückt. Wenn der Mathe- 
matiker es mit der Loupe angstlich durclimustern wollte, ob niclit da 
nnd dort eine Rezeichnung, eine Rencnnung unrichtig gebraucht wurdr, 
wenn der Historiker jedesmal, wo er auf den Namen D e s c a r t e s  stosst, 
die F r a g e  aufwerfen wollte, ob wirklicli Alles von diesem herrühre, was 
ilim da  zugeschrieben wird, gewiss, es würde nicht scliwer sein, ein 
Süudeurr~gister zusami~ieuzustellen. Aber solclie Splitterricliterei ware liier 
niclit am Platze. Der  Pliilosoph, der auch nur  s o v A  Mathematik weise, 
als H e r r  W u n d t  ibn kennen lelirt, wird, die kleinen Irrthümer, welche 
e r  m i t l ~ r r i t ,  inbegriffen, doch eine nur  seltene Spielart sr iner  Gattung 
sein, und  dass e r  sicli so aiiszubilden den Trieb empfaod, ist gerade das 
huhe Verdienst des geist- und kenntnissvollen Verfassers. Freueri wir 
uns dalier ohne engherxiges Bekritteln desseu, was der pliilosopliische 
Leser der Logik an mathematischen Kenntnissen sich daraus aneignen 
k a n n ,  und  reden wir vorzugsweise von dem, was den matliematisclieu 
T,eser darin anmntliet. W i r  werden dahei allerdings auch hier mehr hei 
Einzelheitcn, als bei Schilderung des Ideenganges im Ganzen verweilen. 

1st  die Matliematik Geisteswissenschaft, ist sie Erfahrungswissen- 
schaft? Diese Frage  ist viclfach gestellt worden. H e r r  d u  B o i s - R e y  - 
m o n d  hat  bekauntlicli beid~xi Auf'fàwingen gleiches Recht zugesprochen, 
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naclidem er dcm V e r t r e t ~ r  des Idealiamns und dcm des Empir ismii~ in  
sciner ,, Allgemeinen FunctionentheorieLL zu ausgiebigem Weçhselgasprache 
das Wort verlieh. Her r  W u n d t  sucht erstlich statt  der  beiden von 

Herrn d u  U o i s - R e  y m o n  d gebraucliten Benennungen die  des N o m i -  
nal i t imus und des B e a l i  s m u  s ,  deren e r  schon in den ,,Fhilosophitichen 
Studicn" 1 ,  105 sich bedient hat te ,  bevor die Allg. Functiorienth. er- 
schien , als zutreffender mi vertlicidigen, worin wir ihm beipflichten, und 
beantwortet dann  die Hauptfrage mit doppeltem Nein. Nicht in dem 
menschlichen Geiste als solchcm entspringen die matliematischen Begriffe, 
niçht Abspiegelungen gegebencr Objecte sind s ie;  die Ohjecte und die 
durch diesellxn erm6glichten Abstractionen geben erst vereiriigt jene HR- 
griffe. Hierin erkennen wir die gleiche Gesinnung, die wir schon 1853 
in der Vorredc zu unsercn ,, Grundzügen ciner ElementararithmctikL' ans- 
gesprochen haben,  wenn wir auch weder damals, noch heute die Ah-  
straction so weit ausdehnen, wie Herr  W u  n d t ,  welcher schliesst , ,, dass 
mathematische Bcgriffe zu Stande kommen, indem wir von alleu den- 
,jenigen Elementen der  Vorhellung abstrahiren, die in  dem Object ihre 
Quelle haben" (S. 108). So entsteht freilich auch für uns  der erste 
Begriff der Zahl ,  aber die Determinirung des Begriffes, wie die i n v e r ~ e n  
Operationen der Arithmetik sie nothwendig machen, greift doch wieder , 

auf  die Objecte als Quelle zurück. 
Natürlich ist Her r  W u n d t  auch auf die hier angeführte spktere 

Determinirung des Zahlbegriffes eingegangen und  scheidet ihr  entspre- 
cliend (S. 119) Z a h l a r t e n  und  Z a h l s y  s t e r n e  aus. Die Zahlarten sind 
die der ganzen , der  gebrochenen , der titetig aufeinander folgenden Zahlen. 
Durch sic iindert sich die innere Constitution des ZatilbegriEes. Die  
Zalilsysteme beziehen sich auf die aussere Form des Zahlbegriffes, auf 
die Richtung; durch ihre Veranderung entstehen positive, negative, com- 
plexe Zahlen. Die laute  Betonung des hier obwaltenden Gegensatzes, 
wir nennen ihn den  Gegensatz der Quantitat und  der  Qualitat,  ist  sehr 
nacli unserem Geschmack, nicht so die Wahl jener  Namen. Zahlspsteme 
würden wir, d o n  wegen des allzu verwandt lautenden Zahlensystems, 
am liebstan ganz vermieden wissen und das Wor t  Zahlarten gerade dafür 
gebrauclit sehen;  in ihm tritt  namentlich die Verschiedenartigkeit der 
Zahlen hervor, welche i n  der Richtung ein Bild,  keinen Entstehungs- 
gmnd besitzt. F ü r  die quantitative Uuterscheidung dürfte aher  das Wort  
Za h l e n  s c h i c h t u n g  sic11 rechtfertigen lassen. 

Herr  G. C ~ n t o r  hat  bei seincn feinen Untersuchungen über Man- 
nichfaltigkeiten das eigentlich Unendliche von d e ~  uneigeutlich Unend- 
lichen untcrscliieden, wie I I  e g e l  der wahren Unendliclikeit die sclil~çlite 
Uuendlichkeit gegenüberstellte. Hier  hat  Herr  W u n d t  (S. 128) nun ,  
wie wir glauben, selir zutreffende Narnen i n  Vorschlag gebraçht. 1)as 
aus der endlichen Grosse. durch unbagrenztes Wachtitbum hervorgehende 
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Uiieiidliciie nennt  er das E: 11 d l  O s e  odr r  1 r i  f ' i  ii i t r ; dr r  fertige Ljegriff 
der Unendlichkeit, der von Anfang an das Merkmal der Brgrenztlirit, 
welches den endlichen Grossen zukommt, niclit hesitzt,  heisst ilim das 
U e b e r e n d l i c h e  ocler T r a n s f i n i t e .  

Wenn von mit einander in Verbiudung atelienden Grossen eine sic11 
veriindert , so koniirn , tien Fal l  periodischer Functionen ausgenommrn, 
niclit alle andereu unveriindert hleihrn. W i r  lialten dicsen Satz fiir ein 
Erf~lirungsaxioin. Her r  W u n d t  nennt ihn (S. 137) das P r i n c i p  d ~ r  
c o r r e s p o n d i r e n d e n  V e r a n d e r u u g e n  und strllt  ilim das P r i n c i ] )  
d e r  V a r i a t i o n  d e r  U e z i r l i  u n g e r i  ari die Seite, wonach, um es matlie- 
rriatiscli aui;zuuprechen, e i r i ~ r  Variabelu niçlit sofort andere utid antlcrr 
Wertlie beigelegt zu werden brauchen, sondern man bereclitigt ist ,  die 
Varialile vorhrr a1s irgcnd r ine Function irgcnd einrr  odcr aiich mplircrrr 
nener Variaheln a11 het.rachteri. Auf der Ariwendnng heitlcr Piincipir.n 
gemeinsçhaftl'ich beriihen alle Methoden der Gleichungsaufl~sungen. 

Die Addition, die Multiplication sind s y n t 11 e t i  scl i  e ,  die Suhtrac- 
tion und Division sirid a n  a l y  t i s c l i  e O p e r a t i o r i  e n .  Jene gelien diesen 
voraus. Warum gelit aber die analytisclic UifYcreutiation der syritlieti- 
sclien lntegration voraus? i i e r r  W u n d t  sielit (S. 209) den Grund davon 
, , in dem Problem der stetigen Aendei.ung, von welclirm die Jnfinitesinial- 
metliode ausgehe; indcm ihre nachste Aufgahe darin befitelie, tliesen 
Begriff der stetigen Aenderung en fixiren, koilne s ic  hierzu nur  durcli 
ein analytisches Verfahren g e l a ~ g e n  , welches auf diese Weise zur Grund- 
lage aller weiteren Mrtlioden werde". 

Wir  liaben liicr weitaus nicht alle Stcllen e r w ~ l i n t ,  hei welclien wir 
walirend des Lesens mit besonderem Vergnügen verweilten. Soll docli 
suc11 unser Roricht keineswegs ein Keuncnlernen des Ruches durcli eigenr 
Anscliauung ersetzen, sondern nur  rlazu auffordern ! CANTOR.  

Neue Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung in der Statistik, 
insbesondere hei  der Vertliciluug der Etien nacli dem Lebensaltci. 
der Ehegat ten,  von T , U I G I  P I ~ O Z Z O .  I)eutsch bearbeitet von 
OSCAR ELB. Dresden 1 8 5 3 ,  Verlag von E. L .  Kneclit. 4'. 13 S. 
T e x t ,  6 Tabel len,  I X  Figurentafeln. 

Der Verfasser hat  sic11 eu seincn Untersuchungen der Civilstands- 
register des Ktinigreichs Italien für die J a h r e  1878 und  1879 bedient, 
deren Angaben abgeschlossener Ehen  e r  theils in einer Ellene, theils, 
wozu Z e u n e r  1869 den Anstoss gegeben zu liaben scheint,  im Raume 
graphisch darzustellcn wusste. Die so erhaltene Flache berulit auf fol- 
genden Annahmcn: I n  der Grundeheno sind auf zwci au einander senlr- 
rechten Coordinatenaxen die verfichiedenen Leheusalter von Mannern und 
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k'rauen in gleichen Entiernungen aufgetragen; anf jcdem I 'unkte der 
ELcne, welcher die Absçliliessung einer IChe zwisclien Gatten von deni 
Alter der in  diesem Puriktc sicli sch~ir ideriden Coordinaten beneichiiet, 
ist wieder nach einem cnnstantcn Yaassstabc die Zahl der  so abgeschlosse- 
nen Ehen als z - Coordinat<: senkrcclit aufgcrichtet. Wir  habcn hier die 
Frage nicht zu erortern, oh es gefitattrt S P . ~ ,  schon die Daten zweier 
Jahre in eincm einzigen Lande  zu Folgerungen auszuheuten. Uns  inter- 
cssiren, wie hillig, n u r  die Folgerungen selbst, also im gegehenen Fal le  
die Gestalt der gcwourienen Oberflache als geometriscliem Orte  der E n d -  
punkte der in  erwiihnter Weise hergestellteri z-Coordinaten. Sie liat 
einen hochsten P u n k t  ctwa dort,  mo die mittleren Alter der beiden ELie- 
gatten sich vercinigen; nach der jugendlichen Seite ist ein steiler Abfall, 
etwas weriiger steil senkt sicli die Oberflache gegen die Seite des hoheren 
Alters. Quersclinitte paral ld  ziir x y - Ebene zeigen sicli als ziemlicli 
ellipseufiirmige Curven , wahrend Schnitte durch die gr6sste z -  Ordinate 
gefülirt eine t~edeutende Aehnliclikeit niit der brkannteri Walirsclieinliçli- 
keitscurve darbieteri. 

- -  - 
CANTOR. 

Esercizii sulle equazioni differenziali esposti dall'ingegnere GIULIO TO- 
M A S E L L I  con introduzione di FRANCESCO B R I O S C I ~ I .  Napoli, Milano, 
Pisa 1883. Tjlrico Hoepli editore-librajo. X I ,  364 pag. 

In deri verscliiedensten Spracheri ist kein Mangel a n  Uebungs- 
büchern m m  Einarlei teu in die einzeluen Thei le  der  Mathematik, und  
insbesondere für die Differential- und Integralrechnung hat  das Uediiif- 
niss solche Aufgabcnsammlungen vielfach herfitellen lassen. Wir  geben 
mi, dass das Hauptgewicht meistentlieils nicht auf Aufgaben gelegt wird, 
bei welchen die Integration vnn nifferentialgleichiingen in Frage  komrnt; 
aher doch Sind in S ch1 o m i l c h ' s  Uebungebuch zum Studium der  hohe- 
ren Analysis 84 Seiten diesen Capiteln gewidmet, u n d  selbstverstandlich 
gehoren alle die zahlreichen Uebungsbeispiele in B o  o 1 e's Differential 
Equations demselben Gebiete an. Uas schliesst natürlich njcht a u s ,  dass 
rieue Sammliingen entsteheri konnen und jede i n  ihrer Heimath ein 
Publicum findet. Wir  wissen uicht,  ob die italienische Literatur bereits 
ein alinliches Werk in sich scbloss; aher jedenfalls unterscheidet das 
T o m  a s  cl l i ' sche Uebungsbuch sich in  einem massgebenden Gesichts- 
purikte von den beideu zum Vergleiche g e n a n n t m  Schriften deutscher und 
engliecher Sprache. Dort  sind nach Angabe der Met,hoden und Ausrech- 
nung einiger Musterbeiiipiele so und so viele Aufgahen der  Selbstthatig- 
keit des Lesere soweit überlassen, dass ihm nur  das Endergebniss noch 
rnitgetheilt wird, welches zu erreichen er sicti anstreugen 6011. Her r  
T o m a s e l l i  stellt diese Anforderung nicht an seine Leser. E r  giebt nur  
ausgeführte Aufgaheri , tlieils den U O 01 e'sclien Uebungen entnommeo, 
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tlieilti in  Fraukreich ols I'rüfungsaufgaben praktiscli verwertliet, tlieils 
von Herrn T O rn a s  e l l i  selbst erfunden. J e d e  einzelne Aufgabe ist in 
mustergiltiger Weise discutirt, so dass auch bei einem Minimum vou 
geistiger Anstrengung eino J,ücke im nllscitigen Verstandnissc des Ge. 
botenen nicht leicht eiiitreten kann. Ob dem Laser  - sofcrn wir einrn 
Schüler als solchen uns denken - damit eine wesentliclie Forderung 
gewahrt wird? Nur die Erfahrung kann  auf eine s o  allgemein gestellte 
E'rage antworten. Wir personlicti waren geneigt,  das Uucli lieber als 
allerdings zu beqnemes und zu breitspuriges Hilf'sbuçti fiir einen Lehrer 
zu cmpfehlen, der  Zeit bei der Vorbereitung zu Unterrichtsstunden über 
die Anfangsgründc der Integratioii von Differentialglcichungen ersparrn 
will. CANTOR. 

Essai  critique s u r  les  principes fondamentaux de la géométrie élemen- 
t a i r e  ou commcntaira sur  lcfi X X X l I  prcmikres propositions des 
éléments d'Euclide par J. Hoüsr., professeur de mathématiques i 
la faculté des sciences d e  Bordeaux. II. éditinn. Paris  1883, chez 
Gauthier -Villars. VI ,  91 pag. 

Die  Geometrie E u  k l  i d 's  beherrs:ht nahezu 2100 J a h r e  lang in un- 
gestorter Alleinherrschaft das Reich der Matliematik. Mochte da oder 
dort ein aufrührerischer Unterthan gegen die Anordnung der Satzo, 
gegen einzelne Vorschriften - insbesondero gegcn dic Zumutliung, das 
11. Axiom unbewiesen anziierkennen - Redenken tragan, zurn Ausspiuclie 
solcher Bedenken kam es in  den seltensten Fallen. A n  der Wende 
unseres Jahrhunder t s ,  zu einer Zei t ,  als alle Rfonarcliien Europas von 
Frankreich auç mehr oder wenige'r erscliüttert wurden,  wagte es ein 
Franzose,  A d r i e n  M a r i  c L e g e n d r e ,  ein wirklich noues Systrm der 
Geometrie aufzubauen. Sel t rn oder nie hat  eiu Lehrbuch eines glei 
c1ie.n Erfolges sic11 zii erfreuen grliabt. Würde  man alle d i e  Elerneiitar- 
geometrien, welche in allen Spraclieri erscliienen und fast als Ueber- 
setzungen von L e g e  n d r  e 's W e r k  anzucehen s ind ,  als Auf lagen jrnes 
Werkes mitzalilan, so würden diese Auflagen nach Dunderten sic11 be- 
aiffern. Und deiinoch blieb die mathematische Welt riicht bei L e g  e n d r e's 
Methoden. L)eutscliland scliuf eine neue Elementsrgeumetrie, welche, 
wenn man sie nach einer Personlichkeit benenneu will, die G r a s s -  
m a n  n 'sche Leissen mag u n d  wclche balinbrechnnd fortsclireitet, air: 
Mittelschule an BegrifTe z u  gewohnen, die vnr Knrzem noch nur den 
~ a n n e r n  ernster Wissenscliaft angehorten. Frankreich , vie1 conserva- 
tiver als e s  selbst glaubt ,  beliielt im Grosscn und Ganzen seinen L e -  
g e n d r e  be i ,  der in  der einen Stadt  s o l  in der andern so biess. Vor 
20 Jahren  etwa unternahm es Her r  H o  ü e l ,  seinem Adoptivvater land~ 
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den Dienst zu erweisen, nachdrücklich gegen die L e  g e n d r e'sclie Me- 
thode sich auszu~prechen  u n d ,  das Sprichwort ,, il faut reculer pour mieux 
snuter" beherzigend, ging er bis auf E u  k l i d  zurück, von dort aus seinen 
Anlauf zum Vei t sprunge  nehmend. Gegenwaitig ist die kleine Arbeit zum 
zweiten Male aufgelegt,  und die Moglichkcit einer neuen Auflage zeigt, 
dass, wenn in Frankreich der Umscbwung in der Behandlung der Elemen- 
targeometrie noch nicht eingetreten is t ,  die Geister doch zu diesem Um- 
schwunge sich vnrbereiten. I l e r r  EIoüe l  bat seine Abhandlung in drei 
Abtheilungen gegliedert. D i e  erste Abtheilung besteht aus einer Ueber- 
setzung der 32 ersten Satze des 1. Buches der Euklidischen Elemente 
Die zweite Abtheilung k a n n  etwa als moderne Ueberarbeitung des in der 
ersten gebotenen Stoffes bezeiclinet werden;  der G a n g ,  die rein geome- 
trische Beweismethode sind Euklidisch; Euklidisch insbesondere ist die 
Scheidung der Satze,  die nicht von dem Parallelenaxiom beeinflusst sind, 
vrin denen,  bei welchen solches der Fa11 ist ; modern ist , wie manche 
Einzelheit, wie die fortwahrende Anwendung von Ort,sveranderung ein- 
zelner Figurentheile, so namentlich anch der Wortlaut des Parallelen- 
~xjorna: , ,Durch einen gegebenen Punkt  Iasst sich zu einer gegebenen 
Geraden nur  eine Parallele ziehen." Endlich ala dritte Abtheilung, als 
Anhang, hat  Herr  H o ü e l  einige besondere Auseinan~lersetzungen zur  
Philosophie der  Geometrie vereinigt. Der  Lehrer wird in dieser letzten 
Abtheilung manchen Gedanken finden, von welchem er bei seinem Unter- 
richte Gebrauch machen k a n n ,  selbst wenn er nicht mit allen Ansichten 
des Verfassers einverstanden i s t ,  urn wieviel melir, wenn er, wie Referent 
es mit Vergnügen ausspricht,  im Ganzen und im Einzelncn sic11 zu den 
gleichen Gesinnungen einer niclit aprioristisclien, sondern ~ r f a h r u n g s -  
miissigen Raumlehre bekennt. CANTOR.  

Analytische Qeometrie der  Eegelschnitte nach elementarer Methode für 
hohere Schnlen. Von W. FUHRMANN,  Oberlehrer am Realgym- 
nasium anf der  Burg in Konigsberg i. Pr .  Mit 27 Figuren im 
Text  und  2 Tafeln. VII ,  144  S. Berlin 1 8 8 4 ,  Winckelmann & 
Soline. 

Man wird - so sagt der Verfasser i n  seinem Vorworte - einen 
Unterschied zwischen Werken,  die dem Fortschritt ,  und denen,  die der 
Verbreitung dienen sollen, zugestehen. E r  macht für sein Werk  keiiierlei 
Anspruch, der  ersten, sondern n u r  der zweiten Gruppe anzugehoren. I n  
dieser Einschranknng verdient es  volle Emp'fehlung. Uns wenigstens ist 
noch keine analytische Geometrio der Kegelschnitte zu Handen gekommen, 
welche so  hündig abgefanst und ,  ohne jemals den elemcntaran Standpunkt  
zu verlasscn, den Schiiler so weit führte, wie dicse hier. Dei. Vcrfasser 

Hlst-lit. Abthlg. d. Zeitschr. f. Math. a Phys. XXIX, 5. 10 
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hat  sich in der Ilauptsache au J O  a c  h i m  s t h a l ' s  Analytische Geometrie 
der Ebene  angeschlossen, und Kenner  jenes vorzüglichen Buches, was 
wohl soviel heissen dürfte als j ~ d e r  deutsçhe Mathernatiker, werden ilim 
darin Recht geben. E r  hat aber au8 dem bei J o a c h i m s t h a l  verarbei- 
tete11 Stoffe eine Auswalil gctroffen, die sich nur  auf das Leiclitere be- 
sclirankte, und auch darin wiid man ihm beipflichten; denn für Schulen 
ist selbst J o a c b i r n s  t h a l  noch etwas zu schwer. Herr  F u h r m a n n  hat 
gezeigt,  dass die von ihm getroffene Beschriiiikung doch genügt, den 
Schüler mit einigeu der modernen Methoden, mit Gleichungssymbolen und 
dern Keclinen mit denselben, mit der geometrisclien Anwendung von De- 
terminanten,  in einer Anmerkung wenigstens (anf S 117) mit Liuien- 
coordinaten und einer betrachtlichen Anzahl von Satzen bekannt zu 
maclicn , die in dencn vom P a s c a l ' s c h e n  und R r i  a n c h  o n'schcn Secbs- 
ecke gipfcln. Ein Anhang antlialt die erforderlichen Satze ails der Deter- 
minantenlehre in wünschenfiwertlier Kürze. CANTOR. 

Leitfaden fur den geometrischen Unterricht.  Zum Gebrauche an hoherrn 
Unter~ichtfianstalten bcarheitet von Dr.  R. HEGER. Dritter Tbeil:  
S t e r e o m e t r i e .  

Bei Besprechnng der beiden ersten Tlieile des vorliegenden Werkes 
haben wir bereits ansgeführt, dass wir den Standpunkt  des Herrn Ver- 
fassers nicht vüllig zu dem nnsrigen machen konnen. Wir  haben un- 
umwunden erklar t ,  dass die L o s u n g  v o n  A u f g a h e n  nach unserer 
Auffassung im niatheuiatisçheu Unterrichte bei Weitem die Hauptsache 
ist. Dahcr  konnen wir uns für ein Lehrhnch, wtblches vorwicgend die 
D a r l e g u n  g d e r  L e  h r s a t  z e  enthalt , nicht erwarnien. Zn diosem prin- 
cipiellen Bedenken kam noch eine Kleinigkeit,  die wir ausdrücklich als 
Geschmackssache bezeichnet haben. W i r  meinen die Vorliebe fur m a t h e -  
m a t i s c h e  F o r m e l n  m i t  a u s g e s c h r i e b e n e n  W o r t e r n ,  welche Re- 
ferent  ebenso lebhaft - und vergeblich - aus der  W e l t  wünscht, wie 
beispielsweise das , , e l L  a m  dem durch die Neuorthographie verurizierten 
Wor te  ,,multiplizieren I L .  

W i r  wollen beide Bedenken Her rn  H. gegenüber hiermit m m  letzten 
Male geaussert hahen. 

Das vorliegende Bücblein k t .  149 Seiten stark. E s  zerfallt in 13 
Faragraphen ,  von denen die letzten vier als ,, Anhang " bezeichnet sind. 

D e r  erste Paragraph führt die Ueberschrift: , ,Einleitung. Durch- 
schnitt  einer Ebeue  mit ~ e r h e n  nnd  Ebenen." D e r  erste Satz desselben 
enthalt klar und bündig die  1)efinitiou u n d  das Axiom der  Ebene. E r  
lantet :  , ,Wenn eine Gerade sich so bewegt, dass sie dnrch einen gagebe- 
nrn P u n k t  gebt iind eine g ~ g e b e n e  Gerade trifft, fio ist ihre Bahn einr 
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Flache, welche E b e n e  genannt wird. W e n n  eine Gerade mit einer 
Eberie zwei Punkte  gemein bat ,  so fallt sie ganz in die Ebene.IL Der  
Verf. wendet sich darauf zu der Schnittlinie zweier Ebenen (6), zur 
parallelm Geraden (7), zii zwei Geraden,  die einer diitten parallel sind 

(8). Alsdann werden parallele Ebenen von einer dritten Ebene u. S. w. 

gesclinitten. Man sieht,  dass in  mancheu Stücken vom IIerkommen ab-  
gewichen wird. Wir  halten diese Ahweichuugen für glückliche. Schon 
im crsten Faragraphen wird es dem Verfasser m6glich, das  geradlinigc? 
Paraboloid und Hyperboloid zu charakterisircn. 

Im zweiten Paragraphen wird der F l a c  h e n  w i n k e l ,  werden die 
N o r m a l e  n z u r E b e n  e behandelt. Gleiche Fliichenwinkel Sind con- 
gruent, woraus folgt, dass sie gleiche Normalschnitte haben. Ebenso 
wird in Nr. 4 gefolgert,  dass Winkel ,  deren Schenkel gleichsiunig parallel 
sind, einander gleichen. Auf analoge Betraclitungen werdeu auch die 
Bcweise der Satze für dio Normalen der Ebene gcgriindet. Raf. vcrmag 
hierin dern Verf. nicht so unbedingt znzustimmen, da  die hergebrachte 
Darstelluog gewisse didaktische Vortlieile zii liaben scheint. Zu E n d e  
des zweiten Paragraphen werden die eiufachsten drei Rotationskorper 
besprochen. An dieser Stelle Ei t ten die  erst S. 98 erfolge-uden Festsetz- 
ungen über den b e g r e  n z t e  n Kegel und  Cylinder schon ausgesprochen 
werden konnen,  da  der gewohnliche und vielfach auch der wissonschaft- 
liche Sprachgebrauch nur die letzteren meint. Es  itit gewiss zu beklagen, 
dass dirjenige Einigkeit , welche bezüglich der Begriffe G e r  a d  e und 
S t r e c k e  bereits erreicht is t ,  a n  dieser Stelle noch vermisst wird. 

Der dritte Paragrapli enthalt die Lehre von der Normalprojection, 
uutersucht die Grosse der Winke l ,  welche eine Gerade mit den durch 
iliren Fusspunkt geheriden Geraden einer Ebene bildet, gelangt zur  D e -  
finition des E b o n c n b ü s  c h c l s und schliesst mit einigen hübschen An- 
wendungen auf P a r a b o l o i d  und  H y p e r b o l o i d .  

Der  folgende, vierte Paragraph ha t  einen reichen Inlialt. ?dan ' 

untersucht z w e i  G e r a d e  i m  R a u m e ,  die Lage z w e i e r  K u g e l n ,  die 
dem T e  t r a e d  e r um - und eingeschriebenen Kugelu , woran sich nalie- 
liegeude Untersuchungen über die K a n t e n w i n k e l  e i n e r  d r e i s e i t i g e n  
E c k e  anschliessen. Ziemlich breit und  ermü.dend wirken die Erorte- 
rungen von Nr. 15, 16, 17. Dia Bestimmung des S c h w  e r p u n k t s  des 
Tetraeders, Betrachtungen von Sinusverhaltnissen, von E b e n e n ,  w e l c  h e 
d r e i  K n g e l n  b e r ü h r e n ,  endlich der Satz über die vier Hohen eines 
Tetraeaers bilden den  interessanten u n d  ansprechend dargelegten Stoff 
dieser Abtheilung. 

Der fünfte und sechste Paragraph behandeln das s p h  a r i s c  h e  D r e i -  
e c k ,  und zwar unter rn6glichster Einschrankung der Kechnung, ferner 
den I n  h a 1  t d e r  Ko r p  e r. Hierbei fallt nus die  exacte, aber uunotliiger- 
weise zweimal auftretende Behandlung des Principe der g l  e i  c h e n P a  - 
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r a l l e l s c h , n i t t e  auf. Den Schlnss bildet die Darlegnng der O b e r -  
f l a c h e n b e s t i m m n n g  bei den drei runden Korpern. 

I m  A n h a n g  werden zuntichst die q u a d r a t i s c h e  P u n k t -  u n d  
S t r a h l  e n i n v O 1 u t  io  n , dann die Uebsrtragung von Kreissatzen anf den 
Kegel und die K e g e  1s c h  n i t t e behandelt. Wie  das Vorwort bemerkt, 
sol1 die Behandlung der letzteren moglichst au die projectivischen Me- 
thoden der  Geometrie angeschlossen werden. E s  kann  dem Verfaeser 
zugegeben werden, dass e r  seine Aufgabe im Ganzen glücklich g e l k t  hat, 
wenu wir aiich mit gewisaen didaktischen Bedenken nicht zurückhalten 
wollen. 

Druckfebler sind uns anfgefallen S. 9 Z. 22 v. o., S. 95 Z. 11 v. o .  
und S. 109 Z. 19 v. o. S. 97 unten hat te  der Ausdruck Z. 4 v. u .  wohl 
besser gefasst sein k o n n e , ~ .  

Die Figuren sind durchweg mit lobenswerther Exactheit gezeichnet. 

C o e s f e l d .  K. SCHWERING. 

Leitfaden fur den geometrisehen Unterricht.  Zum Gebrauclie an hohcren 
Unterrichtsanstalten bearbeitet von Dr. R. HEGER. Vierter Theil: 
A n a l y t i s c h e  G e o m e t r i e  d e r  E b e n e .  

Das vorliegende Büchlein zahlt 91 Seiten und  zerfallt inhaltlich in 
13 Paragraphen. 

Der  erste behandelt die C o o r d i n a t e n  e i n e s  P n n k t e s .  Eiior 
finden w i r  unter Anderem die T h e i l u n g  e i n e r  S t r e c k e  n a c h  h c -  
s t i  m m  t e  m Ve r h a l  t n i s s  und eine Anwendung auf die Umkelirung des 
Ceva ' schen  Satzes, die uns trotz der Vorbereitung durch den Schwer- 
punktssatz an diese,r Stelle ein wenig verfrüht erscheinen will. Gelegent- 

x Y 
lich der Formeln coscp =- , s inrp = - r  r = J ~ 2 + ~ b i r d  bemerkt: 

7- r 

,,Nachdem man üher den positiven Sinn der Geraden O P  entechicden 
hat ,  weiss man,  ob für r der positive odar ncgative Wer th  der Qiiadrat- 
wurzel zii nehmen kt." r bedeutet die  S t r e c k e  01'. Wir  meinen, es 
ist besser und vor Allem vcrstandlicher, die  positive oder negative 
Richtung der Geraden O P  einstweilen ausser Spiel  z u  lassen und für 

r = p'z" fy2 den positiven Werth festzusetzen. 
Es  folgt die G l e i c h u n g  d e r  G e r a d e n ,  welche in der  Form 

X Y  
y = m x  + b ,  dann - + - - 1 = O und  d a n n  in der eigentlichen Norrnal- 

u b  

form geschrieben wird. Dieser Inhal t  wird a n  Beispielen und  durch geo- 
metrische Uetrachtungen dentlich und lebendig dargestellt. Ausser den 
p a r a l l e l e n  G e r a d e n ,  der  N o r m a l e n  wird die u n e n d l i c h  f e r n e  
G e r a d e  besprochen nnd  sogar die  Methode der  Symbole T E  a x i - D y  
+ c  in passender Wrise eingeführt. 
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Die letztere Methode führt im dritten Paragraphen die Her r~chaf t .  
Er ist dem B ü s c h e l  gewidmet, hehandelt die Satze s u s  der T r a n  s -  
v e r s a l e n t h e o r i e ,  insbesondere m e r k w i i r d i g e  P u n k t e  d e s  D r e i -  
e c k s  und das v o l l s t % n d i g e  V i e r s e i t .  

Der vierte und  fünfte Paragraph Sind dem K r  e i s  e gewidmet. IIerr 
Ii. geht mit Recht von  den zwei H a i i p  t f o r m  e n  der  Kroisgleicliung RUR, 
erke,nnt alsdann ihre w e~ e n  t l i  c h  e E i g e n s t h  a f t ,  und  geht so zur 
T a n g e n t e ,  zur P o t e  n z u n d  durch die harmonische Eigenschaft zur 
P o l a r e  über. Uns K r e i s b  ii s c h  e l  findet eine recht gründliche Behand- 
Inng, wohei die Verwendung der S y m b o l e  fordedich ist. , 

Die vicr folgenden Paragraphen brhandrln die K e g e l s  c h n  i t  t r. 
Ihre g ern e i  n s a m e Definition, wie das j a  auch nohl  das Natürlichste ist, 
liefert die D i r e  c t r i x e i  g e n  s c h a  f t .  Alsdann werden die drei verschic- 
denen Kegelschnitte getrennt behandelt. Wir heben daraus die geschicktc 
Verwendung der  Heihenentwickelung S. 43 hervor. Es  wird durch die- 
sdbe ein s i c h e r e r  B o d e n  für das Verhalten der P a r a b e l  zuriachst 
und der C u r v e n  üherhaupt im U n e n d l i c h c n  gewonnen. Es giebt 
Lrlirbiichcr, welche entwcder auf die Sache nicht. e ingrhen,  oder im Ver- 
trauen a u f  den g l a u b i p n  S inn  des Studirenden gerade bei dieser Ge- 
legenheit mit Vorliebe den Sitz der Pythia besteigen. 

1)ie letzten Paragraphen behandeln die allgcmeine G l e i  c h u  n g 
zwei  t e n  G r a d  e s  uud anhangsweise die Betrachtung der s c h i e f w  i n  k- 
l i g e n  und I ' o l a r c o o r d i u a t e n .  

Faesen wir iinser Urthcil zusammen, so entlialt das Büchlein einen 
zncckmasuig gewahlten Stoff in klarer Darstellung, die den wissenschrift- 
lichen und didaktischen Anforderungen Genüge leistet. 

C o e s f e l d .  K. S C I ~ V E R I N G .  
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Recensionen. 

Entgegnung. 
Auf' S. 121 dieses Bandes erwidert I Ierr  R e i f f  auf die llecension 

einer seiner Arbeiten durch Herrn K u r x  und  zielit dabei niich, gelinde 
gesagt unnothigerweise, in die Discussion mit h e i n .  Ich bin daher 
genothigt, den Lrscrn dieser Zeitschrift darzulegen, worin meine Behaup- 
tung, die ich privatim H ~ r r n  l< u r z  mitgetheilt habe ,  hestand, und kann 
 fi ruhig ihrem Urtheil a n h e i r n ~ t ~ l l e n ,  oh , ,meine Formeln falsch sind". 

E e r r  R e i f f  schreibt auf S. 16 der fragliçlien Schrift: 
, ,Die  neue Lage des Linienelementes (mit de; Richtungscosinussen 

a , ,  fi,, yi) bildet mit der ursprüngliclien Lage desselben (a, 8 ,  y) einen 
Winkel E t l t ,  d e s e e n  P r o j e c t i o n e n  a u f  d i e  C o o r d i n a t e n e b e n e n  
y z ,  zx, x y der  Bcihe nach 6 clt, L d l ,  x dl  sein mogcn. Nun ist,  wcnn 
u,, p,, 7, die  Coss. einer auf a ,  p ,  y und al, /Il , y1 senkrechten Rich- 
tung bedeuten (da E d l ,  9 d t ,  L d l ,  x d t  uneudlich klein sind): 

e d l a , =  a d t ,  E d t P , = r  d l ,  ~ d l y , = x d t . ' ~  

Diese Gleichungen eind offenbar falsch, da die Projectionrn des Win-  
kels E d [ nicht durcli Multiplication mi t  den Richtungscosinussen der Nor- 
malen erhalten werderi, wiu Herr  R e i  f f  nunmehr, im vorletzten Alinea 
seiner Erwiderung , selbst andeutet. Rlehr haLe ich aber nicht behauptet. 

A u g s  b u r g ,  den 6. October 1884. BRAUN. 

Dieser Entgegnung fiige ich,  der  eweite Unterzeichnete, noch Fol- 
gendee bei. 

Auf S. 18 der genannten Schrift sagt H e r r  R e i f f  unmittelbar nach 
den Gleichungen N: 

, ,4 d t ,  r di,  x dl  sind die Projectioneu des E d l  auf die Coordinaten- 
ebenen, dgher sind 9, L ,  x die C o r n p o n e n t e n  der  W i n k e l g e s c h w i n -  
d i  g k e  i t e  n des Kadiusvectors a p y." (Hierbei hat  Herr  R e i  f f  selbst 
diese zwei Wor te  gciiperrt druckcn lassen; bcirn zweiten Worte  sol1 der 
Singulsr stehen.) Man sieht daraus und  aus der vorigen Erkljirung von 
B r a u n ,  dass Her r  R e i f f  selber die Verwech~elung begangen hat, gegen 

Kat.-lit.  Abtlilg. d. Zeitsohr. f. Math.  u. Phys. XXIX. 6. 16 
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d i e  e r  i n  se iner  , , E r w i d e r ~ n g ' ~  eifert. J e d o c h  dm Grtlieil  über d ~ n  'l'on 
dieser E rwide rung  überlasse ich dem Unparteiischen. 

N u r  , , s a ~ h l i c h ' ~  (wie es  auch mcine Recension lediglich gewesen ist) 
will ich noch znm letzt,en Al inea  d e r  , , E r w i d e r u n g "  e r k l a r e n ,  dass 

allardings e ine  Specia l i ta t  i s t  u n d  dass ich noch Anderes  dazu  hatte fol- 
ge rn  sol len ,  namlicli 

a u  an, an ,  a u  a u  a u  + - - - + - = + - = O  a ï  a y  a x  a z  a y  33: 

worrruf H e r r  R e i f f  ers t  au f  S. 33  se iner  Sclirift u n d  nur  im Vorheigehen 
zn sprechen kummt  mit  den W o r t e n :  

, ,Dabei  wird  aber  e ine  A r t  de r  Flüssigkeitsbewegung übergangen etc." 

O r t  und  D a t u m  wie vorher.  Kunz. 

Die modernen Theorien der Chemie und ihre Bedeutnng ftir die chemische 
Mechanik. Von L O T B A R  M E Y E R .  Breslau. 4 Aufl. 1881-83 und 
5. Aufl. 1884. 

W e n n  man  d ie  En twicke lung  d e r  Chemie in  d e n  le tz ten  Jah rzehn ten  
genauer  verfolgt,  so lassen sich dre i  verschiedene Ricli tungen deutlicli 
unterscheiden,  nach welçhen a u f  d e r  Bahri d e r  Wissenscliaft fortgeschrit- 
t e n  wird. D e r  e ine  Tlieil  de r  Chemiker,  u n d  zwar  der iiberwiegeode, 
sucht  durch immer  vol lkommeneic  Ausbi ldung d e r  chcmischcn Syntliesc 
u n d  Ana lyse ,  dnrcli d ie  Auf'findung neue r  Methoden ,  durch die Uarfitel- 
l u n g  n e n e r  Substanzen u n d  ganza r  I iorperc lassen das  tliatsachliche Ma- 
terial  z u  ve rmehren ;  e r  ist  bes t rebt ,  du rch  genaues  S tud ium de r  Spal-  
tungsproducte  u n d  durch  die  künstliclie Dars te l lung complicirter Verbin- 
d u n g e n  aus  einfachcreri Aufschliiss über die  Cunstitution e iner  cheniischen 
V e r b i n d u n g ,  d .  h .  über  die Gruppirungsweise  de r  e inzelnen Atome zu 
crhalten.  E i n  ande re r  T b e i l ,  a n  Zahl  hcdeutend geringcr,  a b e r  i n  seinen 
Erfolgen gegen den  ande rn  nicht  ziirückstehend, wendet  sich dagegen 
mehr  d e n  physikaliscben Eigenschaf ten  d e r  cliemischen Verbindungcn zu 
u n d  ist  hes t rebt ,  e ine  genaue  Bezit-hung dieser Eigenschaf ten  zu der 
chemisclieu Zusarnmensetzung aufzufinden u n d  dadurch cbenfalls eine 
Beurtl ieilung der  chemischen Const i tu t ion,  des  W e s e n s  u n d  der  Zusani- 
menfiigungsweise d e r  Atome  z u  gewirinen. Nocb e ine  d r i t t e  Richtiing 
macht  sic11 allmXlig immer mehr  und  mehr  geltend. Wiihrend von den 
xuerst  Genann ten  hauptsachlich n u r  das  Endproduc t  e iner  cliemischen 
Reaction ins  A u g e  gefasst  w i r d ,  d i e  danehen  herlaufenden Erscheiuungen 
n u r  oberflaçhliçh ode r  g a r  n icht  beriihrt werden ;  wahrend  dor t  der  E in -  
flusa der  Masse ,  d e r  Zei t ,  d e r  W a r m e  u n d  ande re r  E n e r g i e n  n u r  inaofern 
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iri  Betracht kommt, als davon die geringere oder groesere Ausbeute ab- 
hangig ist;  walirend mit anderen Worten jene bcirlen Richtungcn sich n u r  
mit den Gleichgewichtszustanden der  fertigen Verbindung,  mit der  Statik 
der Atome bescliiftigen, ist es die letztere Richtnng,  welche gerade die-  
sen Nebenerscheinungen ihr  Hauptaugenmerk schenkt, den Verlauf u n d  
den Mechanismus einer Reaction genauer  verfolgt und  dadurch die dyna-  
mischen Gcsetze der Atombewegung naher  xu ergründen sucht. E s  iet 
keine Frage ,  dass anch die chemische Affinitat, wie andere Energien, 
in einer eigenthümlichen Bewegiing der Atome besteht,  nnd  dass es daher  
wohl die letztere Richtung is t ,  auf welcher in der Zukunft  die entschei- 
denden Kesultate gefunden werden,  welche die Ursache der chemischen 
Erscheinungen unserem Verstandniss naher bringen wird. 

Wenn niin hier auch xugegeben werden miiss, dass der synthetischen 
Chemie noch viele wichtige Fragen zu losen übrig bleiben u n d  dass mit 
ihrer Hilfe noch unabsehbare Schatze interessauter Thatsachen und  Be- 
ziehungen ans  Licht gezogen werden dürften , und  wenn daher  auch vor- 
laufig angenommen werden k a n n ,  dass die Chemie in den nachsten J a h r -  
zehnten noch vorzugsweise in dieser synthetischen Richtung hearbeitet 
werden wird,  so scheint doch auch der Zeitpnnkt nicht mehr fern zn 
liegen , in welchem zur Verallgemeinerung uud Begründung der chemi- 
sclien Theorien aine genauere Kenntniss physikaliecher und mechanischer 
Lehreu irriuier mehr und mehr nothwendig werden wird. D a s  schon von 
U e r t  h o 1 l e t  angestrebte, aber bei dem hlangel a n  positiven Thatsachen 
und exactcn Untersuchungsmethoden nicht erreichte Zicl,  die Chemie ale 
eine Mechanik der Atome aufzufassen und in diesem Sinne zu bearbeiten, 
scheint in  nicht mehr allzu ferner Zeit seiner Verwirklichung entgegen- 
zugehen. Diesen Eindruck erhalten wir wenigstens, wenn wir den Inhalt 
des bI e y er 'schen Buches genauer ~itudiren. Siud auch die bis jetzt auf- 
gefundenen Resultate noch unvollstandig, Zorn Thei l  zerstreut und zu- 
sammcnhangslos, so lassen sich doch schon die Umrisse erkennen,  welche 
da3 kiinftige Gebaude einer ehemischen Meehanik einnebmen wird, und 
es muss als ein nicht boch genug anzureclinendes Verdienst des Ver- 
fassers angesehen werden, dass e r  trotz des iinfertigen Zustandes des 
neuen Gebietes sich nicht gescheut hat ,  den Rahmen zu skizxiren, in  
welchen die kiinftigen Entdeckungen einst eingeftigt werden konnen. E s  
wird ihm uamentlich der gar EU leicht in Schematismus verfallende Che- 
miker zu grossem Danke  verpfiichtet sein, dass e r  das Interesse a n  
diesen n i n g e n  immer mehr erweckt nnd diasem die erweiterten Bestre- 
bungen seiner Wissenschaft in  einer objectiven, einfachen und  leicbt fass- 
lichen Form vor Augen führt. Aber auch dem Physiker u n d  Mathema- 
tiker scheint dieses Werk  unentbehrlich zu sein. K a n n  doch die heutige 
Physik der chemischen Vorstellungen über die Zusammensetzung der Ma- 
terie nicht mehr entbehren, wie wir dies, abgesehen von thermischen und 

16 * 
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elektrischen Erscbeinuugeu, deren Zusammenhang mit chemischen Ur. 
sachen langst nachgewielien is t ,  bei der kinetisclien Theurie der Gase und 
bei dem mit Erfolg gcmachten Versuchc, die Adhësions - und Cohlsions- 
erscheinungen auf chemische Affinitatsausserung~n zurückzuführen , sehen. 

Die  , ,Modernen Theorien" erscheinen in vierter und  fast innerhalb 
Jahresfrist i n  fiinfter Auf lagr ,  eingetheilt in drei Bücher: , ,Die Atome", 
. ,Die  Statik der Atome" und  , ,Die Dynamik der Atome". Die beiden 
ersten Bücher reprasentiren im Wesentliclien den Inhal t  der früheren 
Auf lagen ,  nur  natürlich erganzt und  berichtigt riach den neuesten Ent- 
deckungen,  wtihrend das letzte Bueb durchaus Neuee enthalt. 

I m  e r ~ t e n  Ruchfi: , , I l i  e A t  orne", finden wir die Brgriindung der 
atomistischen Hypothese,  die Bestimmung der Atomgewichte ans der 
Dicbte der Gaee, einschliesslich der A v o g a d r o ' s c h e n  Hypothese und 
eines kiirzen Abrisses der kinetiechen Theorie  der  Gase,  feiner die Be- 
stinimuiig der Atonigewiclite mittels der Warmecapacitlt  der Eleuiente im 
starren Zustande ( D u l o n g -  P e  t i  t 'sches Gesetz) und  mittels des von 
M i t s c h e r l i c h  entdeckten Isomorpliismus. Dcr  letzte Abschnitt ist dern 
Wesen der chemischen Atome grwidmet. E r  erwahnt hier der Versuchc 
zur  Ermittelung der absoluten Grosse der Atome, der P r o u  t'schen Hypo- 
these und deren theilweise Widerlegiing durch die exacten Atomgewichts- 
bestimmungen von S t a s  und M a r i  g n a c l  der  Regelmzssigkeiten in den 
Zahlenwerthen der Atomgewichto und bringt schliesslich eine ausführliche 
Darstellung des periodischen Gesetzes der Elemente, a n  desscn Auffiodiing 
dem Verfasser und dem Russen M e  n d e l  e j c w  der haupts#clilichste An- 
theil zukommt. 

Das zweite Buch : , , D i e  S t a t i  k d e r A t  orne", bespricht im .ersten 
Abschnitte die Combinationsformen der Atome, im zweiten das Gesetz 
der Atomverkettung und die physikalischen und cheniischen Hilfsuiittel 
zur Feststellung derselben. Der  dritte Abschuitt handelt von dem Mole- 
cnlargewicht nnd der Atomverkett,ung von Stoffen, auf welche A v o  g a -  
d r o ' s  Hypothese nicht anwendbar ist; der vierte endlich von dem c h -  
mischen Werth oder dem Sattigungsvermogen der Atome. Hier werdeii 
die für den  Cbemiker hesonders interessanten und  wichtigen Fragen 
erortert,  ob der chemische Werth eines Atoms ein variabler oder con- 
stanter is t ,  oh die Affinitateu eines und desselben Atoins gleichartig 
Sind oder nicht. Es wird auf die Ahhangigkeit der chrmischen Valens 
von der Grosse des Atamgewichts hingewiesen und schliesslich die Un- 
er la~sl ichkei t  der Annahme von R.Zolecularverbiiidungen M o n t .  

D e r  interessariteste Tlieil ist aber das neu Iiinzugcfügte dritte Bucli: 
, , D i e  l) y n a m i  k d e r  A t O rn e". Im ersten Abschnitt werden der clin- 
misclie Umsatz, seine Ursachcn und Formen im Allgemeinen besprochen, 
aiif die  Schwieripkeit einer scharfrn l ' rcnnung der Atom- und Molecu- 
larmeclianik, eines chemischen und pliysikalisclic~n Vorgangs hingewiesen 
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und die alteren Versuche zur Messung der  Affinitat erwahnt. Der  zweite 
Abschnitt bandelt von dem chemischen Umsatz durch m e c h  a n i s  c h e  
E r s  ch ü t t e r  u n g , vom labilau und  stabilen Gkichgewicht der Molekeln 
und Atome und von dern Uebergang der einen Gleicbgewichtslage in die an- 
dere, welche htiufig , wenn gasformige Zcrsetzungsproducte auftreten , von 
einer Explosion hegleitet ist. Der dr i t te ,  grossere Abschnitt behandelt die 
W a r m e  als Ursache und Folge des chemischen Umsatzes. Hier werden 
zunachst die Erscheinungen der Dissociation besprochen und der  dabei 
stattfindende Vorgang theoretisch uutersucht. Wenn auch die bis zum 
Eintritt der Difisociation den Molekeln mitzutheilende Eriergie ale ein 
Maass für die Stiirke der Affinitaten bctrachtet werdcn k a n n ,  und  daher 
der Ermittelung der Zersetzungstemperatur eine grosse theoretische Wich- 
tigkcit zukommt, sa lasst sich darnit noch keineswegs die Affinitatsgrosse 
der Atome bestimmen, weil in den wenigsten FaIlen die Verbindung in 
die isolirten Atome zerfallt, sondern sich gegensaitig nur  zu einfacheren 
Molekeln umsetzt. Eine gesonderte Ermittelung der beiden Vorgange, der 
1)issociation im engereii Sinne nnd der ihr iihnlicken Urnsatzung wird viel- 
leicht nie moglich sein. Aus reiner Dissociation mit erst bei der Abkühlung 
nachfolgendem Umsatze erklaren sich vielleicht auch die lange ratliselhaft 
gebliebenen Erscheinungen , dass eine chemische Verhindung bei massiger 
ErliGliuug der Temperatur zerfallt, bei einer viel hoheren aber sich wieder 
hildet. Daran reihen sich die W5rmewirkungen bei chemischen Processen. 
Nach der Hypothrse ,  unbefriedigte Affinittit sei potentielle Energie ,  knnn 
die beim chemischen Umfiatz erzeugte Warme als ein Maass der An- 
ziehung der  Atome betrachtet werdrn. D a  es aber bis jetzt nicht ge- 
lungen ist,  weder die Verbindungen aus isolirten Atomen darzustellen, 
uocli iu solche zu zerlegeu, so konnen wir auch nicht angeben,  wie gross 
der Ge.samataufwand a n  potentieller Energie  is t ,  welcher bei der Rildung 
aus isolirten Atomen i n  Warrne urngcsctzt wird. E s  ist bis jetzt nur  
m6glich, den Unterfichied verechiedener Affinitaten durch die zu beobnch- 
tende Warmetonung z u  messen, und dies wird noch dadurch erfichwert, 
als wir den Antbeil der Disgregation a n  derselben nicht oder nnr  an-  
genahert s u  schatzen im Stande sind. E r  kommt dann auf die  interes- 
sauteu Beobachturigeu von T h  O m s e n  ü b ~ r  die Neutralisationswarmen 
von Hasen und  Sauren und aiif die zu ganz ahnlichen Ergebnissen 
führenden volumchemischen Versucho von O s  t w a l  d zn sprechen, ans 
denen hervorgeht,  dass die die Sdzbi ldung begleitenden Vorgange, die 
Warmetonung, die Aenderung des Volumens, der L i ~ h t b r e c h u n ~  11. s. W. 
nicht die Wirkung eiuer Wecbselbeziehung der sich verbiudenden Stoffe, 
also nicht der Affinitat sein konnen ,  sondern dass mau die Sache so 
auffaesen muas, dass jedes Elemerit im isolirten Zustande, und  ebenso 
jede Sauce, jede Base ein bestimmtes Quantum Energie enthal t ,  wel- 
ches beini Eintritt  in  eine Verbindung vcrfüghar und theils zur Aen- 
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dernng  der  Disgregation verhraucht, theils a h  Wkrme entwickelt wird. 
Diese Energie  wird von der  Affinitat nicht erzeugt, sondern nur a m -  
gelost. Damit ist aber auch die Frage nach dern Zusammenhange der 
die  chemischen Umeetzungen begleitenden Wiirmet8riunge,n mit der Affi- 
nit% der Atome zu einander vorsichtiger zu beantworten, als dies bisher 
geschehen ist. Verfasser wendet sich gegen die Ansicht,  dass immcr 
diejenigen Verhindungen sich bilden, deren Entstehung mit der grofisten 
Warmeentwickelung verhunden ist , und besonders gegen den B e r t h e  - 
lo t ' schen  Grnndsatz der grossten Arbeit (Frincipe du  travail maxiuinm), 
indem er  zeigt ,  dsss die demselben zu Grunde gelegte Vorstellung, die 
A b m e  und  Molekeln seien ruhende Massentheilchen, riicht dern wirklich~n 
Verhaltcn der Elernente u n d  ilirer Verbindung entspreche, und dass auch 
die Beohachtungen, die Vermuthung,  starkerc Affinitat cntwickle immcr 
die grossere Warrne, nicht ü h ~ r a l l  bestatigen. 

I n  sehr aueführlicher Weise ist in dem folgenden Capitel die c h e -  
m i  s c h e  M a s s e n  w i r k u n  g berücksichtigt. Von der  Analogie zwischen 
der Wirkung der Masse (d. h. Auzahl der  A t o u e  und  Molekeln) und der 
Wiirme (Intensitat der Atom- und Molecularbewagnng) ausgehend wird 
zuerst die al te  B e r t h  011 et'sche Lehre von der Massenwirkung, dann die 
neuere G n l d b e r g  und  W a a g e ' s c h e  'i'heorie aiisführlich entwickelt und 
deren Anwendbarkeit zunachst auf die umkehrbaren Processe (Esterbildung, 
Neutralieation verschiedener Basen und Sauren) nacligewiesen. Darari 
reiht sich die Bestimmung der Verwandtschaftscoefficienten und -die  Fest- 
stellung des Begriffes Aviditat und deren Er~riitteluug 811s deri Aende- 
rungen des Volumens und des Lichtbrechungsverm~gens von Salslosungen, 
sowie die Beziehung der Aviditiit eii den die Neutralisation hcgle,itendcn 
Raumanderungen und Warmetonungen. Dann  werden die Massenwirkung 
der Gase nnd  B e r t h o l l  e t l s  Lehre vom Einflusse des Aggregatzustandes, 
G n l d b e r g  und W a a g e ' s  Theorie für  zwei unlosliche StolTe iiud die 
Unzul%nglichkeit derselben für den E'all, dass riur ein Stofi' unl6sliçh ist, 
die Berechtigung der Theorie und die O s t w a l  d'schen Versuche znr Prü- 
fung derselbon crwahnt und suletzt die Wichtigkeit weiterer Erforschung 
der  Massenwirkung in umkehrbaren und nicht umkehrbaren Vorgangen 
betont. 

E i n  neues,  nnr kurzes Capitel ist dem chemischen Umsatz durch 
L i  c h t  gewidmet. Bei dem Mangel an genaueren Messungen wird hier 
nur  anf die Analogie der Lichtwirkung mit der  Dissociation, auf den Ein- 
flues der  F a r h e  und anf die als Induction bezeichnete allmaligo Steige- 
rnng  der  Lichtwirknng bingewiesen. 

Ansführlicher ist  dagegen wieder in  dem nachsten Capitel der che- 
mische Umsatz als Ursache und  Folge der E 1 e k t r i  c i t a  t behaudel t. Hier 
begegnen wir bekannten Thatsachen der Elektricitiitslehrc: , jedoch, indem 
dia Abhangigkeit der Erschoinnngen von der stofflichen Natur dor 
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betheiligten Korper  als Hauptsache behandelt wird, in  einer besonders 
für die Zwecke des Chemikers brauchbaren neuen Form. Zuerst werden 
die Beziehungen zwisclien Affinitat und  Elektricitat,  die V o l t a ' s c h e  
Contactthccric und  die B e r  z e l i u  s 'sche elcktrochemische Theorie mit den 
Spannungfireihen der  Elcmente uiid Elemciitfamilien erortert. Daran 
knüpft sich die Frage  nach dem Wesen der Elektricitat und deren Auf- 
treten diirch die Storung des elektrischen Gleichgewichts entweder durch 
Wiirme ('rhermostrorn), oder durch cliemische Umsetzung (galvanischer 
St rom) ,  sowie deren Verschwinden durch den Gleicligewichtszustand der  
Polarifiation. Daran reihen sich die hekannten Gesetze zur Ermittelung 
der Stromintensitat nnd der elektromotorifichen Kraf t ,  und die Beziehung 
der letzteren zur Summe der  Warmetonungen. Dann  wird der Vorgang 
der Elektrolyse naher  entwickelt, der Unterschied zwischen metallischem 
Leiter, Elektrolyt und  Nichtleiter, sowie die  Abhangigkeit der Elektro- 
lysirbarkeit von der  chcrnischon Ziieammensetzung betont und darauf hin-  
gewiesen, dass nur  die vier Salzhilder, Sauerstoff nnd  Schwefel elektro- 
lysirhare Verbindungen geben, wahrend Stoffe, welche keines diescr sechs 
Elemente enthalten, durch den Strom nicht zerlegt werden,  sondern ent-  
weder Leiter erster Classe oder Nichtleiter seien. Hierauf folgt eine über- 
sichtliche Zuriarnrnenstellung des Verhaltens d r r  wichtigsten Verbindungen, 
welchc die sechs Eloktrolyte bildenden Elemente mit anderen eingehen, 
nach den natiirlichen Faniilien geordnet. A n  die Erklarnng des Unter- 
schieds der beiden Arten elektrischer Lei tung,  im Wesentlichen darin 
besteliend, dass in metallischen Leiteru die Elcktricitat von einem Mas- 
sentheilchen auf dau aridere fo r t schre i t~ t ,  wahreud die Theilcher1 au  ihrer 
Stelle hlriben, im Elektrolyten aber dieselben zugleich mit der Elek- 
tricitiit sich fortbewegen, schliessen sich die darauf zurückzuführenden 
Reohachtungen, wie die Wanderung der Ionen und ibre Geschwindigkeit, 
die Bewegung der  Losungsmittel, die Mitführung indifferenter Paarlinge 
durch das Anion und Kation an. Daraus folgt aber auch eine Wider- 
legung der veralteten Vorstellung vorn elektrolytischen Vorgang, derselbe 
bestehe in einer Ueberwindung der Affinitat durch die Elektricitat,  was 
in noch vollst8ndigerer Weise und von Grund aus durch die von C l a u -  
s i u s  gegebene kinetische Erklarung im Innern des Elektrolyten geschehen 
ist. M i t  der Restat,igung dieser kinetischen Auffassung durch den Zn- 
sammenhang der Leitungsfahigkeit mit  der  Beweglichkeit der  Molekeln 
(DittUsion~geschwindi~keit) , und mit dem Vorgange bei der Elektrolyse 
von Gemischen, sowie mit der Verdunkelung dieser Vorgange durch 
secundiire Wirkungen ~chl iesst  dieses interessante Capitel ab. 

Der  letzte Abschnitt handelt von der S t a b i l i t a t  d e r  c h c m i s c h e n  
Vor b i n  d u  n g e n und deren Abhangigkeit von der Natur, dem Gewicht 
und der Zahl der Atome, von der Wirknng der  Substitution, und  schliasst 
mit der Aufforderung, durch eine miiglicbst auf quantitative Messungen 
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gestiitete Vergleichung analoger Gruppen von Verbindungen, durch Fest- 
stellung der Unterschiede und Aehnlichkeiten allrnalig das Naterial 211 

ciner vergleichenden Affinitiitslehre anzuçammeln. 
Dies ist in  kurzen Ziigen der reiche Inhal t  des M e  y e r'schen Rucheu. 

E s  ist kein Zweifel, dass dasselbe, das schon in seinen friiheren Auflagen 
dem Chemiker u n d  Physikgr ein geschatzter anregender Berather gewesen 
is t ,  i n  seiner neuen ,  erweiterten Form iu noch holierem Grade ein sol- 
cher seiu wird. 

S t u t t g a r t .  HELL. 

ffrnndzüge der Elementarmechanik. Von Dr. WERNICKE. Braunschweig, 
Sçhwetschke. 1883. 445 S. 

Da6 Werk  sol1 deru fornialen Abscliluss des gesarnmten mathematisçh- 
naturwisserischaftlichen Schuluntrrrichts dienen, enthalt also nicht blos 
das,  was gewohnlich unter  bleehanik verstanden i s t ,  sondern eine Zu- 
sammenfassurig und  Eintheilung der  moglichen u n d  wirklichen Beweg- 
nngen im Raume. Die letzteren geben das Gebiet der Physik. Die 
Grundzüge der  Elementarmechanik sind ais Einlei tung in die Physik dar- 
eustellen. Das Charakteristische der Physik ist Beobachtung und Mes- 
sung nach den Einheiten der Lzuge ,  der  Zeit und  der Masse. Das 
Gebiet der Physik wird den Sinnesgebieten entsprechend eingetheilt nach 
den Tas t  - , Warme -, Geruchs -, Gcschmacks - ,  Licht - und l'on~rnpfin- 
dungen. Dazu  kommt die Elektricitat,  die ,,vorerst noch ais Special- 
gebiet zu behandeln" k t ,  bis aie in die allgemeine Theorie der physi- 
schen Bewegungen eingefügt wird. Die drei Gebiete der Tas t  , Geruchs- 
und  Geschmacksempfindungen Sind nicht ausgebildct, also blciben nur 
Elektr ik ,  Calorik, Akustik und Optik. A n  die Physik scliliesst sich die 
Chemie a n ,  die Lehre  von den stoff lichen Reziehungeu von Empfindungs- 
gruppen und die Gebiete der speciellen Phys ik ,  Physiologie, Psycho- 
physik,  Naturlehre u. s .  W. 

E s  folgt nun  die p h y s i k a l i s c h e  M e c h a n i k ;  zuerst S#tze über 
Sinn und Richtung,  über Bestimmung der Lage von Punkten  und  Punkt- 
systemen (Coordinaten), dann über Strecken und deren Addition nach 
G r a s s  m a n  n ,  Momcnte von Punktsystemen,  Drehmomente u n d  Tragheits- 
momente. Als zweiter Thei l  der physikalischen Mechanik reiht sich die 
Phoronomie an ,  zunachst die Bewegung eines Punktes  bei gegebener 
Bahn. E s  wird mit besonderer Ausfiihrlichkeit u n d  Deutlichkeit die 
Beziehung von Lage und Zeit beliandelt, der  BegriE der Geschwindig- 
keit und  der  Besclileunignngen versehiedener Ordnung ohne Voraussetz- 
nng  der Differential- und Integralrechniing dargelegt und a n  einzelnen 
Beispielen erlautert. Die Zusammeusetzung und Zerlegung von Be- 
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wegnngen gründet sich auf die Zusammensetzung von Strecken. Die 

Wurfbewegiing und  die Schwerkraft werden eingehend behandelt. Dann 
folgt die Bestimmung der Bewegung durch die  Projectiiiu, wozu a h  
Beispiel die Schwingungsbewegung, iusbesondere das lJeridel ( l ient ,  und  
die Polarmethode mit der N e w  t on'schen Centralbewegung als Beispiel. 

Nach der Bewegung des Punktes  kommen die Punktsystcme der 
Physik zur Retrachtung, die allgemeinste Bewegung eines unverander- 
lichen Systemes, Translation und  Rotation, Schraubenbewegung; elastische 
Systeme, Wellenbewegung; und  schliesslich das diasolute Systam, für 
welülies als Beispiele der Springhrunnen und  die Theorie des Schiessens 
gewablt sind. 

Der dritte Abschnitt der physikalischcn Mechanik, die Dynamik der 
Physik, nimmt die Masse Iiinzu, h e l i a n d ~ l t  die Energie und  Rew~gungs-  
grosse, die Krafte ,  das Princip von d ' b l e m  b e r t ,  das  der virtuelleu 
Verschiebuiigen u. S. W. Es wird die Art der Messiirig von Liiuge, Zeit, 
Nause und Dichte dargelegt und  dann die Systeme der physikalischen 
Dynamik betrachtet,  der starre Korper und die Elasticitatsconstanten, 
die Flijssigkeiten mit den Capillarerscheinungen und den] Archimedi- 
schen Princip, die Gase mit  dem Lnftdruck und dem Bo y le 'schen 
Geaetz. ' Z u m  Schlusse k-ommt eine kurze Darstrllung der atomisti- 
schen Iiypottiese. 

Uarnit irjt die reiche Fül le  des geboteoen Stoffes knrz aufgeführt. 
Man sieht,  es  handclt sich darum, alles an richtiger Stelle einzufügen 
und damit Klarheit in den Zuhammenliang des Ganzcn zu bringen. 
Jedem Lehrer der Mechanik und  Physik wird Stoff genug gegeben, um 
sich nach allen Seiten hin zu orientiren. Man kann mit manchem nicht 
einverstariden sein,  z. B. mit der Eiutlieilung des Gebietes der Physik, 
mit der scharfen Abweisung der Atomistik, die übertiaupt in Physik uud 
Nechanik eine iinbedeutende Rolle spielt;  aber mit Genuss und Gewinn 
wird man immer das Werk  studircn. Freilich bei dem heiitigcn Stande 
des naturwissenschaftlichen Unterriclites kann der Inhal t  eines solchen 
W e ~ k e s  von den Schülern einer Mittelschule gewiss nicht verarbeitet 
werden. Wir  betrachten es nur  als Eiilfsmittel für  den strebeamen 
Letirer. P. ZECH. 

Die Mechanik in  ihrer Entwickelnng. Von Dr. MACH.  Leipzig, Brock- 
halls. 1883. 480 S. 

E s  ist dies ein Band der , , internationalen wiasenschaftlicben 
Bibliothek", in welchem der Verfasser darlegen will, wie der Inhal t  der 
Mechanik sich au8 der  Untersucliung einer Reihe selir einfacher meüha- 
nischer Vorziige herausgebildet hat. Zu Refriedigung seiner Bedürfnisse 
macht der  Menvch Erfahrungen, die er gedankenlos zuniichst verwendet, 
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bis einzelne Gtande zu B e f r i e d i p n g  bestimmter Bedürfnisse sich heraus- 
bildeo und  durch Lehre und Tradition iLre Erfahrungen den fr)lgenderi 
Gencratiorien mittheilen. 1)adorch critsteht ein Aulass zuru Nachdenken 
a n d  U n t m x c h e n ,  d s s  sich vom naclisten Zweck, Befriedigiing leiblicher 
Rediirfnisse, ganz loslosen und zur eigeutliclien Wisseiisctiaft werden 
kann. Der  Ver fas~er  sucht die  Iticlitigkeit dicser seirier Ansicht über  
die  S a t n r  aller Wissençcliaften als einer Orknnomic d ~ s  1)enkens an 
den Principien der Maçhanik durchzufiihren. E s  gescliiaht dies beim 
Bebel ,  bei der schief'eu Ebene ,  dern Parallelograrnm der Kr:ifte uud dem 
Princip der virtiiellen Verschiebunaen. ,,Liem U e d ü r f n i s ~ ,  die Erfah- 
ruugen des Handwerkes in mittheilbare Forrn eu bringeri und dieselben 
über die Grenzen des Staudes und des Handwerkes hinaus au ver- 
breiten, veidankt  die Wisaenscbaft ihren Ursprung. Ans okonnmischen 
Gründen werden Thatsachen und  Ragcln zusalntnengefasst u i ~ d  anf 
e i n e n  Ausdruck gebracht." Die Betrachtung der fliissigen Koiper 
bat niclit viele neue G e s i ~ h t s ~ u u k t e  geliefert, doch hat sich dabei zuerst 
dieVorstellung eines physikaliscti -meclianiechen Continuurnç gebildet. Es 
ha t  sich dadurch eiue vie1 freiere und reichere nmthernatiaüiie Anschau- 
nng entwickelt, als diey durch Betrachtung selbst eines S y ~ t e m e s  von 
mehrcren starren Korpern ui6glich war. Aelinlic,hes k s s t  sich v o n  den 
Gasen sagen. 

Der  Verfasser behandelt dann di<: Entivickelung der Principien der 
Dynamik, die Entdeçknngeri G a l i l e i ' s  über die Fallgesetze, die Lei- 
stnngen von Bi1 y g h e n s  im Gebieto des P m d e l s  und die A r b e i t ~ n  Ne.w - 
t O n ' s ,  welcher durcli die  Entdeckung der allgrrneinen Gravitation 
den Gesicbtskreis de r  mechanischen Physik betriichtlicli erweitert und 
die dufstcllung der h e u t i ~ e n  Principien der 31~cbanik  eii einem Abselilusa 
gebracht bat ,  nach welchem nichts wesentlich Neiles melir ausgwpr«cben 
wurde. Dabei gieht es Gelegenheit, sicb iiher die Begriife von Zrit u n d  
Raum auszusprechen a n d  über die A r t ,  wie die Grundhegrifi'e der 
Mecbanik aneinander zu reilien sind. Uer Verfasser eagt ,  man habe 
von dem Erfahrungssate ausziigehcn, dass gegenübersteliende Ktirper 
entgegengesetzte Beschleunigungen nach der Riclitung ihror Verbindungs- 
h i e  bestimmen; das negative umgekehrtc. Verha l tn i~s  der  gegenseitigen 
Besclileunigiingen gieht das  Matlsenverhaltnise, das  vom physiknliscben 
Zustande unabh%ngig ist. Feruer  zeigt die Erfaiirurig, dass die Be- 
schleunigungen eines Korpers durch mehrere andere unter  sich unab- 
hangig sind. Endlich ist unter bewcgendor Kraft  dns Product ans 
f i a s e  und Rescl~leunigung zu verstehen. ,, Diese S a h e  erfüllen die 
Fordernng der Einfacbheit und Sparsamkeit,  welche man a n  dieselben 
ans okonomisch- wissenscliaftlichen Gründen   tell en muss." 

I n  einem dritten Capitel wird die weitere Verwendung der Prin- 
cipien und die dcductive Entwickelung der  Mechanik behandelt. ES 
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handelt sich zun#chst u m  besondere  Regeln  , welche dazn  dienen, 
bestimmte Aufgaben nach d e r  Sçhablone z u  hel iandeln ,  o h n e  i n  d i e  
Eiiizelheiten n # h i r  e inzugehen :  die Erlialt i ing de r  Remeg i ing~gr6sse  in 
einem niclit von aussen beeinflussten Sys tem,  v o n  N e  w t o n  ge funden ;  
der Sstz von d e r  Er l ia l tung d e r  Fliiclieri von  E u l e r  u n d  B e r n o u i l l  y ;  
die Lehre  vom S tosse ,  h e ~ o n d e r s  von H u  y g l i e n  s ausgebildet;  d ' A l e m -  
b e r t ' s  Satz  u n d  de r  Sa tz  d e r  lebendigen K r a f t e ,  dau Pr incip  des 
kleinsten Zwangcs u n d  de r  k le ins ten  Wirkur ig  iind endl ich  d e r  E a m i l -  
ton'sclie Satz .  E s  wird hierbr i  a n  verschiedenen Beispielen gezeigt,  
dass mit al1e.n diesen Sa tzen  nichts Neueç in d ie  Xechan ik  eingeführt  
wird, sondern dass s ie  n u r  d a s  Hekanc te  in ande re r  F o r m  g e b e n ,  die- 
selben Tliatsachen von  verscli iedener Sei te  het rachten.  

D m  viertc Capitel  k t  der  fornielleil Eu twicke lung  der  Mechanik  
gewid~t~et .  Nachdem d ie  Grundsa tze  de r  Mechanik  festgefitallt waren,  
konnte die Entwickelung neiier Sa tze  aus  ihneu  au f  deduct ivem W e g e  
stattfiuden, wie irn dr i t ten  Capi te l  gezeigt  wi rd .  E i n e  folgende Pe r iode  
in der Eu twiüke lu~ ig  de r  Wissenscliaft  ist d a n n  das  Best reben,  alles 
Errungene in ein Systeni zii b r ingen ,  so dass j edes  E inze lne  aiif 
mtigliclist eirifachcm Wrge  gcfiindcn worden k n n n .  Nachdem de r  E i n -  
fluss de r  isnperimetrischen I'rohlrme iind d e r v a r i a t i o n s r a c h n u n g  u n d  d a n n  
die t h ~ o l o ~ i s c h e n  u n d  teleologischen G e s i c h t ~ p u n k t e  in de r  Mechanik  
beleiichtet siuri, geht de r  Verfasser zrir analyt ischen Mechanik  übe r ,  wie 
sie L a g r  a n g e  auçge lau t  h x t  als  ,, r i n e  grossartige Le i s tung  i n  Bezug  
auf die Orkonomie  d r s  1)enkens".  N e u e  priiicipielle A~i fk l5 r i lngen  gieht  
die analytische Mecliariik n i ch t ,  a l s  i h r  Ziel i s t  d ie  einfachste prakt ische 
Rewaltigiing de r  Aufgaben zu hetrachtkn. Von besonderem Interesse  
eind die Ansicli ten,  wt~lclie d e r  Verfasser  i n  e inem folgenden Abschni t t  
ü b e r  die Oekonomie d e r  Wisseuscbaft  gussert. 

I n  einem le tz ten  Capitel  werden d ie  Beziehungen d e r  Mechanik z u  
anderen Wissensgebieten ku rz  behande l t ,  zu r  Phys ik  u n d  znr  Physiologie. 

Für Den,jenigen , d e r  mit d e r  Mechanik einigermassen ver t raut  ist ,  
ist cs ein wahrer  Genues ,  die consequente  Durchfiihrnng de r  Anschnn- 
ung des Verfassers u n d  sain T a l e n t ,  d ie  verschiedenan Ret,rachtungs- 
weisen de r  Nechanik  an einfactien Beispielen zu vergleichen, im Einzelnen 
zu verfolgen. E i n  populares W e r k  im gewohnlichen S i n n  dieses W o r t a s  
ist es niclit , wie die anderen B a n d e  de r  in ternat ioualen wissenschaft-  
lichen Biblicitliek; es verlangt mathematische Kenn tn i s se  i n  ziemlichem 
Umfaug, aber u m  so grosser ist  der  Gewinn für den  L e s e r ,  dem solche 
Kenntnisse  z u  Gebotc  stehen. P. ZECY. 
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Lehrbnch d e r  Spectralanalyse. Von Dr. KAYSER.  Berlin, Springer. 
1883. (358 S.) 

Obgleich die Spectralanalyse noch manche dunkie Punkte enthdt,  
insbesondere in der Erklarung der mehrf'achen Rpectra der Elemente, 
s o  ist es doch wünschenswerth, von der  groasen Fiille von Thatsachen, 
die vielf'acli zerstreut publicirt sirid, eine wissenschaftliche Zuiiammen- 
stellung zu erhalteu, wie sie hier der Verfasser giebt. I m  ersten Ab- 
schnitt wird die Emission des Licbtes behandel t ,  die  verschiedenen 
Wirkiingen der Aetherwellen, die verschiedenen Spectra und ihre Dar- 
stellung. Die in steter Rcwegung befindlictien Molekeln geben durch 
ihre lebendige Kraft die Temperatuï  des Korpers, die Schwingungen 
der Atome in den Molekeln wirken au€  deu Aether und erzeugen Licht. 
Diese Annahme wird consequent durchgeführt. Steigt die  Temperatnr, 
so werden die lMolekulargeschwindigkeiten grosser, al80 auch infolge der 
zahlreichcren Stosse die Atom- und Aetherschwingungen. Rei grosserer 
Steigerung der Temperatur tritt Dissociation, Zerlegung der  Molekel ein 
und damit Aenderung der Art der L i ~ h t s c h w i n g n n ~ .  Aber auch Elektri. 
citat ohne Tempernturerhohung kaon Lichtwirkung hervorbringeu, sic 

wirkt zunachst auf den Aether ,  welcher die Atome urngiebt, und setzt 
durch jene  diese in Bewegung. Es lasaen sicli bis jetzt alle Erschei- 
nungen der Spectralanalyse durch diese Annahme erklaren. 

E s  folgt die Brechiing des Lichtes und die I3etrachtung der 
Spectralapparate, dann die Beugung u n d  die Gitter , die Untersuchurig 
des ultrarothen urid ultravioletten Lichtes, endlich die Geschichte und 
Gesetze der Spectralanalyse, die verschiedenen Artexi der Spectra und 
die kurzen und langeii Linien L o c k y e r ' s .  

Der zwcite Abschnitt bcschaftigt sich mit der  Absorption und hier 
zunachst mit dern Verhaltnias der Ernission und Absorption, mit dern 
Gesetze von K i r  c h h O f f ,  welches Griindlage der gatizen Spectralanalyse 
geworden ist. An seiner I land wird die Uedeiituug der Absorptions- 
spectra, das Sonne~isprctruni und die Constitutioxi der  Sonne betrachtet. 
Mit der Anwendung der Spectralanalyse auf die Himrnolsk6rper, den An- 
schauungen L O c k y e r ' s  über Dissociation der E l ~ m e n t e  und  der quan. 
titativen Spectralanalyse nach V i  e r O r d t schliesst dieser . Abschnitt. 

Der  letzte Abschnitt gieht eine Uebersicht über die bisher genies. 
senen Spuctra in  WellenlLngen nebst den Literaturarigaben, nach den 
chemischen E:lcmenten gcordnet. Als Tafeln siud beigegeben: das 
normale Sonnenspectrum von A n  g s t r O m ,  der ultraviolette Theil nach 
C o r n u  und der ultrarothe nach A b n e  y. 

Wir  danken dem Verfasser, dass er ein Werk geschaffen ha t ,  das 
in allen P'ragen der Spectralanalyse sichere und klare Aiisknnft ertheilt, 
nnd empfelilen dassclbe auf's Angelegent,lichste Jedr r inann ,  der mit 
Spectralanalyse zu thun hat. P. ZECH.  
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Einleitung in die  theoretisclie Physik. Von Dr.  F. N E ~ J M A N N ,  heraus- 
gegeben von Dr. PAPE. Leipzig, Teubner. 1883. (291 S . )  

Die zweite Publication von Vortragen N e u m a n n ' s  an der Uni- 
veisitat Konigsherg , welche von Schülern desselben gesammelt werden 
sollen. Die ers te ,  welche den Magnetisrrius entliielt, wurde im 27. J a h r -  
gange dieser Zeitsclirift (S. 217) angezeigt. Der  vorliegendc< Band 
cnthalt die Lehïe von der Schwere und die Thcorie des Pendels, die 
Hydro~ ta t ik  und Aerostatik, den Satz von der Erhal tung der Kraft,  die 
Hydrodynamik und Aerodynamik. Wenu die Publicationen rasch sich 
folgen , werdeu wir endlich ein vol ls t~ndiges L ~ l i r l ~ i i c h  der mnthematischan 
Physik erlialten. P. ZECH. 

Kinematik des Strahles. Von WITTENBACEK. Graz ,  bei IJcuschner. 1883. 
(105  S.) . 

Bei der Bewegung in der Ebene wird gewohnlich der  P u n k t  als 
das bewegliclie Element betraclitet. Der Verfasser sueht die Gerade 
als solches einzuführen, er erbalt ein<Reihe von Satzen,  welche denen 
des Punktes dual entspreclien. Xan erhalt auf diese Weise eine E r -  
ganzung der sonst nur  in cler ersten Form gegcbeuen Satze der Mechanik 
in der Ebeue. So eutspricht der Centralbeweguug die Linearbewegung 
des Strahles, wobei sammtliclie Besctileunigungsdrehpnnkte in einpr 
Geraden licgen; bei einem Strahlensystem liegen die Krümmungsmittel- 
punkte der von sammtlichen Strahlen des Systemes beschrirbenen Balinen 
iu jedem Moment der Bewegung alif einern Kreise und eine grosse Zahl 
anderer Satze ergiebt sich, die den bekannten Sgtzen über Momentan- 
axe, Besclilcunigungscentriim u. S. W. entsprechen. P. ZECH.  

Theoretische Untersuchungen über die regelmassigen Abweichungen 
der  GIeschosse und die vortheilhafteste Gestalt der Züge. Von 
CAKL CRANZ. Inauguraldissertation. Stut tgart ,  Rletzler. 1883. 
(70 S.) 

Zweck der vorliegeriden Arbeit ist , Gleicliungen fiir die Trantl- 
lation des Schwerpunktes eines Geschosses und der Rotation der Ge-  
schossaxe urn den Schworpunkt fastzustellen, die Gleichungen .zu integriren 
und die Resultate zu deuten. 1)ie Integration geschieht, indem kleine 
Grossen vernaclilassigt und die Gleichungen für Translation unab-  
liangig von denen der Rotation iutegrirt  werden. AIS Llesultat ergiebt 
sicli, dass der Schwerpunkt eine doppelt gekrümmte Curve beschreibt, 
deien Horizontalprojection sic11 von der durch dit? Geschützaxe gelegten 
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Verticalebene rasch entfernt. Die Gescliossax~! tirschrribt i u  regelmis- 

sigen Perioden einen Kegel,  dessen Spitze der Schwerpiinkt und dessen 
Leitlinie eine Rosette mit drei sich stetig erweiterriden Blatteru ist. 
P ü r  die vortheilhaftesten Ziige werden vcrscliiedene Voraussetzungen 
betrachtet, geringste Ahweichung der Geschossaxe von dcr Flugbahn, 
Maximum der Aus t r i t t~~eschwind ig l re i t  , Gleiclihcit der Reibiing in den 
Z ü g m  und  grosster Vortheil in der allrnaligen I'ulverentwickelung. 

P. Z R C H .  

Bandbnch der statischen Elektricitat.  Von ~ IASCART.  Deutsch v o n  

WALLENTIN. 1. Band,  1. Abth. Wien,  l'icliler. 1583. (539 S.) 

Im Gegensatz zu der Jlaratellung der Werke  von J I a x w e l l  und 
von W i e d e r n a n r i  über Elektriçitat,  bei welcher eiiie Treririung vori 
statischer und dynamischer Elekricitiit als nicht mehr Iialtbar tietrachtet 
wird, bat M a s c a r t  eincn , ,Trait6 d'électricité statique1' gesclirieben, in 
welcher ar sich, wie R i e s  in  seinem Lehrbuch der Keibnngs~lektricitat, 
auf diese beschrankt. E s  werden von M a s  c a r t  bosondrrs die Alteren 
Untersuchungen berücksichtigt, urn den g~scliichtlichen Eritwickeluogs- 
gang der Elektricitatslehre darzustellen. Die erste Abtlieilung des erstrn 
Bandes (zwei Bànde sollen es werderi) giebt die Grsetee der elektrisclieu 
Wirkungen,  der Zerstreuung, der Anordnung auf Leiterii, der Influenz, 
dcs Potentiales und der aus den allgcmcincn 'I'heoremen sicli ergcbcndcn 
Vertlieilung der Elektricitat arif Leitcrn. Zi~satze z n  dern Original ails 
den Werkeu von M a x w e l l ,  C l a u s i u s  und W. T h o m s o n  finden sicli 
besouders beim Potential. Die  Ausstattiing des Werkes ist vorziigliçli. 
Eine urhere Besprechung hehalten wir uns vor ,  bis der erste Band 
vollstandig vorliegt. P. Z E C U .  

Licht u n d  WBrme. Von E. G E R L A N D .  Leipzig und P r a g ,  1883. (3059 . )  

E iu  Band aus dem ,,Wisscu der  Grgenwart ,  deutsclio U n i r e r ~ a l -  
bibliothek für GebildetetL. E s  giebt eine populare Darstellung der Lelirc 
vom Licht  und von der Wdrme mit  vielen Illustrationen, giit gewahlten 
Beispielen und , ,  was bai solchen Werkeu hesonders mi riillinen ist , grosse 
wissenschaftliclie Correctheit. P. ZECB. 

Der Kreislanf im Kosmos. Von JOSEPH EPPING. Freiburg i. B., 18S2. 
(103 S.) 

D e r  Verfasser wendet sich gegen den atlieistisclien Katuralismus 
- und beniitzt dazu die Tlieorie vom eudliclieu Stillstand aller Pu'atur- 

proceese. Der  ewige Kreislauf sei damit verncint ,  es miisse also die 
Welt  einen Anfang gehabt haben ,  ein Schopfer sei not,bwendig an- 
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zurielimen. AiicIi clic K a n t  L a p l a c e ' s c l i e  Tlieorie der Entstehung des 
Sonnensystemes konne nicht helfen. E s  wird dann  die Methode der 
G~gner  hervorgehoben. ,, Gut vertitand es D. S t r a u s s ,  die Lehren der 
christlichen Religion zu verdrehen und d a u n ,  so zugestutzt, mit Hotin 
und Spott zu überschütten." Insbesoudere wird dio Mcthode des Frei-  
herrn d u  P r e l  in sr inem ,,Kampf ums Dasein" angegriffen. Weitor 
wird die K a n t  - L a p  1 a c e ' s c h e  Theorie im Einzelnen betrachtet und 
kritisirt uud dadurch , ,wirksamer gestütztl ' ,  dass die Gravitation als 
Hauptagens gegenüber der sonst betonten Rotation festgestellt wird. 
Endlich wird der Welten.untergang und der Stillstand der Weltenuhr 
auseinandergesctzt. , , i ' ie man aiich das Ding anfasscr  mag,  nirgends 
findet sicb ?in fester Hal t ;  es ist nur  ein morsches Brett,  das beim 
ersten Auftreten zeiknickt ,  ein Strohlialm, der  kaum angefasst,  zer- 
reisst." Die Ahhandlung i ~ t  eine Ergtrixung zii den ,, Stimmen aus 
Maria-Laach", eine Streitscbrift der katholischen Theologie gegen die  
Naturwissenschaft. P. ZECH. 

Vorlesnngen iiber die Wellentheorie d e s  Lichtes. Von V E R ~ E T .  Deutsch 
von Dr. EXNER. Braunschweig, Vieweg. 1891, 1883. 

Im letzten literarischen Bericht wurde das Erscheinen der ersten 
Abtlieilung des ersteu Bandes angeaeigt. Je tz t  i ~ t  der erste Band voll- 
stindig. Das M'erk von V e r d e t  sçlilieust mit dem J a b r  1865 a b ,  der 
Ueberisetzer t'ügt in seiner Ijibliographie noch mehr als 50 Abhandlungen 
und Werke hinzu, so dass vieles Neuere in der Uebersetzung zu fiuden 
ist. Gleichwohl ist der Umfang d m  Bandes um beinahe 100 Seiten 
geringer, als der des Originales. E s  ist keine eigentliche Uebertragung, 
sondcrn eine Bearbeitung mit starken Verkürzuugen und Zusammen- 
ziehurigerl , und das nicht imrner zurn Vortheil der Uebersetzung. Mau 
vergleiche z. U .  die Darstellung iiber die Wirkung einer Elementarwelle 
(Kr. 57) mit V e r  d e t ' s  Anseinandersetzung, so wird man finden, dass 
die Klarheit des Ganxen entschieden durcli die Zusammenziehung leidet. 
Ualier die Aenderungen gcgenüber dem Original,  soweit es sich iim 
Neues handelt,  ist in dem Vorwort genauer Nachweis gegeben. 

Der vorliegende erste Band entlialt die geometrische Optik in sehr 
reducirter E'orm, die Enta-ickelung der Undulationstheorie, Interferenz 
n n d  Beugiing, dann die Theorie der  Doppelbrechung nach F r e s n e l  
und C a u c h y  und die  Lichtbewegung in einaxigen und zweiaxigen 
Krystallen. Der folgende zweite Band wird im Allgcmeinen die Farben- 
erecheinungrn darstellen, a18 Folpe der Einwirkung der Korpermolekel 
auf den Aetlier. P. ZSCH.  
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,T. G.  M U N K E R  , Profesfior a. D., Die Grundgesetze der Elektrodynamik, 

aynthetisch hergeleitet und  qxperimenteal geprüft. Mit Holzschn. 
Nürnherg, H. Ballhorn. 1883. 1 Mark. (27 S .  und  2 S. Vorwort.)* 

Ir11 Vorworte erklart der Verfasser, ,,leicbt und s icherL'  gefunden 
eu haben,  dass die Einwande von G r a s s m a n n  und S t e f a n  gegen d ie  
A m  p é r  e'schen Gesetze ,,vollig unbegründet " sind. , , Ich fand aber aucli 
einen nnanfechtbaren Beweis, dass der Satz A m  y é r e ' s ,  nach welchem 
die Wirkung irgend eines geschlossenen Stromes auf ein hliebiges 
Stromelement scnkrecht zu letzterem gerichtet sein muss,  ,,,,offenbari"' 
falsch i s t ,  ( , , , , sein m ~ s s ' ~ "  steht im Texte),  dass also auch die Formel 
A m p  é r e ' s ,  weil aie znm Theil durch diesen Satz bestimmt wird, nicht 
richtig sein kann." 

Sein ( M u n  k e r ' s )  elektrodynamisches Grundgesetz dagegen harmonire 
vollkommen (,,was ich besonders hoch anschlage") , ,mi t  dem Resultate, 
welches O h m  für die Wechselwirkung zweier aufeinanderfolgender Ele- 
mente eines Strumes erhielt". 

Welches sol1 dies Resultat sein? Scite 26 steht a ls  VI[. und 
letztes c ip i te l  davjenige mit dem Tite1 , , O h m  über die Fernwirkung 
zwischen galvanischen Stromen" und wird 5 106 seines Compendiums 
der Physik citirt. Icli scblug d m  letzt,ere ~ogle ich  aiif,  urn sa melir, 
weil M n n k e r ' s  VIL Capitel nur  20 Zeilen urnfasst, und fand darin 
den Ausspruch O h  m'a:  ,, Ich unterhrach meine hierauf bezüglicli~n 
Arbeiten mit dem Vorsatze, sie bei grosserer Musse wieder aiifzunehmen, 
oline zu ahnen,  dass eine damonische Verkettung von Umstandeu micli 
für immer davon abhalten werde." Die Vorrede zu O h m ' s  Compendium 
ist mit Ostern 1854 dat i r t ,  und am 6. ,Tuli desselben Jahres  etarb sein 
Verfasser.** Am Schlusse von 5 106 sucht O h m  noch Andere zur 
Aufnahme dieses Gegenstandes zu animiren. Jedoch wollen wir nun 
nach-dieser Vortiereitung auf die Kapitel 1 bis VI1  noch eingehen! 

1 enthalt , , G r u n d s ~ t z e " ,  deren erste fünf in der bekannteu Formel 
von A m p è r e  enthalten sind. Aber der 6. bis zum S. incl. sind unnotliig, 
weil gerade so selbetverstandlich ais wie der  Sa tz ,  dass gleiehe Ursachen 
gleiche Wirknngen hervorhringen. 

II. ,,Richtung der Fernwirkung zwischen elektrischen Stromelementen." 
Aus Grundsiitzeu über Syrnuietrie (10 und I I )  erschliesst M u n k e r  den 
Satz 12 :  , ,Die Wirkung zweier Strome, die i n  derselbcn geraden Linie 
liegen, fiillt in  diesel', und die Satzt:  13 bis 15. Weser Satz 1 2  stimrnt 
mit A m p è r e ' s  und riiclit mit G r a s s m a n n 7 s  Annalime***, was M u n k e r  

* S. 65 der hist.-lit. Abtlieilung dieses Bandes der Zeitsçhrift schon i n  
, Kürze angezeigt. 

** Vergl. die Gediichtnissrede auf Ohm von Director Dr. C. M. v. Bauern-  
fe ind .  Miincheu, F. Straub. 1882. 

*** Pogg. Annalen Bd. G1 (1815) S. 1 flg. 
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nicht erwahnt; dagegen setzt er zu seiuem Sa tse  1 7  die Anmerkung, 
dass durch diesen die Ansicht G r a s 8  m a n n ' s  widerlegt sei. Dies ist 
'rrthümlich, da  der Sate  17 auch au8 G r a s s m a n n ' s  Ansicht hervor- 
ginge. Satz 19 ist bedentiingslos, aber nicht nach der Ansicht M u n  k e r ' s ,  
welche sogleich i n  

III eine ,, Berichtigung eines A m  p è r e'schen Satzes '' anstrebt. Dieses 
wenig mehr als eine Seite umfassende Kapitel ~ch l iess t  mit den  Wor ten :  
,,Nahercs darüber wcrdc ich spatcr folgen lagsen.L' Darin hat  I I I  mit 
dem obenerwnhnten V I 1  aine xweifache Aehnlichkeit, die  mich weiteren 
Berichtes über III überhebt. 

I V  ,,Grosse der Wirkung zwischen zwei unendlich kleinen Strom- 
elementeu". Satz 20 ist die Reprediiction des A m p é re'schen, nach 
welchem diese Wirkung bei rechtwinkliger Lage der  beiden Strom- 
elemcnte AB und  CD Nuil sein 8011, wcnn die Mitte von A mit CD in 
derselben Ebene  liegt. D a  niin S t e f a n  d i e ~ e n  Satz nebst Begriindung 
gewiss kannte und M u n k  e r ' s  Begründung die namliche ist wie bei 
A m p  kre*,  so konnen unm6glich ,, dadurch die entgegenstehenden Be- 
deuken S t e f a n ' s * "  gehobeu erscheinen", wie M u n  k e r  iu der Anmer- 
kung S. 9 sagt. 

S. 10 liest man den  befremdmden Satz 

21) 
i i ' d s  ds' 

n> c . ----- 
r 

für  die Wirknng von zwei parallelen Elementen,  welche senkrecbt gegen- 
iiberliegen. Die vorausgehande Entwickelung desselben ist originell, 
aher willkürlich und unzulassig, wie .auch ihr Resultat. Die zweite 
Potenz von r kommt erst S. 14 wieder zum Vorschein iind d a  erst 
widmet ihr M u n k a r  die wenigen Wor te ,  dass sich , ,d ie  Formel fiir 
lineare Stromelemente von derjenigen für korperliche nur  dadurch unter- 
scheide, das  erstere r, letztere r 2  im Xenner  bat". Die M u n  ker ' sche  
Entwickelung dazu steht S. 11. Und S. 15 folgt 

26) W = - $  
J .  J ' d s  ds '  

(cos c - cos 4 cos 9.') 
r2 

als M u n  k o r ' s  elektrodynamisches Grundgesetz. (Die grO6SCn Buch- 
staben für die Intensitaten deuten auf das korperliche oder cylindrische 
Element, wahrend die kleinen des lineare Element betreffen). 

Aus dieser Formel folgt für zwei Elemente in  derselben Geraden 
die Wirkung Null ,  wahrend A m p é r e ,  dessen Formel den bekannten 

* S. z. B. F. F e u m a n n ' s  Qorlesungcn über elcktrische Strome, heraus- 
gcgeben von V a n d e r m ü l l .  Leipzig, Teubner. 1884. 96 S. 

"* Mir ist zur Zcit nur S te fan 'e  neuere Abhandlung in Wiedemann's  
Annalen Bd. 12 (1881) znginglich, in welcher S t e f a n  seine alteren Abhandlungen 
citirt und theilweise reproducirt. Letztere Abhandlung ist in den Berichten der 
Wiener Akad. Bd. 59, 2. Abth. (1869) enthalten. 

Elut.-lit Abüilg. d. Zeitschr. f. Math. u Phgs. XXIX, 6. 17 
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Factor ( C O S E  - 4 COS .iq COS@')  enthalt, im letzteren Fa l le  eine abstossendc 
Wirkung folgert und auch experimentell bewiesen haben will. Auf 
diesen Unterschied macht ïîl u n k e r schon gleich naeh der Gleichung 21 
aufmerksam, aber  da in wenig hervorstechender Weise,  indem er 
Weiteres hierüber auf V I  aufspart. Bei dem obenangeführten Satz 12, 
der cher auf A m p b r e ' s  Anschauung hinwcist als auf eino Nullwirkung, 
ist von dieser gar  nichts gesagt. 

I n  V h e ~ p r i c h t  Verfasser ,, W. W e b e r '  6 experimentelle I'rüfung des 
elektrodynamischen Grundgcsetzes" (von A m p  Are);  aber  ohne tirauch- 
bares Besultat. Denn wahrend W e b e r  zur numerischen Berechnung 
seines Versuches nach A m  p è r e  's Gleichung schreitet , erkliirt M u n  k e r ,  
dass zii solcher Berechnung nach seiner Gleichung , ,seine Sehkra'ft für 
mmer vie1 zu sehr geschwacht sei". Ich verweise deshalb auf dafi zn 

III und VI1 von mir Bemerkte. 
VI. ,,Versuche über die gegenseitige Wirkung von Stromtheilen, die 

in einer geraden Linie  liegen." (S. 22-26). Diese vier Versuche 
Ill u n k  c r ' s  beweisen im besten F a l k  wioderum, dass man die Fort- 
hewegung der  A m  p b r  e'schen Drahtbügels auf  dem Quecksilher a h  
giltigen Beleg für den betreffenden theoretischen Satz A m  p è r e ' s  anzu- 
zweifeln vollen Grund batte.* Zu vergl. das oben bei I V  Gesagte. Statt 
einer abstossenden Kraft (A m p  è r e )  fand AI u n k e r  in seinem vierteu 
Versnche (ohne Quecksilber) eine , ,nicht verkennbare Anziehung'!. Nach 
seiner Theorie musa aber Nullwirkung herauskommen u n d  11 u n  ker 
deiitet j r n e  Aneiehiing als eine durch Nehenumstande hervorgebrachte. 
Wenn solche machtig genug sind, BO kounen sie auch die A m p  ère'sche 
Abstossung (wenn diese existirtc) übertrumpfen. Man ~ i e h t  daraua den 
zweifelhaften Werth solcher Versuche. 

D a  das letzte Capitel VI1  schon oben hesprochen wurde,  so bin ich 
am E n d e  meinor Besprechung dieses misslungenon Unternehmons, ein 
neues elektrodynamifiches Grundgesetz aufzustellen (fiir die porideromo- 
torische Wirkung des elektrischen Stromes; die elektromotorische Wirkung, 
meiêt Induction genannt ,  vervollst%ndigt erst den Begriff der Elektro- 
dynamik,  mit welchem Narnen allerdings bislier meist noch der engere 
Be,griff der ponderomotorischen Wirkung genannt  wird). Dieses Untcr- 
nehmen ist auch ,  wie gesagt und hekarint , einem A m  p 6 r e nicht in voll- 
kommen einwurfsfreier Weise gelungen. KURZ.  

Lehrbnch der Geophysik und physikalischen Geographie. Von UT. 
S.GÜNTHER. Zwei Bande. 1. Band mit 77 in den  Text  gedruckten 
Abbild. Stut tgart ,  Verlag von Ferd .  Enke.  1884. 8O. X ,  418 S. 
- -- 

S. z R. Wiedeniaun ' s  Lehre vom Galvanismus etc. 2.Au.l. II. Bd. 1.Abth. 
S. 10 (1874). Die 3. Auflage steht mir derinalen noch nicht zu Gebote. 
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Der Vorfasfier erklart e8 gleich in den ersten Zeilen soinrs Vor- 
wortes selbst als ein Wagniss ,  eiu Lehrbuch der terrestrischen Physik 
grrade jetzt zu vertiffentliclien, wo eine Iteilir iieuester Werke hekannter 
Scliriftsfeller etwaigen Bedür fn i ss~n  der  deutschen Leserwelt so aus- 
giebig Beclinuug tragt. Aber bei Uegiuri der Ausarbvitung war von eben 
jenen Werken noch wenig vcrijffentlicht, und danu schien aucli ein 
nrues kein Cchcrfluas, wenn sein Plau durcli das Bestrebcn bestimmt 
mar, bei moglichst syetemntischcrn Aufhau der einzplnen Leliren zugleicli 
der mathematischen Entwickelung einen grosseran Spielraum zu gewahren 
nnd dabei auch auf die geschichtliche Entstehung und Ausbildung unseres 
m'issenfi umfassend Bedacht zii nehmen. 

Seben wir z u ,  wie der Vrrf'asser seinen P lan  auogeführt hat.  
Bei oberflachlichem I>urchblattcrn d m  rnassig starken Bandes fallen 

sofort zwei Eigenthümliclikeiteri iris Auge:  die Menge der je  am Ende  
der einzelnen Kapitel gegebenen Citate und die consequente Riicksicht- 
nrhme auf die geschichtliche Entwiçkelung der jeweils darzustellrnden 
Lehren. 

Mehr a h  2000 geuaue Ver\veisuugeri goben, oline die Urbersicht 
des Gauzen au  s toren,  Zeugniss von den eingehenden Vorstudim des 
Verfasscr~ und erinoglichcn cs dem Lever in  bequemster und aus- 
ieicbendster Weise, sich bctreffs clessen, was iiber jedo der znr Re- 
sprechung kommendcn Fragen  bis jetzt geleistet is t ,  genauer zu iinter- 
ricliteu. Dass ein Mann wie G ü n t h e r ,  welclier unter Denjenigen,  die 
u m  mathematisch- historisclie E'orschungen sicli bexuüheu, seit Jahreu  in 
erster Reille ~ i teh t  und zuuial bei der Natur~orscherversammluog zu Graz 
(1875) ebenso lebhaft wie gut  für die didaktische Zjedeiituiig Iiistorisclier 
Aufklarung sclbst auf mathematischem Gebict eingetreten is t ,  dass 
G ü n t h e r  gerade bei dem vorliegenden Ston' seinen N ~ i g u n g e n  folgen 
und seine durcb besondere Veroti'entlichungen erwiesenen geschiehtlichpn 
Specialstndien auf geographischem Gebiete verwerthen würde, wax- zu er- 
warten, und man sieht sich iu seiner Erwartung nicht getausclit. 

Wenn jene ersterwiilinte Eigenthünilichkeit dem ,,Lclirbuch" oft fast 
mehr den Charakter eines , ,HaudbuchestL au  gebeu sclieint, so tiiiiigt 
es die zweite daliin, dass man in diesem Lelirbuch zugleich auch j e  für 
die Cregcnstiinde der einzrlnen Kapitel die geschiclitliche Entwickelung 
dersrlhen vom ersten Auftreten der hetreffenden Fragestellnng an his 
auf die Gegenwart mit besitzt. hlan ersieht hieraus sclion, welche reiclie 
Fülle an StoE die 400 Seiten des vorliegenden Bandes gewahren. 

Eine , , g e s c h i c h t l i c h  - l i t e r a r i s c h e  E i n l e i t u n g "  (S. 1-36) 
versucht sich an der schwierigen Aufgabe, auf so wenigen Seiten eiueu 
Ueberblick zu geben über (lie Gesauiuitleisturigeu auf dern Gebiete der 
Geophysik, wie aie seit den Zeiteii der altgrieüliiscben Dicliter und 
Ueoker bis zur Gegenwart zu T a g ~  gefordert wurden ,  zu skizziren, wie 

l?  * 
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Hand in Hand mit der Entwickelung von Mathematik und Physik und 
Geologie neue und  neue Fragen  aiiftreten und wie diese iu stetein 
Wechselspiel neuer Hypothesen ihre wirkliche oder gar  zu oft nur ver- 
meintliche LGsung finden. W c n n  ~ i c h  auch d i e s ~  Skizze hie und da,  
hasonders gegen das E n d e ,  einem Verzeichniss von Riichartiteln i n  

bedenklicher Weise nahert ,  so kann sie doch, zumal sie nur  eine orien- 
tirende Einführiing sein soll, im Ganzen als gelungen bezeichnet werden. 

W a s  dann die systematische Gliederurig des zur Darstellung kom- 
menden reictien Stoffes anbelangt ,  sr] beliandelt die e r s  t e  A b  t h e i l  un  g 
(S. 36-129) die kosmische Stellung unseres Erdkorpers ,  fiihrt dabei 
aher die physische Afitronnmie nur  in dem engcn Rahmen vor, welchm 
die auuschliesfiliche Rücksicht,nahme aiif terristrische Fragen  gebietet. 

Tm Einzelnen wird hier zuerst (1. Kapitel) die mit physikalisc,hen 
Satzen zum Thei l  recht willkürlich verfahrende K a n  t ' sche Weltbildungs- 
hypothese dargestellt ,  sowie ihre Neuaufstellung und Fortbildung durch 
L a p l  a c e ;  sofort werden aller auch die entgegentitehenden Einwiinde 
vorgeführt und die Folgerungen besprochen , mi welchen jene Nebular- 
hypothese zumal bci Berücksichtigung der thermodynamischen Varhaltnisue 
führt ,  inshesondere die Ansichten üher das Endschicksal der Weltsysterne. 
- Wegen der  unmittelbaren und  so vielseitigen Bedeutung der Sonne 
für die Probleme der tellurischen Physik und wegen der  so mannigfachen 
Analogien planetarischer Erscheinungen mit irdischen werden hierauf 
(2. Capitel) in  kurzen,  aber genügenden Strichen, im Weeentlichen der 
Zcitfolge nach,  theilwcise mit gegcnscitiger Abwagung ihrer Ricbtigkeit 
alle die  so mannichfaltigen Ansichten vorgefiihrt, welche über Natur und 
Temperatur der Sonne,  über Planeten und Planetoiden,  über Kometen 
und deren Ueziehung zii den Meteoriten, über den Weltraum und seine 
Erfüllung aufgestellt worden s ind ,  und  es mag besondere Erwahnung 
finden, dass der  Verfasser,  was das W e s e n  der  Sonnenfiecken betrifft, 
zwischen der K i r  ch h O f f'fichen Wolken -, der Z O I l  n e r'schen Schlacken- 
und der R e y e ' s c h e n  Trouihentheorie keine bevorzugende Auswahl trifft, 
wohl aher der  Annahme einer ausserst fein differentiirten Materie im 
Weltraume das Wor t  redet und des Letzteren ahsoluten Temperatur-Nii11- 
punkt  (mit H a u  s a l e r )  zu - 16Z0 f'efitlegt. Mit vollem Recht finden 
hierauf (3. Capitel) dic astronomischen Nachbarn der E r d c ,  zumal der 
Mars, uud ihr T r a b a n t ,  unser Mond , eine verhaltnissmassig eingehendere 
Betrachtung; den Abschluss macht die  interessante Lehre vom Mond- 
vulkanismus. 

Die z w e i t e A ti t h e i 1 u n g (S. 129 - 300) bespricht die allgemeinen 
mathematischen und physikalischen Verhaltnisse der Erde ,  alsn ihre 
Oberflaclienform und ihre Rewegring im Raume. Ausgehend (1. Capitel) 
von der  allmiiligen Entwickelung der Spharicitatslehre, wnbei die kritische 
Sonde an die  sogeusnnten Beweise von der Kuge1gestait gelegt wird, 
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führt der Verfasser weiter var die Darlegung der Methoden, welche zur  
Kenntnise der  wirklichen Erdgestalt  fiihren konnen u n d  wirklich fiihren, 
also hauptsachlich die der Gradmessung und  ihre Geschichte, und im 
Anschlusse hieran (2. u n d  3.  Capitel) giebt e r  eine sehr dankenswerthe 
1)arstellung der  allmaligen Herausbildung der  Lehre vom Geoid. Das 
4. Capitel, von der Erdbewegung irn Baume hande lnd ,  giebt die betref- 
fcnden Theorien der Mechanik im besten Sinne popularisirt: die Para -  
graphcn vom F O u c a u l  t'schen Pendelversuch, von den Weltsystcmen 
und von den fiir die Geophysik so wichtigen S t o r i i n g ~ e r s c h e i n u n ~ e n  
werden viele dankbare Leser finden, nicht minder auch das 5. Capitel, 
welches , ,die Graphik im Dienste der physischen Erdkunde"  bespricht. 

Eine d r i t t e A b  t h e  i l u  n g (S. 300 bis Schluss) behandelt , von den 
Warmeverhiiltnissen i n  den Tiefen der Erde ausgehend, die Geophysik 
im engeren Sinne und  das Wesentliche der dynamisehen Geologie, also 
insbesondere die  viilkanischen Erscheinungen und die Erdhaben,  dies 
Allas geschichtlich entwickelnd. Dass gerade die letzterwahnte Betrach- 
tungsmeise grosse Vortheile und lebhafte Anregung gewahren k a n n ,  wird 
Jeder ziigeben ; dass heide erzielt werden,  ist  der schonen Darstellung 
des Verfassers zu danken. Was die letztere im Allgemeinen betrifft, so 
wurden zwei Eigenthümlichkeiten derselben oben schon hervnrgehoben; 
auch die Erwahnung einer dritten darf nicht vergessen werden,  da  sie 
tlem Werke zum Voreug gereicht , die a n  paseenden Stellen durchgefiihrte 
Benützung mathematischer Retrachtung namlich. Nirgendwo drangt 
sich diese unnothig in den Vordergrund; wo sie auftritt ,  halt  sie sich 
gleichweit entfernt vLn allzu grosser Breite und  Ausführlichkeit, wie von 
einer nur dem Eingeweihten verstaudlichen Skizzenhaftigkeit. 

Mit den skizzirten drei Abtheilungen ist der Rahmen der vorliegenden 
ersten Bandes ausgefüllt. Weitere s e c h s  A b t h e i l u n g e n ,  welche den 
Inhalt des zweiten Bandes füllcn sollen, werden bezüglich zur  Besprcchung 
bringen die magnetischen und elektrischen Erdkraf te ,  die Atmospharo- 
Ingie, die Oceanographie, die aus dem Kampfe zwischen Meer und Feet- 
land sich ergebenden Oberflachenverandernngen, die Eigenschaftcn der 
eigentlichen Erdfeste und  ihrer Süsswasserbedeckung und schliesslich in  
Kürze die physische Geograpbie der Organisrnen. 

Wir sind gespannt darauf ,  wie dieses so ungemein reiche Material 
verarbeitet sein wird. W e n n ,  wie nicht anders en erwarten, dieser aweite 
Band hal t ,  was dcr erste verspricht, insbesondere wenn er nicht,  wie 
man aus einer Andentung des Vorwortes vermuthen, vielmehr hefürchten 
mochte, in allzu grosser Kürze und zu sehr nur das Wesentlichste an-  
deutend gearbeitat sein wird, so wird unsere Literatnr um ein recht 
hiibeches, dankens- und empfehlenswerthes Werk  reicher sein. 

Druck und Ausstatturig sind schon - volls thdiges Sach- und 
Namenregister sehr angenelirn. P. SREUTLEIN. 
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Lehrbuch der  Elementargeometrie. Von J. HENRICI ,  I'rofessor am Gym- 
nasium zu Heidelberg, und P. TREUTLEIN, Professor am G y m n a -  
siuru zu Karlsriibe. 1) r i t  t e r T 11 e i 1 : Lage  und Grosse der stereo- 
metrischen Gebildc. Abhildung der  Figureii e inrr  Ebeiie auf  eine 
zweite ( K ~ ~ e l s c h n i t t a ) ;  Pensum der Prima. Mit 134 Figuren in 
Zinkographie. Leipzig, bci R. G. Teubner. 1883. VIII ,  194  S. 

\.\'ir verweiseri ziiriick auf die historisch-literarische Ahtheiluilg von 
Bd. X X V I I  S. 139, von Bd. X X V I I I  S. 68,  wo wir üher 'den 1. und 
II. Thei l  des Lelirbuches uns ausserten, das jetzt in  durch seinen III.  Ttieil 
volleudeter Gestalt uns vorliegt. Eiu von dem, mas man sonst Lehrbucli 
der  Elementargeometrie nanute und vielfach nocli nenrit, so diirçhaus 
verschiedenes Werk  will als ein Ganzes hetrachtet sein,  ob es im kunst 
rcich ausgeführten Aufbau auch das h#l t ,  was dns Programm der Ver- 
fasser am Anfange versprach. IXew F r a g e  muss entschiedene Bejahiing 
finden. Man wird nicht leicht eine Schulgeometrie uns nennen,  welche 
in gleich fdgerichtiger Weise ,  stets mit denselben Begriffen, unter wel- 
chen der der Projection obenansteht,  arbeitend, auf 588 Seiten, deren 
vierter Theil etwa Uebuugsaufgaben gewidmet is t ,  ein solches Gebiet 
umfasst und den  aufmerksamen Schiiler beherrschen lehrt. Geht doch 
insbesondere der  neueste stereometrische, Theil so tief in  die prujecti- 
vische Entstehnng raumlicher Gehilde e i n ,  dass er aiicli dern der RZittol- 
schiile entwachsenen Leser als zu Wiederholurigen geeignet empfohleri 
werdeu darf. J a ,  man wird gerade bei solchem etwas rascheren Lesen 
ein Vergnügen empfinden, das  der Gymnasialschüler freilich im Allge- 
meinen ebeuso wenig kennt ,  wie deri Gariuss, d e n  ein rasches Lesen dor 
Homerischen Gesange hereitet. Der  Gymnasialschüler soll das Lehrbuch 
gar nicht i n  solcher Weise kennen lernen,  soll riicht nach der strengen 
Zahlenfolge der Paragraphen in die Geometrie eingeführt werden. Xiclit 
umsonst ist jedes Bandchen zum Unterricht in zwei Jahreskursen bestimmt, 
und ein guter Lehrer  wird auch über diese Benutzungszeit noch hinausgehen, 
wird Manches aus dem I., dem II. Baudchen erst in  Prima vortragen, wenn 
auch der gedruckte Leitfaden den Gegenetand mit dem für Secunda oder 
gar  für Tertia bcstimmten Lehrstoffe vereinigen mussto. Die Verfasser 
selbst verfatiran bai ihrem Unterrichte nach dem ebeii angedeuteten Plane, 
verzichten beispielsweise darauf ,  bei der ersten Begründung der geome- 
trischen Proportioneulehre aiif solche Proportionen einzugehen, die ratio- 
na1 sich uicht in  Zahlen darstellen lassen, uui erst spater darauf zurüçk- 
zukornrnen. Das  gleiche Recht ,  mit Auswahl, vor - uud rückgreifend, den 
Unterricht su leiten, darf und  miiss jeder Lehrer für sicli in  Ansprucli 
nehmen. Bei Ausnutzung desselben wird gewiss bald das gegenwartig 
noch verbreitete Vorurtheil schwinden, als sei die  neue Methode überhaupt 
nicht schulfahig und darum die D e n  r i c i -  S r  e u t  l e i  n 'sclie Geornetrie keiu 
Schulbuch. Kefereut ist vom Gegeritlieil überzeugt. CANTOR. 
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Recensionen. 231 

Aufgaben a n s  der analytischen Geometrie d e r  Ebene. Von Dr. BDOLF 
H o c r i k i ~ ~ ~ ,  Professor. Heft  I I  : Die  Kegelschnitte. Abtheilung 1. 
A. Aufgaben,  75 S.; B. Aufl6sungen,  93 S .  Leipzig 1883, bei 
B. G .  Teiibner. 

Wir habeii im X X V I I .  Bande dieser Zoitschrift, hist.-lit .  Abtheilg. 
S. 219-220, des erste Heft  des Eiochheim'schen Buches nnsercn Lesern 
anernpfohlen. I l a s  zweite Heft  macht es uns  leicht,  in  dem gleichen 
Sinne das Urtheil abzugeben. D m  Verfasser erklart in  einem Vorworte, 
hier nur die einfaclieren Aufgaben zusammengestellt zu haben,  welche 
etwa dem Standpunkte der Mittelschule entspreçhen,  wtihrend er für eine 
spater folgende Veroffentlichung Aufgabeii fiir Studirende sich aufspare, 
in deneu projectivische Geometrie und  Anwendung homogenor Coordina- 
ten vorausgesetzt werde. Insofern ist alsc ein gewisser Gegensatx gegen 
das erste Heft  vorhanden, welches für die Gt rade ,  den P u n k t  und den ' 
Kreis beiden geuannten Leserclaesen gerecht z u  werden sich bestrebt. 
Man muss aber darum nicht glauben,  das  jetzige Eieft sei des Gebraucbes 
durch Studirende unwerth. Auch ibuen werden nicht wenige von den 
Kegelsclinittaufgaben der ersten Abtheilung recht harte Nüese zu knacken 
geben, a n  denon aie die Starko ihrer Werkzeuge auf die Probe stelleu 
konnen, sei es was den Ansatz der  Aufgabe, sei es wns ihre  algebrnisclie 
Behandlung und Vermeidung von der Aufgabe fremden Wurzelwerthen 
betrifft. Die Anordnuug der Aufgaben nach vier Capiteln mit den Ueber- 
schriften : Parabel,  Ellipse, Hyperbel ,  Curven xweiten Grades, mochten 
wir nicht gerade loben. Sie ha t  j a  ihr  Bequemes für den Lehrer, der  
diese oder jene Aufgabe sich aussuchen will; aber einestheils htitten wir 
abwechselnde Aufgaben von ansteigender Schwierigkeit über die einaelncn 
Curven fiir didaktisch richtiger gehalten, anderntheils jedenfalls ein Ca- 
pitel vermischter Aufgaben gewünscht, damit der die Sammlung diirch- 
arbeitende Laser nicht aus der ortlichen Stel lunç der  einzelnen Aufgabe 
schon wisse, worauf er hei der L6sung Liinzusteuern habe. Lliesem Ca- 
pitel vermischter Aufgaben hatten füglich die Nrn. 95-113, 293 - 3 17, 
477- 498 (Parabel ,  Ellipse, Hyperbel als geometrischei. Ort) in ricbtiger 
Abwechselung zugewiesen werden konnen. Vielloicht aeigt der Verfasser 
bei Ausarbeitung des noch ausstehenden Heftes, das einen lelirerlos ar- 
beitenden Leser als Regel voraussetzen wird, sich geneigt, dieser Benier- 
kungen zu gedenken. CANTOR. 

Analytische Geometrie des Baumes. 1. Theil:  Die allgemeino Theorie 
der Flachen und  Curven, die Eigenschaften der  Flachen zweiten 
Grades. II. Thei l :  Disquisitiones geuerales cirça superficies cnrvae 
von C. F. Gauss, ins  Deutsche übertragen mit Anwendungen und 
Zusatzen. Die Fresnel'sche Wellenflache. Von Dr. OTTO BOKLEN, 
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Rector der k. Raalanstalt i n  Reutlingen. Mit in den Text  gedruck- 
ten Holzscbnitten und 4 lithographirten Tafeln. 2. Aufl. VIIT, 
336 S. Stuttgart 1 8 8 4 ,  Verlag von Albert Koch. 

Die bahnbrechenden Untersuchungen M o  n g e ' s  über Raiimcurven 
und Oberflachen, welche ein erstes Lehrbuch für dieserr Gehiet der Geo- 
metrie darstellen, Sind etwa 80 J a h r e  al t ;  die von ïî!i O n g e  eingeschla- 
gene Bahn wieder verlassen zu haben ,  ist das  Verdienst der berübmten, 
etwa 20 J a h r e  jüngeren Ahhandlung von Cr a u s s .  Die Neuzcit hat ,  wie 
natnrgemass, der heiden Wege sich bedient,  welche von jenen Pfad- 
findern eroffnet worden s i n d ,  und die Güte  eines Lehrbuches bernessen 
wir personlich wenigstens auch darnach,  wie weit es dem Verfasser gr.- 

lungen i s t ,  die zum Ziele führenden Methoden zu verschmelzen, deu 
Leser  bald die eine,  bald die andere üben zu Iasfien, ihm an einzelneu 
Anfgaben zu zeigcn, wie so und  auch so verfahren werden kann ,  und 
j e  nach dem Vcrfahren dicsc oder jene Seite der  Aufgahe zu besondrrer 
Geltung kommt. Der  Verfasser des uns vorliegenden Buches iet anderer 
Ansicht gewesen. In  den 197 ersten Seiten giebt er, man kann wohl 
sagen,  eine durch Anfnahme neuerer Satze bereicherte Ausgabe von 
M o n  g e ,  dessen Bezeichnungen e r  getreulich festhalt ; S. 198 - 232 folgt 
die Uebersetzung der  G a  u ss 'schen F l~chenunte rsuchungan ,  in welcber 
die s%mmtlichcn Bcseichnungen dcr Urschrift gleichfalls bcibehalten sind; 
die noch übrigen 100 Seiten Sind eigenen Untersuchungen des Verfassers 
gewidmet, wie sie früher bereits in Zeitschriften Abdruck fanden. Wir 
konnen dieser Anordnung einen Geschmack nicht abgewinuen und wissen 
anch nicht recht,  welchem Leserkreise gegenüber aie sich als zweckm%ssig 
erweisen soll? Freilich streifeu wir damit die andere Frage,  für wie 
geartete Leser das B 6 k l  en ' sche  Buch überhaupt geschriehen ist? Der 
Leser soll bereits in  der analytischen Ceometrie dee Raumes einiger- 
massen bewandert sein;  e r  soll wenigstens die Formeln,  welche au€ Ge- 
rade und auf Ehenen sich beziehen, kennen , denn die ,, kurze Demonstra- 
t ioni '  der am Anfang zusammengestellten 42 Gleichungm, welche Seite 
4-7 sich ihnen anschliesst, wird nur  als Beibilfe znr Erinncrung an 
schon Gewnsstes betrachtet werden konnen. Der  Leser soll ausserdem 
die analytische Geometrie der Ebene unter Auwendung der Anfangs- 
gründe der  Differentialrechnnng beherrschen, der Leser sol1 endlich in 
der  Differentialrectinung ziemlich zu Hause sein. Gegen diese siimmt- 

lichen Anforderungcn haben wir nicht das Mindcste einzuwendan; aber 
ist  es denkbar, dass 1884 ein Leser in Deutschland diesen Anforderungen 
genügt ,  ohne Determinanten, ohne die Bezeichnung partieller Differen- 
tialquotienten durch geschwungene a zu kennen?  Und wenn er sie 
k e n n t ,  wird er anf diese allgemein verbreiteten !Symbole zu Gunsten 
unübersichtlicher und undurchsichtiger Schreib~,eiscn vereichten , wie es 
Her r  B o  k l  e n  ihrn zumnthet,. der  Determinanten erst S. 21 1 in der An- 
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merkung, dann  S. 307 anwendet ,  cin 8 überhaupt nie  benutzt?  Dafür  
kommt S. 8 und  haufiger das Zerrbild eines umgekehrten rn (also iu) zur  

a3 z 
Bezeichnung von - vor, von dem wir nur  wissen mochten, wie der  

a x ? a y  
Leser es aussprechen soll? Auch anderen Ortes ist die Sprache mehrfach 
recht absonderlich. Gegen die gewundenen Curven hatteu wir irn Ganzen 
keine Einsprache zu erheben , wenn nur  gleichzeitig erwahnt würde,  dass 
und warum sie sonst allgemein Curven doppelter Krümmung heissen. 
Weniger ohrenerfreulich sind schon die entwickelbaren F lachen ,  aber gar  
a b e l i a n i s ~ h ~  Diffcrentialgleichungen (S. 161) ertragen zu sollen, geht etwas 
zu weit. D e r  Verfasser verwirft vielleicht unsere Einwendnngen als klein- 
lich, als die  Form allein betreffend, wahrend e r  verlange nach dem In- 
halt beurtheilt zu wttrden. Als ob hei cinem ~ e h F b u c h e  nicht die Forrn 
selbst Inhalt wiire! Dass ein so guter  Geometer, als welcher Herr  Bo k- 
l e n  sich rnehrfach in eigenen Untersuchungen bewtihrt ha t ,  nicht geradezu 
Falsches hringen wird,  gpgen welches man sich verwahren müsste, is t  
von vornherein anzunehmen, wiewohl auch hier - um nur  Eines hervor- 
znheben - die Frage  gestattet ist ,  was denn eine Beriihruugsebene a n  
eine Oberflactie eigentlich ist , deren Gleichung S. 7 ahgeleitet wi rd ,  ohne 
dass eine Definition vorherginge, ohne dass bewiesen wiirde, dam eine 
solche Ebene überhaupt stattfindet. Also gerade die Form dürfen u n d  
müssen wir nls Hauptsache betrachten und  mit ihr konnen wir uns  bei der  
2. Aiiflage so wenig befreunden, als es bei der 1. Auflage der Fa11 war;  
wir konnen es urn so weniger, al8 dazwischen das zweirnalige Erscheinen 
der J oa c h i r n s  t h  al'schen Vorlesungen fallt ,  unerreicht für solche Laser, 
die nicht Vieles, aber vie1 lernen wollen, wahrend als Nachschlagewerk 
von unerschopflichem Inhalt S a  l m  O n -F i e d l  e r  gleich nnerreicht vor- 
handen ist. Wir  sagen: die 2. Auflage des B o  k len ' schen  Buches; aber  
hat wirklich der vulle Verkauf der ersten Auflage unser Urtheil zum 
Voraus Lügen gestraft'? Die Vorrede sagt: der erste Theil dieses Werkes 
erschoint hier nahezu in derselhcn Wcise, wie in  der  1. Auflage. W i r  
fiigen hinzu: die 192 ersten Seiten der  neuen Auflage stimmen Zeile f ü r  
Zeile einschliesslich der Druckfehler mit der ersten Auflage überein, 
dann beginnt s ta t t  der noch übrigen anderthalb Drnckbogen der ersten 
Aufhge anderer T e x t ,  anderer Druck,  anderes Papier. Schlussfolgerungen 
sind leicht zn  ziehen. CANTOR. 

Theorie und  Anwendung der Liniencoordinaten i n  der analytischeu Geo- 
metrie der Ebene. Von I l r .  KARL SCEWERINE, Oberlehrer in  
Coesfeld. Mit in  den Text  gedruckten Figuren und 2 Fignren- 
tafeln. Leipzig 1884 ,  B. G. Teubner. VI 96 S. 
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Dass die Ableitung der Liniencoordinaten, welcbe seither in den 
Lehrbüchrrn in Gebrauch war und  welche darauf hinauslauft,  in  der homo 
gen gexnachten Gleicbung der Geraden die Variabeln als Coefficienten, 
die Coefficienten als neue Variabeln aufinfasaen, lediglich an das Scbluss- 
vermogen der  Schüler sich richtet,  ohne ihnen eine greifbare Versinn- 
lichung des Verlangten unmittelbar zu bieten,  ist ein Missstand, welcheri 
gewim schon manclier Mathematiker empfunden hat.  Herr  S c h w e r i n  g 
bat 1876 im XXI. Bande dieser Zeitschrift S. 278 - 286 eine Abhandlung 
,, Ueber ein besonderes L i n i e n c o o r d i n a t e n ~ y a t e m ' ~  veroffentlicht, welche 
in dieser Beziehung Abhilfe schaffen sollte. Einzelnen Lesern hat schon 
jene Abhandlung Veranlassung gegeben, auf dem gewiesenen Wegc 
weiter fortzugehen, 9nd was die Abhandlung theilweise leistete, das wird 
voraussichtlich dem vor uns liegenden Büclilein in erweitertem Mausstabo 
gelingen , wie es selhst als Erweiterung und als ausfülirlichere Entwicke- 
lung des g~is t re ichen  Gedankens von 1876 bezeichnet werden kann. 
Uieser Grundgedanke ist folgender : E i n  Paar  gerader Parallelen, A x e  n 

genannt ,  bilden mit einem auf ihnen senkrechten M i t  t e 11 O t b e von der 
gegebenen Lange e das Coordinaten~ystem. Man kann es etwa betrach- 
ten als ein Fundamentaldreieck, dessen eine E c k e  in die Unendlichkeit 
gerückt ist  dadurch,  dass zwei Seiten zur dritten senkrecht stehan. Auf 
diesen parallelen Seiten schneidet nun jede beliebige Gerade zwei Streckeri 
14,  v a b ,  d ie ,  von den boiden im Endlichen gelegenen Ecken des Fuu- 
damentaldreiecks a n  gerechnet,  nach Lange und Richtung gegeben, die 
L i  n i e  n c O o r d i n a t e n der Geraden eind. Mittels dieeer Liniencoordina- 
ten entwickelt sich leicht die Gleichung A u  + BU + C =  I) a h  Gleichung 
des I'unktes. Das ist genau dieselbe Gleicliung, zu welcher auch die 
landlaufige Methode fütirte, sofern sie mit zwei Coordiiiaten sich begnügte; 
a h  man beachte den Unterschied der Bedeutung der Buchstaben. Früher 
nahm man u und  v ale die reciproken We.rthe von gewissen Ahschnitten, 
bei H e r r n  S c  h w e r  i n  g sind es solche A bschnitte selbst , ein begriff licher 
Fortschritt von,  wie uns scheint,  sehr erheblicher Tragweite. Hr. S c h  w e - 
r i n g  l a n d h a b t  seine Punktgleichung weiter und bringt sie zu diesem 

A H C 
Zwecke durch Division mit A + B in  die Form ---- u + -- v + -- 

A + B  A + B  A + B  
= O ,  welche die Eigenschaft besitzt, den Coefficienten von u und v die 
constante Summe 1 beizulegen, und welche die N o r  m a l f  O r m genannt 
wird. Leser der  H e s s e ' s c h e n  Geometrie werden sich hier vor Verrnisch- 
ung  der  Begriffe hüten müssen. H e s  ti e's Normalform ist bekanntlich 
A u +  B v + 1  - 0 ,  wabrend A ,  B von einander unabhangig s ind,  eine 
Form, welche auch P 1 ü c k e r bereits bevorzngte. Die neue Normalform 
sagt uns darum besser z u ,  weil C i n  ilir ohne Weiteres auch Nul1 werden 
kann , wiihrend in H e s s e ' s  Normalform dieee Vorautisetzung ein Unend- 
licliwerden von A und B oder wenigstens eines dirser Coefficienteii erfor- 
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dert. Die Gleichung des Kreises r 2 ( A +  !?)2 ((u - u)= + e2) = ( A U  + BU + c)' 
wird im folgenden Abschnitte erortert. In ihr ist d u +  Bu+ C = O  der  
Kreismittelpunkt , r der Kreishalbmesser. Die Kreisgleichung geht in  
U V  = rz  über, sofern des Mittelloth des Coordinntensystems Krcisdurch- 
messer ist. Die Kreisgleichung ist so aufzufassen, dass jede Gerade mit 
den Coordinaten u ,  v ,  welche die Kreisgleichung erfüllen, Tangente a n  
den Kreis ist ,  dass mitliin der Xreis als von seinen Tanganten eingehüllt 
entsteht. Das ist wieder genau in Uebereiristimmurig mit den bislier 
üblichen Liniencoordinaten. M7ir beabsichtigen nicht,  eine ausführliche 
Inhaltsanzeige des ganzen Büchleins zii geben; wir erwahnen dalier nur 
lieilaufig, dass schon auf S. 2 die u n e n d l i c h  f e r n e  G e r a d e ,  auf S. 27 
die u n e n d l i c h  f e r n e r i  R r e i s p u n k t e  zur Rede kommen. Vielleicht 
Iiatte der Verfasser a n  5 17 zweckmassig den Ueweis angeknüpft ,  dass 
es wirklich uur e i n e  unendlich ferne Gerade giebt, wozu H e s s e ' t i  am 
Sclilusse der IV. Vorlesung seiner Analytischen Geometrie der geraden 
Linie u. S. W. gegebenc Darstellung fast ohne Veranderung hatte dienen 
knnnen. An den Kreis schliessen sich die Kagelschnitte. Wir  heben 
die Definitionen auf S. 30 hervor: Paraheln sind solche Kegelschnitte, 
die parallele Tangenten nicht besitzen, Ellipsen solche, deren parallele 
Tangenten nie zusamrneufallen , Hyperbeln solche, deren parallele ï'angen- 
ten zweimal zusammenfallen; sowie die Definition der Brennpunkte S. 40 
als der reellen Punkte  auf den von den unendlich fernen Kreispunkten 
der Ebene a n  die Curve gezogeuen Tangenten.  Bei Gelegenheit der  
Erbrterung der Paralleltangenten sind auch Translationsformeln des Co- 
ordinatensystems (Parallelverschiebung der Axen) S. 35 abgeleitet, wali- 
rend die Aufgabe allgemeiner, Translation und Rutation vereinigender 
Coordinatenveranderuug erht am E n d e  des Buches, S. 93 behandelt kt.  
Ein besonderer Abschnitt ist der allgemeinen Gleicliung zweiten Grades 
gewidmot, womit der eigentlich elementare Thei l  des Buches, d. h. der 
Theil, welcher Kenntniss der Tnfinitesirnalrechnung nicht voranssetzt, ab- 
schliesst. Von S. 55 an ist dagegen diese Reschrankung aufgehoben, und 
wir verübeln es dem Verfasser nicht im Mindesten. Meint er gleich i n  
der  Vorrede, e r  weude ~ i c h  a n  Anfanger, su  dürfte die Schule, welche 
ihre Abitnrienten reif zum Studium des S c h w e r i n  g'schen Buches ent- 
lasst, doch nur  eine sehr vereinzelte sein. Wir  empfehlen dasselbe viel- 
mehr solchen Lesern,  welche mindestene ein Semester a n  einer Univer- 
sitat zugehracht iind die Eiiileitungsvorlesnngen in die Mathematik dort 
gehort haberi. l h n e n  werden alsdann die  erwahnten beiden Abschnitte: 
, ,Tangente, Berührungspunkt, Normale, Differentialausdruck des Bogen- 
elements und des P l 5 c h e n i n h a l t ~ ' ~  und ,, Einige Beispiele hoherer Curven" 
zwar nicht weniger, aber auch nicht mehr Schwierigkeiteri bereiten, als 
die vorangegangenen 54 Seiten. In  dem l e t z t ~ n  Abschnitte insbesondere 
werden solche Leser mit den Singularitaten hoherer Curven eine immer- 
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hin etwas mehr alfi nur  oheifl#chliche Bekanntschaft anknüpfen. So die 
ellgemeine Anordnnng des r e i c h ~ n  Stoffes, der i n  den engen Raum von 
n u r  sechs Druckbogen kunstreich zusammengedrangt, auch dnrch verhalt- 
nissmassige Vollstandigkeit dem Werkchen zur wRrmsten Empfehliiug client. 

CANTOR. 

Bibliographie 
vom 1. bis 31. October 1884. 

Periodisohe Sohriften, 

Sitzungsherichte der mathem.-pliysikal. Classe d. konigl. bayer. Akadernic 
der W i ~ s e n s c h .  Jahrg.  1884, 2. Heft. Miinchen, Franz.  1 Mk. 20 PL 

Vierteljahrsschrift der astronomischen Gesellschaft , Iierausgegehen von 
E. SCAONFELD U. H. SEELIGER. 19. Jahrg.  2. Heft.  Leipzig, Engel- 
mann. 2 Mk. 

Jahrbuch der  Wetterwarte zu Magdeburg, Station 1. O . ,  herausgegebeu 
von B. ASSMANN. 2. Jahrg.  1883. Magdeburg, Faber. 7 Mk. 20 l'S. 

Jehrlinch über die Fortschritte der Mathematik, heraiisgeg. v. C. OEIRT- 
M A N N .  14. Rd. Jahrg .  1882 ,  1. Heft. Berlin, Cr. Reimer. 9 Mk.  

Abhandlungen der  kaiser]. Akademie der  Wissensch. in  W i e n ,  mathem.- 
naturwissenschaftl. Classe, Abtheil. II.  89. Bd. (5 Hefte). Wien, 
Gerold. 16 Mk. 40 Pf. 

Reine Matbematik. 
Jacohi's gesammelte Werke. 3. Bd., herausgeg. von K.  WEIERSTRASS. 

Berlin, G. Reimer. 20 Mk. 
N E U M A N N ,  C., Vorlesungen über Riemann's Theorie der Abel'schen In- 

tegrale. 2. Anfl. Leipzig, Teubner .  12  hlk. 
GRAF, J. H., Beitrag zur Auswerthung bestimmter Integrale mittels Ver- 

andernng des Weges. Bern,  Huher  & Comp. 80 Pf. 
G E ~ E N B A U E R ,  L., Aritlimetische Theoreme. (Akad.) W i e n ,  Gerold. 1 Mk. 
KOEIN, G. ,  Ueber einen Satz von Stephanos. (Akad.)  Ebendas. 20 Pf. 
FREGE, G., Die Grnndlagen der Aritbmetik; eine Untersuchung über den 

Begriff der Zalil. Breslau, Kobner. 2 Mk. 80 Pf. 
CLAUSSEN, L., Lehrbncli der Arithmetik u n d  Algebra, nebst Uebungs- 

aufgaben. Potsdam, Stein. 2 Mk. 40 Pf. 
K L E Y E R ,  A., Lehrbuch der  arithmetischen und geometrisçhen Progressio- 

nen ,  der znsammengesetzten, harmonischen, Ket ten-  und  Theilbruch- 
reihen. Stut tgart ,  Mayer. 4 Mk. 
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STEINHAUSER,  A. ,  Elemente dcs graphischen Rechnens mit bas. Rücksicht 
auf die logarithm. Spirale. W i e n ,  Holder. 2 Mk. 80 PF. 

HANACEK,  W., Anfgaben über P n n k t e ,  Gerade und Ebenen. Znaim, 
Fournier &: Haherler.  60 Pf. 

SCIIOLIM, P . ,  Ueber eine geometrisclie Verwandtschaft und daren Ergeb- 
nisse i n  Ebent! und Raum. (Disseit.) Breslau, Kohler. 1 Mk. 

BIERMANN,  O., Ueber die regeimassigen Korper  hoherer Dimensionen. 
(Akad.) Wien, Gerold. 30 Pf. 

P U C H T A ,  A., Analytische Bestirnmung der regelmiissigsn Korper im Raume 
von vier Dimenaioneu. (Akad.) Ebendas. 1 Mk.  20 Pf. 

-, Analytificha Bestimmung der regelmassigen Korper  in Ranmen be- 
liebiger Dimension. (Akad.) Ebendas. 40 Pf. 

Wasr,sC!H, E., Ueber ein Schliessungsproblern. (Akad.) Ebendas. 20 Pf. 
W E Y R ,  E., Ueher Raumcurven 5. Ordnung vorn Geschlecht 1. (Akad.) 

Ebendas. 40 Pf. 
VOLLHERINO, W . ,  Lehrbuch der  Geomstrie fiir hohere Lehranstalten. 

1. Thl . :  Geometrie der Alten. Bautzen, Rübl. 1 Mk. 50 Pf. 
L A C K E M A N N ,  C., Die Elemente der-Geomctrie. 2 Theilc. Breslau, Hirt. 

1 Mk. 60 Pf. 
GENOCCHI,  A.,  Calcolo differenziale e principii di calcolo integrale. Tur in ,  

frat. Bocca. 10 L. 

Angewandte Mathematik. 
JI EL MER^, R., Die mathematischen und physikalischen l'heorien der hohe- 

ren Geodasie. 2. Tb l . :  Die phpikal .Theor .  Leipzig, Teubner. 20 Mk. 
U E ~ . L I N ~ ~ S H A U S E N ,  N. v., I l ie  Schwere oder das Wirksamwerden der po- 

tentiellen Energie. Stut tgart ,  Schweizerbart. 1 Mk. 60 Pf. 
KRAFT, F. ,  Samrnlnng von Problemen der analytischen Mechanik. 3. Lief. 

Stut tgar t ,  Metzler. 3 Mk. 
CZERMAK, P., D e r  Werth der Integrale A, und A, der  Maxwell'schen 

Gastheorie für das  Grundgeeetz k r 6 .  (Akad.) Wien ,  Gerold. 
1 Mk. 50 Pf. 

L A M B ,  H., Einleitung in die Hydrodynarnik; übers. v. R. REIFF. Frei- 
burg i. B., Mohr. 7 Mk. 

S C H N E I D E R ,  M., E a r t e  des nordlichen Sternhimmels, nnter Controle von 
L. WEINEK. Leipzig, Dietz & Zieger. 1 Mk. 50 Pf. 

IAACHMANN, G. ,  Ueber die Bahn de6 Planeten Eurynome (79) ans  den 
bisher beobachteten Oppositionen. (Disseit.) Breéilau, Kohler. 1 Mk. 

H A E R D T L ,  E. v., Astronomische Beitrage zur  assyrischen Chronologie. 
(Akad.) Wien ,  Gerold. 2 Mk. 50 Pf. 

Cleschichte der Astronomie. 
P R O W E ,  1,. , Nicolaus Coppernicus. 2. Bd. : Urkunden. Berlin, Weidmann. 

15 Mk. 
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Physik und Meteorologie. 

WOLF, TH., Photometrische Beobachtungen a n  E'ixsternen aus d .  Jahren 
1876-1883. Berlin, G.  Reimer. 10 Mk. 

ZETZSCHE,  K. E., Handbuch der e lek t r i~chen  Telcgraphie. 2. Bd. 3. 1,ief.y 
Elektrische Messungen ; Telegraphenapparate. Berlin, Springer. 6 Mk. 

GRAWINKEL, C., Lehrbuch der Telephonie u n d  Mikrophonie. 2. Aufl. 
Ebendas. 5 Mk. 

I'ERNTEB, M., Beitrag zu den Windverhaltnissen in  htiheren Luf'tscliich- 
ten. (Akad.) W i e n ,  Gerold. 30 Pf. 

Ergebnisse der Beobachtungen auf den meteorologisclien Stationen im 
Konigr. Bayern v. 1879 -1883. München, Ackermann. 2 Mk. 40 Pf. 

Berichtiguiigen r u  dem biifuntre S. 16'3 flgg. 

Herr Geh. Hofrath K r e h l  hatte die Güte, mich auf diese Verbesserungen 
aufmerksam zu maohen, und stcilte dabei zunachst die Frage, ob nicht (S. l ï l ,  

[ - 0 -  

Z. 3.2 dg.) B e  t e i g e u z e  vielmehr aus =! ++ 1 bet el-Éawza (domus Orio- 
ni$, entstanden sein snllte ? 

Hinsichtlich der übrigen mus8 ich leider bekenneu, dass zwei derselben (auf 
S. 173) mir trotz der, auf die Correctur des Satzes verwandten Sorgfalt ent- 
gimgen sind. 

S. 171, 2 . 2 0  1. 3 1, al- ianb.  
Z. 34 1.  fucilis ( in deminutivo). 

S. 172, B 11 v. u. 1. es-sunbgla (st. es - siinlgla). 

' = I d  7 Y *  k Z ,  0 ,  

S. 174, Z.  14 1. 12 1 (f. 2 t ,J 1 W.+-), semt ar-râs ,  p i l z t  du ciel 

juste au dessus de la téte.  A. WITTSTEIN. 
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Mathematisclies Abliandlungsregister. 

1883. 
Zweite Halfte: 1. Juli bis 31. December. 

A. 
Abel'sche Transcendenten. 

500. Sur l'intégration des éqimtions linéaires par le mogcn des fonctions abéliennes. 
P o i n c a r é .  Compt. rend. XCII, 113. 

601. Sur lcs fonctions abéliennes. P o i n c a r é .  Compt. rend. XClI, 958. 
502. Sur une classe d'iutegrales abéliennes et  sur certaines équations différentielles. 

E. P i c a r d .  C o m ~ t .  reud. XCII. 398. 506: XCIII. 696. 1126. 
503. Sur I'intégrat,ion, pa.rLles fonctioiis abdienu&, de 'certaines équations aux 

dérivees partielles du premier ordre. E. P i c a r d .  Compt. rend. XCIV, 
1036. 

50.4. Sur la réductiou des intégrales abeliennes aux intégrales elliptiques. E. P i c a r d .  
Compt. rend. XCIV, 1704. 

505. Sur une classe de fonctions dont les logarithmes sont des somrueo d'int6grales 
abéliennes de première et  de troisikme eapèce. A p p c l l .  Coinpt. rend. 
XCII, 960. [Vergl. Nr. 73.1 

506. Sur les fonctions abéliennee. A p  p e l l .  Compt. rend. XCIV, 1708. 
607. Grundzüge einer Theorie von einer Classe Abel'scher Integrale. G. P i c k  C% M. 

C n g a r .  Wien. Akad.-Ber. LXXXII, 893. 
508. Ueber die lntegration hvperelliptischer Differentiale durch Logarithmen. G. 

Al. P i c k .  Wien. ~ k a d . - B e r .  LXXXV, 643. 
509. Die Iteduction Abel'scher Integrale auf Normalintegrale. M. U n g a r .  Wien. 

Akad.- Ber. LXXXVI, 893. 
510. %ur Theorie der zu einer binomischen Irrationalitat gehorigen Aliei'schen 

Inte rale O. B i e r m a n n .  Wien. Akad.-Ber. LXXXVLI, 934. 
Vergl. 8berfliichen 838. 

Akustik. 
511. Ueber die ~ o r t ~ f l a r ï z u n g  von Kugel- und Cylinderwellen endlicher Schwing- 

ungsweite. 0. T u  m l i r z .  Wien. Akad.-Ber. LXXXII, 779. 
512. Sur 1s  theoric mathématique du mouvement vibratoire des cloches. E. M a -  

t h i e u .  Compt. rend. XCIII, W G .  
513. Intbgration des équations ditf4rentielles du mouvement vibratoire d'une cloche 

fiphCrique. R.  M a t h i e u .  Compt. rend. XCIII, 840. 
514. On porous bodies in relation t o  sonnd. L. R a y l e i g h .  Phil. Mag. LXVI, 181. 
615. On the vibrations of tl cylindrical vesse1 eontaining liquid. L. R a y l e i g h .  

Phil. Mag. LXV, 386. 
516. On maintained vibrations. L R a y  l e i  g h. Phil. Mag. LXV, 229. 
517. On the crispations of fluid resting upon a v i b r a h g  support. L. R a y l e i g h .  

Phil. Mag LXVI, 50. 
Ver@. Potential 875. 

Analytirche Geometrie des Baumes. 
,518. Sur la transformation par directions réciproques. L a  g u e r  r e. Cornpt. rend. 

XCU, 71. 
619. Sur l a  geométrie des sphtres. C. S t e p h a n o s .  Compt. rend. XCII, 1195. 

Yergl. üeometrie (hohere). Ueornetrie (kinematische). Geometrie der Lage. 
Krümmung. Marinichfaltigkeiteri. Oberflachen. Oberfiachen zweiter Ord- 
nung. 
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Astronomie. 
520. Zur Theoric des Passageninstrurnents im ersten Vcrtikal. M. Low.  Astr. 

Nachr  C, 267. [Vergl. Bd. XXVII, Ni-. 317.1 
521. Théorie de  la flexion nlane des solides. e t  conséauences rehtives.  tant à la, 

construction des iunettes astrono&iqiies, qu% la réglementation de ces 
appareils, pour les affranchir des déviations de  l'axe optique produites par 
l a  flexion. Yvon  F i I l a r c e a u .  Çonipt. rend. XCiiI, 14, 107, 449. - 
L o e w y  Lk P é r i g a u d  ibid. 174. 

522. Nouvclle méthode pour annuler l a  flexion astronomique des lunettes. P v o n  
V i l l a r c e a u .  ('ompt. rend. XCIII, 866. 

523. Ueber Storungen durch ein widerstehcndcs hlittel. 0. B a c k l u n d .  Astr. 
Nachr. CI, 209. 

524. Sur la favorabilit6 des stations relativement à l'ensemble des mesures micro- 
métriques à faire pendant le passage de :Venus. U. F. P echüle .  
Aotr. Nachr. ClI, 241. 

525. Das Argument in der Gyldén'schen Theorie der Planetenstijrungen. A. Don-  
ne r .  Astr. Nachr. C, 83. 

626. Ueber die Thcorie der Bcwcgungen der Himmelskorpcr. H. G y l d é n .  Astr. - - 
Nachr. C, 97. 

527. Sur l a  théorie du mouvement des corps célestes. H. G y  l d  é n .  Compt. rend. 
XCII. 1262. 

528. ~ b l e i t u n g '  von Prof. Gyldén's Differentialgleichungen fiir die intermediare 
Bewegung. O. B a c k l u n d .  Astr. l rachr.  CT, 19. 

629. Zu H. Gyldén5s Theorie der Bewegungeu der Himmelski j~~er .  A u g .  Mreiler. 
Astr. Nachr. CII, 55. 

530. Ueber Prof. Gyldén's intermediare Hahnen. S. N. T h i e l e .  Astr. Nachr. CII, 65. 
531. Ueber die absoluten Elemcnte der Planetenbahnen. H. O y 1 d én .  Astr. Nachr. 

ClII.  49. I 

532. ~ e b e ; d &  z & ~ r e n  Storungen in dem Problem derldrei Korper. A u g .  Wei l e r .  
Astr. Nachr. CV, 289. 

533. Sur les déplacements séculaires des plans des orbites dc trois planètes. F. 
T i s e c r a n d .  Comat. rend. XCIi1. 525: XCIV. 997. 

534. Sur la détermination des variations sécul&res et' des éléments moyens des 
orbites. O. C a l l a n d r e a u .  Astr Nachr. CD, 163. 

535. Sur les inégalités à longues périodes dans les mouvements des corps célestes. 
G i l  d é n .  Compt. rend. XCII, 1033. 

536. Remarqiies sur le calcul des perturbations relat>ives, d'après l a  méthode de 
M. Gyldén. O. C a l l a n d  r e a u .  Compt. rend. XCIII, 201. 

637. Sur l a  théorie du mouvement des corps célestes. 0. C a l  1 a n d r e a u .  Compt, 
rend. XCliI, 779. 

538. Sur le développement périodique d'unc fonction quelconque des rayons vec- 
teurs de  deux planètes. F. T i s s e r a n d  Compt. rend. XCII, 154. [Vergl. 
Nr. 24.1 

539. Sur une formule générale pour le développement de la partie principale de 
l a  fonction perturbatrice. B. B a i l l a u d .  Compt. rend. XCIII, 694. 

540. Ceber das Rotationsgesetz der Sonne und der grossen Planeten. J .  G lause r .  
Astr. Nachr. CI, 225 

541. h i d e  des actions du Soleil e t  de la Lune, dans quelques phénomènes tcr- 
restres. B o u q u e t  d e  l a  G r y e .  Compt. rend. XC11, 281. 

642. Sur la détermination des masses de Mercure, de Venus, de  l a  Terre et  de la 
parallaxe solaire. F. T i s s e r  a n d .  Compt. rend. XCII, 653. 

543. Ueber die Kriterien des Vorhandeuseins dreier Losungen bei dem Kometen- 
prohlem. Th.  v. Op o l z e r .  Wien. Akdd -Ber. LXXXVI, 885. 

544. Ueber die Kriterien des ?orhandenseins dreier i.ijsungen bei dem Kometen- 
problem. Th. v. O p p o l z e r .  Astr. Nachr. CHI, 315. 

645. Ueber die Moglichkeit einer uiehrfachen Bahritiestimmiing aua drei geocen- 
trischen Bcobachtungcn. N. H e r  z. Wien Akad -Ber. LXXXVI, 1125. 

546. Methode zur Bahnbestimmung aus drei vollstindigen Beobachtungen. J. G e r  st'. 
Wien. Akad.-Ber. LXXXVU, 993. 

547. Sur l a  seconde comète de l'année 1784. I3. G y l d é n .  Compt. rend. XCIV, 1686. 
548. Ueber die muthmausliche Vertheilung der Radiationspunkte. R. L e h m a n n -  

F i l h é s .  Astr. Nachr. CI, 65. [Vergl. Bd. XXV11, Nr. 316.1 
649. Praceesion und eigene Bewegung. A. K r u e  g e r .  Astr. Nachr. CIV, 101. 
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550. Ueber die Eigenbewegungen der Fixsterne. F r  e y v .  R a n  c k en. Astr. Nachr. 
CIV. 149. 

7 

551. Zur Ëerechniing der Doppelsternbahnen. A. S h d a n  O W. Astr. Nachr. Cm,  325. 
552. Neue Methode zur Berechnung von Doppelsternbahnen. T. N. T h i e l e .  Astr. 

Nachr. CIV, 245. 
Vergl. Diffe~entialgleiçhungen 596-599,  602. Elektrodynamik 633. Elli 

tische Transcendeutcn 651. Geodgsie. Geschichte der Mathematik. ~ ie icE:  
ungen 764. Refraction. Wahrscheinlichkeitsrechnung 933 -935. 

Ballifitik. 
553. Sur le passage des projectiles à travers les milieux r6sistants, sur l'écoule- 

ment des solides et sur la rCsistance de l'air au mouvement des projec- 
tiles. Melsens .  Compt. rend. XCIII, 485. 

554. Sur l a  théorie des boulets ramés. H. Resal .  Compt. rend. XCIII, 916. 
Bestimmte Integrale. 

556. Sur les formules de représentation des fonctions. P. d u  B o i s - R e y m o n d .  
Compt. rend. XCII, 916, 962. [Vergl. Nr. 671.1 

656. Intégration de certaines équations aux dérivhcs partielles, par le moyen d'in. 
tegrales definies contenant sous le signe f le produit de deux fonctions 
arbitraires. J. B O us s i n e  s q. Conipt. reud. XCIV, 33. 

Vergl. Abel'sche Transcendenten. Elliptische Transcendenten. Gammafunc- 
tionen. Gleichungen 771. Quadratur. 

C. 
Capillaritlit. 

667. Die Capillarwaage. V. v. L a n g .  Wien. Akad.-Ber. LXXXVI, 1060. 
558. Apparent attractions and repulsions of amall floating bodies. J. L e  Co n t  e. 

Phil. Mag. LXV, 47. - J. S. R i l e y  ibid. 191. - A. M. W o r t h i n g t o n  
ibid. 198. 

659. On Laplace's Theory of capiliarity. L. R a g l e i g  h. Phil. Mag. LXVI, 309. - 
A. M. W o r t h i n g t  on  ibid. 339. 

Combinatorik. 
560. Sur les combinaisons complètes. A. G. Melon. Corn t. rend. XCII, 126. 
561. Theorèrne d'arithmetiaue. M. W e i l l .  Comat rend. ~ C L I I .  1066. 
562. La phyllotaxie. R. ~ i r o  n. Compt. k i d .  ~ c I I ,  1169. 
563. Die Losung einiger phyllotaktischen Probleme mittels einer diophantischeu 

Gleichun . Edm.  K e r b  or. Berl. Akad.- Ber. 1882, 457. 
561. Zur Theorie f e r  Blattstellungen. S. S c h w e n d e n e r .  Berl. 4kod.-Ber. 1883, 

741. 
Crystallographie. 

563. Ueber gewundene Bergkrystalle. E. Rei i  s ch. Berl. Akad.-Ber. 1882, 133. 
566. The dilatation of crystals on change of tem erature. L. F l e t c h e r .  Phil. 

Mag. LXVI, 215, 344, 412. [Vergl. Bd. X ~ V L I ,  Nr. 323.1 
661. Sur les positions d'intennité lumineuse &ale dans les cristaux maclés, entre 

le8 nicols croisés. et  application a l'étude des bandes coueentriques des 
feldspaths. A. M. L é v y .  Compt. rend. XCIV, 93. 

568. Ueber einc Methode, den Normalenbogen, um welchen eine Krystallfliiche von 
einer ihr sehr nahe liegenden Zone absteht, und ihre krystallographische 
Lage zu bestimmen. We b s k y. Berl. Akad.-Ber. 1882, 967. 

Determinanten. 
569. Die Subdeterminanten symmetrischer Systeme. L. K r o n e c k e r .  Berl. Akad.- 

Ber 1882. 821. 
570. Ueber eine scecielle s mmetrische Determinante. L. G e g e n b a u e r .  Wien. 

Akad.-Ber. L X X ~ ,  938. 
571. Zur Theorie der Determinanten. B. 1 gel .  Wien. Akad.-Ber. LXXXII, 1288. 
572. Sur les ~uissauces e t  les racines de substitutions lineairea. S v lv e s t e r .  

Cornit. rend. XCIV, 63. 
Hi~t.-iii. ~ b t h l g .  d. zeitsciir. f. bisth. u. Phgs. XXIX, O. 18 
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673. Sur les racinee des matrices unitaires. S y l v e s t e r .  Compt. rend. XCIV, 396. 
674. Sur le déterminant fonctionnel d'un nombre qiielconqne de formes binaires. 

C. L e  P a i g e .  Compt. rend. XClI, 688. 
Vergl. Elektrodynamik 619. 

Differantialgleichungen, 
575. Sur i'int6gration des équations ditférentielles par les séries. P o i n  c a r  6. 

Comnt. rend. XCIV. 577. 
576. Sur les cGurbes définies' par les équations difïérentielles. P o i n c a r é .  Compt. 

rend. XCUI, 951. 
577. Sur l a  distinction des intégrales des équations différentielles linéaires en sous- 

groupes. C a s o r a t i .  CornPt.  r e d .  XCu, 175, 238. 
578. Intégration, sous forme finie, d'une nouvelle espl;ce d'érlustions dift'érentielles 

lineaires à coefficients variables. D. A n d r é .  Compt. rend. XCII, 121. 
579. Sur les formes des int,Agra.Ies de certaines équitions diff6rentielles linéaires 

E. P i c a r d .  Compt. rend. XCIV, 418. 
581). Sur une claese d'équations diEérentielles linéaires dont les coefficients sont dm 

fonctions algébriques de l a  variable indépendante. A p p  e l l .  Compt. reud. 
XCLI. 61. IVerd.  Kr. 73.1 

581. Sur dei  -&uations d~fférentiell& linéaires dont les intégrales verifient des rela- 
tions de la forme F[rp(x)] = q ( x )  F(x) .  A p p  e l l .  Cornpt. rend. XCIII, 
699. [Vergl Rd. XXVUI, Nr. 529.1 

582. Sur une classe d'équations diffirentielles linéaires binôrries à coefficieuts algé- 
brioues A ~ n e l l .  Comot. reud XCIV. 202. 

583. Sur les &quations'$iff~rentiel16s linéaires à coefficients périodiques. G. F i  o q u e  t. 
Compt. rend. XCII, 1397. 

584. Sur une classe d'équations différentielles linéaires à coefficients doiiblement 
périodiques. A p p e l  1. Compt. rend. XCII, 1005. 

585. Sur une équation différentielle de l a  forme f (il, = 0. 1.. F u  c h S. Compt. 
d z 

rend. XCTII. 1063 

Sur 

Sur 

Sur 

Sur 
Sur 

Zur 

Sur 
Sur 

Sur 

Sur 

- ~ 

586. Sur les équat ions  difl'érentielles linéaires à intCgrales algébriques. H. P o  i n - 
c a r é .  Cornpt. reud. XCII, 698. 
les points singiiliera des équations différentielles. P o i n c a r é .  Compt. 
rend: XClV, 416. 
unc classe d'équntions différentielles linEeires. H a l p h e n .  Compt. rend. 
XCII. 779. - - 

- 1  - 

une proposition relative aux équations linéaires. B. D a r b o u x .  Compt. 
rend. XCIV, 1456. 
une Bquation linéaire. G. D a r b o u x .  Compt. rend. XCIV, 1645. 
un moyen de determiner les relations entre les constant,es contenuen dans 
une solution particulière et  celles que contiennent les coefficients ratiori- 
ncls do l'équation ditférentielle correspondante. Go  r a n  D i l l n e r .  Compt. 
rend. XCII, 1498; XCIII, 46.  
Integration der Jacobi'schen Differentialgleichung 

L . d x +  M . d y + N $ . d z T ~ . d x ) = - O .  
Pr. H o c  e v a r .  Wien. Akad.-Ber. L X V 848. 
une application du théorème d'Abel. B r i o  a c  hi.  Compt. rend. XCIV, 686. 
les intégrales as mptotes des équations différentielles. J. Bo u s s  i n  es  q. 
Compt. rend. X&V, 208. 

l'intégration de l'équation A +. . .)nm = O. J. B a u s -  

s i n e s a .  Cornut rend. XCIV. 514. 
17intég;atio,n d'une équation diiftrentielle linéaire du  deuxième ordre dont 
dépend l'évection. H. Gy ldén .  Compt. rend. XCHI, 127. 

Beitrage zur Theorie der Librationserscheinungen. H. G y  l d en .  Astr. Nachr. 
CI, 1. 

d2 f? Ueber die Gleichung - + e = Po + YE, + !iT2e2+ .... A. L i n  d s t e d t .  Astr. 
d vP 

Nachr. CLII, 211, 257, 267; CIV, 145. - H. G y  l d é n  ebenda CIII, 321. - 
O. B a c k l u n d  ebenda CHI, 323. 

Ueber eine neue Integration der Differentialgleichungen der Planetenbewegung. 
S. O p p e n h e i m .  Wien. Akad -Ber. LXXXVII, 1031. 

Théorèmes relativs à i'équation de L a d .  B r i  o s  c h i .  Compt. rend.iXCI1, 325. 
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601 Sur la théorie des 6qiiations différentielles linéaires du second ordre. B r i o s c h i .  
Comat. reud. XCLII. 941. 

602. Sur une a. plication nobvelle de l'équation de Lamé. H. G y l d é n .  Compt. 
rend.  CI^, 557. 

603. Ueber lineare homogene Differential leichungen, zwischen deren Integralen 
homoeene Relationen hoheren 2% ersten Grades bestehen. L. F u c h s .  
Berl. 2kad . -  Ber. 1882, 703. 

604. Sur la quadrature doiit dépend la solution d'une classe dtendue d'équations 
différentielles linéaires à coéfficients rationnels. Go r a n  D i  l l n e r .  Compt. 
rend. XCII, 235. [Vergl. Nr. 61.j 

605. Sur les équations différentielles linéaires simultanées, à coefficients rationnels, 
dont la solution dépend de la quadrature d'un même produit algébrique 
irrationnel. G o r  a n  D i l l n e r .  Compt. rend. XCII, 289. 

606. Sur une propriéte que possède le produit des k intégrales de k équat'ions dif- 
férentielles linéaires, à coefficients rationnels, dont la solution dépend de 
l a  quadrature, respectivement. de k fonctions rationnelles de l a  variable 
indépendante e t  d'une même irrationnalité algébrique. '2 o r a n  D i l  1 ne r .  
Compt. rend. XCII, 290. 

607. Sur le problème de Pfaff. G. D a r b o  ux.  Compt. rend. XCIV, 835. 
608. Ueber den letzten Multiplicator eines Systems von Differentialgleichungen 

erster Ordnuug. A II t. W i n  c k l  e r .  MTien. -4kad.- Ber. LXXXII, 628. 
609. Sur un svstème d'éauations différentielles. H a l a  h e n  Conint. rend XCII. 1101. 
610. Sur un système ~ 2 ~ u a t i o n s  différentielles. B'rios c h i .  'Çompt. -rend. 'XCII, 

1389. - H a l p h e n  ibid. 1401. 
611. Siir certaines équations différentielles linéaires simultanées aux dérivée8 par- 

tielles. E. P i c a r d  & A D D  el l .  Comut. rend. XCII. 692. rVerrr1 Nr. 67 1 
612. Sur l'intégration de l'écluatiÔnAaux dérivées partielles du second ordYre à deux 

variables ind6 endantes. L. V. T u r  q u a n .  Compt. rend. XCII, 1200. 
613. Sur l'intégration $une équation aux dérivées partielles du deuxième ordre. 

F. G. T e i x e i r x .  Compt. rend. XCIII, 702. 
Yergl. Abel'sche Transcendenten. Akustik 513. Bestimmte Integrale 556. 

Invanantentheorie 790. Mechanik. Ober5Lchen. Eeihen 894. 

DiiEerentialqnotienten. 
[i14. Sur les différentielles successives des fondions de plusieurs variable8 ind6pen- 

dantes. G. D a r b o u x .  Compt. rend. XÇIII, 1123. 
615. Sur les diffh-entielles successives des fonctions de  lusieurs variables e t  sur 

une propriété des fonctions algébriques. G. 8 a  r b O u x. Compt. rend. 
XCIV, 575. 

B. 
Elasticitllt. 

616. Bestimmung der Elasticitàtsconstanten des Kupfers. W. V o i g t .  Berl. Akad.- 
Ber. 1883, 961. 

617. Sur le choc entre corps élastiques. P i l l e u x .  Compt. rend. XCIV, 4.29. 

Elektrodynamik. 
618. On the graphik representation of the  law of efficiency of a n  electric motor. 

S i lv .  P. T h o m p s o n .  Phil. Mag. LXV, 124. 
619. Sur la possibilité de l'équilibre électrique. L. LBv y. Compt. rend. XCIII, 706. 
620. Sur quelques conséquences du principe de Gauss en electrostatique. C r o u l l e -  

b o is. Compt. rend. XCIV, 74. 
621. Nouvelle ddmonstration du theorème de Riemann. C r o  u l  l e  b o i ~ .  Compt. 

rend. XCLII. 719. 
682. Essai d'application du princi e de Carnot aux actions 6lectrochimiques. G. 

C h a p e r o n .  Compt. rena. XCLI, 786. 
623. Zur Theorie der sogenannten clcktrischen Ausdehnuog odcr Elcktrostriction. 

L. B o l t z m a n n .  Wien. Akad.-Ber. LXXXII, 826, 1157. 
624. Sur le choix de l'unité de force dans les mesures electriaues absolues. L i o n -  . - 

m a n u .  Corn t rend. XCLI, 183. 
625. Sur le principe & ' l a  conserration de l'électricit6, ou second principe de l a  

théorie des phénomènes électriques. G.  L i p p m a n n .  Compt. rend. XCiI, 
1064 *.,*". 

626. Sur le principe de l a  conservation de  l'électricité. G. L i p p m a n n .  Compt. 
rend. XCLI, 1149. 

18' 
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621. Yethode experimentale pour l a  détermination de l'ohm. G. L i p p m a n n .  
Compt. rend. XCLII, 713, 955; XCIV, 36. - B r i l l o u i n  ibid. XCIII, 845, 
1069. 

628. Méthode pour l a  détermination de  l'ohm. J. J o u b e r t .  Compt. rend. XCIV, 
1 R l Q  

629. ~ e b e r d i e  elektrischen Stromungen in einem Kreiscylinder. G. K i r c h h o f f .  
Berl. Akad.-Rer. 1883, 519. 

630. Ueber die stationare Strumiing der Elektricit i t  in fliichenf6rmigen Leitern, 
J. H a n  bne r .  Wien. Akad.-Ber. LXXSV, 77. 

631. Ueber die Phaseuunterschiede eleklrischer Schwingungen. A. Ob e r bec  k 
Bcrl. Akad.-Ber. 1882, 125, 1065. 

632. On the induction produced by variation of the intensity of the electric cur- 
rent iu a spherical solenoid. Q u e t .  Phil. Nag. LXVI, 456. 

633. Sur les lois qui régissent les périodes et  les coéficieuts d'intensit6, dans l'un 
des principaux groupes de  forces électromotrices élémentaires dues à l'in- 
duction solaire, e t  aur l a  possibilité de faire servir l'aiguille aimantée à 
mesurer l a  vitesse avec laquelle le soleil tourne autour de  son axe. Que t .  
Comnt. rend. XCII. 5 3 6 ~  

634. Sur les k i thodes  de corniaraison des coefficieuts d'induction. Br i l l ou in .  
Compt. rend. XCnI, 1010 ; XCIV, 435. 

635. Ueber den dynamoelektritichen Vorgaug. M. M a r g  ulee.  Wien. Akad.-Uer. 
LXXXVI. 1185. 

636. Sur les rksist&ces relatives que l'on doit donner, dans les machines dynamo- 
électriques, aux bobines actives, aux dlectro - aimants inducteurs ct au 
circuit interieur. W. T h o  ma on. Com t rend. XCLII, 474. 

637. On selfreguluting dynamoelectric machines. 8. H.  M B o  s a n  q u  e t. Phil. Mag. 
T "TT nnr  
I i A V ,  Z l û .  

Distribution de l'énergie pa r  l'électriüit6. Marc .  D e p r e z .  Compt. rend. 
XCnI. 892. 952. 

- - >  - - - s  - -  - 
On the  size of conductors for the  distribution of electric energy. Th.  Gray .  

Phil. Mag. LXVI, 187. 
Des actions 6lectriaues dans les systèmes conducteurs semblables. Marc. 

D e s p r e z .  Co iP t .  rend. cXIV; 431. 
Sur le rendement des piles secondaires. h. R e y n i e r .  Compt. rend. XCII, 

1093. 
Sur l e  rendement e t  la Limite de  l'opération du transport de  l a  force par 

l'électricit6. hl. L6vy .  Compt. rend. XCIII, 709, 785, 842. 
Théorie générale des transmissions par câbles metalliques. H. L é a u t  6 .  

Compt. rend. XCLI, 996. 
R a p p o t  sur un mémoire de M. Leauté,  relatif aux transmissions télédyna- 

mlques. R e s a l .  Compt. rend. XCLII, 682. 
Sur la solution ratiquo du probléme du transport do l a  force 5, de grandes 

distances. %. Levy .  Çompt. rend. XCIV, 517. 
Vergl. Hydrodynamik 773. Magnetismus. Potential. 

Eiiiptische Transcendenten. 
646. Sur uelques applications de l a  théorie des fonctions elliptiquea. H e r m i t e .  

eompt. r end  XCIII, 920, 1098; XCIV, 186, 372, 477, 594, 753. [Vergl. 
N r .  122.1 

647. Zur Theorie dcr eiliptischen Functioncn. W e i  e r  s t r a s S. Berl. Akad.-Bcr. 
1882, 443; 1883, 193, 265, 1271. 

648. Zur Theoric der Jacobi'schen Functioncn von mehrcren Veranderlichen. W e i e r -  
s t r a s s .  Berl. Akad.-Ber. 1882, 505. 

649. Zur Theorie der  elliptischen Functionen. L. K r  o n e  c k e r. Berl. Akad.- Ber. 
1883. 497. 525. 

650. ~emerku&en  'über die Multiplication der elliptischen Functionen. L. K r  o n - 
e c k e r .  Berl. Akad.-Ber. 1883, 717, 949. 

651. Contribution à l'application des fonctions elliptiques à l'astrouorriie. O. C a l -  - - - - 
l a n c i r e a u .  Astr. Nachr. C, 193. 

652. Sur le développement des intkgrales elliptiques de première et  de seconde 
espèce en séries entières récurrentes. J. F a r k a s .  Compt. rend. XCII, 181. 

653. Ihaluation d'uue intégrale. H e r m i t e .  Astr. Nachr. CI, 17. 
654. Sur l'intégrale elliptique de  troisibme espèce. H e r m i t e .  Compt. rend. XCIV, 

ani 
ver;' ~ b e l ' s c h e  Tranecendenten. 
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F. 
Pactorenfolge. 

655. Sur l a  décomposition eu facteurs primaires des fonctions nniformes ayant une 
ligne de points singuliers essentiels. E. P i c a r d .  Compt. rend. XCII, 690. 

656. Sur le développement du produit infini (1- x)  (1 -x2)(1 - x5) (1- x') .. . J. 
F r a n k l i n .  Compt. rend. XCII, 448. 

Formen. 
651. Zur Theorie der Formen hüherer Stufen. L. K r o n e c k e r .  Berl. Akad.-Ber. 

1883, 957. 
658, Notiz über die Bk-elementige ueutrale Gruppe einer Involutiou kler Stufe und 

(8  k + l ) t e n  üradea. C. 1,e P a i g e .  Wien. Akad.-Ber. LXXXQI, 104. 
669. Sur l a  représentation des nombres par les formes. P o i n c a r é .  Compt. rend. 

XCI1, 777. 
660. Sur les formes al  ébriques à plusieurs eéries de variables. C. L e  P a i g e .  

Compt. rend. !?UV, 81, 69. 
661. Sur les formes quadratiques à plusieurs séries de variables. C. L e  P a i g e .  

Compt. rend. XCIV, 424. 
662. Sur les faisceaux de formes binaires a ~ a n t  une même Jacobienne. C. S t e -  

p h a n o  S. Compt. rend. XCIII, 994. - Rapport  sur ce mémoire. C. J o r -  
d a n .  Compt. rend. XClV, 1230. 

663. Ueber die Frage, unter welchen Bedingungen eine binare Form m'a' Ordnung 
Theiler einer binaren Form n t e r  Ordnung ist. B. 1 g e l .  Wien. Akad.-Ber. 
LXXXII, 943. 

664. Sur certaines formes quadratiques ternaires. E. P i c a r d .  Compt. rend. XCIV, 
1241. 

665. De l a  réduction des formes quadratiques quaternaires positives. L.  C h a r v e .  
Compt. rend. XC11, 782. 

666. Sur la reduction des formes quadratiques. C. J o r d a n .  Compt. rend. XCIII, 
113, 181, 234. 

667. Obscrvations sur l a  réduction simultanéo de deux formes bilinéaires. C. J o r -  
d a n .  Compt. rend. XCII, 1437. 

668. Sur uno propriété des formes trilinoaires. C. L e  P a i g e .  Compt. rend. XCU, 
1 nA?. 

669. Sur <;-théorie des formes trilinéaires. C. L e  P a i g e .  Compt. rend. XCIII, 
264, 509. 

670. Sur les diviseurs de  certaines fonctions homogènes du troisième ordre à deux 
variables. P. P e p i n .  Co~np t .  rend. XCIT, 173. 

Vergl. Dehrminanten 574. Invariantentheorie. 

FonrierY8che Reine. 
671. Sur l a  série de Fourier. C. J o r d a n .  Compt. rend. XCII, 228. [Vergl. Nr. 

555.1 
Fnnctionen. 

672. Eine gewi~se  Classe von Riemann'schen Flachen, die nicht i n  einfach zusam- 
menhamzende verwandelt werden konnen. A. P u c h t a .  Wien. Akad.-Ber. 

673. Sur les f o n c t i o d ~  Fuchsiennes. P o i n  c a r  6. Compt. rend. XCII, 333, 395, 859, 
957, 1198, 1274, 1484; XCIlI, 301, 581; XCIV, 163, 1038, 1166. 

674. Sur les groupes kleinéens. P o i n c a r d .  Compt. rend. XCIII, 44. 
676. Sur les groupes discontinus. P o i n c a r é .  Compt. rend. XCIV, 840. 
676. Sur les &pr&sions dee coordonnées d'une courbe algébrique par des fonctions 

fuchsiennes d'un naramètre. E. P i c a r d .  Comnt. rend. XCII. 1332. 
677. Sur les fonctions uui?ormes d'un point analytique iz, y). bppe' l l .  Compt. 

rend. XCIV, 700. 
678. Sur l a  theone des fonctions uniformes d'une variable. G. M i t  t a g - L  e f f l e r .  

Compt. rcnd. XCIV, 414, 511, 713, 781, 938, 1040, 1105, 1163. 
679. Sur une proprieté des fonctions uniformes. P o i n c a r 6 .  Compt. rend. XCII, 1335. 
680. Sur les fonctions uniformes présentant des lacunes. E. G o u r s a t .  Compt. 

rend. XCIV, 716. 
681. Sur les fonctions uniformes affectées de coupures. E. P i c a r d .  Compt. rend. 

XCIV, 1405. 
682. Sur les fonctions uniformes doublement périodiques à points singuliers essen- 

tiels. A p p e l l .  Compt. rend. XCIV, 936. 
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683. Ueber die dop eltperiodischen Functionen zweiter Art. 1,. Gegenbaue r .  
Wien. ~ k a a . - ~ e r .  LXXXVI, 969. 

684. Sur une courbe articulière du troisième genre et  sur certaines fonctions uni- 
formes de  &ux variables indépendantes. E. P i c a r d .  Compt. rend. XCIII. 
83.5. . 

686. Sur certaines fonctions uniformes de deux variables indépendantes et sur un 
grou e de substitutions linéaires. E. P i c a r d .  Compt. rend. XCIV, 579, 837. 

686 Siir une Ponction analogue aux fonctions modulaires. P o i n c a r é .  Compt. rend. - 
XcDI, 188. 

687. Sur une classe dc  fonctions analogues aux fonctions O. E l l i o  t. Compt. reud. 
XCIII. 1008. 

688. Sur l a  détermination du genre d'une fonction transcendante entière. L a -  
g u e r r e .  Compt. rend. XCIV, 635. [Vergl. Nr. 772.1 

689. Irratioualitit der Sahl  n. F. L i n d e m a n n .  Berl. Akad.-Ber. 1882, 679. 
690. Das Additionstheorem derienigen Functionen. welche bei der Entwickelunp 

von ear i  nach den ~ % b e ~ u n ~ s n e u n e r n  reguliirer Kettenbrüche auf'trete; 
L e  op.  G e g c n b a u  er .  Wien. Akad.-Ber. LXXXV, 491. 

691. Relations algébriques entre les sinus supérieurs d'un même ordre. I l ouyaux .  
Compt rend. XCII, 127fi. 

692. Sur les sinus d'ordres supérieurs. E. W e s t .  Compt. rend. XCIT, 1279. 
Vergl. Abel'sche Transcendenten. Beâtimmte Integrale. Differentialgleich- 

unpen. Differentialouotienten. Ellintische Transcendenten. Factorenfolee. 
~ o k e u .  E'ourier'sch Reihe. ~a&mafunctionen. Imaginiires. ~ n t e r ~ o ï a -  
tion. Invarianteuiheoric. Mechanik 807. Quaternionen. Reihen. Theta- 
functionen. Umkehrungsproblem. 

a. 
Gammsfnnctionen. 

693. Ueber die Entwickelung einiger von dem Euler'nchen Integrale xweiter Gat- 
tung a,bhi,ngiger Ausdrücko in Reihcii A. W i n  c k l  e r .  Wien. Akad: 
Ber. LXXXV, 1039. 

694. Sur  l'intégrale eülérieune de  seconde espèce. G y l d é n  Compt. rend. XCII, 
897, 942. 

695. Sur les intégrales Eulériennes. J. T a n n e r y .  Compt. rend. XCIV, 1698. 

Geodlsie. 
696. Sur un procédé d'observation astronomique à l'usage des voyageurs les dispen- 

sant de l a  mesure des angles pour l a  détermination de la latitude, du 
temps sidéral e t  de l a  longitude. Ch.  R o u g e t .  Compt. rend. XCII, 27, 69. 

697. Nouvelle méthode Our déterminer certaines constauteo du sextant. Gruey.  
Compt. rend. $CUI, 41. 

698. Les étalons de poids et  mesures de l 'observatoir e t  les appareils qui ont servi 
à les construire; lcur origine, leur histoire e t  leur 6tat actuel. C. W o l t  
Compt. rend. XClI, 1202; XCI II, 257; XCIV, 1503. 

Oeornetrie (hohere). 
699. Sur l'inversion générale. J. S. V a n è t e k .  Compt. rend. XCIV, 1042. 
700. Sur un modo de  transformation des figures dans l'eopace. J. S. Vane iek .  

Compt. rend. XCIV, 1468, 1583. 
701. Ueber conjugirte Involutionen. C. L e  P a i g e .  Wien. Akad.-Ber. LXXXV, 844. 
702. Beitragc zur Theorie des Doppelverhaltnissea und zur Raumcollineation. M. 

A l i  6. Wien. Akad.- Ber. LXXXV, 1021. 
703. Sur l a  genération des surfaces et  des courbes ii double courbure de tous les 

degrés. M a t h .  N. Van  OZek. Compt. rend. XCIV, 210. 
7 0 1  Die Construction der aleebraischen Flachen aus der Anzahl der sie besti~n- 

menden Punkte rnirtelst reciproker Plichenbündel. G. v. E s  c h  e r i ch .  
Wien. Akad.-Ber. LXXXV, 526. 

705. Die Construction der illgehraischeu Curven und Fliichen ails der Anzahl sic 
bestimmender Punkte mittelst reciproker linearer Systeme hoherer Stufe. 
G. Y. E s c h e r i c h .  Wien. Akad.-Ber. LXXXV. 893. 

706. Ueber algebraische Raumcurven. 6. K o h n. ~ i e i .  Akad.-Ber LXXXIi. 755. 
707. Ueber gemeinschaftliehe Risecanten algebraischer Raumcurven. Em.  Weyr.  

Wien. Akad.- Ber. LXXXV, 840. 
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708. Ueber einen Corresaondenzsatz. E m .  W e v r .  Wien. Akad.-Ber LXXXVLI. 592. . ~ ~ , 
709. Sur une configurat;on remarquable de cekAes dans l'espace. C. S t e p h a n o s .  

Compt. rend. XCIIl, 578, 633. 
710. Ueber Configurationen auf der Raumçurve vierter Ordnung erater Specieu. Ad.  

A m e s e d e r .  Wien Akad.-Iier. LXXXVLT. 1174. 
711. Ueber Raumcurven vierter Ordnung zweiter Art. A u  g ,  A d l e r .  Wien. Akad. 

Ber. LXXXVI, 919, 1201 
712. Ueber specielle Eaumcurven vierter Ordnung zweiter Art. A u  g. Ad le r .  

Wicn. Akad.-Ber. LXXXVI, 1212. 
713. Ueber lineare Transformationen S. K a n t o r  Wien Akad -Ber. LXXXII. 34. 
714 Ueber successive lineare Transformationen. S. K a n  t O r. Wien. Akad. - '~er .  

LXXXLI, 39. 
715 Zur Theorie der successiveu quadratischen Transformationen in der Ebene. 

S. K a n t o r .  Wien. Akad.-Ber. LXXXLI, 237. 
716. Sur une classe de courbes unicursales. G .  D a r  b uux. Compt. rend. XCIV, 930. 
717. Sur les hypcrcyclcs. L a g u  e r r a .  Compt. rend. XCIV, 776, 833, 933, 1033, 1160. 
118. Sur une propriété du cercle. G. D a r b o u x .  Compt. rend. XClV. 1108 
719. Ueber die Focalcnrvcn des Quctclet. C. P e l z .  Wien. Akad.-Ber. LXXXII, 1207. 
720. Beitrag zur synthetischen Theorie der ebenen Curven III. Ordnung mit Dop- 

pelpunkt. H. D r a s c h .  Wien. Akad.-Ber. .LXXXV, 534. 
721. Ueber eincleiitige Beziehungen auf einer allgemeinen ebenen Curve dritter 

Ordnung. E IU W e  y r. Wien. Akad.-Ber. LXXXVLI, 837. 
722. Geometrische Diitersuchung der ehenen Curven vierter Ordnung, insbeaondere 

ihrer Beriihrungskegelschnitte. Ad. A m e s e d e r .  Wien. Akad. - Ber. 
LXXXVI, 396; LXXXVJI, 15. 

723. Ueber die Doppeltangenteu der Curven vierter Ordnung mit drei Doppelpunk- 
ten. S. K a n t  o r .  Wien. Akad.. Ber. LXXXVI, 1051. 

Vergl. Differentialgleichungen 576. Kegelschuitte. Oberflachen. Oberfl%chen 
;weiter Ordnung. 

- - 

Geometrie (kinematische). 
Kine~natische Bestimmung der Contour eineï windschiefen Schraubenflache. 

J os. Tesa; .  Wien. Akad.-Ber. LXXXVI, 377. - C. P e l z  ebendaLXXXVI1, 
473. 

Sur le déplacement d'une figure invariable. G. D a r b o u x .  Compt. rend. XCII, 
118. 

Du dbplaccment d'une figure de  forme invariable dans un plan. Dewul f .  
Compt. rend. XCU, 1091. 

Geometrie der Lage. 
Oeber jene E'lachen, welche aus ringformig geschlossenen, knotenfreien Ban- 

dern durch in siçh selbst zurückkehrende Langswhnitte erzeugt werdru.' 
O. S i m o n y .  VCTien. Akad.-Ber. LXXXLI, 691. 

Uebefeine Reihe neuer uiathematisclicr Erfahrungssiitze. O. S i m o n  y. Wien. 
Akad.-Ber. LXXXV, 907; LXXXVII, 566. 

Qsschichte der Mathematik. 
The solution of the  Pgramid-problem. R. B a l a r d .  Phil. Mag. LXV, 59. - 
Le problème des restes dans 1 ouvrage chinois Swan-king dc Sun-tsze ct dans 

l'ouvrage 'L'a- yen -lei-schu de Y i h -  hing L M a t t h i e s s e n .  Compt. rend. 
XCII, 291. 

Ueber eine von Archilochos erwahnte Sonuenfinsterniss. T h .  v. O o l z er. 
Wien. Akad.-Ber. LXXXVI, 1 9 0  - B c r n h .  S c h w a r z  ebenda I?~XXVLI, 
764. 

~d,rono&ische Uuteruucliungen über Fiusterniuse. F. K. G i n z e l .  Wien. 
Akad.-Ber. LXXXV, 663. 

Die Sonnenfinsterniss des Asurbaoipal B e  r n  h. B c h w  a r  z. Wien. Akad.-Ber. 
LXXXVII, 773. 

Der Vater des Archimedes F. B l a s s .  Astr. Nachr. CIV, 255. 
L'hélice comme organe de propulsion dans les manuscrits de Lionardo d a  

Vinci. G. Gov i .  Compt. rend. XCLII, 4110. - C h  h a v a i s s o n  ihid. 496. 
Wer beobaclitete zuerst Sterne am helleu Tage?  W i u n e c k e .  Astr. Machr. 

CI, 241. 
Sur une question de métrologie ancieune; origine du mile anglais. F a y e .  

Compt. rend. XCII, 975. 
Nachtrag zu Leibnizens und Huygens' Briefwechsel mi t  Papin. E. G e r l  and.  

Berl. Akad.-Ber. 1882, 979. 
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739. Documents relatifs au  sujet du  séjour de Papin  à Venise. D a u b r é e .  Compt. 
rend. XCIV, 53. 

740. Sur l a  parallaxe du Soleil. F a y e .  Compt. rend. XCII, 375, 1071. 
741. Rapport  sur l e  rôle de Claude de  Jouffroy dans la découverte de l a  naviga- 

tion à vapeur. D e L e s s e  a. Compt. rend. XCIII, 333. 
742. Kritischer Beitrag zur Ceschicite der meteorischen Astronomie. R. Leh -  

m a n n - F i l h é s .  A&. Yaclir. CI, 145. 
743. Ueber die Pingré'schen Manuacripte. L. S c h u l h o f .  Astr. Nachr. C, 215. 
744. Ueber die von dem Maltheserritter d'Angos im Jahre 1784 mitgetheilte Co- 

metcncntdeckung. H. G y  l d  é n  Astr. Nachr. CII, 32 l .  
745. Lettre de K. Puss sur les grands objectifs, trouvée pa r  N. Truchot dans les 

papicrs du conventionnel Romme. F a y  e. Compt. rend. XClV, 768. 
746. Lettre d'Ampère a Lacroix. Compt. rend. XCU, 953. 
747. Sur les méthodes de W r o n s k i ~ o u r  l a  mdcanique céleste. Yvon  V i l l a r c e a u .  

Compt rend. XCII, 815; CIV, 1008. 
748. Ueber einige Arbeiten C. G. J. Jacobi's auf dem üebiete der Stfirungstheorie. 

W. S c h e i  bn er .  Astr. Nachr. XCII, 305. 
749. Einige nachtrZgliche ergauzende klemerkungen in  Betreii' der Auffindung des 

Planeten Ncptun und der Bcobaohtungen des dunkeln Satumsringes in 
den Jahren 1838 und 1839. J. G. G a l l e .  Astr. Nachr. Cl, 219. 

750. Énum6ration des manuscrits scientifiques laisses a r  Michel Chasles, mis en 
ordre par  M. Mannheim. Compt. rend. X C I L ~ ,  911, 987, 1041, 1097. 

751. Nekrolog von Carl Rudolf Powalky, f 11. Juli 1881. A. Ha l l .  Astr. Nachr. 
C, 159. 

752. Nekrolog von Car1 Christian Bruhns, f 25. Juli 1881. Astr. Nachr. C, 129. 
753. Nekrolog von J. Ricci, t 27. Sept. 1881. A. F e r r e r o .  Astr. Nachr. C, 383. 
754. Nekrolog von Joh. Carl P'riedr. Zollner, t 23. April 1882. Ast. Nachr. CLI, 175. 
756. Nekrolog von E. Plantamour, -f 7. Sept. 1882. R W o l f .  Astr. Nachr. CIII, 161. 
756. Nekrolog von C. W. Baeker, 1- 11. Sept. 1882. Astr. Nachr. CIII, 271. 
757. Nekrolog von P. Gabr. Strasser, 1- 13. Sept. 1852. Astr. Nachr. CHI, 209. 
758. Nekrolog von Gust. Svanberg, t 21. Nov. 1882. Astr. Nachr. CIV, 63. 
769. h'ekrolog von Jam.  Challis, -t 3. Dec. 188.2. Astr. Nachr. CIV, 129. 
760. Nekrolog von C. Hornstein, f 88.  nec.  1882. E. Wei s s .  Astr. Nachr. CIV, 207. 

Vergl. Geodasie 698. 
Qleichnngen. 

761. Die Composition Abel'scher Gleichungen. L. K r o n e c k e r .  Berl. Akad.-Ber. 
1882, 1059. 

762. Die kubischen Abel'schen Gleichungen des Bereichs (y-). L. K r o n e c k e r .  
Berl. Akad.-Ber. 1882, 1151. 

763. Ueber algebraische Gleichungen, welche eine bestimmte Anzahl complexer 
Wurzeln besitzen. L. Ge  g e n  b a  u e r .  Wien. Akad.-Ber. LXXXVLI, 264. 

764. On the equation to  the  fiecular inequalities in t he  planetary theory. J. J. 
Ey l v e s t e r .  Phil. Mag. LXVI, 267. 

765. Sur l a  séparation des racines des équations dont le premier membre est .dd- 
cornuosable en facteurs réels et satisfait à une éauetion linEaire du  second 
ordie. L a g u e r r e .  Compt. rend. XCII, 178. * 

766. Sur une extension de l a  règle des signes de Descartes. L a g u e r r e .  Compt. 
rend. XCII, 230. 

767. Sur la séparation des racines des équations numériques. L a g u e  r r e .  Compt. 
rend. XCLT, 1146. 

768. Sur la distribution, da.ns le plan, des racines d'une équation algébrique dont 
le premier membre satisfait à une équation difTéreutielle linhaire du 
second ordre. L a g u e r r e  Compt. rend. XCIV, 412, 508. 

769. Sur l'introduction des logarithmes dans les critériunis qui déterminent une 
limite supérieure du nombre des racines d'une équation qui sont com- 
prises entre deux nombres donn6s. L a g u e r r e  Compt. rend. XCIII, 1061. 

A 8 1  
770. Sur Ics équations algébriques de  l a  forme -2 +- +...+- Am =o. ~ a -  

x-a, x-a, x -an  . 
g u e r r e .  Compt. rend. XCIII, 890. 

b 

771. Sur les équations de la formc z / é - z l  F(z) d z =  O. L a g u e r r e .  Compt. rend. 

XCLII, 1000. m 

772. Sur quelques équations transcendantes. L a g u e r r e .  Compt. rend.XCIV, 160. 
VergL Interpolation. 
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Hydrodynamik. 
773. Analogien zmischen elektrischcn und Wasscrstromen, calorischer und elektri- 

scher Kraftübertragung. L; u st .  S c h m i d t .  Wien. Akad.-Ber. LXXXVI, 194. 
774. Die Rotationsschwingungen flüssiger Cylinder. M. N a  r g u l  e 8. Wien. Akad.- 

Ber. LXXXV, 343. 
775. Ueber Schwingungen fester Korper in Flüssigkeiten. F r .  K O l a  Ce k. Wien. 

Akad.-Ber. IJXXXVII, 1147. 
716. Équations différentielles du mouvement des ondes produites à l a  surface d'un 

lirruide Dar l'émersion d'un solide. J. B o u s s i n  e sa .  Comnt. rend.XCIV. 71. 
777. Sur les' ondês que fait naître, dans l'eau en  repos d';n canal, 1'6mersion d'un 

cylindre solide, plongé en travers dans ce canal. J. B o u s  s i n e  sq .  Compt. 
rend. XCIV, 127. 

778. Sur les ondes produites par  1'6mcrsion d'un solide à l a  surface d'une eau tran- 
quille, quand i l  y a lieu de  tenir compte des deux coordonnées horizon- 
tales. J. B o u s  s i n e s  q. Compt. rend. XClV, 1505. 

719. Des mouvements que prennent les diverses parties d'une liquide dans l'int6- 
rieur d'un vase ou reservoir d'où il s'6coule par un orifice. D e  S a i n t -  
V e n a n t .  Compt. rend. XCIV, 904, 1004, 1139. 

780. Ueber das Fliessen einer incompressiblen Flüssigkeit durch Rohren kreisfor- 
migen Quetschnittes von beliebiger Gestalt und beliebiger Lage. O. 
T u m l i  r I. Wien. Akad.-Ber. LXXXV, 133. 

781. Ceber die Rotationsbewegung einer homogenen tropfbarcn Flüssigkeit um 
eine Axe unter dem Einfluss der lieibung. A. T u m l i r z .  Wien. Akad.- 
Bcr. LXXXV. 105. 

782. On a general théore; of the stability of the  motion of a viscous fluid. J. 
K o r t e w e g .  Phil. Mag. LXVI, 112. 

783. Rapport sur un memoire de M. Bouquet de l a  Grye, intitul6 ,,$tude sur les 
ondes à longue période dans les hénomènes dea mardes". D ' A b b a d i e  
$ F. T i s s e r a n d .  Compt. rend. $ CIV, 1446. 

784. Sur les marees de l'ile Campbell. B o u q u e t  d e  l a  G r y e .  Compt.rend.XClV, 
1293. 

Hyperb el. 
186. Ueber die auf Flachen zwcitcn Grades liegenden glcichseitigon Hyporboln. 

O. Bupp. Wien. Akad.-Ber. LXXXVI, 909. 

Hyperboloid. 
786. Conskruction der Oscula t ionsh~erboloide  windschiefcr Flachen. E d. W e  y r. 

Wien. Akad.-Ber. L X X X ~ ,  7. 

1. 
ImaginBies. 

7117. Sur un moyen d'6tendre la théorie des imaginaires sans faire usage des ima- 
ginaires. S a l  t e l .  Compt. rend. XCIV, 166. 

788. Sur les polygones genérateurs d'une relation entre plusieurs variables imegi- 
naires. L. L e c o r n u .  Compt. rend. XCZI, 696. 

Interpolation. 
789. La formule d'interpolation de  M. Hermite exprimde algbbriquement. E. S c h  e -  

r i n g .  Compt. rend. XCII, 510. 

Invariantsatheorie. 
790. Sur une classe d'invariants relatifs aux Bquations linéaires. P o i n c a r B .  

Compt. rend. XCIV, 1402. 
791. Sur l'invariant du dix-hiiitième ordre des formes binaires du  cinquième degrd. 

C. L e  P a i g e .  Cornpt. rend. XCII, 241. 
792. Sur les covariants irréductibles du quantic binaire du huitibme ordre. 8 yl- 

v e s t  er. Compt. rend. XCIiI, 192, 366. 

Xegelschnitte. 
793. Ueber die von Nobius gegebenen Knterien für die Art eines durch 6 Pnnkte 

oder 5 Tangenten bestimmten Kegelschnittes. H. D u r è g e .  Wien. Akad.- 
Ber. LXXXLI, 123. 
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794. Relation générale entre 7 points quelconques d'une section conique. Conique 
d'homologie. Proprietés communes trois figures homographiquea. G. 
T a r r y .  Compt. rend. XCIV, 941. 

795. Ueber Reflexc von Punkten auf Krcisen oder die Umkehrung des Normalcn 
problems, F e r .  R t i l l n e r .  Wien. Akad.-Ber. LXXXII, 1129. 

Vergl. Hyperbel. Normalen 836. 

Krümmung. 
796. Untersuchungen über die Bestimmung von OberflBchen mit  vorgeschrielienen 

die Krümmunosverhaltnisse betreffenden Eioenschaften. R. L i n s c h i t z .  
Berl. Akad.-B&. 1882, 1077; 1883, 169. 

" 

797. Sur une propriété de  l'indicatrice, relative à la courbure moyenne des surfaces 
convexes. F a y e .  Compt. rend. XCII, 1019. 

Magnetismus. 
798. Ueber eine Anwendung der mechanischen Warmetheorie auf den Vorgang der 

Magnetisirung. A n t .  W a s s m u t h .  Wien. Akad.-Ber. LXXXVI, 539. 
799. Ueber den innern. aus der mechanischen Warmetheorie siüh ereebenden Zu- 

sammenhang 'einer Anzahl von elektrornagnetisçhen ~ r s ü h ë i n u n ~ e n .  A. 
W a s s m  iit,h. Wien Aka.d -Ber LXXXVII. 82. - .  

800. Ueber die magnetisirende W i r k u G '  elektrischk ~ c h w i n ~ u n g e n .  ' A. O b e r -  
b e c  k. Berl. Akad.-Bcr. LXXXIIT, 976. 

801. On the  connexiun between the  units of maenetism and electricitv. R. C lau -  - 
s i u s .  Phil. Mag. LXV, 79. 

802. On mizanetomotive force. R. LI M. B o s a n a  u e t .  Phil. Maa. LXV. 205. 
On thcdetermination in  absolute units of th; intensities of pkverful'rnagbetic 

fields. A. G r a y .  Phil. Mag. LXVI, 144. 
Bestimmungen der Diamagnetisirungszahl des metallischen Wismuths in absu- 

lutem Maasse. A l b .  v. E t t i n g s h a u s e n .  Wien. Akad.-Ber. LXXSV, 37. 
Zur Theorie des Lamont'schen Variatiousapparates für Horizontalintennitat. 

J. L i  a n a  r. Wien. Akad.- Ber. LXXXV11, 873. 

Mannichfaltigkeiten. 
Ueber die Hoppe'scke Knotencurve. H. U u r k g e .  Wien. Akad.-Ber. LXXXII, 

135. 
Mechanik. 

Sur l'introduction de fonctions continues n'ayant paB de d6riv6e, dans les 616- 
ments de  l a  mécanique. A p p  e l1  & J a n a u d .  Compt. rend. XCIII, 1006. 

Sur les trois axes centrifuge. E. B r  a s  s i nne .  Compt. rend. XCU1, 49. [Vergl. 
Nr. 321.1 

Theorie der Beschleunigung~curven. Fe r .  W i t t e  n b  a u  er. Wien. Alsaci.-Ber. 
L x X x n ,  1169. 

Sur un cas particulier de  l a  théorie du mouvement d'un solide invariable dans 
un milieu résistant. W i l l o t t e .  Compt. rend. XCUI, 376. 

Sur divers problèmes du mouvement relatif. Ph. G i l b e r t .  Compt. rend. 
XCIV. 197. 

Deber die allgemeine E'orm der Integrale des Ureikorperproblems. A n d .  L i n d -  
s t c d t .  Astr. Nachr. CV, 97. 

Das Problem der drei Korper in der neuen Storungstheorie. A u g .  Weiler.  
Astr. Nachr. CD, 113; CV, 209. [Vergl. Bd. XXVII, Nr. 433.1 

On central forces and the conservation of energv. W a l t .  R.  B r o w n e .  Phil. 
Mag. LXV, 35, 228. - G. W. v. T u n z e l m a n n  ibid. 152, 299. 

The basis of statics. H o r .  L a m b .  Phil. Mag. LXV, 187. 
On the meaning of ,,force". Maxw.  H. Clobe.  Phil. Mag. LXVI, 248. - 

. W a l t .  R. R r o  w n e  ibid. 368. 
On the reality of force. Wal t .  B. Urowne .  Phil. Mag. LXVI, 387. 
On the  laws of motion P. G .  T a i t .  Phil. Mae. LXVl. 439 
Eine dynamische Krkliirung der Gravitation. S. T o  1 v é  r P r  e s t on. Wien. 

Abad.-Ber. LXXXVII, 795. 
Ueber die Moglichkeit, verganpene Wechsel im Universuin durch die Wir- 

kune der ietzt thiitieen Naturrresetze - auch in Uebereinstimmuna mit 
der Existenz eines %~i i r rne~le i&~ewichts  in vergrtissertem ~ a s s s t a b e  zu 
erklaren. S. T O I  v e r  P r  e s t  on.  Wieu. Akad.-Ber. LXXXVII, 806. 
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821. Svstèmes articulés. assurant le mouvement rectilipne ou l a  courbure circulaire. - d 
~ ~ - .  

G a g a r i n e .  'Compt.~rend. XCiiI, 711. ~ 

822. Sur la théorie dea plaques vibrantes. K. M a t h i e u .  Compt. rend. XCII, 123. 
823. Die Theorie den Ionaitudinaleu Stosnes cvliudrischer Stibe.  W. V o i e t .  Berl: 

Akad.-Rer. 1882; 683. 
- 

824. Comment se transmet,  dans un solide isotrope (en équilibre), l a  pression 
excrc6e sur une tres petite partie de sa surface. J. B o u s  s i n  C S  q .  Compt. 
rend. XCIII, 703. 

826. Egaiité des abaissaments moyens que rodiiisent, chacune, aux points où est 
déposée l 'autre, deux charges égayes, arbitrairement distribuées, l e  long 
de deux circonférences concentriques, sur un sol horizontal, ou sur une 
plaque circulaire horizontale ayant même centre que ces circonférences 
e t  appu @e ou encastrée sur tout son contour. J. B o  us  s i n e s q .  Compt. 
rend. X&I,  783. 

826. Résistance d'une barre nrismatiaue e t  homocène. de lonrrueur sunnosée infinie. 
au  choc t r a n e v e r d  e t  au  .choc long i th in i i .  J. R O ii s s i g i s q .  cornPt: 
rend. XCIV, 1044. 

827. Les déplacements qu'entraînent dc petites dilatations on condensations quel- 
conques produites, daus tout milieu hornogkne et  isotrope indéfini, sont 
calculables à la manière d'une attraction newtonienne. J. B o u  s s i n  e s q. 
Compt. rend. XCLV, 1648. 

828. Sur l'action de déformation du choc, comparéo à celle d'un effort continu. 
M a r c h  a l .  Conipt. rend. XCIV, 773. 

829. Rapport aur un mémoire de  Mr. Périssé intitulé ,,Des causes qui tendent à 
eauchir les ooutres des   ou ta en fer. et  des movens de  calculer ces 
poutres pourLrésiçter aux &orts gauchitsants't. B ; e s ~ e .  Compt. rend. 
XCII, 948. [Vergl. Nr. 341.1 

830. Sur l'application de l a  résistance des matériaux aux pièces des machines. H. 
Léa i i tB .  Compt. rend XCIV, 843. 

831. Sur un uoint de  l a  théorie mathématiaue des effets du ieu de  billard. H. 
~ e Ê a l .  Compt. rend. XCIV, 1548. 

Vergl. Akustik. Astronomie. Ballistik. Capillarifat. Elasticitat. Elektrodyna- 
mik. Hydrodynamik. Magnetismus. Molecularphysik. Nautik. Optik. 
Fendel. Potential. Variationsrechnung. Warmelehre. 

832. Théorie de l a  dissociation: influence d e  la pression. G. L e  m o i n e .  Compt. 
rend. XCIII, 265, 312. 

Vergl. Elektodynamik 622. 

Nautik. 
833. Thborie d'un bateau rapide. R. P i c t e t .  Compt. reud. XCIII, 585. 

Vergl. Geschichte der Mathematik 7.35, 741. 

Normalen. 
814. Neue Eigenschaften der Normalenflachen für Blachen zweiten Grades langs 

ebener Schnitte. G u s t .  Ad. v. P e s  c h k a .  Wien. Akad.-Ber. LXXXV, 381. 
[Vergl. Bd. XXVII, Nr. 445.1 

835. Zum Normalenproblem der Kegelschnitte. C. P e 1 z. Wien. Akad.-Ber. LXXXV, 
ifin. 

Vergl. Kegelschnitte 795. 

o. 
Oberfllchen. 

836. Sur l a  représentation sphériqiie des surfaces. G. D a r  b o u x .  Compt. rend. 
XCIv, 120, 158, 1290, 1343. 

837. Untcrsuchungen über die Bestimmung von Oberfiachen mi t  vorgeschriebenem 
Ausdruck des Linearelements. 1L L i p s c h i t z .  Berl. Akad.-Ber. 1883, 541. 

838. Sur les surfaces pour lesquellcs les coordonnées d'un point quelconqe s'ex- 
riment par des fonctions abéliennes de  deux paramètres. E. P i c a r d .  

8ompt.  rend. XCII, 1495. 
839. üeber die Verschiebbarkeit geodiitischer Dreiecke in krummen Flachen. J u l .  

W e i n g a r t  e n. Berl. Akad.-Ber. 1882, 453. 
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840. Ueber die Differentialgleichung der OberfXachen, welche durch ihre Krüm- 
mungslinien in  nnendlich kleine Q u a d r h  getheilt werden konnen. Ju l .  
W e i n g a r t e n .  Berl. Akad.-Ber. 1883, 1163. 

841. DBtermination des lignes de courbure de toutes les surface@ de 4. classe, cor- 
relatives d e ~  cyclides, qui ont le cercle de l'infini pour ligne double. G. 
D a r b o u x .  Comnt. rend. XCII. 29. 

842. Sur les modes de transformation qui conservent les lignes de courbure. G. 
D a r b o u x .  Compt. rend. XCIJ, 886. 

8.13. Tangentenconstruçtion für die Berüliruugslinie zwischen einer windschiefeu 
Flache und ihrer Leitflache. H. D r a s c h .  Wicn. Akad.-Ber. LXXXLI. 

844. Sur une nouvelle définition de  l a  surface des ondes. G. D a r b o u x .  Compt. 
rend. XCII, 446. 

845. Die Etrictionslinien der Regelfiachen zweiten und dritten Grades. B u g .  A d l e r .  
Wien. Akad.-Ber. LXXXV, 369. 

846. Sur un ~ y & m e  cyclique particulier. R i b a u c o u r .  Compt. rend. XCII, 233. 
847. Sur la surface de Kummer à 16 points einguliers. R r i o s c h i .  Compt. rend. 

XCLI, 944. [Vergl. +. 905.1 
848. Sur la surface à 16 points einguliers. G. D a r b o u x .  Compt. rend. XCII, 

1493. 
849. Die Flachen sechsten Grades mi t  e inw drcifachcn cubischen Curve. E m. Wey r. 

Wien. Akad -Ber. LXXXV, 513. 
Vergl. Geometrie (hohere). Krümmung. 

Oberfilchen eweiter Ordnung. 
850. Axenbestimmun der Contouren von E'lichen sweiter Ordnung. H. D r  a s  c h. 

Wien. *ka%- ~ e r ,  LXXXVII, 1226. 
851. Ueber eine Eigenschaft der Oberflachen zweiter Ordnung. C. L e  P a i g e .  

Wien. Akad.-Ber. LXXXVII, 593. 
Vergl. Hyperbel. Hyperboloid. Normalen 834. 

Optik. 
852. Sur l a  r6alit6 d'une 6quivalence cin6matique en optique ondulatoire. Crou l l e  - 

b O i B. Compt. rend. XClII, 63. 
853. Sur le mouvement relatif de la terre et  d e  l'éther. A. M i c h e l s o n .  Compt. 

rend. XCIV, 520. 
854. Zur Theorie der Lichtstrahlen. G. B i r  c h  hoff.  Berl. Akad.- Ber. 1882, 641. 
855. An illustration of the crossing of rays. W a l t .  B a i l g .  Phil. Mag. LXVI, 58. 
856. Sur l a  vitesse de l a  lumière. G u y .  Compt. rend. XCIT, 34, 127. - A. C o r n u  

ibid. 53. [Vergl. Nr. 377.1 
857. Remarques sur la vitesse de l a  lumière, à l'occasion de  deux mémoircs de lord 

Rayleigh. Go  uy. Compt. rend. XClV, 1296. 
858. Minimum du pouvoir de résolution d'un prisme. T h o l l o n .  Compt. rend. XCII, 

128. [Vergl. Nr .  382.1 
859. On eurved diffraction-gratings. B. T. G l a z e b r o o k .  Phil. Mag. LXV, 414; 

LXVI, 377. 
860. On the spectra formed bg curved diffraction-gratings. W a l t .  B a i l g .  Phil. 

Mag. LXV, 183. 
861. On concave gratings for optical purposes. B. A. R o w l a n d .  Phil. Nag. 

LXVI, 197. 
862. Sur la condition d'achromatisme dans les hénoniènes d'interfk-ence. A. Cornu.  

Compt. rend. XCIII. 808. n e r g l .  8r. 376.1 
863. Sur les conditions d'achromatisme dans les phénomènes d'interférence. A. 

H u r i o n .  Compt. rend XClV, 1346. 
864. Siir la théorie de l a  polarisation rotatoire. E r .  M a l l a r d .  Compt. rend. 

xcn, 1155. 
865. On polarizing prisms. R T. G l a z e b r o o k .  Phil. Mag. LXV, 352. - S i l v .  

P. T h o m p s o n  ibid. 435. - 
866. Ucber polaristrobometrische Methoden. F. L i  p p i c  h. Wien. Akad.-Ber. LXXXV, 

268. 
867. Ueber die Beugungsfigur des Heliometer- Objectivs. H. B rune .  Astr. Nachr. 

CIV, 1. 
868. Sur la grandeur e t  les variations des imrtges de  Purkinje. Crou l l ebo i s .  

Com t. rend. XCLi, 73. 
Vergl. &stallographie 665, 567. Rufraction. 
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869. Zur Ermittelung der Reduction m f  den unendlich kleinen Schwingungsbogen. 
Th.  v. O p p o l z e r .  Wien. Akad.-Ber. LXXXVI, 713. 

870. Sur la loi de  déviation du pendule de Foucault. J. B e r t r a n d .  Compt. rend. 
XCIV, 371. - E a t t  ibid. 638. 

871. Elementary investigations relating to forced vibrations; with applications to 
the &des and to  coutrolled pendulums. J. il. E v e r e t t .  Phil. Mag. 
LXV, 73. 

872. Ueber die Cumpensation eines Becundenpendels für Temperatur und Luftdruck 
vermittelst eines Quecksilbcrcylindcrs und eines Krueger'schen Manometers. 
J. A. C. U u d e m a n s .  Astr. Nachr. C, 17. 

Potential. 
873. Ceber die Kraftlinien eines um eine Axe symmetrischcn Feldes. J. S t e f a n .  

Wien. Akad.-Ber. LXXXV, 987. 
874. Ueber das logarithmischo Potential einer nicht isolirten elliptischen Platte. 

J. I i a u b n e r .  Wien. Akad.-Uer. LXSXVII, 412. 
875. Sur un potentiel à quatre variables, qui rend presque intuitives l'intégration 

de l'équation du son e t  l a  démonstration de l a  formule de Poisson con- 
cernant le potentiel inverse à trois variables. J. B o u s s i n e s q .  Compt. 
rend. XCIV, 1465. 

876. Sur quelques cas nouveaux de figures Bquipotentielles, réalis6es électrochimique- 
ment. A. G u é b  h a r d .  Compt. rend. XCIII, 403, 582, 792. 

87'7. Sur une certaine claase de figures Bquipotentielles et sur les imitations hydrau- 
liques de M. Decharme. Ad. G u é b h a r d .  Compt. rend. XCIV, 851. 

878. Ueber Herrn A. Guébhard's Daratellung der Aequipotentialcurven. E. M a c h .  
Wien. Akad.-Ber. LXXXVI, 8.  

879. Ueber die Guebhard'schen llinge. L. D i t s  c h e i n e r .  Wien. Akad.-Ber. LXXXV1, - 
676. 

Vergl. Elektrodynamik. Peudel. 

Qnadratnr. 
880. Sur un intégrateur, instrument servant l'intdgration raphiquo. A b d  a n  k - 

A b a k a n o w i c z .  Compt. rend. XCII, 402, 515; X ~ I V ,  783. 
881. Ein Beitrag zur Theorie der in der Praxis hau t skhl ich  verwendeten Polar- 

planimeter. J u l .  K a j a b a .  Wien. Akaù.-Eer. LXXXVI, 635. 
688. Ein Beitrag zur Bestimmung der Constanten des Polarplanimeters. F r. L O r - 

ber .  Wien. Akad.-Ber. LXXXVI, 657. 

883. On the involution and evoluiion of rpaternions. J. J. S y l v e s  t e r .  Phil. 
Yag.  LXVI, 394. 

Bectification. 
884. Sur l'application d'un th6orème de  Poncelet au calcul approximatif des arca 

de courbes planes. H. R e s a l .  Compt. rend. XCIV, 1375. 
Vergl. Functionen 689. - 

Refraction. 
885. Uebcr die Bessel'ache Theorie der Refraction. H. Cr y 1 d h .  Astr. Nachr. C, 55. 
886. Ueber die Strahlenbrechunt. im  Innern eines Corneten. M. W. M e v e r .  Astr. 

Nachr. CUI. 3%. 
u 

- -  ~ 

887. Die astronomische Refraction als Function der meteorologischen Elemente. 
A r t h .  K o r b e r .  Astr. Nachr. CIY, 337. 

888. Application des franges de Talbot à la détermination des indices de  réfiac- 
tion des liauides. H u r i o n .  Comcit. rend. XClf. 452. 

889. Sur un appareii synthCtique, reproduiknt l e  ?henomène de la double réfrac- 
tion circulaire. G o u  y. Compt. rend. XLLI, 703. 

890. Sur une loi simple relative à l a  double refraction circulaire naturelle ou 
magnétiqiie, A. C o r n u .  Compt. rend. XCU, 1365; XCUI, 55. 
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891. Explication d'un contraste en double réfraction circulaire. C r  ou11 e b O is. 
Compt. rend. XCiiI, 459. 

892. Sur la double réfraction elliptique e t  les trois systèmes de franges. C r o u l l e -  
b o i s .  Compt. rend. XCLI, 297, 519. 

Reihen. 
893. Sur certaines séries pour le développement des fonctions d'une variable. 

H a l p h e n  Compt. rend. XCLII, 781, 833. [Qergl. Nr. 424.1 
894. Sur des fonctions qui proviennent de  l'équation de  Gauss. U a l p h e n .  Compt. 

rend. XClI. 856. 
895. Solution d'iin problème énéral sur les séries. D. A n d r é .  Cornpt. rend. 

XCII, 697. [Veral. E)$. XXVIII, Nr. 740, 741.1 
896 Uelier Ableitung neuÏr unendlicher Reihen ans einer gegebenen durch Um- 

stellunn der Voreeichen nach einem bestimmten Gesetze. R. Mi ldne r .  
Wien. x k a d  -Ber. LXXXVI, 999. 

897. Ueber Potenzreihen, deren Glieder mit den aufeinander folgenden Gliedern 
einer arithmetischen Beihe r ie0 Ranges multiplicirt oder durüh letztere divi- 
dirt  werden. R. M i l d n e r .  Wien. Akad.- Ber. LXXXPTT, 532. 

898. Développements en série d'une fonction holomor he dans une aire limit6e par 
les arcs de  cercle. 4 p e l l .  Compt. rend. S C I V ,  1238. 

899. Sur une série d'Abel. FIafp hen .  Cornpt.'rend. XCLII, 1003. 
900 Sur une raison générale, propre à justifier synthétiquement l'emploi des divera 

développements de fonctions arbitraires usités en Physique mathématique. 
J. B o u s s i n e s q .  Compt. rend. XCII, 513. 

901. Sur un mode de reprksentation des fonctions. G y l d é n .  Compt. rend. XCIT, 
2 13. 

902. Eine neue Methode, die negativen und ungeraden Potenzen der Ent.ferniingen 
der Himrnelskorper zu eritwickeln. P. H a r z e r .  Astr Nachr. CH, 1. 

903. On the number of fractions conta,ined in nny ,,Farey series'< of which the 
limiting number is given. J. J. S y l v e s t e r .  Phil. Mag, LXV, 251. 

Vcrgl. Akustik 613. Fourier'sche Reihe. 

Thetsfnnctionen. 
904. Siir un cas de réduction des t'onctions O de deux variables à des fonctions 4 

d'une variable. A v ~ e l l .  Cornut. rend. XCIV. 421. 
906. Sur la s u r f ~ c e  à 16 poLh  singuliers et les fooctio& O à deux variablos. G. 

Der boux .  Compt. rend. XCII, 685. [Vergl. Nr. 847.1 
Vergl. Functionen 687. 

U. 
Umkehrnngsproblem. 

906. Ueber Functionen einer beliebigen Anzahl unabhangiger Variabeln, welche 
durch Umkehrung der Integrale eincr gleich grossen Anzahl gegebence 
Fuuctionen entstehen L. F u c h s .  Berl Aksd.- Her. 1883, 507. 

907. Sur les fonctions de deux variables qui naissent de l'inversion des intégrales 
de deux fonctions données. L. F u c h s .  Compt. rend. XCII, 1330, 1401. 

V. 
Vanationsrechnnng. 

908. Nouvelle manière d'employer le principe de l a  moindre action, dans les que- 
stions de Dynamique. E. B r a s s i n n e .  Cornpt. rend. XCIV, 169. 

909. Sur un passage de l a  ,,Mécanique analytique" relatif au principe de la moindre 
actiori. E. B r  a s s i n n  e. Conipt. rend. XCIV, 1110. 

W. 
W h e l e h r e .  

910. Sur la théorie de l a  chaleur. H. B e s a l .  Cornpt. rend. XCII, 157. 
911. Ceber Ausstrahlung und Absorption. E. L e c h e r .  Wien. Akad.-Ber. I X X X V ,  

441. 
912. Peychrometerstudie. Jos. M. P e r n t e r .  Wien. Akad.-Ber. LXXXVII, 777. 
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913. De 1'6valuiition de l a  eonductibilit6 thermique par  la meunre des temps Pen- 
dant l'6tat variable. H. L a g a r d  e. Compt. rend. XCIV, 1048. 

914. On Mr Berrel's theory of atmospheric curreuta. D. D. H e a t h .  Phil. Mag. 
L X ~ I ,  13, 464. - J. D. E v e r e t t  ibid. 142. - Fr .  W a l d o  ibid. 264. 

915. Sur un nouveau mémoire de M. Hirn, intitulé ,,Recherches expérimentales sur 
la rclation qui existe entre la résist:incc de l'sir et  sa température. F a y e .  
Compt. rend. XCIV, 377. - A. L e d i e u  ibid. 691. 

916. Ueber die innere Pressiing und die Euergie überhitzter Dampfe. G u s t .  
S c h m i d t .  Wien. Akad -Ber. LXXXVI, 511. 

91 7 Ueber die latente W i r m e  der Dampfe. C. P u s  c hl .  Wien. Akad.-Ber. LXXXII, 
1102. 

918. Fiir une détermination générale de la tcnsion et du volume de8 vapeurs 
saturées. R. C l a u s i u e .  Coinpt. rend. XCIII, 619 

919. Sur l a  fonction qui exprime l'état gazeux. A l  Go u i l l y .  Compt. rend. XCiiI, 
722, 1134. 

920. Sur la relation rpjv,p, t )  = 0 relative aux gaz, e t  sur l a  loi de dilatation de  
cc3 corps sous volume constant. E. H. A m a g  a t .  Compt. rcnd. XCIV, 
R A 7  

921. Zur '%&rie der Gasdiifuçion. L. B o l t z m a n n .  Wien. Akad.-Ber. LXXXVI, 63. 
9-2 Sur la comoressibilité des m z .  E. S a r r a u .  Comnt. rend. XCIV. 639. 
9%. Die ~ h e r m b d p a m i k  chemkher  Vorgange.  el& ho1 t z .  ~ e r l . '  Akad.-Ber. 

18x2, 22, 825;  1883, 647. 
Vergl. Crystallographi~! 566. Hydrodparnik  773. i\Iag~ietisuius 798, 799. 

Wahrscheinlichkeitsrechnnng. 
924. Ein kusatz zur Methode der kleinsten Quadrate. S h. W i t t s  t e in .  Astr. 

Nachr CII, 339 
925. The law of error. F. Y. E d g e w o r t h .  Phil. Mag. LXVI, 500. 
9.26 The method of least squares. F. Y E d ç c w o  r t h  Phil. Mag. LXVI, 360. 
937. The physical basis of probabi1it.y. F. Y. E d g e w o r t h .  Phil. Mag. LXVI, 433. 
928. Die wahrecheinlichen Fehlw der Constanten G. H a g e n .  Berl. Akad.-Ber. - 

1883, 1169. 
929. Sur la théorie des épreuves répetdes. J. B e r t r a n d .  Compt. rend. XCIV, 

185. 
930, Sur les différences vuccessives des observations. B r é g e r .  Compt. rend. XCiII, 

1119. 
931. Zur Theorie der Fehlerellipae. Em. Czu  b er. Wieli. Akad.-Ber. LXXXLI, 698. 
932. On the composition of errors from single causes of error. Chas.  H. K u m -  

mel l .  Astr. Nachr. CLII, 177. 
933. Geber die Vollstiindigkeit wiederholt ausgefiihrter astronomischer Durch- 

musterungsarbeiten. II S e  e l i  g e r  Astr. Nachr CIV 225. 
934. Ueber die Rkufigkeit der Fixstembedeekungen durch einen Planeten. A. 

S e e l i g e r .  Astr. Nachr. C, 177. 
935. Ueber die Wahrscheinlichkeit, einen Cometen aufmfinden, ais Function seines 

geocentrischen Winkelabstandes von der Sonne. P. H a r z e r .  Astr. Nachr. 
cm, 65 

936. Deux moyens d'avoir x a u  jeu de pile ou face. k m .  B a r b i e r .  Compt. rend. 
XCLV, 1461. 

m. 
Zahlentheorie. 

937. Solution du probléme général de l'analyse indéterminée du premier degi-4. 
Ch. M é r a y .  Compt. rend. XCIV, 1167. 
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Ueber Reihen harmonischer Mittelpunkte 
vom zweiten Grade. 

Von 

Ur. REIKHOLD SLAWYK, 
Obsrlehrsr in Strasnborg (Elssss). 

1. Es sei eine Gerade 8 und ein Strahlbüschel K zweiter Ordnung 
(Tangenten eines Kegelschnittes K )  gegeben. Die Punktreihe @ beziehen 
wir projectivisch auf den Strahlbüschel E etwa in folgender Art.  Es sei 
% irgend eine Tangente von K; wir weisen drei Punkten von @ projecti- 
visch drei Punkte von 8 zu, wodurch die projoctivischo Beziehung dor 
Punktreihen @ und % vollstiindig geordnet ist. Entspricht also einem 
Punkte s von @ ein Punkt  5 von SI, eo dürfen wir auch die (ausser 8 
noch) aus 3 an R führende Tangente als s projectivisch entsprechend ansehen, 
weil bekanntlich zwei Tangenten eines Kegelschnittes von den übrigen ih 
zwoi projcctivischen Punktreihen geschnitten werden. Schneidet nun endlich 
die aus 5 zu ziehende zweite Tangente eine feste Gerade @ im Punkte t, 
so entspricht dem Punkte s auch eindeutig der Punkt  t. Wir erhslten 
somit auf und @ eine Bexiehiing, wonach jedem Punkte s von 8 ein- 
deutig ein Punkt t von 8 entspricht, eine Beziehung, welche in  den 
nachsten Zeilen weiter behmdelt werden 8011. 

Wir untersuchen aunachat die Prage,  wie viele Punktepaare s t  auf 
den beiden Geraden und @ gegebeu sein uiüssen, damit die ganze, oben 
erklarte Beziehung bestimmt sei. 

Es  seien zuerst die Punkte s,s,s, auf @ und t&t, auf Jj beliebig 
angenommen, und durch t, f2 t3 beliebig die Geraden XI  5, X3 resp. gezogen, 
ohne dass dieselben sich in Einem Piinkte schneiden. Ausserdem nehmen 
wir auf @ noch den Punkt  s4 und auf .@ noch den Punkt  t6 beliebig an. 
Durch t5 legen wir eine Gerade SI, welche X , 5 , Z 3  rwp. in ala,a3 schneiden 
mag. Ferner beziehen wir die Punktreihen 8 und so aufeinander, dass den 
Punkten sls,s3 von @ resp. die Pnnkte ala2a, entsprechen. Dann entspricht 
in den so constituirten projectivischen Punktreihen (5) und SI dem Punkte s4 
auch ein Punkt  a,. Welches ist nun der Ort  von a,, wenn wir PI urn t5 

drehen, und a, a, ag die Geraden XI%, 5, durchlaufen ? 
Zeitaohr. f. Hath. u. Phyaik. SXIX.  Jahrg. Siippl. 1 
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Wir nehmen ein Kegelschnittbüschel 1Ce an,  dessen Diagonaldreiseit 
die Geradcn 5,5,5, bilden, eine Annahme, der man in unendlicher Mannig- 
faltigkeit nachkommen kann; es seien 

gl = (2, z3) , gx = %3) 93 = (X1 5 2 ) .  

Die conjugirten Punkte der Punkte vuu 8,  in Ueaug auf M construirt, 
liegen auf einem Kegelschnitt A ,  welcher glg,g, enthall. l n  der That ist 

z. B. g, der conjugirte Punkt eu al u. B. W. A enthalt auch die conjugirten 

Punkte T5 und A, eu t5 und a, und es is t  

T5 (g1g2g3A.A f i  (ai az a3 aa) 7 

d. h. 
(g1g293 4) f i  (5-1 5-2 s3 ~ 4 ) -  

Legen wir durch t5 eine eweite Gerade %, wclche 'X,5,~, in den 
Punkten blb2 b3 schneidet und construiren auf jhr b, BO, dass (s,s,s,s,) 

f i  (b,b,bsb4)); construiren wir ferner den Ort  B der conjugirten Punkte 
in Bezug auf M ,  so ist  unter selbstverst~ndlioher Bezeichnung 

7'5 (9, g2 g3 B4) f i  (5-1 s2 5-3 s4) 1 

d. h. T 5 A 4 B 4  liegen in einer geraden Linie .Q5. 

Ueberhaupt lie@ für  jede durch t5 gehende Gerade X der entsprecheude 
Punkt  X4 auf C5, so auch der Punkt  T',, welcher demjenigen Punkte t', 

von 8 in Bezug auf das Büschel M conjugirt ist ,  welcher durch die 
Bedingung 

(5-1 5-2 5-3 5-41 (4 t2 t3 t'A 
gefunden wird. Umgekehrt liegen daher die in  Rezug auf M conjugirten 
Punkte der Punkte von G5 auf einem Kegelschnitt L5> welcher durch 

glg2gst5t'4 geht  und durch diese fünf Punkte bestimmt ist. Dieser Kegel- 
schnitt is t  der gesuchte Ort  der Punkte a,b, u. s. W. 

Nehmen wir nun auf noch eineii Punkt  s, und auf Sj noch einen 
Punkt  t4 an,  legeu durch t4 ein Strahlbtischel und construiren auf jeds~u 
Strahlo a' dessolbcn die Punkte a', a',a',a',, wobei die drei ersteren auf 
den Geraden !X,'X,S, resp. gelegen sind, und der vierte a', durch die 
Bedingung (a', a', a', a',) f i  (s, s, s, s,) 
gefunden wird, so ist  der Ort ftir a: ein Kegelschnitt L4, welcher g,g,gst, 
und den Punkt t r5  von @ enthalt,  welcher der Redingung 

genügt. (si 5-2 5-3 ' 6 )  f i  (4 t2 t3 $5) 

Uie beiden Kegelschnitte L4 und L5 schneiden sich noch in einem 

reellen Punkte P. Ziohon wir die Geraden '$Ir = P t ,  und 8 = Pt,, so 
werden sie durch S I X ,  'X, in den Punkten a', a', a', und al az a3 geschnitten. 
In P liegen der Punkt  a4 von 8 und a', von m', und es i ~ t  
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Von Dr. KEINHOLD SLAWYK. 3 

Vervollstandigen wir die beiden Punktreihen % und %' noch durch 

die Punkte a, und af4 so, dass 

(si Sn ~3 ~ 4 ~ 5 )  f i  (01 a2 0 3  a4 a,) f i  (a', a', a', a14a'5) 
so ist das Product der Reihen SI und Er ein Kegelschnitt E, dessen Tan. 
genten a, a f 1 t l ,  a, a', t , ,  a, a f3 t3 ,  a4a1,t4, a, a', t5 den Punkten pro- 
jectivisch entsprechen und die Punkte t,. . .t5 enthalten. Die projectivische 

Zuordnung des ganzen Strahlliüschels K zweiter Ordnung zu den Punkten 
von @ ist vollstsndig bestimmt. 

Der oben gefundene Punkt  P kann durch directes Linienziehen be- 
schafft werden, y e n n  man bedenkt, dass die beiden Kegelschnitte L, und 
La durch Pg,g,g ,  gehen und @ resp. in t 5 t f 4  iind t , tf5 echneiden. E s  be 
stimmen namlich die reellen Punktepaare t4 t t5  und t 5 t f p  auf 8 eine Invo- 
lution, in welcher wir die Punkte zg2 und c5, findcn konnen, welche t ,  und 
t, resp. coqjugirt sind. Es ist dann 

9 = (93753 i 9 2 d  
E s  moge nun dem Punkte s, von @ eine Tangente M" von E ent- 

sprechen, welche @ in t ,  schneidet, und es sei 

('1 ' 2  '3  '6) f i  (tl f~ t3 

Diese Tangente SL" wird von den übrigen in einer Punktreihe a" ge- 
schnitten, welche den Punktreihen s auf @ und a' auf TU' projectivisch i s t ;  
aui entspricht a'i und si. Denken wir uns nun ,  die Punktepaare s , t , ,  s2t , ,  
s,t,, s4t,, s, f6 seien gogcben, und stellcn wir die Anforderung, den Punkt  P r  
zu finden, der dieselbe Rolle spieien soll, wie vorhin der Punkt  P, ais wir 
statt set6 das Paar  sjt5 als gegeben annahmen, so wird nur ein einziger 
Funkt, P' existiren, welcher dor Forderiing genügt, so lange wir die diei 

Geraden S,S,S, unverandert lassen. Dieser Punkt  P t  kann aber der 
obigcn Bcmorkmg zufolgo n u ï  der Schnittpunkt (TU'E") = a', sein. Gerade 
so wie vorhin bestimmen die Paare t4 tr6  und t6tr4 auf @ eine Involution, 
in welctier wir die Punkte z6,z,, finden k h n e n ,  welche t, und t3 resp. con- 
jugirt sind. Es  ist  dann afG = (g,t , ,  , g2z,,). Auch erhëlt .man durch 
Projection von g, und g3 au6 nach den Punkten a' von %' auf @ und 4 

- Wir sind nun in der Lage, ttus den erst,en fiinf Punktepaaren s t  das 
sechste und somit alle tibrigen herzuleiten. Zunachst bestimmen wir die 
Puukte ~ ' ~ t ' ~ t ' ~  unter der Bedingung 

Si.?2SJSqS5'~ f i  t l t2 tSt '4t '5 t '6 .  
Ferner liefern die Paare t4 trS und t 5 t r4  eine Involution, in welcher 

t,r,, ein Paar conjugirte Punkte sein sollen. Die Relation 
1 * 
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4 Ueber Reihen harmonischer Mittelpunkte vom zweiten Grade. 
---pp--- 

SI s3 Sc, ss f i  t~ t 3  %z Zsn 

giebt uns den Punkt  z,,. Endlich bestimmen die Paare t4tf6 und t,z,, eine 
Involution, i n  welcher t f4  der Punkt  t6 conjugirt ist. 

t, wird hier auf eindeutige Ar t  gefunden. Daraus folgt, dass die Be- 

zichung der Punkte s t ,  aus fünf gegebenon Paaren abgeleitet, dieselbe bleibt, 
wie man auch die Geraden 5,2,5, durch t,f,f3 legen mag. Passen wir 

die bisherigen Reüultate xusammen: 
1. Es sei eine Pwnictreihe s auf dern gcraden Trtiger (Si und ein domit 

prqjectivischer Strahlbüschel zweiter Ordnung K gegeben, und es schneide der 8 

entsprechende Strahl von K eine feste Gerude @ in t ,  so ist damit eine Be- 
aiehulzg zwischcn den Pun7cten von @ urzd $ hergestellt, in  wclcher jedem 

Pzcnkte s von 8 eindeutig ein Punkt t von S.j entsprichf. Si,nd finf Acnkte- 
paare s t  azcf @ und @ zuilllciirlich angenommefi, so ist darnit die ganze Be- 
ciehung eifideutig bestiwmt. Man zieht durch t l t2t,  die belieùigen Geraden 
5,5, 5,, welche sich in g,g, g, so scheiden, dass z. B. g, = (5,5,) ist. 
Bestimmt man ferner die PunkLe tr4tr5 mter der Bedingung " S"z3 s4 S5 /T tl t, t, tr4 tf5, 

so werden die Paare t,tf5 und t,t!, eine Involtdion liefern, in welcher z,,z,, 

eu t, resp. t3 conjugirt s i d  3 s  sei dalzn 

= k 2  '52 ! g3 '53)' 

Die Geraden S, Z, x3 (Pt,) (Pt,) bestzmmen einen Kegelschnitt K.  Uie 
Tangenten S I X 2  !Z3 ( P  t4) (P ts) entsprechen den Pmkten .si s, s, s4 s5 von 8 pro- 
jectiviseh, wodwrh die Beziehung zwischen der Punktreihe s auf @ und drm 
Strahlbüschel zweiter ardnung K ,  und somit auch dze Beziehung zwischer, den 
hnk tea  s und der, Schn~ttpunkten t der d m  Punkten s entsprechendeli. 
Strahlen von K eindeutig festgesetzt ist. 

Wenn nun zwar jedem Punkte s von @ Nin Punkt  t von 8 entspriçht, 
so lasst sich dies jcdoch nicht iimkehrcn. I m  Gegentheil lassen sich von 
jedem Punkte t der Geraden $ a n  den Kegelschnitt K zwei Tangenten 
legen, welchen zwei Punkte s und s' von 8 zugeordnet sind. Jedem 
Punkte t von @ entsprechen also zwei Pnnkte von @. Rekanntlich bilden 
die Berührungspunkte der Tangentenpaare, welche von den Punkten t der 

Geraden .Q a n  E gelegt werden, auf K eine krumme Involution zweiten 

Grades.* Dieselbe ist nun projectivisch mit der Punktreihe s au€ @, es 

sind daher die Punkte ss' conjugihe Punkte einer Involution. 
I I .  Jedem Punkte t der Geradelz $ entsprechen zwei Pzcnkte s und s' 

von @. Die Punktepaare s s' sind conjugirte I'unkte einer Involution zweitela 
Grades. 

* Theorie der Kegelschnitte, bearbeitet von Dr. H e i n r i c h  S c h r o t e r ,  
2. Aufi. 1876, pag. 162. Wir citiren dieses Werk mit .Schroter, Kgsch. 
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Von Dr. REINHOLD SLAWYK. 5 

Die ganze Beziehung s t  ist also nichts anderes, als die z. B. voii 
Uerrn E m i l  W e y r (Sheorie der mehrdeutigen geometrischen Elementar- 
gebilde etc. 1869) behandelte ein-zweideutige Beziehung zweier Elementar- 
gebildc. 

2. Es  ist nun a n  der Zeit, die Reziehung dnrch eine Gleichung ni 

fixiren. Es is t  identisch 

('5 '6 '4'2) ('5 '6 '3 '1) - ('1 '3 '6 '5) ('2 '4'6 '5) 

= (tlt3tlôt1J (t2tr4tr6tr5) 

= ( 4  t3%'52) (t2t14t4t15) (tZt14f'6t4)* 
= (tl 63'62 '52) ('52 '5'4) ('62 t4 tr6)- 

Es  folgt dies Alles aus den Betrachtungen, die zu Satz 1 geführt 
haben. Aufgelost lautet die letzte Gleichung 

Setzen wir nun 

und 

so wird wegen 
SlS2Sss4S5S6 fi tlt2t3t14t15trS 

t, = t, = t r 4 -  tr5 = tr6 

sein, und es lautet die obige Gleichung 

oder bei anderer Bezeichnung 

III. (4 tZ S t 4 )  = (81 6, 83 ~ 4 )  (4 sr2 63 84) 

ulohei s, sr, dem Punkte t,, s,sl, d m  Punkte &, wnd t, s,, t4s, sàeh ent- 

sprechen. 

Die oben abgeleitete Formel lasst sich auch anders aui'fsssen. Es kt  
ntimlich 

oder 
t,t s , s .  d , s  -.-- - - = constant für jedcs Paar  st.  
t z t  s l s . s r l s  

Machcn wir vom Satz III einen specielleren Gebrauch. Es mien t, 
und sr2 im Unendlichen gelegen; d a m  ist 

* M o b i u s ,  der barycentrische Calcül, 5 185. Auch S c h r o t  e r ,  Kgsch. pag. 8 
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6 Ueber Reihen harmonischer Nittelpunkte Tom zweiten Grade. 
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oder 

constant. 

Auch diese Formel liisst sich noch in ailderer Gestalt acbreiben. Es ist 

t2t . s i s .  s',s = p  . s,s. 
E s  sei nun m die Mitte der Strecke s,sr, oder 

D a m  ist 

Also i s t  

oder wenn wir setzen ,,l 

IV. ms lyq  . s6s5 + t,t5) = mss2. t2t5 - ms62 . t,t,. 
Ferner lassen sich noch einige Formeln ableiten, welche von unter- 

geordneter Bedeutung sind. Es  is t  oben gezeigt worden 

(rns5" ms12) . t2f, = p  . s,s, 
( ( rn~ ' , )~ -  ms12}. f2t5 = p .  B ~ s ' ~ ~  

wobei ta, s5iS entspreühende Punkte sirid. Uaher ist 

{ ( m ~ , ) ~  - ( W ~ S ~ ~ ) ~ ]  . t2 t5 = p . sf5s6 
oder 

Ferner folgt aus Satz IV: 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



VI. 

Eiieraus ergiebt sich auch 

Endlich sol1 noch eine Gleichung hcrgeloitet werden, aus der man 
auf den ersten Blick erkennen kann, dass die ganze ein-zweideutige Be- 
zichung durch ftinf Punktepaare bestimmt ist. 

( t  t t  t ,  (s4sr1sr2s6), = 1 2 4 - .  ____ 

oder (tl t2 t6 t S )  ('3 ''1 ''2 '6) 

(s1s2 y,) - ( t  t t t 1 
l " " (SI1 sr2 Sy s*) = (tl t2 tS t$ (s6 sr2 S3 sp). 

Dieselbe Gleichung l k s t  sich aufstellen, wenn man 5 s ta t t  des Index 6 
setzt. Dahor erhiilt man 

eine Formel, für die sich wohl noch cine passendere Gestalt gewinnen liesse. 

3. Wir haberi die ganze ein-zweideutige Beziehung aus der Projectivi- 
tat einer geraden Punktreiha s auf dem Trager  @ und e ineq  Tangenten- 
btischcl zweiter Ordnung auf dom Kegelschnitt R ontstchen sohen. Die a 
entsprechende Taugente sollte dann eine zweite Gerade @ in  dem Punkte t 
treEen. Wir  wollen nun die Geraden 8 und Q identificiren und danu die 
Frage stellen, ob es wohl Punkte s giebt, deren Punkte t mit ihnen zu- 
sammenfallen. 

X sei irgend eine Tangente des Kegelschnittes K;  dieselbe wird von 
den übrigen Tangenten in einer Punktreihe 5 geschnitten, welche mit der 
Reilie s aof (3 projtictivisoh ist. Die Reihen 4 und s erzeugen daher eineh 
Kegelschnitt G, von dem sie beide beriihrt werden. K und C habeh 
(itusser SI) noch drei gerneinschaftliche Tangenten, von denen nnr  zwei 

irnaginiir sein konnen, nnd es iriogen diese drei Tangenten die Gerade @ 
in a,a,a3 schneiden. Man sieht ohne Weiteres, daiis der irgend einem der 
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8 Ueber Reihen harmonischer Mittelpunkte vom zweiten Grade. 

Punkte a cntsprcchende Punkt. t mit dem betreffenden a zusammenf%llt. 
Dei dem Schnittpunkte (a@) ist dies nicht der Pall,  ebensowenig giebt 
es noch andere Punkte s,  . welche mit ihrem entsprechenden t zusammen- 
fallen. 

IX. Liegela die beiden sich ein-zzoeideutig entsprechenden ~uditreihen 
s und t auf demselben Trüger, so giebt es auf dwnseltien. drei zusummen- 
falle-nde Punktepaare st. Eines derselbera ist stets reell, die beiden andererz 
Puare kfinnela imagiwür seira. 

Wir  legen ferner auf  denselben Trgger @ zwei verschiedene Punkt- 
reihen, s und 8, welche derselben (der Einfachheit halber auch auf 8 
behdlichen)  Reihe t ein-zweideutig entsprechen sollen und stellen die Frage, 
ob es Punkte t giebt,  deren Punkte s und S in den beiden ein-zweideu- 
tigen Beziehungen xusammenSallen. 

Greifcn wir auf die vorhin crwahnton Kegclschnitt~! E und C zuiiick 
und setzen 

P = (al Z). 
Die Tangenten von t an K schneiden (U in den Punkten 8 und 5'. 

Wenn g und @ Pol und Polare von K sind, und wenn tg die Gerade 
in ,g schneidet, so sind a$' steta conjugirte Punkte einer Involution, deren 
stets reelle Asymptoteripunkte ph sind. Dabei sind die Puuktreihen t und 

perspectivisch gelegen. Die Tangenten von 5 und 5' an C: schneidcn sich 
selbst in z und die Gerade @ in  s und s' resp. Der Punkt  z befindet sich 
bestiindig ( S c h r  Gter ,  Kgsch. pag. 152) auf einer Geraden 2. Sind nun 

ebenso 12 Ppl und Pola,re von Cl und trifft Gerade 1~ die Gerade 8 in X ,  

dann sind ebenso ss' conjugirte Punkte einer Involution, deren stets reelle 
Asymptotenpunkte p z  sind; die Punktreihen x ~ t  sind dabei projectivisch. 

Führen wir dieselbe Betrachtung fü r  die Beziehung t S  durch, BO 

werden unter selbstverstandlicher Bezeichnuug die PunktreiEen t X  projec- 
tivisch sein, .und SS' conjugirte Punkte einer Tnvolution, deren reelle Asym- 
ptotenpunkte p X  sind. E s  ist namlich jederzeit rnoglich, nwei Kegel- 
schnitten E, welche beiden Beziehungen t s  und t S  zugehoren, nicht nur 
Eine gemeinschaftliche reelle Tangente xu geben, sondern sogar vier, wie 
dies aus Satx 1 hervorgeht. 

Wir  nehmen nun irgend ein Kegclschnittbüschel % an und suchen 
denjenigen Kegelschnitt G ,  auf dem die Punkte s, ... gelegen sind, welche 
den Punkten S . .  . von 8 in Bezug auf 23 conjugirt sind. Die Verbindungs- 
linien der reellen Punktepaare slsf1 auf G schneiden sich in dem reellen 

Punkte r ,  und es ist  die Berbindungslinie rslsrl reell, selbst wenn s? und 
damit s,$, imaginar sind. Denn jedem. Paare ss' e n t s ~ r i c h t  ein stets reeller 

Punkt  z, und sornit jedem Paare s1s1, ein Punkt  x, auf G ,  und es wird 
besagte Verbindungslinie gefunden, indem wir p,sl ziehen (pl  zu p con- 
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Von Dr. R E ~ H O L D  SLAWYK. 9 

jugirt), die Polare r von r für  G construiren und endlich vom Schnitt- 
punkte (r, p l x , )  die Polare in Bezup anf G nehmen, welche die verlangte 
Lixie iut. Dieser Strahlbüschel r ist projectivisch mit den Strahlbüscheln 

Pi"i und P, 4. 
Machen wir dieselben Betrachtungen für die zweite Beziehung t S ,  so 

ergiebt sich schliesslich ein Strahlbüschel R ,  welcher projcctivisch mit dem 
Büschel pltl und daher auch mit dem Büsçhel r ist, und dessen Strahlen 
eventuell G in l 'unktepaamn SISf, schneiden, welche für 23 zu SS' con- 
jugirt sind. 

Die beiden projectivischen Strahlbüschel r B  erzeugen einen Kegel- 
schnitt, der mit G im Allgcmeinen vier Punkte gemein hat. Die zu diesen 
vier Schnittpunkten conjugirten Punkte sind solche, welche in  beiden ein- 
eweideutigen Beziehungtin demselben Punkte t entsprechen. 

X .  Sind auf dcmsclben Trüger 01 zwei ein-aweideutige Punktreihen t s  
und t S  gelegen, so ereig.net es sich im Allgerneinen viermal, dass einem Punkte t 
derselbe IZunLt e irz beiden ein-aweideutigen Beaiehungem entspricht. Die vier 
Punkte s kamen paarwezse imaginar sein. 

4. Von der vorstehenden, als Einleitung behandelten, ein-zweideutigen 
Beziehung der auf demselben Trsger @ liegenden geraden Punktreihen 
s und t machen wir im Kachfolgenden eine speciellere Anwendung. Wir 
hatten im Satz IV 

Wir setzen darin 
4 = 2 ,  

so dass also wird 

Hierin bedeuten also s5t5, s,t,, s7t, entsprechende Punkte. Dem Punkte 
t, resp. t ,  entsprechen s ,  resp. s,sf,, und es ist vn die Mitte der Strecke s,sf,. 

Es  drangt  sich uns zunachst die Frage anf, in  welcher Ar t  die fünf 
Punktepaare st, welche nach dem Vorhergohenden oine ein-zweidcutige 
Beziehung bestimmen, zu wiihlen sind, damit die speciellere Ar t  der Be- 
nehuog, in  der eben q - 2 i s t ,  sich ergebe. 

Wir nehmon zmei Punktepaare s5t5 und s,t, auf einer Goraden he- 

liebig an und construiren die vier harmonischen Punkte x und y so, dass 

Die 2 .  3 Punkte s5t5x und s,t6y der Geraden bestimmen auf ihr zwei 

eindeutige projectivische Punktreihen, in denen 
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10 Ueber Reihen harmonischer Mittelpunkte vom .zweiten Grade. 

xs5t5 r\ sG& 
sei. Die beiden Punktreihen werden im Allgemeinen ein Paar  reelle Doppel. 

punkte (sich selbst entsprechende Punkte) s7 und s8 haben; es ist dann 

also 

oder, durch 

dividirt 

ebenso 

Ferner construiren wir dio vier harmonischen Punktc &q sol dass 

(s5sst56) = - 1 ,  
(s5sôt6q) = - 1 .  

Es  werden dann die 2 . 3 Punkte s5t5& und t6s6r] ebenfalls zwei ein- 

deutige projectivisehe Punktreihen bestimmen, in denen 

~ 5 ~ 5 g  r\ t6s6q 
ist. Auch diese Punktreihen werden zwei im Aligemeinen reolle Doppel- 
punkte t t  haben, so dass also 

und da naüh den obigen Gleichungen 
1 

(s5t5ts6) = - 2  ( S c h r o t e r ,  Kgsch. pag. 7) 2 

4 = (s5f5s,t) (s,t,s,t); 
ebenso 

4 = (s5 t5 Sô Z) (SG t6 Si t). 

AUR der Gleichheit 
(t65-, 7 t) = ( ~ 5  t5 k t )  
(tss67t) = ( ~ 5 t S b )  

folgt durch Division 
(tssszt) = (s5t5zt) 

oder 
(t,s,tt) = (t,s,tz), 

d. h. t&, s5s6, t t  sind sechs Punkte in Involution. 
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Von DI.''BMROLD SLAWYK. 11 

Ebenso folgt aus der Gleichheit 

dass  t 5 f G ,  s ,s, ,  X Y  sechs Punkte in Involution sind. 
Aber aus der Projectivitat 

S 5 x S 7 S 8  r\ Y S ~ S 7 S 8  
foigt die Gloichhcit 

(s5 xs7 ' 8 )  = (Y SG S7 ' 8 )  
oder 

( ~ 5 ~ ~ 7 ~ 8 )  = ( ~ ~ Y s Y s J ,  

d. h. s,s, ,  x y ,  s7s, sind auch sechs Punkte in  Involution. Da nun eine 

Involution durch zwei Paar  conjugirte Punkte bestimmt ist,  so folgt, dasil 
t5t6 Y sas6, s7s8, und endlich, dass s j s s r  s7s8, t5tG, t~ Paare conjugirter Puukte 
derselben Involution sind. - 

Die Gleichung 
(4  s, S ,  ~ 7 )  + (4 ~ 5 ~ 7 )  = - 1 

l a d  sich noch i n  manehen anderen Formen schreiben. E s  'ist namlich 

Ebenso 1 
(t, S, s7 s,) (t, s, S ,  t,) = - - -r  

2 
1 + 2 (t, s, s, s,) ( t ,  3-5 s7 t,) = o. 

Wir wollen uns zuniichst auf die Vorführung dieser Form beschranken, 
um von ihr einen wichtigen Gebrauch zu machen. 

Es sei der Punkt  a so bestimmt, dass die Punktcpaare 

il S5S71 S6s8> & a  

eine Involution bilden. Vorhin hatten wir gesehen, dass 

2) ~ 5 ~ 6 7  ~ 7 ~ 8 ,  t5ta 
conjugirte Punkte einer Involution sind, daher ist dies (S c h  r O t e r r  Kgsch. 
pag. 57) auch bei den Paaren 

daher wegen Involution 1) auch 
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12 Ueber Reihen harmonischer Nittelphnkte vom zweiten Grade. 

oder 

- (as7 s, 55) (a  s7 s, sa) - 1 = ( t ,  ~6 ~7 s5) 9 

letzteres in Folge der Involution 3). Aber 

(a  s, s, se) = (as ,  .c, s,) (as, s, s,) ; 
daher 

- (as7 (as7 s&) (as7 ' 6 ~ 5 )  - 1 = (t6s6s7s,), 
d. h. 

- (as7sôs5) - 1 = (t,s6s7s5) 

- 1 (a  s7 S, s,) + (t, s, s, s,) , 
und ebenso in Folge der Involutionen 1)  und 3) 

ao ergiebt sich, dass ut, und s7s6 zu sgs5 dieselbe Stellung einnehmen, wie 

t, t, und S,  S ,  zu s,s,. 
Ebenso ist 

(t5 s5 s6 s,) + (as7 Sn 'qG) - 1 
wegen Involution 1). 

- (a s7 sj s,) - 1 = (tg s5 s, s,) , 
d. h. 

- 1 = (5, s5 s7 s,) + ( a  s, s, s,) ; 
ebenso 

- i = (a sI> , s ~ )  + (t5 s5 S~ .SB j , 
d. h. ut, und s7s, nehmen zu s,s, dieselbe Stellung ein, wie t6t5 und s6s5 
zu s,s,. Daher ist auüh 

1 
(a  s7 s5 s,) (t, s, s, a)  = - - 

2 
und 

1 
(as7s6s5) (t5s5stia) = - -- 

2 

Durch Multiplication beider Gleichungen ergietit sich 
1 

( a  s7 S, s6) (t, s, s, a )  (us, s, s,) (tg S,  s6 a )  = - 
4' 

4 = (s, t6 s, a )  (s, 6 s, a). 
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Vergleichen wir dies mit den früheren Gleichungen 

4 = (s5 t5 s, t )  (s, t, s, t )  , 
4 = ( s ~ ~ & z )  (sstgs5z) ,  

so zaigt sich, dass a einer der beiden Punkte t oder z kt,. w i r  fixiren 
a r t s t,, also 

und S ~ S , ,  s6 sa ,  t5 t7 in Involution. Ebenso ist 

Construiren wir ferner den h n k t  b SO, dass s5.q8, S 6 S 7 7  t ,b sechs Pnnkte 
in Involution sind, dann ist dies auch bei den Punkten 

s5 S7 S6 ,y8 tb h 

der Fall. E s  folgt d a m  gerade so wie vorhin 

4 = (s~ t5 S6 b )  (s, l6 s5 b)  

und wir müsscn b z t8 fixiren, also 

und es bilden s6s7,  s5s8, t 6 t g  eine Tnoolution. 

Dann haben wir also drei Involutionen, namlich 

und es sind in den Formelri, welche Doppelschuittverh~ltnisse enthalten, 
und zwar in jedem derselben, speciell in 

die Indices beliebig gegcn einander vertauschbar. Die vior Paar  Punkte 
s t  wollen wir eine ,,Doppelvier6' nennen. - 

Die l e t ~ t e  der obigen drei Gleichungen kann man nun auch schreiben: 

Wir worden dieselbe noch in eine andere Form bringcn. EB ergiebt 

sich zunlichst 
s t . s,t, . s s 

1 = 2 > 6  , 
oder S5S.r . S.596 - 6 4  
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S j  SI . S5 Ss . t6 t7 = 2 . S5 tG . S5 tï . S, S6 , 
S 5 S ï .  S5Sô . ( s 5 t 7  - s5tf,) = 2 . s o t ô .  s 5 t 7  . (s& - ~:,.i,), 

s 5 s 7  . s5t7 ( s5sG + 2 s 5 t 6 )  = s5s6 . (s5s7 + 2s5 t7 ) ,  

S5S6+  - 2 s 5 t G _ S 5 S 7 +  2 s 5 1 7  - S a s S  f 2 s  t - - - 
' 5  ' 6  . ' 5  t~ S.7 sr . S5 4 S j  SX . S5 & 

In  dieser Gleichung sind die Indices gegenseitig vertauschbar. - 

Bus der Gleichung 

O = 1 + 2 (t ,s5 ses,) (t7 s, s, t,) 
folgt ferner 

S G t 5  . S6t7 . s s 
1 = 2  5 ,  

SG S7 . S6 S5 . t5 t7 
oder 

s s t 5  . SG t7 
und ihnlich 

t 5  t7  

s l s G  . s 7 s 5 ~ s ï 5 L ~ 7 3  - 2 - s 6 .s ,--. + t6 t5  
Sï t5 . s, t6 

Daher 
t5  t6 

SGS7 .S6S5  - s G t 5  . s G t 7  . S 7 t 5 .  s , t ô .  t7t5 - - 2 . S ï S 5  4- t7t5.  
s 7 s 6 . S 7 S 5 - S 7 t 5 . S 7 t 6  S , t 5 . S , t 1 . t 6 t ,  2 . S 6 S 5 + t 6 t 3  

ergiebt sich 

eine der Gleichnngen von D e s a r g u e s .  Ebenao fo lg t  am der Involution 

s,s,, t5  4 ,  t G  t, 
die Gleichung 

s5tg . t o t 7 . t 5 s 7 = s 5 t ï  . t , s7  .t,t,. 

Daher ist  durch Division 
t5s6 - ' 5 6  . '7"6, -- -- 
t 5 s 7  s5t7 . t, s ,  

oder 
- S 5 t 7  . t& . t 6S7  = s,tg . t 7 s o  . t 5 S 7 >  

- sa tl ( 5  ~7 + ~ 7 ~ 6 )  . t,j s7 = s5 t6 . ( t5sG + s G s 7 )  - t7 s,, 
oder 

- s , t 7 .  t,s7 . & S 7 -  s 5 t ,  . s,s,. s 5 s 7  = s,t, . t,s, . t,s, + s,t,. ses1 . s,s,; 

endlich 
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Von Dr. R E I N ~ O L D  SLAWYK. 15 

Daher haben wir nun die naue Gleichung 

Auch in dieser Gleichung sind die Indices gegen einander vertauschbar. 
Wir fasson die bishcrigen Rcsult'atc zusammon: 

X I .  E s  seien zwei Paar Pun7de s,t, und s, t, einer Geruden gegehen. 

Sucht man die vierten harmonischen Yu~2kte xy nach den Gleichungen 

und setnt mnn 

so haben die su constituirten prujectiuischen Yzmktreihen ein Paar Uoppel- 
punkte s,s,. 

Swht  man ebenso die vier harmonischen Pwnkte 67  nach den Gleichungen 

( ~ 5 ~ C t 5 8  = - 1, 

und setzt maM 
(W36t6ll) = - 1 1  

%t56 f i  t6S67, 

so haben auch diese so constituirten projectivischen Punktreihela ein Paar 
Duppelpulzkte t, t,. E s  lassen sich dnheè die Pwnkte s7 s, wnd t, t, so gruppiren, 
dass 

S566? t5tfj1 s7s,7 t7t% 

conjugirte Punkte einer Imolution sind, ebenso 

S j 6 7 1  66s8r t6tg 
und 

'5'8, t 5 t B i  h j 8 7 7  t6tT' 

E s  hangen irge~zd zwei Paar Punkte s t  vol1 der. beiden anderla Zr. der- 
selben Weise ab, wie es o b e ~  von s5t5 und s6t, an.qegeben worden. 

Solche vier Paar Punlite nennen wir elne 
,, Doppelvier". 

Es bestehen fur irgend drei Punktepaare derselben die Relatimen 
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16 Ueber Reihen harmonischer Mittelpunkte vom zweiten Grade. 

und für alle vier Puare die Relationen 

9) (sssü S, s x j e  = (t5t,s7 sa) ( t6t6t ,  1,).  

Die Beweise für die letzten Formeln sind leicht zu führen, wie man 
die Sammlung auch noch leicht vermehren konnte, x. R. durch die früher 
bewiesene Formel 

Nun konnen wir an die Beantwortung der uns pag. 9 gestellten Frage 
gehen. Wir haben die Gleichungen 

in denen man z. B. auch 7 mit 8 vertauschen kann. 

Es sei m ein beliebiger Punkt der Geraden, auf der die Punkte s5t 6... 

gelegen sind. Dann konnen wir die Identitiit 1 = 1 auch in der Form 
schreiben: 

2 S i %  f 65 + ,% . s5s6 + 2 - s5tc 
- + l  

2 s5s6 + $3 . 2 s5s7 $. t5t7 - - -- S ~ S 6 ' s 5 t 6  , 
( s ~ s ~ ) ~ *  s,t, ' ( s & ) ~ .  s5t7 2 . S5S7 + t,f7 s,s, + 2 s5t, + ms,  . ---- 

SsS7 - s5t7 
+ 1 

oder auch 

Sehr leicht erhalt man hieraus 

oder 

ebenso 

2 pp s5s6 + t5t6 - - ms,'. m t ,  - ms,P . m t,; 

2 s 5 s 7 + t 5 t 7  ~ s , ? . $ - m ~ ~ . m t ,  
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2 s5s6 + t,t, ms,'. mt, - rns,? mt, 
-- - - = 

2 s b s 8 +  f5fS rns,'. mt, - ms,\ .t5' 

notiei die Indices beliebig vertauschbar sind. 

Wir sehen hierails, dass die Piinktepaare st  einer Doppelvier unend- 
licli oftmal entsprechende Punkte der speciellcren Ar t  ein-zweideutiger Be- 

xiohung (g - 2) sind, wobei die beiden Punkto m und b, aufeinanderfdlen. 

Wir haben gezeigt, dass zwei Paar  Punkte st einer Doppelvier die 
beiden andern auf eindeutige A r t  erzeugen, und k6nnen sorriit sagen, dass, 
nenn zwei Paar  Punktc  st einer Doppelvier entsprechende Punkte irgend 

einer ein2z\~ejdeutigen Beziehuug der specielleren Natur = 2) mit auf- 
einander fallenden Punkten mt, sind, es die beiden andern auch sein müssen. 

Aufmerksam sei hier dnraiif gemacht, dass, wenn zwei Punktepaare der 

Doppelvier in eins zusammenfallen, dann die beiden andern Paar  unbestimmt 
werden. 

Die vier gesonderten Punktepaare st einer Doppelvier k6nnen überhaupt 
nur entsprechende Punkte einor ein-zweideutigen Beziehung der specielleren 
Art (q = 2) sein. 

Eine allgemeine eh-zweideutige Beziehung is t  bestimmt durch fünf 
Paar Punkte s t ,  also z. B. durch cinc Doppelvicr und ein Paar  bcliebiger 
Punkte slt,. In  dieser Beziehung entspricht dem Punkte s, der Punkt  t,. 
Die Beziehung ist also auch bestimmt durch die Doppelvier und das Punkte- 
paar s&, und es sind s,t, darin entsprechende Punkte. Diese Beziehiing 

ist aber von der specielleren Katur ,  weil wir ja den ganz beliebig ge- 
wiihlten Punkt  m der beiden letzten Formeln nach t, legen k6nnen. 

Es folgt also hieraus, dass eine Beziehung ( q  = 2) durch zwei Doppel- 

vieren bestimmt i d ,  welche ein Paar  Punkte gemeinschaftlich haben oder, 
was dasselbe besagt, durch drei beliebig angenommene Punktepaare st. 

X I I .  Bilden unter den fiinf PunXtepnarem s t ,  welche ein ein-zwea- 
deukiyes Gebilde auf dem geraden Trtiger @ bbeslimmen, cier Paare eine Doppel- 
vicr, so ist dus Gebilde von der speciel1ere.n A7at'tr (q = 2 mit aufeinander 
liegendcn Yunkten mt, ,  ci: Satg I V ) .  Uasselbe ist durch zwei Doppelcieren, 
welche ein Punktcpaar gemeinsam habcn, oder, mit aqzdcrcn nrorten, durch 
dvei Eieliebige PunXlepaa~e s t  bestimmt, welche niclzt Bestandil~eile Einer Doppel- 

vier sind. Greift man ivgend zwei entspvchrnde Punklepal-e s t  heraus, 
so bestimmen dicselbcn eir~e lloppcl?;icr, dcren restircnde Pun7;tepaare ehcnfalls 
enisprechende Pudite der Beziehu.ng liefern. 

n'ir nennen das Gebilde eine ,: Reihe harrnonisc7zer Nittel zweiter Ordnzmgu, 
einen I'un7;t t ,,Polw und jeden der beiden ikm enisprechelzden Pulzkie ss'  
sein ,,harrnowisches ïiliitel zweiter Ordlzung", z~mgcliehrt jeden der Punkte ss' 

,,Pol" und den Pulzfit t ihr ,,72arnzonisches Mittel erster Ordnung". 
Zeitachr. f Math. u. Physik. XXIX. Jahry. Suppl 2 
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18 Ueber Reihen harmonischer Mittelpuakte vom zweiten Grade. 

Dass die letztgenannten Namen mit denjenigen gleichbedeutend sind, 
welche sich bei C r  e m o n  a ,  Introduzione pag. 16 der deutachen Ceber- 
setzung h d e n ,  wcrden wir  erst spzter zeigen konnen. 

Der angeführte Satz zeigt uns, wie man eine Reihe harmonischer 
Mittelpunkte zweiter Ordnung construiren kann. 

5. Die vier Paare einer Doppelvier wollen wir specialisiren. Es sollen 
die Punkte t5 t, zusammenfallen und s5s, ihre harmonischen Mittelpurikte 

- zweiter Ordnung sein, also t5 G L,, s, = sr5. Wenden wir die Formel 2) 

Es fallen also t, und t, zusammen, nümlich in den vierten harrnonischen 
Punkt  zu t6 und s5s,. 

Perner ergiebt Formel 1) Satz XI 

O = l  + a (t,s,s,s,) (t,s,s,t,). 

Nach dem Obigen ist aber 

daher 

ebenso 
(2, s, s, s,) = - 1 ; 

(t, s, s, s,) = - 1. 

Die beiden Punkte s7s8 fallen also mit t, zusammen. 

XIiI. Pallen in eilter Doppelvier zwei Pmkfe t, uad t, eusummen, 

wiihrerad die elztsprecheraden Yunlcte s, und s, die havmonisehen Nittci swciles 
Ordraung vora t5 sind, so fallela auch die beiden alzderen I'umlctepanre zusammen, 

niimlich s, und s, nach t,, ztmd t,t8 i n  den vieviela hurmonischerz Punkt zu 

t, und s, s,, letztere beide zugeordnet. 

Dies giebt mit aqderen Worten deil bekannten Satz: 
Das harmonische Mittel erster Ordnnng eines Punktes p ist der vicrte 

harmonische Punkt  zu p und seinen beiden harmonischen Mitteln aweiter 
Ordnung, letztere beide zugeordnet. 

Dass dieser Satz für p,  seine Richtigkeit ha t ,  sahen wir schon, denn 
es fielen ja m und t, auf einander. 

Lüsst man die Punkte s5s6t7t8 auch noch zusammenfallen, SG tintlet 

man sehr leicht den bekannten Satz: 
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XIV. Die harmonischen Mittel zweiter Ordnung der Pwnkte einer Geraden 
bilden eim Involution smeiten Grades, in  der die zwei harrnonischen MttteZ- 
yunkte Ecines I'oles cortjuyirt sind. Jeder der beiden Asyrnptotenpunkte de7 

bvolution hat cin Paar, mit dem andern Asyrnptotenpunkte zusammen- 
fullender harmonischcr Jitielpunkte sweiter Ordnu~g. Die beiden Asyrnptoten- 
punkte stellen demnach zusammen zwei Doppelvieren dar. 

m i r  wenden uns nnn zur Beantwortung der Frage, wie viele Punkte- 
p a r e  einer Doppelvier reell sein müasen. Eine Doppelvier ist durch zwei 
Punktepaare s,t, und sstG bestimmt, und diese nehmen wir als reell an. 
Zunachst ist ersichtlich, dass von den beiden anderen Paaren die Punkte 
f,t, zugleich mit s,s, recll sind. E s  sind j a  t7t, die Schnittpunkte gewisser 
Tangenten eines Kegelschnittes mit einer Geraden, und diese Tangenten 
sirid eben mit s7 und s8 zugleiçh reell. s7 und s8 konnen auch nur gleich- 
zeitig imaginiir werden, da sie als Doppelpunkte zweier projectivischen 
Punktreihen definirt worden sind, ebenso t7t8. 

Für  die nachfolgende Untersuchung wird es aber von Vortheil sein, 
wenn  wir s7s8 als die Asymptotenpunkte einer Involution ansehen. Es sei 
zu dem Zwecke z5 definirt durch die Gleichung 1) . .. (s6 tS s6z5) - 2. Wir 
hatten früher gesehen, dnss 

oder 

a. h. 

(t& s7ss) = - 1. 

(t, z, s, s,) = - 1 

würden wir ebenso erhalten, wenn a i r  gesetzt htitten 2) ...( s,t,s5c,)= - 2. 

Wir sehen also, dass s, s, die Asymptotenpunkte einer Involution 

zweiten Grades sind, von welcher t5r5 und t,z, conjiigirte Punkte sind. 
Bus der Gleichheit 

1 
(t5s5s6Zj) = (t,s,s,z,) =p - - 

2 

folgt librigens zugleich, dass z5z6 conjugirt sind in der Involution 

S 5 S 6 ,  t5 t6 9 Sï S8 i 

Die vier Buchstaben ~ ~ ~ ~ t ~ t ~  k6nnen auf 24 vorsehiedene Arten hinter 
einander geschrieben werden, von denen je zwei für uns gleichwerthig sind, 

welche dieselbe Anordnung der Buchstaben, nur in umgekehrter Beiherifolge 
bringen. Wir  wenden uns zucrst zu den vier Anordnungen, in donen sbsa 
ron Einem der Punkte t5t6 getrennt werden, niimlich: 

2 * 
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s5 t5 '6  

S5 t;s6 t5 
SG t5 s5 t6 

S,  tô s5 t5- 

Die durch die Punkte s5s,, t 5 t6 ,  r5z, bestimmte involution ist dann 
elliptisch, folglich (S c h r 6  t e r ,  Kgsch. pag. 57) ist  die Involution t5z5, t6râ 
hyperbolisch, ihre Asymptotenpunkte s7s8 sind also reell. 

Untcr den acht Cornplexionen, in  denen s5s6 nicht von Einem der 
Punkte t5t6 getrennt werden, heben wir zunachst diejenigen vier heraus, in  

denen s5t6 niüht von Einem der Punkte s6t6 getrennt werden: 

Wir  w ~ r d e n  sehen, dalas von diesen vier Verhindiingen dasselhe gilt, 
wie von den ersten, nur ist der Beweis ein anderer,  wollen ihn auch der 
Kiirzo halber nur  für eine Verbindung durchführon. 

Die Gleichung 

2 )  (s6 t, s, 7,) - 2 
ergiebt 

1 
(s5 s6 t6 zo) = - 

3 
oder 

3 
3 . sf, t6 S5Z6 
-- - - - 

'6'6 ' 
ebenso 

3 . .Y, t, s, c, - P. 
s5 t5 s5 

Ebenso folgt aus 2) 

4) 
1 .==s* - - 
2 tfis5 tii t6 

1 s 5 s 6 - s 5 = 5 .  - -- . 
2 t5 s6 t 5 ~ 5  

Nehmen wir z. B. die Complexion s5.s,tct5. Hier ergjebt das Kriterium 

SJ %6 
- 

3) > 1, d. h. z, und z, liegen nicht zwischen s~s,; .  Kriterium 4) ergietit 
SG Z6 

d. h. z, liegt zwischen s6t,, und z5 nicht zwischen s,t5. Wegen der hyper- 

bolischen Involution s5s,, t5 t6 ,  z5 t6  kann demnach z, entweder zwischen dem 
Mittelpunkte m der eben genannten Involution und t,, und dann z5 reclits 
von t, gelegen sein (wir denken uns s5s , fq t5  von links nach rechts ge- 
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*ichtet), oder es befindet. sich z, zwischen m und s,, und d a m  z5 links 

vnn s5. In beiden Fa l len  trenrien sich die Punktepaare t5z5 und t6z ,  nicht, 
bestimmen also eine hyperbolische Involution, deren Asymptotenpunkte s,s, 

,ornit reell sind, und je einer zwischen s5s6 und t5t6 sieh befinden. Die 
I'unkte t, und t, liegen daher  beide znrischen s,t, 

Es bleiben uns noch  vier Complexionen, in denen jedes der Paare s,t5, 

s,t, durch Einen P u n k t  dos  andern Paares getrennt wird. Es sind dies 
die Verbindungen 

s, t, t ,  s, 

Ss S5 t5 
t ,  t 5  s, sf ,  
ta S, S5 t,. 

Wir werden seheri, dass hier die Punkte s, s, sowohl reell als 
imagingr sein konnen. Rezeichnen wir wieder mit m den Mittclpunkt der 
Involution s j s6 ,  t5to , Z ~ Z , ,  so kt 

n2Tj S 6  z5 s5 z5, 
- - - .--- - 

mt, s 6 f o . s 5 i 6  

Behandeln wir ~ u n a c h s t  die Complexionen süs5t6t5 und tg t5s6s5 , bei 
denen m zwischen den  boiden mittleren Punkten gelegen sein muss. Für 

mr 5-5 z5 
die Lage s6s5t,f5 is t  -5 > 1. ES ergiebt Kriterium 4) -- < 1, d. h. z5 

t6 t5 
Iiegt zwischen .sf,t5. 

Es sind demnach d i e  vier Lagcn moglich: z,s, s5z,mt6t5, ~ ~ ~ , r n ~ ~ ~ t , t ~ z ~ ,  

s,s,mf,z,r,t5 und s6s,rrct,z, z5t,. I n  den drei ersten Pallen ist die Involution 

t,z,, isz6 elliptisch, < 1 und s,s, imaginar, im vierten Palle aber hyper- 
mz6 

W l  T 
bolisch, 9 > 1 und s,s, reell. 

nz z, 
Bei der Lage t,t,s,s5 und den beiden noch restirenden ist der Beweis 

Zhnlieh. Wir sprechen gleich das Resultat aus: 

XV. Arzd zwei Pur~ l i t cpanre  s,t, w n d  s,t, eilzcr L)oppel?;ier reell, so . h d  
die oier I u ~ ~ l c t e  der beiden antlem Paare entweder gerneimchaftiich reell oder 
gcw~einschaftlich i m a g i n ü r .  B e r  erste Full tritt stets eira, wenn dus Paar s5e, 
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22 Ueber Reihen harmonischer Xittelpunkte vom zweiten Grade. 

vort E i n m  der Punkte t5t, getrewnt wird. W e m  diese Trennung r~icht 
slattfindet, so tritt dewnoch der erste Full ein, sobuld dus Puar a,t, 
nicht von Etnena der Punkle s6t6 getrenlzt wird. Wenn jedoch sjt, von 

W n e m  der Pun7cte s,t, getrennt werden, so konîzen beide Fülle eintrelen, 
namlich der erste, wenn die Quotienten 

tntweder beide grossw oder heide kleiner ais Eins sind; s0n.d fi.ndet der i?wcite 

Full statt. . 
Es  bleibt noch z u  beweisen, dass, wenn die Punkte s7s8 reell resp. 

imaginiir sind, dies auch bei den Punkten t7t8 der Fa11 i d  und iimgekehrt. 

Wir  suchen zu dem Zweck &ne Involution her~ustel len,  deren Asymptoten- 
punkte t,t, sind. Es  mi 

5, ( ~ 5 ~ 6  G5t5) (% %id - - l ,  
wo z5 die obige Bedeutung behalten soll. Aus der Gleichung 1) folgt leicht: 

Daraus Gndet man einfach 

(s,65s5t5) = c55t5sF>t7) $ (s6t6s5t7). 
Setzen wir noch 

6> ($6 ' 0  G6 t6) t5 ~ 6 ~ 6 )  = - i 

so ergiebt sich leicht, dass 
S 5 S 6 i  tStF> '5'6 > '5% 

eine Involution hilden. n a h e r  is t  dann 

2 = (s, t5 65 t 7 )  + ( ~ 6  16% t , )  , 
- 1 = (s5 ci,t,t,), 
- 1 = (S6 G6 t7 &) 

würden wir ebenso aus der Bedingung 6) erhalten haben. 
Es  sind also t,t, die A ~ ~ m p t o t e n p u n k t o  einer Involution zweiten 

Grades, von der S5+, v d  S ~ G ~  conjugirte Punkte sind. 
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Von Dr. R E ~ E O L D  SLAWYK. 23 

Die Gleichungen 5) und 6)  ergehen aber leicht 

('5 ' 6  ' 5  '6) = (6 '5'6). 
Die Involution t,z,, t 6 s 6 ,  deren Asymptotenpiinkte s7s8 sind, ist  aber 

elliptisch oder hyperholisch, je nachderri (tSt6z5zG) positiv oder negativ ist, 

ebenso bei ( S ~ S , G ~ G , ) .  Daher sind t,t, zugleich mit s,s8 reell oder h a g i n g r  
und iimgekehrt. 

Die Gleichungen 1) bis 4) verhelfen uns auch zu einer zweiten 
Construction einer Doppelvier, welcho bis auf oinon (übrigens nnr dor 
Beqiiemlichkeit wegen verwendeten) Hilfskreis linear ist. 

XVI.  Aufgabe.  GegeOera scien auf der Geraden 4.4 die Pudtepaare s,t5 
und s 6 t ,  ciner Boppelvicr. Gesucht werden. die 'beiden anderen Paare sï4 
ulzd s8tE 

A IL f l d  ,sung. Rc~chrcibe ?cher fi5s6 al.$ Burchmesser den. K r e i ~ ,  eïrichte 
In srincm Nittelpu& senlrrecht auf @ den Durchmesser g h .  verliingere ihn 
uber g um sich selbst bis k ,  bestimme die Punktc 

m,-(ksfi,  gt,), m-(ks5> gt,), 
n,= (hs,, s6m,), n5= (hs5, s6m6). 

Arcnne T,T,N,N, die Schnittpunkte des Kreises mit der, Geradem gt,, 
g t 6 ,  gn,, g n ô  resp., lege vorn Pulzlcte (N,T,, N,S6) an den Kreis die Talz- 
gtnlela mit den Berührwgspunkten S,S, und schnezde @ in s, und s, durch 
gS, und gS,. 

Restimne h = ( s ~ S , ,  s6S8) und sçhneide den Kreis zn T, und !Cs durch 
bT5 resp. b T,, dann ist 

t,= (a, gT,) und t,= (65, gT,). 
Der Ueweis für diese Construction ist der folgende. Nennen wjr noch 

l5 den Schnittpunkt von m,s5 mit der Tangente in s,, dann sind folgende 
harmonische Strahlen vorhanden: 

oder auch 

Daher 

Projicirt man die vier Strahlen auf m5s5, so p e b t  es (~,lz,s,m,) = - 2, 
und wenn man diese Puukte, unter donen also 

v5 = (m,s,, s,g) 

ist, noch von g auf 8 projicirt, so giebt es 

(s6r5s5t,) = - 2 ,  
ebenso 

(ss zs ss t,) = - 2 , 
wobei z. B. 
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7; = gn,) 

ist. -cg und t6 sind also die in Gleichung 1 )  und 2) auftretenden Punkte. 
Xatürlich ist dann auch 

(s, AT5 s, T,) = - 2 ,  

und es folgt der R e d  der Construction aus der bekannten Methode, nach 
der man eine Involution auf einem Kegelschnitt construirt (S  c h  r 6 t e r ,  
Kgsch. pag. 51). 

Im Anschluss a n  Satz X dürfen wir  ferner den Satz aussprechen: 

XVII. Zwei auf eilzalzder liegende Reihelz harmonischer Jiitfel zweiter 
0rdnun.q haben eilze Ilo~peluier gemeinsmn. 

Die weitere Begründung desselbeu is t  ixu Satx X I I  enthalten. 

6. Wie in jeder ein-zweideutigen Ueziehung giebt es auch in einer 
Reihe harmonischer Mittel zweiter Ordnung drei Punkt,e a, a,a,, deren jeder 
ein Paar  entsprechender Punkte s t  vorstellt. Wir  betrachten irgerid zwei 

derselben, a,a,, als zwci P a a r  Punktc einer Doppclvicr; sind nun s,t, uud 
sSt8 die beiden anderen Paare, so finden die Involutionen s tat t  

fl1.77, ~ Z % I  al41 %tB, 
a,s,, ais7, a,t,, a,t,. 

Dies ist nur moglich, wenn al mit dem einen Paare ,  etwa s,t,, und 
a, mit dem andern Paare s8tB zusamrnenfillt. 

XVIII. I n  ciner Rcihe hnrnzonisc7zer Xittel swciter Ordnwng ercignet es 
sich am Allgewteinen dreimal, dass ein Punkt a sein eigenes harnzonisches 

Mittel zweiter Ordmumg iis. Diese drei Pufilite a,  vola dcnerz mindestens Einer 
reell sein rnuss, heisselz die ,,Doppelyunkte" der Reihe. liyend szoez derselbelz 
stellen eirne Uoppelviw vor, von welcher in jedem Punh-ie a ewei Puar Puniiie s t  

vereinigt sind. 
Die Punkte a ergeben also, als Punktepaare einer Doppelvier auf- 

gefasst, kein viertes und fiiuftes Paar  Punkte,  aus denen wir die Reihe 
nach den Siitiien XII und 1 construiren konnten und doch is t  die Reihe, 
wie wir zeigen werden, durch die drei Punkte cc beutiirimt. E s  ist 'dies 
analog der Involution zweiten Grades, welche sich a m  den Asymptot,en- 
punkten allein vermittelst Doppelschnittverhaltnissen nicht herstellen lisat, 
sondern erst mit Hilfc des hIittelpunktcs der Involution. W i ï  nerden uns 
daher nach ejner andern Construction umsehen müssen. 

Die Formel auf pag. 17:  

giebt fü r  s5 = t6 = ai, S, = fs - az ,  s7 = t7 = as selir leicht 

1) O = ma, + ma2 -1 mu3. 
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Ebenso erhlilt man aus dor Formel VI  auf pag. 7 :  

sofort 
ma,, . a, a', 

2 = 1, mag2  - ms, 

worin al und a', dio harmonischon Mittel zweiter Ordnung von a, sind; 
iihnlich @ter al2 und uts. 

3 .ma, .a ,a ' , -3nza ,2-  3n2s12. 

Aus der Formel auf pag. 17  folgt aber 

3 . rns," mal2 + ma,  . ma,  + ma,2. 
Daher 

3 . m a ,  .a2ar ,  -a,a,.  usa,. 
Ebenso 

3 . nzn, . a3ar, = a,a, . a,a, 

und (u,a,a, a',) - -- 1 ; ebenso 

2 )  (al us a, u t2)  = - 1 
(al a2u3 al3) = - 1. 

E'erner giebt Satz VII: 
s,t . s6s mt5 . s .sr5  
- - =-- 

s5s . s , t  rn t6 . s s r6  
sofort 

mu,  . sa', 
(a, a, t s) = --- . 

ma2 . sar, 

Aus derselben Formel VI1 folgt aber fiir s = t = a, 

Daher 

und 

Somit ist 

.a3& - 
ma, a,arl 

(a,  a, t s) = (a', a', a, s) 

(a9 a2 t s) = (a', a', a, s). 

(a, a, t s )  (utz u', af3 a3) + (a3 a, t S) (a', al3 a', a ,)  = (a', a', a', s) + (a', a', a', s) = 1. 
Wegen der Involution 

alal,, %a's> fl,ar, 
und wegen der Gleichungen 2) is t  daher 

(.q t a, a,) + jst a, a,) = -- 1 

3) (sta,a,) + (sta,a,) = - 1 
( s t a , ~ , )  + (sta,a,) = - 1. 

XIX. Sind ala,a3 die Doppel~urikte einer Reihe harrnonischer Mittel 

zweiter Ordnung, so gehort zu jedem derselben, z. B. zu a, noch ein zweiier 
Punkt a',, welcher mit a, die beiden harrnonischen Mittel zweiter Ordnung von 

a ,  vorstellt. Die Punkte a,a', und a2a, sind harmonisch gelegen. Sind über- 
haupt st ein Paar  entsprechende Punkte der Reihe, so besteht die Gleichung 
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(stala,) + ( ~ t a , ~ , )  = - 1, 

i n  der man die Indices beliebig vertauschen darf. Die Reihe ist durch dio 
drei Doppelpunkte bestimnit. 

Dieser Satz is t  allbekannt. Die letzte Gleichung kann man unter der 

Form schrcibcn 

3 1 1 1 
= 

s f  sa, sa, sa ,  

I n  dieser letzten Form ist sie die bekannte Gleichung von P o n c e l e t  
a u s  dem Jahre 1828 (Mémoire sur les centres des moyennes harmoniques, 
Crelle's Journal Rd. 3). Wir haben dalier auch im Saln XII die Namen 
çewzhlt,  welche i n  der dcutschen Uebersetziing ( p g .  16) der Introduzione 
von H. C r e m o n a  eingeführt worden sind. 

d u s  dem letzten Satze ergieht sich nun folgende bekannte* Con- 
struction der Punkte st:  

Es  seien die drei Doppelpunkte ala,a,, einer Reihe harrrioriisciuer Mittel 
zweiter Ordnung auf der Geraden @ g e g e h n ;  lcgt  man durch dicselben 
droi beliebige gerade Linien, so schneidet die Polare eines Punktes s der 

Geraden @ in  Bezug auf das Dreiseit die Gerade @ in  dcm entsprechenden 
Punkte t. 

Es seien namlich g,g,g3 die Ecken dieses Dreiseits und z .  B. g,g,n, in 
gerader Linie. Die Linien sg,, sg,, sg, treffen die Gegenseiten des Drciecks 

glg,g, in  drei Punkten. Construirt man zu diesen und den jedesmaligen 
Eckcn des Dreiecks die vierten harmonischen Punktc,  so liegen diese drei, sich 
so ergebenden vierten harmonischen Punkte auf einer Geraden (5, welche 8 
i n  t schneidet und die Polai-e von s in Bezug auf das Dreieck g,g,g, ge- 
nannt wird. Siimmtliche Goraden umhüllon bekannt,lieh eincn Kegcl- 

schnitt E, welcher die Seiten des Dreiecks berührt. Die Berührungspunkte 
a d  demselben sind die Punkte h,lz,h,, welche zu den Punkten a,a,a, und 
den jedesmaligen Ecken g harmonisch zugeordnet sind, z. B. 

(a,h,g,g,) = - 1. 
Dabei liegen bekanntlich 

'IhZh3, a2h1h31 a,h'lh2 
je  i n  einer Geraden. 

Es  kt ersicbtlich, zunachst, dass dom Punkte s = a, der Punkt t = al 
entspricht, ebenso bei den beiden andern Doppelpunkten. Die Polare g,h, 

von ul f ü r  K schneidet ferner @ in  dem Punkte a',, fur welche die Be- 
dingung best,eht 

(uz a, a, a',) = - 1. 

* D u r è g e ,  Die ebenen Curven dritter Ordnung 1871, Nr. 291. 
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Die Polare X' von a', in Bezug auf das Dreieck 9,g2g3 geht aber 

durch a,, weil (a,hIgzg,) = - 1 ist. Diese Polare 5' ist  also die zweite 

Tangente, die man von a, an den Kegelschnitt R legen kann. w i r  sehen 

deuinach, dass dem Punkte s = all der Punkt  t = a, entspricht, was 
iihnlich bei den beiden andern Doppelpunkten xutrifft. 

Diese Construction der Reille aus den drei Doppelpunkten ist aber 
nur so lange anwcndbar, als die drei Doppelpunkte ala,a, reell sind. 
Wir brauchen daher noch eine ailgemeinere Construction, welche gestattet, 
st zu beçtimmen, wenn a, ieell  gegeban kt, und zugleich eine Involution A, 
deren (reelle oder imaginiire) Asymptotenpunkte a,a, sind. 

Zuriachst eiue Vorhemerkung, In  einer Doppelvier seien si, = t5 = a, 

und s,t6 gegeben. Wie liegen tlann die beiden andern Punktcpaare? Das 
eine der restirenden Paare,  etwa s 8 t 8 ,  muss mit a, zusamme~ifallen, denn 
es existirt eine Involution s,s,, t,t,, t7t , ,  S, s,, welche in diesem Falle 
parabolisch wird. Das andere Paar  s,t, bestimmt sich dann aus den 
Gleichungen im Satz XI: 

(t,  s6al s,) = - 2 ,  
(ss tsla, t,) = 4. 

Bus der Relation 
(s, f, a, a,) + (s, t6 a, a,) = - 1 

folgt aber 
O - ( s s t s  66 a,) + (s, t, ci6 a,) + (.r,t6 cifi as)  

für jeden Punkt  G, von @. Nehmen wir insbesondere a n  

oder 
(a2 a3 s 6 d  = - 1 

2 = ('6 t6 ' 6  a2 j + ( ~ ~ 4  6 6  4, 
so ergiebt sich 

(t,s,a,ci,) = - 2,  
d. h. s7 und 6,: sind identisch. 

X X .  Finden sich in einer Doppeluier eilz Doppelpunkl a und ein Paar 
Punkle s,t,, so fallt von den beiden aadern Yaaren das eine nach a ;  dus 

andere s,t, ist bestimmt durch die Bedingumgert 

(sit,s,a) = - 2 ,  

(qt,at,)  - 4, 

m d  e,c sind B, S, ein, Paar conjugirte PunBfe der lizvoiutim, derm Asym- 
ptotenpwnkte die beiden andern Doppelpunkte a sind. 

Es  seien nun zuniichst a,a,a, reell, und wir behalten die Bezeich- 
nungen bei, die wir bei Ableitung der Construction XIX eingefiihrt. Wir 

nennen noch 5 die Gerade a,g,g, und ri den Punkt  von @ = a,a,a,, 
welcher i n  der Involution A (mit den A ~ y m ~ t o t e n p u n k t e n  a,a,j dom 
Punkle s conjugirt ist: (a ,a , s~ )  = - 1. (S. lithogr. Tafel Fig. 1.) 

Die Construction der Geraden G ergiobt, dass der Punkt  Z' von 5, 
in welchem sich 5 und C5 schneiden, in Bezug auf g,gS harmonisch zu- 
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geordnet is t  zu dem Punkte F, = (S, gl.s). Es  liegt also Z auf dem 

Strahle g, ci, d. h. die Geraden 6 und der Strahl g, G schneiden sich auf 2. 
Ferner construiren wir die zweite Tangente Zr,  welche sich ausser X 

sus u, noch an K legen lgast, und welche dem vorhin erwiihnten FunMe a', 
entspricht, bestirnmt durch 

(a ,  a, a, a',) = - 1. 
Nennen wir noch 

8 = a,g, 
2 = alh2h3, 

so ergiebt sich, dass die vier Strahlen 

vier harmonische Strahlen sind, weil h,& die Berührungspunktn des oftors 
erwiilinlen Kegelschnittes K bedeukri, welcher 5 ,  Zr, g1h3 und g1h2 tangirt. 

Dasa ausscrdcm 

vior harmonischc Strahlen sind, folgt aus der Lage der Punkte gah ,  denri 

(g1g3a2h2) = - 

Die Gerade G schneide 2' in S und 2 in  I Z .  Ans R liisçt sich ausser 

f3 noch eine zweite Tangente 6, a n  den Kegelschnitt K legen; ihr Schnitt- 

punkt x mit 5 muss zu 2 harmonisch zugeordnet sein in Bezug auf g,gs, 

weil 2 die Polare von y, fü r  K ist. Es ist also auch g, ( a A u , ~ x )  = - 1, 
d. h. x fallt mit S, zusammen 

6, = KS,. 

Die Gerade G, schneide forner 5' i n  2,. Wir wollen nun zeigen, 

dass die Geraden SS l  und ZE1 sich in  gl treffen, d. h. dass g1sSS1 und 

gl G Z Z ,  zwei gerade Linien sind. 
Dem Kegelsçhnitt K i ~ t  das Vierseit 2 2 ' G G ,  umschricben. Die 

Diagonale 2 desselben is t  also die Polare des Schnittpunktes (SS,,  2ZL) 
für  jeden dem Vierseit einbeschriebenen Kegelschnitt, z. B. für K, daher 

s, = (Z.? 9 SS,). 

Daniit ist  denn eine Construction von t gewonnen, die auch für den 

Fa11 pa.sst, dass die Involution A olliptisch, d. h. a,a, imaginiir werden. 
Wir ziehen die Gerade 23 beliebig durch a, und nehmen auf ihr irgend 

einen l'unkt gl an. Ebenso aillkürliüh ziehan wir durüh u ,  die Gerade 5, 
hestirnmen 2 so, dass 

u1 (%X@2) = - 1, 
und Sr 80, dass 

a, (8UZX')  = - 1. 

Ferner ziehen wir von gl nach zwei conjugirten Punkten SG der In- 

volution A Shahlen,  welche 55 in S 1 2  und %' i n  82, treffen. Die Linie 
28 schneidct dann @ im vcrlangtcn I'unlite 1 ,  und ZIS, trifft @ ebenso in 

dem zu G gehorenden Pol  z. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Von Dr. RE~NIIOLD SLAWYK. 2 9 

Damit die Vorbemerkung XX noch mehr als die Giundlage hervor- 

tritt, auf welcher die gefundene Construction beruht,  projiciren wir noch 

die Schnit tpunkt~ von G mit  den Strahlon 85@25' von g, nus auf @. 
Setzen wir 

= ( ' 3 9  %R), 
so erhalten w-ir 

- 1 = (sciaIr), 

- 1 = (a,urt), 

oder, mit Weglassung von r ,  
- 2 = (stria,). 

Die l e t ~ t e n  Gleichungen bezeugen uns auch, dass stets derselbe Punkt  t 
resultirt, wie wir auch die Constrilctionselomcnte g i 8 5  wahlen mogcn. 

Aus der Gleichung (a,a,su) = - 1 folgt wieder 

daher 

- 1 = (sta,a,) + (stu,a,). 

Wir haben also auch wirklich eine Reihe harmonischar Mittel zweiter 

'Irdnung vor uns. 

XXI. Eine Reil~e harmonisclwr nlitlel twciter Ordwng uzcf dem Trüger (4 
ist durch eznen re~lle~a Doppelpun7ît a, und durch eine Involution A besfimmt, 

deren (reelle oder ,imngimire) Asy~qlolenpudi~e die beiden anderen Doppel- 
pun7;tc si,w,d. %u irgcnd einern Ptmkte s t1on (3 fin& man seinen Pol t 
folge.ndermassen. Man le@ durch a, die beiclen wilikiA~1ichc.n Geradelz 8 und Z 
und zieht dzcrck a, die Iinielz 2 und 5' als vierte harmonische ~l'tralzle~ unter 
den Bediqungclz a, (8582) = - 1, 

al ( % 2 X X r )  = - 1; 

wüldt man ferrzer auf  % eincn ticliebigen Pumkt g, wnd zickt riucl~ zwei con- 
jugirfcm P ~ ~ n k f e n  s~ dr r  Inaolution A die Stral~len g,s uwd plu so, dass 

so ist drr Punlct Z = ( X 1  glu). S = = ( X f ,  g,s), 

t =(@, SE) 
der u~rlangle. 

Wte nznn cruch dte Elpnzrnte 8 5 g ,  alzncltmcn nzag, immcr resu2tir.t fiir 
delzdbtra Pu.nht s dc~srlbc I'unkt t. Pur ilin bestcht auch die Gleichnq 

- 2 = (stua,). 

7. Wir hahen gesehen, dass die haruioriischen Mittelpunkte zweiter 
Ordnung ss' der Punkte t eine Tnvolution :J bilden, es sol1 diese Involution 

hergestellt werden, wenn der l)oppell)unkt a, und die Involution A mit 

den D o p p ~ l ~ u n k t e n  a2a3 auf 8 gegehen sind. Wir riehen wieder die 
Geraden 8 2 X <X' und haben unter Beibehaltung der vorherigen Bozeichnungen 
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30 Ueber Reihen harmonischer Mittelpunkte vom zweiten Grade. 

den Punkt  t als den Schnittpunkt oiner Geraden 6 mit @ gefunden, welche 
Gerade Tangente eines Kegelschnittes K war. Die Tangente 6 hing in 
bestimmter Weise von dem Punkte s ab. Durch t gehen aber zwei Tan- 
genten G und g' a n  K ,  und es hange G' i n  derselben Weise vom Punkte sr 
der Geraden 8 ab,  wie G von S. Es schneide (5 die Geraden ?S und S' 
resp. in 2 und S ,  6' entsprechend i n  2' und SI; dann i s t  

wührend 

die i n  der ~nvolut ion A zu s resp. s' conjngirten Punkte bedeuten. ss' sind 
d a m  conjugirte Punkte der Involution J. 

Die Involution J hat  üwei Asymptotenpunkte. Um dieselben zu erhalten, 
milss man i n  den Schnittpnnkten ii' von @ mit K dio Tangenten an K 
legen. Punkt  D - (SZ', 8 ' 2 )  

ist  der Pol  von @ für Ir'; die besagten Tangenten Sind also in und i'B. 
Sie mogen 2' in  i und i' schneiden, die Schnittpunkte von '3 mit g,i und 
g1i1 sind dann die gesuchten Asymptotenpunkte der Involution J. 

Wo liegt nun der Schnittpunkt (ii', ir i )? E r  liegt ervtenv auf' der 
Polare Da', von a, für K. Besagte Polare trifft aauch g,,-da a, auf der 
Polaren 2 von g, in Bezug aiif K gelegen ist. Ausserdem is t  aber Punkt 
(ii', i'i) auch noch 'zu D in Bezug auf url und 1 harmonisch, wenn wir 
mit 1 den Schnittpunkt von 5' mit der Geraden g, a',D bezeichnen. Denn 
setzen wir 9 = a, D, so is t  

1) al (@'@ZX1) = - 1. 

Wir hatten aber früher die Doppelverhiiltnisse 

2) a, ( % 2 S S 1 )  = - 1 
und 

3) a, ( ! 7 3 5 8 C )  = - 1. 

Aus 1) und 2) folgt, dass folgende von o , ~  ausgehende Strahlen in Involution 
stehen: 

S S ' ,  a@, '$32. 
Daher ist  

al ( e s r % q m )  7r; a, (5'5@2D!p) 
und speciell 

al (!73%@2) = al (@%'%p). 
Folglich ist nach 1) 

4) a l (@S '%$)  = - 1. 
Es muss daher Punkt (ii', i'i) auf % gelegen sein, d. h. 

gl = (ii', i'i). 

Somit sind ii' die Asymptotenpunkte der Involution J, d. h. die Involution 

ist diejenige, welche , ,der Geraden 8 in Bezug auf K zugeli6rtu (Bchro ter ,  
K ~ s c h .  pag. 140). 
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Nemen wir nun 
m = (8 ,  82') 
n = (a, SZ'), 

dann ist noch 4) 
( D l z n a ~ )  = - 1 

und wegen 1 )  
( D m S z ' )  s - 1. 

Projiciren wir die genannten Punkte von g, auf a ,  so erhalten mir 

1st nun als  und die Involution A gegeben, so findet man nach einander 

die Punkte a ' , m ~ ' s ' .  ( S .  lithogr. Tafel Fig. 2.) 
XXII. Die Itarrnonischen X i t t e i  zweiter ' 0 r d n z m j  s sr der Pumkte t eincr 

Geraden (Li bilden eine Involzctiolz J .  1st von der R e h e  e in  reeller Doppel- 
punkt a, und die ~nvolzction A gegeben, deren A s y m p t o t e ~ p u n k t e  die beiden 
andern Doppelpunkte a,a, s ind ,  so kanrz m a n  die Involutiolz J folgender- 

massen cmstruiren.  
1st die Involution A hyperbolisch, BO l ~ g e  man durch a,a,a, drei 

beliebige Gerade, die ein Ureieck g,g,g, bilden und construire au€ jeder 
Dreiecksaeite 211 den beiden Ecken g und dem jodesmaligen Punkte a den 
vierten harmonischen, a zugeordneten Punkt h. Dem Kegelschnitte K, 
welcher die Dreiecksseiten in den Punkten h beriihrt,  gehort auf der 
Geraden 8 die geforderte Involution J xii. 

i n  jedenz &'alle findet m a n  z u  einevn gegebenen Punkte  s den conjugirten 
s' folgelzdermnssen. M a n  1cgt durch a, S e  willkürlichen Geraden 25', zieht 
dzcrclz a, dze L i n i e n  9 u n d x %  als vierte hurmoniscke Sivaidem unter  den  Be- 
dingwngen a, (55'@!$) = - 1, 

ai (82'51523) = - 1, 

wühlt a l ~ f  23 ei-nen beliebigen Punkt g, u n d  zieht von g, lzach den Pulzkten 
s w d  a',, ,u~elcher letzterc au a, in der lnvold io lz  A conjzigirt i s t ,  Strahlen, 
so dnsr 

S = (XI, & " ) l  = (P. glall) 
wird , î m d  corastruirt 

2' = (2, D S ) ,  6' = (8, g l z 1 ) ;  

dann ist der zu G' in der Involution. A conjugirte Pun7ct sr der gesuclifc. 
+Vie m a n  ULLCIL die Elemente S X ' g ,  anneiimen mag, immer  resultirt für 

denwllien Pur& s derselbe Pu?& s'. Bestimmt m a n  die vicrten 8armonisehcn 
Pun7ite m u n d  G' unter den Bed inguwpn:  

( a l a ' l s m ) = -  1, ( m a r 1 s d ) = -  1, 

so ist der 221 G' ilz dey Xnzjoizction A cunju~givte Pufikt  s' der g ~ ~ u c l ~ f e .  
Statt der beiden letden Gleichungen konnen wir unter Weglassuna von 

m auch setzen ( a l , a , s ~ ' )  = - 3. 
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Die angegebene Construction des Punktes sr ha t  eine grosse Aehnlich- 
kcit mit einer von Herrn S c  h r ti t e r  golieferten (Zur Construction eines 
iiquianharmonischen Systems, Mathem. Annalen. Bd. X, pag. 42 6). Unsere 

Construction liisst sich leicht auf die dortige reduciren. 
Bus den Gleichungen 1) und 2) ist  ersichtlich, dass folgende von a, 

ausgehende Strahlenpaare in Involution sind: 

% S r ,  %pl @B. 
Daher is t  

( s s f m q )  = a, (ssqm). 
Wegen 4) ist nun 

5)  a, ( ( ? s @ B )  = - i. 

Schneiden wir die Linie 28' durch die Geraden 8 2 5 ' B P  und projiciren 
die Schnittpunkte von gl auf (SI, so erhalten wir,  wenn wir s e t ~ e n  

u= (8 ,  zq, 21 = (a, 
wegen 5) 

( a l a r 1 ~ u )  = - 1, 
wegen 2) 

(al""") = - 1. 

XXIII. Beschranken wir uns auf @  al^ Operationsfeld, so la& ~ i c h  
der Punkt  s' des vorigen Satzes noch anf andere Ar t  finden. Man con- 
struirt  den Pnnkt  u als vierten harmonischen Punkt  unter der Bedingung 

(alarl GU) - - 1, dann findet man s' aus (a1zctis1) = -- 1. Die Asjm- 
ptotenpunkte i i r  der Involutlion J sind die Doppelelemente eines :qui- 
antiarmonischen Systems der drei cyklisçh vertauschbaren Elemente ala,a,. 
Von den Involutioncn AJ k t  die eino elliptisch, die andere hyperbolisch. 

Die Schlusssatze lese man im citirten Aufsatze nach; beweisen lassen 
sie sich au0 den Gleichungen 

(iira,a,) + ( i i f a ,a , )  = - 1, 
(iria,a,) + ( ir ia,u,)  = - 1. 

Endlich ist es sehr einfach, den Pol t zu bestimmen, wenn reine 
harmonischen Mittel zweiter Ordnung s und 5' gegeben sind. Es  bilden 
die Strahlen von gl nach ES', 2'8, alt  eine Involution, woraus der 
Satz folgt: 

XXIV. 1st ein Paar Izarrno+ziscl~er illittel zzoeilcr Ordnung ss' gcgcben, 

so suclle marz die Pud i t e  GG',  welch~: den Punlit~n ssr resp. in der Imvol~utiola 
A (mit den A,yjmptotnzpunkten a,a& colzjugirt sind. U i e  Rinktcpaare s's 
wnd a J' bes1immc.n eine neue I .vo lu l ion ,  in zelcher t , der zu a, corzjugirtc 
P u n k f ,  der Pol  v o n  ssr  ist. 

8. Es erübrigt nun noch, für  irgend einen Piinkt t seine beiden har- 

monischen '\littel S A '  ohne Benutzung des Kegelschnittes K zu eonstruiren, 
immer unter der Voraussetmng, dass a, und die Involution A (mit den 

Asymptoteiipunkten a,a,) bekannt seien. 
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Die drei Punkte hl h2 h3 bilden die Ecken des Uiagonaldreiseits im voll- 
standigen Viereck g,g,g,D. Da der Kegelschnitt K die Punkte hlh,h, 
enthiilt und in ilinen die Seiten des Dreiseits g,g,g, berührt,  d. h. also auch 
diej~nigen Punkte enthalt,  welche je. eincrn der Punkte a in Bezug auf je 
zwei Punkte g harmonisch zugeordnet sind, so liegt nichts naher, als dass 
nir uns die Punkte g ,g ,g ,D  als die Grundpunkte eines Kegelschnittbüschels 
B denken und nun denjenigen Kegelschnitt aufsuchen, welcher die Pole 
von @ in Bezug auf die Bestandtheile des Büschels B enthzlt ( S c h r o t e r ,  
Kgsch. pag. 300). Auf ihrn liegen denn auch die Punkto, welche don 
Punkten von für  B conjugirt sind. Wir beweisen, dass K dieser Kegel- 
schnitt kt. 

E s  seien wieder 6 und 6' die den Punkten s und s' resp. ent- 
spreclienden Tangenten von E ;  G und G' schneiden sich in dem Punkte t 
von @, dem Pole von s und s'. Die Berührungspunkte von G und G' 
mit K seien s, und sr,. Bekanntlich erhiilt man z. B. s,, indem man den 

mit hl verbindet und G diirch h l d ,  in  su schneidet, oder i d e m  man 

di? = (g ,  S ,  hl h,) 

mit h, verbindet und G durch h,d, in s, schneidet u. s. W. Die Strahlen 
hld,  und h l s  sind aber in Folge der Gleichung 

harrnonisch zu den Strahlen hlgy  und h l g l ,  d. h. h,so is t  die Polare von s 
für den in das Linienpaar h,g,g, und h,Dg,  zerfallenden Kegelschnitt des 
Büschels B. Ebenso ist h,s, die Polare von s für  den Kegelschnitt 
h,g,D + h,glg, u. S. W., d. h. s, ist  der zu s conjugirte Punkt  in  Bezug 
auf das Büschel B ,  sr, der conjugirte xu s'. D a  nun .Y, und s', auf K 
gelegen sind, so ist  unsere Dehauptung erwiesen. 

Will man also zu einem Punkte s als harmonischem Mittel zweiter 
Ordnung den Pol  t construiren, so suche man zu s den in Bezug auf das 
Büschel B conjugirten Punkt  so und lege in demselben a n  K die Tangente, 
welche dann O in t schneiden wird. 

Die Gerade .~,s', muss als Polare von t für  K durch D ,  den Pol von 
@ für K llaufen. Bestimmen wir die PunkCe 

so rnüssen dieselben ( S c h r t i t e r ,  Kgsch. pag. 153) ebenfalls für  B conjugirt 

sein; der eine t' liegt auf @, der andere t', also auf K. Da t' auf s o D  
gelegen ist, Sind t t '  für  K conjugirt, .d. h. ein Paar  conjugirte Punkte der 

Zeitaahr. f. Mitli. u. Pliysik. X X l X .  Jahrg. Suppl. 3 
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Involution J (mit den Asymptoten ii'), auch 1nuS6 deshalb der ni t für K 
conjugirte Punkt  to auf der Geraden troD gelegen sein, d. h. 

t ,  = ( s ' , s l ,  s, s). 
. 

Die Tangenten in to und t',, sclineiden sich i n  einem Punkte zc der 
Geraden (8 (S. lithogr. Tafel Fig. 3), und es ist  daher u der Pol zu t und 1' 

als harmonischen hlitteln zweiter Ordnung. Setzen wir noch 

u' = (a, UtO) ,  

wohei also uur auch ein Paar  conjiigirte Piinkte dcr Involution d sind, so ist 

Die für K zugehorenden Polaren sind nun auch vier harmonische Stralilen 

D (S'stu) = - 1, 
und somit endlich 

(s 'stu) = - 1. 

X X I V .  Wzll man zu t als Pol die harmonischem Nittel zweiter Ordnung 

6s' conslrz~ire%, so suche mun den Pol  u von t (17atz X X I ) ,  beslimme 
die Pulzkte t' udd u', welc7ze mit t resp. u ein Paar h,armonischer Mittel 
zweiter Ordnung ausmachen (Satz X X I I  oder X X I I q  und suche cndlich die 

Asynptotenpunkte des Punktsystems, welc7zcs durch die Puare t u  und t' u' be- 
stimmt ist; dies sind dann die gewümschten Pm7ctc. 

X X V .  1"ierz.n die Ilzvolnhon A (mit den Asynq2tolen a,a,) hyprbolisch., 
also die 1nvolut& J (mit den Asyrnptotcra ii') elliptisch ist,  so gckorelz swei 
conjugirten Punliten t und t' von J je ein Paar reelle havmonische Nittel 
zweiter Ordnung f i  zzc, und es sind diese swei Paar Pmkte s vier harmolziselie. 

Ueberhaupt konnen wir nebenbei den Satz aussprechen: 
Sind a u  und x& irgend a ~ e i  Panr conjzcgirter Punkte eilzer Involulion A, 

und consfruirt man die Punf~te y und 7 unler den Redingungcn. 

so sznd y7 mieder ein Paar conjugirtw Punkte derselben Involzttton. 1st die 
fi~vctlution A elliptisch, sa exislirt ein reelies P~unklepaar x'k' derselben, fiir 

welches 

und es ist dalzn auch 
(x&x15') = - 1. 

Ist die In~olutiora A hyperbolisch, so silzd x't' imaginür. 

9. Eine Roilie harrnonischer Mittcl zwciter Ordnung ist aiich bestimmt 
durch einen reellen Doppelpunkt al und zwei Paar  entsprechender Punkte s,t, 
und s2t2. Denn die letzteren bestimrnen eine Doppelvier, die mit al zu- 

sammen fünf Punktepaare ausmacht. Man kann die Construction der Reihe 

suf die vorhergehenden reduciren. 
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a, und s,tl bestimmen eine Doppelvier, in der ausserdern noch Ein 
Punktepaar s3t3 auftritt (Satz XX); ebenso sind a,, s2t,, s,t, in einer Doppel- 

vier enthalten. Den Punkt  s:, kann man z. B. nach den Gleichungen con- 
strniren: 

- 1 = (al il sl r 3 ) ,  
- 1 = (.SI il r3 S J  , 

welche unter Beseitigung von r, die Gleichung 

- 2 = (a,  s, t, s,) 

(Satz XX) ergeben. Bekanntlich bilden dann s1s3, s2s4 sine Involution A, 
deren Doppelpiinkte a, a, sind. 

X X V I .  Ist eine Reihe harmonischer 3Iittel zweiter Ordrzung durch einen 
Doypelpnkt a, und zzuci Punktepaare s,t, und s,t, gegebclz, so bestimme 
die Punlrte s, umd s,, welche in  der Do~pelvier a, und s,tl resp. a, und  s,t, 

nock vorlcommen nach den Gleichumgen 

Uie Involutiola A, geiiildei a u s  sis, und F,s,, hat zwei (reelle oder imagi- 
niire) Asympfoien-punkic %a,, welche die beiden andern 7)oppe@u+zkte der 

Rcihe sind. TIierdurdz iis die Construction. der Reihe awf die früheren Sutze 

awilelrgeführt. 
Wir wollen noch bemerken, dass eine Doppelvier s5t5, s6t6, s,t,, s,t, 

fitets zwei Punkte a,a, liefert, wenn wir noch a, als gegeben annehmen. 
K t  der Aenderung von al und unter Beibehalturig der Doppelvier anderu 
si1.h auch a,a3. Solc'ue drei Punkte ala,a, haben aber die Eigenthümlich- 
keit, dasa, wenn man x. B. ~er rn i t~ te l s t  der Doppelvier und a, operirt, inan 
dieselben I'unkto a,ag wiedererhalt, weil die Reihe eben durch die gegebenen 
Elemente bestimmt ist. Es sind also a,u,a, conjugirte Punkte einer In- 
volut,ion dritten Grades. 

Tritt  vielleicht der Fa11 ein, dass, wenn a, die Puriktreilie durchl%uft, 
die Punkte a,a3 zusammenfallen? E s  müssto d a m ,  wenn wir a,= a,= n 
annehmen, die aus s,t, und alaz gebildete Doppelvier ein Paar  Punkte utl 
aufweisen und es ware nach Satz XX 

(s5f5aa,) = - 2 ,  
ebenso 

(s6 t6 a a,) -= - 2 ,  

weil die Eeihe durch die Doppelvier und durch a, bestimmt ist. Daraiis 
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Vergleichen wir dies mit Formel 7 Satz XI, so ergiebt sich, dass a 

sowohl mit s7 als aueh mit s8 identisch sein kann. Viermal konnen daher 
die Punkte a,as zusammenfallen und zwar a n  den Stellen s5s,s7~,. Die 
Richtigkeit der ehen gekennzeichneten Verhiiltnisse erhellt auch daraus, 
dass (XXI) die beiden Involutionen A (mit den hsymptotenpunkten a2a3) und 

J (mit den Asymptoten ii') nicht nur zugleich parabolisch werden, sondern 
dann auch die vier Punkte a2a,ii1 in  a a d  einander fallen. Von zwei 
Punkten s und s" eines Paares harruonischer Mittel zweiter Ordnung liegt 
dann stets der oine in a; sonst gchort jedem Punkte s von @ jo Ein Punkt t 
von @ zu, s und t beschreiben zwei projectirische Punktreihen; nur der 
Punkt  a hat jeden Punkt  t von @ zum Pol. 

Jedem der vier, nun bestimmten Punkte a entspricht aber ,  .wenn wir 

immer dieselbe Doppelvier festhaiten, je ein eiriziger Punkt a,. Nennen 
wir diese vier, don Punktcn s,s,f;,s, resp. zugehorendo Punkto a, nun 
b, b,b, b,, ao haben wir etwa 

(s5t5s7b7) = - 2 ,  

1) (s6 tG 8 ,  b7) = - 2, 

oder wegcn 

die Involution 

und noch fünf andGe,  durch Vertauschung der Indices zu erhaltende. nier' 
durch sind die vier Punkte b vollstandig bestimmt. 

Die Punkte b sind noch, von einer andern Seite betrachtet, interessant. 
Analog dem Verfahren von vorhin finden wir aus den Gleichungen 

Denken wir uns in der Doppelvier die Punkte s5 und t,, ebenso s, 

und t, gegen einander vertauscht, so giebt Forniel 7 ,  Satz XI:  

(t,&s,s,) = (1 + 2 (s,t ,s,t ,)).{l+ 2 (s,t6s7t,)}, 

(t5tfjs5s,) = {l + (s5fbS8tG)). {l $- (sGtfjsst5)}. 

. E s  folgt daraus, dass a, d. h. b, und b, mit J; und 4 identisch sind. 
Auch ergiebt sich dann nach Satz X I  die Tnvolution 

3, 'bt6J s5s,, b7b, 

und noch fünf andere, durch Vertausühung der Indices zu erhaltende. 

XXVII. Vertau.scht maw in einfr Boppclyier s,t,, sG t,, s, t,, s,t, d ~ e  

Punkte t mzt zhren zugehbrelzden Pwnktcn s dwgestalt, dass e. B. s5 ein t-PunLt, 
t, sein efitsprechender a-Punkt w i d ,  so kanrt man aus dcn so gebildeten 
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Punktppauren scchs Doppelcierén constrwiren. Die s-Punlite derseiben sind 
(abgesehen von den. Punliten t5tGt7t8) noch vier andere Punkte b5b,bïb8, in- 

dem derselbe Punlil z. B. b, in den drei Doppelvieren uiiederkehrt, in welchen 
das Puar s,t, nicht vorlcomnzt. 

XXVIII. Die Tripel der Boppelpunkte a,a,a, aller Reihen. harmonischer 

ïüàttel zweiter Ordnzmg, welche eine Doppelvier (s,t,, s,t,, e,t,, s,t,) gemein- 
Sam haben, bilden eilze Involution. dritter Ordnwng. Die Construction derselben. 

lüsst sich nuch Satz X X V I  azcsfChren. I n  der Involution stellen s,s,s,s, 
die wicr P1.4nlite vor, in denen zuwi conjugirfe PunTrte a dcrsclherû zusammen- 

f a l l e ~ ;  die vier drittcn conjugirten Pudite sind die Punkte b,b,b,b, des 
vorigen Sutzes. 

Wjrqerfolgen diese noch vie1 versprechenden Betrachtungen zunachst 
ni& weiler, wollen rielmehr noch eine Specialisirung vornehmen, namlich 
diejenige des Satzes XTn: 

t 5 = t  6 -  - S ï = S 8 = t ,  f 7 = t 8 = U ,  s5=S,  S6=sr. 

( tussr) - - 1. 

Es sind also s.9' dio harmonischen Mittel zweiter Ordnung von t, und 
u der Pol von t. Die Involutionen 2) ergeben, dass F, und b, unbestimmt 
werden, dass dagegen b, und Os mit ss' zugleich reell oder imaginar sind. 
Bus Involution 4): 

t,f,, S7S8, b5b6 
erhalten mir die Involution 

X X I X .  Zerfiillt die im Sr~tze X X V I I I  besproclaene Doppelvier in einen 
Punlit t, in  seine beiden har~nonischen. BZittel sweiter Ordnung asr un.d in den 
Pol u von t (Satz XIIIj ,  so werden von den dort bchandelte~ Punkten b zwei 
unbeslimmt, die bciden anderm, s und sr enlspreclzenden Purzkte b resp. br sind 
mit ssr glcichzcilig recll odcr imaginür, lie,qcn zzc t u  harmonisch und sind 
bestimmt durch die Gleichungen 

( tusb) = -- 2;  (tus'b') = - 2. 

Bildct die specialisirte Doppelvier einefi Bestandtheil eincr Reihe harmoni- 
schcr ïîfittel zwciter Ordnung, von welcher zwei Doppelpunkte mit s oder sr 
zusantmenfullen, so ist b resp. b' der dritte DoppelpuGkt. 

Strassburg  (Elsass), den 13. Juli 1889. 
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II. 

Ueber die eindeutige Beziehung von Raumen mittelst 
projectiver Ebencnbüschel und ihre Anwendung auf 

Constructionsaufgaben. 

Von 

FRAAZ FREIHERRN V O N  KRIEG 
in Sfrassburg. 

E in le i tung .  

Obwohl bereits die allgemeine ein-eindeutige cubische Verwandtschaft 
synthetisch und analytisch untersucht worden i s t ,  und viele Speciall'ille 
dcrsclben wonigstcns mit ihrcn Transformationsformeln und einigen wesent- 
lichen Eigenschaften gegeben worden sind*, so haben diese doch noch keine 
nennenswerthe constructive Anwendung gefunden; es m6gc mir dahor dies- 
mal erlaubt sein zu zeigen, wie gerade die speciellsten cubischen Verwandt- 
schaften wegen ihrer ausserordentlichen Einfachheit und Uebersichtlichkeit 
insbesonderc zu Constructionsaufgaben von Raumcurven dritter** und vierter 
Ordnung zweiter Act und Fliichen zweiter und dritter Ordnung aus gegebenen 
Stücken sehr geeignet sind. Diese Constructionsaufgaben losen sich imrner 
i n  der Wcise, dass sie auf bekannte oder wenigstens bekanntere algebraische 
Probleme zurückgeführt werden.*** A u g u  s t ha t  g-ezeigt, a i e  die Flaclie 
dritter Ordnung durch duploprojcctivische Rcziehiing als Rild einer Ebcne 
aufgefasst werden kann. Es kommt dies geometrisch darauf hinaus, dass 
man beliebig gelegene drei Yaar Ebenenbüschel nimmt und jedes Paar 
projectiv in sich bctziehtJyj- 

Nenne ich die Ebenenbüschel nach den Axen s,sf,, s2sf,, s , ~ ' , ~  so 

sol1 s, fi s',, s, 7\ sr,, s, fi sf, sein. Durchlauft der Schnittpunkt dreier 

* No e t  h e r , Mathem. Annalen, Bd. 3 ,  eindeutige Raumtransformationen. 
C r  e m o n a ,  ï'heorie der Oberflachen. 

** Vergl. S turm'e  Untersuchungen iiber Raumcurven dritter Ordnung. Cr elle,  
Bd. 50. 

*"* Wegen der Zahl der Losungen verweise ich auf Schuber t ' s  ,,Abz%hlende 
Geometrieu. 

+ A u g u s t ,  IXsqiiisitiones de superficiebus tertii ordinia, Berolini 1862. 
H- S t u r m ,  FLchen dritter Ordnung, pag. 44. Lpz. 1867. 
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Ebenen von s,s2s, eine Ebene, so beschreibt der Schnittpunkt der drei 
entsprcchenden Ehcnen, welche durch s',s',sr, gchen, eine Flache dritter 
Ordnung. A u g u s t  studirt nun die Fiache dritter Ordnung mit Hilfe 
dieser Abbildung, die e r  sich mit seiner Duploprojectivit~t herstellt. 

Doch i s t  die raumliche Verwandtschaft. die durch diese Abbildung 
gegeben is t ,  noch kaum eingehend studirt worden*, und es is t  dies viel- 
leicht darin zii suchen, dass auch diese Verwandtschaft wegen ihrer Com- 

plicirtheit noch keine besondere Vernendung finden konnte. Ich werde 
dahcr auch nicht lange bei diescr sllgemeinen Verwandtschaft, welche die 
Willkürlichkeit der Axen der Ebenenbüschel voraussetzt, selbst verweilen, 
da insbesondere durch das AufLreten von Baumcurven dritter Ordnung, die 
eine hesonders singulare Rolle fipielen, nur  fern liegende Prohleme ihre 

Losung finden konnen. 
Violmchr will ibh nur vier Specialfüllo einer niihcron Untersuchung 

unterziehen und diese diesmal nur  zu Conetructionsaufgaben verwenden. 

Es wird sich aber im Laufe der Untersuchung recht deutlich zeigen, wie 
diese speciellen Verwandtschaften recbt fruchtbar zu Untersuchungen von 
Curven- und ~'liichensystemen zu verwenden waren. 

Capitel  1. 
D i e  Verwandtschaft .  

9 1- 
Kach anfanglichen Auseinandersetzungen hahe ich somit drei Paar 

Ebenenbüschel, welche nach ihren beliebig gelegenen k e n  sis',, s,s',, s3srs' 

heissen mogen, zu nehmen und s, f i  sr,, s2 sr2,  s3 f i  srg zu setzen. 
Die Ebenenbüschel s,s2s,(sr,s',s',) denlce ich mir irn Raume I(Ir) und 

die l'unkte dieses ~ a u k e s  von ihnen projiüirt. Entsprechende Punkte 
werden dann von entsprechenden Ebenen projicirt. 

Wenn nun ein Punkt des Raumes X eine Gersde durchlauft, so werden 
sls2s,, indem sic den laufendcn Punkt  zugleich projiciren, zu einandor 
projectiv. Somit projiciren die entsprechenden Ebenen der drei Ebenen- 
büschel s',s',sr,, da letztere eu einander projectiv sind, die Punkte einer 
Raiirncurve dritter Ordnung. Dabei treten s',s',sr3 als Sehnen dcr Raum- 
curve auf. 

Ich kann somit sagen: 
R i n e r  G e r a d e n  d e s R a u r n e s  I(Z')  e n t s p r i c h t  i n  Ir(I) e i n e  R a u m -  

c u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g ,  d i e  a i e  A x e n  s,s,s3 (srls',5',) z u  S e h n e n  h a t .  

* Siehe N o  e t h e r  , Wathem. Annalen, Bd. 3, Eindeutige Raumtransformation. 
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Wenn nun der Schnittpunkt von drei beweglichen Ebenen von 
s ~ s ~ s ~ ( s ~ ~ s ~ ~ " ~ ~ )  in  1 (XI) eine Flache nt"' Drdnung durchlauft, so durch- 
l i n f t  der Schnittpunkt der drei entsprechenden Ebenen durch s ~ ~ s ~ ~ s ~ ~ ( s , s ~ s ~ )  

in Zf(1) eine Plache von einer sogleich zu bestimmenden Ordnung. Eine 
beliebige Gerade in If(t) schneidet sie in  so vie1 Punkten, als die Raum- 

curve dritter Ordnung in 1 (If), die der beliebigen Geraden entspricht, die 
Flache der Ordnung schneidet. Das Bild der Flüchc nter Ordnung ist so- 
mit von der Ordnung 3n. Ferner  sehen wir,  wenn wir eine Gerade a be- 

trachten, welche der Schnitt einer Ebene a von si mit  einer Ebene E' ist, 
dass dieser Geraden im andern Raume der Schnitt einer Ebene durch sfi 

mit  einem Hyperboloide entspricht. Lassen wir nun <r alle Lagen annehmen, 

so bcschreibt a cin Strshlenbüschel, somit die ganze Ebene, und diesen 
Geraden entsprechen d a m  die Schnitte homologer Elemente eines Rbenen- 

büschels s i  und eines Hyperboloidbüschels, die zu einander projectiv sirid, 
wie leicht ni ersehen kt.* 

Wir k6nnen somit sagen: 

D e n  P u n k t e n  e i n e r  F l a c h e  nte' O r d n u n g  e n t s p r e c h e n  im 
a n d e r n  R a u m e  i m  A l l g e m e i n e n  d i e  P u n k t o  e i n e r  F l i i c h c  3ntcr 
O r d n u n g .  

Wenn wir das Bild einer beliebig gegebenen C u v e  nter Ordnung mit 
einer Ebene zum Durchschnitt bringen, so entsprechen diesen Schnittpunkten 
diejenigen einer Flache dritter Ordnung mit  der gegebenen Curve nter Ord- 
nung. Und da  die Algebra lehrt, dass letztere 3n  Schnittpunkte besitzen, 
so wollen wir sagen: 

J e d e r  C u r v e  der O r d n u n g  e n t s p r i c h t  im a n d e r n  R a u m e  e i n e  
v o n  d e r  O r d n u n g  3n. 

Dies natürlich auch nur  im Allgemeinen, und es wird eine Haupt- 
aufgabe sein, die Ausnahmen zu untersuchen. . 

Betrachten wir jetzt die Regelschaar, von welcher s,szs, Leitlinien sind, 
so sehen wir ,  dass den einzelnen Geraden dieser Regelschsar die Punkte 
ciner Raumcurve dritter Ordnung entsprechen, die wir die ~ a u & t e u r v e  des 
Raumes t'(Hf3) nennen, und die sflsf2s', zu Sehnen bat. Desgleichen ent- 
sprechen den einzelnen Geraden der Regelschaar, von welçher s ~ ~ s ~ ~ s ' ~  Leit- 
linien sind, die Punkte einer Raurncurve dritter Ordnung (HS), (Hauptcurve 

des Raumes 1), die die Axen s1s2s3 xu Sehnen hat. 

F e m e r  i s t  ebcn so leicht ersichtlich, dam den Punkten von sls,s, (s',sf,sfS) 

im andern Raume Gerade ents~rechen.  Z. B. entsprechen den Punkten von 

5, die Transversalen von s',sf, (Hfs) u. S. W. 

* A u  g u s  t ,  Disquisitiones . . . 
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Wir konnen daher sagen: 
J e d e r  d e r  R a u m e  Z u n d  1' b e s i t z t  j e  d r e i  G e r a d e  u n d  e i n e  

R a u m c u r v e  d r i t t e r  O r d n i i n g  (Hauptcurve des Raiimes), d e r e n  P u n k t e n  
iin a n d e r n  R a u m e  G e r a d e  e n t s p r e c h e n .  

Durch s, s, s, (s', sl,s',) ist cinc Regelschaar bestimmt, zu der auch 
sis2ss(srls',s',) gehoren. Jeder Geraden dieser Regelschaar entspricht im 
andern Raume die Hauptcurve desselben punktweise. 

Wir sagen daher: 
' I n  j e d e n i  d e r  R a u m e  1 u n d  X' b e f i n d e t  s i c h  e i n e  R e g e l s c h a a r ,  

de ren  G c r a d c n  d e n  P u n k t e n  d e r  H a u p t c u r v e  d e s  a n d e r n  R a u m e s  
e n t s p r e c h e n .  

Wir  wollen nun nach dem Bilde einer Curro nter Ordnung fragen, 
die mit den Geraden si (sfZ) und der in diesem Raume gelegenen Haupt- 
curre p Punkte gemein hat. Wir  haben gesehen, dass jedem dieser Schnitt- 
punktc im andern Raume cine Gerade entspricht - das heisst aber: , ,das 
Bild ist zerfallen in  p Gerade und eine Curve (3n -P)~"'  Ordnung." 
Wir wollen zur leichteren Ausdrucksweise als e i g e n  t l i c h e  s Bild einer 
Ciirve dasjenige bezeichnen, das dem Originale punktweise entspricht. 
Wenn einem Punkte eirier Curve dem entgegengesetzt z. B. eine Gerade 
entspricht, so will ich die Gerade ein uncigentlichce Bild vom Punkte nennen. 

Mit  dieser Bezeichnung ergiebt sich der Satz: 
E i n e r  C u r v e  nter O r d n u n g ,  w e l c h e  d i e  G e r a d e n  si(sri) u n d  d i e  

zu d i e ~ e m  R a u m e  g e h o r i g e  H a u p t c u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  i m  G n n z e n  
p m a l  s c h n e i d e t ,  e n t s ~ r i c h t  i m  a n d e r n  R a u m e  a l s  e i g e n t l i c h e s  
B i l d  e i n e  C u r v e  v o n  d e r  O r d n u n g  3 m  - p .  

Betrachten wir schliesslich noch die drei Hyperboloide, die als Erzeugniss 
der drei F a a r  projectivischen Hbenenbüschel sl s', , s, s', , s, sr, sich ergeben, 
so durchdringen sich diese in acht Pnnkten. Durch jeden derselben gehcn 
drei Ebenen von s,s,s3 und drei Ebenen durch s',s'2s',, die jenen entsprechen. 

Daher gilt der Satz: 
U n s e r e  V e r w a n d t s c h a f t  b e s i t z t  i m  A l l g e m e i n e n  a c h t  s i c h  

s e l b s t  e n t s p r e c h e n d e  P u n k t e .  
I m  ,,Allgemeinen", weil in  speciellen F d l e n  es sich gestalten kann, 

dass eine Gerade, ein Kegelschnitt oder auch eine Raumcurve dritter Ord- 
nung sich punktweise selbst entspricht. Wir  brsuchen z. B. nur  drei Punkte 
einer Geraden als sich selbst cntsprcchcnde Punkte eu fixiren, damit sich 
schon alle Punkte der Geraden entsprechen. 

Ich bemerke endlich noch, dass die Verwandtschaft festgelegt ist, wenn 
die drei Axen jedes Raumes und drei Punkte mit ihren entsprechenden 
gegeben sind. Denn damit ist  die ProjectivitZt der drei Paar  Ebenen- 

büschel fixirt. 
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§ 2. 
Allgemeines über die Specialfalle. 

W i r  gehen nun zu Specialfallen über und werden wahrend ihrer Unter- 

suchung zeigen, wie dieselben ein einheitlichee Princip zur Rednction einer 
grossen Zahl von Constructionen der Raumcurve dritter Ordnung aus ge- 

gebenen Stücken auf eirifachere algebraische Problerne bilden.* Aehnliches gilt 
bei Construction~n der Flache dritter Ordnung, wenn auch nicht in derselben 

Ausdehnurig. Auch die geradlinige PlZche zweiter Ordnung lasst sich unter 

gewissen Bcdingungcn, denen man meincs Wissens noch nicht gerecht werden 
konnte, construiren. Schliesslich m6chte ich die gegebenen Constructionen 

von rationalen Ilaumcurven vierter Ordnung und Kegelschnittcn im Kaume 
erwiihnen. 

Vor Allem wollen wir zeigen, dass unsere Verwandtschaft die Collineation 

als Spccialfall in  sich cnthiilt. Wir  brauchen in dcr That  nur den Trans- 
versalen von s, s2 s, die Transversalen von sr, s', sr3 projectiv zmuweisen, da- 

mit dieser Fa11 sieh ergebe. Uasselbe erreichen wir, wenn wir s,s2s, und 
auch sr,s',s', in  Ebenen legen, die sich entsprechen sollen. 

Capitel  II. 

Erster  S p e c i a l f a l l .  

5 3. 

Zu einem zu Constructionen recht lirauchbaren Specialfall gelangen 

wir,  wenn wir die drei Axen des einen liaurnes Z : sls2s, in eine Ebene 
legen, die drei Axen des o.ndern Raurnes 1' : sr,s',s', jedoch windschief lasaen. 
Es ist leicht zu seben, dass in dem Raiime 1, wo alle Axen sich schneiden, 

eine Raumcurve dritter Ordniing. deren Punkten die Transversalen von 

s',s',s', entsprechen, die also Hauptcurve (H,) ist ,  auftritt. Diese Râurncurve 

geht ,  da  sie durch die projectiven Ebenenbüschel s,s,s, erzeugt wird, durch 
die drei Schnittpiinkt,e der Axen (S. lithogr. Tafel Fig. 4). Dabei sol1 der Schnitt- 

punkt von slsB II3, der von s,s, H2 und schliesslich der von s2s3 If, heissen. 

Im Raume 1' giebt es s tat t  der Hauptcurvc einen ausgezcichnetcn Punkt  IIr, 
den wir Uauptpunkt des Raumes 1' ncnnen wollen, wzhrend HlI121T3 die 

Hauptpunkte von Z heissen sollen. LI' entspricht allen Punkten der Ebcne s,s,s,. 
J e d e r  G e r a d e n  d e s  R a u m e s  Z e n t s p r i c h t  e i n e  R a u m c u r v e  

d r i t t e r  O r d n u n g ,  d i e  a b e r  s t e t s  d u r c h  Br g e h e n  u n d  d i e  d r e i  
G e r a d e n  s',s',sr, xu S e h n e n  h a b e n  w i r d .  

* Man vergleiche S t u r m ' s  Cnte r~uchun~en  über Raumcurven dritter Ordnung. 
Cr e l l e ,  Bd. 79 u. 80, ferner S c h r  o t  er ' s  Pl'achen zweiter Ordnung, Leipzig 1880. 
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Und umgekehrt: 
J e d e r  l i a u m c u r v e  d r i t t e r  O r d n u u g ,  d i e  d u r c h  8' g e l i t  u n d  

{,s1,s', z11 S c h n e n  h a t ,  e n t s p r i c h t  i n  X o i n c  Gersde.* Dcnn dss 
Erzeugniss dreicr projectiver Ebenenbüschel, die eine Ebene entsprechend 
gcmein haben, ist eine Gerade. E s  lassen sich mit diesen Bemerkungen 
mit Hilfe dieses Specialfalles der Verwandtschaft im Kaume Z' bereits 
Constructionen von Jiaurucuruen dritter Ordnung ausführen, die aber iumer ,  
da wir sie als Rilder der Geraden des Raumes Z ansehen wollen, drei 
Sehnen S '~S '~S ' ,  und einen Punkt  17' mit einander gemein haben. Das heisst, 
wir konnen, indem wir, die Ranmcurve dritter Ordnung als das Bild von 
einer Geraden ai~ffassen, in  den einzelnen verschiedenen Specialfillen der 
Verwandtschaft nur i n m e r  liaumcurven dritter Ordnung, die einern ent- 
sprechenden vieïstufigen System angehoren, construiren. E s  is t  darnit sicht- 
bar, wie jeder Specialfall unserer Verwandtschaft zum Studiurn der auf- 
tretenden Systeme von Raumcurven und Flachen dritter Ordnung einladet; 
wir wollen aber diesmal uns mit diesem Hinweis begnügen, um dem Tite1 
der Arbeit gerecht zu werden. 

0 4. 
Construct ionen von Raumcurven  dr i t t e r  Ordnung mit tels  

des  ers ten Specialfalles. 

Urn den gegebenen Specialfall zu Constructionen von Raumcurven 
dritter Ordnung, von denen stets die Sehnen s',~',s'~ und der Punkt  Zr 
gegeben sein sollen, i n  Anwendung zu bringen, wollen wir für alle diese 
Constructionen uns einen Raum 1' construiren, der s',s',s', zu Axen und 
8' a h  Hauptpunkt hat. Die Construction des Raumes 1 bleibt in unserm 
Belietien, nur  müssen sich die Axen dieses Raumes in drei beliebigen 
P~inkt~en Hl L$ H3 schneiden. Den Ebenen s,lT,, s,H,, s,Ii3, die hier i n  
einer Ebene vereinigt liegen, haben die Ebenen sflH', sr&', s ' , ~ '  zu eut- 
sprechen. Nun kann man noch immer irgend zwei bcliebigen Punktcn 
von X xwei beliebige Punkte von Zr als entsprechende mweisen, darnit 
die Pro.jcctivit%t der drei Paar  Ebenenbüschel vollkommen bestirnmt ist. 
Wir wollcn zur Einfachheit jede Raumcurve dritter Oidnung, die sri S ' ~ S ' ~  

zu Sehnen ha t  und durch Br geht ,  mit dem Symbol C',(sf,sf,sr,~l') be- 
zeichnen. Wird  eine solche Curve durch weitere Bedingungen bestimmt, 
so wollen wir diesc noch in die Klarnrner setzcn. Wir bezeichnen einen 
Punkt, durch welchen die C'urve noch gehen 6011, mit P r ,  oder wenn es 
noch mehrere sein sollen, mit PrlPfp . . . , Sehnen, die die Curve noch besitzen 

* Die Umkehrungen dieser Satze, die sich stets leicht ergeben, sind für uns 
darum wichtig, weil aie den Beweis enthalten, dass die folgenden Constructionen 
alle Losungen erschopfen. 
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soll, mit s's*. Wenn die Raumcurve dritter Ordnung gcgebcnc Sccantenf be- 
sitaen soll, so werden wir diese mit 1',11,1', . . . beaeichnen. Eine einfache Be- 

rührungsehcne soll mit n', eine Osculationeebene mit nf"ezeichnet werden. 
- 

Wenn die Osculation im Punkte 1" erfolgen soll, so soll dies durch 7cf21" 

ausgedrückt werden. Wenn die Berührung von n' in einer Geraden 1' oder 
-- 

in einem best.immten Punkte Pr stattfinden soll, so will ich dies mit n'l', n' l"  

ausdrücken. Eine Tangente soll mit b', der 13erührnngspunkt mit II' ge- 

geben sein. Die Bilder dieser bestimrnenden Stücke wollen wir mit den 
gleichen Buchstaben, aber ohne ,Accent bezeichnen. Die Constructionen 

wollen wir nur skizziren, da dieselben sich aus der Verwandtschdt un- 

mittelbar ergeben. Dabei werdcn wir auch meist voraussct~en,  dass die 
gegebenen Stücke bereits in  den andern Raum transformirt worden sind. 

Die Construction der Baumcurve dritter Ordnung CrS ( ~ ' ~ s ' ~ s ' ~ U ' i ' ~ 1 ' ~ l " )  
reducirt sich auf die der gemeinschaftlichen Strahlen der beiden Kegel dritter 
Ordnung, die im Punkte P ihren Scheitel und 1112 zu Leitlinien haben. 
Dabei sind drei Strahlen auszuschliessen, die von 1' zu den Hauptpunkten 
des Raumes X gehen, denn diese Strahlen liefern Uilder, die keine eigent- 
lichen Raurncurven dritter Ordnung sind. 

Die Construction der R'aumcnrve dritter Ordnung Cfg (.F'~s'~.s '~ H ' ~ ' 2 ' ~ l ' ~ )  
besteht, nachdem wir S'I ' ,~' ,  nach X transformirt haben, in dem Aufsuchen der 
Sehnen von s ,  welche mit Z1 und Z, je einen von IJ1SI,IT7 verschiedenen Punkt 
gemein haben. Die Bilder dieser Geraden geben die Losungen der Aufgabe. 

Die Construction der Raumcurve dritter Ordnung Cf3 (~ '~s ' ,s ' ,H'P ' l 'n ' )  
wird auf die der Geraden zurückgeführt, die durch P gehen, die Flnche dritter 
Ordnung z berühren und die Raumcurve dritter Ordnung 1 einfach schneiden. 

D a  die Flschen dritter Ordnung, die den Ebenen des Raumes 1' ent- 
sprechen, in  IIlH2H3 Doppelpunkte haben, wie wir noch sehen werden, 
so haben wir die Geraden, die von P an die Hauptpunkte 1f1H21f3 gehen, 
doppelt, gezahlt m m  Abaug zu bringen. Wir haben somit nur  zwolf L6siingen. 

Die Construction der Raumcurve dritter Ordnung C',(s'ls'2~',Li'l'x's') 
wird zurückgeführt auf dio Aufgabe, Sehnen von s zu suchen, die 1 schneiden 
und TC berühren. Die Bilder dieser Geraden lijsen die Aufgabe. 

Die Construction der Kaumcurve dritter Ordnung Cfg (.)Il s r 2  k r 3  H ' P ' ~ ' ~  ml2) 

reducirt sich aiif die A u f p h e ,  Geiade xu findcn, die diirch P gehen und 
;cl%, berühren. Allein die Geraden, die von P ,zu IIl II2 II3 gehen, sind 
Doppelgerade für  jeden der beiden Tangentcnkcgel von P zu sc1 und n, 

und keine eigentlichen Tangenten der Fliichen, daher haben diese keine 

Lijsungen xu ihren Bildern. Da in diesen drei Geraden zwülf Schnittlinien 
der beiden Sangentialkegel vereinigt liegen, so ist  die Zahl der Losungen 24. 

f Secante nemen wir eine Gerade, die eine Raumcurve nur einmal schneidet. 
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Die Construction der Raumcurve dritter Ordnung C', (srl sf, s ' , I I 1  s 'n f l  &,) 
reducit sich auf die Anffindiing der Sehnen von s,  die die Fliichen dritter 

Ordnung nlz2 berühren. Die Bilder dieser Geraden losen die Aufgabe. 
Die Construction der Raumcurve dritter Ordnung Cf3 (s',sr, s', fI'Prz") 

reducirt sich auf die Construction der Haupttangenten von TC, die durch P 
gchen. Es giebt deren bekanntlich sechs und diese losen mit ihren Bildern 
die Aufgabe. 

Die Construction der Eaumcurve dritter Ordnung Cf3 (s',sr, s', 11'1"~ 2') 
wird auf die Auffinduiig der Geraden durch P reducirt, welche TC in einem 
Punkte von 1 berühren; n geht durch 1. 

Die Construction der Raiimcurvc dritter Ordnung Cf, (s ' ,s f ,s ' ,~ 'b 'B')  
redncirt sich auf die des Bildes der Tangente von b in  B. 

Die Construction der Raumcurve dritter Ordnung Cr3 (s', sr2 .'3Hr b' 2 ' )  
reducirt sich auf das Aufsuchen jener Tangenten von b ,  die von der Raum- 
curve dritter Ordnung 1 geschnitten werden. Die Aufgabe wird uni drei 
Einheitm reducirt, da die Tangenten von b ,  die V,V,H3 zu Berührungs- 
punkten haben, keine Losungen geben. 

Die Construction der Raumcurve dritter .Ordnung Cf, ( s ' ~ s ' ~ s ' ~ ~ G ~ I ' )  

reducirt ~ i c h  auf das Auffinden der drei Geraden, die TC im Punkte P he- 
rühren und 1 schneiden. Soruit haben wir drei Losungen. 

Die Construction der Raumcurve dritter Ordnung Cr, (s', s', s', Hf d 2 P ' )  
reducirt sich auf das Aufiinden der Haupttangenten der Fliiche n: im Punkte 1'. 

Zu anderen interessanten Construütionen der Raumcurve dritter Ord- 
nung wird man geführt, wenn man sich fragt ,  was in diesem Specialfall 
der Verwandtschaft den einzelnen Punkten der Axen s',s',srs entspriclit. 

Wir schcn sofort, dass hier s ta t t  der früheren Geraden von Regelflachen 
zmeiten Grades die Geraden von Kegeln auftreten, die ihre Scheitel in  II, H, Z3 
haben. 

Wir  kiinnen somit sagen: 
D e n  P u n k t e n  d e r  A x e n  ~ r , s ' , ~ ' ,  d e s  R a u m e s  1' e n t s p r e c h e n  

die S t r a h l e n  d e r  K e g c l  m i t  d e n  S c h e i t e l n  HlV2H3 i n  1, d i e  d i e  
H a u p t c u r v e  s u r  L e i t l i n i e  h a b e n .  

Damit sind wir nun in die Lage gesetat, eine Raumcurve dritter Ord- 
nnng als das Rild einer Geraden des %urnes 1 zu construiren, die eine 
oder mehrere der Axen srls',ar3 zu Tangenten hat. Z. B. jede Tangente 
deti Kegels, welcher die Hauptcurve projicirt und VI zum Scheitel hat, 
wird zum Bilde -eine Raumcurve dritter Ordnung haben, die s', sur  Tan- 
gente, s',~',  zu Sehnen ha t ,  und die schliesslich noch durch LI' gehen wird. 

Damit lofien sich unter andern die Aufgaben: 
Es ist eine Raumcurve dritter Ordnung zu construiren, wenn von 

derselben zwei Punkte, zwei Sehnen, eine Tangente und eine sie schneidende 
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Gerade gegeben ist. Es  zerfillt hier, wie leicht zu ersehen, die Auf- 

gabe vierten Grades in zwei des zweiten. 
Oder auch: 

F s  sind von einer Raumcurve dritter Ordnung eine Sehne, zwei 
Tangenton und zwei Punkte gegeben. Es  i s t  dio Raumcurve dritter 
Ordnung zu construiren. Die Aufgabe vierten Grades zerfallt in zwei 
vorn zweiten und besteht in der Conatruçtion der beiden Paare von 

Tangentialebenen, die von ~ i n e m  Punkte an .zwei der ohen erwahnten 
Kegel zweiten Grades gehen. 

Durch weitere Cornhination von Bedingungen ergeben sich weitorc Auf- 
gaben, die dem Leser überlassen bleiben 

9 5. - 
Weitere d e n  ers ten Specialfail  betreffende Satze. Verwendung 
derselben s u  Constructionen v o n  ra t iona len  Raumcurven  vierter 

Ordnung. 

Nachdeni wir gezeigt haben, dass man mit diesem Specialfall, ohne 
ihn genauer erortert zu haben, so manche Construction von Raurnciirven 
dritter Ordnung ausführen kann, wollen wir zum weiteren Studium des- 
selben übergehen. 

Betrachten wir die Punkte einer Geraden des Raumes Er, die durch II' 
geht ,  so sehen wir,  dass den drei Ebenen der Ebenenbüschel .~'ls'2sr3, die 
durch TT' gehen, drei xusammenfallende Ebenen der Ebenenbiischel .yl s2 s3 

entsprechen. 

Wir  schliessen daraus: 

E i n e r  G e r a d e n  d e s  R a i i m e s  X', d i e  d u r c h  Il' g e h t ,  e n t s p r i c h t  
e i n e  G e r a d e  d e s  R a u m e s  1, d i e  e i n e  S e h n e  d e r  H a u p t c u r v e  (H,) 
d e s  R a u m e s  Z i s t .  

Da dern Punkte V' die ganze Ebene s,s,.s3 entspricht, so wird einer 
Ebene E' durch Z' als eigentliches Bild nur  eine Flache zweiter Ordnung 
E' entsprechen konnen. 

Es  ergiebt sich s ~ m i t  dor Satz: 

E i n e m  S t r a h l e n b ü s c h e l  d e s  R a u m e s  t', m i t  d e m  S c h e i t e l  H', 
e n t s p r i c h t  i m  R a u m e  t e i n e  R e g e l s c h a a r ,  a u f  w e l c h e r  d i e  H a u p t -  
c u r v e  (H,) l i e g t .  

Wir k h n e i r  durch H' zii den Axen sr, sr,s', drei  Transversalen ziehen, 
die im Raume Zr eine Rolle spielen. Wir  bezeichnen die Transversale zu 
s',srz mit tr3, die zu sl,s', mi t  t', und schliessliçh die zu s',sr, mit trl (s.lithogr.Tafe1 

Fig. 4). Jede dieser Transversalen ist der Schnitt zweier Ebenen von zwei 

der Ebenenbüschel srlsr2sr3, welche IIr projiciren. 
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Daher ergiebt sich: 

D e r  T r a n s v e r s a l e n  t r i  u n d  j e d e m  i h r e r  P u n k t e  e n t s p r i c h t  d i e  

Axe s i  u n d  n m g e k o h r t .  
Xinem Hauptpunkte Hk entsprechen in Zr die Punkte der Ebene, die 

H' mit dk verbindet. Daraus folgt: 

E i n e r  E b e n e  d e s  R a u m e s  1, d i e  d u r c h  e i n e n  d e r  R s u p t p u n k t e  

Hk g e h t ,  e n t s p r i c h t  e i n e  F l i i c h e  z w e i t e r  O r d n u n g ,  d i e  s'isri e n t -  

hiilt. 
Letzteres ergiebt sich sofort bei Betrachtung der Kegel, die den Punkten 

der Axen s',s',sr, entsprechen.* 
Da ein Kegelschnitt des Raumes Z, der durch einen der Hauptpunkte 

Bk geht, als eigentliches Bild nur mehr eine rationale Raumcurve vierter 
Ordnung haben kann, da t f i t fL ,  als iineigentliche Bilder des ~ a u ~ t ~ u n k t e s  

lIk angesehen werden k0nnen, so haben wir es in der Hand, rationale Raum- 

curven vierter Oidniing zu construiren, die bcstimmten Bedingungen unter- 
liegen. So wird z. B. ein Kegelschnitt durch VI eine Cr, liefern, die s', 
xur Sehne oder Tangente, s',sr3 aber zu Doppelsehnen hat. Dies folgt 
ans den Schnittpiinkten des Kegelschnitts mit den Kegeln, deren Strahleir 

den Punkten der Axen srlsr2 s', entsprechen. Ferner wird die Raumcurve 

vierter Ordnung noch durch Hf gehcn mü-sen. Wollen wir also eine 
rationale Baumcurve vierter Ordnung construiren, d i e  die Gerade s', zur 

Sehne oder Tangente, s',sr, zu Iloppelsehnw ha t  und die durch den Punkt  
U f  geht ,  so brauchen wir n u i  s',sr,,?, zu A x m  und H' zum Hauptpunkt 

eines Raumes 1' zu machen. Die Axen des Raumes 1 unterliegen der 

einzigen Bedingung, in einer Ebene liegen zu müssen. Wir  haben nur noch 

die wiiteren Bestimrnungsstücke, die die Raurncurve vierter Ordnung fixiren 
und der verschiedensten Art  sein künnen, hinzumfügen; z. B. k6nnte ver- 

langt sein eine rationale Raumcurve vierter Ordnung zu construiren, wenn 
von ihr ausser den bekannten Bestirnmungsstücken s',s',sr3 und H f  noch 
zwei Punkte und zwei Secanten gegeben sind. Oder: wenn von ilir eine 
Tangente sr,, zwei Doppelsehnen s',s'~, zwei Punkte H'P' und drei Secanten 
1',1',1', gegeben sind. Irn letzten Palle reducirt sich, wie leicht zu sehen, 

die Aufgabe auf die Construction eines Kegelsçhnittu, der in einer Tan- 
gentialebene des Kegels Hl (H3)** liegt, welche durch P geht. Die fünf 

bestimmenden Punkte des Kegelschnitts sind Z, P und je ein Schnittpunkt 
der Raumcurven 7,f,1'22',. Weitere Constructionen ergeben sich durch Com- 
binatianen von noch moglichen Bedingiingen, die wir dem Leser überlassen. 

* Dies ergiebt sich auch daraus, weil die zerfallene Friche dritter Ordnung 
die drei Axen A', sr, s', enthalten musa. 

** Hi (H,) 8011 der Kegel sein, dessen Spitze Hi ist und der die singulare 
Hauptcurve (H,) projiüirt. 
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Constructionen von rationalen Raumcurven vierter Ordiiung, die nicht 
durch den Hauptpunkt Ur gehen, ergeben sich, wenn man das Bild eines 
Kegelschnitts betrachtet,, der zwei der Axen s,s2s, in irgend welchen zmei 
Punliten sche ide t .  Zu Frühereui eurückkehrend, fragen wir nach dem 
Bildo einer beliehig gelegenen Ebene 3' des Raumes 1'. Dic Ebene El 
schneidet dl sr2s',, t r l  trg t f 3  in  sechs Punkten, denen Gerade entsprechen, von 
welchen je drei dureh jeden der Punkte HlH2HS gehen. 

Somit eigiebt sich : 

E i n e r  E b e n e  d e s  R a u m e s  X' e n t s p r i c h t  e i n e  F l a c h e  d r i t t e r  

O r d n u n g  m i t  d r e i  D o p p e l p u n k t e n  i n  H,H21,V,. 

S a c h  Früherem wissen wir auch, dass sie durch die Hauptcurve geht, 
denn die Trausversalen von s',s',sr, schneiden Er in den Punkten eines 
Kegelschnittes, dessen Bild die Hauptcurve (H3) ist. 

E i n e r  E b e n e  d e s  R a u m e s  1 e n t s p r i c h t  e i n e  F l a c h e  d r i t t e r  
O r d n u n g ,  d i e  s',s',s', e n t h a l t  u n d  H f  z u m  D o p p e l p u n k t e  h a t .  

D o m  eine Ebene E des Raumes Z schneidet s,s,s, in  drei Punkten, 
denen die Transversalen t',t',tf, entsprechen, die dem Bilde E' von E an- 
gehtiren. Somit gehort der Schnittpuukt LL' der drei Geraden 1'11'22'3 als 
Doppelpunkt der Fliiche an. E wird ferner von den drei Kegeln H, (H,,), 
H, (H,), H;, (HS) in  Kegelschnitten geschnitten, denen als eigentliche Bilder 
dic Axen sr, 2, sr, eiitsprechcn. 

E i n e r  F l s c h e  d r i t t e r  O r d n u n g ,  d i e  s',s',sr, e n t h i i l t ,  u n d  H' 
z u m  U v p p e l p u n k t e  h a t ,  e n t s p r i c h t  i n  t e i n e  E b e n e .  

Denn einer Fliiche dritter Ordnung in 2' entspricht im Allgemcinen 
in 1 eine Flache neunter Ordnung. In  unserem Falle eerfallt die Fliche 
neunter Ordnung in die drei Kegel IIl (H,), II, (H,), 14 (H,) und die 
Doppelebene Hl H2H.. und i n  das eigentliche Rild der F l k h e  dritter Ord- 
nung,  welches ale l i e d  nur mehr eine Ebene sein künn. 

Cons tmct ionen  v o n  Flachen dritter Ordnung. 

çCTir sind nun in der Lsge, Constructionen von Flaclien dritter Ordnung, 
die drei gegebene Cerade s',s',s', und einen Doppelpunkt H' besitzen, mittelst 
weitereri Bedingungen zu fixiren und auf einLachere algebraische Probleme 
zurückzuführen. Wir  brauchen uns nur einen Haum 1 '  zu construiren, der 
die gegebenen Geraden S',S',S'~ zu Axen und Hf  zum Hauptpunkte hat. 

Die drei Ascn des Iiaumes t s,s,s, untcrliegen nur  der Bedingung, sich 
in  drei Punkten zu schneiden. Schliesslich muss noch die 1'rojectivit;it der 
Ebenenbübchel s,sf, auf beliebige Weise vollkomrnen festgelegt werden. 
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Die weiteren Bestimmungsstüüke der zu construirenden Flache, die im 
Raurne 1' gelegen gedacht wird, transformiren wir nach E,  wo wir dann 

Ebeneri zu construiren haben, deren Bilder die Losungen liefem. Wir  
wollen einigo Beispiele gobcn: 

Dabei sollen ~ ' , s ' , s '~  Gerade der Plache, H f  einen Doppelpunkt, h' eine 

Haupttangente, 1%' eine Haupttangente mit dem Berührungspunkt, brl h l z . .  . 
Tangenten, P ' ~ P ' ~ .  . . Punkte, z', x', . . . Berührungsehenen, z ' B r  eine Be- 

- 
rührungsebene, bfB' eine Tangente mit ihren 13erührungspunkten bedeuten. 

Wir werdcn dic zu construircnde Fliicho mit Fr, bezeichncn und die Be- 
stimmungsstücke derselben hinzusetzen. 

Die Construction der F l k h e  E",(s'ls'2s'311fP'hf) reducirt sich auf die 
der Bilder der drei Schmiegungsebenen, die sich von P a n  die Raumcurve 
dritter Ordnung h legen lassen. Wenn stat t  der Bedingungen ~ ' h '  die 

- 

Bedingungen h'B1 gegeben sind, so gehen die drei Losungen in eine tiber. 
Die Construction der Fliiche F',  (s ' , s ' ,~ '~I~ 'b ' ,b ' ,P '~)  reducirt sich auf 

die der Bilder der gemeinsamen Tangentialebenen der beiden Kegel vierter 
Klaise, die Pl xur Spitze und hlbl zu Leitlinicn haben. 

Wird in  dieser Aufgabe eine Tangente x. B. bf2 durch einen Punkt  
P', ersetzt, so reducirt sich die Zahl der Losungen auf rier. 

Die Construction der Fliiche F r 3  (s',sr,s',lI' b f l  b', bf3) reducirt sich auf 
die der Bildtir der gemeinschaftlichen Tangentenebenw der drei Raumcurven 
dritter Ordnung b1?)2b3. 

Die Construction der Flsche F ' , ( S ~ ~ S ' ~ S ' ~ U ~ ~ C ' P ' ~ ' )  reducirt sich auf 
die der Bilder der gemeinschaftlichen Bcrührungsebenen des Tangenten- 
kegels von P an x und des Regels, der P zur Spitze und b zur Leitlinie hat. 

Tri t t  s ta t t  der Bedingungen ;zfPfb' die Bedingung dT' ,  B O  haben wir 
nur die Tangentialcbene in B an TC zu construiren und deren Bild zu suchen. 

Die Construction der Flache F ' , ( S~ ,~ ' , ~ '~H 'Z ' ,Z ' ,P ' )  reducjrt sich auf 
die der Rilder der gemeinsamcn Bertihrungsebenen der Tangentenkegel 
von P a n  n,n,. Wenn niin P diirch eine dritte Rerührungsebene n', er- 
setzt wird, sa besteht die Reduction der Aufgabe in der Construction der 
gemeinsamen Berührungsebenen von xln ,  z3. 

Capitel III. 

Zweiter  S p e c i a l f a l l .  

§ 7-  
Wir gchcn nun zu einer weiteren Specialisirung dieses Specialfalles 

der Verwandtschaft über (S. lithogr. Tafel Fig. 5). Wir legen den Hauptpunkt 

des Raumes t' d. i. H' auf eine beliebige Transversale sr, von sf,s',s',. 
Zo~ta ïhr .  f .  Math. u. Pliysik. XXIX. Jahrg. Suppl. 4 
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Dadurch aber werden allc Punkte dcr Transversalen zu Haupt- 
punkten, denn jedem Punkte von sr4 entspricht jetzt die Ebene s,s,s,. s', 
miige die Hauptlinie dos Raumes Zr heissen. 

Es  folgt nun: 

D i e  H a u p t c u r v e  (H,) d e s  R a u m e s  X g e h t  i n  e i n e  G e r a d o  

s, ü b e r .  

Denn die Punkte,  die den Transversalen von s',s',sf, entsprechen, 
erhalten wir a h  Erzeugniss von drei projectiven Ebenenbüschel s,s,s,, die 
diu Ebene ihrer Axen entsprechend gemein hahen. 

Umgekehrt gilt  der S a t :  

G e h t  d i e  H a u p t c u r v e  (H,) i n  e i n e  G e r a d e  s, ü b e r ,  so  w i r d  
d e r  H a u p t p u n k t  Ilr d u r c h  e i n e  H a u p t l i n i e  sr4 e r s e l z t .  

1)a jedem Punkte der Ebene s,s2s, die ganze Hauptlinie sr4 entspricht, 
so folgt: 

E i n e r  G e r a d e n  d e s  R a u m e s  1 e n t s p r i c h t  a l s  e i g e n t l i c h e s  
B i l d  e i n  K e g e l s c h n i t t ,  d e r  j e d e  d e r  A x e n  s',s',sf3 u n d  d i e  H a u p t -  
l i n i e  s', j e  e i n m a l  s c h n e i d e t .  

Denn unsere früheren Eegel,  deren Strahlen den Punkten der Axen 
des Raumes Zr entsprochen, sind hier in Strahlenbüschel mit den Scheitein 
H,H,H, übergegangen, die die singulare Gerade s4 des Raumes X projiciren. 
L)a nun jede Gerade nur  einen Strahl eines jeden dieser Büschel H,s,, H2s,, 
I13s, schneidot, so enthtilt das Bild dcr Geraden auch nur einen Punkt 
jeder der Axen sfl ~ ' ~ s ' ~ .  

Auf gleiche Weisc ergiebt sic'n: 

E i n e r  C u r v e  nte' O r d n u n g  d e s  R a u r n e s  e n t s p r i c h t  a l s  e i g e n t -  
l i c h e s  B i l d  c i n e  C u r v e  v o n  d e r  O r d n u n g  3n, - TA, d i e  j e d e  d e r  
A x e n  s',sf2s', u n d  d i e  n a u p t l i n i e  s', n f a c h  s c h n e i d e t .  

J e d e m  K e g e l s c h n i t t ,  d e r  s',sl,s', u n d  sr, j e  c i n m a l  s c h n e i d e t ,  
e n t s p r i c h t  i n  E e i n e  G e r a d e .  

Denn das Bild des Kegelschnittes w k d  diirch drei projective Ebenen- 
büschal S , S ~ S ~ ,  welche die Ebene (s,s,s,) entsprechend gemein haben, erzeugt. 

D e r  A x e  si u n d  d e r e n  P u n k t e n  e n t s p r i c h t  d e r  S c h n i t t p u n k t  
v o n  s', m i t  sri. 

D e m  H a u p t p u n k t e  Hi e n t s p r e c h e n  a l l e  P u n k t e  d e r  E b e n e  ~ ' ~ s ' , .  

J e d e r  E b e n e  d e s  R a u m e s  E d u r c h  s4 e n t s p r i c h t  iil 1' e ine  
E h e n o  E", d i e  s', e n t h i i l t .  

Denn den Punkten von s, entspricht eine Flache zweiten Grades, 
die als ein uneigentliches Bild der Rbene E anzusehen ist,. Ferner schneidet 
E die Ebene (s,s,s,) in einer Geraden, deren Punkten sr4 entspricht. Somit 
musa die Ebene E' s', enthalton. 
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Es  ergiebt sich nun weiter: 
D i e  E b e n e n  d e s  E b e n e n b ü s c h e l s  s4 s t e h e n  m i t  d e n  e n t -  

s p r e c h e n d e n  E b e n e l i  d e s  E b e n e n b ü s c h e l s  sr4 i n  p r o j e c t i v e r  B e -  
ziehung.* 

Denn schneiden wir irgend vier Ebenen des Ebenenbüschels s, mit 
einer beliebigen Geraden g des Raumos 1, so erhalten wir vior Schnitt- 
punkte A B C U ,  denen vier Punkte A'B' Cf D' einer Ebene des Raumes 1' 
entsprechen. Diese Ebene enthglt das Bild von y,  welches ein Kegelschnitt 
ist. Letzterer enthglt ausser A'B'C'Df noch die Schnittpunkte der  Axen 
dIsf2sr3 und der Hauptlinie s', mit der Ebene. Nach Construction der 
Verwandtschaft besteht nun die Relation 

s, (AB cn) A S I ,  (ar B C I  D I ) ,  
i = 1, 2 ,  3. 

Da aber sr4 da8 Rild von g schneidet, so folgt: 

S, (AB CD)  A sr, (A' B cf D I ) .  

Es  ergiebt sich weiter: 
D e n  G e r a d e n  d e s  l i n e a r e n  C o m p l e x e s  m i t  d e r  A x e  s, e n t -  

s p r e c h e n  d i e  G e r a d e n  d e s  l i n e a r e n  C o m p l e x e s  m i t  d e r  A x e  sr,. 
Denn jedor Goraden g, die s, schneidet, entspricht ein in  zwei Gerade 

xerfallender Kegelschnitt und die Hauptlinie sr4. 
Dem Sühnittpunkte von g mit s, entspricht als nneigentliches Hild 

eine Transversale zu srl d2sf3.  Das eigentliche Bild von g , d. i. die Gerade d, 
wird daher letztere Transversale und sr4 schneiden. Anderseits entspricht 
jedcr Gcradcn y', die s', schneidet, eine Gerade g, die s4 schneidet, als 
das Er~eugnias  dreier projectiver Ebenenbüschel, s, s, s, , die die Ebene (s,s, s,) 
entsprechend gemein haben. 

Es folgt weiter aus iihnlichen Griinden: 
D e n  G e r a d e n  d e s  R a u m e s  1 d e r  l i n e a r e n  S t r a h l e n s y s t e m e  

m i t  d e n  A x e n  sls4 e n t s p r e c h e n  d i e  S t r a h l e n  d e r  B ü n d e l  m i t  d e n  
S c h e i t e l n  (s1,s'3. 

E i n e r  G e r a d e n  g' d e s  R a u m e s  Zr e n t s p r i c h t  e i n e  C u r v e  
d r i t t e r  O r d n u n g ,  d i e  s, z u r  S c h n e  h a t  u n d  d u r c h  d i e  d r e i  
P u n k t e  H,H2H3 g e h t .  

Denn jede Gerade g' schneidet zwei Transversalen von srlsr,s', und 
die Ehenen, die H,%H, entsprcchen, j o  einmal. 

J e d e r  R a u m c u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g ,  d i e  d u r c h  H,Zz7,8, g e h t  
u n d  s, z u r  S e h n e  h a t ,  e n t s p r i c h t  i n  t' e i n e  G e r a d e .  

Denn einer Raumcurve dritter Ordnung entspricht, wenn sie durch 

II, IL2 II3 geht , das Erzeugniss dreier projectiver Ebenenbüschel sr, s', sr, - 
* s, und s', spielen daher die Rollen von Axen. 

4 * 
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Da aber die Raumcurve drit,ter Ordnung zweimal s, schneidot, und jedem 
dieser Schnittpunkte eine Transversale von s',sr2s', entspricht. so ist  ihr 
eigeutliches Bild eine Gerade. 

J c d e m  K e g e l s c h n i t t  KI, d e s  R a u m e s  Er, d e r  z w e i  d e r  Axen  
sr,s',s', s c h n e i d e t ,  e n t s p r i c h t  e i n e  R a u r n c i i r v e  v i e r t e r  O r d n u n g  
m i t  e i n e m  D o p p e l p u n k t  i n  j e n e m  H a u p t p u n k t ,  d e r  a n d e r r i  I n d e x  
a l s  d i e  b e i d e n  A x e n  h a t .  D i e s e  R a u m c u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g  h a t  
s, z u r  S e h u e  u n d  e n t h a l t  a u c h  d i e  b e i d e n  a n d e r n  H a u p t p u n k t e . *  

Um dies einzusehen, braiieht man nur die Schnittpunkte der  drei Ehenen, 
die den Hauptpunkten Hl H,H.. entsprecben, ferner die der Regelschaar, von 
der s',s',si, Leitlinien sind, mit dern Kegelschnitt Kr2 zu betracliten. 

Wir sind damit in den Stand geseht, allc Constructionen von Raiirnciirven 
vierter Ordnung, von denen eine Sehne s,, ein Doppelpunkt z. B. II1 und 
zwei andere Punkte 1f2J2H3 gegeben sind, dureh Combination der noch 
fehlenden Bedingnngen auf andere meist einfaçhe algebraische Probleme 
zurückzuführen. Wir  brauchen nur die gegcbene Vcrwandtschaft der Art 
zu construii.en, dasa die gcgcbenen Punkte IIlI12Z<3 die Hauptpunkte und 
die gegebene Sehne s, die siuguliire Linie des Raumes Z werden. Alles 
andere bleibt der Willkür überlassen. Wir  werden danu nach Construction 
der Verwandtschaft die weiteren I3estimmiingsstiicke der R,aumcurve vierter 
Ordnung nach dem Raume 1' transformiren. In  diesem Raume haben wir 

dann aus gcgebcnon Bestimruungsstücken .cinon Kegelschnitt oder dercn 
mehrere zu construiren, deren Bilder uns alle Losungen der Aufgabe 
licfern werden. 

Z. B. wenn eine Raumciirve vierter Ordnung eu construiren wzre, 
die i n  XI einen Doppelpunkt ha t  und von der noch eine Sehne s, und 
fünf Punkte IJ2H3PlP2P3 gegeben sind, so haben wir nach angogebener 
Construction der Verwandtschaft 1: P2 P3 nach E' zu transforqiren und 
daselbst den Kegelschnitt zu construireri, der durch P'11"zY'3 geht und die 
beiden Axen .s',s'~ schneidot. n a s  Rild dieses Kegelschnitts lost die Auf- 
gabe. Schliesslich füge ich noch hinzu, dass wenn der Kegelschnitt die 
Ebene berührt,  die IIl entspricht, dass dann der Doppelpunkt in einen 
Rückkehrpunkt übergeht. Wir haben somit ein Mittel zur Construction 

von Raumcurven vierter Ordnuug, wenn unter  anderen Bedingungen von 
diesen der Rückkchrpunkt TIl, zwei Punkte H2H, und eine Sehne gegeben 
sind, gefunden. 

Betrachten wir das Bild ciner beliebigen Ebene E des Raumes 1, so 
is t  dies nach Früherem eine Fliiche dritter Ordnung, die sr,sr,s', enthalt. 

* Die-Umkehr dieses Sataes ergiebt sich au8 der A r t  der Fliiehe, die einer 
Ebene im Raume E' ent'spricht. 
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Wir behaupten nun: 
E i n e r  E b e n e  d e s  R a u m e s  1 e n t s p r i c h t  e i n e  g e r a d l i n i g e  Fl'liche 

d r i t t c r  O r d n u n g ,  d i e  a u s s e r  ~ ' , s ' , s ' ~  s', a l s  D o p p e l l i n i e  e n t h t i l t .  
Um dies zu beweisen, suchen i r i r  die Bilder der Geqden  der Ebene El 

die s, schneiden. Dies sind aber nach Früherem Gerade, die s', und die 
Gerade t' schneiden, die dem Schnittpunkte von s, mit E entspricht. Sie 

bilden die Regelflache dritter Ordnung. Einer beliebigen Geraden g der 
Ebene E entspricht ein Kcgelschnitt, der nach Früheiem sr4 schneidet. 

Dieser Kegelschnitt bildet mi t  den Geraden sf4t '  die Leitlinien der 
Regelflache dritter Ordnung, die 3: entspricht, d. h. dem Strahlenbüschel 
der Ebene 3: mit  dem Scheitel ( s4E)  enhpreçhen die Geraden, die den 
Kegelschnitt und die Geraden sr4t '  schneiden. 

E i n e r  g e r a d l i n i g c n  F l a c h e  d r i t t e r  O r d n u n g ,  d i e  a i i s s e r  . ~ ~ ~ s ' , . c ' ~  
noch sr, a l s  D o p p e l l i n i e  e n t h l i l t ,  e n t s p r i c h t  i n  1 e i n e  E b e n e  a l s  
e i g e n t l i c h e s  I l i ld .  

Denn jede Flache, die durch eine der Geraden S ' ~ S ' ~ S ~ ~ ,  z. B. sisri geht, 
bat zum uneigentlichen Hilde die Ebene (His,). Geht ferner eine Plache 
ewcimal durch sr4, so wird cben so oft die Ebene (s1s2s3) a.ls uneigent- 

liches Bild der Flache auftreten. 
E i n e r  b e l i e b i g e n  E b e n e  A" d e s  R a u m e s  Ir e n t s p r i c h t  e i n e  

F l a c h e  z w e i t e n  G r a d e s  a l s  e i g e n t l i c h e s  B i l d ,  d i e  s, u n d  d i e  
H a u p t p u n k t e  H,H2H3 e r i t h a l t .  

nenn  jede solche Ehene B' schneidet s', in einem Punkte,  den1 schon 

die Ebene (s,s,s,j entspricht, und s',s',sr3 in  drei Punkten,  denen Gerade 
durch HIH,H, entspreehen, die s, i n  drei Punkten schneidon. 

E i n e r  F l l i c h e  z w e i t e n  G r a d e s ,  d i e  IILE41/, u n d  s4 e n t h a l t ,  
e n t s p r i c h t  i n  X' a l s  e i g e n t l i c h e s  B i l d  e i n e  E b e n e .  

Denn Hi ha t  die Ebene (sfis',) und s4 die Fliiche zweiten Grades, von 
welclier S ' ~ S ' ~ S ' ~  Erzeugende sind, zu Bildcrn. 

Construct ionen von geradlinigen Fliichen zweiten Grades  
u n d  Raumcurven  dritter Ordnung. 

Wir haben nun liinreichende Mittel zu Constructionsaufgaben gewonnen, 
und wir aol len , am lctztcn Satz anknüpfend , Constructionen von geradlinigen 
Plichen zweiten Grades vorerst geben. D a  die LU construirende Flache 
zweiten Grades als das Bild einer Ebene des Raumes 1' aufgefasst werden 
miiss, so müssen von derselben stets eine Gerade s, und drei Punkte H,I&% 
gegeben sein. Weitere Bestimrnungsstücke konnen dann aach M i e b e n  
combinirt werden. Die Gerade se werdcn wir dann als singulae Oecada, 

LI, H2 H3.  als Hauptpunkte des Raumes 1 annehmen. 
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Die Axen und die Hauptlinie des Raumes Z' und die weitere 
Fiairhg der Verwandtschaft bleibt in unserem Belieben. R7ir werden 
riun die weiteïen Bestimmungsstücke der Flzche zweiten Grades nach Z' 
transformiren und diejenigen Ebenen hier construiren, deren Bilder uns 

die serlangten Flachen liefern. 
Achnliches werden wir auszuführen haben, wenn es sich um die 

Construction von Raumcurven dritter Ordnung handelt, die s, zur Sehne 
haben und durch Vl.7T2H3 gehen. . Die Bezeichnung sol1 der früheren 
analog sein. 

Wir  skizziren einige Beispiele: 
Die Construction der Bliiche F, (Hl H, H3 s, Pl P, P,) reducirt sich auf 

die des Bildes der Ebene P',Pr,Prs. 
Die Construction der Fliiche F, (Hl Y,B H3 s,hl reducirt sich auf 

die der Bilder der beiden Ebenen, die durch die Tangente von h' in B' 
gehen und den Kegelschnitt b', berühren. 

Ganz Lhnlich 16st sich die Construction der Fl iche F2 (Hl H2 H, s4blb21'). 
Wir  haben hier vier Losungen. 

Die Construction der Flache F, (Hl Hz H3 s, hl h, h,) reducirt sich auf 
die der Bilder der acht 13erührungsebenen der drei Kegelschnitte b'lb'2b't. 

Die Construction der Raumcurve dritter Ordnung C, (s4Bl H2 H3P1, 1,) 
reducirt sich auf die der Bilder der vier gemeinsamen Geraden der beiden 
Kegel (PI Ifl) (P'l',). 

Die Construction der Raumcurve dritter Ordnung C3 (s4H1 H2H3s11 1 2 )  
reducirt sich auf die Auffindung der Sehnen von sr, die l', und Il2 
schneiden. 

Die Construction der Raumcurve dritter Ordnung C3 (s, Z1 II2 D3 Plz )  

is t  zurückgeführt auf die der Geraden des Tangentenkegels (P 'd ) ,  die von 
Z r  geschnitten werdea  Die Aufgabe hat acht Losungen, denn die Schnitt- 
punkte von 1' mit der Doppelebene, die von Y' zur Iloppellinie geht, 
liefern keine Losungen. 

Die Construction der Raumcurve dritter Ordnung C3 (s,Hl H2 H3sln): 
Die Ebene des Kegelschnitts s' schneidet d in oiner. Curve vierter 

Classe. Der Kegelschnitt Z' schneidet letztere Ebene in zwei Punkten, von 
welchen je vier Tangenten an die Curve gehen, deren Bilder nnsere Auf- 
gabe losen. 

Die Construction d r r  Raumcurve dritter Ordnung Cy (s4H1 il2 H3.Pn17Gp) 
reducirt sich auf die der gemeinschaftlichen Tangenten von P' an heide 
Flachen d,d2. Die Aufgabe ha t ,  wie sofort folgt, sechszehn Losungen. 

Die Construction der Raumcurve dritter Ordnung C3 (s4111H2H3sn,7c,) 
redncirt sich auf die der Bilder der sechszehn gemeinsamen Tangenten, die 
sich in der Ebene von s' a n  die Schnittcurven von d,d, ziehen .lassen. 
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Die Construction der Kaunicurve dritter Ordnung C i  (s, Hl H3 P z 2 )  
reducirt sich auf die Const,ruction der Kaiipttangcnten, die von I" an n' gehen. 

Die Construction der Raumcurve dritter Ordnung C3 ( s ~ H , H ~ U ~ S T C ~ )  
reducirt sich auf die Construction der Bilder der drei Wendetangenten der 
Schnittcurve der Ebene des Kegelschnittes s' mit der Flache TC'. 

Auf ganz gleiche Art losen sich die Consiruütionen der Raumcurven 
dritter Ordnung: 

C3 (S,H,II~IZ~%'), C, ( S ~ H , I I , Z ~ ~ ~ ~ ~ ) ) ,  C3 (s,HlH2'zn,bl) 
Il. S. W. 

§ 9. 
Construct ionen v o n  Flachen dritten Grades. 

Wir konnen nun schliesslich auch den Raum Z' zu Constructionen von 
Flacben dritten Grades, von welcheil aber immer die Doppelgerade s', und 
drei diese schneidende Gerade s',sr,s', gegeben sein müssen, und zu Con- 
structioncn von Kegelschnitten, von denen aber  immer vier Secantcn 
S ~ ~ S ' ~ S ' ~ S ' ,  çegeben sein müssen, von welchen s', die drei übrigen schneidet, 
verwenden. Wir  haben unsere Ver~2andtschaft nur der Ar t  zu construiren, 
dass s',sl,s', die Axen des Raumes El, und srp die Hauptlinie desselben 
Raumes werden. Die Axen des Raumes 1 unterliegen der Bedingung, 
sich iu drei Punkten schneiden zu müssen. Wir habcn dann die woitoren 
Bestimmungsstücke des in  1' zu construirenden Gebildes nach 1 zu trans- 

formiren und hier Ebenen oder Gerade zu construiren, deren Bilder die 
verlangten Losungen liefern. Wir wollen einige Beispiele mit früher ana- 

logen Bezeichnungen geben. 
Die Construction der Fliiche dritten Grades FI, (sr, . s',s',s',P', Pr ,  b') 

besteht . nach Construction der Verwandtschaft in der Transformation der  

Bestimmungst;tücke P1,P',b' in  den Raum 1. Hier haben wir Ebenen zu 
construiren, die b berühren und durch Pl P, gehen müssen. Da der Kegel, 
dessen Spitze einer der Punkte PlP2 und dessen Leitlinie die Curve dritter 
Ordnung b is t ,  von der vierten Classe, so erhalten wir vier Ebenen, dcren 
Bildei unsere Aufgabe losen. 

Ganx Bhnliçh construiren sich die Flachen dritten Grades Fr,  (sr4 
. s', sl,s', P' b', b',) und F r ,  (s', . s', s', s', b', b', b',). 

Die Construction der Flache dritten Grades Fr,  (s', . sf,s', s',hl Pl) ist 
zurückführbar auf die Construction der drei Schmiegungsebenen vom Piinkte P 
an die Raumcurve dritter Ordnung h. Die Bilder dieser Ebenen werden 
dann gewiss durch P r  gehen und h' dreipunktig berühren. 

Die Construction der Fliiche dritten Grades Fr, (sr4.  s',s',s',P',P',z',) 
reducirt sich auf die Construction der beiden Berührungsebenen, die sich 
von P,P, an die Plache zweiter Ordnung zl legen lassen. 
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Setzt man stat t  Pr, eine zweite Berührungsebene ml2, 80 ha t  man von 

die vier gemeinsamen Berührungsebenen an mr2 und der en INder, 
die Aufgabe losen, 7u suchen. 
Die Construction der Plache dritten Grades PI, (s', . srl sr, s',nr, n', n',) 

reducirt sich auf die Con~truct ion dcr Bildor der acht gemcinsamen Bo- 
rlihrungsebenen der drei Flachen zweiten Grades n,s,a,. 

g 10. 
Construct ionen v o n  ra t iona len  Raumcurven  v ie r te r  Ordnung. 

Revor wir su Constructionen von Kegel~chnitten im Raume 1' iiber- 
gehen, wollen wir noch einige Constructionen von rat.ionalen Raumcurven 
vierter Ordnung gcben, um dicso mit den folgenden Kegclschnittsconstruc- 
tionen in Verbindung setzen zu kihnen. 

Wir  behaupten vorerst: 
E i n e m  K e g e l s c h n i t t  d e s  R a u m e s  1 e n t s p r i c h t  e i n e  r a t i o n a l e  

R a u m c u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g  i n  Zr, d i e  d i e  A x e n  s'ls'2s', u n d  die 
H a u p t l i n i c  s, zu S e h n e n  h a t .  

Dieser Satz folgt daraus, dass den Schnittpunkten des Kegelschnittes 

mit den Ebenen (sl s2 s3) (Hl s4) (D2 s,) (a3 sp)  Punkte auf sr, dl s', sr, des 
Bildes entsprechen. 

s', t r i t t  zweimal als uneigentliches Bild vom Kegelschnitt auf, weshalb 
das eigentliche Rild eine rationale R,aumcurve vierter Ordnung kt. 

Ferner gilt der Satz: 
E i n e  r a t i o n a l e  R a u m c u r v e  v i c r t c r  O r d n u n g ,  d i c  S ' , ~ ' , S ' , S ' ~  zu 

S e h n e n  h a t ,  b e s i t x t  z u m  e i g e n t l i c h e n  B i l d e  e i n e n  K e g e l s c h n i t t .  

Denn eine solche Rsumcurre ha t  mit Regelfliichen dritter Ordnung, 
die sr4 zur Doppellinie und die Axen ~ ' ~ s ' ~ s ' ,  enthiilt, nur zwei bewegliche 

Schnittpunkte. 
W i r  wollen diese beiden letzten Siitze zu Constructionen benütxen. In 

allen diesen wird es uns nur  moglich sein, rationale Raumcurven vierter 
Ordnung zu construiren, die s',sr, sr, s', zu Schnon haben. 

Aber es ergiebt sich sofort, dass wir os  in der Band haben, diese 
Sehnen zum Theil in Tangenten übergehen zu lassen. Denn betrachten 
wir die schon erwiihnten Ebenen (sl S ,  s3)  ( E 1 s 4 )  (H2s4 )  ( H 3  s4) ,  so ist  klar, 
dass eineni Kegelschnitt des Eaumes 1, der mit eirier oder mehreren dieser 
Ebenen eine Reriihrung hat ,  eine rationale R,aumcurve-vierter Ordnung 

entspricht, die mit den homologen Geraden s', eine Berührung hat. 

Aber wir konncn nicht blos verlangen, dass die Sehnen in Tangenten 
der Raumcurve tibergehen, wir konnen es vielmehr auch einrichten, dass 

die Raumcurve vierter Ordnung einen Doppelpunkt erhiilt und dass dicser 
a d  einer der Axen srls',s', zu liegen kommt. Denn allen Punkten jeder 
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Verbindungslinie einer der Hauptpunkte HlIT,H3 mit irgend einem Punkte 

von s4 entspricht ein und nur  ein Funkt  der Axen s'ls'2s'S. Legen wir 
nun den Kegelschnitt der Ar t ,  dass er eine solche Gerade zweimal schneidet, 
so m u s  das Bild desselben zwei Punkte in e i n e m  Punkte der Axen haben. 
Dies is t  aber cin Doppelpunkt. 

Um zu Constructionen überzugehen, werden wir immer die gegebenen 
Gcraden sr, sr, s', a',  , die iinmer die Stelle von Sehnen der zu construirenden 
Raumcurve vierter Ordnung spielen, a h  Axen und Hauptlinie des Raumes 1' 
anzunehmen haben. Die weitere Fixirung der Verwandtsuhaft is t  willkürlich, 
wie wir schon gesehen haben, nur müssen s, s, s, sich in  drei Punkten schneiden. 

Wir wollen die Bezeichnungen festhalten, die bei Raumcurven dritter 
Ordnung gewahlt wurdcn, nur sol1 ferner bedcuten: 

-- 

Il's', einen Doppelpunkt auf sri, 
sI2, sr2i Tangent en, 
sf3 eine Tangente mit dreipunktiger Reriihrung. 

Die Construction der Raumcurve vierter Ordnung C4(sr1 sr2 srgsr4s'Pr1 pl2 Plg). 
Wir transformiren s'P',P',P', nach dem Raume t und construiren hier in 
der Ebene J\P,P, durch diese Punkte und immer zwei von den Schnitt- 
punkten der Raumcurve dritter Ordnung s einen Kegelschnitt. Die Bilder 
der drei moglichen Kegelschnitte liefern die Lb'sungen der Aufgabe. Es  
ist leicht ersichtlich, dass fast auf gleiche Weise sich die Construction der 
Raumcurve vierter Ordnung Cl4 (sr l  sr2 s', sr41', z', Pr, Pr ,  Pr , )  ergicbt. Wir 
erhalten neun Losungen durch Lb'sung zweier Aufgaben dritten Grades. 

Die Construction der Baumcurve vierter Ordnung q ( s r l  sI2 ~ ' ~ s ' ~ ~ 1 '  pl Plz P r g )  
reducirt sich auf dio von Kegelschnitten im R m m e  X, die durch Pl P2P, 
gehen, die Ebene (s ,s ,s ,)  berühren und einen der Schnittpunkte ihrer  Ebene 
mit der Raumcurve drittor Ordnung 1 cnthaltcn. Die sechs Losungen sind 
auf eine Aufgabe vom dritten und drei vom zweiten Grade rediicirt. 

Die Construction der Eaumcurve vierter Ordnung C ' p ( ~ ' 1 ~ ' Z ~ 1 3 ~ 1 2 p ~ r 3 ~ f )  
verlangt vorerst die der drei Schmiegungficbenen, die sich von P a n  die 
Raumcurve dritter Ordnnng s legen lassen. Wir haben dann Kegelschnitte 

zu construiren, die in je einem Schmiegungspunkte die Raunicurve s os- 
culiren, durch P gehen und die Ebene (s,.?,.,.c,) berühren. Wir erhalten 
sechs Losungen. 

Die Construction der Raumcurve vierter Ordnung C',(sf,s', s ' ~ , s ' ~ ~ P ' ,  P',P',) 
verlangt die von Kegelschnitten, die durch I>,P,I>, gehen und die Ebenen 
(H3s4) (s1s2 s8) berührcn. 

Die Construction der Raumcurve vierter Ordnung Cf, (sr, s',, nTs', s'" PI,  p',) 

kommt znrück auf die der Kegelschnitte der Ebene ( 1 ~ ~  pz) ,  welche durch 
P,P, gehen und die drei Ebenen (ELs , )  (H3s4) (s1s2s3j berühren. 
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Weitere Combinationen der Bestimmungsstücke ausser sr1 b f g  sr3 sI4 er- 
gebcn sich leicht, wcshalb wir CS mit diescil Boispielen bewenden lassen. 

g il. 
Kegelschnittconstructionen. 

Wir gehen nun zu einigen Beispielen von Constructionen von Kegel- 
schnitten im Raume II' über. Wir  wollen Gerade, welche mit dem eu con- 
struirenden Kegelschnitt je einen Punkt  gemein haben, mit s', a', s', sl,l ', lr2 . . . 
bozeichnen. Die andercn Bezeichnungen sollen denen bci Curven dritter 
Ordnung analog sein. 

Die Construction des Kegelschnitts Kr,  (srl sf2 s', s',P',Pr,) reducirt sich 
auf die des Bildes der Geraden P,P2. 

Die Construction des Kegelschnitts Kr2 ( ~ ' , S ' ~ . S ~ ~  ~ ' 4 1 f ,  l ' ,  P I )  reducirt sich 
auf die der Geraden, die durch P gchen und Ill, schneiden. Dabei licfern 
die Geraden PI4, PIi,, PII, keine Losungen. 

Die Construction der Kegelschnitte 

Ern (sr, s', sr3 s1,l', 2 ' 2  119 n'), 

Er2 (sr, s', sr3 sr4 ill ~ ~ , n ; ' ~  nr2), 

gr2 (SI, 512 sr3 b', l', dl '?'Clz 7Gr3), 

Kr, (s', sf, s', 5 ' , 7 ~ ' ~  ,clJ ?cf4) 

kommen darauf hinaus, die gemeinsamen Strahlen von vier Cornplexen zu 
bestimmen. Strahlen durch die Hauptpunkte geben keine Losungcn. 

Die Construction des Kegelachnitts K', (srl s', sr3 sr4 P'n' 1') verlangt die 
Construction der gemeinsmnen Geradeu. der beiden Kegel ( P x )  und (Pl),  
von welchen der ersto zweit,en und dcr zweite dritten &ades ist. Wir 

haben somit sechs Losringen. 
0' 

Die Construction des Kegelschnitts K ' , ( v ' , ~ ' , s ~ ~ ~ ' ~ P ' n ~ ~ n ' ~ )  führt auf 
die Construction der gemeinsamen Strahlen der beiden Tangentenkegel 
von P a n  die Flachen zweiten Grades 7c1n2, deren Bilder die Aufgabe losen. 

Wir wollen uns nun die Aufgabe stellen, Kegelschnitte i u  construiren, 
die vier gegebene Sehnen srl s1,s ' ,  sr, einer rationalen Raumcurve vierter 
Ordnung schneiden.* s', ist  eine Transversale von s',sl,.~',. Um die Kegcl- 
schnitte vollig zu bestimmen, wollen wir weitere Bedingungen combiniren. 
Wir haben gesehen, dass einer rationalen Raumcurve vierter Ordnung, die 
in unserer Verwandtschaft s',s',s',s', zu Sehnen hat,  in  II ein Kegelschnitt 

entspricht. Wir werden daher die gegebenen Setinen der gegebenen ra- 
tionalen Raiimcurve vierter Ordnung eu Axen und Hauptlinie des Etaumes X' 

* Siehe L ü r o t h ' s  Abhandlung: Eine Aufgabe über Kegelschnitte im Raume, 
Math. Annalcn, Bd. 3. 
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der schon oft benutzten Verwandtschaft machen. Die anderen Bestimmungen 
derselben bleiben uns frei. Wir werden dann im Raume 1 Gerade zu con- 

~truiren haben, deren Bilder uns die gewünschten Kegelschnitte liefern. 
Wir wollen einige Beifipiele geben. Dabei fiihren wir folgende Rezeichnung ein: 

P f , P f 2 . .  . Der Kegelschnitt Krz geht durch die gegebenen Punkte 
P',Pr2 . . ., die nicht auf der Raumcurve liegen. 

Cfl Cf,; er enthiilt die festen auf der Raumcurve liegenden Punkte Cr1 Cfz. 
lr11',, a',sf, sr, sr,; er  schneidet die festen Geraden Z r l  Zr,, s',sr, s',sf4 

einmal. 
1"; er soll die feste Gerade If berühren. 
fi?; er sol1 die feste Gerade I f  zweimal schneiden. 
Cf4; er soll die gegebene Raumcurve vierter Ordnung einmal schneiden. 

Cl2,; er  soll sie berühren. 

Cf,@',; er soll sie zweimal schneiden. 
mr1x',; er  soll die gegebenen Ebenen n',nf, berühren. 

Die Construction des Kegelschnittes Er2 (sr, s',af, sf41  '2Cr,) reducirt sich 
auf die der Tangenten der Raumcurve dritter Ordnung I, die das Bild 
von Cf4 (wir wollen dies mit K2 bezeiühnen) schne3en. 

Die Construction des Kegelschnittes K r 2  (sr, s', s ' , ~ ' ~  l'l'l', CI,) reducirt 
sich auf die der Sehnen von 1 ,  die K2 und 1, schneiden. 

Die Construction des Kegelschnittes K f 2  (srls'2sf3sr4C'1 Pr1) l6st sich dwüh 
das Bild der Geraden CIP. 

Die Construction des Kegelschnittes ~ ~ , ( s ~ ~ s ~ , s ~ , s ' , l ' P ' C ~  ) f '  i ihrt auf 
die der gemeinsamen Strahlen der beiden Kegcl (PI) und (PX2) .  

Die Construction des Kegelschnittes K r 2  (.yf, sr, s', sf41' Cl2,) führt  auE die 
Aufgabe, die Tangenten von Ii, zu ermitteln, die 1 schneiden. Die Aufgabe 
scchsten Grades xerfallt in drei des xweiten und eine des dritten Grades. 

Die Construction des Kegelschnittes E', (s', sr2 srs sr,zr Cf") verlangt die 
der Tangenten von K2, die auch n; berühren. 

Die Constrriction des Kegelschnittes RI, (s',sr,s',s',l'llr, C',Cf4) reducirt 
sich auf die der in der Ebene von E2 liegenden Geraden, welche 1, und 1, 

schneiden. 

Die Aufgabe neunten Grades reducirt sich auf zwei des dritten. 

Die Construction des Kegelschnittes .KIz ( s ~ ~ ~ ' ~ ~ ' ~ . ~ ' ~ ~ ~ ~ ' ~ C ' ~ C ' $  fùhrt 
auf die der gemeinsamen Tangenten der beiden Kegelschnitte, die die 
Ebene von K2 aus den Flachen und n, herausschneidet. 
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Capitel  IV. 

D r i t t e r  Spec ia l fa l l .  

5 12. 

W i r  gehen nun zu einem weiteren Specialfall* der Verwandtschaft 
über (S. lithogr. Tafel Fig. 6). 

Die Axen jedes Raumes nehmen wir windschief zu einander. Die 
singulare Hauptcurve (Hfy) dritter Ordnung des Fiaurues Zr  lassen wir in 
drei Gerade zcrfallen. Dies crrcichcn wir ,  wenn wiï  drei Punktc Ygend 
einer Geraden s', des Raumes Er drei beliebigen Transversalen der Axen 
des Raumes Z zuweisen. Damit ist die Verwandtschaft festgelegt und es 
folgt aus friiheren Betrachtungen, dass allen Transversalen der Axen des 

Raumes X eine Raumcurve dritter Ordnung entspreçhen iriiiss, von der 
aber hier drei Punkte in einer Gcraden sr ,  liegen. Das heisst aber: Die 
Hauptcurve (Hl:,) dritter Ordnung des Raumes Zr  ist in  eine Gerade s', und 
die beiden Transversalen zu s r l  sr,  s', s r , ,  die wir mit t ' , t ' ,  bezeichnen wollcn, 
zerfsllen. Denn die Transversalen t r , t ' ,  gehen durch zmei Funkte von sr,, 

denen auch zwei Transversalen von s,s2s,, wir neniien sie t, t,, entsprechen 
müsscn. Daraus folgt aber, dass die Hauptciirve (H,) dritter Ordnung des 

Raumes Z aus t,t2 und einer diese schneidende Gerade s, bestehen muss. 

E s  ergiebt sich somit,: 

Z e r f z l l t  d i e  H a u p t c n r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  i n  e i n e m  R a u m e  i n  
G e r a d e ,  s o  m u s s  d i e s  a u c h  d i e  d e s  a n d e r n  R a u r n e s  t h u n .  

Dabei spielen die Theilo der zerfallenen Raumcnrve ungleiche Bollen. 
Wir bezeichnen obige Theile s, und sr ,  mit Axen der betreffenden Raume. 
Ihren Punkten entspreühen die Transversalen von sf ,s ' ,  sr,, beziehungsweise 
die von s,s,s,. 

Die anderen Theile t,t, t ' ,  t', der zerfallenen Raumcurven sollen schlecht- 
weg die Transversalen der Raume genannt werden. Dabci entspricht jedem 
Punkte von ti die ganze Transversale t r i  und umgekehrt. 

Jeder Punkt  einer der Axen, z .  B. s,, wird durch Ebenen von s, und e ,  

und irgend einer Ebene von s, im Raume 1 fixirt. Daher entspriçht einem 
solchen Punkte in X' eine Gerade, die sr ,s ' ,s ' ,  sctineidet. 

Daraus ergiebt sich: 
J e d e m  P u n k t e  e i n e r  A x e  e i n e s  R a u m e s  e n t s p r i c h t  i m  a n d e r n  

E a u m e  e i n e  G e r a d e ,  d i e  d i e  A x e n  d e s  l e t z t e r e n  s c h n e i d e n ,  d ie  
a n d e r e  I n d i c e s  h a b e n  a l s  d i e  Axe ,  a u f  w e l c h e r  d e r  P u n k t  l i e g t  
u n d  u m g e k e h r t .  

* Siehe N o e t h e r ,  Math. Annalen, Bd. 3 ,  pag. 571. 
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Aus der Umkehrung des Satzes folgt dann, wenn man noch beachtet, 
dass j e d e m  Punkte  einer Transversalen von drei Axen ein Punkt  einer 

Axe irn andern Baume entspricht: 

J e d e r  G e r a d e n  d e s C l t a u m e s  E(1') e n t s p r i c h t  i n  1' (Z) e i n e  
R a u m c u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g ,  d i e  s'ls',s',.s'4(sls2s,r,) zu S e h n e n  h a t .  

J e d e r  E b e n e  d e s  R a u m e s  X(X1)  e n t s p r i c l i t  e i n e  F l a c h e  d r i t t e r  
O r d n u n g ,  d i e  d i e  A x e n  s',s',s',.sr, (s,~,s,s,) d e s  a n d e r n  R,anrnes  e n t -  

h i l t .  

Ebenso gelten die Crnkohrungen dieser beiden Satze, wie leicht zu sehcn. 

Legen wir durch die Axe .Y, (n',) eine Ebene E (Er), so kann dieser 
nur wieder eine Ebene als eigentlichee Uild eritsprechen.. Deun der Ge- 
raden ~ ~ ( 5 ' ~ )  der Ebene entsprechen die Transversalen von .~',a',s', (sls,.r3), 

die eine FlZche zweiter Ordnung bilden. Das Bild der Ebene E (3') ist 
somit in eine Flache zweiter Ordnung und in eine Ebene zerfallen, von der 
wir behaupten, dass sie durch SI, (s,) geht. 

E (E')  schneidet die Axen P, s, z, (sr, sf2 sr3) in drei Punkten, denen nach 

Prühcrem Gerade entsprechen, die sr, (s,) schneiden. s', (s,) enthiilt sornit 
von dem Hilde von F;(hr),  welches eine Ebene ist,  drei Punkte, uiuss 

dalier in demselben liegen. 

Hetrachten wir nun vier Ebenen diirch .F,: I;i',E2R3:,li4 und schneiden 
diese mit einer Geraden g des Raumes 1, so erhalten wir vier i3chnitt- 

punkte (El g) (E2 g) (E3 g) (E4 g). Diesen vier Schnittpunkten entsprechen vier 
Piinkte ( E r ,  9') (A", g') gr) ( E r ,  g') auf den entsprechenden Ebenen durch 
sr,: E', E'',Ef3 Er,. Sie liegen zudem auf einer Kaumcurve dritter Ordnung gr, 

welche das Bild von g kt .  und die s1 ,s ' ,  s',sf4 zu Sehnen hat. D a  nun 
nach der Definition der Verwandtschaft: 

L7) ( 3 2  9) (E3 g)  ($;., g)] A s'i @'l gr) (Er2 d )  (El3 9') (El4 !JI)], 

wobei i - 1, 2 ,  3, eo fol& aus der Projectivitat der vier Ebenenbüschel 
mit den Axen s,.~,s,s,, die die Punkte der Geraden g projiciren, die 
Projectivitat der vier projicirenden Ebenenbüschel mil den Axen A', s', sr3 s',, 

welche Sehnen der Raumcurve dritter Ordnung gr sirid. 

Es ergiebt sich somit: 

D e n  E b e n e n  d e s  E b e n e n b i i s c h e l s  d e s  R a u m e s  X m i t  d e r  
Axe  s, e n t s p r e c h e n  d i e  E b e n e n  d e s  E b e n e n b i i s c h e l s  m i t  d e r  
Axe s', p r o j e c t i v .  

Jede Curve eines Raumes, welche eine oder melirere Axen oder 
Transvorsalen desselben schneidet, bat  in  den Schnittpunkten Gerade zu 
uneigentlichen Bildern, weshalb die Ordnung des eigentlichen Bildes sich 

um die Zahl dieser Schnittpunkte erniedrigt. Wenn nun eine Gerade des 
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Raumes 1 beide Transversalen t,t, dieses Raiimes schneidet, so entsprechen 

den Schnittpunkten die Transversalen tr,t', und es ergiebt sich: 

D e n  G e r a d e n  d e s  l i n e a r e n  S t r a h l e n s y s t e m s  m i t  d e n  F u n d a -  
m e n t a l g e r a d e n  f,t2 e n t s p r e c h e n  d i e  G e r a d e n  d e s  l i n e a r e n  S t . rah len-  
s y s t e m s  m i t  d e n  F u n d a m e n t a l g e r a d e n  a l s  e i g e n t l i c h e  Bilder .  

Beachtet man die Transverfialen von je drei dor Axen a, x,?, s,, sa 
wissen wir, dass jedem Punkte einer solchen Transversalen ein Punkt 
einer der Axen srl sf2 s',sf4 des andern Raumes entspricht , und es ergiebt sich: 

J e d e r  C u r v e  C, i n  E e n t s p r i c h t  i m  a n d e r n  R a u m e  e i n e  Ciirve 
Cr3,, d i e  2 n m a l  j e d e  d e r  A x e n  sf,sr,s',~', s c h n e i d e t .  

J e d e r  F l i i che  1", i n  t e n t s p r i c h t  i m  R a u m e  Z' e i n e  F l a c h e  FI3,, 
d i e  n m a l  d u r c h  j e d e  d e r  A x e n  sf,s',sr,.s', g e h t .  - U n d  a n a l o g  im 
a n d e r n  R a u m e .  

Betrachtet man die Strahlen eines Strahlenbiischela, welches einen Punkt 
von fi zurn Scheitel bat und die Punkte von tk projicirt, so ergiebt sich: 

E i n e r  E b e n e  d u r c h  e i n e  d e r  T r a n s v e r s a l e n  d e s  R a u m e s  2k ent-  
s p r i c h t  e i n e  g e r a d l i n i g e  F l a c h e  d r i t t e r  O r d n u n g ,  welcGe trk zur  
D o p p e l g e r a d e n  u n d  tri z u r  L e i t l i n i e  h a t .  

3 13. 
Aiigemeines ü b e r  Constructionsaufgaben. 

Wir  gehen nun liber zu Constructionsaufgaben von Raumcurven dritter 
und vierter Ordnung und Flachen dritter Ordnung, welche wir als die 
Bilder von Geraden, Kegelschnitten und Ebenen des Raumes 1 auffassen 

wollen. Es  ist klar ,  dass uuser dritter Specialfall auch Gelegenlieit giebt, 
rationale Raiimcurven vierter Ordnung als die Bilder von Kegelschnit,t,en n i  

construiren, die zwei der Axen s,s,s3s4 oder die zwei Transversalen t,t, 
von t, oder eine Axe und eine Tramversale des Raumes schneiden. 
Schneidet der Kegelschnitt zwei der Axen, z. B. s,s2, so wird das Bild 
desselben aus den beiden Geraden, welche den Schnittpunkten des Kegel- 
schnittes mit den Axen s,% entsprechen, ferner ans einem eigentlichen 
Bilde, welches als Rest eine rationale Raumcurvs vierter Orduung sein 
muss, bestehen. I n  unserm Falle besteht das uncigentliche Bild dcs 
Kegelschnittes aus einer Transversalen zu s',sr,s', und einer zu sr, s', sr,. 

Da nun im Allgemeinen einem Kegelsühnittc von Z oine Raumcurve sechster 
Ordnung, die jede der Axen . ~ ' , ~ ' , s ' ~ s ' ~  viermal schneidet, entspricht, so fol$ 
in unserm E'alle, wo letztere Raumcurve zerfallen i s t ,  dass das eigenlliche 

- Bild des Xegelschnittes s',sr, eu Doppelsehnen, sr3 und sr4 aher nur zu 

einfaühen Sehnen hat. Dies ergiebt sich indess auch aus directen Be- 
trachtungen sofort. 
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Schneidet hingegen der Kegelschnitt die beiden Transversalen des 
Raurnes 1 tl nnd t , ,  so hat  das eigentliche Bild aus gleichen Gründcn 

s i  srJ .sr4 zu Sehnen, t ' ,  t ' ,  zu Secanten. 
Wenn schliesslich der Kegelschnitt eine Axe und eine Transversale 

sehneidct, z. B. s, und t,, so werden S'~S'~S'~ Sehnen, t ' ,  eine Secante und 
sr, eine Uoppeluehne des Bildes. 

Wir haben es somit in der Hand, solche Raumcurven vierter Ordnung, 

die zu vier Geraden und ihre beiden Transversalen tr1t', in obiger 
Beziehung stchcn, durch weitere Bestimmungsstücke festzulegen und zu 
construiren. Dass die Zahl der Losmgen der gestellten Aufgaben voll- 
stindig is t ,  ergiebt siüh wie früher, indem man zeigt, dass alle rationalen 
Raumcurven vierter Ordnung, die den gegebenen Bedingungen genügen, 
Ke.gelschnitte zu Bilder haben. 

Der U m ~ t a n d ,  dass das Bild einer Geraden, wolchc eine der Axen des 
Rwimes oder eine der Transversalen tlt, desselben schneidet, ein Kegel- 
schnitt is t ,  ladet ebenso zu Constructionen ein. So entspricht z. B. einer 
Geraden, die s, schneidet, ein Kegelschnitt, der sr, zur Sehne, s'~s'~s'~ aber 
zu Secanten hat. Schneidet hingegen die Gerade eine Transversale des 
Raumes, z. B. il, sa entspricht der Geraden ein Kegelschnitt, der jede der 
Geraden t r l  srl s ' , ~ ' ~  sr, nur  einmal schneidet. Also auch Kegelschnitte solcher 
Systeme sind uns nach Angabe weiterer Bestimmungsstücke zu construiren 
moglicli. Indem ~ i r  die frtiheren Bezeichnungen so weit ale moglich fest- 

lialten, beginnen wir mit Constructionen von Baumcurven und Flachen 
dritter Ordnung, die s',sl, a', sr, zu Sehnen haben, resp. enthalten. Aber 
auch bei Constructionen von Raumcurven vierter Ordnung und Kegelschnitten, 
die zu vier Geraden sf,s',  sr, und ihren Transversalen i n  obiger Beziehung 
stehen, haben wir uns die Verwandtschaft so zu construiren, dass die Ge- 
raden srl sr, a',sr, die Axen des Eaumes Z' werden. 

Drei Axen des Raumes 1, die windschief xu einander zu Liegen haben, 
k6nnen wir beliebig wlihlen. Dann weisen wir irgend drei Punkten einer 
der Axen deti Raumes Zr drei beliebige Transversale der drei Axen des 
Bailmes E projectiv zu. 

Damit ist  nun die Verwandtschaft festgelegt und wir werden die 
weitcren Bcstimmungsstücko des zu construircndcn Gebildes nach 1 trans- 
formiren, welche nun so transformirt BestimmungsstIicke jener einfacheren 
Gebilde sind, deren Bilder uns die Losungen liefern. 

5 14. 
Constructionen von Raumcurven  dritter Ordnung. 

Die Construc+ion der Raumcurve dritter Ordnung Cr3 (sfl a r e  srS hl4 Pll PrZ)  
reducirt sich auf die des Bildes der Geraden P,P2. 
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Die Construction der Ilsumcurve dritter Ordnung Cs(~'lsf,s',~f,.s'l->') 

reducirt sich auf die des Rildes der Sehne der Raumcurve dritter Ord- 
nung s ,  welche vom Punkte P gezogen werden kann. 

Dio Construction der Raumcnrvo dritter Ordnung Cr3 ( S ' , ~ ~ ~ S ' ~ S ~ ~ S ' s * ~ )  

reducirt sich auf die der sechs noch fehlenden gemeinschaftlichen Sehnen 

der beiden Raumcurven dritter Ordnung ss*. Die Bilder dieser sechs Sehnen 
geben uns die verlangten Losungen.f- Wenn sich nur zwei der Sehnen, 
z. B. s ' s * '  schneiden, so bestehen nur vier eigentliche Losungeu; zwei sind 
xerfallen. 

Denn jede eigentliche L6sung muss durch den Schnittpunkt von s's*' 

gehen. Betrachten wir aber ss*, so sehon wir, dass durch den entsprochenden 
Schnittpunkt (ss*) nur vier gemeinsame Sehnen gehen. Die übrigen beiden 

genleiuschaftlichen Sehnen ausser S ~ S ~ F ~ S ~  von S S *  konnen daher nur ser- 
fallene Raurncurven dritter Ordnung zu Rilder haben. 

Es ist nun sehr leicht, die beiden zerfallenen Raumcurven dritter Ord- 
nimg, von denen sf,s', sr, s r 4 s f s * '  Sohnen sind, direct zu construiren. Nennen 
wir die beiden Transversalen von s ' l s f2~ ' ,~ ' ,  1',1' ,  , so sind die beiden zer- 

fallenen Raumcurven dritter Ordniing: t ' ,  mit dern Kegelsühnitte in der 
Ebene s' A*!, der l ' ,sfl  s',s',s', und: L', mit dern Kegelschnitte in  der Ebene s's*', 
der if2 sr, srz sfs sr4 achneidet. Die Bilder dieser zerfallenen Raumcurven liefern 
uns aber die noch fehlenden zwci gemeinschaftlichen Schnen von ss*. Da 
nun au diesen Bilderri tl und 1, gehoren, so ergiebt sich: 

Z w e i  s i c h  i n  e i n e m  P u n k t e  s c h n c i d e n d e  R a u r n c u r v e n  d r i t t c r  
O r d n u n g  h a b e n  a u s s e r  d e n  v i e r  g e m e i n s c h a f t l i c h e n  S e h n e n ,  die  
d u r c h  d e n  S o h n i t t p u n k t  g e h e n ,  n o c h  s e c h s ,  d i e  s i e h  so  v e r h a l t e n ,  
d a s s  s t e t s  e i n e  T r a n s v e r s a l e  v o n  v i e r e n  d e r s e l b e n  e i n e  f ü n f t e  
s c h n e i d e t .  

Die Construction der Raumcurve dritter Ordnung Clg (sfl srZ s l g s r 4 d $ )  

reducirt sich auf die des Bildes der Tangenten von b i n  B. 
Die Construction dor Raumcurve dritter Ordnung Cf, (srl .sIz sra sr4 b ' l r )  

reducirt sich auf die der Bilder jener Tangenten von 0 ,  die von 7 geschnitten 
werden. Die Aufgabe ist also zwolften Grades. 

Die Construction der Raumcurve dritter Ordnung Cr3 (srl s', sf, s f 4 S ' ~ '  l ' ) i f -  

reducirt sich auf die der Sehnen von s ,  die dureh A gehen und 1 schneiden. 

Wir  erhalten sechs Losungen. 

i Uamit sind die beiden S%t,ze Cre m O na 's :  ,ewei Baumcurven dritter Ordnung 
haben zehn gemeinschaftlichc Sehnen, und es giebt sechs Baumcurven dritter 
Ordnung, die seühs beliebige Gerade eu Sehnen haben", auf einander zurück- 
gefiihrt,. 

tt s'À' bedeutet eine Sehne mit einem Schnittpunkt A' mit der eu construirenden 
Kaumcurve dritter Ordnung. 
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5 15. 

Constructionen v o n  rationalen Raumc-en vier ter  Ordnung. 

Wir wollen nun einige Beispiele ftir Constructionen von Raumcurvcn 
vierter Ordnung a h  Bilder von Kegelschnitten des Raumes II geben, die 
zwei der Axen oder Transversalen des Ksumes 1 schneiden. Wir  wollen 
dabei die Bezeiehnungen festhalten: s ' s ' ~  sollen Sehnen der Raumcurve be- 

zeichnen, (3 sri) - eine Doppelsehne , br3i eine Tangente mit dreipunktiger 

Berührung, bIiBfi eine Tangente mit dem Berühriingspunkt derselben. pi 
einen Punkt der Raumcurve, Zri t r i  einfach schneidende Gerade. Wenn t'; 
als einfach schneidende Gerade der zu construirenden Raumcurve auftritt, 
so ist sie eine Transversale von den immer gegebenen vier Geraden srl sr, sr, sr,. 

CfS endlich sol1 bezeichnen, dass die zu suchende Raumcurve vierter Ordnung 
die Raurncurve dritter Ordnung Cf3 zweirnal schneidet. Cf, ha t  sr1~' ,  s r 3 ~ I 4  

zu Sehnen. 
Die Construction der rationalen Raumcurve vierter Ordnung Cf4 [(3 sr,) 

(3sf2) s ' , s ' , ~ ~ ~  Pr, Pr3] is t  eindeutig zurückgeftihrt auf die Construction des 
Bildes des Kegelschnittes, der durch PIP,P, g e h t  und s,s, schneidet. 

Die Construction der rationalen Raumcurve vierter Ordnung C f 4  [(3 srl) 

(3sr2) s',s',s'C',Pr] besteht zunaçhut in  der d e r  Ebene PL&* l n  derselben 
hahen wir dann einen Kegelschnitt, der durch P und zwei Schnittpunkte 
von s und jene von sis4 geht, zu legen. Die  Bilder der drei müglichen 
Kegelschnitte lascn die Aufgabe. 

Die Construction der rationalen Raumcurve vierter Ordnung Cr4 [(3 2,) 
(3 sr2) s', sI4 3'1 verlangt die des Kegelschnittes, der s, sZ schneidet und 
die Raumcurve b in  B osculirt. 

Die Construction der rationalen Raumcurve vierter Ordnung Cf4 
(srisf2s', sfatr1 tr,  Pr1Pr2Pr3) reducirt sich auf die  des Bildes des Kegelschnittes, 
der durch PlP2P3 geht und tlt, schneidet. Auf ahnliche Weise lassen 
sich die rationalen Baumcurven vierter Ordnung Cr4 (srl gr2 srp ~ ~ ~ t ~ ~ t ~ ~ & ~ ~ ~ ) ,  

Cr, [(3 sr1)sr2sr3sf4trl Prl Pr, Pr3], Cr, [(3 srl) sr2 s',sr4t ', b13 Br] construircn u. s. W. 

5 16. 
Constructionen von Fliichen d r i t t e r  Ordnung. 

mir gehen nun zu Constructionsaufgaben von Flgchen dritter Ordnung, 
die die vier windschieftin Geraden s'lsf2sr3~r, enthalten. Wir  gebrauchen 
dabei die Bezeichnungon der frühcren Constrnctionen und begntigen uns 
gleich friiher mit einer blossen Skizzirung. 

* Cs bedeutet eine Gerade und ist das Bild der Raumcurve dritter Ordnung Cr,, 
die s', sr,s',s', zu Sehnen hat. 
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Die Construction der Flache dritter Ordnung F ' ~  (sr, srz sr3 s r 4 P f 1 P f p ~ ' 3 )  
reducirt sich auf dic des Bildcs der Ebene (PlP2P3). 

Die Construction der Flache dritter Ordnung E", (s',sr, sr3 s r , b r 1 ~ ' ,  Prz) 
reducirl sich auf die der Uilder der vier Bsrührungsebenen von P,P2 an 
die R,ai~.mciirve dritter Ordnung 6,. 

Die Construction der Flache dritter Ordniing Fr3 (sr1 sr2 sr3 s14 brl bf2 PI)  

reducirt sich auf dic dor Bilder der gemeinsamen Tangentialebenen der 
beiden Kegel vierter Classe (Pb,) (Pb,). 

Die Construction der E'lache dritter Ordnung Fr3 (srl srg srj sr4brl bf2 brg) 
reducirt, sich auf die der Bilder der gemeinsamen Rerührungsebenen von b, b, b,. 

Die Construction der Fliche dritter Ordnung pr3 (sll srZsfS sf4hrZr) ver- 
langt die des Bildes der Schmiegungsebene von h" in B. 

Die Construction der Fliiche dritter Ordnung Fr3 (srl br, s ~ ~ s ' ~ ~ ~ P ~ )  rediicirt 
sich auf die der Bilder der drei Schrriiegungsebenen, die von 1' an h gehen. 

Die Construction der Flache dritter Ordnung Fr, (3Il srz sr3 "4 Prilir2 n') 
reducirt sich auf die der Bilder der Berührungsebenen von PIP, an n. 

Die C'onstruction der Plache dritter Ordnung Frj (s f l sr2~r3~ranr lz1sPf )  

verlangt die der Rilder der gemeinsamen Rerührungsebenen von P zi i  nlx,. 

Aehnlich l6st sich die Construction der Flache dritter Ordnung l~'r,(s'lsr,sr3sr, 
nrl dB nf3). 

Die Construction der Flache dritter Ordniing Fr3 (sr, sr2 sl, s f4zrl  hl) reducirt 
sich auf die der Hilder der gemeinsamen Berühriingsebenen der Tangentc~i- 
fiache von h iind der F l k h e  dritter Ordniing 5 ~ .  Ebenso ergieht sich die 
Construction der F l k h e  dritter Ordnung Pr3 (sfl sfZsr3 ~~~n~~ brl br2) U. S. W. 

Capitel. V. 

Yierter S p e c i a l f a l l .  

$ 17. 
Wir g ~ h e n  nun zu einem wcitorcn Fail der Vcrwandtschaft über 

(S. lithogr. Tafel Fig. 7). Die drei Axen des Raumes X legen wir in eine 

Ebene und ebenso die des Raumes Zr.** 
Der Kbene (s,s,s,), die wir mit heaeichnen wollen, entspiicht in 

1' der Punkt  Srlz3. Ebenso entspricht der Ebene ( s ~ ~ s ~ ~ s ~ ~ )  = srlz3 in 1 
ein Punkt ,  den wir mit Slz, bczoichncn. Wir  haben somit durch die 
Schnittpunkte der drei Axen und den Punkt ,  der der Ebene der Axen des 

aridern Raumes entspricht, in jederri der Eaume t und Zr vier Punkte, 

* h' bedeutet, wie früher, eine Haiipttangente der Plache E",. 
** Vergl. N o  e t  h e r 's ,,Eindcutigc Raumtransformationenu in den Math. 

Annalen, Bd. 3. 
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die ejn Tetraeder, das Ha~ipttetraeder des bezüglichen Iiaumes bilden, be- 
kommen. W i r  wollen die Kanten dos Haupttetracders im Baume X mit 

P, s2 s3 s4 ,q5 .s6 bezeichnen. Und zwar sollen den Kanten .y1 .v2 s3 respective die 

Kantcn s,s,sc gegenüberliegen. Ganz analog sol1 dies auch im Haume 1' 
çelten. 

Es ergiebt sich nun sofort: 

Z w e i  K a n t e n  d e s  H a u p t t e t r a c d e r s ,  d i e  s i c h  n i c h t  s c h n e i d c n ,  
e n t s p r e c h e n  i m  a n d e r n  R a u m e  d i e  m i t  g l e i c h e n  I n d i c e s  v e r -  
s e h e n e n  K a n t e n ,  a b e r  i n  v e r k e h r t e r  B e i h e n f o l g e .  

J e d e m  P u n k t e  e i n e r  K a n t e  e n t s p r i c h t  i m  a n d e r n  R a u m e  

d ie  l e t z t e r e r  e n ' t ~ ~ r e c h e n d e  K a n t e .  

Wenn wir jede Tetraederecke als einen Hauptpunkt und nach don In- 
dices der Kanten der gegenüberliegenden Plache (s ;s~s~)  mit Sikl bezeichnen, 

und jede Ebene der drei Kanten S ~ E ~ P ~  eine Hauptebene nennen und analog 
im Ranme I', so ergiebt sich: 

J e d e m  H a u p t p u n k t  d e s  e i n e n  R a u m e s  e n t s p r i c h t  i m  a n d e r n  
R a u m e  d i e  m i t  g l e i c h e m  I n d e x  b e a e i c h n e t e  H a u p t e b e n e .  

Studiren wir das Bild einer Ebene 72 durch irgend eine der drei 
Kanten s,s,s6, z. B. s,, so wissen wir, dass den beiden Hauptpunkten dieser 
Kante s, zwei Hanptebenen des andern Raumes cntsprcchcn. Somit kann 
das eigentliche Bild der Ebene nur  wieder eine Ebene sein. E schneidet 
nun sl in  einem Punkte,  welchem die Kante sr, entspricht, somit geht 3' 
durch s',. 

13etrachten wir nun vier Ebenen durch sq, so entsprechen diesen vier 
Ebenen durch s',, und da  die ersteren vier Ebenen irgend eine Gerade, 
deren Bild in X' eine Raumcurve dritter Ordnung kt, die durch die Haupt- 
punkte geht,  in vier Puukten schneiden, deren entsprechende von jeder 
der drei Axen sr,s',~', unter demselben Doppelverhaltniss projicirt werden, 
als die Axcn S,S, v3 die ursprünglichen Punkte projiciren, so folgt, dass der 
Ebenenbüschel mit der Axe s4 in  X' einen Ebenenbüsühel mit der Axe br4 

zum 13ilde ha t ,  welcher mit ersterem projectiv ist. 
Es ergiebt sich somit: 

J e d e u i  E b e n e n b ü s c h e l  d e s  R a u m e s  1, w e l c h e r  e i n e  d e r  
K a n t e n  d i e s e s  R a i l m e s  z n r  Axe h a t ,  e n t a p r i c h t  e i n  p r o j e c t i v e r  
E b o n e n b ü s c h e l  m i t  d e r  K a n t e  a l s  A x e ,  d i e  m i t  e r s t e r e r  g l e i c h e n  
I n d e x  h a t ,  u n d  u m g e k e h r t .  

Suchen wir das Bild einer beliebigen Ebene E des Raumes 1, so 
entsprechen den Schnittpunkten von E' mit den sechs Kanten s, s2 s3 s4x5 s6 
die sechs Kanten des andern Raumes, und da das Bild der Nbene nach 
Früherem eine Flache dritter Ordniing ist, so folgt: 

5 * 
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E i n e r  b e l i e b i g e n  E b e n e  e i n e s  R a u m e s  e n t s p r i c h t  i m  a n d e r n  
R a u m e  e i n e  F l i i c h e  d r i t t e r  O r d n u n g ,  d i e  d i e  s e c h s  K a n t e n  des -  
s e l b e n  u n d  s o m i t  d i e  v i e r  H a u p t p u n k t e  a l s  D o p p e l p u n k t e  e n t h s l t .  

~ b é n s o  gilt die Umkehriing dieses Satzes: 

E i n e r  E b e n e  d u r c h  e i n e n  d e r  H a u p t p u n k t e  Sikl e n t s p r i c h t  
i m  a n d e r n  R a u m e  e i n  K e g e l  z w e i t e r  O r d n u n g ,  d e r  S f i k l  zur  S p i t z e  
h a t  u n d  d i e  ü b r i g e n  H a u p t p u n k t e  e n t h a l t .  

Betrachten wir das Bild einer beliebigen Curve des Raumes 1 ,  BO 

ergiebt sich, da  jedern Schnittpunkte der Curve mit cincr Hauptcbene dor 
entsprechende Hauptpunkt des andem Raumes entspricht: 

E i n e r  C u r v e  nter O r d n u n g  d e s  R a u m e s  t e n t s p r i c h t  e i n e  von 
d e r  O r d n u n g  31a i n  X', d i c  d i e  H a u p t p u n k t o  d e s  l e t z t e r e n  R a u m e s  
z u  n f a c h e n  P u n k t e n  h a t ,  u n d  u m g e k e h r t .  

E i n e r  G e r a d e n  d e s  H a u m e s  X, w e l c h e  e i n e  d e r  K a n t e n  des -  
s e l b e n  s c h n e i d e t ,  e n t s p r i c h t  e i n  K e g e l s c h n i t t ,  d e r  d i e  xi1 l e t z t e r e r  
e n t s p r e c h e n d e  K a n t e  e i n m a l  u n d  d i e  K a n t e  d e s  R a u m e s  If, die  

m i t  d c r  v o n  g g e s c h n i t t e n e n  g l e i c h e n  I n d e x  h a t ,  i n  d e n  H a u p t -  
p u n k t e n  s c h n e i d e t .  

E i n e r  G e r a d e n  g d e s  H a u m e s  1, d i e  z w e i  g e g e n ü b e r l i e g e n d e  
s i c h  n i c h t  s c h n e i d e n d e  K a n t e n  s c h n e i d e t ,  e n t s p r i c h t  e i n e  G e r a d e  
i n  If, d i e  d i e  b e i d e n  e n t s p r e c h e n d e n  K a n t e n  s c h n e i d e t .  

J e d e r  G e r a d e n  d u r c h  e i n e m  d e r  H a u p t p u n k t e  e n t s p r i c h t  
e i n e  G e r a d e  d u r c h  d e n  g l e i c h n a m i g e n  H a u p t p u n k t .  

Ueber  Constructionsaufgaben. 

Wir wollen nun diesen Specialfall zu einigen Constructionen verwenden. 
Wir werden die vier Hauptpunkte des Raiimes E l  da  diese bei Constructionen 
von Raumcurven dritter Ordnung als Punkte, und bei Constructionen von 
Flschen dritter Ordnung d s  Doppelpunkte derselben immer auftreten, k u z  
mit Il', H', H',II', bezeichnen , wo dann diese Buchstaben einfache oder 
Duppelpunkte bezeichnen, je  nachdem sie bei Ilaumcurven oder Pl%clien 
dritter Ordnung beniitzt werden. 

Da somit die Verwandtschaft nur Constructionen zulLsst, wo H', H ' , H ' 3 ~ ~ ' ,  
in obiger Bedeutung vorkommen, so müssen also von einer zu construirearlen 
Raumcurve dritter Ordnung stets vier Punkte und von einer zu construirenden 
Flache dritter Ordnung stets vier Doppelpunkte gegeben sein. 

Wir  werden d a m  immer diese vier Punkte im Raume X' als Hsupt- 

punkte walileu und die weiteren Bestimmungsstücke des zu üonstruirenden 
Gobildes in 1' nach E transformiren, wo d a m  dieselben Bestimmungsstücke 
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von zu construirenden Geraden und Ebenen werden, wodurch eben die 
Aufgabe reducirt wird. Der  Raum t musv der Verwandtschaft entsprcchcnd 
h i r t  werden. 

Construct ionen v o n  Raumcurven  dr i t t e r  Ordnung. 

Die Con~truct ion der Bauuicurve dritter Ordnung Crg ( l f l . Z f 2  H',@EP'l~',) 
reducirt sich auf die des Bildos der Geraden P,P2. 

Die Construction der Raumcurve dritter Ordnung Crs (II~,II',H',H',P's') 
reducirt sich auf die der Sehne von P an s. 

Die Construction der Raumcurve dritter Ordnung Cf, (Hf, Hf, Br3 RI, 
P'l',Zr,) besteht in der der einfachen Secsnten von P zu Il und 1,. D a  
die Geraden, die von P zu den Hanptpunkten von X gehen, keine I&ungen 
geben, so haben wir nur fünf Losungen. 

Die Construction der Raumcurve dritter Ordnung Cf, (Brl Hf2 Hf3 Hf4 
Prl'd) reducirt sich auf die der gemeinsarnen Strahlen der beiden Kegel (Pl) 
und (Pm). Da durch die Hauptpunkte von t doppelt zu zahlende gernein- 
same Strahlen der Kegel gehen, die keine Losungen geben, so haben wir 
zehn Losungen de i  Aufgabe. 

Die Construction der Raumcurve dritter Ordnung G', (Hfl Hf2 H f ,  Hf4sr lrnr) 
verlangt die der Sehnen von s, die 1 schneiden und m bertihren. 

Die Construction der Raumcurve dritter Ordnung Cfg (afl PZ H ' ~  H'4b111) 
reducirt sich auf die der Tangentcn von b ,  die Z schneiden, wobei wieder 
diejenigen Tangenten auszuschliessen sind, deren Bilder zerfallen. 

Dio Construction der Raumcurve dritter Ordnung Cf3 (Hr1H'2 H r , ~ ' , ~ ' m r a )  
reducirt sich auf die der sechs Haupttangenten von P a n  z.* 

1st s ta t t  Y' der Osculationspu~ikt von n' gegeben, so ha t  die Auf- 
gabe nur  zwei Losungen. 

Aehnlich reduciren sich die Constructionen der Raurncurven dritter Ord- 
nung Cr3 (Hfl P2Q3 Q4Pr mll zrJ, Cfs (QI Hf2 P4 PfdT), Cf3 (U1If2 Br3IIr4 

sr di d,), cf3 H~~ alg H ~ ~ S I  mlx). 
Die Construction der Raumcurve dritter Ordnnng Cfs (fi', ZIr2Hf, Hf4 

lr11', lr, I f 4 ) ,  woboi die vieï gegebenen einfachen Secmtcn 1r11'21f, Z f 4  sich 
in einem Punkte schneiden sollen, reducirt sich auf die der gemeinschaft- 
lichen Secanten der Baumcnrven dritter Ordnung Z11,1,14, welche fünf Punkte, 
wovon vier die Hauptpunkte von X, gemein haben.** Es ist wohl leicht 
einzusehen, dass diese Aufgabe mit  jener identisch is t ,  die die Construction 
der ebenen Curve dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt aus acht 

- 

* Siehe ,,Ab~ahIende Geumetrie von S c h u b e r t ,  pag. 180." Leipzig 1879. 
** Aus der folgenden Aufgabe ist ersichtlich, dass vier Raumcurven dritter 

Ordnung, die fünf Punkte gernein haben, ~ w d f  gemeinschaftliçhe Secanten besitzen. 
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gegebenen einfachen Punkten verlangt. Denn wir konnen von letzteren 
acht Punkten drei L11,H'2H's zu Hauptpunkten des Raumes 1' nehmen. 
D a m  nehmen wir irgend einen Punkl  des Raumes X1 als  ein Projections- 
centrum und projiciren die übrig gebliebenen fiinf Piinkte. In einem solchen 
Projectionsstrahl nehmen wir den vierten Hauptpunkt des Eaumes 1' an. 
Die weitere Construction der Verwandtschaft verlangt nur noch die Existenz 
von vier Hauptpunkten im Raume 1, die nach Belieben gewahlt werden 
konnen. Die Raumcurven dritter Ordnung nun,  die die vier Hauptpunkte 
des Raumes E' enthalt,en und die die vier noch übrig bleihenden Projections- 
strahlen zu einfachen Secauten haben, liefern als Projectionen von jenem 
beliebig angenommenen Projectionscentrum die gesuchten ebencn Curven 
dritter Ordnung. 

$ 20. 

Ueber  Constructionen v o n  rat ionalen Raumcurven  vier ter  Ordnung. 

Es  ergiebt sich durch Speeialisirung: 

E i n e m  K e g e l s c h n i t t  d e s  e i n e n  R a u m e s  e n t s p r i c h t  i m  a n d e r n  
B a u m  e i n e  R a u m c u r v e  s e c h s t e r  O r d n u n g ,  d i e  d i e  I I a u p t p u n k t e  
d e s s e l b e n  zu D o p p e l p u n k t e n  h a t ,  u n d  u m g e k e h r t .  

Schneidet aber der Kegelschnitt zwei der Kanten des Haupttetraeders, 
z. B. s, und se, so entspricht dem Kegelschnitte als eigentliches Bild eine 
Raumcurve vierter Ordnung, die s',,, 7um Doppelpunkt, S',, Sr,,, m i  ein- 
fachen Punkten und s',sl, zu Sehnen hat. Letzteres is t  der Fal l ,  weil s', 

und sl, als uneigentliche Bilder rom Kegelschnitte auftreten. 
Wir  haben es daher in der Hand, Raumcurven vierter Ordnung zu cou- 

struiren, wenn von denselben der Doppelpunkt, zwei einfache Punkte, von 
welchen zwei sich schneidende Sehnen auslaufen, und weitere fcstlegende 
Bedinpngen  gegeben sind. Z. B. erhalten wir eine einzige Lüsung, wenn 
von der Eaumcurve vierter Ordnung noch wejtere drei Punkte gegeben 
sind. Schneidet nun ein Kegelschnitt des Ranmes E zwei gegenüberliegende 
Kanten des Haupttetraeders, z. B. s2 und s ~ ,  so entspricht diesem, da sl,s', 
als iineigentliche Bilder auftreten, eine rationale Raumcurve vierter Ordniing, 

die durch die vier Hauptpunkte des Raurnes 1' geht und die Kanten slzs', 
zu Doppelsohnen besitzt. 

Wir haben es somit in der Hand,  derartige Raumcurven vierter 
Ordnung zu construiren. So ist z. B. die Construction einer rationalen 
Raumcurve vierter Ordnung, wenn von derselben sieben Punkte mit  der 
Bestimmung gegeben sind, dass die Verbindungslinie von zwei Paarm 
dieser Punkte Doppolsehnen sind, eindeiitig und lcicht zu orsehen. 
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Constructionen v o n  Flachen dri t ter  Ordnung. 

Wir wollen schliesslich noch einige Constructionen von Flachen 
dritter Ordnung mit vier Doppelpunkten 1 I 1 , V ' , ~ ' ,  H I ,  liurz andeuten. 

Die Constix.ction der Flache dritter Ordnung F f 3  ( l J f l  Hf2 ~ ' ~ l l ~ ~  Pr,  Plz Pl,) 
reducirt sich auf die des Bildes der Ebene PlP21>,. 

Die Construction der Flache dritter Ordnung P f 3  ( H f 1  H f 2  ~ ' , 1 ~ ' , b ' , b ' _ B ' )  
verlangt dic der vier Ebenen, die durch die Tangente von b i n  B a n  die 
Raumcurve dritter Ordnung b, gehen. Die Bilder dieser Ebenen losen 
die Aufgabe. 

Diesen Methoden analog losen sich die Constructionen der Flachen 
dritter Ordnung : 

Fr3 (FZ', Hf2  H', Hf4 Pf l  PlZbr) ,  
Fr3 ( U 1 l ~ ~ f Z  II', I J f i ~ I b r l  O f 2 ) ,  

( H ' ~  H I ,  a', u f , h f P ) ,  
( H ~ ~ u ~ ~  H ~ ~ H ~ ~ P ~ ~  P ~ ~ I J ,  

P3 ( E ~ ~ H ~ ~ I I ~ ~ H ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ )  
U. S .  W. 

Ueber  Kegelschnittconstructionen. 

Dass sich mit (iieser Verwandtschaft Kegelschnittconstructionen im 

Baume ausführen lassen, geht aus einem der obigen Satze hervor, der 
iiber da.s liild einer Geraden Auskunft giebt, die eine der Kanten schneidet. 
Immer müssen aber von dem zu c o n ~ t ~ u i r e n d e n  Kegelschnitt zwei Punkte 
fILHk und eine Sccante sl gegeben sein. So z. B. sind Losungen leicht 
ersichtlich, weun von dem zu construirenden Eegelschnitte zwei Punkte 
und vier Secanten gegttben sind. Sie ergeben sich als die Bilder von 
Geraden, die eine der Tetraaderkanten und drei Raumcurven dritter Ord- 

nung einfaeh schneiden. Letztere schneiden sich in vier Punkten. 

Wir  hatten nun, urn eine vollstandige Untersuchung der Verwandt- 
schaft der drei Paar  Ebciienbüschcl au geben, dia Axen der beiden Raume 
in die noch moglichen speciellen Lagen au bringen und die dadurch ge- 
gsbenen neuen Specialf'alle zu untersuchen. 

Die drei Axen eines Raumes konnen folgende vier wesentlich ver- 

schiedene Lagen haben: 
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1. Alle drei Axen liegen windschief. 
2. Zwei von den drei Axen schneiden sich. 
3. Die drei Axen schneiden sich in drei Punkten. 
4. Die drei Axen schneiden sich in zwei Punkten. 
5. Die drei Axen schneiden sich in einem Punkte. 

Wir habon die Falle 1) und 3) in den RBurncn 1 und 1' ausführlich 
behandelt, es wiiren nun noch die FZlle 2 ) ,  4), 5) in  1 anzunehmen und 
mit den Falien 1) bis 5) in 1' zu combiniren, um das Gebiet dieser Ver- 
wandtechaften zu erschopfen. Alle diese Verwandtschaften bieten, wie die 
behandelten, so manche interessante Seite und zeigen sich durch ihre grosse 
Durchsichtigkeit zu Constructionsaufgaben und Untersuchmgen von Curven- 
und Fliichensysternen insbesondere sehr geeignet. Wir begnügen uns für 
jetzt indess mit dem Gegebenen und mochten nur auf letztere Specialf&lle 
aufmerksam gemacht haben. 
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Die algebraische Transformation der doppeltperiodischen 

Functionen. 

Von 

Der allgemeinen algebraischen Transformation der doppeltperiodischen 

Functionen wird gew6hnlich die rationale Transformation zu Grunde gelegt. 
Zmei rationale Transformationen, die eine im directen, die andere im um- 
gekehrten ,Sinne ausgefiihrt, stellen zusammen eine beiderseits irrationale 
Tranaformation dar. Man karin jedoch auch unter Benutzung gewisser 
functionentheoretischer Siitze unmittelbar zu der betreffenden allgemeinen 

algebraischeu Beziehung gelangen, wie im li'olgenden gezeigt werden 6011. 

1. Eine Function f ( x )  sei doppeltperiodisch nach den Intorvallon E 
und A. Die Summe zweier Werthe von x, für welche f(x) - O wird, 

sei - s + niE  + niL,  wo s eine bestimmte Grosse, .ni ein Zeichen für den 
Ausdruck ,, ganze ZahliL ist. Für eine andere doppeltperiodische Function g p  ( x )  

sollen s', E', L' dieselbe Bedeutung haben. Es sollen die Bedingungen er- 
aiittelt werden, &ter welchen f ( x )  und q ( x )  durch cine algebraische 
Gleichung verbunden sind und die Form dieser Gleichung bestimmt werden. 

Damit f ( x )  und cp (x) durch eine algebraische Gleichung verbunden 
seien, welche in f ( x )  vom mtPn, in cp ( x )  vom den Grade ist, ist es noth- 
wendig und genügend, dass f ( x )  eine m deutige Punction von rp ( x )  und gp(x) 

eine ra deutigo Function von f ( x )  sei. cp ( x )  m6go den besonderen Werth cp(s,) 
haben. wo x, irgend eine willkürlich gewghlte Grosse ist. Um alle zu- 

geh6;igen Werthe von f (x )  zu erhalten, hat man diejenigen Werthe von x 
zn errnjtteln, fiir welche rp (z) denselben Werth rp (sl) erhalt, und diese 

. . 

in f ( x )  eimsetzen.  
Den Werth cg (x,) erhlilt rp ( x )  n u  auch fur 

und fiir 
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74 Die algebr. Transformation d. doppeltperiodischen Functionen. 
Pz---- - - - - - - - -  < < -  < < _  - <a-v- --VI-- - ___-< ^ -- 
ml und nt beliebige ganze Zahlen. Setat man diese Argumente in f ( 5 )  

ein, so erhalt man stimmtliche Werthe von f (x)  für 9 (a) = gp (a,), nadich :  

l> f ( x l  + wrKr + rzr.T!) = f,, 

2) [(sr - z1 + m f K ' +  n ' f i )  = f2 .  

Kin Werth fi mit ml = g ,  n' = h und ein Werth /, mit ml = p ,  n' = p 

sind gleich, wenn entweder 

3 - s r+  2x,+ ( g  - p ) R 1 +  (h - q)Lr -  n i K +  niL 
oder 

4) sr+ ( g  + p ) K r +  (h + p ) L 1 =  s  + niK+ n,L 

ist: Die Gleichung 3) kann nicht für  jedes x, stattfinden, wohl aber 4). 
I n  letzterem Falle sind dann aber nicht blos jene beiden Wertbe 

einander gleich. Denn wenn man in f, mr = gr ,  n1 = h1 setzt, wo gr und hl 
lieliebige ganze Zahleri, so erhalt man einen demselben gleichen Werth 
von f,, wenn man in f, mr = p  + g - g l ,  nr = g + h - hl setzt. E s  id 
somit jeder Werth von f, einem Werthe f, und ebenso jeder Werth f, 
einem Werthe f, gleich. J e  nachdem also eine Gleichung 4), d. h. eine 
Gleichung von der Ar t  

5) S + ~ K + ~ L = S ' + ~ ~ R ' + L ~ L ~ ,  
wo k, 7, kr ,  1' irgend welche gltnze Zahlen sind, existirt oder nicht, stimmen 
f, und fi in  allen oder in keinen Werthen überein. 

In  beiden Ballen aber muss, damit die Zahl der in f, enthaltenen ver- 
schiedenen Werthe von z eine endlichc sei, bei constantem .nr und stcts 
urn 1 wachsenden nzr irgend einmal ein früherer Werth fl wiederkehren. 

Sind mr, und mr2 die betrcffendon Wcrthe von ml, so muss also 
entweder 

6) (mrz - ml,) RI = ni K + ni L 
oder 

7 )  . 2x, + (ml, + ml,)K1+ 2nrL'= niK+  miL 

sein. Die Gleichung 7) kann nicht für  jedes x, stattfinden, wohl aber 6). 
Da nun Cleiches für  nr gilt ,  90 müssen zwei Gleichungen bestehen 

von der Art: 

8, klKr = niK+ n iL ,  

9) z'L'== niK+ X ~ L ,  

wu kt und 1' ganze von O verschiedene Zahleu sind. Und umgekehrt, so- 
bald xwei solche Gleichnngen existircn, ist die Anzahl der i n  f; enthaltenen 
Werthe eine endliche. Zu eben solchen Gleichungen wie 8) und 9) führt 
dio Fordcrung, dass auch fi, eine endliche Anzahl Werthe liefere. I n  all- 

gemeinerer Form müssen als nothwendige und genügende Bedingung fiir eine 
endliche anzah l  Worth8 f, und f2 zwei Gleichungeli bestehen von der Àrt: 
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10) k f X ' +  Z'L' = k K +  IL, 

11)  Lf1Kf + lf1L' = k1K+ llL, 

wo lcf, l ' ,  ktl, 1'1, k, 1, k, ,  1, beliebige ganze Zahlen sind, jcdoch mit der Ein- 
schrankung, dass die Determinante der Coefficienten k' l ' ,  - k1,1' nicht - O 

sein darf, da die Gleichungen oonst nicht mit solchen von der Ar t  8) und 9) 
gleichbedeutend sein konnten. 

Ganz auf dieselbe M'eisp, ergeben sich die Bedingungen dafür, dass (x) 
füi einen bestimmten Werth f (2,) von f ( x )  eine endliche Anzahl verschiedener 
Worthe erhalte. F ü r  f (z) = f (x,) erhiilt (x) die Werthe 

1 2) ' P ( z ~ +  mk + nL) = cp,, 

13) y ( " - x l  + m K + . n L )  -Y, ,  
wo für m und n alle ganzen Zahlen zu setzen sind. cp, und rp2 stirnmen 

entweder in  allen oder in keinen Werthen überein und die Bedingung für 
ersteres ist die (rückwiirts gelesene) Gleichung 5). 

Damit ferner sowohl in  y, als in y2 eine endliche Auzahl Werthe 
enthalten seien, müssen zwei Gleichungen: 

k K  + IL = .niKi +- niL1,  
k l K  + Z1L = n i K f  + miL1 

bestehen derart,  dass die Determinante 761, - lr,Z nicht = O ist. Solche 
sind aber die Gleichungen 10) und 11); denri wenn in diesen die Deter- 
minante lil, - k,l = O wlre ,  so würdo ails 10) und 11) folgen 

(klkf- k k r l ) K ' +  (k l l l -  kl',)Lf = O .  

Da g' und Lt kein reelles Verhiiltniss haben, . so würden die Coeffi- 

cienten von Kr und Lt einzoln = O sein, mithin 

also k'l', - k',ll= O, d. h. es wiire dann auch die Detorminante der 
Coefficienten von K' und L' i n  10) und 11) der Nul1 gleich. Demnach 

kann nur gleichzeitig f (x) fü r  jeden Werth von cp (x) und ~p (x) fü r  jeden 
Werth von f (x) eine endliche Anzahl verschiedene Werthe haben und die 
Bedingungen hierfür sind Gleichungen von der Art  10) und Il), in welchen 
auf beiden Seiten die Determinanten nicht = O sind. Ebenso stellt,-wie 

schon bemerkt,  eine und dieselbe Gleichung 5) die Bedingung dafür dar, 
dass sowohl f, und f, i n  Gleichung 1) und 2), als auch p l  und rp2 in  
Gleichung 1 2 )  und 13) in allen Werthen übereinstimrnen. 

11. I n  1. ist gezeigt, dass, wenn f(x) und cp (x) durch eine algebraische 
Gleichung verbunden sind, zwei Gleichungen 

14) k ~ +  I L = ~ ~ K ~ + I ~ L ~ .  

1 5) k , K +  l l L  = k f L K ' +  lt,L' 
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bestehen derar t ,  dass die beiden Determinanten 
k 1 k' 1' 

nicht = O sind. Wir  nennen diese Determinanten die Hauptdeterminanten 
der beiden Gleichungen. Letztere, welche Grundgleichungen der Trans- 
Formation heissen mtigen, stellen K und L als Bunctionen von K' und L' und 
umgekehrt dar. Vergleicht man siimmtliche Partre von Gr~ndgle ichun~en ,  
welche ein und dieselbe Beziehung zwischen K und L einerseits und K 1  
und L1 andererseits enthalten, so wird die Hauptdeterminante links in 
denselben verscliiedene Werthe haben. Wir  nennen die Paare von Grund- 
gleichungen mit kleinster Determinante reducirte Grundgleichungen. Es 
sol1 jetat gezeigt werden, dass jedes Paar  von Grundgleichungen aus irgend 

einem reducirten Paare mittels ganzen Coefficienten linear zusammengesetzt 
werdon kann. 

Die Gleichungen 14) und 15)  m6gen ein reducirtes Paar  darstellen. 
Irgend ein anderes P s a r  soi 

Unter a und f i  beliebige Coefficienten verstanden, folgt ails 14), 15) 

und 16): 

Man kann or und f i  so bestimmen, dass die Coefficienten von X und L 

hier = O werden. Bus  demselben Grunde wie pag. 7 5  sind dann auch die 
Coefficienten von K' und I! = O und es entsteht also die Gleichung 16) 
aus 14) und 15), indem man 14) mit a, 15) mit multiplicirt und 
addirt. Sctzt man nun a = a  + 4 ,  /3 = b + q ,  wo a  und b ganze Zahlen 
( O  nicht a ~ s ~ e s c h l o s s e n ) ,  k-und 7 kleiner als 1, so wird die Gleichung 18): 

Da die Cofficienten von K und Z = O sind, so ist:  

k ,  a k + % - p  , a k  + bk ,  - p 

19) 
1 ,  a l + b l , - v  l a l + b Z l - v  2 

L = 
I k  k l l  

i 
l r l =  

1 1  4 l 
Bus 14), 15)  und 16) folgt aber 

20) ( a k + b k l - ~ ) K + ( a l + b l , - v ) ~ - ( a l c ' + b k ' , - p ' ) K '  

+ (al '  + bl ' ,  - v' )  L'. 
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Von W. VELTXANN. 7 7 
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Der Zahler des Ausdriickes für C; in 19) ist  die Determinante der 
Gleichungcn 15) und 20) links. Da 6 < 1, so ist also diese Determinante 
kleiner als diejenige von 14) und 15). Dieselbe kann aber d a m  nur - O 

soin; denn ware aie es nicht, so würden 15) und 20) Grundgleichungen 
mit noch kleinerer Determinante sein als 14) und 15), gegen die Voraus- 
setzung. E s  ist demnach 6 und ebenso q = O; obige Coefficienten cr und /3 

sind ganze Zahlen. Auf gleicho Weise folgt, dass Gleichung 17) aus 14) 
und 15) mittels ganzen Coeffkienten <Y, und pl zusammengesetzt werden 

kann. Die Determinante crpi - cr1P dieser vier Coefficicnten ist mindestens - 1. Es ist nun nicht blos die Determinante der Gleichungen 16) und 17) 

links, sondern auch diejenige rechts das - cr,/I)faühe derjenigen von 
14) und 15), so dass also in  einem reducirten Paare beide Determinanten 
den kleinsten Werth haben, und in weiterer Ausdehuung gilt dies von 
~immtl ichen Determinanten des Systems 

k 1 kf l f ,  

kl ll kf1 Zrl. 

I n  einem Paare Grundgleichungen, welches kein reducirtes ist ,  haben 
demnach die sechs Determinanten einen gemeinsamcn Factor. Existirt ein 
solcher nicht, so sind die Gleichungen nothwendig reducirte. 

E s  fragt  sich nun, oh ,  wenn die lleteïminanten einen gemeirisamen 
Factor haben, nicht vielleicht dennoch die Gleichungen reducirte sein ki5nnen. 
In den Gleichungen 14) und 15) m6gen die Determinanten den gemeinsamen 

Primfactor z haben. Derselbe ist entweder zugleich ein gemeinsamer Theiler 
von k und k,, von 1 und Z,, von k' und k',, von 1' und If,, oder e r  ist  
wenigstens von einem dieser Zahlenpaare kein gemeinsamer Theiler. 

Im ersten Falle ki5nncn bcide Gleichungen durch z dividirt und somit 
die Determinanten irn Verhiiltniss z? 1 verkleinert werden. In letzterem 
Falle sei z. B. z kein gemeinsamer Tbeiler von 
gemeinsame Theiler von k und kl sei = t ,  wo t 

Wir setzen 

Zwei ganze Zahlen x und y mogen bestimmt 

k und k,. Der gr6sste 
moglicherweise = 1 ist. 

werden, so dass 

watl geschehen kann, weil t der grosste gemeinsame Theilcr van k und i:, 
ist. Lest man nun die Gleichungen 21) resp. nach 1 und l,, kf uud k', .  

2'  und l ' ,  allgemein diophantisch auf, so erhiilt man, unter q, n2. 91, be- 
liebige g a m e  Zahlen verstanden: 
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78 Die algebr. Transformation d. doppeltperiodischen Functionen. 

76 k ,  
k' = D,z + n,-1 k', = B , y  + 12,-; t t 

wo nun, urn die wirklichen werthe von 1, Il ,  k', k',, l ' ,  l ' ,  zu erhalten, 
für TL,, PL,, 12, die entsprechenden besonderen Zahlen gesetzt werden müsscn. 

Setzf man d a m  diese Ausdrücke in die Qleichungen 14) und 15) ein, 
so werden letztere 

Gleichung 23) mit k,, 24) mit k multiplicirt und erstere von letzterer 
subtrahirt ,  liefert nach Division durch k y  - k,x: 

2 5) D,L - D , P  + D,L'. 

Diese Gleichung mit y miiltiplicirt und von 24) snbtrahirt, giebt 
t 

nach Xultiplication mit -: 
k, 

26) t ~ +  n , ~  = TZ,K'+ n,~' 

Die Gleichungen. 25) und 26) stellen eine Transformation von 14) 
und 15) dar ,  deren Determinante links = t D , ,  also gleich derjenigen von 
14) und 15) ist. S%mmtliche übrigen Determinanten sind daher ebenfalls 
unverandert geblieben, und es ist noch t ein geuieinsamer Factor derselben. 
Drei dieser Determinanten sind aber = tD,, tD,,  tI& Da nun t den 
E'actor z niüht enthiilt, so muss derselbe in U,, D,, B, enthslten sein, 
und es iasst sich daher die Gleichung 25) durch z dividiren. Hierdurch 
werden sknmtliche Determinanten der beiden Gleichungen z mal kleiner. 
Wenn dieselben jetzt noch oinen gemeinsamen Theiler haben, so kann man 
auf gleiche Weise einen Primfactor des letzteren fortschsffen, und so fort, 
bis die Determinanten von dem gemeinsamen Theiler ganz befreit sind. 
Aus jedem Paar  Grundgleichungen, dessen Determinanten einen gemeinsamen 
Factor haben, lasut sich demnach ein Paar  ableiten, dessen Determirianten 
kleiner sind und keinen gerneinsamcn Factor hahen. Der Mangel eines 
solchen ist also nothwendige und genügende Bedingung, damit die Grund- 
gleichungen reducirte seien. 

Beliebige reducirte Grundgleichungen lassen sich nach eben demselben 
Verfahren, welches hier zur Ableitung derselben angewaridt wurde, so u~ri- 
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formen, dass in der einen Gleichung eins der vier Glieder fehlt,  wshrcnd 
das entsprechende Glied 'der andern Gleichung einen Coefficienten hat  gleich 
dem grtissten gerrieinsa~nen 'l'heiler der ursprünglichen Coefficienten dieser 
heiden Glieder. Denn die Gleichungen 25) und 26) sind in Bezug auf 14) 
uud 15) von der hier angegebenen Beschaffenhcit. 

111. Nach 1 erhslt  f ( r )  für einen bestimmten Wer th  cp(r,) von cp(x) 
die Werthe 

f, = f (z, + m'Kr  + firL') = f,m',nr, 
' 

fi2 = f (,4 -- rl + mi Kr + n r  7:) = f2n1'sn', 

und ebenso erhalt cp(x) für  den Werth f (x l )  von f (x)  die Werthe 

q, = cp (r, + m K + n L) = c p , " j n ,  

F 2  = c p ( ~  - xI + m K + n L )  = cp,"~". 

Vier Ehenen 1, LI, III, TV m6gen in gleiche Quadrate getheilt und 
die werthe f;, f,, cp,, y, in folgender Weise a n  den Ecken dieser Quadrate 
geordnet sein: 

I n  irgend einer der Elbenen m6ge der Werth mit dem Index p ,  v der 
(pl v)te genannt worden. Die Ebenon 1. und II., sowie III. und IV. werden 
parallel neben einander stehend gedacht, so dass die Verbindungslinie von 
irgend zwei Werthen mit gleichem Index auf beidtm Ebenen senkrecht 
steht. Verbindet man zwei Quadra.tecken einer der  Ebenen durch eine 
gerade Linie, so sol1 die Lange dieser Linie der Abstand, ihre Neigung 
gegen die Horizontale die gegenseitige Lage dcr beidcu ~ e r t h e  genannt 
werden. Wenn irgend zwei Werthe in derselben Ebene einander gleich 
sind, so sind auch je  zwei andere gleich, welche denselben Abstand und 
dieselbe gcgcnscitige Lage haben. Aus dcn Gleichungen 14) und 15) folgt 
nuil, dass sowohl in 1 als in  II der (O,O)~' Werth dern (k', und auch 
dern (krl, z',)~~~ Werthe gleich ist. 
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Construirt man das Parallelogramm (S. lithogr. Tafel Fig. a), dessen 
Ecken die Werthe 0,O; k', 1'; k',, Z r l  ; k' + krl,  1' + l r l  sind, und verschiebt 
dieses Parallelogramm lBngs der Diagonale ein wenig gegen A hin, 
so enthalt dasselbe eine Anzahl Werthe, welche gleich dem Inhalte des 

Parallelogramms, gemessen durch eins der Quadrate , ist. Dieser Inhalt 
is t  aber die Determinante k'l ' ,  - k',Zr. Schliesst man a n  dieses Parallelo- 
gramm andere au ,  so dass die ganze Ebene mit denselben bedeckt ist, 
so sind irgend zyei ahnlich liegende Werthe in zwei Parallelogrammen 
einander gleich. Unter der Voraussetzung aber ,  dass die Gleichungen 14) 
und 1 5 )  reducirte sind, enthalt jedes Parallelogramm lauter verschiedene 
Werthe. 

Angenommen n k l i c h ,  irgend zwei in  dem Parallelogrsmm D C D  
nach der Verschiebiing desselben befindliche Werthe seien gleich; daun 
kann man die Verbindungslinie PQ der entsprechenden Quadrateckpunkte 
so vorschieben, dass der Eckpunkt P mit einer Ecke des Parallelogramms 
in dessen nrsprünglicher Lage zusammenfiillt, wahrend der Endpunkt Q in 

dem Parallelogramm liegt. Am Punkte Q befindet sich daun ein Werth, 
welcher dem i n  dem betreffenden Eckpunkte, mithin aiich dem (O,O)ten 

Werthe gleich ist. Wenn demnach y') der Werth in  Q ist, so besteht 

eino Gleichung 

27) pK+ v L  = E l r K r  $ v 'L ' .  

Bildet man nun aus der Linie von 0,O nach $, v' und entweder AB 
oder AB ein Parallelogramm, so umschliesst dieses ebenfdls nach geringor 
Verschiebung Werthe,  welche sich bestiindig wiederholen. Dieses Parallelo- 

gramm ist aber  kleiner als ABCB, mithin auch die Anzahl der darin 
enthaltenen Werthe kleiner. Die Determinante von 1 4 )  und 27) oder von 
15)  und 27) ist also kleiner als die von 1 4 )  und 15); mithin waren 
letztere Gleichungen keine reducirten, gegen die Voraussetzung. 

Entsprechendes gilt fiir I I I  und IV. Die Determinante der Gleichiingen 
1 4 )  und 1 5 )  links = k l ,  - k,Z giebt die Zahl der in III oder IV enthaltenen 
verschiedenen Werthe an. 

Entweder stimmt nun 1 mit II und III mit JT in  allen oder i n  keinen 
Wertlien überein, je nachdem eine Gleichung 5) stattfindet oder nicht. In 
ersterem Falle hat  f (x) für jeden Werth von rp (x) cino Anxahl versehiedene 
Werthe = kr l r l  - krll' und rp (x) für jeden Wer th  von f (x) eine Anzahl 

verschicdene Werthe = kl ,  - k l l ;  in  letzterem Falle ist die Anzahl beide 
Male die doppelte. Demnach wird die algebraische Gleichung zwischen f (x) 
und rp ( x )  i n  f (x) vorn ( Ic fE ' ,  - k ' l i f ) tpn und in y ( x )  vom (kzl - kll)te" oder 
in f (z) vorn 2 (k' l ' ,  - k ' , ~ ' ) ~ ~ ~  und i n  rp (x) vom 2 (1~1, - 7c,l)tcn Grade sein, 
je nachdem eine Gleichung 5) besteht oder nicht. 
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IV. Zwei Variabeln x und y mogen durch eine aigebraische Gleichuug 

verbunden sein, welche in z vom mten, i n  y vom nten Grade ist. Zu einelu 

Werthe zl von x m6gen die lz versehiedenen Werthe y,, y2, .. .Yn und zu 

jedeni der letzteren m verschiedene Werthe von x gehGren. Die Gleichung 
kann nun die besondere Eigenschaft haben, dass man ails jedem der rn Werthe 

von y stets dieselben nz Werthe von x erhalt. Es  existiren also daun 
immer rn Wertlie x,, r2, ... 2, von z und r, Werthe y,, y,, ...y, von y der- 
art, dass irgend einer der rn Werthe von x mit irgend einem der n Werthe 
von y der Gleichung genügt. 

Unter obiger Voraussetzung Iasst sich die Gleichung auf die Form 
bringen: 

(x - al) (z - a*) . . . (x - a,) - (Y - b,) (y - 6,) . . . (y - b,) - M -  28) 1% - a i )  (X - 4 . . . (x - am) (Y - pi) (Y - - . . - L)' 
wie jetat gezeigt werden 6011. Es  sei 

wo die f ganze Fimctionen sind, die Gleichung awischen x und y. Durch die 

f '(4 Gleichung ist x und also auch y -  als Function von y definirt. Let.ztere 
fa (x) 

Function ist aber  eine eindeutige; denn für einen bestimmten Werth von y 
erhiilt z im Allgemeinen m verschiedene MTerthe, fur  jeden von diesen aber 

fl'(x) ein und densellien Wer th ,  d a  ronat die Gleichung 29) niçht für  aIle m 
diese Werthe von x denselben Werth von y liefern konnte. E s  besteht 

' f" daher eino Gleichung - - rp (y), wo rp (y) eine eindeutige Function ist, 
f o  

für welche nun lcicht weiter folgt,  dass dicselhe eine rationale ist. 

Die Beziehung zwischen x und y ha t  also die Form: 

worans folgt,  wenn a und 6 ,  a  und P beliebige Constanten sind: 

Hier konnen a ,  h l  a, /3 immer so gewahlt werden, dass sowohl links ale 
rechts Zahler und Nenner von gleichem Grade werden, womit dann der 
Stttz bewiesen ist. 

Die Voraussetzung des Satzes liisst eine Eiuschrankung au; letxterer 
Gridet schon s tat t ,  wenn e i n e  Reihe von Werthen xl, . . . xm und e i n e  
Beihe von Werthen y,, ...y,, zu je zwei der Gleichung genügen. 
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Setzt man narnlich in Gleichung 29) fur x  nacheinander die Werthe 
x,, . . .x,,,  so liefert dieselbe jedesinal die n8mlic;hen Werthe von y; die 

Coefficienten fv@ erhalten also imuier die nomlichen Wertbc. Diese 
f" (XI 

Wertho seicn c l ,  c , .  .., c,. E s  is t  also: 

Setzt man hier für Q die Zahlen 1 bis m und E s t  diese m Gleichungen 
nach u,: - c,a,,,~, - C , U , - ~ ~  u. S. W. auf, so erhalt man 

( - C U )  : ( a  - c v a )  . : ( c v a , o )  = p ,  : p m P l . .  . :y,, 

wo die p aus den xl, . . . xm zusammengesetzte Ausdrücke sind. Es kt also 
dann, unter f einen gewissen constanten Factor verstanden: 

O m 
(ai,,Y - c,a,,,-)z + (a,-1:- c v a , - I : ) X ~ - ' . . .  

+ (aoY - c, a , z )  = (p , ,  zrn + p, xm-l ... + p o ) f ,  
oder 

Welchen der Quotienten -- f v ( x )  man aber genommen haben mag, die 
fc (XI 

Constanten p haben immer dasselbe Verhiiltniss, da in  die Gleichungen 30), 
aixi welchen sie siuh besiimrnen. hierbei immer dieselben Urerthe von z ein- 

gesetzt werdon. Nithin sind s h m t l i c h e  Coefficienten i n  Gleichung 29)  
f o  (XI 

lineare Functionen ein und derselben Function von x. Man kann also setsen: 

oder 
- 

~ e l ç h e  Gleichung sich wieder so umformen lzsst, dass links und rechts 
gehrochene Funçtionen stehen, welche in  Ziihler und Nenner links vom mten, 

rechts vom nten Grade sind. 
Wenn die Voraussetzung obigen Satzes stat.t>findet man also weiss, 

dass x  und y durch eine Gleichung von der Form 28) verbunden sind, 
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braucht man nur zwei Paare von zilsammengehorigen Werthreihen von a 
und y zu kennen, um die Gleichung sofort hinschreiben zu konnen. ZUT 
Bestinimung der mm + m  + n  Coefficienten der von den Brüchen befreiten 
Gleichung 29) genügt iibrigens e i n  System zusammengehtiriger Werthe 
von x  und y ,  wenn ausserdem noch zwei zusamrnengehorige Werthe x, 
und y,, sowio s&mrntlichc zu xl gehorigc Werthe von y iind siimnitliche 
eu y, geh6rige Werthe von x gegeben sind. - Ausgeschlossen sind hier 
überall die Verzweigungswerthe. 

V. Die algebraische Gleichung, welche zwischon den beidon doppelt- 
periodischen Functionen f ( x )  und q ( x )  unter Voraussetzung der Gleichungen 
15)  und 1 6 )  besteht, kanri unter gewissen Bedingungen, welchti j e t ~ t  er- 
mittelt werden sollen, von der Form 28) sein. 

Für  f ( x )  = f ( z l )  . erhiilt 9 ( x )  die Werthe 

SPI = 'P (xi + mK+ fiL), 

cpz = cp ( S  - xl + ,mK+ n L ) ,  

wo fur m und n. alle ganzen Zahlen zu setzen sind. Bestimmt man nun 

rückwiirts die zu allen diesen Werthen von q ( x )  gehorigen Werthe von f ( x ) ,  
BO gehoren nach Gleichung 1) und 2) zu yil die Werthe 

f(z1 + mK + nL + m'Er  $ n ' ~ ' )  = f(x, + m ' K r $  nfL ' )  = FI 
und 

f ( s f - x , - m E - f i L + m f E f + n . ' ~ ' ) = f ( s ' - x , + m 1 K ' + n ' L ' ) = F 2 ,  

ferntiï zu cpg die wertlie 

f ( s - x l  + r n K + n L $ ~ ~ ~ ~ ' + n ' L ' ) - f ( ~ - x ~  $ ~ ' E ' + H ' L ' ) = ~ ~ ~  

und 

f(s'-s+xl-nz~-n~+mf~+~'~')=f(s'-s+xl+m'~++'~')=E",. 

Die Werthe y ,  unterscheiden sich durch die verschiedenen m und m ;  
da diese nun in FI und E', nicht mchr vorkommen, so gehoron zu allen 
Werthen 9, dieselben Werthe von f ( x ) .  Ebenso gehoren zu allen qp2 die- 

selben Werthe 3; und Fq vun f ( x ) .  

Es fragt  sich nun noch, ob in  FI und F, die nanilichen Werthe ent 
halten sind. wie in F3 und dE4. Dies ist im Allgemeinen nicht der  Fall. 

Zwar stimmt Fl mit F3 überein, da ,  wenn man in li; ml== y, d= h, 
in F3 m' = - g ,  n' = - h setzt, die Argumente zur Sumrne s  geben. Jn 
PS und lia dagegen ist bei eben solchen Werthen von m' und n' die Summe 

der Argumente = 2s' - S. Sol1 nun ein Werth f  (s' - z, + K' + hLf) 
eiilem Weïthe f(sl  - s + xl f p K' f qL')  gleieh sein, so muss die Summe 
der Argumente sich darstellen lassen unter der Form 

6 * 
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54 Die algebr. Transformation d. doppeltperiodischen Functionen. 
>,- - - . . ---.^YY^.^ .--- ----_ ._IXI*_^------n--^... ^._, 

s + n,IC+ %iL, 
also 

2 s r - s + ( g + p ) E r + ( p + h ) L ' - s + . n , ~ + ~ , ~ ,  
oiler 

2 s f +  (g + p ) K r +  (h  + ¶ ) J d l =  2 s  + niK+ miL. 

Sobald aber irgend zwei Werthe einander gleich sind, sind sammtliche 
Werthe von Fg und F, zu zwei und zwei einander gleich, und es genügt also, 
damit dies der Hall sei,  dass irgend eine Gleichung besteht von der Forui 

32) 2s + p K + v L  = 2 s f +  p 'X '+vrL' .  

Bei dem Amplitudensinus ist  dies nun stets der Fal l ,  da hier 2s = El 
2s': Kr id ,  mithin eine Gleichung von der Ar t  wie 32) aus den Gleichungen 
15) und 16) folgt. 

YI.  Die Gleichungen 15) und 16)  konnen als redueirfe Gleichiingcn 
in der Form 

33) m K = m'Kr + nrLr,  

34) m , K +  12,L = mrlIZ1+ d1L1, 

und aiich in der Form 

35) p E + v I, = & K I ,  

36) pl K + v, L = prl K r  $ v', I! 

wo m <m, imd < erhalten werden. Die Gleichungen 35) und 36) 
müssen aus 33) und 34) durch eine Transformation mit der Determinante 
- 1 entstehon. Man kann also setzen: 

Setzt man die  Ausdrücke auf der rechten Seite von 37) bis 40) in 
33) bis 36) ein, fio erhalt man: 

42) m K = P $ K ~  - b  ($ ,Kr  + v', LI), 

43) m,E + n,L = - uPrK' + a ($ ,K1 + vr1L') ,  

44)  am^ + O ( m , ~  + n, L) = p r ~ ' ,  

45) am X + p ( m l ~  + nl L) = p', K r  + vr, L'. 

Stat t  der Gleichungen 33) und 34) odcr 35)  und 36) kann man nun 
entweder 42) und 43) oder 44) und 45) nehmen, falls a,  b ,  a, /'3 der 

Gleichung 41) genügen, wshrend rn, m l ,  n l .  $ ,  vrl willkürlich sind. 
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Die Beziehung zwischen K, KI, L ,  LI wird aber auch durch irgend 
zwei dieser Gleichungen, also etwa die einfachsten: 

47) ( a m  + bm,) K+ br~,  L = p ! ~ '  

dargestellt; nur sind diese keine reducirten Gleichungen, da die Deter- 
minanten b mal grosser geworden sind. Die Zahlen rn und konnen 
immer als positiv betrachtet werden. 

Der Grad der Gleichung zwischen f(x) und q~(x) mGge nun in f(x) 
= JI resp. 2 M, in cp (x) = N resp. 2 N  gegeben sein, wo M und N relative 
Primzahlen sind. E s  sollen alle hierdurch bedingte Beziehungen zwischen 

K, KI, L, L' bestimmt werden. Man nehme in den Gleichungen 46) und 47) 
,n und n,, (*! und v',, so dass mn, = * N ,  Cl'v'l = M, jedoch immer rn 
und positiv, was eine bestimmte Anzahl FZlle giebt. 

In  jedem dieser F a l e  setze man für ml die Zahlen - (na - 1) bis 
$ (m - i), für  $, die Zahlen - (pl - 1) bis + ($ - i), wodurch man also 
jedesmal 4 (m - 1) - 1) neue FZlle erhalt. Endlich nehme man a und /l 
ganz heliebig und d a m  or und b oo, dass ab  f 1 = bu. 

Um zwei zusammengehorige Systeme von Werthen von f(x) und q~(x) 
zu erhalten, ha l  man nach pag. 79 zu verfahren. Man construire also 
zwei Parallelogramme (fi. lithogr. Tafel Fig. 9 u. 10). 

Das Pardlelograrnin Pig. 9 liefert in Ebene 1 und II 78) die 
Werthe f(x) und dasjenige Fig. 10 in III und  IV  die eugehorigen Werthe 
von *(x). 

Die Gleichung zwischen f (x) und q~(x) ist d a m :  

A .  
n[ f (z )  - f(x, + k l K ' +  I 'L')].  11[f(a) - f ( s l -x l  + krE'+l'L')] 
n [ f (~)  - f(zZ + k'K1 + z'L')] . n[f (x) - f (SI - zz + ICIK1 + VI!)] 

wo für x, und x2 irgend welche nicht singulare Werthe zu setzen sind, 
wiihrend fiir k' und 2 '  sowie k und 1 die Zahlen aus den Parallelogramrnen 
Fig. 9 u. 10 zu entnehmen sind, derart,  dass (k ' ,  1') jedes Zahlenpaar i n  dem 
Parallelogramm Fig. 10 und ( k ,  1)  in dem Parallelogramm Fig. 9 vorstellt. 

Obige Gleichung. ist  in f(x) vorn Brten, i n  qJ(xj vom Nten Grade. 
Wiihlt man aber s und sr so, dass eine Gleichung 5) besteht, so werden 
auf beiden Seiten sowohl im Zahler als im Nenner die beiden Factoren Ti 
identisch und die Gleichung IZsst sich also auf den M t e n  Grad in f ( x )  und 

den Nten Grade in q~(x)  reduciren. 
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IV. 

Neue Untersuchungen über die Lage der Brennlinien 
unendlich dünner copulirter Strahlenbündel gegen ein- 

ander und gegen einen Hauptstrahl. 

Von 

Prof. Dr. LUDWIG XBTTHIESSEN. 

Unter einer Brennlinie eines Strahlenbündels eine Gerade verstanden, 
welche siimmtliche Strahlen des Bündels schneidet, findet dieser Begriff im 
Besonderen Anwendung auf unendlich dünne Strahlenbündel, wo es sich 
urn die Betrachtung der Umhüllungsfl%he siimmtlicher Normalen eines 
unendlich kleinen Elementes einer krummen Oberflkhe uud speciell der 
Gestalt eines optischen ursprünglich homocentrischon, dann in krummen 
Flachen gebrochenen astigmatischen Strahlenbündels handelt. S t u r m ,  der 

Begründer der Theorie des AstigmaLismus, ha t  i n  seinem Nhmoire sur 
l'optique in L i o u ~ i l l e ' s  Journ. de Nath. III S. 367  (1838) und i n  einer 
gleichbetitelten Abhandlung in den Compt. rend. S. XX S. 554, 7 6 1  und 
1238  (1845), übersetzt in Pogg. Ann. LXV S. 116 und 374  (1845),* das 
Theorem aufgestellt, dass in diesen besonderen Fallen immer zwei Brenn- 
h i e n  existiren, dass dieselben in zwei aufeinander senkrechten Ebenen 
liegen und dass sie beide gegen einander und zum Hauptstrahle des Bündels 
senkrecht stehen. Das letzte Attribut ha t  aber keineswegs allgemeine 
Giltigkeit, wie schon daraus hervorgeht, dam, wenn man i n  dem Meridiane 
~ i n e r  Rotationsflache zwei unendlich nahe Normalen zieht und den Xeridian 
ein weniges um die Axe dreht,  man das auf der Axe abgeschnittene Stück 
a18 Brennlinie erhiilt und dass die Lage dieses Stückes zur Normale keine 

Senkrechte zu sein braucht. Dic zweite Bronnlinie is t  offcnbar der unend- 
lich kleine Kreisbogen, welchen der Durchschnittspunkt der beiden Nor- 
malen urn die Axe beschreibt; eine dritte giebt es nicht. Ein solches 
Strahlenbiindel mit zwei Rrennlinien wollen wir ein copulirtes nennen. 

* Man vergleiche auch: K u m m e r ,  Borchardt's Journ. LVIl S. 189 (1860) 
und Berl. Monatsber. f. 1860 S. 469-474; M o b i u s ,  Sitzungsber. d. Sikhs. Akad. 
Math.-phys. Cl. XIV (1862); H e l m h o l t z ,  Physiol. Opt. Il. Thl. S. 246 (1860); 
L i p p i c h ,  Denkschr. d. Wien. Akad. Math.-phys. Cl. (1877) S. 167; C. Neumann,  
Sitzungsber. d. Sachs. Akad. Math.-phys. Cl. f. 1879, S. 42. 
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Es  liisst sich nun leicht anf synthetischem Wege zeigen, dass jedes 

unendliüh dünne Bündel von Normalen u m  einen Punkt  auf einer krummen 
Flache, also fipeciell auch auf der M alus'schen Wellenfliiche, die Eigen- 

schaften besitzt, durch zwei Ihennlinien zu gehen, welche in zwei gegen 

einander senkrochten Ebenon (Focalebenen) licgen und welche mit  der 
Hauptnormale, somie mit einander einen beliebigen Winkel bilden. 

Nach E u l e r  ha t  jede krummo Flache i n  jedem ihrer Punkte zwei 

aufeinander senkrechte Krümmungslinien, die heiden Hauptnormalschnitto, 
und ebenso zwei IIauptkrümmungsradien, wie zwei Krümmungsmittelpunkte, 

welche mii  der Hauptnormsle coincidiren. Die Ebenen, welche durch die 
beiden Hauptnormalschnitte und die Hauptnoi-male bestimmt sind, stehen 

gegen einander senkrecht; in  ihnen liegen die Brennlinien, weswegen aie 

auch Focalebenen genannt werden. 
Es sei P (a. lithogr. Tafel Fig. 11) der Flachenpunkt, P ~ E  seine Normale, 

NPN,  die erste Krümmungslinie oder erster Hauptschnitt, MPMl der zweite 

Hauptschnitt. Man denke die Fliiche um P in  parallele Schnitto zorlogt; 
dieso werden dann paarweise die Hauptschnitte der acht benachbarten 

Flaçhenpunkte d, e, g, f, c, a ,  h, b darstellen. Es sei nun 

au, die Evolute des Rogens cf, 

BPI  17 9 1  11 11 p!?, 
Y Y l  91 11 !! 1, de. 

ad, 1, 17 33 11 I zb ,  

&El il 91 11 11 Pd, 

th 1, i l  17 >> Sc. 
Diese Fholiiten sind die sogenannten ~ückkehrkanten .  Sie hilden i n  

ilirer Conti~iui t i~t  Orthogonalfl~cheu unter einander und zur Flache um P. 
Diese Orthogonalfl~ohen sind mit dcn Krümmnngsmittelpunktfl~chen iden- 
tisch; sie werden tangirt von der Normalebene 

c P d e  in der 1. Brennlinie a p y ,  

gP7~rd ,, !, TI. ,y S'€a- 
Die Brennlinien liegen demnach in zwei gegen einander senkrechten 

Ebenen. E s  fragt  sich nun aber: wie gross sind die Winkel 
P p u = w , ,  P€S= o. 

Zur deutlicheren Einsicht heben wir aus dem ganzen Strahlenbündel 
ein Strahlenprismatoid (S. lithogr. Tafel Fig. 1 2 )  heraus; wir sehen zugleich, 
dass dies Strahlenbündelelernent eine tetraedrische Modification zwischen den 

Brennlinien erfahrt; es is t  der sogensnnte 'Urennranm und der Abstand der 
Nitt,elpunkte der beiden Brennlinien (Brennpunkte) die Brennstrecke. E s  sei 

die erste Brennlinie n p =  da,, die zweite Rrennlinie d~ = d a ,  das Bogenelement 
Pk=ds ,  l ' c  = d ~ ;  ferner Pj3 der erste Krümniungsradius des Bogens Ph 
gleich p, P E  der Krümmungsradius des Bogens P c  glcich r. Fallt  man 611 
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88 Neue Untersuchungen über die Lage der Brennliuien etc. 

senkrecht auf PE, so ist R E  = d r  das Differential der zweiten Brennweite. 
as 

Bezeichnet man den Winkel l 'ph mit q ,  so ist cp = - 9 und man e r ta l t  
Q 

aus Bhnlichen Dreiecken 
r - Q  d s  

ton w = (&) - -  
d r  

Ebenso findet man 

cl r 
F ü r  einen jeden Punkt, P der krummen Plache sind nun aber - -  

as 
d Q und - bestimmte und im Allgemeinen von Nul1 verschiedene Grossen und 
d a  

zwar bestimmbare Functionen der Coordinaten x, y, a des Punktes P. Es 
sind also durchaus nicht imrner w und w, rechte Winkel, und ebenso wenig 
der Winkel il, wolchen die Brennlinien mit einander bildcn. Es ist niim- 
lich cos il = cos w . cos w, , also auch .i irn Allgemeinen von 9 0  verschieden. 
Bei Rotationsflkhen is t  aber de = O ,  also w, = 90'  und folgeweise A. = 90'. 

Es sind nun weiter die Brennlinien da. und da, sehr kleine gerade 

Linien und zwar ist wegen d r  = COS wda, dg = cos w,  da,: 

- as, 3) d a  = - e sin w 
Daraus folgt noch 

da, - Q sin w d~ 
-- - 
da rsinwlds 

E s  giebt nun aber noch endlich dickc, wio unendlich dünne copulirto 
Strahlenbündel, welchen als Normalen krumme Flachenelemente nicht ent- 
spreclien, die also der von C. N e u m a n n  eingeführten Bezeichnung gemass 
nicht regulare Strahlenbündel sind, namlich d a m ,  wenn die Brennlinien 
in zweien nicht aufeinander senkrechten Ebenen liegen, welche durch den 
Hauptstrahl und jede der Brennlinien gelegt sind. Wir  konnen immer 
eine solche Regelflache als Cmhülliingsfl~che eines Strahlenbündels con- 
struiren, dass der Leitstrahl durch eine Leitcurve inten Grades und zugleich 

durch zwei hcliebig im Raume golcgcne Gradc hindurchgeht. Nach S t e i n c r  
ist  die Regelfiache und ebenso jeder Ebenenschnitt des Strahlenbündels vom 
2nten Grade. 1st a l ~ o  die Leitcurve ein Kreis, ao wird jeder Ebenenschnitt 
eine Curve vierton Grades darstellcn. Dies gilt auch dann noch von rcgirliircn 
Strahlenbtindeln, wenn wenigstens eine der Brennlinien schief zum Haupt- 

strahl; steht; sonst ist  ein senkrecht zur Strahlenaxe gerichteter Querschnitt 
eine Curve zweiten Grades. Der  Beweis des S te iner ' schen  Satzes kann ana- 

lytisch auf folgendem Wege geführt werden. Die Gleichung des Leit- 
strahles und der beiden Brennlinien seien 
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Von Prof. Dr. LUIIWIQ MATTHU' t b s x ~ .  ' 89 

Alsdann sind - a, und -- Pl die Coordinaten der ebenen Leitcurve, 

dcren Gleichung sein ni6ge 

8) aln +maln- ,p l  + ... + s =  0. 
Aus 5 )  und 6), 6) und 7) folgen die I3edingungsgleichungen für das 

Schnoidcn 
a" - a, a" - al I 

b" - 6, p l r -  pl 1 = O '  

Mit Hilfe von 5 )  und 9) lassm sich die Variabeln or, und pl bestim- 

men und in 8) substituiren. Nach 5) ist 

1 - 1 - 
B + Y  - b --1- 

z 2 
also gomiss 9): 

( p l  + y  + b's) al - ( a 1 +  x + a'z)  pl + (cl'b1- a'@') z f <rfy - prz  = 0, 

( p f f + y  + V a )  al - (a f r+  x + a f f z )  Pl + (orf'b" - a " ~ " )  z  + auy - prrx = O. 

Es werden a190 - a, und - pl ais Quotienten von algebraisühen 
Functionen zweiten Grades dargestellt, wodurch die Gleichung 8) vom 2ntcn 

Grade wird. Um einen beliebigen Durchschnitt zu erhalten, verwandle 
man die Coordinaten, indem man substituirt: 

x L + + Ci l  + Di, 
Y = 46 + B,r + + D,, 
2 - A , I + B , ?  + C3S+B3. 

Setzt man l - O ,  so ist die Durçhschnittscurve in dieser Ebene 

Betrachtet man ein unendlich dünnes Strahlenbündel von Normalen 
eiues krummen Fliichenelementes und wiihlt die Hauptnormale als z-Axe, 
so werden a,, b,, a,, pl unendlich kleine Gr6ssen sein. 1st in diesem 
Falle die Leitcurve ein Rreis, so ist 10) dementsprechend zu discutiren. 

Es kann nun weiter gefragt werden: wie viele Strahlen sind erforder- 
lich und zugleich hinreichend, um ein copulirtes Strahlenbündel zu bestim- 
men und wie viele Brennlinien hat dasselbe? Welche n e d i n p g e n  müssen 
neu hinxiitretende Strahlen erfüllen, wenn sie zu denselben Brennlinien 
gehoren sollen? 

Zunkhst fol$ aus dem S t e  iner'schen Satze, dass ein copulirtes 
Strahlenbündel auçh drei Brennlinien haben kam. Deus offenbar kann 
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90 Neue Untersuchungen über die Lage der Brennlinien etc. 

als Leitcurve eine Gerade gewiihlt werden; die Schnittcurven werden vom 

zweitcn Grado sein. E s  giebt aber auch ILegelfliichen, welche unendlich vie10 
Brennlinien baben, z. B. das Iiyperboloid; diese beiden Falle sind identisch. 

Wir gehen aus von der Betrachtung beiiebiger Strahlen im Raume; 
deren Gleichungen auf ein beliebiges rechtwinkeliges Coordinatenspstem 

besogen sind. Zur Bestimmung der Constanten ihrer Urennliriie betrachten 

wir die Coordinaten ihrcr Schnittpunkte mit sammtlichen Strahlcn als Un- 
bekannte. Sind n Strahlen gegeben, so Lassen sich 492 Gleichungen mit 
3 n  + 4 Unbekannten aufstellen. Diese sind uur dann bestirumbar, w e m  
12 = 4 ist.8 Daraiifi resultiren vier Quadruple von Gleichungen, niimlich: 

Da alle vier Gleichungen den Ausdruck ap - bci enthalien, so kann 

xi + aizi + cii = 0 ,  z; + az; + CL = 0 ,  
 if bizi + pi=O; yi$.bzi  + p=0,  

wo i von 1 bis 4 schwankt. Damit jeder Quadruple zusammcnbestehe, muss 

man ihn eliminiren; daraus resultiren folgende drei lineare Gleichungen in 

a ,  b ,  a ,  B:  

1 O ai cii 1 o 1 a,  pi 
1 0 a a  
O l b p  

Gleichungen lassen sich der Kürze wegen schreiben 

a A + b B + X l = O ,  
a C + a B +  E2 = O ,  
nB+PB+E,=O. 

= O  

Das vollstiindige System ergiebt die quadratisehe Finalgleichung 
M,a2 + N,a + Pl = O. 

sein, d. h. 
(a - a;) (B -. pi) - (b  - bi) (ci - cii) = 0. 

Oie conjugirten Wurzeln sind 

a = ml f n,, b = m, $- n,, 

a = mB f n2, t3 = m4 f n,. 

* G r u n e r t ,  Arch. f. Math. 1. S. 136 (1841); S c h l o m i l c h ,  Ber. d. Sachs. 
Ces. d. Wiss. Nath.-phys. Cl. V11. S. 39 (1855). 
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Das Strahlenbündel hat  deninach zwei Rrennlinien, die auch in eine 
doppelte oder in zwei complexe übergehen konnen. Die Oerter der acht 
Durchschnittspunkte der Strahlen mit den Brennlinien sind die Brennpunkte; 
ihre Werthe sina die Wiirzeln der Gleichungen 

xi+ a;zi + ai = 0, 

yi + b i ~ i  f P i  = 0. 

xi + (m, n,) zi + (m, & n,) - O 

wo i zwischen 1 und 4 schwankt. 
Wir wollen nunmehr die vorstehenden Betrachtungen auf unendlich 

dünne Strahlenbündel übertragen, indem wir die Grossen a ,  b ,  a ,  /3 um 
unendlich kleine Grossen X ,  3, w,  il von derselben Ordrinng der Kleinlieit 
variiren. E s  sei also 

a , L a l - ~ i r  b z = b l + a l 1  a q = a l +  & = B i - + 1 7  

13) ( u ~ - u ~ - x ~ ,  b3= b l + a 2 ,  a3=%+mpi B ~ = P I - % I  
a , = = a , ~ ~ ;  b 4 = b 1 + a 3 ;  ~ 1 ~ = a ~ + w ~ ;  

Das frühere System 11) wird auf diese Weise: 

l ( a - ~ l ) i l l + ( ~ - ~ l ) ~ , + ( ~ - f f l ) ~ , +  ( B - B i ) x i + ( v ~ x i - ~ ~ ~ i ) = O ,  
14) ( a - a l ) i i , + ( ~ - b l ) ~ , + ( ~ - f f 1 ) * 2 + ~ B - B l ) X z + ( ~ 1 ' 2 ~ z - 4 ~ ~ z ) = O ~  

(a  - (il) q3 + ( b  - bl) a3 + ( a  - al)  a3 + (P - P l )  ~ 3 +  (va3 - 8 3 4  = O1 

welche Gleichungen in Verbindung mit 

15) ( a  - a,> ( P  - Pl) - ( b  - h l )  ( a  - al) = 0 
ebenfalls quadratische Gleichungen für  a ,  b ,  rr, /3 geben. Bei endlichen 
von Ru11 verschiedenen Werthen von a  - a, u. S .  W. sind nun zwar die 
Absolutglieder unendlich kleino Grosfien zweiter (ndnung; trotzdem dürfen sio 
gegen die vorangehenden Glieder nicht vernachlassigt werden, weil sonst 
a  - a, u. S. W. verschwinden müssten, was bedeuten würde, dass die Brenn- 
h i e  mit dem ersten oder Hauptstrahle coincidire. 

Es lassen sich nun entsprechend 12) folgende lineare Gleichiingen 
zwischen je zwei Constanten der Brennlinien bilden: 

I 
oder kurz 

a1 Xi Vl 

wz Xz +z 

a3 X 3  i l s  

4, a1 v1 

W 3  *, 
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92 . Neue Untersuchungen über die Lage der Rrennlinien etc. 

( a -  a,) A + ( b  - b,) B+  M p  = O l  

1 7) ( a  -- a,) C + (IY - a l )  B $ Nv = 0, 

( a  - a l )  D + (P - Pl)  B + Pz = 0 ;  

wo A, R, C ,  D im Allgemeinen kleine Grossen dritter Ordnung, p l  v ,  n: 

kleino Grossen erster Ordnung sind. Mit Hilfe von 15) wird nun dio qua- 
dratische Finalgleichung 

Bezeiclinet man die 
man weitcr die linearen 

(b  - b l )  l w1x1*1 l 
19) ( ( b  - b l )  l ~ 1 x 1 8 1  l 

( b - b l )  l @ l w l v l l  

oder der Kürze wegen 

( 6  - b,) B + (a  - a,) A + MtL = 0, 

20) ( b  - bl) C - ( a  - a,) A + LI, = 0, 

( b  - b,) D - (/3 - Pi) A + TZ = 0. 

Mit Hilfe von 15) ergiebt diese Gruppe die quadratischc Finalgleichung 

21) ( b - b l ) 2 ( ~ ~ + ~ ~ ) + ( b - b l ) { ~ ~ , u + A ~ ~ + ~ ~ ~ } + n f ~ p F = o .  

Bei willkürlichen Annahmen von .sil x ,  a, w is t  nun offenbar 

der Coefficient des 1. Gliedes eine kleine Grosse der VI. Ordnung, 

und iihnlich verhiilt es sich mit den Pinalgleichungen der drei übrigen 
Constanten. Man erkennt jedoch leiclit, dass 9, x ,  8 ,  o so gewahlt 
werden konnen, dass 

1. die beiden grossten Coefficienten von gleicher Ordnung, 
2. , ,, kleinsten J J  J J  9 7  

I l  

3. alle drei von gleicher Ordnung 

Im ersten Falle sind die Wurzeln ent,weder 
O uud endlich, 

oder + endlich und gleich, 
oder endlich und m ; 

im zweilen Palle sind die Wiirzeln entweder 

-t no, 
oder O und oc, 

oder O und 0 ;  
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im dritten Falle ha t  die Gleichung zwei endliche Wurzeln und es existiren 
zwei Brennlinien, welche den Hauptstrahl iuiter einem spitzen von Ku11 
und 90 '  verschiedenen Winkel o schneiden, wenn 

COS W = 
a , n + O , b +  1 
-- -- .-- > o. 

i ( a "  b2 + 1) (al2 + 6," 1) < 1 
Rezeichnet (q,)' eine sehr kleine Grosse erster Ordniing, (Q)' eine 

sîlche zweiter Ordnung, so ist die Bedingung, dass a - a, mindestens einen 
endlichen Werth habe, 

Es  ergiebt fiich daraus die bemerkenswerthe Bedingung, dasfi die 
Summe vorstehender beiden endlichen Grossen xwar unendlich klein, aber 
nicht Nul1 werden darf. 

Bezeichnet man den Winkel, unter welchem sich die Brennlinien 
kreuzen, mit E, so ist noch 

ai.rr + bf bi' + 1 
COS E = _̂______- 

l/(aia + ~ I S  + 1) (am + b f ~ ~ + ~ j '  

Z a h l  e n b e i s p i e l  für  zwei schiefe Brennlinien: 
Setzt man stat t  unandlich kleiner Grofisen sehr kleine, also etwa 

Tausendstel ein: 

a, - 2, ai = 3, b ,  = - 1, 81 - 37 
xi = 0,002, W, = - 0,001,  6, = -- 0,00374981, = 0,00224943,  
xY = 0,003, ws = - 0,004, a2 = - 0,00625047,  q2 = 0,00775141, 
x3 = 0,004; us- - 0,003; a3 = - 0,00774956;  .i113 = 0,00624868;  

so wird 

ebenso 

C M y  + A N v + B P z = +  
0,0000196566 

--- = (+y, 
1 00o6 

Die Finalgleichungen sind demnach: 

( a - a 1 ) " 3 ( a - n , ) + 2 = O ,  a - a , = 2  oder 1, 

( B  - BI)"-- ( B  - Pl) - 6 = 0 ,  P - & = 3  ,, - 2 ,  
( b - b 1 ) 2 - 5 ( b - b 1 ) + 6 = 0 1  b - b 1 = 3  2 ,  

(a- a i ) 2 -  (a-a,)- 2 = O ;  ol-rrl=2 ,, - 1 .  
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A---. --------* 

Daraus resultiren folgende Werthe dcr Constanten der beiden Brenn- 

linien und des Hauptstrahles: 

a'= 4 ,  p l =  6,  b f =  2 ,  a'=  5 ;  
3 ,  p r r =  1 ,  b " = 1 ,  u " E 2 ;  

a l = 2 ,  & = 3 ,  I I ,=-1 ,  u l = 3 .  

Woitor findet man 

w = !il0 25' lof' ,  wl - 42O23'40", E = 9°16f30".  

Die Coordinaten der Brennpunkte sind: 

&,=-1 , y 1 = o , 5 ,  & = - I V  

E 2 = - 5 9  r l z 3 - 2 ,  t 2 = 1 1 ,  

und die Brennstrecke 

V ( &  - u+ ((ri - r1J2 + (lF52)^2 = m. 
Die Variationen + , ~ , 8 , w  konnen sa gewiihlt werden, dass e = 90' 

wird; eine IBedmgungsgleichung dafür ist  ara" + b'b" + 1 = 0, welche 
sich durch die Coefficienten der Finalglcichung ausdrücken lëüst. Trans- 
formirt man dieselbe i n  

(a' - a,) (a" - a,) + (b' - b,) (b" - b,) + a,(at + a")  
+ bl (b' $ b") - al" bO, + 1 = O ,  

so kann man a n  die Stelle setzen: 

M p  (Nu  + TZ) - a, ( C N p  + ANv + B P ~ )  - bl ( D J f  p. +ALI. + 73 TT) 
+ (AC + BU) (1 - al2 - b12) = o. 

Wenn man der Einfachheit wegen 
zur z-Axe wahlt, so wird a, = O,  b, = 

Relation reducirt sich dann auf 

Die Variationen +, X ,  8, w konnen 

den ersten Strahl oder Hauptçtrahl 
0, q = 0 ,  pi = 0 ;  die vorstehende 

= - 1. 

ferner sa gewahlt werden, dass die 
Focalebenen auf einander senkreüht stehen, dass also das Strahlenbündel 
ein rep l i i res  wird. Wir gehen aus r o n  den Gleichungen der Focalebenen, 

d. h. der Ebenen, welche durch jede I3rennlinie und den Hauptstrahl be- 
stimmt sind; dieselben sind: 

( b r - - h l ) % - ( a 1 - a , ) y - ( a r b , - a 1 b r ) z + u ' ( h ' - b , )  B ' ( a 1 - a , ) = O ,  
(Ut' - b,)x - (a" - a , )y  - (a1'b1 - a, bu) z + uU(b" - b,) - ~ " ( a "  - a,) = O. 

Bezeichnen wir den Neigungswinkel dieser Ebenen mit 8 ,  so ist 

X ' X "  + Y' Y" + Z'Z" 
COS B = - --y - ~ 

-- . 
)/(XI" y12 + ~ 1 2 )  ( ~ 1 1 2  +y112 + ~ i f S )  
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.. - . . - - - -- - , . . . .. .. - - - - -- - ,. .. A - -. , . . -. . . - - - A . . , 

Der Winkel S n ~ i r d  also 9OU, wenn X ' X "  + Y'Y" + X I Z "  = O is t ;  d. h. 

(bl -- b,) (('1" - b,) + (a1 - a,) (a" - a,) 
+ (a' 6, - a, b') (a" 6, - al b") = O. 

Das dritte Glied lBsst sich transformiren in 

(a' - a,) (a" - a l )  hl2 -t (bl - - bl) (hl1 - bl)  al2 - al bl (b' - 71,) (a" - a,) 
- a, b, (a' - a,) (b" - b,). 

Es ist nun gernass 17): 

(a" - a,) A + (b" - b,) B + M p  = 0. 
(a1-  a , ) A +  (b1- b l ) B + M p  - 0, 

Durch Einführung dieser Relationen in die vorhergehende Gleichung 

geht 23) über in 

Nach 18) und 21) ist weiter 

M X p v  
(a' - u,) (a" - ul)  = --- 

AC + BD' 

. Suhstituirt man diese Werthe in 24) ,  so wird daraus nach Multipli- 
cation mit B: 

\ 
( C M p  - A N v  + U1'n) Jfp 

- a,b* A C + B D  
= o. 

1st der IIauptstrahl zugleich Axe des z ,  so wird a, und b, Nul1 und 
die Redingungsgleichung de8 Senkrechtstehens der Focalebenen 

25) Tr + Nv = 0. 

Unsere Untersuchungen haben uns a l ~ o  zu dem Resultate geführt, dass 

die beiden Brennlinien unendlich dünner Strahlenbtindel durch vier Strahlen 

bestimmt sind, dass sie ferner mit dem Hauptstrahle und mit einander 
sehr verschiedene Winkel bilden konnen, sowie endlieh dass aie in Ebenen 

liegen, welche sehr verschiedene Neigungswinkel mit einander bilden. In  

dem oben bercchneten concreten Fallo ist  6 = 2°55'20". 
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96 Neiie U n t e r s ~ c h u n ~ e n  tiber die Lage der Brennlinien etc. 

Wenn neue Strahlen hinzutreten, welche zii denselben Brennlinien 
gehoren, so haben sie gewisse Bedingiingen zu erfüllen. E s  müssen die 
Variationen x , ,  an, w, ,  qn offenbar so gewahlt werden, dass das System 14) 
bestehen bleibt. Durch die neuen Variationcn muss also folgenden Gleich- 
ungen Genüge geschehen: 

(a  - + (o - 4 ) w 1 +  (a - f f J a 1  + ( P  - P i j X i  + (%Xi - 9 i w 1 )  = 0,  
( a - a 1 ) ~ ~ 2 + ( b - 4 ) w 2 +  ( ~ - 4 9 . 2 + ( P -  B ; ) X , + ( V , X , - ~ , ~ ~ ) = ~ ~  
( a - a 1 ) ~ 3 + ( b - b 1 ) w 3 + ( E - f f l ) ' 3 f  ( P - ~ I ) x ~ +  ( q 3 ~ 3 - @ 3 ~ 3 ) = ~ 7  

(a - a,> q~ln + ( b  - hl) + (a - ai1) 9.n + ( p  - p l )  ~ n  + ( ~ n ~ n  - a n w , )  = O. 

Diese Gleichungen bestehen nur  dann zusammen, wenn 

w e r d ~ n  konnen. Wenn indessen die Constanten der Brennlinien bereits 
hekannt sind, wird man sich mit Vortheil der beiden Gleichungen 

Xn a n  w n  q n  
Xi QI w 1  V I  
Xz 9.2 W% vz 
X3 173 W 3  v3 

bedienen. Die R,echniing ist selbstverst~ndlich bis auf sehr kleine Grossen 

= O, 

zweiter Ordnung inclusive genau auszuführen. Die Kelationen gelten Grnmt- 

lich auch für  encllich dicke Strahlenbtindel, welche copulirt sind. Es tretcn 
aber Abkürzungen der linearen Gleichungen selbst dann nicht ein, wenu 
die Variationen unendlich klein, also die Absolutglieder unendlich kleine 
Grossen zweitar Ordnung werden. Die Hrennlinien konnen auch imaginar 
sein, namlich dann, wenn die quadratische F'inalgleichung zwei complexe 
Wurzeln hat. Umgekehrt lasscn sich zu imaginiiren Brennlinien imrner 
reelle Strzhlen finden. Es  seien die Constanten der  beiden Brennlinien 

d. h. 

26) D x n +  + A G  + B q , =  0, 
und zugleich 

( ~ > n ~ n  - a n  u n )  ' an Xn ~ n  

1 %  - I l  6, Xi q 1  

(?PZXS - 9 . 2 4  9.2 Xz W'2 

(V:r ~ 3  - 8 3  0 3 )  173 xs 11~3 

=: O, 

d. h. 

2'7) A(qnXn - i?,,wn) f L18, + ï ' z ~ , ,  - M p q ,  = 0. 

Durch willkürliche Annahmen von X ,  und 3, erhalt maln aus 26) 
und 27) zwei lineare Gleichungen in w ,  und q,,  woraus diese berechnet 
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1st ein Strahl a , ,  b,, a l ,  Pl gegeben, dann geschieht die Bestimmnng 

eines neuen Strahlec; aus 

( m  n a,) qn t (na, f n, 1/-1- b,) w n  + (m, n,l/-i - ai )  an + (me k 7 2 2 1 / - 1 - / 3 1 ) ~ n r  0 ;  

d. h. vermittelst der beiden reellen linearen Gleichungen 

Durch willkiirliche Annahmen von 8, iind X ,  werden hieraus .S>, und w, 

gefmilcn. Sind abor nur  die Constanten dcr Ilrennlinien bekannt, so lMsst 

sich ein reeller Strahl so finden; es ist  

(,ml * n l l / - z  -- al) (m2 * n J = i  - pl) 

- (m3 n 3 1 / Z ï  - à,) (nt, + n41/-1 - al)  = O. 

Setzt man der Kürxe wegen 

so wird sein 

Durch Elimination von Pl erhalt man die quadratische Gleichung 

31) alS + f (a,bl) al + P ( q b , )  = 0. 

Es lassen siçh cul und b, reell so wiihlen, dass a, reell mird; dann 

kt ancli pl reell. Wir wollen n u n  noch die Formeln 13) bis 25) anweuden 
aiif ein iinendlich diinnes regnlares Stdr~hlciihünde1. Die Hauptnormalo PQ 
(S. lithogr. Safel  Fig. 13) sei a-Axe, z w e i  andere unendlich, nahe Sormalen 
cc, und hhl in  den beiden Hauptschnitten P c  und Ph,  eine vierte Nor- 
male aul i n  den Hauptschnitten ca und ha. Wir  betrachten dabei den 
Haiiptschr~itt Ph als - $-Axe, Pc als - y-Axe und Y &  als - a-Axe. Der 
Kriimmungsradius von P h  = - d s  sei - Q ,  dcr von ca = - ds sei - ( Q  + dg) ,  
der von Pc = - d~ gleich - r und der von ha  = - d~ gleich - ( r  + dr). 

Für die vier Normalen gelten danu folgende Gleichungen: 

Zeitschr. f. Nath.  u. I'liysik. XXIX. Jahrg. Slippl. 7 
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Die Gleichungen der Brennlinien seien 

x + u z + a = 0 ,  

? / + t z + p = o .  
Gerniiss 13) ist nun 

a l =  O ,  b l =  O ,  a 1 1  - 0  PI= 0 ,  

Aus 14) folgt weiter 

a? - ab  = 0, 

B ùds - -ds = O ,  oder p = b g ,  
e 

a 
- ad6 + - d d  = O ;  oder a  = a r ;  

r 

Hieraiis resultiren folgende Werthe : 

In den quadratisuhcn Finalgleichungon nach n und h werden also die 
Coefficienten der beiden ersten Glieder von gleicher Ordnnng der Kleinheit, 

die Absolutglieder versühwinden. Nach Division durch 

resultiren die Gleichungen der Constanten der Brennlinien 
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9 u s  der ersten ergiebt sich: 

wegen der lielationen a' = n'r,  b ' ~  = /3' und a'Pf  - cr'b' - 0 :  

r ( r  - ds 
c r l =  r t a n w  = b l =  0 ,  = 0. 

Q d r '  
Aus der zweiten: 

Dieselben Werthe fanden wir in  1) und 2 ) .  Zur l3estimmung des 

Winkels E ist: 

COS E = COS W . COS WL = - - P r p -  -- -. 

Der Ereuzungswinkel E der Brennlinien ist also nur d a m  ein reçhter, 
nenn entweder w d e r  w, ein rechter ist. Die Gleiçhung 2 2 )  wird also 
im vorliegenden FaUe nicht erfüllt, weil ATv + ï ' z  = O ist,  nicht aber 

A B  f CD. Erfüllt wird sie nur ,  wenn d r  oder dp verschwindet. 1st 
a. B. d r  = O ,  so wird A = O, D = O ,  fcrner 

Dieser Fa11 findet s ta t t  bei Rotationsfliichen, bei einmaliger spharischer 
Rrechung und bei mehrrnaliger Brechung in centrirten Systemen oder in 
Systemen fiphiirischer Flachen, deren Centra in einer Ebene mit dem 
leuchtonden Punkte liegen; der vorhergehende bei rnchrmaligcr Brechung 
in Systemen, welche nicht in einer Ebene centrirt sind. 

Die Gleichung 23) kann dam benutzt werden, zu zwei Brennlinien, 
welchè ihrer Lagc nach bckannt sirid, ein reguliires Strahlenbündel zu 
construiren. Nan bestimme erst  die Constanten a, und b, des Haupt- 
strahles nach 2 3 ) ,  a, und /3, nach 15); neue Strahlen konnen dann nach 
28) gefunden werden. Wahlt man den Hauptstrahl als $-Axe und die 
neuen Strahlen in den Focalebenen, so wird die Lange der Brennlinien 
durch 3 )  und 4) bestimmt sein. E s  lasst sich d a m  leicht ein beliebiger 
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Btraiil des zugehorigen Biindela construiren, z .  R. m m  Piinkte M ( S .  lithogr. 

Tafel hg. 13) in der Uasis Y h a ç .  Die Coordiriaien von Jf seien PAT-dx, 
M N =  dy  ; die Abschnitte aiif den Rrennlinien E, Ml = d q ,  E M ~  = dE, so ist 

1st dx:  $ d s ,  dy  = + d u 7  wie es dern I'unkte I', entspricht, so 

liegen die zugehorigcn Punkte L.; und E', in der hlitte der Brennlinien; 

es sind die Rrennpunkte des Strahlenbiindels. 

Uezeiçhnet mari die Coordiriaten eines entspreçhendan Piinktes in  eiriem 

beliebigen m m  Ha~ipt~strahle PQ senkrechten Qnerschnitte mit dsl und do,, 
den Abstand von der xy-Ebene  mit 1 ,  so is t  unter der Voraiissetzung, 

dass 1  - Q  und 1 - r cndlicho von d a  und d a ,  verschicdene Grossen bleiben, 

d s , :  d a s i a m  = ( 1  -- Q ) :  (r - Q), 

d a , :  du,si.nw, = ( 1  - r ) :  (r - e). 
Es  is t  folglich 

d s l :  d s  =- ( 1  - Q): Q, 
du, :  d~ =: (1  - r ) :  r.  

Betrachtet man dann P als dlts Centrum einer Leitcurve, im Speciellen 

einos Kreises von1 Radius P a ,  so ist 

d. h. es ist jeder andere Querschnitk des Stra.hlenbiindels einti Ellipse, 

deren Axenverhiiltnisa sich in grossen Abstanden dem Grenzwerthe p : r 
nahert. Zwischen den Brennlinien wird der Querschnitt ein zweites Mal 
pin Kreis (Kreis der kleinaten Verwirrung). Der Abstand der Kreise von 

r - O  
einander i d  1  = 2- und der Radius des Zweiten gleieh a .  Der 

r t - Q  r + !? 
filaximdyuerschnitt liegt in  der Dlitte der Brennstrecke, a l s ~  h i  l= $ (r+?) .  
Sind r und p wcnig von einander verschieden, so coinci$;-sn dicso Quer- 

sçhnitte. I n  unendlicher Nahe der Brennlinien wer?-n die Qiierschnitte 

Curven vierter Ordnung, wenn w und wl von 90 '  verschiedene Winkel 

sind.* Sonst degeneriren die Ellipsen an diesen Stcllcn i n  zwei Gerade 

von den Breiten ds, = O und d6,-  O ,  von den Langeri d a  und da, 

%& t h i  es s e n ,  Sitzungsber. der math.-phys. Classe der k Bayer. Akad. der 
%si, 1883,  HeSt 1, S. 49. 

Nostokk,  12.  November 1883. 
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