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Sulle terne di coiigruerize di c u i w  nello spazio pïoiettivo. 

Siiiito. - Studio proiettivo d i  elementi geometrici che, in geolnetria metrica, sono stati studiati 
da$ h~31Jk e da1 RICCI (cfr. la breve introduzione). 

Introduzione. 

Sono classiche le ricerche di LAM* per i sistemi di coordinate curvilinee 
dello spazio: specialmente noto il caso di coordinate curvilinee ortogonali. 
Nello ~paz io  sono definiti tre sistemi Z di superficie, tali che per ogni punto 
dello spazio escono tre superficie, una di ciascun sistema, che non hanno in 
tale punto alcuna tangente comune. Tali superficie hanno il nome di super- 
ficie coordinate; l'intersezione di due superficie di differente sistema é chia- 
mata linea coordinata. Vi sono pure tre sistemi di linee coordinate. Da ogni 
punto dello spazio escono tre linee coordinate, u,na per ogni sistema, le cui 
rette tangenti non giacciono in uw medesimo pialzo. Percib ogni sistema di 
linee coordinate si dice essere una congruema di curve, e le tre congruenze 
si dicono forma,re un reticolo. Viceversa, dato un reticolo di congruenze di 
curve, non sempre queste curve possono pensarsi coine linee coordinate: cioé 
non sempre esistono tre sistemi Z di superficie che con le loro mutue inter- 
sezioni determinano, c. s., le congruenne studiate: se fosse possibile deter- 
minare tali sistemi 2, noi diremmo che il reticolo é elementare. Ne1 caso più 
generale (supponendo pero che le tre curve uscenti da  un punto generico 
siano a due a due ortogonali), e restando nell'ambito delle geometrie me- 
triche definite da  un elemento lineare, il R I ~ ~ I  ha caratterizzato tali con- . . 
gruenze mediante alcuni invarianti (rotazioni y), che -hanno trovato le pih 
felici interpretazioni in molte ricerche. Generalizzare alla geometria proiettiva 
le ricerche del L A N ~ ~  e dé1 RICCI, pure rinunciando alle estensioni iperspa- 
ziali, ecco 10 scopo del presente lavoro! I l  cab0 dei reticoli piani e già 
stato studiato da1 CECH ('), da me (2) e da1 prof. PALOEEI i3). 

(1) C f r .  il Chap. X di G. PUBINI ed E. CECH: introduction 2c la géométrie projective- 
différentielle des surfaces (Gauthier-Villars, 1931). 

(2) Sur la yéom. project. différ. cles réseaux plms in « Compositio Mathematica m (1933). 
(3) C f r .  a Rend. della R. Acc. dei Lincei a : una nota in vol. 18, due note in vol. 22, 

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XVI. 1 
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2 G.  FUBINI: Sulle terne di congmenxe di  c w u e  nello spasio proiettivo 

5 i. Prime deflnizioni. 

Le ricerche di cui qui ci occupiamo generalizzano, da un punto di vista 
proiettivo, gli studii di  LAME e di RICCI sulle coordinate curvilinee nello 
spazio, e, più generalmente, sulle terne di congruenze di curve. Tranne forse 
in poche pagine, relative a certe condiaioni di integrabilità, che non son, 
necessarie per l'intelligibilità, di questa Xemoria, gli studii si compiono coi 
mezzi più elementari. Ciononostante ritengo la ricerca non sprovvista di ogui 
interesse, perche completa in un punto essenaiale gli studii di geometria 
proiettivo dif£erenziale, e presenta i più stretti legami con altri capitoli della 
geometria differendale non solo proiettiva, ma anche metrica. 

Nella geometria proiettiva noi determinerelno un punto P mediante 
quattro coordinate omogenee x, y, 5, t ;  e diremo sovente punto x, anziché 
punto P. Per determinare una retta uscente da P, mancando l'analogo dei 
coseni direttori, noi daremo le coordinate oinogenee x', y', a', t' di un altro 
punto P' posto su questa retta. Date le x, x' (e analoglie y, y', ...) la  retta è 

determinata; invece, se sono dati i l  punto P e la retta, le x, x' (ed analoghe) 
notz sono deternailzute; nulla cambia se alle x, x' sostituiamo i numeri px, 
ox' i- TX (ed analogamente alle y, y' le py, oyf+ .cg, ecc.) ove p, a, T sono 
fattori qualsiasi soddisfacenti soltanto alle p + O, o + O. Qiiando piii avanti 
parleremo di iwdeteracinaxiolze, ci riferireino sempre alla precedente osserva- 
zione elementare. 

Diremo che K 6 una congruenza di curve C, se da ogni punto x, dello 
spazio esce una sola curva C di K: per determinare K, basterà per ogni 
punto r, dello spazio assegnare un altro punto x, posto sulla tangente t ne1 
punto x, alla curva C di K che esce da x,: basterà p. es. dare x T ,  y,, ecc. 
(O anche solo i loro rapporti) come funzione dei rapporti x,  : y,:z, : t, . Od 
anche, se determiniamo i punti dello spazio (o di un sno pezzo) mediante 
tre coordinate curviliiiee u, v, IV, potremo dare le x,, x, (e analoglie y,, y,, ...) 
in  funeione di u, v, w: naturalmente permane la indeterminazione sopra 
segnalata. 

Diremo che tre congruenze Ka di curve C, (a = i, 2, 3) forinano utz re- 
ticolo, se le curve di  K, uscenti da un pnnto generico x, hanno le tan- 
genti t, 9 ~ 0 %  cor~~planuri. Cosicchb, scelta su ogni t, un punto x, distinto 

due note in vol. 24; in esse 13 anoho studiato qualolie problenia rolativo ai reticoli dello 
spaeio ne1 cas0 clenlentare. 
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FUHINI: Sulle  terne d i  congrzl.erzae d i  curwe ne110 s p z i o  proiettiwo 3 

sarà differente da zero. Con questa notazione indichiamo il  determinante di 
cui è stata scritta esplicitamente la prima riga, mentre le altre righe se ne 
deducono, sostituendo alle x rispettivamente le y, le  z, le t .  Useremo sempre 
notazioni analoghe per determinanti analoghi. 

Indicheremo con 5, , q i ,  Ci,  T i  i complementi algebrici di x i ,  yi , zi, t i ,  
divisi per D. Sarà allora 

(2) SxiEj = xiSi t géqj 1- z&, + t t i ~ j  = E , , ~ ,  (i, j = O, 1, 2, 3) 

quando d'ora in poi si ponga 

Diremo piano 5; il piano S,x + q i y  + S,s + ~ , t  = O. Esso passa per i tre 
punti xj con indice j + i. Cosl 5, è il piano tangente in x, alle curve C ,  , C, 
di I<, , K, usce~zti da x,: in modo simile si possono definire i piani 5, e 5,. 
Invece il piano 5, é un piano qualsiasi non passante per a , ,  perché é determi- 
nato dai punti x,, che si possono scegliere ad arbitrio snlle rette t ,  (a= 1 ,  2, 3).  

D'ora in poi indicheremo con lettere greche gli indici che possono avere i 
valori i, 2, 3 e con lettere latine quelli che possono ricevere i valori O, 1, 2, 3. 

Essendo D f O, le 

(4) dxi = wiox0 +. wiix, + o i 2 x ,  + coi+, 
(e analoghe in y, z, t )  

determinano i pfaffiani wij. Essendo il punto x, liberamente mobile ne110 
spazio, i pfaffiani w,, saranlzo linearmente indipendenti e noi li indicheremo 
con w, , ponendo 

(5) w o i = w , ,  o , , = w , ,  w,,=w,.  

Se usassimo coordinate nom omogenee, cioè poaessimo t = 1, e se con xz 
indicassimo i punti ove le solite rette tnngenti alle curve Ca incontrano i l  
piano t = O, le quarte coordinate dei punti x, sarebbero nulle. E sarebbe 

(in coordinate non omogenee). 
Essendo i tre pfaffiani o, linearmente indipendenti, ogni altro pfaffiano o, 

si potrh ottenere corne loro combinazione lineare. E noi porremo pertanto 
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4 G .  FUBINI:  8ul2e terfie dl congruefise d4 curve fiel20 spazio pl-oiettioo 
-. 

Questi simboli a tre indici sono, come proveremo, 17 analogo dei sitnholi (iia) 
di Christofel di seconda specie per la geometria nzetrica; e si potrebbero quasi 
considerare come l'analogo delle rotazioni del .Ricci, se mancasse l'indeter- 
minazione che essi presenfano come conseguenza della indeterminanione con 
cui si possono scegliere le xi. Uno degli scopi del presente lavoro 6 pertanto 
quel10 di sopprimere tale indeterminazione. 

Dalla loro stessa definizione e dalla osservazione che, se i = O, j = a 

allora w, = w,, segue 

(a1 solito E,P = 1 se u = P, mentre E,P = O se a + P). 
Le w e i simboli a tre indici determinano le congruenze K (ma non 

viceversa, in causa delle indeterminazioni citafe). Naturalmente le  w, e i 
simboli a tre indici non si possono scegliere ad arbitrio: le w, devono essere 
linearmente i~zdipendenfi; devono valere le (7 )  t: devono essere soddisfatte le 
condizioni (25) d'integrabilità delle (4). 

Per studiare le possibili indeterminazioni, poniaino: 

(0" # 0) 0% * 0). (e analoghe in y, z,  t )  

Sostituendo in (4), troveremo 

(9) d x t  = x k c&Xh 

ove : 

Ponendo, analogamente alle (6) : 

troveremo che i nuovi simboli Son0 dati dalla: [YI 

(i, k = 1 ,  2, 3, 4) 
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La (12) 6 stata dedotta dalla seconda delle (10)) ponendo: 

do,  - = d log a, = (log o,),o, 9- (log ~ ~ , o , + ( l o g  o,),o, 
[CO, = 'TI Q ,  

e confrontando con (11) il risultato cosi ottenuto. Noi a m i  ndotteremo in 
generale le notazioni qui usate per log 5 , .  Se cp è una funaione qualunque, 
noi porremo 

(13) dcp = V , W i  + Y',% 3- Y,% 

1 Sarh naturalmente cp, = - , se o, sono differen~iali esatti, e precisnmente 
2% 

1 

se o, = du,]. 

Da (12) si  deduce per a,  P, y = 1, 2, 3 :  

(14) O d o B  se p + a e p + y  (non si esclude che a = y). 

s e  y = p + a  

5% 5 a  
(Y + 4 

e quindi-se y + p, a + P, y + a, cioè se gli indici a, P ,  y sono gli indici 
1, 2, 3 posti in un ordine qualsiasi: 

Da (14) e (14)bi, segue che 

sono invarianti relativi, perche nn possibile cambiamento delle coordinate 
x, ,  y*, ecc. li pub moltiplicare soltanto per un fattore diverso da zero. 
L'espressione (14)bia, essendo a,  p, y i numeri 1, 2, 3 disposti in ordine qua- 
lunque, è (a meno del segno) determinata da1 solo indice a ;  il segno si puo 
precisare, fissando che a, P, y sin una permutanione par i  degli indici 1, 2, 3 ;  
noi la indichererno con (a) .  È facile dedurre da (14) e (14)bis che le 
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6 Or. FUBINI: Suile  terne di  colzgrzielzxe cli curve ne210 spcd~io proiettivo 
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e le loro funzioni sono invnrianti assoluti. Fra questi nvranno speciale im- 
portanza gli invarianti 

Si  noti 1' invariante 

R R R  (y3@i?(9 
'""' = (y,y)(tP)(;) 

che ha due soli valori, uno reciproco dell'altro, secondo che la permutaaione 
degli indici a ,  P, y è pari O dispari. 

Scriviamo ora le  condizioni d i  integrabilità. delle (4): per il che baster& 
esprimere che i secondi membri sono differenziali esatti, ossia che le loro 
derivate (forme pfaffiane simboliche del 20 oi*cline) sono nulle. Corne ne1 
Cap. XII1 del trattato di FUBINI e CECH giii citato si troverh che tali con- 
dizioni sono le formole di  CARTAN: 

Sostituendo alle (0, i lom valori Z ( / ) C O % ,  (ove u = 1, 2, 3)' si trova 
Z 

(20) 
ru. 7cj rp' ka .c)wrz+ [d(s)J w p l z ~ p ~  / ( k ) ( s ) - ( k ) ( s ) i [ O z O z l  

(u, P=1, 2, 3 ;  r,  s, k=0 ,  1 ,  2,3). 

Conformemente a (13)) poniamo 

e scriviamo 

(22) da = A % , [ W ~ ~ ~ ]  + L2[03~J 4- L : < [ w I w Q ~ '  

Quest' ultima posizione è lecita, perche dalle lineare indipendenza della o, 
segue per noti teoremi generali (O, corne si pub verificare direttamente) clie 
anche le  forme (simboliche di secondo grado) 

sono linearme~zfe indipendenfi. Anzi un facile calcolo permette di esplicitare 
le  Xe u, v, m sono coordinate eiirvilinee qualsiasi, ed è 
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8 G .  FUBINI: Stdle tertze d i  cotagruetzze d i  cwrve lzello spnzio yroiettivo 

nullo, oiob che L of,., =O,  ossia che 2 w,,. B un diferenaiale esntto. Cib si 
pub confermare facilmente. Da (1) si trae: 

d D = ( d % , x , , x , ,  x3)+(x0,  dx, ,x , ,x , ) -1-(x , ,x , ,  dx,, x,)+(x,, xi ,  x,, dx,), 

che per (4) diventa: 
dD = (woo + o,, + oPe + o,,)D 

cosicchè : 

(27) 2 or,. = O,,,, + o,, + a,, + w,, = d log D, 
Y 

che conferma quanto si era enunciato. Con le trasformaaioni (8), si trova 

che prova corne il nuovo valorz di D si trova, dividendo il valore iniziale 
per o,o,o,o,.. Potremmo, volendo, imporre che 

(29) D = l  e quindi w , , + o , , + w , , + o , , = O ,  

limitando cosi la scelta delle possibili coordinate dei punti x, .  
II) Differenaiando le (3), si trova: 

PoidhB le 5 sono linearmente indipendenti, potremo trovare dei pfaffiani wii  
tali che 

(31) dSj = 6 , , t r m  

Sostituendo in (30) i valori dei dx, d5 dati da (4) e (31), e ricordando 
le (2), si  trova: - 

oi,j 1- o,j = 0. 

Cosicchè le (31) restano completamente determinate da (4) e sono le: 

Le (32) si possono chiamare le equaaioni duqli delle (4). , , 
III) Nelle (26) si possono separare i termini che provengono da1 sup- 

porre k ='0'dai  terinini clie si ottengono ponendo k =  p, ove p (lettera greca) 
ha i valori 1, 2, 3. Si trova cosi: I 

Se s +O, poniamo per s = a, avremo da (7): 
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G.  FUHINI: 8 ~ 1 1 e  terne di cortgruense d i  cm-ve rcello spuzio proiettivo 9 

che, se r = O, si riduce [ essendo (OP) costanti e quindi O] a :  

che per (23) deve valere - 5 (:)Asr, osssia,, per le (7) - A,,. Quindi 
8 

se! (oc, p, y) h m a  permutazione pari di (1, 2, 3). Ponendo successivamente 
a = a, p, y se ne trae: 

Dalla seconda, osservando che anche P, y, a è una permutazione pari 
di 1. 2. 3. si deduce: 

Dnnque: Dati i sirnboli (7) con p, o, r = 1, 2, 3) restano determinate 

non solo le A,, + A,, [anche se a =y7 come si deduce dall'ultima delle (3611, 

ma anche tutti i siniboli (y) con /3 = 1. 2, 3. 

Ponendo in (33) r = s = O, e confrontando con (35) si ha:  

Da1 risultato precedente si deduce cosi: Dati i sirnboli (P~') e date anche 

le A (che sono determinate quando siano date le o), i sin~boli 6') - (O) sono 

completamente deterrninati. Non mi b riuscito di determinare singolarmente 

le con un nietodo semplioe che eviti equazioni differenziali. Si  noti perb 

Annuli d i  Mutemuticu, Serie IV ,  Tomo XVI. 2 
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10 G. PUBINI: Sulle term di  conprtcertze d i  curoe rtello syazio yroiettiao 

che le (y)  e le (0) (cioè tutti quelli dei nostri simholi, per cui almeno un 

indice è nullo), non si presenteranno mai nelle ricerche geometriche di cui ci 
dovremo occupare: cosi come non si presenteranno mai le A. 

IV) Alcuni di  questi risultati si possono enunciare in altro modo, ricor- 
rendu a forme differenziali del primo ordine: cib ehe stabilisce una grande 
analogia con altri risultati che si riattaccano alla definizione di una super- 
ficie nella geometria metrica mediante le forme di Gauss. Dalle (lu), (14) 
e (14Jbi, segue infatti la col,bpleta ifivnrianza delle forme (che potreino consi- 
derare coine covariclnti assoluti) 

Altre forine sono deterininate a meno di un fattore (covarianti relativi), 

(Questa ultima forma, divisa per o,, darebbe origine 
assoluto). È facile dedurre altre forme, che siano covarianti 

a un covariante 
assoluti, p. es. 

Qneste due forme, per ragioni che vedremo, possono essere considerate 
come costituenti insieine l'ele~~zento lineure proietfico del reticolo [cfr. (1711. 
(Si potrebbe anche scambiare qnalche termine di queste due fornie). Ad alcune 
di queste forme si piib giungere anche per tutt' altra via. Se  alle x, sosti- 

tuiamo le Xi definite dalle (8), dovremo alle Si sostituire le ci definite 

clalle SSXj = E, analoghe alle (2). Ne deduciamo iinrnediatamente d i e  

Si  trova pertanto 
- 

SdE,dXo = S(S,do, + o,dc,) 
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G. FLJI~INI: Sidle t e m e  d i  congruenae di  curve fie120 spccxio proiettivo II 

come si prova osservando che S<,e, =O.  E, poiché, derivando questa, si ha  
- Sx.,d<, = S( ,dx,  = O,, = ( O , ,  ne deduciamo 

E poiche il nuovo valore di o, vale 

ne segue che il sistema di equazioni 

si muta, per una trasformazione (8), in u n  sidema equivalente. Il primo 
mernbro della prima di queste equazioni si pub scrivere nella £orma 

ci06 nella forma 

Tale equazione, tenuto conto dell'altra w, = O, si riduce pertanto alla. 

cioè alla & =O,  ove & è definito dalla (40). E questo risultato si poteva 
dedurre dalle precedenti considerazioni, perché sia Fa che o, sono forme 
covarianti relative. Vedremo che la  Fa = O definisce ne1 piano 6, due dire. 
aioni, a cui, per ragioni di stretta analogia, daremo il nome di direaioni 
asintotiche ne1 piano 5,. 

5 3. Considerazioni geometriche. 

A) Ogni punto xo determina i piani t,, tra essi p. es. il piano 6, (tan- 
gente alle curve C,, C, uscenti da x,). Se il punto x, va in un punto 
z, + dx, infinitainente vicino, il piano 5, va in un piano Si  + d t ,  infinita- 
mente vicino, passante per r0  -+ dr, e per le corrispondenti nuove posieioni 
x, -1- de,, x, i- d x 3  dei punti x,, x,. 

Troviaino la intemezione dei due piani 5, e 5, 4- dE,. 
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12 C*. F U B I N I :  Szclle terne d i  corngrueme di  curve stello spazio proiettivo 

Ogni punto x di 5, 6 una combinazione lineare dei pant8i LX,, x,, x,, 

(45) x = lx, + pz, + vx, . (e analoghe in y, z, 1)  

Esso giacerà ne1 piano 5, + dE,, se sarh nul10 il determinante 

Questa equazione eqiiivale evidentemente alla 

che, per le (4), si riduce a 

O = D ( h O i  + po,, i- VW,,) 

cio8, essendo D =# O, ed essendo le w, date da (6), alla: 

Distinguiamo ora parecchi casi : 
Caso 10). I l  punto x, ha cominciato a muoversi sulle curve C,: vale a 

dire dx, è combinazione lineare di  z,, a, : in altre parole è w, = o, = O. 
La (46) diventa semplicemente : 

Se vale la (47), il punto (45) appartiene alla retta in cui 5 ,  interseca, nelle 
attuali ipotesi, il piano 5, 4- dt , :  e noi cliiamereino tale retta la retta focale 
del piano c,; essa B la  retta che congiiinge i punti 

posti rispettivamente sulle tangenti t , ,  t ,  alle curve C,, C, ne1 punto x,, . 
Indicheremo questi due punti con F,, ed F,, e li chiameremo i primi fuoc7bi 
di tali tangenti. Permutando gli indici troveremo due (primi) fuochi su 
ognuna delle 1 , .  Cosi i primi fuochi di t ,  saranno i punti 

confrontando con (15) e (39) vediamo che Z'annullarsi dell'invorictnfe relativo 

( y )  - (3) O della forma covariante (assoliitr) [(y)  - (;)lm, sigaifica rhe i 
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d u e  prinzi fuochi d i  t ,  sono sovrapposti. Se cosi avviene, assiinto a punto x, 
uno di questi fuochi, potremo rendere 

Se invece tali primi fuochi sono distinti, potremo assumere a nyovo punto x, 

[(12) + (3)1x0 , cogniugato arwzonico di x, rispetto a tali il punto P, = x, - - 2 2 
fuochi, punto che cliiameremo il punto principale di t , .  Con questa scelta 
del punto xi,, sark: 

Ma possiamo giungere ad una ulteriore semplificasione moltiplicando le 
coordinate x, del punto principale per un fattore tale che i fuochi Pl, ed P, ,  
siano i punti x, - x,, x, -1- x,: otterremo cosi che 

Con questa nuova convenzione, se moltiplichiamo le x,, y,, ecc. per un 
fattore 5, dovremo moltiplicare le x i ,  y , ,  ecc. per 10 stesso fattore. 

Ne1 caso genei.de i fuochi di ogni tangente t ,  sono distinti; potreino 
quindi su ogni tangente scegliere in modo univoco i l  punto x,, e normaliasare 
tutte le coordinate, in guisa che, se si moltiplicano le coordinate di x, per 
un fattore o, anche le coordinate degli altri punti xi siano moltiplicate per 10 
stesso fattore a. E, volendo, si pub anche togliere quest'ultima indetermina- 
zione,. imponendo al determinante D = (x, , x, , x, , x,) un valore costante 
prefissato. Per restare ne1 campo reale, se noi prefissiamo che D = 1, non 
solo il precedente valore o resta determinato a meno del segno, ma resta 
anche fissato l'ordine dei punti x, ,  x,, x, dall'ipotesi che D > 0. 

Dunque: Se s o p a  ogni  tangente t i p r i m i  fuochi sono dist inti ,  si possono 
lzon solo nortnare tutte le 16 coordinate dei  4 p ~ n n t i  xi irc modo clze u n i c a  
indeternzinazione s i a  un contemporaneo cambiasnento d i  segno, ma si p u b  a m h e  

oriemtare i l  tetraedro dei puattro p u n t i  xi.  I sirirboli (!) restano cosi cotnple- 

tnmente  determinati ,  e diventano pertanto l'analogo delle rotasioni del RICCI. 
Se su ciascuna delle tangenti t ,  i fuochi sono sovrapposti si pub soltanto 

ottenere clle siano nulli tutti i simboli con a + p, a, /3 -= 1, 2, 3. 
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Caso 2 O ) .  I l  piinto x, cominci a muoversi su C,, O, cib che B 10 stesso, 
sulla tangente t, : O, più generalmente, il punto x, cominci a muoversi sulla 
retta r del piano 5 ,  che congiunga x, al punto px, + ax,: sin cioh w, =O,  
o, : p = o, : o [cosicchè dx, risulterk combinazione lineare di  x, e di px, i- ax,]. 
La retta (46) diventerà: 

Essa sarà la retta congiungente il punto x, al punto p.x2+va,, ove p:v 
b definito da (53), retta che diremo la  coniugata della precedente retta r 
congiungente x,, a px, -4- ox,. La (53) definisce una proiettività (la proiettività 
di coniugio) del fascio di rette (che ha per centro x, e giace in 5 , )  in se stesso. 

Tale proiettivite B una inwoluzione soltanto se ( y )  = (1), ossia se l'inva- 

riante asso~zlio ( y )  :r:) 6 ihgua~e ad 1. Sr  a = O, la precedente retta r coin- 

cide con t,: la coniugnta di t, in 5, è pertntdo la retta che da 8, proietta 

i l  pn to  (3:)x2 - (y )x , .  Nnturalinente la tangente t ,  nvrh iin7nlfrn coniugata 

ne1 piano 5,. 
1 raggi doppii di tale proiettivith saraiino defiiiiti dalla eqiiazione che 

si ottiene da (53) ponendo p:a = p:v 

od anche (ricordando che si 13 posto o, :p  = w,: a) dalla 

(54) bis 

A qneste direzioni che diremo le direzioni nsintoticlze di 5, eravaino già 
arrivati per altra via [cfr. (40)) 

CASO 30). Studiamo ora il caso generale che x, cominci a spostarsi 
sulla retta che 10 congiungc 'a1 punto p,x, + p,x, + p,x,, cos1 che sin 
O, : p, = w, :pz = o, : p3. La (46) diventa 

che definisce una retta descritta da1 punto (45) x= hx, + PX? i- v x â .  
La (551 definisce pertanto una proiettività t rn le rette della stella auede 

pela cenfro il p u ~ t o  x,, e la tSet/e del picrno €, . Di essa 13 un caso particolare 
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la proiettivitk di coniugio, ottenuta supponendo p, = O. Altri casi particolari 
notevoli si ottengono supponendo p, = O oppure p, - O (il caso p, = p, = 0 
porta alla retta focale di 5,). Ma a noi basterh questo rapido cenno. 

B) Consideriamo ora il piano osculatore in x, alla cnrva C,. Esso sarA 
il piano dei yunti x,, z, (posto sulla tangente t, a C,j e dai punti x, + dx,, 
x, i- dx,, quando x, cominci a muoversi sulla retta t,, O, in altre parole, 
quando dei tre pfaffiani o,, o,, o, soltanto w, sia differente da zero. Poicliè 

a Ct 
dx, = o,,dx, - i  2 e,pq, e poiclib nell' ipotesi precedente è w,p = ( ) o,, il 

P 
piano osculatore a C, sarà il piano che dalla tangente t, passante per x, ed 

x,, proietta i l  punto (&;) sp + ( y ) x y  (a, P, y = 1, 2, 3; a+ B +i y + a). 

Se fosse identicamente (7) =(y)  = O, le linee C, si ridurrebbero p e r  

tanto a rette: il che si pub dimostrare osservando che in  ta1 caso, se x, co- 
mincia a muoversi sulla tangente t, a Ca, altrettanto avviene di x,; cosicch6 
le linee C, si  riducono alla retta t , .  

[ se  fosse soltanto p. es. (aa) -O, il piano osculatore a Ca coinciderebbe 
P - 

col piano Sp . I 
Restando ne1 caso generale che (yr;) + O, una retta qualunqne uscente 

da x, e posta su1 piano 5, si potrà determinare mediante il birapporto che 
tale retta e la intersezione di k, col precedente piano osculatore formano coi 
piani Sp, E r :  in altre parole si potrk determinare dando il punto 

P ( y )  XB + (y )  xy 

della retta (xs, x,) posto sulla retta considerata. 
Il rnpporto p : o  ha un significato geornetrico, che é chiarito appunto dalla 

considerazione del birapporto citato. Invece, se indicassirno, corne sopra, u n  
piinto della retta (xp, x,) con pxp + oz,, il rapporto p :  o non avrebbe un signi- 

fieato geometrico. Se  scriviamo anche p (';) ccp -t v (g,") r, invece di p p  i- v r T ,  

e sopponiamo p. es. a = 1, la proiettivitk (53) diventa nelle nuove notazioni 
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- 

1 rapporti dei coefficienti di questa equazione sono invarianti assoluti 
(cfr. la  (17)), che trovano cosi la loro interpretazione geometrica. 

Anche l'invariante (18) viene interpretato geoinetricamente e collegato 
ai noti teoremi di MENELAO e di  CEVA, tanto che 10 si  potrebbe chiamare 
l'invariante dl Jfenelao e di  Ceva (quando esso é uguale a * 1, i tre piani 
osculatori alle curve Ca paclsano per una stessa retta, oppure le rette in cui 
essi incontrano i piani 5 giacciono in un medesimo piano). Esso si pub defi- 
nire p. es. mediante il birapporto del piano E l ,  del piano E,, del piano oscii- 
latore a C, e del piano che dalla retta t,, loro intersezione, proietta l'inter- 
sezione dei piani osculatori a Ci ed a C2. 

Se le linee C, si riducono a rette, abbiamo già visto che (i) (Y) 
sono nulli. Al posto delle (41), (scambiando, come si é già osservato loc. cit., 
alcuni loro termini), troveremo come elewzento lineare proiettivo la forma 

l'elemento lineare proiettivo d i  una  superficie, si ottiene, come vedremo, corue 
i l  '22 oaso particolare del preoedente dividendolo per la  forma ( 2 ) (  ) w,w,, che B 

ancora un covaria~lte assoluto . 1 
C) Studiamo la  congrnenza H, generata dalla tangente t , ,  qiiando il 

punto x, si muove ne1 piano 5,. Cerchiamone i fuochi xi 4- rx, che direrno 
secondi fuochi, O fuochi di seconda specie, ed i corrispondenti piani focali. 
A questa ricerca si  é indotti quando si  voglia generalizzare la  definizione di 
raggi di curvatura. Per  determinare i valori di r, si noti che per ogni fnoco 
si devono poter trovare uno syostamento di x, in 5, (per oui pertanto sa& 
w, = O )  e due pfaffiani A, p cosi che per tale spostamento sin 

ossia 
4xi + rxo) = P i  + P o ,  

dx, + rdx, = yx, + lx,. (1 = y - dr) 

I l  primo membro vale 

(w,,  + r ~ ~ ~ j x ,  + (w, , + ~ w ~ , ) x ,  + (w,? + ~@,Jx ,  + (<oi3 i- rwO3jx3. 

Basterh scrivere che sono nulli i coefficienti di x, ed x,;  ciob, tenuto conto 
che o, -1 0, si dovrà porre : 
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Eliminando oz: w,, si trova 1' equaaione di  20 grado in  r, che determina 
i due secondi fuochi x, + rx, di t , :  

Invece, eliminando r, si  trova: 

Dit (59) si deduce che il punto coniugato di x, rispetto ai  secondi fuochi 
coincide col punto principale, cioè col punto coniugato di x, rispetto ai primi 

fuochi. Se a punto xi si assume tale punto principale, è (i2) -+- (3) = 0, eome 

già sappiamo: e, se i primi fuochi coincidono è anche (Y)=(i3)=0; ma, se 6 

(y)(?) +O, allora i secondi fuochi sono distinti. I n  taie caso potremo scegliere 

i l  fattore di proporzionalith per le x,, x,, ecc. in  modo che i secondi fuochi 

sia,no i punti x i  =tx,, oppure i punti x, =t x o V z 1 ,  ci06 in modo che 

Fissate le coordinate di x,, quelle di x, saranno determinate soltanto a 
meno del segno. Se anche su t ,  e t, i primi fuochi coincidono, ma i secondi 
fuochi sono distinti, e se imponiamo al determinate D il valore + 1, allora, 
dati i punti x,, x i ,  x,, x,, ne restano anche determinate le sedici coordinate, 
a meno di un cambiamento di segno per le coordinate di due O di  tutti e 
quattro i punti citati; (e non si pub orientare per questa via il tetraedro di 
cui tali punti sono i vertici). 

Sarebbe da  studiare a parte il caso che su almeno una delle ti coincides- 
sero sia i primi ehe i secondi fuochi. 

La  (60) determina gli spostamenti di x,, che corrispondono alle sviluppa- 
bili della congriienza Hi; per essi: 

ove w,:w, è determinato da (60). I l  piano focale corrispondente è il piano che 
dalla retta t, dei punti x,, xi proietta il punto dx,, ossia b il piano che da 
tale retta proietta il punto Q = w,x, + w,x,. Percib le due radici w, :w, deter- 

minauo i due piani focali. Se  noi indichiamo con p ( a ) x ,  + 0(3)x1 nno di 

Annali di ~Vatematica, Serie IV,  'Porno XVI. 3 
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18 Cl. FUBINI: Sulle terrne d i  coflgruenze d i  curue ne110 spazio proiettivo 

tali punti Q, la equazione (60) si deve sostituire con la  

Le radici p:a d i  questa equazione (e pertanto anche i rapporti dei  suoi 
coefficienti) hanulo, (per quanto si 6 detto in B), UN siynificato geometrico preciso, 
e sono percib invarianti assoluti del reticolo. 

La (60) prova che i due piani focali della retta t ,  separano armonicatnente 

i piani E , ,  5, soltanto se ( y )  = (i3), ci06 soltanto se i date primi fuochi coin- 

cidono. 
Dai teoremi teste provati segue che i primi fuochi, i secondi fuochi, il 

punto x, contato due volte, e il punto principale, pnie contato due volte, sono 
quattro coppie di u n s  wzedesinza involuzione, che si potrà chiamare l'involu- 
aione focale. 

Le altre coppie di punti di questa involuzione sono date dalle coppie di 
punti as,, + bx,, che per un qualche valore del parametro v ,  soddisfano alla 

(al variare di  v tale coppia di punti descrive tutte le coppie della involu- 
aione focale). Per  v = O ,  si ha il punto principale contato due volte, per 
v = ao il punto x, contato due volte; per 

si hanno le coppie dei fuochi di prima e di seconda specie. 
Il birapporto d i  queste quattro coppie dell'involusione focale vale dunque 

1 + 4  (!j)(Y j 
[(3) - (Y)]' 

che si potrà chiamare l'inuariante focale. 

D) Potremmo anche studiare la  congruenza generata dalla retta t , ,  quando 
il punto x, si muove p. es. su1 piano 5 ,  (cioè quando w, =O).  Uno dei fuochi 
sarà 10 stesso punto x,, e il corrispondente piano focale sarà il piano oscu- 
latore a C, ; la  corrispondente direaione della sviluppabile sarà quella corri- 
spondente alicaso che x, si muova lungo Cl, cioè al caso che non solo w,=O, 
ma anche w, =O. Cerchiamo l'altro fuoco x, + rx,. Procedendo corne in C), e 
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ricordando che ora B w, =O,  troviamo le equazioni 

W,, + T(0, = W,, + r W 3  = 0. 

La  seconda di queste si riduce alla o,, = O ,  ossia 

che, tenuto conto della precedente, equivale alle : 

Essendo w,, = O, B corrispondentemente dx, = o , ,x ,  -t o,,x, i- w,,x, ; il 

piano focale, cioh il piano dei punti x,, x,, dx, si riduce al piano g3 dei 
punti x,, x,, x,. Dall'esame dei piani focali non deduciamo alcun nuovo 
elemento geometrico. Dobbiamo pertanto accontentarci del punto x, +rxo  
definito da  (64): un altro punto analogo si troverebbe, permutando gli in- 
dici 2, 3, sulla tangente t ,  ; e i due punti cos1 determinati si diranno i terzi 
fuochi O fuochi di terza specie. Essi sono i punti 

Se i primi fuochi coincidono, ed i secondi fuochi coincidono pure, allora, 
scelto a punto x, i l  punto principale, a cui tali fuochi si sovrappongono, é : 

e quindi almeno uno dei terzi fuochi coincide coi precedenti. 
Sopra ogni tangente t abbiamo dunque determinato altri due punti, oltre 

ai quattro fuochi precedenti: il punto x, ed il punto principale. 1 birapporti 
che i terzi fuochi formano con alcuni dei punti precedenti danno nuovi inva- 
rianti suscettibili di semplice interpretazione geometrica. 

Lasciamo al lettore la ricerca dei fuochi e dei piani focali della con- 
gruenza generata da €,, quando s, si muove sul piano osculatore a Ci, O su 
un altro piano uscente da t,, che si potrà determinare mediante il birapporto 
che esso forma con tale piano' osculatore e coi piani g,, 6,. 

E) La nor~nalizzazione delle coordinate xi aoi metodi precedenti non B 
possibile quando su nnn almeno delle tangenti ti coincidono sia i primi che 
i secondi fuochi. In  tali casi pub servire un metodo che, da solo, dà gi& una  
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norlnalizzazione parziale di tali coordinate. 1 piani osculatori alle curve C, sono 
i piani che dalle loro tangenti t , ,  t,, t3 proiettano rispetiivamente i punti 

Noi potremo scegliere tre fattori H, (per a = 1, 2, 3) in modo Che, sosti- 
tuendo le K,x, alle K,, i lzuovi valori w dei tre rapporti 

diventino iignali tra loro, e quindi anche alla radice cubica w dell'invariante 
di CEVA e MENELAO. I n  ta1 modo i piani osculatori delle curve C, , C, , C ,  , 
passeraanno rispettivamente per i punti wx, + x,, w x ,  i- s,, w x ,  + x2. (Fa ecce- 
zione il caso che uno dei rapporti (66) sin nullo, infinito O indeterminato, ciob 
il caso che il piano osculatore ad una delle curve C coincida con uno dei 
piani 5 O sia inderminato). Fissate cosi, a meno di un comune fattore, le dodici 
coordinate dei tre punti a,, quelle di x, si potranno determinaie mediante 
la D = 1 .  

Pub darsi che la completa determinazione dei fattori proporzionalitlt si 
ottenga, combinando la  precedente osservazione con la consideraeione di qual- 
che punto focale. 

È importante notare un significato geometrico dell'invariante di CEVA e 
MENELAO; che si dediice O direttamente O tenendo conto della precedente 
osservazione, 

Dati  d u e  reticoli, condizione necessaria e sufficiente a f f i m k è  esista w a  
proiettività che porti  un pun to  x,, le re t f e  tatzgenti t e i p i a n i  osculatori alle 
curue C del pr imo  reticolo che escono d a  x,, in un punto x', e nelle tangenti  
e n e i  p i a n i  osculatori a l le  curve del secondo reticolo che escono d a  x', è che 
l ' i nvar ian te  d i  Ceua e Nenelao, calcolato in x, per i l  p i m o  reticolo, s i n  
uguale  a l  valore d i  tale invariaInte cnlcolato in x', per i l  secondo reticolo. 

5 4. Applictlbilita proiettiva di  due reticoli. 

Due punti x ed X, funzioni rispettivamente di due parametri s ed S, descri- 

vano due curve C, I'. Indicando con &, x e analoghe le derivate fatte rispetto 
ad s, od S, la  condizione necessaria e sufficiente affinchè le due curve si osculino 
in un punto é che si possano trovare dei parametri a, P, y, 6, o in guisa che 
in tale punto valgano le :  

(67 ) x = a X ,  & = a o ~ - + p ~ ,  i = a o 2 ~ - i - y ~ - + 6 ~ .  

(e analoghe in y, z, t )  (a =/= O, o * 0). 
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Se s = S e quindi fra i punti delle curve C, i? vi 6 una corrispondenza 
biunivoca (essendo oniologhi punti definiti da un medesimo valore del para- 
metro), l'osculazione diventa analitica se 

(cfr. il 9 3 della min Mem. : Applicabilità proiettiva di  due superficie, in « Rend. 
del Circ. Matem. di Palermo », 1916, tom0 41). 

Siano ora dati due reticoli in due spazii, fra i punti dei quali intercede 
una corrispondenza biunivoca. Noi diremo che i reticoli sono proiettivanzente 
applicabili se per ogni coppia di punti omologhi esiste una proiettività P che 
porta il secondo punto ne1 primo e le tre curve del secondo reticolo clie 
escono da1 secondo di tali punti, in curve oscnlatrici alle curve del primo reti- 
colo che escono da1 primo dei punti considerati. Non ci occuperemo ne delle 
generalizzazioni iperspaziali, n& del caso di osculazione analitica, che ha  invece 
importanza essenziale per l'analogo studio, compiutv da CECH, relativo ai reti- 
coli piani. 

S e  s é un parametro per una curva del primo reticolo, noi indicheremo 
- 

con mi, i rapporti w,,: ds. Useremo lettere maiuscole X, 8, a e parentesi 
qusdre [ ] per il secondo reticolo. Una proiettività P sarà determinata da nna 
trasformazione P lineare intera omogenen (a determinante differente da 
zero) siille coordinate X, Y, 2, T dei punti del secondo spazio. Noi direrno 
che le x, y, z, t sono trasformate di X, Y, 2, T O, più brevemente, che x è 

trasformato di X, se tale trasformazione lineare porta le X, Y, 2, T proprio 
nelle x, y,'a, t (e non soltanto in quantitk proporzionali alle x, y, z, t). Lungo 
una curva C, del primo reticolato é o, = o, = O, quindi 

e analoghe in y, z, t ;  ed ove ci B inutile esplicitare i valori di a , ,  b ,  . 
Per  la curva omologa ri del secondo reticolo varranno equa,zicni analoghe: 

Per l'appiicabilità proiettiva dei due reticoli nei punti a,, X,, do- 
vranno esistere dei parninetri a, p i ,  y,, s, , &, e una proiettivith P tali che 
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a,, XI,, siano rispettivamente i trasformati di EX,, di a a , ~ ,  + p,X,, 

a a : ~ ,  4- y , ~ ,  + 6,X0; e proprietà analoghe dovranno valere per le altre curve 
dei reticoli. Ne1 paasare perb dalle curve C, alle C,, C,, i valori delle 

a, , p, , y , ,  6, potranno cambiare : non cambierà perb il parametro a, che A 

determinato da1 fatto che x: 13 proprio il trasformato di aX. Cambiando lieve- 
mente i l  significato delle p,, y, ,  6, e analoghe P,, y,, 6, (per p = 2, 3) 
potremo dire più semplicemente Che, per A, p, v = 1, 2, 3, h + p + v =/= A, 

le x:., &XI, &:[(y)% + (:A))_] devon0 easere trasformate rispettivamente di 

Dando a A i vnlori p, Y, ne deduciamo che G,z, ed Gs, sono trasformati 

di aoYapX, + &Xo e di ao,PvXv + PvXo e che quindi ;:[(:)sr + (tA)xV] A il 

trasformato di 

che deve coincidere con la terza delle (71). Essendo i punti X,,  X , ,  X,, X, 
linearmente indipendenti, dovrà, essere 

per tutte le coppie di valori A, tra loro differenti (A + p) scelti tra i tre 
valori possibili 1, 2, 3. È inutile occuparci delle altre condizioni, che deter- 
minano soltanto i valori delle p, y, 6. I l  poter trovare le 5, + O  in modo da 
soddisfare a (72) é la condi~ione necessaria e sufficiente per la  applicabilità 
proiettiva dei due reticoli. 

Le (72) si  possono scrivere più semplicemente: 

Basterà vedere quando le (73) sono risolubili rispetto alle 0. 
Moltiplicando (73) per il quadrato della equaaione dedottane scambiando 

gli indici, troveremo : 

(74) 
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Uguagliando questo valore di 0; con quello ottenutone scambiando gli 
indici h, v (essendo v quello degli indici 1, 2, 3 che é differente sia da h, 
che da p) otterremo in  conclusione le:  

(76) 

per ogni pertnutazione hl p, v degli indici 1, 2, 3. Queste sono le condizioni 
per Z'applicabilitQ proiettiva dei due reticoli. È: facile riconoscere che, se 
sono soddisfatte le (75), le (73) e (74) sono risolubili, e determinano univoca- 
mente (anche ne1 campo dei nurneri complessi) i valori delle 0. 

Si  noti che le (75) provano che gli invarianti R definiti con le (17) sono 
gli unici invarianti di un reticolo che si conservano per deformazioni 
proiettive; in luogo di  dire che due reticoli hanno gli stessi invarianti R, 
si pub dire che essi hanno 10 stesso elemento lineare proiettivo (41). Dagli 
invarianti (76) O (17) segue che anche l'invariante d i  Ceva e Menelao è inva- 
riante per deformasioni proiettive: cib che si poteva prevedere senz'altro in 
virtù dell'ultimo teorema del precedente paragrafo. 

E importante osservare che i precedenti calcoli sono in difetto se qual- 

cuna delle (y )  é nulla; se cib avvenisse, 6 meglio riprendere l a  trattazione 

partendo senz'altro dalle (73). Il calcolo naturalmente si semplifica; e noi 10 
eseguiremo più avant i  soltanto in un caso particolare che sembra degno di 
speciale attenzione. 

Ne1 caso generale possiamo anche dare una interpretazione geometrica 
degli R, invarianti anche per deformazioni proiettive. Basta ricordare (56) in 

cui si ponga p:v=p:o per riconoscere che p. es. 

dotto dei birapporti che ciascuna delle direzioni asintotiche sut piano 5 ,  fwma 
col piano osculutore a C ,  e coi piani 5,, 5,. 

g 5. Applicazioni varie alla geometria differenziale proiettiva. 

1. Quando i l  punto x, si muove, ciascuno dei punti principali x,  si 
muove pure:  cosi pure si muove ogni fuoco, e più generalmente si muove 
ogni punto 

(76) x = a0x, + a,%, -+ a,x, +a,x,, 

ove i rapporti a,:a, :a2 :a, siano invarianti assoluti. Alle curve C descritte 
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da x, corrisponderanno altre curve descritte O dai punti principali, O dai 
fuochi, O, più. generalmente, da1 punto (76). 

Otteniamo cosi nuovi reticoli, ciascuno dei quali si  pub considerare 
come un trasformato d i  Laplace del reticolo primitivo: l'analogia con la 
abituale trasformazione di LAPLACE per le equazioni lineari iperboliche di- 
venta cornpleta, se due delle a , ,  a,, a, sono nulle. 

2. Se si suppongono integrabili le w, = O  (a = 1, 2, 3), cioé se si sup- 
pongono le w, del tipo r,du,, ove le ra sono funzioni delle zc,, u,, u,, siamo 
ridotti al caso elementare, cioè al10 studio proiettivo del più generale sistema 
di coordinate curvilinee ne110 spazio. Le condizioni di integrabilith da noi 
trovate sono in ta1 caso le equazioni che corrispondono alle equazioni di 
LAME per la geometria metrica. E fra tutte queste equazioni vi è anche una 
grande analogia di struttura, perché tutte si riducono all'uguagliare a zero 
certi simboli a quattro indici. 

3. I l  fatto che, tranne casi del tutto eccezionali, si riesca a normare le 
coordinate dei punti x i ,  ci06 a determinare i corrispondenti futtori di pro- 
porsionalità, ha un semplice significato geometrico: quel10 cioè che si pub 
stabilire una connessione proiettiva fra i varii punti dello spazio. 

Se x, ed x,' sono due punti dello spazio ed x , ,  x,, x, e x,', x,', x,'sono 
i punti corrispondenti posti sulle tangenti in  x, ed x,' alle corrispondenti 
curve del reticolo, tale connessione fa corrispondere ad un punto E;i,x, il 
punto L A,x,'. 

Nello stesso tempo i simboli @) restano complelamente determinati e si 

possono considerare gli analoghi delle rotasioni del RICCI. 

4. Se ( y )  = ( y )  = 0, cioè se w,, e w ,, sono combinnzioni lineari di w, 

e di w,, le curve C, si riducono a rette. Potremmo partire dalle formole qui 
ottenute per studiare le congruenze rettilinee; ma ci accontenteremo del solo 
esame di un cas0 particolare. 

5. Supporremo che i l  punto x = x(u, v) generi, al variare delle u, v, una 
superficie S su cui le linee u, v siano asintoticlie; se aL è il determinante 
(x, x,, x,, x,~), noi porremo 

- - 1 a2% x - X,v - - -- 
a aauav'  

. . 

con notazioni abituali nella geometria proiettiva delle superficie. Se le x 
sono coordinate normali, la retta (x, X) é la nor!male proiettiva ad 8;  se le x 
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sono coordinate omogenee qualsiansi, la retta (x, X )  descrive la più generale 
congruenaa di rette che sia conizcgata alla S (ossia le cui sviluppabili deter- 
minino su S un sistema coniugato). Porremo: 

x,=x+ rux; x,=x,+.ivX,; x,=x,+wX,; x , = X  
d x ,  = r , d u  1- x,dv f x,dw 

(wOo =O; O ,  =du, O, =du, O, = dm). 

E le equazioni fondamentali della geometria proiettiva delle superficie 

permettono facilmente di determinare le forme mi, e quindi i simboli ri), 
per i, k =O,  1, 2, 3, a = 1, 2, 3. Si verifica subito che = r:) = O, come 

si poteva prevedere osservando che ne1 nostro caso le linee CJo, = w, =O)  
sono rette. Infatti, essendo x, = X indipendente da ru, il differenaiale da, 

non dipenderà da dw; da1 che segue subito che (323) = O (per i = 0, 1 ,? ,3) .  

Cosi pure h facile verificare ohe (i3) = (233) = O ;  pertanto la retta focale del 

piano 5 , )  ci06 del piano passante per i punti (x,, x , .  x,) é la retta xi, x,. 
Per ni = O  troviamo che l a  re t ta  focale del piano tangente a d  S in un suo 
punto  x è ia re t ta  dei p u n t i  x,, x,: cioè l a  duale  della retta (x, X )  nella 
polarità fonda?#zentale (definita p. es. mediante le quadriche di DARBOUX). 
Tale polarità viene cosi ritrovata in modo semplice e diretto. 

E, senza continuare oltre, ci basti ancora soltanto osservare che per ni = O  
l'elemento lineare proiettivo (57) é precisamente quella forma cubica che ha 
permesso di definire l 'elemento lineare proiettivo della superficie S. 

5. 6.  Applicazioni alla geometria metrica di una superficie. 

Pub  essere interessante osservare che i metodi qui seguiti permettono di 
ritrovare le nozioni fondamentali della geometria metrica di una superficie e 
di aggiungere ami  qualche risultato che sembra nuovo. Sin t = 1, e siano 
2, y, z coordinate cartesiane ortogonali. I l  punto x = x (u, v )  generi, al variare 
delle u, v, una superficie S riferita a coordinate curvilinee u, v qualsiasi. Siano 
X ,  Y, Z i coseni direttori della normale ad S ;  e poniamo T = O. Poniamo pure : 

Le superficie ni = cost. saranno le superficie parallele ad S ;  e con 

E d u 2  + 2 F d u d v  + Gdv2, Ddu" 2D'dudv + Ddv2 
indichiamone le due forme fpndamentali di GAUSS; esse, per w =O, si ridur- 
ranno alle forme relative alla superficie S. È ben noto che, indicando 

Annali di Matematica, Serie I V ,  Tomo XVI. 4 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



26 Ci. FUBINI: S a d e  terme d i  congruenae d i  cztrve nello spnzio proiettivo 

con 1 1 i noti simboli di CHRISTOFPEL, 8 : 

ove 
D'F-DG FD -ED' B= F D -  GD' 

(78) A = P= 
D'F- ED" 

Q=-- 
EG-F" EG-F" EG-P" EG- Fr 

Sceglieremo a punti x,, x,, x, i punti iinproprii delle tangenti alle 
linee u = cost. ed u = cost., e della normale ad S, ponendo: 

ax, ax ax (79)  x, =- - x, +wX,; x -- O = ~ v + w X v ;  X --O=X. au e- av -am 
(e analoghe in y, z ; sarà t ,  = t ,  = t ,  = 0).  

Ne segue 

(80) d x ,  = %,du + x,dv + x,dw, 
donde si deduce 

/ d s ,  = [l 1 d u  -t 1 l: d v  + Adw x, + 1 
+ [/ $ 1  d 2 ~  + 1 i2 1 du + Bdw x, + (Ddu  4- D d v ) x ,  1 

\ d s ,  = ( A d u  t P d v ) ~ ,  + (Bdu -+ Qdv)x,  . 

(82) 

Ne deduciamo, confrontando con le (4), tutti i pfaffiani oij, e quindi anche 

d x ,  = [/ i2 1 du + 1 :2 1 d v  + Pdiu xi + 1 
+ [ j  lZ2 1 d u  + 1 7 1 d v  + Qdw x, + (D'du t DUdv)e,  1 

i valori dei simboli . E troviamo: (!) 
w , , = O  e quindi = O  per a = l ,  2, 3, ed i = O ,  1, 2, 3 Y) 
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Sono dunque  nu l l i  i simboli ( y e r  i, j = 0, 1, 2, 3, e per a = 1, 2, 3) (3 
se j = O, O se due  degli ind ic i  i, j ,  a sono u g u a l i  a 3. Quelli con i, a, j 

zcguali a d  1 oppure a 2 si riducono a i  simboli 1 1 d i  seconda specie d i  

Christoffel per l' elemento lineare d i  Gauss  della superficie w = cost. VI simboli 

(g) wn i, j u g u a l i  a d  1 od a 2 si riducono a D, D', D". I sirnboli 

con i, j u g u a l i  a d  1 od a 2 sono u g u a l i  a 
(3 ( y )  e s i  r iducono alle A, P, B, Q. 

Corne si vede, gli attuali simboli a tre indici comprendono tutti gli elementi 
essenaiali della geometria metrica. E si ricordi che le equaaioni 

DD"-D'" 
r EG-P" - ( A + Q ) r + l = O ,  

determinano rispettivamente le asintotiche, le linee d i  curvatura,  i raggi  d i  
curvatura.  

13 12 1 fuochi della retta (z, su) = (x, x,) sono i punti x ,  - ( 3 ) z ,  ed z, - ( )zo, 

cioè il punto improprio e il punto x, - 

Risultato analogo vale per la  retta (x, x,). Dunque i due  fuochi coincidono 
s u  ciascuna tangente al le  linee u = cost., O v = cost. d i  una superficie S(w = O), 

soltanto se 1 t2 1 ed 1': 1 sono nu l l i ,  ci02 se le linee u, u formano una rete 

d i  Cebicef. Se noi teniamo fissa la superficie 8, e non variamo le linee 
v = cost., ma variamo le linee u = cost., i fuochi della retta (x, xu)  sono 
l'uno il punto improprio, l'altro il punto 

(0 Per provarlo, si assumano a linee coordinate le V=V = cost., e le U= U(u, v)=cost. 
La u risulterà funeione di U, V. La formola del testo si prova p. es. calcolando il  sini. 

au 
bolo 1 a 1 per le nuove lines coordinate, e ponendo p. = - - a v' 
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Questo fuoco res ta  inzmobile soltanto se 1 i1 1 = O ,  cioè se l a  l i m a  v = cost. 

considerata h a  curvatura geodetica nu l la .  Cosi i fuochi della normale (x, a,) 
sono i punti x - (X : A) ed x - (X : Q). Essi coincidono se A = Q, cioè se 
ED" = DG, in altre parole se le linee u, v dividono armonicamente le linee 
d i  curvatura.  Se le linee u, v coincidono invece con queste 2inee d i  curvatura,  
ta l i  fuochi sono i centri  d i  curvatura.  I n  ogni caso il p u n t o  principale della 

2 
normale  è i l  pulzto x - - 

2 
A + &  

X = x - - X, indipendente  da l la  particolare H 
scelta delle l inee u, v, perchè H è l a  curvatura ,media, che viene cosi definita 
in nuovo modo. 

La retta (x, x,) tangente ad S ha per coniugata su1 piano tangente ad S 

la  retta che da x proietta i l  punto (improprio) (;')ccl - (13') x. - - D'x, - Dx,, , 
corn' è ben noto, e su1 piano (x, x ,  , x,) passante per tale tangente (x, x,) e normale 
alla superficie ha per coniugata la retta che da x proietta il punto (improprio) 
3 1 I l  ( )xi - ( 2)x3 = Bx.. - 1 y 1 X.  Questa retta colaiagala della tangente (x, x.) 

coincide con p e s t a  tangente se 1 1 = O, cioè se la linea v = cost. è geodetica; 

coincide con l a  normale  se B = 0, cioè se l a  v = cost. è l i nea  d i  curaatura.  
I n  generale i coseni direttori di tale retta coniugata sono proporzionali 
l d x  1 

alle - - - - X, ove s è l'arc0 della linea (v = cost.) considerata, ed 1 : p, 1 : T 
T d s  p 

sono la sua curvatura geodetica, e la sua torsione geodetica: il rapport0 di 
queste è cosi definito con metodo nuovo e semplicissimo. 

Anche tutte le proiettività, di cui si è parlato al § 3, e quelle che se ne 
ottengono permutando gli indici i, 2, 3 servono a nuove interpreta~ioni di 
elementi geometrici fondamentali. Qui ricorderemo le più iinportanti. 

La proiettivith (53) trasforma un punto pz,+ ax, in un punto PX,+ vx,, 
cioè è una proiettività della retta (x2, xJ in se stessa. (Tale retta è la  retta 
impropria del piano che contiene la normale ad S e la tangente alla linea 

- - 

u = cost.). Ponendo u = V Gp, cc' = Gy, d = v, i punti px, i- ox, e PX, + vx, 
ax U~ ax,, 1 ax 

diventano i punti - 2 + oX, - 7 -I- o'X ove -O ed X sono i coseni 
V G  av VG c~ V G  av 

direttori della tangente alla linea u = cost. e della normale alla superficie S. 
Con queste notazioni la (53) diventa (si noti il radicale cambiamento del signi- 

ficato della lettera p): 
1 1 
- au' - - (a'o + ao') = O 
P T 
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1 1  
dove, c. S., - e sono la  curvatura geodetica e la torsione geodetica della 

P T 
linea considerata u = cost. Oltre a una nuova interpretazione di questo 
rapporto, si noti che questa proiettività degenera per le linee di torsione 
geodetica nulla, e si riduce ad una involuzione per le geodetiche. 

La proiettività analoga per i punti della retta (x, , x,j, O, meglio, per le rette 
che li proiettano da1 punto x, si riduce alla involuzione delle tangenti coniugate. 

Lasciamo al lettore 10 studio delle proiettività p iù  generali (55), che 
metterà in chiaro le semplificazioni che si presentano, quando fosse nullo 

(i2) = (2:) = / 1 , (cioè quando i fuochi della tangente f, sono sovrapposti), 

oppura quando P =  ( 2 f )  = ( y )  6 nullo (cib che diviene se la linea zl= cost. 

è liuea di curvatura). E cosi via. 
Volgiamoci alle applicazioni per il cas0 attuale dei precedenti studii 

relativi alla applicabilith proiettiva. Come si 6 osservato al 5 4, essendo ora 

(313) = 0, (i= 1, 2), non si po&ono senz'altro applioare le formole di lac. cit.; 

ma B meglio rifare i calcoli che si semplificano grandemente. Basterh elimi- 
nare le  0 dalle equazioni dedotte dalle (72)) scrivendole non nella forma (73), 
ma nellii forma 

Il risultato della eliminazione di 0, dice semplicemente che l'espressione: 

deve avere valore uguale alla espressione analoga costruita per i l  secondo 
sistema di congruenze (formato, come il primo, partendo da una superficie 

1 1  
e dalle superficie parallele). Si noti che, se -, -, [k, k] sono le curvature 

Pu Pu 

geodetiche [normali] delle u = cost. e v = cost., si ha 
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Scegliamo ad assi delle x, y le tangenti alle linee u = cost., u = cost., 
e ad asse delle z l a  normale; sia o l'angolo delle prime due. Sarh nell'ori- 
gine 2 = 2 / = ~ = 0  

a~ an 
2, =O, y,, = O, - = - = O , au = a, = 0. ax ay 

E quindi, a meno di infinitesimi del terz'ordine: 

(a ,  b, c = cost.) 

donde si trae che nell' origine 6 :  

Zztu = z,,xue = 2axuP, zvv = 2cy;. 

I l  piano osculatore nell' origine alla linea v = cost. sarà 

I l  piano osculatore alla u = cost. sarà 

2by ,2 a = p x ,  ove p=-. 
xv, 

L a  linea v = cost. osculerà l a  linea intersezione della superficie col 
suo piano osculatore z = Ay: linea le cui proiezioni su1 piano normale zx e 
su1 piano tangente hanno rispettivamente le equazioni 

La  curvatura normale e la  ciirvatura geodetica della v = cost. saranno 
uguali alle curvature di queste due proiezioni, cioè, ricordando che o 6 

'l'angolo xy, saranno uguali a 2 a  ed a (2a  sen w);A. 
I l  rapport0 t m  il quadrato della seconda e i l  cubo della prima sarà: 

Scambiando u con v, e dividendo le formole cos1 ottenute, da (87)bis de- 
durremo che l ' i nvar ian te  R è dato d a :  

oue A e p definiscono colle (89) e (89)bi, i piani osculatori alle l i n ~ e  u = cost., 
v = cost. uscenti  dall' origine. 
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È facile verificare che ogni collineazione 

che trasformi in SB gli assi coordinati, lascia invariato il rapport0 (8'l)ter. 
Basta infatti osservare che questa collineaaione porta la superficie (88) e i 
piani (89) e (89)+,, nelle 

Viceversa sia data una superficie L, di cui (90) sia l'equazione, quando 
le coordinate dei punti siano indicate con lettere maiuscole. Gli assi delle 
X, Y, Z siano le tangenti nell'origine alle linee v = cost., u=cost., e la 
normale. Siano (91) i piani osculatori nell'origine a tali linee coordinate. Le 
proiettività che portano gli assi delle X,  Y, Z negli assi x, y, z e i piani (91) 
nei piani (89) e (89)bi, sono definite dalle: 

Perché le linee v = cost. della S e della superficie Z in cui tale proiet- 
tività trasforma 2 si osculino nell'origine, dovrà essere (essendo x, y, z le 

- - -  
coordinate di un punto di S, ed x, y, z quelle di un punto di 1) nell'origine: 

- - - 
(92) xu = oz,, x,,, = 02x,, + TX,, (e analoghe in y, B), 

- - 
ove o + 0, e z sono opportune costanti. Ora: yu = yu = O, s, = z ,  = O 

- 
ove il valore di ii si deduce da (90)bis, ponendovi a = a, 1 = 1% m = PA, 
n= h y :  
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Esplicitando le (92) e analoghe, si avrà: 

- - - - 
x, = oXu ; Xuu = o'~,, + CEu ; yuU = Q~Y,, ; 

- - PP - axUL = ~ ~ a ( x ~ ) ~  = 02A - (xJZ. 
AM" 

La seconda di queste equazioni A l 'unica che contenga z;  eliminare 2 

equivale a dimenticare tale equazione. L'ultima equazione, in virtil della 
prima, si riduce alla: 

che si  dovrà ricordare insieme alla 

dedotta eliminando a tra la  prima e la terza. Per  costruaione i piani oscu- 

latori alle linee v = cost. sulle superficie S e nell'origine coincidono; e 
pertanto per le (89) e (89)w, 

- - 
Yuu Y~uu - M e  Yu, - -_ - - -- 

a(xu1" ((x,,)? APP ( G u ) ~  ' 

Quindi 1' equasione 

Perché anche le linee 

(94) si pub dimenticare, perche é equivalente alla (93). 

v = cost. su S e su si osculino nell' origine, dovrà. 
valere 1' equazione analoga 

Perchè si possa determinare p in guisa da soddisfare ad entrambe le (93), 
(95) basterà che : 

a: - C h  ahz Ahz = c :  ossia che --- 
AM2 phz cpe - C M 2  ' 

cioè che il rapport0 R, definito da (37)t,, sia uguale per le superficie S e 2;. 

Ecco cosi verificato per via diretta in questo caso particolare il nostro 
risultato generale. 

UNA OSSERVA~IONE. - Possiamo chiederci come muti l'invariante R 
per una collineazione che trasformi bensi in se stessi gli assi x, y tangenti 
alle linee v = cost. ed u= cost., ma sposti 1'asse delle 5, 
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Ogni tale collineaeione 6 prodotto di una collineazione che porta in sé 
stesso ciascuno dei tre assi e di una collineazione 

Basterh stndiart! 1' effetto di quest' ultiina ; osserviamo che 1' asse c' = y' = O 
delle s' B la  retta ~ : y : z = I : t n  = - 1. 

L'equaeione della superficie trasformata sarà: 

1 trasformati dei piani osculatori x - Ay = O, z  - px = O saranno i piani 

Il nuovo invariante (calcolato, corne se l'asse a' fosse la  normale alla su- 
perficie) sarà : 

e si ottiene da1 suo valore R iniziale, moltiplicando questo per i l  quadrato di 

1 + ly  k = -  
1 + Am' 

Questo R' é l'invariante (per applicabilità proiettive) degli intorni del 
second'ordine delle linee zc = cost. e v = cost. posti sulla superficie e del- 
l'asse delle a', cioh della retta 

Questo invariante R' non varia se la  retta (assunta a nuovo asse della a') si 
muove su uno dei piani 

s - Ay = * k ( z  - ya). 

Qiiesti due piani appartengono a l  fascio determinato dai piani oscnlatori 
alle linee u = cost., v =  cost., ed a m i  li dividono armonicamente. 

Annali di ~Matematica, Serie IV, Tomo XVI. 
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0 1 1  the dettwiniimtioii of a, siinplex both iiiscribed to aiid 
cii*ciimscribecl about w, quadric in space of four dimensions. 

By H. B. BAKER (Cambridge, Engl.). 

(Extract from a letter to Profes~or  K. REGRE, Bologna). 

. . . . 1 have been much interested of late in your papm in the << Memorie 
della R. Acc. Naz. dei Lincei B, II, 1927, p. 204, on the determination of a 
simplex both inscribed to and circumscribed about a quadric in space [4], of 
four dimensions, and have learnt much from reading it. The key theorem is 
that the necessary and sufficient condition for the construction of the simplex 
is that the four points initially taken on the tangent prime (prime = iperpiano) 
of the quadric should be in equianharmonic relation (Y. your paper, n. 9, p. 209). 
But the condition for the construction of such an in- and circumscribed 
simplex was given by me in the Proc. London Math. Soc. », IX, 1911, p. 193, 
for space of any dimension r ( 24 ) .  The form in which it is there left, by no 
means so simple as that obtained by you for the case r = 4, leads at once to 
your form, as 1 shew below. 

Let the r t 1 homogeneus coordinates of a point in the space [r] be 
denoted by x, y,..., u, the quadric considered having the equatian 

29 + g2 + ... + zc2 = O ;  

for two points (xi, y;, ... , a,), (x.~, yj, ... , u,,) let ci,,. denote 

x,xj + 3,215 -1- ... + uiu,j. 

Take r points (x,), ..., (x,), on the quadric, on the tangent prime at some point 
of this, so that the determinant 

where cij = cji, cii = 0, vanishes. From the space determined by any (r - 1) 
of the r points, another tangent prime can be drawn to the quadric. If the r 
possible such tangent primes meet in a point of the quadric, this point, vit11 
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the r points taken, form such a simplex as it is desired to construct. It is 
shewn in the paper referred to that the necessary and sufficient condition 
for this is as follows: Let the minors of r - 1 rows and columris, in the 
vanishing symmetrical determinant Co be denoted by miS, w i w j ;  consider the 
quadric of space [r - 21, in r - 1 homogeneous coordinates, whose discrimi- 
nan td  determinant is 

and let the minors of the diagonal elements of this determinant be denoted 
by K, , ... , Kr-, .  I t  is easy to see that this quadric contains the point whose 
coordinates are o,, w ,,..., w  ,-,, namely that we have 

The condition in question is that we may also have 

When r = 5, the condition is identically satisfied whatever be the five 
points taken on the quadric on the tangent prime of the quadric in space [5].  
and we thus prove SYLVESTER'S theorem of a double six of lines of ordinarp 
space (SYLVESTER, « Math. Papers P, II, p. 242 ; « Compt. Rendus », LII, 1861, 
p. 977). 

When r = 4, the case considered by you, if for brevity we put f = c,:,, 
g = c3, ,  h = ciz7 fi = ciq, g i  = c Z 4 ,  hi = c 3 * ,  the determinant K is 

and X,, K 1 ,  K, are - f 2 ,  - gZ, - hP. The condition then is  that, besides 

y2h" h'f" Z ?  f g  = O ,  f - - t g - -  i - h -  
w p ,  op, w , o ,  
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to alzd circzlmscribed about  a q u a d r i c  i w  spnce of four  d imensiot ts  37 
+ 

It is well known that the Iine represented by the second of these equations 
cuts the conic represented by the first in the two Hessian points of the triad 
on the conic constituted by the angular points of the triangle of reference; 
either of these points i s  in equianharrnonic relation with the three angular 
points; further these equations (returning to the original notation) lead to 

where E is one of the 

give 

c23 - - -1, 3 1  - -- E, '12- - 2 
- E ,  

O, "'2 "'3 

imaginary cube roots of unity. Then the equations 

Hence it follows that the cone, in space (E:y:L, T): expressed by 

this being the condition that the point 

should be on the qiistdric, becomes transformed, bÿ writing 

which piits in most explicit evidence the key discovery of your paper that 
the generators of this cone, to the four points (x,), (x,), (a,), (x4) are in equi- 
anharmonic relation. 

REMARX. - I t  can also be shown, using X, Y, Z, T, hT for homogeiieous 
coordinates in  the space [4] that, referred to the vertices of a n  in- and cir- 
cumscribed simplex of a quadric, the equation of the quadric is capable of 
the form 

Y Z + Z X +  X Y + T U + T ( X + E ' Y + E Z ) + U ( X + E Y + E ~ Z ) = ~ .  

This is the same as 
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38 H .  F .  BAKER:  On the detewnircution of a sincplex both inscribecl etc. 

so that it is easy, on a general quadric 

X,? - X,2 + X,' - XtZ  + XSP = O, 

to find such an in- and circumscribed simplex. 
That the points of contact of the five prime faces of the first siinplex 

form another such simplex, in- and circumscribed to the first, as well as 
to the quadric, is put in evidence by the matrix identity &Po = 1, where 

Here the columns of 8, give the coordinates of the points of contact of the 
faces the first simplex, and the rows of 9 are the coefficients in the equations 
of the faces of the second simplex. We find (Q2 - l)(Q3 - 1) = 0, 1 P 1 = - 1. 

Cambridge, 15 January 1937. 
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Sviluppo in serie e vctlutazione asintoticn 
del rapport0 tra due polinomi coiisecutivi di Jacosr. 

Memoria di G. SANSONE (a Firenze). 

-- 

Suuto. - Sc ( P$ pl(,) è la successione dei polinomi d i  J a c o ~ ~  corrispondente ai parametri  r 
e 8, e se x n o n  è interno ad un'ellisse E colz i fuochi nei  pun t i  -- 1 e + 1, l'A. troua 
10 sviluppo in serie d i  potenze d i  £-' [£ =x + Z/x2 - 1, 1 £ 1 > 11 d i  E-~P:;~)(X)/P~~ /j'(=) ; 
dimostra poi che se 1 + d è l a  somma dei semiassi d i  E, per tu t t i  i punt i  x n o n  interni  
ad E sussiste la formula 

con H e K costanti indipendenti  d a  n, d a  x e d a  d. 

1. Nella teoria delle equaaioni alle differenze ha particolare importanza 
il seguente teorema di POIN~ARÉ: Se 

R,, = anP -t ... , R, = bnP + ... , R2 = cnp + ... 
sono tre polinomi in n del10 stesso grado p, R,(n) + O  per qualsiasi intero 
non negativo n, se { P,,(x) 1 13 una successione di  polinomi definita dalla rela- 
zione ricorrente 

(1.1) Ro(@'n+&) + Ri(Wn+i(x) + R2(W&) = 0, 
e se l'equazione 

(1.2) a[' i- bS + c = O 

ha radici di modulo distinto, allora lim P,,+4(x)/P,,(x) converge in generale 
n-.x> 

verso la radice di modulo maggiore dell'equaaione (1.2) ed eccezionalmente 
verso la radice di modulo minore [[7], [8], [9], [3]] ('). 

(1) 1 numeri in [ ] si riferiscono alla bibliografia, posta in fondo al lavoro. 
Del teorema di POINCARE vogliamo qui dare una dimostraaione che, inspirandosi a 

quella di PICARD [3], riesce assai semplice da1 punto di vista didattico. 
a )  L'equazione (1.2) abbia le radici a e 8 e sia 1 a 1 > 1 1. Poniamo 

(1.3) pn+il)?rt = un ,  

(1.4) X ,  = (v ,  - a ) / ( ~ n  - F), 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Poichè per l n  successione { P("'~' (x)) dei polinomi di JAOOBI [[2], p. 29'2) 

(- 1)- 
(1.9) P,=1, P,(x)=- 

d" 
(1 - x)-"(1 -t x)-b - (1 - x ) ~ t n ( l  + x)B+n, 

P n !  dxn 

a > - 1 ,  p > - 1  

dalla (1.1) si ha allora 

e percib 
e w +- EI + = Xn + x n ( €  - ~ 1 )  + E' - Y)'x,~ ~j (1.5) - 

X n + i = i  ~ + q + q ' ~ ,  a i + q + q l x ,  a 
con 

E, E', 7, q' = O(M-~). 

6) Supponiamo che esistano infiniti indici ni,  n,, ..., nIl, ... 

vogliamo allora dimostrare che l a  successione 1 1 X, I I  è limitata e più precisamente csiste 
un intero N tale che per n. z N si h a  

Infatti  per 1 B 1 5 M si ha 

ma l'ultimo termine d i  questa limitazione tende a zero per n - m e percib preso il numero 

esiste un  no tale che per qualunque n 2 no e qualunque sia z, con 2 ISlI1, risulti 

Fissiarno lin indice np > no, avremo per l a  (1.6) 1 Xnp 15 M e per l a  (1.5) 

c) Abbiamo allora che se la successione / 1 X,, 1 1 non è limitata è lim 1 Xn 1 = + or, e 
n-Do 

per la (1.4) lirn v, = 8. 
n-cc 

d) L a  successione 1 lx, 1 \ sia limitata, X ,  5 M, vogliatno dimostrare che si ha 
lim X, = O e percib lin1 v, = 2. 

n-oc n-w 
Provianio pïeliminarmente che fissato cornunque lin numcro positivo o non pub  esistere 

un indice 18 ,  tale che per n z n ,  sia 

Questa coudizione soddisfatta s i  avrebbe 

I+E+E'& I + + E~/x,, = 1, lim 
X , + i = x ~ i l + q + v ~ ~ , '  *,,,',lcr)+qlXn 
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del rapporto tra due polinomi cottseczctivi d i  JACORI 41 

sussiste la  relazione ricorrente [ [ G ] ,  p. 3781 

con 

(1.11) 
(an+ a + P)(2n+a + P -  1) 

A,, = -- 
a n ( ~  -+ a + P) 

e percio p = 3, a = 4, b = - 8x, c = 4, abbiamo che se z è tale che 1' eqiiazione 

ha radici di modulo diverso, cioè se x vton è reale, O se reale non è comnpeso 

tra - 1 e 1, fjssato il s e p 0  di 1 xz - 1 in modo che posto 5 = x -+ V xX' - 1 
sia 1 5 1 > 1 si avrà 
(1.12) lim P,,*,(x)lPn(4 = 5 

n-00 

ed eccezionalmente il limite riuscirà rigusle ad l/g.  
Nelle ipotesi dichiarate l'inesistenza di questo caso eccezionale pu6 de- 

dursi O da un teorema generale sulle successioni di polinomi ortogonali e 
normali [[5], p. 521, O dall'osservare che la  serie di J a c o ~ r  

ha il raggio di convergenza l/S [[1]] O anche dalla seguente formula di ap- 

quindi per n sufficientemente pande, n > N 

dove con h indichiamo uiia quantità > 1 tale che 

si avrebbe allora dalla (1.8) per sz > N 

limj X,I=O 
10-00 

e cib C? contro la (1.7). 
Ne  viene che se la successione 1 X ,  / è limitata, coniunque piccolo si fissi un numero po- 

sitivo a  esistono infiniti indici n,, al, ..., nz, ... tali che 1 X ,  1 < a  e per 1'osservazione fatta 
P 

in 6) esiste uri No tale che per rc > ,V, è / X i  / < o percib lim ( X ,  , = O  e lin1 v, = z. 
ta-rn ,-hi 

Annali d i  ~Vatematica, Yerie 1T. Tomo XT'1. 6 
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prossirnazione asintotica dei polinomi P,,(x) di DARBOUX [[6], p. 24, (17)] 

dove ~ I ( E )  indica una funaione indipendente da n, e supposto fisso 5, 6 E =O(n-'). 
Noi daremo qui preventivamente 10 sviluppo in serie di potenze di 5-' di 

~ - ' P ~ : ! ' ( x ) / P ~ ~ ~ ' ( x )  e proveremo poi che per tutti i punti x non interni all'el- 
lisse con i fuochi nei punti - 1 e 1 e con la somma dei  semiassi uguale a 
1 + d (d > O) sussiste la Zimitazione 

con H e K costanti indipendenti da  n, da x e da d, (ma dipendenti da LX e P) 
e da questo resultato consegue immediatainente la (1.12). 

2. Sviluppo in sesie d i  P~:! ' (X)/~P~~)(X).  - 1 polinomi P,, soddisfano 
1' equanione ipergeometrica [[2], p. 2931 

f ra  essi sussiste la relazione ricorrente (1.10) e la relazione [[6] p. 378; [10]] 

(2.2) 
con 

Derivando la (2.2), tenuto conto della (2.1) ed espriinendo con la (1.10) P,,-, 
per P,, e P,,, , con semplici calcoli si trova 

la quale per a = ,O = O  si riduce alla ben nota relazione tra i polinomi di 
LEGENDRE [4] 

Siilno x ,.,,, z ,,,,, . ..., z,,, ,, gli n zeri di  P?")(x), essi sono tutti distinti e 
wppartenenti all'intervallo (- i, 1)  [ [ 5 ] ,  p. 38, teor. VI e supposto 
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del rapporta tra due yolirtomi comsecutivi di JACOHI 43 

e posto anche 

(2.7) x , . = x  ,.,,, =cOSrp,.,n=COS(P,., O < y ,  .,,, < T t  

(28) z + V a 2 - l = &  [ 1 5 1  2 1, x-Vx"1=e5-'1 

abbiamo nell' ipotesi 1 5 1 , 1 

2 2 cos 2y,. 2 cos 3cp, + 5" + E3 
talchb posto 

e la (2.4) ddk allora 

Si ha dalle (1.9) 

[(a - P)' - (2n -t a + P)]xn-2 + ..' 7 

percib 

da oui 
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e dalla (2.10)) nell' i po te~ i  ( 6 1 = 1 x + v x 2  - 1 1 > 1, si ottiene per P,+,(x)/P,(x) 
10 sviluppo cercato 

(2.11) i P$$ - 2% - (cc + p + l)(a + P - 2) 
È*)-'- 4(n + l)(n + a + $ + 1 + 

con 

3. Valutazione rsintotica del rapport0 P ~ $ ~ ) ( ~ ) / P ~ ' ~ ) ( X )  nell'ipotesi 1 u (<1/2, 
1 8 1 < 112. - Se nella (2.1) poniamo 

x = COS rp, P,,(cos cp) -- 

e supposto 1 a 1 < l l à ,  P 1 t 1/2, a' + P2 + 112, confrontando quest' ultima con 
1' equazione 

col teorema di STURM (') troviamo che si h a  

per gli n valori y,,, soddisfacenti le  limitazioni 

r - 1  v 
(3.4) 1 x < Y,,,< 1 'K. 

n + ( a + P + l )  n + 2 (a-t P -1- 1) 

(1) La limitazione per TL,, si ottiene applicando il teorema di confronto di STURM nella 
forma enunciata recentemente da U. SZEGO [il]; per il caso / a 1s 112, 1 P 1 5 112, a = P, ciob 
per il .: caso principale D &ei polinomi nltrasferici cfr. anche L. FEJÉR,  [12]. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



del rapporto tra due polinomi comsecutiui d i  J~coB1 46 

i3 noto poi Che si ha 

1 1  (-- --) (2% - 1) ! ! 
Pn 2' (COS cp) = cos n y;  2 n n !  

( 2 n - 1 ) ! ! [  COS - ;]-1 cos 2n+l - 
2 

1 1  (2n-  l ) ! ! [  2] Zn,+ 1  
c o s =  2 v n !  sen -'sen - y ; 

1 1  (Zn + 1 )  ! ! sen ( m  + 1)cp -- 
2 " n !  sen y 

e percib l a  (3.4) sussiste per a = P = - 112, a = - P =: - 112; mentre nei casi 
a = - P -  - 112, a = p = 112 nella stessa (3.4) al secondo segno < va sostituito 
il segno - . 

Proverelno ors  che esiste una costante assoliita A [indipendente da n ma 
dipende da, a e p] tale che 

(3.5) 
A 1 sk,. 1 < 2 ( k  + 1) k = 1, 5 ... ( I I .  

Posto 
6 = x / [ n  + (a + p + 1)/2], a,. = 9-6 

si ha 

cos Lx = cos ky,. -t 2 sen k --- ' P t .  - x sen k - 
2 2  ' 

quindi integrando tra a,.-, e a,. 

sen ka, - sen ka,.- y,+x ' = 6 cos ky,. -i- 2 sen k ---- j" 2  
'P. - " &; (3.6) - 

k 
sen k --- 2 

e dalla (3.6) sommando rispetto all'indice r da 1 a rt otteniamo 

e percib 

(3.7) 
sen Ln8 0 

S k , n  = - - - kn6. Jc6 2 

(1) Linlitandoci uoltanto ai vnlori k = n, n -+ i,... la (3.r>) è immediata; si ha infatti 
1 si;, 12 1 5 ? q e r  k 2 12. 
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46 G. SANSONE : Swiluppo irt serie e uult~tazione asirttoticu 

sen kîz8 

Ikà 

n8 = O(l), 

e dalla (3.7) segue la (3.5). 
Tenuto ora conto della (3.5) possiamo maggiorare il termine R([) della 

(2.11); abbiamo infatti 

Supposto infine che il punto x si muova esternamente O su1 contorno 
dell'ellisse E con i fiiochi nei piinti - 1 e 1 e con la soinina dei semiassi 
uguale a 1 -+ d, [d > O] si avrk 1 1 - 1 d e dalle (%Il) ,  (2.13), (3.8) otteniarno 
pet- tutti i punti x non  interni ad E 

con H e K costanti indipendenti da  n, da  s e da d, e la (3.9) espriine appunto 
il resiiltato che volevarno stabilire. 

4. Dimostrazione della formula preeedente per u > - 1 e P > - 1. - Ab- 
biamo dedotto la (3.9) servendoci unicamente delle (2.11), (2.12) e della (3.5), 
sarR percio dimostrata la (3.9) se proviamo che, corniinque fissate le costanti 

a e /3 /, -1, per le corrispondenti somme sk:' vnle la (3.5). 
Procederemo per indunione, supposto cioè clle si abbia 

dimostrererno che per le somme s ~ ' ~ " ' ,  sk:'9D sussiste "na limitnzione ana lop .  
Avendosi 

p t + w  (,,, (- l)np(P,*i-ll 
n ( - 4  
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basterà evidentemente limitarci a dimostrare che supposta vera la (4.1) si ha 
anche 

con B costante indipendente da n. 

Poiché gli zeri x, > x, > ... > x,, di P ? ' ~ ) ( X )  separano gli zeri y, > y, > 
> ... > -- 1 di (1 + 2) P?" ' '' (x) [ [5] ,  p. 38, teor. VI] abbiamo che posto 

Si ha  da qui 

e sommando rispetto all'indice r da 1 a fi  

quindi 

cioè la (4.2). 
Dalle cose dette segue che la (4.1) A vera per qualunque coppia (a, fi) tale 

che a 2 - 1!2, fÎ 2 - 112; d' altra parte, poichè il ragionamento ora fatto pub 
invertirsi, cioè snpposta vera la (4.2) e supposto anche a > - 1, P > - 1 dalla 
(4.2) pub dedursi la (4.1), ne viene che la (4.1) e percib la  (3.9) sussiste per 
qualunque coppia a, fi con a > - 1,  fl> - 1. 
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0 1 1  a clam of inetric spa,ces dmit t i i ig simply trausitive 
groups of inotioiis. 

By JACK LEVINE (to Raleigh, N. C. - (U. S.  A.)) 

-- 

1. Introduction. - I t  has been shown (i) that if a metric space, V,,, 
admits a simply transitive group of motions, then it also admits an  ortho- 
gonal ennuple whose R I ~ ~ I  coefficients of rotation (v), y u k ,  are constants, and 
conversely. We investigate here the metric spaces V,, admitting an n-tnplp 
orthogonal system of hypersurfaces such that the yijk associated with the 
normal congruences (3) are constant. Such V,,, by the above theorem, will 
then admit simply transitive groups of motions. 

2. The Geiierd Case. - If in the coordinate system in which the con- 
gruences of the normal ennuple are taken as parametric we put 

then we have (4) 

thé remaining y ' s  being Bero. Geometrically, this means that the radii of 
principal normal curvature of the orthogonal hypersurfaces are constant. 
If ru is the radius of principal normal curvatnre of xi = const. for the curve 
of parameter .xj, then (5) 

W e  wish to solve (2.2) for the Hi assuming the y ' s  are constants. We 

(') G. D. MATTIOLI, a Atti del R. Istituto Veneto D ,  8g2, pp. 97-105 (1829). 8. V R A N -  
.CEANU, = comptes Rendus ., 189, pp. 386-389 (19.29). 

(') L. P.  EISENHART, Riemannian Geometry, p. 97. We refer to this book as RG. 
(3) RG, p. 114. 
(') RG, p. IlB. 
(j) L. BIANCHI, Lezioni di Geometria differenziale, vol. 2, p. 472 (1923). 
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put aih = ~ ~ y , , , ~ ,  a,nd (2.2) can then be written 

The integrability conditions of (2.3) are 

(We assume M > 2, the case M = 2 being treated later). We shall consider 
several cases depending on the number of aij which are zero. 

CASE 1. - A11 a ,  +. 0. 
From (2.4) we theu have 

a.jh _.ji - 3 = 5, - - - 
a i h  a h i  h a,jh 

which gives a& = a;h, or 
ai, = t ajh7 

We can therefore put ai,l = =t a,, where a., are n non-zero constants. We 
shall now show that for lz > 3, we mnst use the plus sign only, i. e., ai, = t a , .  
Consider then any three of the a,, for h fixed, Say, aih , ajh, akh7 (h, i,j, k+), 
and suppose a,, = ajh = - ak,, (two of the a ' s  must have the same sign). 
Then 

_ am 2 = 1, 
a.ih aih ah i  

aih -- akh - ski a é k  - ajh - (1Cik = - --- - - - - 1. 
akh @ih  ahk  a k h  a h k  

Hence 

or a,, = ah, = ski from the first and third sets of equations and aki = - ahi 
from the second. This gives a contradiction to ai,j =j= 0, and so aij = a,i. The 
system (2.3) thus becomes 

By expressing the components Rhi,i& of the curvature tensor in terms of 
the Hi and their derivatives and then substituting for these derivatives by 
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simply transitive grozcps of ntotions 61 

means of (2.5) it is found that the V,, determined by the Hi is of constant 
curvature (G). We state this result in the following form. 

If a V,, (n > 3), admits am n-tuply orthogonai systeîn of hypersurfaces 
vvhose radii of principal normal curvature are non-zero constants, the V, is  
of constarnt cwruature. 

I t  is consequently unnecessary to solve (2.5), but as similar equations 
are encountered in later cases we give hem briefly the solution of (2.5) for 
the H i .  From (2.5) we obtain a log (Hi/Hj)/L"xh = O, (h, i ,  j*), and so we 
can write (') 

Hi =Bij(xl, xj)=- 
(i ,+j), 

O n  differentiating this last equation with respect to x h n d  xj we obtain 
a'O,,/axiaxj - O the solutions of which can be writteil = Oi(xi) - Bj(xj). We 
then obtnin Hi'yi(xt) - Irl.i/y,j(x-f) - s, say, or Hi = ~ y i .  Substituting these 

values for Hi in (2.5) gives s--' = - 2 ai yidxP, and 
i J 

where 

- 
Under the coordinate transformation x' = (bilai, the & have the form 

this being one of the forms for the metric of a V,, of constant curvature K 
which in this case is  (') K= - eiazf. 

3. Special Cases. - I n  the following cases to be considered we assume 
some of the a,=O, and that at least two of the H ' s  are equal. Withont 
this last assumption there appears to be no systematic method for imposiny 

( 6 )  RG, pp. 84, 119. 
(7) Troughout this paper al1 functions are to be analytic in their arguments, and an 

expression like ai(%;) indicates ai is a function of the variable x b n l y .  
(n) RG, p. 85. 
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52 9'. LEVINE: On a clnss of metric spnces adnzittilzg 

restrictions on the a, other than those of case 1. We thus put 

(the cases r = n 1 and r = n are treated later). W e  let small Greek letters 
have the range 1, ..., r. If in (2.3) we take i = a, we get 

since the first member of the above ~qua t ion  is independent of a. We now 
let large Latin letters have the range of al1 indices for which a, =+ O, and 
small Latin letters from a through g the range for which a, .- O, (in both 
cases the a, are not t o  be included), the indices from h through 8 are to 
have the range 1, ... , m. We thus divide the a, in three groups, a,, aI, a,=O. 
If there are t indices in the range for aI, and s in the range for a,, then 
r + s + t = n .  

We now divide the system (2.3) into nine sets 

1 aH 1 ?HI 
(a) --=a,, 

H' axa (4 mI 3~ = ah, 

1 aH 1 2Hj - 
-0, ( f ) H X J S  (O) mi%?- - a ~ b ,  

If s or t is O or 1 certain of the above equations will not be present. 
CASE IIa. - At least one a, + O, t > 1, s > 1, a,, + 0. 
By a proper choice of the indices in (2.4) we find 

a ~ ,  = a,, ~ I J  = UJ ,  a~i ,  = ab, = a b 1  = O. 

These values are to be substitated in the above sets. From (a) and (c) we 
get H =  l/(f(xl) -a,xZ), where f is to be determined. Then from (b) a e  have 

which satisfies (d) identically. Substituting for HI in (e) gives a2f,ax12xJ = 0, 
or f = Z @,(XI). Hence 

From (g) and (i) we see Ha = Ha(xb),. and (h) are exactly the same form 
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as (2.3). Hence if s > 3 we may put a,, = a,, and then 

If s = 2 or s = 3 the values of the Ha will be the same as for the Hâ for 
rn = 2 and n = 3, these cases are treated later. 

CASE IIb. - At least one a, f: O t > 1, a,, = 0. 
From (2.4) we obtain 

- a b I  - - a~,=a , ,  ~ I J = ~ J ,  W ~ = O ,  * - --- aba p b = - ,  (ifa,+O). 
a~ ar aa 

Using these values in (a)-(i) we find H and HI have the same values as for 
case IIa. From (g) and (i) we then obtain 

In this case, the hypersurfaces xa = const. are totally geodesic (9). 

CASE IIIa. - Al1 a, = O, t > 1, s > 1, a,, + O, ~ I J  + 0. 
From (2.4) we obtain 

aIa = ara = aba = = 0. 

From (a) and (c) we then get H= l./f(xA), whiCh when substituted in (b) gives 

And this value used in (e) gives 

(3.1) 

where 

The integrability conditions of these equations in 5 are 

PBC(PAB - PAC) = 0, 
1. e., 

PAB = FAC = P, Say, 
and p $= O since ~ I J  =l= O. 

(5 = log f). 

1 c 
If we place a = - log where c is a constant, (3.1) reduces to a42, axA2zB = 0. 

P 2 '  

(9) RG, p. 183.. 
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Hence 

which gives 

(4 = const.). 

If t = 2 we can put p,, = p in  (3.1) and proceed as above. If s > 3 we 

may put a,, = a,: and obtain 

xT = const. are totally geodesic. 
CASE IIIb. - Al1 a,=O, t )  1, a,,=O, aIJ+O. 
From (2.4) we have ar, = a ~ b  = ab, = 0. 
I t  is seen that H and HI have the same forrn as in IIIa. From ( i )  WP 

then get 

where pa and p are defined as in 1Ib and IIIa. 
CASE IIIc. - Al1 a,=O, t > 1, s > 1, a,,+O, ~ I J = O .  
We proceed as in IIIa. Now p - O and (3.1) gives a = L (1)1,  so 

If s > 3, we have the same solutions for Hu as in IIIa. For s = 2 or 
s = 3 we use the forms as given in the cases n = 2 and n= 3. 

CASE IIId. - Al1 a, = O, t > 1, a,, = ~ I J =  O. 
We find H and HI have the sarne form as for IIIc. From (1) we then gct 

Hu = &a x @ ~ [ x ' ) @ ~ ( ~ a ) .  
I 

If in IIa, IIb, IIIc, and I I Id  we replace the condition t > 1 by t = O 
or t =  1, it i s  found that the H's have the same form as for t > 1 (with 
one exception). For t = O we replace XQI by a constant. The exception 
occurs in I I Id  when we use t =O. The value of Ha is given by 

If r = n - 1, we have the equations 
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If a,, *O, we obtain 

If a,, = 0, and at least one a,  * O, 

If a,, - a, L- O, 

I f  r = n, we have one equation 

The space is hence of constant curvature, which proves the theorem. 
I f  a conformally flat space adtnits an ennuple of ~zornzal congruences with 

constant Ricci coefficients, the space is of constant curvature. 

4. The case W. = 2. - For this case (2.3) reduce to 

The resulting space is always of constant curvature. If at2 *O, a!,, + O ,  we 
obtain 

1 @ t  ' 1 
Hi=--  H, = - - --- 

a~~ W4 + @*(Y)  Y ai2 @, + a2 ' 
If a,, = 0, a,, +O, 

5. l'he case g r  = 3. - If al1 aij + O, we must have, as has been shown, 
a.. - -+ 21 - - a,j. If aij = t a j ,  the space is of constant curvature and the H ' s  
have the same form as for case 1. We consider the case where some a,= + a,j,  
and the remaining aij = - a j ,  later. There are three distinct cases if sorne 
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a, =O.  Let h, i ,  and j have the values 1, 2, 3 in some order. Then the thret. 
cases are given by 

(4 aih = a,jh = O, aij * O, aji $= O, 
(P! aih = ajh = a, = ahj = O, afi + O, 
(Y aih = ajh = aij = aji = O. 

We find for (a), 

where 

For the case a, * O, and a, * -1- a j7  we have only one other possibility 

a,, =- a,,=a, a iS=-a23=b,  a,, =-a , ,=c .  
We put 

Hi = u, He = V, H3 = W, x1 = X ,  x2 = 3, x3 = B. 

Then Our equations (2.3) becorne 

a~ - am = buw, - -- - cuw, 
a8 ÔX 

We need only consider (5.1) and (5.2) since (5.3) follow from them as is 
easily shown. If we solve the first equations in (5.1) and (5.2) for v and w 
in terms of u, substitute in the second and put a= ch in the results we 
obtain 

Hence we may write 

ah. ah 
- i- ce-h = O,(%, a), aa - ce-" =@,(a, y). 
as 
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From these equations we obtain 

so that 
a q  am9 - i - -  - A - (y - a;). 
ax ax 2 

Differentiating this last equation with respect to y and z gives 

Hence @, and @, satisfy an equation of the form 

This equation has for its general solution 

where A(u) and p(P) are arbitrary. W e  thus obtain 

and y(x) and 6(x) must satisfy the relation 

This is obtained from the condition (5.4). I t  i s  possible to solve the above 
relation for 6 in terms of y and its derivatives. From (5.1) and (5.2) we then 
get v and ru. 

If we take y = 6, and make the change of coordinates xf=y(x), yf=A(y), 
a' = p(a), the new u, v, and n, have the form (dropping primes) 

6. The Groups. - We shall now obtain the simply transitive groups of 

motions, G,, , admitted by the epaces under consideration. Let & denote the n 

Annoli d i  Matematioa, Serie IV,  'Porno XVI. 8 
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vectors of the G and 1kI the components of the normal congruences with tlic 

constant yhij. The hi, are given by (') = 6 i 1 / ~ i .  The hil  define thc! reci- 

procal group of the G:, and so (Io) 

which because of the form of l k l  reduce to 

I f  j $=k, it follows that 3Sihl/axk =O, (j +k),  so EkI = (xi). If j = k,  we obtitin 

where we have dropped the subscript index on the 5 since these equations 
are the same for al1 the M vectors. The equations (6.1) are easy to solve for 
the Si. W e  shall illustrate the method, using case IIb. I n  (6.1) taking j = a 

Since the right member of (6.2) is independent of a we may put - dg"/dx2 =k, 
where k i s  a constant, and thus obtain 

The Ica are also constant. On substituting these values for [G back in (6.2) 
we get 

k L QI + a', gJ = a,@, 
I 

and hence we niay set 

since CDI and Sr are functions of X I  only. From this last equation, we have 

Using the values just found for and Sr in (6.1) for j = J, Ive find 
these equations are identically satisfied. Now in (6.1) put j = a, and replace 

(!O) L. P.  EISENHART, Conti i tuo~s Groups o f  Transformations, Princeton University Press, 
(1933), p. 113. 
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ta, CI by their values. We obtain 

which gives 

, (O1, = ma,  Ica = const.). 

The form of the 5's for the other cases are given as follows. 
CASE IIa. - (s > 3), 

ri ka = O, ri kr = a,ca, (k, Z = const.). 

CASE IIIa. - Same as for IIa. 
CASE IIIb. - Same as for IIb. 
CASE IIIc. - (s > 3), 

In those cases for which H =  const., k = O. I n  IIId for t = O we get 

1 
kb - - k Z a b s O b  

p = k r ,  t b=  1 , ( H = ~ ,  1 
8'b 

The forms of the t 's  for the remaining cases are easily obtained. They 
are essentially the same as  those given. 

Note added in proof: While this paper was in the hands of the editors, a paper by 
L. P. EISENHART appeared on the Rame problern ( a  Monatsheften für Math. und Yhysik a, 

vol. 43). From his results, it is seen that = const. is the general condition for the spaces 
under consideration. dlso the condition that at least two H ' s  be equal constitutes no real 
restriction. 
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Sop'a le equazioni di Eulero dei problemi variazionali 

di ordine 1.1 (*). 

Mernoria d i  S ILVIO C I N Q U I N I  (a  Pisa). 

Suuto. - In alcuni precedenti lavori I'A. s i  è occupato dei problemi variazionali  d i  ordine n 
( n l 2 ) ,  an forma ordinai ia ,  nei quali  cioè s i  deve rendere minimo un integrale 

e, estendendo i l  metodo diretto fondato da1 TONELLI  per n = 1, h a  dato, olt ie alle con- 
dizioni necessarie e a quelle sufficienti per la  semicontinuità degli integrali  IC),, , teoremi 

di esistenza del minilno. 
Nella presente Mernoria, nella quale l'A. prosegue 10 studio intrapmso, occupandosi 

delle equazioni da EULERO, relative a i  problemi in questione, stabilisce le diverse forme 
che pub assumere tale equazione a seconda delle ipotesi, che s i  fanno s i a  sulla funzione, 
d a  cui  é definita la curva minimante ,  sicc sulla funzione f .  

Poi  giovandosi dei teorelni d i  esistenza del minimo già dat i ,  ed anche per al tra  v ia ,  
l'A. stabilisce, sotto opportune condizioni, teoremi d i  esistenza dell'est?-emo e delle estve- 
mala d i  ordi~ze n ,  sia « in piccolo g, sia i n  campi  comunque grandi.  

I n  alcuni recenti lavori mi sono occupato dei problemi del Calcolo delle 
Vsriazioni di ordine n, in forma ordinaria, nei quali, ciob, si devono trovare, 
fra le curve 

(y"] : 

di una certa classe, quelle che 
h 

y = ~ ( x ) ,  a < x < b, 

rendono minimo 1' integrale 

ove n, 6 un numero intero > 1, ed f 6 una data funzione. 
Avendo constatato che anche per questi problemi il metodo classico e 

gli altri metodi diretti non avevano fomito quei risiiltati che si desidera- 
vano ('), mi sono proposto di estendere a questi problemi il metodo diretto 

(*) Lavoro eseguito ne1 Seminario Matematico della R. Scuola Normale Superiore d i  Pisa. 
(1) Per l a  bibliografia v e d i  i luoghi eitati i n :  S. CINQUINI,  Sopra 1'es.istenza della solu- 

~ i o n e  nei  problemi d i  Calcolo delle Variazioni  d i  ordine n ( a  Annali della R. Scuola Nor. 
male Superiore d i  Pisa w ,  Serie I I ,  V o l .  V (1936), pp. 169-90). 
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fondato da1 TONELLI (e)  e basato su1 concetto di semicontinuità, la cui effi- 
cacia é, ormai da parecchi anni, universalmente riconosciuta a motivo dei 
brillanti risultati che esso ha già fornito, ogniqualvolta è stato applicato a 
qualche problema variazionale. 

A ta1 uopo, avendo come obiettivo che i risultati, che mi proponevo di 
raggiungere, presentassero, possibilmente, la stessa generalità, di quelli sta- 
biliti da1 TONELLI per n = 1, ho considerato quelle classi di curve C["], per 
le  quali la  fun~ione y(x) & assolutamente continua insieme con le sue de- 
rivate dei primi n - l ordini, ed è tale che esista finito l'integrale (del 

LEBESGUE) I $ / ~ ] .  
Relntivamente a tali curve, mi sono già occiipato, dapprima delle condi- 

zioni sufficienti per la  seniicontinuità dell'integrale I[C"{,,] (3), e dei teoremi 

di esistenza del minimo dell'integrale stesso ('), poi delle condizioni neces- 
sarie per la semicontinuità di tali integrali, dalle quali ho dedotto le condizioni 
di LEGENDRE e di WEIERSTRASS, necessarie per l'esistenza del niinimo (5). 

La presente Mernoria, nella quale proseguo, nelle condizioni sopra in- 
dicate, 10 stiidio intrapreso, & dedicata all'equazione differenziale di EULERO 
del problema in questione, alle proprietà delle soluzioni di tale equazione, 
ed ai  teoremi di  esistenza di tali soluzioni sia « i n  p i c  c O 1 O », sia in cainpi 
cornunque grandi. 

Richiamate ne1 5 1 alcune generalità, s i  stabilisce ne1 5 2 la condizione 
di EULERO. 

Supposto dapprima che la funzione y,(x), dalla quale è definita m a  curvn 
minimante, abbia, in tutto un intervallo (a,,  b,), anche la derivata di ordine n 
finita e continua, si prova, facendo uso della variaaione prima, che la  y,(x) 
deve soddisfare in tutto (a,, b,) all'equazione 

(?) L. SONELLI, Fo+zdamenti di Calcolo delle Variazio+ai. Due Volumi (N. Zanichelli, 
Bologna, 1921-1923). 

(3) Vedi S .  CINQOINI, luogo cit. in (i), 5 1, n . O  2, ed anche S. CINQUINI, Sopra una con- 
cliziolze sztfficielzte per la se~nicodi+z.uità degli integrali dei probletni val.iaziowali di ordive n 
( u  Annali di Rlaternatica pura e applicata », Serie IV, !P. SV (1936-7), pp. 77-86). 

(4)  Vedi S. CINQUINI, luogo cit. in (4): $5 2 e 3, ed anche S. CIXQCIYI, Nztovi teoremi 
di esistenza dell'estremo in  catnpi illimitati per i pvoblelni di Calcolo delle Variazioni di 
ordine n ( c  Annali della R. Scuola Normale Superiore di Pisa =, Serie II, Vol. VI, (1937)). 

(5) S. CINQUINI. Sopra le condizioni necessarie per la sernicontigzuità degli integrali dei 
problemi variam'onali di ordine n ( a  Annali della R. Scuola Normale Superiore di Pisa B. 
Serie II, Vol. VI (1937), pp. 149-178). 
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alla quale si perviene sotto la sola ipotesi che la funzione f sia finita e con- 
tinua insieme con le Hue derivate parziali f,, f u r ,  ... , f , ~ .  

Ogni curva y = y (x ) ,  per la quale la y ( x )  soddisfa alla (1)) viene chiamata 
estremale del probleînn d i  ordine n, O, più breveinente, esfretnale d i  ordilze n. 

Se  poi, sempre ne1 caso considerato, ognuna delle derivate parziali f,m, 

(r = 1, 2, ..., n) ammette, finite e continue, tutte le  proprie derivate parziali 
dei primi r ordini, e se inoltre per ogni x di (a,,  b,) B 

allora la  yu(%) ammette, finite e continue in tutto (a,, b,), anche le derivate 
degli ordini n + 1, m -t- 2, ... , 2n, e la  (1) pub scriversi nella forma seguente 

che per solito viene considerata dalla maggior parte dei Variazionisti, i quali, 
in realth, suppongono gih « a p r i o r i  », che ogni estremale del problema di 
ordine n ammetta, finite e continue, le derivate dei primi 2n ordini. 

Abbandonata l'ipotesi che la dnyn(x' ---- sia finita B continua, e supposto 
dxn 

dn-'yo(x) 
ehe la dx,,-l sia a rapport0 incrernentale limitato, facendo ancora uso della 

variazione prima, si stabilisce che la yo(x) deve soddisfare, in tutto (a,, b,,), 
all' equazione 

ove C o ,  C ,,..., C ,,-, sono n. costanti. 
Finalmente, ne1 cas0 in  cui si supponga soltanto che la  g = y,(x) sin una 

curva CLB], ma sotto opportune condizioni per la  funzione f ,  estendendo op- 
portunamente un procedimento recentemente usato da1 TONELLI per n = 1 (3) ,  

si prova che la  g,(x) soddisfa ancora all'equazione ( I V ) .  
Ogni curva y =  y(x), per l a  quale la y(x) è soluaione della (IV) viene 

chiamata estremaloide del problema d i  ordine n, O, più brevemente, estrenza- 
loide di ordine  n. 

( 6 )  Vedi 12. TONELLI, Sulle proprietà delle e&mnaM (- Annali della a. Sc~iola Nor. 
male Superiore di Pisa r, Serie II, Vol. III (1934), pp. 213-237), n . O  1, 
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I l  5 2 termina con alcune condicioni sotto le quali un7estre1naloicle di . 

ordine n B un'estremale di ordine n;  se poi sono verificate anclie le condi- 
aioni precedentemente indicate, la  y,(x) possiede, finite e continue, tutte le 
derivate dei primi 2n ordini, e soddisfa alla (III). 

I l  problema dell'esistenza dell'estremale di ordine n, che unisce due 
punti e che in questi deve soddisfare a date condizioni, in generale presenta, 
per n > 1, notevoli difficoltà. 

Ne1 presente lavoro esso viene risolto « i n  p i c  c O 1 O », all' inizio del $ 3, 
ne1 caso in cui, in ciascuno dei punti terrniaali, siano prefissati i valori della 
funzione e delle sue derivate dei primi n - 1 ordini, per un'importante classe 
di integrali quasi-regolari positivi nor~na~li, seguendo i l  metodo ideato da1 
TONELLI per n =  1, cioh facendo uso dei teoremi di  esistenza del minirno 

dell'integrale I ~ ] I , ~ ,  cosicchb s i  ottengono contemporaneamente anche i teo- 

remi di  esistenza dell' estremo « i n p i  c c O 1 O B. 

Nella seconda parte del 5 3, sotto altre ipotesi e generalizzando opportu- 
namente un procedimento seguito da1 TONELLI per IZ= 1 (7)' si stabilisce 
l'esistenza dell' estremale -di ordine rt, uscente da u n  punto con valori pre- 
fissati della funzione e delle sue derivate dei primi 2n - 1 ordini, e si ac- 
cennano altri risultati, che estendono gli analoghi ottenuti da1 TONELLI 
per n = 1, fra i quali I'unicità dell'estremale di ordine uz ne1 caso ultima- 
mente indioato. 

I l  teorema di esistenza dell'estremale di ordine ut, stabilito « i n  p icco lo  ;o 

all' inizio del 5 3, viene dato, ne1 5 4, irn u n  cawpo cowzunque grande; e in questo 
paragrafo si prova anclie, sotto opportune condizioni, 1' unicità di tale estremale. 

Dobbiamo rilevare che i l  teorema di esistenza ultimamente citato B di- 
mostrato sotto 1' ipotesi che, per ( yen) 1 - 00, sia 

(V) I f @ ( ~ ,  g, y', --. 7 1 -. 0°, 
per ogni (a, y, y', ... , del campo considerato, e questa limitazione figura 
sia nell' enunciato valido u i n  p i c  c O 1 O », sia a f o r t i o r i  per quel10 in 
campi comunque grandi. 

Effettivamente, se non è verificata la  (V), pub mancare l'estremale di 
ordine n, (1% 2 2), che congiunye due punti, in ciascuno dei quali sono fissati 
i valori della funzione e delle sue derivate dei primi .n - 1 ordini. Cib ri. 
sulta, per n = 2, da due esempi, dati ne1 3 3, e relntivi alle funzioni 

f (x, y, y', y") 3 eV" ; f(x, y, y', y") = V 1 + Y'", 

(?) Vedi II. 'PONELLI, S d l e  equazioni d i  E u l e m  lzel Calcolo delle Variazio& («  Annali 
della R. Scuola Normale Superiore di Pisa D, Scrie II, Vol. I V  (1935), pp. 191-216), n . O  10. 
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da1 secondo dei quali, tenendo conto dei risultati della fine del $ 2, risulta 
anche, che, se non è verificata la  (VI, puo non esserci il minirno dell'in- 

tegrale I [ C ~ ] I , ~ .  

$ 1. Generalità. 

1. Generalità. - Per le generalità rimandiamo alla mia Memoria gis 
citata (s)l limitandoci qui a qualche cenno e a qualche aggiunta. 

a) IL CAMPO Atn], LA FUNaIoNE f(x, y, y', ... , y'"'). - Ricordisrno che 
considerato uno spazio ad n + 1 dimensioni (con n nuinero intero positivo) 
riferito ad un sistema di assi cartesiani ortogonali, (x, y, y', ... , y("-"), dicesi 
campo A["] ogni insieme di questo spazio, contenente tutti i suoi punti di 
accumulazione posti al finito. Se il campo Arn] è limitato, esso viene indicato 

con A?]. 
Salvo avviso contrario, supporremo Che, i n  ogni punto (x, y, y', ... , y(n-") 

d i  Ain], e per ogni valore finito d i  y'"', la funsione f(x, y, y', ... , y'"') sia finita 
e continua imieme con le derivate parsiali f,, f,, , ... , f , ~ .  

p) LE CURVE C[,l. L'INTEGRALE I${~]. - Ricordiamo ancora che si con- 
siderano le curve 

CWI : y = y(%), a < x t b, 

per le quali y(x) é una funaione assolutamente continua insieme con le sue 
derivate dei primi n - 1 ordini yl(x), y"(x), ... , y(17-11(x), ogni punto (x, y(x), 
~ ' ( x ) ,  ... , y(n-"(x)), (con a < x < b) ,  appartiene al campo Arn], ed inoltre esiste 
finito l'integrale 

Indicheremo 

del LEBESGUE 

poi con cP] quelle curve Crn], per le quali ogni punto 

(x, y(%), yl(x), ... , ~ j ' ~ - ~ ) ( x ) )  appartiene al campo limitato AE]. 
y) DEFINIEIONE ('). - Sia C U I  : [y = y o ( ~ ) ,  a. < x ': b,,l una curva ap- 

partenente ad una classe Krn] di curve Cin]. 
Diremo che un punto Po E (xo, y,(x,), yOf(x,), ..., y,'n-i)(xo)), (con a,<x,<b,), 

è un punto d i  indiferelzxa rispetto al ca~npo Acn] ed alla classe Kin], se è 

(8) Vedi S. CINQUINI, luogo cit. in (i), 5 1, n.O 1;  ove hovansi anche le  definizioni d i  
intorno (pjn di u n a  cuvva Gin], di  classe completa d i  curve d i  ordine n, ecc.. 

(9) Vedi S. CINQUINI, luogo cit. in ( 5 ) ,  5 5, n . O  12. 
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66 S. CINQUINI : Sopra le  equaaiouti d i  Eulero 
- - 

possibile determinare un suo intorno (pu) , , ,  definito da quei punti (x, y, 
y', ..., 3'"-"), per i quali 6 

in modo che si ottengn ancora una curva della classe Krn], quando si  sosti- 

tuisoa ad un qualunque arco della c["], (i cui puriti terminali abbiano 
ascisse a, b), contenente Po, e tutto appartenente a questo intorno, un qua- 
lunque arco di  una curva Cr"] : [y = y(x), a < x < b], appartenente al mede- 
simo intorno (ed anche al campo A["]), e tale inoltre che si abbia 

intendendosi che le prime n di queste uguaglianze, O le ultime n, possano 
anche non essere verificate, quando rispettivamente a, oppure b, coincidono 
con uno dei valori a, ,  b,. 

8 2. La condizione necessaria di Eulero. 

2. La condizione di Eulero per le curve ii~iniiiianti con derivata di or- 
dine n finita' e continua. - S e  (3:': [y = y,@), a, < x < b,] è una  curva 

mircimante per 1ClnI i n  una  classe Krn] d i  curve O["], ogni suo arco, i cui purcti 

terminali abbiano ascisse a*, b*, (con a* < b*), per i l  quale la derivata y,(n)(x) 
esiste finita e continua per ogni x d i  (a*, b*) e per i l  p a l e  ogni punto 
(x, y,(x), yol(x), ... , y ,(n-il(x)), (con a* < x < b*) è interno a l  campo A["] e di 
indifferen~a rispetto a d  AIn] ed a K[nl, soddisfa all'equazione differemsiale 

Infatti, sia a*  ( a' < b' < b*, e supponiamo che 17 intervallo (a', b') sia 
sufficientemente piccolo, affinchè si possa trovare un numero p > O tale Che: 
10) tutti i punti appartenenti al17 intorno ( P ) ~  de117 arco di curva y = y,(x), 
(a' < x < b') appartengano al campo Alw]; 2 O j  sostituendo ad un qualunque 
arco parziale i' dell'arco ora indicato, i cui piinti terminali abbiano ascisse 
a, b, (con a' < a < b < bf), un qualsiasi arco di  una curva C["J: [y = ~ ( x ) ,  
a < x < b], tale che sia 

y ( a )  = ( a ) ,  y ( )  = ( b )  ( j  = O, 1, 2, ... , n - 1 ; y1O)(x) y(x)), 

si ottenga ancora una curva della classe Krm]. 
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dei problenzi uariazionali di ordine n 67 

Si consideri una funzione rp(x), comunque definita nel17intervallo (a, b), 
piirchb assolutamente continua insieme con le sue derivate dei primi n - 1 
ordini, e tale inoltre che la  derivata di ordine n -  1 sia .a rapport0 incre- 
mentale limitato, e che si abbia 

Possiamo quindi determinare un numero A > O, in modo che, definita 
una curva 

rx : y = yx(x), a < x I b, 

ponendo 

~ i ( 4  = Y,(%) + A~P(x), 

per ogni 1 À 1 c h ,  I';, sia una curva Crn] e appartenga all'intorno (p)" di r. 
La  curva c?], cbe si ottiene dalla cg"' sostituendo I' con FI, è una curva 

della classe Krn], perche B evidentemente 

Per  A = O, C'y1 diviene cf1, e siccorne questa c:] deve essere minimante 
per 17integrale I'&, la derivata di I'$,[%] rispetto a A, se esiste, deve essere 

nulla per A = O ,  e quindi, in modo analogo al caso n= 1, si conolude che 
deve essere 

Integrando per parti ciascuno' dei termini rp'j'f,, jl, ( j  = O, 1, 2, ... , m- 1 ; 
rp("fl/~o) = yfy) rispettivamente n - j volte, tenendo conto delle (2) e ponendo 

si ottiene 

(3) 

Vogliamo ora dimostrare che la  funaione P(x), la quale Q continua in 
tutto (a, b), B necessariamente una funzione razionale intera di grado non 
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superiore a n - 1 (g'). A ta1 uopo presi n + 1 valori qualunque (a, b) ,  tali che sin 

3 e scelto u n  6 > O, tale Che - 6, sia minore della minima fra ie differenze 
2 

pj  -p , f - i  , ( j  = 1, 2, ... , f i) ,  si  definisca la fiinzione cp ne1 seguente modo 

6 
ed anche, per r=n-1, 2 ,  p,, - 6), 

6 * 6 " t +  
O- B,, (x - - (z - (p,, +- ailn \ +YB, 1% - ( p i  - 2)] - 1% - ( + ) i 

j=i 

+ B,,[x: - (p,, - ô)]", in ( p , ,  - 6, p,,), 
4%) =O, in (P,, , b), 

ove, affinch8 Y(X) sia finita e continua, insieme con le sue derivate dei 
primi n - 1 ordini, a m h e  per x =p,, , baeta detwminare i numeri Bi ,  
( j  = O, 1, 2, ... , n), che in  generale dipenderanno da 6, in modo che, nell'in- 
tervnllo ( p l ,  - 6, p,,), sin anche 

~ ( 5 )  = B,,(x - P,$'. 

Questa condizione è sicuramente verificata, se B 

n-1 ' 
I Z l  x , (x -p,)77 - PX - ( . P , , + Ô ) ~ ~ I  + 3 B., j[.-(~j-;)r-C-(p.i+ J] i + 

j-i 

e siccome P(x) B evidentemente un polinomio di grado non superiore 

("') Questa proprieta. è stata dirnostrata in altro modo da  A. HAAR, in : Ueber eine Verallye- 
rneinevung des Du Bois Reymond'schelz Lemma's ( .Acta  hitteraruin ac Scientiariim X. Uni- 
versitatis Hungaricae Francisco-Josephinae 8 ,  T. 1 (1982-3)) PP. 33-38), 
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dei problenzi vaviazio.naii di ovdirze a 69 

a n- 1, basta che siano tutti nulli i suoi coefficienti; cioè è sufficiente che sia 

; Bo+--B,+ . . .+B, ,=O,  

Questo sistema di n equazioni lineari omogenee nelle n +  1 varia- 
bili Bj, ( j  =O,  i, 2, ..., n), 13 ceïtamente soddisfatto, (ed é percib anche 
P(x) = O), se prendiamo i numeri B.?, ( j  = 0, 1, 2, ... , 92) uguali ai  minori di 
ordine n ottenuti dalla seguente matrice, sopprimendo rispettivamente la  prima 
colonna, la  seconda, ... , la  (n + 1)-esima, 

abbiamo cosi fissato il fattore di proporzionalità, a meno del quale possono 
determinarsi i numeri Bi, soddisfacenti al sisterna (6)) in modo che per i 
numeri B i ,  che indicheremo con B;#), perchè effettivamente dipendono da 6, 

si abbia B.,(O) + O, ( j  = 0, 1, 2, ..., n). 
Cib premesso, siccome é 

-- 
6 6 

d"v(x) = O, in (a, p.), in + 8, p, - s), in kg,-, -t 2, P,, - F ) ,  in ($11 4 
dx" 

6 e in ciascuno degli intervdli , ( j= 1 ,2  ,..., n - 21, 

ed inoltre 

-- dn'!x) = n! B,(ô), in (P,, p, + 61, 
d x  
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70 S .  CINQUINI: Sopra le equ.azi0uL.i di Eulero 

la  (3) diviene 

e quindi dividendo ambo i membri di questa eguagliansa per 6, e passando 
al limite per 6-0, risulta 

Ma i Bi(0), ( j  = O, 1, 2, ..., n) sono precisamente i minori di ordine n 
estratti dalla matrice 

i 1 1 1 ... A 1 

l Pi P2 a.. P,, 
PoS p,"Pn2 prie 
. . . . . * . . . . .  

p2"-' S.. p,,"-' 

e quindi per la (8) è nul10 il determinante 

Percib, siccome p,, p , ,  ..., p,, sono n + 1 valori qualunque di (a, b),  F(x)  
6 necessariamente una funzione razionale intera di grado non superiore 
ad .n - 1, ossia per ogni x di (a, b), B 

Derivando n volte rispetto ad x, concludiamo che la  (1) è verificata in 
tutto (a, b), e quindi anche, con consideraaioni analoghe a quelle fatte da1 
TONELLI per rc = 1, in tutto (a*, b*), ove, in luogo di ogni derivata, deve 
considerarsi per x = a* la derivata destra, e per x = b* la derivata sinisera. 
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dei problemi uariazimali d i  ordime n 7 1 

OSSERVAZIONE. - È da rilevare che, rie1 cas0 particolare n = 2, la pre- 
cedente dimostrazione pub essere notevolmente semplicata, perche, dovendo, 
in questo caso particolare, dimostrare che F(x) b una funzione lineare, basta 
provare che, se p, e p, sono due punti qualunque di (a, b), è 

3. Estrcmale di ordine I r .  - a) DEFINIZIONE. - Ogni cwva CLn] 

cg"] : Y = Y O ( X ) )  a ~ ~ x ~ b O ,  

per la quale la derivata di ordine n della y,(x) sia finita e continua in tutto 
(a,,, bo), e che soddisfi in ogni pumto di (a,, b,) all'equosione (l), la direrno 
estremale del problema di ordine n, O, pi& brevemente, estremale d i  ordiiie rb 

relatzua alla funsione f cortsiderata. 
p) OSSERVAZIONE. - Fer solito l'equazione di EULERO del problema 

di ordine n viene scritta nella forma seguente 

ma noi, sotto le sole ipotesi fatte al n.O 1 per la funzione f, non possiamo 
afferrnare che ogni curva minimante per l'integrale 1${*], e per la quale la 

derivata di ordine n sia sempre finita e continua, soddisfi all'equazione (1')) 
come mostra il seguente esempio. 

Sia n = 2; f(x, y, d. yu) - ylyu + x4 y'' - x sen !)', con [x sen O. ( x 
Fra le curve y = y(%), con y(%) finita e continua insieme con le sue derivate 
dei primi due ordini, e per le quali b 

1 ar 1 
1 1 

y(0) = yf(0) = 0, y(1) =/dx!x sen ds, y l ( l )  =b sen - dx, 
x 

O U O 

rende minimo 1' integrale 
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come si verifica immediatamente tenendo presente che yly"dx 6 un differen- 
ziale esatto. Tale curva soddisfa all'equazione (l), relativa alla f consiclerata, 

d d 1 
[y" - dÿ 1 2/ + 2x(y"(x) - x sen - - 

x ) ] - O ,  

ma non all'equazione (If), percha, per x = 0, non esiste la derivata del ter50 
ordine della y(%). 

4. Esistenza delle derivate d i  ordine non superiorc? n 211. nei punti d i  
un'estremale di ordine n. - iSia Crn]: [y = y(x), a ,  < x < b,] un'estremale di  
ordine n relativa alla funzione f(x, y, y', ..., y'")), e, mantenute fisse le ipotesi 
del n . O  1, a), supponiamo inoltre, ne1 presente n.O, che le deriuate parziali 
fyw,  (r = 1, 2, ..., n) awmettano finite e continue, i n  ognipunfo (x, y, y', ... , y(n-')) 
di Arn], e per tutti i valori finiti di y'"),. le proprie derivnte pnrzinli dei primi 
r ordini rispettiuamente ; allora se per  x = x, , (a ,  ( x, < b,,) è 

per x = x, esistono finite anche le derivate degli ordini n + 1, n + 2, ... , 2n 
della y(x). 

Osserviamo innanzi tutto che, siccome y(x) soddisfa, per ogni x di (a,, bol 
alla (l), essa soddisfa anche all'equazione integro-differenzide 

dove Co, Cl ,  ..., C ,,-, sono n costanti fisse. 
Dando ad x, un incremento h e indicando con Ag, A3', ..., Jy'") gii in- 

crementi che in corrispondenza subiscono Le y, y', ... , y'"), otteniamo dalla (1") 

1 
lim [fU(n)(~, + h, y(xO) -+ Ay, ... , ~ ' ~ ' ( x ~ )  i- AyO')) fv(ni(xoi ~ ( x , ) ,  ... , g'"'(x,,))] - 

h-O 

Ragionando come per n = 1 e tenendo conto della (91 si deduce che, 
per x = x,, esiste finita la yCn+"(x). Inoltre, sempre in virtù della (9) e della 
continuità delle fy(n>y(n>, ~J(x), yl(x), ... , Y(")(X), s i  conclude facilmente che 
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dei problewi val-iasio.nali d i  ordifie n 73 

la y'"+"(x) esiste finita ed è continua anche per ogni x sufficientemente 
vicino a x,, e dalla (1") si ottiene per tali vnlori di x 

Dando ora un incremento 72 ad x, ed indicando con Ay'"+" l'incremento 
che in corrispondenza subisce la L / ( ~ + ~ ( X ) ,  otteniamo da quest'ultima 

Ragionando come prima, tenendo ancora conto della (9), conclndiamo che 
la  y'"+')(x) esiste finita per x=x,, ed anche per ogni x sufficientemente 
prossimo ad x,, e che per tali valori di x essa b anche continua. 

Procedendo a questo modo si prova che, per x = x,, esistono finite tutte 
le derivate dei primi 8% ordini della y(x). 

OSSERVAZIONE 1. - Dalla dimostrazione del presente ne0 risulta, sotto 
le ipotesi indicate nell'enunciato stesso, che, se per tutti gli x di un inter- 

val10 (a, p), con (a, < a < <: b,), B 

in tutto (a, p) la y(x) ammette finite e continue le derivate dei primi 2n ordini. 
Inoltre per ogni x di 

scguente 

OSSERVAZIONE II. - 
B verificata la segtiente: 

(a, F) l'equazione (1) pub anche scriversi nella forma 

Se per la  fun~ione  f, oltre all'ipotesi del n.O 1, cc) 

esiste un numero j, (con j = 1, 2, ..., n - 1) tale 

che ognuna delle derivate parziali fv(n-.i+s>, (s = 1, 2, ... , j) ammette finite e 
continue, in  tutti i punti (x, y, y', ..., y'"-") di A["] e per ogni y'n) finito, le 
proprie derivate parziali . dei primi s ordini rispettivamente; allora, ferme 
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restiindo le altre ipotesi dell'enunciato del presente n.O, risulta dalla dirno- 
strazione stessa che, per x = a,,  esistono finite derivate degli 'ordini n + 1, 
n + 2, ... , uz -1- j della y(x). 

. 5. La eondizione di Eulero per le  ciirve minimanti con derivata di or 
dine 91 in modirlo limitata. - Se CO"': [y = y,@), a, < x < b,] è una curva Crn 

minimante per lCr]nl in u n a  classe E["] d i  czcrve Crn], ogni suo arc0 (i cui punti  

temzinali abbiano ascisse a*, b*, con a* < b*), per il p a l e  ogni punto (x, yo(x), 
yol(x), ..., y,'n-l)(x)), a d  eccezione al pi& di puelli termindi, sia interno nt 
caînpo Arn] e d i  indifferenza rispetto a d  Arn] e a KLnl, e per i l  p a l e ,  i n  quasi 
tutto l'intervalle (a*, b*), la y,'")(x) resti, i n  aalore assoluto, itzferiore ad un 

nurnero fisso, soddisfa all '  epurcaione 

ove C,', C,', ..., Cfn-' sono n costanti. 
Osserviamo innanzi tutto che possiamo ripetere il ragionainento fntto 

al n.0 2 fino a stabilire la (7), e che in quasi-tutto (a, b) l'integrale 
x 

(11) p ( x ) d x  
a 

ammette per derivata la F(x). 
Conveniamo di acegliere per p,, p ,,..., p,, , n + 1 valori distinti di  (a, b) 

verificanti la (4) e tali inoltre che in ciascuno di questi punti l'integrale (11) 
abbia per derivata l a  funzione integranda. 

Possiamo dunque affermare che, limitatamente a quelle (n + 1)-ple 

po , pi, .., , p, , che si trovano nelle condizioni ora indicate, sussiste ancora 
la (8), e percib, con ragionamento analogo a quel10 del n . O  2, concludiarno 
che la  funzione F(x)  coincide, in quasi-tutto (a, b), con unn funzione razio- 
nale intera di grado non superiore a .n - 1, e che quindi è anche in quasi- 
tutto (a, b) 

= C,,' + C"x +- ... + C'n-lx"-', 

ove Co', C,', ..., C',,-' sono n costanti. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 
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Ne segue in tutto (a, b) 

e siccome il secondo membro ammette derivata in tutto (a, b) 17ammette 
anche i l  primo, e la (10) è cos1 provata in tiitto (a, b). 

Ripetendo ora un ragionamento fatto da1 TONELLI per n = 1 (la) e te- 
nendo conto del principio di identità per le funzioni radonali intere, con. 
cludiamo facilmente che la (10) B valida in tutto (a*, b*). 

6. Estremaloide di ordine I r .  - a) DEFINIZIONE. - Ogni cuvva C[nl 

tale che ognuna delle derivate parziali 

risulti integrabile sull'interuallo (a*, b*) e che soddisfi i n  lutto (a*, b*) al- 
17 equazione (10) si dira estremaloide del problemcc d i  ordine n O pi& sew&ce- 
mente estremdoide di  ordine .TL relatiua alla funzione f considerata. 

p) Se un7 estremaloide d i  ordine n arnmette, per ogni x d i  (a*, b*), finita 
e continua la derivata y(nl(x), essa è anche un'estremale di ordine n e soddisfa 
quindi all'quazione (1). 

y )  Se I C ) , ~  è u n  integrale quasi-regolare nortmle (") ogni estremaloide 
d i  ordine n, sulla quale la y'")(x) resti sempre, in valore assoluto, infwiore ad 
un  numero fisso, è un'estremale d i  ordine n. 

Basta ripetere il ragionamento fatto da1 TONELLI per n = 1 ("). 
6) Il ragionamento, fatto per provare quanto B affermato ne1 capo- 

verso y )  del presente =.O, prova anche che, se l'integrale $& è quasi-regolare 
normale, sa ogni estremaloide d i  ordine n, esiste sernpre, finita O no, la de- 
rivata y(n)(x) e tale derivata è s m p e  continua ('3).  

( ' O )  Vedi L. TONELLI ,  opera cit. in (e), Vol. II, n.i 96, b) e 34, a). 
(") Pei- questa defininone vedi S. CINQUINI ,  luogo ci%. in ( l ) ,  n.O 1, E). 

( l P )  Vedi II. TONELLI,  opera cit. in (z), Vol. II, nJ 96, d) e 34, d). 
(la) vedi L. TONELLI,  idem n . O  96, d). 
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7. La condizione di Eulero per una curva minimante Cr*] (ne1 cafio ge- 
nerale) sotto opportune ipotesi per la funzione f. - a) Se i n  corrispondenaa 
a d  ogni campo limitato A[L"], appartenente a d  Arn], si  possono determinare 
quattro numeri positivi 11, Ni ,  N,, N,, i n  modo che, per tutti i punti 
(x, y, y'. ... , y("-") d i  A["] I, , per ogni y(") finito, e per ogni n-pla y,, y, ,  ... , y ,,-, , 
tale che y: + y: i- ... + cp2,,-, < M" e che (x, y + y , ,  y'+ cp, , ... , y'"-" + cp ,,-,) 
sia u n  punto d i  Arn], si  abbia 

se 0 0  è u n a  curva Crn1 minimante per 18/,] i n  a n a  classe Krn] d i  curve C["] ; 

allora ogni arco Cr1 della CF], i mi punti  (x, y,,(x), y,'(x), ... , y,,'" l)(x)), 
a d  eccesione a l  pi& d i  quelli terîninali, siano-iwterni a l  camnpo Arn] e di  indif- 
ferenza rispetto a d  Alnl e a KLn1, è un'estremaloide d i  ordine n relntiva alla 
funaione f considerata (14). 

Sia 

CO"] : 3 = Y,,(x), a, x bn , 

e siano a, b, (ove a, < a < b < b,)  le ascisse dei punti terrninnli dell' arco CF'. 
S i  supponga dapprirna che ogni punto P r (x, y,(,x), yof(x). ... , y,'n-i)(x)), 

(a I x < b) sia interno al campo A["], e che inoltre esista un numero p > 0, 
minore della minima distanza dei punti P dalla frontiera di A["], e tale che, 
sostituendo a Gr1 una qunlunque curva C[nl: y = y(x), per la q u d e  sia 

e che appartenga all'intorno (p)" della Cr1, non si esca dalla classe Krn]. 
Scelto come campo A?] 17insieme di tutti i punti di A["] che distano, d i  

non più di 1, da almeno un punto (x, yo(x), yof(x), ..., Y,('~-')(X)), (a, s x < b,), 
siano M, N, ,  N , ,  N, i quattro numeri di cui si parla nell'enniiciato del teo- 
sema, corrispondenti ad A ~ I  , e si supponga che sia p < M. 

(14) Pe r  rz= 1, vedi L. TONELLI, luogo cit. in (a), n.O 1. 
Le ~onside~azioni fatte all'inizio di questa dimostrazione, fino alla (141, sono cornpleta. 

mente analoghe a quelle fatte dal TONELLI per fi= 1, e vengono qui ripetute soltanto per 
comodith del lettore. 
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Rileviamo che dalla (12) segue immediatamente 17integrabilità di ognuna 
delle derivate f,(x, zj,(x), yO1(x) ,..., y,(")(x)), fut( ...) ,..., fgcn-i>( ...) sull'interval!~ 

(a,, W. 
Indicato con E,. l'insieme di tutti gli x di  (a, b), nei quali la  derivata 

y,'")(x) esiste finita ed è 1 y,'"'jx) 1 < r, ove r é un qualunque numero intero 
positivo, siccorne, per r- CO, la misura nz(E,.) di E,. tende a b -a, se r ,  è 

un valore di r, per il quale sia 
b - a  

m@vo) > 7 , 
risulta, per tutti gli r 2 r,, 

È poi noto che la  densità di E,. 6 uguale ad 1 su quasi-tutto E,.. Inoltre, 
se poniamo 

+,.(a)=fy(n>(%, y,(x), yol(x) ,..., yo'"'(x)), - . in E7.9 

ST(4 = O, fuori di E,. , 
1' integrale 

ammette, in quasi-tutto (a, b), derivata finita ed uguale n +,(x). 
Indicato con Ë,. 17insieme di tutti i punti di E,., in  oui questo insieme 

h a  densità uguale ad 1 ed in cui l'integrale (13) ammette per derivata +,.(z), 
b-a  

risulta m(Ë,.) == r>z(E,.), e quindi, per tutti gli r > r,, sn(Ë,.) > -- 2 -  
Fissato un valore di r maggiore di r,, siano x,, X, ,..., x , ~ ,  n t  1 punti 

qualunque di Ë,., con x, < x, < .,. < x,, , e si scelga un numero 6 > O, minore 
della metà del minimo delle differense xi - z.?-, , ( j  = 1, 2, ... , n), e tale che 
per ogni 6 soddisfacente alla limitasione 0 < 6 < 6, la  misura della parte 

di Ë,. , contenuta in uno qualunque degli n + 1 intervlilli (q, , x, +- FI, (xj - 6, x,~), 
6 

( j  = 1, 2, ... , n), risulti maggiore di - ,. 2 '  
6 

Ad ogni a,', con x, < x,' < x, +;, corrispondono n massimi valori x,l, 2 - 
( j  = 1, 2, ... , n), con x.i - 6 < x i  < xj, tali che la parte Z,., , di E,., contenuta 
in (x,, x,') abbia una misura positiva, uguale a quella di ciascuna delle 

parti Z,., j ,  ( j  = 1, 2, ... , n) di Ë,, contenute rispettivamente in (xif, ccj) : 
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Cib premesso, siano A,.,j, ( j  = O, 1, 2, ... , n), n + 1 numeri qualunque, 
non tutti nulli, tali che ognuno di essi non superi, in valore assoluto, l'unità 
e soddisfacenti alle n condizioni 

e si definisca una funzione i,.(x) ne1 seguente modo 

( x )  = A ,  , nei punti di 1 ,.,, i ,  (j=O, 1, 2 ,..., n), 

( x )  = O, in tutti gli altri punti di (a,, b,), 

e una funzione Q,.(x), ponendo 

Posto 1,- = E r t o  + l,., , + ... + l,., , , 8, qpasi dappertutto fuori di l , . ,  

-- dnQq.(x) -O, e inoltre, per quanto si 6 supposto riguardo ai numeri A,-,i, 
dxn 

abbiamo in quasi-tutto (a,, 6,) 

e quindi anche 

da,. 
v=0,  1, 2 ,..., n-1; P:'=-, per v + O ,  Q:),Q 

dxv 
n-i 
2 1 9;' (x) 1 < ebo-ao . 

v=o 

Inoltre per le (15) risulta, negli intervalli (a,, xo) e (x,, , b,), 

(18) aT1(x) = O, (v=o, 1, 2 ,..., n-1). 
Considerata ora la curva 

cg1 : Y = Y,., &) = Y,(x) + tQ,.(x), a0 5 2 < 60 7 

in modo analogo a quel10 seguito da1 TONELLI per n = i, e tenendo ora 
conto della (12), si prova che, per tutti i t minori, in valore assoluto, di un 

oerto t, la 6 una curva C[nl appartsnente alla classe Kr4 e al campo AF'. 
Per ogni 1 t 1 < f dovrà quindi essere 

(19) $4 p l  
c C ~ I  - Co[nl 0. 

r, t 
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ove 0 B compreso fra O e 1, e siccorne, quasi dappertutto fuori di Z,., B 

a,.'"'(x) =O,  se t é sufficientemente piccolo, si  ha in quasi-tutto (x,, x,,), per 

le (1% (1% (17) 

dove Q, indica il massimo modulo delle derivate parziali f, , f V l ,  ... , f,(w. per 

tutti gli (x, y, y', ..., di ALI e per tutti gli yen) tali che < r  + 
Siccome il secondo membro della (20) é integrabile in tutto (a,, b,), per 

un noto teorema d7integra5ione per serie, si  conclude che esiste finito 

lim f [$1,] - 18;pq], e che quindi, tenendo oonto della (19), risnlta 
t - O  r, t 

5% 

(20') k , . f , ( s ,  y,, y,: ... , y,,(fi)) + Q&.( ...) + ... + Q,(")f,(.>( ...)] dx = O. 

50 

Posto 
Sl 

F(x) fyin@, y0(xj, Y,'(x), ... , Y:~'(x)) -lf,(.-.dü + d~ f,(n-~)d~ + ... i l 
a a a 

x x 

... + (- 1,npx ...j v d q  
a a 

integrando per parte i primi .n - 1 termini dell'espzessione che figura sotto 
il segno d'integrale nella (20'), rispettivamente .n - 1 volte, - 2 volte, ..., 
1 volta, e tenendo conto della (18) risulta 
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Siccome x, è un punto di Ë,., in modo analogo al TONELLI, si prova 
che per x,' - x, , è. 

e analogamente per x,;-xj, ( j =  1, 2 ,..., n) risulta 

( j  = 1, 2, ... , n). 

Tenendo ora conto delle (14)) e osservando che, in virtù di esse, quando 
x,'-.x,, anche ogni xi-x-,, ( j =  1, 2 ,..., n) dalla (21) risulta 

A,, ,F(X.~) = O. 
j-O 

D'altra parte, tenendo ancora conto delle (14)) dalle ultime (n - 1) delle (15) 
si deduce, in modo analogo 

A,., j ~ j r  = O, (p = 1, 2, ... , n - 1). 
j=O 

Ora, siccome x,, x ,,..., x,, sono n + 1 punti qualunque di Ë,., dalla 
prima delle (15), da queste ultime e dalla (22) segue Che, in tutti i punti 

di Ë,., ossia per quasi tutti gli x di E,., F(x)  coincide con una funzione 
razionale intera della x di grado non superiore ad n- 1, ossia 

ove Co",', C,'T', ... , GtL, sono n costanti. 
Siccome E,. è. tutto contenuto in E,.,,, e ognuno di questi insiemi, per 

1 
r > r,, ha misura maggiore di - (b - a), per il principio d'identità dei poli- 

2 
norni razionali interi concludiamo che 6 Cir) = Cj(r+i', d j  = 0, 1, 2. ..., M - 1)) 
ossia che la  (22') é verificata in quasi-tutto (a, b). 

Per  liberarsi dalla limitaaione imposta all' inizio della dimostrazione basta 
ripetere il ragionamento fatto da1 TONELLI per n = 1, tenendo ancora conto 
del principio di identità per le funaioni razionali intere, e pure in modo 
analogo al TOBELLI si conclude che in tutto (a, b) B verificata la  (10). 

p) OSSERVAZIONE. - Il teorema del presente n . O  continua a sussistere 
se, in luogo della (12), si  suppone che valgano quasi dappertutto su (a, b) 
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ove g ( x )  è una funzione integrabile in (a, b), intendendo che queste disu- 
guaglianze siano verificate per tiitte le n-ple y , ,  y , ,  ..., (p ,-,, tali che sia 
(pi + y: -+ ... + (pz ,,-, SM" e per le quali il punto (x, , y,(%) + . g o ,  y O f ( x )  + rp, , ... , 
y , ( " - u ( ~ )  + cp,, - ,) appartenga ad AW 

y) UN NOTEVOLE CASO PARTICOLARE. - La condizione (12) del teoretna 
del presente rc.O è verificata, se, in corrispondenea ad  ogmi campo limitato A E ] ,  
appartenenfe  ad  ALn], s i  possono determinare cinque costanti IL, m, m, , 11, 11, , 
con y > O, m > O, M > O, ta l i  c7te s i  abbia, in tut t i  i p u n t i  (x, y ,  y', ... , y("-')) 
d i  A[L"] e per ogni y'") finito, 

1 f (x, y,  y', .<. ) y(")) 1 m 1 y'"' Ir + "2 ,  

1 fi(x, y,  y', ... , y'n') 1 < M 1 y'n> Ip + M , ( j  -= O, 1, 2, .., , n -- 1 ; yCo) = y). 

8. Estremaloidi d i  ordine 11 con derivate di ordine - 1 a rapporto 
incrementale superiormente [inferiorment,~] limitato. - cc) S e  in ogni  campo 
l iwi tato  At1, appartenente a d  ALn], 1 fym(x, y,  y', ..., y(n)) 1 tende uni for tnemenfe  
a + 00, per y(") - + oo [per  ycn) - - ao 1, allora per ogni  estre.înaloide d i  or- 
d ine  n : y = y(x) ,  ( a  < x < b), relativa a l la  funeione f(x, y,  y', ... , y'")) e per l a  
quale  ogni  punto  (x,  y (x ) ,  y'(x), ... , y("- "(x))  appartenga ad Arn], l a  derivata d i  
ordine  n - 1 della y (x )  è a rapporto increwzentale superiormente [inferiormente] 
Zimitato. 

La dimostrazione è analoga a quella da ta  da1 TONELLI per n = 1 ii5). 
p) S e  l a  funzione f dipende soltanto dalle x e y'"), e se in ogni  campo 

limitato 8g1, appartenente a d  Arn], la  fycn)(x, y(n)) tende un i forme~nen te ,  per 
y(n)- + oo b e r  y(")- - ao] ad  un limite 1, indipendente d a  x, e per ogni  y(") 
finito maggiore [minore] d i  un Y'"', indipendente d a  x ,  è f y w ( x ,  yen)) * 1, allora 
su ogni  estremaloide d i  ordine n relativa a l la  f (x,  y'"') ed appartenente a d  At"], 
l a  derivata d i  ordine n - 1 della y(x) è a rapporto incrementale superiormente 
[inferiormente] litnitato. 

Basta ripetere la dimostrazione data da1 TONELLI per .n = 1 (IG). 

(45) Vedi L. SONELLI,  luogo oit. in ('j), n.i 3 e 4. 
('6) Vedi L. TONELLI ,  luogo cit. in (6), n.i 5 e 6. 

AnnaEi d i  Matematica, Serie I V ,  Tomo X V I .  
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9. Estrernaloide d i  ordine J I  con deriv;ltia di ortiine ma - 1 a rapport0 

incremeutale limitato. - a) Se in ogni campo limitato AF', appartenente 
ad A["], 1 f y w ( x ,  y, y', ... , y(n') 1 tende unifornaemente a l l * ~  per 1 y'n) 1- m, per 
ogni estremaloide di  ordine n : y = y(x),  (a < x < b), relativa alla funzione 
f(x, y, y', ... , y("'), e tale che ogni panto (x, y@), yf(x), ..., y'n-'l(x)) appartenga 
ad Arn], la  derivata d i  ordine n - 1 della y(x) è a rapport0 incrementule 
limitato. 

?) Si perviene alla stessa conclusione se per la  funzione f è soddisfatta 
la  condiaione del 9z.O 8, /3), intendendosi che s i  abbia 

ove i numeri 1, e 12 ,  (ciascuno dei quali pu6 essere fiv~ito O n o )  possono essere 
uguali o no. 

Cib 6 conseguenza iinmediata del n . O  8. 

10. Condizione sufficiente affinchè iin'e~ti-enialoide di ordine 9b sin iin'estre- 

male d i  ordine W .  - Se  l'integrale 1b& è quasi-regolare normale ed è veri- 
ficata O l a  condisione del n . O  9, a),  oppure quella del na0 9, P), per ogni estre- 
maloide d i  ordine n : y = y(x), (a < x < b),  relativa alla funzione f ( x ,  y, 
y', ... , y'")) e taZe che oglzi pzcnto (x, y(x), yf(x) ,  ... , y("-')(x)) appartenga ad AIn], 
la  derivata d i  ordine n della y (x)  è sempre finita e continua e quindi l'estre. 
maloide d i  ordine n è un'estremale d i  ordine n. 

Cib  segue immediatamente da1 n.0 6, 6). 

11. Variazione prima ("). - a) Considerata una c u v a  CLNI: [y=y(x), 

a < x < b] e indicate con %y, EY', ... , &fn) le variazioni smorzate delle y(%), 
y'(%), ... , y'")(x) sul17intervallo (a, b), e supposto che esistano finiti gli integrali 

dicesi variazioneprirna s ~ ~ o r a a t a  dell' inteGale sulla curva O["] 1' tispressione 
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intendendo di considerare soltanto quelle variazioni %y, per le quali il pro? 

dotto f (x, y(x), yl(x), ,.. , y(")(x)) $y(n) risulta integrabile sull' intervallo (a, 6).  
p) Se sulla curva C[nl: [y = y(x), a < x s b] esiste l a  variazione p i w m  

61$/,] ed è 

(23) 
j j p 1  

CLSI = 0, 

tale curva è un'estresîmloide di ordine n, e se i n  tutti i punt i  d i  (a, b) esiste 
sempre finita e continua la  derivata d i  ordine n delln y(x), tale curva è 
un'estrenzale d i  ordine n. 

y) Viceversa, se la  curva C["]: [y = y(x), a < x < b] è un' estremaloide 
di  ordine n, su tale curva vale la (23). 

Basta ripetere, con qiialche piccola estensione, le dimostrazioni date da1 
TONELLI per n = 1. 

5 3. Estremo « in picaolo ». 

12. Esi~tenza dell'estremo « in piccolo ». - a) DEFINIZIONI. - Premet- 
tiamo le due seguenti definizioni: 

10) Dicesi strato S(Aln1), [S(A:')] il minimo strato del10 spado ad . n t 1  
dimensioni (x,  9, y', ... , y'"-"), limitato da due iperpiani paralleli a117 iper- 

piano .(y, y',... , y('+"), e che contiene il campo AIn], [O la sua parte  in']. 
2O) Un punto P, E (wO, yo ,  gor, ... , yo(n-i)) dicesi interno a l  campo A["] 

[ O  alla sua parte A:]] relativamente al10 strata S(Arn1), [S(A:])], se 6 possibile 
determinare fin numero pz ) O in modo che tntti i punti, cornuni all'ipersfera 
(x - x , ) ~  + (y - yo)l + (yt - yot)e + ... -+ (y("-0 - yo(n-i))Z < pz, e al10 strato 
S(A[nl), [S[A~])], appartengano pure ad A["], [ad A:]]. 

p) TEORENA 1 (CAMPO LIBIITATO). - Se: a) l'integrale ICI],, è quasi- 

regolare positivo normale ; 

b) i n  ciascun punto del campo AZ;"I è, per 1 yen) 1 - cc, 

c) si possono determinare quattro nulmeri positivi BI, N i ,  N,, N,, i n  
modo che sia, i n  tutti i punti  (x, y, y', ..., y("-") di AL"], per ogni y'") finit0 e 
per ogni n-pla y,, cp ,,..., cp ,,-, , tale che y: t y: + ... -t- cp2 ,,-, <Bi, e che 

(x, Y + Y o ,  Y' + ( P i > - . ,  Y'"-" + y,-,) sia u n  punto di A["], 
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d) A[,"] è un insietne chiuso tutto cornposto d i  punti interni ad Akl  rela- 

tivamente al10 strato s ( A ~ ' )  ; 
allora, preso cowzutzque un nuwtero p, > O, se ne pub determinare un 

altro O ,  positivo e < p,, in modo che se Po = (x, ,  y, ,  y,', ..., yotn-'1) e 
Pi = ( x i ,  y < ,  y,', ..., yi(n-i)) sono due punti  quaksnque, rispettivammte di  A!' 

e d i  A t 1 ,  con. x, + x , ,  tali  che sia 

(25) (s, - x,)' + ( y ,  - yijP + (go1 - y,')' + ... + - y,("-")" Ii, 

e che fra le curve cg1 : [ y  = y(x), x ,  < x < xi], per le qunli è 

ne esista alnteno u n a  U n ] :  y - yY(x) per la quale, in qucrsi tu f to  (x, ,  xi) ,  sia 

c0.n M* nunzero fisso, fra ,tutte le curve CE', che soddisfano alle condisioni (26), 
ne esiste almeno u n a  nziiziwzante per l'integrale 

XI 

p l  
ci-1 =/f lx,  ~ ( 4 ,  ~ ~ ( 4 .  S.. 1 2l"')(x))dx 

xo 

e inoltre tutte queste curve min i~ tmnt i  sono delle esfrewaali d i  ordine n, per le 
quali, in tut fo (x, , x,), è sewtpre 

(28) (x - +'(g(x) - 9,)" ( y f ( x )  - + ... + (y('-(x) - j pp. 

Infatti, siccome alla condiaione (24) pub sostituirsi la  seguente 

per un teorema di esistenza, dato in altro mio lavoro fra le curve CF' che, 
nei punti terminali, soddisfano alle condizioni (26), ne esiste almeno una 

minimante per 1' integrale IE{,, . 
Inoltre, siccome dalla (24) e dall'ipotesi che I${,~ sia quasi-regolare po- 

sitivo normale, segue che, per 1 y'") 1 - oo, B 1 fvcn, 1 -. m, uniformemente in 
tutto ALI, per i risultati dei n.' 7 e 10 del presente lavoro, queste curve 
minimanti sono tutte estremali di ordine n. 
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Rimane da provare la (28). Sia y = y(x), (z, < x <xi) una qualunque 
di queste estremali di ordine n e supponiamo, se è possibile, che esista 
un x,, con x, < x* < x, , tale che si abbia 

(30) (x, - x , ) ~  i- (yjx,) -y,)% (yl(x,) - + ... + (Y'~-"(x*) - y,("-")" ,O:. 

Indichiamo con (a,, a,), (a, < a,) il massimo intervallo di (x,, x,) che 
contiene x,, ed 6 tale che in tutti i suoi punti, eccettuati quelli terminali, sia 

L' esistenaa de117 intervallo (a,, a,) è assicurata, in virtù della (30), dalla 
(25); e si tenga presente, che entra~ribi i punti (a,, g(a,), yl(ai), ..., t ~ ( ~ - ~ ) ( a , ) ) ,  

(i = 0, 1) sono non esterni all'ipersfera (Po ,  6,). 
Inoltre, se 8, è sufficientemente ~iccolo, il massimo modulo della diffe. 

renaa ~ ( 7 2 - 1 ) ( ~ )  - ( a in (a,, a,) B necessariamente > 0 P (i9). 
2 

(l" Infatti, i n  cas0 contrario, posto per ogni x d i  (a0, ai), 

A(x) = (X - xO)? +(y(@) (yf(x) - yi)2 + ... + (yCn-*)(x) - Y ~ ( " ' - ~ ) ) ~ ,  
abbiamo 

A(x) 5 (x - xo)e + 2[(g(a,) - y,)' + (y1(a0) - y,')" +.. + (~(~- ' ) (a , )  - y,'"-" l +  
+ 2[(y(x) - y(a,))Z + (y'(%) - y1(ao))g + ... + (y("-"(2) - ~(@-2)(a,))~] + 2[y'++i)(x) - y(fl-fl(a,)]e 

Ma per 10 sviluppo accorciato di TAYLOR, abbiamo per ogni x d i  (a,, a,) e per 
T = O ,  1, 2 ,..., n - 2 ,  

( x - a  )" gLr)(x) - g(r)(aO) z (x - ao)y(++i)(ao) + 2 ~ ( ~ + ' ) ( a , )  + ... 
2! 

ove Gr B compreso fra a, e a,, e quindi anche, supposto Bo 5 1, 

se Bo è sufficientemento piccolo; e cib B contrario alla (30). 
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Ora, fissato un H > O ad arbitrio, per la (29) si  pub determinare un 
H,>O, in modo che, per 1 y(")I > H o ,  risulti, in tutti i punti (x, y, y', ..., y("-") 

di At1, 

f (x, y, y', ... , y(''.)) > H j ytn) 1 , 
e quindi, indicato con H, un numero non positivo e non stiperiore al mi- 

nimo della funaione f per ogni (x, y, $', ..., y('L-") di AgJ e per ogni y'n), 
abbiaino 

e s i c c o ~ e  l'integrale, che figura al seeondo membro d i  quest'ultima, non B . 
inferiore all'oscillazione della g("-')(x) nell'intervallo ( a , ,  a , )  ed B quindi 

P a f o r t i o r i  » 22, risulta 
2 

se 6,  b sufficientemente piccolo. 
Ma siccome, per ipotesi, esiste almeno una cmva I'[nl, che gode della 

proprieth indicata nell'enunoiato, indicato con H, il massimo niocltilo della 

funzione f per ogni (2, y, y', ... , y(n-i)) di AE] t: per ogni 1 yod' 1 < M*,  e 
scelto 6, in modo che sia anche 

contrariamente all'ipotesi che la  curva y=y(x)  sia minimante per l'in- 

tegrale 1 $ 1 [ , ~  . 
Dunque non pub esistere un x, di (x,, x,) che verifichi la  (30)) e con 

cib la (28) B dimostrata. 
y) TEOREYA II (CAMPO ILLTMITATO). - Se sono soddisfatte le condi- 

zioni del teorema del n . O  I O  della nzia Jfe~noria citata in ('), nell'enunciatn 
del teorema, dato ne1 P) de2 presente %.O, pub sostituirsi al campo ALI il 
campo Arn] e, ad A!', un insieme, litnitato e chiuso, di punti interni ad A["] 
relativamente al10 struto S(A["]), intendendosi che la condixione c) di tale 
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- 

enunciato sia verificata per ogni ca912po limitato ~ [ L n l ,  tutto costituito d i  punti  
d i  AW 

Basta modificare lievemente l a  dimostrazione data in P). 
6) OSSERVAZIONE 1. - Nell'enunciato del teorema dato in P) [e cosi 

pure in y)], all'ipotesi che per la  funzione y,(x), che definisce la  curva 
sia verificata la (27), pub sostituirsi quella che l a  funaione y,(x) soddisfi alla 
disuguaglianza 

j i x ,  Y ~ W ,  YJXL --• , Y ; ~ ~ ) ( X W  @ ( , xi - Xo 11, 
% 

ove @(u) é una funzione definita per u > 0, continua e non negativa ne117 in- 
tervallo (O, p,), e tale che, per u-O, sia @(u)-+O. 

E) OSSERVA~IONE II. - È da rilevare che, nelie dimostrazioni dei teo- 
remi del presente n . O ,  ci si giova del17esistenza della curva FI*], soltanto per, 
provare la  (28). 

È da soggiungere che se non esiste almeno unn curva l'ln], che goda 
della proprietà indicata in P), O di quella indicata in 6), la (28) pub non 
essere verificata, corne risulta da1 seguente esempio : 

Sia rz= 2; 

P o (  O 1 P , ( a ,  O, l), con O < a < i ;  

e sia 

fk,  Y, Y', Y") = P, 

e si indichi con ALI] il cubo del10 spazio (x, L/, gl), di vertici opposti 
(2 2, - 2, - 2), (2, 2, 2), avente gli spigoli paralleli agli assi coordinati. 

Sono soddisfatte tutte le altre condiaioni del teorema dato in P), ma non 
esiste alcuna curva I'b] che goda. O della proprietà indicata in p), O di quella 
indicata in 6). 

Ebbene, per quanto sia piccolo i l  numero a >  O, non esiste alcuna 
estremale di ordine 2 

y = y(4,  O <x < 1 

soddisfacente alla (28), e per la quale sia 

(31) y(0) =-- O, yJ(0) = 1 ; y(a) = 0, 
3 

se 6 p. < s .  Infatti se ci fosse, essa dovrebbe 

ferenziale 
2y" = Co + C,x, 

yl(a) ,= 1, 

soddisfare all' equazione dif- 
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dalla quale si ricava, integrando due volte e tenendo conto delle (31) 

l 
Qualunque sia a > O, é y' mentre si ha ~ ' ( 0 )  = yf(a) - 1. 

13. Esistenza dell'estremale di ordine n per due punti in ciascuno dei 
quali sono fissati i valori della funüione e delle derivate dei' primi n - 1 
ordini. - a) Le proposizioni del n . O  12 forniscono dei teoremi di esistenza 
per le estremali di  ordine n, e si ha precisamente: Se sono verificate le 
ipotesi di uno qualunpue dei 12, P ) ;  y ) ;  E ) ,  esiste sempre almeno un'estre- 
male di ordine n, che nei punt i  terrninali soddisfa alle condiaioni (26), e i n  
tutti i punti  della p a l e  è sempre verificata la (28). 

p) OSSER~AZIONE. - È importante mettere in rilievo che, se non é 
verificata la (24) pub non esserci alcuna estremale di ordine n, (n 2 2), sod- 
disfacente, nei punti terrninali, alle condiaioni (26), come risulta dai seguenti 
esempi. 

y) ESEMPIO 1. -- Sia uz = 2;  sia AZ' la sfera del10 spazio (x), y, y') di 
centro ne117 origine e raggio R, con R grande a piacere, ma fissato, e sia 

P , ( O ,  0, O), P , = ( a ,  -a2, -3a), con O < a < 1 ;  

f (a, y, y', y") = eV". 

Sono soddisfatte tutte le  altre condizioni del n.O 12, p), eccettuata la  (241, 
e fra le curve Cg1: y = y(x), (O < x <a) per le quali è 

x3 
assumiamo corne curva I'['] l a  y = - - (O < x < a)), per la  qunle 8, in 

a '  
tutto (0, a), 

I y"(4 I r 6- 

Ci proponiamo di mostrnre che, comunque si  prenda piccolo il numero ô,, 
che figura nell'enunciato del n.O 12, /3) (e a ta1 uopo bxsta prendere su£fi- 
cientemente piccolo i l  nurnero a > 0 ora considerato), non esiste mai alcuna 
estremale di ordine 2: 

Y=Y(x), ( O K X K ~ )  

la  quale verifichi le condizioni terminali (32), e per la quale possa anche non 
aver luogo la  (28). 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



dei probltmi .uariaziomali di ordine il 89 

Dall'equaeione delle estretnali di ordine 2 

si ricava 

(33) eV" - C,x t C, 

(34) y" = lg (C,x + C,), 
1 

y' = - (C,x t C,) lg (C,x + C,) - x + c:, , 
Ci 

ove C,, C,, C,, C, sono 4 costanti arbitrarie. F e r  le (32) deve essere 

(C,a i- CJY 
lg (C,a -1- C,) - (C,a + CJe a' 

Y@) = g , y  
-- 

1 4 c ;  
+ C3a i- C4 = - a, 

C,a i- C, 
zl'ia) = c, 

lg (C,a + C,) -a  + Cs = - 3a. 

Osserviamo subito che deve essere C, > O .  Infatti, per la  (33, [ion pub 
essere C, < O, e se fosse C, = O, dalle prime due risulterebbe C, = C, =O, 
e le ultime due sarebbero incompatibili. 

Cib premesso, sostituiamo nelle ultime due a C, e a C, i valori ricavati 
dalle prime due e poniamo 

ove deve essere necessariamente z)  - 1. Infatti, per la  (33), non pub essere 
C,a 1- C, < O, e d' altra parte nemmeno C,a -t- C, =O, perchè il nostro sistema 
sarebbe incoinpatibile. Dobbiamo quindi avere C,a i- C, ; O e percib z > - 1. 

Eliii~inando (.", fra le ultime due dopo avere fatto le sostituzioni indicate, 

Posto 

A n n a l i  d i  M a l e m a t a c a ,  Yerie 1V. Tomo XVI.  
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è evidentemente F(0) =O, ma questa soluzione non ci fornisce alcuna estre- 
male di ordine .n, soddisfacente alle condizioni fissate nei punti terminali, 
come si  verifica facilmente, tenendo conto che, per z=0, A C, = 0, e quindi 
dalla (34) si deduce 

D' altra parte essendo 

Ft(z) > 0, per z > O; F(n) < 0, per - 1 < z < 0, 

17equaz;ione F(z) = O, non ha, per e > - i, altre radici, fuorchè e = 0, e 
quindi, comunque si prenda piccolo il numero a > 0, non pub esserci alcuna 
estremale di ordine 2, relativa alla funzione e"" e soddisfacente nei punti 
terminali alle (32). 

6) ESEMPIO II. - a) Sia n = 2, sia ~ l f ]  il campo del10 spazio (x, y, y') 
indicato in y) e sia 

P , = ( a ,  a2, O), P i=( -a ,  -aP, O), O < a g l ;  

f (x,  Y, y', i') - V ' l  + yU2. 

Sono soddisfatte tutte le altre condizioni del n.O 12, P), eccettuata la  (241, 

e fra le curve CE': y = y(aj, (- a <'x: < a), per le quali è 

(35) y(.) = az, yl(a) = O ; y(- a)  = - a', g'(- a)  =. 0, 

possiamo assumere come curva la 

per la  quale, in  tutto ( -a ,  a), è 1 y"(%) 1 < 3. 
Ci proponiamo di lnostrare che, comunque si prenda piccolo il numero 6,, 

che figura nell'enunciato del n.O 12: P), (e a ta1 uopo basta prendere suffi- 
cientemente piccolo il numero a >  0, ora considerato), non esiste mai alouna 
estremale di ordine 2: 

Y = Y@), (-a ZZl x Z S l  a), 

la quale verifichi le condizioni terminali (35), e per la quale possa anche 
non aver luogo la  (28). 

Dall'equazione delle estremali di ordine 2 
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si ricava 

1 
y = - -  

2 c :  [arc sen (C,x i- C,) + (C ,x  + C,) V 1-- (C ,x  + c2)'] + + c ~ ,  

ove Cl ,  C, ,  C,  , C, sono 4 costanti arbitrarie. Osserviamo subito che non pub 
essere Cl = O, perche in  questo caso si avrebbe dalla (36) 

e fra queste parabole non ve n'B alcuna soddisfacente alle condizioni fissate 
nei punti terminali. 

Inoltre, dovendo essere C i  + 0, non pub esistere alcun Z, con - a < Z F,< a ,  
per il quale sia 1 Cl% + C, / = 1,  perche in tal caso, O per ogni x < 2, O per 
ogni x > 2, sarebbe necessariamente 1 C i x  + C, ( > 1, e cib B impossibile. 

Da questa osservazione segue immediatamente che nell'intervallo (-a,  a) 
il radicale, che figura nelle espressioni della y e della y', non pub cambiare 
di segno, e che la  funzione arc sen pub variare soltanto in un intervallo 

7C 
(hr - s,  hn +-), con h numero intero. 2 

Cib premesso, per le condiaioni fissate nei punti terminali, deve essere: 

y(a) = - - [arc sen (Gia + C,) + (Gia + C2)  \I 1 - (Ci@ + CJ'] + 
2C? 

1 
y(- a) = - - [arc sen (- Cia + C,) + (- C4a  -!- C,) V 1 - (- C,a + C,)'] - 

2ce 

Dalle ultime due equazioni si deduce CiC,  =O,  e siccome non pub 
1 

essere C, = O, B necessariamente C2 = O, e quindi C ,  = - l'l - C:a2. 
C ,  

Sostituendo questi due valori nelle prime due equazioni del sistema, ed 
eliminando fra esse C,, si ottiene 

-- 
arc sen (Gia) - arc sen(- C,a) - 2C,a V 1 - Cja* -t 4Cia' = O. 
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Posto C,a = z, consideriamo la funzione 

e 1' equazione 

(37) 

Per quanto abbiamo sopra osservato B 

(38) [arc sen z - arc sen (- z ) ] ~ - ~  = 0, 

e quindi s = O B una soluzione della (37)) alla quale corrisponde Ci = O ,  
valore, Che, per quanto si 13 sopra osservato, deve essere scartato. 

Osserviamo ora che, quando si tenga presente la  (38), e = O B l' unica 
soluzione della (37). Infatti abbiamo 

e supposto, per fissare le idee, che il radicale dehba essere preso con segno 
positivo, risulta 

2 
Pf(s) < 0, per - - 

v 5  
< . e < O ;  Ft(z)>O, per O < a < l ,  

e quindi, in . ( - - A, 1) , la (37) non pub avere altre radici, oltre a s = 0. 

D'altra parte, avendosi, in virth della (38)) 

P(- 1) = arc sen (- 1) - 
ed essendo 

Fr(#) > 0, per 

nemmeno in questo intervallo la (37) 
Ad analogo risultato si perviene 

pub avere alcuna radice. 
anche ne1 caso in cui il radicale venga 

preso con segno negativo, e si  conclude quindi che non esiste alcuna estre- 

male di ordine 2, relativa alla funeione V 1 +y"" e soddisfacente, nei punti 
terminali, alle condi~ioni fissate. 

b)  Da1 risultato a cui siamo ora pervenuti, possiamo dedurre facil- 

mente, che, se il numero a, (>O), B sufficientemente piccolo, fra le  curve CE', 
soddisfacenti, nei punti terminali, alle condieioni (351, non ve n 'è  alcuna mi- 
nimante per l' integrale 

LI 
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Infatti, se vi fosse almeno una curva avente tale proprietà, essendo 

t 1 -1 y- > 1 y" 1 , 
fissato comunqoe un p ,  ) 0, con considerazioni analoghe a quelle della di- 
moetrazione del n.O 12, P), potremmo determinare u n  6, > O, in modo che per 

ogni curva cf1, y = y,(x),  (- a < x < a ;  O / a < 8,), minimante per lFr l  si 

abbia, per ogni x di (- a, a) ,  

Allora assunta, corne camp; AE], una sfera di centro nell'origine e 

raggio R > po  + 6, V 1 + 61, ciascun punto (x, g,(x) ,  y,'(r)) di ogni curva mi- 

nimante sarebbe interno ad A$' e di indifferenza rispetto ad AL] e alla classe 
di curve considerata, e quindi, per i risultati dei n.' 7 e 10, ogni curva 
minimante dovrebbe essere una estremale di ordine 2, relativa alla fun- 

zione 1 4- y"'. 
Per quanto si é visto in a) il nostro asserto é  COS^ provato. 

14. Esistenza dell'entJi.cniale di ordine 18. uscente da un punto, iri cui sono 
flssati i valoi'i della funzione e delle derivatc dei prinii 2.12 - 1 ordini. - 
Supponin.i~zo, nez presente N.O, che l a  funzione f(x, y,  y', ... , y'")) s i a  finifa e 
cont inun,  i n s i m e  con le sue .  dericate parz ial i  f, ,  f,,, ..., f p ) ,  in ogni p u n f o  
(x, y,  y', ..., y'"-") d i  un campo AIL"], e per  tu t t i  g l i  y'"' d i  un intervallo 
(Y,(n), Y*'"'), che per questi val&i ognuna  delle derivate fy(r+-i) ,  (r = 1, 2, ... , n - 1 )  
ammet ta ,  finite e continue, le proprie derivate parz ial i  dei  p r i m i  r ordini  
rispettivamente, e inoltre che l a  derivata fyw(x, y, y', ... , y(")), considerata corne 
funaione della sola y'"), s ia  sempre crescente in un intervallo (y'"), Y,'"'), ap- 
partenente a d  (Y ,'"), Y,'")). Sotto queste i ~ o t e s i ,  considerato un pun to  (x, , y , ,  

(rn- 4 )  y,', ... , yo'"-')) in terno ad  AP], fissati n valori  y,'"), y,("+'), ... , y, , con 
y l ( " )  < yo'") < Y2'"', e supposto che sia 

(39) f y (n )y 'n ) ( xo  , Y0 , Y,', , Y,"") > 0, 

è possibile determinare un 6 '> 0, in modo che esista almeno un'estre+ncrle d i  
ordine  n 

Y = 3 0 ( 4  (xo 5z x < XO + 81, 
definita irz tutto Z'intervallo ( x , ,  xo + 6), e soddisfacente alle condizioni 

- 
(20) Per n= 1, vedi L. TONELLI, luogo cit. in (7), n.' 10. 
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94 S. CINQUINI : Sopra le equazioni di Eulero 

Senza ledere affatto la generalità del nostro teorema, possiamo sup- 
porre, per semplicità, che sia ac, = 0. 

Pissato allora un numero 1 > 0, in modo che tutti i punti (x? y, y', ... , y(w-') 1 7 

soddisfacenti alle disuguaglianze 

nppartengano a l  campo ALI e in  modo che tutti gli y'n', tnli che 1 y'n' - 1 < 1, 
- 

appartengano ad (y,'n), Y2cn)), e, indicato con M il  maggiore dei massimi 
moduli delle derivate f,c+.,(x, y, y', ... , y(n)), (r = O, 1, 2, ... , n ; y") = y) per 
tutti gli x, y, y', ..., y'"-", yen' ora indicati, poniamo, per r = 2, 3 ,..., n, 

intendendo con cib che l'espressione ottenuta dopo aver eseguito le deriva- 
- aioni indicate deve essere calcolata per z = 0, y = y,, y' = y,', ... , y'n-'-+') - 

= y 0 ( 9 t - -  '-+II ("), e indichiamo con K il maggiore dei moduli dei numeri 

k ,  , k2 ,..., k,,-l. 
Posto 

(40) a =f,cn,(x, y, yt ,..., y'n') 

zo fV(n)(0, y. 1 2/ot7 , 
si determini un 1, > O, non superiore all'unità, in modo che la (40) defi- 
nisca yin) come hnzione, ad un valore, di (x, y, y', ..., y'"-", z) 

(40') y'n' = cp(x, y, y', ... , y'n-c), 2)  

in tutto il campo B definito da 

O < x < 1, ; y ,  - 1 y < ,  4- 1 ) ( j  = 0, 1. 2, ... , 12 -1; y'O' = y); 

z o - l i < z < z o +  l,, 
in modo che sia 

= $4 2 1 0 ,  go', ... , ~ o ' ~ - " ,  5 0 ) .  

Supposto 1, c; 1, e supposto inoltre che, in tutto il campo B, risulti sempre 

(2') Quindi in particolare 
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si ponga 

6=1, :{1 + Z +  (n- l ) K + n M + Z  1 y,[*(\. 
j=l 

1 
Preso un numero intero positivo r > - si definisca una funzione y,.(%) 

6 
ne1 seguente modo 

1 
per O < x < -  

r '  

1 
per - < x: < 6, r 

ove 

y,. { x 1 = y($, y,.b), y,.'(x:), m.* , Y,-(~-~)(x) ,  5 0  + %(x)), 
con 

k - .  k,, -, 
u,.(x) k,x + - x2 + ... +- --------- 21 Y,.(x), Y,.'(%), ... , Y,-'~'(x))& 

(n- i ) !  
O 

Si  prova ora facilmente, tenendo conto del valore di 6, che le  (42) de- 
finiscono effettivamente, su tutto (0, 6): y,.(~), come funzione continua insieme 
con le proprie derivate dei primi .n ordini, e che in tutto (0, 6) 6 

1 
Indicato con R il  minimo intero positivo per il quale A - < 6, ognuna 

R 
delle n + 1 successioni 

y,.(j'(x), ( r = R , R + l ,  ... ); j = O , i , 2  ,..., n,(yC0)=y), 

A quindi costituita di funzioni ugualmente limitate in (O, fi), e percib ognuna 
delle prime n successioni A costituita di  funzioni ugualmente continue. I n  
modo analogo, a l  cas0 n =  i, si conclude poi facilmente che anche la suc- 
cessione delle ~ , . ( ?~) (x )  B costituita di funzioni ugualmente continue. 
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Pertanto nella successione delle Y, . '~ ' (x)  possiaino scegliere una succes- 

sione parziale $'(z), uniformemente convergente verso unn funzione con- 

tinua zl:)(x), in modo cho si abbia anche 

5 x,, 3% 

O iJ 0 

con 
d j 

&x) = - y&), d d  
( j=l ,  2, ..., n ) ;  

e sarà 

Siccoine y,. ( x 1 soddisîa alla (41), abbiarno 

e d'altra parte essendo, per s -  a, 

in-1) - ) x ~ / ; ~ , , - ~  ...ii ( x i ,  yrm(xi), ... ) gw (x i ) ,  zo i- u&J)dxi ) 

O O 0 

con 
x 

Y O" y,(x) = go -1- yofx + - x" ... -1- 
2 !  (n- 1) 1 

O 
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Risulta quindi 
(4 900 (4 = CiCo I x 1 ,  

e per le (40) e (40') si ha 

4 h- ,  (45) zoi-k,xi- ,xe- +...+-- 
2 !  yoa(x), ~ o c ~ ( ~ ) ,  

y?)(x))dx - (n- l)! 
O 

= f y ( ( ~ ) ( z ,  ZIOO(X)~ ~ 0 0 ' ( ~ ) 7  7 Y?)(X)), 

da oui derivando n volte s i  conclude che y = g,(x), (O < x < 6) è un'estre- 
male di ordine n, per la quale sono intanto verificate le (44). 

Ma per le ipotesi fatte all'inizio del presente n.O sulla funzione f, essendo 

in virth dell'0sservxzione II del n.0 4 esistono finite, per z = 0, anche le 

derivate y;+')(z), ygG'(x), ... , y?-')(x). 
Derivando ambo i nienibri della (43) rispetto ad x, calcolandoli per x = 0, 

e tenendo conto delle (44) otteniamo 

JCi + fy(n-i)(o7 y,, y,', S.. , = fV(fi,,(O, Y O  , y,', ... , + fVtn),(...)yof + 
+ fy(w)y~(..-)2/0" + ... i- fy(n)yin-i)(...)yO(n' + fwtfi)ytn)(...)LIDY+l)(~), 

e quindi, tenendo presente il valore di k , ,  in virtù della (39')) risulta neces- 
sariamente 

W) y:+i)(o) = ?J(on+? 
Facendo ora lit derivata seconda di ambo i membri della (46)) calcolandoli 

poi per x =O, e tenendo conto delle (44) e (46) e del valore di k , ,  risulta, 
in virtù della (397, 

(n+'>) yoo (O) = 

e procedendo a questo modo arriviamo a dimostrare che è anche 

(Zn-1) y, (O) = y?-? 

OSSERVAZIONE. - A differenaa da quanto avviene per n = 1, se non 13 

verificata la (39)) il teorema del presente n.O, per n 2 2, pub non esser vero, 
corne mostra i l  seguente esempio: 

Si;i n = 2, fi%, Y, Y', Y") 3 Yfr4 ; 
xo = O, y," = o. 

dnnali d i  Motematica, Serie IT. 'Porno XVI. 
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Qualunque siano y,, e y,', se é y,"'* 0, non esiste alcuna estremale 
di ordine 2, relativa alla funzione f considerata, soddisfacente alla condizione 
y"(0) =O,  e per la  quale la yU'(O) sia finita, (e + 0). 

1 5  Altri risultati che si dedueono da1 teoreiiis del n.O 14. - I n  modo 
perfettamente analogo al TONELLI (ee), tenendo conto del teorema del n.O 14 
e di quanto si stabilisce ne1 presente n.O, si perviene, sotto ipotesi che, per 
brevità, non stiamo qui a precisare, ai  seguenti risultati : 

a) Teorema di oscillazione delle derivate degli ordini n, n + 1, ... , 2n - 1 
sopra un'estremale di ordine n, per la quale esiste almeno un punto, in cui 
le derivate dei primi 2n-  1 ordini sono, in modulo, inferiori ad un nu- 
mero fisso. 

p) Unicità dell'estremale di ordine n uscente da un punto, in cui sono 
fissati i valori della funzione e delle derivate dei prirni 2n - 1 ordini. 

y)  Continuità delle estremali rispetto agli elementi iniziali dei primi 
2n - 1 ordini. 

6) Esistenza delljestremale di ordine n, che unisce due punti vicini, 
in uno dei quali sono fissati, oltre al valore della funaione, anche quelli 
delle derivate dei primi 2% - 2 ordini, sotto l'ipotesi che esista almeno una 
curva, la quale unisce i due punti dati, soddisfacendo in quel10 gih fissato 
alle stesse condizioni, a cui deve soddisfare l'estremale di ordine n, e per la 
quale la  derivata di ordine 2n - 1 della funzione, da cui 6 definita tale curva, 
sia sempre in valore assoluto inferiore a un numero fisso. 

3 4. Estremanti ed estremali di ordine 11 

in campi cornunque grandi. 

16. Proprietà delle curve minimanti. - a )  Supposto clze I&] sia un 

integrale quasi-regolare positivo nonnale, che sia uerificata la condizio~w (12) 
del n.O 7 e la (24) del n.O 12, se CE]: [y = y,(x), a < x < b] è un arco d i  una  
curva c[al minimante per 16)nl in una classe Krn] d i  curve C["], e se i suoi punti, 
eccettuati al più quelW temzinnZi, sono interni al can~po Arn] e di indifferenza 
rispetto ad A["] e a KIU], in ûgni punto d i  (a,, b) esiste finita e continua la 
derivata yOcn)(x), ed 13 soddisfatta l'equasione (1). 

p) Se poi in tutto i l  campo AIn], e per ogni valore finit0 di y("), ciascuna 
delle derivate parziali f , ~ , ,  ( r  = 1, 2, ... , n) asnmette, finite e continue, le proprie 

( 1 2 )  Vedi h. TONELLI, luogo cit. i n  (7))  n.i 3, 11, 12, 1.7. 
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derioate parsiali dei privni r ordini rispettiwamente, e se 1Cinl 6 un integrale 

regolare, in tutto (a, b) esistono, finite e continue, anche le derivate yt+i)(x), 
y ( o " + 2 ) ( ~ ) ,  ... , Y g " ) ( ~ ) ,  ed è soddisfatta 1' equaziotze (1'). 

Lajprima parte del teorema B una conseguensa immediah dei risultati 
dei n.i 7 e 10, e la  seconda di quel10 del n . O  4. 

17. Esistenza dell'estremitle di ordine, n. - Se ' 

a) i l  campo Arn] coincide con tutto 10 spasio (x ,  y, y', ... , y("- O) O con 
una sua parte definita da a, < x 5 b,, ove a, e b, sono due numeri, finiti O 

no, tali che sia a, < b,; 

b) sono soddisfatte le condisioni del teorema Ael n.O 10 della mia Me- 
nhoria citata i n  ('); 

c) sono soddisfatte le condiaioni dei teoretni dei n.' 7 e 10 del presente 
lavoro ; 

allora presi due punti qualunque Pj -= (x j  , yj , yj', ... , yj("-l)), ( j  = 0, 1)) 
appurtenenti al campo A["], con x ,  + x ,  , esiste sewpre allneno un' estrende 
di ordke n:  y = y(x), ( x ,  < x j x,) soddisfacente alle condisioni 

Cib B conseguen~a immediata dei teoremi indicati. 

18. Unicita dell'estremale d i  ordine n. - Supponiamo in  tutto i l  pre- 
sente n.O che la funsione f ammetta, finite e continue, in tutti i punti 
di Arn] e per ogni valore finito di y(n), tutte le proprie derivate parziali dei 
primi due ordini rispetto alle variabili y, y', ... , y(n). 

a) Allora, se è soddisfatta la condisione a) del n . O  17, e se in tutti i 
punti (x ,  y, y', ... , y("-')) di AIn] e per ogni y'"' é 

e se, per tutte le (n + 2)-ple x, y, y', y", ... , y'"), ora indicate, la forma qua- 
dratica F, avenie per discriminante 

è senzidefinita positiva, presi cornunpue due pu,nti Pj r (x j  , yj , yjl, ... , yj"'-';), 
( j  = 0,  1) d i  Arn], esiste a l  più una sola estremale di ordine n, che soddisfa 
alle condiaiowi (47). 
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Basta estendere la dimostrazione data da1 TONELIJ per n - 1 ('y, te. 
nendo conto del n .O  11 del presente lavoro. 

p) Dalla dimostrazione della proposi~ione data in a) si deduce anche 

che l 'estremale E!] d i  ordine  n, se esiste, è una c u i v a  ?ninimante per l ' i n t ~ .  

grale 18in1 nel la  classe Krn] d i  tutte.  le curve C["], che soddis fano alle condi- 
zioni (47). 

y )  Inoltre, se l a  forma quadrat ica  F è definita positiva, l 'estremale 

EI,"' è l ' u n i c a  curvo  m i n i m a n t e  per 18/.] in KL.1. 

6) Anche q u a n d o  si suppongcc soltanto che l a  forma quadratica F s ia  
semidefinita positiva, 17eatrenzale EI,"' d i  ordine n è pulec Z' u n i c a  curva mini- 
m a n t e  per I ~ ~ , , ~ ,  se sono soddisfatte le ipotesi dei  n.' 7 e 10 del presente lavoro. 

E) S e  poi  l a  funaione f è indipendente dalle y ,  y', ... , y'"-", e se 1' inte- 

grale I ~ I ] , ~  è regolare, esiste, a l  p i ù ,  una sola estremale d i  ordine n clze sod- 
d i s f a  d l e  co~zdi,nioni (47), e tale est~.emale d i  orditte n, q ~ a n d o  esiste, é l'uniccc 
cuvva min imante  per 1$ln1 nella classe Krn] d i  tutte le curve Crn], che sodtlisfauo 
alle condizioni (47). 

(2" Vecli L. TONELLI, opera cit. in ('), Vol. II, n . O  128. 
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Creirioiia iiivoliitioiis aiid covii.riaiits coiiiiected 

wi t h  the  Weddle surface. 

By ARNOLD EMCH (Urbana - Illinois). 

1. 1nti.oduetion. - The surface inconspicuously introduced by WEDDLE 
as the locus of vertices of qnadric cones on six generic points in space, 
since the time of its discovery in 1850, has been the object of a large number 
of iiivestigations of the properties of this surface and related geometric 
problems. For example, it appears as the pointwise invariant surface of the 
GEBER transformation T7 determined by the web of quadrics on six generic 
points in space, or as the Jacobian of this web. Then, there is the space 
cubic curve on the six points which lies on the WEDDLE surface and which 
determines also an involutorial cubic transformation in  space, or simply a, 
cubic involution T,. The product of these is an involution T9 of order nine 
which leads to an interesting covariant surface of the WEDDLE surface. I t  is 
the purpose of this paper to establish the properties of this and some other 
related surfaces. To facilitate the understanding 1 shall first give a short 
account of the most important properties of the T3 and T7 ('). 

2. The cubic involution T,. - Let C, be the cubic on the six generic 
points A ,  ... A,, and g a bisecant of C,, cutting C, in G, and G,. A generic 
point A on g determines uniquely a point A'by the condition (AfAG,G2)= - 1. 
Kow to A' corresponds conversely A. Every generic point A in space deter- 
mines a bisecant g uniquely. Thus is determined the involution T ,  A ' x A  
of order 3, with C, as the fundamental curve and its developable tangent 
surface of class 3 and order 4 as a principal corresponding surface. To a 

point B of C,  correspofids every point of the tangent t to C, a t  B. 
In  the T3 a generic g* is met by four tangents of C,. To these correspond 

by T,  four points of C, which also lie on the cubic c*, corresponding to y". 

( l )  Cfr. f .  i. IA. BERZOLARI, Algebraische T~amfovmationen 14nd Korrespondenzen, u Encykl.  
d. math. Wissensch. ., 1112, 2077-78. 
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Hence c*, cuts C, in four points. To a plane a corresponds a cubic surface F3 
which touches I'i along the cubic of regression C,. cc cuts C, in three points 
E,, E,, E,, so that P3 passes through the three tangents to C ,  at the E ' s  
and also through the three E,E,, and the E ' s  become double points of P,. 

3. The Geiser involution Tl .  - Al1 quadrics Q of the web on'six generic 
points A, ... A, in. a projective space 8, (as in T,) which pass through a ge. 
neric point P pass through a second point P', and al1 quadrics of the web 
which pass through this P', pass through P. This establishes an involutorial 
CREMONA transformation P ' s P  of order 7 which is known as the GEBER 
involution. I t  hasfthe six A ' s  as fundamental points and the cones on each 
five and the sixth A as a vertex as principal or fundamental surfaces. Mo- 
reover i t  has the property that the C, on the six A's is self-corresponding. 
i. e., to each of its points corresponds every other point of C, .  The pointwise 
invariant surface is  the WEDDLE surface on the A ' s  on which C, lies. This 
gives rise to another well known description of the Tl : Choose any generic 
point P through which there is a unique bisecant g of C,. This g cuts 
the WEDDLE surface W in two points W, and W,. Determine Pt such tha t 
(P'PW, W,)= - 1. There is just one such point P' associated with P. The 
relation of P ' z P  is precisely that of T , .  

4. l'ho involution T, = T,T, = T,T,. - By T7 a generic plane a is 
transformed into a septimic F, which has C, as a triple curve. By T, ,  F, is 

transformed into an Fi , .  But as FI passes three times through C, (triple 

curve), Tl splits off three times from F:,, leaving as proper correspondence 
a surface F9 of order nine. 

Again a generic. line 1 by T, is transformed into a cubic C,' which cuts C, 
in four points. Now 1 cuts & outside of C, in seven points. Consequently 
also C,' cuts F,, the transformed of F, by T, ,  in seven points outside of C,. 
Hence of 3.9 = 27 intersections of C,' with Iig, 27 - 7 = 20 must lie at the 
four points which C, and C,' have in  common. These are therefore five fold 
points for F,; i. e., C, is  a, five fold curve of PB. 

To A, correspond by Tl al1 points of the cone (A,) with A, as  a vertex. 
In  T,  to a point of (A,) corresponds another point of (A,), hence these cones 
are principal surfaces of T,. A tangent t to C, at a point S cuts W outside 
of C, in two points W,, W,.  On t any couple P', P with the property 
(P'P W, W,) = - 1 is a couple of corresponding points of T,  . By T, every point 
of t corresponds to S. Hence by T ,  = T, T, to P corresponds S, and Tt becomes 
a principal surface of T,. I t  is easily shown that also T,T7 is a nonic invo- 
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lution. That T,T3 - T,T, follows from the fact that two involutions on a 
line are permutable when their double points form a harmonic quadruple. 
The double points of T3 on a bisecant g of T,  may be chosen as O, oo ; of 
T7 + h, - h ; of T ,  ih, - il. I t  ,is easily verified that the three couples of 
double points are mutually harmonic by twos. The foregoing results may be 
checked up  as follows : As P9 passes five-fold through C, to & corresponds 
an q, by T g ,  from wliich split off the six principal cones and the five 
times, leaving a residual B', ; 81 - 6.5-2-r>-4= 1;  i. e., Fi = a .  By T7 ,  Pg 
goes into an F,,, from which split off the six cones (A,), leaving P3. By 
T,, & goes into an Iig, from which split off the I'3 five times, leaving the PT. 
The WEDDLE surface W by T,  is transformed into an  I.,, from which split 
off .each of the six cones (A, )  twice and ri twice, since W touches along C,, 
leaving an  Pd = W; etc.. 

Al1 these results may be stated by the 
THEOREM 1. - The product of the involutions T, and T, connected with 

the Weddle surface W is  a n  involution T,T, = T,T, = Tg of order niae. It 
has the czcbic C ,  on the six double points Ai of W as a fi?)e-fold fundatuenta1 
curve, the tangent surface 1': of C, and the six osçulating cones (Ai) of W as 
principal surfaces. On every bisecant g of C ,  t7zere are two points D ,  , D, which 
are inrariant in T, and T, and pointwise invariant in T , .  

5. The covariant surface L, = ( B i ,  D,). - The bisecants g of C, form 
a line-congrueme. On every g there are two points D, ,  D, as determined in 
the preceding section 4, which form a two dimensimal inanifold, or a certain 
surface D which is invariant in T,,  T,  and T,. To determine its order, as- 
sume C3 in the normal form 

and let 0 ,  ,..., FI, be the parameters of the sin double points A,  ,..., A, of W. 
Moreover denote by f ( u )  the polynomial 

(for r =  1, 2, 3, 4) 

for a given value of A represents a surface with the parameters 0 ,  y. I n  ( 1 )  
these represent two points E,(O) and E,(cp) on C,, and when these are fised 
and h varies, (3) represents the bisecant g. For A = O  me obtain E,, for 
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A = 00, E,. Moreover for A = + 1, or h = - 1, with 0 and rp varii~blc the 
well known parametric representation of the WEDDLE surface IV by RICHRIOND, 
as reported by H. BATEMAN (i), is obtnined. 

For this surface h = 1, - 1 the double points of T, on g have tlie [)il. 

ranieters Di(+ i), D1(- i), so tliat the paranietric representittion of the sur- 
face D is in this case 

6. The order of the D-surface. - We first determine tlie orcler of (3) 
for any value of h by finding the intersections of D witli a line Z as the 

4 4 
intersection of two planes Baixi = O, 2 bixi = O. Substitute (3) in these so thiit 

i-1 i=l 
we get 

( 5 4  (a,03 + a,Oe + a,0 + a,) v fo (a,cp3 + a,cp2 + a,cp t n,)A L f(H) = 0, 

(6b) bb,02 + b30 + b4) V fI(P) t (b,p3 + bivP + b3y + b,)). t f(B) =O. 

Consistency for coinmon solutions requires 

which G O for rp = 0 and heuce divisible by (0 - cp). Moreover the highest 
terin a,b,Wq3 drops out, so that after this reduction a symmetric function C, 
of degree 4 in 0 and cp is left in which the highest degres of 0 and cp are 
each eqiial to 2. Thus in the (0, y)-plane C, is a symmetric quartic a i t h  
the infinite points of the 0-and y-axis as double points. I t  suffices therefore 
to solve one of the (5) say (6a) in rational form, i. e., 

which is a curve of order 12, with the infinite points of 0-and y-axis as 
six-fold points, with the reduced form of (6), i. e., with C,. C, and C,, 
intersect in 48 points, from which we must subtract 2-29 6 = 24 due to the 
multiplicities at infinity. The intersections of ai03 + a,Oe + a,0 t a, = O and 
cc,$+ a,$ t a,cp + a4 = O diminished by the common intersections with 
0 - cp = 0, are 3.3 - 3 = 6 in number and are single points of C, and double 
points of C,,. Thus 12 more points niust bc subtracted. Finally there are 
48 - 24 -- 12 = 12 proper intersections left of the line 1 with the surface (1). 
Hence 

(1) = Proc. Loiid. Jlatli. Soc. D ,  2nd Sci.., Vol. III, pp. 233-238 (190.5). 
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THEOREM 2. - The irrational parametric equations (1) repesent a 

surface of order 12. 
When A = z!= 1, the highest terms a,a,B6rq6 in (7) drop out. Moreover (7) 

is then divisible by 0 - rq so that (7 )  reduces to a symmetric C,, with the 
infinite points of 0-and y-axis as five-fold points. C, and C , ,  now intersect 
in 40 points, from which must be subtracted 202.5 = 20, due to the multi- 
plicities at infinity. The same six points as in the case for a generic value 
of A are double points for the C,, and single for C,, which again account 
for 2 . 6  = 12 intersections to be excluded. This leaves 8 proper intersections. 
But on account of the symmetric character of C, and C,,, (9, y) = ( y ,  0 )  yield 
the same point on 1. Thus 1 cuts the surface (1) A = =+ 1 in four points. 

The surface is in this case of order 4 and is, of course, the Weddle surface. 
For A = t i, C , ,  becomes a symmetric curve of order 12 which, as for 

a general value of A, has 12 proper solutions with C,. But on account of 
the symmetry the number of intersections of 1 with the surfaces reduces to 6. 
Hence 

THEOREN 3. - The surface D, invariant i m  both transformatiorts T, and T, 
and pointwise invariant i n 'T , ,  is of order six. D has C, as a double curve, 
in fact, the same curve of regression as ri the tangent-surface of C, , as follorus 
frow the properties of the transformation. 

Annali di  Matemataca. Serie IV, Tomo XVI. 
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Moto liber0 smorza.to dei sistemi a due gradi di libertà. 

Memoria di LUIGI GRASSI (a Pisa). 

Sunto. - Si  stuclia il moto libero smorzato dei sistemi a due gradé d i  libertà, dapprima ilû 

u n  caso particolare e se ne fa l'applicaziolze al pend010 di BLACKBURN. Si passa poi 
a l  caso generale giungendo a d  enunciare condizioni szcficienti per poter rieonoscere l a  
lzatura del moto del sistema. Iafine si studiano, i n  modo completo, alczcni casi partico- 
lard di speciale interesse. 

Premessa. 

1 sistemi considerati sono ad un numero finito di gradi di libertà, olonomi 
ed a vincoli indipendenti da1 tempo; le forze interne derivano da una funzione 
potenziale; le resistenze passive vengono compendiate nei loro effetti dalla 
fanzione di dissipadone di Lord RAYLEIGH. Per  i moti vibratorij di yuesti 
sistemi, che si svolgono intorno ad una configarazione di equilibrio stabile, 
la  forza viva T, l'energia potenziale - Ir e la funzione di dissipazione B' si  
possono considerare come forme quadratiche definite positive a coefficienti 
costanti. 

Le equazioni del moto libero smorzako costituiscono un sistema di equa- 
zioni differen~iali del secondo ordine, omogenee a coefficienti costanti, uguali 
in numero al grado di liberth del siatema considerato; e, data la  loro li- 
nearità, vale i l  principio della sovrapposizione dei piccoli movimenti. Inte- 
grando questo sistema con i metodi noti si cade nella sua equazione caratte- 
ristica, di  grado uguale a l  doppio del grado di libertk del sistema materiale. 
Ogni radice complessa dà luogo, con la sua coniugata, ad un moto vibratorio 
smorzato periodico, ogni coppia di radici reali ad un moto smorzato aperiodico. 
I l  moto più generale del sistema risulta, quindi, dalla sovrapposizione di vi- 
brazioni smorzate, alcune periodiche ed altre aperiodiche. Siamo cosi ricondotti, 
nello studio del moto, ad una questione puramente algebrica. 

D' altra parte 1' integrazione delle equazioni del moto sarebbe una cosa 
immediata se si potesse, con un' unica sostituzione lineare sulle coordina te 
lagrangiane, ridurre a forma canonica la  forza viva, l'energia potenziale e l a  
funzione di dissipazione. 
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Infatti  s i  avrebbero cos1 l e  equazioni del moto i n  coordinate .norinitli, 
oiasciina delle quali, con ten~ndo  iina sola coordinata, s ' int~grerehbc. wpar;i- 
tarnente. Ma tale riduzione siinultanea non 21, in genchralt., possibile. 

Per  u n  sistema a due  gracli d i  libertii s i  lia lin sistema di due eq~inzioiii 
differenziali, l a  ciii equazioiie carattclristica, esstmio di qa:irto grado, p u b  

avere due coppie di rndici complesse coningate, oppnre tutte e quattro le  
radici renli, oppiire iina coppia di radici coinplesse coniugnte e due  radici rcali. 

Si hanno, qiiindi, due  moti fondainentali che possono essere, rispettivii- 
mente, entranibi di tipo aperiodico, oppure entramhi di tipo periodico, oppiire 
nno d i  tipo aperiodico e d  lino periodico. Ln  natnrn del moto piii gencrale 
del sistema dipende, clunque, da qaella delle radici dell'eqiinzione caratteristica. 

Nelln presente Memoria ho ridotto, in u n  caso particolare, siiniiltanea- 
mente a, fortna, canonica le  tre forme quadratiche che esprimono T, - V e F. 
L'equaaione ciiratteristica si 8peaz;i cosi i n  cliie ecluiizioni di secondo gi'aclo, 
le  cni radiai s i  hanno iininediatninc~rite. ITn w n c r d o  ~istclnin, n due gr:idi di 
IibrrtR i n  ciii, avendo T e - Ir i coefficienti proporzionali, si vvrificii qiiesto 
caso particolare, b i l  pendolo seinplice. Al <j 2 ho studiato nn  sistemn a lq~ianto  
più complesso in  cni si possono ancora ridurre simultnneainente a forma cana- 
nica l e  tre forme qnadratiche T, - V e F: il cosidetto pend010 di Blccckbu~n. 

Passnndo a1 caso generale, ho ridotto simiiltanenmmte a forma canonica 
la forza viva e l a  fiinzione di dissipazione. S i  hanno cosi le equnaioni clel 
moto in  coordinite normnli, s e m a  ottenere perh un vantaggio dwisivo. 

L'equaaione carntteristica, assume l a  forma: 

(pz -+ E , ~ C  1- h , ) ( p 2  + €,IL + b?) = bf2 ; 
ed è, quindi, uri'eqiiazione d i  quarto grado avente negative le radici renli e 

l e  parti renli delle radiei complesse; ciob b i1n7equazione di HURWITZ (0. 
Una discussione generale delle coiidizioni sotto cui le  radici di un'equaeiorie 
biquadratica sono negntive od a parte realc ~iegat iva si trova ne1 ROUTH (.!). 
Si possono consultare a proposito anche i noti lavori di CHERUBINO. 

Mettendorni da  un  punto di vista più generale 110 studiato, nr l la  presentc 
Memoria, l e  condi~ioni  di r ed i t8  O coinplessit8 dell'equazione caratteristica. 
Ora per esprimere, in  tutta cornpletezza, tali condizioni s i  andrebbe incontro a 
formule talmente complicate da  renderle praticamente inapplicabili. D'altra 

( ' )  Cfr. L. ORLANDO,  SI^ probleina di H i w ~ ~ ' i t z  velatiuo alle parti  veali delle radici di 
un'equazione alyebvica, a Math. Ann. =, 7 1  (1911), pp. 241-242. Cfr. anche il cltissico lavoro 
di HURWITZ che si trova nei a: Math. Ann. 9 ,  46 (1895), pp. 273-284. 

(') J. RO~TH, The advanced pavt o f  a tl-eatise on the dynatnics o f  a systein o f  vigid 
bodies, Vol.  2 O ,  Cap. V I  (55 286-289). 
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parte, per i problemi che si presentano in pratica, non ha  grande importanza 
giiingere ad una discussione completn. Infatti tali problemi O sono casi par- 
ticolari del probleina, generale, O si ottengono da esso sotto certe ipotesi 
semplificative. 

Un prol)lema di questo tipo 6 quello delle scaxiche di un condensatore 
secondo duo fili in parallelo ('). L n  carica q B espressa da:  

essendo A, B e C costanti arbitrarie e a, b e c radici dell 'equa~ione caratte- 
ristica delle equaaioni del problema: 

ove r ,  , r, , 1 ,  , 1, , m, e +n2 indicano 6 costanti. Ora Ia discussione della natura 
delle radici di questa equazione di terzo grado porta condizioni molto com- 
plesse, dalle q n d i  difficilmente si puo rioavare un significato fisico chiaro. 
Si riconosce, berb, che, se s'introducono certe ipotesi, la condizione affinch& 
due 'radici siano complesse coniugnte 6 sempre verificata,; inoltre si possono 
studiare casi particolari di speciale interesse. 

Tornando al nostro problema, ho discusso, con un metodo d i  tipo grafico- 
differenziale, la natura delle radici dell'equazione caratteristica giungendo 
ad enunciare condiaioni sufficienti affinchb abbia quattro radici reali per " f 46, , E: 2 46, (5 4) ; oppure due coppie di radici complesse coniugate per 
E: < 4b, , €2 < 4b2 (5  5); oppure due radici reali ed una coppia di radici corn- 
plesse coniugate (§ 6). F ra  i casi particolari in cui si pub giungere alla con- 
dizione necessaria e sufficiente b interessante, per il suo significato fisico, 
quello in cui 10 smorzamento B espresso da un sol coefficiente (e, = E, = E). 

Infine (5 8) ho trattato, brevemente, con metodo perfettamente analogo a 
quello usato per T e F, il caso della riduzione simultanea a forma canonica 
delle forme quadratiche che esprimano T e - V. 

Similmente potrebbe trattarsi il cas0 di - 'CT e F. 

3 1. Riduzione simulfanea di Y', - V e P a forma canonica. 

Per  un sistema a due gradi di liberth la forza viva T, la. energia po- 
tenljiale - V,  e la funljione di dissipa5ione P prendono la  forma (indicando 

(') Cfr. ANTONIO GARRASSO, Le scariche oscillanti lzei sistemi d i  conduttori cornplessi e 
l a  teoria elettromagnetica dell 'analisi  spettrale, Cap. III, Nuovo Cimento 8 ,  1904. 
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con q, e y, coordinate lagrangiane): 

dove le costanti a, per essere T, - V e F forme quadratiche definite positive, 
devono soddisfare alle disuguaglianm : 

1 > 0 a,, > 0, agiaez-a; ,>O,  

e analoghe per le b e le E. 

Le eqiiazioni del moto libero smorsato sono: 

Per inteparle poniamo : 

qi = Aiellt; qe = A,eiLt, 

con A , ,  A, e p costanti da determinarsi. 
Le (1) diventano, dopo aver diviso per ept: 

da cni eliininando A,, A, si ricava per p 17equazione di quarto grado: 

Ora la  natura del moto più generale del sisterna dipende da quella del- 
l'integrale generale delle (1), e questo, a sua volta, dipende dalla natnra 
delle radici della (2), che 6 l'equaaione carnttwistica del sistema (1). 

Trasforrniamo, quindi, opportunamente la (2). Costrniamo con i coeffi- 
cienti di T, - V e P le tre forme quadratiche definite positive: 

e vediamo se B possibile, mediante la sostituaione lineare propria S definita 
dalle formule : 

(4) 
xi = Cl 13'1 3- C, 29, 
$2 = C',Y, + C,,Yz 7 
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ridurle simultaneamente alle forme canoniche : 

Affinchb tale riduaione simultanea sia possibile occorre e basta che uiia 
delle (3) sia combinazione lineare omogenea delle altre due. Infatti, in ta1 
caso, l a  sostituzione lineare propria S, definita dalle (4), che riduce simulta- 
neamente a forma canonica due delle tre forme quadratiche G(x),  H(x), e L(x) 
riduce anche la terza. Possiamo, dunque, affermare: 

Condinione necessaria e sufficiente affin4hè esista una  sostitusione lineare 
propria S definita dalle (4) che riduca sirnultaneawzente le tre forme quadra- 
tiche (3) alle forme canoniche (5) è che si abbia: 

Supposto verificata la (6), sia: 

A 

la  sostituzione lineare che riduce simultaneamente le forme quadratiche (3) 
alle forme canoniche (5),  e cambiamo le coordinate q, e q, in  altre p ,  e p, 
mediante S,; ci06 poniamo : 

da cui derivando rispetto a l  tempo: 

a,, a,, a22 
b,, b,, b,, 
E l l  €12 

Con cib possiamo scrivere in definitiva, indicando con b,,  b 2 ,  E,, E, 

=O. 

nuove costanti : 
2T = pi" + p," 

2F = ~ , p , "  t €*p2". 

La equazioni del moto diventano : 

Le (1') si scindono, cosi, in  due equazioni, ciascuna delle quali contiene 
una sola p, ed ognuna si  integra separatamente. 
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Le (1'), scritte in coordinate normali p, e p,, equivalgono alle (1) scritte 
in coordinate qualunque q ,  e p?; per cui le proprieth fondamentdi del moto 
si  potranno studiare sulle (1'). 

L'equazioize caratteristica del sistema (1') attualmente si spezza nello due 
equazioni caratteristiche delle due (1'). 

5 2. Pendolo dl Blackburn. 

I n  pratica si possono presentare dei concreti sistemi a due gmdi di 
liberth in cui, verificandosi i l  caso particolare del 5 precedente, si pub ri- 
durre simultaneamente a forma canonica le tre forme quadratiche che espri- 
mano T, - -  V e E: Un primo esempio è fornito da1 pendolo semplice; in 
fatti per tale sistema le forme quadratiche che esprimano Y' e - V hhanno i 
coefficienti proporzionali. Un altro sistema vibrante del medesiino tipo B i l  
cosidetto pendolo di BLACKBURN. 

Un fi10 inestendibile ACB è fissato agli estremi A e B posti al medesimo 
livello, mentre un peso P, attaccato al punto medio C, mediante un fi10 CP, 
distende i due tratti A C  e CB secondo segmenti rettilinei. 

Assumiamo una terna di  assi cartesiani ortogonali con l'origine ne1 
punto O e con l'asse delle e verticale volto in  basso. Fer  le piccole oscilla- 
zioni, che avvengono ne1 piano della fig. 1, cioè ne1 piano yz, il punto di 

Fig. 1 Fig. '2 

sospensione B praticamente C, quando si supponga il peso P abbastanza 
grande per tenere ben tesi i due tratti AC e CB. 

Indichiamo con h l'angolo che CP' forma con l'asse e, si ha per le 
coordinate z, y e z di P': . 

$ = O ,  y = b s e n h ,  s = b c o s ) i + a ,  

indicando con a e b i due tratti OC e CP. 
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Pacciamo ora oscillare P ne1 piano xa (fig. 2): esso trascina con sé tiitto 
il fi10 ABC ed il punto di sospensione diventa O, e si ha, analogamente al 
cas0 precedente : 

x == (a + b) sen y! y = 0, B = (a + b) COS y. 

Componendo i movimenti, le coordinate di P al  tempo t, ne1 moto risul- 
tante, sono: 

x = (a -1- b] sen cp, y = b sen A, 8 = (a + b) cos cp -1- b cos A - b. 

La forza viva e la funaione potenziale sono date da:  

1 
T = - m(xt2 + y'' + zr2), V = mg[z - (a + b)], 2 

e qnindi si ha :  

2T = w[(a 4- b)' cos cp. rq'l + b%os2 A h" + (a + b)' senz cp. rpt2 + 
+ b' sen' h hle -I- 2b(a + b) sen cp sen A y'* A'], 

V =  +ng[(a -I- b) cos rq + b cos h - b] - mg(a -t b). 

Tenendo presente che gli angoli rg e h si mantengono piccolissimi durante 
il moto abbiamo, nei soliti limiti di approssimazione: 

Dunque la  forza viva e l'energia potenziale prendono la forma: 

La funzione di dissipazione F, nei soliti limiti di approssimazione, prende 
la forma: 

2 P  = €(a + b)"l2 + ~b'h", 

supponendo che l'azione della resistenza incontrata da1 punto P, muovendosi 
nell'aria, si  possa rappresentare mediante una forza opposta alla sua velocith 
e proporaionale, in grandezza, a quest'ultima. L a  forza (R) cosi applicata al 
punto P ha per proie~ioni cartesiane: 

od anche, ponendo - k = E : 
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Le equazioni del moto sinorz:ito sono: 

, nz(a 1- b)"" + €(a + b)"' + rng(a + b)? = O 
1 wPA" -i- ~3.r + nzçrbh = 0 ;  

od anche: 

che sono equazioni del tipo (1'). 
4m'g . 4w~'g 

A seconda dei segni di e2 - - e E- - --, il moto, uatiir;tln~ente 
a + b  b 

sinorzato, corïispondente alle coordinate cp e A ha carattore periodico O ape- 
riodico; sicchè il  moto piu generale del sislema si compone di due vibra~ioni 
smorzate, entrambe periodiche, O entrambe aperiodiche, oppiire una periodica 
ed una aperiodica. 

5 3. Riduzione simultanea di 1' e P a forma canonica. 

Como si è visto al 5 1 non si  pub, in generale, ridurre sirnultaneamente 
a forma canonica le tre forme quadratiche T, - V e F; possiamo, pero, 

. sempre effettuare tale riduzione simultanea per due qualunque di esse. Sia: 

la sostitusione lineare propria a coefficienti reali che riduce simultitnea- 
mente a forma canonica le forme quadratiche T e F, e cambiamo le coor- 
dinate q, e p, in altre p, e pz mediante S,,. 

Potremo scrivere le tre forme fondamentali ne1 seguente modo: 

Le equazioni del moto diventano: 

la cui equazione caratteristica é : 
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La (7), essendo di quarto grado, pub avere due coppie di radici complesse 
coniugate, una coppia di radici complesse coniugate e due radici reali, O 

tutte e quattro le radici reali. Vediamo sotto quali condizioni possiamo assi- 
curarci della presenza di uno di questi casi. 

Scritta In (7) sotto la forma: 

La 1" delle (8) rappresenta una curva del 40 ordine; la  2" una rettn 
parallela all'asse p e distante da  esso di bi2; le (9) rappresentano due pa- 
rabole. Le radici di y, = O sono : 

quelle reali sono negative; per p = O si ha y, = b,b,; per p 2 0, 9, > y ? ,  
essendo b ,b ,  - b:? > O;  quindi se y, = O ha  radici reali, y, = yp ha, a sua 
volta (fig. S), almeno due radici reali; cioa, se sono verificate le due condi- 

mg. a 

zioni E: > 4b,, € 5  2 4b,, od almeno una di esse, siamo sicuri che le radici 
dell'equazione caratteristica (7) non sono tutte complesse. Dunque: 

Condizione necessaria affinchè 1' equazione caratteristica abbia due coppie di 
radici cotnplesse coniugate è che siarto verificate le condizioni E: < 4bi, E: < 4b, . 

La condizione precedente non A perb sufficiente potendo essere E: < 4b,, 
€2 < 4b ,  e la (7) avere radici reali. 

Questa condi~ione necessaria B particolarmente interessante in quanto 
fornisce un  limite superiore per i coefficienti di smorzamento, affinchb questi 
coefficienti consentano ancora moti fondamentali di tipo periodico. 

4. Condizioni sufficienti affinchè, per cf 2 4OI, EY 2 P h , ,  
l'equazione caratteristica a,bbis qua,ttro radici reali. 

Esaminiamo, separatamente, i seguenti quattro casi che si possono pre- 
sentare fra le costanti b e E. 
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Dalle (9) segue r ~ ,  > z, in tutto l'intervallo (- cu, O) (escluso n l  più 
i l  secondo estremo); le radici di y, = O  soddisfano alle disuguaglian~e: 

I p4 i > I I I P, l > I p3 I (fig. 4). 

Fig. 4 

Il rnassimo di y, è conipreso nelll intervalla ( - € y 9  - ;) , iid O, 

E -1- E, 
per p = - -, y, eresoente , od anche ne117 intervnllo (P2, - ;), elle P 4 

" + % ) più O meno ristretto del precedente secondo che é --- 4 44 

Se il valore che assume y, ne1 punto p = - 6 2 di bn vi sono (fi«. 5) 2 

Fig. 5 

quattro intersezioni fra le curve (8), e quindi altrettante radici ienli del- 
1' equaaione caratteristica (7). Dunque: 

Condizione sufficiente affinchè la (7)  abbia quatfro radici reali è che sin: 

Vnle ancora tutto quanto s'B visto al caso precedente, basta scam. 
biare b, con b, e E ,  con E ? .  

III. CASO: 
b , > b 2 ,  E , > E , .  
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- - 6, - b* Dalla (9) si ha a, > 8, nell' intervallo (- m, y), essendo per p = p = - - , 
E, - E2 

e, = 2, ; e, > z, nell' intervallo (F, O). Vediamo le disuguaglianze che si pos. 
sono presentare fra le radici di y, = O .  Per: 

ciob per 1 y, 1 > 1 pn 1 O per 1 p8 ] > 1 p, 1, valgono ancora i risultati ottenuti ai 
casi 1 e II. Bisogna, pero, notare che ne1 1 cas0 si mpponeva E,) E, mentre 

ora si suppone E, > E,; quindi, per 1 y, 1 > 1 y, 1 2 1 p, 1 > 1 p3 1, il massimo 

( , p,)' che & piil O meno ristretto del- di y, è contenuto nell'intervallo - - 

1' intervallo -- - - --- ( a .  + ") secondo che & 1 p, 1 3 %?z 4 4 . S e  le disugua- 
glianze (11) non sono verificate deve essere: 

Per  il verificarsi del primo gruppo di queste disuguaglianze occorre 
e basta che sia 1 p, 1 > 1 pa 1; per il verificarsi del secondo: (b ,  - b$ + 
3- (cl - ~* ) (b ,a ,  - b , ~ , )  < O. Sia verificato il primo gruppo delle disugua- 

glianze (12) (fig. 6). I l  massimo valore di y, è contenuto nell'intervallo (b, p,), 

Fig. 8 

- 
O nell' intervallo (p, , p) secondo che b oi - 4b, E: - 4b,; essendo y, rispet- 

tivamentc crescente O decrescente per p = K. 
Sia ora verificato il secondo gruppo delle (12) (fig. 7). Per E: - 4b, > € 2  - 46, 

il massimo di y, 6 contenuto nell'intervallo (-'L;A~, %); ma in certi 

casi possiamo sostituirgli un intervallo pih ristretto. Precisamente per 
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- E - 
Ei + E2 + >  1 p 1 e 1 pl > A  l'intervallo (p,, p); per - 

4 2 c l r , l ' e  17 
E + E  

( lE2, ji); infine per - > / p , l  e I C I < -  l'intoi 1' intervallo - -'- 4 2 

tenuto 

- $). Analogamente si ha  per E: - 4b, > E: - 4b,. I l  rnassimo B con- 

" + E'e E 1' intervallo (F, pl); per 1 p, 1 > ---- 
4 

e 1 p 1 > % nel17 intervaiio (- , pl) ; 

E, 4.- E* 
infine per - > 1 pi 1 e % > / 1 ne117 intervallo IL 

El + &2 

4 (Y -Tl- 
- 

Se il valore che assume y, per y = - -- b'  - b2 6 maggiore od ugualo 
E, - €2 

a b:, siamo sicuri Che la (7) ha quattro radici reali. Si ha quindi: cotzdisiotf~ 
su fficienle affinché 2' epuaziowe 'carcctterisbica abbia, per 1 p, 1 2 1 p, ( > 1 p, ( 1 IL, 1 
O per 1 pz 1 > 1 p4 1 > 1 pl 1 ) 1 p3 1, quattro radici reali é che sia: 

Per 1 p, ( > 1 p4 1 > 1 pi 1 > ( p3 1 possono anche essere verificate le con- 
dizioni sufficienti viste a i  casi 1 e II. Di queste due condizioni è prcfe- 
ribile quella del 1 cas0 per E; - 4 b ,  > a: - 46,; quella del II caso per 
E: - 4bi > E: - 4b,, essendo : 

(E: - & $ ? E , E ,  - a: - 4 b , )  (€2 - 4 b 2 ) ( 2 ~ , ~ ,  - E: - 4 b , )  

E 
secondo che è E; - 4b, E: - 4b,. Per  1 1 > ', alla condizione sufficiente 

2 
E 

(13) è preferibile quella vista a l  1 caso, per 2 > 1 1 quella del II caso. 2 
IV. Caso: 

b , > b , ,  E e > E , .  

Vale ancora tutto quanto s'è visto al caso precedente, basta scnmbiarc 
6, con b, e E, con E, . 

5 5. Condizioni sufficienti affinchè, per E: < 4/), , E; < 4 b , ,  1' equa- 
zione caratteristica abbia due coppie di radici complesse 
coniugate. 

Se 1' equazione 9, = 0 ha due coppie di radici complesse coniugate il 
prodotto dei minimi valori di z, e s,, nell'intervallo in cui 13 contenuto il 
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minimo valoro di y , ,  é minore di questo minimo valore. Ora il minimo 

valore di y, B compreso nell'intorvallo , O nell' interva,llo 
4 

El + El ( 4 ' 2  secondo che B 4b, - E: 46, - E:. Infatti i valori che as- 

sumono E ,  e E ,  nei punti p = - e p = - r q  - a 

n una quantità positiva arbitraria) ha,nno la stessa somma, e quindi y, é 

inaggiore in quel10 di quei due punti in cui 1 a, - a, 1 6 minore. Dunque, 

( E, + E, se i l  minimo valore di y, B compreso nell'intervallo - - - -4-), 

una condizione sufficievzte affinchb l'equazione caratteristica (7) abbia due 
coppie di radici complesse coniugate B espressa da:  

se é contenuto nell' intervallo 13 espressa da:  

OSSERVA~IONE. - Se y, ha un sol minimo, cib che accade certamente 
se 6 verificata la (15) (§ 6, III caso), possiamo restringere a piacere l'inter- 
val10 in cui 6 contenuto il minimo di y,, bastando, in ta1 caso, conoscere il 
segno di y, in punti cûnvenienti; e quindi possiamo ottenere condizioni SUT- 
ficienti più restrittive. 

9 6. Condizioni sufficienti uffinchh l'equazione caratteristica 
abbia due radid reali ed una coppia di radici complesse 
coniugate. 

A seconda del segno dei discriminanti delle equazioni a, = O, s, = O si 
possono presentare i seguenti casi: 

1. Caso: 

E: 2 4bi, E; 2 4b2 . 

Se bi, é maggiore del massimo di y, vi sono due sole interseaioni fra le 

curve (8). Ora questo massimo sempre compreso nell' intervallo - - - 5) ( a 7  2 .  
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E E 
spettivamente per p = - 2, p  == - 2.  se le disuguaglianze precedenti fra le 2 2 ' 
radici di y, = O non sono verificate dobbiamo, invece, considerare il prodotto 

dei valori che assumono 8, e a, rispettivamente per p = - p = - 
€2 

2 ' 2 '  
Quindi, se é verificato uno dei due gruppi di  disuguag!ianze: 

l P 2 l ~ l P l l >  l P 4 l 2 l  P d  l P , l ~ l ~ 3 l ~ l P 2 l ~ l P , l ~  

una condizione sufficiente affinché la (7) abbia una coppia di radici complesse 
coniugate e due radici reali B espressa da:  

16bf, 2 (62 + 4bi - ~E,E,)(E; + 4b, - 2t,E,),  

altrimenti e espressa da:  

OSSERTAZIONE. - Si possono ottenere condizioni pih restrittive in quei 

casi (fj 4) in cui all~intervallo - "  - 5)) contenente il massimo valore ( 2 )  2 
di y , ,  si pub sostituire un intervallo pih ristretto. 

II. Caso: 
E: < 4bi, E: < 4bZ. 

L' eventuale massimo di y, 6 sempre compreso nell' intervallo - " - 5) 
( 2 ,  2 -  

Si  ha : condiaione sufficiente affinchè 1' equazione caratteristica abbia due radici 
reali ed una coppia di radici cornplesse coniugate è che sia: 

Anche in  questo caso possiamo ottenere condidoni più restrittive sosti- 

tuendo al17 intervallo - 3)) contenente il massimo di y,, intervalli più 2 

P e r  es. (fj 5) uno degli intervalli 

Se y, ha un sol minimo, affinché l'equaaione caratteristica abbia due radici 
reali ed una coppia di radici complesse ooniugate basta che b:, sia mag,' more 
di un qualunque valore di y,. 

III. Caso: 
E: 2 4b, ,  €2 < 4bp O si < 4bi, E: 2 4b2. 
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Sussiste ancora la  condi~ione sufficiente (14) del caso precedente; condi- 

aioni pia restrittive si otterrebbero restringendo l'intervalle -5 - 5) con- ( 2 ,  2 
teneiite il massimo di y , .  

Per  ~ E , E ,  > E:+ 4b, (ci06 per 1 pi 1 > % > 1 pi 1) e rj < 4b , ,  o per 

ficata; quindi vi sono due sole radici reali per l'equazione caratteristica. 
Infatti, da E: + E; > 2r,r2 segue E: + 4b, > XE,&, O E; + 4b1 > 2&,sp secondo 
che B 4b, > ~4 o 46, > E':. 

Vediamo, ora, un'altra condidone sufficiente affinchb la  (7 )  abbia due 
radici reali ed una coppia di radici cornplesse ooniugate. Se  y, ha un sol 
minimo vi sono due sole interseaioni fra le curve (8). Derivando due volte 9, 
si ha:  

y," = 12p2 + 6(g1 + &)p -1- ~ ( E , E ~  + bi + b,), 

e le radici di yi" = 0 sono: 

quindi per 3(0, + E,)' < 8 ( & , E 2  + bi + b2) 1' equazione y,'= 0 ha una sola radice 
reale e y,  un sol minimo. Dunque: 

Condiaione sufficiente affinchè la (7) abbia due radici reali ed una coppia 
d i  radici cor)qlesse coniugate è che sia: 

5 7. Alcuni casi pwrticolari. 

- b - b  
- " + ta, I n  questo caso è sempre y,' = 0 per p = p = -_-O - - -- 

E, - E2 4 -  
- 

Per E: > 4b,, €2 > 4b,, essendo y," < 0, y ,  ha il massimo ne1 punto p = p. Si 
ha qnindi: 

Condinione necessaria e sufficiente affinchè 1' equaaione caratteristica abbia 
quattro radici reali è che sia: 

dnnali d i  Malematica, Serie IV. Porno XVI. 16 
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Segue che per: 

1 ( E ~  - s2)' + 16U, - 4s: 1 < 16 1 b12 / 

la (7) lia due radici reali ed una coppin di radici complesse coiiiiignte. r4 y E2)23 4bl - E: ,  Sia ora 4b, > E ; ,  40, > E : .  Essendo y,"%O secondo clle V - 

y,  ha, rispettivainente, il inassinio od il niinimo ne1 punto p = L. Quindi 

e ) 4 - E la (16) espriiiie la. condizione necessaria e sufficiente 

affincl16 l'equazione caratteristica (7) abbia due radici reali ed una coppia di 
raclici complesse coniugate. Se la (16) non è verificata si hanno due coppie 

di radici complesse coniugate. Per  (" - ")'> 4bi -- E: si ha : condizione ne- 

cessaria e sufficiente affirzc7d l'equazione caratteristica (7) abbia due radici 
reali ed una coppia di radici complesse coniugate è che sia: 

I n  particolare per E: = 4bi, €2 = 4b, la (16) si riduce a :  

II. 

E ,  < 4b,, y ,  non ha massimo, ed h a  un sol minimti per p = - " Si ha quindi: 
2 -  

Condi~ione necessaria e sufficiente affinchè, per E: 2 4bi ,  E ;  2 4b,, I' q u a -  
aione caratteristica (7) abbia quattro rccdici reali, O,  per E: < 4bi ,  E: < 4b,, 
abbia due coppie d i  radici conbplesse coniugate è clte sia: 

Se questa disugaitglianza noil & verificata la (7) ha due raclici reali ed 
una coppia di radici complesse coniiigate. 

Infine, per E: 2 4bl ,  E: < 4b2, O per a i  < 46, , E: 2 46,, 1' equazione carat- 
teristica (7) ha due radici reali ed iina coppia di  radici coinplesse coniugate. 

OS~ERVAZIONE. - Questo caso particolare è interessante anche per il 
suo significato fisico; infatti s i  presenta quando lo smorzamento é espresso 
da un sol coefficient0 ( c i  =- E~ = E ) .  
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8. Ridiizione simultanea di T e - P a forma canonica. 

Similmente a qiianto si é fatto per la  riduzione simultanea a forma 
canonica delle forme qiiadratiche T e P, si pub trattare il caso della ridu- 
zione simultanea di T e - V, O di - V e F. 

Mi limito al caso, praticamente piii notevole, della forza viva e del- 
1' energia potenziale. Per  queste forme quadratiche si ha (') : 

Le equazioni del moto diventano: 

la oui equazione oaratteristica è: 

Scritta la precedente sotto la forina: 

poniamo : 

La prima delle (18) rappresenta una curva del quart'ordine; la seconda 
una retta parallela all'asse p e distante da questo di cf,. Le (19) rappre- 
sentano due iperboli. 

Ora, con metodo perfettamente analogo a quel10 iisato precedentemente, 
si ottengono risultati analoghi a qiielli otteniiti riducendo simnltaneamente a 
forma canonica T e F. 

Mi limito, quindi, ad esporre i principali risultati: 
la) Condisione necessaria (ma non sufficiente) affinchè Z'equaaione ca- 

( ')  Natnralmente, le attuali costanti b e E sono cliverse da  quelle otteniite riducendo 
airnultaneamente a forma canonica !!' e F. 
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ratteristica (17) abbia due coppie d i  radici corizrplesse coniugate è che s i a :  
e l  < 46,) a i  <4b,. 

2 0 )  Condizioni sufficienti affinchè, per a: 2 4b,, a: 2 46,) 1' equawione 
caratteristica (17) abbia qnattro radici reali. 

Per  a2 2 E,, b, > b2, una condizione sufficiente 6 espressn da :  

per E, > E,, b, > b , ,  da: 

P l )  (E, - 2 Y &)(Ei - 

Sin ora, E, ) E * ,  b ,  > b, .  Per 1 y, 
le condizioni ( 2 0 )  e (21). 

Se le precedenti disugiiaglianze fra le radici di y, = 0 non sono veri- 
ficnte una condizione sufficiente è espressa da :  

Notiamo che per: 
(6,  - b,)' + (E, - a,)(b2ai - 6 % ~ ~ )  < 0 

possono anche cssere verifica te le condi~ioni safficienti (20) e ( i l ) .  Per 1 p  1 > V b, ('1 
alla (22 )  è preferibile ln (20), per 6,> 1 FI la (21). Per E, > E, , b, 2 b, vale 
ancora quanto s 'e  visto per a, > E ~ ,  bi > b,; basta scainbiare b, con b, e 
a, con cz.  

3 0 )  Condisione sufficiente affinchè, per a i  < 4b, , < 4h,, 1' eqîtasione 
caratteristica (17) abbia due coppie d i  radici  conzpiesse coniugate è che s i a :  

(2b, - ~ , ) ( 2 b ,  - E,) 2 E:, . 
4 0 )  Condizioni siifficienti affinchè l'eq~inzione caratteristica abbia due 

radici reali ed una coppin di radici complesse coniugate. Sia dappriina: 

E: 2 4bi E: 2 4b2. Fer  : 

I ~ 2 I ~ l P , I > I C L 4 1 ~ 1 P 3 1 )  0 Per I P 4 1 ~ 1 P 3 l > I P i I I - I P i I  
una condizione sufficiente è espressa da:  

(l) Con 1 pi 1 ,  1 pz 1 ,  1 p3 1 e 1 p4 1 indichiamo, rispettivamente, i valori assoluti delle radici 
delle equazioni z, = 0, z2 = 0. 

- bL--b2 
(2) Posto p =-. 
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altrimenti da : 

2 (E, - 2 V ~ ) ( E ,  - 2 b 6). 
Per ES 2 4bi, E: < 4b2, O per E: < 4bl,  c i  2 4b,, vale ancora la (28). 

5 O )  Sia:  

b ,=b2 ,  E , + E , .  

Condizione necessaria e sufficiente affinchè, per 2; 2 4bl,  E: 2 4hi, l' equa- 
eione curattcristica (17) ubbia quattro rudici reali, o per E: < 4b, ,  E: < 4b,,  
abbia due coppie di radici complesse coniugate è che sia: 

Se questa condinione non è verificata l'eqiiaaione caratteristica ha due 
radici reali ed unii coppia di radici complesse coningate. 

Infine per E: 2 4b,, €5 < 4bl ,  o per E: < 4b,, E: > 4bl ,  si hanno due raclici 
reali ed una coppia di radici complesse coniugate. 

BIBLIOGR A F I A  

Lord R,~ur,~rcirr, The theorg of Sou~zd. 
I ' H O ~ O N  and TAIT, Treatise an Natural Philosophy. 
LEVI-CIVITA e AMALDI, Lezioni d i  meccaniea razionale. 
DANIELE, Lezioni d i  fisica-matematico. R,. Universith d i  Pisa. Anno 1938-28. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



T~'i~sf~rrnitzioi~i  funzioi~ali limari ed equnzioiii 

iiitegrali siiigolari. 

Mcmoria di EUGENIO FKOLA ( a  Torino). 

Sunto. - Sa s ludia+~o le tmsfonnazioni funzaonali l i ~ e a r i  del t ipo:  
CO 

9 ( 4  = p ( x Y ) f ( m  
O 

~nettendo in luce le eonnessioni t r a  le loro proprietà involutorie e quelle d i  distribuzione 
deyli autovalori e Butuva di autofunzioni delle epuazioni ilztegrali singolari: 

CO 

ad esse connesse. 

Premesse ed introduzione. 

È nota l ' iinportan~a assunta nella matematica moderna dalle trasforma- 
zioni funzionali lineari, apportatrici, e ne1 campo analitico puro, ed in quel10 
applicativo, di sostanziali semplificazioni e di  notevoli applicazioni. 

Anche se il loro studio sistematico non è incominciato che in  epoca ab- 
bastanza recente, esse sono apparse da quasi un sec010 e mezzo, con la  
classica trasformazione di  FOURIER : 

e con la non ineno classica trasformasione di LAPLACE: 

Queste due trasformazioni, che, operando linearmente su di una funzione, 
la  trasformano in un'altra, sono divise, pur sotto una notevole parvenza di 
analogia, da differenze sostanziali di coniportamento tali da indurmi ad af- 
ferinare che esse possono stare agli estremi di una classificazione ne1 campo 
delle trasformaaioni lineari. 
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Pur  prescindendo da1 fatto che la (1) opera su funzioni definite in (- CO, 

+ CO) mentre la  (II) agisce su funzioni definite in (O, CO) (*), voglio ricordare 
che, 'mentre per trovare un campo, in oui si sia certi di poter operare con 
l a  (1), bisogna limitarsi, ad esempio, alle funaioni assolutamente integrabili 
in (-CO, +CO), campo che chiamerb come d'uso Li, oppure, ma con pre- 
cauzioni sulla definiaione stessa della (1), alle funzioni integrabili in (- cm, 

+ cm) col quadrato del loro modulo, campo funzionale che chiamerb L,; il 
campo di applicazione della (II) è assai più vasto: basta ad esempio che la 
funzione trasformanda rimanga asintoticamente limitata da un infinito alge- 
brico, oltre essere integrabile L in ogni intervallo finito di (O, a). 

È, mi sia lecito dirlo, assai più facile operare con la trasformazione di 
LAPLACE che non con quella di FOURIER. Ma se si tenta di invertire l'ope- 
razione, ci06 nella (1) di trovare la f(x) nota la  a($?&), e nella (II) di trovare 
la g(x) nota la b(m), le difficoltà mutano improvvisamente di sede; mi basti 
dire, che, mentre per l'inversione della trasformazione di FOURIER, 6 suffi- 
ciente che a(wc) sia L,, e che la formula di inversione è data da:  

-Co 

sempre con qualche precauzione ne1 considerare l'eguaglianza; invece per 
invertire la trasformazione di LAPLACE è necessario che la trasformata b(m) 
sia analitica ne1 semipiano della variabile coinplessa .m definito dalla condi- 
~ i o n e  parte reale di nz > O e la determinazione di g(x) & data da:  

e-icn 

a mezzo, dunque, di un cammino di integrmione complesso, il che porta di  
conseguenza la  necessità della previa determinazione dei valori conlplessi di b. 

Se si considera la: 

(1 bis) 

oppure la :  

(II bis) 

(*) Indico con (- m, + x), corne è uso, l'intervallo che va da - co a + cc, çompren- 
dente cioè tutti i valoii reali della variabile: con (0, so) l'intervallo coniprendente i soli 
valori positivi della variabile. 
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e si cercano i valori di A che permettono di soddisfare le relazioni, valori 
che cliiainerb trattatidosi di equazioni integrali, sia pur singolari, autovalori; 
come chiainerii autofunzioni le funzioni soluzioni di tali equazioni integrali ; 
si sa che la (Ibis) non ha altri autovalori che 1, i, - 1, - i , e che ad ognuno 
di essi corrispondono una infinith di antofunzioni. Mentre la  (IIbis) ammette 
uno spettro continu0 di autovalori, con un numero finito di autofunzioni 
linearmente indipendenti 'connesse a ciascun autovalore. 

Ho riassunto in modo sommario (') il cornportamento delle due equazioni 
integrali (Ibis), (IIbis), per mostrxre come sia stato indotto a supporre che 
la distribuzione degli autovalori dell'eqiiazione integrale connessa alla tra- 
sformazione lineare, sia intimamente legata alla natura della trasforrnazione 
stessa. 

Le trasforrnazioni lineari geiierali che finora furono studiate sono quelle 
del tipo: 

CO 

(III) 9(4 =jl(x?l)f W?l 
O 

dove A(xg) è funzione di  una sola variabile B calcolata per z = %y; oppure 
quelle del tipo eostanzialmente simile : 

(III bis) 

dove H è funzione della sola B = x + y ;  cui si  perviene dalla (III) con un 
seruplice cambiamento di variabile. 

La  notevole particolarizzaaione dei tipi (III) e (III bis), di fronte al tipo 
più generale di trasformazione lineare : 

è dovota al fatto che tutte le trasformazioni epontaneainente sorte nell'analisi 
sono riconducibili alla forma (III), O ci0 che é 10 stesso alla (IIIbis), non 

(4) Anche per l a  trasformazione di Garrss e per quelia di HANKEI., sono '&te stndiate 
le  equa~ion i  integrali connesse; l a  prima da D o e ~ s c ~ ,  Math, Zeischrift r, 41 (1936), l a  se- 
conda da Ti~rcon~i  ( a  d t t i  R. Acc. d i  Torino r ,  aprile 1936); B anzi da quest'ultimo lavoro 
clle B partita la piinia idea di questa mia memoria. Colgo l'occasione della citaaione per 
ringraziare il prof. Tnicom che mi  B stato largo di consigli, nella'redazione del presente 
lavoro; esprimo anche la  mia gratitudine a l  prof. FUBISI che mi B stato pur esso largo di 
aiuto prezioso. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



disgiunto dalle notevoli difficoltà che si frappongono ad uno studio sisteinatico 
della trasformaaione più generale. 

I n  particolare, essendo il problema dell'inversione il primo a sorgere 
spontaneamente, si P, cercato di stabilire tra le trasformazioni (III) O tra le 
(IIIbis) se si potesse determinare la  classe delle trasformazioni involutorie, 
di  quelle trasformanioni, ciob, che applicate due volte consecutivamente su 
una qualunque funzione riproducessero la funzione di partenza, tali cioe che 
valesse (per quelle di tipo III) : 

per tali classi di trasformazioni involutorie riducendosi i l  problema dell'in- 
versione a quel10 di applicare sulla fnnzione trasformata la trasformazione 
stessa. 

F u  risposto in modo esauriente alla questione dell'involutorietà da1 
WATSON (2), che trovb le condizioni necessarie e sufficienti a ohe una tra- 
sformasione fosse inro1utori;i. Si noti che il WATSON spostb i l  problema ne1 
modo seguente: se si parte da 

e si integrano ambo i membri da O a x, e se si pensa di poter invertire le 
due operazioni di integrazione che vengono a nascere a secondo membro, si 
trova : 

ove si è posto: 

I l  WATSON studib la  (V) invece della (III). Più precisamente nella parte 
introduttiva delle sue << General transforms r trovb con procedimento pura- 
mente formale delle condizioni necessarie e sufficienti perchè la  (III) fosse 
involutoriri,, ma tali risultitti abbandonb, spaventato forse dalla difficoltà di 
renderli rigorosamente sostanziali, per affrontare 10 studio della (V); dimostrb 

(2) Vedi G. N. WATSON, Gelzeral Transfomns, * Proc. Math. Soc. B (2) ,  35 (1932) e vedi 
pure G. H. HARDY and E. C. TITCIIMARSH, A elass of B'ourier ker~els. Ibidem. 
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allora quali fossero le condiaioni necessarie e sufficienti perchè vi fosse in- 

volutorietà si  pub precisare, ne1 caso della (V), che si intende involutorio un ( 
nucleo X(xg) quando p w  esso valgono qualunque sia f contemporaneamente 

Le condizioni di WATSON per la necessità e la  sufficienza dell'invo- 
lutorietà della trasformaaione è che, sotto limita~ioni qualitative per il nucleo 
e per i l  campo fuuzionale in cui si opera, sia: 

Trovb icfine tutte le X(xy) soddisfacenti alla espressa condizione; ritro- 
vando inoltre il teorema di PARSEVAL per le trasformazioni involutorie. 

Notevoli semplificaeioni di dimostrazioni furono successivamente apportate 
da PLANCHEREL e da DOETSCH (3). 

Io mi propongo in questa Xemoria 10 studio della trasformazione del 
tipo (III), abbinando tale studio con quel10 dell'equazione integrale: 

the chiaino equazione integrale connessa con la trasformaeione. Ho, in parti- 
colare, sotto opportune ipotesi su1 nucleo A della trasformazione e su1 campo 
funzionale in cui la  trksformazione agisce, trovati i seguenti risultati: 

1) Condiaione necessaria e sufficiente perche la  (III) sia involutoria 13 
che la (VI) ad essa connessa non abbia altri a,utovalori che + 1 e - 1. 

2) Condiaione necessaria e sufficiente perche la (III) sia involutoria 
(in un senso leggermente più lato dell'usuale) I3 che la  (VI) ad essa connessa 
ammetta una autofunzione a quadrato integrabile f*(x), tale che: 

non sia mai nulla per nessun valore di m. 

( 3 )  PLANCHEREL, Su.r les formules de réciprocitè du. type de Fouries, Journ. London 
Math. Soc. . (1936); DOETSCH, Beitrag zu Watsons General Transfonues, = Math. Annalen a, 

113 (1936) e Zur Theorie de+ involutorischen Transformationen ... . Ibidem. 
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I n  una  seconda Memoria svolgerb 10 studio sistematico di una  parti- 
colare classe d i  equazioni in tqr i t l i  di prima e seconda specie, oinogeric>e O 

non, connesse con le  trasformazioni (III), aventi nuclei che, generalir/,a:indo 
con le  loro proprietà le  proprieth dei niiclei involiitori, chi;iinei.b involntori 
generalizza ti. 

CAP. II. Alcune definizioni preliminari. Sulla trasforinazione 
di Mellin-Fourier. 

Ne1 corso di qiiesta Memoria intcrviene iina trasfoi-iniizione ausiliaria, 
che, p ~ r  le analogie che essa lia con l a  ti~asformiizione di ;\ZE:I,LIN c Con 
qnella di FOURIER, ho chiamata trasFoi.mazionr di ;\IEI,LIN-FOURIER ( O  ab- 
breviando tras. M.-F.). 

Essa oprra su  f~inzioni defiiiite in (0, coj ed b dgbfinita da : 

la trasformata n(m), contrariamente d l a  tiwsforinanda fl.r), ~ i e n e  tlcfinita, 
ove esista in (- m ,  -+ co). L e  proprieth della JI.-F. si  riconnettono subito 
alle note proprietà della trasformazione di FOURIER eiii l a  condnce i l  Cam- 
biamento di varialsile : 

che porta a 

-CO 

Concliido quindi : 
10 La trasformata di M.-F. d i  unn funxione f(5) definita in (O, co) è 

x 

null'altro c7ze la trasformata d i  Fourier, ove esista, della fuwio)ze eqf(ex) de- 
finita in (- m, + oc). 

Segiie facilmente dalla considerazione della seguente uguagliiinza: 

w r I f (a) 12dï = ex 1 f (ex) 1 % ~  = l e2f (ex) dx 
O il O il' , 

ottenuta col cambiamento d i  variabile a = ex, che per l a  RI.-F. valgono i 
teoremi di PLANCREREL e di PARSEVAL, cos1 eniinciabili: 
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20 Se f ( ~ )  è L, in (O,  oo) definita la sua trasf. M.-F. corne: 

sussistono le d u e  eguaglianae : 
4 B  

CAP. III. Ipotesi su1 nucleo della trasformazione. 

Corne ho dehto nelle premesse mi propongo 10 studio delle trasformaaioni 
lineari del tipo: 

m 

dove il nucleo A(xy) è funzione del solo prodotto xy; se pongo s = xy la 

trasformazione diventa: 

le due e s p k s i o n i  essendo perfettamente equirnlenti. Pe r  evitare inutili com- 
plica~ioni mi riferiro alla seconda forma e definisco trasformata di un f-un- 
zione f(x) secondo il nucleo A ( z )  il: 

lim /A+ (:)da 
a-m. 

sempre inteso che tale limite esista per ogni x di  (O, cm). Tale limite indico 
brevemente con : 

U [ f  (41. 

(4) Ii' espressione 1. i. m. f(x 1 a) = y(x) sta per indicnre che liiii 1 f(x 1 a) -y(%) 1' dx = O 
a-b a-b, \ 

1' integrale esteso all' insieme per cui si intende verificata 1' espressione stessa. 
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Ne1 corso poi della presente Memoria si intenderh sempre (salvo nvverti- 
mento esplicito) con il segno: 

indicare il 

iim j . 
a-oo 

e-a 

Enuncio le ipotesi che definiscono il campo funzionale cui appartengono 
i nuclei A(a) considerati in questa mernoria. 

1.0 È A(z) una funaione reale della variabile reale 5, definita per 5 po- 
sitivo, integrabile L in ogni intervccllo finito in terno a (O,  co). 

2 . O  Beiito : 
e+a 

s i a  sempre: a) Q(m 1 a) l i + d a t o  pPr ogni '  m ed a del canzpo d i  definiaione, con- 
t inuo corne funaione d i  m per ogni  m r ~ n l e ;  b) esisfa per ogni  in reale i l  

lim Q(m 1 a)  = Q(112) ; 
a-cc 

c) s i n  Q(m), oltreche li,~n.itato, corne segue d a  a) e b)  continuo in (- CO, -+- co) 
eccetto al  pi& i,n un ilzsieme v~urnerabile d i  p z ~ n t i  { md 1 , +zen co~zdensantisi  al  
finito, in cui nbbicn solo discont inui fh  d i  p r i m a  specie; d )  s i a  la converge;z.-a 
d i  Q(m ( a) verso Q(m) un i forme  in ogni i~z terval lo  tutto i n t ~ r ) t o  a d  un intervullo 
Ziwzitato d a  d ~ c e  successivi md; P )  s ia  selnpre Q(m) + 0. 

La parte e) non essendo verificata il niicleo sarà definito incompleto. 

CAP. IV. Le autofunzioni fondamentali dell'equazione inte- 
grale f ( x )  - hU[f(x)] e d  una condizioiie necessaria per l'in- 
volutorieth della trasformazione. 

Considero l'equazione integrale singolare omogenea di 2a specie, con- 
nessa con ln trasformiizione U :  

eSn  

fi.) = m ( f I x ) l  = i lim j *$ f (:)da 
a-w 
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Sulla (1) ennncio un  teorema, fondamentale per il resto della ricerca, 
che mostra coine ogni equa~ ione  integrale di ta1 tipo non solo ammetta sempre 
autovalori e aiitofunzioni, ma aminetta una classe d i  autofunzioni assai vasta 
che chiamo fondamentn!i, (10 stesso aggettivo applico ai  relativi autovalori) 
le  quali sono cornuni, a rneno del valore d i  due costanti, a tutte lt! equa- 
zioni (1) il cui nucleo soddisfi solo, le ipotesi specificate in precedenza, in- 
vero assai poco restrittive. h z i  neppiire tutte le ipotesi fatte sono stretta- 
mente nmessnrie alla validità di questo teorema: basta che siano verificate 
la l a ,  e le  a) e b) della 2", e cib per ovvii niotivi che seguono. 

TEOREMA 1. - L'equuzione: 
e f n  

f l ~ ) =  i a [ f ( ~ ) l =  A iim 1% f(:)dz 
a - ~ o  

ummtzette sentpre le soguenti uutofunsioni e relntivi autovalori, che chinmo fon- 
dar)zentali : 

H e K essendo due costanti arbifrarie e le determinnzioni dei radiculi essendo 
le stesse nelle autofunzioni e nei relativi autovalori. 

DIM. - Se in  (1) pongo: 

ricavo facilmerite : 

xim %-im %-im xi rn 
C i  - + c, - = Ac, lim Q ( I ~  / a) -- t Ac, lim a(- m 1 a) - 

V: V X  a-CO V X  a-cc VG 
e, dato che: 

ricavo ancora : 

Ora se  la (3) vuole essere soddisfatta deve essere: 
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Il sistema (4) non pub essere a sua volta soddinfatto con soluzione 
propria se non è il relativo determinante uguale al10 aero: deve essere 

ne1 primo caso le (4) ci denno: 

c , = H b Q ( - a l ) ;  c , = ~ v S 2 ( ? n )  
ne1 secondo: 

- 
c ,  = K Q(- * I L )  ; c? = - K \ Q(wa).  

Resta cosi pienameiito climostrato il teoreina 1 coll'ausilio delle sole 
ipotesi previste per A(z). 

Segue subito il: 
COROLLARIO 1°. - O p z i  equazione d i  tLpo (1) ammette sempre coppie d i  

* l  
autovalor i  reuli  eguali  in vulore assoluto ?nu d i  segno opposto date  d u :  

l Q(4 1 '  
Infatti per il Teor. t esistoiio, per ogni ?n reale (piirchè il nucleo sia 

completo) i due autovalori : 

ora, essendo A(#) reale è: 

00 cc cc 

Q ( 4  =/% zil"dz =\% cos ( I ~ L  logz.)d. + i aen (la log a]dz,  

O O O 

dove : 
cc 

J$$ cos ( ,  log - sen ($18 log ~ b j z  

O O J? 
sono entrainbi reali; d i  conseguenm: 

(*) Con 6(m) iridico il nurnero coinplesso coniugato di B(m). 
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A parte l'ordine dei segni, b :  

il che diinostra l'enunciato corollario 10.  
Suppongo ora che dia) sin, involutorio: preciso i l  significrtto di  questa 

locuzione: dico che A(z) è involutorio se, per ogni fuozione f(x) su cui è 

possibile operare la doppia trasformazione : 

Cib prernesso, segue che le autofunzioni fondamentali, cp(x 1 m), sono fun- 
zioni su cui é certo possibile operare con A non solo due ma quante volte 
si voglia, e per esse vale in particolare: 

essendo A,, l'autovalore fondamentale relativo alla cp(x 1 m). 
Se A(z) 13 involutorio deve necessariamente essere: 

I L I = l  
da cui per il corollario 10: 

(5) 1 Q(m) 1 = 1 (HZ in (- m, + oo) 
essendo la tp(x 1 m) dipendente da m che pub assumere un qualunque valore reale. 

È dunque: 
TEOREMA II. - Condixione mecessaria perchè una trasformazione sia in- 

volutorin, nel senso precedentemente specificato, è che per ogni m reale, sia: 

Delle ipotesi fatte su A(x) per la validith di quest7ultimo teorema ba- 
stano la  la e la a) e b) della 2a. 

CAP. V. Il campo funzionale M. 

Giunto facilmente a l  teorema 1, che nssicura l'esistenza per tiitte le equn- 
zioni integrali : 

f (4 = W f  ( 41  
connesse alle trasformadoni funzionali in istudio, della cornune e vasta 

Annali d i  Matematica, Serie IV, Tomo XVI. 18 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



classe delle autofunzioni fondamentali, ed a l  teorema II che dice che la tix- 
sformazione non pub essere involutoria se la trasformata di N.-F.,del suo 
nucleo non soddisfa a :  

(5)  I Q(m) I = 1 

sono stato naturalmente spinto a cercare se la  anzidetta condizione, neces- 
swia alla involutorieth, non fosse anche sufficiente. Per riuscire a dimostrare 
che la (5) 6 condizione sufficiente perché il nucleo A(#) sia involutorio, é 
necessario fissare con chiarezza il campo funzionale c u i  devono appartenere 
le funzioni su  cui opera la  trasformazione. 

I n  ricerche analoghe si  suole fissare come campo funzionale quello Li 
delle funzioni assolutamente integrabili in (O, CO) oppure quello L2 delle 
funzioni a quadrato integrabile in (O, CO); il campo funzionale da me scelto 
parimenti O forse più vagto, se sono leciti tali confronti, di quello L, e di 
quello L, ,  é in connessione assai intima con la  classe delle autofunzioni 
fondamentali. 

Se  considero un certo numero finito di autofunzioni fondamentali: 

e ne faccio una qualunque combinazione lineare, tale combinazione potrA 
pure essere pensata come combinazione lineare di termini del tipo: 

e, viceversa, ogni combinazione lineare di tali termini sarà pure pensabile 
come combinaaione lineare di autofunzioni fondamentali cp(x 1 nt). 

La combinazione lineare, in senso lato, più vasta possibile, di terrnini 
%in8 
-- 6 data dall' integrale di  STIELTJES: 
V ' X  

ma tale integrale é sempre ancora, in senso lato, combinazione lineare di 
autofunzioni fondamentali, mi si permetta farlo notare esplicitamente, di 
qualsivogiia delle equanioni integrali di tipo : 

f (4 = W f  (41. 
Occorre una ultima precisazione, per giungere alla definiaione del pre- 

annunciato campo funzionale. 
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ed eqzcnsiorci integrdi singotn~i 139 
- -- 

Perche l'integrale di STIELTJES abbia sempre un significato bisogna 
fare una qualunque ipotesi sulla funsione peso V(m). Qui, a differenza di cib 
che si fa per gli integrali di STIELTJES, di tipo analogo, che definiscono le 
funaioni definite positive (j), non impongo 
(non decrescente), ma mi limito ad imporre 
che sin ciob: 

+Co 

j d v ( i i )  1 = 
-00 

che V(m) sin limitato e monotono 
che sin a variazione totale limitata, 

c che sin, cib in accordo con le ipotesi che vengono emesse nella definizione 
delle funzioni definite positive, per ogni nz: 

Ecco dunque la definizione del campo M. 
Dettn V(m) una yualunque funsione a ,uaria~ione limitata, definita iw 

(- oo, + m), soddisfncente alEe condizioni : 

C7~Eamo campo 11 il cawpo delle furnsioui della variabile 5 definita in  (O, CO) d a :  

CAP. VI. Le proprieth delle fiinzioni appartenentl al campo M. 

Definito il capo 31, passo ad enunciarne le più salienti proprietà, che 
servono a metterne in evidenaa l'ampiezza e le  caratteristiche. 

Ad ogni funeione f ( ~ )  appartenente a M si. pub fare corrispondere una 
fniizione peso V(m) in ( -  cm, + oo), che ln definisce a mezzo della: 

(3) Pcr l e  Sunzioni dofinite positive vedi per es. BOCHNER, Porlesulzggn %ber fouviesehe 
integrale, da  pag. 74 a pag- 8'2. 

(*) Intlico con V(m + O) i l  lim V(m + h) e con V(m - O) i l  lim V(m - t  h); limiti che 
h-O+ h-O- 

devono sempre esistero per ogni m di (- 33, + CO). 
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se due funeioni peso V,(nz), V2(m) definiscono la stessa funzione f ( z ) ,  esse 
devono differire tra loro d i  una costante. Infatti, posto 

s e  fosse Wjm) diversa da una costante, sarebbe certo, per la naturn dell'in- 
tegrale di SIIELTJES : 

+Co 

Si potrebbe rendere la  cori~isporiclenza tra funzioni appartenenti a Jf e 
funzioni peso V(W) biunivoca imponendo alle funeioni peso d i  soddisfare 1ii 

relaeione : 

V(0) = O, 

ma tale corrispondenza biiinivoca non è necessaria per l'ulteriore svolgi- 
mento del lavoro, e per semplicità preferisco non iinporrc condixioni clie 
non siano assolutamente indispensabili. 

Una fumione peso V(w) pub, essendo ;i v9riaxione limitata, essere pensata 
coma differenm di due funsicmi monotoiic ma i  dcorescenti, limita te : U,(nz), 
U,(m) ; posto dunque : 

V(74 = <J,(,ir/) - U ? ( q  

ed essendo per le U,U, soddisfatte ovviamente: 

sarnnno : 

entrambe definite positive (5); posto x = log e ricavo facilmente: 
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È facile concludere che date due funzioni in (- CO, + oo) p,(x), p,(x), 

definite positive, posto x = log z, e divisa la loro differenza per V; si ottiene 
una funzione appartenente ad M ;  ed inversamente una qualunque funzione 
appartenente a M pub pensarsi come la differenza di due funzioni definite 

positive, calcolate per x = logz, divisa per vi. Concludo con: 
X 

1.0 Se f(z) appartienie a M, ezf(ex) è sernpre decornponibile nella diffe- 
rensa di  due funzioni depnite positive, di cui una pub anche essere inulla,. 

Essendo le funzioni definite positive fun~ion i  continue in tutto (- CO, 

+ CO) posso per 1' enunciato 1.0 asserire: 
2.0 Ogni funsione f(z) appartenente a d  M è una funzione continua 

i n  (O, CO). 

Un particolare sottocampo di M è dato dalle funzioni definite a mezzo di 

con a(m), L, in (O, m). Per  convincersi che funzioni cosi definite appartengono 
ad M, basta porre: 

m 

V(m) = a(m')dm' I 
O 

per poter scrivere: 
$-O0 
,im 

a(m)dm =/ d V((nl). 

-CO -w 

Penso ora una funzione g(z), L, in (O, CO) essa. sarà, per il risultato 2, 
del 1 Capitolo che estende il teorema di  PLANCHEREL alla trasformazione 
di M.-F., data da:  

-kB 
xf 

g(z) = 1. i. m y z  b(~u)dm, 
B-CO 

-B 

con b(nz), L, in (- oo, +- 00);  se si suppone che b(m) sin anche L, in (- bc, 

-t- oo) allora la  g(z) appartiene ad M oltre che ad %,, dirb che appartiene 
a ML,. 

È facile convincersi che ogni funzione appartenente a M L ,  è del tipo: 
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con b(nz), L,L, in (- oo, t CO). Infatti per ogni funzione appartenente ad M, 
l'integrazione rispetto ad tn non richiede alcuna pi*ecauzione, ossendo l7in- 
tegrale assolutamente ed uniformemente convergeilte per z in (O, CO) é 

dunque per ogni funzione L, appartenente ad M :  

con b(m), L, ,  in quanto g(a) 6 
è appartenente a M. Segue: 

3.0 Ogni funaione ML, è 

L, ,  e contemporaneamente L I ,  in quanto g(z) 

data da: 

con aa(m), L,L, in  (- CO,  + 00). 

Un'altra notevole proprieth delle funzioni appartenenti ad III è la, se- 
p e n t e  : 

4.0 Data una fun~ione f(z) appartenente a M, ed una successione di 
insienzi 1 p,, i, tali che ogni m di (- CO, + CO)  appartenga ad uno e ad uno 
solo di essi, e tale ancora che, peso ad arbitrio u n  infervnllo finito (a, b) si 
possn sewpre trouare u n  k intero positivo, i n  modo che, gli m di (a,  b)  non 
appartengano a nessuno dei p, con n > k,  sussisle ln: 

Dato, infatti? un numero positivo A, gli insienii pJZ che hanno punti in 
( - A ,  A) hanno per ipotesi indice minore di q (essendo q un opportuno intero 
positivo) ; considero allora : 

Pl% 

Detto o, l'insieme format0 da tutti i p,, con n 2 q è: 

a cui: 
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Essendo V(wz) a varimione liinitata è possibile, dato E positivo, piccolo 
a piacere, trovare un A tale che: 

e di conseguenza risalire ad un y per cui sia:  

È cos1 dimostrato 17 enunciato 4.0 insieme d l '  assoluta ed imiforme con- 
vergenza della serie in cui ho decomposto f(a) in ogni intervallo interno 

a (0, 
5.O Definisco sottocampo d i  M i l  campo delle funsiomi date d a :  

I temaini della serie in cui (per Z'enunciato 4.0) so decotnporre ogni fun- 

nione f(5) appartenente ad  I\II li chiatno componenti della f u n ~ i o n e  secondo i 
sottocampi M[p,] connessi con l ' insieme p,, e M indico con f[Pn](z). 

CAP. VII. Due lemmi su1 campo funzionale .JI. 

LENMA 1. - Se Q(m) è a n a  funeione l imi tata  in rnodulo d a  9 per m 

i n  (- ao, -t- oc) e quivi continua, se V(m) è una funeione peso, allora : 

appartiene ad  JI. 
Dm. - Posto: 
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144 E. PROLA : Trasformazioni furcziolznli lineari 

da cui segue: 

Inoltre, essendo Q(m) continuo sarà: 

m-O 

+ Q(w2)[V(m t O) - V(a8 - O ) ]  
O 

da cui segue: 

È dunque W(m) una funaione peso, e dato che: 

posso scrivere : 

Questo lemma non regge più quando si tolga 17ipotesi della continuitlt 
di 8(m) in (- oo, + CO); non è più infatti possibile, con le ipotesi fatte per 
il peso V(m) considerare alla luce delle ordinarie definizioni di integrale 
di STIEL'PJES (*): 

m 

/S2(qa1)d V(iitl) 

O 

quando Q(m) non è continua. 

(*) L'ordinaria del.  di integrale di STIELTJES vale solo quando O la funzione pcso O la 
funzione intepanda sono in ciascun punto, almeno m a ,  continua. 
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Sono state, C vero, coinpiute recentenente estensioni del concetto di  
inlegrale di STIELTJES ne1 sens0 che occorre, e precisamente il DE FINETTI 
ed i l  JACOB (7 lianno data una nuova definizione di integrale di STIELTJES: 
che potrebbe estendere il lernma 1 ne1 caso in cui 52(nz) cessa di essere con- 
tinua. Siccome, per qnanto occoinre in questo studio, tale estensione potrebbe 
parere artificiosa, ho preferito evitare una definizione arbitraria, salvo poi, 
a risultati raggiunti riconoscere la possibilitti, di una definizione che rientra 
perfettamente in quella di DE FINETTI-JACOB: 

Per  sveltire la dimostrazione del lemma che mi propongo di  enunciare 
mi permetto di introdurre alcune locuzioni sulle quali richiamo l'attenzione 
del lettore. 

Presa una funzione peso V(m),  ed una successione di pnnti { md\ in 
(- 63, + 00) indico con Vimd,(m), clie legyo Eu V(m) liberatn dalle disconti- 

wui t i~  in 1 md 1 ,  la funzione cosi clefinita: per o p i  md detergïcimo un Cd 

dnto d a :  
Cd = V ( I ~ Z ~  + O) - V(b)td - O) 

(potrh essere Cd = O se ma no% è un panto d i  discon,tinuità per V(m)). Cib 
premesso considero u n a  funsione a scalu S[,,)(m) cosi definita: S(,,) è costante 
tra due successmvi md e soddisfacente i?z o p z i  ma alle: 

la differensa : 

V ( 4  - S(,d)w 

è V(,,)(m). È ovvio che l a  V(,,)(m) è continua negli / md \ .  
Faccio ancora notare, prima di enunciare il lemma II, che: data una 

funzione P(m 1 a) ,  continua per ogni m di (- oc, + m), qualunque sia a ;  la  - 
quale tende per a che va all'infinito ad una funzione Q(nz), continua in 
ogni m di ( -  oo, + oo) eccetto in un insierne di punti m, \ numerabile, 
non condensantisi al finito, in cui 6 affetta da sole discontinuità di  prima 
specie, se la tendenza al limite è uniforme in ogni pluriintervallo tutto al 
finito, escludente gli { înd 1, é allora sempre possibile, determinati tre numeri 
positivi: E (piccolo a piacere) 7c (grande a piacere) 6 (piccolo a piacere), ed 
in conseguenza degli ultimi due un pluriintervallo A, cui appartengono i 

(6) Vedi B. DE FINETTI e N. JACOB, Sull'integrale d i  Stieltjes Riemann, Giorn. del- 
1'Istit. degli Attuari m ,  ottobre 1935. 

Annali d i  Matematica, Serie IT, Yomo SI-1. 19 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



che per o p i  a > cc.,, siano: ' 

Ecco danque il leriima: 
LEMMA II. - Daia uncc funzione l imi ta ta  Q(in ( a), della vaviabile a > 0, 

ed m a r b i t ~ a r i a  reale, che per a-oo tende a d  una funzione Q(m) necessn- 
riantenle l imi tata ,  cont inua irz (- 00, i- cm) eccetto che in u n  insieme 1 md 1 
nuwerabile,  n o n  condensanteii  ' a l  finito, in cui  P af/étta d a  sole discontinuità 
d i  p r i m a  specie; se l a  l e n d e n m  è u n i f o r w e  in ogni  plurint<zrvallo tutto a l  
finito, escludente i p u n t i  d i  1 ind 1 , esiste a l lora:  

convergente uni formemente  per  5 i n  (0, oc) cerso: 

'dove V(,dl(m) è l a  ficnzione peso V liberata dalle discontinuità negli 1 md } . 
ed i Cd sono g l i  evenfual i  sal t i  che V(m) conzpie lnegli md. 

DIM. - Essendo V(m) a variazione totale limitata, B possibile, fissato 
un ~1 arbitrario (piccolo a piacere) trovare un intero Ic, tale che: 

Essendo anche V(m,E)(m) a variazione totale limitata, e continua negli { md 1, 
fissato 10 stesso 7 di prima, è possibile trovare un 6 positivo tale che: 

B 
intendendosi con L la  somma estesa a tuZti gli min, che cadono in (A, B); 

A 

chiamo inoltre A il plurintervnllo format0 dagli m che soddisfano 1 m 1 < k ;  
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6 1 nz - rnd 12 - per ogni md.  Cib premesso considero che: 2 

e che: 

per cui 

Detto ora H un numero positivo maggiore del limite superiore di 1 Q(rn 1 a)  1 e 
di quel10 di ( Sl(m) 1 ,  tenuto conto delle condizioni di convergenza di Q(m 1 a) 
verso Q(m), e delle considerazioni che ho fatto precedere all'enunciato del 
lemma, si pub, fermo restando q ed il conseguente pluriintervallo A, deter- 
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minare a, tale che per ogni a < a, sia ssmpre: 

Segue quindi per ogni a )  a, : 

il che dimostra i l  Lernrna II. 
Se, data V(mj, definisco : 

m 

lim J z ~ ~ ( l r i .  1 ajd V($>C) = 1 z tmd  ~ p z ~ .  
a-cc 

OC) -CO 

Le esposte considera~ioni sull'integrale di  STIELTJEG, mi avevano sin qui 
imposto di  considerase solo .funzioni inteyrande continue, e mi avevano iinpe- 
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dito di enunciare il Lemma II nella forma: 

Se perb introdiico la seguente generalizzazione di integrale di STIELTJES 
per funzioni integrande aventi un'infinitk numerabile di continuitfi di prima 
specie non condcnsantisi al finito : 

generalizzazione che si identifica con quella citata in nota di DE FIKETTI- 
JACOB, giungo al : 

LEMMA II-bis. - Se si verificano le ipotesi anmesse nez Leînma II è : 

a-cc 
-oz -OC, 

+O3 

uniformewzente per 5 in (O, ) \g Q(m)dV(rn) apparfiane ad M. 

CAP. VIII. La trasformazione funzionale ne1 cariipo 31. 

Considero una qualunque funzione appartenente ad N:  

-CO 

e ne cerco la traslormatn : 

af (41 
essa è per definizione : 

e-a 

Ora : 
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150 E. FROLA : Tras formaxiouci ficfiaio f i n h  hnenrd 

essendo V(m) a variaaione totale limitata, ha  per mnggiorante: 

e converge quindi uniformeriiente per tutti gli di (O, w); essendo poi in 

converge uniforinemente in tale intervallo, posso quindi in (ru, e+a) inte- 

grare rispetto s sotto il segno di . Rla dato che:  .r 
-00 

è stato chiamato Q(m 1 a)  segue : 

Ora per le ipotesi su A(s), e per il Lemina II-bis, si ha : 

O cib clie B lo stesso : 

- 

enuncio allora : 
TEOREMA I I I .  - Ogni funaione appartenente ad 31 : 

awmuette trasformata U[ f ( x ) ]  appartenente pure ad ?AI dala d a :  
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La notevole semplicith del risultato va spiegata col fatto clie il campo &Y, 
pur essenclo di grande generalità 6 coinposto di combinazioni lineari di auto- 
funzioni fondamentali del nucleo della trasforrnazione. 

CAP. IX. Condlzioni necessarie e sufficienfi per l'involntorietit. 

Considero una funzione appartenente ad M, f(a),  esistendo la sua trasfor- 
niata Ll[f(z)] pure in N posso calcolare la a [ a f ( z ) ]  essa per il Teorema III 6 

Riprendo ora la questione tralasciata, se la  (5), oltre ossere condizione 
necessaria, & anche condizione sufficiente per l'involutorietà della trasforma- 
zione; un semplice esame della (7) mi induce ad enunciare il: 

TEOREMA IV. - Condisione necessaria e sufficiente perchè A(z) sia invo- 
lutorio in M ,  è che per ogni m reale s ia:  

1 n (MI 1 = 1. 
Ho già fatto notare che se A(z)  è involutorio la (1) non possiede altri 

autovalori che + 1, - 1 ;  é pasimenti vero che, se A(z) 6 involutorio in Al, la (1) 
non possiede, in  M, che autofunzioni relative agli autovalori + 1, - 1 ;  O con 
linguaggio abbreviato, come dirù dianai, non possiede in M che gli auto8alori 
+ 1, - 1. Se invece penso che A(a) non possegga, in M, altri autorevoli che + 1, 
- 1, devono anche le autofunzioni fondamentali, che pure appartengono ad M, 
essere co'nnesse tutte quante agli autovalori + 1, - 1: ma gli autovalori fon- 
damentali sono dati da:  

dunque se, in M, A(#) non .ammette che gli autovalori + 1 e - 1, deve essere 
verificata la  (5); e per il teorema IV segue allora: 

TEOREMA V. -- Condizione necessaria e sufficiente perchè A(z) siu involu- 
torio in 11 è che quivi non  possegga altri  autcvalori che -I- 1, - 1. 

È ovvio che se A(z) B involutorio in M: 

dove c é una c0stant.e qualunque diversa da t s ,  non sarà più involutorio, 
ma operando due volte con esso su di una funzione appartenente ad M si  avrà ; 

@[U"If (41 = c"(4l. 
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D'altra parte i nuclei che soddisfano alla scritta relazione, qualiinqiie 
sia f purchè appartenente ad M, si riducono ad involutori col dividerlo per 
una costante: tali nuclei l i  chiamo quasi involutori fattore c. Posso allora 
facilmente enunciare i seguenti teoremi per i nuclei quasi involutori: 

TEOREMA IV-bis. - Condizione necessaria e sufficiente, perchè u n  nucleo 
sia quasi involutorio in M futtore c è che per ogni m reale sia: 

/ R ( 4  l = c. 

TEORENA V-bis. - Condiaione necessaria e sufficielzte perchè un nucleo 
sia quasi involutorio in Ji fattore c é che quivi non possegga altri autovalori 

1 
che t - . 

C 

CAP. X. L'involutoriefà e le  aiitofuiizioni. 

TEOREMA VI. - Se A(5) é quasi involutorio in 31 ad autovulori t A, cioè 
f 

fattore f, e se f(x) è èna  qualsiasi funaione di 31: 
A 

f (4 -+ W f  (41 
& m a  autofunzione connessa a 1, mentre: 

è una autofunzione connessa a - A. 
DIM. - Infatti: 

W f  (x) + Wf411 + ieQa[f (411 
ma : 

i l  ch6 dimostra la prima parte del teorema; per la seconda si ottiene, in modo 
uguale, la  dimostradone. 

Segue immediatamente : 
COROLLARIO II. - Bat0 u n  nucleo quasi irzvolutorio fatlore c, ogni fun. 

sione appartenente ad M pub decomporsi nella sotsma di una autofunzione del 
1 1 

nucleo, connessa all'autovalore -, e di una, connessa all'autovalore - - . 
c C 

Suppongo ora che A(z) possegga uiia autofunzione f*(x) appartenonte ad 
ML,, connessa all'autovalore A*; B per 1' enunciato 3 del capitolo VI:  
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ed equcczioni integrdi singoluri 163 

dove a(m) è L,L, in (- ao, + 00). A priori non si pub escludere che esista 
un insieme L in cui a(14 sia nulla. Se cib accade, detto allora a l'insieme 
complemontare di L, è lecito scrivere: 

Non peccherb di generalità scrivendo in ogni caso: 

potendo a, che non sarà mai a misura nulla, perche sarebbe allora f*(x) = O 
(identicamente), anche coincidere con tutto (- m, + m). f3 allora: 

ma f*(x) è una autofunzione connessa a A*, deve essere percib: 

Chiamo - a  l'insieme simmetrico di  o rispetto l'origine, posto nello in- 
tegrale a secondo membro dell' ultima equazione m' = - m, ottengo : 

Segue dalla (8) che a e - a devon coincidere; ossia che l'insieme o devd 
essere simmetrico di  se stesso rispetto l'origine. Cib premesso, se voglio ve- 
rificata la .(8) devo ammettere che sia, detto p un insieme simmetrico coin- 
cidente con quasi tutto a :  

(9) a(m) = A%(- m)a(- 112) (m in p). 

Posto in (9) - m al posto di m ho: 

a(- m) = A*Q(m)a(m) 

che assieme alla (9) mi dice : 

a(%) = A*? 1 P(m) Ia(m) 

Deve dunque se B una autofunzione essere verificata la :  

(m in p). 
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Se la (10) B soddisfatta non B difficile soddisfare la (9), e qnindi ln (8)' 
insieme con le condizioni di appartenenza ad L ,L ,  per a(m) in p. 

Infatti, detta b ( m )  nna funzione L,L,  in p, se pongo: 

soddisfo la  (9) ed é di conseguenza: 

una autofunzione del nucleo A(z), appartenente ad ML,, connessa all' auto. 
valore A*. Enuncio quindi: 

TEOREMA VIL - Condizione necessaria e sufficiente perchè il nucleo A(z) 
possegga i n  M un'autofumione a quadrato integrabile, connessa all'autovcclore 
(reale) A", è che esista u n  insiewze p a misuru non nulla, simt~etrico rispetto 
lrorigine i n  oui sia verificato: 

TEOREMA VIII. - Se le condizioni del teorema VI I  sono verificate, la 

trasfort~bazione è quasi involutoria ne1 solto campo ML,] delle funzioni: 

La dimostrazione del teorema VI11 segue immediatamente. È infatti: 

P P 

TEOREMA IX. - Se le condizioni del teorema VI I  sono verificate, e se ffP1 é 
%na funsione appartenente a Mrri :. 

è una autofunzione connessa all'autovalore A*, mentre : 

è un'autofunzione connessa a - A*. 
Ometto la dimostrazione rimandando il lettore a quella del teorema VI. 
Se 1' equazione (1) possiede, conuessa all' autovalore reale A*, 1' autofuii- 

aione : 
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con a(rrz) L ,  L? in ( o c ,  + w) e quivi sempre diverso da zero, d o r a  17insieme o 

dei prccerlenti tcwrrnii diventn (- =J, + w);  segue per il Teorema VI che B 

in quasi tiitto (- 03, + M). 
D'nitra parte se cr(m) A L,, anche f*(x) e L, (per l'enunciato 2 del Cap. I I )  

e quinili ha trasforinata di 31.-F. che coincide proprio con a(+)#). Posso allora 
dire che, se A($) possiede unit autofiinzione f*(x) appartenente ad M e a qna- 
clrato integrabile, la cui trasformata di 11.-F. sia sempre diversa da zero, al- 
lorn esso é quasi involutorio in ML,. 

D'altra parte se A(z) & quasi involutorio in  ML, possederk, in M, certo 
autofunzioni a quadrato integrabile: infatti, detta &;) nna qualsiasi funzione 
appartenente ad hIL,, anche Q[g(x)] 6 ML, esscndo : 

-CO 

( a  per 17 cnunciato 2 del Cap. I I  : 

ed allorn anche: 

g(4 + l"a[g(x)l 
appartiene a M L 2 .  Enuncio quindi i seguenti: 

TEOREMA X. - Condinione necessaria e sufficiente perchè A(5) sin quasi 
involutorio i n  ML, è clze esso possegga una autofunaione, appartenente a M ,  a 
quadrato integrabile, avente trasfornzata di N.-P. nzai nulla (*). 

1 
TEOREMA XI. - Se A(E) è quasi involutorio in M fatfore di - 6, per 

A" 
ogni f(x) appartenente ad M e a quadrato integrabile: 

Quest'ultimo teorema é la generalizzasione di quel10 di  PARSEVAL. 

(*) Quest'ultimo teorema ricevcrà forma più completa nella seconda parte di questa 
Mcmoriii. 
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Iiitorno ad un teorema di Hodge sullx teoria della base 

per le curve di iiria superficie algebrica. 

M~moria di BENIAMINO SEGRE (n Bologna). 

Snnto. - Si  dimostra, con procediine+zto algebrico-geonzetrico assai  setnplice, u n  teoretna di 
Honc,~ sulla teoria della hase per le curve tracciate sopra u n a  superficie algebrica; 
d a  questo si tmggono poi varie covzseguenze, concementi i gradi uirtuali  clelle curve di 
u n a  superficie algebrica O delle corrispondenze fra due curve algebriche, i l  principio di  
degenerazione d i  ENRIQUES, e la teoria di  SEVERI delle corrispondenze fra !due super. 
fieie algeb~iche. 

Il sig. W. V. D. HODGE ha recentemente prorato che la forma quadratica 
relativa ad una qualunque base per la totalità delle curue di una superficie! 
algebrica atnettette sempre indice d'inerzia unitario ( ');  la dimostraaione di 
questo importante teorema B condotta ne1 lavoro citato con mezzi elevati, di 
natura topologico-trascendente, sfruttando in modo essenziale la teoria degli 
integrali armonici creata dallo stesso HODGE. 

Puo essere non privo di interesse vedere come i l  risultato possa facil- 
mente venir inqnadrato nella classica teoria della base di SEVERI: cih che 
appunto qui io faccio ne1 n. 2, ottenendolo come corollario di una proposi- 
zione stabilita a1 n. 1 con procedimento algebrico-geometrico semplicissiino, 
della quale inoltre assegno un'estensione (n. 3) e varie conseguenze ulteriori 
(nn. 4-6). Chiudo infine questa breve Mernoria coll'arrecare qualche comple- 
mento alle belle ricerche del SEVERI sulle corrispondenze a valenza zero fra 
i punti di due. superficie algebriche (n. 7). 

1 .  Una curva virtuale D d' ordine zero sopru una superficie nlgebricn F ,  
ha sempre il grado virtuale negativo O ~zullo; e nul10 allora e solo ailora che D 
sia un divisore dello zero (onde il suo genere virtuale dev'essere + 1 ) .  

(1) Cfr. W. V. D. HODGE, Note on the theory of the buse for curves on a n  algebraic 
surface, = Journ. London Math. Soc. =, t. 18 (1937), p. 58. Secondo la terminologia dello 
SCORZA, 1' i n d i c e  d' i n e r z i a  denota il numero dei termini positiri che si ottengono ridu- 
cendo la forma quadratica ad una somma algebrica di quadiati, con una sostituzione lineare 
reale sulle variabili. 
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Fissiamo un intero h superante l'ordine delle curve canoniche impure 
della superficie F, appartenente ad S,., di ciii 1 CI denoti il sistema lineare 
delle sedoni piane O iperpiane e p, il genere aritinotico; h sin inoltrc tale 
che la diinensione virtiiale 

do =pn + v o  - n o  -t- 1 

del sistema lineare 1 Co 1 = / hC 1, di grado v ,  e genere no,  sia maggiore di zero. 
> Dalla [CD] = O scgue che, qualunqiie sia 1' intero i O, la. dimensione vii- 

tuale d,  del sistema lineare 1 Ci / = 1 hC + iD / = 1 C,  i- iD 1 ù espressa da 

dove v e n indicano grado e genere virtuali di D. 
Se fosse v > O, oppure v = O ma TC + 1, la dimensione virtuale d i  1 C, / 

- e quindi anche la sua dimensione effettiva (') - potrebbero absiimere valori 
maggiori di un qualunqiie numero prefissato, pur di prendere i abbastanea 
grande in valore assoluto e (ne1 socondo caso) di segno opportuno. Ma cib ù 

assurdo, in quanto tutte le ciirve C, hanno 10 stesso ordine 12 = v , , :  h, nientrc 

le curve algebriche d' ordine n di 8,. costituiscono un s i s  t e a a  a l g e b r i c o  
(eventualmente riducibile) di dimensione dcterminata (3). 

Deve pertanto essere v < O, oppure v = n - 1 =O. I n  qu~st 'u l t ima ipotesi 
risulta di = d o  > O e su P esistono percib curve effettive C, ,  dello stesso 
ordine n delle Co; siccome inoltre si ha 

[cg = [C,C,] = [Ci] = V O  > O, 

in base ad un teoremn fondamentale di SEVERI (') clevc cs i~tcre  un intciro 

positivo A tale che ?,Co AC,, ossin AD E 0. 
Il teoreina enunciato 13 cosi completamente dimostrato. 

(') Ved. F. S~venr,"Sulle curve algeb~.iche virtuuli appartemnti nd uva superficie alye- 
brica, * Rcndic. R. Istituto Lombardo a, serie II, t. 38 (1905), p. 859. 

(3)-II fatto - ~ i ~ t u a l m e n t e  noto ad ogni oultore di geometria algebiica - che le  Vn alge- 
briche:di un  Sr aventi--dati caratteri k, n. si distribuiscono i ~ i  un numero finito d i  famiglie 
algebriche distinte, è stato per:la'prima volta provato da1 SEVERI : cfr. P. SEVERI, La  base 
per le varietà alyebriche di diine~zsiotze qualunque contenute in una data e la teovia getze- 
rale delle corvispondenze fva i punti cli due supevficie algeblrche, u Mein. R. Accacl. d'Italia S.  

t. 5 (1934), p. 239, n. 1. Un'altra dimostraxione inolto interessante, fondata sulla possibilita, 
cl'introdurre per le 'lizjdi Sr coordinate (sovrabbondanti) legate da un  certo numeroIdi rela. 
zioni algebriche, B stata data recentemente da1 CHOW: ved. W.-IJ. CHOW e B. L. VAN DER 

WAERDEN, Ueber zuyeordnete Forînen'und algebvaische Systeme von algebraischen lilaiznip 
faltigkeiten, Nath. Ann. n, t. 113 (1937), p. 692, 8 1. 

( I )  P. SEVERI,  Sulla totalith delle cuvve alyebriche traeciate sopra una superficie ulge- 
brica, Math. Ann. B, t. 62 (1906): p. 194, n. 2. 
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OSSERVAZIONE la. - I l  teorema stesso eontiene un1 estensione del teorema 
di SEVERI teste applicato (cfr. col successivo n. 4); nell'originaria dimostra- 
zione di  questo, il SEVERI profitta del medesirno fecondo concetto, operando 
cioh per somme ed invocando il fatto che in lino spazio (e quindi sopra una 
superficie) le curve di dato ordine si distribuiscono in un numero finito dl 
sistemi continui coniplcti. 

OSSERVAZIONE Zn. - Si avvertirh che se una curva virtuale é di o r  d i n e  
n e g a t i v o  il suo grado virtuale pub benissimo esser positivo, negativo O nullo, 
perch8 la curva - A, ove A sia una curva effettiva, h a  10 stesso grado virtuale 
di A. Pertanto la  limitazione offerta da1 teorema dimostrato non si estende 
dalle curve di ordine zero a quelle di ordine negativo. 

2. Presa una base 1 C,,  C,, ... , C, 1 per l a  totalità delle curve tracciate 
sopra una superficie algebrica d'ordine v (> O), si pnb senza restrizione 
supporre 1 C, 1 coincidente col sistema lineare ( CI delle sezioni piane O iper- 
piane di  P. Sostituendo (se p > 1) a detta base la seguente 

(C, D,=vC2-[CCD]*C, ..., D,=vCp-[CCI,]-CI 

e posto per abbreviare 

talchh risulta [CD] = O  identicamente rispetto alle x, in  virtii del n. 1 si ha  
che la forma quadratica 

B d e f i n i t a  n e g a t i v a ;  poiehB la forma quadratica relativa all'ultima base è 

s i  ottiene cos1 sena'altro il teorema di H O D ~ E  citato'_in principio. 
Da qui segue subito che i determninanti delle varie basi hanlzo tutti i l  

~nedesinm segno (- l)i-' (p  denotando il numero di PICARD-SEVERI della su- 
perficie), cib che precisa un noto risultato di SEVERI ( 5 ) .  

3. La proposizione del n. 1 venir affinata, col provare - invertendo 
gli sviluppi del n. 2 - che : 

Se C ,  D sono d.ue cztrve (virtzcali) sopra ulna superficie algebrica P tali 

(5) P. SEVEILI, Mein. cit. iii ($), n. 10, Osservaxione la. 
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che [Ce] = v > O, [CD] = O, sussiste d i  conseguenm t a  l i~r~ i tas ione  [De] < O, nella 
quale  vale i l  sepzo d i  uyungl ianaa solo se D é un divisore del10 zero. 

Scelta ne1 modo indicato al principio del n. 2 la base { C, D,, ... , DI, 1 per 
la totalità delle curve tracciate su Ii, colla sola variatite che attu;ilmeiite C 
'denoti la prima delle due curve diansi considerate, la seconda di queste ri- 
sulterh legata alle curve della base da un'equivaleiiza algebrica che - in 
forsa della [CD] = O  - sarh del tipo 

Siccoine anche ora la forma quadratica, relativa 

(con x + O). 

alla base fissata t\ 

dev'essere iina forma quadratica de  f i n i  t a  nega  t iva ,  cib che diinostra 17asserto. 

4. Sia ancora C una curva di grado virtuale positivo appartenente alla 
superficie algebrica F. Prese su F altre due curve virtuali A, B qualsiansi, 
e posto per abbreviare 

a = [AC], b = [BC], 

si pub applicare il teorema del n. 3 alla curva D = b A  - aB  in quanto ri- 
sulta [CD] = O. Limitandoci per semplicitll ad enunciare la  conclusione a cui 
cos1 si giunge nell'ipotesi che C sia una sezione piana O iperpiana di F, si 
ha  che : 

Date sopra u n a  superficie algebrica  du^ curve (effettive O v i r tua l i )  A, B, 
degli ord in i  rispettioi a, b, sussiste senzpre l a  linzitazio?ze 

b v A 2 ]  t a"B" - 2ab [AB] ( O, 

ne l la  quale i l  segno d i  u g u a g l i a w a  7za luogo se e solo se le curve considerate 
sono fra loro algebricammte dipendenti .  

Ne1 caso particolare di due curve A, B d e l  medes imo o r d i n e  a = b ,  
la precedente limita~ione si semplifica riducendosi in fonclo al teorema del 
n. 1, perche si  ha : 

[ (A  - B)'] = [AL] + [BZ] - 2 [AB] < O, 

o ve il segno di uguxglianza vale solo quando esista un intero A per cui sia 
AA -AB; risultato, questo, più espressivo di  quel10 richiamato in ('), ma che 

ad esso si riconduce ml modo indicato al n. 1, 
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Assuinendo invece corne curve B e C due sezioni piane O iperpiane di l?, 
si ottiene clie: 

II grado vir tual~ di una curva virtuale A, sopra una superficie F ,  non 
supera il quoto del pundrato dell'ordine d i  A per l'ordine di P, ed è uguale a 
qzcesto quoto soltanto quando A è algebricamenle legata ad una sesione piana 
O iperpiana d i  3'. 

Tale teorema estende quel10 del n. 1. Va inoltre rilevato che - per quanto 
si b detto in principio del n.O - la limitasione 

[AZ] - [C21 5l [ A  Cl2, 

data da questo teorema, sussiste più generalmente se si considera A in rela- 
zione ad una qualunque curva C di grado virtuale positivo O nullo; ma 
non si pub prescindere da quest' ultima crondinione : invero, conserva ndo le 
notasioni del n. 2 e supponendo p > 3, si ha p. es. 

[Di"] [Oj" > [DiDj12 per i, j = 2  ,..., p ;  i+j. 

5. Riferianioci ora ad una superficie algebrica P contenente due fasci 
1 A j, ( B 1 di curve unisecantisi, e consideriamo s u  essa una qualunque curva T 
(effettiva O virtuale). Posto per abbreviare 

si ha ovviamente [C2] = 2, [GD] =O, onde - in  virtù del n. 3 - dev'essere 
[D?]  < O, ossia 

[T" 1 2 4  ; 

e poichb su P la divisione delle curve per un intero riesce uriivoca ( 6 ) ,  cosl 
in questa limitasione vale il segno di  uguaglianza sempre e solo che sia D-0, 
e ciob: 

. T E  BA + aB.  

Risulta pertanto in modo assai semplice provato i l  fatto noto Che: 
I l  grado virtuale di una corrispondensa algebrica.(effettiva O virtuale) di 

indici (a, p) fra due curve algebriche uton supera mai 2 4 ,  i l  wtassivno essendo 
raggiunto allora e solo allora che la corrispondenaa sia a ualensa zero (7. 

6. Poggiando su1 n. 3 possiamo agevolmente stabilire per via algebrico-geo- 
metrica l'importante p r i n c i p i o  d i  d e g e n e r a ~ i o n e  di ENRIQUES, secondo Cui: 

(6) Cfr. P. SEVERI, Sulle corrispondeaze fra i punt i  d i  una curva algebrica e sopra certe 
classi d i  superficie, K Mem. R. Accad. delle Scienze di Torino r ,  serie II, t. 54 (19û3), Osser- 
vaaione al n . O  il. 

(7) Ved. P. SEVERI, Trattato d i  geometria algebrica, vol. 1, parte 1 (Bologna, Banichelli, 
1926), pp. 265-267. 

Sn~aal i  di Maltmmatica, Swie TT. lomo YVI. 2 1 
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Se una curva algebrica irriducibile - variando con confinuitic - virlte a 
spesxarsi i n  due O pii& cowhponenti, ad ogni componente della curva speaanta 
appartiene qualche pudo d i  collegamen fo (7. 

Non è restrittivo siipporre che la curva E variabile stin sopra una super- 
ficie fissa F (algebrica, irridiicibile), coine certo accade quando ci si  liiriiti a 
considerare per E una scmplice infinità, algebrica di posizioni. Ammettiamo 
inoltre, per assurdo, che una componente C (irriducibile) della curva spezzata 
non abbia alcun pnnto in comune colla O colle componenti residue, il cui 
insieme denotiamo con D ;  si ha allora ovviamente su P 

[C2] = [CE] 2 O, IDP] = [DE] 2 O. 

Ma non pub essere [C2] > O, se no - in base alla [CD] = O ed al n. 3 - 
ne segnirebbe [D2] < 0, non potendo su F la curva (effettiva) D risultare un 
divisore del10 zero; e similmente non pub aversi [D'] > O. Dunque B necessa- 
riamente 

eppercib 

onde sulla superficie P il sistema continuo ( E  1 dev7 essere un fascio. Siccome 
la curva di questo infinitamente prossima alla C + D determina su C un 
gruppo (di zero punti) della serie lineare virtuale 1 (C, C + D) 1 = 1 ( C 2 )  1,  COS^ 
sullaj3 curva irriducibile C esiste - effettiva - la s e r i e  c a r a t t  e r i s t i c a  
1 ( C e )  1 =gi; tanto basta per poter concludere che su F si ha un sistema 
continuo inf i n i t o  di cui la C 13 curva totale (7 : sistema che, in forza delle 
[Gy  = O, [ C E ]  = 0, B un fascio col quale 1 E risnlta composto. 

L'ipotesi [CD] = O é quindi assurda, perché porta alla riducibilith di tutte 
le curve E; e cib dimostra il teorema enunciato. I l  medesirno procedimento, 
completato in modo opportuno, permette pih in generale di stabilire che: 

Una curva spessata che sia liitzite di una curva irriducibile, non pub mai 
vemir decomposta i n  due parti - riducibiii od irriducibili - fra loro non 

I connesse. 

(s) Cfr. F. EXRIQUES, S u l l a  propr ie ta  eavattel-istica delle superficie alycbriehe ivregoluri, 
Rend. della R. Accad. delle Scienze di Bologna », t. 9 (1904-5), p. 5; oppure F. ENRIQUES- 

O. CIIISINI, L e z i o n i  s u l l a  teor ia  yeometrica delle equaz ioni  e delle f u l z ~ i o n i  a l g e b ~ i c h e ,  t. 111 
(Bologna, Zanichelli, 19241, pp. 402-406. La diinostrazione ~ ~ ~ ~ ' E N R I Q ~ J E S  è di natiira topo- 
1 og i c  a ; una dimostrasione puramente alge b r i  ca concernonte curve variabili su di un piano, 
ma dalla quale è agevole risalire al caso generale, trovasi in P. SEVERI, Vorlesu~zgen  über 
algebraische Geowtetrie (Leipzig, Teiibner, i92l), Anhauç F, pp. 319-321. 

(9) Ved. B. SEGRE, S u l l a  comnpletezza clella serie cara t ter i s t ica  d i  un sisterna c o n t i m o  
d i  curve  i r r iduc ib i l i  tracemate s u  d i  u n a  supesficie algebrica, « Rendic. Circolo Mat. di Pa- 
lermo ., t. 55 (1931)) p. 443. 
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7. Date due superficie algcbriche F, Pt, si fissino comunque due basi 
1 C,,C,, ..., C,\, 1 C f , ,  C',, ..., CtPr  1 per le curve tracciate su esse, i deterini- 
nanti (non nulli) delle quali denotiarno rispettivamente con c, c' 

Osserviamo intan to che le p pr corrispondense degeneri elenzentari d i  
2U specie ('O) 

r i U = C i X C t i t  ( i = l , 2  ,..., p ;  i ' = l , 2  ,,..., p') 

sono seitzpre fra loro algebricamente indipendent i .  Cib segiie subito da proprieth 
ben conosciute del prodotto topologico F X P ' ;  od anche direttamente in base 
al fntto che il dcterminante y relativo alle T vale y = CP' c'p (e risulta dunque 
non nullo), corne tosto si vede osservando che B 

[l',ri'jjl] = [CiCi] [C'ilC;l] (i, j = 1, 2 ,..., p ; i t , j  = 1, 2 ,..., p') 

e r:unmeiitando un teorerna di  KRONECKER sui determinanti ("). 
Applicando poi il teorema di HODGE (n. 2), si ottiene facilmente che l7in- 

dice d ' i n e r ~ i a  della forma quadrat ica  d'intersezione delle riil vale p p t -  p-  pt+2. 
Siccome ogni corrispondenza a va lenza  zero  fra F ed F' dipende alge- 

bricamente dalle pp' corrispondenze Fii. e dalle due corrispondenze degeneri 
di 3a specie 

A = P X P ' ,  h t = P x P '  

(dove P a un punto di P e P' é un punto di Fr) (iS), e poich6 

[A'] = 0, [AA'] = 1, [ArL]  = O 
[Ariir] = [ATiir] = O (i = 1, 2, ... , p ; i' = 1, 2, ... , p f ) ,  

si conclude col seguente teorema : 
Ogni base per le  corrispondenze a valenza zero fra d u e  superficie alge- 

briche coi n u m e r i  d i  PICARD-SEVERI p, p', consta d i  pp' + 2 corrispondenae 
algebricauizente dist inte,  l a  c u i  forma quadrat ica  d'interseaion,e amrnette indice  
d ' inerxia  ugua le  a pp ' -  p - p' + 3 [onde i l  segno del relativo deferminante  
vale sempre (- l ) p + ~ ' + ~ ] .  

Rileviamo da ultimo corne dalla relazione y = C P ' . C ' ~  possa trarsi age- 
volmente che : 

S e  le Fiil costituiscono u n a  base internzediaria per le corrispondenae degeneri 
d i  2" specie fra P ,  P', entrattzbe le  basi  determinate dalle Ci su F e dat le  C'il s u  F' 
r isul tano intermediarie (13).  

('O) Cfr. 3'. SEVERI. Mem. cit. in (3), p. 253. 
(") Ved. p. es. E. PASCAL, I determinanti (Milano, Hoepli, 1897). pp. 138 e segg..  
(i2) Cfr. P. SEVERI,  Mem. cit. in (3), p. 261. 
( i3)  Per la parte inversa di  qiiesta proposizione, ved. B. SEVERI, Mem. cit. in (3), p. 206. 
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Trasforin:i.zioiii fui~zionali lirieari ed equazioni . 
integrali singolari. 

Nemoria d i  EUGENIO FROLA (a lorino) (*). 

PARTE II. 

CAP. XI. La generdizzazione del concetto di iîivolutorieta. 

Ferme restando le ipotesi fatte sulla natura del nucleo A(z) e sulla classe 
funzionale M, rispettivamente ne1 III e V Capitolo della prima parte di questa 
Memoria cui rimando il  lettore, cerco ora di generalizzare il concetto di invo- 
lutorietà per i nuclei A(+ Ogni nucleo quasi involutorio era definito dalla: 

U [ U [ f  (a)]] = c2f (a), ( c  costante qualunque reale $. 0 )  

per ogni fjz) appartenente ad M :  relazione che, con le notazioni famigliari 
all'algebra delle trasformazioni, si pub anche scrivere : 

( 1 1 )  [a" cc"lf(z) = o. 

La ( 1 1 )  pub dunque essere assunta come equazione di definizione dei 
nuclei quasi involutori, ed in particolare degli involutori se in essa si pone 
c = l .  

Volendo generalizzare il concetto di involutoriet8, una prima via spon- 
tanea B quella di occuparsi dei nuclei definibili a mezao di :  

P I  [a'. - cr]f  (a) = O, '(c costante qualunque reale $= 0)  

essendo anche qui f(a) una qualsiasi funzione di JI, ed r un intero positivo. 
Suppongo dapprima r dispari : so che, per il teorema 1, A(z) amniette 

sempre almeno una coppia di autovalori reali A, -A,  uguali e di segno 
opposto, cui si connette certo almeno una coppia di autofunaioni apparte- 
nenti ad M: y@), y(#). 

(*) Continuazione della Parte 1, pubblicata col10 stesso titdlo a p. 127 di questo volume 
degli . Annali di Matematica D. 

Awoali di ,Mate~rrotiüs. Swrie Il*. 'iuiiio S V I .  22 
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Se in (12) pongo, a! posto della generica f(z), la p(a), la (12) stesaa divento: 

ma se sostituisco ad f(s), y(.e), diventa invece: 

Ora ne q(a) nb ~ ( e )  sono identicamente nulle; dovrebbe allora essere con- 
temporaneamente : 

relazioni ovviamente incompatibili. È dunque impossibile trovara dei nuclei 
che soddisfino la (12) con r dispari, cioè dei nuclei ciclici di ordine dispari. 

Se invece r é pari (r  = 2s) la (12), per i l  Teorema III, diventa : 

- w  

da cui segue : 

1 !+2) - cZ5 = o. 
Essendo 1 P(m) 1 ovviamente positivo deve essere : 

IQ(?n)I=IcI, 

scartandosi cos1 le rimanenti 2s - 1 radici del17 equazione 1 Q(m) 1'$ - cZS = O ; 
ma questa relazione è la  condizione del Teorema IV-bis, necessaria e suffi- 
ciente perché l a  trasformazione sia quasi involutoria. 

Si conclude cosl che gli eventzcali nuclei ciclici di ordine pari non sono 
nltro che nuclei involutori O quasi involulori (cioé nuclei ciclici di ordine 2). 

Una pih proficua generalizzazione si ha invece per la seguente via: si 
consideri m a  qualsiasi equazione algebrica, a coefficienti reali, di grado r : 

una funzione f(s) appartenente ad N, ed una trasformazione lineare (il cui 
nucleo soddisfi le ipotesi del Cap. III). Costruisco l'espressione: 

(dove la  g(s) per il Teorema III 6 pure appartenente ad M). Se esistono delle 
trasformazioni tali Che, qualunque sia f(a), purch6 appartenente ad M, ri. 
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ecl eqtcazioni ilztegrnli singolari 167 

sulti g ( ~ )  identicameute nulla, le chiamo involutorie generalizzute algebriche 
ad equasione caratteristica (13). 

Suppongo ora che esista una trasformaaione involutorin generalizzata al- 
gebrica ad equazione caratteristica (13) e considero la autofunzione fonda- 
mentale del suo nucleo : 

connessa all'autovalore fondamentale (Y. Cap. IV) : 

Se al posto di f ( z )  pongo rp(z1 m) deve essere identicamente: 

per ogni valore di m in (- oo, + oo), ma essendo y(# m) un'autofundone 13: 

segue che la (14) si  riduce alla: 

Non essendo mai per nessun m cp(~lm) identicamente 
forza della ( l u )  : 

nullo, segue in 

Devono cioh gli inversi degli autovalori fondamentali di un nucleo invo- 
lutorio generalizzato algebrico a data equazione caratteristica soddisfare 
l'equaaione caratteristica stessa, quindi devono al più essere r, se r è il 
grado dell'equasione caratteristica. Ma se si osserva che gli autovalori fonda. 
mentali sono tutti reali ed a coppie eguali e di segno opposto, segue che 
la (15) non pub essere equazione caratteristica se non possiede almeno una 
coppia di radici reali eguali e di segno opposto. 

Anzi data una equazione algebrica di grado r che possa essere equa- 
zione caratteristica, che possieda ci06 s coppie di radici reali eguali- e di 
segno opposto, la si potrh spe~mare in due equazioni, a coefficienti reali: 

Q ~ , ( x )  ' Pr - es(x) = 0, 

essendo Q,,(x) un polinomio di grado s in xz. 
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È facile vedere che Pr-,,(x) non avendo alcuna coppia di radici reali 
eguali e di segno opposto non pub essere mai considerato corne equazione 
caratteristioa. Ogni equazione (13) che sia equazione caratteristica pub essere 
ridotta alla sua parte essenziale ci06 ad un polinomio in czP avente tutte 
radici positive; anzi d'ora innanzi ogni equazione caratteristica sarà sempre 
un'equazione in x% radici tutte positive. 

Cib premesso, è facile riconoscere che, se una trasforma~ione è tale che 
il suo nucleo A ( z )  ammetta solo 2s  autovalori fondamentali, i cui inversi 
soddisfano un'equazione algebrica (caratteristica) di grado 2.9, allora la tra- 
sformazione è involutoria generalizzata ed ha per equazione caratteristica 
l 'equa~ione in parola. Infatti, posto: 

-a 
segue : 

J 
-CO 

se l'equazione caratteristica è 

dSx2Sa+ d x2S-Z 
3 - 1  + ... + d , ~ '  + do  = 0. 

Tenendo presente che B : 
1 

hZ(m) = - 
( Q ( 1 4  1 1 '  

la (16) diventa: 

espressione identicamente nulla se gli inversi degli autovalori fondamentali 
soddisfano 1' equazione caratteristica. 

Segue dunque il  : 
TEOREMA XI. - Condiaione necessaria e sufficiente perché u m  t r m f o r -  

rnasione s i a  involutor ia  generalizzata algebrica in M, a d  e y u a ~ i o n e  caratteri- 
stica assegnata: è che i l  suo  nucleo n o n  possegga al tr i  autovalori fondamentali  
ckke g l i  invers i  delle radic i  dell 'equazione (radici  che debbono essere real i  ed a 
coppie u g u a l i  e d i  segno opposto). 

Tenendo presente che : 
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discende il seguente : 
COROLLARIO III. - Condizione necessuria e sufficiente perchè %na trasfor- 

mazione sia involutoria generalizzuta algebrica in  M è che i l  modulo della 
trasformata di M.-F. del suo nucleo non assuma che u n  numero finito d i  
vulori: sia cioè una funzione a scala ad u n  nuiltero finito di valori (neces- 
sari positivi). 

Di questo passo i l  concetto di involiitorietà potrebbe essere ancora gene- 
ralizzato col sostituire al polinomio, primo membro dell' equazione caratteri- 
stica, m a  traacendente intera pari, i cui zeri aiano a coppie simmetrici ri- 
spetto all'origine sull'asse reale; sostituire poi a trascendenti intere funzioni 
analitiche generiche e cos1 via : ho invece preferito definire la classe di nuclei 
che generalizzano le proprieth dei nuclei involutori, quasi involutori, invo- 
lutori generalizaati algebrici (classe che contiene questi corne casi particolari), 
estendendo ad essi oome loro definidone la  generaliezazione del Corollario III. 
Di tale ampia classe di nuclei mi sono poi preoccupato di analizzare i l  corn- 
portamento ne117 ambito della teoria delle equazioni integrali, ricavando ln 
perfetta analogia di eesi nuclei con quelli Fredholmiani. 

CAP. XII. Definizione dei nnclei involutori generalizzati. 

Considero la funzione &(mj relativa ad u n  wucleo A(z), essa, per le ipotesi 
del Cap. III, possiederà u n  insieme nulnerabile di punti (che potrebbe anche 
ridursi ad u n  numero finito), non condensantesi al finito, {ma i n  cui il suo 
~modulo,pzcd esswe discontinuo. Supposti ordinati per valori crescenti i { ma 1, 
tru due successivi resta individzcato un  intervallo omr i cui punti mgr soddisfano : 

ml. < mu,. < ln,.+, . 
Se per ogni omr è : 

1 Q(m) 1 = Q,. (9, costante positivu), 

definisco il nucleo involutorio generalizzato. 
I l  valore : 

1 Q(m,.) 1 = w,. (w,. costante positiva), 

potrà coinaidere O con Q,.-, O con Q,. ,  od esfiere diverso da entrambi. 
Se non A nessun P,. e nessun w,. nullo il nucleo é completo, se vi é 

anche un solo Q,. nullo (in deroga all'ipotesi 2" e)  del Capitolo III) chiamo 
il nucleo incompleto, se pur non essendovi degli Q,. nulli vi è anche u n  
solo w,. nul10 chiamo il nucleo quasi completo. 
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Ovviamente i nuclei involutori, quasi involutori, involutori generalizzati 
algebrici appartengono alla classe degli involutori generalizzati ora definiti. 

. . 

CAP. XIII. 1 nuclei involutori generalizzati e le autofiinzioni 
a quadrato integrabile. 

Ne1 Cap. X ho dimostrato che se un nucleo ammette in M una auto- 
fünzione f*(e) a quadrato integrabile ed a trasformata di 31.-F. mai nulla 
in  (- ce, + oo) & allora in quasi tutto (- m, +- m )  

essendo A* l'autovalore connesso all'autofunzione fS(z). 
Se considero l'insieme 9, a misura nulla, in cui non è 

tale insieme deve essere di punti di discontinuità per IP(n%) 1 ,  allora per ipo- 
tesi deve essere l'insieme { m a \  del precedente Capitolo, ci06 un insieme 
numerabile non condensantisi al finito. I n  tali punti IQ(m) 1 potrà assumere 
quali si vogliano valori, ma tuttavia esso godrà sempre delle proprietà carat- 
terimanti i nuclei involutori generalizzati, potrb quindi enunciare i l :  

TEOREMA XII. Se u n  nucleo possiede i n  N una autofunzione a quadrato 
integrabile, a trasformata d i  M.-Ii: mai nulla in  (- w, -+ m) tale nucleo 
oltre essere quasi involutorio per le funzioni ML,, è involutorio generalizzato 
per le funzioni appartenenti ad M .  

I l  teorema pub avere ancora un'enunciato più ampio, si pub infatti dire: 
T E O ~ M A  XII-bis. - Se u n  nucleo possiede in 11 una autofunzione a 

quadrato integrabile, a trasformata di M.-F. diversa da zero in quasi tutto 
(- m, + 00)  tale nucleo oltre essere quasi involutorio in ML,, è involutorio 
generalizzato per le funzioni appartenenti ad M .  

Ometto per brevità la dimostrazione che d'altra parte é immediata. 

CAP. XIV. Il teorema fondamentale sull'equazione integrale 
omogenea a nucleo involutorio generalizzato. 

Supposto A(z) involutorio generalizzato, considero l'equaaione integrale 
omogenea di  seconda specie, già considerata nei precedenti Capitoli : 

(16) f (4 - A a f  (41, 
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ed eq~bazioni integral i  s ingolar i  17 1 

e ne cerco le soluzioni appartenenti ad M ;  siccome una qualunque funzione 
appartenente ad M b data da : 

-CO 

posta' in (r)), questa diventa : 

Q(- m)d V(-  ns) , 
-CO -02 

la (17) snbordina : 

18) d V(m) = AQ(- wz)d V(- m). 

Quest'ultima per iterazione ci fornisce: 

Non è possibile soddisfare la  (18) e quindi la (16) se non è soddisfatta 
la  (19), ma quest'ultima pnb essere soddisfatta solo se è :  

1 
Supposto che non sin mai 1 Q(m) 1 - la (19) implica senz' altro d V(m) = O  - AL 

in tutto (- w, + m) cioh soluzione identicamente nulla per la  (16). Se si vo- 
gliono soluzioni, non identicamente nulle per la (16), deve allora in un qualche 
insieme di (- m, + 00)  essere verificata la  prima alternativa, cioè, deve esi- 
stere un insieme p per cui : 

(1% in p). 

La (20) ér dunque condidone necesssria perchè esista una autofunzione 
della (16). Considerando la (20) si ricava che gli eventuali autovalori debbono 
essere reali perchè a quadrato positivo, ed in modulo eguali all'inverso di 
uno degli { Q,. 1 O degli { w, 1. 

Riprendo in  esame le due successioni ( 8,. 1, ( os 1 e considerando un nu- 
mer0 A,,-', positivo, che coincida con uno degli ( Q,. \ O degli { o, \, non peccherb 
di generalità supponendo che A,,-' coincida con uns  successione parziale [ R,,] 
estratta da 18,. \ e con una successione parziale ( w,, 1 estratta da  { w, \ . Cib 
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supposto, se pongo A = A,, esisterà un insieme p,, formato da tutti i { on,\, e 
da tutti gli {ntn,\ tale che : 

Per  cib che é stato dimostrato ne1 Cap. X, deve essere p,, simmetrico ri- 
spetto l'origine; segue poi per il Teorema VI11 che detta a l  solito V(wj una 
fundone a variazione limitata in (- oo, + CO), il nucleo A(e), quasi involu- 
torio (Teorerna VII) per le funzioni : 

appartenenti 

(21) 

È facile 
autof unaioni 
ne1 seguente 

(21-bis) 

al sotto campo ammette 1' autofunzione, connessa a A,,  : 

riconoscere che nella (21) vengono comprese tutte le possibili 
della' (16) connesse a A,, (appartenenti a M) basta scrivere la (21) 
modo : 

e riconoscere che la soluaione più generale della (18) 6 appunto data d a :  

dV(nz)  - X,,Q(- rn)dV(- rn)? 

dove V(m) é una qualunque fundone a variazione limitata in ( - cm, + cm). 
Se invece di A,, si fosse posto - A,, si sarebbe trovato, con procedimento 

del tutto analogo, che la forma più generale dell'autofunaione relativa a - A n  é: 

(22) f[n1(4 - AnQf[n1(~)1. 
Enuncio allora il : 

TEOREMA XIII. - L' equasione integrale singolare d i  2" specie, oazogenea, 
a nucleo involutorio generaliszato, m ~ n e t t e  nel  campo M zcna successione d i  
autovalori positivi 1 1, j ed ana d i  autoralori negativi  { - A, j ,  (le date succes- 
sioni possono anche r idurs i  ad zcn numero finito d i  ternzini) ogni An coincida 
con 1' inverso d i  a1,meno zcno dei valori 1 Q,j, 1 w, j che pu6 assumere il  rnodulo 
d i  Q(m) relativo a A(5). N o n  esislono in 31 al tr i  autovalor2. Ogni autovalore 
subordina in M zcn sottospasio Mrpn], essendo p, l ' i ~ s i e m e ,  simmetrico rispetto 
l'origine, dei  pun t i  in cu i  è soddisfatto: 
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Ddta f,,,,(]i) ana qualu~~que funziotze nppnrtenente a X[pn] tutte le auto- 
funs ioni  connesse a A, sono date da:  

f~ni (x)  + ~ n ~ [ f i n i ( ~ ) I ,  

tutte quelle eonnesse a - A n  d a :  

f i n i 4  - L a f r n l ( 4 1 .  

CAP. XV. Rango degli autovalori. 

Nell'ordinaria teoria delle equazioni integrali si parla di rango di un 
autovalore: esso coincide con il numero sempre finito, di  autofunzioni linear- 
mente indipendenti, connesse con l'autovalore; vedo se 15 possibile estendere 
anche alle equazioni a nucleo involutorio yeneralizzato i l  concetto di  rango 
di un autovalore. Considero all'uopo l'autovalore positivo A,, (Io stesso accade 
per il negativo) e vediamo di classificare il relativo insierne p,, in  cui 6 :  

Essa pub essere verifkata : 
a) in una sola coppia di punti simmetrici nt, - m,; 
b) in un numero finito t di  coppie di punti simmetrici; 
c) in una successione di coppie di punti simmetrici; 
d )  in un insieme di misura diversa da zero, quando si verifica in al- 

meno un G,.. 
Ne1 caso a) la sottoclasse funzionale M[Fn] si riduce alle funzioni date da :  

con c,, c, costanti arbitrarie ; le autofunzioni relative a A,, si riducono ad una 
sola autofunzione fondamentale, connessa a A,, (moltiplicata per una arbi- 
traria costante). Dirb che ne1 cas0 a)  il rango è I. 

Ne1 caso b) l a  sottoclasse MfP,] si riduce a t addendi del tipo precedente, 
le autofunzioni oonnesse a A,,, alla combinazione lineare di t autofunzioni 
fondamentali; dirb che in questo caso il rango è t .  

1 
Ne1 caso c) se { In, 1, j - m, ] sono i punti in cui 15 1 Q(m) 1 = -, 1' integrale 

1 1 ,  

di STIELTJES : 

dnnali d i  Matematica, Serie Il-. Fomo SVI.  
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che definisce In relativa sottoclasse M[?,,] si riduce alle due serie: 

con 

convergenti. Segue che le autofunzioni sono date da serie totalmente convei- 
genti di autofunzioni fondamentali; dirb dunque cho in questo cas0 i l  rango 
é infinito. 

Ne1 caso c) 1' autofunzione dipende nddirittura da una funzione arbi trarin, 
dirù allcra che il rango 13 continiio. 

Dalle considerazioni svolte ne1 Cap. X segu? facilmente i l :  
COROLLARIO IV. - Non esistono autofunaiotzi ML, ne1 caso di rnngo f i -  

n i t ~  O infinito. 

CAP. XVI. 1 teoremi di sviluppo in serie di autofunzioni. 

Considero ora una qualsiasi funaione f ( z )  appartenente n Al ,  e la totalith 
degli insiemi \p,,\ connessi con gli autovalori (positivi) della (16). Detto P 
1' insieme somma logica dcgli insiemi ip , ,  1, se A(z) B completo, P coincide 
con (- oo, + cm) ; se A(#) è quasi completo, P differisce da ( cm, + cm) a1 
più per un insieme nnmerabile di punti; se A(z) è incompleto, P differisce 
da (- m, + cm) per un insieme a misura diversa da  zero. 

Fer i l  risultato 40 del Cap. VI, ogni funeione appartenente a MLP1 sotto- 
campo connesso con P, sarà decomponibile in una serie totalmente convergente, 

1 
a meno del fattore -- comune, di funzioni appartenenti ai sottocampi ML?,,]; 

v a  
d'altra parte ogni funzione f H  appartenente a Mip1,] si decompone nella somma 
dell' autofunzione : 

relativa a h,, e della autofunzione: 

relat,iva a - A,,, segue quindi che ogni funzione di B decomponibile in 
serie totalmente convergente di autofunzioni dell' equazione integrale (9); 
enuncio il : 

TEOREMA XIV. - 8 e  A(z) è involutorio generaliz~ato cowpleto, ogni fuw 
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zione appart&ente a YI è decowponibile in serie totalmente convergente ( a  meno 
d i  un fattore conzune a tutt i  i termini)  d i  autofunzioni.  

TEOREMA X V .  - S e  A(z) è ineola,torio generalizzato quas i  cowpleto ogni  
funzione appartenente a ML,, è decounpo~ibile in serie totalmente convergente 
( a  m e n o  d i  un fccttore comune a tu t t i  i ter9tzini) d i  autofunzioni .  

DIM. - Ne1 nostro caso. l'insieme pz complementare di P & format0 al 
più da un insieme numerabile di piinti (pz B l'insieme in cui B (8(m) 1 = 0) : 
ora 10 spazio &!Li non comprende funzioni che hanno componenti in M[,,]; 
cioB le  funzioni ML, non possono avere dei termini: 

che sappiamo non essere a quadrato integrabile in (- oo, + 00). 
TEOREMA X V I .  - Se  A(a) è idvolutorio generalimato inconqleto,  ogni fun- 

aione d i  11 pu6 essere espressa come somgna : d i  una serie totalnzente convergetzte 
(a meno  del solito faftore) d i  autofunzioni,  e d i  u n a  funzione uppartenente ul 
sottocampo II[[,,] (pz insielne untzplementare d i  P )  l a  cu i  trasfornzata secondo A(a) 
è nu l la .  

Non ritengo necessaria l a  dimostrazione. 

CAP. XVII. 1 teorerni sull'equazione di seconda specie 
non omogenea. 

Passo all'equazione singolare di Sa specie non omogenen, a, nucleo invo- 
Iiitorio generaliazato : 

(23) f (4 = W f  (41 + ~ ( x ) ,  

dove g(x), funzione nota, appartient. a M. 
Suppongo dapprima A ( z )  completo. 
Considero la successione {A,! degli autovalori positivi di (16), e l a  rela- 

1 
tiva successione degli insiemi (p,, 1 in cui è 1 W n )  1 = --. Per  i l  Teorema X I  I I 
posso decomporre i l  termine noto g(a), che per ipotesi appsrtiene a M, nella 
somma delle suc componenti secondo gli M[P,2], e scrivere quindi : 

Suppongo h diverso da  ogni autovalore (positive O negativoj di (16) e da  
ogni eventuale punto di  condensaaione di tali autovalori (A B considerato per 
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i suai valori reali e compless!); se anche f(ï-), come ho supposto, deve nppar- 
tenere a M, deve per esso potersi scrivere: 

dove a l  solito con finl(x) si indica una funzione appartenente a M[p,,]. Posta 
la (24) e la (25) in (23), si ribava facilmente: . 

Se soddisfo a ciascuna delle 

soddisferb anche alla (26), purch& le serie convergnno uniformemente. 
Ma la  (27) B soddisfatta per : 

1 -  - 
A n 2  

Segue ora, almeno formalmente : 

Dirnostro ora la coiivergenza totale di (28) ; se A é diverso da u.n autova- 
lore e d a  un punto limite di autovalori, sarà possibile trovare un k positivo 
tale che : 

La serie che compare nella (28) ha  allora per maggiorante la serie: 

dove Q B i l  limite superiore di 1 Q(m) 1 che per ipotesi esiste, s e p e  : 
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ed equnzioni in fegrali singotari 177 

& la  variazione, limitata, di V(nz) in  (- CO, + ca). È dunque dimostrata la 
validità della soluzione (28j. 

Snppongo ora che possano esistere due  soluzioni di (23) appartenenti a M ;  
la  loro differenza appartiene a M e soddisfa la (23) omogenea; ma per  ipo- 
tesi h non B u n  autovalore della (23) omogenea, quindi le due eventuali solu- 
zioni coincidono. 

Enuncio di conseguenm il : 
TEOREMA XVII. - Ogni equaaione integrale d i  2R specie non omogenea, 

a nucleo involutorio gemralisxato cornpleto e termine noto appartenente ad 11, 
ammette in M, se i l  pamînetro non è nè u n  autovalore, nè un punto limite di 
autovalori (della stessa equasione omogenen,) u n a  ed ana sola so2zcaione. Tale 
soluzione, funziorze analitica monodroma del paraînetro I avente singolarità 
su1 solo asse reale, è data da : 

se con gn indico le cowqonefiti del terqnine noto rispetlo ai sottocampi M[,Z], 
connasi  agli autovalmi dell'equaaione stessa ridotta oîuogenea. 

L'ipotesi fatta che A(z) sia complet0 pub essere facilmente rimossa, esten- 
dendo i l  Teorema XVII a tutti i nuclei involutori generalimati completi, 
quasi completi O non completi. 

Supposto infatti esistente un insieme p, in  cui è 1 B(m) 1 = O ; si potrh 

ed a l  posto d i  (25) 
f ( 4  =. 22 f [ N 1 ( 4  + f d 4 ,  

n 

ma é, per i l  Teorema XVI: 
a[frel (XII = 0, 

frai (4 = gkl (21, 
percib l a  soluzione è data d a :  
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Il teorema XVII diventa cosi il : 
TEOREMA XVII-bis. - Ogni equazione integrale non  omoyenea d i  2" specie, 

a nucleo involutorio generalizsato, completo O no : 

a~nmetta in il[ se i l  parametro non  coincide nè  con un aufova2ore1 nè con un 
punto limite d i  azctovalori (della stessa eyuasione ridotta o~nogenea) u n n  ed 
u n a  sola soluzione. Tale soluzione, funzione analitica w~onodrowza del para- 
metro A, avente s ingola~i ta  solo sull' asse reale è data da : 

se con gln1(x) indico le conqwnenti del termine noto rispetto i sottocampi Ji[,,], 
connessi con gli autovalori X, dell'equazione stessa ridotta ortzogenea, e con gll;,(x) 
la eventuale wwponente del termine noto rispetto il sottocawqo RI[F,] connesso 
all'euentuale insielne p. in cui  s i  annulla i l  modulo delZ1Q(m) relafivo al nucleo. 

CAP. XVIII. 1 4 '  equazionepnon omogenea 
ne1 cas0 in cui il parametro sia un autovalore. 

Considero ancora l7 equazione (23) ne1 caso in cui il parametro A coincida 
con u n  autovalore t A,, senza essere Az A, un punto limite degli autovnlori 
stessi. Enuncio il : 

TEOREMA XVIII. - Se h coincide con E'auto~alore 1, (') (O A , )  delllep&- 
zione owzogenea senza che 1, ( O  - 1,) sia un punto limite d i  autovalori, allora 
l'equasione d i  Sa specie non  owzogenea, a nucleo incolutorio generali~zalo, am- 
wette soluzione solo e quando l a  cowzponente del termine noto secondo N[PP] è 

u n a  autofunsione relativa all' autoualore - A, (O A,). Sodclisfatta pdesta condi- 
zione, esistono infinite soluzioni differenti tra loro per u n a  autofunzione arbi- 
traria connessa a A, (O - A,). . 

DIM. - Decomposta la  glx), termine noto, in : 

dalla S y[,] estraggo il termine g[pl relativo al campo p, connesso con l'auto- 

- - 

(i) h p  pofiitivo. 
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valore* 1,. Avrb quindi : 

se il termine fosse identicamente nullo, allora tutto andrebbe come nella 
dimostrazione del Teorema XVII-bis. Snppongo invece che grpl non sia nullo; 
la componente f i p l  di f(x) deve soddisfare la 

Opero sulla (22) con U e moltiplico per A,, ottengo allora 

(30) W f i P l I  - AP"a[4f,Plll = X,~[grp117 
nia 8 : 

~P"El[aCf,Pll = f,Pl' 
percib la (30) diventa: 

(31) fipl - ba[f[p11 =.- ~ p Q h p l l ,  

segue da1 confronto della (30) con la (31) che, perche la (30) sin compatibile, 
deve essere : 
(32 )  ~ I P I  = - ~ P % ~ [ P I I ~  

ma la (32) 8 soddisfatta solo se glpl é un'autofunzione connessa a - A,. 
Siippongo verificata la (32), segue che la (30) 13 soddisfatta da : 

Una soluzione f(x) A dunque data d a :  

D'nltra parte due soluzioni sono sempre tali che la loro dilferenza sod- 
disfa l'equazione omogenea, ma essendo A, un autovalore differiranno solo 
pcr una qualunque autofunzione connessa all'autovalore A,; resta cosi dimo- 
strato il teorema. 

CAP. XIX. La natura analitica in h della soluzione 
e l'equazione di prima specie. 

I l  Teorema XVII-bis ci fa vedere l'analogia profonda tra i nuclei invo- 
Iutori generalizzati delle equazioni singolari e quelli delle equazioni regolari. 
È noto che, ne1 campo delle equazioni integrali singolari, in generale non si 
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180 E. FSOLA : Trasformazioni ficnzionali lineuri 

conosce la  natura analitica della soluzione dell'equazione di 1% ~ p e c i c  non 
omogenea, pensata come funaione della variabile corriplessa h (ci08 del parn- 
metro) : si hanno infatti esempi in cui la natura analitica cainbia a l  cambiare 
della natura della funaione g(x) termine noto. Invece, ne1 cas0 dei nuolei invo- 
lutori generalizzati, sussiste sempre 1' analiticità della soluzione come funzione 
di IL, e la natura della soluzione (funzione analitica di A) non dipende dalla 
natura della funzione g termine noto (fnnzione di variabile reale). Detta: 

la  soluzione dell' equazione A f (x 1 A), funzione monodroma di A, avente dei 
poli del primo ordine nei punti An che sono autovalori dell'equazione omo- 
genea, e non punti di condensazione degli autovalori stessi, e delle singolarità, 
di natura essendale negli eventuali punti di condensazione degli autovalori. 
È questa possibilità di  singolarità essenzi:rli al finito che distingue sostanzial- 
mente i nuclei involutori generalizzati dai regolari. Ed è proprio la presenza 
di tali singolarità essenziali che mi costringe ne1 Teorema XXII-bis a fare 
l'ipotesi che h non sia un punto di condensazione di autovalori, ipotesi che 
ripeto ne1 Teorema XVIII e di cui non si ha invece traccia nei corrispon- 
denti teoremi d ~ l l e  equazioni regolari, perché in  esse non pub esistere altro 
punto di condensazione degli autovalori che l'infinito. 

Ne1 cas0 del nucleo involutorio generalizzato, pub anche darsi che il 
punto infinito sia un punto regolare di f(x 1 A), e cib accade sempre se la  
successioue degli autovalori è limitata superiormente come negli involntori 
generalizaati algebrici. 

Mi siano permesse alcune considera~ioni su  qriesti punti singolnri essen- 
ziali della soluzione, cadenti nei punti di condensazione degli autovalori. 

Suppongo che A* sia un punto di  condensazione dei { A n /  senza essere 
un A,. La soluzione, data da1 Teorema XVII-bis, continua formalmente a 
verificare L 7  equazione, ma non è più legittimn perche non ne pub più essere 
dimostrata la convergenza. Per  dimostrare la convergenza della serie che 
formalmente soddisfa 1' equanione, sarebbe necessario fare delle ipotesi sulla 
natura della funzione g(x) termine noto, qualche cosa cioè di analogo a quel10 
ehe si  B costretti tt fare per l'equazione di la specie regilare a nucleo sim- 
metrico. 

Ni  pare si possa concludere che le diffieoltà che si  frappongono alla 
soluzione dell' equazione a nucleo involutorio generalizzato, ne1 caso che A* sia 
un punto di  condensazipne degli autovalori, .sono del10 stesso tipo di quelle 
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the si incontrano ne110 studio dell'equazione regolare di 1" specie ('1; prove- 
nendo entrainbe dalle gravissime difficoltlt che si incontrano quando si  tenta 
di doininare un punto singolare essenziale di  una funzione analitica. 

A conferma di quanto ho detto voglio indicare la soluzione dell'equa- 
zione di prima specie : 

(33) a f  (.Il = g(47 

quando gli autovalori del nucleo A(a) involutorio generalizzato sono superior- 
mente liruitati in valore assoluto, e non si addensano .quindi all'infinito. 

Dette al solito gr,, le componenti secondo i sottoca,mpi Ji![pn] di g(x), e fi,] le 
corrispondenti componenti di f(x), faccio due ipotesi distinte. 

io) Il nucleo é completo; ho allora: 

soddisfo formalinenté all'equazione essendo per i l  ~ e o r e m i  VI11 : 

ma, per ipotesi i A, sono limitati, tutti cioh più piccoli di un h opportuno, 
la serie ha allora per maggiorante : 

A' I [g[n1(41 I 3 
12 

il che basta a convincere che la soluzione indicata é effettiva. 
20) 11 nucleo non è completo : esiste allora un sottocampo Mlp,] che 

chiude i sottocampi M[pn], é evidente che condizione necessaria e sufficiente 
perche esists soluzione della (33) 13 che la  componente d i  g(x) secondo M sia 
identicamente nulla. Se poi tale gondizione é soddisfatta: 

exendo q[,](x) una qualunque funzione appartenente a l  sottocampo M[p,], è 

soluzione della (33). Concludendo enuncio il : 
TEOREMA XIX. - L ' e p a z i o n e  d i  1" specie a nucleo involutorio geaera- 

( 4 )  Che pub essere penuata ooine equaeione limite di quella di 2a specie 
1 

quando h -. co. 

.4irnali d i  Macematicta. Serie IV. Tomo XVI. 
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lizzuto co~npleto, e a successione d i  autovalori l imitati ,  in valore assolu,to, a?i~- 

whelte sewzpre u n a  ed MW sola soluaione ne1 c ~ m p o  RI. Dette grni le colrhpolzenti 
del termine ~zoto, secondo i sottospasi funzionuli Mcpn] la  solztsione 6 d a t a  d a :  

Se i l  nucleo, pur essendo involutorio generaliazato, ed a successione litni- 
ta ta  d i  autovulori, n o n  è cotnpleto, condisione fiecessaria e szcfficietate perclzè 
l'equasione a m m e t f a  soluz%one è che s ia  n u l l a  l a  componente gw del termine 
noto, secondo i l  sottospu#io funaionale contzesso all'irzsierrbe p, in cu i  il 

~ n o d d o  d i  Q(m) è nullo. Se  tale cordisione é soddisfatta allora l a  solusione è 
d a t a  d a :  

dove qr.1 è u n a  arbitraria funaione appartenente ct 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Sur la ~01utioi1 de 1' 6qu;t,tiou du cinquièirie degré 

par KARL BOHLIN (de Stockholm). 

1. Les recherches exposées dans la  communication suivante sont destinées 
à former un compl6ment aux memoires pr6cBdents sur le theme dont il s' agit, 
publi6s, en particulier, dans les < Annali di Matematica » (') - complement 
essentiel en effet par rapport aux singularitBs remarquées de l a  solution 
jusqu'ici considerée (y. Au surplus, par la  nouvelle reduction de notre pro- 
bleme, nous pourrons nous dispenser de la considération de la solution dite 
paracyclique, seulement provisoire et imparfaite au  point de vue de la rigueur. 
Les particularites de la  thborie des Bquations algebriques sous la  forme libre 
étant exposees dans les Memoires ant6rieurs, i l  suffira d'en récapituler ici 
quelques points principaux, tenant aux recherches dont nous aurons à nous 
occuper. 

Les Bquations normales du troisiéme, du quatrième et du cinquième degr6 
s'6crivent, comme on sait, 

et pour la troisSrne d7 elles la  réduction particnliére employ6e, dite de BRING- 
JERRARD, est bien connue et citée des ouvrages communs d'algébre. La  r6- 
duction à là forme libre, exposee, par exemple, dans le second des D16moires 
cités des << Annali », conduit à 1' Bquation du  cinquihme degr6 considbrée dans 
ce qui suit : 

(') 1. Suv l'équation. algébvique du cilzqzcième degré, a Annali d i  Maternatica pura ed apyIi- 
cata n, Serie IV, Tomo XI, 1932-33; II. Sur la solution de l'iquation générale du cinquième 
degri, a Annali di Maternatica D, Seiie IV, Tomo XII, 1933-34. 

(9 ZustsRtze und Erlauterungen zur Losung der algebvaischen Gleichung fiiivften Grades 
auf Gru~arlEage des Raciwals, a Arkiv fiir Matematik, Astronomi o. Fysik. a,  K. Vetenskapsa. 
kadeinien, Stockholin, Band 25 A, N.O 6, 19%. 
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184 K. BOHLIN: Sur la solutiolz de l'équation. dzc ci+mq~tiAnze degré  
- - 

Une methode directe de former la  racine principale d 'une 6quation de 
1 

forme libre c'est de développer la racine dans les environs de , == CC selon 
u 

les puissances de la  quantit6 u. Nous parviendrons par des approximations 
successives à une serie qni, pour l'equation du troisiéme degr6, se trouve 
interrompue dès les deux premiers termes 

et qui, pour celle du quatrieme degré, est d6jà infinie, mais réductible aux 
expressions algebriques finies 

Les resultats, obtenus selon cette méthode pour l'équation (l), sont donnés 
dans les Memoires antérieurs. En premier lieu nous trouverons 

T H É O R ~ M E  1. - TOUS les termes contenant le facteur us, qiii suiveraient 
dans cette expression, s' évanouissent. 

' Les termes ultérieurs se réunissent aux quatre pr&&dents, en sorte que 
les cogfficients A, B, C, D soient des series procédant suivant us. Pour chaque 
6quation algebrique on aura en g4neral à employer une résolvante de degré 
inférieur à l'equation originale. Pour l'equation (1) la  résolvante valant pour 
les valeurs de u5 est bien de la forme 

et possede les mêmes points de racines Bgales que l'équation originale (11, 
savoir les points 

O n  peut alors développer les coefficients A, B, C, D suivant les puis- 
sances de a ;  il sera même plus avantageux encore de choisir la quantite P, 
définie par 

p = u + cc2) 

pour 616ment du développement. C'est en reduisant ces séries en forme de 
produits infinis suivant les fact,eurs (1 + p), (1 +- /3",... que la relation fonda- 
mentale - 
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K. BOHLIN: &tt- la soldion de l'éqtcntion d~c  cinq~cième degré 185 
- -- 

THJ~ORÈMB: II. AD = BC 
- se trouve établie. Introduisons les notations : 

et posons 
s = A D = B C .  

Ainsi qu'il a et6 dOmontr6 dans le Mémoire II, on a alors 

En posant encore 

l'expression de la  quantite p est bien 

et notre développement, dit racinal, sera ainsi 

Pour ce qui concerne la quantite A dans cette formule, tandis qu ' i l  ne 
parait pas possible d' en trouver un developpement en série convenable, on 
obtient a u  contraire une expression sym6trique de la cinqui6me puissance 
d'elle, à savoir 

(3) A5 = 1 + 66 +- 226% 36s3 4- 2 B 4  -1- 6E5 + P. 
Nous designons la racine cinquiéme de ce polynome par As, pour faire 

ressortir la connexion fonctionelle de A avec la quantité 6. 

Il existe encore une autre representation de A, fondee sur l'expression 
également symetrique suivante : 

(41 A5 - 1 i- 6s + 16s' + 52s3 + 16s' .+ 6s' + s6.  

D6signons la racine cinquiéme de ce polynome en s par A,, pour faire res- 
sortir la connexion fonctionelle entre A et la  quantité s, définie ci-haut. 

Cette quantite A, a reçu moins d'attention, d 'une part parceque la quan- 
tite As parait suffisante pour le but, et d'autre part paroeque l'analogue de 
la quantite s, dans le  cas de 1'6quation du quatrième degré, consiste en une 

1 
constante, figurant en facteur du dernier terme de l'expression trinôme de 2 
la racine dans ce cas. NOanmoins l'introduction de l a  quauttité A, à côt6 
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186 K. BOHLIN : SMT i c ~  s 0 2 z ~ t i o ~  de l'équcction dzc c i n p i è n z e  degré  
- -- 

de As paraît bien propre à contribuer à certaines simplifications, que nous 
allons succinctement considérer, si meme leiire signification ne soit pas 
d' importance plus profonde. 

1 2. Racines sur l'axe réel des arguments >. - La formule (2) de la 
74 

1 1 
racine amène pour des valeurs assez grandes de - - soit depuis -=27 

u5 u5 
1 

à -= - l'accord presque parfaît sen sept d6cimales. Par  exemple, 
u5 

s' obtient, pour 

1 
= 54, y = + 0.4925960, valeur vraie : + 0.4925958. 

245 

1 A mesure que le parambtre s'approche de l'origine = 0, l'accord se 
us 

1 
trouve réduit. La formule employée conduit pourtant au  point = 3 zt 

U 

la  valeur de la  racine 

7 = - 1.581439, valeur uraie : - 1.5318461 = - 3 " s .  

Au lieu du propos6, fait dans le memoire précédent, de faire usage d' une 
paire d' équations du quatrième degré, pour arriver B 1' accord parfait dans 
ce point, nous allons proposer le procéd6 qui suit. Nais nous faisons re- 
marquer d'avance que, selon cette méthode ainsi que par l'autre, il restera 

1 1 
des écarts pour des arguments intermédiaires tels que - = 7 et = 8;  et, 

u5 'U 

si meme par quelque méthode i l  &mi t  d7an6antir la  diff6rence, ayant lieu 
1 1 

pour - = 7, la  différence a u  point voisin - = 8 n'est pas remu6e. Voici 
u5 u5 

cependant en quoi consiste le procede nouveau. Soient 

'Is7 7s 
deux valeurs de la  racine obtenus en employant la formule (2) et respecti- 
vement A = As et A = A,. 

Posons 

et essayons de déterminer la quantité ps de manière que l'accord 

'I = Y i 0  

1 1 
aura lieu pour - = 3 et pour - = 27. 

u5 us 
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K .  BOI~LIN:  Siw lcc sohctiofi de l'dqucction du cirzqwibme degré 187 
- 

1 
Nous obtenons au moyen de notre formule (2)' pour - = 3 

U" 

qs = 1.5814388, 7, = 1.4522155, valeur vraie: y = 1.5518463, 

d'où se deduit tout de suite 

p, = +- 0.20702. 
En écrivant 

avec 

nous aurons 
p, = 0.29702970297 ... , 

ce qui d'aprbs ( 5 )  nous donne y = 1.551846, tout en accord avec la valeur 
vraie de rj ci-haut. 

1 
Pour - = 27 s' obtient 

u5 

logp, = 9.5222824 log y, = 2.09671 
logp, = 9.52228 

psqs = + 41.7 
7s = - 42.0 septième déciazale 

La formule g6nérale de p, employh est 

Nous avons eu soin de calculer d'aprbs cette méthode les vauleurs de y, 
1 1 1 

suivantes, intermediaires b - - 3 et - = 27, - = + 5, + 7, + 8, + 10.125, 
u5 - u5 u5 

1 + 14 et pour -- 
u5 - - 9 - points, ou les valenrs vraies des racines sont 

donnees dans le Mémoire 1. Sans entrer en particularités dans les calculs, il 
suffira de constater ici que 1' accord s' est trouvee plus grand dans tous les cas, 
en employant le procede nouveau relatif à l a  formule (5): qu'en employant 
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respectivement rifi ou p ,  seules au calcul d'aprgs la formule (2). Voici les 
vuleiirs calculoes de ri, et, à cote d'elles, le valeurs vraies y dos racines. 

TABLEAU 1. 

r i o  rl 
1 - - - Q - 1.5518462 .- 1.5318462 

5 - 1.3383009 -- 1.3427982 

7 - 1.1277686 - 1.1299153 

8 - 1.0247066 - 1.0259724 

10.125 ' - 0.8823538 - 0.8226765 

14 - 0.5319309 - 0.5319505 

2 7 0.0000000 0.0000000 

- 9 - 2.4082272 - 2.4082245. 

Les Bcarts se trouvent notés dans la troisième colonne clu Tableau II, 17-a). 
Ainsi qu' i l  va ressortir d u  n.O 5 ci-apres, il y aiira lieu de considdrer 

encore les éil6ments suivants 

riss et riss, 

fornids en prenant dans l'expression (2) deux termes en As et les deux autres 
de A, ou inversement. Nous pouvons alors faire l'hypothhse 

ou, ce qiii revient a u  même, 

En déterminant la quantitéi f d'après la formule linéaire 

1 1 
oii il est facile de deduire, d'après les donnees pour - = 3 et - = 27, les 

u5 u5 
coefficients 

on aiira en effet des ecarts encore amoindris, se trouvant dans la quatrième 
colonne du Tableau suivant. 
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TABLEAU II. 

- qo  formule (8) q - 

1 -- us - 3 0.000000 

5 - 0.004606 
7 - 0.001278 

(7-a) 8 - 0.000683 
10.120 - 0.000116 
14 - 0.00001 1 
27 0.000000 
- 9 + 0.000216 

- q0 formule (5) écarts (8)-(5) 

i 
Ainsi les ecarts se trouvent d' aprés cela trbs reduits, outre pour - = - 9. 

u5 
Il parait que la formule (5)  soit en quelque sorte à préférer. 

Pour atteindre un accord parfait, il faudra pourtant, comme doit res- 
sortir de ces recherches, faire usage de quelque autre procédé. 

1 
3. Approximations sur l'axe réel des arguments - - Afin d' arriver 

u5' 

au bat, il faudra encore avoir recours à notre équation originelle 

Soit (y,) une valeur approchée de la racine en quelque point, par exemple 
obtenue par la mgthode decrite das le n.O precédent, et posons 

(9) rl = " *  (~0)' 

Alors nous pouvons nous assurer que la valeur de z soit à peu près 6gale à 

l'unité. Nous aurons l'equation de la forme normale 

(10) 
avec 

et il s'agit de rbdnire cette ciquation à la forme libre. 
Ainsi qu'il f u t  expose dans les Mémoires anttkieurs, nous avons R ce 

but la  résolvante 
( I l )  92)' + 421~ = 

Annali di Mdematica, Serie IV, 'Iomo YVI. 25 
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190 K. BOHLIN : S1w la s02tbtion de l 'équr~tion du cinq.i&iénce degré 

et les substitutions 

qui amt'nent l'équation nouvelle de forme libre 

5: + 5 ~ ~ 5 ,  = 1 - 2 7 ~ :  
ou bien, en posant 

51 = Y i U ,  , 
1' équation 

1 1  
c.-k-d. l'équation primaire, pourtant à d'autres valeurs de - et -. On peut 

u2 u5 
dkterminer, d'après la formule (2) du n.O 1 la racine nouvelle y , .  Cela étant, 
nous aurons 

s1/3 

z = "(j,U - 

après quoi s'obtient la valeur de la  racine de 1' éqnation originelle, en seconde 
approximation, -'soit '1 - selon (9)' c.-à-d. 

Q~ielques exemples vont prouver l'effet de ce proc6dé. 
1 EXEMPLE 1. - = 7. - Selon le Tableau (7-a) ci-haut nous avons la dif- 
u5 

férence y - 7, = - 0.001278, de quoi s' ensuit, en considerant la valeur p i -  

maire 7 ,  = - 1.1277686 du Tableau (7), la valeur 

(y,) = - 1.i29047 

pour la valeur approchbe de la racine, devant être employ6e. I l  s'ensuit 

log s = 0.2362116 ; log z = 0.43541 10 ; log IV = 9.912469. 

I l  doit être utile de donner un peu de particularités du calcul dans cet 
exemple. Ainsi qu'il doit étre connu, 1'6quation du quatrieme degr6 (11) admet 
elle-mème la résolvante du troisième degré 

dont la solution est donn6e d'apres les formules connues pour les racines 
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d'nne équation du troisieme degré; C'est ainsi que nous obtenons 

et 
log a L- 0.0003337. 

Nous avons obtenu dé.jj8 
log (q,,) = O.O527ll8,, . 

de sorte qu'on obtient encore 

log y1 = 0.0330455, 
c.-h-a. 

y = Z: - ('lj,,) = - 1.120914, valeur vraie : - 1.129915. 

1 
EXEMPLE 2. - = 8. - Dans ce cas la solution primaire (Tableau 1) a 

u5 
donné y, = - 1.0247066, d'où, en considérant les écarts du Tableau (7-a) 

(qc) = - 1.0252898, 

quantité devant Btre employée comme point de départ. Tout comme dans 
1' exemple préceden t, on trouvera successivement 

log s = 0.4984672, log T = 0.6284601, log ru = 0.6485849 

et pois 

l = 350.69051 log e = 0.0002894. 
w; 

Nous avions 
log (yo) = 0.0108467, 

et 17 on déduit par suite 

y = (qo) - = - 1.035973, valeur vraie : - 1.025972. 

Nous voyons, par ces exemples, comment par le procédé employé les argu- 

ments primaires viennent Btre transpos6s à des point plus 
u5 

1 1 
lointains - - 567 ou - - 350.6905, et que désormais ils appartiennent au 

u; - u: - 
don~aine racinal ou extérieur, s'étendant à l'infini, tandis qu'on peut dire 

1 1 
que les points primaires - - 7 et - = 8 mêmes appartiennent à un domaine 

u5 - u5 
interne, se trouvant aux environs plus ou moins Btendus autour de l'origine, 
domaine oh, comme nous l'avons vu, l'application de l a  fonîzztle racinale (2) 
est en defaut. Les exemples font voir encore que le procédé empioy6 conduit 
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bien aux valeurs vraies des racines cherchées. On pourrait etre d7 avis que 
le procéd6 pourrait Gtre poursuivi par des approximations successives. Mais 
nous allons voir qu'il n' est pas ainsi, et qu' il n' existe pas d' autres appro- 
ximations successives. 

Ajoutons encore l'exemple suivant. 
1 EXEMPLE 3. - = 54. - Dans ce troisieme cas la solution primaire Btait 

u5 

tout en accord avec I'a valeur vraie, + 0.4925958. Si pourtant nous nous 
mettons à l'application du procéd6 de la solution secondaire, dans ce cas 

(yo) = + 0.4925960 

nous sommes conduits, tout comme dans les exemples préc6dents7 aux ré- 
sultats su i~an t s  

log s = 0.2694727, log z = 2.3668493, log m = 0.9896368 

et puis 
1 - = 53.99993 log z = 0.0000002 
u; 

log (yo) .= 9.6524909 

log y = 9.6924911 

7 = + 0.492596. 

Ainsi la seconde solution amène l'argument de depart - 54 et la valeur 
(:5 - ) 

primaire même de la racine y. 

4. Sur les singuli~rit6s de la solution. Les points isoli i i~s.  - Tandis que 
il faut supposer que ,les points sur 1' axe reel ou dans ses environs, auxquels 
tout d'abord nous avons adjuge une solution a: paracyclique », viendront se 
transposer à l'aide de la methode nommee au domaine racinal, il y aura de 
l'interêt de considerer à part les points isolines proprement dits. Ce sont en 
particulier les points, où la solution (2) prend des valeurs infinies. C'est ce 
qui a lieu pour As = O  et pour p =O.  Considerons les 6-isolines. Ce sont 
les racines de 176quation ('1 

As = 0, 

(i)  Zusatze u n d  Erlauterunyen sur LGsung der alyebraischen Gleichung fünften Grades 
auf Grundlage des Ban'nnls, n Arkiv fiir Natematik, Astronomi o. Fysik n, K. Vetenskapsa- 
kademien, Stockholm, Band 25 A, N.0 6, 1935. 
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-- 

savoir 
6, = - 1.6911970, 6,' 6, = - 0.1498669 rt i 0.2534176, 
6, = - 0.6912970, a,, 6, = - 1.7088867 q= i 2.9124605, 

auxquelles correspondent 
1 

pour 6,, ô, - = + 0.027 et + 0.713, 
u5 

» a,, 6, des valeurs encore plus petites, 
1 
- = t 15.23295 +- i 10.49492. " 6 2 7  6, us 

Les quatre premiers de ces points appartiennent au domaine des solutions 
a paracycliques ». Nais quant aux deux derniers il y aura de difficulte d'ap- 
pliquer une solution de cette sorte. 

Si, comme nous avons essayé, on introduit encore l'expression 

A, = 1 + 6s + 16s" 52s" 16si + 6s5 i- s6, 

il faut aussi considerer les s-isolines, tenant à 1' Bquation 

A, = O  

du sixihme degre, qui toutefois, comme au cas antérieur, se réduit au troi- 
s i h e  degré. En effet, en posant 

1 
s t - = x  et %=y-2 ,  

S 

elle se réduit à 
y 3 + y  + 3 O = O ,  

avec la racine r6elle y =  - 3. Il n'y a pas lieu d'exposer ici les valeurs 
1 

de - corréspondantes qu'on en déduit. De même pour les pisolines on aura 
u5 

;I resoudre 1' Bquation 
p = l + 3 6 t 5 Ô ~ 4 6 3 - 4 6 ' = 0 ,  

1 
ce qui conduit, par la substitution 6 = y  - -, à 116qiiation 

4 

5. Sur ilne représentation de la racine dans les points isolines. - Il 
s' agit des points 

-- - 15.2329 c i 10.4949 
u5 

du n.O précedent, où l'expressiou principale (2) devient infinie. 
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Pour 176viter on pourrait introduire dans cette formule la  quantitb A, 
a u  lieu de As, ce qui donne 

1 
- A* -- - 2.4366 - i 0.0584 
u 

Pnisq~ie la valeur vraie de la racine, dans le point considéré, est 

q = - 0.23161 i- i 0.48639, 

la représentation n'étant pas atteinte par l'expression compléte en A, ,  on 
peut introduire la représentation qss, qui, à cause de As= 0, se rkduit aux 
deux derniers termes 

ce qui donne 
qss = +- 0.2330 - i 0.2362. 

Soit q, = qss. L' expression diffbre pourtant encore de 

q = - 0.2516 -+ i 0.4864, 

mais il est facile de trouver l'expression 

3 
qui, pour Ic, = - fait repr6senter la racine. On pourra mdme donner à la 

10) 
quantitb k ,  une forme, qui pour l'axe d e l  se r6duit à, zéro et aux points 
isolines retient la valeur de 3/10 à peu près. Si  l'on pose 

cela est atteint par la formule 
k,, = sine rp. 

Pour les isolines serait à peu prés 

et k ,  =4/13. Au surplus nous aurions, pour = 900, k ,  = 1. 
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Pour les points des racines Bgales 

on aurait de cette manibre k, = 0.39505 et l a  formule (12) donnerait 

y = 1.96338 -- i 0.1382, 
tandis que, en rBalit6, 

7 = 1.7796 - i 1.4492. 

gvidemment ainsi la formule (12) doit être toute particulière pour les points 
isolines. 

6. Les points de  racines égales. - Nous avons entrepris d76prouver 
encore la  formule (5) 

pour les points 

des racines Bgales. 
Quoique, ainsi qu'il y aurait lieu de prBvoir, l'accord parfait avec l a  

r6alit6 n'est pas atteint par cela, le r6sultat confirme pourtant 1' utilité de 
la formule (5) à un 
celles relatives aux 

La  résolvante a 

certain degrh, aussi pour des valeurs complexes, comme 
racines Bgales. 
dans ce cas la forme 

et fournit la valeur 

devant être employée. On deduit de la maniére usiielle successivement les 
quantités p, y, 6 ainsi que p et 6. Ayant obtenu à la suite Ag et A,, on a 

forme les valeurs 

= + 1.98826 + i 1.47790, 7 ,  = + 1,26052 + i 2.18996. 

De plus, au moyen de ln formule (6), s'obtient 

p, = [9.51813] -1- i [7.60732]. 

Évidemment on aurait pu se contenter avec la valeur p, = 113. 
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Notre formule (5) donne ainsi 

A quoi on peut comparer la  valeur vraie 

Le calcul donne ainsi la partie réelle de l'approximation suffisante, mais il 
vaudra mieux d'apporter l a  partie imaginaire de 17expressiou simple de 

~ I S  = 1.98826 - i 1.47790, 

en mettant pour point de depart du  calcul suivant 

7. Les points de racines égales (suite) .  - Il va se trouver que le point 
de ddpart de l a  seconde approximation soit arbitraire. Néanmoins nous avons 
employé la valeur indiquee h la fin du n . O  precédent. Le  rbsultat dii calcul 
soit donnéi tout d'abord. OIT a trouve 

y YI 1.7794 - i 1.4493, 
la valeur vraie Btant 

y = 1.7796 - i 1.4492. 

Ainsi cet exemple verifie de nouveau le procéde employé. I l  peut ètre utile 
d'en adjoindre ici un exposé succinct. Le calcul fut conduit de la inêine nia- 
niére que dans le n . O  3, savoir en mettant dans l'équation originelle 

l a  substitution 

iY) = (710) 27 

par où l76quation 
2" f sz = 45 

est obtenue, avec 

Au cours dn calcul i l  s'est trouve que 

? + s5 = 0, 

relation simplifiant la  question, qui desormais peut ètre trait6e, sans des 
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calculs numGriques, comme il suit. À traduire à, la forme libre sert ln résol- 
mnte  

ni' -k ~ T W  121= 35'1" 

et les substitutions 

par où s' obtient 1' Bcluation 
I;iI + 5u,~,  = 1 - 2 7 ~ : .  

Pour la solution de la resolvsnte du quatrième degr6 il sera avantageux 
de mettre 

"i==,; Z = S '  1 '  sLIs= =,. 
L'bquation prend avec cela la forme 

4 -+ 4 . 3 , ~ ~  = 3tl .  

Elle posséde de nouveau la résolvante 

nit +- 3t,?v, i %:, 

et se trouve, par les sabstitutions 

rBduite h ln forme libre 
c;+ 4u,5, = 1 -424;. 

Soit 

c,=a,rl,, . 
pour transformer aux deux équations séparées: 

b 

de manibre que, par exemple, 

soit 1' iine des solutions. 
Pour la resolvante du troisième degré nous avons la solution bien connue 

ou bien, d'après les désign-ations introduites, 

'HIYUI = [T' + V ?  + s~] ' /$ + ['C9 - V'T* + s5]'Isi 

dnnali di Matematica, Serie T T ,  'Porno XVI. 
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On trouve ainsi, par suite de la condition 

T' + S" O, 
les valeurs 

puis encore 
a, = - .c ' /~  , - l V = B i  = -2'I*, 

et enfin 

A la d6terminafion de 7, servirait 1'Bquation 

mais, la valeur de cette racine est connus ( i )  et 6gde à 

y. = -1- Fis ,  

de sorte qu' on obtient 
2: = - . c 1 1 5  

et, en considBrant la relation 
1 

on trouve 

On a ainsi 

ce qui, en effet, est la valeur de chacune des racines Bgdes. La valeur de 
la racine principale s'en &duit en multipliant par 

A = - 1.65063, 
racine de 1' Bquation 

A"22A2+3A+4=0, 

ainsi yu' il est facile de se convaincre. Motre r6siiltat devient par cela 

ainsi qu'il fut note à 17introduction du n.O présent. 

( l )  s Annali di Natematica ., l o m o  XI, pag. 270. 
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p- 

8. L'invariante x. - Nous pourrons tout d'abord introduire une quan- 
tité x, dbfinie par 

et independante du choix de la valeur de (qo). Cette quantité admet des sim- 
plifications en cas des racines kgales : 

et précisement dans ces points on a 

x=-1 .  

La quantit6 x se trouve, en gén6ra1, propre aux developpements dont il s'agit. 
1 

On peut se demander quels points, viennent correspondre à une valeur x 
U" 

d' avance donnée. Soit 

1' équation donn6e et 
z5 + 5sz = 47 

la transformée, provenant en mettant y = (q,)z. Puisque la  quantité (qo) s' en 
va de l'expression de x, nous sommes autorises de prendre (y,)= 1. En 

1 
mettant - - E la  quantite x s'6crit 

u5 - 

On obtient ainsi une Bquation du quatrieme degr6 en E, à savoir 

Par 1' application de la  substitution 

l'équation se rgduit à la  forme normale 

(15 )  X' + = 3 ~ ,  , 
avec leu valeurs suivantes des coefficients 
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En effectuant la solution nous aurons à considérer la r6solvante 

wr + 3r,m, = 2 4  

et à mettre, d'aprés le procédé de solution de l'équ a t ' ion 

où nous aurons bien 

R = [1 -1- vl t ~ 1 ' 1 ~  -t [l - V 1 + ~ 1 ' 1 ~ .  

Sans entrer dans les partioularit& des d6ductions, les résultats suivants sont 
& noter. On aura 

où Co soit l 'une des racines des Equations séparées 

Dans notre cas ce sont les racines 

Co =:u, - I i \ / l  +ui 

qu'il faut employer. L 'une de ces racines reconduit A la valeur primaire 
1 1 

de - l 'antre cependant à un point nouveau -. Au contraire, les racines 
u5 '  U 3  

vont conduire à des r0sultats Btrangers à la questions. Noils n' insisterons pas 
de plus sur ces circonstances, parceque l'équation (15) ne fut employ6e que 
pour le controle. 

5ri 1 II. Sur la solution de l'équation proposée: y"-+ - = - 27. - L'équation 
7 t 3  T C J  

importante (15) du n.O pr6cédent, tout en prouvant l'existence de points trans- 
1 

posés de - ne conduit pas immédiatement à une valeur 7 de la racine 
u5' 

cherchée. C'est ce qui est atteint seulement par le proc6d6 suivant, d'ailleurs 
plus simple que l'emploi de la formule (15). Remarquons d'avance qu'il n'y 
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1 
a qu'une seule approximation, en faisant usage des points transposes de - 

u5 ' 
Car une approximation ultérieure réconduirait au point primaire. En second 
lieu, coinme la  valenr approchee (ya), considBr6e dans ce yni préc&cle, s'en va 
des formules dufinitives, on pourra dejjà, d'avance supposer (y,,) = 1 et Bcrire 

Y1 = 8, 

p?r où notre Bquation secondaire 

s5 + 5sz = 47 
soit assnjettie aux conditions 

Nous allons au siirplus introduire quelques désignations améliorees definithes. 
Soit 

w4 + 4 - c ~  = 3sB13 

la résolvante de notre Bquation en z et mettons, afin de rédnire li, la forme 
libre, 

par où s'obtient 
g + 5 ~ , , i ; ~  = 1 - 27u; 

où bien 1' Bqiiation, obtenue par la  substitution 

suivante 

1 
tout analogue, du reste, B 1' Bquation originelle, mais au paramètre tramposé - . 

?(" 
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à, quoi appartient la résolvante du troisidme degrb : 

TU: + %,TV, = 2s:. 

Afin de reduire l'equation en z, du quatriéme degré à, la forme libre, nous 
aurons à employer les substitutions 

d' oh s7 obtient 

équation qui, au moyen de la substitution 

se partage en deux équations du second degré, qui & leur tour possédent les 
racines 

C'est, dans notre cas, i a  solution 

qu' il faut employer. Le signe minus de la racine carrée reconduirait au point 
du depart. Les racines complexes conduisent à des points étrangers. 

SOLUTION DE LA RéSOLVANTE : nt: -+ %,TU, ;= 2s;. - En ayant recours aux 
dbsignations de z,, et s,, introduites ci-haut, nous trouverons 

ru, = 7'13R 
où l'on aura enfin 

-- -- 
R = [l + V I  t ~ ] ' l a +  [l - \/l -t x ] ' ~ J .  

1 
Résun l  DES FORMULES POUR L'~QUATTION : q 5  + 5- = - - 27. - Selon 

u3 u5 
ce que nous avons mentionné, le procede va s'ordonner comme il suit. 

Point de départ: 
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On trouvera successivement : 
,- .- 

R = [1 -1- V 1 + XI'/~ + [1 - v 1 + XI ' /~ ,  

1 (A) -;=81.- 
% 

aprés quoi la  racine cherchGe est donne sous la forme 

(Cl '1 = fl/"'l O '  

La determination de qo  sera effectuée selon 1'Bquation 

en faisant usage du développement racinal [voir (2) ou (D) ci-bas]. 
1 

Si le point - consid6ré se trouvait dans le domaine interne, où plusieurs 
u5 

singularitds et divergences des valeurs obtenues à l'emploi immddiat de la  
1 

formule (2) ont lieu, le point transposé - sera au contraire en gén6ral situé 
% 

clans le domaine externe ou rucinul, où le developpement racinal, c.-à-d. 

1 A2 7 - - A - -  
O - P - a,, p (1 - s) - t.4; ; (1 - s), 

No P 

conduit, en genéral, & la valeur juste de la racine qo.  
En général il suffit de calculer la quantité A dans la formule pour 7 ,  

d' aprbs 1' expression originelle (3) : 

de laquelle ne diffère, en g6nGra1, que peu l'expression secondaire (4): 

('4) AQ = 1 + 6s + 16sg + 52s3 + 16s' + 6s' + s6, 
où 

s = y  - 2y2 +4y" 37'. 

La formule gdn6rale donnant 7 ,  est pourtant, fielon (5): 

'Is + P,7s 
V o =  1 t p ,  ' 

et 7 ,  désignant les valeurs obtenues suivant que la formule (b) où (b,) 

est employee. 
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- -- 

Pour la qiiantité p, fut proposee la formule (6)' destinée soit an point 
1 1 = 27 soit au point = 3. Mais, parceque le dernier n'appartient pas aux 

u5 U 

points transpos6s, il n'eat plus nécessaire d'avoir recours à la formule géné- 
rale (6)) qui, de plus, ne s'étend a u  point second spécial de notre éqiiation, 

1 
savoir = - 9, que par la condition que, pour lui, A, soit 6chang6e en A,, 

us 
où s, se déduit de la  formule inverse 

Dans ces circonstances il parait que la valeur simple de 

PS = ; lgp. = 9.5228787 

soit à adopter pour les points transposés, de maniere qu'il faudra bien mettre: 

Si  le point consid6ré se trouvait dejk dans le  domaine externe, la trans- 
formation secondaire le conduirait au  même point, ou, en prenant le signe 
 inus us de l a  racine carree, au  domaine intérieure. I l  va sans dire qu'alors 
le developpeinent racinal (2) doit être immédiatement emploge. 

REMARQUE. - Il faut rappeler que ce n'est qu'& l'aide d'ulie formule 
spéciale (5) ou (8-a), et en utilisant à la foi les deux expression As et A, ,  qu' on 

1 1 
parvient pour l'axe reel depuis ,= 3 & = 27 & une repr6sentation de la 

U" m5 
racine d'accord plus marqué. C'est cela pour la partie interne de l 'axe réel. 
Puisque les arguments sont transposds ai domaine externe, c'est cependant 
qui ne sera pas d'importance. Les Bcarts vont en diminuant quand on s'ap- 

1 
proche de point - = 27, point de racine zéro, à considérer comme point li- 

u" 
mite des domaines interne et externe. A ce point même il existe une petite 
diffbrence de As et A,, nécessitant l'emploi de la  formule de secouis (5)  on (o) 
pour arriver. à, la  valeur zéro de la racine. I l  faut présumer que les &arts au 

1 
delà du point - =27 soient de plus en plus presque insensibles, mais que 

us 
pourtant ils puissent étre de caractère systématique. S i  tt quelque instant 
l'emploi de plus de sept decimales parait desirable, on peut avoir recours 
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b l7éqiintion originelle a5 +5sa = 42, afin d' obtenir par une approximation ulté- 
rieure faite sur cette formule un nombre de chiffres plus grand. Parceque en 
tout cas il fit1idi.a contr6ler les calculs, en ayant reeours h. l'équation initiale, 
c'est qui se fera sans difficult6. Mais, nous n'insisterons pas ici de plus sur 
cette question. 

10. Exeiiiples. - Le cas de racines Ogales f ~ i t  déjh exposé dans ce qui 
précéde. Nous allons considerer le cas des isolines, oii la singularité la plus 
essentielle dans le domaine intérienro a lieu. Ces points sont 

On obtient dans ce cas 

x = + 0.2814 - i 26.216, x'is = [8.02646,,] i- i [0.47286], 
R = - 0.000206 - i 0.22434, 

et il suffira de mentionner encore les résultats suivants 

d' où s' ensuit 

y = - 0.25164 + i 0.48639, valeur vraie : - 0.25161 -t- i 0.48639, 

l'accord 6tant ainsi 6tabli. 
On obtient, en utilisant la deuxieme racine 

R, = 2.12017 - i 1.99063, 
le mème point transposé 

- l = + 56.830 + i 25.394, 
4 

inais R l'emploi de la  troisihme racine 

R, = - 2.11821 + i 2.21497, 

aucun résultat utile n' est trouvé. 
Si nous écrivons d'une manibre schématique 

R = ( i )  +- ( - 3  et (+) = pei" et (-) = p@, 

8- 
on aura R appliquer à dans l'expression de 3 

2400 et 00 pour le premier terme et pour le second respectivement. 

Annali.di Matematica, Serie Il-. Tomo XVI. 
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On aura les corr6spondances suivantes : 

9. 
3 : + 2400 ; + O0 

9 
- .  3 '  t 2 4 0 0 ;  +O" 

q i :  - + rli : - 
1 
- = 56.830 + i 20.39 

1 
= 14.20 t i 23.03 

O O 

point tramposé point contraposé 

point primaire point trawsposb. 

À la détermination de la  racine dans les isolines appartient encore la  
quantité qn ,  devant ètre calculée par le racinal ( 2 )  de l'équation 

dans le point transposé 

Il n'y a lieu de réproduire des calculs que quelques traits principaux. 
On a obtenu 

a = - 0.045587 + i 0.021198 

et puis les valeurs corréspondentes de /3, y, 6, s, p, pour enfin parvenir ;i la 

valeur A: 
A: = + 0.912734 + i 0.038368. 

Ensuite s'obtient, au  moyen de la formule 

la valeur cherchee 

qo = = + 0.59155 + i 0.28575 ; 

c'est la  valeur inscrite ci-haut dans la  première partie des calculs. 
1 

EXEMPLE : - - 7. - On aura dans ce cas 
u5 - 
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et l 'on obtient de plus 
1 

et pour 7 ,  les quatre valeurs 

+ I ,  -3, - t i + i ~ 6 ,  +i-iV6, 

desquelles la premibre est ;I employer. Le point transposé devient 

et clans ce point on trouve 
ylo = 0.339318, 

de quoi enfin 
y = - 1.129914, valeur vraie: - 1.129915. 

1 
EXEMPLE: - = 8. - Le calcul fournit le point transpose 

u5 

puis, dans ce point, 
ylo = 1.8088863, 

et enfin, pour la racine 7, la valeur 

7 == - 1.025973, valeur uraie : t .O25972. 

Aussi confirmees sont les formules pour les points 

et d'autres qui furent considBr& de plus ou de moins. 

11. Sur le choix des signes et des quadrants. - Dans les formules fi- 
gurent des racines telles que 

10) ; 20j f115. 

Dans le cas de quantites reelles il n'y a pas de difficulté par rapport tt 
cela. Dans les cas complexes, comme il s'agit d'une racine principale, on 

2kn 2kn aura, pour x'ls et f115, R appliquer  de^ valeurs convenables de -- 
3 

et --. 
5 

Nous pouvons choisir les k Cie maniere que les racines soient homologues 
aux valeurs x et f mêmes. I l  peut arriver qu'on aura les mêmes quadrants, 
mais aussi que les quadrants soient oppos6s. Soient a + bi les expressions 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



des quantites mémes et a i- p i  les expressions de leurs mcines. Ce qu'on 
doit exiger de a, F, c7 est qu'elles s7 accomodent de façon homologiie aux 
quantites a, 6, les quadrants devant étre les mêmes ou bien les opposés, ce 
qui sera, en g6neral autrement pour les racines troisi8nies et pour les cin- 
quièmes. 

Quant au choix des quadrants dans l'expression binorne 

3 R = [ i + Y l + n ] ' 1 ~ + [ l - V l + x ] ' l ~ ,  

nous nous avons déjA prononce dans ce qui precéde. Il faudra les choisir de 
manière que des résultats Btrangers soient évit6s. Nous n'entrerons pas ici 
sur cette question en g6n6ral. Dans le cas des isolines, le choix juste se 
trouve indique par ce qu'on peut y arriver de deux manières différentes. 
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Bulle sirigolt-i,rit,i~ delle fuuzioni analitiche 

definite da integrali determiuan ti. 

Memoria di CARLOS BIGGEKI (Buenos Aires) 

Diinostro ne1 teorema 1 un criterio fondamentale per la sir?golarità di lin 
punto della retta di convergenza sernplice per la  fanzione analitioa f ( a )  defi- 
nita dall' integrale determinante 

CI) 
r 

Di questo criterio faccio poi usu per dimostrare alcnne proposizioni che si 
possono considerare come estensioni alle dette funzioni e generalizzazioni del 
teorema di VIVANTI-PRINGSHEIM-DIENES. 

Senza restringere, per nulla, la generalitlt possiamo supporre che: 
a) l'ascissa d i  coîzvergenea semnplice dell'integrale (1) sia nzdla; 
b)  i l  punto, della retta d i  cowuergenza, la cui singolaritit O regolarità si 

vu01 riconoscere sia Z' origine, 5 = 0. 

(n intero ) 0) 

a) condizione szecessavia e sufficiente affimhé z = O sia punto singo- 
lare per f(z), è che 

n- 

(2) 1 G  J,,  i =  1; 

b) condixione necessaria e sufficiente affinchè z = O sin pzctzto r ~ g o l a ~ e  
pPr f(z), è clze 

' 

D I ~ I ~ ~ T R A ~ I O N E .  - Poichb f (o)  6 regolare ne1 semipiano R(z) > 0, pas- 
siamo considerarne l'elemento 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



essendo : 

(4) 

Posto 

il punto z = 0 B quindi si~zgolare per f (z)  se 

Orbene, a causa dell'ipotesi che l'ascissa di convergenza sin 0, 

I n  conseguenza, dato arbitrariamente un nmnero positivo E, esiste un 
t ,  = t , ( ~ )  tale che per ogni t 2 t, si ha: 

(7) 1 .j&; 1 < eEt. 
O 

Chiamiamo M(e) l'estremo superiore di tutti i valori che la funzione 

prende nell'intervallo (0, 1,) .  Dalla (7) e dalla definizione di M(E) si deduce 
che, per ogni t dell'intervallo O $ t < -t ao, 6 :  

essendo 
K(E)  = 1 + M(+ 
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Facciamo 
n  

A,, + " U ( t ) t d d t .  
O 

Trasformiamo questa espressione integrando per parti: 

Dalle (8) e (9) si trae: 
n  

(lo) 1 A,, 1 < ~ K ( E ) ~ ~ c ( ~ - ' ) ~ + -  4 3 K(c)jtfle -.(+)t dt .  
O 

Dato che la funzione 

é ~rmzotona crescente nell' intervallo O < t < n, dalla (10) si deduce, per n > 1, 

B,, r a(t)t0e dt i - z t  
2n 

(B,, esiste in virtù della (4)). 
Integrando per parti e tenendo conto della (8) si deduce che, per t 2 21%' 

si ha: 

2 
donde, per E < - , si  deduce : 

3 

2n 

Corne la funzione 

t n e ( i - 2 ~ )  

1 
è wtouzolona decrescente nell'intervallo 212 < t < + cm, se facciamo E < -, 12 
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212 C. BIGGERI 
PL--- -. 

dalla (12) ei trae: 

(131 

Sscondo la formola di S ~ I R I J N ~  e le (11) e (13), e ~ i s t e  un numero na- 
turale n, , cos1 grande che per .n > n,  si  ha : 

onde : 

e prendondo i limiti per 8-0: 

Poniamo finalmente: 
292 

Ora supponiamo che il punto a = O  sia silzgolare per f (2) ,  ciok che sia 
soddisfatta l a  (5). Sia 6 un numero positivo arbitrario ma fisso, e p un nu- 
mero fisso~positivo tale cbe 

Secondo le (5) e (14) a partire da un valore determinnto di  n, sufficien- 
temente grande, si  verifica, rispettivamente, c'he: 

onde : 
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e prendeiiclo i liiiiiti per b -0: 

Nella (15) non s i  pzc6 ve~ i f i care  i l  segno minore.  Effettivamente, se fosse 

3 
prendendo rin numero positivo arbitrario fisso, q', minore di e maggiore 2 
di 1 ed l', ~i avrebbe, per n siifficientemente grande, 

onde : 

cioh: se nella (15) si verificasse il segno minore non sarebbe più soddisfatta 
la (5) bensl la (6); dunque: é condizione necessaria perche il punto z =  0 sia 
singolare per f(a) che venga soddisfatta: 

Vediiiino che questa condizione B anche sufficiente. Difatti. se B = 0 non 
fosse singolare, necessariamente la (6) sarebbe soddisfatta ; dunque se pren- 

3 
cliamo un numero positivo q", minore di - e maggiore di 1 ed L, per le (6) 2 
e (14) a partire da un valore di n, sufficientemente grande, si avrebbe: 

1 
- I ( A n  +BI,) +- '2% I < q"" n !  

onde : 

dnnali d i  Matematica. Serie I r .  Tomo XTI. 
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214 C. BIGOERI : Sulla sing»ltcr.itic delle fisnaioni nnalitiche 

cioè: 

vale a dire, non si verificherebbe la (16). Diinque: I'uguaglia~rac (5) e (16) sono 
eyuivccleîzti ed applicando alla (16) la formola di STIRLING si ottiene l'iigiia- 
glianza (2). 

La prima parte a) del teorema è dunque dimostrata. 
Analogamente per la  seconda parte b): Abhiamo provato che se la (6) 

viene soddisfatta, cioè se il punto z = 0 è regolnre per f(z), si verifica: 

e reciprocamente, se s i  
e (17) sono epuivnlenti. 

Coirie complemento 

Se  esiste il limite 

n 

n 
- - 1 3 
iiin I/- 1 cn < 

n! 

verifica la (17) si verifica la (6): le disugunglianae (3) 

interessante a qnesto teorema osserviamo d i e :  
n 

ordinario d i  1/' I Pl(!) 1, per n- m, esiale anche il 
n !  1 

limite ordinario di  L / J, ( , *tel caso in czti il punto 5 =O sia singolare per f(z). 
Difatti, supponiamo : 

3 
Sin 6 un numero positivo arbitrario minore di - - 1. A partire da un va- 2 

lore di n, sufficientemente grande, si verificano : 

in virth delle (18) e (14), rispettivainente. Dalle (19) e (20) si  deduce: 

onde : 

(21) 
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(dato che : 3 - 26 + 21 < 2(3 - 28)) ; e prendendo i lirniti nella (YI), per 6-0 : 

+'a- 

Dalle (16) e (22) si deduce l'esistenza del l imite ordinario di VI J,, ) ,  se il 
punto z = 0 B singolare per f(z). 

Questo complemento ci sarà utile più avanti. 
OSSERVAZIONE. Senza mutare sostanzialmente il ragionamento s i  pub 

dimostrare il segnente teorema più generale. 
Supposta nulla, coine precedentemente, 1' ascissa di convergenza, poniamo 

doue w rc1ppresenta un numero qualunque cowpreso fra 0 e 1 e o un numero  
arbitrario 2 0: condizione necessaria e sufficiente a f f inchè z = O  s ia  pumto 
singolare per l a  funzione f(z) è che 

in caso contrario 

Facciamo ora qunlche applicazione del teorema 1. 
Si sa  che il teorema del VIVANTI sulle serie di potenze si generalizza 

(con dimostrazione analoga) alle funzioni analitiche definite da integrali de- 
terminanti; ciob: << Se la funzione generatrice è positiva, il punto reale della 
retta di convergenza é singolare per la funzione analitica definita dall'in- 
tegrale ». 

Mediante il nostro criterio e questo teorema, analogo a quel10 del VI- 
VANTI, sialno riusciti a dimostrare un teorema molto generale per gl'integrali 
determinanti, ciob : 

TEOREMA II. - S e  l'argornento cp(t) della fuvuione generatrice a(t) del l ' in-  

soddis fa  a l la  condizione : 
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216 C .  BIGGERI : Sulle singolarita delle funzioni nmldiche 
-- 

e inoltre le ascisse d i  convergenaa, semplice ed assoluta, dell'integrale (i) sono 
uguali; allora, i l  punto reale della retta di  convergenaa dell'infegrnle (1) è 
singolare per la  funzione analitica, f(s), definita d a  questo iîztegrnle. 

DIMOSTRAZIONE. - Senza restringere la generalith del teorema, possiamo 
supporre che l'ascissa d i  convergenaa dell'integrale (1) sia ~zullcc. Si cerca 
allora di dimostrare che i l  punto z = O è singolare per f(z). 

Chiamiamo p(t) il modulo di a(t) e facciamo: 

Evidentemente é : 

e quindi, per il teorema della media, 

per un conveniente 5 tale ohe 

< 5 5 [(n) < 2n. 
Dato che: 

1 2 

b compreso fra ( cos rg(t) 16 e 1 COS y(() 15 in virtù della (23) si verifica: 

lim 111 cos . p t~ )  1 = 1. 
n-oz 

Siccome le ascisse di convergenza, seinplice ed assoluta, dell'integrale (II 
sono uguali, ed avendo siipposto che 1) ascissa di convergenza della (1) è nulln, 

per il teorenia analogo a quel10 del VIVANTI, il piinto a = O sarà, singolrrre 
per la  funzione analitica definita dal17integrale: 

Cr 

in conseguenza, in virtù del teorema 1 (concliisione a)), si ha:  
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Dalle (241, (25) e (26) si deduce 

e coine liin \ 1 Jn / non pub essere maggiore dell7unit8, secondo la (2'7) sariil: 
n-co 

ed in virtù del teorema 1, il punto z = O b singolare per f(s). 
S e  1' ascissa d i  conuergenza, che chianziccmo C ,  dell ' integrale (1)  s i  potesse 

calcoiare mediante l a  formola : 

(e in questo cas0 le  ascisse di convergenaa, semplice ed assoluta, dell'inte- 
grale (1) sono ugual i ) ,  l a  condizione (23) puo essere sostituita da l la  seguente, 
che è p i ù  getzerale: 

essendo 1 cos y(<) 1 i l  wzinore ( i n  senso lato) d i  t u f t i  i walori d i  1 cos y(t) 1 ,  nel- 
1' interval10 n < t < 2n. 

Difatti, il teoreina della media dà : 

J,' = p(0) cos ~ ( 0 )  J,T,,"', 
essendo 

e 0 un certo valore di t ,  tale che n ' g  0 I 2 n .  Oncle si ha: 

Se chiamiamo p(w) il minore (in 
val10 n < f < 2n, dalla (30) si trae: 

cos cp(B) 1 Jnu'. 

senso lato) dei valori di p(t) ,  nell'inter- 

cos y(S) 1 J,"'. 
n -  1 2 

Dato che \, p(o) = [(p(o)+]: 6 coinpreso fra ~ ~ ( w ] ) ;  e (P(o))w ed avendo sup- 
posto C = O, dalla (28) si trae: 
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218 C. BIGGERI : Sulle s.hgolnrit8 delle fi~nzioni annlifiche 

N 

( 
1 i 

I n  modo analogo, corne VI coscp(6l 1 = (cosy(6) B cornpreso fra 
1 2 

( cos cp(l;) I r  et 1 cos cp(S) I f ,  per la (29) si ha : 
n 

(33) lim VI cos y&-) 1 = 1. 
n-w 

Orbene l'integrale e-tzdt (la cui ascissa di convergenza é niilla) defi- i 
O 

1 
nisce la funzione g(z) = -, per la quale si ha: 

Z 

3 3 
per n-cm; 

allora, in virtù del complemento al teorema 1, si verifica: 

Dalle (31), (32), (33) e (34) si trae 
- fl- 
lim VI 2 1 :  
12-w 

cib dimostra la proposiaione. 
Due casi particolari interessanti nei quali si verifica la condizione (23) sono : 

a) L' affisso d i  a(t) varia, a partire d a  u n  valore di  t, szcfficiet?temegzfe 
grande, i n  u n  paio d'angoli opposti a l  vertice (origine). (Si tenga conto che 
questo paio d'angoli opposti al vertice, si  pub sempre trasformare in un paio 
d' angoli simmetrici rispetto al17 asse reale, moltiplicando la generatrice, a(t), 
per un certo numero complesso). 

b) L a  generatrice, a(t), è reale e prende valori positivi e negativi (ma a 
partire d a  u n  uulore di  t, sufficientemente grande, a(t) non si nnmdla). 

Se la  parte reale della generatrice, a(t), a partire da un valore d i  t 
(sufficientemente grande) B positiva l'uguaglianaa delle ascisse di convergenza, 
semplice ed assoluta, del17integrale (1) é conseguenaa della condiaione (23). 
Cioé, possiamo enunciare i l  seguente teorema: 

TEOREMA III. - Se si verificano le due seguenti condizioni: 
la) l a  parte reale della generatrice a(t), a partire d a  u n  valore di t, 

sufficientemente grande, 13 positiva; 
2&) Z'argomento cp(t) di a(t) soddisfa l a  condizione: 

lim log cos ~ ( t )  - (, ; - 
t - a  t 
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allora, i l  punto reale della retta di convergema dell'integrale (1) è sinyolare 
per la funsione analitica f(z), definita da qzcesto integrale. 

Per  dimostrare questo teorema, basta provare che sotto la  condizione (35) 
le ascisse di convergen~a, semplice ed assoluta, dell'integrale (1) sono uguali. 

Difatti, chiamiamo C e Cf le ascisse di convergenza, semplice ed assoluta, 
dell' integrale (11, rispettivamente; e facciamo : a(t) = a,(t) -1- ia,(tj. Per  un teo- 
rema di  K. KUROSU si ha:  

t 

1% 1 ja(4 1 
- 

C = lim VI 
t-m t 

Dato arbitrariamente un E > 0, esiste un t ,  r t,(a), tale che per t 2 t,  si 
ha, secondo la (35): 

V'ai(7je + sz a,(+"', 
onde si deiiuce: 

VI i a ( r )  dr < est ./ a, (r )L .  
[tl [tl . 

Inoltre, si ha:  

(37) 

Facciamo 

log a, ( s )d~  

t-m 

i 
C" = lim itl 

t 

Per la (36) B 

e prendendo i limiti per e-O: 

(38) C' 5 C". 
Per  la (37) si ha: 

(39) C 2 CM. 
Dalle (38) e (39) si trae: 
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220 C. BIGGERI : Sul le  singolrcrith delle furcziolzi nvtnlitiche ecc. 

e corne 

si ha :  
C ' r  C, 

C = C'. 

Un cas0 particolare interessante, in cui si verificano le condizioni 'del 
teorema I I I ,  si presenta quando 

n 
1 y(1) 1 < T < (essendo T un valore fisso); 

si ottiene, allora, la  generaliazaaione del teorema del DIENES della teoria 
delle serie di potenze. (Cfr. K. KUROSU, « Tdhoku Math. J. », 20). 

1. P I N ~ H E R L E ,  rr Annales de l'École Normale Supériciire B, 3O série, t. 22, 1905. 
2. P I N C H E I ~ L E ,  a Rendiconti della Reale Accademia dei Lincei D, ID@$ 1003. 
3. P I N O I I E H L E ,  Alcune spigoluture ne1 campo delle fi~nzioni detertninanti, ( a  Atti del I V  Con- 

gresso dei Matematici ., Roma, tom0 2, 1908). 
4. LANDAU, Ueber die Grundlayen der l'heorie der Facultatenreihen, a Sitzungher. der  IL 

bayer. Akad. der Wissenschaften n, tom0 36, p. 215. (In questo lavoro si trova 
l'analogo del teorema del TIVANTI). 

5. HADAMARD, Essai sur l'étude des fonctions données par leur développement de Taylor, 
= Journal de  Mathématiques n, 4e serie, tom0 V I I I ,  1892. 

6. FABRY, Sur  les points silzguliers d'une fonction donnée par son développement en série et 
sur l'impossibilité du prolongement analytique dalzs des cas très générauz, a Annales 
scientifiques d e  19&cole Normale SiipBrieure x, 3e &rie, t. 13, 1896. 

7. PRINGSHEIM,  Ueber einige funktionenth. Antuend. der Euler. Reiheetztiu. B. Sitaiingb. der Kg]. 
Bayr. Ak. a, 1912. 

8. VIVANTI, Sulle serie d i  potelzae, « Rivista di matematica B, ton10 3, p. lla, 1893. 
9. LECORNU, Sur  les séries entièi-es, c Comptes Rendus de 19Acad. Sc. Paris  D, tom0 104, 1887,. 

pp. 349-352. 
10. DIENES,  Essai sur les si+zgularités des fonctions analytiques, a Journal de AiatliCma- 

tiques a, 3e serie, tom0 4, p. 344, 1009. 
11. FEKETR, S u r  les séries de Dirichlet et sur u n  théorèine de M. Lamiau,  K Conlptes Rendus 

de 1'Acad. des Sc. de Paris », tom0 150 ed  151: 1910. 
12. LANDAU, Ueber einen Satz  von Tschebgschef, u Matliematische Annalen », tom0 61, 1905. 
13. K u ~ o s u ,  On the Convergence-Abscissa o f  a certain definite Integral, Ü T6liokii Nathenia- 

tical Journal ., tom0 16, p. 291, 1919. 

14. Kunosu,  On the definite Irzteyral ibid., tomo 20, p. 100, 1021. 
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La, geometria delle ftliizioai aiialitiche di più sarit~bili 

ed i teorerni di esisteiiza e di ixriicità, ad esse relativi. 

Memoria di F n a ~ c ~ s c o  SEVERI (a Rorna). 

Santo. - Dopo aver classificato e caratterizzato le varieta alyebroicli del10 spazio reule a 
2n diinensio~zi, rapp~esentat ivo d i  n variabili  cornplesse, pi& i m p o r t a d i  daZ pztmto d i  
uistu delle t ras fwmazioni  pseudoconformi, Z'Autwe d à  i teoremi d i  unic i ta  e d i  esistenza 
conceme*t t i  u n a  funzione analit ica delle n variabili, della quale sia assegnata l a  traccia 
(colle condizioni che occowono) sopra u n a  varieta algebroide d i  dimensione qualunque. 

Rappresentati ne1 modo consueto i punti complessi (x,, xi, ... , x,) coi 
punti di uno spazio euclideo reale 2, a 2% dimensioni, i tipi di varietà reali 
algebroidi (cioé analitiche, regolari) di 5, più notevoli da1 punto di vista delle 
trasformazioni pseudoconformi, sono i seguenti : 

1) Vnrieth caratteristiche, imagini di legami analitici (cornplessi) fra 

x,, x2, - * - ,  XI, 

2) Iperplanoidi, varieth di livello delle singole funaioni n-armoniche 
(componenti reali delle funzioni oloinorfe di x,, x,, ..., z,,). 

3) Varietà plnnoidi, intersezioni di iperplanoidi O, cib che (corne vedremo) 
e 10 stesso, trasformate pseudoconformi degli spazi lineari di Z. 

4) Varieth pseudocaratteristiche, giacenti in varietà caratteristiche su- 
bordinate all' ambiente. 

5) Varietà pseudoplanoidi, giacenti in varietà planoidi (L). . 

Una varieth planoide diviene una particolare varietà pseudocaratteristica 
quando f ra  g17 iperplanoidi che passan per essa ve n' & qualche coppia di coniu- 

( 1 )  Pei. n = 2  le superficie caratteristiche sono state, com'b noto, considerate da LEVI- 
CIVITA e gl'iperplanoidi da  E. E. LEVI, POINCAR*, ALMER (ved. le notizie bibliografiche 
p. es. nella mia Jlonografia, Hisultati ,  vedute e problemi nel la  teoria delle funzioni analit iche 
rli due variabili  comnplesse, s Rend. del Seminario Matem. della R. Università d i  Roma ., 1932). 
P e r  n > 2 le vaiietà i), 2), 3), 4) sono state studiate da1 mio discepolo spagnuolo J. M. PLANAS 
i n  una tesi iniziata con me e pubblicata, con ulteriori sviluppi, ne1 giugno 1935 fra le a Memùi-ies 
da 19Acadèmia de Ciences i Arts de Barcelona » ( C o n t r i b ~ i 6 ~ ~  a l a  geometriapseztdoconforme 
de n dirnensiorres). L a  parola planoide è perb usata da1 PLANAS i n  un'accezione più partico. 
lare, che, Corne risulterà da1 segnito, va abbandonata. Ho anche reputato opportnno (per 
gioni che risulteranno poi evidenti) cangiare nn  poco la terminologia, che io stesso avevo 
suggerito a l  P ~ , A N A S .  
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223 3'. SEVERI : La geowetria delle fumaioni analitiche d i  yiU uaric~hili 

gati (provenienti cioè da  due funzioni va-arrnoniche coniugate, componenti , 

di una medesima funzione analitica). È ovvio che le varieth caratteristiche 
sono sempre varietà planoidi particolari, definibili altresi corne le trasfor- 
mate pseudoconformi di spaei l i n e a r i  caratteristici, rappresentanti sistemi di 
equazioni lineari nelle x , ,  x2, ..., x,,. 

Da1 punto di vista geometrico (') gli spazi lineari caratteristici di 1; vengono 
pienamente determinati dal loro comportamento rispetto ai due spazi lineari 
8%-1 all'infinito e imaginari-coniugati, che chiamo sipaai ciclici di 2,  perché 
son luoghi dei punti ciclici dei piani caratteristici. 

Le varieth caratteristiche sono alla lor volta caratterizaate clal fatto che 
i loro spazi lineari tangenti son caratteristici ( )  e le varieth pseudocaratteri- 
stiche da1 fatto che i loro spazi lineari tangenti giacciono in  spazi lineari 
caratteristici o (cib che B 10 stesso) contengono spazi caratteristici di conve- 
niente dimensione (3).  

Le varieth caratteristiche di dimensione 2k, da1 punto di vista analitico, 
sono tutte e sole le varietà reali algebroidi di ta1 dimensione, integrali del 
sistema differenziale : 

(1) d ~ ~ , d x . , ~  ... ~ X , ~ ~ + ~ = O ,  

ove j ,  , j 2 ,  ... , jk+, B una qualunque combinazione di classe k + 1 degl' indici 
1, 2, ... , M ('). Tale proprieth (n. 2) estende quella che avevo in precedenza 
osservato per k = 2 (5). 

Che una varieth caratteristica di dimensione 2k sia integrale del sistema (1) 
B quasi immediato (n. 2), perche sovr'essa k + 1 delle a , ,  x,, ... , x,, soddisfanno 
ad un'equazione analitica. La  reciproca richiede invece maggior attenaione. 

(1) Di cui diedi un primo saggio ne1 1927 (ved. la mia citata Monografia) allargato e appro- 
fondi t~  di poi da miei discepoli e segnatamente, per n = 2, da B. SEGRE e per n qualunque 
da PLANAS. 

(=) L'osservazione trovasi già nella tesi di PLANAS e prima, per n. = 2, in B. SEGRE. 
(3) Che una varietà pseudocaratteristica goda di qiiesta proprietà B evidente, attesa la 

precedente proprieth delle varietà caratteristiche. L'inversa, enunciata da  PLANA^ senza dimo- 
stra~ione, richiede qualcosa che sostanzialrnente equivalga all'uso di un teorema di esistenaa 
(ved. i successivi nn. 6, 7). 

(4) Pd simbolismo e per la terminologia relativi a forme differenaiali di grado qualunque 
mi riferisco alla Monografia di E. KAEHLER, Eimfiihv~~lg i+a die Thewie  der Systeme volz Daffe- 
r e n t i a l g l e i c h u ~ g e  ( a  Hamburger Math. Einzelschriften r ,  16 Heft, 1934), ove trovasi esposta 
in modo sistematico la teoria generale dei sistemi di forme differenziali, dovuta esseuzial- 
mente ad 3. CARTAN. 

( 5 )  SEVERI, a Comptes rendus de l'Acad6rnie des Sciences de Paris ,, 19'31 (2 mars); 
&mtriouti a l l a  teoria delle funziolzi biarmoniche ( n  Mernorie della R. Accademia d'Italia w ,  

1931)' pag. 407. 
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Le (1) esprimon sotto la forma più compatta, elegante e manevole le con- 
dizioni differenaiali del Io ordine perchè una varietà sin caratteristica ('). 

Le varietà pseudocaratteristiche sono varietà, integrali di dimensione < 2k 
dei sisteini del tipo (1). 

La maggior parte di queste proprietà si conseguon rapidamente col metodo 
del passaggio da1 reale al complesso, da me usato in modo sistematico da1 1931. 

Delimitate analiticamente e geometricamente le varietà caratteristiche e 
pseudocaratteristiche, mi occupo delle varietà che chiamo policaratteristiche 
O pseudo-policaratteristiche, le quali son varietà, caratteristiche O rispettiva- 
mente pseudocaratteristiche degli spazi via via più amplii ottenuti da Z salendo 
da1 campo complesso al bicomplesso, ..., al policomplesso. La loro considera- 
zione permette di  dare ai teoremi esistenaiali un più largo significato. 

Passo di poi alla caratteriazazione delle varietà planoidi (P), le quali risul- 
tano le trasformate pseudoconformi degli spaai lineari di X e sono altresi 
caratteri~znte da1 fatto di contenere sistemi continui (analitici, reali) di vnrietà 
caratteristiche. 

Lo studio delle specie elencate di varieth era necessario onde ottenere 
il quadro completo dei teoremi di esistenza delle funzioni analitiche di n 
variabili. Di essi mi occupo nell'ultima parte della Memoria. I l  metodo che 
mi consente di pervenire ai teoremi in questione con semplicitiit, che pare irri- 
ducibile, è ancora quello del passaggio da1 reale al complesso, di cui mi ero 
giA servit0 per le  funzioni di due variabili. Pervengo in ta1 guisa alle condizioni 
differenziali necessarie e sufficienti da imporsi (quand0 vi sieno), sopra uns  
vsrieth algebroide 1.5, (di dimensione h qualunque, da h = 1 ad h = 2% - l), 
ad una funzione f = u + iw (u, v funzioni reali olomorfe del punto di Th). . 
perché sia traccia su Vh di una funzione analitica di x,, x,, ..., x,, olornorfa 
in un intorno 2n-dimensionale di Vh O perchè .u sia traccia di una funzione 
m-armonica. In  taluni casi - come in quello h = n trattato e risoluto ne1 
1903, con altro metodo, da LEVI-CIVITA - non si richiede in generale nes- 
suna condizione per f O per u. 

Le varietà caratteristiche O pseudocaratteristiche si presentano come 
varietà ecceaionali rispetto ai teoremi di esistenaa riguardanti le funzioni ana- 
litiche di x,, x,, ... , x,,; mentre le varietà planoidi o pseudoplanoidi si presen- 
tano come varietà ecceaionali rispetto ai teoremi di esistenm relntivi alle 

(') Nella tesi di PLANAS qiiosto condieioni, altrimenti otteiiute, sono scritte in forma 
molto diversa e complicata. 

(y Tale caratterima~ione trovasi in qualche caso particolare, non sempre in modo per- 
fetto, nclla tesi citrta. 
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funzioni n-armoniche. Io  db i teoremi di esistenza e, dove sussistono, i teoreini 
d i  unicith, per  ogni valore della dimensione h ed anche nei casi eccezionali. 

Tutto questo esposi, nei suoi linearnenti essenziali, in  una conferenza 
tenuta a Parigi, presso 1'Istituto Poincar6, i l  13 febbraio 1935. 1 risultati 
itllora enunciati con sominarie spiegazioni, trovano qui i l  complemeiito dei 
necessari sviliippi. 

CAPITOLO 1. 

Le varietà caratteristiche e pseudocaratteristiclie. 

Le varietl caratteristiche. - Loro carittterizzazione differenaiale. 

1. Sieiio 

x, = y,, i - idh (1% = 1, ... , 9%) 
le  n variabili cornplesse e 2 10 dpazio reihe euclideo (y ,,... , y,,, z,, ... , s,,), dove 
y,, a,, componenti reali di x,! son assunte a coordinste cartesinne ortogonali 
del punto d i  3. Indicheremo con 5, 10 spazio 1ineai.e (proiettivo, complesso) 
delle variabili x,, x,, ..., x,, e con S1,_i, S",-, i due spazi ciclici a d  n - 1 
dimensioni di Y, luoghi dei punti  ciclici dei pi;mi cnratteristici di Y. Questi 
due  spazi imaginari-coniugati all'infinito, sono sghembi fra  loro; cioè lianno 
coine spazio oongiungente lo S2n-l nll'infinito di 2 .  

Si riconosce agevolmente (veggasi p. es. la  citata tesi di PLANAS) chc 
u n  S,, oaratteristico di X è caratterizzato dalla proprietk di appoggiarsi ai  
due spazi ciclici secondo due  Sk-1 coinplesso-coniugati (aventi per spazio con- 
giungente 10 SZkp1 all'infinito d i  S,,). Si  verifion pore subito che gli spazi 
intersezione e congiungente di due spazi caratteristici sono spazi caratteri- 
stici (imagini degli spazi intersezione e conginngente dei due spaei lineari 
d i  S n ,  rappreientati  dagli spazi caratteristici dati). 

2. Una varieth algebroide complessa, a punti semplici (ipotesi questa 
sempre sottintesa ne1 seguito), a k dimensioni, di 5,) è rappresentnta da  una 
varietà, algebroide reale a punti  semplioi, a 2k dimen~ioni ,  di 2 :  una  vnriefir 

curutteristiça M Z k  ('). 
L' intorno d i  u n  piinto P(x,", ... , % , , O )  di Mpk (una falda lineare della varitltA, 

(') Ci si pub liinitare a considerare le varietà algebroidi irridncihili, di ognuna delle 
qiiali, per le proprieth in piccolo che noi ttvremo da stndinre, basta fissar I'attennionç. soprii 
ilna falda. 
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tra ttandosi di un punto semplice) pub ottenersi ponendo x,, ... , x,, uguali a 
convenienti f~inzioni olomorfe di Fc parametri complessi t , ,  ti, ... , t,, definite 
nell' intorno di (t,". ... , thu) cui corrisponde P. 

Cib preinesso, consideri;imo su M,, k + 1 delle f i  vnriabili cornplesse: 
&>no s,,, ... , x. . e formiamo con esse il differeneiale di grado k t 1: 

J k + l  ' 

Dico che su III2, w - O. Invero ciascuna delle d ~ . , ~ ,  dxj2, ... , risulta 

ugiiale attorno a P ad una forma lineare, a coefficienti olomorfi, di t , ,  ..., t h ;  
e il prodotto di queste k 1- i forme lineari viene uguale ad una forma differen- 
eiale di grado k + 1 nelle k variabili t,, ... , t,, cioè ad una forma identicamente 
nulla, in quiinto ogni suo termine contiene almeno due differeneiali uguali. 

Supponiamo, viceversa, che sopra una M, reale, algebroide, di L, di dimen- 
sione h, con 2k > h > k, sieno soddisfatte le condieioni (1), per ogni combi- 
nazione j , ,  ... , jk+,  degli indici 1, 2, ... , n,; ma che non sieno su M,, tutti nulli 
i differenziali di grado k (0. Sis  per esempio djx,, x,, ... , x,) += 0. 

Il  rnoda più spedito per consepire  la inversione desiderata, evitando 
ogni calcolo, & di applicnre corne segue il passaggio da1 reale a l  complesso. 

Per ipotesi su M ,  è d(a,, ... , x h ,  x, +,l = O. Fissiamo un punto generico 
l'(cl", ... , x,,") della varieth. Sieno t , ,  ... , t, coordinate reali interne del punto 
inobile su hl, attorno a P, sicohè le componenti reali delle x del punto 
mobile sien funzioni oloinorfe delle t. Viene allora: 

Dunque soprs hgh la matrice jacobiana delle' z ,,..., x,+, rispetto alle t , ,  ..., t, 
6 nulla: 

(') In caso contrario il ragionamento si riferirebbe a tutti i differenaiali di lin conve- 
niente grado, minore di iû + 1. 

(3 Una forma differenziale ooine qnelln scritta è identicamente niilln rispetto alle t ,  
variabili indipendenti, allora e soltanto allora che sian nulli i coefficienti dei snoi differrn- 
ziali, corni- si riconosce subito anniillant10 tutti i differenaiali ineno nno, col porre iignali n. 
costanti h - iû - 1 tlelle t. 
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Estendiamo i valori delle t al campo complesso, distendendoli sopra uno 
spazio eudicleo 2' a 2h dimensioni. Le formule espriinenti x,, ..., xn come 
funzioni olomorfe di t ,  , ... , t,, , nell' intorno di P, in terpretate ne1 campo 

complesso ( t , ,  ..., th), dànno luogo ad un intorno complesso M del punto 
Po(tiO, ... , t,,'), che ne110 spazio 2' corrisponde al punto scelto P di M,&. L'in- 

torno M estende da1 reale a l  complesso l'intorno di P in Mh. 
Ora ogni minore d'ordine I c i -  1 della matrice funzionale (3) è fnnzione 

olomorfa delle t ,  definita in M,  epperb anche in M; e siccome tale funzione 
si annulla nell'intorno reale di Po ,  si annulla identicamente anche nell' intorno 
complesso ('). Pertanto le x,, a,, ... , a,,, sono legate da una relazione analitica 
come funzioni olomorfe delle t complesse, epperb anche come funzioni olo- 
morfe delle t reali (?). Si ha cioh fra le dette variabili, sulla M,, una rela- 
zione del tipo: 

f i h ,  a.. , 2/, , %+O = 0, 

con f ,  simbolo di fnnzione olomorfa (complessa) in un intorno di P. I n  questa 
relazione xk+, non pub mancare, perchè altrimenti le x , ,  x,, ..., x, sarebbero 
fundonalmente dipendenti su JIh e - pel ragionamento esposto ne1 dimostrare 
la proposi~ione diretta - ne seguirebbe dQ,, ... , xh) = O, contro 1' ipotesi. 

Similmente si trovano fra le x le rela~ioni:  

Le equazioni, manifestamente tra loro indipendenti: 

rappresentano una varietà caratteristica di dimensione 2k, che contiene Mh O 

coincide con Mh,  se h = 2k. Si conclude che: 
La condi~ione necessaria e sufficiente perchè unu varieth algebroide reale 

Mh(k < h < 2k < 2n) sia contenuta in almeno una varietà caratterisfica di 
dimetasione 2k (O sia addivitturu una M2a caratteristica, per h = 2k) è èche 

sovr' essu si amnullino tutti i diferenziali di grado Ic + 1 nelle x, , ... , x,. 
Inoltre : 
Sopru una varietà cnrutteristicu M2,  è diuerso d a  zero uno alureno dei 

differenziali di grado Tc. 

(1 )  Cfr. SEVERI,  Risoluzione genemle del problema di Diricltlet per le funzinni b iurnw 
aiche ( a  Atti della R. Acc. Naxionale dei Lincei 2 ,  1931) ; pag. 798. 

(') Naturalmente la relaeione di cui si parla sara nnn rrlaxione analitica co~nplessa, clie 
si considera ncl campo reale di varialdith delle t. 
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Invero tutti i differenziali di grado k non possono essere nulli su  M2k, 
perche la più ampia varietk su cui ~i annullano tutti i differenziali di grado k 
ha l a  dimensione 2k - 2. 

OSSER~AZIONE. - Dalla dimostrazione precedente scende altresi . che se 
Yopra u n a  1Cih won è nul10 i l  differensiale d(x,, ..., x,), affinchè Mh sia conte- 
nu ta  in u n a  PIzk caratteristica occorre e basta che sieno su essa nu l l i  yli n - k 
differenziali d i  grado k + 1, 

dix ,  S.. X k ,  z k + , ) )  3 xk 3 ~ 3 3 ) -  

Cioè dall'annullarsi di questi segue 1' annullarsi su Mh di tutti gli altri 
differenziali del10 stesso grado. 

Le varietà pseudocaratteristiche e la loro caratterizzazione differrnziale. 

3. Sia ora Mn una varietà algebroide reale, con 1 < h < n - 1. Poichè 
nell'intorno di un punto genericd di Mh (') le x (ci08 le loro componenti reali) 
sono funzioni olomorfe di h variabili reali, i differenziali dx, , ... , dx,, si ri- 
ducono sopra Mh ad n forme lineari dei differenziali di  h variabili; onde su 
Al, si  annulla ogni differenziale di  grado h+ 1 -SZ n nelle x,,. .. , x,,. Siccome 
poi su  Mh non son identicamente nulli tutti i singoli differenziali d a , ,  ... , dz,, , 
potremo p. es. supporre che si annnllino su M, tutti i differenziali di  grado 
k  + 1 (1  < k < l z ) ,  ma non tutti quelli di grado minore. 

Se k < h, dovrà ad ogni modo essere 2 k r  h, poichè 2k è la  dimensione 
della più ampia varietà in cui s'annullano tutti i differenziali di grado k -+ 1. 
Na allora, pel n. prec., la  M,  deve stare almeno in una varietà caratteristica 
di dimensione 2k. 

Resta da esaminare il cas0 h = k, cioè il caso (generale, per h < n) in 
cui su M, si annullano i differen~iali di grado h + 1, ma non tutti quelli 
di grado h. I n  ta1 cas0 il procedimento del n. 2 non è applicabile, ma 
vale 10 stesso la conclusione che Mh sta in una M2h caratteristica. Anche 
questa è un' immediata conseguenzs dell'estensione da1 reale al complesso. 

Invero, a prescinder dall' ipotesi che h i- 1 sia il grado minimo düi dif- 
ferenziali tutti nulli su M,, si riconosce subito, ne1 modo seguente, che per 
Mh passa una MPh caratteristica. 

L' intorno di  un punto generico P di M,, attesa 1' analiticitk di questa 
varietà, sarit dato da una rappresentazione parametrica del tipo : 

(1) S'intende che, quando diciamo cosi, alludiamo sempre ad una falda conveniente di MIL. 
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ove le y, 4 son funzioni reali olomorfe dei parametri t ,  attorno ai  valori tO, 
cui corrisponde P. 

Le (5) posson anche scriversi : 

(6) X~ = 9 th )  ( H , = c p , + i + , ;  l = 1 ,  ..., n). 
in cui le 0, son funaioni complesse olomorfe nell'intorno reale di ta e quindi 
anche nell' intorno complesso del10 stesso punto. Poichb h < n ,  al variare 
delle t nell' intorno complesso di tu ,  le (6) rappresentano una varietà caratte- 
ristica di dimensione Sh O minore, secondo che i parametri t sono O no essen- 
ziali, anche ne1 campo complesso, come 10 sono nella rappresentazione (5) 
del campo reale. Non si pub affermare che la  dimensione della varieth carat- 
teristica (6) sia proprio 27z, perchè da1 fatto che 6 diversa da oero, nell' in- 
torno reale di tu ,  la matrice funzionale delle y, a rispetto alle t, non segue 
necessariamente che sia diversa da zero, nell'intorno complesso di t" la ma- 
trice funzionale delle x rispetto alle t. 

Comunque sia, anche se la  dimensione della varieth caratteristica (6) 
risulta minore di 2h, esistono infinite varietà caratteristiche di dim~nsione 
Bh, che contengono la (6) e quindi Jf,. 

4. Corne abbiamo detto nella introduzione, una varietà, algebroide reale, 
contenuta in qualche varietà caratteristica, si chiamerà pseudocaratteristica. 
Per una varietà siffatta si  pub considerare la specie. Diremo che unn N,, è 

una varietà pseudocaratteristica di specie k ,  quando la meno ampia varieth 
caratteristica che ln contiene, h a  la  dimensione 2k. Questa varietà caratteri- 
stica é individuata da Mh, perchè se Mh giacesse in due distinte -M2, la 
intersezione di  queste risulterebbe una varietà caratteristica di dimensione 
< 2k - 2, una cui parte irriducibile (costituente a sè una varietà caratteri- 
stica irriducibile) conterrebbe Ml, .  

Se unn M ,  è pseudocaratteristica di specie k ,  su essa non s' anniillano 
tutti i differenziali di grado k, perché in caso contrario M ,  giacerebbe in  
una varieth caratteristica di dinlensione 2k - 2 (n. 2) .  

Colle locuzioni introdotte, i risaltati dei nn. 2 , S  dknno luogo agli enunciati : 

a) Una varieth algeb~oide reale Ml,, di dinzensiome h < n, è sewpre pseudo- 
carattwistica di spccie h. Soltalzto varietcl M,, particolari posson essere pseudo- 
cccrcctteristiche d i  speci~ minore. 

b )  Condi~ione ~zecessariu e sufficiente perchè una  1I1, alpbroide, r e a l ~ ,  
d i  dirnensione arbitrccria h < 2% - 2, sia pseudocnratteristicn di  specie k, 6 
che k sin i l  ruassirito ordine dei diff~renaiali sovr' essa non futti ttulli. L a  
specie k è sempre ,w~inore di 12, tmnîze il caso in cui ilTh sin una vavieth ge- 
werica di dimensione 7~ < n, nel p a l  caso è k = 72. 
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Che la spccie k sia minore di h B evidente quando h > n (27% > 2n > 2k). 
Quando h < n  abbiam già detto in a) che k non pub superare h. 

OSSERVAZIONE. - Talora iina varietà non pseudocaratteristica si consi- 
dererà, per semplificare qualche enunciato, come una varietà pseudocaratte- 
ristica di specie n, in quanto 2n è la minima dimensione della varietà carat- 
teristica che la contiene e che 8, in ta1 caso, 10 spazio ambiente Y. 

Caratterizzazione geometrica 
delle varietà caratteristiche e pseudocaratteristiche. 

5. Le condizioni differenziali (1), peculiari delle JIzh caratteristiche, si  
traducono, coine s '& visto a1 n. 2, nelle equa~ioni  diffeienziali del l0 ordine: 

ove j , ,  j 2 ,  ..., j,,, è una combinazione semplice degli indici 1, 2 ,..., n ed 
J i ,  l2 ,... , Z R + ,  una combinazione semplice degl' indici 1, 2, ... , 2k. Ami, se è 

su AGk d ( x , ,  x2,  ..., xh) f O, le (7) riduconsi soltanto alle 

Dalle (8) deducesi un' importante conseguenza geometrica, derivante da1 
8010 fatto che trattasi di equazioni del lo ordine. Invero, questo fatto geome- 
tricamente significa che le condizioni cui soddisfanno le varietà caratteristiche 
JI2, sono relative soltanto ai  loro Sek tangenti (nei punti generici, cioè sem- 
plici delle varieth stesae) e non a spazi aventi contatti più intimi. E poiche le 
equazioni medesime ~a~a t te r i zzano  nello stesso tempo gli SZk caratteristici 
(per i quali esse riduconsi a equazioni in  termini finiti) si pub senz'altro 
enunciare che : 

La cotzdizione necessaria e sufficiente perchè una Mzk s ia  caratteristica è 
che i suoi S,, tarzgenti sinno caratteristici. 

Si perviene cosi rapidamente alla proprietà già stabilita da B. SEGRE 
(per n =  2) e da PLANAS (per n qualunque). 

(1) Corne ho ricordato, relazioni equivalenti alle (8), ma molto più complicate, sono gi8 
state sci-itte (la PLANAS. Ne1 cauo lz -3, quando trattasi di superficie O di varietà a quattro 
diiriensioiii carattcristiche, l'A. ha trasformato le proprie relanioiii in altre piii cornpatte, che 
si riducono subito a quelle del testo. 

dnnali d i  Matematiüa, Serie I V ,  Tomo XVI. 30 
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6. Similmente, la condizione perchè una 171, sin pseudocaratteristica di 
specie L, essendo espressa dall' annullarsi su nl, dei soliti differenziali, si 
riduce ad una condizione relativa soltanto agli Sh tangenti ad JIh: essa 
esprime che ciascuno di questi S h  tangenti soddisfa per suo conto alla con- 
dizione richiesta per Mh. 

Ora per un Sh di 2 le condizioni differenziali di cui s' allude (riducentisi 
subito ad equasioni in terinini finiti) esprimono che lo S,, sta in un S,, carat- 
teristico (e non in uno spazio caratteristico di dimensione inferiore). Ci06 la 
Me, caratteristica di dimensione minima corifenente Sh é necessariamente 
uno spazio lineare. La oosa riesce evidente, quando si pensi che le predette 
condizioni si riducono ad equazioni lineari fra i coefficienti della rappresen- 
tazione parametrioa di S,,. Comunql;e, si pub anche osservare che 10 SZk ca- 
ratteristico tangente ad una JI,, contenente sh, in un punto generico di s,, 
deve contenere tutto 8, ; epperb, se la fosse distinta da quel su0 spazio 
tangente, lo Sh sarebbe contenuto in una varieth caratteristica di diniensione 
< 2k, intersezione di quefito S,, e della M,,. 

Inoltre, la condizione necessaria e siifficiente perché Sh sia pseudocarat- 
teristico di specie Ic < h, 6 che Io S h  S' appoggi agli 8%-1 ciclici secondo due 
spazi coniugati Qh-k-l, sh-k-l, ossia che contenga un sistenia di 

spazi caratteristici Sqk-h,, tale che per ogni punto di Sh ne passi uno solo ; 
6 questo i l  sistema degli S2(&h) caratteristioi che dai singoli punti reali di 
Sh proiettano i predetti spa5i all' infinito Sllz-k-i, 8"h-k-1. 

Suppongasi invero, che un Sh soddisfaccia alla predetta condizione. Allora 
proiettando i due spazi ciclici S',-i dallo Sh-1 all' infinito cli Sh sopra 

uno spazio S2n-h-l, duale di  ShAl ent,ro ail' iperpiano all' infinito, avremo in 
S2n-h-l due spazi indipendenti coniugati SfIi+k-h-l, s"n-tk-h-l, che si taglian 
dunque i n  u n  s2k-h-l reale, proiettato da Sh-1 secondo l'unico SZk-1 all' in- 
finito passante per 10 Sh-3 e incontrante secondo spazi a JE - 1 dimensioni 
i due s p a d  ciclici. Lo S,, che proietta il detto S2k-1 da un punto fissato in 
Sh, è un Sgk caratteristico contenente E h ;  ed è 1' iinico, perchè se no Sh sta- 
rebbe in un S2k-2 caratteristico e le traccie Slk-2, S k - 2  di questo sugli spazi 
ciclici, incontrerebbero Sh secondo spazi Sh-,. Pertanto Sh si appoggerebbe ai 
ciclici in spazi ad h - le e non ad h - k - 1 dimensioni. 

È dunque vero che Sh è p~e~docaratle~istico di specie J E  (< h) allora e 

allora soltanto che appoggiasi agli spaei ciclici secoltdo spaai ad h - k -- 1 
dimensioni. Net caso h = k (Che pub verificarsi soltanto quando h < n ; n. 4, 6))  
non si richiede alcuna condixione perchè ut) Sn sia cctratferistico d i  specie k. 

Tenuto conto del principio del n. 4, si pub in conclusione enunciare: 
c)  Condizione necessaria e sufficiente perchè u m  Mh. sia ps~u.docaratte- 
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risticcr d i  specie t k ( k  h) è che in ogni  suo punto v i  s i a  qualche Sqh-k) 

fatzgente carctttevisfico. La specie è esattalr~e!zte k allora e soltanto allora che 
questo S2+k1 s ia  unico. Una  varieth </e/re). icc~ d i  dimensione 7% > 1.2 n o n  è m a i  
pse?~tloccirattel.istica. 

r i )  Per 7ma A I h  pse7cdo~arat ter i~~f ica d i  dimensione h 212 -- 2 e d i  specie 
k passa w a  sola variefic clrrafferistica d i  din&ensiolze SB. Qunndo i z  < n, essendo 
ogui A& pseudocc~ratteristica, per essa passa  sempre qualc7ze vnrietà carcctte- 
ristica di di i ) tmsio~ze  SI&, c7~e è m i c a ,  se Za M ,  è generica (cioè se un S, ta%- 
gente ad JI, W O U  co~hfiene spazi  caratteristici). 

Per  es. per una linea algebroide, reale, di Y passa sempre una ed una 
sola superficie caratteristica: per una superficie algebroide, reale, che non 
sis caratteristica, passa sempre una ed uiia sola varietA caratteristica a 4 
dimensioni; per nna varieth algebroide, reale, a 3 dimensioni passa general- 
niente una sola varieth caratteristica a 6 dimensioni; O, in particolare, iina 
sols varietk caratteristica a 4 dimensioni; ecc. 

7. Una volta diinostrato che le rarietà &, caratteriutiche son tutti e 
soli gl'integrali oo2, del sistema (1)) il teoreina relativo alla deterininnzione 
d i  tali varieth mediante varietR algebroidi (pse~idocaratteristiche) per cui esse 
debban passare, pub pure derivarsi dai teoremi esisten~iali di un sistema di 
equazioni ai differenziali d i  grado qualunque ('). 

Perb, a parte la inaggior difficolth concettuale, la stessa risoluzione del 
probleiiia perderebbe in semplicità, essenzialinente pel fatto che si dovrebbe 
in primo 1iio.go diinostrare che ogni Sk+, di 2 (1 = 1, ... , k). pseudocarattrri- 
stico di specie k, ciob clie contenga uno ed un solo &, caratteristico, é lin 

elemento integrale regolare (') del sistema (1) : cosa che dai nostri teoremi 
risulta a posteriori. Tuttavia ammessa questa proyrietà, si  deduce subito dai 
teoremi esistenziali cui s7 allude (7, che : 

Per u9za varietd algebroide reale M,,, (1 = 1, ..., k) i c u i  Skfl ljangenti 
sietao pseudocaratteristici d i  specie k, passano itzfiwite varietic I \ j l ,~ .+~+~ di$?@%- 
den t i  da k - 1 funzioni arbitrarie,  i cu i  Sk+l+, tanyen t i  sono pseudocara.t- 
t e ~ i s t i c i  della stessa specie. 

Invero, se ne1 punto (sernplice) generico di JIk,, c'è un solo &, caratteri- 
stico tangente. sicclié Io SA+, tangente a Bk+, in quel punto B contenuto in un 
solo S,, caratteristico, per Sk+, passano mk-l Sk+2+i contenuti in questo S,,. 

(') Cfr. KAEHLEIL, loc. cit., pagg. 26, 32. Ved. pure a pag. 61 della citata SIonografia, 
dove i l  teorema d'esistenza è applioato a dimostrare, ne1 caso %=2,  che per ogni linea a l ~ e -  
broiùe reale di S, passa una sola superficie caratteristicn. 

(2)  Cfr. KAEHLER, loc. cit., pan. 23. 
(3) Ibidem, pag. 32. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



232 P. SEVXRI : La geomet~ia delle fitrzxiorti afialitiche d i  piit variccbili 

Risalendo per valori crescenti di 1, da Z = 1. a Z = k,  si  conclude che per 
M,,, (1 = 1, ...,lc - 1) passa una varietà caratteristica M,,,, la quale è neces- 
sariamente unica (n. 4), e si prova cosi di nuovo che la condizione perche 
una Mk+, sia pseudocaratteristica di specie k' è che ne1 generico soo punto 
vi sin uno ed un solo S,, caratteristico tangente (11. 6, teor. cj). 

CAPITOLO II. 

Le funzioni analitiche nef campi pluricornplessi. 

8. Le proprietà finora esposte, in quanto sostanzialmente si ridncono a 
teorerni di esistenza e di unicitb per certi sistemi di equazioni a derivate 
parziali del 10 ordine, considerati ne1 campo analitico reale delle 2m varia- 

bili y, z, sono suscettibili di estensione al campo complesso. Si tratta di 
rigiiardare le y, x corne variabili complesse, passando (secondo la locuzione 
di C. SEGRE) dai punti cowplessi dello 5,, (x,, a,, ... ,x,,) ai p u d i  bicomplessi 
dello stesso spazio (ci08 ai  punti cornplessi di 2). 

Xia Y 10 spazio euclideo reale a 4.n dimensioni, rappresentativo dei punti 
coinplessi di Z. Una varieta algebroide reale Vh di ': ha per imagine una 
varietA caratteristica di dimmsione 2h di Y .  In  particolare le varietà carat- 
teristiche M z ,  di Z hanno per irnagini varietà caratteristiche particolari, di 
dimensione 4k, di L': le chianieremo varietà bicccrafteristiche nei confronti 
col10 5, originario (x,, x ?,..., x,,). 

È facile, corne vedremo, di riconoscere in che cosa consiste la partico- 
larità delle varietà bicaratteristiclie, fra le varietà caratteristiche di  LI. Sella 
rappresentazione su 2' dello spnzio 21, concepito corne spazio rnetrico-proiettivo 
cornplesso, ai  punti all' infinito di 5 corrispondono le rette reali di 
una congruenza ellittica K', avente per spazi direttori (cornplesso-coniugati) 
S'à,-I, S'2n-1, gli spazi ciclici di Z'. I n  particolare, ai punti di ciascuno degli 
spaai ciclici di S corrispondono in 2' le cmZn-? rette congiungenti le coppie 
di punti complesso-coniugati di due spazi imaginari coniugati ad n - 1 dimen- 
sioni appartenenti a S'z,,-1, S12,-l. Si hanno cos1 due spazi o',.-1, T',-I, cor- 
rispondenti in S12n-1 agli spazi ciclici Sn-i, S',,,-i di Z;  e due spazi G",-~, 
tu,-1, coniugati ai precedenti, corrispondenti in S"2,-i ai medesiini spazi ciclici 
di 5. Le coppie o'n.-l, o",-~; T',,-~, T",-~, si chiameranno le coppie di spaxi 
ipociclici di 2'. 

Gli spazi ciclici son luoghi di punti ciclici dei piani caratteristici di Z'; 
gli spazi ipociclici fion luoghi di punti ciclici di quei particolari piani carat- 
teristici di L', che rappresentano le rette di lug?ghezza nztlla di 2,  ciascuna 
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delle quali & appoggiata ad uno degli spazi ciclici S"-l ('). Di tali rette 
ve ne sono in Z due distinti sistemi i punti ciclici dei piani caratte- 
ristici di Y' iinagini delle rette di uno di qaesti sistemi dhnno la  coppia 
d'ipociclici a', a"; i punti ciclici dei piani caratteristici imagini delle rette 
dell'altro sistenia dànno la coppia z', z". 

Chiamereino brevemente rette nu l l e  le rette di ciascuno dei detti sistemi 
,:ht-2 e spasi  l i~zear i  wu21i gli spazi lineari riempiti da rette nulle del mede- 

simo sisteina. 
Un SAk carntteristico di L', che sia imagine di un 8 2 ~  caratteristic0 di 

2, intersera s8n-1 secondo due spazi indipendenti, imaginari coniugati 

S2k-l, S'ak-i, ciascun dei quali, alla sua volta, incontra gl' ipociclici del 
proprio spazio ciclico secondo due spazi indipendenti a k -- 1 dimensioni. 
Dalla condizione oui soddisfa 10 Sil, considerato, in relaaione ai  quattro ipo- 
ciclici, consegue evidenteinente la  condizione cui esso soddisfa in relazione 
ai due spazi ciclici. Pertanto: 

Un S,, (reale) bicaratteristico è cal-atterimafo da1 fatto d ' incontrare  cia- 
scuno dei q m t t r o  spaai ipociclici secondo spaai ( z w a g i m r i ,  a coppie coniu- 

9. Deterininati gli S4k bicaratteristici di 2' si presenta il problema di 
determinare le varietk bicaratteristiche eppoi le pseudo-bicaratteristiche, nelle 
prime contenute. 

Sin M t , ,  una varietit algebroide, reale, di E', imagine di una varietit 
caratteristica di L. Poichè su MZh si annullano i differenziali di grado 
k + 1 nelle variabili x ,  , ... , x,, , concepite come complesse, su M',, si annul- 
leranno i differenziali stessi, ove x i ,  ... , z,, si considerino come variabili 
biconiplesse ('1. 

Per diinostrar la  proprietà reciproca, si  rappresenti l'intorno d 'un ge- 
nerico punto P' di &iflR col porre le sue 4n coordinate reali uguali a funzioni 
olomorfe reali di  4k parametri t ,  ,... t l k .  Allora su M r , ,  le x ,  ,..., x, risul- 
teranno fnnzioni olomorfe complesse di t , ,  ... , t4k  e, per le argomentazioni 
analoghe a quelle del n. 2, su Zr, ,  si annullerà la  matrice jacobiana: 

'J(zjl 7 x.j2 3 , z.jk+J - 
p.- - O, , t2 , t4h) 

( ' )  Q u e s t ~  rette son (particolari) rette di lungheaaa nulla di 2, perchè S'a-i, appar- 
tcngono all'assoliito, come spaei generatori della stessa schiera. 

(2)  Questa è una facile conseguenea del teorema locale di esistenza delle funaioni olo- 
inorfe di piii variabili bicornplesse dato da SCORZA-DRAGONI a pag  621 delle . Dlernorie della 
R. ~4ccadeniia dl Italia a, 1934, ne1 lavoro: Sulle funzioni olomovfe rli u m  variabile bicomplessa. 
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con j ,  , j ,  , ... , jk+] combinazione semplice,' comunque scelta, di k + 1 clegl' in- 
dici 1, ... , n. Siccome i minori d'ordine k + 1 estratti da questa matrice son 
funzioni oloinorfe dei parametri t,  nulle nell'intorno renle del punto (t",  , ... , t ' ,h ) ,  
cui corrisponde P', esse risultano nulle nell'intorno bicomplesso di ( t u , ,  ... , tO,,) ('). 
Da1 che segiie (come ne1 il. 2) che le funaioni x,, ..., x,, dei parametri f 
soddisfanno su Jl',, ad n - k legami indipendenti e quindi AI',, & bicarat- 
teristica. Pertanto : 

Condizione necessaria e sufficiente perchè unn  varietic algebroide recrle X',, 
sia bicaratteristica, è che su essa si annulliuo tutti i differensiuli d i  grado 
k t- 1 delle variabili bicomnplesse x,, ..., x,, . 

I l  fatto che su  M t d k  si  annullino anche i differen~iali di grado 2k i 1 
delle variabili y , ,  z , ,  cioh che M',, sia caratteristica in X', consegue, corn'$ 
naturale, dalla condizione precedente. 

Sono ormai ovvie le dimostrazioni delle proprietà seguenti, clie estendono 
alle varietà bicaratteristiche le proprietà delle varietà cal-atteristiche: 

a) Condizione necessuria e sufficiente perclzè una zrarietir sia bicarat- 
teristica è che i suoi spaai tangenti sieno bicurutteristici. 

b) Condizione l?ecessariu e sufficiente perché una varietri nlgebroide 
reale VIh (12. j k )  sia pseudo-bicaratterisfica d i  specie k (?), è che k sia il 
wzassimo yrado dei difierenziali delle varinbili bicotnplesse, mzon tutti nulli 
su V',; ossia clze ne1 pudo  generico di V',, vi sia utz solo Slth-,) tcuzgeltte 
bicaratteristico (O, cid cl~e è 10 stesso, 10 S ' ,  tangente i n  quel pzcnto sia con- 
tenuto in u n  solo s,, bicaratteristico). 

c) Una varietà ulgebroide reale Ir',, d i  dimensione h < l z  è seqwe 
pseudo-bicaratteristica, in generule di speci~ h. La sua specie pu13 esser miwo~e' 
d i  h, soltanto quando i n  ogni suo punto vi sin quulche spnzio biccrratfevistico 
tangente d i  dimensione < 4h. 

Questa proprietà si dimostra estendenclo il ragionarnentn del n. 3, tenuto 
conto del passaggio da1 reale al bicomplesso. 

d )  Per una varietic algebroide V', pseudo-bicaratteristica di dimensio~te 
h < 4n - 4 e di specie k passa una sola varirtà bicarattei.istica M',, . In 
particolare, qua+zdo h < n per una generica M' ,  passa una sola vurietà bicn- 
ratteristica M',, . 

II teorema d) deriva dall'osservare che l'intersezione di due varietb bicx- 
ratteristiche & una varieth bicaratteristica. 

( 1 )  Cfr. SCOKZA-DRAGONI, loc. c i t ,  pas. 6.24. 
(7 Cioè appartenga ad uiia bicaratteristica, nia non ad una varietà hicaratteiistica 

di dimensione minore, cosicchè la  bi~aratteristica clle lit contient. sia ind iv iduah .  
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10. Dedichiamo ora qualche attenzione ai rapporti tra varietà caratteri- 
stiche di L' e varietb bicaratteristiche. 

I l  comportamento delle une rispetto alle altre è gih fissato dai teoremi 
dei nn. 4, 6, alloTcliA la data varietà caratteristica Mt2h di Z' A imagine di 
una varietà algebroide reale Mh di ri, perchè le varietà bicaratteristiche 

per non son che le imagini delle varietà caratteristiche di 2 passanti 
p er  . 

Diverso è il caso quando MfZh 8 imagine di una varietà algebroide com- 
plessa di L. Perché esista una varietà bicaratteristica &!'4k passante per M12h 
occorre e basta che ne1 punto generico P' di 1C!tfzh vi sia un S4,, bicaratteri- 
stico tangente. Suppongasi, per seinplicith, 1% / n. 

Chiamiamo 7~ 10 Sah tangente in P' a Mtzh. PoichP M'ah 6 caratteristica 
in 2') lo spazio .n appoggiasi secondo due spaai ad h - 1 dimensioni, complesso- 
coniugati, p', p", agli s p a ~ i  ciclici S'2,-1, S"Pn-l. Essendo h < lz, qualora 
JItBh sia generica, gli spazi p', pu non incontrano gli spazi ipociclici. Inoltre 

per p' passa un solo S'2h-1, E', appoggiato lungo un Sh-1 a ciascuno degl'ipo- 
ciclici come si riconosce proiettando a', T' da p' (che è poi un 

generico di S'2n-l) sopra uno spaaio duale di p' entro S'zn-l. 
Similmente per p" passa un solo $ '~~ -1 ,  E", appoggiato lungo un Sh-1 a 
o " ~ - ~ ,  T " ~ - ~ .  1 due s p a ~ i  E', E", coinplesso-coniugati, son congiunti da un Sah-1 
reale, contenenie 10 S~J~-I all'infinito di x. Infine 10 84h-1 cosi ottenuto 6 
proiettato da P' secondo u n  8 4 h )  tangente a Mlah in P' e bicaratteristico, 
perchè incontra ciascuno degl'ipociclici secondo uno spazio ad h - 1 dimen- 
sioni. Ln conclusione A dunque che per una generica &l'ah caratteristica di L' 
(h < n), provenga essa da una varieth algebroide reale O da una varieth al- 
gebroide cornplessa di Z, ?assa sempre una ed iina sola Mldh bicaratteristica. 
Cioè per una generica N h  algebroide, reale O complessa, di Z (h < n) passa 
sempre una ed una ~ o l a  iV2h caratteristica: il che estende alle varietà aige- 
broidi complesse il teoreina giii dimostrato per le varietà algebroidi reali (n. 3). 

Eccezioni a questo teorema posson presentarsi soltanto quando non sia 
più univocamente determinato 10 S i h - 1  nl17infinito, di cui sopra; cioè quando 
per 10 s p ~ i o  p' passino infiniti spazi S2hL1, come E', appoggiati a O',-1, s',-1 

secondo spazi Sh-l e qnindi per infiniti spazi S2h-1, come E" (e complesso- 
coniugati degli a'), appoggiati a a", s" secondo spazi Sh-1. Or è facile rico- 

noscers che quest'eventualità pub presentarsi soltanto quando p' 8 appoggiato 
ad ilno determinato degl'ipociclici u',-~, T',-~ (sempre i l  medesimo, pei  ra- 
gione di continuith, incntre Pt muovesi su  M12h) e quindi p" allo,:ipociclico 
coniuga to. 

Iuvero, se per p' passiisscro infiniti SZhpl come E' e tuttavia p' non iiicon- 
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trasse or,-1 nè TI,-1, proiettando questi spazi entro Stzn-1 da p', sopra un 
- 

generico s2n-1-h, a.vremmo ivi due spazi 2'n-1, che dovrebbero tagliarsi 
secondo uno spaaio di dimensione maggiore della normale, che A h - 1 ; ed 
allora essi sarebbero congiunti non già dallo S2n-l-h, ma da un0 spazio 
Sa,-i-h-,, (p > O) ivi contenuto. Questo spazio, proiettato da p', fornirebbe 
un S2n-1-p congiungente T',-~, mentre a',-l, du-1 hanno per spazio 
congiungente (minimo) proprio 10 S'%-i ciclico. 

Effettivamente, quando p' appoggiasi a ol,-1 lungo un S, ( 1  2 0) (e p" 

a o",-~ secondo un altro S,), le proiezioni di a', 1,  T',+I 
- - 

sghembo con p', entro S12n-1, sono due spazi of,-2-1, d - 1 ,  
lungo un Sh-2-l, il quale vien proiettato da S, secondo 
tenuto in o'n-l, e da p' secondo un S2&-2 passante per 
T',-~ secondo un &-apl. Lo spazio S.&-1, che congiunge il 

sopra un S. 2%-1-h 

Che s' intersecano 
un ShAl, w', con- 
o' ~d incontrante 
detto S2h-1-2 Con 

un SI generico di T',-1, incontra of,-1, ~ ' ~ - 1  secondo spazi Sh-1. Yi sono 
dunque in  ta1 caso infiniti Sah-l passanti per p' e appoggiati a T',+~ 

lungo spazi Sh-1. 
La particolarità, che stianio esaminando, di AI2h, consiste in  cib: tutti 

gli SZh tangenti a si appoggiano secondo spazi S1 (1 2 O )  ad uno spazio 
ipociclico a',-l e quindi anche al coniugato Gli S h  tangenti alla Mh 
algebroide di 2 ,  di oui M'2h 15 l'imagine in L', si appoggiano in conseguenaa 
secondo spazi 8, al10 spazio ciclico S',-l di L, cui corrispondono in L' gli 
spaai ipociclici o'n-l, 

Se la Mh é reale i suoi Sh tangenti non posson appoggiarsi lungo spazi S1 
al10 s p a ~ i o  ciclico senza appoggiarsi in conseguenaa lungo spaai S 1  
all'altro spezio ciclico S",-i. I n  ta1 caso 10 Sh tangente generico a Jih sta 
in un (solo) S2(h-1-1) e quindi Mh è pseuilocaratteristica di specie h - 1 - 1. 

Quando invece Mh é complessa, in ogni suo punto vi è un SL+~ riempito 
da rette tangenti nulle. Diremo percio che MI, é una varietà algebroide nulla. 
I n  ta1 caso non esiste generalmente alcun S 2 h  caratteristico (reale) che con- 
tenga 10 SI, tangente a Mh ne1 su0 punto generico. Iuvero, un Sh imaginario: 
per h < n, non possiede in generale alcun punto reale, essendo sghembo col 
proprio coniugato; mentre se un Sh imnginario è contenuto in un S 2 h  carat- 
teristico (che contiene necessarinmente anche il coniugato di Sh), esiste ne110 
Sh dato almeno un punto reale. Concludendo: 

Per u n a  Mh (h  < n) algebroide, reale O cornplessu, del10 spasio L, passa 
generalmente zcna sola caratteristica. Fanno eccezione soltanto i due  casi 
seguenti : 

1 )  L a  A l h  è reccle e psezcdocaratteristica d i  specie 0 h (allora tri solzo 
infinite caratteristiche c7te la contengono). 
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2) La M h  è una zrarietà nulla (allora non esiste, generalnzente, alcuna 
1C12h caratteristica passante per MI,). 

Per 7 ~ =  1, una M, ecce~ionale ha per tangenti rette nulle (epperb è essa 
pure una liiica di luiighema nulla). Proiettando da un Sm-, generico di S',,+, 
sopra un S,,,, di 5, si ottiene ivi unlc linea algebroide, proiezione di M,, con 
tutte le sue tangenti passanti per un punto; cioè una retta. Onde .AI, sta in 
un S,, nullo (passante per S',-,). 

Siccoine questo S,, (al finito e nullo) non pub possedere che un punto 
reale P (perchè, se vi fosse una rettn reale comune a quello S,, e a l  suo 
coniugato. il punto all'infinito di  questa dovrebbe esser comune ad S,,-, e 

ad Sr,,-,); e d7altronde non pub accadere che tutte le tangenti ad M, passino 
pel punto reale P, senza che Mi riducasi ad una retta nulla per P, si giunge 
a1 seguente teoreina più preciso: 

Per una linea algebroide, reale O cow&plessa, tna non nulla, di 2 ,  passa 
sewpre una ed zcna soln superficie caratteristica. Per una linea nulla non pub 
passare alcuncc superficie caratteristica, salvo il caso che si tratti di una retta 
isotropa d 'un  piano curatferistico (i). 

Non ci dilunghiamo su1 cas0 di una Mh complessa di dimensione h 2 n,  
perche non interverrebbero argomentazioni essenzialmente nuove. 

II. Si pub proseguire a considerare i punti complessi di L', che son punti 
loicoinplessi per Z e punti quadricotîzplessi pes S,,. Ne1 nuovo spazio rappre- 
sentativo X", di dimensione 8n, si avranno due S,,,-, ciclici, quattro AS,,,-, 
ipociclici di rango 1 e otto S,,-, ipociclici di rango 2. La trattazione delle 
rarietic quadricuratteristiche di S,, assume un aspetto geometrico semplice, 
analogo a quello sopra svolto per le varietà bicaratteristiche, mercè la carat- 
terizzazione degli spazi lineari quadricaratteristici in  relazione agl'ipociclici 
di rango 2 ;  ;cc. ecc. 

( l )  Per m~ = 2 questo risultato fil  otteniito analiticamente da B. SEGRE poggiando su1 
teorema d'esistensa di CAUCHY-KOWALESKI. Ved. la Mernoria, Questioni geometriche legate 
colla teoria delle funzioni d i  due v a ~ i a b i l i  comnplesse ( a  Rendiconti del Seminario Matematico 
d ~ l l a  R. Universith di Roma =: 1931): n.  6. La denominazione di piani lzulli (n=i2)  è di questo 
Autore. Egli perb chiama a bicaratteristiche >J le linee eccezionali che noi abbiamo chiamate 

nulle P. La denominaaione di bicaratteristiche sembra invece più appropriata per le varieth 
(dello spazio 2') che aùbiaino donotato con qiiesto nome, in qiianto esse sono, in  lin certo 
senso. due volte caratteristiche. 

dnnali di  Matsmotica, Serie IV,  Tomo XVI. 31 
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CAPITOLO III. 

Le varieth planoidi. 

Iperplanoidi e loro intersezioni. 

12. Chiamiamo planoide ogni varietà (algebroide) dello spazio reale Y 
(rappresentativo dello 5,, complesso), trasformata pseudoconforme di  uno spa- 
zio lineare di Z ('). 

Per  n = 2 é classico (POINOARÉ-ALNER) che ogni iperplanoide (trasformato 
pseudoconforme di un S,  dello spazio a quattro dimensioni 2)  é luogo (ana- 
litico, reale) di m i  superficie caratteristiche, e viceversa (7. 

Per n qualunque vale il teorema analogo ( 7 :  
Condizione necessaria e sufficiente perchè una  varieth algebroide, reale, 

V, , , - ,  di  L, sia un iperplanoide (cioè che s i  riduca a u n  iperpiano con un'op- 
portzcna trasforrnasione pseudoconforrne), è che sicc Zuogo (analitico, reale) d i  oot 

varieth caratteristiche M, ,,-,. 
Eccone una dimostrazione, che é forse d'irriducibile semplicità. La  neces- 

sità della condiaione é ovvia, perche ogni iperpiano di Z contiene un fascio 
di S,,,-, caratteristici passanti per le traccie dell'iperpiano stesso sugli spaai 

ciclici. Occupiam~ci dunque della sufficienza. Sia P(x,, 8,)  ... , X,,) un generico 
punto (semplice) di V2,,-,  non appartenente all' eventuale inviluppo del sistema 

oo' di  M2,-, caratteristiche, esistenti sulla varietà. Siccome in P la  Vg,- , 
ammette un solo AS',,,-, caratteristico tangente, nell'intorno di una M,,,-, ca- 

ratteristica, che passi per P, cadrà una sola M2,,-,  attraversante l'intorno di p; 
percib, limitando la  variabilità di  un punto all'intorno di P in V,,,-, e la 
variabilità di una M,,,-, , entro i l  sistema mi considerato, all' intorno della 

prescelta M2,,-,  uscente da la M,,,-, va.riabile sarà rappresentata da una 
equaaione del tipo: 

Y(%, , .m., x,, ; t )  = O, 

(1) Nella tesi citata, PLANAS chiama planoide ogni varietti luogo d i  una infinità anali- 
tica (reale) d i  varietà caratteristiche e si limita a dedurre i n  qualche caso particolare la tra- 
sformabilith della varietà in  uno spazio lineare, coll'aggiunta implicita d i  ipotesi (risolubilith 
d i  certi sistemi d i  equazioni rispetto a parametri, ecc.), che non sembrano dettate dalla na- 
tura della questione e che tuttavia debbon accettarsi per render plausibile il procedimento. 
L a  definizione del testo b pih generale ed evita queste difficoltà. 

(') Dimostrazioni semplicissime d i  questo teorema trovansi i n  B. SEGRE e i n  una mia 
Memoria. Ved. la mia Monografia oitata, Riszcltati, wedzcte e problemi, eoc.; pag. 27. 

(3) Contenuto sostansialmente nella Memoria d i  WIKTINGER citata più tardi (n. 24), ed in 
modo esplicito nella tesi più volte citata, con dimostrazione perb meno semplice di quella 
esposta ne1 testo. 
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ove t è il parametro reale indiduante la M,, , - ,  attorno al valore 6 cui corri- 

spondc la M2,,-, per P; ln .g é olomorfa rispetto ai  s i~o i  n + 1 argomenti 

attorno a (Z,, 3 ,...., Z,,, t ) ,  e infine dalla .g = O  si  deve poter trarre t corne 
funzione uniforme olomorfa di x i ,  ..., x,,, attorno ad (Li, x ,,..., L,,); cio8: 

(9) +(xi, .es , x,,) = t ,  
ove $ assume il valore t per x ,  = z,, ... , :r, = z,,. Passando alle variabili 
y, a, dalla (9) segue: 

+,(Y,, a.. , 2 1 1 ,  ; 2,) a.. , 2")  = t 7 +*(y ,  , a.. , 391; 2., , -.a, 2 . w )  = 0, 
in cui 

+=+ ,+ i+ , .  

Pertanto l'equazione di V,,,-, attorno a si ottiene annullando i l  coef- 
ficiente de117imaginario in +, ci06 una funzione n-armonica +,. 

Scegliamo ora n - 1 funzioni di x , ,  ... , xi, olomorfe attorno a (x,, ... , x,,), 
e siaiio 81i)(xl, ..., x,,) ,..., 0'"-"(x ,,.,., x,,), tali che in (3 ,,..., Z,,) sia 

rappresentnno in Z una trasformazione pseudoconforme, invertibile nell'in- 

torno di P, la quale muta V, ,,-, nell' iperpiano 5, = 0, ove 5, = q ,  + ic,. 

13. Siilla varietà V2,-17 di cui a1 prec. n., 8 costante ogni funzione rn-armo- 
nica +, - k (ove k sia una costante arbitraria) e più generalmente ogni fun- 
zione olomorfa reale del tipo @ ($,), ove cD sia simbolo d' un' arbitraria fun- 
zione analitica reale di G 2 ,  olomorfa attorno a +, = 0. 

Viceversa, se 4, è una qualunqiie funzione n-armonica, 1' equazione 4, = O 
O a($,) = 0, ove Q, sia una funzione reale olomorfa attorno a +, = O e nulla 
ivi, rappresenta un iperplanoide Kn-l. Invero, la funzione $ = +, + i+, , ove $, 
sin la funzione n-armonica (definita a meno d 'una  costante reale addit- 
tivn) associata a $,, assume sopra Vdn-1 soltanto valori reali e l'equazione 

$ = t ( t  parametro reale dell'intorno di 2, essendo t il valore che + assume 

in un prescelto punto generico F di Vgn-1) definisce pertanto sulla varietà un 
fascia analitico reale di M21z-2 caratteristiohe. Questo, per cib che concerne 
1, equazione $, = 0. 

Nei riguardi dell' equazione a($,) = 0, basta osservare Che, nell' intorno 

di +, = O, essa equivale all' equaaione +, - O, perche la  funzione a(+,), nulla 
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e olomorfa in + , = O ,  non si annulla per altri valori di 4, in lin intorno 
abbastanan piccolo di 4, = O. Dunque : 

Condizione vzecessarin e sufficiente . perchè una varietic algebroid~ recrle 
VZn-1, sia u n  iperplanoicle, è ch'essa sia di livello coslnnte per uncc ft~naioîze 
n-armonica (O per una funzione o2onzorfa di utza fwnxione n-arrnoniccr). 

La forma più generale dell'eqnazione di una ta1 varieth B @(+-) = 0, ove 
i simboli a, 4, hanno il significato sopra detto. 

(31' iperplanoidi sono stnti considerati come varietk di livello delle fun- 
zioni n-armoniche da WIRTINGER e da me ('). 

La traduzione analitica del fatt,o che 1' equazione d' un iperplanoidc 
del tipo CD(+,) == O, conduce al sistema a derivate pa r~ ia l i  del 20 ordinc, clie 
è stato scritto per 12 = 2 da E. E. LEVI e, per tz qualuilque, da WIRTINGER e 
da PLANAS (2). 

L' essere questo sistema di 2 O  ordino ne rende più difficile 1' interprcta- 
zione geometrica, in relnzione a spazi tangenti alla varietk. 

14. Consideriamo ora le varietR intersezioni di più iperplanoidi e cer- 
cliiamo di determinarne la struttiira. Osserviamo in primo l u q o  clle ogni 
varieta planoide C Q ~ ~ - "  è intersesione (semgdice) di r ipc.~ylanoidi indipendenfi, 
che corrispondono ad r iperpiani indipendenti pascanti per ilno spaxio lineare 
S2,-,, di cui l a  data varieth sia la trasforiiiata pseiiduconforme. 

Viceversa, siano dati r iperplanoidi ed un punto P ad essi coinune, sein- 
plice per gli r iperplanoidi e tale che in P i loro iperpiani tangenti siano 
linearmente indipendenti : allora 1' intersezione è una V2,+,. algebroide, i cni 
punti, in P e nell' intorno, son semplici (3j, perchè gl' iperplanoidi considerati 
risultano funzionalmente indipendente nell' intorno di P. 

Esaminiamo anzituttb il caso r = 2. La intersezione dei due iper- 
planoidi non B in generale caratteristica. Basta pensare ad esernpio alla tra- 
sformata pseudoconforme di un S2,-2 non caratteristico, concepito corne in- 
terseeione di  due iperpiani. Perb la V2,-a contiene in ogni caso w"~-~ 

( ' )  Ved. la mia .citata Memoria, Contributi, ecc. ; n. 20. 
(') 11 sistema d i  PL.~NAS è pih sernplice di qiielio scritto prima da  T ~ I I ~ T I S G E R  e coii- 

tiens un minor numero di equaaioni. 
(3) Da1 teorema d'esistenza delle fiinzioni analiticlie implicite seque senz'altro che due 

varieth analitiche di dimensioni h, h', appartenenti ad una varieth arialitica di diniensione 
s <  h + h' ed aventi un punto comiine P, semplice per eritranihe e per la Garietà. iirnbiente, 
si tagliano nell'intorno di Y in una varieth aiinlitica d i  dimensione 2 h + h' - s passante 
per P. L'intersezione b certo di dimerisione h +- h' -s - e ilon maggiore - se gli wpazi 
tangenti i n  P alle due variet& son iiidipendenti eiitro Io spaxio tangente i n  P dla  varieth 
ambiente. L a  varirtà intersezione ha  i n  ta1 caso, in P e nell'intorno, punti srmplici. Qiirwti 
teoremi valgono tanto ne1 campo reale, clie in  quel10 complesro. 
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caratteristiche, intersezioni delle coppie di N2,4 caratteristiche tracciate sui 
due iperplanoicli. Effettivamente le due Mgn-2 uscenti da un punto generico P 
di Vz,-,. e tracciate sui due iperplanoidi, s i  tagliano in una M2n-P cara,tteri- 
stica, perchè i loro S2,,-.2 tangenti in P sono indipendenti, avendo in comune 
1' unico caratteristico contenuto nello S2,-2 tangente a V2n-2 in P. E 
questo S2,t-2 contiene un solo caratteristico, perché altrimenti sarebbe 
esso medesinio caratteristico ; epperà sarebbe caratteristica anche Vany2 in. 5). 

La V2,,-2 coinune ai due dati iperplanoidi pub, in particolare, esser ca- 
ratteristica. Rasta pensare alla trasformata pseudoconforme di un SgnP2 carat- 
teristico, considerato coine intersezione di due iperpiani per esso. 

Orbene, le  trasfoimate pseudoconformi degli Szn-2 caratteristici e lion 
carntteristici di L forniscono tutte le possibili V.2,-2 intersezioni di coppie 
d' iperplanoidi. Sia, invero, dapprima una V2n-2 non caratteristica, intersezione 
di due iperplanoidi, che non si tocchino nell' intorno di un loro punto comune, 
e +, = 0, 0, = O designino le eqnazioni dei due iperplanoidi. S i  puo addirit- 
tura supporre clie S,, Fi_ sieno due funzioni 1%-armoniche (n. 13). 

Cib posto, costruiaino due funzioni .n-armoniohe +,, 0, rispettivamente 
associate n +,, 0, e considrriarno le funzioni olomorfe delle variabili complesse 
x i ,  x 2,..., x? , :  

$ = + ,  +i+,, 0=0 ,+ i0 , .  

Allora le AI2,-;! caratteristiche appartenenti a i  diie dati iperplanoidi, son 
fornite dalle eqnazioni (n. 12) : 

(10) + = t ,  0 = 7 ,  

t ,  T essendo parainetri reali, variabili negl' intorni di due certi valori, che 
possiamo assiimere uguali a zero. Dico che +, 0 son funziona.lmente indi- 
pendenti. 

Se fosse infatti + = FiQ), con F funzione olomorfa di 0, nell' intorno di 0 =O, 
sopra la  M2n-2 caratteristica 0 = T risulterebbe (J ugnale ad una costante k 
(funzione di T), cosicclib le mi caratteristiche tracciate su1 secondo 
iperplanoide apparterrebbero alla congruenza m9 di MsnP2 caratteristiche defi- 
nite dall' equazione : 

(111 4J = A ,  
ove A è un' nrbitrarin costnnte cornplessa, variabile nello intorno di A = 0. 

Ma allora la della congruenza (11) passante per una generica in- 
terseeione P degl' iperplanoidi (10) sarebbe comune a questi ; epperb l'inter- 
sezione dei due iperplanoidi risulterebbe caratteristica, contro il supposto. 

Ora, se alle fiinzioni +, 0 furizionalmente indipendenti, si aggiungono 
altre n - 8 fiinzioni oloniorfe di a,, ..., x,,, e siaiio f ,,... , f ,,-,, tali che 
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a('' " f 4 7 " "  f w - 2 )  + O nell' intorno di un punto P, prefissato genericamente 
qx,, xi?, ? xn) 

in Vzn-2, la  trasformazione pseudoconforme : 

s , = $ ,  c , = O ,  5 3 = f 1 , d . . ,  s , t = f , l - P ,  

muta 1 7 ~ ~ ~ 2  nello S2n-5! 5, = c2 -- O (ove 5 ,  = q, + ich per 72 = 1, 2, ... , n). 

Quando invece 1Z2n-2 6 caratteristica, B possibile rappresentarla con una 
equazione del tipo f(zl, x,, ..., x,,) = O (f funzione olomorfn di x,, ..., z,,) e 
associando ad f altre ul- 1 funzioni olomorfe di x,,  ... , x,, , in guisa da avere n 
funzioni a determinante jacobiano non. nul10 in un punto (seniplice) di VLn 1,  

si costruisce una trasformazione pseudoconforme, che muta la data V2,-z 
in un S2,a caratteristico. 

15. Passiamo ad r = 3. Se due dei tre iperplanoidi si incontrano secondo 
una Wzn-2 luogo di co2 M2n-4 caratteristiche e P P un generico punto della 
VZn-3 comune ai  tre iperplanoidi. la M2+4 passante per P e la Mzn.2 carat- 
teristica uscente dallo stem0 punto e tracciata su1 terzo iperplanoide, si se- 
gano generalmente secondo una M2,,-6 caratteristica e si ha  cosi V%-3 coine 
luogo di ffi3 M212-6 caratteristiche. Questo accade di certo quando 10 8 2 n - ~  

tangente a V2,-3 in P contiene un solo Szn-6 caratteristico passante per P. 
perche allora gli spazi caratteristici tangenti in P  alla ib2+4 e alla 
sopra considerate, sono indipendenti. 

Ma pub invece avvenire che 10 S2n-3 tangente a K2,,-3 contenga un fascio 
di Szn-4 caratteristici, e questo perchè S2n-3 incontra gli spazi ciclici secondo 
spazi ad rc - 3, invece che ad n - 4 dimensioni, come normalmente avviene. 
Allora 10 S2,-3 è pseudocaratteristico di specie n -  1 (n. 6) e Io stesso avviene 
di V2n-3 (n. 6). La V2%4 risulta cosi intersezione (semplice) della &,-2 carat- 
teristica, che l a  contiene, e di uno dei dati iperplanoidi. Invero, non tutti i 
tre iperplanoidi dati posson toccare lo S2,.-2 caratteristico su cui giace 10 S2,-3 
tangente a V2n-3 ne1 punto generico P, perchè altrimenti i loro iperpiani tan- 
genti ivi sarebbero dipendenti. 

Ne1 cas0 in esame non è più possibile ricercare le eventiiali varieth ca- 
ratteristiche contenute in V2n-3 per intersezione delle Jf2n-4 di 1V2n-2 e delle 
M2n-2 del terzo iperplanoide, perchè in ogni punto P di V2n-3 le A12n-a, 1Cf2,-2 
da intersecarsi si toccano, sicchè non si pub applicare il teorema di esistenza 
delle funzioni implicite. 

Vedremo perb tra breve che ne1 caso eccezionale considerato la  VAfi-3 B 

particolare (fra le varietà pseudocaratteristiche di dimensione 2n - 3)) ne1 
senso che contiene un sistema m' di M2n-4 caratteristiche. 

Per esaurire 1' analisi dei possibili casi d'intersezione dei tre iperplanoidi, 
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ci rimane da esaminare l'ipotesi che due degli iperplanoidi si incontrino 
(senza toccarsi) secondo una W2,-2 caratteristica. Questo caso si riconduce 
subito al precedente caso eccezionale. Infatti, la V2+3 comune ai  3 iperpla- 
noidi non é che 1' intersezione (semplice) di una W2+4 caratteristica col terzo 
iperplanoide. Effettivamente non pub darsi che ne1 punto generico P di V2~-3 

il terzo iperplnnoide tocchi 10 Sh-2 caratteristico tangente ivi a Kn-3, perché 
gl' iperpiani tangenti in P ai tre iperplanoidi risulterebbero dipendenti. 

La  distinzione essenziale fra il caso generale ed i due casi eccezionali 
(ridotti in sostanza ad uno solo) consiste in cib: che ne1 cas0 generale fra 
gl'iperplanoidi passanti per V2n-3 ( l )  non ce ne sono mai due relativi a fun- 
zioni n-armoniche coniugate; mentre ne1 caso eccezionale una ta1 coppia esiste. 

.16. Proviamo che tanto ne1 caso in  oui la V2*-3 considerata ne1 n. prec. 
non B pseudocaratteristica, quanto ne1 caso in cui 10 é, essa b trasformata 
pseudoconforme di un S2N-3.  

Esaminiamo dapprima i l  caso generale. Siano cp2 = O, 4, = 0, 0, i O le 
equazioni dei dati .iperplanoidi, ove y,, +,, 0, sono tre funzioni m-armoniche, 
delle quali y,, +,, 0, siano tre funzioni n-armoniche rispattivamente coniugate. 
Le M%-a caratteristiche tracciate sui tre iperplanoidi son rappresentate dalle 
equazioni : 

cp=s, + = t ,  0=z ( c p = c p i  +icp2, 4~=+~-t-i+,, O = € ) ,  +i0,) 

con s, t, z parametri reali, variabili negl'intorni di tre valori, che possiamo 
assumere uguali a zero. Provismo che le funzioni olomorfe y, +, 0 sono indi- 
pendenti. Invero, ne1 caso opposto, sarebbe per es. rp = P($, fl), con F funzione 
olomorfa di +, 0 ne117 intorno di + = 0, 0 = O. Ma allora y sarebbe costante su 
ciascuna della O O M ~ , - ~  caratteristiche comuni alle M2n-2 caratteristiche del 
secondo e terzo iperplanoide; cioe queste Msn-4 apparterebbero al sistema. oo2 
delle Mk-2 dell' ambiente rappresentato dall' equazione y = A, X essendo un 
parametro eomplesso variabile attorno a A =O. Pertanto la Mzn-4 passante 
pel punto generico P di V2n-3  e tracciata sulla W2,-2 intersezione del secondo 
e del terzo iperplanoide, sarebbe contenuta nella Man-* passante per P, del 
primo iperplanoide; e quindi apparterebbe a V2%-3. Sicchè V2,+3 risulterebbe 
luogo di w '  N2,4 caratteristiche ed il suo S2n-3 tangente in P conterrebbe un 
Ssn-4 caratteristico (e sarebbe esso medesimo, percib, luogo di coi S2n-a carat- 
teristici). Insomma la V2+3 sarebbe pseudocaratteristica, contro il supposto. 

(1) E ve ne sono infiniti. percha ad es. iina combinazione lineare a coefficienti costanti 
delle equazioni di due iperplanoidi passanti per V2n-3, & l'equazione di un altro iperplanoide 
passante per la varieth. 
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Dunque le y, +, O son funzionalmente indipendenti; e associando ad esse 
altre n - -  3 funzioni olomorfe di x , ,  ..., x,, in guisa che le n funzioni sirno 
indipendenti, mercè queste si definisce una trasformazione peudocoiiforme, 
che muta V%-s in un S2n-3,non pseudocaratteristico, come VZn-3. 

Passiamo al caso in cui V2,-3 è pseudocaratteristica, ciok intersezione 
(semplice) di una M2,-2 caratteristica e di un ipeplanoide. Sia f = O l'equa- 
zione della M2,-2 caratteristica ( f  funzione oloinorfa di x , ,  x, ,  ..., x,) e (F = t 
(y  funzione olomorfa di x,. ..., x,; t parametro reale, attorno a t = 0) l'equa- 
zione della generica M.2%-2 tracciata nell'iperplanoide. Dico anzitutto che f, cp 
son indipendenti. Invero, in caso contrario, f sarebbe cost.ante lungo ogni 
M2,,-2 dell'iperplanoide, epperb f = O sarebbe addirittura tracciata sull'iper- 
planoide, mentre abbiam supposto che f = O e 1' iperplanoide s' intersechino 
soltanto lungo V2n.-3. La considerazione consueta prova allora la possibilitk 
di portare, con una trasformazione pseudoconforme, la f = O in un 82,- 2 carat- 
teristico e il dato iperplanoide in un S2,-i non passante per questo; sicché 
v2n-3 si muta ne110 S2n-3 comune a quell' S2n-2 caratteristico e a questo iper- 
piano: cioè in un iperpiano del10 spazio caratteristico SQn-a, assunto come 
ambiente. Ne segue altresi che Vdn-3 A luogo di oo' Mdn-4 caratteristiche, 
trasformate dagli S2m-4 caratteristici contenuti nell'iperpiano S2n-3 di 

17. L'analisi svolta nei num. 14, 15, 16 si pub orinai ovviamente esten- 
dere e (tenuto conto, per cib che concerne le 172n-r di dimensione < n dei 
teoremi c), d) del n. 6) conduce al seguente teorema generale: 

L u  varietà algebroide V2,-,. intersezione (sewzplice) d i  r iperp!anoidi indi- 
pendenti, è sempre una varietà. planoide. SP r ;2 n, non esis t~ i n  generale su 
VA,,-,. alcuna varietà caratteristica; invece, se r ( n,  la VQ,-, è genwalmente 
luogo di mr il&,,-,., caratteristiclze e non di varietà ccwatteristiche di di- 
lnensione superiore. Essa non è allora pseudocaratteristica. In casi partico- 
lari, la 72%-, pub esser luogo di oc'-21 M2+,. , l ,  caratteristiche (1 > O) e non 
di uarietà caratteristiche di dimensione superiore: allora essa è pseudocarutte- 
ristica di specie n - 1 ed è definibile cotrbe interseaione (s~~nplice) della J&,,-l, 

che la contiene e di r 21 iperplanoidi i n  posiziowe generica fra loro e ri- 
spetto alla M2c,-l,. 

Le varietà algehroidi di dinieiisione c= 91. 

18. Per  invertire il teorema precedente e ginnger cosi a caratterizzare le 
varietà planoidi O mediante il valore della loro dimensione, se P < n, O 

rilediante 1' esistenza di sistemi coritiuui di varietit caratteristirlie su PSSV 

tracciate, se la dimenaione B > 12, sbara~ziaino prima il terreno dalle VA+,. 
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algebroidi di dimensione < n (r  2 w). Vedremo appunto che ogni ta1 varietk è 

planoide. All'uopo cominciamo a dimostrare che: 
Date due varietà algebroidi reali V,, V', ('), che non  siano pseudocamt- 

teristiche [n. 6, teor. c)], e fissata comunque u n a  corrispondenza biunivoca (bio- 
lounorfa) tra Tr,, V',, esiste u n a  ed u n a  sola trasforwaaxione pseudoconforrne 
dell'awzbiente in sè, che muta  V, in V', subordinando la data corrispondenza (2). 

Questo lemma si ottiene in modo semplicissimo considerando il prodotto 
topologico dello spazio ambiente Z con una propria copia Z'. Tale prodotto è 

uno spazio 2 a 4 n  dimensioni, che pub assumersi come imagine reale del 
prodotto topologico dello spazio proiettivo complesso (x,, ..., x,) con una pro- 
pria copia (x',, ..., x',). Trattandosi di  proprietà in piccolo, possiamo addirit- 

tura supporre che sia 10 spazio euclideo reale su cui si distendono al 
solito modo le 2 n  variabili complesse (xi, ..., x,, x',, ..., a',). 

La trasformazione analitica .fissata tra V,, V', è rappresentata in ; da 

una varietà Vn algebroide (a punto generico semplice). Una trasformazione 
pseudoconforme di 2l in sé, è rappresentata da n equazione analitiche nelle 

variabili x i ,  ..., x,, z', , ..., a',, cioh da nna Ha, caratteristica di z. Viceversa, 

l'intorno di  un punto generico di una A12, caratteristica di rappresenta una 
corrispondenza biunivoca (biolomorfa) fra gl'intorni di due certi punti (xi, ..., 
x,), (x',, ..., x',,) di L, perche attorno ad un punto generico di quella varietà 
l a  n equazione analitiche in (x , ,  ..., x,, x',, ..., x',) di M2, si posson risolvere 
tanto rispetto alle x che rispetto alle x'. 

Ricordando ora [n. 6, teor. d)] che per V, passa almeno una M2, carat- 

teristica di %, si conclude che esiste almeno una trasformazione pseudocon- 
forme di Z; in sé, subordinante la corrispondenza data tra V,, V'%. 

Per  provare che questa trasformazione è unica, bisogna dimostrare che 

per V, passa una sola M2, caratteristica, ci08 (n. 6) che 10 S, tangente a v,, 
ne1 punto generico P non contiene spazi caratteristici. 

Invero. se il detto S, tangente contiene un Sain-icl caratteristico passante 

, ciob se è pseudocaratteristica di specie k entro 10 

spazio 2, agli elementi lineari di  Vn uscenti da  P e giacenti ne110 Sq,-k) 

corrispondono coppie di elementi lineari di V,, VI, omologhi nella corrispon- 

( 1 )  Si sottintende sempre: a punti generici semplici! 
(-) Per n = 2 il teorema è stato dato da B. SEGRE, Questioni geometriche legate colla 

teoria delle funzioni d i  due variabilé complesse ( c  Rendiconti del Seminario Matematico di 
Roma B, 1931-IX).: n. 24. La dimostraziorie di B. SEGRE é perb molto meno semplice, né 
fiembra facilmente generaliaaabile. 

dnnali di Matematica,  Serie IV, Tomo XFI. 32 
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denza analitica data fra V,, V',; e siccome un elemento lineare di V, uscente 

da P e variabile nello 8 2 ( , 4 4  caratteristic0 b funsione olomorfa di n - k - 1 
parametri complessi ('), cos1 ciascuno degli elementi lineari omologhi di V,, . 

V',, rappresentati dall'elemento considerato di K, risulta funzione olomorfa 
di n - k - 1 parametri complessi. Percib 10 spazio tangente a V, ne1 sua 
punto generico (e a V', ne1 punto corrispondente) contiene un s2(n-kl caratte- 
ristico, contrariamente all'ipotesi che V,, V', non siano pseudocaratteristiche. 

Ne1 corso del ragionamento si è di più provato che qualora V, sia pseudo- 
caratteristica di specie k, anche V,, V', sono pseudocaratteristiche di  specie 
< T c .  Per provare che V,, V', son esattamente di specie k, basta osservare in 
primo luogo ch'esse son necessariamente della stessa specie (corne trasfor- 
mata pseudoconformi l 'una de117altra) e che se la loro specie fosse V < k, 
sicchb ne1 generico punto di  P di V,  esistesse un S2(n-k') tangente caratteri- 
stico, le coppie di elementi lineari omologhi di V,, V',, uscenti dai punti 
omologhi P, Pt,. sarebbero funzioni olomorfe di n - k' - 1 parametri com- 
plessi: onde V, sarebbe toccata ne1 punto P, imagine della coppia P, P' da 
un Sz(,-kr) caratteristico e risulterebbe di specie V < k. 

La concliisione B che, se sono pseudocaratteristiche, V,,  Tr,, V', 10 sono 
della stessa specie. 

Analoga conclusione si  consegue similmente, se si prendono in conaide- 
razione due varietà algebroidi Th,  V h  di 2, di dimensione h < n, che siano 
pseudocaratteristiche di specie k (k < h, essendo generalmente k = h, n. 6). 
La  varietà Vfi, che rappresenta in una qualsiasi corrispondenza biunivoca 
biolomorfa prescelta fra Vh V l h ,  risulta essa pure di  specie k .  

Se k < h < n b la  specie comune di Vh, Vh, V r h ,  per ciascuna delle tre 
varietà passa una sola varietà caratteristica di dimensione 2k: rispettiva- 
mente M ~ ~ ,  Mak, marc. La varietà Mzk b imagine di una corrispondenza 
pseudoconforme fra  la  M2k, Mr2k, eubordinante la data corrispondenza fra 

Vh, Q. E siccome per una data M a k  di 2, se k < n, passano infinite M2, 
caratteristiche, si perviene al teorema: 

Date due varietà algebroidi Vh,  V ' h  ( h  < w) pseudocaratteristiche della 
stessa specie k < h, e fissata cornunque una corrispondensa biunivoca (biolo- 
morfa) tra Vh7 Vrh ,  esiste una ed una sola trasformazione pseudoconforrne 
fra le due varieta caratteristiche, ben deterwinate, M z k ,  M12k, contenenti ri- 
spettiuarnente Vh ? V h  ; ed essa subordina tra Vh , V'h la fissata corrispondenza. 

(1) Diciamo brevemente cosi per esprimere che la posieione dell'elemento considerato - 
entro la varietà degli elementi lineari di origine P di 2 pub determinarsi incdiante 4n - 1 
funeioni olomorfe di - 7c - 1 parametri complessi. 
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Se k < n, esistono poi infinite trasforwmzioni pseudoconformi delio spaeio am- 
biente i n  sè, clze subordinano la corrispondeneu data fra 771, e T h  ed esse dipendono 
drclla sceltn, entro uno spazio comnplesso a 2n dimensioni, di una varieta ana- 
Mica ad n dimensioni passante per una varieta analitica data a k dimensioni. 

OSSERVAZIONE. - 1 precedenti teoremi esprimono naturalmente pro- 
prieth in piccolo. Percib se una delle due varietà Vh , Vh,  di specie k < h t_ n 
(il caso k = n essendo quel10 in cui le due varietà non sono pseudocaratteri- 
stiche) possiede un luogo di pnnti particolari, che pur conservandosi semplici, 
hanno i relativi Sh tangenti di specie più bassa del10 Sh tangente generico, 
qnesto luogo andrà escliiso dalla varieth. Insomma i teoremi si riferiscono 
agl'intorni di due punti P, P' di Vh, V ' h  dove si mantenga invariata le specie 
clegli S h  tangenti rispetto alla specie k degli Sh tangenti in P, P'. Allora 
soltanto si pub assegnare ad arbitrio la corrispondenza biunivoca biolornorfa 
tra i detti intorni, senza che venga a mancare qualche trasformazione pseudo- 
conforme dell' ambiente, che la subordini. 

19. Dai teoremi del n. prec. deducesi il risultato preannunciato e ciob: 
Una varietà aigebroide di dimensione < n è sewzpre planoide. 
Sia, invero, fi ( h l  n) una varietà algebroide pseudocaratteristica di 

specie k (k < h < n)  ed Sh sia uno spazio lineare generico, pseudocaratteri- 
stico della stessa specie. Intendiamo di contemplare anche il caso di ilna 
varietà pseudocaratteristica di specie n, la quale corrisponde ad h = k = n. 

Pissata una corrispondenza biunivoca biolomorfa fra Vh ed Sh (0, esiste 
una (se lz = k = n) od esistono infinite trasformazioni pseudoconformi che 
mutano Vh in Sh, subordinando In prescelta corrispondenza.. Pertanto Vh 6 

planoide. 
OSSERVAZIONE. - Da1 teorema a)' del n. 4 consegue che per h < n 

una 'CS, algebroide è non soltanto planoide, m a  pseudocaratteristica; mentre 
per h = n essa è planoide, ma non generaltnente pseudocaratteristica: 

20. Conseguono altresi immediatamente dai teoremi del n. 18 i corollari: 
Una varieta algebroide generica (cioè non pseudocaratteristica) d i  dimen- 

sione n, non possiede alcuna trasformazione pseudoconforme in sè (diversa 
dail' identita). 

Una varieta algebroide di dimensione h < n, che sia pseudocaratteristica 

( l )  Ogni corrispondensa siffatta si ottiene scegliendo una qualsiasi varieth analitica 
reale cok entro il prodotto topologico V h x S k .  La corrispondenza risulta biunivoca fra gl'in- 
torni di due punti corrispondenti generici di Vh e di Sh. Del resto la corrispondenza richiesta 
è sens'altro fornita d a l l ~  r~ppresentanione parametrica dell'intorno di un pnnto geneiico di VI,* 
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d i  specie k (< h) possiede un gruppo c o d i n u o  in f in i to  d i  t ras for~~zaaioni  
pseudoconfortni in sè, la  cui generica trasforninzione dipende dalla sceltn, 
entro uno spazio complesso a 2 n  dimensioni, di una varit4A analitica ad n 
dimensioni passante per ilna varieth analitica a k dimeusioni. 

Le varietà planoidi di dimensione > I I .  

21. Innanzi d' invertire il teor. n. 17, per cib clie concerne Ir varietà alge- 
broidi di dimensione > t z ,  occorre che ci procuriamo due lemmi. Il primo B 
un principio d' ident i tà  per le fu,nzioni analitiche d i  n variabili (') : 

Se una. funsione anal i t ica  f d i  n variabil i  cowzplesse, olowzorfa in un 
pun to  O, s i  a n n u l l a  in un insiewze d i  p u n t i  avente un'accztm~daziotze in O e 
se le tangent i  in O a puest'insieme (') n o n  appartenyon tutte a d  un wedesinzo 
SZnP2 caratteristico O l a  f è identicanzente n u l l u  oppure le sue derivate pr iwe  
s o n  tutte nu l l e  in O. 

Infatti, se f non é identicainente nulla, l'equazione f = O rappresenta 
una Mdlz-2 caratteristica, ehe ha in O un punto algebroide. Nelle nostre ipo- 
tesi questo punto non pub esser semplice per 1712,z-2, perche se no le tangenti 
all'insieme in cui f si annulla dovrebbero appartenere al10 S.l,-r caratteri- 
stico tangente in O alla D!12,-z. Dunque O 6 un punto rndtiplo (nlgebrico) 
per l a  M2,-2 ed ivi si anniillano alineno le derivate prime di f .  

Ne segue che f è identicamente szulla, se le tnngenli  in O all' imsieme no92 
appartengono lu t te  a d  un medesimo cono cclgebrico (irriducibile O r idwib i l e )  a 
2 n  - 2 dimensioni.  P. es. se O é un punto di imagine di un punto realt., 
f (corn'& del resto noto) B identicamente nulla in O, se 6 nulla per tutti i 
gruppi di valori reali delle variabili (situati attorno ad O). 

Un altro corollario, utile pei nostri scopi immediati, B il seguente: 
Uncc funzione f olomorfa è ident ica~nente  n u l l a ,  se s i  a n n u l l a  sopra una 

varietà V ad  n ditîzensioni, a p u n t i  semplici, i l  cu i  8, tnnyen fe  generico 
n o n  contenga a l c u n  piano caratteristico. 

(') Ved. per  l z=2  lin principio del genere nella mia citata Monografia, Risultati, ve- 
dute, ecc.; n. 36. Altri Autori si sono occupati della yuestione da punti d i  vista diveisi d a  
quel10 del testo (MONTEL, CARATHÉODORY, BOULIGANI), B. LETI, VIOLA). Ved. p. es. la Nota 
di B. LEVI ne1 n Bollettino dell 'unione Matematica Italiana 3 ,  1931; n. 1, pag. 1, dove si tro- 
vano citati i lavori degli Autori sopm nominati. ( I n  una postilla a tale Nota uscita ne1 succes- 
sivo fascicolo del medesimo * Bollettino D, p. 104, è citata altresi la mia anteriore osservazione 
per le  funeioni d i  due variabili). La Nota del VIOLA (che pure mostra di ignoiare la inia osser- 
vazione) & posteriore anche a quelln del LEVI e trovasi nei «Comptes rendus B ; 19 febbraio 1934. 

(') Ved. la mia Nota, Su alcune questioni d i  topologia infinitesimnle, . Annales de la 
SociBté polonaise de Nathéniatique ., t. IS, 1930, p. 97. 
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Infatti, non esistendo ne1 pnnto generico di V alcun piano tangente carat- 
teristico, V non 15 pseudocaratteristica [n. 6, cl. Pertanto f non pub annul- 
larsi seinpliceinente lungo V; ossia O f è identicamente nulla in un intorno 
2n-dimensionale di V oppure V è luogo di punti multipli algebroidi della 
M 2 , 4  caratteristica f = O. 

La molteplicità di V per NSnA2 sarA in ta1 caso un certo intero finito s > 1, 
siccliè ne1 piinto generico di V si annulleranno tutte le derivate di f fino 
all'ordine s - 1, ma non tutte quelle di ordine S. Ora questo é assurdo, percha 
unn derivata d'ordine s - 1, la  quale possegga una prima derivata jcioè una 
derivatn d' ordine s di f )  non nulla ne1 punto generico di  y uguagliata a 
zero, fornisce un'effettiva M.L,-~ caratteristica passante semplicemente per V; 
cosicchè V risulterebbe pseudocaratteristica, contro il siipposto. Resta diinque 
possibile la sola alternativa che f sia identicamente nulla. 

I l  corollario ultimamente dimosti.ato si estende alle funzioni analitiche 
considerate sopra le varietà caratteristiche e dà luogo alla seguente proposi- 
~ ione ,  che è il secondo lemma, cui sopra alludevamo: 

Uncc funaione olomorfa di  7c variabili comnplesse, sopra u n a  varietà carat- 
tevistica &, é ivi identicasnente nulla, se s 'annulla sopra u n a  variefB Zk 

(di dl,,) a punto generico sernplice e ne1 quale non esisfa alcun piano caratfe- 
ristico a questa tangente. 

Questo teorema ïiducesi al precedente corollario con una trasforma~ione 
pseudoconforme di 2,  che miiti Mzk in un S2k caratteristico. Invero, ne1 punto 
generico P' della varieth Z ' k  trasformata di Z k  non pub esistere alcnn piano 
caratteristico tangente, perché, in  caso contra.rio; un siffatto piano si mute- 
rebbe in nna superficie caratteristicn tangente a Zk ne1 punto P omologo di Pr 
e il piano tangente a questa in P sarebbe un piano cnratteristico tangente 
a Zk in P. 

22. Stabilito il principio d7identità sotto la. forma che a noi conviene, 
.cominciamo ad esaminare una V2,-, (r < n), che non sia pseudocasatteristien 
e che contenga un sistema analitico, reale, H, di m" varietà caratteristiche 
Mz(,-,,. Si pub supporre, senza restrizione (cfr. col n. 12), phe i l  sistema H 
sin d'indice 1; che cioé per un punto generico P (semplice) di Va,-, passi 
una soln JI2,,-,,. d117 uopo bastn assumere P fuori de117 eventuale inviluppo 
di H e limitare fin-,. ad un intorno conveniente di  P ed H ad u n  intorno 
conveniente di una sua varieth, uscente da P. Cib posto, proviamo che un S,, 
generico condotto per P sullo S2,.-, tangente ivi a, V2,.-, non è pseudocaratteri- 
stico. Invero, se il detto S2,-, s' appoggiasse ad un S,-l ciclico (e quindi all'altro) 
secondo un Sn-, O secondo uiio spazio di dimensione maggiore, vi sarebbe 
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almeno ur, Ss(n-rt~i caratteristico passante per P e situato nello Szn-,. tangente 
(cib che richiederebbe intanto r > 2) e quindi V2,-, sarebbe pseiidocaratteri- 
stica di specie (; n - 1 (n. 6). Nella nostra ipotesi si deve concludere dunque 
che 10 Szn-, tangente a V2,-, ne1 generico P appoggiasi a un Sn-1 ciclico 
secondo un Sn-,-1; epperb un S,, generico uscente da P e tracciato ne1 detto 
Szn-, non incontra affatto gli spazi ciclici e non è pseudocaratteristico. 

Condotte per P n - r ipersuperficie generichu, algebi-oidi, qaeste intersecano 
Gn-, secondo una varietà algebroide W,,, il ciii 8,. tangente in P non é, per 
quanto precede, pseudocaratteristico; inoltre W,, incontra la  il&(,-,) di H pas- 
sante per P secondo una varietà algebroide Zn-,, a punto generico seinplice. 
Lo Sn-, tangente in  P a Zn-, non contiene alcun piano caratteristico tangente, 
perche altrimenti questo starebbe nello S,, tangente a W,, in P e tale S,, sa- 
rebbe pseudocaratteristico. Ne deriva (n. 21) che ogni funzione oloniorfa, di 
n - r variabili complesse, sopra M2(n-,.), 15 costante su M2(,-,, se 10 è su Zn-,.. 

P~emesso tutto cib, si assegni su W,, una costante reale a ed una fun- 
zione olomorfa reale cp, Che, sema esser costante su tutta la W,,, sin costante 
sopra ciascuna delle Zn-, segate su IV,, dalle JT2(,-,., solcanti l'intorno di P. 
Poichè IV,, non è pseudocaratteristica. resta individunta, nell'intorno 2n-di- 
mensionale di W,, entro l'ambiente Y, unn fiinzione oloniorfa f clelle varia- 
bili complesse x , ,  ..., x,,, che riducesi su W,, ad a + i? (ved. il successivo 
n. 24). La f subordina su V2,+ una funzione, che é costante sopra ogni 
,J&(,-,.) perchè è costante sopra ogni Zn-,. Pongasi, nell' ainbiente Z, f = A +- i@; 
ove A, (r> sono le due funzioni n'-arrnoniclie coniugate, che forniscono le parti, 
reale ed imaginaria, di f. La  A subordina su Vzn-, una funzione analitica 
reale, costante su ogni Mg(n-,-). Na sicoome su ogni 1ï2(,2-,.) è A = a, ove a é la 
medesima costante per tütte le M2(n-r,, cosi su tutta la VJ~-,. è A = a .  D'al- 
tronde @ non 6 costante sopra VA,-,, in quant0 riducesi ivi al17assegnata 
funzione non costante y ;  pertanto @ non B costante entro 2 ;  e quindi nep- 
pure A pub esser costante in Y, se nr> ogni funzione m-armonica coniugatn 
ad A, avendo le derivate nulle, sarebbe costante. Si  conclude che V2n-r è di 
livello per la funzione n-armonica non costante A. 

Mutando a, ma non y, non muta cD e la  A s'altera per una costante 
addittiva. Percio le funzioni n-armoniche A costanti su Vg,-, dipendono, a 
meno di costanti addittive, ai nostri fini insignificnnti, dalla sola scelta della cp. 

E siccome si m o l e  che cp sia costante lungo ogni Z,,-,, cosi possono scegliersi 
su W,, r e soltanto r funzioni analitiche reali funeionalmente indipendenti, 
da assumersi ciascuna corne funzione cp : sieno cp,, y,, ... , cp,.. I n  corrispondenza 
a tali scelte della cp si deterininano le funzioni A , ,  A,,  ..., A,.; D l ,  @ 2,..., (3,- 

individuate dalle costanti a, ,  a ,,..., a,. e da y,, cp ,,..., y , . .  Ne1 generico punto 
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P di  V2,-, le A, ,  ... , A,. son funzionalmente indipendenti, perché la matrice 

j acobiana , -.., A,.) è ivi diversa da  zero. Invero, se cos] non fosse, 
qgi, a * .  , y , , ,  Z I ,  . a .  7 s,.) 

in forza delle condizioni di monogeneità sarebbe identicamente iiulla attorno 

a P la matrice @' " che riducesi sopra Wn alla matrice 
q y l  7 -.-, Y>* 7 z,, *-. , a,")' 

a'yi' "' ' "" . Le y,, ... , y,. non sarebbero dunque funzionalmente indi- 
q y l ,  - * -  , y,, , Z I  9 *,., z*,) 
pendenti. 

La  conclusione è che Vin+ è di livello per r funzioni n-armoniche indi- 
pendenti A , ,  ... , A,, ossia che è una varietà planoide, interse~ione di  r iper- 
planoidi di indipendenti. 

23. Passiamo a considerare il caso di una V2,-, algebroide (r < a), che 
sia pseudocaratteristina di specie n - 1 (1 > O), cioé che giaccia in una (ed 
in una sola) Mzc,-.l) caratteristica e contenga inoltre un sistema analitico, 
reale cmv-'" di varietà caratteristiche M2cn-,+ll. 

Vogliamo provare che V2n-.r, in conseguenza di queste proprietà, è inter- 
sezione della Mzc,-l) caratteristica che la contiene e di r -.21 iperplanoidi 
indipendenti fra loro e dalla M~(,_Z). 

Invero, una conveniente trasformazione pseudoconforme Q ,  dell'ambiente 
Z in sè, riduce la  M.++l) caratteristica, che contiene V2*-, ad un S2(n-r) carat- 

- 
teristico. La Vs,-, diviene ivi una V2(n-l)-s (S = r - 21 < n - 1), che non è 

pseudocaratteristica: altrimenti essa apparterrebbe ad una varietà caratteri- 
stica di dimensione 1 2(.n - 1) - 2, alla quale, mediante la trasformazione 
pseudoconforme Q-', corrisponderebbe una varietà caratteristica di  dimen- 
sione < 2(n  - 1) - 2, contenente la data fi,%-,., che sarebbe dunque pseudo- 
caratteristica di specie < n. - 1 - 1, contro i l  supposto. 

- 
Inoltre sulla V2c,-li-, di s+4) son tracciate m5 Mzcn-l-,, caratteristiche. 

Pertanto ad essa pub applicarsi i l  teorema del n. 22 e si conclude che V~(,-Z,-~ 
8, in Szcn-l,, intersezione di s iperplanoidi indipendenti, che posson supporsi 
traccie su  S;2(n-1) di altrettanti iperplanoidi indipendenti di Z. La trasforma- 
zione Q-' muta tali iperplanoidi in altrettanti iperplanoidi, i quali interse- 
Cano la M2(,-4 caratteristica originaria secondo la  data Va,-,. Questi ultimi 
iperplanoidi son indipendenti tra loro e da M2(n-1); cioè gli s iperplanoidi e 
21 ipersuperficie algebroidi reali condotte genericamente per M2(, 1, sono, ne1 
loro complesso, indipendenti. Si posson p. es. assumere come ipersuperficie 
algebroidi reali passanti per *M2 ,-$,, gl' iperplanoidi, a coppie coniugati, tra- 
sformati dei 21 iperpiani a coppie coniugati che definiscono S2(n-l,. Questi 21 
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iperpiani e gli s iperplanoidi che segnano su S2jlc-l) traccie indipendenti, dRnno 
evidentemente un gruppo di s + 21 = r ipersiiperficie indipendenti, che s' in- 

- 
tersecano nella V2(m-t)-s. 

Tenuto presente il teorema del n. 17, si arriva finalmente a caratterizzare 
come segue le varietà intersedoni d' iperplanoidi, cioè le varietà planoidi : 

Condizione necessaria e sufficiente perchè una uarietà algebroide (reale) 
72%-ri di dimensione > n, sia planoide (e quindi interse~ione di r iperplanoidi 
indipendenti), è che sin riempita da u n  sistevna analitico (reale) di varietd 
caratteristiche, aventi la dimensione 2 2(n - r) .  

Precisamente : Se 2(n - r + 1)  (1 2 0) è la rnassiv~ta dimensione delle va- 
rieta caratteristiche di u n  sistevna O O ' - ~ ~  siffatto, tracciato nella V2,-,, questa 
è pseudocaratteristica d i  specie n - 1 (non è pseudocaratteristiccc, per 1 = O) ; e 
gli r iperplanoidi indipendenti che la definiscono possono scegliersi in modo 
che ve ne siano 2 1 (e soltanto 2 1) a copie  coniuyati. 

Ne1 seguito avremo da considerare, oltre alle varietà planoidi le varietà 
tracciate sulle varietà planoidi : le chiameremo pseudoplanoidi. Ogni ta1 va. 
rietà pub ridursi con una trasformazione pseudoconforme ad egser contenuta 
in uno spanio lineare. 

S i  osserverà che zcna varietà generica di dimensione > n non è planoide 
nè pseudoplanoide, come si constata provando, col metodo del n. 18, che una 
corrispondenza biolomorfa tra due varietà di ugual dimensione > n, una delle 
quali giaccia in un iperpiano, non A in generale pseudoconforme. 

CAPITOLO IV. 

Teoremi di esistenza e di unicità. 

Caso in cui la traccia della funzione 
da determinarsi è data sopra una Vt,,-, algebroide di diiiiensione 2 n. 

24. Ne1 caso in esame la  V2,, non é generalmente pseudocaratteristica 
(n. 6) e per r < n in generale non è neppur pseudoplanoide (n. 23). Ora conside- 
reremo appunto 1' ipotesi che V2n-r non sia pseudocaratteristica, non esclu- 
dendo, in un primo tempo, che possa essere pseudoplanoide O, in particolare, 
planoide. 

Si  tratta di vedere a quali eventuali condizioni debba sottoporsi una funzione 
analitica cornplessa del punto di  VA-,., perchè esista una funzione olomorfa 
di x,, ... , x., , che subordini si1 V.Ln+. la data funzione e sin definita ne117 in- 
torno 2n-dimensionale di V2,-, entro 1' ambiente 2 .  
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L'intorno di un punto generico (seinplice) P di V2,-, B rappresentato 
entro 1' ainbiente 2 da r equazioni analitiche reali : 

Cib premesso, applichiamo in  generale il metodo del passaggio da1 reale 
al coinplesso, da me usato fin da1 1931 per risolvere il problema nei casi 
n = 1, 2. Consideriamo cio& lo spazio euclideo Lo su1 quale pub rappresentarsi 
10 spazio 2, quando le variabili y, z si prolunghino ne1 campo complesso 
(n. 8). La trasformazione omografica in s& del10 spazio cosnplesso L : 

(h = 1, ... , n ) ,  

dove le x,, z, son variabili determinate in funzione delle y, z dalla sostitu- 
zione inversa della (13), cangia il sistema (12) ne1 sistema: 

(14) @ l ( ~ , ,  ... , x,, , xll, ... , x,,) = O,  ... , O,.(X,, ... , xl1, x l ,  ..., Z,,) = O, 

rappresentativo di  V2,-, nello spazio Z complesso, ossia della varieth V(0'4,4, 
imagine di V%-, in Lo ('). 

La funzione analitica complessa (') 

data su Van-+., si muta in una funzione @(xi, ..., x,,, Z,,  ... , 2,,) su V'0'4n-2r. 
Proviamo anzitutto che, nelle nostre ipotesi, le (14) son funzionalmente 

indipendenti (ne1 campo analitico) come funzioni di z , ,  ..., X,,. Invero, se una 
delle O, p. es. O,, fosse funzione di O,,  ..., 9 ,.-,, cioh se fosse: 

con 8 funzione analitica degli argomenti x , ,  ..., x,,, 0,, ... , (-1, .-,, la  funzione 
O non potrebbe annullarsi identicamente rispetto alle x , ,  ... , x,, ponendovi 
nulle tutte le 8 ,,..., @,.:,, perchè, in caso diverso, E2 ,-,, come varietà com- 
plessa, sarebbe rappresentabile con meno di  r equazioni, epperb sarebbe rap- 
presentabile con meno di r equazioni nell'originario campo reale, contraria- 
mente all'ipotesi che la  sua dimensione ivi sia proprio 2n - r .  

D' altronde, se O ' non svanisce identicamente per 0 ,  = 0, ... , 0 ,.-, = 0, 
l'ultima delle (14), scritta sotto la  forma 

@(xi ,... , x,, , O,  ..., O)  =O,  

(1) A coordinate di un punto di 2, ,posson ussumersi aia le 2% variabili cornplesse - - 
xi ,.... xn7 xi, ..., x ,~ ,  come le loro 4n componenti reali. 

(?) Cosi chiamiamo f quando zc, w son funnioni reali olomorfe di Y i ,  .a. y,, z , ,  ... , 2,. 
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rappresenta un legame ana,litico effettivo fra le sole variabili x , ,  ..., x,,, cioé 

una J12,-2 caratteristica di 2 ,  contenente Vin-r, che dunque sarebbe pseudo. 
cara tteristica. 

Pertanto, avendo sapposto V2n-r non pseiidoearatteristica, le ( 14) son 
fnnzionalmente indipendenti come funeioni di Z,, ... , ml,  . e, ne1 caiiipo anali. 
tico, si posson risolvere, attorno a l  generico P di V2,+,, rispetto a certe r con- 
venienti delle %,, ..., E,, : sieno %,, ... , m,.. 

Sostituite in Q, queste espressioni di 2 ,  ,..., 2,. ricavate dalle (14), la  f ~ m -  
zione CJ, quando r < n, riducesi ad una funzione analitica del tipo: 

Se r = n invece @ riducesi sene' altro ad una R(x,, ... , x,,) ; onde non 
occorrono ulteriori condizioni affinchb ln funzione ottenuta sia indipendente 
da  tutte le 2. Cosi non è, quando r < n. Perchè F riesca indipendente dalle 
ZP+l, ... , ZII occorre allora che sopra V2,-, sieno soddisfatte le condizioni : 

a~ - a@ amz, - - + r i  : - = O  
32, am, ,=, ax, ax, 

aiet 
in cui le funzioni - son conosciute, in quanto esse posson essere tratte con ax, 
derivazioni dalle (14). 

I l  punto essenziale e più delicato della deduzione sta ne1 provare che è 

sufficiente che le (15) sieno soddisfatte sopra Vzn-,, perche la P risulti indi- 
pendente da %, , ... , s,, nell' ambiente L, e quindi dia liiogo nrll'ambiente Z 
ad una funzione analitica olomorfa in un intorno 2n-dimensionale di V..,.+,., 
riduoentesi su V2+, alla f ivi data. 

Le (15) si riferiscono invero al10 spazio ri considerato come complesso, 
mentre noi .cerchiamo le condizioni cui deve sottoporsi f, cioè @, sulla va- 
rietà reale V2+, (quando dunque le Eh s7interpretano coine variabili complesso- 
coniugate delle xk). Ebbene, se ricordiamo che iina serie di poteme di piii 
variabili è nulla nell'intorno complesso d'lin punto reale P, s'essa è nulla 
nell'intorno reale del10 stesso punto (i), concludiamo che, anche ne1 campo 
reale, 'le (15) dànno le condieioni necessarie e sufficienti cni deve soddisfare 
la funzione delle variabili complesso-coniugate x , ,  ..., x,, m i ,  ..., z,,, data 
sulla varietà reale V2,+,, perche essa sia ivi traccia d71ina funzione olomorfa 
esistente in tutto l'intornû 2n-dimensionale di P. 

(') Ved. il n. 21 O il n. 1 (pag. 798) della mia Nota, Risoluzione generale del pl-oblema tli 
Dirichlet per le fuwioni biannoniche ( e  Rendiconti della R. Accademia Razionale dei Lincei . , 
giugno 1931). 
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Se nelle (15) si ritorna dalle variabili x, Z alle variabili y, a, in luogo 
delle derivate prime della funzione @ intervengon le derivate prime della 

fiinzioiie f e in luogo delle derivate prime delle O che entrano nelle espres- ( 
intervengono le derivate prime delle 0. Se poi ne1 sistema cosi 

trasformato si separa la parte reale dall'imaginaria, s i  ricavano 2 ( n  - r)  
eywasioni d i ferenzial i  d i  Io ordine,  che chianzeremo le equaaioni A, alle quali 
debbon soddisfare su V2,+ le coinponenti reali u, u di f. 

Si osserverà chr la fiiiizione F(x, , ... , z,,) resa indipendente dalle x, dopo 
averla costruita a partire dalla sua traccia f = u + i v  (con u, v soddisfacenti 
alle A), & mica.  Invero, se vi fossero due distinte fiinzioni F(x, , ..., x,), 
G ( x ,  , ... , x,) aventi la stessa traccia f su V2,+., la &,.4 caratteristica F -  G = O 
passcrebbe per VB,-?, che sarebbe dunque pseudocaratteristica. 

Si perviene cosi al seguente teorema di esistenza e di unicità. 
1. Ln co~zdiaione ~mcessar ia  e sztfficiente perchè u n a  fuizzione f = u i- i v ,  

ove u, v son  funziotzi olornorfe reali  del p u n t o  (sewzplice) d i  ztua v a r i e f à  alge- 
Oroide reale V2,-,. (v < n), +ton pseudocaratteri~tiCn, s i n  traccia i v i  d i  una 
funyioue mia l i f i ca  P delle 11 variabil i  cowplesse x, , ... , x,, olowzorfa in un 
intorno Zn-dimensioolzrtle d i  V2,-,, è che u, v soddisfncciano sopra Vz,_, a l  
sisfe~rza differenxiale del Io ordin? A. Ad ogni  soluxione u, v d i  questo sistema 
corrisyonde uno solo f u m i o n e  F. 

S e  r = n, e l a  V ,  1zo.î2 è pse7cdocaratteristiccc, n o n  s i  richiede ulcu,na cow 
disione (qzca?ztitativa) per 7e u, v ;  e la coppia u, v individzta anche i+z ta1 
caso l a  funzione P ('). 

25. Le equaaioni (15) O il sisteiiia A esprimono in ultiina analisi che iinn 
farizione f = 1~ + i v  de1 punto di Vzn-, si riduce siilla varietà ad una fun- 

(') P e r  n = 2 il teorema trovasi stabilito, seguendo ln stesso concetto della diinostrazione 
sopra esposta, nella mia Nota lincea citata, RisoZuzione genevale del probleîvia d i  Dirichlet, ecc. 
Per le V,, di Z (caso in  cui a. = 1 ~ )  ed in particolare diinque per  le superficie d i  S,; i l  teorema 
fu  consegiiito (per r i a  molto diversa da  quella da  noi battuta) da LEVI-CIVITA (« Rendiconti 
della R. Accademia Razionale dei  Tiiiicei x ,  t. XIV. Z0 seni. 1905, pag. 49.2). L a  caratterizza- 
zione in qiiesto caso delle varietà eccezionali rispetto al teorema d i  esistenza e di unicità, 
clic LEVI-CJVITA si era limitato ad  indicare per meazo di una relazione forrnale, fu geomc- 
tricainente espressa da WIILTINGER riella AIernoria, %r foa.ma!hz Theorie der Funktionem volz 
+neha. cotnplexen Verii~zde~liclzen ( e  Matli. Annalen h, Bd. 97; 1926, pag. 373). Le varieth eccc- 
zioriali restano appunto, ne1 caso Y = + * ,  determinate con WIRTINGER, corne ne1 nostro teo- 
renia g ~ n e r a l e ,  da1 fatto di appartenere a M2,2-4 caratteristiche. I l  teorema generale e I n  sua 
diinostrazione, qiiali abbiamo dato ne1 testo, fiirono esposti per l a  prima volta nelln nlia citnta 
canfcrcnzn a11'Istitiito Poincaré e riprodotti d i  poi nella tesi di PLANAS. 
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I 
zione di n variabili coinplesse. Per conseguenm, se si  parte da una rappre- 
sentazione (analitica, reele) dell'intorno di un punto (semplice) P di VA,-,. 
mediante i parametri t , ,  t , ,  ..., t2,-,, le equazioni (15) si dovranno certamente 
potere scrivere sotto la forma, compatta equivalente 

esprimente che la  matrice funzionale delle n + 1 
parametri t ,  , t,, ... , ta,-, ha  la caratteristica < n. 

funzioni f, x ,  , ..., x,, dri 

I l  metodo del passaggio da1 reale a1 cornplesso dk alle (161 un significato 
più profondo, giacchè esso conduce alla conclusione che le (lô), le quali 
risiiltano ovviainente condizioni necessarie per 1' esfstenza d7 iina fonzione 
olomorfa dell'intorno 2%-dimensionale di P, riducentesi ad f sopra TL2,,-,, 
sono altresl sufficienti. E cos1 la  questione viene spostata dall'nmbiente a 2% 
dimensioni Z: all' ambiente a 2rz - r dimensioni K2,$.-, . 

Si pub affermare a priori, cioé senza alcun calcolo, che le (15) coincidono 
colle equaaioni scritte da WIRTINGER per deterininare una funzione di piii 
variabili cornplesse sopra una data varieth ( ' ) :  problema, che generalizza quel10 
di BELTRAMI per le funzioni di nna varinbile complessa sopra una superficie. 

Ricordo che WIRFINGER definisce le funzioni di n variabili coinplesse 
sopra una V2+,. (r < n), considerando su questa un sistema completo di n - r 
equazioni lineari alle derivate parziali del 10 ordiiie, non avente integrali 
reali (diversi dalle costanti). Qursto sistema d k  su E2,-, un insit~me di fun- 
zioni tali che og-nnna pub esser espressa come fiinzione analitica di n con- 
venienti funzioni dell'insieine stesso. Prese qi ie~te  ultime come variehili 
indipendenti, si costruisce cosi sopra V2,-, In, totalitA richiesta delle funnioni 
analitiche di 1 . ~  variabili complesse. 

26. Ritorninino al nostro problema. È concettuelmente facile (nonostante 
i calcoli e£fettivi sieno tutt'altro che brevi) di ottenere un sistema differen- 
ziale caratterizzante iina sola delle comgonenti reali di iina f, traccia di una 
delle funzioni F, di cui a l  teor. 1. Basta esprimere la comdiaione d'integrahilittt 
del sisterna A rispetto ad una, v, delle funzioni u, v. Si perviene in ta1 guisn 
ad un sistema diflerensiale B in u (di ordine , 1) ('1. 

(') WIRTINGER, ZUT foT)nalen Theorie, ecc. (citata). 
(') Per n=9  la deduaione è sviluppata con maggioie clottiiglio nella mia Mernoria, 

Contributi alla teoricc delle fumioni biamaowiche ( K  BIeniorie della R. Acc. d'Italia B, 1931), 
n. 10 e segg. e nella citata Nota lincea, Risoluzio~~e geglernle del problema di Dirichlet, ecc.. 
Se la varieth a tre dimensioni (12=2, r=1)  non è un iperplarioide, il  sistema B consta di  
due equazioni a derivate parziali del R0 ordine. 
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Deterininato un integrale u di questo sistema (olomorfo e non costante 
nell'intorno clel generico punto P di VA,-,.), se &,-, non è pseudoplanoide, 
rirnane associata ad u una ecl nna sola funzione n-armonica U dell'ambiente, 

oloinorfa attorno a P e riducentesi- ad u sopra VA,-,. 
Invero, se esistessero due distinte funzioni n-arinoniche subordinanti la 

stessa traccia u, la  loro differenza sarebbe un'effettiva funzione n-armonica 
annullantesi sopra V.,-,, ; epperb la varieth da ta giacerebbe sopra un iperpla- 
noide (alineno) e sarebbe dunque pseudoplanoide. 

La funzione 12-armonica U, individuata dalla sua traccia u su  V2,-,, 
determina alla sua volta, a meno di una costante addittiva, la funzione n-ar- 
inonica associata V, che viene espressa da :  

ove Po b un pnnto fissato ad ai-bitrio nell'intorno di P e Q B un punto varia- 
bile ne110 stesso intorno. 

E cos1 la  conoscenza di lin integrale non costante u del sistema B vin- 
colante le funzioni sopra K.,, ,,, conduce a costruire la funzione analitica 
3'- U + iV, definita n~ll 'ambiente Y,  n meno di una costante addittiva, e la 
cui parte reale U dii corne traccia u. su %,%-,,. 

I n  conclusione si ottiene il seguente teorenia di esistenza e di  unicith 
per le funziqni 1%-armoniche : 

II. Co?zdizione necessaria e sufficiente perchè una funzione olomorfa 
reale zt, d ~ l  punto di una variefà algebroide rpale lizl2-,. (Y < n),  no% pseudo- 
planoide, sia trcrccia iv i  di una funzionc! n-amzonica U, oiomo~fn i n  u n  intorno 
%a-dimensionale di V2'2,-,,, è clze u soddisfaccia sopra V2,+, a l  sistema diffe- 
revwhle B. L a  U è univocautede determinata d a  u. 

Abbiamo escluso che sia, r =n ,  perchè iltrimenti &,-, sarebbe stata 
necessariamente pseudoplanoide, anzi planoide. 

Ne1 caso r = n u n a  qznuluque funzione olonzorfa reale u del punto di V,, 
è ivi tracçia. d'infilzite furzzioni n-arazoniclze come U, se V,, non è pseudo. 
caratteristica (n. 25). Se V,, B pseudocaratteristica vale il successive teor. IV. 

Kon abbiamo poi enunciato esplicitamente l'ipotesi che Van-,. non sin 
psoudocaratteristica, perchè se per VA,-, passasse una varieth caratteristica, 
che 13 anche planoide, la T5,.-,. sarebbe pseudoplanoide. 

OSSER~AZIONE. - Per  r = 1 ed 9 2 2  2 il teorema classico di  H A R T O ~ S  per- 
mette di trasformare i precedenti teoreini cc in piccolo » in teoremi cc in grande ., 
conie trovasi spiegato' diffusaniente, per 72=  2, nella mia Nota lincea più 
volte citata sulla risoluzione del problema di DIRICHLET per le  funzioni 
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biarmoniche. Tenuto conto ohe un'ipersuperfice chiusa, analitica, reale, del10 
spazio 2, non pub mai essere un iperplanoide ( ')  si conclude che le fuwzioni 
n-annoniche olomorfe in uvza 2n-cella avente per conforno uwa varietia analiticcc, 
reale, chiusa, sono igzdividuate ognuna dalla rispcttiva tt&cia su1 cowtorno, la 
qzcale è soggetta soltanto a soddisfare ivi al sistema differensialc B. 

27. Esaminiamo finalinente i casi esclusi in cui ILJn-,. ( r  s n) B pseudo- 
planoide O, più particolarmente, pseudocaratteristicn. 

Se V2,-, è pseudoplanoide, senza essere pseudocarntteristiccc, il feol-. I vcde 
irnwzutato. 

Se é pseudocaratteristica di specie n - 1 (1  > O), una conveniente trasfor- 
mazione pseudoconforme ridiice E.,-,. ad iina varieth non pseudocaratteristica 
entro un Sz(,-ll carntteristico di 2 :  sicché si passa da un probleina in t z  

variabili complesse ad un problem~ in 9 % -  1 variabili complesse. E nello 
Sacn-l, il problema si risolve applicando il teor. 1, che è valevole, appnnto 
perche la V2, ,. trasformata non & più, ivi, peeudocaratteristicn. 

Il sistema differenziale A, che bisogna considerare in ta1 caso su &-,., 
deriva dalla scissione del reale da1 complesso nolla relazione analop '  alla (161, 
espriinente che f riducesse su Va,-, ad una funzione di qz - 1 varialiili com- 
plesse. Poiche q u e ~ t o  carattere della funzione f perniane con una trasforma- 
zione pseudoconforme, che riconduca alla Vz,-,. iriiaiale, cosi (teniito anche 
conto del caso ovvio in oui VinAr è addirittura caratteristica) concludesi col 
seguente teorema di enistenza e di iinicità: 

I I I .  S i s  V.,-,. ( r  < t z )  una vavietit algebroide pseudocaratterkticcc di 
specie n - 1 ( 1  ) 0). C'ondizione necessuria e sufficiente perchè unu funzione 
olomorfa f = u. + ic del p u d o  (se~lzplice) di fi,-,. sia ivi traccia di ana e di 
una sola fwzzione olomorfa P di 11, - 1 va~iabili cowplesse, esistenfe in u n  

intorno di nella vnrietà caratteristica N2(,.4,, ben deters~timta, che la 
contiene, è c7ce u, ' ~ 1  ~oddisfc~ccia~zo sopra  VA^^,. al s i s t ~ ~ n a  differenaiale AI-deri- 
vante (per separaaione del renle dal172.rrzagi~zario) da quel10 c7ze caratterizsa 
xoprn V2,+. le fuwAoni di rz - 1 variubili cow~plesse. La funzione 1P è ulla 
sqa volta traccia su M2(,-1, di iufinite funxioszi di 9% variabili coszplesse, olo- 
wzorfe i n  um' iiztorno 212-dimei.zsio.rzale di N~,,,-E, . 

Se r = 21, cos1 che Vjn+ 6 addirittura caratteristica (e si riduce alla 
M2(,-ll), il sisteina Al é il corrispondente, inediante la trasformazione pseudo- 
conforme che muta un S2(n-l, in &%-,, di quel10 che, sopra z , ,  espriine 
le condizioni di  inonogeneith. 
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L'ultima affermazione dell'enunciato deriva senza altro da cib: che una 
fnnzione di tz-1 variabili complesse sopra un S~[,.-Z) caratteristico di 2, & traccia 
di infinite funzioni di n variabili coriîplesse dell'ambiente 2%-dimensionale. 

Si  osserverk inoltre che il sistema Al non pub mai mancare, perchè, 
nelle nostre ipotesi, V2,-, ha sempre dimensione > n - 1. 

Nei riguardi del teor. II, è meno agevole di vedere com'esso debba tra- 
sforinarsi quando la &,-, sin pseudoplanoide, senaa esser addirittura planoide. 
La difficolth 8 legata alla circostanm che, mentre le varieth pseudocaratteri- 
stiche son definite da sistemi differenziali di 10 ordine, le variet& pseudopla- 
noidi son definite da sistemi differenziali di S0 ordine (n. 13). 

Bisogna in primo luogo risolvere la questione per le varietà planoidi; 
ma, per quanto il problema non sia cosi esaurito, noi qui ci limiteremo a 
considerwlo per queste sole varietà. 

Sin dunque V2,,-, una varietà planoide (r < n), epperd (n. 23) luogo di 
m ~ - 2 1  ( 1  2 0) JI2(,-, ,z, varietà caratteristiche. Una funzione olomorfa f, di  n 

variabili complesse, su Vz,-,, dit corne traccia sopra ogni M~(,-,.+z) una fun- 
zione di n - r + 1 variabili complesse, e la parte reale di f fornisce su ogni 
M2(n-,.+ll una funzione (n - r i- 1)-armonica. L'estensione di un ragionamento 
da me esposto altrove'nel caso degl'iperplanoidi di 8, ( l ) ,  permette di  ricono- 
scere senza difficoltà che una fnnzione olomorfa u del punto di V2,+,, la  
quale subordini su ogni M2,+,., l ,  una funzione (n  - r i 1)-armonica, é traccia 
di una (anai di infinite) funzioni n-armoniche olomorfe in un intorno 2n-di- 
mensionale di Kn-, . Pertanto sussiste il seguente teorema di esistenea : 

IV. Condinione necessaria e sufficiente perc72.è una  funaione reale olo- 
~norfa u del punto di  una VS,-~ planoicle (r t n), luoyo d i  CCJ''-~~ (1 > 0) 
Jif2,,-,~z, caratteristiche, s ia  iv i  traccia di  uma funaione n-cl.nnonica, olomorfa 
i n  u n  idorno 2n-di?nensionnle di  V2,-,, è clze u sia (n - r + 1)-nnîzonica 
SOpra 0glzi 1C4!2(n-y+l). 

Ogni viffatta u è traccia di infinite funzioni n-armoniclze, le pzcali dipen- 
domo dalla scetta di  una  arbitraria funzione reale olo~norfa di  r - 21 varin- 
bili reali. 

CLSO in cui la traccia della funzione da detorininarsi P data 
sopra una Vh algebroide di dimensione < ï r .  

88. La Vh di cui vogliamo occnparci, avendo la dimensione h < n - 1, è 

sempre planoide (n. 19), anzi pseudocaratteristic (n. 4) di specie h, se trattasi 
di una varieth generica o di specie minore, se ln  vnrietà, è particolare. 

(4 )  Ved. la mia Memoiia citata, Cotztributi, ecc .  ; il. 
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Dicasi dunque k < h la specie di Vh, sicch8 iina conveniente trasforma- 
zione pseudoconforme riduce Vh ad esser contenuta cli un SZk caratteristico; 
ed ivi Vh non è più pseudocaratteristica. Trasformata cosi la Vh, si riconosce 
senz'altro, in base al teorema 1, che, se k = h, non si richiede alcuna con- 
dizione per le componenti reali u,  v di una funnione olomorfa f = u 1 iv del 
punto di Vh, perchè f sia traccia su Vh di u n a  funzione olornorfa P di k 
variabili ccmplesse esistente in un intorno di Vh in SZk; e che invece, se 
k < h, occorre che u, v soddisfacciano su Vh ad un sisfer~za differenzinle del 

I o  ordine 2, derivante per separanione del reale da1 complesso, da quello che 
caratterizza sopra Vh le funzioni di k variabili cornplesse. 

Si conclude insomma col teorema : 
V. Sia Vh una varietà algebroide di di~zensione h < n (necessariamente 

planoide, anzi pseudocaratteristica di specie k <  h). S e  Vh è yenerica ed è 
percib k == h, non si richiede alcuna condizione (quantitativa) per u, v, affinc7aè 
una funzione olomorfa f = u + iv del punto di Vh sia ivi traccia di una 
funzione olomorfa F, di k varinbili cowzplesse, esistente in u n  iîztorno di Vh 
sulla varietà caratteristica ben individzmta N2h., che com?iene Vh . 

Se invece Vh, essendo particolare, ha la specie k < h, condizione necessaria 
e sufficiente perc7tè esista la F di cui sopra, è che u, v soddisfacciano sopra Vh 
ai sistema differenziale di  Io  ordine A. 

In ogni cmo F è traccia su Mdk d i  infinite funzioni di n variabili cont- 
plesse, oloînmfe i n  un intorno 2n-dimensionale di &k. 

Per conseguire, nei casi che stiamo esaminando, il teorema di esistenza 
delle funzioni poliarmoniche, occorre ridurre anzitutto, per mezzo di una tra- 
sformazione pseudoconforme, l a  varietà Vh, clie b planoide, ad un Sh giacente 
in  un S2k caratteristico (k < h). 

Questo Sh, se k < h, contiene w2k-h s2(h-k) caratteristici ed tt addirittura 
caratteristico per h = 2k. Quando h = k, S h  non contiene invece alcuno spanio 
caratteristico, perchè, ove ne contenesse, sarebbe di specie minore di k. 

Ora, se k < h < 2k, la questione viene senz' altro risoluta dall' applica- 
zione del teorema. IV. E si badi che in ta1 cas0 le sole M2(h-k) caratteristi- 
che appartenenti alla VI& originaria, sono le corrispondenti clegli Sz(h-k) carat- 
tesistici, situati nello Sh trasformato. Invero, una &!.2(h_h) caratteristica trac- 
ciata in Sh, dovendo avere tuttiti  suoi S+-k) tangenti paralleli fra loro (cioh 
uscenti da un medesimo S2(h-k)-l ail'infinito), non pub che esser costituita da 
un insieme di Sqh-le) caratteristici. 

Se k < 72 e 2k = h, cosicchè vh coincide addirittura con una Alik caratte- 
ristica, trasformando qiiostn, con unn trasformazione pseudoconforine, in un S 2 k ,  

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



ed i teorensi cli esistenzcc e d i  unicitic ad esse relativi 261 

si riconosce ( ' )  che una funaione reale olomorfa u del punto di  Szk 13 k-armo- 
nica, nell'intorno di  un punto d i  S2:Lk, allora e solo allora che B armonica su 
tutti kli ~ ~ ( ~ - 1 )  piani caratteristici solcanti il campo di olomorfismo. 

Se infine h -- k non si richiede per u alcuna condiaione quantitativa 
(ved. teor. 1), perche Vh è affatto generica entro la  M2k che la contiene, es- 
sendo di specie h e non minore. 

Si perviene concludendo al teorema : 
VI.  Sia Vk una varietà algebroide di dimensione h < n, pseudocaratte- 

ristica di specie TE < h. Se k < h < 2k, condizione necessaria e sufficiente 
perchè una  funsione reale olomorfa de2 punto di Vh sia ivi traccia di una 
funzione U, k-armonica, olotnorfa i n  u n  intorno di Vh entro la M2k caratteri- 
stica, càe contiene Vk, è che u sia (h - k)-awnonica sopra ogni 3 1 ~ ( h - ~ )  carat- 
teristica contenuta in Vh. Vi  sono infinite funsioni U siffatte. Se k < h e 
2k = h, occorre e  basta che u sia arunoniûa sopra le superficie caratteristiche 
di u n  sistetna anulitico reale w3@-l), che riewpie in ta1 caso Vh; e la U è 

allora unica. Se infine h - k,  non si richiede per u alcuna condizione quan- 
titativa. 

I n  ~ g n i  caso ogni U è subordinata su M2k da infinite funsioni n-anno- 
niche, olomorfe in. u n  intorno 2n-dinzensionale di 

( l )  Con facile estensione del ragionamento esposto, per k = 2, ne1 n. 7 della mia citata 
Memoria, Contributi, ecc.. 

dnnali d i  Matematica, Serie 1V. Tomo XVI. 
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a a f  Probleim der Statik. 

Von L. HOLZER und E. MELAN (in Wien). 

Die tibliche Theorie statisch unbestimmter Systeme setzt die unbeschrankte 
Gültiglieit des Hook' schen Gesetzes voraus. Die ErfahrungS:lehrt aber, dass der 
Zusammenhang zwischen Spannungen und Dehnungen bei einem einachsigen 
System in allerdings noch immer idealisierter, aber bedeutend zutreffenderer 
Weise durch das in Abb. 1 dargestellte Diagram gegeben ist. Unter Zugrun- 
delegung dieses funktionellen Zusammenhanges wnrde von dem zweitgenannten 
der Verfasser eine Tlieorie statisch unbestimmter Fachwerke entwickelt. Fur  
die Praxis ist aber die Untersucliung von Systeinen, die aus biegungssteifen 
Staben bestehen, vie1 wichtiger als jene von Fachwerken. I n  der Tat haben 
einige Lander mie 5. B. Oesterreich 
und Deutschland in den einschlagigen 
Bestiinmungen die Berechnung solcher _--- 
Systeme im Hochbau unter Annah~ne 
plastisch - elastischen Verhaltens des 
Materiales voraunehmen gestattet. Es 
mag aber nicht unerwiihnt bleiben, dass 
es an einer exakten Begründung der 
Theorie fur biegungssteife Systeme, die 
in eiizigen Punkten von jener der Fach- 
werke abweicht, bisher gefehlt hat. 

Wir Bbertragen wie üblich den in 
Abb. 1 dargestellten Zusammenhang 
zwischen Dehnung und Spannung für 

Abb. 1 
den einachsigen Spannunszustand auch 
aiif den Zusammenhang zwischen der Aenderung k des Winkels aweier be- 
nachbnrter Querschuitte des gebogenen Etabes und dem Biegungsrnoment u. 
Wir konnen also in Abb. 1 an Stelle von s und 5 ... k und u setzen, und 
erhalten demnach fü r  einen Pnnkt x der Stabachse, in welchein ~ ( x )  innerhnlb 
des Intervalls 

Z,(x) + c(x)s(x) < u(x) < l , (x)  + c(x)s(x) 
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mit l,(x) < l , (x)  liegt, die Beziehnng 

k(x)  = pu(x) + ~ ( x ) ,  

wobei 1, ,  1-, p und c Grossen sind, welche von der Formgebung des betref- 
fenden Querschnittes und den Materialkonstanten, niclit aber von der Relastung 
abhangen. Die Aenderung des NTinkels aweier benachbarter Querschnitte, im 
folgenden kurz als Biegung bezeichnet, besteht demnach aus zwei Teilen : 
einem elastischen Anteil, welcher dem biegenden Moment proportional ist, yu, 
und einem bleibenden Teil a. c und p sind stets positive Grossen. 

Betrachten wir nun saintliche Grossen u, n als Funktion nicht nur von x, 
sondern auch von einem Parameter, etwa der Zeit t, sclireiben also genauer 
U(X, t), s(x, t) ,  so gilt für hinreichend kleine h 

l,(x) + c(x)z(x, t + h) < u(x, t -4 h) < 1,(x) + c(z)a(s, t -1- h), 

k(x, t + h) = yu(x, t .+ h) + Z(X, t I 7 ~ )  

Ja 
mit der Bedingung z(x, t -t h) = z(x, t ) ,  d. h. - = O. Bemerkt sei, dnss unter a t  
den partiellen Ableitungen nach t inimer die vorwarts genommenen partiellen 
Differentialquotienteu au verstehen sind. Die'bleibendr Winkelanderiing bleibt 

au 
demnach in diesem Palle, mabh%ngig ob - 3 0  ist, unveriindert. at 

Erreicht aber u eine der beiden Grenzen des Intervalls, ist also entmeder 
1, (x) t c(x)x(x, t )  = u(x, t) oder N(X, t) = E , ( x )  + C(X)Z(X, t), so gilt, wenn an der 

au 
untern Grenze - > O  oder an der obern a t 

au 
1st jedoch a n  der nntern Grenze - < O 

St 

au a~ 
Grenze - < O ist, wiederum = 0. 

at a t 
au 

oder an  der obern - > O, so wird 
Ci t 

Nun sei angenominen, dass die Biegitngsinomente in einem statisch un- 
bestimmten Systeme bei einer gegeberien ausseren Belastung durch g(x, t )  
gegeben seien, wenn nach der iiblichen Theorie die unbeschrankte Giiltigkeit 
des Hook' schen Gesetzes vorausgesetzt wird. Unter Annahrne des oben beschrie- 
benen Zusaminenhanges zwischen Biegung und biegendem Moinent mogen bei 
derselben aussern Belastung die Xomente u(r, t )  auftreten. Liegen dann iin 
Augenblicke bereits bleibende Biegnngen a ( r ,  t) vor, so gilt 

i l )  /a(., SkiE .  t,dE + uQ, 1, = dx, (1 
a 
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fiir jeclen Punlct der Stabachse. a ( x ,  [) stellt sonach das Biegungsmoment an 
der Stelle x vor, wenn lediglich an der Stelle 5 die bleibende Biegung 1 aufge- 
treten ist. Wir bemrrken, dass sich unschwer beweisen liisst, dass 

I o )  der Kern aLç, 6 )  syminetrisch ist, d. h. a ( x ,  5) = a([, x) ist. 
2") der Kerii positiv semidefinit ist, demnach fiir jede integrierbare 

Fuiiktion f ( x )  

& iX ,  o f i ~ l f g p ~  2 O 
1 1 

gilt. 
Wir setaen ferner noch voraus, dass y(x, t )  eine fiir cczxLp und jedes t 

definierte Funktion ist, die vorlaufig nur der Bedingung au genügen braucht, 
dass sie für jedes x und t nach t einseitig differenzierbar ist. Dieselben Eigen- 
schaften postulieren wir hinsichtlich der Differenzierbarkeit von z(x, t)  und u(x, t ) .  

Unter - sind iiomer die vornarts genommenen Differentialquotienten 
a t '  a t 7  at 

von y, z, u nach t zu verstelien. Von z postulieren wir noch, dass cliese einsei- 
tige Differentiation nach t in x gleichm%ssig erfolgt. 

Wir wollen sagen, dass u(x, t) bei festgelidtenem x in Zeitintervallen, 

au a~ au 
TVO - = O ist, zur Klasse A,  in jenen mit c (x )  - = - sur Klasse B a t at at 
gehort. 

Es ist natiirlich niclit moglich, die tatsachlich auftretenden Biegungsmo- 
mente ula, t) in einem bestiminten Augenblick zu bestiininen, wenn nitr der 
Wert 3(x, 1) im Angenblick t und nicht der ganze Verlauf der y (x ,  t )  b' IS zu 
dem betreffenden Angenblick bekannt ist. Nimmt man unbeschrankte Giltigkeit 
des Hook' schen Gesetzes an, so ist diese Vorgeschichte irrelevant. ~ n t s p e c h e n d  
der Willkiirlichkeit, mit der in.der Praxis verschiedene mügliche Belastungen 
auf einander folgen, l&st sich aber im allgemeinen iiber die Funktion y (x ,  t) 
nichts aussagen. Es erscheint daher nachfolgender Satz, dessen exakter Beweis 
das Hauptziel der vorliegenden Arbeit bildet, von besonderer Bedeutung fiir 
die Dimensionierung statisch unbestiininter Systeme, deren Material die oben 
forniulierten Eigenschaften besitzt. Wir sprechen diesen Satz wie folgt aus:  
B e i  e inem System,  desselz ilfaterial d e n  in Abb. 1 dargestellten Zusammenhang  
awischen Biegung u n d  Biegu~tgsmonzent beeitzt, werden  sich n a c h  e iner  hinrei-  
cltend grossen Anzah l  won Belastu?zgsb+zderu~?y.en schliesslich solche bleibende 
Bicgungen einsfellen,  d ie  siclz bai weiteren Belastungswechseln nicht nbehr i lndern 
werden, soferue n.ur die F u d d i o n  fiir jedes x, t stets zwischen del& Grenzen 
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eingeschlossen ist und 

)PL,(%) - 9)2,(x) 2 le(%) - Z,(x) 

gilt. Es werden also nacli einer hinreichend grossen Zahl von Wechseln der  
Belastung, demnach nach Ablauf einer hinreichenden Zeit nur melir rein ela- 
stische Formanderungen auftreten. Die schliesslich eingetretenen bleibenden 
Biegungen liegen dabei nnter einer endlichen Schranke. 

Das vorerwiihnte Problem der technischen Mechanik führt somit auf die 
lineare Integralgleichung erster Art (1) mit syminetrischem positiv semide- 
finiten Kern. Hiebei ist u(x, E) an die Bedingiing gebunden 

(21 1 ,  (a) + c(x)dx, t )  s ~ ( x ,  t )  5 l , (x)  + c(x)z(x, t )  

mit gegebenen stetigen Fanktionen l ,(x),  l,(x), c(x;), wo l , (x)  <= 12(z) und c(x) > O 
im ganzen Grundintervall [a,  P] gilt. 

Wir erwahnten schon: 8 soll nach t einseitig differenzierbar sein iind 
zwar gleichmassig in a, d. h. es soll 

(h  > 0) mit folgendem Geseta für p(h ,  t, x) gelten : Bei vorgegebenem E > O 
Bann 1 p(72, t ,  x) 1 < E durch h < 6(t7 E) erreicht werden, wo 6 von x nicht abhiingt. 

Ersetzt man in (1) das Argument t in y, a, u durch t + h, subtraliiert 

man (1) und setzt man 
yjx, t + 72) - y(%, t )  = A ~ ( L ,  t ) ,  

Postulieren wir ausser den bereits erwahnten Bedingiingen noch die Ste- 
tigkeit von z(x, t )  nach beiden Veranderlichen zugleich, daim konnen wir 
behaupten :. die Gleichung (3) hat nur eine Losiing. 

Dies scheint sehr auffallend, da ~ w e i  unbekannte Funktionen Az(x, t )  
und Au(x, t) auftreten. 

Wir zeigen, dass bei Annahme zweier Funktionensysteme 

(4) Az = A'z, Au = A'u ; Az = AUz, Au = AVu, 
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sich A's = Alta ergibt. Daraus folgt dann 

Einsetsung der beiden Systeme (4) in (3) und Subtraktion gibt : 

Division von (5)  durch h und Grenzübergang h - + O gibt, wenn analog 
\vie friiher : 

aut. aut1 
gesetat mird, iihnlich -, -- definiert werden: 

at at 

2 

Mit den Abktirzungen 

Die einseitige Differentiation nach dem Parameter t unter dem Integral- 
zeichen rechtfertigt sich nach der obigen Annahme über gleichm%ssige einsei- 
tige Differentiation. 

Nultiplikation von (64  mit c(x, t) und Integration tiher [cc@] gibt: 

oder in sofort verstandlicher Schreibung 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



Beweis : a(x, E )  ist positiv semidefinit. 
20) L(x, t )  =/= O konnte nur in xwei Pallen eintreten: 
a )  wenn A1u(x, t )  und A"u(x, t) beide ziir Klasse B gehorten. Dann ware 

L(x, tJx(x, t )  = c(x)L2(x, t )  > 0 
wegen c(x) > O. 

p) Wenn 5. B. A'u zur Klasse A, aber A% 5ur Klasse B gehorte. Dann 
ware 

a3! au1' antt au1 aztt aut 
- = O, sgn. -- = sgn. - = - sgn. - 

at at sgn. LX = - sgn. at - at = 4- 1. 
at ai 

Es bleibt 

(9) w, t) X(X, t )  1 0 ,  
somit - 
(94  YZO. 

Aus (9a), (8) und (da)  folgt sofort : 

r .= I" = O. 

Aus I" = O, wo der Integrand nach (9) nicht negativ ist, darf nicht ohne 
weiters geschlossen werden: Six, t)x(x, t) =O, da diese Funktion im allgemeinen 
unstetig ist. 

Ermagen wir die Sache z. B., wenn für x = x,  die Funktion ul(x, t )  die 
obere Grenze erreicht und gleichzeitig u' von der Klasse B ist. Dann ist 

Sei für ein h > O 
Atz(x,, t )  = hy + hp, , 

wo p ,  der vorhin gegebenen Bedingung fiir p gentlgt, also fiir hinreichend 
kleines h 

(104 Afz(x,, t )  > h g 
ist. 

Weiter gilt fiir hinreichend Heine 12. und jedes x mit a L x <  p wegen 
der gleichmgssigen einseitigen Differenzierbarkeit von z nach t  in x, da 
w1 
- > O auf Grund unserer Voraussetzungen ist : at = 

Wir nehmen h von vornherein so klein an, dass sowohl (10a) alr; auch (lob) 
erfüllt ist, halten aber dieses h fest. 
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Die Ungleichung (1Oa) mit x statt x i  gilt dann wegen der Stetigkeit von s, 

in einem ganzpii Intervall cc, < x 5 /3, mit cc, < P, und a ,  5 x, 2 P!. 
I n  dein Intervalle [ a , ,  S , ]  gilt also bei dem nunmehr festgehaltenen h > 0 :  

oder 

In den auderen Fallen ist die Rechnung gana ahnlich. 
32' 

Wir konnen sagen: tritt - + O  ftir x - x ,  ein, so gilt dies bei festge- 
at . 

hxltenem t fiir ein ganaes Intervall [cc,, p,] von x mit x, als Element u. zw. so, 
aat 

dass - in [a,, P,] nach unten beschrankt ist. a t 
Daraus folgt sofort : gibt es aberhaupt Werte x mit L(x, t )  $. O, dann auoh 

mindestens ein Intervall a' 2 x 5.3' mit 

Nun führen wir den Beweis zu Ende, indem wir zeigen : da 1" = 0 ist, 
so ist ((x, t )  = 0. 

Wir führen die Grosse I', die untere Grenze von c(x) in [a, P] ein. Es 
ist I' , O, da C(X) im Gesamtintervall positiv und stetig ist. Im Teilinter- 
valle [a'P'] bleibt : 

qx, ~)x(z, t )  = C ( X ) C ~ X ,  t )  2 qr > o. 
Sofort folgt : 

II' 2 qx,  ~)x(x, t p x  2 ~ q p l -  > O /' a' 

im Widerspruch zu (10). 
Es folgt 

azl azll --- 
at - at ' 

also wegen 
h. 

und der analogen Formel fur A"z(x, t )  : 

(11) A's = A"s, 
was 5u beweisen war. 

Annali d i  ~Uatematiea. Serie IT7. 'Porno XVI. 
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II. 

Bleibt die Funktion y(x, t) immer zwischen den von t unabhangigen 
Grenzen 

(12) mit4 l Y(%, t) 5 4 x 1 ,  
wobei die Bedingung 

%(4 - mi(x) = 4(x) - J i P J  
geniigt, so gibt es eine Funktion i(x), so dass für 

sich - = 0 ergibt. 
at 

Dariiber hinaus ergibt sich: z(x, q=z (x )  fiir T >  t,, d. h. filr t >  t, andert 
sich z nicht mehr. 

Wir setzen 

Setzt man in (12) fur y(%, t) den Wert aus (1)) hingegen für m,(x) und no,(x) 
den Wert aus (14) ein, so bleibt : 

(15) 2, (x) + c(x)a(x, t) + v(x, t) 5 ~ ( x ,  t) 5 Z,(x) + c(x)s(x, t) + v(x, t ) .  

Vergleich von (15) mit (2) lehrt, dass u(x, t )  bei positivem v(x, t) nur die 
obere Grenze des Bereiches (2) annehmen kann, bei negativem v(x, t) nur die 
untere Grenae. 

a2! 
Also an der unteren Grenze. ist sicher u(x, t )  5 O, da aber dort - < O ist, 

at = 

az 
so 'folgt v(x, t )  - > O. Analog beweist sich dieselbe Ungleichung auch für die 

at = 

a2 
obere Grenze. Gilt in (2) kein Gleiohheitsaeichen, so ist - = O, also gilt a t  
allgemein : 

(16) 4x9 t )  az%i> %= 0. 

Sei v(x, t) O ftir jedes x. Identitatszeichen sollen von jetat ab Gleichheit 
für jedes x bei festgehaltenem t bedeuten. 

Wir setzen dies in die erste der Gleichungen (14) ein. Statt m,(x)  - l,(x) 
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schreiben wir cp(x). Da der Parameter t dann nur mehr in z(x, t )  vorkommt, 
schreiben wir dafilr z(x). 

Es  bleibt die lineare Integralgleichung dritter Art : 

I m  folgenden sei unter vm, vc(x)c([) die positive Quadratwurzel ver- 

standen. Wir  dividieren (17) durch dc(.x). Hier wird die Voraussetzung c(x) > O 
angewendet. Mit 

geht (17) in die lineare Integralgleichung ~wei te r  Art: 

Der Kern b(x, 5) ist : 
10) symmetrisch. Dies ist trivial ; 
20) positiv semidefinit. 

Bemeis eu 20). Mit f(x) = f,(x)vC(JG) wird aus 

wo f ( x )  eine beliebige integrierbare Funktion bedeutet: 

Als symmetrischer positiv semidefiniter Kern hat b(z, 5) nur positive Eigen- 
werte, daher ist - 1 kein Eigenwert. Also ist nach dem Grundtheorem Bber 

Integralgleichungen die Gleichung (18) somit auch (17) eindeutig losbar. i(x) 
sei die Losung von (17). 

Dnmit ist zunachst a(&) eingefiihrt. 
Nun zeigen wir, dass die Funktion ~ ( x ,  t )  bei Verlauf von y(x, t) gemBss 

G1. (12) jedenfalls i(x) nahezukommen strebt. 

Wir  ersetaen in (17) z(x) durch seinen Wert i(x) und addieren die erste 
Gleichung (14). Mit der Abkiirzung 
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B 

Aus ~ ( x ,  t )  -- O folgt ~ ( x ,  t )  5 0, da b(x, 5 )  nicht den Eigenwert - 1 bat. 

A ~ S O  Z ( X ,  t )  =z(x)  hat ~ ( x ,  t )  - O mr Folge. Umgelcelirt fol@ a u s  I V ( X ,  t j  O, 
dass ~(x, t )  = z(x) ist. 

Nit 

oder entsprechend 
I = L , + L ,  

folgt : 
10) Es ist 12 O. Denn es gilt : 

L, 2 O, da a(x, 5) positiv semidefinit ist u n d  

L, 2 O wegen c(x) > 0. 
2 O )  I = O hat L, = L, = O aur Folge. 

B 

3 O )  Aus L, =/c(x)tu2(x, t)dx = O fol& da c(z) O und ~ ( x ,  t )  stetig ist : 
ri 

W ( X ,  t )  O, also V ( X ,  t) = O, d. h. ~ ( x ,  t )  = z (x) .  
Aendert sich v um Au, also TU um 

(ao) AIV = - Az(x, t ) ,  

so ergibt sich eine Aenderung von I um AI, wobei 

oder k u r ~  

(22) AI= Ki i- K,+K, 
ist. 

Nun ist aber : 

(23) Au@, t )  = c(x)A9v(x, t )  + 
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Einsetzen von v RUS (19) in das Integrnl K , ,  von Au RUS (23) i n  das 
Integral 7C, von (22) zeigt, dass K, = K, ist, und gibt : 

Division von (24) duïch h und Grenzüberganz h-+O, gibt, da wegen (20) 
a + ~  -- 

A 

a2 

Ci t at ist : 

also wegen (16) : 

(26) 

JIan sieht, dass mit wachsender Zeit I nicht sunimmt. Im allgemeinen 

wird also z ( q  2 )  gegen x(x) zustreben. 

1st I schliesslich, etma fur t = t , ,  Ku11 gemorden, so gilt z(x, t , ,)  = i(x).  
Ftlr ein t > t , ,  ist weiter I= 0,  somit w(x, t )  = 0 oder B ( X ,  t )  E ~(x). es ist 

as 
damit die letete aufgestellte Rehauptung bewiesen, dass dann - = O und 

at 
l\z = O ist. 1st dieser Grenzfal! eïreicht, so treten meitere bleibende Forman- 
derungen nicht mehr hinzu. 
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Su alcutii riuovi invarianti delle varieta topologiche. 

Memoria di ACHILLE BASSI (a 'Corino). 

Suuto. - Si definiscono alculzi lzuovi invavianti dm una va.rieta topologica, ottenuti mediante 
speciali decomposiziowi in parti elerne~tari della varietà, e se ne stucliano le propvieth. 

Ne1 rapido sviluppo della topologia moderna, la  teoria generale dei com- 
plessi e delle varietà ha sempre conservato una posizione centrale. Essa fu 
e continuerà ad essere la  teoria madre dalla quale scaturiscono le idee che 
trovano felice estensione ed applicazione in altri campi della topologia. 

Ritengo quindi che nuovi contributi ad essa riescano particolarmente 
opportuni; tanto più che ora, dopo un ultimo periodo di  sviluppo ne1 1920-32, 
che portb alle brillanti e profonde teorie moderne della dualità, l a  teoria 
attraversa un periodo di relativa stasi, pur essendo la maggior parte di essa 
tuttora da costruire. 

Forse nuovi impulsi potranno indirettamente venire dalle recenti idee 
introdotte d a l l ' H u ~ ~ w ~ c z  (') sulla teoria della deformazione. 

Da parte mia ho inteso portare un contributo dkretto, alla teoria delle 
varieth, basandomi su altri concetti. E fazrb seguito alla presente Memorin con 
successivi studi. 

Introduzione. 

1. In questo lavoro sviluppo ricerche su alcuni tipi nuovi di invarianti 
di varietà 

Tali invarianti sono ottenuti ne1 modo segiiente: data una varieth ad n 
dimensioni V, si considera una parte di questa che sia una n-varietà con- 
nessa, costituita di n-celle, di V O di una suddivisione di V. Poichh conve- 
niamo che le facce contorno di una cella facciano parte della cella stessa, 

(t) W. HUREWICE: a) [Per questo richiamo e gli analoghi, vedi 17elenco bibliografico 
alla fine del lavoro]. 

( 2 )  1 principali risultati di questa Memoria sono già. stati esposti nella Nota preventiva 
A. BASSI d). 
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la  parte considerata conterrà il proprio contorno ; e facciamo l'ipotesi che 
questo sia regolare, ci06 sia una (n - 1)-varieth senaa contorno. 

Supporremo tale parte dotnta di proprietà topologiche particolardente 
semplici, e la  cliiamereino quindi parte elementare. 

La definizione di detta parte potrà darsi, naturalinente, in vario modo. 
Per  altro si supporrà che la definizione sia tale che la parte eienzentccre 
risulti divisibile i n  parti,  p u r  esse ela+nentari a norrna della defimiziorze 
adotfnta. 

Cio premesso, è n a t u ~ a l e  considerare il numero minirîzo di tali parti 
elementari in cui si possa snddividere la varietà, in cui cioè, si possano 
raggruppare le n-celle, di V o di una suddivisione di V: in altre parole, il 
numero minimo di parti elementari necessario per ricoprire tutta la variet&, 
con l'escliisione che due parti eleinentari abbiano delle n-celle in cornune. 

Tale numero è evidentemente un invariante della varieth, rispetto alle 
equivalenze comlsinatorie (7. 

Per  chiarezza, rileviamo in modo esplicito che, avendo ogni parte ele- 
mentare della varietk un contorno regolare, si esclucle che tra i punti con- 
torno di una stessu parte possano avvenire identificazioni. La varietà. pub 
quindi imniaginarsi costruibile per mezzo delle sue parti elementari identifi- 
cando, O, con linguaggio fisico, sovrapponendo sempre facce di una parte 
elementare con facce di a l t ra  parte elementare. 

È evidente che le proprietk dell'invariante, del ~rzinkzo, cioè, a cui si 
accenna, dipendono in modo essemiale dalla definizione di parte elementare 
che si  è adottata. Tra le varie definizioni snggeribili, ne ho scelto tre, che, 
per la loro semplicitb, pifi si presentano spontanee. 

Secondo la  prima definizione, ,parte elenaentare della varieth è ztna 
n-cella, O ,  per meglio dire, un n-elemento (cioè un complesso avente le 
matrici di incidensa identiche a quelle di una suddivisione di un n-simplesso). 
Si indichi con p, l'invariante corrispondente. Quindi p, è i l  numero wzi+zi~uo 
di  n-celle possedu,fe d a  m z  complesso equival~nte a V. 

Assumiamo, corne seconda definizione di parte rleinentare, una n-vnrieta 
a conforno regolare, i cui grmqpi d i  o~~zoloyin siamo gtelli d i  u n  n-sir~zplesso; 
e, coiiie term, usza n-varietà colmessa, i cui r-cicli siano, per r > O, tutti cu O 
neZla varieth nrrzOiente V. Siano y ,  e pe gli invarianti corrispondenti a qneste 
nuove parti elementari. 

(7 Si iicordi che due cornplesai-sono detti equiualm~t i  se csistono due loro siiddivi- 
sioni coglgruegiti. ci06 tali clle, per 1111 oppovtiino oi.clirian~~iito tlclle Inro celle, ~bresentino 
identiche matrici di incidenza. 
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I n  queste due ultime definizioni interviene i l  concetto di omologia. Quindi, 
se, variando il modulo 9K cui appartengono i coefficenti delle catene di V7 
si  cambia i l  tipo di omologia che si considera, si ottengono, in ciascuno dei 
due casi, parti elementari di  differente definizione, e quindi differenti ifivarianti. 

Le proprietà di p, e di p, studiate in  questo lavoro sussistono tanto ne1 
caso ,in cui bm sia il modulo dei numeri interi, come in quel10 in cui 9K 
sia il modiilo dei numeri interi m o d m  Nei risultati che veniamo ad esporre 
supporremo quindi, senza più ricordarlo espressamente, di riferirci, nella de- 
finizione di p, c di p2, indifferentemente ad uno qualsiasi dei casi ora detti. 

2. Nella teoria di questi invarianti, qui sviluppata, si perviene a vari 
risultati, alcuni dei quali sono compendiati nelle proposizioni e nelle formule 
seguenti : 

NeZle n-varieth prive d i  contorno è 

( 1) 2 ~ p ~ s ~ n t - l  ( i=O, l7 21, 
e in quelle dotate di contorno è 

(2) 1 < pi < n, 
potendo i n  entrambi i casi le pi assuîttere tutti i valori entro i Zimiti descritti; 

- Queste formule valgono ne1 campo delle varietà che soddisfano la  defi- 
nizione del BROUWER, ma, se è i = 1, 2, esse valgono anche ne1 campo delle 
varietà combinatorie (j). 

Dalla (1) e dalla (2), snpposto i -  O, s i  h a  la seguente semplicissima 
proposinione di topologia delle varietà poliedrali : 

Ogni n-varieth priva di contorno pub ottenersi saldando tra loro le facce 
d i  n + 1 opportuni n-poliedri convessi (le facce da saldare appartengono sempre 
a diversi poliedri); se si opera nello stesso modo su di u n  nulnero d i  poliedri, 
minore d i  n t- 1, cib won avviene più. In  $nodo analogo, ogni n-varietà dotata 
di contorno regolare pud essere costruita per mezzo di n n-poliedri e di non 
tneno di n. 

Questi risultati non erano attesi, perche il DEHN aveva fatto, s u  questo 
argomento, una previsione molto diversa, la quale, se esatta, avrebbe a n d  

(4) Con il srgno 4 indico una particolare opera~ione di saldatura tra due varietà, 
definita no1 n. 7. 

(5) 'Pali definiaioni di varietà sono riportate rispettivamente ne1 n. 1 del 5 1 e ne1 n. 10 del 5 3. 

Annali di Matematica. Serie IV, Toino XVI. 36 
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tolto alla teoria di questi invarianti vera ragione d'essere ( 6 ) .  Per  altro, ne1 
caso di n = 2 e di n = 3, alcuni dei risultati esposti sono già stati dati 
da1 DEHN stesso ( l ) .  

I n  questo lavoro sono ricercate le proprietà generali, comuni a tutti gli 
invarianti considerati, alcune delle quali costituiscono appunto i risultati già 
esposti; il primo paragrafo, che ha carattere introduttivo, ed il secondo sono 
dedicati esclusivamente a y,, essendo cos1 possibile svolgere la trattazione 
con maggior semplicità e purezza. 

Ne1 terao paragrafo si estendono a p, e a y2, con grande facilità, i 
risultati ottenuti nei riguardi di  y,. 

È bene richiamare l'attenzione su concetti quali quel10 di cow~~lesso 
coniugato (n. 2)  e di deformata di una varietà (n. 4), che sono di grande 
giovamento, poiché permettono di raggiungere con semplicità di mezai i ri- 
sultati cercati, e su1 teorema 5: 1, che è fondamentale per 10 svolgimento 
della teoria, cosi come é stata impostata. 

3. La teoria svolta suggerisce varie interessanti questioni, in parte nuove 
e in parte collegate a problemi classici. 

Consideriamo le  differenze r ,  = p, - y, ed r ,  = y, - p, : sono quantità 2 0, 
nulle- nelle varietà più uauali e positive negli spazi del POINCARÉ, i quali 
costituiscono, com'è noto, varietà che hanno i gruppi di omologia di una 
cella O di una sfera, senaa essere né celle, nè  sfere. Questi invarianti, quando 
non si annullano, indicano la presen~a,  nella varietà cui si riferiscono, di 
proprietà analoghe a quelle che differenziano gli spazi del POIN~ARÉ dalle 
sfere e dalle celle ordinarie. Queste proprietà complicano naturalmente la 
struttura topologica della varietà. Non è quindi arbitrario chiamare tali 
invarianti irregolarità. 

8 1. Concetti e osservazioni preliminari. 

1. Per  maggiore chiarema, ricordiamo il  significato di alcune locuzioni 
di topologia combinatoria che verranno usate frequentemente. Abbiamo già 
avuto occasione di richiamare il significato di equivalenza e di congruenaa 
combinatoria tra due cornplessi Ricordiamo ora che per n-elemento si  

(6) M. DEHN, a) pag. 167. Vedi anche A. BASSI b). 
(7) Per 12 = 2 vedi !-M. DEHN und P. HEEGAARD, a) pag. 107. Per rc = 3 vedi la Me- 

moria M. DEHN, a), pagg. 165-167. 
(8) Vedi annotarione n. 3. 
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intende un n-complesso equivalente ad un n-simplesso, e cioè, congruente 
ad una suddivisione di questo. Per n-cella si intende, invece, u n  ordinario 
poliedro convesso. È chiaro che una n-cella 6 un n-elemento. I n  essa la 
suddivisione dell'n-simplesso, cui è congruente, é eseguita solo sulle facce 
contorno. Viceversa, se in un n-elemento si sopprime la  suddivisione nell'in- 
terno di esso, si ottiene una n-cella. 

La n-sfera A un tz-complesso, equivalente al contorno di un (n+ 1)-sim- 
plesso. Data un n-complesso C ed un vertice P di questo, si  consideri i l  
primo derivato C' di C, e la stella degli n-simplessi di Cf di vertice P. L'in- 
sieme delle (n - 1)-facce di tali simplessi, opposte a P, si dice complesso 
avvolgente (linked cowzplex) di P rispetto a C. 

Un n-complesso si dice una n-varietà se i complessi avvolgenti dei suoi 
vertici sono O (n - 1)-elementi, O (rz - 1)-sfere. Quando, per alcuni vertici, 
si verifichi la prima eventualità, la  varietà ha un contorno, cui appartengono 
i vertici detti. 

Tale definizione, strettamente combinatoria, di varietà è quella qui adot- 
tata per i due primi paragrafi del lavoro. Essa risale sostanzialmente al 
BROUWER ('1 e fu indi ripresa in considerazione da1 NEWMAN e d a l l ' A ~ ~ .  
XANDER ('O). 

Faremo uso dei seguenti segni di relazioni od operazioni tra com- 

plessi: =, ., +, -, X, $. 
I I  segno indica l'equivalenza combinatoria tra due complessi. Se  A 

e B sono due complessi, aventi un sottocomplesso in  comune (eventualmente 
vuoto), questo 6 indicato con A*B;  A + B 6 invece il complesso costituito 
dall'insieme delle celle di A e di B. I l  segno - è qui usato topologicamente 
solo tra due n-varieth A e B;  ed A - B indica i l  complesso costituito dalle 
n-celle di A che non giacciono in B. A X  B rappresenta l'ordinario prodotto 
topologico di A e B, ed il segno 4 indica una particolare operazione di 
saldatura tra variet&, definita ne1 n. 7. 

Cib premesso, ricordiamo ora alcune proposizioni elementari di topologia 
combinatoria, che trovansi dimostrate, ad esempio, nella Memoria d e l l ' A ~ ~ -  
XANDER sopra citata. Esse hanno molta importanaa per il presente studio, 
perchè su  di esse baseremo, in gran parte, la nostra trattazione. 

Le riportiamo quindi, per comodità del lettore. 
1: 1. - Se E, ed E, sono due n-elementi aventi i l  contorno in comme e 

privi di  punt i  interni comuni, E, + E, è una n-sfera. 

. ( 9 )  Ii. E. J. BROUWER, a). 
(ka)  bl. H. A. NEWMAN, a), b), c), d); J. W. ALEXANDER, a). 
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1:2. - Se S = E, + E, è u m  n-sfera, se i due n-coqdessi  E ,  ed E, sono 
privi di  n-simplessi in cornune e se E ,  è un n-elemento, anche E, è un 
n-elemento. 

1 : 3. - Se  u n a  n-varietà V dotuta di  co.ntonzo ed un n-ele~rmzto E hanno 
in comzune u n a  (n - 1)-cella del loro contorno e nessun altro punto in comme,  
è V t E V .  

1 :4. - Se V è uncc n-varietà dotata di  contorno, se E è un n-elemento 
facente parte d i  V, se inoltre i contorni d i  V e d i  E hanno in comugie un 
( n  - 1)-elemento e nessun altro punto, è l a  var-ietà V - E = V. 

I n  pa,rticolare : 
1 : 5. - Se  V è un n-elewcento, la  varietà che si ottiene d a  V ,  con u n a  delle 

due operazioni specificate nella 1 : 3 e m l l a  1 : 4, è ancora un n-elenzento. 
Inoltre : 
1 : 6. - Se VI e V, sono due n-varietà dotate d i  contorno e auenti in cowwne 

u n a  ( n  - l)-varietà W del contorno d i  entrambe, e nessun altro punto fuori 
d i  puesta, VI + V, è u n a  n-varietà senza contorno, O con contorno, secondo 
che W esaurisce O no  i l  contorno d i  entrambe. 

1 :  7 .  - Se  è la  n-varietà V = VI -t- V, ,  essendo V I  e V, due n-complessi 
privi di  n-sinzplessi in cotnune, se VI è u n a  n-vurieth aperta i l  cui contwno 
O sia privo d i  punti  cornuni con quel10 eventuale d i  V, O abbia in c o m m e  con 
esso u n a  (n - 1)-varietà che non esaurisca i l  conforno d i  V,, anche V, è u n a  
varietà ( l i ) .  

2. Data una n-varietà V ,  consideriamo il primo derivato V' di ques'ta e 
l e  stelle degli n-simplessi di V' che hanno come centri i vertici di V. Per 
proprietà elementari delle suddivisioni baricentriche, ogni 12-simplesso di  V' 
fa  parte di  una e di una sola di tali stelle ( 1 2 ) ,  e queste costituiscono l e  
n-celle di un nuovo complesso V*, equivalente a 17. 

Tale complesso Ir* sarà detto coniugato di V. In esso ogni n-cella si 
dirà coniugata al vertice di V ,  centro della stella di n-simplessi, di cui  essa 
é costituita. 

Le  r-celle (r = 0, 1, ... n - 1)  di  V* sono : 
Io) l e  celle trasverse, rispetto a V ,  delle (n  - r)-celle di V (comprese, 

(fi) Le 1:  1, 1:2,  1:3 corrispondono rispettivamente alle 14:1, 14:2 e 14:3 della Ne .  
moria citata  ALEX AL EX AS DER ; la 1 : 5 corrisponde all' insieme della 14: 3a e della 14 : 5b ; 
la 1:6 corrisponde, con qualche modificazione, all'insieme della 14:4 e della 14.5b ; la  1:7, 
con qualche modificazione, alla 14:oa. La 1:  4 è una conseguenza immediata della 1:7, 
della 1:2 e delle 1 : 3. 

(42) Vedi, a questo proposite, ad esempio, S. LEFSCHETX, a), pag. 117 e segg..  
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tra queste ultime, le celle del contorno di V ) ;  le celle cosi ottenute non ap- 
partengono al contorno di Ir". 

20) le  celle trasverse, rispetto al contorno di V, delle (n - r - 1)-celle 
del contorno; le celle cos1 ottenute oostituiscono il contorno di V". 

V* coincide col reticolato duale d i  V se V è priva di contorno, e solo in 
questo caso ('3). 

Se V è un coinplesso sinzpliciale i n  cui due simnplessi non abbiano mai 
gli stessi vertici : 

2 :  1. - Due n-celle di  V* O sono prive di  punt i  cowzuni O hanno una 
(n - 1)-cella in comune; pi& in  generale, i n-celle d i  V* O sono prive d i  
p n t i  comuni O hanno in  conzune una  (n - i + 1)-cella. 

Invero se due n-celle a ,  e a ,  di Ir* hanno in coinune un punto P, ad 
esse corrispondono due vertici A, e A, di V appartenenti all'n-simplesso K, 

coniugato a P. Esiste quindi un0 spigolo b di vertici A, e A , .  L' (n - 1)- 
cella @, trasversa di b & quindi comune al contorno di a ,  e di  a,. 

Non possono a ,  e a ,  avere in comune un altro punto fuori di fi, altri- 
menti A,  e A, sarebbero estremi di un altro segment0 di V, diverso da b, il 
che contrnddice le ipotesi. Analogamente si ragiona per i > 2. 

Mostreremo che una conseguenza della 2:  1 è la  
2 :  2. - Un ins iew qualsiasi di  n-celle di VI* costituisce u n a  n-varietà. 
A ta1 fine, procederemo per incluzione rispetto a l  numero r delle n-celle 

dell' insieme W considerato, osservando che, per la  2 : 1 e la  1 : 5, la. propo- 
sizione é verificata se r = 2. 

Sin E una delle n-celle di W, e sia l7 iiisieme delle r - 1 n-celle 

residue di W. Per l'induzione fatta, W B una n-varietà. Poichb ogni n-cella 

di W ha a l  pih una (n - 1)-cella contorno in comune con i l  contorno d i  E, 
quest'ultimo ha in comune con quel10 di W al più r - 1 (n - 1)-celle b i .  
Ma tra le n-celle di W si verifica la proprietà 2: 1, e percib la 2: 1 #tessa, 
in cui si legga n -- 1 al posto di n, si verifica anche tra le dette r - 1 
(n - 1)-celle' del contorno di W. L' insieme di queste (n - 1)-celle é allora, 
per l'indueione fatta, una (n 1)-varietà (eventualmente vuota). Quindi, per 
la 1 : 6, anche W B unn varietà. 

(13) Se  Vpresenta u n  contorno, il  duale di V non è un complesso. 
P u b  osservarsi che, se V ha  un  contorno, (Ir*)*+ V .  Si ha, anmi, che il coniugato di 

u n  reticolato generico di una varieth dotata di contorno non é geneiico, ma presenta delle 
particolarità, facili a aeterrninarsi, r i p a r d o  alle celle che hanno punti su1 contorno, senma 
glacere cornpletamente in esso. 
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3. Diamo ora un complesso C ed un suo sottocomplesso K. 
Diremo intorno di K rispetto a C l'insierne di  tutte le celle 

hanno alsneno u n  vertice SU K. 
Ne1 seguito ci riferiremo ad intorni di K presi rispetto ad una opportuna 

suddivisione di C; questa sarà la  derivata di C del second' ordine, O di un ordine 
superiore j > 2. Chiameremo gli intorni cosi ottenuti intorni di  ordine j e li 

indicheremo con I~(K) ,  O, quando non vi sia ambiguitk, con Ii(K). 
Per  elementari proprietà, delle suddiviaioni baricentriche, si lia Che: 
3 : l .  - Se è H * K = O  O è H - K = L ,  rispetfivamente è 

Gli intorni di ordine j 2 2 presentano un interesse speciale, perche hanno 
un significato fisico molto chiaro: si prova, infatti, facilmente che, rappre- 

sentato C in ilno spasio euclideo, I ~ ( K )  è combinatorialmente eqiiivalento a1 
luogo dei punti di C, che distano da  K meno di un E sufficentemente piccolo. 

3 :  2. - Se V è una  n-varietà e K u n  suo sottocm)zplesso, I,(K) e V" - I,(K) 
sono n-varieta (puest'ultiwza eaentualmente vzcota). 

Infatti I,(K) è costituito dalle n-celle di Ir'" coniugate a i  vertici del 
primo derivato K' di K e V" - I J K )  è costituito dalle residue n-celle di V*. 
Ora si 13 già osservato (2:2) che siffatti insienli di  n-celle sono varietà. 

Osserviamo oral una volta per tutte, che la proprietà, degli intorni del 
second'ordine che ora abbiamo esposta, e quelle che verremo esponendo sono 
conseguenaa esclusivamente del fatto che tali intorni sono insiemi di n-celle 
coniugate ai  vertici di un reticolato simpliciale, in cui due siinplessi non 
hanno mai gli stessi vertici. Tali proprietà continuano quindi a sussistere 
anche per gli intorni d i  ordine più elevato j > 2. 

Veniamo a dimostrare che 
3:3. - Se V è m a  n-varietà dotata di  contomo, e se K è u n  sottocow~plesso 

del wntorno (coincidente eventualuzente con, tutto i l  contorno), è V" - I,(K) V. 
12(Ii) B 1' insieme delle n-celle del coniugato del primo derivato di If V'", 

coniugate ai  vertici del primo derivato K' di K. Il teorema 6 vero se K si 
riduce ad un solo vertice P: in ta1 caso, infatti, i l  contorno di Iq(P)  ha in 
comune con quel10 di V 17(n - 1)-elemento duale di P rispetto al primo 
derivato del contorno, e vale quilidi la 1 :4. Procediamo indi per induzione 
rispetto al numero dei vertici di Kt,  e supponiamo il teorema vero quando 
si tolgano a V tutte le n-celle di V'" di cui 12(K) B costituito, eccetto una E, 
coniugata ad un vertice Q di K .  E sia il complesso ottenuto. 7, essendo 
un insieme di n-celle di V*, è ( 2 :  2)  una varieth. Il contorno di E consta di 
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quanto E ha in comune con il contorno di  V e di una parte residua, che 13 

il complesso trasverso di Q rispetto a V. Ma, essendo Q un vertice del con- 

torno di v, tale complesso trasverso è una (n - 1)-cella. Segue (1 : 2) che i 

contornï di E e V hanno una (n - 1)-cella in comune, e che quindi (1: 4) 
- 
V -  E = V - 12(K) è equivalente a V. Ma, essendo per l'induzione fatta, 
- 

Ir = V, sarh pure V" -- I J K )  = V. 
Una proprieth analoga alla 3:3 è la  
3:4. - Se V è una n-varietà dotata d i  contorno, contenuta in a n a  n-va- 

rietà W, e se K è un cowzplesso del contorno di V (eventualmente coincidente 

con tz~tto i l  contorno), è V + I ~ ( K )  V. 
Nell'ipotesi che W -  V sia una 3%-varietà (il che certo si v~r i f i ca  se i 

contorni di V e di W non hanno punti in comune), la dimostraziane della 
3:4  pub farsi in modo perfettamente andogo a quella della 3 :  3, richiaman- 
dosi alla 1 : 3  invece che alla 1 :4. 

Se, al contrario, W- V non 13 una variet&, si identifichi il contorno 
di  W con quello di un7 nltra varietà, W,,  avente un contorno congruente a 
quello di W; e si consideri l'insieme Z di W, e di W, costituente una 
varieth chiusa (1 : 6). Z - V 6 ora certo una n-varietà. Quindi, posto 

V, = V + I~(K),  è V, V. Ma I ~ ( K )  = I ~ ( K )  - 1 Y ( K ~ ) ,  ove con K, si B 
indicato il sottocomplesso di K (eventualmente anche nullo, O coincidente 
con K) che appartiene al contorno di W. Bmterà quindi provare che è 

V, - I?(K,) - V, , cosa che si dimostra subito ragionando per induzione 
rispetto a l  numero dei vertici di K , ' ,  primo derivato di Ki ,  in modo del 
tutto analogo a quello tenuto ne1 dimostrare la 3:3. 

I n  particolare abbiamo che 
3: 5. - S e  nei teoremi precedenti V è unn n-cella, le operazioni descritte 

negli enunciati 3 : 3 e 3 : 4 trasfornsano V in un' ultra n-cella. 
Osserviamo ancora che 
3 : 6. - L'intorno del second' ordine d i  u n  1-eletizento K di  V è .un n-elernento. 
Se ricordiamo che tale intorno è costituito da n-celle di V*, la propo- 

sizione si dirnostra subito ragionando per indueione rispetto al numero r dei 
vertici di K' e riferendoci ad un complesso K,' costituito da  tutti i segmenti 
di K', eccetto quel10 contenente un estremo di K. 

4. Siano: C un n-complesso e H e K dei sottocomplessi di C, e H non 
sia contenuto in  K. Indicato, come di  consueto, con H'j' il derivato di or- 

dine j di H, si consideri 1' H = H'j)  - I j (K)  e poi l'intorno di ordine j Hi 
di ~ ' r i s ~ e t t o  a C'j) - I .  .#=)- 
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Chialneremo Hj il deformato d i  ordine j di H rispetto a K. 
Se C é una n-varietà ed H é una n-cella, per la 3:5, H 6 equivalente 

ad H, ed essendo, per la  3 :2, C ( j )  - I,(R) una n-varietà, Hj 6 equivalente 
ad H (3:5) ed é quindi un n-elemento. 

Scritte ora le n-celle dell'n-varieth V nell'ordine 

(5) A', A2, m.. , A'., 
si  consideri la  successione 

(6) 
1 P A j )  A,, ..., A;, 

ove A; é l'intorno di ordine j di A;, e A; (i > 1) 6 la  deformata di ordine j 
di A' rispetto all' insieme delle n-celle Ai,  A*, ... , Ai-'. Poiché ogni n-sim- 
plesso del derivato jnZO di V appartiene ad uno e ad uno solo degli n-elementi 
della successione (6), questi, quando siano tolte in ciascun n-elemento le 
suddivisioni interne, si  da ridurlo ad un n-cella poliedrale, costituiscono le 
n-celle di un nuovo complesso, equivalente a V, che diremo deformato di  
ordine j di  V e che indicheremo con Vi.  

Notiamo che 
4: 1. - Un insieme qualsiasi d i  n-celle di Vj è una n-varietà, se è j 2 2. 
Infatti le Ai,  per i l  modo con cui sono state costruite, sono un insieme 

di n-celle del coniugato V(j-"* del derivato di V di ordine j - 1. Un in- 
sieme di n-celle di  VI  e quindi altresl un insieme di n-celle di V'j-"*, e, 
per la  (2: 2), è quindi una varietà, se è j 2 2. 

Fer  proprietà elementari delle suddivisioni bnricentriche, A; é contenuto 

in  AL^ e le facce contorno di Af non hanno alcun punto in comune con il 

contorno della varietà V,-, -  AL^. Più in generale, 1' insieme A;+ A;+ ... +A; 
è contenuto nell'analogo insieme A;~+ ALt + ... I e il contorno del 

primo non ha  alcun punto in  comune con quel10 della varietà Vj-,-(ALt + 
i+2 +- Ai4-t + ... i- Aj-t) cioè con quel10 della varietà, A;:: + A,-t t ... + Akt .  Da 

cib s i '  ricava la reladone 

(71 A;. A;:; = 0, 

per i = 1 ,  2 ,..., r-1, t > 0 ,  v > O ,  j = 3 ,  4 ,.... 

$ 2. Questioni sulla decomponibilità di una varietà in celle. 

5. 1 concetti introdotti ne1 paragrafo precedente permettono di procedere 
rapidamente ne110 studio dell' invariante p, . 

Incominciamo col dimostrare il seguente 
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5:  1. - TEOREMA: Se le n-celle di  zcna n-uarietà connessa V si possono 
ripartire in  r classi, fali che due celle d i  una stessa classe siano prive di  
punti  comani, esiste a n a  vnrietà equivalente a V composta d i  r n-celle. 

1; altre parole, nelle ipotesi dette, V pu6 essere ricoperta d a  u n  corn- 
plesso costituito di  r n-celle. 

La  dimostrazione di questo teorema consiste sostanaialmente ne1 mostrare 
che è possibile modificare il reticolato della varietà in modo che al posto di 
due n-celle di una stessa classe, data arbitrariamente, venga ad aversi una 
sola cella, rimanendo invariato il numero delle classi, e quello delle celle 
componenti le altre classi. 

Una tale operazione, infatti, diminuisce di un'unità, il numero delle 
rz-celle di una classe, se questo è > 1; ed é ben evidente che mediante il 
prodotto di operazioni di questo genere, si possa ridnrre ad 1 il numero 

delle n-celle di tutte le classi, venendo cos1 a determinare una varietà equi: 
valente alla data e di sole r n-celle. 

Sia allora A la classe di n-celle considerata, siano A, e A, due n-celle 
di questa, e siano P, e P, due vertici del contorno di A ,  e di A,, rispetti- 
vamente. Poichk V è connessa, potremo trovare una successione a di segmenti, 
tale che due segmenti consecutivi abbiano un vertice in comune, e avente Pi 
e P, come estremi. 

Potrenio supporre che a sia sema nodi e che, per un'opportuna coppia 
di n-celle A ,  e A , ,  solo Pi e P, siano vertici di celle della classe A. Infatti, 
se la a presentasse un nodo, detti Si e Q,,, i vertici del segment0 li (QI == P,, 
Q, .  = P,), in essa due vertici Q ,  e Q,,-, (d > 1) coinciderebbero, e, togliendo 
dalla a i segmenti li , ... li+,-, , si otterrebbe un' altra successione di segmenti, 

in cui Qi non ha più quel nodo, e avente le altre proprieth di a. Se a in- 
vece contenesse, oltre P, e P,, altri vertici di celle della classe A ,  basterebbe, 
per evitare questa eventualità, percorsa la speezata da  P, a P,, denominare 
con A, la  prima delle n-celle della classe A che essa tocca dopo A , ,  con P, 
l'ultime dei vertici di a che giace su A, e con P, il p i m o  cce appartiene 
ad A,. 

Consideriamo ora l'intorno del secondo ordine di a, 12(a), che, per 
la 3:6,  é un n-elemento. Esso ha in comune con A, l'intorno di secondo 

ordine di P,  rispetto ad A,. La parte residua di A, ,  À,, per la 3:5, B un 
n-elemento. 11 suo contorno ha in cornune con quello di I,(a) l'(a - 1)-ele- 
mento, complesso trasverso di P, rispetto ad A,'. Analogamente, posto 

A, = A ,  - I.,(a), si lia che il contorno di ha in comune con quello di 
-(a) l ' (n  - 1)-eleniento, complesso trasverso di P, rispetto ad A,'. E siccome 
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A, - A, =O,  applicando due volte la 1 : 5, abbiamo che l7 iusieme di A , ,  2, 
e &(a), cioé anche quel10 di A , ,  A, e I(a) è un n-elemento U. 

Presa ora unn qualsiasi r-cella (Y = O, 1, ... n) B di V che non appar- 

tenga ad a, poniamo B =  B - I,(k),  dove k é i l  complesso (eventualmente 

vuoto) che il contorno di B ha in comune con a. Per la  3 :  5, B é una r-cella. 
Si  sostituisca ora alla reticalazione . primitiva di V i l  reticolato equiva- 

lente 1) costituito dall'n-elemento U (ne1 quale si siano tolte le siiddivisioni 

interne si da ridurlo una n-cella), dalle celle contorno di U, e dalle B. La U 

non ha  alcnn punto in comune con le residue n-celle A, = A i  (i = 3, 4, ...) 
della classe A, perche, essendo a esterno alle residiie A , ,  anche I(a) (3 : 1) è 
esterno a tali A , .  La pub quindi formare una sola classe con tali A i .  

D'altra parte, si faccia corrispondere ad una B il suo residuo B. Poichè 

da B I - B ,  = O segue che B, *B, =O, ad n-celle di una stessa classe di V 
corrispondono n-celle di una stessa classe di V. Quindi le r classi di V si 

trasformano in  altrettante classi di n-celle di V a due a due prive di punti 
comuni. Ciascuna, di queste classi ha 10 stesso nuniero di n-celle della classe 
di V a cui corrisponde. Fa  eccezione la  classe corrispondente alla A. Tale 
classe infatti, avendo perso, per la trasforma~ione, le due celle A, e A, ed 
acquistato la nuova cella U, si trova ad avere il numero delle sue n-celle 
diminuito di un' unità. 

Abbiamo dunque trasformato la V ne1 modo che si voleva. A norma delle 
osservaaioni gih fatte, il teorema 13 quindi dimos trato. 

Vi B un caso, che interessa le prossime pagine, in cui il teorema dimo- 
strato si puo migliorare. Infatti : 

5: 2. - Se V è u n a  varietà con contorno, e se le n-celle di una, A, delle 
r-classi considerate nell'enunciato della 5: 1 sono prive di  punti cotr~uni con il 
contorno, esisfe una  varietà equihalente a V conhposta d i  r - i n-celle. 

Uniamo un vertice P, di una n-cella A,  della classe A con un vertice P, 
del contorno di V, mediante nna successione a di segmenti (si abbiano anche 
qui le preca&ioni che a sia senza nodi e che non abbin altri vertici di celle 
della classe A oltre P,, né altri vertici del contorno di V, oltre P.J. Ancora 
avremo che U = A, + 12(a) é un n-elemento. Essa ha un (n - 1)-elemento 
del contorno su1 contorno di V (precisamente l'intorno del seoondo ordine 

di  P, rispetto a l  contorno), sicchb, per la 1 : 4, v - V -- U é equivalente a V. 
Si rifacciano ora, nei riguardi di V, quelle osservazioni fatte nella di- 

mostrazione del teorema precedente circa la varieth ivi rappresentata dallo 
stesso simbolo. La conclusione cui si perviene é perfettamente analoga: che 

ciob, 7 risulta reticolata, corne la V, da, un complesso avente r classi di 
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n-celle. ma in cui la classe di V corrispo~idente alla A di V ha una cella 
di meno, essendosi oliminata la 1%-cella A , .  

Ora questo procedimento puo di nuovo applicarsi ad un'altra cella della 
classe A, e, colla sua applicasione ripetuta, provoca la eliminiizione di tutte 
le n-celle della classe A. Si perviene cosi ad una varieth equivalente a V, 
in cni le vlassi considerate di n-celle sono solo r - 1. A questo punto, basta 
applicare il procedirilento descritto nella diinostrazione della 5:1,  per con- 
cludere ne1 modo enunciato. 

6. Diamo ora una n-varietb V, e consideriamo il coniugato V'* del 
primo derivato di V. Le n-celle di V'* sono coni~igate dei vertici di Ir', e 
questi O sono vertici di V, o sono interni ad una r-cella di V. Essi corri- 
spondono quindi binnivocamente alle celle di V. Percib le n-celle di Pl* 
corrispondono biiinivoeamente alle r-celle di V (r =O, 1, ... , n). Se si  mettono 
in una stessa classe le n-celle di V'* che corrispondono a celle di V di una 
stessa dimensione, tali celle sono a due a due prive di punti comixni. Infatti, 
se due tnli n-celle avessero un punto in comune, avrebbero in comune altresi 
una (n - 1)-cella (2: l), e quindi i vertici di V', loro corrispondenti, sarebbero 
estremi di un segmento di V'. Ora cib è assurdo, perché i vertici di un sim- 
plesso di V' sono sempre interni a celle di V di dimensione diversa. Poichè 
le classi di  n-celle di V'* cosi costruite sono n, + 1, concludianio (5: 1) che: 

6 : 1. - Ogni n-vurietic (privu di  contorno) pu6 reticolursi con uw co~~tplesso 
costituito d i  n -t 1 n-celle. 

Vedremo tra poco che il numero delle n-celle cosi ottenuto non piib 
ulteriormente ridursi, per la varietà più generale, se questa è priva di con- 
torno. Se  invece la varietà presenta un contorno, consideriamo la  classe delle 
n-celle di V'* corrispondenti alle 9%-celle di V. È subito visto che le n-celle 
di questa classe non hanno alciin vertice su1 contorno di  V: invero ciascuna 
di esse si ottiene dalla n,-cella di V cui corrisponde, togliendo a questa 
l'intorno del seconcl'ordine del proprio contorno. Applicando la 5 : 2 ,  po- 
tremo allora concludere che 

6:2. - Ogni n-varietà dotuta di contorno pu6 reticolarsi con uolz coazplesso 
costitztito d i  n n-celle. 

Vedremo tra poco che il niimero delle n-celle ora ottenuto non piib 
ulteriormente ridursi per la varietà più generale dotata di contorno. 

Osserviamo ancora che 
6:3. - Se K è u n  r-co~nplesso connesso fucente parte di  u n a  n-varietà V, 

l'intorno del secotzdo ordine di K rispetto u V è uolza varietic reticolubile con 
uw cowzplesso costituito di r + 1 n-celle. 
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I n  primo luogo, I,(IiT) é una in-varietk connessa, perché costituito dalle 
m-celle di V'* corrispondenti alle celle del coinplesso connesso K. Essendo 
queste ultime di r + 1 dimensioni diverse, le n-celle a queste corrispondenti 
ai potranno suddividere nelle r +- 1 classi diverse delle n-celle corrispondenti 
a celle di K di una stessa data dimensione. Poichk le n-celle di una stessa 
classe sono prive di punti comuni, segue ( 5 :  1) la 6 : 3. 

La 6 : 2, benche apparentemente di natura diversa da  quclla del18 6 : 3, 
pub considerarsi m a  conseguenza della 6: 3, perché si ha clie: 

fi :4. - Ogni n-va.rietù V dotata di contorno è epuivalente all'intorno del 
secondo ordine rispetto a V di un opportuno (n - 1)-coqdesso in essa conte~zuto. 

Si  ordinino infatti le n-celle di V, A , ,  A ,,..., A,, in modo che A ,  ahbia 
una (n - 1)-cella contorno, b , ,  su1 contorno di V, e in modo che Ai e 17insieine 
delle A, :..., A,-,  abbiano una (n - 1)-cella contorno hi in comune (oltre ad 

eventuali altri elementi cellulari). Tale ordinamento B sernpre possibile. Si 
vede allora subito che l'insieme C delle n-celle di V'" corrispondenti alle A 
e alle b è un n-elerriento, avente un (n-  1)-eleniento del contorno in comune 
col contorno di V'": C risulta infatti l'intorno, rispetto a V", dell'i-elemento 
costituito dei segmenti trasversi dei 6 .  Quindi (1 : 4) AI - C B ttqniv;ilente 

ad Al, Ma M - C è l'intorno del secondo ordine, rispetto ad M, clel (jz 1)- 
compl~sso delle (n - 1)-celle di V diverse dalle O. 

7. Veniamo ora a provare clie 
7 : 1. - TEOREMA : Se A e B soszo due varieth e A x B è Zn varietin loro 

prodotto topologico, 

(8) Po(A X B) G P o W  f PO(B) - 1. 

Supponiamo la varietk A ad qz diinensioni, reticolata da un complesso 
di r n-celle A i ,  A', ..., A'', e la B, ad +n dimensioni, da un coiilplesso di s 
un-celle Bi, B" ... , BS. 

Reticoleremo ln A X B siiddividendola, in primo luogo, nei prodotti par- 
aiali A X Bz, 1 = 1, 2, ..., s. Indi converrà valerci per A di un complesso, 
che ~ a r i  a1 variare di 1, e che saï& il deformato di A di ordine 1 t- 1. A X  B 

8 

risulterà, decomposto secoudo Io schenia X, Al+, X Bz. Considefiamo i n f ~ t t i  
1 

la matrice 

A; x B i  A; x B L  ... A;  xB' 
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(ove A; é il deforinato di ordine j di At), i cui elementi rappresentano le r X  s 
(m + ln)-celle di un reticolato R di A x B. Dalla A ~ . A ~ ~ ~  = O del n. 4 si  

ricava chs la cella di R rappresentata da1 siinbolo A i x  Bj-i n o i  ha  alcun 

punto in coinune con una qualnnque celln di R, della forma A:': X Bj-t-' 
(v 2 O e t > O), cioh rappresentata da un simbolo che, nella matrice scritta, 
si trova w destra della verticade e snperiormente alla orizaontale che passa 

per A; x Bj-(. 

Da cio si ha  che i termini della (4), che sono su di una data parallela 
alla, diagonale non principale 'di una matrice quadrata estratta dalla (9), 
rappresentano una classe di (n i- m)-celle di R, prive a due a due di  punti 
comuni..Na i l  numero di tali classi, comprendendo in esse anche i due ele- 
menti isolati, situati nel17angolo superiore sinistro e in quello. inferiore destro 
della niatrice, é r + s - 1. A X B é quindi reticolabile, per la 5 : 1, da un 
complesso costituito da  r + s - 1 (n i- in)-celle. 

Se r = p,(Aj e se s = y,,(B), si ha, in particqlare, il teorema. 
Ricordiamo ora un'operazione di saldatura, tra n-varietà dotate o prive 

di contorno, definita in un'altra Mernoria dell'A. ('9: questa operazione, ap- 
plicata a due varieth con contorno, consiste nella identificazione di un 
( n  -- 1)-simplesso del contorno dell' una con un (n - 1)-simplesso del contorno 
de117 altra; applicata invece a varietà, prive di contorno, consiste nella sot- 
trazione di un n-simplesso a ciascuna di esse, e nella identificaaione delle 
facce doi contorni cos1 ottenuti. Se, invece di identificare una coppia di 
( n  - 1)-simplessi o una coppia di contorni di  n-simplessi, si identifica ri- 

- spettivamente una coppia di  (n - 1)-elementi del contorno che siano con- 
gruenti, O una coppia di (n - 1)-sfere contorno congruenti, la operaaione 
cosi definita ha le stesse proprietg topologiche della precedente. 

La'operazione considerata, applicata a due varietà con contorno, conduce 
ad una varieth con contorno, e, applicata a due varietà prive di  contorno, 
conduce ad una varieth priva di contorno (1:Ci). 

Rappreseiiteremo una tale operazione tra varietà con i l  segno .f. Essa, 
coincide con l'operaaione +, se è applicata a varieth con contorno. 

Mostriamo ora che: 
7 :  2. - Se A e B sono due varietà entrarnbe con contorno, O entrambe sensa 

contormo, supposto p,(A) 2 p,(Bj, è 

(10) P O P  4- B) W). 

( J 4 )  A. BARRI, a). 
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Siano la  A e la B reticolate da un complesso costituito rispettivamente 
di r n-celle A, e di s n-celle B.i (r si, e supponiamo, per esempio, le va- 
rietà A e B entrambe chiuse. 

Se a,, è una (n - 1)-cella di  A clie separa due n-elementi A, e A,, si 
costruisca in  A, un n-simplesso o di punti interni ad A ,  eccetto clie in una 
sua faccia (n - 1)-dimensionale T, che sarh di punti interni ad A2 , e si estrag- 
gano i punti interni a a. Si ripeta la stessa operazione sulla B, e si identifichino 
i contorni sferici di A e di B, in modo che la faccia T si sovrapponga colla 
sua analogfi nella b,,, di B. È: allora chiaro che l'insieme di A, e di B, ,  
avendo A, e B, in comune un (n - 1)-elemento dei loro contorni, t3 una 
n-cella Ci ,  e che è una n-cella C, anche l'insieme di A, e di B,. Consi- 
deriamo inoltre, per i = 3, 4, ..., sj l'insieme delle 11-celle Ai e B, (1%-celle 
che sono prive di punti coinuni), e, per i = s + 1, ... , r,  si ponga Ci = Ai. 
È chiaro che le n-celle di A +  B sono, in ta1 modo, suddivise in r classi Ci, 
di una O due n-celle, soddisfacenti le proprieth dell' enuncia to 5 :  1. A & B 
sarà quindi reticolabile da un complesso costituito di r 1%-celle. Se p,,(A) = r 
e p,,(B) = s, si ha, in particolare, il teorema enunciato. 

La dimostrazion~ ne1 caso che A e B abbiano entrainbe un contorno è 

del tutto analoga. 

8. Veniamo ora a mostrare, con semplicissiini espinpi, che la p, piih 
asaumere tutti i valori consentiti dai teoremi 6: 1 e 6 : 2. 

Premettiamo che : 
8: 1. - Se V è il prodotto di k sfere S i ,  S ,,... , Sk ( C Z ~ S C U M ~  di dimen- 

sione arbitraria, purchè .înaggiore di zero), è pu(V) = k -1- 1. 
Infatti, essendo p,(Si) = 2, per la 7 : 1, sarà, in primo luogo, po(V) <k + 1. 
Esaminiamo se pub essere y,(V) < k + 1. 
Siano C i ,  C,, ... , C k  k celle della massima dimensione di un com- 

plesso che reticola V. Pissiamo su ciascuna Si un puntc Pi e consideriamo 
le k sottovarietà Vi che, per ogni i, corrispondono a1 prodotto di Pi e di 
tutte le sfere diverse da Si. Esse hanno in comune un punto P, corrispon- 
dente ai P i ,  ed hanno quindi un indice topologico, relativo alla loro inter. 
sezione multipla, di valore assoluto uguale ad 1. Deformiamo allora la V, 
in una Vil tale che Ci- Vil = O, j = 1, 2, ... , k (ove Cj è considerato, come 
sempre, insieine ai punti contorno). Le Vif, di indice topologico ancora in 
valore assoluto uguale ad 1, hanno in comune u n  insienle di punti non 
vuoto, che è necessariainente esterno all'insieme delle celle C, , C,, ... , C, . 
Qneste non ricoprono quindi tutta V. Abbiamo percio p,( V )  k +- 1, sicch& 
concludiamo ne1 modo esposto. 
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È ora iminediato che, fissato a n  valore di n, si possono determinare le 
dimensioni n, deile sfere Si, in modo che s i a ' z  n i  == n, e che le sfere siano 
in un numero arbitrario, compreso tra 1 ed n. 

Dalla 8 :  1 e dalla 6 : 1 potremo infine concliidere che : 
8 : 2. - L a  po pu13 assumere, ne1 campo delle varietà chiuse, un. valore intero 

qualsiasi, cowzpreso tru 2 ed n + 1, e solo u n  tale valore. 
Reticoliaino ora una 12-varietà chiusa mediante un complesso K costituito 

da1 numero minirno y, di n-celle, complesso che diremo percib, brevemente, 
wzini~mo, e, ordinate queste ultime in un modo qualsiasi, consideriamone il 
deformato del secondo ordine Ii, ,  il quale ha pure y, n-celle. Si  ha  allora 
che: Un insieme qualsiasi d i  r n-celle di  K, è unu n-varietà connessa avente 
y,, = r. 

Tale insieme é infatti m a  varietà (4:l). È connessa, altrimenti esiste- 
rebbero almeno due 1%-celle di K, prive di punti comiini, e allora, a norma 
del teorema 5 :  1, Kz sarebbe reticolabile da un  cornplesso avente meno 

di p, n-celle. H a  .inoltre y, = r ,  perche tale variet& è reticolata da un coni- 
plesso di r n-celle, e non pub esser reticolata da un coinplesso avente un 
nuinero minore di celle, poichè altrimenti anche K, risulterebbe retioolabile 
da un complesso avente meno di y, n-celle. 

Percio se K, reticola una n-varietà priva di contorno, avente po = n + 1, 
gli insiemi di 1, 2, ... n n-celle di K, danno esempi di n-varietà con con- 
torno aventi un y, arbitrario, compreso tra 1 ed n. Quindi, tenuto conto anche 
della 6 : 2, potremo concludere che : 

8 :  3. - L a  p, pu6 ussumere ne1 campo delle varietà aperte u n  valore quul- 
siusi compreso tra 1 ed n, e solo u n  tale valore. 

5 3. Considerazioni sugli invarianti pi e y , .  

9. Una grande parte dei 'risultati ottenuti nei riguardi di y, si estende 

a Pi e a Pe- 
Si  pub vedere, in primo luogo, che i due risultati 8 :  2 e 8 :  3, che con. 

cludono la  teoria svolta, sussistono anche nei riguardi di p, e di y,. 
A ta1 fine basterk mostrare che negli esempi portati per giustificare 

la 8:2 e la 8:3 è p,= y, = y,. 
Poichè in ogni varieth è evidentemente 

sark sufficeilte provare che in tali esenipi è pO = p2. Baster& quindi dimo- 
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strare che nella varietà ad r dimensioni V, prodotto di k sfere (ciascuna cli 
dimensione maggiore di zero) B y,(V) = k + 1 (15) .  

Ma.  dalla 8:  1 e dalla (il) si trae che p,(V) < k + 1. Tutto si ridurrà 
percib a dimostrare che se Cl ,  C,, ... , C, sono k parti elementari, ad r di- 
mensioni, di V, soddisfacenti la terza delle definizioai considerate ne1 n. i 
dell'Introduzione, e prive a due a due di r-simplessi in comune, esse non 
possono ricoprire l'intera varietà V. 

d ta1 fine, consideriaino in V una, Vi, delle 8ottovarietA ad si dimen- 
sioni, che intervengono nella dimostrazione della 8: 1, e mostriamo che si pu6 
trovare un ciclo V1/',' di V, esterno a Ci e tale che Vil CU h,V,, con hi + O. Da 
cib si ricava che l'indice multiplo del KRONECKER (V, - 1/J, ... - V,) = 1 (qua- 
lora le Vi siano opportunamente orientate), e che ( Vaf. V,'- ... . VL) = A,& ... A,(,  
ove A , A ,  ... h, += O ; che qnindi 1' intersezione geometrica di V,', ... , Vkl 13 non 
vuota, e che percib, essendo questa intersezione esterna all'insieme di Cl ,  
C,, ..., CA, qiiesto insieme non pub, per l'appunto, ricoprire tutta la V. 

Dobbiamo quindi solamente provare l'esistenza dei detti Vif. 
Sostituiamo a Ci 1' insienle, C,', di Ci e dell'intorno del second'ordine 

di  C,; Cif è equivalente a Ci (vedi proposizione 3:4) ed è quindi ancora una 
parte elementare. Poichè V é priva di contorno, il cantorno Dif di Cit non 
ha punti in comune con quello di C,. 

Poniamo ora Ti =- Vi" Wi, ove Vi* é la catenn costituita dall'insieme 
d e i  termini dell'espressione di Vi relativi ad si-simplessi che appartengono 
a C,', e Wi é la catena dei termini residui. Vie- Yi, ove Pi é un (si - 1)-ciclo 

. di Di. Secondo una locuzione del LEFSCHETZ, Vi* è un ciclo relntivo O modzc- 
lare della varietà relativa C,' mod Dé'. 

Sia ora ï un (r - si)-ciclo ordinario (O assoluto, secondo la terminologia 
del LEPSCHETZ) di Cl. Siccome Cif è una parte elementare di V, a norma 
della tersa definizione che di tale parte si diede, qnalunque sia il tipo di 
omologia al quale, secondo quanto si osservb ne1 n. 1 del171ntroduzione, ci 

si riferisca nella definizione, I' è, relativamonte a V, un divisore del10 zero, 
rispetto alle omologie ordinarie. L'indice del KROKECKER di ï e di Vi è 

quindi nullo, ed è percib nullo anche quello, coincidente col primo, del ciclo 
ordinario r e del ciclo relativo Vi*, pensati entrambi appartenenti alla varietà. 
relativa Ci. 

I l  ciclo relativo Vi* di Ci ha quindi indice del KRONECKER nullo con tutti 

('3) Quefit'ultima proprietk (di ciii è data qui iina dimofitraaione diretta) risiiltu anche 
consegnenxa di una proprieth generale drll'iiirariante ,pz ,  dclla qiialc~ intendo ncriiparini in 
un prossimo lavoro. 
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i cicli ordinari di  Cl, di dimensione coinpleinentare. Per un teorema noto (16), 

esso 6 quindi divisore dello zero mod Dl; esiste cioé una (q + 1)-catena '2 
di Cl tale che e-AiVi* - Zé, ove Ai+ O ed ove Zé è una catena del con- 
torno Dl di Ci. 

Ma, poichè Ail",* - Zé-O e Vi*-Yi, sarà Zi-hiYi. D'altra parte 
Vi = Vi* + Wi-O, e quindi la catena V/ = Ai Wi + Zi è un ciclo. Ma dalla 
relazione hiVi - V;=  Aiq* -Zi e dalla @ -  AiVi* -Zi abbiamo allora 
che Vl cn AiVi. 

Inoltre Ir,' ha in cornune con Ci i punti della catena Zi, che appartiene 
al contorno di Cl. Ma si è osservato che tale contorno non ha alcun punto 
in  conlune con quel10 di Ci. Quindi Vl non ha alcuo punto in  comune con Ci. 

È quindi provato quanto si voleva. 

10. Osserviamo ora che, nei riguardi d i  p l  e d i  p, , le 8 :  2 e 8: 3 valgono 
anche per le varietà combinatorie. 

Tali varietà combinatorie sono una categoria di cornplessi più vasta di quella 
delle varietà ordinarie, e in cui le proprietà di carattere oinologico riguardanti 
le varieta hanno, co&è noto, i l  loro più appropriato campo di validità (17). 

Poichè è p, 2 p, e poichè negli esempi dati per giustificare la  8:2 e 
la  8 : 3  é pl  = pi , basterà mostrare la cosa nei riguardi di pi. La proprietà 
accennata è dovuta a l  fatto che la  aaggior parte delle proposizioni del 
NEWMAN e OR DI AL EX AN DER, richiamate ne1 n. 1, e di cui la teoria qui svolta 
é una conseguenza, si conservano valide quando nei loro enunciati si sosti- 
tuiscano le parole « elemento », << sfera », « varietà », rispettivamente con le 
parole « cella combinatoria », « sfera combinatoria », « varietà combinatoria ». 

Infatti, un breve esanle, fatto fondandosi, quando è il caso, su di una, 
recente formola del ~WAYER-VIETORIS ("), mostra che, anche dopo la  detta 
sostituzione di parole, le 1 : 1, 1 : 2, 1 : 5, 1 : 6: 1 : 7 sussistono senza variazioni. 
Xon sussiste, per altro, la  1 : 3 e la 1 : 4, potendosi ora, invece, solo dedurre 
che la Vi- E e la V- E, considerate in tali proposizioni, hanno le  stesse 

('6) Vedi, ad esempio, S. LEFRCHETZ, a), pag. 178. 
(47) Delle n-varieth combinatorie (dette anche val-ietà del VAN KAMPEN O varieth 

oinologiche) si pub dare la segiiente definieione, ricorrente rispetto alla dimensione f i :  Una 
n-varieth combinatoria 

per n = 0, è un gruppo di punti; 
per n. > O, un n-complesso in cui i cornplessi avvolgenti dei vertici sono (12- 1)-celle 

combinatorie O (12 - 1)-sfere combinatorie. 
Una n-cella ecl un n-sfcra vonibinatoria sono n-varietà combinatorie aventi i gruppi 

di oiiiologia risprttivainenie di lin rz-siniplesso O del contorrio di nn (n t 1)-simplesso. 
(48) W. MAYER, a); L. VIETOMS, a). Si veda anche A. BASSI, c). 
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basi di omologia della V. Per altro la 1: 5, di frequente uso, comerva la  sua 
vnlidità, benchè caso particolare della 1 :% e 1 : 4, in conseguenza del fatto 
che due n-celle combinatorie possono non essere equivalenti. 

Proposizioni analoghe alle 1 :3 e 1 :4, che sussistono, come è evidente, 
anche ne1 campo delle varietà combinatorie. sono le seguenti: 

1 : 3'. - Se una n-varieta combinatoria V, dotata d i  contorno, ed una  n-cella 
o r d i n a r i a  E hanno i n  colnune una (n - 1)-cella o r d i n a r i a  del loro 
contorno e nessun altro punto fuori d i  p e s t a ,  è V + E = A. 

1 : 4'. - Se V è u n a  n-varietà combinatoria, dotata di  contorno, se E è una  
n-cella o r  d i  n a r i a  contenufa i n  u n a  n-cella o r d  i n a r i  a F di V ;  se 
inoltre i contorni di  E e di P hanno i n  comune una (n - 1)-cella o r  d i n  a r i a 
del contorno di  V e nessun altro punto, è V - E s V. 

Se orit si vengono ad esaminare quali proposizioni della teoria svolta si 
basino sulla 1 : 3 e sulla 1 : 4, si vede che in soli tre punti del lavoro esse 
furono richiamate: nelle dimostrazioni delle 3: 3, 3: 4 e 5: 2. Le 3: 3 e 3:4 
non sussistono infatti ne1 campo delle varietà combinatorie; e non sussiste 
neppure la  dimostrazione della 5 : 2 .  Per altro, queste proposizioni non in- 
fluenzano il resto della teoria. Sono state esposte perche presentano interesse 
per la teoria combinatoria delle varietà ordinarie, cui i primi due paragrafi 
di questo lavoro sono dedicati, ma i l  resto della trattadone pub prescindere 
da esse. Infatti, ne1 seguito, & richiamato solo quel caso particolare della 3:3  
e della 3: 4, rappresentato dalla 3 :  5. Ma la 3: 5 continua a sussistere, indi- 
pendentemente dalla 3 : S & dalla 3 : 4, perche pub dimostrarsi usufruendo 
solo della 1 :  5,  Che, come si  è gis osservato, continua ad essere valida. La 
5: 2, d' altra parte, B richiamata solo nella dimostrazione della 6 :  2. Ma nella 
6 :  2 si considera un cas0 in cui si verificano contingenze partieolari: infatti, 
riferitici ad un complesso di  celle ordinarie che reticoli una varietà combi- 
natoria dotata di contorno, le  n-celle di V'" corrispondenti alle n-celle di V (19) 

sono tutte ordinarie, e 1' 1-elemento a cui si accenna nella 5 : à, che congiunge 
un vertice d i  una di  queste con un vertice del contorno, è costituito di 
segmenti di  V*, trasversi di (w - 1)-celle ordinarie di V' ed ha  percib un 
intorno, che 8 ancora una n-cella ordinaria. Quindi la  A, + I(a) B ancora 
una n-cella ordinaria e la  sua sottrazione alla V non altera la V, perche 
effettivamente si  viene ad applicare non la 1 :4, su cui la 5 : 2  si fonda, ma 
invece solo la  1 :4', che 6 valida anche nelle varietà combinatorie. 
si  vede in modo anche pih chiaro prendendo in consideranione la 
dimostrazione della 6 : 2. quale risulta dalle ô : 3 e 6 : 4. Infatti si vede 

ria cosa 
seconda 
che m a  

(49 )  Vedi a questo proposito il primo capoverso del n. ô. 
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varieth combinatoria pub ridursi all'intorno, rispetto a se stessa, di un 
( n  - 1)-complesso ordina~io, mediante l'estrazione di  una n-cella ordinaria, 
avente in comme iina (n- 1)-cella ordinaria con il contorno di V, e che 
verifica inoltre l'hltra proprietà accennata nella 1 :4 ' ;  quindi mediante 
un'operazione per cui essa si mantiene equivalente a se stessa. 

Fatta quindi astrazione dalle proposiaioni isolate 3 : 3, 3 : 4, 5 : 2, potremo 
concludere che: 

10: 1. - L a  teoria svolta nei prirni due paragrafi uale anche nei riguardi 
delle varietli combinatorie, quando nelle proposizioni enunciate le celle e le 
sfere oidinarie siano sostituite d a  celle e sfere conzbinatorie. 

I l .  Considerata ora una n-varietà combinatoria V, priva di contorno, retico- 
liarnola con un complesso ordinario, e infine consideriamo il suo V'*. Le 
n-celle di quest'ultimo reticolato corrispondenti alle n-celle di Ir sono tntte 
ordinarie. Se a tali celle applichiamo il procedimento indicato nella dimo- 
strazione del teorema 5: 1, poichè la  a é qui composta di segmenti di V* 
trasversi ad (n - 1)-celle di V' e I (a)  é quindi un n-cella ordinaria, otte- 
ninmo come risultato una n-cella ancora ordinaria. Sicché (riadottando le 
stesse notazioni usate ne1 n. 5)  la U che viene a sostituire, in un opportuno 
reticolato equivalente al dato, tutte le n-celle di V'* della classe considerata, 
é ancora una n-cella ordinaria. Anche le n-celle di V'" corrispondenti a 
celle di dimensione n - 1, n - 2, n - 3 di V sono n-celle ordinarie perché 
esse risultano il collegamento jjoiw) di  celle ordinarie di V delle dimensioni 
ora dette e di una sfera rispettivamente a zero, uno, due dimensioni. Ragio- 
nando corne sopra, potremo concludere che, in un opportuno reticolato equi- 
valente a V, a ciascuna di tali classi di n-celle di V'* viene A corrispondere 
una n-cella ordinaria. 

Avremo quindi che 
11: 1. - Una n-varietà combinatoria ( p i v a  d i  contorno) si pub reticolare 

con u n  conhplesso d i  n +- 1 n-celle cosnbinatorie, delle quali 4 (al+neno) sono 
ordinarie. 

I n  modo analogo si  pub dimostrare Che: 
11 : 2. - Una n-varietà combi.rzatoria dotata di  contorno si pub reticolare con 

u n  complesso di n n-celle co~rzbinatorie, delle yuali 3 (almeno) sono ordinarie. 

12. Anche altri dei risultati trovati si possono estendere a l  caso in cui 
corne parte elementare della n-varietà combinatoria V si consideri un n-varietà 
combinatoria, connessa e a contorno regolare, i cui cicli siano tutti cu O 
in V (eccetto il ciclo O-dimensionale). Per  una suddivisione in tali parti, 
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oltre che valere, come si A gik osservato, le 8 : 2  e le 8 :  3, vale anche il 
teorema 5:l. La cosa si dimostra subito, tutto riducendosi a provare Che, 
se A , ,  A,  sono due parti elementari senza piinti comuni, e se I ( n )  é una 
n-cella combinatoria il cui contorno abbia in comme una (n - 1)-cella 
combinatoria con quel10 di A , ,  e iin'altra con quel10 di A , ,  l'insieme di 
A , ,  A, e I(a)  6 ancora una varietà elementare del tipo detto ; COSR quest' ol- 
tima che si dimostra iinmediatarnente. 

Essendo valida la 5: 1, ne sono valide anche le consegiienze, qud i ,  ad 
esempio, le formule (9) e (11). 

Si avr& percib, cornplessivamente, che 
N d l e  n - v a r i e t à  p i v e  d i  contorno è 

(1) ? < p i s n i - 1 ;  
I n  quel le  d o t a t e  d i  contorno  è 

(2) 1 < pi < n, 

potendo  le  pi a s s u m e r e  tu t t i  i v a l o r i  entro i l i m i t i  descri t t i .  
Inoltre, se A e B sono varietk prive di contorno o aventi un contorno 

regolare, A 

(3) pi(A X B )  pi(A) + pi(B) - 1 
(4) P ~ ( A  4- B) < pi(A) se pi(A) 2 MB).  

Tali formule,  se  i = 1, 2, v a l g o n o  a n c h e  n e l  c n w p o  de l le  v a r i e f ù  cosnbinatorie. 
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11 yoteiiziale terrestre e la riduzioiie dei valori osservati 
della gravità a, uua superficie di riferilnerito. 

M@rnoria di CORRAUINO NINEO (a Palermo). 

Sunto. - Posizione riyorosa del problema del la  riduaione delle misure d i  gravit& a u n a  super- 
ficie d'equilibrio t e r re s t~e ,  in  parte esterna e i n  parte iwterna alle masse attraenti ,  met- 
tendo i n  rilievo le difflcoltà alzalitiche del problemu ; discussione d i  alcuni metodi i n  uso. 

Si pub affermare che i metodi astronomico-geodetici mettono in grado 
di determinare con sufficiente esattezza una superficie d'equilibrio terrestre, 
che in parte B interna alla Terra e praticamente coincide, nella, sua parte 
accessibile, con la superficie media dei mari. 

Per  converso, nella determinazione della forma della Terra per mezzo 
delle misure di gravità, si parte (secondo la  posizione che al problema diede 
inizialmente 10 STOKES) da una superficie d'equilibrio contenente ne1 suo 
interno tutte le masse attraenti. La determinazione del potenziale newtoniano, 
fuori di una tale superficie, costituisce allora, come primo notb 10 STOKES, 
un problema, di DIRICHLET esterno. 

Ma una superficie esteriore a tutte le masse terrestri, alla quale biso- 
gnerebbe poi ridurre i valori osservati della gravità, sembra poco conveniente 
ai pratici. Di qui ripieghi per adattare la soluzione, valevole per una super- 
ficie affatto esteriore, a l  caso d 'una superficie parte esterna e parte interna 
alle masse attraenti (e vicinissima a quella media dei mari opportunamente 
prolungata). Na questi ripieghi, a parte quel che spesso hanno di arbitrario 
e di non rigoroso, harino il grave inconveniente di dissimulare le difficoltk 
matematiche del problema e di non dare quindi un'idea sufficientemente 
esatta del loro effettivo valore. 

Convien dunque affrontare direttamente il problema, ne1 caso d'una su- 
perficie d'equilibrio in parte esterna e in parte interna alle masse terrestri. 
Ora qui la prima difficoltb che si presenta, e snlla quale richiamarono 1' atten- 
zione il BRILLOUIN (') e il POINCARÉ (7, consiste in cib, che una superficie 

- 

( l )  BRILLOUIN, Les reductions de l a  pesalzteur a u  niveau de l a  mer.  Les difféve9zts Geobdes. 
u Revue gbnerale des Sciences pures et appliquees x ,  T. XI (1900), pp. 875-883. 

(*) POINCAR& Les mesures de gravité et l a  Géodksie. c Bulletin astronomique B, !P. XVIII 
(1901), pp. 5-39. 
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continua e a curvature continue, per es. un ellissoide, non pub essere una di 
siffatte superficie ; perche le curvature subiscono discontinuità, quand0 una 
superficie d'equilibrio s'interna ne1 suolo: un unico ellissoide, per es., pub 
essere d'equilibrio nella sua parte marina, ma non nella sua parte continen- 
tale inaccessibile, dove non pub costituire se non la continuaaione analitica 
(dato che questa continuazione ahalitica esista) della parte esteriore. È dunque, 
rigorosamente parlando, assurda l'ipotesi d 'un m i c a  superficie d'equilibrio 
continua con curvature continue, che sia parte esterna e parte interna alle 
masse attraenti : ipotesi, che, come vedremo, B implicita nei tentativi accen- 
nati di  adattare a l  caso d 'una superficie non esteriore la  soluzione valevole 
per il caso esteriore. 

Nella parte sotto i continenti, insomma, sono da considerare due super- 
ficie : una G,, molto complicata, che i l  BRILLOUIN chiama geoide di BOUGUER, 
le cui normali sono le verticali, la quale non è punto la continuaaione ana- 
litica della superficie d'equilibrio esteriore; una seconda G,, chiamata, da1 
BRILLOUIN, geoide d i  PRATT, assai piil semplice, che è la  continuazione ana- 
litica della superficie d9equilibrio esteriore. Ne1 cas0 di densità continue e 
per pendenze dolci, (rigorosamente parlando, ne1 cas0 limite in cui i l  mare 
incontri la costa sotto a,ngolo .nul10 O quando si prescinda dalle masse com- 
prese tra l a  superficie d'equilibrio considerata e il suo piano tangente, lirni- 
tandosi a masse, per cos1 dire, tarzgenti alla detta superficie), le due super- 
ficie G, e G, coincidono. Non cosl in generale. Tuttavia il dislivello tra G, 
e G,, se non del tutto trascnrabile, si pub ritenere molto piccolo (presumi- 
bilmente non superiore ai quattro metri), e si pub stabilire di trascurarlo 
(almeno in prima approssimaaione) ('). 

Con questa ipotesi (necessaria da1 punto di vista analitico); noi esamine- 
remo il caso d'una superficie d'equilibrio S, che lascia al d i  fuori di essa 
il rilievo terrestre : la determinazione del potenziale newtoniano all' esterno 
di S, dovuto alle masse sconosciute interne a S, è sempre manifestamente 
riducibile a un problema di DIRICHLET, a patto che si possa parlare (come 
un dato del problema) del potenaiale delle masse sovrastanti a S. 11 problema 
della riduzione alla superficie S dei valori osservati della gravità, riceve 
quindi una formulazione rigorosa, che ha il vantaggio non soltnnto di far 
vedere dove risiedono le difficoltà analitiche del problema stesso e come 

(l) Cosi fa il POIXCARÉ ne1 lavoro citato, se bene. a stretto rigore, non sia prevedibile 
corne la soliizione del problema di DIHI('HLET, da1 quale dipende l a  determinmione del po- 
tenaiale newtoniano (esterno) dovnto allc masse interiir allit  considcrnta superficie d'eqiii- 
librio, possa renire alterata. 
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alcune formole in  uso siano manifestamente erronee, nia anche di mettere 
nella sua vera luce l'idea, che storicamente ha  avuto tanta importanza, del 
compenso (le masse einergenti, come oggi si dice, non possono essere soppor- 
tate dalla considerata superficie d' equilibrio come un seinplice sovraccarico) : 
questo compenso discende da una immediata interpretazione delle formole. 

1. Sia S una superficie d'equilibrio terrestre, molto vicina al livello medio 
dei mari, la  quale quindi 13 in parte interna alla Terra. Xia m, (i = 1, 2, ... , q)  
una massa che giace al di sopra della superficie S; e v, (i= 1, 2, ... , y) i l  po- 
tenziale newtoniano della massa nz,. Riferiamo la  Terra a coordinate polari, 
prendendo come asse polare l'asse della rotazione diurna e come polo il centro 
di massa della Terra,. Denotiamo rispettivamente con r, 0, @ il raggio vettore, 
13 colatitudine e la longitudine d 'un punto generico. Chiamiamo V il potenziale 
newtoniano, all' esterno d i  8, della massa M comunque distribuita dentro S. La 
funzione V é armonica, regolare e nulla all'infinito e sulla superficie S, avendo 
supposto yuesta d'  eqzcilibrio per 1' intero sistema d i  masse 11 e mi (i = 1, 2, ... , y), 
verifica la condizione 

essendo f la costante dell'attraziorie universale, o l a  velocità angolare della 
Terra e C una costante. 

Siano U ,  e U, le funzioni armoniche ne110 spazio esterno a S, regolari 
e nulle all'infinito e che su S si riducono rispettivamente a 

dove Pz@) é il polinomio di LEGENDRE di 20 grado in cos 0 e R 13 un valore 
medio del raggio vettore della superficie S. 

Sia finalmente ui la funzione armonica fuori di 8, regolare e nullit all' in- 
finito e che sulla 

Segue allora 

(3) 

frontiera S prende gli stessi valori di vi ('). 

(') Bisogna naturalniente ammettere che la Punzione esista, ~ i a  continua, ecc., anche 
se in natura la superficie esterna della massa mi non sia una superficie di LIAPOUNOFF! 
Se quella superficie è molto irregolare, bisognerà renderla piii regolare. Del resta, senza 
I'esistenza di vi e di ui, non si pub assolutamente parlare di riduzione della gravità al 
livello del mare O al geoide. 

Annali di Matematica, Berie IV, Tomo XVI. 39 
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e la costante C è data dalla relaaione 

dove 

E facilmente si dimostrerebbe che, suppouendo S non molto differente 
da una sfera di raggio R, le eostanti Z,  e 1- sono dell'ordine di R. Le CO- 

stanti p, differiscono poco dalle masse rn,. 
II potenziale totale W della Terra (cioè la somma del potenaiale newto- 

niano delle masse attraenti e del potenziale della forza centrifuga) 6 quindi 

Poniamo 

dove 

Possiamo dire che W,, sarebbe il potenziale terrestre totale, quando le 
masse emergenti mi venissero tolte da1 loro posto e distribuite comuque dentro S 
e questa si supponesse sempre d'equilibrio per l a  Terra cosk iwmaginata. 

Segue : 

2. Il valore teorico della gravità (noll'ipotesi, cioè, che S sia d' equilibrio 
per la Terra effettiva), in un punto qualunque P, fuori di S, è 

4 

d WO 
(pc - mi) 

g P  = -- + f i=l 
d u ,  q du. q dui - - + f r , - 2 - f L -  

dnp 1, d r ~ p  i=ldnp i=1dnp7 

dove dnp indica 1' elemento di normale interno alla superficie d' equilibrio 
che passa per il punto P. 

Se g', B il valore osservato della gravita in P, 2'ano.inalia d i  gravita in P, 

6 9; - g,. 
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Ponendo 

possiamo scrivere 

Ma i l  termine 
E (pi - m,) d U, 

f p p -  
1, . dnp 

B piccolissimo, essendo dell'ordine di 

dove, come abbiamo accennato, p, differisce pochissimo da m,. Si p& dunque, 
se si vuole, sorivere semplicemente 

Questa formola B suscettiva della seguente interpretazione. Si pub assu- 
mere y, coine gravità normale ne1 punto P (corrispondente alla Terra ideale 

poc'anzi definita), purchb, ne1 calcolare 13anon:alia di gravità in P, il valore 

osservato g*p venga ridotto per meazo delle due correaioni 

Per mezzo della prima, 1' effetto delle masse protuberanti m, vien siittratto 
dalla gravità osservata in P ;  mentre la  seconda correaione pub rappresentare 
l'effetto (da aggiungere) di masse ipotetiche pi .(i = 1, 2, ... , q) distribnite nel- 
l'interno di S in modo da produrre sulla superficie S lo stesso potenziale 
newtoniano delle masse reali +ni ( i= 1, 2, ..., q). 

I l  procedimento di sostituzione di masse interne a masse esterne, si pre- 
senta, invero, come un espediente inevitabile nella teoria di S T O ~ S  e in altre 
consimili, dovendosi tener conto della circostanza che S non comprende dentro 
di sb tutta la superficie fisica della Terra ;  ma non ha  ragion d'essere nella 
presente teoria, dove diventa del tutto fittizio e costitnisce soltanto una inter- 
pretaaione della forrnola (12), che è conseguenza immediata dell'ipotesi che S 
sia superficie d'equilibrio per la Terra attuale (e non per la Terra ideabe). 
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Possiaino, se ci piace, concepire una cowbpensazione, sempre uome conse- 
guenea della (12) ,  ma è da notare che l ' eguagl ianza tra nzassu del rilievo ter- 
restre e m a s s a  d i  compensaaione è, rigorosamente parlando,  iwtpossibile, giacchè 
le masse apparenti pi differiscono (per quanto poco) da.lle niasse reali *ni. 

Notiaino finalmente che In sostitu~ione di masse ipotetiche, idealmerite 
corrispondenti ai potenziali u,  (i = 1, 2, .,. , q), pub essere concepita in infiniti 
modi. Se la superficie S è una sfera, è ben noto il classico metodo d'inver- 
sione; ma questo metodo (da1 quale deriva il cosi detto metodo di R,UDZKI) 
db luogo soltanto a una delle infinite distribuzioni possibili. 

3. Certo, si  è ben lontani oggidi da1 possedere l'immense nnmero di dati 
topografici e geologici, occorrenti per tentare di costruire le funzioni vi e ui ('). 
Non si b quindi in grado di assegnare il valore teorico della gravità in un 
punto P, fuori di S, dato dalla (10). Soltanto il valore normale y, si pub 

assegnare; e l'anomalia di gravità in P si pub ottenere per mezzo della (12bis), 
calcolando (più O meno empiricamente e grossolananierite) le correzioni (13) 
con i dati topografici e geologici relativi alle vicinanee della stazione. 

Na si presenta ancora uns, difficoltb. S e  il pnnto P sta sopra uu conti- 
nente, la  (12"'") dà l'anomalia in P ;  mentre si ricliiede che le anomalie ven- 
gano rifei6ite alla superficie S: in altri termini, il valore osservnto g*, b da 

ridurre alla superficie S ne1 senso che orn diremo. Xia P' il punto in oui la 
linea di forza passante per P incontra la  superficie S :  la  questione é di poter 
conoscere i l  valore g;,, che si osserverebbe realmente ne1 punto P' se questo 

punto fosse accessibile. R i g o r o s a w n t e  parlando,  nessuna  prediaione è possibile 
irztorno a questo valore. Non si possono fare se non congetture più O meno 
accettabili, con le quali in sostanza si  assegna un valore teorico alla gravità 
non osservabile g*,,: cos1 1' anornalia., che dovrebbe essere la  differen~a tra un 

dato sperimentale e un valore teorico, diventa la differenza tra due valori 
teorici ! 

Le consideraeioni che si posson fare per assegnare un valore a g*,,, sono 

le seguenti. Le anomalie di gravità originano certainente da1 fatto che la  
superficie S, che abbiamo 'szcpposto d'equilibrio, non B tale in realtii: la vera 
siiperficie d'equilibrio è un'altra, che chiameremo S*, e, co+ne un r i su l ta fo  
delle osservaaioni, si pub aminettere che S* differisca poco da S. Se A r  é l'in- 

(') Oso credere, tuttavia, che, giovaridosi d i  opportiirie carte orometriche, coine lia fntto 
il BILILL~UIN in una question2 simile (vedi  Centve d e  gravité et momeuts d'inertie des Océans, . Bulletin. g6odesique 8 ,  1926, pp. 155-180), si potrebbe fadir iente  e con ~antapgio pratico 
schieeare ilna prima soliieione schematica del problema. 
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cremento del raggio vettore ne1 passaggio da S a S*, si pub supporre che ArlR 
sin una quantità piccola del prim'ordine e che il suo quadrato sia del tutto 
trascurabile. 

Sia 

il vero poteneiale totale della Terra, essendo WC,*, vi*? ui* le funzioni relative 
alla nuova frontiera S*. Ora ~i pub ritenere che v,* e u,* coincidano rispettiva- 
mente con vi e u i  (') ; sicchè è da considerare soltanto la variazione di W ,  ne1 
passare da S a S*. Dall'ordinaria teoria segue che questa variaeione è del- 
1' ordine di 

Ar f ( M  + B mi) 
R 'r 

. Possiamo quindi scrivere 

essendo F una funzione regolare dei suoi argomenti. Sia P' il punto in cui la 
linea di forza passante per P incontra la superficie S*. Per  ottenere g',, dalla 

formola generale (16), è da notare che il 2 O  termine del Z0 membro di (15) 
subisce iina variaeione picco1:i del 2 O  ~ r d i n e  (affatto trascurabile) ne1 passare 
da P a P'. Invero, 17angolo tra la verticale in un punto qualunque P di S* 
e il raggio vettore O P  è una piccola quantità del prim'ordine, sicchè, ne1 
fare la riduzione da P a P', si pub supporre che la  detta linea di forza coin- 
cida con il raggio vettore OP. Se h è l'altitudine di P sulla superficie P, 
stimata lungo il raggio vettore OP, ln variazione predetta è quindi dell'ordine di 

epperb trascurabile. Fer conseguenza deduciamo da (15) : 

vale a dire che E'anomalia di gravita in Pr è eguale all'awmnalia d i  gravita 
in  P. Risultato che era da aspettarsi e che vale quando le premesse valgono. 

(') Sarebbe facile dimostrare che, ne1 computo della correzione dovuta al riliero ter- 
restre, la massa eoiiipresa tra S e S* è ti.asciirabile, almeno in prima approssimacione. Simil- 
mente B da trascwrare la massa compresa tra S e il livello inedio del mare. In pratica è 
quasi inipossibile £are altriiiienti. 
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Per ottenere g>, , scriviamo 

e resta da calcolare g,, - g, ('). Ora, nelle ipotesi dell' ordinaria teoria, si pub 

scrivere con approssimazione sufficiente 

E quindi, in virtù della (10) : 

dW h 4 dvi  dui  q d u ,  dui 
(20) g p , - g , = 2 - 2 - + 2 0 e h + f Z  

d n p  rpr LI(= - d d  - f?l(G - d G ) '  

Dalle (18) e (20), tenendo presente la (Il), segue: 

Tenendo conto che 

sono quantità piccole (non raggiungendo 2 X IO-' cm/sec'), si ha con 1' appros- 
sima~ione consueta della pratica, 

e la (21) si pub scrivere 

(') P e r  far  questo, il BRILL~UIN (loc. cit.) pensa che I'unico metodo logico sia quel10 
d i  swvirs i  d'un tubo d i  forza. applicando il teorema generale della divergenza. Na i l  van- 
taggio & soltanto apparente, perche s'incontra la grave difficolth d i  determinare questo tiibo, 
la cui forma appunto dipende rigorosamente da1 circostante rilievo. Se, per esempio, si fa  la 
solita ipotesi, che le  superficie d7equilibrio passanti per P e P' siano sfere concentriche e 
che le  linee di forza coincidano con i raggi vettori uscenti da1 corniine centro, si trova 

dove k b la densità media del rilievo terrestre attraversato da1 tubo. 
Si pub scrivere 

dove 8 b l a  densità media della Terra. Questa formola, salvo il termine 2w'h7 dia la corre- 
zione di R ~ U G U E R  per l a  Terra nello stato attuale. Ma quest t~ formola B in  generale inesatta, 
corne si dimostrerà appresso con un esempio. 
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Finalmente, per l'nnomalia di gravità in P', tenendo conto che 

si deduce : 

Ponendo 

possiamo scrivere 

g ' ,  si su01 chiamare il valore osservato della gravi tà  ridotto a l la  superficie S. 
È quasi superflu0 avvertire che g',, non ha nulla a che fare con g*,, dato 

dalla (21). 
I l  primo termine del 20 membro della (23) rappresenta il valore osservato 

della gravità ridotto in l inea d 'ar ia .  I l  secondo termine (non insensibile per 
stasioni molto elevate) non O contemplato nell'ordinaria teoria. I l  terzo 
termine ra,ppresenta la  correzione dovuta all'effetto delle masse sovrastanti 
alla superficie S e all'effetto delle masse apparen t i  sottostanti alla super- 
ficie stessa. 

È da notare che la  ridusione da  P a P' in ragione del dislivello, che 
abbiamo applicato alla funzione W,, non è per nulla applicabile alle fun- 
zioni vi e u,: ne1 cas0 della funzione W,, si tratta delle masse interne a 8, 
che su punti esterni a S agiscono (ne1 loro effetto più cospicuo) corne se 
fossero raccolte ne1 centro di massa della Terra, mentre le funzioni vi e ui 
sono relative a masse troppo vicine ai punti considerati e i cui effetti non 
si possono ritenere proporzionali a i  dislivelli. La funzione u i ,  per esempio, 
15 analitica fuori di S (se la massa mi è oinogenea, il potenziale vi è analitico 
anche dentro la massa stessa); ma la. serie 

du, - d u i  
-- - - 

d'ui  h? d3ui 
+ h  + - -3 -1- ... 

dn,, d n ,  dn;  2! dm, 

è troppo lentamente convergente da potere essere adoperata. 
Ne viene subito che il cosi detto secondo metodo d i  r iduzioneidi  HELMERT 

B erroneo. Per ottenere gr,,,, secondo codesto metodo, si sottrae 17effetto delle 

masse mi su P, si riduce da P a P' in linea d'aria e infine si aggiunge 
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l'effetto su P' delle ipotetiche masse y,. Chiamando gg, il valore osservato 

della gravità ridotto secondo questo procedimento, si  ha:  

7 dui . -- 1 + 2 -  t f Z  )( ) i=l d n p  

e si vede subito, confrontando con la  (23), che g:,, è formalmente e sosten- 

zialmente diverso da y;, . Poichb, come abbiamo già notato, 

è trascurabile, noi possiamo scrivere : 

e poich6, come sarebbe facile dimostrare, i due ultimi termini del 20 membro 
a un di presso si conpensano, possiamo scrivere ancora 

e la riduzione non differisce da quella in linea d'aria ! 
Consideriamo il cosi detto rnetodo originale di ridusione d i  RUDZKI. Se- 

condo questo metodo, l'effetto delle masse mi sulla gravità in P & sottratto 
da1 valore della gravith osservato in P e l'effetto delle ipotetiche masse p, 
è aggiunto; poi il valore della gravità cos1 corretto è ridotto in linea d'aria 
da  P n P' (sulla superficie 8). Chiamando gp, il valore cos1 ridotto, abbiamo 

Sebbene inaccettabile in principio, i l  metodo di ridnzione di RUDZKI 
porta a un valore che si confonde con il valore rigoroso g',,, dato dalla (23)) 

salvo il termine 2m2h ('). 
Non è semplice discutere il metodo isostatico. L'isostasia concerne un 

(') I l  LAXRERT, ne1 suo notevole scritto The reduction of obsewed values of gl-auity to 
sea levez ( S  Bulletin g6od6sique B, 1930, pp. 107-181) esita tra i due metodi ; ma egli dico che 
il  metodo di HELXEIIT è probabiltnente preferibile a quel10 di RUDZKI (p. 121) e che sembra 
più lopico (p. 137). La nostra analisi piova clle il cos1 detto secondo rnctodo di HICLMERT è 
certamente erronuo, nieritre il metodo di R U I ~ K I ,  se bene concettiialmente iiipiustifir~hile, 
porta a un risultato soddisfacente. 
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passato geologico. Una certa superficie Z era d'equilibrio in u n  certo tempo, 
quando le masse rît , i ,  che oggi costituiscono i l  rilievo terrestre, stavano 
dentro 2 (e non esistevano gli oceani). Nulla di più facile, da1 piinto di 
vista teorico, di assegnare la  gravith normale corrispondente a questo sup. 
posto stato della Terra: basta, come abbiamo visto, risolvere un problema 
di DIRICHLET esterno per il dato contorno 5, tenendo conto che la massa 
totale interna a E 6 M + L m,. Il difficile, dovendo mettere a prova l'ipotesi 
isostatica, B di inferire i valori della gravita che si  misurerebbero su L, se 
le masse u a ,  fossero tolte da1 loro stato attuule e distribuite dentro A Y' con 
una certa legge. Fino a qua1 punto si pub prescindere dalla conoscenza d' una 
qualche superficie d'equilibrio S*, quale è oggi effettivamente e non quale 
era in un periodo geologico piii O meno lontano? Pare che i fautori del- 
1'isostasi;t non se ne diano pensiero; giacchè il loro scopo non é d'indagare 
quale sia oggi la forma della Terra, ma soltanto se una certa ipotesi geologica 
di distribuzione delle niasse ne1 cos1 detto strato d i  cowzpensaxione sia ammis- 
sibile per quel lontano passato. S'intende, perb, che dato pure che si possa 
rispondere afferrnativainente a una tale domanda, infinite altre distribuzioni 
di masse sono possibili. Cornunque, noi non ci occuperemo qui della teoria 
isostatica, che 6 estranea al problema della forma della Terra. 

I n  relazione a questo prohlema, tutto quel10 che ne1 campo sperimentale 
si pub sperare dalle misure (e che si pub anche ritenere abbastanza bene 
conseguito), B la determinazione di porzioni di superficie appartenenti a una 
superficie S d'equilibrio in parte interna alle masse terrestri. 

La determinazione del campo della gravita all'esterno di S costituisce 
un problema di DIRICHLET esteriore più O meno difficile; e 10 stesso si deve 
dire del problema della ricliizione dei valori osservati della gravità alla su- 
perficie S, il quale problema quindi nofi coqporta vari metodi di risoluzione 
pi& O meno arbitrari, *na è perfettatnente deteh.zinato. 

4. A illustrare le cose dette, credo non inutile un esempio semplice 
quanto è possibile. 

La superficie S, che in un primo tempo si suppone d'equilibrio, sia una 
sfera di raggio R. Si supponga una sola massa +n, sovrastante a S, consi- 
stente in  una sfera omogenea o di diametro h, tangente esternamente alla 
sfera S ne1 punto P' (R, O , ,  '3,) (i). 

( 4 )  Suppongo masse di forma sferica per potere usare formole rigorose. Del rasto, non 
6 difficile, per 10 scopo che si vu01 raggiungere, di sostituire le masse del rilievo terrestre 
con un conveniente nuinero di masse sferiche. 

Annali di Matematim, Serie IV, Tomo XVI. 40 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



310 C. MINEO: Il po ienz ia le  ter restve e la r i d u a i o n e  de i  v a l o r i  osservnt i  

Segue 

(251 

912, 
_ (fuori della sfera a), 

fr '  + (R + ;)'- 2r (R + t) cos y 

(27) a,  = h 

3112, -- r 2 + ( ~ + ~ ) 2 - 2 ï ( ~ + ) c o s Y  
T a ~  

2, 
h 

(dentro a). a ha 

cos y = cos 0 cos 0,  -t sen 0 sen 0, cos (a - Qu). 

m, R u,= -- 1 - - 
R ' Re 

- 2 -- cos y 
( R h  r ( ~ + t h )  

(29) 

W=W,--.-- fne4 + fv, - fu, . 
2 R t h  r  

Supponiamo che la superficie S* (il vero geoide) sin una sfera di raggio 
R + E, e di centro O, (E, n - O , ,  a,): la superficie S* ': quindi tangente alle 
sfere 8 e CT ne1 punto P'. 

Riteniamo che E/R sia una quantità piccola del Io ordine e che il suo 
quadrato sia del tutto trascurabile; sicche 19equa5ione di S si pub scrivere 
cos1 : 

Segue, trascurando termini in w'E/R : 

(33) 
fM a w*, = w, - -- cos y. r r  
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della grauità a %na superficie di rif'erimento 911 

La funzione v, non cambia, cioè 

Per  costruire la  funaione u: , prendiamo il  punto 0, corne nuovo polo e 
il nuovo asse polare parallelo all'antico, e chiamiamo p, 9, cp le nuove coor- 
dinate polari d' un punto generico. Abbiamo rigorosamente: 

r 
(36) pP = y0 i- E~ + 2ar COS y) sen y, = - sen y. 

P 

'Mn, nella nostra approssimuzione, possiamo scrivere : 

(37) 
E E 

, cos y, = cos y i- - seng y ;  R 

e quindi la (35) diventa 

Come si era asserito (n. 2 ) )  la parte dipendente da E è piccolissima: in ogni 
c:iso, il suo effetto sulla gravità b dell' ordine di cmjsec>er la Terra. 

Possiaino dunque sürivere 

(39) 
x 

U,  = 24,. 

Segue 

Consideriamo ora i l  punto P (R + h, O , ,  a,) della superficie sferica a, dia- 
metralmente opposto al punto P' (PP'= h). Per un punto qualunque del 
segmento PP', abbiamo 

e quindi deduciaino 

(42) -- - 
du, - 41n, 4m, du,  4% __ d u l  4m1 dv,- 

h" -- 
dnp hg ' d n p  dTp-  9h' ' dnp, h' ' 
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Abbiamo quindi 

Chiainando k la densith della massa mi e 6 la clensità media della miissa JI. 
possiamo scrivere con sufficiente esattezza: 

(44) 

epperb 

(43) 

Per mezzo di un tubo di foraa, come si è descritto (n. 2), troviamo un valore 

ben differente g p , ,  cioh 

e abbiamo 

14k h 
ypr -gp ,  = - -- 

9 6 R '  

Supponendo 

R = 6370 X IO5 cm, h = 4 x IO5 cm, 

questa differenza B di 0.479 cm'sec'. Questo esempio nzostra a qzcali forti 
errori pub condurre l ' inesat ta  conoscenza dei d a t i  geometrici ( d i  forma e d i  
grandesaa) del rilievo circostante a l  luogo d i  osservazione. 

Sia y> il valore osservato della gravità nella staaione P: il  valore ridotto 
alla superficie S B quindi 

L'anomalia di gravitk in P' è quindi grp, - y,, e y,, & dato dalla formola 

Il valore osservato e ridotto secondo il cosi detto secondo metodo di 
HELMERT b 

e coincide, come avevamo asserito (n. 2), con quel10 ridotto in linea d'aria. 
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Il valore osservato e ridotto secondo i l  cos1 detto metodo originale d i  
RUDBKI concordti con il vero, dato dalla (47), snlvo il termine 2w2h (i). 

('I L a  riduzione di B o u ~ r m n  non ha nulle a che Pare con lo scopo d i  questo scritto. I l  
mctodo d i  B o u c i r ~ ~  B fondato sull'ipotesi che S sia superficie d'equilibrio, non per l a  Terra 
nello stato attuule, m a  per l a  Terra privata senz'altro dalle masse sovrastanti su S. È, perb, 
molto ardiio predire quale valore si osserverebbe in Pr (per riferirci al nostro esempio), se 
In niassa m, fosse portata via. 

I n  prntica codesta ridiiziono i! fnttn grossolanamente. Moll'esempio addotto, si  t rora  

C O R R E C T I O N  
By ARNOLD EMCH (Urbana - Illinois). 

I n  a paper on C~emona involutions and covariants connected mcith the Meddle surface, 
which appeared to p. 101 of the present volume of this journal, the statement is made 
'theorem 1) that C, is  a fivefold fundamental curve of the involution Tg. 

I t  should be noted that C, is not a proper fundamental c u v e  of miiltiplicity five, but 
mimt be counted five times a s  a part of the intersection of & with rS4. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



INDICE DEL TOM0 XVI DELLA SERIE 4c 

G .  FUBINI: Sulle terne di congruenze di curve nello spaaio proiettivo . . . . . Pag. 

H. F. BAKER: On the det~rmination of a sirnplex both inscribed to and circum- 
scribed about a quadric in space of four dimensions . . . . . . . . . D 

G. SANSONE: Svili~ppo in serie e valutazione asintotica del rapport0 tra due poli- 
nomi consecutivi di JACOBI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 

J. LEVINE: On a clnss of metric spaces admitting sirnply transitive groups of motions. B 

S. CINQUINI: Sopra le equazioni di Enlero dei problemi variazionali di  ordine n . » 

A. EMCH: Cremona involiitions and covariants connected with the Weddle surface . 2 

L. GRASSI: Moto libero smorzato dei sistenii a due çradi di liberth . . . . . . B 

E. FROLA: Trasformazioni funzionali lineari ed equazioni integrali singolari . . . D 

B. SEGRE: Intorno ad un teorema di Hodge sulla teoria della base per le curve 
di  una superficie algebrica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

E. FROLA : Trasformazioni funzionali Iineari ed equazioni integrali singolari (conti. 
wuazione e fine) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

K. BOHLIN: Sur la solution de l'équation du c i n q u i h e  degré . . . . . . . . 
C. BIGGERI : Sulle singolarita delle funeioni analitiche definite da integrali deter- 

minanti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
P. SEVERI: Im geometria delle funzioni analitiche di pih variabili ed i teoremi di 

esistensa e di unicita ad esse relativi . . . . . . . . . . . . . . . 
L. HOLZER und E. MELAN : Anwendung linearer Integralgleichiingen auf Probleme 

der Statik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
A. BASSI : SU alcuni nuovi invarianti delle varieta topologiche . . . . . . . . 
C. MINEO : I l  potenaiale terrestre e la riduzione dei valori osservati della gravità 

a una snperficie di rifeiimento . . . . . . . . . . . . . . . . . 
A. EMCH: Correction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a 

Indice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,, 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



P U R A  ED A P P L I C A T A  

e continuati dai professori : 

I N D I C E  A L F A B E T I C O  P E R  A U T O R I  

DEI TORII 1-XVI DELLA SERIE 4'' 

NICOLA ZANICHELLI, EDITORE 

BOLOGNA, 1938-XVI 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



I N D I C E  ALFABETICO P E R  AUTORI 
DEI TOM1 1-XVI DELLA SERIE 4a 

DEGLI x ANNAL1 DI MATEMATICA PURA ED APPLICASA 

T. 1 (19941, II (1925). I I I  (l926), I V  (1927). T (i9%), TI (1929), V I 1  (IMO), V I 1 1  (1930), I X  (1931), X IIYSQ, 
X I  (19331, X I I  (1934), X I I 1  (IR%), X I V  (1936), XV (193ü), X V I  (1937). 

ABRAMESCO N. - <( Les séries de polynomes à deux variables complexes ». 

T. 8, pp. 263-281. 
- - <c Sur les courbes de convergence des series de polynomes à une variable 

complexe et leur application B la  determination des fonctions holo- 
morphes dans des domaines donnés B. T. 12, pp. 197-215. 

ALRANESE G. - << Formule fondamentali della geometria sopra una varieth 
algebrica ». T. 4, pp. 153-184. 

AMOROSO L. - << Ricerche intorno alla curva dei redditi B. T. 2, pp. 123-159. 
AMOROSO N. - <( Sulla integra~ione delle equazioni differen~iali lineari di se- 

condo ordine a coefficienti variabili ,,. T. 4, pp. 279-299. 
ANDREOLI G. - << Sulle soluaioni non analitiche dell 'equa~ione funzionale 

f (x" - [ f ( x ) ] L  kx e su quelle analitiche dell'equaeione f (xa) = h[f(x)lb ». 

T. 1, pp. 83-90. 
-- (con P. NALLI). - << Sui processi integrali di Stieltjes ». T. 7, pp. 47-59. 

ARIANO' R. - Deformaaioni finite di sistemi continui R .  T. 2, pp. 217-261 ; 
t. 5, pp. 53-71 ; t. 6, pp. 265-282. 

ASCOLI G. - « Sui gruppi di corrispondeme (2, 2) sopra una curva algebrica B. 
T. 6, pp. 86-1.12. 

- - c Sugli s p a ~ i  lineari metrici e le loro varieth lineari ». T. 10, pp. 33-81 ; 
ibid., pp. 203-238. 

BAKER K. P. - << On the determination of a simplex both inscribed to and 
circumscribed about a quadric in space of four dimensions ». T. 16, 
pp. 35-38. 

BARY N. (con M. D. MENCHOFF). - << Sur  l'intégrale de Lebesgue-Stieltjes et les 
fonctions absolument continues de fonctions absolument continues ». 

T. 5,  pp. 19-54. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



4 &dice nlfabetz'co per Autori dei  tomi I-XVI della serie 4" 

BASSI A. - « Su alcuni nuovi invarianti delle varietà topologiche ». T. 16, 
pp. 275-297. 

BEDARIDA A. M. - a Ricerche sopra il numero  delle classi di forme aritmetiche 
di Hermite ». T. 3, pp. 189-238 ; t. 6, pp. 169-206. 

BELARDINELLI G. - « Funzionali analitici ipergeoinetrici B. T. 13, pp. 239-279. 
BELL E. T. - Transformations of relat ions between numerical functions ». 

T. 4, pp. 1-6. 
BERNSTEIN V. - « Sulle direzioni di  Borel  di funzioni olomorfe W .  T. 12, pa- 

gine 173-196. 
-- Rettifica alla Memoria : << Sulle d i r e ~ i o n i  di  Borel di funzioni olomorfe 2. 

T. 14, pp. 15-16. 
BIANCHI L. - x La costruzione geometrica di Darboux delle superficie appli- 

cabili su1 paraboloide rotondo ». T. 1, pp. 295-308. 
BIGGERI C. - K Sulle singolarità delle funzioni analitiche definite da intcgrali 

determinanti ». T. 16, pp. 209-220. 
BIGIAVI C. - x Di due speciali modificaaioni alla legge di Newton, Che, per 10 

spostamento del perielio .e la  deflessione dei raggi, conducono agli 
stessi risultati della Relatività >. T. 1, pp. 285-294. 

BIRINDELLI C. - « Una generalizzazione, per le serie, del metodo di somma- 
aione di  Nikola Obrechkoff ue l l a  teoria del prolungamento analitico ». 
T. 13, pp. 63-74. 

BIRKHOFF G. D. (con D. C. LEWIS JR.). - cc On the Periodic Motions ~ e a r  a given 
Periodic Motion of a Dynamical Bystem B. T. 12, pp. 117-133. 

BODEWIG E. - « Ueber die Doppeltangenten einer ebenen Kurve vierter Ordnung, 
inbeaondere ilber den Aronholdschen Satz ». T. 8, pp. 301-314. 

B o c t o r , ~ o u ~ o ~ ~  N. - a Sur quelques nléthodes nouvelles dans le Calcul des 
Variations ». T. 7, pp. 249-271. 

-- « Sur  1' application des méthodes directes R quelques probldmes du Calcul 

des Variations ». T. 9, pp. 195-241. 
BOHLIN K. - « Sur 178quation algébrique d u  cinquième degr6 n. T. 11, pp. 247-281. 
- - Sur la solution de l'équation générale du cinquième degr6 réduite k la 

forme libre ». T. 12, pp. 135-144. 
- - « Sur la  solution de 17 équation d u  cinquième degr6 ». T. 16, pp. 183-208. 
BOMPIANI E. - « Proprietà generali del la  rappresentazione puntuale fra due 

superficie W .  T. 1, pp. 259-284. 
-- « Rappresentazione geodetico-proiettiva fra due superficie ». T. 3, pn- 

gine 171-188. 
-- « Significato proiettivo di alcuni t ipi  d i  equnzioni differenziali del se- 

condo ordine .. T. 7, pp. 273-300. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



deyli a Arcnuli di Matemutica p ~ r a  ed applicata * 5 
-- 

BOMPIANI E. - « Sulle superficie integrali di due O più equazioni lineari a 
derivate parziali del ter50 ordine ». T. 9, pp. 287-306. 

BONVICINI D. - « Sulla deformazione pura ne1 caso di  spostamenti finiti 
e sulla rela,zione di essa colla tensione nei corpi anisotropi ». T. 13, 
pp. 113-117. 

BORTOLOTTI ENEA. - « Sulla geometria delle varietà a connessione affine. Teoria 
invariantiva delle trasformazioni che conservano il parallelismo ». T. 8, 
pp. 53-101. 

-- « Spimi proiettivamente piani ». T. 11, pp. 111-134. 
-- (con V. HLAVATY). - a Contributi alla teoria delle connessioni ». Ti 15, 

pp. 1-45; ibid., pl). 129-154. 
BOTSPORD J. L. (con A. D. MICHAL). - « Geometries involving affine connections 

and general linear connections. An extension of the recent Einstein- 
Mayer geometrie ». T. 12, pp. 13-32. 

BRELOI M. - « Sur le problème biologique h6r6ditaire de deux esptices d6vo- 
rante et dBvor6e D. T. 9, pp. 57-74. 

BROGGI U. - « Su di uno speciale problema dei momenti ». T. 12, pp. 63-73. 
BURGATTI P. - « Studio sulle varietà a due dimensioni appartenenti a un S, 

euclideo ». T. 9, pp. 121-142. 

CALAPSO P. - « Sulle reti e congruenze coniugate e sulle trltsformazioni delle 
superficie per congruenze (W) ;o. T. 4, pp. 121-141. 

--  « Intorno alle congruenze sulle cui superficie focali si corrispondono le 

linee di curvatura W .  T. 5, pp. 231-250. 
-- « Una trasformazione delle congruenze cicliche ». T. 7, pp. 213-224. 
-- « Inviluppi di  sfere sulle cui focali si corrispondono le linee di curva- 

tura e le linee asintotiche x. T. 7, pp. 225-229. 
-- a Intorno alle congruenze sulle cui superficie Iocali si corrispondono le  

linee di curvatura ». T. 8, pp. 201-213. 
CALAPSO R. - a Sulle congruenze cicliche ». T. 2, pp. 23-41. 
CALONGHI M. - « Sulla curvatura delle varietà degli s p a d  riemanniani ». T. 13, 

pp. 171-189. 
CARATHÉODORY C. - « Uebet geschlossene Extremalen und periodische Varia- 

tionsprobleme in der Ebece und im Raume ». T. 2, pp. 297-320. 
CARTAN É. - « La geométrie des groupes simples D. T. 4, pp. 209-256. 
- - Complement au MBmoire : « Sur l a  GBomBtrie des groupes simples ». 

T. 5, pp. 253-260. 
-- « Sur la g6om6trie pseudo-conforme des hypersurfaces de l'espace de 

deux variablés complexes ». T. I l ,  pp. 17-90. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



6 Indice alfccbekico per Autori dei tomi 1-XVI della serie 4" 

CASTELNUOVO G. - « Felice Klein (1849-1925) ». T. 3, pp. 241-245. 
CHAMARD L. - Sur quelques types de conditions imposées à la structure' 

d'un ensemble ponctuel ». T. 12, pp. 349-360. 
-- Aggiunta alla Memoria: « Sur quelques- types de conditions imposoes à 

la structure d'un ensemble ponctuel ». S. 13, p. 363. 
CHELLA T. - « Dimostrazione dell'esistenza di un algoritmo delle divivioni 

successive per alcuni corpi circoIari ». S. 1, pp. 199-218. 
CHIELLINI A. - *: Ricerche di Calcolo delle Variazioni ». T. 13, pp. 41-54. 
CHISINI O. - a La rappresenta~ione analitica di un ramo reale di curva alge- 

brica ». T. 1, pp. 147-173. 
CIBRARIO N. - « I l  problema di Dirichlet in dominii infiniti e le equazioni 

del secondo tipo misto ellittico-paraboliche B. T. 14, pp. 215-247. 
CIMMINO G. - « Sulle condizioni necessarie e sufficienti per la semicontinuith 

degli integrali doppi di forma pararnetrica ». T. 15, pp. 159-173. 
CINQUINI S. - a Condizioni necessarie per la semicontinuith degli integrali 

doppi del Calcolo delle Variazioni ». T. 10, pp. 233-254. 
- - c Sull'approssimazione delle funaioni di due variabili ». T. 11, pp. 295-323. 
-- a Sopra una formula di Curtiss o. T. 12, pp. 153-171. 
-- « Sopra una condiaione sufficiente per la semicontinuità degli integrdi 

dei problemi variazionali di ordine n ». T. 15, pp. 77-86. 
-- « Sopra le equazioni di Eulero dei probleini variaaionali di ordine n », 

T. 16, pp. 61-100. 
CIORANESCO M. N. - a Quelques nouveaux problèmes sur les fonctions harmo- 

niques o. T. i l ,  pp. 135-154. 
CIPOLLA M. - « Sui f~nda~menti  logici della RIateinntica secondo le recenti 

vedute di Hilbert ». T. 1, pp. 19-29. 
COMESSATTI A. - Sulle varietà abeliane reali ». S. 2, pp. 67-106; t. 3, pa- 

gine 27-71. 
-- « Sulla connessione delle superficie algebriche reali ». T. 5, pp. 299-317. 
-- « Sulle trasformazioni birazionali delle curve algebriche interpretate 

come rotazioni del piano iperbolico ». T. 8, pp. 1-27. 

DARBI G. - « Sulla riducibilith delle equazioni algebriche ». T. 4, pp. 185-208. 
-- a Gruppi delle equaaioni binomie ». T. 7, pp. 231-247. 

DAVIES E. T. - « On the infinitesimal deformations of a space ». T. 12, pa- 
gine 145-151. 

DIENES P. - On t.ensor geometry ». T. 3, pp. 347-295. 
DIREZIOXE (LA). - « Corrado Segre » (Necrologio). T. 1, pp. 319-320. 
-- « Salvatore Pincherle » (Necrologio). T. 15, pp. 309-310. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



E n r c ~  A. - «. Cremona involutions and covariants coiinected with the Weddle 
surface ». T. 16, pp. 101-105. 

- « Correction ». T. 16, p. 313. 
ENRIQUES F. - « Sulla costruzione delle fiinzioni algebriche di due variabili 

possedenti una data curva di diramazione ». T. 1, pp. 185-198. 

F&DOROFF W. - « Sur  la monog6néité des fonctions d'une variable complexe ». 

T. 6, pp. 161-168. 
FINIKOFF S. - « Congruences avec les deux nappes de la surface focale appli- 

cables l'une sur l'autre par les points correspondants ». T. 1, pp. 175-184. 
FINZI B. - « Sui veli elastici ». T. 5, pp. 131-145. 
- - « Equazioni intrinseche della meccanica dei sistemi continui perfetta- 

mente od imperfettamente flessibili >>. T. 11, pp. 215-245. 
FISCHER A. - « Ueber die nomographisclie Losung einer elementarmechani- 

schen Extremumaufgabe ». T. 12, pp. 57-61. 
- - « Graphischen Rechentafeln (Nomogramme) für die Berechnung der 

ganzen rationalen Funktion ,. T. 13, pp. 281-286. 
FROLA E. - Trasformazioni funzionali lineari ed equazioni integrali sin. 

golari ». T. 16, pp. 1.27-155; ibid., pp. 165-182. 
FUBINI G. - « S u  alcune classi di congruenze di rette e sulle trasformazioni 

delle superficie R ». T. 1, pp. 241-257. 
- - « Luigi Bianchi e la  sua opera scientifica ». T. 6, pp. 45-83. 

- - « Sulle terne di congruenze di èurve ne110 spaaio proiettivo >,. S. 16, 
pp. 1-33. 

-- (con T. LEVI-CIVITA). - « Sulle cnrve analoghe a,l circolo osculatore 
quando si passa da tre a quattro pnnti infinitainente vicini ». T. 7, 
pp. 193-211. 

GRERMANESCO M. - « Sur les Bquations aux diffbrencet: finies ». T. 12, pp. 305-326. 
-- « Sur les équations aux diffgrences finies ». T. 13, pp. 309-333. 
GIULOTTO V. - « Funzioni sferiche poliarrnoniche a due variabili ». T. 1, 

pp. 219-240. 
-- « Funzioni di Bessel del campo poliarmonico ». T. 14, pp. 41-74. 
GOLAB Sr. - <c Sopra le connessioni lineari yenerali. Estensione d'un teorema 

di Bornpiani ne1 caso più generale S. T. 8, pp. 283-291. 
- « Sopra certe classi di connessioni lineari ». T. 11, pp. 283-293. 

- -. « Sur l'ordre de planlitc! des espaces plonges ». T. 13, pp. 119-185. 
-- (con J. A. SCHOUTEN). - « Ueber projekthe Uebertragungen und Ablei- 

tungen II 3. T. 8, pp. 141-157. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



8 Indice alfabetiw per Autori dei tomi 1-XVI dellu serie 4" 

GOLUBEFF W. W. - a Recherches sur la thdorie des fonctions automorphes ». 

T. 8, pp. 29-52. 
GONELLA G. - a Sopra alcuni invarianti differenziali >, T. 5, pp, 1-18. 
GRAFFI D. - a Sopra una equazione funzionale e la sua applicazione a un 

problema di fisica ereditaria ». T. 9, pp. 143-179. 
-- a Sopra alcune applicazioni degli invarianti adiabatici ». T. 15, pp. 87-128. 
GRANDJOT K. (con V. JARNIK, E. LANDAU, J. E. LITTLEWOOD). - a. Bestimmung 

einer absoluten Konstanten aus der Theorie der trigonometrischen 
Reihen ». T. 6, pp. 1-7. 

GRASSI L. - <( Moto libero smorzato dei sistemi a due gradi di libertk »' 

T. 16, pp. 107-125. 

HLAVATY V. - a: Théorie des densites dans le déplacement g6neral 3. T. 5, 
pp. 73-83. 

- - « Sugli invarianti differenziali di una forma bilineare mista W .  T. 6, 

pp. 113-126. 
-- a Connexion projective et deplacement projectif ». T. 12, pp. 217-294. 
- - (con E. BORTOLOTTI). - K Contributi alla teoria delle connessioni ». T. 15, 

pp. 1-45; ibid., pp. 129-154. 
HOLLCROWT E. T. - << Nets of manifolds in i dimensions B. T. 5, pp. 261-267. 
HOLZER L. (con E. MELAN). - « Anwendung liuearer Integralgleichungen auf 

Probleme der Statik ». T. 16, pp. 263-273. 

JARNIK V. (con K. GRANDJOT, E..LANDAU, J. E. LITTLEWOOD). - <( Bestimmung 
einer absoluten Konstanten aus der Theorie der trigonometrischen 
Reihen W .  T. 6, pp. 1-7. 

JONAS H. - a Un teorema fondamentale relativo alla Basforniazione di Peterson 
delle coppie di superficie isometriche B. T. 1, pp. 309-317. 

-- « Ricerche sulle trasformazioni delle superficie applicabili su1 parabo- 

loide iperbolico equilatero ». T. 2, pp. 161-201. 

KERNER M. - a Sur les variations faibles et fortes d'une fonctionnelle ». T. 10, 
pp. 145-164. 

-- << L' extremum dans 1' espace hilbertien >. T. 10, pp. 183-202. 
KNESER H. - << Periodische Differentialgleichungen und fastperiodische Funk- 

tionen >. T. 11, pp. 181-185. 
KORN A. - a Ueber die Losung der zweiten Randwertaufgabe der Elastizitats- 

theorie ». T. 2, pp. 43-66. 
KOUREN~B;~  M. - a. Method of integration of equations with partial derivatives 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



deyli Alzwali di ~~nternatica purcc ed npplicccta > 9 

of the second order with 2 dependent and 2 independent variables B. 
T. 8, pp. 293-300. 

KOVANKO A. - « Sur  les classes de fonctions presque-périodiques g h é r a -  
lisees ». T. 9, pp. 1-24. 

KRILL G. - « Sulle configurazioni d7 equilibrio instabile d' una piastra elastica 
sottile D. T. 4, pp. 257-278. 

- « Oscillazioni di un corpo rigido in sospensione elastica ». T. 8, p. 215-231. 
- - « Piastre rettangolari con nervature anisotrope vincolate su due lati ». 

T. 8, pp. 315-318. 
LANDAU E. (con K. GEANDJOT, V. JARNIK, J. E. LITTLEWOOD). - < Bestimmung 

einer a.bsoluten Konstanten aus der Theorie der trigonometrischen 
Reihen B .  T. 6, pp. 1-7. 

LANE E. P. - « Ernest Julius Wilczynski (in Memoriam) >>. T. 11, pp. 363-364. 
LAVRENTIEFF M. - a; Sur  quelques problèmes du  Calcul des Variations ». T. 4, 

pp. 7-28. 
LELLI 11. - « I l  principio di reciprocità nella Pisica ». T. 3, pp. 133-170. 
LEVI B. - a: Sulla definizione dell'integrale W .  T. 1, pp. 57-82. 
LEVI-CIVITA T. (con G. FUBINI). - « Sulle curve analoghe al circolo osculatore 

quando si  passa da tre a quattro punti infinitamente vicini ». T. 7, 
pp. 193-211. 

LEVINE J. - a: On a class of metric spaces admitting simply transitive groups 
of motions ». T. 16, pp. 49-59. 

LEVY H. - « Noti einsteiniani di un mezzo disgregato con simmetria sferica ». 
T. 4, pp. 107-119. 

LÉVY P. - a: Fonctions à, croissance régulière et itdration d' ordre fraction- 
naire .. T. 5, pp. 269-298. 

LEWIS JR. D. C. (con G. D. BIRKBOFF). - « On the Periodic Motions Near a given 
Periodic Motion of a Dynamical System ». T. 12, pp. 117-133. 

LITTLEWOOD J. E. (con K. GRANDJOF, V. JARNIK, E. LANDAU). - « Bestimmung 
einer absoluten Konstanten aus der Theorie der trigonometrischen 
Reihen n. T. 6, pp. 1-7. 

LORIA G. - a L'opera geometrica di Corrado Segre ». T. 2, pp. 1-21. 

MAMBRIANI A. - « Sul17Algebra delle successioni ». T. 8, pp. 103-139; t. 9, 
pp. 25-56. 

MAMMANA G. - « Sul problema preliminnre di una classica questione di Cal- 
col0 delle Va,riazioni ». T. 10, pp. 1-31. 

MANARINI M. - « Sul calcolo plurivettoriale negli spazi 8, e applicavioni alla 
meccanica dei sistemi rigidi J. T. 12, pp. 75-115. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



10 I ~ d i c e  ulfc~betico' yer Autori dei tomi I - X V I  del la serie 4" 

MANARINI M. - « Sugli spazi di Weyl. Introduzione geornetrica vettoriale asso- 
luta alla teoria della relatività, generale ». T. 14, pp. 149-177. 

MANIA B. - << Sopra una classe particolare di integrali doppi del Calcolo delle 
Variazioni ». T. 13, pp. 91-104. 

MARONI A. - <( Sulla dimensione dei sistemi lineari sopra le varieth algebriche 
a k: + 1 dimensioni contenenti un fascio di Sk D. T. 5: pp. 185-205. 

A .- « Alcune relaaioni relative ai sistemi algebrici di mi curve appartenenti 

ad una superficie algebrica ». T. 10, pp. 125-144. 
R~ATTIOLI G. - c. Principi variaaionali e trasformazioni adiabatiche ». T. 10, 

pp. 283-328. 
~ ~ ~ 5 5 0 ~ 1  P. - « Sui gruppi transitivi. Totalità delle sostituzioni permutabili 

con tutte quelle di un dato gruppo >>. T. 2, pp. 321-331. 
- - << Proprietà delle soluaioni di una particolare equadone integrale ». T. 7, 

pp. 301-313. 
MC CONNELL A. J. - « Strain and torsion in Riemannian space ». T. 6, 

pp. 207-231. 
MELAN E. (con L. HOLBER). - c. Anwendung linearer lntegralgleichungen auf 

Probleme der Statik ». T. 16, pp. 263-273. 
MENCHOFF M. D. (con N. BARY). - < Sur 1' intégrale de Lebesgue-Stieltjes et les 

fonctions absolument continues de fonctions absolument continues ». 
T. 5, pp. 19-54. 

MICHAL A. D. - c Postulates for Linear Connections in Abstract Vector Spaces ». 

T. 15, pp. 197-219. 
-- (con J. L. BOTSFORD). - << Geometriecr involving affine connections and 

general linear connections. An extensions of the recent Einstein- 
Mayer geometrie ». T. 12, pp. 13-32 

MILLER G. A. - « Lettera del prof. G. A. Miller al prof. Luigi Bianchi ». 

T. 3, p. 239. 
MINEO C. - Sulla geometria d'una superficie poco differente da un ellissoide 

con applicazione al caso della Terra B. T. 14, pp. 255-273. 
- -- 11 potemiale terrestre e la riduziono dei valori osservati della gravità 

a una superficie di riferimento ». T. 16, pp. 299-313. 
MIRANDA C. - Il probleina di Dirichlet in campi del10 spasio privi di puzti 

esterni B. T. 12, pp. 1-11. 
MORDOUKHAY-BOLTOTSKOY D. - « Sur les r6ductions monomes des inthgrales 

abeliennes ». T. 15, pp. 47-75. 

NALLI P. (con G. ANDREOLI). - << Sui processi integrali di Stieltjes D. T. 7, 
pp. 47-59. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



NERONOFF N. - « Sur la loi de l'attraction D. T. 14. pp. 75-97. 
-- K Sur une methode de d6termination des figures d'équilibre relatif, 

voisines des ellipsoïdes, d 'une masse liquide homoghne en rotation B. 
T. 15, pp. 175-185. 

NICOLETTI O. - Un teorema di limite D. S. 1, pp. 91-104. 
NIEMYTZKI V. - << Ueber vollstandig unstabile dynamische Systeme 9. T. 14, 

pp. 275-286. 

OBLATH R. - u Ueber Primzahlen in aufeinander folgenden Intervallen .. T. 14, 
pp. 299-303. 

OBRECHKOFP N. « Sur  les fonctions meromorphes limites de fractions ration- 
. nelles ». T. 13, pp. 75-90. 

OCCHIPINTI R. - u Alcune formole per le falde dell' evoluta di una superficie B. 
T. 7, pp. 131-143. 

ONOFRI L. - « Teoria delle sostituzioni che operano su una infinità nume- 
rabile di elementi ». T. 4, pp. 73-106; t. 5, pp. 147-168; t. 7, 
pp. 103-130. 

-- << Su una speciale classe di serie di funzioni analitiche ». T. 12, pp. 41-56; 

t. 13, pp. 209-235. 

PETERSON T. S. - « The analogue of Weyl's conformal curvature tensor in 
a Nichal functional geometry ». T. 13, pp. 55-62. 

PPEIFFER G. - u Die Konstrnktion des allgemeinen Operators des Involutions- 
systems von homogenen linearen partiellen Differentialgleichungen ». 

T. 14, pp. 327-341. 
PHALEN H. R. - u Le proprietà metriche della quadrica di Dloutard >>. T. 13, 

pp. 37-40. 
PIAZZOLLA-BELOCH M. - << Costruzioni di  curve sghembe aventi il mas~imo 

numero di circuiti D. T. 2, pp. 203-216. 
PICONZ M. - 4 Sui metodi di sommazione delle serie 9. T. 2, pp. 263-295. . 
- -. << Maggiorazione degli integrali delle equazioni totalmente paraboliche 

alle derivate parziali del secondo ordine ». T. 7, pp. 145-192. 
PINCHERLE S. - « Sui Coefficienti di Fattoriali ». T. 7, pp. 315-318. 
- - K Le dilata~ioni ne110 spazio delle serie di potenze ». T. 14, pp. 343-348. 
- - « Contributo alla teoria degli operatori lineari ». T. 15, pp. 243-308. 

PODTIAGUINE N. - u SurAune classe de fonctions croissantes ». T. 5, pp. 207-229. 
- - << Sur l'ordre de régularite de la croissance >>. T. 10, pp. 85-120. 
- - u Sur la régularité des fonctions à croissance tr&s rapide ou très lente Y .  

T. 13, pp. 163-170. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



12 Imdice alfabetico per Autori dei totmi I-XVI della serie 4a 

PRASAD B. N. - u On the summability (c, 1) of the conjugate series of a 
Fourier series B. T. 11, pp. 207-214. 

RANUM A. - cc On spherical quasi-spherical Curves ». T. 6, pp. 283416. 
RÉMOUNDOS G. J. - « Sur un cas d'8limination et l'extension aux fonctions 

algébroïdes du th6orème de M. Picard ». T. 2, pp. 107-110. 
RICGI G. - u Sulle funzioni simmetriche delle radici de117unità secondo un 

modulo composto B. T. 9, pp. 181-193. 
- - a Sui grandi divisori primi delle coppie di interi in posti corrispondenti 

di due progressioni aritmetiche. Applicazione del metodo di  Brun ». 

T. 11, pp. 91-1 10. 
- -- cc Su un teorema di Tchebychef-Nagel ». T. 12, pp. 295-303. 
- - u Sui teoremi Tauberiani .. T. 13, pp. 287-308. 
-- « S u  una formula di K. Petr per i l  calcolo numerico deg17intsgrali 

definiti ». T. 15, pp. 187-196. 
ROSATI C. - a Sui sistemi regolari di integrali abeliani riducibili e sulle reti 

di corrispondense ad essi associate B. T. 3, pp. 109-132. 
- - << Sulle corrispondenze permutabili appartenenti ad una curva algebrica, 

e sulle varietà di  Jacobi a gruppo di moltiplicabilità abeliano B. T. 6, 
pp. 243-263. 

RO~ENBLATT A. - u Sulla stabilità dei movimenti di  Poiseüille dei liquidi 
viscosi incompressibili ». T. 10, pp. 255-275. 

- -- a Sulla stabilità del movimento generale laminare dei liquidi viscosi 

incompressibili B. T. 11, pp. 187-206. 
y - K Sur les equations aux derivees partielles du  second ordre du  type 

elliptique non linéaires ». T. 13, pp. 191-208. 
- -  c< Sull' equa~ione biarmonica non lineare a due variabili indipendenti in 

un'area generale semplicemente connessa D. T. 14, pp. 17-39. 
ROSSINSKI S. - u Deformation d 'une congruence rectiligne avec conservation 

des surfaces reglées principales ». T. 14, pp. 349-358. 

SANNIA G. - u Nuova trattazione della geometria proiettivo-differen~iale delle 
curve sghembe D. T. 1, pp. 1-18; t. 3, pp. 1-25. 

SANSONE G. - a 1 sottogruppi del gruppo modulare con coefficienti del corpo 
di Jacobi-Eisenstein e un teorema sui gruppi finiti ». T. 3, pa- 
gine 73-107. 

- - « Sulle superficie deformabili al modo di Bonnet P. T. 3, pp. 297-322. 
-- u La risoluzione apiristica delle congruepze cubiche S .  T. 6, pp. 127-160; 

t. 7, pp. 1-32. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



SANSONE G. - <( Sviluppo in serie e valutazione asintotica del rapport0 tra 
due polinomi consecutivi di  Jacobi ». T. 16, pp. 39-48. 

SBRANA P. - K Soprs un gruppo di operatori funzionali che interesssno la  
Fisica B. T. 7, pp. 33-45. 

SCHOUTEN J. A. (con ST. GOLAB). - (< Ueber projektive Uebertragungen und 
Ableitungen II. ri. T. 8, pp. 141-157. 

SCHUNTNER E. - « Ueber die Aequivalena und Klassifikation dynamisclier 
Probleme ». T. 9, pp. 307-321. 

- - << Ueber die Aequivalena und Klassifikation der dÿnamischen Probleme 

(Nachtrag) ». T. 10, pp. 83-84. 
SCORZA G. - << Sulle algebre pseudonulle di ordine msssimo ». T. 14, pa- 

gine 1-14. 
SCORZA-DRAQONI G. - Sull' approssimazione dell' integrale di  Lebesgue me- 

diante integrali di  Riemann ». T. 7, pp. 61-70. 
- -  <c Sul fondamento matematico della teoria degli inaarianti adiabatici ». 

T. 13, pp. 335-362. 
SEGRE B. - a Sul moto sferico vorticoso di un fluido incompressibile S. T. 1, 

pp. 31-55. 
-- CC Sui moduli delle curve algebriche B. T. 7, pp. 71-102. 
-- « La geometria in Italia, da1 Cremonn ai  giorni nostri B. T. 11, pp. 1-16. 
-- << Gli scorrimenti nella Geometria non euclidea degli iperspasi ed alcune 

notevoli corrispondenze proiettive P. T. 12, pp. 327-34'1. 
-- << Intorno ad un teorema di Hodge sulla teoria della base per l e  curve 

di una superficie- aigebrica D. T. 16, pp. 157-163. 
-- (con F. SEVERI). - u: L'inviluppo di un sistema più volte infinito di  

curve piane ». T. 8, pp. 173-149. 
SEVERI F. - « Sulla differeneiabilitb totale delle funzioni di più variabili 

reali ». T. 13, pp. 1-35. 
-- <( La geometria delle fundoni analitiche di più variabili ed i teoremi di  

esistenza e di unicith ad esse relativi ». T. 16, pp. 221-261. 
-- (con B. SEORE). - << L' inviluppo di  u n  sistema pifi volte infinito di curve 

piane D. T. 8, pp. 173-199. 
SIG~NORINI A. - Q: Sulla pressoflessione del cemento armnto B. T. 5, pp. 85-130. 
SOBRERO L. - Nuovo teorema dei 292 momenti e sua espressione sintetica ». 

T. 13, pp. 127-141. 
- - << L a  riflessione analitica delle funaioni, biarmoniohe attorno a un cerchio 

ed alcuni problemi di elasticità piana B. T. 14, pp. 139-148. 
SPAMPINATO N. - « Sulla rappresentazione delle funsioni di variabile bicoin- 

plessa totalmente derivabili ». T. 14, pp. 305-325. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 



degli a Annali d i  Mutenznficn p w n  ecl ctppliccrtn 15 

VIFALI G .  - « Proiettività ne110 spazio hilbertiano ». T. i l ,  pp. 155-170. 
VRANCEANU G. - « Studio geometrico dei sistemi anolonomi ». T. 6, pp. 9-43. 

WAREWSKI T. - « Sur l'unicité et la limitation des integrales de certains 
systbmes d' équations aux dérivees partfielles du premier ordre >>. T. 15, 
pp. 155-158. 

WINTNER A. - Ueber eine Anwendung der Theorie der fastperiodischen Funk- 
tionen au£ das Levi-Civitasche Problem der mittleren Bewegung ». 

T. 10, pp. 277-282. 
-- « On the Linear Conservative Dynamicnl Systems ». T. 13, pp. 105-112. 

WISNIEWSKI F. J. (DE) - Une remasque relative A, la  mecanique corpuscu- 
laire ». T. 10, pp. 173-181. 

-- ,« Les probabilités k structure héréditaire et la  ~ta~tist ique moléculaire B. 

T. 12, pp. 33-39. 

IRIS - LILLIAD - Université Lille 1 


	Titolo
	Indice del tomo XVI della serie 4a
	Sulle terne di congruenze di curve nello spazio proiettivo
	0n the determination of a simplex both inscribed to and circumscribed about a quadric in space of four dimensions
	Sviluppo in serie e valutazione asintotica del rapporto tra due polinomi consecutivi di Jacobi
	On a class of metric spaces admitting simply transitive groups of motions
	Sopra le equazioni di Eulero dei problemi variazionali di ordine n
	Cremona involutions and covariants connected with the Weddle surface
	Moto libero smorzato dei sistemi a due gradi di libertà
	Transformazioni funzionali lineari ed equazioni integrali singolari
	Intorno ad un teorema di Hodge sulla teoria della base per le curve di una superficie algebrica
	Trasformazioni funzionali lineari ed equazioni integrali singolari
	Sur la solution de l'équation du cinquième degré
	Sulle singolarità delle funzioni analitiche definite da integrali determinanti
	La geometria delle funzioni analitiche di più variabili ed i teoremi di esistenza e di unicità ad esse relativi
	Anwendung linearer integralgleichungen auf problem der statik
	Su alcuni nuovi invarianti delle varietà topologiche
	Il potenziale terrestre e la riduzione dei valori osservati della gravità a una superficie di riferimento
	Correction
	Indice alfabetico per autori dei tomi I-XVI della serie 4a



